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Introduction

Introduction générale

La topologie algébrique est le domaine des mathématiques qui étudie des problémes de nature
topologique a 'aide d’outils algébriques. Pour cela, on utilise le formalisme des catégories et des
foncteurs (cf. [Bor94a)], par exemple). Soit 7, la catégorie des espaces topologiques pointés et
des applications continues pointées, et Ab la catégorie des groupes abéliens et des morphismes
de groupes. Eilenberg et Steenrod ont axiomatisé la notion d’invariant topologique (cf. [ES52]) :

Définition. Une théorie homologique réduite est la donnée de foncteurs k, : Z. — Ab, avec
n € 7, tels que :
— L’invariance par homotopie : si f et g sont deux applications continues pointées homotopes
(X, z9) — (Y, y0) alors pour tout n € Z, k,(f) = kn(g).
— Aziome de suspension : pour tout n € Z, on a un isomorphisme fonctoriel :

Fens1 X ~ kn DX,

ot XX est la suspension réduite de l’espace pointé X .
— Si A est un sous-espace de X, alors on a une suite exacte longue de groupes abéliens :

kn A knX k(X JA) — kp g A —> -

ot X/A désigne la cofibre homotopique de l'inclusion de A dans X .

On définit les théories cohomologiques réduites & ’aide d’axiomes analogues, en utilisant des
foncteurs contravariants. Il existe de nombreuses théories homologiques ; parmi celles-ci, on peut
notamment citer 'homologie singuliére & coefficients dans un anneau A, ﬁ*(—, A), et les groupes
d’homotopie stables 7w2(—) .

Le Théoréme de représentabilité de Brown (cf. [Bro62] et [Bro63|) démontre que les théories
cohomologiques sont représentables. C’est-a-dire que si (k™),ecz est une théorie cohomologique
réduite, alors il existe une suite d’espaces pointés (E,)nez tels que :

"X = X, E,],

ou [X, Y] est 'ensemble des classes d’homotopies pointées d’applications de X vers Y. L’axiome
de suspension impose alors ’existence d’une application continue :

€n  XE, — Eniq,

telle que I'application obtenue par adjonction E, — FE, 1 soit une équivalence d’homotopie.
La donnée des espaces F, et des applications €, définit un spectre E (plus précisément, un
Q-spectre). De la méme fagon, une théorie homologique (ky)nez détermine aussi un spectre E.
Les spectres forment une catégorie qui contient la catégorie des espaces topologiques (pour
plus de détail on renvoie a [Ada95|, [Swi02] ou [Vog70]). Intuitivement, on obtient la catégorie
des spectres a partir de la catégorie des espaces topologiques pointés en inversant le foncteur de

7



8 Introduction

suspension. Comme dans la catégorie des espaces topologiques, on peut définir la notion d’ho-
motopie entre deux morphismes de spectres. Plus généralement, dans [Qui67], Quillen introduit
la notion de structure de catégorie de modéles sur une catégorie et la catégorie homotopique
associée. Goerss et Jardine construisent ainsi la catégorie d’homotopie stable . dans le livre
[GJ99| suivant la méthode de Bousfield et Friedlander (cf. [BETS]). Cette catégorie est additive
et triangulée. On peut noter qu’il existe d’autres constructions plus sophistiquées telles que les
spectres symétriques (cf. [HSS00]) et les S-modules (cf. [EKMM97]) dont on a pas besoin ici.

Etant donné un spectre E, on peut définir une théorie homologique E, et une théorie coho-
mologique E*. La catégorie .7 posséde un produit monoidal symétrique A. Par la suite nous nous
intéresserons aux spectres munis d’une structure de monoide commutatif dans cette catégorie :
les spectres en anneau commutatifs. Si £ est un spectre en anneau commutatif, I’ensemble des
coefficients du spectre E, E, = E,SO est un anneau commutatif gradué et les théories homolo-
giques F, et cohomologiques E* sont a valeurs dans la catégorie des F,-modules gradués. De
plus, E*FE s’identifie a 'algébre des opérations cohomologiques stables. Dans le cas o E est
le spectre d’Eilenberg-Maclane a coefficients dans F,,, HIF,, I'algébre des opérations cohomolo-
giques stables HIF; HIF), est I'algébre de Steenrod A* (cf. [Ste62]). C’est une algébre de Hopf
non commutative sur IF,. De plus, la cohomologie singuliere & coefficients dans [F), est a valeurs
dans la catégorie des A*-modules gradués sur 'algébre de Steenrod. L’algébre A* ainsi que la
catégorie des A*-modules a fait 'objet de nombreux travaux dont ceux de Margolis (cf. [Mar83])
et de Lionel Schwartz (cf. [Sch94]).

Néanmoins, si les coefficients de la théorie cohomologique E* ne sont pas bornés, on doit
prendre en compte la topologie naturelle définie sur la cohomologie d'un espace. C’est pour cette
raison que nous préférerons utiliser les théories homologiques. On peut considérer que, si F FE
est un F,-module plat, alors E,FE représente ’ensemble des coopérations homologiques stables.
Autrement dit, (E, E+E) est muni d’une structure d’algébroide de Hopf gradué et la théorie
homologique E, est & valeurs dans la catégorie des E,F-comodules & gauche. C’est la raison qui
motive notre étude des algébroides de Hopf et de la catégorie des comodules sur un algébroide de
Hopf. Si E est le spectre d’Eilenberg-Maclane a coefficients dans IF,, (HF,), (HIF,) est I’algébre
de Steenrod duale A,. Dans ce cas, c’est une algébre de Hopf commutative sur F),.

Soit F un spectre en anneau commutatif. Une orientation complexe pour E est un élément
x € E2CP™ tel que l'application E*CP>® — E*S? ~ ¥2[F, induite par I'inclusion de S? ~ CP!
dans CP> envoie z sur 1 € X2E,. On a alors :

E*CPY ~ E,[x].

Si E est muni d’une orientation complexe, on dit que le spectre E est complexe orienté. Soit
X un espace paracompact et Pic(X) le groupe des classes d’isomorphismes de fibrés en droite
sur X, muni du produit tensoriel de fibrés. Le foncteur X —— Pic(X) est représenté par CP*.
C’est-a-dire qu’on a un isomorphisme :

[X,CP>] =5 Pic(X).

La structure de groupe commutatif sur Pic(X) se réalise par une structure de H-groupe com-
mutatif sur CP>. Cette structure donne lieu a 'existence d’une loi de groupe formel Fg(z,y) €
E.[z,y]. Le groupoide des lois de groupe formel et des isomorphismes stricts est représenté par
un algébroide de Hopf (L, LB). Lazard a explicité la structure de ’anneau L dans [Lazbd] : c’est
un anneau de polynoémes & coefficients dans Z sur des générateurs x; de degré 2i, avec i > 1.

L~ Zx;i>1].

Cependant, il n’existe aucun choix canonique de générateurs et les morphismes de structure de
I’algébroide de Hopf (L, LB) ne s’expriment pas facilement en fonction de ces générateurs.

Soit p un nombre premier fixé. Le groupoide des lois de groupe formel p-typiques et des
isomorphismes stricts est représenté par un algébroide de Hopf (V,VT). Le théoréme de Cartier
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montre que sur une Z,)-algeébre, toute loi de groupe formel est canoniquement isomorphe & une
loi de groupe formel p-typique. L’anneau V admet une description analogue & celle de L : c’est
un anneau de polynomes a coefficients dans Z,,) sur des générateurs v; de degré 2(p'—1),i>1:

Vo Zy [vii > 1]

Les générateurs v; ne sont pas uniquement déterminés. Néanmoins les idéaux J,, = (v9 =
D,...,Un—1) ne dépendent pas des choix des générateurs. De plus, Araki et Hazewinkel ont
construit deux ensembles de générateurs et on dispose de formules explicites pour décrire les ap-
plications de structure de I'algébroide de Hopf (V,VT). On peut donc, a I'aide d’un ordinateur,
mener & bien certains calculs.

Quillen a démontré dans [Qui69] que l'algébroide de Hopf (L, LB) se réalise topologiquement
par le spectre du cobordisme complexe MU précédemment étudié par Thom et Milnor dans
[Tho95] et [Mil60] :

(MU, MU.MU) ~ (L,LB).

Le spectre MU est un spectre en anneau commutatif complexe orienté et si E est un spectre en
anneau commutatif complexe orienté, alors & homotopie prés, il existe un unique morphisme de
spectres en anneau MU — E qui induit Porientation (cf. [Ada95]). On a donc un morphisme
d’algébroides de Hopf (MU.,MU.MU) — (E,, E.E), et si E est Landweber exact pour MU
alors la E-homologie se déduit directement de la MU-homologie :

Par exemple, le spectre d’Eilenberg-Maclane HA & coefficients dans un anneau commutatif
A, est un spectre en anneau commutatif complexe orienté dont la loi de groupe formel associée
est la loi additive G,(x,y) = x + y, mais ce n’est pas un spectre Landweber exact en général. Le
spectre de la K-théorie complexe KU est un exemple de spectre en anneau commutatif complexe
orienté qui est Landweber exact. La loi de groupe formel associée a ce spectre est la loi de groupe
formel multiplicative Gy, (x,y) = = + y — uxy, ou u € Ky est 'élément de Bott.

Soit p un nombre premier. Au lieu d’utiliser directement le spectre MU, on utilise le spectre
de Brown-Peterson BP (qui dépend de p), introduit dans l’article [BP66]. Le spectre BP est un
spectre en anneau commutatif, complexe orienté. Ce spectre réalise 1’algébroide de Hopf (V,VT) :

(BP,,BP,BP) ~ (V,VT).

De plus, la localisation du spectre MU au nombre premier p est homotopiquement équivalente a
un bouquet de suspensions du spectre BP :

MU, ~ \/E”iBP.

(2

Ainsi, si X est p-local, la MU-homologie de X est entiérement déterminée par la BP-homologie
de X.

Dans les années 70-80, Miller, Morava, Ravenel et Wilson notamment ont développé des
méthodes pour calculer des classes d’homotopies d’applications continues & partir de calculs de
BP-homologie. Ces méthodes se basent sur les suites spectrales d’Adams et d’Adams-Novikov, et
sur la filtration chromatique de BP. Soit E un spectre en anneau tel que E,E est plat sur E, et
X un spectre. La E,-suite spectrale d’Adams (E5", d, : ES' — ES™""t1) a pour terme Ej :

Ey' = Exty 4(E., B.X).

Sous certaines conditions, elle converge vers les groupes d’homotopie stables de X, 73, ,(X). Le
premier probléme est de calculer explicitement le terme F5 de cette suite spectrale, qui peut étre
trés compliqué.
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Dans l'article [Mor85|, Morava introduit une filtration chromatique de la catégorie des BP,.BP-
comodules, qui provient de la filtration par la hauteur de ’espace de modules des lois de groupe
formel p-typiques. Cette filtration permet de définir une suite spectrale qui converge vers le
terme E5 de la suite spectrale d’Adams pour £ = BP. Morava utilise dans cet article un langage
géométrique et introduit la notion de champ algébrique en topologie algébrique (cf. les travaux
de Naumann [Nau(07] et Hollander [Hol08]). A un algébroide de Hopf, on peut associer un champ
algébrique. Un comodule sur un algébroide de Hopf s’interpréte alors comme un faisceau quasi-
cohérent sur le champ associé.

Motivations

Soit G un groupe topologique. Les classes d’isomorphismes de G-fibrés principaux sur un
espace paracompact X sont en bijection avec ’ensemble des classes d’homotopies d’applications
continues de X vers I'espace classifiant BG. Les espaces classifiants sont utilisés dans la construc-
tion des spectres de la K-théorie et du cobordisme complexe. Il est donc naturel de s’y intéresser
et de connaitre leurs invariants topologiques.

Soient p un nombre premier, n un entier et V un p-groupe abélien élémentaire de rang n. La
cohomologie singuliére modulo p de BV ainsi que 'action de ’algébre de Steenrod et du groupe
linéaire sur cette cohomologie est bien connue. La conjecture de Sullivan, démontrée par Miller
dans [Mil87] dit que l'espace des applications continues pointées de BG vers X est faiblement
contractile. Miller énonce aussi le résultat suivant démontré par Lannes dans l'article [Lan92]. Si
X est un espace simplement connexe de type fini, on a alors I'isomorphisme suivant :

[BV, X] = Homy, (H*X, H*BV),

ou U désigne la catégorie des modules instables sur I'algébre de Steenrod. Il est naturel de chercher
a étendre ces résultat a d’autres théories homologiques. Dans article [JW85], Johnson et Wilson
déterminent une filtration de la BP-homologie de (BZ/p)"" dans la catégorie des BP,-modules,
puis qu’elle est additivement scindée, dans [JWY94]. Ce résultat est utilisé dans l'article [Min99]
de Minami. Il utilise le morphisme de Thom BP — HIF,, et les opérations d’Adams pour étudier
les groupes d’homotopie stables de BV'.

Dans ce travail, j’étudie les catégories de comodules sur un algébroide de Hopf, les foncteurs
de localisation sur ces catégories ainsi que la notion de produit semi-direct d’algébroides de Hopf,
afin de compléter les résultats de Johnson et Wilson.

Plan de la thése

Le premier chapitre de ma thése est consacré au rappel des définitions et des résultats impor-
tants qui seront utilisés par la suite. La premiére partie est consacrée aux algébroides de Hopf
et aux comodules. La fin de ce chapitre est consacrée aux lois de groupe formel. En particulier,
je rappelle les définitions des algébroides de Hopf (L,LB) et (V,VT). Des références standards
pour ces sujets sont les annexes Al et A2 de [Rav86].

Soit k un anneau. Le deuxiéme chapitre est consacré a I’étude des catégories de comodules sur
un k-algébroide de Hopf (A, T). A la section je rappelle la définition du produit cotensoriel
MUOpN d’un T'-comodule a droite M et d’'un I'-comodule a gauche N, étudié par Ravenel a
I’annexe Al de [Rav86]. Le produit cotensoriel n’est, en général, quun k-module. Mais si M et N
ont une structure de bicomodule sur des algébroides de Hopf plats, alors leur produit cotensoriel
admet aussi une structure de bicomodule. Le produit cotensoriel de comodules généralise ainsi
le produit tensoriel de bimodules. Par contre, il n’est en général pas associatif (cf. ’exemple
. Le théoréme donne des conditions suffisantes pour avoir I’associativité du produit

cotensoriel.
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Sif:(AT) — (B,X) est un morphisme de k-algébroides de Hopf. On peut définir un
foncteur f, entre les catégories de I'-comodules et de ¥-comodules :

f+« : rComod — y»Comod.
De plus, si (A4,T') est un algébroide de Hopf plat, ce foncteur admet un adjoint a droite f*
f+ : rComod = s,Comod : f*.
Ces foncteurs s’expriment & I'aide du produit cotensoriel de bicomodules :
fe~ (Be,D)Op— 5 ff~(T®,B)0x —.

Plus généralement, a la section j’étudie les foncteurs additifs entre catégories de comodules.
Le corollaire 2.6.5] donne une condition suffisante pour qu'un foncteur additif entre catégories de
comodules s’exprime & 'aide d’'un produit cotensoriel de comodules. Ce résultat permet d’ex-
pliciter une condition pour que deux catégories de comodules soient équivalentes, analogue a la
condition de Morita pour les catégories de bimodules :

Théoréme (Théoréme 2.6.7)). Soient (A,T) et (B,X) deuz algébroides de Hopf plats. Alors les
assertions sutvantes sont équivalentes :
- (AT) et (B,X) sont Morita équivalents.
— I existe un I'-X bicomodule W, coplat en tant que X-comodule, et un X-I' bicomodule T,
coplat en tant que I'-comodule, tels qu’on ait les isomorphismes de bicomodules suivant :

WDET ~ P;
TOrW ~ X.

Finalement, je rappelle a la section [2.7]la définition d’un morphisme d’algébroides de Hopf
Landweber exact. Si f: (A,I') — (B, X) est Landweber exact, alors le foncteur Ly = f* o f, :
rComod — rComod est un foncteur de localisation. Au chapitre |3 je rappelle la définition
générale de foncteur de localisation sur une catégorie C quelconque. Dans les articles [HS05al]
et [HS05b], Hovey et Strickland étudient ces foncteurs dans le cas particulier des catégories de
comodules, et plus spécifiquement la catégorie des BP,.BP-comodules. Ils montrent que les seuls
foncteurs de localisation sur la catégorie des BP,BP-comodules que I'on peut obtenir & partir
d’un morphisme d’algébroides de Hopf sont les foncteurs de localisation L,, avec n > 0, par
rapport aux théories de torsion héréditaires 7, :

T, = {M € gp,gpComod | U;IM = 0}.

Soit (A,T") un algébroide de Hopf plat et M et N deux I'-comodules & gauche. En général, il
n’y a pas assez d’objets projectifs dans une catégorie de comodules, on ne peut donc pas dériver
le foncteur de produit de tensoriel dans la catégorie des I'-comodules. Néanmoins, & la section
on définit une structure fonctorielle de T-comodule sur Tor{(M, N). Cela est nécessaire
pour déterminer, & la section [3.4] un isomorphisme de comodules entre les foncteurs dérivés des
foncteurs de localisation L, et les foncteurs TorSELZ-(Kn, —). En tant que BP,-module, on a un
isomorphisme :

K, ~BP./(vg°,...,v.°).

N

On remarque de plus que J, 11 = v;}_lKn est le terme d’indice n+1 de la résolution chromatique
de BP,, :
BP. Jo J1

Au début du chapitre [d] j’étudie une généralisation aux catégories du produit semi-direct de
groupes. Soient (A, I") un k-algébroide de Hopf plat et K une A-algébre de Hopf dans la catégorie
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des I'-comodules & droite qui est plate. A la section je définis alors un k-algébroide de Hopf
(A, A) qui représente le foncteur en groupoides, produit semi-direct des foncteur en groupoides
représenté par les algébroides de Hopf (A,T") et (A, K). Le k-algébroide de Hopf (A, A) est un
cas particulier d’extension d’algébroides de Hopf, et on a des morphismes de k-algébroides de
Hopf ¢, 7w et s, section de 7 :

— EN

(A, K)<— (A,A) < (A,T).

A la section j'explicite les foncteurs induits par ces morphismes d’algébroides de Hopf,
au niveau des catégories de comodules a gauche. Enfin je démontre a la section 8] que la
catégorie des A-comodules est équivalente & la catégorie des K-comodules dans la catégorie des
I'-comodules. A la section je montre qu’on peut étendre a la catégorie des A-comodules, les
foncteurs de localisations définis sur la catégorie des I'-comodules.

La construction introduite dans ce chapitre est motivée par le fait que si £ est un fibré en
sphéres sur un espace X, alors on a un morphisme T¢ — X, ATE, ot T¢ est I'espace de Thom
de £. En remarquant que BZ/p est I'espace total d’un fibré en sphére sur CP*°; on obtient une
application :

BZ/p — CPX ABZ/p.

Cela permet de définir sur la BP-homologie de BZ/p une structure de comodule sur la BP,-
algebre de Hopf BP,.CP*°. Plus généralement, (BZ/ p)/\n a une structure naturelle de comodule
sur I'algébre de Hopf (BP*(CPOO)@”.

Au chapitre 5] j’étudie la BP,-homologie de BV ot V est un p-groupe abélien élémentaire de
rang n. Aux sections et je considére le cas n = 1: BV = BZ/p. Jexplicite la structure
de BP,BP-comodule de BP,BZ/p, ainsi que I'action du groupe (Z/p)* sur cette homologie, en
fonction des coefficients de la p-série de la loi de groupe formel p-typique universelle. A la section
je rappelle les résultats obtenus par Johnson et Wilson dans article [JWS85|. Le résultat
principal de cet article est le théoréme suivant :

Théoréme (Théoréme 5.1 de [JWS5]). Il existe une filtration de BP.-modules sur BP, (BZ/p"")
dont le gradué associé est :

n
®1 i
@ @ Ly @gp, -+~ @gp, Ly, * ©gp, BP.BZ/p®F,
k=0 i1+t ip=n—k

ot Ly, m > 1 est le BP,-module libre sur les générateurs yp, homogénes de degré 2h, 0 < h < p™.

Plusieurs questions se posent alors. Cette filtration est-elle scindée ? Est-ce une filtration
dans la catégorie des BP,.BP-comodules et qu’elle est la structure de comodule du gradué ? Dans
[JWYO94], Johnson, Wilson et Yan montrent que la filtration est scindée dans la catégorie des
groupes abéliens. Je me suis plutot intéressé a la structure de comodule. A la section [5.4] j’énonce
un résultat analogue concernant la structure de BP,BP-comodule. Puis, je détaille & la section [5.5
le cas n = 2. Pour n > 2, la structure de BP,BP-comodule des quotients successifs n’est pas tota-
lement explicitée. Les quotients successifs de cette filtration font intervenir les BP,BP-comodules
by TorlBP*(N, N®") ou N = BP,.BZ/p. Ce comodule est le noyau d’'un morphisme directement
défini & partir des coefficients de la p-série de la loi de groupe formel p-typique universelle. Le
fait que ces coefficients ne soient pas algébriquement indépendants nous empéchent d’avoir une
expression explicite des générateurs de ce comodule. Néanmoins, a ’aide d'un ordinateur, on
peut mener a bien certain calculs en bas degré.

Au chapitre |§|, j’introduis l'algébroide de Hopf (S,SA). Soient R un anneau et G; le groupe
des séries formelles f a coefficients dans R, inversibles (pour la loi de composition) et telles que
f(0) = 1. L’algébroide de Hopf (S,SA) représente le groupoide défini par l'action de G; sur
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I'ensemble des séries formelles. L’ensemble G,, des séries formelles f telles que f(0) = n est
stabilisé par cette action et le groupoide correspondant est représenté par ’algébroide de Hopf
(Sn, SpA) ou S, est le quotient de S par un idéal invariant. D’autre part, si F est une loi de groupe
formel, on peut lui associer fonctoriellement sa n-série. Par le lemme de Yoneda, on obtient un
morphisme d’algébroides de Hopf :

Rn : (Sp,SnA) — (L, LB),

et ce morphisme devient un isomorphisme, si on le tensorise avec Q. Enfin, pour n = p, on
obtient un morphisme (S,SA) — (BP., BP.BP) et la série formelle a(z) = 3,5 a;z"t € S[z]
est analogue de la p-série universelle sur BP,. A la section je définis un comodule N sur
I'algébroide de Hopf (S,SA) tel que BP.®sN = BP,BZ/p. Les morphismes de structure de
cet algébroide de Hopf (S,SA) sont explicites et les coefficients de la série univerelle a(z) ont
I’avantage d’étre algébriquement indépendants. Cette propriété permet d’expliciter les relations
entre les générateurs de N ©" & la section puis d’expliciter les générateurs du comodule
¥ Tory (N, N®") a la section Ensuite, a la section on a un premier résultat concernant
la structure de comodule de X Torf (N, N®"). A la section pour n = 2, je détermine une
décomposition en somme directe :

5 Tory (N, N®%) ~ W, @ W,

ou Wy et Wy sont deux sous-comodules de X Tor?(N , N ®2) isomorphes respectivement en tant
que S-modules & X2N®2 et £4N®2, Dans le cas général, je ne parviens pas a déterminer une
telle décomposition, mais je définis un complexe de SA-comodules, dont on connait la structure
de comodule. Je conjecture que ce complexe est une résolution de ¥ Tory (N, N ©7),

En utilisant les foncteurs de changement de base, on devrait pouvoir en déduire des résultats
sur la BP-homologie de BV dans la catégorie des BP,BP-comodules. Ceci pourra faire I'objet de
travaux futurs.
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Chapitre 1
(Généralités

Dans toute la suite, les anneaux seront supposés commutatifs et unitaires. La catégorie des
anneaux sera notée Ann. On fixe un anneau de base noté k; ce sera trés souvent Z ou Lpy, oU p
est un nombre premier. Les k-algébres seront toujours supposées associatives, commutatives et
unitaires et nous noterons i.Alg la catégorie des k-algébres. La catégorie des k-algébres Z-graduées
commutatives, associatives et unitaires et des morphismes d’algébres homogénes de degré 0 sera
notée . Alg8. Rappelons que, dans le cadre des algébres graduées, commutatif signifie que, si
et y sont deux éléments homogeénes de degrés respectif m et n, alors :

2y = (~1)"ye.

1.1 Algébroides de Hopf

Dans cette section, nous rappelons la notion d’algébroide de Hopf. Pour cela, rappelons tout
d’abord la définition d’un groupoide.

Définition 1.1.1. Un groupoide est une petite catégorie dans laquelle tout morphisme est un
1somorphisme. Nous noterons Grpd la sous catégorie pleine de la catégorie des petites catégories
Cat, constituée des groupoides.

Exemple 1.1.2. La catégorie des groupes Grp peut étre vue comme une sous-catégorie pleine
de la catégorie des groupoides. En effet, si G est un groupe, on peut lui associer le groupoide G
a un seul objet (noté xg) et dont I’ensemble des morphismes est G. La loi de composition est
donnée par la loi de groupe de G.

La catégorie des ensembles Set peut aussi étre vue comme une sous-catégorie pleine de la
catégorie des groupoides. En effet, si X est un ensemble, on peut lui associer le groupoide dont
I’ensemble des objets est X, et les seuls morphismes sont les morphismes identités.

Proposition 1.1.3. Un groupoide est la donnée de deur ensembles, l’ensemble O des objets et
l’ensemble M des morphismes, ainsi que des applications suivantes :
— la source et le but :

s: M — 0O,
t: M — O;
— la composition des morphismes :
o: M'sXHM — M;

— application d’identité :
u: O — M,

15
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— linversion des morphismes :

L M — M.

De plus, ces applications vérifient les axiomes suivants :
(G1) la source et le but d’un morphisme identité est [’objet sur lequel il est défini :

ogig

(G2) le diagramme suivant commute (w1 et wo désignent respectivement la projection sur le
premier et second facteur du produit fibré) :

SoT tomo

O ~— MxXZEM —=0
\ lo /
s t
M,
(G3) les morphismes identités sont neutres a droite et a gauche pour la composition :

O¢1><idM 'dM Xag
MM M2

~NF

M,
ot les applications o et ag sont définies par les composées :
S u
ap: M =0 — M,

ar: ML 0% M,

(G4) inverser un morphisme échange source et but :

M —ts M M —Ls M

\\& \\&
S t

0, o,

(G5) Uinversion est une involution :

M—=M

N

M,

(G6) Uinversion est un inverse pour la composition :

ML Mty M L

A

M,

avec By = idag X L et Bo =1 X idpg,
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(G7) la composition est associative :

idXo

MIXEMIXEM — MIxHM

Mtxs M M.

o

Un algébroide de Hopf est un objet dans la catégorie des k-algébres qui représente un grou-
poide. Avant de détailler un peu plus, nous allons briévement rappeler les notions de préfaisceau
et de représentabilité.

Définition 1.1.4. Soient C et D deux catégories, avec C petite. Un préfaisceau sur C a valeurs
dans D est un foncteur F : CP? — D. La catégorie des préfaisceaux et des transformations
naturelles est notée P (C; D).

Définition 1.1.5. Soit C une petite catégorie. Le plongement de Yoneda est le foncteur suivant :

. cC — P (C; Set)
"1 X +— hx =Home¢(—,X),

ot Set est la catégorie des ensembles.

Lemme 1.1.6 (Yoneda). Soient F' € P (C;Set) et X € C. Alors Uapplication suivante est une
bijection :
Hom(hx,F) —  F(X)
{ « [ — ax(idx).

Corollaire 1.1.7. Le foncteur h de la définition[1.1.5 est pleinement fidele.

Définition 1.1.8. Soient F' € P (C;Set), X € C et x € F(X). On dit que F est représenté
par (X, x) si la transformation naturelle suivante associée a x par le lemme de Yoneda est un
isomorphisme :
{ hy(Y) = Home(V, X) —  F(Y)
f — F(f)(@).

On dit que F est représentable si il existe un couple (X, x) qui représente F.

Remarque 1.1.9. La transformation naturelle & sera souvent omise de la notation et on dira
que F' est représenté par X.

Soit C une catégorie et F € P (C; Grpd) un préfaisceau en groupoides. De la méme maniére que
pour un groupoide (cf. la proposition , F est déterminé par la donnée de deux préfaisceaux
d’ensembles Or et M qui représentent les objets et les morphismes, ainsi que de morphismes
de préfaisceaux qui représentent la source, le but, la composition, 'unité et 'inverse.

Définition 1.1.10. Soit F € P (C;Grpd). On dit que F est représentable si les préfaisceaux
d’ensembles Or et Mg le sont.

Proposition et définition 1.1.11. Soit F € P (x.Alg; Grpd) un préfaisceau représentable. L’0b-
jet qui représente F est appelé un k-algébroide de Hopf. Ainsi, un k-algébroide de Hopf est la
donné d’un couple de k-algébres (A,T") représentant respectivement les faisceaux des objets et des
morphismes, ainsi que de morphismes de k-algébres qui représentent :
— la source et le but :
n:A—T,

g A— T
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— la composition des morphismes :
A:T — I'"RQT;

— les morphismes identités :
e: T — A;

— linversion des morphismes :
c:I' —T.

On muni I de la structure de A-bimodule ot ’action & droite est donnée par mr et laction
G gauche par nr. Le produit tensoriel intervenant dans la définition de A est alors un produit
tensoriel de bimodule. C’est aussi le push-out dans la catégorie des k-algébres (produit fibré dans
la catégorie opposée) du diagramme suivant :

L

A——T

s

r

Ces applications doivent de plus vérifier les axiomes suivants :

(HA1) le morphisme de k-algébres € est aussi un morphisme de A-bimodule. Cela est équi-
valent a la commutativité du diagramme suivant :

A<—T
\mez
A.

(HA2) Le morphisme A est un morphisme de A-bimodules.
(HA3) Le diagramme suivant commute :

€ ®id1’* idr* Ke

[ =— IR T ——=T
L
idp idp
(HA4) Les diagrammes suivants commutent :
I<——T <71
\ T’?R \ T"YL
L U
A) A.

(HA5) Le morphisme d’inversion est une involution :

i

N

r.

(HAG) L’inversion est un inverse pour la composition :
r <i FT]R(X)ZLF & T

NRO€ TA 1L o€
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ol B1 et By sont les morphismes de k-algébres induit par les diagrammes suivants :

1 0

(HA7) Le morphisme de composition est coassociatif :

[ 2 > TmgliT

Al \Lidr RA

T nR®ZL T mrp 77R®7174L T 77R®7174L T.

Exemple 1.1.12. 1. Si F : gAlg — Set est un préfaisceau représenté par la k-algébre
A, alors, d’aprés l'exemple [I.1.2] c’est aussi un préfaisceau en groupoide représentable.
L’algébroide de Hopf qui le représente est ’algébroide de Hopf dite triviale (A, A).

2. Une k-algebre de Hopf avec antipode H représente un préfaisceau sur g Alg & valeur dans
la catégorie des groupes. En particulier, (k, H) est un k-algébroide de Hopf.

3. Soit G un groupe commutatif, et R une k-algeébre. L’ensemble des morphismes de groupes
de G vers R* est naturellement muni d’une structure de groupe commutatif. De plus, le
foncteur R — Homg,,(G, R*) est représenté par une k-algébre de Hopf, notée k [G]. En
tant que k-module, k [G] est libre de base ([g])4ec. La structure de k-algébre est donnée
par la multiplication du groupe :

[g] - [h] = [ghl],
les morphismes de structure de 1'algébre de Hopf A, € et ¢ sont donnés par les relations
suivantes :
Alg)) = lglexlgl,
e(lg) = 1,
clg) = l97']-

Remarque 1.1.13. Une autre maniére de voir les algébroides de Hopf est de définir la notion
de groupoide dans une catégorie C qui admet des produits fibrés. Un groupoide dans C est la
donnée de deux objets O et M, et de morphismes s,t,0,t,u vérifiant les axiomes analogues a
ceux de la proposition Un algébroide de Hopf sur un anneau k est alors un groupoide dans
la catégorie opposée des k-algébres . Alg.

Définition 1.1.14. Soit F € P (xAlg®; Grpd) un préfaisceau représentable. L’objet qui repré-
sente F est appelé k-algébroide de Hopf gradué. Ainsi, un k-algébroide de Hopf gradué est la
donnée d’un k-algébroide de Hopf (A,T'), ot A et " sont des k-algébres graduées et les applica-
tions de structure g, R, A, €, ¢ sont des morphismes de k-algébres graduées homogénes de degré
0.

Définition 1.1.15. Soient (A,T") et (B,X) deuz k-algébroides de Hopf. Un morphisme de k-
algébroide de Hopf f : (A,T') — (B, %) est un morphisme entre les préfaisceauz en groupoide
associés. D’apres le lemme de Yoneda, un morphisme f est représenté par un couple (f1, f2)
de morphismes de k-algébres fi : A — B, fo : I' — X qui commutent auz applications de
structure ng, Nr, A, ¢ et €.
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La catégorie des groupoides admet des produits et des produit fibrés, il en est donc de
méme pour les catégories de préfaisceaux en groupoides. Par représentabilité, on peut définir le
coproduit de deux algébroides de Hopf, qui est donné par le produit tensoriel.

Proposition 1.1.16. Soient (A,T') et (B,Y) deux k-algébroides de Hopf. Leur coproduit dans
la catégorie des k-algébroides de Hopf est le k-algébroide de Hopf :

(A, B, T®,%).

Démonstration : Soient G et ‘H deux préfaisceaux en groupoides. On a :
Ogxr = Og x Oy et Mgun = Mg x M.

Si G et H sont représentés respectivement par les algébroides de Hopf (A, ') et (B, X), le faisceau
des objets de G x H est représenté par A®, B et que celui des morphismes par I'©, 3. On en
déduit le résultat. O

1.2 Comodules

Soit (A,T') un k-algébroide de Hopf. D’aprés la définition la k-algébre I' est naturel-
lement muni d’une structure de A-bimodule. Le morphisme 1y, : A — I' définit la structure de
A-module a gauche et ng : A — T’ sa structure & droite. On considére le foncteur de produit
tensoriel avec I', défini sur la catégorie des A-modules & gauche :

F&,— - aMod — 4 Mod
A M s Te,M.

Comme (A, T") est un k-algébroide de Hopf, ce foncteur définit une comonade (I' ® ,—, €, A) sur la
catégorie 4 Mod. Rappelons les définitions de monade et de comonade, ainsi que leurs principales
propriétés. Une référence classique est [MLIS].

Définition 1.2.1. Soit X une catégorie. Une monade sur X est un triplet (T,n, ), ou T : X —
X est un foncteur, et n, u des transformations naturelles :

n:idy — T p:T? — T,

qui font commuter les diagrammes d’associativité et d’unité suivants :

TSLTQ TLT>T2<TLT
Tul J{ﬂ \J/”/
T2 — T T

Une comonade sur X est un triplet (U,e,A), ou U : X — X est un foncteur, et €, A des
transformations naturelles :

e:U —idy A:U—U?

qui font commuter les diagrammes de coassociativité et counité suivants :

U—=- 02 e
Al lAU \AT/
U2*>U3 U .

UA
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Remarque 1.2.2. A toute comonade (U, €, A) sur une catégorie X correspond une monade sur la
catégorie opposée X°P. On aura donc des énoncés analogues pour les monades et les comonades.
Pour plus de clarté, on énoncera les deux.

Quand on a une monade (7,7, ) (resp. une comonade) sur une catégorie X, on peut définir
la catégorie des T-algebres (resp. coalgébres) de X'. De plus, le foncteur 7' définit une adjonction
entre X et la catégorie des T-algébres.

Définition 1.2.3. Soient X une catégorie, (T,n, n) une monade et (U, €, ) une comonade sur
X.
— Une T-algébre est un couple (X,z) ou X est un objet de X et x : TX — X est un
morphisme tel que les diagrammes d’associativité et d’unité suivants commutent :

T2X 5 TX X 7x
SN
TX X X.

T

— Soient (X,x), (Y,y) deuz T-algéebres. Un morphisme de T-algébres f : (X,z) — (Y,y)
est un morphisme f: X —'Y dans X qui fait commuter le diagramme suivant :

Tf
TX —TY

l ly

— Une U-coalgébre est un couple (X,z) ou X est un objet de X et x : X — UX est un
morphisme tel que les diagrammes de coassociativité et de counité suivants commutent :

X —>UX UX =X

e

UX ——>U?X X :
X

— Soient (X, z), (Y,y) deuz U-coalgébres. Un morphisme de U-coalgébres f : (X, x) — (Y,y)
est un morphisme f : X — 'Y dans X qui fait commuter le diagramme suivant :

X Y
4
UX WUY.

On note X1 la sous-catégorie de X constituée des T-algebres et des morphismes de T-algébres,
et XY la sous-catégorie de X constituée des U-coalgébres et des morphismes de U -coalgébres.

Proposition 1.2.4. Soit X une catégorie. Si (T,n, ) est une monade sur X, alors on a une
adjonction (FT,GT,WT,aT) :
o xsat.gr

dans laquelle, les foncteurs FT,GT sont définis par :
FT. fl > le GT . fi — lf
Y (TY, py), (Y,y) Y,
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alors que nT =1 et E?X o) =T (TX,pux) — (X,z). De la méme maniére, si (U,€,0) est une

comonade sur X, alors il existe une adjonction (GU, FU,nU,EU) :
GV xVsx . FY,

dans laquelle, les foncteurs GY, FY sont définis par :

X (UX,6x) (X, ) X
FY. fl — lUf GY. fi > lf
Y (UY, dy), Y,y) Y,

alors que eV = € et 77(%(90) =z:(X,z) — (UX,0x).

Démonstration : Pour démontrer qu’on a bien des adjonctions, on peut utiliser le théoréme 2, (v)
de la page 81 de [ML98|. Dans le cas d’une monade (7,7, it), on vérifie aisément que FT et GT
sont bien des foncteurs, que n? est une transformation naturelle idy — GTFT = T. De plus,
comme (X, z) est une T-algebre, 'axiome d’associativité doit étre vérifié. Le diagramme suivant
commute donc, ce qui montre que 5(TX,x) =z : (TX,ux) — (X,z) est une transformation
naturelle.

72X s TX

uxl l

TXT>X.

Il ne nous reste plus qu’a vérifier que les deux diagrammes suivants commutent :

nTGT T, T
GT RN GTFTGT FT N FTGTFT
N Jes N o
GT, FT,

pour cela, on considére un objet X de X et (Y,y) une T-algébre. La commutativité de ces deux
diagrammes équivaut a la commutativité des deux suivants :

T
y ey (TX, pux) ﬂ‘)(TQXZ prx)
\ ly \ i“x
Y, (TX, px).

Le premier diagramme commute parce que (Y,y) est une T-algébre, le deuxiéme commute car
T est une monade et vérifie 'axiome d’unité. Un raisonnement analogue démontre ’adjonction
avec les comonades. O

La réciproque est vraie :
Proposition 1.2.5. Soient X,) deuz catégories et (F,G,n,e) une adjonction :
F: XS Y: G
Alors (GF,n, i = GeF') est une monade sur X et (FG,e,0 = FnG) est une comonade sur ).

Revenons a I'algébroide de Hopf (A, T"). Nous avons défini une comonade sur la catégorie des
A-modules & gauche. Une coalgébre sur cette comonade sera appelée I'-comodule & gauche. Plus
précisément :
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Définition 1.2.6. Soit M un A-module a gauche. Une structure de I'-comodule & gauche sur M
est la donnée d’un morphisme de A-modules a gauche :

vy M —T®,4M,

qui est coassociatif et counitaire. C’est-a-dire que les diagrammes suivants commutent :

M—M T, M MM Te M
’([J]ul \LA@id]\,j \ le@idM
idpy
I'oyM —T®, I, M
Da idr @Y DAt @aM, M.

Définition 1.2.7. Soient M et N deux I'-comodules a gauche. Un morphisme de I'-comodules a
gauche de M vers N est une application A-linéaire f : M — N qui fait commuter le diagramme
sutvant :

M N
dJMl/ in

On note Homp (M, N) l’ensemble des morphismes de T'-comodules a gauche de M wvers N, et
rComod la catégorie des I'-comodules a gauche.

Exemple 1.2.8. Soit A une k-algébre. La catégorie des comodules & gauche sur le k-algébroide
de Hopf trivial (A, A) est équivalente a la catégorie des A-modules a gauche.

Remarque 1.2.9. On peut définir de maniére analogue un I'-comodule & droite comme étant
un A-module & droite R muni d’un morphisme de A-module & droite coassociatif et counitaire :

Yg: R — R®,T.

On note Comodr la catégorie des I'-comodules a droite.

De plus, comme A est commutatif, la catégorie des A-modules & gauche est naturellement
équivalente & la catégorie des A-modules & droite et si M est un I'-comodule & gauche, la composée
suivante définit une structure de I'-comodule & droite sur M :

M- Te,M 2 Me,T,

ol c®M est I'isomorphisme défini par (c® M)(A®m) = m®c(A). Cela démontre la proposition
suivante :

Proposition 1.2.10. La catégorie des I'-comodules a gauche est naturellement équivalente a la
catégorie des I'-comodules a droite.

Remarque 1.2.11. En raison de la proposition [I.2.10] pour toute propriété vérifice dans la
catégorie des I'-comodules & gauche, il existe une propriété analogue dans la catégorie des I'-
comodules & droite. Par la suite, nous préférerons utiliser des I'-comodules & gauche.

Voila quelques exemples de comodules :

Exemple 1.2.12.
- np : A — T munit A d’une structure de I'-comodule & gauche (cf. les axiomes HA1 et

HA2 de la proposition [1.1.11]).

— nr: A — T munit A d’une structure de I'-comodule & droite.
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-~ A: T — I'"QET munit I' & la fois d’une structure de I'-comodule & droite et d'une
structure de comodule a gauche (cf. les axiomes HA1, HA2 et HA7 de la proposition
1.1.11]).

Exemple 1.2.13. Soit G un groupe commutatif. Un comodule M & gauche sur I’algébre de Hopf
k [G] n’est rien d’autre qu’un k-module gradué sur G :

M~ P M(g).
geG

En effet, si M est un comodule sur k [G], on pose :
M(g) = {m € M | ¢(m) = [g] @m} .

Soit m € M. Comme k[G] est un k-module libre, alors il existe une unique famille (mg)geq a
support fini telle que :

$(m) =3 [g] @m.

geG

En utilisant la coassociativité de v, on montre que m, € M(g), ce qui montre 'isomorphisme.

Définition 1.2.14. Un I'-comodule est dit étendu s’il est de la forme I'® 4 X, avec X un A-
module. La structure de comodule est donnée par le morphisme :

¢F®X - AI‘@X : F®AX — P®AF®A‘X
On note r& la sous-catégorie pleine des I'-comodules étendus.

La proposition suivante redémontre ’adjonction de la proposition dans le cas particulier
des I'-comodules :

Proposition 1.2.15. Soit (A,I") un algébroide de Hopf. On a une adjonction entre le foncteur
oubli O : pComod — g Mod et le foncteur comodule étendu :

r'e | aMod — rComod
A X — TeuX

O :rComod &= gMod : I'® 4 —.

Démonstration : Soit M un I'-comodule, et X un A-module. On va définir deux applications :
® : Homy (M, X) S Homp(M,T®4X) : 0.

Soient v : M — X, un morphisme de A-modules, et v : M — I'©®,4X un morphisme de

I’'-comodules. On pose :

V() = (@X)ov: M % To,X 2% x,

B(u) = (T@u) o dhyr : M 2L T, M ~25 T, X,

Le morphisme ®(u) est bien un morphisme de comodules car le diagramme suivant commute
grace a la coassociativité de ¥,y :

Ym F®AM rou

M
¢Mi A®Ml lA@X

re,X



1.2. Comodules 25

On a ¥ o ®(u) = u car le diagramme suivant commute :

M—Mre,M e, X
\ le@M le@X
M—7—X.

Finalement, comme v est un morphisme de comodules, le diagramme suivant commute, ce qui
montre que P o U(v) = v :

M LT, X

Wl e S

O

L’image du foncteur de comodule étendu I'© ,— : 4Mod — rComod n’est pas la sous-
catégorie pleine des I'-comodules étendus r€. Le lemme suivant, qui sera utile par la suite,
montre qu’il ne manque que les morphismes de comodules induit par A : ' — I'® ,I".

Lemme 1.2.16. Soit (A,T") un algébroide de Hopf, X etY deuxr A-modules et f : T®,X —
I'®,Y un morphisme de comodules entre comodules étendus. Alors f est égal a la composition
de morphismes de I'-comodules & gauche suivante :

ARX T eRY
re,X 22210 e, X 2L re,re Y 2T, Y.

Démonstration : On a le diagramme de morphismes de comodules suivant :

I'e,X re,Y
A®X l lA@Y
e, Mo ,X 2L re, e,y
l rRexY
re,Y.
Le résultat découle de 'égalité : (I'®€) o A = idp. O

On peut définir une structure naturelle de I'-comodule a gauche sur le produit tensoriel (de
A-modules & gauche) de deux I'-comodules & gauche :

Proposition et définition 1.2.17. Soient M et N deux I'-comodules & gauche. Le produit
tensoriel de A-modules & gauche M ® 4N est naturellement muni d’une structure de I'-comodule
a gauche. Le morphisme de structure Yy gn est obtenu en considérant le diagramme suivant :

® ~
M®kNwM>N(F®AM) @ (PO N) —=> T &) ® 4 g 4 (M & N)
ﬂ-M?NJ/ lur QTM,N
M®AN_________'¢'J\_4®_N —————— ~T@,(M&,N),

ot '@, I' est un A®y A-module a droite par nr@ng, Tym,N est la projection canonique et ur est
la multiplication de T € Alg. Pour éviter toute confusion, ce produit tensoriel de comodules est
noté M ANa N dans [Hov04).
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Le lemme suivant, tiré de [Hov04] montre que si M est un comodule étendu, alors M Ay N
est isomorphe & un comodule étendu :

Lemme 1.2.18. Soit (A,T') un k-algébroide de Hopf, X un A-module a gauche et N un T'-
comodule & gauche. Alors il existe un isomorphisme naturel de I'-comodules & gauche :

En particulier, pour X = A, on a :
I'AgN~T®yN.

Définition 1.2.19. Soit (A,T) un k-algébroide de Hopf. Alors T' est plat sur A en tant que
A-module a gauche si et seulement si il est plat en tant que A-module & droite, car ¢ échange ces
deux structures (cf. la remarque |1.2.11)). Dans ce cas, on dit que (A,T") est un k-algébroide de
Hopf plat.

Théoréme 1.2.20. Soit (A,T") un k-algébroide de Hopf. La catégorie rComod des I'-comodules a
gauche, munie du produit tensoriel, est une catégorie additive cocompléte monoidale symétrique.
Si de plus (A,T") est plat, alors rComod est abélienne et le foncteur oubli O : pComod — 4 Mod
est un foncteur ezxact.

Corollaire 1.2.21. Soit (A,T") un algébroide de Hopf plat. Si I est un A-module injectif, alors
le comodule T'® 41 est injectif dans la catégorie des I'-comodules. De plus, la catégorie des I'-
comodules posséde suffisamment d’injectifs.

Démonstration : La premiére assertion découle directement de l’adjonction de la proposition
Si M est un I'-comodule, on sait qu'il existe un A-module injectif I et une injection
i: M — I. Comme I' est un A-module plat, le morphisme I'®7 est injectif. De plus, comme
s admet une section dans la catégorie des A-modules, ¢’est un monomorphisme. Le morphisme
suivant est donc un morphisme injectif de I'-comodules, ce qui démontre que la catégorie des
I'-comodules posséde assez d’injectifs.

Mo, M I T,

1.3 Bicomodules
Soient A et B deux k-algébres. Un A-B bimodule W permet définir le foncteur additif :
W®—: gpMod — g Mod
et le théoréme de Watts (cf. le théoréme et [Wat60]) caractérise les foncteurs de cette forme.
De la méme maniére, si (A,I") et (B, %) sont deux k-algébroides de Hopf, un I'-¥ bicomodule
permettra de définir un foncteur additif :

s,Comod — rComod.

A la section nous énoncerons quelques résultats concernant ces foncteurs.



1.4. Idéaux invariants 27

Définition 1.3.1. Soient (A,T') et (B, ) deuz k-algébroides de Hopf. Un (A,T")-(B,X) bicomo-
dule (ou bien, lorsqu’aucune confusion n’est possible, I'-¥. bicomodule) est un A-B bimodule M
muni d’une structure de I'-comodule & gauche ¢$; et d’une structure de X-comodule & droite w%
qui commutent ; c’est-a-dire que le diagramme de A-B-bimodules suivant commute :

g
wl\/]

M- ——— P®AM
ot |revt,

Sotent M et N deux I'-X bicomodules. Un morphisme de I'-% bicomodules de M vers N est
un morphisme de A-B bimodules f : M — N qui est a la fois un morphisme de I'-comodules a
gauche et un morphisme de X-comodules & droite.

On notera rComody, la catégorie des I'-X bicomodules.

Remarque 1.3.2. La catégorie des (A,T')-(k,k) bicomodules est naturellement équivalente a
la catégorie des (A,I')-comodules a gauche. De plus, une construction analogue a celle de la
remarque [1.2.9| montre que la catégorie des I'-3 bicomodules est naturellement équivalente a la
catégorie des ¥-I" bicomodules.

Proposition 1.3.3. Comme a la proposition [1.2.15, on dispose des foncteurs oublis suivants et
de leurs adjoints a droite.

O : rComody, < rComodp : —®p%,

O : rComody, = 4Comody : '@ 4 — .

De plus, le diagramme d’adjonctions suivant commute :

O
rComody;, ————— rComodp
4Comodsy AModp.

Exemple 1.3.4. Soit (A,T") un k-algébroide de Hopf. Alors :
— I' est un I'-I" bicomodule dont les structures a droite et a gauche sont données par le
morphisme A.
— A est muni d’une structure de I' comodule & droite par ng : A — I' et d’une structure
de I'-comodule & gauche par n;, : A — I (cf. 'exemple ), mais n’est pas un I'-T’
bicomodule, car nr et 1 ne sont pas, en général, des morphismes de bimodules.

Proposition 1.3.5. Soient (A,T') et (B, ) deuz algébroides de Hopf plats. La catégorie des I'-X
bicomodules est une catégorie abélienne.
1.4 Idéaux invariants

Dans cette section, nous rappelons la notion d’idéal invariant.

Définition 1.4.1. Soit (A,T") un k-algébroide de Hopf. On dit que :
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~ Un élément a € A est invariant si n1(a) = nr(a) et on note A' la sous k-algebre de A
constituée des éléments invariants. A" est I’égalisateur des morphismes 1y, et ng :

nL
—_

0—= Al — A= =T.

— Un idéal I de A est invariant si IT =T'1.
— Si I est un idéal invariant de A, on dit qu’un élément a € A est invariant modulo I si :

nr(a) —nr(a) € IT.

Remarque 1.4.2. Soit (A4,T) un k-algébroide de Hopf. Alors (A4,T") est un A'-algébroide de
Hopf. De plus, A" est la plus grande sous-algébre B de A telle que (A,T') est un B-algébroide
de Hopf.

Proposition 1.4.3. Soient (A,T") un k-algébroide de Hopf et I un idéal de A. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

1. I est un idéal invariant,

2. I est un sous I'-comodule de A,

3. AJI est un quotient de A dans la catégorie des I'-comodules.

Définition 1.4.4. Soient A une k-algébre, I un idéal de A et M un A-module. On dit qu’un
élément x € M est de I-torsion si :

Yael dneN Nz =0.
On dit que M est de I-torsion si tout élément x de M est de I-torsion.

Lemme 1.4.5. Soient (A,T") un k-algébroide de Hopf, I un idéal invariant, X un A-module a
gauche de I-torsion et a € A un élément invariant modulo I. Alors la structure de A-module a

gauche sur I'® 4 (X [%D s’étend naturellement en une structure de A [é] -module & gauche.

Démonstration : On pose A = ngr(a) — nr(a). Comme a est invariant modulo I, A € IT. Soient
vyel, ze X et ke N. Sile résultat est vrai, alors nécessairement, on a :

1
- T Y®r = KT
a

k+t—1 x
_ } : t t
La somme est finie car A € I'] et x est de I-torsion. Réciproquement, on pose :

1 R+t —=1 P
g-’y&r: Z(—l) ( ; )7)\ ®W'

t >0
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1 k+t x
W'(UL(“)'Y)@W = Z(_l)t< ; >77L(a)’}’/\t®akJrH1
t >0
kE+t T
= Z(l)t( ; )(UR(G))\)V)\t@’W
t >0
B 1t k+t Vgt 0t kE+t L x
= > (-1 e )7 ®W_Z(_) ¢ )T O
t >0 t >0
k+t E+t—-1 x
= —1)t — MNo——
S5 es
kE+t—1 x
- (M e
t >0
1

O

Lemme 1.4.6 (2.9, [JY8Q]). Soient (A,T") un k-algébroide de Hopf, I un idéal invariant, M un
I'-comodule a gauche de I-torsion et a € A un élément invariant modulo I. Alors il existe une
unique structure de I'-comodule a gauche sur M [é] telle que le morphisme canonique soit un
morphisme de I'-comodules a gauche :

1

a

Démonstration : D’aprés le lemme précédent, I'® 4 M [%] est muni d’une structure de
A [é]—module. Or, si X — Y est un morphisme de A-modules ot Y est un A [é]—module, il
existe un unique morphisme de A [%]-module X [%] — Y qui fait commuter le diagramme :

Ve
l ’
/s

X [3]

a

Il existe donc un unique morphisme de A [%] -modules ¢ M[] qui factorise le diagramme suivant :

1
a

MM Te,M

| |

VLTt ]

Pour montrer la coassociativité et la counitarité, on utilise encore une fois 'unicité et le fait
que les morphismes A® M [%] et e M E] sont des morphismes de A-modules et donc aussi de
A [%]—modules. Les diagrammes suivants sont donc commutatifs :

3y, AQM
M—M T M ——=T® 0 M
l IF'®ym
. l ) ARM[L] i .
M|z —T,M|z| —=I,/0,M|=
[a] ¢M[%] @4 [a]r(g;wM[ ]®A @4 [a]’

Q=

Q=
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MY —Te ML —= M[L
[a} M[%] ®A [a] ®M[%] [a]
On en déduit le résultat. O

1.5 Séries formelles

Soient k un anneau commutatif, R une k-algébre graduée, F et F' des R-modules gradués,
n un entier strictement positif, et x1,...,x, des indéterminées. Dans les sections suivantes,
nous manipulerons des applications linéaires entre R-modules gradués. Pour des commodités
d’écriture, nous utiliserons des séries formelles afin de caractériser ses applications linéaires.
Dans cette section, nous rappelons briévement les définitions et les propriétés dont nous aurons
besoin.

Définition 1.5.1. Une série formelle en les indéterminés x1,...,x, et a coefficients dans F est
une application e : N* — E € Map(N", E). Nous noterons alors e(x1, . ..,Ty) la série suivante :
N . . i1 i
e(T1,...,xn) = E e(in, ... in)xy -z
i11-~~,i7L20
On note Efx1,...,x,] Uensemble des séries formelles en x1,...,x, a coefficients dans E.

Remarque 1.5.2. On peut définir des séries formelles en considérant un ensemble quelconque
au lieu de N”, mais on perd la structure multiplicative, définie ci-aprés. Nous n’en aurons pas
besoin par la suite.

Notation 1.5.3. Soit I = (i1,...,i,) € N". Par commodité, nous noterons z! le mondéme
zi' -zl Alnsi, sie € Efzy,...,z,], on a:
I
e(r1,...,xy) = Z e(l)x".
IeNn

La graduation sur E s’étend naturellement en une graduation sur Efzq,...,x,]. Pour 1 <

I < m, on choisit un degré pour chacune des indeterminées x; : |x;| € Z. En général, on posera
|z;| = —1 (ou —2 si E est concentré en degré pair ou impair).

Définition 1.5.4. Soit d € Z. On dit qu’une série formelle e(z1,...,x,) € Ez1,...,z,] est
homogéne de degré d, si pour tout (i1,...,in) € N", e(i1,...,1,) est homogéne de degré

n
d—> itla.
=1

Définition 1.5.5. Soit E un R-module gradué libre. Une R-série génératrice (ou série génératrice
si il n’y a pas de confusion possible) pour E est une série formelle homogéne a coefficients dans
E :e(x1,...,zp) € E[x1,...,2,], telle que ses coefficients non nuls forment une R-base de E.

Proposition 1.5.6. L’ensemble E[x1,...,x,] des séries formelles a coefficients dans E est
naturellement muni d’une structure de R-module et le morphisme suivant est une application
R-linéaire appelé évaluation en 0 :

Elzy,...,z,] — E
e(r,...,xn) +— €(0,...,0)
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Proposition et définition 1.5.7. Considérons le foncteur suivant :

NmmNm—o;{Rﬁ?d — aMod

—  Efxy,...,z,].
Soit u: E — F, une application R-linéaire et e(x1,...,x,) € E]x1,...,z,] une série formelle.
On note alors u(e)(x1, ..., xy) la série formelle a coefficients dans F induite par ce foncteur :

NnL>E

we)(@r, . w) = 3 ule(D)al.
IeN"
De plus, si e est homogéne de degré d et u est homogéne de degré k, alors u(e) est homogéne de
degré d + k.

Définition 1.5.8 (Produit tensoriel de séries formelles). Soient m,n deux entiers strictement
positifs. Le produit tensoriel extérieur de deux séries formelles est défini par :

®.{ Elzi,...,2n]®pF[tmet, - Zmen] — EQpF[x1,..., Tmin]
' e(r1,. ., 2m) @ f(Tmats -+ Tman) (e f)(T1, .., Tman),

ou :
(€®f)(fl71, ... ,$m+n) = Z e(il, - ,im)®f(im+1, e im+n)l']

IeNn+m

Sim = n on peut définir le produit tensoriel standard de deux séries formelles, noté ®, par :

®'{ Elzi,...,2]@pF[x1,...,20] — E@pF[x1,...,24,]
' e(x1, ..., xn)Qf(x1,...,2n) +—— (e@f)(x1,...,2p),

avec !

(e®f)(x1,..., Z Z Il ®f IQ)

IeN™ [T+ 1o=1

De plus, sie est homogéne de degré dy et f est homogéne de degré da, alors e ® f est homogéne
de degré dy + do.

Les isomorphismes R-linéaires R® £ ~ E permettent de définir des structures d’algébre et
de module sur ’ensemble des séries formelles :

Proposition 1.5.9. L’ensemble des séries formelles a coefficients dans R, R[z1,...,xy,] est
canoniquement muni d’une structure de R-algébre. Les séries inversibles pour cette multiplication
sont exactement les séries e(x1,...,xy) telles que €(0,...,0) est inversible dans R. De la méme
fagon, Exy,...,x,] est muni d’une structure de Rz, ..., x,]-module.

Soit uw : E — F, une application R-linéaire. L’application Exy,... ,x,] — Flx1,..., 2]
définie par le foncteur de la définition est une application R[x1,...,x,]-linéaire. Ainsi, on
a un foncteur :

{ rMod — R,z Mod
E —  Ezy,...,x,].

Soient m, n deux entiers strictement positifs, e(z1,...,2,) € Efz1,...,2,], T une R-algébre
gradué et pour 1 <1 <n, fi(y1,--.,ym) € Lfy1, ..., ym] telles que £;(0,...,0) =0 pour tout I.
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Définition 1.5.10 (Composition extérieure). Nous noterons e > (f1,..., fn) la série formelle
sutvante :

e (flv"'afn)(ylv"'aym) el ®RE[[y1,---,ym]],
e (fi, o f) W Um) = D WL Ym) L Ym) ®e(in, ).

115000 >0
Soit f € T'z] tel que f(0) = 0. Si pour tout 1 < 1 < n, fi(x1,...,2,) = f(z,) €
I[x1,...,z,], alors, par abus de notation, on note e > f la série formelle :

e>f=er (fi,...,fn) ETRpE[x1,...,24,].

Enfin, si e est homogéne de degré d et f; est homogéne de degré |x;| pour tout l, alors e >
(f1,---, fn) est homogéne de degré d.

Remarque 1.5.11. La définition précédente est valide car chaque coeflicient s’écrit comme une
somme finie de termes, & cause de I'hypothése sur les f;. De plus, si £ = I' = R, alors la
composition > est la composition usuelle des séries formelles o.

Dans les chapitre suivant, nous verrons que certains morphismes de structure d’algébroides
de Hopf et de comodules se caractérisent par une relation faisant intervenir cette composition
extérieure.

Proposition 1.5.12. L’application suivante est un morphisme de R-modules :

{Eﬂxl,...,xn]] — F®RE|Iy17-'-7ym]]
e — 61>(f17"'7fn)‘

Cette application est fonctorielle en E, c’est-a-dire que, si u : EE — F est une application
R-linéaire, on a :

(id@u)(e> (fi,- s fn)) =ule) > (f1,---, fn)-

De plus, si AN(x1,...,2,) € R[z1,...,2,], on a alors I’égalité :

Ae) > (fi,.o s fn) =A> (f1,-- s fn) e (f1,--+y fn)s

ou le produit dans le second membre provient de la structure de I'-module deI’ @ o E. Si ¢ : I'y —
I'y est un morphisme de R-algébre, alors on a :

(p@id)(er> (f1,..., fn)) = e > (O(f1), -, ¢(fn))-

Remarque 1.5.13. Si £ = R, l'application de la proposition précédente est un morphisme de
R-algébre. On peut aussi énoncer un résultat plus général qui dit que la composition extérieure
> commute avec le produit tensoriel extérieur.

Proposition 1.5.14. La composition extérieure est associative. Plus précisément, soient m,n,p
trois entiers strictements positifs et I'1,I's deux R-algébres. Soient :

e(x1,...,xn) € Efz1, ..., 2],

fl(y17"')ym)Erl[[yla"'aym]]7 1§l§n7
gs(z1,...,2p) €21, ..., 2] , 1 <s<m.
Alors les deux séries formelles de T'o®@ I'MQ@E[z, ..., 2] suivantes sont égales :

(e (fi,- s fu)) > (915 - gm);

6>(flD(91,---,9m)a~-afn>(91,---79m))-
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Notation 1.5.15. Soit f € I'[z] tel que f(0) = 0. La série formelle suivante est appelée série
formelle réduite de f :

Proposition 1.5.16. Soient E1, By deux R-modules, e; € Er[x], ea € Es]x] et u: Ey — Es,
une application R-linéaire. Si e1(0) =0, on a les relations :

Démonstration : Posons :

ei(x) = Z el’ix”l € Eq[x]

1>0

Pour la troisiéme relation, on a :

e1 > f(x) = %Zf(x)i”q@ei

i>0
- 195 fyon
>0
= f-ax)).
O

Le monoide N™ posséde une action naturelle du groupe symétrique &,, par permutations. On
a donc une action induite sur ’ensemble des séries formelles :

Définition 1.5.17. Le groupe symétrique &, agit a gauche sur E]x1,...,x,] par :

{6n><E[[:E1,...,xn] — Elxy,...,2z,]
(0,€) — (o-e)(T1, . Tn) = e(To1(1) - To-1(n)

Pour 1 < i # j < n, on notera (i,j) la permutation qui échange i et j. De plus, si e €
Elxi,...,zy,], alors :
— e est une série symétrique si, Vo € S, 0-e=c¢e,
— e est une série antisymétrique si, Vo € &,, o-e = €(o)e, ou € désigne le morphisme de
signature € : &, — {£1}.

Lemme 1.5.18. Soient E un R-module gradué, n € N et e € Efxy,x2], une série formelle
telle que e(xz,x) = 0. Alors il existe une unique série formelle g € Efx1,x2] telle que e(x1,x2) =
(x1 — x2)g(x1,22). La série g sera notée :

e\r1,T2
g1, a9) = CELT2).
r1 — T2

Démonstration : Si e(x1,x2) = P(x1,z2) est un polyndme homogene, alors le résultat est clair
en effectuant une division euclidienne. Par linéarité, le lemme en découle. O

La définition suivante sera utile & la section [6.61

Définition 1.5.19. Soient E un R-module gradué, n > 1 et k > 2 deux entiers, N = max(k,n)
et
e(r1,...,xn) € Efx1,...,2,].
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On définit la série formelle oxe € Efx1,...,xN] par :
— (1. k) -
dre = e=(Lk)-e °
1 — Tk

Pour m > 0, on pose M = max(n,m + 1) et on définit par récurrence la série formelle T,e €
Efxy,...,zp] par :
Toe = € et Tpr1€ = OmaoTme.

1.6 Lois de groupe formel

Dans cette section, nous définissons le groupoide des lois de groupe formel. Ce groupoide est
représenté par un algébroide de Hopf introduit implicitement par Lazard dans larticle [Laz55].
Quillen a montré dans larticle [Qui69] que le spectre du cobordisme complexe MU réalise géo-
métriquement le groupoide des lois de groupe formel. Etant un objet universel, le cobordisme
complexe a une importance capitale en topologie algébrique. En particulier, la suite spectrale
d’Adams relie les groupes d’homotopies des sphéres aux coefficients du spectre MU. Malheureuse-
ment, le calcul explicite de cette suite spectrale est trés compliqué, notamment parce que 'anneau
MU, est trop gros. Pour simplifier ce calcul, on peut introduire le spectre de Brown-Peterson
BP qui contient les renseignement p-locaux de MU. L’algébroide de Hopf associé & ce spectre
représente le groupoide des lois de groupe formel p-typiques. L’intérét principal du spectre BP
est que, en général, les calculs sont plus simples que sur MU. Pour plus de renseignements sur
les lois de groupe formel, on peut consulter [Er668| de Frohlich, [Str03] de Strickland ou ’annexe
A2 du livre [Rav86] de Ravenel.

Définition 1.6.1. Soit R une k-algébre. Une loi de groupe formel (commutative, de dimension
1) sur un anneau R est une série formelle en deux indéterminées

F(z,y) =Y a;;z"y’ € Rlz,y]
i,5>0

qui vérifie les axiomes suivants :
- F(z,0) =z,
- F(:va) = F(y,a:),
- F(va(?%Z» = F(F@jvy)vz)'

Exemple 1.6.2. Les lois de groupe formel suivantes sont définies sur 7Z :
— la loi additive : G,(x,y) =z + y.
— la loi multiplicative : 1 4+ Gy (z,y) = (1 4+ 2)(1 4+ y).

Les axiomes de la définition [[.6.1] assurent ’existence d’une série inverse :

Proposition 1.6.3 (Proposition A2.1.2 de [Rav86|). Soit R une k-algébre et F une loi de groupe
formel sur R. Alors il existe une unique série formelle ip(z) € R[z] telle que :

- ir(0) =0,

- F(z,ip(z)) =0.

Notation 1.6.4. Nous utiliserons les notations suivantes :

F(z,y) =x+ry,

n
F
T1+FT2+F R Tp = E Zi.
i=1
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Définition 1.6.5. Soit R une k-algébre et F' une loi de groupe formel sur R. Pour tout entier
n > 0, on définit la n-série de F' par :

Plus généralement, on a la proposition suivante :

Proposition 1.6.6 (Proposition A2.1.20 de [Rav86|). Soient R une k-algébre avec k C Q et
F une loi de groupe formel sur R. Alors, pour tout r € k, il existe une unique série formelle
(7] (z) € R[] telle que, pour tous r,s € k :

1. Sir €Z, [r]p (z) est la r-série de la définition [1.6.5,
2. [r+slp (z) = [rlp (2) +F [s]p (2),
3. [rslp (z) = [r]p ([s]p (2))-

Définition 1.6.7. Soient R une k-algébre et F,G deux lois de groupe formel sur R. Un mor-
phisme de lois de groupe formel f : F — G est une série formelle f(x) € R[x] telle que :

- f(0)=0,

- flz+ry) = f(z) +c f(y)
St g: G — H est un autre morphisme de lois de groupe formel sur R, alors la série formelle
composée g o f est un morphisme de lois de groupe formel de F vers H. On note Fgl(R) la
catégorie des lois de groupe formel et des morphismes de lois de groupe formel.

Proposition et définition 1.6.8 (Définition A2.1.5 de |[Rav86]). Soient R une k-algeébre et
F,G deux lois de groupe formel sur R. Un morphisme de lois de groupe formel f : F — G est
un isomorphisme si et seulement si f'(0) est inversible dans R. On dit qu’un isomorphisme de
lois de groupe formel est un isomorphisme strict si f'(0) = 1.

Un logarithme de F est un isomorphisme strict de F' vers la loi additive G,.

Proposition 1.6.9 (Théoréme A2.1.6 de [Rav86]). Soient R une k-algébre avec k C Q, ¢ le
morphisme naturel R — Q®,R et F' une loi de groupe formel sur R. Alors :
— si ¢ est injectif, alors F admet au plus un logarithme sur R ;
— 51 ¢ est un isomorphisme (c’est-a-dire R est une Q-algébre), alors F admet un unique
logarithme sur R.
On note logp le logarithme de F' sur R s’il existe et est unique.

Démonstration : Soit f un logarithme de F'. Par définition, on a :
o f(O) = 07
- f’(O) =1,
~flatry) = @)+ fy)

En dérivant par rapport & y cette égalité entre séries formelles, on obtient :

Fetry) g<x,y> ~ ().

En évaluant en y =0, on a :

fi(z)- @(%0) =1
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Comme %—5(0, 0)=1, %—I;(a:, 0) est une série formelle inversible et :

1
f /(35) = BF . -
oy (iL' ’ O)
Si ¢ est injectif, il existe au plus une seule série formelle vérifiant cette identité et f(0) = 0. Si
de plus ¢ est un isomorphisme, I'existence est claire. O

1.7 L’algébroide de Hopf (L,LB)

Définition 1.7.1. Soit R une Z-algébre. On définit :
- Fgl(R), l’ensemble des lois de groupe formel sur R.
~ RPSY(R), l’ensemble des séries formelles f sur R telles que f(0) =0 et f/(0) = 1.
~ Fel' (R), le groupoide des lois de groupe formel sur R et des isomorphismes stricts de lois
de groupe formel.

Théoréme 1.7.2. Les foncteurs RPS! et Fgl : 5 Alg — Set sont représentés respectivement

par les anneauzr 7 [myi, ma,...] et L, Uanneau de Lazard. De plus, si R est une Q-algébre, alors
le morphisme Vg suivant est un isomorphisme :
U { RPSYR) — Fgl (R)
e f — () + f()

On a donc un isomorphisme de Q-algébres :

L®,Q ~ Q[my, ma,...|.

Démonstration : Soit Ly = Z[a; j>0] et Fo =z +y+ Zi7j>0 a; jz'y’ € Lo[x,y]. Soient b; ;1 € Lo
tels que :
Fy(Fo(x,9), 2) — Folw, Fo(y, 2)) = > _ bijaa'y’ 2" € Lo[z,y, 2].
i7j7k

Soit I I'idéal de Ly engendré par a;j — aj; et les b; ;. On pose L = Lo/I et F I'image de Fy
dans L. Alors le couple (L, F') représente bien le foncteur Fgl.

Le fait que si R est une Q-algébre implique que ¥ g est un isomorphisme découle directement
de la proposition [I.6.9] Enfin, 'isomorphisme de Q-algebres se déduit de ce qui précede et du
lemme de Yoneda. O

Notation 1.7.3. On notera Fy(z,y) la loi de groupe formel universelle sur L. Par convention
on posera my = 1 et on notera log, (x) le logarithme de la loi de groupe formelle universelle F, :

log, (z) = ) miz'*" € QuyL[x].

>0

Le théoréme suivant, di & Lazard (cf. Iarticle [Lazb5]), démontre que L est un anneau de
polyndmes sur des générateurs x;, ¢ > 1 :

Théoréme 1.7.4 (Lazard, [Lazb5|). 1l existe un isomorphisme d’algébres :
Z[JJZ,Z Z 1] ; L,
De plus, on peut choisir les x; tels que, dans Q®,L, modulo des éléments décomposables, on a :

pm; Si1 = pk — 1 pour un nombre premier p
T = .
! m; sinon
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Théoréme 1.7.5. Le foncteur Fgl' : 7 Alg — Grpd est représenté par algébroide de Hopf
(L,LB), ow, vue comme une L-algébre a gauche par ng, on a l’isomorphisme suivant :

LB ~ L[b;,i > 1].

Démonstration : L’ensemble des triplets (F, f,G), ou f est un isomorphisme strict de loi de
groupe formel de F' vers G est en bijection avec I'ensemble des couples (F, f), o F' est une loi
de groupe formelle et f une série formelle de R[xz] telle que f(0) = 0 et f/(0) = 1. En effet, si f
est un isomorphisme, alors G est entiérement déterminée par F' et f car on a la relation :

G(z,y) = f(f (@) +r ()

Le résultat suit. O

Notation 1.7.6. Par convention on pose by = 1 € LB. On définit de plus la série formelle
suivante :

bu(z) =Y b’ € LB[x].

i>0

C’est I'isomorphisme de lois de groupe formel universel :
bu : nL(Fu) — nR(Fu)‘

On peut munir I"algébroide de Hopf (L,LB) d’une graduation naturelle. Pour cela, on consi-
dére le foncteur en groupoides suivant :

Fglber : , Alg® — Grpd.

Soit R une Z-algébre graduée. Le groupoide Fgll8" (R) est alors le groupoide des lois de groupe
formel F' € R[z,y] homogenes de degré —2 et des isomorphismes stricts f € R[z] homogeénes de
degré —2 (z et y sont des indéterminées de degré —2).

Le foncteur oubli O : 7 Alg8" — 7 Alg admet pour foncteur adjoint & gauche le foncteur :

Alg — zAlg8"
Z[Ui] ®Z—2{ZRg NN ZR[ugj:] )

ol u est un élément de degré 2.
O : 7 Alg® = 4 Alg : Z [ui] Rz~
Or, si R € zAlg, on a un isomorphisme de groupoide naturel :
Fel! (R) = Fgl'# (R [u*]) .

Par une démonstration analogue a celle du théoréme on montre que le foncteur Fglh 8" est
représenté par un algébroide de Hopf gradué. L’adjonction entre les catégories 7 Alg et 7.Algs"
montre alors que 'algébroide de Hopf non gradué sous-jacent est ’algébroide de Hopf (L, LB).
De plus, pour ¢, > 1on a:

— a;j € L est homogene de degré 2(i +j — 1),

— b; € LB est homogéne de degré 21,

- m; € Q®,L ~ Q[m;,7 > 1] est homogene de degré 21,
x;L est homogéne de degré 2i.



38 Chapitre 1. Généralités

Ainsi les séries formelles Fy(z,y), log,(x) et by(z) sont des séries formelles homogenes de degré
—2.

[’anneau de Lazard L est un anneau de polynoémes, néanmoins ses générateurs ne sont pas
trés explicites. Pour expliciter la structure de 1’algébroide de Hopf (L, LB), nous allons tensoriser
avec Q et utiliser le théoréme qui montre que Q ®,L est isomorphe a Q [m;; ¢ > 1], ot les m;
sont les coefficients du logarithme de la loi de groupe formel universelle. Comme (L, LB) n’a pas
de torsion, le morphisme naturel (L,LB) — Q®, (L, LB) est injectif et la structure d’algébroide
de Hopf de Q®,(L,LB) détermine celle de (L,LB). On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.7.7. Les applications de structures €, nr, nr, A et ¢ de ['algébroide de Hopf
Q®,(L,LB) sont déterminées par les relations suivantes :

nr(log,) o b (x) = nr(log,(x)),

( u(@)) =

bu()) = b (2),

( w(x)) = by > by(x), c’est-a-dire :

ZA(bz’)$i+l Zb H—l

i>0 i>0

T\P@NZ“

Démonstration : D’aprés le théoréme Fy € L[z,y] est la loi de groupe formel universelle
et les coefficients de son logarithme log, (x) engendrent Q®, L. De plus, les coefficients de I'iso-
morphisme strict universel by (x) engendrent LB en tant que L-algébre. Cela démontre que ces
relations déterminent entiérement 1’algébroide de Hopf (Q®,L, Q®,LB).

On a le diagramme commutatif suivant dans le groupoide Fgl' (LB) :

) X
bu
W/(logu

Cela démontre la premiére relation. Enfin, les relations 2 & 4 viennent du fait que la composition
des morphismes de loi de groupe formel correspond & la composition des séries formelles. O

nR(Fu

1.8 L’algébroide de Hopf (V,VT)

Soit R un anneau, F' une loi de groupe formel sur R et ¢ € Z C R un entier inversible dans
R. On pose :

q
of () = H S cin )
91r \ i3

ol (4 est une racine g-éme primitive de 'unité. A priori, c’est une série formelle sur R [(,], mais
comme elle est symétrique en les (g, elle est a coefficients dans R. On peut en outre remarquer
que :

af(:c) =0[z9.

Dans toute la suite, on fixe un nombre premier p.
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Lemme 1.8.1. Soit R une Z,)-algebre, F une loi de groupe formel sur R et ¢ un nombre premier
différent de p. Si oz,f(:r) = 0 alors, pour tout entier r > 0 non divisible par p, on a ag,(x) =0.

Démonstration :

[qT]F (Oééjn(x)) = ' qrw

O

Définition 1.8.2 (Définition A2.1.22 de [Rav86]). Soit R une Zy,)-algebre et F' une loi de groupe

F

Jormel sur R. On dit que I est p-typique si oy

définit alors :

- Fgl, (R), l’ensemble des lois de groupe formel p-typiques sur R.

() = 0 pour tout q premier différent de p. On

- fglllj (R), le groupoide des lois de groupe formel p-typiques sur R et des isomorphismes
stricts. C’est la sous-catégorie pleine de Fgl' (R) constituée des lois de groupe formel p-

typiques.

Proposition 1.8.3. Soient R une Z,)-algebre telle que le morphisme naturel R — Q®,R est
injectif et F' une loi de groupe formel sur R. Alors F est une loi de groupe formel p-typique si et
seulement si son logarithme sur Q®, R est de la forme :

logp(z) = Z lix” |
>0

ol l[): 1.

Démonstration : D’aprés le proposition @, on sait que F' admet un logarithme sur Q®, R :
logp(x) = Zmixiﬂ € Q®y R[],
i>0

ol mgy = 1. Nous avons alors :

logp(af(x)) = 2210&?((%)
i=1

_ L Eq: S D
q

i=1 j>0

S i+t zq: ¢+
1

1
150 i=
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Or >7 (i(jﬂ) vaut 0 si et seulement si j + 1 est divisible par q. Dans le cas contraire, cette
somme vaut ¢. D’oi :

logF(a,f(:c)) = qul,lmql.
>0

Or d’apreés la définition m F est p-typique si et seulement si aé? (z) = 0 pour tout premier

q # p. Donc F' est p-typique si et seulement si m; = 0 pour tout j # pF—1. O

Cartier montre dans [Car67] le théoréme suivant. Ce théoréme est aussi démontré dans le
livre de ravenel [Rav86| au théoréme A2.1.18.

Théoréme 1.8.4 (Cartier). Soit R une Lypy-algebre. Toute loi de groupe formel sur R est cano-
niquement strictement isomorphe a une loi p-typique.

Démonstration : Tout d’abord, montrons qu’il existe un isomorphisme strict entre I'image de la
loi de groupe formel universelle Fy, sur Z,) ®,L et une loi de groupe formel p-typique F. Soit F'
une loi de groupe formel sur Z, ®,L et f : Fy — F un isomorphisme strict. Rappelons que
log, (%) = 3,5 miz'™! est le logarithme de F,, sur Q®,L. On a donc le diagramme commutatif

suivant dans Fgl! (Q®,L) :
Fu &

N\

Le logarithme de F' est donc :
logp(z) = log, o f ().

On veut trouver un f tel que F' soit une loi de groupe formel p-typique. Or, d’aprés la proposition
F est p-typique si et seulement si :

logp(z) = Zliﬂfpi € Q®ylL[z].

>0
Soit ¢, une racine primitive g-iéme de 'unité et :

q
1 Fo
b=l (BT

q i=1

Rappelons la fonction de Mébius p: N — {—1,0, 1} définie par :

0 si n est divisible par un carré
pu(n) =

(=1)"  sin est le produit de 7 nombres premier distincts.

On pose finalement :

fid@) = S (@), (o (@)) |
plq

ol la somme est prise sur tous les entiers non divisibles par p. Cette série formelle est bien définie
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car al(z) = 0[27] et on a bien f(z) = x [2?] car ov(z) = [#%]. On a alors :

log,(fr,! () = D nlg)logy(ag"(x))

plq
= > uwlq)d mgi1a¥
Plq 3>0

= Z Z p(q) | mp—12"

n>0 \ pig|n

Or, on peut vérifier facilement que :

_J 1 sin=p
Z mla) = { 0 sinon.
plaln

k

Cela montre bien que F' est une loi de groupe formel p-typique. Nous noterons F, , cette loi de
groupe formel p-typique sur Z,)®,L. La série formelle fp, définit donc un isomorphisme strict
sur Z,) QgL :

fFu Fy — Fu,p-

Cet isomorphisme strict de lois de groupe formel est représenté par un morphisme d’algébres :
Ofp, LB — Zy@yL.

Soit R une Z,-algebre et F' une loi de groupe formel sur R représentée par un morphisme
d’algébres ¢ : L — R. On a une factorisation :

L

N

Z(p) ®ZL — R.
oF

La composée ¢ o ¢ fp, : LB — R défini alors un isomorphisme strict fp : F' — F}, sur R entre
F' et une loi de groupe formel p-typique F}, :

L bF
N L T
LB —2% Z,) ®ZL¢L> R
v
L ¢Fp

O

Soit, R une Zy)-algébre. Le théoréme de Cartier démontre que toute loi de groupe formel
F' est canoniquement strictement isomorphe par fr & une loi de groupe formel p-typique F),. Si
f : F' — G est un isomorphisme strict de lois de groupe formel, alors on définit f, : F,, — G,
par le diagramme commutatif suivant :
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On vérifie facilement que cela définit un foncteur :

Fel' (R) — Fgl, (R)
F — E,

D’aprés le lemme de Yoneda, on a un morphisme ® au niveau des algébroides de Hopf qui
représentent ces groupoides :

o = (@1, (I)g) : (Z(p) ®ZL7Z(1))®ZLB) —_— (Z(p)®Zva(p) ®ZLB)

Lemme 1.8.5. Soient R une Z,)-algébre et F une loi de groupe formel p-typique. Alors F, = F'
et l’isomorphisme strict fr : I — F), est l'identité de F'. Autrement dit, le foncteur Fel' (R) —
.7:g1117 (R) est une rétraction de Fgl' (R) sur le sous-groupoide plein }"glllj (R).

Démonstration : La loi de groupe formel F' est représenté par un morphisme d’algébres :

QS*F . Z(p) ®ZL — R

On a donc :
fri@) = ¢r(fg) (@)
= 3 @)y (0 @)
pla
Or, comme F' est p-typique, ag(a:) = 0 pour tout ¢ # 1 et p{q. Donc
fr(z) =2
et I, =F. O

Lemme 1.8.6. Le morphisme d’algébroides de Hopf ® est idempotent. De plus, aprés avoir
étendu ®1 o Q®,L ~Q[m;0>1], ona :

m; 51 1=p" —1
1 (mi) = { Ol sinon .

Démonstration : D’aprés la premiére égalité du théoréme[I.7.7 on sait que Q ®,LB est engendré
en tant qu’algébre par les images de ng et nr. Il suffit donc de vérifier que @1 est idempotent
sur Q®yL. Or le morphisme @y : Z,)®@;L — Z,®,L représente la loi de groupe formel Fy
introduit dans la démonstration du théoréme [1.8.4] de Cartier et on sait que le logarithme de
Fup sur Q®,L est :
logp, , (%) = Zmpi_lwpz.
i>0
On en déduit donc le résultat. O

Théoréme 1.8.7. Le foncteur ]:glzl, qui a une Zy,)-algébre associe le groupoide des lois de groupe
formel p-typiques et des isomorphismes stricts est représentable par un algébroide de Hopf gradué
(V,VT). De plus, (V,VT) est un rétracte de l’algébroide de Hopf Z,) ©,(L,LB), c’est a dire qu’il
existe des morphismes d’algébroides de Hopf tel que le diagramme suivant commute :

(V,VT) — Z) @g(L, LB)
~ |
(V,VT).

On note Fyp, la loi de groupe formel p-typique universelle a coefficients dans V et by lisomor-
phisme strict de loi de groupe formel p-typique universel.
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Démonstration : On définit (V,VT) comme étant I'image du morphisme d’algébroides de Hopf
®. C’est bien un rétracte de Z,) ®@, (L, LB) car, d’aprés le lemme m ® est idempotent. 11 suffit
de vérifier que cet algébroide de Hopf représente bien le groupoide des lois de groupe formel
p-typiques. Soit R une Z,-algébre et F' une loi de groupe formel p-typique, représentée par un
morphisme :

o : Lipy®zL — R.

D’aprés le lemme @ on sait que Fj, = F'; autrement dit, le diagramme suivant commute :

Z(p) ®zL

e

Z(p) ®ZL — R.
OF

Cela démontre bien que V représente I’ensemble des lois de groupe formel p-typiques. En utilisant
le lemme pour les morphismes, on montre de la méme maniére que VT représente ’ensemble
des isomorphismes strict entre les lois de groupe formel p-typiques. O

Théoréme 1.8.8. On a un isomorphisme de Q-algébres graduées :
Q®zV ~Q[mg;i > 1],

ot m; est homogéne de degré 2(p* —1). De plus, si log,, , désigne le logarithme de la loi de groupe
formel p-typique universelle ¥y , sur Q®,V, alors :

log, ,(z) = Z mia?’,

i>0
o, par convention, mg = 1.

Remarque 1.8.9. Les éléments m; € Q ®,V correspondent en fait aux éléments m,:_; € Q ®,L
par le morphisme d’algébre :

Qe : QL — Q®zV.
Théoréme 1.8.10. Il existe des éléments v; € V, i > 1 homogénes de degré 2(p* — 1) tels que :
Z(p) [Ui;i > 1] - V.

Nous noterons v; les générateurs d’Hazewinkel que nous utiliserons par la suite et u; les généra-
teurs d’Araki. Ils sont définis par les relations équivalentes suivantes dans Q®,V :

pmy, = Z mivflii avec n > 0 (1.8.1)
0<i<n
Fu, i
ple,, (x) = log,, ' (p2) +r,, Y via? (1.8.2)
i>1
pmy, = Z miuf;_i avec n > 0 (1.8.3)
0<i<n
Fu, (2
Ple,, (@) = > T (1.8.4)
>0

Par convention, vg = ug = p.
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Démonstration : Commencons par démontrer que les deux couples de relations sont équivalentes
en appliquant la série formelle log,, ,, aux équations (1.8.2) et (1.8.4). Pour les générateurs d’Araki,
on a :

Fu, 7
ple,, () = D Tua?

i>0
(3
plogu,p(x) = E logu,p(uimp)
i>0
n i it
pE mpr? = g E myul” a?
n>0 i>0 j>0

En identifiant les coefficients des séries formelles, on obtient la relation ((1.8.3). De méme, pour
les générateurs de Hazewinkel, on obtient la relation (|1.8.1]) :

_ Fu, (2
[p]Fu,p () = 1Ogu,p 1(px) TFup Z ’ vix?
i>1
plogu,p (:C) = pr+ Z lOgu,p (Uixpl)
i>1
p Z mpa?” = px+ Z Z mjvfj "
n>0 i>1 j>0

On démontre ensuite par récurrence sur n > 0 que les éléments u; et v; définis par les relations
et sont bien dans V et qu’ils engendrent le méme idéal J,.

Le résultat est clair pour n = 0. Si le résultat est vrai pour tout i < n, on démontre que u,
et v, sont des éléments de V en considérant les équations ([1.8.2) et ([1.8.4) modulo u; (ou v;)
pour i < n et modulo 2P" 1.

[p]Fu,p (%) —Fy, logu7p_1(p:v) = v, 2"" [’Uo, . ,Un—l,xan] ,

Plp, , (2) = una®" [ug, -+ ,un—1, 2" +1].

D’apres le théoréme de Lazard la série formelle logu7p_1(px) est a coeflicients dans V, ce
qui achéve la récurrence.

Le fait que ces éléments soient algébriquement indépendants et engendrent V découle directe-
ment du théoréme de Lazard [I.7.4]et du théoreme[I.8.8] car, modulo des éléments décomposables,
Up = pMy, €t up = pmy,. O

Définition 1.8.11. Soit n > 0 on notera J,, l'idéal de V engendré par vg, -+ ,vn_1 et Too leur
réunton. Ces idéauz sont indépendants du choix des générateurs.
Théoréme 1.8.12. On a lisomorphisme de V-algébres a gauche graduées suivant :

V[ti;i > 1] == VT,

ot VT est une algébre sur V par ny, : V. — VT et ou les éléments t; sont homogenes de degré
2(p'—1). De plus, si by,p désigne l'isomorphisme strict de loi de groupe formel p-typique universel,

alors : . _
bup M) =Y Tt

>0

Démonstration : Soit R une Zy)-algébre. Démontrons que I'ensemble des triplets (F, f, ), ot
F et G sont des lois de groupe formel p-typiques sur R et f est un isomorphisme strict FF — G,
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est représentable par 'anneau VT. La loi de groupe formel G est déterminée par la donnée de
F et f. Soit f: F — G un isomorphisme strict entre deux lois de groupe formel sur R, avec
F' p-typique. On cherche une condition sur f pour que G soit p-typique. On peut écrire la série
formelle f~! de maniére unique sous la forme :

Fo
ey =)
i>0
avec ¢; € R et ¢c; = 1. Par définition, G est p-typique si et seulement si pour tout nombre premier
q différent de p :

q =1
q
1 F F
= | > o
Ur \ = >0
Fl1 ‘F
_ - 1J o e
- Y] (X e
3>0 F\ =1
F F .
k F
= Z Cqr? —l—FZ o (cja’)
k>0 aty
F
k
= Z Cqr?
£>0

Donc G est p-typique si et seulement si ¢; = 0 pour tout j # p*. Donc il existe des éléments ¢;,
1 > 0 dans R, avec tg = 1 tels que :

fz) = ZF tia? .
i>0

Cela démontre le théoréme. O

Théoréme 1.8.13. Les applications de structure np,nr,A,e€ et ¢ de l’algébroide de Hopf (V,VT)
sont caractérisées par les relations suivantes dans (Q®,V,Q®,VT) :

1. nr(logy ) © bup(z) = nr(log, (7)), ou de maniere équivalente :

nr(m) = > mgt?. (1.8.5)
i+j=n

2. e(bup(x)) =z, c’est-a-dire e(t;) = 0 pour tout i > 0.

3. ¢(bup(®)) =bup (), ou de manicre équivalente :

Fup i it+J
E tic(t;)P o~ = x;
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4. A(byp(z)) =byp > bup(x), ou de maniére équivalente :

Fu7 Fu, i 1+7
Z ’ A(tk)xpk = Z pti®t§ 2

k>0 1,720
! R i+h
Z myA(tg)? = Z 77”Lhif]iJ ®t§-’ .
k+l=n i+j+h=n

Démonstration : Ces relations découlent directement du morphisme d’algébroides de Hopf :
o : (L, LB) — (V,VT)
et du théoréme Démontrons la relation ((1.8.5)) :

nR(logu,p) ° buvp(x) - nL(logu,p(x))
nR(IOgu,p)(x) = nL(logu,p) © buvpil(x)
D nr(ma)a? =) log,,(tja”)
n>0 7>0
_ Z mitglxpi+j
4,520

Démontrouns les relations de (3). D’apres le théoréme [1.8.12]:
Fu7 )
bu,Pil(’r) = Z ’ tix? .
i>0
En appliquant ¢ de chaque c6té de ’égalité, on obtient :
nR(Fu, ) %
bup(z) = Z et
i>0
En composant ces deux séries, on a :

r = bu,p_lobmp(x)

Cela démontre la premiére égalité. Pour obtenir la seconde, on applique le logarithme log,, ,,

S maa? = 3 logy, (telts)

n>0 i,j>0

k itk itttk
= E mytt c(t;)P P .
2,5,k>0

Enfin, pour démontrer les relations de (4), on considére une Zpy-algebre R et des isomorphismes
stricts entre lois de groupe formel p-typiques sur R :

Ftea—tnm
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D’apreés le théoréme [[.8.12] il existe des éléments ¢; et r;, ¢ > 0 tels que :

F i
= E tixp )

i>0
G i
= E rxP .
i>0

Calculons (go f)~!:

(gof) Ma) = flogl(x)

G .
i DI

j>0

= Zf r]xp

Jj=0
F L,
= E tirg-’ P,

1,520

Cela démontre que :

Fy, Fu, U i+j
> P A(ty)2? = =Y " hel o

k>0 4,520

Pour appliquer la seconde égalité, on applique de chaque co6té log,, , :

7 47
Z:logup (te)z?") = Z log,, , (t; @15 xP B!
k>0 4,j20
h i+h i+g
Z mlA(tk)pll,karl _ Z mhtf ®t§’ 2P it
k>0 1,5,h2>0
Cela termine la démonstration du théoréme. O

Théoréme 1.8.14. Soit M, un VT-comodule gradué. Alors M, est somme directe de 2(p — 1)
sous-comodules M (i)« pouri € Z/(2(p — 1)), avec :

M= € M

J=i[2(p—1)]

Démonstration : Cela découle directement du fait que V (resp. VT) est engendré, en tant que
Zp)-algebre, par les éléments vy, (resp. vy, et t,) homogenes de degré 2(p™ — 1), pour n > 0 et
que 2(p — 1) | 2(p™ — 1) pour tout entier n > 0. O

Rappelons les deux théorémes suivants, issus des travaux de Landweber, Johnson et Wilson
notamment (cf. les articles [Lan73al, [Lan73b], [Lan79| et [JWT5]). Nous en aurons besoin dans
les chapitres suivants.

Théoréme 1.8.15.
— Pour tout entier n > 0, l’élément v, est invariant et régulier modulo [’idéal J,,.
— L’déal 3,, est premier et invariant pour tout n € NU {oo}.

— De plus, les idéauzx T, avec n € N U {oo} sont les seuls idéauzr premiers invariants de
lalgébroide de Hopf (V,VT).
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Théoréme 1.8.16. Soit M un comodule & gauche gradué sur l’algébroide de Hopf (BP., BP.BP),
alors :

— M est colimite filtrante de BP,BP-comodules gradués de présentation finie ;

— st M est de type fini, alors il existe une filtration de M par des sous-comodules gradués :

O0=MyCcMyC---CM,=M,
telle que pour tout 1 < i <mn, il existe k; € Z et n; € NU {o0} :
M;/M;_; ~ ¥*BP,/7,.

Notation 1.8.17. On notera a; € V le coefficient devant 2'*! dans la p-série de la loi de groupe
formel p-typique universel :
i+1
[plp,, (x) = Z a;z' ™t € V[a].
i>0

De plus, a; est homogéne de degré 2i.
Proposition 1.8.18. Soitn >0. On a :
Gpn_1 = Up [jn] 5

a; € T, pouri<p"—1,

a; =0, sip—1+¢i.

Démonstration : Ce résultat découle directement de la définition des générateurs d’Araki (cf. le

théoréme [1.8.10)). O

Exemple 1.8.19. Voici quelques valeurs pour les coefficients de la p-série en fonction des géné-
rateurs de Hazewinkel v;, ¢ > 0. Giambalvo en avait calculé quelques autres dans [Gia78].
— ap =p,
- Qp—1 = (1 _pp_l)vla
—agy-p = (PP = 1)pP e,
— agp—z = (1 —pP71) (M;*p“) pP~203 sip > 3.
De plus, pour p =2, on a :
- ap = —y,
— ag = 203,
— a3 = —(Tvy + 8v}),
— ag = 30v1v2 + 2607,
— a5 = —(111vivy + 8407),
— ag = 502v3v9 + 30008 + 11203,
— a7 = —(127v3 + 960v1v3 + 2299vivy + 114007),
— ag = T66v1v3 + 54140203 + 9958vivy + 433405,
Pour p=3, on a :

— ag = —8uvy,
— ay = 7202,
— ag = —840v3,

~ ag = —6560v + 9000v],

— a1 = 216504v1 vy — 8899207,

~ a2 = —5360208v?vy + 65877607,
— a1a = 11910557603 vy + 119908807 .



Chapitre 2

Catégories de comodules

Soit f : (A,T') — (B,X) un morphisme de k-algébroides de Hopf. Nous définissons un
foncteur
f« : rComod — »Comod

induit par f. Ce foncteur admet pour adjoint a droite le foncteur f* qui s’écrit a I’aide du produit
cotensoriel de comodules étudié par Ravenel dans [Rav86]. Dans ce chapitre, nous étudions cette
adjonction qui permet de définir les foncteurs de localisation sur les catégories de comodules.

2.1 Le foncteur f,

Définition 2.1.1. Soit M un I'-comodule & gauche. La composée suivante définit une structure
de X-comodule a gauche sur B M :

B® M By, BT 4 M REILN Ef2”R®AM ~ NRQ p B® 4 M.

Ainsi f induit le foncteur f, au niveau des catégories de comodules & gauche :

I rComod — yComod
e M — B, M

Remarque 2.1.2. Soit (C, A) un k-algébroide de Hopf. Si M est un I'-A bicomodule, alors f, M
a naturellement une structure de 3-A bicomodule. Autrement dit, le foncteur f, : pComod —
»Comod se factorise en un foncteur, encore noté f,, qui envoie la catégorie des I'-A bicomodules
dans la catégorie des ¥-A bicomodules.

Proposition et définition 2.1.3. Soit (A,I') un k-algébroide de Hopf et f : A — B un
morphisme d’anneauz. On appelle algébroide de Hopf induite par f, l’algébroide de Hopf (B,I'p)
avec I'p = BRI T""® 4 B. On note encore f le morphisme d’algébroides de Hopf naturel induit
par f : A— B :

f : (A7F) - (B,FB)

De plus, si g = (g1,92) : (A, T') — (B, %) est un morphisme de k-algébroide de Hopf, alors g se
factorise de maniére unique par l’algébroide de Hopf (B,T'g) induit par g1 : A — B :

(4,1) : (B, %)

~ 7

(B,T'p).

49
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Remarque 2.1.4. L’algébroide de Hopf de la définition [2.1.3| précédente découle d’une construc-
tion naturelle au niveau des groupoides. Soit G un groupoide dont I’ensemble des objets est X,
et soit f: Y — X une application. Soit f*G le groupoide dont I’ensemble des objets est Y et
I’ensemble des morphismes est I’ensemble des triplets (y1, a, y2) ot ;1 et yo sont des éléments de
Y et a un morphisme dans G : f(y1) — f(y2). Ainsi, tout morphisme de groupoide F' : H — G
se factorise de maniére unique par f*G, ou f est I’application induite par F' sur I’ensemble des
objets de H.

Définition 2.1.5 (cf. [HS05a], définition 2.1). Soit (A,T'), un algébroide de Hopf plat, et f :
A — B, un morphisme d’anneauz. On dit que f est Landweber exact pour [’algébroide de Hopf
(A, T') si B® ,— : rComod — pMod est un foncteur exact.

Remarque 2.1.6. Nous verrons & la proposition que si (A,T) est plat et f: A — B est
Landweber exact pour (A,I"), alors (B,I'p) est plat. En particulier, la catégorie r,Comod est
une catégorie abélienne.

2.2 Produit cotensoriel de comodules

Dans cette section, nous rappelons la définition et les principales propriétés du produit coten-
soriel de comodules. Avant cela, voici quelques définitions générales concernant les égalisateurs,
qu’on peut retrouver dans [MLI8], chapitre VI, section 6.

Définition 2.2.1. Soit A, une catégorie. Une fourche dans A est un diagramme dans A de la

forme :
do

e —_—
E*)XTY

tel que die = dpe. On dit alors que :
— e est un égalisateur pour la paire de fleches (dy,dy), si pour toute fleche f: F' — X telle
que dof = di f, il existe une unique fleche f' : F — E tel que f =ef’ :

7
g lf do

ET>XT1>Y

— e est un égalisateur absolu, si pour tout foncteur T : A — B, la fourche induite par T est

encore un égalisateur :
Tdo

Te —_

TE TX Td, TY.

— La fourche est scindée, s’il existe deux fleches s : X — FE ett : Y — X telles que
se =1idg, tdg = 1idx et tdy =es :

s t

WA

E—=X—=Y.
1
La proposition suivante permet de comprendre 'intérét des fourches scindées, qui sont plus
faciles & exhiber en pratique que les fourches absolues :

Proposition 2.2.2 (cf. chapitre VI, section 6 de [MLI8]). Toute fourche scindée est un égalisa-
teur absolu.

Remarque 2.2.3. En considérant des fourches dans la catégorie opposée, on obtient des défini-
tions analogues pour les coégalisateurs et les cofourches.
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Définition 2.2.4. Soit F' : A — B un foncteur et dy,d1 : X =2 Y, une paire de fleches dans
A. On dit que :

— F préserve les égalisateurs pour la paire (do,d1), si pour tout égalisateur e : E — X, F\(e)
est un égalisateur de (F(dy), F(dy)).

— F crée les égalisateurs pour la paire (do,dy), si pour tout égalisateur €' : E' — F(X) de
(F(do), F(dy)), il existe un unique objet E et une unique fleche e : E — X dans A tel
que F(E) = E' et F(e) =€ et si de plus cette unique fleche est un égalisateur de (do,dy).

— F réfléchit les égalisateurs pour la paire (dy,dy), si toute fleche e : B — X, telle que F'(e)
est un égalisateur de (F'(dp), F(dy)) dans B, est déja un égalisateur de (do,dy).

Remarque 2.2.5. On a des définitions analogues pour les coégalisateurs et méme plus généra-
lement les limites et colimites.

Définition 2.2.6. Soient N un I'-comodule & gauche et M un I'-comodule o droite. Le produit
cotensoriel de M et N est le k-module MUr N égalisateur du diagramme suivant :

tdy YN .
—_— —_ > JEE—— LTNr
0—> MOpN — M@, N —= M@ T, N.

Le produit cotensoriel définit un foncteur :

Comodr x rComod — jpMod
(M, N) — MOpN.

Exemple 2.2.7. 1. Si (A,T') = (A, A) est un algébroide de Hopf trivial, alors le produit
cotensoriel de comodules n’est rien d’autre que le produit tensoriel de A-bimodules.

2. Soit (A,T") un k-algébroide de Hopf. Le produit cotensoriel ACJpA est la sous-k-algebre de
A constituée des éléments invariants : AU (cf. la définition [1.4.1]).

3. Soit G un groupe commutatif et (A,T') = (k,k[G]). Soit M un k [G]-comodule & droite et
N un k [G]-comodule & gauche. D’aprés 'exemple [1.2.13] M et N ne sont rien d’autre que
des k-modules G-gradués. L’égalisateur qui définit le produit cotensoriel est scindé et on
a:

MOy N ~ @D M(g)&N(g).
geG

4. Soit G un groupe fini et (A,T) = (k,k%). Par adjonction, la catégorie des T'-comodule &
gauche est équivalente a la catégorie des k [G]-modules & gauche. Le produit cotensoriel
correspond alors au produit tensoriel de bimodules sur k [G].

Commengons par établir quelques propriétés du produit cotensoriel qui seront utiles dans les
sections suivantes.

Lemme 2.2.8. Soient (A,I'), (B,X) et (C,A) trois algébroides de Hopf avec (A,T") et (C,A)
plats, M un I'-% bicomodule et N un X-A bicomodule. Le A-C' bimodule M@z N est naturel-
lement muni d’une structure de I'-A bicomodule, induite par les morphismes de structure de
I'-comodule & droite de M, ¢, et de A-comodule & gauche de N, 1/)%, :

9 QN
MeyN 2 e MoLN

M d
M@uN “ M @, N A.

De plus, le produit cotensoriel MUy N a naturellement une structure de I'-A bicomodule unique
telle que :
MOy N — M®gN
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est un morphisme de I'-A bicomodules. Le produit cotensoriel définit donc un foncteur :

rComods: x sComodp — rComod,.

Démonstration : Par définition, on a le diagramme égalisateur suivant :

dy
OHMDENHM®BNTM®BE®BN’

ou dg = 1/)%4 QN et di = M ®1%,. D’aprés la proposition la catégorie des I'-A bicomodules
est abélienne. Il suffit donc de voir que ces deux morphismes sont des morphismes de bicomodules.
Comme M est un I'-3 bicomodule, le diagramme suivant commute, c¢’est-a-dire que w%/[ est un
morphisme de I'-comodules & gauche :

Uiir
w‘&l iwﬁ’w@az
I'o M —-T,MRzX.
AM g A ®s

Il suffit alors d’appliquer le foncteur —®zN : rComod — pComody pour en déduire que
do = @Z}%@N est un morphisme de bicomodules. De la méme maniére, on démontre le résultat
pour d;. O

Dans la section [2.6] nous chercherons & quelles conditions un foncteur F' : yComod —
rComod peut s’écrire sous la forme MUyx,—, pour un certain I'-¥ bicomodule M.

Lemme 2.2.9. Soient (A,T'), (B,X) et (C,A) trois algébroides de Hopf, M un I'-¥ bicomodule
et X un (B, B)-(C,A) bicomodule. Alors le diagramme suivant est un égalisateur scindé dans la
catégorie des I'-A bicomodules :

P, X _do_
0—>M®BX—>M®BE®BX71>M®BE®BZ®BX,

avec dy = MRARX et di = wﬁ/l®E®X. De plus, on a un isomorphisme fonctoriel de T'-A
bicomodules :

Démonstration : On a le diagramme suivant, ou la ligne est un égalisateur :

g0

m
OHMDE(E®BX) 4>M®BE®BX T>M®BE®BE®BX
. 1

~

~

AN MM@XT )M®5®X

M®yX

Dans ce diagramme, on a dy = MRARX, di = Qp%@Z@X et 0p = MYX®eX. Comme
wﬂ ®X égalise la fourche, le morphisme se factorise par le produit cotensoriel. De plus, on sait
que w% admet pour rétraction le morphisme M®e, le morphisme ¥3;®X est donc injectif.
Enfin les relations o o dy = id et 0gody = (v4;®X) o (M®e®X) montrent que c’est bien un
égalisateur scindé. O
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Remarque 2.2.10. Le lemme précédent se traduit par le diagramme de foncteur suivant
commutatif & isomorphisme naturel preés :

Y®g—
(B,3)Comodp —L > Comod,
MUOp—
M®,= J/ "
rComod,.

Remarque 2.2.11. Soit f : (A,I') — (B, %) un morphisme de k-algébroides de Hopf. Le
A-bimodule I' est un I'-I' bicomodule. Par conséquent, B® 4I" est muni d'une structure de X-I"
bicomodule. De plus, on a I'isomorphisme fonctoriel de Y-comodules suivant :

f*(—) ~ (B@AF)DF —.

La proposition suivante montre qu’un foncteur F', défini sur une catégorie de I'-comodules et
qui préserve les égalisateurs du lemme [2.2.9| est entiérement déterminé par sa restriction sur la
sous-catégorie pleine des comodules étendus. Hovey utilise ce résultat dans le théoréeme 1.3.1 de
[Hov04] pour définir sur la catégorie des I'-comodules, un foncteur Hom interne, adjoint & droite
au produit tensoriel de comodules. Nous utiliserons ce résultat dans les sections 2.5] et [2.6]

Proposition 2.2.12. Soient (A,T") un algébroide de Hopf, er : r€ — pComod [’inclusion de la
sous-catégorie pleine formée des I'-comodules étendus dans la catégorie des I'-comodules a gauche
et G : € — C un foncteur & valeurs dans une catégorie C admettant des égalisateurs. Alors il
existe un foncteur F' : pComod — C, unique & unique isomorphisme pres, tel que :

1. F préserve les égalisateurs du type :

s T'®vnm
MHF@AMHI‘@AF@AM, (221)
AF®M

2. on a un tsomorphisme naturel o : G = F o er.

r& x rComod

F
G

C

De plus, si on a un autre triplet (G', F', &) vérifiant les mémes hypothéses que (G, F,«), et
une transformation naturelle g : G = G', alors il existe une unique transformation naturelle
f: F = F' qui fait commuter le diagramme suivant :

G:g>G/

aﬂ ﬂa’

Foer == F'oer.
f-er

En particulier, étant donné G, le couple (F, ) est unique a unique isomorphisme prés.

Démonstration : Démontrons 'existence du foncteur F' et de 'isomorphisme a. Soit M un I'-
comodule, on a ’égalisateur (2.2.1)) suivant dans la catégorie des I'-comodules, avec les fléches
do et dy dans la sous-catégorie pleine € des comodules étendus.

di
MﬂF&L‘M%;F@AF@AM.
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On définit alors F'(M) comme étant 1'égalisateur dans C des fleches G(dp) et G(dy) :

G(d1)
F(M)—GIT®,4M) ﬁ G e, M).
Si f: M — N est un morphisme de comodules, on définit naturellement F(f) grace a la
propriété universelle des égalisateurs, et 'unicité démontre bien que cela définit un foncteur F'.

Si M est un comodule étendu, d’aprés le lemme I’égalisateur est scindé dans
la catégorie € et G(M) est alors un égalisateur des fleches G(dp) et G(d1). On en déduit donc
qu’il existe un unique isomorphisme ays : G(M) — F(M), fonctoriel en M. Cela démontre de
plus que F' préserve les égalisateurs du type .

On considére maintenant deux triplets (F,G,«) et (F',G',a’) vérifiant les hypothéses du
théoréme, et g : G = G’ une transformation naturelle. Soit M un I'-comodule & gauche.
Comme F et F' préservent les égalisateurs du type , on a le diagramme suivant ou les
lignes sont des égalisateurs :

aIreM grereM

fu
G/(P M) =% G/(T' T, M)

/|~ /| ~

e} «

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
\

F'(M)——= F'(T® M) —= F'(I'® ,I'® ,M).

De plus, si M est lui méme un comodule étendu, on peut alors étendre le diagramme précédent
de la maniére suivante :

/2 oM | |~
/

vl 9m grem Igrer QM
' G(M) —G'(Te,M) —=G'(To,To, M)

!
=y o |~ o |~

F'(M) ——=F'(I'e M) —=F'(T®,L®,M).

L’unicité du morphisme f démontre alors la relation (f -er)oa =a’og. O

Définition 2.2.13. Soit (A,I") un algébroide de Hopf et M un I'-comodule & droite. On dit que
M est un I'-comodule coplat si le foncteur MUp— : pComod — . Mod est exact.

Exemple 2.2.14. Le lemme [2.2.9] montre que les I'-comodules étendus par un A-module plat
sont des I'-comodules coplats. De plus, si f : A — B est un morphisme de k-algébres Landweber
exact pour (A4,T), alors le foncteur f, est exact. Or on peut remarquer d’aprés la proposition
que f, = (B®4I')Or— et donc que B® 4I" est coplat en tant que I'-comodule a droite.

Lemme 2.2.15. Soit (A,T") un algébroide de Hopf plat et M un I'-comodule a droite. Alors le
foncteur MOpr— est exact a gauche si et seulement si M est un A-module plat.
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Démonstration : La catégorie des I'-comodules & gauche est abélienne, car I' est un A-module
plat (cf. le théoréme [1.2.20)). Supposons que M est plat. Il suffit de démontrer que le foncteur
MUOpr— commute aux noyaux. On considére une suite exacte courte de I'-comodules & gauche :

0 Xty 2.y

Comme M et I' sont des A-modules plats, on a le diagramme commutatif suivant ou les lignes
sont des suites exactes dans la catégorie des k-modules :

O%M(@AX

M®,Y

M®,Z
wILI@X\uM@wX M ®YuM®wY M ®Z\uM®¢Z
0—= MU' X —= M I'®,)Y —= Mo, e, 2.
Par une chasse au diagramme, on en déduit que la suite suivante est exacte :
0—— MOrX — MOpY —— MOpZ.
Réciproquement, supposons que le foncteur MUr— est exact a gauche. D’apreés la remarque
le diagramme suivant commute & isomorphisme naturel prés :
aMod nﬂ; rComod
lMuF_
xMod.

M®,-

Comme I' est un A-module plat, alors le foncteur de comodule étendu I'® ,— est exact, la
composé avec le foncteur MUp— est donc exact & gauche, ce qui montre bien que M est un
A-module plat. O

Soient (C,A), (A, I'), (B,X) et (D, Q) quatre k-algébroides de Hopf plats, M un A-I" bico-
module, W un I'-¥ bicomodule et N un -2 bicomodule. D’aprés le lemme les produits
cotensoriels suivants possédent une structure de bicomodule canonique :

MUOrW € pComody, ; WU0OxN € rComodg.

On peut alors se demander si le produit cotensoriel est associatif. C’est-a-dire, a-t-on un isomor-
phisme entre les A-Q bicomodules suivants :

(MDFW)DZN ~ MDF(WDEN)?

La réponse est négative. Considérons d’abord le cas particulier ou (B, X) est un algébroide de
Hopf trivial, c’est-a-dire ¥ = B. Ainsi, le produit cotensoriel (s, n’est rien d’autre que le produit
tensoriel de bimodules ® 5. Nous allons détailler un contre-exemple dans ce cadre.

Exemple 2.2.16. Soit p un nombre premier. On considére le Z-algébroide de Hopf (V,VT)
défini & la sous—section et on pose B = Z. D’aprés le théoréme 5.2.1 de [Rav86], la sous-algébre
des invariants de cet algébroide de Hopf est triviale. C’est-a-dire :

VDVTV >~ Z(p) .

On a donc :
(VOvTV) ®4,Z/pZ ~ 7/ pZ.

D’autre part, v1 € V est primitif modulo p et on a :

VOvT (V&4 Z/pZ) ~ L/pZ [v1] .
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En fait, pour cet exemple on a pas besoin de considérer 1’algébroide de Hopf (V,VT) tout entier.
Soit R une Z-algébre, on considére le groupoide G(R) dont ’ensemble des objets est ’ensemble
des éléments v € R et I'ensemble des morphismes v — v’ est 'ensemble des ¢t € R tels que
v = v + pt. Cela nous défini un foncteur :

G : 7Alg — Grpd.

Ce foncteur est représentable par le sous-algébroide de Hopf (A,T') = (Z [v],Z[v,t]) de (V,VT)
tel que :
nr(v) =v+pt; A(t) =t®1+ 1t ; c(t) = —t.

On vérifie alors facilement que la sous-algébre des invariant de A est triviale et on a :
(AOrA) ®,Z/pZ = 7] pZ,
alors que, comme v est invariant modulo p, on a :
AOr (A®4Z/pZ) = Z[pZLv].

Cet exemple montre le produit cotensoriel n’est en général pas associatif. Cependant, il I'est
sous certaines hypothéses d’exactitude que nous expliciterons. Dans le cas particulier ou ’algé-
broide de Hopf (B,X) = (B, B) est trivial, on a le résultat suivant :

Lemme 2.2.17. Soient (A,T'), (C,A) et (D, Q) trois k-algébroides de Hopf, avec (C, A) et (D, )
plats et B une k-algébre considérée comme un algébroide de Hopf trivial. Soient M un A-I’
bicomodule, W un T'-B bicomodule et N un B-§) bicomodule. On a un morphisme naturel de A-C)
bicomodules :

(MOrW)®pN — MOp(W®zN)

unique tel que le diagramme de A-CQ) bicomodules suivant commute :

(MOrW)@pN —— MUOp(W®@gN)

T

M® ,W&pgN.

De plus, si l'une des conditions suivantes est vérifiée :
1. N est un B-module plat;

2. légalisateur de A-B bicomodules suivant est scindé dans la catégorie des B-modules :

3. le foncteur MUr— est exact a droite;

alors ce morphisme est un isomorphisme de A-Q bicomodules :

(MOpW)® 5N ~ MOp(W & zN).

Démonstration : On a le diagramme suivant de A-€2 bicomodules ot la ligne est un égalisateur :

(MOrW)®@ 5N

-
—
—
-
—
—
A

0——= MOp(W@uN) —= M® (W zN) —= M@, I'®,(Wa,N).
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En tensorisant 1’égalisateur avec N, on en déduit que la fleche verticale égalise la fourche.
On a donc une fleche naturelle (MOrW)@zN — MOpr(W®gN) qui fait commuter le dia-
gramme. Si la premiere ou la deuxiéme condition du lemme est vérifice, le foncteur —®zN
préserve cet égalisateur, ce qui démontre I'isomorphisme dans ces cas.

Supposons enfin que le foncteur MUp— est exact a droite. Pour démontrer que la fléche

(MOrW) N — MOp(W@,N)

est un isomorphisme, on peut oublier la structure de 2-comodule a droite. On considére alors
une présentation libre de NV en tant que B-module :

Ly Ly N 0.

On a le diagramme de A-comodules & droite suivant :
(MOrW)®pgLt — (MOrW)®gLo — (MOrW)®gN ——0

| |

MDF(W(X)BLl) — MDF(W(X)BL()) e MDF(W®BN) — .

Les deux lignes sont exactes car les foncteurs MOp(W®z—) et (MOprW)®p— sont exacts a
droite et les deux premiéres fléches sont des isomorphismes car Ly et L; sont des B-modules
libres donc plats. D’aprés le lemme des cing, la derniére fléche verticale est un isomorphisme. [

Revenons au cas général. Le diagramme de A-€) comodules suivant, ol les fléches horizontales
sont définies par le lemme [2.2.17] précédent, commute :

M®A(WDEN) (M@AW DEN
J .7
MOp(WOgN) o -
<l M, W&yN (2.2.3)
(MOpW)Og N N
~ A
(MOpW)® 5N MOp(W®4N)

\ 2

(MOrW)®@pEXQ5N - MOr(WRgE®gN)

D’aprés le lemme [2.2.17, si N est un B-module plat ou bien si I'égalisateur ([2.2.2)) est scindé
dans la catégorie des B-modules, alors on a les isomorphismes suivants :

(MOrW)@gN ~ MOp(W®gN);

On a alors le diagramme égalisateur suivant :
(MOrW)OgN —= MOp(W@zN) —= MOp(W®zX@5N),
et donc, la factorisation suivante :
MOp(WOgN) — (MOpW)OgN.

En résumé, on a la proposition suivante :
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Proposition 2.2.18. Soient (A,T'), (B,X), (C,A) et (D,Q) quatre k-algébroides de Hopf plats,
M un A-T" bicomodule, W un I'-X bicomodule et N un X-Q bicomodule. Si l'une des conditions
suivantes est vérifiée :

1. N est un B-module plat;
2. légalisateur de A-X bicomodules suivant est scindé dans la catégorie des B-modules a
droite :
OHMDFWHMQ@AWHM@AF@AW,
3. le foncteur MUOr— est exact a droite.

Alors, il existe un unique morphisme de A-€) bicomodule
MOp(WOgN) — (MOprW)OxN,
qui rend commutatif le diagramme (2.2.3)).

Si une de ces conditions est vérifiée, alors, d’aprés le lemme on a l'isomorphisme de
A-Q bicomodules :
(MOrW)@gN ~ MOp(W®gN),

On en déduit alors que (MOpW)Ox N s’injecte dans M ® ,W ® zN. D’aprés la proposition pré-
cédente, le diagramme de A-Q bicomodules suivant commute, avec js injectif :

MOr(WOsN) 22> M® ,W® 5N

|

(MOrW)Og N

Si, de plus, on a un morphisme g : (MOrW)OxN — MOp(WOxN) qui fait commuter le
diagramme précédent, avec j; injectif, alors on en déduit que f et g sont des isomorphismes
inverses I'un de 'autre. En particulier, on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.19. Soient (A,T"), (B,X), (C,A) et (D,Q) quatre k-algébroides de Hopf plats,
M un A-T" bicomodule, W un I'-X bicomodule et N un 3-8 bicomodule. Alors il existe un unique
1somorphisme de A-€Q) bicomodules

MDF(WDEN) ~ (MDFW)DzN

qui rend commutatif le diagramme , deés que l'une des conditions suivantes est vérifiée :
1. M est coplat en tant que I'-comodule a droite.
2. N est coplat en tant que ¥-comodule a gauche.
3. M est un A-module plat et N est un B-module plat.
4

. L’égalisateur suivant est scindé dans la catégorie des A-modules et N est un B-module
plat :
OHWDENHW@)BNHW@BZ@BN (224)

5. L’égalisateur suivant est scindé dans la catégorie des B-modules et M est un A-module plat

6. L’égalisateur (2.2.4) est scindé dans la catégorie des A-modules et I’égalisateur (2.2.5)) est
scindé dans la catégorie des B-modules.
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Démonstration : Pour la premiére condition, il suffit de remarquer que si M est un I'-comodule
a droite coplat, alors le foncteur MUpr— est exact a droite et d’aprés le lemme [2.2.15] M est un
A-module plat. O

Le lemme suivant (cf. [Rav86]) permet d’établir un lien entre les foncteurs homr et Or et ainsi
d’effectuer des calculs de foncteurs Ext' en fonction des foncteur dérivés du produit cotensoriel.

Lemme 2.2.20 (cf. [Rav86]). Soient (A,I') un algébroide de Hopf, M et N deux I'-comodules a
gauche, avec M projectif en tant que A-module. Alors :

— Homy (M, A) admet une structure naturelle de T'-comodule a droite.
— Homrp (M, N) = Homa (M, A)OrN. En particulier, Homr(A, N) = AOrN.

2.3 Le foncteur f*

Soient (A,T"), (B,X) deux k-algébroides de Hopf et f : (A,I') — (B, X) un morphisme de
k-algébroides de Hopf. Dans cette section, on montre que si (A,T") est plat, le foncteur f, admet
un adjoint a droite :

f* : vComod — rComod.

Proposition 2.3.1. Soient f : (A,T') — (B, X) un morphisme de k-algébroides de Hopf, avec
(A,T) plat et N un X-comodule & gauche. Alors (I'E® , B)Os N a naturellement une structure
de I'-comodule & gauche.

Démonstration : On sait que I' est un I'-T’ bicomodule. Par conséquent, I'®'}* B admet une
structure de I' — X bicomodule. D’aprés le lemme [2.2.8] on obtient le résultat. O

Définition 2.3.2. Soit f : (A,I') — (B, X) un morphisme de k-algébroides de Hopf, avec (A,T")
plat. Alors f induit le foncteur f* au niveau des catégories de comodules a gauche, défini par :

Iy wComod — rComod
’ N — (F'®,B)OgN

Remarque 2.3.3 (JMR77]). Soient (A,T') un algébroide de Hopf plat et M un I'-comodule
a gauche. D’aprés le lemme le produit cotensoriel I'lp M s’identifie naturellement & M,
comme I'-comodule a gauche. C’est-a-dire que si id(4 1) désigne le morphisme d’algébroides de
Hopf identité (A,I') — (A,T'), alors id{y py = td : pComod — rComod.

Lemme 2.3.4. Soient f : (A,T) — (B, %), un morphisme de k-algébroides de Hopf avec (A,T)
plat et X un B-module. Alors le foncteur f* envoie le comodule étendu Y& X sur le comodule
étendu I'® 4, X :

[fEepX)~Te,X.

Démonstration : Par définition :

On applique alors le lemme a l'algébroide de Hopf (B, Y) avec M =I'® 4B. On obtient le
résultat :
ffEepX) = (MeyB)epX
= T'eyuX.
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Théoréme 2.3.5 (JMR77]). Soit f : (A,T) — (B,X) un morphisme d’algébroides de Hopf,
avec (A,T') plat. Alors (f«, f*) est une paire de foncteurs adjoints. L’unité de cette adjonction

sera noté n, la counité €.
fx : rComod = yComod : f*.

Voici une démonstration directe de ce théoréme. La remarque 2.6.2] donnera une démonstra-
tion alternative plus élégante.

Démonstration : Soient M un I'-comodule a gauche et N un Y-comodule & gauche. Pour dé-
montrer cette adjonction, nous allons définir les morphismes fonctoriels ® et Wy suivants, et
montrer qu’ils sont bien inverses I'un de 'autre.

@
Homy,(B® ,M, N) == Homp (M, (T® ,B)OxN).
Wy

Soit u : B&,M — N un morphisme de X-comodules. Par la suite, on notera toujours
u sa restriction & M, M — B® M — - N. On a le diagramme de I'-comodules suivants,
ou les doubles fleches sont celles pour définir les produits cotensoriels I'OrM et (I'® ,B)Ox N

respectivement :
re ,M —=T®,[o,M

I‘®ul \L
re,N —2I'®,S®,N.

En utilisant le lemme précédent, on sait que M ~ I'UJp M. On obtient alors un morphisme de
I-comodules ®(u) entre les égalisateurs :

0 M—M Te,M~—3T®,Ie,M

|
D(u) ! F®ul \L
Y

0—>= (I'®,B)dyN —=T®,N —2T®,5®,N.

Soit v: M — (I'® ,B)Ox N, un morphisme de I'-comodules. Le diagramme suivant permet
de définir le morphisme de ¥-comodules ¥(v) :

O
M—" (Ie,B)OsN S sop N

Le fait que ¥(v) soit bien un morphisme de ¥-comodules découle directement du fait que v soit
un morphisme de I'-comodules, et du diagramme précédent.

Pour montrer que W o ®(u) = u, on considére le diagramme suivant, ou les lignes sont des
diagrammes égalisateurs :

M— Te,M—2T®,[®,M
I
/q)(u)l \LF®U lf@f@u
¥ v
B, M (F®,B)OxN —=T@ N —=T @@ 5N
N I
A [ lf@N lf@E@N
~ Al
Vod(u) ™ ~ » v L@pN —=XQ5XQzN.

N
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On en déduit le diagramme commutatif suivant, qui démontre bien que ¥ o ®(u) = u :

VB M Af®B®M
A

\I/oi’(u)i \LZ@U ui
N———Z0uN — N,

Soit v : M — (I' ® , B)Ox N, un morphisme de I'-comodules. Montrons que ®oW¥(v) = v, qui
terminera la preuve de cette adjonction. Soit ¢ : (I'® 4,B)0Os N — I'® 4N I'inclusion canonique.
Le diagramme ci-dessous permet d’identifier ;o ® oW (v) avec le morphisme w, qui est la composée
suivante (3 désigne fOxN et o 'isomorphisme N — YxN) :

r r r'®a!
M2 Te, M 2% Te, (Mo, B)OsN) 225 Te , (SOsN) s To 4 N.

'e
M— re,M %% re, (Te ,B)OsN)
|
DoV (v) | F®\D(v)l if@ﬁ
A
(T®,B)OsN —=T@,N F’ga I'®,(S0OsN).

Comme 1 est injectif, il suffit de montrer que w s’identifie a ¢ o v. Pour cela, on considére le
diagramme commutatif suivant :

M M re, M

Ul \LF®U
N reg ~
(T®,B)0sN X1, (Mo, B)OsN) ~25 g ,(S0sN) <= Te \N

P&, N — POATEAN o T2, 50N,

'eyy

-~

La fleche en pointillés I'®1 n’est pas égale a la composée (I'® f@N) o (A ®N), mais i les
égalise. D’autre part, I'®ypy est injectif, car ¥ est injectif et admet une rétraction eR N. De
ces deux diagrammes, on déduit donc bien que ® o ¥(v) = v, et 'adjonction est démontrée.

O

Remarque 2.3.6. Dans le cas ou (A, T") est plat, le théoréme précédent permet de retrouver
I’adjonction de la proposition [1.2.15] En effet, on a un morphisme d’algébroides de Hopf :

€= (ida,€) : (A1) — (4, A).

Il est clair que €, s’identifie au foncteur oubli. Pour identifier €*, on considére un A-module M.
On a alors I’égalisateur suivant :

do

0 M P@,M = =T M. (2.3.1)

Comme les deux morphismes dy et dy sont égaux a idpg , m, on en déduit que €* correspond bien
au foncteur comodule étendu.
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2.4 Fonctorialité de I’adjonction
Proposition 2.4.1. Soient (A,T") ER (B,2) L (C,A) deuz morphismes d’algébroides de Hopf,

avec (A,T) et (B,X) plats, M un T'-comodule et N un A-comodule. Alors on a :

i) (9f)«M =~ g..f M,
ii) (gf)*N ~ f*g*N et le diagramme suivant commute :

\11g
Hom(M, (¢f)*N) =—— ; Hom((g).M, N)
Hom(M, f*g*N) Hom(g.f. M, N)
U v,
P D,

Hom(f.M,g*N)

Démonstration : Le i) dit juste que C ® 3B ® 4,— ~ C ® 4,—. Le i) est une conséquence du lemme
de Yoneda et du diagramme qui explicite une bijection : Hom(M, (¢f)*N) ~ Hom(M, f*¢g*N) .
O

Remarque 2.4.2. On peut définir une catégorie Adj dont les objets sont les catégories et les
morphismes, les paires de foncteurs adjoints. La proposition précédente et la remarque[2.3.3
permettent ainsi de définir un foncteur de la catégorie des k-algébroides de Hopf & valeur dans
Adj qui & une algébroide de Hopf (A,T") associe la catégorie des I'-comodules & gauche, et a un
morphisme d’algébroides de Hopf f : (A,T') — (B,X) associe la paire de foncteurs adjoints
Remarque 2.4.3. On peut retrouver le résultat du lemme [2.3.4] grace a la proposition On

a le diagramme commutatif d’algébroides de Hopf suivant :

(A1)~ (B%)

(4, 4) —— (B, B).

1

Ces morphismes d’algébroides de Hopf induisent des foncteurs au niveau des catégories de co-
modules, et on a :

€E*f* = (eEf)* = (flEF)* = fl*fF*-

Comme ces foncteurs admettent tous des adjoints & droite d’aprés le théoréme[2.3.5]et la remarque
2.3.6L on a donc pour un B-module X :

F(E0pX) = ffesX = e fiX =T®,X.

Nous allons maintenant démontrer un autre théoréme sur cette adjonction. Pour cela, nous
avons besoin du lemme suivant qui est un résultat général sur les adjonctions de foncteurs. C’est
une conséquence du théoréme 3.1.5 de [Bor94al.

Lemme 2.4.4. Soit (F,G,n,¢), une adjonction de foncteurs entre deux catégories.

F:CsSD:G
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Soient X, X' des objets de C et Y,Y' des objets de D. Alors on a les diagrammes commutatifs
sutvants :

Hom(X, X’) Hom(Y,Y”)
f| o of T
Hom(FX,FX') — Hom(X,GFX') Hom(GY,GY') —= Hom(FGY,Y")

Théoréme 2.4.5. Considérons le diagramme commutatif de k-algébroides de Hopf suivant, ot

(A,T) et (C,A) sont plats :

(A,T) L~ (B,%)

Soit M un X-comodule.

1. Si (B,X) est plat, on note nyr : M — g*g. M Uunité de l’adjonction induite par g. Alors
Uy (f*nar) définit une transformation naturelle hy f*M — k*g .M :

Hom (M, g*g. M) —— Hom(f*M, (¢)" 9 M) —-— Hom(hs f*M,k*g. M).

2. Soitepn : fuf*M — M la counité de l’adjonction induite par f. Alors ®k(g«epr) définit
aussi une transformation naturelle hy f*M — k*g, M :

Hom(f. f* M, M) —%— Hom((¢.f).f" M, g. M) —— Hom(h.f*M,k*g.M).

De plus, si (B,X) est plat, ces deux transformations naturelles coincident.

Démonstration : Les transformations naturelles sont produites par les composées verticales de
gauche et de droite dans le diagramme suivant en considérant les morphismes unité ny; : M —
g*g. M et counité ey : fo f*M — M. De plus, on sait que le triangle du bas commute gréce a

la proposition 2.4.1]

Hom(M, g*g.M) Hom( f.f*M, M)

f* L lg*
Vs

Uy, 9f Uy,

(I)h q)k
Hom(h. f*M, k*g.M).

Pour vérifier que les deux transformations naturelles coincident quand (B,Y) est plat, il suf-
fit de considérer le diagramme commutatif suivant. Dans ce diagramme, on obtient les deux
transformations naturelles en considérant le morphisme idy; € Hom(M, M), et en appliquant
les composées verticales de gauche et de droite. Il est clair que le carré du milieu commute. Les
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quatre triangles qui bordent ce carré commutent grace au lemme [2.4.4]

Hom(g. M, g. M) eHom M, M) »Hom (f*M, f*M

|l < \ e

Hom(M, g*g.M) Hom( f. f*M, M)

—oe y

"M, g*g. M g+

CSK

Hom((gf)«f"M, g« M)

7

Hom(h. f*M, k*g. M

\

\5/

Hom(f*M, (gf)"g-M

/

O

Remarque 2.4.6. En fait, ce théoréme est vrai dans le cadre plus général ol on considére un
foncteur d’une catégorie C quelconque a valeurs dans la catégorie Adj des adjonctions. Ici, nous
n’avons énoncé le résultat que pour le foncteur particulier de la remarque

On peut se demander & quelle condition sur le diagramme d’algébroides de Hopf, la trans-
formation naturelle du théoréme [2:4.5] est un isomorphisme. Considérons le cas particuler du
diagramme suivant :

(A,T) —2- (4, 4)
fi J/fl
(B,Y) — (B, B)

Soit M un A-module & gauche. Le morphisme naturel du théoréme 2.4.5]est le morphisme évident
induit par f :
B Lo M — X, M.

Ce n’est donc un isomorphisme que si ¥ ~ B® 4.

2.5 Adjonction, produit tensoriel et cotensoriel

Définition 2.5.1. Soit C une catégorie munie d’un produit monoidal unitaire A, d’unité S. Un
monoide dans C est un objet £ € C, muni des morphismes :

uw:EANE—FE et i:S— FE,
tels que les diagrammes suivant commutent :

Nidg idpN\i
-

uNidg A
ENENE—=FENMNE SANE—EAE EANS

. | S

ENE—f—E, E.
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St de plus le produit N\ est symétrique, on dira que E est une algébre commutative si le diagramme
sutvant commute :

ou T est lisomorphisme qui échange les facteurs du produit monoidal A.

Remarque 2.5.2. On peut définir de maniére analogue les comonoides. De plus, si la catégorie
C est additive, on parle plutot d’algébre et de coalgébre.

Exemple 2.5.3.
— Les k-algébres associatives et unitaires sont les algébres au sens de dans la catégorie
des k-modules muni du produit tensoriel.
— Les spectres en anneaux commutatifs sont les algébres commutatives de la catégorie ho-
motopique des spectres, muni du smash-produit A.

Soit (A,T') un algébroide de Hopf. D’aprés le théoréme la catégorie des I'-comodules a
gauche est une catégorie monoidale symétrique pour le produit tensoriel des comodules. En parti-
culier, on peut définir la notion d’algébre dans cette catégorie (cf. la définition A1.1.2 de [Rav86]
de comodule-algebre). On peut se demander si cette structure est préservée par I’adjonction entre
les catégories de comodules.

Proposition 2.5.4. Soient (A,T") EX (B,X) un morphisme de k-algébroides de Hopf avec (A,T")
plat, M, M’ des I'-comodules et N, N’ des X-comodules. Alors :

i) fo(M®,M') = (fM)@p(fM').

ii) 1l existe un morphisme naturel de I'-comodules (f*N)® 4(f*N') — f*(N@gN').

Démonstration : Le i) est évident, et le ii) vient en utilisant ’adjonction. O

Corollaire 2.5.5.
— Si M est une algebre (resp. une coalgébre) dans la catégorie des I'-comodules, alors f. M
est une algébre (resp. une coalgébre) dans la catégorie des 3-comodules.
- S5t N est une algébre dans la catégorie des X-comodules, alors f*N est une algébre dans la
catégorie des I'-comodules.

Soit f : (A, ') — (B, X) un morphisme de k-algébroides de Hopf, avec (A, ") plat. Le lemme
2:2:20|relie le produit cotensoriel au foncteur Homp. On peut donc se demander, si sous certaines
conditions, une relation du type suivant existe pour M € Comodr et N € y,Comod :

#.MOxN ~ MO f*N.

Proposition 2.5.6. Soient M, M’ des I'-comodules respectivement a droite et a gauche, et N,
N’ des Y-comodules respectivement a droite et a gauche. On a alors les morphismes de k-modules
naturels suivants :

MOrM' — f.MOsx f. M’

F*NOpf*N' —s NOs,N'

Démonstration : On a les morphismes de A-modules naturels M —2— f, M et f*N —~ N
(v est juste la composée de fOxN avec I'isomorphisme YX0gx N ~ N). Il suffit alors de vérifier
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que les diagrammes suivants commutent :

0 MOpM' M® M M®,T®,M

i | |

0— fMOs fM' —= M®,Bo M —= M® ,S® M’
Oﬁf*NDFf*N/*)f*N(gAf*N/ *)H f*N®AF®Af*N/

i | |

0 ——= NOg N N@gN' N@gZ@yN'.

Proposition 2.5.7. Soient M un I'-comodule a droite et N un X-comodule a gauche. Le dia-
gramme sutvant commute :

MOpf*N —— f,MOsx f,f*N

| |

£ £ MOpf*N —— f,MOxN,

ot les fleches wverticales de ce diagramme sont données respectivements par l'unité et la counité
de l’adjonction induite par f et les morphismes horizontaux sont ceux de la proposition
précédente. On a donc un morphisme naturel :

Avn : MOpf*N — f.MOsN.
De plus, le diagramme d’égalisateurs suivant commute :

MDFf*NHM(@Af*NHM@AF@Af*N
|

AM,N | M®Uwi \LM®f®UN
Y

Démonstration : 1l suffit de voir que les diagrammes de A-modules suivants commutent :

M "N R LN
| N N
UN
f*f*va*M> JeM N

Proposition 2.5.8. Si M est plat en tant que A-module, alors le morphisme naturel
Avny : MOpf*N — f,MOsN

est un isomorphisme.
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Démonstration : Si N = X, on a le diagramme commutatif suivant ou les lignes sont des
égalisateurs :
B N
Me,B Mo I, B—= M®,I®,'® B (2.5.1)
AM,s l i
fMOsX M@, 3 MR LR,
) %@A;
M® /B

Comme M est plat, les fleches verticales sont injectives, ce qui implique que Apzx est injectif.
Or d’apreés la définition Yo M®4B — M® 4% se factorise par M® ,I'® 4B, on en
déduit que Aps 5 est surjectif. Donc le morphisme Ajzy est un isomorphisme.

Soit X un B-module. Les morphismes du diagramme sont des morphismes de B-
modules & droite et les égalisateurs sont scindés dans la catégorie des B-modules & droite. En
tensorisant ce diagramme par X, on montre que Ay 5 gx est un isomorphisme.

On a démontré que Ayz v est un isomorphisme quand N est un X-comodule & gauche étendu.
On sait que le foncteur f* préserve les égalisateurs puisqu’il admet un adjoint a gauche. Comme
M est plat et d’aprés le lemme [2.2.15] le foncteur MUOp— préserve aussi les égalisateurs, donc
MO f*(—) préserve les égalisateurs. Comme de plus, M ® 4B est un B-module plat, le foncteur
fMUx— préserve aussi les égalisateurs. On peut donc appliquer la proposition [2.2.12| & la
transformation naturelle Ay~ : MOp f*(—) — fuMOx—, ce qui démontre le résultat. O

Remarque 2.5.9. On peut également démontrer ce résultat en utilisant la proposition 2.2.19]
En effet, on a les isomorphismes suivants :

MOpf*N ~ MOp (T® 4B)OgN) ;

fMOgN ~ (MOp(I'® ,B)) OgN.

Le lemme [2.2.9] montre que 1'égalisateur suivant est scindé dans la catégorie des B-modules a
droite :

0— MOp(T'®yB) —= M, '@, B—= M@ ,I'®, To,B.
D’aprés la proposition [2.2.18] il existe donc un morphisme naturel :
MOpf*N — f,MUOsxN.

De plus, d’aprés le théoréme [2.2.19] si M est un A-module plat ou bien si I’égalisateur suivant
est scindé dans la catégorie des A-modules a gauche :

0 f*N re, N —=TI®,5®,N,

alors ce morphisme est un isomorphisme :

MOpf*N ~ f,MOs,N.
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2.6 Bicomodules et foncteurs entre catégories de comodules

Théoréme 2.6.1. Soient (A,I") et (B,X) deux algébroides de Hopf plats. Soit W un I'-¥ bi-
comodule plat en tant que B-module & droite et F' : sComod — rComod un foncteur exact a
gauche. On suppose qu’on a un morphisme de foncteurs gMod — pComod :

ax : F(X@pX) — WX,

tel que le diagramme suivant commute :

F(EozX) —=X WegX
F(A2®X)i id@V@X

FE@pEXepX) —>WegpiegX.

ax @ x
Alors il existe un unique morphisme 8 : F' — Wy — tel que, pour un B-module X, le mor-
phisme ﬂE®BX soit la composée :
F(ERpX) X WepX —=>Wis(Z0gX).

Si de plus, o est un isomorphisme fonctoriel, alors B ausst.

Démonstration : Soit X un B-module & gauche. Si M est le comodule étendu X ® 5 X, on définit
By comme étant la composée :
Bu: FE@X) 2 WepX —=>Wis(S05X).

Montrons tout d’abord, que 8 définit une transformation naturelle de foncteurs € — rComod.
Ensuite, nous utiliserons la proposition [2.2.12| pour étendre 8 a la catégorie des I'-comodules.
Soit f : M — N un morphisme de YX-comodules étendus. On doit montrer que le diagramme
suivant commute :

FOM) -2 wiogm (2.6.1)
F(f)l lWDEf

F(N) — > WOgN.

D’apres le lemme [1.2.16] il suffit de considérer les morphismes de la forme :

ou bien de la forme :

avec u un morphisme de B-modules X — Y.

Si f = X®u, le diagramme (2.6.1)) commute car ’égalisateur du lemme est fonctoriel
en X. Si f = A®X, le diagramme suivant ou les lignes sont les égalisateurs qui définissent les
produit cotensoriels

commute :

v @X

Wo,X

WRpER X

W®,S®,50,X
w‘%c@Xl J/W‘@A@X lwea YRARX

WoglepX m.y®BE®BE®BX T WRgERRLe5ER5X.
2

w
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Cela montre la commutativité du diagramme suivant :

~

WX

Whs(X®pX)
P, ®Xl J/WDE(A ®X)
D’aprés 'hypothése du théoréme, le diagramme suivant commute donc :

Beex

A

F(E®pX) X >WogX = - WOs(Z@5X)

F(A®X)J/ lw;ﬁ/ ®X lWEIg(A@X)

‘\\\\\\\\\‘?‘ﬁﬂl////////7

Brosox

Cela montre que 8 définit un morphisme de foncteur sur la sous-catégorie pleine des comodules
étendus. Finalement, d’apres le lemme 2:2.15], le foncteur Wyg— est exact a gauche car W est
un B-module plat. La proposition permet d’étendre 5 de maniére unique a la catégorie des
Y-comodules. L’unicité de la proposition 2.2.12] montre que si « est un isomorphisme fonctoriel,
alors (3 aussi. O

Remarque 2.6.2. Le théoréme précédent avec la remarque [2.4.3] permet de démontrer que
I'adjoint & droite de f, est nécessairement le foncteur (I'® 4, B)Ox—.

Rappelons le théoréme suivant :

Théoréme 2.6.3 (théoreme de Watts [Wat60]). Soient A et B deuz anneaux et F : pMod —
aMod un foncteur additif qui préserve les colimites. Alors il existe un A-B bimodule W tel que :

FWop—.

Théoréme 2.6.4. Soient (A,T) et (B,X) deuz algébroides de Hopf et F : yComod — pComod
un foncteur additif qui préserve les colimites. Alors il existe un unique I'-X bicomodule W tel
qu’on ait un isomorphisme de I'-comodules a gauche, fonctoriel en X € gMod :

ax : F(EepX) — WegX.

et tel que le diagramme sutvant commute :

F(EozX) —=X We®gX
F(Ax ®X)i iw;}, ®X
F(E@pEXepX) —>WepiegX.

asex

Démonstration : Soit G : pMod — 4Mod le foncteur défini par la composition suivante, ot
O désigne le foncteur oubli :

»Comod _Ey rComod

2ou| lo

Bﬂ40d44??>34ﬂ40d.
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Comme les foncteurs F', O et X ®pz— préservent les colimites, il en est de méme pour G. On en
déduit, d’aprés le théoréme de Watts qu’il existe un A-B bimodule W tel que G ~ W ®@ 5—.

On a donc un isomorphisme de A-modules ax : F(X®5X) ~ W®zX. Nous allons montrer
que c’est un isomorphisme de I'-comodules. On sait que W = G(B) = F(X). De plus, comme
B agit a droite sur X par des morphismes de »-comodules & gauche, W posséde une structure
de (A,I')-(B, B) bicomodule. On a donc une structure naturelle de I'-comodule sur le produit
tensoriel de bimodules W ® 5 X, pour tout B-module X. Par hypothése, ap est un isomorphisme
de I'-comodules. Comme F' préserve les sommes directes, ax est un isomorphisme de I'-comodules
pour tout B-module X libre. Enfin, F' préserve les conoyaux, cela implique donc que « est un
isomorphisme de I'-comodules.

On définit le morphisme de structure de >-comodule & droite sur W, ¢{‘,ZV par le diagramme

suivant :
ap

F(¥%) %%

F(Az)l l’l’{'/ly
F(E®gY) % W@gi.

Par fonctorialité de «, le diagramme suivant commute. Cela montre que le morphisme Q,Z)I‘fv est
counitaire :

W—W

T/Jd\ /W®e
F(Asx) Wegs F(E®e)
azq\z

F(S®,%)

Il ne reste plus qu’a démontrer la coassociativité de wl‘fv. Montrons tout d’abord la commutativité
du diagramme de I'-comodules suivant, fonctoriellement en X € gMod :

ax

F(2@pX)

W®,X

F(A2®X)l iw‘%é@X

Par définition de ¢{‘fv, on sait que ce diagramme commute pour X = B. Comme F' préserve
les sommes directes, il commute aussi pour tout B-module libre. Enfin, comme F' préserve les
conoyaux, on en déduit la commutativité pour tout B-module X.

La coassociativité de @b%, découle directement de la commutativité du diagramme précédent
pour X = X, car le diagramme suivant commute alors :

F(Ax)

F(%) F(E®gY)
apB ayy
) W we s )
w ®p
F(Ax) w;ﬁvl WV % F(Asy ®Y)
ax ay; %
F(X@zY) FE®pE5%).

F(E®BAZ)
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Cela démontre que W a bien une structure de -comodule & droite. Or, par définition de wf/lv,
on sait que @Z)I‘fv est un morphisme de I'-comodules. Donc W' a une structure de I'-3 bicomodule.

O]

Corollaire 2.6.5. Soient (A,I') et (B,Y) deux algébroides de Hopf plats et F' : sComod —
rComod un foncteur additif exact qui préserve les sommes directes. Alors il existe un I'-X bico-
module W, coplat en tant que %-comodule & droite tel que :

F~Wly —.

Démonstration : Comme F est exact et préserve les sommes directes, il préserve aussi toutes les
colimites. On peut donc appliquer le théoréme [2.6.4] Comme de plus F est exact a gauche, on
en déduit que que le foncteur X — F(X®@zX) ~ W ® X est exact a gauche, et donc que W est
un B-module plat. D’apreés le théoréme [2.6.1] on a donc F' ~ Wy —. Comme F est exact, W
est un YX-bicomodule coplat. O

Définition 2.6.6. Deux algébroides de Hopf (A,T') et (B,X) sont dits Morita équivalents si les
catégories de comodules a gauches prComod et xComod sont des catégories additives équivalentes.

Théoréme 2.6.7. Soient (A,I') et (B,X) deuz algébroides de Hopf plats. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :
- (A,T) et (B,X) sont Morita équivalents.
— Il existe un I'-3% bicomodule W, coplat en tant que Y-comodule, et un 3-I" bicomodule T,
coplat en tant que I'-comodule, tels qu’on ait les isomorphismes de bicomodules suivant :

WDET ~ F;
TOrW ~ X,

Démonstration : Supposons (A,T") et (B,X) Morita équivalents. Soient F' et G les équivalences
de catégories inverses I'une de 'autre :

F : pComod = sComod : G.

Alors, d’apreés le corollaire [2.6.5] il existe un I'-X bicomodule W coplat en tant que X-comodule,
et un X-I" bicomodule T coplat en tant que I'-comodule tels qu’on ait les isomorphismes suivants :

F~TOp—;
G~Wls —.
Soit M un I'-comodule & gauche. On a alors les isomorphismes suivants :
M~GoF(M)~W0Ox(TOrM).

Comme W est coplat en tant que Y-comodule & droite, on peut appliquer le théoréme
d’associativité du produit cotensoriel. On obtient donc I'isomorphisme fonctoriel :

M ~ (WOsT)Op M.

L’unicité du théoréme démontre I'isomorphisme de I'-I' bicomodule WsT ~ I". On en
déduit de la méme maniére le deuxiéme isomorphisme.

Réciproquement, on pose F = TUp— et G = Wy —. Ce sont des foncteur exacts puisque
W et T sont coplats pour leur structure de comodule a droite. L’hypothése de coplatitude nous
permet d’utiliser le théoréme [2.2.19| pour démontrer que G o F' >~ id et F o G ~ id. O
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Remarque 2.6.8. Le théoréme [2.6.7] est faux sans 'hypothése de coplatitude. Pour expliciter
un contre-exemple, on pose (A,T) = (V,VT), B = v;'V, ¥ =Tpet f: (AT) — (B,T'p)
le morphisme d’algébroides de Hopf induit par l'inclusion de A dans B. Soit W = I'® 4B et
T = Be,I'. On a alors f, = TOr— et f* = WQp,—. Nous verrons a la section que
feo f*=id et f*o f, est le foncteur de localisation Li. On en déduit que TUrW = I'p et que
W Or,T = L1 =TI alors que les catégories de I'-comodules et de I'g-comodules ne sont pas
équivalentes.

Ravenel a défini a la définition A.1.11 de [Rav86| les algébroides de Hopf unicursals, étudiés
aussi par Baker a la section 4 de [Bak09]. Le théoréme nous donne une condition pour que
la catégorie des comodules sur un algébroide de Hopf unicursal soit équivalente & une catégorie
de modules.

Définition 2.6.9 (A.1.11 de |[Rav86|). Soit (A,T') un k-algébroide de Hopf. On dit que (A,T")
est unicursal st I' ~ A® A en tant que I'-bicomodule, ot D est la k-algébre suivante :

D=A0rA={ze€ A|nr(zx) =ngr(z)}.
Lemme 2.6.10. Soient F : A — B et G : B — C deux foncteurs additifs entre catégories

abéliennes. Si Go F' est un foncteur exact et G est un foncteur exact et fidele, alors F est ezxact.

Démonstration : Comme G est exact et fidéle, pour tous morphismes f : X — Y etg:Y — 7
dans B les assertions suivantes sont équivalentes :
— La suite suivante est exacte dans B :

0 X Y A 0.
— La suite suivante est exacte dans C :
G G
0—axX) 2L av) £ gz —0
Soit
0 A B C 0,

une suite exacte courte dans A. Comme G o F est exact, on a la suite exacte courte dans C :
0—>GoF(A)—=GoF(B)——=GoF(C)——0.

D’apreés ce qui précéde, la suite suivante est exacte :

0 F(A) F(B) F(C) ——=0,

ce qui montre que F' est un foncteur exact. [l

Corollaire 2.6.11. Soit A une k-algébre, (B,X) un algébroide de Hopf plat, M un A-module
a droite et W un (A, A)-(B,X) bicomodule. Si M® ,W est un X-comodule coplat et M est
fidélement plat sur A, alors W est un ¥-comodule coplat.

Démonstration : Comme M est un A-module plat, d’aprés la proposition 2.2.17} on a l'isomor-
phisme :

M@ ,(WOpr—) ~ (M@ ,W)Op —.
On peut donc appliquer le lemme [2.6.10, avec F' = Wlr— et G = M® 4—. O
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Soit (A,T') un k-algébroide de Hopf et D la sous-k-algébre des éléments invariants (D =
AU = AOrA). Alors (A,T) est un D-algébroide de Hopf et on a un morphisme de k-algébroide
de Hopf :

f:(D,D)— (AT).

D’aprés le théoréme [2.3.5] on a donc une adjonction :
f« : pMod S rComod : f*,

avec fy = AQp— et f* = AOp—. Ici A est muni de ses structures canoniques de (A,T")-(D, D)
t (D, D)-(A,T) bicomodule.

Rappelons que la catégorie des (D, D)-comodules est la catégorie des D-modules et que le
produit cotensoriel dans cette catégorie est juste le produit tensoriel sur D. Si on suppose que
(A,T') est unicursal, on a I' ~ A®,A. Donc, si on a les hypothése de coplatitude, le théoréme
montre que la catégorie des I'-comodules & gauche est équivalente & la catégorie des D-
modules & gauche et que 'adjonction (f,, f*) est une équivalence de catégories. Plus précisément,
on a la proposition suivante :

Proposition 2.6.12. Soit (A,T") un k-algébroide de Hopf unicursal et D = ACp A. Les assertions
sutvantes sont équivalentes :
— Les foncteurs de ladjonction du théoreme[2.3.5] sont des équivalences de catégories inverses
l'une de l'autre :

f« : pMod = pComod : f*;
— A est une D-algébre fidélement plate.

Démonstration : Si f, = A®p— est une équivalence de catégories, il est en particulier exact et
fidéle. Donc A est une D-algébre fidélement plate. Réciproquement, supposons que A est une
D-algebre fidélement plate. A est naturellement muni de structures de (A,T')-(D, D) et (D, D)-
(A,T') bicomodule. Puisque f, = A®,— et f* = AOr—, on peut utiliser le théoréme en
prenant W =T = A. Par hypotheése :

A®DA ~ F,

ADFA ~ D.

Comme A est un D-module plat, il est en particulier coplat a droite en tant que (A,T')-(D, D)
comodule. Il reste plus qu’a démontrer qu’il est coplat a droite en tant que (D, D)-(A,T") bico-
module. On sait que A est fidélement plat sur D et que A®,A =1 est un I'-comodule coplat a
droite. On en déduit alors le résultat en utilisant le corollaire 2.6.111 O

2.7 Morphisme d’anneaux Landweber exact

Soit (A,T") un algébroide de Hopf et f : A — B un morphisme d’anneau. La définition m
a introduit la notion de morphisme Landweber exact. Nous allons étudier quelques-unes de leurs
propriétés dans cette sous-section.

Proposition 2.7.1. Soit f = (f1, f2) : (A,T') — (B, %) un morphisme d’algébroides de Hopf
avec f1 Landweber exact pour (A,T), et g : B — C' un morphisme d’anneaux. Si g est Landweber
exact pour (B,X), alors g o fi lest aussi pour (A,T).

Démonstration : Cela vient du fait que fi est exact et que la composée de foncteurs exacts est
exact. O
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Lemme 2.7.2 (G.Laures, [Lau99]). Si (A,T') est plat, alors le morphisme f est Landweber exact
pour (A,T") si et seulement si BQ 4I" est plat en tant que A-module a droite.

Démonstration : On considére une suite exacte de A-modules :

0 M’ M M 0.

Comme T" est un A-module plat, on obtient une suite exacte de I'-comodules & gauche étendus :
0—TIeo M —Teo M —Te,M" ——0.

Enfin, comme f est Landweber exact pour (A4,T"), le foncteur f, est exact sur la catégorie des
I'-comodules a gauche, on a donc la suite exacte suivante qui démontre que B® 4I" muni de sa
structure & droite est un A-module plat :

0——= B, e ,M — B, /oM — B ,I[® ,M" —0.
Pour la réciproque, on considére une suite exacte de I'-comodules & gauche :

0 M’ M M 0.

On sait que f, est obtenu par rétraction du foncteur B® ,I'® 4—. Si B® 4I" est un A-module
plat, on a alors le diagramme de modules suivants oil les composées verticales donnent 'identité
et les lignes sont exactes :

B M’ B& M B M" ———0
B®1/1M/i iB@sz \LB®¢]\J”
0—— B, e ,M —B®,/®o,M — B, ,[® M"—-(
B@e@M’l iB®e®M lB@k@Mﬁ
B& M’ B®, M B® M" ——0.

Cela permet de démontrer facilement que BQM’' — B®M est injectif, et donc que f, est un
foncteur exact. O

Proposition 2.7.3. Si (A,T") est plat et f est Landweber exact pour (A,T"), alors (B,I'p) est
plat.

Démonstration : Cela découle directement du lemme de Laures et du fait que pour tout B-module
M,

O

Définition 2.7.4. Soit (A,T") un k-algébroide de Hopf plat et f : A — B un morphisme de
k-algebres. On sait que f induit un morphisme d’algébroides de Hopf f : (A,T) — (B,I's). On
appelle foncteur de localisation par rapport a f, le foncteur Ly = f* o f, : pComod — rComod.

Proposition 2.7.5. Soit (A,T') un k-algébroide de Hopf plat et f : A — B un morphisme de
k-algébres. Si f est Landweber exact, alors on a :

— Le foncteur f* :p,Comod — rComod est un plongement pleinement fidéle.

~ La composée f. o f* est isomorphe a l'identité de 1 ,Comod.
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— le foncteur Ly est idempotent et exact a gauche.

Démonstration : Comme f est Landweber exact, on sait que f, est un foncteur exact. Or f*
est exact a gauche puisqu’il admet un adjoint a gauche. La composée est donc bien exacte &
gauche. Montrons que Ly est idempotent. On considére pour cela un I'g-comodule & gauche
é¢tendu M ~ T'p®pzX pour un certain B-module X. On a alors :

fof " (M) ~ fu(T®4X) ~ B, T®,BgX ~ M.

La transformation naturelle € : f, o f* — id est un isomorphisme naturel sur les comodules
étendus, et la composée f, o f* est exacte a gauche. D’aprés la proposition [2.2.12] on a donc
f«o f* ~1id. On en déduit donc que :

LioLp=(fof)o(f of)=1 o(fiof)ofixfofi=L;.

Il reste & montrer que f* est plein. Soit v : f*M — f*N un morphisme de I'-comodules. Par
adjonction, il correspond & un morphisme W(u) : f. f*M — N, et on a le diagramme commutatif
suivant :

fM =L f M

x lf*\I’(U)

f*N.
Comme e est un isomorphisme, 0y = f* (6;41), ce qui démontre que f* est un plongement

pleinement fidéle. O

Remarque 2.7.6. Le théoréme [2.2.19| permet de démontrer directement que f, o f* ~id. Si M
est un I'p-comodule, on a :

fio F1(M) = (B@,4T) O (T©,4B) Op, M)..

Comme f est Landweber exact pour (A,I'), B®,I' est un I'-comodule & droite coplat (cf.
I'exemple [2.2.14]). On peut donc appliquer le théoréme [2.2.19| et on obtient :

feo f5(M) = (Be,I')Or (F®,B)) Ory M
T p0p, M
= M.

Soit (A,T) un k-algébroide de Hopf plat et f: A — B, f': A — B’ deux morphismes de
k-algébres Landweber exacts pour (A,I'). On définit les foncteurs Fgps et Fg/p par :

Fpp = fio f*: ryComod — r,,Comod,

Fpp = fvo f :r,Comod — p Comod.

Comme f et f’ sont Landweber exacts, on peut appliquer le théoréme [2.2.19| et on montre que :
Fpp = (B'®,I'®,B)0r, —,

Fpp = (Bo,I®,B)Or,, —
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Définition 2.7.7. Soient (F1,G1,m,¢1) et (Fa,Go,n2,e2) deux adjonctions de foncteurs :
F1 . .A = B : Gl,
F: A S B:Gs.

Un foncteur K : A — A’ est un foncteur de comparaison a gauche entre ces adjonctions si

KG1 = G2 et FQK = Fl.

P
=4

En particulier, (K,idg) est un morphisme d’adjonction.

A
K
A/

Proposition 2.7.8. Si les foncteurs de localisation Ly et Ly sont naturellement isomorphes,
alors les foncteur F' et G sont des équivalences de catégories inverses l'un de l'autre et sont des
foncteurs de comparaisons entres les adjonctions induites par f et f’ :

rzComod
fx
e
rComod Fpig||Fpp
fi
e
r,, Comod

Démonstration : Par hypothése, on a f* o f, ~ f™* o f.. On en déduit donc, en utilisant la
proposition 2.7.5] que :
Fppro fu=fiof o f.
~ flof*of

~ fl
f"oFpp = f"ofiof”

~ f*of,of*

~ f*

De la méme maniére on montre que Fp/g est un foncteur de comparaison. Enfin :

FppooFpp = fio f"o fiof*
~ fioffofiof*
~ id.

De le méme maniére on montre que Fgp o Fg'g ~ id. Donc Fgp: et Fg/g sont des équivalences
de catégories inverses I'une de 'autre. O



Chapitre 3

Foncteurs de localisation

Dans ce chapitre, nous présentons quelques généralités concernant les foncteurs de localisa-
tion. Nous verrons que si (A,T") est un k-algébroide de Hopf plat et f: A — B est Landweber
exact par rapport a (A4,T"), alors le foncteur Ly de la définition est un foncteur de lo-
calisation de la catégorie des I'-comodules. Puis nous nous intéresserons au cas particulier ou
(A,T') est 'algébroide de Hopf (BP.,BP.BP). Hovey et Strickland ont montré dans les articles
[HS05a] et [HSO5D] que les seuls foncteurs de localisation non triviaux que ’on peut obtenir de
cette maniére sont les foncteurs de localisation L,,, avec n > 0, par rapport aux v,-équivalences.
Nous rappellerons leurs principaux résultats. Enfin dans une derniére section nous démontre-
rons un isomorphisme entre les foncteurs dérivés des foncteurs de localisation et les foncteurs
TorBP+(K,,, —). Le comodule K,, intervient dans la résolution chromatique de BP, et, en tant
que BP,-module, on a I’égalité :

K, =BP./(vg°,...,v0).

N

3.1 Généralités

En algébre commutative, la localisation d’un anneau par rapport a un idéal premier revient
A considérer les éléments qui ne sont pas dans cet idéal premier comme étant inversibles. De
la méme maniére, considérons C une catégorie et £ la classe des morphismes que 'on souhaite
inverser. Sous certaines conditions, on peut former la catégorie C [8*1], muni d’'un foncteur
c—2C [5 _1} . Cette catégorie vérifie la propriété universelle suivante : tout foncteur F' de C vers
une catégorie D qui envoie les morphismes de £ vers des isomorphismes se factorise de maniére
unique (& unique isomorphisme de foncteur prés) a travers C [5 _1].

17

Par exemple, en topologie algébrique, on inverse les morphismes de la catégorie des espaces topo-
logiques qui sont des équivalences d’homotopies. En algébre homologique, ce sont les morphismes
de la catégorie des complexes de chaines qui induisent un isomorphisme en homologie, . ..

Une alternative a cette construction est d’utiliser un foncteur de localisation. C’est un foncteur
L : C — C qui se factorise a travers la catégorie C [5 *1] . Pour le définir, on a besoin de la notion
d’objet £-local qui se comporte avec les morphismes de £ comme si ils étaient inversibles. Dans les
articles [Bou75| et [Bou79] définit des foncteurs de localisation sur la catégorie d’homotopie stable
par rapport a une théorie homologique. Hovey et Strickland ont défini une version algébrique de
ces foncteurs.

7
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Définition 3.1.1. Soit £ une classe de morphismes d’une catégorie C.
— Un objet X de C est E-local si, pour tout f € £, Hom(f, X) est une bijection. On note
alors LgC la sous-catégorie pleine de C constituée des objets E-locaux.
— Un morphisme f: X — Y est une E-localisation de X, si f € £ et Y est E-local.
— On dit que les E-localisations existent dans la catégorie C si tout objet X de C admet une
E-localisation.

Définition 3.1.2. Un foncteur de localisation sur une catégorie C est un couple (L, p) ou L est
un foncteur C — C et p une transformation naturelle id — L tels que les deux morphismes de
foncteurs :

poL:L—L* et Lop:L — L?

sont égaux et sont des isomorphismes.

La proposition suivante montrent que les deux définitions précédentes sont liés. Si £ est une
classe de morphismes d’une catégorie C telle que les localisations existent, alors on peut définir
un foncteur de localisation. Réciproquement si on a un foncteur de localisation (L, p), alors pour
tout X € C, px est une E-localisation on & est la classe des morphismes f tels que L(f) est un
isomorphisme.

Proposition 3.1.3 (1.3, [HS05a]). Soit (L, p) un foncteur de localisation sur une catégorie C. Soit
& la classe des morphismes f tels que Lf est un isomorphisme. Alors px est une E-localisation
pour tout objet X € C. Réciproquement, si £ est une classe de morphismes telle que tout objet
X € C admet une E-localisation, alors il existe un foncteur de localisation (L, p) appelé foncteur
de localisation par rapport a €.

De plus, L : C — LgC est adjoint a gauche au foncteur d’inclusion . L’unité de cette
adjonction est le morphisme p et la counité est un isomorphisme naturel.

Proposition 3.1.4. Soit (L, p) un foncteur de localisation sur une catégorie C et soit
E=A{f| Lf estun isomorphisme} .
St X est E-local, alors px est un isomorphisme.

Démonstration : Comme X est E-local, il existe un morphisme f: LX — X tel que fopx =
idx. Par définition, LX est £-local. Donc si u est un morphisme LX — LX, alors :

uopx = px & U =1idrx.
Comme (px o f) o px = px, on en déduit que px o f = idrx et que px est un isomorphisme. []

Nous avons vu & la proposition [3.1.3que tout foncteur de localisation sur C induit une adjonc-
tion entre C et la sous-catégorie pleine des objets locaux. La proposition suivante démontre une
réciproque : & partir d’une adjonction dont la counité est un isomorphisme, on peut retrouver un
foncteur de localisation. Ensuite, nous appliquerons cette proposition a ’adjonction induite entre
les catégories de comodules par un morphisme d’anneaux Landweber exact (cf. la proposition
2.7.5]).

Proposition 3.1.5 (1.4, [HS05al). Soit (F,G,n,¢€) une adjonction entre deuz catégories C et D :
F:CsSD:G.

On suppose que la counité de l'adjonction € : FG — idp est un isomorphisme naturel. Alors
(GF,n) est un foncteur de localisation sur C par rapport & € = {f|F [ est un isomorphisme}. De
plus, le foncteur G induit une équivalence de catégorie G : D — LgC.
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Démonstration : On pose L = GF et p = n, 'unité de 'adjonction. Soient M et N des objets
de C et D respectivement. Les diagrammes suivants commutent :

F
FM —2 pGFM GN X GFGN
m:lsm\d m:lG(sN)
FM GN.

Comme ¢ est un isomorphisme naturel, on en déduit que GFny = (GsFM)_1 = narm, cest-
a~dire que L o p = po L et que ce morphisme est un isomorphisme. D’aprés la proposition
(L, p) est un foncteur de localisation par rapport & £ = { f|Lf est un isomorphisme}. Soit
f X — Y un morphisme de la catégorie C. Si F'f est un isomorphisme alors GFf = Lf est un
isomorphisme. Réciproquement, si Lf est un isomorphisme, le diagramme commutatif suivant
montre que F'f est aussi un isomorphisme, puisque ¢ est un isomorphisme de foncteurs :

FLf
FGFX — FGFY
EFXiZ ﬁlfFY
FXx T FY.

Soit N un objet de D. Pour tout morphisme f : X — Y de &, le diagramme commutatif
suivant commute :

Hom(Y, GN) —% Hom(X, GN)

zl lz

Hom(FY, N) %Ff Hom(FX, N).
On en déduit donc que GN est un objet £-local. Cela démontre qu’on a une adjonction :
F:LsCSD:G.

On sait déja que € est un isomorphisme naturel. Le lemme précédent démontre que n = p est
un isomorphisme pour les objets £-locaux. On en déduit donc que G induit une équivalence de
catégories entre D et LgC. O

Nous allons maintenant supposer que C est une catégorie abélienne et que £ est défini a ’aide
d’une théorie de torsion héréditaire ; sous-catégorie épaisse stable par coproduit arbitraire. Les
foncteurs de localisations ont été étudié dans ce cadre par Gabriel dans [Gab62].

Définition 3.1.6. Soit T une sous-catégorie pleine d’une catégorie abélienne C. On dit que T est
une théorie de torsion héréditaire si T est stable par sous-objet, quotient, extension et coproduit
arbitraire. Un morphisme f de C est une T -équivalence si son noyau et son conoyau sont dans
T. On note Er la classe des T -équivalences, et on dit par abus de notation qu’un objet X de C
est T -local si il est Ex-local. On note L1C la sous-catégorie pleine constituée des objets T -locauz.

Remarque 3.1.7. Une intersection de théories de torsion héréditaires est encore une théorie de
torsion héréditaire. On peut donc parler de plus petite théorie de torsion héréditaire contenant
une classe d’objet.

La proposition suivante précise la proposition dans le cadre des catégories abéliennes.
Sous réserve d’une hypothése d’exactitude, le foncteur de localisation est défini par une théorie
de torsion héréditaire.
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Proposition 3.1.8 (1.6, [HS05a]). Soit (F,G,n,&) une adjonction entre deux catégories abé-
liennes C et D :

F:CSD:G.
On suppose que F' est un foncteur exact et que la counité de l'adjonction € : FG — idp est
un isomorphisme. Alors la sous-catégorie pleine T = {M € C | F(M) =0} est une théorie de
torsion héréditaire et (GF,n) est un foncteur de localisation sur C par rapport a T. De plus, le
foncteur G réalise une équivalence de catégorie G : D — L7C.

Démonstration : Le fait que 7 est une théorie de torsion héréditaire découle directement du fait
que F' est un foncteur exact. La proposition démontre que le foncteur GF' est un foncteur
de localisation par rapport & = {f|Ff est un isomorphisme}. Mais, comme F' est un foncteur
exact, F'f est un isomorphisme si et seulement si F'(Ker f) = F(Coker f) = 0, c’est-a-dire f est
une 7 -équivalence. O

Remarque 3.1.9. Soit (A,T') un k-algébroide de Hopf plat et f : A — B un morphisme
d’anneau Landweber exact. Alors I’adjonction

f« : rComod < p,Comod : f*

du théoréme vérifie les hypothéses de la proposition Le foncteur Ly = f* o f, de la
définition [2.7.4]est donc un foncteur de localisation par rapport a la théorie de torsion héréditaire :

7 ={M € rComod | B&,4M =0}.

Il n’est pas toujours facile d’expliciter un foncteur de localisation. Pour cela, on doit connaitre
les objets locaux. Le lemme suivant caractérise les objets locaux par rapport & une théorie de
torsion héréditaire 7.

Lemme 3.1.10 (1.8, [HS05al). Soit T une théorie de torsion héréditaire dans une catégorie
abélienne C. Un objet X de C est T -local si et seulement si, pour tout objet T de T, on a :

Home(T, X) = Exts(T, X) = 0.

Démonstration : Soit X un objet 7-local. Pour tout T' € 7, 0 — T est une 7-équivalence,
donc Home (7T, X') = 0. Considérons une extension dans C :

0 XfY T 0.

Le morphisme f est alors une 7-équivalence. Comme X est 7-local, I'application
—o f:Home(Y, X) — Home (X, X)

est une bijection. Ainsi, la suite exacte courte admet une section, et par conséquent Exté (T,X) =
0.

Réciproquement, supposons que Home (T, X) = Ext}(T, X) = 0 pour tout objet T' € 7, et
soit f: A — B une 7T-équivalence. On a alors les suites exactes courtes suivantes :

0 Ker f A Im f 0 et

0 Im f B Coker f —— 0.

En appliquant le foncteur Home(—, X) & ces suites exactes courtes, et en utilisant ’hypothése,
on obtient que Home(f, X) est une bijection, et donc que X est 7-local. O

Nous allons terminer cette section par la définition du foncteur de torsion 7.
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Définition 3.1.11. Soit (L, p) un foncteur de localisation sur une catégorie abélienne C. On
note T le noyau de p, c’est le foncteur de torsion associé a L. Ainsi, si X € C, on a la suite
exacte courte :

0 T(X) X 25 L(x).

Remarque 3.1.12. Soit (L, p) un foncteur de localisation par rapport & une théorie de torsion
héréditaire 7. Par hypotheése, px est une 7-équivalence, donc pour tout X € C, T(X) € 7.

Le lemme suivant démontre que T'(X) est le plus grand sous-objet de X qui est dans 7 :

Lemme 3.1.13. Soit (L,p) un foncteur de localisation par rapport & une théorie de torsion
héréditaire T et T le foncteur de torsion associé. Alors, pour tout objet T' € T et tout X € C, on
a:

Home (T, X/T(X)) = 0.

Démonstration : Soient T € T, X € Cet f: T — X/T(X) € C. Comme L(X) est 7-local, on
a:
Hom7 (T, L(X)) = 0.

La composée T EN X/T(X) — L(X) est nulle, donc f = 0. O

3.2 Foncteurs L, de Hovey-Strickland

Considérons maintenant les foncteurs de localisation définis sur la catégorie des comodules
a gauche gradués sur l'algébroide de Hopf (BP.,BP.BP). Ces foncteurs ont été étudiés par
Ravenel dans [Rav92] et Hovey et Strickland dans [HS05a] et [HS05b]. Tout d’abord, définissons
les foncteurs de localisation L, par rapports aux théories de torsion héréditaire 7, pour n > 0.

Définition 3.2.1. Soit n > —1. On note T, la théorie de torsion héréditaire de la catégorie des
BP.BP-comodules constituée des comodules de vy-torsion (par convention, v_1 =0) :

T, = {M € gp,gpComod ‘ vglM = O} .

Remarque 3.2.2. D’aprés le lemme 2.3 de [JY80], un BP.BP-comodule M est de v,-torsion si
et seulement si il est de J,,41-torsion, ot J,,4+1 est l'idéal invariant (vg,--- ,v,) (cf. la définition
1.8.11)). Comme cet idéal ne dépend pas du choix des générateurs v;, il en est de méme pour la
théorie de torsion héréditaire 7,,.

Le théoréme suivant montre que les 7, sont les seules théories de torsion héréditaire simples.

Théoréme 3.2.3 (3.1, [HS05al). Soit T une théorie de torsion héréditaire de la catégorie des
BP.BP-comodules a gauche. Si T contient un comodule de présentation finie non nul, alors il
existe un entier n > —1 tel que T = T,.

Définition 3.2.4. Soit M un BP.-module gradué. On définit la hauteur de M comme étant le
plus grand entier n tel que M /T, M # 0 :

ht (M) =sup{ne N | M/I,M # 0} € NU{oo}.

Exemple 3.2.5. Soit n > 0 un entier et E(n), = vngP*. On note ®,, : BP, — E(n).. Le
morphisme ®,, est Landweber exact pour l'algébroide de Hopf (BP.,BP.BP) et E(n). est de
hauteur n.
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Le théoréme suivant montre qu’en utilisant une BP,-algébre Landweber exacte, on ne peux
pas obtenir d’autres théories de torsions héréditaires sur la catégorie des BP,BP-comodules que
les théories de torsion héréditaires 7,,.

Théoréme 3.2.6 (4.2, [HS05a]). Soient f : BP, — B et f' :— B’ deux morphismes d’algébres
Landweber exacts pour l'algébroide de Hopf (A,T") = (BP., BP.BP) tels que :

ht (B) = ht (B') =n € NU {oc}.

Alors les foncteurs de localisations Ly et Ly sont naturellement isomorphes et, les catégories de
I'g-comodules et de I" g/ -comodules sont équivalentes. De plus :
- Sin < 0o, ces catégories sont équivalentes & la localisation de la catégorie des BP,.BP-
comodules par rapport & la théorie de torsion héréditaire Ty,.
- Sin =00, ces catégories sont équivalentes a la catégorie des BP.BP-comodules.

Remarque 3.2.7. Sous les hypothéses du théoréme et d’apreés le théoréme [2.6.7] on peut
trouver un I'g-I'gs bicomodule W coplat en tant que I'g-comodule & droite et un I'g/-I"g bico-
module T' coplat en tant que I'g-comodule & droite qui réalisent cette équivalence de catégorie.
D’apreés la proposition 2.7.8 on peut choisir :

W:B®AF®AB, et T:B/®AF®AB

Définition 3.2.8. Soit n > 0. On notera L, et T, les foncteurs de localisation et de torsion (cf.
la définition |3.1.11]) par rapport a la théorie de torsion héréditaire T,,.

Ln,Tn : BP*BPCOmOd — BP*BPCOmOd.

Par abus de langage, on dira qu’un BP,BP-comodule est L,-local s’il est T, -local.

Remarque 3.2.9. On peut remarquer que L,, >~ ®} o ®,,, ou ® est le morphisme d’anneau de

I’exemple

La proposition suivante précise le lemme [3.1.10] : elle caractérise les BP,BP-comodules L,,-
locaux par des foncteurs Hom et Ext! calculés dans la catégorie des BP,-modules, au lieu de
la catégorie des BP,BP-comodules. Elle est énoncée dans [HS05a] et [HSO5b] ; sa démonstration
utilise des résultats de larticle [JY80].

Proposition 3.2.10 (4.6, [HS05b]). Soit M un BP.BP-comodule. Alors M est Ly-local si et
seulement si :
Homgp, (BP./Jy11, M) = Extgp_(BP./Jpi1, M) = 0.

Ce résultat permet de démontrer les deux propositions suivantes qui exhibent des comodules
L,-locaux. Cela permet de calculer L, M pour des comodules M particuliers.

Proposition 3.2.11 (1.2, [HS05b]). Soit 0 < j < n deux entiers. Soit M un BP,.BP-comodule
de vj_1-torsion sur lequel (vj,vjq11) est une suite réguliere. Alors M est Ly-local.

Proposition 3.2.12 (1.6, [HS05b]). Soit 0 < j < n deux entiers. Soit M un BP.BP-comodule
tel que v; : Il M — M est une bijection. Alors M est Ly-local.

Lemme 3.2.13. Soit M un BP.BP-comodule de v,_1-torsion. Il existe une unique structure
de BP.BP-comodule sur v, M telle que le morphisme M — v, 1M soit un morphisme de
comodules.

Démonstration : D’aprés la remarque M est de J,,-torsion. Comme v, est invariant modulo

Ty (cf. le théoréme [1.8.15)), le lemme implique le résultat. O
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Corollaire 3.2.14 (1.7, [HS05b]). Soit n > 0 un entier et M un BP.BP-comodule de v,_1-
torsion. Alors L,M ~ v M. En particulier, pour tout BP,BP-comodule M,

LoM = Q& M.

Démonstration : D’aprés le lemme il existe une unique structure de comodule sur v, ! M
telle que le morphisme M — v, 1 M soit un morphisme de BP,.BP-comodules. Ce morphisme
est une 7, équivalence et, d’aprés la proposition v, 1M est Ly-local. On en déduit que
LM ~ v M. O

Corollaire 3.2.15. Soient k,n > 0 deuz entiers. Alors :

BP../Jk si k<n
L,BP./J,=<¢ v,;'BP./J, si k=n
0 stk >n.

D’apres la proposition le foncteur L, est exact & gauche. Il en est donc de méme pour
le foncteur 7;,. Pour ¢ > 0, nous noterons L}, et T}, leurs i-éme foncteur dérivé a droite. Nous
allons maintenant étudier ces foncteurs.

Définition 3.2.16. Soit A une catégorie abélienne. On dit qu’un monomorphisme M — N de
A est une extension essentielle si pour tout X € A tel que M & X — N alors X = 0.

Exemple 3.2.17. Si A est la catégorie des groupes abélien Ab, alors les morphismes suivants
sont des extensions essentielles :

- Z—Q,

- 27 — 7.,

La proposition essentielle est la suivante :

Proposition 3.2.18 (2.2, [HS05b|). La théorie de torsion héréditaire T,, est stable par extension
essentielle. En particulier, T, est stable par enveloppe injective.

Démonstration : Soit M un BP,BP-comodule de v,,-torsion et M — N une extension essentielle.
Soit x € N et I = y/Ann(x). D’aprés le théoréme 1 de [Lan79], I est un idéal invariant de BP,.
Si z n’est pas de v,-torsion, v, ¢ I et on doit avoir I = I pour un certain k < n. Le théoréme 2
de |[Lan79] implique alors qu’il existe un élément primitif y € N tel que Ann(y) = Ix. Autrement
dit, BP,/J) est un sous-comodule de N. Comme BP,/J; n’a pas de v,-torsion, son intersection
avec M doit étre triviale. Cela contredit le fait que IV est une extension essentielle de M. Donc
N est de v,-torsion. O

Corollaire 3.2.19 (2.3 et 2.4, [HSO5bD]). Soit I un BP.BP-comodule injectif. Alors :
— ToI et I/T,I sont des BP.BP-comodules injectifs,
- I~T,I1/T,I,
~ LI ~1)T,I.

Démonstration : L’enveloppe injective de T, I est un sous-comodule de I, car I est un injectif,
et de vy,-torsion, d’apreés la proposition [3.2.18] L’enveloppe injective de T, I est donc T,,1, et T, 1
est injectif. On en déduit donc que I/T),I est injectif et que la suite exacte courte :

0 T.1 1 )T, —0.

est scindée. Pour la derniére assertion, on remarque que le morphisme I — I/T,I est une 7,
équivalence et que, d’aprés le lemme [3.1.10} /7,1 est L,-local puisque c¢’est un comodule injectif
sans vp-torsion. On a donc L, = I/T,1. O
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Corollaire 3.2.20 (3.1, [HS05D]). Soit n > 0 et M un BP,BP-comodule. On a une suite exacte
courte naturelle de comodules :

0 T M M L,M TIM —0

et, pour i > 1, l’isomorphisme naturel :
LLM ~ T,
En particulier, pour n =0, on a :
LoM =Q&zM , TyM =BP./p™ ®gp M ,
ToM = Tor?P* (BP,/p>®, M) et LiM = TM =0 pour i > 0.

Démonstration : Soit M — I, une résolution injective de M. D’aprés le corollaire 3.2.19] on a
la suite exacte courte de complexes suivante :

0 Ty 1le Is Lyl 0.

La suite exacte longue induite en homologie donne le résultat. Pour n = 0, on sait déja grace au
corollaire [3.2.14| que Ly = Q®,—. Le foncteur Ly est donc un foncteur exact et Ly = T; 3“ =0
pour tout ¢ > 0. Enfin, d’aprés ce qui précéde, on a la suite exacte courte de comodules :

0 ToM M LoM ToM —0.

On peut remarquer que Ly = Q®,— = pilBP*®BP*— et que cette suite exacte est la suite
exacte longue des foncteurs TorBP+ (—, M) du théoréme |3.3.14| appliqué a la suite exacte courte :

0 BP. p1BP, —=BP,/p® — >0,

On en déduit les isomorphismes pour Tj et Tol. O

Corollaire 3.2.21. Soit M un BP.BP-comodule de v,-torsion. Alors M admet une résolution
mjective M — I, dans la catégorie des BP.BP-comodules telle que I, est de vy,-torsion pour
tout m > 0. En particulier, on en déduit que pour tous i > 0 et tout k <n :

LM =T;"'M =0.

Démonstration : Soit M un BP,BP-comodule de v,-torsion. D’aprés la proposition [3.2.18] il
existe un BP,BP-comodule injectif Iy de wv,-torsion qui contient M. Soit M; le quotient de Iy
par M :
0 M Iy My 0.

Comme [ est de v,-torsion, M; est alors de v, torsion. On en déduit alors, par récurrence,
I’existence d’une résolution injective de M :

0 M Iy I I
telle que pour tout m > 0, I,,, est de vy,-torsion. Soit & > n. D’aprés la remarque Tply = I
pour tout m > 0. D’aprés le corollaire [3.2.20] pour i > 0 :

LiM = T;"'M = Hiy (T Is) = Higa (1) = 0.

O

Théoréme 3.2.22 (3.5, [HS05D]). Soit M un BP.BP-comodule et j > 0 tel que v : ZI%IM —
M est une bijection. Alors, pour tous n > 0 et tout i > 0,

LY M = 0.
De plus, LyM =0 sij>n et L,M =M si j <n.
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3.3 Structure de comodule sur les foncteur Tor

On considére dans cette section un k-algébroide de Hopf plat (A,T). Comme A est commu-
tatif, le produit tensoriel de deux A-modules & gauche est naturellement muni d’une structure
de A-module & gauche. De plus, pour tout A-module M le produit tensoriel avec M définit un
foncteur exact a droite :

M@y 4—: aMod — g Mod.

Comme la catégorie des A-modules & gauche admet assez de projectifs, on peut définir les fonc-
teurs dérivés & gauche Tor;?(—, —) du produit tensoriel pour n > 0. Or, d’aprés la déﬁnition
pour tous I'-comodules & gauche M et N, il existe une structure fonctorielle de I'-comodule &
gauche sur le produit tensoriel de A-modules & gauche, notée M A4 N. D’aprés le théoréme
1.2.20, si (A,T) est un k-algébroide de Hopf plat, la catégorie des I'-comodules & gauche est
abélienne mais n’admet pas, en général, suffisamment de projectifs et on ne peut pas espérer
dériver directement ce foncteur dans cette catégorie.

On note Ch>((A) la catégorie des complexes de chaine de A-modules et K>o(A) la catégorie
des complexes de chaine de A-modules et des classes d’homotopies de morphismes de complexe
de chaine (cf. la définition 1.1.1 et I'exercice 1.4.5 de [Wei94]). Nous avons vu dans la sous-section
qu'un I'-comodule est une coalgébre sur la comonade (I'®—, €, A). On peut remarquer que
cette comonade sur la catégorie des A-modules & gauche s’étend naturellement & la catégorie
homotopique K>o(A). On dira qu’un complexe de chaine C, est un I'-comodule & homotopie prés
si, vu dans la catégorie K>o(A), c’est une coalgébre sur cette comonade induite. Plus précisément :

Définition 3.3.1. Un I'-comodule a gauche a homotopie prés est un complexe de chaine de
A-modules a gauche, Cy € Ch>o(A), muni d’un morphisme de complezes de chaine :

Yo 1 Co — I'® 4 Cl,

tel que les diagrammes de coassociativité et de counitarité suivants commutent & homotopie prés
dans la catégorie Ch>o(A) :

o Ye . re,C. C. Ye . Te,C
wcl = lA@C. \ ie@)c.
L4007 @40, C, C..

Soient Cy et Do deux I'-comodules & gauche & homotopie prés. On dit qu’un morphisme de
complezes de chaine f : Cy — Dg est un morphisme de I'-comodules a homotopie prées si le
diagramme suivant commute a homotopie pres :

f

C. D,
Tﬁcl = YD
I'e,Ce o7 I'® 4 D,.

On notera Ch>o(A)! la catégorie des T'-comodules a gauche & homotopie prés.

Proposition 3.3.2. Soient (A,T") un k-algébroide de Hopf plat et Cy un I'-comodule a gauche
a homotopie pres. Alors, pour tout entier n > 0, le morphisme suivant définit une structure de
I'-comodule & gauche sur ’homologie du complexe Co, Hy(C) :

Hn(Yc,)
—

T/JHn(C) : H,(C) H,(IT'®,C) ~T'®, Hy(C).
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Démonstration : Comme C, est un I'-comodule a homotopie prés, les diagrammes suivants
commutent & homotopie preés :

C. Ye . re,C. C. Yo . Te,C.
wcl = iA@C. N ie@)c.
P@,4Ce — o= T@,T®,C, Ch.

Soit n > 0. Par hypothése, I' est un A-module plat. On a donc I'isomorphisme fonctoriel :
F®A Hn(C) ;) Hn(F®AC)'
Considérons les diagrammes de A-modules a gauche suivants :

YH,(0)

T T

H,(C) H,(T'®,C) = I'e, Ha(C)

Hn(vc) H,(A®C)

H,(T'®
Yu, o) | Hp(T'® 4, O) T8ve)

H,(T'e , I'e,0) A® Hn(C)

12
12

(1)

I'e,Hy(F©,0) —=T®,I'e, Ha(C)
— =

F'®Ym, o)

Te, Hy(C) 20

H,(C) =YL 1, (re ,C) —=>T'®, H,(C)

N e @ S
\H(C).An(c)

Deux morphismes de complexes de chaine homotopes induisent le méme morphisme en homologie.
Comme les triangles (1) et (2) commutent, on en déduit que les deux diagrammes précédents
commutent dans la catégorie des A-modules & gauche, ce qui démontre le résultat. O

Rappelons le théoréme d’algébre homologique classique suivant :

Théoréme 3.3.3 (Théoréme de comparaison, 2.2.6 de [Wei94]). Soient A une k-algébre, f :
M — N un morphisme de A-modules & gauche, P, — M une résolution projective de M
et Co —> N une résolution acyclique de N. Alors il existe un morphisme f : Py — C, de
complezes de chaine qui reléve f :

pn—1-c

:

De plus, si fi et fo sont deuz tels relevements de f, alors il ewiste une homotopie entre ces

M=
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morphismes de complexes de chaine o : fi = fo.

P a Ce
| |
M 7 N.

Proposition 3.3.4. Soient (A,T") un k-algébroide de Hopf plat, M un T'-comodule & gauche et
P, une résolution projective de M par des A-modules & gauche. Soit Yp un relévement de Yy :

P Te P,

|

Y

Alors p définit une structure de I'-comodule a gauche & homotopie prés sur P,. De plus, si Qe
est une autre résolution projective de M par des A-modules a gauche et 1g est un relevement
de Vs, alors il existe une équivalence d’homotopie f : Ps — Q, unique a homotopie prés telle
que le diagramme suitvant commute :

f

Py —Q
||
M —— M,

idpg

et f est un morphisme de I'-comodules a homotopie preés.

Démonstration : Comme T' est un A-module plat et P, est une résolution de M, le complexe
de chaine I'® , P est une résolution de I'® 4 M. Par hypothése, P, est une résolution projective
de M ; d’apreés le théoréme [3.3.3] précédent, il existe un morphisme de complexes de chaine
Yp 1 Po — I'® 4 Ps qui releéve ps. On doit démontrer que les diagrammes de coassociativité et
de counitarité suivants commutent & homotopie prés :

P, P T®, P, P, YP L T® Py
Yp = iA@)P‘ X i€®P.
P@uPs ——= 0,09, P, P.

On utilise alors la propriété d’unicité du relévement du théoréme 3:3.3] En effet, les morphismes
(T®vYp) op et (ARP,) o Yp relévent le méme morphisme de A-modules :

Il existe donc une homotopie entre ces morphismes de complexes de chaine. De la méme fagon,
on montre la commutativité & homotopie prés du diagramme de counitarité.

Enfin, si Qe est une autre résolution projective de M et g est un relévement de 1p.
Alors, d’aprés le théoréme [3.3.3] idps : M — M se reléve en un morphisme de complexe de
chaine f : P, — QQe. Comme (), est aussi une résolution projective de M, f est une équivalence
d’homotopie. De méme, la propriété d’unicité du relévement du théoréme|3.3.3|permet de montrer
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que le diagramme de A-modules a gauche suivant commute, ce qui montre que f est un morphisme
de I'-comodules & homotopie prés.

P, Yr . re,P,
fl = lr®f
Qo F®AQ07

O

Pour la suite, nous avons besoin de définir le produit tensoriel entre un I'-comodule a gauche
a homotopie prés Cy et un I'-comodule a gauche N. Pour cela, on généralise la construction
de la définition Soit K une A®, A-algébre, c’est-a-dire une k-algébre munie de deux
morphismes de k-algébre nr,nr : A — K. L’algébre K est naturellement un A-bimodule ou la
structure & gauche est donnée par 7y, et la structure & droite par nr. On définit alors la catégorie
M g sulvante :

Définition 3.3.5. Un objet de la catégorie My est un morphisme de A-modules a gauche :
VM — K@M,

ou M et M' sont des A-modules & gauche. Sivpy : M1 — K @ 4M] ety : My — K @ 4 My sont
deux objets de My, alors un morphisme 11 — o est un couple de morphismes de A-modules
(f : My — My, f': M{ — M) tel que le diagramme de A-module suivant commute :

M, M

N |-

K@, M K@, M},

Remarque 3.3.6.
— Si (A,T") est un algébroide de Hopf, on utilisera Mg avec K € {A, T, T'® ,I'}.
— Si K = A, alors M4 est naturellement équivalente a la catégorie des morphismes de A-
modules.

La catégorie Mg est muni d’un produit monoidal symétrique xg, défini de la facon suivante :
Définition 3.3.7. Soient K une A®, A-algebre et 1, Vo deux objets de la catégorie My :
P My — K®AM{ , Yo My — K@AMé.

On note :

Y1 %K Yot Mi®@ My — K® 4(M] ®4M;),

lobjet de My qui fait commuter le diagramme de A®,A-modules suivant :

® ~
M@, My 22 (K@ , M) @, (K @ M) — (K@, K)® 4 4 (M] ©,M})
WMl’MQ\L J/HK OT !,
/ !/
Mi@ My — - - = — = — - - it = K@, (M]®,Ms),

ot les morphismes m sont les projections canoniques et g est la multiplication de la A®, A-
algébre K. Plus explicitement, pour mi1 € My et ma € Ms, st :

Y1(m1) = Z ki®m,1,i’
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Pa(ma) = Z ly@my
J

Alors :

Y1 xK PYa(mi®@ma) = Z kilj@my ;@ms ;.
1,J

Quand il n’y a pas d’ambiguité possible, nous noterons * ce produit, au lieu de x .

Lemme 3.3.8. Soit K une A®, A-algebre. L’opération xx définit un foncteur :

*K:MKXMK—>MK.

Démonstration : Soient 11,12, @1 et ¢ quatre objets de la catégorie Mk et (f1, f1) : ¢p1 = 1,
(f2, f5) + p2 = b2 deux morphismes. Par définition, les diagrammes suivants commutent :

M, fi N, M, fo Ny
¢1i iwl ¢2l \Ld&

On vérifie facilement que le diagramme suivant commute et que xx est bien un foncteur.

f1®f2

M1®AM2 N1®AN2
D1*K P2 Y1 P2
K®@ 4 (M]® 4 M;) K® 4(N{®4N3).

—_—
K®f1®f

O

Proposition 3.3.9. Soit K une A ®, A-algebre. La catégorie Mg, muni de xk est une catégorie
monoidale symétrique dont l'unité est le morphisme de A-modules a gauche :

n,: A— K.
Démonstration : Le produit xx est associatif et commutatif car K est une k-algébre associative

et commutative. Le morphisme 77, : A — K est I'unité de ce morphisme car A est I'unité du
produit tensoriel. O

Proposition 3.3.10. Soient K et L deur A®,A-algebres et o : K — L un morphisme de
A®, A-algebres. Le morphisme o induit un foncteur monoidal :

N .{ (M, %K) — (Mg, L)
Tl WM — Ko,uM) — ((a@M)oyp: M — Lo ,M').

Démonstration : Cela découle directement de la définition du produit . O
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Lemme 3.3.11. Soient K une A®, A-algébre, 1 : M — K® M’ un objet de Mg, C, et C,
deur complexes de chaine de A-modules, ¢1,¢p2 : Co — K ® 4C, deuzx morphismes de complezes
de chaine et a : ¢ => ¢ une homotopie entre ces deux morphismes :

/ﬂ\
Ha K®,C,
~_V -

P2

Ce

Alors ¢1 % 1 et ¢po x Y définissent deux morphismes de complexes de chaine et o xg Y définit
une homotopie de ¢1 xi V vers ¢g xg 1 :

G1¥*K Y

/\
Co y M Jawsv K& s(CLE )

\_/
Dok

Démonstration : Commengons par montrer que ¢ xx ¥ et 9 *x ¥ sont des morphismes de
complexes de chaine. Par hypothése, pour tout entier n, le diagramme suivant commute :

C’est-a-dire que (dn+17d/n+1) est un morphisme de ¢1 41 vers ¢y, dans la catégorie M. Par
fonctorialité de xg, on en déduit que (d,+1®@M, d% 1OM ') est un morphisme de D11 *K VU
vers ¢1,, xi ¥ et que le diagramme suivant commute :

Cri1@ M P1n+1%KY K®A(Cag+1 ® M)
dn+1 @M K®dpy1 QM
Crn®@ M po——" K® 4(Ce M.

Cela démontre que ¢1 xg ¥ et ¢9 *x 1 sont des morphismes de complexes de chaine. Montrons
maintenant que o * g ¥ définit une homotopie de ¢ xx Y vers ¢ xg . Par hypothése, pour tout
entier n, on a :

(K®d%+1) 0Qp + Qp—10 dn = ¢1,n - ¢2,n-

K®,Chpy
- lK od, .,
b1,n
=
Cn—l

D’aprés la fonctorialité de xg, on a :

((K@d;ﬂ_l) o an) *K 1[} = (K®d;+1®M/) o (an *K ¢)7
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(an—l © dn) *K 1/} = (an—l *K w) © (dn®M)

On a donc :
gbl,n *K U} - ¢2,n *K 7/) = [(K®d;—b+1) oy +Qp_10 dn} *K 'QD
= (K&d) @ M) o (n %1 §) + (@1 % $) 0 (dn@ M),
Cela démontre que a g ¥ est une homotopie de ¢1 xx 1 vers ¢o *x 1. O

Lemme 3.3.12. Soient K,L deur A®,A-algébres et ¢; : M; — K&, M, ¢ + M] —
L& M]" pour i = 1,2 des objets de, respectivement, Mg et M. On a alors l'égalité suivante
dans Mgg L

(K®¢1) o) koL (K®d2) 0 ¢h2) = (K@ (p1 %L ¢2)) 0 (1 %K 2).

Démonstration : D’aprés la définition le diagramme de A ®, A-modules suivant commute :

$1©¢ -
M@, My ™2 (Lo , M) @y (L ,MY) —Z= (L&, L)® 4 4 (M @, MJ)
WM{,MQ\L l“L QT gt agyf
M{®,Mj - L@, (M@ ,MJ).

On applique le foncteur (K®, K)® 4, 4— & ce diagramme, ot K®, K est un A®, A-module &
droite par le morphisme de k-algébres : np®@ng : A®,A — K®, K. On obtient alors le dia-
gramme commutatif suivant :

KQK Q¢ @
(K@, K)® 45 4(Mj @y Mj) ———"SAK @, K)® 4 4 (L@ L) 4 g 4 (M @, M)
K®K®7FM{,M5 K®K®ﬂL®7"M{/7Mé/
(K@, K)® g4 (M{ ®AM£)K®K®(¢1*L¢2) (K@ K)® L@, (MY ® 4 M)

kK @M ®M; pr @LOM{ @ MY

K@ ,(M{® 4 Ms) K@, L®, (M{'® /4 My).

K ®(p1xL¢2)
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Considérons le diagramme suivant :

(K® 4 Mp)@y (K® ,Ms)

W K®¢1) (K @¢2)

My @y My (K@, L& M) @y (K@, L® 4 Mj)

1

/

(K@ K)® g g4 (M@, My)

TMq, My
W(ﬁz
(a)

(K@ K)® g 04 (L®LL)® 4 g 4 (M7 @, M)

12

K QT gt
K M, M)

R

Ml ®AM2
\

\ (v)
\
P2 e @ur @mym vy | (K@ L)@y (K® 4 L)) @ 4 g 4 (MY @, M)

VK@, (M@, M)

AN

AN
HKRL ®TI'MIIJ\J//
N K®(p1xr92) 12

> ~ 1 "
(K@@ sran(K oot ~ K@,4L®,(M®,4M;)

Le carré (b) commute d’aprés ce qui précéde et le carré (a) commute d’apres la définition [3.3.7]
appliquée aux objets ¥1 et ¥s de M. On en déduit donc que le diagramme commute. Or, en
considérant les fléches du bord de ce diagramme, on reconnait le diagramme de la définition [3.3.

appliquée aux objets (K ®¢1) o ¥ et (K®¢2) o 9)g de la catégorie Mk g, 1. On en déduit donc
que la fleche en pointillé est égale a la composée de K®(p1 *1, ¢2) et 1 xx 12, ce qui est le
résultat voulu. O

Proposition 3.3.13. Soit (A,T") un k-algébroide de Hopf, Cs un I'-comodule ¢ homotopie prés
et N un I'-comodule & gauche. Alors le morphisme :

Yo, *r YN CO®AN — F®A<CO®AN)-

définit une structure de I'-comodule a homotopie pres sur Co® 4N, que nous noterons Co AN N.

Démonstration : D’aprés le lemme précédent, ¢, #r 1 est bien un morphisme dans la catégorie
des complexes de chaine de A-modules & gauche Ch>o(A). Il faut maintenant montrer que ¢, *r
Y définit une structure de I'-comodule & homotopie prés sur Co® 4 N. Par hypothese, il existe
des homotopies « et 3 entre les composées suivantes :

o Yo . Te,C. Cs Ye L T®,C

I
e & lA@C \ le@()
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On doit montrer qu’il existe des homotopies o’ et 3’ qui font commuter les diagrammes suivants :

Co@ )N — Y™ | 1@ ,Ce0 N Co® N YT, Co \N
, B’
'd’C*FT/)Nl Z lA®C®N \ le@C@N
I'® ,Cex@ 4N I'®,I'®,Ce® 4N, Ce® 4 N.
Date®a I'®@We* ryn) DAt @abey ©a

Par hypothése, 8 est une homotopie de idp, vers eRC, 0 c. On pose :

B'=pB%aN=po,N.
D’aprés le lemme (3.3.11} 3" définit une homotopie entre les morphismes idc, g, N et (€®C, o
Yo)®4N. Or, € : I' — A est un morphisme de A®, A-algébre et :

ex(¢c) = (e®C, 0 ¢o),

ol €, : Mp — My est le foncteur de la proposition [3.3.10] Comme ce foncteur est monoidal et
ex(Yn) = (e®N) otby =idy, on en déduit que :
(€®Ceotho)@ AN = €(o) *a €x(¥n)
e« (o *r N)
= (e®C®N) o (¢ *r ¥n).

Cela démontre que ¢ *r 1y est bien counitaire & homotopie prés. Il reste & démontrer la
coassociativité a homotopie prés. Par hypothése :

a: (I'eye) ope = (ARC) o ¢
On pose :
o = O *TQT ((A@N) o QZJN)

D’aprés le lemme(3.3.11]et comme N est un I'-comodule a gauche, o/ définit une homotopie entre
les morphismes suivants :

(T®ve) oYe) *rer (F@YN) o Py,
(A®C) o Yc) *rer (ABN) o ¢n).
Or, A: T — I'® 4I' est un morphisme de A®, A-algebres et on a :

(A®C)otpc) *rer (A®N)oyy) = (Awpe) *rer (Abn)
= Ax(Yo*r¥n)
= (A®C®N)o (Yc@YN).

D’aprés le lemme [3.3.12] on a 1’égalité suivante :
(T@yc) oe) xrer (T@YN) o) = TR (Ye *r ¥n)) o (Yo *r ¥N).

Cela démontre que le diagramme de coassociativité commute & homotopie prés. O

Soient (A,I") un k-algébroide de Hopf plat, M et N deux I'-comodules & gauche et P, une
résolution projective de M par des A-modules a gauche. D’apreés les propositions et
les complexes de chaine P, et Py A4 N sont munis d’une structure de I'-comodule & homotopie
prés. Or, pour tout entier n > 0, on a :

H,(Ps Ag N) = Tor (M, N).

D’apres la proposition on a donc une structure de I'-comodule sur Tor (M, N) et cette
structure est indépendante de la résolution projective choisie, d’aprés la proposition
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Théoréme 3.3.14. Soient (A,T') un k-algébroide de Hopf plat, M un T'-comodule & gauche et
une suite exacte de I'-comodules a gauche :

0 Ny N3 Na 0.
Alors la suite ezacte longue des foncteurs Tor? est une suite ezacte de T'-comodules & gauche :

-+ ——Tori}, 1 (M, No) — Tor’ (M, Ny) — Tor (M, N3) — Tor (M, No) — - --

-+ —— Tor{{(M, N>)

M Aq Ny

M Ay Ns

M ANy Ng ——0.

Démonstration : Soit P, — M, une résolution projective de M par des A-modules. D’aprés les
propositions [3.3.4] et le complexe de chaine P, ainsi que les complexes de chaine Py A g4 N,
pour 7 = 1,2, 3, sont munis de structures de I'-comodule & homotopie prés. Comme, pour tout
n > 0, P, est un A-module projectif, on a une suite exacte de complexes de chaine :

0——=Pe ANg N1 ——=P4e Ng N3 —— Pg ANy No ——0

et les morphismes de cette suite exacte sont des morphismes de I'-comodules & homotopie prés.
De plus, le diagramme de complexes de chaine suivant commute exactement :

0 Pe Na Ny Py Na N3 Py Aa No

¢'P*F¢N1l "/)P*FwNS\L llﬂp*rlﬂl\@

0

0——>T®,(Ps Aa N1) —=T'® ,(Pe Aa N3) —=T'® 4(Ps Ag N3) — 0.

Par fonctorialité de la suite exacte longue induite en homologie et d’aprés la proposition [3.3.2] on
en déduit que la suite exacte longue des foncteurs Tor est une suite exacte longue de I'-comodules
a gauche. O

Proposition 3.3.15. Soient (A,T") un k-algébroide de Hopf plat, M, N deuz I'-comodules a
gauche et
O=MycM,C---CMp 1CM,=M

une filtration de M par des sous-comodules. Alors il existe une suite spectrale homologique de
I'-comodules
( rod BT, —

s )
st s,t s—rit+r—1/»

telle que :
El, ~ Torl, (N, My/M,_1) = Torit (N, M).

Démonstration : Soit D}, = Tor?,, (N, Mj). On a alors un couple exacte dans la catégorie des

S
I'-comodules :
Dl d Dl
El

Avec i, 7,k de bidegré respectifs (1,—1),(0,0) et (—1,0). Ce couple exact détermine une suite
spectrale qui est bornée, et donc converge. (On renvoie a [Wei94] pour la convergence.) O
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3.4 Isomorphisme entre les foncteurs 77 et Tor, " (K,,—)

D’aprés le théoréme |1.8.15] la suite (p = vo,v1,...,Up,...) est une suite réguliére invariante
de I'algébroide de Hopf (BP,, BP.BP). Nous allons construire par récurrence les BP,BP-comodule
K, pour n > —1, de la facon suivante :

Proposition et définition 3.4.1. Soit n > —1. On considére le BP,-module K,, suivant :

K, =BP./(vg°,...,v.°).

rEn

1l existe une unique structure de BP.BP-comodule a gauche sur K, telle que pour tout n > —1,
la suite exacte courte suivante est une suite exacte dans la catégorie des BP.BP-comodules :

-1
n+1

00— K, ——v

Kn —— Kn+1 — 0.

Démonstration : Supposons qu’on ait une structure de BP,BP-comodule sur K,,. Comme K, est
de vy-torsion, d’aprés le lemme [3.2.13} il existe une unique structure de comodule sur v;ilKn

i1 B soit un morphisme de comodule. La suite exacte courte

telle que le morphisme K,, — v

-1
n+1

0—=K, ——v

Ky, —— Kpy1 —0
détermine alors de maniére unique la structure de comodule sur K, ;. O

Les résultats de la section permettent de définir, pour tout BP,BP-module M et tout
entier ¢ > 0, une structure de BP,BP-comodule sur Tor?P* (K, M). Nous allons démontrer qu’il
existe un isomorphisme fonctoriel de BP,BP-comodules : T — TorSiLi(Kn, —), pour tout
0<t<n+1.

Proposition 3.4.2. Pour tout comodule M, et pour tout n > —1, on a :
- TorEP*(Kn,M) =0 pour j >n+2.
— Tor2"s(Kp, M) = T,M

Démonstration : On démontre le résultat par récurrence sur n > —1. Pour n = —1, T_1 est le
foncteur identité et K_; = BP,, donc le résultat est immédiat. Supposons le résultat est vrai
pour n. D’apreés la proposition [3.4.1] on a la suite exacte courte de BP,BP-comodules :

0—= K, —>v, {1 K, —> Knp1 —0.

Comme Tor?P* (U;-sl—lKnv M) ~ v;il Torfp*(Kn, M), on a la suite exacte longue :

s v;}_l Tor?P*(Kn, M) ——- Tor?P* (Kpy1, M) —— Tor?f{(Kn, M)——s---

En particulier, pour j > n + 3, d’aprés ’hypothése de récurrence :
TorS™* (K, M) = Tor’"; (K, M) = 0.
On a donc :

Tor>"* (K41, M) = 0.

Enfin, pour j = n + 2, on a la suite exacte courte :

0 — TorBPs (Kni1, M) T M Ot Ty M —— - -
La remarque nous permet alors d’en déduire que TorSiE(KnH, M) ="T,41 M. O

Nous allons maintenant définir des morphismes de foncteurs ¢; ,, : T — TorS_F;*i_i(Kn, —).
Pour cela, nous allons utiliser le résultat suivant sur les d-foncteurs.
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Définition 3.4.3 (2.1.1, [Wei94|). Un §-foncteur cohomologique entre deuz catégories abéliennes
A et B est la donnée d’une famille de foncteurs additifs F™ : A — B pour n > 0, et de
morphismes :

8" F"C — F"TA,
définis pour chaque suite exacte courte dans la catégorie A :

0 A-l-p 2.0 0.

Avec la convention F™ = 0 pour n < 0, ces données doivent de plus vérifier les deux conditions
sutvantes :

— Pour chaque suite exacte courte comme ci-dessus, on a la suite exacte longue dans la
catégorie B :

n—1 B Fm n
1o Y g L e T e

En particulier, FO est exact a gauche.

— Les morphismes 0™ sont fonctoriels, c¢’est-a-dire que si on a un diagramme commutatif de
suites exactes courtes :

0 At 9.¢ 0
|
0 A B 0,
f g

alors le diagramme suwivant commute pour tout n > 0 :

Fro i) Fn+1A

F’ﬂcl \LFn-&-la

FC' —= FrHA

Définition 3.4.4 (2.1.4, [Wei94]). Soient A et B deuz catégories abéliennes et F' = (F™)p>0
et G = (G™)p>0 deux d-foncteurs cohomologiques. Un morphisme de o-foncteur F — G est la
donnée de morphismes de foncteurs ¢" : F™ — G™ tels que pour toute suite exacte courte

0—saA-toptoc—1yp

dans la catégorie A, les diagrammes suivants commutent pour tout n > 0 :

Ja
F'C—— FntiAg

@%J{ J{dﬁ“

G"C —> G A,
G

Un §-foncteur F est universel si pour tout §-foncteur G, tout morphisme de foncteur ¢° :
FO — GO se prolonge de maniére unique en un morphisme de 6-foncteurs ¢ : F — G.

Le résultat suivant a été démontré pour la premiére fois par Cartan et Eilenberg dans [CE99]
puis par Grothendieck dans [Gro57], qui utilise pour la premiére fois le terme §-foncteur universel.

Théoréme 3.4.5 (2.4.7, [Wei94]). Soient A et B deux catégories abéliennes et F: A — B un
foncteur exact a gauche. Si A admet suffisamment d’objets injectifs, alors les foncteurs dérivés
de F, (F"); >0 forment un §-foncteur cohomologique universel.
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D’aprés le corollaire([1.2.21] la catégorie des BP.BP-comodules admet assez d’injectifs. D’apreés
le théoréme et la proposition les foncteurs

BP.
<Torn+17i (Knv _)) i>0 )

avec la convention TorEi*l_i(Kn, —) =0si4 > n+1, forment un d-foncteur cohomologique de la

catégorie des BP,BP-comodules dans elle méme. On a donc le résultat suivant :

Corollaire 3.4.6. Soient 0 < i < n + 1 deux entiers. Il existe un morphisme de foncteurs :
Gin Té - Torfi*i_i(Km =)

tel que, pour toute suite exacte courte de comodules :

0 M-—tep_ftoN 0,

le diagramme de comodules suivant dans lequel les lignes horizontales sont exactes, commute :

TiM TP TiN

| | i

T TOI‘S_F‘)_“i_i(Kn, M) - Torg—lij-akl—i(Knv P)— TOrSii_i(Kn, N)—--

Nous allons maintenant démontrer que ces morphismes sont des isomorphismes pour tous
1, M.

Proposition 3.4.7. Soit M un BP,BP-comodule. Si M est plat en tant que BP.-module, alors
pour tout i,m, les morphismes ¢; (M) sont des isomorphismes. En particulier,

T,iM:{ K, oM smfn—i—l
0 sinon

Démonstration : Nous allons utiliser la résolution chromatique de BP, (cf. la définition 5.1.7 de
[Rav&6]) :
BP, — J,,

ou J, = v,:lKk,l pour k£ > 0. Comme M est un BP,-module plat, on obtient la résolution
suivante en tensorisant par M :

Comme la multiplication par vy, est bijective sur Ji, d’aprés le théoréme [3.2.22] pour tout n > 0
et tout i > 0, L}, J, = 0. Pour la méme raison, L, (J;®gp. M) = 0. La résolution ([B.4.1) est
donc une résolution L,-acyclique de M. On a donc :

LiM = H (L, (Jo®@M)).
Or, d’aprés le théoreme [3.2.22] on a :

Je®gp, M stk <n
0 sinon,

Lo(Je@ap, M) = {

donc pour n > 0 :
‘ Kn®BP*M siti=mn
L) (M) = M sii=0

n
0 sinon.
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Sin=0,ona:
; Q®,M sii=0
1 —

Lo(M) = { 0 sinon.

Finalement, on utilise le corollaire [3.2.20f Pour i > 1, L{, = Ti*! et la suite

est exacte. On en déduit alors le résultat. O
Lemme 3.4.8. Soit
0 M-t-p-fon 0

une suite exacte courte de comodules. On suppose que pour deuxr de ces trois comodules, les
morphismes ¢;,, sont des isomorphismes, alors il en est de méme pour le troisiéme.

Démonstration : C’est le lemme des 5. 0
Proposition 3.4.9. Pour tous n,i,k > 0, le morphisme ¢;, (BP+/J)) est un isomorphisme.

Démonstration : On démontre le résultat par récurrence sur k. Pour k = 0, J; = (0) et BP,./Jp =
BP. : le résultat découle de la proposition [3.4.7] car BP, est un BP,-module plat. Supposons le
résultat vrai pour k. On a la suite exacte courte de comodules suivante :

0 — xluIBP, /3, “* ~BP,/Jy, —>BP,/Jpi1 — 0.

Le lemme [3.4.8] démontre alors le résultat. O

Théoréme 3.4.10. Les morphismes de foncteur ¢; , sont des isomorphismes pour tout i > 0 et
tout n > 0. ‘
Gim : Ty — Tory i (K, —).

Démonstration : D’aprés le théoréme[1.8.16] si M est de présentation finie, il admet une filtration
de comodules dont les quotients succesifs sont isomorphes a une suspension de BP,/Jj pour un
certain k > 0. D’aprés le corollaire et le lemme on en déduit donc que ¢; (M) est
un isomorphisme pour tous ¢,n > 0 si M est de présentation finie.

Enfin, comme tout BP,BP-comodule M est colimite filtrante de BP,-comodules de présenta-
tion finie et que les foncteurs T: et Tors‘i*lfi (K, —) commutent aux colimites filtrantes (théoréme
3.8 de [HSO5D]), on en déduit le résultat. O

Corollaire 3.4.11. Soit M un BP.BP-comodule et n > 0 un entier. Alors, on a une suite exacte
longue de BP.BP-comodules :

0—— Ti1 M T, M V1 TnM TopM — -
—Ti M Ti M o TEM TATM—- -

.. n+1 n+1 -1 pn+1 n+2
*>Tn+1M*>Tn M*)’Un-i-lTn M*>Tn+1M*>O.
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Démonstration : D’aprés la définition [3.4.1] des comodules K, on a la suite exacte courte de

BP..BP-comodules :
-1

1B —— Kpp1 —0.

00— K, ——v

On applique alors le foncteur —®gp M a cette suite exacte. D’apres le théoreme [3.3.14] et les
isomorphismes du théoréme [3.4.10] précédent, le résultat suit. O
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Chapitre 4

Produit semi-direct de groupoides

4.1 La catégorie C x ¢

Soit Cat la catégorie des petites catégories et des foncteurs et C une petite catégorie. Je vais
rappeler une construction de Grothendieck qui est utilisée pour démontrer 1’équivalence entre la
catégorie des foncteurs de C vers Cat et la catégorie des catégories fibrées au-dessus de C. On peut
retrouver cette construction plus en détails dans [Bor94b|, [MLM94] ou [Vis05]. Si @ : C — Cat
est un foncteur, je noterai alors C x ® la catégorie fibrée au-dessus de C associée, car cette
construction généralise en un certain sens le produit semi-direct des groupes. De plus, Higgins
et Taylor ont définit dans [HT82] le produit semi-direct d’un groupoide par un groupe agissant
dessus, qui est un cas particulier de cette construction.

Définition 4.1.1. Soient C une petite catégorie et ® : C — Cat un foncteur. La catégorie Cx ®,
appelé produit semi-direct de C par @, est la catégorie telle que :

— Un objet de C x ®, est un couple (X,z) ou X est un objet de C et x un objet de (X).

— Soient (X,x) et (Y,y) deuz objets de C x ®. Un morphisme de (X,z) vers (Y,y) est un
couple (f,0) ou f : X — Y est un morphisme de C et 0 : ®(f)(x) — y est un morphisme
de ®(Y).

(1,0) (9:v)

— Soient (X,z) — (Y,y) —> (Z, z), deux morphismes composables de C x ®. La compo-
sition de ces deux morphismes est le couple formé de :

— la composée : X EN Y £ Z dans C, et

-~ la composée : B(go f)(x) = B(g) (B(f)(x)) ~L d(g)(y) L = dans B(2).
Le foncteur w: C x ® — C défini par : m(X,z) = X et w(f,0) = f est la projection sur C.

Proposition 4.1.2. Soient G un petit groupoide et ® : G — Grpd un foncteur a valeurs
dans la catégorie des petits groupoides. Alors la catégorie G x ® est un groupoide. De plus, si
(f,0): (X,z) — (Y,y) est un morphisme de G X ®, alors :

(f,0) = (fhe(r ).

Démonstration : Cela découle directement de la définition de la catégorie G x . O

Rappelons que la catégorie des groupe peut étre vue comme une sous-catégorie pleine de la
catégorie des groupoides. Si G est un groupe, on note G le groupoide & un seul objet noté xg et
dont I’ensemble des morphisme est G (cf. 'exemple .

Pour définir le produit semi-direct de deux groupes G et H, on se donne un morphisme de
groupe ¢ : G — Aut(H). On remarque que se donner un tel morphisme revient a se donner un
foncteur ® : G — Ggrpd tel que ®(xg) = H. Le théoréme suivant montre que la construction de
la définition généralise aux catégories le produit semi-direct.

101
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Théoréme 4.1.3. Soient G, H deux groupes et ¢ : G — Aut(H) un morphisme de groupes.
Soit ® : G — Grpd le foncteur associé 4 ¢ : ®(xq) = H et D(g) = ¢(g) : H — H. Alors :

GXx®=GxyH.

Démonstration : D’aprés la définition 1l Gx ®aun unique objet (xg,*m) et un morphisme
est un couple (g,h) € G x H. De plus, si (g, h) et ¢’, h') sont deux morphismes de G x ®, alors :

(g,h)o (g, h') = (gog' hoo(g)(h)).

4.2 Fonctorialité

Définition 4.2.1. On note T la catégorie dont les objets sont les couples (C,®) ou C est une
petite catégorie et ® un foncteur de C vers Cat. Un morphisme de (C, ®) vers (D, V) est un couple
(F,a) ou F : C — D est un foncteur et a: ® = Vo F est une transformation naturelle :

On définit les sous-catégories pleines de I suivantes :
~ T, formée des objets (C,®) ou C est un groupoide et ® est a valeurs dans la sous-catégorie
des groupoides.
— I", formée des objets (C,®) ou C est un groupoide et ® est a valeurs dans la sous-catégorie
des groupes.

Théoréme et définition 4.2.2. Soit (F,«a) : (C,®) — (D, ¥) un morphisme de la catégorie
Z. Soit (F,a)s le foncteur
(F,a)s :Cx ® —Dx U

tel que :
— Si (X, z) est un objet de C X @, alors (F,a)(X,x) = (F(X),ax(x)).
- Si(f,0): (X,z) — (Y,y) est un morphisme de Cx @, alors (F,a)«(f,0) = (F(f),ay(0)).
Cela définit un foncteur :
7z —  Cat
x:¢ (C,®) — Cx®
(F,a) — (F, ).

De plus, la restriction de X a la catégorie I' est a valeurs dans la catégorie des groupoides.

Démonstration : Vérifions que (F, «), définit un foncteur de C x ® vers D x W. Soient (f,0) :
(X,z) — (Y,y) et (g,v) : (Y,y) — (Z, z) deux morphismes de C x ®.
— Tout d’abord, comme «a est une transformation naturelle de ® vers W o F' et comme x €
O(X), ax(x) € ¥(F(X)) et (F(X),ax(x)) est bien un objet de D x .

— Le diagramme suivant commute exactement dans Cat :
B(X) —= U(F(X))

<I>(f)l le(f))
oY) — V(F(Y)).

ay
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Donc Y (F(f))(ax(x)) = ay(®(f)(x)) et (F(f),ay(0)) est bien un morphisme dans la
catégorie D x ¥ de (F(X),ax(x)) vers (F(Y),ay(y)).

— De méme, dans la catégorie ¥(F(Z)), les morphismes az(®(g)(0)) et ¥(F(g))(ay (6)) sont
égaux. Comme oz est un foncteur, on en déduit que :

(Foa)«((g:v) o (f,0)) = (Fia)(go f,vo®(g)(0)
= (F(
= (F(g)
= (F(g)o
(F(g)
(

!
Q
~—
*
—~
K
S

Donc (F, a), définit un foncteur de C x ® vers D x .
Soit (£,E) un objet de Z et (G, ) : (D, ¥) — (£,Z) un morphisme de Z. Alors :

(G,B) o (F,a))«(X,z) = (GoF,(Br)oa)(X,z)
= (Go F(X),Bpx)oax(x))
= (G,B)«0(F,a)(X, ),

((G,,@)O(F,(l))*<f,9) - (GOF7(/8F>OO‘)*(JC76)
= (Go F(f)aﬁF(Y) oay(0))
= (G,B)xo (F,a)«(f,0).

Cela montre que x définit bien un foncteur de Z vers Cat. De plus, d’apreés la proposition [4.1.2
la restriction de X a la catégorie Z’ est bien a valeurs dans la catégorie des groupoides. O

Le théoréme suivant démontre que le produit semi-direct est invariant par équivalence de
catégories :

Théoréme 4.2.3. Soit (F,«a) : (C,®) — (D, V) un morphisme de la catégorie T tel que :
— F est une équivalence de catégories;
— pour tout objet X de C, ax : ®(X) — W(FX) est une équivalence de catégories.
Alors (Fya), : C x & — D x U est une équivalence de catégories.

Démonstration : Comme les catégories que nous considérons sont petites, le foncteur (F,a).
est une équivalence de catégories si et seulement si il est essentiellement surjectif et pleinement
fidele. Commengons par montrer que (F, ), est essentiellement surjectif.

Soit (Y,y) un objet de D x ¥. Comme F' est essentiellement surjectif, il existe un objet
X de C et un isomorphisme f : FX — Y dans D. Donc ¥(f) : ¥(FX) — ¥(Y) est un
isomorphisme de catégories. Or ax : ®(X) — V(FX) est une équivalence de catégories, il
existe donc un objet  de ®(X) et un isomorphisme 0 : ax(x) — ¥(f)~!(y) dans ¥(FX). On
a donc (F,a).(X,z) = (FX,ax(x)) et un isomorphisme dans D x ¥ :

Montrons maintenant que (F, o)« est pleinement fidéle. Soient (X1, z1) et (X2, z2) deux objets
de C x ®. On a le diagramme suivant, ot les fléches verticales sont induites par les foncteurs de
projection :

F,a)«
Homewa (X1, 21), (X2, 22)) 2% Hompyy (FX1, ax, (1)), (FXa, ax, (@2)))

| l

Home (X1, X2) Homp (FX1, FX>)
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Par hypothése, F' est pleinement fidéle. Donc la fléche du bas est une bijection. Il suffit donc de
vérifier que (F, ), est une bijection sur chacune des fibres. Soit f : X; — Xo un morphisme
de C, et (f,0) : (X1,21) — (X2, 22), un morphisme de C x ® au dessus de f. Alors

(F,a)«(f,0) = (F(f), ax,(0)).
Ainsi, (F, a)s, restreint a la fibre au dessus de f, s’identifie a I’application suivante :
ax, : Homg(x,)(®(f)(21), x2) — Homy(rx,)(Y(F[f)(ax,(21)), ax,(x2)).
Comme ax est pleinement fidéle pour tout objet X de C, (F, «). est pleinement fidéle. O

4.3 Les foncteurs d’inclusion de projection et de section : ¢, 7 et
S

Soient G, H deux groupes et ¢ : G — Aut(H) un morphisme de groupe. On a la suite exacte
courte scindée suivante :

S

L //_\
0—H—Gxs H —G—0. (4.3.1)

Pour généraliser ce diagramme aux produit semi-direct de catégories, on définit des foncteurs T'
et U, ainsi que des transformations naturelles p et ¢, de la maniére suivante :

Soit C, une catégorie. On note * : C — Cat, le foncteur terminal, c’est le foncteur constant
égal a l'objet terminal * de Cat, c’est-a-dire la catégorie qui n’a qu'un seul objet et qu’un seul
morphisme. Si F': C; — Ca est un foncteur, (F,id) définit un morphisme dans Z de (Cy, *) vers
(CQ, *)

G

FL id|| Cat

N

Ca

De plus, pour tout foncteur ® : C — Cat, il existe une unique transformation naturelle & — x
qu’on note encore .

Définition 4.3.1. Le foncteur T : T — T est défini de la maniére suivante :
(€1, ®1)  (Cr%)
T: (F,a)i — \L(F,z’d)
(Ca, ®2) (Co, ).
Soit (C,®) un objet de Z. On définit la transformation naturelle p : idr = T par :

pc,e) = (idc, ).
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Définition 4.3.2. Soit C° la catégorie discréte qui a les mémes objets que C et je : C° — C
Uinclusion canonique. Si ® : C — Cat est un foncteur, on note ® : C° — Cat la composée
® o je. Le couple (je,id) définit un morphisme dans T de (C°,®%) vers (C,®).

Cé\(bi
jcl idﬂ Cat

e

C
On définit le foncteur U : T — T de la maniére suivante :
(C1, ®1) (€}, ®9)
U: (Fﬂ)l = l(F‘S’a‘s)
(C2 ®2)  (C3,D9).
La transformation naturelle i : U = idg est définie, pour tout objet (C,®) de I, par :

ic,e) = (Jc,id).

En appliquant le foncteur x : Z — Cat, on obtient deux foncteurs x o T et X o U de Z vers
Cat ainsi que deux transformations naturelles 7 et ¢, induites par les transformations naturelles
peti:

T
m
I idr I Cat,
W
U

xoT'
N
T X ﬂ Cat
~_ [
xolU

Proposition 4.3.3. La composée xoT est naturellement équivalent au foncteur oubli T — Cat :

(C1, 1) C1
X ol : (F,a)i — F
(CQ, (I)Q) Cs.

Soit (C,®) € . Le foncteur induit par m : X = x o T est naturellement équivalent au foncteur
de projection canonique :

Cxd C
(X, ) X

T :
©) (fﬂ)l — lf
(Y,y) Y.

Démonstration : Cela découle directement des définitions 3.1l et 111 O
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Théoréme 4.3.4. Les foncteurs T, U et les transformations naturelles p, i admettent des res-
trictions auzx sous-catégories de T : I' et " (cf. la définition . De plus, la restriction de p
aI" admet une section notée q et la restriction de m admet une section s.

T xoT
I// q p z'l/ N I/l s T C at ,
idr X

Soient (C,®) un objet de " et X un objet de C, on a :
sc.e) = (¢ea))s :C — Cx O
X (X, *a(x))
Sc,®) fl — i(fﬂ'dq)m)
Y (Y, *<I>(Y))7
ou *g(x) est l'unique objet du groupoide associé au groupe O(X) (cf. Uexemple .

Démonstration : D’aprés les définitions et des foncteurs T et U, il est clair que, si
(C,®) est un objet de Z' (resp. Z”), alors son image par T et U est un objet de Z’ (resp. Z").
Soit (C,®) un objet de Z”. D’aprés la définition du foncteur T', T'(C, @) = (C, ), ou * désigne
le foncteur C — Grp, constant égal au groupe trivial. Comme le foncteur * est initial parmi les
foncteurs C — Grp, il existe une unique transformation naturelle eg : x = ®. On pose alors :

qde,e) = (ide,ew) : (C,x) — (C, @),
qui définit bien une section de p. L’expression de s découle directement du théoréme O

Soient A un ensemble et (Cy)aca une famille de catégories. Le coproduit dans Cat des caté-
gories C, est la catégorie :
B=1] Ca

a€cA
telle que :
— Un objet de B est un couple (o, ), ot a € A et  est un objet de la catégorie Cy,
— Soient (a,x) et (B,y) deux objets de B. Si a # (3, alors il n’y a aucun morphisme de
(o, z) vers (,y) et si @« = 3, alors un morphisme de (o, x) vers (a,y) est un morphisme
f oz — y dans la catégorie C,.

Théoréme 4.3.5. Notons D = x oU : T — Cat et soit (C,®) un objet de Z. Alors :
DCc, o) = [] 2X).
XeO¢
Les catégories D(C,®) et C x & ont méme ensemble d’objets et D(C,P) est naturellement une
sous-catégorie de C X ® : un morphisme f : (X,z) — (X,y) de la catégorie D(C,®) s’identifie
au morphisme (idx, f) de C x ®. De plus, le morphisme naturel vc o) = (i(c,a))« est le foncteur

d’inclusion :

D(C,®) — C x P.

En résumé, si (C, ®) est un objet de Z, on a le diagramme suivant, analogue au diagramme

Si de plus, (C,®) est un objet de Z”, 7 admet une section s.
S

&~ ~
D(C,P) —L>Cx ®—>C (4.3.2)
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4.4 Un exemple de produit semi-direct de groupoides

Soient R un anneau commutatif et G = Fgl' (R) le groupoide des lois de groupe formel sur
R et des isomorphismes stricts (cf. la définition . On note Gy, la loi multiplicative sur R et
® le foncteur G — Grpd qui & une loi de groupe formel F' associe le groupe Hom(F, Gy,) des
morphismes de lois de groupe formel : FF — Gy,. La structure de groupe sur Hom(F, Gy,) est
donnée par la loi de groupe formelle Gy, : si 6, v € Hom(F, Gy, ), alors :

0-v=20+g, v € Hom(F,Gpy).

Soit ¢ I'isomorphisme fonctoriel entre G et G tel que, pour tout isomorphisme strict f de
loi de groupe formel, ¢(f) = f~!. On pose ® = doc

Soit G X @' le groupoide produit semi-direct de (G, ®"). L’ensemble des objets de Gg est en
bijection avec ’ensemble des objets de G puisque ¢ est a valeurs dans la catégorie des groupes
(cf. Pexemple . Soient F', G deux lois de groupe formel sur R. Un morphisme de F' vers G
dans G x @ est un couple (f,0), on f: F — G est un isomorphisme strict de lois de groupe
formel et 0 : G — Gy, est un morphisme de lois de groupe formel.

F—1-qg
ie
Gm
Soient F ), G L), H deux morphismes de G x ®. Leur composée est le couple :
lv-((%g_l)
G-

Soit S une R-algébre. La loi de groupe formel F' sur R peut étre vue & coefficient dans S,
notons la FF®pS. Le théoréme de cartier montre que le foncteur :

rAlg — grp
S +— Hompg ) (F®pS,Gm)

est représenté par une R-algébre de Hopf notée Diff (F) (cf. le théoréme 1.6 de [Kat&1]). Dans le
cas ot R = MU, et F' est la loi de groupe formel universelle Fy, on peut montrer que l'algébre
de Hopf Diff (F) est représenté topologiquement par le H-groupe CP*° :

Diff(F) ~ MU,CP®.

Nous reviendrons sur cet exemple a la section [5.6]

4.5 Représentabilité

Soit k un anneau commutatif et F' un foncteur j.Alg — Cat. Comme pour les foncteurs a
valeurs dans la catégorie des groupoides (cf. la définition , F est dit représenté par (A,T")
si les foncteurs objets O et morphismes Mg : ;. Alg — Set sont représentables respectivement
par les k-algébres A et I'. Dans ce cas, d’aprés le lemme de Yoneda, il existe des applications 7z,
Nr, A et € qui représentent respectivement la source, le but, la composition des morphismes et
le morphisme identité.
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Théoréme 4.5.1. Soit F : y Alg — T un foncteur :

_ Alg — 7
F‘{kR — (C(R).B(R))

On suppose que :
— Le foncteur C(—) : pAlg — Cat est représenté par (A,T").
— Le foncteur Do F = x oU o F' est représenté par (B,Y).
Alors le foncteur C x ® = x o F' est représenté par (B,I'"t® 4¥).

Démonstration : D’aprés la définition m et le diagramme , on a les morphismes de
foncteurs suivants : '
¢’ &,
D5LCxdSC.
Soit R une k-algébre et F(R) = (C(R), ®(R)). D’aprés le théoréme C X ®(R) a les mémes
objets que D(R). Or le foncteur des objets de D est représentable par B, il en est donc de méme
pour le foncteur des objets de C x ®.

Soient (X,z) et (Y,y) deux objets de C x ®(R). Un morphisme dans C x ®(R) de (X, )
vers (Y,y) est la donnée d’un morphisme f : X — Y dans C(R), ainsi que d’'un morphisme
0:®(f)(xr) — y dans ®(Y). La catégorie ®(Y') est une sous-catégorie pleine de D(R) et tout
morphisme de D(R) est dans ¢(Y) pour un unique Y. La composée o : D(R) — C(R) envoie
0 sur idy ce qui nous donne une transformation naturelle : Mp — O¢. Ainsi :

Mexo = Me'>x o, Mp.
Donc Mcwe est représentable par la k-algebre I'E® 4. O

4.6 L’algébroide de Hopf (A, A)

Soient k un anneau, (A,T") un k-algébroide de Hopf et £ le foncteur représenté par cet
algébroide de Hopf (cf. la définition [1.1.11)) :

L: Alg — Grpd
Soit R une k-algébre. Rappelons que :
— un objet X de L£(R) est un morphisme de k-algébres, X : A — R;
— un morphisme f: X — Y de £(R) est un morphisme de k-algébres f : I' — R tel que
le diagramme suivant commute :

— la composition, I'unité et I'inversion des morphismes dans le groupoide £(R) sont donnés
respectivement par les morphismes Ar, er et cp de Ialgébroide de Hopf (A,T").
Soit K un I'-comodule & droite tel que K est une A-algébre de Hopf dont les morphismes de
structures sont des morphismes de I'-comodules a droite :
ng  A— K,
Ag : K — K®,K,
c : K— K,
ek - K — A,
pr - KoK — K.
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En particulier, le morphisme zp?{ : K — K®''T est un morphisme de k-algébres. On note
K : gAlg — Grpd le foncteur représenté par le k-algébroide de Hopf (A, K) :
— Un objet X de K(R) est un objet de L(R), c’est-a~dire un morphisme de k-algébres X :
A— R.
— Un morphisme 0 : X — Y de K(R) est un morphisme de k-algébres 6 : K — R tel que
le diagramme suivant commute :

En particulier, comme les morphismes de source et de but sont les mémes dans ’algébroide
de Hopf (A, K), on a nécessairement X =Y.

— La composition et 'unité dans le groupoide K(R) sont donnés par les morphismes Ag et
ex de la structure d’algébre de Hopf de K.

Définition 4.6.1. Soient R une k-algébre, f : X — Y un morphisme dans L(R) et 6 un
automorphisme de X dans K(R). Alors la composée suivante définit l’automorphisme f.0 de'Y
dans KC(R) :

d
KLK@)AF%R

Remarque 4.6.2. On peut aussi travailler avec une A-algébre de Hopf K, muni d’une structure
de I'-comodule & gauche :

Y K — TI'"@, K.
Soient R une k-algébre, f : X — Y un morphisme dans £(R) et # un automorphisme de Y dans
K(R). Le morphisme w% représente alors I'application (f,0) — f. 10 et le diagramme suivant
commute :

Vi
KHK@AF

K®cr
P

re,K.

De plus, si K est un I-comodule a droite, d’apreés la remarque [1.2.9] la composée suivante définit
une structure de I'-comodule & gauche sur K :

d
vl K —EKe,r ¥, K.

Proposition 4.6.3. Soient f : X — Y et g: Y — Z deux morphismes dans L(R). Soit 0,v
deuz automorphismes de X dans IC(R). On a les égalités suivantes :

n (g o f)*0 = g*f*ﬁ,

= [0 ov) = (f0) o (fiv),

- [ilidx) = idy € K(R),

- (idX)*(e) =0.

Démonstration : Comme K est un comodule a droite sur (A4, I"), le diagramme suivant commute :

d

K— "% _Kg,T

w;@l lK(X)AF
K, T K, ,I®,I
P o or @Al ® 4

w}( wg

R.
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La composée du bas représente g, f.6 et celle du haut (g o f).f ce qui démontre la premiére
égalité. La derniére égalité est démontrée par le diagramme commutatif suivant :

Vi
KHK@AF

N

K.

Comme Ag est un morphisme de I'-comodules & droite, le diagramme suivant commute ; la
fléche diagonale étant induite par la multiplication de T :

K Vi }(®AF

AKl lAK@)F

K@, K K@ ,Ko,T

¢K®¢§(i / l,j@a@f

K@@, (K@)
(Ko, T)@, (K@, )(V®f)®(0®f)R'

VK @K

La composée du bas représente (f.0) o (f.v) alors que celle du haut f.(6ov), ce qui démontre la
deuxiéme égalité.

Enfin, comme € est un morphisme de I'-comodules & droite, le diagramme suivant commute,
ce qui démontre la troisiéme égalité :

IS

Kk K@, T

N
A r.

8]

O

Le lemme suivant introduit un isomorphisme w : I'"? @ , K — K ®'}'T qui étend ¢§( Il nous
sera utile par la suite.

Lemme 4.6.4. [l existe un unique isomorphisme de k-algébres
w: I K — KT,

qui rende le diagramme de k-algébres suivant commutatif :

7

F"R@AK -S> KT
De plus, les produits tensoriels de A-bimodules I'*® 4K et K® T sont naturellement munis
d’une structure de A-bimodule et le morphisme w est un morphzsme de A-bimodules. Explicite-

ment, st yel', x € K et st
i

§

®r
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alors :
w(Y®T) =Y @Y.
i

Démonstration : L’existence découle du fait que w;i( et 1®I" sont des morphismes de k-algébres
et le produit tensoriel est le produit cocartésien dans la catégorie des k-algébres. Pour démontrer
que c’est un isomorphisme, il suffit de voir a quoi correspond géométriquement ce morphisme.
Soit R une k-algébre, alors :
— Un morphisme de k-algébre K®"“T' — R est la donnée de (6, f) ou f: X — Y est un
morphisme de L£(R) et 6 est un automorphisme de X dans K(R).
— Un morphisme de k-algeébre I'"*®@ , K — R est la donnée de (f,v) oit f: X — Y est un
morphisme de £(R) et oi v est un automorphisme de Y dans IC(R).
Le morphisme w représente donc l'application (0, f) —— (f, f«(#)) qui admet pour inverse
(f,v) — (f-1(v), f). Le fait que w est un morphisme de A-bimodules vient de la commutativité
du diagramme inférieur et du fait que 1®I" et '®1 sont des morphismes de A-bimodules. O

Lemme 4.6.5. Les diagrammes suivants commutent :

e, = K®,I P K ——= K®,I
K Q®er Ar®K
er QK
K F®AF®AK@>F®AK®AFT®F>K®AF®AP

Démonstration : Soient R une k-algébre, f: X — Y, g:Y — Z des morphismes de L(R) et 6
un automorphisme de X dans IC(R). Le premier diagramme commute car, d’aprés la proposition
4.6.3, (idx).«0 = 0. Le deuxiéme commute car (g o f).0 = g. f.0. O

Théoréme 4.6.6. Soit G le foncteur p Alg — Grpd défini par :
— Un objet X de G(R) est un objet de L(R), c’est-a-dire un morphisme de k-algébre X :
A— R.
— Un morphisme X — Y de G(R) est un couple (f,0) ou f est un morphisme X — Y de
L(R) et § un morphisme Y — 'Y de K(R).
— Soient (f,0): X — Y et (g,v) : Y — Z deux morphismes de G(R). Leur composition
est le couple (h,\); avec h=go f et A\ =wv o0 (g.0).
Ce foncteur est représenté par Ualgébroide de Hopf (A,A), o A =T"R® 4K et le morphisme de
structure
AA A — A®AA
est égal a la composée suivante :
Ar®Ag FreoweK

IR, K IEQNETIRG (K @ K —

e, KW IR , K. (4.6.1)

Démonstration : Soit F le foncteur suivant :

] Alg — T
F'{kR — (C(R),B(R))

ot C(R) = L(R) et ®(R) est le foncteur qui & un objet X de L£(R) associe la catégorie avec un
objet X, et dont les morphismes sont les automorphismes de X dans IC(R). Si f: X — Y est
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un morphisme de £(R), on pose ®(f) = f, ce qui, d’aprés la proposition définit bien un
foncteur.

On remarque alors, d’aprés la définition [4.1.1] que le groupoide G n’est rien d’autre que le
produit semi-direct C x ®.

Le foncteur C : . Alg — Grpd est représenté par le k-algébroide de Hopf (A, T') et le foncteur
D o F du théoréme est représenté par le k-algébroide de Hopf (A, K). On applique alors
le théoréme m qui démontre que G est représenté par un algébroide de Hopf (A, A) avec
A=TQVK.

Pour expliciter le morphisme Ay, il nous suffit de comprendre la composition dans le grou-

poide G(R). Soient R, une k-algébre et (X, x) 2N (Y,y) o), (Z, z) deux morphismes compo-

sables de G(R) . Leur composée est le morphisme (g o f,v o (g.)), obtenu par les applications
successives suivantes :

(f,0,9,v) — (f,9,9«(0),v) — (g o f,v 0 g.(0)).

Ces applications sont représentées par les morphismes de k-algébres utilisés dans la composition
(14.6.1)). O

4.7 Adjonctions induites par les foncteurs ¢, 7 et s

Dans cette section, on considére, comme & la section un k-algébroide de Hopf (A,T")
qui représente un foncteur £ : pAlg — Grpd et K un I'-comodule & droite tel que K est
une A-algébre de Hopf dont les morphismes de structure sont des morphismes de I'-comodule &
droite. L’algébroide de Hopf représente un foncteur K : . Alg — Grpd et on note G le foncteur
défini au théoréme et représenté par 1’algébroide de Hopf (A, A). D’aprés la démonstration
de ce théoréme, les transformations naturelles ¢, 7 et s définies a la section induisent les
transformations naturelles entre les foncteurs £, K et G :

K——=G——=L.
Soient R une k-algebre, X,Y deux objets de IC(R) (qui a méme ensemble d’objets que L(R) et

G(R)) et (f,0) : X — Y un morphisme de G(R). Les foncteurs tg, 7r et sg induisent 'identité
sur les objets et sont définis par les relations suivantes sur les morphismes :

ﬂ—(f> 9) = f
(@) = (idy,¥8),
s(f) = (f,idy).
D’aprés le lemme de Yoneda, les transformations naturelles ¢, 7 et s induisent des morphismes
entre les algébroides de Hopf qui représentent les foncteurs £, K et G. Comme la k-algébre A
qui représente les objets est commune aux trois algébroides de Hopf, nous ferons l'abus de

notation qui consiste & nommer ¢, 7 et s les morphismes correspondants entre les k-algébres qui

représentent les morphismes :
S

. PN
K~<— FUR@AK <t TI.
Remarque 4.7.1. On a les égalités suivantes :
t=e®K : T K — K
m=I®ng : I —-T"Rx 4K
s=TI'wex : 'K —T

som = 1idp
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Dans la suite de cette section nous supposerons que I' et K sont plats en tant que A-modules. Il
en est donc de méme pour A ~ I'"? ® , K. D’aprées le théoréme les morphismes d’algébroides
de Hopf ¢, 7 et s induisent donc des adjonctions entre les catégories de comodules & gauche que
nous allons expliciter.

tsx : AComod < gComod : o*

7y : TComod S pComod : ¥,
sx : AComod = rComod : s*.
Proposition 4.7.2. Soient M, N et P respectivement des ', A et K-comodules a gauche. Alors :

— Le foncteur vy est le foncteur oubli de yComod wvers gComod. C’est-a-dire que 14N = N,
avec comme structure de K-comodule :

N2 . re,ko,N 2 ke N,

- V"P ~T'"R® 4 P, avec comme structure de A-comodule l’application :

Ar®@yp 'ewer

o, P re, e, Ko ,P

re, Ko, I'o,P,

— Le foncteur s, est le foncteur oubli de n\Comod vers rComod. C’est-a-dire que sy N = N,
avec comme structure de I'-comodule :

N F@AK®AN—)F®AN
- "M ~ K® M, avec comme structure de A-comodule :

A @y, Kou teoM
K @ K®AK®AF®AM w

K®, M K@, M, Ko, M
:lw—l QK QM
Ie, K@ ,4K®, M.

— La composée s,o0s* : pComod — pComod est naturellement isomorphe au produit tensoriel
de T'-comodules & gauche avec K, vu comme I'-comodule & gauche par 3. : K — T'® 4 K.

Démonstration : Le calcul des foncteurs ¢, et s, découle directement de la définition 2.1.1] Soit P
un K-comodule & gauche. D’aprés la définition [2.3.2] on a I’égalisateur de A-comodules suivant :

do
0HL*pHFQ@AK@AP?F@AK@AK@AP, (4.7.1)
1
ol di = A®yYp et dy est la composition suivante :

AN ®P P
re, Ko ,P 2% ko Mo, Ko, P2 Te Ko Ko ,P.

D’apreés la proposition [4.6.6] et le lemme [£.6.5] le diagramme suivant commute :

Aa e, Ke,0e,K
. <
re, K 22270, Mo, Ko, K ey

'®er 9 K®

e, Ko, K.
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Cela nous démontre dg = '@ Ax®P. On en déduit donc que le diagramme égalisateur (4.7.1))
est obtenu en tensorisant par I' le diagramme suivant qui, d’aprés le lemme [2.2.9] est scindé dans
la catégorie des A-modules & gauche :

. Ag®P
0—>P—FK®,P—=K®,K®,P.
K®yp

On a donc démontré que (*P = I'® 4, P et que le diagramme suivant commute :

do
O L*P P®AK®APTF®AK®AK®AP
1
|
re,P

En particulier, le morphisme I'®p est un morphisme de A-comodules :

Le diagramme commutatif suivant, ou les isomorphismes verticaux sont induits par w, permet
de déterminer la structure de A-comodule de *P :

id®€K®P
r'e,P T, K®,P
Ar®Ag®P
\\ Ar @yp Ar©K@P
P T K@ P — e PO, T8, K0, K@\ P
w/,*P
ART®
A®, T®, P vr A® 4A® 4 P.

 TdeaceP

Soit M un I'-comodule & gauche. L’égalisateur suivant de A-comodules définit s*M :

do

0 s M T@, K@M —=To,K@,l0,M,
1

ou di = ARyys et dy est égal & la composition suivante :

re,Ke,M>2%re ke, To,Ke,M 2 Te, Ko To,M

On considére alors le diagramme suivant qui, d’aprés le lemme commute :

do

0 S M T@, K@M —2T0,K0,0@,M
1

w®M¢z 2iw®F®M
dg

ou dfy = KQAr®M et dj = KQT'®ys. On constate alors que les morphismes dj, et dj sont
obtenu en tensorisant par K 1’égalisateur suivant, scindé dans la catégorie des A-modules :

" Ar@M
00— M —>Te,M—=T®,'e,M.
I
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Cela démontre bien que s*M ~ K® 4M. Sous cet isomorphisme, le morphisme

est un morphisme de A-comodules. Le diagramme commutatif suivant explicite la structure de
comodule de s*M :

K®ym w leM

Ko, M K@ e M = o Ko, M
///
/ Ax @Yy Ag QM
Ar@Axg @M
K@, Ko, e, M
%*M( QW IOM |~ VK QT @M F@AF(X)AK@AK@AM
K@, /oK@, M
~ I TTQWRK QM
/@K@M

F®AK®AK®AM F®AK®AK®AF®AM*>F®AK®AF®AK®AM.

zd ®5F ®M

Le diagramme commutatif suivant démontre que le morphisme de structure de I'-comodule
a gauche de s,s*M est donnée par la composée :

K
Ko M52 Ke Te M5 Te Ko M.

Ys*
Ax @Y wl® ‘1®K®M
Ko, M Ko, Ko, o, M2 “Yre Mo, Ko, M I'e, Ke,K®,M
W J/eK@)id

I, K®, M.

D’apreés la définition de ¢, (cf. la remarque , le diagramme suivant commute, ce qui dé-
montre que s,s* est naturellement isomorphe au produit tensoriel avec K, vu comme I'-comodule
a gauche.

i @1
Ko, M LS (T®,K)® (T, M)
M pr e
M
wleMm
K&, T®,M - e, KoM

Proposition 4.7.3. Soient M et N respectivement des T et A comodules & gauche. Alors :
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- M = M, avec comme structure de A-comodule :
M- rgMm "M re, KoM,
— Il existe un isomorphisme de A-modules :
7N =TOAN ~ AOkt.N.
— de plus, on a un morphisme naturel injectif de I'-comodules :
T*N — 7¥5%s, N ~ s, N,

et le diagramme suivant, ot les fleches verticales sont des isomorphismes de A-modules,
commute :
T*N ——— 8. N

Nl iN

A0kt N —— N.

Démonstration : On a vu & I'exemple que A est naturellement un A-A bicomodule. En
appliquant ¢, & sa structure de A-comodule & gauche, on obtient une structure de K-A bicomo-
dule. De plus, A est naturellement un A-K bicomodule car K est une A-algébre de Hopf. On
peut donc considérer les produits cotensoriels (A A)OAN et AQg (AOAN). D’aprés le lemme
on a un isomorphisme de A-modules :

AOg (AOAN) ~ Ak N.

D’autre part, le diagramme suivant définit un égalisateur dans la catégorie des A-A bicomodules,
scindé dans la catégorie des A-bimodules :

s=I'QReg w71®6K
0 r . A= oas Kean. (4.7.2)

Cela démontre que I' = AOg A et donc que 7*N = TOAN = (AOxA)OpN. Comme I'égalisateur
(4.7.2) est scindé dans la catégorie des A-modules & droite et que A est un A-module plat, on
peut appliquer le théoréme qui démontre I'isomorphisme :

7N =TO\N ~ A0kt N.

L’unité de 'adjonction induite par le morphisme d’algébroides de Hopf s : (A, A) — (A,T")
nous donne un morphisme de A-comodules :

Ny : N — s*s,N.

D’aprés la remarque som = idary. On en déduit que 7* o s* = id. Donc 7*(ny) nous
donne le morphisme naturel de I'-comodules :

N — 1*s*s, N ~ s, N.

D’aprés ce qui précéde, on a 'isomorphisme naturel de A-module 7* ~ AlJgt,—. On a donc le
diagramme suivant, ot les fléches verticales sont des isomorphismes de A-modules :

T*N s« N
AOg e N —— Ak 15" s N.

Or, d’aprés la proposition t+5%sx N est le K-comodule étendu K® 4N. Le lemme

montre alors que A0k t,8*s. N ~ N, ce qui achéve la démonstration. O
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4.8 La catégorie des K-comodules dans la catégorie des ['-comodules

Dans cette section, on utilise les hypothéses de la section Soit (A,T') un k-algébroide
de Hopf plat et K un I'-comodule & droite, plat en tant que A-module, et tel que K est une
A-algébre de Hopf, dont les morphismes de structure sont des morphismes de I'-comodules &
droite. Le théoréme a introduit 1’algébroide de Hopf (A, A) et on a ’adjonction suivante :

$4 : AComod S rComod : s*.

De plus, d’aprés la proposition le foncteur s, o s* est naturellement isomorphe au produit
tensoriel avec K, vu comme I'-comodule a gauche. Le théoréme de Beck, démontré dans [MLIS|
a la page 147 et rappelé ci-aprés, va nous permettre de démontrer que la catégorie de comodules
a gauche sur (A, A) s’identifie & la catégorie des K-comodules dans la catégorie des I'-comodules.

Théoréme 4.8.1 (Théoréme de Beck). Soit (G, F,n,e) une adjonction :
G- AS X F

Soit (U = GF,e¢,0) la comonade sur X associée a cette adjonction et (GUV, FY nY V) ladjonc-

tion associée (cf. la définition et la proposition[1.2.4)) :
GV xVsx: Y

Les assertions suivantes sont alors équivalentes :

i) Il existe un foncteur de comparaison K : A — XY qui est une équivalence de catégories
(cf. la définition .

ii) Pour toute paire de morphismes dy,d; : X — Y dans A telle que (Gdy, Gdy) admette
un égalisateur absolu dans X, il existe un égalisateur pour (dy,dy) dans A. De plus, G
préserve et réfléchit les égalisateurs pour cette paire de morphismes (cf. les déﬁnitionsm
et :

iii) Pour toute paire de morphismes do,dy : X — Y dans A telle que (Gdy, Gd1) admette un
égalisateur scindé dans X, il existe un égalisateur pour (dy,dy) dans A. De plus, G préserve
et réfléchit les égalisateurs pour cette paire de morphismes.

De plus, si ces conditions sont vérifiées alors le foncteur de comparaison K est unique.
Le foncteur s, vérifie les hypothéses du théoréme de Beck, on a donc le théoréme suivant :

Théoréme 4.8.2. Le foncteur s, : \Comod — rComod induit une équivalence de catégories
entre la catégorie des A-comodules a gauche et la catégorie des K-comodules dans la catégorie
des T'-comodules & gauche.

Démonstration : D’aprés les résultats de la section [1.7] on a un morphisme de k-algébroides de
Hopf :
s:(A,A) — (AT).

D’apreés le théoréme [2.3.5] ce morphisme induit une adjonction entre les catégories de comodules
a gauche :
$4 : AComod S rComod : s*.

Or, d’aprés la proposition le diagramme suivant, ot les foncteurs oublis sont noté O com-

mute :
Sx

AComod rComod

OA OF

aMod
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Par hypothese, I' et K sont des A-modules plat. Il en est donc de méme pour A et les catégories
AComod et rComod sont des sous-catégories abéliennes de 4 Mod. Comme les foncteurs oublis
préservent et réfléchissent les égalisateurs, il en est de méme pour s,.

D’aprés la proposition la composition s,s* est naturellement isomorphe au foncteur
K ® 4— : produit tensoriel de I'-comodule & gauche avec K. De plus, la catégorie des comodules
sur la comonade associée est la catégorie K des K-comodules dans la catégorie des I'-comodules.
D’aprés le théoréme de Beck, il existe un foncteur de comparaison K : yComod — K qui est
une équivalence de catégorie, ce qui démontre le théoréme. O

La catégorie des A-comodules admet un produit cotensoriel interne, défini & la proposition
suivante. Nous ferons ’abus de notation qui consiste a le noter Cg.

Proposition et définition 4.8.3. Soient M, N deux A-comodules a gauche. Si on munit M @ 4N

et K @ 4M ® 4N de la structure de I'-comodules du produit tensoriel, alors les morphismes M ®@ZJ]I§

et wﬁ@@]\f de M@ 4N vers K& 4,M&® 4N sont des morphismes de I'-comodules a gauche. De
plus, I’égalisateur dans la catégorie des I'-comodules des fleches suivantes, noté MU N est muni
d’une structure de A-comodule & gauche :

PE QN
— > MOxkN —>M,N —=K®,M® 4N,
0 K A Mevk A A

ot la structure de K-comodule de MU N est donnée par le diagramme commutatif suivant :

MUOgN

l wﬁe@NuM@wﬁ
K®,(MOgN) —= K®,,M® 4N.

M®,N

On a donc le foncteur suivant :

—Og— : AComod x pComod — pComod.

Démonstration : On doit montrer que les morphismes

YE RN

M® N K®,M® 4N,

Moyl

admettent une restriction au sous I'-comodule MUOx N de M® 4N, c’est-a-dire que la fleche en
pointillé dans le diagramme suivant existe. Par hypothése, K est plat en tant que A-module. Les
lignes sont donc exactes.

M eyl
0 MOgN M@, N K® M@ N
| YE N
|
: PR ON| | Meypk
|
y K@M eyk
0 K®,(MOgN) K@, M®, N Ko, K&, M®,4N.

Koyl N
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Considérons le diagramme suivant :

MUOgN

M eyl
Me N Ko, M, N
A GEaN A A
YE QN
Moyl
K@ M®, 4N
YEQN || Moyl KeyE N
A QM@N

Ko, M, N Ko,KR Mx,N

A A KoM vl ANy A

Comme les morphismes %\If[ et wﬁ sont coassociatifs, les deux triangles commutent. De plus, par
définition, Mg N égalise chacune des fourches. Cela montre I’existence de la restriction et donc
que MUk N est un sous K-comodule de M ® 4N dans la catégorie des I'-comodules, ot M ® 4 N
est muni de sa structure de K-comodule donné par wj\[f[ QN. O

Remarque 4.8.4.
— Si M® 4N est muni de la structure de produit tensoriel de A-comodules, le morphisme
naturel MOxgN — M® 4N n’est pas un morphisme de A-comodules.
— A priori, en toute généralité, le produit cotensoriel interne n’est pas associatif.
— Si K est cocommutative, le produit cotensoriel interne admet K pour unité.

4.9 Extension des foncteurs de localisation

Soient (A,T") un k-algébroide de Hopf plat, K un I'-comodule & droite muni d’une structure de
A-algébre de Hopf plate dont les morphismes de structure sont des morphismes de I'-comodules
a droite (cf. la section [4.6).

Le théoréme [£.8.2] démontre que la catégorie des K-comodule a gauche dans la catégorie des
I'-comodules & gauche est équivalente a la catégorie des comodules a gauche sur ’algébroide de
Hopf (A4,A), avec A =T'® 4 K. Soit f : A — B un morphisme de k-algébres Landweber exact
pour (A,T"). D’aprés la proposition f est aussi Landweber exact pour (A, A). Nous noterons
fT et fA les morphismes d’algébroides de Hopf, induits par f :

fF : (A7F) B (BvFB)a
(A A) — (B, Ap).

Soit f K = Kp = K® 4B. D’apres le corollaire Kp est une algébre de Hopf sur B dont
les morphismes de structure sont des morphismes de I'g-comodules. De plus, ’algébroide de
Hopf (B,Ap) du théoréme associée & Kp est l'algébroide de Hopf induite par (A4, A) et
f:A— B:

AB ~ FB®BKB ~ B®AA®AB.

Comme Kp est un B-module plat, et que I'algébroide de Hopf (B,I'p) est plat, I’algébroide de
Hopf (B, Ap) est plat.
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Lemme 4.9.1. Le diagramme de k-algébroides de Hopf suivant commute :

(4,0) —L (B, Ap)

SAi lw

(A,T) 7> (B,I'p).

D’aprés le théoréme [2.4.5] on a deux transformations naturelles :
(sa) o (f)" — (f1)" o (sB)-,
flosy — shof).
La proposition suivante montre que ce sont des isomorphismes naturels.

Proposition 4.9.2. On a les isomorphismes de foncteurs suivants :
A\ * *
(sa)« 0 (SN = (1) o (sB)

spof = flosh.

Démonstration : Puisque f est Landweber exact, les foncteurs fI et f2 sont exacts a gauche.
Les foncteurs en présence sont donc tous exacts a gauche. D’aprés la proposition 2.2.12] il nous
suffit alors de démontrer qu’ils coincident sur la sous-catégorie pleine des comodules étendus
pour démontrer ces isomorphismes. Soit M = Ap®zX, un Ag-comodule étendu. On a alors :

(sa)s o (fN) (ApopX) =~ (sa)s(A©,X)
~ TR, K®,X.

et :

(f)* (TpopKp@pX)
', Kp@pX
~ F@AK(X)AX.

(/1) o (sB)(Ap@pX)

12

1

Pour le deuxiéme isomorphisme, on rappelle que pour un I'-comodule N, s} N ~ K® ,N. Si
N ~T®,Y est un I'-comodule étendu, on a donc :

spofiT®,Y) ~ sp(Bo,I©,Y)

et :

flosy(T®,Y) ~ fME®,T®,Y)
KB®AF®AY

12

O

Soient LY et L2 les foncteurs de localisation induits par f sur les catégories de comodules
sur (A,T) et (A, A) (cf. la définition [2.7.4]).
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Théoréme 4.9.3. Le foncteur de localisation induit par f commute auz foncteurs (sa)« et s%,
c’est a dire que :
LY o (sa)x = (sa)s o L},

SZOL?:LJ’}OSZ.

Démonstration : C’est une conséquence immédiate de la proposition précédente. On a les iso-
morphismes :

Ll; o(sa)x =

1

et :

sholy = sho(ff) o(fN)
(fY)*ospofl
(F)" o (fM)o0 sk

L? o 8%,

12
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Chapitre 5

Homologie de BV

5.1 Reésultats généraux sur ’homologie de BZ/p

Dans cette section, on considére un spectre en anneau commutatif £ et un nombre premier
p tels que :

— F est muni d’une orientation complexe.

— Le morphisme naturel fr: MU, — FE, est Landweber exact.
Comme le morphisme fg : MU, — E, est Landweber exact, F, n’a pas de p-torsion. De plus,
on a l'isomorphisme suivant :

E.E ~ E,@pyy, MUMU®y, Ex.

D’aprés la proposition et le théoréme I’algébroide de Hopf (E,, E.E) est plat donc
la catégorie des F.FE-comodules a gauche est abélienne. Dans ce chapitre, tous les comodules
seront des comodules & gauche.

Soit F'g la loi de groupe formelle sur F, associée & I'orientation. On note, par abus de notation
(cf. [1.8.17) a; € Eq; le coefficient de 21 de la p-série :

Pl p, (z) = Z aiz' L,
i>0
On note (p)p,, la p-série réduite :

Bp, (@) =3 e = PEe.

X
>0

Nous allons étudier la E,-homologie de I'espace classifiant BV ou V' est un p-groupe abélien
élémentaire de rang n. On a la suite exacte courte de groupes commutatifs :

0 7—2>7 Z/p 0.

Cette suite exacte courte se réalise par une suite de fibrations :
-+ —K(Z,n) —=K(Z,n) —=K (Z/p,n) —K(Z,n+1) —---

En particulier BZ/p, qui est un K (Z/p, 1), est 'espace total d’un fibré en cercle &, sur CP*°, qui
est un K (Z,2). On notera T}, I'espace de Thom associé a ce fibré (cf. [Rud98|). Ainsi, on a une

suite cofibre :
BZ/p £ CP® — T,,. (5.1.1)

On a donc la suite exacte longue de E,FE-comodules suivante :
-+ ——> FE,BZ/p — E,CP*® >~ E. T, —%~FE, 1BZ/p——>--- (5.1.2)

Comme FE est muni d’une orientation complexe, on a la proposition suivante :

123
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Proposition 5.1.1 (cf. [JWS&H]).
- E,CP* est un E,-module libre sur des générateurs [3; homogénes de degré 2i, pour i > 1;
on notera 3(x) la série génératrice homogéne de degré O :

B(z) = Zﬁzajz

i>1

— BT, est un Ey-module libre sur des générateurs v; homogénes de degré 2i, pour i > 1; on
notera y(x) la série génératrice homogéne de degré 0 :

v(x) = Z it

i>1
— On a les relations équivalentes suivantes :

o(B(x)) = (p) gy, (2)(2),

o(Bi) = aijj-
j=1

Corollaire 5.1.2. On a la suite exacte courte de E,E-comodules suivante :

0 — E.CP>® 2> E.T, —~%EBZ/p —0.

Démonstration : Par hypothése, E, n’a pas de p-torsion. Comme ag = p, le morphisme o est
injectif et donc la suite exacte longue (5.1.2]) se scinde en suites exactes courtes. O

Cette suite exacte est une présentation libre de E,BZ/p en tant que E,-module. On a donc
le corollaire immédiat :

Corollaire 5.1.3. E.BZ/p est engendré comme E.-module par des éléments [i] = 7(y;) homo-
génes de degré 2i — 1, pour i > 1 (par convention, [i] =0 pour i <0) , avec comme relations :

> aik[i] =0.
k=1

On notera ((x) la série génératrice homogéne de degré 1 suivante :

i>1
On peut aussi voir F,BZ/p comme le noyau d’un morphisme de E,E-comodules :

Proposition 5.1.4. On a la suite exacte courte de EyE-comodules suivante :

0 —> ZE*BZ/p L> E*(Cpoo/poo'T/L> E*Tp/poo —0,

et on a l'identité de séries formelles :
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Démonstration : D’aprés le corollaire [5.1.2] on a la suite exacte courte suivante :

0 — E.CP>® 2~ E,T, —~%E,BZ/p —0,
ol o est déterminé par la relation :
o (B) = (P)py V-

Ainsi, si on inverse p, o devient un isomorphisme. On peut donc appliquer le lemme du serpent
au diagramme suivant, et la proposition suit car F, n’a pas de p-torsion.

Q) oo ~YE.BZ/p- .
y v
0 E.CP*>® 7 E.T, "~ YE.BZ/p 0 .
lool o—[;}ll """" l
0 EB.CP> 1] 2> BT, [1] 0
v v
IS E*CPOO/pOO o'/p """ > E*Tp/poo """"""""" > ()

O

Nous allons définir ’homomorphisme de Smith algébrique. Tout d’abord, on définit les mor-
phismes de E,-modules suivant :

g | EXCPX — B, 5CP>
e Blx) +—  afz)

or

P

{E*Tp — E..oT,
z) —  ay(z)

On vérifie alors facilement que le diagramme de E,-modules suivant commute :

E,CP*® —— E.T,

8@1)00 l \L an

On a donc :

Proposition et définition 5.1.5 (Homomorphisme de Smith algébrique, [CE64]). Il existe un
unique morphisme de E,-modules

8]\[ : E*BZ/]) — E*_QBZ/]),
tel que On [i] = [i — 1] pour tout i > 1.

Remarque 5.1.6. L’homomorphisme de Smith algébrique n’est pas un morphisme de E,FE-
comodules.
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5.2 Structure de comodule de ’homologie de BZ/p

Dans cette section, nous allons expliciter le morphisme de structure de comodule de la MU-
homologie de BZ/p :

Yz/p : MUBZ/p — MUMU®yy, MUBZ/p.

Si E est un spectre vérifiant les propriétés énoncées a la section la structure de E, E-comodule
de E.BZ/p s’obtient grace au foncteur fg, induit par fr : MU — FE sur les catégories de
comodules :

fE* : MU*MUComod i E*EComod.

Tout d’abord, rappelons le résultat suivant concernant la MU-homologie de CP*°. On utilise
ici la notation > introduite a définition [1.5.10)

Proposition 5.2.1. Le morphisme de structure de comodule de la MU-homologie de CP° est
déterminé par Uidentité de séries formelles suivante :

s { MU.CP® — MU.MU®y,, MU,CP>
Cpee Bz)  — B> by(x).

Proposition 5.2.2. Le morphisme de structure de comodule de la MU-homologie de T, est
déterminé par l'identité de séries formelles suivante :

" { MU.T, —  MU.MU®y, MU.T,
T F(x) > byolplp, (@) 7> bu(z),

ot 7 est la série formelle réduite de ~y (cf. la notation .

Démonstration : D’aprés le corollaire [5.1.2] le morphisme de comodule
o : MU,CP*® — MU,T,

devient un isomorphisme si on tensorise avec Q. Comme MU, n’a pas de p-torsion, le diagramme
suivant, ol toutes les fléches obliques sont injectives, commute :

MU,CP> o MU, T,
/ Q®c
Q&MU,CP™ - QeEMUT,  |vr
Yepoo Y1, | MU,MU®MU,T),
QeMU,MUEMU.CP>* 227 @MU, MUSMU,T,

On a donc :
vr,(¥)(x) = (id ® ) 0 Yep 0 0~ (Y(x)).

D’aprés la proposition 5.1.1] on a :

On en déduit donc :
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et, comme la série (p)p_(z) est inversible dans Q@MU :

Ly = — B
) = G P
En utilisant les propositions [5.2.1] et [[.5.16] on a :
1 — 1
vor~ (rg?@) = ver (@)
1
= WWCP“ (8)(x)
1
" @

On applique alors le morphisme id®o :

(id@o)(B>by)(z) = o(B) > by(x) (cf. la proposition [1.5.12])
= ((Pp, -7) > bu(2)
(nr (P)g,) © bu() - v > bu(z). (cf. la remarque )

On utilise maintenant le fait que by est le morphisme universel npF, — nrFy. On a donc :

by o [p]Fu = nR([p]Fu) o by.

On en déduit alors :

(i phe,) obulr) = TR o )

1R [Plg, © bu()

by(z)
_ byo oy, (@)
by (z)
Finalement :
5y = 1 - (d®o T
v, (V) () = Py, @ (id®o)(8 > by)(x)
. buo [p]Fu $) . . T

S @ b TP

O

Corollaire 5.2.3. Le morphisme de structure de comodule de la MU-homologie de BZ/p est
déterminé par lidentité de séries formelles suivante :

[ MU.BZ/p — MU.MU®,,, MU.BZ/p
UBZp i\ ¢@) o Byolply, (@) ¢ > bu(x).

Démonstration : Cela vient du fait que m (%) = (. O
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5.3 Action de (Z/p)” sur ’homologie de BZ/p

Par naturalité des espaces d’Eilenberg-Maclane et du classifiant d’un groupe abélien, le groupe
7 agit sur la E-homologie de ces espaces dans la catégorie des F,FE-comodules. Soit k € Z et G
un groupe commutatif. Nous noterons 6 I’action induite par la multiplication par k sur BG et
sur K (G, n). On a le diagramme commutatif & homotopie prés suivant :

BZ/p —— Cp>

J ok

BZ/p —, > CP®>™.
On peut prolonger ce diagramme & la suite cofibre :

cp>* ——=T,—>%BZ/p

T

cp> —= T, —— YBZ/p.

Si on note toujours 0y le morphisme de F,FE-comodules induit par 0, on a le diagramme com-
mutatif suivant ou les lignes sont exactes :

0 — E,CP>® 2= E.T, YE.BZ/p—0
ekl 9,€J/ lzek
0 — E,.CP* —— E.T, YE.BZ/p —0.

Proposition 5.3.1. Soit k € Z. On a les relations suivantes :
- ekﬁ = ﬂo [k]FEy
= 0y = (k)p, o Plp, 7o [Klp,
- 0= <k>FE o [P]FE Qo [k]FE'

Démonstration : k agit sur E*CP* par le morphisme d’algébre ¢ qui envoie z sur [k]5_ (7).
En utilisant la dualité, on obtient :

0B(t) = > (0kB(t), 25

i>1

= ) (B().05(2")5i

i>1

= > (B, [K]p, (2)")6;

i>1
= > (kg '8
i>1

= po [k]FE (t).

Pour démontrer les deux relations suivantes, on utilise la méme méthode que pour la démons-
tration de la proposition Le morphisme o devient un isomorphisme si on inverse p. On
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obtient donc :

On peut remarquer directement que les relations suivantes attendues sont bien vérifiées :
0 =0siplk,
- ek;-‘rpC = ekC
En effet, pour la premiére égalité si k = pk’, alors :
<k>FE ° [p]FE = <p>FE 0 [k]FE ) <k,>FE © [p]FE .

d’ou :

0C = (K)p, o [plp, - Co kg,

= (P, ° kg, - <k>FEO[p ° K]
= (¥, o e, - (@) C) ; WFE
= 0.

Pour la seconde égalité, on a :
OkspB(x) — OkB(x) = Bolk+plp, ()= [k, (@)
= > (I + 2l @) = kg, (@))) B,

i>1

Il existe donc des séries formelles \;(x) € E.[x] pour i > 1 telles que :

Ok1pB(x) — 01.5() Z Ai(

i>1

En appliquant o, on en déduit donc que 04,y — 0y est dans 'image de o.

5.4 Homologie de (BZ/p)""

Dans cette section nous allons énoncer les résultats généraux connus sur la E-homologie de
BV, oit V est le p-groupe abélien élémentaire de rang n, pour n > 1. :

= (Z/p)*".



130 Chapitre 5. Homologie de BV

On a alors ’équivalence d’homotopie suivante :
BV ~ (BZ/p)*".

La proposition suivante permet de ramener I'étude de I’homologie de BV & celle de I’espace
(BZ/p)™" :

Proposition 5.4.1. Soient X et Y deuzx espaces topologiques. Alors les espaces suivants sont
homotopiquement équivalents :

(X xY)~ISXVIYVE(XAY).

Corollaire 5.4.2. Soit V = (Z/p)*". Alors on a la décomposition en somme directe suivante
dans la catégorie des FEy,FE-comodules :

BBV =~ é (Z) E. (BZ/p/\k:) '
k=1

Rappelons la suite spectrale de Kiinneth. Rezk démontre 'existence de cette suite spectrale
dans [Rez98|, dans le cas ot E est un spectre en anneau commutatif muni d’une orientation
complexe Landweber exact.

Théoréme 5.4.3 (Suite spectrale de Kiinneth, [Ada69]). Soient X,Y deux CW-complezes et
E un spectre en anneau commutatif vérifiant la condition d’Adams. Il existe une suite spectrale
(E5 4 dsy), pour v > 2 telle que :

EZ, =Tor}; (B, X,BE.Y) = Eqy (X NY).

Ce théoréme nous permet de calculer I'homologie de (BZ/ p)A" par récurrence sur n. D’aprés
le corollaire E.BZ/p admet une résolution libre par des E,E-comodules de longueur 1. La
suite spectrale de Kiinneth dégénére donc en suites exactes courtes.

Corollaire 5.4.4 (5.6 et 5.7 de [JWS85]). Soit X un CW-complexe. On a la suite exacte courte
de E,E-comodules suivante, naturelle en X, ou le premier morphisme est le produit extérieur :

0—— E.BZ/p®y B X —= E,(BZ/pANX) ——=% Torf;* (ExBZ/p, E.X) —=0.
Par conséquent, 'tmage du morphisme :
E.(pNid): E.(BZ/pANX) — E,(CP>* A X)

est ¥ Tor{™ (ExBZ/p, E.X).

Démonstration : D’aprés , nous avons la suite cofibre suivante :
BZ/p 2 CP>® — T,,.
On en déduit la suite cofibre suivante :
BZ/pAX L5 CP® A X — T, A X,
et la suite exacte longue de E, E-comodules :

o — > E,(BZ/pAX) —> E, (CP® AX) ——> B, (Ty A X) — - --
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Puisque E,CP*° et E,T), sont des F,-modules libres, on a les isomorphismes :
E,(CP*ANX) ~ E.CP*®p E.X,
E,(T,NX)~ET,®p E.X.
La suite exacte longue s’identifie alors & :

id
=B, (BZ/pAX) —— E.CP*2, B X7 B T,0, B X — ...

On en déduit alors le résultat. O

Nous avons vu au corollaire que E,.BZ/p est engendré comme E,-module par les éléments
[i] homogenes de degré 2i — 1, pour ¢ > 1.

Définition 5.4.5. Soitn > 1. On note J™ l’ensemble des n-uplets d’entiers strictements positifs.
Soit I = (i1,...,in) € J™. On définit I’élément :

[N =[]®- ®in] € (B.BZ/p)*"
et on appellera poids de I ’entier :
| =i1+ - +in.
Lemme 5.4.6. La famille ([I])jcsn engendre (E,BZ/p)®" comme E,-module.

Le produit extérieur nous donne le morphisme de F,FE-comodules suivant :
x: (EsBZ/p)®" — E. (BZ/p""). (5.4.1)
On notera wy, = [1...,1] € (E,BZ/p)®™ et /, 'élément x(w,) € E, (BZ/p"").

Définition 5.4.7. Soit 1 < i < n. En agissant sur le i-éme facteur du produit tensoriel, le
morphisme de Smith algébrique définit un morphisme :

i : (B.BZ/p)®" — ¥2 (E.BZ/p)®" .

Nous allons maintenant étudier plus particuliérement le cas £ = BP. On peut trouver les
résultats suivants dans les articles [JW85| de Johnson et Wilson et [JWY94] de Johnson, Wilson
et Yan. Afin d’alléger la notation, les produits tensoriels sur BP, seront omis et nous adopterons
les notations suivantes :

M = BP.CP*,T = BP,T,,

N = BP.BZ/p,
Z(n) = BP, (BZ/p"") pour n > 1.
On a alors les suites exactes courtes (cf. les corollaires et 5.4.4) :

o m

0 M T YN 0,

0—> NZ(n) —= Z(n+1) — ¥ Tor? (N, Z(n)) —=0.

Conner et Floyd ont énoncé la conjecture suivante dans [CEF64]. Elle a été démontrée par
Ravenel et Wilson dans [RWS80] puis, de fagon plus concise par Mitchell dans [Mit84]. Cette
conjecture joue un role crucial dans toute la suite.
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Théoréme 5.4.8 (Conjecture de Conner-Floyd [CEF64], Ravenel-Wilson [RW80], Mitchell [Mit84]).
Soit n > 1 un entier. Alors :

Ann(w)) = {A € BP. | M, =0} =7J,.

n
Cette conjecture a pour conséquences les deux résultats essentiels suivants :

Théoréme 5.4.9 (3.2, [JWS5|). Le produit tensoriel itéré N admet une présentation de Land-
weber (cf. le théoréeme libre sur BP./J,, sur des classes représentées par les éléments [I]
pour I € J". C’est-a-dire que tout élément z € N™ s’écrit de maniére unique :

2= Y A,
Iegn

o A1 € BP, est un polyndome en les indéterminés v; pour i > n et dont les coefficients sont des
entiers compris entre 0 et p — 1.

Corollaire 5.4.10 (3.3, [JW85]). Soit n > 1. Le morphisme x (cf. (5.4.1))) est injectif :
X:N" — Z(n).

Le théoréme [5.4.9] permet de démontrer le résultat suivant qui sera utile pour la suite. Il va
aussi nous permettre de calculer Lj N", localisé¢ des comodules N" par rapport aux théories de
torsions héréditaires 7y, introduites a la section [3.2]

Proposition 5.4.11. Soient n > 1 et ; € N™ pour 1 < i < n. Supposons que pour tout
1<j<n,

Oixj = 6]:62
Alors il existe v € N™ tel que O;jx = x; pour tout 1 < i < m. De plus, si ¥’ vérifie aussi cette
propriété, alors il existe A € BP, tel que :

/
T —T = Awpy.

Théoréme 5.4.12. Soient k,i,n > 0 trois entiers. On a les isomorphismes de BP.BP-comodules
suvants :

‘ N™ st 1=0 et kE<n-1,
TpN™ ~ ¢ N"/(v3°,...,v°) st i=k+1-n et k> mn,
0 $inon.
i AT~ N"™/(v2, ..., v°) si i=k—n e k>n,
R 0 sinon.

Démonstration : Le calcul de LZN ™ découle directement de celui de T,iN ™ et du corollaire|3.2.20
Pour le calcul de T;N", nous allons faire une récurrence sur k& > 0 et utiliser le corollaire [3.4.11
Pour £ = 0, comme N" est de p-torsion pour n > 1, on peut appliquer le corollaire [3.2.21] et
donc TSN" = 0 pour i> 1 et TyN™ = N™. D’autre part, pour n = 0, en utilisant le corollaire
on trouve bien TOIBP* = BP,/p™ et TgBP* =0 pour i # 1.

Supposons le résultat vrai pour k. D’aprés le corollaire [3.4.11] on a la suite exacte longue de
BP.BP-comodules :

e ST

PN ——=TiN" — v, L TIN" —= TN —— - -

k+1

Sik<n-—1,on adonc T,iHN" =0 pour ¢ > 2 et on a la suite exacte courte :

0 —>Tjps1N" —> N" — v, |, N" —= T} | N" —0.
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D’apreés le théoréme le morphisme N" — v,;ilN" est injectif si kK = n — 1 et nul si
k <n—1. On en déduit alors que T+ N" = N" et TleN” =0sik<n—1etqueT,N*=0
et TIN, = N"/ve°.

Si k > n, on a donc T,iHN” =0pouri#k+1—n,k+2—n et on a la suite exacte courte :

_ -1 _
0——= TN ——= N/ (032, .. %) —— v} | N/ (2, . 0f®) —= T "N —— 0.
Toujours d’apreés le théoréme le morphisme
~1
Nn/(,ugoj'“’,ugo) Uk+1Nn/(’U$LO7'--7’UI$O)

est injectif. Cela termine la récurrence et achéve la démonstration. O

Dans la suite exacte courte de Kiinneth, apparaissent des foncteurs TorlBP* N, —). Nous allons
donc étudier les comodules du type Torf™* (N, N™). En utilisant le corollaire on obtient la
suite exacte courte de comodules :

0 — X TortP* (N, N*) — M N" TN™ YN — . (5.4.2)

Définition 5.4.13. Soit n > 1 un entier. On notera M., = BP,CP""!; ¢’est le sous-comodule
de M engendré par les éléments (3; pour 1 < i < n. On notera M>y, le comodule quotient M /M,,.
On a alors la suite exacte courte de BP.BP-comodules suivante :

0 Mo, M Mz, 0.

Cette suite exacte est scindée dans la catégorie des BP.-modules et M, est isomorphe au sous-
module de M engendré par les éléments B; pour i > n.

Nous allons avoir besoin du lemme technique suivant :

Lemme 5.4.14 (4.8, [JW85]). Soient n > 1 et w € T tel que (TON")(wQuwy) = 0. Alors il
existe y € M>pn tel que :
(c@QN™)(yQuwn) = WRwp.

Théoréme 5.4.15. Soit n > 1. La restriction de c@QN" au sous-module M>,» N"™ dans la suite
exacte courte (5.4.2)) induit la suite exacte courte de BP.-modules :

0—— M>pn N™ ﬂ TN™ L@VJENWA — 0.

Démonstration : L’injectivité du morphisme o @ N™ restreint a M>,» N™ découle directement de
la conjecture de Connor-Floyd En effet, si x € M>pn N™ est un élément non nul dans le
noyau, alors en utilisant le morphisme de Smith, on peut supposer que * = y @uwy,, avec y € Mxpn.
D’aprés le théoréeme de Connor-Floyd on peut supposer que y s’écrit y = Zin” Aifi, ol
les \; € BP, sont des polynoémes en v; pour j > n a coefficients compris entre 0 et p — 1. On
remarque que o(f3;)®@w, = 0 pour i < p". Quitte a appliquer ’homomorphisme dcps, on peut
supposer que = A\3,n @wy,. Alors :

(c@N™)(z) = Za,,n_jA ¥ @wn.
j>1

Or, d’aprés la proposition [1.8.18] si ¢ < p" — 1, a; € Ty, et apn_1 = vy, [Tp]. D’aprés le théoreme
de Connor-Floyd [5.4.8 on en déduit que :

(c@N"™)(x) = v A 1 Quwy, # 0.
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Cela démontre 'injectivité.
Il reste a& démontrer 'exactitude au milieu de la suite exacte. Soit x € TN™ tel que

(r@N"™)(z) = 0.

L’élément x s’écrit de maniére unique sous la forme du théoréme [5.4.9|:

T = Z Z A1y ® 1]

i>1 IeJm™

Nous allons montrer par récurrence sur le poids maximal m(z) :

m(z)= suwp |1
(4,1)|Xs, 170

qu'il existe y € M>,n N™ tel que (c@N")(y) = z. Le cas m(x) = n est exactement le lemme
5.4.14] Supposons le résultat vrai pour tout 2’ tel que m(z’) < m(z). En particulier, pour tout
1 <j <mn,il existe y; € M>,nN" tel que :

(c@N")(y;) = (T®0;)(x).
Comme c®@N" restreint & M>,» N™ est injectif, pour tous 1 < k,j <mn, on a:
(szn ®8k)y] = (szn@)@j)yk.

D’aprés la proposition [5.4.11} il existe donc y € M>pnN™ tel que, pour tout 1 < j < n,
(M>pn®0;y) = y;. On a donc :

(T®0))(x — (c@N")(y)) = (T®J))(z)— (c@N")(y;)
= (T'®09;)(z) — (T®o;)(x)
= 0.

D’aprés la proposition [5.4.11} il existe donc w € T tel que :
T =(0®N")(y) + wQwn.
Le lemme permet alors de conclure. O

Soit Ly, le BP,-module libre sur les générateurs g; en degré 2i pour 1 <i < p"” —1 (A ne pas
confondre avec le foncteur de localisation L,). On a le résultat suivant :

Théoréme 5.4.16 (4.1, [JWS5]). Il existe un unique isomorphisme de BP.-modules
¢n i LyN™ — ¥ Tor2P* (N, N") ¢ MN"
tel que, pour tout 1 <k <p" —1ettoutl € J" :
Dn(yr® [I]) — Bp® [I] € Mopn N™.
De plus, pour tout 1 < i < n le diagramme suivant commute :
L,N"™ o, MN™
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Démonstration : D’aprés le théoréme [5.4.15] la suite exacte (5.4.2)) se scinde en deux suites

exactes courtes de BP,.-modules :

(VS ey N e p—)

0 — ¥ Torf+ (v, N™) MN" —2% Mspn N" — ),

Par construction, le morphisme v, restreint & M>,» N™ est l'identité, la deuxiéme suite exacte
est donc une suite exacte courte scindée dans la catégorie des BP,-modules. Le résultat découle
du fait que MN" = Mo,n N™ @ M>,» N™. Explicitement, pour 1 < k < p" —1et I € J",
I’isomorphisme ¢,, vérifie :

On(yr® [1]) = Br® [I] — vp(Br® [1]).

Finalement, le diagramme commute car v, commute avec les homomorphismes de Smith. [

Remarque 5.4.17. Il n’y a pas, a priori, de structure de comodule sur L, tel que 'isomorphisme
du théoréme [5.4.16[soit un isomorphisme de BP,BP-comodules.

Lemme 5.4.18. Soient m,n deux entiers strictement positifs. Les morphismes naturels de
BP.BP-comodules suivants sont injectifs :

¥ Torf?* (N, N") @ N™ — MN"+™
5 TorBP (N, N")@ N™ — % TorBP-(v, N7 ™),

Démonstration : Le diagramme commutatif suivant démontre que l'injectivité du deuxiéme
morphisme découle directement du premier.

3 Tor®F« (N, N") @ N™

T

> TOI“lBP* (N, Nn+m) _— MNn+m —_ TNn+m —_ ENn-i-m—i—l — (.

0

Pour démontrer l'injectivité du premier morphisme, on utilise l'isomorphisme ¢,, du théoréme

5.4.16l On a alors :
Y TorP* (N, N*) @ N™

¢7L®NmT§ \

L,N"t™m MN™t™,

Le résultat découle alors directement du théoréme [5.4.9| et du fait que pour 1 < k < p"” — 1 et
= jn+m7

(pnON™)(yx® [I]) — Br® [I] € Mzpn N™T™.

Le théoréme suivant est une généralisation du théoréme 5.1 de [JWS5)] :

Théoréme 5.4.19. Le BP.BP-comodule Z(n) admet une filtration de BP,BP-comodules :
0=F_1Z(n) C FyZ(n) C--- C Fon-1_1Z(n) = Z(n),
telle que pour i = Zz;g 2%, avec Iy € {0,1} :
FiZ(n))F;_1Z(n) =T"20...0 TO(N),

ou T est le foncteur :
T = %! Tor?P* (N, —).
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Démonstration : Le résultat découlera de cette suite exacte pour n + 1, si le résultat est connu
pour n et si on démontre que la suite spectrale de la proposition dégénére au rang 1.
Nous allons démontrer par récurrence sur n > 0 que :
— le BP.BP-comodule Z(n) admet une filtration de BP,.BP-comodules :

0=F_1Z(n) C FyZ(n) C--- C Fon-1_1Z(n) = Z(n),
telle que pour i = Z;g 1;:2F, avec I}, € {0,1} :
FiZ(n)/Fi_1Z(n) =T"20...0T(N),
— la suite spectrale de la proposition [3.3.15] dégénére au rang 1 :
B!, ~Torl[; (N,F,Z(n)/Fs-1Z(n)) = Toroi; (N, Z(n)) (5.4.3)

Pour n = 1, le résultat est trivial. Soit n > 2. Supposons le résultat vrai pour n — 1 et montrons
le pour n. D’aprés le corollaire nous avons une suite exacte courte de BP,BP-comodules :

0—=N®Z(n—1) Z(n) > Tor®” (N, Z(n — 1)) —0.
L’hypothése de récurrence implique alors que Z(n) admet une filtration de BP,.BP-comodules :
0=F_1Z(n) C FyZ(n) C--- C Fon-1_1Z(n) = Z(n),

telle que pour i = Zz;g 1,:2% avec I}, € {0,1} :
FiZ(n)/Fi_1Z(n) =T"20...0T(N).

Pour démontrer que la suite spectrale (5.4.3) dégénére au rang 1, introduisons les BP,BP-
comodules suivants pour 1 <i <n :

X (i,n) = BP, (BZ/pA(i_l) A CP™ A BZ/pM”—i)) .
Comme M = BP,CP* est un BP,-module libre, on a un isomorphisme :
X(i,n)~M®Z(n—1).

D’aprés I'hypothése de récurrence, X (i,n) admet donc une filtration dont les quotient successifs
sont de la forme
M®T™"30...0TO(N).

Soit U° le foncteur nul et U' le foncteur M®—. Les foncteurs U? et U! commutent avec les
foncteurs 79 et T'. Quitte & réindexer, X (i,n), pour 1 < i < n — 1 admet donc une filtration :

0=F_1X(i,n) C FoX(i,n) C -+ C Fon-1_1X(i,n) = X (i,n),
telle que pour j = Zz;g 11:2F, avec I}, € {0,1} :
FyX(iyn)/Fy 1 X(iyn) = T2+ o Tht1 o Ul 0 T2 oo T(N),

D’aprés la proposition on a la suite spectrale suivante qui, d’aprés ’hypothése de récur-
rence, dégénére au rang 1 :

E(i)!, ~ TorS%s (N, F X (i,n)/Fs_1X (i,n)) = Tor2: (N, X (i,n)) (5.4.4)

s,t —

Le morphisme naturel (cf. (5.1.1) ) p : BZ/p — CP® induit un morphisme de BP.BP-
comodules :
pi =BP.(id NpNid) : Z(n) — X (i,n).
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Les morphismes de BP.BP-comodules p; : Z(n) — X (i,n) préservent les filtrations pour tout
1 <4 <n—1. On obtient donc un morphisme de suites spectrales :

Eg — E(l)gt

Comme Torg’P* (N,—) = 0 pour q ¢ {0,1}, les seules différentielles éventuellement non nulles
sont de la forme

r .o r
ds’,t’ . ES/,t/ > Es,t’

avec s’ +t' =1let s+t =0.Soit 0 < s < 2" 1 —1. On écrit :
n—2
S = ZZ]QJ,
j=0

avec [; € {0,1}. D’aprés I'hypothése de récurrence,

El =T cT"20c...0T"(N).
Soit k = max{j | [j=1} et m =1+ Z?;&(l — ;). D’aprés le théoréme [5.4.16| il existe un
BP.-module libre L tel que :

E!  ~ N1 Fey TorPP(N, LN™)

§,—s —

Ek)}! _ ~ NI foMeQLN™

S,—S§

D’apres le lemme et le corollaire le morphisme de suites spectrales induit par py

envoie E}  dans E(k)} . de maniére injective. Comme la suite spectrale E(k) dégénére au
rang 1, aucune différentielle non nulle ne peut avoir pour but Es{, 5

Il reste le terme pour s = 0, E&O ~ N"*t1 D’aprés le corollaire il s’injecte dans

O

Z(n + 1), il ne peut pas étre le but d’une différentielle non nulle.

5.5 Lecasn=2

Dans cette section, nous allons expliciter la structure de BP.BP-comodule de Z(2) = BP, (BZ / pAz).
D’apreés le corollaire et (5.4.2), on a les suites exactes courte de BP,BP-comodules suivantes :

0— N? — Z(2) — X TorS"*(N,N) — 0. (5.5.1)

0 — X Tor;(N,N) — MN — TN — ©N? — 0. (5.5.2)

Comme M est concentré en degré pair et N est concentré en degré impair, N 2 est concentré
en degré pair alors que X Tory (N, N) est concentré en degré impair. On en déduit donc que la
suite exacte courte (5.5.1)) est scindée et on a l'isomorphisme de BP,BP-comodules suivant :

Z(2) ~ N? @ X Tor; (N, N).

Nous allons maintenant déterminer la structure de comodule de ¥ Tor; (N, N) C M N, en expli-
citant ces éléments. Afin de simplifier les calculs, on introduit des comodules M), T et N0
pour ¢ € Z. D’un point de vue topologique, le BP.BP-comodule M (@) est la BP,-homologie du
spectre de Thom CP$°, étudié par Miller dans [Mil82].

Proposition et définition 5.5.1. Soiti € Zet; ={j € Z | j>i et j=ilp—1]}. On définit
les comodules M, T de la fagon suivante :
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— En tant que BP,-module, M9 (respectivement T<i>) est libre de base (ﬂﬁ)

de degré 2j (resp. ('y<.i>>j€[ ).

- Sozf B (a:) =D jer ﬂpa:j (resp. v\ (z) = > el fy]@xj). Les structures de comodules de
M@ et TO sont entierement déterminées par les relations suivantes, analogues a celles

des propositions [5.2.1] et [5.2.3 :
Uaro (B9(@)) = B9 & bup(a),

(4)
avec (3;
jen’ J

breo (Y7(@)) =Dup o ple, , @) -7 & byp(a).

Remarque 5.5.2. Le comodule M (i+p=1) ot le quotient de M par le sous-BP,BP-comodule

engendré par ﬂi@), et la projection canonique M (@) — MEHP=1) admet la section évidente dans

la catégorie des BP,-modules qui envoie ﬁ]iwrp*l) sur ﬂ,@, pour k € Liyp_1.

Remarque 5.5.3. Comme M et T sont concentrés en degré pair, les comodules M @) et T4
pour 1 <7 < p— 1 sont ceux de la décomposition du théoréme On a les isomorphismes
de BP.BP-comodules suivants :

3
)

(@)

)

M

[2
11
<

T,
1

T

1

(2

Le morphisme de comodules o : M — T respecte cette décomposition en somme directe par
les degrés. Plus généralement, on peut définir o pour i € Z quelconque.

Proposition et définition 5.5.4. Soit i € Z. La relation :
o) <ﬂ<i>> = p)p, Y,
définit un morphisme injectif de comodules :
RONSYCRU)

On définit le comodule N comme étant le conoyau de L 1c'0, c’est-a-dire qu’on a la suite

exacte courte de comodules suivante :
0 — M@ 22l TV s NG g

Remarque 5.5.5. On a l'isomorphisme de comodule suivant :

Proposition 5.5.6. Soit i € Z. Le comodule N® est engendré comme BP.-module par des €élé-
ments [j] @ = 70 (’y]@) homogenes de degré 2j — 1, pour j € I;. Soit (¥ (z) = Zjeli [7] @ It
série génératrice de NV . Les relations entre les éléments [j]@> sont donnés par l’égalité de séries
formelles :

<p>Fu,p C<i> =0.

La structure de comodule de NV est entierement déterminée par la relation :

dne (¢0@)) = bup o g, , (2) - ¢ & byp(a).
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Remarque 5.5.7. De la méme maniére que pour M® et 7% on a un morphisme surjectif de
BP,BP-comodules N — N{+P=1) qui envoie C@ sur C<i+p—1>; Ce morphisme admet la section
dans la catégorie des BP,-modules qui envoie [k]"7~Y sur [k] pour k € Iy,

Grace a ces décompositions en sommes directes, la suite exacte courte ([5.5.2)) se scinde en
(p — 1)? suites exactes courtes. Plus généralement, pour i,j € Z, on a la suite exacte courte de
BP.BP-comodules :

0 — ¥ Tory <N<i>, N(j>) — MPgNY — TOgNG L wNOQNU) — 0. (5.5.3)
Théoréme 5.5.8. Soient i,j € Z, on a l'isomorphisme de BP,BP-comodules suivant :

S Tory (N9, NW)) ~ N{+9)

Démonstration : Si on oublie la structure de comodule, ce théoréme n’est rien d’autre que le
théoréme [5.4.16| pour n = 1, énoncé pour chaque composante N de la somme directe N ~
@i N

Soient 1,5 € Z et f; ; : N+ — M@ @NG) | le morphisme de BP,-modules tel que :

Fij <<<i+j>) — 3 g,
D’aprés la proposition [5.5.6 on a :
P)p,, (@) (89 @)@V @) = 82@)2 (P, @)D (@) = 0.

Donc le morphisme f; ; est bien défini. Pour la méme raison, le diagramme suivant commute.
Cela démontre que f; ; est a valeurs dans X Tor; (N @ N <j>).

o @id . . . .
0 —— X Tor; (N<i>’ N(j)) — > MO N ﬂﬂz} QN — =S NO N —0

Y\
\\\\ fi,jT /

N (i)

Pour démontrer que f;; réalise un isomorphisme sur X Tor; (N @ N <j>), il suffit de démontrer
que la restriction de 0¥ ®id au sous-module MTP~1 @ N est injective.

C’est I'analogue du théoréme Nous allons donc suivre la méme démonstration. Soit
z € M#P-DgNU) un élément non nul tel que (6'”®id)(x) = 0. On dispose sur N d’un
homomorphisme de Smith :

8<j> . N<j> N N(j?
N - C(J)(w) — xp_lc<])(l‘)

Quitte a I'appliquer, on peut supposer que z =y ® [j]<j>, avec y € M{HP=1 « M@ De la méme
maniére, on a ’homorphisme de Smith sur M

M @) — i)

(i)

Comme 9,; ®id préserve le noyau de o ®id et que

<J<i>®id> <ﬁi<i>® 4] <j)> _ p%(i>® m(j) _ 7@‘<i>® (p 5] (j>) =0,
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on peut supposer, grace au théoréme [5.4.9, que z = )\B,fﬁp_léi) [7] ) avec A non divisible par p.
Mais alors :

(¢02id) (@) = P2 1Y + a0 @ [)Y
= ’71;<i>®(ap71)\[j]<j>>
£ 0.

Donc la restriction de o ®@id au sous-module M{HP~1 @ NU) est injective.
De la méme facon, on démontre que f; ; est injectif. Reste a démontrer la surjectivité. Soit
€ MOQNY) tel que (6 @id)(x) = 0. On peut écrire x sous la forme :

r=p8"ay+,

avec 2/ € MUTPD@NU) et y € N, 11 existe des éléments A, € BP,, tels que :

y=> Mk

kEIj

On pose alors :
o Z A [+ k]<i+j> e N+
kEIj

On vérifie facilement que f; ;(z) — ﬁl@ ®y € MAPD @ NG Donc f; j(2) —x € MUFP D NG,
Comme (0®id)(fij(z) —x) = 0, on a fij(z) = x, ce qui démontre que f;; est bien un
isomorphisme.

Pour terminer la démonstration, il ne reste plus qu’a vérifier que f; ; est bien un morphisme

de BP.BP-comodules. D’aprés les propositions et on a les égalités :

b (89(2)) = B9 & bup(a),

On a donc :

Or, d’autre part on a :
U (C7(@)) = bup o ol
D’apres la définition de f; ;,
fij (5@ ()¢ (m)) — () (),

donc f; ; est bien un morphisme de BP,BP-comodules. O

Théoréme 5.5.9. On a lisomorphisme de BP.BP-comodules suivant :

p—1

£ Tory (N, N) = EQ N/([1],..., [i])

=1
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Démonstration : D’apreés la remarque N se décompose comme une somme directe :

p—1
N ~ @NW
=1

Le théoréme découle alors du théoréme et de la remarque :

p—1 p—1
S Tory(N,N) ~ DT Tor, (N<Z'>,N<J’>)
i=1 j=1
p—1 [p—1
~ EB N (i)
i=1 \ j=1
p—1

12
D
Z
=

O
Corollaire 5.5.10. Soit n > 1. On a l'isomorphisme de BP,BP-comodule suivant :
(X Tory (N, —))°™ (N) = &y N/(A], ..o fin+ - ).
1< <p—1; 1<i<n
Démonstration : Cela découle directement du théoréme précédent, par récurrence sur n. O

5.6 Comodules sur BP,CP* dans la catégorie des BP,BP-comodules

Soient k = Z;) et (A,T") I'algébroide de Hopf (BP«, BP+BP). On pose K = BP,.CP ~ AQM.

Théoréme 5.6.1. Le I'-comodule a gauche K est un A-module libre de générateurs (3;, i > 0
homogénes de degré 2i. On note B3(x) la série génératrice homogéne de degré O :

B(x) = Z Bix'.
>0

Le morphisme de structure 19, vérifie :

wg { ~K — o, K
K B(z) — B> byp(x).

C’est une A-algébre de Hopf dans la catégorie des I'-comodules o gauche, ot la multiplication
pr K@, K — K est induite par la structure de H-groupe sur CP* et vérifie :

{ ~K®A;Z:{ — _ K
I B@)@Bly) — BoFupla,y),

la comultiplication A : K — K® 4K est induite par l’application diagonale :
CPY — (CP* x CP*), ~ CP¥ ACPY,

[ K — Ko,K
AK'{ Bz) — Ba)®h).
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Théoréme 5.6.2. Le k-algébroide de Hopf (A, K) représente le foncteur K : xAlg — Grpd tel
que pour toute k-algébre R :
— un objet de IC(R) est une loi de groupe formel p-typique F sur R,
~ 51 F et G sont deux objets distincts de IC(R), alors Homy(py(F,G) =0,
— un endomorphisme de F dans K(R) est un morphisme de loi de groupe formel de F vers
la loi multiplicative Gy (z,y) = x + y + zy.

Démonstration : D’aprés le théoréme [1.8.7] un morphisme de k-algébre de A vers R représente
une loi de groupe formel F'. Soit ¢ : K — R un morphisme de K-algébre. Soit f la série formelle
a coefficients dans R telle que :

$(B(x) =1+ f(a).

Comme ¢ est un morphisme de k-algébre, on doit avoir :

1+ f(@) (1 + f(y) = F(F(z,9)).

Autrement dit, f est un morphisme de loi de groupe formel de F' vers la loi multiplicative. [

Remarque 5.6.3. On a un théoréme analogue si on remplace BP par MU, les objets de I(R)
sont alors toutes les lois de groupe formel sur R.

Rappelons les résultats du chapitre {4} Soit (A, A) 1'algébroide de Hopf défini par le théoréme
Cet algébroide de Hopf représente le foncteur en groupoide défini & la section On a
les morphismes d’algébroides de Hopf suivants :

s
RS

(A, K)<— (A, A) =—"— (A, T),

et le théoréme montre que le foncteur s, induit une équivalence de catégorie entre la
catégorie des comodules sur 1'algébroide de Hopf (A, A) et la catégorie des K-comodules dans la
catégorie des I'-comodules. Si X est un A-comodule, nous noterons ¥ x le morphisme de structure
de I'-comodule X — I'® 4 X et ¢§ le morphisme de structure de K-comodule X — K® 4, X.

Proposition et définition 5.6.4. Soit X un K-comodule a gauche et x € X, alors il existe un
unique morphisme A-linéaire Ox : X — 22X, appelé homomorphisme de Smith de X tel que :

PR (x) =) B0 (x), et

n>0
U Ker 0% = X.
n>0

L’ensemble des éléments primitifs de X est donc Ker Ox .

Démonstration : Soit X un K-comodule & gauche et z € X. Soient 9, : ¥?"X — X tels que :
PR (2) = Ba@0n(x).
n>0

Comme €k (3,) =0sin > 0et ex(By) =1, 9 = idx. Comme ¥ est coassociatif, le diagramme

suivant commute :
K

X L K®,X

¢§l lAK@X
KR, X —K®,K®,X.
T
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Dot :
D Ar(B)®I() = ) BiYE (i)
n>0 i>0
Z Bi®B;@0i1j(z) = Z Bi® B ®0; o 0i(x).
i,j>0 i,j>0
Donc pour tous 7,5 > 0, J; 0 ; = 0;1;, ce qui démontre le résultat. O

Le corollaire suivant découle directement de la proposition 4.7.3

Corollaire 5.6.5. Soit X un A-comodule & gauche, on a un isomorphisme fonctoriel de T'-
comodules :
X ~ Ker Ox.

Proposition 5.6.6. Soit £ un fibré en sphére sur CP*°, d’espace total E(§) et soit T(&) l'espace
de Thom associé. Alors BP,T(&) et BPLE(&) sont naturellement munis d’une structure de A-
comodule.

Démonstration : Par définition de I'espace de Thom d’un fibré en sphére, on a une suite cofibre :

E(E) Cpe T(¢).

L’application diagonale CP>* — CP* ACP* induit donc des morphismes 7'(§) — CPAT(§),
YE() — CPY AXE(E) et le diagramme suivant commute :

E(6) Cpe® T(¢) EEl(ﬁ)
I
Y

|
l .
\i
CP¥ A E(£) —= CP® A CP® —~ CPX A T(£) —= CPT A SE(6).

Ce diagramme munit la BP-homologie de T'(§) et de E(§) d’une structure de comodule sur K,
ce qui démontre le résultat. O

Remarque 5.6.7. Les BP.BP-comodules M, T}, et N définis a la section sont munis d’une
structure de A-comodule. La proposition suivante démontre que la définition de ’homorphisme
de Smith pour un K-comodule est compatible avec les définitions des morphismes 0y, Or et Oy
de la définition (.15

Proposition 5.6.8. Les morphismes wﬂlf[, 1/1712 et 1#][6 vérifient les relations suivantes :

vk (B@) = Ble)ep)
oE (@) = Be)or(@)
YK = Ao,

Démonstration : La premiére égalité découle directement du théoréme [5.6.1} D’aprés la démons-
tration de la proposition la suite exacte courte suivante est une suite exacte de A-comodules
et que Q®o est un isomorphisme.
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On a donc :

K (v(z) = <K®a>owﬁ2< ! ﬁ(w)>

= B@)@(a).

Cela démontre les deux derniéres égalités. O

Proposition 5.6.9. Soit X un K-comodule a gauche et ¢x : X — I'® 4 X un morphisme de
A-modules coassociatif et counitaire. Alors w)lg est un morphisme de I'-comodules (K ® 4 X étant
muni de la structure de I'-comodule du produit tensoriel) si et seulement si pour tout x € X :

(id@dx)tx () =Y bihx 0y a.

i>0

Démonstration : ¢§(( est un morphisme de I'-comodule & gauche si et seulement si le diagramme

suivant commute :
K

X— " L Ke,X

d)xl i?/ﬂK@X

', X ', K®,X.
A TG@Z? A A

Soit z € X et ¢(x) =), \i®x;. Alors :

DD N@B@%wi = Y Y(B)@P(9Fx).

i n>0 m>0

En utilisant le fait que w(ﬁ) = 3> by,p et en considérant le coefficient devant 31 € K, on obtient
I’égalité voulue. O

Théoréme 5.6.10. Soit X un A-comodule tel que :
— Ox est surjectif,
- Ker0x ~ BP,.
Alors :
— X est un BP.-module libre et admet une base ((;)i>0, ot (; est homogéne de degré 2i, et
telle que :

ou ((z) est la série génératrice ((r) =) ;5 Gat.
— Il existe une unique série formelle a(x) a coefficients dans BP.BP homogéne de degré 0
telle que :

¥x((x) = a(z) - ¢ > by p()

Cette série vérifie en outre I’égalité :

Aa = (a®1) - a> by,
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Si de plus, (' et o sont deux séries formelles vérifiant les conditions ci-dessus, alors il existe une
unique série formelle inversible \(xz) a coefficients dans BP, homogéne de degré 0 telle que :

() = M@)¢(=),
nr(A)(@)d/(z) = A(z)a(z).
Démonstration : Soit X,, = Ker 0%. On sait que X = |J,,», Xn. Comme, par hypothése, dx est
surjectif, pour tout n > 0, on a la suite exacte courte suivante de BP,-modules suivante :

P
0 X1 Xpp1 —

»2X, —=0.

Comme X; = KerJdx est libre de rang 1 sur un générateur homogéne de degré 0, on montre
par récurrence que X,, est libre de rang n sur des générateurs (y,...,(,—1, avec (; homogéne de
degré 2i et tels que Ox(; = (1.

Il existe des séries formelles (o;);>0 & coefficients dans BP,BP telles que :

UxC(a) =Y (@)@

>0

D’apreés la proposition [5.6.9] on doit avoir 'égalité :

(id®dx)vx((x) =Y bihx i (().

>0

On en déduit :

Zaz-i-l ®C@ = szlerleC(x)

>0 iZO

= bup( WXC( )
= Zbup ®C1-

>0
Donc pour tout i > 0, a;(z) = by p(z)'a(x), avec a = ap, et on a :

Yx((x) = ap(x) - ¢ > by p().

L’égalité vérifiée par o découle de la condition de coassociativité :

(A®id) opx((z) = (id®vx)ovx((x)
Aa(z)) - (> Abup(x)) = (a®1) x> byp(z)
A(a(z)) - (>bup>bup(r) = (a®l)-(a>byp(x)) (> byp > byp(z).

Comme X est un A-module libre, on a le résultat.

Enfin, si on a choisi une autre série génératrice ¢’ pour X. Alors on peut montrer par récur-
rence qu'il existe des éléments (\;);>0 dans BP,, homogénes de degré 2i et avec \g inversible tels
que pour tout j > 0 :

G = oG+ -+ + Ao

Autrement dit, {'(x) = A(x)((z). Cette égalité implique alors directement la relation vérifiée par
aet . O

Soit G l'ensemble des séries formelles a(x) € BP.BP[x], homogénes de degré 0 telles que
a(0) =1et:
Ala) = (a®1) - a> by,
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G est un sous-groupe de 'ensemble des séries formelles inversibles pour la multiplication de
BP.BP[z]. On dit que deux séries formelles a et o’ sont équivalentes si et seulement si il existe
une série formelle A(z) € BP,[z] homogéne de degré 0 telle que A(0) est inversible et

nr(A)(@)d () = Mz)a(z).

Cette relation d’équivalence est compatible avec la multiplication de G et on note H le quotient
de G par cette relation d’équivalence. Le théoréme [5.6.10] montre qu’on a une bijection entre H
et les classes d’isomorphismes de A-comodules X tels que dx est surjectif et Ker 0x = BP, :

X — |ax] € H.

Proposition 5.6.11. Soient X et X' deur A-comodules vérifiant les hypotheses du théoréme
5.6.10. Alors X0 X' vérifie les hypotheses du théoreme|5.6.10) et :

laxmx] = [ax] - lax/].

Démonstration : Soient ¢ et (' les séries génératrices de X et X’ telles que :
Yx(=a-( I>bu,pa

wX’C/ =a- C/ > bu,p-

D’aprés la définition du produit cotensoriel interne (cf. la définition 4.8.3)), on a la suite exacte
courte de BP,.BP-comodules :

X®'¢§/
00— XOgX —= XX —=KX®X'
PE X’
et le diagramme suivant commute :
XOgX' X@,X'
Ko | oo || xeu

Ke(XOgX')—= KXRX'.
Comme X et X’ sont des BP,-modules libres, on a :
Ker(Ox®X') ~ (Ker dx)® X' ~ BP.(o® X',

Ker(X®0x/) ~ X ®(Ker dy/) ~ X @BP.().

Donc Ker(Oxg,x/) C (BP.{o®X') N (X®BP.()) ~ BP.(o®¢j. On montre par une chasse aux
diagramme que dxm, x est surjectif. On en déduit, d’aprés le théoréme que XOg X' est
un BP.-module libre qui admet ((z)®('(x) comme série génératrice. Le calcul suivant montre
alors le résultat :

P(((z)e¢(x) = P(z)@pd ()
= ax)d (z) (C>Dbyp(®))R(C > byp(z))
= a(x)d (z) (CRC > byp()).



Chapitre 6

L’algébroide de Hopf (S, SA)

Dans ce chapitre, k désignera l'anneau Z ou Z).

6.1 Le groupoide des séries formelles

Définition 6.1.1. Soit R une k-algébre. On note m(R) l’idéal des séries formelles a coefficients
dans R engendré par x et mi(R), U'ensemble des séries formelles f(x) € R[z] telles que f(0) =0
et f'(0) = 1. La composition des séries formelles définit une structure de groupe sur mi(R) et ce
groupe agit par conjugaison sur m(R). On note G le foncteur xAlg — Grpd défini par :

— un objet de G(R) est un élément de m(R).

— un morphisme f : a(x) — b(x) est une série formelle f(z) € my(R) telle que

foa=bof.

Proposition 6.1.2. Le foncteur G : ¢ Alg — Grpd est représenté par un algébroide de Hopf
scindé (S,S®,A), ot :
S ~kla;,i>0],

A~kl[fi,i>1].

La série formelle a(z) = > ,5qa;x"™ € S[x] représente la série formelle universelle et f(z) =
S iso fizTh (avec fo = 1) représente le morphisme universel : na — nra ot 1y, et nr sont les
morphismes de source et de but de l'algébroide de Hopf. De plus, les morphismes de structure de
Ualgébroide de Hopf (S,S®,A) sont caractérisés par les relations suivantes :
— le morphisme de source ny, :
S — SA
nL : { a

(r) — a(z);

— le morphisme de but nr :

] S — SA
TR a(@) — foaofl(a);

— le morphisme de composition A :

@) — X flz) e fi = f> f(a);

— le morphisme d’inversion c :

C'{ SA — SA
flx) — f'();

147
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— le morphisme d’unité € :
) { SA — S

f(x) +—

Démonstration : Le foncteur m(—) : gAlg — Set est représenté par la k-algébre S o~
k [a;,i > 0], avec pour série universelle la série a(z) = >,o, a;z"1. Le foncteur my(—) @ pAlg —
Set est représenté par la k-algébre A ~ k[f;,i > 1], avec pour série inversible stricte universelle
la série f(z) = Y ;50 fiz' L, out fo = 1.

Par définition, le foncteur G est défini par I’action du groupe m;(—) sur Pensemble m(—).
On en déduit que G est représenté par un algébroide de Hopf scindé (S,S®,A). Les relations
vérifiées par les morphismes de structure s’en déduisent par le lemme de Yoneda. O

Remarque 6.1.3. L’algébroide de Hopf (S,SA) est plat. D’apres le théoréme [1.2.20} la catégorie
des SA-comodules & gauche est donc une catégorie abélienne.

Définition 6.1.4. On munit la k-algébre S du bidegré défini par |a;| = (2i,1). Le premier degré
est le degré standard, simplement appelé degré par la suite. Le second degré sera appelé degré
polynomial. Ce bidegré s’étend naturellement a l’ensemble des séries formelles S[x] en considérant
x homogéne de bidegré (—2,0). La série universelle a(x) est donc homogéne de bidegré (—2,0).

La k-algébre SA est muni du degré standard défini par | f;| = 2i. Le morphisme universel f(x)
est donc homogeéne de degré —2.

Supposons ici que k = Z. Rappelons que Fgl! (R) désigne le groupoide des lois de groupes
formels et des isomorphismes stricts (cf. la définition [1.7.1). Pour tout entier n € Z, la n-série
définit un morphisme de groupoides qui & une loi de groupe formelle F associe sa n-série [n]; () :

[n]_ : Fgl' (R) — G(R).

D’aprés le théoréme le foncteur Fgl! (—) est représenté par I'algébroide de Hopf (L,LB),
ou L est 'anneau de Lazard. D’aprés le lemme de Yoneda, on a donc un morphisme d’algébroides
de Hopf :

Kn : (S,SA) — (L,LB).

Ce morphisme envoie les élément a; sur les coefficients de la n-série de la loi de groupe formel
universelle sur L, et les éléments f; sur les coefficients b; € LB de I'isomorphisme strict universel
by(z). L’élément ag —n € S est primitif. Le morphisme k,, se factorise donc & travers 'algébroide
de Hopf (Sp,SpA), ou S, =S/(ag —n) :

(S,SA) —™ = (L, LB)
| =
(Sn, SnA)

Lemme 6.1.5. Soit R une Q-algébre et n € Q. Soit G,, l’ensemble des séries formelles f € R[z]
telles que f(0) =0 et f'(0) = n. L’ensemble G1 forme un groupe pour la composition des séries
formelles et agit sur Gy, par l’action de conjugaison suivante :

{GlXGn — Gn
(f,a) +— fea=foaof™!

Sin est différent de 0,1, —1 alors cette action est simple et transitive.
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Démonstration : Soit a € G,,. Montrons qu’il existe des séries formelles f,, € G1, avec m > 0
telles que :

Nfm(x) = fim o a(z) [azmH] et for1(x) = fin(2) [mmH] .

On pose fi(z) = x et on suppose avoir défini f, ..., fi,. Il existe donc a € R tel que :

nfm(z) = fin 0 a(z) + az™ [xm+2] .

m+l - qui vérifie les conditions souhaitées. Il existe

On pose alors fri1(x) = fim(2) + =
donc une série formelle f € Gy telle que a = f~! @ na, ce qui montre que l'action est transitive.
Pour montrer que I'action est simple, il suffit de vérifier que le stabilisateur de nx € G, est

trivial. Soit f(z) = Y ;50 fiz't! € Gy telle que :

f(nz) = nf(z).

Alors pour tout i > 0, n'*1f; = nf;, donc f; = 0 pour tout i > 1, ce qui montre que I'action est
simple. O

Théoréme 6.1.6. Soit n € Z tel que |n| > 2. Le morphisme Ry, induit un isomorphisme d’algé-
broides de Hopf :
Q®Fn, : Q®(Sp,SpA) — Q®(L,LB).

Démonstration : D’aprés les théorémes et I'algébroide de Hopf Q ® (L, LB) représente
le foncteur qui & une Q-algébre R associe le groupoide £ tel que :
— un objet de &£ est une série formelle f € Gy,
— si f et g sont deux objets de £, un morphisme dans £ de f vers g est une série formelle
u € G telle que

gou= .

D’autre part, d’aprés la définition [6.1.2] 'algébroide de Hopf Q ®, (Sy, S, A) représente le foncteur
qui & une Q-algébre R associe le groupoide F tel que :
— un objet de F est une série formelle o € G,
— si a et O sont deux objets de F, un morphisme dans F de « vers (§ est une série formelle
v € (31 telle que
B=veaq.

De plus, le morphisme Q®=,, représente le foncteur suivant de & vers F :

f fte(na)
ul — |
g g !e(nw)

Or, d’aprés le lemme I’action de G sur G,, est transitive, ce foncteur réalise un isomor-
phisme sur les objets. Comme de plus I'action est simple, ce foncteur est aussi pleinement fidéle.
D’aprés le lemme de Yoneda, on en déduit que le morphisme d’algébroides de Hopf est un iso-
morphisme. O

Sik = Zgy) et n € Z,), on a de la méme maniére un morphisme d’algébroides de Hopf
K, (S,SA) — (V,VT), qui représente le morphisme de groupoide qui & une loi de groupe
formel p-typique associe sa n-série.

Proposition 6.1.7. Le morphisme /@; :S — V est surjectif.
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Démonstration : D’aprés la proposition [[.8.18]:
apn—1 = Vp [V0, - -, Vn—1],

ot ayn—1 est le coefficient de 2P" de la p-série de la loi de groupe formel p-typique universelle.
On en déduit que l'image du morphisme Iﬁ; contient les éléments v, pour n > 0. Comme V
est engendré en tant que Z,)-algébre par ces éléments (cf. le théoréme [1.8.10]), on en déduit le
résultat. O

6.2 Les idéaux J,

Dans cette section, on définit les idéaux J, pour 0 < n < oo et on montre que ce sont
des idéaux invariants réguliers de I'algébroide de Hopf (S,SA). Ces idéaux correspondent, par le

morphisme #;,, aux idéaux invariants J,, de I'algébroide de Hopf (V,VT) de la définition [1.8.11
Proposition et définition 6.2.1. Soit n > 0. On note J, l'idéal de S engendré par les éléments
ag,...,ap_1, 3 = Unzo Jn et on note Ry, lanneau quotient S/J,. La projection canonique S —

R, admet une section qui identifie R, au sous-anneau k[a;,i > n] de S.

Proposition 6.2.2. Soient n > 0 et R une k-algébre. L’action du groupe my(R) sur m(R)
stabilise l'ensemble m™(R) constitué des séries formelles divisibles par x™. Soit G,(R) le sous-
groupoide plein de G(R) dont ’ensemble des objets est m™(R). Alors R — G,(R) définit un
foncteur

Gn @ Alg — Grpd

qui est représenté par algébroide de Hopf gradué scindé (R, R, ®,A).

Démonstration : Le foncteur R —— m™(R) est représenté par R, = S/J,. Comme le groupoide
Gy, provient de 'action d’un groupe représenté par A, le résultat suit. O

Corollaire 6.2.3. L’déal J,, est un idéal homogéne premier invariant régulier de l’algébroide de

Hopf (S,SA).

Démonstration : L’idéal J, est engendré par les éléments a; pour 0 < 7 < n — 1 qui sont
homogeénes de bidegré (2i,1), c’est donc un idéal homogéne. La suite (ag, a1, ... ) forme une suite
réguliére car, pour tout n > 0, anneau quotient R,, = S/J, ~ ka; | i > n] est intégre. Donc
I'idéal J,, est premier et régulier. C’est un idéal invariant d’aprés la proposition [6.2.2 OJ

Proposition 6.2.4. Pour tout n > 0, a, est invariant modulo J,,, ¢’est-a-dire :

nL(an) = nR(an) [371] .

Démonstration : D’aprés la proposition [6.1.2]:

fonw(a) =nr(a)of
D’ot1, modulo J,, :
FAD melaa™ | = nrla)f(z)™
>n >n

En considérant le coefficient de z"t!, on obtient le résultat. O

Sur l'algébroide de Hopf (S,SA), il existe des SA-comodules K,, pour n > —1, analogues a
ceux définis & la proposition sur l'algébroide de Hopf (V,VT).
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Proposition et définition 6.2.5. Soit n > —1. On considére le S-module K, suivant :

K, =S/(ag’...,a;).
Pour tout n > —1, il existe une unique structure de SA-comodule & gauche sur K, telle que
la suite exacte courte de S-modules suivante est une suite exacte courte dans la catégorie des
SA-comodules :

0—=K,—>a, | K —> K1 —>0.

Démonstration : On montre le résultat par récurrence sur n, le cas n = —1 étant évident.
Supposons qu’on ait une structure de SA-comodule sur K,,. Comme K, est de a,-torsion, d’aprés
le lemme il existe une unique structure de comodule sur a;}rlKn telle que le morphisme
K, soit un morphisme de comodule. La suite exacte courte

Ky, Gpt1

-1
n+1

0—=K,——a

KnHKn-i-l —0

détermine alors de maniére unique la structure de comodule sur K, 4. O

Proposition 6.2.6. Soit n > —1 et X un SA-comodule, alors :
— pour tout j > n + 2, Tor?(X, K,) =0,

- TorTSLH(X, K,) est le sous-comodule de X constitué des éléments de J,41-torsion.

Démonstration : Le résultat est vrai pour n = —1 car K_1 = S qui est un S-module plat. On
démontre le résultat pour n > —1 par récurrence. D’aprés la définition de K,,, on a une suite
exacte courte de SA-comodules :

-1

0—> Kn—>a,},

Kn — > Kn—|—]_ > 0
Donc, d’aprés le théoréme on a la suite exacte longue de comodule suivante :

o —=Tor3 1 (X, Knq1) — Tor3 (X, Ky,) — a1, Tor3 (X, Ky,) = Tor3 (X, Kpy1) —= - -

Par conséquent et d’aprés I’hypothése de récurrence, TorJS-(X ,Kyt1) = 0 pour j > n+ 3. Pour
j=mn+1, on a la suite exacte suivante :

0 —= Tor (X, Knt1) — Tors 1 (X, K,) — ay t; Tors 1 (X, K,) = Tord , (X, Kni1) —0

Donc Tor;, ,o(X, Ky11) est le sous-comodule de Tor;,, (X, K,,) constitué des éléments de a;1-
torsion. Or, d’aprés I'hypothése de récurrence, Tory, | (X, K,,) est le sous-comodule de X consti-
tué des éléments de J,+1-torsion, Tori +2(X , Kpt1) est donc le sous-comodule de X constitué
des éléments de J,4o-torsion. O

6.3 Les S-modules M, T et N

Dans cette section et la suivante, on définit des comodules M, T et N sur I'algébroide de
Hopf (S,SA) qui correspondent aux BP,BP-comodules BP,CP>, BP, T, et BP.BZ/p étudiés a
la section [5.11
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Définition 6.3.1. On note M (resp. T') le S-module libre bigradué de base les éléments B3; (resp.
vi) en degré (2i,0) pour i > 1. On note B(x) et y(x) respectivement les séries génératrices
homogénes de degré O :

Blx) =) Bix’ et y(a) =) ~a'.

i>1 i>1

On note o : M — T le morphisme de S-modules de bidegré (0,1) défini par :
o(B(z)) = a(z)y(x).

De maniére équivalente, pour tout n > 1, on a :
n
o(Bn) = Zanfi%'-
i=1

Définition 6.3.2. Soit X un S-module gradué et X, le sous-groupe de X constitué des éléments
homogénes de degré n. Nous noterons XX la suspension de X, c’est-a-dire le S-module gradué
tel que :

(EX)pt+1 = X

De plus, si X est un S-module bigradué et X, est le sous-groupe des éléments homogenes de
bidegré (n, k), alors la suspension de X désigne le S-module bigradué tel que :

(EX)n+1,k = Xn,k-

Stz € Xy, (resp. Xy 1), nous ferons l'abus de notation qui consiste a noter x l’élément corres-
pondant de degré n+ 1 (resp. de bidegré (n+ 1,k)) dans XX

Proposition et définition 6.3.3. Soit N le S-module bigradué N = X~ Coker(c). On a une
suite exacte courte de S-modules bigradués :

o ™

0 M

T SN 0. (6.3.1)

Le S-module N est engendré par des éléments [n] = 7(yy,) de bidegré (2n — 1,0) pour n > 1 (a
ne pas confondre avec la n-série d’une loi de groupe formel F' : [n]g (x)), avec les relations :

> anii] =0.

i=1
On note ((x) la série formelle réduite Y ;1 [i] 21 homogeéne de bidegré (1,0). On a alors les
relations : -

m(7) = ¢ et a(z)¢(x) = 0.

Démonstration : 11 suffit de vérifier que o est injectif. Soit z = Y"1 | \i3; € M, avec \; € S et
An # 0. Alors :

o(z) = Z Xio ()

= Y ) ai

i=1 j=1
n n

= > D aixi |y
i=1 \i=j

n—1 n
= aodnmm+ Y| D aihi |
i=1 \i=
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Comme S est un anneau intégre, agA, # 0 et on a o(x) # 0, ce qui montre le résultat. O
Tout comme sur la BP-homologie de CP* et sur T}, on peut définir sur M et 7" des homo-
morphismes de Smith.

Définition 6.3.4. On note Oyy (resp. Or) l'endomorphisme du S-module M (resp. T ), homogénes
de bidegré (—2,0) et tels que :

OmpB(x) = zfB(x) et Ory(z) = zvy(x).

Remarque 6.3.5. Soit K = S3;® M. Ce S-module admet une structure de coalgébre analogue &
’homologie de CP° (cf. le théoréme , mais ce n’est pas une S-algébre de Hopf. Néanmoins,
comme a la proposition une structure de comodule sur un S-module X est déterminée par
un homomorphisme de Smith 0.

Proposition 6.3.6. On a Or oo = g0 0yy. Il existe donc un endomorphisme Oy de N tel que :

OnC(x) =x((x) e mwodp=0yom.

Démonstration : Par linéarité, il suffit de vérifier que ’égalité Or o 0 = o o Jjy est vérifiée sur
les générateurs (3, de M pour n > 1. Pour cela, on utilise la série génératrice (3(z) :
(000m)(B(z) = o(zB(x))
= zo(B(z))
a(e) - o (a

(1
Q o
)
Al

289
.~
= =2 &
8 &
\_/\—/
S~—

Cela démontre le résultat. O

Proposition 6.3.7. Le noyau de Oy (resp. Or) est le sous-S-module de M (resp. T') engendré
par B1 (resp. y1). Le noyau de Oy est le sous-S-module de N engendré par [1].

Démonstration : Le résultat est clair pour dy et dp. Soient x € Ker Iy et y € T tel que
7(y) = z. On a alors :
m(0ry) = Onw(y) = Onz = 0.

D’aprés la suite exacte courte (6.3.1)), il existe z € M tel que o(z) = dry. De plus, comme M
est un S-module libre de base (f;)i>1, z s’écrit de maniére unique comme une somme finie :

2= \if;,
i>1

ol A; € S est nul sauf pour un nombre fini d’indices. On pose alors :

Yy =y— Z Aio (Bit1)

i>1

On a alors 7(y') = 7(y) = x et :

ory' = ory — Y Xio(B:) = 0ry —o(z) =0

1>1

Il existe donc p € S tel que y = ;. Done = m(y') = p[1], ce qui démontre le résultat. O
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Proposition 6.3.8. Pour tout x € N,
i) il existe ig tel que pour tout i > iy, 8]ivx =0;
it) la somme Y ;o a0y est bien définie et :

Zai }‘Vaz:().

120

Démonstration : Le i), est vérifié pour = = [k], pour tout k > 1, et le résultat pour tout x € N
en découle par S-linéarité. Cela montre que la somme ) .., a;0yx est bien définie pour tout
élément x € N. Pour tout k > 1, et d’apreés la proposition [6.3.3|on a :

> aidy [k = ai[k—i]=0.

i>0 i>0

On en déduit donc par linéarité pour tout = € N, > .- aiaf\,x = 0. O

Théoréme 6.3.9.
i) Pour tout n > 1, on a af [n] = 0.
ii) Tout élément de N est de J1-torsion. (J1 = (ap), cf. la déﬁmtionm

Démonstration : Nous allons montrer le i) par récurrence sur n :
— Pour n =1, on a o(f1) = apy1 et 7(y1) = [1], ce qui implique ag [1] = 0.
— Soit = ag [n + 1]. Par 'hypothése de récurrence, on sait que On(z) = 0. Donc = appartient
au sous-module de N engendré par [1] (cf. proposition . On en déduit que agx = 0,
ce qu’il fallait démontrer.
Le i) découle de 7) par linéarité car N est engendré par les [n], n > 1. O

Corollaire 6.3.10. Le morphisme o ®¢S [aal] M [a&l] — T [a&l] est un isomorphisme.

Démonstration : D’apreés la proposition o est injectif. Comme S [a;'] est un S-module
plat, il en est de méme pour o ®gS [aa 1]. D’aprés le théoréme précédent N = X! Coker o
est de ag-torsion. On a donc :

N®gS [ag'] = 0.

On en déduit que o0 ®¢S [aal] est surjectif. O
Corollaire 6.3.11. L’déal annulateur de [1] est Ji.

Démonstration : D’aprés le théoréme J1 est inclus dans 'idéal annulateur de [1]. Soit
A €S tel que A[1] = 0. Il existe donc un élément « = Y.~ ;B € M tel que o(z) = Ay, avec
(pi)i>1 une famille & support fini d’éléments de S. Supposons qu'il existe i > 1 avec p; # 0, et
soit ¢ le plus grand d’entre eux. En appliquant ’endomorphisme &fpo_l a o(x) = Ay1, on obtient
alors :

M oo(x) = 0009 Hz)

= 0 Z 103y B;

i>1

= o(iiyfh)
= agligv1
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Mais 8%0_1 oo(x) = 8;9_1)\71 = 0 puisque ig > 1. Comme T est un S-module libre, on en déduit
que agppti, = 0 et donc p;, = 0, ce qui est une contradiction. Donc z = p1 51, et A = app1 € J1. U

Pour le prochain théoréme, rappelons que ’anneau R; est par définition (cf. le quotient
de S par l'idéal §; = (ap), et que le morphisme canonique S — R; admet une section qui permet
d’identifier Ry au sous-anneau k [a; | ¢ > 1] de S. Ainsi, tout S-module peut étre considéré comme
un Rj-module par restriction.

Théoréme 6.3.12. Le module N, vu comme Ri-module par restriction, est libre de base ([n])n>1.
La série formelle ((x) est donc une Ry-série génératrice (cf. la définition .

Démonstration : Soit N’ le Ryi-sous-module de N engendré par la famille ([n]),>1. D’aprés la
proposition [6.3.3] pour tout n > 1, on a :

n—1
ap [n] = —Zai [n—i) e N
=1

On en déduit que N’ est stable par multiplication par ag, c’est donc un sous S-module de NN, et
N = N.

Montrons maintenant que ([n])y>1 forme une famille libre sur Ry. Supposons que 'on ait une
relation linéaire >, A, [n] = 0, avec (A, )n>1 une famille & support fini d’éléments de Ry. On pose
I =sup{k | A\ # 0}, et on applique "'endomorphisme aﬁ;l. On obtient alors A; [1] = 0. D’apreés
le corollaire cela implique que A; € J1, qui contredit A\; € Ry. On en déduit donc que la
famille ([n]),>1 est une famille Ry-libre. O

6.4 Les structures de SA-comodule de M, T et N

Dans cette section, on définit une structure de SA-comodule & gauche sur les S-modules M, T
et N. Rappelons que, d’aprés la définition la série universelle

fa) = fir'* € SA[a]

i>0

représente le morphisme universel 7y, (a) — nr(a). Nous ferons ’abus de notation qui consiste
a noter a(x) la série formelle

nr(a(x)) € SA[z].

Proposition et définition 6.4.1. Le morphisme 1y suivant définit une structure de SA-
comodule a gauche sur M :

oar { M — SA®sM
M B(z) +—— 2121 f(z)' @B = B> f(z).

Démonstration : On sait que € : SA — S est un morphisme de S-algeébre, et que €(f(x)) = =.
D’apreés la proposition [I.5.12] on a :

(e®idn) o ¥ (B(x) = (e®idar) (B> f(w))
= B e(f(z))
= [z

= Ba).
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Donc le diagramme de counité commute :

ML SAeM
ZdM ie@’idjw
M.

Pour la coassociativité, on sait que A est un morphisme de S-algébres, et que A(f(z)) = f> f(x).
En utilisant les propositions [1.5.12] [I.5.14] et [1.5.12] on a :

(A®idy) o pur(B(x)) = (A@idy) (5> §(2))

= B> (F>f(x))
(B> ) > f(z)
= (1d@v¢y) o Y (B(x)).
Le diagramme de coassociativité commute donc :
M
M SA®@M
TlJMl lA@)idM
SARM ——SARSARM.
id @

O

Pour la proposition suivante, rappelons la notation [1.5.15| Soit R un groupe abélien et f(z) €
R[z] une série formelle telle que f(0) = 0, on note f(x) la série formelle réduite :

< f(z)
r)="—=.
Fa) =L
Proposition 6.4.2. [l existe une unique structure de SA-comodule & gauche sur T telle que
o : M — T soit un morphisme de comodules. De plus, le morphisme de structure vy est

caractérisé par :

‘Z’T‘{vm — foa(z) -7 f(z)

Démonstration : D’aprés le corollaire on sait que o : M — T tensorisé par S[aal]
est un isomorphisme. Supposons qu’il existe une structure de comodule sur T telle que o soit
un morphisme de comodules. Alors, le diagramme suivant, ou toutes les fleches obliques sont
injectives (car il n’y a pas de ag-torsion), doit commuter :

o

M T
/ ) i@DT
M [ag] U[';O |y [ag']  SA®T
wM\L id®o’[a71] ltm/
SA®M [ag'] ——=SA®T [a5"]

On a donc :

Yr(F)(@) = (id®o [ag']) o aro (o [ag'])  (F(2)).
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D’apreés la définition [6.3.1] on a
o(B)(z) =a(z)y(z).
On en déduit donc :

o(B)(x) = a(z)7(z)

et, comme la série @(x) est inversible (pour le produit) dans S[ag ] :

‘ -

(o [ay']) ™ ) (@) = = Blx).

al
—

z)
En utilisant la proposition et définition [6.4.1] et la proposition on a:

o (5@) = isom B

a a(zx)
1
= @¢M(ﬁ)(x)
1
= @ﬂ > f(z)
@)~
= ﬁix‘)ﬂ > f(z)
On applique le morphisme id®oc [aa 1]. Ona:
(ideo)(B>f)(z) = o(B)>f(x) (cf. la proposition
= (@-7)>f(z)
= (nga)of(z) 7> f(x) (cf. la remarque [1.5.13).

Or, d’apres la proposition [6.1.2] f représente le morphisme universel nra — ngra, c’est-a-dire

foa=mngr(a)of On obtient :

nra(z)

(@) of(x) = M2 ofa)
_ nraof(x)
f(z)
_ foa(a)
f(z)
_ a(@)-foa(a)
f(z)
Finalement :
@
vrm) = 205 (deo)F> )
fla)

a(x)
f(x)) a(x) %(fm : ) )

a
= foa(z) 7> f().

Cette formule définit un morphisme ¢ : T' — SA®¢T. Comme o [aa 1] est un isomorphisme,
ce morphisme est coassociatif et counitaire et définit donc une structure de comodule sur T. [
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Corollaire 6.4.3. Il existe une unique structure de SA-comodule sur le S-module N telle que la
suite exacte courte (6.3.1)) soit une suite exacte courte de SA-comodule :

g U

0 M T XN 0.

De plus, le morphisme de structure ¥y vérifie la relation :

_ N — SAQRN
W{ (#) — Foa(w)-Cbf(a).

Démonstration : Comme SA est un S-module plat, la catégorie syComod est une catégorie
abélienne et le foncteur oubli spaComod — s Mod est un foncteur exact qui crée les conoyaux.
O

La démonstration de la proposition peut s’effectuer de maniére alternative en utilisant
le lemme suivant et le comodule Ky ~ S/ag® de la proposition :

Lemme 6.4.4. On a la suite ezacte courte de comodules suivante qui envoie la série ((x) sur
L () -
0 YN M/ai® ——T/a® —0,

avec M/ai’ ~ M®@gKy et T'/ay ~T®sKy.

Démonstration : D’aprés le théoréme [6.3.9] N est de ap-torsion. Donc, d’aprés la proposition
[6.2.6, on a :
Torj(N,Ky) =~ N
N®sKy 0.

12

La suite exacte courte voulue s’obtient en tensorisant la suite exacte courte (6.3.1) avec N et
en appliquant le théoréme [3.3.14] Pour expliciter l'inclusion de ¥ N dans M /ag°, on applique le
lemme du serpent au diagramme de comodules suivant :

| — - %N
v W v
0 M T SN 0

| V
- Ma® o =T/aP .

La série génératrice ((z) provient de J(z) par 7 et cette série admet pour antécédent par o [ay 1]
la série Tlx)ﬁ(x), une fois que ag a été inversé. On en déduit alors le résultat. O
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6.5 Les S-modules N"

Par la suite, nous noterons le produit tensoriel de deux S-modules X et Y simplement XY
Ainsi, pour n > 1, le produit tensoriel itéré de n copies de X sera noté X™. Dans cette section,
on s’intéresse a la structure de S-module de N™.

Définition 6.5.1. L’ensemble des n-uplets I = (iy,...,1i,) d’entiers strictement positifs est noté
JrCZt Sil = (i1,...,in) € J", Uélément [i1]®@--- @ [in] de N™ est noté [I] = [i1,...,in].
On notera aussi wy, U’élément [1,...,1] € N™. Par convention, on a [I| =0sil € Z" et I ¢ J".

Soit I € 7. On appelle longueur du n-uplet I Uentier :
| =i1 4+ in.

Le S-module N™ est naturellement muni d’une bigraduation et pour I € J™, l’élément [I] est
homogéne de bidegré (2|1| —n,0).
On munit Z™ et J™ de lordre lexicographique naturel :

(il,...,’in)-<(j1,...,jn)<:>z|]€§’rlvz<k’il:jl et i < Jk-
Cet ordre est bien fondé sur J".

Proposition et définition 6.5.2. La famille des éléments ([I])regn engendre N™ comme S-
module. On note ((x1,...,xy,) la série a coefficients dans N™ et homogéne de bidegré (n,0)
sugvante :

C@renz) = 3 e o™ = (@)@ - @C(an).

Iegn

A la proposition on a défini ’homorphisme de Smith sur N, qui provient d’une structure
de comodule sur la coalgébre K. On peut donc définir sur N une structure de comodule sur
K™. On a donc n homorphismes de Smith sur N™ associés.

Définition 6.5.3. Soit 1 <i<mn et J = (j1,...,jn) € Z". On note alors :

0iJ = (J1s-- - Jim1:Ji — L, Jig1s - - Jin)-

On note aussi 0; 'endomorphisme de N™ induit par O sur la i-éme coordonnée. Pour I € J",
on a alors :
0; [I1 = [0:]].
De plus :
0iC(x1, ..., xn) = zi((T1,. .., Tn).

Lemme 6.5.4. Soit n > 1 un entier. L’idéal J,, annule l’'élément w,,.

Démonstration : Nous allons démontrer le lemme par récurrence sur n.
— Pour n =1, le résultat découle du théoréme [6.3.9
— Supposons le résultat vrai pour n. Pour ¢ > 0, on a :

aiwn+1 = (ajwn)® [1].
Donc, d’aprés I'hypothése de récurrence, J, annule wy41. Il nous reste a vérifier que a,
annule aussi wy, 1. Or, d’aprés la proposition on a :

n—1
an[1]= =) ai[n+1—i] €JuN.
=0

donc Jp+1 annule wy1.
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O

Proposition 6.5.5. Soit n > 1. Alors :
i) N™, vu comme R,-module par restriction, est engendré par la famille ([I])regn.

ii) Le S-module N™ est de J,-torsion.

Démonstration : On démontre la premiére assertion par récurrence sur n. Le cas n = 1 est
démontré par le théoréme [6.3.12]

Supposons le résultat vrai pour n. D’aprés la proposition la famille ([I]), avec I € J"*!
engendre le S-module N™*!. Soit N’ le sous R, ;1-module de N"*! engendré par cette famille.
Montrer le résultat revient & montrer que N’ est stable par multiplication par a, avec 0 < k < n.
11 suffit donc de démontrer que, pour tout 0 < k < n et tout I € J"t!, il existe une famille a
support fini (Ay) je7n+1 de Ryqq telle que :

alll= > Ml

Jegnti
Soit I = (i1,...,ine1) € J"TL. D’aprés 'hypothése de récurrence, pour k < n, ag [i1, .. .,in] =
> jeqn As[J] avec A\j € Ry. Il nous suffit donc de démontrer le résultat pour k& = n. On pose
K = (i1,...,in). On va montrer le résultat par récurrence sur |K].

— Si [K] = wy, d’aprés la proposition ona:

ing1—1

n
an (1 Linga) == > aniyg (Lo g — 51 =Y an—j[1,.. 0, Ling + 7).
j=1 j=1

Dans la premiere somme, on a n+j > n et a,y; € R,41. Dans la deuxiéme, on a n—j < n.
Or, d’aprés le lemme [6.5.4] agw, = 0 pour k < n. On en déduit donc le résultat.
— Soit K € J™ tel que le résultat est vrai pour tous les J € J™ avec |J| < |K|. On a alors :

int1—1 n
Qn [K, in—l—l] = - Z Qp4j [Ka in—l—l _j] - Zan—j [K7 in—l—l +.]] .
o j=1

Dans la premiére somme, on a n 4+ j > n et a,4; € R,41. Considérons maintenant les
termes de la deuxiéme somme. D’aprés 'hypothése de récurrence, si k < n alors ay [K] =
> jeqn As[J] avec Aj € Ry,. De plus, comme ay [K] est un élément homogéne de bidegré
(2|K| — n,1), on peut supposer que les Ay [J] sont homogénes de méme bidegré. On en
déduit donc que Ay = pagi|g|— ou p est un scalaire de k. Nécessairement, si A; # 0,
alors |J| < |K|. L’hypothése de récurrence pour J permet alors de démontrer que les termes
de la forme a, [J, j] peuvent s’écrire sous la forme voulue.
Montrons maintenant la deuxiéme assertion. Soient ¢ < n, I € J" et [ € N. On pose
z = al[I]. L’élément z est homogéne de bidegré (2(il + |I|) — n,1). D’aprés le 7), il existe des
éléments A; € R,, homogénes de bidegré (2(il + |I| — |J]),1) tels que :

r=>Y A[J].
J

Comme Aj € Ry, on doit avoir :
20l + |I| — |J]) = 2nl.
D’ou :
|J| < |[I|+1(i —n).

Pour [ > L‘i, on doit avoir |J| < 0, ce qui implique que a! [I] = 0. O

n— 7
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6.6 Un avatar algébrique de la conjecture de Connor-Floyd

L’objectif de cette partie est de démontrer le théoréme [6.6.12) qui établit la propriété (Py,)
suivante :

(Pp) : Le S-module N, vu comme R,-module par restriction est libre de base ([I])regn.

Ce théoréme correspond au théoréme qui énonce que BP,BZ/p®™ admet une présentation
de Landweber libre sur BP, /J,,. Commengons par démontrer le lemme suivant :

Lemme 6.6.1. Soit n > 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) (Pn) : Le S-module N™, vu comme R,,-module par restriction est libre de base ([I])regn.

ii) L’idéal annulateur de wy, est J,.

Démonstration : 11 est clair que i) = i) puisque le lemme montre que J, annule wy,.
Montrons la réciproque. D’aprés la proposition la famille ([I]);e7» engendre N™ sur R,. Il
suffit de voir que c’est une famille libre. Supposons que 1’on ait une relation non triviale :

> A1 =0, avec VI, A; € Ry et 31, Ar #0.
Iegn

On considére alors le n-uplet J = (j1,. .., j,) maximal parmi les I tels que A\; # 0, pour I'ordre
lexicographique sur les n-uplets. On applique alors ’endomorphisme de N™ : 8{1_1 e 8%”_1. Par
maximalité, on obtient alors A jw, = 0. Or I'assertion i) implique A; = 0, ce qui contredit notre
hypothése. Cela montre le résultat. O

Le théoréme [6.3.12] montre que P; est vraie. On démontre alors P, par récurrence sur n.
L’idée générale de la démonstration est la suivante :
D’apreés la proposition [6.3.3] on a une suite exacte courte de S-modules :

e s

0 M T YN 0,

et la relation :

o(f(z1)) = a(z1)y(21).

Si on tensorise cette suite exacte par N au dessus de S, on obtient la suite exacte :

o ®id TN7T®id SN2 0,

et la relation : B
(o@id) (B(z1)@¢(22)) = a(z1)7(x1)®¢(22).

Comme a(z2)((z2) = 0, on en déduit que :

o@id (B(z1)®¢(x2)) = (@(x1) — a(x2))7(21) D¢ (22).

a(ml)—ﬁ(xz)
T1—T2

TN — Y N? est alors engendré, en tant que S-module, par les coefficients de la série formelle

a1 (x1, x2)y(x1)®((x2), cela motive la définition d’un S-module libre L) et d’un morphisme p; :

YN — TN défini par cette série. On montre alors qu’on a une suite exacte courte :

On pose aj(z1,z2) = , série formelle & coefficients dans Ry. Le noyau du morphisme

0 IN TN YN2 ——0,

qui nous permet de démontrer Py. Pour n > 1, on utilise la définition pour définir des
séries formelles «, :
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Définition 6.6.2. Soit n > 0. On définit la série formelle oy, a coefficients dans S et homogéne
de bidegré (2n,1) par :

an(x1, ..., Tny1) = T (a(z1)) € S[z1, ..., 2y ]

Proposition 6.6.3. Soit n > 0. Alors :

i) La série oy, est a coefficients dans R, C S.

i) an(x1,.. . Tpg1) = an [T1, - Tpy1)-
ii1) La série ay € S[x1,...,x,] est une série formelle symétrique.
iv) On a :
— 1
an(T1,. .oy Tny1) = ay, z |,
k>n TEN"+1 | [I|=k—n
ot, d’apres la notation ol =l x;”jfll st L= (i1, 0nt1)-

Pour démontrer cette proposition, on introduit 1’algébre de polynémes S [t], considérée comme
S-module :

Définition 6.6.4. Soit x le morphisme de S-modules suivant :

X:{S[t] — S

t" —  ap.

On munit S[t] de la graduation telle que t* est homogéne de bidegré (2k,1). Ainsi, x est un
morphisme de S-modules bigradués.

Démonstration de la proposition[6.6.5 : L’assertion iv) implique les trois autres. On considére
la série formelle homogéne de bidegré (0,1) & coefficients dans S [¢] suivante :

L S thak e s [l

1 —th‘l N >0

ap(a1) =

On pose o), (z1, - .., Tn) = Ty(af) pour n > 0. Par construction, on a x (o (z1)) = a(z1) = ao(z1).
Par fonctorialité de 7,, on en déduit que :

Montrons par récurrence sur n > 0 que :

o (21 Tng1) = o
n AR n - +1 .
H?:l (1 — t.%i)
— Pour n = 0, le résultat est vrai par définition de af).
— Supposons le résultat vrai pour n. D’aprés la définition [1.5.19]de 7, on a :

/ /
Opt1 5n+2an

B 1 £ ¢
L1 = Tn+2 H?:Jrll(l — tx;) H?:Bz(l — tx;)

_ " 1 ( 1 1 >
120 —ta;) o1 — Tpg2 \1 —tor 1 — a0

_ " t
[T (1 — ta;) (1 = tw1)(1 — tnio)
tn—‘rl

H?:Jrf(l - mi)'
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On en déduit que :
tn
H?:Jrll(l — tw;)
o Bl

1>0 |I|=l

= Ztk Z xl

k>n  |I|=k—n

ab (z1, .. Tns)

En appliquant le morphisme y, on obtient 1’égalité recherchée, ce qui démontre la proposition. [
Corollaire 6.6.5. Soitn >0, on a :

(1 — Tna2)ant1 (1, -y Tpg2) = (@1, ., Tnt1) — (X2, ..o, Tpao).

Démonstration : D’aprés la définition [6.6.2] on sait que :

(21 — Zng2)ang1(21, ., Tng2) = (21, -, Tng1) — A Tng2, T2, - -, Tng1)-

Le résultat découle directement de la symétrie de a,,, démontrée a la proposition précédente. [

Définition 6.6.6. Soit n > 0. On note L, le S-module bigradué libre sur les générateurs y;
homogeénes de bidegré (2i,0) pour i >n :

L, =S {yili >n).
On note Yy (x) € L [2] la série génératrice homogéne de bidegré (2n + 2,0) suivante :
Yo(x) = Z gL
i>n
Lemme 6.6.7. Soient E un S-module gradué, n > 1 un entier et k € Z. On a la suite exacte
suivante, naturelle en E :

0 — Homg(XFN™ E) —— Efz1, ..., Tn]p4k —> H?:1 Elzy,. .., zn]nek

u(z, ..., on) — (@(zj)u(r1, . . ., T0))1<i<n,

ot Homs(EkN”,E) désigne l’ensemble des morphismes de S-modules gradués, homogénes de
degré 0, et E[x1,...,2n]ntk Uensemble des séries formelles en n indéterminées, homogénes de
degré n + k et a coefficients dans E.

Démonstration : On a la suite exacte courte suivante :
P 2TV MT T —— ynpn —— N —— (),
En appliquant ¥ et Homs(—, E), on obtient la suite exacte :
0 — Homs(SFN™, E) — Homg (2F "1™, ) — [[j_, Homs (S " TV~ 'MT" 7, E).
Or, comme T est un S-module libre de base (7;)i>1, le morphisme suivant est un isomorphisme :

{Homs(Zk_”T”,E) — Elz1,. .., 2n]nek
f — f (@)@ @F(2)) -

De la méme facon, on a Homg(ZF"T7='MT" 7 E) ~ E[x1,...,2Zn]nsk. Le lemme découle

finalement du fait que o(4(x)) = a(z)7(z). O
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Proposition 6.6.8. Soit n > 0. Il existe un unique morphisme de S-modules py, : L), N"* —
TN™ homogéne de bidegré (0,1), tel que :

pn (Yn(21)@C(22, - .., Tn1)) = an(@1, - Tpg1 )V (@1) ©C(@2, - - - Tnt1).

Démonstration : Par définition, L/, est le S-module libre de base (y;)i>n. Définir un morphisme
L! N™ — TN™ revient & définir, pour tout i > n un morphisme L'N"™ — T N™. On décompose
la série formelle o, (21, ..., Zn41)7(21)@C(22, . .., Tnt1) selon les puissances de z :

an(x, ..., Tnp1)Y(21)C (T2, . .., Tng1) = Zx{ul(xg, ey Tpgl)-
1>0

Pour I > 0, u; est une série formelle homogéne de bidegré (3n 4+ 2 + 2I,1) a coefficients dans
TN". D’apreés la proposition pour tout 2<j7<n+1,ona:

a(xj)an(x17 vy I’n-}l)i(fﬂl)@((x% ERE ,$n+1) = 07
d’oul
a(l'j)ul(xg, ce ,J},-H_l) =0.

D’aprés le lemme il existe un unique morphisme de S-modules £*N™ — T N™ qui envoie
Yi®@C(T2, ..., Tpt1) sur u;—;—1. On en déduit existence et 'unicité du morphisme p,. O

Remarque 6.6.9. Si n = 0, il existe un isomorphisme de S-modules entre L{, et M qui envoie
y; sur 3;. De plus, le diagramme suivant, ou la ligne est exacte commute :

0 Ly-2s7—"s5N 0
| A
M

Les deux lemmes suivants montrent que les images des morphismes p,, : L N* — TN™ et
o®id : MN™ — TN™ coincident.

Lemme 6.6.10. Soit n > 0. Alors :

i) an(z1, .. Xpy1)C(T1, .. py1) =05

i) la composée suivante est nulle :

L N? Lo o T e,

iii) Im py, C Im (c®id).

Démonstration : Comme Im (0c®id) = Ker (r®id), les assertions i7) et i) sont équivalentes.
De plus, ©) est équivalente a i) car, d’aprés la proposition W :
(m®id) o pr (Yn(x1)@((22, ... Tpnt1)) = an(@1, .o Tpt1)C(X1, 0oy Tpg1)-

On démontre i) par récurrence sur n > 0.

— Sin=0, ap(x1) = a(x1) et, d’aprés la proposition a(z1)¢(x1) = 0.
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— Supposons le résultat vrai pour n. D’aprés le corollaire [6.6.5 on a :

(1 — Tnt2)an+1(Z1, -y Tpg2) = (X1, .., Tpt1) — Qn(T2, ..., Tpia).
D’apres 'hypothése de récurrence, on sait que o, (21, ..., Tn+1)C(21, ..., Tpt1) = 0, donc :
an(z1, ..o xng1)C(z1, ..oy Tpy2) =0,
et :
an(T2, ...y Tny2)C(x1, ..oy Tng2) = ((x1)@an (T2, . .., Tnt2)((T2, ..o, Tpyo) = 0.
On en déduit que (1 — Tpt2)an+1(x1, ..., Tnt2)((z1, ..., Tnt2) = 0, ce qui démontre le
résultat.

O

Lemme 6.6.11. Soit n > 0. Alors :

i) On a l’égalité de séries formelles a coefficients dans TN™ suivante :

n+1
(H(ﬂﬁ - iUk)) pn (Yo(21)®C(22, ..., Tpp1)) = (0®id) (B(21)R((@2, . .., Tnt1)) ;
k=2

i) Im (o®id) C Im py,.
Démonstration : On démontre 1’assertion i) par récurrence sur n > 0. La remarquedémontre

le cas n = 0.
Supposons le résultat vrai pour n. D’apres la proposition [6.6.8] on a :

(71 — Znt2)pnt1 (Yo (1) ®@C(22, - -, Tpy2)) =

(1 — Tng2) o1 (21, - . o Tng2) V(1) QC (22, - - -, Tn2)

Or, d’apreés le corollaire [6.6.5] et le lemme [6.6.10] on a :

(1 — pt2)ant1(z1, ooy Tng2)C(T2, . oy Tpy2) = an(x1, . Zpt1)C (T2, ooy Tpg2).
D’ou :
(@1 = Tna2) pn1 (Vo1 (21)®C(22, -, 2nt2)) = om(@1, ..o, 2ng1) V(1) ©OC(@2, - Tnya)
= pn (Ya(21)@C( @2, .- ., Tnt1)) OC(Tnr2).
On a donc :

n+2
<H(l‘1 - wk)) Pt (Ynp1(21)®C(22, - . Tny2))

f=2
n+1

= (H(ﬂil - wk)) pn (Yn(z1)@C(@2, - Tng1)) ®C(Tnt2)
k=2

Finalement, en utilisant I’hypothése de récurrence, on obtient :

n+2
(H(Hfl - xk)) Prt1 (Yni1(21)@C(22, . .- s Tni2))

k=2
= (U®id) (E(.Tl)@)((xg, s ’$n+1)) ®<($n+2)
= (0®id) (B(x1)@C(22, .., Tnt2)) -
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Cela achéve la récurrence.
L’assertion i) découle directement de 7). En effet, 'image de o ®id est engendré par les coeffi-

cients de la série formelle (o ®id) (B(z1)®( (22, . .., 2n41)). L'égalité nous assure qu'ils s’écrivent
comme des combinaisons linéaires de coefficients de la série formelle p,, (Y, (z1)®((z2,. .., Tn+1)),
qui sont tous dans l'image de p,. On a donc bien Im (oc®id) C Im p,,. O

Théoréme 6.6.12. Soit n > 1. Alors :
i) Le S-module N™, vu comme R,,-module est libre de base [I] ou I € J™.

ii) Le morphisme py, : L), N" — TN™ est injectif et on a la suite exacte courte de S-modules
sutvante :

n id
04——>L;NﬂAﬁ—>TmW=1§;2Am+L——>O.

Démonstration : Les lemmes [6.6.10] et [6.6.11| montrent que Im (0 ®id) = Im p,,. Pour démontrer
que %) est une suite exacte courte, il ne reste plus qu’a démontrer 'injectivité de p,. Pour cela,
on montre par récurrence sur n > 1 que p,_1 est injectif et que N”, vu comme R,-module est
libre.

La proposition [6.3.3| et le théoréme montrent que le résultat est vrai pour n = 1.

Supposons le résultat vrai pour n. Comme N™ est un R,-module libre et a,, est une série
formelle & coefficients dans R,, dont le coeflicient constant est a,, on en déduit que p,, est injectif.
De plus, d’aprés la proposition le conoyau de p,, SN"T! est de a,-torsion. Donc, p,
devient un isomorphisme une fois a,, inversé. D’aprés le lemme m pour démontrer que N™t!
est un Ry,41-module libre, il ne nous reste qu’a démontrer que l’'idéal annulateur de w,+1 est
Jn+1- On a le diagramme de S-modules suivant, dont les lignes sont exactes :

( e >2Nn+1 G
AN P \ ® '
0 LN TN™ RN 0

o= LI N" a2 - ->TN"/a
D’aprés le lemme du serpent, on a la suite exacte courte :
0 ——= 2Nt ——= LI N"/a2®* —=TN"/a{? — 0.

De plus, grace a la proposition on sait que la série génératrice ((x1, ..., Tn11) de N est
envoyée sur la série formelle suivante a coefficients dans L), N /a2® :

1

an(T1,. .., Tny1)

Yn(:(}l)@C(;UQ, R 7-7;77,—&—1)-
En particulier, en considérant le coefficient constant, w,+1 est envoyé sur
1
;ynH Quwpn € LN Jas°.
n

L’idéal annulateur de wy1 est celui de aiym_l@wn, c’est-a~dire Jn4+1. Cela achéve la démons-
n
tration. O
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Notation 6.6.13. On notera H, le noyau du morphisme 7®id : TN" — SN N"! dans la
catégorie des SA-comodules. D’aprés le théoréme[6.6.12], H,, est isomorphe en tant que S-module
a L) N"™.

Le résultat technique suivant nous servira au lemme [6.9.4] pour déterminer la structure de
S-module de Tory (N, N™).

Lemme 6.6.14. Soitn > 1 et 21,...,2, € N™ tels que :
V1 <i,j <n, 0;z; = 0.

Alors il existe z € N™ tel que pour tout 1 < i < n, 0;z = z;. De plus, si pour tout 1 < i < n,
z; = 0 alors il existe A € Ry, tel que z = X wy,.

Démonstration : D’aprés le théoréme pour tout 1 < ¢ < n, on peut écrire de maniére
unique :
Z; = Z i1 [I], avec \j1 € Ry,.
Iegm
Soit L = (l1,...,lp) € J" avec L # (1,...,1). Il existe donc 1 <i < n tel que [; > 1. On a donc
[0;L] # 0. On pose alors pr, = \; 5,1, Si j # @ vérifie aussi [; > 1. On a alors :

[0:0;L] = [9;0:L] # 0.

D’aprés 'hypothése on doit avoir :
)\i,aiL = )‘j,ajLu

ce qui montre que la définition de py, ne dépend pas du choix de 'indice i tel que [; > 1. L’élément
Z =) _rzq,.. 1) kL [L] vérifie bien, pour tout 1 < i <n, 0iz = z;.

Le fait que ([I]);jesn» forme une base sur R, de N™ implique que les éléments py pour
L # (1,...,1) dont déterminés de maniére unique par les z;. Cela démontre la deuxiéme partie
de la proposition. O

Remarque 6.6.15. Si X est un S-module, nous noterons 0; ’endomorphisme id®0; de X N™
lorsqu’il n’y aura pas d’ambigiiité. De plus, si X est un S-module libre, la proposition
précédente se généralise a X N™.

6.7 Relations explicites dans N"

Soit n > 1. D’aprés le théoréme [6.6.12] N™, vu comme R,-module est libre de base ([J]) e n.
Soit 0 < k <mnet I € J" Dans cette section, nous expliciterons l'expression de ay, [I] dans cette
base. Comme ay, [I] est homogéne de bidegré (2k + 2|I| — n, 1), il existe des scalaires Ay 17 € k
tels que :

ar I =Y Nersairir— ], (6.7.1)
JeJgn
avec nécessairement Ay ; y = 0si [J| > k+|I|—n. D’aprés la proposition et le lemme|[6.6.10
il existe une série formelle symétrique ay,—1 € S[[z1, ..., z,], homogeéne de bidegré (2n—2,1) telle
que :
1. an—1(z1, ..., 2n) —an—1 € RuJz1, ..., 20];
2. ap—1(x1,...,xn)C(z1, ... xn) =0,

3. an—1(x1,...,2p) = Zkznfl ay (Ziﬁ._,ﬂ-n:,ﬁnﬂ x - xﬁl”)
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De plus, le théoréme [6.6.12] montre que la suite suivante est une suite exacte courte :

0— L/ Nm e pyn T8 i o,

ou, d’aprés la proposition Pn est défini par :
pn (Yo (21)®C(22; -, Tpt1)) = an (@1, - -+, 1)V (@1) R (32, -, Tngr)-
La proposition détermine les coefficients Ay 7 7, pour £ = n — 1, grace a cette série formelle.

Proposition 6.7.1. Soit [ € J". Soit Ay ={J = (j1,---,Jn) €ET" | i < iy et J #1}. Alors :

ana [ ==Y an_yyyn-17 7]
JEAT

Démonstration : Cela découle directement de I'expression de la série formelle :

an—1(x1,...,xp)C(z1,...,2n) = 0.

En effet, d’aprés la proposition [6.6.3] on a :

i i
ap—1(x1,... ) = E ay E gt gl

k>n—1 i1+ tin=k—n+1
— E k1 k
= a|K|+n_1m1 ...xn’ﬂ.
K=(K1,....kn)ENP
D’ou :
— ki+j1—-1 kn+jn—1
on—1(x1,. .y xn)C(T1, . xy) = E a|K|+n—1 [J] 7] e gpnIn
KeNn, Jegn
= 0.
Soit I = (i1,...,in) € J". En considérant le coefficient du monoéme :c?f_l --zin=l dans cette

série formelle, on obtient :

an—1 [I] + Z an-1411-17) [J] = 0.
JEA]

O

Nous voulons généraliser ce résultat pour 0 < k£ < n. Il nous suffit donc de trouver une série
formelle hy, , € S[z1,...,2,] homogene de bidegré (2k, 1) telle que :

1. hgn(z1,...,2n) —ax € Ry, ..., 4],
2. hypn(x,...,20)C(T1, ..., 2n) = 0.

Comme pour la démonstration de la proposition [6.6.3) on utilise le S-module bigradué S [¢], on
t" est homogéne de bidegré (2n, 1), et le morphisme de S-modules y, de la définition :

{X — S
X: tn

— an.
Notation 6.7.2. Soientn > 1et 0 < j < n,onnote 0j,, € k|z1,...,xy], le polynéme symétrique
élémentaire de degré total j sur les indéterminées x1, ..., x,, de telle sorte qu’on ait :

n n

[T = tai) =D (-1 0jut? €kt z1,... 2]

i=1 j=0
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Définition 6.7.3. Soient n > 1 et 0 < k < n. On définit les séries formelles en x1,...,Tn,
homogeénes de bidegré (2k, 1) suivantes :

nl-k(_{\ig. th+i
.77

B (b, 1, = =2 eS|t
k,n( y L1, ,f]fn) H?:l(]. — th) [ ] [[xla 7‘TTLH7
hk‘,n(xla"'a'xn) = X( ;mn) ES[[ZEl,...,.CEn]].
Lemme 6.7.4. Soit n > 1 et 0 < k < n. Alors la série formelle hﬁc’n(xl,...,xn) —tk e

S[t,x1,...,x,] est divisible par t™.

Démonstration : On a :

—1—k : ki
ISP S ' )i it
k.n ) s n H?:l(l_tm,z)
im0 (1ot — S (1) ot
[T, (1 —tx)
_ Z?:n—k(_l)jaj,ntk—i_j
- [T, (1 — t)

— n+k(_1)l_kgl—k,ntl

-

— l=n
[T (1 —t)
Cela montre bien que hfk’n(xl, ..., y) — tF est divisible par ™. O]

Lemme 6.7.5. Soit n > 1, et P(t,z1,...,2,) € S[x1,...,2,] [t] C S[t][z1,...,2,], un poly-
nome de degré en t au plus n — 1. Alors :

* (q&iil(l—tfrs)) (@15 @) = 0.

Démonstration : Soit 0 < k < n. Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat pour des

polynomes P du type :
P(t,x1,...,2p) = t*.

On fait alors une récurrence sur n. Comme y (17115931) = a(x1), la proposition [6.3.3[ montre le cas

n=1et k=0.
Supposons le résultat vrai pour n — 1, montrons le pour n. On fait alors une récurrence
descendante sur k. D’aprés la démonstration de la proposition |6.6.3] on a :

tn—l

X(H’;l(l—tw)

D’apres le lemme [6.6.10] le résultat est vrai pour £k = n —1. Soit 0 < k < n —1 tel que le résultat
est vrai pour £+ 1. On a :

) = Oén—l(xl, ces ,a;n).

tk _ th(1 — tay + to,)
H?:1(1 —tx;) H?:1(1 — tz;)
tk thrl

15 (1 — tay) [Timy (1 — ti)

Les hypothéses de récurrence pour (k,n — 1) et (k 4+ 1,n) permettent alors de conclure. O
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Remarque 6.7.6. On peut démontrer le lemme précédent en utilisant une décomposition en
212 . 2 . . P(t7$17...,d}n) 3

éléments simples. On peut alors écrire la fraction " (lotzy) COMIME une somme de fractions du
1=1 g

(21,0, Tn)

R N . . . . .
type ==y ol R; est une fraction rationnelle en les x;, avec pour dénominateur un produit
1

de polynomes du type (x; — x;). Le résultat suit simplement parce que x (l%m) = a(xz;).

Proposition 6.7.7. Soientn>1et0<k<n. Ona :
i) la série formelle hy n(z1,...,2n) — a) est a coefficients dans Ry, ;
ii) hk’n(xl, . ,acn)((azl, e 71'71) =0.

Démonstration : D’aprés le lemme on sait que la série formelle hﬁw(wl, ooy my) — tF est
divisible par ¢". En appliquant le morphisme x : S [t] — S, on obtient directement le 7). Le i)
découle du lemme [6.7.5 O

Pour la proposition ci-aprés, nous avons besoin d’introduire les ensembles B} suivants, pour
ITeJ"et0<I<n.

Définition 6.7.8. Soit I = (i1,...,iy) € J" et 0 <1 < n un entier. On pose :
By ={J = (1, Gn) € T" | ¥ S0 i < i et ${mljm = im} = 1}

Proposition 6.7.9. Soit I € J", et 0 < k < n. Alors :

k
wl =030 (") S awvn
=0

JeBL

Démonstration : Soit D = (di,...,dy) € N". On note hy,, p le coefficient de azfl x,‘i” dans
hkn. D’aprés la proposition [6.7.7] on sait que :

hin,p = aj si D=(0,...,0) et hk,n,DERn si D #(0,...,0).
De plus :

0 = hgpn(xr,...,20)C(21,. .., 2p)

_ Jtdi=1 | Gatdn 1
= > D heapllaft g
DEN™ J=(j1,.--jn) €T

- Z Z Pk, [J] $§1_1-..x%n—1

IeJgm™ D+J=I

Soit J = (j1,...,Jn) € T", tel que pour tout 1 < m < n, jp, < iy, et s0it I = f{m|jm = im} <
n. On a alors I'égalité suivante (cf. 'équation (6.7.1))) :

Ak 1,0y | 1)~ || = —Pkn,1-J-
Or, d’aprés la définition [6.7.3] on a :

S M (1) g th

h; . =
k’,n(xla axn) H?:1(1 —t$2)
Z?:n—k(_l)jajantj—i—k

L= (1 — i)

= ¢tk
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Solent n —k <a<nel<b < - <b, <n. Le coefficient de xzf_jl-~-x%”_j” dans
% est (lionlc 1 si 'p01‘1r tout 1 < m < a, ig,, — Jjr,, > 1, et 0 sinon. Par conséquent, le
coefficient de z{' /' -+ - 2"/ dans % est (”;l) On a donc :

- n—I
hini-g = — Y (—1)a< a >
a=n—k
n n
n—1[1-—1 n—1[1-1
- -y e ) S e
a=n—k a=n—k
n—1 n
n—[0-—1 n—1[1-1
DN Gy D SRSV (i
a=n—k—1 a a=n—k a
—(—-1
— 1 TL—k 1 n
(=) (n —k—-1
—1-1
— _1 n+k n
(e
Cela achéve la démonstration. O

6.8 Structure de SA-comodule de H,

Dans cette section, nous explicitons la structure de comodule de H,, noyau du morphisme
7®id : TN™ — L N"! dans la catégorie des SA-comodules (cf. la notation [6.6.13)). Pour cela,
rappelons la suite exacte de comodules (6.3.1)) :

o ™

0 M T XN 0.

En tensorisant par N™ dans la catégorie des SA-comodules, on obtient la suite exacte de
comodules suivante qui, de plus, permet d’identifier X Tor?(N , N™) avec un sous-comodule de
MN™:

S o®id T Rid
0 —— X Tory(N,N™) —= M N" TN" YN ——0. (6.8.1)

En introduisant le comodule H,,, on obtient la factorisation suivante :

s " nU®M n TRid 1
0 — ¥ Tor¥(N, N") —= MN TN NN —=0
7\/11\ N pn
H, )

ainsi que les deux suites exactes courtes de comodules suivantes :
0 —> % Tor}(N, N") —>= MN" "> H, —> 0 (6.8.2)
n ®1id
0 H, > pnn T2 s Nt — . (6.8.3)

D’aprés le théoréme on sait que H, ~ L/, N en tant que S-module. Cet isomorphisme
permet de considérer la série formelle Y, (21)®((xo, ..., Zp+1) comme étant une R,-série géné-
ratrice de H,,. La proposition suivante explicite le morphisme v,,, ce qui nous permettra d’en
déduire le morphisme de structure de comodule
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Proposition 6.8.1. On a l’égalité de séries formelles a coefficients dans H,, suivante :

n+1

vn (B(z1) @ (22, .., Tnt1)) = (H(azl - m) Yo (21)®C (9, - - ., Tnt1)-

k=2

De plus, v, commute avec les endomorphismes 0; de N™, pour 1 <i <mn.

Démonstration : D’aprés le lemme [6.6.11] on a :

n+1
(c®id) (B(z1)®( (22, ..., Tny1)) = (H(azl — xk)> pn (Yn(z1)@((x2, ..., Tnt1))

k=2
n+1
= pn ((H(l‘l — $k)> Yo (x1)®( (2, . .. ,$n+1)>
k=2
Or d’apreés le théoréeme [6.6.12] p,, est injectif. On en déduit donc le résultat. Enfin, v, commute
avec 0;, pour 1 < i <mn car ils agissent sur {(x2,...,Zp+1) par multiplication par ;4. O]
Théoréme 6.8.2. On a :
n+1 n+1 Ha1) — Ha)
_ _ 1) — f(x
Vi, (YVa(21) (22, wnga)) = f(@1) - [[Foat@) - [[ =———= (Va®) > f(x1, ..., 2011),
i=2 e LT

avec !

(Ya®Q) > (w1, -, Zpt1) = Yo & f(21)@C > (F(22), - - -5 F(Tnt1))-

Démonstration : Par construction, v, est un morphisme de comodules, donc on a le diagramme
commutatif suivant :
Un
MN™ Hy,

YarNn J/ len

n

D’apreés la proposition et définition [6.4.1] et le corollaire [6.4.3] on sait que :
Yane (B(x1)@C(22,. .. Tnt1)) =

n+1

flz1) - [] Foa(z) - (BoQ) & f(z1, ... 2as1).

=2
En appliquant idsy ®v,, et la proposition on obtient :

n+1
Vu, (H(w’l — ) - Yo(z1)®( (22, . .. ,xn+1)> =

k=2
n+1
() - H% a(z;) - (Vn(B&C)) > f(x1, ., Tng1)-
1=2
D’ou :
n+1
H(m — i) Y, (Ya(z1)®(22, .. Tnt1)) =
=2 ] n+17 .
) [[Foa@) - [0 — @) - (a®Q) = f(ar,. .. zni1).
=2 i=2

Ce qui termine la démonstration. O
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6.9 Structure de S-module de X Tor} (N, N")

On fixe un entier n > 1. Dans cette section, nous explicitons la structure de S-module de
Tor$ (N, N™). Nous obtenons un résultat analogue au théoréme [5.4.16| pour I'algébroide de Hopf
(BP«, BP.BP). Rappelons la suite exacte de comodules ([6.8.1) :

S n n0'®id n T™Rid 1 0
0 —> 2 Tor(N, N") —= MN TN NN —=0,

et la suite exacte courte de comodules :

0 — ¥ Tor} (N, N") — MN" "~ H,, — 0. (6.9.1)
Notation 6.9.1. On notera M-, le sous-S-module de M engendré par les éléments 3; pour
1> n.
Remarque 6.9.2. Le S-module M-, n’est pas un sous-comodule de M.

Les deux lemmes suivants montrent que la restriction de v, & M~, N™ est un isomorphisme
et donc que la suite exacte (6.9.1]) est une suite exacte scindée dans la catégorie des S-modules.

Lemme 6.9.3. Soientl > n, et w € N™. Alors :

n

va(Brow) =Y (—=1)Fyp@wy,
k=0
ou :
Wg = Z 8j1~--8jkw€N”.

1<j1<<jg<n

Démonstration : Par linéarité, il suffit de démontrer ce lemme pour w = [I], avec I € J". Soit
I=(i1,...,iy) € J™. On utilise la relation de la proposition :

n+1
v (B(1)@((22, . xn1)) = [[(@1 — zi)Yalz)®((@a, ... 2n1)
i=2
n
= Z(*l)kﬁ*kak,n(@, ) Yo (1) ©C(@2, - - -, Tns)
k=0
n
= Z(—l)kﬂf—kYn($1)®0k,n(9€2, oy Zng1)C(T2, ., Tngr).
k=0
On considére alors le coefficient de 2/~ tzh 1. .. :L‘i{;r_ll, ce qui nous donne le résultat. O

Lemme 6.9.4. La restriction de v, a M~,N"™ induit un isomorphisme de S-modules :
Ms,N"~ H,.

En particulier, la suite exacte courte (6.9.1) est scindée dans la catégorie des S-modules.

0 —= S Tor$(N, N") —= MN" > H,, —> 0.
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Démonstration : Soit  un élément non nul de M~, N™. On peut écrire x de maniére unique :
T = Z ﬁl®wl7
n<lp<l
avec w; € N" et wy, # 0. D’aprés le lemme il existe alors des éléments w; € N™ tels que :
Vn(l’) — yl() ®wlo + Z yl®w;
i>lg
Cela démontre l'injectivité. Pour démontrer la surjectivité, il suffit de montrer que, pour tout
[ >nettout I € J", il existe un élément z € M~,N" tel que v,(z) = y;® [I]. Nous allons le
faire par récurrence sur |I|.
— Si [I] = wy, alors d’aprés le lemme on a v, (fi®@uwy) = Y Qwn,.
— Supposons le résultat vrai pour tout J tel que |J| < |I]. 1l existe donc des éléments
z; € M=, N™ pour 1 <7 <n tels que :
vn(2:) = y1®0; [1].
Soit 1 < j <n. On a alors :
yn(ﬁjxi) = 8j1/n(a:i)
= y®0;0;[I]
= y®,0; 1]
= Oivn(xj)
== I/n(alfﬁ])
Comme v, restreint a M-, N" est injectif, on a pour tout 1 <4, j < n, djz; = J;x;. D’apres
le lemme il existe donc un élément z € M~,N™ tel que, pour tout 1 < i < n,
iz = x;. On a donc 9;(vp(x) —yi® [I]) = 0, il existe donc z € L/, tel que :
Un(x) = y® [I] + 2Qwn,.

Or d’apres l'initialisation de la récurrence, z®w,, est dans 'image de la restriction de v, a
M=, N™. Cela achéve donc la récurrence et démontre le résultat.
O

Notation 6.9.5. On note L, le S-module libre de rang n sur des générateurs y; de bidegré (2i,0)
pour 1 <17 < n.

Théoréme 6.9.6. [l existe un unique isomorphisme de S-modules
¢n : LyN™ — S Tor}(N,N") ¢ MN",
tel que, pour tout 1 < k <n et tout w € N™ :
On(yr@w) — Br@w € Ms, N™

De plus, ¢ commute aux endomorphismes 0; de N™ pour 1 <i <mn.

Démonstration : Soit M<,, le sous-module de M engendré par (0j)k<n. On a alors la décompo-
sition suivante dans la catégorie des S-modules :

MN™ >~ M<,N" & M-, N".
Comme le lemme [6.9.4] démontre que v, restreint & M-, N™ est un isomorphisme, on en déduit
que la suite exacte courte (6.9.1)) est une suite exacte de S-module scindée, et que X Tors (N, N™)
est isomorphe a M<, N" en tant que S-module. On en déduit alors 'existence et 'unicité du

morphisme ¢,. Le fait que ¢, commute aux morphismes 9; découle directement du fait que v,

aussi (cf. la proposition m ). O
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6.10 Générateurs explicites de ¥ Tor}(N, N")
Dans cette section, nous explicitons le morphisme
¢n : LyN™ — S Tory (N, N") ¢ MN™
du théoréme Pour cela, nous utiliserons l'indéterminée ¢ et le morphisme x introduits

a la définition On peut étendre naturellement le morphisme y pour des puissances de ¢
négatives, en posant :

S]] s
X : ki . { ap s .k: >0
0 sinon.

Rappelons que t* est un élément homogéne de bidegré (2k,0) pour tout k € Z, et que x est un
morphisme homogéne de bidegré (0,1).

Définition 6.10.1. Soit k le morphisme de S-modules, homogéne de bidegré (2,—1), suivant :

s — M
K ki - { Br+1 St ‘k: >0
0 stnon.

P(t)
I

Proposition 6.10.2. Soit P(t) € S [t¥'], alors x (

la relation swivante :

> = 0 pour i suffisamment grand et on a

gor(P(t) = x (P(t1)> Y.

ti—
i>1

Démonstration : Comme X(tk) = 0 pour k < 0, pour ¢ suffisamment grand, on a :

SEOR

La somme de droite est donc finie.

Par linéarité, il suffit de vérifier cette relation pour P(t) = t*, avec k € Z. On a alors :
oor(t") = o(Brr)
k+1

= Z Af+1—i7i
i=1
= D X"y

i>1
Ce qui démontre la résultat. O
Le lemme suivant généralise le lemme [6.7.5) aux puissances de ¢ négatives.

Lemme 6.10.3. Soit n > 1, et P(t,z1,...,2y) € S[z1,..., 2] [tF] C S [t [21, ..., 24], un
polynome de Laurent de degré en t au plus n — 1. Alors :

(P(t,xl, ey Tp)
[T (1 —ta)

)((xl,...,xn) =0.
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Démonstration : Par linéarité, il suffit de démontrer le résultat pour des polynémes P du type :
P(t,xy,...,2p) = tF

avec k € Z tel que k < n. On fait alors une récurrence sur n. Pourn =1et £k <0, on a:

k k —k —k
1—t$1 1—t$1 1—tl’1
—k—1 :L‘ik
— tk—l—ixi 1
Z 1t 1—tx;
=0

Comme x(#) =0 pour I < 0 et x (ﬁ) =a(x1), on a:

P )~ ettt
=z T
X 1-— t$1 1 1/
d’oul le résultat.

La suite de la démonstration est formellement identique a celle du lemme Supposons le
résultat vrai pour n — 1, montrons le pour n. On fait une récurrence descendante sur k. D’apreés
la proposition [6.6.3] on a :

Le résultat est donc vrai pour K = n — 1. Soit k < n— 1, et supposons le résultat vrai pour k4 1.
On a:

) = an_l(xl, e ,xn).

I A € B o )
tk tht1
= -1/ LN + =
[Tio) (1 —tx) [T (1 —tay)
Les hypothéses de récurrence pour (k,n — 1) et (k +1,n) permettent alors de conclure. O

Avant d’énoncer le théoréme qui explicite le morphisme ¢,, on a besoin du lemme suivant
qui utilise les séries formelles h} , € S[t] [z1,...,z,] introduites a la définiton m

Lemme 6.10.4. Soitn>1et0<k<n. Alors on a :

(o®id) (k(hy,,) ¢ (21, ... 20)) = 0.

Démonstration : D’apreés la proposition 6.10.2] on a :

(o@id) (k(hy, ) ®C(@1, ... 20)) = 0 0k(hy,)@C(21,- .-, Tn)
hy,
= ) wu®x (ti—7711> C(@1s.. ., )
i>1
Comme le degré en t de hjk,n est n — 1, on peut appliquer le lemme |6.10.3[ qui conclue. O

Théoréme 6.10.5. Soitn>1etl<k<n. Ona:

én (yk®<($1, s 7$n)) = ’{( ?c—l,n)®C($1a s 7l'n)~
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Démonstration : Le lemme [6.7.4) implique que :
k(R 1) — Bk € Mspla1, ..., 2]
On a alors :
£ ( 2—1,n)§($1a cos @) — Br@C(T1, ..y Tn) € Mspy N[z, ... 2]

Le lemme [6.10.4] et la propriété d’unicité du théoréme [6.9.6] permettent de conclure. O

Corollaire 6.10.6. Soit [ €¢ J" et 0 <k <n. On a :

k
ul (1) = B 1] = 03 (" L) B 1.
=0

JeBl

Démonstration : La démonstration de ce corollaire est analogue a celle de la proposition
O

6.11 Structure de SA-comodule de ¥ Tor} (N, N")
A la section précédente, nous avons explicité le morphisme ¢,, du théoréme :
¢n : LyN™ =5 S Tory (N, N™) ¢ MN™,

Dans cette section nous nous intéresserons a la structure de comodule de ¥ Tor$ (N, N™). Com-
mencons par le cas n = 1. D’aprés le théoréme N est un Ri-module libre, il en est donc
de méme pour Li N ~ 32N.

Proposition 6.11.1. La série formelle 3(z)®((z) € MN[x] est une Ri-série génératrice, ho-
mogene de bidegré (3,0), pour X Tors (N, N).

Démonstration : D’aprés le théoréme 6.9.6|, ¥ Tory (N, N) est isomorphe en tant que S-module
a X2N. Soit i > 1 un entier. D’aprés le corollaire 6.10.6, on a :

Gu(@[i]) = Bi@[i]+ Z B1+i—j @ [J]
1<j<i

= > Bii®ll.

1<j<i

On en déduit alors :

Sn(1@C¢(x) = D nlyo® i)’

i>1

= > > Billa!

121 1<j<i

— Z Zﬂl@ []] $j+l72
j>11>1

= Ba)ed(z).
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Proposition 6.11.2. I existe un isomorphisme de SA-comodules entre 3 Tor?(N, N) et le quo-
tient du comodule N par le sous-comodule engendré par [’élément [1].

Démonstration : D’aprés la proposition|6.3.7, O : N — £2N induit un isomorphisme S-linéaire
entre N/([1]) et X2N. De plus, la série A(x) suivante est une Ri-série génératrice de N/{([1]) :

i>2

La projection canonique N — N/([1]) envoie la série génératrice ((x) sur la série génératrice

zA(z). D’apres le corollaire on a donc :
Y(@A(@) = Foa(@) (¥) > f(z)
= foa(a) f() A f(z).

Donc :

Y(A@)) =foa(x) f(z) A f(x).

D’autre part, d’aprés la proposition|6.11.1|{précédente, la série B(z) ®¢(z) est une série génératrice
de ¥ Tor}(N, N). Or, d’aprés la proposition et le corollaire (6.4.3, on a :

Y(B(@)@((@)) = foa(z) f(z) - (B&C) > f(x).
Il existe donc un isomorphisme de SA-comodules entre ¥ Tors (N, N) et N/([1]). O

Revenons maintenant au cas général. D’aprés le théoréme le morphisme de S-modules
Gn : Ly N — ETOI??(N, N™) est un isomorphisme. De plus, d’aprés le théoréme [6.6.12) L, N
est un R,-module libre de base yx11® [[] avec 0 <k <n—1let I e J".

Définition 6.11.3. Pourn > 1 et 0 < k < n, s0it ug,(x1,...,2,) la série formelle homogene
de bidegré (2k + 2 4+ n,0) a coefficients dans ¥ Tory (N, N™), définie par :

uk,n(xh ceey xn) = ¢n (yk+1 ®C(xla cee axn)) .

Les coefficients des séries formelles ug, (21, . . ., z,) forment une R,,-base de ¥ Tor (N, N™) et
le corollaire [6.10.6{ donne 'expression de chacun des coefficients des séries uy, ,,. Les propositions
suivantes donnent une autre démonstration de ce résultat.

Proposition 6.11.4. Le groupe symétrique S, agit & gauche par permutation des facteurs sur
le comodule N™. Plus précisément, soit I = (i1,...,i,) € J" et o € &,. On a :

g - [il, AP ,in] = [’ia—l(l), N ’ia—l(n)] .
Par naturalité, le groupe symétrique S, agit sur le comodule Tor; (N, N™).

Soient k,m > 0. D’aprés le lemme la suite exacte courte de comodules suivante est
scindée dans la catégorie des S-modules :

0 —> S Tor$ (N, N*) — M Nk > Hj, — 0.

En tensorisant par N™, on obtient donc une suite exacte courte de comodules, scindée dans la
catégorie des S-modules :

®1id
00— S Tor¥ (N, NF)@ N —= pfNk+m 25 Hy @ N™ — (.
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On a alors le diagramme de comodules suivant :

¥ Tory (N, Nk+m)

A
|
! Vi ®1id

0 — X Tor} (N, NF)@ N — pfNk+m —— Hy@QN™ —— ()

|

T Nk+m
On obtient alors un morphisme injectif de comodules, homogéne de bidegré (0,0) :
S Tory (N, N¥ )@ N™ — X Tor} (N, N*t™).
Pour k=1, m=n—1et 1 <[ <n, on définit alors des morphismes
O = X Tory (N, N)@N""! — % Tor}(N, N")
de la maniére suivante :

Définition 6.11.5. Soientn > 1 et 1 <1 < n. Soit g7 € G, l'unique permutation qui préserve
Vordre de {2,...,n} et telle que o(1) = 1. On notera V., la composée des morphismes de SA-
comodules suivants :

op-—

O+ B Tory (N, N)@N""! — X Torj (N, N") —2—— ¥ Tor$ (N, N™).
On notera Zj., l'image de 9., .
D’aprés le théoréme > Tory (N, N) ~ Ly N" en tant que S-module. On a donc I'isomor-

phisme de S-modules :
Zpm ~ ¥ Tory (N, N)@N""' ~ L, N"™. (6.11.1)

Par conséquent, d’aprés le théoréme [6.6.12] Z;.,, est un R,-module libre.

Proposition 6.11.6. Le sous-comodule Z;., de ZTor?(N, N™) C MN™ admet pour R,-série
génératrice la série formelle B(z))@C(z1,...,Tn).

Démonstration : D’aprés la proposition [6.11.1} la série S(x)®¢(x) est une Ry-série généra-
trice de X Tory (N, N). Les coefficients de la série formelle 3(z;)®((z1, ..., x,) engendrent donc
¥ Torf (N, N™) en tant que Rj-module. Le résultat découle du fait que l'isomorphisme S-linéaire

(6.11.1)) envoie B(x;)®@((x1,...,zy) sur la R,-série génératrice y; @C (21, ..., Tn). O

Proposition 6.11.7. Soit 1 <1i < n. Les séries uy , vérifient les relations :

n—1
Z xfuk‘,n(xla s ,Iﬂn) - B(‘TZ)(X)C(‘TD e 7:1:71)'
k=0

De maniére équivalente, si Vy(z1,...,xy) est la matrice de van der Monde :
n—1
xl PEEErY ;L‘l 1
—
1 x2 DY 1:2
Vn = . ’
-1
1 =z, Ty

et Uy, et Z, sont les vecteurs colonnes suivants :
Un = (Ui—1n)1<i<n » Zn = (B(z:)@C(21, ..., Tn))1<i<n-

Alors les relations précédentes s’écrivent :
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Démonstration : On considére la série formelle suivante :

n—1
flxy, ... xp) = (Z :Efukm(a:l, el xn)> — B(z) (21, . ..y 1p).
k=0

C’est une série formelle homogene de bidegré (2 + n,0), a coefficients dans X Tor; (N, N™). De
plus :

i
L

x
flxe,...,zn) = :Efukm(wl, ceyTy) — foﬁkH@C(m, ceeyTy)
k=0

i1
= O

= x; <¢(yk+1 @C¢(z1,- 5 7n)) = Per1@C(T1,. . Cﬁn))

i
o

B foﬁk—&-l@C(l'l,...,mn).

k=n

La série formelle > 72 xfﬂkﬂ ®C(z1, ..., xy,) est a coefficients dans M, N™. Or, d’aprés le théo-

réme la série formelle ¢(yrp11@C(x1, ..., 2n)) — Brr1@C(x1, ..., 2,) est aussi & coefficients
dans M-, N™. Il en est donc de méme pour f(x1,...,x,). Enfin, d’aprés le lemme et comme
f est a coefficients dans ¥ Tory (N, N™), on a nécessairement f = 0. OJ

Corollaire 6.11.8. Le morphisme de SA-comodules suivant est surjectif :

n n
@ﬁl:n : @Zl:n — ETorl(N, Nn)

=1 =1

Démonstration : D’aprés la définition les coefficients des séries formelles uy, ,,, avec 0 <
k < n — 1 engendrent X Tor; (N, N™). Comme la matrice de van der Monde est inversible, on
en déduit que les coefficients des séries uy,, peuvent s’écrire comme des combinaisons linéaires
des coefficients des séries génératrices de Zj.,, avec 1 <1 < n (cf. la proposition . On en
déduit alors le résultat. O

Corollaire 6.11.9. La structure de SA-comodule de ¥ Tori (N, N™) est déterminée par la relation
matricielle suivante :
YUn =MV, Dy (Voof) Un >,

ou :

An(Z1y. o ap) = H;o a(x;),
i=1

f(x1)

)

Démonstration : D’aprés la proposition on a:

VnUn = Zna
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avec Zp, = (B(zi) (21, ..., 2n))1<i<n. Or, d’aprés la proposition et le corollaire pour
1<i<n,ona:
¥ (B(x)@C(1, .- an)) = Mafl@i) - (B(ai)@C (21, ... 20)) > .
D’ou :
Zn = AaDy - Z 1> 5.

On en déduit donc :

WU = (Vi ' Zn)
= V, Wz,
MVl Dy - Zy > f
MVl Dy - (VUy) > f
= NV Dy (Viof) - Uy > .

Considérons le cas particulier n = 2. On a alors :
1 I f(l’l) 0 >
Vo = , Doy= - .
2 < 1z ) 2 ( 0 flan)
On en déduit :

Vil Dy (Vaof) = — <x2f<w1>—w1f<wz> 1 (1) = F(22)?) )

T2 — I

f(z2) — f(z1) waf(22)? — z1f(21)?
Finalement on a la proposition suivante :

Proposition 6.11.10. La structure de SA-comodule sur ¥ Tory (N, N?) est déterminée par :

122 (f(z1)* —f(22)?)

Yup2(z1,22) = A2 7962{(22):2“@) ‘ug2 >+ Ao pr— “upg > f
T _% NS T N2 s
Yuio(r,22) = Ag- sz)f;(fl) “uga >+ Ao 4962]((%29227?(711) “upg > f

avec Aa(x1,x2) = H?:l foa(x;).

6.12 Décomposition des SA-comodules ¥ Tor}(N, N")

Le comodule X Tors (N, N?) admet une décomposition en une somme directe de deux sous-
comodules. Pour cela, considérons le complexe de comodules suivant, exact d’aprés le corollaire

:
0 ——> Z1.2 N Zog —> Z1:2 ® Zo.y —> ¥ Torg (N, N?) —= 0. (6.12.1)

Soit 7 € &y la permutation (1,2). L’action de 7 sur ¥ Tor$ (N, N?) induit I'isomorphisme de
comodules :
T Zl:g = 22;2.
Lemme 6.12.1. On a :
Z1.9N Zog = {.’L‘ € Z19 ’ TX :1'}.

De plus, Z1.9 N Zs.o est un Ro-module libre et la série formelle

Br)@((r,x) = > Bu®[b,ca™?,

a+b+c=m

est une Ro-série génératrice, homogeéne de bidegré (4,0), de Z1.9 N Za.a.
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Démonstration : 1l est clair que Z1.9 N Zao D {x € Z1.2 | T2 = x}. Réciproquement, soit = €
Z1.9 N Zan C MN?. D’aprés le théoréme x s’écrit de maniére unique comme une somme
finie :

xr = Z Aap,cBa® [b, ],

a,b,c>1

avec A\gpc € Ro. Comme z € Z1.9, qui admet pour série génératrice B(x1)®( (1, 22), nécessaire-
ment :
)\a,b,c = )\a’,b’,c’ (6122)

dés que a +b =d + bV et ¢ = . De méme, comme x € Zo.o, I'égalité (6.12.2) est vérifice si
a+c=a +c et b=10". Par conséquent, sia+b+c=a +V +¢ :

)‘a,b,c = )‘a—i—b—l,l,c = )‘a+b+c—2,1,1 = )\a’+b’—1,1,c/ = )\a’,b’,c“
Donc, 7o = x et B(z)®((z, ) est une série Ro-génératrice de Z1.0 N Za.o. O

Considérons les séries formelles homogénes & coefficients dans X Tor? (N,N?) C MN? et de
bidegré respectivement (4,0) et (6,0) :

§1(wq, m2) = B(21)®((21, 22),

Eo(1, ) = Bl ) S E2 81 = S, 22)

T — X2

Soient W1 et Wy les sous-modules de % Tor%(N ,N?) engendrés sur S par, respectivements, les
coefficients de & et de &. D’aprés la proposition [6.11.6] W7 = Zj.0 et & est une Ray-série
génératrice de W7.

Lemme 6.12.2. On a :
- Wo={y=z—72| =€ Wi},
-WinWy = {O},
~ X Tory(N,N?) ~ W, & Ws.

Démonstration : La premiére égalité découle directement de I'expression de &. Soit y € WiNWs ;
alors, il existe x € Wy = Z1.9 tel que y = z — 7x. Donc 7 € Z1.0N Zs.9. D’aprés le lemme [6.12.1
précédent, on a donc 7x = x et y = 0. Enfin, d’aprés le corollaire les coefficients des séries
formelles B(z1)®¢(z1, x2) et B(x2)@C(x1,29) engendrent le S-module ¥ Tory(N, N?). Or, on a
les relations :

Bla1)®C(x1, 22) = &1 (21, 22),
Blw2)@C (w1, w2) = (22 — 21)82 (2, 1) + &1 (22, 71).
Donc le morphisme Wy @ Wy — X Tory (N, N?) est surjectif. Comme W; N W, = {0},

> Tory (N, N?) ~ Wy & Wh.

O

Théoréme 6.12.3. Les deux sous S-modules W1 et Wy sont des sous-comodules supplémentaires
de ¥ Tor%(N, N?2). De plus, les structures de comodules de W1 et Wo sont déterminées par les
relations :

Y& = Nof(x1) - &1 >,

fz1) = f@a)

1 — T2

P&y = Xof(x1) - &>
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Démonstration : La proposition [6.11.6| montre que W1 = Z1.2 est un sous-comodule de
5> Tory (N, N?).

Le calcul de &1 découle directement de la proposition et du corollaire [6.4.3] Pour le calcul
de Y&, on a :

(21 —22)€a = Bl (C(xg,m) C(z1,72))

(r1 — m2)Yp&a = /\2f z1) - (B(x1)® (((w2,21) — ((@1,22))) > f
V& = Ao ( ) w <6($1)®C(:€27m1)_C(x17x2)> |>f
xr1 — T2 Tl — T2
Ve = of(ay) . TEU=F@) o
Tr1 — T2
Cela montre que Wy est un sous-comodule de ¥ Tor$ (N, N?). O

Pour un entier n quelconque, a défaut d’obtenir une décomposition de ¥ Tor; (N, N™) en une
somme directe de sous-comodules, on peut définir un complexe de SA-comodules qui généralise
la suite exacte courte ((6.12.1]).

Définition 6.12.4. Soit 1 < h < n et B = (by,...,b,) un élément de J"1, on note Bj, =
(bi,...,bp) et B" = (bpy1,...,by). On définit les relations d’équivalences sur J™ suivantes :

B~p C<=by+by,=co+cn , B =ch et By_1=Ch_1.

B, C < by+|Byl =co+|Ch| et B'=C"

Par convention, B ~y C si et seulement si B = C. Enfin, pour I C [1,n], on définit la relation
d’équivalence ~1 sur J 1 syivante :

B:IC<:>b0+ZbiZCQ+Zci et by=c¢ siie[l,n] I
el el

Lemme 6.12.5. Soient 1 < h <n et B,C deux éléments de J" 1. Alors :
- B~y Ce=3De gl By 1 D oet D~y C
~ B ~y, C si et seulement si 3Dy, ..., Dy, € " tels que Dy = B, Dy, = C et pour tout

Démonstration : Soient 1 < h < n et B, C deux éléments de J" ! tels que B ~, C. Soit D tel
que :

Dh 1 _ Bh l

2. Dp1= Chfly

3. do + |Dp—1| = bo + |Bp—1].
Les relations 1 et 3 impliquent que B ~j,_; D. La premiére relation implique que dp = by et
Dh = B" = C". On a donc :

do+dy, = bo+|Bp-1| — |Dp_1|+ s

bo + ‘Bh’ — |Ch,1’
co + ‘Ch| — |Ch,1’
= ¢o+ ¢

Ce qui montre que D ~yp, C. Par récurrence, la deuxiéme équivalence découle directement de la
premiére. O
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Définition 6.12.6. Soit I C [1,n]. On note Z1., le sous SA-comodule de MN™ :

Z]:n = ﬂ Zzn
el

Si I =10, alors Zy., = MN™. Si I # 0, alors Zr., C ¥ Tor1(N,N™).

Soit x € MN™. Comme M N"™ est un R,,-module libre, x s’écrit de maniére unique :

T = Z ABBy, @ [b1, ..., by],

B=(bo,...,bn )Tt
ol (AB)pgegn+1 est une famille a support fini d’éléments de R,,. De plus :
Lemme 6.12.7. Soit 1 < h < n. Alors © € Zy,., si et seulement si pour tous B,C € J"1 :
B~ C = Ap=JAc.
Soit I = {1,...,h}. Alors x € Z.,, si et seulement si pour tous B,C € J"+1 :
B~ C = A = \c.
Plus généralement, si I C [1,n], alors x € Z1., si et seulement si pour tous B,C € J"+! :

B~ C = A\g=JAc.

Démonstration : La premiére assertion découle directement de la proposition [6.11.6] Pour la
seconde assertion, soit I = {1,...,h}, * € Zp., et B,C € J"*! tels que B ~ C. D’aprés le
lemme il existe Dy,...,Dy € J"! tels que Dg = B, Dj, = C et pour tout 1 < k < h,
Dj._1 ~p Dy. D’aprés la définition pour tout 1 < k < h, x € Z.,. Donc, d’apres la
premiére assertion, Ap, , = Ap,. Par conséquent, Ap = A¢c.

Réciproquement, soit € MN™ tel que que pour tous B,C € J"t!:

B~ C = A\g =)\

Soient B,C € J"l et 1 < k < h. Si B ~;, C, alors B ~} C et donc A\p = A\¢. D’aprés la
premiére assertion, x € Zj., pour tout 1 < k < h, d’ott x € Z1.,.
Par un argument de symétrie, la derniére assertion est équivalente a la deuxiéme (cf. la

proposition [6.11.4]). O

Soit B € J"*!. On pose :

ZI:n(B) — Z 5co® [Cl,. . .,Cn] c MN".
CE[B

L’élément z7.,(B) ne dépend que de la classe de B modulo ~;. D’aprés le lemme précédent,
21:n(B) € Zp:p et la famille (21.,(B)) pe gn+1/~, forme une R,-base de Zy.,. On a donc le théoréme
suivant :

Théoréme 6.12.8. Soit I C [1,n]. Alors Z1.,, est un Ry-module libre et admet pour série géné-

ratrice I’image par le morphisme suivant de la série génératrice B(x)®((1,...,z,) de MN™ :
MN"[z,2z1,...,2,] — MN"[z,z;, i ¢&I]
xj — xjsij¢l
T — rsijel
x — T.
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Soient I et J deux parties de [1,n]. On note 07,7 le morphisme de SA-comodules Z ., — Zr.p,
tel que :

—0ry=0si I ¢ Joul|J|#|I|+1,

— dans le cas contraire, il existe j € [1,n] tel que J = I U{j}. Posons :

€1y = (—1)Heel | i<}

Le morphisme dy, 7 est alors l'inclusion canonique de Z., dans Zr., multiplié¢ par le signe

€1,
Soit 0 < h < n. On pose :

Dy = @ LI

\I|=h

Soit dj, le morphisme D}, — Dj_1 tel que, sur Zr.,,, ou I est une partie de [1,n] de cardinal h,

dp=> 0r..
J

On vérifie alors aisément que la suite de morphismes suivante forme un complexe de SA-comodules :

on a :

dp—
0—>D, 4 p, I Bop P 5 Tor (N, N") —= 0,

ot le morphisme D; — ¥ Tor (N, N™) est le morphisme surjectif du corollaire [6.11.8
Question. Le complexe D, est-il exact ?

Je n’ai pas de démonstration, mais je pense que la réponse est oui. D’ailleurs, la caractéristique
d’Euler-Poincaré de ce complexe est nulle. Soit X est un R,-module libre, concentré en degré
congru & n modulo 2. On pose :

= dimg (Qeg, X Jusa(men U
meZ

Le décalage en degré introduit par n + 2(m + 1) permet de simplifier les calculs qui suivent.

Proposition 6.12.9. La caractéristique d’Fuler-Poincaré du complexe Do est nulle :

n
C(D) = PE Torl(N,N" + Z Pch =0.
k=1

Démonstration : D’aprés le théoréme 6.6.12) N™ est un R,-module libre de base ([I]) e 7n+1. On

a donc :
1

t(1—t)

De plus, d’aprés le théoréme Y Tory (N, N™) ~ L,N™, ou L, est un S-module libre de base
yi, 1 <1 < n homogéne de bidegré (2i,0). D’ou :

Pyn(t) =

Zn ltk
PE Torl(N,N")(t) (1 — t)

D’autre part, le théoréme [6.12.8| implique que pour I C [1,n], de cardinal k :

1

Priat) = T —ynris-
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On a donc :




Oy, [[18) [T46] rComody, 27]
X, 102}, [I08) Comodr,
K, B8 rComod, 23] [26]

Ab, [7]
(A1),
AL,
Ay, [168)
a;, @8] [124} [147} [T48]
kAlga
wAlg?,
ag (@),
Qn,

Ann,
Ann,

Bi, [124)

137 1.0,

B (), [137] Fup(2,9),

B(z), [141 Fu(z,y),
€

IS
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Sur I’action des coopérations homologiques sur ’homologie de Brown-Peterson
de P’espace classifiant d’un p-groupe abélien élémentaire

Soient p un nombre premier, n un entier, V un p-groupe abélien élémentaire de rang
n et F un spectre en anneau commutatif muni d’une orientation complexe Landweber
exact. Le but de ce travail est d’étudier la structure de comodule de la E-homologie
de BV sur lalgébroide de Hopf (FE.,, E.E). Pour cela, nous étudions les foncteurs de
localisation sur les catégories de comodules, ainsi que la notion de produit semi-direct
d’algébroides de Hopf. Dans le cas particulier ott E est le spectre de Brown-Peterson BP,
Johnson et Wilson ont déterminé une filtration de la BP-homologie de (BZ/p)"" dans la
catégorie des BP,-modules. Nous démontrons un résultat analogue dans la catégorie des
BP.BP-comodules ; les quotients de cette filtration dépendent de la p-série universelle.
Afin de mener des calculs explicites, nous introduisons un algébroide de Hopf (S,SA) qui
représente le groupoide associé a I'action par conjugaison des séries formelles strictes sur
I’ensemble des séries formelles.

On the action of homology cooperations on the Brown-Peterson homology of
the classifying space of an elementary abelian p-group

Let p be a prime, n an integer, V' an elementary abelian p-group of rank n and F a
commutative, complex-oriented Landweber exact ring spectrum. The goal of this work
is to study the comodule structure of the E-homology of BV over the Hopf algebroid
(E., E.FE). To do this, we study localisation fonctors on comodule categories and the semi-
direct product of Hopf algebroids. In the case where E is the Brown-Peterson spectrum
BP, Johnson and Wilson have exhibited a filtration of the BP-homology of (BZ/p)"" in
the category of BP,-modules. We prove an analogous result in the category of BP,BP-
comodules ; the filtration quotients depend on the universal p-series. In order to carry out
explicit calculations, we introduce a Hopf algebroid (S, SA) which represents the groupoid
associated to the action by conjugation of strict formal series on all formal series.

Mots clés : algébroide de Hopf; comodule; homologie ; Brown-Peterson ; espace classi-
fiant ; localisation ; produit semi-direct.
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