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Introduction

Introduction générale

La topologie algébrique est le domaine des mathématiques qui étudie des problémes de nature
topologique a l'aide d'outils algébriques. Pour cela, on utilise le formalisme des catégories et des
foncteurs (cf. [Bor94a], par exemple). Soifl la catégorie des espaces topologiques pointés et
des applications continues pointées, efb la catégorie des groupes abéliens et des morphismes
de groupes. Eilenberg et Steenrod ont axiomatisé la notion d'invariant topologique (cf._[ES52]) :

Dé nition.  Une théorie homologique réduite est la donnée de foncteuks : T ! A b, avec
n2Z,tels que :
L'invariance par homotopie : si f et g sont deux applications continues pointées homotopes
(X;x0) ! (Y;yo) alors pour toutn 2 Z, k,(f) = kn(9).
Axiome de suspension : pour toutn 2 Z, on a un isomorphisme fonctoriel :

Kn+1 X ' kn X

ou X est la suspension réduite de I'espace pointé.
Si A est un sous-espace d¥ , alors on a une suite exacte longue de groupes abéliens :

ko A lk X o (X=A) —kn 1A —1

ou X=A désigne la co bre homotopique de l'inclusion dé& dansX .

On dé nit les théories cohomologiques réduites a l'aide d'axiomes analogues, en utilisant des
foncteurs contravariants. Il existe de nombreuses théories homologiques ; parmi celles-ci, on peut
notamment citer I'homologie singuliére a coe cients dans un annealtA, H ( ;A), et les groupes
d'homotopie stables S( ) .

Le Théoréme de représentabilité de Brown (cf [Bro€2] et [Bro63]) démontre que les théories
cohomologiques sont représentables. C'est-a-dire que (&")n2z est une théorie cohomologique
réduite, alors il existe une suite d'espaces pointék )22 tels que :

k"X =[X;Eqn];

ou [X; Y ] est 'ensemble des classes d’homotopies pointées d'applicationsevers Y. L'axiome
de suspension impose alors l'existence d'une application continue :

n: Enp! En+i;

telle que I'application obtenue par adjonctionE,, ! Enh+1 Soit une équivalence d’homotopie.
La donnée des espacel, et des applications , dé nit un spectre E (plus précisément, un
-spectre). De la méme facon, une théorie homologiquén)noz détermine aussi un spectree.
Les spectres forment une catégorie qui contient la catégorie des espaces topologiques (pour
plus de détail on renvoie al[Ada95],[[Swi02] ou [VogT0]). Intuitivement, on obtient la catégorie
des spectres a partir de la catégorie des espaces topologiques pointés en inversant le foncteur de
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8 Introduction

suspension. Comme dans la catégorie des espaces topologiques, on peut dé nir la notion d'ho-
motopie entre deux morphismes de spectres. Plus généralement, dans [Qui67], Quillen introduit
la notion de structure de catégorie de modéles sur une catégorie et la catégorie homotopique
associée. Goerss et Jardine construisent ainsi la catégorie d'homotopie stal8e dans le livre
[GJ99] suivant la méthode de Bous eld et Friedlander (cf. [BE78]). Cette catégorie est additive
et triangulée. On peut noter gu'il existe d'autres constructions plus sophistiquées telles que les
spectres symétriques (cf..[HSS00]) et leS-modules (cf. [EKMM97]) dont on a pas besoin ici.

Etant donné un spectreE, on peut dé nir une théorie homologiqueE et une théorie coho-
mologiqueE . La catégorieS posséede un produit monoidal symétriqué' . Par la suite nous nous
intéresserons aux spectres munis d'une structure de monoide commutatif dans cette catégorie :
les spectres en anneau commutatifs. & est un spectre en anneau commutatif, I'ensemble des
coe cients du spectre E, E = E S est un anneau commutatif gradué et les théories homolo-
giquesE et cohomologiquest sont a valeurs dans la catégorie deE -modules gradués. De
plus, E E s'identie a l'algébre des opérations cohomologiques stables. Dans le cas &l est
le spectre d'Eilenberg-Maclane a coe cients dansFp, H Fp, l'algebre des opérations cohomolo-
giques stablesH F, H F, est l'algebre de SteenrodA (cf. [Ste62]). C'est une algebre de Hopf
non commutative sur Fp. De plus, la cohomologie singuliere a coe cients dang, est a valeurs
dans la catégorie desA -modules gradués sur l'algébre de Steenrod. L'algébr ainsi que la
catégorie desA -modules a fait I'objet de nombreux travaux dont ceux de Margolis (cf.[[Mar83])
et de Lionel Schwartz (cf. [Sch94]).

Néanmoins, si les coe cients de la théorie cohomologiqu& ne sont pas bornés, on doit
prendre en compte la topologie naturelle dé nie sur la cohomologie d'un espace. C'est pour cette
raison que nous préférerons utiliser les théories homologiques. On peut considérer quek sE
est un E -module plat, alors E E représente I'ensemble des coopérations homologiques stables.
Autrement dit, (E ;E E) est muni d'une structure d'algébroide de Hopf gradué et la théorie
homologiqueE est a valeurs dans la catégorie deis E-comodules a gauche. C'est la raison qui
motive notre étude des algébroides de Hopf et de la catégorie des comodules sur un algébroide de
Hopf. Si E est le spectre d'Eilenberg-Maclane a coe cients dand=p, (H Fy) (H Fp) est l'algébre
de Steenrod dualeA . Dans ce cas, c'est une algebre de Hopf commutative sé,.

Soit E un spectre en anneau commutatif. Une orientation complexe pouE est un élément
x 2 E2CP? tel que l'application E CPY | E S*' 2E induite par l'inclusion de $** CP?!
dansCP! envoiex sur12 2E . On a alors :

E CP! ' E XK

Si E est muni d'une orientation complexe, on dit que le spectreE est complexe orienté. Soit
X un espace paracompact ePic(X) le groupe des classes d'isomorphismes de brés en droite
sur X, muni du produit tensoriel de brés. Le foncteur X 7! Pic(X) est représenté parCP?! .
C'est-a-dire qu'on a un isomorphisme :

[X;CPY] ! Pic(X):

La structure de groupe commutatif surPic(X) se réalise par une structure deH -groupe com-
mutatif sur CP! . Cette structure donne lieu & I'existence d'une loi de groupe formefg (x;y) 2

E Jx;yK Le groupoide des lois de groupe formel et des isomorphismes stricts est représenté par
un algébroide de Hopf(L; LB). Lazard a explicité la structure de I'anneaul dans [Laz55] : c'est

un anneau de polyndmes a coe cients dan& sur des générateurx; de degré2i, aveci 1.

L' Z[x;i  1]:

Cependant, il n'existe aucun choix canonique de générateurs et les morphismes de structure de
I'algébroide de Hopf(L;LB) ne s'expriment pas facilement en fonction de ces générateurs.

Soit p un nombre premier xé. Le groupoide des lois de groupe formgp-typiques et des
isomorphismes stricts est représenté par un algébroide de Ho@¥; VT). Le théoreme de Cartier
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montre que sur uneZp-algebre, toute loi de groupe formel est canoniguement isomorphe a une
loi de groupe formelp-typique. L'anneau V admet une description analogue a celle de : c'est
un anneau de polynémes a coe cients dan& , sur des générateurs; de degré2(p' 1),i 1:

V' Zvisi 1]t
Les générateursv; ne sont pas uniqguement déterminés. Néanmoins les idéaux, = (vgp =

construit deux ensembles de générateurs et on dispose de formules explicites pour décrire les ap-
plications de structure de l'algébroide de Hopf(V;VT). On peut donc, a l'aide d'un ordinateur,
mener a bien certains calculs.

Quillen a démontré dans|[[Qui69] que I'algébroide de HopfL; LB) se réalise topologiquement
par le spectre du cobordisme complexéU précédemment étudié par Thom et Milnor dans
[Tho95] et [Mil6Q] :

(MU ;MU MU) ' (L;LB):

Le spectreMU est un spectre en anneau commutatif complexe orienté et & est un spectre en
anneau commutatif complexe orienté, alors a homotopie prés, il existe un unique morphisme de
spectres en anneaMU !  E qui induit l'orientation (cf. [Ada95]). On a donc un morphisme
d'algébroides de Hopf(MU ;MU MU) ! (E ;E E), et si E est Landweber exact pourMU
alors la E-homologie se déduit directement de IaMU-homologie :

EX=E ,u MUX:

Par exemple, le spectre d'Eilenberg-MaclanélA a coe cients dans un anneau commutatif
A, est un spectre en anneau commutatif complexe orienté dont la loi de groupe formel associée
est la loi additive Ga(x;y) = X+ y, mais ce n'est pas un spectre Landweber exact en général. Le
spectre de laK -théorie complexeK U est un exemple de spectre en anneau commutatif complexe
orienté qui est Landweber exact. La loi de groupe formel associée a ce spectre est la loi de groupe
formel multiplicative G (X;y)= x+Yy uxy, ouu 2 K, est I'élément de Bott.

Soit p un nombre premier. Au lieu d'utiliser directement le spectreMU, on utilise le spectre
de Brown-PetersonBP (qui dépend dep), introduit dans l'article [BP66]. Le spectre BP est un
spectre en anneau commutatif, complexe orienté. Ce spectre réalise I'algébroide de HOgfVT) :

(BP ;BP BP)' (V;VT):

De plus, la localisation du spectreMU au nombre premierp est homotopiquement équivalente a
un bouquet de suspensions du spectrgP :

MU(p) T ni BP:
[
Ainsi, si X est p-local, la MU-homologie deX est entierement déterminée par laBP-homologie
de X.

Dans les années 70-80, Miller, Morava, Ravenel et Wilson notamment ont développé des
méthodes pour calculer des classes d’homotopies d'applications continues a partir de calculs de
BP-homologie. Ces méthodes se basent sur les suites spectrales d'Adams et d'Adams-Novikov, et
sur la Itration chromatique de BP. Soit E un spectre en anneau tel qué& E est plat sur E et
X un spectre. LaE -suite spectrale d'’Adams(ES";d; ESY 1 ES "F™1) a pour terme E, :

E>'=Ext 2 (E ;E X):

Sous certaines conditions, elle converge vers les groupes d'homotopie stables<de g, (X). Le
premier probléme est de calculer explicitement le term&, de cette suite spectrale, qui peut étre
tres compliqué.
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Dans l'article [Mor85], Morava introduit une ltration chromatique de la catégorie des BP BP-
comodules, qui provient de la ltration par la hauteur de I'espace de modules des lois de groupe
formel p-typiques. Cette Itration permet de dé nir une suite spectrale qui converge vers le
terme E de la suite spectrale d'’Adams pourE = BP. Morava utilise dans cet article un langage
géomeétrique et introduit la notion de champ algébrique en topologie algébrique (cf. les travaux
de Naumann [Nau07] et Hollander[[Hol08]). A un algébroide de Hopf, on peut associer un champ
algébrique. Un comodule sur un algébroide de Hopf s'interprete alors comme un faisceau quasi-
cohérent sur le champ associé.

Motivations

Soit G un groupe topologique. Les classes d'isomorphismes @ brés principaux sur un
espace paracompacK sont en bijection avec I'ensemble des classes d’homotopies d'applications
continues deX vers l'espace classi antBG. Les espaces classi ants sont utilisés dans la construc-
tion des spectres de l&K-théorie et du cobordisme complexe. Il est donc naturel de s'y intéresser
et de connaitre leurs invariants topologiques.

Soient p un nombre premier,n un entier et V un p-groupe abélien élémentaire de rang. La
cohomologie singuliére modulg de BV ainsi que l'action de l'algebre de Steenrod et du groupe
linéaire sur cette cohomologie est bien connue. La conjecture de Sullivan, démontrée par Miller
dans [Mil87] dit que l'espace des applications continues pointées d&G vers X est faiblement
contractile. Miller énonce aussi le résultat suivant démontré par Lannes dans l'article [Lan92]. Si
X est un espace simplement connexe de type ni, on a alors l'isomorphisme suivant :

[BV:X]! Homy(H X;H BV) ;

ou U désigne la catégorie des modules instables sur I'algébre de Steenrod. Il est naturel de chercher
a étendre ces résultat & d'autres théories homologiques. Dans l'article [JW85], Johnson et Wilson
déterminent une ltration de la BP-homologie de(BZ=p)An dans la catégorie de8P -modules,
puis qu'elle est additivement scindée, dans [JWY94]. Ce résultat est utilisé dans l'articlé [Min99]
de Minami. Il utilise le morphisme de ThomBP !  HF, et les opérations d'’Adams pour étudier
les groupes d'homotopie stables d8V.

Dans ce travail, j'‘étudie les catégories de comodules sur un algébroide de Hopf, les foncteurs
de localisation sur ces catégories ainsi que la notion de produit semi-direct d'algébroides de Hopf,
a n de compléter les résultats de Johnson et Wilson.

Plan de la these

Le premier chapitre de ma thése est consacré au rappel des dé nitions et des résultats impor-
tants qui seront utilisés par la suite. La premiére partie est consacrée aux algébroides de Hopf
et aux comodules. La n de ce chapitre est consacrée aux lois de groupe formel. En particulier,
je rappelle les dé nitions des algébroides de HopfL;LB) et (V;VT). Des références standards
pour ces sujets sont les annexedl et A2 de [Rav86].

Soit| un anneau. Le deuxiéme chapitre est consacré a I'étude des catégories de comodules sur
un | -algébroide de Hopf(A; ) . A la section , je rappelle la dé nition du produit cotensoriel
M N dun -comodule a droiteM et d'un -comodule a gaucheN, étudié par Ravenel a
l'annexe Al de [Rav86]. Le produit cotensoriel n'est, en général, qu'uh-module. Mais siM et N
ont une structure de bicomodule sur des algébroides de Hopf plats, alors leur produit cotensoriel
admet aussi une structure de bicomodule. Le produit cotensoriel de comodules généralise ainsi
le produit tensoriel de bimodules. Par contre, il n'est en général pas associatif (cf. I'exemple
[2.2.16). Le théorémé 2.2.19 donne des conditions su santes pour avoir I'associativité du produit
cotensoriel.
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Sif :(A;) ! (B;) estun morphisme de| -algébroides de Hopf. On peut dé nir un
foncteur f entre les catégories de -comodules et de -comodules :

f : Comod! Comod:
De plus, si(A; ) est un algébroide de Hopf plat, ce foncteur admet un adjoint a droite
f : Comod Comod :f :

Ces foncteurs s'expriment a I'aide du produit cotensoriel de bicomodules :
f'" (B a) ; F (0 AB)

Plus généralement, a la sectiof 2|6, j'étudie les foncteurs additifs entre catégories de comodules.
Le corollaire[2.6.% donne une condition su sante pour qu‘un foncteur additif entre catégories de
comodules s'exprime a l'aide d'un produit cotensoriel de comodules. Ce résultat permet d'ex-
pliciter une condition pour que deux catégories de comodules soient équivalentes, analogue a la
condition de Morita pour les catégories de bimodules :

Théoreme (Théoreme[2.6.7) Soient(A; ) et (B; ) deux algébroides de Hopf plats. Alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
(A; ) et(B; ) sont Morita équivalents.
Il existe un - bicomoduleW, coplat en tant que -comodule, et un - bicomoduleT,
coplat en tant que -comodule, tels qu'on ait les isomorphismes de bicomodules suivant :

w T' ;
T W'

Finalement, je rappelle & la sectiorf 27 la dé nition d'un morphisme d'algébroides de Hopf

Landweber exact. Sif : (A; ) ! (B; ) est Landweber exact, alors le foncteuts = f f

Comod ! Comod est un foncteur de localisation. Au chapitre[B, je rappelle la dé nition
générale de foncteur de localisation sur une catégorie quelconque. Dans les articles [HS0ba]
et [HSO5b], Hovey et Strickland étudient ces foncteurs dans le cas particulier des catégories de
comodules, et plus spéci quement la catégorie deBP BP-comodules. lls montrent que les seuls
foncteurs de localisation sur la catégorie deBP BP-comodules que I'on peut obtenir a partir
d'un morphisme d'algébroides de Hopf sont les foncteurs de localisation,, avecn 0, par
rapport aux théories de torsion héréditairesT,, :

Th= M 2pgp chomOdj anM =0

Soit (A; ) un algébroide de Hopf plat etM et N deux -comodules a gauche. En général, il
n'y a pas assez d'objets projectifs dans une catégorie de comodules, on ne peut donc pas dériver
le foncteur de produit de tensoriel dans la catégorie des-comodules. Néanmoins, a la section
3.3, on dé nit une structure fonctorielle de -comodule surTor(M;N ). Cela est nécessaire
pour déterminer, a la sectior{ 3.4, un isomorphisme de comodules entre les foncteurs dérivés des
foncteurs de localisationL, et les foncteursTor2?, . (K,; ). En tant que BP -module, on a un
isomorphisme :

On remarque de plus queln+1 = v, K,y est le terme d'indicen+1 de la résolution chromatique
de BP

BP —Jho—thy — i

Au début du chapitre [, j'étudie une généralisation aux catégories du produit semi-direct de
groupes. Soieni(A; ) un | -algébroide de Hopf plat etk une A-algébre de Hopf dans la catégorie
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des -comodules a droite qui est plate. A la sectiof 416, je dé nis alors um-algébroide de Hopf
(A; ) qui représente le foncteur en groupoides, produit semi-direct des foncteur en groupoides
représenté par les algébroides de Hofgf\; ) et (A;K). Le | -algébroide de Hopf(A; ) est un
cas particulier d'extension d'algébroides de Hopf, et on a des morphismes ¢lealgébroides de
Hopf , ets, section de

I = R(
(A;K) 00— (A;) 00— (A ):

A la section , j'explicite les foncteurs induits par ces morphismes d'algébroides de Hopf,
au niveau des catégories de comodules a gauche. Enn je démontre a la sectjon]| 4.8 que la
catégorie des -comodules est équivalente a la catégorie dés-comodules dans la catégorie des

-comodules. A la sectio, je montre qu'on peut étendre a la catégorie descomodules, les
foncteurs de localisations dé nis sur la catégorie des-comodules.

La construction introduite dans ce chapitre est motivée par le fait que si est un bré en
spheres sur un espac¥ , alors on a un morphismel ! X, ~T ,ouT estlespace de Thom
de . En remarquant que BZ=p est I'espace total d'un bré en sphére surCP! , on obtient une
application :
Bz=p! CPl ~Bz=p:

Cela permet de dé nir sur la BP-homologie deBZ=p une structure de comodule sur laBP -
algébre de HopfBP CP! . Plus généralement,(BZ=p)"" a une structure naturelle de comodule
sur l'algébre de Hopf(BP CPY) ".

Au chapitre [}, j'étudie la BP -homologie deBV ou V est un p-groupe abélien élémentaire de
rang n. Aux sections[5.1[ 5.2 ef 5.8, je considere le cas= 1 : BV = B Z=p. J'explicite la structure
de BP BP-comodule deBP BZ=p, ainsi que l'action du groupe(Z=p) sur cette homologie, en
fonction des coe cients de la p-série de la loi de groupe formep-typique universelle. A la section
, je rappelle les résultats obtenus par Johnson et Wilson dans l'article [JW85]. Le résultat
principal de cet article est le théoreme suivant :

Théoréme (Théoréme 5.1 de[[JW85)) Il existe une ltration de BP -modules surBP (BZ=p' ")
dont le gradué associé est :

M M i1 ik —n k.
Ly " sp Bp Ly gp BP BZ=p

k=0 i+ +ik=n k
ouLm, m 1estleBP -module libre sur les générateury, homogéenes de degigh, O<h<p ™.

Plusieurs questions se posent alors. Cette lItration est-elle scindée? Est-ce une lItration
dans la catégorie de®88P BP-comodules et gu'elle est la structure de comodule du gradué ? Dans
[JWY94], Johnson, Wilson et Yan montrent que la Itration est scindée dans la catégorie des
groupes abéliens. Je me suis plutét intéressé a la structure de comodule. A la sec 5.4, j'énonce
un résultat analogue concernant la structure d8P BP-comodule. Puis, je détaille & la sectiofi 5]5
le casn = 2. Pour n > 2, la structure de BP BP-comodule des quotients successifs n'est pas tota-
lement explicitée. Les quotients successifs de cette Itration font intervenir e8P BP-comodules

Tor ?P (N;N ™), ouN = BP BZ=p. Ce comodule est le noyau d'un morphisme directement
dé ni a partir des coe cients de la p-série de la loi de groupe formep-typique universelle. Le
fait que ces coe cients ne soient pas algébriquement indépendants nous empéchent d'avoir une
expression explicite des générateurs de ce comodule. Néanmoins, a l'aide d'un ordinateur, on
peut mener a bien certain calculs en bas degré.

Au chapitre g}, j'introduis I'algébroide de Hopf (S;S) . SoientR un anneau etG; le groupe
des séries formelle$ a coe cients dans R, inversibles (pour la loi de compaosition) et telles que
f40) = 1. L'algébroide de Hopf(S;S) représente le groupoide dé ni par l'action deG; sur
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I'ensemble des séries formelles. L'ensemb(®, des séries formelleg telles quef (0) = n est
stabilisé par cette action et le groupoide correspondant est représenté par l'algébroide de Hopf
(Sh;Sh) ou S, estle quotient deS par un idéal invariant. D'autre part, si F est une loi de groupe
formel, on peut lui associer fonctoriellement san-série. Par le lemme de Yoneda, on obtient un
morphisme d'algébroides de Hopf :

(S S) Y (LiLB),

et ce morphisme devient un isomorphisme, si on le tensorise av€x En b pour n = p, on
obtient un morphisme (S;S) ! (BP ;BP BP) et la série formellea(x) = | 0aixi+1 2 SK
est l'analogue de lap-série universelle suBP . A la section|[6.3, je dé nis un comoduleN sur
l'algébroide de Hopf(S;S) tel que BP (N = BP BZ=p. Les morphismes de structure de
cet algébroide de Hopf(S;S) sont explicites et les coe cients de la série univerellea(x) ont
l'avantage d'étre algébriquement indépendants. Cette propriété permet d'expliciter les relations
entre les générateurs deN " & la section[6.7, puis d'expliciter les générateurs du comodule
Tor $(N;N ") & la section6.1p. Ensuite, a la sectioh 6.11, on a un premier résultat concernant
la structure de comodule de Tor $(N;N "). A la section , pourn = 2, je détermine une
décomposition en somme directe :

Tor $(N;N 2)" W; Wy,

ol W; et W» sont deux sous-comodules deTor $(N;N 2), isomorphes respectivement en tant
que Smodules & 2N 2 et “N 2 Dans le cas général, je ne parviens pas a déterminer une
telle décomposition, mais je dé nis un complexe d& -comodules, dont on connait la structure
de comodule. Je conjecture que ce complexe est une résolution deor $(N;N ).

En utilisant les foncteurs de changement de base, on devrait pouvoir en déduire des résultats
sur la BP-homologie deBV dans la catégorie de®8P BP-comodules. Ceci pourra faire I'objet de
travaux futurs.
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Chapitre 1
Généralités

Dans toute la suite, les anneaux seront supposés commutatifs et unitaires. La catégorie des
anneaux sera notééAnn. On xe un anneau de base notq ; ce sera tres souvenZ ou Z, ou p
est un nombre premier. Leg -algébres seront toujours supposées associatives, commutatives et
unitaires et nous noterons Alg la catégorie deg -algebres. La catégorie des-algebresZ-graduées
commutatives, associatives et unitaires et des morphismes d'algébres homogénes de dégéra
notée | Alg9. Rappelons que, dans le cadre des algébres graduées, commutatif signi e quex si
et y sont deux éléments homogenes de degrés respeatifet n, alors :

xy =( DMyx:

1.1 Algébroides de Hopf

Dans cette section, nous rappelons la notion d'algébroide de Hopf. Pour cela, rappelons tout
d'abord la dé nition d'un groupoide.

Dénition 1.1.1.  Un groupoide est une petite catégorie dans laquelle tout morphisme est un
isomorphisme. Nous noteronsGrpd la sous catégorie pleine de la catégorie des petites catégories
Cat, constituée des groupoides.

Exemple 1.1.2. La catégorie des groupe&rp peut étre vue comme une sous-catégorie pleine
de la catégorie des groupoides. En e et, S est un groupe, on peut lui associer le groupoid€
a un seul objet (noté ?g) et dont I'ensemble des morphismes esG. La loi de composition est
donnée par la loi de groupe des.

La catégorie des ensembleSet peut aussi étre vue comme une sous-catégorie pleine de la
catégorie des groupoides. En e et, sK est un ensemble, on peut lui associer le groupoide dont
I'ensemble des objets esK, et les seuls morphismes sont les morphismes identités.

Proposition 1.1.3.  Un groupoide est la donnée de deux ensembles, I'ensenleles objets et
I'ensembleM des morphismes, ainsi que des applications suivantes :
la source et le but :

s:M!0 ;
t:M!10 X
la composition des morphismes :
Mt EMIM
I'application d'identité :
u:o0'm :

15
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l'inversion des morphismes :
MM

De plus, ces applications véri ent les axiomes suivants :
(G1) la source et le but d'un morphisme identité est I'objet sur lequel il est dé ni :

O 5 M
t||S

O;

(G2) le diagramme suivant commute (1 et » désignent respectivement la projection sur le

premier et second facteur du produit bré) :
t
oM —2I6
M

ogg—-M!
:
M
(G3) les morphismes identités sont neutres a droite et a gauche pour la composition :

ou les applications ; et » sont dé nies par les composées :
1M1 M
MO M
(G4) inverser un morphisme échange source et but :

M —'M M —'M

T,

O; O;

t

(G5) l'inversion est une involution :

(G6) linversion est un inverse pour la composition :
M '—/H Mt SM ad

||II

1 I|| 2
$%
M

avec 1 = idy et o= idw ,
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(G7) la composition est associative :

MtsMtsM 9 Mt sm
id
MtSM — I :

Un algébroide de Hopf est un objet dans la catégorie ddsalgébres qui représente un grou-
poide. Avant de détailler un peu plus, nous allons brievement rappeler les notions de préfaisceau
et de représentabilité.

Dé nition 1.1.4.  Soient C et D deux catégories, ave€ petite. Un préfaisceau surC a valeurs
dans D est un foncteur F : C°° | D . La catégorie des préfaisceaux et des transformations
naturelles est notéeP (C, D).

Dé nition 1.1.5.  Soit C une petite catégorie. Le plongement de Yoneda est le foncteur suivant :

c ! P (G Set)
X 7! hx =Hom¢( ;X);

ou Set est la catégorie des ensembles.

Lemme 1.1.6 (Yoneda). SoientF 2 P (C; Set) et X 2 C. Alors l'application suivante est une
bijection :
Hom(hy ;F) ! F(X)
7! X (Idx ):

Corollaire 1.1.7.  Le foncteur h de la dé nition [[.1.5]est pleinement dele.

Dé nition 1.1.8. SoientF 2 P (C,Set), X 2 C et x 2 F(X). On dit que F est représenté
par (X;x) si la transformation naturelle suivante associée & par le lemme de Yoneda est un
isomorphisme :
hx (Y) =Hom¢(Y;X) ! F(Y)
f 70 F(F)(X):

On dit que F est représentable si il existe un coupléX;x) qui représentefF.

Remarque 1.1.9. La transformation naturelle x sera souvent omise de la notation et on dira
que F est représenté parX .

Soit Cune catégorie et 2 P (C; Grpd) un préfaisceau en groupoides. De la méme maniére que
pour un groupoide (cf. la proposition[1.1.8),F est déterminé par la donnée de deux préfaisceaux
d'ensemblesOr et M g qui représentent les objets et les morphismes, ainsi que de morphismes
de préfaisceaux qui représentent la source, le but, la composition, l'unité et l'inverse.

Dé nition 1.1.10. Soit F 2 P (C,Grpd). On dit que F est représentable si les préfaisceaux
d'ensemblesOr et M ¢ le sont.

Proposition et dé nition 1.1.11. Soit F 2 P (; Alg; Grpd) un prefaisceau représentable. L'ob-
jet qui représenteF est appelé un| -algébroide de Hopf. Ainsi, un| -algébroide de Hopf est la
donné d'un couple dg -algebres(A; ) représentant respectivement les faisceaux des objets et des
morphismes, ainsi que de morphismes de-algébres qui représentent :
la source et le but :
LAl X

rR.A ;
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la composition des morphismes :

les morphismes identités :
l'inversion des morphismes :

On muni  de la structure de A-bimodule ou l'action a droite est donnée par g et I'action
a gauche par . Le produit tensoriel intervenant dans la dé nition de  est alors un produit
tensoriel de bimodule. C'est aussi le push-out dans la catégorie deslgebres (produit bré dans
la catégorie opposée) du diagramme suivant :

ALl

R

Ces applications doivent de plus véri er les axiomes suivants :
(HA1) le morphisme de| -algébres est aussi un morphisme deA-bimodule. Cela est équi-
valent a la commutativité du diagramme suivant :

o

A:

(HA2) Le morphisme est un morphisme deA-bimodules.
(HA3) Le diagramme suivant commute :

do L'Lu

(HA4) Les diagrammes suivants commutent :

(HAB) L'inversion est un inverse pour la composition :

! R L2 ]
db s
R L
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ou ; et » sontles morphismes de¢ -algébres induit par les diagrammes suivants :

At At

|
\\id "
_Jl r L

¢
A _ I R AL
H H H H
|_|1H HZH
Hy H
S 11 » 11,

(HA7) Le morphisme de composition est coassociatif :

R

R L _ / »r L Rr L
A id A A
Exemple 1.1.12. 1. SiF : |Alg ! S et est un prefaisceau représenté par lg-algebre
A, alors, d'apres I'exemple[ I.1]2, c'est aussi un préfaisceau en groupoide représentable.
L'algébroide de Hopf qui le représente est I'algébroide de Hopf dite trivialéA; A).

2. Une| -algebre de Hopf avec antipodéd repreésente un préfaisceau surAlg a valeur dans
la catégorie des groupes. En particulier(| ;H) est un| -algébroide de Hopf.

3. Soit G un groupe commutatif, et R une | -algébre. L'ensemble des morphismes de groupes
de G vers R est naturellement muni d'une structure de groupe commutatif. De plus, le
foncteur R 7! Homgp (G;R ) est représenté par ung -algebre de Hopf, notéq [G]. En
tant que | -module, | [G] est libre de base([g])g2c. La structure de | -algebre est donnée
par la multiplication du groupe :

[a] [h]=[ghl;
les morphismes de structure de l'algébre de Hopf, et c sont donnés par les relations
suivantes :

([ ah
([gD
c([al)

Remarque 1.1.13. Une autre maniere de voir les algébroides de Hopf est de dé nir la notion
de groupoide dans une catégori€ qui admet des produits brés. Un groupoide dansC est la
donnée de deux objetD et M , et de morphismess;t; ; ;u vériant les axiomes analogues a
ceux de la proposition] 1.1.B. Un algébroide de Hopf sur un anneduest alors un groupoide dans
la catégorie opposée defs-algebres| Alg.

[dal 9
1;
g

1.

Dé nition 1.1.14.  Soit F 2 P (;Alg9; Grpd) un préfaisceau représentable. L'objet qui repré-
sente F est appelé| -algébroide de Hopf gradué. Ainsi, un -algébroide de Hopf gradué est la
donnée d'un| -algébroide de HopfA; ) , ou A et sont des| -algébres graduées et les applica-

tions de structure | ; r; ; ;c sont des morphismes d¢-algébres graduées homogénes de degré
0.

Dé nition 1.1.15. Soient (A; ) et (B; ) deux| -algébroides de Hopf. Un morphisme dg-
algébroide de Hopf : (A; ) ! (B; ) estun morphisme entre les préfaisceaux en groupoide
associés. D'apres le lemme de Yoneda, un morphisnfe est représenté par un coupl€f 1;f5)

de morphismes d¢g -algébresf, : A! B, f,: ! gui commutent aux applications de

structure | ; r; :cet .



20 Chapitre 1. Généralités

La catégorie des groupoides admet des produits et des produit brés, il en est donc de
méme pour les catégories de préfaisceaux en groupoides. Par représentabilité, on peut dé nir le
coproduit de deux algébroides de Hopf, qui est donné par le produit tensoriel.

Proposition 1.1.16. Soient (A; ) et (B; ) deux| -algébroides de Hopf. Leur coproduit dans
la catégorie deg| -algébroides de Hopf est lg-algébroide de Hopf :

(A |B; DR

Démonstration : Soient G et H deux préfaisceaux en groupoides. On a :
OgH =0 Oy et Mgy =M M 4:

SiGet H sont représentés respectivement par les algébroides de Hgpf ) et (B; ) , le faisceau
des objets deG H est représenté parA (B et que celui des morphismes par |- On en
déduit le résultat. O

1.2 Comodules

Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf. D'aprés la dé nition[1.1.11, la| -algébre est naturel-

lement muni d'une structure de A-bimodule. Le morphisme | : A ! dé nit la structure de
A-module a gauche et g : A ! sa structure a droite. On considére le foncteur de produit
tensoriel avec , dé ni sur la catégorie desA-modules a gauche :
. AM od ! AM od
A M 7! AM:
Comme(A; ) estun| -algébroide de Hopf, ce foncteur dé nitune comonad¢ , ;; ) surla

catégoriea M od. Rappelons les dé nitions de monade et de comonade, ainsi que leurs principales
propriétés. Une référence classique est [MLDS].

Dé nition 1.2.1.  Soit X une catégorie. Une monade suK est un triplet (T; ; ),ouT : X !
X est un foncteur, et ; des transformations naturelles :

cidy T ‘T2 T

qui font commuter les diagrammes d'associativité et d'unité suivants :

TsLlll—z T T &ZOI%T

T2—IfF T

Une comonade surX est un triplet (U; ;) ,ou U : X I X est un foncteur, et ; des
transformations naturelles :

UL idy SV VES

qui font commuter les diagrammes de coassociativité et counité suivants :
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Remarque 1.2.2. Atoute comonade(U; ; ) surune catégorieX correspond une monade sur la
catégorie opposé& °P. On aura donc des énoncés analogues pour les monades et les comonades.
Pour plus de clarté, on énoncera les deux.

Quand on a une monadgT; ; ) (resp. une comonade) sur une catégori¥, on peut dé nir
la catégorie desT -algébres (resp. coalgébres) d€. De plus, le foncteurT dé nit une adjonction
entre X et la catégorie desT -algébres.

Dé nition 1.2.3.  Soient X une catégorie,(T; ; ) une monade et(U; ; ) une comonade sur
X.
Une T-algébre est un couplgX;x) ou X est un objet deX etx : TX ! X est un
morphisme tel que les diagrammes d'associativité et d'unité suivants commutent :

T2X XX X %?%X frx
X X _ X
- 1

TX ——'& X:
Soient (X;x), (Y;y) deux T-algébres. Un morphisme dél-algébresf : (X;x) ! (Y;y)
est un morphismef : X ! Y dansX qui fait commuter le diagramme suivant :
Tf
TX —ITy
] y
—
Une U-coalgébre est un coupléX;x) ol X est un objet deX etx : X I UX est un
morphisme tel que les diagrammes de coassociativité et de counité suivants commutent :
X 4X/{JX Uéox—{/'—x
X Ux X {{{{ﬁ:{
ux —2x
Soient (X;x), (Y;y) deuxU-coalgébres. Un morphisme d&J-coalgebred : (X;x) !  (Y;y)
est un morphismef : X I Y dans X qui fait commuter le diagramme suivant :
f
x —
X y
ux ——y:

On note X T la sous-catégorie deX constituée desT -algébres et des morphismes de-algébres,
et XY la sous-catégorie deX constituée desU-coalgébres et des morphismes dé-coalgébres.

Proposition 1.2.4. Soit X une catégorie. Si(T; ; ) est une monade surX, alors on a une
adjonction FT;GT; T;"T

FT:x XT:GT
dans laquelle, les foncteur§ T; GT sont dé nis par :

8 8

3 X (TX; x) 3 (Xix) X
ET. ¢l | cT: i I

3 3

Y (TY; v); Yy Y,

f
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alorsque T = et "(Tx;x) = x:(TX; x)! (X;x). De la méme maniéere, si(U; ; ) est une

comonade surX, alors il existe une adjonction GY;FY; U;"U
GY:xY X:FY

dans laquelle, les foncteur§Y;FY sont dé nis par :

8 8
3 X (UX; x) 3 (Xix) X
FU:Bf I Jur GU:B f — I
Y UY; v); (YY) Y
alors que"VY = et Px;x) =x:(X;x)!  (UX; x).

Démonstration : Pour démontrer qu'on a bien des adjonctions, on peut utiliser le théoréma; (v)
de la page81 de [ML98]. Dans le cas d'une monad¢T; ; ), on vérie aisément queF " et GT

sont bien des foncteurs, que T est une transformation naturelleidx ! GTFT = T. De plus,
comme(X;Xx) est uneT-algébre, I'axiome d'associativité doit étre véri €. Le diagramme suivant
commute donc, ce qui montre que"(Tx;x) = x: (TX; x) ! (X;x) est une transformation
naturelle.

T2 X

X X

TX ——%:

Il ne nous reste plus qu'a véri er que les deux diagrammes suivants commutent :

GT J—/JJ bTFTGT ET J_/JJ {:TGTFT
J J
:‘]JJJJ GTT _JJJJJ TET
J$$ I
GT; FT

pour cela, on considére un objeX de X et (Y;y) une T-algébre. La commutativité de ces deux
diagrammes équivaut a la commutativité des deux suivants :

Y ey (TX; x%& )
- y - X

Y; (TX; x):

Le premier diagramme commute parce qué€Y;y) est une T-algébre, le deuxieme commute car
T est une monade et véri e l'axiome d'unité. Un raisonnement analogue démontre l'adjonction
avec les comonades. O

La réciproque est vraie :
Proposition 1.2.5. Soient X ;Y deux catégories e(F; G; ;" ) une adjonction :
F:X Y :G:
Alors (GF; ; = G"F) est une monade suiX et (FG;"; = F G) est une comonade sul.

Revenons a l'algébroide de HopfA; ) . Nous avons dé ni une comonade sur la catégorie des
A-modules a gauche. Une coalgébre sur cette comonade sera appelémmodule a gauche. Plus
précisément :
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Dé nition 1.2.6.  Soit M un A-module a gauche. Une structure de -comodule a gauche suim
est la donnée d'un morphisme dé\-modules a gauche :

M -M ! AM;
qui est coassociatif et counitaire. C'est-a-dire que les diagrammes suivants commutent :

M M ] AM M M/ AM

idM ) i idM
idw

Dé nition 1.2.7.  SoientM et N deux -comodules a gauche. Un morphisme de-comodules a
gauche deM versN est une applicationA-linéaire f : M ! N qui fait commuter le diagramme
suivant :

On note Hom (M;N) I'ensemble des morphismes de-comodules a gauche d& vers N, et
Comod la catégorie des -comodules a gauche.

Exemple 1.2.8. Soit A une | -algébre. La catégorie des comodules a gauche sud lalgébroide
de Hopf trivial (A;A) est équivalente a la catégorie ded-modules a gauche.

Remarque 1.2.9. On peut dé nir de maniére analogue un -comodule a droite comme étant
un A-module & droite R muni d'un morphisme de A-module a droite coassociatif et counitaire :

R:R!1 R ,

On note Comod la catégorie des -comodules a droite.

De plus, commeA est commutatif, la catégorie desA-modules a gauche est naturellement
équivalente a la catégorie deé-modules a droite et siM estun -comodule a gauche, la composée
suivante dé nit une structure de -comodule a droite surM :

MmN,
ouc M estlisomorphisme dénipar(c M) m)= m c( ). Cela démontre la proposition
suivante :

Proposition 1.2.10. La catégorie des -comodules a gauche est naturellement équivalente a la
catégorie des -comodules a droite.

Remarque 1.2.11. En raison de la proposition[I1.2.ID, pour toute propriété véri ée dans la
catégorie des -comodules a gauche, il existe une propriété analogue dans la catégorie des
comodules a droite. Par la suite, nous préférerons utiliser des-comodules a gauche.

Voila quelgues exemples de comodules :

Exemple 1.2.12.
LAl munit A d'une structure de -comodule & gauche (cf. les axiomes HAL et

HA2 de la proposition ).

rR:A! munit A d'une structure de -comodule a droite.
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: ! R o munit a la fois d'une structure de -comodule a droite et d'une
structure de comodule a gauche (cf. les axiomes HAl, HA2 et HA7 de la proposition

ELTi).

Exemple 1.2.13. Soit G un groupe commutatif. Un comoduleM & gauche sur l'algébre de Hopf
| [G] n'est rien d'autre qu'un | -module gradué surG :
M

M M (g):
092G
En e et, si M est un comodule sur| [G], on pose :
M(@=fm2Mj (m)=[g] mg:

Soit m 2 M. Comme | [G] est un | -module libre, alors il existe une unique famille(mg)goc a
support ni telle que : X

(m= [g mg
02G

En utilisant la coassociativité de , on montre quemg 2 M (g), ce qui montre l'isomorphisme.

Dé nition 1.2.14. Un -comodule est dit étendu s'il est de la forme ,X, avec X un A-
module. La structure de comodule est donnée par le morphisme :

X = X AX ' A AX
On note E la sous-catégorie pleine des-comodules étendus.

La proposition suivante redémontre I'adjonction de la propositior] 1.2.4 dans le cas particulier
des -comodules :

Proposition 1.2.15. Soit (A; ) un algébroide de Hopf. On a une adjonction entre le foncteur
oubliO: Comod! AM od et le foncteur comodule étendu :

. aAMod ! Comod
A X 7 A X

O: Comod aAMod:

Démonstration : Soit M un -comodule, etX un A-module. On va dé nir deux applications :

:Hom A(M;X) Hom (M; aX):

Soientu : M ! X, un morphisme de A-modules, etv : M ! AX un morphisme de
-comodules. On pose :
(vy=( X) v:Mm' x1 *ox
(w=( u w:MI'™ MY X

Le morphisme ( u) est bien un morphisme de comodules car le diagramme suivant commute
grace a la coassociativité de y :

M—2 M L A X

M — aM — X
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On a ( u) = u car le diagramme suivant commute :
u
M 7 AM // AX
M
M u

X

Finalement, commev est un morphisme de comodules, le diagramme suivant commute, ce qui
montre que (v)=v:

O

L'image du foncteur de comodule étendu , : aMod ! Comod n'est pas la sous-
catégorie pleine des -comodules étendus E. Le lemme suivant, qui sera utile par la suite,
montre qu'il ne manque que les morphismes de comodules induit par. ! A

Lemme 1.2.16. Soit (A; ) un algébroide de HopfX etY deuxA-modules etf : X !
AY un morphisme de comodules entre comodules étendus. Aldrsest égal a la composition
de morphismes de -comodules a gauche suivante :
X f Y,
A X Al A X ) AY /) AY:

A A

Démonstration : On a le diagramme de morphismes de comodules suivant :

f
A>< — AY

f
A Ax ]l

Le résultat découle de I'égalité i( ) = id . O]

On peut dé nir une structure naturelle de -comodule a gauche sur le produit tensoriel (de
A-modules a gauche) de deux -comodules a gauche :

Proposition et dé nition 1.2.17. Soient M et N deux -comodules a gauche. Le produit
tensoriel de A-modules a gauchéM N est naturellement muni d'une structure de -comodule
a gauche. Le morphisme de structure )y N est obtenu en considérant le diagramme suivant :

MONE—HC aM) (AN — ) A aM O N)

M;N M;N
M N o _______ 1 M N);
A . AM AN)
ou | est unA IA-module a droite par R R, MmN €St la projection canonique et  est

la multiplication de 2 | Alg. Pour éviter toute confusion, ce produit tensoriel de comodules est
noté M *a N dans [HovO4].
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Le lemme suivant, tiré de [Hov04] montre que sM est un comodule étendu, alorgvi *a N
est isomorphe a un comodule étendu :

Lemme 1.2.18. Soit (A; ) un | -algébroide de HopfX un A-module & gauche eN un -
comodule a gauche. Alors il existe un isomorphisme naturel de.comodules & gauche :

( AX)?*aN' A(X  aAN):
En particulier, pour X = A,on a :
Aa N AN:

Dé nition 1.2.19.  Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf. Alors est plat sur A en tant que
A-module a gauche si et seulement si il est plat en tant qdemodule a droite, carc échange ces
deux structures (cf. la remarqud 1.2.11). Dans ce cas, on dit qug\; ) est un| -algébroide de
Hopf plat.

Théoreme 1.2.20. Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf. La catégorieComod des -comodules a
gauche, munie du produit tensoriel, est une catégorie additive cocompléte monoidale symétrique.
Side plus(A; ) est plat, alors Comod est abélienne et le foncteur oubld : Comod! AM od
est un foncteur exact.

Corollaire 1.2.21. Soit (A; ) un algébroide de Hopf plat. SI est un A-module injectif, alors
le comodule 5| est injectif dans la catégorie des -comodules. De plus, la catégorie des-
comodules possede su samment d'injectifs.

Démonstration : La premiére assertion découle directement de l'adjonction de la proposition

[1.2.15. SiM est un -comodule, on sait qu'il existe unA-module injectif | et une injection

i:M ! |.Comme estunA-module plat, le morphisme i est injectif. De plus, comme
m admet une section dans la catégorie des-modules, c'est un monomorphisme. Le morphisme

suivant est donc un morphisme injectif de -comodules, ce qui démontre que la catégorie des
-comodules posséde assez d'injectifs.

1.3 Bicomodules
Soient A et B deux | -algébres. UnA-B bimodule W permet dé nir le foncteur additif :
W :eMod! AMod
et le théoreme de Watts (cf. le théoreme 2.6|3 ef [Wat60]) caractérise les foncteurs de cette forme.
De la méme maniére, si(A; ) et (B; ) sont deux | -algébroides de Hopf, un - bicomodule
permettra de dé nir un foncteur additif :

Comod ! Comod:

A la section[2.6 nous énoncerons quelques résultats concernant ces foncteurs.
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Dé nition 1.3.1.  Soient(A; ) et(B; ) deux| -algébroides de Hopf. UfA; ) -(B; ) bicomo-
dule (ou bien, lorsqu'aucune confusion n'est possible,- bicomodule) est unA-B bimodule M
muni d'une structure de -comodule & gauche §, et d'une structure de -comodule & droite &

qui commutent; c'est-a-dire que le diagramme dé-B -bimodules suivant commute :

9
M—Y M

Za

7
MBT”AM

M

B

SoientM et N deux - bicomodules. Un morphisme de - bicomodules deM vers N est
un morphisme deA-B bimodulesf : M ! N qui est a la fois un morphisme de -comodules a
gauche et un morphisme de -comodules a droite.

On notera Comod la catégorie des - bicomodules.

Remarque 1.3.2. La catégorie des(A; ) -(| ;|) bicomodules est naturellement équivalente a
la catégorie des(A; ) -comodules a gauche. De plus, une construction analogue a celle de la
remarque[1.2.9 montre que la catégorie des- bicomodules est naturellement équivalente a la
catégorie des - bicomodules.

Proposition 1.3.3.  Comme & la proposition[ 1.2.15, on dispose des foncteurs oublis suivants et
de leurs adjoints a droite.

O : Comod Comods : B

O : Comod aComod : 4

De plus, le diagramme d'adjonctions suivant commute :

Copygd go——>—/ Copgcs

B

A 0) A (@]

AComod QOO:/(AM odg :
B

Exemple 1.3.4. Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf. Alors :
est un - bicomodule dont les structures a droite et & gauche sont données par le
morphisme
A est muni d'une structure de comodule a droite par g : A ! et d'une structure
de -comodule a gauche par : A ! (cf. 'exemple[1.2.12 ), mais n'est pas un -
bicomodule, car g et | ne sont pas, en général, des morphismes de bimodules.

Proposition 1.3.5. Soient(A; ) et(B; ) deux algébroides de Hopf plats. La catégorie des
bicomodules est une catégorie abélienne.
1.4 Idéaux invariants

Dans cette section, nous rappelons la notion d'idéal invariant.

Dé nition 1.4.1.  Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf. On dit que :
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Un élément a 2 A est invariant si | (a) = gr(a) et on note A la sous| -algébre deA
constituée des éléments invariantsA est I'égalisateur des morphismes_ et r :

Un idéal | de A estinvariantsil = 1.
Si | est un idéal invariant de A, on dit qu'un élémenta 2 A est invariant modulo | si :

L@ r(@ 21

Remarque 1.4.2. Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf. Alors(A; ) est un A -algébroide de
Hopf. De plus, A est la plus grande sous-algébr& de A telle que (A; ) est un B-algébroide
de Hopf.

Proposition 1.4.3. Soient (A; ) un | -algébroide de Hopf et un idéal de A. Les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. | est un idéal invariant,

2. | est un sous -comodule deA,

3. A=l est un quotient deA dans la catégorie des -comodules.

Dé nition 1.4.4.  Soient A une | -algébre,| un idéal de A et M un A-module. On dit qu'un
élémentx 2 M est del -torsion si :

8 21 9n2 N "x=0:
On dit que M est del -torsion si tout élémentx de M est del -torsion.

Lemme 1.4.5. Soient (A; ) un | -algébroide de Hopf] un idéal invariant, X un A-module a
gauche del -torsion et a 2 A un élément invariant modulol . Alors la structure de A-module a
1

gauche sur 5 X 3 s'étend naturellement en une structure deA % -module a gauche.

Démonstration : On pose = Rg(a) L (a). Commea est invariant modulo |, 21 . Soient
2 ,x2 X etk 2 N. Sile résultat est vrai, alors nécessairement, on a :

1 « =
ak L(a)k
T (r@+ K
~ X
- © 5
1+ @
X k+t 1 X
- ( l)t t AN
t ak+t
t 0

La somme est nie car 2 | etx est del-torsion. Réciproquement, on pose :

1 X c kvt 1, x
& X = (1 N preas
t 0
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Cela dé nit bien une structure de A % -module & gauche car :

1 K+t X
KT (L@ ) x = ( t L@ Py

t O
X K+t X

= ( 1) t (r(@ ) ' KL
t O

— X ( 1)t k+1 t X X ( 1)t k+t t+1 X

t ak+t o t ak+t+l

t 0 t

X (1) K+t k+t 1 . X

t t 1 ak+t

t O
X

= Ty Ut e X
t 0 a

— l .

= ? X:

O

Lemme 1.4.6 (2.9, [JY80]). Soient (A; ) un | -algébroide de Hopf] un idéal invariant, M un
-comodule a gauche dé-torsion et a 2 A un élément invariant modulol . Alors il existe une
unique structure de -comodule a gauche suM % telle que le morphisme canonique soit un

morphisme de -comodules a gauche :

M!M}

Démonstration : D'aprés le lemme[ 1.4 précédent, oM % est muni d'une structure de

A % -module. Or, siX ! Y est un morphisme deA-modules ouY est un A % -module, il
existe un uniqgue morphisme deA % -module X % 'Y qui fait commuter le diagramme :
X
z
z
4
1
X 3

Il existe donc un unigue morphisme deA % -modules , [] qui factorise le diagramme suivant :
a

M M AM

1 I 1.
i LA
M ]
Pour montrer la coassociativité et la counitarité, on utilise encore une fois l'unicité et le fait
gue les morphismes M % et M % sont des morphismes d&-modules et donc aussi de

A % -modules. Les diagrammes suivants sont donc commutatifs :
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On en déduit le résultat. O

1.5 Séries formelles

Soient| un anneau commutatif, R une | -algébre graduéeE et F des R-modules gradués,

nous manipulerons des applications linéaires entr&-modules gradués. Pour des commodités

d'écriture, nous utiliserons des séries formelles an de caractériser ses applications linéaires.
Dans cette section, nous rappelons brievement les dé nitions et les propriétés dont nous aurons
besoin.

Dé nition 1.5.1. Une série formelle en les indéterminés{;:::; Xy €t a coe cients dans E est
une applicatione: N" !  E 2 Map(N"; E). Nous noterons alorse(x1;:::;Xy) la série suivante :
e(X1;::1Xn) = e(ig;::1;in)xt  xln
i1;u5in O
On note EJXq;:::; xpKl'ensemble des séries formelles exy;:::; X, a coe cients dans E.

Remarque 1.5.2. On peut dé nir des séries formelles en considérant un ensemble quelconque
au lieu de N", mais on perd la structure multiplicative, dé nie ci-aprés. Nous n'en aurons pas
besoin par la suite.

N_otation 1.5.3. Soit | = (i1;:::;in) 2 N". Par commodité, nous noteronsx' le mondéme
x'l1 Xy . Ainsi, sie2 EJxs;::i;xpKona:
X
e(X1;111:Xn) = e(l)x':
[ 2Nn
La graduation sur E s'étend naturellement en une graduation surEJxz;:::;XaK Pour 1
I n, on choisit un degré pour chacune des indeterminées : jx;j 2 Z. En général, on posera
jXijj= 1(ou 2siE estconcentré en degré pair ou impair).
Dé nition 1.5.4. Soit d 2 Z. On dit qu'une série formellee(x1;:::;Xn) 2 EJXy;:::;XxpKest
homogene de degréd, si pour tout (i1;:::;in) 2 N", e(iz;:::;in) est homogéne de degré
X] . . .
d hjxij:

1=1

Dé nition 1.5.5.  Soit E un R-module gradué libre. UneR-série génératrice (ou série génératrice
si il n'y a pas de confusion possible) pouE est une série formelle homogéne a coe cients dans

<

Proposition 1.5.6. L'ensemble EJxy;:::;x,K des séries formelles a coe cients dansk est
naturellement muni d'une structure de R-module et le morphisme suivant est une application
R-linéaire appelé évaluation erQ :
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Proposition et dé nition 1.5.7. Considérons le foncteur suivant :
n. . rRMod ! rM od
Map(N™; ) - E 7! EJXXg; i xpK
Soitu:E ! F, une application R-linéaire et e(X1;:::;Xn) 2 EJX1;:::;XpKune série formelle.
On note alorsu(e)(x1;:::;Xn) la série formelle a coe cients dans F induite par ce foncteur :
N”%‘E
u
u(e)
F:

X
u(e)(X1;:::;Xn) = u(e(1))x':

I2ND
De plus, sie est homogéne de degm et u est homogeéne de degté, alors u(e) est homogéne de
degréd + k.

Dé nition 1.5.8  (Produit tensoriel de séries formelles) Soient m;n deux entiers strictement
positifs. Le produit tensoriel extérieur de deux séries formelles est dé ni par :

EXX1 i XmK gFXm+15:00 Xm+nK ! E gFX1 i Xm+nK
(X1, 5 Xm) F(Xmezsii Xmen) 70 (& F)(X1;:00 Xme+n);
(e f)(X1;:::;Xm+n) = eis;:iim) flimer;iiimen)X :
|2Nn+m

Sim = n on peut dé nir le produit tensoriel standard de deux séries formelles, noté , par :

EXX1 i XnK gFXXg; i XpK ! E gFXgiixpK

avec :

X X
(e f)(X1;:::;Xn)= e(l1) f(l2)x':

2NN 11+ 12=1

De plus, sie est homogéne de degif; etf est homogéne de degid, alorse f est homogene
de degréd; + d».

Les isomorphismeR-linéairesR {E ' E permettent de dé nir des structures d'algebre et
de module sur I'ensemble des séries formelles :

Proposition 1.5.9. L'ensemble des séries formelles a coe cients dan®k, RJxy;:::;xpKest
canoniguement muni d'une structure deR-algébre. Les séries inversibles pour cette multiplication

RM od ! RJxl;:::;an|\/I od
E 7! EJXq;: i xnK

gradué et pourl | n, fi(y1;::5;¥m) 2 Jyi; i ymKtelles quef (0;:::;0) =0 pour tout I.
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Dé nition 1.5.10 (Composition extérieure). Nous noteronseB (f1;:::;f,) la série formelle
suivante :

eB (fa;:rrfn)(ysiiiiym) = fl(yniinym)  fr(yaiisym) eisiiiiiin)
i1;u5in O
Soit f 2 JxKtel quef(0) = 0. Si pour tout 1 I n, fi(xy;::55%xp) = f(Xp) 2
XX1;:::;XpK alors, par abus de notation, on noteeB f la série formelle :

Remarque 1.5.11. La dé nition précédente est valide car chaque coe cient s'écrit comme une
somme nie de termes, a cause de I'hypothese sur lds. De plus, sSiE = = R, alors la
composition B est la composition usuelle des séries formelles

Dans les chapitre suivant, nous verrons que certains morphismes de structure d'algébroides
de Hopf et de comodules se caractérisent par une relation faisant intervenir cette composition
extérieure.

Proposition 1.5.12.  L'application suivante est un morphisme deR-modules :

EJdx1; i xnK ! REJ1 i ymK
e 7! eB (f1;:::;fn):
Cette application est fonctorielle enE, c'est-a-dire que, siu : E ! F est une application

R-linéaire, on a :
(id u)(eB(fy;:::;fn)=u(e B (f1;:::;fn):

(e)B(fg;:::5;fn)= B (fy;:::;fn) eB (f1;::::fn);

ou le produit dans le second membre provient de la structure demodule de  gE.Si @ !
2 est un morphisme deR-algebre, alors on a :

( id)eB((fy;::;fp)=eB( (f);:::; (fFn)):

Remarque 1.5.13. SiE = R, l'application de la proposition précédente est un morphisme de
R-algébre. On peut aussi énoncer un résultat plus général qui dit que la composition extérieure
B commute avec le produit tensoriel extérieur.

Proposition 1.5.14.  La composition extérieure est associative. Plus précisément, soient; n; p
trois entiers strictements positifs et 1, » deuxR-algébres. Soient :

filys i ym) 2 wyninymKs 1T
Os(zZ1;::0,2p) 2 23z1;::5,20K; 1 s m
Alors les deux séries formelles de, 1 EJzy; i zpKsuivantes sont égales :
(eB (fy;::5:fn) B (01:::50m);
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Notation 1.5.15. Soitf 2 JxKtel quef (0) = 0. La série formelle suivante est appelée série
formelle réduite def :
= f(x)
f = —=
0=~
Proposition 1.5.16. Soient E;; E» deux R-modules,e; 2 E1JXK e 2 ExdxKetu:E; ! E»,
une application R-linéaire. Si e;(0) =0, on a les relations :
u(er) = u(e),
e e(x)=(er e)(x),
eeBf =f (egBf).

Démonstration : Posons : X ‘
ei(x) = erix'™ 2 E1xK :
i 0

Pour la troisieme relation, on a :

7X f(X)i+l g

i 0
FOO X o
~ | Of(x) €
f (egBf):

e BT (x)

O

Le monoideN" posséde une action naturelle du groupe symétriqué,, par permutations. On
a donc une action induite sur I'ensemble des séries formelles :

Dé nition 1.5.17.  Le groupe symétriqueS, agit a gauche surEJx;:::;XxpKpar :

Sn EXyiinixpK ! EJXi; i xnK
(;e) 70 (0 e)(Xpiinxn) = (X 1yl X 1)
Pour 1 i 8 j n, on notera (i;j ) la permutation qui échangei et j. De plus, sie 2
EJxq1;:::;XnK alors :
e est une série symétrique si8 2 Sp; e= g
e est une série antisymeétrique si8 2 Sy; e= ( )e ou désigne le morphisme de

signature : S, !f 1g.

Lemme 1.5.18. Soient E un R-module gradué,n 2 N et e 2 EJx1;Xx2K une série formelle
telle quee(x;x) = 0. Alors il existe une unique série formelleg 2 E Jx1; xoKtelle quee(x1; X2) =
(X1 X2)9(x1;X2). La série g sera notée :

e(X1;X2) .
< xs

g(X1;X2) = %

Démonstration : Si e(X1;X2) = P(X1;X2) est un polyndme homogéne, alors le résultat est clair
en e ectuant une division euclidienne. Par linéarité, le lemme en découle. O

La dé nition suivante sera utile a la section[6.6.

Dé nition 1.5.19.  SoientE un R-module gradué,n 1letk 2 deux entiers,N = max(k;n)
et
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Pour m 0, on poseM = max(h;m + 1) et on dé nit par récurrence la série formelle ne 2

1.6 Lois de groupe formel

Dans cette section, nous dé nissons le groupoide des lois de groupe formel. Ce groupoide est
représenté par un algébroide de Hopf introduit implicitement par Lazard dans l'article [[Laz55].
Quillen a montré dans l'article [Qui69] que le spectre du cobordisme compleXdU réalise géo-
métriquement le groupoide des lois de groupe formel. Etant un objet universel, le cobordisme
complexe a une importance capitale en topologie algébrique. En particulier, la suite spectrale
d'Adams relie les groupes d'homotopies des spheres aux coe cients du spectvt). Malheureuse-
ment, le calcul explicite de cette suite spectrale est trés compliqué, notamment parce que l'anneau
MU est trop gros. Pour simplier ce calcul, on peut introduire le spectre de Brown-Peterson
BP qui contient les renseignementp-locaux de MU. L'algébroide de Hopf associé a ce spectre
représente le groupoide des lois de groupe formpitypiques. L'intérét principal du spectre BP
est que, en général, les calculs sont plus simples que sdtJ. Pour plus de renseignements sur
les lois de groupe formel, on peut consulter [Fr668] de FrohlicH, [Str03] de Strickland ou l'annexe
A2 du livre [Rav86] de Ravenel.

Dé nition 1.6.1.  Soit R une | -algébre. Une loi de groupe formel (commutative, de dimension
1) sur un anneauR est une série formelle en deux indéterminées

X .
FOxy)=  ax'y' 2RIGYK
iKj 0

qui véri e les axiomes suivants :
F(x;0) = x,
F(xy) = F(y;x),
FOGF(y:2) = F(F(XY);2).

Exemple 1.6.2. Les lois de groupe formel suivantes sont dé nies suz :
la loi additive : Ga(x;y) = X + Y.
la loi multiplicative : 1+ Gp(x;y) =1+ x)(1+vy).

Les axiomes de la dé nition[1.6.1 assurent l'existence d'une série inverse :

Proposition 1.6.3  (Proposition A2.1.2 de [Rav86]) Soit R une | -algébre etF une loi de groupe
formel sur R. Alors il existe une unique série formelldag (x) 2 RIxKtelle que :

ir(0)=0,

F(xig(x))=0.

Notation 1.6.4. Nous utiliserons les notations suivantes :
FOxy)= x+ry;
X' E

X1+g X2+E TFE Xn = Xi:
i=1
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Dé nition 1.6.5.  Soit R une | -algebre etF une loi de groupe formel surR. Pour tout entier
n 0, on dénitla n-série deF par :

X' ¢
M= x
i=1

Si n est un entier négatif, on dé nit la n-série deF par :

n

Ml 0= ie( ()= ir):

i=1
Plus généralement, on a la proposition suivante :
Proposition 1.6.6 (Proposition A2.1.20 de [Rav86]) Soient R une | -algébre aved| Q et

F une loi de groupe formel surR. Alors, pour tout r 2 |, il existe une unique série formelle
[r]r (x) 2 RXKtelle que, pour tousr;s 2 | :

1. Sir 2 Z, [r]g (x) est lar-série de la dé nition [1.6.5|
2. [r+ sl (x)=[r]g (x) *+F [s]¢ (%),
3. [rs]g (x) = [r]e (IS¢ (x)).

Dé nition 1.6.7.  Soient R une | -algebre etF; G deux lois de groupe formel suR. Un mor-

phisme de lois de groupe formdl : F ! G est une série formellef (x) 2 RXxKtelle que :
f(0)=0,
f(x+ry)=f(X)+cf(y).

Sig:G! H estun autre morphisme de lois de groupe formel siR, alors la série formelle

composéeg f est un morphisme de lois de groupe formel dé vers H. On note Fgl(R) la
catégorie des lois de groupe formel et des morphismes de lois de groupe formel.

Proposition et dé nition 1.6.8 (Dé nition A2.1.5 de [Rav86]). Soient R une | -algébre et
F; G deux lois de groupe formel suR. Un morphisme de lois de groupe formefl : F | G est
un isomorphisme si et seulement si 40) est inversible dansR. On dit qu'un isomorphisme de
lois de groupe formel est un isomorphisme strict §i40) = 1.

Un logarithme deF est un isomorphisme strict deF vers la loi additive Ga.

Proposition 1.6.9 (Théoréme A2.1.6 de[[Rav86]) Soient R une | -algébre aved Q, e
morphisme naturelR !  Q ,R etF une loi de groupe formel suR. Alors :
si  est injectif, alors F admet au plus un logarithme sumR ;
si  est un isomorphisme (c'est-a-direR est une Q-algébre), alors F admet un unique
logarithme sur R.
On note logg le logarithme deF sur R s'il existe et est unique.

Démonstration : Soit f un logarithme de F. Par dé nition, on a :
f(0)=0,
fq0)=1,
f(x+ry)=f(x)+ f(y).
En dérivant par rapport & y cette égalité entre séries formelles, on obtient :

FUx+r ) %f;x:y)= £ qy):

En évaluant eny =0, 0n a:

f qx) %Bx; 0)=1:
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Comme @F(O 0)=1, f)(x; 0) est une série formelle inversible et :

F = @F( 0)
Si  est injectif, il existe au plus une seule série formelle véri ant cette identité eff (0) = 0. Si
de plus est un isomorphisme, I'existence est claire. O

1.7 L'algébroide de Hopf (L;LB)

Dé nition 1.7.1.  Soit R une Z-algébre. On dé nit :
Fgl(R), I'ensemble des lois de groupe formel siR.
RPS!(R), I'ensemble des séries formellek sur R telles quef (0) =0 etfq0)=1
Fgl* (R), le groupoide des lois de groupe formel siR et des isomorphismes stricts de lois
de groupe formel.

Théoréme 1.7.2. Les foncteursRPS! et Fgl : 7Alg ! S et sont représentés respectivement
par les anneauxZ [m1;my;:::] et L, 'anneau de Lazard. De plus, siR est une Q-algébre, alors
le morphisme g suivant est un isomorphisme :

RPS!(R) ! Fgl(R)
R~ f 70 f HE)+ f(y)

On a donc un isomorphisme deQ-algébres :

L 2Q" Q[mg;my;:::]:

Démonstration : Soit Lo = Z [ajj> o] €t Fo = X+ y+ P > 0] x'yl 2 LoJx;yK Soienth;k 2 Lo
tels que : X o
Fo(Fo(x;y);z) Fo(x;Fo(y;2) = Bk X'y’ 782 Lodxy; zK
ik

Soit | lideal de Lo engendré para;; & etlesh;x . On poseL = Lo=I et F l'image de Fo
dansL. Alors le couple(L; F) représente bien le foncteurgl.

Le fait que siR est uneQ-algébre implique que gr est un isomorphisme découle directement
de la proposition[1.6.9. En n, l'isomorphisme deQ-algébres se déduit de ce qui précéde et du
lemme de Yoneda. O

Notation 1.7.3. On notera F,(x;y) la loi de groupe formel universelle sui.. Par convention
on poseramg = 1 et on noteralog,(x) le logarithme de la loi de groupe formelle universell&,, :

X .
log,(x)=  mix'"™t 2 Q LXK
i 0

Le théoréeme suivant, di a Lazard (cf. l'article [Laz55]), démontre qud. est un anneau de
polyndmes sur des générateurs;, i 1:

Théoreme 1.7.4 (Lazard, [Laz55]). Il existe un isomorphisme d'algébres :
Z[xp;i 1Y L
De plus, on peut choisir lesx; tels que, dansQ L, modulo des éléments décomposables, on a :

pm; sii=p¢ 1 pour un nombre premierp

Xj = .
' mi sinon
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Théoréme 1.7.5. Le foncteur Fgl* : zAlg ! G rpd est représenté par l'algébroide de Hopf
(L;LB), ou, vue comme und_-algébre a gauche par,, on a l'isomorphisme suivant :

LB' L[b;i 1]

Démonstration : L'ensemble des triplets(F;f; G ), ou f est un isomorphisme strict de loi de
groupe formel deF vers G est en bijection avec I'ensemble des coupld&;f), ou F est une loi
de groupe formelle etf une série formelle deRIxKtelle quef (0)=0 etf40)=1.Eneet,si f
est un isomorphisme, alorsG est entierement déterminée parf- et f car on a la relation :

Giy)=f(f ") +rf H(y):

Le résultat suit. O

Notation 1.7.6. Par convention on posely = 1 2 LB. On dé nit de plus la série formelle

suivante : X

bu(x) =  bx'*l 2 LBXXK
i 0

C'est lI'i'somorphisme de lois de groupe formel universel :
bu: L(Fu)! R(Fu):

On peut munir l'algébroide de Hopf(L; LB) d'une graduation naturelle. Pour cela, on consi-
dére le foncteur en groupoides suivant :

Fglt9 : ,AlgY 1 G rpd:

Soit R une Z-algébre graduée. Le groupoid€& gl*9' (R) est alors le groupoide des lois de groupe
formel F 2 RJx; yKhomogénes de degré 2 et des isomorphismes strict§ 2 RIxKhomogénes de
degré 2 (x ety sont des indéterminées de degré 2).

Le foncteur oubli O : zAIg9" ! 7 Alg admet pour foncteur adjoint a gauche le foncteur :

zAlg ! ZAlgY |
Zu oz R 7! R[]’

ou u est un élément de degre.
O:2zAIgY sAlg:Z u 2
Or, si R 2 zAlg, on a un isomorphisme de groupoide naturel :
Fgl'(R)'F g9 R u

Par une démonstration analogue a celle du théoréne 1.7.5, on montre que le fonctdtigl:9" est
représenté par un algébroide de Hopf gradué. L'adjonction entre les catégorigé\lg et zAlg®"
montre alors que I'algébroide de Hopf non gradué sous-jacent est l'algébroide de Hdjhf LB).
De plus, pouri;j lona:

a;j 2 L est homogene de degréd(i +j 1),

b 2 LB est homogéne de degréi,

m2Q ,L' Q[m;;i 1] est homogene de degréi,

xjL est homogéne de degréi.
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Ainsi les séries formelled=,(x;y), log,(x) et by(x) sont des séries formelles homogénes de degré
2.

L'anneau de LazardL est un anneau de polyndmes, néanmoins ses générateurs ne sont pas
trés explicites. Pour expliciter la structure de l'algébroide de Hopf(L; LB), nous allons tensoriser
avecQ et utiliser le théoréme qui montre que) ,L estisomorphe aQ[m;;i 1], ol lesm;
sont les coe cients du logarithme de la loi de groupe formel universelle. ComméL; LB) n'a pas
de torsion, le morphisme naturel(L;LB) ! Q ,(L;LB) est injectif et la structure d'algébroide
de Hopf deQ ,(L;LB) détermine celle de(L;LB). On a le théoréme suivant :

Théoreme 1.7.7. Les applications de structures , [, R, et ¢ de l'algébroide de Hopf
Q ,(L;LB) sont déeterminées par les relations suivantes :

1. r(logy) bu(x)=L(logy(x)),
2. (bu(x)) = X,
3. cbu(x) =by (),
4. (b y(x)) =b yB by(x), c'est-a-dire :
. X .
(b)X* = b)) b

i 0 i 0

Démonstration : D'apres le théoremd 1.72F, 2 LJx;yKest la loi de groupe formel universelle
et les coe cients de son logarithmelog,(x) engendrentQ ,L. De plus, les coe cients de l'iso-
morphisme strict universel by(x) engendrentLB en tant que L-algebre. Cela démontre que ces
relations déterminent entierement l'algébroide de Hopf{Q ,L;Q ,LB).

On a le diagramme commutatif suivant dans le groupoidd= gl (LB) :

L(FU)W

by /@A
r(Fy) — nloau)

Cela démontre la premiére relation. En n, les relations2 a 4 viennent du fait que la composition
des morphismes de loi de groupe formel correspond a la composition des séries formelles.[]

1.8 L'algébroide de Hopf (V;VT)

Soit R un anneau, F une loi de groupe formel suR et q2 Z R un entier inversible dans
R. On pose : 1

A .
XA

0><q
@ F

Fooi=1

g (x) =

Ol

ou g est une racineg-eme primitive de l'unité. A priori, c'est une série formelle surR [ ], mais
comme elle est symétrique en les;, elle est a coe cients dansR. On peut en outre remarquer
que :

F .

q(X)  OKXI:

Dans toute la suite, on xe un nombre premierp.
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Lemme 1.8.1. Soit R une Z,-algebre,F une loi de groupe formel suR et g un nombre premier
di érent de p. Si g(x) = 0 alors, pour tout entier r > 0 non divisible parp, on a gr(x) =0.

Démonstration :

|
x

[are &) = ar
i=1

— r+kX

qr
k=1 j=0

O

De nition 1.8.2  (Dé nition A2.1.22 de [Rav86]). Soit R une Z,-algebre et une loi de groupe
formel sur R. On dit que F est p-typique si g(x) = 0 pour tout q premier di érent de p. On
dé nit alors :
Fgl, (R), 'ensemble des lois de groupe formgktypiques surR.
FgIé(R), le groupoide des lois de groupe formgl-typiques surR et des isomorphismes
stricts. C'est la sous-catégorie pleine dé gl (R) constituée des lois de groupe formes-
typiques.

Proposition 1.8.3.  SoientR une Z,-algebre telle que le morphisme naturd®® !  Q ,R est
injectif et F une loi de groupe formel suR. Alors F est une loi de groupe formep-typique si et
seulement si son logarithme suQ ,R est de la forme :
X
loge (x) = 1ixP;
i 0

OU|0:1.

Démonstration : D'apres le proposition[1.6.9, on sait que= admet un logarithme surQ ;R :

X .
logg (x) = mix'* 2 Q ,RXK
i 0

ol mg = 1. Nous avons alors :

1 X .
loge ( §(x)) = q loge ( 'x)
i=1

xXa X
— } mj i(j+1)Xj+1

9.1 o

X xd
- } mj Xj +1 i(j+1)

i o i=1
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Or -ql 'i+1) vaut 0 si et seulement sij + 1 est divisible par g. Dans le cas contraire, cette

somme vautqg. D'ou : X
loge ( (X)) = mg 1x%
>0

Or d'aprés la dé nition F est p-typique si et seulement si | (x) = 0 pour tout premier
g6 p. Donc F estp-typique si et seulement sim; =0 pour tout j & p 1 O]

Cartier montre dans [Car67] le théoreme suivant. Ce théoréme est aussi démontré dans le
livre de ravenel [Rav86] au théoreme A2.1.18.

Théoreme 1.8.4 (Cartier). Soit R une Z;,-algebre. Toute loi de groupe formel suR est cano-
niguement strictement isomorphe a une lop-typique.

Démonstration : Tout d'abord, montrons qu'il existe un isomorphisme strict entre I'image de la
loi de groupe formel universelleF, sur Z; ;L et une loi de groupe formelp-typique F. Soit F

une loi depgroupe formel surZ,) ,Letf :F, ! F unisomorphisme strict. Rappelons que
log,(x) = ; omix'*! estle logarithme deF, surQ L. On a donc le diagramme commutatif

suivant dansF gt (Q ,L) :
FU w

AN

f Ge

F /QF :

log (x) =log,, f *(x):

Le logarithme deF est donc :

On veut trouver un f tel que F soit une loi de groupe formebp-typique. Or, d'apres la proposition
[1.8.3,F estp-typique si et seulement si :

X i

i 0
Soit 4 une racine primitive g-ieme de l'unité et :
0 N 1
@ M A

Rappelons la fonction de Mobius : N ! f 1; 0; 1g dé nie par :

0 si n est divisible par un carré
( 1)" sin estle produit der nombres premier distincts.

(n)=

On pose nalement :

X F,
fel(x) = [ @, §°(0) ;

p-q

ou la somme est prise sur tous les entiers non divisibles ppr Cette série formelle est bien dé nie
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car fu(x) O[x9etonabienf(x) x x? car {“(x) x x2.Onaalors:

X
logy(f,l(x)) = (Dlogy( ¢*(x))
Xt x |
= (a) Mg;j 1x9
Pa j>0 1
X X
= @ (A my 2x"
n>0  p-gn
Or, on peut Vvéri er facilement que :
X 1 sin=pX
(@)= 0  sinon.

p-gin

Cela montre bien queF est une loi de groupe formep-typique. Nous noteronsF:, cette loi de

groupe formelp-typique sur Z;) ,L. La série formellefg, dé nit donc un isomorphisme strict
sur Z(p) ZL .

Cet isomorphisme strict de lois de groupe formel est représenté par un morphisme d'algébres :
fry LB Z(p) ZL:

Soit R une Z-algebre etF une loi de groupe formel surR représentée par un morphisme
d'algébres ¢ :L! R. On a une factorisation :

L
$
Z(p) z'—T :

La composée £ fr, -LB! R dé ni alors un isomorphisme strictfg : F ! F, surR entre
F et une loi de groupe formelp-typique Fp :

O

Soit R une Z, -algebre. Le théoréme de Carti4 démontre que toute loi de groupe formel
F est canoniquement strictement isomorphe paf g a une loi de groupe formelp-typique Fp. Si
f :F ! G estun isomorphisme strict de lois de groupe formel, alors on dénit, : Fp ! G,
par le diagramme commutatif suivant :
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On véri e facilement que cela dé nit un foncteur :

Fg'(R) ! F gi(R) .
F o7 Fo

D'aprés le lemme de Yoneda, on a un morphisme au niveau des algébroides de Hopf qui
représentent ces groupoides :

=( 1 2:(Zp LZp B (Zg zLiZe zLB):
Lemme 1.8.5. SoientR une Z,-algebre etk une loi de groupe formep-typique. Alors Fp, = F
et l'isomorphisme strictfr : F ! F, estl'identité de F. Autrement dit, le foncteur Fgl'(R) !
Fglé(R) est une rétraction deF glI* (R) sur le sous-groupoide pleirF gI%(R).
Démonstration : La loi de groupe formelF est représenté par un morphisme d'algebres :
T . Z(p) ZL ! R:

On a donc :

fet(x) E(f Fo (X))

L@ FO)

p-q

Or, commeF est p-typique, g(x) =0 pourtout q6 1 etp-q. Donc
fr(X)= X
etFp=F. O

Lemme 1.8.6. Le morphisme d'algébroides de Hopf est idempotent. De plus, aprés avoir
étendu aQ L' Q[m;;i 1], ona:

N _ m; Si i=p¢ 1

1(mi) = 0 sinon

Démonstration : D'apres la premiére égalité du théoremg 1.7,.7, on sait qu@ ,LB est engendré
en tant qu'algébre par les images de| et g. Il sut donc de vérier que ; est idempotent
surQ L. Orle morphisme 1:Z¢ ,L! Zp ,L représente la loi de groupe formeF,,
introduit dans la démonstration du théoréme[1.8.4 de Cartier et on sait que le logarithme de
FupsurQ ,Lest:
logg,., (X) = my xP
i 0
On en déduit donc le résultat. O

Théoréeme 1.8.7. Le foncteurF glé qui a uneZ ,-algebre associe le groupoide des lois de groupe
formel p-typiques et des isomorphismes stricts est représentable par un algébroide de Hopf gradué
(V;VT). De plus, (V;VT) est un rétracte de l'algébroide de Hopf ;) ,(L;LB), c'est a dire qu'il
existe des morphismes d'algébroides de Hopf tel que le diagramme suivant commute :

5 VT)% z(L;LB)
(V; VT):

On note Fy la loi de groupe formelp-typique universelle a coe cients dansV et by, I'isomor-
phisme strict de loi de groupe formep-typique universel.
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Démonstration : On dé nit (V;VT) comme étant I'image du morphisme d'algébroides de Hopf
. C'est bien un rétracte deZ,) ,(L;LB) car, d'apres le Iemm6, est idempotent. Il su t
de véri er que cet algébroide de Hopf représente bien le groupoide des lois de groupe formel
p-typiques. Soit R une Z, -algebre etF une loi de groupe formelp-typique, représentée par un
morphisme :
F :Z(p) ZL ! R:

D'apres le lemmg 1.8.p, on sait quép = F ; autrement dit, le diagramme suivant commute :
Zip) 7L

1
H#
Z(p) z'—T R:

Cela démontre bien queV représente I'ensemble des lois de groupe formelypiques. En utilisant
le lemme[1.8.5 pour les morphismes, on montre de la méme maniére QUE représente I'ensemble
des isomorphismes strict entre les lois de groupe formpiltypiques. O

Théoreme 1.8.8. On a un isomorphisme deQ-algebres graduées :
Q V' Q[mi;i 1]

ol m; est homogéne de deg®p' 1). De plus, si log,., désigne le logarithme de la loi de groupe
formel p-typique universelleF;, sur Q ,V, alors :

Iogu;p(x) = miXpi ;
i 0

ou, par convention,mg = 1.

Remarque 1.8.9. Les élémentsn; 2 Q ,V correspondent en fait aux élémentsn,; ;2 Q ,L
par le morphisme d'algébre :

Q 1:Q LI Q W
Théoréme 1.8.10. |l existe des éléments; 2 V, i 1 homogénes de deg2(p' 1) tels que :
Zpvisi 1]V Ve

Nous noteronsyv; les générateurs d'Hazewinkel que nous utiliserons par la suite &t les généra-
teurs d'Araki. lls sont dé nis par les relations équivalentes suivantes danQ ,V :

X i
pm, = m;VvP , avecn> 0 (1.8.1)
0 i<n
1 X Fu;p o
[Ple,, () = 10gup “(PX) +Fy, Vix (1.8.2)
X | i1
pmp, = mjub , avecn 0 (1.8.3)
0in
X Fu:p pi
[P, (X) = uix® (1.8.4)

i 0

Par convention, vo = Ug = p.
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Démonstration : Commencgons par démontrer que les deux couples de relations sont équivalentes
en appliquant la serie formelldog,., aux équations (1.8.2) et[(1.8.4). Pour les générateurs d'Araki,
ona:

X Fu; i
[Ple,, (%) = " uixP

ke o
pIOgu;p(X) = |Ogu;p(uixp)

i 0
X XX -

p mpxP = m;uf xP"':

n o i 0j O

En identi ant les coe cients des séries formelles, on obtient la relation {1.8.8). De méme, pour
les générateurs de Hazewinkel, on obtient la relatior (1.8.1) :

1 X Fusp pi
[p]Fu;p (X) = |Og up (px) + Fu:p Vi X
X i1
plogyp(x) = px+  logyp(vix®)
X n 5( ' X j i+
p mpxP = px+ mjv? xP
no i 1j 0

On démontre ensuite par récurrence sun 0 que les élémentay; et v; dé nis par les relations
(1.8.9) et (1.8.4) sont bien dansV et qu'ils engendrent le méme idéal,.

Le résultat est clair pourn = 0. Si le résultat est vrai pour tout i <n , on démontre queun
et vp sont des éléments dé&/ en considérant les équations| (1.8|2) et (1.8.4) modula; (ou v;)
pouri<n et moduloxP"*1,

n n
Ple,, () Fupl0gup (PX) Vax? vor  ve xP

n n
[Ple,, () unx Uo;  un 1;xP

D'aprés le théoréme de Lazar4, la série formelleg,., 1(px) est & coe cients dans V, ce
qui achéve la récurrence.

Le fait que ces éléments soient algébriquement indépendants et engendréhtiécoule directe-
ment du théoréme de Lazard 1.7]4 et du théorénje 1.8.8, car, modulo des éléments décomposables,
Van  pmy etu,  pmy. O

Dé nition 1.8.11. Soitn 0 on notera |l , l'idéal de V engendré parvo; ‘Vh 1 etly leur
réunion. Ces idéaux sont indépendants du choix des générateurs.

Théoreme 1.8.12. On a l'isomorphisme deV-algébres a gauche graduées suivant :
VIti;i 1]! VT,

ou VT est une algebre suV par ( : V! VT et ou les €lémentd; sont homogenes de degré
2(p' 1). De plus, siby;, désigne l'isomorphisme strict de loi de groupe formeg-typique universel,
alors : X
bu;p Y(x) =

i 0

Démonstration : Soit R une Z,-algébre. Démontrons que I'ensemble des tripletér; f; G ), ou
F et G sont des lois de groupe formegb-typiques surR et f est un isomorphisme strictF | G,
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est représentable par 'anneaWT. La loi de groupe formelG est déterminée par la donnée de
Fetf.Soitf : F ! G unisomorphisme strict entre deux lois de groupe formel suR, avec

F p-typique. On cherche une condition surf pour que G soit p-typique. On peut écrire la série
formellef ! de maniére unique sous la forme :

1 _XF_i.
f *(x)= GX';
i>0

avecc 2 R etc; =1. Par dé nition, G estp-typique si et seulement si pour tout nombre premier
gdiérentde p:

qu 1
G .
S(x) = e XA =0
q G i=1
Or:
0 1
1, G 1 @Xq 10 i VA
f(q) = = f 2 gX)
9 o
qu 1
1 @t FX R, i A
9 4 j>0
0 1
I 6 A
q q
>0 F i=1
F .
= Carx® + ¢ g(Gx))
k>0 g
X
= chkqu

k>0

Donc G est p-typique si et seulement sic; = 0 pour tout j 6 p'. Donc il existe des éléments;,
i OdansR, avectp =1 tels que :

X g
f Y(x)= tixP
Cela démontre le théoreme. O

Théoreme 1.8.13. Les applications de structure |, r, , etc de l'algébroide de Hop{V; VT)
sont caractéerisees par les relations suivantes dan® ,V;Q ,VT):
1. r(l0gy.p) bup(x) = L(log,(x)), ou de maniere équivalente :
X i
r(Mp) = m;t!: (1.8.5)
i+j=n
2. (bu;p(x)) = x, c'est-a-dire (tj) =0 pour tout i> 0.
3. c(byup(x)) =byup Y(x), ou de maniére équivalente :

(=N . .
ict)P X" = x;
i;j O
Kk i+ k
mt? c(t))? " = mp:

i+j+k=n
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4. (b up(x)) =bypB byp(x), ou de maniere équivalente :

Fu: ¢ X R .
xR = T PxP
k 0 iij 0

X :
| h i+h
m; ( tk)p = mhtf’ tjp :
k+1=n i+j+h=n

Démonstration : Ces relations découlent directement du morphisme d'algébroides de Hopf :
(LLB) ! (V;VT)
et du théoreme[1.7.7. Démontrons la relation[(1.8]5) :

R(logu;p) bu;p(x) = L(Iogu;p(x))
X R(IOgu;p)(Xn) = %.(IOgu;p) bu.;p 1(X)
r(Ma)x® = log,,(tjxP)
n 0 j. 0
= mitjpixpi+j
iij 0

Démontrons les relations de(3). D'apres le théoremd 1.8.12 :

X Fu; i
i 0
En appliquant ¢ de chaque c6té de I'égalité, on obtient :

X R(Fu:p)

bup(X) = o{ti)xP';

En composant ces deux séries, on a :

X = buyp 10bu;p(x)

1
X Fu .
= bup '@ " 'p)c(tj)XpJA
i o
X E, .
= ’ bup * C('[J')X'oJ
i o
X Ry, i it
= ® tiC(tj)p xP
iij 0

Cela démontre la premiere egalite. Pour obtenir la seconde, on applique le logarithnheg,,.,

X n X i i+
mpx? = logy.p tic(tj)” xP

n 0 iij 0
X

Kk i+ k i+j+k
mt? c(t))P xP

ik 0

En n, pour démontrer les relations de (4), on considere uneZ , -algebreR et des isomorphismes
stricts entre lois de groupe formelp-typiques surR :

F—l6—h;
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D'aprés le théoremg 1.8.12, il existe des élémentsetri, i O tels que :

1 _XF.pi-
f “(x)= tix?;

i 0
X & i
g Y(x)= rixP
i 0
Calculons(g f) 1:
1 - 1 1
(@ H) 0 = f gt
X .
- 1@ ®rxPA
i o
= foirxP)
j 0
= til’jpixpl+J
iij O
Cela démontre que :
Fu;p 3 X Fu;p i i+
( t)xP = i tPxP
k 0 i;j O

Pour appliquer la seconde égalité, on applique de chaque cdtgg,., :

X k X pi i+
Iogu;p(( t)xP) = Iogu;p(ti tj xP )
e i;jx 0
+ h i+h i+
my ( 'tk)plxpk b= mht=O th xP
kil 0 ijh 0
Cela termine la démonstration du théoreme. n

Théoréme 1.8.14. Soit M un VT-comodule gradué. AlorsM est somme directe d&2(p 1)
sous-comodulesv i pouri 2 Z=2(p 1)), avec :
M
Mhi = M;:
i if2(p 1)

Démonstration : Cela découle directement du fait queV (resp. VT) est engendré, en tant que
Zy-algébre, par les éléments, (resp. vn et t,) homogeénes de degr@(p" 1), pourn O et
que2(p 1)j2(p" 1) pour tout entier n 0. O

Rappelons les deux théorémes suivants, issus des travaux de Landweber, Johnson et Wilson
notamment (cf. les articles [Lan73a],[[Lan73b], [Lan79] e [JW75]). Nous en aurons besoin dans
les chapitres suivants.

Théoreme 1.8.15.
Pour tout entier n 0, I'élément v, est invariant et régulier modulo l'idéal | .
L'idéal |, est premier et invariant pour tout n 2 N[flg
De plus, les idéaux|, avecn 2 N[flg sont les seuls idéaux premiers invariants de
I'algébroide de Hopf(V; VT).
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Théoreme 1.8.16. Soit M un comodule & gauche gradué sur l'algébroide de H¢BP ;BP BP),
alors :

M est colimite Itrante de BP BP-comodules gradués de présentation nie;

si M est de type ni, alors il existe une ltration de M par des sous-comodules gradués :

0=Mg M; Mp = M;
telle que pour toutl i n,il existekj 2 Z etn; 2 N[flg
Mi=M; 1'  KBP =l

Notation 1.8.17. On noteraa; 2 V le coe cient devant x'*! dans lap-série de la loi de groupe

formel p-typique universel : X _

[Ple,, ()= ax'™ 2 VXK
' i 0

De plus, a; est homogéne de degréi.

Proposition 1.8.18. Soitn 0.Ona:
an 1 Vnllnl;
a2lny pouri<p" 1,

a=0;sip 1-i

Démonstration : Ce résultat découle directement de la dé nition des générateurs d'Araki (cf. le

théoréme| 1.8.1D). O
Exemple 1.8.19. Voici quelques valeurs pour les coe cients de lgp-série en fonction des géné-
rateurs de Hazewinkelvi, i 0. Giambalvo en avait calculé quelques autres dans [Gial78].

ao = P,

ap 1= p° Yvy,

agp 2=(p° * 1)p° i,

ap 3=(1 p° Y M PP A8 sip 3.
De plus, pourp=2,o0na:

a = Vi,

dp = ZV%,

as (7V2 + SV%),

aq = 30v1vy + 26V7,

as = (111v3v; +84v)),

ag = 502v3v, + 300vS + 112v3,

a7z = (127v3 +960v1V3 + 2299viv, + 1140v]),

ag = 766V1Vv3 + 5414v3v3 + 9958V5v, + 4334V,
Pourp=3,ona:

a = 8vy,
ag = 72v2,
ag = 840v3,

ag= 6560/, +9000v7,

ajo = 216504v1v, 8899273,

a;p = 53602083V, + 658776v8,
a14 = 11910557653V, + 1199088/7.



Chapitre 2

Categories de comodules

Soit f : (A;) ! (B; ) un morphisme de| -algébroides de Hopf. Nous dé nissons un
foncteur
f : Comod! Comod

induit par f . Ce foncteur admet pour adjoint a droite le foncteurf qui s'écrit a I'aide du produit
cotensoriel de comodules étudié par Ravenel daris [Rav86]. Dans ce chapitre, nous étudions cette
adjonction qui permet de dé nir les foncteurs de localisation sur les catégories de comodules.

2.1 Le foncteur f

Dé nition 2.1.1.  Soit M un -comodule a gauche. La composée suivante dé nit une structure
de -comodule a gauche suB M :

B
B ,M!I" " B & R ,M! fzr  M"' R ;B AM:
Ainsi f induit le foncteur f au niveau des catégories de comodules a gauche :

Comod ! Comod
M 7! B .M

Remarque 2.1.2. Soit (C; ) un | -algébroide de Hopf. SM estun - bicomodule, alorsf M
a naturellement une structure de - bicomodule. Autrement dit, le foncteur f : Comod !

Comod se factorise en un foncteur, encore note , qui envoie la catégorie des - bicomodules
dans la catégorie des - bicomodules.

Proposition et dé nition 2.1.3. Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf ef : A ! B un
morphisme d'anneaux. On appelle algébroide de Hopf induite phr l'algébroide de Hopf(B; )
avec g =B L, R ,B.On note encoref le morphisme d'algébroides de Hopf naturel induit
parf :A! B

f:(Ab) !t (B B)

De plus, sig=(g1;9): (A; ) ! (B;) estun morphisme dg -algébroide de Hopf, alorg se

factorise de maniére unique par l'algébroide de HogB; g) induit par g1 :A! B :
g
A; g,
(A) 935(9% )
sS°
%% <SS
(B; B):

49
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Remarque 2.1.4. L'algébroide de Hopf de la dé nition[2.1.3 précédente découle d'une construc-
tion naturelle au niveau des groupoides. SoiG un groupoide dont I'ensemble des objets esX,
etsoitf : Y ! X une application. Soitf G le groupoide dont I'ensemble des objets est et
I'ensemble des morphismes est I'ensemble des triplefg:; ;y 2) ol y; et y, sont des éléments de
Y et un morphisme dansG:f(y1) ! f(y2). Ainsi, tout morphisme de groupoideF : H ! G

se factorise de maniére unique paf G, ou f est I'application induite par F sur I'ensemble des
objets deH.

Dé nition 2.1.5  (cf. [HSO54], dé nition 2.1). Soit (A; ) , un algébroide de Hopf plat, ef :
A! B, un morphisme d'anneaux. On dit quef est Landweber exact pour l'algébroide de Hopf
(A;) siB , : Comod! gM od estun foncteur exact.

Remarque 2.1.6. Nous verrons a la propositior] 2.73 que gjA; ) estplatetf :A! B est
Landweber exact pour(A; ) , alors (B; g) est plat. En particulier, la catégorie , Comod est
une catégorie abélienne.

2.2 Produit cotensoriel de comodules

Dans cette section, nous rappelons la dé nition et les principales propriétés du produit coten-
soriel de comodules. Avant cela, voici quelques dé nitions générales concernant les égalisateurs,
qu'on peut retrouver dans [ML98], chapitre VI, section 6.

Dé nition 2.2.1.  Soit A, une catégorie. Une fourche dan#\ est un diagramme dansA de la
forme :

d
£ e Ik —h
dy

tel qued;e = dpe. On dit alors que :

e est un égalisateur pour la paire de échegdo;d;), si pour toute echef :F ! X telle
quedof = dif , il existe une unique échef®:F | E tel quef = ef?:
F

F0 7

-~ f
~ do I
E Tlé( T/&

e est un égalisateur absolu, si pour tout foncteuf : A!B , la fourche induite par T est
encore un égalisateur :
_Tdo g
TE —Ihrx —Ty:
1
La fourche est scindée, s'il existe deux éches : X | E ett:Y | X telles que

se= idg, tdg = idx ettd; = es:
S t

Ny

d
e /—M.
d
La proposition suivante permet de comprendre l'intérét des fourches scindées, qui sont plus
faciles a exhiber en pratique que les fourches absolues :

Proposition 2.2.2  (cf. chapitre VI, section 6 de [ML9€]). Toute fourche scindée est un égalisa-
teur absolu.

Remarque 2.2.3. En considérant des fourches dans la catégorie opposée, on obtient des dé ni-
tions analogues pour les coégalisateurs et les cofourches.
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Dé nition 2.2.4. SoitF :A !B un foncteur et dp;d; : X Y, une paire de éches dans
A. On dit que :
F préserve les égalisateurs pour la pairédp; d1), si pour tout égalisateure: E ! X, F(e)
est un égalisateur dgF (dp); F (d1)).
F crée les égalisateurs pour la pairédo; d1), si pour tout égalisateure®: E°!1  F(X) de

(F(do); F(dq1)), il existe un unique objetE et une unique échee: E ! X dansA tel
queF(E) = E%et F(e) = €%et si de plus cette unique éche est un égalisateur delp; dy).
F ré échit les égalisateurs pour la paire(dg; di1), si toute éechee:E ! X, telle queF ()

est un égalisateur dgF (dp); F (d1)) dansB, est déja un égalisateur dédp; d;).

Remarque 2.2.5. On a des dé nitions analogues pour les coégalisateurs et méme plus généra-
lement les limites et colimites.

Dé nition 2.2.6.  SoientN un -comodule a gauche e un -comodule a droite. Le produit
cotensoriel deM et N est le| -moduleM N égalisateur du diagramme suivant :

idy
o—/M N —/M AN—/K/I LR LN:

M idy A A
Le produit cotensoriel dé nit un foncteur :
Comod Comod ! M od
(M;N) 77 M N:

Exemple 2.2.7. 1. Si(A;) = ( A;A) est un algébroide de Hopf trivial, alors le produit
cotensoriel de comodules n'est rien d'autre que le produit tensoriel d&-bimodules.

2. Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf. Le produit cotensorieA A est la sous} -algébre de
A constituée des éléments invariants A (cf. la dé nition 1.4.1}.

3. Soit G un groupe commutatif et (A; )= ( | ;| [G]). Soit M un | [G]-comodule & droite et
N un | [G]-comodule & gauche. D'apres I'exemple 1.218) et N ne sont rien d'autre que
des| -modules G-gradués. L'égalisateur qui dé nit le produit cotensoriel est scindé et on
a: M

M N’ M(g) |N(9):
g2G

4. Soit G un groupe ni et (A; ) =( |;|®). Par adjonction, la catégorie des -comodule a
gauche est équivalente a la catégorie dgs[G]-modules a gauche. Le produit cotensoriel
correspond alors au produit tensoriel de bimodules sur [G].

Commencons par établir quelques propriétés du produit cotensoriel qui seront utiles dans les
sections suivantes.

Lemme 2.2.8. Soient (A; ), (B; ) et (C;) trois algébroides de Hopf ave€A; ) et (C;)

plats, M un - bicomodule etN un - bicomodule. LeA-C bimoduleM gN est naturel-

lement muni d'une structure de - bicomodule, induite par les morphismes de structure de
-comodule & droite deM, ¢ et de -comodule a gauche d&l, § :

g N
M B|\|M4// AM gN

M d
M gN—'M N .

De plus, le produit cotensorielM N a naturellement une structure de - bicomodule unique
telle que :
M N! M gN
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est un morphisme de - bicomodules. Le produit cotensoriel dé nit donc un foncteur :

Comod Comod ! Comod :

Démonstration : Par dé nition, on a le diagramme égalisateur suivant :

di g
o—/M N —/M Bngfvl -
0

oudo= § Netdi=M §.Dapres laproposition[1.3.5, la catégorie des- bicomodules
est abélienne. Il su t donc de voir que ces deux morphismes sont des morphismes de bicomodules.
CommeM estun - bicomodule, le diagramme suivant commute, c'est-a-dire que,‘\’,I est un
morphisme de -comodules & gauche :

d
M—2—IM g

¢] [¢]
M M
AM 4(1// AM

M

B

Il sut alors d'appliquer le foncteur gN : Comod ! Comod pour en déduire que
do = ﬁ,l N est un morphisme de bicomodules. De la méme maniére, on démontre le résultat
pour dj. O

Dans la section[2.6, nous chercherons a quelles conditions un fonctekr : Comod !
Comod peut s'écrire sous la formeM , pour un certain - bicomoduleM .

Lemme 2.2.9. Soient(A; ), (B; ) et(C;) trois algébroides de HopfM un - bicomodule
et X un (B;B)-(C; ) bicomodule. Alors le diagramme suivant est un égalisateur scindé dans la
catégorie des - bicomodules :

d do ¢
1
avecdy = M X etd; = ﬁ,l X . De plus, on a un isomorphisme fonctoriel de -

bicomodules :
M gX'" M ( gX)

Démonstration : On a le diagramme suivant, ou la ligne est un égalisateur :

0

m
/ / _o g
0 Mo ( Bét)y M g OQBX & i\/l B8 B 8X
QQQde X )M X
M gX
Dans ce diagramme, on adp = M X, d = ,‘j',l Xet g=M X . Comme
ﬁ,l X égalise la fourche, le morphisme se factorise par le produit cotensoriel. De plus, on sait
que ,ﬂ’,l admet pour rétraction le morphisme M |, le morphisme j\ X est donc injectif.
Ennles relations o dg=1id et o di =( ,‘\’,I X) (M X)) montrent que c'est bien un

égalisateur scindé. O
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Remarque 2.2.10. Le lemme[2.2.9 précédent se traduit par le diagramme de foncteur suivant
commutatif & isomorphisme naturel prés :

(B;B)ComOd _B 7 Comod

M
M g :
Comod :
Remarque 2.2.11. Soitf : (A;) ! (B; ) un morphisme de| -algébroides de Hopf. Le

A-bimodule estun - bicomodule. Par conséquentB , est muni d'une structure de -
bicomodule. De plus, on a l'isomorphisme fonctoriel de -comodules suivant :

fFC) (B a)

La proposition suivante montre qu'un foncteur F, dé ni sur une catégorie de -comodules et
qui préserve les égalisateurs du lemnje 2.2.9 est entierement déterminé par sa restriction sur la
sous-catégorie pleine des comodules étendus. Hovey utilise ce résultat dans le théoréeme 1.3.1 de
[HovO4] pour dé nir sur la catégorie des -comodules, un foncteurHom interne, adjoint a droite
au produit tensoriel de comodules. Nous utiliserons ce résultat dans les sectidns]|2.9 ef| 2.6.

Proposition 2.2.12.  Soient (A; ) un algébroide de Hopfe : E ! Comod l'inclusion de la
sous-catégorie pleine formée des-comodules étendus dans la catégorie descomodules a gauche
etG: E !C un foncteur a valeurs dans une catégori€ admettant des égalisateurs. Alors il
existe un foncteurF : Comod!C , unique & unique isomorphisme pres, tel que :

1. F préserve les égalisateurs du type :

My
M AM =M, (2.2.1)
2. on a un isomorphisme naturel :G=) F e.
e
E ! Comod
‘]JJ %g
‘JJJ
J3 g .
G g4
JJJ$

De plus, si on a un autre triplet (GO,FO, () véri ant les mémes hypothéses quéG;F; ), et
une transformation naturelle g : G =) G alors il existe une unique transformation naturelle
f : F =) FOqui fait commuter le diagramme suivant :

G ——="30

F e BO e

0

fe

En particulier, étant donné G, le couple(F; ) est unique & unique isomorphisme prés.

Démonstration : Démontrons l'existence du foncteurF et de l'isomorphisme . Soit M un -
comodule, on a I'égalisateur|(2.2.[1) suivant dans la catégorie descomodules, avec les éches
do et d; dans la sous-catégorie pleineE des comodules étendus.

d
M —f

)
M A &

A aM:
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On dé nit alors F (M) comme étant I'égalisateur dansC des échesG(dp) et G(d;) :

G(du),
F(M) —I6( AM)m/G( A aM):
Sif : M ! N est un morphisme de comodules, on dé nit naturellement~ (f ) grace a la

propriété universelle des égalisateurs, et l'unicité démontre bien que cela dé nit un foncteur .

Si M est un comodule étendu, d'aprés le lemme 2.2.9, I'égalisatedr (2.p.1) est scindé dans
la catégorie E et G(M) est alors un égalisateur des éche&(dg) et G(d1). On en déduit donc
gu'il existe un unique isomorphisme y : G(M) ! F (M), fonctoriel en M. Cela démontre de
plus queF préserve les égalisateurs du typd (2.7.1).

On considére maintenant deux triplets (F;G; ) et (F¢G®% 9 véri ant les hypothéses du
théoréme, etg : G =) G° une transformation naturelle. Soit M un -comodule & gauche.
Comme F et FO préservent les égalisateurs du type.l), on a le diagramme suivant ou les
lignes sont des égalisateurs :

FIM) —E( o) = 4 ouM)

G M =6 L, M)

fm g M g M

Y M), M)

o' 0"

FO(M)4/4:O( AM)4/4:O( A aM):

De plus, siM est lui méme un comodule étendu, on peut alors étendre le diagramme précédent
de la maniére suivante :

Fgy—( o) =T aooaM)
oM) —I6( M)=—6( , M)
fm om g ™ 9 M
%
o) —6Y My =6, M)
1 EA 0" o'
FAqM) —FY AM)gé:O( A aM):
L'unicité du morphisme f démontre alors la relation(f e ) = 0 g O]

Dé nition 2.2.13.  Soit (A; ) un algébroide de Hopf eM un -comodule a droite. On dit que

M est un -comodule coplat si le foncteuM . Comod! | M od est exact.

Exemple 2.2.14. Le lemme[2.2.9 montre que les -comodules étendus par urA-module plat
sont des -comodules coplats. De plus, i : A! B estun morphisme de -algébres Landweber
exact pour (A; ) , alors le foncteurf est exact. Or on peut remarquer d'apres la proposition
quef =(B ,) et donc queB , est coplat en tant que -comodule a droite.

Lemme 2.2.15. Soit (A; ) un algébroide de Hopf plat eM un -comodule a droite. Alors le
foncteur M est exact a gauche si et seulement M1 est un A-module plat.
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Démonstration : La catégorie des -comodules a gauche est abélienne, carest un A-module
plat (cf. le théoreme|1.2.2D). Supposons qubl est plat. Il sut de démontrer que le foncteur
M commute aux noyaux. On considére une suite exacte courte decomodules a gauche :

o— Ik Lk 9y

CommeM et sont desA-modules plats, on a le diagramme commutatif suivant ou les lignes
sont des suites exactes dans la catégorie desmodules :

o—M X—r— M Y —— I ,Z

m X

0——/Mm

M X MY

A X —IM

M Y M Z

Y —IM

M z

A A A AL
Par une chasse au diagramme, on en déduit que la suite suivante est exacte :
o—M X—"M yvy—M z
Réciproquement, supposons que le foncteuv est exact a gauche. D'aprés la remarque
[2.2.10, le diagramme suivant commute & isomorphisme naturel pres :

AM od —2// Comod

(iM
M a %%

| M od:
Comme est un A-module plat, alors le foncteur de comodule étendu , est exact, la
composé avec le foncteuM est donc exact a gauche, ce qui montre bien qukl est un
A-module plat. O

Soient (C; ) , (A; ), (B; ) et (D; ) quatre | -algébroides de Hopf platsM un - bico-
module, W un - bicomodule etN un - bicomodule. D'aprés le lemmég 2.2]8, les produits
cotensoriels suivants possédent une structure de bicomodule canonique :

M W2 Comod . W N 2 Comod :

On peut alors se demander si le produit cotensoriel est associatif. C'est-a-dire, a-t-on un isomor-
phisme entre les - bicomodules suivants :

M W) N'"M (W N)?

La réponse est négative. Considérons d'abord le cas particulier di8; ) est un algébroide de
Hopf trivial, c'est-a-dire = B. Ainsi, le produit cotensoriel n'est rien d'autre que le produit
tensoriel de bimodules 5. Nous allons détailler un contre-exemple dans ce cadre.

Exemple 2.2.16. Soit p un nombre premier. On considére & ) -algébroide de Hopf(V;VT)
dé ni ala sous-sectior] 1.8, eton pos8 = Z. D'aprés le théoreme 5.2.1 dé [Rav86], la sous-algébre
des invariants de cet algébroide de Hopf est triviale. C'est-a-dire :

V ytV' Z(p):

On a donc :
(V v1V) zZ=p2' Z=pZ:
D'autre part, vy 2 V est primitif modulo p eton a:

Vovr (V zZ=p2) " Z=pZ[v1]:
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En fait, pour cet exemple on a pas besoin de considérer l'algébroide de Hqf, VT) tout entier.
Soit R une Z-algébre, on considére le groupoid&(R) dont I'ensemble des objets est I'ensemble
des élémentsv 2 R et I'ensemble des morphismes ! v est I'ensemble deg 2 R tels que
vP= v + pt. Cela nous dé ni un foncteur :

G:zAlg!'G rpd:

Ce foncteur est représentable par le sous-algébroide de Ha@; ) = ( Z[v]; Z[v;t]) de (V;VT)
tel que :
rR(V)=v+pt; ()=t 1+1 t; ct)= ¢t

On véri e alors facilement que la sous-algebre des invariant dé est triviale et on a :
(A A) zZ=pZ = Z=pZ;

alors que, commev est invariant modulo p, on a :

A (A zZ=p2) = Z=pZ|v]:

Cet exemple montre le produit cotensoriel n'est en général pas associatif. Cependant, il I'est
sous certaines hypothéses d'exactitude que nous expliciterons. Dans le cas particulier ou l'algé-
broide de Hopf(B; ) =( B;B) est trivial, on a le résultat suivant :

Lemme 2.2.17. Soient(A; ), (C;) et(D; ) trois | -algébroides de Hopf, ave(C; ) et(D; )
plats et B une | -algébre considérée comme un algébroide de Hopf trivial. Soiekt un -
bicomodule,W un -B bicomodule etN un B- bicomodule. On a un morphisme naturel de -
bicomodules :

(M W) gN!' M (W gN)

unique tel que le diagramme de- bicomodules suivant commute :

M W) gN—IM (W gN)

)
M AW gN:

De plus, si l'une des conditions suivantes est véri ée :
1. N est unB-module plat;
2. I'égalisateur de -B bicomodules suivant est scindé dans la catégorie dBsmodules :

o—M w—M AW;#\/I A AW; (2.2.2)

3. le foncteur M est exact a droite;
alors ce morphisme est un isomorphisme de- bicomodules :

(M W) gN'" M (W gN):

Démonstration : On a le diagramme suivant de - bicomodules ou la ligne est un égalisateur :
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En tensorisant I'égalisateur [2.2.2) aved\, on en déduit que la éche verticale égalise la fourche.
On a donc une eche naturelle(M W) gN ! M (W zN) qui fait commuter le dia-
gramme. Si la premiere ou la deuxieme condition du lemme est veri ée, le foncteur gN
préserve cet égalisateur, ce qui démontre l'isomorphisme dans ces cas.

Supposons en n que le foncteuM est exact a droite. Pour démontrer que la éche

(M W) gN! M (W gN)

est un isomorphisme, on peut oublier la structure de -comodule a droite. On considére alors
une présentation libre deN en tant que B-module :

L1 /Lo /N /bl
On a le diagramme de -comodules a droite suivant :

M W) gbi—AM W) glo—AM W) N —b

M (W gLi)—M (W gLo)—/M (W gN)—b

Les deux lignes sont exactes car les foncteud (W 5 )et(M W) g sont exacts a
droite et les deux premiéres éches sont des isomorphismes chp et L; sont desB-modules
libres donc plats. D'aprés le lemme des cing, la derniére éche verticale est un isomorphisnie.

Revenons au cas général. Le diagramme de comodules suivant, ou les eches horizontales
sont dé nies par le lemme[2.2.17 précédent, commute :

M A.(?\_gv N)— /(M r%W)?OgN
0 r K

/o r 9'2,)
Mo W N) P "
LL rl’ 779
L,r
rrLLL M sN (2.2.3)
rf I‘LI_ o
M  W)g N L
( hg Ly
L0690 /e

(M .W)_?,%Ngll\/l (W?%’N)

e

M W) g gN—IM (W 5z gN)

D'apres le lemme[2.2.1]7, sN est un B-module plat ou bien si 'égalisateur [2.2.P) est scindé
dans la catégorie de®3 -modules, alors on a les isomorphismes suivants :

M W) gN*" M (W gN);
M W) g gN'"M (W g §gN)
On a alors le diagramme égalisateur suivant :
M W) N—M (W BN)ﬂfw W g gN);
et donc, la factorisation suivante :
M (W N)!' (M W) N:

En résumé, on a la proposition suivante :
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Proposition 2.2.18. Soient(A; ), (B; ) , (C;) et(D; ) quatre|-algébroides de Hopf plats,
M un - bicomodule,W un - bicomodule etN un - bicomodule. Si I'une des conditions
suivantes est véri ée :

1. N est unB-module plat;

2. l'égalisateur de - bicomodules suivant est scindé dans la catégorie d8smodules a
droite :

3. le foncteur M est exact a droite.
Alors, il existe un unique morphisme de - bicomodule

M (W N)!' (M W) N;
qui rend commutatif le diagramme(2.2.3).

Si une de ces conditions est véri ée, alors, d'apres le lemnie 2.2.17, on a l'isomorphisme de
- bicomodules :
(M W) gN*" M (W gN);

On en deéduit alors que(M W) N s'injecte dansM ,W zN. D'apres la proposition pré-
cédente, le diagramme de - bicomodules suivant commute, aveg, injectif :

M (W N)L/MI W gN
f

(M W) N

Si, de plus, on a un morphismeg : (M W) N I M (W N) qui fait commuter le
diagramme précédent, aveq; injectif, alors on en déduit quef et g sont des isomorphismes
inverses l'un de l'autre. En particulier, on a le théoreme suivant :

Théoréme 2.2.19. Soient(A; ), (B; ) , (C;) et(D; ) quatre | -algébroides de Hopf plats,
M un - bicomodule,W un - bicomodule etN un - bicomodule. Alors il existe un unique
isomorphisme de - bicomodules

M (W N)' (M W) N

qui rend commutatif le diagramme(2.2.3), des que I'une des conditions suivantes est véri ée :
1. M est coplat en tant que -comodule a droite.
2. N est coplat en tant que -comodule a gauche.
3. M est un A-module plat etN est un B-module plat.
4

. L'égalisateur suivant est scindé dans la catégorie des-modules etN est un B-module
plat :
0— M N—Mv N—H N (2.2.4)

5. L'égalisateur suivant est scindé dans la catégorie dé&s-modules etM est un A-module plat

o— M w—I w—I , W (2.2.5)

6. L'égalisateur (2.2.4) est scindé dans la catégorie deA-modules et I'égalisateur(2.2.5) est
scindé dans la catégorie deB-modules.
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Démonstration : Pour la premiére condition, il sut de remarquer que si M est un -comodule
a droite coplat, alors le foncteurM est exact a droite et d'apres le lemmé 2.2.19/1 est un
A-module plat. O

Le lemme suivant (cf. [Rav86]) permet d'établir un lien entre les foncteurhiom et et ainsi
d'e ectuer des calculs de foncteurs€Ext en fonction des foncteur dérivés du produit cotensoriel.

Lemme 2.2.20 (cf. [Rav86]). Soient (A; ) un algébroide de HopfM et N deux -comodules a
gauche, avedV projectif en tant que A-module. Alors :

Homa (M; A) admet une structure naturelle de -comodule a droite.

Hom (M;N)=Homa(M;A) N. En particulier, Hom (A;N)= A N.

2.3 Le foncteur f

Soient(A; ), (B; ) deux| -algébroides de Hopfeff : (A; ) ! (B; ) un morphisme de
| -algébroides de Hopf. Dans cette section, on montre que @\; ) est plat, le foncteurf admet
un adjoint a droite :

f : Comod! Comod:

Proposition 2.3.1. Soientf : (A; ) ! (B; ) un morphisme de| -algébroides de Hopf, avec
(A; ) plat et N un -comodule a gauche. Alor§ R ,B) N a naturellement une structure
de -comodule a gauche.

Démonstration : On sait que est un - bicomodule. Par conséquent, ,°B admet une
structure de bicomodule. D'aprés le lemmé 2.2|8, on obtient le résultat. O

Dé nition 2.3.2.  Soitf : (A; ) ! (B; ) un morphisme de| -algébroides de Hopf, ave@; )
plat. Alors f induit le foncteur f au niveau des catégories de comodules a gauche, dé ni par :

Comod ! Comod

f N 71 ( AB) N

Remarque 2.3.3 ([MR77])). Soient (A; ) un algébroide de Hopf plat etM un -comodule
a gauche. D'aprés le lemmé 2.2.9, le produit cotensoriel M s'identi e naturellement & M,
comme -comodule a gauche. C'est-a-dire que s$d .y désigne le morphisme d'algébroides de
Hopf identité (A; ) ! (A; ), alors id(A;) =id : Comod! Comod.

Lemme 2.3.4. Soientf : (A; ) ! (B; ) , un morphisme de| -algébroides de Hopf ave@; )
plat et X un B-module. Alors le foncteurf envoie le comodule étendu zX sur le comodule
étendu X :

f( eX)'  aX

Démonstration : Par dé nition :

f( sX)=( aB) ( gX):

On applique alors le lemm¢ 2.2]9 a l'algébroide de HoffB; ) avecM =  ,B. On obtient le
résultat :
f( 8gX) = ( aB) X
= AX:
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Théoréme 2.3.5 ([MR77]). Soitf : (A; ) ! (B; ) un morphisme d'algébroides de Hopf,
avec (A; ) plat. Alors (f ;f ) est une paire de foncteurs adjoints. L'unité de cette adjonction
sera noté , la counité ".

f : Comod Comod :f :

Voici une démonstration directe de ce théoréme. La remarqye 2.6.2 donnera une démonstra-
tion alternative plus élégante.

Démonstration : Soient M un -comodule a gauche eN un -comodule a gauche. Pour dé-
montrer cette adjonction, nous allons dé nir les morphismes fonctoriels ; et ¢ suivants, et
montrer qu'ils sont bien inverses l'un de l'autre.

Hom (B AM;N)m)f:/f-lom (M;( AB) N):

Soitu:B ,M ! N un morphisme de -comodules. Par la suite, on notera toujours
u sa restricion aM, M ! B ,M !" N.On a le diagramme de -comodules suivants,
ou les doubles eches sont celles pour dé nir les produits cotensoriels M et( ,B) N
respectivement :

!
A'vI — A AIVI
u
1
AN— o gN
En utilisant le lemme précédent, on sait queM ' M. On obtient alors un morphisme de

-comodules ( u) entre les égalisateurs :

1/
0 M M_ I AM — A aM
(u) u
I
o—/N ,B) N— N—/ , N
Soitv:M I ( ,B) N, unmorphisme de -comodules. Le diagramme suivant permet

de dé nir le morphisme de -comodules ( V) :

Le fait que ( v) soit bien un morphisme de -comodules découle directement du fait que soit
un morphisme de -comodules, et du diagramme précédent.

Pour montrer que ( u) = u, on considére le diagramme suivant, ou les lignes sont des
diagrammes égalisateurs :

"
Mo = M
//(u) u f u
B M ( aB) N—/ ,N — A 8N
e
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On en déduit le diagramme commutatif suivant, qui démontre bienque  ( u)= u:

B ,M B
B M2 M 2M¥s M

u u

(uw
N‘” BN4/ .
v :

N

Soitv:M ! ( ,B) N,unmorphisme de -comodules. Montrons que ( V)= v, qui
terminera la preuve de cette adjonction. Soiti : ( ,B) N ! AN linclusion canonique.
Le diagramme ci-dessous permet d'identi erni ( v) avec le morphismew, qui est la composée
suivante ( désignef N et [isomorphismeN ! N):

Vv 1
M—M// A|\/|4// A(( AB) N)—// A( N),—// AN:

\%
M ——— M (( AB) N)
(v) (v)
( AB) Ni4// AN';// Al N):

Commeii est injectif, il sut de montrer que w s'identie a i v. Pour cela, on considére le
diagramme commutatif suivant :

M M /l M

( AB) NN, AB) N)— ,( N)oo_ N

I /
ANUVN A aN N 58 e N
XZ\v ] apdf
_N
La éche en pointillés N n'est pas égale a la composée f N) ( N), maisi les
égalise. D'autre part, N est injectif, car N est injectif et admet une rétraction N. De

ces deux diagrammes, on déduit donc bien que ( v) = v, et I'adjonction est démontrée.
O

Remarque 2.3.6. Dans le cas oJ(A; ) estplat, le théoreme précéderjt 2.3]|5 permet de retrouver
I'adjonction de la proposition [1.2.15. En e et, on a un morphisme d'algébroides de Hopf :
=(ida; )1 (A) 1 (AJA):

Il est clair que s'identi e au foncteur oubli. Pour identier , on considere unA-module M.
On a alors I'égalisateur suivant :

0 I m I M AM (2.3.1)

Comme les deux morphismesly et d; sont égaux aid v, on en déduit que correspond bien
au foncteur comodule étendu.
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2.4 Fonctorialité de l'adjonction

Proposition 2.4.1. Soient (A; )! f (B; )! 9 (C; ) deux morphismes d'algébroides de Hopf,

avec(A; ) et(B; ) plats, M un -comodule etN un -comodule. Alors on a :
) (gf) M " gf M,
i) (gf) N' f g N etle diagramme suivant commute :

Hom(M; (gf) N) oo z /(—|om((gf) M;N)

of

Hom(M; f )

Démonstration : Lei) ditjustequeC zB , ' C , .Leii) estune conséquence dulemme
de Yoneda et du diagramme qui explicite une bijection Hom(M; (gf) N)* Hom(M;f g N) .
O

Remarque 2.4.2. On peut dé nir une catégorie Adj dont les objets sont les catégories et les
morphismes, les paires de foncteurs adjoints. La proposition précédeifite 2)4.1 et la remarue 2.3.3
permettent ainsi de dé nir un foncteur de la catégorie deq -algébroides de Hopf a valeur dans
Adj qui a une algébroide de Hopf{A; ) associe la catégorie des-comodules a gauche, et a un
morphisme d'algébroides de Hopf : (A; ) ! (B; ) associe la paire de foncteurs adjoints

(F ;).

Remarque 2.4.3. On peut retrouver le résultat du lemme[2.3.4 grace & la propositiop 2.4.1. On
a le diagramme commutatif d'algébroides de Hopf suivant :

(A ) ——AB;)

(AA) ——B:B):

Ces morphismes d'algébroides de Hopf induisent des foncteurs au niveau des catégories de co-
modules, et on a :

f=( 1) =(f1) =M

Comme ces foncteurs admettent tous des adjoints & droite d'apres le théoréine 2]3.5 et la remarque
[2.3.6, on a donc pour unB-module X :

f( gX)=f X= f,X= X

Nous allons maintenant démontrer un autre théoréme sur cette adjonction. Pour cela, nous
avons besoin du lemme suivant qui est un résultat général sur les adjonctions de foncteurs. C'est
une conséquence du théorém&1:5 de [Bor94a].

Lemme 2.4.4. Soit (F;G; ;" ), une adjonction de foncteurs entre deux catégories.

F:C D:G
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Soient X; X 9 des objets deC et Y;Y? des objets deD. Alors on a les diagrammes commutatifs
suivants :

Hom(X; X Hom(Y;Y
] ) ° )
Hom(FX;FX 9 ——Hom(X;GFX 9 Hom(GY;GY9 ——Hom(FGY; Y9

Théoréme 2.4.5. Considérons le diagramme commutatif d¢ -algébroides de Hopf suivant, ou
(A; ) et(C;) sontplats:

(A;) —/B; )
h g
(C;) T/(DJ )

Soit M un -comodule.

1. Si(B; ) estplat,onnote yy :M ! ggM lunité de l'adjonction induite par g. Alors
h(f wm) dé nit une transformation naturelle hf M! kgM :

Hom(M:g g M)l ' Hom(f M; (gf) gM)! " Hom(hf M;k gM):

2. Soit"y :f f M ! M la counité de I'adjonction induite par f. Alors (g "m ) dé nit
aussi une transformation naturelleh f M ! kgM :

Hom(f f M;M ) ! 9 Hom((gf) f M;g M)! ¥ Hom(h f M;k g M):

De plus, si(B; ) est plat, ces deux transformations naturelles coincident.

Démonstration : Les transformations naturelles sont produites par les composées verticales de
gauche et de droite dans le diagramme suivant en considérant les morphismes unitg : M !
ggM etcounité"y :f f M ! M. De plus, on sait que le triangle du bas commute gréce a

la proposition [2.4.7.

Hom(M;g g M) Hom(f f M;M)

f 9

Hom(f M; (of M)m:i’ﬁom ks f M;g M)

h & .‘;71‘
Hom(h f M;k g M):

Pour véri er que les deux transformations naturelles coincident quand(B; ) est plat, il suf-

t de considérer le diagramme commutatif suivant. Dans ce diagramme, on obtient les deux
transformations naturelles en considérant le morphismedy, 2 Hom(M;M ), et en appliquant

les composées verticales de gauche et de droite. Il est clair que le carré du milieu commute. Les
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quatre triangles qui bordent ce carré commutent grace au lemmnie 2.4.4.

Hom(g M9 M ) 6b Hom(M; M. ) /Hom(f 5 M)
9 9 M J f
Hom(M;g g,M) Hom(f f M;M)

M
g
&
éf M;g M)

O

Remarque 2.4.6. En fait, ce théoreme est vrai dans le cadre plus général ou on considére un
foncteur d'une catégorieC quelconque a valeurs dans la catégori@dj des adjonctions. Ici, nous
n'avons énoncé le résultat que pour le foncteur particulier de la remarque 2.4.2.

On peut se demander a quelle condition sur le diagramme d'algébroides de Hopf, la trans-
formation naturelle du théoréme[2.4.5 est un isomorphisme. Considérons le cas particuler du
diagramme suivant :

(A ) —AA)
f
(B;) —(B;B)

f1

Soit M un A-module & gauche. Le morphisme naturel du théorénje 2.4.5 est le morphisme évident
induit par f :
B o AM! AM:

Ce n'est donc un isomorphisme que si * B, .

2.5 Adjonction, produit tensoriel et cotensoriel

Dé nition 2.5.1.  Soit C une catégorie munie d'un produit monoidal unitaire”, d'unité S. Un
monoide dansC est un objetE 2 C, muni des morphismes :

E"E! E et i:S! E;

tels que les diagrammes suivant commutent :

E/\E/\E&/EI\E SAE‘J&/E/\EMF/\S
. JJJJ tt
idg A , JJJ ttt
o064}
ErE—E; E:
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Si de plus le produit® est symétrique, on dira queéE est une algébre commutative si le diagramme

suivant commute :
E A %;—/‘E nE
" M .

E ’

ou est l'isomorphisme qui échange les facteurs du produit monoidal

Remarque 2.5.2. On peut dé nir de maniére analogue les comonoides. De plus, si la catégorie
C est additive, on parle plutét d'algebre et de coalgébre.

Exemple 2.5.3.
Les | -algébres associatives et unitaires sont les algébres au seng de 2.5.1 dans la catégorie
des| -modules muni du produit tensoriel.
Les spectres en anneaux commutatifs sont les algébres commutatives de la catégorie ho-
motopique des spectres, muni du smash-produit.

Soit (A; ) un algébroide de Hopf. D'aprés le théorémle 1.2.20, la catégorie desomodules &
gauche est une catégorie monoidale symétrique pour le produit tensoriel des comodules. En parti-
culier, on peut dé nir la notion d'algébre dans cette catégorie (cf. la dé nition A1.1.2 de [Rav86]
de comodule-algebre). On peut se demander si cette structure est préservée par I'adjonction entre
les catégories de comodules.

Proposition 2.5.4. Soient(A; )! f (B; ) un morphisme de| -algébroides de Hopf avefA; )
plat, M;M %des -comodules etN;N °®des -comodules. Alors :

) f (M M9 (f M) g(f MO,
i) 1l existe un morphisme naturel de -comodules(f N) ,(f N9 ! f (N gNO.

Démonstration : Le i) est évident, et leii) vient en utilisant I'adjonction. O

Corollaire 2.5.5.
Si M est une algébre (resp. une coalgebre) dans la catégorie desomodules, alorsf M
est une algebre (resp. une coalgebre) dans la catégorie desomodules.
Si N est une algébre dans la catégorie descomodules, alorsf N est une algébre dans la
catégorie des -comodules.

Soitf : (A; ) ! (B; ) unmorphisme de| -algébroides de Hopf, ave€A; ) plat. Le lemme
[2.2.20 relie le produit cotensoriel au foncteuHom . On peut donc se demander, si sous certaines
conditions, une relation du type suivant existe pourM 2 Comod etN 2 Comod:

fM N'M f N:

Proposition 2.5.6. SoientM, M 0des -comodules respectivement a droite et a gauche, B,
NO%des -comodules respectivement a droite et & gauche. On a alors les morphismeg daodules
naturels suivants :

M MO fM f MO

f N fN° N NO

Démonstration : On a les morphismes dé\-modules naturelsM ! v f Metf NI ™ N

(vn est juste la composée dé N avec l'isomorphisme N ' N). Il sut alors de Vvérier
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gue les diagrammes suivants commutent :
)
o—M MO—— M O4/4\/| A aMO

I
o—/#m fMO—/M ,B MO—/m , MO

i
Af NO—F N , Af NO

I
o—MN NO—u /N NO——N , gNC

o—/ N f N—/f N

O

Proposition 2.5.7. Soient M un -comodule a droite etN un -comodule a gauche. Le dia-

gramme suivant commute :
M fN—FM ffN

ffM fN—HFM N;

ou les éches verticales de ce diagramme sont données respectivements par l'unité et la counité
de l'adjonction induite par f et les morphismes horizontaux sont ceux de la propositign 2.5.6

précédente. On a donc un morphisme naturel :

M;N:M f N! f M N:

De plus, le diagramme d'égalisateurs suivant commute :

M fN—IM fN— , LfN

M;N M vy

M ON— M N— N

Démonstration : Il sut de voir que les diagrammes de A-modules suivants commutent

M, fNg Y f N
IIlHM "

M ||I $ Vi N
ff M\W/ M N

Proposition 2.5.8. Si M est plat en tant queA-module, alors le morphisme naturel

M;N:M fNI M N

est un isomorphisme.



2.5. Adjonction, produit tensoriel et cotensoriel 67

Démonstration : Si N = , on a le diagramme commutatif suivant ol les lignes sont des
égalisateurs :
v B —
M »B M A oA B fu A B0 AB (2.5.1)
M of — I ——
M;
)
f M 4/% A 4/4\/| A B
M

M B

Comme M est plat, les éches verticales sont injectives, ce qui implique quey: est injectif.
Or d'aprés la dé niton 2.1.1} m g:M ,B! M , sefactorise partM , 5B, onen
déduit que . est surjectif. Donc le morphisme y. est un isomorphisme.

Soit X un B-module. Les morphismes du diagramme| (2.5.1) sont des morphismes Be
modules a droite et les égalisateurs sont scindés dans la catégorie desnodules a droite. En
tensorisant ce diagramme parX, on montre que . x est un isomorphisme.

On a démontré que u.y est un isomorphisme quandN estun -comodule & gauche étendu.
On sait que le foncteurf préserve les égalisateurs puisqu'il admet un adjoint a gauche. Comme
M est plat et d'aprés le lemmd 2.2.15, le foncteuM préserve aussi les égalisateurs, donc
M f () préserve les égalisateurs. Comme de plus| ,B est unB-module plat, le foncteur
f M préserve aussi les égalisateurs. On peut donc appliquer la propositipn 2.2.12 & la
transformation naturelle y. M f ()! f M , Ce qui démontre le résultat. O

Remarque 2.5.9. On peut également démontrer ce résultat en utilisant la propositiorj 2.2.79.
En e et, on a les isomorphismes suivants :

M fN"M (( aB) N);

fM N'" (M ( aB)) N:
Le lemme[2.2.9 montre que I|'égalisateur suivant est scindé dans la catégorie d@smodules a

droite :
0— M ( AB)—IM B —

A A A A aB:

D'aprés la proposition[2.2.18, il existe donc un morphisme naturel :
M fN! fM N:

De plus, d'aprés le théoremé 2.2.19, $¥1 est un A-module plat ou bien si I'égalisateur suivant
est scindé dans la catégorie de&-modules a gauche :

0 N I N
alors ce morphisme est un isomorphisme :

M fN"fM N:
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2.6 Bicomodules et foncteurs entre catégories de comodules

Théoreme 2.6.1. Soient (A; ) et (B; ) deux algébroides de Hopf plats. SowW un - hi-
comodule plat en tant queB-module a droite etF : Comod ! Comod un foncteur exact a
gauche. On suppose qu'on a un morphisme de foncteyy$1 od ! Comod :

x F(C gX)! W gX
tel que le diagramme suivant commute :
F( gX)——W X
F( X) 4 X
F( 5 gX) gxw 5 X

Alors il existe un unique morphisme :F ! W tel que, pour unB-module X, le mor-
phisme . x Soit la composee :

F( gX) = gX —Hv (X))
Si de plus, est un isomorphisme fonctoriel, alors aussi.

Démonstration : Soit X un B-module a gauche. SM est le comodule étendu g X, on dé nit
M comme étant la composeée :

Mo F( gX) W X — v (g X):

Montrons tout d'abord, que  dé nit une transformation naturelle de foncteurs E ! Comod.
Ensuite, nous utiliserons la proposition[ 2.2.12 pour étendre a la catégorie des -comodules.
Soitf : M ! N un morphisme de -comodules étendus. On doit montrer que le diagramme
suivant commute :

F(M)—w M (2.6.1)
F(f)
F(N)—N/W N:

D'apres le lemmd 1.2.16, il sut de considérer les morphismes de la forme :

w f

X g X ! B BX
ou bien de la forme :
u: gX | gY;
avecu un morphisme deB-modulesX ! Y.

Sif = u, le diagramme [2.6.1) commute car I'égalisateur du lemmg 2.3.9 est fonctoriel
enX.Sif = X, le diagramme suivant ou les lignes sont les égalisateurs qui dé nissent les
produit cotensoriels

W gX' W gX et W g gX' W B BX
commute :
d X J
W X —% " v Bxgli/vB 5 X

8 B8 8B 8X
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Cela montre la commutativité du diagramme suivant :
W gX — v ( 5X)
4 X

W g gX—MW ( 5 gX)

D'aprés I'hypothése du théoréme, le diagramme suivant commute donc :

X

F( pX)——/ BX%&N»( sX)

F(C X)

4 X W X)
F(O gX)—MW 5 gX— (. 5 gX)

v

X

Cela montre que dé nit un morphisme de foncteur sur la sous-catégorie pleine des comodules
étendus. Finalement, d'aprés le lemmé 2.2.15 , le foncteW est exact a gauche caW est
un B-module plat. La proposition[2.2.12 permet d'étendre de maniére unique a la catégorie des
-comodules. L'unicité de la proposition 2.2.I2 montre que si est un isomorphisme fonctoriel,
alors aussi. O

Remarque 2.6.2. Le théoréme précédent avec la remarque 2.4.3 permet de démontrer que
I'adjoint a droite de f est nécessairement le foncteuf ,B)

Rappelons le théoréme suivant :

Théoréme 2.6.3 (théoreme de Watts [Wat60]). Soient A et B deux anneaux eF : gM od !
aM od un foncteur additif qui préserve les colimites. Alors il existe urA-B bimoduleW tel que :

F' W 5

Théoreme 2.6.4. Soient (A; ) et(B; ) deux algébroides de Hopf ¢t : Comod! Comod
un foncteur additif qui préserve les colimites. Alors il existe un unique - bicomoduleW tel
gu'on ait un isomorphisme de -comodules a gauche, fonctoriel eiX 2 g M od :

et tel que le diagramme suivant commute :
F( gX)——W X
F( X) 4 X

F( g BX)—X/W 5 X

Démonstration : Soit G: gM od! M od le foncteur dé ni par la composition suivante, ou
O désigne le foncteur oubli :

Copygd —F Il comod

(0]

B

sM odT/AM od:
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Comme les foncteursF, O et 5 préservent les colimites, il en est de méme pous. On en
déduit, d'apres le théoreme de Watts 2.613, qu'il existe urA-B bimodule W telqueG' W 4

On a donc un isomorphisme deA-modules x :F( gX)' W gX. Nous allons montrer
que c'est un isomorphisme de -comodules. On sait queWw = G(B) = F() . De plus, comme
B agit a droite sur  par des morphismes de -comodules a gaucheW posséde une structure
de (A; ) -(B;B) bicomodule. On a donc une structure naturelle de -comodule sur le produit
tensoriel de bimodulesW X, pour tout B-module X . Par hypotheése, g est un isomorphisme
de -comodules. Commd- préserve les sommes directesy est un isomorphisme de -comodules
pour tout B-module X libre. Enn, F préserve les conoyaux, cela impligue donc que est un
isomorphisme de -comodules.

On dé nit le morphisme de structure de -comodule a droite surW, {3'\, par le diagramme

suivant :
F() —2— My

d
w

F( )
F( 5) —MW 4

Par fonctorialité de , le diagramme suivant commute. Cela montre que le morphisme\‘}v est
counitaire :

F(O) F(
J;]JJJJ$$ i, I\%M
WTi%
d W
FOONL W 54 FC)
&& |’
F( B)

Il ne reste plus qu'a démontrer la coassociativité de \‘}v Montrons tout d'abord la commutativité
du diagramme de -comodules suivant, fonctoriellement enX 2 g M od :
F( gX)—2—w X
F( X) 4 X

Par dé nition de \(/iv on sait que ce diagramme commute pouX = B. Comme F préserve
les sommes directes, il commute aussi pour touB-module libre. En n, comme F préserve les
conoyaux, on en déduit la commutativité pour tout B-module X .

La coassociativité de \C/jv découle directement de la commutativité du diagramme précédent

pour X = , car le diagramme suivant commute alors :
F
FQ) — (o)
I
!
‘ 1
M& d n
W W v B
FC ) & W F( )
8 B T/W B BM
F( B) IF( B B) '
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Cela démontre queW a bien une structure de -comodule & droite. Or, par dé nition de g,

on sait que \‘}'\, est un morphisme de -comodules. DoncW a une structure de - bicomodule.
O

Corollaire 2.6.5. Soient (A; ) et (B; ) deux algébroides de Hopf plats & : Comod !
Comod un foncteur additif exact qui préserve les sommes directes. Alors il existe urr  bico-
module W, coplat en tant que -comodule a droite tel que :

F' W

Démonstration : CommeF est exact et préserve les sommes directes, il préserve aussi toutes les
colimites. On peut donc appliquer le théorémé 2.6]4. Comme de plUs est exact & gauche, on
en déduit que que le foncteutX 7! F( gX)' W X estexact a gauche, et donc que/ est

un B-module plat. D'aprées le théorémg 2.6/1 on a donE * W . CommeF est exact, W

est un -bicomodule coplat. O

Dé nition 2.6.6.  Deux algébroides de HopfA; ) et (B; ) sont dits Morita équivalents si les
catégories de comodules a gauche€omod et Comod sont des catégories additives équivalentes.

Théoreme 2.6.7. Soient (A; ) et (B; ) deux algébroides de Hopf plats. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :
(A; ) et(B;) sont Morita équivalents.
Il existe un - bicomoduleW, coplat en tant que -comodule, et un - bicomoduleT,
coplat en tant que -comodule, tels qu'on ait les isomorphismes de bicomodules suivant :

W T"' ;
T W'
Démonstration : Supposong(A; ) et (B; ) Morita équivalents. SoientF et G les équivalences
de catégories inverses l'une de l'autre :
F : Comod Comod : G:

Alors, d'apres le corollaire[2.6.p, il existe un - bicomoduleW coplat en tant que -comodule,

etun - bicomoduleT coplat en tant que -comodule tels qu'on ait les isomorphismes suivants :
F' T ;
G' W

Soit M un -comodule a gauche. On a alors les isomorphismes suivants :
M'" G FM)' W (T M):

Comme W est coplat en tant que -comodule a droite, on peut appliquer le théoremé 2.2.19
d'associativité du produit cotensoriel. On obtient donc l'isomorphisme fonctoriel :

M' (W T) M

L'unicité du théoréme [2.6.4 démontre lisomorphisme de - bicomoduleW T ' . On en
déduit de la méme maniére le deuxiéme isomorphisme.
Réciproquement, on posé~ = T etG=W . Ce sont des foncteur exacts puisque

W et T sont coplats pour leur structure de comodule a droite. L'hypothése de coplatitude nous
permet d'utiliser le théoreme[2.2.19 pour démontrer qué&s F ' id etF G' id. O
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Remarque 2.6.8. Le théoréme[2.6.F est faux sans I'hypothése de coplatitude. Pour expliciter
un contre-exemple, on pos€A; ) = ( V;VT), B = v, v, = getf :(A;) ! (B g)
le morphisme d'algébroides de Hopf induit par l'inclusion deA dans B. Soit W = AB et
T=B , .Onaalorsf =T etf = W . Nous verrons a la sectiorf 3]2 que
f f =idetf f estlefoncteur de localisationL;. On en déduit queT W = g et que
W _T=1L1 = alors que les catégories de-comodules et de g-comodules ne sont pas
équivalentes.

Ravenel a dé ni a la dé nition A.1.11 de [Rav86] les algébroides de Hopf unicursals, étudiés
aussi par Baker a la section 4 de [Bak09]. Le théorénfie 2.5.7 nous donne une condition pour que
la catégorie des comodules sur un algébroide de Hopf unicursal soit équivalente a une catégorie
de modules.

Dé nition 2.6.9 (A.1.11 de [Rav86]) Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf. On dit quéA; )
est unicursal si ' A A en tant que -bicomodule, ouD est la| -algébre suivante :

D=A A=fx2A] ((X)= rX0:

Lemme 2.6.10. SoientF : A !B etG: B ! C deux foncteurs additifs entre catégories
abéliennes. SiG F est un foncteur exact etG est un foncteur exact et dele, alorsF est exact.

Démonstration : CommeG est exact et deéle, pour tous morphismed : X ! Yetg:Y ! Z
dans B les assertions suivantes sont equivalentes :
La suite suivante est exacte dansB :

0—Ik ——thy Lty Ity

La suite suivante est exacte dansC:

0—16(x) 2 vy 2962y — b

Soit
0 I '8 Ic 10;

une suite exacte courte dandA. Comme G F est exact, on a la suite exacte courte dan€ :

o—I6 F(A)—I6 FB)—/6 F(C)—b:

D'apres ce qui précede, la suite suivante est exacte :

0 IE(A) IF(B) Ik (c) —b;

ce qui montre queF est un foncteur exact. O

Corollaire 2.6.11. Soit A une | -algébre,(B; ) un algébroide de Hopf platM un A-module
a droite et W un (A;A)-(B; ) bicomodule. SiM ,W est un -comodule coplat etM est
délement plat sur A, alors W est un -comodule coplat.

Démonstration : CommeM est un A-module plat, d'aprés la proposition[2.2.1}, on a l'isomor-
phisme :
MoaW )" (M AW)

On peut donc appliquer le lemmeg 2.6.70, aveE = W etG=M , . O
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Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf etD la sous} -algébre des éléments invariants =
A = A A). Alors (A; ) estunD-algébroide de Hopf et on a un morphisme dé¢-algébroide
de Hopf :
f.(D;D)! (A ):

D'apres le théorémd 2.3J5, on a donc une adjonction :

f :pMod Comod : f ;

avecf = A 5, etf =A . Ici A est muni de ses structures canoniques d&\; ) -(D;D)
et (D;D)-(A; ) bicomodule.

Rappelons que la catégorie deéD; D )-comodules est la catégorie deB-modules et que le
produit cotensoriel dans cette catégorie est juste le produit tensoriel sub. Si on suppose que
(A; ) estunicursal, ona ' A A. Donc, sion a les hypothése de coplatitude, le théoréme
[2.6.71 montre que la catégorie des-comodules a gauche est équivalente a la catégorie dBs
modules a gauche et que l'adjonctiorff ;f ) est une équivalence de catégories. Plus précisément,
on a la proposition suivante :

Proposition 2.6.12. Soit (A; ) un| -algébroide de Hopf unicursaleb = A A. Les assertions
suivantes sont équivalentes :
Les foncteurs de I'adjonction du théoremd 2.3.5 sont des équivalences de catégories inverses
l'une de l'autre :
f :pMod Comod : f ;

A est uneD-algébre délement plate.

Démonstration : Sif = A [ estune équivalence de catégories, il est en particulier exact et
dele. Donc A est une D-algebre délement plate. Réciproquement, supposons quA est une
D-algébre delement plate. A est naturellement muni de structures de(A; ) -(D;D) et (D;D)-
(A; ) bicomodule. Puisquef = A , etf =A , on peut utiliser le théoréme, en
prenant W = T = A. Par hypothése :

A pA'

A A' D:
Comme A est un D-module plat, il est en particulier coplat a droite en tant que (A; ) -(D;D)
comodule. Il reste plus qu'a démontrer qu'il est coplat a droite en tant qug(D; D )-(A; ) bico-

module. On sait queA est delement plat sur D et queA A = estun -comodule coplat a
droite. On en déduit alors le résultat en utilisant le corollaire[2.6.11L. O

2.7 Morphisme d'anneaux Landweber exact

Soit (A; ) un algébroide de Hopfetf : A! B un morphisme d'anneau. La dé nition
a introduit la notion de morphisme Landweber exact. Nous allons étudier quelques-unes de leurs
propriétés dans cette sous-section.

Proposition 2.7.1. Soitf = (f1;f2): (A; ) ! (B; ) un morphisme d'algébroides de Hopf
avecf; Landweber exact poufA; ) ,etg: B ! C un morphisme d'anneaux. Sg est Landweber
exact pour(B; ) , alorsg f1 l'est aussi pour(A; ) .

Démonstration : Cela vient du fait que f est exact et que la composée de foncteurs exacts est
exact. O
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Lemme 2.7.2 (G.Laures, [Lau99]) Si(A; ) est plat, alors le morphisme est Landweber exact
pour (A; ) sietseulementsiB , est plat en tant queA-module a droite.

Démonstration : On considére une suite exacte d&-modules :
0 I 0—— /i R —

Comme est un A-module plat, on obtient une suite exacte de -comodules & gauche étendus :

o—1 A|\/|04// AM — AMOO;/O:

Enn, comme f est Landweber exact pour(A; ) , le foncteur f est exact sur la catégorie des
-comodules a gauche, on a donc la suite exacte suivante qui demontre gBe , muni de sa
structure a droite est un A-module plat :

0o— /B MO /B M —B MO

A A

Pour la réciproque, on considére une suite exacte decomodules a gauche :
0 I\y 0 M Ipy 00 16

On sait que f est obtenu par rétraction du foncteurB , , .SiB , estunA-module
plat, on a alors le diagramme de modules suivants ou les composées verticales donnent l'identité
et les lignes sont exactes :

B ,MO——— /B M — /B MO /f

B MmO B M B m 00
o—/B , MO—B , M—B , MO__Jh
B MO B M B M 00

B \MO—«— /B M — /B MO f

Cela permet de démontrer facilement que8 M°%! B M est injectif, et donc quef est un
foncteur exact. O

Proposition 2.7.3. Si (A; ) est plat etf est Landweber exact poufA; ) , alors (B; g) est
plat.

Démonstration : Cela découle directement du lemme de Laures et du fait que pour tol8 -module
M,

O

Dé nition 2.7.4.  Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf plat ef : A'! B un morphisme de
| -algébres. On sait qud induit un morphisme d'algébroides de Hopf : (A; ) ! (B; ). On
appelle foncteur de localisation par rapport &, le foncteurL; = f f : Comod! Comod.

Proposition 2.7.5. Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf plat ef : A! B un morphisme de
| -algébres. Sif est Landweber exact, alors on a :

Le foncteur f : , Comod! Comod est un plongement pleinement déle.

La composeef f estisomorphe a l'identité de , Comod.
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le foncteur L est idempotent et exact a gauche.

Démonstration : Comme f est Landweber exact, on sait quef est un foncteur exact. Orf

est exact a gauche puisqu'il admet un adjoint a gauche. La composée est donc bien exacte a
gauche. Montrons queL; est idempotent. On considére pour cela un g-comodule a gauche
étenduM ' g zX pour un certain B-module X . On a alors :

ff M) f( AX)' B o aAB gX' M:
La transformation naturelle " : f f ! id est un isomorphisme naturel sur les comodules
étendus, et la composéé f est exacte a gauche. D'apres la proposition 2.2.]12, on a donc

f f ' id. On en déduit donc que :

Ly Le=(f f) (F f)y=f (¢ ) f ' f f =Ls:

Il reste & montrer quef est plein. Soitu : f M I f N un morphisme de -comodules. Par
adjonction, il correspond a un morphisme( u) : f f M ! N, eton ale diagramme commutatif
suivant :

fMo—ffM
f( u)

%/000

f N:

n

Comme "y est un isomorphisme, ¢ v = f ("), ce qui démontre quef est un plongement
pleinement déle. O]

Remarque 2.7.6. Le théorémg 2.2.1P permet de démontrer directementque f ' id. SiM
est un g-comodule, on a:

fofM)=(B A) (( aB) M):

Comme f est Landweber exact pour(A; ), B , est un -comodule a droite coplat (cf.
I'exemple[2.2.14). On peut donc appliquer le théoréme 2.2.]19 et on obtient :

f f (M) (B A) ( aB)) M
B gM
= M:

Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf platetf : A! B,f% A1 BO%deux morphismes de
| -algébres Landweber exacts pougA; ) . On dé nit les foncteurs Fggo et Fgog par :

Fego=f% f : ,Comod! _,Comod

Fgg =f f°%: ,Comod! , Comod
Commef et f “sont Landweber exacts, on peut appliquer le théorémle 2.2]19 et on montre que :
Fego=(B® o AB)

B ;

Fes =(B »o aBY .o
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Dé nition 2.7.7. Soient (F1;G1; 1;"1) et (F2;G2; 2;"2) deux adjonctions de foncteurs :
Fi:A B:Gy;
F,: A B:Gy:

Un foncteur K : A1 A Oest un foncteur de comparaison & gauche entre ces adjonctions Si
KGi1= Gy et FoK = F;.

En particulier, (K;id g) est un morphisme d'adjonction.

Proposition 2.7.8.  Si les foncteurs de localisationLs et Lo sont naturellement isomorphes,
alors les foncteurF et G sont des équivalences de catégories inverses I'un de l'autre et sont des
foncteurs de comparaisons entres les adjonctions induites péret f O

Démonstration : Par hypothése, on af f ' f9 £0 On en déduit donc, en utilisant la
proposition [2.7.3, que :

Fggo f =f0 f f
' fO fO fO

fO Fggo=f0 O f

De la méme maniére on montre qué&pgog est un foncteur de comparaison. Enn :

FBOB FB|30=f fo fo f

De le méme maniere on montre qu&ggo Fgog ' id. Donc Fggo et Fgog sont des équivalences
de catégories inverses l'une de l'autre. O]



Chapitre 3

Foncteurs de localisation

Dans ce chapitre, nous présentons quelques généralités concernant les foncteurs de localisa-
tion. Nous verrons que si(A; ) est un| -algébroide de Hopf plat etf : A! B est Landweber
exact par rapport a (A; ) , alors le foncteur L de la dé nition 2.7.4| est un foncteur de lo-
calisation de la catégorie des -comodules. Puis nous nous intéresserons au cas particulier ou
(A; ) est l'algébroide de Hopf(BP ; BP BP). Hovey et Strickland ont montré dans les articles
[HSO054] et [HSO5b] que les seuls foncteurs de localisation non triviaux que l'on peut obtenir de
cette maniére sont les foncteurs de localisatioh,, avecn 0, par rapport aux v,-équivalences.
Nous rappellerons leurs principaux résultats. En n dans une derniére section nous démontre-
rons un isomorphisme entre les foncteurs dérivés des foncteurs de localisation et les foncteurs
TorB” (K,; ). Le comoduleK,, intervient dans la résolution chromatique deBP et, en tant
qgue BP -module, on a 'égalité :

3.1 Geénéralités

En algébre commutative, la localisation d'un anneau par rapport a un idéal premier revient
a considérer les éléments qui ne sont pas dans cet idéal premier comme étant inversibles. De
la méme maniére, considéron€ une catégorie etk la classe des morphismes que I'on souhaite
inverser. Sous certaines conditions, on peut former la catégori€ E 1, muni d'un foncteur
C!C E 1. Cette catégorie véri e la propriété universelle suivante : tout foncteurF de Cvers
une catégorieD qui envoie les morphismes d& vers des isomorphismes se factorise de maniéere
unique (& unique isomorphisme de foncteur prés) a traver€ E 1 .

c——Ib
XXn
xXXX
X F
CE!

Par exemple, en topologie algébrique, on inverse les morphismes de la catégorie des espaces topo-
logiques qui sont des équivalences d’homotopies. En algébre homologique, ce sont les morphismes
de la catégorie des complexes de chaines qui induisent un isomorphisme en homologie, ...

Une alternative a cette construction est d'utiliser un foncteur de localisation. C'est un foncteur
L :C !C quise factorise a travers la catégori€ E * . Pour le dé nir, on a besoin de la notion
d'objet E-local qui se comporte avec les morphismes decomme si ils étaient inversibles. Dans les
articles [Bou75] et [Bou79] dé nit des foncteurs de localisation sur la catégorie d’homotopie stable
par rapport a une théorie homologique. Hovey et Strickland ont dé ni une version algébrique de
ces foncteurs.

77
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Dé nition 3.1.1.  Soit E une classe de morphismes d'une catégori@
Un objet X de C est E-local si, pour tout f 2 E, Hom(f; X ) est une bijection. On note
alors LgC la sous-catégorie pleine d€ constituée des objet$E-locaux.

Un morphisme f : X | Y est uneE-localisation de X, sif 2 E etY estE-local.
On dit que les E-localisations existent dans la catégorieC si tout objet X de C admet une
E-localisation.

Dé nition 3.1.2.  Un foncteur de localisation sur une catégorieC est un couple(L; ) ou L est
un foncteur C ! C et une transformation naturelleid ! L tels que les deux morphismes de
foncteurs :

L:L! L®>etL :L! L2

sont égaux et sont des isomorphismes.

La proposition suivante montrent que les deux dé nitions précédentes sont liés. & est une
classe de morphismes d'une catégori@ telle que les localisations existent, alors on peut dé nir
un foncteur de localisation. Réciproquement si on a un foncteur de localisatioflL; ), alors pour
tout X 2 C, x est uneE-localisation ou E est la classe des morphismefs tels queL (f ) est un
isomorphisme.

Proposition 3.1.3 (1.3, [HS054]) Soit (L; ) un foncteur de localisation sur une catégori€. Soit
E la classe des morphismek tels queLf est un isomorphisme. Alors x est uneE-localisation
pour tout objet X 2 C. Réciproqguement, siE est une classe de morphismes telle que tout objet
X 2 C admet uneE-localisation, alors il existe un foncteur de localisation(L; ) appelé foncteur
de localisation par rapport aE.

De plus,L : C ! LgC est adjoint & gauche au foncteur d'inclusion . L'unité de cette
adjonction est le morphisme et la counité est un isomorphisme naturel.

Proposition 3.1.4. Soit (L; ) un foncteur de localisation sur une catégorieC et soit
E=ff j Lf estun isomorphismeg:

Si X estE-local, alors yx est un isomorphisme.

Démonstration : Comme X est E-local, il existe un morphismef :LX ! X telquef x =
idx . Par dé nition, LX estE-local. Donc siu est un morphismelLX ! LX, alors :
Uu x= x, U=idx:

Comme( x f) x = x,onendéduitque x f =id_x etque x estunisomorphisme.]

Nous avons vu a la proposition 3.1]3 que tout foncteur de localisation su€ induit une adjonc-
tion entre C et la sous-catégorie pleine des objets locaux. La proposition suivante démontre une
réciproque : a partir d'une adjonction dont la counité est un isomorphisme, on peut retrouver un
foncteur de localisation. Ensuite, nous appliquerons cette proposition a I'adjonction induite entre
les catégories de comodules par un morphisme d'anneaux Landweber exact (cf. la proposition

R7.8).

Proposition 3.1.5 (1.4, [HS054]) Soit (F;G; ;" ) une adjonction entre deux catégorie€ et D :
F:C D:G:

On suppose que la counité de l'adjonctiod : FG !  idp est un isomorphisme naturel. Alors
(GF; ) est un foncteur de localisation surC par rapport a E= ff jFf est un isomorphismeg. De
plus, le foncteur G induit une équivalence de catégori€s : D! LgC.
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Démonstration : On poseL = GF et = , l'unité de l'adjonction. Soient M et N des objets
de C et D respectivement. Les diagrammes suivants commutent :

F
FM %—%M/%QGFM GN JJJﬂ/bFGN
" Jj
i J ' G "
idFM A)J%FM idGN J‘]J%L/o( N)
FM GN:

Comme" est un isomorphisme naturel, on en déduit queGF y = (G"gm) ' = cEwm, C'est-
a-dire que L = L et que ce morphisme est un isomorphisme. D'aprés la proposition
,(L; ) est un foncteur de localisation par rapport aE = ff jLf est un isomorphisme. Soit

f : X I Y un morphisme de la catégorieC. Si Ff est un isomorphisme alorsGFf = Lf estun
isomorphisme. Réciproquement, sLf est un isomorphisme, le diagramme commutatif suivant
montre que Ff est aussi un isomorphisme, puisqué est un isomorphisme de foncteurs :

FLf
FGFX —FGFY
FX

FX ——FY:

FY

Soit N un objet de D. Pour tout morphisme f : X | Y deE, le diagramme commutatif
suivant commute :

Hom(Y: GN) — /Hom(X; GN )

Hom(FY;N) '—Ff/Hom(FX; N):
On en déduit donc queGN est un objet E-local. Cela démontre qu'on a une adjonction :
F:LeC D:G:

On sait déja que" est un isomorphisme naturel. Le lemme précédent démontre que=  est
un isomorphisme pour les objet€E-locaux. On en déduit donc queG induit une équivalence de
catégories entreD et LgC. O]

Nous allons maintenant supposer qu€ est une catégorie abélienne et quE est dé ni a l'aide
d'une théorie de torsion héréditaire ; sous-catégorie épaisse stable par coproduit arbitraire. Les
foncteurs de localisations ont été étudié dans ce cadre par Gabriel dans [Gab62].

Dé nition 3.1.6.  Soit T une sous-catégorie pleine d'une catégorie abélien@ On dit que T est
une théorie de torsion héréditaire siT est stable par sous-objet, quotient, extension et coproduit
arbitraire. Un morphisme f de C est uneT -équivalence si son noyau et son conoyau sont dans
T. On note Er la classe desTl -équivalences, et on dit par abus de notation qu'un obje¢ de C
est T -local si il est Er-local. On note Lt C la sous-catégorie pleine constituée des objefslocaux.

Remarque 3.1.7. Une intersection de théories de torsion héréditaires est encore une théorie de
torsion héréditaire. On peut donc parler de plus petite théorie de torsion héréditaire contenant
une classe d'objet.

La proposition suivante précise la propositior] 3.1J5 dans le cadre des catégories abéliennes.
Sous réserve d'une hypothése d'exactitude, le foncteur de localisation est dé ni par une théorie
de torsion héréditaire.
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Proposition 3.1.8 (1.6, [HS05a]) Soit (F;G; ;") une adjonction entre deux catégories abé-
liennesCet D :

F:C D:G:
On suppose qud- est un foncteur exact et que la counité de l'adjonctioff : FG ! idp est
un isomorphisme. Alors la sous-catégorie pleind = fM 2C j F(M) =0g est une théorie de
torsion héréditaire et (GF; ) est un foncteur de localisation surC par rapport a T. De plus, le
foncteur G réalise une équivalence de catégor@ :D! L+tC

Démonstration : Le fait que T est une théorie de torsion héréditaire découle directement du fait
que F est un foncteur exact. La proposition[3.1.b démontre que le foncteuF est un foncteur
de localisation par rapport E = ffjFf est un isomorphismg. Mais, commeF est un foncteur
exact, Ff est un isomorphisme si et seulement ¢t (Ker f ) = F(Cokerf) =0, c'est-a-diref est
une T -équivalence. ]

Remarque 3.1.9. Soit (A; ) un | -algébroide de Hopf plat etf : A ! B un morphisme
d'anneau Landweber exact. Alors I'adjonction

f : Comod z Comod : f

du théoreme[2.3.5 véri e les hypothéses de la propositign 3.1.8. Le foncteu; = f f dela
dé nition 2.7.4Jest donc un foncteur de localisation par rapport a la théorie de torsion héréditaire :

T=fM2 Comodj B oM =0g:

Il n'est pas toujours facile d'expliciter un foncteur de localisation. Pour cela, on doit connaitre
les objets locaux. Le lemme suivant caractérise les objets locaux par rapport a une théorie de
torsion héréditaire T .

Lemme 3.1.10 (1.8, [HSO54]) Soit T une théorie de torsion héréditaire dans une catégorie
abélienneC. Un objet X de C estT -local si et seulement si, pour tout objefT deT, on a:

Homg(T; X) = Ext &(T;X)=0:

Démonstration : Soit X un objet T-local. Pour tout T 2 T, 0! T est une T -équivalence,
donc Hom¢(T; X) = 0. Considérons une extension dan€ :

0o— Ik Lk I ___Ip,

Le morphismef est alors uneT -équivalence. CommeX est T -local, I'application

f : Home(Y;X) ! Home(X; X))

est une bijection. Ainsi, la suite exacte courte admet une section, et par conséquekt £(T; X ) =
0.
Réciproquement, supposons quélomg(T; X) = Ext é(T;X) = 0 pour tout objet T 2 T, et

soitf : Al B uneT-équivalence. On a alors les suites exactes courtes suivantes :
0 IKer f i Im 5 et
0 N f I ICokerf —/b:
En appliquant le foncteur Homg( ;X) a ces suites exactes courtes, et en utilisant I'nypothése,
on obtient que Homg(f; X ) est une bijection, et donc queX estT -local. O]

Nous allons terminer cette section par la dé nition du foncteur de torsionT.
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Dé nition 3.1.11.  Soit (L; ) un foncteur de localisation sur une catégorie abélienn€. On
note T le noyau de , c'est le foncteur de torsion associé d.. Ainsi, si X 2 C, on a la suite
exacte courte :

0 I (X) I —X L (X):

Remarque 3.1.12. Soit (L; ) un foncteur de localisation par rapport a une théorie de torsion
héréditaire T. Par hypothese, x est uneT -équivalence, donc pour toutX 2C, T(X) 2 T.

Le lemme suivant démontre queT (X ) est le plus grand sous-objet deX qui est dansT :

Lemme 3.1.13. Soit (L; ) un foncteur de localisation par rapport a une théorie de torsion
héréditaire T et T le foncteur de torsion associé. Alors, pour tout objef 2 T et tout X 2 C, on
a:

Homg(T; X=T(X))=0:

Démonstration : SoientT 2T, X 2Cetf : T ! X=T(X)2C. CommeL(X) estT-local, on
a:
Homt (T;L(X))=0:

La composéeT! f X=T(X)! L(X) estnulle, doncf =0. O

3.2 Foncteurs L, de Hovey-Strickland

Considérons maintenant les foncteurs de localisation dé nis sur la catégorie des comodules
a gauche gradués sur l'algébroide de HopfBP ;BP BP). Ces foncteurs ont été étudiés par
Ravenel dans[[Rav9R2] et Hovey et Strickland dans [HS0ba] et [HS(O5b]. Tout d'abord, dé nissons
les foncteurs de localisation., par rapports aux théories de torsion héréditaireT,, pourn 0.

Dé nition 3.2.1. Soit n 1. On note T, la théorie de torsion héréditaire de la catégorie des
BP BP-comodules constituée des comodules dg-torsion (par convention, v 1 =0) :

Th= M 2gp gpComodj v,M =0

Remarque 3.2.2. D'aprés le lemme 2.3 de[ [JY80], uBP BP-comoduleM est dev,-torsion si
et seulement si il est del n+1 -torsion, ou | h+1 est l'idéal invariant (vo; ;Vn) (cf. la dé nition
[1.8.1]). Comme cet idéal ne dépend pas du choix des générateursil en est de méme pour la
théorie de torsion héréditaireT,.

Le théoréme suivant montre que led, sont les seules théories de torsion héréditaire simples.

Théoreme 3.2.3 (3.1, [HS05a]) Soit T une théorie de torsion héréditaire de la catégorie des
BP BP-comodules a gauche. ST contient un comodule de présentation nie non nul, alors il
existe un entiern 1tel queT = T,.

Dé nition 3.2.4.  Soit M un BP -module gradué. On dé nit la hauteur deM comme étant le
plus grand entiern tel queM=I,M 60 :

ht(M)=sup fn2Nj M=I,M&0g2N][flg

Exemple 3.2.5. Soitn 0 un entier et E(n) = v,'BP .Onnote ,:BP ! E(n).Le
morphisme , est Landweber exact pour l'algébroide de Hop{BP ;BP BP) et E(n) est de
hauteur n.
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Le théoréme suivant montre qu'en utilisant uneBP -algebre Landweber exacte, on ne peux
pas obtenir d'autres théories de torsions héréditaires sur la catégorie d&P BP-comodules que
les théories de torsion héréditaired,.

Théoréme 3.2.6 (4.2, [HSO5a]) Soientf :BP ! B etf%:! BC%deux morphismes d'algébres
Landweber exacts pour l'algébroide de HofA; ) = ( BP ;BP BP) tels que :

ht(B)=ht B° =n 2 N[flg

Alors les foncteurs de localisationd_; et Lo sont naturellement isomorphes et, les catégories de
g -comodules et de go-comodules sont équivalentes. De plus :
Si n < 1, ces catégories sont équivalentes a la localisation de la catégorie d&3 BP-
comodules par rapport a la théorie de torsion héréditairdy,.
Si n= 1, ces catégories sont équivalentes a la catégorie d@B BP-comodules.

Remarque 3.2.7. Sous les hypothéses du théorénje 3.2.6 et d'aprés le théoréme 2.6.7 on peut
trouver un g- go bicomoduleW coplat en tant que go-comodule a droite et un go- g bico-
module T coplat en tant que g-comodule & droite qui réalisent cette équivalence de catégorie.
D'aprés la proposition[2.7.8 on peut choisir :

W=B , .B%et T=B°, ,B:

Dé nition 3.2.8. Soitn 0. On notera L, et T, les foncteurs de localisation et de torsion (cf.
la dé nition par rapport a la théorie de torsion héréditaire Tp,.

Ln;Th :gp spComod ! sp spComod:

Par abus de langage, on dira qu'uBP BP-comodule estlL ,-local s'il est T,-local.

Remarque 3.2.9. On peut remarquer queL,' |, n, ,o0u estle morphisme d'anneau de
l'exemple[3.2.5.

La proposition suivante précise le lemmé 3.1.]0 : elle caractérise IB® BP-comodulesL -
locaux par des foncteursHom et Ext! calculés dans la catégorie deBP -modules, au lieu de
la catégorie desBP BP-comodules. Elle est énoncée dans [HS05a] et [HSO5b]; sa démonstration
utilise des résultats de I'article [JY80].

Proposition 3.2.10 (4.6, [HS05b]) Soit M un BP BP-comodule. Alors M est Ly-local si et
seulement si :
Homgp (BP =l n41;M)=Ext 35 (BP =l q41;M)=0:

Ce résultat permet de démontrer les deux propositions suivantes qui exhibent des comodules
Ln-locaux. Cela permet de calculet. ;M pour des comodulesvl particuliers.

Proposition 3.2.11 (1.2, [HSO5b]) Soit 0 j <n deux entiers. SoitM un BP BP-comodule
dev; i-torsion sur lequel(vj;Vvj+1) est une suite réguliére. AlorsM est L -local.

Proposition 3.2.12 (1.6, [HSO05b]) Soit 0 j  n deux entiers. SoitM un BP BP-comodule
tel quev; : MIM ! M est une bijection. AlorsM estLy-local.

Lemme 3.2.13. Soit M un BP BP-comodule dev, i-torsion. Il existe une unique structure
de BP BP-comodule surv, M telle que le morphismeM ! v, M soit un morphisme de
comodules.

Démonstration : D'aprés la remarqud 3.2.2M est del ,-torsion. Commev,, est invariant modulo

I'n (cf. le théoreme[1.8.1p), le lemmg 1.4.6 implique le résultat. O
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Corollaire 3.2.14 (1.7, [HSO5b]) Soit n O un entier et M un BP BP-comodule devy ;-
torsion. Alors LhoM ' v, IM. En particulier, pour tout BP BP-comoduleM ,

LoM = Q ,M:

Démonstration : D'aprés le lemmg 3.2.13, il existe une unique structure de comodule sy 1M

telle que le morphismeM ! v, M soit un morphisme deBP BP-comodules. Ce morphisme
est une T, équivalence et, d'aprés la propositiod 3.2.32y, M est Ly-local. On en déduit que
LanM ' v, iM. O

Corollaire 3.2.15. Soientk;n 0 deux entiers. Alors :

8

< BP =l si k<n
LnBP =ly=_ v,BP=l, si k=n

’ 0 si k>n:

D'aprés la proposition[2.7.5, le foncteurL, est exact & gauche. Il en est donc de méme pour
le foncteur Tn. Pour i 0, nous noteronsL;, et T, leurs i-éme foncteur dérivé a droite. Nous
allons maintenant étudier ces foncteurs.

Dé nition 3.2.16.  Soit A une catégorie abélienne. On dit qu'un monomorphism# ! N de
A est une extension essentielle si pour tolX 2 A tel gqueM X ,!' N alors X =0.

Exemple 3.2.17. Si A est la catégorie des groupes abélieAb, alors les morphismes suivants
sont des extensions essentielles :

Z) Q,

2Z) Z,

La proposition essentielle est la suivante :

Proposition 3.2.18 (2.2, [HS05b]) La théorie de torsion héréditaire T, est stable par extension
essentielle. En particulier, T, est stable par enveloppe injective.

Démonstration : Slgit M un BP BP-comodule dev,-torsion et M ,! N une extension essentielle.
Soitx2 N etl = Ann(x). D'aprés le théoréeme 1 de [Lan79], est un idéal invariant de BP .
Si x n'est pas dev,-torsion, v, 2| et on doit avoir | = I, pour un certaink n. Le théoréme 2
de [Lan79] implique alors qu'il existe un élément primitify 2 N tel que Ann(y) = | . Autrement
dit, BP =l ¢ est un sous-comodule d& . CommeBP =l  n'a pas dev,-torsion, son intersection
avecM doit étre triviale. Cela contredit le fait que N est une extension essentielle dil . Donc
N est dev,-torsion. O

Corollaire 3.2.19 (2.3 et 2.4, [HS05b]) Soit I un BP BP-comodule injectif. Alors :
Tnl et =Tyl sont desBP BP-comodules injectifs,
I* Tal  I=Thl,
Lal " I=Tql.

Démonstration : L'enveloppe injective deT,l est un sous-comodule dé, car | est un injectif,
et de vy-torsion, d'aprés la proposition[3.2.18. L'enveloppe injective dd,,| est doncTyl, et Tyl
est injectif. On en déduit donc quel=T,| est injectif et que la suite exacte courte :

0 I I H=T 1 —b:

est scindée. Pour la derniére assertion, on remarque que le morphistheé  I=Tjl est uneT,
équivalence et que, d'apres le lemnje 3.110;T,| estLn-local puisque c'est un comodule injectif
sansvn-torsion. On a doncL,l = I=Tpl. O
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Corollaire 3.2.20 (3.1, [HSO5b]) Soitn 0etM un BP BP-comodule. On a une suite exacte
courte naturelle de comodules :

00— M I LM Irim —b

et, pouri 1, l'isomorphisme naturel :

LhM ' T M
En particulier, pour n=0,0n a:
LoM =Q ;M ; TdM =BP=pt g M;

ToM =Tor 2 (BP =p* ;M) et L{M =T}**M =0 pouri O

Démonstration : SoitM ! | une résolution injective deM . D'aprés le corollaire[3:2.1p, on a
la suite exacte courte de complexes suivante :

0 I I I a1 6

La suite exacte longue induite en homologie donne le résultat. Pour = 0, on sait déja grace au
corollaire(3.2.14 queLo = Q , . Le foncteur Lo est donc un foncteur exact etL) = T;™ =0
pour tout i 0. Enn, d'aprés ce qui précéde, on a la suite exacte courte de comodules :

0 —IfroM M Y Ifrim —b:

On peut remarquer queLo = Q , = p BP 4 et que cette suite exacte est la suite
exacte longue des foncteur§or®® (- ;M) du théoréme{3.3.14 appliqué a la suite exacte courte :

0 IBp b 1Bp —/BP =pt —b;

On en déduit les isomorphismes pouf et Tg. O]

Corollaire 3.2.21. Soit M un BP BP-comodule dev,-torsion. Alors M admet une résolution
injective M ! | dans la catégorie deBP BP-comodules telle qud, est devy-torsion pour
tout m 0. En particulier, on en déduit que pour tousi Oettoutk n:

LiM = T,"'M =0:

Démonstration : Soit M un BP BP-comodule dev,-torsion. D'aprés la proposition[3.2.18, il
existe un BP BP-comodule injectif Iy de v,-torsion qui contient M . Soit M1 le quotient de I

par M :

0 /M /40 /M]_ /bl
Comme |y est de v,-torsion, M1 est alors dev, torsion. On en déduit alors, par récurrence,
I'existence d'une résolution injective deM :

0 —Ho——Hy —Hy — i

telle que pour toutm 0, I, est dev,-torsion. Soitk  n. D'apres la remarqug 3.2.RTxlm = I'm
pour tout m 0. D'apres le corollaire[3.2.2D, poui 0

LiM = TU"MM =Hijuy (Tkl )=Hix (1 )=0:

Théoréme 3.2.22 (3.5, [HSO05b]) Soit M un BP BP-comodule etj 0 tel quevj : MM !
M est une bijection. Alors, pour tousn 0 et touti> O,

LiM =0:
De plus,LnM =0 sij>n etL,M =M sij n.
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3.3 Structure de comodule sur les foncteur Tor

On considére dans cette section up-algébroide de Hopf plat(A; ) . CommeA est commu-
tatif, le produit tensoriel de deux A-modules a gauche est naturellement muni d'une structure
de A-module a gauche. De plus, pour toutA-module M le produit tensoriel avecM dé nit un
foncteur exact a droite :

M A :aMod! AM od:

Comme la catégorie des\-modules a gauche admet assez de projectifs, on peut dé nir les fonc-
teurs dérivés & gauch@or/( ; ) du produit tensoriel pourn 0. Or, d'aprés la dé nition 1.2.17]
pour tous -comodules a gauchév et N, il existe une structure fonctorielle de -comodule a
gauche sur le produit tensoriel deA-modules a gauche, notéeM ~ 5 N. D'aprés le théoreme
[1.2.20, si(A; ) est un | -algébroide de Hopf plat, la catégorie des -comodules a gauche est
abélienne mais n'admet pas, en général, susamment de projectifs et on ne peut pas espérer
dériver directement ce foncteur dans cette catégorie.

On note Ch ((A) la catégorie des complexes de chaine demodules etK o(A) la catégorie
des complexes de chaine d&-modules et des classes d'homotopies de morphismes de complexe
de chaine (cf. la dé nition 1.1.1 et I'exercice 1.4.5 de [Wei94]). Nous avons vu dans la sous-section
qu'un -comodule est une coalgébre sur la comonade ;; ) . On peut remarquer que
cette comonade sur la catégorie deA-modules a gauche s'étend naturellement a la catégorie
homotopiqueK ((A). On dira qu'un complexe de chaine&C est un -comodule & homotopie pres
si, vu dans la catégoriek o(A), c'est une coalgeébre sur cette comonade induite. Plus précisément :

Dénition 3.3.1. Un -comodule a gauche a homotopie prés est un complexe de chaine de
A-modules a gaucheC 2 Ch (A), muni d'un morphisme de complexes de chaine :

c:.C ! AC

tel que les diagrammes de coassociativité et de counitarité suivants commutent a homotopie prés
dans la catégorieCh o(A) :

AC 1

C

A aC;

Soient C et D deux -comodules a gauche a homotopie prés. On dit qu'un morphisme de
complexes de chainé : C | D est un morphisme de -comodules a homotopie prés si le
diagramme suivant commute & homotopie pres :

nC ——— ,D:

On notera Ch o(A) la catégorie des -comodules a gauche a homotopie prées.

Proposition 3.3.2. Soient (A; ) un | -algébroide de Hopf plat eC un -comodule a gauche
a homotopie prés. Alors, pour tout entiern 0, le morphisme suivant dé nit une structure de
-comodule a gauche sur I'hnomologie du complexz, H,(C) :

Hn(C)

Ha(c) - Hn(C)! Ha( AC)° A Hn(C):
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Démonstration : Comme C est un -comodule a homotopie prés, les diagrammes suivants
commutent a homotopie preés :

Soitn 0. Par hypothése, est un A-module plat. On a donc l'isomorphisme fonctoriel :
A Hn(C) ! Hn( AC):
Considérons les diagrammes dA-modules a gauche suivants :
Hn (C)

*%

Ha(C) — 20 I aC)———— T, Ha(C)

Hn( C) Hn( C)
Hn( C){H
Hn (C) Hn( AC) n( A Hn (C)
Hn( ¢)
a Hn(C) ——=" 5 Hn( A Hn(C)

HA(C) —LUH, (- aC) —— , Ha(C)
N w ol @ S
\ S%n(C)
Hn(C):

Deux morphismes de complexes de chaine homotopes induisent le méme morphisme en homologie.
Comme les triangles(1) et (2) commutent, on en déduit que les deux diagrammes précédents
commutent dans la catégorie deg\-modules a gauche, ce qui démontre le résultat. O

Rappelons le théoréme d'algébre homologique classique suivant :

Théoréme 3.3.3 (Théoréme de comparaison, 2.2.6 de [Wei94])Soient A une | -algébre,f :

M ! N un morphisme deA-modules a gaucheP ! M une résolution projective deM
etC ! N une résolution acyclique deN. Alors il existe un morphismef™: P | C de
complexes de chaine qui relévie :
r
p —Jt
M —N:

f

De plus, sif1 et f2 sont deux tels relevements dé, alors il existe une homotopie entre ces
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morphismes de complexes de chaine: f1 =) f3.

Proposition 3.3.4.  Soient (A; ) un | -algébroide de Hopf platM un -comodule & gauche et
P une résolution projective deM par desA-modules a gauche. Soit p un relévement de y :

Alors p dé nit une structure de -comodule a gauche a homotopie prés s . De plus, siQ
est une autre résolution projective deM par des A-modules a gauche et o est un relevement
de w, alors il existe une équivalence d'homotopié : P ! Q , unique a homotopie prés telle
gue le diagramme suivant commute :

P g

M —/M;
IdM

et f est un morphisme de -comodules a homotopie pres.

Démonstration : Comme est un A-module plat et P est une résolution deM, le complexe

de chaine ,P est une résolution de , M. Par hypothése,P est une résolution projective

de M ; d'aprés le théoréme[ 3.3]3 précédent, il existe un morphisme de complexes de chaine
p:P ! AP quireleve . On doit démontrer que les diagrammes de coassociativité et

de counitarité suivants commutent a homotopie prés :

p — P AP P
P @3; P
AP — n AP

On utilise alors la propriété d'unicité du relévement du théoréme 3.313. En e et, les morphismes
( p) pet( P) p relévent le méme morphisme d&-modules :

( wm) m=( M) nu:M! A aM:

Il existe donc une homotopie entre ces morphismes de complexes de chaine. De la méme facon,
on montre la commutativité a homotopie prés du diagramme de counitarité.

Enn, si Q est une autre résolution projective deM et ¢ est un relevement de y .
Alors, d'apres le théorémg 3.33jdy : M ! M se reléve en un morphisme de complexe de
chainef :P ! Q .CommeQ estaussi une résolution projective déM , f est une équivalence
d’homotopie. De méme, la propriété d'unicité du relévement du théorémie 3.3.3 permet de montrer
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gue le diagramme deA-modules a gauche suivant commute, ce qui montre qufeest un morphisme
de -comodules a homotopie prés.

O

Pour la suite, nous avons besoin de dé nir le produit tensoriel entre un -comodule a gauche
a homotopie presC et un -comodule & gaucheN. Pour cela, on généralise la construction
de la dé nition [.2.17, Soit K une A |A-algébre, c'est-a-dire une| -algébre munie de deux
morphismes de| -algébre |; r:A! K. L'algébre K est naturellement un A-bimodule ou la
structure a gauche est donnée par_ et la structure a droite par r. On dé nit alors la catégorie
M k suivante :

Dé nition 3.3.5.  Un objet de la catégorieM k est un morphisme deA-modules a gauche :
M1 K sM©

ouM etM %sont desA-modules & gauche. Si;:M; ! K ,MPet ,:M! K ,MZsont
deux objets deM  , alors un morphisme 1 ! 2 est un couple de morphismes da-modules
(f:Mg! Mpfo M2 M) tel que le diagramme deA-module suivant commute :

le4/4\/|2
1 2
K Amf?—Jk AM$:

fO

Remarque 3.3.6.

Si (A; ) estun algébroide de Hopf, on utiliseraM ¢ avecK 2fA; ; , 0.
Si K = A, alors M 5 est naturellement équivalente a la catégorie des morphismes de
modules.

La catégorieM g est muni d'un produit monoidal symétrique ?« , dé ni de la facon suivante :
Dé nition 3.3.7. Soient K une A IA-algébre et ;, » deux objets de la catégorit/ « :
1:M1l K aM2 oMl K aM S

On note :
1% 2:M1 aAM2! K A(M{ M)
I'objet de M g qui fait commuter le diagramme deA IA-modules suivant :

My (M2l 2K AMD (K AMQ —AK |K) o A(M? M)

MM o K M?;MgJ

My \M2 'K A(Mf AMS);

ou les morphismes sont les projections canoniques et x est la multiplication de la A |A-
algebreK . Plus explicitement, pourm1 2 M1 etmy 2 My, Si:

X 0
1(my) = Ki mg;
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2(my) = I m(2);j :

Alors : X
17  2(mp mp) = kili m%; m3;:
i
Quand il n'y a pas d'ambiguité possible, nous noteron® ce produit, au lieu de? .

Lemme 3.3.8. Soit K une A |A—algébre. L'opération ?x dé nit un foncteur :
2 Mk M ¢ I'M K -

Démonstration : Soient 1; »; 1€t » quatre objets de la catégorieM g et (fl;ff) D13 g,
(f2;f9: 2=) > deux morphismes. Par dé nition, les diagrammes suivants commutent :

f f
My ———N; My ———N,
1 1 2 2
K AMfW/K AN K AMSW/k ANZ:
1 2

On véri e facilement que le diagramme suivant commute et que?c est bien un foncteur.

f1 f2

M1 AM2 /Nl AN2

1?76 2 1?7 2

K A(Mf AM%WIK A(Nf ANg):
O

Proposition 3.3.9. Soit K une A |A-algébre. La catégorieM k , muni de ?x est une catégorie
monoidale symétrique dont l'unité est le morphisme da&-modules a gauche :

L Al K:

Démonstration : Le produit ?x est associatif et commutatif carK est une| -algébre associative

et commutative. Le morphisme | : A ! K est ['unité de ce morphisme carA est l'unité du
produit tensoriel. O
Proposition 3.3.10. Soient K et L deux A |A—algébres et : K ! L un morphisme de

A |A-alg(‘ebres. Le morphisme induit un foncteur monoidal :

(Mk;?%) ! (ML;?20)
(:M! K MY 70 (( M) M! L MY

Démonstration : Cela découle directement de la dé nition 3.3.F du produit?. O
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Lemme 3.3.11. SoientK une A | A-algebre, :M ! K AM%un objet deM ¢, C et CO

deux complexes de chaine de-modules, 1; »:C ! K AC0 deux morphismes de complexes
de chaine et : =) une homotopie entre ces deux morphismes :
1
T %% 0
© \\\\\-__,,/’j599/\(:

2

Alors 1?7« et »7?% dénissent deux morphismes de complexes de chaine &k  dé nit
une homotopie de 1 2%« vers » %

17k

/\
2¢ K )é)éco AM9
\_/

27k

C M

Démonstration : Commencgons par montrer que 1 2« et > ?  sont des morphismes de
complexes de chaine. Par hypothése, pour tout entiatr, le diagramme suivant commute :

1;n+1 0
Cnsp —/K ACn+1
K df

n+1
Ch —K ,C:

1n

dn+1

C'est-a-dire que(dn+1;dg+l) est un morphisme de 1.,+1 vers 1., dans la catégorieM g . Par
fonctorialité de ?x, on en déduit que (dn+1 M;dﬂ+1 M9 est un morphisme de 1.n+1
vers 1 7 et que le diagramme suivant commute :
. 2,
N+l 7 /
Cn+1 AM ! LK k A(Cr(1)+l AM (b

dhs1 M K dhsz MO

Cn M

0 .
n 2 /K A(Cn A M %
Cela démontre que 1?7« et 2?2« sont des morphismes de complexes de chaine. Montrons
maintenant que ? ¢  dé nit une homotopie de 1?« vers 7 . Par hypothése, pour tout
entier n, on a :

(K d2+1) nt n1 = 1n 2n-
lésggQCr(1)+l

S
S

SSSS Ln g
C, —

K do

n+l

0

gACn

!
r

d
n rrrrr n 1

Cnl

D'apres la fonctorialité de ?¢, on a :

(K di) w2 =(K d MY (n2% )
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(n1 d)?% =(Cn1% ) (dh M):

On a donc :
1n 2K 2:n 2 = (K dg+1) nt n1 O %
= (K dy MY (n2% )+( n1% ) (dh M)
Cela démontre que ? ¢ est une homotopie de ; 2« vers »?% . O
Lemme 3.3.12. Soient K;L deux A  A-algebres et ; : M; | K ,MZ% ; : M|

L AMPpouri = 1;2 des objets de, respectivementyl x et M . On a alors I'égalité suivante
dansM g AL

(K 1) 1% t((K 20 2=(K (174 2) (1% 2):

Démonstration : D'apres la dé nition le diagramme deA | A-modules suivant commute :

MO MQL MY (L MY —AL L) o a(MP° MO
MOm9 L m®Pu Qo

YEIRYE: L A (M% M Y:

1?70 2

On applique le foncteur(K | K) 5 A a ce diagramme, ouK K estunA | A-module a
droite par le morphisme de| -algébres : p  r : A Al K K. On obtient alors le dia-
gramme commutatif suivant :

(K (K)o aMP MY Kt AK (K)o AL (L) o a(MP M

K K MOm 9 K K L M 00u 90
(K 1K) & a(M? AM3) (K L AMP® \M2)
K K (12 2)
k M? M2 k L MY Mm%

/ 00 0q-
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Considérons le diagramme suivant :

e ) K 2)

rf )
M1 Mz ' (K AL aMP) (K AL M
%%
(K |K) A A(MO |Mg)
MM 2
1 2
(a) ) 00 0
(K 1K) a all (L) 5 A(MEO M9
< wgwg
M1 M-
/ b
0 (b) »
2% 2 oA 00 0
CKoAM? M) SSSSSS
sS
@F SSSSS K L w00y 00
K K (1?20 2) S 1
P T i (M M9
(K1) 1)?% (K 2) 2) X [ A a A- AW A2

Le carré (b) commute d'aprés ce qui précéde et le carra) commute d'aprés la dé nition
appliguée aux objets 1 et 5 de M k. On en déduit donc que le diagramme commute. Or, en
considérant les éches du bord de ce diagramme, on reconnait le diagramme de la dé nitipn 3.3.7
appliquée aux objets(K 1) iet(K ) 2 delacatégorieM x (. On en déduit donc
gue la éche en pointillé est égale a la composée d¢ ( 1 7. 2) et 1?2 2, ce qui est le
résultat voulu. O

Proposition 3.3.13.  Soit (A; ) un | -algébroide de HopfC un -comodule a homotopie pres
et N un -comodule & gauche. Alors le morphisme :

dé nit une structure de -comodule a homotopie pres su€ , N, que nous noteronsC “a N.

Démonstration : D'aprés le lemme précédent, ¢ ?  est bien un morphisme dans la catégorie
des complexes de chaine d&-modules a gaucheCh (A). Il faut maintenant montrer que ¢ ?

N dé nit une structure de  -comodule a homotopie pres suC ,N. Par hypothése, il existe
des homotopies et entre les composées suivantes :

c — ¢ 1 AC C

c @3; c
AC /)

C

A aC;
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On doit montrer qu'il existe des homotopies %et ©qui font commuter les diagrammes suivants :

C N PN ,C AN C ANM/OAC AN
il 2  n N@S °

Par hypothése, est une homotopie dedc vers C c. On pose :
0= 2AN = AN:

D'aprés le lemme| 3.3.11, 0 dé nit une homotopie entre les morphismesidc Noet( C
c) AN.Or, : 1 A estun morphisme deA IA—algébre et:

(c)=(C C ¢
ou :M I'M A estlefoncteur de la propositiorf 3.3.10. Comme ce foncteur est monoidal et
( n)=( N) n =idy, onen déduit que :
( C <) AN = (c)?% (n)
= (c? n)
( CN) (c? n)k

Cela démontre que ¢ ? n est bien counitaire @ homotopie pres. Il reste a démontrer la
coassociativité a homotopie prés. Par hypothése :

( c) c= ( C) ¢

On pose :
°= 2 (( N) )

D'aprés le lemmg 3.3.11 et commal estun -comodule & gauche, °dé nit une homotopie entre
les morphismes suivants :

(( c) c)? ( N) NG
( C o? ( N) n)

Or, ! A €stun morphisme deA |A—alg(‘ebres etona:
C C o2 € N N =0 <? ( )
= (c? nN)

=( CN) (c wn)
D'aprés le lemm¢3.3.12, on a I'égalité suivante :
C o a2 © ~N) = (c? w~N) (c? n)

Cela démontre que le diagramme de coassociativité commute a homotopie prés. O

Soient (A; ) un | -algébroide de Hopf plat,M et N deux -comodules a gauche eP une
résolution projective deM par desA-modules a gauche. D'aprés les propositions 3.8.4[et 3.3/13,
les complexes de chainP et P "a N sont munis d'une structure de -comodule & homotopie
prés. Or, pour tout entiern 0,ona:

Hn(P ~a N)=Tor 5 (M;N):

D'aprés la proposition , on a donc une structure de -comodule surTorf(M;N ) et cette
structure est indépendante de la résolution projective choisie, d'aprés la propositign 3.3.4.
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Théoreme 3.3.14. Soient (A; ) un | -algébroide de Hopf platM un -comodule & gauche et
une suite exacte de -comodules a gauche :

0 /Nl /N3 /Nz /bi

Alors la suite exacte longue des foncteurSor” est une suite exacte de -comodules & gauche :

—orA,; (M; N 2) —TorA(M; N 1) —TorA(M; N 3) —/TorA(M; N ) —/

——orf(M;Np) ——— M ANy ——— M A Ng——— M A g Ny ——b;

Démonstration : Soit P ! M, une résolution projective deM par desA-modules. D'aprés les
propositions[3.3.4 e{ 3.3.1B3, le complexe de chaie ainsi que les complexes de chairfe " 5 Nj,
pour i = 1;2;3, sont munis de structures de -comodule a homotopie prés. Comme, pour tout
n 0, P, est un A-module projectif, on a une suite exacte de complexes de chaine :

0——'b AaANy——P My Ng——P A g N —b

et les morphismes de cette suite exacte sont des morphismes deeomodules & homotopie pres.
De plus, le diagramme de complexes de chaine suivant commute exactement :

P? N p? ?

0o— (P "aNy) — (P ~"aNg) — (P "aNz) —b

N3 P N

Par fonctorialité de la suite exacte longue induite en homologie et d'aprés la propositign 3.3.2, on
en déduit que la suite exacte longue des foncteufr est une suite exacte longue de-comodules
a gauche. O

Proposition 3.3.15. Soient (A; ) un | -algébroide de Hopf platM;N deux -comodules a
gauche et
0=My M, Mm 1 Mp=M

une ltration de M par des sous-comodules. Alors il existe une suite spectrale homologique de
-comodules
(Eg;t;dr : g;t ! E; nt+r 1);
telle que :
Eg-;t ‘ Tor§+t (N;Ms=Ms 1) =) T0r§+t(N; M):

Démonstration : Soit D2, = Tor A.1(N;Myg). On a alors un couple exacte dans la catégorie des
-comodules :

i /
D1]] b1

El
Avec i;j;k de bidegré respectif§1; 1);(0;0) et ( 1;0). Ce couple exact détermine une suite
spectrale qui est bornée, et donc converge. (On renvoie [a [Wei94] pour la convergence.) [
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3.4 Isomorphisme entre les foncteurs T et Torc' ., (Kn; )

de l'algébroide de Hopf(BP ; BP BP). Nous allons construire par récurrence leBP BP-comodule
Kn, pourn 1, de la facon suivante :

Proposition et dé nition 3.4.1. Soit n 1. On considere leBP -module K, suivant :

Il existe une unique structure deBP BP-comodule a gauche suK, telle que pour toutn 1,
la suite exacte courte suivante est une suite exacte dans la catégorie 8&s BP-comodules :

0— Ky —My LKy —IK

+1 4/6:

n+1

Démonstration : Supposons qu'on ait une structure dBP BP-comodule surK ,. CommeK , est
de vn-torsion, d'aprés le lemmg 3.2.13, il existe une unique structure de comodule su,q}l Kn

telle que le morphismeK, ! v, ;; Ky soit un morphisme de comodule. La suite exacte courte
O‘lkn 4/(/n_31 Kn 4/kn+l 4/0
détermine alors de maniére unique la structure de comodule s 41 . O

Les résultats de la sectior] 3]3 permettent de dé nir, pour toutBP BP-module M et tout
entieri 0, une structure deBP BP-comodule surToriBP (Kn;M). Nous allons démontrer gu'il
existe un isomorphisme fonctoriel deBP BP-comodules :T; ! Torﬁf1 i(Kn; ), pour tout
0O i n+1.

Proposition 3.4.2.  Pour tout comoduleM , et pour tout n l,ona:
Tor?® (Kn;M)=0 pourj n+2.
TorB% (Kn;M) = ToM

Démonstration : On démontre le résultat par récurrence sun 1. Pourn= 1, T jestle
foncteur identité et K ; = BP , donc le résultat est immédiat. Supposons le résultat est vrai
pour n. D'apres la proposition[3.4.], on a la suite exacte courte dBP BP-comodules :

00—y —H LKy —Kniy —b

n+1 n+l

CommeTorP” (v, 5 Kn;M) ' v} TorP? (Ky;M), on a la suite exacte longue
— My TorP® (K M) —forPP (Knag ;M) —for PPy (Kips M) ——/
En particulier, pour j n+ 3, d'aprés I'hypothése de récurrence :
TorP® (Kn;M)=Tor ?F; (Ky;M) =0:

On a donc :
Tor?” (Kn+1;M)=0:

Enn, pour j = n+2, on a la suite exacte courte :

La remarque nous permet alors d'en déduire qu‘EorEf2 (Kns1 ;M) = Tper M. O
Nous allons maintenant dé nir des morphismes de foncteurs i, : T,i1 ! Torﬁf1 ((Kny ).

Pour cela, nous allons utiliser le résultat suivant sur les -foncteurs.
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Dé nition 3.4.3  (2.1.1, [Wei94]) Un -foncteur cohomologique entre deux catégories abéliennes
A et B est la donnée d'une famille de foncteurs additif&" : A ! B pour n 0, et de
morphismes :

"F"C !l FM™IA

dé nis pour chaque suite exacte courte dans la catégori :

0—In " Ig 9 I Iy

Avec la conventionF" = 0 pour n < 0, ces données doivent de plus véri er les deux conditions
suivantes :
Pour chaque suite exacte courte comme ci-dessus, on a la suite exacte longue dans la
catégorieB :

n 1 ENf EN n
4/4:n 1C /4:nA /4:nB g/‘:nc /I

En particulier, F° est exact a gauche.
Les morphismes " sont fonctoriels, c'est-a-dire que si on a un diagramme commutatif de
suites exactes courtes :

00— In—" 159 g b
b

00— ho—5-/B

a Cc

5 /bO /0,

0
g
alors le diagramme suivant commute pour touh 0 :

EnC 4“/‘:n+1A

Fnc Fn+1 a
Frco—/En+p0
Dé nition 3.4.4  (2.1.4, [Wei94]) Soient A et B deux catégories abéliennes € = (F"), o
et G = (G"), o deux -foncteurs cohomologiques. Un morphisme defoncteur F ! G est la
donnée de morphismes de foncteurs” : F" I G" tels que pour toute suite exacte courte

0— I I % g

dans la catégorieA, les diagrammes suivants commutent pour tout O :

EnhC 42/4:n+1A

n+1
A

GnC 4n/bn+1 A:
G

n
C

Un -foncteur F est universel si pour tout -foncteur G, tout morphisme de foncteur © :
FO1 GO se prolonge de maniére unique en un morphisme defoncteurs :F ! G.

Le résultat suivant a été démontré pour la premiere fois par Cartan et Eilenberg dans [CE99]
puis par Grothendieck dans([Gro57], qui utilise pour la premiére fois le terme-foncteur universel.

Théoreme 3.4.5 (2.4.7, Wei94]) Soient A et B deux catégories abéliennes ¢t : A!B  un
foncteur exact a gauche. SA admet su samment d'objets injectifs, alors les foncteurs derivés
deF, (F')i o forment un -foncteur cohomologique universel.
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D'aprés le corollairg 1.2.2]1, la catégorie deBP BP-comodules admet assez d'injectifs. D'aprées
le théoreme] 3.3.14 et la proposition 3.4]2, les foncteurs

Torpls i(Kni ) s

avec la conventionTorEfl ((Kn; )=0sii>n +1, forment un -foncteur conomologique de la
catégorie desBP BP-comodules dans elle méme. On a donc le résultat suivant :

Corollaire 3.4.6. Soient0 i n+1 deux entiers. Il existe un morphisme de foncteurs :
in T b Torgly (Kns );

tel que, pour toute suite exacte courte de comodules :

f
0—IM Y /6
le diagramme de comodules suivant dans lequel les lignes horizontales sont exactes, commute :

M Jip N i

—rorB? (Kn;M) —forBP (K P) —/orBP (KN ——/
Nous allons maintenant démontrer que ces morphismes sont des isomorphismes pour tous
in.

Proposition 3.4.7. Soit M un BP BP-comodule. SiM est plat en tant queBP -module, alors
pour tout i; n, les morphismes i, (M) sont des isomorphismes. En particulier,

Kn M sii=n+1

ing —
TaM = 0 sinon

Démonstration : Nous allons utiliser la résolution chromatique deBP (cf. la dé nition 5.1.7 de
[Rav86]) :
BP ! J,;

ou Jx = v K 1 pour k 0. Comme M est un BP -module plat, on obtient la résolution
suivante en tensorisant parM
M1 J g M: (3.4.1)

Comme la multiplication par vy est bijective sur Ji, d'aprés le théoremg 3.2.72, pour toun 0

et tout i > 0, L1 Jx = 0. Pour la méme raison,L}, Jx go M = 0. La résolution (3.4.7) est
donc une résolutionL ,-acyclique deM . On a donc :

LM =H' (L,(3 M)):
Or, d'aprés le théoréemg 3.2.22, on a:

J¢« gp M sik n

Ln(Jk gp M) = 0 sinon

donc pourn> O: 8
‘ < Kh gp M sii=n
L,(M) = M sii=0

' 0 sinon.
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Sin=0,0na:
i - Q ZM sii=0
Lo(M) 0 sinon.

Finalement, on utilise le corollaire[3.2.2D. Pouri 1, L, = Ti*! et la suite

0—IMM I LM Irim —b

est exacte. On en déduit alors le résultat. O

Lemme 3.4.8. Soit
f
0— M —tp LI — b
une suite exacte courte de comodules. On suppose que pour deux de ces trois comodules, les
morphismes i, sont des isomorphismes, alors il en est de méme pour le troisiéme.

Démonstration : C'est le lemme desb. O
Proposition 3.4.9.  Pour tous n;i;k 0O, le morphisme i, (BP =l k) est un isomorphisme.

Démonstration : On démontre le résultat par récurrence suk. Pourk =0, 1 =(0) etBP =l ¢ =
BP : le résultat découle de la propositior] 3.4]7 caBP est un BP -module plat. Supposons le
résultat vrai pour k. On a la suite exacte courte de comodules suivante :

0— wigp =1 ~—/BP =, —IBP =l s —b:
Le lemme[3.4.8 démontre alors le résultat. O

Théoréeme 3.4.10. Les morphismes de foncteur ;;, sont des isomorphismes pour tout 0 et
toutn 0. _

Démonstration : D'apreés le théorémg 1.8.16, 91 est de présentation nie, il admet une lItration
de comodules dont les quotients succesifs sont isomorphes a une suspensioBle=| , pour un
certain k 0. D'aprés le corollaire[3.4.9 et le lemme 3.4/8, on en déduit donc ques (M) est
un isomorphisme pour tousi;n 0 si M est de présentation nie.

En n, comme tout BP BP-comoduleM est colimite ltrante de BP -comodules de présenta-
tion nie et que les foncteurs T} et Tor2%, (Kn; ) commutent aux colimites Itrantes (théoréme
3.8 de [HSO5b]), on en déduit le résultat. O

Corollaire 3.4.11. Soit M un BP BP-comodule etn 0 un entier. Alors, on a une suite exacte
longue deBP BP-comodules :

0— MM — My L ToM —— L M

n+l n+l

— MM M LTI M

n+1 n+1

— M v — M LTt —rzm —Jb:

n+1 n+1
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Démonstration : D'apres la dé nition 8.4.1] des comodulesK,,, on a la suite exacte courte de
BP BP-comodules :

00—y —MH LKy —Kny —b:
On applique alors le foncteur g, M a cette suite exacte. D'aprés le théoremg 3.3.14 et les

isomorphismes du théorémé 3.4.10 précédent, le résultat suit. O
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Chapitre 4

Produit semi-direct de groupoides

4.1 La catégorie Cn

Soit Cat la catégorie des petites catégories et des foncteurs €tune petite catégorie. Je vais
rappeler une construction de Grothendieck qui est utilisée pour démontrer I'équivalence entre la
catégorie des foncteurs d€ vers Cat et la catégorie des catégories brées au-dessus @eOn peut
retrouver cette construction plus en détails dans[[Bor94b] [IMLM94] ou [VisQ5]. Si: C!C at
est un foncteur, je noterai alorsCn  la catégorie brée au-dessus deC associée, car cette
construction généralise en un certain sens le produit semi-direct des groupes. De plus, Higgins
et Taylor ont dé nit dans [HT82]/le produit semi-direct d'un groupoide par un groupe agissant
dessus, qui est un cas particulier de cette construction.

Dé nition 4.1.1.  Soient C une petite catégorie et : C ! C at un foncteur. La catégorieCn
appelé produit semi-direct deC par , est la catégorie telle que :
Un objet de Cn , est un couple(X;x) ou X est un objet deC et x un objet de ( X).
Soient (X;x) et (Y;y) deux objets deCn . Un morphisme de(X;x) vers (Y;y) est un
couple(f; )ouf : X ! Y estun morphismedeCet : ( f)(x)! vy estun morphisme
de (Y).
Soient (X;x)! (f) (Y;y! (Z; z), deux morphismes composables den . La compo-
sition de ces deux morphismes est le couple formé de :
la composée : X! f vz dansC, et

la composée : (g f)(x)= ( 9)(( f)(x))! (9)(yy zdans( Z).
Le foncteur :Cn IC dénipar: (X;x)= X et (f; )= f estla projection surC.

(9:)

(a()

Proposition 4.1.2. Soient G un petit groupoide et : G ! G rpd un foncteur a valeurs
dans la catégorie des petits groupoides. Alors la catégorfen  est un groupoide. De plus, si
(f; ) (Xx) ! (Y;y) est un morphisme deGn , alors :

(F; ) *=(f 5 (f H Y

Démonstration : Cela découle directement de la dé nition[4.1.]L de la catégori&n . O

Rappelons que la catégorie des groupe peut étre vue comme une sous-catégorie pleine de la
catégorie des groupoides. Sk est un groupe, on noteG le groupoide a un seul objet noté?g et
dont I'ensemble des morphisme esB (cf. I'exemple[1.1.2).

Pour dé nir le produit semi-direct de deux groupesG et H, on se donne un morphisme de
groupe :G ! Aut(H). Onremarque que se donner un tel morphisme revient a se donner un
foncteur : € !'G rpd tel que ( ?g) = 1. Le théoréme suivant montre que la construction de
la dé nition 4.1.T]|généralise aux catégories le produit semi-direct.

101
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Théoreme 4.1.3. Soient G;H deux groupes et : G !  Aut(H) un morphisme de groupes.
Soit : €!G rpdlefoncteurassociéa : (?2c)=H8 et (g= (9:8'! K. Alors:

&n = Gn H:

Démonstration : D'aprés la dé nition &n aun unigue objet(?g; ?4) et un morphisme
est un couple(g;h) 2 G H. De plus, si(g; h) et g® h9 sont deux morphismes de€n , alors :

(g;h) (@%h9=(g d%h (g)(h9):

4.2 Fonctorialité

Dé nition 4.2.1.  On note | la catégorie dont les objets sont les coupl€€’; ) ou C est une
petite catégorie et un foncteur deC vers Cat. Un morphisme de(C;, ) vers(D; ) estun couple
(F;, JouF :C!D estunfoncteuret : =) F est une transformation naturelle :

W :

On dé nit les sous-catégories pleines dé suivantes :
| © formée des objetC; ) ol Cest un groupoide et est a valeurs dans la sous-catégorie
des groupoides.
| 99 formée des objetC, ) ou Cest un groupoide et est a valeurs dans la sous-catégorie
des groupes.

F

D

Théoreme et dé nition 4.2.2. Soit (F; ):(C) ! (D;) un morphisme de la catégorie
| . Soit (F; ) le foncteur
(F; ) :Cn D n

tel que :

Si (X;x) estun objet deCn , alors (F; ) (X;x)=(F(X); x(x)).

Si(f; ):(Gx) !t (Y;y) estun morphisme deCn , alors(F; ) (f; )=(F(f); v()).
Cela dé nit un foncteur : 8

< | I C at
n: (G) 7! Cn
(F ) 7t (R ):

De plus, la restriction den & la catégoriel ° est & valeurs dans la catégorie des groupoides.

Démonstration : Vérions que (F; ) dénit un foncteur de Cn versDn . Soient(f; ):
Xx) ! (Ysyet(g; ):(Y;y) ! (Z;z) deux morphismes deCn
Tout d'abord, comme  est une transformation naturelle de vers F et commex 2
(X)), x(xX)2 ( F(X)) et (F(X); x(x)) est bien un objet deD n
Le diagramme suivant commute exactement dansCat :

( X) —2I( F(X)
(f) ( F(f)
(V) — I F(Y)):
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Donc ( F(E)( x(X)) = v(( f)Xx)) et (F(f); v()) est bien un morphisme dans la
catégorieDn  de(F(X); x (X)) vers(F(Y); v(y)).
De méme, dans la catégorie( F(Z)), les morphismes z(( g)( )) et ( F(g)( y()) sont
égaux. Comme 7 est un foncteur, on en déduit que :
(F; )9 ) () = (F )@@ £ (o))
(F(@ f); zC (9 )
(F(9) F() z() z(C9())
(F(@ F(f); z() CF@C v())
(F(@); z()) (F(f); v())
(Fy ) (g ) (R ) (F )
Donc (F; ) dénitun foncteur de Cn  versDn
Soit (E; ) unobjetdel et(G; ):(D;) ! (E; ) un morphisme del . Alors :
(G ) (F ) (Xix) = (G F(r) ) (Xx)
= (G F(X) ex) x(X)
= (G ) (F ) (Xx);

(G ) R )E ) = (6 FK(e) )E)
= (G F(f) rey v())
= (G ) (F)(E )
Cela montre quen dé nit bien un foncteur de | vers Cat. De plus, d'apres la proposition[4.1.p,
la restriction de n & la catégoriel ° est bien a valeurs dans la catégorie des groupoides. [

Le théoréme suivant démontre que le produit semi-direct est invariant par équivalence de
catégories :

Théoreme 4.2.3. Soit(F; ):(C ) ! (D;) un morphisme de la catégorid tel que :
F est une équivalence de catégories;
pour tout objet X deC, x : ( X)! ( FX) est une équivalence de catégories.

Alors (F; ) :Cn !'D n estune équivalence de catégories.

Démonstration : Comme les catégories que nous considérons sont petites, le fonctébr )
est une équivalence de catégories si et seulement si il est essentiellement surjectif et pleinement
dele. Commencgons par montrer que(F; ) est essentiellement surjectif.

Soit (Y;y) un objet de D n . Comme F est essentiellement surjectif, il existe un objet
X de C et un isomorphismef : FX ! Y dansD. Donc ( f): ( FX) ! (Y) estun
isomorphisme de catégories. Or x : ( X) ! ( FX) est une équivalence de catégories, |l
existe donc un objetx de ( X) et un isomorphisme : x(x) ! ( ) 1(y) dans ( FX). On
adonc(F; ) (X;x)=(FX; x(x)) etunisomorphisme dansD n

(F, COCN(F ) CGx) !t (Yry):

Montrons maintenant que (F; ) est pleinement déle. Soient(X 1;x1) et (X2; x») deux objets

deCn . On ale diagramme suivant, ou les éches verticales sont induites par les foncteurs de
projection :

Homen  ((X1;X1); (X2;X2)) MHomDn (FX1; x,(Xx1); (FX2; x,(x2))

Homce(X 1; X 2) Homp (FX 1;F X 2)
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Par hypothése,F est pleinement dele. Donc la éche du bas est une bijection. Il sut donc de
vérier que (F; ) est une bijection sur chacune des bres. Soif : X1 ! X5 un morphisme
deC et(f; ):(X1;x1) ! (X2;%2), un morphisme deCn  au dessus dd . Alors

(F ) (6 )=(F{) x.()):

Ainsi, (F; ) , restreint a la bre au dessus def , s'identi e a I'application suivante :
xz tHOM () (( F)(X1);x2) ' Hom gx,y(( FF)( x1(X1)); x,(X2)):

Comme x est pleinement déle pour tout objet X deC, (F; ) est pleinement déle. O]
4.3 Les foncteurs d'inclusion de projection et de section : , et
S

SoientG;H deux groupeset :G! Aut(H) un morphisme de groupe. On a la suite exacte
courte scindée suivante :
S

0—'H —n H—Ic—b (4.3.1)

Pour généraliser ce diagramme aux produit semi-direct de catégories, on dé nit des foncteufs
et U, ainsi que des transformations naturellep et i, de la maniére suivante :

Soit C, une catégorie. On note : C ! C at, le foncteur terminal, c'est le foncteur constant
égal a l'objet terminal  de Cat, c'est-a-dire la catégorie qui n'a qu'un seul objet et qu'un seul
morphisme. SiF : G ! C , est un foncteur, (F;id) dé nit un morphisme dans | de (G; ) vers
(& ).

G

F

De plus, pour tout foncteur : C !'C at, il existe une unique transformation naturelle =)

qgu'on note encore .
CI\WM&
&
qqqqqq&a t
C

Dé nition 4.3.1. Le foncteur T : I ! est dé ni de la maniére suivante :

8
3 (G ) (G: )
Tiy &) —

idc

(Fid)
(& 2) (& ):

Soit (C; ) un objet del . On dé nit la transformation naturelle p:id, =) T par :

Py =(idg ):
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Dé nition 4.3.2.  Soit C la catégorie discrete qui a les mémes objets qket jc: C ! C
l'inclusion canonique. Si : C ! C at est un foncteur, on note :C ! C at la composée
jc. Le couple(jc;id) dé nit un morphisme dans| de (C; ) vers(C ) .

C :W&t
it

On dé nit le foncteur U : 1 ! de la maniére suivante :

8
§ (G; 1) (C; 1)
Uu:_ =& — ‘(F )

C

(& 2) (G L)
La transformation naturelle i : U =) id, est dé nie, pour tout objet (C, ) del, par :
icy =(jciid):
En appliquant le foncteurn : 1 ' C at, on obtient deux foncteursn T etn U del vers

Cat ainsi que deux transformations naturelles et , induites par les transformations naturelles
peti:

IEat;

Proposition 4.3.3. La composéan T est naturellement équivalent au foncteur oubli! C  at :

8

3 (G 1) G
n T: () —

>

F

(& 2) G:

Soit (C;) 21 . Le foncteur induit par :n =) n T est naturellement équivalent au foncteur
de projection canonique : 8
% R

(X;x) X
(P )‘ o
(Y;y) Y:

Démonstration : Cela découle directement des dé nition$ 4.3]1 df 4.7].1. O
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Théoreme 4.3.4. Les foncteursT, U et les transformations naturellesp, i admettent des res-
trictions aux sous-catégories dé : | 9et | 9(cf. la dé nition 4.2.1)| De plus, la restriction de p
a | ®admet une section notéey et la restriction de  admet une sections.

ﬁ(\$$ /*K\('\$$
| 00 q p : | 00 ; | 00 s Cat;
id| n

Soient (C; ) un objet del ®et X un objet deC, on a :
Sc) :8(q(C:) ) :C!IC n
X (X;? (x))
— ‘(f;id ()
Y (Y:?(v))
ou ?( x) est l'unique objet du groupoide associeé au groupe X) (cf. I‘exemple).

S(C;) . f

Démonstration : D'apres les dé nitions [4.3.1 et[4.3.2 des foncteur§ et U, il est clair que, si
(C,) estun objet del 9(resp. 1%, alors son image parT et U est un objet del °(resp. 1 %.
Soit (C; ) un objet de | % D'apreés la dé nition du foncteur T, T(C, )=( C, ), ol désigne
le foncteur C ! G rp, constant égal au groupe trivial. Comme le foncteur est initial parmi les
foncteursC ! G rp, il existe une unique transformation naturellee : =) . On pose alors :

qc) =(idge ):(C )! (C);
qui dé nit bien une section de p. L'expression des découle directement du théoremé 4.2|12. [

Soient A un ensemble et(C ) ,a une famille de catégories. Le coproduit dan€at des caté-
goriesC est la catégorie : a

telle que :
Un objet de B est un couple(;x ), ou 2 A et x est un objet de la catégorieC ,
Soient (;x ) et (;y) deux objets deB. Si 6 , alors il n'y a aucun morphisme de
(;x)vers(;y)etsi = , alors un morphisme de(;x ) vers(;y ) est un morphisme
f :x! ydans la catégorieC .

Théoréme 4.3.5. NotonsD=n U:I!C atetsoit(C ) un objetdel. Alors:

a

D(C )= ( X):

X20¢
Les catégoriesD(C, ) et Cn ont méme ensemble d'objets dD(C; ) est naturellement une
sous-catégorie deCn  : un morphismef : (X;x) ! (X;y) de la catégorieD(C; ) s'identie
au morphisme(idy ;f) deCn . De plus, le morphisme naturel ¢y = (i) ) estle foncteur
d'inclusion :

D(C) !IC n

En résumé, si(C; ) est un objet del, on a le diagramme suivant, analogue au diagramme
[4.37. Side plus(C, ) estun objetdel % admet une sections.

s
20
» /

D(C;) len c (4.3.2)
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4.4 Un exemple de produit semi-direct de groupoides

Soient R un anneau commutatif et G= F gI* (R) le groupoide des lois de groupe formel sur
R et des isomorphismes stricts (cf. la dé nition[1.7.1). On noteG, la loi multiplicative sur R et
le foncteur G°P I G rpd qui a une loi de groupe formelF associe le groupddom(F; G,,) des
morphismes de lois de groupe formelF !  Gq,. La structure de groupe surHom(F; Gn,) est
donnée par la loi de groupe formell&sy, : si ; 2 Hom(F; Gn), alors :

= +g, 2 Hom(F;Gnp):

Soit ¢ l'isomorphisme fonctoriel entre G et G°° tel que, pour tout isomorphisme strict f de
loi de groupe formel,c(f) = f . On pose °= c

Soit Gn  Cle groupoide produit semi-direct de(G; 9. L'ensemble des objets dés o est en
bijection avec I'ensemble des objets d& puisque est a valeurs dans la catégorie des groupes
(cf. I'exemple). SoientF, G deux lois de groupe formel suR. Un morphisme deF vers G
dansGn Oest un couple(f; ), ouf : F ! G est un isomorphisme strict de lois de groupe
formelet :G! Gy, est un morphisme de lois de groupe formel.

F—6

Gm

) )

Soient F! (" G! (9 H deux morphismes deGn © Leur composée est le couple :

f
F—>—/H
(gh
Gnm:

Soit S une R-algébre. La loi de groupe formelF sur R peut étre vue a coe cient dans S,
notons laF &S. Le théoreme de cartier montre que le foncteur :

rAIlg ! G rmp
S 7! H0m|:g|(3)(|: RS;Gm)

est représenté par uneR-algébre de Hopf notéeDi (F) (cf. le théoréeme 1.6 del[Kat81]). Dans le
cas ouR = MU et F est la loi de groupe formel universelld-,, on peut montrer que l'algébre
de HopfDi (F) est représenté topologiquement par léd -groupe CP1 :

Di (F) ' MU CP!:

Nous reviendrons sur cet exemple a la sectign 5.6.

4.5 Représentabilité

Soit | un anneau commutatif et F un foncteur (Alg ! C at. Comme pour les foncteurs a
valeurs dans la catégorie des groupoides (cf. la dé nitiop 1.1.10F; est dit représenté par(A; )
si les foncteurs objetsOr et morphismesM g : (Alg!'S et sont représentables respectivement
par lesk-algebresA et . Dans ce cas, d'aprés le lemme de Yoneda, il existe des applications
R, €t quireprésentent respectivement la source, le but, la composition des morphismes et
le morphisme identité.
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Théoreme 4.5.1. SoitF :|Alg ! un foncteur :

E - kAlg ! I
R 7! (QR); (R))
On suppose que :
Le foncteur C( ): kAlg ! C at est représenté par(A; ) .
Le foncteur D F =n U F estreprésenté panB; ) .
Alors le foncteur Cn = n F estreprésente par(B; * ,) .

Démonstration : D'aprés la dé nition et le diagramme (4.3.2), on a les morphismes de
foncteurs suivants : _
cl'é
DC n !IC
Soit R une k-algebre etF (R) = ((R); ( R)). D'aprés le théoremd 4.35Cn ( R) a les mémes
objets queD(R). Or le foncteur des objets deD est représentable paB, il en est donc de méme
pour le foncteur des objets deCn
Soient (X;x) et (Y;y) deux objets deCn ( R). Un morphisme dansCn ( R) de (X;x)
vers (Y;y) est la donnée d'un morphismef : X | Y dans C(R), ainsi que d'un morphisme
c(f)x)! ydans (Y). La catégorie ( Y) est une sous-catégorie pleine dB(R) et tout
morphisme deD(R) est dans ( Y) pour un unique Y. La composée :D(R) 'C (R) envoie
sur idy ce qui nous donne une transformation naturelle M p 'O  ¢. Ainsi :

Mo =Mc' o.Mp:

Donc M ¢, est représentable par le&k-algebre R, . O

4.6 L'algébroide de Hopf (A;)
Soient | un anneau, (A; ) un | -algébroide de Hopf etL le foncteur représenté par cet
algébroide de Hopf (cf. la dé nition[1.1.17) :
L: kAlg!G rpd

Soit R une | -algébre. Rappelons que :
un objet X deL(R) est un morphisme de| -algébres,X : A! R;
un morphisme f : X ! Y deL(R) est un morphisme de| -algébresf : ! R tel que

le diagramme suivant commute :
L R
A % QOiA :
R
X w Y

R
la composition, l'unité et l'inversion des morphismes dans le groupoidd.(R) sont donnés
respectivement par les morphismes , et c de l'algébroide de Hopf(A; ) .

Soit K un -comodule a droite tel queK est une A-algebre de Hopf dont les morphismes de
structures sont des morphismes de -comodules a droite :

kK - Al K:
kK . K K aK;
c . K! K;
kK . K1 A

kK K AK! K
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En particulier, le morphisme ﬂ K ! K , estun morphisme de| -algébres. On note
K: |Alg!G rpd le foncteur représenté par Ig -algébroide de Hopf(A; K ) :
Un objet X de K(R) est un objet deL (R), c'est-a-dire un morphisme de| -algébresX :
Al R.
Un morphisme :X ! Y deK(R) est un morphisme de| -algébres : K ! R tel que

le diagramme suivant commute :
X :fY

R

En particulier, comme les morphismes de source et de but sont les mémes dans l'algébroide
de Hopf (A;K ), on a nécessairemenk = Y.
La composition et l'unité dans le groupoide K(R) sont donnés par les morphismes g et

k de la structure d'algébre de Hopf deK .

Dé nition 4.6.1.  Soient R une | -algébre,f : X ! Y un morphisme dansL(R) et un
automorphisme deX dans K(R). Alors la composée suivante dé nit l'automorphismef deY
dansK(R) :
d
Ki ¢ K , 1! 'R
Remarque 4.6.2. On peut aussi travailler avec uneA-algebre de HopfK , muni d'une structure
de -comodule a gauche :

LK R K
SoientR une| -algébre,f : X ! Y un morphisme dansL (R) et un automorphisme deY dans
K(R). Le morphisme 2 représente alors 'application(f; )! f 1 etle diagramme suivant
commute :
K ="K A
JK c
¢]
K
AK:

De plus, siK estun -comodule & droite, d'aprés la remarqug 1.2]9, la composée suivante dé nit
une structure de -comodule a gauche suK :

d
Q-K KIK

K ¢
K - .4// AK:

A

Proposition 4.6.3. Soientf : X I Y etg:Y ! Z deux morphismes dans (R). Soit ;
deux automorphismes d&X dansK(R). On a les égalités suivantes :

(g f) =g9f ,
fC =0 ) )
f (idx)=idy 2 K(R),
(idx) ()=
Démonstration : CommeK est un comodule a droite sul(A; ) , le diagramme suivant commute :
d
K —5 K ,
d K
K , —K
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La composée du bas représentg f et celle du haut(g f) ce qui démontre la premiére
égalité. La derniere égalité est démontrée par le diagramme commutatif suivant :

%
K

A
K

K:

Comme  est un morphisme de -comodules a droite, le diagramme suivant commute ; la
eche diagonale étant induite par la multiplication de

K s K A
K K
K K 1E‘
K A K kkkk5 5A K A
R kkkkkkk f
kKK

(K a) alK A)‘I( 0 f)h:
La composée du bas représenfg ) (f ) alors que celle du hautf ( ), ce qui démontre la
deuxiéme égalité.

Enn, comme g estun morphisme de -comodules a droite, le diagramme suivant commute,
ce qui démontre la troisieme égalité :

O
Le lemme suivant introduit un isomorphisme! : ® ,K ! K ,\ quiétend ¢.Ilnous
sera utile par la suite.
Lemme 4.6.4.

Il existe un unique isomorphisme dé¢ -algébres

Lo RAK T K&

qui rende le diagramme dd -algebres suivant commutatif :

%

| g
K II||I
1 K |I$$

%%

S SV o
o

De plus, les produits tensoriels deA-bimodules * ,K et K ,  sont naturellement munis
d'une structure de A-bimodule et le morphisme est un morphisme deA-bimodules. Explicite-
ment,si 2 ,x2K etsi X

Kk (X) = Xi i
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alors : X

Démonstration : L'existence découle du fait que ﬂ etl  sont des morphismes d¢ -algébres

et le produit tensoriel est le produit cocartésien dans la catégorie ddsalgébres. Pour démontrer

gue c'est un isomorphisme, il sut de voir a quoi correspond géométriquement ce morphisme.
Soit R une k-algébre, alors :

Un morphisme de k-algebreK - ! R estladonnéedg ;f)ouf :X ! Y estun
morphisme deL (R) et est un automorphisme deX dansK(R).
Un morphisme de k-algebre ® ,K ! R estladonnéedgf;, )ouf : X ! Y estun

morphisme deL (R) et ou est un automorphisme deY dansK(R).
Le morphisme ! représente donc l'application( ;f ) 7! (f;f ()) qui admet pour inverse
(f; ) 7! (f %( );f).Lefaitque! estun morphisme deA-bimodules vient de la commutativité
du diagramme inférieur et du fait quel et 1 sont des morphismes dé\-bimodules. [

Lemme 4.6.5. Les diagrammes suivants commutent :

AgﬁigJK A KK,
J
‘]‘JJJJ K K
K ™3
Y969 . ( _
K A aAK— AK a5 Koa ac

Démonstration : SoientR unek-algébre,f : X ! Y,g:Y ! Z des morphismes dé (R) et
un automorphisme deX dansK(R). Le premier diagramme commute car, d'aprés la proposition
463, (idx) = .Ledeuxieme commuteca(g f) =gf . O

Théoréeme 4.6.6. Soit G le foncteur (Alg ' G rpd dé ni par :
Un objet X de G(R) est un objet deL(R), c'est-a-dire un morphisme dek-algebre X :
Al R.
Un morphisme X ! Y de G(R) est un couple(f; ) ouf est un morphismeX ! Y de
L(R) et un morphismeY ! Y deK(R).
Soient (f; ): X ! Yet(g; ):Y ! Z deux morphismes dé€xR). Leur composition

est le couple(h; );avech=g f et = (g ).
Ce foncteur est représenté par l'algébroide de HopA; ) , ou = R AK etle morphisme de
structure
! A

est égal a la composée suivante :

R K KJIr L R

LR K KSR K R LK (4.6.1)

A

Démonstration : Soit F le foncteur suivant :

WAlg ! | _
R 71 (CR); (R)) '

ou C(R) = L(R) et ( R) est le foncteur qui a un objetX de L(R) associe la catégorie avec un
objet X, et dont les morphismes sont les automorphismes d¢ dansK(R). Sif : X ! Y est
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un morphisme deL (R), on pose ( f) = f , ce qui, d'aprées la proposition[4.6.3, dé nit bien un
foncteur.

On remarque alors, d'aprés la dé nition[4.1.], que le groupoidé n'est rien d'autre que le
produit semi-direct Cn

Le foncteurC: |Alg ! G rpd est représenté par l¢ -algebroide de Hopf(A; ) et le foncteur
D F du théoréme[4.5.1 est représenté par Ip-algébroide de Hopf(A;K ). On applique alors
le théoréme[4.5.]1 qui démontre ques est représenté par un algébroide de HopfA; ) avec

= AK.

Pour expliciter le morphisme , il nous sut de comprendre la composition dans le grou-
poide G(R). Soient R, une k-algebre et(X;x)! () (Y;y! (97) (Z;z) deux morphismes compo-
sables deG(R) . Leur composée est le morphismég f; (g )), obtenu par les applications
successives suivantes :

(50, )70 (Fgsg () )70 (@ g()):
Ces applications sont représentées par les morphismes [dalgébres utilisés dans la composition

(#.6.9). 0

4.7 Adjonctions induites par les foncteurs , ets

Dans cette section, on considére, comme a la sectipn 4.6, yiralgébroide de Hopf(A; )
qui représente un foncteurL : |Alg ! G rpd et K un -comodule a droite tel queK est
une A-algébre de Hopf dont les morphismes de structure sont des morphismes de&eomodule a
droite. L'algébroide de Hopf représente un foncteuk : |Alg ! G rpd et on note G le foncteur
dé ni au théoréme|4.6.6 et représenté par l'algébroide de HogfA; ) . D'aprés la démonstration
de ce théoréme, les transformations naturelles et s dé nies a la section[4.8 induisent les
transformations naturelles entre les foncteurd., K et G:

K—/GDL:

Soient R une k-algébre, X;Y deux objets deK(R) (qui a méme ensemble d'objets qué (R) et
G(R)) et (f; ): X ! Y un morphisme deG(R). Les foncteurs r; r et sg induisent l'identité
sur les objets et sont dé nis par les relations suivantes sur les morphismes :

f;, ) = f
() = (idy; );
s(f) = (fiidy):

D'apres le lemme de Yoneda, les transformations naturelles et s induisent des morphismes
entre les algébroides de Hopf qui représentent les foncteuts K et G. Comme la| -algébre A
qui représente les objets est commune aux trois algébroides de Hopf, nous ferons l'abus de
notation qui consiste a nommer; et s les morphismes correspondants entre lds-algébres qui
représentent les morphismes :

s
] m — Qopop
K 00— AKQLZ

Remarque 4.7.1. On a les égalités suivantes :

I
A
o
>
A
X
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Dans la suite de cette section nhous supposerons quet K sont plats en tant queA-modules. Il
en est donc de méme pour ' R AK.D'apres le théoremg 2.3)5, les morphismes d'algébroides
de Hopf , et sinduisent donc des adjonctions entre les catégories de comodules a gauche que
nous allons expliciter.
Comod g Comod: ;

Comod Comod : ;
s : Comod Comod :s :

Proposition 4.7.2. SoientM;N et P respectivement des ; et K -comodules a gauche. Alors :
Le foncteur est le foncteur oubli de Comod vers x Comod. C'est-a-dire que N = N,
avec comme structure de&K -comodule :

N
Nt AK  AN! K AN;
P’ R AP, avec comme structure de -comodule I'application :
P I P )
AP I n aAK AP ———— 4K s AP

Le foncteur s est le foncteur oubli de Comod vers Comod. C'est-a-dire ques N = N,
avec comme structure de -comodule :

NN AK AN SN N

sM' K ,M, avec comme structure de -comodule :

1
K LM MK oK o, MEE T MK KM

11 K M
La composées s : Comod! Comod est naturellement isomorphe au produit tensoriel
de -comodules & gauche ave€, vu comme -comodule & gauche par ? : K ! AK.

Démonstration : Le calcul des foncteurs ets découle directement de la dé nition[Z2.1.1. SoitP
un K -comodule a gauche. D'apres la dé nitior] 2.32, on a I'égalisateur de-comodules suivant :

_ Yoy
0— I p— 4K AP= K AK ,P; (4.7.1)
oud; = p et dy est la composition suivante :

P P

AK AP — Ky K AP T K AK P
D'aprés la proposition[4.6.6 et le lemm¢ 4.6]5, le diagramme suivant commute :
AK

/
lékkkkklésg g

|
kS

\%)
00 AK AK:
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Cela nous démontredy = k P. On en déduit donc que le diagramme égalisateuf (4.7.1)
est obtenu en tensorisant par le diagramme suivant qui, d'apres le lemmeg 2.2]9, est scindé dans
la catégorie desA-modules a gauche :

Ko/
0o—/p —PIK APT/& 7K AP:
P

On a donc démontré que P = AP et que le diagramme suivant commute :

do

0 I p ) AP ?ﬁ 2K 4K AP
1
P
AP
En particulier, le morphisme p est un morphisme de -comodules :
P . AP l AK AP:

Le diagramme commutatif suivant, ou les isomorphismes verticaux sont induits pat , permet
de déterminer la structure de -comodule de P :

'IdKfu

%%

Soit M un -comodule a gauche. L'égalisateur suivant de -comodules dé nits M :

dO {/
0 I M ) 7K AM Tl// AK oA AM;
oud; = m et dg est égal a la composition suivante :
s P
AK aAM — AK A AK M KM
On considére alors le diagramme suivant qui, d'aprés le lemnje 4.6.5, commute :
do [/
0 /s m I aK AMT” AK A aM
1M ! M
%y
Ka aM Tglk A oA aAM
ou dd = M etd) = m - On constate alors que les morphismed§ et d? sont

obtenu en tensorisant parK I'égalisateur suivant, scindé dans la catégorie de&-modules :

My
0— I — I M ﬁ/ A M
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Cela démontre bien ques M ' K ,M. Sous cet isomorphisme, le morphisme

est un morphisme de -comodules. Le diagramme commutatif suivant explicite la structure de
comodule des M :

K rloM
K o v IKrA AM , I K AM
//,/ rrrrrr
K ™ M ™
Hoow K M
K aK a4 aM
SMi K ! 1 M K M A AK AK AM
i
\ K A{{ AK AM
A I K M
{
\\\\ Ii{{{g Lk M
aK AKHGM“E“J/ AK aK A A%‘TﬁJL AK A AK AM:
Wy Mcegl id !
id M

Le diagramme commutatif suivant démontre que le morphisme de structure de -comodule
a gauche des s M est donnée par la composée :

K Pl .
K M—Y , M—/ K M

D'aprés la dé nition de 2 (cf. Ia.remarque), le diagramme suivant commute, ce qui dé-
montre ques s est naturellement isomorphe au produit tensoriel ave& , vu comme -comodule
a gauche.

xa
<

K AM o AK) A( AM)

id

) 1
K™ A AMggigfﬂggﬂ 2K AM

Proposition 4.7.3. SoientM et N respectivement des et comodules a gauche. Alors :
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M = M, avec comme structure de -comodule :
M

MM AM ! 2K AM;
Il existe un isomorphisme de A-modules :
N = N" A g N:
de plus, on a un morphisme naturel injectif de -comodules :
N ! ssN' sN;
et le diagramme suivant, ou les éches verticales sont des isomorphismes Alemodules,
commute :
N ——-/&N
.
Ak N—N:
Démonstration : On a vu a l'exemple[1.3.4 que est naturellement un - bicomodule. En

appliguant  a sa structure de -comodule a gauche, on obtient une structure d& - bicomo-
dule. De plus, A est naturellement un A-K bicomodule carK est une A-algébre de Hopf. On
peut donc considérer les produits cotensorieléA « ) N etA «( N). D'aprés le lemme
[2.2.9, on a un isomorphisme dé\-modules :

AK( N)'AKNZ

D'autre part, le diagramme suivant dé nit un égalisateur dans la catégorie deA- bicomodules,
scindé dans la catégorie deé-bimodules :

w;b_WbG 09-Wo
0 I //w()ﬂk Al (4.7.2)
Celadémontreque = A  etdoncque N = N=(A ) N . Comme l|'égalisateur

(@.7.9) est scindé dans la catégorie deA-modules a droite et queA est un A-module plat, on
peut appliquer le théoremg 2.2.19, qui démontre I'isomorphisme :

N = N'" A x N

L'unité de l'adjonction induite par le morphisme d'algébroides de Hopfs: (A; ) ! (A;)
nous donne un morphisme de -comodules :

N -N! ssN:

D'aprés la remarque| 4.7.[L s = id(a;) - On en déduit que s = id. Donc ( N) hous
donne le morphisme naturel de -comodules :

N ! ssN' sN:
D'apres ce qui précede, on a l'isomorphisme naturel d&-module ' A . On adonc le

diagramme suivant, ou les éches verticales sont des isomorphismes demodules :
N——5N

A k N4/A kK S S N:

Or, d'aprés la proposition[4.7.2, s s N est le K-comodule étenduK ,N. Le lemme[2.2.9
montre alors queA ¢ s s N ' N, ce qui achéve la démonstration. O
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4.8 La catégorie des K-comodules dans la catégorie des -comodules

Dans cette section, on utilise les hypothéses de la secti.6. S@A; ) un | -algébroide
de Hopf plat et K un -comodule a droite, plat en tant que A-module, et tel que K est une
A-algébre de Hopf, dont les morphismes de structure sont des morphismes decomodules a
droite. Le théoréme[4.6.5 a introduit I'algébroide de Hopf(A; ) et on a l'adjonction suivante :

s : Comod Comod :s :

De plus, d'apres la proposition[ 4.7.p, le foncteus s est naturellement isomorphe au produit
tensoriel avecK , vu comme -comodule a gauche. Le théoreme de Beck, démontré dans [M1.98]
a la page 147 et rappelé ci-aprés, va nous permettre de démontrer que la catégorie de comodules
a gauche sur(A; ) s'identi e a la catégorie desK -comodules dans la catégorie des-comodules.

Théoréme 4.8.1 (Théoréme de Beck) Soit (G;F; ;" ) une adjonction :
G:A X:F

Soit (U = GF; ; ) la comonade surX associée a cette adjonction e(GY;FY; Y:"Y) l'adjonc-
tion associée (cf. la dé nition [1.2.1 et la proposition[1.2.4) :

GY:xY X :FY:

Les assertions suivantes sont alors équivalentes :
i) Il existe un foncteur de comparaisonK : A ! X Y qui est une équivalence de catégories

(cf. la dé nition 2.7.7),

ii) Pour toute paire de morphismesdg;d; : X ! Y dans A telle que(Gdy; Gd;) admette
un égalisateur absolu dans<, il existe un égalisateur pour(dp;d;) dans A. De plus, G
préserve et ré échit les égalisateurs pour cette paire de morphismes (cf. les dé nitiofs 2.2.1
et2.29)

iii) Pour toute paire de morphismesdp;d; : X ! Y dansA telle que(Gdp; Gd1) admette un
égalisateur scindé dans, il existe un égalisateur pour(dyg; d;) dansA. De plus, G préserve
et ré échit les égalisateurs pour cette paire de morphismes.

De plus, si ces conditions sont véri ées alors le foncteur de comparaisdd est unique.
Le foncteur s véri e les hypothéses du théoréme de Beck, on a donc le théoréme suivant :

Théoreme 4.8.2. Le foncteurs : Comod ! Comod induit une équivalence de catégories
entre la catégorie des -comodules a gauche et la catégorie dés-comodules dans la catégorie
des -comodules a gauche.

Démonstration : D'aprés les résultats de la sectiof 4]7, on a un morphisme dealgébroides de
Hopf :

s:(A) (A
D'aprés le théorémd 2.3J5, ce morphisme induit une adjonction entre les catégories de comodules

a gauche :
s : Comod Comod :s :

Or, d'aprés la proposition[4.7.2, le diagramme suivant, ou les foncteurs oublis sont no@ com-

mute :
s

Com Il Comod

AM od
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Par hypothése, et K sont desA-modules plat. Il en est donc de méme pour et les catégories

Comod et Comod sont des sous-catégories abéliennes @& od. Comme les foncteurs oublis
préservent et ré échissent les égalisateurs, il en est de méme paosir.

D'apres la proposition[4.7.2, la compositions s est naturellement isomorphe au foncteur

K 5 :produit tensoriel de -comodule a gauche ave& . De plus, la catégorie des comodules
sur la comonade associée est la catégoedesK -comodules dans la catégorie des-comodules.
D'aprés le théoreme de Beck, il existe un foncteur de comparaisdd : Comod ! K qui est
une équivalence de catégorie, ce qui démontre le théoréme. O]

La catégorie des -comodules admet un produit cotensoriel interne, dé ni a la proposition
suivante. Nous ferons l'abus de notation qui consiste a le noter .

Proposition et dé nition 4.8.3. SoientM; N deux -comodules a gauche. Sion munv . N

etk  sM N delastructure de -comodules du produit tensoriel, alors les morphismed K

Y

et & N deM ,N versKk ,M ,N sont des morphismes de -comodules & gauche. De
plus, I'égalisateur dans la catégorie des-comodules des éches suivantes, noté ¢ N est muni
d'une structure de -comodule a gauche :

K N
M /

0o—M N —IM ANM——{k AMN;
N

ou la structure deK -comaodule deM ¢ N est donnée par le diagramme commutatif suivant :
M kN —/M ,N
KN

K A(M xN)—K ,M ,N:

K
M N

On a donc le foncteur suivant :

k . Comod Comod! Comod:

Démonstration : On doit montrer que les morphismes

K N
M /
M ANgggggng AM  AN;
M K

N

admettent une restriction au sous -comoduleM N deM ,N, c'est-a-dire que la eche en
pointillé dans le diagramme suivant existe. Par hypothések est plat en tant que A-module. Les
lignes sont donc exactes.

0o——M kN M AN - k AM AN

K M K
- 7 N/

M
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Considérons le diagramme suivant :

Mk

K .M AN

K m KX

Comme les morphismes ,\'§| et ﬁ sont coassociatifs, les deux triangles commutent. De plus, par
dé nition, M ¢ N égalise chacune des fourches. Cela montre |'existence de la restriction et donc
queM kN estun sousK -comodule deM , N dans la catégorie des -comodules, otM , N

est muni de sa structure deK -comodule donné par {; N. O

Remarque 4.8.4.
Si M 4N est muni de la structure de produit tensoriel de -comodules, le morphisme
naturelM N ! M ,N n'est pas un morphisme de -comodules.
A priori, en toute généralité, le produit cotensoriel interne n'est pas associatif.
Si K est cocommutative, le produit cotensoriel interne admet pour unité.

4.9 Extension des foncteurs de localisation

Soient(A; ) un| -algébroide de Hopf plat,K un -comodule a droite muni d'une structure de
A-algebre de Hopf plate dont les morphismes de structure sont des morphismes deomodules
a droite (cf. la section[4.6).

Le théoréme[ 4.8.2 démontre que la catégorie dés-comodule & gauche dans la catégorie des

-comodules a gauche est équivalente a la catégorie des comodules a gauche sur l'algébroide de

Hopf (A; ) , avec = AK.Soitf : Al B un morphisme de| -algébres Landweber exact
pour (A; ) . D'aprésla proposition,f est aussi Landweber exact pou(A; ) . Nous noterons
f etf les morphismes d'algébroides de Hopf, induits paf :

f (A) ! (B, B);

for(A) ! (B B)

Soitf K = Kg = K ,B. D'apres le corollaire,KB est une algebre de Hopf suB dont
les morphismes de structure sont des morphismes des-comodules. De plus, l'algébroide de
Hopf (B; g) du théoreme[4.8.2 associée B g est l'algébroide de Hopf induite par(A; ) et
f:A! B:

B ' B BKB "B A AB:
CommeKpg est un B-module plat, et que l'algébroide de Hopf(B; g) est plat, I'algébroide de
Hopf (B; g) est plat.



120 Chapitre 4. Produit semi-direct de groupoides

Lemme 4.9.1. Le diagramme de| -algébroides de Hopf suivant commute :

(A;) ——/B; )

Sa

(A;) —B; &)

D'aprés le théoremg 2.4J5, on a deux transformations naturelles :
(sa) (£ ) ! () (s8):
fosa! sg f
La proposition suivante montre que ce sont des isomorphismes naturels.

Proposition 4.9.2.  On a les isomorphismes de foncteurs suivants :
(sa) (F ) " (f) (s8);
sg f ' f  sa:
Démonstration : Puisquef est Landweber exact, les foncteur§ etf sont exacts a gauche.
Les foncteurs en présence sont donc tous exacts a gauche. D'aprés la proposifion 2]2.12, il nous

sut alors de démontrer qu'ils coincident sur la sous-catégorie pleine des comodules étendus
pour démontrer ces isomorphismes. SoM = g X, un pg-comodule étendu. On a alors :

(sa) (F ) (8 8X) " (sa) ( aX)
' AKX

et:

(fF) @GB)(e sX) " (f)(s sKs gX)

' AKs X
' AK A X
Pour le deuxieme isomorphisme, on rappelle que pour un-comoduleN, s,N ' K ,N. Si
N’ AY estun -comodule étendu, on a donc :
sg f ( AY) ' sg(B Ao AY)
" Kg gB A AY
' KB A AY:
et:

fosa( AY) " (K Ao AY)
KB A AY:

O

SoientL; et L; les foncteurs de localisation induits parf sur les catégories de comodules

sur (A; ) et(A;) (cf. la dé nition 2.7.4).
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Théoreme 4.9.3. Le foncteur de localisation induit par f commute aux foncteurs(sa) ets,,
c'est a dire que :
L (sa) ' (sa) Lg;

Sp L' Lf sa:

Démonstration : C'est une conséquence immédiate de la proposition précédente. On a les iso-
morphismes :

Ly (sa) = (f ) f  (sa)
(fF) (se) f
Co(sa) (F)
= (sa) Ly,

et:

Sa Ly = sa (F) (fF)
(f) sg f
) () s,
= Li Sa;
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Chapitre 5

Homologie de BV

5.1 Résultats généraux sur I'nomologie de BZ=p

Dans cette section, on considére un spectre en anneau commutaif et un nombre premier
p tels que :
E est muni d'une orientation complexe.
Le morphisme naturel fg : MU | E est Landweber exact.
Comme le morphismefg : MU | E est Landweber exact,E n'a pas dep-torsion. De plus,
on a l'isomorphisme suivant :

EE' E gy MUMU , E:

D'aprés la proposition[2.7.3 et le théoremé 1.2.20, l'algébroide de HopE ;E E) est plat donc
la catégorie desE E-comodules a gauche est abélienne. Dans ce chapitre, tous les comodules
seront des comodules a gauche.
Soit Fe la loi de groupe formelle suiE  associée a l'orientation. On note, par abus de notation
(cf.[1.8.17) & 2 Ey le coe cient de x'*! de la p-série :
X .
Ple, ()= ax™:
i 0
On note hpi_ la p-série réduite :
X : [
hpic. (x)=  ax' = Ple :
) i 0 X

Nous allons étudier laE -homologie de l'espace classi anBV ou V est un p-groupe abélien
élémentaire de rangn. On a la suite exacte courte de groupes commutatifs :

0 Iy P Ik Iz =p 6
Cette suite exacte courte se réalise par une suite de brations :
—IK(z;n) —Ik (z;n) —Kk (z=p;n) —K(Z;n+1) —/

En particulier BZ=p, qui est unK(Z=p;1), est I'espace total d'un bré en cercle , sur CP! , qui
est unK(Z;2). On notera T, I'espace de Thom associé a ce bré (cf._ [Rud98]). Ainsi, on a une
suite co bre :

Bz=p! cCP' ! Ty (5.1.1)
On a donc la suite exacte longue d& E-comodules suivante :
— Ik Bz=p—E cPt! —JE T,—IE BZ=p—I (5.1.2)

Comme E est muni d'une orientation complexe, on a la proposition suivante :

123
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Proposition 5.1.1  (cf. [JW85]).
E CP! est unE -module libre sur des générateurs; homogeénes de degr@, pouri 1;
on notera (x) la série génératrice homogéne de degfé:
X .
(x) = ix':
i1

E T, est unE -module libre sur des générateurs; homogenes de degr@i, pouri 1; on
notera (Xx) la série génératrice homogéne de deg€:
X :
(x) = iX':
i1

On a les relations équivalentes suivantes :
( (x))= hpig, (x) (X);
Xi
()= aijj:
j=1

Corollaire 5.1.2. On a la suite exacte courte d&E E-comodules suivante :

o—'E cp? IE T, II'e Bz=p——b

Démonstration : Par hypothése,E n'a pas dep-torsion. Comme ap = p, le morphisme est
injectif et donc la suite exacte longue|(5.1.2) se scinde en suites exactes courtes. O

Cette suite exacte est une présentation libre d&€ BZ=p en tant que E -module. On a donc
le corollaire immédiat :

Corollaire 5.1.3. E BZ=p est engendré commé& -module par des élément§i] = ( ;) homo-
génes de degr@i 1, pouri 1 (par convention, [i]=0 pouri 0), avec comme relations :

Xi
a K [I] =0:
k=1

On notera (x) la série génératrice homogene de degéésuivante :

X .
x)=  [i]x

i1
On peut aussi voirE BZ=p comme le noyau d'un morphisme dé&e E-comodules :

Proposition 5.1.4. On a la suite exacte courte d& E-comodules suivante :
]
0o— 1/ E Bz=p—/E cPt =pt g To=pt —0;

et on a l'identité de séries formelles :
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Démonstration : D'aprés le corollaire[5.1.2, on a la suite exacte courte suivante :

0—E cp? IE T, II'e Bz=p—1b;
ou est déterminé par la relation :
()= tpig, :

Ainsi, si on inversep, devient un isomorphisme. On peut donc appliquer le lemme du serpent
au diagramme suivant, et la proposition suit carE n'a pas dep-torsion.

o— Jcpt — T, NEBZmp— b

O

Nous allons dé nir 'homomorphisme de Smith algébrique. Tout d'abord, on dé nit les mor-
phismes deE -modules suivant :

@p: E CcPl | E .,CP!
Pt x) 7! X (x)

@ o ox X
On véri e alors facilement que le diagramme deE -modules suivant commute :
EcCPl —ET,

@p1 @p
E ,CPL — JE Ty

On a donc :

Proposition et dé nition 5.1.5 (Homomaorphisme de Smith algébrique, [CF64]) Il existe un
unique morphisme deE -modules

@ :E BzZ=p! E ,BZ=p;
telque@ [i]=[i 1] pourtouti 1.

Remarque 5.1.6. L'homomorphisme de Smith algébrique n'est pas un morphisme d& E-
comodules.
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5.2 Structure de comodule de I'homologie de  BZ=p

Dans cette section, nous allons expliciter le morphisme de structure de comodule deN&U-
homologie deBZ=p:

Bz-p: MU BZ=p! MU MU ,,, MU BZ=p:

SIE est un spectre véri ant les propriétés énoncées a la sectipn 5.1, la structure &e E -comodule
de E BZ=p s'obtient grace au foncteurfg induit par fg : MU ! E sur les catégories de
comodules :

fe :mu muComod! e e Comod:

Tout d'abord, rappelons le résultat suivant concernant laMU-homologie deCP? . On utilise
ici la notation B introduite a dé nition 1.5.101

Proposition 5.2.1. Le morphisme de structure de comodule de IMU-homologie deCP! est
déterminé par l'identité de séries formelles suivante :

.. Mucpt 1 MUMU ,, MU CP
U x) 7! B by(x):

Proposition 5.2.2. Le morphisme de structure de comodule de I¥U-homologie deT, est
déterminé par l'identité de séries formelles suivante :

. MUT, ' MUMU ,, MUT,
T 7 by [ple, () 7B bu(x);

ou ~ est la série formelle réduite de (cf. la notation [1.5.15).

Démonstration : D'aprés le corollaire[5.1.2, le morphisme de comodule
MU CP* I MU T,

devient un isomorphisme si on tensorise aveQ. CommeMU n'a pas dep-torsion, le diagramme
suivant, ou toutes les éches obliques sont injectives, commute :

MU CP?! MU T,
Q Mu Cp! Q R MUT, -
- r»| MU MU MU T,

Q MUMU MUcCP! 2 Jp MU MU MU T,

On a donc :
(M) =(id ) cp Y((x)):
D'aprés la proposition[5.1.1, on a :
()(x) = hpig, (x) (x):

On en déduit donc :

()(x) = hpig, (X)7(x)
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et, comme la seriepi (x) est inversible dansQ MU :

1

T\ () = .

0= =gy 00

En utilisant les propositions[5.2.1 e 1.5.1p, on a :

1 — ~ 1
cpt e, () x) = cp P, (9 (x)

_ 1
= o o O
_ 1
T B 00 D

On applique alors le morphismeid

(id )( B by)(x) ( ) B by(x) (cf. la proposition )

(hoig, ) Bbu(x)
( RIpig,) bu(x) B byu(x): (cf. la remarque[1.5.1B )

On utilise maintenant le fait que b, est le morphisme universel | F ! rFy. On a donc :

by [ole, = r(Pl,) bu:

On en déduit alors :

(ripip) buoo = PR 0,
R [P, bu(X)
bu(x)
by [P, (X)
bu(x)
Finalement :
_ _ 1 .
B0 = 5 @ BRI
~ 1 .
= [olr, (%) (rhpig,) bu(x) B byu(x)

b )1
S e 0 ey D)

= bu [plg, (X) B bu(x):

O

Corollaire 5.2.3. Le morphisme de structure de comodule de IMU-homologie deBZ=p est
déterminé par l'identité de séries formelles suivante :
MU BzZ=p ! MU MU ,,, MU BZ=p
Bezp - (x) 7t by [plg, (x) B bu(x):

Démonstration : Cela vient du fait que (7) = . O]
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5.3 Action de (Z=p sur I'homologie de BZ=p

Par naturalité des espaces d'Eilenberg-Maclane et du classi ant d'un groupe abélien, le groupe
Z agit sur la E-homologie de ces espaces dans la catégorie &g -comodules. Soitk 2 Z et G
un groupe commutatif. Nous noterons  l'action induite par la multiplication par k sur BG et
sur K(G;n). On a le diagramme commutatif a homotopie prés suivant :

BZ=p——/Cp?
k

BZ=p—/cp? :

k

On peut prolonger ce diagramme a la suite co bre :
CPl 4/f|'p 4//8 Z:p

k k

,

Cpl 4/f|'p 4//5 Z:p;

Si on note toujours ¢ le morphisme deE E-comodules induit par , on a le diagramme com-
mutatif suivant ou les lignes sont exactes :

o—/E cp? IE T, II'E BZ=p /b

,

o—IE cp? IE T, II'e Bz=p—b:

k k

Proposition 5.3.1. Soitk 2 Z. On a les relations suivantes :
< = K,
kK = H<_'|:E 1S/ |
k = bkig [ple, (Kl -

Démonstration : k agit sur E CP! par le morphisme d'algébre , qui envoie x sur [Klg. ().
En utilisant la dualité, on obtient :

X

he (1):;x'
g(l

h (t); )i
&(1

h (0): K, ()i
i(l

Kle. ('
1

k (1)

K, (1)

Pour démontrer les deux relations suivantes, on utilise la méme méthode que pour la démons-
tration de la proposition 5.2.3. Le morphisme devient un isomorphisme si on inversg. On
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obtient donc :
_ 1—
kK = k |
— 1 -
= ‘ Foi
_ 1
“ ol
1
= K
o, e
_ 1
- [Ple. () K.
hoie. [kl
— E E k
[Pl e
Pl Kl
T bk M R
= H(iFE [p]FE a [k]FE:
O

On peut remarquer directement que les relations suivantes attendues sont bien véri ées :

k =0 sipjk,
ktp = k -
En e et, pour la premiére égalité sik = pk® alors :

hkig, [Pl = iE.  [Klg, k® Fe [Ple, :
d'ou :

=~
|

i, e, [
e, Ke Kp Pl K

kO Fe Pleg  MoiE, (K],
= 0:

Pour la seconde égalité, on a :

kep (X)) k (X) k+ plee (x)  [Klg, (X)

K+ ple, ) [Klg, (X))’
i1

Il existe donc des séries formelles;j(x) 2 E xKpouri 1 telles que :

X
kep (X)) K (X)=[Plg, (X) i(X) i
i1

En appliquant , on en déduit donc que +p k estdans lI'image de .

5.4 Homologie de (BZ=p""

Dans cette section nous allons énoncer les résultats généraux connus suElhomologie de

BV, ou V est le p-groupe abélien élémentaire de rang, pourn 1. :

V=(Z=p ™
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On a alors I'équivalence d'homotopie suivante :
BV' (BZ=p ":

La proposition suivante permet de ramener |'étude de I'homologie dBBV a celle de l'espace
Bz=p"" :

Proposition 5.4.1. Soient X et Y deux espaces topologiques. Alors les espaces suivants sont
homotopiquement équivalents :

(X YY) X_ Y_ (X" Y):

Corollaire 5.4.2. Soit V = (Z=p) ". Alors on a la décomposition en somme directe suivante
dans la catégorie de€ E-comodules :
M n A
E BV . E BZ=p K
k=1

Rappelons la suite spectrale de Kiinneth. Rezk démontre I'existence de cette suite spectrale
dans [Rez98], dans le cas ok est un spectre en anneau commutatif muni d'une orientation
complexe Landweber exact.

Théoreme 5.4.3 (Suite spectrale de Kinneth, [Ada69]) Soient X;Y deux CW-complexes et
E un spectre en anneau commutatif véri ant la condition d'Adams. Il existe une suite spectrale
(E&t:dsy), pourr 2 telle que :

EZ =Tor5,(E X;E Y)=) Es¢ (XA Y):

Ce théoréme nous permet de calculer 'homologie d8Z=p)"" par récurrence sum. D'aprés
le corollaire[5.1.3,E BZ=padmet une résolution libre par desE E-comodules de longueud. La
suite spectrale de Kiinneth dégénére donc en suites exactes courtes.

Corollaire 5.4.4 (5.6 et 5.7 de [[JW85]) Soit X un CW-complexe. On a la suite exacte courte
de E E-comodules suivante, naturelle erX, ou le premier morphisme est le produit extérieur :

0—/E BZ=p ¢ E X —JE (BZ=p* X) —Tor £ (E Bz=p;E X) —/b:
Par conséquent, I'image du morphisme :
E( ~id):E (BZ=p~" X)! E (CP! ~X)

est Tor £ (E BZ=p;E X).

Démonstration : D'aprés (5.1.1), nous avons la suite co bre suivante :
Bz=p! CP' ! T,
On en déduit la suite co bre suivante :
BZ=p" X ! CPl A X1 T ™ X,
et la suite exacte longue deE E-comodules :

—IE (Bz=pr X) —JE (CP* ~ X)) —JE (Tp~ X)—
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PuisqueE CP! et E T, sont desE -modules libres, on a les isomorphismes :
E (CPt ~X)' ECP! [ EX;
E (Tp"X)"' ETp g EX:
La suite exacte longue s'identi e alors a :

—JE Bz=p"X)— JECP* _EX_“IET, cEX

On en déduit alors le résultat. O

Nous avons vu au corollair3 quE BZ=pest engendré comm& -module par les éléments
[i] homogénes de degréi 1, pouri 1.

Dé nition 5.4.5. Soitn 1. On noteJ " I'ensemble des-uplets d'entiers strictements positifs.

[1]=T[ii] in]2 (E BZ=p) "
et on appellera poids dé l'entier :
jlj=ip+ +in:
Lemme 5.4.6. La famille ([I]);2; » engendre(E BZ=p) " commeE -module.
Le produit extérieur nous donne le morphisme dd&= E-comodules suivant :
:(EBz=p "! E Bz=p" : (5.4.1)

Onnotera! , =[1:::;1]2 (E BZ=p) " et!I¢élément (!,)2 E,(BZ=p").

Dé nition 5.4.7. Soit1 i n. En agissant sur lei-eme facteur du produit tensoriel, le
morphisme de Smith algébrique dé nit un morphisme :

@: (E Bz=p "! 2(E BZ=p ":

Nous allons maintenant étudier plus particulierement le casE = BP. On peut trouver les
résultats suivants dans les articles [JW85] de Johnson et Wilson et [JWY94] de Johnson, Wilson
et Yan. A n d'alléger la notation, les produits tensoriels sur BP seront omis et nous adopterons
les notations suivantes :

M = BP CP! ;T = BP Tp;

N = BP BZ=p;
Z(n)= BP BzZ=p" pourn 1
On a alors les suites exactes courtes (cf. les corollaifes 5]1.7 et 54.4) :

0 M I NN 16;

0—INZ(n) —z(n+1) —Tor 87 (N;Z (n)) —bx

Conner et Floyd ont énoncé la conjecture suivante dans [CF64]. Elle a été démontrée par
Ravenel et Wilson dans [[RW80] puis, de facon plus concise par Mitchell dans _[Mit84]. Cette
conjecture joue un réle crucial dans toute la suite.
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Théoréme 5.4.8 (Conjecture de Conner-Floyd [CE64], Ravenel-Wilson [RW80], Mitchell [Mit84])
Soitn 1 un entier. Alors :

Ann(1 )= 2BP j ! 2=0 =1,
Cette conjecture a pour conséquences les deux résultats essentiels suivants :

Théoreme 5.4.9 (3.2, [JW8E]). Le produit tensoriel itéré N" admet une présentation de Land-
weber (cf. le théorém¢ 1.8.16) libre suBP =l , sur des classes représentées par les élémefits
pour | 2J ", C'est-a-dire que tout élémentz 2 N" s'écrit de maniére unique :

X
z= HE
123

ou | 2 BP est un polynébme en les indéterminés; pouri n et dont les coe cients sont des
entiers compris entreO etp 1

Corollaire 5.4.10 (3.3, [JW85]). Soitn 1. Le morphisme (cf. (6.4.1)) est injectif :
N1 Z(n):

Le théoréeme[5.4.p permet de démontrer le résultat suivant qui sera utile pour la suite. Il va
aussi nous permettre de calculet N ", localisé des comoduledl" par rapport aux théories de
torsions héréditairesTy, introduites a la section[3.2.

Proposition 5.4.11. Soient n letx; 2 N" pour1 i n. Supposons que pour tout
1 j n,

@x; = @xi:
Alors il existe x 2 N" tel que@x = x; pour tout 1 i n. De plus, six?vérie aussi cette

propriété, alors il existe 2 BP tel que :

Théoréeme 5.4.12. Soientk;i;n 0 trois entiers. On a les isomorphismes d8P BP-comodules
suivants :

8
_ < NP Si i=0 et k n 1
TeN™ ' ONT=(VE vl si izk+1 n et k n
) 0 sinon.
LiND NP=(vE;iivl) Si i=k n et k n
k 0 sinon.

Démonstration : Le calcul deL} N" découle directement de celui d@}N" et du corollaire[3.2.20.
Pour le calcul deTliN " nous allons faire une récurrence sut 0O et utiliser le corollaire (3.4.11.
Pour k = 0, commeN" est dep-torsion pour n 1, on peut appliquer le corollaire[3.2.2]L et
donc TUN™ =0 pouri 1etToN" = N". Dautre part, pour n = 0, en utilisant le corollaire
[3.2.20, on trouve bienT¢BP = BP =p' et T\BP =0 pouri 6 1.

Supposons le résultat vrai pourk. D'aprés le corollaire[3.4.1]L, on a la suite exacte longue de
BP BP-comodules :

I

g N —iN My L TIN — N —

k+1
Sik n 1,onadoncT),,N"=0 pouri 2eton ala suite exacte courte :

0—Mea N —INn —Jy SN —ITL N — b



5.4. Homologie de(BZ=p)"" 133

D'apres le théoreme[ 5.49, le morphismé&l™ ! v, I N" est injectif sik = n 1 et nul si
k<n 1. On en déduit alors queTi+1 N" = N" et TklﬂNn =0sik<n letqueT,N"=0
et TIN, = NM=yvi .

Sik n,ona donchi+1 N"=0 pouri 6 k+1 n;k+2 n eton a la suite exacte courte :

0— Il IND — N =(VE vl ) — g AN s vE ) — IR TN — b,

“aay

est injectif. Cela termine la récurrence et acheve la démonstration. O

Dans la suite exacte courte de Kiinneth, apparaissent des foncteuTxarE‘P N; ). Nous allons

donc étudier les comodules du typél'or?P (N;N ™). En utilisant le corollaire , on obtient la
suite exacte courte de comodules :
0—Tor ?P (N;NM) — Y TN N I+t — b (5.4.2)

Dé nition 5.4.13. Soitn 1 un entier. On notera M., = BP CP" 1: c'est le sous-comodule
deM engendré par les éléments; pour1 i<n.OnnoteraM | le comodule quotienM=M , .
On a alors la suite exacte courte d&8P BP-comodules suivante :

0—Mq, I M —6:

Cette suite exacte est scindée dans la catégorie d8B -modules etM |, est isomorphe au sous-
module deM engendré par les éléments; pouri n.

Nous allons avoir besoin du lemme technique suivant :

Lemme 5.4.14 (4.8, [JW8E]). Soientn letw 2 T tel que( N")(w !,)=0. Alors il
existey 2 M ,n tel que :
( N"(y 'n)=w !n

Théoréme 5.4.15. Soitn 1. Larestriction de ~ N" au sous-moduleM N dans la suite
exacte courte(5.4.7) induit la suite exacte courte deBP -modules :

0— M NP N N e gy

Démonstration : L'injectivité du morphisme N" restreinta M ,n N" découle directement de
la conjecture de Connor-Floyd5.4.8. En eet, six 2 M p,nN" est un élément non nul dans le
noyau, alors en utilisant le morphisme de Smith, on peut supposerque=y !, ayecy 2M .
D'aprés le théoréme de Connor-Fon8, on peut supposer qyes'écrity = T ou
les | 2 BP sont des polyndbmes ery; pourj n a coe cients compris entre O et p 1. On
remarque que ( ;) !, =0 pouri< p". Quitte a appliquer I'homomorphisme @p: , on peut
supposer quex = !, Alors :

X

( NMX)= ap j j !'n:

i1
Or, d'apres la proposition[1.8.18, si<p" 1,a 2 I, etan 1 Vq[lq]. D'aprés le théoreme
de Connor-Floyd[5.4.8, on en déduit que :

( NMX)=vya 1 !',60:
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