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Introduction 3IntroductionLa plupart des m�ethodes de calcul utilis�ees en m�ecanique des solides, pourr�esoudre des probl�emes non stationnaires sont bas�ees sur un d�ecouplage entre letemps et l'espace.Dans la majorit�e des logiciels existants, les calculs s'e�ectuent par une discr�etisa-tion de l'espace en utilisant des m�ethodes comme, par exemple, la M�ethode desEl�ements Finis et ensuite une discr�etisation dans le temps par di��erences �nies.On pourrait se demander : Que se passerait-il, si la discr�etisation en espace eten temps s'e�ectuait sans aucune s�eparation?De l�a, beaucoup de questions se posent, entre autres : Serait-il possible de gagneren temps de calculs et en pr�ecision?En r�esum�e, quel est l'int�erêt de cette m�ethode? La M�ethode des El�ements �nisEspace-Temps (STFEM), que nous pr�esenterons dans ce m�emoire se distinguedes autres m�ethodes du fait de la possibilit�e de non s�eparation des variables es-pace et temps.Dans les premiers articles parus tels que [51], un e�ort de g�en�eralisation dela m�ethode des �el�ements �nis sur le domaine espace-temps est r�ealis�ee, sans quel'on puisse parler r�eellement de STFEM.De nouvelles id�ees emmerg�erent en ce qui concerne l'int�egration en temps. Lesvariables temps et espace sont interpol�ees par des fonctions di��erentes et s�epar�ees,[51].La premi�ere approximation compl�etement et clairement espace-temps est r�ealis�eepour un exemple de vibrations structurelles par Kaczkowski et Langer, [42], [43].D�es lors, il est possible d'avoir des variables temps et espace interpol�ees par desfonctions d�ependantes �a la fois du temps et de l'espace. Ainsi nous pouvons parlerd'une m�ethode qu'on appellera la M�ethode des El�ements Finis Espace-Temps.La STFEM n'est pas une m�ethode tr�es r�epandue. Elle peut être consid�er�ee commeune extension de la m�ethode des �el�ements �nis classique. La STFEM est unem�ethode d'�el�ements �nis un peu particuli�ere, dans le sens o�u elle s'applique, �aun probl�eme aux limites issu d'un probl�eme d'�evolution.Actuellement, plusieurs approches existent, on peut citer, la m�ethode �a grandsincr�ements de temps, [18], [19], [23], [24], [40], [45], la m�ethode de (( GalerkinDiscontinue )) [30], [31], [38], [44], [47], [48], et la notre qu'on nommera (( m�ethodede Galerkin Semi-Discontinue )), [1], [2], [3], [4].



4 IntroductionDans la plupart des publications sur la m�ethode de (( Galerkin Discontinue )) [30],[38], [47], [48], [44], [31] et sur la m�ethode LATIN, [18], [19], [23], [24], [40], [45],les fonctions d'interpolation sont consid�er�ees comme �etant le produit de fonctionsd'espace et de temps.Nous verrons dans ce m�emoire qu'une attention particuli�ere sera port�ee �a la nons�eparation des variables. La raison de ce choix n'est pas motiv�ee par des questionsde pr�ecisions de r�esultats, mais plutôt par ce qui constitue le fond de notre �etude�a savoir le remaillage. Nous montrerons, en e�et, que ce type d'interpolation estadapt�e au remaillage. Le remaillage espace-temps est bas�e sur la construction demaillages espace-temps non structur�es (�g.1).
maillage structuré et régulier maillage non structuré

~x ~x~t~tFig. 1 { Exemple d'un maillage structur�e, r�egulier et d'un maillage non structur�eDans la plupart des articles �ecrits par C. Bajer et C. Bohatier, [9], [10], [11],[12], [13], [14], [17], il est utilis�e des maillages structur�es. Mais d�ej�a, une notionde remaillage espace-temps est propos�ee, [11]. Nous en pr�esenterons dans ce m�e-moire une g�en�eralisation.Ce remaillage sera appliqu�e �a di��erents probl�emes m�ecaniques et notammentde contact avec frottement. Lors de probl�emes de contact, il est n�ecessaire d'avoirun maillage �n autour de la zone de contact.Le plus souvent, cette zone de contact est �evolutive.Ainsi pour gagner du temps de calculs, il apparâ�t n�ecessaire de construire unmaillage �evolutif qui suivrait la zone de contact.Ce m�emoire se compose de quatre parties.Dans la premi�ere, nous faisons une pr�esentation g�en�erale de la m�ethode des �el�e-ments �nis espace-temps. Nous proposons deux formulations variationnelles, uneen vitesses et une en d�eplacements.Ensuite, nous illustrerons la formulation en vitesses, sur l'exemple d'un oscilla-teur simple et d'une barre en vibration.Nous expliquerons, pourquoi nous n'avons pas continu�e avec la formulation envitesses.Dans la troisi�eme partie, nous pr�esenterons la formulation en d�eplacements quiva permettre d'aller plus loin dans nos investigations.Nous validerons la m�ethode par l'exemple de l'oscillateur simple, le cas test de labarre fera l'objet d'une comparaison num�erique avec le logiciel de structures CAS-



Introduction 5TEM (version 99), du CEA (Commissariat �a l'Energie Atomique) et con�rmeranotre approche. Nous irons plus loin en traitant des probl�emes plus complexes,comme l'adaptation du maillage en dimension 1 et 2.Pour �nir, nous traiterons dans la derni�ere partie, des probl�emes non lin�eaires decontact avec frottement. Pour la r�esolution, nous proposerons une m�ethode detype Gauss Seidel non lin�eaire. Les r�esultats num�eriques seront pr�esent�es sur unexemple de chute libre d'un lopin sur un plan rigide, puis sur un impact entreune structure et un poin�con. Ces r�esultats seront compar�es �a ceux obtenus parle logiciel ANSYS et nous terminerons par un exemple de remaillage le long dela zone de contact.



6 Introduction



Pr�esentation g�en�erale de la m�ethode 7Chapitre 1Pr�esentation g�en�erale de la m�ethode1.1 Mod�elisation G�en�erale
~y~z~x @1
gd fdud@0

 dxds~nFig. 1.1 { Un exemple de domaine en 3D espaceDans ce chapitre, nous allons �ecrire les �equations du probl�emem�ecanique que nous souhai-tons traiter. Les hypoth�eses des petites perturbations (H.P.P) seront adopt�ees. On consid�ereun syst�eme m�ecanique occupant un domaine 
 de l'espace euclidien. Le syst�eme est soumis�a une densit�e d'e�orts volumiques fd impos�ees sur 
, une densit�e d'e�orts surfaciques gdimpos�ees sur @1
 et des d�eplacements impos�es ud sur @0
, (�g.1.1).Le probl�eme �a r�esoudre est le suivant :Trouver le d�eplacement u et le tenseur des contraintes de Cauchy � v�eri�ant :* l'�equation du mouvement :��u(x; t) � div(�(x; t)) � fd(x; t) = 0 8x 2 
; 8t 2 [0;+1[o�u � est la densit�e de masse:



8 1 { Pr�esentation g�en�erale de la m�ethode* les conditions aux limites en forces :�(x; t)n(x; t) = gd(x; t) 8x 2 @1
; 8t 2 [0;+1[* les conditions aux limites en d�eplacements :u(x; t) = ud(x; t) 8x 2 @0
; 8t 2 [0;+1[* les conditions initiales : u(x; 0) = u0(x) 8x 2 �
_u(x; 0) = v0(x) 8x 2 �
* la loi de comportement �elastique :�(x; t) = a"(x; t) 8x 2 
; 8t 2 [0;+1[Il s'agit d'un probl�eme d'�evolution.La formulation variationnelle primale associ�ee au probl�eme pr�ec�edent s'�ecrit :Trouver u 2 Uad tel que :Z
 ��uu� dx+ Z
 a"(u) : "(u�) dx = Z
 fdu� dx+ Z@1
 gdu� ds 8u� 2 Uad0 ; 8t 2 [0;+1[(1.1)o�u u� est le d�eplacement virtuel,Uad = 8<: u "assez r�egulier" tq: u(x; t) = ud(x; t); sur @0
� [0; T ];u(x; 0) = u0(x);_u(x; 0) = v0(x) 9=;est l'ensemble des d�eplacements v�eri�ant les conditions aux limites cin�ematiques et les condi-tions initiales, Uad0 = � u� tq: u�(x; 0) = 0; 8x 2 @0
_u�(x; 0) = 0 8x 2 @0
 �est l'ensemble du champ des d�eplacements virtuels v�eri�ant les conditions aux limites cin�e-matiques nulles et a est le tenseur de Hooke.



La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps (STFEM) 91.2 La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps(STFEM)1.2.1 IntroductionClassiquement, pour r�esoudre la formulation variationnelle pr�ec�edente (1.1), on utilisela s�eparation des variables espace et temps. En appliquant la m�ethode des �el�ements �nis(FEM), on est amen�e �a r�esoudre �a chaque instant t, le syst�eme di��erentiel suivant :M�u + C_u + Ku = F , o�u* M est la matrice de masse;* C est la matrice d'amortissement;* K est la matrice de rigidit�e;* F est le vecteur des forces ext�erieures;* u est le vecteur des d�eplacements.Cette �equation repr�esente un syst�eme di��erentiel d'ordre 2 que l'on peut r�esoudre num�erique-ment. En m�ecanique, se sont d�evelopp�ees certaines m�ethodes bien adapt�ees aux propri�et�esparticuli�eres qu'ont les matrices M et K. On parlera plutôt des m�ethodes d'int�egration directequi peuvent être soient implicites ou explicites. Ces m�ethodes r�esolvent l'�equation di��eren-tielle par incr�ementation dans le temps, on peut citer la m�ethode des di��erences �nies quiest la plus utilis�ee.Dans la suite, nous allons pr�esenter la STFEM. Dans cette partie, nous tâcherons d'expliquerle principe de la m�ethode.1.2.2 Principe de la STFEMDe nouvelles m�ethodes ont �et�e d�evelopp�ees pour traiter des probl�emes bien d�etermin�es.On peut dire que la STFEM en est une et aussi une extension de la m�ethode des �el�ements�nis classique (FEM).La STFEM est une m�ethode d'�el�ements �nis un peu particuli�ere, dans le sens o�u elle s'ap-plique, non pas �a un probl�eme aux limites, mais �a un probl�eme d'�evolution.Le domaine �a discr�etiser est non born�e D = 
 � [0;+1[.Le principe de notre approche est de passer d'un probl�eme d'�evolution �a un probl�eme auxlimites.Plusieurs approches existent, on peut citer, la m�ethode �a grands incr�ement de temps, [18],[19], [23], [24], [40], [45], la m�ethode de (( Galerkin Discontinue )), [30], [31], [38], [44], [47],[48], et la notre qu'on nommera m�ethode de (( Galerkin Semi-Discontinue )), [1], [2], [3], [4].Pour toutes ces m�ethodes, le point de d�epart est une formulation variationnelle dont le do-maine d'int�egration est 
� [0; T ].Elle s'�ecrit :



10 1 { Pr�esentation g�en�erale de la m�ethodeTrouver u 2 Uad tel que :Z T0 Z
 ��uu�dxdt + Z T0 Z
 a"(u) : "(u�)dxdt =Z T0 Z
 fdu�dxdt + Z T0 Z@1
 gdu�dsdt 8u�(x; t) 2 Uad0 (1.2)o�u Uad = 8<: u "assez r�egulier" tq: u(x; t) = ud(x; t); sur @0
� [0; T ];u(x; 0) = u0(x);_u(x; 0) = v0(x) 9=;est l'ensemble des d�eplacements v�eri�ant les conditions aux limites cin�ematiques et les condi-tions initiales, Uad0 = fu� tq: u�(x; t) = 0 8x 2 @0
� [0; T ]gest l'ensemble des d�eplacements virtuels v�eri�ant les conditions aux limites cin�ematiquesnulles.M�ethode �a Grands Incr�ements de Temps (LATIN) :La m�ethode LATIN a �et�e d�evelopp�ee par P. Ladev�eze [45] en petites perturbations etg�en�eralis�ee aux grandes d�eformations avec des probl�emes d'endommagement et de contactavec frottement par P. Bussy [19]. Elle est bas�ee sur un algorithme it�eratif qui donne, �achaque it�eration, une approximation de la solution sur tout l'intervalle de temps, [23], [40].Cette m�ethode s�epare les di�cult�es, les non lin�earit�es sont trait�ees de fa�con locale en espacetandis que les probl�emes globaux restent lin�eaires. Elle utilise deux ensembles,Ad et �, pourd�e�nir un processus it�eratif construisant une suite de couples appartenant successivement �aces deux ensembles, qui convergent vers la solution du probl�eme.O�u Ad est l'ensemble des couples S = ("; �) d�e�nies sur 
 � [0; T ] v�eri�ant les conditionscin�ematiques et les �equations du mouvement et � est l'ensemble des couples Ŝ = ("̂; �̂) d�e�-nies sur 
� [0; T ] v�eri�ant les lois de comportement.La m�ethode est divis�ee en deux �etapes, les �etapes locales d�eterminant des contraintes etdes d�eformations v�eri�ant la loi de comportement et les �etapes globales fournissant une ap-proximation admissible de la solution en contrainte et en d�eplacement sur tout l'intervalled'�etude. Une des principales particularit�es de la m�ethode LATIN est la s�eparation des va-riables espace et temps. Les inconnues du probl�eme s'�ecrivent de la mani�ere suivante :les variables cin�ematiques :



La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps (STFEM) 11_un+1(x; t) � _un(x; t) = pnXi=1 gi(t)wi(x);_"n+1(x; t) � _"n(x; t) = pnXi=1 gi(t)�i(x)les variables duales : _�n+1(x; t) � _�n(x; t) = pnXi=1 vi(t)�i(x);_�n+1(x; t) � _�n(x; t) = pnXi=1 hi(t)�i(x)o�u � = ��u, gi, hi sont des fonctions d�e�nies sur [0; T ] et wi, �i, �i, �i sont des variablesqui d�ependent seulement des variables espaces repr�esent�ees par x et pn est un param�etre dela m�ethode.En r�esum�e, cette m�ethode d�ebouche sur l'utilisation de la FEM et des r�esolutions de pro-bl�emes non lin�eaires en utilisant des m�ethodes de type Newton ou Newton modi��e. Il fautdire qu'elle est bien adapt�ee au calcul d'erreur [24].M�ethode de Galerkin Discontinue :Comme pour la m�ethode �a grands incr�ements de temps, le domaine d'int�egration est lemême �a savoir 
� [0; T ].D�ecomposons ]0; T [ en N intervalles de temps In = ]tn; tn+1[ avec n repr�esentant le num�erodu pas de temps courant.Le principe de la m�ethode est d�etaill�ee dans [44]. Cette approche est bas�ee sur la prise encompte des discontinu��t�es des variables. Les discontinu��t�es peuvent être d'origine physiqueou de discr�etisation. Leur prise en compte est assur�ee par l'ajout de multiplicateurs deLagrange dans la formulation variationnelle. Pour ne pas alourdir les notations, nous �ecrironsles formulations variationnelles, en introduisant seulement les discontinu��t�es dans le temps.Dans les articles [31], [32], toutes les discontinu��t�es sont prises en compte.La formulation variationnelle s'�ecrit :Trouver le d�eplacement u tel que pour tout d�eplacement virtuel w admissible :B(w; u)n = L(w)n n = 1; 2; :::; N (1.3)o�u B(w; u)n = ZIn _w:(M �u+Ku)dt+ _w+n :M _u+n�1 + wn�1+:Ku+n�1 (1.4)



12 1 { Pr�esentation g�en�erale de la m�ethodeL(w)n = ZIn _w:Fdt+ _w+1 :M _u�n�1 + w0+:Ku�n�1 (1.5)L(w)1 = ZI1 _w:Fdt+ _w+n :Mv0 + wn�1+:Ku0 (1.6)et u+n = u(t+n ) = lim�!0 u(tn + �) et u�n = u(t�n ) = lim�!0u(tn � �)_u+n = _u(t+n ) = lim�!0 _u(tn + �) et _u�n = _u(t�n ) = lim�!0 _u(tn � �)Les matricesM et K ainsi que le vecteur F ont �et�e d�e�nis dans l'introduction de cette partie.Les deux derniers termes des �equations (1.4), (1.5) et (1.6) imposent les conditions initialespour chaque intervalle de temps. En introduisant, les fonctions d'interpolation dans l'�equa-tion (1.3), cela conduit �a un syst�eme d'�equations de la forme suivante :KGq = fG (1.7)o�u KG et fG sont respectivement la matrice relative aux termes de masse et de rigidit�e et levecteur relatif aux e�orts et q le vecteur d�eplacement �a un temps donn�e.Une variante de cette approche est d�evelopp�ee dans les articles de Hughes [31], [32], elleest nomm�ee m�ethode (( Galerkin/least square )).Des termes (( least-squares )) aussi connus sous le nom de termes de (( Petrov-Galerkin )) sontajout�es �a l'�equation (1.3) et donnent l'�equation (1.8),B(w; u)n + ZIn [ _w:(M �w + Kw):�M�1(M �u + Ku)]dt =L(w)n + ZIn [ _w:(M �w + Kw):�M�1F ]dt n = 1; 2; :::; N (1.8)o�u � est un param�etre ayant la même dimension que le temps.Ces termes de Petrov-Galerkin stabilisent les r�esultats num�eriques sans pour cela d�egraderla pr�ecision de la m�ethode. Le syst�eme r�esultant s'�ecrit de la mani�ere suivante :KGLq = fGLo�u KGL et fGL sont respectivement la matrice relative aux termes de masse et de rigidit�e etle vecteur relatif aux e�orts.On peut constater qu'�a la convergence, les termes ajout�es sont nuls. L'id�ee est d'intro-duire une g�en�eralisation de ces termes dus aux discontinu��t�es.Les fonctions d'interpolation peuvent être en th�eorie des polynômes de degr�e quelconque. En



La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps (STFEM) 13pratique (voir [44], [47], [48]), ces polynômes sont de degr�e deux et des produits de fonctionsdu temps et d'espace.Ces approches sont le plus souvent, utilis�ees en dynamique pour limiter les vibrations. Enfait, l'ajout de ces termes de discontinu��t�es jouent le rôle d'amortissement num�erique et sontessentiellement utilis�es pour ces propri�et�es l�a.Remarque : les matrices KG et KGL sont pleines et non-sym�etriques.M�ethode de Galerkin Semi-Discontinue (STFEM) :Notre approche se distingue de la pr�ec�edente par le fait que, nous tenons compte seule-ment des discontinu��t�es aux instants initial et �nal (avec les mêmes notations qu'au para-graphe pr�ec�edent) :_u(x; 0+) = lim�!0 _u(t0 + �) = v+0 et _u(x; 0�) = lim�!0 _u(t0 � �) = v�0 ;_u(x; T+) = lim�!0 _u(tN + �) = v+T et _u(x; T�) = lim�!0 _u(tN � �) = v�T :o�u v+0 , v�0 sont les vitesses �a l'instant t = 0 dues �a la discontinu��t�e �eventuelle de vitesseset v+T , v�T sont les vitesses �a l'instant t = T dues �a la discontinu��t�e �eventuelle de vitesses.Cependant, elle constitue une nouveaut�e par le fait que nous portons l'accent sur la nons�eparation des variables espace et temps.La raison pour laquelle, nous nous int�eressons �a ce type d'interpolation est que les �el�ements�nis espace-temps associ�es sont adapt�es au remaillage. C'est ce que nous montrerons par lasuite.La formulation variationnelle associ�ee �a notre approche peut s'�ecrire de deux mani�eresdi��erentes. On peut choisir de privil�egier la variable d�eplacement ou la variable vitesse.1.2.3 Formulation en vitessesFormulation variationnelleDans ce paragraphe, nous allons transformer la formulation variationnelle pour faire ap-parâ�tre la vitesse comme unique inconnue. Nous pr�esentons cette formulation en premier,car c'est celle que nous avons utilis�e au d�ebut de notre �etude.L'id�ee �etait de se baser sur les travaux r�ealis�es par C. Bajer et C. Bohatier dans [9], [10],[11], [12], [13], [14], [17].Soit 
� ]0; T [, un domaine espace-temps (�g.1.2).Le probl�eme aux limites �a r�esoudre associ�e est le suivant :
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 fdfdgdgd udud~t ~x~yFig. 1.2 { Exemple d'un domaine espace-temps en 2DTrouver le d�eplacement u et le tenseur des contraintes de Cauchy � tels que :8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�equation du mouvement :��u(x; t) � div(�(x; t)) � fd(x; t) = 0 presque partout (p:p:) 8(x; t) 2 
� ]0; T [conditions aux limites :�(x; t)n(x; t) = gd(x; t) 8(x; t) 2 @1
� [0; T ]conditions aux limites en d�eplacements :u(x; t) = ud(x; t) 8(x; t) 2 @0
� [0; T ]conditions aux limites en vitesses :_u(x; t) = vd(x; t) 8(x; t) 2 @0
� [0; T ]conditions initiales en d�eplacements :u(x; t) = u0(x; 0) 8(x; t) 2 
� f0gconditions initiales en vitesses :_u(x; 0+) = v+0 et _u(x; 0�) = v�0 8(x; t) 2 
� f0gconditions �nales en vitesses :_u(x; T+) = v+T et _u(x; T�) = v�T 8(x; t) 2 
� fTgloi de comportement :�(x; t) = a"(x; t) 8(x; t) 2 
� ]0; T [ (1.9)La formulation variationnelle associ�e au probl�eme pr�ec�edent peut s'�ecrire de la sorte :Trouver v 2 V ad tel que :Z T0 Z
 � _vv�dxdt + Z T0 Z
 a"(u) : "(v�)dxdt = Z T0 Z
 fdv�dxdt+Z T0 Z@1
 gdv�dsdt + Z
 �T (x)v�(x; T )dx + Z
 �0(x)v�(x; 0)dx 8v� 2 V ad0 (1.10)



La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps (STFEM) 15o�u , v� est la vitesse virtuelle,V ad = 8>>>><>>>>: v "assez r�egulier" tq: u(x; t) = ud(x; t); sur @0
� [0; T ];v(x; 0+) = v+0 ;v(x; 0�) = v�0 ;v(x; T+) = v+T ;v(x; T�) = v�T 9>>>>=>>>>;est l'ensemble des vitesses v�eri�ant les conditions aux limites cin�ematiques et les conditionsinitiales et �nales, V ad0 = fv� tq: v�(x; t) = 0 8(x; t) 2 @0
� [0; T ]gest l'ensemble du champ de vitesses virtuelles v�eri�ant les conditions aux limites cin�ema-tiques nulles, �0 et �T sont des multiplicateurs de Lagrange associ�es aux discontinu��t�es devitesses aux instants initial et �nal.Pour faire apparâ�tre la vitesse dans la deuxi�eme int�egrale de l'�equation pr�ec�edente, onremplace "(u) par son expression qui est :"(u) = "(u0) + "(Z tt0 v d� );alors avec t0 = 0,Z T0 Z
 a"(u) : "(v�)dxdt = Z T0 Z
 a"(u0) : "(v�)dxdt + Z T0 Z
 a"(Z t0 v d� ) : "(v�)dxdt(1.11)A partir des relations (1.10) et (1.11), la formulation variationnelle du probl�eme �a r�e-soudre s'�ecrit de la mani�ere suivante :Trouver v 2 V ad tel que :Z T0 Z
 � _vv�dxdt + Z T0 Z
 a"(Z t0 v d� ) : "(v�)dxdt =�Z T0 Z
 a"(u0) : "(v�)dxdt + Z T0 Z
 fdv�dxdt +Z T0 Z@1
 gdv�dsdt + Z
 �T (x)v�(x; T )dx + Z
 �0(x)v�(x; 0)dx 8 v� 2 V ad0 (1.12)Interpolation des grandeurs cin�ematiquesDans cette approche, l'interpolation espace-temps est faite en utilisant les polynômes deLagrange et les �el�ements �nis sont isoparam�etriques.



16 1 { Pr�esentation g�en�erale de la m�ethodev(x; t) = [Ne]fVeg = � [N e1 ] : : : [N ene] �8><>: V e1...V ene 9>=>;= 24 N e1 0 0 : : : : : : : : : N ene 0 00 N e1 0 : : : : : : : : : 0 N ene 00 0 N e1 : : : : : : : : : 0 0 N ene 358>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:
ue1ve1we1.........uenevenewene

9>>>>>>>>>>>>>>=>>>>>>>>>>>>>>;o�u ne est le nombre total de n�uds de l'�el�ement Ee, uei , vei , wei les vitesses nodales, N eiet V ei sont respectivement les fonctions d'interpolation et le vecteur des vitesses nodales dun�ud i.Alors que [Ne] et fVeg sont respectivement la matrice des fonctions d'interpolation et levecteur des vitesses nodales sur l'�el�ement Ee.Dans la suite, de mani�ere �a all�eger les notations nous noterons,v(x; t) = NeVe:Pour le d�eplacement et l'acc�el�eration, on a respectivement;u(x; t) = u(x; t0) + Z tt0 v(x; � ) d� = u(x; t0) + fZ tt0 Ne(x; � ) d�gVeet 
(x; t) = _v(x; t) = �u(x; t) = @Ne@t (x; t)Ve:Nous pr�ecisons que @Ne@t et R tt0 Ne(x; � ) d� sont respectivement les matrices des d�eriv�eespremi�eres et des primitives des fonctions d'interpolation sur l'�el�ement Ee.Le tenseur des d�eformations "(R t0 v d� ) v�eri�e sur chaque �el�ement"(Z t0 v d� ) = [Z t0 Be(x; � ) d� ]Ve;Be est la matrice, classiquement appel�ee (( d�eriv�ee des fonctions de bases )) par rapport auxvariables d'espace. Notons B0e(x; t) = Z t0 Be(x; � ) d�:



La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps (STFEM) 17En ce qui concerne l'interpolation des vitesses virtuelles, nous nous laissons la possibilit�ede ne pas utiliser la même interpolation que les vitesses r�eelles. Notons V �e le vecteur desvitesses virtuelles nodales sur l'�el�ement Ee, ainsi,v�(x; t) = NeV �e :Le tenseur gradient sym�etrique des vitesses virtuelles "(v�(x; t)) est interpol�e de la mani�eresuivante "(v�(x; t)) = BeV �eo�u Be est la d�eriv�ee de la matrice des fonctions de bases Ne par rapport aux variables d'es-pace.Di��erentes fonctions d'interpolation seront test�ees au chapitre suivant.Di��erents types d'�el�ements �nis espace-temps :Deux types d'�el�ements �nis sont utilis�es, les multiplex et les simplex (�g.1.3).Les multiplex sont des �el�ements dont les fonctions d'interpolation sont le produit d'une fonc-tion d'espace par une fonction du temps. Les simplex sont des �el�ements dont les fonctionsd'interpolation sont lin�eaires en temps et espace.Dans la STFEM, les fonctions d'interpolation sont appliqu�ees aux domaines spatial et tem-porel, ainsi, pour des structures de dimension n (avec n = 1; 2; 3), les �el�ements espace-tempssont de dimension n+ 1.Calcul des matrices �el�ementaires et du second membreLes matrices �el�ementairesMe relative aux forces d'inertie etKe relative aux forces internessont d�e�nies ainsi :Z ZEe � _vv�dxdt = (V �e )T �Z ZEe � (Ne)T @Ne@t dxdt�Ve = (V �e )T MeVe (1.13)Z ZEe a"(Z t0 v d� ) : "(v�)dxdt = (V �e )T �Z ZEe (Be)T aB0edxdt�Ve = (V �e )T KeVe (1.14)Les vecteurs �el�ementaires F ed et Ged relatifs aux forces externes sont d�e�nis par :Z ZEe fdv�dxdt = (V �e )T �Z ZEe(Ne)Tfddxdt� = (V �e )T F ed (1.15)Z ZEeT(@1
�[0;T ]) gdv�dsdt = (V �e )T �Z ZEeT(@1
�[0;T ])(Ne)T gddsdt� = (V �e )T Ged (1.16)
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Fig. 1.3 { Exemples d'�el�ements �nis espace-temps



La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps (STFEM) 19D'autre part, les quantit�es suivantes relatives aux d�eformations initiales sont connues etfont partie du second membre.Z ZEe a"(u0) : "(v�)dxdt = Z ZEe a"0 : "(v�)dxdt = (V �e )T �Z ZEe(Be)Ta"0dxdt� = (V �e )T EedLe vecteur �el�ementaire �e relatif aux discontinu��t�es aux instant initial et �nal est d�e�niainsi : ZEe �Tv�T (x; T )dx + ZEe �0v�0(x; 0)dx = (V �e )T �eLa discr�etisation du probl�eme conduit au syst�eme lin�eaire suivant :(M + K)V = F � E + � () TV = F � E + �o�u M est la matrice assembl�ee des matrices �el�ementaires espace-temps Me, K est la ma-trice assembl�ee des matrices �el�ementaires espace-temps Ke, F est le vecteur nodal assembl�eespace-temps des vecteurs nodaux �el�ementaires F ed + Ged, E est le vecteur nodal assembl�eespace-temps des vecteurs nodaux �el�ementaires Eed , � est le vecteur nodal assembl�e espace-temps des vecteurs nodaux �el�ementaires des �e et V est le vecteur nodal des vitesses.Cette approche demande le calcul de R t0 v d� qui est un terme techniquement di�cile �acalculer, d'autant plus di�cile lorsque l'on augmente la dimension de l'espace et lorsque l'ona un maillage espace-temps non structur�e. Cette di�cult�e, nous a conduit �a proposer uneautre approche. Cependant, des r�esultats num�eriques obtenus avec la formulation en vitessesseront pr�esent�es au chapitre suivant.1.2.4 Formulation en d�eplacementsFormulation variationnelleLe premier terme de la formulation variationnelle (1.2) est int�egr�e par parties et �a causedes discontinu��t�es initiale et �nale, on obtient :�Z T0 Z
 �uu�dxdt = ��Z T0 Z
 _u _u�dxdt�Z
 �[ _u(x; 0+)� _u(x; 0�)]u�(x; 0)dx � Z
 �[ _u(x; T+)� _u(x; T�)]u�(x; T )dx (1.17)On note �0(x) = �( _u(x; 0+)� _u(x; 0�)) et �T (x) = �( _u(x; T+)� _u(x; T�)) les quantit�esduales dues aux sauts de vitesses.Ainsi la formulation variationnelle en d�eplacements s'�ecrit :Trouver u 2 Uad tel que :



20 1 { Pr�esentation g�en�erale de la m�ethode�Z T0 Z
 � _u _u� dx dt + Z T0 Z
 a"(u) : "(u�) dx dt = Z T0 Z
 fdu� dx dt+Z T0 Z@1
 gdu� ds dt + Z
 �Tu�(x; T ) dx + Z
 �0u�(x; 0) dx 8u� 2 Uad0 (1.18)o�u , u� est le d�eplacement virtuel,Uad = 8>>>>>><>>>>>>: u tq: u(x; t) = ud(x; t); sur @0
� [0; T ];u(0) = u0;_u(x; 0+) = v+0 ;_u(x; 0�) = v�0 ;_u(x; T+) = v+T ;_u(x; T�) = v�T 9>>>>>>=>>>>>>;est l'ensemble des d�eplacements v�eri�ant les conditions aux limites cin�ematiques et les condi-tions initiales et �nales,Uad0 = fu� tq: u�(x; t) = 0 sur @0
 � [0; T ]gest l'ensemble des d�eplacements virtuels v�eri�ant les conditions aux limites cin�ematiquesnulles.Interpolation des grandeurs cin�ematiquesLes d�eplacements sont interpol�es de la même mani�ere que pour les vitessesu(x; t) = Ne(x; t)Uesur chaque �el�ement �ni Ee. Le tenseur des d�eformations est interpol�e comme suit :"(u(x; t)) = BeUe = � Be1 : : : Ben �8><>: U e1...U en 9>=>;La même interpolation est utilis�ee pour les d�eplacements virtuels u�.en cons�equence;* u�(x; t) = NeU�e sur Ee,* _u�(x; t) = @Ne@t U�e sur Ee,* "(u�(x; t)) = BeU�e sur Ee.o�u U�e est le vecteur des d�eplacements virtuels sur l'�el�ement Ee,



La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps (STFEM) 21Calcul des matrices �el�ementaires et du second membreLa matrice �el�ementaireMe relative aux forces d'inertie et Ke relative aux forces internessont d�e�nies ainsi :�Z ZEe � _u _u�dxdt = (U�e )T "�Z ZEe ��@Ne@t �T @Ne@t dxdt#Ue = (U�e )T MeUeZ ZEe a"(u) : "(u�)dxdt = (U�e )T �Z ZEe (Be)T aBedxdt�Ue = (U�e )T KeUeLes vecteurs �el�ementaires F ed et Ged relatifs aux forces externes sont d�e�nis par :Z ZEe fdu�dxdt = (U�e )T �Z ZEe(Ne)Tfddxdt� = (U�e )T F edZ ZEe\(@1
�[0;T ]) gdu�dsdt = (U�e )T �Z ZEe\(@1
�[0;T ])(Ne)Tgddsdt� = (U�e )T Gedet �e est le vecteur �el�ementaire d�e�ni de la sorte :ZEe �0(x)u�(x; 0)dx + ZEe �T (x)u�(x; T )dx = (U�e )T �eLa discr�etisation du probl�eme conduit au syst�eme lin�eaire suivant :(M + K)U = F + � () TU = F + �o�u M est la matrice assembl�ee des matrices �el�ementairesMe relatives aux termes d'inertie,K est la matrice assembl�ee des matrices �el�ementaires Ke relatives aux e�orts int�erieurs, Fest le vecteur nodal assembl�e des vecteurs nodaux �el�ementaires F ed + Ged relatifs aux e�ortext�erieurs, � est le vecteur nodal contenant les sauts de vitesses aux instants initial et �nal(vecteur assembl�e des vecteurs �el�ementaires �e) et U est le vecteur nodal des d�eplacements.Nous remarquons que les matrices M et K sont sym�etriques.Si le maillage est strati��e dans le temps c'est-�a-dire que le maillage est construit parcouches de n�uds successives dans le temps tel que le maillage de type �g.1.4, �g.1.5 ou�g.1.6, et si la num�erotation des n�uds est faite de telle fa�con que les n�uds de mêmes coor-donn�ees temporelles aient des num�eros proches les uns des autres, alors le syst�eme pr�ec�edentdevient :
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6 7 83 421~t ~x
t4t3t2t1t0 2e couche temporelle1e couche temporelleFig. 1.4 { Exemple d'un maillage espace-temps �a base de triangles sur plusieurs couchestemporelles



La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps (STFEM) 23TU = 0BBBBBBBBBBB@ T11 T12 0 0 : : : : : :T21 T22 T23 0 : : : : : :0 T32 T33 T34 : : : : : :... . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . .... : : : : : : Tn�1;n�2 Tn�1;n�1 Tn�1;n... : : : : : : 0 Tn;n�1 Tn;n 1CCCCCCCCCCCA0BBBBBBBBBB@ U0U1U2.........Un 1CCCCCCCCCCA =0BBBBBBBBBB@ F0 + �0F1F2.........Fn + �T 1CCCCCCCCCCA (1.19)o�u Ui est le vecteur d�eplacement assembl�e des n�uds qui ont les mêmes coordonn�eestemporelles c'est-�a-dire le vecteur nodal des d�eplacements �a l'instant ti, n est le nombre depas de temps.Si �a t = ti, le maillage espace comprend k n�uds, num�erot�es de p �a p + k, alors Ui s'�ecrirade la sorte : Ui = 0BBBBBBBBBBBBBB@ upvpwp.........up+kvp+kwp+k
1CCCCCCCCCCCCCCALes variables ui,vi et wi repr�esentent les degr�es de libert�e (d.d.l.) du d�eplacement associ�esau n�ud i.Grâce �a ce type de num�erotation, nous constatons que la matrice totale T est une matricebande. 1 2 3 4 5 67 8 9 10 11 12~x~tFig. 1.5 { Exemple d'un maillage espace-temps �a base de triangles



24 1 { Pr�esentation g�en�erale de la m�ethode1 2 3 4 5 67 8 9 10 11 12~x~tFig. 1.6 { Exemple d'un maillage espace-temps �a base de quadrilat�eresSch�ema de r�esolutionLes matrices Tij sont de dimension 3ni � 3nj , o�u nk est le nombre de n�uds espace autemps tk.Il est important de noter que la matrice totale T n'est jamais assembl�ee, seules les matricesTij le sont.Connaissant �0, la premi�ere �equation, T11U0+T12U1 = F0+�0 permet d'obtenir le d�eplace-ment nodal U1 �a l'instant t = t1.La seconde �equation donne U2, le d�eplacement nodal �a l'instant t = t2 et ainsi de suite, nousobtenons tous les d�eplacements nodaux Ui aux instants t = ti. La derni�ere �equation permetde trouver l'inconnue �T .Nous verrons que dans le cas de remaillage par ajout de n�uds dans l'espace ou le cas demaillages non strati��es, le sch�ema de r�esolution doit être quelque peu modi��e.



Formulation en vitesses 25Chapitre 2Formulation en vitesses2.1 IntroductionDans le chapitre pr�ec�edent, nous avons pr�esent�e une formulation en vitesses de la m�e-thode.Elle a d�ej�a �et�e utilis�ee par Bajer, Bohatier et Bonthoux dans leurs travaux, [11], [12], [14],[9], [13], [10], [17], et appliqu�ee �a des cas de visco-�elasticit�e en dynamique avec les hypoth�esesH.P.P. et en grandes d�eformations.L'objectif de ce chapitre est de tester l'in
uence du choix des fonctions virtuelles sur la pr�e-cision des r�esultats num�eriques.Pour mettre en �evidence la m�ethode et tester son e�cacit�e, le premier test propos�e est l'�etudede l'�evolution d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e inspir�e des travaux r�ealis�es par Bohatier,[17].Ensuite, nous traiterons un exemple en dimension (spatiale) 1, inspir�e des travaux r�ealis�espar Bajer, Bohatier et Bonthoux, [11], [12], [14], [9], [13], [10], qui donnera les bases de lag�en�eralisation de l'algorithme propos�e �a des probl�emes de dimension (spatiale) 2 et 3.
m

k ~xFig. 2.1 { syst�eme masse ressort



26 2 { Formulation en vitesses2.2 Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e2.2.1 IntroductionNous consid�erons un syst�eme oscillant masse-ressort �a un degr�e de libert�e (�g.2.1).Le probl�eme d'�evolution sera consid�er�e comme une suite d'�equilibres relatifs d'oscillationslibres.De plus avec un syst�eme �a un degr�e de libert�e, le probl�eme se r�eduit �a un probl�eme �a unevariable scalaire d'espace sur un intervalle de temps donn�e, dont on connait la solutionanalytique.2.2.2 Formulation du probl�eme et r�esolution analytiqueEnonc�e du probl�eme:On cherche �a d�ecrire le comportement d'un oscillateur �el�ementaire apr�es un lâcher initial,sans fournir ult�erieurement d'�energie par une force ext�erieure.On suppose que le point mat�eriel de masse m peut se d�eplacer sans frottement selon l'axechoisi, que la pesanteur est n�eglig�ee et que l'amortissement est nul.Ce lâcher est d�e�ni, �a l'instant t = 0, par une �elongation initiale u0 = u(0). La mod�elisationdes oscillations libres d'un point mat�eriel se pr�esente sous la forme g�en�erale de l'�equationdi��erentielle suivante : m�u + ku = 0; (2.1)Avec u le d�eplacement absolu, _u et �u la vitesse et l'acc�el�eration correspondantes et k, lecoe�cient de proportionnalit�e que l'on appelle souvent rigidit�e ou raideur du ressort.Les conditions initiales sont : � u(t0) = u0_u(t0) = v0 (2.2)Le probl�eme d'�evolution associ�e s'�ecrit alors ainsi :8<: m�u + ku = 0 8 t 2 ]0;+1[;u(t0) = u0;_u(t0) = v0En supposant que la solution est su�samment r�eguli�ere et en tenant compte des relationspr�ec�edentes (2:1) et (2:2), nous en d�eduissons la solution analytique suivante :



Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e 27u(t) = u0cos !t + v0! sin!t (2.3)o�u ! =q km est la pulsation propre du syst�eme.De l'�equation pr�ec�edente, on en d�eduit la vitesse _u que l'on notera v :v(t) = �u0!sin !t + v0cos!t: (2.4)De plus, on remarque que v est la solution de l'�equation suivante:m _v + ku = 0; (2.5)Avec t>t0, on obtient : u(t) = u0 + Z tt0 v(� ) d�: (2.6)2.2.3 Discr�etisation du probl�emeLa r�esolution du probl�eme test propos�e ici est r�eduite �a l'�etude d'une seule variableespace qui est le d�eplacement du point mat�eriel de masse m.A partir d'une interpolation en temps de la vitesse, nous allons pouvoir comparer la solutionde la m�ethode espace-temps �a la solution analytique.A chaque pas de temps, le d�eplacement initial et la vitesse initiale sont connus, il reste alors�a calculer le d�eplacement �nal et la vitesse �nale.Discr�etisation de l'�equation du mouvementA partir du probl�eme d'�evolution, le probl�eme aux limites qui lui est associ�e s'�enoncede la sorte : 8>>><>>>: mdvdt + ku = 0 presque partout (p:p:) 8 t 2 ]0; T [u(0) = u0;v(0+) = v+0 et v(0�) = v�0 ;v(T+) = v+T et v(T�) = v�T : (2.7)La formulation variationnelle associ�ee au probl�eme aux limites s'�ecrit :



28 2 { Formulation en vitessesTrouver la vitesse v(t) 2 V ad sur l'intervalle de temps [0; T ] v�eri�ant le syst�eme ci-dessous : Z T0 (mdvdt + k Z t0 v d� ):v� dt = �Tv�T + �0v�0 8 v� 2 V ad0 (2.8)o�u V ad est l'ensemble des vitesses et V ad0 est l'ensemble des vitesses virtuelles.Ecrire l'�equation (2.8), revient �a �ecrire celle ci-dessous :Z T0 (dvdt + !2 Z t0 v d� ):v� dt = �Tm v�T + �0mv�0 8 v� 2 V ad0 (2.9)Nous allons, tout d'abord, analyser l'e�et du choix du champ des vitesses virtuelles sur lesr�esultats a�n de trouver le type de champs de vitesses le plus appropri�e pour la formulation.Pour pouvoir comparer nos r�esultats aux r�esultats analytiques, nous avons pris �0 = 0 et�T = 0.Interpolation des grandeurs cin�ematiquesLa vitesse sera d�e�nie par l'interpolation lin�eaire suivante :8 t 2 [t0; t1]; v(t) = v0(1� � ) + v1� (2.10)avec � = t� t0h et h = t1 � t0Le d�eplacement est calcul�e de la mani�ere suivante :u(t) = u0 + Z tt0 v(t) dt (2.11)D'apr�es les deux relations ci-dessus (2:10) et (2:11), on obtient :u(t) = u0 + Z �0 fv0(1� � ) + v1�gh d�= u0 + v0h2 (2� � )� + v1h2 � 2Et de plus, apr�es d�erivation de la relation (2.10), on a :dvdt = v1 � v0h



Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e 29Di��erents types de champs de vitesses virtuelles envisag�esOn note � u1 = u(h) et u0 = u(0);v1 = v(h) et v0 = v(0):* �equilibre global:Nous entendons par �equilibre global, le fait que la vitesse virtuelle est consid�er�ee commeune constante (�egale �a 1) durant le pas de temps et nulle aux instants initial et �nal,(�g.2.2).De ces hypoth�eses, on en d�eduit de la formulation pr�ec�edente sur l'intervalle de temps[t0; t1] = [0; h] que :
0

t

1 hv�
Fig. 2.2 { Trac�e de la fonction virtuelle� u1 = u0(1 � 12!2h2 + 112!4h4) + v0(h � 14!2h3) + �(h4);v1 = v0(1 � 12!2h2 + 112!4h4) � u0(!2h � 16!4h3) + �(h4): (2.12)* �equilibre au milieu du pas de temps:

0
t

1

v� hh=2Fig. 2.3 { Trac�e de la fonction virtuelleDans ce cas, la vitesse virtuelle v� est localis�ee au milieu du pas de temps soit �a h2(cette vitesse est repr�esent�ee par une distribution localis�ee au milieu du pas de temps),(�g.2.3), nous obtenons alors pour le d�eplacement :



30 2 { Formulation en vitessesu(h2 ) = u0 + v0h2 (2� � ) + v1h2 � 2or � = t� t0h comme t0 = 0 et t = h2 alors � = 12par cons�equent : u(h2) = u0 + h8 (3v0 + v1): (2.13)Et pour la vitesse, l'expression suivante :v1 = v0(1 � 12!2h2 + 116!4h4) � u0(!2h � 18!4h3) + �(h4): (2.14)* fonction test de type "chapeau":Dans ce cas, nous avons pris la vitesse virtuelle, (�g.2.4), (satisfaisant la relation (2.9))de la fa�con suivante :
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t

1

v� h=2 hFig. 2.4 { Trac�e de la fonction virtuellev� = 264 2 th sur ]0; h2 [2(1 � th) sur ]h2 ; h[On obtient :� u1 = u0(1 � 12!2h2 + 796!4h4) + v0(h � 14!2h3) + �(h4);v1 = v0(1 � 12!2h2 + 796!4h4) � u0(!2h � 748!4h3) + �(h4): (2.15)* fonction test non nulle �a t = h et telle que v� = th sur [0; h] : .



Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e 31
0

t

1

v� hFig. 2.5 { Trac�e de la fonction virtuelleDans ce dernier cas �etudi�e, la vitesse virtuelle, (�g.2.5), satisfaisant la relation (2.9)est d�e�nie de la fa�con suivante :v� = th sur ]0; h[ = ]t0; t1[d'apr�es la relation (2.9), on en d�eduit la vitesse et le d�eplacement, �a l'instant t = t1 dupoint mat�eriel de la fa�con suivante :� u1 = u0(1 � 12!2h2 + 18!4h4) + v0(h � 13!2h3) + �(h4);v1 = v0(1 � 23!2h2 + 16!4h4) � u0(!2h � 14!4h3) + �(h4): (2.16)Comparaisons et pr�ecisions des r�esultats selon le champ de vitesses choisiA�n de trouver quel est le meilleur choix en ce qui concerne le champ de vitesses virtuelles,nous e�ectuons une �evaluation de l'erreur num�erique par rapport �a la solution analytique,en analysant l'in
uence du d�eplacement initial u0 avec une vitesse initiale v0 = 0 ainsi quecelle de la vitesse initiale v0 avec un d�eplacement initial u0 = 0.On pose !2 = 1.* Tests avec v0 = 0:1 et u0 = 0Nous consid�erons les 4 algorithmes vus pr�ec�edemment et nous rassemblons les r�esultatsnum�eriques sur le sch�ema �g.2.6.Parmi ces 4 algorithmes, celui �a �equilibre �a mi-pas de temps donne de meilleurs r�esul-tats.* Tests avec v0 = 0 et u0 = 0:1Les r�esultats num�eriques sont rassembl�es dans la �gure 2.7. De ces 4 algorithmes illus-tr�es dans la �gure 2.7, celui �a �equilibre global donne de meilleurs r�esultats.Sur l'ensemble des 2 �gures 2.6 et 2.7, l'algorithme associ�e �a la fonction "chapeau" est



32 2 { Formulation en vitesses
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Fig. 2.6 { Di��erence entre les vitesses des r�esultats num�eriques et de la solution analytiqueen fonction de l'incr�ement de temps h pour les diverses m�ethodes vues avec u0 = 0 etv0 = 0:1.
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Fig. 2.7 { Di��erence entre les vitesses des r�esultats num�eriques et de la solution analytiqueen fonction de l'incr�ement de temps pour les diverses m�ethodes vues avec v0 = 0 et u0 = 0:1



Cas en dimension 1 33le meilleur.Nous pouvons dire que lorsque la vitesse virtuelle est nulle au voisinage des bornes, lesr�esultats sont meilleurs.2.2.4 ConclusionDans le cas du syst�eme �a un degr�e de libert�e, nous avons utilis�e di��erents types defonctions tests. Nous avons aussi remarqu�e que celles qui donnaient de meilleurs r�esultatssont celles qui sont nulles aux bords.Par cons�equent, dans le cadre des fonctions d'interpolation lin�eaires pour les �el�ements detype triangulaire d'une barre, les vitesses virtuelles peuvent être choisies et modi��ees d'unemani�ere analogue aux proc�ed�es utilis�es pour l'oscillateur simple.2.3 Cas en dimension 12.3.1 IntroductionNous allons appliquer le même proc�ed�e que dans le cas d'un syst�eme �a un degr�e delibert�e.Dans le probl�eme test qui va suivre, nous traiterons les vibrations axiales d'une barre encas-tr�ee soumise �a une exitation en son extr�emit�e libre.Cette excitation provoque une onde qui se propage le long de la barre.Le but est de calculer ces vibrations par l'interm�ediaire de la STFEM et ensuite comparerces r�esultats �a ceux obtenus par d'autres m�ethodes.2.3.2 Formulation du probl�eme v05 4 3 2 1Fig. 2.8 { Barre encastr�ee et soumise �a une impulsion en son extr�emit�e libreEnonc�e du probl�eme :Nous consid�erons une barre �elastique homog�ene de longueur L, d'axe (O,x) soumise �aune excitation �a une de ses extr�emit�es par l'interm�ediaire d'une vitesse impos�ee �a l'instantinitial t = t0 = 0 pour perturber son �etat d'�equilibre.On suppose, dans notre cas, que les vitesses et les e�orts transversaux (comme la force depesanteur) ainsi que tous e�orts ext�erieurs sont n�eglig�es. Par cons�equent la seule composante



34 2 { Formulation en vitessesde la vitesse qui est non nulle, c'est son abscisse. Dans ces conditions, la relation fondamentalede la dynamique (en H.P.P) se traduit par :@N@x = �@v@to�u N repr�esente l'e�ort normal r�eparti dans la section de la barre.Et �a partir de la loi de Hooke E" = NS = �, on obtient :@N@x = ES@2u@x2L'�equation du mouvement s'�ecrit alors�@v@t � ES@2u@x2 = 0:D'apr�es les hypoth�eses �emises pr�ec�edemment les conditions initiales sont :u(L; 0) = u0 et v(L; 0) = @u@t (L; 0) = v0En supposant que l'autre extr�emit�e est encastr�ee, les conditions aux limites sont :u(0; t) = 0 et @u@t (0; t) = 0Les di��erentes caract�eriques de cette barre sont son module de Young E, sa densit�e li-n�e��que de masse � et l'aire de sa section S.En tenant compte des �eventuelles discontinu��t�es aux instants initial et �nal, le probl�emeest :Trouver la vitesse v(x; t), solution de :8>>>>>>><>>>>>>>: @v@t � c2@2u@x2 = 0 p:p: 8(x; t) 2 ]0; L[� ]0; T [ o�u c =sES�u(0; t) = 0 et _u(0; t) = 0u(L; 0) = u0;v(x; 0+) = v+0 et v(x; 0�) = v�0 8x 2 ]0; L]v(x; T+) = v+T et v(x; T�) = v�T 8x 2 ]0; L] (2.17)Remarque :pES=� est appel�e (( c�el�erit�e )) des ondes se propageant par la barre.La formulation variationnelle associ�ee au probl�eme aux limites se d�ecrit ainsi :Trouver v 2 V ad tel que :Z T0 Z L0 @v@t v�dxdt � c2 Z T0 Z L0 @2u@x2v�dxdt = Z L0 �T (x)� v�(x; T ) dx + Z L0 �0(x)� v�(x; 0) dx 8v� 2 V ad0(2.18)



Cas en dimension 1 35Dans la deuxi�eme int�egrale, on proc�ede �a une int�egration par parties.Quand v est su�samment r�egulier, nous obtenons la relation ci-dessous :Z T0 Z L0 @2u@x2v� dxdt = �Z T0 Z L0 @u@x @v�@x dxdt + Z T0 �@u@xv��L0 dt:Soit,Z T0 Z L0 @2u@x2v� dxdt = �Z T0 Z L0 @u@x @v�@x dxdt + Z T0 �@u@x(L; t)v�(L; t)� @u@x(0; t)v�(0; t)� dt:Puisque v� 2 V ad0 , on obtient :Z T0 Z L0 @2u@x2v� dxdt = �Z T0 Z L0 @u@x @v�@x dxdtd'o�u la formulation suivante :Z T0 Z L0 @v@t v� dxdt + c2 Z T0 Z L0 @u@x @v�@x dxdt= Z L0 �T (x)� v�(x; T ) dx + Z L0 �0(x)� v�(x; 0) dx 8v� 2 V ad0 : (2.19)Comme u(x; t) = u(x; 0) + Z t0 v(x; � ) d�alors,Z T0 Z L0 @v@t v� dxdt + c2 Z T0 Z L0 @u@x(x; 0)@v�@x dxdt +c2 Z T0 Z L0 @@x �Z t0 v(x; � ) d�� @v�@x dxdt = Z L0 �T� v�(x; T ) dx + Z L0 �0� v�(x; 0) dx 8v� 2 V ad0Z T0 Z L0 @v@t v� dxdt+ c2 Z T0 Z L0 "0@v�@x dxdt + c2 Z T0 Z L0 � @@x Z t0 v(x; � ) d�� @v�@x dxdt= Z L0 �T (x)� v�(x; T ) dx+ Z L0 �0(x)� v�(x; 0) dx 8v� 2 V ad0 (2.20)o�u "0 = "(x; 0) est la d�eformation initiale.La relation (2.20) repr�esente la formulation variationnelle associ�ee au probl�eme �a r�esoudre(2.17).



36 2 { Formulation en vitesses2.3.3 Interpolation et discr�etisationInterpolationComme dans le chapitre pr�ec�edent, sur un �el�ement Ee, l'interpolation de la vitesse estdonn�ee par la relation suivante : v(x; t) = Ne(x; t)Ve.o�u Ne est la matrice des fonctions d'interpolation et Ve le vecteur des vitesses nodales.v(x; t) = neXi=1 Ni(x; t)vi o�u ne est le nombre de n�uds par �el�ement:Par cons�equent,@v@t (x; t) = neXi=1 @Ni@t (x; t)vi et @v@x(x; t) = neXi=1 @Ni@x (x; t)vi:Discr�etisation du probl�emeL'interpolation espace-temps est faite en utilisant les polynômes de Lagrange. Les �el�e-ments �nis sont choisis isoparam�etriques.On rappelle que ce n'est pas la même interpolation qui est utilis�ee pour les vitesses virtuellesv�. V �e est appel�e le vecteur des vitesses virtuelles.Soient,Z T0 Z L0 @v@t v� dxdt = (V �e )T �Z ZEe(Ne)T @Ne@t dxdt� Ve = (V �e )T MeVeZ T0 Z L0 c2 � @@x Z t0 v(x; t) dt� @v�@x dxdt = (V �e )T "c2 Z ZEe �@Ne@x �T � @@x Z t0 Ne d�� dxdt#Ve= (V �e )T KeVeZ T0 Z L0 "0@v�@x dxdt = (V �e )T "Z ZEe �@Ne@x �T "0 dxdt# = (V �e )T EeZ L0 �T� v�(x; T ) dx + Z L0 �0� v�(x; 0) dx = (V �e )T ZEe �(Ne(x; T ))T �T� + (Ne(x; 0))T �0� � dx = (V �e )T �eLa discr�etisation du probl�eme conduit au syst�eme lin�eaire suivant :(M +K)V = E + �



Cas en dimension 1 37Nous remarquons que les matrices M et K ne sont pas sym�etriques.Pour un maillage strati��e (de type �g.2.9, �g.2.10 ou �g.2.14), si la num�erotation des n�udsest faite de telle fa�con que les n�uds qui ont les mêmes coordonn�ees temporelles aient lesnum�eros les plus proches les uns des autres, alors le syst�eme pr�ec�edent devient sur la premi�erecouche temporelle :(M +K)V = TV = � A BC D �� V0V1 � = � E0 + �0E1 + �1 � (2.21)o�u Vi est le vecteur vitesse assembl�e des n�uds qui ont les mêmes coordonn�ees tempo-relles, par exemple si le maillage espace comprend k n�uds, avec les n�uds num�erot�es de 1jusqu'au n�ud k alors V0 s'�ecrit de la sorte :V0 = 0BBB@ v1v2...vk 1CCCALa variable vi est la vitesse du n�ud i. En utilisant ce type de num�erotation, les matricesA, B, C et D sont bandes.Comme le cas de l'oscillateur simple, l'interpolation des vitesses choisie est lin�eaire surchaque �el�ement et l'acc�el�eration est alors constante.Maillage en simplexPour comprendre le processus, nous allons illustrer l'algorithme par un exemple d�etaill�esur un mailllage simple constitu�e de 2 �el�ements espace-temps (�g.2.9).~x~t 1 243t0t1 A BFig. 2.9 { barre maill�ee avec deux simplexSur cette exemple, nous commen�cons par d�ecrire, les fonctions d'interpolation sur l'�el�e-ment A : NA(x; t) = [N1(x; t); N2(x; t); N3(x; t)] = �1 � th; xL; th � xL� (2.22)



38 2 { Formulation en vitesseso�u h est le pas de temps.A partir de ces fonctions d'interpolation, on d�ecrit le champ des vitesses qui est :v(x; t) = NAVA = [N1; N2; N3]24 v1v4v3 35Le champ des vitesses virtuelles est donn�e par :v�(x; t) = NAV �Av�(x; t) = [0; N2; N3]24 v�1v�4v�3 35o�u NA et NA sont les matrices des fonctions d'interpolation r�eelles et virtuelles sur l'�el�e-ment A et VA et V �A sont les vecteurs vitesses nodales r�eelles et virtuelles sur l'�el�ement A.On pose :MA = Z L0 Z hhxL (NA)T @NA@t dxdt = Z L0 Z hhxL 24 0xLth � xL 35 ��1h; 0; 1h� dxdt = L6 24 0 0 0�1 0 1�1 0 1 35 ;KA = c2 Z L0 Z hhxL �@NA@x �T @@x �Z t0 NA dt� dxdt = c2 Z L0 Z hhxL 24 01L� 1L 35 �0; tL ;� tL� dxdt= c2h23L 24 0 0 00 1 �10 �1 1 35 ;EA = � c2 Z L0 Z hhxL �@NA@x �T "0 dxdt = � c2 Z L0 Z hhxL 24 01L� 1L 35 "0 dxdt = �c2h2 "0 24 01�1 35 :o�u MA, KA et EA sont respectivement les matrices relatives aux termes d'inertie et auxe�orts int�erieurs et le vecteur des ((d�eformations initiales)) sur l'�el�ement A.Les fonctions d'interpolation r�eelles et virtuelles sur l'�el�ement B sont :NB(x; t) = [N1(x; t); N2(x; t); N3(x; t)] = �1 � xL; xL � th; th� (2.23)



Cas en dimension 1 39et NB(x; t) = [0; 0; N3(x; t)] = �0; 0; th� (2.24)Ainsi, on note :MB = Z L0 Z hxL0 (NB)T @NB@t dxdt = Z L0 Z hxL0 24 00th 35 �0;�1h; 1h� dxdt;KB = c2 Z L0 Z hxL0 �@NB@x �T @@x �Z t0 NB dt� dxdt = c2 Z L0 Z hxL0 24 000 35 �� tL; tL; 0� dxdt;EB = � c2 Z L0 Z hxL0 �@NB@x �T "0 dxdt = � c2 Z L0 Z hxL0 24 000 35 "0 dxdt: (2.25)Soit MB = L6 24 0 0 00 0 00 �1 1 35 ; KB = 24 0 0 00 0 00 0 0 35 et EB = 24 000 35 ; (2.26)o�u MB, KB et EB sont respectivement les matrices relatives aux termes d'inertie et auxe�orts int�erieurs et le vecteur relatif aux d�eformations initiales sur l'�el�ement B.Apr�es assemblage, nous obtenons :MV +KV = E () L6 2664 0 0 0 00 0 0 0�1 0 1 0�1 �1 1 1 3775V + c2h2L 2664 0 0 0 00 0 0 00 0 13 �130 0 �13 13 3775 V = c2hL2 "02664 00�11 3775() TV = E () 2664 0 0 0 00 0 0 0�L6 0 L6 + c2h23L � c2h23L�L6 �L6 L6 � c2h23L L6 + c2h23L 3775 V = c2h2 "02664 00�11 3775 :Notons Ac1 et Bc1 les deux sous-matrices :



40 2 { Formulation en vitessesAc1 = � �L6 0�L6 �L6 � et Bc1 = � L6 + c2h23L � c2h23LL6 � c2h23L L6 + c2h23L � :D'o�u le nouveau syst�eme :� 0 0Ac1 Bc1 �� V0V1 � = � 0E1 � :En supposant que la d�eformation initiale est nulle, la deuxi�eme �equation devient :Ac1V0 +Bc1V1 = 0:Cette �equation donne V1, la vitesse nodale �a l'instant t1 constitu�ee des vitesses nodalesv3 et v4.Pour trouver les autres vitesses nodales aux instants suivants, on applique l'algorithme ci-dessous: � Ac1V0 +Bc1V1 = 0AciVi�1 +BciVi = Ei (2.27)o�u Ei est calcul�e �a la �n du pas i� 1. En pratique, la matrice totale n'est jamais assembl�ee,seulement les matrices Aci et Bci le sont.~x~t 1 243t0t1 A BFig. 2.10 { barre maill�ee avec deux simplexDans le cas, o�u le maillage est choisi comme dans la �gure 2.10, on obtient les deuxsous-matrices non nulles qui suivent :Ac1 = � �L6 �L60 �L6 � et Bc1 = � L6 + c2h23L L6 � c2h23L� h23L L6 + c2h23L � :Pour avoir une id�ee du pro�l des matrices dans le cas de plus de n�uds, on suppose quele maillage espace contient 12 n�uds. Avec un maillage du type �g.2.9, on constate que lamatrice Ac1 est triangulaire inf�erieure �g.2.12 et la matrices Bc1 est tri-diagonale �g.2.11.Et avec un maillage du type �g.2.10, on constate que la matriceAc1 est triangulaire sup�erieure�g.2.13 et la matrice Bc1 est tri-diagonale �g.2.11.Il faut donc une r�esolution lin�eaire pour r�esoudre le syst�eme (2.27).



Cas en dimension 1 41
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Fig. 2.11 { pro�l de la matrice Bc1 quelque soit le type du maillage
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Fig. 2.12 { pro�l de la matrice Ac1 �a partir d'un maillage du type de la �gure (2.9)
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Fig. 2.13 { pro�l de la matrice Ac1 �a partir d'un maillage du type de la �gure (2.10)



42 2 { Formulation en vitessesMaillage en multiplexDans ce paragraphe, nous allons traiter le même exemple cette fois-ci avec des multiplex(�g.2.14). ~x~t 1 243t0t1Fig. 2.14 { barre maill�ee avec un multiplexOn utilise une barre avec les mêmes caract�eristiques, un pas de temps h et une longueur,L. Dans ce cas, le maillage est constitu�e d'un seul �el�ement rectangulaire. Les fonctionsd'interpolation associ�ees �a cet �el�ement sont d�e�nies par :N(x; t) = [N1(x; t); N2(x; t); N3(x; t); N4(x; t)] (2.28)= �(1� th)(1� xL); (1� th)xL; th(1 � xL); th xL� : (2.29)A partir de ces fonctions d'interpolation, on d�ecrit le champ de vitesses qui est :v(x; t) = NV = [N1; N2; N3; N4]2664 v1v2v4v3 3775Le champ de vitesses virtuelles est donn�e par :v�(x; t) = NV �v�(x; t) = [0; 0; N3; N4]2664 v�1v�2v�4v�3 3775 :On pose :M = Z L0 Z h0 (N )T @N@t dxdt = 1h Z L0 Z h0 2664 00(1 � xL) thxL th 3775h�(1� xL);�xL; 1 � xL; xLi dxdt;



Cas en dimension 1 43K = c2 Z L0 Z h0 �@N@x �T @@x �Z t0 N dt� dxdt= c2L2 Z L0 Z h0 2664 00� thth 3775 ��t(1� t2h); t(1� t2h);� t22h; t22h� dxdt;E = � c2 Z L0 Z h0 �@N@x �T "0 dxdt = �c2L Z L0 Z h0 2664 00� thth 3775 "0 dxdt:Soit, M = L6 2664 0 0 0 00 0 0 0�1 �12 1 12�12 �1 12 1 3775K = c2h28L 2664 0 0 0 00 0 0 053 �53 1 �1�53 53 �1 1 3775E = �c2h2 "0 2664 00�11 3775Par cons�equent, pour le vecteur vitesse nodale V = (v1; v2; v3; v4) et apr�es assemblage,on a : � 0 0Ac1 Bc1 �� V0V1 � = � 0E1 � :o�u Ac1 = � �L6 + 524 c2h2L � L12 � 524 c2h2L� L12 � 524 c2h2L �L6 + 524 c2h2L � et Bc1 = � L6 + c2h28L L12 � c2h28LL12 � c2h28L L6 + c2h28L �On aboutit au même algorithme, �a savoir :



44 2 { Formulation en vitesses� Ac1V0 +Bc1V1 = 0AciVi�1 +BciVi = Ei (2.30)On peut constater que dans ce cas, les matrices Ac1 et Bc1 sont sym�etriques.Si le maillage espace contient 12 n�uds, les matrices Ac1 et Bc1 restent sym�etriques et sonten plus tri-diagonales �g.2.15.
121110987654
321 1 2 3 4 5 6 7 1211108 9

Fig. 2.15 { pro�l des matrices Ac1 et Bc12.3.4 R�esultats Num�eriquesDans la suite du chapitre, nous e�ectuerons tous nos calculs sur des maillages r�eguliersen simplex et en multiplex.Pour faciliter les calculs, nous posons c2 = 1. Cette �evaluation est faite avec une longueurL = 1m. La vitesse initiale v0 et le pas de temps h varierons �a notre convenance, pour d�eceler�a partir de quelle valeur ou pour quelles valeurs les r�esultats s'am�eliorent ou sont su�sants.Les �gures 2.16a, 2.16b, 2.17, 2.18 et 2.19 montrent les r�esultats obtenus en faisant variercertains param�etres, la �nesse du maillage, la vitesse initiale ainsi que le pas de temps. Lesd�eplacements sont observ�es au bout libre de la barre et sur une p�eriode.On d�e�nit les simplex2.9 comme �etant du même type que ceux de la �gure 2.9 et lessimplex2.10 comme �etant du même type que ceux sur la �gure 2.10.Dans les �gures 2.16a et 2.16b, nous avons rassembl�e les r�esultats num�eriques concernant lesd�eplacements et les vitesses du point extr�emit�e de la barre pour un maillage grossier de deux�el�ements espace. Dans les �gures 2.16a, 2.17, 2.18, 2.19, nous avons rassembl�e les r�esultatsnum�eriques concernant les d�eplacements du point extr�emit�e de la barre pour des maillagesde plus en plus �n et pour des pas de temps di��erents. Les multiplex, les simplex et CAS-TEM donnent des r�esultats comparables. L'amplitude des vibrations entre le d�eplacementissu d'un maillage �a base de multiplex, d'un maillage �a base de simplex2.10 et d'un maillage



Cas en dimension 1 45�a base de simplex2.9 est dû probablement au type de discr�etisation choisi.
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Formulation en d�eplacements 47Chapitre 3Formulation en d�eplacements3.1 IntroductionDans le chapitre pr�ec�edent nous avons signal�e les limites de la formulation en vitesses.Nous avons constat�e que le syst�eme lin�eaire obtenu en utilisant la formulation en vitesses n'apas de propri�et�es int�eressantes. De plus le calcul du d�eplacement conduit �a des probl�emestechniques pour des maillages non r�eguliers dans un espace de dimension de plus en plusgrande.En cons�equence, nous allons nous pencher sur la formulation en d�eplacements.Nous allons reprendre les mêmes tests vus dans le chapitre pr�ec�edent c'est-�a-dire les testssur l'oscillateur et la barre. Des exemples de remaillages espace et temps sont pr�esent�es surdes probl�emes en 1D espace. Une g�en�eralisation de la m�ethode est propos�ee aux cas 2D et3D espace.3.2 Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e3.2.1 IntroductionL'int�erêt de ce test (�g.2.1) est de pouvoir comparer nos r�esultats �a la solutionanalytique et �a ceux obtenus par di��erences �nies.Probl�eme aux limitesRappelons que le probl�eme d'�evolution s'�ecrit :8<: m�u + ku = 0 8 t 2 ]0;+1[;u(t0) = u0;_u(t0) = v0



48 3 { Formulation en d�eplacementsA partir du probl�eme d'�evolution, le probl�eme aux limites qui lui est associ�e s'�enonce dela sorte : 8>><>>: m�u + ku dt = 0 p:p: 8 t 2 ]0; T [u(0) = u0;v(0+) = v+0 et v(0�) = v�0 ;v(T+) = v+T et v(T�) = v�T : (3.1)Probl�eme variationnel associ�eLa formulation variationnelle associ�ee au probl�eme aux limites pr�ec�edent s'�ecrit :Trouver les d�eplacements u(t) 2 Uad sur l'intervalle de temps [0; T ] v�eri�ant l'�equationci-dessous : Z t1t0 (�m _u _u� + kuu�) dt = m�Tu�T + m�0u�0 8u� 2 Uad0 (3.2)o�u Uad est l'ensemble des d�eplacements v�eri�ant les conditions aux limites cin�ema-tiques, les conditions initiales et �nales, u� est le champ de d�eplacements virtuels et Uad0 estl'ensemble du champ de d�eplacements virtuels et �T = v+T � v�T et �0 = v+0 � v�0 sont lessauts de vitesses respectivement aux instants t = 0 et t = T .Dans la formulation variationnelle, nous avons pris en compte les discontinu��t�es de par lestermes �T et �0.Ecrire l'�equation (3.2), c'est �ecrire aussi :Z t1t0 (� _u: _u� + !2u:u�) dt = �Tu�T + �0u�0 8u� 2 Uad0 (3.3)3.2.2 Discr�etisation du probl�emeInterpolationu1 u2 u1 u211 2 1 2�el�ement r�eel Eet1 t2� t�1 6 � 6 1 t1 6 t 6 t2�1�el�ement de r�ef�erence ErFig. 3.1 { D�e�nition des �el�ements de r�ef�erence et r�eel



Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e 49Ni Ni�1 10 N21N1El�ement de r�ef�erence ti ti+1N2N11 El�ement r�eelFig. 3.2 { Repr�esentation des fonctions d'interpolation lin�eaires de r�ef�erence et r�eellesComme dans le chapitre pr�ec�edent, nous choisissons une interpolation lin�eaire pour lechamp des d�eplacements. Sur l'�el�ement de r�ef�erence, le d�eplacement est donn�e par :u(�) = Nr(�)Ur = �12(1� �); 12(1 + �)�Uro�u Nr et Ur sont respectivement la matrice des fonctions d'interpolation et le vecteur desd�eplacements nodaux sur l'�el�ement de r�ef�erence.Sur l'�el�ement r�eel, le d�eplacement a la forme suivante :u(t) = Ne(t)Ue = �t2 � tt21 ; t� t1t21 �Ueo�u t21 = t2 � t1.Remarque : les fontions u et @u@t sont continues sur l'�el�ement mais seule u est continuesur la fronti�ere de l'�el�ement.Comme dans le premier chapitre, sur un �el�ement Ee, l'interpolation du champ de d�epla-cements est donn�ee par la relation suivante : u(t) = Ne(t)Ue.u(t) = neXi=1 Ni(t)ui o�u ne est le nombre de n�uds par �el�ement:Par cons�equent, la d�eriv�ee premi�ere du d�eplacement par rapport �a la variable temps estexprim�ee par la relation suivante :v = _u = @u@t (t) = neXi=1 @Ni@t (t)ui:



50 3 { Formulation en d�eplacements
t@u@t

u1 u3u2 t1 2 3E2 u3�u2t3�t2u2�u1t2�t1discontinu��t�e de

u

@u@t
t1 t2 t3E1

Fig. 3.3 { Allure des fonctions u et de sa d�eriv�ee par rapport au tempsDe plus, si Ni est deux fois d�erivable, l'acc�el�eration �u a pour expression :�u(t) = @2u@t2 (t) = neXi=1 @2Ni@t2 (t)ui:Remarque : Le d�eplacement est donc suppos�e être lin�eaire sur chaque �el�ement alors lavitesse est constante et l'acc�el�eration est nulle sauf sur les fronti�eres de l'�el�ement.De plus, le champ des d�eplacements virtuels u� est choisi de telle fa�con que leurs fonctionsd'interpolation soient �egales �a ceux du champ de d�eplacements r�eels.L'interpolation du champ des d�eplacements virtuels est donn�ee par la relation suivante :u�(t) = Ne(t)U�e () u�(t) = neXi=1 Ni(t)u�i :Discr�etisationLes matrices �el�ementaires ainsi que le second membre �el�ementaire sont obtenus de lamani�ere suivante :



Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e 51�Z T0 _u _u�dt = (U�e )T "�ZEe �@Ne@t �T @Ne@t dt#Ue = (U�e )T MeUeZ T0 !2uu�dt = (U�e )T h!2 (Ne)T Ne dtiUe = (U�e )T KeUe�0u�(0) + �Tu�(T ) = (U�e )T h(Ne(0))T �0 + (Ne(T ))T �Ti = (U�e )T �eLa discr�etisation du probl�eme conduit au syst�eme matriciel suivant :(M + K)U = � (3.4)Avec ce type d'interpolation et un maillage r�egulier, les matrices et seconds membres�el�ementaires s'�ecrivent :Ke = � !2h3 !2h6!2h6 !2h3 � et Me = � � 1h 1h1h � 1h � 8 l'�el�ement Ee:�1 = � �00 � ; �T = � 0�T � et �e = � 00 � 8 l'�el�ement Ee avec e 6= 1 et e 6= n:Apr�es assemblage sur un exemple de n �el�ements �nis espace-temps (temps), le syst�emelin�eaire devient : 0BBBBBBBBBBB@ a b 0 0 : : : : : :b 2a b 0 : : : : : :0 b 2a b : : : : : :... . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . .... : : : : : : b 2a b... : : : : : : 0 b a 1CCCCCCCCCCCA0BBBBBBBBBB@ u0u1u2.........un 1CCCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBBB@ �000.........�T 1CCCCCCCCCCA (3.5)



52 3 { Formulation en d�eplacementsO�u a = � 1h + !2h3 , b = 1h + !2h6 , h est la longueur de chaque �el�ement du maillageespace-temps et n est le nombre de pas de temps ce qui est �egale au nombre d'�el�ementsespace-temps. Notons que dans cet exemple, un �el�ement espace-temps est seulement un�el�ement �a une dimension, la dimension temps. La premi�ere �equation du syst�eme lin�eairepr�ec�edent a seulement une inconnue u1 qui peut être calcul�ee.La seconde �equation donne u2 et ainsi de suite. Finalement, l'inconnue �T est calcul�ee �apartir de la derni�ere �equation.Il faut noter que cette matrice totale n'est jamais assembl�ee. Seules les termes a et b sontcalcul�es.Remarque :Pour faire un parall�ele avec la m�ethode FEM classique, consid�erons une barre compos�ee den �el�ements (�g.3.4).La solution du probl�eme est donn�ee par la r�esolution d'un syst�eme tri-diagonale de la formede l'�equation (3.6) : ~F ~xu1 u2u0 u3 u4 un�1 unun�2Fig. 3.4 { Sch�ema d'une barre compos�ee de n �el�ementsnESL 0BBBBBBBBB@ 1 �1 0 0 : : : : : :�1 2 �1 0 : : : : : :... . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . .... : : : : : : �1 2 �1... : : : : : : 0 �1 1 1CCCCCCCCCA0BBBBBBBB@ u0u1.........un 1CCCCCCCCA =0BBBBBBBBB@ �0............F 1CCCCCCCCCA (3.6)Contrairement, �a notre probl�eme espace-temps, ici �0 est une inconnue, c'est la force der�eaction du support. Ce sont les n derni�eres �equations qui donnent le d�eplacement des n�udsu1,..., un et c'est la premi�ere �equation qui donne �0.3.2.3 Di��erents sch�emas de r�esolution utilis�esDans cette partie, nous pr�esentons di��erents sch�emas de r�esolution a�n de comparerles r�esultats num�eriques.La simulation num�erique des probl�emes dynamiques est trait�ee classiquement par des m�e-thodes d'int�egration directe explicites ou implicites comme la m�ethode de Houbolt, les m�e-thodes d'Euler (Implicite, Explicite,...), les m�ethodes de type Newmark (Acc�el�eration li-n�eaire, di��erences �nies centrales,...) etc...



Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e 53Avec un choix aussi vaste, nous avons opt�e pour trois m�ethodes, celle d'Euler Implicite, cellede l'acc�el�eration lin�eaire ainsi que celle des di��erences �nies centrales.Le premier et le second sch�emas sont implicites alors que le troisi�eme est explicite. De plus,il s'agit d'un probl�eme du second ordre de propagation d'onde �a un degr�e de libert�e, dontnous connaissons la solution analytique.Les r�esultats obtenus par ces di��erentes m�ethodes sont compar�es �a ceux obtenus par la m�e-thode STFEM. Pour pouvoir comparer tous ces r�esultats �a la solution analytique, nous avonspris �0 = 0.G�en�eralit�es sur les m�ethodes explicites et implicites :Ce type de m�ethodes est g�en�eralement utilis�e pour la r�esolution d'�equations di��erentielles.Tout d'abord l'intervalle de temps est d�ecompos�e en un nombre �ni de pas de temps. Lavaleur des variables cin�ematiques (d�eplacement, vitesse et acc�el�eration), sont des inconnueset cherch�ees �a chaque pas de temps.Des hypoth�eses sont e�ectu�ees sur les variations de vitesses et/ou d'acc�el�erations �a chaquepas de temps et l'expression des di��erentes variations conduisent aux diverses m�ethodes (ex-plicites ou implicites).Rappelons qu'une m�ethode est dite explicite lorsque le d�eplacement est calcul�e �a partir desvariables cin�ematiques au pas de temps pr�ec�edent.Alors qu'une m�ethode est dite implicite lorsque le calcul du d�eplacement fait appel �a desvariables �a l'instant t et �a l'instant pr�ec�edent.Les m�ethodes explicites ont l'inconv�enient de n�ecessiter un pas de temps inf�erieur �a un pascritique �a cause d'apparition d'instabilit�es, par contre les m�ethodes implicites acceptent destemps de calcul plus grands.La solution exacte :Si les conditions initiales sont : � u(t0) = u0_u(t0) = 0o�u t0 = 0, l'instant initial, la solution exacte du probl�eme aux limites pr�ec�edent (3.1) est :u(t) = u0cos(!t) (3.7)Le sch�ema d'Euler Implicite :Cette m�ethode consiste �a construire la solution du probl�eme (le d�eplacement) �a l'instantt + �t �a partir des expressions approch�ees et connues du d�eplacement u(t), de la vitesse_u(t) et de l'acc�el�eration �u(t). Pour cela, on utilise les formules suivantes :



54 3 { Formulation en d�eplacements8><>: �u(t+�t) = _u(t+�t) � _u(t)�t_u(t+�t) = u(t+�t) � u(t)�t (3.8)Sachant que l'on doit v�eri�er�u(t+�t) + !2u(t+�t) = 0:En notant h = �t le pas de temps, uk est not�e u(t), uk+1 est not�e u(t+h), �u(t+ h) est not�e�uk+1, _u(t+ h) est not�e _uk+1, �u(t) est not�e �uk et _u(t) est not�e _uk, on obtient :�uk+1 = _uk+1 � _ukh (3.9)_uk+1 = uk+1 � ukh (3.10)�uk+1 = �!2uk+1 (3.11)En reportant les expressions (3.9), (3.10) et (3.11) dans la relation (3.7), on obtient :uk+1 = 21 + !2h2uk � 11 + !2h2uk�1 8k > 1 (3.12)Les sch�emas de type Newmark :Les m�ethodes de type Newmark s'�ecrivent de la fa�con suivante, �a chaque pas de temps, oncalcule le d�eplacement u(t), la vitesse _u(t) et l'acc�el�eration �u(t) par les formules suivantes :8<: �u(t+ h) = �!2u(t+ h)_u(t+ h) = _u(t) + h [(1 � �)�u(t) + ��u(t+ h)]u(t+ h) = u(t) + h _u(t) + h2 �(12 � �)�u(t) + ��u(t+ h)� (3.13)Th�eor�eme de stabilit�e:Dans le cas o�u � > 1=2, le sch�ema pr�ec�edent est tel que :si 2� > �, il est stable quel que soit h,si 2� < �, il est stable sous la condition !2h2 6 4=(2� � 4�),sauf pour � = 1=2 et !2h2 = 4=(1 � 4�).Dans le cas o�u � < 1=2, le sch�ema n'est pas stable lorsque h! 0;Avec les mêmes notations que dans la partie qui pr�ec�ede, on a :



Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e 55�uk+1 = �!2uk+1 (3.14)_uk+1 = _uk + h [(1� �)�uk + ��uk+1] (3.15)uk+1 = uk + h _uk + h2 �(12 � �)�uk + ��uk+1� (3.16)on en d�eduit l'expression suivante du d�eplacement au pas de temps k+1 en fonction desd�eplacements aux pas k � 1 et k:uk+1 = 2� (12 + � � 2�)!2h21 + �!2h2 uk � 1 + (12 + � � �)!2h21 + �!2h2 uk�1 8k > 1 (3.17)sch�ema d'acc�el�eration lin�eaire :Posons � = 16 et � = 12D'apr�es le th�eor�eme vu pr�ec�edemment, cette m�ethode est stable si h 6 2p3=!Le sch�ema est :8<: �uk+1 + !2uk+1 = 0_uk+1 = _uk + h2 (�uk + �uk+1)uk+1 = uk + h _uk + h26 (2�uk + �uk+1) ()8><>: �u(t+ h) = � !21+!2h26 hu(t) + h _u(t) + 2h26 �u(t)i_u(t+ h) = _u(t) + h2 [�u(t) + �u(t+ h)]u(t+ h) = u(t) + h _u(t) + h26 [2�u(t) + �u(t+ h)] (3.18)Ce sch�ema peut aussi s'�ecrit sous la forme suivante, c'est l'expression du d�eplacement aupas de temps k + 1 : uk+1 = 2 � 23!2h21 + !2h26 uk � uk�1 8k > 1 (3.19)sch�ema des di��erences �nies centrales :Posons � = 0 et � = 12Le sch�ema est :8<: �uk+1 + !2uk+1 = 0_uk+1 = _uk + h2 (�uk + �uk+1)uk+1 = uk + h _uk + h22 �uk ()8><>: �u(t+ h) = �!2 hu(t) + h _u(t) + h22 �u(t)i_u(t+ h) = _u(t) + h2 [�u(t) + �u(t+ h)]u(t+ h) = u(t) + h _u(t) + h22 �u(t) (3.20)



56 3 { Formulation en d�eplacementsCe sch�ema peut aussi s'�ecrit sous la forme suivante :uk+1 = (2 � !2h2)uk � uk�1 8k > 1 (3.21)Algorithme de la STFEM:En lin�eaire :Le syst�eme lin�eaire (3.5), vu pr�ec�edemment peut s'�ecrire :8<: au0 + bu1 = �0uk+1 = �uk�1 � 2ab uk 8 k 2 f1; :::; n� 1gbun�1 + aun = �T (3.22)Dans le cas o�u �0 = 0, l'algorithme pr�ec�edent se met sous la forme suivante :8><>: u1 = � (�1+!2h23 )(1+!2h26 ) u0uk+1 = �2 (�1+!2h23 )(1+!2h26 ) uk � uk�1 8 1 6 k 6 n: (3.23)Remarque:Nous remarquons que les expressions (3.19) et (3.23) sont identiques ce qui veut dire quedans le cas de l'oscillateur, la m�ethode des �el�ements �nis espace-temps en lin�eaire est unem�ethode d'acc�el�eration lin�eaire.En quadratique :Par une interpolation quadratique sur l'�el�ement de r�ef�erence, le d�eplacement est interpol�ecomme suit : u(�) = Nr(�)Ur = �� 12�(1 � �); 1 � �2; 12�(1 + �)�Uro�u Nr et Ur sont respectivement la matrice des fonctions d'interpolation quadratique et levecteur des d�eplacements nodaux sur l'�el�ement de r�ef�erence.Sur l'�el�ement r�eel, le d�eplacement a la forme suivante :u(t) = Ne(t)Ue = �2(t� t2)(t� t3)t231 ; 1� 4(t� t2)2t231 ; 2(t� t2)(t� t1)t231 �Ueo�u t31 = t3 � t1.



Cas d'un syst�eme �a un degr�e de libert�e 57u11�1 1 � t1u1t1 2u30 3t3t2 = x1+x32 u3u232u2�el�ement de r�ef�erence Er�1 6 � 6 1 �el�ement r�eel Eet1 6 t 6 t3Fig. 3.5 { D�e�nition des �el�ements de r�ef�erence et r�eel
1

Ni
�1 �N1 1N2 N3

0El�ement de r�ef�erenceFig. 3.6 { Repr�esentation des fonctions d'interpolation quadratique sur l'�el�ement de r�ef�e-renceDonnons l'expression des matrices et seconds membres �el�ementaires en utilisant ce typed'interpolation :Ke = 0@ 4!2h15 2!2h15 �!2h152!2h15 16!2h15 2!2h15�!2h15 2!2h15 4!2h15 1A et Me = 0@ � 76h � 43h � 16h� 43h � 83h 43h� 16h 43h � 76h 1A 8 l'�el�ement Ee:�1 = 0@ �000 1A �n = 0@ 00�T 1A et �e = 0@ 000 1A 8 l'�el�ement Ee avec e 6= 1 et e 6= m:Apr�es assemblage sur un exemple de m �el�ements �nis espace-temps (temps), le syst�emelin�eaire obtenu est de la forme :



58 3 { Formulation en d�eplacements0BBBBBBBBBBBBBBBB@
aq bq cq 0 0 0 0 : : : : : :bq dq bq 0 0 0 0 : : : : : :cq bq 2aq bq cq 0 0 : : : : : :0 0 bq dq bq 0 0 : : : : : :0 0 cq bq 2aq bq cq : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :: : : : : : 0 0 cq bq 2aq bq cq: : : : : : 0 0 0 0 bq dq bq: : : : : : 0 0 0 0 cq bq aq

1CCCCCCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

u0u1u2u3u4.........un�2un�1un
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�00000.........00�T
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCA : (3.24)O�u h est la longueur de chaque �el�ement du maillage, aq = � 76h + 4!2h15 , bq = 43h + 2!2h15 ,cq = � 16h � !2h15 et dq = � 83h + 16!2h15 .Les deux premi�eres �equations du syst�eme permettent de calculer u1 et u2. Avec les deuxsuivantes, on obtient u3 et u4, ainsi de suite. En r�esum�e le syst�eme se r�esoud, deux �equationspar deux �equations. Et la derni�ere �equation servira �a calculer l'inconnue �T . Une mani�ere ded�ecrire l'algorithme assez simplement est la suivante :Initialisation :u0 solution initiale;Premi�ere it�eration (k = 1 ) :f1 = �C 0 � u0� u1u2 � = A�1 � f1It�eration :Pour 2 6 k 6 m :fk = �C �0@ uk�2uk�1uk 1A =) � uk+1uk+2 � = A�1 � fkEn posant :C 0 = � aqbq � ; C = � cq bq 2aq0 0 bq � et A = � bq cqdq bq �3.2.4 R�esultats num�eriquesL'exemple choisi permet de comparer les r�esultats num�eriques obtenus par la m�ethodedes di��erences �nies centrales, celle d'Euler implicite et celle de l'acc�el�eration lin�eaire �a ceuxobtenus par la m�ethode des �el�ements �nis espace-temps (en lin�eaire et en quadratique).Pour proc�eder �a ces comparaisons num�eriques, nous prenons un d�eplacement initial u0 =
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STFEM lineaire
STFEM quadratique
Schema d’Euler Implicite
Schema de l’acceleration lineaire
Schema des differences finies centralesFig. 3.7 { Erreur absolue maximum sur une p�eriode� 0:019047mm, une vitesse angulaire ! = 16:4 rad:s�1 et un pas de temps variant sur l'in-tervalle de temps I = [0; 0:40s].Pour chaque m�ethode, le maximum de l'erreur absolue est calcul�e, sur l'intervalle de tempsI correspondant �a un p�eriode, pour di��erents pas de temps, h (variant de 0:001s �a 0:1s). Lesr�esultats obtenus sont rassembl�es dans le tableau 3.1.Pour mieux se rendre compte des di��erences entre les diverses m�ethodes, nous avons trac�eles courbes d'erreur absolue maximum sur une �echelle logarithmique en fonction du tempspour chaque m�ethode (�g.3.7).Ces comparaisons num�eriques montrent que la STFEM avec une interpolation lin�eaire estplus pr�ecise que la m�ethode d'Euler Implicite et des di��erences �nies centrales.Le maillage pris en compte, avec une interpolation quadratique admet le même nombre den�uds que celui construit pour le calcul avec une interpolation lin�eaire. L'erreur obtenue parla STFEM avec une interpolation quadratique est bien plus petite que celle obtenue par lesautres m�ethodes. Elle est �a peu pr�es dix fois plus petite, pour le même nombre de n�udsque celle obtenue par l'acc�el�eration lin�eaire.Remarque :Avec une interpolation quadratique du d�eplacement, on obtient des acc�el�erations constantespar morceaux et nous obtenons des r�esultats environ dix fois meilleurs qu'avec la m�ethode



60 3 { Formulation en d�eplacementsde l'acc�el�eration lin�eaire qui par d�e�nition adopte un approximation lin�eaire de l'acc�el�era-tion. En fait, il faut noter que la STFEM r�esoud un probl�eme variationnel donc de degr�esup�erieur, car on int�egre dans le temps. Ce qui ram�ene les deux m�ethodes au même degr�ed'interpolation. Malgr�e cela, les r�esultats de la STFEM sont dix fois meilleurs.Maximum de l'erreur absolue (errmax)Pas de temps STFEM Euler Implicite Di��erences �nieslin�eaire Quadratique centralesh = 0:1s 7:97 10�3 7:35 10�3 1:65 10�2 1:2 10�2h = 0:01s 1:025 10�4 7:61 10�7 7:59 10�3 1:03 10�4h = 0:001s 1:03 10�6 7:68 10�11 9:66 10�4 1:031 10�6Tab. 3.1 { Comparaisons num�eriques sur un oscillateur simple3.2.5 ConclusionComme dans les autres m�ethodes, l'approche propos�ee est bas�ee sur un calcul pas parpas. Ainsi la taille du syst�eme lin�eaire est �egale au nombre de pas de temps choisi.Grâce �a cet exemple, nous avons pu valider la m�ethode en d�eplacements et de plus nousavons pu constater la performance de la m�ethode avec une interpolation quadratique.Nous constatons aussi que la STFEM avec une interpolation lin�eaire n'est autre que la m�e-thode de l'acc�el�eration lin�eaire.3.3 Formulation Variationnelle en 1D3.3.1 IntroductionDans cette partie, nous allons g�en�eraliser la m�ethode �a des probl�emes �a une dimensionespace.Dans ce cas, nous traitons le même exemple vu dans la partie 2.3. du chapitre II, qui estl'exemple en dynamique d'une barre encastr�ee, soumise �a une excitation en son extr�emit�elibre.Pour cela, nous �enoncerons la nouvelle formulation du probl�eme qui est cette fois en d�epla-cements ensuite, nous donnerons l'interpolation utilis�ee, puis nous parlerons du remaillageen espace-temps et pour valider le tout, des tests num�eriques seront pr�esent�es.



Formulation Variationnelle en 1D 61u05 4 3 2 1Fig. 3.8 { Barre encastr�ee soumise �a un d�eplacement en son extr�emit�e libre3.3.2 Formulation du probl�emeNous consid�erons une barre �elastique homog�ene de longueur L, de section S soumise �aune excitation �a une de ses extr�emit�es par l'interm�ediaire d'un d�eplacement impos�e �a l'ins-tant initial t = t0 = 0 pour perturber son �etat d'�equilibre.De plus, en cette extr�emit�e, on applique une force Fd d�ependant du temps.On suppose, dans notre cas, que les d�eplacements et les e�orts sont longitudinaux.Dans ces conditions (en H.P.P), l'�equation du mouvement s'�ecrit :�@2u@t2 � ES@2u@x2 = Fd. o�u E est le module de Young et � la densit�e lin�e��que de masse.Nous choisissons les conditions initiales suivantes :u(L; 0) = u0 et v(L; 0) = @u@t (L; 0) = v0En supposant que l'autre extr�emit�e est encastr�ee, les conditions aux limites sont :u(0; t) = 0 et@u@t (0; t) = 0 8t 2 [0; T ]En tenant compte des �eventuelles discontinu��t�es aux instants initial et �nal, le probl�emeaux limites est :Trouver le d�eplacement u(x; t), solution de :8>>>>><>>>>>: ��u� ES@2u@x2 = Fd presque partout (p:p:) 8(x; t) 2 [0; L]� ]0; T [u(0; t) = 0 et _u(0; t) = 0u(L; 0) = u0;v(x; 0+) = v+0 et v(x; 0�) = v�0v(x; T+) = v+T et v(x; T�) = v�T (3.25)La formulation variationnelle associ�ee au probl�eme aux limites est :Trouver u 2 Uad tel que :��Z T0 Z L0 _u _u�dxdt + ES Z T0 Z L0 @udx @u�dx dxdt =Z L0 �Tu�(x; T )dx + Z L0 �0u�(x; 0)dx 8u� 2 Uad0 (3.26)



62 3 { Formulation en d�eplacements3.3.3 InterpolationL'interpolation espace-temps des d�eplacements est faite en utilisant les polynômes deLagrange lin�eaires et des �el�ements isoparam�etriques.Sur un �el�ement Ee de barre espace-temps, l'interpolation du d�eplacement est donn�ee par larelation suivante : u(x; t) = Ne(x; t)Ue.u(x; t) = neXi=1 N ei (x; t)uei :o�u ne est le nombre de n�uds de l'�el�ement Ee et uei repr�esente les d�eplacements nodaux.La vitesse est suppos�ee être constante sur chaque �el�ement du fait de la lin�earit�e du d�eplace-ment.Par cons�equent,v(x; t) = @u@t (x; t) = neXi=1 @N ei@t (x; t)uei et 
(x; t) = @2u@t2 (x; t) = neXi=1 @2N ei@t2 (x; t)ueio�u v(x; t) est le champ de vitesses et 
(x; t), le champ d'acc�el�eration.La même interpolation est utilis�ee pour les d�eplacements virtuels u�, u�(x; t) = Ne(x; t)U�e .De plus, u�(x; t) = neXi=1 N ei (x; t)uei �:o�u uei � repr�esente le d�eplacement nodal virtuel associ�e au n�ud i.3.3.4 Discr�etisation du probl�emeOn pose, Me = ��Z ZEe �@Ne@t �T @Ne@t dxdt (3.27)Ke = ES Z ZEe �@Ne@x �T @Ne@x dxdt (3.28)�e = ZEe (N�e (x; 0))T �0(x)dx + ZEe (N�e (x; T ))T �T (x)u�(x; T )dx (3.29)



Formulation Variationnelle en 1D 63L'assemblage conduit au syst�eme lin�eaire suivant :(M + K)U = 0BBBBBBBBBB@ �00.........0�T 1CCCCCCCCCCA (3.30)Nous remarquons que les matrices M et K sont sym�etriques.Maillages structur�es~x 101 10b) Maillage en multiplexa) Maillage en simplex~t 9 5327 8 46 936 8 4 5721Fig. 3.9 { Deux types de maillage d'une barre avec num�erotationLa structure du probl�eme est pr�esent�ee sur un maillage r�egulier espace-temps type �g.3.9.Cette �gure contient deux types de maillages, celui de gauche �a base de simplex et celui dedroite �a base de multiplex. Ces deux maillages ont �et�e e�ectu�es sur une couche temporelle,c'est-�a-dire sur un pas de temps.Le d�eplacement est suppos�e être lin�eaire sur chaque �el�ement, la vitesse est constante et l'ac-c�el�eration est nulle sauf sur les �el�ements fronti�eres.Sur plusieurs pas de temps, nous avons le syst�eme lin�eaire suivant �a r�esoudre:TU = 0BBBBBBBBBBB@ A B 0 0 : : : : : :BT 2A B 0 : : : : : :0 BT 2A B : : : : : :... . . . . . . . . . . . . ...... . . . . . . . . . . . .... : : : : : : BT 2A B... : : : : : : 0 BT A 1CCCCCCCCCCCA0BBBBBBBBBB@ U0U1U2.........Un 1CCCCCCCCCCA = 0BBBBBBBBBB@ �000.........�T 1CCCCCCCCCCA



64 3 { Formulation en d�eplacementsUi est le vecteur d�eplacement assembl�e des n�uds qui ont les mêmes coordonn�ees tem-porelles, par exemple, si le maillage espace comprend k n�uds, num�erot�es de 1 jusqu'au kalors U0 s'�ecrira de la sorte : U0 = 0BBB@ u1u2...uk 1CCCALa variable ui est le d�eplacement du n�ud i suivant l'axe de la barre. En utilisant unenum�erotation optimis�ee, qui consiste �a donner aux n�uds qui ont les mêmes coordonn�eestemporelles les num�eros les plus proches les uns des autres, les matrices A et B sont bandesde même largeur que dans la m�ethode FEM classique. Si l'impulsion est nulle, la premi�ere�equation devient : AU0 +BU1 = 0Cette �equation donne U1, le d�eplacement de tous les n�uds du maillage 1D �a l'instantt = h. La seconde �equation donne, U2 repr�esentant les d�eplacements nodaux �a l'instantt = 2h, ainsi de suite. La derni�ere �equation sert �a calculer �T qui est une inconnue, Unayant �et�e calcul�e au pas d'avant. L'avantage de cette approche, est que les matrices A et Bont un pro�l avantageux pour la r�esolution.En pratique, la matrice totale T n'est jamais assembl�ee, seules les matrices A et B sontcalcul�ees.Dans un premier temps, une �evaluation de la m�ethode des �el�ements �nis espace-tempsest faite en utilisant des maillages r�eguliers et structur�es. Dans ce probl�eme, nous utilisonsles simplex et les multiplex.Maillages en simplex:La �gure 3.10 montre le pro�l de la matrice totale sur une couche temporelle �a partir dumaillage e�ectu�e en simplex �g.3.11.On constate que la matrice B est une matrice bi-diagonale sup�erieure. De plus, le calculmontre que les termes extra-diagonaux sont nuls, ce qui conduit �a dire qu'il n'y a pas r�e-solution. On peut ajouter alors que BT = B . On remarque aussi que la matrice A esttridiagonale.Les maillages �a base de simplex peuvent donner di��erents maillages structur�es (�g.3.12).Nous allons traiter quelques exemples tests en utilisant l'algorithme de r�esolution d�ecrit au-paravant.
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12111098765
4321 1 2 3 4 5 6 7 1211108 9

Fig. 3.10 { Exemple du pro�l d'une matrice totale assembl�ee pour une couche espace-tempsconstruite �a partir de triangles
1 2 3 4 5 67 8 9 10 11 12~x~tFig. 3.11 { Exemple d'un maillage espace-temps �a base de triangles

t0t1 8 51 29 103 411 12 13 1476~x~tFig. 3.12 { Exemple d'un maillage en simplex strati��e mais non r�egulier



66 3 { Formulation en d�eplacementsMaillage en multiplex:
12111098765
4321 1 2 3 4 5 6 7 1211108 9

Fig. 3.13 { Exemple du pro�l d'une matrice assembl�e pour une couche espace-tempsconstruite �a partir de quadrilat�eres �g.3.141 2 3 4 5 67 8 9 10 11 12~x~tFig. 3.14 { Exemple d'un maillage espace-temps �a base de quadrilat�eresSur la �gure 3.13, on peut dire que la matrice B est une matrice diagonale ce qui veutdire qu'il n'y a pas de r�esolution, en plus la matrice A est tridiagonale.Tests num�eriques :Des tests num�eriques, ont �et�e r�ealis�es en faisant varier le pas de temps ainsi que la �nessedu maillage.Nous choisissons de traiter les mêmes exemples tests pour pouvoir comparer les r�esutatsobtenus avec un maillage �a base de simplex et de multiplex.Les r�esultats num�eriques ont �et�e compar�es aux r�esultats obtenus avec CASTEM (version99), logiciel d�evelopp�e par le C.E.A. (Commissariat �a l'Energie Atomique).Les premiers tests sont r�ealis�es avec un d�eplacement initial u0 = �0:01904mm, un pas detemps h = 5:1O�6 s. Le module de Young E = 210000Mpa, la section S = 3:14mm2, ladensit�e lin�e��que de masse � = 2:46:10�5 Kg=mm, la longueur L = 50mm et un pas de temps



Formulation Variationnelle en 1D 67h. A di��erents instants, t = 2h = 1:10�5 s, t = 6h = 3:10�5 s et t = 10h = 5:10�5 s, onrepr�esente les d�eplacements des n�uds de la barre, �g.3.15, �g.3.16 et �g.3.17.Avec des pas de temps su�samment petits h = 5:10�6 s, on constate que sur les �gures 3.15,3.16 et 3.17, les r�esultats obtenus par CASTEM et EFET avec les multiplex donnent desr�esultats quasiment identiques. On en d�eduit que lorsque l'on adopte des fonctions de basescomme produit du temps et de l'espace, cela revient �a faire une discr�etisation temporelle pardi��erences �nies coupl�ee �a une discr�etisation de type �el�ements �nis classique dans l'espace.D'autre part, nous avons vu dans le cas de l'oscillateur que lorsque les fonctions d'inter-polation du temps sont lin�eaires, cela revient �a appliquer une m�ethode des di��erences �nisde type acc�el�eration lin�eaire. Cela laisse penser qu'utiliser des multiplex dans la STFEMrevient �a utiliser une discr�etisation temporelle de type acc�el�eration lin�eaire (même sch�emanum�erique que CASTEM). Cependant, on constate que lorsque le pas de temps h augmente,EFET diverge alors que CASTEM converge. En fait, dans le cas de la barre, utiliser la ST-FEM avec des multiplex, revient �a utiliser une discr�etisation temporelle explicite de typedi��erences �nies centrales. Pour s'en rendre compte, nous allons faire une parall�ele entre lesdeux algorithmes avec un nombre quelconque d'�el�ements.Dans le cas o�u le maillage est r�egulier et structur�e �a base de multiplex, l'algorithmes'�ecrit : 8<: AU0 + BU1 = �0BUi+1 = �BUi�1 � 2AUi 8 i 2 f1; :::; n� 1gBUn�1 + AUn = �T (3.31)Dans le cas o�u �0 = 0, l'algorithme pr�ec�edent se met sous la forme suivante :8<: AU0 + BU1 = 0BUi+1 = �BUi�1 � 2AUi 8 i 2 f1; :::; n� 1gBUn�1 + AUn = �T (3.32)En faisant apparâ�tre, les matrices de masse et de rigidit�e classiques respectivement Met K, dans les expressions des matrices A et B comme suit :8><>: B = 1hMA = � 1hM + Bh2K (3.33)L'algorithme se r�e�ecrit :� 8 i 2 f1; :::; n� 1gMUi+1 = (2M � h2K)Ui � MUi�1 (3.34)Comparons ces r�esultats �a ceux obtenus par la m�ethode couplant la m�ethode des �el�ements�nis pour une discr�etisation spatiale avec la m�ethode des di��erences �nies centrales pour une



68 3 { Formulation en d�eplacementsdiscr�etisation temporelle. On doit alors r�esoudre l'�equation suivante (discr�etis�ee par la FEMen espace), par la m�ethode des di��erences �nies centrales en temps :M �Ui +KUi = 0 8tiLe sch�ema de la m�ethode est (cf annexe II):8<: M �Ui+1 + KUi+1 = 0_Ui+1 = _Ui + h2 ( �Ui + �Ui+1)Ui+1 = Ui + h _Ui + h22 �Ui (3.35)Ce sch�ema peut aussi s'�ecrit sous la forme suivante :MUi+1 = (2M � h2K)Ui � MUi�1 8i 2 f1; :::; n� 1g (3.36)On constate que les deux algorithmes sont identiques et cela justi�e le fait que les ma-trices B sont diagonales dans le cas d'une discr�etisation par multiplex en 1D espace.En ce qui concerne les simplex, nous constatons une di��erence, qui est due �a l'interpola-tion qui lie les variables temps et espace.Mais nous pouvons dire que nous obtenons des r�esultats comparables.Les �gures 3.18 et 3.19 montrent la d�eform�ee de la barre maill�ee respectivement en simplexet en multiplex sur 10 pas de temps avec le même pas de temps et le même nombre de n�uds.
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70 3 { Formulation en d�eplacements
Fig. 3.18 { D�eform�ee d'une barre maill�ee en simplex sur 1O pas de temps o�u en abscisses,l'axe de la variable espace et en ordonn�ees, l'axe de la variable temporelle
Fig. 3.19 { D�eform�ee d'une barre maill�ee en multiplex sur 1O pas de temps o�u en abscisses,l'axe de la variable espace et en ordonn�ees, l'axe de la variable temporelleMaillages non structur�esNous avons des avantages certains lorsque le maillage est structur�e mais, quand est-illorsqu'il s'agit d'un maillage non structur�e en simplex? Une �etude a �et�e men�ee pour en sa-voir plus.Plusieurs maillages ont �et�e cr�e�es pour examiner le pro�l des matrices (�g.3.22 et �g.3.23).Nous constatons que nous perdons la structure diagonale ou triangulaire. Ces maillages cor-respondent �a un exemple de remaillge par ajout de n�uds dans l'espace et leur traitementfait l'objet du paragraphe suivant.3.3.5 RemaillageAjout de n�uds dans l'espaceLe remaillage est une des di�cult�es de la m�ethode des �el�ements �nis, sp�ecialement quandles probl�emes sont non stationnaires, comme dans le processus de simulation de mises enforme des m�etaux. Le remaillage est n�ecessaire �a des pas de temps donn�es, particuli�erementquand on est en grandes d�eformations.La di�cult�e est de calculer la solution sur le nouveau maillage en utilisant les r�esultats del'ancien. Quand la r�esolution est sensible aux perturbations, par exemple dans des cas endynamique, les approximations que nous appellerons re-projections a�ectent les calculs.Alors, l'am�elioration de la pr�ecision attendue par le remaillage est fauss�ee.



Formulation Variationnelle en 1D 71La m�ethode des �el�ements �nis espace-temps pr�esent�ee ici, propose une r�esolution pour lesprobl�emes de remaillage.Les r�esultats num�eriques pr�esent�es concernent le remaillage d'une barre en dynamique en-castr�ee et soumise �a une excitation en son extr�emit�e libre.L'id�ee est de ra�ner le maillage, tout en suivant l'onde de propagation, le long de la barre.Ensuite des comparaisons seront e�ectu�ees entre des maillages r�eguliers �a base de simplexet des maillages non r�eguliers c'est-�a-dire des maillages auxquels des n�uds sont rajout�es aucours du temps.
21t1t0t2 hL

L=2 43~x~t 5 6 7
Fig. 3.20 { Exemple d'un remaillage espace-temps sur deux pas de temps

21t1t0t2 hLE1 E2E3 E45 L=2~t ~x 6 78 43Fig. 3.21 { Domaine de la fonction virtuelle sp�eci�queDans cet exemple, nous traitons l'ajout d'un n�ud espace, l'ajout de n�uds dans le tempssera traiter dans le paragraphe suivant. Nous consid�erons deux pas de temps (�g.3.20). Len�ud 6 est ajout�e entre les n�uds 5 et 7. En utilisant l'expression (3.30), nous obtenons lesyst�eme lin�eaire v�eri�ant :



72 3 { Formulation en d�eplacements0@ T11 T12 0T21 T22 T230 T32 T33 1A0@ U0U1U2 1A =0@ �00�2 1Ao�u U0 = � u1u2 � ; U1 = � u3u4 � ; U2 = 0@ u5u6u7 1ASi �0 = 0, nous devrons r�esoudre ce nouveau syst�eme :0@ T11 T12 0T21 T22 T230 T32 T33 1A0@ U0U1U2 1A =0@ 00�2 1ALa premi�ere �equation du syst�eme lin�eaire T11U0 + T12U1 = 0 donne U1. L'�equation suivanteT21U0 + T22U1 + T23U2 = 0 devrait permettre d'obtenir U2, mais on constate que cetterelation est un syst�eme de deux �equations contenant trois inconnues.Le nombre d'�equations n'est pas su�sant pour d�eterminer U2. Une autre �equation est n�e-cessaire. Nous pourrions penser prendre une �equation parmi les trois �equations du syst�emeT32U1 + T33U2 = �2, mais �2 est une inconnue et ses composantes apparaissent dans lestrois �equations.Il faut donc trouver un moyen pour obtenir l'�equation manquante. Une proc�edure qui permet-tra de surmonter ce probl�eme, est d'utiliser une fonction virtuelle u�8, lin�eaire par morceauxsur les �el�ements (virtuels) E1, E2, E3 et E4 �gure 3.21 dans l'�equation (3.26). Cette fonc-tion virtuelle u�8 v�eri�e u�8 = 1 au point 8 et 0 aux n�uds 2, 3, 4 et 6. Il faut noter quel'on ne rajoute pas de points au maillage, seulement une fonction virtuelle u�8 qui donne desinformations sur l'acc�el�eration du n�ud ajout�e 6.Alors cela nous m�ene �a une �equation suppl�ementaire (3.37) qui ajout�ee au syst�eme, per-met de calculer U2.4Xi=1 ���Z ZEi @u@t @u�8@t dxdt + ES Z ZEi @u@x @u�8@x dxdt� = 0 (3.37)L'�equation (3.37) est alors �equivalente �a l'�equation T0U0 + T1U1 + T2U2 = 0 o�u T0, T1sont des matrices 1 � 2 et T2 est une matrice 1 � 3. Cette �equation suppl�ementaire ajout�ee�a l'�equation T21U0 + T22U1 + T23U2 = 0, permet d'obtenir U2. En utilisant une renum�e-rotation judicieuse, la matrice T23 avec sa ligne suppl�ementaire reste bande, mais perd sastructure triangulaire.Remarque :Avec ce proc�ed�e, nous pouvons faire �evoluer notre maillage �a chaque pas de temps si n�eces-saire.Le pro�l du maillage 1 �g.3.23 correspond au pro�l 1 de la �g.3.22 et celui du maillage 2�g.3.23 au pro�l 2 de la �g.3.22.
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profil 2pro�l 1

1 2 3 4 5 67654321 71 2 3 4 5 67654321 7
Fig. 3.22 { pro�ls des matrices B du maillage 1 et maillage 2 de la �gure 3.23.

maillage 3

maillage 1

maillage 2

1 2 3 4 5 67 13~x~t 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 67 13~x~t 10 11 1298
1 2 3 4 5 67 8 9 10 11 12~x~t

Fig. 3.23 { maillage avec ajout de n�ud dans l'espace



74 3 { Formulation en d�eplacements
Fig. 3.24 { Exemple d'un maillage espace-temps non r�egulier en simplex d'une barre o�u enabscisses, l'axe de la variable espace et en ordonn�ees, l'axe de la variable temporelle
Fig. 3.25 { Exemple du maillage espace-temps r�egulier comparatif d'une barre o�u en abs-cisses, l'axe de la variable espace et en ordonn�ees, l'axe de la variable temporelleOn constate que la matrice B n'est plus diagonale, il vient s'ajouter deux termes extra-diagonaux.La �gure 3.24, montre un maillage espace-temps qui suit la progression de l'onde sur 10
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0.0 10.0 20.0 30.0 40.0 50.0
0.0

0.0

0.0

0.0

0.0

0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

0.1

at time t=4h
at time t=6h
at time t=8h
at time t=10hFig. 3.26 { Evolution de l'onde dans la barre �a di��erents pas de tempspas de temps. Nous avons compar�e les r�esultats obtenus avec remaillage et ceux obtenus avecun maillage �n et restant inchang�e au cours du temps (�g.3.25).On choisit un pas de temps h = 1:10�5 s, un nombre d'�el�ements espaces ne = 20 pour lemaillage r�egulier et un d�eplacement initial u0 = �0:01904mm pour les �gures 3.26, 3.27 et3.28a. Pour la �gure 3.28b, on a choisit un pas de temps h = 0:5 10�5 s avec un nombred'�el�ements espace de 40 et un même d�eplacement initial.Sur la �gure 3.26, nous montrons l'�evolution de l'onde avec le maillage de la �gure 3.24.Les d�eplacements obtenus sont quasiment semblables �a ceux obtenus avec un maillage �n d�esle d�epart. Et cela quelque soit le pas de temps h su�samment petit et le nombre d'�el�ementsespaces ne (�g.3.28a et �g.3.28b).Sur l'exemple de la �gure 3.24, l'erreur maximum est de 0:5% par rapport aux r�esultatsdu maillage �gure 3.25. Avec environ 2:5 fois moins de n�uds, on a un temps de calcul divis�epar trois, alors que les m�ethodes de r�esolutions des syst�emes lin�eaires utilis�ees ne sont pasoptimis�ees. Dans le cas du remaillage �g.3.24, la m�ethode utilis�ee est la m�ethode du doublegradient conjugu�e qui est une m�ethode it�erative et dans le cas sans remaillage �g.3.25, lam�ethode utilis�ee est une m�ethode directe utilisant un algorithme de Gauss utilis�ee pour r�e-
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a l’instant t=9h
a l’instant t=8h
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a l’instant t=6h
a l’instant t=5h
a l’instant t=4h

Fig. 3.27 { Erreur relative entre les d�eplacements calcul�es �a partir d'un maillage r�egulieret non r�egulier �a di��erents pas de temps
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figa : comparaison sur 20 elements, avec h=1.e−5

sans remaillage
avec remaillage
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figb : comparaison sur 40 elements, avec h = 5.e−6

sans remaillage
avec remaillageFig. 3.28 { Comparaison entre maillage et remaillage �a l'instant t = 10hsoudre les syst�emes lin�eaires non sym�etriques.Avec des m�ethodes de r�esolution tenant compte des pro�ls des matrices de r�esolution, ildevrait être possible d'obtenir un gain de temps bien sup�erieur.Quelques remarques importantes :* il n'y a pas d'approximations pour le calcul du d�eplacement des n�uds suppl�emen-taires. Leurs d�eplacements sont calcul�es �a partir d'une interpolation des d�eplacementsdes n�uds �a l'instant actuel et pr�ec�edent.



Formulation Variationnelle en 1D 77* l'utilisation de cette fonction virtuelle u�8 n'est n�ecessaire que parce que nous sommesen dynamique. Elle conduit au calcul de l'acc�el�eration du n�ud suppl�ementaire. Enquasi-statique, comme il n'y a pas d'e�ets dynamiques, les impulsions �0 et �T sontnulles, ainsi les �equations suppl�ementaires pour le calcul de U2 ne sont pas n�ecessaires.* Dans cette exemple, les n�uds ont �et�e ajout�es au pr�ealable parce que la vitesse depropagation de l'onde est connue. Nous verrons dans le chapitre IV, une techniqued'adaptation de maillage bas�ee sur une pr�ediction de l'erreur.Ajout de n�uds �a des temps interm�ediairesUn des avantages de la m�ethode est de pouvoir remailler pas seulement dans l'espacedurant un pas de temps mais aussi dans le temps.Ainsi il sera possible de connâ�tre �a n'importe quel instant le d�eplacement d'un n�ud oumême de plusieurs n�uds du maillage. Pour �xer les id�ees, nous traitons un exemple �el�e-mentaire, celui de la barre.Avant cela, d�e�nissons la notion de (( front espace-temps )) durant un pas de temps qu'onappellera macro-pas.Sur la �gure 3.29, est repr�esent�e un macro-pas sur lequel la r�esolution se fait par front espace-temps. R�esoudre par front espace-temps revient �a calculer l'ensemble des d�eplacements desn�uds qui sont directement reli�es aux n�uds dont les d�eplacements sont connus. Sur cemacro-pas, le premier front espace-temps, en rouge est constitu�e des n�uds (8, 9, 10, 11,12, 13, 14). Leurs d�eplacements sont calcul�es �a partir de ceux des n�uds de l'instant t0. Ledeuxi�eme front espace-temps, en vert est constitu�e des n�uds (15, 16, 17, 18, 19, 20). Leursd�eplacements sont calcul�es �a partir des d�eplacements du premier ainsi de suite jusqu'�a ceque l'on obtienne tous les d�eplacements �a l'instant t1.Les r�esultats obtenus avec remaillage espace-temps (�g.3.30) sont compar�es �a ceux obte-nus sur un maillages r�egulier �g.3.31. Le pas de temps que l'on quali�ra de macro-pas est het le pas de temps interm�ediaire consid�er�e est h=2. La r�esolution faite sur le maillage de la�g.3.30 sur un macro pas se fait par front espace-temps. Le maillage de la �g.3.31 est bas�esur un pas de temps constant h=2.D'apr�es le tableau 3.2, on constate que les r�esultats donn�es lors de l'utilisation d'une r�eso-lution par front espace-temps sont tr�es proches de ceux obtenus avec un pas de temps deuxfois plus petit (c'est-�a-dire �a partir du maillage �g.3.31). L'erreur relative maximum est de4:35 10�3 %. Grâce �a cette approche il n'est plus n�ecessaire de faire de tr�es petits pas si l'onveut calculer le d�eplacement de quelques n�uds �a un pas interm�ediaire, il su�t de proc�ederpar front espace-temps.
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12

15

~x~t 4 65 7
8 9 10 11 13 1417 19 2021 22 23 241816

21macro-pas 3t0
t1

Fig. 3.29 { Exemple d'un front espace-temps

21t1t0
t3t4t2 364 5

1578 9 1011 12 131416 17 18
~t ~x hh=2Fig. 3.30 { Un exemple de remaillage dans le temps sur quatre macro-pas
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21t1t3

t4t2 3
2420 212325 26 27

4 67 9121518t01t02t03
t04
t0~t ~x

17141185
2219161310 h=2Fig. 3.31 { Maillage avec pas de temps constantD�eplacementsPas de temps maillage �g.3.31 maillage �g.3.32n�ud du milieu n�ud extr�emit�e libre n�ud du milieu n�ud extr�emit�e libret = h=2 �6:3795 10�7 �1:9038 10�2t = h �2:5518 10�6 �1:9034 10�2 �2:5516 10�6 �1:9034 10�2t = 3h=2 �1:9028 10�2 �5:7405 10�6 �1:9028 10�2t = 2h �1:0203 10�5 �1:9019 10�2 �1:0203 10�5 �1:9019 10�2t = 5h=2 �1:5940 10�5 �1:9008 10�2t = 3h �2:2949 10�5 �1:8994 10�2 �2:2948 10�5 �1:8994 10�2t = 7h=2 �3:1226 10�5 �1:8977 10�2 �3:1226 10�5 �1:8977 10�2t = 4h �4:07719 10�5 �1:8958 10�2 �4:07717 10�5 �1:8958 10�2Tab. 3.2 { Comparaisons num�eriques sur le remaillage dans le tempsAvec le remaillage espace-temps que nous venons de d�evelopper, il est possible de prendreen compte certains ph�enom�enes qui surviennent durant un calcul tels que la �ssuration oula rupture.Pour illustrer ce que nous avan�cons, voici un exemple de probl�emes de rupture d'une barredont le maillage est constitu�e de quatre �el�ements triangulaires espace-temps sur une couchetemporelle (�g.3.32).Dans cet exemple, nous n'avons pas utilis�e de crit�ere de rupture. L'objectif, est d'illustrerle remaillage. Les caract�eristiques de la barre sont les mêmes qu'au pr�ec�edent paragraphe.Les n�uds 8 et 9 sont confondus dans le maillage initial. A t = t0, la barre est mise soustension par des d�eplacements initiaux �u0 au n�ud 1 et u0 au n�ud 3. Les r�esultats des



80 3 { Formulation en d�eplacementsd�eplacements des n�uds sont rassembl�es dans le tableau 3.3. Il faut retenir que ces r�esultatsont �et�e obtenus lors d'une r�esolution par front espace-temps.
1 2 3

10874 5 69~t ~x t1t0
t2

Fig. 3.32 { Maillage espace-temps de la barre durant la rupturenum�ero des n�uds d�eplacements1 �u02 03 u04 �0:9989u05 06 0:9989u07 �0:9956u08 �1:07:10�3u09 010 0:9972u0Tab. 3.3 { R�esultats num�eriques dans le cas de la barre en rupture3.3.6 ConclusionComme dans la m�ethode des di��erences �nies, l'approche propos�ee, est bas�ee sur un cal-cul pas �a pas. Ainsi la taille du syst�eme lin�eaire est la même pour les deux m�ethodes.De plus, les matrices B servant �a la r�esolution sont diagonales quand des n�uds ne sont pasajout�es sinon elles sont tri-diagonales.La pr�ecision des r�esultats num�eriques obtenus apr�es remaillage, avec un nombre minimumde n�uds, permet de proposer un moyen d'�economiser du temps de calculs et le nombre



Formulation en 2D et en 3D 81d'op�erations �a e�ectuer.Le principal interêt de cette approche est qu'il n'est pas n�ecessaire de faire d'approximations.De plus, il est possible d'�etendre cette m�ethode �a l'ajout de n�uds �a des pas de temps in-term�ediaires en utilisant une r�esolution par front espace-temps.Nous pouvons ainsi d�e�nir le concept de remaillage espace-temps.Nous avons fait le choix de travailler avec des simplex car ils sont mieux adapt�es au remaillageque les multiplex. Dans la suite, nous allons �etudier le comportement de la m�ethode en 2Despace.3.4 Formulation en 2D et en 3DDans la suite, nous consid�erons un probl�eme plan en �elasto-dynamique, homog�ene.Nous faisons l'hypoth�ese des d�eformations planes en H.P.P.3.4.1 InterpolationSur chaque �el�ement Ee, L'interpolation du d�eplacement u(x; t) est d�ecrite de la mani�eresuivante : u(x; t) = Ne(x; t)Ue:Avec une �ecriture matricielle, on obtient :u(x; t) = � N e1 0 : : : : : : N ene 00 N e1 : : : : : : 0 N ene �8>>>>>>>>><>>>>>>>>>: U e1............U ene 9>>>>>>>>>=>>>>>>>>>;o�u ne est le nombre total de n�uds de l'�el�ement Ee. La même interpolation est utilis�eepour les d�eplacements virtuels u�.3.4.2 Discr�etisationMaillage r�egulierLes sous-matrices Tij de la matrice totale T sont de dimension 2ni � 2nj o�u nk est lenombre de n�uds espaces �a l'instant tk.En utilisant ce type de num�erotation, la matrice totale T est une matrice bande par blocs.Sur une couche temporelle, la matrice totale s'�ecrit :



82 3 { Formulation en d�eplacementsT = � A BBT A �Ces sous-matrices ne sont carr�ees et de même dimension que dans le cas o�u le maillageespace est le même �a chaque pas de temps.D'o�u, T = 0BBBBBBBBBB@ A B 0BT 2A B 00 BT 2A B 00 0 BT 2A B... . . . . . . . . . . . .... . . . BT 2A B... . . . 0 BT A 1CCCCCCCCCCAR�esoudre le syst�eme lin�eaire (1.19) dans ce cas, revient �a r�esoudre les �equations suivantes,en prenant �0 = 0 (la vitesse est suppos�ee continue �a l'instant initial t = 0) :8<: AU0 + BU1 = 0BTUi�1 + 2AUi + BUi+1 = 0BUn�1 + AUn = �T (3.38)Avec i variant de 1 �a n� 1.Les matricesA et B ont des pro�ls particuliers (�g.3.33 issue du maillage espace �g.3.34).On constate que la matrice A est bande par blocs 2� 2 et la matrice B est triangulaire in-f�erieure par blocs 2� 2 ce qui conduit �a une r�esolution directe par descente.
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pro�l de la matrice B

pro�l de la matrice BT
1 2 3 4 5 6 7 1211108 9

121110987654321
121110987654321

1 2 3 4 5 6 7 1211108 9

pro�l de la matrice A
1 2 3 4 5 6 7 1211108 9

121110987654321
pro�l de la matrice A

1 2 3 4 5 6 7 1211108 9
121110987654321

Fig. 3.33 { Pro�l de la matrice issue du maillage �g.3.34
1 2 3 4

8765

9 10 11 12

~x~yFig. 3.34 { Exemple d'un maillage espace en 2D



84 3 { Formulation en d�eplacements~t ~x~y 
t u0u0u0u01 2 35 6 79 10 11 12 1615141318 19 2021 2426 27 28 3231302922 232517 4 8
t+h
Fig. 3.35 { Exemple d'une structure de forme rectangulaire 2D espace, encastr�ee sur un deses côt�es, avec un d�eplacement initial sur le côt�e libre, oppos�e �a l'encastrement, repr�esent�eeen 3D espace-tempsRemaillageNous utilisons la même technique que celle pr�esent�ee dans le cas 1D espace. Si nousvoulons remailler, par exemple en ajoutant un n�ud dans l'espace au deuxi�eme pas detemps (�g.3.36 et �g.3.37).Le syst�eme lin�eaire v�eri�e :0@ T11 T12 0T21 T22 T230 T32 T33 1A0@ U0U1U2 1A =0@ 00�T 1Ao�u U0 =0BBBBBBBBBB@ u1v1u2v2u3v3u4v4 1CCCCCCCCCCA ; U1 = 0BBBBBBBBBB@ u5v5u6v6u7v7u8v8 1CCCCCCCCCCA ; U2 = 0BBBBBBBBBBBBBB@ u9v9u10v10u11v11u12v12u13v13

1CCCCCCCCCCCCCCAComme dans le cas 1D espace, il convient d'ajouter une fonction virtuelle u�14, lin�eairepar morceaux sur les �el�ements (virtuels) E1, E2, E3 et E4, (�g.3.37) telle que u�14 = 1 aupoint 14 et vaut z�ero aux n�uds qui sont 3, 6, 7, 8 et 12.Alors cela m�ene �a un syst�eme d'�equations suppl�ementaires (3.39) qui ajout�e au syst�emepr�ec�edent, donnera U2.



Formulation en 2D et en 3D 854Xi=1 ��Z T0 ZEi � _u _u�14 dx dt + Z T0 ZEi a"(u) : "(u�14) dx dt� = 0 (3.39)En utilisant une renum�erotation judicieuse, la matrice T23 avec ses lignes suppl�ementairesreste bande mais n'est plus triangulaire par blocs.
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Fig. 3.36 { Exemple d'un remaillage espace-temps sur deux pas de temps �a partir d'un carr�emaill�e en triangles et d'un trianglePour montrer l'avantage et le pro�t de la technique, des exemples de remaillage en 2Despace seront pr�esent�es au chapitre IV.
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14E1 E2E3 E4~y~x ~tFig. 3.37 { Domaine de la fonction virtuelle sp�eci�que3.4.3 Maillage espace-temps 4DNous n'avons pas trait�e de probl�emes volumiques 3D espace par manque de temps.En e�et, cela devient tr�es technique lorsque l'on souhaite utiliser des simplex. Construire unmaillage espace-temps 4D en multiplex est relativement facile �a faire. Par contre construireun maillage espace-temps en simplex est beaucoup plus di�cile. Nous avons cependant, und�ebut de r�eponse. Pour cela, nous nous inspirons de ce qui est fait en dimension inf�erieure.Lorsque l'on consid�ere un �el�ement �ni 2D espace triangulaire �g.3.38a, on peut construiretrois �el�ements �nis espace-temps de type simplex �g.3.38b, dont les connectivit�es sont :8<: 1; 2; 3; 1 + ni2; 3; 1 + ni; 2 + ni3; 1 + ni; 2 + ni; 3 + ni (3.40)o�u ni est le nombre total de n�uds du maillage espace.On peut g�en�eraliser cette approche �a la construction d'un maillage espace-temps 4D. Lorsquel'on consid�ere un �el�ement �ni volumique de type t�etra�edre �g.3.39a, on peut construire unmaillage espace-temps 4D �g.3.39b constitu�e de quatre simplex 4D dont les connectivit�essont : 8>><>>: 1; 2; 3; 4; 1 + ni2; 3; 4; 1 + ni; 2 + ni3; 4; 1 + ni; 2 + ni; 3 + ni4; 1 + ni; 2 + ni; 3 + ni; 4 + ni (3.41)Ainsi, en partant d'un maillage espace constitu�e de plusieurs t�etra�edres, on peut construireun maillage espace-temps 4D en suivant la technique pr�ec�edente. Le probl�eme technique au-quel on se trouve confront�e, est de respecter le fait que deux simplex 4D adjacents doivent



Formulation en 2D et en 3D 87avoir un t�etra�edre en commun. Cela ne pr�esente pas de probl�eme conceptuel majeur maisdemande de gros e�orts de programmation. Cela fait partie des perspectives de l'�etude.
fig. b
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fig. a

21
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~x~y~x
~t ~y 1 + ni 3 + ni2 + ni

Fig. 3.38 { Passage d'un maillage 2D espace �a un maillage 3D espace-temps de type simplex
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4 ~t~x
~z ~y 2 + ni 1 + ni 3 + ni4 + ni

Fig. 3.39 { Passage d'un maillage 3D espace �a un maillage 4D espace-temps de type simplex3.5 ConclusionDans le cas de l'oscillateur, l'emploi de la STFEM avec une interpolation lin�eaire, revient�a utiliser une discr�etisation temporelle de type acc�el�eration lin�eaire alors que dans le cas 1Despace, nous avons constat�e que l'utilisation des multiplex revient �a faire une discr�etisationtemporelle explicite par un algorithme des di��erences �nies centrales.Les simplex ont �et�e pr�ef�er�es aux multiplex de par leur g�eom�etrie pour le remaillage et lafacilit�e de calcul de leurs fonctions d'interpolation.Nous avons pu remarquer un gain de temps lorsque l'on ra�ne le maillage au cours du tempssans l'utilisation d'une m�ethode de r�esolution optimis�ee. Comme nous l'avons vu dans le casdu syst�eme �a un degr�e de libert�e, en 1D et en 2D, nous obtenons une pr�ecision relativementsatisfaisante. Des tests ont �et�e e�ectu�es avec �0 6= 0 mais les r�esultats n'ont pas pu êtrecompar�es �a la solution analytique.Cette approche ayant donn�e satisfaction, nous allons nous pencher sur un probl�eme nonlin�eaire de contact frottant.Notre objectif �etant de remailler le long de la zone de contact.



Contact et Frottement en elasto-dynamique HPP 89Chapitre 4Contact et Frottement enelasto-dynamique HPPL'objectif du chapitre est d'utiliser la m�ethode des �el�ements �nis espace-temps dans lecadre de la r�esolution de probl�emes non lin�eaires.Nous allons nous int�eresser �a des probl�emes de contact unilat�eral avec frottement de Cou-lomb en �elasto-dynamique et en petites perturbations.Ces non lin�earit�es sont locales et caract�eris�ees au niveau de la surface de contact.Le contact frottant est mod�elis�e dans la suite par les lois de Signorini et de Coulomb.Notre r�esolution non lin�eaire s'inspire du traitement du contact avec frottement d�evelopp�epar M. Jean et J.J. Moreau, [33], [34], [35], [36], [49], [20], [50]. Il s'agit d'une m�ethode detype Gauss-Seidel non lin�eaire par blocs, [5], [6], [7], [39].Notre �etude se limitera au contact entre un corps d�eformable et un solide rigide.4.1 Rappels sur les lois de contact et de frottementDans cette section, nous �enoncerons les lois, puis la formulation adopt�ee.Et nous poursuivrons par une description de la m�ethode de r�esolution en espace-temps.Des tests num�eriques seront pr�esent�es pour valider notre approche.4.1.1 Loi de contact unilat�eralOn consid�ere un corps rigide susceptible de rentrer en contact avec un corps d�eformable.Le corps rigide (ou l'obstacle) joue le rôle du corps antagoniste et le corps d�eformable celuidu candidat.Dans la suite, nous utiliserons une terminologie d�e�nie par M. Jean d�e�nissant un (( contact ))comme une paire candidat - antagoniste. SoientM , le point mat�eriel candidat etM 0, le pointmat�eriel antagoniste qui est la projection de M sur la surface de l'obstacle.On note ~n, le vecteur dirig�e de l'antagoniste M 0 vers le candidat M .Il est normal �a la surface de l'obstacle, suppos�ee su�samment r�eguli�ere pour admettre une



90 4 { Contact et Frottement en elasto-dynamique HPPnormale unique.On adjoint au vecteur ~n, deux autres vecteurs pour ainsi constituer une base orthonorm�eedirecte (en 2D, cette base est constitu�ee de deux vecteurs ~n et ~t avec comme origine, le pointM 0). Le rep�ere ( M 0,~n, ~t1, ~t2) est appel�e rep�ere local.Dans la suite, on d�esignera par des indices grecs, les points candidats au contact. On d�esignepar xn, la distance alg�ebrique MM 0, plus commun�ement appel�ee interstice. cette valeur eststrictement positive si les deux corps ne se touchent pas, nulle s'ils sont en contact. Si elleest n�egative, c'est qu'il y a p�en�etration.On appelle r, la r�eaction exerc�ee sur le candidat M par l'obstacle.On note �, le d�eplacement relatif, �a savoir la di��erence entre le d�eplacement u du candidatM et le d�eplacement u0 de l'antagoniste M 0, soit � = u� u0.
M 0obstacleO

M~n ~t
Fig. 4.1 { rep�ere localDans le rep�ere local,* le d�eplacement relatif, � a pour composantes (�N ; �T )* en cas de contact, la r�eaction de l'obstacle sur le corps d�eformable r a pour composante(rN ; rT )Remarque :En 3D, les composantes rT et �T d�esignent des vecteurs du plan tangent au point de contact.Par unilat�eralit�e, on entend que les deux corps ne se p�en�etrent pas. Le contact unilat�eral setraduit sous forme d'une relation de compl�ementarit�e, dite (( Conditions de Signorini )) o�uxN et rN doivent v�eri�er les trois relations suivantes :



Rappels sur les lois de contact et de frottement 918<: rN > 0 non adh�esionxN > 0 imp�en�etrabilit�erN :xN = 0 compl�ementarit�e (4.1)Les Conditions de Signorini peuvent s'�ecrire de mani�ere �equivalente, sous la forme d'une�egalit�e avec projection. 8�N > 0; rN = projR+(rN � �NxN ) (4.2)o�u projR+(:) repr�esente la projection sur l'ensemble des r�eels positifs.Les conditions de Signorini peuvent être repr�esent�ees par le graphe de multiapplication(�g.4.2). rN
xNFig. 4.2 { Loi du contact unilat�eral : Conditions de Signorini4.1.2 Loi de frottementLa loi de frottement est une relation entre la r�eaction tangentielle, rT et le glissement.On peut distinguer grossi�erement deux classes de lois de frottement. Le frottement visqueuxou lubri��e et le frottement sec. Nous nous restreindrons au cas du frottement sec. Ce frotte-ment a pour caract�eristique le fait que la force tangentielle doit d�epasser un certain seuil pourprovoquer le glissement. Pour d�ecrire le frottement sec, nous adopterons la loi de Coulomb.Cette loi peut s'�ecrit de la mani�ere suivante :8<: krTk 6 �rNkrTk < �rN =) vT = 0 adh�erence�T 6= 0 =) rT = �rN vTkvT k glissement (4.3)o�u vT est la vitesse de glissement et �, le coe�cient de frottement. Il est suppos�e constantet positif. Nous nous limiterons au cas du frottement isotrope.La premi�ere relation exprime, qu'en dimension 2, la r�eaction tangentielle rT 2 [��rN ; �rN ],et en dimension 3, rT appartient au disque de rayon �rN , ce qui veut dire que rT appartient



92 4 { Contact et Frottement en elasto-dynamique HPP�a un cône appel�e cône de Coulomb.La troisi�eme relation quant �a elle, montre que s'il y a glissement, la composante tangentiellerT de r est proportionnelle �a la r�eaction normale rN et de plus rT s'oppose �a vT c'est-�a-direau mouvement.On peut remplacer la vitesse de glissement par la composante tangentielle du d�eplacementrelatif [20], [39].Le graphe de ces relations en dimension 2 est pr�esent�e dans la �gure 4.3. On peut aussimettre cette loi sous la forme suivante :8�T > 0; rT = projC(rN )(rT � �T �T ) (4.4)o�u l'op�erateur projC(rN )(:) repr�esente la projection sur la section du cône de Coulomb C(rN).En 2D, C(rN ) = [�rN ; �rN ] � R.En 3D, C(rN ) = frT tq krTk 6 �rNg � R2.rT �rN �TFig. 4.3 { Loi du frottement sec de Coulomb en 2D4.1.3 Equations du probl�eme avec contact frottantOn consid�ere un corps �elastique occupant l'ouvert 
 de R3 et ]0; T [ un intervalle de temps.Le corps est soumis �a :* une densit�e d'e�orts volumiques fd impos�ee sur 
,* une densit�e d'e�orts surfaciques gd impos�ee sur @1
 = �1,* des d�eplacements impos�es ud sur la fronti�ere @0
 = �0,* des conditions de contact sur la fronti�ere @C
 = �C .La fronti�ere @
 de 
 v�eri�e : @
 = �0 [ �1 [ �C . Sur la partie �C , le solide est soumis �a unedensit�e surfacique de forces de r�eaction inconnue r, due �a l'obstacle.



Rappels sur les lois de contact et de frottement 93Equations du probl�eme avec prise en compte du contact frottantLe probl�eme aux limites s'�ecrit :Trouver le d�eplacement u, le tenseur des contraintes de Cauchy � et la r�eaction r v�eri�ant(1.9) du chap. 1 tels que :8>>>>>><>>>>>>: rN (x; t) > 0 8(x; t) 2 �C � [0; T ] non adh�esionuN (x; t) > 0 8(x; t) 2 �C � [0; T ] imp�en�etrabilit�erN (x; t):uN(x; t) = 0 8(x; t) 2 �C � [0; T ] compl�ementarit�ekrTk 6 �rN 8(x; t) 2 �C � [0; T ] conditions de type frottementavec si krTk < �rN ) �T = 0 8(x; t) 2 �C � [0; T ] adh�erencesi �T 6= 0) rT = �rN �Tk�T k 8(x; t) 2 �C � [0; T ] glissement (4.5)La formulation variationnelle associ�ee au probl�eme pr�ec�edent s'�ecrit :Trouver le d�eplacement u 2 Uad tel que :�Z T0 Z
 � _u _u� dx dt + Z T0 Z
 a"(u) : "(u�)dxdt � Z T0 Z�c ru�dsdt = Z T0 Z
 fdu�dxdt+Z T0 Z�1 gdu�dsdt + Z
 �T (x)u�(x; T ) dx + Z
 �0(x)u�(x; 0) dx 8u� 2 Uad0 (4.6)v�eri�ant les conditions de contact avec frottement. Le terme R T0 R�c ru�dsdt repr�esente lacontribution des e�orts de contact.4.1.4 Discr�etisation du probl�emeInterpolation espace-temps :Le d�eplacement reste interpol�e de la même fa�con qu'aux chapitres pr�ec�edents. Cependant,en ce qui concerne, la discr�etisation des lois de contact et de frottement, nous supposons queles rep�eres locaux restent inchang�es durant chaque pas de temps, que les r�eactions sontconcentr�ees aux n�uds et qu'elles restent constantes durant un pas de temps.Cette interpolation, qui apparâ�t assez grossi�ere est celle qui est la plus g�en�eralement utilis�ee[5], [6], [7], [39]. Au même instant que U , on d�e�nit un vecteur R correspondant au vecteurassembl�e des r�eactions de tous les n�uds candidats au contact ou non.Equations discr�etis�ees :En utilisant l'interpolation d�evelopp�ee ci-dessus, le probl�eme discr�etis�e s'�ecrit :Trouver le couple (U,R) tels que : TU � CR = F + � (4.7)



94 4 { Contact et Frottement en elasto-dynamique HPPavec CR = 0BBBBB@ C11 0 0 : : : 0 00 C22 0 : : : 0 0... ... ... ... ... ...0 0 0 : : : Cn�1=n�1 00 0 0 : : : 0 Cnn 1CCCCCA0BBBBB@ R1R2...RnRn+1 1CCCCCAo�u C est une matrice diagonale par blocs. Chaque bloc diagonal est nul c'est-�a-dire,Cii = 0@ 0 0 00 0 00 0 0 1A ;si le n�ud est libre et est �egale �a h � I3, c'est-�a-direCii = 0@ h 0 00 h 00 0 h 1Asi le n�ud est candidat au contact. Pour chaque n�ud � candidat au contact, les relationssuivantes doivent être v�eri��ees :� r�N = projR+(r�N � �Nx�N )r�T = projC(r�N )(r�T � �T��T ) (4.8)o�u r� = (r�N ; r�T ), est la r�eaction de contact exerc�ee sur le n�ud �, �� = (��N ; ��T ), est led�eplacement relatif du n�ud � par rapport �a l'obstacle, �N et �T sont des r�eels strictementpositifs.On remarque que les lois de contact et de frottement sont exprim�ees dans les rep�ereslocaux, ainsi pour faciliter les calculs, l'�equation (4.7) sera exprim�ee dans les rep�eres locaux.L'�equation (4.7) �a un pas de temps ti, s'�ecrit de la mani�ere suivante :Ti=i+1Ui � CiiRi = Fi�1 + �i�1 � Ti=i�1Ui�2 � TiiUi�1 (4.9)A cette �equation, doit être ajout�ees les �equations de contact avec frottement (4.2) et (4.4).Soit ni le nombre total de n�uds du maillage espace �a l'instant consid�er�e. On note UObs 2R3ni en 3D (ou R2ni en 2D), le vecteur assembl�e des d�eplacements des projections des n�udscandidats au contact. Notons que pour les n�uds libres les composantes de UObs sont nulles.L'�equation pr�ec�edente s'�ecrit alors :Ti=i+1�i � CiiRi = Li (4.10)



Rappels sur les lois de contact et de frottement 95o�u �i = Ui � UObsi est appel�e le vecteur assembl�e du d�eplacement relatif par rapport �al'obstacle �a l'instant ti etLi = Fi�1 + �i�1 � Ti=i�1Ui�2 � TiiUi�1 � Ti=i+1UObsiest le second membre. On consid�ere H i la matrice assembl�ee des matrices de changement debases H �i et on note par H Ti sa transpos�ee. Ainsi H i est la matrice diagonale par blocs �egale�a 0BBBBB@ H 1i 0 0 : : : 0 00 H 2i 0 : : : 0 0... ... ... ... ... ...0 0 0 : : : Hni�1i 00 0 0 : : : 0 Hnii 1CCCCCA :Pour un n�ud � libre, la matrice de changement de bases H �i est la matrice identit�e.Ce qui veut dire qu'en ce qui concerne les n�uds libres leurs rep�eres local et global sont lesmêmes. L'�equation (4.10) s'�ecrit de la mani�ere suivante dans les rep�eres locaux :H Ti Ti=i+1H i �i � H Ti CiiH i ri = H Ti Li () ~Ti=i+1 �i � ~Cii ri�1 = li (4.11)o�u �i 2 R3ni est le vecteur assembl�e des d�eplacements relatifs exprim�e dans les rep�ereslocaux et ri 2 R3ni est le vecteur assembl�e des forces de r�eactions exprim�e dans les rep�ereslocaux. A�n d'all�eger les notations, l'indice i du pas de temps sera omis dans la suite. Alorsl'�equation (4.11) se r�e�ecrit : ~T� � ~Cr = l (4.12)Cette �equation est un syst�eme d'�equations exprim�e dans les rep�eres locaux de dimension3ni (ou 2ni si l'on est en dimension 2). Il s'agit, pour chaque n�ud � de r�esoudre le syst�emenon lin�eaire pr�ec�edent qui s'�ecrit :8>><>>: ~T���� � ~C��r� = l� � X� 6=� ~T�����r�N + projR+(r�N � �Nx�N ) = 0�r�T + projC(r�N )(r�T � �T��T ) = 0 (4.13)o�u ~T�� sont des matrices 2� 2 en 2D ou 3 � 3 en 3D issues de ~T .Notons (en dimension 3),y� = 0BB@ r�Nr�Tx�N��T 1CCA 2 R6 le vecteur nodal des inconnues de contact et frottement du n�ud �
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��� �0~n� ~t�Fig. 4.4 { D�e�nition du rep�ere local (~n;~t) dans le cas d'un contact entre un corps maill�e etun obstacleg(y�) = 0BB@ 00projR+ (r�N � �Nx�N)projC(r�N )(r�T � �T ��T ) 1CCA ; op�erateur non lin�eaire de R6 �! R6; etl� = 0BB@ l�Nl�T00 1CCA 2 R6Remarque: l'op�erateur projC(r�N )(:) n'est pas d�e�ni pour r�N < 0.Pour r�esoudre ce probl�eme, on remplace projC(rN )(:) par projC(�+N )(:) avec �+N = projR+(rN ��NxN ).d'o�u, pour chaque n�ud candidat au contact, il faut r�esoudre,8>>><>>>: ~T��� x�N��T � � ~C��r� = l� � X� 6=� ~T���� + ~T��� x�N(t� 1)0 �r�N = projR+(r�N � �Nx�N)r�T = projC((��N )+)(r�T � �T��T ) (4.14)Il est montr�e dans [6] que le probl�eme (4.14) est �equivalent au pr�ec�edent.Il est possible d'�ecrire le probl�eme complet sous la forme synth�etique suivante d'un syst�emenon lin�eaire d'inconnue y :



Algorithme de r�esolution du contact avec frottement 97~Ay � G(y) = b (4.15)o�u ~A est une matrice de dimension 6ni � 6ni, G : R6ni �! R6ni, un op�erateur nonlin�eaire diagonal par blocs et y, le vecteur inconnu de dimension 6ni.y = 0BBB@ y1......yni 1CCCA ; et ~A = 0BBBBBBBB@ � ~C11 ~T11 � ~C12 ~T12 : : : : : : � ~C1ni ~T1ni�I 0 0 0 : : : : : : 0 0... ... ... ... . . . . . . ... ...... ... ... ... . . . . . . ... ...� ~Cni1 ~Tni1 � ~Cni2 ~Tni2 : : : : : : � ~Cnini ~Tnini0 0 0 0 : : : : : : �I 0 1CCCCCCCCAG(y) = 0BBB@ g(y1)......g(yni) 1CCCA :
b = 0BBB@ b1......bni 1CCCA = 0BBBBBBBBBBBBBBB@

b1Nb1T00......bniNbniT00
1CCCCCCCCCCCCCCCA 2 R6ni4.2 Algorithme de r�esolution du contact avec frotte-mentDe nombreuses m�ethodes existent pour r�esoudre des probl�emes de contact avec frotte-ment.Parmi ces algorithmes nous pouvons citer les m�ethodes de Newton g�en�eralis�e (Alart et Cur-nier, [5], [6], [7]), de p�enalit�e, [25], [52], de p�enalit�e-dualit�e, [16], etc ...De sorte que, pour r�esoudre notre probl�eme, il su�t de remplacer le syst�eme non lin�eaire vupar une succession d'approximations lin�eaires.Les m�ethodes it�eratives poss�edent de certains avantages, mais leur succ�es d�epend de la na-ture des matrices mises en jeu.



98 4 { Contact et Frottement en elasto-dynamique HPPDe plus, la convergence des m�ethodes it�eratives n'est r�ealis�ee que dans certaines conditionsque nous pr�eciserons dans la suite, une grande prudence est donc n�ecessaire.La plupart des m�ethodes utilis�ees pour r�esoudre ce type de probl�emes s'�ecrivent souvent sousla forme : yk+1 = yk + S�1k D(yk) (4.16)o�u la matrice Sk, appel�ee matrice pente et le vecteur D(yk) = �Sk�y d�ependent de lam�ethode choisie.Notons qu'en g�en�eral, la matrice Sk n'est jamais explicitement invers�ee.M�ethode de type Gauss Seidel non lin�eaire:La m�ethode que nous allons d�evelopper dans ce paragraphe et que nous avons choisid'utiliser est bas�ee sur des travaux de M. Jean et J.J. Moreau, [33], [34], [35], [36], [49], [20],[50]. Il s'agit d'une variante de la m�ethode dite (( Non Smooth Contact Dynamics )) (NSCD).La nouveaut�e de la m�ethode que nous proposons r�eside, dans le fait que les �equations nesont pas condens�ees aux n�uds candidats au contact. Dans cette �etude, nous ne discuteronspas des avantages de cette nouvelle m�ethode, mais soulignons le fait que le choix que nousavons fait semble plus adapt�e �a des probl�emes o�u le nombre de n�uds candidats au contactest important. C'est le cas des applications qui nous int�eressent �a savoir les probl�emes demises en forme.Cette m�ethode se pr�esente ainsi, on d�ecompose la matrice ~A de la mani�ere suivante~A = ~D � ~E � ~Fo�u ~D est la diagonale par blocs 6ni�6ni, ~E la partie triangulaire inf�erieure par blocs 6ni�6niet ~F la partie triangulaire sup�erieure par blocs 6ni � 6ni de la matrice ~A (�g.4.5).A chaque it�eration k de l'algorithme, nous devons r�esoudre le syst�eme non lin�eaire ci-dessous :( ~D � ~E)yk+1 + G(yk+1) = ~Fyk + b (4.17)Ainsi la solution y du probl�eme est obtenue comme limite de la suite (yk)k2N v�eri�ant larelation suivante pour chaque n�ud �,~A��y�k+1 + g(y�k+1) = � ��1X�=1 ~A��y�k+1 � nX�=�+1 ~A��y�k + b� (4.18)o�u ~A�� = � � ~C�� ~T���I 0 �, ~A�� = � 0 ~T��0 0 � sont les sous-matrices blocs 6 � 6 de ~Aet y�k+1 est le vecteur des inconnues de contact et frottement du n�ud � �a l'it�eration k + 1



Algorithme de r�esolution du contact avec frottement 99� ~F
~D� ~E~A = = ~D � ~E � ~F

Fig. 4.5 { D�ecomposition de la matrice ~A en la somme des matrices ~D, � ~E et � ~Fde Gauss Seidel. Pour tout n�ud �, les inconnues �� et r� sont recherch�ees comme �etant leslimites respectives des suites ��k et r�k .A l'it�eration k+1, on cherche une valeur approch�ee du d�eplacement relatif et de la r�eactionau n�ud �. On adopte des valeurs provisoires des d�eplacements relatifs et des r�eactions surles autres n�uds comme suit : si � > �, on adopte les valeurs calcul�ees �a l'it�eration k, parcontre si � < �, on adopte les valeurs que l'on vient de calculer pendant l'it�eration k + 1.En appliquant les lois de contact et de frottement, le couple (��k , r�k ) sera d�etermin�e enutilisant la m�ethode de Newton g�en�eralis�ee [5], [6], [7], [39], la solution est obtenue avec peud'it�erations, le plus souvent une ou deux.Lorsque � est un n�ud libre,r�k+1 = 0 et ��k+1 = ~T�1�� (l� � X� 6=� ~T����):Ensuite, on actualise les d�eplacements et les r�eactions et on passe au n�ud suivant.On incr�emente k jusqu'�a ce que le crit�ere d'arrêt soit atteint. Il s'agit d'une m�ethode de typeGauss Seidel non lin�eaire par blocs. Rappelons que dans le cas lin�eaire, le terme g�en�eral dela suite est donn�e par la formule :( ~D � ~E)yk+1 = ~Fyk + b (4.19)Algorithme de Newton g�en�eralis�ee pour un n�ud candidat au contact en 2D:



100 4 { Contact et Frottement en elasto-dynamique HPPDu fait de la non-di��erentiabilit�e de l'op�erateur projection, le syst�eme non lin�eaire estr�esolu par la m�ethode de Newton (( g�en�eralis�ee )).On pose x = y�, ��N = r�N � �Nx�N et ��T = r�T � �T��T .Notons b� = l� � X� 6=� ~T���� + ~T��� x�N(t� 1)0 � et F = ~A��x+ g(x).* Initialisation de x0* F 0(xj)(xj+1 � xj) = F(xj) � b�Sur chaque zone de lin�earit�e, on pose : e� = xj + (F 0)�1(xj)[F(xj) � b�].Si ��N 6 0 alorsF 0 = � � ~C�� ~T���I 0 � ) xj+1 = e� car rg(xj) = � 0 00 0 �par cons�equent, il s'agit d'un statut de NON CONTACTSi ��N > 0 alorsSi k��Tk 6 ���N alors F 0 = � � ~C�� ~T��0 ��I � ) xj+1 = e� car rg(xj) =� 0 0I ��I �par cons�equent, il s'agit d'un statut de CONTACT ADHERENTSi �T > ��N alors F 0 = � � ~C�� ~T��C� � I ��C� � ) xj+1 = e� car rg(xj) =� 0 0C� ��C� �avec C� = � 1 0��� 0 �par cons�equent, il s'agit d'un statut de CONTACT GLISSANTRemarque : rg est la matrice jacobienne de g. � peut prendre les deux valeurs suivantes1 ou �1. Si �T < ���N alors � = 1.Convergence de la m�ethode :



Synth�ese 101Dans l'article �ecrit par F. Jourdan, P. Alart et M. Jean, [28], la preuve de la convergencede la m�ethode dite des (( �equilibres successifs )) et rebaptis�ee (( Non Smooth Contact Dyna-mics )) (NSCD) est montr�ee sous certaines hypoth�eses. En voici l'�enonc�e :Th�eor�eme (Convergence de la m�ethode des �equilibres successifs) :Soit un probl�eme en dimension 2 de contact avec frottement, en dynamique. Pour un pas detemps su�samment petit, la m�ethode des �equilibres successifs est convergente.Un r�esultat int�eressant serait de g�en�eraliser ce th�eor�eme �a la variante que nous avons d�eve-lopp�e dans ce chapitre.4.3 Synth�eseNous avons choisi les lois de contact de Signorini et de frottement sec de Coulomb, il est�evident que par la simplicit�e relative de leur formulation, ces lois ne sauraient d�ecrire tousles ph�enom�enes fort complexes mis en jeu lors des probl�emes de contact. On pourrait faireappel �a d'autres lois beaucoup plus complexes mais celles choisies donnent des informationssu�santes pour la description de probl�emes m�ecaniques qui nous int�eressent.En ce qui concerne la r�esolution du probl�eme, nous avons choisi une variante de la m�ethodeNSCD. Cette m�ethode est une m�ethode implicite permettant de traiter des probl�emes decontact frottant avec certains avantages li�es aux sch�emas implicites quand il s'agit de pro-bl�emes en dynamique.D'apr�es le th�eor�eme pr�ec�edent, la convergence d�epend du pas de temps.Par contre, en dimension 3, la preuve d'une convergence n'a pas �et�e �etablie. Mais cettem�ethode a d�ej�a �et�e utilis�ee avec succ�es dans di��erents probl�emes tels que des simulationsnum�eriques de probl�emes d'emboutissage [41] et aussi des simulations num�eriques de collec-tions de corps rigides (mat�eriaux granulaires), [33], [34], [35], [36], [49], [20], [50].L'agorithme de r�esolution peut se sch�ematiser comme suit :
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Fin boucle Gauss SeidelFin boucle sur les n�uds candidatsTest de convergenceActualisation de Uk et de RkCalcul de r�kCalcul de xN�k et de �T �kSi le n�ud est libre r�k = 0 ��k = ~T�1�� (�� �X� 6=� ~T����)Sinon r�esolution par la m�ethode de Newton g�en�eralis�ee :

Fig. 4.6 { Algorithme de r�esolution sur un pas de temps4.4 Tests num�eriques et ApplicationsDans la suite, les tests num�eriques seront e�ectu�es en d�eformation plane.4.4.1 Chute d'un lopin sur un plan in�niment rigideNous allons �etudier l'impact d'un lopin carr�e lanc�e avec une vitesse initiale v0 sur unplan in�niment rigide (�g.4.7). Les caract�eristiques du lopin sont, un module de young E =210:103MPa, un coe�cient de poisson � = 0:3 et une masse sp�eci�que � = 0:78:10�5 Kg:mm�3.La vitesse initiale v0 est de �5:102mm:s�1, la pesanteur est n�eglig�ee et le pas de temps esth = 4:10�6 s. Pour ces tests, on utilise des maillages r�eguliers en simplex.Premier test : chute libre avec contact sans frottementNous avons voulu comparer les r�esultats obtenus par EFET �a ceux obtenus par CASTEM.Pour se faire, vu que CASTEM (version 99) ne traite pas de probl�emes en dynamique aveccontact et frottement, nous n'avons pas tenu compte du frottement. Nous avons donc, dansCASTEM mod�elis�e le contact entre le sol et le lopin comme des conditions unilat�erales.Les calculs ont �et�e men�es avec un maillage espace comportant 100 n�uds (�g.4.8). Dans les�gures 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15 et 4.16, nous avons rassembl�e les r�esultatsde l'�evolution de la chute du lopin obtenus par EFET (colonne de gauche) et par CASTEM(colonne de droite).
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P4

P1 P2

P3

Lopin

PlanFig. 4.7 { Sch�ema du lopin
Fig. 4.8 { D�eform�ee (ampli��ee) du lopin �a l'instant t = 20h
Fig. 4.9 { D�eform�ee (ampli��ee) du lopin �a l'instant t = 40h
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Fig. 4.10 { D�eform�ee (ampli��ee) du lopin �a l'instant t = 70h
Fig. 4.11 { D�eform�ee (ampli��ee) du lopin �a l'instant t = 110h
Fig. 4.12 { D�eform�ee (ampli��ee) du lopin �a l'instant t = 140h
Fig. 4.13 { D�eform�ee (ampli��ee) du lopin �a l'instant t = 151h
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Fig. 4.14 { D�eform�ee (ampli��ee) du lopin �a l'instant t = 180h
Fig. 4.15 { D�eform�ee (ampli��ee) du lopin �a l'instant t = 210h
Fig. 4.16 { D�eform�ee (ampli��ee) du lopin �a l'instant t = 250hLes r�esultats num�eriques en terme de d�eplacements des n�uds extr�emit�es P1, P2, P3, P4en fonction du temps sont rassembl�es et compar�es dans les �gures 4.17, 4.18, 4.19 et 4.20.
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Fig. 4.17 { D�eplacement du point P1 suivant l'axe des x et l'axe des y
0e+00 2e−04 4e−04 6e−04 8e−04 1e−03

temps (s)

−0.10

−0.05

0.00

0.05

0.10

de
pl

ac
m

en
t (

m
m

)

fig.a : deplacement suivant x

EFET
CASTEM

0e+00 2e−04 4e−04 6e−04 8e−04 1e−03
temps (s)

−0.10

−0.05

0.00

0.05

0.10

de
pl

ac
em

en
t (

m
m

)

fig.b : deplacement suivant y

EFET
CASTEM

Fig. 4.18 { D�eplacement du point P2 suivant l'axe des x et l'axe des y
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Fig. 4.19 { D�eplacement du point P3 suivant l'axe des x et l'axe des y
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Fig. 4.20 { D�eplacement du point P4 suivant l'axe des x et l'axe des yLes r�esultats num�eriques en terme d'e�orts de r�eactions sur la surface de contact sontrepr�esent�es dans la �gure 4.21. Il s'agit de la somme sur tous les n�uds en contact, desnormes des r�eactions en fonction du temps. On constate qu'en terme de d�eplacements oud'e�orts, les r�esultats num�eriques obtenus par EFET sont en bonne ad�equation avec ceuxobtenus par CASTEM. Les calculs ont �et�e e�ectu�es sur une station SUN ultra 1. Sur 250 pasde temps, le temps cpu obtenu par EFET est de 73 s contre 146 s par CASTEM. Ce tempsest donn�e �a titre indicatif. Le nombre total d'it�erations de Gauss Seidel est 884, soit environ3:5 it�erations par pas de temps.Remarque :On a constat�e une petite dissym�etrie lors des di��erentes �etapes de l'�evolution de la chute dulopin. Cela est dû au maillage espace-temps qui est non sym�etrique (le maillage espace est
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Fig. 4.21 { Somme des normes des forces de r�eactionnon sym�etrique aussi).Lors du prochain test, nous avons ajout�e le frottement.Deuxi�eme test : chute libre avec contact et frottementNous reprenons le même exemple, cette fois-ci avec le frottement en plus. Sur les �gures4.22a et 4.23a, les d�eplacements horizontaux des noeuds P1 et P2 sont repr�esent�es en fonctiondu temps. On constate qu'il y a une diminution de l'amplitude des d�eplacements due aufrottement. Durant la phase d'�ecrasement, le gon
ement est donc moins important. D'autrepart, on constate une non sym�etrie du d�eplacement tangentiel des points P1 et P2. Celavient du fait que le maillage espace-temps n'est pas sym�etrique ce qui est ampli��e par la nonsym�etrie du maillage espace. Cette observation se con�rme sur la �gure 4.24 qui repr�esentele glissement du n�ud de l'axe de sym�etrie. Avec un maillage espace-temps sym�etrique nousdevrions trouver un d�eplacement tangentiel de ce point nul.
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Fig. 4.22 { D�eplacement du point P1 suivant l'axe des x et suivant l'axe des y
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Fig. 4.23 { D�eplacement du point P2 suivant l'axe des x et suivant l'axe des y
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Fig. 4.24 { D�eplacement tangentiel du point PM, milieu entre P1 et P2, lors de la phasede contact4.4.2 (( Emboutissage ))
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Fig. 4.25 { Sch�ema de l'impact d'un poin�con sur une structureNous allons �etudier l'impact d'un poin�con sur une structure (�g.4.25). L'objectif de cetest est de traiter un probl�eme avec frottement et de comparer les r�esultats num�eriquesobtenus par EFET �a ceux obtenus par le logiciel de calculs des structures ANSYS 5.6. Lemaillage espace contient 63 n�uds (�g.4.27). Comme ANSYS 5.6 ne propose pas d'�el�ementstriangulaires �a trois n�uds, nous avons choisi de faire nos comparaisons avec les r�esultats deANSYS obtenus pour des quadrangles �a quatre n�uds (�g.4.26). Le d�eplacement du poin�conest de 2:10�3mm pour chaque pas de temps h = 4:10�6 s. Les �gures 4.27, 4.28, 4.29 et 4.30



Tests num�eriques et Applications 111repr�esentent les structures d�eform�ees apr�es 300 et 600 pas de temps.

Fig. 4.26 { Maillage espace de la structure par ANSYSFig. 4.27 { D�eform�ee (ampli��ee) de la structure �a l'instant t = 300h vue par EFETLa force totale de r�eaction sous le poin�con est repr�esent�ee dans la �gure 4.31.Les courbes dynamiques sont compar�ees �a la courbe obtenue en quasi-statique par AN-SYS. Les calculs ont �et�e r�ealis�es sur un PC pentium III, 650 MHz. En ce qui concerne lestemps de calculs, le temps cpu obtenu par EFET est de 18:81 s contre 195 s pour ANSYS.Notons que le traitement du contact avec frottement dans ANSYS est trait�e par la m�ethodede p�enalit�e.Les e�orts dynamiques sont tr�es sensibles dans ce type d'application car ce sont les e�orts de
exions qui dominent en d�ebut de course. Pour que les e�orts de traction viennent stabiliser



112 4 { Contact et Frottement en elasto-dynamique HPP

Fig. 4.28 { D�eform�ee (ampli��ee) de la structure �a l'instant t = 300h vue par ANSYSFig. 4.29 { D�eform�ee (ampli��ee) de la structure �a l'instant t = 600h vue par EFETla r�eaction, il faut un d�eplacement de poin�con plus grand, mais dans ce cas, on sortirait ducadre H.P.P.
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Fig. 4.30 { D�eform�ee (ampli��ee) de la structure �a l'instant t = 600h vue par ANSYS
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Fig. 4.31 { Somme des normes des r�eactions au cours du temps



114 4 { Contact et Frottement en elasto-dynamique HPP4.4.3 Ecrasement d'un lopin par un outilNous allons analys�e l'�ecrasement d'un lopin (corps d�eformable) par un outil (corps rigide)compos�e de deux poin�cons l'un �a droite et l'autre au milieu (�g.4.32). Les caract�eristiquesdu lopin sont les mêmes que celles vues lors de l'exemple de la chute. Le poin�con du milieuest d�ecal�e par rapport �a celui de droite pour di��erer le contact. Ce probl�eme va être trait�eavec remaillage et sans remaillage ainsi il sera possible de savoir si les r�esultats obtenus avecremaillage sont satisfaisants par rapport �a ceux obtenus avec un maillage plus �n d�es led�epart.
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~y ~xFig. 4.32 { Sch�ema de l'exemple de l'�ecrasement o�u r < 10mmLors du cas avec remaillage (�g.4.34), le maillage espace de d�epart est le maillage 1 et lemaillage d'arriv�ee est le maillage 2.Le maillage 2 est obtenu d�es le premier pas de temps. Cela est dû au crit�ere de pr�evision quid�es que l'obstacle est �a une distance inf�erieure �a un seuil, il y a remaillage.La comparaison avec un maillage �n (�g.4.33) d�es le d�epart montre une erreur relativemaximum sur la norme de la r�eaction de l'ordre de 0:1% (�g.4.35), pour un pas de tempsh = 5:10�5 s et un d�eplacement de l'outil de 2:10�2mm. Dans le cas o�u le calcul est e��ectu�eavec le même pas de temps et un d�eplacement de l'outil dix foix plus petit de 2:10�3mm,l'erreur est de l'ordre de 0:097% (�g.4.35). L'erreur relative a tendance �a diminuer lorsquele pas de temps diminue.Nous avons repr�esent�e la somme des normes des r�eactions en fonction du temps �g.4.36 et
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~x~yFig. 4.33 { Maillage espace initial et �nal dans le cas sans remaillage
1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

181716151413

19 20 21

1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12

181716151413

19 20 21 22 23 24 25242322

~x~y maillage 2 �a t > hmaillage 1 �a t = 0Fig. 4.34 { Maillage espace initial et �nal dans le cas avec remaillage



116 4 { Contact et Frottement en elasto-dynamique HPP�g.4.37.On peut dire que le remaillage avec contact et frottement donne des r�esultats tr�es satis-faisants par rapport �a un maillage �n d�es le d�epart.Les �gures 4.38, 4.39, 4.40 et 4.41 montrent les d�eform�ees successives �a chaque pas de temps.
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Fig. 4.35 { Erreur relative sur la norme de la r�eaction avec un pas de temps h = 5:10�5 etun d�eplacement de l'outil di��erent pour chacune des deux courbes
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Fig. 4.36 { Somme des normes des r�eactions avec un pas de temps h = 5:10�5 et und�eplacement de l'outil qui di��ere pour chaque courbe
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Fig. 4.37 { Somme des normes des r�eactions avec un pas de temps h = 5:10�6 et und�eplacement de l'outil qui di��ere pour chaque courbe
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Fig. 4.38 { D�eform�ee (ampli��ee) au pas de temps t = h
Fig. 4.39 { D�eform�ee (ampli��ee) au pas de temps t = 3h
Fig. 4.40 { D�eform�ee (ampli��ee) au pas de temps t = 3h
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Fig. 4.41 { D�eform�ee (ampli��ee) au pas de temps t = 4h4.5 ConclusionNous avons propos�e une m�ethode de traitement du contact avec frottement de type GaussSeidel non lin�eaire, inspir�ee de la m�ethode NSCD. Les r�esultats num�eriques obtenus dansce chapitre montrent que l'approche adopt�ee est satisfaisante. Les temps de calculs obtenuspar EFET sont meilleurs que ceux obtenus par CASTEM ou ANSYS. Une des raisons estqu'utiliser la STFEM revient �a adopter une sorte de sch�ema d'int�egration explicite. Il fautnoter que le traitement du contact avec frottement reste implicite et de ce fait n�ecessite desit�erations de calculs.En ce qui concerne le remaillage, nous avons pu adapter la technique d�evelopp�ee au chapitreIII aux probl�emes de contact avec frottement. L'adaptation de maillage est e�ectu�ee parpr�ediction. Les comparaisons num�eriques entre un maillage espace �n d�es le d�epart et unmaillage espace qui s'adapte dans le temps montrent que les di��erences sont n�egligeables.Ainsi, on peut raisonnablement esp�erer de forts gains de temps de calculs en appliquant cetype d'approche.
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Conclusion et perspectives 121Conclusion et perspectivesDans ce m�emoire, nous avons d�evelopp�e une m�ethode de r�esolution de pro-bl�emes non stationnaires. Il s'agit d'une m�ethode d'El�ement Finis Espace-Temps(STFEM) que nous avons appel�ee (( m�ethode de Galerkin semi-discontinue )).Elle est appliqu�ee au traitement num�erique de probl�emes �elasto-dynamiques aveccontact et frottement. Deux formulations sont pr�esent�ees, une approche en vi-tesses et une approche en d�eplacements.Au regard des d�eveloppements r�ealis�es, la STFEM apparâ�t comme une g�en�era-lisation des m�ethodes de calculs classiques qui couplent la m�ethode des �el�ements�nis, pour une discr�etisation spatiale, avec la m�ethode des di��erences �nies, pourla discr�etisation temporelle.Il est montr�e dans le chapitre III que, dans les cas unidimentionnel (t), avec uneapproche en d�eplacements, la STFEM en interpolation lin�eaire, n'est autre quela m�ethode implicite de l'acc�el�eration lin�eaire. Il est montr�e aussi qu'avec uneinterpolation quadratique, les r�esultats num�eriques sont environ dix fois meilleursque ceux obtenus par la m�ethode de l'acc�el�eration lin�eaire. Pour les probl�emes2D (x,t), utiliser la STFEM avec une approche en d�eplacements, des maillagesstructur�es, r�eguliers en multiplex et une interpolation lin�eaire, revient �a utiliserla m�ethode explicite des di��erences �nies centrales. Il n'est pas n�ecessaire defaire de r�esolutions. Pour les cas 3D (x,y,t), l'interpr�etation est moins �evidente.Certes, les pas de temps doivent être petits, comme pour les m�ethodes explicites,mais des r�esolutions sont tout de même n�ecessaires �a chaque pas de temps. Lesmatrices de r�esolution ne sont pas diagonales et admettent des termes de rigidit�e.On retrouve toutefois une approche implicite lorque l'on adopte une formulationen vitesses avec des fonctions virtuelles nulles en d�ebut de pas (chapitre II). Laformulation en vitesses admet cependant des limites, en particulier lorsqu'il s'agitde maillages non structur�es. La di�cult�e est li�ee au calcul des d�eformations.Utiliser des maillages espace-temps non structur�es revient �a d�epasser la notionde pas de temps et am�ene �a une notion de front espace-temps et avec elle, destechniques d'adaptation de maillage. Dans ce m�emoire, une technique d'adap-tation de maillage a �et�e propos�ee. Elle permet d'ajouter des n�uds dans l'es-pace et dans le temps. Une de ses singularit�es est qu'elle ne n�ecessite pas dere-projections. Les valeurs des nouvelles inconnues sont calcul�ees par interpo-lation des valeurs pass�ees et actuelles des n�uds voisins. Seule la techniqued'ajout de n�uds dans l'espace a �et�e programm�ee dans le logiciel appel�e EFET,



122 Conclusionque nous avons r�ealis�e durant ce travail de th�ese. Les r�esultats num�eriques ob-tenus en �elasto-dynamique montrent que notre approche permet de gagner dutemps de calculs sans a�ecter la pr�ecision des calculs.En ce qui concerne, l'ajout de n�uds dans le temps, des exemples 2D (x,t) derupture d'une barre et de propagation d'onde ont �et�e trait�es et donnent des r�e-sultats encourageants.Pour �nir, des probl�emes de contact avec frottement ont �et�e trait�es. La r�e-solution a �et�e e�ectu�ee par une m�ethode de type Gauss Seidel non lin�eaire, ins-pir�ee de la m�ethode Non Smooth Contact Dynamics (NSCD). Les r�esultats nu-m�eriques obtenus par EFET ont �et�e compar�es �a ceux obtenus par CASTEM etANSYS. Ils sont en bonne ad�equation. En ce qui concerne les temps de calculs,le logiciel EFET est de loin le plus rapide. Cela n'est pas surprenant dans lamesure o�u les tests ont �et�e r�ealis�es avec des pas de temps petits, de l'ordre deceux utilis�es par les m�ethodes explicites. Un exemple de remaillage le long de lazone de contact a �et�e trait�e. Les r�esultats montrent qu'un maillage �evolutif cr�e�epar pr�ediction a�ecte peu la pr�ecision des r�esultats.Ce travail de th�ese n'est qu'une in�me partie de ce qu'il convient de fairepour explorer toutes les possibilit�es de la STFEM. De nombreux travaux restent�a r�ealiser.Il faudrait proposer une version totalement implicite de notre approche en d�e-placements. Pour cela, il faut s'inspirer des travaux r�ealis�es dans l'approche envitesses. De plus, il apparâ�t n�ecessaire de proposer une version capable de trai-ter des probl�emes 4D (x,y,z,t). Des �el�ements de r�eponses sont propos�es dans lechapitre III.Ensuite, il faudrait programmer la technique de calculs par front espace-temps.Il faudrait aussi comparer la m�ethode NSCD �a celle que nous avons d�evelopp�epour traiter le contact avec frottement.Finalement, si l'on souhaite, �a terme, traiter des probl�emes industriels, de misesen forme, il faut d�evelopper une approche tenant compte des grandes d�eforma-tions, de la plasticit�e, etc ... Nous avons des id�ees s'inspirant de celles de lam�ethode LATIN.



Preuve du d�eveloppement de la vitesse chapitre 2. 123ANNEXE IPreuve du d�eveloppement de la vitesse chapitre 2Sachant que u1 et v1 sont respectivement le d�eplacement et la vitesse du point mat�erielde masse m �a l'instant t1, alors pour un pas de temps h = t1 � t0 assez petit et �a partirdes relations (2:3) et (2:4) et en supposant que t0 = 0, nous obtenons les deux expressionssuivantes par un d�eveloppement limit�e d'ordre 4:� u1 = u0(1 � 12!2h2 + 124!4h4) + v0! (!h � 16!3h3) + O(h4);v1 = v0(1 � 12!2h2 + 124!4h4) � u0!(!h � 16!3h3) + O(h4):Preuve :m�u+ ku = 0L'�equation caract�eristique de l'�equation di��erentielle (2.1) est : mr2 + ku = 0Son d�eterminant est : � = �4mk < 0Il y a 2 racines complexes : r1 = !i et r2 = �!i, avec ! =q kmPar cons�equent, u(t) = A1ei!t +A2e�i!t= A1(cos(!t) + isin(!t)) +A2(cos(!t)� isin(!t))= (A1 +A2)cos(!t) + i(A1 �A2)sin(!t)Alors, � u(t) = K1!cos(!t) +K2!sin(!t)v(t) = �K1!sin(!t) +K2!cos(!t)�a t = t0 = 0, � u0 = u(t0) = u(0) = K1v0 = v(t0) = v(0) = K2!d'o�u, � K1 = u0 = u(t0) = u(0) = K1K2 = v0!� u(t) = u0cos(!t) + v0! sin(!t)v(t) = �u0!sin(!t) + v0sin(!t)



124 Annexe ILes d�eveloppements limit�es d'ordre 4 de cos(t) et de sin(t) sont :� cos(t) = 1 � 12t2 + 14t4 +�(t4)sin(t) = t� 13t3 +�(t4)Avec h = t1 � t0 or t0 = 0 alors t1 = h d'o�u :� u1 = u(t1) = u(h) = u0cos(!h) + v0! sin(!h)v1 = v(t1) = v(h) = �u0!sin(!h) + v0cos(!h)� u1 = u0(1 � 12(!h)2 + 124(!h)4) + v0! (!h� 16(!h)3) + �(h4)v1 = �u0!(!h� 16(!h)3) + v0(1� 12(!h)2 + 124(!h)4) + �(h4)Fin preuve :



Les sch�emas d'Euler Implicit et de type Newmark 125ANNEXE IILe sch�ema d'Euler Implicit :Dans ce paragraphe, nous pr�esentons le d�etail permettant d'obtenir la relation (3.12) �apartir des relations (3.9), (3.10) et (3.11).En reportant les expressions (3.10) et (3.11) dans l'�equation (3.9), on obtient l'acc�el�era-tion au pas de temps k + 1 en fonction des d�eplacements aux pas k � 1, k et k + 1 :�uk+1 = 1h (uk+1 � ukh � uk � uk�1h = 1h2 (uk+1 � 2uk � uk�1) (I.1)En reportant l'expression (3.11) dans la relation pr�ecedente (I.1), on obtient une relationd�ependant que des d�eplacements aux pas de temps k � 1, k et k + 1:�!2uk+1 = 1h2 (uk+1 � 2uk � uk�1)Ce qui nous conduit �a l'expression suivante qui est le d�eplacement au pas de temps k+1en fonction des d�eplacements aux pas k � 1 et k :uk+1 = 21 + !2h2uk � 11 + !2h2uk�1Les sch�emas de type Newmark :Dans ce paragraphe, nous pr�esentons le d�etail permettant d'obtenir la relation (3.17) �apartir des relations (3.14), (3.15) et (3.16).A partir de la relation (3.16), on obtient respectivement au pas de temps pr�ec�edent k :uk = uk�1 + h _uk�1 + h2 �(12 � �)�uk�1 + ��uk� (II.1)et



126 Annexe II_uk = _uk�1 + h [(1 � �)�uk�1 + ��uk]() _uk � _uk�1h = (1� �)�uk�1 + ��uk (II.2)A partir de la relation (3.14), on obtient respectivement au pas de temps k et k � 1 :�uk = �!2uk et �uk�1 = �!2uk�1 (II.3)En soustrayant la relation (II.1) �a la relation (3.16), on obtient la relation suivante :1h2 (uk+1 � 2uk + uk�1) = _uk � _uk�1h + ��uk+1 + (12 � 2�)�uk � (12 � �)�uk�1 (II.4)En reportant la valeur de _uk � _uk�1h , tir�ee de la deuxi�eme expression de la relation (II.2),dans l'�equation (II.4), on obtient :1h2 (uk+1 � 2uk + uk�1) = ��uk+1 + (12 + � � 2�)�uk + (12 + � � �)�uk�1 (II.5)De même, en rempla�cant �uk+1, �uk et �uk�1 par leurs valeurs tir�ees des expressions (II.3)et (3.14) dans la relation (II.5), on obtient :uk+1 � 2uk + uk�1 = �!2h2 ��uk+1 + (12 + � � 2�)uk + (12 + � � �)uk�1�on en d�eduit l'expression suivante qui celle du d�eplacement au pas de temps k + 1 enfonction des d�eplacements aux pas k � 1 et k:uk+1 = 2� (12 + � � 2�)!2h21 + �!2h2 uk � 1 + (12 + � � �)!2h21 + �!2h2 uk�1sch�ema de l'acc�el�eration lin�eaire :Posons � = 16 et � = 12L'expression du d�eplacement au pas de temps k + 1, en fonction des d�eplacements auxdeux pas pr�ec�edents k � 1 et k s'�ecrit alors :



Les sch�emas d'Euler Implicit et de type Newmark 127uk+1 = 2 � 23!2h21 + !2h26 uk � uk�1sch�ema des di��erences �nies centrales :Posons � = 0 et � = 12L'expression du d�eplacement, au pas de temps k + 1, en fonction des d�eplacements auxdeux pas pr�ec�edents k � 1 et k s'�ecrit alors :uk+1 = (2 � !2h2)uk � uk�1
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