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Introduction

Introduction

La plupart des méthodes de calcul utilisées en mécanique des solides, pour
résoudre des problemes non stationnaires sont basées sur un découplage entre le
temps et 'espace.

Dans la majorité des logiciels existants, les calculs s’effectuent par une discrétisa-
tion de 'espace en utilisant des méthodes comme, par exemple, la Méthode des
Eléments Finis et ensuite une discrétisation dans le temps par différences finies.

On pourrait se demander: Que se passerait-il, si la discrétisation en espace et
en temps s’effectuait sans aucune séparation?
De la, beaucoup de questions se posent, entre autres: Serait-il possible de gagner
en temps de calculs et en précision?
En résumé, quel est l'intérét de cette méthode? La Méthode des Eléments finis
Espace-Temps (STFEM), que nous présenterons dans ce mémoire se distingue
des autres méthodes du fait de la possibilité de non séparation des variables es-
pace et temps.

Dans les premiers articles parus tels que [51], un effort de généralisation de
la méthode des éléments finis sur le domaine espace-temps est réalisée, sans que
I’on puisse parler réellement de STFEM.

De nouvelles idées emmergerent en ce qui concerne 'intégration en temps. Les
variables temps et espace sont interpolées par des fonctions différentes et séparées,
[51].

La premiere approximation completement et clairement espace-temps est réalisée
pour un exemple de vibrations structurelles par Kaczkowski et Langer, [42], [43].
Des lors, il est possible d’avoir des variables temps et espace interpolées par des
fonctions dépendantes a la fois du temps et de 'espace. Ainsi nous pouvons parler
d’une méthode qu’on appellera la Méthode des Eléments Finis Espace-Temps.
La STFEM n’est pas une méthode tres répandue. Elle peut étre considérée comme
une extension de la méthode des éléments finis classique. La STFEM est une
méthode d’éléments finis un peu particuliere, dans le sens ou elle s’applique, a
un probleme aux limites issu d’un probleme d’évolution.

Actuellement, plusieurs approches existent, on peut citer, la méthode a grands
incréments de temps, [18], [19], [23], [24], [40], [45], la méthode de « Galerkin
Discontinue » [30], [31], [38], [44], [47], [48], et la notre qu’on nommera « méthode
de Galerkin Semi-Discontinue », [1], [2], [3], [4].
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Dans la plupart des publications sur la méthode de « Galerkin Discontinue » [30],
[38], [47], [48], [44], [31] et sur la méthode LATIN, [18], [19], [23], [24], [40], [45],
les fonctions d’interpolation sont considérées comme étant le produit de fonctions
d’espace et de temps.

Nous verrons dans ce mémoire qu'une attention particuliere sera portée a la non
séparation des variables. La raison de ce choix n’est pas motivée par des questions
de précisions de résultats, mais plutot par ce qui constitue le fond de notre étude
a savoir le remaillage. Nous montrerons, en effet, que ce type d’interpolation est
adapté au remaillage. Le remaillage espace-temps est basé sur la construction de
maillages espace-temps non structurés (fig.1).

=+

a

T z

maillage structuré et régulier maillage non structuré

Fic. 1 - FEzemple d’'un maillage structuré, régulier et d’un maillage non structuré

Dans la plupart des articles écrits par C. Bajer et C. Bohatier, [9], [10], [11],
[12], [13], [14], [17], il est utilisé des maillages structurés. Mais déja, une notion
de remaillage espace-temps est proposée, [11]. Nous en présenterons dans ce mé-
moire une généralisation.

Ce remaillage sera appliqué a différents problemes mécaniques et notamment
de contact avec frottement. Lors de problemes de contact, il est nécessaire d’avoir
un maillage fin autour de la zone de contact.

Le plus souvent, cette zone de contact est évolutive.
Ainsi pour gagner du temps de calculs, il apparait nécessaire de construire un
maillage évolutif qui suivrait la zone de contact.

Ce mémoire se compose de quatre parties.
Dans la premiere, nous faisons une présentation générale de la méthode des élé-
ments finis espace-temps. Nous proposons deux formulations variationnelles, une
en vitesses et une en déplacements.
Ensuite, nous illustrerons la formulation en vitesses, sur I’exemple d’un oscilla-
teur simple et d’une barre en vibration.
Nous expliquerons, pourquoi nous n’avons pas continué avec la formulation en
vitesses.
Dans la troisieme partie, nous présenterons la formulation en déplacements qui
va permettre d’aller plus loin dans nos investigations.
Nous validerons la méthode par ’exemple de 'oscillateur simple, le cas test de la
barre fera I’objet d’une comparaison numérique avec le logiciel de structures CAS-
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TEM (version 99), du CEA (Commissariat a ’Energie Atomique) et confirmera
notre approche. Nous irons plus loin en traitant des problemes plus complexes,
comme ’adaptation du maillage en dimension 1 et 2.

Pour finir, nous traiterons dans la derniere partie, des problemes non linéaires de
contact avec frottement. Pour la résolution, nous proposerons une méthode de
type Gauss Seidel non linéaire. Les résultats numériques seront présentés sur un
exemple de chute libre d’un lopin sur un plan rigide, puis sur un impact entre
une structure et un poincon. Ces résultats seront comparés a ceux obtenus par
le logiciel ANSYS et nous terminerons par un exemple de remaillage le long de
la zone de contact.
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Chapitre 1

Présentation générale de la méthode

1.1 Modélisation Générale

Fic. 1.1 — Un exemple de domaine en 3D espace

Dans ce chapitre, nous allons écrire les équations du probleme mécanique que nous souhai-
tons traiter. Les hypotheses des petites perturbations (H.P.P) seront adoptées. On considere
un systeme mécanique occupant un domaine 2 de 'espace euclidien. Le systeme est soumis
a une densité d’efforts volumiques f; imposées sur €2, une densité d’efforts surfaciques gy
imposées sur 0112 et des déplacements imposés ug sur do€2, (fig.1.1).

Le probleme a résoudre est le suivant :
Trouver le déplacement u et le tenseur des contraintes de Cauchy o vérifiant :

* 1’équation du mouvement :

pi(x,t) — div(o(x,t)) — falx,t) = 0 Vo € Q, Vte[0,+o0]

ou p estla densité de masse.
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* les conditions aux limites en forces:

o(x,t)n(x,t) = ga(x,t) Ve € hQ, Vte[0,4+o0]

* les conditions aux limites en déplacements :

u(x,t) = ug(x,t) Yo € 0o, Vte0,4o00]

* les conditions initiales:

* la loi de comportement élastique :

o(x,t) = ae(x,t) Ve e Q, Vte0,+o0]
Il s’agit d’un probleme d’évolution.
La formulation variationnelle primale associée au probleme précédent s’écrit

Trouver u € U tel que:

/,oiiu* d:z;—l—/ae(u) ce(u”) de = / fau” d:z;—l—/ gau*ds Yu™ € USt, ¥t € [0, +oo[(1.1)
Q Q Q 5,9

ou u* est le déplacement virtuel,

u Tassez régulier” tq. wu(x,t)

= ug(x,t), sur 02 x [0,7T],
yed u(x,0) = ug(a),
w(x,0) = vox)

est 'ensemble des déplacements vérifiant les conditions aux limites cinématiques et les condi-
tions initiales,

ged _ {wtg w(2,0) =0, Vo e 0
o = 0*(2,0) = 0 Va € 90

est I'ensemble du champ des déplacements virtuels vérifiant les conditions aux limites ciné-
matiques nulles et a est le tenseur de Hooke.
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1.2 La méthode des éléments finis espace-temps

(STFEM)

1.2.1 Introduction

Classiquement, pour résoudre la formulation variationnelle précédente (1.1), on utilise
la séparation des variables espace et temps. En appliquant la méthode des éléments finis
(FEM), on est amené a résoudre a chaque instant ¢, le systeme différentiel suivant:

Mi 4+ Ca+ Ku=F, ou
* M est la matrice de masse;
*

C est la matrice d’amortissement;

K est la matrice de rigidité;

*

F est le vecteur des forces extérieures;

*

u est le vecteur des déplacements.

Cette équation représente un systeme différentiel d’ordre 2 que I’on peut résoudre numérique-
ment. En mécanique, se sont développées certaines méthodes bien adaptées aux propriétés
particulieres qu’ont les matrices M et K. On parlera plutot des méthodes d’intégration directe
qui peuvent étre soient implicites ou explicites. Ces méthodes résolvent 1’équation différen-
tielle par incrémentation dans le temps, on peut citer la méthode des différences finies qui
est la plus utilisée.

Dans la suite, nous allons présenter la STFEM. Dans cette partie, nous tacherons d’expliquer
le principe de la méthode.

1.2.2 Principe de la STFEM

De nouvelles méthodes ont été développées pour traiter des problemes bien déterminés.
On peut dire que la STFEM en est une et aussi une extension de la méthode des éléments
finis classique (FEM).

La STFEM est une méthode d’éléments finis un peu particuliere, dans le sens ou elle s’ap-
plique, non pas a un probleme aux limites, mais a un probleme d’évolution.

Le domaine a discrétiser est non borné D = Q x [0, +o0.

Le principe de notre approche est de passer d’un probleme d’évolution a un probleme aux
limites.

Plusieurs approches existent, on peut citer, la méthode a grands incrément de temps, [18],
[19], [23], [24], [40], [45], la méthode de « Galerkin Discontinue », [30], [31], [38], [44], [47],
[48], et la notre qu’on nommera méthode de « Galerkin Semi-Discontinue », [1], [2], [3], [4].
Pour toutes ces méthodes, le point de départ est une formulation variationnelle dont le do-
maine d’intégration est € x [0,7].

Elle s’écrit :
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Trouver u € U tel que:

T T
/ /pﬁu*d:pdt + / /as(u) ce(u)dedt =
LY A

T T
/ /fdu*dxdt + / / gau*dsdt Vu*(z,t) € UL (1.2)
o Ja o Jaa

ol

u Tassez régulier” tq. wu(x,t) = ug(x,t), sur 9o x [0,T],
Uet = u(x,0) = ug(a),
0

<

est 'ensemble des déplacements vérifiant les conditions aux limites cinématiques et les condi-
tions initiales,

Udt = {u* tq. u*(z,1) = 0 Ya € 90 x [0,T]}

est 'ensemble des déplacements virtuels vérifiant les conditions aux limites cinématiques
nulles.

Méthode a Grands Incréments de Temps (LATIN):

La méthode LATIN a été développée par P. Ladeveze [45] en petites perturbations et
généralisée aux grandes déformations avec des problemes d’endommagement et de contact
avec frottement par P. Bussy [19]. Elle est basée sur un algorithme itératif qui donne, a
chaque itération, une approximation de la solution sur tout l'intervalle de temps, [23], [40].
Cette méthode sépare les difficultés, les non linéarités sont traitées de facon locale en espace
tandis que les problemes globaux restent linéaires. Elle utilise deux ensembles, A et I, pour
définir un processus itératif construisant une suite de couples appartenant successivement a
ces deux ensembles, qui convergent vers la solution du probleme.

Ou A, est ’ensemble des couples S = (e,0) définies sur Q x [0, 7] vérifiant les conditions
cinématiques et les équations du mouvement et I' est ’ensemble des couples S = (é,0) défi-
nies sur ) x [0, 7] vérifiant les lois de comportement.

La méthode est divisée en deux étapes, les étapes locales déterminant des contraintes et
des déformations vérifiant la loi de comportement et les étapes globales fournissant une ap-
proximation admissible de la solution en contrainte et en déplacement sur tout I'intervalle
d’étude. Une des principales particularités de la méthode LATIN est la séparation des va-
riables espace et temps. Les inconnues du probleme s’écrivent de la maniere suivante :

les variables cinématiques :
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les variables duales:

Pn

=1

Gopr(2,t) = Gal,t) = Y hi(1)Bi(2)
i=1

ou v = pii, g;, h; sont des fonctions définies sur [0, 7] et w;, ay, p;, B; sont des variables
qui dépendent seulement des variables espaces représentées par x et p, est un parametre de
la méthode.
En résumé, cette méthode débouche sur 1'utilisation de la FEM et des résolutions de pro-
blemes non linéaires en utilisant des méthodes de type Newton ou Newton modifié. Il faut
dire qu’elle est bien adaptée au calcul d’erreur [24].

Méthode de Galerkin Discontinue :

Comme pour la méthode a grands incréments de temps, le domaine d’intégration est le
méme a savoir £ x [0, 7.
Décomposons |0, 7 en N intervalles de temps [, = |t,,t,11] avec n représentant le numéro
du pas de temps courant.
Le principe de la méthode est détaillée dans [44]. Cette approche est basée sur la prise en
compte des discontinuités des variables. Les discontinuités peuvent étre d’origine physique
ou de discrétisation. Leur prise en compte est assurée par 'ajout de multiplicateurs de
Lagrange dans la formulation variationnelle. Pour ne pas alourdir les notations, nous écrirons
les formulations variationnelles, en introduisant seulement les discontinuités dans le temps.
Dans les articles [31], [32], toutes les discontinuités sont prises en compte.
La formulation variationnelle s’écrit :
Trouver le déplacement u tel que pour tout déplacement virtuel w admissible :

B(w,u), = L(w), n=12,..,N (1.3)
ol
B(w,u), = / w.(Mi + Ku)dt + wj;.Mujg_l + wn_l"'.Ku:_l (1.4)
In
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L(w), = / i Pt 4 it Ma_, + wot Kuo_, (1.5)
In
L(w), = / w. Fdt +wF . Mvg + w,_1 1. Kug (1.6)
I
et
o) — T N _
uy = u(t)) = lg}%u(tn—l—c) et u, = u(t,) = ll_lg%u(tn €)
-_I_ _ . _I_ _ . . P _ . — _ . . _
ur = u(tl) = lg}%u(tn—l—c) et 4, = u(t,) = ll_lg%u(tn €)

Les matrices M et K ainsi que le vecteur F' ont été définis dans 'introduction de cette partie.
Les deux derniers termes des équations (1.4), (1.5) et (1.6) imposent les conditions initiales
pour chaque intervalle de temps. En introduisant, les fonctions d’interpolation dans ’équa-
tion (1.3), cela conduit a un systeme d’équations de la forme suivante:

[(Gq = fG (17)

ou K¢ et fi sont respectivement la matrice relative aux termes de masse et de rigidité et le
vecteur relatif aux efforts et ¢ le vecteur déplacement a un temps donné.

Une variante de cette approche est développée dans les articles de Hughes [31], [32], elle
est nommée méthode « Galerkin/least square ».
Des termes « least-squares » aussi connus sous le nom de termes de « Petrov-Galerkin » sont
ajoutés a I’équation (1.3) et donnent 1’équation (1.8),

B(w,u), + / [w.(M© + Kw).TM_l(Mii + Ku)ldt =
In

L(w), + / [w. (Mt + Kw)rM'Fldt n=1,2,...,N (1.8)
In

ou 7 est un parametre ayant la méme dimension que le temps.
Ces termes de Petrov-Galerkin stabilisent les résultats numériques sans pour cela dégrader
la précision de la méthode. Le systeme résultant s’écrit de la maniere suivante :

Karqg = far

ou Kgp et fgr sont respectivement la matrice relative aux termes de masse et de rigidité et
le vecteur relatif aux efforts.

On peut constater qu’a la convergence, les termes ajoutés sont nuls. I.’idée est d’intro-
duire une généralisation de ces termes dus aux discontinuités.
Les fonctions d’interpolation peuvent étre en théorie des polynomes de degré quelconque. Fn
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pratique (voir [44], [47], [48]), ces polynomes sont de degré deux et des produits de fonctions
du temps et d’espace.

Ces approches sont le plus souvent, utilisées en dynamique pour limiter les vibrations. Fn
fait, I’ajout de ces termes de discontinuités jouent le réle d’amortissement numérique et sont
essentiellement utilisés pour ces propriétés la.

Remarque: les matrices K¢ et K¢ sont pleines et non-symétriques.

Méthode de Galerkin Semi-Discontinue (STFEM):

Notre approche se distingue de la précédente par le fait que, nous tenons compte seule-
ment des discontinuités aux instants initial et final (avec les mémes notations qu’au para-
graphe précédent):

u(z,0%) = li_l%lu(to—l—c) = vd et W(x,07) = lima(to —€) = vy,

e—0
u(z, TT) = P_r}réu(t]v—l—e) = v} et u(z,T7) = g%u(tN— €) = vg.

ot vi, vy sont les vitesses a I'instant ¢ = 0 dues a la discontinuité éventuelle de vitesses
et v}, vy sont les vitesses a 'instant ¢ = T dues a la discontinuité éventuelle de vitesses.
Cependant, elle constitue une nouveauté par le fait que nous portons 'accent sur la non
séparation des variables espace et temps.
La raison pour laquelle, nous nous intéressons a ce type d’interpolation est que les éléments
finis espace-temps associés sont adaptés au remaillage. C’est ce que nous montrerons par la
suite.

La formulation variationnelle associée a notre approche peut s’écrire de deux manieres
différentes. On peut choisir de privilégier la variable déplacement ou la variable vitesse.

1.2.3 Formulation en vitesses
Formulation variationnelle

Dans ce paragraphe, nous allons transformer la formulation variationnelle pour faire ap-
paraitre la vitesse comme unique inconnue. Nous présentons cette formulation en premier,
car c’est celle que nous avons utilisé au début de notre étude.

[’idée était de se baser sur les travaux réalisés par C. Bajer et C. Bohatier dans [9], [10],

[11], [12], [13], [14], [17].

Soit € x )0, 7], un domaine espace-temps (fig.1.2).
Le probleme aux limites a résoudre associé est le suivant :
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Fic. 1.2 — FEzemple d’un domaine espace-temps en 2D

Trouver le déplacement u et le tenseur des contraintes de Cauchy o tels que:

équation du mouvement :

pi(x,t) — div(o(x,t)) — fa(x,t) = 0 presque partout (p.p.) V(z,t) € Q x]0,T]|

conditions aux limites:

o(x,t)n(x,t) = galz,t) V(x,t) € 0192 x [0,T]

conditions aux limites en déplacements:

u(x,t) = ug(x,t) V(x,t) € 02 x [0,T]

conditions aux limites en vitesses:

w(x,t) = vg(x,t) V(x,t) € 02 x [0,T]

conditions initiales en déplacements:

u(x,t) = up(x,0) V(x,t) € Q x {0}

conditions initiales en vitesses:

u(z,0%) = vf et w(x,07) = vy V(x,t) € Q@ x {0}

conditions finales en vitesses:

u(z, TY) = vf et w(x,T7) = vy V(x,t) € Q x {T}

loi de comportement :

o(x,t) = as(x,t) V(x,t) € Qx]0,T]
(1.9)

La formulation variationnelle associé au probleme précédent peut s’écrire de la sorte:

Trouver v € V¢ tel que:

T T T
/ /pbv*d:z;dt + / /as(u) ce(v)dadt = / /fdv*dxdt—l—
LY A A

T
/ / gqvdsdt + /)\T(:I;)v*(:zj,T)dx + /)\o(x)v*(x,())dx Yor e Vit (1.10)
o Joao Q

Q
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ou , v* est la vitesse virtuelle,

v Tassez régulier” tq. u(x,t) = ug(x,t), sur 9 x [0,7],
U($,0+) = U(-Jl_v
Vel = v(x,07) = vy,
U(x7T+) = Uil:v
v(x,T7) = vp

est 'ensemble des vitesses vérifiant les conditions aux limites cinématiques et les conditions
initiales et finales,

Vol = {v" tq. v*(w,t) = 0 V(x,1) € doQ x 0,77}

est 'ensemble du champ de vitesses virtuelles vérifiant les conditions aux limites cinéma-
tiques nulles, Ay et Ay sont des multiplicateurs de Lagrange associés aux discontinuités de
vitesses aux instants initial et final.

Pour faire apparaitre la vitesse dans la deuxieme intégrale de I’équation précédente, on
remplace (u) par son expression qui est:

alors avec ty = 0,

// “Vdwdt = // e(uo) @ ¢ d:z;dt—l—// /vdr L e(v)dadt

(1.11)

A partir des relations (1.10) et (1.11), la formulation variationnelle du probleme a ré-
soudre s’écrit de la maniere suivante :
Trouver v € V tel que:

//,ovv*dxdt—l—// /vdr ce(v)dudt =
// e(ug) @ e )d:z;dt—l—/o /Qfdv*dde

/ / gqv¥dsdt + /)\T(:I;)v*(:zj,T)dx + /)\o(x)v*(x,())dx Yo e Vet (1.12)
o Jaa Q Q

Interpolation des grandeurs cinématiques

Dans cette approche, 'interpolation espace-temps est faite en utilisant les polynoémes de
Lagrange et les éléments finis sont isoparamétriques.
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‘/16
o(x,t) = [NJ{Vip=[[N] ... [No]]{ ¢
Ve
uj
vy
wy
Ne 0 0 ... .. ... NoO 0 '
= | 0 N 0 0 N0
0 0 Nf 0 0 N£

Ne

ou n. est le nombre total de neeuds de I’élément E,, uf, vf, wf les vitesses nodales, N?
et V' sont respectivement les fonctions d’interpolation et le vecteur des vitesses nodales du
neeud ¢.

Alors que [N.] et {V.} sont respectivement la matrice des fonctions d’interpolation et le
vecteur des vitesses nodales sur I’élément F..
Dans la suite, de maniere a alléger les notations nous noterons,

v(x,t) = N.V..

Pour le déplacement et 1’accélération, on a respectivement;

u(x,t) = u(x,to) + / v(x,7) dr = u(x,t) + {/t Ne(x,7) dT}Ve

to

et
v(x,t) = 0(x,t) = t(x,1) = %(X,i)ve.

. t . . s e
Nous précisons que age et fl‘o Ne(x,7) dr sont respectivement les matrices des dérivées
premieres et des primitives des fonctions d’interpolation sur I’élément E..
, . t , y
Le tenseur des déformations &( fo v dr) vérifie sur chaque élément

5(/0tvdr) = [/Ot B.(x,7)dr]Ve,

B. est la matrice, classiquement appelée « dérivée des fonctions de bases » par rapport aux
variables d’espace. Notons

¢
Bé(:z;,t):/ B.(x,7)dr.
0
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En ce qui concerne l'interpolation des vitesses virtuelles, nous nous laissons la possibilité
de ne pas utiliser la méme interpolation que les vitesses réelles. Notons V* le vecteur des
vitesses virtuelles nodales sur 1’élément £, ainsi,

vi(x,t) = N V.

Le tenseur gradient symétrique des vitesses virtuelles e(v*(x,1)) est interpolé de la maniere
suivante

e(v(x,t)) = BV,

ou B. est la dérivée de la matrice des fonctions de bases N, par rapport aux variables d’es-
pace.
Différentes fonctions d’interpolation seront testées au chapitre suivant.

Différents types d’éléments finis espace-temps:

Deux types d’éléments finis sont utilisés, les multiplex et les simplex (fig.1.3).
Les multiplex sont des éléments dont les fonctions d’interpolation sont le produit d’une fonc-
tion d’espace par une fonction du temps. Les simplex sont des éléments dont les fonctions
d’interpolation sont linéaires en temps et espace.
Dans la STFEM, les fonctions d’interpolation sont appliquées aux domaines spatial et tem-
porel, ainsi, pour des structures de dimension n (avec n = 1,2, 3), les éléments espace-temps
sont de dimension n + 1.

Calcul des matrices élémentaires et du second membre

Les matrices élémentaires M, relative aux forces d’inertie et K, relative aux forces internes
sont définies alnsi:

//epm*d;pdt — (v [/ /ES’O(NS)T aaj\tfedxdt} Vo= (v MLV, (1.13)

Les vecteurs élémentaires Fj et G relatifs aux forces externes sont définis par:

/ . favtdedt = (V)T [//G(Ne)dedwdt} _ (vl Fe (1.15)

/ / gavedsdt = (V)" { / / (Ne)ngdsdt] = (V)" Gy (1.16)
eﬂ(alﬁx[O,T]) en(alﬂX[O,T])



1 — Présentation générale de la méthode

Espace Simplex Multiplex
1D .
- t
Al A
2D
7 - |
t —
! A R At R
‘ ] ~ P
T g ! v 0
T L:iii,f :,’// r -
3D
) 4D 4D
| )
| >
o

Fic. 1.3 — Fzemples d’éléments finis espace-temps
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D’autre part, les quantités suivantes relatives aux déformations initiales sont connues et
font partie du second membre.

/ / e(uo) : e(v™)dudt = / / “Vdrdt = { / / agodxdt] = (V)T &

Le vecteur élémentaire A° relatif aux discontinuités aux instant initial et final est défini
alnsi :

/ Arvi(e, T)da +/ Aovi(,0)dz = (V)T A

La discrétisation du probleme conduit au systeme linéaire suivant :
M+ K)W=F-E8+AN=TV=F-E+A

ou M est la matrice assemblée des matrices élémentaires espace-temps M., K est la ma-
trice assemblée des matrices élémentaires espace-temps K., F' est le vecteur nodal assemblé
espace-temps des vecteurs nodaux élémentaires Iy + G5, € est le vecteur nodal assemblé
espace-temps des vecteurs nodaux élémentaires £7, A est le vecteur nodal assemblé espace-
temps des vecteurs nodaux élémentaires des A® et V est le vecteur nodal des vitesses.

Cette approche demande le calcul de fg vd7 qui est un terme techniquement difficile a
calculer, d’autant plus difficile lorsque 1’on augmente la dimension de I'espace et lorsque 1’on
a un maillage espace-temps non structuré. Cette difficulté, nous a conduit a proposer une
autre approche. Cependant, des résultats numériques obtenus avec la formulation en vitesses
seront présentés au chapitre suivant.

1.2.4 Formulation en déplacements
Formulation variationnelle

Le premier terme de la formulation variationnelle (1.2) est intégré par parties et a cause
des discontinuités initiale et finale, on obtient :

T T
,0/ /ﬂu*d:pdt = —,0/ /uu*d:pdt—
o Ja o Ja

[ plie.0%) = .07 e, 0)de — [ plite.T%) = i, T (e T (117)
Q Q

On note Ag(z) = p(u(x,0%) —d4(x,07)) et Ap(z) = p(u(z, TT) —u(x,T7)) les quantités
duales dues aux sauts de vitesses.

Ainsi la formulation variationnelle en déplacements s’écrit :

Trouver u € U tel que:
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//puu dde// ) da dt = //fdu de dt +

/ / gqu*ds dt + /)\Tu*(x,T)d:Jc + /)\ou*(x,())dx Yur e U8 (1.18)
o Jaa Q Q

ou , u* est le déplacement virtuel,

u tq. u(x,t) =ug(x,t), sur 0o x [0,T],
u(0) = g
ad u(:z;,()"’) (-Jl_v
= if2,07) = vy
u(z, T+) = vf,
wz,T7) = vy

est 'ensemble des déplacements vérifiant les conditions aux limites cinématiques et les condi-
tions initiales et finales,

Ust = {u* tq. u*(z,t) = 0 sur 9oQ x [0,7]}

est 'ensemble des déplacements virtuels vérifiant les conditions aux limites cinématiques
nulles.

Interpolation des grandeurs cinématiques

Les déplacements sont interpolés de la méme maniere que pour les vitesses
u(x,t) = N(x, 1)U,
sur chaque élément fini K. Le tenseur des déformations est interpolé comme suit :

Ui
e(u(x,t))=BU. = B ... Bt]

La méme interpolation est utilisée pour les déplacements virtuels u*.
en conséquence;

*ut(x,t) = NUS sur F.,
*ur(x,t) = %Ue* sur  F,
*e(ur(x,t)) = BUS sur E..

ou U} est le vecteur des déplacements virtuels sur 1’élément FE.,
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Calcul des matrices élémentaires et du second membre

La matrice élémentaire M, relative aux forces d’inertie et K. relative aux forces internes
sont définies alnsi:

//epuu*dxdt ()" // ( t) o
// wdedt = (U7)" [// c) aBedxdt] U, = (U)" K.U.

Les vecteurs élémentaires Fj et G relatifs aux forces externes sont définis par:

/ . fowrdedt = (U2)" |://6(N6)dedl'dt:| _ ()
// S gau“dsdt = U* {// i) N,) gddsdt] — (U:)TGZ

et A, est le vecteur élémentaire défini de la sorte:

U, = (U)" M.U.

/ Xo()u™(x,0)dz +/ Ar(2)u™(x, T)de = (U A,

La discrétisation du probleme conduit au systeme linéaire suivant :
M+ K)U =F+A < TU=F+ A

ou M est la matrice assemblée des matrices élémentaires M. relatives aux termes d’inertie,
K est la matrice assemblée des matrices élémentaires K. relatives aux efforts intérieurs, F'
est le vecteur nodal assemblé des vecteurs nodaux élémentaires Iy + G5 relatifs aux effort
extérieurs, A est le vecteur nodal contenant les sauts de vitesses aux instants initial et final
(vecteur assemblé des vecteurs élémentaires A.) et U est le vecteur nodal des déplacements.
Nous remarquons que les matrices M et K sont symétriques.

Si le maillage est stratifié dans le temps c’est-a-dire que le maillage est construit par
couches de nceuds successives dans le temps tel que le maillage de type fig.1.4, fig.1.5 ou
fig.1.6, et si la numérotation des nceuds est faite de telle facon que les nceuds de mémes coor-
données temporelles aient des numéros proches les uns des autres, alors le systeme précédent
devient :



22 1 — Présentation générale de la méthode

21 22 23 24 25 26
tq
15 6 7 8 9 20
ts
9 10 11 12 13 14
ta -
2¢ couche temporelle
5 8
ty p—
£
1° couche temporelle
Z
t ]
° 2 3 4
Fic. 1.4 — Ezxemple d’un maillage espace-temps a base de triangles sur plusieurs couches

temporelles
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Ty, Tiy O 0

T2 1 T22 T23 0
0 T3 153 T34

— . . .

Tn—l,n—Q

0

Tn—l,n—l

Tn,n—l

Tn—l,n
Tn n

)

Uo
Ui
Uy

Un

(STFEM)

Fo + Ao

£y
£y

Fn—I_AT
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(1.19)

ou U; est le vecteur déplacement assemblé des nceuds qui ont les mémes coordonnées
temporelles c’est-a-dire le vecteur nodal des déplacements a I'instant ¢;, n est le nombre de

pas de temps.

Siat =1, le maillage espace comprend k nceuds, numérotés de p a p + k, alors U; s’écrira

de la sorte:

Uptk

Up+k
Wp+k

Les variables u;,v; et w; représentent les degrés de liberté (d.d.l.) du déplacement associés

au neeud 1.

Grace a ce type de numérotation, nous constatons que la matrice totale T est une matrice

bande.

10

11

12

~hy

8y

1

2

3

4

5

6

Fic. 1.5 — Fzemple d’un maillage espace-temps a base de triangles
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7 8 9 10 11 12

~hy

8

1 2 3 4 5 6

FiG. 1.6 — Fzemple d’un maillage espace-temps a base de quadrilatéres

Schéma de résolution

Les matrices T}; sont de dimension 3n; X 3n;, ou nj est le nombre de neeuds espace au
temps {.
Il est important de noter que la matrice totale T' n’est jamais assemblée, seules les matrices
T;; le sont.
Connaissant Ag, la premiere équation, 111Uy + T12U; = Fy + Ag permet d’obtenir le déplace-
ment nodal U; a 'instant ¢ = ¢;.
La seconde équation donne U3, le déplacement nodal a I'instant ¢ = ¢, et ainsi de suite, nous
obtenons tous les déplacements nodaux U; aux instants ¢ = ¢;. La derniere équation permet
de trouver 'inconnue Ar.
Nous verrons que dans le cas de remaillage par ajout de nceuds dans 'espace ou le cas de
maillages non stratifiés, le schéma de résolution doit étre quelque peu modifié.
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Chapitre 2

Formulation en vitesses

2.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté une formulation en vitesses de la mé-
thode.
Elle a déja été utilisée par Bajer, Bohatier et Bonthoux dans leurs travaux, [11], [12], [14],
[9], [13], [10], [17], et appliquée a des cas de visco-élasticité en dynamique avec les hypotheses
H.P.P. et en grandes déformations.
L’objectif de ce chapitre est de tester I'influence du choix des fonctions virtuelles sur la pré-
cision des résultats numériques.
Pour mettre en évidence la méthode et tester son efficacité, le premier test proposé est ’étude
de I’évolution d’un systeme a un degré de liberté inspiré des travaux réalisés par Bohatier,
[17].
Ensuite, nous traiterons un exemple en dimension (spatiale) 1, inspiré des travaux réalisés
par Bajer, Bohatier et Bonthoux, [11], [12], [14], [9], [13], [10], qui donnera les bases de la
généralisation de I'algorithme proposé a des problemes de dimension (spatiale) 2 et 3.

NN\

Fic. 2.1 — systéme masse ressort
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2.2 Cas d’un systéeme a un degré de liberté

2.2.1 Introduction

Nous considérons un systeme oscillant masse-ressort a un degré de liberté (fig.2.1).
Le probleme d’évolution sera considéré comme une suite d’équilibres relatifs d’oscillations
libres.
De plus avec un systeme a un degré de liberté, le probleme se réduit a un probleme a une
variable scalaire d’espace sur un intervalle de temps donné, dont on connait la solution
analytique.

2.2.2 Formulation du probleme et résolution analytique

Enoncé du probléeme:

On cherche a décrire le comportement d’un oscillateur élémentaire apres un lacher initial,
sans fournir ultérieurement d’énergie par une force extérieure.
On suppose que le point matériel de masse m peut se déplacer sans frottement selon 'axe
choisi, que la pesanteur est négligée et que I’amortissement est nul.
Ce lacher est défini, a I'instant ¢ = 0, par une élongation initiale ug = u(0). La modélisation
des oscillations libres d’un point matériel se présente sous la forme générale de 1’équation
différentielle suivante :

mt + ku = 0, (2.1)

Avec u le déplacement absolu, u et u la vitesse et ’accélération correspondantes et k, le
coefficient de proportionnalité que 'on appelle souvent rigidité ou raideur du ressort.

Les conditions initiales sont :

Ug

(2.2)

/_/H
= £
N TN
S~
(= )
P
1

Vo

Le probleme d’évolution associé s’écrit alors ainsi:

mi + ku = 0Vt €]0,+o00],
U(to) = Ug,
U(to) = Vg

En supposant que la solution est suffisamment réguliere et en tenant compte des relations
précédentes (2.1) et (2.2), nous en déduissons la solution analytique suivante:
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Vo .
u(t) = upcoswt + Zosmwt

ou w = \/g est la pulsation propre du systeme.

De I’équation précédente, on en déduit la vitesse u que 1’on notera v :

v(t) = —upwsinwt + vgcos wt.

De plus, on remarque que v est la solution de I’équation suivante:

mv + ku = 0,
Avec t>1g, on obtient :
t
u(t) = uo + / v(T)dr.
to

2.2.3 Discrétisation du probleme

27

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

La résolution du probleme test proposé ici est réduite a 1’étude d’une seule variable

espace qui est le déplacement du point matériel de masse m.

A partir d’une interpolation en temps de la vitesse, nous allons pouvoir comparer la solution

de la méthode espace-temps a la solution analytique.

A chaque pas de temps, le déplacement initial et la vitesse initiale sont connus, il reste alors

a calculer le déplacement final et la vitesse finale.

Discrétisation de I’équation du mouvement

A partir du probleme d’évolution, le probleme aux limites qui lui est associé s’énonce

de la sorte:

d
md—j + ku = 0 presque partout (p.p.) ¥t €]0,T]
u(0) = wo,
v(0F) =vf et v(07) =0,
o(TT) = vl et v(T7) = ;.

La formulation variationnelle associée au probleme aux limites s’écrit :

(2.7)
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Trouver la vitesse v(t) € V* sur lintervalle de temps [0,7] vérifiant le systeme ci-
dessous:

T d t
/ (md_: + k/ vdr)wtdt = vl 4+ Aovy Yo© € Vi (2.8)
0 0

oit V% est ’ensemble des vitesses et V¢ est 1’'ensemble des vitesses virtuelles.

Ecrire I’équation (2.8), revient a écrire celle ci-dessous:

T dv ! * )\T * A * * a
/0 (E + w2/0 vdr)v*dt = T + Eovo Yo© e Vod (2.9)

Nous allons, tout d’abord, analyser I’effet du choix du champ des vitesses virtuelles sur les
résultats afin de trouver le type de champs de vitesses le plus approprié pour la formulation.
Pour pouvoir comparer nos résultats aux résultats analytiques, nous avons pris Ay = 0 et

Ar = 0.
Interpolation des grandeurs cinématiques

La vitesse sera définie par I'interpolation linéaire suivante :

Vit € lto, 1], v(t)=vo(l —7) 4 vi7 (2.10)

— 4
h

avec T = et h =1 —1g

Le déplacement est calculé de la maniere suivante :

u(t) = up + /tv(t) dt (2.11)

to

D’apres les deux relations ci-dessus (2.10) et (2.11), on obtient:

u(t) = uo—l—/ {vo(1l = 7) + vy7}thdr
0
h h
= o+ v0§(2 —7)T + v1§7'2

Et de plus, apres dérivation de la relation (2.10), on a:

dv vy — vy

dt ~  h
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Différents types de champs de vitesses virtuelles envisagés

On note

{ uy = u(h) et ug = u(0),
v = v(h) et vy = v(0).

* équilibre global:
Nous entendons par équilibre global, le fait que la vitesse virtuelle est considérée comme

une constante (égale a 1) durant le pas de temps et nulle aux instants initial et final,

(fig.2.2).

De ces hypotheses, on en déduit de la formulation précédente sur 'intervalle de temps
[to, t1] = [0, k] que:

0 3
Fic. 2.2 = Tracé de la fonction virtuelle

uy = up(l — %thz + %w‘lh‘l) + vo(h — iw2h3) + O(hY), (2.12)
v = vo(l — %wzhz + %w‘lh‘l) — ug(w?h — éw4h3) + O(hY). '

* équilibre au milieu du pas de temps:

,U*

0 h/2 h
Fic. 2.3 — Tracé de la fonction virtuelle

h
Dans ce cas, la vitesse virtuelle v* est localisée au milieu du pas de temps soit a 5
),

(cette vitesse est représentée par une distribution localisée au milieu du pas de temps
(fig.2.3), nous obtenons alors pour le déplacement :
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h h h
U(g) = Ug —|— U0§(2 — T) —|—U1§T2

t— 1o

h 1
or 7T = Commetoz()ett:§alors7':§

par conséquent :

u(g) = uy + g(i’)vo + vy). (2.13)

Et pour la vitesse, I’expression suivante :

1 1 1
v = vo(l — §w2h2 + Ew‘lh‘l) — up(w?h — §w4h3) + O(hY). (2.14)
* fonction test de type ”chapeau”:

Dans ce cas, nous avons pris la vitesse virtuelle, (fig.2.4), (satisfaisant la relation (2.9))
de la fagon suivante:

o L2 h

Fic. 2.4 — Tracé de la fonction virtuelle

. ; surt 5
2(1 — E) sur |—, h[

On obtient :

{ ur = uo(l = Jwh* + Zw'h') + vo(h — j0*h%) + O(hY), (2.15)

v = vo(l — Ltw?h? + %w‘lh‘l) — ug(w?h — £w4h3) + O(hY).

2

. . t
* fonction test non nulle a ¢t = & et telle que v* = 5 sur [0,h]: .
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0 h

Fic. 2.5 — Tracé de la fonction virtuelle

Dans ce dernier cas étudié, la vitesse virtuelle, (fig.2.5), satisfaisant la relation (2.9)
est définie de la fagon suivante:

t
vt = 5 sur 10, A] = Jto, ta]

d’apres la relation (2.9), on en déduit la vitesse et le déplacement, a I'instant ¢t = ¢; du
point matériel de la fagon suivante:

{ up = up(l — %wzhz + éw4h4) + vo(h — %wzh?)) + ®(h4)’ (2.16)

v1 = vo(l — %wzhz + éw4h4) — ug(w?h — iw‘lh?’) + O(hY).
Comparaisons et précisions des résultats selon le champ de vitesses choisi

Afin de trouver quel est le meilleur choix en ce qui concerne le champ de vitesses virtuelles,
nous effectuons une évaluation de I'erreur numérique par rapport a la solution analytique,
en analysant 'influence du déplacement initial uy avec une vitesse initiale vy = 0 ainsi que
celle de la vitesse initiale vg avec un déplacement initial ug = 0.

On pose w? = 1.

* Tests avec vg = 0.1 et ug = 0

Nous considérons les 4 algorithmes vus précédemment et nous rassemblons les résultats
numeériques sur le schéma fig.2.6.

Parmi ces 4 algorithmes, celui a équilibre a mi-pas de temps donne de meilleurs résul-
tats.

Tests avec vg = 0 et ug = 0.1

Les résultats numériques sont rassemblés dans la figure 2.7. De ces 4 algorithmes illus-
trés dans la figure 2.7, celui a équilibre global donne de meilleurs résultats.
Sur ’ensemble des 2 figures 2.6 et 2.7, ’algorithme associé a la fonction ”chapeau” est
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-3

x 10
6 T
v*=t/h
+ ov=l
— v*=1lat=h/2
Y v*=2(t/h) [0,1/2] et 2(1-t/h) [1/2,1]
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increment de temps h

FiG. 2.6 — Différence entre les vitesses des résultats numériques et de la solution analytique

en fonction de ['incrément de temps h pour les diverses méthodes vues avec uy = 0 et
Vg = 0.1.
x107°
10 T
v*=t/h
+ ov=l
v*=1at=h/2
— — v*=2(t’h) [0,1/2] et 2(1-t/h) [1/2,1]

g °f |
4
2
5]
Q
=
o
2
©
3

f Y A — s + + + + B

\\\ \\\

\
-5 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

increment de temps h

FiG. 2.7 — Différence entre les vitesses des résultats numériques et de la solution analytique
en fonction de lincrément de temps pour les diverses méthodes vues avec vog = 0 et ugp = 0.1
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le meilleur.
Nous pouvons dire que lorsque la vitesse virtuelle est nulle au voisinage des bornes, les
résultats sont meilleurs.

2.2.4 Conclusion

Dans le cas du systeme a un degré de liberté, nous avons utilisé différents types de
fonctions tests. Nous avons aussi remarqué que celles qui donnaient de meilleurs résultats
sont celles qui sont nulles aux bords.

Par conséquent, dans le cadre des fonctions d’interpolation linéaires pour les éléments de
type triangulaire d’une barre, les vitesses virtuelles peuvent étre choisies et modifiées d’une
maniere analogue aux procédés utilisés pour 'oscillateur simple.

2.3 Cas en dimension 1

2.3.1 Introduction

Nous allons appliquer le méme procédé que dans le cas d’un systeme a un degré de
liberté.
Dans le probleme test qui va suivre, nous traiterons les vibrations axiales d’une barre encas-
trée soumise a une exitation en son extrémité libre.
Cette excitation provoque une onde qui se propage le long de la barre.
Le but est de calculer ces vibrations par I'intermédiaire de la STFEM et ensuite comparer
ces résultats a ceux obtenus par d’autres méthodes.

2.3.2 Formulation du probleme

i i i 1
4 3 2 1 Yo

GO

FiG. 2.8 — Barre encastrée et soumise ¢ une impulsion en son extrémité libre

Enoncé du probleme:

Nous considérons une barre élastique homogene de longueur [, d’axe (O,x) soumise a
une excitation a une de ses extrémités par l'intermédiaire d’une vitesse imposée a I'instant
initial t = tg = 0 pour perturber son état d’équilibre.

On suppose, dans notre cas, que les vitesses et les efforts transversaux (comme la force de
pesanteur) ainsi que tous efforts extérieurs sont négligés. Par conséquent la seule composante
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de la vitesse qui est non nulle, c’est son abscisse. Dans ces conditions, la relation fondamentale
de la dynamique (en H.P.P) se traduit par:

ON v

ar ot
ou NN représente 'effort normal réparti dans la section de la barre.

N
Et a partir de la loi de Hooke Ee = — = o, on obtient:

S
ON 0*
9r _pedt
Ox Ox?
L’équation du mouvement s’écrit alors
v 0%u
— - FES—=0.
P ot Ox?
D’apres les hypotheses émises précédemment les conditions initiales sont :
du
u(L,0) =ug et v(L,0) = g([/,()) = Vg
En supposant que 'autre extrémité est encastrée, les conditions aux limites sont :
du
u(0,1) =0 et E(OJ) =0

Les différentes caractériques de cette barre sont son module de Young F, sa densité li-
néique de masse p et 'aire de sa section S.

En tenant compte des éventuelles discontinuités aux instants initial et final, le probleme
est:
Trouver la vitesse v(x,1), solution de:

2
%—02%:0}?.}?. V(x,t) €10, L] x]0,T] ou ¢= E7S

u(0,1) =0 et 4(0,¢)=0 (2.17)
U(L,O) = Uo,

v(z,07) = vl et v(z,07)=v; Vze€]0,L]

v(z, TT) = v}' et v(z,T7)=vy Vo e]0,L]

Remarque: \/ES/p est appelé « célérité » des ondes se propageant par la barre.
La formulation variationnelle associée au probleme aux limites se décrit ainsi:
Trouver v € V tel que:

T L T (L a2 L L
ov 0*u Ar(x) Ao(2)
— v dxdl — cz/ —v dxdt = / v (a, T)dx + / v*(x,0)de Yo* e Ve
/0 /0 ot o Jo 027 0 P ( ) 0 P (=:0) °
(2.18)
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Dans la deuxieme intégrale, on procede a une intégration par parties.
Quand v est suffisamment régulier, nous obtenons la relation ci-dessous:

T rE du v~ TTou 1"
//—v dzdt = /0/08_:1;6:1; /o{a_l'v}o dt.

Soit,

/ / —v “dxdt = /OT /OL %aai /OT Bx@ Ho*(L, 1) — g—x(() v ((),t)] dt.

Puisque v* € V4, on obtient :

Tl 9y do*
/ / —v “drdt = /0 /0 97 Oa

d’ou la formulation suivante :

Tl 9y do*
//—vd:z;dt—l—c/o 06_:1:6:1;

A "
_ / D) o, T) i+ / ) 0,0y de o € Vi (2.19)
0 P 0 P
Comme ¢
u(xﬂ‘) :u(l’,O)‘l‘/ U(va)dT
0
alors,

/ / —v d:z;dt—l—c/ /
0 8 * Ly L X

cz/ / —{/ v(z, T dr} dxdt :/ —v*(x, T dili-l-/ —v™(2,0)dr vor e Vg

o Jo dz [ (@) dx o P (= 1) o P . 0) ’

//_U d:z;dt—l—c// //{a/ Mw}%f

- / M) o 1) e 1 / AO( o (2,0)do v € v (2.20)

P 0 P

ou g9 = &(x,0) est la déformation initiale.
La relation (2.20) représente la formulation variationnelle associée au probleme a résoudre

(2.17).
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2.3.3 Interpolation et discrétisation
Interpolation

Comme dans le chapitre précédent, sur un élément F., 'interpolation de la vitesse est
donnée par la relation suivante: v(x,t) = N(x,t)V..
ou V. est la matrice des fonctions d’interpolation et V. le vecteur des vitesses nodales.

v(x,t) = Z Ni(xz,t)v; ou n. est le nombre de neeuds par élément.
=1

Par conséquent,

Discrétisation du probleme

L’interpolation espace-temps est faite en utilisant les polynomes de Lagrange. Les élé-
ments finis sont choisis isoparamétriques.
On rappelle que ce n’est pas la méme interpolation qui est utilisée pour les vitesses virtuelles
v*. V" est appelé le vecteur des vitesses virtuelles.

Soient,

T L v T
/ / av*dwdt = {// d dt] Ve = (V) M.V,
o Jo
T L o t dv* T o t
2 7 €
/0 /0 c {8:1?/0 v(:z;,t)dt} 52 ) (6:1;/ N, dT) dxdt

Ve

[ (5

= (V)'K.V.

T
(V)" ) 50d:z;dt] = (v'éE.

Tl Gy ON.
/0/058:1; //e<8x

)‘T* L)‘O* _ T T AT 7 Ao _ s\ T
/0 p (z, T)d:]c—l—/o ?v (z,0)dz = (V) /e {(Ne(:z;,T)) 7+(/\/6(:1;,0)) n dv = (V)" A,

La discrétisation du probleme conduit au systeme linéaire suivant :

(M+ KW =&+ A
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Nous remarquons que les matrices M et K ne sont pas symétriques.
Pour un maillage stratifié (de type fig.2.9, fig.2.10 ou fig.2.14), si la numérotation des nceuds
est faite de telle facon que les noceuds qui ont les mémes coordonnées temporelles aient les
numeéros les plus proches les uns des autres, alors le systeme précédent devient sur la premiere
couche temporelle :

(M+K)V:TV:<21g)(gT):(g)iﬁ?) (2.21)

ou V; est le vecteur vitesse assemblé des nceuds qui ont les mémes coordonnées tempo-
relles, par exemple si le maillage espace comprend k& nceuds, avec les nceuds numérotés de 1
jusqu’au neeud k alors Vg s’écrit de la sorte:

01
U2
Vo =

Vg

La variable v; est la vitesse du noeud ¢. En utilisant ce type de numérotation, les matrices
A, B, C et D sont bandes.

Comme le cas de loscillateur simple, 'interpolation des vitesses choisie est linéaire sur
chaque élément et "accélération est alors constante.

Maillage en simplex

Pour comprendre le processus, nous allons illustrer ’algorithme par un exemple détaillé
sur un mailllage simple constitué de 2 éléments espace-temps (fig.2.9).

3 4

t1

~hy
8y
&

to
1 2

Fic. 2.9 — barre maillée avec deuxr simplex

Sur cette exemple, nous commencons par décrire, les fonctions d’interpolation sur 1’élé-
ment A:

Na(z,t) = [Ni(z, ), No(z, 1), Na(z, )] = {1 - } (2.22)

> =~
b~ =
> =~
| &
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ou h est le pas de temps.
A partir de ces fonctions d’interpolation, on décrit le champ des vitesses qui est :

U1
U(l’,t) = NAVA = [Nl,NQ,Ng] V4

U3

Le champ des vitesses virtuelles est donné par:
v (z,t) = N4V}

vy
v (a,t) = [0, No, N3] | v}
v3
ou N4 et N4 sont les matrices des fonctions d’interpolation réelles et virtuelles sur 1’é1é-
ment A et Vy et V] sont les vecteurs vitesses nodales réelles et virtuelles sur I’élément A.

On pose:
L th L th 0 0 00
N 1 1 L
MA:/ / (/\/A)Ta Adxdt:/ / T {——,O, }dwdt—— -1 0 11,
L th /N ¢ L h| O y
Ky = 02/ ( A) {/ NAdt} d:z:dt:cz// % {0,—, ]d:z;dt
0 T 0 0 hTE 1 L
L
272 | 0 0
- CZ 0 1 —1 |,
Sl -1
0 0
0 L rh 2,
//(NA> 50d:1;dt:—c2// Lo cgdadt = — ey | 1
o JE | 1 2 4

ou My, K4 et €4 sont respectivement les matrices relatives aux termes d’inertie et aux
efforts intérieurs et le vecteur des «déformations initiales» sur I’élément A.
Les fonctions d’interpolation réelles et virtuelles sur I’élément B sont :

Ny(z,1) = [Ny(2,1), Na(z, 1), Ns(z, )] = [1 - % (2.23)

~] =
|

S e
S e

_ 1
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et
NB(:I;,t) =[0,0, N3(x,t)] = [0 0, h] (2.24)

Ainsi, on note:

L gz | 0
MB_// NBT%ddt // 0 0,—1 dzdt,
o Jo . o h
h
K—?// AL /thddt // 8 —iio dzdt,
B_CO 0 ax aw B ‘ - 0 LL ¢

>
8
<o

OF
|

|

o)
(3]
N
h
S~
o
TN
s|=
o
N
~
m
o
iy
=
jiy
Py
I
|
o)

(3]
O\b‘
N

o
o O
m
o
iy
=
jiy
Py
e
DO
=

Soit

0 0 0 0

0|, Kp=|000]| e =0/, (2.26)
1 0 0

ou Mp, Kp et Eg sont respectivement les matrices relatives aux termes d’inertie et aux
efforts intérieurs et le vecteur relatif aux déformations initiales sur ’élément B.

Apres assemblage, nous obtenons :

0 0 0 0 00 0 0
- L1 0 0 00 AhP10 0 0 0 c*hL 0
MV + KV = E<:>E 1 0 1o V4 7 0 0 % _% V= 50|
-1 -1 11 00 —% 2
0 0 0 0 0
0 0 0 0 ch 0
<:>TV:5<:> L L 2h2 2 R2 = —¢&o
N A o
—% % s 3 &1 3L 1

Notons A{ et By les deux sous-matrices:
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_ L 0 £+c2h2 _2h?
c __ [ 6 3L 3
e A T A
6 6 6 3L 6 3L

D’ou le nouveau systeme:

En supposant que la déformation initiale est nulle, la deuxieme équation devient :

AiVo + BiVi = 0.
Cette équation donne Vi, la vitesse nodale a I'instant ¢; constituée des vitesses nodales
v3 et vy.

Pour trouver les autres vitesses nodales aux instants suivants, on applique ’algorithme ci-
dessous:

{&%+&%:0 (2.27)

ASVioa+ BiV, =&,

ou &; est calculé a la fin du pas ¢ — 1. En pratique, la matrice totale n’est jamais assemblée,
seulement les matrices AS et B le sont.

t1

~hy
8y
o

to
1 2

Fia. 2.10 — barre maillée avec deux simplex

Dans le cas, ou le maillage est choisi comme dans la figure 2.10, on obtient les deux
sous-matrices non nulles qui suivent :

_L _L L2k L_ 2K
¢ _ 6 6 ¢ _ 6 3L 6 3L
Al_ 0 L et Bl_ _ﬁ £_|_02h2
6 3L 6 3L

Pour avoir une idée du profil des matrices dans le cas de plus de noeuds, on suppose que
le maillage espace contient 12 nceuds. Avec un maillage du type fig.2.9, on constate que la
matrice Af est triangulaire inférieure fig.2.12 et la matrices By est tri-diagonale fig.2.11.

Et avec un maillage du type fig.2.10, on constate que la matrice A{ est triangulaire supérieure
fig.2.13 et la matrice By est tri-diagonale fig.2.11.
Il faut donc une résolution linéaire pour résoudre le systeme (2.27).
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£ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12_
~ (XX
wo | XXX
() XXX
- XXX
o XXX
> XX K
= X X[ X
e XXX
© XXX
=) XXX
- XXX
= X | X

Fic. 2.11 — profil de la matrice By quelque soit le type du maillage

2 3 4 5 6 7

8 9 10

11 12

2t
X
XX

8

6

TT 0T

4!

Fi1G. 2.12 — profil de la matrice AS a partir d’un maillage du type de la figure (2.9)

2 3 4 5 6 7

8 9 10

11 12

XX

8

6

TT 0T

4!

Fi1G. 2.13 = profil de la matrice A a partir d’un maillage du type de la figure (2.10)
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Maillage en multiplex

Dans ce paragraphe, nous allons traiter le méme exemple cette fois-ci avec des multiplex

(fig.2.14).

t1

~hy
8y

to
1 2

Fic. 2.14 — barre maillée avec un multiplex

On utilise une barre avec les mémes caractéristiques, un pas de temps h et une longueur,
L. Dans ce cas, le maillage est constitué d’un seul élément rectangulaire. Les fonctions
d’interpolation associées a cet élément sont définies par:

N(z,t) = [Ny(x,t), No(z,t), Na(z,t), Ny(z, 1)] (2.28)

t T t.x t r. tx
- Ja-pa-7

A R R AV LA (2.29)

A partir de ces fonctions d’interpolation, on décrit le champ de vitesses qui est :

U(l’,t) = NV = [N17N27N37N4]

Le champ de vitesses virtuelles est donné par:

v (z,t) = NV*
v
v(a,1) = [0,0, Na, Ni] |2
Uy
v3
On pose:
0

bt ON 1ot 0 P,
_ T 1 I
M_/o /0 NI dndt h/o /0 -2y | [TO=Ph=pl = o) dedr,

SR STE
Rl

SIEH!



Cas en dimension 1 43

L ,h T t
K = cz/ / % g /th dzdt
o Jo \ Oz dx | J,

0
02 L h 0 1 1 t? t2
= L] L [ gt gy e
0 0 h
i
0
g = —Cz/ / <—> o dwdt = ——/ / t €0 dxdt
0o Jo \ 02 o Jo | TR
B
Soit,
0 0 00
oLl o 0 00
6| -1 -2 11
-1 111
0 0 0 0
K_c%2 0 0 0 0
8L 35 —53 1 -1
-2 2 11
0
*h 0
E=mge|
1

Par conséquent, pour le vecteur vitesse nodale V = (v1,vq,v3,v4) et apres assemblage,

on a:
0 0 Vo [0
Ae B Vi & )
ou
_ L T 5 2R L 5 PR L T c2h? L 2hr?
AC — 6 24 L 12 24 L et Bf = 6 8L 12 81,
1 _L_ic2h2 _£+ic2h2 1 L_c2h2 £+c2h2
12 24 L 6 24 L 12 8L 6 8L

On aboutit au méme algorithme, a savoir:
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{ AiVo + BiVi =0 (2.30)

ASVioa+ BiV, =&,

On peut constater que dans ce cas, les matrices A et B sont symétriques.
Si le maillage espace contient 12 nceuds, les matrices A et Bf restent symétriques et sont
en plus tri-diagonales fig.2.15.

£ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12_
~ (XX
e [X| XX
() XXX
- XXX
o XXX
> XX K

X X[ X

e XXX
© XXX
=) XXX
- XXX
= X | X

FiG. 2.15 — profil des matrices A{ et By

2.3.4 Résultats Numériques

Dans la suite du chapitre, nous effectuerons tous nos calculs sur des maillages réguliers
en simplex et en multiplex.

Pour faciliter les calculs, nous posons c¢?

= 1. Cette évaluation est faite avec une longueur
L = 1m. La vitesse initiale vg et le pas de temps h varierons a notre convenance, pour déceler

a partir de quelle valeur ou pour quelles valeurs les résultats s’améliorent ou sont suffisants.

Les figures 2.16a, 2.16b, 2.17, 2.18 et 2.19 montrent les résultats obtenus en faisant varier
certains parametres, la finesse du maillage, la vitesse initiale ainsi que le pas de temps. Les
déplacements sont observés au bout libre de la barre et sur une période.

On définit les simplex2.9 comme étant du méme type que ceux de la figure 2.9 et les
simplex2.10 comme étant du méme type que ceux sur la figure 2.10.

Dans les figures 2.16a et 2.16b, nous avons rassemblé les résultats numériques concernant les
déplacements et les vitesses du point extrémité de la barre pour un maillage grossier de deux
éléments espace. Dans les figures 2.16a, 2.17, 2.18, 2.19, nous avons rassemblé les résultats
numériques concernant les déplacements du point extrémité de la barre pour des maillages
de plus en plus fin et pour des pas de temps différents. Les multiplex, les simplex et CAS-
TEM donnent des résultats comparables. L’amplitude des vibrations entre le déplacement
issu d’un maillage a base de multiplex, d’un maillage a base de simplex2.10 et d’un maillage
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a base de simplex2.9 est dii probablement au type de discrétisation choisi.

figa. : deplacement

0.002 T
0.001 (-
€
€
[
§ 0000
o
Kl
[=5
(7]
kel
-0.001+ —— multiplex
—— simplex2.9
simplex2.10
—-— castem
—-0.002 L L L
0 1 2 3 4
temps (s)

Fic. 2.16 — Déplacement et vitesse avec 2 éléments espace, un pas de temps h = 0.001s
une vitesse initiale vy = 0.004 m.s

Fic. 2.17 = Déplacement avec 20 éléments espace,

initiale vg = 0.04m.s~

1

deplacement (m)

0.002

0.001

-1

vitesse (m/s)

-0.002
-0.003
-0.004 -

-0.005
0

-0.001

figh. vitesse

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

0.000

—— multiplex

—— simplex2.9
simplex2.10

—-— castem

1

0.000
-0.001 - —— multiplex N
—— simplex2.9
simplex2.10
—-— castem
-0.002 L L L
0 1 2 3 4
temps (s)

2
temps (s)

45

et

un pas de temps h = 0.01s et une vitesse
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deplacement (m)

0.002

0.001

2 — Formulation en vitesses

rMWW

0.000 -
7
) v A\
-0.001F —— multiplex
—— simplex2.9 ey "
simplex2.10
---- castem
-0.002 L L L
0 1 2 3

temps (s)

Fic. 2.18 — Déplacement avec 20 éléments espace, un pas de temps h = 0.001s et une vitesse

initiale vg = 0.04m.s~!

deplacement (m)

0.002 T '
0.001 WMWWM} v ’W&-
0.000 [
i
e
-0.001-  ___ muitiplex Y M} ki) |
—— simplex2.9 '|, !
simplex2.10 1‘;
—-— castem
-0.002 ; ‘ :
0 1 2 $

temps (s)

4

Fic. 2.19 — Déplacement avec 100 éléments espace, un pas de temps h = 0.01s et une vitesse

initiale vg = 0.2m.s™!

2.4 Conclusion

Différents types d’interpolation pour la vitesse virtuelle ont été testés. Parmi les cas

traités, il apparait, que les cas ou les vitesses virtuelles sont prises nulles aux bords des
intervalles de temps |¢;, ¢;11[ donnent les meilleurs résultats. Le cas ou les fonctions virtuelles

sont interpolées de la méme maniere que les fonctions réelles sera traité au chapitre suivant.

Les résultats numériques obtenus dans ce chapitre sont en bonne adéquation avec les résultats
analytiques et ceux obtenus par le logiciel CASTEM.
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Chapitre 3

Formulation en déplacements

3.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons signalé les limites de la formulation en vitesses.
Nous avons constaté que le systeme linéaire obtenu en utilisant la formulation en vitesses n’a
pas de propriétés intéressantes. De plus le calcul du déplacement conduit a des problemes
techniques pour des maillages non réguliers dans un espace de dimension de plus en plus
grande.

En conséquence, nous allons nous pencher sur la formulation en déplacements.

Nous allons reprendre les mémes tests vus dans le chapitre précédent c’est-a-dire les tests
sur 'oscillateur et la barre. Des exemples de remaillages espace et temps sont présentés sur
des problemes en 1D espace. Une généralisation de la méthode est proposée aux cas 2D et
3D espace.

3.2 Cas d’un systeme a un degré de liberté

3.2.1 Introduction

L’intérét de ce test (fig.2.1) est de pouvoir comparer nos résultats a la solution
analytique et a ceux obtenus par différences finies.

Probléme aux limites

Rappelons que le probleme d’évolution s’écrit :

mi + ku = 0Vt €]0,4o0],
U(to) = Ug,
U(to) = Vo
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A partir du probleme d’évolution, le probleme aux limites qui lui est associé s’énonce de
la sorte:

mi + kudt = 0 p.p. YVt €]0,7]
u(0) = wo,

v(0T) =of et v(07) = vy,
o(TT) = vl et v(T7) =v7.

(3.1)

Probléme variationnel associé

La formulation variationnelle associée au probleme aux limites précédent s’écrit :
Trouver les déplacements u(t) € U sur l'intervalle de temps [0, T'] vérifiant ’équation
ci-dessous

t1
/ (—mun™ + kuu™)dt = mArwly + mhoul Yu* € US? (3.2)

to

oit U est ’ensemble des déplacements vérifiant les conditions aux limites cinéma-
tiques, les conditions initiales et finales, u* est le champ de déplacements virtuels et U2? est
I’ensemble du champ de déplacements virtuels et Ay = vf — vy et \g = vf — vy sont les
sauts de vitesses respectivement aux instants t = 0 et t =T
Dans la formulation variationnelle, nous avons pris en compte les discontinuités de par les
termes A et Ag.

Ecrire I’équation (3.2), c’est écrire aussi:
t1
/ (—0.0” + Qruu™)dt = dpuy + doul Yu' € US? (3.3)
to

3.2.2 Discrétisation du probleme

Interpolation
U1 U2 (51 U2
1. 2 ¢ 5 ;L
] 1 t ta
—lsost h<t<th
élément de référence F, élément réel F,

Fic. 3.1 — Définition des éléments de référence et réel
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Elément de référence Elément réel

Fic. 3.2 — Représentation des fonctions d’interpolation linéaires de référence et réelles

Comme dans le chapitre précédent, nous choisissons une interpolation linéaire pour le
champ des déplacements. Sur 1’élément de référence, le déplacement est donné par:

u(€) = MU, = E(l ~9.50 +§>} U,

ou N, et U, sont respectivement la matrice des fonctions d’interpolation et le vecteur des
déplacements nodaux sur I’élément de référence.

Sur I’élément réel, le déplacement a la forme suivante :

to—1 t—1
u(t) = N()U, = {2 : 1] U.
121 121
ol t21 = tg — tl.
u
Remarque: les fontions u et En sont continues sur I’élément mais seule u est continue
sur la frontiere de 1’élément.

Comme dans le premier chapitre, sur un élément £., l'interpolation du champ de dépla-
cements est donnée par la relation suivante: u(t) = N.(¢)U..

u(t) = Z Ni(t)u; ou n. est le nombre de nceuds par élément.
=1
Par conséquent, la dérivée premiere du déplacement par rapport a la variable temps est
exprimée par la relation suivante:

. ou L ON,
v=i = (1) = Z (i

=1
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u
U us
v .
| | | !
1 B 2 Es 3
ty ts t3
du
at
- - 4 - U3z—Ua
Ta—1ts
it
- Ux—Ug
To—11
discontinuité de 88—1;

Fia. 3.3 — Allure des fonctions u et de sa dérivée par rapport au temps

De plus, si N; est deux fois dérivable, ’accélération u a pour expression :

0% L 92N,
i = 20y = 3 TN,
ot? — ot?

K3

Remarque: Le déplacement est donc supposé étre linéaire sur chaque élément alors la
vitesse est constante et 1’accélération est nulle sauf sur les frontieres de 1’élément.

De plus, le champ des déplacements virtuels u* est choisi de telle facon que leurs fonctions
d’interpolation soient égales a ceux du champ de déplacements réels.
L’interpolation du champ des déplacements virtuels est donnée par la relation suivante:

wt(t) = N()UT = u'(t) = Z&:Ni(t)uf.

Discrétisation

Les matrices élémentaires ainsi que le second membre élémentaire sont obtenus de la
maniere suivante :
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U, = (U)" M.U.

/ ONNT ON.
_ dt
5\ 0l ot

T
—/ wirdt = (UX)"
0
T
/ wruwdt = (U7)T [M(NS)T N. dt} U, = (U K.U.
0

Mo (0) + Agu(T) = (U [(N(0)" do + (N(T)T M| = (U)" A

€

La discrétisation du probleme conduit au systeme matriciel suivant :

(M + K)U = A (3.4)

Avec ce type d’interpolation et un maillage régulier, les matrices et seconds membres
élémentaires s’écrivent :

>

wh  w’h 11
K. = ( 3 w§h> et M, = ( hoh ) Y 1élément F..

6 3

>

A = Ao , Ap = 0 et Ao = 0 Y I'élément E. avece # 1 et e # n.
0 Ar 0

Apres assemblage sur un exemple de n éléments finis espace-temps (temps), le systeme
linéaire devient :

a b 0 0 Ug )\0
b 2@ b 0 Uy 0
0 b 2a b Uy 0
h S - (3.5)
b 2a b :
0 b a Up )\T
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Oua = —% + %, b = % + %, h est la longueur de chaque élément du maillage
espace-temps et n est le nombre de pas de temps ce qui est égale au nombre d’éléments
espace-temps. Notons que dans cet exemple, un élément espace-temps est seulement un
élément a une dimension, la dimension temps. La premiere équation du systeme linéaire
précédent a seulement une inconnue u; qui peut étre calculée.

La seconde équation donne us et ainsi de suite. Finalement, 'inconnue Ay est calculée a
partir de la derniere équation.

Il faut noter que cette matrice totale n’est jamais assemblée. Seules les termes a et b sont

calculés.

Remarque:
Pour faire un parallele avec la méthode FEM classique, considérons une barre composée de
n éléments (fig.3.4).
La solution du probleme est donnée par la résolution d’un systeme tri-diagonale de la forme
de I"équation (3.6):

? 0 U1 Uz us Uyg Upn—2 Un—1 Up z

1 -1 0 0 ... ... U Ao
-1 2 =1 0 ... ... Uy :
nkS ‘ ‘
= 3.6
- 3.6)
-1 2 -1 : :
0 -1 1 Un F

Contrairement, a notre probleme espace-temps, ici Ay est une inconnue, c’est la force de
réaction du support. Ce sont les n dernieres équations qui donnent le déplacement des noeuds
Up,..., U, et c’est la premiere équation qui donne Ag.

3.2.3 Différents schémas de résolution utilisés

Dans cette partie, nous présentons différents schémas de résolution afin de comparer
les résultats numériques.
La simulation numérique des problemes dynamiques est traitée classiquement par des mé-
thodes d’intégration directe explicites ou implicites comme la méthode de Houbolt, les mé-
thodes d’Euler (Implicite, Explicite,...), les méthodes de type Newmark (Accélération li-
néaire, différences finies centrales,...) etc...
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Avec un choix aussi vaste, nous avons opté pour trois méthodes, celle d’Euler Implicite, celle
de P'accélération linéaire ainsi que celle des différences finies centrales.

Le premier et le second schémas sont implicites alors que le troisieme est explicite. De plus,
il s’agit d’un probleme du second ordre de propagation d’onde a un degré de liberté, dont
nous connaissons la solution analytique.

Les résultats obtenus par ces différentes méthodes sont comparés a ceux obtenus par la mé-
thode STFEM. Pour pouvoir comparer tous ces résultats a la solution analytique, nous avons
pris Ag = 0.

Généralités sur les méthodes explicites et implicites:

Ce type de méthodes est généralement utilisé pour la résolution d’équations différentielles.
Tout d’abord l'intervalle de temps est décomposé en un nombre fini de pas de temps. La
valeur des variables cinématiques (déplacement, vitesse et accélération), sont des inconnues
et cherchées a chaque pas de temps.

Des hypotheses sont effectuées sur les variations de vitesses et/ou d’accélérations a chaque
pas de temps et 'expression des différentes variations conduisent aux diverses méthodes (ex-
plicites ou implicites).

Rappelons qu’une méthode est dite explicite lorsque le déplacement est calculé a partir des
variables cinématiques au pas de temps précédent.

Alors qu’une méthode est dite implicite lorsque le calcul du déplacement fait appel a des
variables a 'instant ¢ et a 'instant précédent.

Les méthodes explicites ont I'inconvénient de nécessiter un pas de temps inférieur a un pas
critique a cause d’apparition d’instabilités, par contre les méthodes implicites acceptent des
temps de calcul plus grands.

La solution exacte:

Si les conditions initiales sont :

{u) =

ou to = 0, 'instant initial, la solution exacte du probleme aux limites précédent (3.1) est:

u(t) = ugcos(wt) (3.7)

Le schéma d’Euler Implicite:

Cette méthode consiste a construire la solution du probleme (le déplacement) a I'instant
t + At a partir des expressions approchées et connues du déplacement u(t), de la vitesse
u(t) et de 'accélération i(t). Pour cela, on utilise les formules suivantes:
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alt + Aty — a(t)

u(t+ At) = A7
. u(t+ A — u(?) (3.8)
u(t + At) = s

Sachant que 1’on doit vérifier
Ut + At) + wu(t + At) = 0.

En notant h = At le pas de temps, uy est noté u(t), upy1 est noté u(t+h), i(t + h) est noté
Ugt1, U(t + h) est noté dgyq, U(t) est noté iy et 4(t) est noté uy, on obtient:

Upt1 — Uk

Uy = w (3.10)
ﬁk+1 == —CUZU]H_l (311)

En reportant les expressions (3.9), (3.10) et (3.11) dans la relation (3.7), on obtient:

2 1

Uk+1 =

Les schémas de type Newmark:

Les méthodes de type Newmark s’écrivent de la facon suivante, a chaque pas de temps, on
calcule le déplacement u(?), la vitesse @(?) et 'accélération i(t) par les formules suivantes:

i(t +h) = —wu(t + h)
At h) = a(t) + h[(1—8i(t) + 5u(t—|—h)] (3.13)
u(t+h) = u(t) + ha(t) + h? [(3 — 0)i(t) + 0i(t + h)]

Théoreme de stabilité:

Dans le cas ou 6 > 1/2, le schéma précédent est tel que:
si 20 > 6, il est stable quel que soit h,
si 20 < 4, il est stable sous la condition w?h? < 4/(26 — 46),
sauf pour § = 1/2 et w?h* = 4/(1 — 46).
Dans le cas ou 6 < 1/2, le schéma n’est pas stable lorsque h — 0;

Avec les mémes notations que dans la partie qui précede, on a:
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lprr = —wiups (3.14)

g1 = i + h[(1 = 8)iig + Siigps] (3.15)
. 1 , ,

Uk+1 = U + huk + h2 (5 — G)uk + 0uk+1 (316)

on en déduit 'expression suivante du déplacement au pas de temps k + 1 en fonction des
déplacements aux pas k — 1 et k:

2— (346 —20)w?h? L+ (5 +0—8)w?h?
1+ Ow2h? Uk 1 + Ow?h?

schéma d’accélération linéaire:

upey Yk =1 (3.17)

Uk41 =

Posons@zéet(S:%
D’apres le théoréme vu précédemment, cette méthode est stable si b < 2v/3/w

Le schéma est :

ligs1 + wuper = 0

Upgr = Uy + L(in + 13k+1) —

Ukpr = up + hiy, + (20 + tigg)
i(t+h) = - ﬁ u(t) + ha(t) + 2a(t)
it + h) = i) + L) + (e +h)] (3.18)
u(t+h) = u(t) + hu(t) + L [2a(t) + @t + h)]

Ce schéma peut aussi s’écrit sous la forme suivante, c¢’est 'expression du déplacement au
pas de temps k4 1:

2 — %wzhz
Uk41 = Wuk — Uk—-1 \V/k‘ 21 (319)
L+ =5

schéma des différences finies centrales:

Posons@z()et(s:%
Le schéma est :

U1 4+ witigy = 0 it +h) = —w? |u(t) + halt) + E(t)
Upr1 = up + %(Uk + fol) = u(t+h) = u(t) + % [ii(t) + @it + h)] (3.20)
Uppt = g+ e + Tl u(t+h) = ult) + ha(t) + Zii(t)
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Ce schéma peut aussi s’écrit sous la forme suivante:

Uprr = (2 — OPRPuy, — upey Ve =1 (3.21)
Algorithme de la STFEM :
En linéaire:

Le systeme linéaire (3.5), vu précédemment peut s’écrire:
atlg + bu1 = )\0
Upyp = — Up_y — %“uk Vke{l,..,n—1} (3.22)

bun—l + au, = )\T

Dans le cas ou Ay = 0, 'algorithme précédent se met sous la forme suivante:

w2h2
U1 = _%UO

(_61+w2h2) (3.23)
Upy1 = —2———up — up—1 V1 <k < n.

(1+255)

Remarque:

Nous remarquons que les expressions (3.19) et (3.23) sont identiques ce qui veut dire que
dans le cas de l'oscillateur, la méthode des éléments finis espace-temps en linéaire est une
méthode d’accélération linéaire.

En quadratique:

Par une interpolation quadratique sur I’élément de référence, le déplacement est interpolé
comme suit :

o) = Mo, = |- e -0 - genrolu

ou N, et U, sont respectivement la matrice des fonctions d’interpolation quadratique et le
vecteur des déplacements nodaux sur I’élément de référence.

Sur I’élément réel, le déplacement a la forme suivante :

R e e e [

2 ’ 2 ’ 2
t31 t31 t31

ol t31 = t3 — tl.
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Ul U2 Us (75} Uz us
1 2 3 ¢ 1 2 3 t
-1 0 1 t ty = fadts ts
-l<isl <t <ty
élément de référence F, élément réel F,

Fic. 3.5 — Deéfinition des éléments de référence et réel

-1 0 1
Elément de référence
Fic. 3.6 — Représentation des fonctions d’interpolation quadratique sur [’élément de réfe-

rence

Donnons I’expression des matrices et seconds membres élémentaires en utilisant ce type

d’interpolation :

402k 2w?h —Ww?h 741
21gh 16152h 21gh 64h 38h 46h
O — w W w _ 4  _ s 4 241 4
Ke = 15 15 15 et M. = 3 T YV lélément F..
—w?h  20°h 4W®h 1 4 "7
15 15 15 6h 3k 6h
Ao 0 0
A = 0 A, = 0 et A, = 0 Y Iélément E. avec e # 1 et e # m.
0 AT 0

Apres assemblage sur un exemple de m éléments finis espace-temps (temps), le systeme

linéaire obtenu est de la forme:
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ag bg cqg 0 0 0 O ZO )(\)0
bg dg bg 0O 0 0 0 ul 0
cqg bg 2aq bg c¢qg 0 0 u2 0
0 0 bg dg bg 0 0 u3 0
0 0 cq bg 2aq9 bg cq ! .
= : . (3.24)
0 0 c¢q bg 2aq9 bg cq 0
0 0 0 0 bg dg bq ZH 0
n—1
0 0 0 0 e¢q bg aq " A
Ou h est 1:: longueur de chaque élhément du maillage, ag = —é + %, bg = % + %,
1 w? 8 16w?
cq = —g — g etdeg = —g5 + T

Les deux premieres équations du systeme permettent de calculer u; et uy. Avec les deux
suivantes, on obtient usz et uy4, ainsi de suite. En résumé le systeme se résoud, deux équations
par deux équations. Et la derniere équation servira a calculer I'inconnue Ap. Une maniere de
décrire ’algorithme assez simplement est la suivante:

Initialisation :
ug solution initiale,
Premiére itération (k= 1):

Ji=—C"xug

U1 . 1
( s ) = AT x fi
Itération :

Pour 2<k<m:

Ug—2
u
up—1 | = ( FH > = A % fi

Uk

fe=—-Cx

En posant :

y_ [ aq _ [ cq bg 2aq _ ([ bg cq
¢ _<bQ>’ C_<0 0 bQ> etA_<dq bQ>
3.2.4 Résultats numériques

L’exemple choisi permet de comparer les résultats numériques obtenus par la méthode
des différences finies centrales, celle d’Euler implicite et celle de 'accélération linéaire a ceux
obtenus par la méthode des éléments finis espace-temps (en linéaire et en quadratique).
Pour procéder a ces comparaisons numériques, nous prenons un déplacement initial uy =
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-30

-50
=70
-90
-110

—130H

-150

10 In(errmax)

-170 | .
\%

_100 [ i
-210 H :

—230 - G—-O STFEM lineaire ]
STFEM quadratique

©— Schema d’Euler Implicite

=250 | Schema de I'acceleration lineaire 1

V—V Schema des differences finies centrales

270 I I I I I I . . .
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10
pas de temps (h)

Fic. 3.7 — FErreur absolue maximum sur une période

—0.019047 mm, une vitesse angulaire w = 16.4rad.s™! et un pas de temps variant sur I'in-
tervalle de temps I = [0,0.40s].

Pour chaque méthode, le maximum de ’erreur absolue est calculé, sur 'intervalle de temps
I correspondant a un période, pour différents pas de temps, h (variant de 0.001s a 0.1s). Les
résultats obtenus sont rassemblés dans le tableau 3.1.

Pour mieux se rendre compte des différences entre les diverses méthodes, nous avons tracé
les courbes d’erreur absolue maximum sur une échelle logarithmique en fonction du temps
pour chaque méthode (fig.3.7).

Ces comparaisons numériques montrent que la STFEM avec une interpolation linéaire est
plus précise que la méthode d’Euler Implicite et des différences finies centrales.

Le maillage pris en compte, avec une interpolation quadratique admet le méme nombre de
neeuds que celui construit pour le calcul avec une interpolation linéaire. L’erreur obtenue par
la STFEM avec une interpolation quadratique est bien plus petite que celle obtenue par les
autres méthodes. Elle est a peu pres dix fois plus petite, pour le méme nombre de noeuds
que celle obtenue par 'accélération linéaire.

Remarque:

Avec une interpolation quadratique du déplacement, on obtient des accélérations constantes
par morceaux et nous obtenons des résultats environ dix fois meilleurs qu’avec la méthode
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de 'accélération linéaire qui par définition adopte un approximation linéaire de 'accéléra-
tion. En fait, il faut noter que la STFEM résoud un probleme variationnel donc de degré
supérieur, car on integre dans le temps. Ce qui ramene les deux méthodes au méme degré
d’interpolation. Malgré cela, les résultats de la STFEM sont dix fois meilleurs.

Maximum de I'erreur absolue (errmax)
Pas de temps STFEM .. Différences finies
—— - Euler Implicite
linéaire ‘ Quadratique centrales
h = 0.1s 7.971073 7.351073 1.651072 1.21072
h = 0.01ls 1.02510~* 7.611077 7.591073 1.0310~*
h = 0.001s 1.03107¢ 7.681071¢ 9.6610~* 1.03110°°

TAB. 3.1 — Comparaisons numériques sur un oscillateur simple

3.2.5 Conclusion

Comme dans les autres méthodes, ’approche proposée est basée sur un calcul pas par
pas. Ainsi la taille du systeme linéaire est égale au nombre de pas de temps choisi.
Grace a cet exemple, nous avons pu valider la méthode en déplacements et de plus nous
avons pu constater la performance de la méthode avec une interpolation quadratique.
Nous constatons aussi que la STFEM avec une interpolation linéaire n’est autre que la mé-
thode de I’accélération linéaire.

3.3 Formulation Variationnelle en 1D

3.3.1 Introduction

Dans cette partie, nous allons généraliser la méthode a des problemes a une dimension
espace.
Dans ce cas, nous traitons le méme exemple vu dans la partie 2.3. du chapitre I, qui est
I’exemple en dynamique d’une barre encastrée, soumise a une excitation en son extrémité
libre.
Pour cela, nous énoncerons la nouvelle formulation du probleme qui est cette fois en dépla-
cements ensuite, nous donnerons l'interpolation utilisée, puis nous parlerons du remaillage
en espace-temps et pour valider le tout, des tests numériques seront présentés.
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A)IIII
5 4 3 2 1 W

Fic. 3.8 — Barre encastrée soumise a un déplacement en son extrémité libre

3.3.2 Formulation du probleme

Nous considérons une barre élastique homogene de longueur L, de section S soumise a
une excitation a une de ses extrémités par 'intermédiaire d'un déplacement imposé a I'ins-
tant initial ¢ = tg = 0 pour perturber son état d’équilibre.

De plus, en cette extrémité, on applique une force F; dépendant du temps.
On suppose, dans notre cas, que les déplacements et les efforts sont longitudinaux.
Dans ces conditions (en H.P.P), ’équation du mouvement s’écrit :

0% 0%

P~ Eogm = f

ou F est le module de Young et p la densité linéique de masse.

Nous choisissons les conditions initiales suivantes:

0
u(L,0) = ug et v(L,0) = a—?(L,O) = v
En supposant que 'autre extrémité est encastrée, les conditions aux limites sont :
du
u(0,t) =0 eta((),t) =0 Vtel[0,T]

En tenant compte des éventuelles discontinuités aux instants initial et final, le probleme
aux limites est :
Trouver le déplacement u(x,t), solution de:

92

Pl — ESa—Z = F; presque partout (p.p.) ¥(x,t) € [0,L] x]0,T]
T

u(0,) =0 et w(0,¢) =0

u(L,0) = uo,

v(z,07) = vd et v(z,07) = vy

o(z, TY) = v} et v(z,T7) = vr

(3.25)

La formulation variationnelle associée au probleme aux limites est :
Trouver u € U tel que:

T L T L *
—,0/ / didedt + ES/ / QO i =
o Jo o Jo dx dz
L

L
/ Aru™(a, T)dx + / Aou™(z,0)dz Yu~ € U™ (3.26)
0

0
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3.3.3 Interpolation

L’interpolation espace-temps des déplacements est faite en utilisant les polynémes de
Lagrange linéaires et des éléments isoparamétriques.
Sur un élément F. de barre espace-temps, l'interpolation du déplacement est donnée par la
relation suivante: u(x,t) = N.(x,1)U..

= i NE(x, tu
i=1

ou n. est le nombre de nceuds de 1’élément F. et uf représente les déplacements nodaux.
La vitesse est supposée étre constante sur chaque élément du fait de la linéarité du déplace-
ment.

Par conséquent,

au Te aNZe . Te 2N6
U(xvt) = E(xvt) = ; ol (xvt)ui et V(xvt) 6t2 - 6t2 z,t i
ou v(x,t) est le champ de vitesses et v(x,1), le champ d’accélération.

La méme interpolation est utilisée pour les déplacements virtuels u*, u*(x,t) = N.(x,t)U”.
De plus,
= Z Nf(:ﬁ, t)uf*
=1

ou u{* représente le déplacement nodal virtuel associé au neeud .

3.3.4 Discrétisation du probleme

On pose,

M. = —,o//Ee (aafe)Taajf x (3.27)
ES// (8:1;) aaji (3.28)

A, :/ (Ne*(:z;,O))T)\o(x)dx—l—/ (N*(z, T Ap(2)u*(x, T )dx (3.29)
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L’assemblage conduit au systeme linéaire suivant :

Ao
0

(M + K)U = (3.30)

0
Ar

Nous remarquons que les matrices M et K sont symétriques.

Maillages structurés

6 7 8 9 10 6 7 8 9 10
7
z
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
a) Maillage en simplex b) Maillage en multiplex

Fic. 3.9 — Deux types de maillage d’une barre avec numérotation

La structure du probleme est présentée sur un maillage régulier espace-temps type fig.3.9.
Cette figure contient deux types de maillages, celui de gauche a base de simplex et celui de
droite a base de multiplex. Ces deux maillages ont été effectués sur une couche temporelle,
c’est-a-dire sur un pas de temps.

Le déplacement est supposé étre linéaire sur chaque élément, la vitesse est constante et 1’ac-
célération est nulle sauf sur les éléments frontieres.
Sur plusieurs pas de temps, nous avons le systeme linéaire suivant a résoudre:

A B 0 0 ... ... Us Ao
BT 24 B 0 ... ... U, 0
0 BT 24 B

Uy 0
— ST VU VU : _ )

BT 24 B : :
0 BT A U, Ap
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U; est le vecteur déplacement assemblé des nceuds qui ont les mémes coordonnées tem-
porelles, par exemple, si le maillage espace comprend £ nceuds, numérotés de 1 jusqu’au k
alors Uy s’écrira de la sorte:

(31
U2

Uo —
Uk

La variable u; est le déplacement du noeud ¢ suivant 'axe de la barre. En utilisant une
numérotation optimisée, qui consiste a donner aux nceuds qui ont les mémes coordonnées
temporelles les numéros les plus proches les uns des autres, les matrices A et B sont bandes
de méme largeur que dans la méthode FEM classique. Si 'impulsion est nulle, la premiere
équation devient :

AUy + BU, =0
Cette équation donne Uy, le déplacement de tous les nceuds du maillage 1D a 'instant
t = h. La seconde équation donne, U; représentant les déplacements nodaux a l'instant
t = 2h, ainsi de suite. La derniere équation sert a calculer Az qui est une inconnue, U,

ayant été calculé au pas d’avant. [’avantage de cette approche, est que les matrices A et B
ont un profil avantageux pour la résolution.

En pratique, la matrice totale T' n’est jamais assemblée, seules les matrices A et B sont
calculées.

Dans un premier temps, une évaluation de la méthode des éléments finis espace-temps
est faite en utilisant des maillages réguliers et structurés. Dans ce probleme, nous utilisons
les simplex et les multiplex.

Maillages en simplex:

La figure 3.10 montre le profil de la matrice totale sur une couche temporelle a partir du
maillage effectué en simplex fig.3.11.
On constate que la matrice B est une matrice bi-diagonale supérieure. De plus, le calcul
montre que les termes extra-diagonaux sont nuls, ce qui conduit a dire qu’il n’y a pas ré-

solution. On peut ajouter alors que BT = B . On remarque aussi que la matrice A est
tridiagonale.

Les maillages a base de simplex peuvent donner différents maillages structurés (fig.3.12).
Nous allons traiter quelques exemples tests en utilisant 1’algorithme de résolution décrit au-
paravant.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
=~ X | X X | X ]
e X[ XX XX
w X[ X] X X | X
- XX X X X
o XX X X X
> X X X
- X X| X
o | X[X XX X

X[ X X X [X
= X [X X X X
- XX X X [X
- XX X | X

Fic. 3.10 — Ezxemple du profil d’'une matrice totale assemblée pour une couche espace-temps
construite a partir de triangles

~hy

8y

1 2 3 4 5 6

Fic. 3.11 — FEzxemple d’un maillage espace-temps a base de triangles

i1

T+

=
xr tO

1 2 3 4 5 6 7

Fic. 3.12 — Ezemple d’un maillage en simplex stratifié mais non régulier
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Maillage en multiplex:

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
= XX |
v XXX X
“ X XX X
- XX | X X
ot XXX X
> XX X
- X X| X
o X XX X
X XXX
s X XX | X
= X XXX
5 X X | X
Fic. 3.13 — Fzemple du profil d’'une matrice assemblé pour une couche espace-temps

construite a partir de quadrilatéres fig.3.1/

~hy

8

1 2 3 4 5 6
Fic. 3.14 — FEzxemple d’un maillage espace-temps a base de quadrilatéres

Sur la figure 3.13, on peut dire que la matrice B est une matrice diagonale ce qui veut
dire qu’il n’y a pas de résolution, en plus la matrice A est tridiagonale.

Tests numériques:

Des tests numériques, ont été réalisés en faisant varier le pas de temps ainsi que la finesse
du maillage.
Nous choisissons de traiter les mémes exemples tests pour pouvoir comparer les résutats
obtenus avec un maillage a base de simplex et de multiplex.
Les résultats numériques ont été comparés aux résultats obtenus avec CASTEM (version
99), logiciel développé par le C.E.A. (Commissariat a I’Energie Atomique).
Les premiers tests sont réalisés avec un déplacement initial ug = —0.01904 mm, un pas de
temps h = 5.107%s. Le module de Young F = 210000 Mpa, la section S = 3.14mm?, la
densité linéique de masse p = 2.46.107° Kg/mm, la longueur L. = 50 mm et un pas de temps
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h. A différents instants, { = 2h = 1.107°s,1 = 6h = 3.10° s et t = 10h = 5.107° s, on
représente les déplacements des nceuds de la barre, fig.3.15, fig.3.16 et fig.3.17.
Avec des pas de temps suffisamment petits A = 5.107% s, on constate que sur les figures 3.15,
3.16 et 3.17, les résultats obtenus par CASTEM et EFET avec les multiplex donnent des
résultats quasiment identiques. On en déduit que lorsque 'on adopte des fonctions de bases
comme produit du temps et de ’espace, cela revient a faire une discrétisation temporelle par
différences finies couplée a une discrétisation de type éléments finis classique dans ’espace.
D’autre part, nous avons vu dans le cas de l'oscillateur que lorsque les fonctions d’inter-
polation du temps sont linéaires, cela revient a appliquer une méthode des différences finis
de type accélération linéaire. Cela laisse penser qu’utiliser des multiplex dans la STFEM
revient a utiliser une discrétisation temporelle de type accélération linéaire (méme schéma
numérique que CASTEM). Cependant, on constate que lorsque le pas de temps h augmente,
EFET diverge alors que CASTEM converge. En fait, dans le cas de la barre, utiliser la ST-
FEM avec des multiplex, revient a utiliser une discrétisation temporelle explicite de type
différences finies centrales. Pour s’en rendre compte, nous allons faire une parallele entre les
deux algorithmes avec un nombre quelconque d’éléments.

Dans le cas ou le maillage est régulier et structuré a base de multiplex, ’algorithme
s’écrit :

AUO —|— BU1 - AO
BUn—l + AUn — AT

Dans le cas ou Ay = 0, "algorithme précédent se met sous la forme suivante :
AUy + BU, =0

BUn—l + AUn — AT

En faisant apparaitre, les matrices de masse et de rigidité classiques respectivement M
et K, dans les expressions des matrices A et B comme suit :

1
, 1M Bh[” (3.33)
= TRt bgh

L’algorithme se réécrit :
Vie{l,.,n—1}
{ MUy = M — RPK)U; — MU, (3.34)

Comparons ces résultats a ceux obtenus par la méthode couplant la méthode des éléments
finis pour une discrétisation spatiale avec la méthode des différences finies centrales pour une
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discrétisation temporelle. On doit alors résoudre I’équation suivante (discrétisée par la FEM
en espace), par la méthode des différences finies centrales en temps:

MU + KU; =0 Vi,

Le schéma de la méthode est (cf annexe II):

MUy + KU =0
U = U + %(UZ + Uz’ﬂ) (3.35)
Upr = U + hU; + 20,

Ce schéma peut aussi s’écrit sous la forme suivante:

MUy = M — B*K)U; — MU,_, Vi € {1,...,n—1} (3.36)

On constate que les deux algorithmes sont identiques et cela justifie le fait que les ma-
trices B sont diagonales dans le cas d’'une discrétisation par multiplex en 1D espace.

En ce qui concerne les simplex, nous constatons une différence, qui est due a I'interpola-
tion qui lie les variables temps et espace.

Mais nous pouvons dire que nous obtenons des résultats comparables.
Les figures 3.18 et 3.19 montrent la déformée de la barre maillée respectivement en simplex
et en multiplex sur 10 pas de temps avec le méme pas de temps et le méme nombre de nceuds.

0.02

001
z
13
[}
§
Q.
%
-0.01
G—oO multiplex
simplex
*—% castem
e
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
position de la barre
Fic. 3.15 — Comparaison sur une barre de 20 ¢éléments espace et un pas de temps h =

5.107%s a linstant t = 2h
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0.02
0.01 - il
€
[}
£
8 0004
K]
[=%
(7]
o
-0.01
G—O multiplex
simplex
¥—% castem
~0.02 | | | | | | |

| |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
position de la barre

Fic. 3.16 — Comparaison sur une barre de 20 éléments espace et un pas de temps h =
5.107%s a l'instant t = 6h

0.02
0.01 - 4
5
£
[
§
[=%
3
-0.01 B
G—O multiplex
simplex
*—* castem
B e
0 5 100 15 20 25 30 35 40 45 50
position de la barre
Fia. 3.17 — Comparaison sur une barre de 20 éléments espace et un pas de temps h =

5.107%s a linstant t = 10h
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Fic. 3.18 — Déformée d’une barre maillée en simplex sur 10 pas de temps ou en abscisses,
laxe de la variable espace et en ordonnées, l'axe de la variable temporelle

Fic. 3.19 — Déformée d’une barre maillée en multiplex sur 10 pas de temps ou en abscisses,
laxe de la variable espace et en ordonnées, l'axe de la variable temporelle

Maillages non structurés

Nous avons des avantages certains lorsque le maillage est structuré mais, quand est-il
lorsqu’il s’agit d’un maillage non structuré en simplex? Une étude a été menée pour en sa-
voir plus.

Plusieurs maillages ont été créés pour examiner le profil des matrices (fig.3.22 et fig.3.23).
Nous constatons que nous perdons la structure diagonale ou triangulaire. Ces maillages cor-
respondent a un exemple de remaillge par ajout de nceuds dans 'espace et leur traitement
fait 'objet du paragraphe suivant.

3.3.5 Remaillage

Ajout de nceuds dans I’espace

Le remaillage est une des difficultés de la méthode des éléments finis, spécialement quand

les problemes sont non stationnaires, comme dans le processus de simulation de mises en
forme des métaux. Le remaillage est nécessaire a des pas de temps donnés, particulierement
quand on est en grandes déformations.
La difficulté est de calculer la solution sur le nouveau maillage en utilisant les résultats de
I’ancien. Quand la résolution est sensible aux perturbations, par exemple dans des cas en
dynamique, les approximations que nous appellerons re-projections affectent les calculs.
Alors, 'amélioration de la précision attendue par le remaillage est faussée.
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La méthode des éléments finis espace-temps présentée ici, propose une résolution pour les
problemes de remaillage.

Les résultats numériques présentés concernent le remaillage d’une barre en dynamique en-
castrée et soumise a une excitation en son extrémité libre.

L’idée est de raffiner le maillage, tout en suivant 'onde de propagation, le long de la barre.
Ensuite des comparaisons seront effectuées entre des maillages réguliers a base de simplex
et des maillages non réguliers c’est-a-dire des maillages auxquels des nceuds sont rajoutés au
cours du temps.

i h
Z Y

Fic. 3.21 — Domaine de la fonction virtuelle spécifique

Dans cet exemple, nous traitons I’ajout d’un neeud espace, I’ajout de nceuds dans le temps
sera traiter dans le paragraphe suivant. Nous considérons deux pas de temps (fig.3.20). Le
neeud 6 est ajouté entre les neeuds 5 et 7. En utilisant I'expression (3.30), nous obtenons le
systeme linéaire vérifiant :
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Tiw Ty O Uy Ag
Ty 1o Tys Uy = 0
0 T32 T33 U2 A2
ol
u u U
(2 ()
Usg Uq
U7
Si Ag = 0, nous devrons résoudre ce nouveau systeme:
Ty Ty, O Uy 0
Ty 1o Tys Uy = 0
0 T32 T33 U2 A2
La premiere équation du systeme linéaire 111Uy + T12U; = 0 donne U;. L’équation suivante

To1Ug 4+ ToU; + To3U; = 0 devrait permettre d’obtenir U/, mais on constate que cette
relation est un systeme de deux équations contenant trois inconnues.
Le nombre d’équations n’est pas suffisant pour déterminer U;. Une autre équation est né-
cessaire. Nous pourrions penser prendre une équation parmi les trois équations du systeme
T30 + T53U; = Ay, mais Ay est une inconnue et ses composantes apparaissent dans les
trois équations.
Il faut donc trouver un moyen pour obtenir I’équation manquante. Une procédure qui permet-
tra de surmonter ce probleme, est d’utiliser une fonction virtuelle u¥, linéaire par morceaux
sur les éléments (virtuels) Fy, Ey, E5 et Ey figure 3.21 dans I"équation (3.26). Cette fonc-
tion virtuelle uy vérifie v = 1 au point 8 et 0 aux nceuds 2, 3, 4 et 6. Il faut noter que
I’on ne rajoute pas de points au maillage, seulement une fonction virtuelle u3 qui donne des
informations sur 'accélération du nceud ajouté 6.

Alors cela nous mene a une équation supplémentaire (3.37) qui ajoutée au systeme, per-
met de calculer Us.

Ou Ju Ou Ju B
Z {—p//&a o) dwdt + ES//Eia_xax d:z;dt} =0 (3.37)

=1

[’équation (3.37) est alors équivalente a ’équation TolUy + T1U; + ToU; = 0 ou Ty, Ty
sont des matrices 1 x 2 et T, est une matrice 1 x 3. Cette équation supplémentaire ajoutée
a ’équation Ty1Uy + 15Uy + Th3U; = 0, permet d’obtenir Us;. En utilisant une renumé-
rotation judicieuse, la matrice Ty3 avec sa ligne supplémentaire reste bande, mais perd sa
structure triangulaire.

Remarque:
Avec ce procédé, nous pouvons faire évoluer notre maillage a chaque pas de temps si néces-
saire.
Le profil du maillage 1 fig.3.23 correspond au profil 1 de la fig.3.22 et celui du maillage 2
fig.3.23 au profil 2 de la fig.3.22.
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} 2 3 4 5 6 7 71 2 3 4
= X X ] - X
v X v X | X
© X | X © X
. X . XX
o X o
> X > X
< x| o

profil 1 profil 2

Fia. 3.22 — profils des matrices B du maillage 1 et maillage 2 de la figure 3.23.

7 8 9 10 11 12
i
’ #
1 2 3 4 5 6
maillage 3
7 8 9 10 11 12 13
i
’ &
1 2 3 4 5 6
maillage 1
7 8 9 10 11 12 13
i
#
1 2 3 4 5 6
maillage 2

Fic. 3.23 — maillage avec ajout de neeud dans espace

73
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Fic. 3.24 — Fremple d’un maillage espace-temps non régulier en simplex d’une barre ou en
abscisses, 'axe de la variable espace et en ordonnées, l'axe de la variable temporelle

Fia. 3.25 — FEzemple du maillage espace-temps régulier comparatif d’une barre ou en abs-
cisses, l'axe de la variable espace et en ordonnées, l'axe de la variable temporelle

On constate que la matrice B n’est plus diagonale, il vient s’ajouter deux termes extra-
diagonaux.
La figure 3.24, montre un maillage espace-temps qui suit la progression de 'onde sur 10
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Y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ v v /i
I N N N *

V.. ... . . . W\
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\VAAVIAVIAV AV ILVILV LV AV AV AV LV

O—>0attime t=4h

attime t=6h
¢—Oattimet=

¥F=kattmet=tth

Fic. 3.26 — FEvolution de Uonde dans la barre a différents pas de temps

pas de temps. Nous avons comparé les résultats obtenus avec remaillage et ceux obtenus avec
un maillage fin et restant inchangé au cours du temps (fig.3.25).

On choisit un pas de temps A = 1.107° s, un nombre d’éléments espaces ne = 20 pour le
maillage régulier et un déplacement initial ug = —0.01904 mm pour les figures 3.26, 3.27 et
3.28a. Pour la figure 3.28b, on a choisit un pas de temps h = 0.5107° s avec un nombre
d’éléments espace de 40 et un méme déplacement initial.

Sur la figure 3.26, nous montrons I’évolution de I'onde avec le maillage de la figure 3.24.
Les déplacements obtenus sont quasiment semblables a ceux obtenus avec un maillage fin des
le départ. Et cela quelque soit le pas de temps h suffisamment petit et le nombre d’éléments

espaces ne (fig.3.28a et fig.3.28b).

Sur I’exemple de la figure 3.24, I’erreur maximum est de 0.5% par rapport aux résultats
du maillage figure 3.25. Avec environ 2.5 fois moins de nceuds, on a un temps de calcul divisé
par trois, alors que les méthodes de résolutions des systemes linéaires utilisées ne sont pas
optimisées. Dans le cas du remaillage fig.3.24, la méthode utilisée est la méthode du double
gradient conjugué qui est une méthode itérative et dans le cas sans remaillage fig.3.25, la
méthode utilisée est une méthode directe utilisant un algorithme de Gauss utilisée pour ré-
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05 -

04

03 r

erreur relative(%)

0.1

0.0

G—-© alinstant t=10h
a l'instant t=9h
O—=> alinstant t=8h
a l'instant t=7h
a l'instant t=6h
<+—-<alinstant t=5h
V—V a l'instant t=4h

5 10 15 20

25

30

position des noeuds (mm)

Fic. 3.27 — FErreur relative entre les déplacements calculés a partir d’un maillage régulier
et non régqulier a différents pas de temps

figa : comparaison sur 20 elements, avec h=1.e-5

0.010 T T T T
0.005 - 1
<
[
£
3
& 0.000 4
[=%
(7]
o
—0.005 - B
sans remaillage
avec remaillage
~0.010 | | | |
0 10 20 30 40 50

position de la barre

Fia. 3.28 — Comparaison entre maillage et remaillage a 'instant t

soudre les systemes linéaires non symétriques.
Avec des méthodes de résolution tenant compte des profils des matrices de résolution, il
devrait étre possible d’obtenir un gain de temps bien supérieur.

Quelques remarques importantes :

deplacement

0.02

0.01

0.00

-0.01

-0.02

figh : comparaison sur 40 elements, avec h = 5.e-6

sans remaillage
avec remaillage

5 10

15

20 25 30
position de la barre

35

40 45 50

10%

* il n’y a pas d’approximations pour le calcul du déplacement des nceuds supplémen-
taires. Leurs déplacements sont calculés a partir d’une interpolation des déplacements
des neeuds a 'instant actuel et précédent.



Formulation Variationnelle en 1D 77

* T'utilisation de cette fonction virtuelle uj n’est nécessaire que parce que nous sommes
en dynamique. Elle conduit au calcul de 'accélération du nceud supplémentaire. En
quasi-statique, comme il n’y a pas d’effets dynamiques, les impulsions Ay et Ay sont
nulles, ainsi les équations supplémentaires pour le calcul de U, ne sont pas nécessaires.

* Dans cette exemple, les nceuds ont été ajoutés au préalable parce que la vitesse de
propagation de l'onde est connue. Nous verrons dans le chapitre IV, une technique
d’adaptation de maillage basée sur une prédiction de ’erreur.

Ajout de noeuds a des temps intermédiaires

Un des avantages de la méthode est de pouvoir remailler pas seulement dans ’espace
durant un pas de temps mais aussi dans le temps.
Ainsi 1l sera possible de connaitre a n’importe quel instant le déplacement d’un nceud ou
meéme de plusieurs nceuds du maillage. Pour fixer les idées, nous traitons un exemple élé-
mentaire, celui de la barre.
Avant cela, définissons la notion de « front espace-temps » durant un pas de temps qu’on
appellera macro-pas.
Sur la figure 3.29, est représenté un macro-pas sur lequel la résolution se fait par front espace-
temps. Résoudre par front espace-temps revient a calculer I’ensemble des déplacements des
neeuds qui sont directement reliés aux nceuds dont les déplacements sont connus. Sur ce
macro-pas, le premier front espace-temps, en rouge est constitué des neceuds (8, 9, 10, 11,
12, 13, 14). Leurs déplacements sont calculés a partir de ceux des nceuds de I'instant ¢q. Le
deuxieme front espace-temps, en vert est constitué des neeuds (15, 16, 17, 18, 19, 20). Leurs
déplacements sont calculés a partir des déplacements du premier ainsi de suite jusqu’a ce
que 'on obtienne tous les déplacements a I'instant ¢;.

Les résultats obtenus avec remaillage espace-temps (fig.3.30) sont comparés a ceux obte-

nus sur un maillages régulier fig.3.31. Le pas de temps que 'on qualifira de macro-pas est h
et le pas de temps intermédiaire considéré est h/2. La résolution faite sur le maillage de la
fig.3.30 sur un macro pas se fait par front espace-temps. Le maillage de la fig.3.31 est basé
sur un pas de temps constant h/2.
D’apres le tableau 3.2, on constate que les résultats donnés lors de 'utilisation d’une réso-
lution par front espace-temps sont tres proches de ceux obtenus avec un pas de temps deux
fois plus petit (c’est-a-dire a partir du maillage fig.3.31). L’erreur relative maximum est de
4.35107% %. Gréace a cette approche il n’est plus nécessaire de faire de tres petits pas si I'on
veut calculer le déplacement de quelques nocuds a un pas intermédiaire, il suffit de procéder
par front espace-temps.
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g8 15 2l =22 23 024

macro-pas \
H0 S17 I8 %19 {120
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Fic. 3.29 — FEzemple d’un front espace-temps

g, 16 17 18
14 15
b 10 12 13
;[ 9 10
h/2
7 |
E 5 6
a h
L

to 2 3 =

Fic. 3.30 — Un exemple de remaillage dans le temps sur quatre macro-pas
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25 26 27
t4
tﬁl 22 23 24

19 20 21
t3
e 17 18
3

13 14 15
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¢/ [o 11 12
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/|4 5 6
&

h/2

to g 2 3

Fic. 3.31 — Maillage avec pas de temps constant

Déplacements
Pas de temps maillage fig.3.31 maillage fig.3.32
neeud du milieu | neeud extrémité libre || nceud du milieu | neeud extrémité libre
t = h/2 —6.379510~7 —1.903810°2
t=nh —2.551810~° —1.9034 1072 —2.551610~° —1.9034 1072
t = 3h/2 —1.90281072 —5.740510~° —1.90281072
t = 2h —1.020310°° —1.90191072 —1.020310°° —1.90191072
t = b5h/2 —1.5940107° —1.900810~2
t = 3h —2.2949107° —1.8994 1072 —2.2948107° —1.8994 1072
t = Th/2 —3.1226107° —1.89771072 —3.1226107° —1.89771072
t = 4h —4.07719107° —1.89581072 —4.077171073 —1.89581072

TAB. 3.2 — Comparaisons numériques sur le remaillage dans le temps

Avec le remaillage espace-temps que nous venons de développer, il est possible de prendre
en compte certains phénomenes qui surviennent durant un calcul tels que la fissuration ou

la rupture.

Pour illustrer ce que nous avancons, voici un exemple de problemes de rupture d’une barre
dont le maillage est constitué de quatre éléments triangulaires espace-temps sur une couche
temporelle (fig.3.32).
Dans cet exemple, nous n’avons pas utilisé de critere de rupture. L’objectif, est d’illustrer
le remaillage. Les caractéristiques de la barre sont les mémes qu’au précédent paragraphe.

Les nceuds 8 et 9 sont confondus dans le maillage initial. A ¢t = {g, la barre est mise sous
tension par des déplacements initiaux —wug au noeud 1 et ug au nceud 3. Les résultats des
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déplacements des nceuds sont rassemblés dans le tableau 3.3. Il faut retenir que ces résultats
ont été obtenus lors d’une résolution par front espace-temps.

7 89 10

t2

i
Lf
to

Fic. 3.32 — Maillage espace-temps de la barre durant la rupture

1 2 3

numeéro des noeuds H déplacements

1 —Ug
0
Uo
—0.9989ug
0
0.9989u¢
—0.9956ug
—1.07.10 3 uq
0
0.9972uq

OO0 ~J| O O W= | W N

—
<o

TAB. 3.3 — Résultats numériques dans le cas de la barre en rupture

3.3.6 Conclusion

Comme dans la méthode des différences finies, I’approche proposée, est basée sur un cal-
cul pas a pas. Ainsi la taille du systeme linéaire est la méme pour les deux méthodes.
De plus, les matrices B servant a la résolution sont diagonales quand des nceuds ne sont pas
ajoutés sinon elles sont tri-diagonales.
La précision des résultats numériques obtenus apres remaillage, avec un nombre minimum
de nceuds, permet de proposer un moyen d’économiser du temps de calculs et le nombre
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d’opérations a effectuer.

Le principal interét de cette approche est qu’il n’est pas nécessaire de faire d’approximations.
De plus, il est possible d’étendre cette méthode a ’ajout de nocuds a des pas de temps in-
termédiaires en utilisant une résolution par front espace-temps.

Nous pouvons ainsi définir le concept de remaillage espace-temps.

Nous avons fait le choix de travailler avec des simplex car ils sont mieux adaptés au remaillage
que les multiplex. Dans la suite, nous allons étudier le comportement de la méthode en 2D
espace.

3.4 Formulation en 2D et en 3D

Dans la suite, nous considérons un probleme plan en élasto-dynamique, homogene.
Nous faisons I’hypothese des déformations planes en H.P.P.

3.4.1 Interpolation

Sur chaque élément F., L'interpolation du déplacement u(x,t) est décrite de la maniere
suivante :

u(x,t) = N.(x,t)U..

Avec une écriture matricielle, on obtient :

Ne 0 ... ... N 0
0 Nf ... ... 0 N¢

Ne

€
Ur.

ou n. est le nombre total de nceuds de I’élément E.. La méme interpolation est utilisée
pour les déplacements virtuels u*.

3.4.2 Discrétisation
Maillage régulier

Les sous-matrices T;; de la matrice totale 7' sont de dimension 2n; X 2n; ou ny est le
nombre de nceuds espaces a l'instant .
En utilisant ce type de numérotation, la matrice totale T est une matrice bande par blocs.
Sur une couche temporelle, la matrice totale s’écrit :
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A B
= (o 1)

Ces sous-matrices ne sont carrées et de méme dimension que dans le cas ou le maillage
espace est le méme a chaque pas de temps.

D’ou,
A B 0
BT 24 B 0
0 BT 24 B 0
0 0 BT 24 B

BT 24 B
0 BT A

Résoudre le systeme linéaire (1.19) dans ce cas, revient a résoudre les équations suivantes,
en prenant Ag = 0 (la vitesse est supposée continue a l'instant initial ¢ = 0):

AUy + BU; = 0
BTU,_, + 2AU; + BUiyy = 0 (3.38)
BUn—l + AUn — AT

Avec i variant de 1 a n — 1.

Les matrices A et B ont des profils particuliers (fig.3.33 issue du maillage espace fig.3.34).
On constate que la matrice A est bande par blocs 2 x 2 et la matrice B est triangulaire in-
férieure par blocs 2 x 2 ce qui conduit a une résolution directe par descente.
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123456 78 9101112_ 1 23456 78 9101112_
[X] X X X
L SIXIXT XX LIXTX
2 ME N 2 X[ X
3 XX X[x 3 XIX
‘51 XX | XX ¥ ‘51 o XX
6 XX XXX X | X 6 X | X XX
; XX XXX XX - x| X X X
X XX X | % X
5 XX XX 5 XX | X|X
10 XIx| X [X[X 10 X[ x X X
1 I [ XX X 1 XX X [X
12 L ~ x 1 12 L o X
profil de la matrice A profil de la matrice B
1 23456 78 9101112
) }X2><3 4 5><6 78 9101112 ) <[ % %
9 XX | XX 9 X X|X X | X
3 XIX[ [ X[X 3 XXX XX
4 X X% 4 X|X XX
; > < s | XX XXX
6 X [X % 6 X XX XX
7 x| % <[ X - XX X x| x| [x]X
] XX Nab% ] X X|X XX
9 X 9 X X X
10 XX 10 XTI Ix [X[X
11 x| X 11 % XXX
12 XX 12 L % el
profil de la matrice BT profil de la matrice A

Fic. 3.33 — Profil de la matrice issue du maillage fig.3.34

9 10 11 12
5 6 7 8
y
7
1 2 3 4

Fic. 3.34 — Ezemple d’un maillage espace en 2D

83
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29 30 31 32
257 26/ 277 28
21 22, " 2?; 24/
17, s 19y 207 cho e g
: RESRVISvAS D

&)
S
N
o
N

N
BN |
o0

<y

Fic. 3.35 — FEzemple d’une structure de forme rectangulaire 2D espace, encastrée sur un de
ses cotés, avec un déplacement initial sur le coté libre, opposé a 'encastrement, représentée
en 3D espace-temps

Remaillage

Nous utilisons la méme technique que celle présentée dans le cas 1D espace. Si nous
voulons remailler, par exemple en ajoutant un nceud dans 'espace au deuxieme pas de
temps (fig.3.36 et fig.3.37).

Le systeme linéaire vérifie:

Ty Ty, O Uy 0

Ty 1o Tys Uy = 0

0 T3y U5 U, Ar

ol

Ug
U1 Us Vg
U1 Us U10
Usg Ue V10
UO — "2 7U1 — v 7U2 - 11
us U7 V11
U3 v7 U1z
Uq usg V12
U4 Vg U13
V13

Comme dans le cas 1D espace, il convient d’ajouter une fonction virtuelle uj,, linéaire
par morceaux sur les éléments (virtuels) Fy, Ey, Fs et Fy, (fig.3.37) telle que uj, = 1 au
point 14 et vaut zéro aux nceuds qui sont 3, 6, 7, 8 et 12.

Alors cela mene a un systeme d’équations supplémentaires (3.39) qui ajouté au systeme
précédent, donnera Uj.
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4

Z_

=1

T T
/ / puti,de dt + / / ac(u) :e(uy,)dedt
0 E; 0 E;

85

(3.39)

En utilisant une renumérotation judicieuse, la matrice Ty3 avec ses lignes supplémentaires

reste bande mais n’est plus triangulaire par blocs.

1Q
ty -1 =
/7
/
oo
t---6WE2Z
t---8
N 4
h ’
o k=
2

Fic. 3.36 — Fzemple d’un remaillage espace-temps sur deux pas de temps

N P
’ < T
< | |
< ~IN
1 N
~
\..’ N
T~ 4 N
=~ N
S~o \\
5L T
- -r/-"-" - - = - _—_
———
_ -
_ -
-
5 8
N
7 N
<
N
1
N
T 8 N
1 N
S
-1 _ <
S R N
1 ~ < N
-\
I IR =
- -
———
————
-

maillé en triangles et d’un triangle

11

8

to 10
t el
ti___8
to ___

11

a partir d’un carré

Pour montrer 'avantage et le profit de la technique, des exemples de remaillage en 2D

espace seront présentés au chapitre IV.
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o1

[

Fic. 3.37 — Domaine de la fonction virtuelle spécifique

3.4.3 Maillage espace-temps 4D

Nous n’avons pas traité de problemes volumiques 3D espace par manque de temps.
En effet, cela devient tres technique lorsque 1’on souhaite utiliser des simplex. Construire un
maillage espace-temps 4D en multiplex est relativement facile a faire. Par contre construire
un maillage espace-temps en simplex est beaucoup plus difficile. Nous avons cependant, un
début de réponse. Pour cela, nous nous inspirons de ce qui est fait en dimension inférieure.
Lorsque 1'on considere un élément fini 2D espace triangulaire fig.3.38a, on peut construire
trois éléments finis espace-temps de type simplex fig.3.38b, dont les connectivités sont :

1, 2, 3, 14mn
2, 3, 14n;, 2+n; (3.40)
3, 1—|—n2, 2—|—n2, 3—|—n2

ou n; est le nombre total de nceuds du maillage espace.
On peut généraliser cette approche a la construction d’un maillage espace-temps 4D. Lorsque
I’on considere un élément fini volumique de type tétraedre fig.3.39a, on peut construire un
maillage espace-temps 4D fig.3.39b constitué de quatre simplex 4D dont les connectivités
sont :

2, 3, 4, l+n
5 3, 4, 1—|—n2, 2—|—n2

5 4, 1—|—n2, 2—|—n2, 3—|—n2

5 1—|—n2, 2—|—n2, 3—|—n2, 4—|—n2

(3.41)

[ N

Ainsi, en partant d’'un maillage espace constitué de plusieurs tétraedres, on peut construire
un maillage espace-temps 4D en suivant la technique précédente. Le probleme technique au-
quel on se trouve confronté, est de respecter le fait que deux simplex 4D adjacents doivent
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avoir un tétraedre en commun. Cela ne présente pas de probleme conceptuel majeur mais
demande de gros efforts de programmation. Cela fait partie des perspectives de 1’étude.

34+ n;

2+ n,

\ ~hy
8y <y
=
\
\
\
\
\
\
\
\
\
N

<y

—

! 2
fig. a

8y

Fic. 3.38 — Passage d’un maillage 2D espace a un maillage 3D espace-temps de type simplex
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& fig.a fig.b

Fic. 3.39 — Passage d’un maillage 3D espace a un maillage 4D espace-temps de type simplex

3.5 Conclusion

Dans le cas de l'oscillateur, ’emploi de la STFEM avec une interpolation linéaire, revient
a utiliser une discrétisation temporelle de type accélération linéaire alors que dans le cas 1D
espace, nous avons constaté que 'utilisation des multiplex revient a faire une discrétisation
temporelle explicite par un algorithme des différences finies centrales.
Les simplex ont été préférés aux multiplex de par leur géométrie pour le remaillage et la
facilité de calcul de leurs fonctions d’interpolation.
Nous avons pu remarquer un gain de temps lorsque 1’on raffine le maillage au cours du temps
sans |'utilisation d’une méthode de résolution optimisée. Comme nous 1’avons vu dans le cas
du systeme a un degré de liberté, en 1D et en 2D, nous obtenons une précision relativement
satisfaisante. Des tests ont été effectués avec Ay # 0 mais les résultats n’ont pas pu étre
comparés a la solution analytique.
Cette approche ayant donné satisfaction, nous allons nous pencher sur un probleme non
linéaire de contact frottant.
Notre objectif étant de remailler le long de la zone de contact.
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Chapitre 4

Contact et Frottement en
elasto-dynamique HPP

L’objectif du chapitre est d’utiliser la méthode des éléments finis espace-temps dans le
cadre de la résolution de problemes non linéaires.
Nous allons nous intéresser a des problemes de contact unilatéral avec frottement de Cou-
lomb en élasto-dynamique et en petites perturbations.
Ces non linéarités sont locales et caractérisées au niveau de la surface de contact.
Le contact frottant est modélisé dans la suite par les lois de Signorini et de Coulomb.
Notre résolution non linéaire s’inspire du traitement du contact avec frottement développé
par M. Jean et J.J. Moreau, [33], [34], [35], [36], [49], [20], [50]. 1l s’agit d’'une méthode de
type Gauss-Seidel non linéaire par blocs, [5], [6], [7], [39].
Notre étude se limitera au contact entre un corps déformable et un solide rigide.

4.1 Rappels sur les lois de contact et de frottement

Dans cette section, nous énoncerons les lois, puis la formulation adoptée.
Et nous poursuivrons par une description de la méthode de résolution en espace-temps.
Des tests numériques seront présentés pour valider notre approche.

4.1.1 Loi de contact unilatéral

On considere un corps rigide susceptible de rentrer en contact avec un corps déformable.
Le corps rigide (ou I'obstacle) joue le role du corps antagoniste et le corps déformable celui
du candidat.
Dans la suite, nous utiliserons une terminologie définie par M. Jean définissant un « contact »
comme une paire candidat - antagoniste. Soient M, le point matériel candidat et M’, le point
matériel antagoniste qui est la projection de M sur la surface de 1’obstacle.
On note 1, le vecteur dirigé de 'antagoniste M’ vers le candidat M.
Il est normal a la surface de l'obstacle, supposée suffisamment réguliere pour admettre une
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normale unique.

On adjoint au vecteur 7, deux autres vecteurs pour ainsi constituer une base orthonormée
directe (en 2D, cette base est constituée de deux vecteurs 7 et { avec comme origine, le point
M"). Le repere ( M’ i, i, t_é) est appelé repere local.

Dans la suite, on désignera par des indices grecs, les points candidats au contact. On désigne

par z,, la distance algébrique M M’, plus communément appelée interstice. cette valeur est
strictement positive si les deux corps ne se touchent pas, nulle s’ils sont en contact. Si elle
est négative, c’est qu’il y a pénétration.

On appelle r, la réaction exercée sur le candidat M par I'obstacle.

On note ¢, le déplacement relatif, a savoir la différence entre le déplacement u du candidat

M et le déplacement u® de ’antagoniste M’, soit § = u — u’.

obstacle

0]

Fic. 4.1 — repére local
Dans le repere local,

* le déplacement relatif, § a pour composantes (dn, d7)

* en cas de contact, la réaction de ’obstacle sur le corps déformable r a pour composante

(rn,r7)

Remarque:
En 3D, les composantes ry et dp désignent des vecteurs du plan tangent au point de contact.
Par unilatéralité, on entend que les deux corps ne se pénetrent pas. Le contact unilatéral se
traduit sous forme d’une relation de complémentarité, dite « Conditions de Signorini » ou
rn et ry doivent vérifier les trois relations suivantes:
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ry = 0 non adhésion
xny = 0 impénétrabilité (4.1)
ry.ty = 0 complémentarité

Les Conditions de Signorint peuvent s’écrire de maniere équivalente, sous la forme d’une
égalité avec projection.

Von >0, ry = projp+(rn — pNEN) (4.2)

ou projp+(.) représente la projection sur I'ensemble des réels positifs.
Les conditions de Signorini peuvent étre représentées par le graphe de multiapplication

(fig.4.2).

N

FiG. 4.2 — Lot du contact unilatéral : Conditions de Signorini

4.1.2 Loi de frottement

La loi de frottement est une relation entre la réaction tangentielle, r7 et le glissement.
On peut distinguer grossierement deux classes de lois de frottement. Le frottement visqueux
ou lubrifié et le frottement sec. Nous nous restreindrons au cas du frottement sec. Ce frotte-
ment a pour caractéristique le fait que la force tangentielle doit dépasser un certain seuil pour
provoquer le glissement. Pour décrire le frottement sec, nous adopterons la loi de Coulomb.
Cette loi peut s’écrit de la maniere suivante :

[rr|l < pry
lrrl] < pry = vr =0  adhérence (4.3)
or # 0 = rr = pry-L;  glissement

llvrl

ou vy est la vitesse de glissement et p, le coefficient de frottement. Il est supposé constant
et positif. Nous nous limiterons au cas du frottement isotrope.
La premiere relation exprime, qu’en dimension 2, la réaction tangentielle ry € [—ury, ury],
et en dimension 3, rp appartient au disque de rayon ury, ce qui veut dire que rr appartient
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a un cone appelé cone de Coulomb.

La troisieme relation quant a elle, montre que s’il y a glissement, la composante tangentielle
rr de r est proportionnelle a la réaction normale ry et de plus rp s’oppose a vy c’est-a-dire
au mouvement.

On peut remplacer la vitesse de glissement par la composante tangentielle du déplacement
relatif [20], [39].

Le graphe de ces relations en dimension 2 est présenté dans la figure 4.3. On peut aussi
mettre cette loi sous la forme suivante:

Yor >0, ro = projc(,,N)(rT — prdr) (4.4)

ou l'opérateur projc()(.) représente la projection sur la section du céne de Coulomb C'(ry).
En 2D, C(ry) = [prn, pry] C R.
En 8D, C(rw) = {rr ta 2]l < pra} C B2

HrN

or

Fic. 4.3 — Lot du frottement sec de Coulomb en 2D

4.1.3 Equations du probleme avec contact frottant

On considere un corps élastique occupant 'ouvert Q de R? et ]0, T'[ un intervalle de temps.
Le corps est soumis a:

* une densité d’efforts volumiques f; imposée sur €2,

* une densité d’efforts surfaciques gg imposée sur 9,9 = I'y,

* des déplacements imposés uy sur la frontiere do€2 = Iy,

* des conditions de contact sur la frontiere 9o = I'¢.

La frontiere 02 de  vérifie: 900 = 'y UT'; Ul'¢. Sur la partie I'¢, le solide est soumis a une
densité surfacique de forces de réaction inconnue r, due a 1’obstacle.
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Equations du probleme avec prise en compte du contact frottant

Le probleme aux limites s’écrit :

Trouver le déplacement u, le tenseur des contraintes de Cauchy o et la réaction r vérifiant
(1.9) du chap. 1 tels que:

ry(x,t) = 0 V(x,t) € I'e x [0,T] non adhésion
un(x,t) 20 V(x,t) € T'e x [0,T] impénétrabilité
ry(x,t)un(e,t) =0 V(x,t) € T'e x [0,T] complémentarité L5
lrrl] < pry V(x,t) € I'e x [0,T] conditions de type frottement( -5)
avec si ||rr|| < pry = dr=0 V(x,t) € I'c x [0,T] adhérence

sidp £0=rp = /,Lang—zn V(x,t) € T'e x [0,T] glissement

La formulation variationnelle associée au probleme précédent s’écrit :
Trouver le déplacement u € U tel que:

T T T T
—/ /,ouu* dr dt + / /as(u) ce(u)dedt — / / rutdsdt = / /fdu*dxdt—l—
0 Ja 0o Ja 0 . o Ja

T
/ / gqu*dsdt + /)\T(:z:)u*(x,T) dx + /)\o(x)u*(x,()) dx Yu* € Ul (4.6)
o Jr, Q Q

vérifiant les conditions de contact avec frottement. Le terme fOT fr ru*dsdt représente la
contribution des efforts de contact.

4.1.4 Discrétisation du probleme

Interpolation espace-temps:

Le déplacement reste interpolé de la méme facon qu’aux chapitres précédents. Cependant,
en ce qui concerne, la discrétisation des lois de contact et de frottement, nous supposons que
les reperes locaux restent inchangés durant chaque pas de temps, que les réactions sont
concentrées aux noeuds et qu’elles restent constantes durant un pas de temps.

Cette interpolation, qui apparait assez grossiere est celle qui est la plus généralement utilisée
[5], [6], [7], [39]. Au méme instant que U, on définit un vecteur R correspondant au vecteur
assemblé des réactions de tous les nceuds candidats au contact ou non.

Equations discrétisées:

En utilisant I'interpolation développée ci-dessus, le probleme discrétisé s’écrit :
Trouver le couple (U,R) tels que:

TU — CR = F + A (4.7)
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avec
Cii 0 0 ... 0 0 Ry
0 Cyp 0 ... 0 0 Ry
CR=1| :+ &+ & : : : :
0 0 0 . e Cn—l/n—l 0 Rn
0O 0 0 ... 0 Coon R

ou (' est une matrice diagonale par blocs. Chaque bloc diagonal est nul c’est-a-dire,

Cii =

o O O
o O O
o O O

si le nceud est libre et est égale a h x I3, c’est-a-dire

Ci =

o o >

0
h
0

> o O

si le noeud est candidat au contact. Pour chaque nceud o candidat au contact, les relations
suivantes doivent étre vérifiées:

{ i = proje+(ry — pyaRy) (4.8)

rg = projowe)(ry — prog)

ou r® = (r,ry), est la réaction de contact exercée sur le neeud «, 6% = (6%,467), est le
déplacement relatif du nceud « par rapport a 'obstacle, py et pr sont des réels strictement
positifs.

On remarque que les lois de contact et de frottement sont exprimées dans les reperes
locaux, ainsi pour faciliter les calculs, I’équation (4.7) sera exprimée dans les reperes locaux.
[’équation (4.7) a un pas de temps t;, s’écrit de la maniere suivante :

TijigaUs — CuiRy = Fioy + Moy — Ty Uiy — T3Us (4.9)

A cette équation, doit étre ajoutées les équations de contact avec frottement (4.2) et (4.4).
Soit n; le nombre total de nceuds du maillage espace a instant considéré. On note U9 €
R3" en 3D (ou R*™ en 2D), le vecteur assemblé des déplacements des projections des nceuds
candidats au contact. Notons que pour les nceuds libres les composantes de /9% sont nulles.
L’équation précédente s’écrit alors:

Tipip Ay — CyRy = Ly (4.10)
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o A; = U; — UPP est appelé le vecteur assemblé du déplacement relatif par rapport a
I’obstacle a 'instant #; et

Li = Fioy + Nisy — Ty Uimy — TiUiny — T UPY

est le second membre. On considere H; la matrice assemblée des matrices de changement de
bases HY et on note par H! sa transposée. Ainsi H; est la matrice diagonale par blocs égale
a

H: 0 0 ... 0 0
0 HZ 0 0 0
0 0 0 ... H" " 0
o 0 0 ... 0

Pour un nceud « libre, la matrice de changement de bases HY est la matrice identité.
Ce qui veut dire qu’en ce qui concerne les nceuds libres leurs reperes local et global sont les
mémes. L’équation (4.10) s’écrit de la maniere suivante dans les reperes locaux :

HY Tijia i 6 — B Ciliri = HY L <= Tyji1 6 — Ciricg = s (4.11)

ott §; € R est le vecteur assemblé des déplacements relatifs exprimé dans les reperes
locaux et r; € R est le vecteur assemblé des forces de réactions exprimé dans les reperes
locaux. Afin d’alléger les notations, I'indice ¢ du pas de temps sera omis dans la suite. Alors
I’équation (4.11) se réécrit :

76 — Cr =1 (4.12)

Cette équation est un systeme d’équations exprimé dans les reperes locaux de dimension
3n; (ou 2n; si 'on est en dimension 2). Il s’agit, pour chaque nceud o de résoudre le systeme
non linéaire précédent qui s’écrit :

Toad® = Coar® = 1 =Y Top8”

, oo (4.13)
—riy + proje+(ryy — pyzy) = 0
—r§ + projoee)(ry — prég) = 0

ol Taﬁ sont des matrices 2 x 2 en 2D ou 3 x 3 en 3D issues de 7.
Notons (en dimension 3),

yo = o € R® le vecteur nodal des inconnues de contact et frottement du neeud o
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<

Fic. 4.4 — Définition du repere local (ﬁ,f) dans le cas d’un contact entre un corps maillé et

un obstacle

0
N 0 , o 6 6
g(y*) = , N N , opérateur non linéaire de R® — R”, et
projr+ (T — pNTY)
pTOJc(r?V)(T% - PTCS%)
Uy
a l% 6
" = 0 cR
0

Remarque: l'opérateur projo(-)(.) n'est pas défini pour ri < 0.
Pour résoudre ce probleme, on remplace proje, () par projC(AE)(.) avec A\, = projp+(ry —

PNTN).

d’ou, pour chaque nceud candidat au contact, il faut résoudre,

T x?{f O o _ Ja T I} T J}j‘{;(t—l)
Tozoz ( 5% ) Cozozr =1 ZTaﬁ(s + Tozoz ( 0
. o (4.14)
ry = proje+(ryy — pnry)
rg = projoag)t)(rf — proéf)
Il est montré dans [6] que le probleme (4.14) est équivalent au précédent.

Il est possible d’écrire le probleme complet sous la forme synthétique suivante d’un systeme

non linéaire d’inconnue y :
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Ay — G(y) = b (4.15)

ot A est une matrice de dimension 6n; x 6n;, G : R — R un opérateur non
linéaire diagonal par blocs et y, le vecteur inconnu de dimension 6n;.

—011 TH —012 Tlg _Cln,' Tln,'
y! —I 0 0 0 ... ... 0 0

|
SQ
3
~

ning

Tnil _Cnﬂ Tnﬂ
0 0

g@”")

by
by

bt 0

b b
b

4.2 Algorithme de résolution du contact avec frotte-
ment

De nombreuses méthodes existent pour résoudre des problemes de contact avec frotte-
ment.
Parmi ces algorithmes nous pouvons citer les méthodes de Newton généralisé (Alart et Cur-
nier, [5], [6], [7]), de pénalité, [25], [52], de pénalité-dualité, [16], etc ...
De sorte que, pour résoudre notre probleme, il suffit de remplacer le systeme non linéaire vu
par une succession d’approximations linéaires.
Les méthodes itératives possedent de certains avantages, mais leur succes dépend de la na-
ture des matrices mises en jeu.
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De plus, la convergence des méthodes itératives n’est réalisée que dans certaines conditions
que nous préciserons dans la suite, une grande prudence est donc nécessaire.

La plupart des méthodes utilisées pour résoudre ce type de problemes s’écrivent souvent sous
la forme:

Yerr = yr + S D(yx) (4.16)

ou la matrice S, appelée matrice pente et le vecteur D(y,) = —S;Ay dépendent de la
méthode choisie.
Notons qu’en général, la matrice Si n’est jamais explicitement inversée.

Méthode de type Gauss Seidel non linéaire:

La méthode que nous allons développer dans ce paragraphe et que nous avons choisi
d’utiliser est basée sur des travaux de M. Jean et J.J. Moreau, [33], [34], [35], [36], [49], [20],
[50]. Il s’agit d’une variante de la méthode dite « Non Smooth Contact Dynamics » (NSCD).
La nouveauté de la méthode que nous proposons réside, dans le fait que les équations ne
sont pas condensées aux noeuds candidats au contact. Dans cette étude, nous ne discuterons
pas des avantages de cette nouvelle méthode, mais soulignons le fait que le choix que nous
avons fait semble plus adapté a des problemes ou le nombre de noeuds candidats au contact
est important. C’est le cas des applications qui nous intéressent a savoir les problemes de
mises en forme.

Cette méthode se présente ainsi, on décompose la matrice A de la maniere suivante

ou l:) est la diagonale par blocs 6n; X 61, E la partie triangulaire inférieure par blocs 6n; x 6n;
et F' la partie triangulaire supérieure par blocs 6n; x 6n; de la matrice A (fig.4.5).
A chaque itération k£ de I’algorithme, nous devons résoudre le systeme non linéaire ci-dessous :

(D = E)yrsr + Glyerr) = Fyp + b (4.17)

Ainsi la solution y du probleme est obtenue comme limite de la suite (yx ), en vérifiant la
relation suivante pour chaque nceud «,

—_

a—

Avatiipn + 9Wi) = = Aapyip — Y Augyl + 07 (4.18)
1 f=a+1

w
Il

-1 0 0 0

et ypy, est le vecteur des inconnues de contact et frottement du neeud o a l'itération k& + 1

ot A, = ( —Caa Taa ), Aaﬁ = ( 0 Tap ) sont les sous-matrices blocs 6 x 6 de A
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FIG. 4.5 — Décomposition de la matrice A en la somme des matrices D, —E et —F

de Gauss Seidel. Pour tout nceud «, les inconnues 4 et r sont recherchées comme étant les
limites respectives des suites 7 et r7.

A T'itération k+1, on cherche une valeur approchée du déplacement relatif et de la réaction
au noeud . On adopte des valeurs provisoires des déplacements relatifs et des réactions sur
les autres nceuds comme suit: si # > «, on adopte les valeurs calculées a 'itération k, par
contre si # < «, on adopte les valeurs que 'on vient de calculer pendant 'itération & + 1.
En appliquant les lois de contact et de frottement, le couple (&7, ) sera déterminé en
utilisant la méthode de Newton généralisée [5], [6], [7], [39], la solution est obtenue avec peu
d’itérations, le plus souvent une ou deux.

Lorsque « est un neceud libre,

i =0 et O, =TI =) Tusd”).
o

Ensuite, on actualise les déplacements et les réactions et on passe au noeud suivant.

On incrémente k jusqu’a ce que le critere d’arrét soit atteint. Il s’agit d’une méthode de type
Gauss Seidel non linéaire par blocs. Rappelons que dans le cas linéaire, le terme général de
la suite est donné par la formule:

(D — E)yrrr = Fyp + b (4.19)

Algorithme de Newton généralisée pour un noeud candidat au contact en 2D:
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Du fait de la non-différentiabilité de 'opérateur projection, le systeme non linéaire est
résolu par la méthode de Newton « généralisée ».
On pose = y*, Ay = vy — pyvay et AT = r§ — prof.

Notons 6% = [* — ZTw(Sﬁ + Toa ( xN(tO_ H ) et F = Agor + g(x).

B#a

* Initialisation de xg
* P @) (@i —wg) = Fr;) — b°
Sur chaque zone de linéarité, on pose: e = x; + (F')~*(x;)[F(z;) — b°].

St A% < 0 alors

_éaa Tozoz o 0 0
.7:':<_] 0>:>:1:j+1:e carVg(:z;j):<00>

par conséquent, il s’agit d’un statut de NON CONTACT

St A% > 0 alors

TOZOZ

i T 2 _éaa
Si A2l < pA% alors F = ( o T

(7 )

par conséquent, il s’agit d’un statut de _ CONTACT ADHERENT

) = ;41 = €” car Vyg(z;) =

_éaa Tozoz

) _
SiAr > pAy alors F' = (Ce—[ _oC,

0 0
Ce —pC.,

avecCE:< ! 0)
—ep 0

par conséquent, il s’agit d’un statut de _ CONTACT GLISSANT

) = xj41 = €% car Vg(a;) =

Remarque: Vg est la matrice jacobienne de g. € peut prendre les deux valeurs suivantes
1ou—1.5i Ay < —pAy alors e = 1.

Convergence de la méthode:
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Dans 'article écrit par F. Jourdan, P. Alart et M. Jean, [28], la preuve de la convergence
de la méthode dite des « équilibres successifs » et rebaptisée « Non Smooth Contact Dyna-
mics » (NSCD) est montrée sous certaines hypotheses. En voici I’énoncé :

Théoreme (Convergence de la méthode des équilibres successifs):
Soit un probleme en dimension 2 de contact avec frottement, en dynamique. Pour un pas de
temps suffisamment petit, la méthode des équilibres successifs est convergente.
Un résultat intéressant serait de généraliser ce théoreme a la variante que nous avons déve-
loppé dans ce chapitre.

4.3 Synthese

Nous avons choisi les lois de contact de Signorini et de frottement sec de Coulomb, il est
évident que par la simplicité relative de leur formulation, ces lois ne sauraient décrire tous
les phénomenes fort complexes mis en jeu lors des problemes de contact. On pourrait faire
appel a d’autres lois beaucoup plus complexes mais celles choisies donnent des informations
suffisantes pour la description de problemes mécaniques qui nous intéressent.

En ce qui concerne la résolution du probleme, nous avons choisi une variante de la méthode
NSCD. Cette méthode est une méthode implicite permettant de traiter des problemes de
contact frottant avec certains avantages liés aux schémas implicites quand il s’agit de pro-
blemes en dynamique.

D’apres le théoreme précédent, la convergence dépend du pas de temps.

Par contre, en dimension 3, la preuve d’une convergence n’a pas été établie. Mais cette
méthode a déja été utilisée avec succes dans différents problemes tels que des simulations
numériques de problemes d’emboutissage [41] et aussi des simulations numériques de collec-
tions de corps rigides (matériaux granulaires), [33], [34], [35], [36], [49], [20], [50].

L’agorithme de résolution peut se schématiser comme suit :
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—= Boucle de Gauss Seidel (k)

—= Boucle sur les nocuds (o)
Si le noeud est libre #3 =0 8¢ = Tia (p® — Zfaﬁéa)
fra

Sinon résolution par la méthode de Newton généralisée:

Caleul de zn 7 et de é73

Caleul de r§
Actualisation de Uy et de Ry,

Test de convergence

Fin boucle sur les nceuds candidats

“—— Fin boucle Gauss Seidel

Fic. 4.6 — Algorithme de résolution sur un pas de temps

4.4 Tests numériques et Applications

Dans la suite, les tests numériques seront effectués en déformation plane.

4.4.1 Chute d’un lopin sur un plan infiniment rigide

Nous allons étudier 'impact d’un lopin carré lancé avec une vitesse initiale vy sur un
plan infiniment rigide (fig.4.7). Les caractéristiques du lopin sont, un module de young £ =
210.10° M Pa, un coefficient de poisson v = 0.3 et une masse spécifique p = 0.78.107° K g.mm 2.
La vitesse initiale vg est de —5.10% mm.s™!, la pesanteur est négligée et le pas de temps est

h = 4.107% 5. Pour ces tests, on utilise des maillages réguliers en simplex.

Premier test: chute libre avec contact sans frottement

Nous avons voulu comparer les résultats obtenus par EFET a ceux obtenus par CASTEM.
Pour se faire, vu que CASTEM (version 99) ne traite pas de problemes en dynamique avec
contact et frottement, nous n’avons pas tenu compte du frottement. Nous avons donc, dans
CASTEM modélisé le contact entre le sol et le lopin comme des conditions unilatérales.
Les calculs ont été menés avec un maillage espace comportant 100 neeuds (fig.4.8). Dans les
figures 4.8, 4.9, 4.10, 4.11, 4.12, 4.13, 4.14, 4.15 et 4.16, nous avons rassemblé les résultats
de I’évolution de la chute du lopin obtenus par EFET (colonne de gauche) et par CASTEM
(colonne de droite).
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P4 P3
Lopin
P1 P2
Y Y Y

S e S

Fic. 4.7 — Schéma du lopin

Fi1G. 4.8 — Déformée (amplifice) du lopin a Uinstant t = 20h

Fi1G. 4.9 — Déformée (amplifice) du lopin a Uinstant t = 40h

103
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Fi1G. 4.10 — Déformée (amplifiée) du lopin a Uinstant t = 70h

Fi1G. 4.11 = Déformée (amplifiée) du lopin a Uinstant t = 110h

Fi1G. 4.12 = Déformée (amplifiée) du lopin a Uinstant t = 140h

Fi1G. 4.13 — Déformée (amplifiée) du lopin a Uinstant t = 151h
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Fi1G. 4.14 — Déformée (amplifiée) du lopin a Uinstant t = 180h

Fi1G. 4.15 — Déformée (amplifiée) du lopin a Uinstant t = 210h

F1G. 4.16 — Déformée (amplifiée) du lopin a Uinstant t = 250h

Les résultats numériques en terme de déplacements des noeuds extrémités P1, P2, P3, P4
en fonction du temps sont rassemblés et comparés dans les figures 4.17, 4.18, 4.19 et 4.20.
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fig.a : deplacement suivant x
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Fic. 4.17 — Déplacement du point P1 suivant l'aze
fig.a : deplacement suivant x
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Fic. 4.18 — Déplacement du point P2 suivant l'aze
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fig.b : deplacement suivant y
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fig.b : deplacement suivant y
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fig.a : deplacement suivant x

deplacement (mm)

fig.b : deplacement suivant y
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Fia. 4.19 — Déplacement du point P3 suivant l'axe des x et ['axe des y
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fig.b : deplacement suivant y
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Fia. 4.20 — Déplacement du point P4 suivant l'axe des x et ['axe des y

107

Les résultats numériques en terme d’efforts de réactions sur la surface de contact sont
représentés dans la figure 4.21. Il s’agit de la somme sur tous les nceuds en contact, des
normes des réactions en fonction du temps. On constate qu’en terme de déplacements ou
d’efforts, les résultats numériques obtenus par EFET sont en bonne adéquation avec ceux
obtenus par CASTEM. Les calculs ont été effectués sur une station SUN ultra 1. Sur 250 pas
de temps, le temps cpu obtenu par EFET est de 73 s contre 146 s par CASTEM. Ce temps
est donné a titre indicatif. Le nombre total d’itérations de Gauss Seidel est 884, soit environ

3.5 itérations par pas de temps.

Remarque:

On a constaté une petite dissymétrie lors des différentes étapes de I’évolution de la chute du
lopin. Cela est da au maillage espace-temps qui est non symétrique (le maillage espace est
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150000
—— EFET
o CASTEM |
S
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@ 100000 :
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g 50000 - .
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/ Qo |
O 1 1 \ L
0e+00 2e-04 4e-04 6e—04 8e-04

temps

Fic. 4.21 — Somme des normes des forces de réaction

non symétrique aussi).
Lors du prochain test, nous avons ajouté le frottement.

Deuxieme test : chute libre avec contact et frottement

Nous reprenons le méme exemple, cette fois-ci avec le frottement en plus. Sur les figures
4.22a et 4.23a, les déplacements horizontaux des noeuds P1 et P2 sont représentés en fonction
du temps. On constate qu’il y a une diminution de I'amplitude des déplacements due au
frottement. Durant la phase d’écrasement, le gonflement est donc moins important. D’autre
part, on constate une non symétrie du déplacement tangentiel des points P1 et P2. Cela
vient du fait que le maillage espace-temps n’est pas symétrique ce qui est amplifié par la non
symétrie du maillage espace. Cette observation se confirme sur la figure 4.24 qui représente
le glissement du nceud de 'axe de symétrie. Avec un maillage espace-temps symétrique nous
devrions trouver un déplacement tangentiel de ce point nul.
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fig.a : deplacement suivant x fig.b : deplacement suivant y
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Fia. 4.22 — Déplacement du point P1 suivant l'axe des x et suivant l'axe des y
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Fia. 4.23 — Déplacement du point P2 suivant l'aze des x et suivant Uaze des y



110 4 — Contact et Frottement en elasto-dynamique HPP

1e-03
—— avec contact seulement
avec contact+frottement

5e-04 -

0e+00 -

deplacement

-5e-04 -

-1e-03 * * *
4e-04 5e-04 6e-04 7e-04
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Fia. 4.24 — Déplacement tangentiel du point PM, milieu entre Pl et P2, lors de la phase
de contact

4.4.2 <« Emboutissage »

1S
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o
o
N
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‘ 25 mm
o P4 PS P
y I= /
L E
Lﬁf To) ]/ Q /
| P! |
‘ 50 mm

Fia. 4.25 — Schéma de l'impact d’un poin¢on sur une structure

Nous allons étudier 'impact d’un poingon sur une structure (fig.4.25). L’objectif de ce
test est de traiter un probleme avec frottement et de comparer les résultats numériques
obtenus par EFET a ceux obtenus par le logiciel de calculs des structures ANSYS 5.6. Le
maillage espace contient 63 nceuds (fig.4.27). Comme ANSYS 5.6 ne propose pas d’éléments
triangulaires a trois nceuds, nous avons choisi de faire nos comparaisons avec les résultats de
ANSYS obtenus pour des quadrangles a quatre nceuds (fig.4.26). Le déplacement du poincon
est de 2.107% mm pour chaque pas de temps h = 4.107¢ 5. Les figures 4.27, 4.28, 4.29 et 4.30
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représentent les structures déformées apres 300 et 600 pas de temps.

o 9 zZo0l
£0:10: 15
&-E-L-K-H

Powerzraphic=
ETACET=1

Fia. 4.26 — Maillage espace de la structure par ANSYS

F1G. 4.27 — Déformée (amplifiée) de la structure a Uinstant t = 300h vue par EFET

La force totale de réaction sous le poincon est représentée dans la figure 4.31.

Les courbes dynamiques sont comparées a la courbe obtenue en quasi-statique par AN-
SYS. Les calculs ont été réalisés sur un PC pentium III, 650 MHz. En ce qui concerne les
temps de calculs, le temps cpu obtenu par EFET est de 18.81 s contre 195 s pour ANSYS.
Notons que le traitement du contact avec frottement dans ANSYS est traité par la méthode
de pénalité.

Les efforts dynamiques sont tres sensibles dans ce type d’application car ce sont les efforts de
flexions qui dominent en début de course. Pour que les efforts de traction viennent stabiliser
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o 9 zZo0l
£0:16: 47
DISPLACEMENT
3TE

Powmerzraphics
EFACET=1
AUVRES Mat:

DI =_&00509

Fi1G. 4.28 — Déformée (amplifice) de la structure a 'instant t = 300k vue par ANSYS

F1G. 4.29 — Déformée (amplifiée) de la structure a Uinstant t = 600h vue par EFET

la réaction, il faut un déplacement de poingon plus grand, mais dans ce cas, on sortirait du

cadre H.P.P.
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Fi1G. 4.30 — Déformée (amplifice) de la structure a l'instant t = 600k vue par ANSYS
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Fia. 4.31 — Somme des normes des réactions au cours du temps
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4.4.3 Ecrasement d’un lopin par un outil

Nous allons analysé I’écrasement d’un lopin (corps déformable) par un outil (corps rigide)
composé de deux poincons I'un a droite et 'autre au milieu (fig.4.32). Les caractéristiques
du lopin sont les mémes que celles vues lors de ’exemple de la chute. Le poin¢con du milieu
est décalé par rapport a celui de droite pour différer le contact. Ce probleme va étre traité
avec remaillage et sans remaillage ainsi il sera possible de savoir si les résultats obtenus avec
remaillage sont satisfaisants par rapport a ceux obtenus avec un maillage plus fin des le
départ.

outil

s

50 mm
@)

2y

&)

S S S

50 mm

FiG. 4.32 — Schéma de Uexemple de [’écrasement ou r < 10mm

Lors du cas avec remaillage (fig.4.34), le maillage espace de départ est le maillage 1 et le
maillage d’arrivée est le maillage 2.
Le maillage 2 est obtenu des le premier pas de temps. Cela est dii au critere de prévision qui
des que 'obstacle est a une distance inférieure a un seuil, il y a remaillage.
La comparaison avec un maillage fin (fig.4.33) des le départ montre une erreur relative
maximum sur la norme de la réaction de I'ordre de 0.1 % (fig.4.35), pour un pas de temps
h =5.107% s et un déplacement de I'outil de 2.1072 mm. Dans le cas ol le calcul est efféctué
avec le méme pas de temps et un déplacement de I'outil dix foix plus petit de 2.1072 mm,
Perreur est de l'ordre de 0.097 % (fig.4.35). L’erreur relative a tendance a diminuer lorsque
le pas de temps diminue.
Nous avons représenté la somme des normes des réactions en fonction du temps fig.4.36 et
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Fic. 4.33 — Maillage espace initial et final dans le cas sans remaillage
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maillage 1 at =0
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Fia. 4.34 — Maillage espace initial et final dans le cas avec remaillage
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fig.4.37.
On peut dire que le remaillage avec contact et frottement donne des résultats tres satis-

faisants par rapport a un maillage fin des le départ.
Les figures 4.38, 4.39, 4.40 et 4.41 montrent les déformées successives a chaque pas de temps.

0.10 &
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g
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© 0.05F 8
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@
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0.00% < ! |
0e+00 5e-05 le-04 2e-04 2e-04
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F1G. 4.35 — Erreur relative sur la norme de la réaction avec un pas de temps h = 5.107° et
un déplacement de Uoutil différent pour chacune des deux courbes
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G—©Odep_imp =0.002
15000 | dep_imp =0.02 q

10000 - b

5000 - b

J/e/e—/*’
(0] L

0e+00 5e-05 1e-04 2e-04 2e-04
temps

Somme des normes des réactions

F1G. 4.36 — Somme des normes des réactions avec un pas de temps h = 5.107° el un
déplacement de Uoutil qui différe pour chaque courbe
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FiG. 4.37 — Somme des normes des réactions avec un pas de temps h = 5.107¢ et un

déplacement de Uoutil qui différe pour chaque courbe
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F1G. 4.38 — Déformée (amplifiée) au pas de temps t = h

Fi1G. 4.39 — Déformée (amplifiée) au pas de temps t = 3h

Fi1G. 4.40 — Déformée (amplifiée) au pas de temps t = 3h
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Fi1G. 4.41 — Déformée (amplifiée) au pas de temps t = 4h

4.5 Conclusion

Nous avons proposé une méthode de traitement du contact avec frottement de type Gauss

Seidel non linéaire, inspirée de la méthode NSCD. Les résultats numériques obtenus dans
ce chapitre montrent que "approche adoptée est satisfaisante. Les temps de calculs obtenus
par EFET sont meilleurs que ceux obtenus par CASTEM ou ANSYS. Une des raisons est
qu’utiliser la STFEM revient a adopter une sorte de schéma d’intégration explicite. Il faut
noter que le traitement du contact avec frottement reste implicite et de ce fait nécessite des
itérations de calculs.
En ce qui concerne le remaillage, nous avons pu adapter la technique développée au chapitre
[T aux problemes de contact avec frottement. L’adaptation de maillage est effectuée par
prédiction. Les comparaisons numériques entre un maillage espace fin des le départ et un
maillage espace qui s’adapte dans le temps montrent que les différences sont négligeables.
Ainsi, on peut raisonnablement espérer de forts gains de temps de calculs en appliquant ce
type d’approche.
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Conclusion et perspectives

Dans ce mémoire, nous avons développé une méthode de résolution de pro-
blemes non stationnaires. 1l s’agit d’'une méthode d’Elément Finis Espace-Temps
(STFEM) que nous avons appelée « méthode de Galerkin semi-discontinue ».
Elle est appliquée au traitement numérique de problemes élasto-dynamiques avec
contact et frottement. Deux formulations sont présentées, une approche en vi-
tesses et une approche en déplacements.

Au regard des développements réalisés, la STFEM apparait comme une généra-
lisation des méthodes de calculs classiques qui couplent la méthode des éléments
finis, pour une discrétisation spatiale, avec la méthode des différences finies, pour
la discrétisation temporelle.

I est montré dans le chapitre 111 que, dans les cas unidimentionnel (t), avec une
approche en déplacements, la STFEM en interpolation linéaire, n’est autre que
la méthode implicite de I'accélération linéaire. Il est montré aussi qu’avec une
interpolation quadratique, les résultats numériques sont environ dix fois meilleurs
que ceux obtenus par la méthode de 'accélération linéaire. Pour les problemes
2D (x,t), utiliser la STFEM avec une approche en déplacements, des maillages
structurés, réguliers en multiplex et une interpolation linéaire, revient a utiliser
la méthode explicite des différences finies centrales. Il n’est pas nécessaire de
faire de résolutions. Pour les cas 3D (x,y,t), U'interprétation est moins évidente.
Certes, les pas de temps doivent étre petits, comme pour les méthodes explicites,
mais des résolutions sont tout de méme nécessaires a chaque pas de temps. Les
matrices de résolution ne sont pas diagonales et admettent des termes de rigidité.
On retrouve toutefois une approche implicite lorque 'on adopte une formulation
en vitesses avec des fonctions virtuelles nulles en début de pas (chapitre II). La
formulation en vitesses admet cependant des limites, en particulier lorsqu’il s’agit
de maillages non structurés. La difficulté est liée au calcul des déformations.
Utiliser des maillages espace-temps non structurés revient a dépasser la notion
de pas de temps et amene a une notion de front espace-temps et avec elle, des
techniques d’adaptation de maillage. Dans ce mémoire, une technique d’adap-
tation de maillage a été proposée. Elle permet d’ajouter des nceuds dans 1’es-
pace et dans le temps. Une de ses singularités est qu’elle ne nécessite pas de
re-projections. Les valeurs des nouvelles inconnues sont calculées par interpo-

lation des valeurs passées et actuelles des nceuds voisins. Seule la technique
d’ajout de nceuds dans l'espace a été programmeée dans le logiciel appelé EFET,
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que nous avons réalisé durant ce travail de these. Les résultats numériques ob-
tenus en élasto-dynamique montrent que notre approche permet de gagner du
temps de calculs sans affecter la précision des calculs.

En ce qui concerne, I'ajout de nceuds dans le temps, des exemples 2D (x,t) de
rupture d’une barre et de propagation d’onde ont été traités et donnent des ré-
sultats encourageants.

Pour finir, des problemes de contact avec frottement ont été traités. La ré-

solution a été effectuée par une méthode de type Gauss Seidel non linéaire, ins-
pirée de la méthode Non Smooth Contact Dynamics (NSCD). Les résultats nu-
mériques obtenus par EFET ont été comparés a ceux obtenus par CASTEM et
ANSYS. Ils sont en bonne adéquation. En ce qui concerne les temps de calculs,
le logiciel EFET est de loin le plus rapide. Cela n’est pas surprenant dans la

mesure ou les tests ont été réalisés avec des pas de temps petits, de 'ordre de
ceux utilisés par les méthodes explicites. Un exemple de remaillage le long de la
zone de contact a été traité. Les résultats montrent qu’un maillage évolutif créé
par prédiction affecte peu la précision des résultats.

Ce travail de these n’est qu’une infime partie de ce qu’il convient de faire
pour explorer toutes les possibilités de la STFEM. De nombreux travaux restent
a réaliser.

Il faudrait proposer une version totalement implicite de notre approche en dé-
placements. Pour cela, il faut s’inspirer des travaux réalisés dans ’approche en
vitesses. De plus, il apparait nécessaire de proposer une version capable de trai-
ter des problemes 4D (x,y,z,t). Des éléments de réponses sont proposés dans le
chapitre III.

Ensuite, il faudrait programmer la technique de calculs par front espace-temps.
Il faudrait aussi comparer la méthode NSCD a celle que nous avons développé
pour traiter le contact avec frottement.

Finalement, si I’on souhaite, a terme, traiter des problemes industriels, de mises
en forme, il faut développer une approche tenant compte des grandes déforma-
tions, de la plasticité, etc ... Nous avons des idées s’inspirant de celles de la

méthode LATIN.
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ANNEXE 1

Preuve du développement de la vitesse chapitre 2

Sachant que wy et vy sont respectivement le déplacement et la vitesse du point matériel
de masse m a 'instant ¢;, alors pour un pas de temps h = t; — to assez petit et a partir
des relations (2.3) et (2.4) et en supposant que t, = 0, nous obtenons les deux expressions
suivantes par un développement limité d’ordre 4:

up = up(l — %wzhz + 21—4w4h4) + ”Uo(wh — éw3h3) + O(h"),
vy = vo(l — Lw?h? + iw‘lh‘l) — ugw(wh — 2w*h%) + O(hY).

2 6

Preuve:

mu+ ku =20
[’équation caractéristique de 1’équation différentielle (2.1) est: mr* 4+ ku = 0
Son déterminant est: A = —4mk <0

Il y a 2 racines complexes: r; = wi et ry = —wi, avec w = \/Z
m

Par conséquent,

u(t) = Aet + Ajem it
= Aj(cos(wt) + isin(wt)) + Az(cos(wt) — isin(wt))
= (A1 + Ay)cos(wt) + i(A; — Ay)sin(wt)

Alors,
u(t) = Kiweos(wt) + Kywsin(wt)
v(t) = —Kiwsin(wt) + Kywcos(wt)
at= to == 0,
Ug = U(to) == U(O) == [(1
v = v(ty) = v(0) = Kyw
d’ou

[(1 = Ug = U(to) = U(O) = [(1
Ky =

{ u(t) = ugcos(wt) + “Uosin(wt)

v(t) = —ugwsin(wt) + vosin(wt)
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Les développements limités d’ordre 4 de cos(t) et de sin(t) sont:

cos(t) =1 — 3t + Lt + O(¢*)
sin(t) =t — £t* + O(t*)

Avec h =t; —ty or tg = 0 alors t; = h d’ou:

U1 )
{ Uy = up(l — %(wh)z + i(wh)‘l) + ”Uo(wh — é(wh)3) + O(h*)
v, = —ugw(wh — é(wh)3) + vo(l — %(wh)z + 21—4(wh)4) + O(h*)

Fin preuve:
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ANNEXE 11

Le schéma d’Euler Implicit :

Dans ce paragraphe, nous présentons le détail permettant d’obtenir la relation (3.12) a

partir des relations (3.9), (3.10) et (3.11).

En reportant les expressions (3.10) et (3.11) dans I’équation (3.9), on obtient 'accéléra-
tion au pas de temps k 4+ 1 en fonction des déplacements aux pas k£ — 1, ket k4 1:

1 u —u Up — Up- 1
E( k-l-lh ko Uk - i ﬁ(ukq-l — 2uy — Uk—l) (I-l)

Upt1 =

En reportant I'expression (3.11) dans la relation précedente (I.1), on obtient une relation
dépendant que des déplacements aux pas de temps k& — 1, k et £+ 1:

1
—Pupyr = — (w1 — 2up — up_y)

52
Ce qui nous conduit a ’expression suivante qui est le déplacement au pas de temps k + 1
en fonction des déplacements aux pas kK — 1 et k:

2 1
Uk+1 = 71_“0%2% TR +w2h2uk—1

Les schémas de type Newmark:

Dans ce paragraphe, nous présentons le détail permettant d’obtenir la relation (3.17) a

partir des relations (3.14), (3.15) et (3.16).

A partir de la relation (3.16), on obtient respectivement au pas de temps précédent k :

. 1 . .
U = Uk-1 + huk_l + h2 (5 —G)uk_l + Guk (IIl)

et
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S = el (1= )ity + S0 (11.2)

Up = Up—q + h[(l —(S)ﬂk_l + 5uk] <~ h

A partir de la relation (3.14), on obtient respectivement au pas de temps k et k — 1:

i = —wlu, el gy = —wlup_g (11.3)

En soustrayant la relation (I1.1) & la relation (3.16), on obtient la relation suivante:

1 Up — U . 1 . 1 .

(g — 2up 4+ wee1) = —— 4 Giigy 4 (= — 20)ii, — (= — O)iip_y (I14)

h? h 2 2

En reportant la valeur de w, tirée de la deuxieme expression de la relation (I11.2),
dans I’équation (I.4), on obtient:

1 . 1 . 1 .

ﬁ(u;ﬂ_l — 2uk + uk_l) = 0uk+1 + (5 + (S — 2(9)uk + (5 + f— 5)uk_1 (115)

De méme, en remplagant tigq1, tiy et tig_y par leurs valeurs tirées des expressions (I11.3)
et (3.14) dans la relation (I1.5), on obtient:

1 1
Uppr — 2up + upy = —w?h® [Qupyy + (5 + 8 —20)uy + (5 + 6 — 8)up_y

on en déduit 'expression suivante qui celle du déplacement au pas de temps k£ + 1 en

fonction des déplacements aux pas k£ — 1 et k:

2— (346 20)w2h2Uk 14 (3 +0—d)w?h?

Ukt = 1+ 0w2h? - 1+ 6w2h?

Uk—1

schéma de ’accélération linéaire:

Posons@zéet(S:%
L’expression du déplacement au pas de temps k& + 1, en fonction des déplacements aux
deux pas précédents k — 1 et k£ s’écrit alors:
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2 — %wzhz
Uk+1 = 2hr Uk T Uk—1

L+ =

schéma des différences finies centrales:

Posons@z()et(s:%
L’expression du déplacement, au pas de temps k 4+ 1, en fonction des déplacements aux
deux pas précédents k — 1 et k s’écrit alors:

Uppr = (2 —w?hP)up — up_y
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