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Résumé
Cette thèse est consacrée à l’exploitation des propriétés de non circularité et de non gaussianité
des signaux en traitement d’antennes.

Dans une première partie de cette thèse, nous nous intéressons au contexte de la formation de
voies (beamforming) pour la réception d’un signal utile inconnu, dont le vecteur directionnel
est connu, corrompu par un bruit potentiellement non circulaire et/ou non gaussien. Dans
des études récentes, un beamformer MVDR (Minimum Variance Distortionless Response)
linéaire au sens large WL (Widely Linear) exploitant la non circularité au second ordre (SO)
des interférences a été introduit et analysé. Cependant, ce beamformer demeure sous optimal
pour la réception d’un signal utile non circulaire au SO, du moment où il n’exploite pas la
non circularité de ce dernier. C’est ainsi, que notre contribution a porté principalement sur
l’introduction, l’étude de performances et la mise en œuvre d’un beamformer MVDR WL.
Ce dernier, basé sur une décomposition orthogonale originale du signal utile introduisant
une contrainte supplémentaire, prend en considération la non circularité du signal utile et
celle des interférences. L’étude des performances de ce beamformer a montré que ce dernier
améliore toujours les performances en présence de signaux non circulaires. Dans le même
contexte et pour la réception de signaux non gaussiens, nous avons introduit et étudié un
beamformer MVDR non linéaire de Volterra. Ce beamformer dont les contraintes s’adaptent
à la non circularité des brouilleurs, a été étudié à l’ordre trois sous sa forme équivalente
GSC. Cette structure, dite complète, prend en compte conjointement des propriétés de non
circularité et de non gaussianité des brouilleurs. L’analyse des performances en gains en SINR
de ce récepteur est donnée pour la réception d’un signal réel corrompu par des brouilleurs
non gaussiens et non circulaires d’ordre deux et quatre. Cette analyse a montré que la prise en
considération de ces propriétés améliore toujours les performances.

Dans une deuxième partie nous nous intéressons au contexte de détection selon deux volets :
Le premier volet consiste en la détection d’un signal utile réel connu de paramètres inconnus,
noyé dans un bruit total potentiellement non circulaire au SO et de matrice de covariance
inconnue. Ainsi, suivant une approche basée sur le test de rapport de vraisemblance généralisé
GLRT (Generalized Likelihood Ratio Test), de nouveaux récepteurs pour la détection d’un
signal réel connu avec différents ensembles de paramètres inconnus ont été récemment
introduits. Néanmoins, les performances de ces récepteurs, n’ont été que partiellement
étudiées. Notre contribution a porté sur l’étude des distributions exactes et asymptotiques des
statistiques associées au LRT et au GLRT sous H0 et H1. Cette étude a permis de donner les
expressions théoriques exactes des probabilités de détection et de fausse alarme des récepteurs
LRT, et celles asymptotiques pour certains récepteurs GLRT. Nous avons aussi complété cette
analyse par des simulations Monte-Carlo en courbes ROC (Receiver Operating Characterisics)
pour l’ensemble des détecteurs GLRT.
Le deuxième volet, consiste en la détection de non circularité au SO de signaux aléatoires
mono et multidimensionnels complexes. Nous avons donné la distribution asymptotique du
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Résumé

GLR de non circularité sous H0 et H1 dérivé sous l’hypothèse de distribution gaussienne mais
utilisée sous une distribution arbitraire non nécessairement gaussienne des données. Ces
données considérées sont indépendantes, mais non nécessairement identiquement distribuées,
ce qui permet de traiter des situations pratiques où les données non circulaires sont perturbées
par un résidu de fréquence et un bruit additif gaussien circulaire. Cette analyse a été aussi
complétée par des courbes ROC.

Mots clés :
Non circulaire, non gaussien, linéaire au sens large, beamforming, MVDR, filtrage de Volterra,
détection, test du rapport de vraisemblance généralisé (GLRT).
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Abstract
This thesis is devoted to the study of exploiting the properties of non-circularity and
non-Gaussianity of signals in array processing.

In the first part of this thesis, we focus on beamforming technics in the context of the reception
of an unknown signal, whose steering vector is known, corrupted by potentially non-circular
and/or non-Gaussian noise. In recent studies, a widely linear minimum variance distortionless
response beamformer (WL MVDR) exploiting the second order (SO) non-circularity of
interference was introduced and analyzed. However, this beamformer remains suboptimal for
the reception of a non-circular useful signal, since it does not exploit the non-circularity of this
latter. Thus, our contribution has focused on the introduction, the performances analysis and
the implementation of a WL MVDR Beamformer. This latter, based on an original orthogonal
decomposition of the useful signal, take into account the SO non-circularity of both useful
signal and interferences. The new performances analysis of this new beamformer has shown
that it always improves the performance of the well known Capon beamformer and the WL
MVDR beamformer introduced recently, this in the presence of non-circular signals. In the
same context and for receiving non-Gaussian signals, we introduced and studied a nonlinear
MVDR Beamformer based on comlexe Volterra filters. This Beamformer, which adapt the
constraints to the non circularity of jammers, has been studied in the third order by its
equivalent GSC form. The performance analysis of this beamformer are shown in term of
SINR Gains for the recepetion of non-Gaussian and SO (until to fourth order) non-circular. It
is shown that taking into account of these properties always improves performance.

In the second part, we focus on two parts of detection :
The first part consists of the detection a known signal, with unknown parameters, corrupted
by a total noise potentially SO noncircular with unknown covariance matrix. Thus, following
Generalized Likelihood Ratio Test approach, new receivers for the detection a real known
signal with different sets of unknown parameters have been recently introduced. Nevertheless,
the performances analysis of these receptors have only been partially studied. Our contribution
has focused on the study of exact and asymptotic distributions of statistics associated with the
LRT and GLRT under H0 and H1. This study has given theoretical expressions of probabilities
of correct detection and false alarm. We also supplemented this analysis with Monte Carlo
simulations and given receiver operating characterisics ROC curves.
In the second part, we consider the problem of testing impropriety (i.e., second-order
noncircularity) of a complex valued random variable based on the generalized likelihood ratio
test (GLRT) for Gaussian distributions. Asymptotic (w.r.t. the data length) distributions of the
GLR are given under the hypothesis that data are proper or improper, and under the true, not
necessarily Gaussian distribution of the data. The considered data are independent but not
necessarily identically distributed : assumption which has never been considered until now.
This enables us to deal with the practical important situations of noncircular data disturbed
by residual frequency offsets and additive circular noise. The receiver operating characteristic
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Abstract

(ROC) of this test is derived as byproduct, an issue previously overlooked. Finally illustrative
examples are presented in order to strengthen the obtained theoretical results.

Key Words :
Non-circular, non-gaussian, widely linear, beamforming, MVDR, Volterra filtering, detection,
generalized likelihood ratio test (GLRT).
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Notations générales

ℜ(a) Partie réelle du nombre complexe a.
ℑ(a) Partie imaginaire du nombre complexe a.
(a)∗ Complexe conjugué d’un complexe.
|a| Valeur absolue d’un nombre réel a et module complexe d’un complexe a.
‖A‖ Norme spectrale de A.
AT Matrice transposée de A .
A∗ Matrice transposée de A .
AH Matrice transposée-conjuguée (hermitien) de A.
A−1 Inverse de A.
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Tr(A) Trace de la matrice A.
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Propriétés algébriques

On utilisera principalement les propriétés suivantes des produit de Kronecker et de l’opérateur
vectoriel(les dimensions des matrices sont supposées telles que ces expressions aient un sens) :
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Introduction générale

Le traitement d’antennes est la discipline du traitement du signal qui consiste à traiter les
signaux spatio-temporels, échantillonnés en temps et en espace par un réseau de capteurs. Ces
capteurs sont répartis dans l’espace et constituent une antenne [69, 50, 95, 97]. Ce traitement,
réalisé en aval des antennes, a pour but d’optimiser la réception de signaux selon un certain
critère et, en matière d’antennes, les critères sont variés. Parmi ceux-ci : la discrimination
d’un signal utile parmi des signaux nuisibles (détection et formation de voies), la précision
d’estimation des paramètres d’une source (goniométrie et guidage), la fidélité de reproduction
d’un signal (communications et imagerie) ainsi que la classification des objets (reconnaissance
des formes).
Cette diversité, le développement rapide de la technologie des antennes ainsi que les capacités
du traitement du signal, permettent de concevoir des antennes et des méthodes de traitement
performantes qui ouvrent de nouveaux horizons applicatifs. Ces innovations ont, ou auront
dans un avenir proche, des impacts importants dans de nombreux domaines d’applications
civils et militaires, tels que : les communications, la navigation, la détection (radar, sonar),
la médecine (imagerie, monitoring), l’astronomie, l’observation spatiale, la sismographie,
l’astrophysique,...
Durant ces trois dernières décennies, le traitement d’antennes a suscité un grand intérêt pour
la communauté scientifique. A travers plusieurs travaux menés, la modélisation des signaux
a évolué et plusieurs hypothèses ont été introduites afin de se rapprocher des situations
réelles. Cette évolution de la modélisation a poussé la communauté scientifique à prendre en
considération certaines propriétés. Parmi ces propriétés, on note celles non gaussianité et de
non circularité qui conduisent respectivement à des traitements non linéaires [83] et widely
linear [75, 33]. .
L’objectif principal du traitement d’antenne est d’extraire de l’information utile contenue dans
des observations bruitées en exploitant certaines caractéristiques statistiques et spatiales. Les
propriétés de non gaussianité et de non circularité font partie et ont été exploitées. Ainsi, pour
certains objectifs de recherche, ces caractères non circulaire et/ou non gaussien pourraient ne
pas être gênants si les performances des récepteurs fondés sur l’hypothèse gaussienne et/ou
circulaire étaient suffisantes. Malheureusement, ce n’est pas toujours le cas en pratique. En
effet, avec la forte croissance du secteur des télécommunications, la tendance actuelle est de
reculer les frontières du possible. C’est pour cela que dans cette thèse, nous nous intéressons à
l’exploitation de ces propriétés de non circularité et de non gaussianité particulièrement en
beamforming et en détection.

Le beamforming fait partie des techniques de traitement d’antennes, utilisé pour l’estimation
des signaux et des directions d’arrivée (DOA) et dans la suppression d’interférences. Il a pour
but de trouver un filtre spatial ou spatiotemporel dont la sortie correspond à une estimée du
signal utile bruité venant d’une direction particulière. Le beamforming trouve applications dans
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de nombreux domaines [95] tels que : le radar, le sonar, les communications sans fil, l’imagerie
biomédicale,...
Les approches de beamforming conventionnelles ont pour but de trouver un filtre w complexe
linéaire et invariant dans le temps TI (Time Invariant), tel que sa sortie y(t) = wHx(t) optimise
un critère au second ordre sous d’éventuelles contraintes, où x(t) désigne le vecteur des
enveloppes complexes des signaux observés en sortie des capteurs. Cette sortie correspond
ainsi à une estimée au second ordre du signal utile venant d’une direction particulière et
potentiellement corrompu par des interférences et d’un bruit de fond.
Les filtres complexes spatiaux et linéaires ont été abondamment étudiés. Leurs performances
et leurs robustesses sont connues [97, 95]. Parmi ces filtres ; le filtre adapté spatial ou le
beamformer MVDR (Minimum Variance Distortionless Response) de Capon. Bien que ce filtre
soit optimal pour des observations stationnaires [18], dont les enveloppes complexes sont
nécessairement circulaires au second ordre [75, 33], ce beamformer devient sous-optimal
pour des observations non stationnaires dont l’enveloppe complexe peut être non circulaire
au second ordre. En effet, les statistiques d’ordre deux des signaux non stationnaires sont
dépendantes du temps, même poly-périodiques pour signaux cyclo-stationnaires [43], de plus
leurs enveloppes complexes peuvent devenir non circulaires. En conséquence, pour ce type
de signaux, les filtres complexes optimaux deviennent variant dans le temps et sous certaines
conditions de non circularité, linéaires au sens large WL (Widely Linear) [18] [76]. C’est à
dire de la forme : y(t) = wH

1 (t)x(t) + wH
2 (t)x∗(t), où w1(t) et w1(t) sont des filtres complexes

variant dans le temps.
Récemment, un beamformer WL MVDR IT a été introduit et analysé dans [21]. Ce beamformer
tient uniquement compte de la non circularité des interférences. Néanmoins, malgré qu’il soit
plus performant que le beamformer de Capon pour un bruit non circulaire, il demeure sous
optimal pour la réception d’un signal utile non circulaire au second ordre. Cela est dû au fait
qu’il n’exploite pas la non circularité de ce dernier. Afin de remédier à cette limitation, nous
avons introduit et étudié les performances d’un autre beamformer WL MVDR colinéaire au
beamformer WL MMSE [28]. Nous avons ainsi introduit une analyse de performances jamais
faite auparavant. Ce beamformer, basé sur une décomposition orthogonale originale, prend en
considération la non circularité du signal utile et des interférences.
Les beamformers MVDR linéaires et linéaires au sens large optimisent des critères statistiques
à l’ordre deux. Ainsi, leurs optimalités ne sont garanties que pour des observations
gaussiennes, car la non gaussianité s’observe que sur des moments d’ordres supérieurs à
deux. Généralement en radiocommunications numériques, il est rare qu’un signal modulé
soit gaussien. Nous n’avons donc aucune raison de supposer que les filtres optimaux soient
linéaires ou linéaires au sens large.
À notre connaissance, l’exploitation de la non gaussianité des observations pour des
applications de beamforming à travers une implémentation MVDR non linéaire n’a été que
rarement étudiée. Comme par exemple dans [31] et [6] à travers l’utilisation d’une classe
particulière de filtres non linéaires, en l’occurrence les filtres de Volterra [83]. Ces travaux
ont proposé des beamformers non linéaires, à structure dite partielle, adapté pour la réception
d’un signal utile noyé dans un bruit total non gaussien et circulaire. Cependant, pour des
brouilleurs non gaussiens et non stationnaires dont les enveloppes complexes peuvent aussi
être non circulaires, ces beamformers deviennent sous optimaux. Cette sous optimalité est
due au fait qu’ils n’exploitent pas l’information de non circularité du bruit en plus de celle de
non gaussianité. C’est dans ce contexte que nous avons introduit un beamformer MVDR non
linéaire de Volterra, à structure GSC dite complète, exploitant conjointement la non circularité
et la non gaussianité du bruit. Ce beamformer est optimal pour la réception d’un signal utile
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inconnu, perturbé par des brouilleurs non gaussiens potentiellement non circulaires.

Par ailleurs, l’exploitation de la non circularité des signaux en détection d’un signal connu a
reçu une grande attention ces derniers temps. En particulier, une approche de filtrage adapté
en présence d’un bruit total non circulaire au second ordre a été présentée en 1969 dans [11]
et [99] pour respectivement des applications radar et radio communications. Cette approche
est donnée sous la condition restrictive d’un signal complètement connu. Par ailleurs, des
approches alternatives sont développées sous la même condition restrictive d’un signal
complètement connu. Il s’agit des travaux présentés dans [4] et [78] utilisant respectivement
le critère de déflection et le GLR. D’autres travaux sur la détection optimale dans un contexte
non circulaire ont été menés dans [44, 12, 87, 88]. En revanche, le véritable problème
d’intérêt pratique, consiste à détecter un signal connu de paramètres inconnus (par exemple :
amplitude, phase, vecteur directionnel) noyé dans un bruit potentiellement non circulaire. Or,
ce problème n’a été que très peu étudié. C’est dans ce contexte que nous avons abordé ce
problème en étudiant théoriquement les performances de certains détecteurs introduits. Nous
avons aussi complété l’étude existante par des simulations Monte-Carlo de l’ensemble des
détecteurs présentés dans [22].

Que ce soit en beamforming ou en détection, il a été montré dans [77, 87, 37] que
l’exploitation, par plusieurs algorithmes de second ordre, de l’information statistique
additionnelle contenue dans la seconde matrice de covariance Cx = E(xxT ) apporte des gains
significatifs en performances par rapport à l’utilisation de la matrice Rx = E(xxH) uniquement.
En outre, certains de ces algorithmes [1], qui sont adaptés aux signaux non circulaires au
second ordre, échouent ou souffrent d’une convergence très lente quand ils sont utilisés pour
des signaux circulaires. Par conséquent, la question que l’on peut se poser est par quel moyen
peut-on classifier un signal comme circulaire ou non ? Ainsi, ce problème peut être considéré
comme un test binaire à deux hypothèses H0 : Cx = O contre H1 : Cx 6= O. En pratique les
paramètres Rx et Cx sont souvent inconnus, alors seul le détecteur du test du rapport de
vraisemblance généralisé GLRT (Generalized Likelihood Ratio Test) peut être utilisé.
Pour des échantillons d’observations gaussiens, indépendants et identiquement distribués,
ce problème a été étudié [73, 88]. Le détecteur GLRT de non circularité a été introduit et
ses performances ont été illustrées uniquement par des simulations Monte-Carlo. Dans [98],
le GLRT est étudié en formulant ce test en terme de vecteurs aléatoires gaussiens réels. Une
analyse théorique de la distribution asymptotique du GLR sous l’hypothèse H0 y est donnée.
C’est aussi dans ce contexte que nous avons complété cette analyse. Nous avons ainsi dérivé
la distribution asymptotique du GLR de non circularité sous l’hypothèse de distribution
gaussienne mais utilisée pour une distribution arbitraire non nécessairement gaussienne des
données sous H0 et H1. Les données considérées sont indépendantes mais non nécessairement
identiquement distribuées, ce qui permet de traiter des situations pratiques où les données
non circulaires sont perturbées par un résidu de porteuse et du bruit gaussien circulaire.

L’objectif à travers cette thèse est d’étudier ces problématiques en s’affranchissant des
hypothèses de circularité des signaux, que ce soit le signal utile ou le bruit, et de gaussianité
du bruit dans certains cas. Cette étude consiste d’une part à étendre l’exploitation de la
non circularité du signal utile et d’autre à compléter de récents travaux par une analyse de
performances théoriques.
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Cette thèse est organisée en trois parties :

La première partie est la partie généralités. Elle est composée uniquement du chapitre 1.
Dans le chapitre [Chapitre 1], nous avons rappelé les définitions de diverses propriétés
statistiques utilisées dans ce document. Notamment les définitions de la non circularité des
variables et des vecteurs aléatoires et celles des moments et cumulants aux ordres supérieurs.
Nous avons par la suite rappelé le coefficient de non circularité à l’ordre deux d’un signal
introduit par Delmas dans [38]. Ce coefficient appartenant à l’intervalle [0 1] caractérise le
degré de non circularité. Il est égal à 0 pour des signaux circulaires et allant jusqu’à 1 pour
des signaux rectilignes. Enfin, nous avons terminé ce chapitre par une typologie de signaux
présentant un caractère non circulaire d’ordre deux et une étude de la non circularité au
second ordre de quelques modulations CPM (Continious Phase Modulation).

La deuxième partie est la partie beamforming, composée des chapitres 2, 3 et 4.
Le chapitre [Chapitre 2] est considéré comme un état de l’art sur le beamforming linéaire, il
consiste à rappeler les différentes approches de beamforming linéaire standard optimal pour
des signaux stationnaires et circulaires. Il sera référencé dans le chapitre 3 et 4.
Le chapitre [Chapitre 3] est consacré au beamforming linéaire au sens large. Nous avons
d’abord présenté les différents concepts de beamforming linéaire au sens large optimaux pour
la réception de signaux non circulaires au second ordre. Puis nous avons introduit et étudié
un nouveau récepteur linéaire au sens large MVDR pour la réception d’un signal utile inconnu
potentiellement non circulaire corrompu par des interférences également potentiellement non
circulaires. Nous avons terminé ce chapitre par la présentation de quelques mises en œuvre.
Le chapitre [Chapitre 4] est consacré au beamforming non linéaire. Nous avons introduit un
filtre complexe MVDR de Volterra exploitant les deux propriétés de non circularité (à tout
ordre) et la non gaussianité du bruit. Nous avons proposé par la suite une implémentation
GSC équivalente. Nous avons terminé ce chapitre par une étude de performances en SINR.

La troisième partie est la partie détection, composée des chapitres 5 et 6.
Le chapitre [Chapitre 5] est consacré à l’analyse de performances statistiques de récepteurs
(LRT et GLRT) pour la détection d’un signal connu de paramètres inconnus (par exemple :
amplitude, phase, vecteur directionnel) noyé dans un bruit potentiellement non circulaire
de matrices de covariance inconnues. Ainsi, nous avons réalisé une étude théorique des
distributions des statistiques associées au LRT et au GLRT. Cette étude a permis de donner
les expressions théoriques exactes des probabilités de détection et de fausse alarme des
récepteurs LRT, et celles asymptotiques pour certains récepteurs GLRT. De plus nous avons
complété l’analyse de performances existante par des simulations Monte-Carlo en courbes de
caractéristiques opérationnelles du récepteur (ROC, Receiver Operating Characterisics) pour
l’ensemble des récepteurs.
Le chapitre [Chapitre 6] est consacré à l’étude de la détection de non circularité au SO
d’un signal aléatoire complexe. Nous avons donné la distribution asymptotique du GLR de
non circularité dérivé sous l’hypothèse de distribution gaussienne mais utilisée pour une
distribution arbitraire non nécessairement gaussienne des données. Ces données considérées
sont indépendantes mais non nécessairement identiquement distribuées, ce qui permet de
traiter des situations pratiques où les données non circulaires sont perturbées par un résidu
de fréquence et du bruit additif gaussien circulaire.
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Chapitre 1

Circularité et modulations
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1.1 Introduction

Les variables, vecteurs ou signaux aléatoires complexes sont largement utilisés dans plusieurs
branches du traitement du signal. Dans le domaine temporel, le meilleur exemple de signal
aléatoire complexe est le signal analytique qui apparait dans la définition de l’amplitude et
de la phase instantanée. Dans le domaine fréquentiel, il est évident que les composantes de
Fourier d’un signal aléatoire sont souvent des variables aléatoires complexes.

L’étude statistique au second ordre des variables ou vecteurs aléatoires complexes n’a
pas introduit de difficultés supplémentaires par-rapport au cas réel dans les premiers
travaux. Dans ce contexte, la variance d’une variable aléatoire complexe centrée z
est E[zz∗] au lieu de E[z2] pour une variable aléatoire réelle. De même la matrice de
covariance d’un vecteur aléatoire complexe centré z est E[zzH ] au lieu de E[zzT ] dans
le cas réel. En outre, tous les concepts de convergence en moyenne quadratique, donc
les espace de Hilbert des variables aléatoire peut facilement être étendu au second ordre
du cas réel au cas complexe. Cependant, quelques problèmes apparaissent en traitant
les concepts de fonction de répartition, de densité de probabilité ou de fonction caractéristique.

En effet, la fonction de répartition F (Z) d’une variable aléatoire réelle z correspond à la
probabilité p(z ≤ Z), or le concept d’inégalité est dépourvu de sens dans le cas complexe.
Dans ce cas, puisque l’application qui relie les corps de nombres complexes C et R2 est un
isomorphisme, la procédure standard est d’utiliser la partie réelle et imaginaire z = x + iy
pour former un vecteur à deux dimensions (x y). De même pour un vecteur aléatoire complexe
z = x + iy, il peut être remplacé par un couple de vecteurs aléatoires réelles (x y). Par
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exemple, dans l’étude de la densité de probabilité d’un vecteur aléatoire complexe gaussien
z = x + iy, il est toujours possible de considérer que de tels vecteurs peuvent être décrits par
une paire de deux vecteurs aléatoires réels gaussiens où on associe à ce couple une fonction
densité de probabilité f(x, y) qui doit induire la densité de probabilité de z notée f(z, z∗), car
toute fonction de x et y peut de représenter comme une fonction de z et de son conjugué
z∗. C’est ainsi, qu’au second ordre, pour obtenir toute l’information que véhicule le vecteur
complexe z on doit considérer simultanément z et z∗. Par conséquent la matrice de covariance
E[zzH ] ne suffit pas pour décrire cette information dans le cas où z et z∗ sont corrélés. C’est
pour cela qu’une autre quantité définie comme la seconde matrice de covariance E[zzT ] doit
être prise en considération. C’est pour cette raison que la notion de signal circulaire a été
introduite [75, 33]. Ainsi, un vecteur aléatoire est dit circulaire au second ordre si E[zzT ] = O.

La circularité est une hypothèse qui, à l’origine, était introduite pour la définition de la
fonction de densité de probabilité des vecteur complexes gaussiens. Néanmoins, ce concept
est étendu, de différentes manières, aux vecteurs complexes non gaussiens. Les signaux non
circulaires dont la deuxième matrice de covariance est non nulle ont été étudiés par exemple :
dans [86] en radiocommunications, dans [70] en théorie de l’information et dans [87] en
détection et estimation. Dans les systèmes de communications numériques, les signaux non
circulaires au second ordre ont été étudiés avec un grand intérêt dans ces dernières années,
par exemple dans [19, 32, 21, 96]. Parmi ces signaux, on trouve les signaux de modulation
ASK, BPSK, OQPSK et certaines modulations CPM d’indice 1

2 , telles que les modulations MSK
et GMSK.

La première partie de ce chapitre est consacrée au rappel des diverses définitions de la
circularité des variables et des vecteurs aléatoires complexes et à la définition de quelques
propriétés statistiques aux ordres supérieurs que nous utiliserons dans ce document. La
deuxième partie est consacrée à une typologie des signaux non circulaires du second ordre
et à l’étude de leurs circularités, en particulier à un rappel des modulations CPM.
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1.2 Circularité d’un vecteur aléatoire

Définition 1.2.1. Un vecteur aléatoire complexe z est dit circulaire (au sens fort) si les vecteurs z

et zeiθ ont les mêmes lois de probabilité quel que soit θ, autrement dit une condition nécessaire
et suffisantes de circularité est que la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire complexe
circulaire vérifie la relation

Φz(e
iθu) = Φz(u) ,∀θ

Dans le cas particulier d’un vecteur aléatoire continu z, la densité de probabilité de z, si celle si
existe, est invariante par la multiplication par eiθ c’est-à-dire que les deux vecteurs aléatoires z
et zeiθ ont la même distribution de probabilité quel que soit θ [75, 33].

Cette définition entraine la proposition suivante [33] :

Proposition 1. Soit z = (z1 z2...zN ) un vecteur aléatoire complexe, dont les moments existent à
tous les ordre. Alors z est dit circulaire si et seulement si tous ses moments de la forme

µpq = E



∏
∑

ai=p

zai
i

∏
∑

bj=q

z
∗bj

j




sont nuls dès que p 6= q.

Diverses définitions de la circularité ont été analysées en profondeur dans [75, 33]. Dans ce
document, nous utiliserons la définition restrictive suivante :

Définition 1.2.2. On dira qu’un vecteur aléatoire complexe z = (z1 z2...zN ), dont les différents
moments sont définis, est circulaire à l’ordre r s’il vérifie

µpq = E



∏
∑

ai=p

zai
i

∏
∑

bj=q

z
∗bj

j


 = 0

pour tout couple (p, q) d’entier positifs tel que p + q = r et p ≤ q.

Dans ce document, nous considérons comme non circulaires à l’ordre 2, les vecteurs aléatoires
complexes z tel que E[zzT ] 6= O. De même nous considérons comme non circulaires, les
variables aléatoires complexes scalaires z tel que E[z2] 6= 0

A partir de cette définition on a les cas particuliers suivants :

• Une variable aléatoire complexe, scalaire, centrée et circulaire vérifie E[z] = 0, E[z2] = 0,
E[z2z∗] = 0.,...

• Un vecteur aléatoire z est circulaire à l’ordre 2 si et seulement si sa deuxième matrice de
covariance est nulle c’est-à-dire E[zzT ] = O.

• Pour des variables gaussiennes, En utilisant la nullité des cumulants d’ordres strictement
supérieurs à deux, la circularité à l’ordre deux entraîne la circularité à tous les ordres.
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• Soit une variable aléatoire complexe z prenant comme valeurs les racines N -ièmes de

l’unité, c’est-à-dire dans
{

e
i2πk

N , k = 0, .., N − 1
}

, de façon équiprobable de probabilité 1
N .

Cette variable est circulaire à l’ordre N − 1. Ce type de variables aléatoires est largement
utilisé dans les systèmes de communications et les signaux en découlant sont appelés
N -PSK (Phase Shift Keying).

1.2.1 Coefficient de non circularité d’ordre deux

Afin de quantifier la non circularité à l’ordre 2 des signaux que nous allons traiter dans ce
document, nous rappelons le coefficient de non circularité d’ordre deux d’une variable aléatoire
complexe défini dans [38] par :

Définition 1.2.3. Soit une variable aléatoire complexe scalaire z. On définit le coefficient de non
circularité par γ, 0 ≤ γ ≤ 1, donné par le taux suivant

γ ,
E[z2]

E[|z|2] , |γ|eiφ

où |γ| et φ représentent respectivement le module et la phase de non circularité.

Selon les valeurs prise par |γ| ∈ [0 1], nous distinguons trois types de signaux :

• Signaux circulaires à l’ordre deux |γ| = 0.

• Signaux non circulaires à l’ordre deux de coefficient non maximal 0 < |γ| < 1.

• Signaux non circulaires à l’ordre deux de coefficient maximal (rectilignes) |γ| = 1.

1.3 Statistiques d’ordre supérieurs

Les statistiques d’ordre supérieur à 2 étudiées dans ce document correspondent aux moments
et aux cumulants d’ordre r (r > 2).

1.3.1 Moments

Soit un vecteur aléatoire complexe de dimension N , x de composante xi, notons, lorsqu’ils
existent, µr

x les moments d’ordre r de x tel que

µr
x({ij} {ǫj}) = E

[
xǫ1

i1
xǫ1

i2
...xǫr

ir

]
, (1.1)

où les ir sont des entiers arbitraires satisfaisant 1 ≤ ir ≤ N , tandis que les ǫj = ±1 (1 ≤ j ≤ r),
avec la convention x1 = x et x−1 = x∗.

Pour une variable aléatoire complexe scalaire x, ses moments d’ordre r s’écrivent

µr
x({ǫj}) = E [xǫ1xǫ2 ...xǫr ] .

On considère p et q les nombres d’éléments respectivement conjugués et non-conjugués
dans (1.1), tel que p + q = r. Le moment d’ordre r de x peut ainsi s’écrire :

µr
x = E [(xpx∗q)] ,
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qui, pour une variable aléatoire circulaire à l’ordre r est égal à zéro pour p 6= q avec p + q ≤ r .

1.3.2 Cumulants

Les cumulants d’ordre r peuvent être calculés à partir des moments d’ordres inférieurs ou égaux
à r. Par exemple :
Soient z1, z2, z3 et z4 des variables aléatoires complexes scalaires et centrées 1, alors

Cum(zi) = E[zi] = 0 i = 1, 2, 3, 4

Cum(z1, z2) = E[z1z2]

Cum(z1, z2, z3) = E[z1z2z3]

Cum(z1, z2, z3, z4) = E[z1z2z3z4]− E[z1z2]E[z3z4]− E[z1z3]E[z2z4]− E[z1z4]E[z2z3]

Nous utiliserons dans ce document les moments normalisés d’ordre 4 et 6 définis par :

Définition 1.3.1. On appelle kurtosis kx le moment normalisé d’ordre 4 d’une variable aléatoire
complexe x circulaire d’ordre 4, tel que

kx =
E[|x|4]
E[|x|2]2 ,

de même hx est le moment normalisé d’ordre 6 d’une variable aléatoire complexe circulaire d’ordre
6, défini par

hx =
E[|x|6]
E[|x|2]3

1.4 Typologie des principales modulations présentant un caractère
non circulaire à l’ordre deux

D’un point de vue statistique, un signal aléatoire sera dit non circulaire au second ordre s’il
existe des instants τ1 tel que E[x(τ1)

2] 6= 0 et/ou τ1, τ2 tel que E[x(τ1)x(τ2)] 6= 0.
Dans le cas particulier de modulations numériques sur fréquence porteuse, l’amplitude
complexe x(t) sans résidu de porteuse, n’est, en général, pas stationnaire mais cyclostationnaire
par rapport à la période symbole T . Par suite, de tels signaux x(t) seront non circulaires
au second ordre, s’il existe des instants τ1 tel que E[x(τ1 + kT )2] 6= 0 et/ou τ1, τ2 tel que
E[x(τ1 + kT )x(τ2 + kT )] 6= 0, ∀k, k ∈ Z.
D’un point de vue exploitation pratique de cette propriété de non circularité au second ordre,
les moments du second ordre non nuls seront estimés par moyennes temporelles en mettant à
profit l’ergodicité de x(t). Ainsi par exemple :

E[x(τ1 + kT )2] = lim
k→∞

1

K

K∑

k=1

x(τ1 + kT )2,

qui permet d’obtenir E[x(τ1 + kT )2] par 1
K

∑K
k=1 x(τ1 + kT )2 avec K ≫ 1.

Au contraire, dans le contexte d’écoute passive, les amplitudes complexes x(t) des signaux
1Les variables zi peuvent être conjuguées ou non et peuvent être des éléments d’un vecteur aléatoire z. Si les

variables zi ne sont pas centrées, on remplace dans ces formules zi par zi − E[zi].
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observés après démodulation peuvent être entachés de résidus de porteuses et/ou entachés de
phases inconnues. De plus la période symbole T peut être inconnue et/ ou lentement variable.
Dans ces conditions, les instants τ1, τ2 sont inconnus et les conditions d’exploitation de la non
circularité du second ordre seront beaucoup plus sévères. On a alors recours à un coefficient
moyen de non circularité :

γ ,
< [z2] >

< [|z|2] >
6= 0,

où < > désigne une moyenne temporelle sur un horizon fini d’observation.

Les signaux dont l’amplitude complexe x(t) présente de la non circularité exploitable peuvent
être classés dans les familles suivantes :

1.4.1 Famille F1 : Modulations rectilignes

Analogiques :

Parmi ces modulations, on trouve la modulation d’amplitude AM (Amplitude Modulation) où
l’amplitude du signal modulé est de la forme :

s(t) = A[1 + m(t)],

où A, h et m(t) représentent respectivement l’amplitude de la porteuse, l’indice de modulation
et le signal modulant.

Numériques :

Parmi elles, les modulations BPSK et ASK, de signal modulé en bande de base :

s(t) =
∑

n

anv(t− nT ), (1.2)

où T est la durée symbole, v(t) est le filtre de mise en forme réel et an sont les symboles réel
tel que par exemple :

BPSK an ∈ {+1,−1}
2M−ASK an ∈ {±1,±3, ...,±(2M − 1)}

1.4.2 Famille F2 : Modulations linéaires QAM rectangulaires

Ces modulations sont linaires et notées U -V QAM. Le signal modulé en bande base de ce type
de modulation a la même forme que l’expression (1.2) sauf que dans ce cas les symboles sont
complexes indépendants et identiquement distribués an = aR

n + iaI
n avec :

aR
n ∈ {±1,±3, ...,±V }

aI
n ∈ {±1,±3, ...,±U.} pour U pair ou ∈ {0,±2,±4, ...,±U.} pour U impair,

où V = 2v est toujours un nombre pair et U peut être soit pair U = 2u ou impair U = 2u+1. En
particulier, la modulation 1-V QAM est une modulation rectiligne correspondant à la V -ASK,
qui devient une modulation BPSK pour V = 2. La modulation 2-2QAM est une modulation
circulaire au second ordre correspondant à la modulation QPSK. Dans le cas général il est
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facile de montrer, après quelques calculs élémentaires, que le coefficient de non circularité γa

des symboles d’une U -V QAM est tel que :

γa =
2(v2 − u2)

2(v2 + u2)− 1
pour U = 2u et V = 2v

γa =
4v2 − 4u(u + 1)− 1

4v2 + 4u(u + 1)− 1
pour U = 2u + 1 et V = 2v.

À partir de ces expressions, le coefficient de non circularité peut prendre différentes valeurs
de 0 à 1 selon le choix de U et V . Par exemple toutes les modulations du type (2v)-(2v)QAM
sont circulaires au second ordre et toutes les modulations du type (2u + 1)-(2v)QAM sont non
circulaires au second ordre.

1.4.3 Famille F3 : Modulations linéaires décalées

Parmi ces modulations on trouve les OQAM (Offset Quadrature Amplitude Modulation) et
OPSK (Offset Phase Shift Keying), signal modulé en bande de base :

s(t) =
∑

n

aR
n v(t− nT ) + iaI

nv(t− nT − T

2
),

où T est la période symbole, v(t) est le filtre de mise en forme et les symboles réels aR
n et aI

n

appartiennent, selon la modulation, à l’ensemble {±1,±3, ...} tel que :

si : an = aR
n + iaI

n = eiβn → OPSK

si : an = aR
n + iaI

n = αneiβn → OQAM.

On y trouve aussi la modulation π
2 -BPSK et la π

4 -QPSK dont le signal modulé est de la forme :

s(t) =
∑

n

anein π
M v(t− nT ),

où T est la période symbole, v(t) est le filtre de mise en forme et tel que :

an = ∈ {±1} et M = 2 pour
π

2
−BPSK

an = ∈ {±1,±i} et M = 4 pour
π

4
−QPSK.

Toutes ces modulations sont circulaires au second ordre mais peuvent présenter un caractère
non circulaire en utilisant un pré-traitement de dérotation [16, 96] de π

2 à chaque symbole ce

qui se traduit par la multiplication du signal modulé par i
−t
T .

1.4.3.1 La dérotation avant ou après le filtrage adapté ?

Nous allons démontrer dans cette partie que réaliser une opération de dérotation avant le
filtrage adapté est équivalent à la réaliser après filtrage adapté. Ainsi, soit un signal x(t) de
modulation linéaire quelconque, son expression forme en bande de base s’écrit :

x(t) =
∑

n

anv(t− nT ),
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après une dérotation de i
−t
T , le signal déroté xd(t) s’écrit :

xd(t) = x(t)i
−t
T =

∑

n

i
−t
T anv(t− nT )

=
∑

n

i
−(t−nT )

T i
−nT

T anv(t− nT )

=
∑

n

i−nanvd(t− nT ),

avec vd(t) = i
−t
T v(t). En utilisant le filtre adapté après dérotation, donc sur xd(t) on a :

yd(t) = xd(t) ∗ v∗d(−t)

=

∫
xd(t− u)v∗d(−u)du

=

∫
x(t− u)(i

−(t−u)
T )v∗(−u)(i

u
T )∗du

= i
−t
T

∫
|i u

T |2v∗(−u)x(t− u)du

= i
−t
T

∫
v∗(−u)x(t− u)du = i

−t
T y(t)

où y(t) =
∫

v∗(−u)x(t− u)du = x(t) ∗ v∗(−t). On voit bien que la dérotation suivie du filtrage
adapté est équivalent au filtrage adapté suivi de la dérotation.

1.4.4 Famille F4 : Modulations à phase continue CPM

Les modulations CPM (Continuous Phase Modulation) sont des modulations non linéaires à
phase continue, elle jouent un rôle important dans les systèmes de communications modernes
satellites et mobiles grâce à leur propriété de module constant et leur bon compromis entre
efficacité de puissance et complexité des modulateurs et démodulateurs.
Pour nT ≤ t ≤ (n+1)T , l’enveloppe complexe du signal x(t) issu d’une modulation CPM s’écrit
sous la forme (n ≥ 0) :

x(t) = Aei2πhk
∑n

k=0 akq(t−kT ) , AeiΦ(t) (1.3)

où T , A et hn représentent la durée symbole, l’amplitude constante et la séquence d’indices
de modulation respectivement et où nous avons imposé Φ(0) = 0. Dans ce document, on ne
traite que les CPM mono-indice où hn = h ∀n, tel que l’indice de modulation est fixe pour tous
les symboles. Les ak représentent les symboles M-aires réels équiprobables pris dans l’alphabet
±1,±3, .... ± (M − 1) où M est généralement une puissance de deux. q(t) est la réponse en
phase du signal vérifiant la normalisation suivante :

q(t) =

∫ t

−∞
g(v)dv =

{
1/2 : t ≥ LT
0 : t ≤ 0

(1.4)

où g(t) est une fonction bornée à support sur l’intervalle [0, LT ] représentant l’impulsion de
mise en forme de longueur LT , tel que

∫ LT

0
g(t)dt = 1/2.
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La forme de l’impulsion de mise en forme g(t) engendre plusieurs types de CPM dont quelques
exemples sont donnés par le tableau suivant :

L-REC (RECtangular) g(t) =

{
1

2LT : 0 ≤ t ≤ LT
0 : ailleurs

L-RC (Raised Cosine) g(t) =

{
1

2LT [1− cos 2πt
LT ] : 0 ≤ t ≤ LT

0 : ailleurs

GMSK g(t) = gc(t− LT
2 ) avec gc(t) = 1

2T

[
Q
(

2πB
t−T

2√
ln 2

)
− Q

(
2πB

t+T
2√

ln 2

)]

où Q(u) ,
1√
2π

∫ +∞

u

e−v2/2dv

TABLE 1.1 – Différentes impulsions de mise en forme pour les modulations CPM

Remarque 1. Dans le cas où g(t) = 0 pour t > T correspondant au cas L = 1, on parle de
modulations CPM à réponse totale. Les CPM à réponse partielle sont définies par g(t) 6= 0 pour
t > T correspondant au cas L > 1.

La phase Φ(t) du signal CPM mono indice peut s’écrire pour t ≥ 0 :

Φ(t) = 2πh

∫ t

−∞

n∑

k=0

akg(t− kT )dt

= 2πh

n∑

k=0

akq(t− kT ) + φ0,

où φ0 = 0. En utilisant l’expression de q(t) donnée par l’équation (1.4), la phase Φ(t) peut alors
s’écrire nT ≤ t ≤ (n + 1)T

Φ(t) = πh
n−L∑

k=0

ak + 2πh
n∑

k=n−L+1

akq(t− kT )

= πh

n−L∑

k=0

ak + 2πh

L−1∑

k=0

an−kq(t− (n− k)T ). (1.5)

Remarque 2. La différence de phase entre les instants nT et (n + 1)T est :

Φ((n + 1)T )− Φ(nT ) = 2πh
L−1∑

k=0

an−k[q((k + 1)T )− q(kT )],

qui devient pour L = 1, Φ((n + 1)T ) − Φ(nT ) = πhan ainsi à chaque symbole an, on a une
augmentation de πhan pour la phase.
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Chapitre 1. Circularité et modulations

1.5 Étude de la non circularité d’ordre deux instantané de
certaines modulations CPM

Dans cette partie, l’étude de la non circularité à l’ordre deux se base sur le calcul des variations
du module de non circularité instantané |γt|, sur une durée symbole, pour différentes types de
CPM à alphabet binaire (ai ∈ {−1, +1}) et quaternaires (ai ∈ {−1, +1,−3, +3}).

À partir des équations (1.3) et (1.5), l’enveloppe complexe d’un signal CPM mono indice
quelconque s’écrit pour nT ≤ t ≤ (n + 1)T :

x(t) = Aei(πh
∑n−L

k=0 ak+2πh
∑L−1

k=0 an−kq(t−(n−k)T )). (1.6)

Le coefficient de non circularité d’ordre deux instantané s’écrit :

γt =
E[x(t)2]

E[|x(t)|2] = E[ei(2πh
∑n−L

k=0 ak+4πh
∑L−1

k=0 an−kq(t−(n−k)T ))], (1.7)

car E[|x(t)|2] = 1.

Nous nous intéresserons d’abord aux différentes modulations CPM où les symboles réels
appartiennent à un alphabet binaire (ai ∈ {−1, +1}) et nous verrons par la suite des cas
particulier où les symboles appartiennent à un alphabet quaternaire ai ∈ {−1, +1, +3,−3}.
D’après l’indépendance des symboles (ak)k≥0, l’équation (1.7) s’écrit :

γt =
n−L∏

k=0

E[ei(2πhak)]
L−1∏

k=0

E[e(4πhan−kq(t−(n−k)T ))],

Ainsi, le coefficient de non circularité d’ordre deux instantané γt devient pour t = τ + nT ,
τ ∈ [0 T ] :

γt = (cos 2πh)n−L+1
L−1∏

k=0

cos [4πhq(τ + kT )] . (1.8)

1.5.1 CPM à réponse totale

Dans ce cas L = 1. Parmi ces CPM on trouve les 1-REC (voir tableau 1.1), cette modulation est
largement utilisée en communications sous le nom CPFSK (Continuous Phase Frequency-Shift
Keying). Par la suite, selon les valeurs que prend l’indice de modulation on distingue :

1.5.1.1 Indice de modulation h = 1
2

Dans ce cas, la modulation CPFSK est appelée MSK (Minimum Shift Keying). Le coefficient de
non circularité instantané s’écrit pour t = τ + nT

γt = (cos π)n cos(2πq(τ)).

Ce coefficient est dépendant de l’instant t, en prenant la moyenne des échantillons aux instants
pairs et impairs, la moyenne de ce coefficient de non circularité au second ordre est nulle. Afin
de rendre ce coefficient non nul, on utilise une dérotation de π

2 pour chaque symbole. En effet

la multiplication par i
−t
T du signal en bande de base permet d’obtenir un coefficient de non
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circularité moyen non nul, qui est maximal et égal à 1 pour la MSK. Le signal obtenu après
dérotation, noté xd(t), s’écrit :

xd(t) = i
−t
T x(t).

Aux instants t = nT , la dérotation se fait par multiplication des échantillons x(nT ) par i−n.
On définit par γt,d le coefficient de non circularité instantané après dérotation qui, dans le cas
général, est donné par :

γt,d =
E[xd(t)

2]

E[|xd(t)|2]
= E[e−

iπt
2T ei(2π

∑n−L
k=0 ak+4π

∑L−1
k=0 an−kq(t−(n−k)T ))].

Pour t = τ + nT avec τ ∈ [0 T ], L = 1 et h = 1
2 , |γt,d| s’écrit :

γt,d = cos(2πq(τ)),

à partir de cette expression, γt,d est indépendant de l’instant nT et de module égal à 1 en
échantillonnant au rythme symbole. Ce qui signifie que le coefficient de non circularité moyen
est égal à 1 et donc le signal MSK devient rectiligne en échantillonnant au rythme symbole.

Les figures 1.1(a) et 1.1(b) montrent les variations du module de non circularité |γt,d|
pour les modulations dérotées MSK et 1-RC h = 1

2 respectivement en fonction de l’instant
d’échantillonnage τ . On voit bien qu’en échantillonnant au rythme symbole (τ = 0 ou τ = T ),
ces deux modulations dérotées à sont devenues purement rectilignes |γt| = 1. Par contre, en
échantillonnant aux demi rythmes symbole (τ = T

2 ) le coefficient de non circularité moyen
serait nul et la dérotation n’aurait rien apporté dans ce cas.
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FIGURE 1.1 – Variations du module de non circularité instantané |γt,d|, alphabet binaire, pour :
MSK dérotée (a), 1-RC dérotée h = 1

2 (b)
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1.5.1.2 Indice de modulation h = 1

Le module du coefficient de non circularité instantané |γt| est donné par :

|γt| = | cos(4πq(τ))|.

On note de cette expression que le coefficient de non circularité moyen des CPM à réponse
totale avec un indice de modulation h = 1, est non nul en échantillonnant au rythme symbole
car q(0) = 0 et q(T ) = 1

2 .

Les figures 1.2(a) et 1.2(b) montrent les variations du module du coefficient non circularité
pour les modulations 1-REC(h = 1) et 1-RC(h = 1) respectivement en fonction de l’instant
d’échantillonnage. Ces figures montrent bien qu’en échantillonnant au rythme symbole ainsi
qu’au demi rythme symbole, ces coefficient sont non nuls et égaux à 1.

1.5.1.3 Indice de modulation h = 1
4

A partir de la relation (1.8), |γt| = 0 quel que soit l’instant d’échantillonnage, ce qui signifie que
toutes les modulations CPM à réponse totale avec h = 1

4 ont un coefficient de non circularité
moyen nul.
Pour d’autres indices de modulation, le coefficient de non circularité moyen varie selon la valeur
de h. Dans certains cas comme h = 3

2 ce coefficient moyen est nul car selon la relation (1.8),
en moyennant sur les instants pairs et impairs le coefficient de non circularité est nul. Dans
d’autres cas, comme h = 1

8 , le module du coefficient de non circularité instantané est toujours
non nul et inférieur à 1 pour cette valeur d’indice de modulation et en échantillonnant au
rythme symbole.
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FIGURE 1.2 – Variation du module de non circularité instantané |γt|, alphabet binaire, pour :
1-REC, h = 1 (a), 1-RC h = 1 (b)
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1.5.2 CPM à réponse partielle

Dans ce cas L > 1. La non circularité de ces modulation, pour un indice de modulation donné,
varie selon L et sa parité, on a ainsi :

1.5.2.1 Indice de modulation h = 1
2

Le coefficient de non circularité instantané s’écrit pour t = τ + nT :

γt = (−1)n−L+1
L−1∏

k=0

cos(2πq(τ + kT ))

En prenant la moyenne sur les instants pairs et impaire, ces CPM d’indice h = 1
2 ont un

coefficient de non circularité moyen nul quel que soit L. Alors, comme dans le cas où L = 1, on
utilise un pré-traitement de dérotation, xd(t) = e−

t
T x(t) afin de rendre ce coefficient non nul.

Dans ce cas, le coefficient de non circularité instantané des signaux dérotés s’écrit :

γt,d = (−1)−L+1
L−1∏

k=0

cos(2πq(τ + kT )),

on constate que γt,d est indépendant de l’instant nT . Alors, en prenant la moyenne sur tout
les échantillons pairs et impairs, le coefficient de non circularité moyen de ces signaux
CPM à réponse partielle d’indice de modulation h = 1

2 dérotés devient non nul aux instants
d’échantillonnage rythme symbole et de module dépendant de L et la forme de q(t).

Les variations de |γt,d| en fonction de l’instant d’échantillonnage τ sont données, pour
différentes valeurs de L, par les figures 1.3(a) et 1.3(b) respectivement les signaux L-REC
et L-RC.
On note sur ces figures que le coefficient de non circularité moyen de ces signaux devient non
nul mais pas égal à 1 et ceci selon la parité de L. Ainsi d’après la figure 1.3, en échantillonnant
au rythme symbole (τ = 0 où τ = T ), ce coefficient est nul pour des CPM dérotées avec h = 1

2 et
L pair. Pour L impair, ce coefficient devient non nul inférieur à 1 et qui diminue en augmentant
la valeur de L. Par contre, en échantillonnant au demi rythme symbole, ce sont les coefficients
des CPM avec L pair qui deviennent non nuls. On remarque aussi que le coefficient de non
circularité des CPM à cosinus surélevé RC est plus élevé que celui des CPM rectangulaires REC.

1.5.2.2 Indice de modulation h = 1

Dans ce cas, le module du coefficient de non circularité instantané s’écrit pour t = τ + nT :

|γt| = |
L−1∏

k=0

cos(4πq(τ + kT ))|,

on constate que |γt| est indépendant de n donc en moyennant sur tout les échantillons, la
module du coefficient de non circularité moyen de tels modulations dépend directement du
coefficient instantané selon L (pas besoin de dérotation).
Les figures 1.4(a) et 1.4(b) représentent les variations du module coefficient de non
circularité instantané |γt| en fonction de l’instant d’échantillonnage τ , alphabet binaire,
pour respectivement les modulations L-REC (h = 1) et L-RC (h = 1). Ainsi, on constate que
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uniquement pour L = 2, le coefficient de non circularité moyen est égal à 1 (|γt| = 1) aux
instants d’échantillonnage au rythme symbole, ce taux diminue rapidement en augmentant la
valeur de L.
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1.1.5 Étude de la non circularité d’ordre deux instantané de certaines modulations CPM

1.5.3 La modulation GMSK

La modulation GMSK (Gaussian Minimum Shift Keying) utilisée dans le système de téléphonie
mobile européen de deuxième génération GSM (Global System for Mobile communications)
est un cas particulier des modulations CPM d’indice h = 1

2 avec une impulsion de mise en
forme g(t) gaussienne. L’impulsion g(t) est le résultat d’un filtrage d’une fonction porte p(t) de
longueur T par une fonction gaussienne h(t) tel que :

p(t) =

{
1

2T pour |t| ≤ T
2

0 ailleurs

h(t) =
1√

2πσT
e−

t2

2σ2T2

gc(t) = h(t)⊗ p(t) =
1

2T

[
Q

(
2πB

t− T
2√

ln 2

)
− Q

(
2πB

t + T
2√

ln 2

)]

q(t) =

∫ t

−∞
g(u)du avec g(t) = gc(t−

LT

2
)

où Q(u) ,
1√
2π

∫ +∞
u e−v2/2dv. L’impulsion gc(t) est symétrique par rapport à zéro et de support

[−LT
2 + LT

2 ], où LT représente le support de la partie significative de l’impulsion centrée
gc(t). Cette implusion vérifie

∫ +∞
−∞ gc(t)dt = 1

2 . La variance σ2 de la gaussienne est en général
exprimée a travers un paramètre B lié a la décroissance à 3 dB de la densité spectrale de
puissance de la modulation, tel que :

σ =

√
ln 2

2πBT
,

En général pour le système GSM : BT = 0.3 qui correspond à L = 3 qui réalise un bon
compromis entre la largeur du spectre de la GMSK et l’amplitude de ses lobes secondaires.
La forme de g(t) pour plusieurs valeurs de BT ainsi que la forme de la réponse en phase q(t)
sont respectivement représentées par la figures 1.5(a) et 1.5(b).
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FIGURE 1.5 – g(t)(a) et q(t)(b) pour différentes valeurs de BT pour la GMSK
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Chapitre 1. Circularité et modulations

La GMSK est un cas particulier des modulations CPM à réponse partielle avec un indice
de modulation h = 1

2 . Pour rendre le coefficient de non circularité moyen non nul aux
instants d’échantillonnage et ainsi exploiter l’apport de la non circularité pour améliorer les
performances, nous utilisons aussi un pré-traitement de dérotation.
Comme dans le cas général des CPM à réponse partielle h = 1

2 , le module du coefficient de non
circularité instantané des signaux GMSK dérotée s’écrit :

|γt,d| = |
L−1∏

k=0

cos(2πq(τ + kT ))|.

En échantillonnant au rythme symbole τ = 0 ou τ = T , le module |γt,d| est différent de zéro.
Néanmoins, on constate que |γt,d| est toujours inférieur à 1. En effet, comme illustré sur les
figures 1.6(a) et 1.6(b), |γt,d| n’est pas égal à 1 en échantillonnant au rythme symbole mais
atteint des valeur proches de 1 et tend vers 1 quand BT tend vers l’infini (dans ce cas la GMSK
tend vers une MSK).
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FIGURE 1.6 – Variation de du coefficient de non circularité instantané γt,d, alphabet binaire,
pour : GMSK dérotée BT = 0.3(a), GMSK dérotée BT = 0.5(b)

1.5.4 Les CPM quaternaires

Dans ce cas, les symboles appartiennent à un alphabet quaternaire ai ∈ {−1, +1, +3,−3}.
Comme dans le cas binaire, nous allons étudier les variations du coefficient de non circularité
instantané. Ainsi, de la même manière que dans le cas binaire et l’expression générale de |γt|
pour t = τ + nT s’écrit de la forme :

γt =

[
cos 2πh + cos(6πh)

2

]n−L+1 L−1∏

k=0

[
cos(4πhq(τ + kT )) + cos(12πhq(τ + kT ))

2

]
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Dans cette partie on se contentera d’étudier uniquement les cas d’indice de modulation h = 1
2 .

On obtient alors

γt =

[
cos π + cos(3π)

2

]n−L+1 L−1∏

k=0

[
cos(2πq(τ + kT )) + cos(6πq(τ + kT ))

2

]

Il est évident qu’en moyennant sur les échantillons pairs et impairs le coefficient de mon
circularité moyen de ce type de modulations est nul. Afin de le rendre non nul, on peut aussi
utiliser une dérotation comme celle vue dans les cas précédents. Finalement, pour ces CPM
dérotées, on obtient un coefficient de non circularité instantané γt,d de la forme :

|γt,d| = |
L−1∏

k=0

[
cos(2πq(τ + kT )) + cos(6πq(τ + kT ))

2

]
|,

on voit bien que |γt,d| varie indépendamment de l’instant nT . Ces variations sont illustrées par
les figures 1.7(a) et 1.7(b) pour respectivement des modulations quaternaires MSK et GMSK.
On constate sur ces figures que pour la MSK-quaternaire, le coefficient de non circularité moyen
devient égal à 1 en échantillonnant au rythme symbole tandis que pour la GMSK-quaternaire,
il devient non nul et inférieur à 1. En comparant la figure 1.7(b) et les figures 1.6(a) et 1.6(b),
on constate que le coefficient de non circularité de la GMSK dérotée diminue en augmentant
la taille de l’alphabet.
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Beamforming
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Chapitre 2

Beamforming linéaire
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2.1 Introduction

La formation de faisceaux ou beamforming est l’une des plus importantes techniques de
traitement d’antennes, utilisée pour l’estimation des signaux et des directions d’arrivée (DOA)
ainsi que dans la suppression d’interférences. Les applications du beamforming sont diverses
et concernent divers secteurs comme le radar, le sonar, les communications sans fil, l’écoute
passive et l’imagerie biomédicale (voir [97], [95] et leurs références).

L’objectif principal du beamforming est de trouver un filtre spatial dont la sortie correspond à
une estimée du signal utile venant d’une direction particulière et potentiellement corrompu
par des interférences et d’un bruit additif gaussien.

Ce chapitre peut être considéré comme un état de l’art sur le beamforming linéaire, il consiste à
rappeler les différentes approches du beamforming linéaire standard optimal pour des signaux
stationnaires et circulaires. Toutes les approches qu’on va présenter dans ce chapitre consistent
à trouver un filtre complexe, linéaire et invariant dans le temps optimisant un critère du
second ordre sous d’éventuelles contraintes. Cette introduction au beamforming linéaire nous
permettra de mieux appréhender le concept de beamforming linéaire au sens large qu’on va
étudier dans le chapitre suivant.
Ce chapitre est organisé comme suit :
Nous commencerons par une brève description de la modélisation en bande de base, ensuite
nous présenterons en détails le modèle des signaux à la réception ainsi que leurs statistiques
aux second ordre. Finalement nous présenterons les différentes approches du beamforming
linéaire ainsi que leurs filtres associés.

39



Chapitre 2. Beamforming linéaire

2.2 Modélisation en bande étroite

Supposons que le milieu de propagation des ondes est homogène, c’est-à-dire que la vitesse
de propagation c est constante. De plus, supposons que les sources sont très éloignées de
l’antenne, de sorte que l’on peut considérer un modèle d’ondes planes. Ainsi les rayons reçus
par les différents capteurs peuvent ainsi être supposés parallèles.

On considère un signal de cible complexe de fréquence porteuse f0 et de bande passante B
reçu par un réseau d’antennes composé de N capteurs. Notons s(t) l’enveloppe complexe de ce
signal à l’instant t. En sortie de l’antenne, le vecteur d’observation du signal cible, sans le bruit
de fond, s’écrit après démodulation :

s(t) =




s(t− τ1)e
−i2πf0τ1

s(t− τ2)e
−i2πf0τ2

...
s(t− τN )e−i2πf0τN


 , (2.1)

où τn est le retard de propagation en sortie du capteur n par rapport à un capteur de référence.
Lorsque le signal est à bande étroite, le temps de traversée du réseau de capteurs est négligeable
devant le temps de cohérence du signal, correspondant à l’inverse de sa bande passante. Par
conséquent, l’enveloppe complexe peut être supposée constante durant la traversée du réseau
de sorte que l’expression (2.1) devient :

s(t) = s(t)




e−i2πf0τ1

e−i2πf0τ2

...
e−i2πf0τN


 ,

en notant

s =




e−i2πf0τ1

e−i2πf0τ2

...
e−i2πf0τN


 ,

où s le vecteur directionnel du signal de cible, qu’on appellera par la suite signal utile.
Finalement on obtient :

s(t) = s(t)s.

Il est à noter que dans ce document nous utiliserons des vecteurs directionnels de première
composante égale à 1 et lors des simulation nous avons utilisé des antennes linéaires uniformes
ULA (Uniform Linear Array).

2.3 Modèle classique des signaux reçus

On considère une antenne arbitraire de N capteurs à bande étroite recevant la contribution de
M sources venant de différentes directions et d’un bruit spatialement blanc, gaussien, centré
et circulaire au second ordre. On note x(t) le vecteur des amplitudes complexes des signaux
reçus à la sortie de ces capteurs. Chaque capteur reçoit la contribution d’un signal utile (SOI)
mélangé à un bruit total composé d’interférences et d’un bruit de fond gaussien, centré et

40



2.2.4 Les différents critères du beamforming linéaire

circulaire.
Sous ces hypothèses, et on supposant qu’il n’y a pas de résidu de porteuse, le vecteur
d’observations x(t) peut s’écrire de la manière suivante

x(t) = s(t) s + n(t), (2.2)

où s(t) et s correspondent respectivement à l’enveloppe complexe, supposée de moyenne
nulle, et au vecteur directionnel du signal utile, de première composante égale à 1. n(t) est le
vecteur du bruit total, composé par l’ensemble des signaux interférences et du bruit gaussien,
de moyenne nulle, statistiquement non corrélé avec signal utile s(t) et pouvant être non
circulaire au second ordre.

Les statistiques d’ordre deux de l’observation x(t) sont complètement définies par
respectivement la première et la deuxième matrice de covariance Rx(t, τ) et Cx(t, τ), tel que
pour toutes valeurs (t, τ)

Rx(t, τ) ,< E[x(t)x(t− τ)H ] > et Cx(t, τ) ,< E[x(t)x(t− τ)T ] > .

De même, les statistiques d’ordre deux du bruit n(t) sont définies par

Rn(t, τ) ,< E[n(t)n(t− τ)H ] > et Cn(t, τ) ,< E[n(t)n(t− τ)T ] >,

où < > désigne la moyenne sur un intervalle de temps.
Le vecteur x(t) (respectivement n(t)) est dit non circulaire si Cx(t, τ) 6= O (respectivement
Cn(t, τ) 6= O) pour au moins un couple (t, τ).

Dans tout ce qui suit, on définit les matrices de covariance spatiales suivantes pour τ = 0 :

Rx , < E[x(t)x(t)H ] >= πsss
H + Rn = Rs + Rn, (2.3)

Cx , < E[x(t)x(t)T ] >= πsγsss
T + Cn = Cs + Cn, (2.4)

où Rs = πsss
H , Cs = πsγsss

T sont respectivement, la première et la deuxième matrice de
covariance du signal utile , πs ,< E[|s(t)|2] > désigne la puissance moyenne du signal utile
mesurée sur le premier capteur.

Le coefficient γs ,
< E[s(t)2] >

< E[|s(t)|2] >
, |γs| ei2φs est le coefficient de non circularité moyen du

signal utile, tel que φs est la phase de non circularité.

Les matrices Rn ,< E[n(t)n(t)H ] > et Cn ,< E[n(t)n(t)T ] > sont la première et deuxième
matrices de covariance du bruit total. On suppose dans toute la suite que les matrices Rx et Rn

sont de rang plein, ce qui est assuré par la présence du bruit de fond.

2.4 Les différents critères du beamforming linéaire

La principale problématique du filtrage d’antennes optimal consiste à mettre en œuvre un
filtre complexe, spatial ou spatio-temporel, linéaire et invariant dans le temps (IT), noté dans
tout le document w, et dont la sortie y(t) = wHx(t) optimise un critère à l’ordre deux sous
d’éventuelles contraintes.
Nous allons présenter dans ce qui suit les différents critères à optimiser par filtrage spatial
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linéaire et nous allons voir que certains critère nécessitent la connaissance a priori de certaines
informations sur le signal utile comme sa direction d’arrivée s et sa puissance πs et cela
dépendra de l’application.

2.4.1 Maximisation du SINR

Dans cette partie, la problématique du filtrage d’antenne optimal consiste à mettre en œuvre
un filtre w qui maximise directement le SINR en sortie défini par :

wSINR = Arg

{
Maxw

wHRsw
wHRnw

}
. (2.5)

La solution revient alors à trouver le vecteur propre généralisé du couple de matrices (Rs, Rn)
associé à sa plus grande valeur propre tel que R−1

n Rsw = λmaxw. Le filtre w maximisant ce
critère est donné par :

wSINR ∝ R−1
n s = βR−1

n s, (2.6)

où β est une constante arbitraire complexe. Le SINR à la sortie de ce filtre est maximal et tel
que :

SINRmax = πssHR−1
n s.

Il est à noter que ce critère nécessite la connaissance parfaite des deux matrices Rs et Rn ainsi
que du vecteur directionnel s, ce qui est envisageable dans certaines applications comme le
radar actif, aussi il nécessite la résolution d’un problème de vecteurs propres généralisés.

2.4.2 Minimisation de la puissance du bruit sous une contrainte directionnelle

Souvent appelé critère MVDR (Minimum Variance Distortionless Response) ou bien critère de
Capon [14], toujours dans le cas où le vecteur directionnel s est connu, ce critère consiste à
trouver le filtre w qui minimise la puissance du bruit à sa sortie sous une contrainte de gain
unité dans la direction du signal utile. Le filtre recherché est solution de la forme hermitienne
suivante

MinwwHRnw,

sous la contrainte directionnelle
wHs = 1. (2.7)

La solution de cette équation est donnée par [50]

wMVDR =
R−1

n s
sHR−1

n s
. (2.8)

On constate que wMVDR est proportionnel au filtre (2.6), ce qui montre qu’il minimise aussi
le SINR. Dans les cas où la référence du bruit seul n’existe pas, on cherche le filtre qui
minimise la puissance totale de sortie wHRxw sous la même contrainte (2.7), on obtient
alors un beamformer appelé beamformer de Capon ou MPDR (Minimum Power Distortionless
Response) donné par

wCapon =
R−1

x s
sHR−1

x s
. (2.9)

Puisque le bruit total est décorrélé du signal utile, on peut écrire :

Rx = πsssH + Rn
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En utilisant le lemme d’inversion matricielle, on constate que les deux filtres wMVDR et wCapon

sont égaux. Ainsi sous ces conditions et sous la contrainte (2.7), minimiser la puissance totale
de sortie est équivalent à minimiser celle du bruit seul en sortie.

2.4.3 Minimisation de la puissance de sortie sous contraintes linéaires

Appelé aussi critère LCMV (Linearly Constrained Minimum Variance) [97] [42], ce critère est
considéré comme une extension du critère MVDR (2.8) à plusieurs contraintes.
Le principe de base du critère LCMV est de contraindre la réponse du filtre (du beamformer)
de telle manière que ce dernier laisse passer, avec un gain et une phase spécifiée, les signaux
venant de la direction du signal utile. Le beamformer est choisi de manière à minimiser la
puissance de sortie sous les contraintes imposées, ceci tend à préserver le signal utile en
minimisant la contribution en sortie du bruit et des interférences arrivant d’autres directions
que celle de l’utile.

Le vecteur w est solution du problème suivant :

MinwwHRnw, (2.10)

sous les contraintes :
CHw = g, (2.11)

où C est appelée matrice de contraintes de dimensions N × L, où L est le nombre de
contraintes supposées linéairement indépendantes et donc C est de rang plein colonne, g est
le vecteur réponse de dimension (L× 1) contenant les gains et/ou les phases désirés.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange peut être utilisée pour résoudre ce problème [97],
on obtient ainsi :

wLCMV = R−1
n C(CHR−1

n C)−1g (2.12)

Dans le cas où il n’y a qu’une seule contrainte à imposer or C = s et g = 1, le beamformer LCMV
de l’expression (2.12) est équivalent au beamformer MVDR donné par l’expression (2.9). Il
est à noter que ce critère nécessite aussi la connaissance du vecteur directionnel du signal utile.

Dans le cas où on ne dispose pas d’une référence bruit seul de sorte que la matrice Rn est
inconnue, le beamformer LCMV optimal devient solution du problème de minimisation de la
puissance totale de sortie suivant :

MinwwHRxw,

la solution est donnée par :
wLCMP = R−1

x C(CHR−1
x C)−1g (2.13)

Ce beamformer est maintenant appelé LCMP (Linearly Constrained Minimum Power) et
sous certaines conditions sur les contraintes que nous verrons au paragraphe suivant, il est
équivalent au beamformer LCMV.

2.4.4 Annulateur de lobes latéraux généralisé (GSC)

L’annulateur de lobes latéraux généralisé GSC (Generalized Side-lobe Canceller) est une
mise en œuvre efficace pour un filtrage d’antenne adaptatif avec contraintes linéaires.
Le GSC conventionnel décrit dans [51] est constitué d’un vecteur de poids qui fournit
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au réseau des informations sur des réponses spécifiées dans certaines directions et d’une
matrice bloquante du signal utile conçue sur des connaissances a priori des directions d’arrivée.

Une implémentation utile du beamformer LCMV (ou LCMP) en terme GSC [97] est obtenue
en divisant l’espace de dimension N en deux sous espaces orthogonaux complémentaires 1 ;
un sous espace engendré par les colonnes de la matrice de contraintes C de dimension N × L
et un autre orthogonal au précédent engendré par les colonnes d’une matrice B de dimension
N × (N − L) définissant une base quelconque de Ker(CH). Cette décomposition se présente
comme suit :

C
N = Range(C)

⊥
⊕Ker(CH) (2.14)

= Range ([C, B]),

où les colonnes de B sont linéairement indépendantes et chaque colonne de B est orthogonale
à chaque colonne de C tel que CHB = O.
Notons que la matrice B n’est pas unique, son choix permettant diverses implémentations des
beamformers LCMV (ou LCMP).

En utilisant la décomposition (2.14), n’importe quel vecteur w ∈ CN dont wLCMV, peut se
décomposer de façon unique en deux composantes orthogonales w0 et −Bwa appartenant
respectivement au Range(C) et Ker(CH), telque

w = w0 − Bwa

où w0 est une combinaison linéaire des colonnes de C, soit w0 = αC, qui d’après les
contraintes (2.11), satisfait 2 CHw0 = g. Par suite w0 qui est une projection orthogonale de w
et donné par

w0 = C(CHC)−1g,

le vecteur w0 est unique et ne dépend pas de Rx.

wa est un vecteur quelconque de CN−L pour un choix de B fixé. Au sens LCMV dont la
minimisation décrite par l’équations (2.10) sous les contraintes (2.11), wa est obtenu comme
solution de :

Arg
{
Minwa < E[|(w0 − Bwa)

Hn(t)|2] >
}

,

qui est un problème classique de Wiener dont la solution est

wa = (BHRnB)−1BHRnw0.

Il est à noter que dans le cas particulier où uniquement une seule contrainte directionnelle est
imposée c’est-à-dire C = s et g = 1, le vecteur w0 devient de la forme w0 = ‖s‖−2 s et BHs = 0.
Par la suite, en utilisant l’expression de la matrice de covariance (2.3), on obtient la relation

1Cette décomposition en sous espaces orthogonaux complémentaires implique l’unité du vecteur w0. Celle ci
permet en outre de montrer l’équivalence du beamformer LCMV en utilisant un filtrage de Wiener avec une
transformée des observations y(t) [48]. Mais il est aussi possible de choisir w0 comme un vecteur quelconque
satisfaisant la contrainte wHs = 1 associé à une matrice bloquante du signal utile quelconque B satisfaisant
CHB = 0.

2Notons que w0 = C#g qui permet d’interpréter w0 comme l’unique vecteur w de norme euclidienne ‖w‖
minimale sous contrainte CHw = g.
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2.2.4 Les différents critères du beamforming linéaire

suivante :
BHRx = πsBHssH + BHRn = BHRn,

il en découle que,

wa = (BHRnB)−1BHRnw0 = (BHRxB)−1BHRxw0 car BHs = 0,

ainsi, on retrouve la propriété wMVDR = wMPDR.
Dans le cas où les contraintes linéaires sont générales, la comparaison entre wLCMV et wLCMP

se fait selon le vecteur directionnel du signal utile et on distingue deux cas :

• Si s ∈ Range(C) alors BHs = 0 et BHRx = BHRn ce qui implique que wLCMV = wLCMP

• Si s /∈ Range(C) alors BHs 6= 0 et BHRx 6= BHRn donc en général wLCMV 6= wLCMP

Finalement, la structure du GSC est donnée par le schéma fonctionnel suivant

wH
0 −+

x(t) wH
0 x(t) y(t)

BH wH
a

FIGURE 2.1 – Schéma fonctionnel du beamformer LCMV linéaire à structure GSC

2.4.5 Minimisation de l’erreur quadratique moyenne (MMSE) sans signal de
référence

Dans ce cas, on cherche un filtre w solution de l’équation suivante :

Arg
{
Minw < E[|s(t)−wHx(t)|2] >

}
.

Cette solution est donnée par
wMMSE1 = πsR−1

x s,

et l’erreur quadratique minimale associée est

MMSE = πs(1− πssHR−1
x s).

Il est à noter que ce beamformer requiert la connaissance de la puissance πs du signal utile.

2.4.6 Minimisation de l’erreur pondérée au sens des moindres carrés (WLSE)

En pratique, la connaissance de la puissance du signal utile est difficile à obtenir, ce qui
rend limitée l’application du critère MMSE d’où l’utilisation du critère WLSE (Weighted Least
Squares Error). Ce critère, consiste à trouver le filtre wWLSE dont la sortie correspond à une
estimée de la séquence émise s(t) qui minimise le critère des moindres carrés pondérés suivant :

WLSE[s(t)] = [x(t)− ss(t)]HR−1
n [x(t)− ss(t)]. (2.15)
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Chapitre 2. Beamforming linéaire

La solution conventionnelle à cette minimisation est donnée par :

ŝ(t)WLSE =
sHR−1

n x(t)

sHR−1
n s

(2.16)

ainsi le beamformer WLSE correspondant s’écrit

wWLSE =
R−1

n s
sHR−1

n s
, (2.17)

qui correspond aussi au beamformer MVDR.

2.4.7 Estimation du signal utile au sens maximum de vraisemblance (ML)

Dans certains cas, le beamforming peut être vu comme un problème d’estimation du signal
utile, on cherche alors un filtre w dont la sortie y(t) constitue une estimée du signal utile
au sens ML. Pour dériver le critère ML nous supposons que s(t) est déterministe et que le
bruit total n(t) est gaussien potentiellement non circulaire et que Rn(t) , E[n(t)n(t)H ] et
Cn(t) , E[n(t)n(t)T ] ne dépendent pas de t bien que n(t) soit généralement non stationnaire.
Ces hypothèses sont omniprésentes dans la dérivation de ce critère, mais ne sont pas pour
autant critiques dans le sens que l’estimée optimale issue de ces hypothèses a généralement
de bonnes performances qui restent insensibles à ces hypothèses. Ainsi ce critère consiste à
trouver le signal s(t) qui maximise la vraisemblance définie par

L[s(t)] = p[x(t); s(t)], (2.18)

où s(t) est un paramètre inconnu. La fonction densité de probabilité de x(t) est donnée par [76]

p[x(t); s(t)] = π−NDet(Rn)−1/2exp[−1

2
(x(t)− s s(t))HR−1

n (x(t)− s s(t))]. (2.19)

En conséquence, maximiser (2.18) revient à minimiser (2.15). On a alors

ŝ(t)ML , wH
MLx(t) = wH

MVDRx(t),

qui aussi correspond à la sortie du beamformer MVDR.

2.4.8 Minimisation de l’erreur quadratique moyenne (MMSE) avec signal de
référence

Pour certaines applications en radiocommunication, le vecteur directionnel s n’est pas connu,
ce qui rend inutilisables les critères précédents qui nécessitent la connaissance de ce vecteur.
Toutefois, dans certains cas, si on dispose de certaines informations sur le signal utile, la
génération d’un signal de référence d(t) proche du signal utile est possible. Il suffit alors de
chercher le beamformer w qui minimise la MSE entre sa sortie et ce signal de référence, ainsi
on définit le critère suivant

Arg
{
Minw < E[|d(t)−wHx(t)|2] >

}
.

La solution à ce problème est donnée par le filtre de Wiener

wMMSE2 = R−1
x rxd,
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où le vecteur rxd désigne la corrélation moyenne entre l’observation x(t) et le signal de
référence d(t) et est défini par rxd =< E[x(t)d(t)∗] >, ainsi la MSE minimale associée s’écrit

MMSE = E[|d(t)|2]− rH
xdR−1

x rxd.

Maintenant, si la référence d(t) est choisie corrélée avec le signal utile et non corrélée avec les
signaux interférences et le bruit, alors rxd =< E[s(t)d(t)∗] > s, le beamformer MMSE s’écrit

wMMSE2 =< E[s(t)d(t)∗] > R−1
x s,

qui aussi appartient à la famille des beamformers qui maximisent le SINR (2.6).

47



Chapitre 2. Beamforming linéaire

2.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques récepteurs linéaires optimisant des critères
aux second ordre pour la réception d’un signal utile inconnu, c’est à dire de forme d’onde
inconnue et de vecteur directionnel connu ou estimé a priori, corrompu par des interférences
inconnues. Tous ces récepteurs sont optimaux pour des observations stationnaires circulaires
au second ordre. Cependant, en présence de signaux non-stationnaires au second ordre, ces
récepteurs deviennent sous-optimaux.
En effet, les statistiques au second ordre des observations non-stationnaires varient dans le
temps et sont même poly-périodiques lorsque ces signaux sont cyclo-stationnaires [43]. Plus
précisément, pour des observations non-stationnaires, omniprésentes en radiocommunications,
ces filtres complexes deviennent eux mêmes variant dans le temps et sous certaines conditions
de non circularité linéaires au sens large.

Ainsi, dans le chapitre suivant, nous allons présenter la technique du filtrage linéaires au sens
large en présentant quelques différents récepteurs linéaires au sens large et en introduisant un
nouveau.
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Beamforming linéaire au sens large
WL

Sommaire
3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.2 Filtrage linéaire au sens large . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.3 Modèle WL des signaux et statistiques d’ordre deux . . . . . . . . . . . . 51

3.4 Modèle du bruit total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

3.5 Beamformer WL avec γs inconnu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.6 Beamformer WL avec γs connu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.7 Étude du beamformer MVDR2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

3.1 Introduction

Les beamformers spatiaux présentés dans le chapitre 2 exploitent uniquement l’information
contenue dans les premières matrices de covariance spatiale Rx ou Rn et ne font appel qu’à
des traitements linéaires. Ces beamformers linéaires, optimaux pour des signaux circulaires
au second ordre, deviennent sous optimaux pour des signaux non circulaires au second
ordre omniprésents en radio-communications. En effet, à travers leur structure linéaire, ces
beamformers n’exploitent pas l’information de non circularité au second ordre contenue dans
les deuxièmes matrices de covariance Cx ou Cn. C’est pour cela qu’un traitement linéaire au
sens large WL (Widely Linear) capable de traiter le signal et son conjugué est nécessaire.

Le filtrage linéaire au sens large a été introduit et utilisé pour la première fois en traitement du
signal en 1969 dans [11]. Bien plus tard, dans les années 90, les premiers travaux pionniers
sur l’optimalité au second ordre pour un contexte non circulaire sont apparus dans [18, 77].

Depuis, un grand intérêt a été porté sur ces filtres linéaires au sens large dans plusieurs
domaines d’applications [28]. Les domaines concernés sont en particulier la F/TDMA dans [28,
29, 96, 47], le DS-CDMA dans [12, 84, 13], en détection multi-utilisateurs de signaux
complexes dans [60], des modulations multi-porteuses dans [36] et dans les systèmes MIMO
utilisant des modulations non circulaires dans [67, 68].
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Cependant, dans la plupart de ces travaux les formes d’ondes des signaux non circulaires
sont connues par le récepteur en supposant qu’une séquence d’apprentissage ou qu’un code
d’étalement sont disponibles. Par conséquent, ces filtres linéaires au sens large ne seront
pas adaptés pour des applications comme le contrôle de spectre ou l’écoute passive dans le
contexte non circulaire.

C’est ainsi que dans [21], un récepteur linéaire au sens large MVDR invariant dans le temps
IT, pour la réception d’un signal utile inconnu dont la forme d’onde est inconnu mais de
vecteur directionnel connu et corrompu par des interférences potentiellement non circulaires,
à été récemment introduit et étudié. Néanmoins, malgré le fait que ce récepteur soit optimal
en présences d’interférences non circulaires, il demeure sous-optimal lorsque le signal utile
est lui même non circulaire. En effet, ce récepteur exploite uniquement l’information de non
circularité véhiculée par les interférences et non celle du signal utile.

C’est pour cette raison que le but principal de ce chapitre est d’introduire un récepteur linéaire
au sens large MVDR invariant dans le temps (IT) pour la réception d’un signal utile inconnu
corrompu par des interférences potentiellement non circulaires et d’analyser ses performances.
Le signal utile dont la forme d’onde est inconnue, est supposé être non circulaire au second
ordre contrairement au beamformer introduit dans [21]. L’étude des propriétés et des
performances de ce beamformer a montré que ce dernier améliore toujours les performances
du beamformer de Capon et du récepteur introduit dans [21] en présence d’un signal utile
non circulaire et aussi d’interférences non circulaires. En outre, ce beamformer, dérivé d’une
décomposition orthogonale originale, permet de traiter à partir d’une antenne à N capteurs,
jusqu’à 2N − 1 interférences rectilignes en présence d’un signal utile rectiligne tandis que le
récepteur introduit dans [21] n’en traite que 2(N − 1). Ceci permet à ce beamformer de faire
du SAIC (Single Antenna Interference Cancellation) pour N = 1.

Dans ce chapitre, après avoir introduit le filtrage linéaire au sens large dans la section 3.2, le
modèle WL des signaux et leurs statistiques d’ordre deux dans la section 3.3 et du modèle du
bruit total dans la section 3.4, nous allons introduire les plus importants beamformers spatiaux
WL invariant dans le temps optimisant différents critères du second ordre pour la réception
d’un signal utile inconnu dont le vecteur directionnel est connu potentiellement non circulaire
et corrompu par un bruit total potentiellement non circulaire. Ces beamformers seront divisés
en deux catégories selon la connaissance ou non du coefficient de non circularité au second
ordre du signal utile dans les sections 3.5 et 3.5 respectivement. Par la suite, le beamformer
MVDR WL sera étudié à travers l’analyse de sa capacité de traitement dans la section 3.7.1,
l’implémentation équivalente GSC dans la section 3.7.2 et l’analyse de ses performances en
terme de SINR dans les sections 3.7.3. Nous finirons cette étude par analyser les performances
en SER (Symbol Error Rate) dans la section 3.7.4 et par donner diverses mises en œuvre
possibles dans la section 3.7.5.
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3.2 Filtrage linéaire au sens large

Depuis des années, le filtrage d’antennes optimal au second ordre considérait l’hypothèse
d’observations stationnaires, dont l’enveloppe complexe était nécessairement circulaire au
second ordre [75, 33]. Il consistait essentiellement à mettre en œuvre un filtre linéaire
invariant dans le temps (TI) optimisant un critère au second ordre. Toutefois, ces filtres
linéaires deviennent sous optimaux pour des signaux non stationnaires, omniprésents en
radio-communication dont les enveloppes complexes peuvent devenir non circulaires.
En conséquence, pour des observations non stationnaires, les filtres complexes optimaux
deviennent variants dans le temps (TV), et sous certaines conditions de non circularité,
linéaires au sens large WL [43] [11], c’est à dire de la forme :

y(t) = wH
1 (t)x(t) + wH

2 (t)x∗(t),

où w1(t) et w1(t) sont des filtres complexes TV.
Les filtres WL ont, à l’heure actuelle, un grand intérêt dans plusieurs situations pratiques, du
fait que dans de nombreuses applications en radio-communication, des signaux de modulations
telles que la modulation d’amplitude (AM), la modulation ASK, la BPSK, la MSK, la GMSK et
les OQAM partagent la propriété de non circularité au second ordre étudiée dans le chapitre 1.

3.3 Modèle WL des signaux et statistiques d’ordre deux

Le modèle WL représente l’extension du modèle linéaire au modèle linéaire au sens large. Cette
extension est définie en considérant le vecteur d’observations étendu x̃(t) , [x(t)T ,x(t)H ]T 1.
En utilisant le modèle standard (2.2), on obtient :

x̃(t) = s(t)s̃1 + s(t)∗s̃2 + ñ(t) , S̃ s̃(t) + ñ(t), (3.1)

où ñ(t) , [n(t)T ,n(t)H ]T , s̃1 , [sT ,0T ]T , s̃2 , [0T , sH ]T , S̃ , [̃s1, s̃2], s̃(t) , [s(t), s(t)∗]T .

Les statistiques d’ordre deux de x̃(t) sont exprimées par la matrice de covariance moyennée en
temps Rx̃ ,< E[x̃(t)x̃(t)H ] > donnée, sous les hypothèses du modèle (2.2), par :

Rx̃ = S̃Rs̃S̃
H + Rñ (3.2)

où Rs̃ ,< E[̃s(t)s̃(t)H ] > et Rñ ,< E[ñ(t)ñ(t)H ] > tel que

Rñ =

(
Rn Cn

C∗n R∗
n

)
. (3.3)

où Rn et Cn sont définies dans la section 2.3 du chapitre 2.

3.4 Modèle du bruit total

On suppose que le bruit total n(t) est composé de P interférences bande étroite potentiellement
non circulaires au second ordre et statistiquement non corrélées et d’un bruit de fond circulaire.

1Dans tout le document, nous utiliserons la notation ã pour le vecteur étendu ã , [aT ,aH ]T
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Le vecteur de bruit total peut ainsi s’écrire sous la forme

n(t) =
P∑

p=1

jp(t)jp + n′(t) (3.4)

où n
′
(t) est le vecteur bruit, supposé de moyenne nulle, stationnaire, spatialement blanc et

circulaire au second ordre, jp(t) et jp correspondent à la forme d’onde et au vecteur directionnel
de l’interférence p respectivement. (jp(t))p=1,...,P et n′(t) sont supposés non corrélés. Les
matrices Rn et Cn définies dans la section 2.3 peuvent alors s’écrire

Rn , < E[n(t)n(t)H ] >=
P∑

p=1

πpjpj
H
p + η2I, (3.5)

Cn , < E[n(t)n(t)T ] >=
P∑

p=1

πpγpjpj
T
p , (3.6)

où η2 est la puissance moyenne du bruit blanc par capteur, πp ,< E[|jp(t)|2] >
désigne la puissance moyenne de l’interférence mesurée sur le premier capteur,

γp ,
< E[jp(t)

2] >

< E[|jp(t)|2] >
, |γp| ej2φp est le coefficient de non circularité moyen de l’interférence

p vue par le récepteur, φp est la phase de non circularité moyenne englobant dans ce cas la
phase du signal.

On considère alors le filtre spatial WL, w̃ , [wT
1 ,wT

2 ]T de taille 2N×1, dont la sortie est définie
par :

y(t) , w̃H x̃(t) , s(t)w̃H s̃1 + s(t)∗w̃H s̃2 + w̃H ñ(t). (3.7)

Ainsi, la problématique du filtrage d’antenne est de trouver un filtre spatial WL invariant dans
le temps qui génère la "meilleure" estimée au second ordre, selon un critère d’optimisation
particulier, du signal utile s(t) dont le contenu et la forme d’onde sont inconnus mais de vecteur
directionnel s connu.
Selon la connaissance a priori du coefficient de non circularité du signal utile γs, plusieurs
récepteurs optimisant différents critères au second ordre sont possibles, nous allons les
présenter en deux parties : beamformer WL optimal avec γs inconnu puis avec γs connu.
Dans ce qui suit, nous adopterons des notations différentes pour les récepteurs de chaque
catégorie, tel que les récepteurs avec γs inconnu seront indicés du chiffre 1 tandis que les
récepteurs avec γs connu seront indicés du chiffre 2.

3.5 Beamformer WL avec γs inconnu

On considère dans ce cas un signal utile inconnu, c’est à dire de forme d’onde inconnue et de
vecteur directionnel connu, corrompu par des interférences potentiellement non circulaires. De
plus, le coefficient de non circularité du signal utile est inconnu.

3.5.1 Beamformer WL au sens du maximum du SINR approché

La distinction entre le signal utile et le bruit total dans (3.7) dépend de la propriété de non
circularité au second ordre du signal utile. Cette distinction ne peut être faite quand γs est

52



3.3.5 Beamformer WL avec γs inconnu

inconnu (c’est à dire la corrélation entre s(t) et s(t)∗). En conséquence, l’approche la plus
robuste est de considérer que s(t)∗ appartient au bruit total, ce qui permet de donner un critère
qu’on appelle SINR approché2 (ASINR), et il est donné par

ASINR[w̃] =
πs|w̃H s̃1|2

w̃H [πss̃2s̃
H
2 + Rñ]w̃

. (3.8)

Le beamformer WL maximisant ce critère est donné par :

w̃ASINR ∝ [πss̃2s̃
H
2 + Rñ]−1s̃1,

Il est à noter que ce critère nécessite la connaissance de Rñ et de πs.

3.5.2 Beamformer WL MVDR1

Comme la forme d’onde de s(t) est inconnue et que le vecteur directionnel est connu, une
manière efficace pour générer à la sortie y(t), un signal utile désiré sans aucune distorsion
quelle que soit la corrélation entre s(t) et s(t)∗ (c’est à dire quel que soit γs), est d’imposer sur
w̃ les contraintes suivantes :

w̃H s̃1 = 1 et w̃H s̃2 = 0. (3.9)

Autrement dit, la meilleure estimation au second ordre du signal utile correspond à la sortie
du beamformer w̃ qui minimise la moyenne temporelle de la puissance du bruit total définie
par w̃HRñw̃ sous une contrainte vectorielle de la forme :

S̃Hw̃ = f , (3.10)

où f , [1, 0]T . Le filtre WL solution de ce problème est introduit et analysé dans [21]. On
l’appellera dans ce document beamformer MVDR1. Il est défini par

w̃MVDR1 = R−1
ñ S̃[S̃HR−1

ñ S̃]−1f . (3.11)

Grâce à l’interprétation GSC donnée au paragraphe 2.4.4 et puisque (s̃1, s̃2) ∈ span(S̃), ce filtre
peut aussi s’écrire sous la forme

w̃MVDR1 = R−1
x̃ S̃[S̃HR−1

x̃ S̃]−1f .

En conséquence, ce beamformer peut être implémenté soit à partir des observations x(t), soit
à partir d’une référence bruit seul n(t) si celle ci est accessible.
Il est à noter que pour un bruit total circulaire (Cn = O), w̃MVDR1 devient équivalent au
beamformer linéaire de Capon défini par (2.9).

Remarque 3. Si les deux contraintes (3.9) sont réduites à la première, la minimisation de
w̃HRx̃w̃ sous cette unique contrainte devient catastrophique pour un signal utile rectiligne (|γs| =
1) puisque dans ce cas, le signal utile est quasiment supprimé par le beamformer. Néanmoins,
la minimisation de w̃HRñw̃ sous l’unique même contrainte, donne un autre beamformer, qui
ne traite pas le terme s(t)∗w̃H s̃2 donné par (3.7). Dans ce cas, cette minimisation peut générer
quelques problèmes pour un signal utile circulaire au second ordre (γs = 0), puisque ce terme non
corrélé avec s(t) correspond ainsi à un terme d’interférence.

2Le terme "approché" est donné parce que cet SINR ne correspond pas toujours au vrai SINR.
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A noter, du fait que ce beamformer n’exploite pas l’information contenue dans la propriété de
non circularité au second ordre du signal utile, il n’est pas destiné à effectuer de la suppression
d’interférences avec une seule antenne SAIC (Single Antenna Interference Cancellation) [28]
en présence d’un signal utile rectiligne et d’interférences rectilignes.

3.5.3 Beamformer WL WLSE1

Dans ce cas, la minimisation de la WLSE définie par (2.15) est généralisée sur le vecteur
d’observations étendu x̃(t). Donc, le problème est de trouver un signal s(t) qui minimise le
critère suivant :

WLSE1[s(t)] = [x̃(t)− S̃ s̃(t)]HR−1
ñ [x̃(t)− S̃ s̃(t)]. (3.12)

Le vecteur étendu s̃(t) qui minimise (3.12) sans aucune structure de contraintes est donné par :

s̃(t)min = [S̃HR−1
ñ S̃]−1S̃HR−1

ñ x̃(t).

Du fait que cette solution satisfait la relation s̃(t)min = [s(t)min, s(t)
∗
min]

T . Le signal s(t) =
s(t)min qui minimise (3.12) est donné par :

ŝ(t)WLSE1 , w̃H
WLSE1

x̃(t) = fH [S̃HR−1
ñ S̃]−1S̃HR−1

ñ x̃(t) = w̃H
MVDR1

x̃(t),

qui, correspond finalement à la sortie de beamformer MVDR1.

3.5.4 Beamformer WL ML1

Pour pouvoir calculer le beamformer WL ML1, on reprend les hypothèses de dérivation du
critère ML données au paragraphe 2.4.7. Ainsi, le problème est de trouver le signal s(t) qui
maximise la vraisemblance définie par

L1[s(t)] = p(x(t); s(t)), (3.13)

où s(t) est un paramètre inconnu, la fonction densité de probabilité de x(t) devient dans ce
cas [7] [76] :

p(x(t); s(t)) = π−NDet(Rñ)−1/2exp[−1

2
(x̃(t)− S̃ s̃(t))HR−1

ñ (x̃(t)− S̃ s̃(t))].

En conséquence, la maximisation de (3.13) est équivalente à la minimisation de (3.12), ainsi

ŝ(t)ML1 , w̃H
ML1

x̃(t) = w̃H
MVDR1

x̃(t),

qui correspond donc à la sortie du beamformer MVDR1.

3.6 Beamformer WL avec γs connu

Dans cette partie, le coefficient de non circularité au second ordre du signal utile est connu.
En conséquence, les beamformers suivants exploitent simultanément la connaissance du
coefficient de non circularité du signal utile et des interférences. Parmi ces filtres optimaux,

54



3.3.6 Beamformer WL avec γs connu

un nouveau beamformer appelé WL MVDR2
3est présenté et nous allons étudier en détails ses

propriétés et ses performances ainsi que diverses implémentations.

3.6.1 Décomposition orthogonale de s(t)∗

A la réception d’un signal utile s(t) non circulaire au second ordre (γs 6= 0), s(t)∗ est corrélé
avec s(t). Il est alors possible de considérer que s(t)∗ contient à la fois une composante du
signal utile s(t) et une composante orthogonale qui peut être vue comme une interférence
pour s(t). Pour ces signaux, la décomposition (3.7) en signal utile et bruit total utilisée au
paragraphe 3.5.1, n’est pas convenable.
Pour calculer la composante signal utile de s(t)∗, considérons l’espace de Hilbert des processus
aléatoires ayant une puissance moyenne finie et muni d’un produit scalaire (u(t), v(t)) ,<
E[u(t)v(t)∗] >.
Soit la projection orthogonale de s(t)∗ sur s(t) avec le produit précédent. Il est facile de
montrer [21] que s(t)∗ s’écrit de la manière suivante

s(t)∗ = γ∗ss(t) + [πs(1− |γ2
s |)]1/2s′(t), (3.14)

où, déduit du théorème de projection orthogonale, s′(t) vérifie :

< E[s(t)s′(t)∗] > = 0

< E[|s′(t)|2] > = 1.

Il est aussi facile de vérifier après quelques manipulations élémentaires que :

< E[s(t)s′(t)] >= [πs(1− |γ2
s |)]1/2.

L’expression (3.14) montre que pour une puissance d’entrée moyennée en temps du signal
utile πs, la puissance moyenne de la composante signal utile de s(t)∗ est égale à πs |γs|2 et est
croissante avec |γs|.
En particulier pour un signal utile rectiligne pour le récepteur (γs = e2iφs), s(t)∗ = e−2iφss(t) et
s(t)∗ correspond totalement au signal utile, tandis que pour un signal utile circulaire au second
ordre (γs = 0), s(t)∗ = π

1/2
s s′(t) et s(t)∗ correspond totalement à une interférence pour le

signal utile.
En utilisant (3.14) dans (3.1), on obtient

x̃(t) = s(t) (s̃1 + γ∗s s̃2)︸ ︷︷ ︸
s̃γ

+ s′(t)[πs(1− |γ2
s |)]1/2s̃2 + ñ(t)︸ ︷︷ ︸

ñγ(t)

, s(t)s̃γ + ñγ(t), (3.15)

où s̃γ est le vecteur directionnel équivalent du signal utile dépendant de γs, et ñγ(t) est le
vecteur du bruit dit global. Ainsi, en remplaçant (3.15) dans (3.7) on obtient finalement :

y(t) = w̃H x̃(t) = s(t)w̃H s̃γ + w̃H ñγ(t). (3.16)

3.6.2 Beamformer WL MVDR2

Dans le paragraphe 3.5.2 nous avons présenté le beamformer MVDR1, ce dernier a été introduit
et analysé en détails dans [21]. Toutefois, malgré qu’il est plus performant que le beamformer

3Nouveau au sens MVDR proposé, mais il s’est avéré que ce beamformer est proportionnel au beamformer WL
MMSE [28]
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

de Capon pour des interférences non circulaires, ce beamformer reste sous optimal en présence
d’un signal utile non circulaire au second ordre, car il n’exploite pas sa propriété de non
circularité d’ordre deux. Pour remédier à cette limitation, on introduit un nouveau 4 filtre
optimal TI WL MVDR que l’on notera par la suite MVDR2.
De la décomposition (3.16), le beamformer WL MVDR optimal qui exploite la connaissance
de s et de γs, correspond au filtre WL w̃ qui minimise la puissance moyenne du bruit global
w̃HRñγ

w̃ tel que Rñγ
,< E[ñγ(t)ñγ(t)H ] >, sous la contrainte suivante

w̃H s̃γ = 1. (3.17)

Ce beamformer nécessite la connaissance des paramètre (s, γs) et correspond au filtre WL défini
par

w̃MVDR2 , [̃sH
γ R−1

ñγ
s̃γ ]−1R−1

ñγ
s̃γ , (3.18)

où Rñγ
est la première matrice de covariance de ñγ(t). En utilisant (3.15) cette matrice peut

se mettre sous la forme :
Rñγ

= [πs(1− |γ2
s |)]̃s2s̃

H
2 + Rñ.

Aussi dans ce cas, en utilisant l’interprétation GSC donnée au paragraphe 2.4.4, le beamformer
MVDR2 peut s’écrire sous la forme

w̃MVDR2 , [̃sH
γ R−1

x̃ s̃γ ]−1R−1
x̃ s̃γ .

Donc ce beamformer peut alors être implémenté avec la connaissance de (s, γs) à partir de
l’observation x(t) ou bien, dans le cas où πs est connu, à partir de la référence bruit seul n(t) si
celle ci est disponible.
En analysant (3.18), on constate que le beamformer MVDR2 se réduit au beamformer de
Capon (2.9) quand le signal utile ainsi que le bruit global sont circulaires au second ordre
(γs = 0 et Cn = O). Aussi, pour un signal utile circulaire au second ordre (|γs| = 0) le
beamformer MVDR2 correspond au beamformer MVDR1.
Dans le cas où les paramètres (s,γs) sont connus, le beamformer MVDR2 conserve l’intégralité
de la composante signal utile contenue dans l’observation x̃(t) quelle que soit la non circularité
du signal utile, tandis qu’il minimise la composante interférence globale associée. Au contraire,
le beamformer MVDR1, qui requiert uniquement la connaissance de s, annule complètement
une partie de la composante signal utile en plus de celle de l’interférence globale, ceci quelque
soit la puissance d’entrée πs, ce qui est manifestement sous optimal.

3.6.3 Beamformer WL WLSE2

Par la connaissance des paramètres (s, γs), la décomposition (3.15) mène directement au
beamformer w̃WLSE2 dont la sortie y(t) correspond au signal s(t) qui minimise le critère
suivant :

WLSE2[s(t)] = [x̃(t)− s(t)s̃γ ]HR−1
ñγ

[x̃(t)− s(t)s̃γ ]. (3.19)

La solution à cette minimisation standard est donnée par :

ŝ(t)WLSE2
, w̃H

WLSE2
x̃(t) = [̃sH

γ R−1
ñγ

s̃γ ]−1s̃H
γ R−1

ñγ
x̃(t) = w̃H

MVDR2
x̃(t), (3.20)

qui correspond finalement à la sortie du beamformer MVDR2.
4Il s’est avéré que ce beamformer est colinéaire avec le beamformer WL MMSE, mais la nouveauté réside dans

l’analyse des performance en contexte non circulaire
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3.3.6 Beamformer WL avec γs connu

3.6.4 Beamformer WL MMSE

Le beamformer WL MMSE [77, 28] correspond au filtre WL w̃ dont la sortie y(t) , w̃H x̃(t)
minimise la MSE moyenne définie par :

MSE[w̃] =< E[|s(t)− w̃H x̃(t)|2] > . (3.21)

Il est facile de montrer que le filtre WL w̃ qui minimise (3.21) est simplement donné par

w̃WL−MMSE = R−1
x̃ rx̃,s, (3.22)

où rx̃,s ,< E[x̃(t)s(t)∗] >. Il est à noter que quand (x(t), s(t)) sont conjointement circulaires
au second ordre, w̃WL−MMSE est réduit au beamformer linéaire MMSE [77], donné par
l’expression (2.4.8). Dans des situations pratiques, rx̃,s n’est pas connue a priori et doit
être estimée à partir d’une séquence d’apprentissage utilisant une approche d’estimation en
moindres carrés LS [28].
En utilisant (3.15) dans (3.22) on obtient finalement :

w̃WL−MMSE =
πs

R

−1

x̃γ

s̃γ =
πs

1 + πss̃H
γ R−1

ñγ
s̃γ

R−1
ñγ

s̃γ =
πss̃

H
γ R−1

ñγ
s̃γ

1 + πss̃H
γ R−1

ñγ
s̃γ

w̃MVDR2 , (3.23)

qui est aussi proportionnel au w̃MVDR2 .

3.6.5 Beamformer WL ML2

Le critère ML est dénué de sens dans le cas général d’un signal utile non circulaire au
second ordre, puisque la modélisation déterministe du signal utile génère une composante
déterministe dans les bruit global ñγ(t), à l’exception pour un signal utile rectiligne (|γs| = 1)
pour lequel ñγ(t) = ñ(t) et Rñγ

= Rñ.
Uniquement dans ce dernier cas précis, sous les hypothèses que s(t) est déterministe, γs = e2iφs

est connu, n(t) est gaussien et non circulaire au second ordre et les matrices Rn(t) ,
E[n(t)n(t)H ] et Cn(t) , E[n(t)n(t)T ] ne dépendent pas de t, le problème consiste alors à
trouver le signal s(t) qui maximise la vraisemblance définie par l’expression (3.13).
Sous les hypothèses précédentes, le critère (3.13) s’écrit [7] [76] :

L2[s(t)] = π−NDet(Rñ)−1/2exp[−1

2
[(x̃(t)− s(t)s̃γ)HR−1

ñ (x̃(t)− s(t)s̃γ)],

cette maximisation est équivalente à la minimisation de (3.19) puisque Rñγ
= Rñ pour |γs| =

1. Elle génère un signal estimé ŝ(t)ML2
donné par

ŝ(t)ML2
, w̃H

ML2
x̃(t) = w̃H

MVDR2
x̃(t),

qui correspond à son tour à la sortie du beamformer MVDR2.

3.6.6 Beamformer WL au sens maximum du SINR

La distinction entre le signal utile et la partie bruit global dans la décomposition (3.16) est
maitenant évidente. En conséquence, pour γs connu, le SINR approché (3.8) devient le vrai
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

SINR et peut s’écrire

SINR[w̃] ,
πs|w̃H s̃γ |2
w̃HRñγ

w̃
. (3.24)

Les filtres WL w̃ qui maximisent (3.24) sont appelés filtres adaptés spatiaux WL et sont
clairement donnés par

w̃SINR ∝ R−1
ñγ

s̃γ ,

qui sont proportionnels à w̃MVDR2 .

3.6.7 Beamformer WL annulateur de brouilleurs

De manière équivalente que pour le cas du signal utile (3.14), jp(t)
∗peut s’écrire

jp(t)
∗ = γ∗pjp(t) + [πp(1− |γ2

p |)]1/2j′p(t) (3.25)

où j′p(t) représente la composante bruit orthogonale à jp(t), définie de la même façon que pour
le signal utile. En utilisant (3.4) et (3.25), le vecteur bruit total défini dans (3.15) s’écrit

ñγ(t) = s′(t)[πs(1− |γs|)]1/2s̃2 +
P∑

p=1

(
jp(t)̃jp,γ + j′p(t)[πp(1−|γ2

p |)]1/2j̃p2

)
+ ñ′(t). (3.26)

où j̃p,γ , j̃p1 + γ∗p j̃p2 avec j̃p1 , (jTp ,0T )T , j̃p2 , (0T , jHp )T .
On déduit de cette décomposition que chaque interférence p non rectiligne (|γp| 6= 1), génère
deux interférences non corrélées dans le bruit global ñγ(t) et donc dans x̃(t), tandis qu’une
interférence rectiligne p (|γp| = 1) génère uniquement une seule interférence dans ñγ(t).
De la même manière, un signal utile non rectiligne (|γs| 6= 1) génère une seule interférence
dans ñγ(t), tandis qu’un signal utile rectiligne (|γs| = 1) n’en génère aucune dans ñγ(t).
Dans le cas où les vecteurs étendus des interférence (̃jp,γ , j̃p,2)p=1,...,P sont connus, un
beamformer WL spatial peut être contraint d’annuler toutes ces composantes interférentes afin
d’estimer s(t) sans distorsion. Ce qui mène à un beamformer LCMV qui minimise w̃HRx̃w̃ sous
les contraintes suivantes 5 :

w̃H s̃1 = 1 , w̃H s̃2 = 0 et (w̃H j̃p2 = w̃H j̃p,γ = 0)p=1,...,P . (3.27)

Le beamformer WL LCMV minimisant la puissance de sortie, qu’on notera IC (Interference
Canceller), peut être calculé sans la connaissance des vecteurs (̃jp,γ , j̃p,2)p=1,...,P [15], celui ci
peut aussi s’écrire sous la forme :

w̃WL−IC = πs(Rx̃ − η2I2N )#s̃γ ,

3.7 Étude du beamformer MVDR2

Nous avons présenté dans les paragraphes précédents les différent critères de filtrage WL,
nous avons constaté qu’avec la connaissance de γs, les beamformers associés aux critère sont
colinéaires au beamformer MVDR2. Ce dernier, basé sur la décomposition orthogonale (3.14),
tient compte de la propriété de non circularité au second ordre du signal utile ainsi que

5A noter que si les vecteurs directeurs étendus définis dans (3.27) sont linéairement indépendants, le nombre
de contraintes doit être inférieur ou égal à 2N .
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celle des interférences. Dans ce paragraphe, nous allons étudier en détails les propriétés de
ce beamformer ainsi que ses performances en terme de SINR et de probabilité d’erreur et nous
terminerons par examiner quelques implémentations. Il est à noter que cette étude n’a jamais
été faite auparavant.

3.7.1 Capacité de traitement

En utilisant le modèle de bruit (3.4) ainsi que (3.25) et (3.26), et notons Pr et Pnr le nombre
d’interférences rectilignes et non rectilignes présentes dans x̃(t) respectivement, tel que Pr +
Pnr = P , le beamformer MVDR2, vérifiant l’unique contrainte (3.17) a donc 2N − 1 degrés de
liberté pour rejeter Pr + 2Pnr + 1− δ(1− |γs|) interférences dans x̃(t), où δ(.) est le symbole de
Kronecker. On déduit alors que le nombre maximal d’interférences Pmax pouvant être traitées
par le beamformer MVDR2 est

Pmax = 2(N − 1)− Pnr + δ(1− |γs|)

avec 0 ≤ Pnr ≤ Pmax, ce qui donne N − 1 ≤ Pmax ≤ 2(N − 1) + δ(1− |γs|).
En particulier, Pmax est égale à N − 1 en l’absence d’interférences rectilignes et ceci quelle que
soit la non circularité du signal utile. Tandis que si toutes les interférences sont rectilignes,
Pmax = 2(N − 1) pour un signal utile non rectiligne, et Pmax = 2N − 1 pour un signal utile
rectiligne. Dans ces deux derniers cas, le mélange de sources est sous déterminé (P ≥ N) et
donc le vecteur directionnel du signal utile doit être estimé par une approche d’estimation de
DOA [17], ou par une technique d’identification aveugle [3].
Finalement, pour N = 1 et pour un signal utile non rectiligne, Pmax = 0, tandis que pour
un signal utile et une interférence rectiligne, Pmax = 1. Dans ce dernier cas, le beamformer
MVDR2, qui correspond au récepteur analysé dans [28], permet ainsi d’effectuer l’annulation
d’interférences avec une seule antenne (SAIC) contrairement au beamformer MVDR1.

3.7.2 Structure TI WL GSC équivalente

La structure équivalente TI WL GSC du beamformer MVDR2 est décrite dans la figure 3.1, où
w̃0 = ‖s̃γ‖−2 s̃γ est le filtre spatial linéaire invariant dans le temps tel que w̃H

0 s̃γ = 1 et dont la
sortie est y0(t) , w̃H

0 x̃(t). B est une matrice de blocage 2N × (2N − 1) de rang plein colonne
vérifiant BH s̃γ = 0 et dont la sortie correspond au vecteur z̃(t) , BH x̃(t). Le vecteur w̃a est le
filtre spatial TI WL qui génère la sortie ya(t) , w̃H

a z̃(t) et qui minimise la puissance moyenne
de la sortie y(t) , y0(t)− ya(t).
On remarque que pour un bruit total circulaire (Cn = O), cette structure WL GSC correspond
exactement au schéma fonctionnel linéaire décrit dans [51].

w̃H
0 −+

x̃(t) y0(t) y(t)

BH w̃H
a

ya(t)
z̃(t)

FIGURE 3.1 – Structure équivalente GSC du beamformer MVDR2
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3.7.3 Performances en SINR du beamformer MVDR2

3.7.3.1 Calcul du SINR en sortie

A partir de l’expression de la sortie y(t) définie dans (3.16), le SINR représentant le rapport
entre la puissance moyenne de la composante signal utile et celle de la composante associée
du bruit global à la sortie d’un filtre arbitraire TI WL w̃ est défini par

SINR[w̃] =
πs|w̃H s̃γ |2
w̃H

Rñγ
w̃

. (3.28)

En utilisant w̃ = w̃MVDR2 défini par (3.18) et en remplaçant dans (3.28), le SINR à la sortie du
beamformer MVDR2 est donné par

SINRMVDR2 = πss̃
H
γ R−1

ñγ
s̃γ . (3.29)

de même, en utilisant w̃ = w̃MVDR1 défini par (3.11), le SINR à la sortie du beamformer
MVDR1 est donné par [21]

SINRMVDR1 =
πs

fT [S̃HR−1
ñ S̃]−1f

. (3.30)

où f , [1, 0]T .

A partir de (3.3), R−1
ñ est structurée sous la forme suivante

R−1
ñ =

(
A D

D∗ A∗

)
. (3.31)

où A est une matrice hermitienne et D et une matrice complexe symétrique toutes deux de
dimension N ×N , définies par [21] :

A ,
[
Rn − CnR∗−1

n C∗n
]−1

, (3.32)

D , −ACnR∗−1
n .

En remplaçant (3.31) dans (3.29) et (3.30), on obtient, après quelques manipulations
élémentaires ;

SINRMVDR2 = πs


sHAs

(
1 + |γs|2

)
+ 2ℜ(γ∗ssHDs∗)−

∣∣sHDs∗ + γssHAs
∣∣2

[
πs(1− |γs|2)

]−1
+ sHAs


 (3.33)

et

SINRMVDR1 = πs

[
sHAs−

∣∣sHDs∗
∣∣2

sHAs

]
, (3.34)

tandis que le SINR à la sortie du beamformer Capon (2.8) est donné par [21]

SINRCapon = πssHR−1
n s. (3.35)
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3.7.3.2 SINR et MSE

En utilisant la décomposition (3.16) ainsi que les expressions générales (3.24) et (3.21) du
SINR et la MSE en sortie. Il est montré en annexe A.2.1 que la relation qui lie ces deux critères
s’écrit de la forme

MSE[w̃] = πs

(
|1− w̃H s̃γ |2 +

|w̃H s̃γ |2
SINR[w̃]

)
. (3.36)

On voit clairement dans cette relation que le filtre w̃ qui minimise MSE[w̃] sous la
contrainte w̃H s̃γ = 1 et aussi celui qui minimise SINR[w̃] sous la même contrainte, qui
finalement correspond au beamformer MVDR2. Ce qui donne un sens physique particulier à la
décomposition (3.14) et au critère SINR.
Finalement, malgré que w̃WL−MMSE et w̃MVDR2 soient colinéaires et donnent le même SINR
en sortie, ils génèrent différentes MSE. En effet, on montre annexe A.2.2 que

MSE[w̃WL−MMSE] =
πs

1 + SINRMVDR2

, (3.37)

tandis que

MSE[w̃MVDR2 ] =
1

s̃H
γ R−1

ñγ
s̃γ

=
πs

SINRMVDR2

,

qui est supérieure à la MSE[w̃WL−MMSE] et qui tend vers la MSE[w̃WL−MMSE] pour des valeurs
SINRMVDR2 ≫ 1.

3.7.3.3 Analyse du SINR en sortie

Pour un type de sources donné, on peut facilement comparer les valeurs du SINR à la
sortie de chacun des beamformers MVDR2, MVDR1 et de Capon sans aucun calcul particulier.
Effectivement tous ces beamformers minimisent la puissance moyenne à leurs sorties w̃HRx̃w̃

mais sous différentes contraintes. Ces contraintes permettent d’écrire les inclusions suivantes

{w̃ = [wT
1 ,0T

N ]T ;wH
1 s = 1} ⊂ {w̃; w̃H s̃1 = 1 et w̃H s̃2 = 0} ⊂ {w̃; w̃H s̃γ = 1}.

En conséquence, le principe d’inclusion implique que nous avons toujours :

SINRCapon ≤ SINRMVDR1 ≤ SINRMVDR2 .

Contrairement aux SINRMVDR1 et SINRCapon, le SINRMVDR2 dépend de γs.

Nous allons donc examiner l’influence de γs sur le SINRMVDR2 (3.33), et pour cela, définissons
as , sHAs, ds , sHDs∗ , |ds| eiφds et Φ1 , φds − 2φs.
Alors (3.33) devient :

SINRMVDR2 = πs


as(1 + |γs|2) + 2 |ds| |γs| cos(Φ1)−

a2
s |γs|2 + |ds|2 + 2as |ds| |γs| cos(Φ1)[

πs(1− |γs|2)
]−1

+ as


.

(3.38)
Pour étudier cette influence de γs sur le SINRMVDR2 , distinguons les cas ds = 0 et ds 6= 0.

• Pour ds = 0, soit pour s∗ appartenant au noyau de D (le cas où le bruit total est circulaire au

61



Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

second ordre Cn = O qui implique que D = O en est un cas particulier), nous avons

SINRMVDR2 = πs


as(1 + |γs|2)−

a2
s |γs|2[

πs(1− |γs|2)
]−1

+ as


, (3.39)

tandis que le SINRMVDR1 (3.34) est exactement égal au SINR à la sortie du beamformer de
Capon (3.35). Il est démontré en annexe A.1.1 que le SINRMVDR2 (3.39) est une fonction
strictement croissante de |γs|. Dans ce cas, la valeur minimale du SINRMVDR2 est obtenue
pour γs = 0 et correspond au SINRCapon (3.35), tandis que la valeur maximale, obtenue pour
|γs| = 1, correspond au double de la valeur du SINRCapon. Ainsi, on peut écrire, pour ds = 0

SINRCapon = SINRMVDR1 ≤ SINRMVDR2 ≤ 2SINRCapon. (3.40)

• Pour ds 6= 0, soit pour s∗ n’appartenant pas au noyau de D et donc nécessairement le bruit
total est non circulaire au second ordre, l’étude de la variation du SINRMVDR2 en fonction de
|γs| devient plus complexe. Ainsi pour un signal utile circulaire au second ordre (γs = 0), le
SINRMVDR2 devient indépendant de Φ1, et est donné par

SINRMVDR2 = πs

[
as −

|ds|2
π−1

s + as

]
(3.41)

qui a été donné pour la première fois dans [19], et qui est toujours supérieur à celui de (3.34),
et qui tend vers (3.34) pour de grandes valeurs de πs. On peut alors écrire, pour ds 6= 0 :

SINRCapon < SINRMVDR1 < SINRMVDR2 [γs = 0].

Par contre pour un signal utile non circulaire (γs 6= 0), il est démontré dans l’annexe A.1.2 que
le SINRMVDR2 est une fonction croissante de cos(Φ1). Il est aussi démontré dans l’annexe A.1.3
que tant que cos(Φ1) ≥ 0, le SINRMVDR2 est une fonction croissante de |γs|. Sa valeur minimale
est donnée pour γs = 0 par (3.41) et sa valeur maximale est donnée pour un signal utile
rectiligne (|γs| = 1) par

SINRMVDR2 = 2πs [as + |ds| cos(Φ1)],

qui correspond au SINR à la sortie du récepteur optimal TI WL dans [28]. On peut donc écrire,
pour ds 6= 0 et cos(Φ1) ≥ 0 :

SINRCapon < SINRMVDR1 < SINRMVDR2 [γs = 0] ≤ SINRMVDR2 ≤ SINRMVDR2 [|γs| = 1].
(3.42)

Mais pour cos(Φ1) < 0, il est démontré en annexe A.1.4 que le SINRMVDR2 n’est plus une
fonction monotone croissante de |γs| et plus précisément qu’il existe une valeur |γ| de |γs|
(0 ≤ |γ| ≤ 1) tel que le SINRMVDR2 est une fonction décroissante de |γs| pour 0 ≤ |γs| ≤ |γ|,
puis une fonction croissante pour |γ| ≤ |γs| ≤ 1. C’est le cas par exemple pour les paramètres
suivants : πs/η2 = 10dB, π1/η2 = 20dB, θs = π/3, θ1 = π/2 et Φ1 = π/15.
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3.3.7 Étude du beamformer MVDR2

3.7.3.4 Performances pour une seule interférence

En présence d’une seule source d’interférence P = 1 on a

Rn = π1j1j
H
1 + η2I et Cn = π1γ1j1j

T
1 ,

ainsi les SINR (3.35) et (3.34) à la sortie des beamformers de Capon et MVDR1 respectivement
s’écrivent [20] :

SINRCapon = ǫs

[
1− ǫ1

1 + ǫ1
|α1s|2

]
, (3.43)

SINRMVDR1 = ǫs

[
β2 − ǫ21 |γ1|2 |α1s|4

ωβ

]
, (3.44)

où ǫs ,
πs

(
sHs

)

η2
et ǫ1 ,

π1

(
jH1 j1

)

η2
représentent chacun la somme, sur tous les capteurs, du

rapport entre la puissance du signal utile, respectivement de l’interférence, et celle du bruit
de fond par capteur, où α1s, tel que 0 ≤ |α1s| ≤ 1, représente le coefficient de la corrélation
spatiale entre l’interférence et le signal utile, et défini par [63]

α1s ,
jH1 s

(jH1 j1)1/2 (sHs)1/2
, |α1s| eiφ1s ,

et tel que β ,
[
1 + ǫ1(2− |α1s|2) + ǫ21(1− |γ1|2)(1− |α1s|2)

]
et ω ,

[
(1 + ǫ1)

2 − ǫ21|γ1|2
]
.

Après quelques manipulations algébriques fastidieuses mais directes, l’expression du SINR à la
sortie du beamformer MVDR2 (3.33) devient

SINRMVDR2 =

ǫs

[
βω(1 + |γs|2) + ǫs

(
β2 − ǫ21 |α1s|4 |γ1|2

)
(1− |γs|2)−2ωǫ1 |α1s|2 |γs| |γ1| cos 2Φ

]

ω
(
ω + ǫsβ(1− |γs|2)

) ,

(3.45)

où Φ , (φ1 − φs − φ1s) est appelée phase différentielle entre le signal utile et l’interférence et

qui est égale dans ce cas d’une seule interférence à Φ =
1

2
(Φ1 + π)

En utilisant (3.43) et (3.45), le gain en SINR en sortie défini par Gc ,
SINRMVDR2

SINRCapon
, s’écrit de

la forme

Gc =

(1 + ǫ1)

[
βω(1 + |γs|2) + ǫs

(
β2 − ǫ21 |α1s|4 |γ1|2

)
(1− |γs|2)−2ωǫ1 |α1s|2 |γs| |γ1| cos 2Φ

]

ω
(
1 + ǫ1(1− |γ1|2)

)(
ω + ǫsβ(1− |γs|2)

) .

(3.46)

Nous allons maintenant examiner différents cas particuliers :

1. Cas d’un signal utile rectiligne |γs| = 1 :

Pour un signal utile rectiligne et une forte interférence rectiligne (|γ1| = 1 et ǫ1 ≫ 1), le
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

SINRMVDR2 devient
SINRMVDR2 ≈ 2ǫs

(
1− |α2

1s| cos2(φ)
)
, (3.47)

tandis que les SINRCapon et SINRMVDR1 sont donnés par

SINRCapon ≈ ǫs

(
1− |α2

1s|
)
, |α1s| 6= 1 (3.48)

SINRMVDR1 ≈ ǫs

(
1− |α2

1s|
2− |α2

1s|

)
, |α1s| 6= 1, (3.49)

ces expressions montrent que le beamformer MVDR2 discrimine les sources par leurs directions
d’arrivées (N > 1) et aussi par leurs phases ce qui permet de faire de la suppression
d’interférences avec une seule antenne (SAIC), contrairement aux beamformers de Capon et
MVDR1, qui discriminent les sources uniquement par leurs directions d’arrivées (N > 1).
Pour un signal utile rectiligne et une interférence rectiligne de puissance quelconque, le
SINRMVDR2 devient :

SINRMVDR2 = 2ǫs

(
1 + 2ǫ1 − ǫ1|α1s|2(cos2(φ) + 1)

)

1 + 2ǫ1
,

ce qui nous donne un gain G = SINRMVDR2/SINRMVDR1 de la forme :

G =
2
[
1 + 2ǫ1 − ǫ1|α1s|2(cos2(φ) + 1)

] [
1 + ǫ1(2− |α1s|2)

]

(1 + ǫ1(2− |α1s|2))2 − ǫ21|α1s|4
.

Ainsi, dans le cas où le signal utile et l’interférence ont la même direction d’arrivée (α1s = 1),
ce gain s’écrit :

G =
2
(
1 + ǫ1(1− cos2(φ))

)
(1 + ǫ1)

(1 + 2ǫ1)
,

donc, G ≈ 1 pour cos(2φ) = 1 et ǫ1 ≫ 1 et G ≈ ǫ1(1 − cos(2φ)) pour cos(2φ) 6= 1 et
ǫ1 ≫ 1. En conséquence, pour un signal utile et une interférence rectilignes, les performances
en SINR du beamformer MVDR2 sont largement supérieures à celle du beamformer MVDR1,
particulièrement pour une forte interférence et une phase différentielle maximale (Φ = π/2)
entre le signal utile et l’interférence où G ≈ 2ǫ1 ≫ 1. Pour différentes directions d’arrivées de
l’utile et de l’interférence α1s 6= 1 et pour ǫ1 ≫ 1 ce gain devient :

G ≈
[
2− |α1s|2(cos2(φ) + 1)

] [
2− |α1s|2

]

2(1− |α1s|2)
.

qui est une fonction croissante de |α1s| dont la valeur minimale est G ≈ 2 pour des signaux
utile et interférence orthogonaux (α1s = 0).
Pour un signal utile rectiligne et une forte interférence non rectiligne (|γ1| 6= 1 et ǫ1 ≫ 1),
SINRMVDR1 ≈ SINRCapon donné par 3.48, tandis que

SINRMVDR2 ≈ 2ǫs

(
1− |α1s|2

)
pour |α1s| 6= 1,

qui est le double du SINR à la sortie des beamformers de Capon et MVDR1, ceci est dû à
l’exploitation de la non circularité du signal utile par le beamformer MVDR2 et pour |α1s| = 1
et ǫ1 ≫ 1 cet SINR devient :

SINRMVDR2 ≈ 2ǫs
(1− |γ1| cos(2φ))

ǫ1(1− |γ1|2)
pour |α1s| = 1,
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3.3.7 Étude du beamformer MVDR2

qui donne un gain G = SINRMVDR2/SINRMVDR2 de la forme :

G ≈ 2
(1− |γ1| cos(2φ))

(1− |γ1|2)
pour |α1s| = 1.

2. Cas d’un signal utile non rectiligne |γs| 6= 1 :

Dans le cas d’un signal utile non rectiligne et une forte interférence rectiligne (|γ1| = 1
et ǫ1 ≫ 1), le SINRCapon et le SINRMVDR1 sont toujours donnés par (3.48) et (3.49)
respectivement, tandis que le SINRMVDR2 devient, pour un α1s arbitraire :

SINRMVDR2 ≈ ǫs
(2− |α1s|2)(1 + |γ2

s |) + 2ǫs(1− |α1s|2)(1− |γ2
s |)− 2|α1s|2|γs| cos(2φ)

2 + ǫs(2− |α1s|2)(1− |γs|2)
.

En particulier pour un fort signal utile circulaire (|γs| = 0, ǫs ≫ 1), SINRMVDR2 ≈ 1 pour
|α1s| = 1, tandis que SINRMVDR2 ≈ SINRMVDR1 pour |α1s| 6= 1 donné par (3.49).
Dans le cas d’un signal utile non rectiligne et une forte interférence non rectiligne (|γ1| 6= 1 et
ǫ1 ≫ 1), le SINRMVDR1 ≈ SINRCapon donné par (3.48), tandis que le SINRMVDR2 est donné
pour |α1s| 6= 1 par :

SINRMVDR2 ≈
(

1 +
|γ2

s |
1 + ǫs(1− |γs|2)(1− |α1s|2)

)
SINRCapon,

dans ce cas, le SINRMVDR2 est une fonction croissante de |γs|, variant du SINRCapon obtenu
pour un signal utile circulaire (γs = 0) au double du SINRCapon obtenu pour un signal utile
rectiligne (|γs| = 1).

3. Autres cas particuliers

Pour un signal utile rectiligne (|γs| = 1) et une interférence circulaire (γ1 = 0), qu’elle
soit colinéaire (|α1s| = 1) ou orthogonale (α1s = 0) au signal utile, le SINRMVDR2 est égal au
double du SINRCapon ou du SINRMVDR1 et ceci quelque soit la puissance de l’interférence, tel
que :

SINRMVDR2 =
2ǫs

1 + ǫ1
, pour |α1s| = 1,

SINRMVDR2 = 2ǫs, pour α1s = 0.

Pour un signal utile circulaire (γs = 0) et une forte interférence rectiligne colinéaire au signal
utile (|γs| = 1 et |α1s| = 1) et pour (ǫs ≫ 1 et ǫ1 ≫ 1 ), SINRMVDR2 ≈ 1.
Dans le cas où il n’y a pas d’interférence ǫ1 = 0 :

SINRMVDR2 = 2ǫs = 2SINRMVDR1 = 2SINRCapon, pour |γs| = 1

SINRMVDR2 = ǫs = SINRMVDR1 = SINRCapon, pour γs = 0.

3.7.3.5 Illustrations

Afin d’illustrer les résultats précédents sur le gain en performances SINR du beamformer
MVDR2 par rapport aux beamformers de Capon et MVDR1, nous avons étudié par simulations
les variations du SINRMVDR2 pour plusieurs scénarios de réception.
On suppose qu’une antenne à deux capteurs espacés d’une demi longueur d’onde reçoit
la contribution de deux sources dont un signal utile de coefficient de non circularité γs et
une interférence de coefficient de non circularité γ1 et d’un bruit blanc, gaussien, complexe
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

et circulaire au second ordre de puissance η2. Les paramètres de simulations sont tels que
πs

η2
= 10dB et

π1

η2
= 20dB.

Les figures 3.2(a) et 3.2(b) montrent les variations du SINRMVDR2 en fonction de |γs| pour
respectivement cos(Φ1) > 0 et cos(Φ1) < 0 et ceci pour une interférence rectiligne et aussi
pour une interférence non rectiligne avec θs = π/3 et θ1 = π/2. On voit bien sur ces figures
que quel que soit le scénario des sources, les performances du beamformer MVDR2 sont
toujours supérieures à celles des beamformers de Capon et MVDR1. Il est à noter qu’il n’y a
pas de variations en SINR quand |γs| varie pour les beamformers de Capon et MVDR1. Aussi,
on note que le SINRMVDR2 est une fonction croissante de |γs| pour cos(Φ1) > 0 et l’existence
d’une valeur 0 < |γs,min| < 1, de |γs|, qui minimise le SINRMVDR2 pour cos(Φ1) < 0.

Les figures 3.3(a) et 3.3(b) montrent respectivement les variations du SINR (Capon, MVDR1

et MVDR2) et des gains SINRMVDR2/SINRCapon et SINRMVDR1/SINRCapon en fonction de la
direction d’arrivée de l’interférence pour θs = 0. On constate la croissance du SINR et du gain
du beamformer MVDR2 avec la phase différentielle Φ, ceci est dû à l’exploitation optimale
de la non circularité du signal utile par le beamformer MVDR1. Aussi, il est à noter que les
performances obtenues pour un signal utile BPSK sont meilleures que celles obtenues pour
un signal utile QPSK, tout en étant meilleures que celles obtenues à la sortie du beamformer
MVDR1.

Les figures 3.4(a) et 3.4(b) montrent respectivement les variations du SINR (MVDR1, MVDR2)
et du gain SINRMVDR2/SINRMVDR2 pour un signal utile rectiligne en fonction du coefficient de
non circularité du de l’interférence |γ1| pour différentes valeurs de la phase différentielle Φ et
de |α1s|. On constate aussi les meilleures performances du beamformer MVDR2 par rapport à
celles du beamformer MVDR1.
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FIGURE 3.2 – (1) SINRMVDR2 avec γ1 = 1, (2) SINRMVDR2 avec |γ1| = 0.9, (3) SINRMVDR1

avec |γ1| = 1, (4) SINRMVDR1 avec |γ1| = 0.9, et (5) SINRCapon en fonction de |γs| pour (a)
cos(Φ1) > 0 et (b) cos(Φ1) < 0.
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3.7.4 Performances en taux d’erreur symbole SER du beamformer MVDR2

Le SER (Symbol Error Rate) est un critère déterminant pour l’évaluation des performances du
beamformer MVDR2. On se propose dans cette partie de calculer ce taux d’erreur uniquement
dans le cas de la réception de deux sources dont un signal utile et une interférence en présence
d’un bruit supposé gaussien complexe, centré, blanc spatialement et circulaire.
En supposant qu’il n’y a pas de résidu de porteuse pour le signal utile ainsi que pour
l’interférence, l’équation (2.2) du vecteur d’observations x(t) devient de la forme

x(t) = s(t)s + m(t)j + b(t),

où les enveloppes complexes s(t) et m(t) s’écrivent s(t) ,
√

πse
iφsu(t) et m(t) ,

√
π1e

iφ1v(t)
tel que u(t) et v(t) représentent les symboles émis de l’utile et de l’interférence respectivement
(dépendant du type de modulation).
En utilisant (3.14) et (3.25), le vecteur des observations étendu x̃(t) s’écrit sous la forme

x̃(t) = s(t) (s̃1 + γ∗s s̃2) + s′(t)[πs(1− |γ2
s |)]1/2s̃2 + m(t)(j̃1 + γ∗1 j̃2) + m′(t)[π1(1− |γ2

1 |)]1/2j̃2 + b̃(t)

= s(t)s̃γ + m(t)̃jγ + s′(t)[πs(1− |γ2
s |)]1/2s̃2 + m′(t)[π1(1− |γ2

1 |)]1/2j̃2 + b̃(t). (3.50)

Nous allons étudier les performances en SER du beamformer MVDR2 pour différents types de
modulation des signaux reçus, ainsi nous distinguons les cas suivants :

3.7.4.1 Cas où le signal utile et l’interférence sont BPSK

Dans ce cas (|γs| = |γ1| = 1) et les symboles émis u(t) ∈ {+1,−1} et v(t) ∈ {+1,−1} sont
équiprobables. Le vecteur d’observations étendu devient

x̃(t) = s(t)s̃γ + m(t)̃jγ + b̃(t). (3.51)

En utilisant (3.17) ainsi qu’en posant a ,
√

πse
iφs et b ,

√
π1e

iφ1w̃H
MVDR2

j̃γ , la sortie y(t) du
beamformer MVDR2 s’écrit sous la forme

y(t) = s(t) + m(t)w̃H
MVDR2

j̃γ + w̃H
MVDR2

b̃(t)

= u(t)a + v(t)b + w̃H
MVDR2

b̃(t).

Puisque le signal utile est BPSK donc de symboles réels, le récepteur optimal sous l’hypothèse
que le bruit total est gaussien 6 est donné par la figure suivante

ℜ(a∗ × .) ≶ 0
y(t) ∈ C z(t) û(t) ∈ {+1,−1}

FIGURE 3.5 – Récepteur sous optimal

En entrée du comparateur à seuil on a

z(t) = ℜ [a∗y(t)] = u(t)πs + v(t)ℜ(a∗b) + ℜ(a∗w̃H
MVDR2

b̃(t)).

6Ce récepteur n’est donc pas optimal car le bruit total n’est pas gaussien en présence d’une interférence BPSK
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La décision se fera selon le signe de z(t), si z(t) ≥ 0, on a û(t) = 1 sinon û(t) = −1.
Pour calculer le SER posons : b′ , ℜ (a∗b) et n′ , ℜ(a∗w̃H

MVDR2
b̃(t)) donc z(t) devient z(t) =

u(t)πs + v(t)b′ + n′.
Par symétrie, le SER est donné selon la probabilité d’erreur par

SER = p (û(t) = 1/u(t) = −1) = p(v(t)b′ + n′ > πs)

=
1

2

[
p(n′ > πs − b′) + p(n′ > πs + b′)

]
.

Le SER peut ainsi s’exprimer sous la forme suivante

SER =
1

2

{
Q
[√

SNR +
√

INR
]

+ Q
[√

SNR−
√

INR
]}

, (3.52)

où Q(u) ,
1√
2π

∫ +∞

u
e−v2/2dv, SNR et INR représentent le rapport signal sur bruit et le rapport

interférence sur bruit respectivement à l’entrée z(t).
Pour |γs| = |γ1| = 1, le filtre w̃MVDR2 est de la forme

[
wT , e−i2φswH

]T
,

b′ = 2
√

π1
√

πsℜ
[
ei(φ1−φs)wH j

]
et n′ = 2

√
πsℜ

[
e−iφswHb(t)

]
.

et pour

E
(

b̃(t)b̃(t)H
)

= η2

(
I O
O I

)
et E

(
b̃(t)b̃(t)T

)
= η2

(
O I
I O

)
,

on obtient

SNR =
πs

2η2 ‖w‖2
,

INR =
2π1

[
ℜ
(
ei(φ1−φs)wH j

)]2

η2 ‖w‖2
.

Nous constatons que le SNR et le INR sont respectivement proportionnels à
πs

η2
et

π1

η2
avec un

coefficient de proportionnalité qui dépend du scénario par l’intermédiaire de w, j, φs et φ1. Ils
sont aussi égaux aux SNR et INR calculés dans [28] pour lequel le modèle des signaux utilisé
est différent car la phase de non circularité φs du signal utile définie dans la section 2.3 est
incluse dans le vecteur directeur s.

3.7.4.2 Cas où le signal utile est BPSK et l’interférence est QPSK

Dans ce cas |γs| = 1, γ1 = 0, les symboles reçus u(t) ∈ {+1,−1} et v(t) ∈ {−1, +1,−i,+i} sont
équiprobables. Le vecteur des observations étendu (3.50) devient

x̃(t) = s(t)s̃γ + m(t)̃j1 + m(t)∗̃j2 + b̃(t).
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Toujours en utilisant (3.17) et en posant a ,
√

πse
iφs , b ,

√
π1e

iφ1w̃H
MVDR2

j̃1 et c ,
√

π1e
−iφ1w̃H

MVDR2
j̃2, la sortie y(t) du beamformer MVDRMVDR2 s’écrit alors sous la forme

y(t) = s(t)w̃H
MVDR2

s̃γ + m(t)w̃H
MVDR2

j̃1 + m(t)∗w̃H
MVDR2

j̃2 + w̃H
MVDR2

b̃(t)

= u(t)a + v(t)b + v(t)∗c + w̃H
MVDR2

b̃(t)

Comme dans le cas 3.7.4.1, le signal utile est BPSK de symboles réels, le récepteur optimal sous
l’hypothèse que le bruit total est gaussien 7 est donné par la figure 3.5.
En entrée du comparateur à seuil on a :

z(t) = ℜ [a∗y(t)] = u(t)πs + ℜ(v(t)a∗b) + ℜ(v(t)∗a∗c) + ℜ(a∗w̃H
MVDR2

b̃(t)).

Comme dans le cas précédent, la décision se fera selon le signe de z(t). Pour calculer le SER
posons : b′ , a∗b, c′ , a∗c et n′ , ℜ(a∗w̃H

MVDR2
b̃(t)), on aura donc z(t) de la forme

z(t) = u(t)πs + ℜ(v(t)b′) + ℜ(v(t)∗c′) + n′.

Par symétrie, le SER est donné selon la probabilité d’erreur par

SER = p (û(t) = 1/u(t) = −1) = p(n′ > πs −ℜ(v(t)b′)−ℜ(v(t)∗c′))

=
1

4
p(n′ > πs −ℜ(b′)−ℜ(c′)) +

1

4
p(n′ > πs + ℜ(b′) + ℜ(c′))

+
1

4
p(n′ > πs + ℜ(ib′)−ℜ(ic′)) +

1

4
p(n′ > πs −ℜ(ib′) + ℜ(ic′)).

Le SER peut ainsi s’exprimer sous la forme suivante

SER =
1

4
Q
(√

SNR−√INR1

)
+

1

4
Q
(√

SNR +
√

INR1

)

+
1

4
Q
(√

SNR +
√

INR2

)
+

1

4
Q
(√

SNR−√INR2

)
, (3.53)

où

SNR ,
πs

Var(n′)
=

2πs

η2

[
‖w1‖2 + ‖w2‖2 + 2ℜ

(
ei2φswT

1 w2

)]

INR1 ,
[ℜ(b′) + ℜ(c′)]2

Var(n′)
=

2π1

[
ℜ
(
ei(φ1−φs)wH

1 j
)

+ ℜ
(
e−i(φ1+φs)wH

2 j∗
)]2

η2

[
‖w1‖2 + ‖w2‖2 + 2ℜ

(
ei2φswT

1 w2

)]

INR2 ,
[ℜ(ib′)−ℜ(ic′)]2

Var(n′)
=

2π1

[
ℜ
(
iei(φ1−φs)wH

1 j
)
−ℜ

(
ie−i(φ1+φs)wH

2 j∗
)]2

η2

[
‖w1‖2 + ‖w2‖2 + 2ℜ

(
ei2φswT

1 w2

)] ,

où w̃MVDR2 est structuré de la forme w̃ =
[
wT

1 , wT
2

]T , la puissance Var(n′) du bruit gaussien à
la sortie z(t) est donnée par :

Var(n′) =
πsη2

2

[
‖w1‖2 + ‖w2‖2 + 2ℜ

(
ei2φswT

1 w2

)]
. (3.54)

7Ce récepteur n’est donc pas optimal car le bruit total n’est pas gaussien en présence d’une interférence QPSK
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3.3.7 Étude du beamformer MVDR2

Nous constatons que le SNR et (INR1, INR2) sont respectivement proportionnels à
πs

η2
et

π1

η2
avec un coefficient de proportionnalité qui dépend du scénario par à travers w, j, φs et φ1.

3.7.4.3 Cas où le signal utile est QPSK et l’interférence est BPSK

Dans ce cas γs = 0 et |γ1| = 1, les symboles reçus u(t) ∈ {−1, +1,−i,+i} et v(t) ∈ {−1, +1}
sont équiprobables. Le vecteur des observations étendu (3.50) devient

x̃(t) = s(t)s̃1 + s(t)∗s̃2 + m(t)̃jγ + b̃(t).

En utilisant (3.17) et en posant a ,
√

πse
iφs , b ,

√
πse

−iφsw̃H
MVDR2

s̃2, c ,
√

π1e
iφ1w̃H

MVDR2
j̃γ ,

la sortie y(t) du beamformer MVDRMVDR2 s’écrit alors sous la forme

y(t) = u(t)a + u∗(t)b + v(t)c + w̃H
MVDR2

b̃(t). (3.55)

Le signal utile étant QPSK donc de symboles complexes conjugués, le récepteur optimal sous
l’hypothèse que le bruit total est gaussien 8 est donné par le schéma suivant

a∗ × . comparateur à seuil complexe
y(t) ∈ C z(t) û(t) ∈ {±1,±i}

FIGURE 3.6 – Récepteur sous optimal

En entrée du comparateur à seuil :

z(t) = a∗y(t) = πsu(t) + u(t)∗a∗b + v(t)a∗c + a∗w̃H
MVDR2

b̃(t).

La décision se fera selon l’appartenance de z(t) à un des quatre cadrans du plan complexe
(x = ℜ, y = ℑ) délimités par les bissectrices des axes imaginaire et réel. Pour calculer le SER
posons : b′ , −a∗b + a∗c, c′ , −a∗b− a∗c et n′ , a∗w̃H

MVDR2
b̃(t), ainsi par symétrie le SER est

donné selon la probabilité d’erreur par

SER = p (û(t) 6= −1/u(t) = −1)

=
1

2
p[(−πs + b′ + n′) ∈ ∆] +

1

2
p[(−πs + c′ + n′) ∈ ∆],

où ∆ désigne la partie complémentaire d’un quart de plan complexe selon la figure 3.7.

ℜ

ℑ

∆

1−1

i

−i

FIGURE 3.7 – Plan complexe

8Ce récepteur n’est donc pas optimal car le bruit total n’est pas gaussien en présence d’une interférence BPSK
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

Remarquons qu’ici, n′ est une variable aléatoire complexe, gaussienne, centrée mais non
circulaire tel que

E(
∣∣n′

∣∣2) = πsw̃
H
MVDR2

E(ññH)w̃MVDR2 = πsη2

(
‖w1‖2 + ‖w2‖2

)

E(n′2) = πsw̃
H
MVDR2

E(ññT )w̃∗MVDR2
= 2πsη2e

−i2φswH
2 w∗1,

où dans ce cas, w̃MVDR2 est structuré de la forme w̃ =
[
wT

1 , wT
2

]T .
Par suite le calcul du SER ne peut être évalué à l’aide de la fonction d’erreur Q. Par contre il
peut être évalué en utilisant l’expression générale de la densité de probabilité d’une variable
aléatoire complexe, gaussienne, centrée et scalaire z, définie par[76]

p(z; C̃) =
1

π
√

det C̃
e
−

1

2
z̃H C̃

−1
z̃
, (3.56)

où z̃ =

(
z
z∗

)
et la matrice C̃ s’écrit C̃ = πsη2

(
‖w1‖2 + ‖w2‖2 2e−i2φswH

2 w∗1
2ei2φswT

2 w1 ‖w1‖2 + ‖w2‖2 .

)

En utilisant la densité de probabilité (3.56), le SER peut ainsi être donné par

SER =
1

2

[
Q′(∆1, C̃) + Q′(∆2, C̃)

]
(3.57)

où Q′(∆i, C̃) ,
∫∫

∆i

p(z; C̃)dxdy, i = 1, 2 tel que ∆1 et ∆2 désignent les domaines du plan

complexe : {z; z + α1 ∈ ∆} et {z; z + α2 ∈ ∆} respectivement, où

α1 , −πs + b′ , −πs − πse
−i2φswH

2 s∗ +
√

πs
√

π1

[
ei(φ1−φs)wH

1 j + e−i(φ1+φs)wH
2 j∗

]

α2 , −πs + c′ , −πs − πse
−i2φswH

2 s∗ −√πs
√

π1

[
ei(φ1−φs)wH

1 j + e−i(φ1+φs)wH
2 j∗

]
.

3.7.4.4 Illustrations

Nous supposons qu’une antenne à N = 2 capteurs, reçoit un signal utile et une interférence de
coefficients de non circularité γs et γ1 respectivement, noyés dans un bruit blanc, gaussien,
circulaire au second ordre tel que π1/η2 = 20dB.

Nous allons considérer les trois cas présentés dans les paragraphes précédents, en représentant
le SER du beamformer MVDR2 et du beamformer MVDR1 A.3 en fonction du rapport πs/η2

pour différentes valeurs de la phase différentielle Φ , φ1 − φs − φ1s. Les figures suivantes
montrent les variations du SER théorique ainsi du SER estimé par simulation (avec 1000
erreurs observées).

La figure 3.8 donne les variations du SER théorique et estimé en fonction de πs/η2 pour une
signal utile BPSK et une interférence BPSK. On voit bien que le SER à la sortie du beamformer
MVDR1 est plus grand que celui à la sortie du beamformer MVDR2, ceci est accompagné d’un
gain en SNR d’environs 5dB. Ce qui confirme les meilleurs performances du beamformer
MVDR2 en SINR.

La figure 3.9 montre les variations du SER théorique et estimé en fonction de πs/η2 pour un
signal utile BPSK et une interférence QPSK. Il est à noter que les performances en SER du
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3.3.7 Étude du beamformer MVDR2

beamformer MVDR2 sont meilleurs que celles du beamformer MVDR1 illustrées par un gain en
SNR par rapport au Capon de 3dB pour une taux d’erreur donné alors que le gain en SINR est
aussi de 3dB.

La figure 3.10 montre les variations du SER théorique et estimé en fonction de πs/η2 pour
un signal utile QPSK et une interférence BPSK 9. On remarque que les performances en SER
des deux beamformers MVDR1 et MVDR2 sont très proches mais restent meilleures que celles
à la sortie du beamformer de Capon avec un gain en SNR d’environs 1.5dB par rapport au
beamformer de Capon pour une taux d’erreur donné.
Les SER en sorties des beamformers MVDR1 et MVDR2 sont très proches car selon la figure 3.3,
les SINR en sortie de ces deux beamformers sont aussi très proches. Les SER restent proches
malgré le fait que, pour des DOA’s identiques entre l’utile et l’interférence, on observe une
différence en SINR d’environs 10dB à la sortie de ces deux beamformers, ceci s’explique par le
fait que ces SINR restent faibles (0db et −10dB respectivement).

Par contre pour les applications en détection (présence ou absence d’une séquence connue de K
symboles), les SINR en sortie du détecteur (sous l’hypothèse faussement gaussienne circulaire)
appliqués sur les sorties y(kT ) des beamformers MVDR1 et MVDR2 seront respectivement
multipliés par K ou simplement une fonction croissante de k. Donc pour le scénario précédent
où les DOA sont identiques, la différence de 10dB en SINR entre les beamformers MVDR1 et
MVDR2 est pratiquement préservée mais cette fois ci ces SINR sont élevés. Afin d’illustrer ces
performances en détection, nous avons simulé par des réalisations Monte Carlo la probabilité
de détection (PD) en fonction du SNR (πs/η2) en entrée du beamformer avec une probabilité
de fausse alarme (PFA) fixé pour un signal utile QPSK et une interférence BPSK. Ainsi, on
considère une trame de radio communication dans laquelle une séquence d’apprentissage QPSK
de longueur K = 100 est transmise. La figure 3.11 est obtenue avec 100000 réalisations pour
des DOA identiques θ1 = θs = 0 et π1/η2 = 20dB. Cette figure montre que les performances en
détection du beamformer MVDR2 sont bien meilleures que celles du beamformer MVDR1. Ceci
est dû à l’utilisation par le beamformer MVDR2 de l’information de non circularité contenue
dans le signal utile, le schéma fonctionnel de détection est donné en annexe A.4.

9Dans cette partie, on a utilisé une approche numérique pour approximer la fonction Q′ dans (3.57)
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FIGURE 3.8 – SER théorique et estimé pour un signal utile BPSK et une interférence BPSK en
fonction de πs/η2 pour π1/η2 = 20dB, φs = 0, φ1 = π/4, θs = 0 et θ1 = π/3.
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FIGURE 3.9 – SER théorique et estimé pour un signal utile BPSK et une interférence QPSK en
fonction de πs/η2 pour π1/η2 = 20dB, φs = 0, φ1 = π/4, θs = 0 et θ1 = π/3.
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FIGURE 3.10 – SER théorique et estimé pour un signal utile QPSK et une interférence BPSK en
fonction de πs/η2 pour π1/η2 = 20dB, φs = 0, φ1 = π/4, θs = 0 et θ1 = π/6.
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de πs/η2 pour π1/η2 = 20dB, φs = 0, φ1 = π/4, θs = 0 et θ1 = 0.
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

3.7.5 Mise en œuvre du beamformer MVDR2

Dans des situations réelles, des informations sur le signal utile peuvent être inconnues
comme sa direction d’arrivée et sa modulation, ce qui mène à des traitements adaptatifs
pour l’implantation du beamformer MVDR2. Dans cette partie, selon la connaissance du
vecteur directionnel s̃γ , nous distinguons plusieurs implantations possibles pour le beamformer
MVDR2.

3.7.5.1 Cas où sγ est connu

Lorsque le vecteur sγ est connu, c’est à dire que la direction ainsi que le degré de non circularité
du signal utile sont connus, il ne nous reste qu’a estimer la matrice R̂x̃ pour construire ̂̃wMVDR2 .
Ainsi, nous utilisons une extension WL de l’algorithme d’inversion de la matrice des échantillons
SMI (Sample Matrix Inversion) [81]. Cette approche consiste à estimer empiriquement les
matrices de corrélation Rx et Rx̃ à partir de respectivement, K échantillons des vecteurs
d’observations x(kTe) et x̃(kTe) où Te est la période d’échantillonnage. On obtient alors :

R̂x ,
1

K

K∑

k=1

x(kTe)x(kTe)
H (3.58)

R̂x̃ ,
1

K

K∑

k=1

x̃(kTe)x̃(kTe)
H . (3.59)

En suite on estime wCapon, w̃MVDR1 et w̃MVDR2 par respectivement ŵCapon, ̂̃wMVDR2 et ̂̃wMVDR2

qui sont donnés par

ŵCapon , [sH R̂
−1

x s]−1R̂
−1

x s (3.60)
̂̃wMVDR1 , R̂−1

x̃ S̃[S̃HR̂−1
x̃ S̃]−1f (3.61)

̂̃wMVDR2 , [̃sH
γ R̂

−1

x̃ s̃γ ]−1R̂
−1

x̃ s̃γ . (3.62)

Les SINR aux sorties des beamformers ŵCapon et ̂̃wMVDR1,2 sont respectivement donnés par

SINR[ŵCapon](K) ,
πs|ŵH

Capons|2
ŵH

CaponRnŵCapon
(3.63)

SINR[ ̂̃wMVDRn ](n=1,2)(K) ,
πs| ̂̃w

H

MVDRn
s̃γ |2

̂̃w
H

MVDRn
Rñγ

̂̃wMVDRn

. (3.64)

3.7.5.2 Cas où s et γ sont inconnus

Séquence d’apprentissage

Supposons dans ce cas, que nous disposons d’une séquence d’apprentissage de longueur K,
{s(kTs)}k=1,...K connue du récepteur. Alors, le vecteur directionnel s̃γ peut être estimé comme
solution de la minimisation des moindres carrés suivante :

Arg

{
Mins̃γ

1

K

K∑

k=1

‖x̃(kTs)− s(kTs)s̃γ‖2
}

,
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dont la solution de cette équation est donnée par :

̂̃sγ = r̂−1
s r̂x̃,s,

où r̂s =
1

K

∑K
k=1 |s(kTs)|2 et r̂x̃,s =

1

K

∑K
k=1 x̃(kTs)s(kTs)

∗.

L’estimée du filtre w̃MVDR2 est alors ̂̃w donnée par :

̂̃w = [̂̃s
H

γ R̂
−1

x̃
̂̃sγ ]−1R̂

−1

x̃
̂̃sγ , (3.65)

qui est proportionnel à l’estimé usuel MMSE ̂̃wMMSE = R̂
−1

x̃ r̂x̃,s. Le SINR estimé en sortie ̂̃w
est alors donné par l’expression (3.64).

Technique d’identification aveugle E-JADE

Nous proposons d’utiliser une technique d’identification aveugle afin d’estimer directement le
vecteur sγ à une ambigüité de source prés 10.
Dans le but d’estimer le vecteur s̃γ à partir de K vecteurs d’observations étendus x̃(kTe),
nous avons utilisé une extension WL de l’algorithme JADE introduit dans [15]. Dans ce
chapitre, cette extension est appelée E-JADE (Extended Joint Approximate Diagonalization of
Eigenmatrices) et un descriptif de cette extension est donné dans l’annexe A.5.

Une fois le vecteur sγ est estimé par E-JADE, on obtient un filtre estimé ̂̃wMVDR2 correspondant
est de la même forme que celui donné par l’expression (3.65). Le SINR estimé est donné par la
relation (3.64).

Remarque 4. A noter que cette approche exige que les différentes sources équivalentes du modèle
étendu soient indépendantes. Par suite cette approche n’est théoriquement valide que dans le cas
d’un signal utile BPSK et d’interférences BPSK.
Elle exige aussi que le nombre M de ces sources équivalentes indépendantes soit connu11.

3.7.5.3 Cas où s est connu et γs est inconnu

Dans ce cas, on dispose uniquement du vecteur direction d’arrivée du signal utile s sans
aucune connaissance a priori sur sa forme d’onde et donc de son coefficient de non circularité
γs. Nous avons tenté deux autres approches (empirique et d’analyse spatiale) qui consistent à
estimer d’abords γs, puis de calculer le vecteur s̃γ correspondant.

Approche empirique

Cette approche est basée sur l’hypothèse que le SINR à la sortie du beamformer Capon ou
MVDR1 est grand devant 1. Ainsi γs peut être estimé à partir de la sortie y(t) du beamformer
de Capon ou du beamformer MVDR1 calculés en exploitant la connaissance de s. Ainsi l’estimée
de γs sera donnée par

γ̂s =

∑K
k=1 y(kTe)

2

∑K
k=1 |y(kTe)|2

.

10Dans cette partie, une connaissance a priori doit être disponible pour lever l’ambigüité entre les différents
vecteurs sγ estimés par l’algorithme JADE.

11Le nombre de sources équivalentes M dépend de la non circularité des sources réelles tel que M = Pr +2Pnr +
2− δ(1− |γs|), où Pr et Pnr représentent respectivement le nombre d’interférences rectilignes et non rectilignes
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Après simulations on s’aperçoit que le SINR à la sortie du beamformer MVDR2 converge en
fonction du nombre d’échantillons K au mieux vers celui à la sortie du beamformer MVDR1 ce
qui rend cette approche inutile.
Pour résoudre ce problème d’estimation de γs, nous avons tenté une autre approche dite
d’analyse spatiale.

Approche d’analyse spatiale de Capon

Cette approche consiste à estimer γs à partir de la valeur γ̂s qui maximise la fonction de
localisation issue de la minimisation de la puissance de sortie sous la contrainte w̃H s̃γ = 1.
Ainsi, sous la contrainte :

Minw̃

{
w̃H R̂x̃w̃

}
, (3.66)

a comme solution w̃ = [̃sH
γ R̂−1

x̃ s̃γ ]−1R̂−1
x̃ s̃γ , qui injecté dans (3.66) nous donne la fonction de

localisation s̃H
γ R̂

−1

x̃ s̃γ

−1
. On aura donc

γ̂s = Arg



Maxγ

1

s̃H
γ R̂

−1

x̃ s̃γ



,

où R̂x̃ est définie par (3.59). Cette fonction de localisation peut s’écrire sous forme de l’inverse
d’une forme quadratique a |γs|2 + bγ∗s + b∗γs + c, où a et c sont réels, b est complexe. Ainsi, le
minimum est donné pour

γ̂s =
−b

a
.

Il est apparu que cet estimateur γ̂s est asymptotiquement biaisé. Par exemple, en l’absence de
brouilleurs et en statistiques exactes on a

γ̂s =
πs ‖s‖2

η2 + πs ‖s‖2
γs.

De plus, après calculs numériques, on s’aperçoit que pour un seul brouilleur, le SINR (3.64)
associé converge vers le SINR donné par le beamformer MVDR1 quand K tend vers l’infini, ce
qui rend aussi cette approche non exploitable.

Remarque 5. Une approche sous espace n’est pas exploitable y compris si nous connaissons la
dimension M = Pr + 2Pnr + 2− δ(1− |γs|) < 2N du sous espace des signaux, car le sous espace
engendré par le signal utile est généré par s̃1 et s̃2 qui ne dépendent pas de γs.

3.7.5.4 Simulations

Afin d’illustrer la mise en œuvre du beamformer MVDR2, nous avons effectué des simulations
pour analyser sa convergence en SINR. Ainsi, pour une antenne constituée de N = 2
capteurs, espacés d’une demi longueur d’onde, qui reçoit un signal utile corrompu par la
contribution d’un signal interférence et d’un bruit blanc gaussien circulaire au second ordre,
I réalisations indépendantes sont effectuées et permettant de calculer une moyenne des
SINR correspondants. Ainsi, les figures suivantes sont toutes données pour I = 500 réalisations.
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3.3.7 Étude du beamformer MVDR2

A noter que nous avons utilisé l’algorithme E-JADE avec différents paramètres d’entrée, ainsi
introduisons la notation E-JADE(M) pour M sources équivalentes. Les résultats sont obtenus
pour : πs/η2 = 10dB, π1/η2 = 20db, θs = 0, θ1 = π/4 et φ1 = φs = π/4.

La figure 3.12 donne les variations du SINR à la sortie des filtres estimés décrits dans le
paragraphe 3.7.5 en fonction du nombre d’échantillons K pour un signal utile BPSK et une
interférence BPSK. On note que les trois filtres convergent rapidement mais avec différentes
vitesses tel que la méthode WL-SMI est moins rapide que les autres. Cette figure confirme la
validité de la méthode E-JADE(2) pour un signal utile BPSK et une interférence BPSK.

Pour un signal utile BPSK et une interférence QPSK, nous constatons sur la figure 3.13, que
les techniques WL-SMI et séquence d’apprentissage convergent rapidement avec quasiment
la même vitesse que dans le cas où l’interférence est BPSK. La technique E-JADE(3) continue
à estimer correctement le vecteur s̃γ malgré que les deux sources équivalentes générées
par l’interférence QPSK ne soient pas indépendantes. Par contre, si on utilise dans ce cas
E-JADE(2), on aura divergence et le vecteur s̃γ ne pourra être estimé.

Les figures 3.14 et 3.15 nous montrent, pour un signal utile BPSK et quelque soit la
non circularité de l’interférence, que même lorsque le nombre d’échantillons est petit, le
SINRMVDR2 estimé reste supérieur aux SINR estimés à la sortie des beamformers estimés
Capon et MVDR1.

Aussi dans la figure 3.16, le SINRMVDR2 estimé est toujours supérieur à celui des autres
beamformers malgré que le SINRMVDR1 estimé soit inférieur au SINR à la sortie du
beamformer de Capon estimé. Pour un signal utile QPSK et une interférence QPSK,
les trois beamformers sont égaux théoriquement, ainsi on voit bien dans la figure 3.17
que les SINR estimés correspondants sont très proches quelque soit le nombre d’échantillons K.

Remarque 6. On remarque que les beamformers MVDR1 et MVDR2 convergent plus lentement que
le beamformer de Capon. Ce comportement est suggéré par le résultat suivant [81] :

E[ŜINR] =
K + 2−N

K + 1
SINR,

où N est la dimension des observations x(t). Ce résultat est fourni dans le cas du beamformer de
Capon sous les hypothèse d’absence de brouilleurs et de signaux gaussiens. Par suite la vitesse de
convergence du SINR est une fonction décroissante de cette dimension N et les beamformers MVDR1

et MVDR2, d’observations x̃(t) de dimension 2N convergent plus lentement que le beamformer de
Capon .
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FIGURE 3.12 – SINRMVDR2 estimé en fonction du nombre d’échantillons, |γ1| = 1
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FIGURE 3.13 – SINRMVDR2 estimé en fonction du nombre d’échantillons, γ1 = 0
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FIGURE 3.14 – Comparaison des SINR estimé en fonction du nombre d’échantillons pour un
signal utile BPSK et une interférence BPSK
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FIGURE 3.15 – Comparaison des SINR estimé en fonction du nombre d’échantillons pour un
signal utile BPSK et une interférence QPSK
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FIGURE 3.16 – Comparaison des SINR estimé en fonction du nombre d’échantillons pour un
signal utile QPSK et une interférence BPSK
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FIGURE 3.17 – Comparaison des SINR estimé en fonction du nombre d’échantillons pour un
signal utile QPSK et une interférence QPSK
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3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques concepts possibles de beamforming linéaire au sens large
associés aux plus importants critères d’optimisation au second ordre ont été présentés
pour la réception d’un signal inconnu, dont la forme d’onde est inconnue, mais
dont le vecteur directionnel est connu, corrompue par bruit total potentiellement
non circulaire. Ces beamformers WL ont été répartis en deux groupes, en fonction de
la connaissance a priori ou non du coefficient de non circularité au second ordre du signal utile.

Il a été démontré dans ce chapitre que tous ces beamformers WL introduits se ramènent
essentiellement à deux beamformers MVDR WL, qui ne requièrent aucune information a priori
sur les interférences et se trouvent être particulièrement bien adaptés pour le contrôle de
spectre ou l’écoute passive dans des contextes non circulaires. Le premier beamformer a été
récemment introduit et étudié dans [21], il s’avère être toujours meilleur que le beamformer
de Capon en présence d’interférences non circulaires mais demeure sous-optimal pour un
signal utile non circulaire. Le deuxième beamformer correspond au beamformer MVDR2 qui
est colinéaire avec le beamformer WL MMSE. Dans ce chapitre, nous avons introduit une
analyse des performances dans un contexte non circulaire.

Ce récepteur MVDR WL invariant dans le temps a été introduit pour traiter la réception
d’un signal inconnu potentiellement non circulaire, dont la forme d’onde est inconnue
mais de vecteur directeur directionnel connu, et est corrompu par des interférences aussi
potentiellement non circulaires. Ce récepteur, basé sur une décomposition orthogonale
originale, exploite la non circularité du signal utile et des interférences à la différence du
récepteur MVDR introduit dans [21] qui exploite uniquement celle des interférences.

À travers une étude de performances, il a été démontré que ce beamformer est meilleur que
le beamformer de Capon et celui introduit dans [21] en présence de signaux non circulaires.
En effet, l’analyse de performances en SINR en sortie pour un signal utile non circulaire
et en présence d’une ou deux interférences non circulaires au second ordre montre une
augmentation des performances en gain par-rapport au premier beamformer notamment
lorsque le coefficient de non circularité au second ordre du signal utile, de la diversité de
phase et le nombre d’interférences non circulaires augmentent. Cette amélioration de gain est
confirmée par l’analyse en taux d’erreur symbole (SER). En outre, ce beamformer est capable
de de traiter, à partir d’une antenne à N capteurs, jusqu’à 2N − 1 interférences rectilignes en
présence d’un signal utile rectiligne tandis que le récepteur introduit dans [21] n’en traite
que 2(N − 1). Ceci permet à ce beamformer de faire du SAIC (Single Antenna Interference
Cancellation) pour N = 1.

Bien que ce beamformer ne requiert aucune information a priori sur les interférences, il
nécessite la connaissance ou l’estimation préalable du coefficient de non circularité du signal
d’intérêt. Nous avons présenté plusieurs mises en œuvres, dans lesquelles nous avons tenté
d’estimer ce coefficient de non circularité à s connu, ou le vecteur étendu s̃γ sans information
a priori. Il s’est avéré que cela n’est possible que dans le seul cas où les signaux (utile et
interférences) sont BPSK à travers une technique d’identification aveugle.
Notons par ailleurs que le filtre de ce beamformer MVDR2 étant proportionnel à celui du
beamformer MMSE, ce beamformer n’est pas vraiment nouveau. Par contre, celui-ci présente
un intérêt certain dans le cas particulier évoqué plus haut, car ce beamformer WL MMSE
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

nécessite la connaissance de la puissance du signal utile en plus de son coefficient de non
circularité.

Néanmoins, ce beamformer devient sous-optimal pour des signaux de distributions non
gaussiennes omniprésents en radiocommunications, vu qu’il n’exploite que les statistique
d’ordre deux et ne fait pas appel à un traitement non linéaire et aux statistiques d’ordres
supérieurs. Pour surmonter cette limitation, nous présenterons dans le chapitre 4 des récepteur
non linéaires GSC et MVDR de Volterra permettant de traiter les signaux non gaussiens.
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Chapitre 4

Beamforming non linéaires GSC et
MVDR de Volterra
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4.1 Introduction

La plupart des problématiques rencontrées en traitement d’antennes consistent essentiellement
à trouver un filtre complexe dont la sortie optimise un certain critère dans le but de mieux
restituer un signal d’intérêt. Pour des signaux gaussiens stationnaires, les filtres linéaires sont
largement utilisés comme vu au chapitre 2 et dans [97] et [95]. Par la suite, dans le chapitre 2,
nous avons vu qu’en présence de signaux gaussiens non stationnaires, alors potentiellement
non circulaires, ces filtres linéaires ne sont plus optimaux et deviennent linéaires au sens
large (widely linéaires WL). Ces filtres WL sont alors optimaux grâce à l’exploitation d’une
potentielle non circularité [23, 21, 24, 28]. Néanmoins, ces filtres deviennent sous-optimaux
en présence de signaux de distributions non gaussiennes car ils n’exploitent pas la non
gaussianité potentielle de ces signaux qui sont omniprésents en radiocommunications. Á notre
connaissance, l’exploitation de cette non gaussianité pour des applications de beamforming à
travers une implémentation non linéaire du beamformer MVDR n’a été que rarement étudiée.
Comme par exemple dans [31] et [6] à travers l’utilisation d’une classe particulière de filtres
non linéaires, en l’occurrence les filtres de Volterra.

Les filtres de Volterra [83] ont été longuement étudiés en traitement du signal notamment
sous leur forme réelle dans les applications de détection et estimation [79, 80], d’identification
de systèmes [58], d’annulation d’écho [2, 52] et d’égalisation non linéaire du canal [5, 61, 71].
Cependant, les articles concernant l’utilisation des filtres de Volterra sous leur forme
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complexe sont rares en traitement du signal et spécialement en traitement d’antennes.
Souvent, ces rares articles portent sur des problèmes de détection et d’estimation. Parmi ces
travaux, on peut citer [26], qui considère les filtres complexes linéaires quadratiques pour
la détection, [25, 27], qui traitent les filtres de Volterra complexes d’ordres supérieurs à
deux pour des problèmes de détection et d’estimation et aussi [34] qui propose un récepteur
spatiotemporel MMSE widely non linear de Volterra pour les communications DS-CDMA.

Parmi les travaux cités précédemment, notamment ceux effectués dans [31] et [6], les filtres
de Volterra sont utilisés en filtrage spatial sous une forme GSC originale dans [31] et MVDR
dans [6]. Bien qu’en présence de signaux non gaussiens circulaires, ces filtres soient optimaux
et présentent de meilleures performances par-rapport au filtre adapté spatial classique de
Capon, ils restent sous optimaux en présence de signaux non gaussiens non circulaires, du
fait qu’ils n’exploitent pas l’information de non circularité du bruit en plus de celle de non
gaussianité.

Le but de ce chapitre est de compléter les travaux [31] et [6] par l’introduction d’un filtre
complexe MVDR de Volterra exploitant les deux propriétés de non circularité (à tout ordre)
et de non gaussianité du bruit. Ainsi, la section 4.2 précise l’intérêt de l’utilisation des filtres
non linéaires ainsi que le but de notre contribution. Le modèle et les hypothèses de notre
étude sont donnés dans la section 4.3. Dans la section 4.4, après introduction des filtres non
linéaires de Volterra, de leur utilisation en filtrage spatial à travers l’écriture des différentes
contraintes, différentes structures des filtres de Volterra sous forme MVDR sont introduites à
l’ordre 3. Par la suite, dans la section 4.5, une implantation de ces filtres sous forme GSC non
linéaire est développée. Finalement, dans la section 4.6, une partie illustration par simulation
par ordinateur vient compléter notre étude en précisant les gains en SINR par-rapport au
beamformer de Capon.
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4.2 Intérêt des récepteurs non linéaires

En traitement d’antennes bande étroite, les filtres considérés comme optimaux sont
généralement linéaires à l’instar du filtre adapté spatial ou beamformer de Capon vu dans
le chapitre 2. Dans le chapitre 3, on a vu que ces filtres, sous certaines conditions de non
circularité, deviennent linéaires au sens large WL(Widely Linear). Toutefois, l’optimalité de ces
filtres n’est garantie que pour des signaux gaussiens circulaires pour les filtres linéaires et pour
des signaux gaussiens non nécessairement circulaires pour les filtres linéaires au sens large.
En radiocommunications par exemple, les signaux modulés sont loin d’avoir une distribution
gaussienne, ne serait-ce que de tels signaux auraient un facteur de crête trop important. Alors,
il n’y a aucune raison de supposer que les filtres optimaux soient linéaires ou linéaires au sens
large. Ainsi, afin d’améliorer la réjection d’interférences non gaussiennes, l’utilisation de filtres
non linéaires s’impose. Parmi ces filtres, une classe particulière de filtres non linéaires nous
intéresse, en l’occurrence les filtres de Volterra.
Dans ce même contexte de filtrage spatial pour l’estimation d’un signal utile dans un
environnement non gaussien, l’application des filtres de Volterra a déjà été étudiée dans [6]
sous une structure MVDR d’ordre 3 partielle et aussi dans [31] où une interprétation GSC
originale a été calculée à l’aide d’approximations polynomiales (filtrage de Volterra) de
l’espérance conditionnelle définissant le GSC non linéaire optimal. Cependant, dans les deux
approches précédentes, les signaux d’interférences sont supposés circulaires 1 non gaussiens, ce
qui rend ces approches sous optimales en présence de signaux non circulaires. C’est pourquoi
dans ce chapitre, nous allons étudier les filtres non linéaires de Volterra prenant en compte
une potentielle non circularité et non gaussianité des interférences et nous donnerons une
extension de la structure MVDR du filtre non linéaire de Volterra étudiée dans [6] aux signaux
d’interférences potentiellement non circulaires et non gaussiens et aussi une interprétation en
structure GSC de Volterra. Par la suite, nous verrons les performances en gains SINR par-rapport
aux filtres linéaires avec le filtre adapté spatial (beamformer de Capon) pris comme référence.

4.3 Hypothèses et formulation du problème

4.3.1 Modèle et hypothèses

On s’intéresse au problème de l’estimation d’un signal utile émis par une source bande étroite
de vecteur de direction d’arrivée connu s. Les autres sources en présence sont considérées
comme interférences ou brouilleurs.
Considérons alors une antenne composée de N capteurs à bande étroite recevant la
contribution d’une source utile centrée et de P sources dites interférences et d’un bruit
spatialement blanc, gaussien, centré et circulaire au second ordre. Toutes les sources sont
statistiquement indépendantes et proviennent de différentes directions. Chaque capteur reçoit
la contribution d’un signal utile (SOI) mélangé à un bruit total composé d’interférences et du
bruit de fond. On note x(t), le vecteur des amplitudes complexes des signaux observés à la
sortie de ces capteurs.

Sous ces hypothèses, le vecteur des observation x(t) peut s’écrire de la manière suivante

x(t) = s(t)s +
P∑

p=1

mp(t)jp + n(t) , s(t)s + nT (t), (4.1)

1Signaux circulaire à l’ordre deux et aux ordres supérieurs à 2, voir le chapitre 1.
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où les couples (s(t), mp(t)) et (s, jp) correspondent respectivement aux enveloppes complexes
et aux vecteurs directionnels définis de façon unique par exemple de première composante
égale à 1, du signal utile et de l’interférence p. Toutes les sources sont indépendantes entre
elles et indépendantes du bruit blanc.
Il est à noter que le modèle (4.1) prend en compte que le canal de propagation est supposé
sans étalement d’écho (sans retard de diffusion) qui a lieu pour une propagation dans l’espace
libre (monitoring du spectre, véhicules et satellites drones), pour les canaux à évanouissement
plat (flat fading channels), mais il prend aussi en compte des canaux avec étalement d’écho où
les multi-trajets décorrélés sont traités comme sources à part.

Dans ce modèle, les interférences ne sont plus uniquement potentiellement non circulaires
mais aussi potentiellement non gaussiennes, aucune hypothèse n’est faite sur le degré de
non circularité du signal utile dont la forme d’onde est supposée inconnue contrairement aux
modèles (3.4) et (3.1).

4.3.2 Formulation du problème

L’objectif est alors de filtrer x(t) pour restituer s(t) avec le meilleur rapport signal sur bruit
total (interférences + bruit blanc gaussien). En outre nous nous limitons à chercher un filtre
purement spatial (par opposition à spatio-temporel), c’est-à-dire tel que l’estimée ŝ(t) du signal
utile à un instant t donné ne dépend pas d’échantillons de signaux capteurs pris à d’autres
instants.
Dans la pratique, s n’est pas exactement connu mais estimé, soit par une méthode de
localisation, soit par une méthode d’identification aveugle. Il faudrait donc étudier l’effet
d’une erreur de pointage sur les performances en filtrage. Cependant pour bien distinguer
les deux problèmes (estimation du vecteur directionnel et estimation du signal connaissant
le vecteur directionnel), nous supposerons dans ce qui suit que le vecteur directionnel s est
parfaitement connu. Ainsi, le vecteur d’observations x(t) peut s’écrire comme la somme de
ses projections orthogonales sur l’espace engendré par s et son orthogonal notés Span (s) et

Spa
⊥
n (s) respectivement. Ainsi en utilisant les projecteurs orthogonaux associés à ces espaces,

x(t) s’écrit de la forme :

x(t) = [(sHs)−1ssH ]x(t) + [I− (sHs)−1ssH ]x(t), (4.2)

, Πsx(t) +
⊥
Πsx(t),

, xs(t) +
⊥
xs(t).

Considérons la sortie y(t) = f [t, x(t)] d’un filtre complexe variant dans le temps (VT) dont
l’entrée est le vecteur x(t). Afin que ce filtre n’introduise pas de distorsion du signal utile, il lui
est imposé d’être linéaire par rapport à xs(t). Ainsi, on peut écrire :

y(t) = wH
1 xs(t)− g1(t,

⊥
xs(t)), (4.3)

où w1 est un filtre complexe invariant dans le temps IT de dimension N × 1 avec wH
1 s = 1 et

g1(t,
⊥
xs(t)) est la sortie d’un filtre complexe potentiellement VT dont l’entrée est

⊥
xs(t).
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En utilisant (4.1), la sortie y(t) s’écrit :

y(t) = s(t) + [(sHs)−1sH ]nT (t)− g1(t,
⊥
ns(t))

, s(t) + nT1(t)− g1(t,
⊥
ns(t)), (4.4)

où
⊥
ns(t) ,

⊥
ΠsnT (t) et nT1(t) , [(sHs)−1sH ]nT (t). Il est à noter que les expressions (4.3)

et (4.4) représentent clairement la relation entrée/sortie d’un récepteur GSC non linéaire par
analogie au travaux présentés dans [51] pour le cas linéaire.

Afin que la sortie du filtre préserve le signal utile, il faut trouver une fonction g1(t,
⊥
ns(t))

telle que y(t) génère la meilleure estimée de s(t) au sens de l’erreur quadratique moyenne

MSE (Mean Square Error), c’est à dire trouver la fonction g1(t,
⊥
ns(t)) qui minimise la quantité

suivante : E[|nT1(t)− g1(t,
⊥
ns(t))|2].

Ce problème de minimisation se ramène à trouver la meilleure estimation, au sens de la

moindre MSE, de nT1(t) à partir de
⊥
ns(t). Il est alors connu que la solution g1,opt(t,

⊥
ns(t)) à

ce problème est l’espérance conditionnelle g1(t,
⊥
ns(t)) = E[nT1(t)/

⊥
ns(t)].

La forme de E[nT1(t)/
⊥
ns(t)] diffère selon la nature du bruit total nT (t) ainsi :

• Pour un vecteur bruit nT (t) stationnaire, gaussien et circulaire alors le couple

(nT1(t),
⊥
ns(t)) est conjointement stationnaire, gaussien et circulaire. Ce qui donne

par la suite que l’espérance E[nT1(t)/
⊥
ns(t)] est une fonction linéaire IT de

⊥
ns(t) [77].

Cependant si nT1(t) est non stationnaire, E[nT1(t)/
⊥
ns(t)] devient une fonction variante

dans le temps (VT) de
⊥
ns(t).

• pour un vecteur bruit
⊥
ns(t) gaussien non circulaire, E[nT1(t)/

⊥
ns(t)] est une fonction de

⊥
ns(t) et de

⊥
ns

∗
(t) et devient widely linear [77].

• pour un vecteur bruit nT (t) non gaussien, E[nT1(t)/
⊥
ns(t)] devient une fonction non

linéaire de
⊥
ns(t) si nT (t) est circulaire, et une fonction non linéaire de

⊥
ns(t) et de

⊥
ns

∗
(t)

si nT (t) est non circulaire ce qui justifie aussi l’intérêt de l’utilisation des récepteurs non
linéaires complexes de Volterra.

4.4 Récepteurs MVDR IT de Volterra

4.4.1 Présentation des filtres de Volterra

Pour des observations non gaussiennes, les filtres complexes optimaux sont non linéaires du

fait que ces filtres servent à calculer l’espérance conditionnelle E[nT1(t)/
⊥
ns(t)] qui est fonction

non linéaire de
⊥
ns(t). Ce calcul nécessite la connaissance de la densité de probabilité du bruit

total, or cette dernière n’est pas disponible en pratique. C’est pour cela qu’on propose une
approximation polynomiale de degrés croissants de cette espérance conditionnelle. Ainsi,
dans ce chapitre, en considérant un bruit total non gaussien, nous allons essayer de trouver

la meilleure approximation polynomiale de E[nT1(t)/
⊥
ns(t)] à travers l’analyse d’une classe
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particulière de récepteurs non linéaires en l’occurrence les récepteur complexes IT de Volterra.

La relation générale d’entrée sortie caractérisant un filtre complexe de Volterra d’ordre M est
définie par :

y(t) = w0 +
M∑

m=1

m∑

q=0

wH
m,q[x(t)⊗q ⊗ x(t)∗⊗(m−q)], (4.5)

où ⊗ désigne le produit de Kronecker, wm,q est un filtre complexe IT de dimension (Nm× 1) et
où w0 est un scalaire permettant d’assurer que y(t) soit de moyenne nulle. Dans ce qui suit et
pour des raisons de simplification de notation, on considère que les vecteurs x(t) et nT (t) sont
centrés de moyennes nulles.
On peut alors écrire l’équation (4.5) sous la forme :

y(t) =
M∑

m=1

m∑

q=0

wH
m,q[x(t)⊗q ⊗ x(t)∗⊗(m−q)]. (4.6)

Remarque 7. Sous les hypothèses de la section 4.3, l’équation (4.5) définit un filtre complexe
IT linéaire au sens large pour M = 1 [77], alors que pour M = 2, il définit un filtre complexe
linéaire quadratique [27].

La meilleure approximation polynômiale d’ordre M au sens de la MSE minimale de

E[nT1(t)/
⊥
ns(t)] correspond à la projection orthogonale de nT1(t) sur le sous-espace des

processus aléatoires de moyennes nulles et qui sont des fonctions polynômiales de
⊥
ns(t), pour

le produit scalaire < u(t), v(t) >, E[u(t)v∗(t)] et défini par l’expression (4.6) avec nT (t) à la
place de x(t).

Cependant, le terme wH
m,q[x(t)⊗q ⊗ x(t)∗⊗(m−q)] de l’équation (4.6) apporte de l’information

seulement et seulement si wH
m,q[nT (t)⊗q ⊗ nT (t)∗⊗(m−q)] est corrélé avec nT (t), c’est à dire si

E[nT (t)⊗q ⊗ nT (t)∗⊗(m−q)nH
T ] 6= 0. (4.7)

Ce qui nécessite que les moments d’ordre m + 1 des composantes de nT (t) soient non-nuls
même pour un bruit total nT (t) circulaire. Dans le cas d’un processus nT (t) de distribution
paire, tous les moments impairs, d’ordre m + 1 sont nuls, donc pour apporter de l’information
dans tous les cas, m doit être impair. C’est pour cette raison, que dans la suite, nous considérons
uniquement les filtres complexes de Volterra d’ordre M impair et contenant uniquement des
termes polynômiaux d’ordres impairs.

4.4.2 Récepteurs IT MVDR de Volterra d’ordre 3 à structure complète

Dans ce qui suit, afin d’alléger les notations, pour spécifier l’instant t auquel on considère
les variables aléatoires, on notera st, yt, xt et nT à la place de s(t), y(t), x(t) et nT (t)
respectivement. Alors pour M = 3, la sortie y(t) de l’équation (4.6) s’écrit :
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yt = wH
1,1xt︸ ︷︷ ︸
0

+ wH
1,0x∗t︸ ︷︷ ︸
1

+ wH
3,0 [x∗t ⊗ x∗t ⊗ x∗t ]︸ ︷︷ ︸

2

+ wH
3,1 [xt ⊗ x∗t ⊗ x∗t ]︸ ︷︷ ︸

3

,

+ wH
3,2 [xt ⊗ xt ⊗ x∗t ]︸ ︷︷ ︸

4

+ wH
3,3 [xt ⊗ xt ⊗ xt]︸ ︷︷ ︸

5

, (4.8)

= wH
1,1 (st s + nT ) + wH

1,0 (st s + nT )∗

+ wH
3,0 [(st s + nT )∗ ⊗ (st s + nT )∗ ⊗ (st s + nT )∗] ,

+ wH
3,1 [(st s + nT )⊗ (st s + nT )∗ ⊗ (st s + nT )∗] ,

+ wH
3,2 [(st s + nT )⊗ (st s + nT )⊗ (st s + nT )∗] ,

+ wH
3,3 [(st s + nT )⊗ (st s + nT )⊗ (st s + nT )] , (4.9)

où les vecteurs w1,1 et w1,0 sont de dimension N × 1, les vecteurs w3,0, w3,1, w3,2 et w3,3 sont
de dimension N3 × 1.

En analysant la sortie y(t) de l’équation (4.8), on note que :

• Pour un brouilleur non circulaire à l’ordre 2 (exemple : BPSK), tous les termes
(0,1,2,3,4,5) apportent de l’information. En prenant tous ces termes, on parle alors de
filtre de Volterra à structure complète et qui devient à structure partielle dans les autres
cas.

• Pour un brouilleur circulaire à l’ordre deux et non circulaire à l’ordre 4, seuls les termes
(0,2,3,4,5) sont susceptibles d’apporter de l’information, par exemple pour un signal
QPSK uniquement les termes (0,2,4) apportent de l’information. C’est le cas étudié
dans [34] dans le cadre d’un filtre MMSE de Volterra.

• Pour un brouilleur circulaire jusqu’à un ordre au moins égal à 4, seuls les termes (0,4)
apportent de l’information, c’est le seul cas qui a été étudié dans [6] et [31].

Soit w̃3, x̃3,t et ñT,3 des vecteurs de dimension (2N + 4N3)× 1 tel que :

w̃3 ,
[
wT

1,1, w
T
1,0, w

T
3,0, w

T
3,1, w

T
3,2, w

T
3,3

]T
,

x̃3,t ,
[
xT

t , xH
t , (x∗t ⊗ x∗t ⊗ x∗t )

T , (xt ⊗ x∗t ⊗ x∗t )
T , (xt ⊗ xt ⊗ x∗t )

T , (xt ⊗ xt ⊗ xt)
T
]T

,

ñT,3 ,
[
nT

T , nH
T , (n∗T ⊗ n∗T ⊗ n∗T )T , (nT ⊗ n∗T ⊗ n∗T )T , (nT ⊗ nT ⊗ n∗T )T , (nT ⊗ nT ⊗ nT )T

]T
.

Avec ces notations, la sortie yt peut alors s’écrire de la forme

yt = w̃H
3 x̃3,t

qui représente une relation d’entrée/sortie d’un filtre w̃3 dont l’entrée est x̃3,t et la sortie est
y(t). Ainsi, le problème traité dans ce chapitre, qui est un problème de filtrage spatial, consiste
à trouver un filtre MVDR de Volterra w̃3 qui génère la meilleure estimée, au sens de la MSE
minimale, du signal désiré st et dont seul le vecteur directionnel s est connu alors que la forme
d’onde et son contenu sont inconnus pour le récepteur. Ce filtre MVDR de Volterra d’ordre 3
doit donc générer à sa sortie un signal utile sans distorsion, quelles que soient les corrélations
entre st, s∗t , s2

t , |st|2 et s∗2t , selon des contraintes qui lui sont imposées.

93



Chapitre 4. Beamforming non linéaires GSC et MVDR de Volterra

Les termes linéaires-conjugués puis cubiques de l’équation (4.8) vont successivement être pris
en compte afin de préciser quelles sont les contraintes à poser pour chaque terme.

4.4.2.1 Contraintes pour le terme linéaire-conjugué

A partir des équations (4.8) et (4.9), les deux termes (0,1) composent le terme linéaire-
conjugué qui intervient dans yt et qui a pour expression :

wH
1,1 (st s + nT ) + wH

1,0 (st s + nT )∗ .

Lors de l’optimisation du filtre adapté, les termes de bruit vont naturellement être minimisés.
Donc, afin de préserver le signal utile sans information a priori sur la corrélation entre st et s∗t ,
les contraintes directionnelles suivantes doivent être imposées :

wH
1,1s = 1 et wH

1,0s
∗ = 0.

4.4.2.2 Contraintes pour les termes cubiques

A partir des équations (4.8) et (4.9), il y a 4 termes cubiques qui interviennent dans yt vu qu’on
traite la structure complète du récepteur non linéaire, ces termes sont donnés par :

wH
3,0 [(st s + nT )∗ ⊗ (st s + nT )∗ ⊗ (st s + nT )∗] ,

wH
3,1 [(st s + nT )⊗ (st s + nT )∗ ⊗ (st s + nT )∗] ,

wH
3,2 [(st s + nT )⊗ (st s + nT )⊗ (st s + nT )∗] ,

wH
3,3 [(st s + nT )⊗ (st s + nT )⊗ (st s + nT )] . (4.10)

Dans ce cas de figure, on ne peut pas imposer directement des contraintes directionnelles vu
que le bruit nT est une quantité aléatoire.
Une solution consiste à exprimer le bruit nT dans une base orthogonale déterministe à l’aide
des projections orthogonales de ce vecteur bruit sur la droite engendrée par s (car s est connu)
et sur l’hyperplan orthogonal à s, ainsi on écrit nT de la forme :

nT = λts +

N−1∑

i=1

αt,iui, (4.11)

où λt et αt,i (i = 1, .., N − 1) sont des variables aléatoires scalaires. Les vecteurs (u1, .., uN−1)
forment une base orthonormée arbitraire (donc non unique) orthogonale à s, tel que

(u1, .., uN−1)
⊥
⊕ s = CN . En pratique, pour calculer les vecteurs (u1, .., uN−1), on peut utiliser

un procédé d’orthogonalisation (par exemple Gram-Schmidt) sur le vecteur s et une suite
quelconque de vecteurs unitaires formant une base orthogonale à s.

Théorème 1. Dans le cas particulier où N = 2, l’hyperplan orthogonal à la droite engendrée par
s est de dimension 1. La base orthonormée est ainsi composée d’un seul vecteur u de dimension
2 × 1, de norme unité et tel que uHs = 0. Alors tout vecteur v non-colinéaire à s convient pour
définir le vecteur u tel que :

u , α
⊥
Πsv,
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où
⊥
Πs = [I2 − (sHs)−1ssH ] et α est donné par

uHu = α2vH
⊥
Πsv = 1 =⇒ α =

1√
vH

⊥
Πsv

.

Ce qui donne

u =
[I2 − (sHs)−1ssH ]v√
vH [I2 − (sHs)−1ssH ]v

.

En utilisant (4.11) dans les expressions des termes cubiques (4.10), on constate que pour
chacun des termes cubiques 2, 3, 4 ou 5, une somme de (N − 1)3[3 ui]

+ 3(N − 1)2[2 ui]
+ 3(N −

1)[1 seul ui] +1[pas de ui] vecteurs à annuler, pour toutes les combinaisons de [i, j, k = {1, .., N − 1}].
Ces vecteurs à annuler sont donnés par le tableau suivant :

terme 2 terme 3 terme 4 terme 5
s∗ ⊗ s∗ ⊗ s∗ s⊗ s∗ ⊗ s∗ s⊗ s⊗ s∗ s⊗ s⊗ s
s∗ ⊗ s∗ ⊗ u∗i s⊗ s∗ ⊗ u∗i s⊗ s⊗ u∗i s⊗ s⊗ ui

s∗ ⊗ u∗i ⊗ s∗ s⊗ u∗i ⊗ s∗ s⊗ ui ⊗ s∗ s⊗ ui ⊗ s
u∗i ⊗ s∗ ⊗ s∗ ui ⊗ s∗ ⊗ s∗ ui ⊗ s⊗ s∗ ui ⊗ s⊗ s
s∗ ⊗ u∗i ⊗ u∗j s⊗ u∗i ⊗ u∗j s⊗ ui ⊗ u∗j s⊗ ui ⊗ uj

u∗i ⊗ u∗j ⊗ s∗ ui ⊗ u∗j ⊗ s∗ ui ⊗ uj ⊗ s∗ ui ⊗ uj ⊗ s
u∗i ⊗ s∗ ⊗ u∗j ui ⊗ s∗ ⊗ u∗j ui ⊗ s⊗ u∗j ui ⊗ s⊗ uj

u∗i ⊗ u∗j ⊗ u∗k ui ⊗ u∗j ⊗ u∗k ui ⊗ uj ⊗ u∗k ui ⊗ uj ⊗ uk

4.4.2.3 Écriture des contraintes

Les vecteurs ne contenant que les termes en ui,u
∗
i ,uj ,u

∗
j ,uk,u

∗
k sont uniquement composés

de vecteurs bruit et appartiennent par conséquent au sous espace bruit. Ces vecteurs seront
minimisés lors de l’optimisation du filtrage adapté. Par suite, ils ne seront pas pris en compte
pour la recherche des contraintes à poser.

Par conséquent, le nombre réel de contraintes à poser afin de préserver le signal utile devient

2 + 4[3(N − 1)2 + 3(N − 1) + 1] = 2 + 4[N3 − (N − 1)3].

Pour toutes les combinaisons de [i, j, k = {1, .., N − 1}], les contraintes à imposer sont alors
données par le tableau suivant :

wH
1,1s = 1 wH

1,0s
∗ = 0

wH
3,0(s

∗ ⊗ s∗ ⊗ s∗) = 0 wH
3,1(s⊗ s∗ ⊗ s∗) = 0 wH

3,2(s⊗ s⊗ s∗) = 0 wH
3,3(s⊗ s⊗ s) = 0

wH
3,0(s

∗ ⊗ s∗ ⊗ u∗i ) = 0 wH
3,1(s⊗ s∗ ⊗ u∗i ) = 0 wH

3,2(s⊗ s⊗ u∗i ) = 0 wH
3,3(s⊗ s⊗ ui) = 0

wH
3,0(s

∗ ⊗ u∗i ⊗ s∗) = 0 wH
3,1(s⊗ u∗i ⊗ s∗) = 0 wH

3,2(s⊗ ui ⊗ s∗) = 0 wH
3,3(s⊗ ui ⊗ s) = 0

wH
3,0(u

∗
i ⊗ s∗ ⊗ s∗) = 0 wH

3,1(ui ⊗ s∗ ⊗ s∗) = 0 wH
3,2(ui ⊗ s⊗ s∗) = 0 wH

3,3(ui ⊗ s⊗ s) = 0

wH
3,0(s

∗ ⊗ u∗i ⊗ u∗j ) = 0 wH
3,1(s⊗ u∗i ⊗ u∗j ) = 0 wH

3,2(s⊗ ui ⊗ u∗j ) = 0 wH
3,3(s⊗ ui ⊗ uj) = 0

wH
3,0(u

∗
i ⊗ u∗j ⊗ s∗) = 0 wH

3,1(ui ⊗ u∗j ⊗ s∗) = 0 wH
3,2(ui ⊗ uj ⊗ s∗) = 0 wH

3,3(ui ⊗ uj ⊗ s) = 0

wH
3,0(u

∗
i ⊗ s∗ ⊗ u∗j ) = 0 wH

3,1(ui ⊗ s∗ ⊗ u∗j ) = 0 wH
3,2(ui ⊗ s⊗ u∗j ) = 0 wH

3,3(ui ⊗ s⊗ uj) = 0
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Posons A2, A3, A4 et A5, les matrices de taille N3 × (N3 − (N − 1)3) dont les colonnes sont
les vecteurs à annuler donnés par le tableau de la section 4.4.2.2 pour termes 2, 3, 4 et 5
respectivement. Alors pour toutes les combinaisons de [i, j, k = {1, .., N − 1}], on a :

A2 ,
[
s∗ ⊗ s∗ ⊗ s∗ s∗ ⊗ s∗ ⊗ u∗i s∗ ⊗ u∗i ⊗ s∗ u∗i ⊗ s∗ ⊗ s∗ s∗ ⊗ u∗i ⊗ u∗j u∗i ⊗ u∗j ⊗ s∗ u∗i ⊗ s∗ ⊗ u∗j

]

A3 ,
[
s⊗ s∗ ⊗ s∗ s⊗ s∗ ⊗ u∗i s⊗ u∗i ⊗ s∗ ui ⊗ s∗ ⊗ s∗ s⊗ u∗i ⊗ u∗j ui ⊗ u∗j ⊗ s∗ ui ⊗ s∗ ⊗ u∗j

]

A4 ,
[
s⊗ s⊗ s∗ s⊗ s⊗ u∗i s⊗ ui ⊗ s∗ ui ⊗ s⊗ s∗ s⊗ ui ⊗ u∗j ui ⊗ uj ⊗ s∗ ui ⊗ s⊗ u∗j

]

A5 ,
[
s⊗ s⊗ s s⊗ s⊗ ui s⊗ ui ⊗ s ui ⊗ s⊗ s s⊗ ui ⊗ uj ui ⊗ uj ⊗ s ui ⊗ s⊗ uj

]
.

On peut alors écrire les contraintes de la structure complète de forme matricielle suivante :

CH
c w̃3 = f (4.12)

où f =
[
1, 0T

1+4(N3−(N−1)3)

]T
et Cc est une matrice, qu’on appellera matrice de contraintes à

structure complète, de dimension (2N + 4N3)× (4[N3 − (N − 1)3] + 2) et donnée par

Cc ,




s 0N×1 ON×[N3−(N−1)3] ON×[N3−(N−1)3] ON×[N3−(N−1)3] ON×[N3−(N−1)3]

0N×1 s∗ ON×[N3−(N−1)3] ON×[N3−(N−1)3] ON×[N3−(N−1)3] ON×[N3−(N−1)3]

0N3×1 ON3×1 A2 ON3×[N3−(N−1)3] ON3×[N3−(N−1)3] ON3×[N3−(N−1)3]

0N3×1 ON3×1 ON3×[N3−(N−1)3] A3 ON3×[N3−(N−1)3] ON3×[N3−(N−1)3]

0N3×1 ON3×1 ON3×[N3−(N−1)3] ON3×[N3−(N−1)3] A4 ON3×[N3−(N−1)3]

0N3×1 ON3×1 ON3×[N3−(N−1)3] ON3×[N3−(N−1)3] ON3×[N3−(N−1)3] A5




(4.13)
Dans le cas particulier d’une structure partielle, en l’occurrence celle vue dans [6], seuls les
termes (0,4) ont été pris en considération, ce qui donne lieu à un récepteur non linéaire IT de
Volterra à structure partielle. Par conséquent, le nombre réel de contraintes à imposer devient
alors 1 + (N3 − (N − 1)3). Ces contraintes sont données, pour toutes les combinaisons de
[i, j, k = {1, .., N − 1}], par le tableau suivant

wH
1,1s = 1

wH
3,2(s⊗ s⊗ s∗) = 0

wH
3,2(s⊗ s⊗ u∗i ) = 0

wH
3,2(s⊗ ui ⊗ s∗) = 0

wH
3,2(ui ⊗ s⊗ s∗) = 0

wH
3,2(s⊗ ui ⊗ u∗j ) = 0

wH
3,2(ui ⊗ uj ⊗ s∗) = 0

wH
3,2(ui ⊗ s⊗ u∗j ) = 0

Ainsi, dans ce cas, la matrice Cc devient une matrice de contraintes à structure partielle notée
Cp de la forme :

Cp ,

[
s ON×[N3−(N−1)3]

0N3×1 A4

]
.

4.4.2.4 Expression du récepteur MVDR non linéaire

Au sens MVDR, la meilleure estimée au sens de la MSE minimale du signal utile st, correspond
à la sortie du filtre non linéaire w̃3 qui minimise l’espérance de la puissance à la sortie yt donnée
par

w̃H
3 Rx̃3

w̃3,
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sous les contraintes vectorielles
CH

c w̃3 = f.

Où Rx̃3
, E[x̃3,tx̃

H
3,t] représente la matrice de corrélation de x̃3,t. Cependant, la présence de

produits de Kronecker dans la forme du vecteur x̃3,t introduit des composantes redondantes
dans la matrice de corrélation Rx̃3

, ce qui la rend singulière et donc non-inversible. Ceci
s’explique par le fait que lors du calcul du produit de Kronecker d’un vecteur avec lui même,
un certain nombre de composantes du vecteur résultant sont redondantes et entraînent aussi
des dégénérescences de rang de la matrice de corrélation de ce vecteur.

Remarque 8. Par exemple, à l’ordre 2, lors du calcul du produit de Kronecker d’un
vecteur x de taille N , de composantes xi, par lui même, c’est à dire x ⊗ x, chaque terme
xixj(i 6= j (i, j) = 1, ..., N) du vecteur résultant, de taille N2, va apparaitre 2 fois aux
lignes (i − 1)N + j, (j − 1)N + i. De même à l’ordre 3, dans le vecteur x ⊗ x ⊗ x, les termes
xixjxk(i 6= j 6= k N ≥ 3, (i, j, k) = 1, ..., N) vont apparaitre 6 fois.

Pour enlever cette redondance, nous définissons le produit de Kronecker symétrique introduit
dans [49, 34] et noté ⊘. Pour ce produit de Kronecker, il suffit d’imposer les conditions i ≥ j
lors du calcul du produit de Kronecker classique. De même à l’ordre trois, il suffit d’imposer la
condition i ≥ j ≥ k lors du calcul du produit de Kronecker classique.
En utilisant ce nouveau produit, l’équation (4.8) devient :

yt = wH
1,1xt︸ ︷︷ ︸
0

+ wH
1,0x∗t︸ ︷︷ ︸
1

+ wH
3,0 [x∗t ⊘ x∗t ⊘ x∗t ]︸ ︷︷ ︸

2

+ wH
3,1 [xt ⊗ (x∗t ⊘ x∗t )]︸ ︷︷ ︸

3

+ wH
3,2 [(xt ⊘ xt)⊗ x∗t ]︸ ︷︷ ︸

4

+ wH
3,3 [xt ⊘ xt ⊘ xt]︸ ︷︷ ︸

5

. (4.14)

Les vecteurs x̃3,t et ñT,3 s’écrivent de la forme :

x̃′3,t ,
[
xT

t , xH
t , (x∗t ⊘ x∗t ⊘ x∗t )

T , (xt ⊗ (x∗t ⊘ x∗t ))
T , ((xt ⊘ xt)⊗ x∗t )

T , (xt ⊘ xt ⊘ xt)
T
]T

ñ′T,3 ,
[
nT

T , nH
T , (n∗T ⊘ n∗T ⊘ n∗T )T , (nT ⊗ (n∗T ⊘ n∗T ))T , ((nT ⊘ nT )⊗ n∗T )T , (nT ⊘ nT ⊘ nT )T

]T
.

La matrice de contraintes Cc doit aussi être ajustée selon l’emplacement des redondances. Par
exemple pour N = 2, la matrice Cc, qu’on notera C′c, est issue des contraintes suivantes

wH
1,1s = 1 wH

1,0s
∗ = 0

wH
3,0(s

∗ ⊘ s∗ ⊘ s∗) = 0 wH
3,1(s⊗ (s∗ ⊘ s∗)) = 0 wH

3,2((s⊘ s)⊗ s∗) = 0 wH
3,3(s⊘ s⊘ s) = 0

wH
3,0((s

∗ ⊘ s∗)⊗ u∗1) = 0 wH
3,1(s⊗ s∗ ⊗ u∗1) = 0 wH

3,2((s⊘ s)⊗ u∗1) = 0 wH
3,3((s⊘ s)⊗ u1) = 0

wH
3,0(s

∗ ⊗ u∗1 ⊗ s∗) = 0 wH
3,1(s⊗ u∗1 ⊗ s∗) = 0 wH

3,2(s⊗ u1 ⊗ s∗) = 0 wH
3,3(s⊗ u1 ⊗ s) = 0

wH
3,0(u

∗
1 ⊗ (s∗ ⊘ s∗)) = 0 wH

3,1(u1 ⊗ (s∗ ⊘ s∗)) = 0 wH
3,2(u1 ⊗ s⊗ s∗) = 0 wH

3,3(u1 ⊗ (s⊘ s)) = 0
wH

3,0(s
∗ ⊗ (u∗1 ⊘ u∗1)) = 0 wH

3,1(s⊗ (u∗1 ⊘ u∗1)) = 0 wH
3,2(s⊗ u1 ⊗ u∗1) = 0 wH

3,3(s⊗ (u1 ⊘ u1)) = 0
wH

3,0((u
∗
1 ⊘ u∗1)⊗ s∗) = 0 wH

3,1(u1 ⊗ u∗1 ⊗ s∗) = 0 wH
3,2((u1 ⊘ u1)⊗ s∗) = 0 wH

3,3((u1 ⊘ u1)⊗ s) = 0
wH

3,0(u
∗
1 ⊗ s∗ ⊗ u∗1) = 0 wH

3,1(u1 ⊗ s∗ ⊗ u∗1) = 0 wH
3,2(u1 ⊗ s⊗ u∗1) = 0 wH

3,3(u1 ⊗ s⊗ u1) = 0

Maintenant avec ces notations, on peut finalement écrire l’expression du récepteur optimal tel
que toutes les redondances ont été supprimées. La matrice Rx̃3

devient R′x̃3
est de rang plein

colonne donc inversible.
Le filtre non linéaire solution de cette minimisation est alors donné par l’expression
suivante [42]

w̃NL−MVDR3 = R′−1
x̃3

C′c[C
′H
c R′−1

x̃3
C′c]

−1f . (4.15)
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A partir des résultats de la section 2.4.4 du chapitre 2, la minimisation de w̃H
3 R′x̃3

w̃3 sous

les contraintes vectorielles C′Hc w̃3 = f est équivalent à la minimisation de w̃H
3 R′ñ3

w̃3 sous les
mêmes contraintes vectorielles où R′ñ3

, E[ñ′3,T ñ′H3,T ], ce qui donne :

w̃NL−MVDR3 = R′−1
ñ3

C′c[C
′H
c R′−1

ñ3
C′c]

−1f . (4.16)

Il est à noter que pour un bruit total circulaire, le récepteur w̃NL−MVDR3 se réduit au récepteur
d’ordre partiel étudié dans [6], de plus si ce bruit est gaussien, ce récepteur se réduit au
récepteur MVDR IT de Capon.
En sortie de ce récepteur, le SINR représentant le rapport des puissances moyennes du signal
utile et bruit total en sortie est donné par

SINRNL−MVDR3 =
πs

fT [C′Hc R′−1
ñ3

C′c]−1f
. (4.17)

qui, pour un bruit total gaussien circulaire correspond au SINR à la sortie du récepteur MVDR
IT de Capon.

4.5 Interprétation GSC de Volterra à structure complète

4.5.1 Présentation de la structure complète

On a vu que l’équation (4.4) représente la relation d’entrée/sortie d’une structure GSC non
linéaire. En effet, cette structure représente une généralisation non linéaire du filtre spatial
linéaire proposé par Jim et Griffith dans [51] en utilisant les contraintes vues précédemment
dans la matrice Cc. En conséquence, son principe est le même que celui de la structure linéaire
vue dans la section 2.4.4 du chapitre 2 et celui de la structure linéaire au sens large (Widely
linéaire) vue dans la section 3.7.2 du chapitre 3. Ainsi, le but de cette partie est de donner
une implantation GSC équivalente au récepteur MVDR non linéaire de Volterra qui est de
complexité réduite et qui par la suite nous permettra d’étudier plus facilement les performances
de ce récepteur. En effet, avec une structure GSC nous éviterons d’extraire les redondances lors
du calcul numérique du SINR théorique. Cette implantation est donnée par le schéma de la
figure 4.1.

w̃H
0 −+

x̃3,t w̃H
0 x̃3,t y(t)

BH
c w̃H

n

FIGURE 4.1 – Schéma fonctionnel de la structure non linéaire GSC de Volterra

Dans ce schéma, w̃0 satisfait la condition CH
c w̃0 = f et appartient à l’espace colonne de Cc, ce

qui donne

w̃0 = Cc(C
H
c Cc)

−1f =
1

sHs

(
s

0(N+4N3)×1

)
,

qui est unique et ne dépend pas de Rx̃3
.

La matrice Bc, dite bloquante du signal utile, est une matrice dont les colonnes engendrent le

98



4.4.5 Interprétation GSC de Volterra à structure complète

complément orthogonal aux colonnes de Cc tel que CH
c Bc = 0 donc de dimension

(
2N + 4N3

)
×

(
[2N + 4N3]− 4[N3 − (N − 1)3]− 2

)
=

(
2N + 4N3

)
×

(
2[N − 1] + 4[N − 1]3

)

Pour la structure complète, grâce à l’orthogonalité de (
s

sHs
, u1, ..., uN−1), une matrice

bloquante possible est donnée par :

Bc ,




U ON×(N−1) ON×(N−1)3 ON×(N−1)3 ON×(N−1)3 ON×(N−1)3

ON×(N−1) U∗ ON×(N−1)3 ON×(N−1)3 ON×(N−1)3 ON×(N−1)3

ON3×(N−1) ON3×(N−1) U2 ON3×(N−1)3 ON3×(N−1)3 ON3×(N−1)3

ON3×(N−1) ON3×(N−1) ON3×(N−1)3 U3 ON3×(N−1)3 ON3×(N−1)3

ON3×(N−1) ON3×(N−1) ON3×(N−1)3 ON3×(N−1)3 U4 ON3×(N−1)3

ON3×(N−1) ON3×(N−1) ON3×(N−1)3 ON3×(N−1)3 ON3×(N−1)3 U5




où U = [u1 u2....uN−1] est une matrice dont les colonnes sont formées par les
vecteurs de la base orthonormée ui (i = 1, .., N − 1) donnée par l’équation (4.11).
U2 est une matrice dont les colonnes sont formées par les produits de Kronecker des
vecteurs de la base orthonormée tel que : U2 = [u∗i ⊗ u∗j ⊗ u∗k], (i, j, k = 1, ..N − 1) de
dimension N3×(N−1)3. De même U3 = [ui⊗u∗j⊗u∗k], U4 = [ui⊗uj⊗u∗k] et U5 = [ui⊗uj⊗uk].

Le vecteur w̃n est solution de la minimisation suivante [51] :

Minw̃n
E
∣∣(w̃0 − Bcw̃n)H x̃3,t

∣∣2 . (4.18)

Cette minimisation correspond à un problème de Wiener classique dont la solution est alors
donnée par :

w̃n = (BH
c Rx̃3

Bc)
−1BH

c Rx̃3
w̃0, (4.19)

si la matrice BH
c Rx̃3

Bc est inversible. Cette inversibilité est l’objet du paragraphe suivant.

4.5.2 Inversibilité sans retirer les redondances

Les matrices Rx̃,3 et Rñ,3 sont clairement singulières si les redondances ne sont pas retirées, par
contre l’inversibilité de la matrice BHRx̃,3B, pour B = Bc ou Bp qui apparaît dans (4.19) n’est
pas claire. En effet

BHRx̃,3 = BHRñ,3, (4.20)

car la matrice Rx̃,3 − Rñ,3 est la matrice de covariance de la partie signal utile de x̃3,t et que
son espace image est inclus dans l’espace image de C = Cc ou Cp qui satisfait par construction
BHC = O. Ainsi, il n’y a aucun lien générique entre les sous espaces engendrés par les colonnes
de B et C qui ne dépendent que de s et celui engendré par les colonnes de Rñ,3, qui lui ne
dépend que du champ d’interférences (par exemple sous espace de C2N+4N3

dans la structure
complète et sous espace de CN+N3

dans la structure partielle présentée dans [6]).
Par suite le rang de BHRx̃,3B est génériquement donné par la borne supérieure
min{rg(B), rg(Rx̃,3)} associée à la relation générale

rg{BHRx̃,3B} ≤ min{rg(B), rg(Rx̃,3)}
où le rang de Rx̃,3 est égal au rang de la famille de variables aléatoires composantes de x̃3, avec
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par exemple pour N ≥ 2, dans la structure partielle proposée dans [7]

rg(Bp) = (N − 1) + (N − 1)3 et rg(Rx̃,3) = N + N2(N + 1)/2

et dans la structure complète

rg(Bc) = 2(N − 1) + 4(N − 1)3

et

rg(Rx̃,3) = 2N +2[N2(N +1)/2] +2[N +N(N−1)+N(N−1)(N−2)/6] = N(8+6N +4N2)/3

Soit :

rg{BH
p Rx̃,3Bp} = min{(N − 1) + (N − 1)3, N + N2(N + 1)/2} =

{
rg(Bp) pour N ≤ 6
rg(Rx̃,3) pour N > 6.

et

rg{BH
c Rx̃,3Bc} = min{2(N − 1)+4(N − 1)3, N(8+6N +4N2)/3} =

{
rg(Bc) pour N ≤ 4
rg(Rx̃,3) pour N > 4.

Soit BH
c Rx̃,3Bc est inversible pour N ≤ 4 et singulière pour N > 4. Donc en particulier, les

matrices BH
p Rx̃,3Bp et BH

c Rx̃,3Bc utilisées dans nos illustrations pour N = 2 seront inversibles.

4.5.3 Cas particulier de structures partielles

Nous avons vu dans la section 4.4.2 que selon les termes qu’on prend en compte, plusieurs
structures partielles sont envisageables. Dans [6], un exemple de structure partielle, ne prenant
pas en compte la non circularité d’ordre quatre du bruit total est donné.
Cette structure partielle semble s’avérer équivalente à la structure GSC proposée dans [31]
dans le cadre d’un bruit total non gaussien circulaire jusqu’à un ordre au moins égal à 4, car
les valeurs numériques du SINR obtenues se sont avérées égales dans divers scénarios sans
que nous ayons pu encore démontrer leur équivalence d’un point de vue théorique.

À partir de la structure complète étudiée dans la section précédente, il est facile d’élaborer les
structures GSC de Volterra des structures partielles, et ceci en ne prenant, de l’équation (4.8),
que les termes utiles définissant la structure partielle que l’on veut étudier (par exemple les
termes (0 et 4) pour la structure étudiée dans [6]). La construction du récepteur équivalent
GSC se fait de la même manière que la structure complète.

4.5.4 Implémentation adaptative

Plusieurs implémentations adaptatives du beamformer de Capon ont été présentées dans [42]
et [81]. l’algorithme SMI (Sample Matrix Inversion) [81] fait partie de ces implémentations,
dont nous avons étudié l’extension au beamformer WL MVDR2 dans le chapitre 3. Dans cette
partie, nous allons encore faire une extension de cet algorithme au récepteur non linéaire
MVDR de Volterra pris sous sa structure GSC.
Comme dans de nombreuses situations d’intérêts pratiques, les matrices de corrélation Rx et
Rx̃3

ne sont pas connues a priori. L’extension au GSC de Volterra de l’algorithme SMI consiste

ainsi à calculer les poids du vecteur ̂̃wn, à travers l’estimation empirique de la matrice de
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corrélation Rx̃3
à partir de K observations instantanées x(kT ) et x̃3(kT ) où T est la période

d’échantillonnage. Les estimées de Rx et Rx̃3
sont respectivement données par :

R̂x ,
1

K

K∑

k=1

x(kT )x(kT )H (4.21)

R̂x̃3
,

1

K

K∑

k=1

x̃3(kT )x̃3(kT )H . (4.22)

A partir des expressions (4.21) et (4.22), en utilisant l’algorithme SMI, les estimées respectives,
ŵcapon et ̂̃wn de wcapon donné par (2.9) et w̃n donné par (4.19), s’écrivent :

ŵcapon = (sH R̂xs)−1R̂
−1

x s
̂̃wn = (BH

c R̂x̃3
Bc)

−1BH
c R̂x̃3

w̃0,

tandis que l’estimée ̂̃wMVDR1 est donnée par l’équation (3.61).
Comme nous avons utilisé la structure GSC, nous allons étudier la vitesse de convergence en
SINR de cette implémentation adaptative par simulations numériques. Ainsi, en utilisant (4.25)
dans l’expression (4.26), le SINR estimé en sortie y(t) du récepteur GSC de Volterra s’écrit :

SINRNL−GSC(K) =
πs

(w̃0 − Bc
̂̃wn)HRx̃3

(w̃0 − Bc
̂̃wn)− πs

=
πs

w̃H
0 Rx̃3

w̃0 − w̃H
0 Rx̃3

Bc
̂̃wn − ̂̃w

H

n BcRx̃3
w̃0 + ̂̃w

H

n BH
c Rx̃3

Bc
̂̃wn − πs

,(4.23)

tandis que le SINR estimé en sortie du beamformer de MVDR1 estimé est donné par
l’équation (3.64) et celui en sortie du beamformer de Capon estimé est donné par :

SINRCapon(K) ,
πs

ŵH
CaponRxŵCapon − πs

(4.24)

où Rx̃3
et Rx sont les matrices de corrélation exactes 2.

Nous avons ainsi réalisé des simulations numériques afin de comparer la convergence en
SINR des structures GSC équivalentes (complète et partielle) données par l’équation (4.23)
par rapport à la convergence du SINR en sortie du beamformer de Capon donné par
l’équation (4.24).
Pour un scénario donné du signal utile et du bruit total, M réalisations indépendantes des
SINRCapon(K) et SINRNL−GSC(K) ont été effectuées afin d’obtenir des valeurs moyennes
instantanées des SINR tel que :

ŜINRNL−GSC(K) =
1

M

M∑

m=1

SINRNL−GSC,m(K)

ŜINRCapon(K) =
1

M

M∑

m=1

SINRCapon,m(K).

2L’expression analytique de la matrice Rx̃3
n’est pas simple à calculer, nous l’avons préalablement approchée

avec le grand nombre d’échantillons 100000 selon l’équation (4.22) pour K = 100000
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Pour M = 1000, la figure 4.2 montre les variations, en fonction du nombre d’échantillons K,
du ŜINRNL−GSC(K) de la structure complète donnée par l’équation (4.8) et de la structure
partielle étudiée dans [6] comparées au ŜINRCapon(K) pour le scénario de la réception d’un
seul brouilleur BPSK selon le modèle de l’équation (4.1) pour P = 1. De même pour la
figure 4.3 mais dans le cas où le brouilleur est QPSK.

On note sur ces figures que ŜINRNL−GSC(K) croit avec K et que le récepteur non linéaire GSC
de Volterra implémenté à partir de l’algorithme SMI montre de très bonnes performances et
converge vers le SINR optimal à partir d’un nombre relativement faible d’échantillons. Pour
un très faible nombre d’échantillons, on remarque que le SINR en sortie du beamformer de
Capon est légèrement plus élevé que celui en sortie GSC de Volterra car le beamformer de
Capon converge plus rapidement du fait que la matrice de covariance à estimer est de petite
dimension.
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FIGURE 4.2 – Variations de ŜINRNL−GSC,Capon,MVDR1(K) en fonction de K, N = 2, P = 1
BPSK, θs = 55◦, θ1 = 90◦, SNR = 10dB, INR = 0dB, M = 1000.
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FIGURE 4.3 – Variations de ŜINRNL−GSC,Capon,MVDR1(K) en fonction de K, N = 2, P = 1
QPSK, θs = 55◦, θ1 = 90◦, SNR = 10dB, INR = 0dB, M = 1000.
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4.5.5 Analyse des performances en SINR en sortie

L’implantation du récepteur MVDR non linéaire de Volterra en structure équivalente
GSC de Volterra nous permet d’étudier plus facilement les performances SINR du fait
que, l’implantation directe du récepteur MVDR donné par l’expression (4.15) nécessite la
suppression des redondances afin de garantir l’inversibilité de la matrice Rx̃3

. Or dans la
structure GSC, ce problème ne se pose pas car l’implantation ne nécessite que l’inversion de
(BH

c Rx̃3
Bc) qui est de rang plein même en présence de redondances.

Remarque 9. Notons qu’à partir de la matrice de contraintes C′c obtenue après suppression de
ces redondances, la détermination d’une matrice blocante B′c n’est pas triviale. En particulier les
vecteurs issus des colonnes de B′c dans lesquels les produits de Kronecker ⊗ sont remplacés par
des produits de Kronecker symétriques ⊘ ne sont nécessairement plus orthogonaux, car ils sont en
nombre plus élevé que la dimension du sous espace orthogonal aux colonnes de C′c.

En utilisant le modèle (4.1), la sortie du récepteur GSC de Volterra s’écrit

y(t) = w̃H
3 x̃3,t

= (w̃0 − Bcw̃n)H x̃3,t

= s(t) + yn(t). (4.25)

Par construction yn(t) est une combinaison linéaire de termes de bruit donc s(t) et yn(t) sont
non-corrélés. Le SINR représentant le rapport de la puissance moyenne du signal utile sur la
puissance moyenne du bruit total en sortie est donné par l’expression suivante

SINR =
E[|s(t)|2]
E[|yn(t)|2]

=
πs

E[|y(t)|2]− πs
(4.26)

où πs = E[|s(t)|2] et E[|y(t)|2] = (w̃0 − Bcw̃n)HRx̃3
(w̃0 − Bcw̃n) avec w̃n donné par (4.19).

Du fait que s(t) est indépendant du bruit total et à partir des contraintes imposées on a
d’après (4.20) :

BH
c Rx̃3

= BH
c Rñ3

.

On obtient alors

E[|y(t)|2] = πs + w̃H
0 Rñ3

w̃0 − w̃H
0 Rñ3

Bc(BH
c Rñ3

Bc)
−1BH

c Rñ3
w̃0,

avec Rx̃3
, E[x̃3,tx̃

H
3,t] et Rñ3

, E[ñT,3ñ
H
T,3]. Finalement l’expression du SINR s’écrit :

SINR =
πs

w̃H
0 Rñ3

w̃0 − w̃H
0 Rñ3

Bc(BH
c Rñ3

Bc)−1BH
c Rñ3

w̃0

. (4.27)

4.6 Illustrations et simulations par ordinateur

Reprenons le modèle de signaux donné par l’équation (4.1) pour P = 1 interférence et sous
les même hypothèses. Le signal utile, supposé BPSK est corrompu par un seul brouilleur non
gaussien et par un bruit de additif blanc, gaussien, centré et circulaire de matrice de covariance
η2IN . Soit respectivement θs et θ1 les angles d’arrivée du signal utile et du brouilleur. Le rapport
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signal sur bruit d’entrée est défini par SNR= πs/η2 tandis que le rapport interférence sur bruit
est défini par INR= π1/η2. Ainsi le vecteur d’observation s’écrit :

x(t) = s(t)s + m1(t)j1 + n(t) (4.28)

, s(t)s + nT (t) (4.29)

Dans cette partie nous allons illustrer les performances en gain SINR du récepteur MVDR de
Volterra en utilisant sa structure GSC de Volterra équivalente.
Nous allons procéder à un calcul numérique du SINR donné par (4.27) car le calcul des
expressions analytiques de cet SINR s’avère long et fastidieux. Par exemple, dans le cas
particulier où N = 2, ce calcul a été mené vu que (BH

c Rñ3
Bc) est une matrice (2 × 2), mais

l’expression du SINR obtenue s’est avérée non interprétable.
Ainsi, nous avons d’abord calculé la matrice Rñ3

exacte à l’aide d’une approximation avec un
nombre important d’échantillons 3 selon l’équation :

Rn,3 ≈
1

K

K∑

k=1

ñT,3(kT )ñT,3(kT )H (4.30)

où T est la période d’échantillonnage. Par la suite, nous avons calculé le SINR selon
l’équation (4.27) que nous avons comparé au SINR à la sortie du beamformer MVDR de Capon
donné par l’équation (3.35) tel que :

SINRCapon = πssHR−1
n s. (4.31)

Sous les même hypothèses de réception et selon le type du brouilleur non gaussien, qu’il soit
circulaire ou non circulaire, plusieurs scénarios sont présentés. Le brouilleur non gaussien est
soit modulé, BPSK ou QPSK, soit il s’agit d’un brouilleur impulsif de moments normalisés kx et
hx d’ordre 4 et 6 respectivement définis dans le chapitre 1. Pour le bruit impulsif, il s’agit ici de
générer des variables aléatoires non gaussiennes soit circulaires soit rectilignes de la forme :

x = ρeiΦ

tel que :
1. Si Φ est une variable aléatoire réelle équi-répartie prenant deux valeurs {+φ0,−φ0}
indépendante de ρ qui est de distribution de Bernoulli prenant une valeur 1 et 0 avec des
probabilités respectivement égales à 1

p et 1− 1
p , la variable aléatoire x est un bruit impulsif de

Bernoulli non circulaire rectiligne de moments normalisés hx = k2
x = p2.

2. Si Φ est une variable aléatoire réelle équi-répartie sur [−π, π] et ρ suit une distribution de
Bernoulli prenant une valeur 1 avec une probabilité 1

p et la valeur 0 avec une probabilité 1− 1
p ,

la variable aléatoire x est un bruit impulsif de Bernoulli circulaire de moments normalisés
hx = k2

x = p2.
3. Si Φ est une variable aléatoire réelle équi-répartie sur [−π, π] et ρ est une constante fixe,
la variable aléatoire x est un bruit circulaire non gaussien de module constant de moments
normalisés hx = kx = 1.

Afin de voir l’apport de l’exploitation de la non gaussianité et de la potentielle non circularité
du brouilleur, des simulations par ordinateur ont été effectuées pour la réception d’un signal
utile BPSK avec un SNR égal à 20dB corrompu par un bruit total composé d’un bruit additif

3Cette matrice exacte est approximée avec (K = 10000) échantillons
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blanc, gaussien, centré et circulaire et d’un seul brouilleur, différent selon son type, de rapports
de puissance du brouilleur sur puissance du bruit gaussien INR égal à 0, 10, 20 et 30 dB selon
la configuration.
Les figures présentées dans cette section représentent les variations des gains en SINR, par
rapport au SINR du beamformer de Capon (4.31), des structures GSC de Volterra (partielle et
complète) de SINR donné par (4.27) et du beamformer MVDR1 de SINR donné par (3.30) en
fonction du module de la corrélation spatiale |α1s| entre le signal utile et le brouilleur défini
par [63]

α1s ,
jH1 s

(jH1 j1)1/2 (sHs)1/2
, |α1s| eiφ1s ,

Ces figures sont obtenues pour N = 2, θ1 = 90◦, K = 10000. Les figures notées (a), (b), (c) ou
(d) sont obtenues pour des brouilleurs d’INR respectivement égaux à 0, 10, 20 ou 30 dB.

Remarque 10. Notons tout d’abord que ces figures ayant été obtenues à l’aide d’approximations
des matrices Rñ3

, certains gains apparaissent très proches mais sont en réalité identiques. Pour
des brouilleurs circulaires, ces situations sont observées sur les figures 4.4, 4.5 et 4.6 où les gains
des structures partielles et complètes sont identiques. Par contre, pour un brouilleur rectiligne de
plus en plus impulsif, comme observé pour la figure 4.10, ces même gains sont très proches mais
non identiques.

On remarque d’abord sur toutes les figures que le gain de tous les récepteurs sont nuls dans les
cas où les vecteurs directionnels du signal utile et du brouilleur sont orthogonaux (|α1s| = 0)
ou colinéaires (|α1s| = 1). Car dans le premier cas, la partie linéaire des filtres suffit pour
rejeter entièrement le brouilleur et dans le deuxième cas, tout traitement spatial ne peut
apporter de gain au SINR car le signal utile et le brouilleur sont issus de directions identiques
ou opposées.

Brouilleurs non gaussiens circulaires

Pour différents INR, les figures 4.4, 4.5, 4.6 et 4.7 représentent les variations des gains pour
respectivement un brouilleur de module constant (hx = k2

x = 1), un brouilleur impulsif de
Bernoulli circulaire de moments normalisées (hx = k2

x = 100), un brouilleur impulsif de
Bernoulli circulaire de moments normalisées (hx = k2

x = 10000) et un brouilleur QPSK.
Ces figures montrent que les récepteurs non linéaires de Volterra sont particulièrement
adaptés pour la réjection du brouilleur impulsif de Bernoulli (hx = k2

x ≫ 1) et à degré moindre
pour la réjection des brouilleurs à module constant.
Pour des brouilleurs circulaires, qui le sont donc jusqu’à l’ordre 4, il est clair que la structure
complète n’apporte pas de gain supplémentaire par rapport à la structure partielle.

Par contre, pour un brouilleur QPSK qui est circulaire au second ordre mais non circulaire
à l’ordre 4, les performances du récepteur à structure complète sont meilleures que celles
du récepteur à structure partielle. En effet, dans la structure complète, les termes 2 et 4 de
l’équation (4.8) apportent de l’information, tandis que la structure partielle ne contient que le
terme 4. Par contre, le beamformer MVDR1 n’apporte pas de gains vu que les brouilleurs sont
circulaires d’ordre au moins égal à 2.
Les gains des récepteurs non linéaires croissent avec le INR (les figures a, b, c et d) et avec
les moments normalisés (hx, kx). Ceci nous permet de dire que les gains par rapport au
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beamformer de Capon augmentent avec le caractère de non gaussianité des brouilleurs.

Brouilleurs non gaussiens rectilignes

Pour différents INR, les figures 4.8, 4.9 et 4.10 représentent les variations du gain pour
respectivement un brouilleur BPSK, un brouilleur impulsif rectiligne de moments normalisés
(hx = k2

x = 100) et un brouilleur impulsif rectiligne de moments normalisés (hx = k2
x = 10000).

Le récepteur à structure complète présente de meilleures performances par rapport à la
structure partielle et au MVDR1 vu qu’elle exploite la non circularité et la non gaussianité
des brouilleurs. En effet pour des brouilleurs rectilignes non gaussiens, tous les termes de
l’équation (4.8) apportent de l’information, tandis que la structure partielle n’est composée
que des termes 0 et 4 et que le MVDR1 n’est composé que des termes 0 et 1.

On remarque que pour de faibles INR et pour (hx = k2
x = 100), le beamformer MVDR1

présente de meilleures performances que le récepteur à structure partielle. Dans ce cas,
la partie non gaussienne du bruit total est de faible puissance et de moments normalisés
d’ordres 4 et 6 pas trop élevés, ce qui diminue le gain de la structure partielle. Tandis qu’en
même temps le MVDR1 exploite uniquement la non circularité du brouilleur et son gain
augmente. Pour des INR relativement élevés, le caractère non gaussien l’emporte et les
performances des récepteurs linéaires augmentent. Par contre, pour des brouilleurs fortement
non gaussiens (hx = k2

x = 10000), les performances de la structure partielle deviennent
équivalentes à celles de la structure complète. Dans ce cas le bruit total est fortement
non gaussien et la prise en compte de la non circularité n’apporte pas de gains supplémentaires.

Dans la figure 4.8 où le brouilleur est BPSK, les performances du beamformer MVDR1 sont
meilleures que celles de la structure partielle. En effet, le terme 1 de l’équation (4.8) apporte
plus d’informations que le terme 4 car le caractère non gaussien est ici relativement faible
(kurtosis = -2) par rapport au caractère non circulaire du second ordre qui est ici maximum
car rectiligne. En augmentant le INR, le caractère non gaussien prend de l’ampleur et les
performances des deux récepteurs (MVDR1 et la structure GSC partielle) se rapprochent.

En résumé, les récepteurs non linéaires sont mieux adaptés pour la réjection de brouilleurs
non gaussiens circulaires tel que (hx = k2

x ≫ 1) et dans une moindre mesure pour celle de
brouilleurs à module constant (hx = kx = 1) telle que les modulations BPSK et QPSK. Notons
que pour la modulations QPSK les gains en SINR par rapport au beamformer MVDR1 sont
inportants. Pour des brouilleurs non gaussiens rectilignes, la structure non linéaire complète
est toujours la mieux adaptée. Néanmoins, il est plus intéressant d’utiliser la structure partielle,
de complexité moindre, quand les brouilleurs sont de moments normalisés et de puissances
très élevés.
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FIGURE 4.4 – Variations des gains en SINR, par-rapport au beamformer de Capon, de différents
filtres de Volterra (avec structure GSC partielle et complète) et MVDR1 en fonction du module
de la corrélation spatiale |α1s| pour un brouilleur circulaire à module constant hx = k2

x = 1 de
INR : 0dB (a), 10db (b), 20dB (c) et 30dB (c)
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FIGURE 4.5 – Variations des gains en SINR, par-rapport au beamformer de Capon, de différents
filtres de Volterra (avec structure GSC partielle et complète) et MVDR1 en fonction du module
de la corrélation spatiale |α1s| pour un brouilleur impulsif de Bernoulli circulaire hx = k2

x = 100
de INR : 0dB (a), 10db (b), 20dB (c) et 30dB (c)
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FIGURE 4.6 – Variations des gains en SINR, par-rapport au beamformer de Capon, de différents
filtres de Volterra (avec structure GSC partielle et complète) et MVDR1 en fonction du module
de la corrélation spatiale |α1s| pour un brouilleur impulsif de Bernoulli circulaire hx = k2

x =
10000 de INR : 0dB (a), 10db (b), 20dB (c) et 30dB (c)
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FIGURE 4.7 – Variations des gains en SINR, par-rapport au beamformer de Capon, de différents
filtres de Volterra (avec structure GSC partielle et complète) et MVDR1 en fonction du module
de la corrélation spatiale |α1s| pour un brouilleur QPSK de INR : 0dB (a), 10db (b), 20dB (c)
et 30dB (c)
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FIGURE 4.8 – Variations des gains en SINR, par-rapport au beamformer de Capon, de différents
filtres de Volterra (avec structure GSC partielle et complète) et MVDR1 en fonction du module
de la corrélation spatiale |α1s| pour un brouilleur BPSK de INR : 0dB (a), 10db (b), 20dB (c) et
30dB (c)
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FIGURE 4.9 – Variations des gains en SINR, par-rapport au beamformer de Capon, de différents
filtres de Volterra (avec structure GSC partielle et complète) et MVDR1 en fonction du module
de la corrélation spatiale |α1s| pour un brouilleur impulsif de Bernoulli rectiligne hx = k2

x = 100
de INR : 0dB (a), 10db (b), 20dB (c) et 30dB (c)
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FIGURE 4.10 – Variations des gains en SINR, par-rapport au beamformer de Capon, de différents
filtres de Volterra (avec structure GSC partielle et complète) et MVDR1 en fonction du module
de la corrélation spatiale |α1s| pour un brouilleur impulsif de Bernoulli rectiligne h = k2 =
10000 de INR : 0dB (a), 10db (b), 20dB (c) et 30dB (c)
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4.7 Extension aux critères maximum de SINR et MMSE

Le beamformer de Volterra de structure complète et ceux de structures partielles que nous
avons présentés peuvent être considérés comme différentes extensions widely polynomiales
du beamformer widely linear MVDR1 [21]. Par suite naturellement, les beamformers widely
linear MVDR2 et widely linear MMSE que nous avons vu au chapitre 3, peuvent être étendus
eux aussi aux structures widely polynomiales complète et partielles. Ces filtres prendront ainsi
en compte non seulement la non gaussianité et la non circularité de l’interférence, mais aussi
la non gaussianité et la non circularité du SOI.
Nous n’allons considérer ici que le beamformer MMSE de Volterra, de structure complète ou
partielle.

4.7.1 Expression du filtre MMSE de Volterra

L’estimée ŝ(t) du SOI sera donnée ici par le filtre spatial y(t) = w̃H
3 x̃3,t dont le filtre w̃3 est

solution de la minimisation suivante :

min
w̃3

E|s(t)− w̃H
3 x̃3,t|2, (4.32)

dont la solution est donnée par la résolution de l’équation normale

Rx̃3w̃MMSEv,3 = rx̃3,s (4.33)

avec
Rx̃3

def
= E(x̃3,tx̃

H
3,t) et rx̃3,s

def
= E(x̃3,ts

∗(t))

où

x̃3,t , [xT
t ,xH

t , (x∗t ⊗ x∗t ⊗ x∗t )
T , (xt ⊗ x∗t ⊗ x∗t )

T , (xt ⊗ xt ⊗ x∗t )
T , (xt ⊗ xt ⊗ xt)

T ]T

et E[x̃3,ts
∗(t)] = E[̃s3,ts

∗(t)] où s̃3,t est défini comme la partie SOI de x̃3,t :

s̃3,t = [s(t)sT , s∗(t)sH , s∗3(t)(s∗⊗s∗⊗s∗)T , s∗(t)|s(t)|2(s⊗s∗⊗s∗)T , s(t)|s(t)|2(s⊗s⊗s∗)T , s3(t)(s⊗s⊗s)T ]T .

Par suite (4.33) s’écrit sous la forme :

Rx̃3w̃3 = s̃3,γ,k, (4.34)

où s̃3,γ,k est un nouvel vecteur directionnel étendu qui dépend ici des statistiques du second et
quatrième ordre du SOI défini par :

s̃3,γ,k =




πss

πsγ
∗
ss

π2
sk
′∗
s (s∗ ⊗ s∗ ⊗ s∗)

π2
sk
′′∗
s (s⊗ s∗ ⊗ s∗)

π2
sks(s⊗ s⊗ s∗)

π2
sk
′′

s (s⊗ s⊗ s)




(4.35)
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avec γs = E(s2(t))
E|s2(t)| et ks, k

′

s et k
′′

s étant les 3 kurtosis normalisés du SOI :

ks ,
E[|s4(t)|]
[E|s2(t)|]2 k

′

s ,
E[s4(t)]

[E|s2(t)|]2 et k
′′

s ,
E[s2(t)|s2(t)|]

[E|s2(t)|]2 .

Le vecteur s̃3,γ,k peut s’interpréter à partir de la décomposition orthogonale (unique) de
x̃3,t :

x̃3,t = s(t)s̃3,γ,k + ñ3,γ,k(t) (4.36)

où s(t) et ñ3,γ,k(t) sont non corrélés car E[(x̃3,t − s(t)s̃3,γ,k)s
∗(t)] = 0.

Naturellement les redondances contenues dans x̃3,t entraînent la singularité de Rx̃3 de (4.34).
Ces redondances peuvent être retirées grâce à la remarque 8. On obtient donc alors avec y(t) =
w̃
′H
MMSEv,3

x̃′3,t donné par (4.14), w̃
′

MMSEv,3
est obtenu par

w̃
′

MMSEv,3
= πsR

′−1
x̃3

s̃
′

3,γ,k (4.37)

avec

s̃
′

3,γ,k =




s

γ∗ss
πsk

′∗
s (s∗ ⊘ s∗ ⊘ s∗)

πsk
′′∗
s (s⊗ (s∗ ⊘ s∗))

πsks((s⊘ s)⊗ s∗)
πsk

′′

s (s⊘ s⊘ s)




. (4.38)

L’erreur quadratique moyenne (MSE) obtenue est alors donnée par

MSE[w̃MMSEv,3 ] = MSE[w̃
′

MMSEv,3
] = πs(1− πss̃

′H
3,γ,kR

′−1
x̃3

s̃
′

3,γ,k). (4.39)

Bien entendu, différentes structures partielles adaptées aux statistiques du second et quatrième
ordre du SOI et de l’interférence peuvent aussi être considérées en prenant seulement certains
termes du filtrage spatial (4.8).

Les différentes MSE obtenues selon les termes retenus dans ce filtrage spatial peuvent être
théoriquement comparées entre elles par la même approche que celles menées dans [77] et
reprise dans [34].

Notons que la décomposition orthogonale (4.36) peut donner lieu à un beamformer MVDR2

de Volterra : extension de notre beamformer MVDR2 du chapitre 3. En effet la minimisation de
la puissance de x̃′3,t sous la contrainte w̃

′H
3 s̃

′

3,γ,k = 1 conduit au beamformer de filtre

w̃
′

MVDRv,3
=

(
s̃
′H
3,γ,kR

′−1
x̃3

s̃
′

3,γ,k

)−1
R
′−1
x̃3

s̃
′

3,γ,k =
(
s̃
′H
3,γ,kR

′−1
ñ3

s̃
′

3,γ,k

)−1
R
′−1
ñ3

s̃
′

3,γ,k (4.40)

avec
R
′

ñ3

def
= E(ñ

′

3,γ,k(t)ñ
′H
3,γ,k(t)) = R

′

x̃3
− πss̃

′H
3,γ,ks̃

′

3,γ,k (4.41)

d’après la décomposition (4.36). Et comme dans le cas des filtres MVDR2 vus au chapitre 3, ce
filtre est proportionnel au filtre widely nonlinear de Volterra MLSE.

w̃
′

MMSEv,3
=

(
πss̃

′H
3,γ,kR

′−1
ñ3

s̃
′

3,γ,k

1 + πss̃
′H
3,γ,kR

′−1
ñ3

s̃
′

3,γ,k

)
w̃
′

MVDRv,3
=
(
πss̃

′H
3,γ,kR

′−1
x̃3

s̃
′

3,γ,k

)
w̃
′

MVDRv,3
. (4.42)
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4.4.7 Extension aux critères maximum de SINR et MMSE

Cela entraîne que les filtres w̃
′

MMSEv,3
et w̃

′

MVDRv,3
minimisent tous deux le SINR de sortie issue

de la décomposition orthogonale (4.36)

SINR(w̃
′
) =

πs|w̃′H s̃
′

3,γ,k|2

w̃
′HR

′

ñ3
w̃
′ , (4.43)

dont la valeur minimale est donnée par

SINR(w̃
′

MMSEv,3
) = SINR(w̃

′

MVDRv,3
) = πss̃

′H
3,γ,kR

′−1
ñ3

s̃
′

3,γ,k =
πss̃

′H
3,γ,kR

′−1
x̃3

s̃
′

3,γ,k

1− πs(s̃
′H
3,γ,kR

′−1
x̃3

s̃
′

3,γ,k)
, (4.44)

déduit du lemme d’inversion matriciel issu de (4.41). De plus d’après la relation générale (3.36)
qui lie la MSE et le SINR qui s’applique aussi ici

MSE(w̃
′
) = πs

(
|1− w̃

′H s̃
′

3,γ,k|2 +
|w̃′H s̃

′

3,γ,k|2
SINR(w̃′)

)
,

On voit clairement dans cette relation que le filtre w̃
′

qui minimise MSE[w̃
′
] sous la

contrainte w̃
′H s̃

′

3,γ,k = 1 et aussi celui qui minimise SINR[w̃
′
] sous la même contrainte, qui

finalement correspond au beamformer MVDR2. Ce qui donne un sens physique particulier à la
decomposition (4.36) et au critère SINR.

Finalement, notons que malgré que w̃
′

MMSEv,3
et w̃

′

MVDRv,3
soient colinéaires et donnent le

même SINR en sortie, ils générent différentes MSE comme il a été vu au paragraphe 3.7.3.2.

4.7.2 Implantation du filtre de Volterra MMSE

Comme tout beamformer MMSE, l’implantation de ce filtre de Volterra MMSE en absence
de séquence d’apprentissage exige la connaissance du vecteur directionnel s du SOI et de
sa puissance πs. Mais son implantation exige aussi la connaissance de l’ensemble de ses
statistiques d’ordre deux et quatre à travers son coefficient de non circularité γs et de ses trois
kurtosis normalisés ks, k

′

s et k
′′

s . Ce beamformer exploite ainsi non seulement la non gaussianité
et la non circularité de l’interférence, mais aussi la non gaussianité et la non circularité du SOI.

La matrice de covariance étendue R
′

x̃3
peut être estimée par une méthode usuelle, par

exemple par l’estimée empirique R̂
′

x̃3
obtenue à partir de K observations instantanées x̃

′

3(kT )
où T est la période d’échantillonnage.

R̂
′

x̃3

def
=

1

K

K∑

k=1

x̃
′

3(kT )x̃
′H
3 (kT ),

et le filtre w̃
′

MMSEv,3
est estimé par

̂̃w
′

MMSEv,3
= πsR̂

′−1
x̃3

s̃
′

3,γ,k. (4.45)

En présence d’une séquence d’apprentissage (s(kT ))k=1,..,K , la connaissance de s et des
statistiques de s(t) ne sont plus nécessaires. La corrélation sans redondance r

′

x̃3,s peut être
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estimée par l’estimée empirique

r̂
′

x̃3,s
def
=

1

K

K∑

k=1

x̃
′

3(kT )s∗(kT )

et l’estimée du filtre w̃
′

3 est donnée par

̂̃w
′

MMSEv,3
= R̂

′−1
x̃3

r̂
′

x̃3,s. (4.46)
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4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un récepteur non linéaire invariant dans le temps pour
traiter la réception d’un signal inconnu, dont la forme d’onde est inconnue mais de vecteur
directionnel connu, et corrompu par des interférences potentiellement non gaussiennes et
non circulaires. Pour cela, nous avons utilisé une classe particulière de filtres non linéaires
complexes, appelés filtres de Volterra complexes. Ce récepteur invariant dans le temps est
construit selon une approche MVDR basée sur des filtres de Volterra complexes. Il ne requiert
aucune information a priori sur les interférences et se trouve particulièrement adapté pour le
contrôle de spectre ou l’écoute passive dans le contexte non circulaire et non gaussien.

Ce récepteur a été détaillé à l’ordre trois selon une structure dite complète où tous les termes
polynomiaux jusqu’à l’ordre trois ont été pris en compte, ce qui le rend mieux adapté pour
traiter la non circularité d’ordre 4 en plus de la non gaussianité des interférences. Par la
suite, nous avons présenté une implémentation GSC équivalente de ce récepteur MVDR de
Volterra selon sa structure complète et partielle. Finalement nous avons étudié par calculs
numériques les performances en gain SINR, par-rapport aux beamformers de Capon et MVDR1

à travers l’implémentation GSC. Cette étude nous a permis de montrer que le récepteur
MVDR de Volterra à structure complète est toujours meilleur que les beamformers de Capon,
MVDR1 et MVDR de Volterra à structure partielle en présence d’interférences non gaussiennes
potentiellement non circulaires particulièrement pour des brouilleurs QPSK. Par ailleurs, nous
avons démontré que la prise en compte à la fois de la non circularité à l’ordre deux, de la
non circularité à l’ordre quatre et de la non gaussianité permet une meilleure réjection de
brouilleurs non circulaires impulsifs (hx = k2

x ≫ 1).

Naturellement la structure complète et les différentes structures partielles décrites dans ce
chapitre à l’ordre 3 peuvent être étendues à des ordres impairs supérieurs à 3, par exemple à
l’ordre N = 5 comme des illustrations ont été présentées dans [7] pour une structure partielle
particulière dans le premier beamformer de Volterra.
En conséquence, les gains en SINR obtenus dans [7] en passant de l’ordre 3 à l’ordre 5 dans
la structure particulière obtenue en ne retenant que les termes (0) et (4) de (4.8) devraient
s’étendre quand on passe de l’ordre 3 à l’ordre 5 dans la structure complète car ce beamformer
exploiterait aussi la non circularité éventuelle d’ordre 6 de l’interférence. Ainsi ce premier
beamformer de Volterra d’ordre 5 pourrait exploiter encore mieux la non gaussianité et la
non circularité conjointe de l’interférence.

De même le beamformer MMSE de Volterra d’ordre 5 pourrait de plus bénéficier de la non
circularité éventuelle d’ordre 6 du SOI par rapport à celui d’ordre 3.
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Chapitre 5

Étude des performances des
détecteurs GLRT d’un signal utile noyé
dans un bruit non circulaire
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5.1 Introduction

Pour de nombreuses applications telles que la détection de cibles dans les systèmes radar
et sonar, la synchronisation en radio communications, la localisation par satellite et
l’identification ami-ennemis (systèmes IFF), le problème de détection d’un signal connu, de
paramètres inconnus, en présence d’un bruit de fond et perturbé par des interférences, appelé
par la suite bruit total de matrice de covariance est inconnue, a reçu beaucoup d’attention ces
dernières décennies.

A l’heure actuelle, plusieurs détecteurs sont disponibles, parmi ceux ci ; un détecteur adaptatif
spatio-temporel utilisant l’estimée, à partir des vecteurs de données secondaires (composante
bruit seul), de la matrice de covariance est proposé par Brennan, Reed et Mallett dans [9]
et [81]. Ce récepteur a pour but de détecter le signal utile de rang 1, i.e. ayant un vecteur
directeur connu et une puissance inconnue, en présence d’un bruit total gaussien inconnu.
Robey et Furhmann ont modifié ce détecteur dans [82] en introduisant le test du taux de
fausse alarme constant CFAR (Constant False Alarm Rate), ce détecteur est désormais appelé
filtre adapté spatial approprié pour des applications radar. Dans [56], le problème précèdent
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est considéré par Kelly comme un test à hypothèses binaires : bruit total seul ou signal plus
bruit total. Le détecteur de Kelly utilise l’approche maximum de vraisemblance (MV) pour
estimer les paramètres inconnus (matrice de covariance du bruit total et l’amplitude complexe
du signal utile) du test du rapport de vraisemblance LRT (Likelihood Ratio Test). Ce schéma
de détection se réfère communément au test du rapport de vraisemblance généralisé GLRT
(Generalized-LRT) [66]. Les performances et l’analyse du détecteur de Kelly ainsi que sa
comparaison avec d’autres détecteurs ont été présentées dans [8, 45, 46, 57].
Pour des applications GPS et radar, une extension de l’approche GLRT de Kelly, supposant
une indisponibilité d’une référence bruit seul, a été présentée dans [93] et [89]. Dans [10],
Brennan et Reed proposent un détecteur MMSE pour des acquisitions temporelles dans le
contexte des réseaux multi-utilisateurs DS-CDMA en radiocommunications. Douglas et Scholtz
dans [40], ont reconsidéré ce problème à partir d’une approche GLRT sous les hypothèses
que le bruit est gaussien et que la matrice de covariance du bruit total ainsi que le canal de
propagation sont connus.

Tous ces détecteurs précédents supposent implicitement ou explicitement que le bruit total est
circulaire au second ordre [75, 33]. Ils deviennent sous optimaux en présence d’interférences
non circulaires au second ordre omniprésentes en radio-communications et en radar. Ainsi,
pour cette raison, le problème de la détection optimale d’un signal corrompu par un bruit total
non circulaire au second ordre a reçu une grande attention ces derniers temps. En particulier,
une approche de filtrage adapté en présence d’un bruit total non circulaire au second ordre
est présentées dans [11] et [99] pour des applications radar et radio communications
respectivement sous la condition restrictive d’un signal complètement connu. Des approches
alternatives sont développées, sous la même condition restrictive d’un signal complètement
connu, et sont présentées dans [4] et [78] utilisant le critère de déflection et le GLR
respectivement. D’autres travaux sur la détection optimale dans un contexte non circulaire ont
été menés dans [44, 12, 87, 88].

Plus récemment dans [22, 6], de nouveaux récepteurs pour la détection d’un signal connu, de
paramètres inconnus, perturbé par des interférences inconnues et non circulaires au second
ordre ont été introduits. Néanmoins, leurs performances n’ont été étudiées que par simulations
Monte-Carlo en terme de probabilité de détection à fausse alarme constante fixée à 10−3.
De plus, aucune analyse théorique de performance n’a été menée sur ces récepteurs GLRT et
seules des simulations Monte-Carlo ont été réalisées.

Le but de ce chapitre est de compléter l’analyse de performances menée dans [22, 6]
par simulations Monte-Carlo en courbes de caractéristiques opérationnelles du récepteur
ROC (Receiver Operating Characterisics) et par une étude théorique des performances
asymptotiques.

Dans ce chapitre, après la position du problème dans la section 5.3, les différents récepteurs
pour la détection d’un signal connu de paramètres inconnus (ex : amplitude, phase, vecteur
directeur,..) seront présentés selon la connaissance des ces paramètres dans les sections 5.4
et 5.5. Par la suite, nous étudierons les performances théoriques des détecteurs clairvoyants
dans la section 5.6 et de certains détecteurs GLRT dans la section 5.7. Nous termineront ce
chapitre par quelques illustrations et par un complément de simulations Monte-Carlo dans la
section 5.8.
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5.2 Récepteurs GLRT pour la détection d’un signal connu perturbé
par des interférences non circulaires

Dans [6], un problème d’intérêt pratique a été traité. Il consiste à détecter un signal connu,
de paramètres inconnus (ex : phase, amplitude, vecteur directeur), noyé dans un bruit total
potentiellement non circulaire au second ordre. Plusieurs détecteurs ont été introduits et leurs
performances ont été uniquement analysées par simulations Monte Carlo dans un scénario très
particulier. Ces différents détecteurs sont associés à différents jeux de paramètres inconnus et
donnent des gains en performance importants par rapport aux détecteurs conventionnels. Dans
cette partie, nous allons brièvement revoir tous ces détecteurs associés à la connaissances ou
non des différents paramètres du signal utile (πs, Φs, s) et du bruit total (R(nT ), C(nT )) et nous
allons en étudier les performances théoriques non traitées dans [6, 22] ainsi nous donnerons
un complément d’étude des performances par simulations en courbes ROC.

5.3 Position du problème

5.3.1 Modèle des signaux

On considère un réseau de N capteurs à bande étroite. Chaque capteur reçoit un signal 1

numérique, dit utile, de modulation linéaire 2 satisfaisant la condition de Nyquist composé de
K symboles réels ak, noyé dans un bruit total composé d’interférences potentiellement non
circulaires au second ordre et d’un bruit de fond gaussien circulaire.
L’enveloppe complexe de ce signal utile est donnée par :

s(t) =
K∑

n=1

anv(t− nT ), (5.1)

où an = ±1(1 ≤ n ≤ K) représente la suite des symboles réels émis connus. T est la durée
symbole et v(t) est le filtre de mise en forme en "racine carrée" de cosinus surélevé (demi-
Nyquist) tel que : r(nT ) , v(t) ⊗ v(−t)∗ |t=nT = 0 pour n 6= 0 et r(0) 6= 0 en supposant une
synchronisation parfaite, où ⊗ désigne l’opération de convolution.
En sortie du filtre adapté v(−t)∗, il est suffisant de travailler au rythme symbole 3, le vecteur
d’observations s’écrit :

x(kT ) = µsr(0)eiΦsaks + n(kT ), (5.2)

où µs, Φs représentent respectivement les paramètres contrôlant l’amplitude et la phase du
signal connu sur le premier capteur, s est le vecteur directeur du signal connu de première
composante égale à 1, n(kT ) est le vecteur du bruit total en sortie du filtre adapté.

1Ce signal peut soit correspondre à une séquence d’apprentissage dans un lien de radio communication, à un
signal codé binaire sur un intervalle cohérent de traitement dans des applications radar, à un code séquence PN sur
la période symbole pour les réseaux DS-CDMA et les systèmes GPS

2Cette hypothèse de linéarité de la modulation n’est pas restrictive du moment où les signaux rectilignes comme
la DS-BPSK en particulier, sont largement utilisés dans plusieurs domaines d’applications

3Il est à noter que les échantillons xk sont des statistiques suffisantes pour le problème de détection uniquement
dans le cas où le bruit total est blanc de distribution gaussienne
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5.3.2 Statistiques du second ordre des observations

Les statistiques du second ordre des observations considérées par la suite correspondent aux
première et seconde matrice de covariance des observations x(kT ). Elles peuvent s’écrire :

Rx(kT ) , E[x(kT )x(kT )H ] = πs(kT )ssH + R(kT ), (5.3)

Cx(kT ) , E[x(kT )x(kT )T ] = πs(kT )ei2ΦsssT + C(kT ), (5.4)

où πs(kT ) = µ2
sr(0)2E(a2

k) est la puissance instantanée du signal utile reçu par le premier
capteur. R(kT ) , E[n(kT )n(kT )H ] et C(kT ) , E[n(kT )n(kT )T ] sont les première et seconde
matrices de covariance du bruit total à l’instant k. Pour un bruit total circulaire au second
ordre C(kT ) = O, ∀k.

En travaillant au rythme symbole et comme les observations sont cyclo-stationnaires sur le
temps symbole, les statistiques d’ordre deux sont égales sur la durée symbole et ne dépendent
plus de k tel que R(kT ) = R et C(kT ) = C.
Quand les symboles émis du signal utile sont BPSK, la puissance instantanée πs(kT ) est
constante pour tout les instants et ne dépend pas de k donc πs(kT ) , µ2

sr(0)2 = πs.

5.3.3 Problématique et hypothèses

Le problème considéré dans cette partie est un problème de détection de symboles ak réels
connus, basé sur l’approche GLRT à deux hypothèses H0 et H1 associées respectivement à la
présence du bruit total seul n(kT ) et à la présence du signal utile plus le bruit total dans les
données (xk)k=1,....,K .
En utilisant (5.2), le vecteur d’observations x(kT ) sous les hypothèses H0 et H1 est donné par :

H1 : x(kT ) =
√

πse
iΦsaks + n(kT ), (5.5)

H0 : x(kT ) = n(kT ), (5.6)

Dans le cas où le bruit total est la somme d’interférences de type BPSK et d’un bruit de
fond gaussien indépendant l’un de l’autre, la distribution de x(kT ) est un mélange de lois
gaussiennes. Ainsi, pour permettre de construire les différents détecteurs GLRT, il est fait
dans [22, 6], les hypothèses théoriques simplificatrices 4 suivantes :

• A.1 : Les échantillons ñ(kT )k=1,.....,K , avec ñ(kT ) , [n(kT )T ,n(kT )H ]T sont non corrélés
les uns des autres.

• A.2 : Les échantillons n(kT )k=1,.....,K sont gaussiens, centrés et potentiellement non
circulaires.

• A.3 : Les matrices Rn(kT ) et Cn(kT ) ne dépendent pas de k.

Dans [22], le problème abordé consistait à détecter de manière optimale, au sens de
l’approche GLRT, la présence d’un signal connu échantillonné ak pour 1 ≤ k ≤ K, à partir du
vecteur d’observations x(kT )(1 ≤ k ≤ K) en supposant que le bruit total est potentiellement
non circulaire au second ordre et que les paramètres πs, Φs, s, R et C peuvent être soit connus
soit inconnus selon l’application visée. Il est à noter que les récepteurs GLRT dérivés sous
l’hypothèse que sous H1, les données secondaires ne sont pas disponibles. Ainsi, les récepteurs

4Ces hypothèses ne sont pas réellement pénalisantes, car les détecteurs issus de ces hypothèses atteignent
toujours de bonnes performances en pratique, même dans le cas où elles ne sont pas vérifiées.
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GLRT introduits dans [22] ne sont pas une extension simple aux vecteurs d’observations
étendus des récepteurs GLRT de Kelly [56]. En conséquence, notre analyse de performance
n’est pas une simple extension de l’analyse présentée dans [56].

5.4 Récepteurs optimaux où tous les paramètres sont connus
(clairvoyants)

Lorsque tous les paramètres sont connus (i.e. πs, Φs, s, R, C) on parle de détecteurs de référence
où détecteur clairvoyant. Selon la théorie statistique de la détection [55, chap 3] [94], le
récepteur optimal pour la détection des échantillons connus ak à partir de x(kT ) est le test
du rapport de vraisemblance LRT. Il consiste à comparer à un seuil le rapport de vraisemblance
LR(x, K), défini pour 1 ≤ k ≤ K, par

LR(x, K) ,
p[x(kT )|k=1,...K/H1]

p[x(kT )|k=1,...K/H0]
. (5.7)

où p[x(kT )|k=1,...K/Hi] (i = 0, 1) désigne la densité de probabilité conditionnelle des
échantillons x(kT ) (1 ≤ k ≤ K) sous l’hypothèse Hi.
En utilisant (5.5) et (5.6), l’équation (5.7) devient

LR(x, K) ,
p[n(kT ) = x(kT )−√πse

iΦsaks, 1 ≤ k ≤ K]

p[n(kT ) = x(kT ), 1 ≤ k ≤ K]
. (5.8)

Sous les hypothèses de distribution gaussienne non circulaire, la densité de probabilité de
n(kT ) devient une fonction de ñ(kT ) , [n(kT )T ,n(kT )H ]T donnée par [76]

p(ñ(kT )) ,
1

πN
√

det R
ñ

e
−
ñ(kT )HR−1

ñ
ñ(kT )

2 . (5.9)

Ainsi, sous les hypothèses précédentes, et en utilisant (5.9), l’expression (5.8) prend la forme

LR(x, K) =

∏K
k=1 p[ñ(kT ) = x̃(kT )−√πse

iΦsaks̃φ; ak, πs, s̃φ, R
ñ
]

∏K
k=1 p[ñ(kT ) = x̃(kT );R

ñ
]

, (5.10)

où x̃(kT ) , [x(kT )T ,x(kT )H ]T , s̃φ , [eiφssT , e−iφssH ]T et Rñ est définie par :

Rñ =

(
R C

C∗ R∗

)
.

Il est a noter que Rñ contient l’information de non circularité du bruit total à travers la matrice
C, qui est non nulle pour un bruit total non circulaire au second ordre.

En utilisant (5.9) dans (5.10) et en prenant le logarithme, il est possible de démontrer qu’une
statistique suffisante pour le problème de détection précédent consiste à comparer à un seuil ζ
la fonction OPT1(x, K) = 2 lnLR(x, K) définie par [6, 22]

OPT1(x, K) , s̃H
φ R−1

ñ r̂
x̃a , w̃H

o r̂
x̃a

H1,H0

≷ ζ, (5.11)
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où r̂
x̃a ,

1

K

∑K
k=1 x̃(kT )ak, w̃o , R−1

ñ s̃φ est le filtre adapté spatial WL défini dans [28].

Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire (C = O), ce récepteur devient le récepteur
conventionnel donné dans [69] et défini par

CONV1(x, K) , 2ℜ[e−iφssHR−1r̂xa] , 2ℜ[wH
c r̂xa], (5.12)

où r̂xa ,
1

K

∑K
k=1 x(kT )ak et wc , eiφsR−1s correspond au filtre adapté spatial, définit à une

constante multiplicative près, qui maximise le SINR en sortie vu dans le chapitre 2.

5.5 Récepteurs optimaux avec des paramètres inconnus

Dans la plupart des situations d’intérêt pratiques, les paramètres πs, Φs, R et C peuvent être
inconnus. Aussi, pour certaines applications, le vecteur directeur s est soit connu ; c’est le
cas en particulier des applications radar et de localisation par satellite, soit inconnu pour des
applications en radiocommunications. Comme dans le cas où tout les paramètres sont connus,
les récepteurs, où certains paramètres sont inconnus, ont été présentés et leurs performances
ont été étudiées uniquement par simulations Monte-Carlo dans [22, 6], pour les cas d’une ou
deux interférences, en terme de probabilité de détection pour un taux de fausse alarme donné
fixé à 10−3.
Dans cette section, après une brève description de ces différents récepteurs et une introduction
de deux nouveaux récepteurs, nous allons étudier les performances asymptotiques théoriques
de ces récepteurs et nous compléterons l’étude par simulations en courbes COR pour différents
scénarios de réception.

5.5.1 Récepteurs GLRT avec s connu

Pour des applications de localisation par satellite où les positions des satellites sont connues,
le vecteur de direction d’arrivée du signal utile s est connu et peut être associé à la direction
du satellite. C’est aussi le cas dans des applications radar où le vecteur directeur s est
associé à la direction d’un faisceau orienté mécaniquement ou électroniquement vers une
direction donnée. En outre, dans certains cas, des vecteurs d’observation ne contenant pas
d’échantillons du signal utile (appelés vecteurs d’observations secondaires) et partageant
les mêmes statistiques au second ordre que le bruit total sont disponible en plus des
vecteurs d’observations contenant à la fois le signal utile et le bruit total (appelés vecteurs
d’observations primaires). Par exemple, les vecteurs d’observations secondaires peuvent
correspondre à des échantillons de données associées à d’autres cases distances que celle de la
cible à détecter. Dans ces derniers cas, on dit qu’une référence bruit seul (RBS) est disponible
(en anglais TNAR pour Total Noise Alone Reference).

Dans cette partie, nous allons faire un rappel des différents récepteurs introduits dans [22], par
une approche GLRT 5, pour la détection d’un signal avec s connu et dont certains paramètres
sont inconnus, noyé dans un bruit total non circulaire.

5Il est à noter que lorsqu’il y a des paramètres inconnus, le test du rapport de vraisemblance LRT n’est plus un
test UMP (Uniformly Most Powerful) et donc n’est plus adapté à notre étude. Pour cela on se ramène à une approche
GLRT.
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5.5.1.1 (πs, Φs) inconnus et bruit total (R, C) connus

Lorsque les paramètres πs,Φs sont inconnus et s, R et C sont connus, le GLR pour la détection
des échantillons connus ak noyés dans un bruit total non circulaire au SO caractérisé par R et
C, est donné par (5.10) où πs et Φs sont remplacés par leurs estimées au sens du maximum
de vraisemblance ML. Pour des raisons d’identifiabilité on estime le vecteur ω̃ , [ω, ω∗]T ,[√

πse
iΦs ,

√
πse

−iΦs
]T , tel que son estimée est donnée par [22, 6]

̂̃ω = (SHR−1
ñ S)−1SHR−1

ñ r̂x̃a, (5.13)

où r̂
x̃a ,

1

K

∑K
k=1 x̃(kT )ak et S ,

(
s 0

0 s∗

)
.

En insérant (5.13) dans (5.10), le GLRT devient

LG(x, K) =

∏K
k=1 p[ñ(kT ) = x̃(kT )− ak

̂̃ωS/ak, s,R,C]
∏K

k=1 p[ñ(kT ) = x̃(kT )/R,C]
.

En prenant le logarithme, une statistique suffisante pour le problème de détection consiste à
comparer à un seuil la fonction OPT2(x, K) = 2 lnLG(x, K) définie par [22, 6]

OPT2(x, K) , K r̂H
x̃aR−1

ñ S(SHR−1
ñ S)−1SHR−1

ñ r̂
x̃a. (5.14)

Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au SO (C = O), on peut facilement vérifier
que (5.14) se réduit à la statistique suffisante CONV2(x, K), déjà donnée dans [82] et qui est
définie par

CONV2(x, K) , K

∣∣sHR−1r̂xa

∣∣2

sHR−1s
. (5.15)

5.5.1.2 (πs, Φs, R, C) inconnus avec RBS

Dans ce cas, s est connu, les paramètres πs, Φs, R et C sont inconnus mais une RBS est
disponible. Notons n

′
(nT )(0 ≤ n ≤ K ′ − 1) les K ′ échantillons des données secondaires

contenant uniquement du bruit total (K
′ ≥ 2N). Alors

R
′
(nT ) = E[n

′
(nT )n

′H(nT )] = R(nT ) (5.16)

C
′
(nT ) = E[n

′
(nT )n

′T (nT )] = C(nT ). (5.17)

Sous les hypothèses de la section 5.3.3, les matrices de covariance R et C peuvent être
estimées à partir des données primaires (présence du signal utile) et secondaires (absence du
signal utile), ce qui donne lieu à deux différents récepteurs.

Estimation à partir des données secondaires uniquement
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L’estimée au sens du maximum de vraisemblance de Rñ et de R sont données par

R̂ñ =
1

K ′

K′−1∑

n=0

ñ
′

(nT )ñ
′H(nT ) (5.18)

R̂ =
1

K ′

K′−1∑

n=0

n
′
(nT )n

′H(nT ) (5.19)

Ainsi d’après [22, 6], une statistique suffisante au problème de détection est donnée par

OPT3(x, K, K ′) , 2 lnLG(x, K) , r̂H
x̃aR̂

−1

ñ S(SH R̂
−1

ñ S)−1SH R̂
−1

ñ r̂
x̃a. (5.20)

Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au SO (C = O), cette statistique devient

CONV3(x, K, K ′) ,

∣∣∣sH R̂
−1

r̂xa

∣∣∣
2

sH R̂
−1

s
. (5.21)

où K et K ′ représentent respectivement le nombre d’échantillons de l’observation et de la
RBS. Estimation à partir des données primaires et secondaires

Dans ce cas on estime les matrices R et C à partir de K données primaires et de K ′ données
secondaires. On a alors une statistique suffisante du problème de détection donnée par [22, 6]

OPT4(x, K, K ′) ,
r̂H
x̃aR̂

−1

ñ0 S(SH R̂
−1

ñ0 S)−1SH R̂
−1

ñ0 r̂
x̃a

1− K

K + K ′ r̂
H
x̃aR̂

−1

ñ0 r̂
x̃a

. (5.22)

Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au SO (C = O), cette statistique devient

CONV4(x, K, K ′) ,

∣∣∣sH R̂
−1

0 r̂xa

∣∣∣
2

sH R̂
−1

0 s[1− K

K + K ′ r̂
H
xaR̂

−1

0 r̂xa]
. (5.23)

où

R̂ñ0 =
1

K + K ′ [
K−1∑

n=0

x̃(nT )x̃H(nT ) +
K′−1∑

n=0

ñ
′

(nT )ñ
′H(nT )] (5.24)

R̂0 =
1

K + K ′ [
K−1∑

n=0

x(nT )xH(nT ) +
K′−1∑

n=0

n
′
(nT )n

′H(nT )] (5.25)

5.5.1.3 (πs, Φs, R, C) inconnus et sans RBS

Dans ce cas, le vecteur s est connu et les paramètres πs, Φs, R et C sont inconnus ainsi qu’on
ne dispose pas de référence bruit total seul. Sous les mêmes hypothèses de distribution des
échantillons x(kT ) (1 ≤ k ≤ K) qu’en section 5.5.1.1, les matrices R et C sont estimées à
partir des données primaires. Ainsi les estimées ML de la matrice du bruit total Rñ sous les
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hypothèses H0 et H1 sont respectivement données par [22, 6]

R̂ñ0 =
1

K

K∑

k=1

x̃(kT )x̃H(kT ) , R̂x̃ (5.26)

R̂ñ1 =
1

K

K∑

k=1

(x̃(kT )− akSω̃)(x̃(kT )− akSω̃)H . (5.27)

Sous ces hypothèses et suivant l’approche GLRT, l’estimée ML de ω̃ est donnée par [22, 6]

̂̃ω =
SHR̂−1

x̃ r̂x̃a

√
πs

[
(1− r̂H

x̃aR̂
−1
x̃ r̂x̃a)S

HR̂−1
x̃ S + SHR̂−1

x̃ r̂x̃ar̂
H
x̃aR̂

−1
x̃ S

] . (5.28)

De même, une statistique suffisante pour le problème de détection est donnée par [22, 6]

OPT5(x, K) = 2 lnLG(x, K) ,
r̂H
x̃aR̂

−1

x̃ S(SH R̂
−1

x̃ S)−1SH R̂
−1

x̃ r̂
x̃a

1− r̂H
x̃aR̂

−1

x̃ r̂
x̃a

. (5.29)

Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au second ordre, (5.22) se réduit au détecteur
conventionnel donné par

CONV5(x, K) ,

∣∣∣sH R̂
−1

x r̂xa

∣∣∣
2

sH R̂
−1

x s
[
1− r̂H

xaR̂
−1

x r̂xa

] . (5.30)

5.5.2 Récepteurs GLRT avec s inconnu

Dans le contexte de radio-communications le vecteur directeur s est souvent inconnu
conjointement avec les paramètres πs, Φs, R et C. En outre, dans certains cas, les données
d’observations secondaires sont disponibles en plus des données d’observations primaires. Ces
données peuvent correspondre aux échantillons des données associées aux canaux adjacents
et aux plages temporelles adjacentes.
Pour cela, nous allons présenter les différent récepteurs pour la détection d’un signal réel
connu, avec s inconnu et dont certains paramètres sont inconnus, noyé dans un bruit total non
circulaire.

5.5.2.1 (πs, Φs) inconnus et bruit total (R, C) connu

Dans certaines situations d’intérêt pratique, le vecteur directeur s n’est pas non plus connu.
Ainsi, lorsque les paramètres πs, Φs et s sont inconnus et R et C sont connus, le GLR pour la
détection des échantillons connus ak noyés dans un bruit total non circulaire au SO caractérisé
par R et C, est donné par (5.10) où πs, Φs et s sont remplacés par leurs estimées au sens du
maximums de vraisemblance ML. En posant h =

√
πse

iΦss pour des raisons d’identifiabilité, on
estime le vecteur h̃ , [h, h∗]T , dans ce cas, le modèle (5.2) s’écrit

x(kT ) = akh + n(kT )
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ainsi, l’estimée au sens ML de h̃ est donnée [22, 6]

̂̃
h = r̂x̃a, (5.31)

où r̂
x̃a ,

1

K

∑K
k=1 x̃(kT )ak

En insérant (5.31) dans (5.10), le GLR devient

LG(x, K) =

∏K
k=1 p[ñ(kT ) = x̃(kT )− ak

̂̃
h/ak,R,C]

∏K
k=1 p[ñ(kT ) = x̃(kT )/R,C]

.

En prenant le logarithme, une statistique suffisante pour le problème de détection consiste à
comparer à un seuil la fonction OPT6(x, K) = 2 lnLG(x, K) définie par [22, 6]

OPT6(x, K) , K r̂H
x̃aR−1

ñ r̂
x̃a, (5.32)

où r̂
x̃a ,

1

K

∑K
k=1 x̃(kT )ak. Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au SO (C = O),

on peut facilement vérifier que (5.20) se réduit à la statistique suffisante CONV3(x, K) définie
par

CONV6(x, K) , K r̂H
xaR−1r̂xa. (5.33)

5.5.2.2 (πs, Φs, R, C) inconnus avec RBS

Dans ce cas, les paramètres s, πs, Φs, R et C sont inconnus mais une RBS est disponible.
Notons n

′
(nT )(0 ≤ n ≤ K ′ − 1) les K ′ échantillons des données secondaires contenant

uniquement du bruit total (K
′ ≥ 2N). Sous les hypothèses de la section 5.3.3, les matrices R

et C peuvent être estimées à partir des données primaires et secondaires, ce qui donne lieu à
deux différents récepteurs.

Estimation à partir des données secondaires uniquement

Une statistique suffisante pour le problème de détection consiste à comparer à un seuil la
fonction donnée par [22, 6]

OPT7(x, K, K ′) , 2 lnLG(x, K) , r̂H
x̃aR̂

−1
ñ r̂x̃a, (5.34)

Pour un bruit total circulaire au SO (C = O)

CONV7(x, K, K ′) , r̂H
xaR̂

−1r̂xa. (5.35)

où R̂ñ et R̂ sont respectivement données par les équations (5.18) et (5.19).

Estimation à partir des données primaires et secondaires

Comme dans la partie 5.5.1.2, où s est connu, on estime les matrices R et C à partir de
K données primaires et de K ′ données secondaires. On a alors une statistique suffisante du
problème de détection donnée par [22, 6]

OPT8(x, K, K ′) , 2 lnLG(x, K) , r̂H
x̃aR̂

−1
ñ0 r̂x̃a, (5.36)
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Pour un bruit total circulaire au SO (C = O)

CONV8(x, K, K ′) , r̂H
xaR̂

−1
0 r̂xa. (5.37)

où R̂ñ0 et R̂0 sont respectivement données par les équations (5.24) et (5.25).

5.5.2.3 (πs, Φs, R et C) inconnus et sans RBS

Lorsque tout les paramètres sont inconnus y compris le vecteur s et sous les hypothèses
précédentes, une statistique suffisante pour le problème de détection est donnée par [22, 6]

OPT9(x, K) , 2 lnLG(x, K) , r̂H
x̃aR̂

−1
x̃ r̂x̃a, (5.38)

qui correspond au détecteur introduit dans [30] pour la synchronisation dans le contexte non
circulaire au SO. En particulier pour un bruit total circulaire (C = 0), (5.38) se réduit à

CONV9(x, K) , r̂H
xaR̂

−1
x r̂xa.

5.5.3 Récepteurs GLRT avec une structure connue de s

Dans certaines applications, l’angle de direction d’arrivée du signal utile θs est inconnu tandis
qu’on dispose d’une antenne de réception de structure connue (réseau d’antennes uniforme
ULA, circulaire, ...). Ainsi, selon la connaissance des paramètres πs, Φs, R et C on distingue
deux cas :

5.5.3.1 (πs, Φs) inconnus, (R, C) connus

Dans ce cas, une statistique suffisante pour ce problème de détection consiste à comparer à un
seuil le rapport de vraisemblance généralisé suivant :

OPT10(x, K) , Arg(max)θ

[
K r̂H

x̃aR−1
ñ S(θ)(SH(θ)R−1

ñ S(θ))−1SH(θ)R−1
ñ r̂

x̃a

]
. (5.39)

De même, dans le cas particulier d’un bruit total circulaire, le détecteur (5.39) se réduit au
détecteur conventionnel

CONV10(x, K) , Arg(max)θ

[
K

∣∣sH(θ)R−1r̂xa

∣∣2

sH(θ)R−1s(θ)

]
. (5.40)

5.5.3.2 πs, Φs, (R, C) inconnus et sans RBS

Lorsqu’on dispose uniquement de la structure du vecteur directeur s, et sous les mêmes
hypothèses de distribution des échantillons x(kT ) (1 ≤ k ≤ K) qu’en section 5.5.1.1, les
estimées ML de la matrice du bruit total Rñ sous les hypothèses H0 et H1 sont respectivement
données par (5.26) et (5.27). Ainsi, une statistique suffisante pour ce problème de détection
consiste à comparer à un seuil le rapport de vraisemblance généralisé suivant :

OPT11(x, K) , Arg(max)θ

[
K

r̂H
x̃aR̂

−1

x̃ S(θ)(SH(θ)R̂
−1

x̃ S(θ))−1SH(θ)R̂
−1

x̃ r̂
x̃a

1− r̂H
x̃aR̂

−1

x̃ r̂
x̃a

]
. (5.41)
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Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au second ordre, (5.41) se réduit au détecteur
conventionnel donné par

CONV11(x, K) , Arg(max)θ


K

∣∣∣sH(θ)R̂
−1

x r̂xa

∣∣∣
2

sH(θ)R̂
−1

x s(θ)
[
1− r̂H

xaR̂
−1

x r̂xa

]


 . (5.42)

5.6 Analyse théorique des Performances des récepteurs
clairvoyants

L’analyse des performances de ces détecteurs consiste à étudier la probabilité de détection
(notée PD) et la probabilité de fausse alarme (notée PFA) correspondant à la probabilité
que OPT1(x, K) (ou CONV1(x, K)) dépasse un certain seuil sous l’hypothèse H1 et H0

respectivement.
Les performances de ces récepteurs ont été étudiées par simulations Monté-Carlo dans [6, 22],
pour les cas d’une ou deux interférences, en terme de probabilité de détection pour un taux de
fausse alarme donné fixé à 10−3.
La probabilité de fausse alarme et la probabilité de détection ont été analytiquement calculées
dans [55, 94] pour le récepteur CONV1 sous l’hypothèse que le bruit total soit gaussien
circulaire au second ordre. Cependant, dans des situations d’intérêts pratiques, le bruit total
n’est ni gaussien ni circulaire au second ordre, donc les résultats de [94] ne sont plus valides.
C’est pour cela que dans cette partie, nous allons calculer analytiquement les probabilités de
fausse alarme et de détection des deux récepteurs OPT1 et CONV1 sous l’hypothèse que le
bruit total n’est ni gaussien ni circulaire au second ordre.

Afin de pouvoir quantifier et comparer les performances de ces récepteurs clairvoyants,
on suppose que bruit total nk composé d’une seule interférence BPSK avec des symboles
équiprobables indépendants bk ∈ {−1, +1} et d’un bruit blanc gaussien circulaire n′k non
corrélé avec l’interférence. Sous ces hypothèses, nk peut s’écrire

nk = π1e
iΦ1bk j1 + n′k,

où π1 et Φ1 correspondent respectivement à la puissance moyenne mesurée sur le premier
capteur et à la phase du signal interférence. Le vecteur j est le vecteur directeur de l’interférence
de première composante égale à 1. (n

′
)k=1,..,K est le vecteur bruit supposé blanc, gaussien,

centré et circulaire à composantes indépendantes et de matrice de covariance η2I.
Dans ce cas, le test décrit par les équations (5.5) et (5.6) s’écrit sous la forme

H1 : x(kT ) =
√

πse
iΦsaks +

√
π1e

iΦ1bkj + n
′
(kT ), (5.43)

H0 : x(kT ) =
√

π1e
iΦ1bkj + n

′
(kT ), (5.44)

Nous allons présenter cette étude de performances théoriques selon deux approches. La
première approche, correspond au calcul analytique exacte des probabilités de fausse alarme
et de détection quelque soit le nombre d’échantillons K. Cette approche conduit à un calcul
numérique de complexité exponentielle en K qui ne pourra donc être effectué en pratique que
pour de faibles valeurs de (K ≤ 10). La deuxième approche, dite asymptotique, correspond à
un calcul approché de ces probabilités sous la condition que K ≫ 1. Enfin nous examinerons
le domaine de validité de cette approximation.
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5.6.1 Calcul exact

Pour le récepteur clairvoyant OPT1, les probabilité de détection (PD) et de fausse alarme (PFA)
associées à un seuil ζ sont respectivement données par :

PD = P [OPT1(x, K) > ζ/H1]

PFA = P [OPT1(x, K)) > ζ/H0] .

En utilisant l’expression (5.11) du récepteur OPT1, les probabilités de détection et de fausse
alarme s’écrivent

PD = P

[
√

πsw̃
H
o s̃φ(

1

K

K∑

k=1

a2
k) +

√
π1w̃

H
o j̃φ

1

K

K∑

k=1

akbk +
1

K

K∑

k=1

w̃H
o ñ

′

(kT )ak > ζ

]
,

PFA = P

[
√

π1w̃
H
o j̃φ

1

K

K∑

k=1

akbk +
1

K

K∑

k=1

w̃H
o ñ

′

(kT )ak > ζ

]
.

où j̃φ , [eiφ1jT , e−iφ1jH ]T et ñ
′
(kT ) , [n

′T (kT ),n
′H(kT )]T .

Posons β ,
√

πsw̃
H
o s̃φ

1

K

K∑

k=1

a2
k =

√
πs

1

K

K∑

k=1

a2
ks̃

H
φ R−1

ñ s̃φ > 0 et α ,
√

π1

K
(

K∑

k=1

a2
k)

1
2 w̃H

o j̃φ des

constantes réelles. n
′

K ,
1

K

K∑

k=1

w̃H
o ñ

′

(kT )ak qui est une variable aléatoire gaussienne, réelle,

centrée de variance σ2 = η2

K2 (
∑K

k=1 a2
k) ‖w̃o‖2.

Ainsi, les probabilités Pd et PFA deviennent :

PD = P

[
β + α(

K∑

k=1

a2
k)
− 1

2

K∑

k=1

akbk + n
′

K > ζ

]
, (5.45)

PFA = P

[
α(

K∑

k=1

a2
k)
− 1

2

K∑

k=1

akbk + n
′

K > ζ

]
. (5.46)

Pour une série de symboles d’interférence connue (b1, ..., bK), les probabilités PD (5.45) et
PFA (5.46) sont respectivement données par :

PD = Q

(
ζ − β − α(

∑K
k=1 a2

k)
− 1

2
∑K

k=1 akbk

σ

)

PFA = Q

(
ζ − α(

∑K
k=1 a2

k)
− 1

2
∑K

k=1 akbk

σ

)
.

où Q(u) ,
1√
2π

∫ +∞

u
e−v2/2dv

En conditionnant sur les différents équiprobables symboles (b1, ..., bK), on obtient la formule
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de probabilité totale :

PD =
1

2K

2K∑

i=1

Q

(
ζ − β − α(

∑K
k=1 a2

k)
− 1

2
∑K

k=1 akb
i
k

σ

)
, (5.47)

PFA =
1

2K

2K∑

i=1

Q

(
ζ − α(

∑K
k=1 a2

k)
− 1

2
∑K−1

k=0 akb
i
k

σ

)
. (5.48)

où (
(
bi
1, ....b

i
K

)
i=1,..,2K ) désigne l’ensemble des 2K mots binaires de longueur K.

Les expression (5.47) et (5.48) de PD et PFA sont aussi valides pour le récepteur conventionnel
CONV1 donné par (5.12), mais dans ce cas :

α ,
2
√

π1

K
(

K∑

k=1

a2
k)

1
2ℜ(eiφ1wH

c j1), (5.49)

β , 2
√

πs(
1

K

K∑

k=1

a2
k)ℜ(eiφswH

c s) = 2
√

πs(
1

K

K∑

k=1

a2
k)s

HR−1
n s > 0, (5.50)

n′K ,
2

K
ℜ(

K∑

k=1

akw
H
c n′k), (5.51)

où n′K , 2
Kℜ(

∑K
k=1 akw

H
c n′k) est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance

σ2 = 2η2

K2 (
∑K

k=1 a2
k)‖wc‖2.

Remarque 11. Pour de grandes valeurs de K, le calcul des probabilités de détection et de fausse
alarme à partir des expressions (5.47) et (5.48) devient numériquement lourd et coûteux et
nécessitant une grande précision de calcul. Donc, cette approche n’est exploitable en pratique que
pour de petites valeurs de K ≤ 20.

5.6.2 Calcul approché

Comme le calcul précédent est complexe, nous proposons dans cette partie un calcul approché
des probabilités de détection et de fausse alarme quand on dispose d’un grand nombre
d’échantillons d’observation (K ≫ 1).

Remarque 12. Pour un nombre d’échantillons d’observation K grand, on note que le lemme
de Chernoff-Stein [35, TH. 11.8.1], qui donne les probabilités d’erreur (PF A, PM (Missing
Probability)) associée au LRT ne peut être appliqué. En effet, le LRT est dérivé sous une distribution
gaussienne mais utilisé sous la vraie distribution, qui est un mélange de distributions gaussiennes.

D’abord, soit la variable aléatoire ck = (
∑K

k=1 a2
k)
− 1

2
∑K−1

k=0 akbk qui apparait dans les
expression (5.47) et (5.48), où ak et bk sont respectivement des variables déterministes et
aléatoire. Cette variable aléatoire est en fait une somme de variables aléatoires indépendantes
mais pas toujours identiquement distribuées. Par exemple, dans un premier cas ou les symboles
ak sont BPSK, la variable aléatoire ck = 1√

K

∑K−1
k=0 akbk devient une somme de variables

aléatoires indépendantes identiquement distribuées. Par contre, dans un deuxième cas ou
les symboles ak sont des réels arbitraires la variable aléatoire akbk n’est plus identiquement
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distribuée.
Dans notre approche, nous voulons établir la convergence en loi de ck. Ainsi dans le premier
cas ou les symboles ak sont IID (Indépendants Identiquement Distribués), le théorème centrale
limite s’applique. Par contre, dans le deuxième cas, cette variable n’est plus IID, le théorème
central limit ne s’applique pas mais le théorème central limite de Lyapunov [62, TH. 2.7.3],
donné dans l’annexe B.1, s’applique. Ce théorème stipule que si la variable ak satisfait la
condition de Lyapunov suivante 6 :

(
K−1∑

k=0

|ak|3)2 = o[
K−1∑

k=0

a2
k)

3] pour K →∞,

alors la variable ck = (
∑K

k=1 a2
k)
− 1

2
∑K−1

k=0 akbk converge en distribution vers une loi normale
de moyenne nulle et de variance unité.

En conséquence, dans tous les cas et pour K ≫ 1, la variable aléatoire (
∑K

k=1 a2
k)
− 1

2
∑K−1

k=0 akbk

peut être approximée par distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance unité.
Ainsi, la variable aléatoire α(

∑K
k=1 a2

k)
− 1

2
∑K

k=1 akbk + n
′

K , qui apparait dans les
expressions (5.45) et (5.46), est approximativement une variable gaussienne de moyenne
nulle et de variance 7 α2 + σ2. En conséquence, à partir des expressions (5.45) et (5.46), les
probabilité de détection et de fausse alarme deviennent :

PD ≈ Q
(

ζ − β√
α2 + σ2

)
, (5.52)

PFA ≈ Q
(

ζ√
α2 + σ2

)
. (5.53)

De même ces expressions sont aussi valides pour le récepteur clairvoyant CONV1, mais avec les
valeurs de α, β et n′K respectivement données par (5.49), (5.50) et (5.51).

5.6.3 Les courbes ROC (Receiver Operating Characteristics)

Les courbes ROC sont un moyen très efficace pour l’évaluation des performances en détection,
elles représentent la probabilité de détection en fonction de celle de fausse alarme.
La fonction Q est une fonction monotone décroissante, elle admet donc un inverse noté Q−1. A
partir des expressions (5.52) et (5.53), on alors peut facilement déduire une expression reliant
la PD à la PFA pour les détecteur CONV1 et OPT1 en éliminant le seuil ζ =

√
α2 + σ2Q−1(PFA).

On obtient ainsi la courbe ROC correspondante avec :

PD ≈ Q
(

Q−1(PFA)− β√
α2 + σ2

)
. (5.54)

Notons que le rapport
β2

α2 + σ2
représente le rapport du carré de la partie signal utile sur le carré

de la partie bruit en sortie des récepteurs OPT1 (CONV1). Particulièrement si les symboles ak

sont BPSK,
β2

α2 + σ2
, donné pour le récepteur OPT1, correspond au SINR en sortie du filtre,

6Cette condition est clairement satisfaite avec la légère hypothèse que la limite limK→∞
1
K

∑K
k=1 a2

k existe, finie
et non nulle et la limite limK→∞

1
K

∑K
k=1 |ak|3 existe.

7Car α est déterministe et n
′

K est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance σ2 indépendante de bk
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optimal pour un bruit total non circulaire, WL MLSE étudié dans [28]. Cet SINR est égal à K
fois le SINR en sortie du filtre adapté spatial linéaire au sens large w̃o.

De même, pour le récepteur CONV1 et pour des symboles ak BPSK,
β2

α2 + σ2
correspond au

SINR en sortie du en sortie du filtre, optimal pour un bruit total circulaire, WL MLSE étudié
dans [28]. Cet SINR est aussi égale à K fois le SINR en sortie du filtre adapté spatial wc.

5.7 Performances asymptotiques des récepteur avec des
paramètres inconnus

La distribution exacte du GLR LG(x, K), sous les hypothèses H0 et H1 pour la vraie distribution
des données est très difficile à calculer. Par exemple, le calcul de la distribution de la
statistique (5.14) après conditionnement sur les symboles (b1, ..., bK) de l’interférence,
reviens à calculer la distribution de la forme hermitienne rHΩr, avec r une variable aléatoire
gaussienne centrée et de matrice de covariance arbitraire, pour laquelle aucune expression
simple n’est disponible.
Cependant, sous les hypothèses de dérivation du GLR (données gaussiennes non circulaires)
et par une approche asymptotique K ≫ 1, quelques théorèmes généraux de statistiques (par
exemple ; le théorème de Wilk [100, P. 132]) peuvent être appliqués sans la connaissance de
la forme exacte de la distribution du GLR LG(x, K). En utilisant ce théorème et les propriétés
statistiques du GLR LG(x, K), nous allons établir théoriquement les performances de certains
de ces détecteurs.

Les fonctions densité de probabilité de (xk)k=1,..K sous les conditions H0 et H1 sont les mêmes
pour tous les détecteurs, mis a part que les paramètres inconnus, que l’on classera dans
un vecteur noté θ, sont différents d’un détecteur à un autre. On décompose ce vecteur de
paramètres inconnus θ en deux vecteurs : θa, de dimension r, qui collecte les paramètres
inconnus du signal utile (πs, Φs, θs, s) et θb qui collecte les paramètres inconnus du bruit
dits de nuisance (R, C). On note alors θ , [θT

a , θT
b ]T .

Nous allons présenter les performance théoriques asymptotiques uniquement pour quelques
récepteurs GLRT OPTi, i = 2, 5, 6, 9. Car les autres récepteurs GLRT convergent vers ces
récepteurs pour K grand.
Pour des raisons d’identifiabilité, nous devons utiliser des re-paramétrisations pour avoir θa et
θb, celles ci sont données pour chaque cas par :

θa = [
√

πs cosΦs,
√

πs sin Φs]
T avec r = 2 pour OPT2 et OPT5

θa = [ℜ(
√

πse
iΦss)T , [ℑ(

√
πse

iΦss)T ]T avec r = 2N pour OPT6 et OPT9

θa = [
√

πs cosΦs,
√

πs sin Φs, θs]
T avec r = 3 pour OPT10 et OPT11

Il n’y a pas de paramètres de nuisance pour les détecteurs OPT2, OPT6 et OPT10, tandis que
pour OPT5, OPT9 et OPT11 on a :

θb = [ℜ((Ri,j)),ℑ((Ri,j)),ℜ((Ci,j)),ℑ((Ci,j))]
T pour 1 ≤ i ≤ j ≤ N

tel que θb est de dimension N(2N + 1) englobant toutes les parties réelles et imaginaires des
éléments des matrices R et C.

Pour les récepteurs OPT2, OPT5, OPT6 et OPT9, le problème de détection décrit par les
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équations à deux hypothèses donné par les expressions (5.5) et (5.6) peut être reformulé par
le test à deux hypothèses sur la fonction densité de probabilité p[x(kT )k=1,..K ; θa, θb], où on
veut tester si θa = 0 opposé à θa 6= 0. Ce test s’écrit alors [54, 55] :

H0 : p[x(kT )k=1,..K ; θa = o, θb], (5.55)

H1 : p[x(kT )k=1,..K ; θa 6= o, θb]. (5.56)

D’où, avec ces notations, le GLR LG(x, K) prend la forme suivante :

LG(x, K) =
p[x(kT )k=1,..K ; θ̂a1, θ̂b1]

p[x(kT )k=1,..K ; θa0, θ̂b0]
(5.57)

où θa0 = 0 et (θ̂a1, θ̂b1) et θ̂b0 désignent les estimées au sens du maximum de vraisemblance
de (θa, θb) et θb sous H1 et H0 respectivement.

Remarque 13. Pour les récepteurs OPT10 et OPT11, le problème de détection donné par les
expressions (5.5) et (5.6) ne peut être interprété comme le test donné par (5.55) et (5.56), car
dans ces cas, la troisième composante θs peut prendre la valeur 0 sous H1.

Sous H0, pour les récepteurs OPT2, OPT5, OPT6 et OPT9, le théorème de Wilk [100, P.132] avec
des paramètres de nuisance peut ainsi être appliqué sans avoir à connaitre la forme exacte du
GLR(x, K). Ainsi, On a la convergence en distribution suivante :

2 lnLG(x, K)
L→ χ2

r sous H0 pour les cas (OPTi)i=2,5,6,9 (5.58)

où L→ désigne la convergence en loi lorsque le nombre d’observations tend vers l’infini. χ2
r

désigne la distribution de la loi de Khi-Deux à r degrés de liberté associés au récepteurs
(OPTi)i=2,5,6,9.

Sous H1, le calcul de la distribution asymptotique du GLR LG est plus compliqué. En utilisant
les résultats théoriques de Stroud [91], Stuart et Ord [92, Ch.23.7] ont démontré que pour
θa ayant des valeurs proches de zéro 8, 2 lnLG(x, K) est approximativement distribué 9 de la
façon suivante :

2 lnLG(x, K) ∼a χ2
r(λK) sous H1 pour les cas (OPTi)i=2,5,6,9 (5.59)

où χ2
r(λK) désigne la distribution de la loi de Khi-Deux non centrale à r degrés de liberté

désignant le nombre de paramètres réels inconnus de la paramétrisation, λK est le paramètre
de centralité associé à chaque OPTi et représentant une mesure de discrimination entre les
deux hypothèses.
La dépendance en K de λK est soulignée pour spécifier que la relation (5.59) est une
approximation et non une convergence en distribution. Nous allons voir dans (5.62) que λK

8
θa est inclue dans une séquence indexée par K qui converge vers zéro avec une vitesse de l’ordre de K1/2 ou

plus [91], c.a.d. ‖θa‖ = Op(1/K1/2). A noter que cette condition est donné simplifiée par Kay [55, CH. A6] tel
que : ‖θa‖ = c/

√
K pour c une constante. Cette condition se réduit grossièrement à l’hypothèse que le SINR est

faible (c.a.d., Kπs/(π1 + η2) ≪ 1) [55, Sec. 6.5]
9Plus précisément, limK→∞ {P (2 ln[LG(x, K)] < t)− P (VK < t)} = 0 ∀t, où VK est de distribution de Khi-

Deux non centrale avec r degrés de liberté et de paramètre de non centralité λK dépendant de la taille des données
K.
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est en réalité proportionnel à K.
Le paramètre λK mesure la discrimination entre les deux hypothèses H1 et H0, il est donné
par [54] et [55, Ch. 6]

λK = θ
T
a1

[
Ia,a(o, θb)− Ia,b(o, θb)I

−1
b,b (o, θb)Ib,a(o, θb)

]
θa1, (5.60)

où θa1 est la vraie valeur de θa sous H1, θb est une vraie valeur (pas estimé) et qui est la
même sous H0 et H1. Les termes entre crochets sont donnés par les partitions de la matrice
d’information de Fisher FIM (Fisher Information Matrix) de (xk)k=1,..K pour θ , [θT

a , θT
b ]T tel

que

IK(θ) =

(
Ia,a(θa, θb) Ia,b(θa, θb)
Ib,a(θa, θb) Ib,b(θa, θb)

)
, (5.61)

Les détails de calcul des expressions de λK pour chacun des différents détecteurs sont donnés
dans l’annexe B.2 où il est démontré que pour les détecteurs OPT2, OPT5, OPT6 et OPT9, que
λK prend la valeur commune tel que

λK = K

(
1

K

K∑

k=1

a2
k

)
πss̃

H
φ R−1

ñ s̃φ, (5.62)

Cela montre que sous les conditions de validité de notre analyse ; c’est à dire, SINR faible
Kπs/(π1 + η2) ≪ 1 et pour K très grand, que :

• Les distributions sous les hypothèses H0 et H1 de 2 lnLG(x, K) sont identiques pour la
paire de récepteurs (OPT2 et OPT5), pareil pour la paire (OPT6 et OPT9). En d’autres
termes, cela montre que la connaissance des paramètres de nuisance (R, C) n’améliore
pas les performances pour un grand nombre d’échantillons de données. Ceci peut être
interprété par le fait que l’estimation du maximum de vraisemblance ML des paramètres
de nuisance (R, C) est précise indépendamment du SINR au contraire de l’estimation
ML des paramètres (πs, Φs, s). Naturellement cette propriété n’est pas juste pour un petit
nombre d’échantillons de données comme l’a été démontré dans [22] et comme nous
allons le voir par la suite ;

• en comparant les cas (OPT2,OPT5) avec (OPT6,OPT9), les distributions de 2 lnLG(x, K)
sous H0, et sous H1, différent uniquement par le degré de liberté r de la distribution
Khi-Deux, qui va de 2 à 2N . En observant la répartition de ces distributions, on voit
bien que chevauchement est plus important pour les cas (OPT6,OPT9) que celui des cas
(OPT2,OPT5). En conséquence, les performances s’améliorent quand le vecteur directeur
est connu ;

• la proportionnalité de λK par rapport à K (pour une énergie moyenne par symbole fixe)
implique que la distribution 2 lnLG(x, K) sous H1 bouge vers la droite et en conséquence
les performances sont améliorées en augmentant K.

Remarque 14. Du moment que la distribution asymptotique de 2 ln[LG(x, K)] sous H0 ne
dépend d’aucun paramètre inconnu, le seuil requis pour maintenir constante la probabilité
de fausse alarme peut a priori être trouvé. Ces détecteurs sont des détecteurs à fausse alarme
constante CFAR (Constant False Alarm Rate). Néanmoins, cette propriété de fausse alarme
constante n’intervient que pour un grand nombre d’échantillons de données (K ≫ 1).
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De manière similaire que pour les récepteurs LRT, on déduit de (5.58) et (5.58) qu’une
représentation en courbes ROC est aussi possible selon l’expression suivante :

PD ≈ Qχ2
r,λK

(
Q−1

χ2
r,0

(PFA)

)
, (5.63)

où Qχ2
r,0

(.) et Qχ2
r,λK

(.) sont les complémentaires des fonctions de distribution cumulatives

de la loi de Khi-Deux non centrale à r degrés de liberté et respectivement de paramètres de
non-centralité 0 et λK associées au récepteurs (OPTi)i=2,5,6,9. É videmment Q−1

χ2
r,0

(.) représente

la fonction inverse de la fonction monotone Qχ2
r,0

(.)

Finalement, il est à noter que cette analyse de performances peut être appliquée aux récepteurs
GLR conventionnels associés uniquement dans le cas où le GLR est dérivé et utilisé pour des
interférences circulaires. Cette analyse n’est plus valide lorsque le GLR est utilisé pour des
interférences non circulaires, car dans ce cas, ces récepteurs ne sont plus considérés comme
appartenant à la famille des récepteurs dérivés du GLRT (GLRT-based).

5.8 Illustrations

Afin d’illustrer l’analyse de performances précédente, on considère le scénario où une antenne à
N capteurs espacés d’une demi longueur d’onde reçoit K échantillons d’un signal utile modulé
BPSK de direction d’arrivée θs, de phase Φs et de puissance d’entrée πs. Ce signal utile est noyé
dans un bruit total composé d’un blanc gaussien circulaire de variance η2 et d’une interférence
BPSK de direction d’arrivée θ1, de phase Φ1 et de puissance d’entréeπ1. Les phases et les
directions d’arrivée sont supposées constantes à travers la trame de K échantillons.

5.8.1 Performances théoriques des récepteurs

Nous allons illustrer les performances des différents récepteurs en utilisant les expressions
établies théoriquement que nous compareront aux performances associées obtenues par
simulations Monte Carlo.
Pour le scénario où θ1 = π/9, θs = 0, Φ1 = π/4, Φs = 0, πs/η2 = −15dB et π1/η2 = 5dB :

La figure 5.1, obtenue pour N = 2, représente les performances en courbes COR des récepteurs
clairvoyants (optimal et conventionnel). Ces courbes sont obtenues soit théoriquement
selon l’expression (5.54), soit par simulations Monte-Carlo (empiriques environs 100000
Monte-Carlo) pour K = 4 et K = 64 (K est la taille de la trame). On voit bien sur cette
figure que le récepteur optimal est largement plus performant que le conventionnel du à
l’exploitation de l’information de non circularité du bruit.
On note aussi que les approximations (5.53) et (5.52) respectives des probabilités données
par les expression (5.48) et (5.47) sont relativement très précises et donc valides même pour
de faibles valeurs de K (à deux chiffres significatifs prés). Ceci est du au fait que les filtres
adaptés spatiaux w̃o et wc atténuent la puissance de l’interférence BPSK par rapport à celle du
bruit de fond gaussien.

La figure 5.2, montre les courbes COR théoriques asymptotiques (5.63) et empiriques
(Monte-Carlo) des récepteurs GLRT analysés comparées à la courbe théorique exacte
du récepteur clairvoyant OPT1. On observe que les courbes théoriques asymptotiques
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coïncident avec les courbes empiriques pour relativement peu de données K = 128 et
un faible SINR en sortie (= K

πs

π1 + η2
= 0.40). Ce qui montre que notre approximation

théorique est relativement assez précise en étant sous les condition de K ≫ 1 et de faible SINR.

La figure 5.3 montre , pour N = 2, les performances du détecteur OPT1 augmentent avec la
taille des donnée (le nombre d’échantillons du signal utile K) ce qui est logique vu que le SINR
en sortie de ce détecteur est proportionnel à K.
Dans la figure 5.4, pour K = 64, il est clair qu’en augmentant le nombre de capteurs de
l’antenne les performances du détecteur OPT1 s’améliorent ceci est dû à la discrimination
spatiale entre le signal utile et l’interférence.

5.8.2 Domaine de validité

Dans cette partie, nous allons essayer de cerner le domaine de de validité des
approximations (5.58) et (5.58) respectives sous les hypothèses H0 et H1 pour les récepteurs
GLRT. Ce domaine s’avère plus compliqué à déterminer par rapport à celui du LRT, car non
seulement il dépend de K et du SINR=

πs

π1 + η2
, mais aussi du domaine d’intérêt de PD

et Pfa qui varie selon l’application. Pour les distributions du LRT (récepteurs clairvoyants)
nous avons donné les distributions exactes ainsi que des approximations théoriques très
précises, donc nous allons uniquement étudier le domaine de validité des approximations des
distributions du GLRT.

Afin de spécifier le domaine de validité des approximations (5.58) et (5.59), nous avons
réalisé des simulations Monte Carlo qu’on a comparé aux approximations théoriques. Ces
simulations sont faites avec le scénario de paramètres ou : N = 2, θs = Φs = 0, θ1 = π/9,
Φ1 = π/4, SNR = πs/η2 et INR = π1/η2 = SNR + 20dB :

La figure 5.5, montre l’erreur relative EPD
sur la probabilité de détection PD en fonction du

nombre d’échantillons K pour le récepteur OPT2 et pour une PFA fixée à 10−3 et un SNR=
−20dB. L’erreur relative EPD

est tel que :

EPD
,

PDTh − PDMC

PDTh

où PDTh est la probabilité de détection déduite des approximations (5.58) et 5.59 et PDMC

est celle déduite de 10000 Monte-Carlo. Cette figure montre que l’erreur relative sur PD est
en général très petite et qui tend vers zéro pour de grandes valeurs de K > 80. Ceci nous
montre que les approximations théorique (5.58) et 5.59 sont relativement bonnes même pour
K relativement petit.

Par ailleurs, pour K = 128 fixé, la figure 5.6 montre l’erreur relative sur la probabilité de
détection PD pour une PFA fixée à 10−3 en fonction du SNR pour le récepteur OPT2. Cette
figure montre aussi que l’erreur relative sur PD tend vers zéro quand le SNR est faible. On
peux considérer dans ce cas que cette approximation est bonne pour une erreur relative
inférieure à 0.15 qui correspond à un SNR d’environs −30dB.
Finalement, ces deux figures nous permettent de dire que les approximation (5.58) et 5.59
sont relativement bonnes pour les scénarios étudiés, notamment pour de faibles valeurs de

142



5.5.8 Illustrations

K et pour un rapport de puissance entre l’interférence BPSK et le bruit blanc gaussien suffisant.
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5.8.3 Comparaison des détecteurs

Pour faciliter l’analyse des simulations par ordinateur présentées dans cette section, tous les
récepteurs introduits dans les sections précédentes sont résumés dans le tableau 5.1 avec leur
notations, leurs hypothèses et les paramètres inconnus associés.

Paramètres connus Paramètres inconnus hypothèses Notation
s, πs, Φs, R, C Non Non OPT1(CONV1)(x, K)
s, R, C πs, Φs Non OPT2(CONV2)(x, K)
s πs, Φs, R, C RBS. Secondaires OPT3(CONV3)(x, K)
s πs, Φs, R, C RBS. Primaires + secondaires OPT4(CONV4)(x, K)
s πs, Φs, R, C Pas de RBS OPT5(CONV5)(x, K)
R, C s, πs, Φs Non OPT6(CONV6)(x, K)
Non s, πs, Φs, R, C RBS. Secondaires OPT7(CONV7)(x, K)
Non s, πs, Φs, R, C RBS. Primaires + secondaires OPT8(CONV8)(x, K)
Non s, πs, Φs, R, C Pas de RBS OPT9(CONV9)(x, K)

TABLE 5.1 – Synthèse des différents récepteurs

Par la suite, on considère une antenne linéaire composée de N capteurs omnidirectionnels
espacés d’une demi longueur d’onde recevant un paquet de données de radio-communication
composé de trames de K symboles connus transmis. Le signal utile, supposé BPSK, est
corrompu soit par une soit par deux interférences, supposée de type BPSK ou QPSK de même
durée symbole et filtre de mise en forme que le signal utile et d’un bruit de fond blanc,
gaussien, centré et circulaire de matrice de covariance ηIN . La phase Φs et l’angle d’arrivée
θs, par-rapport à l’azimut, du signal utile sont supposés constants pour l’ensemble des trames.
La même hypothèse est à considérer pour l’interférence p (1 ≤ p ≤ 2) dont la phase et l’angle
d’arrivée sont notés Φp et θp respectivement. Le rapport signal sur bruit d’entrée est défini par
SNR= πs/η2 tandis-que le rapport interférence p sur bruit est défini par INRp = πp/η2.

Les performances des récepteurs précédents sont calculées en terme de probabilité de détection
PD du signal utile connu en fonction de du SNR d’entrée ou en fonction de la probabilité de
fausse alarme PFA. Les probabilité PD et PFA sont les probabilité que le détecteur prenne des
valeurs dépassant un certain seuil sous H1 et H0 respectivement. Pour un détecteur donné, le
seuil est directement relié à la PFA et est estimé par simulations Monte-Carlo. La probabilité
PD est calculée à travers la simulation de 100000 trames. Quand une RBS est nécessaire,
on suppose que sa longueur est égale à K ′ = K. Dans les figures qui suivent, afin de
simplifier les notations, les détecteur optimaux OPTi et conventionnels CONVi (i = 1, ..., 9)
sont respectivement désignés à l’aide d’acronymes plus courts, à savoir Oi (traits en pointillés)
et Ci (traits pleins).

5.8.3.1 Scénario avec P = 1 interférence

Dans ce cas, le bruit total est composé d’une seule interférence BPSK plus le bruit de fond.
Pour K = 160 symboles, le signal utile BPSK a comme phase Φs = 0◦ et comme angle
d’arrivée θs = 0◦ tandis que l’interférence arrive d’un angle θ1 = 20◦ avec un INR tel que
INR = SNR + 15dB.

Sous ces hypothèses, les figures 5.7 et 5.8 montrent les variations de PD aux sorties des 9
détecteurs optimaux et des 9 détecteurs conventionnels en fonction du SNR d’entrée pour une
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PFA fixée à 0.001.
Dans les figures 5.7(a) et 5.7(b), la phase de l’interférence est égale à Φ1 = 15◦ tandis qu’elle
est égale à Φ1 = 45◦ pour les figures 5.8(a) et 5.8(b). Aussi, pour les figures 5.7(a) et 5.8(a),
N = 1, tandis que pour les figures 5.7(b) et 5.8(b), N = 2.

Les figures 5.9 et 5.10, sous les mêmes hypothèses et paramètres que les figures 5.7 et 5.8
respectivement, montrent les variations de PD aux sorties des 9 détecteurs optimaux et des
9 détecteurs conventionnels mais en fonction de la PFA, c’est-à-dire., les représentation en
courbes ROC, pour un SNR fixé à 0dB.

Les figures 5.7(a), 5.8(a), 5.9(a) et 5.10(a), obtenues pour N = 1 capteur, montrent une faible
détection du signal utile par tout les détecteurs conventionnels à cause de leur incapacité de
rejeter une forte interférence. Par contre, les détecteurs optimaux, qui exploitent l’information
de non circularité au second ordre du signal utile et de l’interférence, sont capables de réaliser
du SAIC grâce à l’exploitation de la diversité de phase (phase différentielle) et de la non
circularité de toutes les sources (utile et interférence).

En comparant les figures 5.7(a) et 5.8(a) ou les figures 5.9(a) et 5.10(a), on note que les
performances des détecteurs optimaux s’améliorent en augmentent la diversité de phase
entre les sources. Dans tout les cas, le détecteur O1, où tous les paramètres sont connus,
donne les meilleures performances contrairement au détecteur 09, où tous les paramètres
sont inconnus, présente le performances les plus faibles. Néanmoins, pour un jeu donné
de paramètres inconnus du signal utile, la connaissance a priori des statistiques du bruit
(O2 et O6) améliore les performances par-rapport au cas en absence de connaissances de
ces statistiques. De la même manière, la connaissance d’une RBS (O2, O4, O7et O8) permet
grossièrement d’améliorer les performances par-rapport au cas d’absence d’une RBS (O5 et O9).

Les figures 5.7(b), 5.8(b), 5.9(b) et 5.10(b), obtenues pour N = 2 capteurs, montrent
que tous les détecteurs conventionnels ont une nette amélioration des performances par-
rapport au cas N = 1, ceci grâce à leur capacité de rejeter une interférences à l’aide d’une
discrimination spatiale des sources. Néanmoins, les meilleures performances sont celles des
détecteurs optimaux grâce à leur exploitation conjointe de la diversité spatiale et de la diversité
de phase entre les sources. On note aussi que les performances des détecteurs optimaux
s’améliorent en augmentant la diversité de phase entre les sources et les détecteurs informé
(O1, C1) ont les meilleures performances, comparés aux détecteurs non informés (O9, C9) qui
eux ont les plus mauvaises performances. Pareil que les figures précédentes, on note que les
performances sont meilleures dans le cas où les statistiques du bruit sont connues ou RBS est
disponible par-rapport à respectivement à la non connaissance du bruit et à l’absence d’une
RBS. Au finale, il est à noter qu’avec la connaissance du bruit total, la connaissance a priori du
vecteur directionnel s améliore les performances.

5.8.3.2 Scénario avec P = 2 interférences

On considère dans ce cas que le bruit total est composé de P = 2 interférences et d’un bruit de
fond. La première interférence est modulée BPSK avec une direction d’arrivée de θ1 = 20◦. La
deuxième interférence est modulée QPSK avec une phase et une direction d’arrivée égales à
Φ2 = 25◦ et θ2 = 45◦ respectivement. Le INR de chacune des deux interférences est égale à
INR = SNR + 15dB.
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Sous les même hypothèses, les figures 5.11(a), 5.11(b), montrent pour N = 2 et une
PFA = 0.001, les variations de PD des 9 détecteurs optimaux et des 9 détecteurs conventionnels
en fonction de du SNR du signal utile, pour Φ1 = 15◦ et Φ1 = 45◦ respectivement.

Les figures 5.12(a), 5.12(b), montrent sous les mêmes conditions que les
figures 5.11(a), 5.11(b), les mêmes variations en fonction de la PFA de PD pour les
mêmes détecteurs, mais pour un SNR= 0dB.

À travers une analyse globale des ces figures, on note que les performances de détection
du signal utile sont très faibles pour les détecteurs conventionnels. En effet, cela est
dû à la difficulté de rejeter deux fortes interférences à cause de la saturation du réseau
d’antennes (P = N = 2). Par contre, grâce à la discrimination spatiale et de phase des
sources, les détecteurs optimaux ont de bonnes performances en détection en rejetant les
deux interférences du moment où une des deux est rectiligne. Plus précisément, il à été
montré dans [28] et [21] qu’une source BPSK génère seulement une sources dans le vecteur
d’observation étendu, alors q’une source QPSK en génère deux, ainsi la préservation de ce
signal utile BPSK et la réjection de deux interférences (une BPSK et une QPSK) nécessite un
traitement à 1+1+2 = 4 degrés de liberté et qui correspond exactement au nombre de degrés
de liberté 2N = 4 effectivement disponible pour notre traitement.

En comparant les figures 5.11(a) et 5.11(b) ou les figures 5.12(a) et 5.12(b), on note que
les performances des détecteurs optimaux s’améliorent avec l’augmentation de la diversité de
phase entre le signal utile et l’interférence BPSK. Aussi, le détecteur OPT1 donne les meilleures
performances tandis que le le détecteur OPT9 atteint les performances les plus faibles. Aussi,
en général l’augmentation des connaissances à priori permet d’améliorer les performances.
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5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, une analyse des performances des récepteurs LRT et GLRT pour la détection
d’un signal connu rectiligne réel, de paramètres inconnus et perturbé par des interférences
inconnues potentiellement non circulaires au second ordre, a été menée. En étudiant les
distributions des statistiques associée au LRT et au GLRT, les expressions de la probabilité
de détection PD et de la probabilité de fausse alarme PFA ont été données. En particulier, les
formes exactes des expressions de PD et PFA ont été élaborées pour les détecteurs LRT et aussi
les distributions asymptotiques (en fonction du nombre d’échantillons) de PD et PFA ont été
données pour les récepteurs GLRT. Les performances ont été complétées par des simulations
en courbes ROC.
Il a été démontré que la prise en compte de la non circularité potentielle des interférences
améliore les performances des récepteurs et ceci grâce à l’exploitation de la diversité de
phase en plus de la discrimination spatiale. En particulier, on note la capacité des récepteurs
clairvoyants à rejeter une interférence rectiligne à partir d’une antenne mono-capteur et ainsi
faire du SAIC en exploitant la diversité de phase entre les sources.
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FIGURE 5.7 – Variations de PD en fonction du SNR, Φ1 = 15◦, PFA = 0.001, P = 1 BPSK,
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FIGURE 5.8 – Variations de PD en fonction du SNR, Φ1 = 45◦, PFA = 0.001, P = 1 BPSK,
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FIGURE 5.11 – Variations de PD en fonction du SNR, PFA = 0.001, N = 2, P = 2 BPSK+QPSK,
K = K ′ = 16, Φs = 0◦, θs = 0◦, θ1 = 20◦, θ2 = 40◦, Φ2 = 25◦, INR1 = INR2 = SNR + 15dB,
100000 réalisations, Φ1 = 15◦ (a), Φ1 = 45◦ (b)

155



Chapitre 5. Étude des performances des détecteurs GLRT d’un signal utile noyé dans un
bruit non circulaire

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
−2

10
−1

10
0

 P
FA

 P
D

 O
1

 O
2
, O

3

 O
7
, O

6

 O
9

 C
1

 O
8 O

4
 O

5

 C
2

 C
7

 C
4

 C
6

 C
3

 C
8 C
5

 C
9

(a)

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

10
−2

10
−1

10
0

 P
FA

 P
D

 O
1
, O

2
, O

3
,O

4
, O

6
,O

7

 O
8

 O
5

 O
9

 C
1

 C
2

 C
6

 C
3

 C
7

 C
4

 C
8

 C
5

 C
9

(b)
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Chapitre 6

Étude des performances du détecteur
GLRT de non circularité des signaux
complexes
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6.1 Introduction

Plusieurs papiers [77, 87, 37] montrent que l’exploitation, par plusieurs algorithmes de
second ordre, de l’information statistique additionnelle contenue dans la seconde matrice
de covariance Cx = E(xxT ) apporte des gains significatifs en performances par rapport à
l’utilisation de la matrice Rx = E(xxH) uniquement. En outre, certains de ces algorithmes [1],
qui sont adaptés aux signaux non circulaires au second ordre, échouent ou souffrent d’une
convergence très lente quand ils sont utilisés pour des signaux circulaires.
Par conséquent, il est important d’adapter les traitements à la circularité des observations.
Ainsi, la question que l’on peut se poser est par quel moyen peut on classifier un signal
comme circulaire ou non ? Ainsi, ce problème peut être considéré comme un test binaire à
deux hypothèses H0 : Cx = O contre H1 : Cx 6= O. En pratique les paramètres Rx et Cx sont
souvent inconnus, alors seul le détecteur du test du rapport de vraisemblance généralisé GLRT
(Generalized Likelihood Ratio Test) peut être utilisé.

Basé sur des échantillons d’observations gaussiens, indépendants et identiquement distribués
(xk)k=1,..,K , le détecteur de non circularité GLRT a été introduit indépendamment par Ollila
et Koivunen [73] et Schreier, Scharf et Hanssen [85], ses performances ont été illustrées
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uniquement par des simulations Monte Carlo. Récemment, Walden et Rubin-Delanchy [98]
ont étudié ce GLRT en formulant ce test en terme de vecteurs aléatoires gaussiens réels. Ils
ont présenté une analyse théorique de la distribution asymptotique du GLRT sous l’hypothèse
nulle (H0) en supposant que la distribution des signaux est gaussienne et aussi donné
plusieurs illustrations par simulations numériques en Monte Carlo pour l’hypothèse alternative
H1. Très récemment, des extensions de ce GLRT aux données non gaussiennes ont été données
dans [74, 64].

Le but de ce chapitre est de compléter l’analyse asymptotique théorique donnée dans [98]
sous les hypothèses circulaire ou non circulaire du critère GLRT dérivé sous l’hypothèse
de distribution gaussienne mais utilisée sous une distribution arbitraire non nécessairement
gaussienne.
Dans ce chapitre, après une introduction du test GLR de non circularité dans la section 6.3, la
distribution asymptotique du GLR sous les hypothèses que les données sont IID et sous la vraie,
non nécessaire, distribution gaussienne des données est donnée dans le cas scalaire et ensuite
étendu au cas multidimensionnel dans la section 6.4. Puis des expressions interprétables des
probabilités de détection en fonction de celles de fausse alarme ce qui permettent de donner
quelques illustrations de courbes ROC. Par la suite, une extension de cette étude pour les
cas de données indépendantes non identiquement distribuées est menée dans la section 6.5.
Finalement nous termineront ce chapitre par quelques illustrations dans la section 6.6.
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6.2 Le test du rapport de vraisemblance

Soit x ∈ CN un vecteur aléatoire complexe gaussien, centré, de première et deuxième matrices
de covariance connues et notées respectivement Rx = E(xxH) et Cx = E(xxT ). On considère le
test à deux hypothèses suivant :

H0 : Cx = O,Rx (6.1)

H1 : Cx 6= O,Rx. (6.2)

En d’autres termes, nous voulons tester l’hypothèse nulle H0, qui stipule que x est une
variable aléatoire complexe gaussienne circulaire de matrice de covariance connue Rx contre
l’hypothèse alternative H1 qui stipule que x est une variable aléatoire complexe gaussienne non
circulaire de première et deuxième matrices de covariance connues Rx et Cx.
Ainsi, puisque les matrices de covariance sont connue, le rapport de vraisemblance LR
(Likelihood Ratio) donne une règle de décision optimale. Ce rapport est donné par :

l(x, K) ,
p[(x);Rx, Cx, H1]

p[(x);Rx, O, H0]
. (6.3)

où

p(x) ,
1

πN

1√
det Rx

e−x
HR−1

x x sous H0

,
1

πN

1√
det R

x̃

e
−
x̃HR−1

x̃
x̃

2 sous H1,

où Rx̃ = E(x̃x̃H) avec x̃ , [xT , xH ]T .

6.3 Règle de décision du GLR

Supposons maintenant que (xk)k=1,.,K ∈ CN sont les réalisations de K variables aléatoires
complexes gaussiennes, centrées, indépendantes et identiquement distribuées, de matrices de
covariances inconnues Rx = E(xxH) et Cx = E(xxT ). On considère le même test de non
circularité à deux hypothèses donnée par les expressions (6.1) et (6.2).
Soit XK = (x1....xK). La densité de probabilité de XK sous l’hypothèse H0 est donnée par :

p(XK ; Rx) =
1

πNK

1

[det(Rx)]K
e−KTr(R−1

x R̂x),

où R̂x , 1
K

∑K
k=1 xkxH

k est l’estimée du maximum de vraisemblance MLE (Maximum Likelihood
Estimate) de Rx et Tr(.) désigne l’opérateur de trace d’une matrice.
La densité de probabilité de XK sous H1 devient :

p(XK ; Rx̃) =
1

πNK

1

[det(Rx̃)]
K
2

e−
K
2

Tr(R−1
x̃

R̂x̃),

où R̂x̃ ,
1

K

∑K
k=1 x̃kx̃H

k est aussi l’estimée ML de Rx̃ =

(
Rx Cx

C∗x R∗
x

)
.
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En pratique les matrices Rx et Cx sont inconnues, alors le test LR ne peut pas être employé.
C’est pour cela que nous allons utiliser le test du rapport de vraisemblance généralisé GLRT
(Generalized LRT) où les matrices Rx et Cx sont remplacées par leurs estimées au sens du
maximum de vraisemblance (ML) dans le rapport de vraisemblance [73]. Ainsi, la règle de
décision du GLR est facilement déduite et elle est donnée par [73, 85] :

L(x, K) ,
p[(xk)k=1,...K ; R̂x, Ĉx, H1]

p[(xk)k=1,...K ; R̂x, O, H0]
=

det(R̂x)K

det(R̂x̃)K/2
. (6.4)

Ainsi, le GLRT décide H1 si
L(x, K) > λ (6.5)

et H0 autrement où λ représente le seuil de décision.

Il est à noter que pour N > 1 il n’existe pas de test de non circularité linéaire 1 et invariant,
uniformément plus puissant UMP (Uniformly Most Powerfull) [98]. Tandis que pour le cas
scalaire N = 1, le GLRT est le test linéaire invariant UMP donné dans [98].
Il devient spécialement simple et est donné par

L(x, K) = (1− γ̂2
x)−K/2 (6.6)

avec γ̂x =
|∑K

k=1 x2
k|∑K

k=1|xk|2
représente l’estimée ML du coefficient de non circularité [39, 72]

γx ,

∣∣E(x2
k)
∣∣

E |xk|2
.

Avec la monotonie croissance de l’expression (6.6), on déduit facilement que le GLRT décide
H1 si

γ̂x > λ′ (6.7)

où λ′ représente le nouveau seuil de décision, ce qui est très intuitif.

6.4 Distribution asymptotique du GLR pour des variables
aléatoires complexes indépendantes identiquement
distribuées (IID)

Afin de pouvoir calculer la distribution asymptotique du GLRT utilisé, on considère dans tout
ce qui suit que les échantillons des données d’observation (xk)k=1,..,K sont de moyennes
nulles, non nécessairement gaussiens, indépendants et identiquement distribués.
Pour des observations non gaussiennes, la règle de décision (6.5) n’est plus un GLRT mais
reste cependant simple d’implémentation et fournit généralement de bonnes performances
en pratique [22]. Nous allons, dans cette partie, étudier les performances asymptotiques
de ce GLRT dans le cas scalaire et nous proposerons par la suite une extension au cas
multidimensionnel.

1Dans C, qui inclue les rotations et les changements d’échelle, mais pas les opérations widely linéaires : (α, α′) ∈
C

2 : αz et non αz + α′z∗
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6.4.1 Cas d’une variable aléatoire complexe scalaire

Dans le cas scalaire, le résultat suivant est prouvé dans l’annexe C.1 :

Résultat 1. Sous les hypothèses restrictives H0 et H1, pour K → ∞ on a la convergence en
distribution suivante :

K

1 +
κx

2

γ̃2
x

L→ χ2
2 sous H0 (6.8)

√
K(γ̃x − γx)

L→ N (0, σ2
γ) si γx < 1 sous H1, (6.9)

où χ2
2 et N (0, σγ2) désignent respectivement une distribution de la loi de Khi-Deux à 2 degrés de

liberté et une gaussienne de moyenne nulle et de variance σ2
γ , avec

σ2
γ = (1− γ2

x)2 + γ2
xκx +

κx

2
+

γ2
xℜ(κ′x)

2
− 2γ2

xℜ(κ′′x) si σ2
γ 6= 0. (6.10)

où sous les hypothèses H0 et H1, κx, κ′x et κ′′x sont les cumulants normalisés invariants à n’importe

quelle rotation de xk et sont respectivement donnés par Cum(xk,xk,x∗k,x∗k)

(E(|xk|2))2
, Cum(xk,xk,xk,xk)

(E(x2
k))2

et
Cum(xk,xk,xk,x∗k)

(E(|xk|2))(E(x2
k))

.

Pour certaines classes de distributions complexes pour lesquelles les cumulants normalisés κx,
κ′x et κ′′x sont redondants, l’expression (6.10) de σ2

γ se simplifie. Par exemple, le résultat suivant
est démontré en annexe C.2.

Résultat 2. Pour la classe de distributions complexes elliptiquement symétriques généralisées
GCES (Generalized Complex Elliptically Symmetric) 2 introduite par [73], σ2

γ donnée par
l’expression (6.10) se réduit à l’expression suivante :

σ2
γ = (1− γ2

x)2
(

1 +
κx

2 + γ2
x

)
. (6.11)

Le résultat théorique 1 signifie en pratique que pour K ≫ 1, l’estimée γ̃x est approximativement
de distribution de Rayleigh de paramètre (1 + κx

2 )/K et gaussienne N (γx, σ2
γ/K) sous H0 et

H1 respectivement. Il est à noter que le domaine de validité de cette approximation dépend de
γx et de σ2

γ à travers la relation grossière γx − 2σγ√
K

> 0. Concernant l’utilisation pratique de ce
résultat, ie la probabilité de détection PD 6= 1 et la probabilité de fausse alarme PFA 6= 0, les
distributions de γ̃x sous H0 et H1 doivent se chevaucher, ceci est grossièrement atteint pour

γx − 2σγ√
K

<
4
√

1 + κx/2√
K

comme le montre la figure 6.1

Remarque 15. Dans le cas particulier d’une variable aléatoire complexe rectiligne (γx = 1),
xk = rxeΦ avec rk est une variable aléatoire réelle et Φ est fixe, le coefficient de non circularité est
parfaitement estimé, i.e. γ̃x = 1. Ainsi, le problème de détection devient singulier, de telle manière
que pour un seuil donné proche de 1, la probabilité de détection et la probabilité de fausse alarme
sont égales à 1 et 0 respectivement.

2Cette classe inclue la distribution gaussienne
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FIGURE 6.1 – Fonction densité de probabilité approchée de γ̂x sous H0 et H1

Remarque 16. Dans le cas où σ2
γ = 0 avec γx < 1 (cette situation est donnée dans [39]),

la séquence K(γ̃x − γx) converge en distribution [90, Th.B, p.124] vers une forme hermitienne
rHΩr, où r est une variable aléatoire complexe gaussienne centrée de dimension égale à 2 dont la
distribution est donnée par la partie droite (une seule matrice de covariance) de l’expression (C.1)
donnée en annexe C.1 et où notre analyse au premier ordre n’est pas adaptée pour spécifier la
matrice Ω.

Remarque 17. Il est à noter que pour γx proche de zéro et K ≫ 1, 2 lnL(x, K) = −K ln(1−γ̃2
x) ≈

Kγ̃2
x.

De plus, pour des échantillons xk gaussiens, κx = 0, l’expression (6.8) donne :

2 lnL(x, K)
L→ χ2

2, sous H0. (6.12)

Cette convergence en distribution est conforme au détecteur à taux de fausse alarme constant CFAR
(Constant False Alarm Rate) où le degrés de liberté de la distribution Khi-Deux est égal au nombre
de paramètres réels de cx = E(x2

k) donné dans le théorème de Wilk [100, p. 132]. Mais pour des
distributions non gaussiennes, le détecteur (6.7) n’est plus asymptotiquement CFAR. D’un point de

vue pratique, en divisant le test statistique γ̂x par
√

1 + κ̂x
2 , où κ̂x est une estimée consistante de

κx, on obtient un GLRT ajusté qui devient asymptotiquement CFAR. Dans ce cas, une fois que le
seuil est fixé pour une PFA donnée, la probabilité de détection PD obtenue dépendra des paramètres
γx et σ2

γ donné par (6.10).

Remarque 18. Pour des observations xk gaussiennes, κx = κ′x = κ′′x = 0 alors la variance σ2
γ

de la distribution asymptotique de γ̃x sous l’hypothèse H1 est égale à 1 − 2γ2
x + γ4

x, qui est une
fonction décroissante de γx. En conséquence, pour une PFA donnée (un seuil λ′ fixe), la probabilité
de détection PD est une fonctions croissante de γx qui ne dépend pas de la puissance de xk.

Pour des observations arbitraires non nécessairement gaussiennes, le résultat 1 nous permet
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d’écrire les expressions de la PFA et de PD en fonction du seuil λ′, tel que

PFA = P (γ̃x > λ′/H0) = Qχ2
2

(
Kλ′

(1 + κx/2)

)

PD = P (γ̃x > λ′/H1) = QN

(√
K(λ′ − γx)

σγ

)
.

où Qχ2
2

et QN sont respectivement les complémentaires des fonctions de distribution cumulative
de la loi de Khi-Deux à deux degrés de liberté et de la loi gaussienne centrée de variance
unité et où σγ est donné par (6.10). A partir de là, on peut facilement déduire une expression
exploitable reliant la Pd à la Pfa et de tracer des courbes ROC. Ainsi on obtient

PD = QN




√
(1 +

K

2
)Q−1

χ2
2
(PFA)−

√
Kγx

σγ


 (6.13)

On voit clairement à partir de cette expression que pour une PFA fixée, la probabilité de
détection PD est fonction croissante de longueur des donnée K et aussi une fonction croissante
en fonction du coefficient de non circularité γx pour des données de distribution gaussienne.

6.4.2 Cas d’une variable aléatoire complexe multidimensionnelle

Dans le cas multidimensionnel(N > 1),le résultat 1 ne s’étend pas facilement. L’annexe C.3
montre le résultat suivant :

Résultat 3. Sous l’hypothèses H1 et pour une distribution arbitraire, pour K →∞, la convergence
en distribution de la statistique de décision l(x, K) , [L(x, K)]−2/K est donnée par

√
K(l(x, K)− l1)

L→ N (0, σ2
1), sous H1, (6.14)

où l1 et σ2
1 sont données en annexe C.3.

Pour une distribution gaussienne 3, le théorème de Wilk [100, p. 132] s’applique et donne

2 lnL(x, K)
L→ χ2

N(N+1) sous H0 (6.15)

où le degrés de liberté de la distribution Khi-Deux est égal au nombre N(N +1) des paramètres
réels indépendants de Cx. De plus, sous H1, dans le cas où Cx est proche de O (à voir une
définition plus formelle dans [92, Ch.23]) l’analyse de [54, Sec.II] est valide et donne, pour
K ≫ 1, l’approximation de la distribution suivante

2 lnL(x, K) ∼a χ
′2
N(N+1)(µ) sous H1

où χ
′2
N(N+1)(µ) représente la distribution de Khi-Deux non centrale à N(N +1) degrés de liberté

et de paramètre de non centralité µ. Ce paramètre représente une mesure de discrimination
entre les deux hypothèses H0 et H1, dont l’expression est donnée par [54, exp.4].

3La distribution gaussienne est l’unique distribution pour laquelle la statistique de décision L(x, K) donnée
par (6.4) est un GLR
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6.5 Extension aux variables aléatoires complexes NON-IID

Dans des situations d’intérêt pratiques, les données ne sont pas toujours identiquement
distribuées. En particulier, dans les systèmes de communication mobiles (OFDM, WCDMA,..),
les signaux IID non circulaires deviennent, sous certaines conditions sur le SNR et sur la taille
des trames K, NON-IID et circulaires en présence de résidus de fréquence dûs au décalages
Doppler introduits par le canal et aux réglages des oscillateurs. Ainsi, dans cette section,
on considère le GLRT précédemment dérivé sous l’hypothèse d’une distribution gaussienne,
complexe, centrée et IID mais utilisé pour des données indépendantes, centrées et non
nécessairement gaussienne identiquement distribuées 4(xk)k=1,...K .

Afin de prendre en compte la dépendance en k de la distribution de xk, les notations suivantes
seront utilisées :

rx,k , E|x2
k|, cx,k , E(x2

k), r̄x,K ,
1

K

K∑

k=1

rx,k, c̄x,K ,
1

K

K∑

k=1

cx,k,

Cumx,k , Cum(xk, xk, x
∗
k, x

∗
k), Cum

′

x,k , Cum(xk, xk, xk, xk), Cum
′′

x,k , Cum(xk, xk, xk, x
∗
k).

Pour (xk)k=1,...K de distribution arbitraire, de moments du 4 ème ordre finis tel que la condition
de Lyapunov [62, Th. 2.7.2] suivante est satisfaite 5

lim
K→∞

∑K
k=1 E||x2

k| − rx,k|3(√∑K
k=1 E

(
(|x2

k| − rx,k)2
))3 = 0 et lim

K→∞

∑K
k=1 E|x2

k − cx,k|3(√∑K
k=1 E

(
(x2

k − cx,k)2
))3 = 0, (6.16)

où rx,k, cx,k, Cumx,k, Cum
′

x,k et Cum
′′

x,k sont bornés et on suppose que sous H0, les moments
de (xk)k=1,...,K sont circulaires jusqu’au 4 ème ordre, le résultat suivant est démontré en
annexe C.4 :

Résultat 4. Sous les hypothèses H0 et H1 et pour K → ∞, on a les convergences en distribution
suivantes quand K →∞ :

√
K

αK +
κx,K

2

γ̂x
L→ R(1) (6.17)

σ−1
γ,K(γ̂x − γx,K)

L→ N (0, 1), (6.18)

où αK , 1
r̄2
x,K

1
K

∑K
k=1 r2

x,k et κx,K , 1
r̄2
x,K

1
K

∑K
k=1 Cumx,k et l’expression de σγ,K est donnée dans

l’annexe C.4. γx,K représente le coefficient de non circularité moyenné en temps donné par

γx,K =
|c̄x,K |
r̄x,K

=
| 1
K

∑K
k=1 E(x2

k)|
1
K

∑K
k=1 E|xk|2

.

4On étudiera uniquement le cas ou les données sont complexes scalaire, car le cas multidimensionnel implique
des notations encombrantes.

5Qui est clairement satisfaite pour les données décrites par (6.19).
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Remarque 19. Dans le cas particulier de données identiquement distribuées, rx,k = r̄x,K = rx,
Cumx,k

r2
x

= κx et ainsi αK = 1 et κx,K = κx alors le résultat 4 est réduit au résultat 1 sous H0. Sous

H1, l’expression de σ2
γ,K se déduit de l’expression donnée dans l’annexe C.4, où σγ,K =

σγ√
K

, ainsi
le résultat 4 est réduit au résultat 1 sous H1.

6.6 Illustrations

Cette section a deux objectifs. Le premier consiste à examiner le domaine de validité de nos
résultats asymptotiques et le deuxième consiste à étudier les performances du détecteur GLR
pour un exemple spécifique.

Considérons le système MIMO où Q symboles BPSK indépendants et équiprobables aq,k ∈
{+1,−1} sont transmis à travers un canal à bruit blanc, additif, gaussien et circulaire (cet
exemple est une extension de celui donné dans [88]). Les symboles aq,k subisse des rotations
de phase Φq,k indépendamment pour chaque symbole et perturbé par un résidu de fréquence
∆fq. Le vecteur d’observation est donné par

xk =

Q∑

q=1

σqaq,ke
iΦq,kei2πk∆fqsq + nk, (6.19)

où σq et sq représentent les Q amplitudes inconnues et vecteurs directionnels de première
composante égale à l’unité respectivement. nk sont les composantes indépendantes du bruit
gaussien circulaire centré de variance σ2

n.
On considère par la suite, trois cas :

Dans le premier cas, il n’y a pas de résidu de fréquence ∆fq = 0 quel que soit q et que
les échantillons de la phase (Φq,k)k=1,..K, q=1,..Q sont indépendants ainsi que uniformément
distribués sur [0, 2π] et gaussien de moyenne Φq0 et de variance σΦq sous respectivement H0

et H1. Dans ce contexte, on s’est intéressé par la classification du canal comme cohérent ou
partiellement cohérent, qui est en soi un problème de test à deux hypothèses. On peut ainsi
déduire que sous H0 [respectivement sous H1], on a

Rx =

Q∑

q=1

σ2
qsqsH

q + σ2
nIQ,

Cx = O [respectivement Cx =

Q∑

q=1

σ2
qe

2iΦq0e
−2σ2

Φq sqsT
q ].

Pour Q = 1 et N = 1, le calcul des cumulants et du coefficient de non circularité donne sous
H0 :

κx =
−1

(1 + ρ−1
x )2

et sous H1

κx = −1 + e−4σ2
Φ1

(1 + ρ−1
x )2

, κ′x = e−4σ2
Φ1 − 3, κ′′x =

−2

1 + ρ−1
x

et γx =
e−2σ2

Φ1

1 + ρ−1
x
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où ρx , σ2
1

σ2
n

représente le SNR.

La figure 6.2 montre les performances en détection Pd pour différentes Pfa fixées avec
Q = N = 1 en fonction du SNR, pour deux valeurs de σΦ1, déduite de la distribution
asymptotique de γ̂x donnée par le résultat 1. On voit bien que la probabilité Pd

pour une Pfa fixée est très sensible à la cohérence du canal. Quand σΦ1 croit pour un
SNR fixe, le coefficient de non circularité γx décroit et les performances en détection diminuent.

Dans le deuxième cas, où Q = N = 1 et ∆fq = 0 quel que soit q, le modèle BPSK (6.19) est
comparé au modèle purement gaussien obtenu quand Φq,k ne dépend pas de k et les symboles
aq,k sont complexes circulaires, indépendants de moyenne nulle où des variables aléatoires
réelles gaussiennes sous H0 et H1 respectivement.

La figure 6.3 montre le coin nord-ouest de la courbe ROC du détecteur GLRT pour Q = 1,
K = 100 et ρx = 0.63(−2dB) pour le modèle (6.19) à canal cohérent (σΦ1 = 0) et pour le
modèle gaussien avec la même valeur de γx = 0.387. Il est à noter de cette figure que la
courbe ROC est très sensible à la distribution de xk, les performances sont meilleures pour le
modèle BPSK comparé au gaussien. Il est à noter que la courbe ROC empirique (Monte Carlo)
converge vers celle obtenue en théorie (asymptotique) pour relativement un petit nombre
d’échantillons (K = 100).

Dans la figure 6.4 sont représentées les courbes ROC pour le détecteur GLRT obtenues pour les
mêmes paramètre que la figure 6.3, K = 100, mais uniquement pour le modèle BPSK perturbé
par quatre valeurs du résidu de fréquence ∆f1 pour lequel :

rx,k = r̄x,K = σ2
1 + σ2

n, cx,k = σ2
1e

2iφ1e4πik∆f1 , Cumx,k = 0,

et

c̄x,K = σ2
1e

2iφ1e2πi(K−1)∆f1

(
sin 2πK∆f1

sin 2π∆f1

)

γx,K =
1

1 + ρ−1
x

1

K

∣∣∣∣
sin 2πK∆f1

sin 2π∆f1

∣∣∣∣ .

Il est à noter que les performances du détecteur diminuent en augmentant K∆f où les
meilleures performances sont obtenues quand le résidu de fréquence tend vers zéro. Par
exemple pour une PFA = 0.05, la probabilité de détection associée est égale à 0.970 dans le
cas où ∆f = 0 tandis qu’elle est de l’ordre de 0.960 pour K∆f = 0.002. Les performances en
détection s’écroulent quand K∆f = 0.5. Ceci correspond à un coefficient de non circularité
moyen nul γx,K = 0. Aussi, on note que la courbe ROC empirique converge vers celle obtenue
en théorie (asymptotique) pour relativement un petit nombre d’échantillons (K = 100).

Finalement, dans le troisième cas, on considère le modèle gaussien 6 sans résidu de fréquence.
Ce modèle est tel que Q = 2 sources, σ1 = σ2 et N = 2 capteurs omnidirectionnels et espacé
d’une demi longueur d’onde. Les angles de directions d’arrivée des deux sources sont θ1 = 0 et
θ2 = 5.

6Φq , Φq,k ne dépend pas de k et aq,k sont des variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et
respectivement complexes circulaires où des réelles gaussiennes sous H0 et H1
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La figure 6.5 montre les performances en détection PD pour différentes valeurs fixées de la
PFA en fonction du SNR, pour deux valeurs de ∆Φ = Φ1 − Φ2, déduite de la distribution
asymptotique de l(x, K) sous H1 donnée par le résultat 3 et celle de 2 lnL(x, K) sous H0

donnée par l’équation (6.15). On note que le GLRT est très sensible aux variations de ∆Φ. En
particulier pour des sources de même énergie et venant de directions très proches s1 ≈ s2, la
deuxième matrice de covariance tend vers une matrice nulle C ≈ O pour ∆Φ = π/2 radians
ce qui implique que les performances en détection de non circularité sont très mauvaises.
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6.6.6 Illustrations
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6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi quelques nouveaux éclaircissements sur la distribution
asymptotique du test GLR de non circularité des signaux complexes, dérivé sous l’hypothèse
des distributions gaussiennes équi-distribuées mais utilisé pour sur des signaux gaussiens non
nécessairement identiquement distribués. En particulier, dans le cas scalaire, la distribution
asymptotique du coefficient de non circularité est donnée sous H0 et H1 pour des données, de
distributions arbitraires, indépendantes non nécessairement identiquement distribuées. Cela
nous permet de traiter des situations pratiques où les signaux des sources sont perturbés par des
résidus de fréquence et d’un bruit additif gaussien circulaire. Dans le cas multidimensionnel,
la distribution asymptotique du GLR est donnée sous H0 pour des données IID de distributions
arbitraires. Ces résultats nous permettent de calculer la probabilité de détection en fonction de
la probabilité de fausse alarme, ainsi établir les courbes ROC du test, approche précédemment
non évoquée.
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Conclusion générale

Cette thèse est consacrée à l’exploitation des propriétés de non circularité et de non gaussianité
des signaux en traitement d’antennes, particulièrement pour deux types d’applications : le
beamforming et la détection.

Dans le cadre de cette étude, la première question qu’on s’est posée est : comment peut-on
classer les signaux de radiocommunications selon leur propriété de circularité ? Autrement dit,
quelles modulations sont non circulaires au second ordre ? Pour y répondre, nous avons mené
une étude non exhaustive sur la propriété de non circularité au second ordre de certaines
modulations CPM utilisées en radiocommunications. Nous avons ainsi calculé le coefficient de
non circularité instantané et moyen de certaines CPM. Ce qui nous a permis de les classer en
modulations circulaires et non circulaires au second ordre. Puis, nous avons vu qu’avec un
prétraitement de dérotation et un choix judicieux de l’instant d’échantillonnage, certaines
modulations deviennent non circulaires au second ordre. Cette propriété de non circularité
acquise va être exploitée par la suite afin d’améliorer les performances.
Par la suite, nous nous sommes intéressés à l’apport que peut amener l’exploitation de la non
circularité et de la non gaussianité sur des applications comme le beamforming et la détection.

En beamforming, nous avons vu que les filtres complexes linéaires sont optimaux pour des
signaux gaussiens et circulaires. Cependant pour des signaux complexes non circulaires au
second ordre, ces filtres deviennent sous optimaux, car ils n’exploitent pas l’information de
non circularité véhiculée par ces signaux. C’est dans ce contexte que notre contribution a porté
sur l’introduction d’un beamformer MVDR linéaire au sens large colinéaire au beamformer
WL MMSE [28] et la présentation d’une nouvelle étude de performances. Ce beamformer
est optimal pour la réception d’un signal utile potentiellement non circulaire, de vecteur
directionnel connu, noyé dans un bruit total potentiellement non circulaire.
Ce beamformer, basé sur une décomposition orthogonale originale, exploite la non circularité
du signal utile et des interférences à la différence du récepteur MVDR introduit dans [21] qui
lui exploite uniquement celle des interférences et du beamformer MVDR de Capon qui n’en
tient pas compte de la non circularité. À travers la nouvelle étude de performances statistiques
que nous avons introduite et réalisée, il a été démontré que ce nouveau beamformer est
meilleur que le beamformer de Capon et celui introduit dans [21] en présence de signaux non
circulaires, que ce soit le signal utile ou les interférences. En outre, ce beamformer est capable
d’éliminer, à partir d’une antenne à N capteurs, jusqu’à 2N − 1 interférences rectilignes en
présence d’un signal utile rectiligne, tandis que le récepteur introduit dans [21] n’en traite que
2(N − 1). Ainsi, ce nouveau beamformer est capable de préserver un signal utile rectiligne et
de rejeter une interférence rectiligne avec une antenne à 1 capteur (N = 1), ce qui le rend
capable de faire du SAIC (Single Antenna Interference Cancellation).
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En passant du filtrage linéaire au filtrage linéaire au sens large avec les beamformers
MVDR1,2, nous avons pu exploiter la non circularité au second ordre. Par ailleurs, en passant
à une structure non linéaire, la propriété de non gaussianité est aussi exploitée [31], à
travers l’utilisation des statistiques d’ordres supérieurs. C’est dans ce contexte, que notre
contribution a porté sur l’introduction d’un beamformer non linéaire, basé sur des filtres de
Volterra complexes, exploitant conjointement les deux propriétés de non circularité et de non
gaussianité du bruit. Ce beamformer est adapté pour traiter la réception d’un signal inconnu,
dont la forme d’onde est inconnue mais de vecteur directionnel connu, et corrompu par des
interférences potentiellement non gaussiennes et non circulaires.
Ce beamformer a été étudié à l’ordre trois sous sa forme équivalente GSC pour une structure
dite complète tenant compte simultanément des propriétés de non circularité jusqu’à
l’ordre quatre et de non gaussianité des interférences. Cette implantation GSC est de
complexité moindre et nous a permis d’effectuer les calculs numériques du SINR théorique.
Ce beamformer ne requiert aucune information a priori sur les interférences et se trouve
particulièrement adapté au contrôle de spectre ou à l’écoute passive dans le contexte non
circulaire et/ou non gaussien. En outre, les résultats obtenus permettent d’affirmer que cette
structure complète améliore toujours les performances des récepteurs de Volterra étudiés
dans [21, 6, 31] et du fameux beamformer MVDR de Capon pour des brouilleurs non
circulaires et/ou non gaussiens.

En détection, nous avons étudié les performances (courbes COR) de différents récepteurs
pour détecter un signal connu réel dont certains paramètres sont inconnus et perturbé par
des interférences inconnues potentiellement non circulaires au second ordre. Nous avons
ainsi montré que la prise en considération de la propriété de non circularité potentielle des
interférences permet d’améliorer considérablement les performances des récepteurs mono et
multi capteurs.
De plus, une analyse de performances statistiques des récepteurs LRT et GLRT pour la
détection d’un signal connu réel, de paramètres inconnus et perturbé par des interférences
inconnues potentiellement non circulaires au second ordre, a été menée. En étudiant les
distributions des statistiques associée au LRT et au GLRT, des expressions de la probabilité de
détection PD et de la probabilité de fausse alarme PFA ont été données. En particulier, les
formes exactes des expressions de PD et PFA ont été élaborées pour les détecteurs LRT et
aussi les distributions asymptotiques (vis-à-vis à la longueur des données) de PD et PFA ont
été données pour certains récepteurs GLRT.
Il a été démontré que la prise en compte de la non circularité potentielle des interférences
améliore les performances des récepteurs et ceci grâce à l’exploitation de la diversité de phase
en plus de la discrimination spatiale. En particulier, la capacité des récepteurs clairvoyants à
détecter un signal rectiligne en présence d’une interférence rectiligne à partir d’une antenne
mono-capteur.

Dans un autre contexte, nous avons abordé le problème du test de non circularité de
signaux aléatoires mono et multidimensionnels complexes. Nous avons donné la distribution
asymptotique du GLR de non circularité dérivé sous l’hypothèse de distribution gaussienne
mais utilisée sous une distribution arbitraire non nécessairement gaussienne des données. Ces
données considérées sont indépendantes, mais non nécessairement identiquement distribuées,
ce qui permet de traiter des situations pratiques où les données non circulaires sont perturbées
par un résidu de fréquence et un bruit additif gaussien circulaire.
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Perspectives

Dans cette thèse, nous avons abordé des problématiques liées à l’exploitation de la non
circularité et de la non gaussianité en traitement d’antennes. À l’issue de ces travaux nous
identifierons quelques perspectives de recherche futures qui apparaissent dans chaque thème
abordé.

Pour les modulations :

• Il serait intéressant d’étendre l’étude de la propriété de non circularité faite pour les
modulations CPM à d’autres types de modulations. Particulièrement aux modulations linéaires
décalées (famille 3) telles que les modulations OQAM, OPSK, π

2 BPSK et OQPSK, en calculant
le coefficient de non circularité instantané et moyen.

En beamforming linéaire au sens large :

• Pour des travaux futurs, une extension à une structure variante dans le temps linéaire au
sens large du nouveau beamformer permettrait de traiter les signaux non stationnaires et non
circulaires ayant des résidus de porteuse non nuls. De plus, le développement d’une structure
spatio-temporelle permettrait de traiter des canaux à trajets multiples.
• Par ailleurs, il serait intéressant de quantifier la sensibilité de ces filtres aux erreurs de
pointage lorsque la direction d’arrivée est mal estimée.

En beamforming non linéaire :

• Concernant la structure non linéaire de Volterra, l’étude des performances ont été données
par calcul numérique du SINR théorique. Il serait nécessaire de poursuivre cette étude
par l’élaboration d’expressions théoriques du SINR exploitables afin de mieux analyser les
performances. Il est à noter que de telles expressions devront nécessiter des approximations
pour devenir interprétables (par exemple : INR≫ 1,...).
• Comme dans le cas linéaire au sens large, il serait intéressant de faire une extension à une
structure variante dans le temps non linéaire afin de traiter les signaux dont le résidu de
fréquence est non nul ainsi que quantifier la sensibilité des filtres aux erreurs de pointage.
• Le beamformer de Volterra que nous avons étudié ne tient pas compte de la non circularité
et de la non gaussianité du signal utile. Un beamformer de Volterra optimal selon le critère
MMSE a été esquissé dans le paragraphe 4.7 mais ses performances n’ont pas été étudiées. En
particulier son interprétation en terme de beamformer MVDR2 n’a pas été abordée et donc
l’expression du SINR obtenu n’a pas été donnée. Par suite, diverses comparaisons en terme
de SINR seraient intéressantes à mener en fonction des modulations du signal utile et des
interférences et en fonction des diverses structures partielles ou complètes mises en œuvre. .
• La structure polynômiale complexe de Volterra bien qu’exploitant la non gaussianité et
la non circularité des signaux d’interférence est sans doute largement sous optimale par
rapport à l’estimation optimale au sens du critère MMSE. Des structures non linéaires mieux
adaptées à des signaux utiles et interférents sous forme de modulations linéaires devraient
être recherchées.
• Un beamformer de Volterra a été proposé [31] dans le cadre de brouilleurs circulaires. Ce
beamformer est basé sur une structure GSC générée directement à partir d’une projection
orthogonale de l’observation x(t) sur l’espace signal engendré par s et sur son complément
orthogonal. Cette approche conduit à une estimée de s(t) comme issue d’un filtrage WL
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polynomial de cette projection sur ce complément orthogonal. Nous avons constaté que dans
le cas particulier N = 2 et pour des polynômes de la forme P (z) = aizi + bj,k,lzjz

∗
kzl, les

performances en SINR de ce beamformer de Volterra était numériquement égales à celles de
notre beamformer de structure partielle. Cette égalité doit sans doute être générale pour
toute antenne et pour tout polynôme en y associant les termes correspondant retenus dans
notre filtrage (4.8). Il serait donc intéressant de démontrer cette égalité afin de relier notre
beamformer à celui proposé dans [31].

À terme, dans tous les cas, l’enjeu est de trouver un moyen pour faire du SAIC adapté à des
constellations de signaux autres que rectilignes, par exemple QPSK.

En détection de signal :

• Les perspectives en détection d’un signal connu noyé dans bruit potentiellement non
circulaire au SO, consisteraient à étendre le calcul des détecteurs GLRT que nous avons
présenté, et aussi que leurs performances à des signaux utiles connus non circulaires d’ordre
2, non nécessairement rectilignes.
• Il faudra aussi envisager la détection de signaux utiles dont les résidus de porteuse sont non
nuls et inconnu.
• Des détecteurs de type GLRT pourraient s’envisager sous l’hypothèse d’une famille de
distribution paramétrée non circulaire plus générale que la loi gaussienne (par exemple, la
famille des distributions complexes elliptiques [73]).

En détection de non circularité :

• Dans le contexte de détection de non circularité au second ordre, il serait intéressant d’étudier
les performances statistiques de détecteurs ajustés pour être plus robuste à la non gaussianité,
en particulier ceux présentés récemment [74, 64].
• L’étude de la détection du caractère rectiligne semble aussi être pertinent d’un point de vue
applicatif. Dans ce cadre, le problème de détection sous la forme :

H1 : xt = st + nt

H0 : xt = rt + nt

où st est rectiligne au second ordre non gaussien, rt est non rectiligne au second ordre non
gaussien et nt est gaussien circulaire, serait intéressant d’être examiné sous la forme d’un
détecteur GLRT dans le cadre d’une famille paramètrique de distributions complexes non
circulaires non gaussiennes.
• D’autre part dans le cadre de signaux complexes multidimensionnels, cette notion de signaux
rectilignes introduite dans [39] mériterait d’être approfondie. De même, ces définitions au
second ordre mériteraient d’être étendues aux ordres supérieurs.
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Annexe A

A.1 Performances en SINR en sortie du beamformer MVDR2

A.1.1 Croissance en fonction de |γs| pour ds = 0

En utilisant la dérivée de SINRMVDR2 par rapport à |γs|, on obtient

∂SINRMVDR2

∂|γs|
= 2πsas

1 + as[
1 + πsas(1− |γs|2)

]2 > 0,

qui est positive quelque soit les paramètres πs et as, donc SINRMVDR2 est une fonction
strictement croissante de |γs| pour ds = 0.

A.1.2 Croissance en fonction de cos(Φ1)

A l’aide de la dérivée du SINRMVDR2 par rapport à cos(Φ1) donnée par

∂SINRMVDR2

∂cos(Φ1)
= 2 |γs| |ds|


1− as(

πs(1− |γs|2)
)−1

+ as


 > 0,

A.1.3 Croissance pour cos(Φ1) ≥ 0

On écrit (3.38) sous la forme suivante

SINRMVDR2 = πs

[
as +

as |γs|2

1 + πsas(1− |γs|2)
+
|ds|2 πs(|γs|2 − 1)

1 + πsas(1− |γs|2)
+

2 |ds| cos(Φ1) |γs|
1 + πsas(1− |γs|2)

]
,

qui, pour cos(Φ1) ≥ 0, est une somme de fonctions strictement croissantes de |γs| et donc (3.38)
est aussi une fonction strictement croissante |γs| pour cos(Φ1) ≥ 0.
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A.1.4 Etude de la Monotonie de SINRMVDR2 pour cos(Φ1) < 0

La dérivée de (3.38) en fonction de |γs| est donnée par

∂SINRMVDR2

∂|γs|
= 2πs

[πsas |ds| cos(Φ1)] |γs|2 +
[
πs |ds|2 + πsa

2
s + as

]
|γs|+ |ds| cos(Φ1)(1 + πsas)

[
1 + πsas(1− |γs|2)

]2 ,

la monotonie de SINRMVDR2 dépend du signe du numérateur de sa dérivée, qui est une fonction
du second degré de |γs| et qui peut s’écrire sous la forme : Ax2 + Bx + C, avec x = |γs|,
A , πsas |ds| cos(Φ1) < 0, B , πs |ds|2 + πsa

2
s + as > 0 et C , |ds| cos(Φ1)(1 + πsas) < 0.

Ainsi selon la valeur de son discriminant ∆, la variation du SINR en fonction de |γs| peut être
analysée selon les cas suivants :

1. Si ∆ ≤ 0, le SINRMVDR2 est une fonction strictement décroissante de |γs|, ce cas ne semble
pas exister, car nous n’avons pas pu exhiber un tel, sans avoir pu démontrer jusqu’ici la
non existence.

2. Si ∆ > 0, il existe deux racines |γs1| et |γs2| tel que

(
0 < |γs1| =

−B +
√

∆

2A
< 1

)
car

√
∆ =

√
B2 − 4AC < B − 2A et que

(
|γs2| =

−B −
√

∆

2A
> 1

)
car |γs1| |γs2| =

C

A
> 1

(C = A + |ds| cos(Φ1)). Ainsi, le SINRMVDR2 n’est pas une fonction monotone de |γs| et
devient une fonction décroissante pour 0 ≤ |γs| ≤ |γs1|, puis une fonction croissante pour
|γs1| ≤ |γs| ≤ 1, correspondant à la courbe dans la figure A.1.

10  |γ
s
|

 SINR

FIGURE A.1 – Allure du SINRMVDR2 en fonction |γs|
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A.2 Relation SINR et MSE

A.2.1 Preuve de la relation (3.36)

De la décomposition (3.16), la MSE s’écrit MSE[w̃] =< E[|s(t) − s(t)w̃H s̃γ + w̃H ñγ(t)|2] >.

Après développement et en utilisant (3.28), w̃H
Rñγ

w̃ =
πs|w̃H s̃γ |2
SINR[w̃]

, et sous l’hypothèse que le

signal utile est non corrélé avec les interférences et du bruit de fond (< E[ñγ(t)s(t)∗ = 0] >),
on obtient directement (3.36).

A.2.2 Preuve de la relation (3.37)

En utilisant (3.23) et (3.29) : w̃WL−MMSE =
πs

1 + SINRMVDR2

R−1
ñγ

s̃γ , ainsi en utilisant cette

expression dans (3.36) on obtient (3.37)
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A.3 Calcul du SER pour le beamformer MVDR1

Le calcul du SER pour le beamformer MVDR1( 3.5.2) est évalué de la même manière que
dans cas du MVDR2 avec des contraintes de minimisation différentes. Comme dans le cas
du beamformer MVDR2, le calcul du taux d’erreur est évalué uniquement dans le cas de
la réception de deux sources (un signal utile et une seule interférence) en présence d’un
bruit supposé gaussien complexe, centré, blanc spatialement et circulaire. Sous les hypothèses
utilisés dans la section 3.7.4, ainsi qu’en reprenant les mêmes notations, les performances SER
du beamformer MVDR1 sont calculées comme suit :

A.3.1 Cas où le signal utile et l’interférence sont BPSK

Dans ce cas (|γs| = |γ1| = 1) et les symboles émis u(t) ∈ {+1,−1} et v(t) ∈ {+1,−1} sont
équiprobables. En utilisant les contraintes (3.9), la sortie y(t) du beamformer MVDR1 devient
de la forme

y(t) = s(t) + m(t)w̃H
MVDR1

j̃γ + w̃H
MVDR1

b̃(t)

= u(t)a + v(t)b + w̃H
MVDR1

b̃(t).

Des calculs similaires que ceux du paragraphe (3.7.4.1) nous donnent le SER de la forme

SER =
1

2

{
Q
[√

SNR +
√

INR
]

+ Q
[√

SNR−
√

INR
]}

,

où w̃MVDR2 est de la forme w̃ =
[
wT

1 , wT
2

]T et donc

SNR =
2πs

η2

[∣∣∣w̃H
∣∣∣
2
+ 2ℜ

(
e2iφswT

1 w2

)]

INR =
2π1

(
ℜ
[
e−iφs

(
eiφ1w̃H j̃1 + e−iφ1w̃H j̃2

)])2

η2

[
|w̃|2 + 2ℜ

(
e2iφswT

1 w2

)] .

A.3.2 Cas où le signal utile est BPSK et l’interférence est QPSK

Pour un signal utile BPSK et une interférence QPSK, le beamformer MVDR1 est identique au
beamformer de Capon standard (2.9), par suite le calcul du SER est aussi identique. La sortie
du filtre wCapon s’écrit

y(t) = wHx(t) = s(t)wHs + m(t)wH j + wHb(t).

En utilisant la contrainte (2.7) et en posant a
def
=
√

πse
iφs , b

def
=
√

π1e
iφ1wH j, la sortie y(t) du

filtre devient
y(t) = u(t)a + v(t)b + wHb(t). (A.1)

Comme dans le cas du beamformer MVDR1 le récepteur sous optimal est donné par la
figure 3.5.
A l’entrée du comparateur à seuil

z(t) = ℜ [a∗y(t)] = πsu(t) + ℜ [v(t)a∗b] + ℜ
[
a∗wHn(t)

]
(A.2)
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Afin de simplifier les notations on pose b′ = a∗b et n′ = ℜ
[
a∗wHb(t)

]
, alors

z(t) = πsu(t) + ℜ
[
v(t)b′

]
+ n′.

Par symétrie le SER est donnée par

SER = p (û(t) = 1/u(t) = −1) = p(n′ > πs −ℜ(v(t)b′))

=
1

4
p(n′ > πs −ℜ(b′)) +

1

4
p(n′ > πs + ℜ(b′))

+
1

4
p(n′ > πs −ℜ(ib′)) +

1

4
p(n′ > πs + ℜ(ib′)).

Ainsi, Le SER peut ainsi s’exprimer sous la forme suivante

SER =
1

4

[
Q
(√

SNR−
√

INR1

)
+ Q

(√
SNR +

√
INR1

)
+ Q

(√
SNR−

√
INR2

)
+ Q

(√
SNR +

√
INR2

)]
,

(A.3)
La variance du bruit gaussien à l’entrée du comparateur à seuil est donnée par

Var(n′) =
πsη2

2

[
‖w‖2

]
.

On obtient donc :

SNR
def
=

πs

Var(n′)
=

2πs

η2

[
‖w‖2

]

INR1
def
=

[ℜ (b′)]2

Var(n′)
=

2π1

[
ℜ
(
ei(φ1−φs)wH j

)]2

η2

[
‖w‖2

]

INR2
def
=

[ℜ (ib′)]2

Var(n′)
=

2π1

[
ℜ
(
iei(φ1−φs)wH j

)]2

η2

[
‖w‖2

] .

A.3.3 Cas où le signal utile est QPSK et l’interférence est BPSK

Puisque l’expression de la sortie y(t) du beamformer MVDR1 est identique à celle obtenu
à la sortie beamformer MVDR2, le calcul du SER est aussi identique à celui mené dans le
paragraphe 3.7.4.3 en remplaçant w̃MVDR2 par w̃MVDR1 , sachant que dans ce cas que la sortie
du beamformer MVDR1

y(t) = u(t)a + v(t)c + w̃H
MVDR1

b̃(t).
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A.4 Schéma pour application en détection

A l’aide des notations de l’equation (3.55), on obtient le schéma fonctionnel suivant :

w̃H
MVDR2

a∗ × .
+

+
∑

Re() ≶ seuil
x̃(kT ) y(kT ) z

ak ∈ {±1,±i}

FIGURE A.2 – Schéma fonctionnel de l’application du beamformer MVDR2 en détection
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A.5 Algorithme JADE étendu

Afin d’estimer les directions d’arrivées des signaux bande étroite sans aucune information a
priori sur la forme d’onde, nous avons utilisé une méthode d’identification aveugle utilisant les
statistique d’ordre supérieur.
Pour l’implémentation du beamformer w̃MVDR2, on a estimé la direction d’arrivée du
signal utile par identification aveugle en adaptant l’algorithme JADE [15] à notre modèle
d’observations étendu.
On considère le modèle de signaux suivant, pour la réception de M sources noyées dans un
bruit blanc gaussien reçues par une antennes à M capteurs ,

x(t)
def
=

M∑

p=1

sp(t)ap + n(t)
def
= As(t) + n(t), (A.4)

où x(t) est le vecteur des observations (N ×1), A est la matrice de mélange (N ×M), supposée
de rang plein, dont les colonnes sont les vecteur directionnels ap associés au sources sp(t)
regroupées dans un vecteur s(t), n(t) est le vecteur bruit supposé blanc, gaussien, circulaire au
second ordre et de moyenne nulle et de variance µ.

A.5.1 Blanchiment

L’ensemble des techniques d’identification aveugle comporte une étape préliminaire de
blanchiment qui simplifie le problème en le normalisant. Cette étape de blanchiment exploite
les statistique d’ordre deux en blanchissant la partie signal de l’observation. Dans notre cas

le blanchiment est appliqué au vecteur d’observation étendu x̃(t)
def
= [x(t)T ,x(t)H ]T où on

blanchit la partie signal du vecteur étendu x̃(t) en multipliant ce dernier par l’inverse d’une
racine carrée quelconque de la matrice de covariance formée par la partie signal qu’on notera
W = R

−1/2
signal. La matrice de covariance de l’observation étendue s’écrit :

Rx̃ = Rsignal + Rñ (A.5)

Après multiplication de x̃(t) par R
−1/2
signal on obtient un vecteur x̃(t) dont la matrice de covariance

s’écrit :
Rx̃ = I + µR

−1/2
signal (A.6)

On a ainsi simplifié le problème d’identification en le mettant sous une forme standard
normalisée, ce qui permet de récrire (A.4) de la manière suivante :

x(t)
def
=

M∑

p=1

sp(t)ap + n(t) (A.7)

où tous les vecteurs sont de dimension M×1, et tous les signaux sources sont de puissance unité
et les vecteurs directionnels recherchés a1....ap constituent une base orthonormée de l’espace
de dimension M . La quadri-covariance est définie par le tenseur de taille (M ×M ×M ×M)
et s’écrit :

Q
x̃

=
M∑

p=1

kp(apa
∗
p)(apa

∗
p) =

M∑

p=1

kp(a
∗
pap)(apa

∗
p) (A.8)
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A.5.2 Critère de diagonalisation conjointe

Les cumulants d’ordre quatre sont utilisés à travers la quadri-covariance de taille (M × M),
c.a.d, on définit l’opérateur linéaire qui, à toute matrice hermitienne H, associe la matrice
hermitienne Q

x̃
(H) définie pour les vecteurs normalisés après blanchiment par :

Q
x̃
(H) =

M∑

p=1

kp(apa
∗
p)(apa

∗
p)H =

M∑

p=1

kp(a
∗
pHap)(apa

∗
p) (A.9)

où kp désigne le Kurtosis défini dans 1. On remarque que Q
x̃
(H) est une somme pondérée de

dyades (apa
∗
p), ce qui signifie quelle admet des directions d’arrivées comme vecteurs propres.

Donc pour obtenir ces vecteurs directeurs, on diagonalise conjointement une famille matrice
de l’image de la quadri-covariance, et comme, en général on ne dispose que de la quadri-
covariance estimée Q̃

x̃
(H), les matrices de l’image de Q

x̃
(H) ne se diagonalisent pas toutes

dans la même base, don il faut trouver la base où toutes ces matrices soient simultanément
les plus diagonales possible. Cela revient à trouver la matrice unitaire qui, pour l’ensemble des
matrices hermitiennes (H1, ..Hk), maximise le critère suivant :

C(V, H1, ..Hk)
def
=

K∑

r=1

∣∣Diag(VHHrV)
∣∣2 (A.10)

A.5.3 Algorithme E-JADE

C’est un algorithme d’identification aveugle, qui consiste en la diagonalisation conjointe
approchée des matrices propres (Joint Approximate Diagonalization of Eigen-matrices), définit
par les étapes suivantes :

Etape.1 Former la matrice de covariance estimée R̂x̃ à partir des observations étendues x̃(t),

Etape.2 Calculer la matrice de blanchiment Ŵ,

Etape.3 Former les cumulants d’ordre quatre du processus blanchit ẑ(t) = Ŵx(t), et calculer
les N plus signifiants valeurs propres et vecteurs propres associés (λ̂r, M̂r|1 ≤ r ≤ n),

Etape.4 Diagonalisation conjointe de l’ensemble N̂e =
{

λ̂r, M̂r|1 ≤ r ≤ n
}

par une matrice

unitaire Û (par une extension de la technique de JACOBI à plusieurs matrices).

Etape.5 Estimation de la matrice de mélange A par Â = Ŵ
♯
Û.
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B.1 Théorème central limite de Lyapunov

Théorème 2. Soient y1, y2, ..., yn des variables aléatoires IID, de moyenne nulle E[yi] = 0, de
variance σ2 > 0 et E[y3

i ] <∞. Si une suite déterministe xn,i à deux indices (i ≤ n) satisfait :

(
n∑

i=1

|xn,i|3)2 = o[
n∑

i=1

x2
n,i)

3] pour n →∞,

Alors [62, Th. 2.7.3] ∑n
i=1 xn,iyi

σ
√∑n

i=1 x2
n,i

L→ N (0, 1)
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B.2 Expression de λK

La matrice d’information de Fisher correspondant à la distribution complexe, gaussienne, non
singulière et non circulaire de (xk)k=1,..K est déduite de la formule de Slepian Bangs étendue
au cas gaussien non circulaire [38, result 1] donnée par :

(IK(θ))m,n =

K∑

k=1

a2
k

(
∂m̃
∂θm

)H

R−1
ñ

(
∂m̃
∂θl

)
+

1

2
Tr

[
∂Rñ

∂θm
R−1

ñ

∂Rñ

∂θn
R−1

ñ

]
(B.1)

où m̃ ,
√

πsS̃Φ.
Il est à noter que m̃ et Rñ dépendent uniquement de θr et θs respectivement.
En conséquence ces paramètres sont découplés dans la matrice d’information de Fisher c.a.d.,
Ia,b(θa, θb) = O et donc l’expression (5.60) de λK se réduit à θ

T
a1Ia,a(0, θb)θa, ce qui donne à

partir de (B.1)

λK =

(
K∑

k=1

a2
k

)
θ

T
a1

(
∂m̃
∂θa1

)H

R−1
ñ

(
∂m̃
∂θa1

)
θa1

où
∂m̃
∂θa1

=

(
s is
s∗ −is∗

)
dans le cas de OPT2 et OPT5.

Et
∂m̃
∂θa1

=

(
I iI
I∗ −iI∗

)
dans le cas de OPT6 et OPT9.

Et
∂m̃
∂θa1

=

(
s is

√
πse

iΦss′

s∗ −is∗
√

πse
−iΦss∗

′

)
dans le cas de OPT10 et OPT11, avec s′ ,

∂s
∂θs

.

On a
∂m̃
∂θa1

θa1 = m̃ =
√

πsS̃Φ pour les détecteurs OPT2, OPT5, OPT6 et OPT9 [respectivement
√

πs(S̃Φ + θsS̃
′
Φ) pour les détecteurs OPT10 et OPT11], ce qui prouve la relation (5.62).

184



Annexe C

C.1 Preuve Résultat 1

Sous l’hypothèse H1, (6.9) provient directement de [39, result.3]. Sous H0, le résultat [39,
result.3] n’est plus valide, mais l’analyse de [39] s’applique. Le théorème central limite 1

standard appliqué aux variables aléatoires complexes, bi-dimensionnelles, indépendantes et

identiquement distribuées
(

r̂x

ĉx

)
avec r̂x =

1

K

∑K
k=1 |xk|2 et ĉx =

1

K

∑K
k=1 x2

k, donne pour

γx = 0

√
K

(
r̂x − rx

ĉx − cx

)
L→ NC

((
0
0

)
,

(
σ4

x + Cumx Cum
′′∗
x

Cum
′′

x 2σ4
x + Cumx

)
,

(
σ4

x + Cumx Cum
′′

x

Cum
′′

x Cum
′

x

))
,

(C.1)
où σ2

x , E |xk|2, Cumx , Cum(xk, xk, x
∗
k, x

∗
k), Cum

′

x , Cum(xk, xk, xk, xk) et Cum
′′

x ,
Cum(xk, xk, xk, x

∗
k).

Considérons maintenant la construction par étapes (mapping), suivante :

(r̂x, ĉx) 7−→ m̂x =
ĉx

r̂x
7−→ γ̂x = |m̃x| , (C.2)

la différentielle de la première étape est dm =
1

r
dc sous H0, le théorème de continuité standard

sur les fonctions régulières des statistiques gaussiennes asymptotiques [90, Th. A, p.122] peut
s’appliquer. En conséquences, on obtient une convergences en distribution vers une distribution
gaussienne complexe, centrée de variance 1

σ4
x
(2σ4

x + Cumx) et de pseudo-variance 1
σ4

x
Cum

′

x tel
que

√
K (m̂x − 0)

L→ NC

(
0, 2 +

Cumx

σ4
x

,
Cum

′

x

σ4
x

)
. (C.3)

Cette distribution gaussienne complexe devient circulaire pour xk circulaire jusqu’au 4 ème
ordre. Ainsi, avec γ̂2

x = |m̂x|2, la convergence en distribution (6.8) est prouvée.

1NC(m, R, C) représente la distribution gaussienne complexe de moyenne m et matrices de covariances R et C
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C.2 Preuve Résultat 2

Soient les définitions suivantes :

Définition C.2.1. Une fonction L : C → C est appelé R-linéaire si pour tous scalaires (a, b) ∈ R2

et (z1, z2) ∈ C2 : L(az1 + bz2) = aL(z1) + bL(z2). De même si cette équation est valide pour
(a, b) ∈ C2 alors on dit que L est C-linéaire [73, 53].

Définition C.2.2. La distribution bidimensionnelle réelle sphérique symétrique (SS) (x, y) est
définie tel que : z , x + iy est circulaire (z et zeiθ de même distribution ∀θ ∈ R).

Définition C.2.3. La distribution bidimensionnelle réelle elliptiquement symétrique (RES)
est définie par la distribution de (w1, w2) qui est une transformation affine de la variable
bidimensionnelle sphérique symétrique (x, y) tel que :

(
w1

w2

)
= A

(
x
y

)
+

(
α1

α2

)

Définition C.2.4. La distribution complexe elliptiquement symétrique généralisées GCES
(Generalized Complex Elliptically Symmetric) d’une variable aléatoire complexe scalaire xk ∈ C

est définie par la distribution d’une variable réelle (ℜ(xk),ℑ(xk)) elliptiquement symétrique
RES (Real Elliptically Symmetric). Dans le cas centré, cette distribution est définie comme une
transformation linéaire dans R2 d’une distribution sphérique symétrique [59].

A partir de ces définitions, comme une transformation linéaire dans R2 est équivalente à une
transformation R-linéaire dans C [53], alors il est facile de montrer qu’une variable aléatoire
complexe xk est dite de distribution GCES, s’il existe des scalaires complexes (a, b) tel que
xk = auk + bu∗k où uk est une variable aléatoire complexe circulaire.

En conséquence, les cumulants des xk satisfont les relations suivantes :

Cum(xk, xk, x
∗
k, x

∗
k) =

(
(|a|2 + |b|2)2 + 2|a|2|b|2

)
Cum(uk, uk, u

∗
k, u

∗
k)

Cum(xk, xk, xk, xk) = 6a2b2Cum(uk, uk, u
∗
k, u

∗
k)

Cum(xk, xk, xk, x
∗
k) = 3ab(|a|2 + |b|2)Cum(uk, uk, u

∗
k, u

∗
k).

En utilisant
E|xk|2 = (|a|2 + |b|2)E|uk|2 and E(x2

k) = 2abE|uk|2,
les cumulants normalisés κ′x et κ′′x deviennent :

κ′x = κ′′x =

(
3

2 + γ2
x

)
κx.

En remplaçant ces expressions dans (6.10), on obtient directement l’expression (6.11) du
résultat 2.
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C.3 Preuve Résultat 3

Avec l(x, K) = det[I − (R̂
−1

x Ĉx)∗R̂
−1

x Ĉx], où R̂x ,
1

K

∑K
k=1 xkxH

k et Ĉx ,
1

K

∑K
k=1 xkxT

k , la

preuve du résultat 3 suit les mêmes étapes que celle du résultat 1.
Le calcul de la distribution asymptotique de l(x, K) sous l’hypothèse H1 est basé sur le mapping
suivant :

(R̂x, Ĉx) 7−→ M̂x = R̂
−1

x Ĉx 7−→ Σ̂x = M̂∗
xM̂x 7−→ l(x, K) = det[I− Σ̂x]. (C.4)

En utilisant la distribution gaussienne asymptotique de (R̂x, Ĉx) [37, 39] issue du théorème
central limite standard, les différentielles sur les différentes étapes de (C.4) et les propriétés
classiques de l’opérateur vectorisation vec(.) [65, Ch.2.4], le théorème standard de continuité
sur les fonctions régulières des statistiques gaussiennes asymptotiques [90, p.122] est
appliqué. Ainsi, les étapes de cette démonstration sont comme suit :

Étape 1 : la différentielle de Mx et sa vectorialisation s’écrivent :

dMx = −R−1
x dRxR−1

x Cx + R−1
x dCx

vec(dMx) = −[(R−1
x Cx)T ⊗ R−1

x ]vec(dRx) + (I⊗ R−1
x )vec(dCx)

= DM,Rvec(dRx) + DM,Cvec(dCx), (C.5)

où ⊗ désigne le produit de Kronecker.
La distribution asymptotique de vec(R̂x, Ĉx) est donnée dans [39] tel que :

√
K[vec(R̂x, Ĉx)− vec(Rx, Cx)]

L→ NC(0,

(
RR RR,C

RC,R RC

)
,

(
CR CR,C

CC,R CC

)
)

où RR, RC , RR,C , RC,R, CR, CC , CR,C , CC,R sont les différentes matrices de covariance déduites
à partir de l’identité :

E(x1x2x3x4) = E(x1x2)E(x3x4) + E(x1x3)E(x2, x4) + E(x1x4)E(x2x3) + Cum(x1, x2, x3, x4),

où xt est une variable aléatoire centrée complexe de distribution arbitraire. Ces matrices sont
calculées dans [39] et sont données par :

RR = R∗x ⊗ Rx + P(Cx ⊗ C∗x) + Qx

RC = Rx ⊗ Rx + P(Rx ⊗ Rx) + Q
′

x

CR = RRP

CC = Cx ⊗ Cx + P(Cx ⊗ Cx) + Q
′′

x

RR,C = RH
C,R = C∗x ⊗ Rx + P(Rx ⊗ C∗x) + Q

′′′

x

CR,C = CT
C,R = R∗x ⊗ Cx + P(Cx ⊗ R∗x) + Q

′′′′

x . (C.6)

où (Qx)i+(j−1)K,k+(l−1)K = Cum(xt,i, x∗t,j , x
∗
t,k, xt,l), (Q

′

x)i+(j−1)K,k+(l−1)K =
Cum(xt,i, xt,j , x∗t,k, x

∗
t,l),

(Q
′′

x)i+(j−1)K,k+(l−1)K = Cum(xt,i, xt,j , xt,k, xt,l), (Q
′′′

x )i+(j−1)K,k+(l−1)K =
Cum(xt,i, x∗t,j , x

∗
t,k, x

∗
t,l),

(Q
′′′′

x )i+(j−1)K,k+(l−1)K = Cum(xt,i, x∗t,j , xt,k, xt,l) et P désigne la matrice de permutation qui,
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pour toute matrice carrée A, transforme vec(AT ) en vec(A) et xt = (xt,1, xt,2, .....xt,N )T .

En utilisant le théorème de continuité standard sur les fonctions régulières des statistiques
gaussiennes asymptotiques [90, p.122] et à partir de (C.5), on a :

√
K[vec(M̂x)− vec(Mx)]

L→ NC(0,RM ,CM )

où RM = (DM,R DM,C)

(
RR RR,C

RC,R RC

)
(DM,R DM,C)H

CM = (DM,R DM,C)

(
CR CR,C

CC,R CC

)
(DM,R DM,C)T .

Étape 2 : la différentielle de Σx et sa vectorialisation s’écrivent :

dΣx = M∗
xdMx + dM∗

xMx

vec(dΣx) = (I⊗M∗
x)vec(dMx) + (MT

x ⊗ I)vec(dM∗
x) = DΣ,Mvec(dMx) + DΣ,M∗vec(dM∗

x)

Ce qui donne en utilisant le théorème de continuité standard sur les fonctions régulières des
statistiques gaussiennes asymptotiques [90, p.122]

√
K[vec(Σ̂x)− vec(Σx)]

L→ NC(0,RΣ,CΣ)

où

RΣ = (DΣ,M DΣ,M∗)

(
RM CM

C∗M R∗M

)
(DΣ,M DΣ,M∗)H

CΣ = (DΣ,M DΣ,M∗)

(
CM RM

R∗M C∗M

)
(DΣ,M DΣ,M∗)T .

Étape 3 : Suivant le même raisonnement, la différentielle de lx = det(I−Σx) s’écrit [65, Th.1,
p.149] :

dlx = −det[I−Σx]Tr[(I−Σx)−1dΣx]

= −det[I−Σx]vecT ([I−ΣT
x ]−1)vec(dΣx) = Dl,ΣdΣx

Ainsi en utilisant le théorème de continuité standard sur les fonctions régulières des statistiques
gaussiennes asymptotiques [90, p.122]

√
K(l(x, K)− l1)

L→ NR(0, σ2
1)

où l1 = det[I− (R−1
x Cx)∗R−1

x Cx] < 1 et σ2
1 = Dl,ΣRΣDH

l,Σ = Dl,ΣCΣDT
l,Σ.

Il est à noter que ces étapes ne s’appliquent pas toutes sous l’hypothèse H0, tel que, pour
xk circulaire jusqu’au 4 ème ordre, uniquement la première étape peut s’appliquer, Car dans ce
cas, Cx = O ce qui donne, d’aprés l’expression (C.5) :

vec(dMx) = (I⊗ R−1
x )vec(dCx)
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soit

RM = (I⊗ R−1
x )Rc(I⊗ R−1

x )

CM = O

avec Cc = O d’aprés (C.6) car l’hypothèse de circularité à l’ordre 4 implique Q
′′

x = O. Ainsi on a

√
K (vec(M̂x)− 0)

L→ NC (0,RM ,O) (C.7)

Par conséquence, comme dans le cas scalaire, M̂x reste asymptotiquement de distribution
gaussienne circulaire sous H0 avec xk circulaire jusqu’au 4 ème ordre. La différentielle du
mapping M̂x 7−→ Σ̂x au point Mx = O est égale à zéro, ce qui était aussi vrai dans le cas
scalaire. Mais dans ce dernier cas, nous avons accès à la différentielle d’ordre deux, ce qui n’est
pas le cas en multidimensionnel où notre analyse au premier ordre ne permet pas d’obtenir
cette différentielle.
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C.4 Preuve Résultat 4

Afin de trouver la distribution asymptotique du GLR dans le cas non IID et d’étendre les
résultats de la section 6.4, on remplace le théorème central limite classique par le théorème
de Lyapunov [62, Th. 2.7.1] en supposant que la condition de Lyapunov (6.16) est satisfaite
pour la séquence de variables aléatoires centrées |x2

k| − rx,k et x2
k − cx,k. En effet, le théorème

de Lyapunov 2 est valide pour des variables aléatoires réelles scalaires uk, l’extension de cette
validité à la variable aléatoire complexe multidimensionnelle (|x2

k| − rx,k, x
2
k − cx,k) n’est pas

directe et plus compliquée, ainsi on doit approfondir d’avantage l’étude ;

Pour commencer, l’extension du théorème de Lyapunov aux variable réelles centrée et
multidimensionnelles uk est directe par l’application du théorème de Cramer-Wold [62, Th.
5.1.8], pour lequel la séquence R

−1/2
u,K

∑K
k=1 uk converge en distribution à une gaussienne

centrée NR(0, I) où R
1/2
u,K est une racine carrée arbitraire de Ru,K

def
=

∑K
k=1 E(uku

T
k ). Puis,

du fait de l’isomorphisme entre C et R2, le théorème de Lyapunov s’applique à la variable
aléatoire complexe centrée multidimensionnelle (|x2

k| − rx,k, x
2
k− cx,k). Ici, en utilisant [41, Th.

1], il existe une séquence de 2× 2 matrices AK tel que

A−1
K

(
r̂x − r̄x,K

ĉx − c̄x,K

)
L→ NC(0, I,∆),

avec ∆ diagonale tel que

AKAH
K =

(
E|r̂x − r̄x,K |2 E(r̂x − r̄x,K)(ĉx − c̄x,K)∗

E(ĉx − c̄x,K)(r̂x − r̄x,K)∗ E|ĉx − c̄x,K |2
)

AK∆AT
K =

(
E(r̂x − r̄x,K)2 E(r̂x − r̄x,K)(ĉx − c̄x,K)

E(ĉx − c̄x,K)(r̂x − r̄x,K) E(ĉx − c̄x,K)2

)
,

où les termes de ces deux matrices sont donnés par

E(r̂x − r̄x,K)2 =
1

K2

K∑

k=1

(Cumx,k + |ck|2 + r2
k),

E|ĉx − c̄x,K |2 =
1

K2

K∑

k=1

(Cumx,k + 2r2
k), E(ĉx − c̄x,K)2 =

1

K2

K∑

k=1

(Cum
′

x,k + 2c2
k),

E(ĉx − c̄x,K)(r̂x − r̄x,K) =
1

K2

K∑

k=1

(Cum
′′

x,k + 2ckrk).

Sous H0, les moment de (xk)k=1,...,K sont circulaires jusqu’à l’ordre 4, donc on aura ck = 0,
Cum

′

x,k = 0 et Cum
′′

x,k = 0. La méthode delta [62, Ch. 2] issue du théorème de continuité
standard appliqué au mapping C.2 avec la différentielle associée dm = − c

r2 dr + 1
r dc, qui sous

2donné pour la facilité de compréhension du lecteur de ce socument :Si uk est une séquence aléatoire réelle

centrée satisfaisant limK→∞

∑
K

k=1
E|uk|

3

(√∑
K

k=1
E(u2

k
)
)
3 = 0, la séquence

∑
K

k=1
uk√∑

K

k=1
E(u2

k
)

converge en distribution à une

gaussienne centrée de variance unité NR(0, 1).
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C.C.4 Preuve Résultat 4

H0 donne dm = 1
r dc, et après quelque manipulations algébriques directes donne :

√
K

1
(r̄x,K)2

1
K

∑K
k=1(r

2
x,k + 1

2Cumx,k)

(
m̂x −

c̄x,K

r̄x,K

)
L→ NC(0, 1, 0).

Avec γx,K , |c̄x,K |
r̄x,K

, qui représente le coefficient de non circularité moyen, Ainsi (6.17) est
facilement obtenue.

De la même manière, sous H1, la relation (6.18) est prouvée à partir des mêmes étapes
données en annexe de [39] et en utilisant la méthode delta avec les deux différentielles
associées suivantes :

dm = − c

r2
dr +

1

r
dc and dγ =

1

2γ
(m∗dm + mdm∗) ,

et les covariances suivantes :

E

∣∣∣∣m̂x −
c̄x,K

r̄x,K

∣∣∣∣
2

=
(
− c̄x,K

r̄2
x,K

1
r̄x,K

)
AKAH

K


 − c̄∗x,K

r̄2
x,K
1

r̄x,K


 + o(

1

K
)

def
= rm,K + o(

1

K
),

E

(
m̂x −

c̄x,K

r̄x,K

)2

=
(
− c̄x,K

r̄2
x,K

1
r̄x,K

)
AK∆AT

K

(
− c̄x,K

r̄2
x,K
1

r̄x,K

)
+ o(

1

K
)

def
= cm,K + o(

1

K
).

Ainsi (6.18) est prouvée avec Σγ,K donné par

Σ2
γ,K =

1

4γ2
x,K

(
c̄∗x,K

r̄∗x,K

c̄x,K

r̄x,K

)( rm,K cm,K

c∗m,K r∗m,K

)


c̄x,K

r̄x,K
c̄∗x,K

r̄∗x,K


 .
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