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Résume

Cette thése est consacrée a I'exploitation des propriétés de non circularité et de non gaussianité
des signaux en traitement d’antennes.

Dans une premiere partie de cette these, nous nous intéressons au contexte de la formation de
voies (beamforming) pour la réception d’un signal utile inconnu, dont le vecteur directionnel
est connu, corrompu par un bruit potentiellement non circulaire et/ou non gaussien. Dans
des études récentes, un beamformer MVDR (Minimum Variance Distortionless Response)
linéaire au sens large WL (Widely Linear) exploitant la non circularité au second ordre (SO)
des interférences a été introduit et analysé. Cependant, ce beamformer demeure sous optimal
pour la réception d’un signal utile non circulaire au SO, du moment ou il n’exploite pas la
non circularité de ce dernier. C’est ainsi, que notre contribution a porté principalement sur
I'introduction, I'étude de performances et la mise en ceuvre d’'un beamformer MVDR WL.
Ce dernier, basé sur une décomposition orthogonale originale du signal utile introduisant
une contrainte supplémentaire, prend en considération la non circularité du signal utile et
celle des interférences. L'étude des performances de ce beamformer a montré que ce dernier
améliore toujours les performances en présence de signaux non circulaires. Dans le méme
contexte et pour la réception de signaux non gaussiens, nous avons introduit et étudié un
beamformer MVDR non linéaire de Volterra. Ce beamformer dont les contraintes s’adaptent
a la non circularité des brouilleurs, a été étudié a l'ordre trois sous sa forme équivalente
GSC. Cette structure, dite complete, prend en compte conjointement des propriétés de non
circularité et de non gaussianité des brouilleurs. L’analyse des performances en gains en SINR
de ce récepteur est donnée pour la réception d’un signal réel corrompu par des brouilleurs
non gaussiens et non circulaires d’ordre deux et quatre. Cette analyse a montré que la prise en
considération de ces propriétés améliore toujours les performances.

Dans une deuxiéme partie nous nous intéressons au contexte de détection selon deux volets :
Le premier volet consiste en la détection d’un signal utile réel connu de parameétres inconnus,
noyé dans un bruit total potentiellement non circulaire au SO et de matrice de covariance
inconnue. Ainsi, suivant une approche basée sur le test de rapport de vraisemblance généralisé
GLRT (Generalized Likelihood Ratio Test), de nouveaux récepteurs pour la détection d'un
signal réel connu avec différents ensembles de parametres inconnus ont été récemment
introduits. Néanmoins, les performances de ces récepteurs, n'ont été que partiellement
étudiées. Notre contribution a porté sur I'étude des distributions exactes et asymptotiques des
statistiques associées au LRT et au GLRT sous Hj et H;. Cette étude a permis de donner les
expressions théoriques exactes des probabilités de détection et de fausse alarme des récepteurs
LRT, et celles asymptotiques pour certains récepteurs GLRT. Nous avons aussi complété cette
analyse par des simulations Monte-Carlo en courbes ROC (Receiver Operating Characterisics)
pour 'ensemble des détecteurs GLRT.

Le deuxieme volet, consiste en la détection de non circularité au SO de signaux aléatoires
mono et multidimensionnels complexes. Nous avons donné la distribution asymptotique du
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Résumé

GLR de non circularité sous Hy et H; dérivé sous I’hypothese de distribution gaussienne mais
utilisée sous une distribution arbitraire non nécessairement gaussienne des données. Ces
données considérées sont indépendantes, mais non nécessairement identiquement distribuées,
ce qui permet de traiter des situations pratiques ou les données non circulaires sont perturbées
par un résidu de fréquence et un bruit additif gaussien circulaire. Cette analyse a été aussi
complétée par des courbes ROC.

Mots clés :
Non circulaire, non gaussien, linéaire au sens large, beamforming, MVDR, filtrage de Volterra,
détection, test du rapport de vraisemblance généralisé (GLRT).
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Abstract

This thesis is devoted to the study of exploiting the properties of non-circularity and
non-Gaussianity of signals in array processing.

In the first part of this thesis, we focus on beamforming technics in the context of the reception
of an unknown signal, whose steering vector is known, corrupted by potentially non-circular
and/or non-Gaussian noise. In recent studies, a widely linear minimum variance distortionless
response beamformer (WL MVDR) exploiting the second order (SO) non-circularity of
interference was introduced and analyzed. However, this beamformer remains suboptimal for
the reception of a non-circular useful signal, since it does not exploit the non-circularity of this
latter. Thus, our contribution has focused on the introduction, the performances analysis and
the implementation of a WL MVDR Beamformer. This latter, based on an original orthogonal
decomposition of the useful signal, take into account the SO non-circularity of both useful
signal and interferences. The new performances analysis of this new beamformer has shown
that it always improves the performance of the well known Capon beamformer and the WL
MVDR beamformer introduced recently, this in the presence of non-circular signals. In the
same context and for receiving non-Gaussian signals, we introduced and studied a nonlinear
MVDR Beamformer based on comlexe Volterra filters. This Beamformer, which adapt the
constraints to the non circularity of jammers, has been studied in the third order by its
equivalent GSC form. The performance analysis of this beamformer are shown in term of
SINR Gains for the recepetion of non-Gaussian and SO (until to fourth order) non-circular. It
is shown that taking into account of these properties always improves performance.

In the second part, we focus on two parts of detection :

The first part consists of the detection a known signal, with unknown parameters, corrupted
by a total noise potentially SO noncircular with unknown covariance matrix. Thus, following
Generalized Likelihood Ratio Test approach, new receivers for the detection a real known
signal with different sets of unknown parameters have been recently introduced. Nevertheless,
the performances analysis of these receptors have only been partially studied. Our contribution
has focused on the study of exact and asymptotic distributions of statistics associated with the
LRT and GLRT under Hy and H;. This study has given theoretical expressions of probabilities
of correct detection and false alarm. We also supplemented this analysis with Monte Carlo
simulations and given receiver operating characterisics ROC curves.

In the second part, we consider the problem of testing impropriety (i.e., second-order
noncircularity) of a complex valued random variable based on the generalized likelihood ratio
test (GLRT) for Gaussian distributions. Asymptotic (w.r.t. the data length) distributions of the
GLR are given under the hypothesis that data are proper or improper, and under the true, not
necessarily Gaussian distribution of the data. The considered data are independent but not
necessarily identically distributed : assumption which has never been considered until now.
This enables us to deal with the practical important situations of noncircular data disturbed
by residual frequency offsets and additive circular noise. The receiver operating characteristic
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Abstract

(ROCQ) of this test is derived as byproduct, an issue previously overlooked. Finally illustrative
examples are presented in order to strengthen the obtained theoretical results.

Key Words :

Non-circular, non-gaussian, widely linear, beamforming, MVDR, Volterra filtering, detection,
generalized likelihood ratio test (GLRT).
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Pour des raisons de lisibilité, la signification d’'une abréviation ou d'un acronyme n’est souvent
rappelée qua sa premiere apparition dans le texte d'un chapitre. Par ailleurs, puisque nous
utilisons toujours I'abréviation la plus usuelle, il est fréquent que ce soit le terme anglais qui
soit employé, auquel cas nous présentons une traduction.
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Liste des notations

Nous avons regroupé ci-dessous les principales notations employées dans les différents
chapitres du document. Dans la mesure du possible, nous avons tenté de conserver les mémes
notations d’un chapitre a l'autre. Certaines notations, apparaissant uniquement de maniére
ponctuelle, ont été omises. Les matrices sont représentées par des majuscules grasses A, les
vecteurs par des minuscules grasses a (par défaut, sont orientées "colonne") et les scalaires par
des minuscules non grasses a.



Liste des notations

Notations générales

R(a) Partie réelle du nombre complexe a.

3(a) Partie imaginaire du nombre complexe a.

(a)* Complexe conjugué d'un complexe.

|al Valeur absolue d’un nombre réel a et module complexe d'un complexe a.
1Al Norme spectrale de A.

AT Matrice transposée de A .

A* Matrice transposée de A .

AH Matrice transposée-conjuguée (hermitien) de A.

Al Inverse de A.

A* Pseudo-inverse de A au sens de Moore-Penrose.

Tr(A) Trace de la matrice A.

det(A) Déterminent de la matrice A.

vec(A) Opérateur de vectoriel (Vecteur obtenu en empilant les colonnes de la matrice A les unes sous s

Ker(A) Noyau d’une matrice A.
Range(A) Rang d’'une matrice A.

a®b Produit de Kronecker.

aob Produit de Kronecker symétrique.
E[.] Espérance mathématique.
Cum(.) Opérateur de cumulant.

£ Convergence en loi.

~aq Approximation de distribution.
o(.) Signifie lim,_.o @ =0.
p(a=1>b)  Probabilité que a soit égal a b.
7 Estimé de 6.

= Par définition.

x Proportionnel.

N Nombre de capteurs .

K Nombre d’échantillons.

P Nombre d’interférences.

Propriétés algébriques

On utilisera principalement les propriétés suivantes des produit de Kronecker et de 'opérateur
vectoriel(les dimensions des matrices sont supposées telles que ces expressions aient un sens) :

(A®B)®C = A®(B®C)
) = (AC)® (BD)
) = Tr(A)Ti(b)
) = vec(AT) vec(B)
vec(ABC) = (CT ® A)vec(B)
) = vec(AT) (D" @ B)vec(C)
) = b®a.
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Introduction générale

Le traitement d’antennes est la discipline du traitement du signal qui consiste a traiter les
signaux spatio-temporels, échantillonnés en temps et en espace par un réseau de capteurs. Ces
capteurs sont répartis dans ’espace et constituent une antenne [69, 50, 95, 97]. Ce traitement,
réalisé en aval des antennes, a pour but d’optimiser la réception de signaux selon un certain
critere et, en matiere d’antennes, les critéres sont variés. Parmi ceux-ci : la discrimination
d’un signal utile parmi des signaux nuisibles (détection et formation de voies), la précision
d’estimation des parametres d’une source (goniométrie et guidage), la fidélité de reproduction
d’un signal (communications et imagerie) ainsi que la classification des objets (reconnaissance
des formes).

Cette diversité, le développement rapide de la technologie des antennes ainsi que les capacités
du traitement du signal, permettent de concevoir des antennes et des méthodes de traitement
performantes qui ouvrent de nouveaux horizons applicatifs. Ces innovations ont, ou auront
dans un avenir proche, des impacts importants dans de nombreux domaines d’applications
civils et militaires, tels que : les communications, la navigation, la détection (radar, sonar),
la médecine (imagerie, monitoring), I'astronomie, I'observation spatiale, la sismographie,
I'astrophysique,...

Durant ces trois dernieres décennies, le traitement d’antennes a suscité un grand intérét pour
la communauté scientifique. A travers plusieurs travaux menés, la modélisation des signaux
a évolué et plusieurs hypotheses ont été introduites afin de se rapprocher des situations
réelles. Cette évolution de la modélisation a poussé la communauté scientifique a prendre en
considération certaines propriétés. Parmi ces propriétés, on note celles non gaussianité et de
non circularité qui conduisent respectivement a des traitements non linéaires [83] et widely
linear [75, 33]. .

L’objectif principal du traitement d’antenne est d’extraire de I'information utile contenue dans
des observations bruitées en exploitant certaines caractéristiques statistiques et spatiales. Les
propriétés de non gaussianité et de non circularité font partie et ont été exploitées. Ainsi, pour
certains objectifs de recherche, ces caracteres non circulaire et/ou non gaussien pourraient ne
pas étre génants si les performances des récepteurs fondés sur 'hypothese gaussienne et/ou
circulaire étaient suffisantes. Malheureusement, ce n’est pas toujours le cas en pratique. En
effet, avec la forte croissance du secteur des télécommunications, la tendance actuelle est de
reculer les frontieres du possible. C’est pour cela que dans cette these, nous nous intéressons a
I'exploitation de ces propriétés de non circularité et de non gaussianité particuliérement en
beamforming et en détection.

Le beamforming fait partie des techniques de traitement d’antennes, utilisé pour I'estimation
des signaux et des directions d’arrivée (DOA) et dans la suppression d’interférences. Il a pour
but de trouver un filtre spatial ou spatiotemporel dont la sortie correspond a une estimée du
signal utile bruité venant d’une direction particuliere. Le beamforming trouve applications dans
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de nombreux domaines [95] tels que : le radar, le sonar, les communications sans fil, I'imagerie
biomédicale,...

Les approches de beamforming conventionnelles ont pour but de trouver un filtre w complexe
linéaire et invariant dans le temps TI (Time Invariant), tel que sa sortie y(t) = w'’x(¢) optimise
un critére au second ordre sous d’éventuelles contraintes, ou x(t) désigne le vecteur des
enveloppes complexes des signaux observés en sortie des capteurs. Cette sortie correspond
ainsi a une estimée au second ordre du signal utile venant d’une direction particuliere et
potentiellement corrompu par des interférences et d’un bruit de fond.

Les filtres complexes spatiaux et linéaires ont été abondamment étudiés. Leurs performances
et leurs robustesses sont connues [97, 95]. Parmi ces filtres; le filtre adapté spatial ou le
beamformer MVDR (Minimum Variance Distortionless Response) de Capon. Bien que ce filtre
soit optimal pour des observations stationnaires [18], dont les enveloppes complexes sont
nécessairement circulaires au second ordre [75, 33], ce beamformer devient sous-optimal
pour des observations non stationnaires dont 'enveloppe complexe peut étre non circulaire
au second ordre. En effet, les statistiques d’ordre deux des signaux non stationnaires sont
dépendantes du temps, méme poly-périodiques pour signaux cyclo-stationnaires [43], de plus
leurs enveloppes complexes peuvent devenir non circulaires. En conséquence, pour ce type
de signaux, les filtres complexes optimaux deviennent variant dans le temps et sous certaines
conditions de non circularité, linéaires au sens large WL (Widely Linear) [18] [76]. C’est a
dire de la forme : y(t) = wi (t)x(t) + wil (¢)x*(t), olt wy(t) et wy(t) sont des filtres complexes
variant dans le temps.

Récemment, un beamformer WL MVDR IT a été introduit et analysé dans [21]. Ce beamformer
tient uniquement compte de la non circularité des interférences. Néanmoins, malgré qu’il soit
plus performant que le beamformer de Capon pour un bruit non circulaire, il demeure sous
optimal pour la réception d’'un signal utile non circulaire au second ordre. Cela est dii au fait
qu’il n’exploite pas la non circularité de ce dernier. Afin de remédier a cette limitation, nous
avons introduit et étudié les performances d’'un autre beamformer WL MVDR colinéaire au
beamformer WL. MMSE [28]. Nous avons ainsi introduit une analyse de performances jamais
faite auparavant. Ce beamformer, basé sur une décomposition orthogonale originale, prend en
considération la non circularité du signal utile et des interférences.

Les beamformers MVDR linéaires et linéaires au sens large optimisent des criteres statistiques
a lordre deux. Ainsi, leurs optimalités ne sont garanties que pour des observations
gaussiennes, car la non gaussianité s’observe que sur des moments d’ordres supérieurs a
deux. Généralement en radiocommunications numériques, il est rare qu'un signal modulé
soit gaussien. Nous n’avons donc aucune raison de supposer que les filtres optimaux soient
linéaires ou linéaires au sens large.

A notre connaissance, l'exploitation de la non gaussianité des observations pour des
applications de beamforming a travers une implémentation MVDR non linéaire n’a été que
rarement étudiée. Comme par exemple dans [31] et [6] a travers l'utilisation d’une classe
particuliere de filtres non linéaires, en 'occurrence les filtres de Volterra [83]. Ces travaux
ont proposé des beamformers non linéaires, a structure dite partielle, adapté pour la réception
d’un signal utile noyé dans un bruit total non gaussien et circulaire. Cependant, pour des
brouilleurs non gaussiens et non stationnaires dont les enveloppes complexes peuvent aussi
étre non circulaires, ces beamformers deviennent sous optimaux. Cette sous optimalité est
due au fait qu’ils n’exploitent pas I'information de non circularité du bruit en plus de celle de
non gaussianité. C’est dans ce contexte que nous avons introduit un beamformer MVDR non
linéaire de Volterra, a structure GSC dite complete, exploitant conjointement la non circularité
et la non gaussianité du bruit. Ce beamformer est optimal pour la réception d’un signal utile
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inconnu, perturbé par des brouilleurs non gaussiens potentiellement non circulaires.

Par ailleurs, I'exploitation de la non circularité des signaux en détection d’un signal connu a
recu une grande attention ces derniers temps. En particulier, une approche de filtrage adapté
en présence d’un bruit total non circulaire au second ordre a été présentée en 1969 dans [11]
et [99] pour respectivement des applications radar et radio communications. Cette approche
est donnée sous la condition restrictive d'un signal complétement connu. Par ailleurs, des
approches alternatives sont développées sous la méme condition restrictive d’'un signal
complétement connu. Il s’agit des travaux présentés dans [4] et [78] utilisant respectivement
le critere de déflection et le GLR. D’autres travaux sur la détection optimale dans un contexte
non circulaire ont été menés dans [44, 12, 87, 88]. En revanche, le véritable probléeme
d’intérét pratique, consiste a détecter un signal connu de parametres inconnus (par exemple :
amplitude, phase, vecteur directionnel) noyé dans un bruit potentiellement non circulaire. Or,
ce probleme n’a été que trés peu étudié. C’est dans ce contexte que nous avons abordé ce
probléme en étudiant théoriquement les performances de certains détecteurs introduits. Nous
avons aussi complété I'étude existante par des simulations Monte-Carlo de I'ensemble des
détecteurs présentés dans [22].

Que ce soit en beamforming ou en détection, il a été montré dans [77, 87, 37] que
I'exploitation, par plusieurs algorithmes de second ordre, de linformation statistique
additionnelle contenue dans la seconde matrice de covariance C, = E(xx’) apporte des gains
significatifs en performances par rapport a I'utilisation de la matrice R, = E(xx'’) uniquement.
En outre, certains de ces algorithmes [1], qui sont adaptés aux signaux non circulaires au
second ordre, échouent ou souffrent d'une convergence trés lente quand ils sont utilisés pour
des signaux circulaires. Par conséquent, la question que 1'on peut se poser est par quel moyen
peut-on classifier un signal comme circulaire ou non ? Ainsi, ce probléme peut étre considéré
comme un test binaire a deux hypothéses Hy : C, = O contre H; : C, # O. En pratique les
parameétres R, et C, sont souvent inconnus, alors seul le détecteur du test du rapport de
vraisemblance généralisé GLRT (Generalized Likelihood Ratio Test) peut étre utilisé.

Pour des échantillons d’observations gaussiens, indépendants et identiquement distribués,
ce probleme a été étudié [73, 88]. Le détecteur GLRT de non circularité a été introduit et
ses performances ont été illustrées uniquement par des simulations Monte-Carlo. Dans [98],
le GLRT est étudié en formulant ce test en terme de vecteurs aléatoires gaussiens réels. Une
analyse théorique de la distribution asymptotique du GLR sous I'hypothése Hy y est donnée.
C’est aussi dans ce contexte que nous avons complété cette analyse. Nous avons ainsi dérivé
la distribution asymptotique du GLR de non circularité sous 'hypothese de distribution
gaussienne mais utilisée pour une distribution arbitraire non nécessairement gaussienne des
données sous Hy et H;. Les données considérées sont indépendantes mais non nécessairement
identiquement distribuées, ce qui permet de traiter des situations pratiques ou les données
non circulaires sont perturbées par un résidu de porteuse et du bruit gaussien circulaire.

L'objectif a travers cette theése est d’étudier ces problématiques en s’affranchissant des
hypothéses de circularité des signaux, que ce soit le signal utile ou le bruit, et de gaussianité
du bruit dans certains cas. Cette étude consiste d’'une part a étendre l'exploitation de la
non circularité du signal utile et d’autre a compléter de récents travaux par une analyse de
performances théoriques.
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Cette these est organisée en trois parties :

La premiere partie est la partie généralités. Elle est composée uniquement du chapitre 1.

Dans le chapitre [Chapitre 1], nous avons rappelé les définitions de diverses propriétés
statistiques utilisées dans ce document. Notamment les définitions de la non circularité des
variables et des vecteurs aléatoires et celles des moments et cumulants aux ordres supérieurs.
Nous avons par la suite rappelé le coefficient de non circularité a I'ordre deux dun signal
introduit par Delmas dans [38]. Ce coefficient appartenant a l'intervalle [0 1] caractérise le
degré de non circularité. Il est égal a 0 pour des signaux circulaires et allant jusqu’a 1 pour
des signaux rectilignes. Enfin, nous avons terminé ce chapitre par une typologie de signaux
présentant un caractére non circulaire d’ordre deux et une étude de la non circularité au
second ordre de quelques modulations CPM (Continious Phase Modulation).

La deuxiéme partie est la partie beamforming, composée des chapitres 2, 3 et 4.

Le chapitre [Chapitre 2] est considéré comme un état de I'art sur le beamforming linéaire, il
consiste a rappeler les différentes approches de beamforming linéaire standard optimal pour
des signaux stationnaires et circulaires. Il sera référencé dans le chapitre 3 et 4.

Le chapitre [Chapitre 3] est consacré au beamforming linéaire au sens large. Nous avons
d’abord présenté les différents concepts de beamforming linéaire au sens large optimaux pour
la réception de signaux non circulaires au second ordre. Puis nous avons introduit et étudié
un nouveau récepteur linéaire au sens large MVDR pour la réception d'un signal utile inconnu
potentiellement non circulaire corrompu par des interférences également potentiellement non
circulaires. Nous avons terminé ce chapitre par la présentation de quelques mises en ceuvre.
Le chapitre [Chapitre 4] est consacré au beamforming non linéaire. Nous avons introduit un
filtre complexe MVDR de Volterra exploitant les deux propriétés de non circularité (a tout
ordre) et la non gaussianité du bruit. Nous avons proposé par la suite une implémentation
GSC équivalente. Nous avons terminé ce chapitre par une étude de performances en SINR.

La troisiéme partie est la partie détection, composée des chapitres 5 et 6.

Le chapitre [Chapitre 5] est consacré a 'analyse de performances statistiques de récepteurs
(LRT et GLRT) pour la détection d’'un signal connu de parametres inconnus (par exemple :
amplitude, phase, vecteur directionnel) noyé dans un bruit potentiellement non circulaire
de matrices de covariance inconnues. Ainsi, nous avons réalis¢é une étude théorique des
distributions des statistiques associées au LRT et au GLRT. Cette étude a permis de donner
les expressions théoriques exactes des probabilités de détection et de fausse alarme des
récepteurs LRT, et celles asymptotiques pour certains récepteurs GLRT. De plus nous avons
complété I'analyse de performances existante par des simulations Monte-Carlo en courbes de
caractéristiques opérationnelles du récepteur (ROC, Receiver Operating Characterisics) pour
I'ensemble des récepteurs.

Le chapitre [Chapitre 6] est consacré a I'étude de la détection de non circularité au SO
d’un signal aléatoire complexe. Nous avons donné la distribution asymptotique du GLR de
non circularité dérivé sous I'’hypothése de distribution gaussienne mais utilisée pour une
distribution arbitraire non nécessairement gaussienne des données. Ces données considérées
sont indépendantes mais non nécessairement identiquement distribuées, ce qui permet de
traiter des situations pratiques ou les données non circulaires sont perturbées par un résidu
de fréquence et du bruit additif gaussien circulaire.
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Chapitre 1

Circularité et modulations
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1.1 Introduction

Les variables, vecteurs ou signaux aléatoires complexes sont largement utilisés dans plusieurs
branches du traitement du signal. Dans le domaine temporel, le meilleur exemple de signal
aléatoire complexe est le signal analytique qui apparait dans la définition de 'amplitude et
de la phase instantanée. Dans le domaine fréquentiel, il est évident que les composantes de
Fourier d’'un signal aléatoire sont souvent des variables aléatoires complexes.

L’étude statistique au second ordre des variables ou vecteurs aléatoires complexes n’a
pas introduit de difficultés supplémentaires par-rapport au cas réel dans les premiers
travaux. Dans ce contexte, la variance dune variable aléatoire complexe centrée =z
est E[z2*] au lieu de E[2?] pour une variable aléatoire réelle. De méme la matrice de
covariance d’un vecteur aléatoire complexe centré z est E[zz”| au lieu de E[zz”] dans
le cas réel. En outre, tous les concepts de convergence en moyenne quadratique, donc
les espace de Hilbert des variables aléatoire peut facilement étre étendu au second ordre
du cas réel au cas complexe. Cependant, quelques problémes apparaissent en traitant
les concepts de fonction de répartition, de densité de probabilité ou de fonction caractéristique.

En effet, la fonction de répartition F'(Z) d’'une variable aléatoire réelle z correspond a la
probabilité p(z < Z), or le concept d’inégalité est dépourvu de sens dans le cas complexe.
Dans ce cas, puisque l'application qui relie les corps de nombres complexes C et R? est un
isomorphisme, la procédure standard est d’utiliser la partie réelle et imaginaire z = = + iy
pour former un vecteur a deux dimensions (z y). De méme pour un vecteur aléatoire complexe
z = X + iy, il peut étre remplacé par un couple de vecteurs aléatoires réelles (x y). Par
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exemple, dans I'étude de la densité de probabilité d’'un vecteur aléatoire complexe gaussien
z = X + iy, il est toujours possible de considérer que de tels vecteurs peuvent étre décrits par
une paire de deux vecteurs aléatoires réels gaussiens ol on associe a ce couple une fonction
densité de probabilité f(x,y) qui doit induire la densité de probabilité de z notée f(z,z*), car
toute fonction de x et y peut de représenter comme une fonction de z et de son conjugué
z*. C’est ainsi, qu’au second ordre, pour obtenir toute I'information que véhicule le vecteur
complexe z on doit considérer simultanément z et z*. Par conséquent la matrice de covariance
E[zz!] ne suffit pas pour décrire cette information dans le cas ot z et z* sont corrélés. Cest
pour cela qu'une autre quantité définie comme la seconde matrice de covariance E[zz”] doit
étre prise en considération. C’est pour cette raison que la notion de signal circulaire a été
introduite [75, 33]. Ainsi, un vecteur aléatoire est dit circulaire au second ordre si E[zz!] = O.

La circularité est une hypothese qui, a l'origine, était introduite pour la définition de la
fonction de densité de probabilité des vecteur complexes gaussiens. Néanmoins, ce concept
est étendu, de différentes manieres, aux vecteurs complexes non gaussiens. Les signaux non
circulaires dont la deuxieme matrice de covariance est non nulle ont été étudiés par exemple :
dans [86] en radiocommunications, dans [70] en théorie de l'information et dans [87] en
détection et estimation. Dans les systémes de communications numériques, les signaux non
circulaires au second ordre ont été étudiés avec un grand intérét dans ces dernieres années,
par exemple dans [19, 32, 21, 96]. Parmi ces signaux, on trouve les signaux de modulation
ASK, BPSK, OQPSK et certaines modulations CPM d’indice %, telles que les modulations MSK
et GMSK.

La premiére partie de ce chapitre est consacrée au rappel des diverses définitions de la
circularité des variables et des vecteurs aléatoires complexes et a la définition de quelques
propriétés statistiques aux ordres supérieurs que nous utiliserons dans ce document. La
deuxieme partie est consacrée a une typologie des signaux non circulaires du second ordre
et a '’étude de leurs circularités, en particulier a un rappel des modulations CPM.
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1.2 Circularité d’un vecteur aléatoire

Définition 1.2.1. Un vecteur aléatoire complexe z est dit circulaire (au sens fort) si les vecteurs z
et ze'? ont les mémes lois de probabilité quel que soit 6, autrement dit une condition nécessaire
et suffisantes de circularité est que la fonction caractéristique d’un vecteur aléatoire complexe
circulaire vérifie la relation

D4 (e’u) = (u) , Vo

Dans le cas particulier d’'un vecteur aléatoire continu z, la densité de probabilité de z, si celle si
existe, est invariante par la multiplication par ¢’ c’est-a-dire que les deux vecteurs aléatoires z
et ze'” ont la méme distribution de probabilité quel que soit § [75, 33].

Cette définition entraine la proposition suivante [33] :

Proposition 1. Soit 2 = (z1 z9...z)7) un vecteur aléatoire complexe, dont les moments existent a
tous les ordre. Alors z est dit circulaire si et seulement si tous ses moments de la forme

tpg = E H 2 H Z;bj
2=

Ya=p
sont nuls dés que p # q.

Diverses définitions de la circularité ont été analysées en profondeur dans [75, 33]. Dans ce
document, nous utiliserons la définition restrictive suivante :

Définition 1.2.2. On dira qu’'un vecteur aléatoire complexe z = (21 z2...zy), dont les différents
moments sont définis, est circulaire a Uordre r s’il vérifie

tpg = E H 2z H z;-kbj =0
2=

S

§ =4
pour tout couple (p, q) d’entier positifs tel que p+q =retp < q.

Dans ce document, nous considérons comme non circulaires a 'ordre 2, les vecteurs aléatoires
complexes z tel que E[zz’] # 0. De méme nous considérons comme non circulaires, les
variables aléatoires complexes scalaires z tel que E[2?] # 0

A partir de cette définition on a les cas particuliers suivants :

e Une variable aléatoire complexe, scalaire, centrée et circulaire vérifie E[z] = 0, E[2?] = 0,
E[z22*] = 0.,...

e Un vecteur aléatoire z est circulaire a Pordre 2 si et seulement si sa deuxiéme matrice de
covariance est nulle cest-a-dire E[zz’] = O.

e Pour des variables gaussiennes, En utilisant la nullité des cumulants d’ordres strictement
supérieurs a deux, la circularité a I'ordre deux entraine la circularité a tous les ordres.
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e Soit une variable aléatoire complexe z prenant comme valeurs les racines N-iemes de
l'unité, c’est-a-diredans e v ,k=0,..,N — 1}, de facon équiprobable de probabilité %
Cette variable est circulaire a 'ordre NV — 1. Ce type de variables aléatoires est largement

utilisé dans les systemes de communications et les signaux en découlant sont appelés
N-PSK (Phase Shift Keying).

1.2.1 Coefficient de non circularité d’ordre deux

Afin de quantifier la non circularité a l'ordre 2 des signaux que nous allons traiter dans ce
document, nous rappelons le coefficient de non circularité d’ordre deux d’une variable aléatoire
complexe défini dans [38] par :

Définition 1.2.3. Soit une variable aléatoire complexe scalaire z. On définit le coefficient de non
circularité par v, 0 < v < 1, donné par le taux suivant

a E[2?]

o
S 2 e
E[J-P

v

ol || et ¢ représentent respectivement le module et la phase de non circularité.

Selon les valeurs prise par |y| € [0 1], nous distinguons trois types de signaux :
e Signaux circulaires a 'ordre deux |y| = 0.
e Signaux non circulaires a 'ordre deux de coefficient non maximal 0 < |y| < 1.

e Signaux non circulaires a 'ordre deux de coefficient maximal (rectilignes) |y| = 1.

1.3 Statistiques d’ordre supérieurs

Les statistiques d’ordre supérieur a 2 étudiées dans ce document correspondent aux moments
et aux cumulants d’ordre » (r > 2).

1.3.1 Moments

Soit un vecteur aléatoire complexe de dimension N, x de composante z;, notons, lorsqu’ils
existent, p les moments d’ordre r de x tel que

p{ij}{e}) = E [2f 2 .27 ] (1.1

ou les i, sont des entiers arbitraires satisfaisant 1 < i, < N, tandis quelese; = +1 (1 < j <7),
avec la convention o' = z et 27! = z*.

Pour une variable aléatoire complexe scalaire x, ses moments d’ordre r s’écrivent

WL{e)) = Blea®.a®).

On considére p et ¢ les nombres d’éléments respectivement conjugués et non-conjugués
dans (1.1), tel que p + ¢ = r. Le moment d’ordre r de x peut ainsi s’écrire :

py = E[(z"2™)],
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qui, pour une variable aléatoire circulaire a 'ordre r est égal a zéro pour p # gavecp+q < r.

1.3.2 Cumulants

Les cumulants d’ordre r peuvent étre calculés a partir des moments d’ordres inférieurs ou égaux
a r. Par exemple :
Soient z1, 22, 23 et z4 des variables aléatoires complexes scalaires et centrées !, alors

Cum() []—Ozf1234

Cum(zy, 2 E[z122]

Cum(z1, 22, 23) = E[z12223]

Cum(z1, 22, 23, 24) = E[z1202324] — E[z120|E[2324] — E[2123]E[2224] — E[z124]E[2223]

Nous utiliserons dans ce document les moments normalisés d’ordre 4 et 6 définis par :

Définition 1.3.1. On appelle kurtosis k, le moment normalisé d’ordre 4 d’'une variable aléatoire
complexe x circulaire d’ordre 4, tel que

de méme h,, est le moment normalisé d’ordre 6 d’une variable aléatoire complexe circulaire d’ordre
6, défini par

1.4 Typologie des principales modulations présentant un caractere
non circulaire a 'ordre deux

D’un point de vue statistique, un signal aléatoire sera dit non circulaire au second ordre s'’il
existe des instants 7 tel que E[x(71)?] # 0 et/ou 71, 7o tel que E[z(71)z(72)] # 0.

Dans le cas particulier de modulations numériques sur fréquence porteuse, I'amplitude
complexe x(t) sans résidu de porteuse, n’est, en général, pas stationnaire mais cyclostationnaire
par rapport a la période symbole T'. Par suite, de tels signaux xz(t) seront non circulaires
au second ordre, s'il existe des instants 7 tel que E[x(r + kT)?] # 0 et/ou 71, 72 tel que
Elz(m + kT)x(m2 + kT)] # 0, Vk, k € Z.

D’un point de vue exploitation pratique de cette propriété de non circularité au second ordre,
les moments du second ordre non nuls seront estimés par moyennes temporelles en mettant a
profit 'ergodicité de z(t). Ainsi par exemple :

Mw

Ele(n +KT)°) = lim -3 a(n +kT)?

]g:

qui permet d’obtenir E[z (1 + kT)?] par &+ S5, z(1 + kT)? avec K > 1.
Au contraire, dans le contexte d’écoute passive, les amplitudes complexes xz(t) des signaux

!Les variables z; peuvent étre conjuguées ou non et peuvent étre des éléments d’'un vecteur aléatoire z. Si les
variables z; ne sont pas centrées, on remplace dans ces formules z; par z; — E[z;].

23



Chapitre 1. Circularité et modulations

observés apres démodulation peuvent étre entachés de résidus de porteuses et/ou entachés de
phases inconnues. De plus la période symbole 7" peut étre inconnue et/ ou lentement variable.
Dans ces conditions, les instants 7y, 7o sont inconnus et les conditions d’exploitation de la non
circularité du second ordre seront beaucoup plus séveres. On a alors recours a un coefficient
moyen de non circularité :

A <[Z]>
- <[l >

o # 0,

ol < > désigne une moyenne temporelle sur un horizon fini d’observation.

Les signaux dont 'amplitude complexe z(¢) présente de la non circularité exploitable peuvent
étre classés dans les familles suivantes :
1.4.1 Famille F1 : Modulations rectilignes

Analogiques :

Parmi ces modulations, on trouve la modulation d’amplitude AM (Amplitude Modulation) ou
I'amplitude du signal modulé est de la forme :

s(t) = A[L+m(1)],

ol A, h et m(t) représentent respectivement 'amplitude de la porteuse, I'indice de modulation
et le signal modulant.

Numériques :

Parmi elles, les modulations BPSK et ASK, de signal modulé en bande de base :

s(t) = Z anv(t —nT), (1.2)

ou T est la durée symbole, v(t) est le filtre de mise en forme réel et a,, sont les symboles réel
tel que par exemple :

BPSK  ay € {+1,-1}
2M — ASK  a, € {£1,43,...,£(2M — 1)}

1.4.2 Famille F2 : Modulations linéaires QAM rectangulaires

Ces modulations sont linaires et notées U-VQAM. Le signal modulé en bande base de ce type
de modulation a la méme forme que I'expression (1.2) sauf que dans ce cas les symboles sont
complexes indépendants et identiquement distribués a,, = a® + ial avec :

o' e {£1,43,..,+V}

n

al € {£1,43,...,£U.} pour U pair ou € {0,+2,+4,...,£U.} pour U impair,

ol V' = 2v est toujours un nombre pair et U peut étre soit pair U = 2u ou impair U = 2u+1. En
particulier, la modulation 1-VQAM est une modulation rectiligne correspondant a la V'-ASK,
qui devient une modulation BPSK pour V' = 2. La modulation 2-2QAM est une modulation
circulaire au second ordre correspondant a la modulation QPSK. Dans le cas général il est
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facile de montrer, apres quelques calculs élémentaires, que le coefficient de non circularité ~,
des symboles d'une U-VQAM est tel que :

2(v? — u?)
T = gy g POW Vs etV =2
4o? — 4 1) —1
e = v U(U+) pour U =2u+1letV = 2.

2 +4u(u+1)—1

A partir de ces expressions, le coefficient de non circularité peut prendre différentes valeurs
de 0 a 1 selon le choix de U et V. Par exemple toutes les modulations du type (2v)-(2v)QAM
sont circulaires au second ordre et toutes les modulations du type (2u + 1)-(2v)QAM sont non
circulaires au second ordre.

1.4.3 Famille F3 : Modulations linéaires décalées

Parmi ces modulations on trouve les OQAM (Offset Quadrature Amplitude Modulation) et
OPSK (Offset Phase Shift Keying), signal modulé en bande de base :

T
s(t) = Z afv(t —nT) + ia,{bv(t —nT — 5)7
n

ol T est la période symbole, v(t) est le filtre de mise en forme et les symboles réels af et al
appartiennent, selon la modulation, a 'ensemble {+1,+3, ...} tel que :

siza, = aff+idl =€ — OPSK

I
n
sita, = aff +idl = e — OQAM.

On y trouve aussi la modulation 7-BPSK et la 5-QPSK dont le signal modulé est de la forme :
s(t) = Z ane™ 7 u(t —nT),
n

ou T est la période symbole, v(t) est le filtre de mise en forme et tel que :
a, = €{x1} et M =2 pour g—BPSK

a, = €{*1,+i} et M =4 pour %—QPSK.

Toutes ces modulations sont circulaires au second ordre mais peuvent présenter un caractere
non circulaire en utilisant un pré-traitement de dérotation [16, 96] de § a chaque symbole ce

qui se traduit par la multiplication du signal modulé par QT

1.4.3.1 La dérotation avant ou apres le filtrage adapté ?

Nous allons démontrer dans cette partie que réaliser une opération de dérotation avant le
filtrage adapté est équivalent a la réaliser apres filtrage adapté. Ainsi, soit un signal z(t) de
modulation linéaire quelconque, son expression forme en bande de base s’écrit :

x(t) = Z anv(t —nT),
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\ , . =t . i Sy
apres une dérotation de i 7, le signal déroté x,(t) s’écrit :

zq(t) = x(t)iT = iT agu(t —nT)

—(t—nT) —n
= Zz T iTTanv(t—nT)

n

= Z i "apvg(t — nT),

n

avec vg(t) = iTtv(t). En utilisant le filtre adapté apres dérotation, donc sur z4(t) on a :

ya(t) = wa(t)* vg(—t)
= /:cd(t —u)vy(—u)du

ot y(t) = [v*(—u)z(t — u)du = z(t) * v*(—t). On voit bien que la dérotation suivie du filtrage
adapté est équivalent au filtrage adapté suivi de la dérotation.

1.4.4 Famille F4 : Modulations a phase continue CPM

Les modulations CPM (Continuous Phase Modulation) sont des modulations non linéaires a
phase continue, elle jouent un réle important dans les systemes de communications modernes
satellites et mobiles grace a leur propriété de module constant et leur bon compromis entre
efficacité de puissance et complexité des modulateurs et démodulateurs.

Pour nT <t < (n+1)T, 'enveloppe complexe du signal z(¢) issu d'une modulation CPM s’écrit

sous la forme (n > 0) :
$(t) — Aei2mhi k=0 akq(t—kT) A Aei@(t) (1.3)

ou 7T, A et h, représentent la durée symbole, 'amplitude constante et la séquence d’indices
de modulation respectivement et ol nous avons imposé ®(0) = 0. Dans ce document, on ne
traite que les CPM mono-indice ou h,, = h Vn, tel que I'indice de modulation est fixe pour tous
les symboles. Les a;, représentent les symboles M-aires réels équiprobables pris dans I'alphabet
+1,43,.... £ (M — 1) ou M est généralement une puissance de deux. ¢(¢) est la réponse en
phase du signal vérifiant la normalisation suivante :

! 1/2 : t> LT
o0 = [ awa= {412 (1.4

ol g(t) est une fonction bornée a support sur l'intervalle [0, LT représentant I'impulsion de
mise en forme de longueur LT, tel que

LT
/ g(t)dt = 1/2.
0
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1.1.4 Typologie des principales modulations présentant un caractére non circulaire a
Pordre deux

La forme de I'impulsion de mise en forme ¢(t¢) engendre plusieurs types de CPM dont quelques
exemples sont donnés par le tableau suivant :

L . < <
L-REC (RECtangular) g(t):{ZLT L 0<t<LT

0 ailleurs
. . stn[l —cos 2] . 0<t < LT
L-RC (Raised Cosine) | g(t) = ¢ 2LT LT ==
0 : ailleurs
t—TL t+7
GMSK g(t) = ge(t — %) avec ge(t) = 5= [Q <27’[’B ﬁ) -Q (27TB ﬁ)]

N A 1 tee —v2/2
ou Q('LL) = E/ e dv

TABLE 1.1 — Différentes impulsions de mise en forme pour les modulations CPM

Remarque 1. Dans le cas ot g(t) = 0 pour t > T correspondant au cas L = 1, on parle de
modulations CPM a réponse totale. Les CPM a réponse partielle sont définies par g(t) # 0 pour
t > T correspondant au cas L > 1.

La phase ®(t) du signal CPM mono indice peut s’écrire pour ¢t > 0 :

o(t) = 27Th/t Zn:akg(t—kT)dt

k=0

= 27mh Z arq(t — kT') + ¢o,
k=0

ol ¢p = 0. En utilisant I'expression de ¢(¢) donnée par I’équation (1.4), la phase ®(¢) peut alors
sécrirenT <t < (n+1)T

n—L n
o) = wh) _ ap+2th > aq(t —kT)
k=0 k=n—L+1
n—L L—1
= wh Z ap, + 2mh Z an—kq(t — (n—k)T). (1.5)
k=0 k=0

Remarque 2. La différence de phase entre les instants nT et (n + 1)T est :

L1
O((n+ 1)T) — ®(nT) = 27h Y _ an_glg((k + 1)T) — q(kT)],
k=0

qui devient pour L = 1, ®((n + 1)T) — ®(nT) = wha, ainsi a chaque symbole a,, on a une
augmentation de mha,, pour la phase.
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Chapitre 1. Circularité et modulations

1.5 Etude de la non circularité d’ordre deux instantané de
certaines modulations CPM

Dans cette partie, I'étude de la non circularité a 'ordre deux se base sur le calcul des variations
du module de non circularité instantané |-y,|, sur une durée symbole, pour différentes types de
CPM a alphabet binaire (a; € {—1,+1}) et quaternaires (a; € {—1,+1, —3,+3}).

A partir des équations (1.3) et (1.5), enveloppe complexe d’un signal CPM mono indice
quelconque s’écrit pour nT <t < (n+ 1)T:

z(t) = Ae'(™h Y hZy akt2mh Y Zg an—pq(t—(n—k)T)) (1.6)
Le coefficient de non circularité d’ordre deux instantané s’écrit :

2
v = ;H[CUEE;P]] — B[ SIS aktAnh TS anogalt—(n—k)T))] 1.7)
T

car E[|z(t)?] = 1.

Nous nous intéresserons d’abord aux différentes modulations CPM ou les symboles réels
appartiennent a un alphabet binaire (a; € {—1,+1}) et nous verrons par la suite des cas
particulier ot les symboles appartiennent a un alphabet quaternaire a; € {—1,+1,+3, —3}.
D’apres I'indépendance des symboles (a);>0, I'équation (1.7) s’écrit :

n—L L-1
v = H E[ei(Qﬂhak)] H E[e(47rhan_kq(t—(n—lc)T))]7
k=0 k=0

Ainsi, le coefficient de non circularité d’ordre deux instantané ~; devient pour ¢t = 7 + nT,

Te€l0 T]:
L-1

v = (cos 2rh)"~LH1 H cos [4mhq(T + KT)]. (1.8)
k=0

1.5.1 CPM a réponse totale

Dans ce cas L = 1. Parmi ces CPM on trouve les 1-REC (voir tableau 1.1), cette modulation est
largement utilisée en communications sous le nom CPFSK (Continuous Phase Frequency-Shift
Keying). Par la suite, selon les valeurs que prend I'indice de modulation on distingue :

1.5.1.1 Indice de modulation h = 3

Dans ce cas, la modulation CPFSK est appelée MSK (Minimum Shift Keying). Le coefficient de
non circularité instantané s’écrit pour t = 7 + nT'

v = (cos )" cos(2mq(T)).

Ce coefficient est dépendant de I'instant ¢, en prenant la moyenne des échantillons aux instants
pairs et impairs, la moyenne de ce coefficient de non circularité au second ordre est nulle. Afin
de rendre ce coefficient non nul, on utilise une dérotation de § pour chaque symbole. En effet

C e =t . R . . .
la multiplication par i du signal en bande de base permet d’obtenir un coefficient de non
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1.1.5 Etude de la non circularité d’ordre deux instantané de certaines modulations CPM

circularité moyen non nul, qui est maximal et égal a 1 pour la MSK. Le signal obtenu apres
dérotation, noté x,(t), s’écrit :
—t
xq(t) =17 x(t).

Aux instants ¢ = nT, la dérotation se fait par multiplication des échantillons x(nT") par i~".
On définit par ~; 4 le coefficient de non circularité instantané apres dérotation qui, dans le cas
général, est donné par :

Blea®)’] _ o i sor stb o in o satt—n
— A\ 1 RleTar ez( T h—o kAT Y 20 an_kq(t—(n—Fk)T)) )
G |

Pourt =7+nT avect € [0T], L =1eth=1, |y,q4| sécrit :

Vt,a = cos(2mq(T)),

a partir de cette expression, 7; 4 est indépendant de l'instant n7" et de module égal a 1 en
échantillonnant au rythme symbole. Ce qui signifie que le coefficient de non circularité moyen
est égal a 1 et donc le signal MSK devient rectiligne en échantillonnant au rythme symbole.

Les figures 1.1(a) et 1.1(b) montrent les variations du module de non circularité | 4|
pour les modulations dérotées MSK et 1-RC h = % respectivement en fonction de I'instant
d’échantillonnage 7. On voit bien qu’en échantillonnant au rythme symbole (7 = 0 ou 7 = 7)),
ces deux modulations dérotées a sont devenues purement rectilignes |y;| = 1. Par contre, en
échantillonnant aux demi rythmes symbole (r = %) le coefficient de non circularité moyen

serait nul et la dérotation n’aurait rien apporté dans ce cas.

09 1 09r

08 | 08-

07 B . 1 07f

0.6 1 06-

05F

7, 4l

0.4 1 04

0.3 1 03f

0.2 l 02

0.4 . . l 01

; ; ; ; ; ;
0
0 i T 0

(@ (b)

FIGURE 1.1 - Variations du module de non circularité instantané |y, 4|, alphabet binaire, pour :
MSK dérotée (a), 1-RC dérotée h = % (b)
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Chapitre 1. Circularité et modulations

1.5.1.2 Indice de modulation h =1

Le module du coefficient de non circularité instantané || est donné par :

el = [ cos(4mq(7))]-

On note de cette expression que le coefficient de non circularité moyen des CPM a réponse
totale avec un indice de modulation 4 = 1, est non nul en échantillonnant au rythme symbole
car ¢(0) =0 et ¢(T) = 3.
Les figures 1.2(a) et 1.2(b) montrent les variations du module du coefficient non circularité
pour les modulations 1-REC(h = 1) et 1-RC(h = 1) respectivement en fonction de I'instant
d’échantillonnage. Ces figures montrent bien qu’en échantillonnant au rythme symbole ainsi
qu’au demi rythme symbole, ces coefficient sont non nuls et égaux a 1.

1.5.1.3 Indice de modulation h = 1

A partir de la relation (1.8), || = 0 quel que soit I'instant d’échantillonnage, ce qui signifie que
toutes les modulations CPM a réponse totale avec h = § ont un coefficient de non circularité
moyen nul.

Pour d’autres indices de modulation, le coefficient de non circularité moyen varie selon la valeur
de h. Dans certains cas comme h = % ce coefficient moyen est nul car selon la relation (1.8),
en moyennant sur les instants pairs et impairs le coefficient de non circularité est nul. Dans
d’autres cas, comme h = %, le module du coefficient de non circularité instantané est toujours
non nul et inférieur a 1 pour cette valeur d’indice de modulation et en échantillonnant au
rythme symbole.

0
0 TR T 0

(a) (b)

FIGURE 1.2 — Variation du module de non circularité instantané |v;|, alphabet binaire, pour :
1-REC, h =1 (a), 1I-RCh =1 (b)
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1.1.5 Etude de la non circularité d’ordre deux instantané de certaines modulations CPM

1.5.2 CPM a réponse partielle

Dans ce cas L > 1. La non circularité de ces modulation, pour un indice de modulation donné,
varie selon L et sa parité, on a ainsi :

1.5.2.1 Indice de modulation h = 3

Le coefficient de non circularité instantané s’écrit pour ¢t = 7 + nT :

L—1
yp = (—1)n LA H cos(2mq(T + kT'))
k=0
En prenant la moyenne sur les instants pairs et impaire, ces CPM d’indice h = % ont un

coefficient de non circularité moyen nul quel que soit L. Alors, comme dans le cas ot L = 1, on
o1s 7 . / . _t . . .

utilise un pré-traitement de dérotation, x4(t) = e~ 7 z(t) afin de rendre ce coefficient non nul.

Dans ce cas, le coefficient de non circularité instantané des signaux dérotés s’écrit :

L—-1

Yeqg = (—1)7FF1 H cos(2mq(T + kT)),
k=0

on constate que ;4 est indépendant de I'instant n7". Alors, en prenant la moyenne sur tout
les échantillons pairs et impairs, le coefficient de non circularit¢é moyen de ces signaux
CPM a réponse partielle d’indice de modulation h = % dérotés devient non nul aux instants
d’échantillonnage rythme symbole et de module dépendant de L et la forme de ¢(t).

Les variations de |y, 4| en fonction de linstant d’échantillonnage 7 sont données, pour
différentes valeurs de L, par les figures 1.3(a) et 1.3(b) respectivement les signaux L-REC
et L-RC.

On note sur ces figures que le coefficient de non circularité moyen de ces signaux devient non
nul mais pas égal a 1 et ceci selon la parité de L. Ainsi d’apres la figure 1.3, en échantillonnant
au rythme symbole (7 = 0 ot 7 = T'), ce coefficient est nul pour des CPM dérotées avec h = % et
L pair. Pour L impair, ce coefficient devient non nul inférieur a 1 et qui diminue en augmentant
la valeur de L. Par contre, en échantillonnant au demi rythme symbole, ce sont les coefficients
des CPM avec L pair qui deviennent non nuls. On remarque aussi que le coefficient de non
circularité des CPM a cosinus surélevé RC est plus élevé que celui des CPM rectangulaires REC.

1.5.2.2 Indice de modulation i = 1
Dans ce cas, le module du coefficient de non circularité instantané s’écrit pour t = 7 + n7T :

L-1

el = | ] cos(dmq(r + k1)),
k=0

on constate que |y| est indépendant de n donc en moyennant sur tout les échantillons, la
module du coefficient de non circularité moyen de tels modulations dépend directement du
coefficient instantané selon L (pas besoin de dérotation).

Les figures 1.4(a) et 1.4(b) représentent les variations du module coefficient de non
circularité instantané |v;| en fonction de linstant d’échantillonnage 7, alphabet binaire,
pour respectivement les modulations L-REC (h = 1) et L-RC (h = 1). Ainsi, on constate que
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Chapitre 1. Circularité et modulations

uniquement pour L = 2, le coefficient de non circularité moyen est égal a 1 (|¢| = 1) aux

instants d’échantillonnage au rythme symbole, ce taux diminue rapidement en augmentant la
valeur de L.

T 1r
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FIGURE 1.3 — Variation du module de non circularité instantané || pour : L-REC, h = % (a),
1
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FIGURE 1.4 — Variation du module de non circularité instantané |y;| pour : L-REC, h = 1 (a),
L-RCh =1 (b)
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1.1.5 Etude de la non circularité d’ordre deux instantané de certaines modulations CPM

1.5.3 La modulation GMSK

La modulation GMSK (Gaussian Minimum Shift Keying) utilisée dans le systeme de téléphonie
mobile européen de deuxieme génération GSM (Global System for Mobile communications)
est un cas particulier des modulations CPM d’indice h = % avec une impulsion de mise en
forme ¢(t¢) gaussienne. L'impulsion g(¢) est le résultat d'un filtrage d’une fonction porte p(¢) de

longueur 7" par une fonction gaussienne h(t) tel que :

oy — [d pow H<]
0 ailleurs
h(t) 1 *%
= [ o
\V2woT
1 _ T _|_I
() = h(t)@p(t) = — 2rB——2 | — Q| 2rB—2
ge(t) ) @p(t) = 57 Q( \/F> Q( m)

o) = [ gludu avee gft) = gilt~ %)
. A 1
ouQ(u) = 7=

[—% + %], ou LT représente le support de la partie significative de 'impulsion centrée

gc(t). Cette implusion vérifie ff;o ge(t)dt = 3. La variance o de la gaussienne est en général
exprimée a travers un parametre B lié a la décroissance a 3 dB de la densité spectrale de
puissance de la modulation, tel que :

f;oo e~V /2qy. L’impulsion g.(t) est symétrique par rapport a zéro et de support

B vIn 2
7 9xBT

En général pour le systtme GSM : BT = 0.3 qui correspond a L = 3 qui réalise un bon
compromis entre la largeur du spectre de la GMSK et 'amplitude de ses lobes secondaires.

La forme de ¢(t) pour plusieurs valeurs de BT ainsi que la forme de la réponse en phase ¢(t)
sont respectivement représentées par la figures 1.5(a) et 1.5(b).

05

0.45

04

0351

03F

025

02

0.15

0.1

0.05-

(@ (b)

FIGURE 1.5 - g(t)(a) et ¢(t)(b) pour différentes valeurs de BT pour la GMSK
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Chapitre 1. Circularité et modulations

La GMSK est un cas particulier des modulations CPM a réponse partielle avec un indice
de modulation h = 3. Pour rendre le coefficient de non circularité moyen non nul aux
instants d’échantillonnage et ainsi exploiter 'apport de la non circularité pour améliorer les
performances, nous utilisons aussi un pré-traitement de dérotation.

Comme dans le cas général des CPM a réponse partielle h = %, le module du coefficient de non
circularité instantané des signaux GMSK dérotée s’écrit :

L-1

eal = | T cos(@ma(r + k1))
k=0

En échantillonnant au rythme symbole 7 = 0 ou 7 = 7', le module |v; 4 est différent de zéro.
Néanmoins, on constate que |y; 4| est toujours inférieur a 1. En effet, comme illustré sur les
figures 1.6(a) et 1.6(b), |y q| n'est pas égal a 1 en échantillonnant au rythme symbole mais
atteint des valeur proches de 1 et tend vers 1 quand BT tend vers I'infini (dans ce cas la GMSK
tend vers une MSK).

(@) (b)

FIGURE 1.6 — Variation de du coefficient de non circularité instantané -, 4, alphabet binaire,
pour : GMSK dérotée BT = 0.3(a), GMSK dérotée BT = 0.5(b)

1.5.4 Les CPM quaternaires

Dans ce cas, les symboles appartiennent a un alphabet quaternaire a; € {—1,+1,+3,—3}.
Comme dans le cas binaire, nous allons étudier les variations du coefficient de non circularité
instantané. Ainsi, de la méme maniere que dans le cas binaire et 'expression générale de ||
pour ¢t = 7 4+ nT s’écrit de la forme :

Yt =

cos 2mh + cos(67rh)} nolbd Ll:f [cos(47rhq(7 + kT)) + cos(12mhq(T + kT))
2 2

k=0
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1.1.5 Etude de la non circularité d’ordre deux instantané de certaines modulations CPM

Dans cette partie on se contentera d’étudier uniquement les cas d’indice de modulation h = %
On obtient alors

cos + cos(3m) ]! = cos(2mq(T + kT)) + cos(6mq(T + kT))

e ml B 14 2
k=0

Il est évident qu’en moyennant sur les échantillons pairs et impairs le coefficient de mon

circularité moyen de ce type de modulations est nul. Afin de le rendre non nul, on peut aussi

utiliser une dérotation comme celle vue dans les cas précédents. Finalement, pour ces CPM

dérotées, on obtient un coefficient de non circularité instantané -, 4 de la forme :

L-1
el = | H [008(271’(](7' + kT)) + cos(6mq(T + kT')) ]

k=0 2
on voit bien que |v; 4| varie indépendamment de I'instant n7". Ces variations sont illustrées par
les figures 1.7(a) et 1.7(b) pour respectivement des modulations quaternaires MSK et GMSK.
On constate sur ces figures que pour la MSK-quaternaire, le coefficient de non circularité moyen
devient égal a 1 en échantillonnant au rythme symbole tandis que pour la GMSK-quaternaire,
il devient non nul et inférieur a 1. En comparant la figure 1.7(b) et les figures 1.6(a) et 1.6(b),
on constate que le coefficient de non circularité de la GMSK dérotée diminue en augmentant
la taille de I'alphabet.

0 T2 T
T

(@ (b)

FIGURE 1.7 — Variation de du coefficient de non circularité instantané -, 4, alphabet quaternaire,
pour : MSK-quaternaire dérotée (a), GMSK-quaternaire dérotée (b)
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Deuxieme partie

Beamforming
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Chapitre 2

Beamforming linéaire

Sommaire
2.1 Introduction . . . . . . . . . i i i it it e e e e e e e e e e e 39
2.2 Modélisation en bande étroite . . . . . . ... ... ... 0. 40
2.3 Modele classique des SignauX reCus . . . . . v v v v v v v e e e e 40
2.4 Les différents criteres du beamforming linéaire . . . . . . ... ... ... 41
25 Conclusion . . . .. . . .. i e e e e e e e e e e e 48

2.1 Introduction

La formation de faisceaux ou beamforming est 'une des plus importantes techniques de
traitement d’antennes, utilisée pour 'estimation des signaux et des directions d’arrivée (DOA)
ainsi que dans la suppression d’interférences. Les applications du beamforming sont diverses
et concernent divers secteurs comme le radar, le sonar, les communications sans fil, I’écoute
passive et 'imagerie biomédicale (voir [97], [95] et leurs références).

L’objectif principal du beamforming est de trouver un filtre spatial dont la sortie correspond a
une estimée du signal utile venant d’une direction particuliere et potentiellement corrompu
par des interférences et d’un bruit additif gaussien.

Ce chapitre peut étre considéré comme un état de I’art sur le beamforming linéaire, il consiste a
rappeler les différentes approches du beamforming linéaire standard optimal pour des signaux
stationnaires et circulaires. Toutes les approches qu’on va présenter dans ce chapitre consistent
a trouver un filtre complexe, linéaire et invariant dans le temps optimisant un critére du
second ordre sous d’éventuelles contraintes. Cette introduction au beamforming linéaire nous
permettra de mieux appréhender le concept de beamforming linéaire au sens large qu'on va
étudier dans le chapitre suivant.

Ce chapitre est organisé comme suit :

Nous commencerons par une breve description de la modélisation en bande de base, ensuite
nous présenterons en détails le modele des signaux a la réception ainsi que leurs statistiques
aux second ordre. Finalement nous présenterons les différentes approches du beamforming
linéaire ainsi que leurs filtres associés.
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2.2 Modélisation en bande étroite

Supposons que le milieu de propagation des ondes est homogéne, c’est-a-dire que la vitesse
de propagation ¢ est constante. De plus, supposons que les sources sont tres éloignées de
I'antenne, de sorte que I'on peut considérer un modele d’ondes planes. Ainsi les rayons recus
par les différents capteurs peuvent ainsi étre supposés paralléles.

On considére un signal de cible complexe de fréquence porteuse f; et de bande passante B
recu par un réseau d’antennes composé de N capteurs. Notons s(¢) I’enveloppe complexe de ce
signal a I'instant ¢. En sortie de 'antenne, le vecteur d’observation du signal cible, sans le bruit
de fond, s’écrit apres démodulation :

s(t — Tl)e_i%f”1

t— —i27 foTo
s(t) = . 72):6 , 2.1

s(t — TN)e_i2”fOTN

ou 7, est le retard de propagation en sortie du capteur n par rapport a un capteur de référence.
Lorsque le signal est a bande étroite, le temps de traversée du réseau de capteurs est négligeable
devant le temps de cohérence du signal, correspondant a l'inverse de sa bande passante. Par
conséquent, 'enveloppe complexe peut étre supposée constante durant la traversée du réseau
de sorte que I'expression (2.1) devient :

6—227rf07'1

67i27rf07'2
s(t) = s(t) . ,

e—i27TfoTN

en notant

6—127rf07'1

e—i27rf07'2

e—i27rf0‘rN

ou s le vecteur directionnel du signal de cible, qu'on appellera par la suite signal utile.
Finalement on obtient :
s(t) = s(t)s.

Il est a noter que dans ce document nous utiliserons des vecteurs directionnels de premiere
composante égale a 1 et lors des simulation nous avons utilisé des antennes linéaires uniformes
ULA (Uniform Linear Array).

2.3 Modele classique des signaux recus

On considére une antenne arbitraire de NV capteurs a bande étroite recevant la contribution de
M sources venant de différentes directions et d’'un bruit spatialement blanc, gaussien, centré
et circulaire au second ordre. On note x(¢) le vecteur des amplitudes complexes des signaux
recus a la sortie de ces capteurs. Chaque capteur recoit la contribution d’un signal utile (SOI)
mélangé a un bruit total composé d’interférences et d’'un bruit de fond gaussien, centré et
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2.2.4 Les différents criteres du beamforming linéaire

circulaire.
Sous ces hypotheéses, et on supposant qu’il n’y a pas de résidu de porteuse, le vecteur
d’observations x(¢) peut s'écrire de la maniére suivante

x(t) = s(t)s + n(t), (2.2)

ou s(t) et s correspondent respectivement a I'enveloppe complexe, supposée de moyenne
nulle, et au vecteur directionnel du signal utile, de premieére composante égale a 1. n(t) est le
vecteur du bruit total, composé par I'ensemble des signaux interférences et du bruit gaussien,
de moyenne nulle, statistiquement non corrélé avec signal utile s(¢) et pouvant étre non
circulaire au second ordre.

Les statistiques d’ordre deux de lobservation x(¢) sont completement définies par
respectivement la premiére et la deuxiéme matrice de covariance R, (¢,7) et C,(¢,7), tel que
pour toutes valeurs (¢, 7)

R.(t,7) 2< Ex(t)x(t — )] > et C.(t,7) 2< E[x(t)x(t — 7)T] > .
De méme, les statistiques d’ordre deux du bruit n(¢) sont définies par
R, (t,7) 2< En(t)n(t — 7)) > et C,(t,7) 2< En(t)n(t — 7)7] >,

ou < > désigne la moyenne sur un intervalle de temps.
Le vecteur x(¢) (respectivement n(¢)) est dit non circulaire si C,(t,7) # O (respectivement
C,.(t,7) # O) pour au moins un couple (¢, 7).

Dans tout ce qui suit, on définit les matrices de covariance spatiales suivantes pour 7 = 0 :

R,
C.

2 < EBx@)x(t)"] >=nss? + R, =R, + R, (2.3)
£ < E[x(t)x(t)T} >=myyesst + Cp, = Cy 4+ Cy, 2.4)
ou R, = msst, C, = m,y,ss! sont respectivement, la premiére et la deuxiéme matrice de
covariance du signal utile , 7, £< E[|s(t)|?] > désigne la puissance moyenne du signal utile

mesurée sur le premier capteur.

- < E[s(t)?] > ; - : o
Le coefficient v, = <E[|[SE75§]2]]> £ |v,| €9+ est le coefficient de non circularité moyen du
S

signal utile, tel que ¢, est la phase de non circularité.

Les matrices R,, 2< E[n(t)n(t)!] > et C,, £< E[n(¢t)n(t)7] > sont la premiere et deuxiéme
matrices de covariance du bruit total. On suppose dans toute la suite que les matrices R, et R,,
sont de rang plein, ce qui est assuré par la présence du bruit de fond.

2.4 Les différents criteres du beamforming linéaire

La principale problématique du filtrage d’antennes optimal consiste a mettre en ceuvre un
filtre complexe, spatial ou spatio-temporel, linéaire et invariant dans le temps (IT), noté dans
tout le document w, et dont la sortie y(t) = w”x(t) optimise un critére a 'ordre deux sous
d’éventuelles contraintes.

Nous allons présenter dans ce qui suit les différents critéres a optimiser par filtrage spatial
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linéaire et nous allons voir que certains critere nécessitent la connaissance a priori de certaines
informations sur le signal utile comme sa direction d’arrivée s et sa puissance 75 et cela
dépendra de 'application.

2.4.1 Maximisation du SINR

Dans cette partie, la problématique du filtrage d’antenne optimal consiste a mettre en ceuvre
un filtre w qui maximise directement le SINR en sortie défini par :

wiR,w }

WIR,w (25

WSINR = Arg {Man

La solution revient alors a trouver le vecteur propre généralisé du couple de matrices (Rs,R;,)
associé a sa plus grande valeur propre tel que R, 'R,w = \,,,,W. Le filtre w maximisant ce
critere est donné par :

wsine < R, 's = BR,'s, (2.6)

ol [ est une constante arbitraire complexe. Le SINR a la sortie de ce filtre est maximal et tel
que :
SINRymax = 7SR, 's.

Il est a noter que ce critére nécessite la connaissance parfaite des deux matrices R, et R,, ainsi
que du vecteur directionnel s, ce qui est envisageable dans certaines applications comme le
radar actif, aussi il nécessite la résolution d’un probléme de vecteurs propres généralisés.

2.4.2 Minimisation de la puissance du bruit sous une contrainte directionnelle

Souvent appelé critéere MVDR (Minimum Variance Distortionless Response) ou bien critére de
Capon [14], toujours dans le cas ou le vecteur directionnel s est connu, ce critére consiste a
trouver le filtre w qui minimise la puissance du bruit a sa sortie sous une contrainte de gain
unité dans la direction du signal utile. Le filtre recherché est solution de la forme hermitienne
suivante

MinwwH R,w,

sous la contrainte directionnelle
whs =1. 2.7)

La solution de cette équation est donnée par [50]

_1S

sHR1s’
On constate que wyypr est proportionnel au filtre (2.6), ce qui montre qu’il minimise aussi
le SINR. Dans les cas ou la référence du bruit seul n’existe pas, on cherche le filtre qui
minimise la puissance totale de sortie w//R,w sous la méme contrainte (2.7), on obtient

alors un beamformer appelé beamformer de Capon ou MPDR (Minimum Power Distortionless
Response) donné par

WMVDR = (2.8

R, !s
w. = —— 2.9
Capon SHRJTIS (2.9)

Puisque le bruit total est décorrélé du signal utile, on peut écrire :

R, = msss” + R,
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En utilisant le lemme d’inversion matricielle, on constate que les deux filtres WyvpRr €t Weapon
sont égaux. Ainsi sous ces conditions et sous la contrainte (2.7), minimiser la puissance totale
de sortie est équivalent a minimiser celle du bruit seul en sortie.

2.4.3 Minimisation de la puissance de sortie sous contraintes linéaires

Appelé aussi critere LCMV (Linearly Constrained Minimum Variance) [97] [42], ce critere est
considéré comme une extension du critere MVDR (2.8) a plusieurs contraintes.

Le principe de base du critéere LCMV est de contraindre la réponse du filtre (du beamformer)
de telle maniére que ce dernier laisse passer, avec un gain et une phase spécifiée, les signaux
venant de la direction du signal utile. Le beamformer est choisi de maniére a minimiser la
puissance de sortie sous les contraintes imposées, ceci tend a préserver le signal utile en
minimisant la contribution en sortie du bruit et des interférences arrivant d’autres directions
que celle de I'utile.

Le vecteur w est solution du probléme suivant :
Minyw/R,w, (2.10)

sous les contraintes :
CH w=g, (2.11)

ou C est appelée matrice de contraintes de dimensions N x L, ou L est le nombre de
contraintes supposées linéairement indépendantes et donc C est de rang plein colonne, g est
le vecteur réponse de dimension (L x 1) contenant les gains et/ou les phases désirés.

La méthode des multiplicateurs de Lagrange peut étre utilisée pour résoudre ce probléme [97],
on obtient ainsi :

wrevv = R IC(CHR,1C) g (2.12)

Dans le cas ot il n’y a qu’une seule contrainte a imposer or C = s et g = 1, le beamformer LCMV
de T'expression (2.12) est équivalent au beamformer MVDR donné par I'expression (2.9). Il
est a noter que ce critére nécessite aussi la connaissance du vecteur directionnel du signal utile.

Dans le cas ou on ne dispose pas d’'une référence bruit seul de sorte que la matrice R,, est
inconnue, le beamformer LCMV optimal devient solution du probleme de minimisation de la
puissance totale de sortie suivant :

MinWwH R,w,

la solution est donnée par :
wromr = R, !C(CHR;'C) g (2.13)

Ce beamformer est maintenant appelé LCMP (Linearly Constrained Minimum Power) et
sous certaines conditions sur les contraintes que nous verrons au paragraphe suivant, il est
équivalent au beamformer LCMV.

2.4.4 Annulateur de lobes latéraux généralisé (GSC)

L’annulateur de lobes latéraux généralisé GSC (Generalized Side-lobe Canceller) est une
mise en ceuvre efficace pour un filtrage d’antenne adaptatif avec contraintes linéaires.
Le GSC conventionnel décrit dans [51] est constitué dun vecteur de poids qui fournit
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au réseau des informations sur des réponses spécifiées dans certaines directions et d’une
matrice bloquante du signal utile congue sur des connaissances a priori des directions d’arrivée.

Une implémentation utile du beamformer LCMV (ou LCMP) en terme GSC [97] est obtenue
en divisant 'espace de dimension N en deux sous espaces orthogonaux complémentaires ' ;
un sous espace engendré par les colonnes de la matrice de contraintes C de dimension N x L
et un autre orthogonal au précédent engendré par les colonnes d'une matrice B de dimension
N x (N — L) définissant une base quelconque de Ker(CH). Cette décomposition se présente
comme suit :

cY = Ran z A
ge(C) @ Ker(C™) (2.14)
= Range ([C,B]),

ou les colonnes de B sont linéairement indépendantes et chaque colonne de B est orthogonale
a chaque colonne de C tel que C’B = O.

Notons que la matrice B n’est pas unique, son choix permettant diverses implémentations des
beamformers LCMV (ou LCMP).

En utilisant la décomposition (2.14), n'importe quel vecteur w € C dont wycyy, peut se
décomposer de facon unique en deux composantes orthogonales w, et —Bw, appartenant
respectivement au Range(C) et Ker(C), telque

w = wy — Bw,

ol wy est une combinaison linéaire des colonnes de C, soit wy = «C, qui d’apres les
contraintes (2.11), satisfait 2 C”w, = g. Par suite wy qui est une projection orthogonale de w
et donné par

wo = ¢(c”C) g,

le vecteur wy est unique et ne dépend pas de R,.
w, est un vecteur quelconque de CN~% pour un choix de B fixé. Au sens LCMV dont la
minimisation décrite par 'équations (2.10) sous les contraintes (2.11), w, est obtenu comme

solution de :
Arg {Minwa < E[|(wp — Bwa)Hn(t)|2] >} )

qui est un probléme classique de Wiener dont la solution est
w, = (BYR,B) " 'B7R,wy.

Il est a noter que dans le cas particulier ot uniquement une seule contrainte directionnelle est
imposée c’est-a-dire C = s et g = 1, le vecteur wy devient de la forme wy = ||s|| *s et Bf’s = 0.
Par la suite, en utilisant I'expression de la matrice de covariance (2.3), on obtient la relation

ICette décomposition en sous espaces orthogonaux complémentaires implique 'unité du vecteur wy. Celle ci
permet en outre de montrer I’équivalence du beamformer LCMV en utilisant un filtrage de Wiener avec une
transformée des observations y(t) [48]. Mais il est aussi possible de choisir wo comme un vecteur quelconque
satisfaisant la contrainte w’s = 1 associé 4 une matrice bloquante du signal utile quelconque B satisfaisant
c'B=o0.

*Notons que wo = C*g qui permet d’interpréter wy comme l'unique vecteur w de norme euclidienne ||w/||
minimale sous contrainte C?w = g.
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suivante :
BYR, = n,Bss!! + BR, = BIR,,

il en découle que,
w, = (B”R,B)"'BfR,,wy = (BYR,B) 'B¥R,w; car B’s =0,

ainsi, on retrouve la propriété wyvpr = WMPDR.-
Dans le cas ol les contraintes linéaires sont générales, la comparaison entre wy,cyry €t Wrcnvip
se fait selon le vecteur directionnel du signal utile et on distingue deux cas :

e Sis € Range(C) alors B’s = 0 et BYR, = BFR,, ce qui implique que wycyry = Wromp
e Sis ¢ Range(C) alors Bs # 0 et BYR,, # BfR,, donc en général wicny # Wromp

Finalement, la structure du GSC est donnée par le schéma fonctionnel suivant

x(t) | wiix() @ y(t)
WO T

H H
B wa

FIGURE 2.1 — Schéma fonctionnel du beamformer LCMV linéaire a structure GSC

2.4.5 Minimisation de l’erreur quadratique moyenne (MMSE) sans signal de
référence

Dans ce cas, on cherche un filtre w solution de I'’équation suivante :
Arg {Miny < E[|s(t) — wilx(t)[?] >},

Cette solution est donnée par
-1
WMMSE, = TsR; 7S,

et 'erreur quadratique minimale associée est
MMSE = m,(1 — m,sR; 's).

Il est a noter que ce beamformer requiert la connaissance de la puissance r; du signal utile.

2.4.6 Minimisation de ’erreur pondérée au sens des moindres carrés (WLSE)

En pratique, la connaissance de la puissance du signal utile est difficile a obtenir, ce qui
rend limitée I'application du critere MMSE d’ou l'utilisation du critere WLSE (Weighted Least
Squares Error). Ce critére, consiste a trouver le filtre wy sk dont la sortie correspond a une
estimée de la séquence émise s(¢) qui minimise le critére des moindres carrés pondérés suivant :

WLSE[s(t)] = [x(t) — ss(t)] "R [x(t) — ss(t)]. (2.15)
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La solution conventionnelle a cette minimisation est donnée par :

S(t)wLse = w (2.16)
ainsi le beamformer WLSE correspondant s’écrit
“1g
WWLSE = STR-Ts’ (2.17)

qui correspond aussi au beamformer MVDR.

2.4.7 Estimation du signal utile au sens maximum de vraisemblance (ML)

Dans certains cas, le beamforming peut étre vu comme un probléme d’estimation du signal
utile, on cherche alors un filtre w dont la sortie y(¢) constitue une estimée du signal utile
au sens ML. Pour dériver le critere ML nous supposons que s(¢) est déterministe et que le

bruit total n(¢) est gaussien potentiellement non circulaire et que R,,(t) £ E[n(t)n(¢)"] et

C,(t) £ E[n(t)n(t)”] ne dépendent pas de ¢ bien que n(t) soit généralement non stationnaire.
Ces hypotheses sont omniprésentes dans la dérivation de ce critere, mais ne sont pas pour
autant critiques dans le sens que I'estimée optimale issue de ces hypotheses a généralement
de bonnes performances qui restent insensibles a ces hypotheéses. Ainsi ce critére consiste a

trouver le signal s(¢) qui maximise la vraisemblance définie par
L[s(t)] = p[x(t); s(t)], (2.18)

ol s(¢) est un parametre inconnu. La fonction densité de probabilité de x(¢) est donnée par [76]
p[x(t); s(t)] = W_NDet(Rn)_1/2eXp[—%(x(t) —ss(t)IR L (x(t) —ss(t))]. (2.19)

En conséquence, maximiser (2.18) revient a minimiser (2.15). On a alors

—

s(Oy, £ Wi x(t) = wityprx(?),
qui aussi correspond a la sortie du beamformer MVDR.
2.4.8 Minimisation de l'erreur quadratique moyenne (MMSE) avec signal de
référence

Pour certaines applications en radiocommunication, le vecteur directionnel s n’est pas connu,
ce qui rend inutilisables les criteres précédents qui nécessitent la connaissance de ce vecteur.
Toutefois, dans certains cas, si on dispose de certaines informations sur le signal utile, la
génération d'un signal de référence d(t) proche du signal utile est possible. Il suffit alors de
chercher le beamformer w qui minimise la MSE entre sa sortie et ce signal de référence, ainsi
on définit le critere suivant

Arg {Miny < E[|d(t) — wx(t)*] >} .
La solution a ce probleme est donnée par le filtre de Wiener

—1
WrMSE, = Ry Taq,
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ou le vecteur r,; désigne la corrélation moyenne entre l'observation x(¢) et le signal de
référence d(t) et est défini par r,q =< E[x(¢)d(t)*] >, ainsi la MSE minimale associée s’écrit

MMSE = E[|d(t)|*] — tR; 11,4

Maintenant, si la référence d(t) est choisie corrélée avec le signal utile et non corrélée avec les
signaux interférences et le bruit, alors r,; =< E[s(t)d(t)*] > s, le beamformer MMSE s’écrit

Wivse, =< B[s(t)d(t)*] > R} s,

qui aussi appartient a la famille des beamformers qui maximisent le SINR (2.6).
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2.5 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre quelques récepteurs linéaires optimisant des critéres
aux second ordre pour la réception d’un signal utile inconnu, c’est a dire de forme d’onde
inconnue et de vecteur directionnel connu ou estimé a priori, corrompu par des interférences
inconnues. Tous ces récepteurs sont optimaux pour des observations stationnaires circulaires
au second ordre. Cependant, en présence de signaux non-stationnaires au second ordre, ces
récepteurs deviennent sous-optimaux.

En effet, les statistiques au second ordre des observations non-stationnaires varient dans le
temps et sont méme poly-périodiques lorsque ces signaux sont cyclo-stationnaires [43]. Plus
précisément, pour des observations non-stationnaires, omniprésentes en radiocommunications,
ces filtres complexes deviennent eux mémes variant dans le temps et sous certaines conditions
de non circularité linéaires au sens large.

Ainsi, dans le chapitre suivant, nous allons présenter la technique du filtrage linéaires au sens
large en présentant quelques différents récepteurs linéaires au sens large et en introduisant un
nouveau.
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Beamforming linéaire au sens large
WL
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3.1 Introduction

Les beamformers spatiaux présentés dans le chapitre 2 exploitent uniquement I'information
contenue dans les premieres matrices de covariance spatiale R, ou R,, et ne font appel qu’a
des traitements linéaires. Ces beamformers linéaires, optimaux pour des signaux circulaires
au second ordre, deviennent sous optimaux pour des signaux non circulaires au second
ordre omniprésents en radio-communications. En effet, a travers leur structure linéaire, ces
beamformers n’exploitent pas I'information de non circularité au second ordre contenue dans
les deuxiemes matrices de covariance C, ou C,. C’est pour cela qu'un traitement linéaire au
sens large WL (Widely Linear) capable de traiter le signal et son conjugué est nécessaire.

Le filtrage linéaire au sens large a été introduit et utilisé pour la premiére fois en traitement du
signal en 1969 dans [11]. Bien plus tard, dans les années 90, les premiers travaux pionniers
sur I'optimalité au second ordre pour un contexte non circulaire sont apparus dans [18, 77].

Depuis, un grand intérét a été porté sur ces filtres linéaires au sens large dans plusieurs
domaines d’applications [28]. Les domaines concernés sont en particulier la F/TDMA dans [28,
29, 96, 47], le DS-CDMA dans [12, 84, 13], en détection multi-utilisateurs de signaux
complexes dans [60], des modulations multi-porteuses dans [36] et dans les systemes MIMO
utilisant des modulations non circulaires dans [67, 68].
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Cependant, dans la plupart de ces travaux les formes d’ondes des signaux non circulaires
sont connues par le récepteur en supposant quune séquence d’apprentissage ou quun code
d’étalement sont disponibles. Par conséquent, ces filtres linéaires au sens large ne seront
pas adaptés pour des applications comme le contréle de spectre ou I'écoute passive dans le
contexte non circulaire.

C’est ainsi que dans [21], un récepteur linéaire au sens large MVDR invariant dans le temps
IT, pour la réception d’un signal utile inconnu dont la forme d’onde est inconnu mais de
vecteur directionnel connu et corrompu par des interférences potentiellement non circulaires,
a été récemment introduit et étudié. Néanmoins, malgré le fait que ce récepteur soit optimal
en présences d’interférences non circulaires, il demeure sous-optimal lorsque le signal utile
est lui méme non circulaire. En effet, ce récepteur exploite uniquement I'information de non
circularité véhiculée par les interférences et non celle du signal utile.

C’est pour cette raison que le but principal de ce chapitre est d’introduire un récepteur linéaire
au sens large MVDR invariant dans le temps (IT) pour la réception d’un signal utile inconnu
corrompu par des interférences potentiellement non circulaires et d’analyser ses performances.
Le signal utile dont la forme d’onde est inconnue, est supposé étre non circulaire au second
ordre contrairement au beamformer introduit dans [21]. L’étude des propriétés et des
performances de ce beamformer a montré que ce dernier améliore toujours les performances
du beamformer de Capon et du récepteur introduit dans [21] en présence dun signal utile
non circulaire et aussi d’interférences non circulaires. En outre, ce beamformer, dérivé d’'une
décomposition orthogonale originale, permet de traiter a partir d'une antenne a N capteurs,
jusqu’a 2N — 1 interférences rectilignes en présence d’un signal utile rectiligne tandis que le
récepteur introduit dans [21] n’en traite que 2(N — 1). Ceci permet a ce beamformer de faire
du SAIC (Single Antenna Interference Cancellation) pour N = 1.

Dans ce chapitre, apres avoir introduit le filtrage linéaire au sens large dans la section 3.2, le
modele WL des signaux et leurs statistiques d’ordre deux dans la section 3.3 et du modéle du
bruit total dans la section 3.4, nous allons introduire les plus importants beamformers spatiaux
WL invariant dans le temps optimisant différents criteres du second ordre pour la réception
d’un signal utile inconnu dont le vecteur directionnel est connu potentiellement non circulaire
et corrompu par un bruit total potentiellement non circulaire. Ces beamformers seront divisés
en deux catégories selon la connaissance ou non du coefficient de non circularité au second
ordre du signal utile dans les sections 3.5 et 3.5 respectivement. Par la suite, le beamformer
MVDR WL sera étudié a travers 'analyse de sa capacité de traitement dans la section 3.7.1,
I'implémentation équivalente GSC dans la section 3.7.2 et 'analyse de ses performances en
terme de SINR dans les sections 3.7.3. Nous finirons cette étude par analyser les performances
en SER (Symbol Error Rate) dans la section 3.7.4 et par donner diverses mises en ceuvre
possibles dans la section 3.7.5.
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3.2 Filtrage linéaire au sens large

Depuis des années, le filtrage d’antennes optimal au second ordre considérait ’hypothése
d’observations stationnaires, dont I'enveloppe complexe était nécessairement circulaire au
second ordre [75, 33]. Il consistait essentiellement & mettre en ceuvre un filtre linéaire
invariant dans le temps (TI) optimisant un critére au second ordre. Toutefois, ces filtres
linéaires deviennent sous optimaux pour des signaux non stationnaires, omniprésents en
radio-communication dont les enveloppes complexes peuvent devenir non circulaires.
En conséquence, pour des observations non stationnaires, les filtres complexes optimaux
deviennent variants dans le temps (TV), et sous certaines conditions de non circularité,
linéaires au sens large WL [43] [11], c’est a dire de la forme :

y(t) = wil (E)x(t) + w3 (H)x" (1),

ol wy (t) et wy(t) sont des filtres complexes TV.

Les filtres WL ont, a I'’heure actuelle, un grand intérét dans plusieurs situations pratiques, du
fait que dans de nombreuses applications en radio-communication, des signaux de modulations
telles que la modulation d’amplitude (AM), la modulation ASK, la BPSK, la MSK, la GMSK et
les OQAM partagent la propriété de non circularité au second ordre étudiée dans le chapitre 1.

3.3 Modele WL des signaux et statistiques d’ordre deux

Le modele WL représente I'extension du modeéle linéaire au modele linéaire au sens large. Cette

extension est définie en considérant le vecteur d’observations étendu x(t) = [x(t)7,x(¢t)7]" 1.

En utilisant le modeéle standard (2.2), on obtient :
X(t) = s(t)81 + s(t)"S2 + n(t) 2 S3(t) + (L), (3.1)

ot fi(t) 2 ()", n(t)")7, 51 2 [s7,07)7, 5, 2 [07,sH]7, S 2 [51,5], 5(t) 2 [s(t), s(t)*]".

Les statistiques d’ordre deux de X(t) sont exprimées par la matrice de covariance moyennée en
temps Rz £< E[x(#)x(t)"] > donnée, sous les hypothéses du modele (2.2), par :

R; = SR:S” + R; (3.2)

ol R; 2< E[5(t)8(1)"] > et Ri; < E[n(t)n(t)] > tel que

R, C,
(& W) G

ou R, et C,, sont définies dans la section 2.3 du chapitre 2.

3.4 Modele du bruit total

On suppose que le bruit total n(¢) est composé de P interférences bande étroite potentiellement
non circulaires au second ordre et statistiquement non corrélées et d'un bruit de fond circulaire.

!Dans tout le document, nous utiliserons la notation a pour le vecteur étendu a £ [a”, a”|”
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

Le vecteur de bruit total peut ainsi s’écrire sous la forme

P

n(t) = jp(t)ip +0'(t) (3.4)

p=1

ou n'(t) est le vecteur bruit, supposé de moyenne nulle, stationnaire, spatialement blanc et
circulaire au second ordre, j,(t) et j, correspondent a la forme d’'onde et au vecteur directionnel
de l'interférence p respectivement. (j,(t))p,=1,.. p et n'(t) sont supposés non corrélés. Les
matrices R,, et C,, définies dans la section 2.3 peuvent alors s’écrire

P
R, £ <En®n®)"]>=> mii) +nl (3.5)
p=1
P
C, 2 <EntHn®)"]>=> mynips (3.6)
p=1

ol 72 est la puissance moyenne du bruit blanc par capteur, m, =£< E[j,(t)[*] >
désigne la puissance moyenne de linterférence mesurée sur le premier capteur,

a < E[jp(t)?] >
T SR 0R >
p vue par le récepteur, ¢, est la phase de non circularité moyenne englobant dans ce cas la
phase du signal.

£ e12%r est le coefficient de non circularité moyen de linterférence
Yp

On consideére alors le filtre spatial WL, w = [w7, w7 de taille 2NV x 1, dont la sortie est définie

par :
y(t) 2 WIR(t) 2 s(t)whs) + s(t) W5, + wia(t). (3.7)

Ainsi, la problématique du filtrage d’antenne est de trouver un filtre spatial WL invariant dans
le temps qui génere la "meilleure" estimée au second ordre, selon un critere d’optimisation
particulier, du signal utile s(¢) dont le contenu et la forme d’onde sont inconnus mais de vecteur
directionnel s connu.

Selon la connaissance a priori du coefficient de non circularité du signal utile v, plusieurs
récepteurs optimisant différents criteres au second ordre sont possibles, nous allons les
présenter en deux parties : beamformer WL optimal avec -5 inconnu puis avec 7, connu.

Dans ce qui suit, nous adopterons des notations différentes pour les récepteurs de chaque
catégorie, tel que les récepteurs avec ~, inconnu seront indicés du chiffre 1 tandis que les
récepteurs avec 7, connu seront indicés du chiffre 2.

3.5 Beamformer WL avec -, inconnu

On considere dans ce cas un signal utile inconnu, c’est a dire de forme d’onde inconnue et de
vecteur directionnel connu, corrompu par des interférences potentiellement non circulaires. De
plus, le coefficient de non circularité du signal utile est inconnu.

3.5.1 Beamformer WL au sens du maximum du SINR approché

La distinction entre le signal utile et le bruit total dans (3.7) dépend de la propriété de non
circularité au second ordre du signal utile. Cette distinction ne peut étre faite quand ~; est
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3.3.5 Beamformer WL avec ~, inconnu

inconnu (c’est a dire la corrélation entre s(¢) et s(¢)*). En conséquence, 'approche la plus
robuste est de considérer que s(t)* appartient au bruit total, ce qui permet de donner un critére
quon appelle SINR approché? (ASINR), et il est donné par

| Wis|?

ASINR[W] = . 3.8
W= 050 + Rl B8

Le beamformer WL maximisant ce critere est donné par :
WASINR X [TsS285 + Ry]™ 's1,

Il est a noter que ce critére nécessite la connaissance de R;; et de 7.

3.5.2 Beamformer WL MVDR,

Comme la forme d’onde de s(¢) est inconnue et que le vecteur directionnel est connu, une
maniére efficace pour générer a la sortie y(t), un signal utile désiré sans aucune distorsion
quelle que soit la corrélation entre s(¢) et s(¢)* (c’est a dire quel que soit ~;), est d’'imposer sur
W les contraintes suivantes :

wils; =1 et wils, =o0. 3.9

Autrement dit, la meilleure estimation au second ordre du signal utile correspond a la sortie
du beamformer w qui minimise la moyenne temporelle de la puissance du bruit total définie
par w/’R;Ww sous une contrainte vectorielle de la forme :

SHw =T, (3.10)

ou f £ [1,0]7. Le filtre WL solution de ce probléme est introduit et analysé dans [21]. On
I'appellera dans ce document beamformer MVDR;. Il est défini par

Wavpr, = R;'S[SHR;!S] . (3.11)
Gréce a l'interprétation GSC donnée au paragraphe 2.4.4 et puisque (s1,S2) € Span(g), ce filtre
peut aussi s’écrire sous la forme

WMVDR, = R;lg[gHRglg]_lf.

En conséquence, ce beamformer peut étre implémenté soit a partir des observations x(t), soit
a partir d'une référence bruit seul n(¢) si celle ci est accessible.

Il est a noter que pour un bruit total circulaire (C,, = O), wyypr, devient équivalent au
beamformer linéaire de Capon défini par (2.9).

Remarque 3. Si les deux contraintes (3.9) sont réduites a la premiére, la minimisation de
wHRzw sous cette unique contrainte devient catastrophique pour un signal utile rectiligne (|| =
1) puisque dans ce cas, le signal utile est quasiment supprimé par le beamformer. Néanmoins,
la minimisation de w”R;w sous l'unique méme contrainte, donne un autre beamformer, qui
ne traite pas le terme s(t)*w''sy donné par (3.7). Dans ce cas, cette minimisation peut générer
quelques problémes pour un signal utile circulaire au second ordre (v, = 0), puisque ce terme non
corrélé avec s(t) correspond ainsi a un terme d’interférence.

2Le terme "approché" est donné parce que cet SINR ne correspond pas toujours au vrai SINR.
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

A noter, du fait que ce beamformer n’exploite pas 'information contenue dans la propriété de
non circularité au second ordre du signal utile, il n’est pas destiné a effectuer de la suppression
d’interférences avec une seule antenne SAIC (Single Antenna Interference Cancellation) [28]
en présence d’un signal utile rectiligne et d’interférences rectilignes.

3.5.3 Beamformer WL WLSE,

Dans ce cas, la minimisation de la WLSE définie par (2.15) est généralisée sur le vecteur
d’observations étendu x(t). Donc, le probleme est de trouver un signal s(¢) qui minimise le
critére suivant :

WLSE:[s(t)] = [X(t) — S5(t)] "R ![X(t) — S3(1))]. (3.12)

Le vecteur étendu s(¢) qui minimise (3.12) sans aucune structure de contraintes est donné par :
S(t)min = [SHRgls]_lsHRgli(t).

Du fait que cette solution satisfait la relation $(¢)min = [5(t)min, s(t)%.]7. Le signal s(t) =

min]
$(t)min qui minimise (3.12) est donné par :
S(twise, = Wivpse, X(t) = £7[S"RS'S|TISH R R (1) = Wilypr, X (1),
qui, correspond finalement a la sortie de beamformer MVDR;.

3.5.4 Beamformer WL ML,

Pour pouvoir calculer le beamformer WL ML,, on reprend les hypothéses de dérivation du
critere ML données au paragraphe 2.4.7. Ainsi, le probleme est de trouver le signal s(¢) qui
maximise la vraisemblance définie par

Li[s(t)] = p(x(t); 5(t)), (3.13)

ol s(t) est un parameétre inconnu, la fonction densité de probabilité de x(¢) devient dans ce
cas [7] [76] :

p(x(t); s(t)) = ﬂ‘NDet(Rﬁ)_l/ZeXp[—%(i(t) — S5(t)"R; (x(t) - S3(1)))-

En conséquence, la maximisation de (3.13) est équivalente a la minimisation de (3.12), ainsi

o~ ~

S(t)mL, = W, X(t) = Wyypr, X(1),

qui correspond donc a la sortie du beamformer MVDR;.

3.6 Beamformer WL avec 7, connu

Dans cette partie, le coefficient de non circularité au second ordre du signal utile est connu.
En conséquence, les beamformers suivants exploitent simultanément la connaissance du
coefficient de non circularité du signal utile et des interférences. Parmi ces filtres optimausx,
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3.3.6 Beamformer WL avec -, connu

un nouveau beamformer appelé WL MVDR; 3est présenté et nous allons étudier en détails ses
propriétés et ses performances ainsi que diverses implémentations.

3.6.1 Décomposition orthogonale de s(¢)*

A la réception d’un signal utile s(¢) non circulaire au second ordre (y; # 0), s(t)* est corrélé
avec s(t). Il est alors possible de considérer que s(¢)* contient a la fois une composante du
signal utile s(¢) et une composante orthogonale qui peut étre vue comme une interférence
pour s(t). Pour ces signaux, la décomposition (3.7) en signal utile et bruit total utilisée au
paragraphe 3.5.1, n’est pas convenable.

Pour calculer la composante signal utile de s(¢)*, considérons I'espace de Hilbert des processus
aléatoires ayant une puissance moyenne finie et muni d’un produit scalaire (u(t),v(t)) £<
Eflu(t)v(t)*] >.

Soit la projection orthogonale de s(¢)* sur s(¢) avec le produit précédent. Il est facile de
montrer [21] que s(t)* s’écrit de la maniere suivante

s(t) = 75s(t) + (1= P2DIY28' (1), (3.14)
ot1, déduit du théoréme de projection orthogonale, s'(t) vérifie :

<E[st)s'(t)"]> = 0
< E[|s'(t)]"] >
Il est aussi facile de vérifier apres quelques manipulations élémentaires que :
< Els(t)s' ()] >= [ms(1 - [32])]/%.

L’expression (3.14) montre que pour une puissance d’entrée moyennée en temps du signal
utile 7, la puissance moyenne de la composante signal utile de s(¢)* est égale a  |v,|* et est
croissante avec |s|.

En particulier pour un signal utile rectiligne pour le récepteur (v, = %), s(t)* = 2% 5(¢) et
s(t)* correspond totalement au signal utile, tandis que pour un signal utile circulaire au second
ordre (ys = 0), s(t)* = /2 (t) et s(t)* correspond totalement a une interférence pour le
signal utile.

En utilisant (3.14) dans (3.1), on obtient

(1) = s(t) (81 +7782) + 8 ()[mo(1 — [32)]/%8 + 8(t) 2 (U8, + 1, (1), (3.15)
5 fis (1)

ou s, est le vecteur directionnel équivalent du signal utile dépendant de ~,, et n.,(t) est le
vecteur du bruit dit global. Ainsi, en remplacant (3.15) dans (3.7) on obtient finalement :

y(t) = wx(t) = s(t)ws, + w'n, (t). (3.16)

3.6.2 Beamformer WL MVDR,

Dans le paragraphe 3.5.2 nous avons présenté le beamformer MVDR;, ce dernier a été introduit
et analysé en détails dans [21]. Toutefois, malgré qu’il est plus performant que le beamformer

®Nouveau au sens MVDR proposé, mais il s’est avéré que ce beamformer est proportionnel au beamformer WL
MMSE [28]
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

de Capon pour des interférences non circulaires, ce beamformer reste sous optimal en présence
d’un signal utile non circulaire au second ordre, car il n’exploite pas sa propriété de non
circularité d’ordre deux. Pour remédier a cette limitation, on introduit un nouveau * filtre
optimal TI WL MVDR que 'on notera par la suite MVDRs.
De la décomposition (3.16), le beamformer WL MVDR optimal qui exploite la connaissance
de s et de ~;, correspond au filtre WL w qui minimise la puissance moyenne du bruit global
wR; w tel que Ry £< E[n, (t)n,(t)"] >, sous la contrainte suivante
wis, = 1. (3.17)

Ce beamformer nécessite la connaissance des parametre (s, ;) et correspond au filtre WL défini
par

~ ~Hp-1z -lp-lx

WMVDR, = [S7 R;L7 S4] Rﬁ7 S+, (3.18)

ou Ry, est la premiere matrice de covariance de n,(¢). En utilisant (3.15) cette matrice peut
se mettre sous la forme :
Ry = [m5(1 — [72))]8285 + R
Ty Ts Vs 252 n:

Aussi dans ce cas, en utilisant I'interprétation GSC donnée au paragraphe 2.4.4, le beamformer
MVDR;, peut s’écrire sous la forme

WMVDR, = [fSVgR%l’SVV]_lR%IfSVV.
Donc ce beamformer peut alors étre implémenté avec la connaissance de (s, vs) a partir de
I'observation x(¢) ou bien, dans le cas ot 74 est connu, a partir de la référence bruit seul n(t) si
celle ci est disponible.
En analysant (3.18), on constate que le beamformer MVDRy se réduit au beamformer de
Capon (2.9) quand le signal utile ainsi que le bruit global sont circulaires au second ordre
(vs = 0 et C, = 0). Aussi, pour un signal utile circulaire au second ordre (|ys] = 0) le
beamformer MVDR; correspond au beamformer MVDRj.
Dans le cas ou les parameétres (s,7;) sont connus, le beamformer MVDR; conserve I'intégralité
de la composante signal utile contenue dans I'observation x(¢) quelle que soit la non circularité
du signal utile, tandis qu’il minimise la composante interférence globale associée. Au contraire,
le beamformer MVDR;, qui requiert uniquement la connaissance de s, annule complétement
une partie de la composante signal utile en plus de celle de I'interférence globale, ceci quelque
soit la puissance d’entrée 7, ce qui est manifestement sous optimal.

3.6.3 Beamformer WL WLSE,

Par la connaissance des parametres (s,~s), la décomposition (3.15) meéne directement au
beamformer wywrsg, dont la sortie y(¢) correspond au signal s(¢f) qui minimise le critere
suivant :

WLSE;[s(t)] = [X(t) — s(t)’siy]Hjo [x(t) — s(t)s,]. (3.19)

La solution a cette minimisation standard est donnée par :

—

s()wrse, = WivLse,X(t) = [’svﬁlej'sTv]‘l“S’ngji(t) = Wirvpr,X (1), (3.20)

qui correspond finalement a la sortie du beamformer MVDR5.

1l s'est avéré que ce beamformer est colinéaire avec le beamformer WL MMSE, mais la nouveauté réside dans
I'analyse des performance en contexte non circulaire
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3.3.6 Beamformer WL avec -, connu

3.6.4 Beamformer WL MMSE

Le beamformer WL MMSE [77, 28] correspond au filtre WL w dont la sortie y(t) = wx(t)
minimise la MSE moyenne définie par :

MSE[w] =< E||s(t) — wx(t)]?] > . (3.21)
Il est facile de montrer que le filtre WL w qui minimise (3.21) est simplement donné par
Wwi—MuMsE = R 'rz (3.22)

ol rz , =< E[X(¢)s(t)*] >. Il est & noter que quand (x(¢), s(¢)) sont conjointement circulaires
au second ordre, wwr_nmsg est réduit au beamformer linéaire MMSE [77], donné par
I'expression (2.4.8). Dans des situations pratiques, r;, n'est pas connue a priori et doit
étre estimée a partir d’'une séquence d’apprentissage utilisant une approche d’estimation en
moindres carrés LS [28].

En utilisant (3.15) dans (3.22) on obtient finalement :

- s ,15 s Rl TsSy Rﬁ7 S~

WL-MMSE = 5 Sy = o i Ry 8y = peT— P
~ H N~ H

Rz, 1+m s R s,y 1+msif R sy

WMVDRQ? (323)

qui est aussi proportionnel au wyryvpr,-

3.6.5 Beamformer WL ML,

Le critere ML est dénué de sens dans le cas général d'un signal utile non circulaire au
second ordre, puisque la modélisation déterministe du signal utile génere une composante
déterministe dans les bruit global n.(¢), a I'exception pour un signal utile rectiligne (|ys| = 1)
pour lequel n, () = n(t) et Rz, = Ry.

Uniquement dans ce dernier cas précis, sous les hypothéses que s(t) est déterministe, v, = %%
est connu, n(t) est gaussien et non circulaire au second ordre et les matrices R, (t) =
En(t)n(t)?] et C,(t) £ En(t)n(t)”] ne dépendent pas de t, le probléme consiste alors a
trouver le signal s(¢) qui maximise la vraisemblance définie par 'expression (3.13).

Sous les hypothéses précédentes, le critere (3.13) sécrit [7] [76] :

Lafis(1)] = 7~ ¥ Det(Rz) ™ expl 5 [(R(1) — s(18,) "R (&) — 5(1)5,)].

cette maximisation est équivalente a la minimisation de (3.19) puisque R5 = Rj pour |vs| =

—

1. Elle génere un signal estimé s(t),,;, donné par

s(t)ur, = ﬁﬁLgi(t) = ‘%I\If[VDRzi(t)v

qui correspond a son tour a la sortie du beamformer MVDR5.

3.6.6 Beamformer WL au sens maximum du SINR

La distinction entre le signal utile et la partie bruit global dans la décomposition (3.16) est
maitenant évidente. En conséquence, pour v, connu, le SINR approché (3.8) devient le vrai
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

SINR et peut s’écrire
(3.24)

Les filtres WL w qui maximisent (3.24) sont appelés filtres adaptés spatiaux WL et sont
clairement donnés par

~ _1~

WSINR X Ry 'S+,

qui sont proportionnels & WyrypR, -

3.6.7 Beamformer WL annulateur de brouilleurs

De maniere équivalente que pour le cas du signal utile (3.14), j,(t)*peut s'écrire

Gp(8)" = pdn() + [mp(L = Py D2 (2) (3.25)

ol j,(t) représente la composante bruit orthogonale a j,(t), définie de la méme fagon que pour
le signal utile. En utilisant (3.4) et (3.25), le vecteur bruit total défini dans (3.15) s’écrit

P
iy (1) = /() m (1= ]380+ (303 + 3y Omp(1= 2DV 50) + 8 (0. (3:26)

p=1

Ol Jpy 2 Jpy + 2y avec gy, 2 (G51,07)7, 3, 2 (07 57
On déduit de cette décomposition que chaque interférence p non rectiligne (|v,| # 1), génere
deux interférences non corrélées dans le bruit global n,(¢) et donc dans x(t), tandis qu'une
interférence rectiligne p (|7,| = 1) génere uniquement une seule interférence dans n, (¢).
De la méme maniére, un signal utile non rectiligne (|ys| # 1) génére une seule interférence
dans n,(t), tandis qu'un signal utile rectiligne (|| = 1) n’en génere aucune dans n,(¢).
Dans le cas ou les vecteurs étendus des interférence (}pyfy,}pyg)p:17...7 p sont connus, un
beamformer WL spatial peut étre contraint d’annuler toutes ces composantes interférentes afin
d’estimer s(t) sans distorsion. Ce qui méne a un beamformer LCMV qui minimise w7 R; W sous
les contraintes suivantes °

wls =1, wils,=0 et (W), =w!j,, =0)p1..p. (3.27)
Le beamformer WL LCMV minimisant la puissance de sortie, qu'on notera IC (Interference
Canceller), peut étre calculé sans la connaissance des vecteurs (.-, jp.2)p—1....p [15], celui ci
peut aussi s’écrire sous la forme :

Wwi_1c = 7s(Rg — m2lon) 735,

3.7 FEtude du beamformer MVDR,

Nous avons présenté dans les paragraphes précédents les différent criteres de filtrage WL,
nous avons constaté qu’avec la connaissance de ~;, les beamformers associés aux critére sont
colinéaires au beamformer MVDRs. Ce dernier, basé sur la décomposition orthogonale (3.14),
tient compte de la propriété de non circularité au second ordre du signal utile ainsi que

°A noter que si les vecteurs directeurs étendus définis dans (3.27) sont linéairement indépendants, le nombre
de contraintes doit étre inférieur ou égal a 2N.

58
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celle des interférences. Dans ce paragraphe, nous allons étudier en détails les propriétés de
ce beamformer ainsi que ses performances en terme de SINR et de probabilité d’erreur et nous
terminerons par examiner quelques implémentations. Il est a noter que cette étude n’a jamais
été faite auparavant.

3.7.1 Capacité de traitement

En utilisant le modele de bruit (3.4) ainsi que (3.25) et (3.26), et notons P, et P, le nombre
d’interférences rectilignes et non rectilignes présentes dans X(¢) respectivement, tel que P, +
P, = P, le beamformer MVDR,, vérifiant I'unique contrainte (3.17) a donc 2N — 1 degrés de
liberté pour rejeter P, + 2P, +1 — §(1 — |v;|) interférences dans x(¢), ot §(.) est le symbole de
Kronecker. On déduit alors que le nombre maximal d’interférences P,,,, pouvant étre traitées
par le beamformer MVDR;, est

Pmaxzz(N_l) _Pnr+5(1_ "Ys’)

avec 0 < P, < Pz, cequidonne N — 1 < Pap < 2(N — 1) +0(1 — |7vs]).

En particulier, P,,,, est égale a N — 1 en 'absence d’interférences rectilignes et ceci quelle que
soit la non circularité du signal utile. Tandis que si toutes les interférences sont rectilignes,
Praz = 2(N — 1) pour un signal utile non rectiligne, et P,,,, = 2N — 1 pour un signal utile
rectiligne. Dans ces deux derniers cas, le mélange de sources est sous déterminé (P > N) et
donc le vecteur directionnel du signal utile doit étre estimé par une approche d’estimation de
DOA [17], ou par une technique d’identification aveugle [3].

Finalement, pour N = 1 et pour un signal utile non rectiligne, P,,,, = 0, tandis que pour
un signal utile et une interférence rectiligne, P,,,, = 1. Dans ce dernier cas, le beamformer
MVDR,, qui correspond au récepteur analysé dans [28], permet ainsi d’effectuer 'annulation
d’interférences avec une seule antenne (SAIC) contrairement au beamformer MVDR} .

3.7.2 Structure TI WL GSC équivalente

La structure équivalente TI WL GSC du beamformer MVDR;, est décrite dans la figure 3.1, ou
Wy = ||§ﬂ,||_2§7 est le filtre spatial linéaire invariant dans le temps tel que W, s, =1letdontla
sortie est yo(t) = Wy x(t). B est une matrice de blocage 2N x (2N — 1) de rang plein colonne
vérifiant B”S, = 0 et dont la sortie correspond au vecteur z(t) = B”X(t). Le vecteur w, est le
filtre spatial TI WL qui génére la sortie y,(t) = va z(t) et qui minimise la puissance moyenne
de la sortie y(t) = yo(t) — ya(t).

On remarque que pour un bruit total circulaire (C,, = O), cette structure WL GSC correspond
exactement au schéma fonctionnel linéaire décrit dans [51].

X(t) a | ) @ y()
Wy T

Ya(t)

[0

FIGURE 3.1 - Structure équivalente GSC du beamformer MVDR,
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3.7.3 Performances en SINR du beamformer MVDR,
3.7.3.1 Calcul du SINR en sortie

A partir de I'expression de la sortie y(¢) définie dans (3.16), le SINR représentant le rapport
entre la puissance moyenne de la composante signal utile et celle de la composante associée
du bruit global a la sortie d’un filtre arbitraire TI WL w est défini par

ms|whs, |2

SINR[W] = (3.28)

~H ~
W' R w

En utilisant w = wyjypr, défini par (3.18) et en remplacant dans (3.28), le SINR a la sortie du
beamformer MVDR; est donné par

SINRMvDR, = 758y R 'S, (3.29)

de méme, en utilisant w = wyyypgr, défini par (3.11), le SINR a la sortie du beamformer
MVDR; est donné par [21]

Ts

SINRuvDR, = FRTRIS (3.30)
ou f £ [1,0]T.
A partir de (3.3), R, ! est structurée sous la forme suivante
A D
-1
R-" = < D* A* ) (3.31)

ol A est une matrice hermitienne et D et une matrice complexe symétrique toutes deux de
dimension N x N, définies par [21] :

[1>

A 2 R,-CR'C ', (3.32)
D £ —AC R

En remplacant (3.31) dans (3.29) et (3.30), on obtient, apres quelques manipulations
élémentaires ;

s"Ds* + ’yssHAs\Q

SINRyvpR, = s | SAS (1 n |’ys|2> + 2R(y’sDs*) — a (3.33)
[715(1 - my?)} + sHAs
et )
yae ls"Ds
SINRMVDR1 =Ts |S As — W s (3.34)
tandis que le SINR a la sortie du beamformer Capon (2.8) est donné par [21]
SINR Capon = 587 R, 's. (3.35)
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3.3.7 Etude du beamformer MVDR,

3.7.3.2 SINR et MSE

En utilisant la décomposition (3.16) ainsi que les expressions générales (3.24) et (3.21) du
SINR et la MSE en sortie. Il est montré en annexe A.2.1 que la relation qui lie ces deux criteres
s’écrit de la forme

MSE[w] =7, | |1 — w5, )% + s, (3.36)

B 7 SINR[w] ) '
On voit clairement dans cette relation que le filtre w qui minimise MSE[w] sous la
contrainte ws, = 1 et aussi celui qui minimise SINR[w] sous la méme contrainte, qui

finalement correspond au beamformer MVDR5. Ce qui donne un sens physique particulier a la
décomposition (3.14) et au critere SINR.

Finalement, malgré que wwr,_nMsE €t WamvDR, soient colinéaires et donnent le méme SINR
en sortie, ils génerent différentes MSE. En effet, on montre annexe A.2.2 que

Ts

1 4+ SINRMVDR,

MSE[Wwr,_MMmsE] = (3.37)

tandis que
1 T

MSE[w == 3. ’
[ MVDRZ] Sﬂ[yj[]_:{%w1 Sy SINRMVDR2

qui est supérieure a la MSE[wwr,_nvse] et qui tend vers la MSE[wwr,—nvuvse] pour des valeurs
SINRMVDR2 > 1.

3.7.3.3 Analyse du SINR en sortie

Pour un type de sources donné, on peut facilement comparer les valeurs du SINR a la
sortie de chacun des beamformers MVDR,, MVDR; et de Capon sans aucun calcul particulier.
Effectivement tous ces beamformers minimisent la puissance moyenne a leurs sorties w// Rz w
mais sous différentes contraintes. Ces contraintes permettent d’écrire les inclusions suivantes

{(w = [wl, 08" wils = 1} ¢ {w; w5 = 1L et w5, = 0}  {w; wl's, = 1}.
En conséquence, le principe d’inclusion implique que nous avons toujours :
SINRcapon < SINRMyDR; < SINRMVDR,-

Contrairement aux SINRyyvpr, et SINRcapon, le SINRMyvDR, dépend de .

Nous allons donc examiner I'influence de 5 sur le SINRyvpr, (3.33), et pour cela, définissons
as 2 s'As, d, 2 s'"Ds* £ |d,| %4 et &1 £ g5 — 2¢bs.
Alors (3.33) devient :

_ a; "YS‘Q + ‘ds,2 + 2a; |ds| |vs| cos(P1)
—1
{775(1 - ‘78|2):| + as

SINRMyDR, = s |as(1+ [vs]%) + 2|ds] [7s| cos(®1)

(3.38)
Pour étudier cette influence de v, sur le SINRyypr,, distinguons les cas ds = 0 et ds # 0.

e Pour ds; = 0, soit pour s* appartenant au noyau de D (le cas ot le bruit total est circulaire au
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

second ordre C,, = O qui implique que D = O en est un cas particulier), nous avons

2
a? oA

[ = 1l®)] 4

SINRuMvDR, = s | as(1 + |vs]?) — : (3.39)

tandis que le SINRyypr, (3.34) est exactement égal au SINR a la sortie du beamformer de
Capon (3.35). Il est démontré en annexe A.1.1 que le SINRyypr, (3.39) est une fonction
strictement croissante de |vs|. Dans ce cas, la valeur minimale du SINRyypr, est obtenue
pour 7y, = 0 et correspond au SINRc,pon (3.35), tandis que la valeur maximale, obtenue pour
|7s| = 1, correspond au double de la valeur du SINRc,pon. Ainsi, on peut écrire, pour dy = 0

SINRcapon = SINRMvDR, < SINRMvDR, < 25INRcapon- (3.40)

e Pour ds # 0, soit pour s* n’appartenant pas au noyau de D et donc nécessairement le bruit
total est non circulaire au second ordre, I'étude de la variation du SINRy;ypr, en fonction de
|vs| devient plus complexe. Ainsi pour un signal utile circulaire au second ordre (ys = 0), le
SINRmvDR, devient indépendant de @4, et est donné par

ds|”

-1
s + ag

SINRAvDR, = 7T [as - (3.41)

qui a été donné pour la premiere fois dans [19], et qui est toujours supérieur a celui de (3.34),
et qui tend vers (3.34) pour de grandes valeurs de ;. On peut alors écrire, pour ds # 0 :

SINRCapon < SINRMVDRl < SINRMVDR2 [’}/S = 0].

Par contre pour un signal utile non circulaire (v # 0), il est démontré dans 'annexe A.1.2 que
le SINRyvDR, est une fonction croissante de cos(®;). Il est aussi démontré dans 'annexe A.1.3
que tant que cos(®;) > 0, le SINRyyvpR, est une fonction croissante de |v,|. Sa valeur minimale
est donnée pour vs = 0 par (3.41) et sa valeur maximale est donnée pour un signal utile
rectiligne (|| = 1) par

SINRMVDR2 = 27y [as + ‘d5| COS(CI)l)],

qui correspond au SINR a la sortie du récepteur optimal TI WL dans [28]. On peut donc écrire,
pour ds # 0 et cos(P1) > 0:

SINRCapon < SINRMvVDR,; < SINRMVDR,[Vs = 0] < SINRMvDR, < SINRMVDR,[|7s| = 1]
(3.42)
Mais pour cos(®;) < 0, il est démontré en annexe A.1.4 que le SINRyypr, n'est plus une
fonction monotone croissante de |vs| et plus précisément qu’il existe une valeur |y| de |vs]
(0 < |y] < 1) tel que le SINRyypr, est une fonction décroissante de |ys| pour 0 < |vs| < |7/,
puis une fonction croissante pour |y| < |vs| < 1. C’est le cas par exemple pour les parametres
suivants : 75 /ne = 10dB, 71 /n2 = 20dB, 05 = /3, 01 = w/2 et &1 = 7/15.
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3.3.7 Etude du beamformer MVDR,

3.7.3.4 Performances pour une seule interférence

En présence d’une seule source d’interférence P =1 on a
e oH s T
Ry, =mjiji +ml et C, = mimjii,

ainsi les SINR (3.35) et (3.34) a la sortie des beamformers de Capon et MVDR; respectivement
s’écrivent [20] :

€1
SINR Capon = € [1 e |a18|2] , (3.43)
2 2 2 4
SINRMVDR1 _ [/8 €1 ’,71’ ‘als‘ ] ’ (344)
wp
Hs
o s (ss) ! (J1 J1) )

olues = ——— et e = ———~ représentent chacun la somme, sur tous les capteurs, du

2 2
rapport entre la puissance du signal utile, respectivement de l'interférence, et celle du bruit

de fond par capteur, ot oy, tel que 0 < |ays| < 1, représente le coefficient de la corrélation
spatiale entre I'interférence et le signal utile, et défini par [63]

ji's
(#5,)1/2 (sHs) '/

alg = = |als’ eid)ls,

et tel que 5 £ [1 +e(2-— |a15|2) + e%(l — |’yl|2)(1 — |a13|2)] etw = [(1 + 61)2 - e%|71|2].
Aprés quelques manipulations algébriques fastidieuses mais directes, 'expression du SINR a la
sortie du beamformer MVDR, (3.33) devient

65!x3w(1-%|7d2)4-65(52-6f|ald4VHQ)(1-—\742)—2u%1!a142\vsH7q|0082¢

SINRMvDR, = 5 ;
w (w+ et = )
(3.45)
ol ® £ (¢ — ¢s — ¢15) est appelée phase différentielle entre le signal utile et linterférence et
1
qui est égale dans ce cas d’une seule interférence a ¢ = §(<I>1 + )

SINR.
En utilisant (3.43) et (3.45), le gain en SINR en sortie défini par G, = ﬂ, s’écrit de
SINRcapon
la forme
(L+ 1) | Bl + ) + € (82 = & lanal b l?) (1= [3s]?)~2wer s, ol I | cos 20
G, =

w(1+al=mP) (w+est - )
(3.46)

Nous allons maintenant examiner différents cas particuliers :

1. Cas d’un signal utile rectiligne |ys| =1 :
Pour un signal utile rectiligne et une forte interférence rectiligne (|7;| = 1 et e; > 1), le
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SINRMmvDR, devient
SINRMmvDR, ~ 265 (1 — |af,| cos?(4)) , (3.47)

tandis que les SINRcapon €t SINRyyvpR, sont donnés par
SINRcapon ~ €s(1—|aiy]), |oas| #1 (3.48)

‘> , Jaas| # 1, (3.49)

SINRMVDR1 X €y (1 — m
ces expressions montrent que le beamformer MVDRj, discrimine les sources par leurs directions
d’arrivées (N > 1) et aussi par leurs phases ce qui permet de faire de la suppression
d’interférences avec une seule antenne (SAIC), contrairement aux beamformers de Capon et
MVDR;, qui discriminent les sources uniquement par leurs directions d’arrivées (N > 1).

Pour un signal utile rectiligne et une interférence rectiligne de puissance quelconque, le
SINRMvDR, devient :

(1 + 261 — 61|O¢15‘2(COSQ(¢) + 1))
1+ 2¢

SINRMVDR2 = 2¢4

)

ce qui nous donne un gain G = SINRymvpr, /SINRyyvDR, de la forme :

2 [1+ 261 — er]ars|?(cos? (@) + 1)] [1 + €1 (2 — |aus[?)] .

G f—
(14 €e1(2 = |a14]?))? — €f|ous|*

Ainsi, dans le cas ou le signal utile et I'interférence ont la méme direction d’arrivée (a5 = 1),
ce gain s’écrit :
2 (14 e1(1—cos?(9))) (1+e€)

(1+2€) ’

donc, G =~ 1 pour cos(2¢) = lete > 1 et G ~ € (1 — cos(2¢)) pour cos(2¢) # 1 et
e1 > 1. En conséquence, pour un signal utile et une interférence rectilignes, les performances
en SINR du beamformer MVDR, sont largement supérieures a celle du beamformer MVDRj,
particulierement pour une forte interférence et une phase différentielle maximale (¢ = 7/2)
entre le signal utile et 'interférence ou G ~ 2¢; > 1. Pour différentes directions d’arrivées de
l'utile et de 'interférence o # 1 et pour €; > 1 ce gain devient :

G:

o o 2= lauPeo(9) + V] 2 Jau,?
2(1 — |ags]?) '

qui est une fonction croissante de |a,| dont la valeur minimale est G ~ 2 pour des signaux
utile et interférence orthogonaux (a5 = 0).

Pour un signal utile rectiligne et une forte interférence non rectiligne (|71 # 1 et ¢ > 1),
SINRMmvDR, = SINRcapon donné par 3.48, tandis que

SINRMvDR, = 26 (1 — |a1s]?)  pour |ags| # 1,

qui est le double du SINR a la sortie des beamformers de Capon et MVDR;, ceci est dii a
I'exploitation de la non circularité du signal utile par le beamformer MVDR;, et pour || = 1
et €1 > 1 cet SINR devient :

(1 = Il cos(20))
er(1—[mf?)

SINRMVDR2 ~ 265 pour |0415’ = 1,
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3.3.7 Etude du beamformer MVDR,

qui donne un gain G = SINRyvpr, /SINRMvDR, de la forme :

(1 — |l cos(29))

G=~2 pour |ags| = 1.
(L =1ml?) ’
2. Cas d’un signal utile non rectiligne |vs| # 1 :
Dans le cas d’un signal utile non rectiligne et une forte interférence rectiligne (|y;| = 1

et ¢, > 1), le SINRcapon et le SINRyyvpr, sont toujours donnés par (3.48) et (3.49)
respectivement, tandis que le SINRy1ypr, devient, pour un «; arbitraire :

(2 = Ja1s[?) (A + [5]) + 2e5(1 — Jaus[*) (1 = [72]) — 2|ans|*|7s| cos(2¢)
2+ 68(2 - ’als‘Q)(l - h/s|2)

SINRMVDR, & €s

En particulier pour un fort signal utile circulaire (|vs| = 0, €5 > 1), SINRyyvpr, ~ 1 pour
|ans| = 1, tandis que SINRymvDR, ~ SINRMyDR, pour |ags| # 1 donné par (3.49).

Dans le cas d’un signal utile non rectiligne et une forte interférence non rectiligne (|| # 1 et
€1 > 1), le SINRyvpr, = SINRcapon donné par (3.48), tandis que le SINRyrypr, est donné
pour |aqs| # 1 par :

2]
SINRMvVDR, &~ (1 + . SINR capon,
’ L+ es(1 = |vs?) (X — |es]?) e
dans ce cas, le SINRyvpR, est une fonction croissante de |v;|, variant du SINRcapon Obtenu
pour un signal utile circulaire (y; = 0) au double du SINRc,pon Obtenu pour un signal utile
rectiligne (|| = 1).

3. Autres cas particuliers

Pour un signal utile rectiligne (|ys] = 1) et une interférence circulaire (y; = 0), qu’elle
soit colinéaire (|ais| = 1) ou orthogonale (a;s = 0) au signal utile, le SINRyyvpr, est égal au
double du SINRcapon 0u du SINRyvpR, et ceci quelque soit la puissance de I'interférence, tel
que :

2¢
SINR = u our =1
MVDR2 1 T e , P ‘0413’ y
SINRM\/DR2 = 265, pour s = 0.

Pour un signal utile circulaire (75 = 0) et une forte interférence rectiligne colinéaire au signal
utile (|vs| = 1 et |a15| = 1) et pour (e5 > 1 et e; > 1), SINRyvpr, ~ 1.
Dans le cas ou il n’y a pas d’'interférence ¢; = 0 :

SINRMVDR2 = 265 = QSINRMVDR1 = QSINRCapon, pour |'Ys’ =1
SINRMVDR2 = €5 = SINRMVDRl = SINRCapon, pour s = 0.

3.7.3.5 [Illustrations

Afin d’illustrer les résultats précédents sur le gain en performances SINR du beamformer
MVDR;, par rapport aux beamformers de Capon et MVDR;, nous avons étudié par simulations
les variations du SINRyyvpr, pour plusieurs scénarios de réception.

On suppose qu'une antenne a deux capteurs espacés d'une demi longueur d’onde recoit
la contribution de deux sources dont un signal utile de coefficient de non circularité ~; et
une interférence de coefficient de non circularité ~; et d’un bruit blanc, gaussien, complexe
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

et circulaire au second ordre de puissance 7,. Les parametres de simulations sont tels que
%5 —10dB et =t = 20dB.

2 2

Les figures 3.2(a) et 3.2(b) montrent les variations du SINRyyvpr, en fonction de |v;| pour
respectivement cos(®;) > 0 et cos(®;) < 0 et ceci pour une interférence rectiligne et aussi
pour une interférence non rectiligne avec 6, = 7/3 et #; = 7/2. On voit bien sur ces figures
que quel que soit le scénario des sources, les performances du beamformer MVDR, sont
toujours supérieures a celles des beamformers de Capon et MVDR;. Il est a noter qu’il n’y a
pas de variations en SINR quand || varie pour les beamformers de Capon et MVDR;. Aussi,
on note que le SINRyyvpr, est une fonction croissante de |ys| pour cos(®;) > 0 et I'existence
d’une valeur 0 < |5 min| < 1, de |7ys|, qui minimise le SINRyrypr, pour cos(®q) < 0.

Les figures 3.3(a) et 3.3(b) montrent respectivement les variations du SINR (Capon, MVDR;
et MVDRy) et des gains SINRnvyvDR,/SINRcapon €t SINRyyvDR,/SINRcapon €n fonction de la
direction d’arrivée de l'interférence pour 6, = 0. On constate la croissance du SINR et du gain
du beamformer MVDR; avec la phase différentielle ®, ceci est dli a ’exploitation optimale
de la non circularité du signal utile par le beamformer MVDR;. Aussi, il est a noter que les
performances obtenues pour un signal utile BPSK sont meilleures que celles obtenues pour
un signal utile QPSK, tout en étant meilleures que celles obtenues a la sortie du beamformer
MVDR;.

Les figures 3.4(a) et 3.4(b) montrent respectivement les variations du SINR (MVDR;, MVDR5)
et du gain SINRyvpr,/SINRyyDR, pour un signal utile rectiligne en fonction du coefficient de
non circularité du de I'interférence || pour différentes valeurs de la phase différentielle ¢ et
de |a15|. On constate aussi les meilleures performances du beamformer MVDR;, par rapport a
celles du beamformer MVDR;.
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FIGURE 3.2 — (1) SINRMVDR2 avec v; = 1, (2) SINRMVDR2 avec |71| =0.9, (3) SINRMVDR1
avec |y1| = 1, (4) SINRmvpr, avec |yi| = 0.9, et (5) SINRcapon en fonction de || pour (a)
cos(®1) > 0 et (b) cos(Py) < 0.
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FIGURE 3.3 - (SINRCapon, SINRMVDRp SINRMVDR2) (a), (Gain MVDR;, Gain MVDRQ) (b) en
fonction de la DOA de l'interférence 6, pour utile BPSK et QPSK et interférence BPSK.
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FIGURE 3.4 — SINRMVDRp SINRMVDR2 (a), Gain=SINRMVDR2/SINRMVDR1 (b), en fonction du
coefficient de non circularité de I'interférence |v;| pour utile BPSK.
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3.7.4 Performances en taux d’erreur symbole SER du beamformer MVDR,

Le SER (Symbol Error Rate) est un critére déterminant pour ’évaluation des performances du
beamformer MVDR,. On se propose dans cette partie de calculer ce taux d’erreur uniquement
dans le cas de la réception de deux sources dont un signal utile et une interférence en présence
d’un bruit supposé gaussien complexe, centré, blanc spatialement et circulaire.

En supposant qu’il n’y a pas de résidu de porteuse pour le signal utile ainsi que pour
I'interférence, 'équation (2.2) du vecteur d’observations x(¢) devient de la forme

x(t) = s(t)s + m(t)j + b(t),

ol les enveloppes complexes s(t) et m(t) s'écrivent s(t) £ \/mse'®u(t) et m(t) = /mre'®1v(t)
tel que u(t) et v(t) représentent les symboles émis de 'utile et de l'interférence respectivement
(dépendant du type de modulation).

En utilisant (3.14) et (3.25), le vecteur des observations étendu x(t) s’écrit sous la forme

X(t) = s(t) (51 +7382) + ' (6) s (1 = y2D]/%82 + m(t) Gy +7132) + m/ ()[m (1= [12])]"/ %2 + ()
= 5(t)8, + ()], + ' (0)[ms (1 = [V2)]"/%82 + m (B)[m (1 = 2] 25e + B(). (3.50)

Nous allons étudier les performances en SER du beamformer MVDR;, pour différents types de
modulation des signaux regus, ainsi nous distinguons les cas suivants :

3.7.4.1 Cas ou le signal utile et I'interférence sont BPSK

Dans ce cas (|ys| = |y1| = 1) et les symboles émis u(t) € {+1,—1} et v(t) € {+1,—1} sont
équiprobables. Le vecteur d’observations étendu devient

X(t) = s(t)8, +m(t)j, + b(t). (3.51)

En utilisant (3.17) ainsi qu'en posant a = /7' et b £ ,/mei‘f’lel\H/IVDRZL, la sortie y(t) du
beamformer MVDR, s’écrit sous la forme

~H T, ~H
s(t) + m(t)Warypr,dy + Watvpr, P(2)

= u(t)a + v(t)b + Wirypr,b(t).

y(t)

Puisque le signal utile est BPSK donc de symboles réels, le récepteur optimal sous ’hypothése
que le bruit total est gaussien © est donné par la figure suivante

y(t) € C z(t) u(t) € {+1,-1}

R(a* x .) <0

FIGURE 3.5 — Récepteur sous optimal
En entrée du comparateur a seuil on a

2(t) = R[a*y(t)] = u(t)ms + v(B)R(a*b) + R(a* Wikypr,b(£)).

6Ce récepteur n'est donc pas optimal car le bruit total n’est pas gaussien en présence d’une interférence BPSK
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La décision se fera selon le signe de z(¢), si z(¢) > 0, on a u(¢) = 1 sinon u(t) = —1.

Pour calculer le SER posons : b’ £ R (a*b) et n’ 2 R(a*Wypypr,b(t)) donc 2(t) devient z(t) =
u(t)ms +v(E)b +n'.

Par symétrie, le SER est donné selon la probabilité d’erreur par

SER = p (u(t) = 1/u(t) = —1) = p(v(t)t/ +n’ > my)

1
=5 [p(n’ > 7y — V) +pn > 7 +b’)] .

Le SER peut ainsi s’exprimer sous la forme suivante

SER:%{QP@N§+¢E@]+Qb@ﬁ§—¢ﬁ@”g (3.52)

I
ol Q(u) £ Wor / e/ 2dv, SNR et INR représentent le rapport signal sur bruit et le rapport
u

interférence sur bruit respectivement a I'entrée z(¢).
o~ ; T
Pour |vs| = |y1| = 1, le filtre Wyvpr, est de la forme [w’, e=2¢=wH ",

b%:2¢?gﬁa%[awr¢0wﬂﬂ etyﬂzzvﬁg%Fﬂ%mﬂb@ﬂ.

et pour
-~ ~ I O ~ =~ (O I |
E@@mwﬁ:m<oI)aE@@wﬁj:m<Io>
on obtient
SNR = LQ?
2n2 [[w|
i(¢1_¢s) H s 2
INR — 2m1 [%(e 2W _])]
n2 [[w|

. . LT T

Nous constatons que le SNR et le INR sont respectivement proportionnels a — et ~L avec un
2 2

coefficient de proportionnalité qui dépend du scénario par I'intermédiaire de w, j, ¢ et ¢1. Ils

sont aussi égaux aux SNR et INR calculés dans [28] pour lequel le modeéle des signaux utilisé
est différent car la phase de non circularité ¢s du signal utile définie dans la section 2.3 est
incluse dans le vecteur directeur s.

3.7.4.2 Cas ou le signal utile est BPSK et I'interférence est QPSK

Dans ce cas |ys| = 1, 71 = 0, les symboles recus u(t) € {+1,—1} et v(t) € {—1,+1, —i,+i} sont
équiprobables. Le vecteur des observations étendu (3.50) devient

X(t) = s(t)8, + m(t)j; + m(t)*jy + b(t).
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Toujours en utilisant (3.17) et en posant a 2 /mees, b 2 \/m e Wiypp,d; et ¢ 2
\ /7rle*i¢’1\7vﬁvDR2 jo, la sortie y(t) du beamformer MVDRyvpR, S’écrit alors sous la forme

0 ~ .y - v H & ~H
y(t) = s(t)WyrypRr,Sy + M(E)Wyrypr,Jd1 + m(t) " Wyrypr,Ja + Warvpr, b(t)

= u(t)a + v(t)b+ v(t)"c + Witypr,b(t)

Comme dans le cas 3.7.4.1, le signal utile est BPSK de symboles réels, le récepteur optimal sous
’hypothése que le bruit total est gaussien 7 est donné par la figure 3.5.
En entrée du comparateur a seuil on a :

2(t) = R[a"y(1)] = u()m, + Rv(£)a"d) + R(v(t) a"e) + R(a"Witypr,b(t)).

Comme dans le cas précédent, la décision se fera selon le signe de z(t). Pour calculer le SER
posons : b £ a*b, ¢ £ a*c et n' £ R(a*Wyypp,b(t)), on aura donc z(t) de la forme

2(t) = u(t)ms + Rw)) + R(v(t)* ) +n'.
Par symétrie, le SER est donné selon la probabilité d’erreur par
SER = p (@(t) = 1/u(t) = —1) = p(n’ > m, — R(E) — R(u()*e)
= Lo > my R - R + 2o > 7w+ REY) + R())

4 4
+ ip(n' > s+ R(ib') — R(id)) + ip(n’ > s — R(iV') + R(id)).

Le SER peut ainsi s’exprimer sous la forme suivante

SER =—Q(JST JH\T{l)+ 7Q (VSNR + VINE; )

+— Q(\/STwL\/Il\IiR)—F Q(x/sT VINE; ), (3.53)
ou
A T 27
T V) T, Iwall? 4 e[+ 23 (c#26-wi w)
g, 2 RO)EREP 2w RO w) + R (o]
Var(r) o |[[wa” + [[wa > 4 28 (2] wo) |
R, & RO RGP 2m [R (e wll) - R (e reowdi)]

Var(n') 72 [HW1||2 + ||W2H2 + 2R (ei2¢SWTW2)}

. . ~ T : . o
oll W\vpR, est structuré de la forme w = [w{, w3 ], la puissance Var(n') du bruit gaussien a
la sortie z(t) est donnée par :

Var(n') = 122 3”2 [Hw 12+ [[wa? +2§R< 12¢sw{w2)] (3.54)

7Ce récepteur n’est donc pas optimal car le bruit total n’est pas gaussien en présence d’une interférence QPSK
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3.3.7 Etude du beamformer MVDR,

. . N s
Nous constatons que le SNR et (INR;, INRy) sont respectivement proportionnels & —> et uE
2 "2
avec un coefficient de proportionnalité qui dépend du scénario par a travers w, j, ¢ et ¢;.

3.7.4.3 Cas ou le signal utile est QPSK et I'interférence est BPSK
Dans ce cas 75 = 0 et |y| = 1, les symboles recus u(t) € {—1,+1, —i,+i} et v(t) € {—1,+1}
sont équiprobables. Le vecteur des observations étendu (3.50) devient

X(t) = s(t)81 + s(t)'S2 +m(t)j, + b(t).

En utilisant (3.17) et en posant a £ \/7.e®s, b £ | /e " Wiiypp,S2, ¢ 2 ﬁ/ﬂleid’lel\H/IVDRj,y,
la sortie y(¢) du beamformer MVDRy\vpR, S’écrit alors sous la forme

y(t) = u(t)a + u*(t)b + v(t)e + Wirypr,b(t)- (3.55)

Le signal utile étant QPSK donc de symboles complexes conjugués, le récepteur optimal sous
Ihypothése que le bruit total est gaussien & est donné par le schéma suivant

y(t) e C z(t) . u(t) € {=1, i}
a® x. comparateur a seuil complexe

FIGURE 3.6 — Récepteur sous optimal

En entrée du comparateur a seuil :

z(t) = a*y(t) = msu(t) + u(t)*a*b + v(t)a™c + a*VvﬁVDRZb(t).

La décision se fera selon 'appartenance de z(¢) a un des quatre cadrans du plan complexe
(x = R,y = ) délimités par les bissectrices des axes imaginaire et réel. Pour calculer le SER

posons : b £ —a*b+ a*c, ¢ £ —a*b— a*c et n' £ a*Wyyypp,b(t), ainsi par symétrie le SER est
donné selon la probabilité d’erreur par

SER = p ((t) # —1/u(t) = 1)

1 1
— 5p[(—ws +b0 +n)e Al + 5])[(—71’5 +c +n') e A

ol A désigne la partie complémentaire d’'un quart de plan complexe selon la figure 3.7.

FIGURE 3.7 — Plan complexe

8Ce récepteur n’est donc pas optimal car le bruit total n’est pas gaussien en présence d’une interférence BPSK
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Chapitre 3. Beamforming linéaire au sens large WL

!/

Remarquons qu’ici, n’ est une variable aléatoire complexe, gaussienne, centrée mais non

circulaire tel que

2 ~H ~~H\~
(") = mWivor, BER ) Wavor, = mone ([wil” + wa?)

) ~ H =T 12605 o H o
E(n") = mWyypr, EMA )Wyypg, = 27mm2e Powi'wi,
ud W t structuré de la forme w = [w?, w¥]"
ol dans ce cas, Wyivpr, est structuré de la forme w = [w] ,wl]".
Par suite le calcul du SER ne peut étre évalué a I'aide de la fonction d’erreur Q. Par contre il
peut étre évalué en utilisant 'expression générale de la densité de probabilité d'une variable
aléatoire complexe, gaussienne, centrée et scalaire z, définie par[76]

1
- 1 ——zfc 'z

p(z;C) = ———=e 2 , (3.56)

TV det C

[wi? + [lwa|® 2e”2¢-wiiwy )
2e 20 wiwy [wi|® + [lwa?.
En utilisant la densité de probabilité (3.56), le SER peut ainsi étre donné par

N z .= .=
ouz= (z*) et la matrice C s’écrit C = w19 <

SER =  [Q/(81,0) + Q(4:,0) (3.57)

oll Q'(A;,C) & // p(z;C)dxdy, i = 1,2 tel que Ay et Ay désignent les domaines du plan
A

complexe : {z;z+ a1 € A} et {z;2 + as € A} respectivement, ol

v & —mg b A — mee 2P wilst 1 /rg/m [ U= )Wl j 1 =i Pr1H0s)ywllj }
ay B —mtd B —mg — e 20 wllst — mo/m [ 1=t )wllj 4 e~ (¢1+¢S)w§j*]

3.7.4.4 TIllustrations

Nous supposons qu'une antenne a N = 2 capteurs, recoit un signal utile et une interférence de
coefficients de non circularité ~4 et ; respectivement, noyés dans un bruit blanc, gaussien,
circulaire au second ordre tel que 71 /1 = 20dB.

Nous allons considérer les trois cas présentés dans les paragraphes précédents, en représentant
le SER du beamformer MVDR, et du beamformer MVDR1 A.3 en fonction du rapport s /12
pour différentes valeurs de la phase différentielle ® £ ¢; — ¢, — ¢1,. Les figures suivantes
montrent les variations du SER théorique ainsi du SER estimé par simulation (avec 1000
erreurs observées).

La figure 3.8 donne les variations du SER théorique et estimé en fonction de 7, /72 pour une
signal utile BPSK et une interférence BPSK. On voit bien que le SER a la sortie du beamformer
MVDR; est plus grand que celui a la sortie du beamformer MVDR,, ceci est accompagné d'un
gain en SNR d’environs 5dB. Ce qui confirme les meilleurs performances du beamformer
MVDR; en SINR.

La figure 3.9 montre les variations du SER théorique et estimé en fonction de /72 pour un
signal utile BPSK et une interférence QPSK. Il est a noter que les performances en SER du
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3.3.7 Etude du beamformer MVDR,

beamformer MVDR; sont meilleurs que celles du beamformer MVDR; illustrées par un gain en
SNR par rapport au Capon de 3dB pour une taux d’erreur donné alors que le gain en SINR est
aussi de 3dB.

La figure 3.10 montre les variations du SER théorique et estimé en fonction de w4/n, pour
un signal utile QPSK et une interférence BPSK ?. On remarque que les performances en SER
des deux beamformers MVDR; et MVDR; sont trés proches mais restent meilleures que celles
a la sortie du beamformer de Capon avec un gain en SNR d’environs 1.5dB par rapport au
beamformer de Capon pour une taux d’erreur donné.

Les SER en sorties des beamformers MVDR; et MVDR,, sont trés proches car selon la figure 3.3,
les SINR en sortie de ces deux beamformers sont aussi tres proches. Les SER restent proches
malgré le fait que, pour des DOAs identiques entre I'utile et I'interférence, on observe une
différence en SINR d’environs 10dB a la sortie de ces deux beamformers, ceci s’explique par le
fait que ces SINR restent faibles (0db et —10d B respectivement).

Par contre pour les applications en détection (présence ou absence d’une séquence connue de K
symboles), les SINR en sortie du détecteur (sous I’hypothése faussement gaussienne circulaire)
appliqués sur les sorties y(k7T') des beamformers MVDR; et MVDR, seront respectivement
multipliés par K ou simplement une fonction croissante de k. Donc pour le scénario précédent
ol les DOA sont identiques, la différence de 10dB en SINR entre les beamformers MVDR; et
MVDR;, est pratiquement préservée mais cette fois ci ces SINR sont élevés. Afin d’illustrer ces
performances en détection, nous avons simulé par des réalisations Monte Carlo la probabilité
de détection (PD) en fonction du SNR (74/72) en entrée du beamformer avec une probabilité
de fausse alarme (PFA) fixé pour un signal utile QPSK et une interférence BPSK. Ainsi, on
considére une trame de radio communication dans laquelle une séquence d’apprentissage QPSK
de longueur K = 100 est transmise. La figure 3.11 est obtenue avec 100000 réalisations pour
des DOA identiques 0; = 05 = 0 et 1 /12 = 20dB. Cette figure montre que les performances en
détection du beamformer MVDR; sont bien meilleures que celles du beamformer MVDR;. Ceci
est dii a l'utilisation par le beamformer MVDR; de I'information de non circularité contenue
dans le signal utile, le schéma fonctionnel de détection est donné en annexe A.4.

Dans cette partie, on a utilisé une approche numérique pour approximer la fonction Q' dans (3.57)
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10 T T T
- — — Capon, MVDR,

MVDR,
%  Similation MVDR2

SER

n/n, (dB)

FIGURE 3.8 — SER théorique et estimé pour un signal utile BPSK et une interférence BPSK en
fonction de 7, /72 pour 71 /ne = 20dB, ¢s =0, ¢1 = /4, 0s =0et 0 = w/3.

10 T T T T

- — -Capon, MVDR,
K : : —— MVDR,
% Simulation MVDR2

SER

-2 0 2 4

6 8
n/n, (dB)

FIGURE 3.9 — SER théorique et estimé pour un signal utile BPSK et une interférence QPSK en
fonction de 7, /1o pour 71 /ny = 20dB, ¢s =0, ¢1 = 7/4, 0, =0et ; = 7/3.
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T

T T

- = -Capon
—— MVDR,, MVDR,

% Simulation MVDR2

ns/nz

14 16

FIGURE 3.10 — SER théorique et estimé pour un signal utile QPSK et une interférence BPSK en
fonction de 7, /n2 pour 71 /ne = 20dB, ¢s =0, ¢1 = 7/4, 05 =0 et §; = 7 /6.

Probabilité de detection (PD)

N
o

N
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’ —4— MVDR,
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FIGURE 3.11 — Probabilité de détection simulée (100000 réalisations, PFA=0.001) en fonction
de 7, /n pour 7y /ny = 20dB, ¢s =0, ¢1 = 7/4, 0, =0etf; =0.
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3.7.5 Mise en ceuvre du beamformer MVDR,

Dans des situations réelles, des informations sur le signal utile peuvent étre inconnues
comme sa direction d’arrivée et sa modulation, ce qui méne a des traitements adaptatifs
pour l'implantation du beamformer MVDR,. Dans cette partie, selon la connaissance du
vecteur directionnel s.,, nous distinguons plusieurs implantations possibles pour le beamformer
MVDRs.

3.7.5.1 Cas ou s, est connu

Lorsque le vecteur s, est connu, c’est a dire que la direction ainsi que le degré de non circularité
du signal utile sont connus, il ne nous reste qu’a estimer la matrice ﬁg pour construire \?VMVDRQ.
Ainsi, nous utilisons une extension WL de I'algorithme d’inversion de la matrice des échantillons
SMI (Sample Matrix Inversion) [81]. Cette approche consiste a estimer empiriquement les
matrices de corrélation R, et R; a partir de respectivement, K échantillons des vecteurs
d’observations x(kT.) et X(kT.) ou T, est la période d’échantillonnage. On obtient alors :

K

R, 2 %Zx(k:Te)x(kTe)H (3.58)
k=1

~ L1 K _ I

R; 2 EZx(kTe)x(kTe) . (3.59)
k=1

En suite on estime Wcapon, WaMvDR, €t WMvDR, Par respectivement Weapon, WMvDR, €8 WMVDR,
qui sont donnés par

o~ S P
W Capon £ [SHRI S] lRw S (3.60)
wavpr, 2 R;'S[SPR;'S]'f (3.61)
= el a1
WMVDR, = [Sff R; 5, 'R; s, (3.62)

Les SINR aux sorties des beamformers Wcapon €t WavDR, , SONt respectivement donnés par

s ‘wgapons ‘ 2

SINR[Wcapon| (K) £ = 2 (3.63)
e WgapoanWCapon
Wty o, 5
= Ts|W S
SINR[WMVDR,(no12)(K) £ —fo—rre i — (3.64)
WAVDR, Rit, WMVDR,,

3.7.5.2 Cas ou s et 7 sont inconnus
Séquence d’apprentissage
Supposons dans ce cas, que nous disposons d’'une séquence d’apprentissage de longueur K,

{s(kTs)},_, x connue du récepteur. Alors, le vecteur directionnel s, peut étre estimé comme
solution de la minimisation des moindres carrés suivante :

K
1 ~ -
Arg Mlng’ygg Hx(k:Ts)—s(kTS)SAY”2 :
k=1
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dont la solution de cette équation est donnée par :

~
~ ~ 1

Sy =Ty Iz s,

N 1 N 1 ~ .
ours = ? Zszl |s(kTs)|2 et rzs = ? Z?:l X(kTs)s(kTs) .
L’estimée du filtre wyrvpr, est alors w donnée par:

oH ~—12

= ~—1
W = [S,y R;E S’y]_le

S, (3.65)

. . S e = =—1 ., .=
qui est proportionnel a I'estimé usuel MMSE wyivse = R; T . Le SINR estimé en sortie w
est alors donné par I'expression (3.64).

Technique d’identification aveugle E-JADE

Nous proposons d’utiliser une technique d’identification aveugle afin d’estimer directement le
vecteur s, & une ambigiiité de source prés 1.

Dans le but d’estimer le vecteur s, a partir de K vecteurs d’observations étendus X(k7),
nous avons utilisé une extension WL de l'algorithme JADE introduit dans [15]. Dans ce
chapitre, cette extension est appelée E-JADE (Extended Joint Approximate Diagonalization of
Eigenmatrices) et un descriptif de cette extension est donné dans I'annexe A.5.

Une fois le vecteur s, est estimé par E-JADE, on obtient un filtre estimé wyrvpr, correspondant
est de la méme forme que celui donné par 'expression (3.65). Le SINR estimé est donné par la
relation (3.64).

Remarque 4. A noter que cette approche exige que les différentes sources équivalentes du modele
étendu soient indépendantes. Par suite cette approche n’est théoriquement valide que dans le cas
d’un signal utile BPSK et d’interférences BPSK.

Elle exige aussi que le nombre M de ces sources équivalentes indépendantes soit connu'!.

3.7.5.3 Cas ou s est connu et v, est inconnu

Dans ce cas, on dispose uniquement du vecteur direction d’arrivée du signal utile s sans
aucune connaissance a priori sur sa forme d’onde et donc de son coefficient de non circularité
~s. Nous avons tenté deux autres approches (empirique et d’analyse spatiale) qui consistent a
estimer d’abords ~,, puis de calculer le vecteur s, correspondant.

Approche empirique

Cette approche est basée sur 'hypothese que le SINR a la sortie du beamformer Capon ou
MVDR; est grand devant 1. Ainsi -, peut étre estimé a partir de la sortie y(¢) du beamformer
de Capon ou du beamformer MVDR; calculés en exploitant la connaissance de s. Ainsi 'estimée
de v, sera donnée par

5 Zé{zl y(kTe)Q.
Sy (kT

°Dans cette partie, une connaissance a priori doit étre disponible pour lever I'ambigiiité entre les différents
vecteurs s, estimés par 'algorithme JADE.

"1e nombre de sources équivalentes M dépend de la non circularité des sources réelles tel que M = P, 4+ 2P, +
2 — (1 — |vs]), ou P et Py, représentent respectivement le nombre d’interférences rectilignes et non rectilignes
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Apres simulations on s’apercoit que le SINR a la sortie du beamformer MVDR; converge en
fonction du nombre d’échantillons K au mieux vers celui a la sortie du beamformer MVDR; ce
qui rend cette approche inutile.

Pour résoudre ce probleme d’estimation de 5, nous avons tenté une autre approche dite
d’analyse spatiale.

Approche d’analyse spatiale de Capon

Cette approche consiste a estimer v, a partir de la valeur 75 qui maximise la fonction de
. . . e .. . . . . ~ H~
localisation issue de la minimisation de la puissance de sortie sous la contrainte w''s, = 1.

Ainsi, sous la contrainte :

Ming, {VNVHﬁgW}, (3.66)

a comme solution w = [55 ﬁglgv]_lf{;l%, qui injecté dans (3.66) nous donne la fonction de
1

. . ~Ha—1o —
localisation s, R; ‘s, . On aura donc

~ 1
Vs = Arg Maxvﬁ s
s, R; s,

v Xr
ou l/igg est définie par (3.59). Cette fonction de localisation peut s’écrire sous forme de I'inverse
d’'une forme quadratique a ]75\2 + byE 4+ b*ys + ¢, ol a et ¢ sont réels, b est complexe. Ainsi, le

minimum est donné pour
. —=b

Vs = ——-
a

Il est apparu que cet estimateur 75 est asymptotiquement biaisé. Par exemple, en I'absence de
brouilleurs et en statistiques exactes on a

2
~ _ s

Tomtmlls)®

De plus, apres calculs numériques, on s’apercoit que pour un seul brouilleur, le SINR (3.64)
associé converge vers le SINR donné par le beamformer MVDR; quand K tend vers I'infini, ce
qui rend aussi cette approche non exploitable.

Remarque 5. Une approche sous espace n’est pas exploitable y compris si nous connaissons la
dimension M = P, 4+ 2P, +2 — 6(1 — |ys|) < 2N du sous espace des signaux, car le sous espace
engendré par le signal utile est généré par s et so qui ne dépendent pas de ~s.

3.7.5.4 Simulations

Afin d’illustrer la mise en ceuvre du beamformer MVDR5, nous avons effectué des simulations
pour analyser sa convergence en SINR. Ainsi, pour une antenne constituée de N = 2
capteurs, espacés d'une demi longueur d’onde, qui recgoit un signal utile corrompu par la
contribution d’un signal interférence et d’un bruit blanc gaussien circulaire au second ordre,
I réalisations indépendantes sont effectuées et permettant de calculer une moyenne des
SINR correspondants. Ainsi, les figures suivantes sont toutes données pour I = 500 réalisations.
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A noter que nous avons utilisé I'algorithme E-JADE avec différents parameétres d’entrée, ainsi
introduisons la notation E-JADE(M) pour M sources équivalentes. Les résultats sont obtenus
pour : 7g/ny = 10dB, w1 /n2 = 20db, 05 = 0, 61 = w/4 et p1 = ¢s = 7/4.

La figure 3.12 donne les variations du SINR a la sortie des filtres estimés décrits dans le
paragraphe 3.7.5 en fonction du nombre d’échantillons K pour un signal utile BPSK et une
interférence BPSK. On note que les trois filtres convergent rapidement mais avec différentes
vitesses tel que la méthode WL-SMI est moins rapide que les autres. Cette figure confirme la
validité de la méthode E-JADE(2) pour un signal utile BPSK et une interférence BPSK.

Pour un signal utile BPSK et une interférence QPSK, nous constatons sur la figure 3.13, que
les techniques WL-SMI et séquence d’apprentissage convergent rapidement avec quasiment
la méme vitesse que dans le cas ou l'interférence est BPSK. La technique E-JADE(3) continue
a estimer correctement le vecteur s, malgré que les deux sources équivalentes générées
par l'interférence QPSK ne soient pas indépendantes. Par contre, si on utilise dans ce cas
E-JADE(2), on aura divergence et le vecteur s., ne pourra étre estimé.

Les figures 3.14 et 3.15 nous montrent, pour un signal utile BPSK et quelque soit la
non circularité de linterférence, que méme lorsque le nombre d’échantillons est petit, le
SINRyvDR, estimé reste supérieur aux SINR estimés a la sortie des beamformers estimés
Capon et MVDR;.

Aussi dans la figure 3.16, le SINRyvpgr, estimé est toujours supérieur a celui des autres
beamformers malgré que le SINRyyvpgr, estimé soit inférieur au SINR a la sortie du
beamformer de Capon estimé. Pour un signal utile QPSK et une interférence QPSK,
les trois beamformers sont égaux théoriquement, ainsi on voit bien dans la figure 3.17
que les SINR estimés correspondants sont trés proches quelque soit le nombre d’échantillons K.

Remarque 6. On remarque que les beamformers MVDR; et MVDRs convergent plus lentement que
le beamformer de Capon. Ce comportement est suggéré par le résultat suivant [81] :

K+2—NSINR7

EISINR] = ==

ou N est la dimension des observations x(t). Ce résultat est fourni dans le cas du beamformer de
Capon sous les hypothése d’absence de brouilleurs et de signaux gaussiens. Par suite la vitesse de
convergence du SINR est une fonction décroissante de cette dimension N et les beamformers MVDR,
et MVDRs, d’observations x(t) de dimension 2N convergent plus lentement que le beamformer de
Capon .
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3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, quelques concepts possibles de beamforming linéaire au sens large
associés aux plus importants criteres d’optimisation au second ordre ont été présentés
pour la réception dun signal inconnu, dont la forme donde est inconnue, mais
dont le vecteur directionnel est connu, corrompue par bruit total potentiellement
non circulaire. Ces beamformers WL ont été répartis en deux groupes, en fonction de
la connaissance a priori ou non du coefficient de non circularité au second ordre du signal utile.

Il a été démontré dans ce chapitre que tous ces beamformers WL introduits se ramenent
essentiellement a deux beamformers MVDR WL, qui ne requierent aucune information a priori
sur les interférences et se trouvent étre particulierement bien adaptés pour le contrdle de
spectre ou I'écoute passive dans des contextes non circulaires. Le premier beamformer a été
récemment introduit et étudié dans [21], il s’avere étre toujours meilleur que le beamformer
de Capon en présence d’interférences non circulaires mais demeure sous-optimal pour un
signal utile non circulaire. Le deuxiéeme beamformer correspond au beamformer MVDR; qui
est colinéaire avec le beamformer WL MMSE. Dans ce chapitre, nous avons introduit une
analyse des performances dans un contexte non circulaire.

Ce récepteur MVDR WL invariant dans le temps a été introduit pour traiter la réception
d’'un signal inconnu potentiellement non circulaire, dont la forme d’onde est inconnue
mais de vecteur directeur directionnel connu, et est corrompu par des interférences aussi
potentiellement non circulaires. Ce récepteur, basé sur une décomposition orthogonale
originale, exploite la non circularité du signal utile et des interférences a la différence du
récepteur MVDR introduit dans [21] qui exploite uniquement celle des interférences.

A travers une étude de performances, il a été démontré que ce beamformer est meilleur que
le beamformer de Capon et celui introduit dans [21] en présence de signaux non circulaires.
En effet, 'analyse de performances en SINR en sortie pour un signal utile non circulaire
et en présence d'une ou deux interférences non circulaires au second ordre montre une
augmentation des performances en gain par-rapport au premier beamformer notamment
lorsque le coefficient de non circularité au second ordre du signal utile, de la diversité de
phase et le nombre d’interférences non circulaires augmentent. Cette amélioration de gain est
confirmée par l'analyse en taux d’erreur symbole (SER). En outre, ce beamformer est capable
de de traiter, a partir d'une antenne a N capteurs, jusqu'a 2N — 1 interférences rectilignes en
présence d’'un signal utile rectiligne tandis que le récepteur introduit dans [21] n’en traite
que 2(N — 1). Ceci permet a ce beamformer de faire du SAIC (Single Antenna Interference
Cancellation) pour N = 1.

Bien que ce beamformer ne requiert aucune information a priori sur les interférences, il
nécessite la connaissance ou I'estimation préalable du coefficient de non circularité du signal
d’intérét. Nous avons présenté plusieurs mises en ceuvres, dans lesquelles nous avons tenté
d’estimer ce coefficient de non circularité a s connu, ou le vecteur étendu s, sans information
a priori. Il s’est avéré que cela n’est possible que dans le seul cas ou les signaux (utile et
interférences) sont BPSK a travers une technique d’identification aveugle.

Notons par ailleurs que le filtre de ce beamformer MVDR, étant proportionnel a celui du
beamformer MMSE, ce beamformer n’est pas vraiment nouveau. Par contre, celui-ci présente
un intérét certain dans le cas particulier évoqué plus haut, car ce beamformer WL. MMSE
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nécessite la connaissance de la puissance du signal utile en plus de son coefficient de non
circularité.

Néanmoins, ce beamformer devient sous-optimal pour des signaux de distributions non
gaussiennes omniprésents en radiocommunications, vu qu’il n’exploite que les statistique
d’ordre deux et ne fait pas appel a un traitement non linéaire et aux statistiques d’ordres
supérieurs. Pour surmonter cette limitation, nous présenterons dans le chapitre 4 des récepteur
non linéaires GSC et MVDR de Volterra permettant de traiter les signaux non gaussiens.
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Chapitre 4

Beamforming non linéaires GSC et
MVDR de Volterra

Sommaire
4.1 Introduction . .. ... ... ... i 87
4.2 Intérét des récepteurs non linéaires . . . . . . ... ... ... ... ..., 89
4.3 Hypotheses et formulation du probleme . .. ................ 89
4.4 Récepteurs MVDRITdeVolterra . . . . . . . .. o v v i v v vt v v v v 91
4.5 Interprétation GSC de Volterra a structure compléte . . . ......... 98
4.6 Illustrations et simulations par ordinateur . . . . ... ... ........ 104
4.7 Extension aux critéres maximum de SINR et MMSE . . . . . ........ 115
4.8 Conclusion . ... ... ... e 119

4.1 Introduction

La plupart des problématiques rencontrées en traitement d’antennes consistent essentiellement
a trouver un filtre complexe dont la sortie optimise un certain critére dans le but de mieux
restituer un signal d’intérét. Pour des signaux gaussiens stationnaires, les filtres linéaires sont
largement utilisés comme vu au chapitre 2 et dans [97] et [95]. Par la suite, dans le chapitre 2,
nous avons vu qu’en présence de signaux gaussiens non stationnaires, alors potentiellement
non circulaires, ces filtres linéaires ne sont plus optimaux et deviennent linéaires au sens
large (widely linéaires WL). Ces filtres WL sont alors optimaux grice a I'exploitation d’une
potentielle non circularité [23, 21, 24, 28]. Néanmoins, ces filtres deviennent sous-optimaux
en présence de signaux de distributions non gaussiennes car ils n’exploitent pas la non
gaussianité potentielle de ces signaux qui sont omniprésents en radiocommunications. A notre
connaissance, ’exploitation de cette non gaussianité pour des applications de beamforming a
travers une implémentation non linéaire du beamformer MVDR n’a été que rarement étudiée.
Comme par exemple dans [31] et [6] a travers I'utilisation d’une classe particuliere de filtres
non linéaires, en 'occurrence les filtres de Volterra.

Les filtres de Volterra [83] ont été longuement étudiés en traitement du signal notamment
sous leur forme réelle dans les applications de détection et estimation [79, 80], d’identification
de systemes [58], d’annulation d’écho [2, 52] et d’égalisation non linéaire du canal [5, 61, 71].
Cependant, les articles concernant I'utilisation des filtres de Volterra sous leur forme
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complexe sont rares en traitement du signal et spécialement en traitement d’antennes.
Souvent, ces rares articles portent sur des problemes de détection et d’estimation. Parmi ces
travaux, on peut citer [26], qui considere les filtres complexes linéaires quadratiques pour
la détection, [25, 27], qui traitent les filtres de Volterra complexes d’ordres supérieurs a
deux pour des problemes de détection et d’estimation et aussi [34] qui propose un récepteur
spatiotemporel MMSE widely non linear de Volterra pour les communications DS-CDMA.

Parmi les travaux cités précédemment, notamment ceux effectués dans [31] et [6], les filtres
de Volterra sont utilisés en filtrage spatial sous une forme GSC originale dans [31] et MVDR
dans [6]. Bien qu’en présence de signaux non gaussiens circulaires, ces filtres soient optimaux
et présentent de meilleures performances par-rapport au filtre adapté spatial classique de
Capon, ils restent sous optimaux en présence de signaux non gaussiens non circulaires, du
fait qu’ils n’exploitent pas l'information de non circularité du bruit en plus de celle de non
gaussianité.

Le but de ce chapitre est de compléter les travaux [31] et [6] par l'introduction d’un filtre
complexe MVDR de Volterra exploitant les deux propriétés de non circularité (a tout ordre)
et de non gaussianité du bruit. Ainsi, la section 4.2 précise I'intérét de l'utilisation des filtres
non linéaires ainsi que le but de notre contribution. Le modele et les hypothéses de notre
étude sont donnés dans la section 4.3. Dans la section 4.4, apres introduction des filtres non
linéaires de Volterra, de leur utilisation en filtrage spatial a travers I'écriture des différentes
contraintes, différentes structures des filtres de Volterra sous forme MVDR sont introduites a
I'ordre 3. Par la suite, dans la section 4.5, une implantation de ces filtres sous forme GSC non
linéaire est développée. Finalement, dans la section 4.6, une partie illustration par simulation
par ordinateur vient compléter notre étude en précisant les gains en SINR par-rapport au
beamformer de Capon.
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4.2 Intérét des récepteurs non linéaires

En traitement d’antennes bande étroite, les filtres considérés comme optimaux sont
généralement linéaires a l'instar du filtre adapté spatial ou beamformer de Capon vu dans
le chapitre 2. Dans le chapitre 3, on a vu que ces filtres, sous certaines conditions de non
circularité, deviennent linéaires au sens large WL(Widely Linear). Toutefois, 'optimalité de ces
filtres n’est garantie que pour des signaux gaussiens circulaires pour les filtres linéaires et pour
des signaux gaussiens non nécessairement circulaires pour les filtres linéaires au sens large.
En radiocommunications par exemple, les signaux modulés sont loin d’avoir une distribution
gaussienne, ne serait-ce que de tels signaux auraient un facteur de créte trop important. Alors,
il n’y a aucune raison de supposer que les filtres optimaux soient linéaires ou linéaires au sens
large. Ainsi, afin d’améliorer la réjection d’interférences non gaussiennes, I'utilisation de filtres
non linéaires s'impose. Parmi ces filtres, une classe particuliere de filtres non linéaires nous
intéresse, en 'occurrence les filtres de Volterra.

Dans ce méme contexte de filtrage spatial pour l'estimation dun signal utile dans un
environnement non gaussien, 'application des filtres de Volterra a déja été étudiée dans [6]
sous une structure MVDR d’ordre 3 partielle et aussi dans [31] ol une interprétation GSC
originale a été calculée a laide d’approximations polynomiales (filtrage de Volterra) de
I'espérance conditionnelle définissant le GSC non linéaire optimal. Cependant, dans les deux
approches précédentes, les signaux d’interférences sont supposés circulaires ! non gaussiens, ce
qui rend ces approches sous optimales en présence de signaux non circulaires. C’est pourquoi
dans ce chapitre, nous allons étudier les filtres non linéaires de Volterra prenant en compte
une potentielle non circularité et non gaussianité des interférences et nous donnerons une
extension de la structure MVDR du filtre non linéaire de Volterra étudiée dans [6] aux signaux
d’interférences potentiellement non circulaires et non gaussiens et aussi une interprétation en
structure GSC de Volterra. Par la suite, nous verrons les performances en gains SINR par-rapport
aux filtres linéaires avec le filtre adapté spatial (beamformer de Capon) pris comme référence.

4.3 Hypotheses et formulation du probleme

4.3.1 Modele et hypothéses

On s’intéresse au probléme de 'estimation d’un signal utile émis par une source bande étroite
de vecteur de direction d’arrivée connu s. Les autres sources en présence sont considérées
comme interférences ou brouilleurs.

Considérons alors une antenne composée de N capteurs a bande étroite recevant la
contribution d’une source utile centrée et de P sources dites interférences et d’'un bruit
spatialement blanc, gaussien, centré et circulaire au second ordre. Toutes les sources sont
statistiquement indépendantes et proviennent de différentes directions. Chaque capteur recoit
la contribution d’un signal utile (SOI) mélangé a un bruit total composé d’interférences et du
bruit de fond. On note x(t), le vecteur des amplitudes complexes des signaux observés a la
sortie de ces capteurs.

Sous ces hypotheses, le vecteur des observation x(t) peut s’écrire de la maniere suivante

b
x(t) = s(t)s+ Y my(t)j, +n(t) £ s(t)s + np(t), (4.1)
p=1

Signaux circulaire & I'ordre deux et aux ordres supérieurs a 2, voir le chapitre 1.
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ou les couples (s(t),m,(t)) et (s,j,) correspondent respectivement aux enveloppes complexes
et aux vecteurs directionnels définis de facon unique par exemple de premiére composante
égale a 1, du signal utile et de l'interférence p. Toutes les sources sont indépendantes entre
elles et indépendantes du bruit blanc.

Il est a noter que le modele (4.1) prend en compte que le canal de propagation est supposé
sans étalement d’écho (sans retard de diffusion) qui a lieu pour une propagation dans I'espace
libre (monitoring du spectre, véhicules et satellites drones), pour les canaux a évanouissement
plat (flat fading channels), mais il prend aussi en compte des canaux avec étalement d’écho ou
les multi-trajets décorrélés sont traités comme sources a part.

Dans ce modele, les interférences ne sont plus uniquement potentiellement non circulaires
mais aussi potentiellement non gaussiennes, aucune hypothése n’est faite sur le degré de
non circularité du signal utile dont la forme d’onde est supposée inconnue contrairement aux
modeles (3.4) et (3.1).

4.3.2 Formulation du probléme

L’objectif est alors de filtrer x(¢) pour restituer s(¢) avec le meilleur rapport signal sur bruit
total (interférences + bruit blanc gaussien). En outre nous nous limitons a chercher un filtre
purement spatial (par opposition a spatio-temporel), c’est-a-dire tel que I'estimée 5(¢) du signal
utile a un instant ¢ donné ne dépend pas d’échantillons de signaux capteurs pris a d’autres
instants.

Dans la pratique, s n’est pas exactement connu mais estimé, soit par une méthode de
localisation, soit par une méthode d’identification aveugle. Il faudrait donc étudier 'effet
d’une erreur de pointage sur les performances en filtrage. Cependant pour bien distinguer
les deux problemes (estimation du vecteur directionnel et estimation du signal connaissant
le vecteur directionnel), nous supposerons dans ce qui suit que le vecteur directionnel s est
parfaitement connu. Ainsi, le vecteur d’observations x(¢) peut s’écrire comme la somme de
ses projections orthogonales sur 'espace engendré par s et son orthogonal notés Span (s) et

Span (s) respectivement. Ainsi en utilisant les projecteurs orthogonaux associés a ces espaces,
x(t) s’écrit de la forme :

x(t) = [(s"s) " ss™x(t) + [1 - (s"s)Tssx(t), 4.2)
= st(t)+ﬁsx(t),
S xs(t)—kxls(t).

Considérons la sortie y(¢) = f[t,x(¢t)] d’un filtre complexe variant dans le temps (VT) dont
I'entrée est le vecteur x(¢). Afin que ce filtre n’introduise pas de distorsion du signal utile, il lui
est imposé d’étre linéaire par rapport a X;(¢). Ainsi, on peut écrire :

y(t) = whix, () — g1 (1, % (1)), 4.3)

ol w; est un filtre complexe invariant dans le temps IT de dimension N x 1 avec w{{ s=1et

1 . . . L L
g1(t,Xs(t)) est la sortie d’un filtre complexe potentiellement VT dont 'entrée est X4(t).
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En utilisant (4.1), la sortie y(¢) s’écrit :

y(t) = s(t) + [(s"s)"'s"]nr(t) — g1 (¢, B (1))
2 s(t) + gy (t) — g1 (8,1 (1)), (4.4)

. L * 5 .
ol ny(t) £ Ignp(t) et np (t) = [(ss)"'s|np(t). 1l est & noter que les expressions (4.3)
et (4.4) représentent clairement la relation entrée/sortie d'un récepteur GSC non linéaire par
analogie au travaux présentés dans [51] pour le cas linéaire.

. . . . . . . L
Afin que la sortie du filtre préserve le signal utile, il faut trouver une fonction g (¢,n4(t))
telle que y(t) génere la meilleure estimée de s(¢) au sens de I'erreur quadratique moyenne

MSE (Mean Square Error), c’est a dire trouver la fonction ¢ (¢, ns(¢)) qui minimise la quantité

. 1
suivante : E[|ng, (t) — g1(¢, ns(1))]?].
Ce probléme de minimisation se ramene a trouver la meilleure estimation, au sens de la

i L
moindre MSE, de np, (t) a partir de n,(¢). Il est alors connu que la solution g; o, (¢, ns(t)) a
ce probleme est 'espérance conditionnelle g; (¢, It, (t)) = E[np, (t)/ It(t)]

La forme de E[nr, (t)/ It(t)] differe selon la nature du bruit total np(¢) ainsi :

e Pour un vecteur bruit np(¢) stationnaire, gaussien et circulaire alors le couple
(nTl(t),rt(t)) est conjointement stationnaire, gaussien et circulaire. Ce qui donne
par la suite que I'espérance E[nrp, (t) /It,(t)] est une fonction linéaire IT de It(t) [771.
Cependant si np, (t) est non stationnaire, E[nr, (¢)/ ﬁs(t)] devient une fonction variante
dans le temps (VT) de It(t).

1 1

e pour un vecteur bruit ns(¢) gaussien non circulaire, E[np, (t)/ns(¢)] est une fonction de
1 1* . . .
n,(t) et de n, (¢) et devient widely linear [77].

. . L . .
e pour un vecteur bruit ny(¢) non gaussien, E[nr, (t)/ns(t)] devient une fonction non

*

s g 1 . . . . .. 1 1
linéaire de n(¢) si ny(¢) est circulaire, et une fonction non linéaire de n4(¢) et de ng ()
si np(t) est non circulaire ce qui justifie aussi I'intérét de I'utilisation des récepteurs non
linéaires complexes de Volterra.

4.4 Récepteurs MVDR IT de Volterra

4.4.1 Présentation des filtres de Volterra

Pour des observations non gaussiennes, les filtres complexes optimaux sont non linéaires du
. . \ . p . 1 . .
fait que ces filtres servent a calculer I'espérance conditionnelle E[nr, (t)/n,(¢)] qui est fonction

non linéaire de ﬁs(t). Ce calcul nécessite la connaissance de la densité de probabilité du bruit
total, or cette derniére n’est pas disponible en pratique. C’est pour cela qu’on propose une
approximation polynomiale de degrés croissants de cette espérance conditionnelle. Ainsi,
dans ce chapitre, en considérant un bruit total non gaussien, nous allons essayer de trouver

la meilleure approximation polynomiale de E[ng, (t) /rt(t)] a travers l'analyse d’une classe
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particuliere de récepteurs non linéaires en 'occurrence les récepteur complexes IT de Volterra.

La relation générale d’entrée sortie caractérisant un filtre complexe de Volterra d’ordre M est
définie par :
M m
y(t) =wo+ Y > wit [x(5)% @ (1)), (4.5)

m=1 q=0

ou ® désigne le produit de Kronecker, w;, , est un filtre complexe IT de dimension (N x 1) et
oll wy est un scalaire permettant d’assurer que y(¢) soit de moyenne nulle. Dans ce qui suit et
pour des raisons de simplification de notation, on considére que les vecteurs x(¢) et np(t) sont
centrés de moyennes nulles.

On peut alors écrire '’équation (4.5) sous la forme :

ZZW ()P @ x(t) 0], 4.6)

m=1 q=0

Remarque 7. Sous les hypothéses de la section 4.3, Uéquation (4.5) définit un filtre complexe
IT linéaire au sens large pour M = 1 [77], alors que pour M = 2, il définit un filtre complexe
linéaire quadratique [27].

La meilleure approximation polynémiale d’ordre M au sens de la MSE minimale de
E[ng (t)/lt(t)] correspond a la projection orthogonale de nr (t) sur le sous-espace des

processus aléatoires de moyennes nulles et qui sont des fonctions polynomiales de ﬁs(t), pour
le produit scalaire < u(t),v(t) >= E[u(t)v*(t)] et défini par I'expression (4.6) avec nr(t) a la
place de x(t).

Cependant, le terme WH X ( )®4 @ x(t)*®(m=9)] de 'équation (4.6) apporte de l'information
seulement et seulement si w Jmr()*1® np(t)*®(m=9)] est corrélé avec ny(t), c’est a dire si

E[ng ()% @ np(t)*@m=9nlf] £ 0. 4.7)

Ce qui nécessite que les moments d’ordre m + 1 des composantes de np(¢) soient non-nuls
méme pour un bruit total np(t) circulaire. Dans le cas d'un processus ny(t) de distribution
paire, tous les moments impairs, d’ordre m + 1 sont nuls, donc pour apporter de I'information
dans tous les cas, m doit étre impair. C’est pour cette raison, que dans la suite, nous considérons
uniquement les filtres complexes de Volterra d’ordre M impair et contenant uniquement des
termes polyndémiaux d’ordres impairs.

4.4.2 Récepteurs IT MVDR de Volterra d’ordre 3 a structure complete

Dans ce qui suit, afin d’alléger les notations, pour spécifier I'instant ¢ auquel on considére
les variables aléatoires, on notera s;, y;, X; et np a la place de s(t), y(t), x(t) et np(t)
respectivement. Alors pour M = 3, la sortie y(t) de 'équation (4.6) s’écrit :
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ye = Wi Hwiox; +wil X @ x; @ x;] +wi) [x 0 x @ x3],
- ; 3
+ wi [x 0% 0 x7]+why [x 0 x @ %], (4.8)
A 5
— w{{l (sts+nr) + Wfo (sts+np)”
+ Wgo [(sts+n7)" @ (sts+n7)* @ (s¢s+nyp)'],
+ wgl [(sts+n7) @ (sgs+np)* @ (s¢s+np)'],
+ wiy[(sis+n7) ® (sis+n7) ® (sis+n7)],
+ wii[(sis+n7) ® (srs+n7) ® (sps +n7)], (4.9)

ou les vecteurs wy ; et wy o sont de dimension N x 1, les vecteurs ws g, W3 1, W3 2 €t W3 3 sont
de dimension N3 x 1.

En analysant la sortie y(t) de '’équation (4.8), on note que :

e Pour un brouilleur non circulaire a l'ordre 2 (exemple : BPSK), tous les termes
(0,1,2,3,4,5) apportent de I'information. En prenant tous ces termes, on parle alors de
filtre de Volterra a structure complete et qui devient a structure partielle dans les autres
cas.

e Pour un brouilleur circulaire & 'ordre deux et non circulaire a 'ordre 4, seuls les termes
(0,2,3,4,5) sont susceptibles d’apporter de I'information, par exemple pour un signal
QPSK uniquement les termes (0,2,4) apportent de l'information. C’est le cas étudié
dans [34] dans le cadre d’un filtre MMSE de Volterra.

e Pour un brouilleur circulaire jusqu’a un ordre au moins égal a 4, seuls les termes (0,4)
apportent de I'information, c’est le seul cas qui a été étudié dans [6] et [31].

Soit W3, X3¢ et Iy 3 des vecteurs de dimension (2N + 4N?) x 1 tel que :
= A T T T T T T 1T
w3 = [Wl,laW1,07W3,0aW3,17W3,27W3,3]

9

T

ford * * * * * * T
X3,t |:XtT7XtI—I7(Xt ®Xt ®Xt)T7(Xt®Xt ®Xt) 7(Xt®xt®Xt)T7(Xt®Xt®Xt)T:| )

T

. T
firs £ |nf.nf,(mjonpenp)’ (nr enpenp) (ir @ nronf)’ (ar onr o0’

Avec ces notations, la sortie y; peut alors s’écrire de la forme
~ H~
Yt = W3 X3¢

qui représente une relation d’entrée/sortie d’un filtre w3 dont I'entrée est X3, et la sortie est
y(t). Ainsi, le probléme traité dans ce chapitre, qui est un probleme de filtrage spatial, consiste
a trouver un filtre MVDR de Volterra w3 qui géneére la meilleure estimée, au sens de la MSE
minimale, du signal désiré s; et dont seul le vecteur directionnel s est connu alors que la forme
d’onde et son contenu sont inconnus pour le récepteur. Ce filtre MVDR de Volterra d’ordre 3
doit donc générer a sa sortie un signal utile sans distorsion, quelles que soient les corrélations
entre sy, s, s2, |s¢|? et 532, selon des contraintes qui lui sont imposées.
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Chapitre 4. Beamforming non linéaires GSC et MVDR de Volterra

Les termes linéaires-conjugués puis cubiques de I'’équation (4.8) vont successivement étre pris
en compte afin de préciser quelles sont les contraintes a poser pour chaque terme.

4.4.2.1 Contraintes pour le terme linéaire-conjugué

A partir des équations (4.8) et (4.9), les deux termes (0,1) composent le terme linéaire-
conjugué qui intervient dans y; et qui a pour expression :

w{{l (sts+mnp) + wfo (sts+mnp)”.

Lors de l'optimisation du filtre adapté, les termes de bruit vont naturellement étre minimisés.
Donc, afin de préserver le signal utile sans information a priori sur la corrélation entre s; et s,
les contraintes directionnelles suivantes doivent étre imposées :

W{{ls - 1 et W{{()S* — 0

4.4.2.2 Contraintes pour les termes cubiques

A partir des équations (4.8) et (4.9), il y a 4 termes cubiques qui interviennent dans y; vu qu’on
traite la structure complete du récepteur non linéaire, ces termes sont donnés par :
Wgo [(sts+n7)" @ (sts+n7)* @ (sgs+nrp)'],

a ® (s¢s+nr)" @ (s¢s+n7)*],
® (sys+nr) ® (sgs+nrp)'],
® (s¢s+n7) ® (s¢s+np)]. (4.10)

W3’1 {(St S + nT
W372 {(St S + nT

H
wi s [(

)

~_ — ~— ~—

S¢S+ nr

Dans ce cas de figure, on ne peut pas imposer directement des contraintes directionnelles vu
que le bruit ny est une quantité aléatoire.

Une solution consiste a exprimer le bruit ny dans une base orthogonale déterministe a I'aide
des projections orthogonales de ce vecteur bruit sur la droite engendrée par s (car s est connu)
et sur 'hyperplan orthogonal a s, ainsi on écrit ny de la forme :

N-1

nr = )\tS + Z oy 4y, (411)
=1

ou N\ et ay; (4 =1,.., N — 1) sont des variables aléatoires scalaires. Les vecteurs (uy,..,uy_1)
forment une base orthonormée arbitraire (donc non unique) orthogonale a s, tel que

1

(uy,..,uny_1) ®s = CV. En pratique, pour calculer les vecteurs (uy,..,uy_;), on peut utiliser
un procédé d’orthogonalisation (par exemple Gram-Schmidt) sur le vecteur s et une suite
quelconque de vecteurs unitaires formant une base orthogonale a s.

Théoreme 1. Dans le cas particulier ot N = 2, Uhyperplan orthogonal a la droite engendrée par
s est de dimension 1. La base orthonormée est ainsi composée d’'un seul vecteur u de dimension
2 x 1, de norme unité et tel que uf’s = 0. Alors tout vecteur v non-colinéaire a s convient pour
définir le vecteur u tel que :

u £ oIl,v,
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4.4.4 Récepteurs MVDR IT de Volterra

1
ot Ty = [Is — (s's)~'ss"] et o est donné par

1
—
VvHATIy

[Ip — (s's)~lssH v
WL, — (sHs)"TssH]y'

uHu—ale'Iv—1:>a—

Ce qui donne

En utilisant (4.11) dans les expressions des termes cubiques (4.10), on constate que pour
chacun des termes cubiques 2, 3, 4 ou 5, une somme de (N — 1)}, + 3(N — 1)%, ,j + 3(N —

1)1 seul w] + Ljpas de o;) VECteurs a annuler, pour toutes les combinaisons de [i,j,k = {1,.., N — 1}].
Ces vecteurs a annuler sont donnés par le tableau suivant :

terme 2 terme 3 terme 4 terme 5
$FRS* RS | sRs*FRSs* SRS®S* SRS®S
SFRSTRU | sRs' U | s®sul S®S®u;
SFOU;®S" | sQU;®ST [ SOU RS | SQU®S
RS s |[1,08"®s" | ;,Q0s®s” U, 08X s
s*®u;"®u;‘- s®u§‘®u§ s®ui®u; S®U; ®u;
Wwouwes  ,oues’ | 4,0u08 | 4,Q0U;®s
WwWRs'Touw | u,es"ou | 1,0s50u; | 1,081,
WOWou | LU | L,Oueu, | Weu U

4.4.2.3 Ecriture des contraintes

Les vecteurs ne contenant que les termes en u;, u;, u;, uj, ug, uj SONt uniquement composes
de vecteurs bruit et appartiennent par conséquent au sous espace bruit. Ces vecteurs seront
minimisés lors de 'optimisation du filtrage adapté. Par suite, ils ne seront pas pris en compte
pour la recherche des contraintes a poser.

Par conséquent, le nombre réel de contraintes a poser afin de préserver le signal utile devient
24+4[B3(N —1)2+3(N —1)+1] =2+ 4[N> — (N - 1)3].

Pour toutes les combinaisons de [i,j,k = {1,..,N — 1}], les contraintes a imposer sont alors
données par le tableau suivant :

wiis=1 Wfos*:O
wé{( *):0 W§1(S®S*®S*):O wih(s@s@s) =0 wii(s@s®s)=
W3 (8" ui) =0 wz}}l(s®s*®u2‘):0 Wio(s©@s@uy) =0 w§3(3®s®ui):
Wi (s* ® s)=0| wiisou ®s)=0| wiisouwes)=0| wiiisouos)=
wilo(u; s)=0 wé{l(ui®s*®s*):0 wih(u;@s®s*) =0 | wiiuyos®s)=
wily(s* © w) =0 wgfl(s@)uj@uj)zo wily(s Queu;) =0 wi(s@u ®u;) =
wilo (u} ) =0 | wi(u QU ®s*) =0 w§{2(ul Ru;©s") =0 | wii(woues) =
wil (u; ®u) 0| wii(wes ou)=0| wihwoseu)=0|wihuyosou) =
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Posons As, A3, Ay et As, les matrices de taille N3 x (N3 — (N — 1)3) dont les colonnes sont
les vecteurs a annuler donnés par le tableau de la section 4.4.2.2 pour termes 2, 3, 4 et 5
respectivement. Alors pour toutes les combinaisons de [i, j,k = {1,.., N —1}],ona:

Ay &2 [S"Rs"®s" sTRS' U STRU RS WSS sTRUeU ueues u s Qu]
A; 2 [s25"®s s@s' QU sQUES WSS seUW oUW wouw s wes oul
A, 2 [®s®s SPSPU SRS LRSS SEWRU WLEW S WS U]

A; £ [s®@s®s s®sSQUW SQURS WLESYS SOWRU WRWRS WLRSOU .

On peut alors écrire les contraintes de la structure compléte de forme matricielle suivante :

Clws =f (4.12)

T
ouf = [1, OITJr A(N3—( N71)3)i| et C. est une matrice, qu'on appellera matrice de contraintes a
structure compleéte, de dimension (2N + 4N3) x (4[N3 — (N — 1)3] + 2) et donnée par

s Onx1  Onxvs—(v—1)3]  Onxva—(v-1)3] Onxv3—(nv-1)3] Onx[N3—(N-1)3]

Onx1 s Onxnvs—(v—1)3]  Ownxinvs—(v—1)3]  Onxvs—(v-1)3]  Onx[N3—(N-1)3

c. 5 [Ovexa Onsx Ay Onsxns—(N—1)3] Onsxn3—(N—1)3] ON3x[N3—(N-1)3]

© " |Onsx1 Onsyxr Onsy(ns—(n—1)3] Aj Onsxva—(v-1)3] Onsx[n3—(N-1)3]

Onsx1 Onsxi Onsxinvs—(v—1)3] Onsxns—(v—1)3) Ay Opnsx v —(N-1)3)
[Onsx1 Onsxt Onsxvs—(v—1)3] Onsxivs—(v—1)3] Onsx[vs—(v—1)3 1?45 13

Dans le cas particulier d’une structure partielle, en 'occurrence celle vue dans [6], seuls les
termes (0,4) ont été pris en considération, ce qui donne lieu a un récepteur non linéaire IT de
Volterra a structure partielle. Par conséquent, le nombre réel de contraintes a imposer devient
alors 1 + (N3 — (N — 1)3). Ces contraintes sont données, pour toutes les combinaisons de
[i,7,k = {1,..,N — 1}], par le tableau suivant

W32( ®S®S>_0
W32( ®S®u> 0
w32( sOu;®s*) =0
Wih (1, ®s®s*) =0
wéi;( sOueu;) =0
w}?’z(uZ Qu; ®s*) =0
w§2(uz®s®u) 0

Ainsi, dans ce cas, la matrice C. devient une matrice de contraintes a structure partielle notée
C, de la forme :

c 2| S Onxe-(v-1
P 0N3><1 Ay

4.4.2.4 Expression du récepteur MVDR non linéaire

Au sens MVDR, la meilleure estimée au sens de la MSE minimale du signal utile s;, correspond
a la sortie du filtre non linéaire ws qui minimise ’'espérance de la puissance a la sortie y; donnée
par

Wi R, W3,
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4.4.4 Récepteurs MVDR IT de Volterra

sous les contraintes vectorielles
Clws =f.

Ou R;, £ E[x3,x4] représente la matrice de corrélation de X3,. Cependant, la présence de
produits de Kronecker dans la forme du vecteur X3 introduit des composantes redondantes
dans la matrice de corrélation R;,, ce qui la rend singuliere et donc non-inversible. Ceci
s’explique par le fait que lors du calcul du produit de Kronecker d’'un vecteur avec lui méme,
un certain nombre de composantes du vecteur résultant sont redondantes et entrainent aussi
des dégénérescences de rang de la matrice de corrélation de ce vecteur.

Remarque 8. Par exemple, a lUordre 2, lors du calcul du produit de Kronecker dun
vecteur x de taille N, de composantes x;, par lui méme, c’est a dire x ® x, chaque terme
zixi(i # j  (i,j) = 1,..,N) du vecteur résultant, de taille N2, va apparaitre 2 fois aux
lignes (i — 1)N + j, (j — 1)N + i. De méme a lUordre 3, dans le vecteur x ® x ® x, les termes
vizjrr(i #j#k N >3,(i,4,k) = 1, ..., N) vont apparaitre 6 fois.

Pour enlever cette redondance, nous définissons le produit de Kronecker symétrique introduit
dans [49, 34] et noté ©. Pour ce produit de Kronecker, il suffit d'imposer les conditions i > j
lors du calcul du produit de Kronecker classique. De méme a l'ordre trois, il suffit d’imposer la
condition ¢ > j > k lors du calcul du produit de Kronecker classique.

En utilisant ce nouveau produit, 'équation (4.8) devient :

y = Wiix +wiox; +wi X7 ox;F ox/]+wi| [x @ (x] 0 X))
S~ = ~~
0 1 2 3
+W§{,2 (% @ %¢) ® X7] +W§{3 (X © X @ Xy] (4.14)
1 5

Les vecteurs X3+ et np 3 s'écrivent de la forme :

~ * * * T
X3, = [XtT>Xf{, xoxox)  xexox)  (xox)ox)", (xox ®Xt)T]

= * * * * * * T
iy 2 |nfonf(mjon;ony)’ (nre @ onp)’ (aronr) 907’ (nronr ong)]

La matrice de contraintes C. doit aussi étre ajustée selon 'emplacement des redondances. Par
exemple pour N = 2, la matrice C., qu'on notera C., est issue des contraintes suivantes

wflszl wfos* =0

wi(s0s s )=0] wi (s®(s*@s%))=0 wi((sos)®s*) =0 wis(sos@s) =0
wé’o (s*os)oui)=0| wi(s@s'@ui)=0| wih(sos)®@u)=0| wi((sos)@u)=0
0( Rui®s*) =0 wil (s ®u1®s) 0 w§{2( s@u; ®s*)=0 wii(s@u ®s) =0
W30( ®(s*2s)=0 | wii(m ®(s*©s%)) =0 wih (1 ®s®s*) =0 wis(u ® (s©s)) =0
wii(s*®@uiou)) =0 | wi (s®(ufoui))=0 w§{2( s@ueul)=0 | wis(s®u ou)) =0
W:{,{o((ul oui)®s") =0 wii(meus) =0 | wih(mow)®s) =0 | wi(mow)®s)=0
wii(ui ®@s* ®@ui) =0 wii(wm®s*®uf)=0 wih(w ®s®ui) =0 wii(w ®@s®u) =0

Maintenant avec ces notations, on peut finalement écrire 'expression du récepteur optimal tel
que toutes les redondances ont été supprimées. La matrice R;, devient R%3 est de rang plein
colonne donc inversible.
Le filtre non linéaire solution de cette minimisation est alors donné par l'expression
suivante [42]

\3(71\1]_‘_1\/[\/]:)1:{3 = R;{SlC::[C::HRgICé]_lf (4.15)
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A partir des résultats de la section 2.4.4 du chapitre 2, la minimisation de Vvéf R’ w3 sous

. . ~ , . N e . . ~H ~
les contraintes vectorielles C7w3 = f est équivalent a la minimisation de wy R, w3 sous les

A . . \ / A ~/ ~1H . .
mémes contraintes vectorielles ou R;, = E[nj ,n37], ce qui donne :

WNL-MVDR; = R 'C[CIRE TCl] 7T (4.16)

Il est a noter que pour un bruit total circulaire, le récepteur wni,—mvDR, Se réduit au récepteur
d’ordre partiel étudié dans [6], de plus si ce bruit est gaussien, ce récepteur se réduit au
récepteur MVDR IT de Capon.

En sortie de ce récepteur, le SINR représentant le rapport des puissances moyennes du signal
utile et bruit total en sortie est donné par

Ts

f'[CHR. 'Cl-'f

SINRNL-MVDRg = (4.17)

qui, pour un bruit total gaussien circulaire correspond au SINR a la sortie du récepteur MVDR
IT de Capon.

4.5 Interprétation GSC de Volterra a structure complete

4.5.1 Présentation de la structure compléte

On a vu que I'’équation (4.4) représente la relation d’entrée/sortie d’'une structure GSC non
linéaire. En effet, cette structure représente une généralisation non linéaire du filtre spatial
linéaire proposé par Jim et Griffith dans [51] en utilisant les contraintes vues précédemment
dans la matrice C.. En conséquence, son principe est le méme que celui de la structure linéaire
vue dans la section 2.4.4 du chapitre 2 et celui de la structure linéaire au sens large (Widely
linéaire) vue dans la section 3.7.2 du chapitre 3. Ainsi, le but de cette partie est de donner
une implantation GSC équivalente au récepteur MVDR non linéaire de Volterra qui est de
complexité réduite et qui par la suite nous permettra d’étudier plus facilement les performances
de ce récepteur. En effet, avec une structure GSC nous éviterons d’extraire les redondances lors
du calcul numérique du SINR théorique. Cette implantation est donnée par le schéma de la

figure 4.1.
~ ~ H~
W [
W +

H ~H
B, n

g

FIGURE 4.1 — Schéma fonctionnel de la structure non linéaire GSC de Volterra

Dans ce schéma, wy satisfait la condition Cf w, = f et appartient a 'espace colonne de C,, ce
qui donne

- 1 S
w:CCCHCC‘lf:< )
0 ( c ) SHS 0(N+4N3)><1

qui est unique et ne dépend pas de R;,.
La matrice B, dite bloquante du signal utile, est une matrice dont les colonnes engendrent le
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complément orthogonal aux colonnes de C. tel que C’B,. = 0 donc de dimension

(2N +4N?) x ([2N +4AN?] — 4[N? — (N = 1)%] — 2) = (2N + 4N?) x (2[N — 1] + 4[N — 1]*)

\ A T . s S .
Pour la structure complete, grace a l'orthogonalité de (ﬁ7u1,...,u1\[_1), une matrice
bloquante possible est donnée par :

i U Onx(v—1) Onx(v-1 Onx(v-1p Onxv-1p Onxnv-1)3]

Onx(nv-1) U* Onxv—13 Onx(v—1)3 Onxv—1)3 Onxv-1)3

B. & |Onx(v-1) Onsxv-1) U Onsx(nv—12 Onsx(nv—13 Onsx(v-1)

© |Onsx(n—1) Onsx(n—1) Onsx(n_1)3 Us; Onsx(n—12 Onsx(n—1)

Onsx(n—1) Onsx(v—1) Onsxv—1)3 Onsxn-1)3 Uy Onsy(n—1)

Onsx(v—1) Onsx(v—1) Onsxv—1)3 Onsxv—1)3 Onsxv—1)3 Us

ot U = [u ug..uy_1] est une matrice dont les colonnes sont formées par les
vecteurs de la base orthonormée u; (i = 1,..,N — 1) donnée par I'équation (4.11).
U, est une matrice dont les colonnes sont formées par les produits de Kronecker des
vecteurs de la base orthonormée tel que : Uy = [uf ® u; ® u;], (4,5, = 1,.N — 1) de

dimension N?x (N —1)?. De méme Uz = [w;0uj@u;], Us = [u;0u;@u;] et Us = [0;0u;0uy].
Le vecteur w,, est solution de la minimisation suivante [51] :
. ~ ~ \H~ 2

MlnvanE ‘(WO - Bcwn) x3,t| . (4.18)

Cette minimisation correspond a un probleme de Wiener classique dont la solution est alors
donnée par :

~ _ mH —1pHp. &

w, = (BC RchBC) BC R9~53W07 (419)

si la matrice B/ R;,B. est inversible. Cette inversibilité est 'objet du paragraphe suivant.

4.5.2 Inversibilité sans retirer les redondances

Les matrices R; 3 et Rj 3 sont clairement singulieres si les redondances ne sont pas retirées, par
contre linversibilité de la matrice BYR; 3B, pour B = B, ou B, qui apparait dans (4.19) n’est
pas claire. En effet

BR; 3 = BYR; 3, (4.20)

car la matrice R; 3 — Rj; 3 est la matrice de covariance de la partie signal utile de x5, et que
son espace image est inclus dans I'espace image de C = C. ou C,, qui satisfait par construction
BYC = 0. Ainsi, il n’y a aucun lien générique entre les sous espaces engendrés par les colonnes
de B et C qui ne dépendent que de s et celui engendré par les colonnes de Rj 3, qui lui ne
dépend que du champ d’interférences (par exemple sous espace de C2V+4V ® dans la structure
compléte et sous espace de CVTV* dans la structure partielle présentée dans [6]).

Par suite le rang de BFR;3;B est génériquement donné par la borne supérieure
min{rg(B),rg(Rz3)} associée a la relation générale

rg{BHR@gB} < min{rg(B),rg(Rz3)}

ou le rang de R; 3 est égal au rang de la famille de variables aléatoires composantes de x3, avec
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par exemple pour N > 2, dans la structure partielle proposée dans [7]
rg(Bp) = (N — 1) + (N — 1) et 1g(Rz3) = N + N*(N +1)/2
et dans la structure complete
rg(Be) = 2(N — 1) + 4(N —1)*
et
rg(Rz3) = 2N +2[N*(N +1)/2] +2[N+N(N —1)+N(N—1)(N—-2)/6] = N(8+6N +4N?)/3

Soit :

HRp. — 1 _ 13 2 [ rg(Bp,) pour N <6
rg{BYR; 3B} = min{(N — 1) + (N — 1)}, N + N2(N +1)/2} = { elRs) Dour N > 6.

et

Hp. — i _ 13 2 [ rg(B;) pour N <4
rg{BR; 3B.} = min{2(N — 1)+ 4(N — 1)3 N(8 + 6N + 4N?)/3} _{ elRes) Dour N > 4

Soit BR; 3B est inversible pour N < 4 et singuliere pour N > 4. Donc en particulier, les
matrices ij R; 3B, et BYR; 3B utilisées dans nos illustrations pour N = 2 seront inversibles.

4.5.3 Cas particulier de structures partielles

Nous avons vu dans la section 4.4.2 que selon les termes qu'on prend en compte, plusieurs
structures partielles sont envisageables. Dans [6], un exemple de structure partielle, ne prenant
pas en compte la non circularité d’ordre quatre du bruit total est donné.

Cette structure partielle semble s’avérer équivalente a la structure GSC proposée dans [31]
dans le cadre d'un bruit total non gaussien circulaire jusqu’a un ordre au moins égal a 4, car
les valeurs numériques du SINR obtenues se sont avérées égales dans divers scénarios sans
que nous ayons pu encore démontrer leur équivalence d’un point de vue théorique.

A partir de la structure compléte étudiée dans la section précédente, il est facile d’élaborer les
structures GSC de Volterra des structures partielles, et ceci en ne prenant, de '’équation (4.8),
que les termes utiles définissant la structure partielle que 'on veut étudier (par exemple les
termes (0 et 4) pour la structure étudiée dans [6]). La construction du récepteur équivalent
GSC se fait de la méme maniére que la structure compléte.

4.5.4 Implémentation adaptative

Plusieurs implémentations adaptatives du beamformer de Capon ont été présentées dans [42]
et [81]. l'algorithme SMI (Sample Matrix Inversion) [81] fait partie de ces implémentations,
dont nous avons étudié I'extension au beamformer WL MVDR; dans le chapitre 3. Dans cette
partie, nous allons encore faire une extension de cet algorithme au récepteur non linéaire
MVDR de Volterra pris sous sa structure GSC.

Comme dans de nombreuses situations d’intéréts pratiques, les matrices de corrélation R, et
R;, ne sont pas connues a priori. L'extension au GSC de Volterra de I'algorithme SMI consiste

ainsi a calculer les poids du vecteur w,,, a travers l'estimation empirique de la matrice de
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corrélation R, a partir de K observations instantanées x(k7') et X3(k7T') ol T est la période
d’échantillonnage. Les estimées de R, et R;, sont respectivement données par :

-, 1 &
R, 2 K};x(kT)x(kT)H (4.21)
N 1 XK
R;, 2 ?Zig(kT)ig(kT)H. (4.22)

B
Il

1

A partir des expressions (4.21) et (4.22), en utilisant I'algorithme SMI, les estimées respectives,
Weapon €t Wy, de Weapon donné par (2.9) et w,, donné par (4.19), s’écrivent :

N ~ a1
Weapon = (SHRIS) 1Rx S

w, = (BYRzB.) 'BIR;,wWy,

tandis que I'estimée \//N\VMVDRI est donnée par I'équation (3.61).

Comme nous avons utilisé la structure GSC, nous allons étudier la vitesse de convergence en
SINR de cette implémentation adaptative par simulations numériques. Ainsi, en utilisant (4.25)
dans I'expression (4.26), le SINR estimé en sortie y(¢) du récepteur GSC de Volterra s’écrit :

Ts

SINRNL-asc(K) = — s — =
(Wo — Bow,, )Rz, (Wo — Bew,) — 7
Ts

— — - — ~ 5 — Sine" = 4.23)
w, Rz, wy — wy Rz, Bcw,, — w,, BLRz,wo +w,, B'R;z,B.w,, — 7,

tandis que le SINR estimé en sortie du beamformer de MVDR; estimé est donné par
I'équation (3.64) et celui en sortie du beamformer de Capon estimé est donné par :

Ts

SINRcapon (K) = (4.24)

/\H A~
WcaponRxWCapon — Ts
ol R, et R, sont les matrices de corrélation exactes 2.

Nous avons ainsi réalisé des simulations numériques afin de comparer la convergence en
SINR des structures GSC équivalentes (compléte et partielle) données par I'équation (4.23)
par rapport a la convergence du SINR en sortie du beamformer de Capon donné par
I’équation (4.24).

Pour un scénario donné du signal utile et du bruit total, M réalisations indépendantes des
SINRcapon (/) et SINRnr,—csc(K) ont été effectuées afin d’obtenir des valeurs moyennes
instantanées des SINR tel que :

Sl
NE

SINRnp_gsc(K) = SINRN1—Gsc,m (K)

3
Il

S/Iﬁ{(japon (K) = SINRCapon,m (K)

Sl
NE

3
I

*IVexpression analytique de la matrice Rz, n’est pas simple & calculer, nous I'avons préalablement approchée
avec le grand nombre d’échantillons 100000 selon I’équation (4.22) pour K = 100000
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Pour M = 1000, la figure 4.2 montre les variations, en fonction du nombre d’échantillons K,
du S/Iﬁ{NL_GSC(K ) de la structure complete donnée par I'équation (4.8) et de la structure
partielle étudiée dans [6] comparées au S/Il\ﬁcapon(K ) pour le scénario de la réception d'un
seul brouilleur BPSK selon le modéle de I'équation (4.1) pour P = 1. De méme pour la
figure 4.3 mais dans le cas ou le brouilleur est QPSK.

On note sur ces figures que mNL_GSC(K ) croit avec K et que le récepteur non linéaire GSC
de Volterra implémenté a partir de I'algorithme SMI montre de trés bonnes performances et
converge vers le SINR optimal a partir d'un nombre relativement faible d’échantillons. Pour
un trés faible nombre d’échantillons, on remarque que le SINR en sortie du beamformer de
Capon est 1égérement plus élevé que celui en sortie GSC de Volterra car le beamformer de
Capon converge plus rapidement du fait que la matrice de covariance a estimer est de petite
dimension.
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FIGURE 4.2 — Variations de mNL—GSC,Oapon,MVDRl(K ) en fonction de K, N =2, P = 1
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FIGURE 4.3 — Variations de S/Il\ﬁNL_GSQCapOH,MVDRl(K) en fonction de K, N = 2, P =1
QPSK, 6, = 55°, 6; = 90°, SNR = 10dB, INR = 0dB, M = 1000.

103




Chapitre 4. Beamforming non linéaires GSC et MVDR de Volterra

4.5.5 Analyse des performances en SINR en sortie

L’implantation du récepteur MVDR non linéaire de Volterra en structure équivalente
GSC de Volterra nous permet d’étudier plus facilement les performances SINR du fait
que, I'implantation directe du récepteur MVDR donné par l'expression (4.15) nécessite la
suppression des redondances afin de garantir I'inversibilité de la matrice R;,. Or dans la
structure GSC, ce probléme ne se pose pas car 'implantation ne nécessite que l'inversion de
(B/R;,B.) qui est de rang plein méme en présence de redondances.

Remarque 9. Notons qu’a partir de la matrice de contraintes C.. obtenue aprés suppression de
ces redondances, la détermination d’une matrice blocante B!, n’est pas triviale. En particulier les
vecteurs issus des colonnes de B!, dans lesquels les produits de Kronecker & sont remplacés par
des produits de Kronecker symétriques @ ne sont nécessairement plus orthogonaux, car ils sont en
nombre plus élevé que la dimension du sous espace orthogonal aux colonnes de C..

En utilisant le modele (4.1), la sortie du récepteur GSC de Volterra s’écrit

y(t) = Wy,
—  (Wo — BeW,) %y

= s(t) +yn(t). (4.25)

Par construction y,(¢) est une combinaison linéaire de termes de bruit donc s(¢) et y,(t) sont
non-corrélés. Le SINR représentant le rapport de la puissance moyenne du signal utile sur la
puissance moyenne du bruit total en sortie est donné par 'expression suivante

E[s(t)|?]

Eflyn(t)[?]

L M— (4.26)
Elly(t)[?] — 7

ol s = E[|s(t)|?] et E[|y(¢)|!] = (Wo — Bew,,) Rz, (Wo — B.W,,) avec w,, donné par (4.19).

Du fait que s(t) est indépendant du bruit total et a partir des contraintes imposées on a

d’apres (4.20) :

SINR =

BR;, = B/R;,.
On obtient alors
“Hn o~ ~H - ~
EHy(tMQ] = ms + Wy Rj, Wo — Wy RﬁsBC(B(I:_IR’ﬁgBC) 1B£IR’713W07
avec Rz, = E[X3,X%] et Ry, = E[ng 304 ,]. Finalement I'expression du SINR s’écrit :

Ts

(4.27)

SINR = — — —.
Wy Rii,Wo — Wy Ri;,Bo(BYRi;,B.) "B Ry, Wo

4.6 Illustrations et simulations par ordinateur

Reprenons le modele de signaux donné par I'équation (4.1) pour P = 1 interférence et sous
les méme hypotheses. Le signal utile, supposé BPSK est corrompu par un seul brouilleur non
gaussien et par un bruit de additif blanc, gaussien, centré et circulaire de matrice de covariance
noIx. Soit respectivement 6, et 6, les angles d’arrivée du signal utile et du brouilleur. Le rapport
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signal sur bruit d’entrée est défini par SNR= 7 /7 tandis que le rapport interférence sur bruit
est défini par INR= 7; /7. Ainsi le vecteur d’observation s’écrit :

x(t) s(t)s + my(t)j; + n(t) (4.28)

£ s(t)s+np(t) (4.29)

Dans cette partie nous allons illustrer les performances en gain SINR du récepteur MVDR de
Volterra en utilisant sa structure GSC de Volterra équivalente.

Nous allons procéder a un calcul numérique du SINR donné par (4.27) car le calcul des
expressions analytiques de cet SINR s’avere long et fastidieux. Par exemple, dans le cas
particulier ou N = 2, ce calcul a été mené vu que (B({{ R;.B.) est une matrice (2 x 2), mais
I'expression du SINR obtenue s’est avérée non interprétable.

Ainsi, nous avons d’abord calculé la matrice R;;, exacte a I'aide d’'une approximation avec un
nombre important d’échantillons 2 selon I'’équation :

K
1 . _
Rog~ 7 ;—1: nr3(kT)nr3(kT)" (4.30)

ou T est la période d’échantillonnage. Par la suite, nous avons calculé le SINR selon
I’équation (4.27) que nous avons comparé au SINR a la sortie du beamformer MVDR de Capon
donné par I'équation (3.35) tel que :

SINRCapon = 7587 R;, 's. (4.31)

Sous les méme hypothéses de réception et selon le type du brouilleur non gaussien, qu'’il soit
circulaire ou non circulaire, plusieurs scénarios sont présentés. Le brouilleur non gaussien est
soit modulé, BPSK ou QPSK, soit il s’agit d’'un brouilleur impulsif de moments normalisés &, et
h, d’ordre 4 et 6 respectivement définis dans le chapitre 1. Pour le bruit impulsif, il s’agit ici de
générer des variables aléatoires non gaussiennes soit circulaires soit rectilignes de la forme :

z = pei®

tel que :

1. Si ® est une variable aléatoire réelle équi-répartie prenant deux valeurs {+¢g, —¢o}
indépendante de p qui est de distribution de Bernoulli prenant une valeur 1 et 0 avec des

probabilités respectivement égales a % et1— %, la variable aléatoire x est un bruit impulsif de

Bernoulli non circulaire rectiligne de moments normalisés h, = k2 = p?.

2. Si ® est une variable aléatoire réelle équi-répartie sur [—, 7| et p suit une distribution de
Bernoulli prenant une valeur 1 avec une probabilité 1 et la valeur 0 avec une probabilité 1 — %,
la variable aléatoire x est un bruit impulsif de Bernoulli circulaire de moments normalisés
hy = k2 = p*.

3. Si ® est une variable aléatoire réelle équi-répartie sur [—m, 7] et p est une constante fixe,
la variable aléatoire x est un bruit circulaire non gaussien de module constant de moments
normalisés h, = k, = 1.

Afin de voir I'apport de I'exploitation de la non gaussianité et de la potentielle non circularité
du brouilleur, des simulations par ordinateur ont été effectuées pour la réception d’un signal
utile BPSK avec un SNR égal a 20dB corrompu par un bruit total composé d’un bruit additif

3Cette matrice exacte est approximée avec (X = 10000) échantillons
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Chapitre 4. Beamforming non linéaires GSC et MVDR de Volterra

blanc, gaussien, centré et circulaire et d'un seul brouilleur, différent selon son type, de rapports
de puissance du brouilleur sur puissance du bruit gaussien INR égal a 0, 10, 20 et 30 dB selon
la configuration.

Les figures présentées dans cette section représentent les variations des gains en SINR, par
rapport au SINR du beamformer de Capon (4.31), des structures GSC de Volterra (partielle et
complete) de SINR donné par (4.27) et du beamformer MVDR; de SINR donné par (3.30) en
fonction du module de la corrélation spatiale |a;,| entre le signal utile et le brouilleur défini
par [63]

<H
A Ji'S A i
A1s = = |als| € ¢157

(j15,)1/2 (sts) '/

Ces figures sont obtenues pour N = 2, #; = 90°, K = 10000. Les figures notées (a), (b), (c) ou
(d) sont obtenues pour des brouilleurs d’'INR respectivement égaux a 0, 10, 20 ou 30 dB.

Remarque 10. Notons tout d’abord que ces figures ayant été obtenues a Uaide d’approximations
des matrices Ry, certains gains apparaissent tres proches mais sont en réalité identiques. Pour
des brouilleurs circulaires, ces situations sont observées sur les figures 4.4, 4.5 et 4.6 ot les gains
des structures partielles et complétes sont identiques. Par contre, pour un brouilleur rectiligne de
plus en plus impulsif, comme observé pour la figure 4.10, ces méme gains sont trés proches mais
non identiques.

On remarque d’abord sur toutes les figures que le gain de tous les récepteurs sont nuls dans les
cas ol les vecteurs directionnels du signal utile et du brouilleur sont orthogonaux (jays| = 0)
ou colinéaires (|as| = 1). Car dans le premier cas, la partie linéaire des filtres suffit pour
rejeter entierement le brouilleur et dans le deuxieme cas, tout traitement spatial ne peut
apporter de gain au SINR car le signal utile et le brouilleur sont issus de directions identiques
ou opposées.

Brouilleurs non gaussiens circulaires

Pour différents INR, les figures 4.4, 4.5, 4.6 et 4.7 représentent les variations des gains pour
respectivement un brouilleur de module constant (h, = k2 = 1), un brouilleur impulsif de
Bernoulli circulaire de moments normalisées (h, = k2 = 100), un brouilleur impulsif de
Bernoulli circulaire de moments normalisées (h, = k2 = 10000) et un brouilleur QPSK.

Ces figures montrent que les récepteurs non linéaires de Volterra sont particulierement
adaptés pour la réjection du brouilleur impulsif de Bernoulli (h, = k2 > 1) et & degré moindre
pour la réjection des brouilleurs a module constant.

Pour des brouilleurs circulaires, qui le sont donc jusqu’a I'ordre 4, il est clair que la structure
compléte n’apporte pas de gain supplémentaire par rapport a la structure partielle.

Par contre, pour un brouilleur QPSK qui est circulaire au second ordre mais non circulaire
a l'ordre 4, les performances du récepteur a structure complete sont meilleures que celles
du récepteur a structure partielle. En effet, dans la structure compléte, les termes 2 et 4 de
I'équation (4.8) apportent de I'information, tandis que la structure partielle ne contient que le
terme 4. Par contre, le beamformer MVDR; n’apporte pas de gains vu que les brouilleurs sont
circulaires d’ordre au moins égal a 2.

Les gains des récepteurs non linéaires croissent avec le INR (les figures a, b, ¢ et d) et avec
les moments normalisés (h,,k,). Ceci nous permet de dire que les gains par rapport au
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beamformer de Capon augmentent avec le caractére de non gaussianité des brouilleurs.
Brouilleurs non gaussiens rectilignes

Pour différents INR, les figures 4.8, 4.9 et 4.10 représentent les variations du gain pour
respectivement un brouilleur BPSK, un brouilleur impulsif rectiligne de moments normalisés
(hz = k2 = 100) et un brouilleur impulsif rectiligne de moments normalisés (h, = k2 = 10000).

Le récepteur a structure complete présente de meilleures performances par rapport a la
structure partielle et au MVDR; vu qu’elle exploite la non circularité et la non gaussianité
des brouilleurs. En effet pour des brouilleurs rectilignes non gaussiens, tous les termes de
I’équation (4.8) apportent de I'information, tandis que la structure partielle n’est composée
que des termes O et 4 et que le MVDR; n’est composé que des termes O et 1.

On remarque que pour de faibles INR et pour (h, = k2 = 100), le beamformer MVDR;
présente de meilleures performances que le récepteur a structure partielle. Dans ce cas,
la partie non gaussienne du bruit total est de faible puissance et de moments normalisés
d’ordres 4 et 6 pas trop élevés, ce qui diminue le gain de la structure partielle. Tandis qu'en
méme temps le MVDR; exploite uniquement la non circularité du brouilleur et son gain
augmente. Pour des INR relativement élevés, le caractére non gaussien I'emporte et les
performances des récepteurs linéaires augmentent. Par contre, pour des brouilleurs fortement
non gaussiens (h, = k2 = 10000), les performances de la structure partielle deviennent
équivalentes a celles de la structure complete. Dans ce cas le bruit total est fortement
non gaussien et la prise en compte de la non circularité n’apporte pas de gains supplémentaires.

Dans la figure 4.8 ou le brouilleur est BPSK, les performances du beamformer MVDR; sont
meilleures que celles de la structure partielle. En effet, le terme 1 de I'’équation (4.8) apporte
plus d’informations que le terme 4 car le caractére non gaussien est ici relativement faible
(kurtosis = -2) par rapport au caractere non circulaire du second ordre qui est ici maximum
car rectiligne. En augmentant le INR, le caractére non gaussien prend de 'ampleur et les
performances des deux récepteurs (MVDR; et la structure GSC partielle) se rapprochent.

En résumé, les récepteurs non linéaires sont mieux adaptés pour la réjection de brouilleurs
non gaussiens circulaires tel que (h, = k2 > 1) et dans une moindre mesure pour celle de
brouilleurs a module constant (h, = k, = 1) telle que les modulations BPSK et QPSK. Notons
que pour la modulations QPSK les gains en SINR par rapport au beamformer MVDR; sont
inportants. Pour des brouilleurs non gaussiens rectilignes, la structure non linéaire complete
est toujours la mieux adaptée. Néanmoins, il est plus intéressant d’utiliser la structure partielle,
de complexité moindre, quand les brouilleurs sont de moments normalisés et de puissances
tres élevés.
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4.7 Extension aux critéres maximum de SINR et MMSE

Le beamformer de Volterra de structure complete et ceux de structures partielles que nous
avons présentés peuvent étre considérés comme différentes extensions widely polynomiales
du beamformer widely linear MVDR; [21]. Par suite naturellement, les beamformers widely
linear MVDR;, et widely linear MMSE que nous avons vu au chapitre 3, peuvent étre étendus
eux aussi aux structures widely polynomiales complete et partielles. Ces filtres prendront ainsi
en compte non seulement la non gaussianité et la non circularité de I'interférence, mais aussi
la non gaussianité et la non circularité du SOL.

Nous n’allons considérer ici que le beamformer MMSE de Volterra, de structure compléete ou
partielle.

4.7.1 Expression du filtre MMSE de Volterra

L’estimée $(t) du SOI sera donnée ici par le filtre spatial y(t) = wix3, dont le filtre w3 est
solution de la minimisation suivante :

2 (4.32)

min Els(t) — W}/ %s,
w3

dont la solution est donnée par la résolution de I'équation normale
R WMMSE, 5 = T, (4.33)

avec det def
Rz, = B(X3,:X5)) et Ty = B(X35™ (1))

X302 %%, (5 ox; @ x)T, (x @x; @x), (e @x @ x), (x ©x @ x)"]"
et E[x3 5" (t)] = E[s3+s*(t)] ot s3; est défini comme la partie SOI de X3 :
S5 = [s(t)sT, s*(t)sT, s*3(t) (s*@s* @s*) T, s*(t)|s(t)|*(s@s* ®s™) T, s(1)|s(t)|* (s@ws@s*)T, s3(t) (sws@s) 7] .
Par suite (4.33) s’écrit sous la forme :
R, W3 = S35k, (4.34)

ou s3 1, est un nouvel vecteur directionnel étendu qui dépend ici des statistiques du second et
quatriéme ordre du SOI défini par :

TsS
WS’Y:S
w2k (s* ® s* ® s*)
T2k, * (s ® s* @ s*)
2ks(s @ s ® s*)
w2k, (s ®s ®s)

Sy = (4.35)
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avec v, = %(‘ E §|) et ks, k: et k étant les 3 kurtosis normalisés du SOI :

s Ells'()l /o Els*(0)] v o Bl (0)ls* ()]

= = — t =
El2OF T ELOP O 7 T ESLOP
Le vecteur s3 ., peut sinterpréter a partir de la décomposition orthogonale (unique) de
§3,t :
X3, = S(t)S3,k + N3,k(t) (4.36)

ou s(t) et 3 x(t) sont non corrélés car E[(X3; — s(t)s3,,%)s"(t)] = 0.
Naturellement les redondances contenues dans x3; entrainent la singularité de R;, de (4.34).

Ces redondances peuvent étre retirées grace a la remarque 8. On obtient donc alors avec y(t) =
~ /H ~ , 7
WIMSE, , X5, donné par (4.14), Wy\gp, , €st obtenu par

V~V£\/IMSEV,3 = WSR;31§377,]<; (4.37)
avec
_ < -
V58

| mkr(sfostos)
S3"Yak = T //*( (S Os )) (4.38)

msks((s ©'s) ®57)

Tk, (S s®s)

L’erreur quadratique moyenne (MSE) obtenue est alors donnée par
MSE[VT’MMSEVV ] MSE[WMMSE 3] = 775(1 — 7T353 7, k?R 3,7, k’) (439)

Bien entendu, différentes structures partielles adaptées aux statistiques du second et quatriéme
ordre du SOI et de I'interférence peuvent aussi étre considérées en prenant seulement certains
termes du filtrage spatial (4.8).

Les différentes MSE obtenues selon les termes retenus dans ce filtrage spatial peuvent étre
théoriquement comparées entre elles par la méme approche que celles menées dans [77] et
reprise dans [34].

Notons que la décomposition orthogonale (4.36) peut donner lieu a un beamformer MVDRy
de Volterra : extension de notre beamformer MVDR;, du chapitre 3. En effet la minimisation de
la puissance de X3, sous la contrainte Wil égm » = 1 conduit au beamformer de filtre

’

—1 —1
~ _ 1 1/ "1 11y
WMVDR, 3 = (SS,V KRz, S:m,k) R, "S3,% = (53,7 rRi, S3,’y,k) R, "S3.k (4.40)

avec

/ def ~ / ! !
R;, = E(n3'y KD ﬁ,k(t)) = R;, — ™840 185k (4.41)

d’apres la décomposition (4.36). Et comme dans le cas des filtres MVDR;, vus au chapitre 3, ce
filtre est proportionnel au filtre widely nonlinear de Volterra MLSE.

/ 71'553 R~_ ~3 k / /

< _ kg B3, ~ _ -

WMMSEy 3 = R WMVDR, 3 = (Wss37kR 3 53,9, k) WMVDR, 5 (4:42)
1+ 77553 kR, Sg g

116



4.4.7 Extension aux critéres maximum de SINR et MMSE

Cela entraine que les filtres V~V1\/IMSEV , et WMVDRV , minimisent tous deux le SINR de sortie issue
de la décomposition orthogonale (4.36)

, 7| W S, 2
SINR(W) = TalW S5kl (4.43)

~ ! ~ b
wHR. w'
i3

dont la valeur minimale est donnée par

/_1~/

'

TsS R.."s
Y . ~/ . ~H /1~ . SP3,y,k T3 P37,k
SINR(WMMSEV,g) = SINR’(WMVDRVJ) = 7T3537,y7kRﬁ3 S'?’v'Y:k =

(4.44)

/_1~/

~/H b)
1— 7rs(s37%kRg~c3 s37%k)

déduit du lemme d’inversion matriciel issu de (4.41). De plus d’apres la relation générale (3.36)
qui lie la MSE et le SINR qui s’applique aussi ici

~/H~/

2
|w s,

- - k
MSE W, =T 1—W,HS/ 2+771

( ) S | 3,’)/,kj| SINR(W/) )
On voit clairement dans cette relation que le filtre W qui minimise MSE[w'] sous la
contrainte w7 éé 4k = 1 etaussi celui qui minimise SINR[w'] sous la méme contrainte, qui
finalement correspond au beamformer MVDR5. Ce qui donne un sens physique particulier a la
decomposition (4.36) et au critere SINR.

. , ~ ~ . e 7 s

Finalement, notons que malgre que Wy sg, , € Wyypg, , Soient colinéaires et donnent le

méme SINR en sortie, ils générent différentes MSE comme il a été vu au paragraphe 3.7.3.2.

4.7.2 Implantation du filtre de Volterra MMSE

Comme tout beamformer MMSE, I'implantation de ce filtre de Volterra MMSE en absence
de séquence d’apprentissage exige la connaissance du vecteur directionnel s du SOI et de
sa puissance m,. Mais son implantation exige aussi la connaissance de I'’ensemble de ses
statistiques d’ordre deux et quatre a travers son coefficient de non circularité ~, et de ses trois
kurtosis normalisés k, k., et k. . Ce beamformer exploite ainsi non seulement la non gaussianité
et la non circularité de l'interférence, mais aussi la non gaussianité et la non circularité du SOL.

La matrice de covariance étendue R;C?) peut étre estimée par une méthode usuelle, par

exemple par I'estimée empirique f{;ég obtenue a partir de K observations instantanées (k1)
ou T est la période d’échantillonnage.

T3 E
k=1
le filtre w, imé
et le filtre WI\AMSEV,;; est estime par
’
= S/—1~"
WMMSEV,g = 7TSR5/,3 S3,’y,k' (4.45)

En présence d’'une séquence d’apprentissage (s(k7'))r=1.. k, la connaissance de s et des
o e 7 . 7 . / A
statistiques de s(t) ne sont plus nécessaires. La corrélation sans redondance r;, . peut étre
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estimée par 'estimée empirique
der 1
~ e ~!
s = 72 ZXS(kT)s*(kT)
k=1

et I'estimée du filtre Wy est donnée par

/

~

~ _ A/_l/\/
WMMSEV13 = Ris F3,8° (4.46)
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4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un récepteur non linéaire invariant dans le temps pour
traiter la réception d’'un signal inconnu, dont la forme d’onde est inconnue mais de vecteur
directionnel connu, et corrompu par des interférences potentiellement non gaussiennes et
non circulaires. Pour cela, nous avons utilisé une classe particuliere de filtres non linéaires
complexes, appelés filtres de Volterra complexes. Ce récepteur invariant dans le temps est
construit selon une approche MVDR basée sur des filtres de Volterra complexes. Il ne requiert
aucune information a priori sur les interférences et se trouve particuliérement adapté pour le
contréle de spectre ou I'écoute passive dans le contexte non circulaire et non gaussien.

Ce récepteur a été détaillé a I'ordre trois selon une structure dite compléete ou tous les termes
polynomiaux jusqu’a l'ordre trois ont été pris en compte, ce qui le rend mieux adapté pour
traiter la non circularité d’ordre 4 en plus de la non gaussianité des interférences. Par la
suite, nous avons présenté une implémentation GSC équivalente de ce récepteur MVDR de
Volterra selon sa structure complete et partielle. Finalement nous avons étudié par calculs
numériques les performances en gain SINR, par-rapport aux beamformers de Capon et MVDR;
a travers I'implémentation GSC. Cette étude nous a permis de montrer que le récepteur
MVDR de Volterra a structure compléte est toujours meilleur que les beamformers de Capon,
MVDR; et MVDR de Volterra a structure partielle en présence d’interférences non gaussiennes
potentiellement non circulaires particulierement pour des brouilleurs QPSK. Par ailleurs, nous
avons démontré que la prise en compte a la fois de la non circularité a 'ordre deux, de la
non circularité a I'ordre quatre et de la non gaussianité permet une meilleure réjection de
brouilleurs non circulaires impulsifs (h, = k2 > 1).

Naturellement la structure compléte et les différentes structures partielles décrites dans ce
chapitre a l'ordre 3 peuvent étre étendues a des ordres impairs supérieurs a 3, par exemple a
I'ordre N = 5 comme des illustrations ont été présentées dans [7] pour une structure partielle
particuliére dans le premier beamformer de Volterra.
En conséquence, les gains en SINR obtenus dans [7] en passant de l'ordre 3 a 'ordre 5 dans
la structure particuliére obtenue en ne retenant que les termes (0) et (4) de (4.8) devraient
s’étendre quand on passe de I'ordre 3 a 'ordre 5 dans la structure compléte car ce beamformer
exploiterait aussi la non circularité éventuelle d’ordre 6 de l'interférence. Ainsi ce premier
beamformer de Volterra d’ordre 5 pourrait exploiter encore mieux la non gaussianité et la
non circularité conjointe de I'interférence.

De méme le beamformer MMSE de Volterra d’ordre 5 pourrait de plus bénéficier de la non
circularité éventuelle d’ordre 6 du SOI par rapport a celui d’ordre 3.
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Chapitre 5

Etude des performances des
détecteurs GLRT d’un signal utile noyé
dans un bruit non circulaire
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5.1 Introduction

Pour de nombreuses applications telles que la détection de cibles dans les systemes radar
et sonar, la synchronisation en radio communications, la localisation par satellite et
l'identification ami-ennemis (systéemes IFF), le probleme de détection d’'un signal connu, de
parametres inconnus, en présence d'un bruit de fond et perturbé par des interférences, appelé
par la suite bruit total de matrice de covariance est inconnue, a recu beaucoup d’attention ces
derniéres décennies.

A I'heure actuelle, plusieurs détecteurs sont disponibles, parmi ceux ci; un détecteur adaptatif
spatio-temporel utilisant ’estimée, a partir des vecteurs de données secondaires (composante
bruit seul), de la matrice de covariance est proposé par Brennan, Reed et Mallett dans [9]
et [81]. Ce récepteur a pour but de détecter le signal utile de rang 1, i.e. ayant un vecteur
directeur connu et une puissance inconnue, en présence d’un bruit total gaussien inconnu.
Robey et Furhmann ont modifié ce détecteur dans [82] en introduisant le test du taux de
fausse alarme constant CFAR (Constant False Alarm Rate), ce détecteur est désormais appelé
filtre adapté spatial approprié pour des applications radar. Dans [56], le probléeme précedent
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est considéré par Kelly comme un test a hypothéses binaires : bruit total seul ou signal plus
bruit total. Le détecteur de Kelly utilise 'approche maximum de vraisemblance (MV) pour
estimer les parametres inconnus (matrice de covariance du bruit total et 'amplitude complexe
du signal utile) du test du rapport de vraisemblance LRT (Likelihood Ratio Test). Ce schéma
de détection se réfere communément au test du rapport de vraisemblance généralisé GLRT
(Generalized-LRT) [66]. Les performances et I'analyse du détecteur de Kelly ainsi que sa
comparaison avec d’autres détecteurs ont été présentées dans [8, 45, 46, 57].

Pour des applications GPS et radar, une extension de l'approche GLRT de Kelly, supposant
une indisponibilité d’'une référence bruit seul, a été présentée dans [93] et [89]. Dans [10],
Brennan et Reed proposent un détecteur MMSE pour des acquisitions temporelles dans le
contexte des réseaux multi-utilisateurs DS-CDMA en radiocommunications. Douglas et Scholtz
dans [40], ont reconsidéré ce probleme a partir d'une approche GLRT sous les hypotheses
que le bruit est gaussien et que la matrice de covariance du bruit total ainsi que le canal de
propagation sont connus.

Tous ces détecteurs précédents supposent implicitement ou explicitement que le bruit total est
circulaire au second ordre [75, 33]. Ils deviennent sous optimaux en présence d’interférences
non circulaires au second ordre omniprésentes en radio-communications et en radar. Ainsi,
pour cette raison, le probleme de la détection optimale dun signal corrompu par un bruit total
non circulaire au second ordre a recu une grande attention ces derniers temps. En particulier,
une approche de filtrage adapté en présence d’'un bruit total non circulaire au second ordre
est présentées dans [11] et [99] pour des applications radar et radio communications
respectivement sous la condition restrictive d’'un signal completement connu. Des approches
alternatives sont développées, sous la méme condition restrictive d'un signal complétement
connu, et sont présentées dans [4] et [78] utilisant le critére de déflection et le GLR
respectivement. D’autres travaux sur la détection optimale dans un contexte non circulaire ont
été menés dans [44, 12, 87, 88].

Plus récemment dans [22, 6], de nouveaux récepteurs pour la détection d’un signal connu, de
parameétres inconnus, perturbé par des interférences inconnues et non circulaires au second
ordre ont été introduits. Néanmoins, leurs performances n’ont été étudiées que par simulations
Monte-Carlo en terme de probabilité de détection a fausse alarme constante fixée a 1073,
De plus, aucune analyse théorique de performance n’a été menée sur ces récepteurs GLRT et
seules des simulations Monte-Carlo ont été réalisées.

Le but de ce chapitre est de compléter I'analyse de performances menée dans [22, 6]
par simulations Monte-Carlo en courbes de caractéristiques opérationnelles du récepteur
ROC (Receiver Operating Characterisics) et par une étude théorique des performances
asymptotiques.

Dans ce chapitre, aprés la position du probleme dans la section 5.3, les différents récepteurs
pour la détection d’'un signal connu de parametres inconnus (ex : amplitude, phase, vecteur
directeur,..) seront présentés selon la connaissance des ces parametres dans les sections 5.4
et 5.5. Par la suite, nous étudierons les performances théoriques des détecteurs clairvoyants
dans la section 5.6 et de certains détecteurs GLRT dans la section 5.7. Nous termineront ce
chapitre par quelques illustrations et par un complément de simulations Monte-Carlo dans la
section 5.8.
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5.2 Récepteurs GLRT pour la détection d’un signal connu perturbé
par des interférences non circulaires

Dans [6], un probléme d’intérét pratique a été traité. Il consiste a détecter un signal connu,
de parametres inconnus (ex : phase, amplitude, vecteur directeur), noyé dans un bruit total
potentiellement non circulaire au second ordre. Plusieurs détecteurs ont été introduits et leurs
performances ont été uniquement analysées par simulations Monte Carlo dans un scénario tres
particulier. Ces différents détecteurs sont associés a différents jeux de parametres inconnus et
donnent des gains en performance importants par rapport aux détecteurs conventionnels. Dans
cette partie, nous allons brievement revoir tous ces détecteurs associés a la connaissances ou
non des différents parametres du signal utile (7, 4, s) et du bruit total (R(nT'), C(nT')) et nous
allons en étudier les performances théoriques non traitées dans [6, 22] ainsi nous donnerons
un complément d’étude des performances par simulations en courbes ROC.

5.3 Position du probleme

5.3.1 Modele des signaux

On considére un réseau de N capteurs a bande étroite. Chaque capteur recoit un signal !
numérique, dit utile, de modulation linéaire 2 satisfaisant la condition de Nyquist composé de
K symboles réels ax, noyé dans un bruit total composé d’interférences potentiellement non
circulaires au second ordre et d'un bruit de fond gaussien circulaire.

L’enveloppe complexe de ce signal utile est donnée par :

K
s(t) =Y ano(t—nT), (5.1)

n=1

ol a, = £1(1 < n < K) représente la suite des symboles réels émis connus. 7" est la durée
symbole et v(t) est le filtre de mise en forme en "racine carrée" de cosinus surélevé (demi-
Nyquist) tel que : 7(nT) £ v(t) ® v(—t)* |1=r= 0 pour n # 0 et r(0) # 0 en supposant une
synchronisation parfaite, ot ® désigne 'opération de convolution.
En sortie du filtre adapté v(—t)*, il est suffisant de travailler au rythme symbole 3, le vecteur
d’observations s’écrit :

x(kT) = psr(0)e®ays + n(kT), (5.2)

ou us, ¢, représentent respectivement les parametres controlant 'amplitude et la phase du
signal connu sur le premier capteur, s est le vecteur directeur du signal connu de premiéere
composante égale a 1, n(k7') est le vecteur du bruit total en sortie du filtre adapté.

1Ce signal peut soit correspondre 4 une séquence d’apprentissage dans un lien de radio communication, & un
signal codé binaire sur un intervalle cohérent de traitement dans des applications radar, a un code séquence PN sur
la période symbole pour les réseaux DS-CDMA et les systemes GPS

2Cette hypothése de linéarité de la modulation n’est pas restrictive du moment ot1 les signaux rectilignes comme
la DS-BPSK en particulier, sont largement utilisés dans plusieurs domaines d’applications

%11 est & noter que les échantillons x;, sont des statistiques suffisantes pour le probléme de détection uniquement
dans le cas ot le bruit total est blanc de distribution gaussienne
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5.3.2 Statistiques du second ordre des observations

Les statistiques du second ordre des observations considérées par la suite correspondent aux
premiére et seconde matrice de covariance des observations x(k7"). Elles peuvent s’écrire :

R.(kT) 2 E[x(kT)x(kT)"] = 7, (kT)ss™ + R(kT), (5.3)
C.(kT) 2 Ex(kD)x(kT)'] = ny(kT)e?*:ss” + C(kT), (5.4)

ol ms(kT) = p?r(0)*E(a}) est la puissance instantanée du signal utile requ par le premier
capteur. R(kT) £ E[n(kT)n(kT)] et C(kT) = E[n(kT)n(kT)"] sont les premiére et seconde
matrices de covariance du bruit total a I'instant k. Pour un bruit total circulaire au second
ordre C(kT') = O, Vk.

En travaillant au rythme symbole et comme les observations sont cyclo-stationnaires sur le
temps symbole, les statistiques d’ordre deux sont égales sur la durée symbole et ne dépendent
plus de k tel que R(kT) = R et C(kT) = C.

Quand les symboles émis du signal utile sont BPSK, la puissance instantanée 7s(k7") est
constante pour tout les instants et ne dépend pas de k donc 74(kT) = p2r(0)? = 7.

5.3.3 Problématique et hypothéses

Le probléme considéré dans cette partie est un probleme de détection de symboles a; réels
connus, basé sur 'approche GLRT a deux hypotheses Hj et H; associées respectivement a la
présence du bruit total seul n(k7") et a la présence du signal utile plus le bruit total dans les
données (Xj)k=1,...
En utilisant (5.2), le vecteur d’observations x(k7T') sous les hypothéses H, et H; est donné par :

H, : x(kT) = 7@ aps +n(kT), (5.5)
Hy: x(kT) = n(kT), (5.6)

Dans le cas ou le bruit total est la somme d’interférences de type BPSK et d’un bruit de
fond gaussien indépendant I'un de l'autre, la distribution de x(k7") est un mélange de lois
gaussiennes. Ainsi, pour permettre de construire les différents détecteurs GLRT, il est fait
dans [22, 6], les hypothéses théoriques simplificatrices # suivantes :

e A.1: Les échantillons n(kT") -1,
les uns des autres.

x> avec n(kT) £ n(kT)T, n(kT)" )T sont non corrélés

e A2 : Les échantillons n(kT);—1,
circulaires.

x sont gaussiens, centrés et potentiellement non

......

e A.3: Les matrices R,,(kT) et C, (kT) ne dépendent pas de k.

Dans [22], le probleme abordé consistait a détecter de maniére optimale, au sens de
I'approche GLRT, la présence d’un signal connu échantillonné a; pour 1 < k < K, a partir du
vecteur d’observations x(k7)(1 < k < K) en supposant que le bruit total est potentiellement
non circulaire au second ordre et que les parametres 7, @5, s, R et C peuvent étre soit connus
soit inconnus selon l'application visée. Il est a noter que les récepteurs GLRT dérivés sous
I’hypothése que sous Hy, les données secondaires ne sont pas disponibles. Ainsi, les récepteurs

“Ces hypothéses ne sont pas réellement pénalisantes, car les détecteurs issus de ces hypothéses atteignent
toujours de bonnes performances en pratique, méme dans le cas ot elles ne sont pas vérifiées.
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5.5.4 Récepteurs optimaux ou tous les parametres sont connus (clairvoyants)

GLRT introduits dans [22] ne sont pas une extension simple aux vecteurs d’observations
étendus des récepteurs GLRT de Kelly [56]. En conséquence, notre analyse de performance
n’est pas une simple extension de I'analyse présentée dans [56].

5.4 Récepteurs optimaux ou tous les parametres sont connus
(clairvoyants)

Lorsque tous les parametres sont connus (i.e. 75, P, s, R, C) on parle de détecteurs de référence
ou détecteur clairvoyant. Selon la théorie statistique de la détection [55, chap 3] [94], le
récepteur optimal pour la détection des échantillons connus a;, a partir de x(k7") est le test
du rapport de vraisemblance LRT. Il consiste a comparer a un seuil le rapport de vraisemblance
LR(x, K), défini pour 1 < k < K, par

o PIX(ET) iy, e /HL]

Lr(x, K . (5.7)
r(% K) pX(ET)|k=1,..x /Ho
ou p[x(kT)|k=1,.x/Hi] (¢ = 0,1) désigne la densité de probabilité conditionnelle des
échantillons x(k7T") (1 < k < K) sous '’hypothese H;.
En utilisant (5.5) et (5.6), 'équation (5.7) devient
ET) = x(kT) — /7€' ®sars, 1 < k < K

pIn(kT) = x(kT),1 < k < K|

Sous les hypothéses de distribution gaussienne non circulaire, la densité de probabilité de
n(kT) devient une fonction de n(k7T) £ [n(kT)”,n(kT)"]" donnée par [76]

7ﬁ(kT)HRglﬁ(k:T)

1 2 . (5.9)

WN\/detRﬁe

Ainsi, sous les hypotheses précédentes, et en utilisant (5.9), I'expression (5.8) prend la forme

p(B(kT)) £

K i~ - .~ ~
kT - kT - s s 5 )y ISy 9 n
Li(x, k) = L=t PEOT) = X(ET) = /Ta€™ xSy i s, Son ), (5.10)
[[—: p(kT) = x(kT); Rg]

ou x(kT) £ [x(kT)T, x(KT)"]T, 54 £ [e'9:sT, e70ssH|T et R;; est définie par :

R C
(22

Il est a noter que R;; contient I'information de non circularité du bruit total a travers la matrice
C, qui est non nulle pour un bruit total non circulaire au second ordre.

En utilisant (5.9) dans (5.10) et en prenant le logarithme, il est possible de démontrer qu'une
statistique suffisante pour le probleme de détection précédent consiste a comparer a un seuil ¢
la fonction OPT) (x, K') = 21n Lr(x, K') définie par [6, 22]

~ R __ H1,HO
OPT:(x,K) £s{/R: T, £ wlites 2 ¢, (5.11)
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Chapitre 5. Etude des performances des détecteurs GLRT d’un signal utile noyé dans un
bruit non circulaire

A

—~ 1 ~ - - : . . e
ourg, = 174 Zszl xX(kT)ay, W, 2 Rgls(z, est le filtre adapté spatial WL défini dans [28].
Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire (C = O), ce récepteur devient le récepteur
conventionnel donné dans [69] et défini par

CONV,(x, K) £ 2R[e s R 71T, 2 2R[wH Ty, (5.12)

NP 1 : ) , . e
oll Txq = K Eszl x(kT)ay et w. 2 e!*R~!s correspond au filtre adapté spatial, définit & une
constante multiplicative pres, qui maximise le SINR en sortie vu dans le chapitre 2.

5.5 Récepteurs optimaux avec des parametres inconnus

Dans la plupart des situations d’intérét pratiques, les parametres 7,5, ®5, R et C peuvent étre
inconnus. Aussi, pour certaines applications, le vecteur directeur s est soit connu; cest le
cas en particulier des applications radar et de localisation par satellite, soit inconnu pour des
applications en radiocommunications. Comme dans le cas ou tout les parametres sont connus,
les récepteurs, ou certains parametres sont inconnus, ont été présentés et leurs performances
ont été étudiées uniquement par simulations Monte-Carlo dans [22, 6], pour les cas d’'une ou
deux interférences, en terme de probabilité de détection pour un taux de fausse alarme donné
fixé 4 1073,

Dans cette section, apres une breve description de ces différents récepteurs et une introduction
de deux nouveaux récepteurs, nous allons étudier les performances asymptotiques théoriques
de ces récepteurs et nous compléterons ’étude par simulations en courbes COR pour différents
scénarios de réception.

5.5.1 Récepteurs GLRT avec s connu

Pour des applications de localisation par satellite ou les positions des satellites sont connues,
le vecteur de direction d’arrivée du signal utile s est connu et peut étre associé a la direction
du satellite. C’est aussi le cas dans des applications radar ou le vecteur directeur s est
associé a la direction d’'un faisceau orienté mécaniquement ou électroniquement vers une
direction donnée. En outre, dans certains cas, des vecteurs d’observation ne contenant pas
d’échantillons du signal utile (appelés vecteurs d’observations secondaires) et partageant
les mémes statistiques au second ordre que le bruit total sont disponible en plus des
vecteurs d’observations contenant a la fois le signal utile et le bruit total (appelés vecteurs
d’observations primaires). Par exemple, les vecteurs d’observations secondaires peuvent
correspondre a des échantillons de données associées a d’autres cases distances que celle de la
cible a détecter. Dans ces derniers cas, on dit qu'une référence bruit seul (RBS) est disponible
(en anglais TNAR pour Total Noise Alone Reference).

Dans cette partie, nous allons faire un rappel des différents récepteurs introduits dans [22], par
une approche GLRT °, pour la détection d’un signal avec s connu et dont certains paramétres
sont inconnus, noyé dans un bruit total non circulaire.

°11 est & noter que lorsqu’il y a des paramétres inconnus, le test du rapport de vraisemblance LRT n’est plus un
test UMP (Uniformly Most Powerful) et donc n’est plus adapté a notre étude. Pour cela on se raméne a une approche
GLRT.
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5.5.5 Récepteurs optimaux avec des parametres inconnus

5.5.1.1 (m,, ®,) inconnus et bruit total (R, C) connus

Lorsque les paramétres 75, sont inconnus et s, R et C sont connus, le GLR pour la détection
des échantillons connus a; noyés dans un bruit total non circulaire au SO caractérisé par R et
C, est donné par (5.10) ou 7, et ¢ sont remplacés par leurs estimées au sens du maximum
de vraisemblance ML. Pour des raisons d’identifiabilité on estime le vecteur @ £ [w,w*]’ £
i

5 1T . ,
[\/7se Tse "®<]" tel que son estimée est donnée par [22, 6]

& = (S"R-'S)"'STR 1R (5.13)

a’

o~ 1 K ~ S 0
ourgaégzkzlx(k‘T)ak etS = < 0 & )
En insérant (5.13) dans (5.10), le GLRT devient

[T, pa(kT) = X(ET) —aka/ak,s R, C]
[T3= pIR(KT) = X(kT)/R, C]

En prenant le logarithme, une statistique suffisante pour le probleme de détection consiste a
comparer a un seuil la fonction OPTy(x, K) = 21n Lg(x, K) définie par [22, 6]

Lg(x, K)

OPTy(x, K) 2 K TR 'S(SYR-1S)ISHR: 7y, (5.14)

Dans le cas particulier d'un bruit total circulaire au SO (C = O), on peut facilement vérifier
que (5.14) se réduit a la statistique suffisante CONV,(x, K'), déja donnée dans [82] et qui est
définie par

sHR 17, \2
CONVy(x, K éK}i"“ 5.15
2( ) SHR_IS ( )

5.5.1.2 (m,, P4, R, C) inconnus avec RBS

Dans ce cas, s est connu, les parametres 75, 5, R et C sont inconnus mais une RBS est
disponible. Notons n'(nT)(0 < n < K’ — 1) les K’ échantillons des données secondaires
contenant uniquement du bruit total (KX’ > 2N). Alors

R (nT) = E[ (nT)n'"(nT)] =R(nT) (5.16)

C'(nT) = E[n (nT)n'"(nT)] = C(nT). (5.17)

Sous les hypothéses de la section 5.3.3, les matrices de covariance R et C peuvent étre
estimées a partir des données primaires (présence du signal utile) et secondaires (absence du
signal utile), ce qui donne lieu a deux différents récepteurs.

Estimation a partir des données secondaires uniquement
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Chapitre 5. Etude des performances des détecteurs GLRT d’un signal utile noyé dans un
bruit non circulaire

L’estimée au sens du maximum de vraisemblance de R;; et de R sont données par

K'—-1

R, - Ki 3w ()i (1) (5.18)
n=0

R 1 K'—1

R = - > n' ()0 (nT) (5.19)
n=0

Ainsi d’apres [22, 6], une statistique suffisante au probléme de détection est donnée par

OPTs(x, K, K') 2 21n Lo (x, K) 2 TR 'S(SYR.'S)"'SHR Tx,. (5.20)

a

Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au SO (C = ), cette statistique devient

~—1_ |2
sHR Ty,

CONV3(x, K, K') £ (5.21)

~_1
sfR s

ou K et K' représentent respectivement le nombre d’échantillons de 'observation et de la
RBS. Estimation a partir des données primaires et secondaires

Dans ce cas on estime les matrices R et C a partir de K données primaires et de K’ données
secondaires. On a alors une statistique suffisante du probleme de détection donnée par [22, 6]

“H o laeHR lay-1cHR 1=
R S(SHR. S)"1SHR 75
OPT.(x, K, ') & TR0 S( S ) S Txa, (5.22)
~H a1~

Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au SO (C = O), cette statistique devient

2

‘sHﬁgl?xa

CONV,(x, K, K') 2 — T (5.23)

sHR, S[l_mrxaRO Txa]

ou

R 1 K1 . K1 e
R = Ryl XX () + Z:jo B (n1)n " (nT)] (5.24)

. 1 K-1 " K'—1 ) -
Ro = gyl eI T) + 3 (D ()] (5.25)

5.5.1.3 (7, ®,, R, C) inconnus et sans RBS

Dans ce cas, le vecteur s est connu et les parameétres 75, ¢, R et C sont inconnus ainsi qu’on
ne dispose pas de référence bruit total seul. Sous les mémes hypothéses de distribution des
échantillons x(k7") (1 < k < K) qu’en section 5.5.1.1, les matrices R et C sont estimées a
partir des données primaires. Ainsi les estimées ML de la matrice du bruit total R; sous les
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5.5.5 Récepteurs optimaux avec des parametres inconnus

hypotheses Hj et H; sont respectivement données par [22, 6]

. 1S .

Rig = K;x(kT)xH(kT) £ R; (5.26)
N 1 E

R % > (R(ET) — apS@)(X(ET) — ax8&)". (5.27)

B
Il
—

Sous ces hypothéses et suivant 'approche GLRT, I'estimée ML de w est donnée par [22, 6]

Hpfy—1z
= S R% Tza

W= — — — . (5.28)
Vs [(1—TE R'75,) YRS + PR 5, tA RS

xa

De méme, une statistique suffisante pour le probléeme de détection est donnée par [22, 6]

~H a1 ~—1__ ~—1
s TxRs S(S"R; S)'S"R; T,

-~

H 5L
1 -1, R 15,

xat™ T

OPT5(x, K) = 2In Lg(x, K) (5.29)

Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au second ordre, (5.22) se réduit au détecteur
conventionnel donné par

~—1_ |2
‘SH R, 1y,

CONV;(x, K) 2 (5.30)

~—1 -~ /\—1/\ N
sfR, s [1 ~ 2R rxa}

Xa—"xr

5.5.2 Récepteurs GLRT avec s inconnu

Dans le contexte de radio-communications le vecteur directeur s est souvent inconnu
conjointement avec les parametres 7, ®5, R et C. En outre, dans certains cas, les données
d’observations secondaires sont disponibles en plus des données d’observations primaires. Ces
données peuvent correspondre aux échantillons des données associées aux canaux adjacents
et aux plages temporelles adjacentes.

Pour cela, nous allons présenter les différent récepteurs pour la détection d’'un signal réel
connu, avec s inconnu et dont certains parametres sont inconnus, noyé dans un bruit total non
circulaire.

5.5.2.1 (m,, ®,) inconnus et bruit total (R, C) connu

Dans certaines situations d’intérét pratique, le vecteur directeur s n’est pas non plus connu.
Ainsi, lorsque les parameétres 7, ®5 et s sont inconnus et R et C sont connus, le GLR pour la
détection des échantillons connus a; noyés dans un bruit total non circulaire au SO caractérisé
par R et C, est donné par (5.10) ou 75, $, et s sont remplacés par leurs estimées au sens du
maximums de vraisemblance ML. En posant h = ,/m,¢/®ss pour des raisons d’identifiabilité, on

estime le vecteur h £ [h, h*]T, dans ce cas, le modele (5.2) s’écrit

x(kT) = axth +n(kT)
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Chapitre 5. Etude des performances des détecteurs GLRT d’un signal utile noyé dans un
bruit non circulaire

ainsi, ’estimée au sens ML de h est donnée [22, 6]

~

h =Ty, (5.31)

. 1 .
oll Ty, 2 e S X(KT)ay
En insérant (5.31) dans (5.10), le GLR devient
I, p[R(kT) = X(ET) — azh/ay, R, C]

La(x,K) = szKzl pn(kT) = x(kT)/R, C] )

En prenant le logarithme, une statistique suffisante pour le probleme de détection consiste a
comparer a un seuil la fonction OPTg(x, K) = 21In L (x, K) définie par [22, 6]

OPTs(x, K) 2 K TR Tz, (5.32)

~ 1 - - . . .
ol Tz, = 174 Zle X(kT)a. Dans le cas particulier d’'un bruit total circulaire au SO (C = O),
on peut facilement vérifier que (5.20) se réduit a la statistique suffisante CONV;(x, K') définie
par
CONVg(x, K) 2 K 72 R 1%, (5.33)
5.5.2.2 (m,, &4, R, C) inconnus avec RBS

Dans ce cas, les parameétres s, 75, @5, R et C sont inconnus mais une RBS est disponible.
Notons n'(nT)(0 < n < K’ — 1) les K’ échantillons des données secondaires contenant
uniquement du bruit total (K' > 2NV). Sous les hypothéses de la section 5.3.3, les matrices R
et C peuvent étre estimées a partir des données primaires et secondaires, ce qui donne lieu a
deux différents récepteurs.

Estimation a partir des données secondaires uniquement

Une statistique suffisante pour le probleme de détection consiste a comparer a un seuil la
fonction donnée par [22, 6]

OPT7(x, K, K') £ 2In Lg(x, K) 2 L R %5, (5.34)
Pour un bruit total circulaire au SO (C = O)
CONV7(x, K, K') 2T R17,,. (5.35)
ou ﬁ:ﬁ et R sont respectivement données par les équations (5.18) et (5.19).

Estimation a partir des données primaires et secondaires

Comme dans la partie 5.5.1.2, ot s est connu, on estime les matrices R et C a partir de
K données primaires et de K’ données secondaires. On a alors une statistique suffisante du
probléme de détection donnée par [22, 6]

OPTs(x, K, K') £ 2In L (x, K) 2 T R %5, (5.36)
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5.5.5 Récepteurs optimaux avec des parametres inconnus

Pour un bruit total circulaire au SO (C = O)

CONVy(x, K, K') 2 7 Ry 1%, (5.37)

a

ou ﬁ’ﬁo et ﬁo sont respectivement données par les équations (5.24) et (5.25).

5.5.2.3 (7, ®,, R et C) inconnus et sans RBS

Lorsque tout les parametres sont inconnus y compris le vecteur s et sous les hypotheses
précédentes, une statistique suffisante pour le probleme de détection est donnée par [22, 6]

OPTy(x, K) 2 2In Lo(x, K) 2 T2 RT3, (5.38)

qui correspond au détecteur introduit dans [30] pour la synchronisation dans le contexte non
circulaire au SO. En particulier pour un bruit total circulaire (C = 0), (5.38) se réduit a

CONVy(x, K) 271 R 1%,

5.5.3 Récepteurs GLRT avec une structure connue de s

Dans certaines applications, I'angle de direction d’arrivée du signal utile 6, est inconnu tandis
qu’on dispose d'une antenne de réception de structure connue (réseau d’antennes uniforme
ULA, circulaire, ...). Ainsi, selon la connaissance des parameétres 75, @5, R et C on distingue
deux cas :

5.5.3.1 (m,, ®,) inconnus, (R, C) connus

Dans ce cas, une statistique suffisante pour ce probleme de détection consiste a comparer a un
seuil le rapport de vraisemblance généralisé suivant :

OPTio(x, K) 2 Arg(maz)g [K ?;{QR;s<9)(sH(9)Rgls(9))—1sH(e)Rgl?;m} . (539

De méme, dans le cas particulier d’'un bruit total circulaire, le détecteur (5.39) se réduit au
détecteur conventionnel

(5.40)

H ()R 15, |
CONVyy(x, K) & Arg(maz)g [KM]

s (9)R™1s(h)

5.5.3.2 7, @, (R, C) inconnus et sans RBS

Lorsqu'on dispose uniquement de la structure du vecteur directeur s, et sous les mémes
hypotheses de distribution des échantillons x(k7") (1 < k£ < K) qu’en section 5.5.1.1, les
estimées ML de la matrice du bruit total R;; sous les hypotheses Hy et H; sont respectivement
données par (5.26) et (5.27). Ainsi, une statistique suffisante pour ce probleme de détection
consiste a comparer a un seuil le rapport de vraisemblance généralisé suivant :

L R; 'S(0)(SH (O)R; S(0)) 1S ()R T,

OPTy(x,K) £ Arg(max)y | K-> (5.41)

~H a1
1 —-15,R5 Tk,
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bruit non circulaire

Dans le cas particulier d’un bruit total circulaire au second ordre, (5.41) se réduit au détecteur
conventionnel donné par

a1

2
‘SH(H)RQE Txa

CONVyy(x, K) £ Arg(maz)y | K (5.42)

Xa~ x

sH(0)R. 's(0) [1 _ ﬁ‘l?xa]

5.6 Analyse théorique des Performances des récepteurs
clairvoyants

L’analyse des performances de ces détecteurs consiste a étudier la probabilité de détection
(notée Pp) et la probabilité de fausse alarme (notée Ppy) correspondant a la probabilité
que OPTy(x,K) (ou CONV;(x, K)) dépasse un certain seuil sous I'hypothese H; et Hy
respectivement.

Les performances de ces récepteurs ont été étudiées par simulations Monté-Carlo dans [6, 22],
pour les cas d’une ou deux interférences, en terme de probabilité de détection pour un taux de
fausse alarme donné fixé a 1073,

La probabilité de fausse alarme et la probabilité de détection ont été analytiquement calculées
dans [55, 94] pour le récepteur CONV; sous I'hypotheése que le bruit total soit gaussien
circulaire au second ordre. Cependant, dans des situations d’intéréts pratiques, le bruit total
n’est ni gaussien ni circulaire au second ordre, donc les résultats de [94] ne sont plus valides.
C’est pour cela que dans cette partie, nous allons calculer analytiquement les probabilités de
fausse alarme et de détection des deux récepteurs OPT; et CONV; sous '’hypothése que le
bruit total n’est ni gaussien ni circulaire au second ordre.

Afin de pouvoir quantifier et comparer les performances de ces récepteurs clairvoyants,
on suppose que bruit total n; composé d'une seule interférence BPSK avec des symboles
équiprobables indépendants b, € {—1,+1} et d’'un bruit blanc gaussien circulaire n; non
corrélé avec l'interférence. Sous ces hypothéses, n; peut s’écrire

ng = Wlel(blbk 1+ 1’1;67

ou m; et ®; correspondent respectivement a la puissance moyenne mesurée sur le premier
capteur et a la phase du signal interférence. Le vecteur j est le vecteur directeur de l'interférence
de premiére composante égale a 1. (n')kzlw Kk est le vecteur bruit supposé blanc, gaussien,
centré et circulaire a composantes indépendantes et de matrice de covariance 7,1.

Dans ce cas, le test décrit par les équations (5.5) et (5.6) s’écrit sous la forme

Hi : x(kT) = Jme®aps+ me®bj+n (kT), (5.43)
Ho: x(kT) = me'®ibj+n' (kT), (5.44)

Nous allons présenter cette étude de performances théoriques selon deux approches. La
premiére approche, correspond au calcul analytique exacte des probabilités de fausse alarme
et de détection quelque soit le nombre d’échantillons K. Cette approche conduit a un calcul
numérique de complexité exponentielle en K qui ne pourra donc étre effectué en pratique que
pour de faibles valeurs de (K < 10). La deuxiéme approche, dite asymptotique, correspond a
un calcul approché de ces probabilités sous la condition que K > 1. Enfin nous examinerons
le domaine de validité de cette approximation.

134
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6.1 Calcul exact
Pour le récepteur clairvoyant OPTy, les probabilité de détection (Pp) et de fausse alarme (Pga)

[

associées a un seuil ¢ sont respectivement données par
Pp = P[OPTl(X,K) >C/H1]
PFA = P [OPTl(X, K)) > C/H()] .
En utilisant ’expression (5.11) du récepteur OPT;, les probabilités de détection et de fausse
alarme s’écrivent
1 & 1 K
Pp = wxﬂsv?f@)(EZaz)+\/W1ij¢%2akbk Z kT ak > (|,
k=1 vt
Ppa = VT W J¢ Zakbk—i— Z kT ak>C
ol jg 2 [¢1§7, e~ T et 2 (kT) 2 [n'T (kT), 0" (KT)]”.
1 & 1 & T e~ ool g
~ [~ H A 1
Posons 3 £ \/7TSWHS¢f Zaz = \/wS?Zaks(b R.'sy >0eta = ?( az)2wllj, des
k= 1 k=1 k=1
kT )ax qui est une variable aléatoire gaussienne, réelle,

N

constantes réelles. n
centrée de variance 02 = %(Zk_l a?) [|wol|

Ainsi, les probabilités P4 et Ppy deviennent
] (5.45)

K K
Pp = B"‘a(zai)iézakbk‘i‘n}( > ¢
k=1
K 1
Pra = Pla(d a})2 Zakbk + g > g] (5.46)
k=1 k=1
), les probabilités Pp (5.45) et

b

Pour une série de symboles d’interférence connue (b,
Pra (5.46) sont respectivement données par :
K oy—1 K
(D k1 @) 2D akbk)

g
_ Q(c— zleazr%zleakbk)_
g

pD:(

Ppa =

,br), on obtient la formule

ol1 Q(u) = ﬁ27r/ e /2d

En conditionnant sur les différents équiprobables symboles (b,
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de probabilité totale :

| s ((=B=aTil i) BT al
Pp — 2KZQ< k 1Uk k=1 kY 7 (5.47)
_1 bi
Ppy = 2KZQ< o(She 1%) Zk =0 % ) (5.48)

ol (( ﬁ, ....bﬁ,{)i:l’_.’2 ) désigne I'ensemble des 2 mots binaires de longueur K.

Les expression (5.47) et (5.48) de P, et Py sont aussi valides pour le récepteur conventionnel
CONV; donné par (5.12), mais dans ce cas :

K
2 /T )

a & TR a) iR wll), (5.49)

k=1
1 & 1 &
AL 2 1Gs o, H o) 2\ Hp—1

g 2 Qﬁ(K;akm(e w s)_z\/a(K;ak)s R, !s >0, (5.50)
9 K

Y ?éﬁ(zakwfng), (5.51)
k=1

N A2 K H._/ . 4 : . 4 .
ou nf = FR(>_,_,arw. n;) est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance

K
2 K
0% = 35 (o ) [ wel*.

Remarque 11. Pour de grandes valeurs de K, le calcul des probabilités de détection et de fausse
alarme a partir des expressions (5.47) et (5.48) devient numériquement lourd et cofiteux et
nécessitant une grande précision de calcul. Donc, cette approche n’est exploitable en pratique que
pour de petites valeurs de K < 20.

5.6.2 Calcul approché

Comme le calcul précédent est complexe, nous proposons dans cette partie un calcul approché
des probabilités de détection et de fausse alarme quand on dispose d'un grand nombre
d’échantillons d’observation (K > 1).

Remarque 12. Pour un nombre d’échantillons d’observation K grand, on note que le lemme
de Chernoff-Stein [35, TH. 11.8.1], qui donne les probabilités d’erreur (PrpA, Py (Missing
Probability)) associée au LRT ne peut étre appliqué. En effet, le LRT est dérivé sous une distribution
gaussienne mais utilisé sous la vraie distribution, qui est un mélange de distributions gaussiennes.

D’abord, soit la variable aléatoire ¢, = (Zleai)*% Zf:’ol arbr qui apparait dans les
expression (5.47) et (5.48), ou ai et b, sont respectivement des variables déterministes et
aléatoire. Cette variable aléatoire est en fait une somme de variables aléatoires indépendantes
mais pas toujours identiquement distribuées. Par exemple, dans un premier cas ou les symboles
ap sont BPSK, la variable aléatoire ¢, = \/%Zfz’ol arb, devient une somme de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées. Par contre, dans un deuxieme cas ou
les symboles a; sont des réels arbitraires la variable aléatoire axb, n’est plus identiquement
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distribuée.

Dans notre approche, nous voulons établir la convergence en loi de c,. Ainsi dans le premier
cas ou les symboles a;, sont IID (Indépendants Identiquement Distribués), le théoreme centrale
limite s’applique. Par contre, dans le deuxieme cas, cette variable n’est plus IID, le théoréme
central limit ne s’applique pas mais le théoreme central limite de Lyapunov [62, TH. 2.7.3],
donné dans I'annexe B.1, s’applique. Ce théoréme stipule que si la variable a; satisfait la
condition de Lyapunov suivante © :

K-1 K-1
(Y larl®)? = o[> a?)*] pour K — o0,
k=0 k=0

. _1 — . . . .
alors la variable ¢;, = (Z,If:l a2)”z ZkK:Ol axby converge en distribution vers une loi normale
de moyenne nulle et de variance unité.

, . (o _1 .
En conséquence, dans tous les cas et pour K > 1, lavariable aléatoire (Zszl az) 2 Zszol axby
peut étre approximée par distribution gaussienne de moyenne nulle et de variance unité.

. . / . _1 / . .

Ainsi, .la variable aléatoire (3 1, qi) 2 S agbr + ng, qui apparait dans les
expressions (5.45) et (5.46), est approximativement une variable gaussienne de moyenne
nulle et de variance 7 o + o%. En conséquence, a partir des expressions (5.45) et (5.46), les
probabilité de détection et de fausse alarme deviennent :

(-8
Pp = —_— .52
D Q< a2+02), (5.52)
¢
Ppa = Q< Tﬂﬂ)' (5.53)

De méme ces expressions sont aussi valides pour le récepteur clairvoyant CONVy, mais avec les
valeurs de «, (3 et n’K respectivement données par (5.49), (5.50) et (5.51).

5.6.3 Les courbes ROC (Receiver Operating Characteristics)

Les courbes ROC sont un moyen tres efficace pour I'évaluation des performances en détection,
elles représentent la probabilité de détection en fonction de celle de fausse alarme.

La fonction Q est une fonction monotone décroissante, elle admet donc un inverse noté Q1. A
partir des expressions (5.52) et (5.53), on alors peut facilement déduire une expression reliant
la Pp ala Pr4 pour les détecteur CONV; et OPT; en éliminant le seuil ¢ = v/a2 + 02Q ! (Pga).
On obtient ainsi la courbe ROC correspondante avec :

~o0 (o1 b
2
Notons que le rapport 212 représente le rapport du carré de la partie signal utile sur le carré
« g

de la partie bruit en sortie des récepteurs OPT; (CONV;). Particulierement si les symboles ay

2
sont BPSK, L

5 5, donné pour le récepteur OPTy, correspond au SINR en sortie du filtre,
« g

SCette condition est clairement satisfaite avec la légére hypothése que la limite lim g . oo = Zle a} existe, finie
et non nulle et la limite limx .o = S, |ax|® existe.
7 . . / . 7 . . 7 . . 7
’Car « est déterministe et nj est une variable aléatoire gaussienne centrée de variance o2 indépendante de by,
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optimal pour un bruit total non circulaire, WL. MLSE étudié dans [28]. Cet SINR est égal a K
fois le SINR en sortie du filtre adapté spatial linéaire au sens large w,,.
2

De méme, pour le récepteur CONV; et pour des symboles a; BPSK, 21l
(0% o
SINR en sortie du en sortie du filtre, optimal pour un bruit total circulaire, WL MLSE étudié

dans [28]. Cet SINR est aussi égale a K fois le SINR en sortie du filtre adapté spatial w,.

correspond au

5.7 Performances asymptotiques des récepteur avec des
parametres inconnus

La distribution exacte du GLR L¢(x, K), sous les hypotheses Hy et H; pour la vraie distribution
des données est trés difficile a calculer. Par exemple, le calcul de la distribution de la
statistique (5.14) apres conditionnement sur les symboles (by,...,bx) de linterférence,
reviens a calculer la distribution de la forme hermitienne r Qr, avec r une variable aléatoire
gaussienne centrée et de matrice de covariance arbitraire, pour laquelle aucune expression
simple n’est disponible.

Cependant, sous les hypotheses de dérivation du GLR (données gaussiennes non circulaires)
et par une approche asymptotique K > 1, quelques théorémes généraux de statistiques (par
exemple ; le théoreme de Wilk [100, P. 132]) peuvent étre appliqués sans la connaissance de
la forme exacte de la distribution du GLR L (x, K). En utilisant ce théoréme et les propriétés
statistiques du GLR Lg(x, K), nous allons établir théoriquement les performances de certains
de ces détecteurs.

Les fonctions densité de probabilité de (x),—1, & sous les conditions Hy et H; sont les mémes
pour tous les détecteurs, mis a part que les parametres inconnus, que l'on classera dans
un vecteur noté @, sont différents d’'un détecteur a un autre. On décompose ce vecteur de
parametres inconnus 6 en deux vecteurs : 6,, de dimension r, qui collecte les parametres
inconnus du signal utile (7,, ®;, 05, S) et 8, qui collecte les parametres inconnus du bruit
dits de nuisance (R, C). On note alors 8 2 [97 61T,

Nous allons présenter les performance théoriques asymptotiques uniquement pour quelques
récepteurs GLRT OPT;, ¢ = 2,5,6,9. Car les autres récepteurs GLRT convergent vers ces
récepteurs pour K grand.

Pour des raisons d’identifiabilité, nous devons utiliser des re-paramétrisations pour avoir 8, et
0y, celles ci sont données pour chaque cas par :

0, = [\/7scos Py, /Tssin <I>S]T avec 7 =2 pour OPT5 et OPT5
0, = [R(/me'®s)T,[3(\/mse!®ss)T|T avec r = 2N pour OPTg et OPTy
0, = [\/7scos Py, /mssin Dy, GS]T avec r =3 pour OPTyget OPTy;

Il n’y a pas de parametres de nuisance pour les détecteurs OPT, OPTg et OPT;0, tandis que
pour OPT5, OPTy et OPT11 on a:

05 = [R((Ri,j), S((Ri)), R((Cij)), S((Ciy))]" pour 1<i<j<N

tel que 0, est de dimension N (2N + 1) englobant toutes les parties réelles et imaginaires des
éléments des matrices R et C.

Pour les récepteurs OPT,, OPT5, OPTs et OPTy, le probleme de détection décrit par les
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équations a deux hypotheses donné par les expressions (5.5) et (5.6) peut étre reformulé par
le test & deux hypothéses sur la fonction densité de probabilité p[x(kT")k=1, K; 6, 0], Olt ON
veut tester si 8, = 0 opposé a 8, # 0. Ce test s’écrit alors [54, 55] :

HO: p[X(kT)kil,..K;ea = anb]a (555)
Hi: p[x(kT)k=1,.k;0a # 0,0 (5.56)

D’ot, avec ces notations, le GLR L (x, K) prend la forme suivante :

pIx(kT)j=1. .ic; Oa1, O]

La(x,K) = —
PIX(ET)k=1,.K; 60 a0, Oro)]

(5.57)

ol 0,0 = 0 et (0,1,0,1) et By désignent les estimées au sens du maximum de vraisemblance
de (0,,0,) et 8, sous H; et Hy respectivement.

Remarque 13. Pour les récepteurs OPTg et OPTy;, le probléme de détection donné par les
expressions (5.5) et (5.6) ne peut étre interprété comme le test donné par (5.55) et (5.56), car
dans ces cas, la troisieme composante 0 peut prendre la valeur 0 sous Hj.

Sous Hy, pour les récepteurs OPT,, OPT5, OPTg et OPTy, le théoreme de Wilk [100, P.132] avec
des parameétres de nuisance peut ainsi étre appliqué sans avoir a connaitre la forme exacte du
GLR(x, K). Ainsi, On a la convergence en distribution suivante :

2In Lg(x, K) £ Xf sous Hj pour les cas (OPT;)i—256.9 (5.58)

ol = désigne la convergence en loi lorsque le nombre d’observations tend vers l'infini. x?
désigne la distribution de la loi de Khi-Deux a r degrés de liberté associés au récepteurs
(OPT;)i=2,56,9-

Sous Hj, le calcul de la distribution asymptotique du GLR L¢ est plus compliqué. En utilisant
les résultats théoriques de Stroud [91], Stuart et Ord [92, Ch.23.7] ont démontré que pour
6., ayant des valeurs proches de zéro 8, 21In L (x, K) est approximativement distribué ° de la
facon suivante :

2In Lg(x, K) ~4 X2(\i) sous Hy pour les cas (OPT;);—256.9 (5.59)

ol x?(\k) désigne la distribution de la loi de Khi-Deux non centrale & r degrés de liberté
désignant le nombre de paramétres réels inconnus de la paramétrisation, \x est le parametre
de centralité associé a chaque OPT; et représentant une mesure de discrimination entre les
deux hypotheses.

La dépendance en K de A\x est soulignée pour spécifier que la relation (5.59) est une
approximation et non une convergence en distribution. Nous allons voir dans (5.62) que Ax

86, est inclue dans une séquence indexée par K qui converge vers zéro avec une vitesse de lordre de K/? ou
plus [91], c.a.d. [|6.] = O,(1/K'?). A noter que cette condition est donné simplifiée par Kay [55, CH. A6] tel
que : ||0.|| = ¢/VK pour c une constante. Cette condition se réduit grossierement a hypothése que le SINR est
faible (c.a.d., Kms/(m1 + n2) < 1) [55, Sec. 6.5]

Plus précisément, limx_o {P (2In[La(x, K)] < t) — P(Vk <)} = 0 Vt, ot Vi est de distribution de Khi-
Deux non centrale avec r degrés de liberté et de parametre de non centralité A x dépendant de la taille des données
K.
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est en réalité proportionnel a K.
Le parameétre A\x mesure la discrimination entre les deux hypothéses H; et Hy, il est donné
par [54] et [55, Ch. 6]

Ak = 07 [La(0,05) — 1,4(0,0,)L; (0. 0,)T; (o, eb)} 0a1, (5.60)

ou 6@, est la vraie valeur de 6, sous H;, 6, est une vraie valeur (pas estimé) et qui est la
méme sous Hy et H;. Les termes entre crochets sont donnés par les partitions de la matrice
d’information de Fisher FIM (Fisher Information Matrix) de (Xx)x—1, x pour 8 = 67, Og]T tel

que
Ia a(aaa Ob) Ia b(0a7 Ob) >

1c(0) = 1o : , 5.61

K(0) ( 1h,0(04,0) Tp4(04,60y) (5.61)

Les détails de calcul des expressions de A\x pour chacun des différents détecteurs sont donnés
dans 'annexe B.2 ot il est démontré que pour les détecteurs OPT2, OPT5, OPT6 et OPT9, que
Ak prend la valeur commune tel que

K
1 § 2 ~Hp—1%
AK = K (K 2 ak> TFSS¢ Rﬁ S(;ﬁ, (5.62)

Cela montre que sous les conditions de validité de notre analyse; c’est a dire, SINR faible
Kmg/(m + n2) < 1 et pour K trés grand, que :

e Les distributions sous les hypotheses Hy et H; de 2In Lg(x, K) sont identiques pour la
paire de récepteurs (OPT, et OPTj), pareil pour la paire (OPTs et OPTy). En d’autres
termes, cela montre que la connaissance des parametres de nuisance (R, C) n’améliore
pas les performances pour un grand nombre d’échantillons de données. Ceci peut étre
interprété par le fait que 'estimation du maximum de vraisemblance ML des parametres
de nuisance (R, C) est précise indépendamment du SINR au contraire de I'estimation
ML des parametres (7, P, s). Naturellement cette propriété n’est pas juste pour un petit
nombre d’échantillons de données comme 'a été démontré dans [22] et comme nous
allons le voir par la suite ;

e en comparant les cas (OPT3,0PT5) avec (OPTg,0PTy), les distributions de 21n Lg(x, K)
sous Hy, et sous Hi, différent uniquement par le degré de liberté » de la distribution
Khi-Deux, qui va de 2 a 2N. En observant la répartition de ces distributions, on voit
bien que chevauchement est plus important pour les cas (OPT4,0PTy) que celui des cas
(OPT,,0PT5). En conséquence, les performances s’améliorent quand le vecteur directeur
est connu;

e la proportionnalité de Ax par rapport a K (pour une énergie moyenne par symbole fixe)
implique que la distribution 21n L (x, K) sous H; bouge vers la droite et en conséquence
les performances sont améliorées en augmentant K.

Remarque 14. Du moment que la distribution asymptotique de 2In[Lg(x, K)| sous Hy ne
dépend d’aucun paramétre inconnu, le seuil requis pour maintenir constante la probabilité
de fausse alarme peut a priori étre trouvé. Ces détecteurs sont des détecteurs a fausse alarme
constante CFAR (Constant False Alarm Rate). Néanmoins, cette propriété de fausse alarme
constante n’intervient que pour un grand nombre d’échantillons de données (K > 1).
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De maniere similaire que pour les récepteurs LRT, on déduit de (5.58) et (5.58) qu’une
représentation en courbes ROC est aussi possible selon 'expression suivante :

2
AR X0

Pp~ Qe <Q1 (PFA)> : (5.63)

ol QXQO(.) et Q2 (.) sont les complémentaires des fonctions de distribution cumulatives
T, AR

de la loi de Khi-Deux non centrale a » degrés de liberté et respectivement de parametres de
non-centralité 0 et Ax associées au récepteurs (OPT;);—256,9. E vidlemment Q;% (.) représente
0

T

la fonction inverse de la fonction monotone Q, » . (.)
&

Finalement, il est a noter que cette analyse de performances peut étre appliquée aux récepteurs
GLR conventionnels associés uniquement dans le cas ou le GLR est dérivé et utilisé pour des
interférences circulaires. Cette analyse n’est plus valide lorsque le GLR est utilisé pour des
interférences non circulaires, car dans ce cas, ces récepteurs ne sont plus considérés comme
appartenant a la famille des récepteurs dérivés du GLRT (GLRT-based).

5.8 Illustrations

Afin d’illustrer 'analyse de performances précédente, on considere le scénario ot une antenne a
N capteurs espacés d'une demi longueur d’onde recoit K échantillons d’un signal utile modulé
BPSK de direction d’arrivée ., de phase ®; et de puissance d’entrée 7. Ce signal utile est noyé
dans un bruit total composé d'un blanc gaussien circulaire de variance 7, et d’'une interférence
BPSK de direction d’arrivée #;, de phase ®; et de puissance d’entréer;. Les phases et les
directions d’arrivée sont supposées constantes a travers la trame de K échantillons.

5.8.1 Performances théoriques des récepteurs

Nous allons illustrer les performances des différents récepteurs en utilisant les expressions
établies théoriquement que nous compareront aux performances associées obtenues par
simulations Monte Carlo.

Pour le scénario ot 0; = 7/9, 0, =0, &1 = w/4, Ps =0, 7s/n2 = —15dB et 71 /ny = 5dB :

La figure 5.1, obtenue pour N = 2, représente les performances en courbes COR des récepteurs
clairvoyants (optimal et conventionnel). Ces courbes sont obtenues soit théoriquement
selon l'expression (5.54), soit par simulations Monte-Carlo (empiriques environs 100000
Monte-Carlo) pour K = 4 et K = 64 (K est la taille de la trame). On voit bien sur cette
figure que le récepteur optimal est largement plus performant que le conventionnel du a
I'exploitation de I'information de non circularité du bruit.

On note aussi que les approximations (5.53) et (5.52) respectives des probabilités données
par les expression (5.48) et (5.47) sont relativement trés précises et donc valides méme pour
de faibles valeurs de K (a deux chiffres significatifs prés). Ceci est du au fait que les filtres
adaptés spatiaux w, et w, atténuent la puissance de I'interférence BPSK par rapport a celle du
bruit de fond gaussien.

La figure 5.2, montre les courbes COR théoriques asymptotiques (5.63) et empiriques
(Monte-Carlo) des récepteurs GLRT analysés comparées a la courbe théorique exacte
du récepteur clairvoyant OPT;. On observe que les courbes théoriques asymptotiques
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coincident avec les courbes empiriques pour relativement peu de données K = 128 et
un faible SINR en sortie (= K TS = 0.40). Ce qui montre que notre approximation
T T2

théorique est relativement assez précise en étant sous les condition de K > 1 et de faible SINR.

La figure 5.3 montre , pour N = 2, les performances du détecteur OPT; augmentent avec la
taille des donnée (le nombre d’échantillons du signal utile K') ce qui est logique vu que le SINR
en sortie de ce détecteur est proportionnel a K.

Dans la figure 5.4, pour K = 64, il est clair qu'en augmentant le nombre de capteurs de
I'antenne les performances du détecteur OPT; s’améliorent ceci est d(t a la discrimination
spatiale entre le signal utile et I'interférence.

5.8.2 Domaine de validité

Dans cette partie, nous allons essayer de cerner le domaine de de validité des
approximations (5.58) et (5.58) respectives sous les hypotheses Hy et H; pour les récepteurs
GLRT. Ce domaine s’avere plus compliqué a déterminer par rapport a celui du LRT, car non

seulement il dépend de K et du SINR= j , mais aussi du domaine d’intérét de Pp
T T 12
et Pya qui varie selon l'application. Pour les distributions du LRT (récepteurs clairvoyants)

nous avons donné les distributions exactes ainsi que des approximations théoriques tres
précises, donc nous allons uniquement étudier le domaine de validité des approximations des
distributions du GLRT.

Afin de spécifier le domaine de validité des approximations (5.58) et (5.59), nous avons
réalisé des simulations Monte Carlo qu'on a comparé aux approximations théoriques. Ces
simulations sont faites avec le scénario de parametres ou : N = 2, 6, = &, = 0, §; = 7/9,
&) = 7/4, SNR = 7m3/n9 et INR = 71 /19 = SNR + 20dB :

La figure 5.5, montre l'erreur relative Ep_ sur la probabilité de détection Pp en fonction du
nombre d’échantillons K pour le récepteur OPT; et pour une Ppa fixée 4 1073 et un SNR=
—20dB. L'erreur relative Ep est tel que :

2 Porn —Poue

Fo. 2
o Ppry

ou Pprpy, est la probabilité de détection déduite des approximations (5.58) et 5.59 et Pp ¢
est celle déduite de 10000 Monte-Carlo. Cette figure montre que l'erreur relative sur Pp est
en général tres petite et qui tend vers zéro pour de grandes valeurs de K > 80. Ceci nous
montre que les approximations théorique (5.58) et 5.59 sont relativement bonnes méme pour
K relativement petit.

Par ailleurs, pour K = 128 fixé, la figure 5.6 montre l'erreur relative sur la probabilité de
détection Pp pour une Py fixée a4 1072 en fonction du SNR pour le récepteur OPTy. Cette
figure montre aussi que 'erreur relative sur Pp tend vers zéro quand le SNR est faible. On
peux considérer dans ce cas que cette approximation est bonne pour une erreur relative
inférieure a 0.15 qui correspond a un SNR d’environs —30dB.

Finalement, ces deux figures nous permettent de dire que les approximation (5.58) et 5.59
sont relativement bonnes pour les scénarios étudiés, notamment pour de faibles valeurs de
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K et pour un rapport de puissance entre I'interférence BPSK et le bruit blanc gaussien suffisant.
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FIGURE 5.1 — Courbe ROC pour les performances des récepteurs CONV; et OPT;, K = 4 et

K =64
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PFA

performances exactes et

approchées des différents

144



5.5.8 Illustrations

FIGURE 5.3 — Courbes ROC théoriques pour les performances
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5.8.3 Comparaison des détecteurs

Pour faciliter 'analyse des simulations par ordinateur présentées dans cette section, tous les
récepteurs introduits dans les sections précédentes sont résumés dans le tableau 5.1 avec leur
notations, leurs hypotheéses et les parametres inconnus associés.

Parameétres connus | Parametres inconnus | hypothéses Notation

s, ms, D5, R, C Non Non OPT;(CONV,)(x, K)
s,R, C s, D Non OPT5(CONVy)(x, K)
s s, Ps, R, C RBS. Secondaires OPT3(CONV3)(x, K)
S s, Ps, R, C RBS. Primaires + secondaires | OPT4(CONV,)(x, K)
s s, @5, R, C Pas de RBS OPT;(CONV;)(x, K)
R, C s, ms, P Non OPTg(CONVy)(x, K)
Non s, s, s, R, C RBS. Secondaires OPT7(CONV7)(x, K)
Non s, s, Ps, R, C RBS. Primaires + secondaires | OPTg(CONVg)(x, K)
Non s, s, s, R, C Pas de RBS OPTy(CONVy)(x, K)

TABLE 5.1 — Synthese des différents récepteurs

Par la suite, on considere une antenne linéaire composée de N capteurs omnidirectionnels
espacés d'une demi longueur d’onde recevant un paquet de données de radio-communication
composé de trames de K symboles connus transmis. Le signal utile, supposé BPSK, est
corrompu soit par une soit par deux interférences, supposée de type BPSK ou QPSK de méme
durée symbole et filtre de mise en forme que le signal utile et d'un bruit de fond blanc,
gaussien, centré et circulaire de matrice de covariance nly. La phase ® et 'angle d’arrivée
0, par-rapport a I'azimut, du signal utile sont supposés constants pour 'ensemble des trames.
La méme hypothese est a considérer pour l'interférence p (1 < p < 2) dont la phase et 'angle
d’arrivée sont notés ®,, et ), respectivement. Le rapport signal sur bruit d’entrée est défini par
SNR= 7,/ tandis-que le rapport interférence p sur bruit est défini par INR,, = 7, /1».

Les performances des récepteurs précédents sont calculées en terme de probabilité de détection
Pp du signal utile connu en fonction de du SNR d’entrée ou en fonction de la probabilité de
fausse alarme Ppy. Les probabilité P et Pra sont les probabilité que le détecteur prenne des
valeurs dépassant un certain seuil sous H; et Hy respectivement. Pour un détecteur donné, le
seuil est directement relié a la Ppp et est estimé par simulations Monte-Carlo. La probabilité
Pp est calculée a travers la simulation de 100000 trames. Quand une RBS est nécessaire,
on suppose que sa longueur est égale & K’ = K. Dans les figures qui suivent, afin de
simplifier les notations, les détecteur optimaux OPT; et conventionnels CONV; (i = 1,...,9)
sont respectivement désignés a I'aide d’acronymes plus courts, a savoir O; (traits en pointillés)

et Ci (traits pleins).

5.8.3.1 Scénario avec P = 1 interférence

Dans ce cas, le bruit total est composé d'une seule interférence BPSK plus le bruit de fond.
Pour K = 160 symboles, le signal utile BPSK a comme phase ®; = 0° et comme angle
d’arrivée 0, = 0° tandis que l'interférence arrive d’'un angle ¢; = 20° avec un INR tel que
INR = SNR + 15dB.

Sous ces hypotheéses, les figures 5.7 et 5.8 montrent les variations de Pp aux sorties des 9
détecteurs optimaux et des 9 détecteurs conventionnels en fonction du SNR d’entrée pour une
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Pra fixée 4 0.001.

Dans les figures 5.7(a) et 5.7(b), la phase de I'interférence est égale a ®; = 15° tandis qu’elle
est égale a ®; = 45° pour les figures 5.8(a) et 5.8(b). Aussi, pour les figures 5.7(a) et 5.8(a),
N =1, tandis que pour les figures 5.7(b) et 5.8(b), N = 2.

Les figures 5.9 et 5.10, sous les mémes hypothéses et parametres que les figures 5.7 et 5.8
respectivement, montrent les variations de Pp aux sorties des 9 détecteurs optimaux et des
9 détecteurs conventionnels mais en fonction de la Pga, c'est-a-dire., les représentation en
courbes ROC, pour un SNR fixé a 0dB.

Les figures 5.7(a), 5.8(a), 5.9(a) et 5.10(a), obtenues pour N = 1 capteur, montrent une faible
détection du signal utile par tout les détecteurs conventionnels a cause de leur incapacité de
rejeter une forte interférence. Par contre, les détecteurs optimaux, qui exploitent I'information
de non circularité au second ordre du signal utile et de I'interférence, sont capables de réaliser
du SAIC grace a l'exploitation de la diversité de phase (phase différentielle) et de la non
circularité de toutes les sources (utile et interférence).

En comparant les figures 5.7(a) et 5.8(a) ou les figures 5.9(a) et 5.10(a), on note que les
performances des détecteurs optimaux s’améliorent en augmentent la diversité de phase
entre les sources. Dans tout les cas, le détecteur O;, ou tous les parameétres sont connus,
donne les meilleures performances contrairement au détecteur Og, ol tous les parametres
sont inconnus, présente le performances les plus faibles. Néanmoins, pour un jeu donné
de parametres inconnus du signal utile, la connaissance a priori des statistiques du bruit
(02 et Og) améliore les performances par-rapport au cas en absence de connaissances de
ces statistiques. De la méme maniére, la connaissance d'une RBS (O, O4, Oret Og) permet
grossierement d’améliorer les performances par-rapport au cas d’absence d’'une RBS (O5 et Oy).

Les figures 5.7(b), 5.8(b), 5.9(b) et 5.10(b), obtenues pour N = 2 capteurs, montrent
que tous les détecteurs conventionnels ont une nette amélioration des performances par-
rapport au cas N = 1, ceci grace a leur capacité de rejeter une interférences a I'aide d’'une
discrimination spatiale des sources. Néanmoins, les meilleures performances sont celles des
détecteurs optimaux grace a leur exploitation conjointe de la diversité spatiale et de la diversité
de phase entre les sources. On note aussi que les performances des détecteurs optimaux
s’améliorent en augmentant la diversité de phase entre les sources et les détecteurs informé
(01, Cy) ont les meilleures performances, comparés aux détecteurs non informés (Og, Cy) qui
eux ont les plus mauvaises performances. Pareil que les figures précédentes, on note que les
performances sont meilleures dans le cas ou les statistiques du bruit sont connues ou RBS est
disponible par-rapport a respectivement a la non connaissance du bruit et a 'absence d’une
RBS. Au finale, il est a noter qu’avec la connaissance du bruit total, la connaissance a priori du
vecteur directionnel s améliore les performances.

5.8.3.2 Scénario avec P = 2 interférences

On consideére dans ce cas que le bruit total est composé de P = 2 interférences et d’'un bruit de
fond. La premiere interférence est modulée BPSK avec une direction d’arrivée de §; = 20°. La
deuxieme interférence est modulée QPSK avec une phase et une direction d’arrivée égales a

®y = 25° et U9 = 45° respectivement. Le INR de chacune des deux interférences est égale a
INR = SNR + 15dB.
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Sous les méme hypothéses, les figures 5.11(a), 5.11(b), montrent pour N = 2 et une
Pra = 0.001, les variations de Pp des 9 détecteurs optimaux et des 9 détecteurs conventionnels
en fonction de du SNR du signal utile, pour ®; = 15° et ®; = 45° respectivement.

Les figures 5.12(a), 5.12(b), montrent sous les mémes conditions que les
figures 5.11(a), 5.11(b), les mémes variations en fonction de la Ppy de Pp pour les
mémes détecteurs, mais pour un SNR= 0dB.

A travers une analyse globale des ces figures, on note que les performances de détection
du signal utile sont trés faibles pour les détecteurs conventionnels. En effet, cela est
dG a la difficulté de rejeter deux fortes interférences a cause de la saturation du réseau
d’antennes (P = N = 2). Par contre, grace a la discrimination spatiale et de phase des
sources, les détecteurs optimaux ont de bonnes performances en détection en rejetant les
deux interférences du moment ol une des deux est rectiligne. Plus précisément, il a été
montré dans [28] et [21] qu'une source BPSK génere seulement une sources dans le vecteur
d’observation étendu, alors q'une source QPSK en génere deux, ainsi la préservation de ce
signal utile BPSK et la réjection de deux interférences (une BPSK et une QPSK) nécessite un
traitement a 1+ 1+ 2 = 4 degrés de liberté et qui correspond exactement au nombre de degrés
de liberté 2NV = 4 effectivement disponible pour notre traitement.

En comparant les figures 5.11(a) et 5.11(b) ou les figures 5.12(a) et 5.12(b), on note que
les performances des détecteurs optimaux s’améliorent avec 'augmentation de la diversité de
phase entre le signal utile et I'interférence BPSK. Aussi, le détecteur OPT; donne les meilleures
performances tandis que le le détecteur OPTy atteint les performances les plus faibles. Aussi,
en général 'augmentation des connaissances a priori permet d’améliorer les performances.
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5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, une analyse des performances des récepteurs LRT et GLRT pour la détection
d’un signal connu rectiligne réel, de parametres inconnus et perturbé par des interférences
inconnues potentiellement non circulaires au second ordre, a été menée. En étudiant les
distributions des statistiques associée au LRT et au GLRT, les expressions de la probabilité
de détection Pp et de la probabilité de fausse alarme Pgp ont été données. En particulier, les
formes exactes des expressions de PD et Ppy ont été élaborées pour les détecteurs LRT et aussi
les distributions asymptotiques (en fonction du nombre d’échantillons) de PD et Pga ont été
données pour les récepteurs GLRT. Les performances ont été complétées par des simulations
en courbes ROC.

Il a été démontré que la prise en compte de la non circularité potentielle des interférences
améliore les performances des récepteurs et ceci grace a l'exploitation de la diversité de
phase en plus de la discrimination spatiale. En particulier, on note la capacité des récepteurs
clairvoyants a rejeter une interférence rectiligne a partir d’'une antenne mono-capteur et ainsi
faire du SAIC en exploitant la diversité de phase entre les sources.
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(b)

FIGURE 5.12 — Variations de Pp en fonction de la Ppy (ROC), SNR = 0dB, N = 2, P = 2
BPSK+QPSK, K = K’ = 16, ®, = 0°, 0, = 0°, 01 = 20°, 5 = 40°, ®5 = 25°, INR; = INRy =
SNR + 15dB, 100000 réalisations, ®; = 15° (a), ®; = 45° (b)
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Chapitre 6

Etude des performances du détecteur
GLRT de non circularité des signaux
complexes
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6.1 Introduction

Plusieurs papiers [77, 87, 37] montrent que l'exploitation, par plusieurs algorithmes de
second ordre, de l'information statistique additionnelle contenue dans la seconde matrice
de covariance C, = E(xx') apporte des gains significatifs en performances par rapport a
l'utilisation de la matrice R, = E(xx'’) uniquement. En outre, certains de ces algorithmes [1],
qui sont adaptés aux signaux non circulaires au second ordre, échouent ou souffrent d’'une
convergence trés lente quand ils sont utilisés pour des signaux circulaires.

Par conséquent, il est important d’adapter les traitements a la circularité des observations.
Ainsi, la question que l'on peut se poser est par quel moyen peut on classifier un signal
comme circulaire ou non? Ainsi, ce probleme peut étre considéré comme un test binaire a
deux hypothéses Hy : C, = O contre H; : C, # O. En pratique les parameétres R, et C, sont
souvent inconnus, alors seul le détecteur du test du rapport de vraisemblance généralisé GLRT
(Generalized Likelihood Ratio Test) peut étre utilisé.

Basé sur des échantillons d’observations gaussiens, indépendants et identiquement distribués

(Xk)k=1,. K, le détecteur de non circularité GLRT a été introduit indépendamment par Ollila
et Koivunen [73] et Schreier, Scharf et Hanssen [85], ses performances ont été illustrées
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uniquement par des simulations Monte Carlo. Récemment, Walden et Rubin-Delanchy [98]
ont étudié ce GLRT en formulant ce test en terme de vecteurs aléatoires gaussiens réels. Ils
ont présenté une analyse théorique de la distribution asymptotique du GLRT sous I'hypothese
nulle (Hp) en supposant que la distribution des signaux est gaussienne et aussi donné
plusieurs illustrations par simulations numériques en Monte Carlo pour ’hypothése alternative
H;. Tres récemment, des extensions de ce GLRT aux données non gaussiennes ont été données
dans [74, 64].

Le but de ce chapitre est de compléter I'analyse asymptotique théorique donnée dans [98]
sous les hypotheses circulaire ou non circulaire du critere GLRT dérivé sous I'hypothese
de distribution gaussienne mais utilisée sous une distribution arbitraire non nécessairement
gaussienne.

Dans ce chapitre, apres une introduction du test GLR de non circularité dans la section 6.3, la
distribution asymptotique du GLR sous les hypothéses que les données sont IID et sous la vraie,
non nécessaire, distribution gaussienne des données est donnée dans le cas scalaire et ensuite
étendu au cas multidimensionnel dans la section 6.4. Puis des expressions interprétables des
probabilités de détection en fonction de celles de fausse alarme ce qui permettent de donner
quelques illustrations de courbes ROC. Par la suite, une extension de cette étude pour les
cas de données indépendantes non identiquement distribuées est menée dans la section 6.5.
Finalement nous termineront ce chapitre par quelques illustrations dans la section 6.6.
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6.2 Le test du rapport de vraisemblance

Soit x € C" un vecteur aléatoire complexe gaussien, centré, de premiére et deuxiéme matrices
de covariance connues et notées respectivement R, = E(xx) et C, = E(xx'). On consideére le
test a deux hypotheses suivant :

Hy: C, = OR, 6.1)
H,: C, # OR,. 6.2)

En d’autres termes, nous voulons tester '’hypothese nulle Hp, qui stipule que x est une
variable aléatoire complexe gaussienne circulaire de matrice de covariance connue R, contre
I'’hypothese alternative H; qui stipule que x est une variable aléatoire complexe gaussienne non
circulaire de premiere et deuxieme matrices de covariance connues R, et C,.

Ainsi, puisque les matrices de covariance sont connue, le rapport de vraisemblance LR
(Likelihood Ratio) donne une regle de décision optimale. Ce rapport est donné par :

é p[(x)ava C:lh Hl]

I(x, K ) (6.3)
) = ) Ray O, Hy)
ou

1 1 Hp-1

N —xHR;
p(x) W—N\/ﬁe * * sous Hy
xHR_'%

s 1 L T
= ﬁﬁe Sous Hl,

ol R; = E(xx") avec x £ [xT,xH|T,

6.3 Regle de décision du GLR

Supposons maintenant que (Xx)x—1, x € C sont les réalisations de K variables aléatoires
complexes gaussiennes, centrées, indépendantes et identiquement distribuées, de matrices de
covariances inconnues R, = E(xx) et C, = E(xx’). On considére le méme test de non
circularité a deux hypothéses donnée par les expressions (6.1) et (6.2).

Soit Xx = (X;....Xx ). La densité de probabilité de X; sous 'hypotheése Hj est donnée par :

i _ 1 1 —KTr(R; 'Ry)
P ) = R et (R ’

ouR, £ + S xpxi est lestimée du maximum de vraisemblance MLE (Maximum Likelihood
Estimate) de R, et Tr(.) désigne 'opérateur de trace d’'une matrice.
La densité de probabilité de Xy sous H; devient :

1 1 —ETr(R;'R;)
p(XK,RN) = e 2 (R; Rz ,
T det(Rg))
o1 _ o
ouR; £ % S %X est aussi lestimée ML de Rz = ( 21” S{f )
T T
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En pratique les matrices R, et C, sont inconnues, alors le test LR ne peut pas étre employé.
C’est pour cela que nous allons utiliser le test du rapport de vraisemblance généralis€é GLRT
(Generalized LRT) ou les matrices R, et C, sont remplacées par leurs estimées au sens du
maximum de vraisemblance (ML) dans le rapport de vraisemblance [73]. Ainsi, la régle de
décision du GLR est facilement déduite et elle est donnée par [73, 85] :

)2 PI(Xk) k=1,

L(x, K S
Pl(Xk)k=1,..K;

(6.4)

';U> 'FU>

o Con Hi] _ det(Ry)¥
, 0, Hy|  det(Rz)K/2

Ainsi, le GLRT décide H; si
L%, K) > A (6.5)

et Hy autrement ou A représente le seuil de décision.

Il est & noter que pour N > 1 il n’existe pas de test de non circularité linéaire ! et invariant,
uniformément plus puissant UMP (Uniformly Most Powerfull) [98]. Tandis que pour le cas
scalaire N = 1, le GLRT est le test linéaire invariant UMP donné dans [98].

Il devient spécialement simple et est donné par

L(x,K) = (1 =72)7K/2 (6.6)
avec v, = ‘ZZ k= |1 ’€|| représente 'estimée ML du coefficient de non circularité [39, 72]
k=1
o 2 [E(z7)]
E |z

Avec la monotonie croissance de I'expression (6.6), on déduit facilement que le GLRT décide
Hl si
Ve > N (6.7)

ou \ représente le nouveau seuil de décision, ce qui est tres intuitif.

6.4 Distribution asymptotique du GLR pour des variables
aléatoires complexes indépendantes identiquement
distribuées (IID)

Afin de pouvoir calculer la distribution asymptotique du GLRT utilisé, on considere dans tout
ce qui suit que les échantillons des données d’observation (xXj)r—1, x sont de moyennes
nulles, non nécessairement gaussiens, indépendants et identiquement distribués.

Pour des observations non gaussiennes, la regle de décision (6.5) n’est plus un GLRT mais
reste cependant simple d’implémentation et fournit généralement de bonnes performances
en pratique [22]. Nous allons, dans cette partie, étudier les performances asymptotiques
de ce GLRT dans le cas scalaire et nous proposerons par la suite une extension au cas
multidimensionnel.

!Dans C, qui inclue les rotations et les changements d’échelle, mais pas les opérations widely linéaires : (a, ') €
C?:azetnon az +o'z*
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6.6.4 Distribution asymptotique du GLR pour des variables aléatoires complexes
indépendantes identiquement distribuées (IID)

6.4.1 Cas d’une variable aléatoire complexe scalaire

Dans le cas scalaire, le résultat suivant est prouvé dans 'annexe C.1 :

Résultat 1. Sous les hypotheéses restrictives Hy et Hy, pour K — oo on a la convergence en
distribution suivante :

K _
=2 A X% sous Hy (6.8)

\/?(% - Vz) £ N(O,O’?Y) si v, <1 sousHy, (6.9)

ott x3 et N(0, 0,2) désignent respectivement une distribution de la loi de Khi-Deux a 2 degrés de
liberté et une gaussienne de moyenne nulle et de variance O',2y, avec
2

K R(K, :
O‘i = (1 =2+ 42k, + ?x + %2(9”) — 292R(KY) si 03 # 0. (6.10)

ot sous les hypothéses Hy et Hy, k., k., et k!, sont les cumulants normalisés invariants a n’importe
Cum(xy,xp,x},07)  Cum(xy,o),c),7) ot

(E(ee®)? 7 (E(z7))?

quelle rotation de xj et sont respectivement donnés par

(E(lz[*) (E(=3)) *

Pour certaines classes de distributions complexes pour lesquelles les cumulants normalisés «.,
k!, et k! sont redondants, 'expression (6.10) de 03 se simplifie. Par exemple, le résultat suivant
est démontré en annexe C.2.

Résultat 2. Pour la classe de distributions complexes elliptiquement symétriques genéralisées
GCES (Generalized Complex Elliptically Symmetric) 2 introduite par [73], a?y donnée par
Uexpression (6.10) se réduit a Uexpression suivante :

2 212 Ry
oy =(1-7;) <1+2+’y%>. (6.11)

Le résultat théorique 1 signifie en pratique que pour K > 1, 'estimée 7, est approximativement
de distribution de Rayleigh de parametre (14 %)/K et gaussienne N (v, Ug /K) sous Hy et
H; respectivement. Il est a noter que le domaine de validité de cette approximation dépend de
v, et de 03 a travers la relation grossiére ~, — % > (0. Concernant ['utilisation pratique de ce
résultat, ie la probabilité de détection Pp # 1 et la probabilité de fausse alarme Pgp # 0, les
distributions de 74, sous Hj et H; doivent se chevaucher, ceci est grossiérement atteint pour
e 27 < A4y/1+ Ky /2

Remarque 15. Dans le cas particulier d’une variable aléatoire complexe rectiligne (v, = 1),
xi, = 1.2 avec ry, est une variable aléatoire réelle et ® est fixe, le coefficient de non circularité est
parfaitement estimé, i.e. ¥, = 1. Ainsi, le probléme de détection devient singulier, de telle manieére
que pour un seuil donné proche de 1, la probabilité de détection et la probabilité de fausse alarme
sont égales a 1 et O respectivement.

comme le montre la figure 6.1

2Cette classe inclue la distribution gaussienne
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FIGURE 6.1 — Fonction densité de probabilité approchée de 7, sous Hy et H;

Remarque 16. Dans le cas ou 03 = 0 avec v, < 1 (cette situation est donnée dans [39]),

la séquence K (7, — ~,) converge en distribution [90, Th.B, p.124] vers une forme hermitienne
rIQr, ot r est une variable aléatoire complexe gaussienne centrée de dimension égale a 2 dont la
distribution est donnée par la partie droite (une seule matrice de covariance) de Uexpression (C.1)
donnée en annexe C.1 et ol notre analyse au premier ordre n'est pas adaptée pour spécifier la
matrice €.

Remarque 17. Il est & noter que pour ~y, proche de zéroet K > 1, 2In L(z, K) = —K In(1-72) ~
K~2.
De plus, pour des échantillons xj, gaussiens, k, = 0, Uexpression (6.8) donne :

2In L(z, K) £ X3, sous Hy. (6.12)

Cette convergence en distribution est conforme au détecteur a taux de fausse alarme constant CFAR
(Constant False Alarm Rate) ot le degrés de liberté de la distribution Khi-Deux est égal au nombre
de paramétres réels de c, = E(z%) donné dans le théoréme de Wilk [100, p. 132]. Mais pour des
distributions non gaussiennes, le détecteur (6.7) n’est plus asymptotiquement CFAR. D’un point de

vue pratique, en divisant le test statistique v, par /1 + %”, ol k, est une estimée consistante de
K, on obtient un GLRT ajusté qui devient asymptotiquement CFAR. Dans ce cas, une fois que le

seuil est fixé pour une Ppa donnée, la probabilité de détection Pp, obtenue dépendra des parameétres
e et ag donné par (6.10).

Remarque 18. Pour des observations xj gaussiennes, k, = k., = k! = 0 alors la variance 03
de la distribution asymptotique de 7, sous Uhypothése Hy est égale a 1 — 22 + ~2, qui est une
fonction décroissante de ,. En conséquence, pour une Pry donnée (un seuil \ fixe), la probabilité
de détection Pp est une fonctions croissante de v, qui ne dépend pas de la puissance de x.

Pour des observations arbitraires non nécessairement gaussiennes, le résultat 1 nous permet
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d’écrire les expressions de la Ppp et de Pp en fonction du seuil ), tel que

Pea = PG> N/Ho) = Qu [ 2
_ VE(N —

Pp = P(A.>N/Hi)=Qu <(J ) :

Y

ou Q,z2 et Qy sont respectivement les complémentaires des fonctions de distribution cumulative

de la loi de Khi-Deux a deux degrés de liberté et de la loi gaussienne centrée de variance

unité et ol o, est donné par (6.10). A partir de la, on peut facilement déduire une expression

exploitable reliant la P4 a la Py, et de tracer des courbes ROC. Ainsi on obtient

Yo+ et - v,

Oy

Pp =Qu (6.13)

On voit clairement a partir de cette expression que pour une Ppy fixée, la probabilité de
détection Pp est fonction croissante de longueur des donnée K et aussi une fonction croissante
en fonction du coefficient de non circularité -, pour des données de distribution gaussienne.

6.4.2 Cas d’une variable aléatoire complexe multidimensionnelle

Dans le cas multidimensionnel(N > 1),le résultat 1 ne s’étend pas facilement. L’annexe C.3
montre le résultat suivant :

Résultat 3. Sous hypothéses Hy et pour une distribution arbitraire, pour K — oo, la convergence
en distribution de la statistique de décision I(x, K) £ [L(x, K)]~2/¥ est donnée par

VE(I(x, K) = 11) 5 N(0,0%), sous H, (6.14)

ot I et o2 sont données en annexe C.3.
Pour une distribution gaussienne 2, le théoréme de Wilk [100, p. 132] s’applique et donne

2In L(x, K) £ X?V(N—&-l) sous Hy (6.15)

ou le degrés de liberté de la distribution Khi-Deux est égal au nombre N (N + 1) des parametres
réels indépendants de C,. De plus, sous Hy, dans le cas ou C, est proche de O (a voir une
définition plus formelle dans [92, Ch.23]) I'analyse de [54, Sec.II] est valide et donne, pour
K > 1, I'approximation de la distribution suivante

2InL(x, K) ~, X;\Qf(NH)(M) sous Hy

ol X']\Q,( N+1) (1) représente la distribution de Khi-Deux non centrale a N (N +1) degrés de liberté

et de parameétre de non centralité y. Ce parametre représente une mesure de discrimination
entre les deux hypotheses Hy et Hy, dont 'expression est donnée par [54, exp.4].

3La distribution gaussienne est 'unique distribution pour laquelle la statistique de décision L(x, ) donnée
par (6.4) est un GLR
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6.5 Extension aux variables aléatoires complexes NON-IID

Dans des situations d’intérét pratiques, les données ne sont pas toujours identiquement
distribuées. En particulier, dans les systemes de communication mobiles (OFDM, WCDMA,..),
les signaux IID non circulaires deviennent, sous certaines conditions sur le SNR et sur la taille
des trames K, NON-IID et circulaires en présence de résidus de fréquence diis au décalages
Doppler introduits par le canal et aux réglages des oscillateurs. Ainsi, dans cette section,
on considere le GLRT précédemment dérivé sous I’hypothése d’une distribution gaussienne,
complexe, centrée et IID mais utilisé pour des données indépendantes, centrées et non
nécessairement gaussienne identiquement distribuées *(z) k=1, K-

Afin de prendre en compte la dépendance en k de la distribution de x, les notations suivantes
seront utilisées :

1 1
A 2 A 2 — A — A
rek = Blog], con = E(xy), Torx = — E Teks CoK = = § Ca ks
K K
) k=1 L k=1
A * % A A %
Cumg p = Cum(wg, 21, 7, 71), Cum, = Cum(zy, o8, 2g, v%), Cum, p = Cum(wg, Tg, Tk, T))-
Pour (xj)r—1,. x de distribution arbitraire, de moments du 4 eme ordre finis tel que la condition

de Lyapunov [62, Th. 2.7.2] suivante est satisfaite °

K 2 3 K 2 3
E — Elg2 —
] Zk—l ka‘ TIJ@‘ ;= 0 et Klim Zk:l |$k C:):,k‘ .= 0, (6.16)
—00 —00
<\/Z (21— r2?) (VEEE (@ -

N ’ " ,
ou 7y i, Cyxk, Cumy g, Cum, , et Cum, , sont bornés et on suppose que sous Hy, les moments
de (xk)r=1,. Kk sont circulaires jusquau 4 eme ordre, le résultat suivant est démontré en
annexe C.4 :

Résultat 4. Sous les hypothéses Hy et Hy et pour K — oo, on a les convergences en distribution
suivantes quand K — oo :

K
P e 5 R(1) (6.17)
K

U;}K(%—%,K) £ N(,1), (6.18)

ol e & ,2 K Zk 1 x kethy Kk = ,2 s ZkK , Cumy, i, et Uexpression de o i est donnée dans

Uannexe C. 4 Ya,K Teprésente le coefflaent de non circularité moyenné en temps donné par

_ K
ekl _ T EGDI
v, K = — =

e, K % 25:1 E|z[?

4On étudiera uniquement le cas ou les données sont complexes scalaire, car le cas multidimensionnel implique
des notations encombrantes.
®Qui est clairement satisfaite pour les données décrites par (6.19).
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Remarque 19. Dans le cas particulier de données identiquement distribuées, 1, = Ty Kk = Ta,

Cum, .. , 7. ,

TI”“ = Ky etainsi ag = 1 et Ky g = K, alors le résultat 4 est réduit au résultat 1 sous Hy. Sous
x

H,, Uexpression de 0”2/, i Se déduit de Uexpression donnée dans Uannexe C.4, ott 0 i = %, ainsi

le résultat 4 est réduit au résultat 1 sous Hj.

6.6 Illustrations

Cette section a deux objectifs. Le premier consiste a examiner le domaine de validité de nos
résultats asymptotiques et le deuxiéme consiste a étudier les performances du détecteur GLR
pour un exemple spécifique.

Considérons le systeme MIMO ou () symboles BPSK indépendants et équiprobables a,; €
{+1,—1} sont transmis a travers un canal a bruit blanc, additif, gaussien et circulaire (cet
exemple est une extension de celui donné dans [88]). Les symboles a, , subisse des rotations
de phase ¢, indépendamment pour chaque symbole et perturbé par un résidu de fréquence
Af,. Le vecteur d’observation est donné par

Q
X = Z aqaqyke@qv’“eﬂ”kqusq + ny, (6.19)
q=1

ou o, et s, représentent les () amplitudes inconnues et vecteurs directionnels de premiere
composante égale a 'unité respectivement. n; sont les composantes indépendantes du bruit
gaussien circulaire centré de variance o2.

On considére par la suite, trois cas :

Dans le premier cas, il n’y a pas de résidu de fréquence Af, = 0 quel que soit ¢ et que
les échantillons de la phase (®,x)r=1, .k, ¢=1,.¢ sont indépendants ainsi que uniformément
distribués sur [0, 27] et gaussien de moyenne ®,, et de variance o, sous respectivement H
et Hy. Dans ce contexte, on s’est intéressé par la classification du canal comme cohérent ou
partiellement cohérent, qui est en soi un probléme de test a deux hypothéses. On peut ainsi
déduire que sous Hy [respectivement sous H;], on a

Q
R, = Zagsqsf + UT%I@
q=1

Q
. . ) 2
C, = O [respectivement C, = E 0362@‘?06 U‘I’qsqqu].

q=1

Pour Q = 1 et N = 1, le calcul des cumulants et du coefficient de non circularité donne sous
HQ .

—1
(1+pz")?

Ry =

et sous H;

—402 —202
1+e o1 , o1

—402
—_ =e M0 -3, Kl=—"— et 7
(1+pz')?2 ’

K = — —_—_—
* 1+ pzt
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oll p, =

% représente le SNR.

La figure 6.2 montre les performances en détection P4 pour différentes Py, fixées avec
@@ = N = 1 en fonction du SNR, pour deux valeurs de o4, déduite de la distribution
asymptotique de 7, donnée par le résultat 1. On voit bien que la probabilité P4
pour une Py, fixée est trés sensible a la cohérence du canal. Quand og; croit pour un
SNR fixe, le coefficient de non circularité ~, décroit et les performances en détection diminuent.

Dans le deuxieme cas, ou ) = N = 1 et Af, = 0 quel que soit ¢, le modele BPSK (6.19) est
comparé au modele purement gaussien obtenu quand @, ; ne dépend pas de k et les symboles
aq ) sont complexes circulaires, indépendants de moyenne nulle ou des variables aléatoires
réelles gaussiennes sous Hy et H; respectivement.

La figure 6.3 montre le coin nord-ouest de la courbe ROC du détecteur GLRT pour @ = 1,
K = 100 et p, = 0.63(—2dB) pour le modele (6.19) a canal cohérent (cp; = 0) et pour le
modeéle gaussien avec la méme valeur de 7, = 0.387. Il est a noter de cette figure que la
courbe ROC est tres sensible a la distribution de xj, les performances sont meilleures pour le
modele BPSK comparé au gaussien. Il est a noter que la courbe ROC empirique (Monte Carlo)
converge vers celle obtenue en théorie (asymptotique) pour relativement un petit nombre
d’échantillons (K = 100).

Dans la figure 6.4 sont représentées les courbes ROC pour le détecteur GLRT obtenues pour les
mémes parametre que la figure 6.3, K = 100, mais uniquement pour le modele BPSK perturbé
par quatre valeurs du résidu de fréquence A f; pour lequel :

2 2ip1 AmikAfy
1 € )

~ 2 2
Tpk = oK =01 +0,, Cpp = 07€ Cum, = 0,

et

526261 2mi(K—)Af ((SID2TKAf
! Sin 27 f;
sin 2r KA fy
sin 2A fy

1 1
1+ p: ' K

Il est a noter que les performances du détecteur diminuent en augmentant KAf ou les
meilleures performances sont obtenues quand le résidu de fréquence tend vers zéro. Par
exemple pour une Ppy = 0.05, la probabilité de détection associée est égale a 0.970 dans le
cas ou Af = 0 tandis qu’elle est de 'ordre de 0.960 pour KA f = 0.002. Les performances en
détection s’écroulent quand KAf = 0.5. Ceci correspond a un coefficient de non circularité
moyen nul 7, x = 0. Aussi, on note que la courbe ROC empirique converge vers celle obtenue
en théorie (asymptotique) pour relativement un petit nombre d’échantillons (K = 100).
Finalement, dans le troisiéme cas, on consideére le modéle gaussien © sans résidu de fréquence.
Ce modele est tel que () = 2 sources, 0; = 02 et N = 2 capteurs omnidirectionnels et espacé
d’une demi longueur d’onde. Les angles de directions d’arrivée des deux sources sont §; = 0 et
0y = 5.

6p, £ &, ne dépend pas de k et a, ) sont des variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle et
respectivement complexes circulaires ou des réelles gaussiennes sous Hy et H;
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La figure 6.5 montre les performances en détection Pp pour différentes valeurs fixées de la
PrA en fonction du SNR, pour deux valeurs de A® = &; — &5, déduite de la distribution
asymptotique de [(x, K) sous H; donnée par le résultat 3 et celle de 21In L(x, K) sous H
donnée par I'équation (6.15). On note que le GLRT est tres sensible aux variations de A®. En
particulier pour des sources de méme énergie et venant de directions trés proches s; ~ so, la
deuxiéme matrice de covariance tend vers une matrice nulle C ~ O pour A® = 7/2 radians
ce qui implique que les performances en détection de non circularité sont trés mauvaises.
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+ Simulated Gaussian model
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FIGURE 6.4 — Courbes ROC théorique asymptotique et empirique (avec 10000 réalisations
Monte-Carlo) associées avec le modele gaussien pour quatre valeurs de KA f;
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FIGURE 6.5 — Pp pour différentes valeurs fixées de Ppa et pour deux valeurs A® en fonction du
SNR, N = Q = 2 et K = 100.
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6.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi quelques nouveaux éclaircissements sur la distribution
asymptotique du test GLR de non circularité des signaux complexes, dérivé sous 'hypothese
des distributions gaussiennes équi-distribuées mais utilisé pour sur des signaux gaussiens non
nécessairement identiquement distribués. En particulier, dans le cas scalaire, la distribution
asymptotique du coefficient de non circularité est donnée sous Hy et H; pour des données, de
distributions arbitraires, indépendantes non nécessairement identiquement distribuées. Cela
nous permet de traiter des situations pratiques ot les signaux des sources sont perturbés par des
résidus de fréquence et d’'un bruit additif gaussien circulaire. Dans le cas multidimensionnel,
la distribution asymptotique du GLR est donnée sous Hy pour des données IID de distributions
arbitraires. Ces résultats nous permettent de calculer la probabilité de détection en fonction de
la probabilité de fausse alarme, ainsi établir les courbes ROC du test, approche précédemment
non évoquée.
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Conclusion générale

Cette thése est consacrée a I’exploitation des propriétés de non circularité et de non gaussianité
des signaux en traitement d’antennes, particulierement pour deux types d’applications : le
beamforming et la détection.

Dans le cadre de cette étude, la premiére question qu’'on s’est posée est : comment peut-on
classer les signaux de radiocommunications selon leur propriété de circularité ? Autrement dit,
quelles modulations sont non circulaires au second ordre ? Pour y répondre, nous avons mené
une étude non exhaustive sur la propriété de non circularité au second ordre de certaines
modulations CPM utilisées en radiocommunications. Nous avons ainsi calculé le coefficient de
non circularité instantané et moyen de certaines CPM. Ce qui nous a permis de les classer en
modulations circulaires et non circulaires au second ordre. Puis, nous avons vu qu’avec un
prétraitement de dérotation et un choix judicieux de l'instant d’échantillonnage, certaines
modulations deviennent non circulaires au second ordre. Cette propriété de non circularité
acquise va étre exploitée par la suite afin d’améliorer les performances.

Par la suite, nous nous sommes intéressés a 'apport que peut amener I'exploitation de la non
circularité et de la non gaussianité sur des applications comme le beamforming et la détection.

En beamforming, nous avons vu que les filtres complexes linéaires sont optimaux pour des
signaux gaussiens et circulaires. Cependant pour des signaux complexes non circulaires au
second ordre, ces filtres deviennent sous optimaux, car ils n’exploitent pas I'information de
non circularité véhiculée par ces signaux. C’est dans ce contexte que notre contribution a porté
sur I'introduction d’'un beamformer MVDR linéaire au sens large colinéaire au beamformer
WL MMSE [28] et la présentation d’une nouvelle étude de performances. Ce beamformer
est optimal pour la réception d'un signal utile potentiellement non circulaire, de vecteur
directionnel connu, noyé dans un bruit total potentiellement non circulaire.

Ce beamformer, basé sur une décomposition orthogonale originale, exploite la non circularité
du signal utile et des interférences a la différence du récepteur MVDR introduit dans [21] qui
lui exploite uniquement celle des interférences et du beamformer MVDR de Capon qui n’en
tient pas compte de la non circularité. A travers la nouvelle étude de performances statistiques
que nous avons introduite et réalisée, il a été démontré que ce nouveau beamformer est
meilleur que le beamformer de Capon et celui introduit dans [21] en présence de signaux non
circulaires, que ce soit le signal utile ou les interférences. En outre, ce beamformer est capable
d’éliminer, a partir d’'une antenne a N capteurs, jusqu’a 2N — 1 interférences rectilignes en
présence d'un signal utile rectiligne, tandis que le récepteur introduit dans [21] n’en traite que
2(N — 1). Ainsi, ce nouveau beamformer est capable de préserver un signal utile rectiligne et
de rejeter une interférence rectiligne avec une antenne a 1 capteur (N = 1), ce qui le rend
capable de faire du SAIC (Single Antenna Interference Cancellation).
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En passant du filtrage linéaire au filtrage linéaire au sens large avec les beamformers
MVDR, 5, nous avons pu exploiter la non circularité au second ordre. Par ailleurs, en passant
a une structure non linéaire, la propriété de non gaussianité est aussi exploitée [31], a
travers l'utilisation des statistiques d’ordres supérieurs. C’est dans ce contexte, que notre
contribution a porté sur l'introduction d'un beamformer non linéaire, basé sur des filtres de
Volterra complexes, exploitant conjointement les deux propriétés de non circularité et de non
gaussianité du bruit. Ce beamformer est adapté pour traiter la réception d’un signal inconnu,
dont la forme d’onde est inconnue mais de vecteur directionnel connu, et corrompu par des
interférences potentiellement non gaussiennes et non circulaires.

Ce beamformer a été étudié a I'ordre trois sous sa forme équivalente GSC pour une structure
dite compléte tenant compte simultanément des propriétés de non circularité jusqu'a
I'ordre quatre et de non gaussianité des interférences. Cette implantation GSC est de
complexité moindre et nous a permis d’effectuer les calculs numériques du SINR théorique.
Ce beamformer ne requiert aucune information a priori sur les interférences et se trouve
particuliéerement adapté au controle de spectre ou a I’écoute passive dans le contexte non
circulaire et/ou non gaussien. En outre, les résultats obtenus permettent d’affirmer que cette
structure complete améliore toujours les performances des récepteurs de Volterra étudiés
dans [21, 6, 31] et du fameux beamformer MVDR de Capon pour des brouilleurs non
circulaires et/ou non gaussiens.

En détection, nous avons étudié les performances (courbes COR) de différents récepteurs
pour détecter un signal connu réel dont certains parameétres sont inconnus et perturbé par
des interférences inconnues potentiellement non circulaires au second ordre. Nous avons
ainsi montré que la prise en considération de la propriété de non circularité potentielle des
interférences permet d’améliorer considérablement les performances des récepteurs mono et
multi capteurs.

De plus, une analyse de performances statistiques des récepteurs LRT et GLRT pour la
détection d’un signal connu réel, de parametres inconnus et perturbé par des interférences
inconnues potentiellement non circulaires au second ordre, a été menée. En étudiant les
distributions des statistiques associée au LRT et au GLRT, des expressions de la probabilité de
détection Pp et de la probabilité de fausse alarme Pga ont été données. En particulier, les
formes exactes des expressions de Pp et Py ont été élaborées pour les détecteurs LRT et
aussi les distributions asymptotiques (vis-a-vis a la longueur des données) de P et Pps ont
été données pour certains récepteurs GLRT.

Il a été démontré que la prise en compte de la non circularité potentielle des interférences
améliore les performances des récepteurs et ceci grace a 'exploitation de la diversité de phase
en plus de la discrimination spatiale. En particulier, la capacité des récepteurs clairvoyants a
détecter un signal rectiligne en présence d’'une interférence rectiligne a partir d’'une antenne
mono-capteur.

Dans un autre contexte, nous avons abordé le probleme du test de non circularité de
signaux aléatoires mono et multidimensionnels complexes. Nous avons donné la distribution
asymptotique du GLR de non circularité dérivé sous '’hypothese de distribution gaussienne
mais utilisée sous une distribution arbitraire non nécessairement gaussienne des données. Ces
données considérées sont indépendantes, mais non nécessairement identiquement distribuées,
ce qui permet de traiter des situations pratiques ou les données non circulaires sont perturbées
par un résidu de fréquence et un bruit additif gaussien circulaire.
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Perspectives

Dans cette theése, nous avons abordé des problématiques liées a I'exploitation de la non
circularité et de la non gaussianité en traitement d’antennes. A I'issue de ces travaux nous
identifierons quelques perspectives de recherche futures qui apparaissent dans chaque théme
abordé.

Pour les modulations :

e 1l serait intéressant d’étendre I'étude de la propriété de non circularité faite pour les
modulations CPM a d’autres types de modulations. Particulierement aux modulations linéaires
décalées (famille 3) telles que les modulations OQAM, OPSK, ZBPSK et OQPSK, en calculant
le coefficient de non circularité instantané et moyen.

En beamforming linéaire au sens large :

e Pour des travaux futurs, une extension a une structure variante dans le temps linéaire au
sens large du nouveau beamformer permettrait de traiter les signaux non stationnaires et non
circulaires ayant des résidus de porteuse non nuls. De plus, le développement dune structure
spatio-temporelle permettrait de traiter des canaux a trajets multiples.

e Par ailleurs, il serait intéressant de quantifier la sensibilité de ces filtres aux erreurs de
pointage lorsque la direction d’arrivée est mal estimée.

En beamforming non linéaire :

e Concernant la structure non linéaire de Volterra, I’étude des performances ont été données
par calcul numérique du SINR théorique. Il serait nécessaire de poursuivre cette étude
par I'élaboration d’expressions théoriques du SINR exploitables afin de mieux analyser les
performances. Il est a noter que de telles expressions devront nécessiter des approximations
pour devenir interprétables (par exemple : INR>> 1,...).

e Comme dans le cas linéaire au sens large, il serait intéressant de faire une extension a une
structure variante dans le temps non linéaire afin de traiter les signaux dont le résidu de
fréquence est non nul ainsi que quantifier la sensibilité des filtres aux erreurs de pointage.

e Le beamformer de Volterra que nous avons étudié ne tient pas compte de la non circularité
et de la non gaussianité du signal utile. Un beamformer de Volterra optimal selon le critére
MMSE a été esquissé dans le paragraphe 4.7 mais ses performances n’ont pas été étudiées. En
particulier son interprétation en terme de beamformer MVDR, n’a pas été abordée et donc
I'expression du SINR obtenu n’a pas été donnée. Par suite, diverses comparaisons en terme
de SINR seraient intéressantes a mener en fonction des modulations du signal utile et des
interférences et en fonction des diverses structures partielles ou complétes mises en ceuvre. .

e La structure polynémiale complexe de Volterra bien qu’exploitant la non gaussianité et
la non circularité des signaux d’interférence est sans doute largement sous optimale par
rapport a I'estimation optimale au sens du critéere MMSE. Des structures non linéaires mieux
adaptées a des signaux utiles et interférents sous forme de modulations linéaires devraient
étre recherchées.

e Un beamformer de Volterra a été proposé [31] dans le cadre de brouilleurs circulaires. Ce
beamformer est basé sur une structure GSC générée directement a partir d’'une projection
orthogonale de 'observation x(t¢) sur I'espace signal engendré par s et sur son complément
orthogonal. Cette approche conduit a une estimée de s(t) comme issue d’un filtrage WL
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polynomial de cette projection sur ce complément orthogonal. Nous avons constaté que dans
le cas particulier N = 2 et pour des polynomes de la forme P(z) = a;z; + bjr12j2;2, les
performances en SINR de ce beamformer de Volterra était numériquement égales a celles de
notre beamformer de structure partielle. Cette égalité doit sans doute étre générale pour
toute antenne et pour tout polynéme en y associant les termes correspondant retenus dans
notre filtrage (4.8). Il serait donc intéressant de démontrer cette égalité afin de relier notre
beamformer a celui proposé dans [31].

A terme, dans tous les cas, enjeu est de trouver un moyen pour faire du SAIC adapté a des
constellations de signaux autres que rectilignes, par exemple QPSK.

En détection de signal :

e Les perspectives en détection d’'un signal connu noyé dans bruit potentiellement non
circulaire au SO, consisteraient a étendre le calcul des détecteurs GLRT que nous avons
présenté, et aussi que leurs performances a des signaux utiles connus non circulaires d’ordre
2, non nécessairement rectilignes.

e Il faudra aussi envisager la détection de signaux utiles dont les résidus de porteuse sont non
nuls et inconnu.

e Des détecteurs de type GLRT pourraient s’envisager sous I'hypothése d’'une famille de
distribution paramétrée non circulaire plus générale que la loi gaussienne (par exemple, la
famille des distributions complexes elliptiques [73]).

En détection de non circularité :

e Dans le contexte de détection de non circularité au second ordre, il serait intéressant d’étudier
les performances statistiques de détecteurs ajustés pour étre plus robuste a la non gaussianité,
en particulier ceux présentés récemment [74, 64].

e [’étude de la détection du caractére rectiligne semble aussi étre pertinent d’'un point de vue
applicatif. Dans ce cadre, le probleme de détection sous la forme :

Hi : zp=s+mn

HO : Ty =T+ Ny

ou s; est rectiligne au second ordre non gaussien, r; est non rectiligne au second ordre non
gaussien et n; est gaussien circulaire, serait intéressant d’étre examiné sous la forme dun
détecteur GLRT dans le cadre d’'une famille paramétrique de distributions complexes non
circulaires non gaussiennes.

e D’autre part dans le cadre de signaux complexes multidimensionnels, cette notion de signaux
rectilignes introduite dans [39] mériterait d’étre approfondie. De méme, ces définitions au
second ordre mériteraient d’étre étendues aux ordres supérieurs.
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Annexe A

A.1 Performances en SINR en sortie du beamformer MVDR,

A.1.1 Croissance en fonction de |v,| pour d; =0

En utilisant la dérivée de SINRy\vpR, par rapport a |vs|, on obtient

8SINRMVDR2 C9ra 14 ag <0
- sSYs 9y

8 2
Vs {1 + msas(1 — ’78‘2)

qui est positive quelque soit les parametres 7, et as, donc SINRyypgr, est une fonction
strictement croissante de |,| pour ds = 0.

A.1.2 Croissance en fonction de cos(®)

ATaide de la dérivée du SINRyvpR, par rapport a cos(®;) donnée par

OSINRMVDR. g
WZQ\%H%’ 1- — >0,
: (m =) +a
A.1.3 Croissance pour cos(®;) >0
On écrit (3.38) sous la forme suivante
as|’ys|2 |d8|27T8("78|2 —1) 2|ds| cos(®1) |vs|

SINRMVDR, = 7s |as +

1+ mgas(1 — |')’s‘2) 1+ msas(l — |'YS‘2) 1+ msas(l — |'YS‘2) 7

qui, pour cos(®1) > 0, est une somme de fonctions strictement croissantes de |v;| et donc (3.38)
est aussi une fonction strictement croissante || pour cos(®;) > 0.
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A.1.4 Etude de la Monotonie de SINRy;ypgr, pour cos(®;) < 0

La dérivée de (3.38) en fonction de |vs| est donnée par

= 4T
0 s 2 )
o 1+ mau(t = )]

OSINRMVDR2 [msas |ds| cos(®1)] s ]* + [Ws |ds[* + 7oa2 + as] [7s| + [ds| cos(@1)(1 + msas)

la monotonie de SINRyvpr, dépend du signe du numérateur de sa dérivée, qui est une fonction
du second degré de |v;| et qui peut sécrire sous la forme : Ax? + Bz + C, avec x = |7,
A2 T, |ds| cos(®1) < 0, B2 7, |dg|? + mea2 + as > 0 et C 2 |dy| cos(®1)(1 + msas) < 0.
Ainsi selon la valeur de son discriminant A, la variation du SINR en fonction de |v;| peut étre
analysée selon les cas suivants :

1. SiA <0, le SINRyypRr, est une fonction strictement décroissante de |vs|, ce cas ne semble
pas exister, car nous n’avons pas pu exhiber un tel, sans avoir pu démontrer jusqu’ici la
non existence.

2. Si A > 0, il existe deux racines |y41| et |ys2| tel que (0 < |ys1| =

—-B— VA
VA = /B2 —4AC < B — 2A et que <|’)/52 = QA\F > 1) car |ysi| [vs2| = % > 1

2A

(C = A+ |ds| cos(®P1)). Ainsi, le SINRMvpR, D'est pas une fonction monotone de || et
devient une fonction décroissante pour 0 < || < |7s1|, puis une fonction croissante pour
|vs1] < |vs| < 1, correspondant a la courbe dans la figure A.1.

SINR

-

Al

s

FIGURE A.1 - Allure du SINRyyvpr, en fonction ||
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A.2 Relation SINR et MSE

A.2.1 Preuve de la relation (3.36)

De la décomposition (3.16), la MSE sécrit MSE[w] =< E[|s(t) — s(t)w!s, + win, (t)?] >.
< HE |2
| WS, |
SINR[W]
signal utile est non corrélé avec les interférences et du bruit de fond (< E[n, (t)s(t)* = 0] >),
on obtient directement (3.36).

Aprés développement et en utilisant (3.28), wh Ry w = , et sous ’hypothése que le

A.2.2 Preuve de la relation (3.37)

Ts

En utilisant (3.23) et (3.29) : wwi.— =
( ) et ( ) WL-MMSE = 7 T+ SINRavom,

R-'S,, ainsi en utilisant cette
vy

expression dans (3.36) on obtient (3.37)
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A.3 Calcul du SER pour le beamformer MVDR,

Le calcul du SER pour le beamformer MVDR; ( 3.5.2) est évalué de la méme maniere que
dans cas du MVDRy avec des contraintes de minimisation différentes. Comme dans le cas
du beamformer MVDRjy, le calcul du taux d’erreur est évalué uniquement dans le cas de
la réception de deux sources (un signal utile et une seule interférence) en présence d’'un
bruit supposé gaussien complexe, centré, blanc spatialement et circulaire. Sous les hypothéses
utilisés dans la section 3.7.4, ainsi qu’en reprenant les mémes notations, les performances SER
du beamformer MVDR; sont calculées comme suit :

A.3.1 Cas ou le signal utile et I'interférence sont BPSK

Dans ce cas (|vs| = |y1| = 1) et les symboles émis u(t) € {+1,—1} et v(t) € {+1,—1} sont
équiprobables. En utilisant les contraintes (3.9), la sortie y(¢) du beamformer MVDR; devient
de la forme

~H T, ~H
s(t) + m(t)Warypr,dy + Warvpr, P(2)

u(t)a + v(t)b + Winypg, b(t).

y(t)

Des calculs similaires que ceux du paragraphe (3.7.4.1) nous donnent le SER de la forme
1
SER = {Q|VSNR + VINR| + Q| VSNR - VINR | }

o~ ~ T
oll W\vpR, est de la forme w = [w],wj]" et donc

SNR = . 27
" UVVH\ o (ezwsw{m)]
o (R e (0, + o)
INR =

o [P + 2R (c2ioew]w) |

A.3.2 Cas ou le signal utile est BPSK et I'interférence est QPSK

Pour un signal utile BPSK et une interférence QPSK, le beamformer MVDR; est identique au
beamformer de Capon standard (2.9), par suite le calcul du SER est aussi identique. La sortie
du filtre Weapon s'écrit

y(t) = wix(t) = s(t)whs + m(t)wj + whb(t).
En utilisant la contrainte (2.7) et en posant a def VTs€%, b def Vie?whj, la sortie y(t) du
filtre devient
y(t) = u(t)a + v(t)b + wilb(t). (A.1D)

Comme dans le cas du beamformer MVDR; le récepteur sous optimal est donné par la
figure 3.5.
A l'entrée du comparateur a seuil

2(t) = R [a*y ()] = mou(t) + R [o(t)a*b] + R [a*wn(1)] (A.2)
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Afin de simplifier les notations on pose v’ = a*b et n’ = R [a*w/b(t)], alors
2(t) = mou(t) + R [v(t)V] + 7.
Par symétrie le SER est donnée par

SER = p (@(t) = 1/u(t) = —1) = p(n’ > 7y — R(v(t)V))
1

= p(n' > 7y = R(V)) + ip(n, > s + R(D))

1 1
+ Zp(n’ > s — R(V)) + zp(n’ > s + R(iV)).
Ainsi, Le SER peut ainsi s’exprimer sous la forme suivante

SER = [ (VENR — /IR, ) +Q (VENR + v/INR ) +Q (VENR — v/INR;) + @ (VSRR + /INR, )]

(A.3)
La variance du bruit gaussien a l'entrée du comparateur a seuil est donnée par

Var(n') = “52 [[lw]/]-
On obtient donc :
def T 27

~ Varl) ", fjwi?]

def [R (b/)]2 _2m [éR (ei(¢17¢s)ij)]2

SNR

INR, %« _
vt e [[[w?]

INR, & [%(ibf)f _2m (R (iei(¢1—¢s)ij)]2'
Var(n ) o |:||W||2i|

A.3.3 Cas ou le signal utile est QPSK et I'interférence est BPSK

Puisque l'expression de la sortie y(¢) du beamformer MVDR; est identique a celle obtenu
a la sortie beamformer MVDRpy, le calcul du SER est aussi identique a celui mené dans le
paragraphe 3.7.4.3 en remplacant Wyrypr, par Wavpr, , sachant que dans ce cas que la sortie
du beamformer MVDR;

y(t) = u(t)a+v(t)c + Wigypr, b(t).
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A.4 Schéma pour application en détection

A Taide des notations de I'equation (3.55), on obtient le schéma fonctionnel suivant :

X(kT)

WMVDR,

y(kT)

ap € {£1, +i}

seutl

FIGURE A.2 — Schéma fonctionnel de I'application du beamformer MVDR; en détection
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A.5 Algorithme JADE étendu

Afin d’estimer les directions d’arrivées des signaux bande étroite sans aucune information a
priori sur la forme d’onde, nous avons utilisé une méthode d’identification aveugle utilisant les
statistique d’ordre supérieur.

Pour l'implémentation du beamformer wy;ypro, on a estimé la direction d’arrivée du
signal utile par identification aveugle en adaptant I'algorithme JADE [15] a notre modeéle
d’observations étendu.

On considére le modele de signaux suivant, pour la réception de M sources noyées dans un
bruit blanc gaussien recues par une antennes a M capteurs ,

M
def def

X(t) £ ) sp(t)a, + n(t) = As(t) +n(t), (A.4)
p=1

ou x(t) est le vecteur des observations (/N x 1), A est la matrice de mélange (N x M), supposée
de rang plein, dont les colonnes sont les vecteur directionnels a, associés au sources s (t)
regroupées dans un vecteur s(t), n(t) est le vecteur bruit supposé blanc, gaussien, circulaire au
second ordre et de moyenne nulle et de variance .

A.5.1 Blanchiment

L’ensemble des techniques d’identification aveugle comporte une étape préliminaire de
blanchiment qui simplifie le probléme en le normalisant. Cette étape de blanchiment exploite
les statistique d’ordre deux en blanchissant la partie signal de 'observation. Dans notre cas
le blanchiment est appliqué au vecteur d’observation étendu %(t) < [x(t)7,x(t)”]T ot on
blanchit la partie signal du vecteur étendu %(¢) en multipliant ce dernier par I'inverse d’'une
racine carrée quelconque de la matrice de covariance formée par la partie signal qu’on notera
W = R_"? . La matrice de covariance de I'observation étendue s'écrit :

signal*
Rz = Rsigna + Ra (A.5)
Aprés multiplication de x(t) par R;.;fil on obtient un vecteur X(¢) dont la matrice de covariance
s’écrit :
Ry =1+ R .2 (A.6)

On a ainsi simplifié le probleme d’identification en le mettant sous une forme standard
normalisée, ce qui permet de récrire (A.4) de la maniere suivante :

M
x(t) € " 5,(t)a, +n(t) A7)
p=1

ol tous les vecteurs sont de dimension M x 1, et tous les signaux sources sont de puissance unité
et les vecteurs directionnels recherchés a,....a, constituent une base orthonormée de I'espace
de dimension M. La quadri-covariance est définie par le tenseur de taille (M x M x M x M)
et s’écrit :

M M
Q; = Z kp(aya®,)(a,a,) = Z kp(apa,)(a,a,) (A.8)
p=1 p=1
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A.5.2 Critere de diagonalisation conjointe

Les cumulants d’ordre quatre sont utilisés a travers la quadri-covariance de taille (M x M),
c.a.d, on définit I'opérateur linéaire qui, a toute matrice hermitienne H, associe la matrice
hermitienne Q. (H) définie pour les vecteurs normalisés apres blanchiment par :

M M
Q,(H) =Y ky(aa",)(@an)H = > kya;Ha,)(a,a5) (A.9)
p=1 p=1

ou k, désigne le Kurtosis défini dans 1. On remarque que Qi(H ) est une somme pondérée de
dyades (a,a;), ce qui signifie quelle admet des directions d’arrivées comme vecteurs propres.
Donc pour obtenir ces vecteurs directeurs, on diagonalise conjointement une famille matrice
de I'image de la quadri-covariance, et comme, en général on ne dispose que de la quadri-
covariance estimée Qi(H ), les matrices de I'image de Q_.(H) ne se diagonalisent pas toutes
dans la méme base, don il faut trouver la base ol toutes ces matrices soient simultanément
les plus diagonales possible. Cela revient a trouver la matrice unitaire qui, pour 'ensemble des
matrices hermitiennes (Hy, ..H},), maximise le critére suivant :

K
C(V,Hy,.Hy) Y [Diag(V7 H,V)|” (A.10)

r=1

A.5.3 Algorithme E-JADE

C’est un algorithme d’identification aveugle, qui consiste en la diagonalisation conjointe
approchée des matrices propres (Joint Approximate Diagonalization of Eigen-matrices), définit
par les étapes suivantes :

Etape.1 Former la matrice de covariance estimée R a partir des observations étendues x(¢),
Etape.2 Calculer la matrice de blanchiment W,

Etape.3 Former les cumulants d’ordre quatre du processus blanchit z(t) = Wx(t), et calculer
les N plus signifiants valeurs propres et vecteurs propres associés (A, M,|1 < r < n),

Etape.4 Diagonalisation conjointe de I'ensemble N, = {XT, Mr\l <r< n} par une matrice

unitaire U (par une extension de la technique de JACOBI & plusieurs matrices).

Etape.5 Estimation de la matrice de mélange A par A = W'U.
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B.1 Théoreme central limite de Lyapunov

Théoreme 2. Soient yi,ys, ..., y, des variables aléatoires IID, de moyenne nulle Ely;] = 0, de
variance o? > 0 et E[yf’] < o0. Si une suite déterministe x,,; a deux indices (i < n) satisfait :

n n
(D leni®)? = o[ a7:)*] pour n — oo,
i=1 i=1

Alors [62, Th. 2.7.3]
Zizl TniYi £> N(O, 1)

T4/ Z?:l 337211
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B.2 Expression de )y

La matrice d’information de Fisher correspondant a la distribution complexe, gaussienne, non
singuliere et non circulaire de (x;)=1, x est déduite de la formule de Slepian Bangs étendue
au cas gaussien non circulaire [38, result 1] donnée par :

K ~ \ H ~
om 4 (0Om 1 OR; 1 0R;;
o 2 —1 - —1 —1
Ik (0)) o = D _ ai (8%) R <ae,) + 5T [aemRn 0 R (B.1)

k=1

ol m 2 \/m:Sq.

Il est a noter que m et R;; dépendent uniquement de 6, et #, respectivement.

En conséquence ces parameétres sont découplés dans la matrice d’information de Fisher c.a.d.,
I,5(04,0,) = O et donc l'expression (5.60) de Ak se réduit a OGTlIa,a(O, 0,)0,, ce qui donne a

partir de (B.1)
K ~ H ~
om om
_ Z 2| pT -1
e (k:l ak) Oal <80a1> Rn (69a1> Ous

aN .
ou 801:11 = < SS* —Ziss* ) dans le cas de OPT5 et OPTs5.

om | |
Et 90, < T > dans le cas de OPTg et OPTy.

om s s eiPs g e
Et 90,1 - ( st _is* Wsé”'q’ss*/ ) dans le cas de OPTy, et OPT;;, avec s’ £ 20"

om ~ -

0] m 0,1 = m = /7S pour les détecteurs OPT,, OPT5, OPTs et OPTy [respectivement

na-—
00,1
~ ~/

VTs(So + 05sSg) pour les détecteurs OPTq et OPTy;], ce qui prouve la relation (5.62).
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Annexe C

C.1 Preuve Résultat 1

Sous I'hypothése H;y, (6.9) provient directement de [39, result.3]. Sous Hy, le résultat [39,
result.3] n’est plus valide, mais I'analyse de [39] s’applique. Le théoréme central limite !
standard appliqué aux variables aléatoires complexes, bi-dimensionnelles, indépendantes et

. . e T - 1 . 1
identiquement distribuées (A’”) avec 1y = - ZkK,l lz|? et &, = 174 Zf,l 2%, donne pour
Ca = =

fYa::O

NG Tw — Ty £ N 0 ol + Cllllmx Cum;* ol + Cllllmx Cum;
Cy — Ca 0/’ Cum,, 204 + Cum, /)’ Cum,, Cum,, ’
(C.1)
N 2 A 2 A * * rA 72N
ou o; = E |‘,Ek?| > Cumx = Cum(mk,xk,xk,xk), Cumx = Cum(fﬁk,ﬂfk,l'k,ﬂfk) et Cumm =
Cum(xy, Tk, T, T7)-

Considérons maintenant la construction par étapes (mapping), suivante :

N . C. . _
(racac:c) — Mg = ?i — Yz = |m:c‘ s (CZ)

xT

la différentielle de la premiere étape est dm = —dc sous Hy, le théoréme de continuité standard
T

sur les fonctions régulieres des statistiques gaussiennes asymptotiques [90, Th. A, p.122] peut
s’appliquer. En conséquences, on obtient une convergences en distribution vers une distribution

: 7 . . /
gaussienne complexe, centrée de variance 0—14(20;1 + Cum,) et de pseudo-variance U%Cumx tel
que

T (C.3)

T T

Cette distribution gaussienne complexe devient circulaire pour z; circulaire jusqu’au 4 éme
ordre. Ainsi, avec 32 = |/, |, la convergence en distribution (6.8) est prouvée.

! Nc(m, R, C) représente la distribution gaussienne complexe de moyenne m et matrices de covariances R et C
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C.2 Preuve Résultat 2

Soient les définitions suivantes :

Définition C.2.1. Une fonction L : C — C est appelé R-linéaire si pour tous scalaires (a,b) € R?
et (z1,20) € C%: L(az1 + bzs) = aL(z1) + bL(22). De méme si cette équation est valide pour
(a,b) € C? alors on dit que L est C-linéaire [73, 53].

Définition C.2.2. La distribution bidimensionnelle réelle sphérique symétrique (SS) (x,y) est
définie tel que : z £ x + iy est circulaire (z et ze'? de méme distribution V0 € R).

Définition C.2.3. La distribution bidimensionnelle réelle elliptiquement symétrique (RES)
est définie par la distribution de (wi,ws) qui est une transformation affine de la variable
bidimensionnelle sphérique symétrique (x,y) tel que :

()=2(3)+ (%)

w9 Yy Q2

Définition C.2.4. La distribution complexe elliptiquement symétrique généralisées GCES
(Generalized Complex Elliptically Symmetric) d’une variable aléatoire complexe scalaire xj; € C
est définie par la distribution d’une variable réelle (R(xy),I(x)) elliptiquement symétrique

RES (Real Elliptically Symmetric). Dans le cas centré, cette distribution est définie comme une
transformation linéaire dans R? d’une distribution sphérique symétrique [59].

A partir de ces définitions, comme une transformation linéaire dans R? est équivalente & une
transformation R-linéaire dans C [53], alors il est facile de montrer qu’une variable aléatoire
complexe xj, est dite de distribution GCES, s’il existe des scalaires complexes (a,b) tel que
x), = auy, + buy, ol uy, est une variable aléatoire complexe circulaire.

En conséquence, les cumulants des z;, satisfont les relations suivantes :

Cum(zy, zp, zp, 71) = ((lal* + [b]*)* + 2|af?[b]*) Cum (ug, ug, uf, up)
Cum(zg, T, Tf, Tp) = 6a2b20um(uk,uk,uz,u’,§)
Cum(xk,xk,xk,x”,;) = 3ab(|a|2 + |b|2)cum(uk7ukau;§7u2)'

En utilisant
E\xk\Q = (]a\Q + \b\Q)E\uk\Q and E(a:%) = 2abE\uk\2,

les cumulants normalisés !, et ! deviennent :

Iil :K,//: 3 Rg.
242

En remplacant ces expressions dans (6.10), on obtient directement I'expression (6.11) du
résultat 2.
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C.3 Preuve Résultat 3

P P PN ~ 1 ~ 1
Avec I(x,K) = det[I — (R, C,)*R, C,], ot R, = i S xxt et C, 2 EZszlkaZ’ la
preuve du résultat 3 suit les mémes étapes que celle du résultat 1.

Le calcul de la distribution asymptotique de I(x, K') sous 'hypothése H; est basé sur le mapping
suivant :

~ ~—1~

(Rz,am) — ﬁm =R, C,— i\]m = ﬁ;ﬁz — (%, K) = det[I — f]z] (C4)

En utilisant la distribution gaussienne asymptotique de (ﬁx,éx) [37, 39] issue du théoreme
central limite standard, les différentielles sur les différentes étapes de (C.4) et les propriétés
classiques de 'opérateur vectorisation vec(.) [65, Ch.2.4], le théoréme standard de continuité
sur les fonctions régulieres des statistiques gaussiennes asymptotiques [90, p.122] est
appliqué. Ainsi, les étapes de cette démonstration sont comme suit :

Etape 1 : la différentielle de M, et sa vectorialisation s'écrivent :

dM, = -R;'dR,R;!C,+R;'dC,
vec(dM,) = —[(R;'C.)T @ R vec(dR,) + (I® R, )vec(dC,)
= Dy rvec(dR;) + Dy cvec(dCy), (C.5)

ou ® désigne le produit de Kronecker.
La distribution asymptotique de vec(R;, C,) est donnée dans [39] tel que :

N r Rr Rgo Cr Cgro
\/E[VGC(RI,Cw) VeC(Rm’Cx)]_)NC(O’<RC’R Re >7<CC,R Ceo >)

ot Rg,Rc,Ri.c,Rer, Cr, Cc, Crc, Co g sont les différentes matrices de covariance déduites
a partir de I'identité :

E(x1x2x3x4) = E($1$2)E(:L‘3$4) + E(IlfL‘g)E(l‘z, $4) + E($1:L’4)E(ZL‘2$3) + Cum(azl, 9o, T3, ZL‘4),

ol x; est une variable aléatoire centrée complexe de distribution arbitraire. Ces matrices sont
calculées dans [39] et sont données par :

R; = R.®R,+P(C,®C)+Q,

Cr = RgpP
Cc = C.®C,+P(C,2C,)+Q.

Rpe = RE;=C @R, +PR,@C])+Q)

Cre = Cop=R;®C, +P(C,0R;)+Q, . €6
ou  (Qu)it(j— 1)K h+(-DK = Cum(Xyi, X}, X} 1, Xe,0), (le)iqt(jfl)K,kJr(lfl)K =
Cum(xt,iv Xt,js X;k’ XZZ))

(Qu)it (1)K b+ (—1)K = Cum(Xei, Xej, Xy Xe0)s  (Qp )is (o1 Kbt (11K =

Lo F * *
Cum(xy;,X; ;, X} o Xt,l)’
"

(Qz )it(j-D K kr—1r = Cum(Xei, X} ;, Xk, X 1) et P désigne la matrice de permutation qui,
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pour toute matrice carrée A, transforme vec(AT) en vec(A) et x; = (@41, Tt2y e TN

En utilisant le théoréme de continuité standard sur les fonctions réguliéres des statistiques
gaussiennes asymptotiques [90, p.122] et a partir de (C.5),on a:

—

VK[vec(M,) — vec(M,)] £ Ne(0,Ryy, Coy)

U R R
ou RM = (DM7R DM,C) < RCRR R}:Z'C > (DM,R DM,C)H
C C
CM = (DM’R DM,C) < CCRR CRéC ) (DM,R DM,C)T'

Etape 2 : la différentielle de 34 et sa vectorialisation s’écrivent :

A2, = M:dM, + MM,
vec(dX,;) = (I®@M:)vec(dM,) + (ML @ I)vec(dM?) = Dy prvec(dM,,) + Ds; pr-vec(dM?)

Ce qui donne en utilisant le théoreme de continuité standard sur les fonctions réguliéres des
statistiques gaussiennes asymptotiques [90, p.122]

VEK[vee(Z,) — vec(2,)] £ Nc(0,Ry, Cy)

ol
R C
Ry = Dy um DZ,M*)( M Riv[
v Ry

C R
Cx = (Dx.m Dy um+) ( Riw C*M
v Cr

> (Dsar Dy )™
> (Dsar Dy )t

E".tape 3 : Suivant le méme raisonnement, la différentielle de [, = det(I — X,) s’écrit [65, Th.1,
p.149] :

dl, = —det[l - X, ]Tr[(I-3,) tdX,]
—det[l — =, ]vec” ([I - L] Mvec(dE,) = Dy xdX,

Ainsi en utilisant le théoréme de continuité standard sur les fonctions réguliéres des statistiques
gaussiennes asymptotiques [90, p.122]

VE((x,K) — 1) = Ng(0,02)
ott I} = det[I — (R;1C,)*R;1C,] < leto? = D,ZRED{IE = DZSCED&.

Il est a noter que ces étapes ne s’appliquent pas toutes sous I’hypothése Hy, tel que, pour
Xy, circulaire jusqu’au 4 eme ordre, uniquement la premiere étape peut s’appliquer, Car dans ce
cas, C, = O ce qui donne, d’aprés I'expression (C.5) :

vec(dM,) = (I® R, H)vec(dC,)
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soit

Ry = (I9R;HR(AI®R;)
Cy = O

avec C. = O d’aprés (C.6) car 'hypothese de circularité a 'ordre 4 implique Q; = 0. Ainsion a

o~

VK (vec(M,) — 0) = N (0, Ry, O) (C.7)

Par conséquence, comme dans le cas scalaire, ﬁz reste asymptotiquement de distribution
gaussienne circulaire sous Hy avec x; circulaire jusquau 4 eme ordre. La différentielle du
mapping M, — 3, au point M, = O est égale a zéro, ce qui était aussi vrai dans le cas
scalaire. Mais dans ce dernier cas, nous avons acces a la différentielle d’ordre deux, ce qui n’est
pas le cas en multidimensionnel ol notre analyse au premier ordre ne permet pas d’obtenir
cette différentielle.
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C.4 Preuve Résultat 4

Afin de trouver la distribution asymptotique du GLR dans le cas non IID et d’étendre les
résultats de la section 6.4, on remplace le théoréme central limite classique par le théoreme
de Lyapunov [62, Th. 2.7.1] en supposant que la condition de Lyapunov (6.16) est satisfaite
pour la séquence de variables aléatoires centrées |x%| — Ty €t :1:% — ¢y k- En effet, le théoreme
de Lyapunov 2 est valide pour des variables aléatoires réelles scalaires u;,, l'extension de cette
validité a la variable aléatoire complexe multidimensionnelle (|z7| — r, x, 27 — ¢, %) West pas
directe et plus compliquée, ainsi on doit approfondir d’avantage I'étude ;

Pour commencer, I'extension du théoréme de Lyapunov aux variable réelles centrée et
multidimensionnelles uy, est directe par I'application du théoréme de Cramer-Wold [62, Th.
5.1.8], pour lequel la séquence R;%Q Zle u;, converge en distribution a une gaussienne

7 N 1/2 . 7 . . def K T .
centrée Nx(0,I) out R,/ est une racine carrée arbitraire de R, x = > ;_; E(upuy ). Puis,

du fait de lisomorphisme entre C et R?, le théoréme de Lyapunov s’applique a la variable
aléatoire complexe centrée multidimensionnelle (|22| — r, k, 27 — ¢, ). Ici, en utilisant [41, Th.
1], il existe une séquence de 2 x 2 matrices A g tel que

A ( T = TaK ) £ No(0,LA),

Cy — Co K

avec A diagonale tel que

AxAll = < BIe = mocl® B = o) (@ — k) >
K E(/C\x - E:J:,K)(?x - fx,K)* E|Ex - éx,K‘Q
Efr, —7 K)2 E(Ty — 7o) (Co — Coic) )
A AAT = LN EERS N ,
K=K ( E(Cy — Co i )(Te — Tu k) E(C; — Crx)?

ol les termes de ces deux matrices sont donnés par

K

B~ k)’ = g D (Comge+ |exf? +77),
1 ®, 1 & ,
E[¢, — i = 7o) D (Cumgy +2r7),  E@ — i)’ = el > (Cumy,y, + 2¢3),
1 k?[:(l // k=1
(e — &) (e = Taxd) = 73 > (Cumy  + 2cx7y).
k=1

Sous Hj, les moment de (xj)=1,. x sont circulaires jusqu’a 'ordre 4, donc on aura ¢;, = 0,
Cum;?k = 0 et Cum;;,C = 0. La méthode delta [62, Ch. 2] issue du théoreme de continuité
standard appliqué au mapping C.2 avec la différentielle associée dm = —-5 dr + % dc, qui sous

2donné pour la facilité de compréhension du lecteur de ce socument :Si u; est une séquence aléatoire réelle

Zi(=1 E'“k|3 Zf:l Uk
(V= BGD))® S BGiR)
gaussienne centrée de variance unité Nz (0, 1).

centrée satisfaisant limg_ o = 0, la séquence converge en distribution a une
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Hy donne dm = % dc, et apres quelque manipulations algébriques directes donne :

K ><mf—?ﬂ>-ﬂwbmﬂﬁy

1 1 TCE,K

K 2 1
(Far)? K 2= (g + 2 Cumg

Avec v, i = |?§ ‘, qui représente le coefficient de non circularité moyen, Ainsi (6.17) est

facilement obtenue.

De la méme maniére, sous Hi, la relation (6.18) est prouvée a partir des mémes étapes
données en annexe de [39] et en utilisant la méthode delta avec les deux différentielles

associées suivantes :

1 1
dm = —% dr+—dc and dy= — (m"dm+mdm”),
r T 2y

et les covariances suivantes :

Co K 2 c 1 —E;’K 1 . def 1
~ K H 72 e
E|m, — —— :<—7L—7>AA T K o(=)=r o(—=
€ F"I:K 'f‘iyK Te, K KAK 711 + (K) m7K+ (K)’
’ Te K
Cr K 2 ¢ 1 7%257,1( 1. gef 1
~ Cx K T 7 e
E (i, — == = (-7 =5 )Axaa PR Ho(2) Ze o(=)-
T ’Fm K Ti,K Tz, K K K _ 1 + (K) m7K + (K)
’ Te K
Ainsi (6.18) est prouvée avec 3., x donné par
Eac,K
22 o 1 ( E;’K Co K ) ( "m,K Cm,K ) fw,K
K 2 P r * * K
v Ay2 o \ Tax TwK Con i Tk fz “
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