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Introduction

Ce document synthétise une partie des travaux de recherche que j’'ai menés au Com-
missariat & I'Energie Atomique, sur les centres de Saclay et de Bruyeéres-le-Chatel, au
Forschungszentrum de Karlsruhe (Allemagne), ainsi qu’a I’'Université Paris 13. Le théeme
qui lie entre eux les travaux présentés ici est la discrétisation par des méthodes de vo-
lumes finis de certaines équations de la physique auxquelles je me suis intéressé au cours
de mon activité. Les méthodes de volumes finis sont des méthodes numériques trés po-
pulaires dans divers champs de I'ingénierie, en particulier en mécanique des fluides, et
ce pour plusieurs raisons : elles font appel a des bilans locaux (de masse, de quantité
de mouvement, d’énergie, ...) qui ont un sens physique trés concret ; elles permettent
souvent de reproduire des propriétés physiques de la solution exacte (conservation de
certaines quantités, principe du maximum, ...), ce qui leur assure une grande robus-
tesse; enfin, elles peuvent étre utilisées sur des maillages trés généraux et sont donc
applicables dans des géométries tridimensionnelles complexes. Lorsque 1’on effectue les
bilans locaux mentionnés ci-dessus, toute la difficulté est de définir les flux sur la fron-
tiere des volumes de contrdle en fonction des inconnues du schéma. Nous verrons en
particulier que la notion de consistance est particuliérement importante et relativement
difficile & assurer pour les flux diffusifs issus d’équations elliptiques.

La premiére partie de ce mémoire est consacrée a des schémas colocalisés de type
Godunov pour des systémes d’équations hyperboliques linéaires modélisant des phéno-
meénes de propagation d’ondes.

Le chapitre 1 résume les publications [A8, P1, A9] et concerne le systéme des équa-
tions de Maxwell, dans le cadre de simulations couplées avec 1’équation de Vlasov mo-
délisant les plasmas non collisionnels. Ce travail a été effectué lors de mon séjour de
coopérant en Allemagne, en collaboration avec Claus-Dieter Munz, Rudolf Schneider,
Eric Sonnendriicker et Ursula Voss. J’ai eu récemment l'occasion de m’y intéresser de
nouveau lors de travaux menés avec Siham Layouni, dont j’ai encadré la thése conjoin-
tement avec Komla Domelevo. L’épineux probléme & traiter, rencontré par de nombreux
numériciens des plasmas, consiste & forcer le champ électrique calculé a satisfaire la loi
de Gauss, tout au moins de facon approchée. En effet, la plupart des méthodes numé-
riques utilisées pour résoudre les équations de Maxwell se contentent de résoudre les
équations d’Ampére et de Faraday, ce systéme (hyperbolique) étant bien posé. Dans le
modéle continu, le fait que le champ magnétique reste a divergence nulle et que le champ
électrique satisfasse la loi de Gauss est une conséquence de ce systéme Ampére—Faraday
et, pour le champ électrique, de la loi de conservation de la charge électrique. Néan-
moins, il peut arriver que la discrétisation du systéme Vlasov-Maxwell soit réalisée de
telle sorte que ce lien de cause a conséquence soit brisé, en raison en particulier d’une loi
de conservation de la charge électrique défaillante sur le plan discret. 11 est alors fréquent
que la simulation dérive vers des régimes physiques complétement irréalistes, en parti-
culier lorsque l'intervalle de temps simulé est beaucoup plus important que les échelles
de temps caractéristiques associées a la dynamique des particules chargées. Un remede
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possible consiste alors a coupler ’ensemble des équations & vérifier entre elles, de facon
a limiter la perte de cohérence. La facon la plus connue d’agir, introduite par Boris [15],
est d’ajouter au champ électrique calculé par I’équation d’Ampére une “correction” sous
la forme d’un gradient de potentiel calculé de telle sorte que le champ électrique total
vérifie la loi de Gauss. On peut aussi agir de la méme maniére pour forcer le champ
magnétique a étre a divergence nulle. Cette opération revient a résoudre une équation
de Poisson pour le potentiel dont dérive la correction, qui est par conséquent qualifiée
de “correction elliptique”. La résolution répétée d'une équation de Laplace pouvant se
révéler cotiteuse, une autre approche, basée sur la notion de “pseudo-courant” a été pro-
posée par Marder [74]. Elle consiste a injecter comme terme source supplémentaire dans
I’équation d’Ampére un terme proportionnel au gradient de ’erreur commise sur la loi
de Gauss. On obtient ainsi une équation parabolique sur cette erreur et le processus
a recu le nom de “correction parabolique”. En ce qui nous concerne, et selon une idée
développée initialement dans [88], nous avons étudié une correction dite “correction hy-
perbolique” car le systéme des équations de Maxwell, modifiées par cette correction, reste
hyperbolique. L’avantage principal de cette facon de procéder est que ’on peut intégrer
trés naturellement cette modification dans un solveur numérique dédié aux équations
hyperboliques, et profiter ainsi des nombreuses avancées que ce domaine connait régulié-
rement. C’est ainsi que j’ai construit un code de calculs pour les équations de Maxwell,
fondé sur une méthode de volumes finis colocalisés sur des maillages non-structurés en
dimension deux et trois, d’ordre un par décentrage amont des flux et d’ordre deux par
reconstruction et limitation éventuelle des pentes, code dans lequel jai introduit cette
correction qui a montré son efficacité lors du couplage avec une méthode particulaire
pour la résolution de l’équation de Vlasov en dimension deux d’espace. Notons que
cette correction hyperbolique, que nous avons montré étre équivalente a une méthode
de pénalisation de la loi de Gauss dans ’équation des ondes du second ordre associée
au champ électrique, a connu un certain succés puisqu’elle a été reprise dans le contexte
de la magnétohydrodynamique (voir, entre autres, [40, 70, 120]), puis pour le systéme
Maxwell-Vlasov avec une discrétisation Galerkin discontinu d’ordre élevé [67, 68].

Le chapitre 2 résume la publication [A2] dans laquelle, avec Stéphane Dellacherie et
Felix Rieper, nous étudions l'influence de la géométrie des cellules sur la précision du
schéma de Godunov du premier ordre appliqué a ’équation des ondes & bas nombre de
Mach. Il est bien connu que ce schéma présente de sérieux problémes dans ce régime,
en particulier en raison d'une erreur de troncature du schéma qui est d’ordre Ax/M,
ot Az est une longueur caractéristique des éléments du maillage et M le nombre de
Mach (rapport de la vitesse du fluide sur la vitesse du son). Mais cela ne permet pas
d’expliquer pourquoi ce schéma donne des résultats acceptables en une dimension d’es-
pace ni pourquoi, en deux dimensions d’espace, les simulations sur des maillages de
quadrangles donnent des résultats catastrophiques, alors que sur des maillages de tri-
angles, les résultats sont 1a aussi acceptables [99, 101]|. Une partie de I'explication a été
donnée par Stéphane Dellacherie dans un travail récent [42], ou l'auteur travaille sur
la notion d’équation modifiée, qui, rappelons le, consiste a retrancher & 1’équation aux
dérivées partielles d’origine le terme dominant dans l'erreur de troncature du schéma
numeérique utilisé (le schéma est ainsi consistant avec 1’équation modifiée & un ordre
supérieur). L’auteur montre que la perte de précision du schéma est due a une modifica-
tion de ’espace stationnaire de I’équation modifiée. Pour ’équation des ondes continue,
cet espace stationnaire est ’espace des champs de vitesse a divergence nulle et des pres-
sions constantes. En une dimension d’espace, I’espace stationnaire de 1’équation modifiée
associée au schéma de Godunov est identique. En revanche, en deux dimensions d’es-
pace, sur des maillages de rectangles, cet espace stationnaire est profondément modifié,
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puisqu’il consiste, pour la partie vitesse, en I’espace des champs dont la composante
horizontale (respectivement verticale) ne dépend que de la coordonnée verticale (resp.
horizontale). Si ces champs sont bien a divergence nulle, ils sont loin de décrire 1'en-
semble des champs a divergence nulle. La diffusion extrémement rapide de la condition
initiale vers un élément de cet espace stationnaire modifié, qui en est éloigné & 1’ordre
zéro en Az, crée des ondes acoustiques parasites qui viennent complétement polluer
la solution numérique. Stéphane Dellacherie propose alors une modification simple du
schéma de Godunov, dont I’équation modifiée posséde un espace de champs de vitesse
stationnaires qui correspond exactement aux champs & divergence nulle. Ce nouveau
schéma est nommé schéma bas Mach par 'auteur. Notre contribution & cette réflexion a
été de reprendre la notion d’espace stationnaire des schémas, non plus en travaillant sur
I’'équation modifiée, notion limitée a la géométrie cartésienne, mais en nous intéressant
directement au schéma numérique. Sur des maillages de rectangles, nous pouvons alors
prouver que le comportement du schéma de Godunov standard est identique & celui
décrit par I’équation modifiée : 'espace stationnaire du schéma est composé de champs
de vitesse dont la composante horizontale (respectivement verticale) ne dépend que de
la coordonnée verticale (resp. horizontale). Ces champs n’approchent donc pas correcte-
ment ’ensemble des champs a divergence nulle. De plus, le schéma diffuse extrémement
rapidement une condition initiale vers sa projection dans cet espace stationnaire discret,
et crée ainsi des ondes acoustiques parasites de taille O(Az). En revanche, il apparait
que, sur des maillages triangulaires, la partie vitesse de ’espace stationnaire associé
au schéma de Godunov du premier ordre est constituée des rotationnels des fonctions
de l'espace d’éléments finis de Lagrange d’ordre un associé aux nceuds du maillage.
Les résultats d’analyse numérique usuels montrent que cet espace est une bonne ap-
proximation (& l'ordre Az si le champ de vitesse est régulier) de 1'espace continu des
champs de vitesse a divergence nulle. Il existe donc une facon précise de discrétiser un
champ de vitesse & divergence nulle par un élément de cet espace stationnaire discret
qui assure qu’aucune onde parasite ne sera créée. Nous montrons d’autre part que le
schéma bas Mach proposé par Stéphane Dellacherie posséde un espace de champs de
vitesse stationnaires suffisamment riche pour approcher de facon précise les champs de
vitesse continus & divergence nulle. En particulier, dans le cas d'un maillage régulier de
rectangles, il existe dans cet espace stationnaire discret une approximation d’ordre Ax?
d’un champ de vitesse a divergence nulle qui ne crée aucune onde parasite.

La deuxiéme partie de ce mémoire est consacrée a la construction d’opérateurs dif-
férentiels discrets sur des maillages bidimensionnels relativement quelconques, en parti-
culier trés déformés ou encore non-conformes, et a leur utilisation pour la discrétisation
d’équations aux dérivées partielles modélisant des phénomeénes de diffusion (équation
de Laplace), d’électrostatique et de magnétostatique (systéme divergence rotationnel)
et d’électromagnétisme (équations de Maxwell) par des schémas de type volumes finis
sur maillages décalés.

Ces travaux ont été motivés initialement par des problémes liés a la mécanique
des fluides (équations de type Stokes), et trouvent leur origine dans le désir de mener
I’analyse numérique d’une variante d’'un schéma connu en mécanique des fluides sous le
nom de schéma Marker and Cell (MAC) [57|, initialement construit sur des maillages
de rectangles. C’est un schéma qui discrétise la pression aux centres des rectangles et
la composante normale de la vitesse aux milieux des arétes. Il apparait assez rapide-
ment que dans ce schéma, la matrice liée & la discrétisation du gradient de pression
et la matrice liée a la discrétisation de la contrainte d’incompressibilité du fluide sont
symétriques I'une de 'autre. Autrement dit, ces discrétisations respectives permettent
de définir un opérateur gradient discret et un opérateur divergence discréte qui sont
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adjoints (au signe prés) 'un de I'autre. Par ailleurs, la matrice discrétisant le Lapla-
cien vectoriel de la vitesse peut étre vue comme le produit de la matrice discrétisant
deux autres divergences (sur des maillages décalés par rapport a la divergence de la
vitesse du fluide) et de la matrice discrétisant deux autres gradients (1a aussi sur des
maillages décalés par rapport au gradient de pression) et une interprétation en terme
de gradients et divergences discrets adjoints les uns des autres permet de mener l'ana-
lyse numérique de ce schéma de facon efficace. La tentation est alors grande de vouloir
généraliser ces concepts d’opérateurs discrets sur des maillages plus généraux que les
maillages constitués de rectangles. Ce pas a été franchi par Roy Nicolaides et ses col-
laborateurs qui ont développé la méthode dite des covolumes sur des triangulations de
Delaunay [92, 66, 28, 93]. Sur ce type de maillages, les inconnues vectorielles (champ
de vitesse, champ électrique, gradient de pression, ...) sont discrétisées par leurs com-
posantes normales aux arétes des triangles et les inconnues scalaires sont discrétisées
aux centres des cercles circonscrits aux triangles’ du maillage (pression, potentiel, ...)
ou aux sommets de ces triangles (tourbillon). Il est alors aisé de définir la divergence
discréte d’un vecteur sur chacun des triangles grace aux composantes normales de ce
vecteur situées sur les arétes. De méme, le gradient discret d’un scalaire est défini par
sa composante normale sur les arétes grace aux valeurs de ce champ dans les triangles
et & l'orthogonalité des arétes et des segments joignant deux centres de triangles adja-
cents (on parle de maillages "admissibles"). D’autre part, on associe a chaque nceud du
maillage une cellule duale obtenue en joignant les centres des triangles dont le nceud
considéré est sommet. Par construction les arétes de ces cellules duales sont orthogonales
aux arétes des triangles, et les composantes tangentielles d'un champ de vecteur sur ces
arétes duales sont donc exactement les composantes normales de ce champ de vecteur
sur les arétes des triangles. Ceci permet donc de définir sans effort supplémentaire le
tourbillon discret d’un champ de vecteur sur chacune de ces cellules duales. En revanche,
lorsque 1'on cherche & étendre ces concepts sur des maillages plus généraux, on se rend
vite compte que 'absence d’orthogonalité entre les arétes du maillage et les segments
joignant les centres des mailles voisines nécessite la définition des deux composantes
des champs de vecteur sur les arétes et la définition des champs scalaires a la fois au
centre et aux sommets des cellules du maillage. 11 en est de méme lorsque 1’on tente de
généraliser le schéma de volumes finis & quatre points pour I’équation de Laplace [58],
dont les inconnues sont situées aux centres des triangles, & des maillages plus généraux
ou & une équation de diffusion anisotrope, ou encore & une équation de diffusion non-
linéaire de type p-Laplacien, pour laquelle le calcul du coefficient de diffusion nécessite
la connaissance de la norme euclidienne (et donc des deux composantes) du gradient
sur les interfaces entre deux éléments. C’est cette approche que nous présentons dans
cette partie du document.

Le chapitre 3 résume une partie des publications [A6, A7| et concerne la définition
et les propriétés d’opérateurs différentiels discrets sur maillages bidimensionnels quel-
conques. C’est un travail débuté avec Komla Domelevo et poursuivi conjointement avec
Sarah Delcourte, dont Komla Domelevo et moi-méme avons co-encadré la thése. Nous
définissons de fagon simple et naturelle des opérateurs divergences et rotationnels dis-
crets a 'aide de formules de Green - Gauss appliquées sur les cellules du maillages et sur
les cellules duales associées aux nceuds du maillage. Ces opérateurs agissent sur I'espace
des champs de vecteurs discrets définis sur les arétes primales et duales associées et four-
nissent des valeurs de divergence et de rotationnel dans les cellules primales et duales.
De fagon symétrique, nous définissons, par une formule de Green et une formule de qua-
drature appliquées aux cellules-diamants (dont les diagonales sont les arétes primales

1. v A2 . .
ci-aprés dénommés les centres des triangles
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et duales associées) des opérateurs gradients et rotationnels discrets. Ces opérateurs
agissent sur I'espace des champs scalaires définis sur les cellules primales et duales et
fournissent des champs de vecteurs gradients et rotationnels sur les arétes du maillage
(soit, de fagon équivalente, sur les cellules-diamants). Ces opérateurs ne sont pas par-
ticulierement originaux, puisque les opérateurs divergences discrétes étaient (tout au
moins implicitement) utilisés dans toutes les méthodes de volumes finis centrées sur
les cellules pour la divergence primale, ou centrées sur les sommets pour la divergence
duale. L'opérateur gradient discret avait été quant & lui déja utilisé dans la méthode
de volumes finis dite diamant, examinée par exemple dans [32]. Le point innovant de
notre travail a été dans un premier temps de réaliser que I'on pouvait combiner ces ap-
proches pour obtenir une formulation volumes finis de I’équation de Laplace qui méne
a une formulation symétrique et uniformément coercive, avec des gradients consistants,
et applicable & tout type de maillage. La symétrie provient du fait que les opérateurs
gradient et divergence sont les adjoints (au signe prés) 'un de 'autre, cette propriété
nous ayant inspiré le nom de "méthodes de volumes finis en dualité discréte" (DDFV);
la coercivité uniforme découle du fait que le gradient est injectif sur ’espace des champs
scalaires de moyennes primales et duales nulles et que I’on peut établir des inégalités de
Poincaré discrétes dont la constante ne dépend pas du pas du maillage, mais unique-
ment de la régularité de celui-ci [5]; enfin la consistance vient de ce que la formule du
gradient peut étre obtenue de fagon équivalente par deux formules de différences finies
dans chacune des directions des arétes primales ou duales. Ces trois points sont les pro-
priétés décisives qui permettent de montrer la convergence de la solution numérique du
schéma vers la solution exacte de I’équation de Laplace. Dans un deuxiéme temps, nous
avons pu montrer que les opérateurs discrets vérifient des propriétés analogues a celles
de leur homologues continus, et ceci toujours sur tout type de maillage : la divergence
discréte des rotationnels discrets est nulle, le rotationnel discret des gradients discrets
est nul, tout champ de vecteur défini par ses deux composantes sur les arétes peut se
décomposer comme somme d’'un gradient discret et d’un rotationnel discret (décompo-
sition de Helmholtz-Hodge discréte). Ceci nous a permis de généraliser la théorie des
covolumes de Roy Nicolaides & des maillages quelconques, ce qui permet d’élargir leur
champ d’application.

Le chapitre 4 résume une autre partie des publications [A6, A7]. Nous décrivons
I'utilisation de ces opérateurs pour la discrétisation de ’équation de Laplace, et celle du
probléme "divergence - rotationnel" que ’on rencontre par exemple en électrostatique
et en magnétostatique, et qui se découple en fait en deux problémes de Laplace dis-
tincts, via la décomposition de Hodge discréte. Les principales propriétés vérifiées par
la discrétisation de I’équation de Laplace ont été rappelées ci-dessus. Nous montrons de
plus deux propriétés qui seront utilisées lors de 1’analyse numérique de ce schéma dans
le chapitre 6. D’une part, le schéma DDFV peut étre réécrit sous une formulation varia-
tionnelle discréte équivalente faisant intervenir des fonctions P! non-conformes. D’autre
part, nous montrons que, parmi tous les flux que 'on peut calculer a partir du gradient
a quatre points sur les cellules diamants, les flux calculés par la méthode DDFV sont
ceux qui minimisent, en un certain sens, I’erreur vis-a-vis des flux exacts. Les résultats
numériques présentés dans cette partie montrent que ce schéma volumes finis permet
effectivement, entre autres, de travailler sur des maillages non conformes présentant un
taux de raffinement local arbitraire, et également sur des maillages triangulaires de plus
en plus plats.

Le chapitre 5, qui résume Darticle [A5], est le fruit d’une collaboration avec Siham
Layouni et Francois Hermeline. Ce dernier est également a 1’origine de ce type de schémas
volumes finis, bien que son approche soit au départ trés différente de la notre [60, 61].
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Nous appliquons les opérateurs du chapitre 3 et un schéma saute-mouton en temps a
la discrétisation des équations de Maxwell et montrons que le schéma obtenu retient
les propriétés agréables du schéma de Yee [119] et du schéma covolume, qu'’il généralise
& des maillages quelconques. Tout d’abord, le champ électrique calculé par 1’équation
d’Ampeére discrétisée vérifie la loi de Gauss discréte a condition que les densités de
courant et de charge électriques vérifient la relation de conservation de la charge discréte ;
nous indiquons comment discrétiser densités de courant et de charge pour qu’il en soit
ainsi. De plus, en 'absence de termes sources, le schéma ainsi obtenu conserve (ou fait
décroitre selon le type de conditions aux limites) une énergie électromagnétique discréte.
Enfin, on peut montrer que, sous une condition de type CFL, cette énergie est une
forme quadratique définie positive du champ électromagnétique calculé, ce qui assure
la stabilité L? du schéma. Cette condition CFL fait intervenir la géométrie des cellules
primales, duales et diamants et dégénere vers la stabilité du schéma de Yee lorsque
le maillage initial est un maillage de carrés. Nous présentons des résultats numériques
sur des maillages non-conformes, trés déformés, déformés aléatoirement et méme non-
convexes. Il est intéressant de remarquer que les isovaleurs des champs obtenus sont
tout-a-fait semblables quelque soit le maillage, et que le schéma n’est donc pas du tout
sensible & la régularité de celui-ci, ce qui constitue un avantage indéniable.

Notons par ailleurs que 'approche en dualité discréte a connu un certain succes,
puisqu’elle a été reprise et étendue a d’autres modeéles. Citons par exemple la diffu-
sion non-linéaire avec opérateurs de type Leray-Lions [5], la convection-diffusion [34], la
dérive diffusion et le transport d’énergie [24], 'électrocardiologie [35].

La troisiéme partie de ce mémoire est consacrée a ’analyse numérique a priori et a
posteriori du schéma DDFV appliqué a I'équation de Laplace, comme présenté dans le
chapitre 4.

Le chapitre 6 résume une autre partie des articles [A6, AT7| et concerne 'analyse a
priori du schéma DDFV appliqué a I’équation de Laplace avec des conditions aux limites
non homogénes de Dirichlet sur une partie de la frontiére et de Neumann sur l'autre.
Nous distinguons deux techniques permettant d’obtenir des estimations d’erreur entre
la solution numérique du schéma et la solution exacte de ’équation lorsque celle-ci est
réguliére. Dans un premier temps, nous effectuons une analyse "au sens des volumes
finis" ; pour cela nous utilisons la propriété de meilleure approximation des flux démon-
trée au chapitre 4 pour prouver la convergence des flux calculés par la méthode DDFV
a l'ordre un en norme L? sur des maillages généraux, sous ’hypothése que les angles que
forment les diagonales des cellules-diamants soient minorés uniformément par un angle
strictement positif et indépendant du maillage. De plus, nous remarquons que lorsqu’une
cellule-diamant est un parallélogramme, le gradient utilisé dans la méthode est égal au
gradient ponctuel au point de concours des diagonales de la cellule pour tout polynéme
d’ordre deux. Cette propriété de consistance a 'ordre deux permet de montrer que sur
certains types de maillages dont presque toutes les cellules-diamants sont des parallélo-
grammes, nous obtenons la convergence des gradients calculés vers les gradients exacts
a lordre un et demi. Dans un deuxiéme temps, nous effectuons une analyse "au sens
des éléments finis" et utilisons pour cela le fait, démontré au chapitre 4, que la méthode
DDFYV peut étre interprétée, & une légére modification du second membre prés, comme
une méthode d’éléments finis non-conformes. L’utilisation du second lemme de Strang
permet alors de scinder I’erreur en deux parties : une erreur dite d’interpolation, et une
erreur dite de consistance. Nous avons pu montrer que ces deux erreurs tendent vers zéro
a 'ordre un sous des hypothéses trés faibles sur la régularité du maillage ; ceci explique
en particulier que le schéma se comporte bien sur des maillages dont les éléments sont
trés aplatis, trés déformés, ou sur des maillages non conformes possédant des rapports
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de raffinement locaux arbitraires. Enfin, une technique de dualité de type Aubin-Nitsche
permet de prouver la convergence a l'ordre un en norme L? de la fonction éléments finis
construite & partir de la solution du schéma, et ce sur des maillages généraux. La raison
pour laquelle 'ordre deux n’est pas obtenu par cette technique de dualité est le fait,
mentionné ci-dessus, que le membre de droite dans la formulation variationnelle équi-
valente au schéma n’est pas exactement celui qui aurait été obtenu dans une véritable
méthode d’éléments finis. En revanche, cet ordre deux en norme L? est obtenu sur des
maillages dont presque toutes les cellules-diamants sont des parallélogrammes et si le
second membre de I’équation de Laplace est suffisamment régulier. Nous reviendrons
sur cette problématique dans la quatriéme partie de ce document.

Le chapitre 7 résume Darticle [A4] dans lequel, avec Yohan Penel et Yann Rosen-
baum, nous nous sommes intéressés a I’analyse a posteriori du schéma DDFV appliqué
a I'équation de Laplace. Cette question est en effet 1égitime : nous avons construit un
schéma permettant de travailler sur des maillages non conformes pouvant étre raffinés
de maniére arbitraire et donc de facon adaptée au probléme considéré ; encore faut il
pour cela disposer d'un critére fiable qui permette d’indiquer a l'utilisateur ou raffiner
en priorité. Grace a la (presque) équivalence de la méthode DDFV avec une méthode
d’éléments finis, nous pouvons utiliser des outils devenus classiques dans les techniques
d’estimations a posteriori pour les éléments finis. Deux difficultés principales appa-
raissent dans le cadre de la méthode DDFV. Tout d’abord, le fait que la méthode soit
non-conforme nécessite d’introduire une décomposition de Helmholtz-Hodge de I'erreur
comme cela est proposé dans [3, 39, 90]. La partie conforme de cette décomposition
donne naissance a des termes classiques dans l’estimateur, liés aux sauts de la com-
posante normale du gradient aux travers des arétes des cellules-diamants. La partie
non-conforme de cette décomposition donne naissance a des termes moins classiques,
liés aux sauts de la composante tangentielle du gradient. La seconde difficulté tient au
fait que la méthode DDFV utilise deux maillages (le primal et le dual) sur lesquels
I’équation de Laplace est intégrée. Ce deuxiéme point se traduit par le fait que D'esti-
mateur total est une somme d’estimateurs liés au maillage primal et d’estimateurs liés
au maillage dual. Or, lors d'un processus de raffinement adaptatif, c’est sur le maillage
primal que l'utilisateur posséde un certain contréle. Dans la pratique, les estimateurs
duaux sont redistribués sur les cellules primales qui intersectent les cellule duales corres-
pondantes, afin de former un estimateur "agrégé" qui va étre effectivement utilisé pour
le raffinement. Dans tout le processus d’obtention des estimateurs, nous nous sommes
attachés a obtenir une borne supérieure complétement calculable, c¢’est-a-dire ne faisant
pas intervenir de constantes inconnues, comme c’est encore fréquemment le cas dans le
cadre des éléments finis (voir cependant [21] , [111]) et aussi précise que possible, afin de
ne pas trop dégrader 'efficacité de 'estimateur (rapport entre I'estimateur et la véritable
erreur). Nous donnons deux types de résultats numériques. Le premier concerne une so-
lution analytique réguliére mais présentant de trés fortes variations locales. Nous avons
utilisé des maillages de carrés non-conformes dont le raffinement local peut atteindre
28 % 28. Dans ce cas, le raffinement uniforme et le raffinement adaptatif fournissent des
ordres de convergence asymptotiquement du méme ordre, mais le raffinement adaptatif
permet d’obtenir des erreurs beaucoup plus faibles pour un méme nombre d’inconnues.
Le second test concerne une solution présentant une singularité de coin. Dans ce cas, le
raffinement uniforme ne permet pas d’obtenir une convergence avec l'ordre optimal en
fonction du nombre d’'inconnues du schéma,; cependant, le raffinement adaptatif permet
de retrouver cet ordre optimal.

La quatriéme et derniére partie de ce mémoire est consacrée a la question de ’ordre
de convergence en norme L? de la solution numérique du probléme de Laplace, issue

Mémoire d’habilitation a diriger des recherches Pascal Omnes

10



Introduction

d’une discrétisation volumes finis.

Cette question peut sembler curieuse aux personnes habituées aux éléments finis :
alors que le lemme d’Aubin-Nitsche permet de montrer cette convergence a l'ordre deux
en norme L2?(Q) lorsque la méthode utilisée pour I'approximation est la méthode des
élements finis P! de Lagrange ou de Crouzeix-Raviart sur maillages triangulaires, lorsque
le second membre de 1’équation de Laplace est lui-méme dans L?(Q2) et que le domaine Q
est convexe, cette question reste assez largement ouverte dans le cadre des volumes finis.
Les seuls résultats relativement complets concernent la méthode des volumes éléments
finis centrés sur les nceuds d’un maillage triangulaire, lorsque les cellules duales associées
aux neceuds sont les cellules duales barycentriques, d’une part, et, d’autre part, le cas
des volumes finis centrés sur les cellules, lorsque celles-ci sont des rectangles, et que les
points de controle choisis & I'intérieur de ceux-ci sont leurs milieux. Dans le premier cas,
I'ordre deux en norme L? est effectivement obtenu sous la condition suffisante que le
second membre de 1'équation de Laplace soit dans H'(£2), voir [27, 50]. Dans le second
cas, cela a été démontré sous diverses hypothéses de régularité de la solution exacte (C*
dans [53] et H3(Q) dans [79]). Toutefois, le cas des volumes finis centrés sur les cellules
sur des maillages admissibles généraux, ainsi que le cas des volumes finis centrés sur
les nceuds, sur le maillage de Voronoi associé, sont encore non résolus. Ma contribution
concernant ce théme de recherche a été double.

Le chapitre 8 résume l'article [A3], dans lequel j’ai étudié cette question en une
dimension d’espace, pour le schéma centré sur les cellules. Pour cela, j’ai utilisé une re-
présentation des solutions exactes et approchées, a I’aide de fonctions de Green continues
et discrétes, respectivement. Grace a I'expression simple de ces fonctions de Green, il est
possible d’obtenir une formule exacte pour U'erreur sur chacune des cellules du maillage.
Cette expression permet de déduire des résultats d’approximation en norme L., et
donc en norme Lo (discrétes). Sous la condition suffisante que la donnée de ’équation
de Laplace soit dans H!(f2), et 4 condition de choisir les points de contréle associés aux
cellules comme étant les centres de celles-ci, alors cette erreur est effectivement d’ordre
deux. En revanche, j'ai donné deux exemples montrant que si au moins 'une de ces
deux conditions n’est pas remplie, alors 'ordre deux peut étre perdu. La condition que
la donnée de I'équation de Laplace soit dans H'(f2) est donc la méme que pour le cas
des volumes éléments finis évoqués ci-dessus : cela peut étre interprété comme étant
di au fait qu’une fonction ayant cette régularité est bien approchée localement par sa
moyenne. D’autre part, on peut se demander quel est I'intérét de considérer un point de
controle associé a une cellule qui soit différent du milieu de celle-ci. Cela tient & ’étude
de la dimension deux (et trois) : quel est donc le “milien” d'un triangle ? Pour la mé-
thode des volumes finis centrés sur les cellules appliquée & des maillages triangulaires,
le point de contréle choisi dans le but obtenir des maillages “admissibles”, sur lesquels
le flux a deux points est consistant, est le centre du cercle circonscrit au triangle. Le
choix de ces points permet il d’obtenir l'ordre deux ? Par ailleurs, qu’en est il pour la
méthode des volumes finis centrés sur les neeuds, lorsque l'on utilise les maillages de
Voronoi associés ?

Le chapitre 9 résume 'article soumis [A1], dans lequel ma seconde contribution sur
ce théme de recherche a été de combiner les solutions approchées issues d’une part de la
méthode des volumes finis centrés sur les triangles d’un maillage donné, lorsque les points
de controle choisis sont les centres des cercles circonscrits aux triangles, et d’autre part
de la méthode des volumes finis centrés sur les noeuds du maillage, lorsque les volumes
de controle sont les cellules de Voronoi associées a ces neeuds. Cette combinaison est la
fonction de type éléments finis évoquées dans le chapitre 6, affine par cellule-diamant.
La combinaison des deux schémas évoqués ci-dessus en un seul schéma DDFV permet
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d’utiliser les résultats du chapitre 6. 11 est alors possible de montrer que la fonction
reconstruite converge & I'ordre deux en norme Lg, sous la condition suffisante que le
second membre de 'équation de Laplace soit H!, et que le domaine de calcul soit
polygonal convexe. La démarche est d’utiliser la quasi-équivalence du schéma DDFV
obtenu avec une méthode d’éléments finis non-conformes, et de poursuivre ensuite avec
la méme technique de dualité que dans le lemme d’Aubin-Nitsche. Cependant, comme
nous l'avons déja expliqué, nous sommes confrontés au fait que la méthode DDFV n’est
pas exactement une méthode d’éléments finis, et que le second membre y est légérement
différent. Le traitement de ce terme supplémentaire est cependant trés difficile, et, dans
le cas qui nous intéresse, nous pouvons conclure a 'ordre deux en norme L? sous la
condition suffisante de régularité du second membre évoquée ci-dessus. Le fait que le
point de contrdle dans les triangles soit équidistant des sommets de celui-ci, ainsi que le
fait que les cellules diamants soient symétriques par rapport aux médiatrices des arétes
du maillage, sont deux points fondamentaux de la preuve de cette convergence & ’ordre
deux.
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Chapitre 1

Approximation par volumes finis
colocalisés du systéme de Maxwell
avec correction hyperbolique

1.1 Les équations de Maxwell et les problémes liés a leur
discrétisation

La modélisation de phénoménes électromagnétiques a fréquemment recours a la réso-
lution numérique du systéme instationnaire de Vlasov-Maxwell en trois dimensions d’es-
pace dans des géométries complexes. Les équations de Maxwell dans le vide s’écrivent
de la facon suivante

IE  , J
on B - -3 1.1
T c“V x 0 (1.1)

0B

—_— E = 1.2
5 +V x 0, (1.2)
vE =", (1.3)

€0
V-B = 0, (1.4)

ou E, B, p et j, représentent respectivement le champ électrique, I'induction magnétique,
la densité de charge et la densité de courant. Par ailleurs, la permittivité électrique gg
et la perméabilité magnétique o sont reliées a la vitesse de la lumiére par eguoc® = 1.
Dans le cadre de l'interaction avec des particules chargées de charge g et de masse m
en régime non-collisionnel, la densité de charge et la densité de courant sont reliées a la
fonction de distribution f des particules dans ’espace des phases par les relations

p(x,t) = fx,v,t)dv et j(x,t):= / f(x,v,t)vdv. (1.5)
R3 R3

La fonction de distribution des particules vérifie quant & elle I’équation de Vlasov que

I’on écrit de la fagon suivante, en régime non relativiste

o 4

V- Vsf+ -L(E+vxB)-Vyf =0. (1.6)
ot m

Comme on peut le constater en prenant la divergence de I’équation d’Ampeére (1.1) et
en lui retranchant la dérivée temporelle de I’équation de Gauss (1.3), il est nécessaire



Chapitre 1. Approximation par volumes finis colocalisés du systéme de Maxwell avec
correction hyperbolique

pour avoir une solution au systéme de Maxwell que p et j vérifient la relation suivante,
dite de continuité, ou de conservation de la charge :

%—I—V-j:O, (1.7)
équation vérifiée lorsque p et j sont données par (1.5), comme on peut s’en convaincre en
intégrant (1.6) sur 'espace des vitesses. Inversement, lorsque (1.7) est vérifiée, il suffit
de prendre la divergence de (1.1) pour constater que (1.3) est vérifiée pour tout ¢ > 0 si
elle I'est & t = 0. En ce sens, on peut dire que I’'équation de Gauss est une conséquence
de I'équation d’Ampére, de ’équation de conservation de la charge, et du fait que la
divergence d’un rotationnel est nulle.

Cependant, lorsque l'on s’intéresse a la discrétisation de ’équation de Vlasov par la
méthode (PIC) [13, 65], qui reste la méthode de simulation numeérique de cette équation
la plus populaire encore de nos jours malgré I’émergence des simulations eulériennes
(voir les articles [36, 37, 105] et leurs références), il est bien connu que les différentes
approximations et interpolations utilisées dans cette méthode ont pour conséquence que
I’équation de conservation de la charge n’est en général plus vérifiée de facon exacte au
niveau discret. Par ailleurs, toujours au niveau discret, il se peut que la divergence d’'un
rotationnel ne soit pas non plus exactement nulle. De ce fait, la loi de Gauss n’est plus
une conséquence de I'équation d’Ampeére, et il est connu depuis longtemps qu’ignorer
tout simplement la loi de Gauss et ne résoudre que les équations (1.1), (1.2) (systéme qui
reste bien posé) résulte en des simulations qui perdent tout sens physique, en particulier
en temps long, car le champ électrique calculé et la densité de charge ne vérifient plus
la loi de Gauss (méme de facon approchée).

Plusieurs stratégies ont été élaborées pour faire face & ce probléme. La premiére est
de tenter de remédier aux causes du probléme : il faut alors savoir construire des discré-
tisations des opérateurs aux dérivées partielles qui respectent la propriété V- (Vx) = 0,
et des densités de charge et de courant électriques qui vérifient une conservation discréte
de la charge. La premiére propriété est vérifiée par le schéma de Yee et ses généralisations
a des maillages présentant des propriétés d’orthogonalité (voir Remarque 3.2 page 40).
Une seconde généralisation sur des maillages bidimensionnels quelconques est proposée
dans le chapitre 5. En ce qui concerne la seconde propriété, la plupart des travaux ont
porté sur des maillages de rectangles. Nous pouvons citer les travaux [48, 107, 115],
dont une comparaison et certaines extensions ont été proposées dans la these de Régine
Barthelmé [10]. Sur des maillages quelconques comme ceux utilisés dans le chapitre 5, il
est également possible de construire des couples de densité de charge et de courant véri-
fiant une équation de conservation de la charge discréte, mais ceci n’est simple qu’avec
des interpolations du plus bas ordre (de type "Nearest Grid Point"), ce qui en restreint
I'utilisation en raison du bruit numérique engendré. Pour plus de détails, on pourra
consulter la thése de Siham Layouni [78]

La seconde stratégie consiste & corriger ces erreurs, en faisant en sorte que le champ
électromagnétique calculé in fine vérifie, de fagon exacte ou approchée selon les diffé-
rentes méthodes, les équations (1.1) et (1.3).

La premiére de ces méthodes a été formulée par Boris [15] et est basée sur un potentiel
correcteur : le champ électrique total Eiy est la somme du champ Eg, calculé & partir
des équations d’évolution (1.1) et (1.2), et du gradient d'un potentiel calculé de telle
sorte que le champ total vérifie bien la loi de Gauss :

EtOt - Eev - V(I’ et v . EtOt = ﬁ’

€0
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ce qui implique la résolution d’une équation de Laplace

—A¢:£—V-Eev,

ce qui peut étre coliteux en terme de temps de calcul et malaisé & paralléliser. Assous
et al. |7] ont proposé une implémentation de cette méthode dans un cadre éléments
finis en considérant la loi de Gauss comme une contrainte a I’équation d’Ampére et
en interprétant le potentiel correcteur comme le multiplicateur de Lagrange associé a
cette contrainte. Par ailleurs, les auteurs incorporent la contrainte dans la formulation
variationnelle de 1’équation du second ordre vérifiée par le champ électrique wia une
méthode de pénalisation, ce qui fournit le systéme suivant (écrit sous sa forme forte)

PE 5 0P A 1 0j

S : v o fy,- I 1.
gz~ CV(V B+ VX (VXB) =V =-—Vp— o, (19
v-E=2. (1.9)

€0

Afin d’éviter la résolution de ’équation de Poisson que requiert la méthode de Boris,
Marder [74] a proposé d’ajouter un pseudo-courant dans I’équation d’Ampére, ce qui
fournit la correction suivante

At "
F‘?o—it_1 = Eg\jrl + 7v <v : Egv - ;E)_(]) :

Par ailleurs, Langdon [77] a proposé une variante de cette approche qui consiste a évaluer
Ierreur dans la loi de Gauss au pas de temps n 4+ 1 plutot qu’au pas de temps n :

n+1
Ertl — Bt Aty (v JERHL "—> .
X €0
Langdon a montré que cette méthode revient exactement a effectuer une itération d'un
solveur de Jacobi pour la résolution de I’équation de Laplace impliquée dans la méthode
de Boris. Il est donc possible d’itérer la correction pour obtenir un champ électrique qui
se rapproche de celui obtenu par la méthode de Boris.

Une méthode équivalente a été utilisée dans un contexte volumes finis avec des
schémas dont I'ordre peut monter jusqu'a trois sur des maillages structurés [43]. Dans
cet article, une étude de stabilité a été menée pour préciser comment choisir le pas de
temps et le parameétre y en fonction du pas d’espace.

Il a été remarqué dans les articles [A9, 87| que les approches de Boris et de Marder
peuvent s’exprimer sous la forme d’un systéme de Maxwell modifié, et que ce systéme
modifié peut étre a son tour généralisé pour inclure une troisiéme méthode de correction,
qui est celle que nous avons développée dans les références [A8, P1, A9] et que nous allons
détailler a présent : il s’agit d’'une méthode qui préserve le caractére hyperbolique du
systéme, et que 'on peut donc implémenter aisément dans un contexte volumes finis &
I'aide des solveurs de ce type développés depuis plusieurs décennies de par le monde.
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1.2 Les équations de Maxwell généralisées

Nous écrivons ici le systéme de Maxwell généralisé. Pour des densités de charge et
de courant donnés p et j, nous écrivons les équations suivantes

IE 2 J
- = B ¢ = —= 1.10
5 " C V x B+ xc*V o (1.10)
0B
o TVXE+VE = 0, (1.11)
1 P
p@)+V-E = 2, (1.12)
X €0
1
—D(¥ -B = 0. 1.13
=P+ (113

Les nouvelles variables ®(x,t) et ¥(x,t) sont introduites dans le systéme de départ afin
de coupler (1.1) et (1.3) d’une part et (1.2) et (1.4) d’autre part. Les nouvelles variables et
les constantes x > 0 et v > 0 vont avoir des significations (et donc des unités) différentes
selon le choix de 'opérateur D. Dans ce qui suit, nous nous contentons de décrire les
différentes corrections concernant le champ électrique (Equations (1.1) et (1.3)) car la
violation de I’équation de conservation de la charge (1.7) n’influence qu’indirectement
le champ magnétique. Toutefois, le méme type de discussion peut étre mené concernant
la correction du champ magnétique.

Prenons la divergence de (1.10) et exprimons la dérivée temporelle de V - E en
utilisant ’équation (1.12). Nous obtenons

aDT(f)—X%?Aqb E—’E <%+v.j) —xc*V - (V x B). (1.14)
Cette équation sur ® montre bien qu’a condition de choisir correctement les conditions
aux limites et/ou initiales sur cette variable, celle-ci reste nulle si la conservation de la
charge est assurée et si V- (Vx) =0.

La formulation de I'équation (1.3) sous forme de contrainte introduite par Assous
et al. est obtenue en choisissant D(®) = 0. L’équation (1.14) est alors elliptique et ®
est un potentiel correcteur qui assure que le champ électrique calculé vérifie bien la
loi de Gauss. Une seconde possibilité est de choisir D(®) = &, ce qui correspond a
I’approche proposée par Marder. Dans ce cas, ’équation (1.14) est parabolique et les
erreurs contenues dans le membre de droite sont diffusées.

Enfin, un autre possibilité est de choisir D(®) = 9P /0t. Dans ce cas, les erreurs nu-
mériques sont transportées en dehors du domaine de calcul a la vitesse xc. En effectuant
ce choix, le systéme de Maxwell reformulé (1.10)—(1.13) est strictement hyperbolique.
Nous le nommerons SMPH (Systéme de Maxwell Purement Hyperbolique). Un ingré-
dient important dans la pratique pour le SMPH sera le choix des conditions aux limites
sur les différentes variables. Nous en reparlerons dans le paragraphe 1.4 Finalement, si
nous considérons la dérivée temporelle de I'équation (1.10), que nous lui ajoutons le ro-
tationnel de 1’équation (1.11) multipliée par ¢? (en supposant que V x (V¥) = 0) et que
nous lui retranchons le gradient de I'équation (1.12) multipliée par x?c?, nous obtenons
une équation des ondes du second ordre pour le champ électrique, dans laquelle la loi
de Gauss (1.3) est pénalisée avec un facteur y2c? :

2
%T?Jrc?vaXE—X?c?vv.E:—aa— -
C’est exactement ce qui est fait (avec y = 1), en plus de la correction elliptique dans
la formulation du second ordre discrétisée par éléments finis conformes dans l'article
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de Assous et al [7] (voir le systéme (1.8) (1.9)). On peut donc dire que la formulation
développée dans cet article est doublement corrigée, puisqu’elle comporte une correction
elliptique comme nous l'avons expliqué plus haut, et qu’elle intégre une correction hy-
perbolique par le biais de la pénalisation de la loi de Gauss dans 1’équation des ondes du
second ordre sur le champ électrique (voir aussi la discussion menée dans 'article [69]
ou une formulation moindres carrés est proposée).

1.3 Approximation numérique par volumes finis

Pour effectuer ’approximation numérique du SMPH par volumes finis sur des mail-
lages arbitraires, il est pratique de I’écrire sous forme conservative. Posons

u= (Eh E27 E37 \Iju Bla BZ7 B37 (D)T - (ET7\P7BT7@)T

et, pour k=1,2,3,

fk(u):leu
oil les matrices KCj, € R®*8 sont données par
(0 M,
Kk_(M{ 0) (1.15)
avec
0 0 0 x 00 -1 0 0 1 0 0
({0 0 1 0 10 0 0 x -1 0 0 O
M1_0—100’M2_1000’M3_000X
v~ 0 0 0 0y 0 O 0 0~ O
(1.16)
Nous avons alors .
ou 8fk(u)
— =g. 1.17
aﬁL; oy © (1.17)

Le terme source de I’équation de conservation (1.17) est donné par

r.. .
g = _5(‘717 Jz2, 3, 0, 0,0, 0, _Xp)T

et tient compte & présent non seulement de la densité de courant, mais également de la
densité de charge.

Nous supposons dans la suite que le domaine de calcul £ est partitionné en un
maillage de cellules (7;),c(; v, dont le volume est noté |T;|. La frontiere 97 est constituée
de o; faces A, de surface |A;|, o j parcourt V (i), 'ensemble des indices des faces de T;.
La normale extérieure & T; sur la face A; est notée par n;;. Nous cherchons a calculer
une approximation de la valeur moyenne u}' de la solution u(x,t) sur 7; aux instants
t" = n At, ou At est le pas de temps, déterminé par une condition de type CFL pour
un schéma explicite.

Pour la solution numérique du systéme inhomogene (1.17), nous appliquons un split-
ting du terme source a la Strang [106], et nous considérons donc dans la suite uniquement
la résolution des équations de conservation homogénes associées (systéme (1.17) dans
lequel nous posons g = 0). La technique employée est une méthode classique de volumes
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finis. Elle débute donc par Uintégration du systéme homogéne sur I’élément d’espace-
temps T; x [t",t"T!]. En appliquant la formule de Green, nous obtenons une équation
d’évolution exacte qui s’écrit

it = — P2 ZG"+1/2 (1.18)

. 1/2 . )
ou le flux G?;r /2 3 travers la face Aj est donné par

1 tn+l
G’T‘“/Q:—/ / ju(o, t)dodt 1.19
2,7 At n Aj Al]u(0-7 ) g 9 ( )
la matrice A;; étant définie par
3
.Aij == ZICk(an)k
k=1

Un schéma numérique fondé sur (1.18) est complétement déterminé dés que I'on se donne

une approximation du flux Gnﬂ/2

en fonction des inconnues (u;);c(,n) discrétisant les
valeurs moyennes de u. Pour cela, nous avons utilisé la technique clas&que qui consiste
a résoudre un probléme de Riemann unidimensionnel dans la direction normale a A;,

extérieurement a 7T; : nous résolvons

ou ou
22— 1.20
at +‘A’l] 86 ) ( )
avec comme condition initiale
u,t=0)=u; si £<0 et u(&,t=0)=mu, si £>0, (1.21)

ot r est l'indice de la cellule T} voisine a T; a travers la face A;. Si A; est sur 9€), la
cellule T, est une cellule fictive dont nous préciserons le réle dans le paragraphe consacré
aux conditions aux limites.

Pour exprimer simplement les calculs menant a la solution du probléme de Riemann
(1.20) (1.21), définissons p, un vecteur orthogonal & n;; (rebaptisé n dans ce qui suit
pour plus de lisibilité) et définissons @ = n x p. Bien sir, le choix de p (et donc de
q) n’est pas univoque, mais nous verrons que la solution du probléme de Riemann n’en
dépend pas. La matrice A;; pouvant étre diagonalisée de la facon suivante

.Aij = RAR !
avec, en notant 0 = (0,0,0)7

cp ¢cq cp —cq 0 O cn c¢cn
0 0 0 0 c
q pq —-pn n 0 O
0 0 0 0 0

R =

la matrice des vecteurs propres de A;;,

A = diag(c, ¢, —c¢, —c, ye, —vc, x¢, —xc¢) (1.22)
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la matrice diagonale des valeurs propres de A;; et

p’ 0 cql’ 0
q” 0 —cp? 0
p’ 0 —cql 0
r-i_ 1| —al 0 —epl 0
2 of 1 enT o0 |
ol -1 en” 0
n” 0 ol ¢
n” 0 ol —¢

la solution du probléme de Riemann se raméne a la solution d'un systéme de huit
équations de transport linéaires découplées

ov ov
AN N A
ar g =0

avec comme conditions initiales
v(iE,t=0)=v; si £<0 et v({t=0)=v, si £>0,

lorsque 'on a posé v =R 1u.
Compte tenu des signes des éléments de A (voir (1.22)), la solution de ce probléme
est donnée par

+cq-
—cp-
—cq-
—cp-
+cn-
+cn-
+C(I)Z'
—cP,

S S
RN

<
<

L T o

pour t > 0. (1.23)

.

TEERE W

<

mEeHE D

<L

5
=
t

En exprimant u(§ = 0,t) = Rv(§ = 0,¢) et en tenant compte des égalités

axn=(a-qjp—(a-p)qg et (axn)xn=—(a-p)p—(a-q)q, (1.24)

pour tout vecteur a € R3, nous pouvons exprimer la solution du probléme de Riemann
initial (1.20)—(1.21) sous la forme

S (E; + E;) 4+ ¢(B; — B,) x n+ c(®; — ®,)n]

% [(¥; + V,) 4+ ¢(B; — B,) - nj

u; = u(§ =0,1) (1.25)

L [~(Ei —E;) x n+ (¥; — ¥,)n + ¢(B; + B,)]

L (B — E,) - n+c(®; + )]

En approchant u(o,t) dans (1.19) par la formule (1.25) prise au pas de temps n, on
obtient a partir de (1.18) un schéma du premier ordre qui s’exprime sous la forme

At &

1

u?+ =u; — m Z |Aj|v4ijuzn(i,j)v
7 j=1

ou r(i,7) est I'indice de la cellule voisine de T; au travers de I'aréte j. On peut obtenir
des schémas d’ordre plus élevé en utilisant des techniques de type MUSCL [108], WENO
[118] ou ADER [23, 47].
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1.4 Conditions aux limites pour le systéme reformulé

Un point important a remarquer avant toute étude détaillée des conditions aux
limites est que le SMPH posséde huit caractéristiques, quatre entrantes et quatre sor-
tantes, comme l'indiquent les signes des valeurs propres de la matrice A;; (voir Eq.
(1.22). Il y a donc quatre conditions aux limites a imposer, contrairement au systéme de
Maxwell initial, dans lequel on peut vérifier que sur les six caractéristiques, deux sont
entrantes, deux sortantes, et deux de valeur propre associée nulle, et pour lequel, donc,
seules deux conditions aux limites sont & imposer.

Considérons une cellule 7; dont I'une des faces A; est située sur le bord du domaine de
calcul. Nous utilisons une technique classique qui consiste & définir une cellule "fantome"
(d’indice toujours noté r) située de I'autre coté de la face A;, dans laquelle nous allons
prescrire des valeurs u, de telle sorte que la solution (1.25) du probléme de Riemann,
qui est la valeur de u utilisée pour calculer les flux sur le bord de T; vérifie les conditions
aux limites que l'on souhaite appliquer. Puisque u; = Rvy,., et au vu de 'expression
(1.23) de cette quantité, il faut et il suffit donc pour cela de prescrire, parmi les huit
composantes de u,, les quatre combinaisons linéaires

p-E, —cq-B,

—-q-E, —cp-B,
—¥,. +cn-B, |’
n-E, —cd,

(1.26)

qui sont les variables conservatives associées aux caractéristiques entrantes. On peut
remarquer que puisque p et q sont des vecteurs indépendants, imposer les deux premiéres
composantes dans (1.26) revient & imposer

(p-Er)g—c(q-By)g—(q-E.)p—c(p-Br)p,
ce qui, compte tenu des relations (1.24), revient a imposer

(E, — B, xn) x n.

1.4.1 Conducteur parfait

Une telle surface est caractérisée par
Exn=0 (1.27)

et
B-n=0. (1.28)

Notons que pour le systéme de Maxwell non corrigé, il est traditionnel de considérer
que la relation (1.28) est une conséquence de la relation (1.27) combinée a 1’équation
(1.2). Nous allons voir que pour le SMPH, la relation (1.28) ne peut pas étre considérée
comme une conséquence de la relation (1.27).

En écrivant que la solution u;. du probléme de Riemann doit vérifier les conditions
(1.27) et (1.28), nous obtenons

E,xn=-[(E,+E,) xn+¢(B;—B,) xn)xn]=0

1
2
soit

(E, —cB, xn)xn=—(E; +¢B; xn) xn (1.29)
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d’une part et
1
B -n= 2_0[(‘Ifi—‘IfT)+c(Bi+Br) ‘0] =0

soit
U, —cB, n=Y,+cB;-n (1.30)

d’autre part, et nous avons donc imposé les trois premiéres composantes de (1.26). I
reste donc & imposer la derniére, ce qui sera discuté dans le paragraphe 1.4.3. 1l est clair
d’autre part que puisque la relation (1.30) fait intervenir la variable U, au contraire de
la relation (1.29), celle-1a ne peut pas étre une conséquence de celle-ci.

1.4.2 Conditions entrantes ou absorbantes sur le champ électroma-
gnétique

Ces conditions s’écrivent
(E—cBxn)xn=(E;—cBgxn)xn,

ou les champs E4 et B4 sont des champs prescrits sur la frontiére. Le cas particulier ou
E; = 0 et B; = 0 correspond aux conditions absorbantes dites de "Silver-Miiller". En
écrivant que la solution u;- du probléme de Riemann vérifie la condition ci-dessus, on
trouve

(E, —cB, xn)xn=(E;—cBgxn)xn. (1.31)

Dans ce cas, nous avons donc imposé les deux premiéres composantes de (1.26). Nous
devons imposer les deux derniéres.

1.4.3 Conditions aux limites sur les correcteurs

Nous menons ici la discussion sur le champ @, une discussion semblable pouvant
étre menée pour le champ W. Notons toutefois que dans le cas du conducteur parfait
(paragraphe 1.4.1) seule reste une condition sur ® a imposer.

Nous allons envisager trois possibilités. La premiére possibilité est dictée par la solu-
tion continue du systéme de Maxwell initial : pour cette solution, nous avons évidemment
® = 0 dans tout le domaine de calcul et sur sa frontiére. Imposer ®;. = 0 revient a

1
D, = % (E; —E;) n+c(®+ )] =0
soit
E, - n—c®. =E; n+cd,. (132)

Une seconde possibilité est de prescrire une condition aux limites absorbantes en impo-
sant que "ce qui entre est nul", soit

E, - n—c?.=0. (1.33)

Cette possibilité est toutefois & manier avec précaution, car on s’éloigne alors de la
solution continue du probléme de Maxwell, pour laquelle ® = 0. La relation (1.33) ne
fournira une bonne approximation de cette solution continue que si celle-ci est telle que
E - n est nul (ou petit) sur la frontiére. Notons que cela sera le cas si cette frontiére est
une frontiére fictive servant a délimiter une partie finie de R3, le champ tendant vers 0
a infini.

Une derniére possibilité est d’écrire une condition absorbante pour ®, sous la forme

0P
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Cette condition assure (voir [87]) sur le plan continu que I’énergie

E(®,1) = [/(i “
Q

est bornée uniformément en temps par

2+xc2|v¢>|2> dmr (1.35)

CsupHi <@—|—V-j> —C2V-(V><B)HL2(Q). (1.36)
>0 €0 \ Ot

Le fait que la constante C' ci-dessus ne dépende pas du temps assure que le SMPH est une
bonne approximation, méme en temps long, des équations de Maxwell traditionnelles,
dans le sens ot les deux termes %%—‘f d’une part et V& d’autre part, qui sont les deux
termes qui viennent modifier les équations de Maxwell initiales ont leur norme qui est
bornée par un terme qui reste petit si la conservation de la charge est & peu preés satisfaite
d’une part et si V- (V x B) reste faible d’autre part. Une fagon de discrétiser (1.34)
est de considérer cette équation comme une équation de transport sur @ vers I'extérieur
du domaine de calcul, ce qui se traduit, par conservation, par ®;. = ®;, soit, en tenant
compte de (1.25) :

c® —E, - n=c®; —E; -n. (1.37)

1.4.4 Mise en ceuvre effective

Les relations exprimées jusqu’a présent concernent les variables conservées pénétrant
dans le domaine de calcul. Comme nous I'avons précisé en début de paragraphe 1.4, nous
imposons des valeurs E,., ¥,., B,., ®,. dans "les cellules fantomes" situées de facon fictive
de T'autre coté de la frontiére. Nous avons donc huit valeurs a imposer, pour seulement
quatre conditions aux limites. Nous avons donc une infinité de choix, mais il convient
dans la pratique d’effectuer un choix simple. Considérons I’exemple du conducteur par-
fait pour lequel nous imposons de plus la condition ® = 0. Il est aisé de vérifier que le
choix

¢, = -, ’ v, =¥,
E.xn=-E;xn , E.-n=E; n
B, xn=B;xn , B,-n=-B;-n

permet de remplir les conditions (1.29), (1.30) et (1.32). Notons que ’on peut écrire de
fagon équivalente les deux derniéres lignes ci-dessus sous la forme

E,=-E;+2E; - nn et B,=B;—2(B; n)n.

On vérifie qu’il est possible de trouver des choix simples pour les autres quadruplets de
conditions aux limites.

1.5 Résultats numériques

Nous présentons ici trois tests. Tout d’abord, nous considérons un guide d’onde
rectangulaire sans charge, dans lequel le champ électrique est a divergence nulle. A la
frontiére du domaine © = [0;1] x [0; 1], nous imposons des conditions de conducteur
parfait en y = 0 and y = 1, alors qu’en = 0 nous imposons une condition d’onde
entrante et en x = 1, des conditions de Silver-Miiller. Nous utilisons trois maillages
triangulaires composés respectivement de 100 ("coarse grid"), 400 ("intermediate grid")
et 1600 ("fine grid") triangles. La Figure 1.1 représente la norme L2 de la divergence
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discréte du champ électrique en fonction du temps, lorsque nous utilisons ou non une
correction et avec un schéma d’ordre un ou deux. Nous observons que lorsqu’aucune
correction n’est effectuée, la divergence discréte de E ne tend pas vers zéro (en fonction
du pas du maillage) avec le schéma du premier ordre et tend vers zéro a 'ordre un avec
un schéma d’ordre deux. Au contraire, lorsque la correction hyperbolique est utilisée,
la divergence discréte de E tend vers zéro avec le méme taux de convergence que le
schéma.

35 T T T T
‘ coarse grid ——
l intermediate grid ]
15 fine grid —— b coarse grid ——
05 intermediate grid 1
‘ . fine grid ——
1 . . . . 0 . . . .
0 5e-09 1le-08 1.5e-08 2e-08 2.5e-08 0 5e-09 le-08 1.5e-08 2e-08 2.5e-08
1.2 . . . — 0.45 . . . —
coarse grid —— coarse grid ——
intermediate grid j‘ intermediate grid
1 fine grid —— 0.4 +‘ fine grid ——
“ 0.35 | g
|
0.8 T B 0.3 J‘ 1
\ ‘ N
| 0.25 *“ //\\ [\ 1
0.6 H g | ~n /)
‘ 0.2 | / \// 1
\ A
N N N \/
0.4 i ~ /\/ AVAWAW 1 o5 | VY |
\ / / \ \ /A~ /
I Vi vV N Y
~/ 1
ozl . i
~
) . . . . 0 . . . .
0 5e-09 1e-08 1.5e-08 2e-08 2.5e-08 0 5e-09 1e-08 1.5e-08 2e-08 2.5e-08

FiG. 1.1 — norme L2 de V - E pour des simulations sans correction (ligne du haut) et
avec correction (ligne du bas, x = 1) avec le schéma d’ordre un (colonne de gauche) et
le schéma d’ordre deux (colonne de droite).

Dans le deuxiéme test, nous considérons une situation dans laquelle la conservation de la
charge n’est intentionnellement pas vérifiée et nous comparons les différentes conditions
aux limites sur ® quant a leur capacité a absorber les erreurs portées par cette variable.
Ce mécanisme est essentiel pour maintenir I'énergie (1.35) aussi faible que possible et
donc pour que le SMPH reste une bonne approximation des équations de Maxwell. En
prenant une condition initiale nulle pour toutes les variables, nous imposons j = 0
durant tout le calcul et nous introduisons une densité de charge croissant linéairement
avec le temps au centre du domaine Q = [0, 1] x [0, 1]. Cette densité de charge est définie
par

p(x,y,t) =powt Fz,y), £z€Q, t>0, (1.38)

c

avec pg = 10’5m et w = 9.42-10% s~!. En notant H la fonction de Heaviside, la
fonction F' est donnée par F(z,y) = [H(z —x1) — H(x — x9)|- [H(y —y1) — H(y — y2)],
ol x1 = y1 = 0.449 m et x5 = yo = 0.551 m sont les coordonnées des coins du carré
dans lequel la distribution de charge est concentrée.

Un schéma traditionnel basé uniquement sur les équations d’Ampére et de Faraday
calculera un champ électromagnétique nul car le seul terme source dans ces équations
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est j. Ainsi, dans ce cas, 'erreur dans la loi de Gauss va croitre avec le temps dans les
mémes proportions que p(t). En revanche, la solution numérique du SMPH va percevoir
Iinconsistance des densités de charge et de courant et va restaurer la loi de Gauss
approximativement. Ceci est démontré sur la figure 1.2, ou la dépendance en temps de
la norme L2 de V- E — £ est tracée en fonction du temps pour différents conditions aux
limites appliquées au Correcteur. Alors que nous observons la croissance linéaire attendue

9e+06 T T T T T T T T 30000
non corrected ——

8e+06

25000
7e+06

6e+06 q 20000
5e+06 q
15000
4e+06 B

3e+06 B 10000
2e+06 B

5000
le+06 - q

0 . . . . . . . . 0 . . . . . . . .
0 1e-08 2e-08 3e-08 4e-08 5e-08 6e-08 7e-08 8e-08 9e-08 0 1e-08 2e-08 3e-08 4e-08 5e-08 6e-08 7e-08 8e-08 9e-08

18000 T T T T T T T T 18000 T T T T T T T T
X=1—— X=1——
X =2 X=2 ——
16000 f 1 16000 ‘{\ ]
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| |
10000 ‘ ‘”‘ ‘ 1 10000 | |/~ ]
8000 ”H ( — 8000 1
6000 w ‘J ‘ ( q 6000 J‘ 1
\ \'\ H‘ \ v
. {JN Mo ] = ’
2000 JH\W\H\ ‘MMWMM,M,,wm_iii, 1 2000 | 1
0 19»08 2e-08 3e-08 4e-08 5e-08 68»08 7e-08 8e-08 9e-08 0 1e-08 2e-08 3e-08 4e-08 5e-08 6e-08 7e-08 8e-08 9e-08
FiG. 1.2 norme L2 de V- E — £ pour le cas non corrigé (figure en haut a gauche),

pour la condition absorbante (1. 34) (figure en haut a droite), pour la condition ® = 0
(figure en bas a gauche) et pour la condition ¢® — E - n = 0 (figure en bas a droite).

de 'erreur dans le cas sans correction, la correction se comporte différemment selon le
type de conditions aux limites imposées sur la variable ®. La condition absorbante
sur ®, donnée par (1.34) permet initialement une bonne absorption de l'erreur, puis,
au contraire, I’erreur augmente de nouveau de fagon linéaire avec un niveau toutefois
nettement inférieur au cas non corrigé (I’erreur est environ trois cents fois plus petite
a la fin de la simulation) et décroissant lorsque y augmente. Deux hypothéses peuvent
étre envisagées pour expliquer cette croissance linéaire. Tout d’abord, il se peut que
la discrétisation proposée (Equation (1.37)) pour cette condition absorbante ne soit
pas optimale et soit la cause d'une instabilité numérique. Mais il se peut aussi que
la borne uniforme (1.36) de I’énergie portée par ® soit insuffisante pour garantir que
celle-ci soit bornée en temps : en effet, si nous avons choisi p et j de telle sorte que
la norme de (% +V J) soit bornée (en fait constante) en temps, rien n’indique que,
numériquement, ¢V - (V x B) soit une quantité dont la norme soit elle aussi bornée.
En particulier, puisque p croit linéairement avec le temps, il en est de méme pour E, ce
qui peut induire, via le couplage entre E et B, une croissance de B.

Nous observons d’autre part que lorsque 'on applique la condition aux limites & = 0,
la norme de l'erreur est bornée en temps, mais l'erreur semble étre réfléchie sur la
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frontiére. Finalement, en utilisant la condition absorbante ¢® — E - n = 0, ’erreur reste
bornée et se stabilise en norme vers une valeur indépendante du temps. Par ailleurs,
dans ces deux derniers cas, augmenter les valeurs de x permet de mieux respecter la loi
de Gauss.

Le dernier test numérique est un test simple mais typique de ce que l'on peut ren-
contrer dans le contexte des simulations PIC. Le domaine de calcul est le méme que
précédemment et nous considérons qu'il représente une diode plane dont 1’anode et la
cathode sont respectivement situées sur les frontiéres gauche et droite. Des électrons
sont injectés sur la frontiére gauche du dispositif et accélérés tout au long de leur par-
cours dans la diode par un champ électrique statique extérieur. Une simulation sans
correction et une simulation avec la correction hyperbolique et x = 1 ont été effectuées.
La figure 1.3 représente la composante F, du champ électrique aprés un certain temps
de simulation, ainsi que la norme 12 de V- E — % en fonction du temps. Alors que
la simulation sans correction a produit un régime irréaliste physiquement, la simula-
tion corrigée présente un certaine vraisemblance physique. En effet, si 'on néglige les
variations transverses de £, on obtient de la loi de Gauss que

OF: _ p

~ —.

ox €0

Puisqu’il n'y a que des électrons dans le dispositif, cette quantité est négative et la
composante E, du champ électrique devrait décroitre lorsque = croit, ce qui est le cas
dans la simulation corrigée, au contraire de la simulation non corrigée.

01 02 03 04 05 06 07 08 09 01 02 03 04 05 06 07 08 09
X X

800 T T T

corrected X =1 ——

T T
uncorrected

600 - q
500 - q
400 q

300 - B

100 - q

. . . 0 . . .
0 5e-09 1e-08 1.5e-08 2e-08 2.5e-08 3e-08 0 5e-09 1le-08 1.5e-08 2e-08 2.5e-08 3e-08

Fic. 1.3 Composante E, du champ électrique (en haut) et norme L? de V- E — %
(en bas) lors de simulations sans correction (a gauche) ou avec correction (a droite).
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Chapitre 2

Influence de la géométrie des
cellules sur le comportement a bas
Mach du schéma de Godunov
appliqué a I’équation des ondes

Nous résumons ici un travail effectué en collaboration avec Stéphane Dellacherie et
Felix Rieper [A2]. Ce travail est le fruit de réflexions entamées en Juin 2008 & Aus-
sois, & 'occasion du congrés Finite Volume for Complex Applications V. Felix Rieper
y a présenté un exposé montrant que le comportement des schémas de type Godunov
appliqués aux équations d’Euler a bas nombre de Mach est trés différent selon que le
maillage est constitué de quadrangles (la solution numérique n’est physiquement pas
réaliste) ou de triangles (la solution numeérique est réaliste) [99]. Ces réflexions sont
présentées de facon plus détaillée dans un article que Felix Rieper a écrit avec G. Bader
[101]. Dans ces références, les auteurs proposent une explication a ce phénoméne sur un
maillage triangulaire bien particulier, fondée sur un développement asymptotique formel
de la solution numérique du schéma utilisé, en puissances du nombre de Mach M. Sur ce
maillage particulier, les auteurs montrent que : 1) la pression discréte est la somme d’une
constante dans le domaine et d'une perturbation d’ordre deux; 2) la vitesse discréte est
la somme d’une vitesse d’ordre zéro & divergence discrete nulle, et d’'une perturbation
d’ordre un. Les éléments 1) et 2) ci-dessus sont des propriétés partagées par la solution
continue, mais il n’est pas possible de les retrouver sur des maillages de quadrangles.
Par ailleurs, Stéphane Dellacherie a montré dans un travail récent [42] que l'on pou-
vait déja expliquer au moins une partie des problémes des schémas de Godunov a bas
nombre de Mach par I’étude de ces schémas appliqués a l’équation des ondes linéaire,
sans tenir compte, donc, des termes non-linéaires des équations d'Euler. Cette analyse a
été menée par I'étude de I’équation modifiée associée au schéma de Godunov lorsqu’on
I'applique a I’équation des ondes sur maillages cartésiens, c’est-a-dire lorsque toutes les
cellules du maillage sont des carrés. Rappelons que la notion d’équation modifiée revient
a retrancher & I’équation aux dérivées partielles de départ le premier terme de 'erreur
de troncature du schéma numérique utilisé; ce dernier devient donc consistant avec
I’équation modifiée & un ordre plus élevé qu’avec ’équation de départ. Cette équation
modifiée permet donc d’en savoir plus sur le comportement du schéma numérique. Il
est par exemple bien connu que le schéma décentré vers 'amont, semi-discret en espace,
associé a I’équation de transport dyu + ad,u = 0 (avec a > 0 constante) est consistant
a lordre un avec cette équation, mais est consistant a 'ordre deux avec ’équation mo-
difiée Oyu + adu — %Aa:afmu = 0, ce qui permet de prévoir le caractére dissipatif de ce
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schéma. A Daide de cette notion, S. Dellacherie a montré que les problémes rencontrés
par le schéma de Godunov & bas nombre de Mach pouvaient étre expliqués par la perte
de stationnarité du noyau de I’équation des ondes linéaire : ce dernier, qui est, rappe-
lons le, constitué des champs incompressibles (champs de vitesse a divergence nulle et
champs de pression constants en espace), n’est pas le noyau de 1’équation des ondes
modifiée. Il s’en suit, dans cette équation modifiée, un transfert d’énergie de 'espace
incompressible vers I'espace acoustique qui crée des perturbations de pression d’ordre M
sur une échelle de temps elle aussi d’ordre M, c’est-a-dire trés courte lorsque le nombre
de Mach est faible. Bien siir, la diffusion numérique étant d’ordre %, il est toujours
possible de raffiner le maillage pour améliorer les résultats, mais & un coiit, en terme
de ressources informatiques nécessaires, qui devient vite prohibitif lorsque M est trés
petit devant un. A l'aide de cette notion d’équation modifiée, S. Dellacherie a pu alors
proposer une modification simple du schéma de Godunov qui permet de garder la sta-
tionnarité de ’espace incompressible. Cette modification, baptisée “schéma de Godunov
bas Mach” revient a centrer le gradient de pression et a n’utiliser un décentrement que
dans I’équation d’évolution de la pression.

Toutefois, cette analyse proposée par S. Dellacherie n’est valable que sur des mail-
lages cartésiens, et ne permet donc pas de traiter le cas des maillages triangulaires, sur
lesquels la notion d’équation modifiée est difficilement généralisable. Notre contribution
sur cette question est la suivante : nous avons étudié la structure du noyau des schémas
de Godunov et de Godunov bas Mach, sur des maillages triangulaires et quadrangu-
laires et nous avons montré que seul le schéma de Godunov sur maillage quadrangulaire
possédait un espace stationnaire trop pauvre pour approcher correctement les champs
de vitesses incompressibles. Il s’en suit que, dans cette configuration, toute condition
initiale discrétisant un champ de vitesse a divergence nulle est diffusée rapidement (le
coefficient de diffusion étant proportionnel a %) vers un champ de vitesse dont la dif-
férence avec cette condition initiale est en O(1), ce qui crée une perturbation parasite
d’ordre Az en un temps d’ordre M. En revanche, dans les trois autres configurations,
les espaces stationnaires des schémas permettent d’approcher de facon satisfaisante cet
espace incompressible, au sens oil, pour un champ de vitesse & divergence nulle régulier,
il existe un élément du noyau de 'opérateur discret qui approche ce champ de vitesse
(ou sa projection cellule par cellule) au moins a Pordre Az dans le cas triangulaire pour
les schémas de Godunov et de Godunov bas Mach, et au moins a l'ordre Az? pour le
schéma de Godunov bas Mach sur maillage cartésien. Ces conditions initiales discrétes
"bien préparées" ne créent ainsi pas d’onde parasite. Entrons & présent dans les dé-
tails. Nous limitons la discussion a la géométrie bidimensionnelle (voir [A2] pour une
discussion des cas mono- et tri-dimensionnels).

2.1 Rappels sur I’équation des ondes continue

Afin d’éliminer I'influence éventuelle des conditions aux limites, considérons le tore
(périodique) dans R? : T2 := [a1,b1] X [ag,by] et I'espace de Hilbert (L*(T?))® :=

{q = ( 1: > tel que / r2d$+/ luf’dz < +oo} équipé du produit scalaire clas-
T2 T2

sique (g1, q2) = [12 1 - q2dz et de I'énergie associée ||q|| := (g, ¢)'/2. Considérons 'équa-

tion des ondes linéaire

L
O+ 574=0,
(2.1)
Q(t = 0,33) = qo(x)
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ou Lg = a.(V - u, V’I”)T et u = (u,v)T. La quantité a, est une constante strictement
positive d'ordre 1 et M < 1 (M est le nombre de Mach et a,/M est la vitesse du son).
L’équation des ondes (2.1) correspond au systéme d’Euler linéarisé, sans I'opérateur de
convection. La quantité r(¢,x) est une pression renormalisée reliée a la pression p(t, z)
au travers de la relation p = p, + %r(t, x) (p« est une constante d’ordre 1). Définissons
a présent les sous-espaces suivants de (L*(T?))3

€ = {q:: ( 1: ) € (L2(T2))3 tel que Vr = 0 et V-uzO}(a)

el = {q - < 1’; > € (L2(T?))? tel que /TQrdac —0et 3p € H(T?),u= v¢>} (b)

(2.2)
En d’autres termes, € est ’espace des pressions renormalisées constantes en espace et des
champs de vitesse incompressibles. Tl est bien connu que (L?(T?))? peut étre décomposé
de la fagon suivante :

Lemme 2.1
Edet=LATH)? e &L

Autrement dit, tout q € (L*(T?))3 peut étre décomposé en
¢=q+q¢- on (Gg-)e&xet (2.3)
et cette décomposition de Hodge est unique.

Dans la suite, nous définissons cette projection de Hodge P par Pq := ¢. Un point
essentiel dans cette étude est que
& =KerL

et que, suite a la linéarité de L, la solution ¢(t,-) de (2.1) peut étre décomposée de la
fagon suivante
q="P¢’ +7, (24)

oit Pg¥ est la projection de Hodge de ¢” et ¢ est la solution de

L _
8tq+Mq=0,

gt =0,2) = (¢" — P¢°) ().

(2.5)

De plus, ¢(t,-) appartient & &L pour tout ¢ > 0, et, par conservation de I’énergie, on a
11g(t) = ||¢° — Pq"||. Donc, si dans 'équation des ondes (2.1), la condition initiale est
la somme d’un mode incompressible et d’une perturbation acoustique en O(M), alors
c’est aussi le cas de la solution de I’équation des ondes pour tout ¢ > 0. Les résultats
qui suivent déterminent les cas ol cette propriété est correctement approchée ou non
par la solution du schéma numérique.

2.2 Discrétisation de I’équation des ondes par des schémas

colocalisés

Considérons & présent un maillage du tore que nous décrirons de la fagon suivante.
Nommons T; les cellules du maillage. Soit A;; I'aréte commune de deux cellules voisines
T; et T}, et n;j le vecteur normal unitaire dirigé de 7; vers T; (notons que n;; = —nj;).
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Nous noterons par |T;| la surface de Tj et |A;;| la longueur de A;;. Nous considérons
la semi-discrétisation en espace de I’équation des ondes (2.1) par le schéma de Godunov
d’ordre un collocalisé centré sur les cellules et sa variante bas Mach introduite par
S. Dellacherie : la pression renormalisée r et la vitesse u = (u,v) sont discrétisées par
r;(t) et w;(t) qui représentent des approximations de leurs valeurs moyennes sur les
cellules T; a 'instant t. Ces schémas s’écrivent sous la forme suivante

0 L
8—§+ﬁq:0 avec q::<1:>€]R3N (2.6)
oll nous avons posé
1
( Ln,h
H—‘R,h - ]Lf{,h 9
LY, (2.7)

> Al [(r = ry) + (0 +uy) - nyj)
AijcaTi

> Al [(ri +75) + k(g —vy) - ngj] ng;
L AijCBTi

(N est le nombre de cellules dans le maillage). Le schéma de Godunov est donné par
(2.6)(2.7) avec k = 1; le schéma de Godunov bas Mach est donné quant a lui par

(2.6)(2.7) et kK = 0. L’ensemble KerlL, j, est défini par I’ensemble {q = ( :1 > € R3N}

tel que
> 1Al [(ri = 75) + (wi + 1) - ny5) =0, (a)
AijcaTi
vie{l,...,N}: (2.8)
> 1Al (i +75) + KW —w)) - nglng = 0. (b)
A;; COT;

2.3 Construction de champs discrets incompressibles

Nous construisons des versions discrétes de l'espace incompressible £ (défini par
(2.2)(a) dans le cas continu). Nous nommerons dans la suite les champs de ces sous
espaces champs discrets incompressibles. Cette construction est basée sur des versions
discrétes de la décomposition de Hodge donnée par le lemme 2.1 dans le cas continu.

2.3.1 Le cas triangulaire

Nous supposons que tous les T; sont des triangles disposés de telle sorte que le
domaine est périodique.

Nous noterons Vj, 'espace standard d’éléments finis P! de Lagrange associé a ce
maillage triangulaire

Vi = {1/% € Cy(T?), 1y, périodique sur T2 tel que VT : (Yn)r, € PI(TZ-)} . (29
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Notons aussi par W}, I'espace d’éléments finis P! non conformes de Crouzeix-Raviart
associé a ce maillage

Wy, = {th e L%(T?), ¢y, périodique sur T2 tel que VTj : ()1, € PYT})

et ¢p continu aux milieux des arétes }

Les fonctions de V}, (resp. Wj,) étant P! sur chaque cellule, leurs rotationnels (resp.
leurs gradients "brisés") sont des vecteurs constants sur chaque cellule. Définissons le
sous espace suivant

Eﬁ = {q = ( :; > e R3N tel que I(a,b,c,vp) € R3 x V,
tel que V7T;: rp=c et u; = ( Z ) —i—(wah)Tz}. (2.10)

En adaptant au cas périodique le Théoréme 4.1 de [6], nous pouvons prouver le lemme
suivant, dans lequel 'orthogonalité est entendue par rapport au produit scalaire discret
de R3N | pondéré par les surfaces |Tj :

Lemme 2.2
AL r 3N
(8h) = {q::<u>eR tel que Z|Ti|7”i20 et
i

Jop, € Wy tel que VT;: u; = (Véf)h)Tz}-

. r . » ,
Autrement dit, tout ( ) € R3N admet la décomposition orthogonale suivante
u

<£>:<ﬁ+vr><¢h>+<rv;,;> (2.11)

> | Tilrs i = >_i | Ti|u
> |Til 2 |l

Le sous espace 8ﬁ est une bonne approximation de € sur un maillage triangulaire : pour
q:= (r:=cu:= (a,b)T +V x )T € € donné, définissons w}% € Vp, linterpolé de
Lagrange de 1 aux nceuds du maillage. Alors, la discrétisation g de ¢ € € donnée par

avec ¥ =

et (Yn, dn) € Vi X W,

Ty = C,
T

qn = ol a (2.12)
u; ui:<b>+(VX¢£)Ti

définit un champ discret de 8ﬁ qui approche ¢(B;) al’ordre un en h si 9 est suffisamment
régulier, B; étant le barycentre de la cellule T;.

2.3.2 Le cas rectangulaire

Supposons a présent que le domaine de calcul est rectangulaire et que le maillage
est constitué de N, x N, rectangles de taille constante Az x Ay, ot N, et IV, sont les
nombres de cellules dans les directions z et y. Dans ce qui suit, nous supposons que N,
et N, sont impairs. En effet, si ce n’est pas le cas, la situation est un peu plus compliquée
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en raison du découplage des mailles paires et impaires et des modes en échiquier associés.
Définissons a présent le sous-espace

el = {q = < :1 > € R3NeNu tel que  3(a,b,c, (¥;;)) € R3 x RNy
a 2Ay
tel que V(i,5): rij=cet w; = ( b ) + .
~ Yig1y — Yy
2Ax
(2.13)
Dans (2.13), il est entendu que (1); ;) est périodique :
Yio =ViN, » YiNg+1 = Vi1 Vi € [1,Ng]
et
Yo,; = VUN,j » UNet1,5 = P15 V5 € [1, Nyl
Nous avons le lemme suivant :
Lemme 2.3
1
O r Nz N, —
(8h> = {q::<u>eR3 v tel que Zrm’—o
(i,9)
(2.14)
Pit1,j — Gi-15
2Azx
et (i) € RN=Mv tel que u; j = .
Pij+1 — Pij-1
2Ay

En d’autres termes, tout ( ) e R3N=Nv qdmet la décomposition orthogonale suivante

<T> <u+c¢>+<rg_¢r> (2.15)

Z(Z,j qu]

c

Z(i,j) Ti,j

on = —2—— u= , et o le rotationnel discret C et le gradient discret
NN, NN,
G sont définis par
Yig1 = Yij—1 Pit1j — Pi-1j
2Ay 2Ax
(Cy)ij = et (Go)i; =
1/}Z‘+17j — 1/}1‘,17]' ¢i,j+1 - (bi,jfl
2Azx 2Ay

Le sous-espace 8}? est une bonne approximation de £ sur un maillage rectangulaire :
pour tout ¢ := (r:= c,u:= (a,b)T +V x )T € &, définissons ; ; = (B ;) oit B;; est
le barycentre de la cellule (4, 7). Alors, la discrétisation gy, de ¢ € € définie par

Ti,j = C,
Tij Vi1 — Yij-1
an = on ) oAy (2.16)
u; u; 5 = ( b ) +
~ Yig1y —Yicy
2Ax
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est un champ discret appartenant & SE qui approche ¢(B; ;) a 'ordre deux en Az et Ay.

2.4 Comportement en temps de la solution

11 est instructif de s’intéresser a une version discréte de (2.4)—(2.5).
Nous définissons la décomposition suivante de la solution discréte gp(¢) du schéma
semi-discret (2.6)
an(t) = qi n() + 4 n()- (2.17)

Dans (2.17), ;. ,,(t) est solution de (2.6) avec la condition initiale

g p(t =0) = (Pg")n, (2.18)

oit la discrétisation (Pq°), de Pg® € € est obtenue par (2.12).
Par ailleurs, ¢°, (¢) est solution de (2.6) avec la condition initiale

a5 (t =0) = (¢° = Pg%)y (2.19)

oil (¢° — Pg%);, est une discrétisation de la partie acoustique de ¢°.

Dans ce qui suit, nous supposons que la condition initiale continue ¢° est la somme
d’un champ incompressible P¢? d’ordre un et d’un champ acoustique d’ordre M, ce
qui implique que qu,h(t = 0)|| = O(M). Par stabilité du schéma de Godunov et du
schéma Godunov bas Mach, nous avons qu;h(t > 0)|] = O(M). Ceci implique que le
comportement des schémas considérés sera identique (ou non) au cas continu selon le
comportement de qg7h(t), qui dépend quant & lui de la structure de KerL, .

2.4.1 Cas triangulaire

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.4 Lorsque le maillage est triangulaire, nous avons
_eA
KerL,—1n = & (2.20)

et
KerLo—on D &f. (2.21)

De plus, tout q := (r,u)T € KerlL,—q est tel que 3c € R tel que VT, : r; = c.

L’égalité (2.20) signifie que KerlL,—;p est une bonne approximation de €. L’inclusion
stricte de (2.21) implique que KerlL,—q est un espace suffisamment riche pour bien
approcher € : nous pouvons donc également dire que KerlL,—g  est une bonne approxi-
mation de €. Finalement, soulignons que le fait que les éléments T} sont tous des triangles
est essentiel dans la preuve du lemme 2.4 qui n’est plus valide lorsque le maillage est
quadrangulaire.

Le lemme ci-dessus implique que qu{O,l},h(t >0) = qu{O,l},h(t =0) € €2 La
solution des schémas de Godunov et Godunov bas Mach sur maillage triangulaire est
donc la somme d'un champ incompressible discret stationnaire et d’'un champ tel que
que{o’l}’h(t > 0)|| = O(M). Ce comportement est donc exactement identique au com-
portement de la solution continue. Ceci signifie qu’il n’y a donc pas de mode acoustique
parasite généré par ces schémas, et ceci sans condition sur h.
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2.4.2 Cas cartésien

Nous avons le résultat suivant :

Lemme 2.5 Quand le maillage est cartésien, de taille N, x N, nous avons
r
KerL,—1 = {q = <u> € RN tels que 3(c, (uy), (v;)) € R x RN x RN«

tels que Y(i,7):ri; =cetu ;= <u3>} (2.22)

Uy

ce qui implique que
KerL,— ¢ & (2.23)

De plus, lorsque Ny et N, sont impairs
KerLy—p = &5 (2.24)

Les relations (2.22) et (2.23) montrent que le sous espaces KerlL,—; j, est un sous espace
tres pauvre de €. En effet, le sous-espace défini par (2.22) n’approche pas correctement
I'ensemble des fonctions a divergence nulle. D’autre part, (2.24) montre que KerlL,—o
est suffisamment riche pour approcher toutes les fonctions a divergence nulle. En d’autres
termes, KerlL,—oj est une bonne approximation de €.

Lorsque N, et/ou N, est (sont) pair(s), nous avons seulement KerlL,—qp D EE. Cette
différence entre Kerl,—oj et SE est reliée & D'existence de modes en échiquier. Bien
siir, comme ces modes appartiennent au noyau du schéma de Godunov bas Mach, ils ne
sont pas amplifiés avec le temps.

A présent, nous étudions le comportement en temps de ¢ dans le cas du schéma de
Godunov (k = 1) et dans le cas du schéma de Godunov bas Mach (k = 0).

e Le cas du schéma de Godunov (k =1) :

Nous pouvons prouver que le mode incompressible discret ¢¢_, ,(t = 0) € 8}? est dif-
fusé trés rapidement vers sa projection sur Kerl,—; ;. D’autre 17)art, la différence entre
qe_, ,(t = 0) et sa projection sur KerlL,—; ) est, en général, d’ordre O(1) (en raison
de la stricte inclusion (2.23)). Ces deux faits permettent d’expliquer que la différence
Qrey p(t 2 0)—qi_y ,(t = 0) est d'ordre O(%—g) au bout d’un temps d’ordre O(Mafﬂ) ou
Lq est une longueur ne dépendant que du domaine Q et du rapport Az/Ay. Au cours
de ce processus de diffusion, il y a création d’'une composante acoustique parasite, éga-
lement de taille (’)(%—g) (voir l'illustration numérique de la section 2.5). Par conséquent,
la contrainte sur le maillage pour maintenir I'amplitude des ondes acoustiques parasites
r(t,z) d’ordre O(M) (et, donc, d’ordre O(M?) pour la pression p(t,z)) au bout dun

temps O(M) doit étre

Az = O(M) (2.25)

pour le schéma de Godunov dans le cas cartésien, ce qui est trop restrictif pour des
applications pratiques.
Ces résultats sont basés sur le lemme et la proposition suivants :
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Lemme 2.6 Lorsque le maillage est cartésien, la projection sur l'espace Kerl,—qp,
notée Pr—_1 p, est définie par

1
NN, ;(Th)k,z

> (un)k
P

gl

(]P)R:th}L)i,j =

NL %:(Uh)i,e

Y

Proposition 2.1 Lorsque k = 1, il existe une constante Lq, ne dépendant que de ) et
du rapport d’aspect Ay/Ax, telle que

axAx
llgiz1 p(t > 0) = Pucingiey n(t = 0)|] < [[(1 = Prz1,n)qi1 5 (t = 0)[|exp | — 5t
2M L,

(2.26)

e Le cas du schéma de Godunov bas Mach (k =0) :

L’égalité (2.24) du lemme 2.5 implique que gj;_ ,(t > 0) = qi_ ,(t =0) € e La
solution du schéma Godunov bas Mach sur maillage rectangulaire cartésien est donc
la somme d’un champ incompressible discret stationnaire et d’un champ qg:07h(t > 0)
tel que quzo,h(t > 0)|| = O(M). Ce comportement est donc exactement identique
au comportement de la solution continue. Ceci signifie qu’il n’y a donc pas de mode
acoustique parasite généré par ce schéma, et ceci sans condition sur le pas du maillage.

2.5 TIllustration numérique

Nous considérons le domaine périodique T? = [0, 1] x [0, 1], nous choisissons a, = 1

Y

dans (2.1) et M = 10~*. La condition initiale ¢° := (7%, u%)7 est la suivante :

r(t=0,z,y) = 1,
uw(t=0,7,y) = 2sin®(7z)sin(4ry), (2.27)
WO (t=0,z,y) = —sin(27x)sin?(2my).
Si 'on pose
Y(x,y) = % sin?(7x) sin?(2my) — i ,

on a alors

u’ =V x .

Au niveau continu, on a donc ¢ € € et la solution de I'équation des ondes (2.1) satisfait
q(t > 0,-) = ¢°() pour la condition initiale (2.27).

Nous discrétisons cette condition initiale ¢° sur un maillage triangulaire par le champ
donné par (2.12), qui appartient par construction a 8%, et sur un maillage de rectangles
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Fia. 2.1  Composante parasite issue du schéma de Godunov sur maillage de carrés
de taille Az = 1/50 et Az = 1/100. Figure de gauche : pression parasite ||r||(t/M).
Figure de droite : vitesse parasite ||G||(t/M).

par la relation (2.16), qui appartient par construction a 8}?. Ces conditions initiales sont
donc des champs discrets incompressibles.

Lorsque 'on applique le schéma de Godunov et le schéma de Godunov bas Mach a
cette condition initiale sur maillage triangulaire, et le schéma de Godunov bas Mach sur
maillage de rectangles, nous observons que la solution numérique se comporte comme
dans le cas continu : elle demeure inchangée. Au contraire, la figure 2.1 montre que la
solution numérique issue du schéma de Godunov sur maillage de rectangles dévie de sa
valeur initiale et contient une composante qui se trouve dans I'espace acoustique discret
(SE)J‘ défini par (2.14). Si nous nommons (r+, G¢)T cette composante acoustique pa-
rasite, la figure 2.1 représente les quantités ||r*||(t/M) et ||Go||(t/M) (t/M € [0,0.5]).
Ces deux figures montrent que

lan — Pranll(Tac) = O(Az) > M (2.28)

ol T est de ordre de O(M).
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Perspectives

Concernant la correction hyperbolique pour le systéme de Maxwell, il serait inté-
ressant de comparer les résultats numériques obtenus par cette méthode, couplée avec
une méthode particulaire pour la discrétisation de 1’équation de Vlasov, avec ceux ob-
tenus par la méthode DDFV décrite dans le chapitre 5 couplée & une discrétisation de
la densité de charge et de la densité de courant qui vérifie la loi de conservation de la
charge discréte, comme décrit dans [78]. En effet, cette deuxiéme méthode est exempte
des erreurs que la premiére doit corriger, et ce serait donc une fagon pratique de mesurer
la qualité de cette correction, en particulier vis-a-vis du choix des conditions aux limites
concernant les correcteurs, ainsi que vis-a-vis du choix des valeurs des paramétres y
et v, ces valeurs étant choisies de fagon empirique dans la littérature [68].

Une question pertinente qui ressort de I’étude du schéma de Godunov & bas nombre
de Mach est la suivante : vers quelle solution et & quelle vitesse une condition initiale de
I’équation des ondes diffuse-t-elle? Si ’on se pose cette question pour I'approximation
du systéme de Maxwell par un schéma de Godunov du premier ordre, la réponse sera
différente selon que le systéme considéré n’est pas corrigé (équations (1.1) et (1.2)) ou
I'est (équations (1.10) a (1.13) avec D = %). Il est en effet & peu pres évident au vu de
la solution du probléme de Riemann (1.25) que la solution limite du schéma de Godunov
pour le systéme reformulé sera constituée de champs électriques et magnétiques dont
toutes les composantes seront continues aux interfaces du maillage, et qui seront donc
constants dans tout le domaine, au contraire des champs de la solution limite du schéma
de Godunov pour le systéme initial, dont seules les composantes tangentielles seront
continues. Il faudrait étudier si et en quoi cela constitue un probléme, a la fois sur le
plan théorique comme sur le plan numérique. Un reméde possible serait alors d’appliquer
le méme type de modification de schéma que celle proposée par Stéphane Dellacherie
avec le schéma Bas Mach pour I’équation des ondes : au lieu d’utiliser la solution du
probléme de Riemann pour calculer les flux aux interfaces, on pourrait se contenter de
laisser les mémes décentrements que dans la solution du probléme de Riemann associé
au schéma initial (c’est-a-dire que I’on supprimerait les sauts normaux de B et de E dans
les deuxiémes et quatriémes lignes de (1.25)). A propos de ces schémas dans lesquels
on ne conserve qu'une partie des décentrements et dans lesquels on centre certains flux,
une question capitale est de prouver leur stabilité sur des maillages quelconques. S’il est
facile de prouver la stabilité du schéma semi-discret en espace, la stabilité du schéma
complétement discrétisé (espace et temps) est plus délicate & obtenir. Enfin, une autre
piste actuellement & 1’étude est I’extension de ’analyse menée ici a d’autres schémas, a
commencer par le schéma HLL, dont Felix Rieper a montré dans un article récent [100]
qu’il se comportait encore moins bien que le schéma de Roe a bas nombre de Mach.



Deuxiéme partie

Construction de méthodes de
volumes finis en dualité discréte sur
maillages bidimensionnels
quelconques
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Chapitre 3

Construction et propriétés
d’opérateurs différentiels discrets

3.1 Introduction et notations

Nous considérons €2, un domaine bidimensionnel polygonal de frontiére I', avec I' =
I'pUT'y, les frontiéres I'p et I'y étant disjointes. Dans le cas o ) n’est pas simplement
connexe, nous notons () le nombre de trous et I'; les frontiéres correspondantes, ainsi
que I'g la frontieére extérieure de Q.

Les notations suivantes sont résumées sur les figures 3.1 et 3.2. Nous supposons que
le domaine  est recouvert par un maillage (primal) dont les cellules sont des polygones
convexes, notés dans la suite T3, avec i € [1, I]. On associe a chaque T; un point G; situé
a 'intérieur de T;. Ce point n’est pas nécessairement le centre de masse de T}, mais c’est
le choix que nous effectuons dans la pratique. A chaque sommet Sy du maillage, avec
k € [1, K], nous associons une cellule duale Py en joignant les points G; associées aux
cellules primales dont Si est un sommet, et ceci en passant par les milieux des arétes
dont S} est un sommet.

Remarque 3.1 Cette construction des cellules duales différe légérement de celle donnée
dans [A6, A7]. Elle assure, notamment, que la cellule duale Py est étoilée par rapport au
sommet Sk, et également que lorsque T; NPy, # 0, le segment [G;Sy] appartient a T;N Py,.
Cela assure également que les cellules duales forment une partition de ), ce que nous
étions obligés de supposer dans [A6, A7]. Ces points sont essentiels dans la dérivation
des estimations a posteriori pour la discrétisation de l’équation de Laplace par le schéma
DDFYV, lorsque nous appliquons des inégalités de type Poincaré et des inégalités de trace
dans la section 7.2, et d’autre part lorsque nous sommons les contributions des cellules
duales pour obtenir un estimateur a posteriori global.

A chaque aréte A; du maillage primal, avec j € [1,J], nous associons une cellule
diamant D; obtenue en joignant les sommets Sy, (jy et Si,(;) de A; avec les points Gj ()
et GzQ(])
Lorsque Aj; est une aréte située sur la frontiére (nous noterons J' le nombre de ces
arétes), la cellule diamant associée est un quadrilatére dégénéré (i.e. un triangle) et
nous noterons Gy, ;) le milieu de A; (ainsi, il y a J* points G; additionnels). Le vecteur
unitaire normal a Aj; est noté n; et est dirigé de Gy ;) vers Gy,(;). Nous notons A;'1
(resp. A;Q) le segment joignant Gj (j) (resp. Gj,(;)) au point milieu de A;. Le vecteur
unitaire normal associé, dirigé de Sk, (j) vers S,(;), est noté nj; (resp. nly). Dans le
cas d'une cellule diamant située sur la frontiére, A;Q est réduit a {GiQ(j)} et ne joue
aucun role. Finalement, pour toute cellule diamant D;, nous noterons M;

associés aux cellules primales qui partagent A; comme segment de leur frontiére.

kg 1€ point



Chapitre 3. Construction et propriétés d’opérateurs différentiels discrets

Fi1G. 3.1 — Un maillage primal non-conforme et son maillage dual associé (a gauche) et
le maillage diamant (a droite).

Fi1G. 3.2 — Notations pour une cellule diamant interne (& gauche) et une cellule diamant
frontiére (a droite).

milieu du segment [G, () Sk, ()], avec (o, 3) € {1; 2}2. Aux vecteurs n;, n’; et n’y, nous
associons des vecteurs unitaires qui leur sont orthogonaux, et que nous notons 7, 7';-1
et 7'3-2, de telle sorte que les bases orthonormales associées soient orientées positivement.
Pour toute cellule primale T; telle que A; C 9T}, nous définissons nj; := n; si i = i;(j)
et nj; := —nj si i = iz(j), de telle sorte que nj; est toujours dirigé vers l'extérieur
de T;. Au vecteur nj;, nous associons le vecteur 7;; de telle sorte que (nj;, T;;) soit
orientée positivement. De facon similaire, lorsque A;l et A;Q appartiennent & 0P, nous
définissons (0, 77 et (09, 7o) de telle sorte que n’;, et n;, soient orthogonaux
respectivement & A% et A%, et dirigés vers l'extérieur de Py. Par un léger abus de
notations, nous identifierons l'indice ¢ au point G; ou a la cellule primale T;, I'indice k
au point Si ou a la cellule duale P, et I'indice j au segment A; ou a la cellule-diamant

D;. Nous écrirons par exemple k Ef‘p (resp. T'p, f‘N et I'y) si le sommet S, appartient
a Uintérieur de T'p, relativement a T (resp. a la fermeture de I'p, a U'intérieur de T'y et
a la fermeture de I'y). De la méme fagon, nous écrirons i € I'p (resp. i € 'y, j € I'p
et j € FN) si G; €I'p (resp. G; € 'y, Aj CcI'pet Aj - FN).

Remarque 3.2 Un cas particulier de maillages que nous serons amenés a considérer

est le cas des maillages primauz et duauz “mutuellement orthogonauz” (voir Figure 8.3).
. S o O , ,

Cette dénomination signifie que pour tout aréte j, les segments Aj1 et Aj2 (pour les

cellules diamants internes) sont colinéaires et orthogonauz a Aj;. Dans ce cas, on note

A’ la réunion de Al et A%y et on note 1 le vecteur n; = n’y. Sur ce type de maillages,
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Fi1G. 3.3 — Cas particulier de maillage primal et dual mutuellement orthogonaux.

il découle du fait que A;- passe par le miliew de A; en lui étant orthogonal, que, pour
toute cellule T;, le point G; est équidistant des sommets de la cellule T; qui ne peut
donc pas étre quelconque ! La distance commune entre G; et les sommets de T; est notée
dans la suite R;. Le cas particulier fréquemment étudié est celui d’un maillage primal
de triangles dans lesquels on choisit le centre du cercle circonscrit comme point G;, ceci
a condition que tous les angles de tous les triangles soient strictement inférieurs a /2.

Dans les schémas que nous présentons, nous associons des inconnues scalaires aux points
G; et Sy, et des champs de vecteurs bidimensionnels aux cellules diamants. Nous défi-
nissons donc des produits scalaires associés

Définition 3.1 Soit ¢ = ((bZT,qbf) et i = (Q/JZT,Q/),I;) dans RT x RE. Soit u = (u;) et
v = (v;) dans (R?)’. Nous définissons les produits scalaires suivants

1
@iire = 5( X w4 X ek of). (3.1)
iG[l,I} kE[LK}
(wv)p = > |Djlu; v, (3.2)
jellJ]

Nous aurons également besoin d’un produit scalaire sur la frontiére

Définition 3.2 Soit w! = (w]l) et w? = (w?-), définis (au moins) sur la frontiére I'p,
ou sur I'ny ou sur I'. Nous définissons les produits scalaires frontiére suivants

(w1>w2)FD,h = Z |Aj|w]1' w]z > (wlva)FNJl = Z ‘Aj‘wjl' w]zv (3'3)
Jj€l'p Jelrn

(wlva)F,h = (wlawZ)FDﬁ"i_(wl?wZ)FNﬁ'

Ces produits scalaires frontiére seront en particulier considérés pour les traces d’éléments
p p p
o= ((bZT, (bf) que nous définissons de la facon suivante :
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Définition 3.3 Soit ¢ = (gbZT,qbf) dans RIT7" x RE . Pour toute aréte frontiere A; =
[Sk1(j)Ska(j)], ayant comme point milieu Gy,(jy (voir la Figure 3.2), nous définissons ¢;
comme étant la trace de ¢ sur Aj; par la formule

7 1 P T P
% =7 (6F.6) +2650) + ohr) - (3.4)

3.2 Construction des opérateurs différentiels discrets

Définition 3.4 Soit u = (u;) dans (R?)7, défini par ses valeurs sur les cellules dia-
mants. Nous définissons sa divergence et son rotationnel (scalaire) sur les maillages
primaux et duaux par

1
(Vi -w); = ] > 14l -0y, (3:5)
" jear;
1
Oy = D (4w Al )
[Pl jEOP;
|45
JEOP,NT
1
T
(Vi xu); o= T3] > 1A g -7, (3.7)
Y jeoT;
1
(O xw)y = (S (Al Ay )
[Pl jEOP;
A.
n Z ‘23‘113"7'3)- (3.8)
JEOP,NT

Notons que par application de la formule de Green continue, les quantités (Vi - u);
(resp. (Vﬁ -u)g) sont les valeurs moyennes exactes sur les cellules primales (resp. les
cellules duales intérieures) de la divergence d'un champ continu @(x) sous la condition
suffisante que

‘Aj‘llj ‘n; = / u- nj(a)da et

i
uj; - (‘A;ﬂn;l + ‘A32|n;'2) = // fl-né-l(o)da + /, u- n}z(d)da-
Aj1 Aj2
De méme, les quantités (VZ x u); (resp. (V1 x u)) sont les valeurs moyennes exactes

sur les cellules primales (resp. les cellules duales intérieures) du rotationnel d'un champ
continu u(x) sous la condition suffisante que

|Aj|u; - T :/ u-7j(0)do et

Aj

i1 72

Soulignons par ailleurs que dans les formules (3.6) (resp. (3.8)), I'ensemble 9P, N T est

. : : Al
non vide si et seulement si S € I'. Dans ce cas, le terme ZjeaPkmF ;- ny (resp.
Al o o ) 8
> jeop,nr 3~ Wj - T;) est une approximation de fAk u - iy (resp. fAk u- T ), avec les
notations de la Figure 3.4.
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Fic. 3.4 Définition de Ay, et i pour les noeuds de la frontiére.

, ol . r P
Définition 3.5 Soit ¢ = (gbZT, gbkp) dans RIT7 xRE défini par ses valeurs sur les cellules
primales et duales, et aux milieux des segments de la frontiére. Son gradient discret Vfgf)
et son rotationnel (vecteur) Vf X ¢ sont définis par leurs valeurs sur les cellules D; par

(Vh })j {[¢£2 - ¢kPJ (|A 1|n]1 + |A 2‘n32) + [ g - 17;] |Aj|nj}7 (3.9)

T2 D il
(Vi % ¢)j =~ Q‘D | {[68: = ot] (A1 1750 + [Afalmlo) + 07, — 1] 145175} - (3.10)
Nous rappelons que les définitions 3.5 sont exactes pour les fonctions affines : si gZA) €

Pl(Dj) et si nous prenons gbz;(j) = &(Gia(j)) et ¢55(j) = @(Skﬁ(j)), alors (qub)j et

(Vf X ¢); sont les valeurs exactes respectivement de Vgg et V x gg sur D;.

PP . r P
Définition 3.6 Soit ¢ = ((bZT, (bf) e RITT x RE | défini par ses valeurs sur les cellules
primales et duales, et aur milieux des segments de la frontiére. Nous lui associons la
fonction ¢, définie par

(¢n)ip, € P'(Dy) , Vjel,J],
1
¢h(Mia(j) kﬁ(j)) = §(¢£(J) + ¢kpﬁ(])) ’ Vj € [17 J]v V(Oé,ﬂ) € {1;2}2 :

Remarque 3.3 Bien que la définition d’une fonction P' par ses valeurs en quatre
points différents n’est en général pas possible, l’existence et 'umicité de la fonction ¢y,

sont assurées ici car ¢p(Mik,) + On(Miyk,) = &0 (Miyk,) + On(Miyk, ) et, d’autre part,
le quadrilatére (Mg, g, My g, Misko Miyk, ) est un parallélogramme. De plus, la fonction ¢,

est continue uniquement aux points milieur des arétes des cellules diamants.

Proposition 3.1 Des calculs élémentaires montrent que

V(én)ip; = (V£ );, (3.11)
V x (¢n)p; = (VI % ¢);. (3.12)

Définition 3.7 Nous noterons V ¢y, la fonction de (L*(Q))? dont la restriction a cha-
que cellule diamant D; est égale 4 V(¢n)|p, = (VP¢);.
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F1G. 3.5 — Notations pour une cellule duale frontiére pour la formule (3.17)

3.3 Propriétés des opérateurs

3.3.1 Formules de Green discrétes

Proposition 3.2 Pour u € (R?)7 et ¢ = (¢7,¢") € R+ x RE | nous avons les
formules de Green discrétes suivantes :

(WVPe)p = —=(Vi' wé)rp+ (u-n,d)r, (3.13)
(W VP x¢)p = (VI xu,é)rp—(u-7,0)rh (3.14)

3.3.2 Composition des opérateurs
Proposition 3.3 Pour tout ¢ = ( ?,cbf) e RI+T" REX on a

(Vi (VP x¢),=0Vie[L,I] et (V- (V) x¢), =0Vk¢T, (3.15)

(Vi x (VP9), =0 Vie[L,I] et (Vyx(Vy$), =0 Vk¢D. (3.16)

De plus, pour k € T', nous avons (voir la figure 3.5 pour les notations)
1 1
(5 % (VR0 = (V- (TP % 0), = o [(6h,— 68 + 5 o, ok)] - 10

Remarque 3.4 En particulier, lorsque gbZT = cg est constant pour i € I'y et que gka =

cf est constant pour k € I'y (les constantes cg et cf pouvant étre toutes différentes les

unes des autres), ou lorsque ¢£ = %(gbkp + ¢§1) et gbg = %((bf + ¢£2), alors

(Vi x (VP9), = (Vi - (V) x ¢)), =0 pour k €T.

Proposition 3.4
(Vi xVE x¢)i = =(Vi - Vi) Vi et (Vi x VL x @) = —(V}, - V@) ,Vk. (3.18)

3.3.3 Décomposition de Helmholtz-Hodge

Il est bien connu que, dans le cas continu, la décomposition de Helmholtz-Hodge
des vecteurs pour des domaines non simplement connexes s’écrit (rappelons que @ est
le nombre de trous du domaine 2, I'; les frontiéres correspondantes et I'g la frontiére
extérieure) :

(I22=VV &V x W, (3.19)
avee V= {p € H: [6 =0} et W= {ts € H 1y, =0, o, = cp¥q € [LQI.

Nous pouvons prouver une propriété analogue dans le cas discret :
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Théoréme 3.1 Soit (uj)je[l,J] un champ de vecteurs discrets défini par ses wvaleurs
sur les cellules diamants D;. Il existe d’uniques valeurs ¢ = (gbZT,¢kp)i€[1,I+Jr]7k€[17K],

) = (%Ta¢£)ie[1,I+JF],ke[1,K] et (cg,cg)qe[LQ] telles que :

u; = (V79); + (V) x ), ViellJ], (3.20)
O ITilef = D [Piler =0, (3.21)
1€[1,1] ke[1,K]
vI=0,viely , v =0,Vkely, (3.22)
et
Vge[1,Ql, ¢ =c vier, , v =c vker,. (3.23)

De plus, cette décomposition est orthogonale.

Le premier point dans la preuve de ce théoréme est de remarquer qu’il y a autant
d’équations que d’inconnues. Ceci est montré par la formule d’Euler :

Lemme 3.1 Pour un domaine non-simplement connexe recouvert par un maillage pos-
sédant I éléments, K sommets, J arétes et QQ trous, nous avons :

I+K=J+1-Q. (3.24)

Le second point est de montrer I'orthogonalité du gradient et du rotationnel dans (3.20)
lorsque l'on effectue leur produit scalaire (3.2). Ceci est obtenu par l'application de la
formule de Green discrete (3.13) et les propriétés de composition des opérateurs (3.15)
et (3.17). En particulier, le fait que 1 vérifie (3.22) et (3.23) joue un rdle déterminant
dans la nullité de V¥ - V£ x 4 sur les noeuds du bord (voir Remarque 3.4), et dans la
nullité du terme de bord venant de la formule de Green discréte. Le dernier point est
de montrer l'injectivité. En supposant u; nul sur toute cellule diamant et en prenant
le produit scalaire de (3.20) avec Vfgf), on obtient par orthogonalité la nullité de ce
gradient sur chaque cellule diamant. Par la formule (3.9) et par connexité du maillage,
nous obtenons que toutes les valeurs gka aux sommets Si du maillage sont égales entre
elles d’une part, et que toutes les valeurs gbZT aux points G; du maillage sont égales entre
elles d’autre part. Mais ces deux valeurs sont nulles grace a (3.21). Ayant obtenu la
nullité de ¢, I'égalité (3.20) permet de conclure a celle de VhD X 1, puis a celle de
grace aux conditions aux limites (3.22).

Remarque 3.5 Il est possible de prouver une autre décomposition de ce type, en impo-
sant que ¢ vérifie les conditions aux limites (3.22) et (3.23), et que 1 vérifie la condition
de moyenne nulle (3.21).
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Chapitre 4

Application a la discrétisation de
I’équation de diffusion linéaire et au
systéme de 1’électrostatique et de la
magnétostatique

4.1 Equation de diffusion linéaire

Etant données des fonctions f, ¢4 et g, nous nous intéressons a ’approximation du
probléme suivant

—A¢ = fdansQ, (4.1)
gg = ¢gsur'p, .
Vé-n = gsurIy. (4.3)

Dans le cas ou I'p = (), nous ajoutons ’équation suivante

/ d(x)dx =0, (4.4)
Q

ainsi que la relation de compatibilité

/Q F(x)dx + /F g(o)do = 0. (4.5)

Le schéma volumes finis que nous avons proposé pour cette équation est fondé sur
la combinaison des opérateurs divergence et gradient que nous avons construits précé-

4.1.1 Discrétisation

demment dans le paragraphe 3.2.

—(VE-(VPe) = (HT Vie[L1], (4.6)
—(VE - (VP = (f)f Vk¢Tp, (4.7)

ou (f)F et (f)k, sont les valeurs moyennes de f sur T; et Py, respectivement :

/f ) dx et (F)F = F(x) dx (4.8)

e |7 IPk\ P,
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de I'électrostatique et de la magnétostatique

Les conditions aux limites de Dirichlet sont discrétisées de la facon suivante

_ 1 ,
¢F = ¢a(Sy),Vk eTp et ¢f = 3 (¢r + 1) , Vi€ p, (4.9)

ou, dans la seconde égalité, le point G; € I'p est le milieu du segment [Sk, Sk,] C I'p.
Notons qu’il y a une légére modification dans la facon de discrétiser les conditions aux
limites dans (4.9) par rapport a ce qui avait été proposé dans [A7|. Ceci est di aux
estimations a posteriori que nous allons présenter dans le chapitre 7, pour lesquelles
nous utilisons la remarque 3.4. Les conditions aux limites de Neumann sont discrétisées
par

(VR¢);-nj=g;, Vjeln, (4.10)

ol g; est la valeur moyenne de g sur le segment A; correspondant
_ 1
| ] | Aj

Dans le cas ot I'p = (), nous ajoutons les deux équations suivantes, analogues discrétes
de (4.4) :

Y ITilel =D [Prler =0, (4.12)
7 k

et nous remarquons que grace aux définitions (4.8) et (4.11) et a la relation (4.5), nous
avons les relations de compatibilité discrétes :

T _ o P —
STINT +D 14519 = D IPIHDE + D 14519, = 0. (4.13)
i jer k jer
Remarque 4.1 Dans la pratique, il se peut que les valeurs ()7 (f)f) et g; ne vérifient
pas (4.13), par exemple par ce qu’elles ont été approchées par des formules de quadrature.
Les relations (4.13) sont pourtant indispensables a existence d’une solution lorsque
I'p = 0. En effet, il découle de la définition de la divergence discréte (formules (3.5) et
(3.6)) que
T P
STV W] =Y Bl(Vi-w)y =D 4w - 0y (4.14)
% k jer

Les équations (4.6), (4.7) et (4.10) du schéma impliquent donc (4.13). Si ces relations
ne sont pas vérifiées, il convient donc de modifier les valeurs de f, par exemple en
remplacant f par f défini par

SILIDT + Y1418 SIRIDE + Y 145
(D = (NF - = a o = e

4.1.2 Propriétés du schéma

Le lemme suivant s’obtient en constatant que le systéme linéaire associé au schéma
posséde autant d’équations que d’inconnues, puis en prouvant l'unicité grace a la formule
(4.17) ci-dessous dans laquelle on remplace f et g par 0, et 1, par ¢y, ce qui est licite
lorsque ¢4 = 0, puisqu’alors gka =0,Vk € Tpet ¢! =0,Vie 'p grace a (4.9). Ceci
permet de prouver que le gradient V¢, est nul sur chacune des cellules diamants, puis,
par (3.11) et la formule du gradient (3.9), que toutes les valeurs primales sont égales
entre elles, et que toutes les valeurs duales sont égales entre elles. Ces valeurs sont nulles
grace aux conditions aux limites de Dirichlet. Par ailleurs, si I'p = (), les relations (4.12)
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viennent compenser le fait que les équations (4.6), (4.7) et (4.10) sont liées entre elles
par les deux relations (4.14). Dans la preuve de I'injectivité, les relations (4.12) assurent
que les constantes primales et duales auxquelles sont égales toutes les valeurs primales
et duales, respectivement, sont bien nulles.

Lemme 4.1 Le schéma (4.6), (4.7), (4.9), (4.10) posséde une unique solution.

La proposition qui suit montre que le schéma DDFV peut s’interpréter sous la forme
d’un schéma de type éléments finis, dont les fonctions de base sont non-conformes. Ceci
va jouer un role important dans I’'obtention d’estimations d’erreur a priori et a posteriori,
voir les paragraphes 6.2 et 7.1.

Proposition 4.1 Soit ¢ = (¢ gbk) la solution du schéma (4.6) (4.11). Soit ¢ =
( ;r,@blf) tel que 1/1k =0,Vk € Tp et ¥l = 0,Vi € T'p. Soient ¢, et 1y, les fonc-
tions associées a ¢ et W par la définition 3.6 page 43. Soit de plus

Ui = g | X e+ Y wbelix (415)

ie[L1] ke[1,K]
Un(o) = > 1h0;(0), (4.16)
jer
ot 9iT, 9,]5 et 0; sont respectivement les fonctions caractéristiques des cellules T; et P,
et de l'aréte A; C I'. Alors, on a

> /D V- Vi) dx = /Q UL dx + / g (o) do . (4.17)

Les schémas volumes finis sont fondés sur la notion de flux aux interfaces entre les
cellules. Pour le schéma DDFV appliqué a I’équation de Laplace, ces flux sont les flux
diffusifs sur les interfaces entre les cellules primales d’une part et entre les cellules duales
d’autre part. Ceci nous améne a définir un vecteur par cellule-diamant, associé aux flux
exacts, de la facon suivante :

Définition 4.1 Soit ¢ la solution ezacte de (4.1) (4.3). Sur chaque cellule-diamant D;,
nous définissons le vecteur constant ((5¢) par les deuz produits scalaires suivants :

((5¢))j-nj = —/ VgZA)-nj df et (418)
[Aj] J 4,
(5¢3)j-(|A;-1|n;-1+|A;2\n;-2) = " Véf;‘nﬁ‘f‘/A, Vﬁf;‘nﬁdf' (4.19)
31 52

La proposition suivante est obtenue en effectuant le produit scalaire (-,-)r p des équa-
tions du schéma (4.6) et (4.7) par un ¢ = ( ;‘F,l/},f) nul sur I'p, en remplacant f par sa
deéfinition (4.8), par application de la formule de Green (continue) a f = —Aé sur chaque
cellule primale et duale et enfin par application de la formule de Green discréete (3.13) :

Proposition 4.2 La solution ¢ du systéme (4.6)-(4.11) vérifie pour tout ¢ = ( b
tel que Yy =0,VkeTp et pl =0,Vie FD,

(VP o, VEU)p = (36, VEU)p + ~ Z |A;1(VEY); - T5(dg);, (4.20)

JGFN

ot, pour tout segment frontiere Aj =[Sk, (j)Sky ()], de milieu Gy, (), nous avons posé

(dg); = / g(0)do / g(0)do.
Sk ( Gig(j)Sky(5)
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Remarquons que dans le cas particulier de conditions aux limites homogénes, cela signifie
que le gradient calculé est le gradient qui approche le mieux 5@5 (et donc le mieux les
flux numériques correspondants) dans la classe des gradients & quatre points qu'il est
possible de définir a partir de valeurs quelconques de (g7, qbf).

4.1.3 Résultats numériques

Nous donnons ici des résultats numériques obtenus pour ’équation de diffusion iso-
trope homogene (4.1). Ces résultats illustrent le bon comportement de la méthode sur
des familles de maillages particuliérement difficiles & traiter par d’autres méthodes nu-
meériques. Des résultats numériques pour I’équation de diffusion inhomogeéne et /ou ani-
sotrope sont présentés dans |[P4]. Nous effectuons, lorsque ces méthodes sont applicables,
des comparaisons avec la méthode des éléments finis P! de Lagrange et avec la méthode
de volumes finis “VF4” sur maillages admissibles avec flux a deux points (voir [52]).
Nous ne montrons ici que des résultats qui illustrent certaines propriétés de convergence
du schéma. De plus amples résultats sont donnés dans [A7]. Nous définissons deux er-
reurs en norme H& discréte, correspondant respectivement a ’analyse numérique "de
type volumes finis", basée sur (4.20) et présentée dans le paragraphe 6.1, et d’autre part
a Panalyse numérique "de type éléments finis", basée sur (4.17) et présentée dans le
paragraphe 6.2 :

5,103 |Va(6 1)

2
612DDFV7V(h) = " Z
55 10| [Va(116)

5 et
51031 [(Von); — vaB[

612DDFV7E(h) = ‘2 )

5, 1051 [V é(B))

ol HQZA) est défini par

Vie [, I+JY), )T = ¢(Gy) (4.21)

2

Vk € [17K]7 (Hé)f &(Sk) (4'22)

et ol Vgg(Bj) est la valeur du gradient de la solution exacte au barycentre de D; (noté
Bj). De plus, nous définissons une erreur en norme L? discréte par

o o 2 (S TG (MO + 54 (o — (M)
T (Cm@dn s ml e

Le premier résultat concerne la convergence sur des maillages fortement non-conformes
construits de la fagon suivante : soit 7 un entier non-nul. Nous divisons Q (le carré
unité) en (2" + 1) x (2" + 1) sous-carrés identiques. Puis, nous raffinons ce maillage de
fagon non-conforme en damier : une cellule sur deux est raffinée en 2" x 2" sous-carrés
identiques. Nous choisissons n € [1;5]y. La Figure 4.1 représente les deux premiers de
ces maillages. Bien stir, cette famille de maillages n’est pas d’un usage pratique (ni méme
recommandé!), mais cela représente selon nous un bon choix pour tester la robustesse
pratique de cette méthode sur des maillages fortement non conformes.
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(a) maillage non- (b) maillage non-
conforme, n =1 conforme, n = 2

F1G. 4.1 — Maillages non conformes raffinés localement

01r

).01

FiG. 4.2 — Convergence dans la semi-norme H{ discréte sur la famille de maillages
non-conformes

01
0.01 |

0.001 b

0.1

h

FiG. 4.3 — Convergence dans la semi-norme L? discréte sur la famille de maillages non-
conformes

La semi-norme H' de I'erreur, el(h), est représentée en échelle log sur la Figure
4.2, tout comme une droite de référence de pente un. La norme L? discréte de I’erreur,
e0(h), est représentée sur la Figure 4.3, tout comme une droite de référence de pente
deux. Nous observons, sur cette famille de maillages non-conformes, une convergence
d’ordre un dans la norme H{ discréte et une convergence a I'ordre deux dans la norme
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(a) maillage de triangles apla- (b) maillage de triangles apla-
tis, n =1 tis, n = 2

F1G. 4.4 — Maillages de triangles aplatis

L? discréte. Ce qu’il est important de noter dans ce test, c’est que cette famille de
maillage respecte le critére d’angle de I'hypotheése 6.1 page 70 (avec § = 7*/4), et ceci
quelque soit le niveau de raffinement n. Ceci assure la convergence du schéma & 'ordre
h, voir Théoréme 6.1, ce qui est parfaitement illustré dans les cas-tests numériques par
le fait que 'ordre de convergence ne se dégrade pas avec le raffinement.

Le second test est effectué sur des maillages de triangles de plus en plus plats,
construits de la fagon suivante : soit n un entier non nul. Nous divisons €2 en 4™ bandes
horizontales de la méme hauteur, et nous divisons chacune de ces bandes en triangles
semblables (exceptés ceux situés aux extrémités) de telle sorte qu’il y ait 2™ bases de
ces triangles dans la largeur d’une bande, et nous choisissons n € [1;6]y. La figure 4.4
représente les deux premiers maillages de cette famille. Le pas du maillage est h =
1/2™ et le plus grand angle 6, aux sommets des triangles est tel que tan (6,,/2) =
271 Les erreurs numérique en norme H{ et L? discrétes sont présentées en échelle
logarithmique respectivement sur les Figures 4.5 et 4.6. Sur la Figure 4.5, nous avons
aussi tracé la courbe h/ sin 6, (nommée “P1 theor”) qui correspond a la borne supérieure
(2 une constante multiplicative prés) des estimations d’erreur obtenues dans [75] pour la
méthode des éléments finis de Lagrange P!. Cette courbe reproduit le comportement de
I’erreur observée lorsque I'on résout ce probléme par cette méthode (courbe “P17) : ces
deux courbes sont quasiment paralléles. Nous avons aussi tracé une droite de pente 0.5,
a laquelle elppry_y est paralléle, et une droite de pente 1.5 & laquelle elppry_E
est paralléle. Enfin, nous avons aussi tracé la courbe “VF4” qui correspond aux erreurs
observées lorsque 'on applique ’extension a des maillages triangulaires ne satisfaisant
pas la condition de Delaunay du schéma proposé dans [52] (extension proposée dans [14]).
Pour ce type de maillages, les cellules diamants sont de plusieurs sortes, selon qu’elles
sont associées a des arétes internes (voir Figure 4.7), ou qu’elles ont un sommet sur la
frontiére (Figure 4.8). Sur la Figure 4.7, la cellule associée a 'aréte horizontale posséde
des diagonales orthogonales entre elles, (n; - n;- = 0); elle vérifie donc les hypotheéses
géométriques énoncées plus bas pour la convergence, hypothéses 6.1 et 6.2 page 70. En
ce qui concerne la cellule-diamant associée au coté oblique, le découpage en (Dj 1, Dj2)
donne un angle maximum 71 = 73 qui tend vers 3, ce qui implique que cette cellule vérifie
I'hypothése 6.2 bien que l'angle entre ses diagonales tende vers 0. Sur la Figure 4.8, les
cellules associées aux arétes horizontales et verticales vérifient également ’hypothése 6.2.
En revanche, la cellule-diamant associée au coté oblique est telle que sinT ~ 3/2" et
sintg ~ 5/2". Ces deux angles tendent donc vers 7 lorsque n croit, et cette cellule-
diamant ne vérifie donc pas I’hypothése 6.2, mais nous avons tout de méme h/sin o < C,
avec une constante C' qui ne dépend pas du maillage. Comme 'union de ces cellules est
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FiG. 4.6 Convergence en norme L? discréte sur la famille de maillages triangulaires
dégénérés

de taille Ch, il est possible de montrer que I’erreur en norme H& discréte elppry_v
est d’ordre 0.5, ce qui correspond a ’observation de la Figure 4.5. En revanche, ’ordre
1.5 pour elppry_g, obtenu en raison des cellules diamants qui sont presque toutes des
parallélogrammes (voir les résultats de superconvergence dans la section 6.4) montrent
que 'hypothése 6.2 n’est pas une condition nécessaire de convergence de cette norme
discréte. En ce qui concerne le schéma VF4, nous remarquons sa non-convergence. Ceci
peut étre expliqué par le fait que, lorsque 'on passe d'un niveau de raffinement n au
niveau n + 1, la distance |A;| entre les centres des cercles circonscrits de deux triangles

voisins reste approximativement constante en raison de la dégénérescence des mailles.
)= Bin(s)
]I
sur la Figure 4.6 une convergence a l’ordre deux de la méthode proposée en norme L2
discréte.

. . Py
De la sorte, la différence finie ne converge jamais vers ng n. Nous observons
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Fiag. 4.8 Cellules-diamants proches du bord, associées aux maillages dégénérés

4.2 Systéme de 1’électrostatique et de la magnétostatique
(probléme “div-rot”)

Nous nous intéressons a 'approximation du probléme continu suivant : étant donnés
firs g, et (kg)gen,q) € R¥, trouver u tel que

V-a=f dans Q,

Vxu=r dans Q, (4.23)

Une condition nécessaire pour l'existence d’une solution a (4.23) est donnée par la
formule :

| rexiax= [ ate) de. (4.24)

4.2.1 Discrétisation

Nous choisissons de discrétiser la solution de ce probléme par un champ de vecteur
discret (u;);e, ) défini par ses valeurs sur les cellules-diamants du maillage. En utilisant
les opérateurs différentiels définis dans la section 3.2, et en suivant [66], nous écrivons
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les équations discrétes suivantes :

(Vi-w), = (Hf, Vie[LI], (4.25)

(Vi -u), = (Hr, Vke[l,K], (4.26)

(Vi xu), = (], Vie[LI], (4.27)

(Vi xu), = (Mf, Vk¢r, (4.28)

u;-n; = g;, Vjel, (4.29)

(w-7,0)r,n = kg VYgel[l,Q], (4.30)
DOIR (VExuwe = > IR (PF, Yee[1,Q], (4.31)

ker, kel

ou nous avons utilisé les définitions (4.8), (4.11) et

(7] = |712,‘/T_7~(x) dx Vie,I] , F= ﬁ ; r(x)dx Vke[1,K[4.32)

4.2.2 Schémas équivalents pour les potentiels

Nous utilisons la décomposition de Hodge discrete de (uj);eqr,s (Théoréme 3.1
page 45), les propriétés des opérateurs (3.15), (3.16) et (3.18) et la remarque 3.4 page 44,
pour montrer que le probléme (4.25)—(4.31) peut étre décomposé en deux sous problémes
indépendants pour les potentiels

Proposition 4.3 Le probléme (4.25) (4.31) se scinde en deux sous-problémes :
Trowver (9] , 97, )1, 147 e, K] tel que

(Vi-VEe) = (i, VielLI], (4.33)
(Vi Vo = (i, ke[l K], (4.34)
(Vio)j-m; = g;, VieT, (4.35)
D ITel = ) |Rey =0, (4.36)
iG[l,I} kE[LK}
et trouver (1/1iT,1/1,15)2-6[1J+Jr],k€[17m et (cg, ci)qE[I,Q] tels que
—(Vi- VR = (PF, Vker, (4.38)
(Vi -nr,n = —kgy VYae[LQ], (4.39)
=SB (VPP = SR (BF, Yae,ql, (4.40)
kel kel
Yl =P = 0, Viely, VkeTy, (4.41)
Vge[LQ], v = c ,Viel,, (4.42)
Vge[1,Q], vf = ¢, Vkel,. (4.43)
Le vecteur u est alors reconstruit par
w; = (V79); + (V3 x¢);, Vi€ [L,J]. (4.44)
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4.2.3 Existence et unicité

Lemme 4.2 Les probléemes (4.33)—(4.36) d’une part et (4.37)-(4.43) d’autre part ont
chacun une solution unique.

Pour ce qui est de (4.33)—(4.36), la preuve en est donnée par le lemme 4.1 sous la
condition (voir la remarque 4.1 & ce sujet) :

DUATINT =Y PDE =D 14419

i k jer

Pour ce qui est de (4.37)—(4.43), nous constatons tout d’abord que ce systéme compte
I+ K 4+ JU + 2Q équations et autant d’inconnues. Nous définissons ensuite Iespace
suivant, dans lequel la solution ) est cherchée :

Définition 4.2
Vb = {(w;f,wfi) eRMH xRE /T =¢P =0VieTy VkeTly et
El(cgwcgw e (R?)? t.q. QpiT :c£¢Vi ely, et 1/)]1; :Cé”d)v]g €T, Vqe [LQ]} )

Nous avons la proposition suivante :

Proposition 4.4 La fonction 1, associée a la solution (wZT,w,f) € Vp des équations
(4.37)—(4.43) vérifie la formulation variationnelle équivalente : trouver 1y, associée a
un élément (Q/JZT,w,]:) de Vp, telle que pour toute fonction Wy associée a un élément
quelcongue (\IJ?,\IJf) de Vp, on ait

cT\I, + cP\I,
E / Vl/}h'v\llhdx:/r\ll}';(x)dx — E kq % . (4.45)
~ JD; 0
J J

q€(1,Q]

Lorsque les données 7 et (kg)qe(1,q) sont nulles, prendre ¥ = ¢ dans cette formulation
assure la nullité de Vi, puis de ¢ lui-méme grace aux conditions aux limites (4.41)
sur I'g, et enfin celle des ¢, par les conditions aux limites sur I'y, données par (4.42) et
(4.43).

4.2.4 Conditions limites sur la composante tangentielle du champ

Nous nous intéressons au probléme : soient f, r, g et (kq)qe[l,Q} € R donnés, trouver
u tel que :
V-a=f dans Q,
Vxu=r dans Q,
a-7=g sur I',

frqﬁ-n:kq, Vg € [1,Q] .

avec la condition : [, 7(x)dx = [ g(§) d€. Nous écrivons les équations discrétes :

' (Vi -w), = (N, VielL],
(Vi -u), = (Nf, Vk¢r,
(Vixw), = @, vie[l],
(Vh xu), = ("f, Vkell,K], (4.46)
u; - T; = gj, VjEF,
(u'nvl)rq,h = kqa vqe[l?Q]a
kaqu‘Pﬂ (Vi -y = > _ker, | Pxl fF vaell,qQl.
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error —o—
slope=2/3 -+
01 1

e(h)

0.01 —+ ‘
0.01 0.1

FiGg. 4.9 Maillages uniformes d’'un domaine non-convexe et erreurs associées

L’existence et 'unicité pour (4.46) sont prouvées de la méme facon que pour (4.25)
(4.31), la principale différence étant que 1’on utilise la décomposition de Hodge men-
tionnée dans la remarque 3.5, qui nous permet en outre de prouver que ce probléme se
découple en deux sous-problémes

Proposition 4.5 Le Probléme (4.46) est équivalent aur deux sous-problémes :
Trouver (¢7 , 9}, )ie[1. 147 kel1 K] el que

~(VE.vPe), = (»F, vie[l,I],
_(v}]:v}?(b)k = ('F)kpv Vk € [17K]7
—(Vi)¢)j-n; = g, VYjelJ-J +1,J],
Sienn | Tilel = Yy |1Prlok =0

et trouver (%-T,w;f)ie[LI-erLke[LK} et (ch, céj)qe[LQ] € R? tels que

( (VE-VvPv) = (HT, Yie[,I],
(VE-VPY) = (HF, Veke[l,K-J'7,
(VhD¢.n,1)pq = kg VgE[1,Q],

ZkEFq |Pe| (VE -V = Zkepq Pl (/)P Vvge[1,Q],
Yl =oF = 0, VieTy, VkeTy,
Ve [1,Q], ¥ = C?TD,ViGFq,
Ve [LQl, vf = ¢  VkeT,

Le vecteur u est alors reconstruit par

uj = (V¥); + (V5 x ¢);¥j € [1,J] .

4.2.5 Résultats numériques

Puisque le probléme “div-rot” se découple en deux résolutions de Laplacien, les résul-
tats numériques obtenus sont tout a fait comparables & ceux obtenus dans le paragraphe
4.1.3. Le seul test complémentaire que nous souhaitons présenter est un cas pour lequel
I'un des potentiels exacts ¢ ou 1) associé a la solution exacte n’est pas dans H?(2), afin
d’étudier 'influence de la perte de régularité sur la convergence de la méthode DDFV
lorsque le maillage est raffiné. En effet, sous I’hypothése que les potentiels exacts sont
dans H?(f2), nous verrons dans le chapitre 6 que nous pouvons prouver la convergence de
u a ’ordre un vers u. Toutefois, lorsque le domaine de calcul présente des coins rentrants,
il est bien connu que la solution exacte @ n’est plus dans H'(£2), mais dans H*(£2), avec
un exposant s < 1 dépendant des angles des coins rentrants. Nous considérons donc le
domaine =] —1/2;1/2[2\]0; 1/2[% et les données et conditions aux limites sont choisies
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de telle sorte que la solution analytique @, exprimée en coordonnées polaires centrées
sur (0,0), est donnée par

a(r,0) = v(r?/? cos(%G)) ,

c’est-a-dire que gg(r, ) = r2/3 cos(%G) et 1) = 0. Nous avons alors ¢ qui n’est donc
plus dans H2(Q) mais dans H'*%(Q) avec s < 2/3. Nous résolvons numériquement
le probléme "div-rot" sur une famille de cinq maillages raffinés de fagon réguliére; les
deux premiers de ces maillages sont représentés a gauche et au centre de la Figure 4.9,
alors que la courbe d’erreur (entre 1 et (u;);) en norme L? discréte correspondante est
représentée sur la droite de cette méme Figure, avec une droite de référence de pente 2/3.
L’ordre de convergence semble donc étre de 2/3 dans ce cas, comme celui obtenu dans
[18]. Nous verrons dans le chapitre 7 une technique d’analyse a posteriori permettant
de raffiner de facon efficace autour de la singularité géométrique et de retrouver ainsi
l'ordre de convergence optimal du schéma vis-4-vis du nombre d’inconnues.
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Chapitre 5

Application a la discrétisation des
équations de Maxwell

Nous résumons ici Uarticle [A5|. Les équations de Maxwell ont déja été présentées
dans le chapitre 1. Elles décrivent les variations spatio-temporelles d’'un champ élec-
trique (Ey, By, E.), d'un courant de déplacement (D, Dy, D), d'un champ magnétique
(Hy, Hy, H,) et d’'une induction magnétique (B, By, B;) sous 'action d’une densité de
courant électrique (jgz, jy,jz), de lois constitutives D = ¢E et B = pH, et des condi-
tions aux limites lorsque le domaine considéré posséde une frontiére. Il est bien connu
qu’en deux dimensions d’espace, c’est-a-dire lorsque ’on suppose l'invariance par rap-
port & 'une des coordonnées, par exemple ici la coordonnée z, le systéme de Maxwell se
découple en deux sous-systémes indépendants, dits “Transverse Electrique” (mode TE)
liant E := (E,, Ey), D := (D,,Dy), H := H,, B := B, et j := (ja,jy), d'une part, et
“Transverse Magnétique” (mode TM), liant E,, D,, H := (H,, H,), B := (B, By) et j.
d’autre part. Nous considérons les équations suivantes, correspondant au mode TE (le
mode TM peut étre traité numériquement de fagon analogue) :

0B
— 1
5 tVXE 0, (5.1)
0D
—_— = H = —j 5.2
i i (5.2)
V-D = p. (5.3)

Pour simplifier la présentation, nous nous plagons dans le cas ou les coefficients € et pu
sont constants en espace et en temps et nous posons = (Elu)’l. Le cas de coefficients
variables (en particulier, le cas de coefficients discontinus) a été traité dans [A5] et
nous présenterons ici un test numérique avec coefficients discontinus. Les conditions
aux limites que nous considérons sont de deux types :

B = by sur I'p et (5.4)
E-7—aB = wug sur 'y, (5.5)

avec a > 0. Notons que dans le cas a = 0 et ug = 0, nous retrouvons les conditions de
conducteur parfait, et dans le cas a = ¢ et ug = 0, nous retrouvons les conditions de
Silver-Miiller. Si by = 0 sur I'p, nous avons une condition dite de mur magnétique.

5.1 Ecriture du schéma

Les équations (5.1) (5.2) sont approchées en utilisant les opérateurs différentiels
discrets de la partie 3.2, et un schéma saute-mouton en temps : a partir des valeurs de



Chapitre 5. Application a la discrétisation des équations de Maxwell

B" = (BH)™,(BF)™), des valeurs de E"~1/2 = (E?_l/Q) et de valeurs ji approchant j
sur les cellules diamants au pas de temps n, nous calculons les valeurs des champs au
pas de temps suivant par les formules

n n— n At.n .
EY? = BV 2A(VP x B )i — 3 i (5.6)
(B = (B — At(V] x EMHY2), | Vi, (5.7)
(B = (BEY' = At(VE x E"PY2), Yk ¢ Tp. (5.8)

Considérons le role joué par les conditions aux limites. La discrétisation de (5.4) est
donnée simplement par
(BE)™ = ba(Sk, "), WSy € Tp , (BI)™™ = S[(Bi)" ™ + (B,)""], VG € Tp,
(5.9)
ot, dans la seconde égalité, le point G; € I'p est le milieu du segment [Sy, Si,] C I'p,
et il est alors normal que les égalités (5.8) ne soient écrites que pour les cellules duales
qui ne sont pas sur cette frontiére. Quant a la valeur de (BiT)"Jrl7 lorsque G; € 'y est
le milieu de l'aréte frontiére Aj(;), nous la choisissons de telle sorte que I'équation

N =

L nt3/2 n+1/2 PN+l +1
§(Ej(i) +E;; )T — aB;l(i) = ug(G;, t"), (5.10)
soit vérifiée (rappelons que la trace Bj(i) de B est définie par (3.4) page 42), ce qui,
compte tenu de (5.6) écrit au temps n + 3/2, revient a écrire

At op Antl +1/2 At
Il est aisé de vérifier que dans (5.11), la seule inconnue est bien (BI)"™! puisque les
valeurs dans le membre de droite sont données, en ce qui concerne ug et j, ou viennent

d’étre calculées par (5.6) pour ce qui concerne E?(Jg)lﬂ, et que les autres valeurs de B™*!

qui interviennent dans les définitions de (V£ x Bt ) et de B%F)l viennent elles aussi
d’étre calculées, par (5.7), (5.8) et (5.9). Par ailleurs, compte tenu de I’expression du
rotationnel discret (3.10) page 43 et du fait que i = i2(j(¢)) pour ¢ € I', le coefficient
multiplicatif de (BI)"*! dans I'équation (5.11) est strictement négatif lorsque o > 0,
ce qui assure que cette équation est bien posée.

5.2 Propriétés du schéma

Nous énoncons les principales propriétés de cette discrétisation :

Proposition 5.1 Dans le cas ou les maillages sont mutuellement orthogonauz, (voir
Remarque 3.2), le schéma (5.6)—(5.11) se découple en deux sous-schémas de type covo-
lume indépendants. Dans le cas de maillages cartésiens, nous obtenons deux schémas de
Yee, l'un sur le maillage primal, et 'autre sur le maillage dual.

Proposition 5.2 Si les conditions initiales (n = 0) vérifient les lois de Gauss discrétes
c (V{ ) En+1/2>

e (VE-ETZ) = () vk ¢ Do, (5.13)

(o] )"/, i, (5.12)

3
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ou ((pF)"+1/2 (pP\r+1/2)) sont des approzimations adéquates de p sur les mailles pri-
males et duales a Uinstant t"11/2, et si les densités de charge et de courant vérifient les
équations de conservation de la charge discrétes suivantes

(pD) 12 = (pI'yn =12 — AKVT -5, Vi (5.14)
(P2 = (pp)" V2 — AH(VE i), VE ¢ T, (5.15)

pour tout n € N, alors le schéma préserve les lois de Gauss discrétes (5.12) et (5.13)
pour tout n € N.

Proposition 5.3 Soient p(x,t) et j(x,t) des fonctions données vérifiant la loi de con-
servation de la charge continue. Définissons

1 1
(pF )" /% = \T_|/T p(x, "2 ax  (phynt? = B ) p(x, t"1/2) dx
? i
) (5.16)
1 gn+1/2
jj ony = t) - n; do dt 5.17
J] n] At |A | i 12 / G n] g ( )
i (A 0y + [A5n),)
1 tn+l/2
Kt/ [/ J(J7 ) 1d0’—|—/ .](07 ) QdU] dt. (518)
tn71/2 / A;2

Ces quantités vérifient les équations de conservation de la charge discrétes (5.14) et

(5.15) pour k ¢ T'.

Corollaire 5.1 Si ((pl)"+1/2, (pF )" 1/2) et J}j sont calculés via (5.16) (5.18), alors la
loi de Gauss discréte (5.12) (5.13) est vérifiée pour tout n si elle l’est a n = 0, pour
k¢T.

Dans ce qui suit, nous supposons que p =0, j=0, bg =0 et ug = 0.

Proposition 5.4 L’énergie électromagnétique discréte suivante est conservée ou dé-
croissante :

1 1
=5 (B2 4 (B B ). (5.19)

La preuve de cette proposition est fondée sur la formule de Green discréte et sur ’ex-
pression du schéma, qui permettent d’écrire

1 -~
(B} —E{ ) = —At- (B, (B"H/2 + E'12) ).
o

Le membre de droite de 1’égalité précédente dépend des conditions aux limites données
plus haut. Dans le cas du mur magnétique, (5.9), alors B™ est nul puisque by = 0, et
I’énergie est constante. Dans le cas (5.10), alors nous avons

(Bn’ (En+1/2 + En71/2) . T)F,h — 2a(én7 Bn)FN,in

ce qui prouve le résultat puisque a > 0. En particulier, dans le cas du conducteur
parfait, I’énergie est conservée, et dans le cas des conditions absorbantes de Silver-
Miiller, I'énergie est décroissante.
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Remarque 5.1 Le méme résultat de non-croissance de l’énergie peut étre obtenu pour
I’énergie

1 _ 1
n_ s <E(En 12 gntl/2y ;HBnH%’,P> ' (5.20)

Puisque I'énergie discrete E (avec ¢ = 1 ou i = 2) ne croit pas, il suffit de prouver
que c¢’est une forme quadratique définitive positive en les variables E"1/2 et B™ pour
prouver la stabilité du schéma. En effet, cela prouve qu’il existe une constante C, telle
que pour tout n € N

1721 4 1B < C [EF] < Ca|E1). (5.21)

Cette approche énergétique a été utilisée, dans le contexte des équations de Maxwell,
par exemple dans [55]. Pour passer de (5.19) ou (5.20) a (5.21), il suffit d’utiliser la dé-
finition du schéma et de majorer ensuite les normes des rotationnels par les normes des
champs, en fonction de leurs expressions données dans le paragraphe 3.2. Travailler avec
E; permet d’obtenir la stabilité sous une condition de type CFL faisant intervenir la
géométrie des cellules primales et duales; travailler avec Eo fait intervenir la géométrie
des cellules diamants. Les expressions de ces deux conditions de stabilité sont relative-
ment difficiles & interpréter et ne sont donc pas données ici. Toutefois, il est important
de noter que lorsque le maillage est constitué de cellules carrfe/e_s de taille h, on retrouve
h2

3.

la condition de stabilité du schéma de Yee, a savoir cAt <

5.3 Reésultats numériques

Nous considérons € = [0,1]? et les équations (5.1) et (5.2). Pour k = £ = 2, nous

définissons la pulsation :
k24 2\ 2
e

et la permittivité et la perméabilité :

e=¢e9g , pH= po st x<0.5

1
=2 |, u:§u0 si x> 0.5.

Nous avons choisi € et p de telle sorte que la vitesse de la lumiére soit la méme dans
chacun des deux domaines, ceci uniquement dans le but d’avoir une solution analytique
simple. D’autres valeurs arbitraires de € et p pourraient bien stir étre choisies. Les
conditions initiales sont :

BY = uH® = cos(wkx) cos(nly) si x < 0.5,
1
BY = pH° = 5 cos(mkx) cos(mly) si x> 0.5,

D’ = ¢E’ =0,

a=0, wug=0 (conditions limites de conducteur parfait)
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et la solution de (5.1) et (5.2) est :

B =uH = cos(mkx) cos(mly) cos(wt) si x < 0.5,
1 .
B=uH = 3 cos(mkx) cos(mly) cos(wt) si x> 0.5,
I . .
D, =¢E, = ——— cos(mkx) sin(wly) sin(wt),
How
km . .
D, =¢E, = ——sin(mkx) cos(mly) sin(wt).
How

Nous testons le schéma proposé sur huit familles de maillage respectant la frontiére
(x = 0.5) entre les deux domaines (voir Fig. 5.1). Nous avons choisi les centres de gravité
comme points de controle dans les mailles primales convexes, et le point milieu de la
diagonale intérieure pour les quadrilatéres non-convexes. Ces familles de maillages sont :

1. Maillages de carrés.
2. Maillages de rectangles non-conformes.

3. Maillages de quadrilatéres déformés (le raffinement est obtenu en découpant cha-
que quadrilatére en quatre en joignant les milieux des cotés opposeés).

4. Maillages de triangles déformés obtenus en divisant les quadrangles des maillages
précédents en quatre triangles en joignant les sommets opposés.

5. Maillages de triangles rectangles.

6. Maillages de quadrangles déformés aléatoirement (les sommets internes du mail-
lage sont déplacés aléatoirement). Notons que ces maillages peuvent contenir des
cellules non-convexes.

7. Maillages de triangles déformés aléatoirement (les sommets internes du maillage
sont déplacés aléatoirement).

8. Maillages de quadrilatéres fortement non-convexes, construits de telle sorte que
le centre (z,y) de chaque motif de quatre carrés est remplacé par (x + Az(1l +
cosf),y+Ay(1+sinf)), Az = Ay étant la longueur des carrés initiaux et § = 7 /4.

Nous avons choisi le temps final 7" comme étant égal a 20 périodes de 'onde :

2
T =20 x 25 ~ 4.71734 x 10~ 5 s.
w

Les erreurs relatives moyennes sur la derniére période de la simulation sont données
en norme L? discréte dans les tableaux 5.1 et 5.2 pour le champ magnétique H (des
comportement similaires ont été obtenus pour le champD). Les commentaires suivants
peuvent étre faits : Il est prouvé dans la theése de Siham Layouni [78]| que, sous réserve
de I'uniformité par rapport a h de la constante Cj, dans (5.21) et sous réserve d'une cer-
taine régularité des solutions exactes des équations de Maxwell, la norme L? de 'erreur
au temps final de la simulation peut étre bornée par un terme qui se comporte comme
C(0*)h*, ou h est le pas d’espace du maillage et 6* I'angle minimal entre les diagonales
des cellules diamants (voir Figure 6.2). Lorsque 6* tend vers 0, c’est-a-dire lorsque le
maillage est tres déformé, C'(0*) tend vers 400, dans les autres cas il reste borné. 11
est prouvé dans la thése de Siham Layouni [78] que l'ordre de convergence « est au
moins 1 pour des maillages généraux et au moins 1.5 si les maillages sont plus réguliers
ou tendent a étre plus réguliers lorsqu’ils sont raffinés. Ici, plus régulier signifie que les
cellules-diamants sont presque toutes des parallélogrammes (un phénomeéne identique se
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10 ! 10
0.9 } 0.5
0.8 0.8
0.7 0.7
0.6 0.6
0.5 0.5
0.4 0.4
0.3 0.3
0.2 0.2
0.t 014
0.0 0.0 DARSL SRR SARSY SAMASRA AARSE
0.0 0.1 0.z 0.5 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.3 1.0
10 10
0.5 E 0.5 E
0.8 E 0.8 E
0.7 - 0.7 L
0.6 E 0.6 E
0.5 - 0.5 H
0.4+ F 0.4 L
0.3 E 0.3 L
0.2 - 0.2
0.1 - 0.t
0.0 0.0+ 1 f T
0.0 0.1 0.z 0.5 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 0.0 0.1 0.z 0.5 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
10 10
0.9 0.5 3 £
0.8 0.8 £
0.7 074 E
0.6 0.6 £
0.5 0.5 £
0.4 044 E
0.3 0.3
0.2 0.2 £
o1 014 P
0.0 0.0 ey LJAAMARAM AARS
0.0 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.5 1.0 0.0 0.1 0.z 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.5 1.0

" A A A
3 4 T
. ] ] 7 7
3 7 7

frr Ty Y
0.0 0.4 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

FiGg. 5.1 Maillages grossiers du carré unité.

Mémoire d’habilitation & diriger des recherches Pascal Omnes 63



Chapitre 5. Application a la discrétisation des équations de Maxwell

produit pour ’analyse numérique du schéma DDFV appliqué a I'équation de Laplace,
voir paragraphe 6.4) et lorsque les sommets S; du maillage primal sont les centres de
gravité de leurs cellules duales associées Pg. Ces résultats théoriques sont vraisembla-
blement sous-optimaux a la vue des résultats numériques présentés ici, qui semblent
indiquer une convergence a l'ordre deux; toutefois, ils nous aident & comprendre la
convergence irréguliére sur les maillages quadrangulaires et triangulaires déformés aléa-
toirement. Puisque ces familles de maillages connaissent de grandes variations de leurs
angles 6 définis ci-dessus, ceci implique de large variations dans la fonction C'(), puisque
celle-ci est singuliére en 0.

R~ | carrés ordre | rectangles ordre | quadrangles | ordre | triangles ordre
non-conformes déformés déformés
€h,2 €h,2 €h,2 €h,2
10 9.66x 107! 1.52x 107 1.43x10°
20 2.58x107% | 1.90 | 6.00x1071 1.34 | 1.23x10° 0.22 1.51x10°
40 6.36x1072 | 2.02 1.51x 1071 1.98 | 3.39x107! 1.86 | 5.16x107! | 1.55
80 1.47%x1072 | 2.11 | 3.65x1072 2.05 | 829x107%2 | 2.03 | 1.28x107! | 2.01
160 | 2.44%x107% | 2.57 | 7.90x1073 220 | 1.94x1072 | 2.09 | 3.06x1072% | 2.06
320 | 5.95x107* | 2.05 | 7.66x10~* 336 | 3.66x107% | 2.40 | 6.45x1072% | 2.25
€h,0c0 €h,c0 €h,0c0 €h,0c0
10 8.56x107 ! 1.66 x 107 2.07x10°
20 2.28x107% | 1.90 | 5.70x1071 1.54 | 1.35x10° 0.22 1.69x 10°
40 5.66x1072 | 2.01 1.43x107 1 1.99 | 3.63x107! 1.86 | 5.14x107!' | 1.71
80 1.31x1072 | 2.11 | 3.43x1072 2.05 | 893x107%2 | 2.03 | 1.27x107! | 2.01
160 | 2.23x107% | 2.55 | 7.48%x1073 220 | 2.12x107% | 2.09 | 3.07x1072% | 2.04
320 | 5.40x107* | 2.04 | 8.21x10~* 319 | 428x107% | 240 | 6.69x1072 | 2.20

TAB. 5.1 Erreurs relatives pour le champ magnétique H.

h=1 | triangles ordre | quadrilatéres | ordre | triangles ordre | quadrilatéres | ordre
rectangles aléatoires aléatoires non-convexes
€h,2 €h,2 €h,2 €h,2

10 1.17 x 10°

20 | 7.63x 107" 2.82x 107" | 2.06 | 1.06 x 10° 1.33 x 10°

40 2.05 x1071 | 1.89 | 8.13 x 1072 1.79 | 2.01 x 107t | 2.39 1.01 x 10° 0.39
80 5.05 x 1072 | 2.02 1.06 x 1072 294 | 9.71x1072 | 1.05 | 2.70 x 107! 1.90
160 | 1.16 x 1072 | 2.12 | 9.92 x 1073 0.09 | 225x1072 | 2.11 | 6.63x 1072 2.03
320 | 1.98 x 1072 | 2.54 | 1.15 x 1073 311 | 6.24 x 1073 | 1.85 1.53 x 1072 2.11

€h,c0 €h,c0 €h,o00 €h,00
10 1.14 x 10°
20 9.12 x 1071 2.76 x 107! 2.05 | 1.29 x 10° 1.63 x 10°

40 242 x 107! | 1.91 7.90 x 1072 1.84 | 250 x 107t | 2.37 | 1.07 x 10° 0.60
80 5.96 x 1072 | 2.02 1.22 x 1072 2.69 1.06 x 107 | 1.23 | 2.82 x 107! 1.92
160 | 1.38 x 1072 | 2.10 | 9.83 x 1073 0.31 | 267x1072 | 1.98 | 6.95 x 1072 2.02
320 | 242 x 1072 | 2.52 1.97 x 1073 232 | 9.01x107% | 1.57 | 1.64 x 1072 2.08

TAB. 5.2 — Erreurs relatives pour le champ magnétique H.

La Figure. 5.2 représente le champ magnétique H = H(T) pour les huit maillages
de la Figure. 5.1 raffinés de telle sorte qu’ils possédent 80 x 80 cellules. Les légéres
oscillations que 1’on peut observer sur certains maillages sont un effet de l'outil de
visualisation dii aux maillages déformés sur lesquels sont représentées les solutions (le
méme phénoméne est observé avec la solution analytique).
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Chapitre 5. Application a la discrétisation des équations de Maxwell

Le second test illustre le comportement du schéma lorsque les solutions présentent
de forts gradients et que les maillages sont trés déformés. Nous choisissons Q = [—1,1]2.
Soit r = (22 + yQ)%., ro = 0.25 et F(r) la fonction telle que F(r) = 1si r < rg et
F(r)=0sir > r. Soit également :

w:c7r(k:2+€2)%.

Les conditions initiales, les conditions limites et la densité de courant j sont choisis de
telle sorte que la solution exacte de (5.1) et (5.2) est donnée par

( 462 7‘2 7‘4 o ?“4 o ?”27‘2 7‘2
B = <cos(7rk:x) cos(mly) + el 0(o o) exp (— 5 > F(r)) cos(wt),

(r3 —r2)* rg —r?
/¢ 2 2 2
E,=¢ <—§ cos(mkz) sin(mly) — ;(70(2)7;07’712)2 exp (— rgr— r2) F(r)) sin(wt),

2
E,=¢ ( I%T sin(rkx) cos(mly) + %(7”(2)70_073:”2)2 exp <—T(2]T_ r2> F(r)) sin(wt),
Notons que ces fonctions présentent un pic trés fort au centre de 2. Nous considérons
w=[—1/4,1/4]* et Q\w est maillé de facon uniforme avec des carrés de taille h, tandis
que w est maillé de fagon uniforme avec des carrés de taille hg = h/2P. Nous choisissons
p = 2 (soit h/hg = 4) et faisons tendre h et hy conjointement vers zéro. La Figure 5.3
indique que le schéma semble étre d’ordre deux pour de tels maillages.
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Fic. 5.3 Convergence de la norme L? discréte (en haut : E, en bas : B).
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Perspectives

Comme nous l'avons indiqué dans l'introduction générale de ce document, 'origine
des schémas en dualité discréte tient a une étude que nous avions menée sur le probleme
de Stokes. 11 était donc naturel de s’intéresser a cette application. Nous ne 1’avons pas
fait dans ce document, mais le lecteur pourra consulter la thése de Sarah Delcourte [41],
avec qui nous finalisons deux contributions. L’une concerne la résolution numérique
du probléme de Stokes avec conditions aux limites "non-standards" (on se donne par
exemple la composante normale de la vitesse et la pression sur la frontiére), pour lequel
la formulation vitesse - tourbillon - pression est particuliérement adaptée [45, 46, 103].
L’autre concerne la résolution de ce méme probléme de Stokes, mais avec des conditions
aux limites "standards" (c’est-a-dire de Dirichlet sur la frontiére), pour lequel la formu-
lation vitesse - pression est la mieux adaptée. Cette distinction entre différentes formes
de conditions aux limites est fondamentale, car, dans le premier cas, nous sommes dans
une application quasi-immeédiate de la décomposition de Hodge (paragraphe 3.3.3 page
44) et de la résolution du probléme div-rot (section 4.2 page 53), ce qui revient & ré-
soudre quatre équation de Laplace, tandis que dans 'autre cas, nous sommes ramenés
a la résolution d'un bi-laplacien.

Par ailleurs, un autre aspect concernant le probléme de Stokes est & mentionner et
concerne le choix de localisation des inconnues du probléme discret. Le choix réalisé
dans les travaux menés par Sarah Delcourte [41] est de discrétiser les inconnues de
vitesse du probléme de Stokes sur les arétes (cellules-diamants), et les inconnues de
pression et de tourbillon aux centres et aux sommets du maillage (mailles primales et
duales). Cependant, un deuxiéme choix, "dual", est possible : localiser les inconnues
de vitesse sur les mailles primales et duales, et les inconnues de pression sur les arétes
(cellules diamants). La discrétisation du Laplacien de vitesse ne pose pas de probléme
supplémentaire par rapport & celle d’'un champ scalaire, tandis que le gradient de pression
et la divergence de la vitesse sont définis en dualité discréte. Cependant, dans ce cas,
nous ne savons montrer de condition inf-sup discréte que sur des maillages dont les
cellules primales sont des triangles, sans pouvoir toutefois en montrer I'uniformité vis-
a-vis du maillage [41]. Ce probléme a été surmonté par Stella Krell [71, 72| qui propose
une formulation ou 1’on stabilise la condition d’incompressibilité par un Laplacien de
pression, comme dans les travaux de Pitkdranta-Brezzi [20]. Il conviendrait d’effectuer
une comparaison des deux choix possibles de localisation des inconnues, a la fois sur le
plan théorique, mais également en termes de précision numérique.

Un aspect & explorer plus avant est I'utilisation que 1’on peut faire de la décompo-
sition de Hodge discréte : cette décomposition permet par exemple de filtrer la partie
irrotationnelle de la partie solénoidale d’'un champ de vecteurs défini aux arétes. Cela
peut avoir de nombreuses applications potentielles, et nous pensons en particulier aux
méthodes numériques qui nécessitent I’emploi de vitesses & divergence nulle ; un premier
travail pourrait étre d’étendre les travaux de [110] & des maillages quelconques.

Un reproche parfois adressé a la méthode DDFV est "qu’elle rajoute des inconnues",



et que les systémes linéaires issus de la discrétisation par cette méthode sont donc de
plus grande taille, et donc plus cotliteux & résoudre. Dans le cadre de I'équation de
diffusion stationnaire anisotrope et inhomogéne, nous avons proposé un reméde possible
a cette question [P2] : il s’agit de garder ce qui a fait le succés du schéma DDFV, a
savoir la formulation variationnelle discréte équivalente sur maillages quelconques, mais
d’éliminer localement la dépendance vis-a-vis des nceuds, a la fois dans les inconnues,
mais aussi dans les fonctions tests. Une facon possible pour cela est de reconstruire
les inconnues et les fonctions tests aux nceuds en fonction de leurs valeurs respectives
aux centres des cellules en utilisant 1’approche moindres carrés exposée dans [32]. Le
schéma proposé dans [P2] est nommé HD?, pour "hybride diamant - dualité discréte".
Les premiers tests numériques ont montré que, sur des maillages peu déformés et pour
des tenseurs de diffusion peu anisotropes (test 1.1 du benchmark [59]), les résultats
fournis par ce nouveau schéma sont trés proches en terme de précision de ceux fournis
par le schéma DDFV, en étant toutefois systématiquement moins bons, étant donnée la
propriété de meilleure approximation donnée par la proposition 4.2. De plus nombreux
tests, ainsi qu'une implémentation en trois dimensions d’espace sont actuellement en
cours.

Par ailleurs, I'emploi de la méthode DDFV dans le cadre d’équations de convection-
diffusion-réaction stationnaires ou non, linéaires ou non, reste largement & étudier. De
premiers pas dans cette direction ont été effectués par Yves Coudiére et Gianmarco
Manzini [34].

Enfin, il faut bien str évoquer dans ces perspectives la question de la généralisation
de la méthodologie DDFV aux problémes posés en trois dimensions d’espace. Sur les
problémes de diffusion, certaines pistes ont été proposées par Francois Hermeline [62, 64],
Yves Coudiére, Charles Pierre, Olivier Rousseau et Rodolphe Turpault [35], et Yves
Coudiéere et Florence Hubert [33]. En revanche, la généralisation de la décomposition de
Hodge et 'application de ces techniques & "approximation numérique des équations de
Maxwell semble moins aisée et ce point est & approfondir.
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Chapitre 6

Analyse a priori pour ’équation de
diffusion et le probléme div-rot

Couramment, les estimations d’erreur que ’on peut montrer pour les méthodes d’élé-
ments finis dépendent de la géométrie des cellules du maillage ; en particulier, il est bien
connu que des triangles trés plats ne sont en général pas de "bons" triangles (en tous
les cas pour des problémes isotropes). Ceci peut étre relié a la théorie de 'angle maxi-
mal (voir 8] et [75] pour les éléments finis de Lagrange et |1] pour les éléments finis
de Raviart-Thomas et de Crouzeix-Raviart) : le taux de convergence optimal de ces
méthodes est obtenu lorsque 1’angle maximum des triangles est majoré, indépendem-
ment du maillage, par un angle strictement inférieur & 7. Nous allons montrer ici que
la méthode DDFV appliquée & la résolution de 1’équation de Laplace requiert une hy-
pothése moins forte que celle de I’angle maximal, ce qui explique sa précision sur des
maillages déformés, aplatis ou fortement non-conformes, tels que ceux employés dans le
paragraphe 4.1.3. Nous allons utiliser les deux hypothéses suivantes.

Hypothése 6.1 Il existe un angle 6* > 0 indépendant du maillage, tel que :
1. Tous les angles entre les diagonales des cellules-diamants sont minorés par 6* (voir
figure 6.2 pour les notations) :

36%, 0 < 0 gg t.g. 0> 06" (6.1)

2. Tous les angles des cellules diamants de la frontiére sont minorés par 0*.
Nous introduisons ensuite le découpage de D; selon ses diagonales

Définition 6.1 Nous pouvons découper chaque cellule diamant interne en deux triangles
selon l'une de ses diagonales. Il y a donc deux facons de découper ces cellules, la premiére
R o . 1 / T
en Dj = Dj1UDjs et la seconde en Dj = D; U D;,, comme indiqué sur la figure 6.1.
. . , . r - o ) -
Une fois ce choiz de découpage effectué, nous définissons T; o, = Dj o ouT; o = Dj . Les
cellules-diamants frontiéres n’auront quant o elles pas besoin d’étre découpées et nous

posons pour celles-ci Dj = T; 1.

Hypothése 6.2 ] existe un angle 7° < 7, indépendant du maillage, tel que :

1. Pour chaque cellule diamant Dj;, le minimum entre [’angle mazimum parmi le couple
: ; : : : / /

de triangles (D;1,D;2) ou langle mazimum parmi le couple de triangles (Dj’l, Dj,z) est

majoré par T (voir figure 6.1 pour les notations)

I <, tg Ti= min(max(al,ﬂl,ul + o, a9, Po, V1 + v2), (6.2)

max (1, V1, 1 + o, fi2, V2, b1 + 52)) <7* (6.3)



Chapitre 6. Analyse a priori pour I’équation de diffusion et le probléme div-rot

Fia. 6.1 Une cellule-diamant peut étre découpée en deux triangles de deux facons.

2. L’angle mazimal des cellules-diamants de la frontiére est majoré par 7*.

Proposition 6.1 Les Hypothéses 6.1 et 6.2 ne sont pas équivalentes, et, pour des cel-
lules diamants convezes, la seconde est une conséquence de la premiére avec T =

m— 6%/2.

La premiére hypothése nous sera utile dans I’analyse d’erreur portant sur les flux calculés
par la méthode DDFV, section 6.1. La seconde hypothése sera utile pour ’analyse
d’erreur portant sur le gradient de la solution, section 6.2. Nous supposerons la solution
exacte ¢ au moins dans H?(£2). Nous pourrons également prouver certains résultats de
superconvergence en supposant que (b est dans H3(Q).

6.1 Approche volumes finis

Nous cherchons & mesurer 'erreur sur les flux calculés au travers des arétes des
cellules primales et duales. Le flux calculé a travers les arétes primales est, selon (4.6)
et la définition de la divergence (3.5), VP n;. Par ailleurs, le flux exact est 5 n;, ol

(5¢ est défini par la Définition 4.1. De méme, pour les flux au travers des arétes duales,

nous cherchons a mesurer la différence entre W (\Aﬂ|n]1 + | A’ 2|nj2> -0 et
g1
W (\A;-1|n;»1 + \A’-2|n;»2> VP ;. 1l est donc clair qu'une bonne mesure de I'erreur

commise sur les flux est ||V ¢ — 66||p. Afin &’ exploiter la propriéte (4.20), nous aurons

besoin de la définition suivante, valide puisque gb est supposée dans H?(2) et est donc
continue sur € :

Définition 6.2 Nous définissons Ilp = ((H@)ZT, (H@)f) par

vie[Ln] Wl = (G (6.4)
vier, M3 = 5 (Of +md)L) (65)
Vk € [1, K], (HQAS)I@P: QB(S]C) (6.6)

ou, dans la seconde égalité, le point G; € T est le milieu du segment [Sy, Sk,] C I'. Par
I'inégalité triangulaire, nous avons

VP —69|lp <||VP — VETIH||p + || VP TId — 56| p. (6.7)
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io

FiG. 6.2 Notations pour les hypotheéses 6.1 et 6.2.

Posons 9 := gb—HqB. Il est important de remarquer que, compte tenu des conditions aux
limites imposées sur ¢ par (4.9) et compte tenu de la définition de Hgﬁ au bord, d’une
part par (6.5) et d’autre part par (6.6) appliqué a k € I'p, nous avons 1/1,1: =0,VkeTlp
et Q[),LT =0, Vi € I'p. Ceci permet d’écrire, puisque 1'on peut alors appliquer (4.20),

IVR6 = VR, = (V6= ViIS, Vid)p
= (06— Vi, Vi4)p

1
+ 7 D [4IVRv - Ti(dg);. (6.8)

Jelrn
Il est ensuite possible de montrer, que pour g € H*(I'y), avec 0 < s < 1, nous avons
S (dg)2 < O™ |g| 2o, (6.9)
Jeln

avec une constante qui ne dépend pas du maillage. Puisque nous avons supposé que
¢ € H2(Q) et que g est la trace normale sur Ty de Vo € (H(Q))2, nous avons au
minimum g € HY?(Ty) et gl 2y < HQZ;HHQ(Q), et donc lestimation donnée par
(6.9) est une estimation qui est au moins en h2|\g£\|H2(Q). Par ailleurs, 'hypothése 6.1
implique que |42 < C|D;| pour toute cellule diamant du bord, avec une constante
C qui ne dépend que de 6*. En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz & chacun des
deux termes de la somme du membre de droite de (6.8), on obtient que

IVF6 = VES||p < IVTI6 — 66|Ip + Chllélm2(c).
ce qui, compte tenu de (6.7), permet d’écrire que

IVE ¢ —06|lp < 2|V — 66| + Chl|o|| 2.
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Finalement, il reste donc & estimer HVhDHgE — 5¢§|\D, ce qui peut étre facilement adapté
des lemmes 5.9, 5.10 et 5.11 de [A7], bien que la définition de 5@5 differe légérement entre
le présent document et [A7], en raison de la définition différente des cellules duales. On
peut donc prouver que sous I’hypothése 6.1, il existe une constante ne dépendant que
de 6* telle que HVEHQB —6d|Ip < ChHgEHHz(Q). Finalement, nous avons donc

Théoréme 6.1 Sous l’hypothése 6.1 et si la solution exacte du probleme (4.1)—(4.3) est
dans H?(Q), alors il existe une constante C, ne dépendant que de 0 telle que

IVP ¢ — 66|lp < Chl|||p2(0-

6.2 Approche éléments finis

Nous partons de la proposition 4.1 page 48 concernant la (presque) équivalence du
schéma DDFV avec une méthode d’éléments finis non-conformes. Comme les fonctions
én, et 1, sont non-conformes dans H'(€2), nous utilisons la seconde formule de Strang
pour évaluer la norme (brisée) du gradient de Uerreur entre ¢y, et gg Notons

an(dn, ) == D> | Vu-Viudx
),

fn) = /Q f 7 () dx + /F 9(0) do,

alors on a, en posant |- |} = ah(~,-)l/2

peuvent aussi étre des fonctions de H! :

et en remarquant que les arguments de ayp

b ; bwn) — €
| — dnlin <2 inf |¢p —wp|1n+ sup lan (o, wn) (wp)|
’ thVh ’

, (6.10)
whrEVho ‘wh|1,h

ou Vj est ’ensemble des fonctions wy associées par la définition 3.6 aux éléments

(wl',wl) vérifiant les mémes conditions aux limites que ¢ sur I'p, voir (4.9), et Vo
est I'ensemble des fonctions wy, associées par la définition 3.6 aux éléments (w;-r,w,f)

dont les w;-f

Le premier terme du membre de droite de (6.10) est lerreur d’interpolation; le
second l'erreur de consistance. Nous supposerons dans la suite pour plus de simplicité
que toutes les cellules-diamants sont convexes, bien que le cas de cellules-diamants non-
convexes soit traité dans [A7].

Selon I'hypothése 6.2, il est toujours possible de découper une cellule-diamant in-
terne D; de telle sorte que I'angle maximum des 7, (voir Définition 6.1) soit borné
supérieurement par 7*. Pour estimer I’erreur d’interpolation, nous avons besoin de dé-
finir w; o l'interpolé P! de Lagrange usuel de qB sur le triangle 7;,, dont la valeur en

et w,f sont nuls sur I'p.

chacun des trois sommets de 7}, est égale a la valeur de la fonction ¢ en ce point.
Puis, nous choisissons comme wy, particulier dans l'erreur d’interpolation wy :=
(ITg)p, ot nous rappelons que I est défini par (6.4)-(6.6). La propriété

/Dj Vuwp(x)dx = Z /7;@ Vwj o(x)dx

a=1,2
sur les cellules-diamants internes et la propriété

wp = wj71
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sur les cellules-diamants de la frontiére impliquent la majoration suivante :

jgr !
7; - .
+ 4> Hf;’j‘ IV — Vol 7 +2 Ve — VwiallR p,. (6.12)
j¢ra=12 "7J jer

ol <Vq3> _est la valeur moyenne de ng sur D;. Le premier des trois termes du membre
J

de droite de (6.11) est majoré par I'inégalité de Poincaré-Wintiger (voir (7.9) car Vi —
<Vq§> _est de moyenne nulle sur D; et Vo est dans (H'(Q))2. Nous avons donc
J

S_1IVé = (V) li8n, < CHIIB5 0 (6.13)
i¢r
oit C = (1/7)? en raison de la convexité des cellules-diamants. D’autre part, cette

convexité implique aussi que |7 | < |D;| et nous utilisons I'estimation d’erreur obtenue
par [8, Théoréme 2.3] pour majorer les deuxiémes et troisiémes termes de (6.11), sous
I'hypothese 6.2 : Il existe une constante C(7*) ne dépendant que de 7%, telle que

|T',a| 2 . N A
22 i IVé = Vesallg. + 2 1IV6 = Vel p, < CEORI6IR - (6.14)
jera=12 '"J jer

En regroupant (6.11), (6.13) et (6.14), nous obtenons la proposition :

Y

Proposition 6.2 Si la solution exacte du probléeme (4.1)-(4.3) est dans H?(2), si I’hy-
pothése 6.2 est vérifiée et si toutes les cellules-diamants sont converes, il existe une
constante C(7*), ne dépendant que de 7* telle que
inf |¢ —wal1n < C(77)h[[4ll2.0- (6.15)
whEV),
Le second point est d’obtenir une majoration de I’erreur de consistance. Pour cela, nous
pouvons écrire en premier lieu

an(d,wp) — L(wp) = lan(@, wn) = (f, wp)o — / gun(o)do] + (f,wp —wp)o.  (6.16)
I'n
Le dernier terme du membre de droite de (6.16) est aisément borné, car il suffit de
remarquer que la fonction constante par morceaux wj vaut %(wZT + w,f) sur T; N Py, et
qu’elle interpole donc la fonction wy, aux points milieux des arétes des cellules-diamants.
On peut donc énoncer le lemme suivant :

Lemme 6.1 Si toutes les cellules diamants sont convexes, il existe une constante C
indépendante du maillage, telle que

|(f;wn —wp)al < Ch|flloolwnlin - (6.17)

Par ailleurs, pour estimer le premier terme du membre de droite de (6.16), nous défi-
nissons RT(V¢), l'interpolation de Raviart-Thomas de V¢ sur chaque 7;, (voir [98])
par

T

RI(Vé)r,, € (PuTa) o (0 ) AT et [RI9) nds= [ Vinde

pour chaque aréte s de 7} ,, dont nous avons noté le vecteur unitaire normal extérieur
par n. Nous avons le lemme suivant :
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Lemme 6.2 Soit wy, € Vyo. Soit (wh>j’a la valeur moyenne de wy, sur T .. Alors, si
toutes les cellules-diamants sont converes, nous avons

an (¢, wp) — (f,wp)o —/ gp(0)do =
o (6.18)

) /7 | (V6 = RT(VE)) - Vw, — f (wn = (wn), )] dx.

Le premier terme du membre de droite de (6.18) est majoré grace aux estimations
sur 'interpolation de Raviart-Thomas, prouvées dans |1, Lemmes 4.1 et 4.2] sous la
condition de I’angle maximal sur chaque 7} ,. Nous avons donc

Lemme 6.3 Si la solution ezacte du probleme (4.1)-(4.3) est dans H*(Q), si I’hy-
pothése 6.2 est vérifiée et si toutes les cellules-diamants sont converes, il existe une
constante C(7*), telle que

S [ (Vé-RT(VE)- Vun| < C i aolunli (6.19)
g T

Le second terme du membre de droite de (6.18) est majoré par une inégalité de type
Poincaré-Wintiger puisque wy, — (wh>ja est de moyenne nulle sur 7} , et nous avons

Lemme 6.4 Il existe une constante C, ne dépendant pas du maillage, telle que

S [ 7 (= Gnd) x| < Ol fllaglunlon (6.20)
j7a Je

Nous pouvons donc, en regroupant (6.16), (6.17) (6.18), (6.19) et (6.20), et en tenant
compte du fait que si ¢ est dans H?(€), alors I[fllz2) < |9lla2 (), énoncer la propo-
sition suivante

Proposition 6.3 Si la solution exacte du probléeme (4.1) (4.3) est dans H?(Q), si I’hy-
pothése 6.2 est vérifiée et si toutes les cellules-diamants sont convezes, il existe une
constante C(7*), ne dépendant que de 7* telle que

bwp) — ¢
. L) — )
wrEVho ‘wh|1,h

< C()hl[éll 2 () -

En regroupant (6.10) et les propositions 6.2 et 6.3, nous pouvons énoncer le théoréme :

Théoréme 6.2 Si la solution exacte du probleme (4.1)-(4.3) est dans H?(SY), si I’hy-
pothése 6.2 est vérifiée et si toutes les cellules-diamants sont converes, il existe une
constante C(7*), ne dépendant que de 7* telle que

|6 = énl < CORdla2(0)- (6.21)

6.3 Erreur en norme L2

Nous supposons ici que € est un domaine polygonal convexe, que I'y = () et que
la donnée uy de (4.2) vérifie ug = 0. Ceci permet d’affirmer que si f € L2(€), alors
é € H?(Q) et qu'il existe une constante C telle que

18112y < ClIf I z2(6)- (6.22)
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L’argument classique de dualité consiste & écrire :

— d
_ sup (O Oix)dx (6.23)
L2(Q)  peL2(Q) ||U||L2(Q)

HCE—%‘

Ensuite, pour un v € L2(2) donné, définissons 1) € H}(2) comme étant 1'unique solution
du probléme suivant

- (6.24)

—Al/;:vdans Q,
¥ =0surI.

Puisque v est dans L?(€2), et puisque nous avons supposé que € est un domaine polygonal
convexe, 1 appartient a H?({2) et il existe une constante C' ne dépendant que de Q telle
que

HqﬂHHz(Q) < Ol 2 - (6.25)

La preuve de la convergence en norme L?(£2) sera basée sur la formule de représentation
suivante

Proposition 6.4 Soit ¥, € V. Si toutes les cellules-diamants sont convezes, alors
nous avons

(6n — 6, v)a = an(on — ¢, — bp)
= X | (Vo-RT(V4) - Vi — D) dx
ja T

_ E;éﬂf“¢—¢o—<¢—me}w (6.26)

~

3 /T (Vi) = RT(V4))) - (¢, — ) dx

_ %/@,av [(i)—qﬁh) —<</3—¢h>jya] dx
‘FZLfM—Ww,

ot la notation (-); . désigne toujours la valeur moyenne sur 7; . Il est aisé de prouver
que, & condition de choisir judicieusement 1)y, les cinq premiers termes de (6.26) sont
d’ordre C(7*)h2|| f|| 20 l|v]| 12 () compte tenu des résultats prouvés ou utilisés dans le
paragraphe précédent, avec une constante C'(7*) qui ne dépend que de 7* si les maillages
vérifient '’hypothése 6.2. Le seul terme pour lequel nous ne savons pas prouver de 'ordre
deux, sauf dans des configurations particuliéres (voir paragraphe 6.4 et chapitre 9) est
le dernier terme, qui vient du fait que (4.17) n’est pas une véritable formulation élé-
ments finis. Néanmoins, il est facile de prouver que ce terme est d’ordre un, ce qui fait
que nous pouvons énoncer le résultat suivant, probablement non optimal, compte tenu
de la convergence observée & l'ordre deux dans les tests numériques effectués dans le
paragraphe 4.1.3 :

Théoréme 6.3 Soit Q un domaine polygonal conveze. Soit f € L*(Q) donné et soit gg
la solution exacte du probleme (4.1)-(4.2) avec Ty = 0 et ug = 0. Soit ¢y la fonction
associée a la solution du schéma (4.6)—(4.9) par la définition 3.6 page 43. Si toutes les
cellules-diamants sont convezes et sous U'hypothése 6.2, il existe une constante C', ne
dépendant que de 7*, telle que

lén — dlloe < C(7*) Rl fllo -
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(a) triangle grossier (b) triangle raffiné

FiG. 6.3 Raffinement homothétique d’un triangle en quatre sous-triangles semblables

6.4 Superconvergence sur certaines familles de maillages

Nous considérons ici des familles de maillages qui vérifient la propriété suivante :

Hypothése 6.3 Il existe un nombre L, fini, de sous-domaines (Qg)ge[LL], inclus dans §2
et ne dépendant pas du maillage, tels que les cellules-diamants qui ne sont pas des paral-
lélogrammes sont incluses dans des bandes de largeur Ch situées autour des frontiéres
des €2y, ot C' est une constante indépendante de h.

Remarque 6.1 Les cellules-diamants situées sur la frontiére de ) étant des triangles,
il est exclu que toutes les cellules-diamants puissent étre des parallélogrammes.

Nous pouvons citer plusieurs familles de maillages vérifiant ’hypothése 6.3. En premier
lieu bien str des familles de maillages dont les cellules primales sont toutes des rec-
tangles conformes de méme taille, mais également des réunions, conformes ou non, de
tels maillages, & condition que l'interface entre les différentes maillages reste de lon-
gueur bornée vis-a-vis de h. Par exemple, les maillages non-conformes considérés sur la
figure 7.2 page 86 vérifient cette hypothése, mais les maillages représentés sur la figure 4.1
page 50 ne la vérifient pas. Les maillages triangulaires de la figure 4.4 page 51 vérifient
également cette hypothése. Une autre classe de maillages vérifiant cette hypothése est
celle obtenue par raffinements homothétiques successifs d’'un maillage initial triangulaire
grossier en joignant entre eux les milieux des cotés de chaque triangle (voir figure 6.3).
Dans ce cas, les seules cellules-diamants qui ne sont pas des parallélogrammes sont celles
associées a des arétes primales incluses dans les arétes des triangles du maillage grossier
initial, qui sont les €, de hypothése 6.3. Nous supposons ici que ¢ est dans H3(9).
Ceci implique en particulier que f € H'(Q) et que g € H3/?(T'y). Lorsque 'on reprend
les estimations de la partie 6.1, on se rend compte d'une part que l'on peut appliquer
(6.9) avec s = 1, et que cela donne une estimation en h3/2 pour ce terme, et d’autre
part que A .
dj := (V' 1Ig); — (66);

est nul pour tout polynéme d’ordre deux lorsque D; est un parallélogramme. Il suffit
alors d’appliquer le lemme de Bramble-Hilbert sous la forme exposée dans [30, Th. 4.1.3]
et un argument de mise & 1’échelle pour montrer que sous I’hypothése 6.1, il existe une
constante C'(6%) telle que

d;|> < C(67) h2\|¢3\|%{3(Dj) lorsque D; est un parallélogramme.

3 P )
En revanche, lorsque D; n’est pas un parallélogramme, d; ne s’annule que sur les poly-
noémes d’ordre un, et I'on peut alors montrer que

d;|* < C(6%) HQZA)H%{Q(D],) lorsque D; n’est pas un parallélogramme.
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La quantité |Dj|d? est donc la somme d’'un terme en h4|\$\|?{3m) et d'un terme
en h? djes HQASH?{Q(Dj), ot J est I'ensemble des indices j tels que les cellules-diamants

ne sont pas des parallélogrammes. Puisque gg est dans H? et sous I'hypothése 6.3, alors
l'inégalité de Ilin (voir, par exemple, [22, Formule (2.2)]) nous dit que 3, ; HQZ)H%{Q(D,) <
J

C’thBH%{g,(Q). Finalement, la quantité Zj \Dj|d? est donc un terme en C’h?’HgZA)H%{g,(Q).
Nous avons donc le théoréme suivant

Théoréme 6.4 Sous les hypothéses 6.1 et 6.3, et si la solution exacte du probléme
(4.1) (4.3) est dans H3(SY), alors il existe une constante C, ne dépendant que de 0% et
des €y de ’hypothése 6.3 telle que

IV7¢ = 68llp < Ch*(18] 3@ + 9]l (rx))-

Par ailleurs, en ce qui concerne I'erreur en norme L?(2), on peut raffiner I'estimation
du dernier terme de (6.26) en écrivant

[, i ax= [ (5= 0,) G- ixs ), [ @k, 620

oil, pour tout j, <f>J est la valeur moyenne de f sur D;. Comme f est dans H'(Q2), et
grice aux estimations obtenues dans le paragraphe 6.2, on peut montrer que le premier
terme du membre de droite de (6.27) est borné par Ch? ||f||17Dj HV?ﬁhHLQ(Dj). D’autre
part, le second terme du membre de droite de (6.27) est nul si la cellule diamant D
est un parallélogramme et est borné par Ch|D;[|(f);||V¥n|; sinon. En appliquant
I'inégalité d’'Ilin (voir, par exemple, [22, Formule (2.2)]) sur les frontiéres des €2y, nous
pouvons prouver le résultat suivant :

Théoréme 6.5 Sous les hypotheéses du théoréme 6.3, sous I’hypothése 6.3 et si de plus
f est dans H'(Y), alors il existe une constante C ne dépendant que de 7* et de la
géométrie des Qp telle que

lén = dllo < CR(1llm20) + I Fll1,0) -
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Chapitre 7

Analyse a posteriori pour ’équation
de diffusion

La méthode de volumes finis pour I’équation de Laplace que nous avons présen-
tée permet de travailler sur des maillages trés généraux, en particuliers non-conformes ;
elle autorise donc des raffinements locaux permettant d’adapter le maillage en fonction
du probléme considéré. Encore faut il pour cela disposer d’un critére de raffinement de
maillage facile et peu coiiteux a mettre en ceuvre. La théorie des estimations a posteriori,
qui a été amplement développée pour les méthodes d’éléments finis (voir par exemple
[4, 9, 113]), fournit un outil efficace dans cette optique. Néanmoins, son développement
est nettement moins avancé dans le cadre des volumes finis centrés sur les cellules que
dans le cadre des éléments finis, d’'une part en raison de 1'utilisation plus récente des
volumes finis pour les équations elliptiques, et d’autre part parce que ces schémas nu-
mériques ne sont pas fondés, en général, sur une formulation variationnelle. En ce qui
concerne le schéma “VF4”, Agouzal et Oudin [2]| ont utilisé la relation entre ce schéma
et les éléments finis mixtes pour donner un estimateur a posteriori pour la norme L? de
I'erreur. Pour ce méme schéma, Nicaise [89] donne une estimation de I'erreur en norme
(brisée) de I'énergie, entre la solution exacte et un polyndome, globalement discontinu,
d’ordre deux dans chaque triangle, obtenu & partir des flux du schéma sur les arétes et
de valeurs aux sommets des triangles, calculées par interpolation des valeurs aux cel-
lules. Ces idées sont ensuite étendues dans [90], pour traiter le schéma diamant (décrit
dans [32]); 'estimateur obtenu peut étre utilisé, en deux dimensions d’espace, si les
cellules du maillage sont des triangles ou des rectangles. L’estimateur est complétement
calculable, au sens o1 il ne fait pas intervenir de constante inconnue, et son efficacité est
autour de 7 pour les test réalisés dans [90]. Une extension de ces idées aux équations de
diffusion-convection-réaction a été présentée dans [91]. Plus récemment, Vohralik [116] a
aussi proposé un estimateur a posteriori complétement calculable pour I'approximation
des équations de diffusion-convection-réaction par des schémas volumes finis centrés sur
les cellules sur des maillages généraux. La principale amélioration vis-a-vis de {90, 91|
est que I'estimateur obtenu est asymptotiquement exact. Comme dans [90], il mesure la
norme (brisée) de I'énergie de l'erreur entre la solution exacte et un polynome, globale-
ment discontinu, d’ordre deux dans chaque élément, obtenu a partir des flux du schéma
sur les arétes et des valeurs dans les éléments. Lorsque ceux-ci ne sont pas des simplexes
(des triangles en deux dimensions), il est nécessaire de résoudre des petits problémes lo-
caux dans les éléments. Puisque les estimateurs donnés dans [90, 116] ne requiérent que
les flux sur les arétes et les valeurs des inconnues du schéma aux centres des mailles, il
est possible de les utiliser pour le schéma DDFV. Cependant, le traitement de maillages
aussi généraux que ceux employés avec le schéma DDFV, en particulier ceux de la fi-
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gure 4.1 ou de la figure 7.2, est impossible avec la technique de [90] et implique un cofit
calcul supplémentaire avec celle de [116]. Par ailleurs, ces deux techniques ne mesure-
raient pas directement 1’erreur commise par le gradient calculé par DDFV, mais comme
nous venons de ’expliquer, par le gradient d’une solution post-traitée.

Finalement, nous pouvons aussi mentionner un certain nombre de travaux dans le
cadre des méthodes de volumes (éléments) finis centrées sur les noeuds [11, 22, 80, 94,
95, 97].

En ce qui concerne le travail présenté ici, j’ai profité de la (presque) équivalence du
schéma DDFV avec une méthode d’éléments finis non-conforme (voir Proposition 4.1)
pour reprendre une technique usuelle en éléments finis, qui permet d’obtenir des es-
timations a posteriori efficaces; une grande attention a été portée dans ce travail a
I'obtention d’estimateurs complétement calculables, c¢’est-a-dire ne faisant pas interve-
nir de constante inconnue, et & I’obtention d’estimations les plus précises possibles, afin
de ne pas trop dégrader leur efficacité. Deux difficultés sont apparues : la premiére tient
au fait que la méthode d’éléments finis considérée est non-conforme, la seconde a la pré-
sence simultanée des deux maillages, primaux et duaux. La premiére difficulté a été levée
en décomposant, de facon assez classique maintenant, 'erreur en une partie conforme
additionnée & une partie non-conforme. La seconde difficulté conduit a une expression
de l'estimateur final comme somme d’estimateurs locaux provenant des deux maillages.
Dans la pratique, puisque c’est sur le maillage primal que I'utilisateur du code posséde
un certain controle, les estimateurs duaux sont redistribués sur les cellules primales qui
intersectent les cellules duales associées.

7.1 Une formule de représentation de I’erreur dans la nor-
me de I’énergie
Nous cherchons & mesurer la semi norme brisée H! de Uerreur entre la solution exacte

qB et la fonction ¢y associée a la solution du schéma DDFV par la définition 3.6. Pour
cela, nous définissons

1/2

2
‘ (x)dx (7.1)

e = ;/Dj\wﬁ—vm

et nous suivons une stratégie & présent classique utilisée dés que la solution discréte
n’est pas dans H'(2) (voir [3, 39, 90]). Puisque V¢ — V¢, appartient a (L2(£2))2, nous
pouvons écrire sa décomposition de Helmholtz-Hodge de la facon suivante

Vo — Vo =V +V x ¥ (7.2)

avec ® appartenant a HL(Q):={yp e H(Q) /¢ =0surI'p}et U appartenant a Hy, =
{\if c H'(Q), VU7 =0 sur FN}. Afin de simplifier la présentation, nous supposerons

ici que I'y est simplement connexe. Il a été vérifié que les résultats obtenus dans cette
étude s’étendent au cas général.

Hypothése 7.1 Nous supposons que I'y est simplement connexe.

La décomposition (7.2) est orthogonale et 1'on a

V.- 7=0sur 'y < Jey €R tq. ‘@\FN:CN- (7.3)
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Si I'y était multiplement connexe, il y aurait une constante ¢y pour chaque composante
I'ne de T'y. En utilisant le fait que la solution exacte du probléme (4.1)-(4.2)-(4.3)
vérifie

/Qvaw(xmx:/wa<x>dx+/FNgw<o>da (7.4)

pour tout ¢ € Hll), nous pouvons obtenir la formule suivante :

) 112
¢ = |vel,,,
0,Q 0,0

; /D](VQA5 - vh¢h) . V‘I> (X) dx + ;/D](Vgg — vhth) .V X i} (X) dX(75)
= i1+ 9.

Dans le but de trouver une formule de représentation adéquate pour 71 et i3, nous aurons
besoin des définitions suivantes

Définition 7.1 La frontiere 0D; de chaque cellule diamant D; est composée des quatre
segments [Gia(j)skﬂ(j)] avec (o, B) € {1;2}. (voir Figure 3.2 page 40). Nous noterons
par S l'ensemble de ces arétes lorsque j parcourt l'ensemble des cellules diamants, et

o
S celles des arétes de S qui ne sont pas sur la frontiere I' du domaine. Chaque s € S
est donc un segment que nous noterons par [Gi(s)sk(s)]' Nous écrirons également que

(o] [}
s CT; (resp. s CP) si s C T; (resp. s C Py) et s ¢ I'. Finalement, nous noterons
par ng l’'un des deur vecteurs unitaires orthogonauz a s, arbitrairement choisi parmi les
deuz possibilités, mais ensuite fixé pour la suite de ce chapitre, et nous noterons par
[Vion -ngl, (resp. [Viaop - Tsl,), le saut de la composante normale (resp. tangentielle)
de Vpop a travers s, ou Ts est tel que (ng,Ts) soit une base orthonormée orientée
positivement.

Proposition 7.1 Soit ¢ = (g7, gi)kp) la solution du schéma (4.6)—(4.11) et ¢y la fonction
associée & ¢ par la définition 3.6. Soit & défini par (7.2). Soit ® = (@7, @kp) e RIT" x
RE wérifiant

P—0,VkeTlp et ®F' =0,Viep. (7.6)

Nous avons la formule de représentation suivante

ih = = Z/f <I> q)T x)dx+%k€%;K}/Pkf(<f—<I>f) (x) dx

zElI]

+ A;N/ g9—Gj) <I> ‘I)h) (0)do

_ 1 Z Z/VW n, (& -a7) (0)do (7.7)
ZE[II]

_ Z Z/Vh% n,, <<1> q>k> (0) do.
ke[lK]scp

Proposition 7.2 Soit ¢ = (gbZT,qbf) la solution du schéma (4.6) (4.11) et ¢y, sa fonc-
tion associée. Soit U défini par (7.2). Soit ¥ = (O, vhy e RIHT x RE wérifiant
\IJkP =cn,Vk € I'y et \IJZT = cn, Vi € 'y et soit ¥y, sa fonction associée. Soit
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t := Vg - T défini sur la frontiére T'p et t; la valeur moyenne de t sur Aj. Nous avons
la formule de représentation suivante :

o= - % /A'(t—tj) (&~ ) (0)do

A;CTp

+ % > /[thbh-fs]s (\@—Wf) (o) do (7.8)
ie[l,]]scﬁ_ §

F Y [l (8- @)
ke[l’K]sclgk §

7.2 Un estimateur calculable et efficace

Les résultats que nous allons exposer reposent sur des inégalités de type Poincaré et
sur une inégalité de trace que nous allons rappeler.

Lemme 7.1 Soit w un ouvert borné étoilé par rapport a l'un de ses points. Soit u €
H(w) et soit u,, la valeur moyenne de u sur w. Alors,

3OW), tg. Ju = i 2oy < O) diam(w) Vel oy (79)

Lorsque w est convexe, une constante universelle pour C'(w) est donnée par % Lorsque w
n’est pas convexe, il est possible d’utiliser des formules explicites données, par exemple,
dans [21, 114].

Lemme 7.2 Soit w un ouvert polygonal tel que w soit étoilé par rapport a l'un de ses
sommets, noté z, situé sur une partie yp (de mesure non nulle) de la frontiére v = Ow.
Supposons qu’au moins ’'un des segments s de Ow et de sommet z soit tout entier inclus
dans yp. Alors,

3C(w, D) t-q- [[ull g2y < Cw, D) ]V IVl 2, - (7.10)
pour toute fonction u € H'(w), telle que Ujy, = 0.

I1 est possible d’estimer C'(w,yp) par la formule (3.2) de |21].

Remarque 7.1 Dans (7.9) et (7.10), les constantes C(w) et C(w,vp) ne dépendent
pas du diameétre de w, mais seulement de sa forme géométrique.

Lemme 7.3 Soit T un triangle et soit & l'un de ses cdtés. Alors, pour toute fonction
uwe HY(T), telle que [, u(c)do =0, on a

o [IEN\Y?
ol 2 < ﬁp(m‘) diam(T) ||Vl 27y (711)

ot a =~ 0.730276 et p =1 — @ sont donnés par la formule (23) de [90].

Finalement, 'inégalité de trace donnée par le théoréme 4.1 et la remarque 4.1 de
[21] pour des fonctions de WP, p > 1 peut étre améliorée pour p > 2 et fournit
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FiGg. 7.1  Pour une cellule primale T; et son sommet Sy, l'intersection T; N P, est
partagée en deux sous triangles ;3 1 et t; 2.

Lemme 7.4 Soit T un triangle et soit E ['un de ses cotés; soit p la distance de E au
sommet de T opposé a E, et soit o la longueur du plus grand des deuz autres cotés de
T. Soit € > 0 un nombre réel arbitraire ; alors, pour tout u € H'(T), on a

1 _
ol < 5 (@47l + 0 1 Vulltaqr)) (7.12)

Par ailleurs, nous formulons une hypothése sous laquelle les estimateurs d’erreur locaux
seront efficaces.

Hypothése 7.2 Nous supposons que la sous-triangulation de  composée de tous les
triangles tiy o (voir la Figure 7.1) est réguliére, au sens ot les angles minimums de ces
triangles sont tous minorés par un angle strictement positif indépendant du maillage.

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant

Théoréme 7.1 Soit hl := diam(T}) et hf = diam(Py). Soit fI (resp. fF) la valeur
moyenne de f sur T; (resp. sur Py). Soit g; (resp. t;) la valeur moyenne de g (resp.
de Vg - 1) sur le segment A; situé sur la frontiére de Neumann (resp. Dirichlet).
Soit C(T;), C(Py) et C(Py, 0P, NT'p), C(Py, 0P, NT'x) les constantes calculables qui
apparaissent respectivement dans (7.9) et (7.10). Soit o la constante apparaissant dans
(7.11). Définissons, par analogie avec [3], les quantités suivantes

2 2 1/2
ose(f. 1.0 = (X @V -y ) @13

1€[1,N]
9 12 1/2
osc(f, P,Q) =( > (PR =1 |1L2(Pk)> : (7.14)
k¢Tp
1/2
str(f,P,Tp,Q) = < > (C(Pk,apkmrp))2\pk|HinQ(Pk)) , (7.15)
kelp
diam?(D; _ 1/2
osclg.x) =al1+ V2 3 PRI g - gl ) o)
jer'N J
diam?(D, _ 1/2
osc(t,I'p) = a(l + \/§)< Z #\Aﬂ It — thiQ(Aj) > . (7.17)
JElD J
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De plus, pour tout p > 0, définissons

2
xi(w) = (C(THR) +p (7.18)
- (COPORE) +n si kT 719
xle) {C%Pk,rmapk)\pkuﬂ si kelp ’ (7.19)
L) — (C(PRE) + si k¢ Dy - 20
Xk('u) { CQ(Pk,FNm6Pk)|Pk\+u si kely (7.20)

Pour toute cellule primale T; et toute cellule duale Py, telle que T; N P, # 0, soit s =
[GiSk] et tig1 et tigo les triangles définis sur la figure 7.1 tels que tip 1 Ut o = T; N Py.
Soit pig o la distance de s au sommet de t;, o 0pposé a s et oy, o la longueur du plus
grand des deuz autres cotés de t;i, o. Pour tout > 0, définissons

zk 1 52
L1+ 280 ) (114 T2
C = .
(1) = =
Ly /14 =55 | piga + | L+ /1 + =02 ) pira

Nous définissons les estimateurs locauz et globauz par

(1Y = inf|x 1) 3 i) IVl } L) = ). (r22)

(7.21)

,u,>0 -
sET !
()" = g ) S s )t (1) = 2 (7). 729
sET

(F) = inf|x 10 3 € (- n } L) =S ) (r29)

,u>0
seP,€ k
()" = i 0 Y Cl 9 7Ll J et 6y = () )
k
seP,€

Alors, on a les estimations d’erreur a posteriori suivantes
. 2 1/2
< 3 / V6~ Van| (x)dx > < (7.26)
i P
1 2
5 <[osc(f, T,9) + (0s(f, P, Q) + str?(f, .U, 2))*+ 20s¢(g, A, Tv) + 0" + 1" |

1/2
+ [20sc(t, A, Tp) + 0" + n'P]2> )

De plus, sous I’Hypothése 7.2, il existe une constante C indépendante du maillage telle
que

Wh)?* < C<th¢>h— + (nY) Hf (! >vze[1 1, (7.27)
(/) < chm—v@HQ vie L) (7.28)
nf)® < <th¢h—v¢‘L2Pk + (E)*||7 - (s ‘pp ),Vke[l,K],(7.29)
(n’f)Q < CHthbh— 27k € [LK]. (7.30)
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Remarque 7.2 Pour € > 0, les quantités de (7.13) a (7.17) sont des termes d’ordre

supérieur a un (I’ordre optimal de convergence de la méthode) dés que (f,g,t) € H*(Q) %
H1/2+5(FN) % H1/2+5(FD).

En effet, dans ce cas, Hf — fiTHLQ(T') est d’ordre (hiT)mm(l’E) ||fHH5(Ti)7 de telle sorte

que osc (f,T,Q) est d’ordre h'+t™n(Le)  Cest aussi le cas pour le terme (7.14). De plus,
puisque Qg est I'union des cellules duales associées aux sommets Sy, situés sur I'p, alors
Qg est inclus dans une bande de largeur h le long de I'p. L’inégalité de Ilin (voir, par

exemple, [22, Formule (2.2)]), assure que HfHLQ(Qg) est d’ordre hmm(%’s), ce qui implique
9 i 1 . _ _

ane str (f, P, T, ) est dlordre K59 Finalement, llg — 351, et It~ 24,

sont d’ordre  +¢, et donc osc(g,I'y) et osc(t,I'p) sont d’'ordre 1+¢ dés que la quantité

diam?(D;)

D] est bornée indépendemment de h sur toute la frontiére I'.
J

Remarque 7.3 Les minimisations intervenant dans (7.22)-(7.25) sont effectuées nu-
mériquement au moment ou les estimateurs sont calculés.

7.3 Simulations adaptatives

Nous considérons deux tests numériques. Le premier test posséde une solution raide
mais réguliére (C°°(Q2)). Un raffinement uniforme du maillage permettra donc d’obtenir
une convergence avec un ordre optimal, c’est-a-dire en O(h), ou, de fagon équivalente, en
O (171/2), ol nous rappelons que I est le nombre de cellules primales du maillage. Nous
allons vérifier qu'une stratégie adaptative nous donnera le méme ordre asymptotique
de convergence, mais avec des erreurs nettement moindres pour une valeur de I fixée.
Le second test posséde une solution moins réguliére puisqu’elle appartient a H'*5(Q),
avec s < 2/3. Nous vérifierons qu'un raffinement uniforme du maillage induira une
convergence de la solution a I'ordre O(h?/3), ce qui veut dire en O (1_1/3). La stratégie
adaptative permettra de récupérer 'ordre optimal en O (171/2). Afin d’appliquer une
stratégie de raffinement de maillage, il est nécessaire de réécrire ’estimateur total donné
par (7.26) comme une somme de quantités définies sur les cellules primales ; en effet, ¢’est
sur celui-ci que 'utilisateur a un certain controle, soit par I'intermédiaire d’un logiciel de
maillage, soit par un raffinement approprié du maillage précédent. Une telle réécriture de
(7.26) est aisée, puisque nous pouvons découper chaque cellule duale en ses intersections
avec différentes cellules primales, et puisque nous pouvons affecter chaque terme de bord
avec la cellule primale dont la frontiére contient ’aréte frontiére considérée. Dans la suite,
nous noterons par 7; cet estimateur local agrégé.

7.3.1 Adaptation pour une solution raide mais réguliére

Nous débutons par un probléme inspiré de |54], dans lequel les auteurs considérent le
probléme multiéchelle suivant. Soit =] —1, 1[?. Nous posons r = /22 + y2 et x(r) = 1
sir < g, tandis que x(r) = 0 si 7 > €. Des conditions aux limites de Dirichlet homogénes
sont imposées et la fonction f dans (4.1) est choisie de telle sorte que la solution exacte
QAS soit donnée par

gZA) = cos(kmx) cos(kmy) + nx(r) exp(1/52) exp[—l/(52 — 7«2)],

ot nous imposons k = 1, 7 = 10 et € = 1. Cette solution est donc dans C*°(£2), mais
posséde un pic trés important dans le voisinage de (0,0). Nous utiliserons une famille
de maillages avec des cellules carrées éventuellement non-conformes. Plus précisément,
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**4.

error in the energy norm

tH
+

100 1000 10000
Number of elements

Fic. 7.3  FErreurs pour le probléeme multi-
échelle pour le raffinement uniforme (courbe
supérieure) et le raffinement adaptatif (courbe
Fia. 7.2 Maillage non conforme inférieure), ainsi que pour tous les autres
avec h =1/4 et p=2. maillages.

Y

comme dans [54], nous considérons w = [—1/4,1/4]? et Q \ w est maillé de facon uni-
forme avec des carrés de taille h, tandis que w est maillé de fagcon uniforme avec des
carrés de taille hg = h/2P. Pour p > 1, le maillage est donc non conforme. Le maillage
correspondant & h = 1/4 et h/ho = 4 est représenté sur la Figure 7.2. Ensuite, la straté-
gie de raffinement suivante est employée : nous commencgons avec un maillage conforme
correspondant & hg = h = 1/4, et pour tout maillage de cette famille, nous posons
N2, = ZTiCQ\w n? et i, = ETij n?, et dénotons par Neyt et N, respectivement
le nombre de cellules primales dans 2\ w et dans w. Nous nous attendons a ce que
Perreur totale se comporte ainsi : e ~ C(Neyt + Nmt)’l/Z. Nous pouvons aussi nous

attendre & ce que 7g,t (respectivement 1;,;) se comporte également approximativement

2 (resp. N_1/2), de telle sorte que :

proportionnellement & Ne_;f/ int
~ si nous raffinons uniquement w, l'erreur totale sera approximativement (1?2, +
n?nt/4)1/2 pour (Negt + 4Nipt) cellules.
si nous raffinons uniquement Q\w, erreur totale sera approximativement (n2,,/4+
17142,%)1/2 pour (4Negzt + Nipe) cellules.
si nous raffinons a la fois w et Q\w, lerreur totale sera approximativement %(ngxt—l—
172-2nt)1/2 pour 4(Negzt + Nipe) cellules.
La stratégie proposée est donc la suivante : aprés chaque résolution sur un maillage
donné, nous comparons C; := (2, + 121/4) > (Newt + 4Nint) /2, Ce == (n2,/4 +
n?nt)1/2(4]\76m + Nip)V/? et Cje = (n2,, + nfnt)l/Q(Next + Nint)'/? et nous raffinons
le maillage
— seulement dans w si C; = min(Cy, C, Cie),
seulement dans Q \ w si C. = min(Cj, Ce, Cye),
— ala fois dans w et Q \ w si Cje = min(C;, Ce, Cye).
Nous présentons sur la figure 7.3 un nuage de points correspondant aux véritables er-
reurs en fonction du nombre total de cellules primales, pour tous les choix possibles de
(h, ho) (avec hg < h) qui conduisent a des maillages dont le nombre de cellules primales
est plus petit que 70000. Nous avons également tracé la courbe correspondant a un
raffinement uniforme (h = hg) et la courbe correspondant a la stratégie de raffinement
proposée ci-dessus ; nous remarquons que cette derniére courbe épouse le bas du nuage
de points; nous pouvons donc considérer que, au moins sur ce cas test, la stratégie
proposée est optimale. Cette stratégie conduit a raffiner le maillage uniquement dans
w jusqu'a h/hy = 16, avec h = 1/4, et ensuite a raffiner uniformément ’ensemble du
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Fia. 7.5 — Efficacités pour le probleme
FiG. 7.4 Efficacités pour le probléme multi-échelle en fonction du rapport de
multi-échelle. raffinement central p.

maillage. Notons que cela correspond a I'observation que nous avions faite dans [A7].
Toutefois, c’est maintenant I'estimateur a posteriori qui guide ce raffinement adapta-
tif, alors que dans [A7]| nous avions besoin de la véritable erreur pour cela! En ce qui
concerne 'efficacité de 'estimateur, la Figure 7.4 représente les rapports des estimateurs
sur les vraies erreurs pour tous les maillages utilisés pour ce cas-test. Pour ces tests,
I'efficacité de I'estimateur est le plus souvent autour de 5, et toujours entre 3.5 et 7.
La Figure 7.5 représente les efficacités pour un maillage de Q \ w fixé, de pas h = 1/4
et pour différents rapports de raffinement, avec p allant jusqu’a 8. Nous remarquons
que Defficacité varie peu autour de la valeur 5 jusqu’a p = 6, et commence ensuite a se
détériorer pour p > 7. Ceci est cependant suffisamment robuste pour nos besoins dans
ce cas, puisque nous avons trouvé que le p optimal était de 4. Cette détérioration était
toutefois attendue, puisque le théoréme 7.1 indique (via 'hypothése 7.2) que efficacité
de l'estimateur dépend de la régularité de la sous-triangulation ¢;; o (voir Figure 7.1).
Le fait que ces triangles dégénérent & la frontiére entre la grille grossiére et la grille
fine lorsque p croit explique cette dégradation de l'efficacité. Notons toutefois que I'es-
timation a priori (voir Théoréme 6.1) ne dégénére pas avec ce rapport de raffinement,
puisque pour ce type de maillages, toutes les cellules-diamants sont convexes et que
langle 6* de 'hypotheése 6.1 vaut /4.

7.3.2 Adaptivité pour une solution singuliére

Ce cas-test est assez classique. Le domaine Q est | — 1;1[x] — 1; 1[\]0; 1[x] — 1;0[.
La solution exacte est gg(r, ) = r2/3sin(26/3), exprimée en coordonnées cylindriques
(r,0) centrées sur (0,0). Nous utilisons le mailleur Triangle décrit dans [104]|. Sur un
maillage donné, nous calculons la solution du schéma numérique, puis les estimateurs
agrégés n;, et demandons au mailleur un raffinement d’un triangle 7; par un facteur
4 en termes d’aire si 7; > (max;7;)/2. Le mailleur Triangle ne va pas exactement
raffiner un triangle T; donné en 4 sous-triangles similaires, mais va faire en sorte que
les aires des triangles dans la région de I’ancien 7; soient plus petites que |T;|/4. Sur
la Figure 7.6, nous avons tracé les courbes d’erreurs pour un raffinement uniforme et
pour un raffinement adaptatif, en fonction du nombre de triangles dans le maillage
primal. La courbe correspondant au raffinement uniforme est, comme attendu, paralléle
a la courbe variant comme I=1/3, tandis que la courbe correspondant au raffinement
adaptatif est parallele a la courbe variant comme 1-/2, ce qui signifie que I'ordre optimal
de convergence a été retrouvé. Finalement, nous tracons sur la Figure 7.7 les courbes
d’efficacité pour le raffinement uniforme et le raffinement adaptatif. L’efficacité varie
grossiérement entre 10 et 8 (hormis pour le maillage le plus grossier) dans le premier
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cas, et semble tendre vers 7 dans le second.
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Perspectives

Un certain nombre de travaux complémentaires a ceux présentés ici sont d’ores et
déja en cours. Ils concernent tout d’abord ’analyse numérique du schéma DDFV appli-
qué aux équations de Maxwell, comme présenté dans le chapitre 5. Cette analyse a été
développée dans le cas ot les champs électriques et magnétiques sont suffisamment régu-
liers |78], mais n’est pas valable dans le cas de champs singuliers tels que ceux rencontrés
lorsque le domaine de calcul présente des coins rentrants. C’est un point fondamental
a étudier, car il est fréquent de rencontrer ce type de singularités géométriques dans la
pratique.

D’autre part, il a été remarqué dans [63] une superconvergence a l'ordre deux des
gradients calculés par la méthode DDFV par rapport aux valeurs des gradients de la
solution exacte aux points milieux des arétes du maillage primal lorsque celui-ci est
composé de triangles. Ceci entraine une convergence a 1’ordre un du Hessien de la solu-
tion. En plus d’'une démonstration de ce résultat (avec les hypothéses minimales sur les
données du probléme pour I'obtenir), il serait utile d’en évaluer les implications sur la
convergence a l'ordre deux en norme L? sur maillages triangulaires (voir la probléma-
tique de la quatrieme partie de ce mémoire), ainsi que sur les applications potentielles
en terme d’adaptation du maillage & la solution, & la fois pour 'anisotropie du maillage
que pour son raffinement local (sur cette problématique, voir par exemple la thése de
Raphaél Kuate [73] et les références qui y sont citées).

Concernant l'analyse a posteriori, une adaptation des travaux de Martin Vohralik
au schéma DDFV est en cours avec Amadou Mahamane [84], dans le but d’obtenir
des estimateurs a la fois plus efficaces (efficacité proche de un) et robustes vis-a-vis des
inhomogénéités du coefficient de diffusion. Enfin, dans le cadre de la thése de Anh-Ha Le,
nous avons entrepris ’analyse a posteriori du schéma DDFV pénalisé pour le probléme
de Stokes [71].



Quatriéme partie

Convergence en norme L? des
méthodes de volumes finis sur
maillages admissibles pour
I’équation de Laplace : ordre deux
ou non ?
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Chapitre 8

Etude en dimension un

Ce chapitre résume ’article [A3]. Nous montrons de fagon simple que la convergence
de Ierreur avec l'ordre deux en norme L? n’est pas toujours obtenue. Nous énoncons
des conditions suffisantes sur le choix des points de controle dans les cellules et sur
la régularité du second membre de I’équation de Laplace pour qu’il en soit ainsi. Nous
donnons également des contre-exemples indiquant que lorsque les points de contrdle sont
mal choisis, ou si le second membre n’est pas assez régulier, I’ordre deux est effectivement
perdu.

8.1 Le schéma volume fini

Soit Q =]0; 1] le domaine de calcul; soit f une fonction donnée dans L?(Q) et soit
¢ la solution exacte de ’équation de Laplace avec conditions aux limites de Dirichlet
homogeénes :

A
{ fb fA dans €, (8.1)
¢(0) = (1) =0.
Pour construire la méthode de volumes finis, nous découpons  en N segments
nommés K; et définis par K := [xiil,xwl] pouri € [I,N]yavecz1 =0<z3 <...<
2 2 2 2

Tn-L < Tyl = 1. Nous définissons d’autre part

h= sup @ 1 -z 1. (8.2)

1
i€[1,N]n 2 2

Dans chacun de ces intervalles, nous choisissons un point x;, qui n’est pas nécessairement
le milieu de K;. Ensuite, nous construisons des cellules duales K, 1 de la fagon suivante :
2

Ki+% = [zi,x41] pour @ € [0, Ny, avec, par convention, g = 0 et xnx4+1 = 1. Nous
POSOnS

h K.

Z+% = Ti+1 — Ty

its T
La méthode de volumes finis centrée sur les cellules définie par les équations (5.8)
(5.11) de [52] consiste & trouver un ensemble de valeurs (¢;);c(o,n+1], Vérifiant :
—h%. (Fij12 = Fisip2) = fi , Yie[l,N]y,
Fiy1)2 ﬁlm (piv1 — ¢i) , Vie[0,Nl]y, (8.3)
¢0 = ¢N+1 - 07

ou f; est la valeur-moyenne de f sur Kj :

1
fi = h_z/Kz f(x)dz. (8.4)
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L’analyse numérique de cette méthode est présentée dans [52, Théoréme 6.1, Remarques
6.2, 6.3 et 6.4], voir aussi |76, 79]. Un résultat de convergence a I’ordre deux en norme L
(153]) et en norme H} (]79]) peut étre obtenu sous la condition suffisante que la solution
exacte soit suffisamment réguliere (C* dans [53] et H3 dans [79]) lorsque I'on choisit
comme points x; les milieux des cellules K;. Si ces conditions ne sont pas remplies, le
seul résultat prouvé a notre connaissance est un résultat de convergence & 'ordre un
dans les normes L™ et H& discrétes. Nous pouvons aussi mentionner que les auteurs
de [117] ont étudié la méme méthode de volumes finis, mais avec des conditions aux
limites de Neumann homogénes. Ce cas est beaucoup plus simple que celui que nous
étudions ici, puisque la premiére équation de (8.3) avec la condition initiale Fip =0
conduit évidemment & la valeur exacte de Fj; /o pour tout i; ensuite ¢ est calculé par
la seconde équation de (8.3), et 'on peut aisément prouver, par des développements de
Taylor, que c’est une approximation du second ordre de qg(acz) si x; est le milieu de K
pour tout j ou si x; /o est le milieu de K /5 pour tout j € [1,N —1]y.

8.2 Expression de 'erreur par fonctions de Green

Une expression exacte de l'erreur entre ¢; et gZA)(xZ) peut étre obtenue en introduisant
les fonctions de Green continues et discrétes associées a I’équation de Laplace et & son
approximation. Alors que ces outils ont été assez communément utilisés pour analyser
les méthodes de type éléments finis, Galerkin ou Petrov-Galerkin, (voir, par exemple,
[26, 29, 31, 44, 82, 96, 102, 112|) et dans le contexte des différences finies (voir, par
exemple, [12, 16, 17, 19, 25, 49, 56, 85]), ils ont été en revanche assez peu utilisés,
A notre connaissance, dans le contexte volumes finis. Le lecteur pourra par exemple
consulter |83, 81] dans le cadre des volumes finis centrés sur les nceuds. Dans le cadre
des volumes finis centrés sur les cellules, la seule autre référence que nous connaissons
est un cours de Master par R. Eymard [51], ou cet outil est employé sur des grilles
régulieres, le milieu de K; étant choisi comme point z; associé au segment.

Définition 8.1 Soit K; une cellule, avec i € [1, N]y. Définissons la fonction de Green
g* associée au point x; :

{ —( i)// = 0§, dans D'(Q),
9'(0) = ¢'(1)=0.

Proposition 8.1 I est immédiat de vérifier que Uexpression de g' est donnée par la

formule suivante

i (I—x)x si z<ux
= . . 8.5
g'(@) { zi(l—xz) si x> (8:5)
Définition 8.2 Définissons également la fonction de Green discréte (Gz> as-
4 1/ jelo,N+1]y
sociée o K; de la facon suivante, o nous notons par (5;» le symbole de Kronecker :
1 (G, -G Gi-GL 5t
_ J+1 J J j—1 — 7 , vj c [17N]N7 (86)
hi \ Py hj-172 h;

Gy = Gy =0.
Proposition 8.2 L’expression de G' est donnée par la formule suivante :

ot la fonction g* est définie par (8.5).
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Nous déduisons des expressions précédentes la formule exacte suivante pour ’erreur
P(x;) — ¢
Proposition 8.3
Qb(ﬂfz) _¢i = (fagl _gi)Q ) (88)

ot la fonction constante par morceaux ¢. est définie par

gi(z) =G

j=9'(z;) Vo€ Kj,Vj€1,Ny.

8.3 Ordre de convergence du schéma

La proposition 8.3 permet d’étudier ’erreur commise au point z; et aussi ’erreur en

norme L? discréte définies par
1
. N . 2\ 2
e i:‘cb(ﬂfz‘)—cbz‘ ;€= <th : : )
i=1

¢ (332) - gbz

Nous avons les résultats suivants :

Proposition 8.4 Soit 2 le point milieu de K. Si f € HY(Q) et sil existe une constante

C, indépendante du maillage, telle que Vj € [1, Ny, |z; — $;‘ < Ch?, alors il existe une
constante K, ne dépendant que de f, telle que

Vie [1,N]y, e, < Kh?, (8.9)

e < Kh*. (8.10)

En effet, Péquation (8.8) peut également s’écrire
d(@i)—di= (.9 —d))g=(f—1f,0" —g))+ (IIf,0" — gi) g, - (8.11)
ot ILf est la projection L? de f sur le maillage :
(ILf)(x) = fj, Ve € K;,Vj € [1,N]n.

Puisque f € HY(Q2), f — IIf est d’ordre un en norme L?. Par ailleurs, il est facile de
déduire de I'expression exacte de g que g° — g% est aussi d’ordre un en norme L?. Le
premier terme du membre de droite de 8.11 est donc d’ordre deux. Par ailleurs, toujours
selon I'expression exacte de g, 'intégrale de g' — g% sur chaque intervalle Kj, avec j # 1,
peut étre majorée en h? en raison de I'hypothése effectuée sur le choix de x; dans Kj ;
enfin, I'intégrale de ¢° — g¢ sur lintervalle K; est quant a elle d’ordre h%. Ces deux
éléments permettent ensuite de conclure que le second terme du membre de droite de
8.11 est lui aussi d’ordre deux.

Une proposition semblable peut étre obtenue en considérant la moyenne de f non
plus sur les cellules primales K;, mais sur les cellules duales KH% et en suivant le méme
raisonnement :

Proposition 8.5 Si f € HY(Q) et s'il existe une constante C, indépendante du mail-

lage, telle que Vj € [1, N —1]n, ‘x

| — Tt
]+§ 2

< Ch2, alors il existe une constante K,

ne dépendant que de f, telle que

Vi € [1, Ny, e;

e

Kh?, (8.12)
Kh?. (8.13)

IA A
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Nous indiquons & présent des contre-exemples montrant que 1’on peut perdre 'ordre
deux lorsque 1'une des conditions des propositions précédentes n’est plus vérifiee. Com-
mengons par un cas pour lequel f est moins régulier que dans les propositions 8.4 et 8.5.

Proposition 8.6 Considérons un maillage composé de N segments identiques de lon-
gqueur h = % et choisissons les points x; comme étant les milieuz des segments

z;=(—1/2)h,1<j<N.

Soit de plus o €]0;1/2[ et choisissons f(x) = =% (Bien sir, f € L*(Q) mais f ¢
HY(Q)). Soit enfin z, €]0;1[, fizé indépendemment du maillage, et notons N, l'entier
tel que Nyh < x, < (N.+1)h. Supposons que h est suffisamment petit pour que N, > 2.
Alors, il existe K > 0 ne dépendant que de « et x4, tel que pour tout h suffisamment
petit

Kh* | Vic[2,NJn, (8.14)
Kh?™, (8.15)

A\VARAYS

Continuons par un cas pour lequel f est régulier, mais pour lequel les points x; ne
sont pas correctement choisis dans les K.

Proposition 8.7 Sur des maillages générauz, et méme si f est régulier, nous pouvons
ne pas avoir de meilleure estimation que

Clh S (&

Kh, (8.16)

<
< Coh, (8.17)

ot les constantes K, Cy et Cy et la fonction F sont indépendantes du maillage.

Pour montrer les inégalités de gauche, considérons & présent 1’exemple suivant : le
maillage consiste en N = 2P segments identiques de longueur h = # et nous choisissons
les points x; de la facon suivante

(j=2)h si j<P
$j:
(G-Hh s j>P

De plus, choisissons la fonction f suivante :
flx)=1 Vz € Q,

YR
et nous avons donc ¢(z) = 5(1 — z)z.
Nous trouvons 'expression suivante pour ¢; :

1 h 3
¢i = 5(1 — i)z — b + 3—2h2
= B~ e 212 vie[, Pl
T Wyt Ty e LN
C’est-a-dire 5
i=zih|-— ————|>z5 , Vie[l,P]n.
G Ty &m-&‘ tig o Vi€l Pl
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D’autre part,

h 3,
¢ = —(1—xz)$z—z(1—x2)+§h
A h 3,

= qb(.l‘z)—z(l xz)‘i‘ﬁh ,VZE[P+1,2P]N,

ce qui implique

P(xi) — b

Ceci permet d’obtenir les inégalités de gauche dans (8.16) et (8.17).

>(1-— xi)g , Vie[P+1,2P]y.
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Chapitre 9

Etude en dimension deux, sur
maillages triangulaires et de
Voronol associés

Je résume dans ce chapitre I'article [A1] dans lequel je m’intéresse, pour I'équation
de Laplace, 4 I'analyse de la convergence en norme L?(£2) de la méthode de volumes finis
centrée sur les cellules, lorsque les cellules sont des triangles (les T; du paragraphe 3.1),
et que le point de controle (le point G;) associé a I'un de ces triangles est le centre de son
cercle circonscrit (schéma dit "VF4", voir [52, Exemple 9.1] et [109]), et de la méthode
de volumes finis centrée sur les nceuds, lorsque les cellules sont les cellules de Voronoi
(les Py) associées aux sommets (les Si) des triangles (voir [52, Exemple 9.2] et [86]). On
pourra se référer a la figure 3.3 page 41 pour les notations.

Sans pouvoir répondre a la question posée séparément pour chacun des deux schémas,
nous montrons qu’une combinaison adéquate des solutions de ces deux schémas converge
a l'ordre deux, lorsque le domaine de calcul est bidimensionnel polygonal convexe, sous
la condition suffisante que la donnée de I'équation de Laplace soit dans H'(Q), et sous
une condition sur les angles des triangles. Pour cela, et en lien avec les schémas DDFV de
la deuxiéme partie de ce document, nous considérons la fonction P! par cellule diamant
dont les valeurs sont définies & partir des valeurs des solutions numériques des deux
schémas par la Définition 3.6. Le résultat principal de ce chapitre est le suivant

Théoréme 9.1 Soit Q un domaine polygonal conveze bidimensionnel. Soitq@ la solution
exacte de l’équation —Agg = f dans Q, avec des conditions de Dirichlet homogénes.
Soit ¢ = ((¢1),(o])) € R % RE [ solution des schémas volumes finis (9.1)-
(9.6) ci-dessous, et soit ¢p, la fonction associée a ¢ par la définition 3.6. Alors, sous
Uhypothése 9.1 et si f € HY(Q), il existe une constante C ne dépendant que de ©F, telle
que

7 2
[6 =m0 < P 1Fllmcey-
Nous formulerons une hypothése concernant le maillage, qui est la suivante

Hypothése 9.1 Nous supposons qu’il existe un angle ©* > 0, ne dépendant pas de h,
tel que tous les angles de tous les triangles du maillage soient inférieurs ou égaur a

w/2 — OF.

Remarque 9.1 Cette hypothése nous permet de majorer de fagon indépendante de h
certaines quantités géométriques liées auz cellules primales et aux cellules diamants. En
particulier, cela implique que toutes les cellules-diamants sont convezes, et que le point 2.
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de I’hypothése 6.1 est vérifié avec un angle 6 qui ne dépend que de ©F, le point 1. de
cette hypothése étant trivialement vérifié compte tenu, ici, de l'orthogonalité des arétes
primales et duales.

9.1 Les deux schémas volumes finis

Nous renvoyons au paragraphe 3.1 pour ce qui est des notations employées dans ce
chapitre. Le premier schéma est centré sur les triangles T;, et ses inconnues sont les
qb;fF associés a ces triangles, ainsi qu’aux milieux des arétes situées sur la frontiére I'. 11

s’écrit .
—m7 2 B = (D vie L, (9.1)
tjear;
avec les flux
Fyy = 4,220 — Pu0) 62)

7 nj . nji .
| A%

Le second schéma est centré sur les nceuds S, (ou, de fagon équivalente, sur les polygones
de Voronoi Py), et ses inconnues sont les gka associés, et s’écrit

1

TRl > Fry=(F Vk¢T, (9.3)
klicop,
avec les flux (6 5 )
() — B (7
Fiog = |4 =2 (94)
J

Notons que les flux sur les arétes 0P, N 02 n’entrent pas dans la définition du second
schéma, puisque (9.3) n’est écrit que pour les cellules duales intérieures. Dans (9.2),

nous posons

¢y =0sijerl, (9.5)

en raison des conditions aux limites de Dirichlet homogenes (nous rappelons que si
Jj € 0T;NT alors i1(j) = 7). Ces mémes conditions fournissent

¢F =0 ,VEeT. (9.6)

Dans (9.1) et (9.3), les membres de droite sont les valeurs moyennes de f sur les T; et
les Py (voir la formule (4.8)).

Il est aisé de constater, compte tenu de I'orthogonalité des maillages et des formules
(3.5), (3.6) et (3.9), que les schémas ci-dessus peuvent se combiner de fagon équivalente
sous la forme d’un seul et méme schéma DDFV (4.6) (4.9) en tenant compte du fait
que I'y = 0 et que la donnée de Dirichlet ¢4 est nulle. Nous avons vu a 'occasion de
I’analyse numérique a priori du schéma DDFV que la fonction ¢y, associée aux inconnues
(oI, o) par la définition 3.6 vérifie la formulation variationnelle (4.17) avec ici I'y = 0.
Afin d’étudier 'erreur en norme L? entre ¢y, et QAS, reprenons ’argument de dualité
classique (6.23). Nous pourrions utiliser la formule (6.26) que nous avons obtenue et
utilisée dans le paragraphe 6.3. Cependant, nous pouvons donner une autre formule de
représentation de 'erreur :

Proposition 9.1 Soit ¢ = ((wZT),(w}:)) donné dans RIT" x RE tel que I =0 si
1€l et @b]f =0 st k €T, et soit Yy, la fonction associée a i par la définition 3.6. On a
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la formule
[ on— e = anion—dd -~ [ 7on i) () ax
Q Q
_ Vo - d 9.7
DE - on, ¢ - ny do (9.7)

- %;/gmjwh—ww-nda.

9.2 Estimation de ’erreur

Dans la proposition 9.1, I’élément ) est arbitraire. Nous choisissons ici les valeurs
de @ comme étant les solutions des méthodes de volumes finis associées a I’équation de
Laplace vérifiée par @@, I'une centrée sur les cellules du maillage triangulaire et 'autre sur
les cellules de Voronoi. C’est-a-dire que dans les équations (9.1)—(9.6), nous remplagons
¢ par ¢ et f par la fonction v de (6.24). En particulier, deux points seront importants
dans ce qui suit. Tout d’abord, puisque @@ est dans H?(f2), nous pouvons appliquer
Iestimation d’erreur (6.21), dans laquelle nous remplagons QAS et ¢p, par 1& et 1y, et dans
laquelle 7* ne dépend que de ©*, compte tenu la proposition 6.1 et de la remarque 9.1.
De la sorte, en prenant en compte (6.25), on a

[~ n),, < Oz - (9.8)
avec une constante C' ne dépendant que de ©*. De plus, il est clair & partir de la définition
(3.9) et a partir de (9.1) et (9.2) appliquées a ¥ et & v, que 1)y, vérifie

-) \Aj\vhwh-nji:/ v(x)dx , Vi e [1,1]. (9.9)

JEIT; T

Nous pouvons & présent procéder a 'estimation des différents termes de (9.7). Compte
tenu des estimations (6.21) et (9.8), le premier terme est aisément estimé.

Lemme 9.1 Il existe une constante C ne dépendant que de ©F, telle que

an(dn — &1 —vn)| < CR? || £l 20y IVl p2ey - (9.10)

La technique utilisée pour évaluer les deux derniers termes dans la formule (9.7) est
classique et remonte a [38]. Ces deux termes proviennent de la non conformité de ’espace
discret sur lequel est écrit la formulation variationnelle discréte. Tout comme dans [38],
on peut montrer qu’ils sont d’ordre deux sur la base de deux arguments : les fonctions
de I’espace sont P! continues aux milieux des arétes des cellules diamants et s’annulent
sur la frontiére du domaine, d’une part, et les fonctions gg et 1& sont dans H? et leurs
gradients normaux ne présentent donc pas de saut sur les arétes des cellules diamants,
d’autre part.

Lemme 9.2 [] existe une constante C ne dépendant que de ©F, telle que

S [ (n- 80 ndo| <O Il Dol (9.11)
D, /0D;
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Lemme 9.3 1[I existe une constante C ne dépendant que de ©F, telle que

3 / Vo nindo| < CR |l 102 - (9.12)
b Job;

A présent, le terme restant a évaluer dans (9.7) est celui venant du fait que (4.17) n’est
pas une véritable méthode d’éléments finis. Nous définissons tout d’abord les fonctions
suivantes

Définition 9.1 Soit ¢ = ((¥]), (wf)) donné dans RIT7" x RE | nous définissons wg
P
et ¥y par

T
Unyr (%) ==, ¥x €Ty, Vi, (9.13)
P _ %

Par ailleurs, dans chaque cellule-diamant D;, nous définissons M; comme le point mi-
. . )
lieu de Uaréte A; (voir figure 3.3 page 3.3)

Définition 9.2 Soit v = ((¢]), (wf)) donné dans RIT7" x RE | nous définissons U} et
1/1,21 par

‘A"1|1/’¢T L4 AL T r =yl
¢}z(x)|D]- 0 2(2‘14/" J Z1(J)+(X_Mj). % n;,vx € D; (9.15)
J J
et
ve o+l b =l
VX, = M-ﬁ-(x—l\/{j)- w ), vxeD;. (9.16)
J

Avec ces définitions, nous avons

Lemme 9.4

U — v = (Vp —¥F) + (Vi —of) (9.17)

Cette égalité permet de décomposer 1), — 47 en une fonction dont la variation est dans
la direction de 'aréte primale et une fonction dont la variation est dans la direction de
I'aréte duale. Ces deux contributions vont étre estimées séparément. Avec ces définitions,
le terme restant a évaluer dans (9.7) s’écrit

/fwh—wz) (x)dx = / (f = 1) (n =) (x)dx
Q Q
[ k= o) (o dx
Q
+ [ ax a9
Q
N RAC RS
Q
otl les projections L? suivantes ont été utilisées :

fnx) = (N], vxeT;, Vi (9.19)
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1
Px) = —/ f(x)dx , Vx € D; ,VD;.
|Dj| Jp,

Nous allons tout d’abord donner une majoration des premier et troisiéme termes du
membre de droite de (9.18). La régularité de f permet d’estimer f — th et f— f,? De
plus, le fait que 1/1,{|T_ interpole ¢i|D~ au milieu du segment [G;M;] lorsque A; est une
i f]
aréte de T; permet d’estimer @b}l — @b;{. De méme, le fait que ¢5\Pk interpole ¢%|D~ au
J

milien du segment [S,M;] lorsque Sy, est un sommet de A; permet d’estimer w,% — 1[)}1;.
Nous avons donc le lemme suivant

Lemme 9.5 [l existe une constante C, ne dépendant pas du maillage, telle que

[ (£ =) k-0 (X)dXJr/Q(f—f;?) (2 —F) (x)dx| < (9.20)

CR2 ||l @ 01l 20 -
A présent, le dernier terme de 'égalité (9.18) est facile a évaluer :
Lemme 9.6 On a

/Q SP (12 —wF) (x)dx =0. (9.21)

La preuve de ce lemme est basée sur le fait que la fonction @b,% — @bf est impaire si I'on
prend comme origine le milieu de ’aréte primale, et que la cellule diamant est symétrique
par rapport a ’aréte duale.

Finalement, il reste & évaluer le deuxiéme terme dans le membre de droite de (9.18).
Le lemme suivant sera utile pour cela :

Lemme 9.7 Soit R; le rayon du cercle circonscrit au triangle T;. On a

[ =) @ax = SO S 14¥

) JEIT;
1 _
- 1S DT D 1APVrtn - nys. (9.22)

i jEOT;

La preuve de ce lemme est basée sur le fait que

T M)2|A;
D]'ﬂTi

et que (G;M;)? = R? — @ (voir Figure 3.3 page 41). A présent, nous pouvons borner
le premier terme du membre de droite de (9.22).

Lemme 9.8 I existe une constante C' telle que

> Of 12 LS A V| < O [ FlL ey ol - (9.23)

i JEOT;
Ceci est di au fait que v a été choisi de telle sorte que 'on ait (9.9). Enfin,
Lemme 9.9 Sous I’hypothése 9.1 et si f € HY(Q), il existe une constante C, ne dépen-
dant que de ©%, telle que

1

18 SO D APYRn - njs| < CP (|1l ey 0]l 20 - (9.24)
7 JEIT;

Mémoire d’habilitation a diriger des recherches Pascal Omnes 100



Chapitre 9. Etude en dimension deux, sur maillages triangulaires et de Voronoi asso

ciés

La preuve de ce lemme est fondée sur la réorganisation suivante de cette somme. Rap-
pelons que pour tout j ¢ I', on a Vit - 0y, 5y = —Vptbn - 0,5y = Vi - ny. Donc,

Z(f)zT S APV my = Y4, \3[ ni) — Dby Vidn -y

JEIT; jér
+ Z A 12N,y Vion - my - (9.25)
jer

D’autre part, il est possible de montrer que puisque f est dans H' (), alors on a

2
3 3 2
S DG - (D] <CIVRq
Jj¢r
Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz discréte, et par stabilité de ||y vis-a-vis de la
norme L? de v, le premier terme du membre de droite de (9.25) est majoré par

> 14P [(f)im — (N | Vaton -1 < O || fll gy 1v] 120 - (9.26)
j¢r
Enfin, en notant By, la portion de domaine autour de I' qui contient tous les T tels que
|0T; NT'| # 0, on obtient

S APOE 5 Vatn - ny| < CRAIV Yl 28,0 1 12(5,) (9.27)
jer

Notons que la portion de domaine Bj, est incluse dans une bande de largeur au plus h
autour de I', ce qui permet de conclure, a 'aide de I'inégalité de Ilin (voir, par exemple,
[22, Formule (2.2)]), et puisque ¥ € H2() et que nous avons supposé que f appartient
a HY (Q) :

9]z, = 0 19

125y < CHY2 1 £ i ey -

L2(B) H2(Q)

Ceci implique, par une inégalité triangulaire, I'estimation d’erreur (9.8) et la stabilité
(6.25) de 9 vis-a-vis de v, que (9.27) peut étre transformé en

APy Vit - 5] < CH || f [l gy 10l 2y (9.28)
jer

Le théoréme 9.1 s’obtient en rassemblant (6.23), (9.7), (9.10), (9.11), (9.12), (9.18),
(9.20), (9.21), (9.22), (9.23) et (9.24).
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Perspectives

L’objectif de cette étude était de déterminer sous quelles conditions un schéma de
type volumes finis centré sur les cellules pouvait fournir des valeurs approchées de la
fonction inconnue convergeant a l'ordre deux en norme L2. Si I'on peut considérer que
cet objectif a été atteint en une dimension d’espace, ce n’est pas le cas en dimensions
supérieures. En particulier, la convergence a l'ordre deux de la fonction ¢y, associée
aux inconnues centrées sur les triangles et centrées sur les polygones de Voronoi par
la définition 3.6 page 43, n'implique pas la convergence en norme L? discréte de ces
inconnues vers les valeurs ponctuelles de la solution exacte. Il est en effet aisé de constater
qu’on ne change pas les valeurs de la fonction ¢p si 'on ajoute une méme constante
arbitraire aux valeurs sur les neeuds et qu’on la soustrait aux valeurs aux centres des
triangles, la fonction ¢p étant définie par les demi-sommes des valeurs aux centres et
aux neeuds. Un effort doit donc étre poursuivi dans ce sens.

Par ailleurs, en lien avec les perspectives de la troisiéme partie de ce document, il
conviendrait d’examiner I'impact que pourrait avoir la démonstration éventuelle de la
convergence & l'ordre deux en norme discréte du gradient de la solution calculée par
DDFYV sur des triangles généraux. Il suffirait alors peut-étre d’appliquer des techniques
de type inégalité de Poincaré discréte [52, Lemme 9.1] pour obtenir la convergence a
I'ordre deux en norme L? discréte de la solution calculée vers les valeurs ponctuelles de
la solution exacte.
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