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IntrodutionCe doument synthétise une partie des travaux de reherhe que j'ai menés au Com-missariat à l'Énergie Atomique, sur les entres de Salay et de Bruyères-le-Châtel, auForshungszentrum de Karlsruhe (Allemagne), ainsi qu'à l'Université Paris 13. Le thèmequi lie entre eux les travaux présentés ii est la disrétisation par des méthodes de vo-lumes �nis de ertaines équations de la physique auxquelles je me suis intéressé au oursde mon ativité. Les méthodes de volumes �nis sont des méthodes numériques très po-pulaires dans divers hamps de l'ingénierie, en partiulier en méanique des �uides, ete pour plusieurs raisons : elles font appel à des bilans loaux (de masse, de quantitéde mouvement, d'énergie, ...) qui ont un sens physique très onret ; elles permettentsouvent de reproduire des propriétés physiques de la solution exate (onservation deertaines quantités, prinipe du maximum, ...), e qui leur assure une grande robus-tesse ; en�n, elles peuvent être utilisées sur des maillages très généraux et sont donappliables dans des géométries tridimensionnelles omplexes. Lorsque l'on e�etue lesbilans loaux mentionnés i-dessus, toute la di�ulté est de dé�nir les �ux sur la fron-tière des volumes de ontr�le en fontion des inonnues du shéma. Nous verrons enpartiulier que la notion de onsistane est partiulièrement importante et relativementdi�ile à assurer pour les �ux di�usifs issus d'équations elliptiques.La première partie de e mémoire est onsarée à des shémas oloalisés de typeGodunov pour des systèmes d'équations hyperboliques linéaires modélisant des phéno-mènes de propagation d'ondes.Le hapitre 1 résume les publiations [A8, P1, A9℄ et onerne le système des équa-tions de Maxwell, dans le adre de simulations ouplées ave l'équation de Vlasov mo-délisant les plasmas non ollisionnels. Ce travail a été e�etué lors de mon séjour deoopérant en Allemagne, en ollaboration ave Claus-Dieter Munz, Rudolf Shneider,Eri Sonnendrüker et Ursula Voss. J'ai eu réemment l'oasion de m'y intéresser denouveau lors de travaux menés ave Siham Layouni, dont j'ai enadré la thèse onjoin-tement ave Komla Domelevo. L'épineux problème à traiter, renontré par de nombreuxnumériiens des plasmas, onsiste à forer le hamp életrique alulé à satisfaire la loide Gauss, tout au moins de façon approhée. En e�et, la plupart des méthodes numé-riques utilisées pour résoudre les équations de Maxwell se ontentent de résoudre leséquations d'Ampère et de Faraday, e système (hyperbolique) étant bien posé. Dans lemodèle ontinu, le fait que le hamp magnétique reste à divergene nulle et que le hampéletrique satisfasse la loi de Gauss est une onséquene de e système Ampère�Faradayet, pour le hamp életrique, de la loi de onservation de la harge életrique. Néan-moins, il peut arriver que la disrétisation du système Vlasov-Maxwell soit réalisée detelle sorte que e lien de ause à onséquene soit brisé, en raison en partiulier d'une loide onservation de la harge életrique défaillante sur le plan disret. Il est alors fréquentque la simulation dérive vers des régimes physiques omplètement irréalistes, en parti-ulier lorsque l'intervalle de temps simulé est beauoup plus important que les éhellesde temps aratéristiques assoiées à la dynamique des partiules hargées. Un remède



Introdutionpossible onsiste alors à oupler l'ensemble des équations à véri�er entre elles, de façonà limiter la perte de ohérene. La façon la plus onnue d'agir, introduite par Boris [15℄,est d'ajouter au hamp életrique alulé par l'équation d'Ampère une �orretion� sousla forme d'un gradient de potentiel alulé de telle sorte que le hamp életrique totalvéri�e la loi de Gauss. On peut aussi agir de la même manière pour forer le hampmagnétique à être à divergene nulle. Cette opération revient à résoudre une équationde Poisson pour le potentiel dont dérive la orretion, qui est par onséquent quali�éede �orretion elliptique�. La résolution répétée d'une équation de Laplae pouvant serévéler oûteuse, une autre approhe, basée sur la notion de �pseudo-ourant� a été pro-posée par Marder [74℄. Elle onsiste à injeter omme terme soure supplémentaire dansl'équation d'Ampère un terme proportionnel au gradient de l'erreur ommise sur la loide Gauss. On obtient ainsi une équation parabolique sur ette erreur et le proessusa reçu le nom de �orretion parabolique�. En e qui nous onerne, et selon une idéedéveloppée initialement dans [88℄, nous avons étudié une orretion dite �orretion hy-perbolique� ar le système des équations de Maxwell, modi�ées par ette orretion, restehyperbolique. L'avantage prinipal de ette façon de proéder est que l'on peut intégrertrès naturellement ette modi�ation dans un solveur numérique dédié aux équationshyperboliques, et pro�ter ainsi des nombreuses avanées que e domaine onnaît réguliè-rement. C'est ainsi que j'ai onstruit un ode de aluls pour les équations de Maxwell,fondé sur une méthode de volumes �nis oloalisés sur des maillages non-struturés endimension deux et trois, d'ordre un par déentrage amont des �ux et d'ordre deux parreonstrution et limitation éventuelle des pentes, ode dans lequel j'ai introduit etteorretion qui a montré son e�aité lors du ouplage ave une méthode partiulairepour la résolution de l'équation de Vlasov en dimension deux d'espae. Notons queette orretion hyperbolique, que nous avons montré être équivalente à une méthodede pénalisation de la loi de Gauss dans l'équation des ondes du seond ordre assoiéeau hamp életrique, a onnu un ertain suès puisqu'elle a été reprise dans le ontextede la magnétohydrodynamique (voir, entre autres, [40, 70, 120℄), puis pour le systèmeMaxwell-Vlasov ave une disrétisation Galerkin disontinu d'ordre élevé [67, 68℄.Le hapitre 2 résume la publiation [A2℄ dans laquelle, ave Stéphane Dellaherie etFelix Rieper, nous étudions l'in�uene de la géométrie des ellules sur la préision dushéma de Godunov du premier ordre appliqué à l'équation des ondes à bas nombre deMah. Il est bien onnu que e shéma présente de sérieux problèmes dans e régime,en partiulier en raison d'une erreur de tronature du shéma qui est d'ordre ∆x/M ,où ∆x est une longueur aratéristique des éléments du maillage et M le nombre deMah (rapport de la vitesse du �uide sur la vitesse du son). Mais ela ne permet pasd'expliquer pourquoi e shéma donne des résultats aeptables en une dimension d'es-pae ni pourquoi, en deux dimensions d'espae, les simulations sur des maillages dequadrangles donnent des résultats atastrophiques, alors que sur des maillages de tri-angles, les résultats sont là aussi aeptables [99, 101℄. Une partie de l'expliation a étédonnée par Stéphane Dellaherie dans un travail réent [42℄, où l'auteur travaille surla notion d'équation modi�ée, qui, rappelons le, onsiste à retranher à l'équation auxdérivées partielles d'origine le terme dominant dans l'erreur de tronature du shémanumérique utilisé (le shéma est ainsi onsistant ave l'équation modi�ée à un ordresupérieur). L'auteur montre que la perte de préision du shéma est due à une modi�a-tion de l'espae stationnaire de l'équation modi�ée. Pour l'équation des ondes ontinue,et espae stationnaire est l'espae des hamps de vitesse à divergene nulle et des pres-sions onstantes. En une dimension d'espae, l'espae stationnaire de l'équation modi�éeassoiée au shéma de Godunov est identique. En revanhe, en deux dimensions d'es-pae, sur des maillages de retangles, et espae stationnaire est profondément modi�é,Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 5



Introdutionpuisqu'il onsiste, pour la partie vitesse, en l'espae des hamps dont la omposantehorizontale (respetivement vertiale) ne dépend que de la oordonnée vertiale (resp.horizontale). Si es hamps sont bien à divergene nulle, ils sont loin de dérire l'en-semble des hamps à divergene nulle. La di�usion extrêmement rapide de la onditioninitiale vers un élément de et espae stationnaire modi�é, qui en est éloigné à l'ordrezéro en ∆x, rée des ondes aoustiques parasites qui viennent omplètement polluerla solution numérique. Stéphane Dellaherie propose alors une modi�ation simple dushéma de Godunov, dont l'équation modi�ée possède un espae de hamps de vitessestationnaires qui orrespond exatement aux hamps à divergene nulle. Ce nouveaushéma est nommé shéma bas Mah par l'auteur. Notre ontribution à ette ré�exion aété de reprendre la notion d'espae stationnaire des shémas, non plus en travaillant surl'équation modi�ée, notion limitée à la géométrie artésienne, mais en nous intéressantdiretement au shéma numérique. Sur des maillages de retangles, nous pouvons alorsprouver que le omportement du shéma de Godunov standard est identique à eluidérit par l'équation modi�ée : l'espae stationnaire du shéma est omposé de hampsde vitesse dont la omposante horizontale (respetivement vertiale) ne dépend que dela oordonnée vertiale (resp. horizontale). Ces hamps n'approhent don pas orrete-ment l'ensemble des hamps à divergene nulle. De plus, le shéma di�use extrêmementrapidement une ondition initiale vers sa projetion dans et espae stationnaire disret,et rée ainsi des ondes aoustiques parasites de taille O(∆x). En revanhe, il apparaîtque, sur des maillages triangulaires, la partie vitesse de l'espae stationnaire assoiéau shéma de Godunov du premier ordre est onstituée des rotationnels des fontionsde l'espae d'éléments �nis de Lagrange d'ordre un assoié aux n÷uds du maillage.Les résultats d'analyse numérique usuels montrent que et espae est une bonne ap-proximation (à l'ordre ∆x si le hamp de vitesse est régulier) de l'espae ontinu deshamps de vitesse à divergene nulle. Il existe don une façon préise de disrétiser unhamp de vitesse à divergene nulle par un élément de et espae stationnaire disretqui assure qu'auune onde parasite ne sera réée. Nous montrons d'autre part que leshéma bas Mah proposé par Stéphane Dellaherie possède un espae de hamps devitesse stationnaires su�samment rihe pour approher de façon préise les hamps devitesse ontinus à divergene nulle. En partiulier, dans le as d'un maillage régulier deretangles, il existe dans et espae stationnaire disret une approximation d'ordre ∆x2d'un hamp de vitesse à divergene nulle qui ne rée auune onde parasite.La deuxième partie de e mémoire est onsarée à la onstrution d'opérateurs dif-férentiels disrets sur des maillages bidimensionnels relativement quelonques, en parti-ulier très déformés ou enore non-onformes, et à leur utilisation pour la disrétisationd'équations aux dérivées partielles modélisant des phénomènes de di�usion (équationde Laplae), d'életrostatique et de magnétostatique (système divergene rotationnel)et d'életromagnétisme (équations de Maxwell) par des shémas de type volumes �nissur maillages déalés.Ces travaux ont été motivés initialement par des problèmes liés à la méaniquedes �uides (équations de type Stokes), et trouvent leur origine dans le désir de menerl'analyse numérique d'une variante d'un shéma onnu en méanique des �uides sous lenom de shéma Marker and Cell (MAC) [57℄, initialement onstruit sur des maillagesde retangles. C'est un shéma qui disrétise la pression aux entres des retangles etla omposante normale de la vitesse aux milieux des arêtes. Il apparaît assez rapide-ment que dans e shéma, la matrie liée à la disrétisation du gradient de pressionet la matrie liée à la disrétisation de la ontrainte d'inompressibilité du �uide sontsymétriques l'une de l'autre. Autrement dit, es disrétisations respetives permettentde dé�nir un opérateur gradient disret et un opérateur divergene disrète qui sontMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 6



Introdutionadjoints (au signe près) l'un de l'autre. Par ailleurs, la matrie disrétisant le Lapla-ien vetoriel de la vitesse peut être vue omme le produit de la matrie disrétisantdeux autres divergenes (sur des maillages déalés par rapport à la divergene de lavitesse du �uide) et de la matrie disrétisant deux autres gradients (là aussi sur desmaillages déalés par rapport au gradient de pression) et une interprétation en termede gradients et divergenes disrets adjoints les uns des autres permet de mener l'ana-lyse numérique de e shéma de façon e�ae. La tentation est alors grande de vouloirgénéraliser es onepts d'opérateurs disrets sur des maillages plus généraux que lesmaillages onstitués de retangles. Ce pas a été franhi par Roy Niolaides et ses ol-laborateurs qui ont développé la méthode dite des ovolumes sur des triangulations deDelaunay [92, 66, 28, 93℄. Sur e type de maillages, les inonnues vetorielles (hampde vitesse, hamp életrique, gradient de pression, ...) sont disrétisées par leurs om-posantes normales aux arêtes des triangles et les inonnues salaires sont disrétiséesaux entres des erles ironsrits aux triangles1 du maillage (pression, potentiel, ...)ou aux sommets de es triangles (tourbillon). Il est alors aisé de dé�nir la divergenedisrète d'un veteur sur haun des triangles grâe aux omposantes normales de eveteur situées sur les arêtes. De même, le gradient disret d'un salaire est dé�ni parsa omposante normale sur les arêtes grâe aux valeurs de e hamp dans les triangleset à l'orthogonalité des arêtes et des segments joignant deux entres de triangles adja-ents (on parle de maillages "admissibles"). D'autre part, on assoie à haque n÷ud dumaillage une ellule duale obtenue en joignant les entres des triangles dont le n÷udonsidéré est sommet. Par onstrution les arêtes de es ellules duales sont orthogonalesaux arêtes des triangles, et les omposantes tangentielles d'un hamp de veteur sur esarêtes duales sont don exatement les omposantes normales de e hamp de veteursur les arêtes des triangles. Cei permet don de dé�nir sans e�ort supplémentaire letourbillon disret d'un hamp de veteur sur haune de es ellules duales. En revanhe,lorsque l'on herhe à étendre es onepts sur des maillages plus généraux, on se rendvite ompte que l'absene d'orthogonalité entre les arêtes du maillage et les segmentsjoignant les entres des mailles voisines néessite la dé�nition des deux omposantesdes hamps de veteur sur les arêtes et la dé�nition des hamps salaires à la fois auentre et aux sommets des ellules du maillage. Il en est de même lorsque l'on tente degénéraliser le shéma de volumes �nis à quatre points pour l'équation de Laplae [58℄,dont les inonnues sont situées aux entres des triangles, à des maillages plus générauxou à une équation de di�usion anisotrope, ou enore à une équation de di�usion non-linéaire de type p-Laplaien, pour laquelle le alul du oe�ient de di�usion néessitela onnaissane de la norme eulidienne (et don des deux omposantes) du gradientsur les interfaes entre deux éléments. C'est ette approhe que nous présentons dansette partie du doument.Le hapitre 3 résume une partie des publiations [A6, A7℄ et onerne la dé�nitionet les propriétés d'opérateurs di�érentiels disrets sur maillages bidimensionnels quel-onques. C'est un travail débuté ave Komla Domelevo et poursuivi onjointement aveSarah Delourte, dont Komla Domelevo et moi-même avons o-enadré la thèse. Nousdé�nissons de façon simple et naturelle des opérateurs divergenes et rotationnels dis-rets à l'aide de formules de Green - Gauss appliquées sur les ellules du maillages et surles ellules duales assoiées aux n÷uds du maillage. Ces opérateurs agissent sur l'espaedes hamps de veteurs disrets dé�nis sur les arêtes primales et duales assoiées et four-nissent des valeurs de divergene et de rotationnel dans les ellules primales et duales.De façon symétrique, nous dé�nissons, par une formule de Green et une formule de qua-drature appliquées aux ellules-diamants (dont les diagonales sont les arêtes primales1i-après dénommés les entres des trianglesMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 7



Introdutionet duales assoiées) des opérateurs gradients et rotationnels disrets. Ces opérateursagissent sur l'espae des hamps salaires dé�nis sur les ellules primales et duales etfournissent des hamps de veteurs gradients et rotationnels sur les arêtes du maillage(soit, de façon équivalente, sur les ellules-diamants). Ces opérateurs ne sont pas par-tiulièrement originaux, puisque les opérateurs divergenes disrètes étaient (tout aumoins impliitement) utilisés dans toutes les méthodes de volumes �nis entrées surles ellules pour la divergene primale, ou entrées sur les sommets pour la divergeneduale. L'opérateur gradient disret avait été quant à lui déjà utilisé dans la méthodede volumes �nis dite diamant, examinée par exemple dans [32℄. Le point innovant denotre travail a été dans un premier temps de réaliser que l'on pouvait ombiner es ap-prohes pour obtenir une formulation volumes �nis de l'équation de Laplae qui mèneà une formulation symétrique et uniformément oerive, ave des gradients onsistants,et appliable à tout type de maillage. La symétrie provient du fait que les opérateursgradient et divergene sont les adjoints (au signe près) l'un de l'autre, ette propriéténous ayant inspiré le nom de "méthodes de volumes �nis en dualité disrète" (DDFV) ;la oerivité uniforme déoule du fait que le gradient est injetif sur l'espae des hampssalaires de moyennes primales et duales nulles et que l'on peut établir des inégalités dePoinaré disrètes dont la onstante ne dépend pas du pas du maillage, mais unique-ment de la régularité de elui-i [5℄ ; en�n la onsistane vient de e que la formule dugradient peut être obtenue de façon équivalente par deux formules de di�érenes �niesdans haune des diretions des arêtes primales ou duales. Ces trois points sont les pro-priétés déisives qui permettent de montrer la onvergene de la solution numérique dushéma vers la solution exate de l'équation de Laplae. Dans un deuxième temps, nousavons pu montrer que les opérateurs disrets véri�ent des propriétés analogues à ellesde leur homologues ontinus, et ei toujours sur tout type de maillage : la divergenedisrète des rotationnels disrets est nulle, le rotationnel disret des gradients disretsest nul, tout hamp de veteur dé�ni par ses deux omposantes sur les arêtes peut sedéomposer omme somme d'un gradient disret et d'un rotationnel disret (déompo-sition de Helmholtz-Hodge disrète). Cei nous a permis de généraliser la théorie desovolumes de Roy Niolaides à des maillages quelonques, e qui permet d'élargir leurhamp d'appliation.Le hapitre 4 résume une autre partie des publiations [A6, A7℄. Nous dérivonsl'utilisation de es opérateurs pour la disrétisation de l'équation de Laplae, et elle duproblème "divergene - rotationnel" que l'on renontre par exemple en életrostatiqueet en magnétostatique, et qui se déouple en fait en deux problèmes de Laplae dis-tints, via la déomposition de Hodge disrète. Les prinipales propriétés véri�ées parla disrétisation de l'équation de Laplae ont été rappelées i-dessus. Nous montrons deplus deux propriétés qui seront utilisées lors de l'analyse numérique de e shéma dansle hapitre 6. D'une part, le shéma DDFV peut être réérit sous une formulation varia-tionnelle disrète équivalente faisant intervenir des fontions P 1 non-onformes. D'autrepart, nous montrons que, parmi tous les �ux que l'on peut aluler à partir du gradientà quatre points sur les ellules diamants, les �ux alulés par la méthode DDFV sonteux qui minimisent, en un ertain sens, l'erreur vis-à-vis des �ux exats. Les résultatsnumériques présentés dans ette partie montrent que e shéma volumes �nis permete�etivement, entre autres, de travailler sur des maillages non onformes présentant untaux de ra�nement loal arbitraire, et également sur des maillages triangulaires de plusen plus plats.Le hapitre 5, qui résume l'artile [A5℄, est le fruit d'une ollaboration ave SihamLayouni et François Hermeline. Ce dernier est également à l'origine de e type de shémasvolumes �nis, bien que son approhe soit au départ très di�érente de la n�tre [60, 61℄.Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 8



IntrodutionNous appliquons les opérateurs du hapitre 3 et un shéma saute-mouton en temps àla disrétisation des équations de Maxwell et montrons que le shéma obtenu retientles propriétés agréables du shéma de Yee [119℄ et du shéma ovolume, qu'il généraliseà des maillages quelonques. Tout d'abord, le hamp életrique alulé par l'équationd'Ampère disrétisée véri�e la loi de Gauss disrète à ondition que les densités deourant et de harge életriques véri�ent la relation de onservation de la harge disrète ;nous indiquons omment disrétiser densités de ourant et de harge pour qu'il en soitainsi. De plus, en l'absene de termes soures, le shéma ainsi obtenu onserve (ou faitdéroître selon le type de onditions aux limites) une énergie életromagnétique disrète.En�n, on peut montrer que, sous une ondition de type CFL, ette énergie est uneforme quadratique dé�nie positive du hamp életromagnétique alulé, e qui assurela stabilité L2 du shéma. Cette ondition CFL fait intervenir la géométrie des ellulesprimales, duales et diamants et dégénère vers la stabilité du shéma de Yee lorsquele maillage initial est un maillage de arrés. Nous présentons des résultats numériquessur des maillages non-onformes, très déformés, déformés aléatoirement et même non-onvexes. Il est intéressant de remarquer que les isovaleurs des hamps obtenus sonttout-à-fait semblables quelque soit le maillage, et que le shéma n'est don pas du toutsensible à la régularité de elui-i, e qui onstitue un avantage indéniable.Notons par ailleurs que l'approhe en dualité disrète a onnu un ertain suès,puisqu'elle a été reprise et étendue à d'autres modèles. Citons par exemple la di�u-sion non-linéaire ave opérateurs de type Leray-Lions [5℄, la onvetion-di�usion [34℄, ladérive di�usion et le transport d'énergie [24℄, l'életroardiologie [35℄.La troisième partie de e mémoire est onsarée à l'analyse numérique a priori et aposteriori du shéma DDFV appliqué à l'équation de Laplae, omme présenté dans lehapitre 4.Le hapitre 6 résume une autre partie des artiles [A6, A7℄ et onerne l'analyse apriori du shéma DDFV appliqué à l'équation de Laplae ave des onditions aux limitesnon homogènes de Dirihlet sur une partie de la frontière et de Neumann sur l'autre.Nous distinguons deux tehniques permettant d'obtenir des estimations d'erreur entrela solution numérique du shéma et la solution exate de l'équation lorsque elle-i estrégulière. Dans un premier temps, nous e�etuons une analyse "au sens des volumes�nis" ; pour ela nous utilisons la propriété de meilleure approximation des �ux démon-trée au hapitre 4 pour prouver la onvergene des �ux alulés par la méthode DDFVà l'ordre un en norme L2 sur des maillages généraux, sous l'hypothèse que les angles queforment les diagonales des ellules-diamants soient minorés uniformément par un anglestritement positif et indépendant du maillage. De plus, nous remarquons que lorsqu'uneellule-diamant est un parallélogramme, le gradient utilisé dans la méthode est égal augradient pontuel au point de onours des diagonales de la ellule pour tout polyn�med'ordre deux. Cette propriété de onsistane à l'ordre deux permet de montrer que surertains types de maillages dont presque toutes les ellules-diamants sont des parallélo-grammes, nous obtenons la onvergene des gradients alulés vers les gradients exatsà l'ordre un et demi. Dans un deuxième temps, nous e�etuons une analyse "au sensdes éléments �nis" et utilisons pour ela le fait, démontré au hapitre 4, que la méthodeDDFV peut être interprétée, à une légère modi�ation du seond membre près, ommeune méthode d'éléments �nis non-onformes. L'utilisation du seond lemme de Strangpermet alors de sinder l'erreur en deux parties : une erreur dite d'interpolation, et uneerreur dite de onsistane. Nous avons pu montrer que es deux erreurs tendent vers zéroà l'ordre un sous des hypothèses très faibles sur la régularité du maillage ; ei expliqueen partiulier que le shéma se omporte bien sur des maillages dont les éléments sonttrès aplatis, très déformés, ou sur des maillages non onformes possédant des rapportsMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 9



Introdutionde ra�nement loaux arbitraires. En�n, une tehnique de dualité de type Aubin-Nitshepermet de prouver la onvergene à l'ordre un en norme L2 de la fontion éléments �nisonstruite à partir de la solution du shéma, et e sur des maillages généraux. La raisonpour laquelle l'ordre deux n'est pas obtenu par ette tehnique de dualité est le fait,mentionné i-dessus, que le membre de droite dans la formulation variationnelle équi-valente au shéma n'est pas exatement elui qui aurait été obtenu dans une véritableméthode d'éléments �nis. En revanhe, et ordre deux en norme L2 est obtenu sur desmaillages dont presque toutes les ellules-diamants sont des parallélogrammes et si leseond membre de l'équation de Laplae est su�samment régulier. Nous reviendronssur ette problématique dans la quatrième partie de e doument.Le hapitre 7 résume l'artile [A4℄ dans lequel, ave Yohan Penel et Yann Rosen-baum, nous nous sommes intéressés à l'analyse a posteriori du shéma DDFV appliquéà l'équation de Laplae. Cette question est en e�et légitime : nous avons onstruit unshéma permettant de travailler sur des maillages non onformes pouvant être ra�nésde manière arbitraire et don de façon adaptée au problème onsidéré ; enore faut ilpour ela disposer d'un ritère �able qui permette d'indiquer à l'utilisateur où ra�neren priorité. Grâe à la (presque) équivalene de la méthode DDFV ave une méthoded'éléments �nis, nous pouvons utiliser des outils devenus lassiques dans les tehniquesd'estimations a posteriori pour les éléments �nis. Deux di�ultés prinipales appa-raissent dans le adre de la méthode DDFV. Tout d'abord, le fait que la méthode soitnon-onforme néessite d'introduire une déomposition de Helmholtz-Hodge de l'erreuromme ela est proposé dans [3, 39, 90℄. La partie onforme de ette déompositiondonne naissane à des termes lassiques dans l'estimateur, liés aux sauts de la om-posante normale du gradient aux travers des arêtes des ellules-diamants. La partienon-onforme de ette déomposition donne naissane à des termes moins lassiques,liés aux sauts de la omposante tangentielle du gradient. La seonde di�ulté tient aufait que la méthode DDFV utilise deux maillages (le primal et le dual) sur lesquelsl'équation de Laplae est intégrée. Ce deuxième point se traduit par le fait que l'esti-mateur total est une somme d'estimateurs liés au maillage primal et d'estimateurs liésau maillage dual. Or, lors d'un proessus de ra�nement adaptatif, 'est sur le maillageprimal que l'utilisateur possède un ertain ontr�le. Dans la pratique, les estimateursduaux sont redistribués sur les ellules primales qui intersetent les ellule duales orres-pondantes, a�n de former un estimateur "agrégé" qui va être e�etivement utilisé pourle ra�nement. Dans tout le proessus d'obtention des estimateurs, nous nous sommesattahés à obtenir une borne supérieure omplètement alulable, 'est-à-dire ne faisantpas intervenir de onstantes inonnues, omme 'est enore fréquemment le as dans leadre des éléments �nis (voir ependant [21℄ , [111℄) et aussi préise que possible, a�n dene pas trop dégrader l'e�aité de l'estimateur (rapport entre l'estimateur et la véritableerreur). Nous donnons deux types de résultats numériques. Le premier onerne une so-lution analytique régulière mais présentant de très fortes variations loales. Nous avonsutilisé des maillages de arrés non-onformes dont le ra�nement loal peut atteindre
28 × 28. Dans e as, le ra�nement uniforme et le ra�nement adaptatif fournissent desordres de onvergene asymptotiquement du même ordre, mais le ra�nement adaptatifpermet d'obtenir des erreurs beauoup plus faibles pour un même nombre d'inonnues.Le seond test onerne une solution présentant une singularité de oin. Dans e as, lera�nement uniforme ne permet pas d'obtenir une onvergene ave l'ordre optimal enfontion du nombre d'inonnues du shéma ; ependant, le ra�nement adaptatif permetde retrouver et ordre optimal.La quatrième et dernière partie de e mémoire est onsarée à la question de l'ordrede onvergene en norme L2 de la solution numérique du problème de Laplae, issueMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 10



Introdutiond'une disrétisation volumes �nis.Cette question peut sembler urieuse aux personnes habituées aux éléments �nis :alors que le lemme d'Aubin-Nitshe permet de montrer ette onvergene à l'ordre deuxen norme L2(Ω) lorsque la méthode utilisée pour l'approximation est la méthode deséléments �nis P 1 de Lagrange ou de Crouzeix-Raviart sur maillages triangulaires, lorsquele seond membre de l'équation de Laplae est lui-même dans L2(Ω) et que le domaine Ωest onvexe, ette question reste assez largement ouverte dans le adre des volumes �nis.Les seuls résultats relativement omplets onernent la méthode des volumes éléments�nis entrés sur les n÷uds d'un maillage triangulaire, lorsque les ellules duales assoiéesaux n÷uds sont les ellules duales baryentriques, d'une part, et, d'autre part, le asdes volumes �nis entrés sur les ellules, lorsque elles-i sont des retangles, et que lespoints de ontr�le hoisis à l'intérieur de eux-i sont leurs milieux. Dans le premier as,l'ordre deux en norme L2 est e�etivement obtenu sous la ondition su�sante que leseond membre de l'équation de Laplae soit dans H1(Ω), voir [27, 50℄. Dans le seondas, ela a été démontré sous diverses hypothèses de régularité de la solution exate (C4dans [53℄ et H3(Ω) dans [79℄). Toutefois, le as des volumes �nis entrés sur les ellulessur des maillages admissibles généraux, ainsi que le as des volumes �nis entrés surles n÷uds, sur le maillage de Voronoi assoié, sont enore non résolus. Ma ontributiononernant e thème de reherhe a été double.Le hapitre 8 résume l'artile [A3℄, dans lequel j'ai étudié ette question en unedimension d'espae, pour le shéma entré sur les ellules. Pour ela, j'ai utilisé une re-présentation des solutions exates et approhées, à l'aide de fontions de Green ontinueset disrètes, respetivement. Grâe à l'expression simple de es fontions de Green, il estpossible d'obtenir une formule exate pour l'erreur sur haune des ellules du maillage.Cette expression permet de déduire des résultats d'approximation en norme L∞, etdon en norme L2 (disrètes). Sous la ondition su�sante que la donnée de l'équationde Laplae soit dans H1(Ω), et à ondition de hoisir les points de ontr�le assoiés auxellules omme étant les entres de elles-i, alors ette erreur est e�etivement d'ordredeux. En revanhe, j'ai donné deux exemples montrant que si au moins l'une de esdeux onditions n'est pas remplie, alors l'ordre deux peut être perdu. La ondition quela donnée de l'équation de Laplae soit dans H1(Ω) est don la même que pour le asdes volumes éléments �nis évoqués i-dessus : ela peut être interprété omme étantdû au fait qu'une fontion ayant ette régularité est bien approhée loalement par samoyenne. D'autre part, on peut se demander quel est l'intérêt de onsidérer un point deontr�le assoié à une ellule qui soit di�érent du milieu de elle-i. Cela tient à l'étudede la dimension deux (et trois) : quel est don le �milieu� d'un triangle ? Pour la mé-thode des volumes �nis entrés sur les ellules appliquée à des maillages triangulaires,le point de ontr�le hoisi dans le but obtenir des maillages �admissibles�, sur lesquelsle �ux à deux points est onsistant, est le entre du erle ironsrit au triangle. Lehoix de es points permet il d'obtenir l'ordre deux ? Par ailleurs, qu'en est il pour laméthode des volumes �nis entrés sur les n÷uds, lorsque l'on utilise les maillages deVoronoi assoiés ?Le hapitre 9 résume l'artile soumis [A1℄, dans lequel ma seonde ontribution sure thème de reherhe a été de ombiner les solutions approhées issues d'une part de laméthode des volumes �nis entrés sur les triangles d'un maillage donné, lorsque les pointsde ontr�le hoisis sont les entres des erles ironsrits aux triangles, et d'autre partde la méthode des volumes �nis entrés sur les n÷uds du maillage, lorsque les volumesde ontr�le sont les ellules de Voronoi assoiées à es n÷uds. Cette ombinaison est lafontion de type éléments �nis évoquées dans le hapitre 6, a�ne par ellule-diamant.La ombinaison des deux shémas évoqués i-dessus en un seul shéma DDFV permetMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 11



Introdutiond'utiliser les résultats du hapitre 6. Il est alors possible de montrer que la fontionreonstruite onverge à l'ordre deux en norme L2, sous la ondition su�sante que leseond membre de l'équation de Laplae soit H1, et que le domaine de alul soitpolygonal onvexe. La démarhe est d'utiliser la quasi-équivalene du shéma DDFVobtenu ave une méthode d'éléments �nis non-onformes, et de poursuivre ensuite avela même tehnique de dualité que dans le lemme d'Aubin-Nitshe. Cependant, ommenous l'avons déjà expliqué, nous sommes onfrontés au fait que la méthode DDFV n'estpas exatement une méthode d'éléments �nis, et que le seond membre y est légèrementdi�érent. Le traitement de e terme supplémentaire est ependant très di�ile, et, dansle as qui nous intéresse, nous pouvons onlure à l'ordre deux en norme L2 sous laondition su�sante de régularité du seond membre évoquée i-dessus. Le fait que lepoint de ontr�le dans les triangles soit équidistant des sommets de elui-i, ainsi que lefait que les ellules diamants soient symétriques par rapport aux médiatries des arêtesdu maillage, sont deux points fondamentaux de la preuve de ette onvergene à l'ordredeux.
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Chapitre 1Approximation par volumes �nisoloalisés du système de Maxwellave orretion hyperbolique1.1 Les équations de Maxwell et les problèmes liés à leurdisrétisationLa modélisation de phénomènes életromagnétiques a fréquemment reours à la réso-lution numérique du système instationnaire de Vlasov-Maxwell en trois dimensions d'es-pae dans des géométries omplexes. Les équations de Maxwell dans le vide s'ériventde la façon suivante
∂E

∂t
− c2∇× B = − j

ε0
, (1.1)

∂B

∂t
+ ∇× E = 0 , (1.2)

∇ · E =
ρ

ε0
, (1.3)

∇ ·B = 0 , (1.4)où E,B, ρ et j, représentent respetivement le hamp életrique, l'indution magnétique,la densité de harge et la densité de ourant. Par ailleurs, la permittivité életrique ε0et la perméabilité magnétique µ0 sont reliées à la vitesse de la lumière par ε0µ0c
2 = 1.Dans le adre de l'interation ave des partiules hargées de harge q et de masse men régime non-ollisionnel, la densité de harge et la densité de ourant sont reliées à lafontion de distribution f des partiules dans l'espae des phases par les relations

ρ(x, t) :=

∫

R3

f(x,v, t)dv et j(x, t) :=

∫

R3

f(x,v, t)vdv. (1.5)La fontion de distribution des partiules véri�e quant à elle l'équation de Vlasov quel'on érit de la façon suivante, en régime non relativiste
∂f

∂t
+ v · ∇xf +

q

m
(E + v ×B) · ∇vf = 0. (1.6)Comme on peut le onstater en prenant la divergene de l'équation d'Ampère (1.1) eten lui retranhant la dérivée temporelle de l'équation de Gauss (1.3), il est néessaire



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperboliquepour avoir une solution au système de Maxwell que ρ et j véri�ent la relation suivante,dite de ontinuité, ou de onservation de la harge :
∂ρ

∂t
+ ∇ · j = 0 , (1.7)équation véri�ée lorsque ρ et j sont données par (1.5), omme on peut s'en onvainre enintégrant (1.6) sur l'espae des vitesses. Inversement, lorsque (1.7) est véri�ée, il su�tde prendre la divergene de (1.1) pour onstater que (1.3) est véri�ée pour tout t > 0 sielle l'est à t = 0. En e sens, on peut dire que l'équation de Gauss est une onséquenede l'équation d'Ampère, de l'équation de onservation de la harge, et du fait que ladivergene d'un rotationnel est nulle.Cependant, lorsque l'on s'intéresse à la disrétisation de l'équation de Vlasov par laméthode (PIC) [13, 65℄, qui reste la méthode de simulation numérique de ette équationla plus populaire enore de nos jours malgré l'émergene des simulations eulériennes(voir les artiles [36, 37, 105℄ et leurs référenes), il est bien onnu que les di�érentesapproximations et interpolations utilisées dans ette méthode ont pour onséquene quel'équation de onservation de la harge n'est en général plus véri�ée de façon exate auniveau disret. Par ailleurs, toujours au niveau disret, il se peut que la divergene d'unrotationnel ne soit pas non plus exatement nulle. De e fait, la loi de Gauss n'est plusune onséquene de l'équation d'Ampère, et il est onnu depuis longtemps qu'ignorertout simplement la loi de Gauss et ne résoudre que les équations (1.1), (1.2) (système quireste bien posé) résulte en des simulations qui perdent tout sens physique, en partiulieren temps long, ar le hamp életrique alulé et la densité de harge ne véri�ent plusla loi de Gauss (même de façon approhée).Plusieurs stratégies ont été élaborées pour faire fae à e problème. La première estde tenter de remédier aux auses du problème : il faut alors savoir onstruire des disré-tisations des opérateurs aux dérivées partielles qui respetent la propriété ∇· (∇×) = 0,et des densités de harge et de ourant életriques qui véri�ent une onservation disrètede la harge. La première propriété est véri�ée par le shéma de Yee et ses généralisationsà des maillages présentant des propriétés d'orthogonalité (voir Remarque 3.2 page 40).Une seonde généralisation sur des maillages bidimensionnels quelonques est proposéedans le hapitre 5. En e qui onerne la seonde propriété, la plupart des travaux ontporté sur des maillages de retangles. Nous pouvons iter les travaux [48, 107, 115℄,dont une omparaison et ertaines extensions ont été proposées dans la thèse de RégineBarthelmé [10℄. Sur des maillages quelonques omme eux utilisés dans le hapitre 5, ilest également possible de onstruire des ouples de densité de harge et de ourant véri-�ant une équation de onservation de la harge disrète, mais ei n'est simple qu'avedes interpolations du plus bas ordre (de type "Nearest Grid Point"), e qui en restreintl'utilisation en raison du bruit numérique engendré. Pour plus de détails, on pourraonsulter la thèse de Siham Layouni [78℄La seonde stratégie onsiste à orriger es erreurs, en faisant en sorte que le hampéletromagnétique alulé in �ne véri�e, de façon exate ou approhée selon les di�é-rentes méthodes, les équations (1.1) et (1.3).La première de es méthodes a été formulée par Boris [15℄ et est basée sur un potentielorreteur : le hamp életrique total Etot est la somme du hamp Eev alulé à partirdes équations d'évolution (1.1) et (1.2), et du gradient d'un potentiel alulé de tellesorte que le hamp total véri�e bien la loi de Gauss :

Etot = Eev −∇Φ et ∇ ·Etot =
ρ

ε0
,Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 15



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperboliquee qui implique la résolution d'une équation de Laplae
−∆Φ =

ρ

ε0
−∇ · Eev ,e qui peut être oûteux en terme de temps de alul et malaisé à paralléliser. Assouset al. [7℄ ont proposé une implémentation de ette méthode dans un adre éléments�nis en onsidérant la loi de Gauss omme une ontrainte à l'équation d'Ampère eten interprétant le potentiel orreteur omme le multipliateur de Lagrange assoié àette ontrainte. Par ailleurs, les auteurs inorporent la ontrainte dans la formulationvariationnelle de l'équation du seond ordre véri�ée par le hamp életrique via uneméthode de pénalisation, e qui fournit le système suivant (érit sous sa forme forte)

∂2E

∂t2
− c2∇(∇ · E) + c2∇× (∇× E) −∇∂Φ

∂t
= −c

2

ε0
∇ρ− 1

ε0

∂j

∂t
, (1.8)

∇ · E =
ρ

ε0
. (1.9)A�n d'éviter la résolution de l'équation de Poisson que requiert la méthode de Boris,Marder [74℄ a proposé d'ajouter un pseudo-ourant dans l'équation d'Ampère, e quifournit la orretion suivante
En+1

tot = En+1
ev +

∆t

χ
∇
(
∇ · En

ev −
ρn

ε0

)
.Par ailleurs, Langdon [77℄ a proposé une variante de ette approhe qui onsiste à évaluerl'erreur dans la loi de Gauss au pas de temps n+ 1 plut�t qu'au pas de temps n :

En+1
tot = En+1

ev +
∆t

χ
∇
(
∇ ·En+1

ev − ρn+1

ε0

)
.Langdon a montré que ette méthode revient exatement à e�etuer une itération d'unsolveur de Jaobi pour la résolution de l'équation de Laplae impliquée dans la méthodede Boris. Il est don possible d'itérer la orretion pour obtenir un hamp életrique quise rapprohe de elui obtenu par la méthode de Boris.Une méthode équivalente a été utilisée dans un ontexte volumes �nis ave desshémas dont l'ordre peut monter jusqu'à trois sur des maillages struturés [43℄. Danset artile, une étude de stabilité a été menée pour préiser omment hoisir le pas detemps et le paramètre χ en fontion du pas d'espae.Il a été remarqué dans les artiles [A9, 87℄ que les approhes de Boris et de Marderpeuvent s'exprimer sous la forme d'un système de Maxwell modi�é, et que e systèmemodi�é peut être à son tour généralisé pour inlure une troisième méthode de orretion,qui est elle que nous avons développée dans les référenes [A8, P1, A9℄ et que nous allonsdétailler à présent : il s'agit d'une méthode qui préserve le aratère hyperbolique dusystème, et que l'on peut don implémenter aisément dans un ontexte volumes �nis àl'aide des solveurs de e type développés depuis plusieurs déennies de par le monde.
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Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperbolique1.2 Les équations de Maxwell généraliséesNous érivons ii le système de Maxwell généralisé. Pour des densités de harge etde ourant donnés ρ et j, nous érivons les équations suivantes
∂E

∂t
− c2∇× B + χc2∇Φ = − j

ε0
, (1.10)

∂B

∂t
+ ∇× E + γ∇Ψ = 0 , (1.11)

1

χ
D(Φ) + ∇ · E =

ρ

ε0
, (1.12)

1

γc2
D(Ψ) + ∇ ·B = 0 . (1.13)Les nouvelles variables Φ(x, t) et Ψ(x, t) sont introduites dans le système de départ a�nde oupler (1.1) et (1.3) d'une part et (1.2) et (1.4) d'autre part. Les nouvelles variables etles onstantes χ > 0 et γ > 0 vont avoir des signi�ations (et don des unités) di�érentesselon le hoix de l'opérateur D. Dans e qui suit, nous nous ontentons de dérire lesdi�érentes orretions onernant le hamp életrique (Équations (1.1) et (1.3)) ar laviolation de l'équation de onservation de la harge (1.7) n'in�uene qu'indiretementle hamp magnétique. Toutefois, le même type de disussion peut être mené onernantla orretion du hamp magnétique.Prenons la divergene de (1.10) et exprimons la dérivée temporelle de ∇ · E enutilisant l'équation (1.12). Nous obtenons

∂D(Φ)

∂t
− χ2c2∆Φ =

χ

ε0

(
∂ρ

∂t
+ ∇ · j

)
− χc2∇ · (∇× B). (1.14)Cette équation sur Φ montre bien qu'à ondition de hoisir orretement les onditionsaux limites et/ou initiales sur ette variable, elle-i reste nulle si la onservation de laharge est assurée et si ∇ · (∇×) = 0.La formulation de l'équation (1.3) sous forme de ontrainte introduite par Assouset al. est obtenue en hoisissant D(Φ) ≡ 0. L'équation (1.14) est alors elliptique et Φest un potentiel orreteur qui assure que le hamp életrique alulé véri�e bien laloi de Gauss. Une seonde possibilité est de hoisir D(Φ) ≡ Φ, e qui orrespond àl'approhe proposée par Marder. Dans e as, l'équation (1.14) est parabolique et leserreurs ontenues dans le membre de droite sont di�usées.En�n, un autre possibilité est de hoisir D(Φ) ≡ ∂Φ/∂t. Dans e as, les erreurs nu-mériques sont transportées en dehors du domaine de alul à la vitesse χc. En e�etuante hoix, le système de Maxwell reformulé (1.10)�(1.13) est stritement hyperbolique.Nous le nommerons SMPH (Système de Maxwell Purement Hyperbolique). Un ingré-dient important dans la pratique pour le SMPH sera le hoix des onditions aux limitessur les di�érentes variables. Nous en reparlerons dans le paragraphe 1.4 Finalement, sinous onsidérons la dérivée temporelle de l'équation (1.10), que nous lui ajoutons le ro-tationnel de l'équation (1.11) multipliée par c2 (en supposant que ∇× (∇Ψ) = 0) et quenous lui retranhons le gradient de l'équation (1.12) multipliée par χ2c2, nous obtenonsune équation des ondes du seond ordre pour le hamp életrique, dans laquelle la loide Gauss (1.3) est pénalisée ave un fateur χ2c2 :

∂2E

∂t2
+ c2∇×∇× E − χ2c2∇∇ · E = − 1

ε0

∂j

∂t
− χ2c2

ε0
∇ρ .C'est exatement e qui est fait (ave χ = 1), en plus de la orretion elliptique dansla formulation du seond ordre disrétisée par éléments �nis onformes dans l'artileMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 17



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperboliquede Assous et al [7℄ (voir le système (1.8)�(1.9)). On peut don dire que la formulationdéveloppée dans et artile est doublement orrigée, puisqu'elle omporte une orretionelliptique omme nous l'avons expliqué plus haut, et qu'elle intègre une orretion hy-perbolique par le biais de la pénalisation de la loi de Gauss dans l'équation des ondes duseond ordre sur le hamp életrique (voir aussi la disussion menée dans l'artile [69℄où une formulation moindres arrés est proposée).1.3 Approximation numérique par volumes �nisPour e�etuer l'approximation numérique du SMPH par volumes �nis sur des mail-lages arbitraires, il est pratique de l'érire sous forme onservative. Posons
u = (E1, E2, E3, Ψ, B1, B2, B3, Φ)T = (ET ,Ψ,BT ,Φ)Tet, pour k = 1, 2, 3,

fk(u) = Kk uoù les matries Kk ∈ R8×8 sont données par
Kk =

(
0 c2Mk

MT
k 0

) (1.15)ave
M1 =




0 0 0 χ
0 0 1 0
0 −1 0 0
γ 0 0 0


 , M2 =




0 0 −1 0
0 0 0 χ
1 0 0 0
0 γ 0 0


 , M3 =




0 1 0 0
−1 0 0 0
0 0 0 χ
0 0 γ 0


 .(1.16)Nous avons alors

∂u

∂t
+

3∑

k=1

∂fk(u)

∂xk
= g . (1.17)Le terme soure de l'équation de onservation (1.17) est donné par

g = − 1

ε0

(
j1, j2, j3, 0, 0, 0, 0, −χρ

)Tet tient ompte à présent non seulement de la densité de ourant, mais également de ladensité de harge.Nous supposons dans la suite que le domaine de alul Ω est partitionné en unmaillage de ellules (Ti)i∈[1,N ], dont le volume est noté |Ti|. La frontière ∂Ti est onstituéede σi faes Aj , de surfae |Aj |, où j parourt V (i), l'ensemble des indies des faes de Ti.La normale extérieure à Ti sur la fae Aj est notée par nij . Nous herhons à alulerune approximation de la valeur moyenne uni de la solution u(x, t) sur Ti aux instants
tn = n∆t, où ∆t est le pas de temps, déterminé par une ondition de type CFL pourun shéma expliite.Pour la solution numérique du système inhomogène (1.17), nous appliquons un split-ting du terme soure à la Strang [106℄, et nous onsidérons don dans la suite uniquementla résolution des équations de onservation homogènes assoiées (système (1.17) danslequel nous posons g = 0). La tehnique employée est une méthode lassique de volumes
Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 18



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperbolique�nis. Elle débute don par l'intégration du système homogène sur l'élément d'espae-temps Ti × [tn, tn+1]. En appliquant la formule de Green, nous obtenons une équationd'évolution exate qui s'érit
un+1
i = uni −

∆t

|Ti|

σi∑

j=1

G
n+1/2
i,j , (1.18)où le �ux G

n+1/2
i,j à travers la fae Aj est donné par

G
n+1/2
i,j =

1

∆t

∫ tn+1

tn

∫

Aj

Aiju(σ, t)dσdt, (1.19)la matrie Aij étant dé�nie par
Aij =

3∑

k=1

Kk(nij)k.Un shéma numérique fondé sur (1.18) est omplètement déterminé dès que l'on se donneune approximation du �ux G
n+1/2
i,j en fontion des inonnues (ui)i∈[1,N ] disrétisant lesvaleurs moyennes de u. Pour ela, nous avons utilisé la tehnique lassique qui onsisteà résoudre un problème de Riemann unidimensionnel dans la diretion normale à Aj ,extérieurement à Ti : nous résolvons

∂u

∂t
+ Aij

∂u

∂ξ
= 0, (1.20)ave omme ondition initiale

u(ξ, t = 0) = ui si ξ < 0 et u(ξ, t = 0) = ur si ξ > 0, (1.21)où r est l'indie de la ellule Tr voisine à Ti à travers la fae Aj. Si Aj est sur ∂Ω, laellule Tr est une ellule �tive dont nous préiserons le r�le dans le paragraphe onsaréaux onditions aux limites.Pour exprimer simplement les aluls menant à la solution du problème de Riemann(1.20)�(1.21), dé�nissons p, un veteur orthogonal à nij (rebaptisé n dans e qui suitpour plus de lisibilité) et dé�nissons q = n × p. Bien sûr, le hoix de p (et don de
q) n'est pas univoque, mais nous verrons que la solution du problème de Riemann n'endépend pas. La matrie Aij pouvant être diagonalisée de la façon suivante

Aij = RΛR−1ave, en notant 0 = (0, 0, 0)T ,
R =




cp cq cp −cq 0 0 cn cn
0 0 0 0 c −c 0 0
q −p −q −p n n 0 0

0 0 0 0 0 0 1 −1


 ,la matrie des veteurs propres de Aij ,

Λ = diag(c, c,−c,−c, γc,−γc, χc,−χc) (1.22)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 19



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperboliquela matrie diagonale des valeurs propres de Aij et
R−1 =

1

2c




pT 0 cqT 0
qT 0 −cpT 0
pT 0 −cqT 0

−qT 0 −cpT 0
0T 1 cnT 0
0T −1 cnT 0
nT 0 0T c
nT 0 0T −c




,

la solution du problème de Riemann se ramène à la solution d'un système de huitéquations de transport linéaires déouplées
∂v

∂t
+ Λ

∂v

∂ξ
= 0ave omme onditions initiales

v(ξ, t = 0) = vi si ξ < 0 et v(ξ, t = 0) = vr si ξ > 0,lorsque l'on a posé v = R−1u.Compte tenu des signes des éléments de Λ (voir (1.22)), la solution de e problèmeest donnée par
vir := v(ξ = 0, t) =

1

2c




p · Ei + cq · Bi

q · Ei − cp ·Bi

p ·Er − cq · Br

−q ·Er − cp ·Br

Ψi + cn ·Bi

−Ψr + cn ·Br

n · Ei + cΦi

n ·Er − cΦr




pour t > 0 . (1.23)
En exprimant u(ξ = 0, t) = Rv(ξ = 0, t) et en tenant ompte des égalités

a × n = (a · q)p − (a · p)q et (a × n) × n = −(a · p)p − (a · q)q , (1.24)pour tout veteur a ∈ R3, nous pouvons exprimer la solution du problème de Riemanninitial (1.20)�(1.21) sous la forme
uir := u(ξ = 0, t) =




1
2 [(Ei + Er) + c(Bi − Br) × n + c(Φi − Φr)n]

1
2 [(Ψi + Ψr) + c(Bi − Br) · n]

1
2c [−(Ei − Er) × n + (Ψi − Ψr)n + c(Bi + Br)]

1
2c [(Ei − Er) · n + c(Φi + Φr)]




. (1.25)
En approhant u(σ, t) dans (1.19) par la formule (1.25) prise au pas de temps n, onobtient à partir de (1.18) un shéma du premier ordre qui s'exprime sous la forme

un+1
i = uni −

∆t

|Ti|

σi∑

j=1

|Aj |Aiju
n
ir(i,j),où r(i, j) est l'indie de la ellule voisine de Ti au travers de l'arête j. On peut obtenirdes shémas d'ordre plus élevé en utilisant des tehniques de type MUSCL [108℄, WENO[118℄ ou ADER [23, 47℄.Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 20



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperbolique1.4 Conditions aux limites pour le système reformuléUn point important à remarquer avant toute étude détaillée des onditions auxlimites est que le SMPH possède huit aratéristiques, quatre entrantes et quatre sor-tantes, omme l'indiquent les signes des valeurs propres de la matrie Aij (voir Eq.(1.22). Il y a don quatre onditions aux limites à imposer, ontrairement au système deMaxwell initial, dans lequel on peut véri�er que sur les six aratéristiques, deux sontentrantes, deux sortantes, et deux de valeur propre assoiée nulle, et pour lequel, don,seules deux onditions aux limites sont à imposer.Considérons une ellule Ti dont l'une des faesAj est située sur le bord du domaine dealul. Nous utilisons une tehnique lassique qui onsiste à dé�nir une ellule "fant�me"(d'indie toujours noté r) située de l'autre �té de la fae Aj , dans laquelle nous allonspresrire des valeurs ur de telle sorte que la solution (1.25) du problème de Riemann,qui est la valeur de u utilisée pour aluler les �ux sur le bord de Ti véri�e les onditionsaux limites que l'on souhaite appliquer. Puisque uir = Rvir, et au vu de l'expression(1.23) de ette quantité, il faut et il su�t don pour ela de presrire, parmi les huitomposantes de ur, les quatre ombinaisons linéaires



p · Er − cq ·Br

−q · Er − cp · Br

−Ψr + cn · Br

n · Er − cΦr


 , (1.26)qui sont les variables onservatives assoiées aux aratéristiques entrantes. On peutremarquer que puisque p et q sont des veteurs indépendants, imposer les deux premièresomposantes dans (1.26) revient à imposer

(p · Er)q− c(q · Br)q − (q · Er)p− c(p · Br)p ,e qui, ompte tenu des relations (1.24), revient à imposer
(Er − cBr × n) × n.1.4.1 Conduteur parfaitUne telle surfae est aratérisée par

E × n = 0 (1.27)et
B · n = 0 . (1.28)Notons que pour le système de Maxwell non orrigé, il est traditionnel de onsidérerque la relation (1.28) est une onséquene de la relation (1.27) ombinée à l'équation(1.2). Nous allons voir que pour le SMPH, la relation (1.28) ne peut pas être onsidéréeomme une onséquene de la relation (1.27).En érivant que la solution uir du problème de Riemann doit véri�er les onditions(1.27) et (1.28), nous obtenons

Eir × n =
1

2
[(Ei + Er) × n + c((Bi − Br) × n) × n] = 0soit

(Er − cBr × n) × n = −(Ei + cBi × n) × n (1.29)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 21



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperboliqued'une part et
Bir · n =

1

2c
[(Ψi − Ψr) + c(Bi + Br) · n] = 0soit

Ψr − cBr · n = Ψi + cBi · n (1.30)d'autre part, et nous avons don imposé les trois premières omposantes de (1.26). Ilreste don à imposer la dernière, e qui sera disuté dans le paragraphe 1.4.3. Il est laird'autre part que puisque la relation (1.30) fait intervenir la variable Ψ, au ontraire dela relation (1.29), elle-là ne peut pas être une onséquene de elle-i.1.4.2 Conditions entrantes ou absorbantes sur le hamp életroma-gnétiqueCes onditions s'érivent
(E − cB × n) × n = (Ed − cBd × n) × n,où les hamps Ed et Bd sont des hamps presrits sur la frontière. Le as partiulier où

Ed = 0 et Bd = 0 orrespond aux onditions absorbantes dites de "Silver-Müller". Enérivant que la solution uir du problème de Riemann véri�e la ondition i-dessus, ontrouve
(Er − cBr × n) × n = (Ed − cBd × n) × n . (1.31)Dans e as, nous avons don imposé les deux premières omposantes de (1.26). Nousdevons imposer les deux dernières.1.4.3 Conditions aux limites sur les orreteursNous menons ii la disussion sur le hamp Φ, une disussion semblable pouvantêtre menée pour le hamp Ψ. Notons toutefois que dans le as du onduteur parfait(paragraphe 1.4.1) seule reste une ondition sur Φ à imposer.Nous allons envisager trois possibilités. La première possibilité est ditée par la solu-tion ontinue du système de Maxwell initial : pour ette solution, nous avons évidemment

Φ = 0 dans tout le domaine de alul et sur sa frontière. Imposer Φir = 0 revient à
Φir =

1

2c
[(Ei − Er) · n + c(Φi + Φr)] = 0soit

Er · n− cΦr = Ei · n + cΦi. (1.32)Une seonde possibilité est de presrire une ondition aux limites absorbantes en impo-sant que "e qui entre est nul", soit
Er · n− cΦr = 0 . (1.33)Cette possibilité est toutefois à manier ave préaution, ar on s'éloigne alors de lasolution ontinue du problème de Maxwell, pour laquelle Φ = 0. La relation (1.33) nefournira une bonne approximation de ette solution ontinue que si elle-i est telle que

E · n est nul (ou petit) sur la frontière. Notons que ela sera le as si ette frontière estune frontière �tive servant à délimiter une partie �nie de R3, le hamp tendant vers 0à l'in�ni.Une dernière possibilité est d'érire une ondition absorbante pour Φ, sous la forme
∂Φ

∂t
+ χc ∇Φ · n = 0. (1.34)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 22



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperboliqueCette ondition assure (voir [87℄) sur le plan ontinu que l'énergie
E(Φ, t) =

[∫

Ω

(
1

χ

∣∣∣∣
∂Φ

∂t

∣∣∣∣
2

+ χc2
∣∣∇Φ

∣∣2
)
dx

] 1
2 (1.35)est bornée uniformément en temps par

C sup
t>0

|| 1

ε0

(
∂ρ

∂t
+ ∇ · j

)
− c2∇ · (∇× B)||L2(Ω). (1.36)Le fait que la onstante C i-dessus ne dépende pas du temps assure que le SMPH est unebonne approximation, même en temps long, des équations de Maxwell traditionnelles,dans le sens où les deux termes 1

χ
∂Φ
∂t d'une part et ∇Φ d'autre part, qui sont les deuxtermes qui viennent modi�er les équations de Maxwell initiales ont leur norme qui estbornée par un terme qui reste petit si la onservation de la harge est à peu près satisfaited'une part et si ∇ · (∇ × B) reste faible d'autre part. Une façon de disrétiser (1.34)est de onsidérer ette équation omme une équation de transport sur Φ vers l'extérieurdu domaine de alul, e qui se traduit, par onservation, par Φir = Φi, soit, en tenantompte de (1.25) :

cΦr −Er · n = cΦi − Ei · n. (1.37)1.4.4 Mise en ÷uvre e�etiveLes relations exprimées jusqu'à présent onernent les variables onservées pénétrantdans le domaine de alul. Comme nous l'avons préisé en début de paragraphe 1.4, nousimposons des valeurs Er,Ψr,Br,Φr dans "les ellules fant�mes" situées de façon �tivede l'autre �té de la frontière. Nous avons don huit valeurs à imposer, pour seulementquatre onditions aux limites. Nous avons don une in�nité de hoix, mais il onvientdans la pratique d'e�etuer un hoix simple. Considérons l'exemple du onduteur par-fait pour lequel nous imposons de plus la ondition Φ = 0. Il est aisé de véri�er que lehoix
Φr = −Φi , Ψr = Ψi

Er × n = −Ei × n , Er · n = Ei · n
Br × n = Bi × n , Br · n = −Bi · npermet de remplir les onditions (1.29), (1.30) et (1.32). Notons que l'on peut érire defaçon équivalente les deux dernières lignes i-dessus sous la forme

Er = −Ei + 2(Ei · n)n et Br = Bi − 2(Bi · n)n .On véri�e qu'il est possible de trouver des hoix simples pour les autres quadruplets deonditions aux limites.1.5 Résultats numériquesNous présentons ii trois tests. Tout d'abord, nous onsidérons un guide d'onderetangulaire sans harge, dans lequel le hamp életrique est à divergene nulle. A lafrontière du domaine Ω = [0; 1] × [0; 1], nous imposons des onditions de onduteurparfait en y = 0 and y = 1, alors qu'en x = 0 nous imposons une ondition d'ondeentrante et en x = 1, des onditions de Silver-Müller. Nous utilisons trois maillagestriangulaires omposés respetivement de 100 ("oarse grid"), 400 ("intermediate grid")et 1600 ("�ne grid") triangles. La Figure 1.1 représente la norme L2 de la divergeneMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 23



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperboliquedisrète du hamp életrique en fontion du temps, lorsque nous utilisons ou non uneorretion et ave un shéma d'ordre un ou deux. Nous observons que lorsqu'auuneorretion n'est e�etuée, la divergene disrète de E ne tend pas vers zéro (en fontiondu pas du maillage) ave le shéma du premier ordre et tend vers zéro à l'ordre un aveun shéma d'ordre deux. Au ontraire, lorsque la orretion hyperbolique est utilisée,la divergene disrète de E tend vers zéro ave le même taux de onvergene que leshéma.
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Fig. 1.1 � norme L2 de ∇ · E pour des simulations sans orretion (ligne du haut) etave orretion (ligne du bas, χ = 1) ave le shéma d'ordre un (olonne de gauhe) etle shéma d'ordre deux (olonne de droite).Dans le deuxième test, nous onsidérons une situation dans laquelle la onservation de laharge n'est intentionnellement pas véri�ée et nous omparons les di�érentes onditionsaux limites sur Φ quant à leur apaité à absorber les erreurs portées par ette variable.Ce méanisme est essentiel pour maintenir l'énergie (1.35) aussi faible que possible etdon pour que le SMPH reste une bonne approximation des équations de Maxwell. Enprenant une ondition initiale nulle pour toutes les variables, nous imposons j = 0durant tout le alul et nous introduisons une densité de harge roissant linéairementave le temps au entre du domaine Ω = [0, 1]×[0, 1]. Cette densité de harge est dé�niepar
ρ (x, y, t) = ρ0 ω t F (x, y) , x ∈ Ω , t ≥ 0 , (1.38)ave ρ0 = 10−5 C

m3 et ω = 9.42 · 108 s−1. En notant H la fontion de Heaviside, lafontion F est donnée par F (x, y) = [H(x− x1) −H(x− x2)] · [H(y − y1) −H(y − y2)],où x1 = y1 = 0.449 m et x2 = y2 = 0.551 m sont les oordonnées des oins du arrédans lequel la distribution de harge est onentrée.Un shéma traditionnel basé uniquement sur les équations d'Ampère et de Faradayalulera un hamp életromagnétique nul ar le seul terme soure dans es équationsMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 24



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperboliqueest j. Ainsi, dans e as, l'erreur dans la loi de Gauss va roître ave le temps dans lesmêmes proportions que ρ(t). En revanhe, la solution numérique du SMPH va perevoirl'inonsistane des densités de harge et de ourant et va restaurer la loi de Gaussapproximativement. Cei est démontré sur la �gure 1.2, où la dépendane en temps dela norme L2 de ∇·E− ρ
ε0

est traée en fontion du temps pour di�érents onditions auxlimites appliquées au orreteur. Alors que nous observons la roissane linéaire attendue
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Fig. 1.2 � norme L2 de ∇ · E − ρ
ε0

pour le as non orrigé (�gure en haut à gauhe),pour la ondition absorbante (1.34) (�gure en haut à droite), pour la ondition Φ = 0(�gure en bas à gauhe) et pour la ondition cΦ −E · n = 0 (�gure en bas à droite).de l'erreur dans le as sans orretion, la orretion se omporte di�éremment selon letype de onditions aux limites imposées sur la variable Φ. La ondition absorbantesur Φ, donnée par (1.34) permet initialement une bonne absorption de l'erreur, puis,au ontraire, l'erreur augmente de nouveau de façon linéaire ave un niveau toutefoisnettement inférieur au as non orrigé (l'erreur est environ trois ents fois plus petiteà la �n de la simulation) et déroissant lorsque χ augmente. Deux hypothèses peuventêtre envisagées pour expliquer ette roissane linéaire. Tout d'abord, il se peut quela disrétisation proposée (Équation (1.37)) pour ette ondition absorbante ne soitpas optimale et soit la ause d'une instabilité numérique. Mais il se peut aussi quela borne uniforme (1.36) de l'énergie portée par Φ soit insu�sante pour garantir queelle-i soit bornée en temps : en e�et, si nous avons hoisi ρ et j de telle sorte quela norme de (∂ρ∂t + ∇ · j
) soit bornée (en fait onstante) en temps, rien n'indique que,numériquement, c2∇ · (∇ × B) soit une quantité dont la norme soit elle aussi bornée.En partiulier, puisque ρ roit linéairement ave le temps, il en est de même pour E, equi peut induire, via le ouplage entre E et B, une roissane de B.Nous observons d'autre part que lorsque l'on applique la ondition aux limites Φ = 0,la norme de l'erreur est bornée en temps, mais l'erreur semble être ré�éhie sur laMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 25



Chapitre 1. Approximation par volumes �nis oloalisés du système de Maxwell aveorretion hyperboliquefrontière. Finalement, en utilisant la ondition absorbante cΦ−E ·n = 0, l'erreur restebornée et se stabilise en norme vers une valeur indépendante du temps. Par ailleurs,dans es deux derniers as, augmenter les valeurs de χ permet de mieux respeter la loide Gauss.Le dernier test numérique est un test simple mais typique de e que l'on peut ren-ontrer dans le ontexte des simulations PIC. Le domaine de alul est le même quepréédemment et nous onsidérons qu'il représente une diode plane dont l'anode et laathode sont respetivement situées sur les frontières gauhe et droite. Des életronssont injetés sur la frontière gauhe du dispositif et aélérés tout au long de leur par-ours dans la diode par un hamp életrique statique extérieur. Une simulation sansorretion et une simulation ave la orretion hyperbolique et χ = 1 ont été e�etuées.La �gure 1.3 représente la omposante Ex du hamp életrique après un ertain tempsde simulation, ainsi que la norme L2 de ∇ · E − ρ
ε0

en fontion du temps. Alors quela simulation sans orretion a produit un régime irréaliste physiquement, la simula-tion orrigée présente un ertaine vraisemblane physique. En e�et, si l'on néglige lesvariations transverses de Ey, on obtient de la loi de Gauss que
∂Ex
∂x

≈ ρ

ε0
.Puisqu'il n'y a que des életrons dans le dispositif, ette quantité est négative et laomposante Ex du hamp életrique devrait déroître lorsque x roît, e qui est le asdans la simulation orrigée, au ontraire de la simulation non orrigée.
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Fig. 1.3 � Composante Ex du hamp életrique (en haut) et norme L2 de ∇ · E − ρ
ε0(en bas) lors de simulations sans orretion (à gauhe) ou ave orretion (à droite).Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 26



Chapitre 2In�uene de la géométrie desellules sur le omportement à basMah du shéma de Godunovappliqué à l'équation des ondesNous résumons ii un travail e�etué en ollaboration ave Stéphane Dellaherie etFelix Rieper [A2℄. Ce travail est le fruit de ré�exions entamées en Juin 2008 à Aus-sois, à l'oasion du ongrès Finite Volume for Complex Appliations V. Felix Riepery a présenté un exposé montrant que le omportement des shémas de type Godunovappliqués aux équations d'Euler à bas nombre de Mah est très di�érent selon que lemaillage est onstitué de quadrangles (la solution numérique n'est physiquement pasréaliste) ou de triangles (la solution numérique est réaliste) [99℄. Ces ré�exions sontprésentées de façon plus détaillée dans un artile que Felix Rieper a érit ave G. Bader[101℄. Dans es référenes, les auteurs proposent une expliation à e phénomène sur unmaillage triangulaire bien partiulier, fondée sur un développement asymptotique formelde la solution numérique du shéma utilisé, en puissanes du nombre de MahM . Sur emaillage partiulier, les auteurs montrent que : 1) la pression disrète est la somme d'uneonstante dans le domaine et d'une perturbation d'ordre deux ; 2) la vitesse disrète estla somme d'une vitesse d'ordre zéro à divergene disrète nulle, et d'une perturbationd'ordre un. Les éléments 1) et 2) i-dessus sont des propriétés partagées par la solutionontinue, mais il n'est pas possible de les retrouver sur des maillages de quadrangles.Par ailleurs, Stéphane Dellaherie a montré dans un travail réent [42℄ que l'on pou-vait déjà expliquer au moins une partie des problèmes des shémas de Godunov à basnombre de Mah par l'étude de es shémas appliqués à l'équation des ondes linéaire,sans tenir ompte, don, des termes non-linéaires des équations d'Euler. Cette analyse aété menée par l'étude de l'équation modi�ée assoiée au shéma de Godunov lorsqu'onl'applique à l'équation des ondes sur maillages artésiens, 'est-à-dire lorsque toutes lesellules du maillage sont des arrés. Rappelons que la notion d'équation modi�ée revientà retranher à l'équation aux dérivées partielles de départ le premier terme de l'erreurde tronature du shéma numérique utilisé ; e dernier devient don onsistant avel'équation modi�ée à un ordre plus élevé qu'ave l'équation de départ. Cette équationmodi�ée permet don d'en savoir plus sur le omportement du shéma numérique. Ilest par exemple bien onnu que le shéma déentré vers l'amont, semi-disret en espae,assoié à l'équation de transport ∂tu+ a∂xu = 0 (ave a > 0 onstante) est onsistantà l'ordre un ave ette équation, mais est onsistant à l'ordre deux ave l'équation mo-di�ée ∂tu+ a∂xu− a
2∆x∂2

xxu = 0, e qui permet de prévoir le aratère dissipatif de e



Chapitre 2. In�uene de la géométrie des ellules sur le omportement à bas Mah dushéma de Godunov appliqué à l'équation des ondesshéma. A l'aide de ette notion, S. Dellaherie a montré que les problèmes renontréspar le shéma de Godunov à bas nombre de Mah pouvaient être expliqués par la pertede stationnarité du noyau de l'équation des ondes linéaire : e dernier, qui est, rappe-lons le, onstitué des hamps inompressibles (hamps de vitesse à divergene nulle ethamps de pression onstants en espae), n'est pas le noyau de l'équation des ondesmodi�ée. Il s'en suit, dans ette équation modi�ée, un transfert d'énergie de l'espaeinompressible vers l'espae aoustique qui rée des perturbations de pression d'ordreMsur une éhelle de temps elle aussi d'ordre M , 'est-à-dire très ourte lorsque le nombrede Mah est faible. Bien sûr, la di�usion numérique étant d'ordre ∆x
M , il est toujourspossible de ra�ner le maillage pour améliorer les résultats, mais à un oût, en termede ressoures informatiques néessaires, qui devient vite prohibitif lorsque M est trèspetit devant un. A l'aide de ette notion d'équation modi�ée, S. Dellaherie a pu alorsproposer une modi�ation simple du shéma de Godunov qui permet de garder la sta-tionnarité de l'espae inompressible. Cette modi�ation, baptisée �shéma de Godunovbas Mah� revient à entrer le gradient de pression et à n'utiliser un déentrement quedans l'équation d'évolution de la pression.Toutefois, ette analyse proposée par S. Dellaherie n'est valable que sur des mail-lages artésiens, et ne permet don pas de traiter le as des maillages triangulaires, surlesquels la notion d'équation modi�ée est di�ilement généralisable. Notre ontributionsur ette question est la suivante : nous avons étudié la struture du noyau des shémasde Godunov et de Godunov bas Mah, sur des maillages triangulaires et quadrangu-laires et nous avons montré que seul le shéma de Godunov sur maillage quadrangulairepossédait un espae stationnaire trop pauvre pour approher orretement les hampsde vitesses inompressibles. Il s'en suit que, dans ette on�guration, toute onditioninitiale disrétisant un hamp de vitesse à divergene nulle est di�usée rapidement (leoe�ient de di�usion étant proportionnel à ∆x

M ) vers un hamp de vitesse dont la dif-férene ave ette ondition initiale est en O(1), e qui rée une perturbation parasited'ordre ∆x en un temps d'ordre M . En revanhe, dans les trois autres on�gurations,les espaes stationnaires des shémas permettent d'approher de façon satisfaisante etespae inompressible, au sens où, pour un hamp de vitesse à divergene nulle régulier,il existe un élément du noyau de l'opérateur disret qui approhe e hamp de vitesse(ou sa projetion ellule par ellule) au moins à l'ordre ∆x dans le as triangulaire pourles shémas de Godunov et de Godunov bas Mah, et au moins à l'ordre ∆x2 pour leshéma de Godunov bas Mah sur maillage artésien. Ces onditions initiales disrètes"bien préparées" ne réent ainsi pas d'onde parasite. Entrons à présent dans les dé-tails. Nous limitons la disussion à la géométrie bidimensionnelle (voir [A2℄ pour unedisussion des as mono- et tri-dimensionnels).2.1 Rappels sur l'équation des ondes ontinueA�n d'éliminer l'in�uene éventuelle des onditions aux limites, onsidérons le tore(périodique) dans R2 : T2 := [a1, b1] × [a2, b2] et l'espae de Hilbert (L2(T2))3 :={
q :=

(
r
u

) tel que ∫
T2

r2dx+

∫

T2

|u|2dx < +∞
} équipé du produit salaire las-sique 〈q1, q2〉 =

∫
T2 q1 · q2dx et de l'énergie assoiée ||q|| := 〈q, q〉1/2. Considérons l'équa-tion des ondes linéaire 




∂tq +
L

M
q = 0,

q(t = 0, x) = q0(x)

(2.1)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 28



Chapitre 2. In�uene de la géométrie des ellules sur le omportement à bas Mah dushéma de Godunov appliqué à l'équation des ondesoù Lq = a∗(∇ · u,∇r)T et u = (u, v)T . La quantité a∗ est une onstante stritementpositive d'ordre 1 et M ≪ 1 (M est le nombre de Mah et a∗/M est la vitesse du son).L'équation des ondes (2.1) orrespond au système d'Euler linéarisé, sans l'opérateur deonvetion. La quantité r(t, x) est une pression renormalisée reliée à la pression p(t, x)au travers de la relation p = p∗ + M
a∗
r(t, x) (p∗ est une onstante d'ordre 1). Dé�nissonsà présent les sous-espaes suivants de (L2(T2))3





E =

{
q :=

(
r
u

)
∈ (L2(T2))3 tel que ∇r = 0 et ∇ · u = 0

}
(a)

E
⊥ =

{
q :=

(
r
u

)
∈ (L2(T2))3 tel que∫

T2

rdx = 0 et ∃φ ∈ H1(T2),u = ∇φ
}

(b)(2.2)En d'autres termes, E est l'espae des pressions renormalisées onstantes en espae et deshamps de vitesse inompressibles. Il est bien onnu que (L2(T2))3 peut être déomposéde la façon suivante :Lemme 2.1
E ⊕ E

⊥ = (L2(T2))3 et E ⊥ E
⊥.Autrement dit, tout q ∈ (L2(T2))3 peut être déomposé en

q = q̂ + q⊥ où (q̂, q⊥) ∈ E × E
⊥ (2.3)et ette déomposition de Hodge est unique.Dans la suite, nous dé�nissons ette projetion de Hodge P par Pq := q̂. Un pointessentiel dans ette étude est que

E = KerLet que, suite à la linéarité de L, la solution q(t, ·) de (2.1) peut être déomposée de lafaçon suivante
q = Pq0 + q̃ , (2.4)où Pq0 est la projetion de Hodge de q0 et q̃ est la solution de





∂tq̃ +
L

M
q̃ = 0,

q̃(t = 0, x) =
(
q0 − Pq0

)
(x).

(2.5)De plus, q̃(t, ·) appartient à E
⊥ pour tout t ≥ 0, et, par onservation de l'énergie, on a

||q̃||(t) = ||q0 − Pq0||. Don, si dans l'équation des ondes (2.1), la ondition initiale estla somme d'un mode inompressible et d'une perturbation aoustique en O(M), alors'est aussi le as de la solution de l'équation des ondes pour tout t > 0. Les résultatsqui suivent déterminent les as où ette propriété est orretement approhée ou nonpar la solution du shéma numérique.2.2 Disrétisation de l'équation des ondes par des shémasoloalisésConsidérons à présent un maillage du tore que nous dérirons de la façon suivante.Nommons Ti les ellules du maillage. Soit Aij l'arête ommune de deux ellules voisines
Ti et Tj , et nij le veteur normal unitaire dirigé de Ti vers Tj (notons que nij = −nji).Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 29



Chapitre 2. In�uene de la géométrie des ellules sur le omportement à bas Mah dushéma de Godunov appliqué à l'équation des ondesNous noterons par |Ti| la surfae de Ti et |Aij | la longueur de Aij . Nous onsidéronsla semi-disrétisation en espae de l'équation des ondes (2.1) par le shéma de Godunovd'ordre un olloalisé entré sur les ellules et sa variante bas Mah introduite parS. Dellaherie : la pression renormalisée r et la vitesse u = (u, v) sont disrétisées par
ri(t) et ui(t) qui représentent des approximations de leurs valeurs moyennes sur lesellules Ti à l'instant t. Ces shémas s'érivent sous la forme suivante

∂q

∂t
+
Lκ,h

M
q = 0 ave q :=

(
r
u

)
∈ R3N (2.6)où nous avons posé





Lκ,h :=




L1
κ,h...
Liκ,h...
LNκ,h



,

Liκ,hq := a∗
2|Ti|




∑
Aij⊂∂Ti

|Aij | [(ri − rj) + (ui + uj) · nij ]

∑
Aij⊂∂Ti

|Aij | [(ri + rj) + κ(ui − uj) · nij ]nij




(2.7)
(N est le nombre de ellules dans le maillage). Le shéma de Godunov est donné par(2.6)(2.7) ave κ = 1 ; le shéma de Godunov bas Mah est donné quant à lui par(2.6)(2.7) et κ = 0. L'ensemble KerLκ,h est dé�ni par l'ensemble {q :=

(
r
u

)
∈ R3N

}tel que
∀i ∈ {1, . . . , N} :





∑

Aij⊂∂Ti

|Aij | [(ri − rj) + (ui + uj) · nij ] = 0, (a)
∑

Aij⊂∂Ti

|Aij | [(ri + rj) + κ(ui − uj) · nij ]nij = 0. (b) (2.8)2.3 Constrution de hamps disrets inompressiblesNous onstruisons des versions disrètes de l'espae inompressible E (dé�ni par(2.2)(a) dans le as ontinu). Nous nommerons dans la suite les hamps de es sousespaes hamps disrets inompressibles. Cette onstrution est basée sur des versionsdisrètes de la déomposition de Hodge donnée par le lemme 2.1 dans le as ontinu.2.3.1 Le as triangulaireNous supposons que tous les Ti sont des triangles disposés de telle sorte que ledomaine est périodique.Nous noterons Vh l'espae standard d'éléments �nis P 1 de Lagrange assoié à emaillage triangulaire
Vh :=

{
ψh ∈ C0(T2), ψh périodique sur T2 tel que ∀Ti : (ψh)|Ti

∈ P 1(Ti)
}
. (2.9)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 30



Chapitre 2. In�uene de la géométrie des ellules sur le omportement à bas Mah dushéma de Godunov appliqué à l'équation des ondesNotons aussi par Wh l'espae d'éléments �nis P 1 non onformes de Crouzeix-Raviartassoié à e maillage
Wh :=

{
φh ∈ L2(T2), φh périodique sur T2 tel que ∀Ti : (φh)|Ti

∈ P 1(Ti)et φh ontinu aux milieux des arêtes }.Les fontions de Vh (resp. Wh) étant P 1 sur haque ellule, leurs rotationnels (resp.leurs gradients "brisés") sont des veteurs onstants sur haque ellule. Dé�nissons lesous espae suivant
E

∆
h :=

{
q :=

(
r
u

)
∈ R3N tel que ∃(a, b, c, ψh) ∈ R3 × Vhtel que ∀Ti : ri = c et ui =

(
a
b

)
+ (∇× ψh)|Ti

}
. (2.10)En adaptant au as périodique le Théorème 4.1 de [6℄, nous pouvons prouver le lemmesuivant, dans lequel l'orthogonalité est entendue par rapport au produit salaire disretde R3N , pondéré par les surfaes |Ti| :Lemme 2.2

(
E

∆
h

)⊥
=

{
q :=

(
r
u

)
∈ R3N tel que ∑

i

|Ti|ri = 0 et
∃φh ∈Wh tel que ∀Ti : ui = (∇φh)|Ti

}
.Autrement dit, tout ( r

u

)
∈ R3N admet la déomposition orthogonale suivante

(
r
u

)
=

(
r̄

ū + ∇× ψh

)
+

(
r − r̄
∇φh

) (2.11)ave r̄ =

∑
i |Ti|ri∑
i |Ti|

, ū =

∑
i |Ti|ui∑
i |Ti|

, et (ψh, φh) ∈ Vh ×Wh.Le sous espae E
∆
h est une bonne approximation de E sur un maillage triangulaire : pour

q := (r := c,u := (a, b)T + ∇ × ψ)T ∈ E donné, dé�nissons ψLh ∈ Vh, l'interpolé deLagrange de ψ aux n÷uds du maillage. Alors, la disrétisation qh de q ∈ E donnée par
qh :=




ri

ui


 où 




ri = c,

ui =

(
a
b

)
+ (∇× ψLh )|Ti

(2.12)dé�nit un hamp disret de E
∆
h qui approhe q(Bi) à l'ordre un en h si ψ est su�sammentrégulier, Bi étant le baryentre de la ellule Ti.2.3.2 Le as retangulaireSupposons à présent que le domaine de alul est retangulaire et que le maillageest onstitué de Nx ×Ny retangles de taille onstante ∆x× ∆y, où Nx et Ny sont lesnombres de ellules dans les diretions x et y. Dans e qui suit, nous supposons que Nxet Ny sont impairs. En e�et, si e n'est pas le as, la situation est un peu plus ompliquéeMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 31



Chapitre 2. In�uene de la géométrie des ellules sur le omportement à bas Mah dushéma de Godunov appliqué à l'équation des ondesen raison du déouplage des mailles paires et impaires et des modes en éhiquier assoiés.Dé�nissons à présent le sous-espae
E

�
h :=

{
q :=

(
r
u

)
∈ R3NxNy tel que ∃(a, b, c, (ψi,j)) ∈ R3 ×RNxNytel que ∀(i, j) : ri,j = c et ui,j =

(
a
b

)
+




ψi,j+1 − ψi,j−1

2∆y

−ψi+1,j − ψi−1,j

2∆x




}
.(2.13)Dans (2.13), il est entendu que (ψi,j) est périodique :

ψi,0 = ψi,Ny , ψi,Ny+1 = ψi,1 ∀i ∈ [1,Nx]et
ψ0,j = ψNx,j , ψNx+1,j = ψ1,j ∀j ∈ [1,Ny ].Nous avons le lemme suivant :Lemme 2.3

(
E

�
h

)⊥
=

{
q :=

(
r
u

)
∈ R3NxNy tel que ∑

(i,j)

ri,j = 0 (2.14)et ∃(φi,j) ∈ RNxNy tel que ui,j =




φi+1,j − φi−1,j

2∆x

φi,j+1 − φi,j−1

2∆y




}
.En d'autres termes, tout ( r

u

)
∈ R3NxNy admet la déomposition orthogonale suivante

(
r
u

)
=

(
r̄

ū + Cψ

)
+

(
r − r̄
Gφ

) (2.15)où r̄ =

∑
(i,j) ri,j

NxNy
, ū =

∑
(i,j) ui,j

NxNy
, et où le rotationnel disret C et le gradient disret

G sont dé�nis par
(Cψ)i,j =




ψi,j+1 − ψi,j−1

2∆y

−ψi+1,j − ψi−1,j

2∆x


 et (Gφ)i,j =




φi+1,j − φi−1,j

2∆x

φi,j+1 − φi,j−1

2∆y


 .Le sous-espae E

�
h est une bonne approximation de E sur un maillage retangulaire :pour tout q := (r := c,u := (a, b)T +∇×ψ)T ∈ E, dé�nissons ψi,j = ψ(Bi,j) où Bi,j estle baryentre de la ellule (i, j). Alors, la disrétisation qh de q ∈ E dé�nie par

qh :=




ri,j

ui,j


 où 




ri,j = c,

ui,j =

(
a
b

)
+




ψi,j+1 − ψi,j−1

2∆y

−ψi+1,j − ψi−1,j

2∆x




(2.16)
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Chapitre 2. In�uene de la géométrie des ellules sur le omportement à bas Mah dushéma de Godunov appliqué à l'équation des ondesest un hamp disret appartenant à E
�
h qui approhe q(Bi,j) à l'ordre deux en ∆x et ∆y.2.4 Comportement en temps de la solutionIl est instrutif de s'intéresser à une version disrète de (2.4)�(2.5).Nous dé�nissons la déomposition suivante de la solution disrète qh(t) du shémasemi-disret (2.6)

qh(t) = qaκ,h(t) + qbκ,h(t). (2.17)Dans (2.17), qaκ,h(t) est solution de (2.6) ave la ondition initiale
qaκ,h(t = 0) = (Pq0)h, (2.18)où la disrétisation (Pq0)h de Pq0 ∈ E est obtenue par (2.12).Par ailleurs, qbκ,h(t) est solution de (2.6) ave la ondition initiale

qbκ,h(t = 0) = (q0 − Pq0)h (2.19)où (q0 − Pq0)h est une disrétisation de la partie aoustique de q0.Dans e qui suit, nous supposons que la ondition initiale ontinue q0 est la sommed'un hamp inompressible Pq0 d'ordre un et d'un hamp aoustique d'ordre M , equi implique que ||qbκ,h(t = 0)|| = O(M). Par stabilité du shéma de Godunov et dushéma Godunov bas Mah, nous avons ||qbκ,h(t ≥ 0)|| = O(M). Cei implique que leomportement des shémas onsidérés sera identique (ou non) au as ontinu selon leomportement de qaκ,h(t), qui dépend quant à lui de la struture de KerLκ,h.2.4.1 Cas triangulaireNous avons le résultat suivant :Lemme 2.4 Lorsque le maillage est triangulaire, nous avons
KerLκ=1,h = E

∆
h (2.20)et

KerLκ=0,h ⊃ E
∆
h . (2.21)De plus, tout q := (r,u)T ∈ KerLκ=0,h est tel que ∃c ∈ R tel que ∀Ti : ri = c.L'égalité (2.20) signi�e que KerLκ=1,h est une bonne approximation de E. L'inlusionstrite de (2.21) implique que KerLκ=0,h est un espae su�samment rihe pour bienapproher E : nous pouvons don également dire que KerLκ=0,h est une bonne approxi-mation de E. Finalement, soulignons que le fait que les éléments Ti sont tous des trianglesest essentiel dans la preuve du lemme 2.4 qui n'est plus valide lorsque le maillage estquadrangulaire.Le lemme i-dessus implique que qaκ∈{0,1},h(t ≥ 0) = qaκ∈{0,1},h(t = 0) ∈ E

∆
h . Lasolution des shémas de Godunov et Godunov bas Mah sur maillage triangulaire estdon la somme d'un hamp inompressible disret stationnaire et d'un hamp tel que

||qbκ∈{0,1},h(t ≥ 0)|| = O(M). Ce omportement est don exatement identique au om-portement de la solution ontinue. Cei signi�e qu'il n'y a don pas de mode aoustiqueparasite généré par es shémas, et ei sans ondition sur h.Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 33



Chapitre 2. In�uene de la géométrie des ellules sur le omportement à bas Mah dushéma de Godunov appliqué à l'équation des ondes2.4.2 Cas artésienNous avons le résultat suivant :Lemme 2.5 Quand le maillage est artésien, de taille Nx ×Ny nous avons
KerLκ=1,h =

{
q :=

(
r
u

)
∈ R3NxNy tels que ∃(c, (uj), (vi)) ∈ R× RNy × RNxtels que ∀(i, j) : ri,j = c et ui,j =

(
uj
vi

)} (2.22)e qui implique que
KerLκ=1  E

�
h . (2.23)De plus, lorsque Nx et Ny sont impairs

KerLκ=0,h = E
�
h . (2.24)Les relations (2.22) et (2.23) montrent que le sous espaes KerLκ=1,h est un sous espaetrès pauvre de E. En e�et, le sous-espae dé�ni par (2.22) n'approhe pas orretementl'ensemble des fontions à divergene nulle. D'autre part, (2.24) montre que KerLκ=0,hest su�samment rihe pour approher toutes les fontions à divergene nulle. En d'autrestermes, KerLκ=0,h est une bonne approximation de E.Lorsque Nx et/ou Ny est (sont) pair(s), nous avons seulement KerLκ=0,h ⊃ E

�
h . Cettedi�érene entre KerLκ=0,h et E

�
h est reliée à l'existene de modes en éhiquier. Biensûr, omme es modes appartiennent au noyau du shéma de Godunov bas Mah, ils nesont pas ampli�és ave le temps.A présent, nous étudions le omportement en temps de qh dans le as du shéma deGodunov (κ = 1) et dans le as du shéma de Godunov bas Mah (κ = 0).

• Le as du shéma de Godunov (κ = 1) :Nous pouvons prouver que le mode inompressible disret qaκ=1,h(t = 0) ∈ E
�
h est dif-fusé très rapidement vers sa projetion sur KerLκ=1,h. D'autre part, la di�érene entre

qaκ=1,h(t = 0) et sa projetion sur KerLκ=1,h est, en général, d'ordre O(1) (en raisonde la strite inlusion (2.23)). Ces deux faits permettent d'expliquer que la di�érene
qaκ=1,h(t ≥ 0)−qaκ=1,h(t = 0) est d'ordre O(∆x

LΩ
) au bout d'un temps d'ordre O(MLΩ

a∗
), où

LΩ est une longueur ne dépendant que du domaine Ω et du rapport ∆x/∆y. Au oursde e proessus de di�usion, il y a réation d'une omposante aoustique parasite, éga-lement de taille O(∆x
LΩ

) (voir l'illustration numérique de la setion 2.5). Par onséquent,la ontrainte sur le maillage pour maintenir l'amplitude des ondes aoustiques parasites
r(t, x) d'ordre O(M) (et, don, d'ordre O(M2) pour la pression p(t, x)) au bout d'untemps O(M) doit être

∆x = O(M) (2.25)pour le shéma de Godunov dans le as artésien, e qui est trop restritif pour desappliations pratiques.Ces résultats sont basés sur le lemme et la proposition suivants :
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Chapitre 2. In�uene de la géométrie des ellules sur le omportement à bas Mah dushéma de Godunov appliqué à l'équation des ondesLemme 2.6 Lorsque le maillage est artésien, la projetion sur l'espae KerLκ=1,h,notée Pκ=1,h, est dé�nie par
(Pκ=1,hqh)i,j =




1

NxNy

∑

k,ℓ

(rh)k,ℓ

1

Nx

∑

k

(uh)k,j

1

Ny

∑

ℓ

(vh)i,ℓ




.

Proposition 2.1 Lorsque κ = 1, il existe une onstante LΩ, ne dépendant que de Ω etdu rapport d'aspet ∆y/∆x, telle que
||qaκ=1,h(t ≥ 0) − Pκ=1,hq

a
κ=1,h(t = 0)|| ≤ ||(1 − Pκ=1,h)q

a
κ=1,h(t = 0)|| exp

(
− a∗∆x

2ML2
Ω

t

)
.(2.26)

• Le as du shéma de Godunov bas Mah (κ = 0) :L'égalité (2.24) du lemme 2.5 implique que qaκ=0,h(t ≥ 0) = qaκ=0,h(t = 0) ∈ E
�
h . Lasolution du shéma Godunov bas Mah sur maillage retangulaire artésien est donla somme d'un hamp inompressible disret stationnaire et d'un hamp qbκ=0,h(t ≥ 0)tel que ||qbκ=0,h(t ≥ 0)|| = O(M). Ce omportement est don exatement identiqueau omportement de la solution ontinue. Cei signi�e qu'il n'y a don pas de modeaoustique parasite généré par e shéma, et ei sans ondition sur le pas du maillage.2.5 Illustration numériqueNous onsidérons le domaine périodique T2 = [0, 1] × [0, 1], nous hoisissons a∗ = 1dans (2.1) et M = 10−4. La ondition initiale q0 := (r0,u0)T est la suivante :





r0(t = 0, x, y) = 1,

u0(t = 0, x, y) = 2 sin2(πx) sin(4πy),

v0(t = 0, x, y) = − sin(2πx) sin2(2πy).

(2.27)Si l'on pose
ψ(x, y) =

1

π

[
sin2(πx) sin2(2πy) − 1

4

]
,on a alors

u0 = ∇× ψ.Au niveau ontinu, on a don q0 ∈ E et la solution de l'équation des ondes (2.1) satisfait
q(t ≥ 0, ·) = q0(·) pour la ondition initiale (2.27).Nous disrétisons ette ondition initiale q0 sur un maillage triangulaire par le hampdonné par (2.12), qui appartient par onstrution à E

∆
h , et sur un maillage de retanglesMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 35



Chapitre 2. In�uene de la géométrie des ellules sur le omportement à bas Mah dushéma de Godunov appliqué à l'équation des ondes
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Fig. 2.1 � Composante parasite issue du shéma de Godunov sur maillage de arrésde taille ∆x = 1/50 et ∆x = 1/100. Figure de gauhe : pression parasite ||r⊥||(t/M).Figure de droite : vitesse parasite ||Gφ||(t/M).par la relation (2.16), qui appartient par onstrution à E
�
h . Ces onditions initiales sontdon des hamps disrets inompressibles.Lorsque l'on applique le shéma de Godunov et le shéma de Godunov bas Mah àette ondition initiale sur maillage triangulaire, et le shéma de Godunov bas Mah surmaillage de retangles, nous observons que la solution numérique se omporte ommedans le as ontinu : elle demeure inhangée. Au ontraire, la �gure 2.1 montre que lasolution numérique issue du shéma de Godunov sur maillage de retangles dévie de savaleur initiale et ontient une omposante qui se trouve dans l'espae aoustique disret(

E
�
h

)⊥ dé�ni par (2.14). Si nous nommons (r⊥,Gφ)T ette omposante aoustique pa-rasite, la �gure 2.1 représente les quantités ||r⊥||(t/M) et ||Gφ||(t/M) (t/M ∈ [0, 0.5]).Ces deux �gures montrent que
||qh − Phqh||(τac) = O(∆x) ≫M (2.28)où τac est de l'ordre de O(M).
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PerspetivesConernant la orretion hyperbolique pour le système de Maxwell, il serait inté-ressant de omparer les résultats numériques obtenus par ette méthode, ouplée aveune méthode partiulaire pour la disrétisation de l'équation de Vlasov, ave eux ob-tenus par la méthode DDFV dérite dans le hapitre 5 ouplée à une disrétisation dela densité de harge et de la densité de ourant qui véri�e la loi de onservation de laharge disrète, omme dérit dans [78℄. En e�et, ette deuxième méthode est exemptedes erreurs que la première doit orriger, et e serait don une façon pratique de mesurerla qualité de ette orretion, en partiulier vis-à-vis du hoix des onditions aux limitesonernant les orreteurs, ainsi que vis-à-vis du hoix des valeurs des paramètres χet γ, es valeurs étant hoisies de façon empirique dans la littérature [68℄.Une question pertinente qui ressort de l'étude du shéma de Godunov à bas nombrede Mah est la suivante : vers quelle solution et à quelle vitesse une ondition initiale del'équation des ondes di�use-t-elle ? Si l'on se pose ette question pour l'approximationdu système de Maxwell par un shéma de Godunov du premier ordre, la réponse seradi�érente selon que le système onsidéré n'est pas orrigé (équations (1.1) et (1.2)) oul'est (équations (1.10) à (1.13) ave D = ∂
∂t). Il est en e�et à peu près évident au vu dela solution du problème de Riemann (1.25) que la solution limite du shéma de Godunovpour le système reformulé sera onstituée de hamps életriques et magnétiques donttoutes les omposantes seront ontinues aux interfaes du maillage, et qui seront dononstants dans tout le domaine, au ontraire des hamps de la solution limite du shémade Godunov pour le système initial, dont seules les omposantes tangentielles serontontinues. Il faudrait étudier si et en quoi ela onstitue un problème, à la fois sur leplan théorique omme sur le plan numérique. Un remède possible serait alors d'appliquerle même type de modi�ation de shéma que elle proposée par Stéphane Dellaherieave le shéma Bas Mah pour l'équation des ondes : au lieu d'utiliser la solution duproblème de Riemann pour aluler les �ux aux interfaes, on pourrait se ontenter delaisser les mêmes déentrements que dans la solution du problème de Riemann assoiéau shéma initial ('est-à-dire que l'on supprimerait les sauts normaux de B et de E dansles deuxièmes et quatrièmes lignes de (1.25)). A propos de es shémas dans lesquelson ne onserve qu'une partie des déentrements et dans lesquels on entre ertains �ux,une question apitale est de prouver leur stabilité sur des maillages quelonques. S'il estfaile de prouver la stabilité du shéma semi-disret en espae, la stabilité du shémaomplètement disrétisé (espae et temps) est plus déliate à obtenir. En�n, une autrepiste atuellement à l'étude est l'extension de l'analyse menée ii à d'autres shémas, àommener par le shéma HLL, dont Felix Rieper a montré dans un artile réent [100℄qu'il se omportait enore moins bien que le shéma de Roe à bas nombre de Mah.



Deuxième partieConstrution de méthodes devolumes �nis en dualité disrète surmaillages bidimensionnelsquelonques
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Chapitre 3Constrution et propriétésd'opérateurs di�érentiels disrets3.1 Introdution et notationsNous onsidérons Ω, un domaine bidimensionnel polygonal de frontière Γ, ave Γ =
ΓD∪ΓN , les frontières ΓD et ΓN étant disjointes. Dans le as où Ω n'est pas simplementonnexe, nous notons Q le nombre de trous et Γq les frontières orrespondantes, ainsique Γ0 la frontière extérieure de Ω.Les notations suivantes sont résumées sur les �gures 3.1 et 3.2. Nous supposons quele domaine Ω est reouvert par un maillage (primal) dont les ellules sont des polygonesonvexes, notés dans la suite Ti, ave i ∈ [1, I]. On assoie à haque Ti un point Gi situéà l'intérieur de Ti. Ce point n'est pas néessairement le entre de masse de Ti, mais 'estle hoix que nous e�etuons dans la pratique. A haque sommet Sk du maillage, ave
k ∈ [1,K], nous assoions une ellule duale Pk en joignant les points Gi assoiées auxellules primales dont Sk est un sommet, et ei en passant par les milieux des arêtesdont Sk est un sommet.Remarque 3.1 Cette onstrution des ellules duales di�ère légèrement de elle donnéedans [A6, A7℄. Elle assure, notamment, que la ellule duale Pk est étoilée par rapport ausommet Sk, et également que lorsque Ti∩Pk 6= ∅, le segment [GiSk] appartient à Ti∩Pk.Cela assure également que les ellules duales forment une partition de Ω, e que nousétions obligés de supposer dans [A6, A7℄. Ces points sont essentiels dans la dérivationdes estimations a posteriori pour la disrétisation de l'équation de Laplae par le shémaDDFV, lorsque nous appliquons des inégalités de type Poinaré et des inégalités de traedans la setion 7.2, et d'autre part lorsque nous sommons les ontributions des ellulesduales pour obtenir un estimateur a posteriori global.A haque arête Aj du maillage primal, ave j ∈ [1, J ], nous assoions une ellulediamant Dj obtenue en joignant les sommets Sk1(j) et Sk2(j) de Aj ave les points Gi1(j)etGi2(j) assoiés aux ellules primales qui partagent Aj omme segment de leur frontière.Lorsque Aj est une arête située sur la frontière (nous noterons JΓ le nombre de esarêtes), la ellule diamant assoiée est un quadrilatère dégénéré (i.e. un triangle) etnous noterons Gi2(j) le milieu de Aj (ainsi, il y a JΓ points Gi additionnels). Le veteurunitaire normal à Aj est noté nj et est dirigé de Gi1(j) vers Gi2(j). Nous notons A′

j1(resp. A′
j2) le segment joignant Gi1(j) (resp. Gi2(j)) au point milieu de Aj. Le veteurunitaire normal assoié, dirigé de Sk1(j) vers Sk2(j), est noté n′

j1 (resp. n′
j2). Dans leas d'une ellule diamant située sur la frontière, A′

j2 est réduit à {Gi2(j)} et ne joueauun r�le. Finalement, pour toute ellule diamant Dj , nous noterons Miαkβ
le point
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DjFig. 3.1 � Un maillage primal non-onforme et son maillage dual assoié (à gauhe) etle maillage diamant (à droite).
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Fig. 3.2 � Notations pour une ellule diamant interne (à gauhe) et une ellule diamantfrontière (à droite).milieu du segment [Giα(j)Skβ(j)], ave (α, β) ∈ {1; 2}2. Aux veteurs nj, n′
j1 et n′

j2, nousassoions des veteurs unitaires qui leur sont orthogonaux, et que nous notons τ j, τ
′
j1et τ

′
j2, de telle sorte que les bases orthonormales assoiées soient orientées positivement.Pour toute ellule primale Ti telle que Aj ⊂ ∂Ti, nous dé�nissons nji := nj si i = i1(j)et nji := −nj si i = i2(j), de telle sorte que nji est toujours dirigé vers l'extérieurde Ti. Au veteur nji, nous assoions le veteur τ ji de telle sorte que (nji, τ ji) soitorientée positivement. De façon similaire, lorsque A′

j1 et A′
j2 appartiennent à ∂Pk, nousdé�nissons (n′

jk1, τ
′
jk1) et (n′

jk2, τ
′
jk2) de telle sorte que n′

jk1 et n′
jk2 soient orthogonauxrespetivement à A′

j1 et A′
j2 et dirigés vers l'extérieur de Pk. Par un léger abus denotations, nous identi�erons l'indie i au point Gi ou à la ellule primale Ti, l'indie kau point Sk ou à la ellule duale Pk et l'indie j au segment Aj ou à la ellule-diamant

Dj . Nous érirons par exemple k ∈
◦
ΓD (resp. Γ̄D, ◦

ΓN et Γ̄N ) si le sommet Sk appartientà l'intérieur de ΓD, relativement à Γ (resp. à la fermeture de ΓD, à l'intérieur de ΓN età la fermeture de ΓN ). De la même façon, nous érirons i ∈ ΓD (resp. i ∈ ΓN , j ∈ ΓDet j ∈ ΓN ) si Gi ∈ ΓD (resp. Gi ∈ ΓN , Aj ⊂ ΓD et Aj ⊂ ΓN ).Remarque 3.2 Un as partiulier de maillages que nous serons amenés à onsidérerest le as des maillages primaux et duaux �mutuellement orthogonaux� (voir Figure 3.3).Cette dénomination signi�e que pour tout arête j, les segments A′
j1 et A′

j2 (pour lesellules diamants internes) sont olinéaires et orthogonaux à Aj . Dans e as, on note
A′
j la réunion de A′

j1 et A′
j2 et on note n′

j le veteur n′
j1 = n′

j2. Sur e type de maillages,Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 40
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Fig. 3.3 � Cas partiulier de maillage primal et dual mutuellement orthogonaux.il déoule du fait que A′
j passe par le milieu de Aj en lui étant orthogonal, que, pourtoute ellule Ti, le point Gi est équidistant des sommets de la ellule Ti qui ne peutdon pas être quelonque ! La distane ommune entre Gi et les sommets de Ti est notéedans la suite Ri. Le as partiulier fréquemment étudié est elui d'un maillage primalde triangles dans lesquels on hoisit le entre du erle ironsrit omme point Gi, eià ondition que tous les angles de tous les triangles soient stritement inférieurs à π/2.Dans les shémas que nous présentons, nous assoions des inonnues salaires aux points

Gi et Sk et des hamps de veteurs bidimensionnels aux ellules diamants. Nous dé�-nissons don des produits salaires assoiésDé�nition 3.1 Soit φ = (φTi , φ
P
k ) et ψ = (ψTi , ψ

P
k ) dans RI × RK . Soit u = (uj) et

v = (vj) dans (R2)J . Nous dé�nissons les produits salaires suivants
(φ,ψ)T,P :=

1

2

( ∑

i∈[1,I]

|Ti|φTi ψTi +
∑

k∈[1,K]

|Pk|φPk ψPk
)
, (3.1)

(u,v)D :=
∑

j∈[1,J ]

|Dj |uj · vj. (3.2)Nous aurons également besoin d'un produit salaire sur la frontièreDé�nition 3.2 Soit w1 = (w1
j ) et w2 = (w2

j ), dé�nis (au moins) sur la frontière ΓD,ou sur ΓN ou sur Γ. Nous dé�nissons les produits salaires frontière suivants
(w1, w2)ΓD ,h =

∑

j∈ΓD

|Aj |w1
j w

2
j , (w1, w2)ΓN ,h =

∑

j∈ΓN

|Aj |w1
j w

2
j , (3.3)

(w1, w2)Γ,h := (w1, w2)ΓD ,h + (w1, w2)ΓN ,h.Ces produits salaires frontière seront en partiulier onsidérés pour les traes d'éléments
φ = (φTi , φ

P
k ) que nous dé�nissons de la façon suivante :Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 41



Chapitre 3. Constrution et propriétés d'opérateurs di�érentiels disretsDé�nition 3.3 Soit φ = (φTi , φ
P
k ) dans RI+JΓ × RK . Pour toute arête frontière Aj =

[Sk1(j)Sk2(j)], ayant omme point milieu Gi2(j) (voir la Figure 3.2), nous dé�nissons φ̃jomme étant la trae de φ sur Aj par la formule
φ̃j =

1

4

(
φPk1(j) + 2φTi2(j) + φPk2(j)

)
. (3.4)3.2 Constrution des opérateurs di�érentiels disretsDé�nition 3.4 Soit u = (uj) dans (R2)J , dé�ni par ses valeurs sur les ellules dia-mants. Nous dé�nissons sa divergene et son rotationnel (salaire) sur les maillagesprimaux et duaux par

(
∇T
h · u

)
i

:=
1

|Ti|
∑

j∈∂Ti

|Aj |uj · nji, (3.5)
(
∇P
h · u

)
k

:=
1

|Pk|

(
∑

j∈∂Pk

(
|A′

j1|uj · n′
j1k + |A′

j2|uj · n′
j2k

)

+
∑

j∈∂Pk∩Γ

|Aj |
2

uj · nj
)
, (3.6)

(
∇T
h × u

)
i

:=
1

|Ti|
∑

j∈∂Ti

|Aj |uj · τ ji, (3.7)
(
∇P
h × u

)
k

:=
1

|Pk|

(
∑

j∈∂Pk

(
|A′

j1|uj · τ ′
j1k + |A′

j2|uj · τ ′
j2k

)

+
∑

j∈∂Pk∩Γ

|Aj |
2

uj · τ j
)
. (3.8)Notons que par appliation de la formule de Green ontinue, les quantités (∇T

h · u)i(resp. (∇P
h · u)k) sont les valeurs moyennes exates sur les ellules primales (resp. lesellules duales intérieures) de la divergene d'un hamp ontinu û(x) sous la onditionsu�sante que

|Aj |uj · nj =

∫

Aj

û · nj(σ)dσ et
uj · (|A′

j1|n′
j1 + |A′

j2|n′
j2) =

∫

A′

j1

û · n′
j1(σ)dσ +

∫

A′

j2

û · n′
j2(σ)dσ.De même, les quantités (∇T

h × u)i (resp. (∇P
h × u)k) sont les valeurs moyennes exatessur les ellules primales (resp. les ellules duales intérieures) du rotationnel d'un hampontinu û(x) sous la ondition su�sante que

|Aj |uj · τ j =

∫

Aj

û · τ j(σ)dσ et
uj · (|A′

j1|τ ′
j1 + |A′

j2|τ ′
j2) =

∫

A′

j1

û · τ ′
j1(σ)dσ +

∫

A′

j2

û · τ ′
j2(σ)dσ.Soulignons par ailleurs que dans les formules (3.6) (resp. (3.8)), l'ensemble ∂Pk ∩ Γ estnon vide si et seulement si Sk ∈ Γ. Dans e as, le terme ∑j∈∂Pk∩Γ

|Aj |
2 uj · nj (resp.

∑
j∈∂Pk∩Γ

|Aj|
2 uj · τ j) est une approximation de ∫Ãk

u · ñk (resp. ∫Ãk
u · τ̃ k ), ave lesnotations de la Figure 3.4.Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 42



Chapitre 3. Constrution et propriétés d'opérateurs di�érentiels disrets

A k
~

S k Γn~k

Fig. 3.4 � Dé�nition de Ãk et ñk pour les n÷uds de la frontière.Dé�nition 3.5 Soit φ = (φTi , φ
P
k ) dans RI+JΓ×RK dé�ni par ses valeurs sur les ellulesprimales et duales, et aux milieux des segments de la frontière. Son gradient disret ∇D

h φet son rotationnel (veteur) ∇D
h ×φ sont dé�nis par leurs valeurs sur les ellules Dj par

(∇D
h φ)j :=

1

2 |Dj |
{[
φPk2 − φPk1

]
(|A′

j1|n′
j1 + |A′

j2|n′
j2) +

[
φTi2 − φTi1

]
|Aj |nj

}
, (3.9)

(∇D
h × φ)j := − 1

2 |Dj |
{[
φPk2 − φPk1

]
(|A′

j1|τ ′
j1 + |A′

j2|τ ′
j2) +

[
φTi2 − φTi1

]
|Aj |τ j

}
. (3.10)Nous rappelons que les dé�nitions 3.5 sont exates pour les fontions a�nes : si φ̂ ∈

P 1(Dj) et si nous prenons φTiα(j) = φ̂(Giα(j)) et φPkβ(j) = φ̂(Skβ(j)), alors (∇D
h φ)j et

(∇D
h × φ)j sont les valeurs exates respetivement de ∇φ̂ et ∇× φ̂ sur Dj.Dé�nition 3.6 Soit φ = (φTi , φ

P
k ) ∈ RI+JΓ ×RK , dé�ni par ses valeurs sur les ellulesprimales et duales, et aux milieux des segments de la frontière. Nous lui assoions lafontion φh dé�nie par

(φh)|Dj
∈ P 1(Dj) , ∀j ∈ [1, J ],

φh(Miα(j) kβ(j)) =
1

2
(φTiα(j) + φPkβ(j)) , ∀j ∈ [1, J ], ∀(α , β) ∈ {1; 2}2 .Remarque 3.3 Bien que la dé�nition d'une fontion P 1 par ses valeurs en quatrepoints di�érents n'est en général pas possible, l'existene et l'uniité de la fontion φhsont assurées ii ar φh(Mi1k1) + φh(Mi2k2) = φh(Mi1k2) + φh(Mi2k1) et, d'autre part,le quadrilatère (Mi1k1Mi1k2Mi2k2Mi2k1) est un parallélogramme. De plus, la fontion φhest ontinue uniquement aux points milieux des arêtes des ellules diamants.Proposition 3.1 Des aluls élémentaires montrent que

∇(φh)|Dj
= (∇D

h φ)j , (3.11)
∇× (φh)|Dj

= (∇D
h × φ)j . (3.12)Dé�nition 3.7 Nous noterons ∇hφh la fontion de (L2(Ω))2 dont la restrition à ha-que ellule diamant Dj est égale à ∇(φh)|Dj

= (∇D
h φ)j .Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 43



Chapitre 3. Constrution et propriétés d'opérateurs di�érentiels disrets
K

K

I

I 2

2

1k
1Fig. 3.5 � Notations pour une ellule duale frontière pour la formule (3.17)3.3 Propriétés des opérateurs3.3.1 Formules de Green disrètesProposition 3.2 Pour u ∈ (R2)J et φ = (φT , φP ) ∈ RI+J

Γ × RK , nous avons lesformules de Green disrètes suivantes :
(u,∇D

h φ)D = −(∇T,P
h · u, φ)T,P + (u · n, φ̃)Γ,h (3.13)

(u,∇D
h × φ)D = (∇T,P

h × u, φ)T,P − (u · τ , φ̃)Γ,h. (3.14)3.3.2 Composition des opérateursProposition 3.3 Pour tout φ = (φTi , φ
P
k ) ∈ RI+JΓ × RK , on a

(
∇T
h · (∇D

h × φ)
)
i
= 0 ∀i ∈ [1, I] et (

∇P
h · (∇D

h × φ)
)
k

= 0 ∀k /∈ Γ, (3.15)
(
∇T
h × (∇D

h φ)
)
i
= 0 ∀i ∈ [1, I] et (

∇P
h × (∇D

h φ)
)
k

= 0 ∀k /∈ Γ. (3.16)De plus, pour k ∈ Γ, nous avons (voir la �gure 3.5 pour les notations)
(
∇P
h × (∇D

h φ)
)
k

=
(
∇P
h · (∇D

h × φ)
)
k

=
1

|Pk|

[(
φTI2 − φTI1

)
+

1

2

(
φPK1

− φPK2

)]
. (3.17)Remarque 3.4 En partiulier, lorsque φTi = cTq est onstant pour i ∈ Γq et que φPk =

cPq est onstant pour k ∈ Γq (les onstantes cTq et cPq pouvant être toutes di�érentes lesunes des autres), ou lorsque φTI1 = 1
2(φPk + φPK1

) et φTI2 = 1
2(φPk + φPK2

), alors
(
∇P
h × (∇D

h φ)
)
k

=
(
∇P
h · (∇D

h × φ)
)
k

= 0 pour k ∈ Γ.Proposition 3.4
(∇T

h ×∇D
h ×φ)i = −(∇T

h ·∇D
h φ)i ,∀i et (∇P

h ×∇D
h ×φ)k = −(∇P

h ·∇D
h φ)k ,∀k. (3.18)3.3.3 Déomposition de Helmholtz-HodgeIl est bien onnu que, dans le as ontinu, la déomposition de Helmholtz-Hodgedes veteurs pour des domaines non simplement onnexes s'érit (rappelons que Q estle nombre de trous du domaine Ω, Γq les frontières orrespondantes et Γ0 la frontièreextérieure) :

(L2)2 = ∇V
⊥
⊕ ∇×W , (3.19)ave V = {φ ∈ H1 :

∫
Ω φ = 0} et W = {ψ ∈ H1 : ψ|Γ0

= 0, ψ|Γq
= cq,∀q ∈ [1, Q]}.Nous pouvons prouver une propriété analogue dans le as disret :Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 44



Chapitre 3. Constrution et propriétés d'opérateurs di�érentiels disretsThéorème 3.1 Soit (uj)j∈[1,J ] un hamp de veteurs disrets dé�ni par ses valeurssur les ellules diamants Dj. Il existe d'uniques valeurs φ = (φTi , φ
P
k )i∈[1,I+JΓ],k∈[1,K],

ψ = (ψTi , ψ
P
k )i∈[1,I+JΓ],k∈[1,K] et (cTq , c

P
q )q∈[1,Q] telles que :

uj = (∇D
h φ)j + (∇D

h × ψ)j , ∀j ∈ [1, J ] , (3.20)
∑

i∈[1,I]

|Ti|φTi =
∑

k∈[1,K]

|Pk|φPk = 0 , (3.21)
ψTi = 0 , ∀i ∈ Γ0 , ψPk = 0 , ∀k ∈ Γ0 , (3.22)et

∀q ∈ [1, Q] , ψTi = cTq , ∀i ∈ Γq , ψPk = cPq , ∀k ∈ Γq . (3.23)De plus, ette déomposition est orthogonale.Le premier point dans la preuve de e théorème est de remarquer qu'il y a autantd'équations que d'inonnues. Cei est montré par la formule d'Euler :Lemme 3.1 Pour un domaine non-simplement onnexe reouvert par un maillage pos-sédant I éléments, K sommets, J arêtes et Q trous, nous avons :
I +K = J + 1 −Q . (3.24)Le seond point est de montrer l'orthogonalité du gradient et du rotationnel dans (3.20)lorsque l'on e�etue leur produit salaire (3.2). Cei est obtenu par l'appliation de laformule de Green disrète (3.13) et les propriétés de omposition des opérateurs (3.15)et (3.17). En partiulier, le fait que ψ véri�e (3.22) et (3.23) joue un r�le déterminantdans la nullité de ∇P

h · ∇D
h × ψ sur les n÷uds du bord (voir Remarque 3.4), et dans lanullité du terme de bord venant de la formule de Green disrète. Le dernier point estde montrer l'injetivité. En supposant uj nul sur toute ellule diamant et en prenantle produit salaire de (3.20) ave ∇D

h φ, on obtient par orthogonalité la nullité de egradient sur haque ellule diamant. Par la formule (3.9) et par onnexité du maillage,nous obtenons que toutes les valeurs φPk aux sommets Sk du maillage sont égales entreelles d'une part, et que toutes les valeurs φTi aux points Gi du maillage sont égales entreelles d'autre part. Mais es deux valeurs sont nulles grâe à (3.21). Ayant obtenu lanullité de φ, l'égalité (3.20) permet de onlure à elle de ∇D
h × ψ, puis à elle de ψgrâe aux onditions aux limites (3.22).Remarque 3.5 Il est possible de prouver une autre déomposition de e type, en impo-sant que φ véri�e les onditions aux limites (3.22) et (3.23), et que ψ véri�e la onditionde moyenne nulle (3.21).
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Chapitre 4Appliation à la disrétisation del'équation de di�usion linéaire et ausystème de l'életrostatique et de lamagnétostatique4.1 Équation de di�usion linéaireÉtant données des fontions f , φd et g, nous nous intéressons à l'approximation duproblème suivant
−∆φ̂ = f dans Ω , (4.1)

φ̂ = φd sur ΓD , (4.2)
∇φ̂ · n = g sur ΓN . (4.3)Dans le as où ΓD = ∅, nous ajoutons l'équation suivante

∫

Ω
φ̂(x)dx = 0 , (4.4)ainsi que la relation de ompatibilité

∫

Ω
f(x)dx +

∫

Γ
g(σ)dσ = 0. (4.5)4.1.1 DisrétisationLe shéma volumes �nis que nous avons proposé pour ette équation est fondé surla ombinaison des opérateurs divergene et gradient que nous avons onstruits préé-demment dans le paragraphe 3.2.

−(∇T
h · (∇D

h φ))i = (f̄)Ti ∀i ∈ [1, I], (4.6)
−(∇P

h · (∇D
h φ))k = (f̄)Pk ∀k /∈ Γ̄D, (4.7)où (f̄)Ti et (f̄)Pk sont les valeurs moyennes de f sur Ti et Pk, respetivement :

(f̄)Ti =
1

|Ti|

∫

Ti

f(x) dx et (f̄)Pk =
1

|Pk|

∫

Pk

f(x) dx. (4.8)



Chapitre 4. Appliation à la disrétisation de l'équation de di�usion linéaire et au systèmede l'életrostatique et de la magnétostatiqueLes onditions aux limites de Dirihlet sont disrétisées de la façon suivante
φPk = φd(Sk) , ∀k ∈ Γ̄D et φTi =

1

2

(
φPk1 + φPk2

)
, ∀i ∈ ΓD, (4.9)où, dans la seonde égalité, le point Gi ∈ ΓD est le milieu du segment [Sk1Sk2] ⊂ ΓD.Notons qu'il y a une légère modi�ation dans la façon de disrétiser les onditions auxlimites dans (4.9) par rapport à e qui avait été proposé dans [A7℄. Cei est dû auxestimations a posteriori que nous allons présenter dans le hapitre 7, pour lesquellesnous utilisons la remarque 3.4. Les onditions aux limites de Neumann sont disrétiséespar

(∇D
h φ)j · nj = ḡj , ∀j ∈ ΓN , (4.10)où ḡj est la valeur moyenne de g sur le segment Aj orrespondant
ḡj =

1

|Aj |

∫

Aj

g(σ) dσ. (4.11)Dans le as où ΓD = ∅, nous ajoutons les deux équations suivantes, analogues disrètesde (4.4) : ∑

i

|Ti|φTi =
∑

k

|Pk|φPk = 0, (4.12)et nous remarquons que grâe aux dé�nitions (4.8) et (4.11) et à la relation (4.5), nousavons les relations de ompatibilité disrètes :
∑

i

|Ti|(f̄)Ti +
∑

j∈Γ

|Aj |ḡj =
∑

k

|Pk|(f̄)Pk +
∑

j∈Γ

|Aj|ḡj = 0. (4.13)Remarque 4.1 Dans la pratique, il se peut que les valeurs ((f̄)Ti , (f̄)Pk ) et ḡj ne véri�entpas (4.13), par exemple par e qu'elles ont été approhées par des formules de quadrature.Les relations (4.13) sont pourtant indispensables à l'existene d'une solution lorsque
ΓD = ∅. En e�et, il déoule de la dé�nition de la divergene disrète (formules (3.5) et(3.6)) que ∑

i

|Ti|(∇h · u)Ti =
∑

k

|Pk|(∇h · u)Pk =
∑

j∈Γ

|Aj |uj · nj. (4.14)Les équations (4.6), (4.7) et (4.10) du shéma impliquent don (4.13). Si es relationsne sont pas véri�ées, il onvient don de modi�er les valeurs de f̄ , par exemple enremplaçant f̄ par f̃ dé�ni par
(f̃)Ti = (f̄)Ti −

∑

i

|Ti|(f̄)Ti +
∑

j∈Γ

|Aj |ḡj

|Ω| et (f̃)Pk = (f̄)Pk −

∑

k

|Pk|(f̄)Pk +
∑

j∈Γ

|Aj |ḡj

|Ω| .4.1.2 Propriétés du shémaLe lemme suivant s'obtient en onstatant que le système linéaire assoié au shémapossède autant d'équations que d'inonnues, puis en prouvant l'uniité grâe à la formule(4.17) i-dessous dans laquelle on remplae f et g par 0, et ψh par φh, e qui est liitelorsque φd = 0, puisqu'alors φPk = 0 , ∀k ∈ Γ̄D et φTi = 0 , ∀i ∈ ΓD grâe à (4.9). Ceipermet de prouver que le gradient ∇φh est nul sur haune des ellules diamants, puis,par (3.11) et la formule du gradient (3.9), que toutes les valeurs primales sont égalesentre elles, et que toutes les valeurs duales sont égales entre elles. Ces valeurs sont nullesgrâe aux onditions aux limites de Dirihlet. Par ailleurs, si ΓD = ∅, les relations (4.12)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 47



Chapitre 4. Appliation à la disrétisation de l'équation de di�usion linéaire et au systèmede l'életrostatique et de la magnétostatiqueviennent ompenser le fait que les équations (4.6), (4.7) et (4.10) sont liées entre ellespar les deux relations (4.14). Dans la preuve de l'injetivité, les relations (4.12) assurentque les onstantes primales et duales auxquelles sont égales toutes les valeurs primaleset duales, respetivement, sont bien nulles.Lemme 4.1 Le shéma (4.6), (4.7), (4.9), (4.10) possède une unique solution.La proposition qui suit montre que le shéma DDFV peut s'interpréter sous la formed'un shéma de type éléments �nis, dont les fontions de base sont non-onformes. Ceiva jouer un r�le important dans l'obtention d'estimations d'erreur a priori et a posteriori,voir les paragraphes 6.2 et 7.1.Proposition 4.1 Soit φ = (φTi , φ
P
k ) la solution du shéma (4.6)�(4.11). Soit ψ =

(ψTi , ψ
P
k ) tel que ψPk = 0 , ∀k ∈ Γ̄D et ψTi = 0 , ∀i ∈ ΓD. Soient φh et ψh les fon-tions assoiées à φ et ψ par la dé�nition 3.6 page 43. Soit de plus

ψ∗
h(x) :=

1

2



∑

i∈[1,I]

ψTi θ
T
i (x) +

∑

k∈[1,K]

ψPk θ
P
k (x)


 (4.15)

ψ̃h(σ) :=
∑

j∈Γ

ψ̃jθj(σ), (4.16)où θTi , θPk et θj sont respetivement les fontions aratéristiques des ellules Ti et Pket de l'arête Aj ⊂ Γ. Alors, on a
∑

j

∫

Dj

∇φh · ∇ψh(x) dx =

∫

Ω
f ψ∗

h(x) dx +

∫

ΓN

g ψ̃h(σ) dσ . (4.17)Les shémas volumes �nis sont fondés sur la notion de �ux aux interfaes entre lesellules. Pour le shéma DDFV appliqué à l'équation de Laplae, es �ux sont les �uxdi�usifs sur les interfaes entre les ellules primales d'une part et entre les ellules dualesd'autre part. Cei nous amène à dé�nir un veteur par ellule-diamant, assoié aux �uxexats, de la façon suivante :Dé�nition 4.1 Soit φ̂ la solution exate de (4.1)�(4.3). Sur haque ellule-diamant Dj ,nous dé�nissons le veteur onstant (δφ̂)j par les deux produits salaires suivants :
(δφ̂)j · nj =

1

|Aj |

∫

Aj

∇φ̂ · nj dξ et (4.18)
(δφ̂)j · (|A′

j1|n′
j1 + |A′

j2|n′
j2) =

∫

A′

j1

∇φ̂ · n′
j1 +

∫

A′

j2

∇φ̂ · n′
j2 dξ . (4.19)La proposition suivante est obtenue en e�etuant le produit salaire (·, ·)T,P des équa-tions du shéma (4.6) et (4.7) par un ψ = (ψTi , ψ

P
k ) nul sur ΓD, en remplaçant f̄ par sadé�nition (4.8), par appliation de la formule de Green (ontinue) à f = −∆φ̂ sur haqueellule primale et duale et en�n par appliation de la formule de Green disrète (3.13) :Proposition 4.2 La solution φ du système (4.6)�(4.11) véri�e pour tout ψ = (ψTi , ψ

P
k )tel que ψPk = 0 , ∀k ∈ Γ̄D et ψTi = 0 , ∀i ∈ ΓD,

(∇D
h φ,∇D

h ψ)D = (δφ̂,∇D
h ψ)D +

1

4

∑

j∈ΓN

|Aj |(∇D
h ψ)j · τ j(dg)j , (4.20)où, pour tout segment frontière Aj = [Sk1(j)Sk2(j)], de milieu Gi2(j), nous avons posé

(dg)j :=

∫

Sk1(j)Gi2(j)

g(σ)dσ −
∫

Gi2(j)Sk2(j)

g(σ)dσ.Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 48



Chapitre 4. Appliation à la disrétisation de l'équation de di�usion linéaire et au systèmede l'életrostatique et de la magnétostatiqueRemarquons que dans le as partiulier de onditions aux limites homogènes, ela signi�eque le gradient alulé est le gradient qui approhe le mieux δφ̂ (et don le mieux les�ux numériques orrespondants) dans la lasse des gradients à quatre points qu'il estpossible de dé�nir à partir de valeurs quelonques de (φTi , φ
P
k ).4.1.3 Résultats numériquesNous donnons ii des résultats numériques obtenus pour l'équation de di�usion iso-trope homogène (4.1). Ces résultats illustrent le bon omportement de la méthode surdes familles de maillages partiulièrement di�iles à traiter par d'autres méthodes nu-mériques. Des résultats numériques pour l'équation de di�usion inhomogène et/ou ani-sotrope sont présentés dans [P4℄. Nous e�etuons, lorsque es méthodes sont appliables,des omparaisons ave la méthode des éléments �nis P 1 de Lagrange et ave la méthodede volumes �nis �VF4� sur maillages admissibles ave �ux à deux points (voir [52℄).Nous ne montrons ii que des résultats qui illustrent ertaines propriétés de onvergenedu shéma. De plus amples résultats sont donnés dans [A7℄. Nous dé�nissons deux er-reurs en norme H1

0 disrète, orrespondant respetivement à l'analyse numérique "detype volumes �nis", basée sur (4.20) et présentée dans le paragraphe 6.1, et d'autre partà l'analyse numérique "de type éléments �nis", basée sur (4.17) et présentée dans leparagraphe 6.2 :
e12
DDFV−V (h) :=

∑
j |Dj |

∣∣∣∇h(φ− Πφ̂)
∣∣∣
2

j

∑
j |Dj |

∣∣∣∇h(Πφ̂)
∣∣∣
2

j

et
e12
DDFV−E(h) :=

∑
j |Dj |

∣∣∣(∇φh)j −∇φ̂(Bj)
∣∣∣
2

∑
j |Dj |

∣∣∣∇φ̂(Bj)
∣∣∣
2 ,où Πφ̂ est dé�ni par

∀i ∈ [1, I + JΓ], (Πφ̂)Ti = φ̂(Gi) (4.21)
∀k ∈ [1,K], (Πφ̂)Pk = φ̂(Sk) (4.22)et où ∇φ̂(Bj) est la valeur du gradient de la solution exate au baryentre de Dj (noté

Bj). De plus, nous dé�nissons une erreur en norme L2 disrète par
e02(h) :=

1
2

(∑
i |Ti|(φTi − (Πφ̂)Ti )2 +

∑
k |Pk|(φPk − (Πφ̂)Pk )2

)

1
2

(∑
i |Ti|((Πφ̂)Ti )2 +

∑
k |Pk|((Πφ̂)Pk )2

) .Le premier résultat onerne la onvergene sur des maillages fortement non-onformesonstruits de la façon suivante : soit n un entier non-nul. Nous divisons Ω (le arréunité) en (2n + 1) × (2n + 1) sous-arrés identiques. Puis, nous ra�nons e maillage defaçon non-onforme en damier : une ellule sur deux est ra�née en 2n × 2n sous-arrésidentiques. Nous hoisissons n ∈ [1; 5]N. La Figure 4.1 représente les deux premiers dees maillages. Bien sûr, ette famille de maillages n'est pas d'un usage pratique (ni mêmereommandé !), mais ela représente selon nous un bon hoix pour tester la robustessepratique de ette méthode sur des maillages fortement non onformes.Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 49



Chapitre 4. Appliation à la disrétisation de l'équation de di�usion linéaire et au systèmede l'életrostatique et de la magnétostatique

(a) maillage non-onforme, n = 1

(b) maillage non-onforme, n = 2Fig. 4.1 � Maillages non onformes ra�nés loalement
0.01

0.1

0.1
h

e1
slope=1

Fig. 4.2 � Convergene dans la semi-norme H1
0 disrète sur la famille de maillagesnon-onformes

0.001

0.01

0.1

0.1
h

e0
slope=2

Fig. 4.3 � Convergene dans la semi-norme L2 disrète sur la famille de maillages non-onformesLa semi-norme H1 de l'erreur, e1(h), est représentée en éhelle log sur la Figure4.2, tout omme une droite de référene de pente un. La norme L2 disrète de l'erreur,
e0(h), est représentée sur la Figure 4.3, tout omme une droite de référene de pentedeux. Nous observons, sur ette famille de maillages non-onformes, une onvergened'ordre un dans la norme H1

0 disrète et une onvergene à l'ordre deux dans la normeMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 50



Chapitre 4. Appliation à la disrétisation de l'équation de di�usion linéaire et au systèmede l'életrostatique et de la magnétostatique

(a) maillage de triangles apla-tis, n = 1

(b) maillage de triangles apla-tis, n = 2Fig. 4.4 � Maillages de triangles aplatis
L2 disrète. Ce qu'il est important de noter dans e test, 'est que ette famille demaillage respete le ritère d'angle de l'hypothèse 6.1 page 70 (ave θ = π∗/4), et eiquelque soit le niveau de ra�nement n. Cei assure la onvergene du shéma à l'ordre
h, voir Théorème 6.1, e qui est parfaitement illustré dans les as-tests numériques parle fait que l'ordre de onvergene ne se dégrade pas ave le ra�nement.Le seond test est e�etué sur des maillages de triangles de plus en plus plats,onstruits de la façon suivante : soit n un entier non nul. Nous divisons Ω en 4n bandeshorizontales de la même hauteur, et nous divisons haune de es bandes en trianglessemblables (exeptés eux situés aux extrémités) de telle sorte qu'il y ait 2n bases dees triangles dans la largeur d'une bande, et nous hoisissons n ∈ [1; 6]N. La �gure 4.4représente les deux premiers maillages de ette famille. Le pas du maillage est h =
1/2n et le plus grand angle θm aux sommets des triangles est tel que tan (θm/2) =
2n−1. Les erreurs numérique en norme H1

0 et L2 disrètes sont présentées en éhellelogarithmique respetivement sur les Figures 4.5 et 4.6. Sur la Figure 4.5, nous avonsaussi traé la ourbe h/ sin θm (nommée �P1 theor�) qui orrespond à la borne supérieure(à une onstante multipliative près) des estimations d'erreur obtenues dans [75℄ pour laméthode des éléments �nis de Lagrange P 1. Cette ourbe reproduit le omportement del'erreur observée lorsque l'on résout e problème par ette méthode (ourbe �P1�) : esdeux ourbes sont quasiment parallèles. Nous avons aussi traé une droite de pente 0.5,à laquelle e1DDFV−V est parallèle, et une droite de pente 1.5 à laquelle e1DDFV−Eest parallèle. En�n, nous avons aussi traé la ourbe �VF4� qui orrespond aux erreursobservées lorsque l'on applique l'extension à des maillages triangulaires ne satisfaisantpas la ondition de Delaunay du shéma proposé dans [52℄ (extension proposée dans [14℄).Pour e type de maillages, les ellules diamants sont de plusieurs sortes, selon qu'ellessont assoiées à des arêtes internes (voir Figure 4.7), ou qu'elles ont un sommet sur lafrontière (Figure 4.8). Sur la Figure 4.7, la ellule assoiée à l'arête horizontale possèdedes diagonales orthogonales entre elles, (nj · n′
j = 0) ; elle véri�e don les hypothèsesgéométriques énonées plus bas pour la onvergene, hypothèses 6.1 et 6.2 page 70. Ene qui onerne la ellule-diamant assoiée au �té oblique, le déoupage en (Dj,1,Dj,2)donne un angle maximum τ1 = τ2 qui tend vers π2 , e qui implique que ette ellule véri�el'hypothèse 6.2 bien que l'angle entre ses diagonales tende vers 0. Sur la Figure 4.8, lesellules assoiées aux arêtes horizontales et vertiales véri�ent également l'hypothèse 6.2.En revanhe, la ellule-diamant assoiée au �té oblique est telle que sin τ1 ∼ 3/2n et

sin τ2 ∼ 5/2n. Ces deux angles tendent don vers π lorsque n roît, et ette ellule-diamant ne véri�e don pas l'hypothèse 6.2, mais nous avons tout de même h/ sin τ2 ≤ C,ave une onstante C qui ne dépend pas du maillage. Comme l'union de es ellules estMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 51
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Fig. 4.5 � Convergene en norme H1
0 disrète sur la famille de maillages triangulairesdégénérés
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Fig. 4.6 � Convergene en norme L2 disrète sur la famille de maillages triangulairesdégénérésde taille Ch, il est possible de montrer que l'erreur en norme H1
0 disrète e1DDFV−Vest d'ordre 0.5, e qui orrespond à l'observation de la Figure 4.5. En revanhe, l'ordre1.5 pour e1DDFV−E, obtenu en raison des ellules diamants qui sont presque toutes desparallélogrammes (voir les résultats de superonvergene dans la setion 6.4) montrentque l'hypothèse 6.2 n'est pas une ondition néessaire de onvergene de ette normedisrète. En e qui onerne le shéma VF4, nous remarquons sa non-onvergene. Ceipeut être expliqué par le fait que, lorsque l'on passe d'un niveau de ra�nement n auniveau n+ 1, la distane |A′

j | entre les entres des erles ironsrits de deux trianglesvoisins reste approximativement onstante, en raison de la dégénéresene des mailles.De la sorte, la di�érene �nie φi1(j)−φi2(j)

|A′

j |
ne onverge jamais vers ∇φ̂ ·n. Nous observonssur la Figure 4.6 une onvergene à l'ordre deux de la méthode proposée en norme L2disrète.
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Chapitre 4. Appliation à la disrétisation de l'équation de di�usion linéaire et au systèmede l'életrostatique et de la magnétostatique
nj n’j

τ 1 τ 2

Dj,2

Dj,1Fig. 4.7 � Cellules-diamants intérieures assoiées aux maillages dégénérés

D
j,1

D
j,2

D’
j,2

D’
j,1

τ 2

τ 1Fig. 4.8 � Cellules-diamants prohes du bord, assoiées aux maillages dégénérés4.2 Système de l'életrostatique et de la magnétostatique(problème �div-rot�)Nous nous intéressons à l'approximation du problème ontinu suivant : étant donnés
f , r, g, et (kq)q∈[1,Q] ∈ RQ, trouver û tel que





∇ · û = f dans Ω ,
∇× û = r dans Ω ,
û · n = g sur Γ ,∫
Γq

û · τ = kq, ∀q ∈ [1, Q] .

(4.23)Une ondition néessaire pour l'existene d'une solution à (4.23) est donnée par laformule : ∫

Ω
f(x)dx =

∫

Γ
g(ξ) dξ . (4.24)4.2.1 DisrétisationNous hoisissons de disrétiser la solution de e problème par un hamp de veteurdisret (uj)j∈[1,J ] dé�ni par ses valeurs sur les ellules-diamants du maillage. En utilisantles opérateurs di�érentiels dé�nis dans la setion 3.2, et en suivant [66℄, nous érivons
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Chapitre 4. Appliation à la disrétisation de l'équation de di�usion linéaire et au systèmede l'életrostatique et de la magnétostatiqueles équations disrètes suivantes :
(
∇T
h · u

)
i

= (f̄)Ti , ∀i ∈ [1, I] , (4.25)
(
∇P
h · u

)
k

= (f̄)Pk , ∀k ∈ [1,K] , (4.26)
(
∇T
h × u

)
i

= (r̄)Ti , ∀i ∈ [1, I] , (4.27)
(
∇P
h × u

)
k

= (r̄)Pk , ∀k /∈ Γ , (4.28)
uj · nj = ḡj , ∀j ∈ Γ , (4.29)

(u · τ , 1)Γq ,h = kq, ∀q ∈ [1, Q] , (4.30)
∑

k∈Γq

|Pk| (∇P
h × u)k =

∑

k∈Γq

|Pk| (r̄)Pk , ∀q ∈ [1, Q] , (4.31)où nous avons utilisé les dé�nitions (4.8), (4.11) et
(r̄)Ti =

1

|Ti|

∫

Ti

r(x) dx ∀i ∈ [1, I] , (r̄)Pk =
1

|Pk|

∫

Pk

r(x) dx ∀k ∈ [1,K].(4.32)4.2.2 Shémas équivalents pour les potentielsNous utilisons la déomposition de Hodge disrète de (uj)j∈[1,J ] (Théorème 3.1page 45), les propriétés des opérateurs (3.15), (3.16) et (3.18) et la remarque 3.4 page 44,pour montrer que le problème (4.25)�(4.31) peut être déomposé en deux sous problèmesindépendants pour les potentielsProposition 4.3 Le problème (4.25)�(4.31) se sinde en deux sous-problèmes :Trouver (φTi , φ
P
k )i∈[1,I+JΓ],k∈[1,K] tel que

(∇T
h · ∇D

h φ)i = (f̄)Ti , ∀i ∈ [1, I] , (4.33)
(∇P

h · ∇D
h φ)k = (f̄)Pk , ∀k ∈ [1,K] , (4.34)

(∇D
h φ)j · nj = ḡj , ∀j ∈ Γ , (4.35)

∑

i∈[1,I]

|Ti|φTi =
∑

k∈[1,K]

|Pk|φPk = 0 , (4.36)et trouver (ψTi , ψ
P
k )i∈[1,I+JΓ],k∈[1,K] et (cTq , c

P
q )q∈[1,Q] tels que

−(∇T
h · ∇D

h ψ)i = (r̄)Ti , ∀i ∈ [1, I] , (4.37)
−(∇P

h · ∇D
h ψ)k = (r̄)Pk , ∀k /∈ Γ , (4.38)

(∇D
h ψ · n, 1)Γq ,h = −kq, ∀q ∈ [1, Q] , (4.39)

−
∑

k∈Γq

|Pk| (∇P
h · ∇D

h ψ)k =
∑

k∈Γq

|Pk| (r̄)Pk , ∀q ∈ [1, Q] , (4.40)
ψTi = ψPk = 0, ∀i ∈ Γ0 , ∀k ∈ Γ0 , (4.41)

∀q ∈ [1, Q] , ψTi = cTq , ∀i ∈ Γq , (4.42)
∀q ∈ [1, Q] , ψPk = cPq , ∀k ∈ Γq . (4.43)Le veteur u est alors reonstruit par

uj = (∇D
h φ)j + (∇D

h × ψ)j , ∀j ∈ [1, J ] . (4.44)
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Chapitre 4. Appliation à la disrétisation de l'équation de di�usion linéaire et au systèmede l'életrostatique et de la magnétostatique4.2.3 Existene et uniitéLemme 4.2 Les problèmes (4.33)�(4.36) d'une part et (4.37)�(4.43) d'autre part onthaun une solution unique.Pour e qui est de (4.33)�(4.36), la preuve en est donnée par le lemme 4.1 sous laondition (voir la remarque 4.1 à e sujet) :
∑

i

|Ti|(f̄)Ti =
∑

k

|Pk|(f̄)Pk =
∑

j∈Γ

|Aj |ḡj .Pour e qui est de (4.37)�(4.43), nous onstatons tout d'abord que e système ompte
I + K + JΓ + 2Q équations et autant d'inonnues. Nous dé�nissons ensuite l'espaesuivant, dans lequel la solution ψ est herhée :Dé�nition 4.2

VD :=
{

(ψTi , ψ
P
k ) ∈ RI+JΓ × RK / ψTi = ψPk = 0 ∀ i ∈ Γ0 ∀ k ∈ Γ0 et

∃ (cTq,ψ, c
P
q,ψ) ∈ (R2)Q t.q. ψTi = cTq,ψ ∀ i ∈ Γq, et ψPk = cPq,ψ ∀ k ∈ Γq ∀ q ∈ [1, Q]

}
.Nous avons la proposition suivante :Proposition 4.4 La fontion ψh assoiée à la solution (ψTi , ψ

P
k ) ∈ VD des équations(4.37)�(4.43) véri�e la formulation variationnelle équivalente : trouver ψh assoiée àun élément (ψTi , ψ

P
k ) de VD, telle que pour toute fontion Ψh assoiée à un élémentquelonque (ΨT

i ,Ψ
P
k ) de VD, on ait

∑

j

∫

Dj

∇ψh · ∇Ψhdx =

∫

Ω
rΨ∗

h(x)dx −
∑

q∈[1,Q]

kq

(
cTq,Ψ + cPq,Ψ

2

)
. (4.45)Lorsque les données r et (kq)q∈[1,Q] sont nulles, prendre Ψ = ψ dans ette formulationassure la nullité de ∇ψh, puis de ψ lui-même grâe aux onditions aux limites (4.41)sur Γ0, et en�n elle des cq par les onditions aux limites sur Γq, données par (4.42) et(4.43).4.2.4 Conditions limites sur la omposante tangentielle du hampNous nous intéressons au problème : soient f , r, g et (kq)q∈[1,Q] ∈ RQ donnés, trouver

û tel que : 



∇ · û = f dans Ω ,
∇× û = r dans Ω ,
û · τ = g sur Γ ,∫
Γq

û · n = kq, ∀q ∈ [1, Q] .ave la ondition : ∫Ω r(x)dx =
∫
Γ g(ξ) dξ. Nous érivons les équations disrètes :





(
∇T
h · u

)
i

= (f̄)Ti , ∀i ∈ [1, I] ,(
∇P
h · u

)
k

= (f̄)Pk , ∀k /∈ Γ ,(
∇T
h × u

)
i

= (r̄)Ti , ∀i ∈ [1, I] ,(
∇P
h × u

)
k

= (r̄)Pk , ∀k ∈ [1,K] ,

uj · τ j = gj, ∀j ∈ Γ ,
(u · n, 1)Γq ,h = kq, ∀q ∈ [1, Q] ,∑

k∈Γq
|Pk| (∇P

h · u)k =
∑

k∈Γq
|Pk| fPk , ∀q ∈ [1, Q] .

(4.46)
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e(h)
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Fig. 4.9 � Maillages uniformes d'un domaine non-onvexe et erreurs assoiéesL'existene et l'uniité pour (4.46) sont prouvées de la même façon que pour (4.25)�(4.31), la prinipale di�érene étant que l'on utilise la déomposition de Hodge men-tionnée dans la remarque 3.5, qui nous permet en outre de prouver que e problème sedéouple en deux sous-problèmesProposition 4.5 Le Problème (4.46) est équivalent aux deux sous-problèmes :Trouver (φTi , φ
P
k )i∈[1,I+JΓ],k∈[1,K] tel que




−(∇T
h · ∇D

h φ)i = (r̄)Ti , ∀i ∈ [1, I] ,
−(∇P

h · ∇D
h φ)k = (r̄)Pk , ∀k ∈ [1,K] ,

−(∇D
h φ)j · nj = ḡj , ∀j ∈ [J − JΓ + 1, J ] ,∑

i∈[1,I] |Ti|φTi =
∑

k∈[1,K] |Pk|φPk = 0et trouver (ψTi , ψ
P
k )i∈[1,I+JΓ],k∈[1,K] et (cTq , c

P
q )q∈[1,Q] ∈ RQ tels que





(∇T
h · ∇D

h ψ)i = (f̄)Ti , ∀i ∈ [1, I] ,
(∇P

h · ∇D
h ψ)k = (f̄)Pk , ∀k ∈ [1,K − JΓ] ,

(∇D
h ψ · n, 1)Γq = kq, ∀q ∈ [1, Q] ,∑

k∈Γq
|Pk| (∇P

h · ∇D
h ψ)k =

∑
k∈Γq

|Pk| (f̄)Pk , ∀q ∈ [1, Q] ,

ψTi = ψPk = 0, ∀i ∈ Γ0 , ∀k ∈ Γ0 ,
∀q ∈ [1, Q] , ψTi = cTq , ∀i ∈ Γq ,

∀q ∈ [1, Q] , ψPk = cPq , ∀k ∈ Γq .Le veteur u est alors reonstruit par
uj = (∇D

h ψ)j + (∇D
h × φ)j∀j ∈ [1, J ] .4.2.5 Résultats numériquesPuisque le problème �div-rot� se déouple en deux résolutions de Laplaien, les résul-tats numériques obtenus sont tout à fait omparables à eux obtenus dans le paragraphe4.1.3. Le seul test omplémentaire que nous souhaitons présenter est un as pour lequell'un des potentiels exats φ ou ψ assoié à la solution exate n'est pas dans H2(Ω), a�nd'étudier l'in�uene de la perte de régularité sur la onvergene de la méthode DDFVlorsque le maillage est ra�né. En e�et, sous l'hypothèse que les potentiels exats sontdansH2(Ω), nous verrons dans le hapitre 6 que nous pouvons prouver la onvergene de

u à l'ordre un vers û. Toutefois, lorsque le domaine de alul présente des oins rentrants,il est bien onnu que la solution exate û n'est plus dans H1(Ω), mais dans Hs(Ω), aveun exposant s < 1 dépendant des angles des oins rentrants. Nous onsidérons don ledomaine Ω =]−1/2; 1/2[2\]0; 1/2[2 et les données et onditions aux limites sont hoisiesMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 56



Chapitre 4. Appliation à la disrétisation de l'équation de di�usion linéaire et au systèmede l'életrostatique et de la magnétostatiquede telle sorte que la solution analytique û, exprimée en oordonnées polaires entréessur (0, 0), est donnée par
û(r, θ) = ∇(r2/3 cos(

2

3
θ)) ,'est-à-dire que φ̂(r, θ) = r2/3 cos(2

3θ) et ψ̂ = 0. Nous avons alors φ̂ qui n'est donplus dans H2(Ω) mais dans H1+s(Ω) ave s < 2/3. Nous résolvons numériquementle problème "div-rot" sur une famille de inq maillages ra�nés de façon régulière ; lesdeux premiers de es maillages sont représentés à gauhe et au entre de la Figure 4.9,alors que la ourbe d'erreur (entre û et (uj)j) en norme L2 disrète orrespondante estreprésentée sur la droite de ette même Figure, ave une droite de référene de pente 2/3.L'ordre de onvergene semble don être de 2/3 dans e as, omme elui obtenu dans[18℄. Nous verrons dans le hapitre 7 une tehnique d'analyse a posteriori permettantde ra�ner de façon e�ae autour de la singularité géométrique et de retrouver ainsil'ordre de onvergene optimal du shéma vis-à-vis du nombre d'inonnues.
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Chapitre 5Appliation à la disrétisation deséquations de MaxwellNous résumons ii l'artile [A5℄. Les équations de Maxwell ont déjà été présentéesdans le hapitre 1. Elles dérivent les variations spatio-temporelles d'un hamp éle-trique (Ex, Ey, Ez), d'un ourant de déplaement (Dx,Dy,Dz), d'un hamp magnétique
(Hx,Hy,Hz) et d'une indution magnétique (Bx, By, Bz) sous l'ation d'une densité deourant életrique (jx, jy , jz), de lois onstitutives D = εE et B = µH, et des ondi-tions aux limites lorsque le domaine onsidéré possède une frontière. Il est bien onnuqu'en deux dimensions d'espae, 'est-à-dire lorsque l'on suppose l'invariane par rap-port à l'une des oordonnées, par exemple ii la oordonnée z, le système de Maxwell sedéouple en deux sous-systèmes indépendants, dits �Transverse Életrique� (mode TE)liant E := (Ex, Ey), D := (Dx,Dy), H := Hz, B := Bz et j := (jx, jy), d'une part, et�Transverse Magnétique� (mode TM), liant Ez, Dz, H := (Hx,Hy), B := (Bx, By) et jzd'autre part. Nous onsidérons les équations suivantes, orrespondant au mode TE (lemode TM peut être traité numériquement de façon analogue) :

∂B

∂t
+ ∇× E = 0 , (5.1)

∂D

∂t
−∇×H = −j , (5.2)

∇ · D = ρ . (5.3)Pour simpli�er la présentation, nous nous plaçons dans le as où les oe�ients ε et µsont onstants en espae et en temps et nous posons c2 = (εµ)−1. Le as de oe�ientsvariables (en partiulier, le as de oe�ients disontinus) a été traité dans [A5℄ etnous présenterons ii un test numérique ave oe�ients disontinus. Les onditionsaux limites que nous onsidérons sont de deux types :
B = bd sur ΓD et (5.4)

E · τ − αB = ud sur ΓN , (5.5)ave α ≥ 0. Notons que dans le as α = 0 et ud = 0, nous retrouvons les onditions deonduteur parfait, et dans le as α = c et ud = 0, nous retrouvons les onditions deSilver-Müller. Si bd = 0 sur ΓD, nous avons une ondition dite de mur magnétique.5.1 Ériture du shémaLes équations (5.1)�(5.2) sont approhées en utilisant les opérateurs di�érentielsdisrets de la partie 3.2, et un shéma saute-mouton en temps : à partir des valeurs de



Chapitre 5. Appliation à la disrétisation des équations de Maxwell
Bn = ((BT

i )n, (BP
k )n), des valeurs de En−1/2 = (E

n−1/2
j ) et de valeurs jnj approhant jsur les ellules diamants au pas de temps n, nous alulons les valeurs des hamps aupas de temps suivant par les formules

E
n+1/2
j = E

n−1/2
j + c2∆t (∇D

h ×Bn)j −
∆t

ε
jnj , ∀j , (5.6)

(BT
i )n+1 = (BT

i )n − ∆t (∇T
h × En+1/2)i , ∀i , (5.7)

(BP
k )n+1 = (BP

k )n − ∆t (∇P
h × En+1/2)k , ∀k /∈ ΓD . (5.8)Considérons le r�le joué par les onditions aux limites. La disrétisation de (5.4) estdonnée simplement par

(BP
k )n+1 = bd(Sk, t

n+1) , ∀Sk ∈ Γ̄D , (BT
i )n+1 =

1

2
[(BP

k1)
n+1 + (BP

k2)
n+1] , ∀Gi ∈ ΓD ,(5.9)où, dans la seonde égalité, le point Gi ∈ ΓD est le milieu du segment [Sk1Sk2] ⊂ ΓD,et il est alors normal que les égalités (5.8) ne soient érites que pour les ellules dualesqui ne sont pas sur ette frontière. Quant à la valeur de (BT

i )n+1, lorsque Gi ∈ ΓN estle milieu de l'arête frontière Aj(i), nous la hoisissons de telle sorte que l'équation
1

2
(E

n+3/2
j(i) + E

n+1/2
j(i) ) · τ − αB̃n+1

j(i) = ud(Gi, t
n+1), (5.10)soit véri�ée (rappelons que la trae B̃j(i) de B est dé�nie par (3.4) page 42), e qui,ompte tenu de (5.6) érit au temps n+ 3/2, revient à érire

c2
∆t

2
(∇D

h ×Bn+1)j(i) · τ j −αB̃n+1
j(i) = ud(Gi, t

n+1)−E
n+1/2
j(i) · τ j +

∆t

2ε
jn+1
j · τ j . (5.11)Il est aisé de véri�er que dans (5.11), la seule inonnue est bien (BT

i )n+1, puisque lesvaleurs dans le membre de droite sont données, en e qui onerne ud et j, ou viennentd'être alulées par (5.6) pour e qui onerne E
n+1/2
j(i) , et que les autres valeurs de Bn+1qui interviennent dans les dé�nitions de (∇D

h ×Bn+1)j(i) et de B̃n+1
j(i) viennent elles aussid'être alulées, par (5.7), (5.8) et (5.9). Par ailleurs, ompte tenu de l'expression durotationnel disret (3.10) page 43 et du fait que i = i2(j(i)) pour i ∈ Γ, le oe�ientmultipliatif de (BT

i )n+1 dans l'équation (5.11) est stritement négatif lorsque α ≥ 0,e qui assure que ette équation est bien posée.5.2 Propriétés du shémaNous énonçons les prinipales propriétés de ette disrétisation :Proposition 5.1 Dans le as où les maillages sont mutuellement orthogonaux, (voirRemarque 3.2), le shéma (5.6)�(5.11) se déouple en deux sous-shémas de type ovo-lume indépendants. Dans le as de maillages artésiens, nous obtenons deux shémas deYee, l'un sur le maillage primal, et l'autre sur le maillage dual.Proposition 5.2 Si les onditions initiales (n = 0) véri�ent les lois de Gauss disrètes
ε
(
∇T
h · En+1/2

)
i

= (ρTi )n+1/2 , ∀i , (5.12)
ε
(
∇P
h ·En+1/2

)
k

= (ρPk )n+1/2 , ∀k /∈ Γ̄D , (5.13)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 59



Chapitre 5. Appliation à la disrétisation des équations de Maxwelloù ((ρTi )n+1/2, (ρPk )n+1/2)) sont des approximations adéquates de ρ sur les mailles pri-males et duales à l'instant tn+1/2, et si les densités de harge et de ourant véri�ent leséquations de onservation de la harge disrètes suivantes
(ρTi )n+1/2 = (ρTi )n−1/2 − ∆t(∇T

h · jn)i , ∀i , (5.14)
(ρPk )n+1/2 = (ρPk )n−1/2 − ∆t(∇P

h · jn)k , ∀k /∈ Γ̄D , (5.15)pour tout n ∈ N, alors le shéma préserve les lois de Gauss disrètes (5.12) et (5.13)pour tout n ∈ N.Proposition 5.3 Soient ρ(x, t) et j(x, t) des fontions données véri�ant la loi de on-servation de la harge ontinue. Dé�nissons
(ρTi )n+1/2 =

1

|Ti|

∫

Ti

ρ(x, tn+1/2) dx , (ρPk )n+1/2 =
1

|Pk|

∫

Pk

ρ(x, tn+1/2) dx .(5.16)
jnj · nj =

1

∆t

1

|Aj |

∫ tn+1/2

tn−1/2

∫

Aj

j(σ, t) · nj dσ dt (5.17)
jnj · (|A′

j1|n′
j1 + |A′

j2|n′
j2) =

1

∆t

∫ tn+1/2

tn−1/2

[∫

A′

j1

j(σ, t) · n′
j1 dσ +

∫

A′

j2

j(σ, t) · n′
j2 dσ

]
dt. (5.18)Ces quantités véri�ent les équations de onservation de la harge disrètes (5.14) et(5.15) pour k /∈ Γ.Corollaire 5.1 Si ((ρTi )n+1/2, (ρPk )n+1/2) et jnj sont alulés via (5.16)�(5.18), alors laloi de Gauss disrète (5.12)�(5.13) est véri�ée pour tout n si elle l'est à n = 0, pour

k /∈ Γ.Dans e qui suit, nous supposons que ρ = 0, j = 0, bd = 0 et ud = 0.Proposition 5.4 L'énergie életromagnétique disrète suivante est onservée ou dé-roissante :
En1 =

1

2

(
ε||En+1/2||2D +

1

µ
(Bn, Bn+1)T,P

)
. (5.19)La preuve de ette proposition est fondée sur la formule de Green disrète et sur l'ex-pression du shéma, qui permettent d'érire

(
En1 − En−1

1

)
= −∆t

1

2µ
(B̃n, (En+1/2 + En−1/2) · τ )Γ,h.Le membre de droite de l'égalité préédente dépend des onditions aux limites donnéesplus haut. Dans le as du mur magnétique, (5.9), alors B̃n est nul puisque bd = 0, etl'énergie est onstante. Dans le as (5.10), alors nous avons

(B̃n, (En+1/2 + En−1/2) · τ )Γ,h = 2α(B̃n, B̃n)ΓN ,h,e qui prouve le résultat puisque α ≥ 0. En partiulier, dans le as du onduteurparfait, l'énergie est onservée, et dans le as des onditions absorbantes de Silver-Müller, l'énergie est déroissante.Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 60



Chapitre 5. Appliation à la disrétisation des équations de MaxwellRemarque 5.1 Le même résultat de non-roissane de l'énergie peut être obtenu pourl'énergie
En2 =

1

2

(
ε(En−1/2,En+1/2)D +

1

µ
||Bn||2T,P

)
. (5.20)Puisque l'énergie disrète Eni (ave i = 1 ou i = 2) ne roît pas, il su�t de prouverque 'est une forme quadratique dé�nitive positive en les variables En+1/2 et Bn pourprouver la stabilité du shéma. En e�et, ela prouve qu'il existe une onstante Ch telleque pour tout n ∈ N

||En+1/2||2D + ||Bn||2T,P ≤ Ch |Eni | ≤ Ch
∣∣E0
i

∣∣ . (5.21)Cette approhe énergétique a été utilisée, dans le ontexte des équations de Maxwell,par exemple dans [55℄. Pour passer de (5.19) ou (5.20) à (5.21), il su�t d'utiliser la dé-�nition du shéma et de majorer ensuite les normes des rotationnels par les normes deshamps, en fontion de leurs expressions données dans le paragraphe 3.2. Travailler ave
E1 permet d'obtenir la stabilité sous une ondition de type CFL faisant intervenir lagéométrie des ellules primales et duales ; travailler ave E2 fait intervenir la géométriedes ellules diamants. Les expressions de es deux onditions de stabilité sont relative-ment di�iles à interpréter et ne sont don pas données ii. Toutefois, il est importantde noter que lorsque le maillage est onstitué de ellules arrées de taille h, on retrouvela ondition de stabilité du shéma de Yee, à savoir c∆t ≤ h

√
2

2 .5.3 Résultats numériquesNous onsidérons Ω = [0, 1]2 et les équations (5.1) et (5.2). Pour k = ℓ = 2, nousdé�nissons la pulsation :
ω = π

(
k2 + ℓ2

εµ

) 1
2

,et la permittivité et la perméabilité :




ε = ε0 , µ = µ0 si x ≤ 0.5,

ε = 2ε0 , µ =
1

2
µ0 si x > 0.5.Nous avons hoisi ε et µ de telle sorte que la vitesse de la lumière soit la même danshaun des deux domaines, ei uniquement dans le but d'avoir une solution analytiquesimple. D'autres valeurs arbitraires de ε et µ pourraient bien sûr être hoisies. Lesonditions initiales sont :





B0 = µH0 = cos(πkx) cos(πℓy) si x ≤ 0.5,

B0 = µH0 =
1

2
cos(πkx) cos(πℓy) si x > 0.5,

D0 = εE0 = 0,

ρ = 0, j = 0,

α = 0, ud = 0 (onditions limites de onduteur parfait)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 61



Chapitre 5. Appliation à la disrétisation des équations de Maxwellet la solution de (5.1) et (5.2) est :




B = µH = cos(πkx) cos(πℓy) cos(ωt) si x ≤ 0.5,

B = µH =
1

2
cos(πkx) cos(πℓy) cos(ωt) si x > 0.5,

Dx = εEx = − ℓπ

µ0ω
cos(πkx) sin(πℓy) sin(ωt),

Dy = εEy =
kπ

µ0ω
sin(πkx) cos(πℓy) sin(ωt).Nous testons le shéma proposé sur huit familles de maillage respetant la frontière(x = 0.5) entre les deux domaines (voir Fig. 5.1). Nous avons hoisi les entres de gravitéomme points de ontr�le dans les mailles primales onvexes, et le point milieu de ladiagonale intérieure pour les quadrilatères non-onvexes. Ces familles de maillages sont :1. Maillages de arrés.2. Maillages de retangles non-onformes.3. Maillages de quadrilatères déformés (le ra�nement est obtenu en déoupant ha-que quadrilatère en quatre en joignant les milieux des �tés opposés).4. Maillages de triangles déformés obtenus en divisant les quadrangles des maillagespréédents en quatre triangles en joignant les sommets opposés.5. Maillages de triangles retangles.6. Maillages de quadrangles déformés aléatoirement (les sommets internes du mail-lage sont déplaés aléatoirement). Notons que es maillages peuvent ontenir desellules non-onvexes.7. Maillages de triangles déformés aléatoirement (les sommets internes du maillagesont déplaés aléatoirement).8. Maillages de quadrilatères fortement non-onvexes, onstruits de telle sorte quele entre (x, y) de haque motif de quatre arrés est remplaé par (x + ∆x(1 +

cos θ), y+∆y(1+sin θ)), ∆x = ∆y étant la longueur des arrés initiaux et θ = π/4.Nous avons hoisi le temps �nal T omme étant égal à 20 périodes de l'onde :
T = 20 × 2π

ω
≃ 4.71734 × 10−8 s.Les erreurs relatives moyennes sur la dernière période de la simulation sont donnéesen norme L2 disrète dans les tableaux 5.1 et 5.2 pour le hamp magnétique H (desomportement similaires ont été obtenus pour le hampD). Les ommentaires suivantspeuvent être faits : Il est prouvé dans la thèse de Siham Layouni [78℄ que, sous réservede l'uniformité par rapport à h de la onstante Ch dans (5.21) et sous réserve d'une er-taine régularité des solutions exates des équations de Maxwell, la norme L2 de l'erreurau temps �nal de la simulation peut être bornée par un terme qui se omporte omme

C(θ∗)hα, où h est le pas d'espae du maillage et θ∗ l'angle minimal entre les diagonalesdes ellules diamants (voir Figure 6.2). Lorsque θ∗ tend vers 0, 'est-à-dire lorsque lemaillage est très déformé, C(θ∗) tend vers +∞, dans les autres as il reste borné. Ilest prouvé dans la thèse de Siham Layouni [78℄ que l'ordre de onvergene α est aumoins 1 pour des maillages généraux et au moins 1.5 si les maillages sont plus réguliersou tendent à être plus réguliers lorsqu'ils sont ra�nés. Ii, plus régulier signi�e que lesellules-diamants sont presque toutes des parallélogrammes (un phénomène identique seMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 62



Chapitre 5. Appliation à la disrétisation des équations de Maxwell

Fig. 5.1 � Maillages grossiers du arré unité.
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Chapitre 5. Appliation à la disrétisation des équations de Maxwellproduit pour l'analyse numérique du shéma DDFV appliqué à l'équation de Laplae,voir paragraphe 6.4) et lorsque les sommets Sk du maillage primal sont les entres degravité de leurs ellules duales assoiées Pk. Ces résultats théoriques sont vraisembla-blement sous-optimaux à la vue des résultats numériques présentés ii, qui semblentindiquer une onvergene à l'ordre deux ; toutefois, ils nous aident à omprendre laonvergene irrégulière sur les maillages quadrangulaires et triangulaires déformés aléa-toirement. Puisque es familles de maillages onnaissent de grandes variations de leursangles θ dé�nis i-dessus, ei implique de large variations dans la fontion C(θ), puisqueelle-i est singulière en 0.
h
−1 arrés ordre retangles ordre quadrangles ordre triangles ordrenon-onformes déformés déformés

eh,2 eh,2 eh,2 eh,210 9.66×10
−1

1.52×10
0

1.43×10
020 2.58×10

−1
1.90 6.00×10

−1
1.34 1.23×10

0
0.22 1.51×10

040 6.36×10
−2

2.02 1.51×10
−1

1.98 3.39×10
−1

1.86 5.16×10
−1

1.5580 1.47×10
−2

2.11 3.65×10
−2

2.05 8.29×10
−2

2.03 1.28×10
−1

2.01160 2.44×10
−3

2.57 7.90×10
−3

2.20 1.94×10
−2

2.09 3.06×10
−2

2.06320 5.95×10
−4

2.05 7.66×10
−4

3.36 3.66×10
−3

2.40 6.45×10
−3

2.25

eh,∞ eh,∞ eh,∞ eh,∞10 8.56×10
−1

1.66×10
0

2.07×10
020 2.28×10

−1
1.90 5.70×10

−1
1.54 1.35×10

0
0.22 1.69×10

040 5.66×10
−2

2.01 1.43×10
−1

1.99 3.63×10
−1

1.86 5.14×10
−1

1.7180 1.31×10
−2

2.11 3.43×10
−2

2.05 8.93×10
−2

2.03 1.27×10
−1

2.01160 2.23×10
−3

2.55 7.48×10
−3

2.20 2.12×10
−2

2.09 3.07×10
−2

2.04320 5.40×10
−4

2.04 8.21×10
−4

3.19 4.28×10
−3

2.40 6.69×10
−3

2.20Tab. 5.1 � Erreurs relatives pour le hamp magnétique H.
h
−1 triangles ordre quadrilatères ordre triangles ordre quadrilatères ordreretangles aléatoires aléatoires non-onvexes

eh,2 eh,2 eh,2 eh,210 1.17 × 10
020 7.63 × 10

−1
2.82 × 10

−1
2.06 1.06 × 10

0
1.33 × 10

040 2.05 × 10
−1

1.89 8.13 × 10
−2

1.79 2.01 × 10
−1

2.39 1.01 × 10
0

0.3980 5.05 × 10
−2

2.02 1.06 × 10
−2

2.94 9.71 × 10
−2

1.05 2.70 × 10
−1

1.90160 1.16 × 10
−2

2.12 9.92 × 10
−3

0.09 2.25 × 10
−2

2.11 6.63 × 10
−2

2.03320 1.98 × 10
−3

2.54 1.15 × 10
−3

3.11 6.24 × 10
−3

1.85 1.53 × 10
−2

2.11

eh,∞ eh,∞ eh,∞ eh,∞10 1.14 × 10
020 9.12 × 10

−1
2.76 × 10

−1
2.05 1.29 × 10

0
1.63 × 10

040 2.42 × 10
−1

1.91 7.90 × 10
−2

1.84 2.50 × 10
−1

2.37 1.07 × 10
0

0.6080 5.96 × 10
−2

2.02 1.22 × 10
−2

2.69 1.06 × 10
−1

1.23 2.82 × 10
−1

1.92160 1.38 × 10
−2

2.10 9.83 × 10
−3

0.31 2.67 × 10
−2

1.98 6.95 × 10
−2

2.02320 2.42 × 10
−3

2.52 1.97 × 10
−3

2.32 9.01 × 10
−3

1.57 1.64 × 10
−2

2.08Tab. 5.2 � Erreurs relatives pour le hamp magnétique H.La Figure. 5.2 représente le hamp magnétique H = H(T ) pour les huit maillagesde la Figure. 5.1 ra�nés de telle sorte qu'ils possèdent 80 × 80 ellules. Les légèresosillations que l'on peut observer sur ertains maillages sont un e�et de l'outil devisualisation dû aux maillages déformés sur lesquels sont représentées les solutions (lemême phénomène est observé ave la solution analytique).
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Chapitre 5. Appliation à la disrétisation des équations de Maxwell

Fig. 5.2 � Isovaleurs de H (t = 20
2π

ω

) sur des maillages de 80×80 ellules, appartenantaux familles représentées sur la Figure 5.1.
Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 65



Chapitre 5. Appliation à la disrétisation des équations de MaxwellLe seond test illustre le omportement du shéma lorsque les solutions présententde forts gradients et que les maillages sont très déformés. Nous hoisissons Ω = [−1, 1]2.Soit r = (x2 + y2)
1
2 , r0 = 0.25 et F (r) la fontion telle que F (r) = 1 si r ≤ r0 et

F (r) = 0 si r > r0. Soit également :
ω = cπ

(
k2 + ℓ2

) 1
2 .Les onditions initiales, les onditions limites et la densité de ourant j sont hoisis detelle sorte que la solution exate de (5.1) et (5.2) est donnée par





B =

(
cos(πkx) cos(πℓy) +

4c2

ω2

r20(r
4
0 − r4 − r20r

2)

(r20 − r2)4
exp

(
− r2

r20 − r2

)
F (r)

)
cos(ωt),

Ex = c2
(
−ℓπ
ω

cos(πkx) sin(πℓy) − 2

ω

r20y

(r20 − r2)2
exp

(
− r2

r20 − r2

)
F (r)

)
sin(ωt),

Ey = c2
(

kπ

ω
sin(πkx) cos(πℓy) +

2

ω

r0x

(r20 − r2)2
exp

(
− r2

r20 − r2

)
F (r)

)
sin(ωt),Notons que es fontions présentent un pi très fort au entre de Ω. Nous onsidérons

ω = [−1/4, 1/4]2 et Ω \ω est maillé de façon uniforme ave des arrés de taille h, tandisque ω est maillé de façon uniforme ave des arrés de taille h0 = h/2p. Nous hoisissons
p = 2 (soit h/h0 = 4) et faisons tendre h et h0 onjointement vers zéro. La Figure 5.3indique que le shéma semble être d'ordre deux pour de tels maillages.

1024 512 256 128 32 16 64 2048

h 1e−05

 1e−04

 0.001

 0.01

 0.1

 1

 10

 1  1  1  1 1  1  1  1

slope=2
e(E)

2048 1024 512 256 128  64 32 16

h
 1  1 1  1  1  1  1  1

 1e−06

 1e−05

 1e−04

 0.001

 0.01

 0.1

 1
e(B)

slope=2

Fig. 5.3 � Convergene de la norme L2 disrète (en haut : E, en bas : B).Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 66



PerspetivesComme nous l'avons indiqué dans l'introdution générale de e doument, l'originedes shémas en dualité disrète tient à une étude que nous avions menée sur le problèmede Stokes. Il était don naturel de s'intéresser à ette appliation. Nous ne l'avons pasfait dans e doument, mais le leteur pourra onsulter la thèse de Sarah Delourte [41℄,ave qui nous �nalisons deux ontributions. L'une onerne la résolution numériquedu problème de Stokes ave onditions aux limites "non-standards" (on se donne parexemple la omposante normale de la vitesse et la pression sur la frontière), pour lequella formulation vitesse - tourbillon - pression est partiulièrement adaptée [45, 46, 103℄.L'autre onerne la résolution de e même problème de Stokes, mais ave des onditionsaux limites "standards" ('est-à-dire de Dirihlet sur la frontière), pour lequel la formu-lation vitesse - pression est la mieux adaptée. Cette distintion entre di�érentes formesde onditions aux limites est fondamentale, ar, dans le premier as, nous sommes dansune appliation quasi-immédiate de la déomposition de Hodge (paragraphe 3.3.3 page44) et de la résolution du problème div-rot (setion 4.2 page 53), e qui revient à ré-soudre quatre équation de Laplae, tandis que dans l'autre as, nous sommes ramenésà la résolution d'un bi-laplaien.Par ailleurs, un autre aspet onernant le problème de Stokes est à mentionner etonerne le hoix de loalisation des inonnues du problème disret. Le hoix réalisédans les travaux menés par Sarah Delourte [41℄ est de disrétiser les inonnues devitesse du problème de Stokes sur les arêtes (ellules-diamants), et les inonnues depression et de tourbillon aux entres et aux sommets du maillage (mailles primales etduales). Cependant, un deuxième hoix, "dual", est possible : loaliser les inonnuesde vitesse sur les mailles primales et duales, et les inonnues de pression sur les arêtes(ellules diamants). La disrétisation du Laplaien de vitesse ne pose pas de problèmesupplémentaire par rapport à elle d'un hamp salaire, tandis que le gradient de pressionet la divergene de la vitesse sont dé�nis en dualité disrète. Cependant, dans e as,nous ne savons montrer de ondition inf-sup disrète que sur des maillages dont lesellules primales sont des triangles, sans pouvoir toutefois en montrer l'uniformité vis-à-vis du maillage [41℄. Ce problème a été surmonté par Stella Krell [71, 72℄ qui proposeune formulation où l'on stabilise la ondition d'inompressibilité par un Laplaien depression, omme dans les travaux de Pitkäranta-Brezzi [20℄. Il onviendrait d'e�etuerune omparaison des deux hoix possibles de loalisation des inonnues, à la fois sur leplan théorique, mais également en termes de préision numérique.Un aspet à explorer plus avant est l'utilisation que l'on peut faire de la déompo-sition de Hodge disrète : ette déomposition permet par exemple de �ltrer la partieirrotationnelle de la partie solénoïdale d'un hamp de veteurs dé�ni aux arêtes. Celapeut avoir de nombreuses appliations potentielles, et nous pensons en partiulier auxméthodes numériques qui néessitent l'emploi de vitesses à divergene nulle ; un premiertravail pourrait être d'étendre les travaux de [110℄ à des maillages quelonques.Un reprohe parfois adressé à la méthode DDFV est "qu'elle rajoute des inonnues",



et que les systèmes linéaires issus de la disrétisation par ette méthode sont don deplus grande taille, et don plus oûteux à résoudre. Dans le adre de l'équation dedi�usion stationnaire anisotrope et inhomogène, nous avons proposé un remède possibleà ette question [P2℄ : il s'agit de garder e qui a fait le suès du shéma DDFV, àsavoir la formulation variationnelle disrète équivalente sur maillages quelonques, maisd'éliminer loalement la dépendane vis-à-vis des n÷uds, à la fois dans les inonnues,mais aussi dans les fontions tests. Une façon possible pour ela est de reonstruireles inonnues et les fontions tests aux n÷uds en fontion de leurs valeurs respetivesaux entres des ellules en utilisant l'approhe moindres arrés exposée dans [32℄. Leshéma proposé dans [P2℄ est nommé HD3, pour "hybride diamant - dualité disrète".Les premiers tests numériques ont montré que, sur des maillages peu déformés et pourdes tenseurs de di�usion peu anisotropes (test 1.1 du benhmark [59℄), les résultatsfournis par e nouveau shéma sont très prohes en terme de préision de eux fournispar le shéma DDFV, en étant toutefois systématiquement moins bons, étant donnée lapropriété de meilleure approximation donnée par la proposition 4.2. De plus nombreuxtests, ainsi qu'une implémentation en trois dimensions d'espae sont atuellement enours.Par ailleurs, l'emploi de la méthode DDFV dans le adre d'équations de onvetion-di�usion-réation stationnaires ou non, linéaires ou non, reste largement à étudier. Depremiers pas dans ette diretion ont été e�etués par Yves Coudière et GianmaroManzini [34℄.En�n, il faut bien sûr évoquer dans es perspetives la question de la généralisationde la méthodologie DDFV aux problèmes posés en trois dimensions d'espae. Sur lesproblèmes de di�usion, ertaines pistes ont été proposées par François Hermeline [62, 64℄,Yves Coudière, Charles Pierre, Olivier Rousseau et Rodolphe Turpault [35℄, et YvesCoudière et Florene Hubert [33℄. En revanhe, la généralisation de la déomposition deHodge et l'appliation de es tehniques à l'approximation numérique des équations deMaxwell semble moins aisée et e point est à approfondir.
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Chapitre 6Analyse a priori pour l'équation dedi�usion et le problème div-rotCouramment, les estimations d'erreur que l'on peut montrer pour les méthodes d'élé-ments �nis dépendent de la géométrie des ellules du maillage ; en partiulier, il est bienonnu que des triangles très plats ne sont en général pas de "bons" triangles (en tousles as pour des problèmes isotropes). Cei peut être relié à la théorie de l'angle maxi-mal (voir [8℄ et [75℄ pour les éléments �nis de Lagrange et [1℄ pour les éléments �nisde Raviart-Thomas et de Crouzeix-Raviart) : le taux de onvergene optimal de esméthodes est obtenu lorsque l'angle maximum des triangles est majoré, indépendem-ment du maillage, par un angle stritement inférieur à π. Nous allons montrer ii quela méthode DDFV appliquée à la résolution de l'équation de Laplae requiert une hy-pothèse moins forte que elle de l'angle maximal, e qui explique sa préision sur desmaillages déformés, aplatis ou fortement non-onformes, tels que eux employés dans leparagraphe 4.1.3. Nous allons utiliser les deux hypothèses suivantes.Hypothèse 6.1 Il existe un angle θ∗ > 0 indépendant du maillage, tel que :1. Tous les angles entre les diagonales des ellules-diamants sont minorés par θ∗ (voir�gure 6.2 pour les notations) :
∃ θ∗, 0 < θ∗ ≤ π

2
t.q. θ ≥ θ∗ (6.1)2. Tous les angles des ellules diamants de la frontière sont minorés par θ∗.Nous introduisons ensuite le déoupage de Dj selon ses diagonalesDé�nition 6.1 Nous pouvons déouper haque ellule diamant interne en deux trianglesselon l'une de ses diagonales. Il y a don deux façons de déouper es ellules, la premièreen Dj = Dj,1 ∪Dj,2 et la seonde en Dj = D′

j,1 ∪D′
j,2, omme indiqué sur la �gure 6.1.Une fois e hoix de déoupage e�etué, nous dé�nissons Tj,α = Dj,α ou Tj,α = D′

j,α. Lesellules-diamants frontières n'auront quant à elles pas besoin d'être déoupées et nousposons pour elles-i Dj = Tj,1.Hypothèse 6.2 Il existe un angle τ∗ < π, indépendant du maillage, tel que :1. Pour haque ellule diamant Dj , le minimum entre l'angle maximum parmi le ouplede triangles (Dj,1,Dj,2) ou l'angle maximum parmi le ouple de triangles (D′
j,1,D

′
j,2) estmajoré par τ∗ (voir �gure 6.1 pour les notations)

∃ τ∗ < π, t.q. τ := min
(
max(α1, β1, µ1 + µ2, α2, β2, ν1 + ν2), (6.2)
max(µ1, ν1, α1 + α2, µ2, ν2, β1 + β2)

)
≤ τ∗ (6.3)
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SkFig. 6.1 � Une ellule-diamant peut être déoupée en deux triangles de deux façons.2. L'angle maximal des ellules-diamants de la frontière est majoré par τ∗.Proposition 6.1 Les Hypothèses 6.1 et 6.2 ne sont pas équivalentes, et, pour des el-lules diamants onvexes, la seonde est une onséquene de la première ave τ∗ =

π − θ∗/2.La première hypothèse nous sera utile dans l'analyse d'erreur portant sur les �ux aluléspar la méthode DDFV, setion 6.1. La seonde hypothèse sera utile pour l'analysed'erreur portant sur le gradient de la solution, setion 6.2. Nous supposerons la solutionexate φ̂ au moins dans H2(Ω). Nous pourrons également prouver ertains résultats desuperonvergene en supposant que φ̂ est dans H3(Ω).6.1 Approhe volumes �nisNous herhons à mesurer l'erreur sur les �ux alulés au travers des arêtes desellules primales et duales. Le �ux alulé à travers les arêtes primales est, selon (4.6)et la dé�nition de la divergene (3.5), ∇D
h φ ·nj. Par ailleurs, le �ux exat est δφ̂ ·nj , où

δφ̂ est dé�ni par la Dé�nition 4.1. De même, pour les �ux au travers des arêtes duales,nous herhons à mesurer la di�érene entre 1
|A′

j1|+|A′

j2|

(
|A′

j1|n′
j1 + |A′

j2|n′
j2

)
· δφ̂j et

1
|A′

j1|+|A′

j2|

(
|A′

j1|n′
j1 + |A′

j2|n′
j2

)
·∇D

h φj. Il est don lair qu'une bonne mesure de l'erreurommise sur les �ux est ||∇D
h φ− δφ̂||D. A�n d'exploiter la propriété (4.20), nous auronsbesoin de la dé�nition suivante, valide puisque φ̂ est supposée dans H2(Ω) et est donontinue sur Ω̄ :Dé�nition 6.2 Nous dé�nissons Πφ̂ =

(
(Πφ̂)Ti , (Πφ̂)Pk

) par
∀i ∈ [1, I] (Πφ̂)Ti = φ̂(Gi) (6.4)

∀i ∈ Γ, (Πφ̂)Ti =
1

2

(
(Πφ̂)Pk1 + (Πφ̂)Pk2

) (6.5)
∀k ∈ [1,K], (Πφ̂)Pk = φ̂(Sk) (6.6)où, dans la seonde égalité, le point Gi ∈ Γ est le milieu du segment [Sk1Sk2] ⊂ Γ. Parl'inégalité triangulaire, nous avons

||∇D
h φ− δφ̂||D ≤ ||∇D

h φ−∇D
h Πφ̂||D + ||∇D

h Πφ̂− δφ̂||D. (6.7)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 71
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Fig. 6.2 � Notations pour les hypothèses 6.1 et 6.2.Posons ψ := φ−Πφ̂. Il est important de remarquer que, ompte tenu des onditions auxlimites imposées sur φ par (4.9) et ompte tenu de la dé�nition de Πφ̂ au bord, d'unepart par (6.5) et d'autre part par (6.6) appliqué à k ∈ Γ̄D, nous avons ψPk = 0 , ∀k ∈ Γ̄Det ψTi = 0 , ∀i ∈ ΓD. Cei permet d'érire, puisque l'on peut alors appliquer (4.20),
||∇D

h φ−∇D
h Πφ̂||2D = (∇D

h φ−∇D
h Πφ̂,∇D

h ψ)D

= (δφ̂−∇D
h Πφ̂,∇D

h ψ)D

+
1

4

∑

j∈ΓN

|Aj |∇D
h ψ · τ j(dg)j . (6.8)Il est ensuite possible de montrer, que pour g ∈ Hs(ΓN ), ave 0 ≤ s ≤ 1, nous avons

∑

j∈ΓN

(dg)2j ≤ Ch1+2s||g||2Hs(ΓN ), (6.9)ave une onstante qui ne dépend pas du maillage. Puisque nous avons supposé que
φ̂ ∈ H2(Ω) et que g est la trae normale sur ΓN de ∇φ̂ ∈ (H1(Ω))2, nous avons auminimum g ∈ H1/2(ΓN ) et ||g||H1/2(ΓN ) ≤ ||φ̂||H2(Ω), et don l'estimation donnée par(6.9) est une estimation qui est au moins en h2||φ̂||H2(Ω). Par ailleurs, l'hypothèse 6.1implique que |Aj |2 ≤ C|Dj| pour toute ellule diamant du bord, ave une onstante
C qui ne dépend que de θ∗. En appliquant l'inégalité de Cauhy-Shwarz à haun desdeux termes de la somme du membre de droite de (6.8), on obtient que

||∇D
h φ−∇D

h Πφ̂||D ≤ ||∇D
h Πφ̂− δφ̂||D + Ch||φ̂||H2(Ω),e qui, ompte tenu de (6.7), permet d'érire que

||∇D
h φ− δφ̂||D ≤ 2||∇D

h Πφ̂− δφ̂||D + Ch||φ̂||H2(Ω).Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 72



Chapitre 6. Analyse a priori pour l'équation de di�usion et le problème div-rotFinalement, il reste don à estimer ||∇D
h Πφ̂− δφ̂||D, e qui peut être failement adaptédes lemmes 5.9, 5.10 et 5.11 de [A7℄, bien que la dé�nition de δφ̂ di�ère légèrement entrele présent doument et [A7℄, en raison de la dé�nition di�érente des ellules duales. Onpeut don prouver que sous l'hypothèse 6.1, il existe une onstante ne dépendant quede θ∗ telle que ||∇D

h Πφ̂− δφ̂||D ≤ Ch||φ̂||H2(Ω). Finalement, nous avons donThéorème 6.1 Sous l'hypothèse 6.1 et si la solution exate du problème (4.1)�(4.3) estdans H2(Ω), alors il existe une onstante C, ne dépendant que de θ∗ telle que
||∇D

h φ− δφ̂||D ≤ Ch||φ̂||H2(Ω).6.2 Approhe éléments �nisNous partons de la proposition 4.1 page 48 onernant la (presque) équivalene dushéma DDFV ave une méthode d'éléments �nis non-onformes. Comme les fontions
φh et ψh sont non-onformes dans H1(Ω), nous utilisons la seonde formule de Strangpour évaluer la norme (brisée) du gradient de l'erreur entre φh et φ̂. Notons

ah(φh, ψh) :=
∑

j

∫

Dj

∇φh · ∇ψh dx

ℓ(ψh) :=

∫

Ω
f ψ∗

h (x) dx +

∫

ΓN

g ψ̃h(σ) dσ,alors on a, en posant | · |1,h := ah(·, ·)1/2 et en remarquant que les arguments de ahpeuvent aussi être des fontions de H1 :
|φ̂− φh|1,h ≤ 2 inf

wh∈Vh

|φ̂− wh|1,h + sup
wh∈Vh0

|ah(φ̂, wh) − ℓ(wh)|
|wh|1,h

, (6.10)où Vh est l'ensemble des fontions wh assoiées par la dé�nition 3.6 aux éléments
(wTi , w

P
k ) véri�ant les mêmes onditions aux limites que φ sur ΓD, voir (4.9), et Vh0est l'ensemble des fontions wh assoiées par la dé�nition 3.6 aux éléments (wTi , w

P
k )dont les wTi et wPk sont nuls sur Γ̄D.Le premier terme du membre de droite de (6.10) est l'erreur d'interpolation ; leseond l'erreur de onsistane. Nous supposerons dans la suite pour plus de simpliitéque toutes les ellules-diamants sont onvexes, bien que le as de ellules-diamants non-onvexes soit traité dans [A7℄.Selon l'hypothèse 6.2, il est toujours possible de déouper une ellule-diamant in-terne Dj de telle sorte que l'angle maximum des Tj,α (voir Dé�nition 6.1) soit bornésupérieurement par τ∗. Pour estimer l'erreur d'interpolation, nous avons besoin de dé-�nir ωj,α l'interpolé P 1 de Lagrange usuel de φ̂ sur le triangle Tj,α, dont la valeur enhaun des trois sommets de Tj,α est égale à la valeur de la fontion φ̂ en e point.Puis, nous hoisissons omme wh partiulier dans l'erreur d'interpolation wh :=

(Πφ̂)h, où nous rappelons que Πφ̂ est dé�ni par (6.4)-(6.6). La propriété
∫

Dj

∇wh(x)dx =
∑

α=1,2

∫

Tj,α

∇ωj,α(x)dxsur les ellules-diamants internes et la propriété
wh = ωj,1Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 73



Chapitre 6. Analyse a priori pour l'équation de di�usion et le problème div-rotsur les ellules-diamants de la frontière impliquent la majoration suivante :
|φ̂− wh|21,h ≤ 2

∑

j /∈Γ

||∇φ̂−
〈
∇φ̂
〉
j
||20,Dj

(6.11)
+ 4

∑

j /∈Γ

∑

α=1,2

|Tj,α|
|Dj |

||∇φ̂−∇ωj,α||20,Tj,α
+ 2

∑

j∈Γ

||∇φ̂−∇ωj,1||20,Dj
, (6.12)où 〈∇φ̂〉

j
est la valeur moyenne de ∇φ̂ sur Dj . Le premier des trois termes du membrede droite de (6.11) est majoré par l'inégalité de Poinaré-Wintiger (voir (7.9) ar ∇φ̂−〈

∇φ̂
〉

j
est de moyenne nulle sur Dj et ∇φ̂ est dans (H1(Ω))2. Nous avons don

∑

j /∈Γ

||∇φ̂−
〈
∇φ̂
〉
j
||20,Dj

≤ Ch2||φ̂||22,Ω, (6.13)où C = (1/π)2 en raison de la onvexité des ellules-diamants. D'autre part, etteonvexité implique aussi que |Tj,α| ≤ |Dj | et nous utilisons l'estimation d'erreur obtenuepar [8, Théorème 2.3℄ pour majorer les deuxièmes et troisièmes termes de (6.11), sousl'hypothèse 6.2 : Il existe une onstante C(τ∗) ne dépendant que de τ∗, telle que
∑

j /∈Γ

∑

α=1,2

|Tj,α|
|Dj |

||∇φ̂−∇ωj,α||20,Tj,α
+
∑

j∈Γ

||∇φ̂−∇ωj,1||20,Dj
≤ C(τ∗)h2||φ̂||22,Ω. (6.14)En regroupant (6.11), (6.13) et (6.14), nous obtenons la proposition :Proposition 6.2 Si la solution exate du problème (4.1)�(4.3) est dans H2(Ω), si l'hy-pothèse 6.2 est véri�ée et si toutes les ellules-diamants sont onvexes, il existe uneonstante C(τ∗), ne dépendant que de τ∗ telle que

inf
wh∈Vh

|φ̂− wh|1,h ≤ C(τ∗)h||φ̂||2,Ω. (6.15)Le seond point est d'obtenir une majoration de l'erreur de onsistane. Pour ela, nouspouvons érire en premier lieu
ah(φ̂, wh) − ℓ(wh) = [ah(φ̂, wh) − (f,wh)Ω −

∫

ΓN

gw̃h(σ)dσ] + (f,wh − w∗
h)Ω. (6.16)Le dernier terme du membre de droite de (6.16) est aisément borné, ar il su�t deremarquer que la fontion onstante par moreaux w∗

h vaut 1
2(wTi +wPk ) sur Ti ∩ Pk, etqu'elle interpole don la fontion wh aux points milieux des arêtes des ellules-diamants.On peut don énoner le lemme suivant :Lemme 6.1 Si toutes les ellules diamants sont onvexes, il existe une onstante Cindépendante du maillage, telle que

|(f,wh − w∗
h)Ω| ≤ Ch||f ||0,Ω|wh|1,h . (6.17)Par ailleurs, pour estimer le premier terme du membre de droite de (6.16), nous dé�-nissons RT (∇φ̂), l'interpolation de Raviart-Thomas de ∇φ̂ sur haque Tj,α (voir [98℄)par

RT (∇φ̂)|Tj,α
∈ (P0(Tj,α))2 ⊕

(
x
y

)
P0(Tj,α) et ∫

s
RT (∇φ̂) · n dξ =

∫

s
∇φ̂.n dξpour haque arête s de Tj,α, dont nous avons noté le veteur unitaire normal extérieurpar n. Nous avons le lemme suivant :Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 74



Chapitre 6. Analyse a priori pour l'équation de di�usion et le problème div-rotLemme 6.2 Soit wh ∈ Vh0. Soit 〈wh〉j,α la valeur moyenne de wh sur Tj,α. Alors, sitoutes les ellules-diamants sont onvexes, nous avons
ah(φ̂, wh) − (f,wh)Ω −

∫

ΓN

g w̃h(σ) dσ = (6.18)∑

j,α

∫

Tj,α

[
(∇φ̂−RT (∇φ̂)) · ∇wh − f

(
wh − 〈wh〉j,α

)]
dx .Le premier terme du membre de droite de (6.18) est majoré grâe aux estimationssur l'interpolation de Raviart-Thomas, prouvées dans [1, Lemmes 4.1 et 4.2℄ sous laondition de l'angle maximal sur haque Tj,α. Nous avons donLemme 6.3 Si la solution exate du problème (4.1)�(4.3) est dans H2(Ω), si l'hy-pothèse 6.2 est véri�ée et si toutes les ellules-diamants sont onvexes, il existe uneonstante C(τ∗), telle que

∣∣∣∣∣∣

∑

j,α

∫

Tj,α

(∇φ̂−RT (∇φ̂)) · ∇wh

∣∣∣∣∣∣
≤ C(τ∗)h||φ̂||2,Ω|wh|1,h. (6.19)Le seond terme du membre de droite de (6.18) est majoré par une inégalité de typePoinaré-Wintiger puisque wh − 〈wh〉j,α est de moyenne nulle sur Tj,α et nous avonsLemme 6.4 Il existe une onstante C, ne dépendant pas du maillage, telle que

∣∣∣∣∣∣

∑

j,α

∫

Tj,α

f
(
wh − 〈wh〉j,α

)
dx

∣∣∣∣∣∣
≤ Ch||f ||0,Ω|wh|1,h. (6.20)Nous pouvons don, en regroupant (6.16), (6.17) (6.18), (6.19) et (6.20), et en tenantompte du fait que si φ̂ est dans H2(Ω), alors ||f ||L2(Ω) ≤ ||φ̂||H2(Ω), énoner la propo-sition suivanteProposition 6.3 Si la solution exate du problème (4.1)�(4.3) est dans H2(Ω), si l'hy-pothèse 6.2 est véri�ée et si toutes les ellules-diamants sont onvexes, il existe uneonstante C(τ∗), ne dépendant que de τ∗ telle que

sup
wh∈Vh0

|ah(φ̂, wh) − ℓ(wh)|
|wh|1,h

≤ C(τ∗)h||φ̂||H2(Ω).En regroupant (6.10) et les propositions 6.2 et 6.3, nous pouvons énoner le théorème :Théorème 6.2 Si la solution exate du problème (4.1)�(4.3) est dans H2(Ω), si l'hy-pothèse 6.2 est véri�ée et si toutes les ellules-diamants sont onvexes, il existe uneonstante C(τ∗), ne dépendant que de τ∗ telle que
|φ̂− φh| ≤ C(τ∗)h||φ̂||H2(Ω). (6.21)6.3 Erreur en norme L

2Nous supposons ii que Ω est un domaine polygonal onvexe, que ΓN = ∅ et quela donnée ud de (4.2) véri�e ud = 0. Cei permet d'a�rmer que si f ∈ L2(Ω), alors
φ̂ ∈ H2(Ω) et qu'il existe une onstante C telle que

||φ̂||H2(Ω) ≤ C||f ||L2(Ω). (6.22)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 75



Chapitre 6. Analyse a priori pour l'équation de di�usion et le problème div-rotL'argument lassique de dualité onsiste à érire :
∥∥∥φ̂− φh

∥∥∥
L2(Ω)

= sup
v∈L2(Ω)

∫
Ω(φh − φ̂)v(x)dx

‖v‖L2(Ω)

. (6.23)Ensuite, pour un v ∈ L2(Ω) donné, dé�nissons ψ̂ ∈ H1
0 (Ω) omme étant l'unique solutiondu problème suivant {

−∆ψ̂ = v dans Ω ,

ψ̂ = 0 sur Γ .
(6.24)Puisque v est dans L2(Ω), et puisque nous avons supposé que Ω est un domaine polygonalonvexe, ψ̂ appartient à H2(Ω) et il existe une onstante C ne dépendant que de Ω telleque ∥∥∥ψ̂

∥∥∥
H2(Ω)

≤ C ‖v‖L2(Ω) . (6.25)La preuve de la onvergene en norme L2(Ω) sera basée sur la formule de représentationsuivanteProposition 6.4 Soit ψh ∈ Vh. Si toutes les ellules-diamants sont onvexes, alorsnous avons
(φh − φ̂, v)Ω = ah(φh − φ̂, ψ̂ − ψh)

−
∑

j,α

∫

Tj,α

(∇φ̂−RT (∇φ̂)) · ∇(ψh − ψ̂) dx

−
∑

j,α

∫

Tj,α

f

[(
ψ̂ − ψh

)
−
〈
ψ̂ − ψh

〉
j,α

]
dx (6.26)

−
∑

j,α

∫

Tj,α

(∇ψ̂ −RT (∇ψ̂)) · ∇(φh − φ̂) dx

−
∑

j,α

∫

Tj,α

v

[(
φ̂− φh

)
−
〈
φ̂− φh

〉
j,α

]
dx

+
∑

j

∫

Dj

f(ψ∗
h − ψh) dx ,où la notation 〈·〉j,α désigne toujours la valeur moyenne sur Tj,α. Il est aisé de prouverque, à ondition de hoisir judiieusement ψh, les inq premiers termes de (6.26) sontd'ordre C(τ∗)h2||f ||L2(Ω)||v||L2(Ω) ompte tenu des résultats prouvés ou utilisés dans leparagraphe préédent, ave une onstante C(τ∗) qui ne dépend que de τ∗ si les maillagesvéri�ent l'hypothèse 6.2. Le seul terme pour lequel nous ne savons pas prouver de l'ordredeux, sauf dans des on�gurations partiulières (voir paragraphe 6.4 et hapitre 9) estle dernier terme, qui vient du fait que (4.17) n'est pas une véritable formulation élé-ments �nis. Néanmoins, il est faile de prouver que e terme est d'ordre un, e qui faitque nous pouvons énoner le résultat suivant, probablement non optimal, ompte tenude la onvergene observée à l'ordre deux dans les tests numériques e�etués dans leparagraphe 4.1.3 :Théorème 6.3 Soit Ω un domaine polygonal onvexe. Soit f ∈ L2(Ω) donné et soit φ̂la solution exate du problème (4.1)�(4.2) ave ΓN = ∅ et ud = 0. Soit φh la fontionassoiée à la solution du shéma (4.6)�(4.9) par la dé�nition 3.6 page 43. Si toutes lesellules-diamants sont onvexes et sous l'hypothèse 6.2, il existe une onstante C, nedépendant que de τ∗, telle que

||φh − φ̂||0,Ω ≤ C(τ∗)h||f ||0,Ω .Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 76



Chapitre 6. Analyse a priori pour l'équation de di�usion et le problème div-rot
(a) triangle grossier (b) triangle ra�néFig. 6.3 � Ra�nement homothétique d'un triangle en quatre sous-triangles semblables6.4 Superonvergene sur ertaines familles de maillagesNous onsidérons ii des familles de maillages qui véri�ent la propriété suivante :Hypothèse 6.3 Il existe un nombre L, �ni, de sous-domaines (Ωℓ)ℓ∈[1,L], inlus dans Ωet ne dépendant pas du maillage, tels que les ellules-diamants qui ne sont pas des paral-lélogrammes sont inluses dans des bandes de largeur Ch situées autour des frontièresdes Ωℓ, où C est une onstante indépendante de h.Remarque 6.1 Les ellules-diamants situées sur la frontière de Ω étant des triangles,il est exlu que toutes les ellules-diamants puissent être des parallélogrammes.Nous pouvons iter plusieurs familles de maillages véri�ant l'hypothèse 6.3. En premierlieu bien sûr des familles de maillages dont les ellules primales sont toutes des re-tangles onformes de même taille, mais également des réunions, onformes ou non, detels maillages, à ondition que l'interfae entre les di�érentes maillages reste de lon-gueur bornée vis-à-vis de h. Par exemple, les maillages non-onformes onsidérés sur la�gure 7.2 page 86 véri�ent ette hypothèse, mais les maillages représentés sur la �gure 4.1page 50 ne la véri�ent pas. Les maillages triangulaires de la �gure 4.4 page 51 véri�entégalement ette hypothèse. Une autre lasse de maillages véri�ant ette hypothèse estelle obtenue par ra�nements homothétiques suessifs d'un maillage initial triangulairegrossier en joignant entre eux les milieux des �tés de haque triangle (voir �gure 6.3).Dans e as, les seules ellules-diamants qui ne sont pas des parallélogrammes sont ellesassoiées à des arêtes primales inluses dans les arêtes des triangles du maillage grossierinitial, qui sont les Ωℓ de l'hypothèse 6.3. Nous supposons ii que φ̂ est dans H3(Ω).Cei implique en partiulier que f ∈ H1(Ω) et que g ∈ H3/2(ΓN ). Lorsque l'on reprendles estimations de la partie 6.1, on se rend ompte d'une part que l'on peut appliquer(6.9) ave s = 1, et que ela donne une estimation en h3/2 pour e terme, et d'autrepart que

dj := (∇D
h Πφ̂)j − (δφ̂)jest nul pour tout polyn�me d'ordre deux lorsque Dj est un parallélogramme. Il su�talors d'appliquer le lemme de Bramble-Hilbert sous la forme exposée dans [30, Th. 4.1.3℄et un argument de mise à l'éhelle pour montrer que sous l'hypothèse 6.1, il existe uneonstante C(θ∗) telle que

|dj |2 ≤ C(θ∗)h2||φ̂||2H3(Dj)
lorsque Dj est un parallélogramme.En revanhe, lorsque Dj n'est pas un parallélogramme, dj ne s'annule que sur les poly-n�mes d'ordre un, et l'on peut alors montrer que

|dj |2 ≤ C(θ∗) ||φ̂||2H2(Dj)
lorsque Dj n'est pas un parallélogramme.Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 77



Chapitre 6. Analyse a priori pour l'équation de di�usion et le problème div-rotLa quantité ∑j |Dj |d2
j est don la somme d'un terme en h4||φ̂||2H3(Ω) et d'un termeen h2

∑
j∈J ||φ̂||2H2(Dj)

, où J est l'ensemble des indies j tels que les ellules-diamantsne sont pas des parallélogrammes. Puisque φ̂ est dans H3 et sous l'hypothèse 6.3, alorsl'inégalité de Ilin (voir, par exemple, [22, Formule (2.2)℄) nous dit que∑j∈J ||φ̂||2H2(Dj)
≤

Ch||φ̂||2H3(Ω). Finalement, la quantité ∑j |Dj |d2
j est don un terme en Ch3||φ̂||2H3(Ω).Nous avons don le théorème suivantThéorème 6.4 Sous les hypothèses 6.1 et 6.3, et si la solution exate du problème(4.1)�(4.3) est dans H3(Ω), alors il existe une onstante C, ne dépendant que de θ∗ etdes Ωℓ de l'hypothèse 6.3 telle que

||∇D
h φ− δφ̂||D ≤ Ch3/2(||φ̂||H3(Ω) + ||g||H1(ΓN )).Par ailleurs, en e qui onerne l'erreur en norme L2(Ω), on peut ra�ner l'estimationdu dernier terme de (6.26) en érivant

∫

Dj

f(ψ∗
h − ψh) dx =

∫

Dj

(
f − 〈f〉j

)
(ψ∗

h − ψh) dx + 〈f〉j
∫

Dj

(ψ∗
h − ψh) dx , (6.27)où, pour tout j, 〈f〉j est la valeur moyenne de f sur Dj . Comme f est dans H1(Ω), etgrâe aux estimations obtenues dans le paragraphe 6.2, on peut montrer que le premierterme du membre de droite de (6.27) est borné par Ch2 ‖f‖1,Dj

‖∇ψh‖L2(Dj)
. D'autrepart, le seond terme du membre de droite de (6.27) est nul si la ellule diamant Djest un parallélogramme et est borné par Ch|Dj | | 〈f〉j | |∇ψh|j sinon. En appliquantl'inégalité d'Ilin (voir, par exemple, [22, Formule (2.2)℄) sur les frontières des Ωℓ, nouspouvons prouver le résultat suivant :Théorème 6.5 Sous les hypothèses du théorème 6.3, sous l'hypothèse 6.3 et si de plus

f est dans H1(Ω), alors il existe une onstante C ne dépendant que de τ∗ et de lagéométrie des Ωℓ telle que
||φh − φ̂||0,Ω ≤ C h2(||φ̂||H2(Ω) + ‖f‖1,Ω) .
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Chapitre 7Analyse a posteriori pour l'équationde di�usionLa méthode de volumes �nis pour l'équation de Laplae que nous avons présen-tée permet de travailler sur des maillages très généraux, en partiuliers non-onformes ;elle autorise don des ra�nements loaux permettant d'adapter le maillage en fontiondu problème onsidéré. Enore faut il pour ela disposer d'un ritère de ra�nement demaillage faile et peu oûteux à mettre en ÷uvre. La théorie des estimations a posteriori,qui a été amplement développée pour les méthodes d'éléments �nis (voir par exemple[4, 9, 113℄), fournit un outil e�ae dans ette optique. Néanmoins, son développementest nettement moins avané dans le adre des volumes �nis entrés sur les ellules quedans le adre des éléments �nis, d'une part en raison de l'utilisation plus réente desvolumes �nis pour les équations elliptiques, et d'autre part pare que es shémas nu-mériques ne sont pas fondés, en général, sur une formulation variationnelle. En e quionerne le shéma �VF4�, Agouzal et Oudin [2℄ ont utilisé la relation entre e shémaet les éléments �nis mixtes pour donner un estimateur a posteriori pour la norme L2 del'erreur. Pour e même shéma, Niaise [89℄ donne une estimation de l'erreur en norme(brisée) de l'énergie, entre la solution exate et un polyn�me, globalement disontinu,d'ordre deux dans haque triangle, obtenu à partir des �ux du shéma sur les arêtes etde valeurs aux sommets des triangles, alulées par interpolation des valeurs aux el-lules. Ces idées sont ensuite étendues dans [90℄, pour traiter le shéma diamant (déritdans [32℄) ; l'estimateur obtenu peut être utilisé, en deux dimensions d'espae, si lesellules du maillage sont des triangles ou des retangles. L'estimateur est omplètementalulable, au sens où il ne fait pas intervenir de onstante inonnue, et son e�aité estautour de 7 pour les test réalisés dans [90℄. Une extension de es idées aux équations dedi�usion-onvetion-réation a été présentée dans [91℄. Plus réemment, Vohralík [116℄ aaussi proposé un estimateur a posteriori omplètement alulable pour l'approximationdes équations de di�usion-onvetion-réation par des shémas volumes �nis entrés surles ellules sur des maillages généraux. La prinipale amélioration vis-à-vis de [90, 91℄est que l'estimateur obtenu est asymptotiquement exat. Comme dans [90℄, il mesure lanorme (brisée) de l'énergie de l'erreur entre la solution exate et un polyn�me, globale-ment disontinu, d'ordre deux dans haque élément, obtenu à partir des �ux du shémasur les arêtes et des valeurs dans les éléments. Lorsque eux-i ne sont pas des simplexes(des triangles en deux dimensions), il est néessaire de résoudre des petits problèmes lo-aux dans les éléments. Puisque les estimateurs donnés dans [90, 116℄ ne requièrent queles �ux sur les arêtes et les valeurs des inonnues du shéma aux entres des mailles, ilest possible de les utiliser pour le shéma DDFV. Cependant, le traitement de maillagesaussi généraux que eux employés ave le shéma DDFV, en partiulier eux de la �-



Chapitre 7. Analyse a posteriori pour l'équation de di�usiongure 4.1 ou de la �gure 7.2, est impossible ave la tehnique de [90℄ et implique un oûtalul supplémentaire ave elle de [116℄. Par ailleurs, es deux tehniques ne mesure-raient pas diretement l'erreur ommise par le gradient alulé par DDFV, mais ommenous venons de l'expliquer, par le gradient d'une solution post-traitée.Finalement, nous pouvons aussi mentionner un ertain nombre de travaux dans leadre des méthodes de volumes (éléments) �nis entrées sur les n÷uds [11, 22, 80, 94,95, 97℄.En e qui onerne le travail présenté ii, j'ai pro�té de la (presque) équivalene dushéma DDFV ave une méthode d'éléments �nis non-onforme (voir Proposition 4.1)pour reprendre une tehnique usuelle en éléments �nis, qui permet d'obtenir des es-timations a posteriori e�aes ; une grande attention a été portée dans e travail àl'obtention d'estimateurs omplètement alulables, 'est-à-dire ne faisant pas interve-nir de onstante inonnue, et à l'obtention d'estimations les plus préises possibles, a�nde ne pas trop dégrader leur e�aité. Deux di�ultés sont apparues : la première tientau fait que la méthode d'éléments �nis onsidérée est non-onforme, la seonde à la pré-sene simultanée des deux maillages, primaux et duaux. La première di�ulté a été levéeen déomposant, de façon assez lassique maintenant, l'erreur en une partie onformeadditionnée à une partie non-onforme. La seonde di�ulté onduit à une expressionde l'estimateur �nal omme somme d'estimateurs loaux provenant des deux maillages.Dans la pratique, puisque 'est sur le maillage primal que l'utilisateur du ode possèdeun ertain ontr�le, les estimateurs duaux sont redistribués sur les ellules primales quiintersetent les ellules duales assoiées.7.1 Une formule de représentation de l'erreur dans la nor-me de l'énergieNous herhons à mesurer la semi norme briséeH1 de l'erreur entre la solution exate
φ̂ et la fontion φh assoiée à la solution du shéma DDFV par la dé�nition 3.6. Pourela, nous dé�nissons

e =



∑

j

∫

Dj

∣∣∣∇φ̂−∇hφh

∣∣∣
2
(x) dx




1/2 (7.1)et nous suivons une stratégie à présent lassique utilisée dès que la solution disrèten'est pas dans H1(Ω) (voir [3, 39, 90℄). Puisque ∇φ̂−∇hφh appartient à (L2(Ω))2, nouspouvons érire sa déomposition de Helmholtz-Hodge de la façon suivante
∇φ̂−∇hφh = ∇Φ̂ + ∇× Ψ̂ (7.2)ave Φ̂ appartenant à H1

D(Ω) := {ψ ∈ H1(Ω) /ψ = 0 surΓD} et Ψ̂ appartenant à H1
N :={

Ψ̂ ∈ H1(Ω) , ∇Ψ̂ · τ = 0 sur ΓN

}. A�n de simpli�er la présentation, nous supposeronsii que ΓN est simplement onnexe. Il a été véri�é que les résultats obtenus dans etteétude s'étendent au as général.Hypothèse 7.1 Nous supposons que ΓN est simplement onnexe.La déomposition (7.2) est orthogonale et l'on a
∇Ψ̂ · τ = 0 sur ΓN ⇔ ∃ cN ∈ R t.q. Ψ̂|ΓN

= cN . (7.3)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 80



Chapitre 7. Analyse a posteriori pour l'équation de di�usionSi ΓN était multiplement onnexe, il y aurait une onstante cℓ pour haque omposante
ΓN,ℓ de ΓN . En utilisant le fait que la solution exate du problème (4.1)-(4.2)-(4.3)véri�e ∫

Ω
∇φ̂ · ∇ψ (x) dx =

∫

Ω
f ψ (x) dx +

∫

ΓN

g ψ (σ) dσ (7.4)pour tout ψ ∈ H1
D, nous pouvons obtenir la formule suivante :

e2 =
∥∥∥∇Φ̂

∥∥∥
2

0,Ω
+
∥∥∥∇× Ψ̂

∥∥∥
2

0,Ω

=
∑

j

∫

Dj

(∇φ̂−∇hφh) · ∇Φ̂ (x) dx +
∑

j

∫

Dj

(∇φ̂−∇hφh) · ∇ × Ψ̂ (x) dx(7.5)
:= i1 + i2 .Dans le but de trouver une formule de représentation adéquate pour i1 et i2, nous auronsbesoin des dé�nitions suivantesDé�nition 7.1 La frontière ∂Dj de haque ellule diamant Dj est omposée des quatresegments [Giα(j)Skβ(j)

] ave (α, β) ∈ {1; 2}. (voir Figure 3.2 page 40). Nous noteronspar S l'ensemble de es arêtes lorsque j parourt l'ensemble des ellules diamants, et
◦
S elles des arêtes de S qui ne sont pas sur la frontière Γ du domaine. Chaque s ∈ Sest don un segment que nous noterons par [Gi(s)Sk(s)]. Nous érirons également que
s ⊂

◦
Ti (resp. s ⊂

◦
Pk) si s ⊂ Ti (resp. s ⊂ Pk) et s 6⊂ Γ. Finalement, nous noteronspar ns l'un des deux veteurs unitaires orthogonaux à s, arbitrairement hoisi parmi lesdeux possibilités, mais ensuite �xé pour la suite de e hapitre, et nous noterons par

[∇hφh · ns]s (resp. [∇hφh · τ s]s), le saut de la omposante normale (resp. tangentielle)de ∇hφh à travers s, où τ s est tel que (ns, τ s) soit une base orthonormée orientéepositivement.Proposition 7.1 Soit φ = (φTi , φ
P
k ) la solution du shéma (4.6)�(4.11) et φh la fontionassoiée à φ par la dé�nition 3.6. Soit Φ̂ dé�ni par (7.2). Soit Φ = (ΦT

i ,Φ
P
k ) ∈ RI+JΓ ×

RK véri�ant
ΦP
k = 0 , ∀k ∈ Γ̄D et ΦT

i = 0 , ∀i ∈ ΓD. (7.6)Nous avons la formule de représentation suivante
i1 =

1

2

∑

i∈[1,I]

∫

Ti

f
(
Φ̂ − ΦT

i

)
(x) dx +

1

2

∑

k∈[1,K]

∫

Pk

f
(
Φ̂ − ΦP

k

)
(x) dx

+
∑

Aj⊂ΓN

∫

Aj

(g − ḡj)
(
Φ̂ − Φ̃h

)
(σ) dσ

− 1

2

∑

i∈[1,I]

∑

s⊂
◦

Ti

∫

s
[∇hφh · ns]s

(
Φ̂ − ΦT

i

)
(σ) dσ (7.7)

− 1

2

∑

k∈[1,K]

∑

s⊂
◦

Pk

∫

s
[∇hφh · ns]s

(
Φ̂ − ΦP

k

)
(σ) dσ.Proposition 7.2 Soit φ = (φTi , φ

P
k ) la solution du shéma (4.6)�(4.11) et φh sa fon-tion assoiée. Soit Ψ̂ dé�ni par (7.2). Soit Ψ = (ΨT

i ,Ψ
P
k ) ∈ RI+J

Γ × RK véri�ant
ΨP
k = cN , ∀k ∈ Γ̄N et ΨT

i = cN , ∀i ∈ ΓN et soit Ψh sa fontion assoiée. SoitMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 81



Chapitre 7. Analyse a posteriori pour l'équation de di�usion
t := ∇φd · τ dé�ni sur la frontière ΓD et t̄j la valeur moyenne de t sur Aj . Nous avonsla formule de représentation suivante :

i2 = −
∑

Aj⊂ΓD

∫

Aj

(t− t̄j)
(
Ψ̂ − Ψ̃h

)
(σ) dσ

+
1

2

∑

i∈[1,I]

∑

s⊂
◦

Ti

∫

s
[∇hφh · τ s]s

(
Ψ̂ − ΨT

i

)
(σ) dσ (7.8)

+
1

2

∑

k∈[1,K]

∑

s⊂
◦

Pk

∫

s
[∇hφh · τ s]s

(
Ψ̂ − ΨP

k

)
(σ) dσ .7.2 Un estimateur alulable et e�aeLes résultats que nous allons exposer reposent sur des inégalités de type Poinaré etsur une inégalité de trae que nous allons rappeler.Lemme 7.1 Soit ω un ouvert borné étoilé par rapport à l'un de ses points. Soit u ∈

H1(ω) et soit ūω la valeur moyenne de u sur ω. Alors,
∃C(ω), t.q. ‖u− ūω‖L2(ω) ≤ C(ω) diam(ω) ‖∇u‖L2(ω) . (7.9)Lorsque ω est onvexe, une onstante universelle pour C(ω) est donnée par 1

π . Lorsque ωn'est pas onvexe, il est possible d'utiliser des formules expliites données, par exemple,dans [21, 114℄.Lemme 7.2 Soit ω un ouvert polygonal tel que ω̄ soit étoilé par rapport à l'un de sessommets, noté z, situé sur une partie γD (de mesure non nulle) de la frontière γ = ∂ω.Supposons qu'au moins l'un des segments s de ∂ω et de sommet z soit tout entier inlusdans γD. Alors,
∃C(ω, γD) t.q. ‖u‖L2(ω) ≤ C(ω, γD) |ω|1/2 ‖∇u‖L2(ω) . (7.10)pour toute fontion u ∈ H1(ω), telle que u|γD

= 0.Il est possible d'estimer C(ω, γD) par la formule (3.2) de [21℄.Remarque 7.1 Dans (7.9) et (7.10), les onstantes C(ω) et C(ω, γD) ne dépendentpas du diamètre de ω, mais seulement de sa forme géométrique.Lemme 7.3 Soit T un triangle et soit E l'un de ses �tés. Alors, pour toute fontion
u ∈ H1(T ), telle que ∫E u(σ)dσ = 0, on a

‖u‖L2(E) ≤
α√
2ρ̂

( |E|
|T |

)1/2

diam(T ) ‖∇u‖L2(T ) , (7.11)où α ≈ 0.730276 et ρ̂ = 1 −
√

2
2 sont donnés par la formule (23) de [90℄.Finalement, l'inégalité de trae donnée par le théorème 4.1 et la remarque 4.1 de[21℄ pour des fontions de W 1,p, p > 1 peut être améliorée pour p ≥ 2 et fournitMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 82
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Fig. 7.1 � Pour une ellule primale Ti et son sommet Sk, l'intersetion Ti ∩ Pk estpartagée en deux sous triangles tik,1 et tik,2.Lemme 7.4 Soit T un triangle et soit E l'un de ses �tés ; soit ρ la distane de E ausommet de T opposé à E, et soit σ la longueur du plus grand des deux autres �tés de
T . Soit ε > 0 un nombre réel arbitraire ; alors, pour tout u ∈ H1(T ), on a

‖u‖2
L2(E) ≤

1

ρ

(
(2 + ε−2) ‖u‖2

L2(T ) + ε2σ2 ‖∇u‖2
L2(T )

)
. (7.12)Par ailleurs, nous formulons une hypothèse sous laquelle les estimateurs d'erreur loauxseront e�aes.Hypothèse 7.2 Nous supposons que la sous-triangulation de Ω omposée de tous lestriangles tik,α (voir la Figure 7.1) est régulière, au sens où les angles minimums de estriangles sont tous minorés par un angle stritement positif indépendant du maillage.Nous pouvons énoner le théorème suivantThéorème 7.1 Soit hTi := diam(Ti) et hPk := diam(Pk). Soit f̄Ti (resp. f̄Pk ) la valeurmoyenne de f sur Ti (resp. sur Pk). Soit ḡj (resp. t̄j) la valeur moyenne de g (resp.de ∇φd · τ ) sur le segment Aj situé sur la frontière de Neumann (resp. Dirihlet).Soit C(Ti), C(Pk) et C(Pk, ∂Pk ∩ ΓD), C(Pk, ∂Pk ∩ ΓN ) les onstantes alulables quiapparaissent respetivement dans (7.9) et (7.10). Soit α la onstante apparaissant dans(7.11). Dé�nissons, par analogie ave [3℄, les quantités suivantes

osc (f, T,Ω) =

( ∑

i∈[1,N ]

(
C(Ti)h

T
i

)2 ∥∥f − f̄Ti
∥∥2

L2(Ti)

)1/2

, (7.13)
osc (f, P,Ω) =

( ∑

k/∈Γ̄D

(
C(Pk)h

P
k

)2 ∥∥f − f̄Pk
∥∥2

L2(Pk)

)1/2

, (7.14)
str (f, P,ΓD,Ω) =

( ∑

k∈Γ̄D

(C(Pk, ∂Pk ∩ ΓD))2 |Pk| ‖f‖2
L2(Pk)

)1/2

, (7.15)
osc(g,ΓN ) = α(1 +

√
2)

( ∑

j∈ΓN

diam2(Dj)

|Dj |
|Aj | ‖g − ḡj‖2

L2(Aj)

)1/2

, (7.16)
osc(t,ΓD) = α(1 +

√
2)

( ∑

j∈ΓD

diam2(Dj)

|Dj |
|Aj | ‖t− t̄j‖2

L2(Aj)

)1/2

. (7.17)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 83



Chapitre 7. Analyse a posteriori pour l'équation de di�usionDe plus, pour tout µ > 0, dé�nissons
χi(µ) =

(
C(Ti)h

T
i

)2
+ µ (7.18)

χk(µ) =

{ (
C(Pk)h

P
k

)2
+ µ si k /∈ Γ̄D

C2(Pk,ΓD ∩ ∂Pk) |Pk| + µ si k ∈ Γ̄D
, (7.19)

χ′
k(µ) =

{ (
C(Pk)h

P
k

)2
+ µ si k /∈ Γ̄N

C2(Pk,ΓN ∩ ∂Pk) |Pk| + µ si k ∈ Γ̄N
. (7.20)Pour toute ellule primale Ti et toute ellule duale Pk telle que Ti ∩ Pk 6= ∅, soit s =

[GiSk] et tik,1 et tik,2 les triangles dé�nis sur la �gure 7.1 tels que tik,1 ∪ tik,2 = Ti ∩Pk.Soit ρik,α la distane de s au sommet de tik,α opposé à s et σik,α la longueur du plusgrand des deux autres �tés de tik,α. Pour tout µ > 0, dé�nissons
Cs(µ) =

(
1 +

√
1 +

σ2
ik,1

µ

)(
1 +

√
1 +

σ2
ik,2

µ

)

(
1 +

√
1 +

σ2
ik,1

µ

)
ρik,2 +

(
1 +

√
1 +

σ2
ik,2

µ

)
ρik,1

. (7.21)Nous dé�nissons les estimateurs loaux et globaux par
(
ηTi
)2

= inf
µ>0

[
χi(µ)

∑

s∈
◦

Ti

Cs(µ) ‖[∇hφh · ns]s‖2
L2(s)

] et (ηT )2 =
∑

i

(
ηTi
)2
, (7.22)

(
η′Ti
)2

= inf
µ>0

[
χi(µ)

∑

s∈
◦

Ti

Cs(µ) ‖[∇hφh · τ s]s‖2
L2(s)

] et (η′T)2
=
∑

i

(
η′Ti
)2
, (7.23)

(
ηPk
)2

= inf
µ>0

[
χk(µ)

∑

s∈
◦

Pk

Cs(µ) ‖[∇hφh · ns]s‖2
L2(s)

] et (ηP )2 =
∑

k

(
ηPk
)2
, (7.24)

(
η′Pk
)2

= inf
µ>0

[
χ′
k(µ)

∑

s∈
◦

Pk

Cs(µ) ‖[∇hφh · τ s]s‖2
L2(s)

] et (η′P )2 =
∑

k

(
η′Pk
)2
. (7.25)Alors, on a les estimations d'erreur a posteriori suivantes

(∑

j

∫

Dj

∣∣∣∇φ̂−∇hφh

∣∣∣
2
(x) dx

)1/2

≤ (7.26)
1

2

([
osc(f, T,Ω) +

(
osc2(f, P,Ω) + str2(f, P,ΓD,Ω)

)1/2
+ 2osc(g,A,ΓN ) + ηT + ηP

]2

+
[
2osc(t, A,ΓD) + η′T + η′P

]2
)1/2

.De plus, sous l'Hypothèse 7.2, il existe une onstante C indépendante du maillage telleque
(
ηTi
)2 ≤ C

(∥∥∥∇hφh −∇φ̂
∥∥∥

2

L2(Ti)
+
(
hTi
)2 ∥∥∥f −

(
f̄
)T
i

∥∥∥
2

L2(Ti)

)
,∀i ∈ [1, I], (7.27)

(
η′ Ti
)2

≤ C
∥∥∥∇hφh −∇φ̂

∥∥∥
2

L2(Ti)
,∀i ∈ [1, I], (7.28)

(
ηPk
)2 ≤ C

(∥∥∥∇hφh −∇φ̂
∥∥∥

2

L2(Pk)
+
(
hPk
)2 ∥∥∥f −

(
f̄
)P
k

∥∥∥
2

L2(Pk)

)
,∀k ∈ [1,K], (7.29)

(
η′ Pk
)2

≤ C
∥∥∥∇hφh −∇φ̂

∥∥∥
2

L2(Pk)
,∀k ∈ [1,K]. (7.30)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 84



Chapitre 7. Analyse a posteriori pour l'équation de di�usionRemarque 7.2 Pour ε > 0, les quantités de (7.13) à (7.17) sont des termes d'ordresupérieur à un (l'ordre optimal de onvergene de la méthode) dès que (f, g, t) ∈ Hε(Ω)×
H1/2+ε(ΓN ) ×H1/2+ε(ΓD).En e�et, dans e as, ∥∥f − f̄Ti

∥∥
L2(Ti)

est d'ordre (hTi )min(1,ε) ‖f‖Hε(Ti)
, de telle sorteque osc (f, T,Ω) est d'ordre h1+min(1,ε). C'est aussi le as pour le terme (7.14). De plus,puisque ΩP

D est l'union des ellules duales assoiées aux sommets Sk situés sur Γ̄D, alors
ΩP
D est inlus dans une bande de largeur h le long de ΓD. L'inégalité de Ilin (voir, parexemple, [22, Formule (2.2)℄), assure que ‖f‖L2(ΩP

D) est d'ordre hmin( 1
2
,ε), e qui impliqueque str (f, P,ΓD,Ω) est d'ordre h1+min( 1

2
,ε). Finalement, ‖g − ḡj‖L2(Aj)

et ‖t− t̄j‖L2(Aj)sont d'ordre 1
2 +ε, et don osc(g,ΓN ) et osc(t,ΓD) sont d'ordre 1+ε dès que la quantité

diam2(Dj)
|Dj | est bornée indépendemment de h sur toute la frontière Γ.Remarque 7.3 Les minimisations intervenant dans (7.22)�(7.25) sont e�etuées nu-mériquement au moment où les estimateurs sont alulés.7.3 Simulations adaptativesNous onsidérons deux tests numériques. Le premier test possède une solution raidemais régulière (C∞(Ω)). Un ra�nement uniforme du maillage permettra don d'obtenirune onvergene ave un ordre optimal, 'est-à-dire en O(h), ou, de façon équivalente, en

O
(
I−1/2

), où nous rappelons que I est le nombre de ellules primales du maillage. Nousallons véri�er qu'une stratégie adaptative nous donnera le même ordre asymptotiquede onvergene, mais ave des erreurs nettement moindres pour une valeur de I �xée.Le seond test possède une solution moins régulière puisqu'elle appartient à H1+s(Ω),ave s < 2/3. Nous véri�erons qu'un ra�nement uniforme du maillage induira uneonvergene de la solution à l'ordre O(h2/3), e qui veut dire en O (I−1/3
). La stratégieadaptative permettra de réupérer l'ordre optimal en O (I−1/2

). A�n d'appliquer unestratégie de ra�nement de maillage, il est néessaire de réérire l'estimateur total donnépar (7.26) omme une somme de quantités dé�nies sur les ellules primales ; en e�et, 'estsur elui-i que l'utilisateur a un ertain ontr�le, soit par l'intermédiaire d'un logiiel demaillage, soit par un ra�nement approprié du maillage préédent. Une telle réériture de(7.26) est aisée, puisque nous pouvons déouper haque ellule duale en ses intersetionsave di�érentes ellules primales, et puisque nous pouvons a�eter haque terme de bordave la ellule primale dont la frontière ontient l'arête frontière onsidérée. Dans la suite,nous noterons par ηi et estimateur loal agrégé.7.3.1 Adaptation pour une solution raide mais régulièreNous débutons par un problème inspiré de [54℄, dans lequel les auteurs onsidèrent leproblème multiéhelle suivant. Soit Ω =]−1, 1[2. Nous posons r =
√
x2 + y2 et χ(r) = 1si r ≤ ε, tandis que χ(r) = 0 si r > ε. Des onditions aux limites de Dirihlet homogènessont imposées et la fontion f dans (4.1) est hoisie de telle sorte que la solution exate

φ̂ soit donnée par
φ̂ = cos(kπx) cos(kπy) + ηχ(r) exp(1/ε2) exp[−1/(ε2 − r2)],où nous imposons k = 1

2 , η = 10 et ε = 1
4 . Cette solution est don dans C∞(Ω), maispossède un pi très important dans le voisinage de (0, 0). Nous utiliserons une famillede maillages ave des ellules arrées éventuellement non-onformes. Plus préisément,Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 85
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Fig. 7.2 � Maillage non onformeave h = 1/4 et p = 2.
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Fig. 7.3 � Erreurs pour le problème multi-éhelle pour le ra�nement uniforme (ourbesupérieure) et le ra�nement adaptatif (ourbeinférieure), ainsi que pour tous les autresmaillages.omme dans [54℄, nous onsidérons ω = [−1/4, 1/4]2 et Ω \ ω est maillé de façon uni-forme ave des arrés de taille h, tandis que ω est maillé de façon uniforme ave desarrés de taille h0 = h/2p. Pour p ≥ 1, le maillage est don non onforme. Le maillageorrespondant à h = 1/4 et h/h0 = 4 est représenté sur la Figure 7.2. Ensuite, la straté-gie de ra�nement suivante est employée : nous ommençons ave un maillage onformeorrespondant à h0 = h = 1/4, et pour tout maillage de ette famille, nous posons
η2
ext :=

∑
Ti⊂Ω\ω η

2
i et η2

int :=
∑

Ti⊂ω η
2
i , et dénotons par Next et Nint respetivementle nombre de ellules primales dans Ω \ ω et dans ω. Nous nous attendons à e quel'erreur totale se omporte ainsi : e ≈ C(Next + Nint)

−1/2. Nous pouvons aussi nousattendre à e que ηext (respetivement ηint) se omporte également approximativementproportionnellement à N−1/2
ext (resp. N−1/2

int ), de telle sorte que :� si nous ra�nons uniquement ω, l'erreur totale sera approximativement (η2
ext +

η2
int/4)

1/2 pour (Next + 4Nint) ellules.� si nous ra�nons uniquement Ω\ω, l'erreur totale sera approximativement (η2
ext/4+

η2
int)

1/2 pour (4Next +Nint) ellules.� si nous ra�nons à la fois ω et Ω\ω, l'erreur totale sera approximativement 1
2(η2

ext+

η2
int)

1/2 pour 4(Next +Nint) ellules.La stratégie proposée est don la suivante : après haque résolution sur un maillagedonné, nous omparons Ci := (η2
ext + η2

int/4)
1/2(Next + 4Nint)

1/2, Ce := (η2
ext/4 +

η2
int)

1/2(4Next + Nint)
1/2 et Cie := (η2

ext + η2
int)

1/2(Next + Nint)
1/2 et nous ra�nonsle maillage� seulement dans ω si Ci = min(Ci, Ce, Cie),� seulement dans Ω \ ω si Ce = min(Ci, Ce, Cie),� à la fois dans ω et Ω \ ω si Cie = min(Ci, Ce, Cie).Nous présentons sur la �gure 7.3 un nuage de points orrespondant aux véritables er-reurs en fontion du nombre total de ellules primales, pour tous les hoix possibles de

(h, h0) (ave h0 ≤ h) qui onduisent à des maillages dont le nombre de ellules primalesest plus petit que 70000. Nous avons également traé la ourbe orrespondant à unra�nement uniforme (h = h0) et la ourbe orrespondant à la stratégie de ra�nementproposée i-dessus ; nous remarquons que ette dernière ourbe épouse le bas du nuagede points ; nous pouvons don onsidérer que, au moins sur e as test, la stratégieproposée est optimale. Cette stratégie onduit à ra�ner le maillage uniquement dans
ω jusqu'à h/h0 = 16, ave h = 1/4, et ensuite à ra�ner uniformément l'ensemble duMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 86



Chapitre 7. Analyse a posteriori pour l'équation de di�usion
 3.5

 4

 4.5

 5

 5.5

 6

 6.5

 7

 100  1000  10000

Number of elements

ef
fi

ci
en

cy

all meshes

Fig. 7.4 � E�aités pour le problèmemulti-éhelle.
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Fig. 7.5 � E�aités pour le problèmemulti-éhelle en fontion du rapport dera�nement entral p.maillage. Notons que ela orrespond à l'observation que nous avions faite dans [A7℄.Toutefois, 'est maintenant l'estimateur a posteriori qui guide e ra�nement adapta-tif, alors que dans [A7℄ nous avions besoin de la véritable erreur pour ela ! En e quionerne l'e�aité de l'estimateur, la Figure 7.4 représente les rapports des estimateurssur les vraies erreurs pour tous les maillages utilisés pour e as-test. Pour es tests,l'e�aité de l'estimateur est le plus souvent autour de 5, et toujours entre 3.5 et 7.La Figure 7.5 représente les e�aités pour un maillage de Ω \ ω �xé, de pas h = 1/4et pour di�érents rapports de ra�nement, ave p allant jusqu'à 8. Nous remarquonsque l'e�aité varie peu autour de la valeur 5 jusqu'à p = 6, et ommene ensuite à sedétériorer pour p ≥ 7. Cei est ependant su�samment robuste pour nos besoins danse as, puisque nous avons trouvé que le p optimal était de 4. Cette détérioration étaittoutefois attendue, puisque le théorème 7.1 indique (via l'hypothèse 7.2) que l'e�aitéde l'estimateur dépend de la régularité de la sous-triangulation tik,α (voir Figure 7.1).Le fait que es triangles dégénèrent à la frontière entre la grille grossière et la grille�ne lorsque p roît explique ette dégradation de l'e�aité. Notons toutefois que l'es-timation a priori (voir Théorème 6.1) ne dégénère pas ave e rapport de ra�nement,puisque pour e type de maillages, toutes les ellules-diamants sont onvexes et quel'angle θ∗ de l'hypothèse 6.1 vaut π/4.7.3.2 Adaptivité pour une solution singulièreCe as-test est assez lassique. Le domaine Ω est ] − 1; 1[×] − 1; 1[\]0; 1[×] − 1; 0[.La solution exate est φ̂(r, θ) = r2/3 sin(2θ/3), exprimée en oordonnées ylindriques
(r, θ) entrées sur (0, 0). Nous utilisons le mailleur Triangle dérit dans [104℄. Sur unmaillage donné, nous alulons la solution du shéma numérique, puis les estimateursagrégés ηi, et demandons au mailleur un ra�nement d'un triangle Ti par un fateur4 en termes d'aire si ηi ≥ (maxj ηj)/2. Le mailleur Triangle ne va pas exatementra�ner un triangle Ti donné en 4 sous-triangles similaires, mais va faire en sorte queles aires des triangles dans la région de l'anien Ti soient plus petites que |Ti|/4. Surla Figure 7.6, nous avons traé les ourbes d'erreurs pour un ra�nement uniforme etpour un ra�nement adaptatif, en fontion du nombre de triangles dans le maillageprimal. La ourbe orrespondant au ra�nement uniforme est, omme attendu, parallèleà la ourbe variant omme I−1/3, tandis que la ourbe orrespondant au ra�nementadaptatif est parallèle à la ourbe variant omme I−1/2, e qui signi�e que l'ordre optimalde onvergene a été retrouvé. Finalement, nous traçons sur la Figure 7.7 les ourbesd'e�aité pour le ra�nement uniforme et le ra�nement adaptatif. L'e�aité variegrossièrement entre 10 et 8 (hormis pour le maillage le plus grossier) dans le premierMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 87
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Fig. 7.6 � Erreurs pour la solution sin-gulière pour les ra�nements uniforme etadaptatif.
 7

 8

 9

 10

 11

 12

 13

 10  100  1000  10000  100000

Number of triangles

ef
fi

ci
en

cy

  unif

  adap

Fig. 7.7 � E�aités pour la solution sin-gulière pour les ra�nements uniforme etadaptatif.as, et semble tendre vers 7 dans le seond.
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PerspetivesUn ertain nombre de travaux omplémentaires à eux présentés ii sont d'ores etdéjà en ours. Ils onernent tout d'abord l'analyse numérique du shéma DDFV appli-qué aux équations de Maxwell, omme présenté dans le hapitre 5. Cette analyse a étédéveloppée dans le as où les hamps életriques et magnétiques sont su�samment régu-liers [78℄, mais n'est pas valable dans le as de hamps singuliers tels que eux renontréslorsque le domaine de alul présente des oins rentrants. C'est un point fondamentalà étudier, ar il est fréquent de renontrer e type de singularités géométriques dans lapratique.D'autre part, il a été remarqué dans [63℄ une superonvergene à l'ordre deux desgradients alulés par la méthode DDFV par rapport aux valeurs des gradients de lasolution exate aux points milieux des arêtes du maillage primal lorsque elui-i estomposé de triangles. Cei entraîne une onvergene à l'ordre un du Hessien de la solu-tion. En plus d'une démonstration de e résultat (ave les hypothèses minimales sur lesdonnées du problème pour l'obtenir), il serait utile d'en évaluer les impliations sur laonvergene à l'ordre deux en norme L2 sur maillages triangulaires (voir la probléma-tique de la quatrième partie de e mémoire), ainsi que sur les appliations potentiellesen terme d'adaptation du maillage à la solution, à la fois pour l'anisotropie du maillageque pour son ra�nement loal (sur ette problématique, voir par exemple la thèse deRaphaël Kuate [73℄ et les référenes qui y sont itées).Conernant l'analyse a posteriori, une adaptation des travaux de Martin Vohralíkau shéma DDFV est en ours ave Amadou Mahamane [84℄, dans le but d'obtenirdes estimateurs à la fois plus e�aes (e�aité prohe de un) et robustes vis-à-vis desinhomogénéités du oe�ient de di�usion. En�n, dans le adre de la thèse de Anh-Ha Le,nous avons entrepris l'analyse a posteriori du shéma DDFV pénalisé pour le problèmede Stokes [71℄.



Quatrième partieConvergene en norme L
2 desméthodes de volumes �nis surmaillages admissibles pourl'équation de Laplae : ordre deuxou non ?

90



Chapitre 8Étude en dimension unCe hapitre résume l'artile [A3℄. Nous montrons de façon simple que la onvergenede l'erreur ave l'ordre deux en norme L2 n'est pas toujours obtenue. Nous énonçonsdes onditions su�santes sur le hoix des points de ontr�le dans les ellules et surla régularité du seond membre de l'équation de Laplae pour qu'il en soit ainsi. Nousdonnons également des ontre-exemples indiquant que lorsque les points de ontr�le sontmal hoisis, ou si le seond membre n'est pas assez régulier, l'ordre deux est e�etivementperdu.8.1 Le shéma volume �niSoit Ω =]0; 1[ le domaine de alul ; soit f une fontion donnée dans L2(Ω) et soit
φ̂ la solution exate de l'équation de Laplae ave onditions aux limites de Dirihlethomogènes : {

−φ̂′′ = f dans Ω ,

φ̂(0) = φ̂(1) = 0 .
(8.1)Pour onstruire la méthode de volumes �nis, nous déoupons Ω̄ en N segmentsnommés Ki et dé�nis par Ki := [xi− 1

2
, xi+ 1

2
] pour i ∈ [1,N ]N ave x 1

2
= 0 < x 3

2
< . . . <

xN− 1
2
< xN+ 1

2
= 1. Nous dé�nissons d'autre part

h = sup
i∈[1,N ]N

xi+ 1
2
− xi− 1

2
. (8.2)Dans haun de es intervalles, nous hoisissons un point xi, qui n'est pas néessairementle milieu de Ki. Ensuite, nous onstruisons des ellules dualesKi+ 1

2
de la façon suivante :

Ki+ 1
2

= [xi, xi+1] pour i ∈ [0, N ]N, ave, par onvention, x0 = 0 et xN+1 = 1. Nousposons
hi+ 1

2
=
∣∣∣Ki+ 1

2

∣∣∣ = xi+1 − xi.La méthode de volumes �nis entrée sur les ellules dé�nie par les équations (5.8)�(5.11) de [52℄ onsiste à trouver un ensemble de valeurs (φi)i∈[0,N+1]N véri�ant :




− 1
hi

(
Fi+1/2 − Fi−1/2

)
= fi , ∀i ∈ [1,N ]N ,

Fi+1/2 = 1
hi+1/2

(φi+1 − φi) , ∀i ∈ [0,N ]N ,

φ0 = φN+1 = 0 ,

(8.3)où fi est la valeur-moyenne de f sur Ki :
fi =

1

hi

∫

Ki

f(x) dx . (8.4)



Chapitre 8. Étude en dimension unL'analyse numérique de ette méthode est présentée dans [52, Théorème 6.1, Remarques6.2, 6.3 et 6.4℄, voir aussi [76, 79℄. Un résultat de onvergene à l'ordre deux en norme L∞([53℄) et en norme H1
0 ([79℄) peut être obtenu sous la ondition su�sante que la solutionexate soit su�samment régulière (C4 dans [53℄ et H3 dans [79℄) lorsque l'on hoisitomme points xi les milieux des ellules Ki. Si es onditions ne sont pas remplies, leseul résultat prouvé à notre onnaissane est un résultat de onvergene à l'ordre undans les normes L∞ et H1

0 disrètes. Nous pouvons aussi mentionner que les auteursde [117℄ ont étudié la même méthode de volumes �nis, mais ave des onditions auxlimites de Neumann homogènes. Ce as est beauoup plus simple que elui que nousétudions ii, puisque la première équation de (8.3) ave la ondition initiale F1/2 = 0onduit évidemment à la valeur exate de Fi+1/2 pour tout i ; ensuite φ est alulé parla seonde équation de (8.3), et l'on peut aisément prouver, par des développements deTaylor, que 'est une approximation du seond ordre de φ̂(xi) si xj est le milieu de Kjpour tout j ou si xj+1/2 est le milieu de Kj+1/2 pour tout j ∈ [1,N − 1]N.8.2 Expression de l'erreur par fontions de GreenUne expression exate de l'erreur entre φi et φ̂(xi) peut être obtenue en introduisantles fontions de Green ontinues et disrètes assoiées à l'équation de Laplae et à sonapproximation. Alors que es outils ont été assez ommunément utilisés pour analyserles méthodes de type éléments �nis, Galerkin ou Petrov-Galerkin, (voir, par exemple,[26, 29, 31, 44, 82, 96, 102, 112℄) et dans le ontexte des di�érenes �nies (voir, parexemple, [12, 16, 17, 19, 25, 49, 56, 85℄), ils ont été en revanhe assez peu utilisés,à notre onnaissane, dans le ontexte volumes �nis. Le leteur pourra par exempleonsulter [83, 81℄ dans le adre des volumes �nis entrés sur les n÷uds. Dans le adredes volumes �nis entrés sur les ellules, la seule autre référene que nous onnaissonsest un ours de Master par R. Eymard [51℄, où et outil est employé sur des grillesrégulières, le milieu de Ki étant hoisi omme point xi assoié au segment.Dé�nition 8.1 Soit Ki une ellule, ave i ∈ [1,N ]N. Dé�nissons la fontion de Green
gi assoiée au point xi :

{
−
(
gi
)′′

= δxi dans D′

(Ω) ,
gi(0) = gi(1) = 0 .Proposition 8.1 Il est immédiat de véri�er que l'expression de gi est donnée par laformule suivante

gi(x) =

{
(1 − xi)x si x ≤ xi
xi(1 − x) si x ≥ xi

. (8.5)Dé�nition 8.2 Dé�nissons également la fontion de Green disrète (Gij)
j∈[0,N+1]N

as-soiée à Ki de la façon suivante, où nous notons par δij le symbole de Kroneker :
− 1

hj

(
Gij+1 −Gij
hj+1/2

−
Gij −Gij−1

hj−1/2

)
=

δij
hj

, ∀j ∈ [1,N ]N , (8.6)
Gi0 = GiN+1 = 0 .Proposition 8.2 L'expression de Gi est donnée par la formule suivante :

Gij = gi(xj) , ∀j ∈ [0,N + 1]N , (8.7)où la fontion gi est dé�nie par (8.5).Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 92



Chapitre 8. Étude en dimension unNous déduisons des expressions préédentes la formule exate suivante pour l'erreur
φ̂(xi) − φiProposition 8.3

φ̂ (xi) − φi =
(
f, gi − gi∗

)
Ω
, (8.8)où la fontion onstante par moreaux gi∗ est dé�nie par

gi∗(x) = Gij = gi(xj) , ∀x ∈ Kj , ∀j ∈ [1,N ]N .8.3 Ordre de onvergene du shémaLa proposition 8.3 permet d'étudier l'erreur ommise au point xi et aussi l'erreur ennorme L2 disrète dé�nies par
ei :=

∣∣∣φ̂(xi) − φi

∣∣∣ , e =

(
N∑

i=1

hi

∣∣∣φ̂ (xi) − φi

∣∣∣
2
) 1

2

.Nous avons les résultats suivants :Proposition 8.4 Soit x∗j le point milieu de Kj. Si f ∈ H1(Ω) et s'il existe une onstante
C, indépendante du maillage, telle que ∀j ∈ [1,N ]N,

∣∣∣xj − x∗j

∣∣∣ ≤ Ch2, alors il existe uneonstante K, ne dépendant que de f , telle que
∀i ∈ [1,N ]N, ei ≤ Kh2 , (8.9)

e ≤ Kh2 . (8.10)En e�et, l'équation (8.8) peut également s'érire
φ̂ (xi) − φi =

(
f, gi − gi∗

)
Ω

=
(
f − Πf, gi − gi∗

)
Ω

+
(
Πf, gi − gi∗

)
Ω
, (8.11)où Πf est la projetion L2 de f sur le maillage :

(Πf)(x) = fj , ∀x ∈ Kj , ∀j ∈ [1,N ]N .Puisque f ∈ H1(Ω), f − Πf est d'ordre un en norme L2. Par ailleurs, il est faile dedéduire de l'expression exate de g que gi − gi∗ est aussi d'ordre un en norme L2. Lepremier terme du membre de droite de 8.11 est don d'ordre deux. Par ailleurs, toujoursselon l'expression exate de g, l'intégrale de gi− gi∗ sur haque intervalle Kj , ave j 6= i,peut être majorée en h3 en raison de l'hypothèse e�etuée sur le hoix de xj dans Kj ;en�n, l'intégrale de gi − gi∗ sur l'intervalle Ki est quant à elle d'ordre h2. Ces deuxéléments permettent ensuite de onlure que le seond terme du membre de droite de8.11 est lui aussi d'ordre deux.Une proposition semblable peut être obtenue en onsidérant la moyenne de f nonplus sur les ellules primales Kj, mais sur les ellules duales Kj+ 1
2
et en suivant le mêmeraisonnement :Proposition 8.5 Si f ∈ H1(Ω) et s'il existe une onstante C, indépendante du mail-lage, telle que ∀j ∈ [1, N−1]N,

∣∣∣xj+ 1
2
− xj+xj+1

2

∣∣∣ ≤ Ch2, alors il existe une onstante K,ne dépendant que de f , telle que
∀i ∈ [1,N ]N, ei ≤ Kh2 , (8.12)

e ≤ Kh2 . (8.13)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 93



Chapitre 8. Étude en dimension unNous indiquons à présent des ontre-exemples montrant que l'on peut perdre l'ordredeux lorsque l'une des onditions des propositions préédentes n'est plus véri�ée. Com-mençons par un as pour lequel f est moins régulier que dans les propositions 8.4 et 8.5.Proposition 8.6 Considérons un maillage omposé de N segments identiques de lon-gueur h = 1
N et hoisissons les points xj omme étant les milieux des segments

xj = (j − 1/2) h , 1 ≤ j ≤ N .Soit de plus α ∈]0; 1/2[ et hoisissons f(x) = x−α. (Bien sûr, f ∈ L2(Ω) mais f /∈
H1(Ω)). Soit en�n x∗ ∈]0; 1[, �xé indépendemment du maillage, et notons N∗ l'entiertel que N∗h ≤ x∗ < (N∗+1)h. Supposons que h est su�samment petit pour que N∗ ≥ 2.Alors, il existe K > 0 ne dépendant que de α et x∗, tel que pour tout h su�sammentpetit

ei ≥ Kh2−α , ∀i ∈ [2,N∗]N , (8.14)
e ≥ Kh2−α. (8.15)Continuons par un as pour lequel f est régulier, mais pour lequel les points xj nesont pas orretement hoisis dans les Kj .Proposition 8.7 Sur des maillages généraux, et même si f est régulier, nous pouvonsne pas avoir de meilleure estimation que

F (xi)h ≤ ei ≤ Kh , (8.16)
C1h ≤ e ≤ C2h , (8.17)où les onstantes K, C1 et C2 et la fontion F sont indépendantes du maillage.Pour montrer les inégalités de gauhe, onsidérons à présent l'exemple suivant : lemaillage onsiste en N = 2P segments identiques de longueur h = 1

2P et nous hoisissonsles points xj de la façon suivante
xj =





(
j − 3

4

)
h si j ≤ P

(
j − 1

4

)
h si j > P

.De plus, hoisissons la fontion f suivante :
f(x) = 1 ∀x ∈ Ω ,et nous avons don φ̂(x) = 1

2(1 − x)x.Nous trouvons l'expression suivante pour φi :
φi =

1

2
(1 − xi)xi −

h

4
xi +

3

32
h2

= φ̂(xi) −
h

4
xi +

3

32
h2 , ∀i ∈ [1, P ]N.C'est-à-dire

ei = xih

∣∣∣∣
1

4
− 3

8(4i − 3)

∣∣∣∣ ≥ xi
h

8
, ∀i ∈ [1, P ]N.Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 94



Chapitre 8. Étude en dimension unD'autre part,
φi =

1

2
(1 − xi)xi −

h

4
(1 − xi) +

3

32
h2

= φ̂(xi) −
h

4
(1 − xi) +

3

32
h2 , ∀i ∈ [P + 1, 2P ]N ,e qui implique ∣∣∣φ̂(xi) − φi

∣∣∣ ≥ (1 − xi)
h

8
, ∀i ∈ [P + 1, 2P ]N.Cei permet d'obtenir les inégalités de gauhe dans (8.16) et (8.17).
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Chapitre 9Étude en dimension deux, surmaillages triangulaires et deVoronoi assoiésJe résume dans e hapitre l'artile [A1℄ dans lequel je m'intéresse, pour l'équationde Laplae, à l'analyse de la onvergene en norme L2(Ω) de la méthode de volumes �nisentrée sur les ellules, lorsque les ellules sont des triangles (les Ti du paragraphe 3.1),et que le point de ontr�le (le point Gi) assoié à l'un de es triangles est le entre de sonerle ironsrit (shéma dit "VF4", voir [52, Exemple 9.1℄ et [109℄), et de la méthodede volumes �nis entrée sur les n÷uds, lorsque les ellules sont les ellules de Voronoi(les Pk) assoiées aux sommets (les Sk) des triangles (voir [52, Exemple 9.2℄ et [86℄). Onpourra se référer à la �gure 3.3 page 41 pour les notations.Sans pouvoir répondre à la question posée séparément pour haun des deux shémas,nous montrons qu'une ombinaison adéquate des solutions de es deux shémas onvergeà l'ordre deux, lorsque le domaine de alul est bidimensionnel polygonal onvexe, sousla ondition su�sante que la donnée de l'équation de Laplae soit dans H1(Ω), et sousune ondition sur les angles des triangles. Pour ela, et en lien ave les shémas DDFV dela deuxième partie de e doument, nous onsidérons la fontion P 1 par ellule diamantdont les valeurs sont dé�nies à partir des valeurs des solutions numériques des deuxshémas par la Dé�nition 3.6. Le résultat prinipal de e hapitre est le suivantThéorème 9.1 Soit Ω un domaine polygonal onvexe bidimensionnel. Soit φ̂ la solutionexate de l'équation −∆φ̂ = f dans Ω, ave des onditions de Dirihlet homogènes.Soit φ = ((φTi ), (φPk )) ∈ RI+J
Γ × RK la solution des shémas volumes �nis (9.1)�(9.6) i-dessous, et soit φh la fontion assoiée à φ par la dé�nition 3.6. Alors, sousl'hypothèse 9.1 et si f ∈ H1(Ω), il existe une onstante C ne dépendant que de Θ∗, telleque ∥∥∥φ̂− φh

∥∥∥
L2(Ω)

≤ Ch2 ‖f‖H1(Ω) .Nous formulerons une hypothèse onernant le maillage, qui est la suivanteHypothèse 9.1 Nous supposons qu'il existe un angle Θ∗ > 0, ne dépendant pas de h,tel que tous les angles de tous les triangles du maillage soient inférieurs ou égaux à
π/2 − Θ∗.Remarque 9.1 Cette hypothèse nous permet de majorer de façon indépendante de hertaines quantités géométriques liées aux ellules primales et aux ellules diamants. Enpartiulier, ela implique que toutes les ellules-diamants sont onvexes, et que le point 2.



Chapitre 9. Étude en dimension deux, sur maillages triangulaires et de Voronoi assoiésde l'hypothèse 6.1 est véri�é ave un angle θ∗ qui ne dépend que de Θ∗, le point 1. deette hypothèse étant trivialement véri�é ompte tenu, ii, de l'orthogonalité des arêtesprimales et duales.9.1 Les deux shémas volumes �nisNous renvoyons au paragraphe 3.1 pour e qui est des notations employées dans ehapitre. Le premier shéma est entré sur les triangles Ti, et ses inonnues sont les
φTi assoiés à es triangles, ainsi qu'aux milieux des arêtes situées sur la frontière Γ. Ils'érit

− 1

|Ti|
∑

j∈∂Ti

Fi,j = (f̄)Ti ,∀i ∈ [1, I] , (9.1)ave les �ux
Fi,j = |Aj |

(φi2(j) − φi1(j))

|A′
j|

nj · nji . (9.2)Le seond shéma est entré sur les n÷uds Sk (ou, de façon équivalente, sur les polygonesde Voronoi Pk), et ses inonnues sont les φPk assoiés, et s'érit
− 1

|Pk|
∑

j∈∂Pk

Fk,j = (f̄)Pk ,∀k /∈ Γ , (9.3)ave les �ux
Fk,j = |A′

j |
(φk2(j) − φk1(j))

|Aj|
n′
j · n′

jk . (9.4)Notons que les �ux sur les arêtes ∂Pk ∩ ∂Ω n'entrent pas dans la dé�nition du seondshéma, puisque (9.3) n'est érit que pour les ellules duales intérieures. Dans (9.2),nous posons
φTi2(j) = 0 si j ∈ Γ , (9.5)en raison des onditions aux limites de Dirihlet homogènes (nous rappelons que si

j ∈ ∂Ti ∩ Γ alors i1(j) = i). Ces mêmes onditions fournissent
φPk = 0 ,∀k ∈ Γ . (9.6)Dans (9.1) et (9.3), les membres de droite sont les valeurs moyennes de f sur les Ti etles Pk (voir la formule (4.8)).Il est aisé de onstater, ompte tenu de l'orthogonalité des maillages et des formules(3.5), (3.6) et (3.9), que les shémas i-dessus peuvent se ombiner de façon équivalentesous la forme d'un seul et même shéma DDFV (4.6)�(4.9) en tenant ompte du faitque ΓN = ∅ et que la donnée de Dirihlet φd est nulle. Nous avons vu à l'oasion del'analyse numérique a priori du shéma DDFV que la fontion φh assoiée aux inonnues

(φTi , φ
P
k ) par la dé�nition 3.6 véri�e la formulation variationnelle (4.17) ave ii ΓN = ∅.A�n d'étudier l'erreur en norme L2 entre φh et φ̂, reprenons l'argument de dualitélassique (6.23). Nous pourrions utiliser la formule (6.26) que nous avons obtenue etutilisée dans le paragraphe 6.3. Cependant, nous pouvons donner une autre formule dereprésentation de l'erreur :Proposition 9.1 Soit ψ = ((ψTi ), (ψPk )) donné dans RI+JΓ × RK tel que ψTi = 0 si

i ∈ Γ et ψPk = 0 si k ∈ Γ, et soit ψh la fontion assoiée à ψ par la dé�nition 3.6. On aMémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 97



Chapitre 9. Étude en dimension deux, sur maillages triangulaires et de Voronoi assoiésla formule
∫

Ω
(φh − φ̂)v(x)dx = ah(φh − φ̂, ψ̂ − ψh) −

∫

Ω
f (ψh − ψ∗

h) (x) dx

−
∑

Dj

∫

∂Dj

∇φ̂ · nψh dσ (9.7)
−

∑

Dj

∫

∂Dj

(φh − φ̂)∇ψ̂ · n dσ .9.2 Estimation de l'erreurDans la proposition 9.1, l'élément ψ est arbitraire. Nous hoisissons ii les valeursde ψ omme étant les solutions des méthodes de volumes �nis assoiées à l'équation deLaplae véri�ée par ψ̂, l'une entrée sur les ellules du maillage triangulaire et l'autre surles ellules de Voronoi. C'est-à-dire que dans les équations (9.1)�(9.6), nous remplaçons
φ par ψ et f par la fontion v de (6.24). En partiulier, deux points seront importantsdans e qui suit. Tout d'abord, puisque ψ̂ est dans H2(Ω), nous pouvons appliquerl'estimation d'erreur (6.21), dans laquelle nous remplaçons φ̂ et φh par ψ̂ et ψh, et danslaquelle τ∗ ne dépend que de Θ∗, ompte tenu la proposition 6.1 et de la remarque 9.1.De la sorte, en prenant en ompte (6.25), on a

∣∣∣ψ̂ − ψh

∣∣∣
1,h

≤ Ch ‖v‖L2(Ω) , (9.8)ave une onstante C ne dépendant que de Θ∗. De plus, il est lair à partir de la dé�nition(3.9) et à partir de (9.1) et (9.2) appliquées à ψ et à v, que ψh véri�e
−
∑

j∈∂Ti

|Aj |∇hψh · nji =

∫

Ti

v(x)dx , ∀i ∈ [1, I] . (9.9)Nous pouvons à présent proéder à l'estimation des di�érents termes de (9.7). Comptetenu des estimations (6.21) et (9.8), le premier terme est aisément estimé.Lemme 9.1 Il existe une onstante C ne dépendant que de Θ∗, telle que
∣∣∣ah(φh − φ̂, ψ̂ − ψh)

∣∣∣ ≤ Ch2 ‖f‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) . (9.10)La tehnique utilisée pour évaluer les deux derniers termes dans la formule (9.7) estlassique et remonte à [38℄. Ces deux termes proviennent de la non onformité de l'espaedisret sur lequel est érit la formulation variationnelle disrète. Tout omme dans [38℄,on peut montrer qu'ils sont d'ordre deux sur la base de deux arguments : les fontionsde l'espae sont P 1 ontinues aux milieux des arêtes des ellules diamants et s'annulentsur la frontière du domaine, d'une part, et les fontions φ̂ et ψ̂ sont dans H2 et leursgradients normaux ne présentent don pas de saut sur les arêtes des ellules diamants,d'autre part.Lemme 9.2 Il existe une onstante C ne dépendant que de Θ∗, telle que
∣∣∣∣∣∣

∑

Dj

∫

∂Dj

(φh − φ̂)∇ψ̂ · n dσ

∣∣∣∣∣∣
≤ Ch2 ‖f‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) . (9.11)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 98



Chapitre 9. Étude en dimension deux, sur maillages triangulaires et de Voronoi assoiésLemme 9.3 Il existe une onstante C ne dépendant que de Θ∗, telle que
∣∣∣∣∣∣

∑

Dj

∫

∂Dj

∇φ̂ · nψh dσ

∣∣∣∣∣∣
≤ Ch2 ‖f‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) . (9.12)A présent, le terme restant à évaluer dans (9.7) est elui venant du fait que (4.17) n'estpas une véritable méthode d'éléments �nis. Nous dé�nissons tout d'abord les fontionssuivantesDé�nition 9.1 Soit ψ = ((ψTi ), (ψPk )) donné dans RI+JΓ × RK , nous dé�nissons ψThet ψPh par

ψTh |Ti
(x) :=

ψTi
2
, ∀x ∈ Ti , ∀i , (9.13)

ψPh |Pk
(x) :=

ψPk
2

, ∀x ∈ Pk , ∀k . (9.14)Par ailleurs, dans haque ellule-diamant Dj , nous dé�nissons Mj omme le point mi-lieu de l'arête Aj (voir �gure 3.3 page 3.3)Dé�nition 9.2 Soit ψ = ((ψTi ), (ψPk )) donné dans RI+JΓ ×RK , nous dé�nissons ψ1
h et

ψ2
h par
ψ1
h(x)|Dj

:=
|A′

j1|ψTi2(j) + |A′
j2|ψTi1(j)

2|A′
j |

+(x−Mj) ·
(
ψTi2(j) − ψTi1(j)

|A′
j |

)
nj ,∀x ∈ Dj (9.15)et

ψ2
h(x)|Dj

:=
ψPk1(j) + ψPk2(j)

4
+ (x− Mj) ·

(
ψPk2(j) − ψPk1(j)

|Aj |

)
n′
j , ∀x ∈ Dj . (9.16)Ave es dé�nitions, nous avonsLemme 9.4

ψh − ψ∗
h =

(
ψ1
h − ψTh

)
+
(
ψ2
h − ψPh

)
. (9.17)Cette égalité permet de déomposer ψh − ψ∗

h en une fontion dont la variation est dansla diretion de l'arête primale et une fontion dont la variation est dans la diretion del'arête duale. Ces deux ontributions vont être estimées séparément. Ave es dé�nitions,le terme restant à évaluer dans (9.7) s'érit
∫

Ω
f (ψh − ψ∗

h) (x) dx =

∫

Ω

(
f − fTh

) (
ψ1
h − ψTh

)
(x) dx

+

∫

Ω
fTh
(
ψ1
h − ψTh

)
(x) dx

+

∫

Ω

(
f − fDh

) (
ψ2
h − ψPh

)
(x) dx (9.18)

+

∫

Ω
fDh
(
ψ2
h − ψPh

)
(x) dx ,où les projetions L2 suivantes ont été utilisées :

fTh (x) = (f̄)Ti , ∀x ∈ Ti , ∀i (9.19)Mémoire d'habilitation à diriger des reherhes Pasal Omnes 99



Chapitre 9. Étude en dimension deux, sur maillages triangulaires et de Voronoi assoiés
fDh (x) =

1

|Dj |

∫

Dj

f(x)dx , ∀x ∈ Dj ,∀Dj .Nous allons tout d'abord donner une majoration des premier et troisième termes dumembre de droite de (9.18). La régularité de f permet d'estimer f − fTh et f − fDh . Deplus, le fait que ψTh |Ti
interpole ψ1

h|Dj
au milieu du segment [GiMj ] lorsque Aj est unearête de Ti permet d'estimer ψ1

h − ψTh . De même, le fait que ψPh |Pk
interpole ψ2

h|Dj
aumilieu du segment [SkMj] lorsque Sk est un sommet de Aj permet d'estimer ψ2

h − ψPh .Nous avons don le lemme suivantLemme 9.5 Il existe une onstante C, ne dépendant pas du maillage, telle que
∣∣∣∣
∫

Ω

(
f − fTh

) (
ψ1
h − ψTh

)
(x) dx +

∫

Ω

(
f − fDh

) (
ψ2
h − ψPh

)
(x) dx

∣∣∣∣ ≤ (9.20)
Ch2 ‖f‖H1(Ω) ‖v‖L2(Ω) .A présent, le dernier terme de l'égalité (9.18) est faile à évaluer :Lemme 9.6 On a ∫

Ω
fDh
(
ψ2
h − ψPh

)
(x) dx = 0 . (9.21)La preuve de e lemme est basée sur le fait que la fontion ψ2

h − ψPh est impaire si l'onprend omme origine le milieu de l'arête primale, et que la ellule diamant est symétriquepar rapport à l'arête duale.Finalement, il reste à évaluer le deuxième terme dans le membre de droite de (9.18).Le lemme suivant sera utile pour ela :Lemme 9.7 Soit Ri le rayon du erle ironsrit au triangle Ti. On a
∫

Ω
fTh
(
ψ1
h − ψTh

)
(x) dx =

∑

i

(f̄)Ti
R2
i

12

∑

j∈∂Ti

|Aj |∇hψh · nji

− 1

48

∑

i

(f̄)Ti
∑

j∈∂Ti

|Aj |3∇hψh · nji . (9.22)La preuve de e lemme est basée sur le fait que
∫

Dj∩Ti

(
ψ1
h −

ψTi
2

)
(x) dx =

(GiMj)
2|Aj |

12
∇hψh · njiet que (GiMj)

2 = R2
i −

|Aj |2
4 (voir Figure 3.3 page 41). A présent, nous pouvons bornerle premier terme du membre de droite de (9.22).Lemme 9.8 Il existe une onstante C telle que

∣∣∣∣∣∣

∑

i

(f̄)Ti
R2
i

12

∑

j∈∂Ti

|Aj |∇hψh · nji

∣∣∣∣∣∣
≤ Ch2 ‖f‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) . (9.23)Cei est dû au fait que ψ a été hoisi de telle sorte que l'on ait (9.9). En�n,Lemme 9.9 Sous l'hypothèse 9.1 et si f ∈ H1(Ω), il existe une onstante C, ne dépen-dant que de Θ∗, telle que

∣∣∣∣∣∣
1

48

∑

i

(f̄)Ti
∑

j∈∂Ti

|Aj |3∇hψh · nji

∣∣∣∣∣∣
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Chapitre 9. Étude en dimension deux, sur maillages triangulaires et de Voronoi assoiésLa preuve de e lemme est fondée sur la réorganisation suivante de ette somme. Rap-pelons que pour tout j /∈ Γ, on a ∇hψh · nji1(j) = −∇hψh · nji2(j) = ∇hψh · nj . Don,
∑

i

(f̄)Ti
∑

j∈∂Ti

|Aj |3∇hψh · nji =
∑

j /∈Γ

|Aj |3
[
(f̄)Ti1(j) − (f̄)Ti2(j)

]
∇hψh · nj

+
∑

j∈Γ

|Aj |3(f̄)Ti1(j)∇hψh · nj . (9.25)D'autre part, il est possible de montrer que puisque f est dans H1(Ω), alors on a
∑

j /∈Γ

[
(f̄)Ti1(j) − (f̄)Ti2(j)

]2
≤ C ‖∇f‖2

L2(Ω) .Par l'inégalité de Cauhy-Shwarz disrète, et par stabilité de |ψh|1,h vis-à-vis de lanorme L2 de v, le premier terme du membre de droite de (9.25) est majoré par
∣∣∣∣∣∣

∑

j /∈Γ

|Aj |3
[
(f̄)Ti1(j) − (f̄)Ti2(j)

]
∇hψh · nj

∣∣∣∣∣∣
≤ Ch2 ‖f‖H1(Ω) ‖v‖L2(Ω) . (9.26)En�n, en notant Bh la portion de domaine autour de Γ qui ontient tous les Ti tels que

|∂Ti ∩ Γ| 6= ∅, on obtient
∣∣∣∣∣∣

∑

j∈Γ

|Aj |3(f̄)Ti1(j)∇hψh · nj

∣∣∣∣∣∣
≤ Ch ‖∇hψh‖L2(Bh) ‖f‖L2(Bh) . (9.27)Notons que la portion de domaine Bh est inluse dans une bande de largeur au plus hautour de Γ, e qui permet de onlure, à l'aide de l'inégalité de Ilin (voir, par exemple,[22, Formule (2.2)℄), et puisque ψ̂ ∈ H2(Ω) et que nous avons supposé que f appartientà H1(Ω) :

∥∥∥∇ψ̂
∥∥∥
L2(Bh)

≤ Ch1/2
∥∥∥ψ̂
∥∥∥
H2(Ω)

et ‖f‖L2(Bh) ≤ Ch1/2 ‖f‖H1(Ω) .Cei implique, par une inégalité triangulaire, l'estimation d'erreur (9.8) et la stabilité(6.25) de ψ̂ vis-à-vis de v, que (9.27) peut être transformé en
∣∣∣∣∣∣

∑

j∈Γ

|Aj |3(f̄)Ti1(j)∇hψh · nj

∣∣∣∣∣∣
≤ Ch2 ‖f‖H1(Ω) ‖v‖L2(Ω) . (9.28)Le théorème 9.1 s'obtient en rassemblant (6.23), (9.7), (9.10), (9.11), (9.12), (9.18),(9.20), (9.21), (9.22), (9.23) et (9.24).
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PerspetivesL'objetif de ette étude était de déterminer sous quelles onditions un shéma detype volumes �nis entré sur les ellules pouvait fournir des valeurs approhées de lafontion inonnue onvergeant à l'ordre deux en norme L2. Si l'on peut onsidérer queet objetif a été atteint en une dimension d'espae, e n'est pas le as en dimensionssupérieures. En partiulier, la onvergene à l'ordre deux de la fontion φh, assoiéeaux inonnues entrées sur les triangles et entrées sur les polygones de Voronoi parla dé�nition 3.6 page 43, n'implique pas la onvergene en norme L2 disrète de esinonnues vers les valeurs pontuelles de la solution exate. Il est en e�et aisé de onstaterqu'on ne hange pas les valeurs de la fontion φh si l'on ajoute une même onstantearbitraire aux valeurs sur les n÷uds et qu'on la soustrait aux valeurs aux entres destriangles, la fontion φh étant dé�nie par les demi-sommes des valeurs aux entres etaux n÷uds. Un e�ort doit don être poursuivi dans e sens.Par ailleurs, en lien ave les perspetives de la troisième partie de e doument, ilonviendrait d'examiner l'impat que pourrait avoir la démonstration éventuelle de laonvergene à l'ordre deux en norme disrète du gradient de la solution alulée parDDFV sur des triangles généraux. Il su�rait alors peut-être d'appliquer des tehniquesde type inégalité de Poinaré disrète [52, Lemme 9.1℄ pour obtenir la onvergene àl'ordre deux en norme L2 disrète de la solution alulée vers les valeurs pontuelles dela solution exate.
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