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Avant-propos

Il n’est guere de notion plus banale que la numération de position utilisée depuis quelque
quarante siecles [44] pour coder les nombres entiers. Cependant cette structure si pauvre cache
des trésors et la raison essentielle en est son ubiquité : nous employons tous cette notation et
c’est souvent avec elle que nous exprimons les propriétés des nombres. Ainsi en arithmétique la
preuve par neuf utilise-t-elle un calcul simple sur les écritures décimales ou encore, pour donner
un exemple plus sophistiqué, un nombre comme trois cent cinquante mille deux cent cinquante
six est somme de trois carrés d’entiers parce que son écriture binaire, 1010101100000110000, se
termine par le bloc 011 suivi d’un nombre pair de 0. Cette richesse aura pour nous une source
complémentaire, qui est la puissance d’une idée simple, la bissection. Diviser un probléeme en deux
pour le traiter plus facilement est une idée fondamentale, qui est a la base des algorithmes diviser
pour régner. Ainsi pour trier par ordre alphabétique la liste des passagers d’un avion, une méthode
rapide consiste a séparer la liste en deux parties a peu pres égales, a trier séparément chacune
d’elles puis a fusionner ces deux demi-listes triées. Le nombre de comparaisons effectuées entre les
noms des passagers dépend de ’écriture binaire du nombre de passagers.

La représentation des entiers fait intervenir la théorie des langages formels : un chiffre est une
lettre d’un alphabet particulier et I’écriture d’un nombre est un mot sur cet alphabet. Les écritures
d’entiers sont les mots qui ne commencent pas par un zéro. Comme le fait remarquer J. Berstel [12],
chaque avancée de la théorie des langages s’est reflétée dans des concepts liés a la numération. On a
ainsi vu fleurir les concepts d’ensemble reconnaissable de nombres, puis de suite automatique. Ces
notions ont été illustrées par deux types d’exemples, soit directement liés a la numération, comme
la suite de Thue-Morse qui donne la parité du nombre de 1 dans ’écriture binaire d’un entier, mais
ils restent alors a 'intérieur de la théorie, soit des exemples exogenes comme les suites de pliage de
papier, qui énumerent les plis d’une bande de papier que I'on a pliée sur elle méme un grand nombre
de fois puis redépliée. Ces exemples sont tout a fait intriguants et excitants mais demeurent souvent
cantonnés dans le domaine de la curiosité intellectuelle. La raison essentielle en est que les suites
automatiques ne prennent qu’'un nombre fini de valeurs; elles permettent seulement de représenter
des phénomenes dont la complexité surpasse légerement celle des phénomenes périodiques.

La notion de suite B-réguliere libere les suites automatiques des contraintes de finitude au
prix d’un effort minime et rapidement compensé par un formalisme algébrique agréable. D’objets
curieux, elles passent a un statut de concept utile que tout informaticien devra bientot connaitre,
car la stratégie diviser pour régner, que nous évoquions plus haut, fait naturellement apparaitre
des suites 2-régulieres. L’étude de ces suites se déroule comme un long fleuve tranquille et fait
émerger une classe plus générale de suites, les suites mahlériennes, dont le prototype est la suite du
nombre de partitions binaires, qui comptent le nombre de fagons d’écrire un entier comme somme
de puissances de deux. Celles-ci constituent véritablement le sujet de cette theése. Elles nous ont
attiré par leur aspect de prime abord déroutant, qui finalement s’ordonne sous l'effet de I'algebre,
et aussi par la variété des techniques employées dans leur analyse, qui vont d’arguments tout a fait
élémentaires a des méthodes sophistiquées de théorie analytique des nombres. Nous toucherons ainsi
a la théorie des langages, I'algorithmique, la combinatoire, 'arithmétique en employant 1’algebre
linéaire, ’arithmétique des polynomes, ’analyse complexe et le calcul asymptotique. Notre these et
notre plaisir sont en fait bien la, dans cette unité, dans ce passage, cette traduction d’une notion,
d’un domaine & un autre, dans l'illustration d’un concept élevé par un exemple commun mais vu
sous un jour nouveau.






Introduction

Cette these a pour objet I'étude d’une classe de séries entieres solutions de certaines équations
fonctionnelles linéaires, dites de Mahler. Une sous-classe importante est constituée des séries B-
régulieres qui sont liées a la numération en base B.

Les séries mahlériennes forment une algebre stable par dérivation et contenant les fractions
rationnelles, analogue des séries holonomes de l'algebre différentielle. Pour celles-ci 'opérateur de
base est la dérivation et pour les séries mahlériennes I'opérateur fondamental est la substitution
de 2P & z, ce qui traduit en pratique une relative invariance d’échelle par rapport & la taille des
structures concernées. Elles unifient plusieurs domaines. Elles apparaissent en effet en combinatoire
dans des problemes de comptage de mots ou dans I’énumération de partitions d’entiers contraintes.
On les rencontre aussi en analyse d’algorithmes ou fleurissent les récurrences diviser pour régner,
pour lesquelles le principe méme est de jouer sur un phénomene d’échelle. Enfin elles se réduisent
aux séries algébriques si le corps de base est fini et 'entier B est la caractéristique du corps.

Ce dernier point, évident en lui méme, est important car il ouvre la porte a toute la littérature
sur les suites automatiques & valeurs dans un corps fini. Les séries génératrices de ces suites sont
en effet algébriques sur le corps des fractions rationnelles, d’apres le théoreme de Christol, Kamae,
Mendes France et Rauzy. L’extension des séries automatiques aux séries B-régulieres, due a Allouche
et Shallit, amene a reprendre le lien entre séries automatiques et séries algébriques. Les séries B-
régulieres sont la traduction des séries rationnelles en indéterminées non commutatives de la théorie
des langages par l'intermédiaire de la numération en base B. A ce titre elles héritent de tout un
appareillage algébrique plaisant et efficace, comme les représentations linéaires, la matrice de Hankel
ou la condensée, analogue de la notion de densité pour les langages. Les séries B-régulieres sont
mahlériennes, comme nous 'avons déja indiqué, et la réciproque est vraie moyennant une condition
simple. Il en résulte que les récurrences diviser pour régner sont dans leur majorité B-régulieres et
cela fournit un grand champ d’application de cette notion.

L’étude des séries mahlériennes pose essentiellement deux problemes : d’une part la résolution
des équations mahlériennes, d’autre part I’asymptotique des coefficients des séries mahlériennes
complexes. La résolution des équations de Mahler linéaires repose sur deux types de résultat;
d’abord le comportement des fractions rationnelles vis-a-vis de 'opérateur fondamental, qui struc-
ture les polyndémes en arborescence et met en valeur le role particulier des polynémes cyclotomiques
en caractéristique nulle ; ensuite ’arithmétique des opérateurs sous-jacents a ces équations, qui est
assez similaire a 'arithmétique élémentaire des entiers. L’utilisation conjointe de ces deux outils
permet de donner des méthodes effectives de calcul, par exemple pour obtenir les solutions ration-
nelles d’une telle équation. En ce sens ce travail s’inscrit dans le développement actuel du calcul
formel qui tend a automatiser les calculs mathématiques classiques. Elle fournit aussi des résultats
qualitatifs ; dans le cas complexe les séries mahlériennes définissent des fonctions méromorphes dans
le disque unité.

L’analyse asymptotique des suites mahlériennes a déja donné lieu a de nombreux travaux en



combinatoire ou en analyse d’algorithmes. Nous privilégions une approche globale en introduisant
une classification qui donne un grand role aux séries B-régulieres et aux produits infinis mahlériens.
Les méthodes employées sont de deux types, élémentaires, ce qui permet de dégrossir les problemes,
ou sophistiquées comme en théorie analytique des nombres et ceci fournit des développements
asymptotiques complets. Nous traitons en particulier un exemple dans son intégralité, généralisant
ainsi un travail de De Bruijn sur les partitions B-aires, ou ’on voit fonctionner la méthode du
cercle dans un cadre inhabituel. Deux points émergent particulierement : un comportement do-
minant des suites B-régulieres lié aux valeurs propres d’une représentation linéaire et des fluc-
tuations périodiques en échelle logarithmique cachées mais maintenant classiques pour les suites
mabhlériennes disons non triviales.

Le texte est structuré en trois parties et huit chapitres. La premiere partie (chapitres 1 a 3)
porte sur l'algebre des séries mahlériennes. La deuxieéme (chapitres 4 & 6) est consacrée aux séries
B-réguliéres et la troisieme (chapitres 7 et 8) concerne 1’asymptotique des suites mahlériennes.

1. Dans le premier chapitre nous nous intéressons a des résultats techniques surtout utilisés
aux chapitres 3 et 6, comme ’étude des périodes de fractions rationnelles sur un corps fini dans
I'esprit du théoreme de Berlekamp. Nous mettons ainsi en place 'opérateur fondamental, baptisé
opérateur de Mahler, et les opérateurs de section, qui trient les coeflicients d’une série suivant le
résidu modulo B de 'indice et qui seront essentiels dans 1’analyse des séries B-régulieres.

2. L’arithmétique des opérateurs mahlériens est développée dans le chapitre 2. Une division
euclidienne unilatérale permet un traitement similaire a 'arithmétique de notre enfance et les
notions de pged ou de ppem sont effectives. La non commutativité complique un peu la situation
mais ’algebre linéaire sauve la mise.

3. Le chapitre 3 donne les propriétés de cloture des séries mahlériennes, montre comment obtenir
les séries formelles solutions d’une équation de Mahler a une précision donnée et enfin permet de
déterminer des solutions sous formes closes. Les résultats saillants en sont I'existence d’un entier
critique qui scinde la résolution en deux temps, d’abord un systéme linéaire en dimension finie
puis une équation de point fixe; 'effectivité des calculs autant pour les solutions approchées que
pour les solutions closes; des conséquences qualitatives avec par exemple un critere d’Eisenstein.
Nous verrons aussi des produits infinis qui se réduisent a des fractions rationnelles comme 1'identité
d’Euler de la théorie des partitions.

4. Avec le chapitre 4 commence 1’étude des séries B-réguliéres et la traduction des propriétés
des séries rationnelles en indéterminées non commutatives. Il ne présente gueére de surprise pour
qui est familier de ces séries. Nous n’avons pas essayé d’étre exhaustif mais plutot de mettre en
valeur le passage d’un type de séries a 'autre. Le point le plus frappant nous semble étre la quantité
d’exemples naturels qui viennent a I’esprit quand on étudie ces séries et nous n’avons pas hésité a
donner une abondante illustration. Insistons cependant sur le fait qu’ici aussi beaucoup de calculs
sont effectifs et ont d’ailleurs été programmeé et exécuté avec ’aide du calcul formel.

5. Une série B-réguliere est solution d’une équation mahlérienne non triviale et ceci fournit la
matiere du chapitre 5, dans lequel nous donnons un procédé de calcul d’une telle équation. Nous
n’avons pas résisté au plaisir d’ajouter une preuve de ce résultat fondée sur la stabilité par les
opérations rationnelles d’une classe d’opérateurs; elle n’est certes pas effective mais met en valeur
I’esprit de cette partie.

6. Le chapitre 6 a pour but d’établir une réciproque au résultat du chapitre 5. Nous exhibons
un critere dont la condition essentielle stipule qu’un certain produit infini mahlérien est B-régulier.
Ce critere permet de retrouver et de généraliser le théoreme de Christol et alii, y compris a des



anneaux quotients de ’anneau des entiers. Il s’applique aussi dans le corps des complexes et s’étend
a des séries vectorielles, ce qui permet de considérer des suites vérifiant une récurrence exprimée
suivant le résidu modulo une puissance de B, comme il est fréquent dans la pratique. Le théoreme
de Christol et alit n’est ainsi plus confiné aux corps finis et dans cette nouvelle version s’applique
par exemple a des suites de complexes ou des suites d’entiers réduite suivant un certain module.

7. Quelques idées générales sur I'asymptotique des suites mahlériennes sont exposées dans le
chapitre 7. Une série mahlérienne s’écrit comme le quotient d’une série B-réguliere et d’un produit
infini mahlérien et B-régulier. Ceci permet d’établir une classification qui subdivise cette étude
difficile en plusieurs sous-problemes plus abordables. Le premier concerne les suites B-régulieres,
pour lesquelles nous établissons un lien assez fort entre I'ordre de croissance et le spectre d’une
représentation linéaire. Nous montrons aussi que la série de Dirichlet associée a une telle suite se
prolonge en une fonction méromorphe dans le plan complexe, dont les poles sont assez bien localisés.

8. Le dernier chapitre est consacré a un exemple, un produit infini mahlérien, pour lequel nous
donnons un développement asymptotique complet de la suite des coefficients. Ce développement
fait voir une périodicité de nature arithmétique, évidente a priori car le produit infini est lié &
un polynome cyclotomique, mais aussi une périodicité plus cachée en rapport avec l'invariance
d’échelle. Les techniques utilisées sont classiques en théorie des nombres, méme si leur emploi est
ici un peu exotique : transformation de Mellin, méthode de col, formule d’Euler-Maclaurin.

9. Enfin un ultime chapitre constitué uniquement de dessin est la pour réjouir notre aimable
lecteur et lui fait apprécier sans effort les suites mahlériennes.

Une these est rarement le fruit d’un travail solitaire et il me faut dire ici ma reconnaissance.

Je suis tout simplement heureux que Michel Mendes France, Jean-Paul Allouche, Jean Bers-
tel, Louis Comtet, Philippe Flajolet et Gérald Tenenbaum soient les membres du jury. Ils ont
évidemment inspiré mon travail et rencontrer chacun d’eux est toujours un plaisir par l’amabilité
sans faille dont ils font preuve. Je les remercie vivement de leur présence, spécialement Jean Berstel
et Gérald Tenenbaum, qui ont accepté sans rechigner la tache de rapporteur.

Mon cher directeur de these, Jean-Paul Allouche, a toujours su m’écouter et m’assister. Sa
vision de la conquéte des mathématiques, sur grand écran, est fascinante et il sait, grace a son
sens de 'anecdote, les mettre en valeur, trouver le point excitant, faire jaillir un rapprochement
surprenant, ou espéré, toujours avec brio.

L’ambiance du projet ALGORITHMES de 'INRIA a été un puissant stimulant et la qualité de
ses membres, leur gentillesse bourrue m’ont grandement aidé a mener a bien ce travail. Je tiens
a remercier particulierement Virginie Collette, notre riante secrétaire, qui ne répugne jamais a
remonter ses manches quand on a besoin d’elle et Bruno Salvy qui a fait preuve d’une patience
remarquable pour m’apprendre les beautés technologiques de notre époque moderne.

Jeanne-Marie m’a supporté avec constance pendant que je courais les mathématiques et n’a
rien négligé pour je réussisse cette entreprise. C’est bien d’elle que I'on peut dire « cette these
n’existerait passi ... »

Enfin Philippe Flajolet a eu un apport essentiel dans ce travail, autant par les idées qu’il m’a
inspirées que par ses encouragements amicaux associés a la rigueur dont il est coutumier. Il m’a
toujours poussé vers le haut et obligé a réfléchir sur 'intérét et la place des notions rencontrées.
Il impregne son équipe, le projet ALGORITHMES, de cet esprit. Empruntant a Jean-Henry Fabre,
il pourrait dire : « Les choses se passerent ainsi. Nous étions cing ou six : moi le plus vieux,
leur maitre, mais encore plus leur compagnon et leur ami; eux jeunes gens a coeur chaleureux, a
riante imagination, débordant de cette seéve printaniére qui nous rend si expansifs et si désireux



de connaitre. Devisant de choses et d’autres, par un sentier bordé d’arbres bien enracinés, on
allait collecter des résidus sur les lignes de podles imaginaires, a 1’espacement régulier source de
comportements récurrents ; on allait franchissant des cols a ’abrupt relief voir si le terme dominant,
juché tout la haut, 'emporterait bien sur ceux de la vallée. »

Et maintenant, en route vers ces hauteurs !



Premiere partie

Aspect algébrique






Les récurrences avec retard ou équations aux différences finies, comme la récurrence qui définit
la suite de Fibonacci
Fn = n—1+Fn—27

sont bien connues en algebre, en théorie des langages et en combinatoire [60, chap. 3|[13, 21]. Par
ailleurs les récurrences diviser pour régner, comme la récurrence

T = Tipso) +Tinyo +n—1

qui donne le cotit du tri-fusion dans le cas le pire, sont classiques en analyse d’algorithmes [36, 64].
Ces deux types de récurrence entrent dans une classe qui les englobe. Les séries génératrices ordi-
naires f(z) des suites qu’elles définissent sont dans les deux cas solutions d’équations qui expriment
une dépendance linéaire & coefficients polynomiaux entre f(z), f(z?), f(z%), etc. Plus généralement
de telles équations en f(2), f(zB), f(zB”), ... sont dites mahlériennes en 'honneur de Kurt Mahler
[50, 53, 51], qui a étudié dans les années 26-30 la transcendance de certaines fonctions analytiques
dans le cas linéaire et non linéaire et vers 1940 'asymptotique de certaines suites en liaison avec
des équations de cette forme.

La voie naturelle pour aborder des équations fonctionnelles linéaires consiste a étudier d’abord
les opérateurs linéaires sous-jacents. Ici deux types de propriétés sont fondamentales : d’une part
le comportement sur les polynomes de l'opérateur de base, l'opérateur de Mahler, qui fait pas-
ser de f(z) a f (ZB); d’autre part D'arithmétique de ces opérateurs. L’action de 'opérateur de
Mahler structure I’ensemble des polynomes irréductibles en forét et confere un role particulier
aux polynémes cyclotomiques. L’algebre des opérateurs n’est pas commutative mais la relation
de pseudo-commutativité Mz = zBM permet d’en normaliser 'écriture. De plus elle a la re-
marquable propriété de posséder une division euclidienne a gauche, ce qui permet de développer
une arithmétique élémentaire, dans laquelle la linéarité pallie le manque de commutativité. Cette
arithmétique montre qu’une série mahlérienne possede une équation de Mahler minimale. Elle per-
met d’obtenir des propriétés de cloture : les séries mahlériennes forment une algebre stable par
dérivation, qui contient les fractions rationnelles. Enfin elle ramene toute équation de Mahler a une
forme équivalente dans laquelle le coefficient de f(z) n’est pas nul.

La résolution des équations de Mahler peut étre abordée de différents points de vue. On peut
vouloir obtenir des solutions formelles & une précision fixée d’avance, par exemple a 219 pres. Le
point crucial est que la récurrence associée a I’équation fonctionnelle se scinde en deux. Il y a d’abord
une partie basse pour laquelle un petit systeme linéaire permet de déterminer la dimension de
I’espace des solutions. Ensuite la partie haute qui par simple dévidement fournit les termes successifs
de la suite. L’obtention de la partie haute se fait par itération d’un opérateur contractant et cela
peut fournir de jolis développements des solutions en séries de fractions rationnelles. Surtout ceci
montre que les solutions formelles a coefficients complexes définissent des solutions méromorphes
dans le disque unité. Dans l’espace des séries de Laurent, les résultats sont qualitativement les
mémes car la valuation des solutions est minorée a priori. Enfin I'obtention de solutions sous forme
close est un probleme naturel et important ; il est possible de déterminer les solutions rationnelles
d’une équation de Mahler, voire certaines solutions qui s’écrivent sous forme d’un produit infini, ce
qui fournit alors des facteurs du premier degré pour I'opérateur associé.






Chapitre 1

Opérateurs

Ce chapitre a un statut préparatoire. Les opérateurs linéaires qui y sont étudiés sont les outils
algébriques que nous utiliserons sans cesse. Il s’agit d’une part de 'opérateur de Mahler, la sub-
stitution de 2P & z, et d’autre part des opérateurs de section, qui trient les coefficients d’une série
suivant le résidu modulo B de leur indice.

Il est fondamental de déterminer leur action sur les polynomes et les fractions rationnelles car
leur comportement sera la clé de nombreuses démonstrations. Ce chapitre est donc consacré a tirer
ces questions au clair, essentiellement dans deux cas : soit les coefficients sont pris dans le corps
des rationnels, soit ils sont dans un corps fini. Dans le premier cas on met en valeur I'importance
des polynomes cyclotomiques et dans le second on étudie des propriétés de périodicité, ce qui est
au fond la méme idée. Dans ces deux situations on voit apparaitre une structure arborescente qui
permet de décrire ’action de l'opérateur de Mahler sur les polyndémes irréductibles. Les résultats
obtenus seront essentiellement utilisés dans I’étude des équations de Mahler au chapitre 3 et dans
la recherche de criteres de B-régularité au chapitre 6.

1.1 Objets de base

Dans tout le texte, la lettre B désigne un entier supérieur ou égal a 2. Cette lettre B abrege la
locution base de numération et ceci apparaitra clairement dans la seconde partie.

Les étres mathématiques que nous manipulerons le plus sont les séries formelles en une indé-
terminée z a coefficients dans un anneau commutatif A,

F(2) =) faz™
n>0
Elles forment une algébre A[[z]] pour le produit de Cauchy x, mais aussi pour le produit de
Hadamard ©,
@59 =Y feas", (209 =3 fagas"
n>0 k+Il=n n>0

La valuation de la série f(z) est le premier entier w(f) qui fournit un coefficient f,, non nul, avec
la convention w(0) = +oo. Muni de 'ultramétrique

(f,g) — 9—w(f—9)

AJ[z]] est un espace complet [17].
A Toccasion nous utiliserons aussi 'algebre des séries de Laurent formelles A[[z]][1/z]. Dans le
cas particulier ot A est un corps K, il s’agit du corps des fractions K ((z)) de '’anneau integre K [[2]].
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CHAPITRE 1. OPERATEURS

1.2 Opérateur de Mahler

A Dentier B est associé I'opérateur de Mahler Mp ou plus simplement M, défini par

Suivant les cas ce sera un opérateur sur les polynomes, les fractions rationnelles, les séries formelles,
les fonctions analytiques ou méromorphes. Il est linéaire et injectif pour tout ce qui concerne I’aspect
formel.

L’algebre linéaire et I'arithmétique des polynomes sont les deux pierres angulaires des démon-
strations dans ce travail et le comportement des polyndémes par rapport a cet opérateur est un outil
fondamental.

1.2.1 Comportement des polynomes

Nous nous plagons d’abord dans un corps algébriquement clos K de caractéristique nulle ou
premiere avec B. Avec cette hypothése I’arithmétique des polynomes est équivalente a la gestion de
multi-ensembles de K, vus comme ensembles de racines des polynoémes affectées de leur multiplicité
et nous étudions donc les sous-ensembles du corps au regard de I’application z — 25.

Définition 1. Un sous-ensemble de K est B-stable, s’il est stable par l’élévation a la puissance
B-ieme.

La structure des applications d’un ensemble fini dans lui-méme est bien connue [21, p. 84].
Proposition 1. Soit N un ensemble fini et ¢ une application de N dans lui-méme. L’ensemble

N est partitionné en un nombre fini de blocs B tels que la restriction de ¢ a B a pour graphe

fonctionnel un cycle sur lequel sont éventuellement enracinés des arbres.
Définition 2. Un o € K est B-cyclique s’il appartient a un cycle pour Uapplication z +— 25,

c’est-a-dire vérifie

14
aB = .

Proposition 2. Un élément de K, qui est B-cyclique, est une racine de 'unité. Une racine de
l'unité est B-cyclique si et seulement si son ordre est premier avec B.

DEMONSTRATION. Supposons, en effet, que « est une racine de I'unité dont 1’ordre est N (autrement dit,
elle engendre le groupe des racines N-iemes de I'unité).
Si N et B sont premiers entre eux, B est inversible modulo N et

B*W) =1 mod N,

donc « appartient & un cycle dont l'ordre divise ¢(V).
Sinon, soit p un diviseur premier commun a N et B. S’il existait un ¢ tel que

N | B -1,
p diviserait 1, donc a n’est pas B-cyclique. O

Définition 3. La distance de z € K a un cycle est la distance de z a un cycle dans le graphe
fonctionnel de z v zB. Cest un élément de I’ensemble ordonné N U {+oo}.
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1.2. OPERATEUR DE MAHLER

1.2.2 Polynoémes cyclotomiques

Dans la plupart des exemples que nous rencontrerons les polynomes sont a coefficients entiers.
Parmi ceux-ci les polynémes cyclotomiques seront tres utiles, car ils ont un comportement particu-
lier au regard de l'opérateur de Mahler. Le corps de référence est donc ici le corps des rationnels.

Définition 4. Nous notons €, l’ensemble des racines de lunité dans le corps C des nombres
complexes dont l'ordre est a et ®q(z) € Z[z] le polynome cyclotomique d’indice a, avec ®,(0) = 1.

Imposer ®,(0) = 1, au lieu de la convention usuelle qui rend ®, unitaire, ne concerne en
réalité que ®1(z) = 1 — z. Le fait d’avoir ®,(0) = 1 est plus adapté a 1'usage que nous ferons des
polynémes cyclotomiques. Comme on le sait [14, p. 363] [70, p. 551] les polynémes cyclotomiques
sont irréductibles sur Q et c¢’est pourquoi le corps de référence est ici Q.

Rappelons que ®,(z) est le polynome minimal des racines primitives a-ieme de I'unité (les
éléments de €2,). Il est donné par

Ou(2) = J] 1 - a2)

aEQa

Bo(z) = H (1 _ za/d)u(d)

dla

ou encore

en notant u la fonction de Mobius.
Les formules précédentes ne donnent pas un moyen de calcul efficace des polynomes cycloto-
miques ; il vaut mieux utiliser

Ppa(z) =

si p est un nombre premier qui ne divise pas a, et

Bo(z) = D s (za/w)

si on note | /a le radical de a, c’est-a-dire le nombre libre de carré pips . .. py pour a = [ R

En effet les racines de ® ,(2) sont les racines de I'unité (primitives) d’ordre ,/a, donc celles de
® /a (z“/ V%) ont pour ordre, au sens de la théorie des groupes, V@ X a/ /@ = a et sont au nombre
de p(\/a) x a/,/a = p(a), d'ou I'égalité.
EXEMPLE 1 : Ainsi, avec a = 600 = 23 x 3 x 52, les égalités

Dgo0(2) = P0(2*),

et
g (25) 11— 25 4 210

= =1 3 45 7 8
(I)G(Z) 1= 2422 +z—z z 25+ 2z + 2,

D30(2) = Poxs(2) =

donnent ’expression explicite
Baoo(z) = 1+ 220 — 500 _ ;80 _ ;100 4 140 | 160,

Les polynémes cyclotomiques ont des propriétés remarquables sous ’action de 'opérateur de
Mahler, comme il apparait dans la proposition suivante.

Proposition 3. Les seuls polynomes irréductibles, ¢(z), de Q[z] tels que ¢(2) divise ¢(zP) et
#(0) =1 sont les polyndmes cyclotomiques ®o(z) ot a est premier avec B.

13



CHAPITRE 1. OPERATEURS

DEMONSTRATION. Dire que ¢(2) divise ¢(22) c’est dire que ’ensemble des racines de ¢(z) est B-stable. En
particulier il contient des racines primitives a-iemes de 'unité pour un entier a premier avec B. Comme les
®,(z) sont irréductibles, ¢(z) est nécessairement un ®,(z), ol a est premier avec B. O

Pour préciser le comportement des polynémes cyclotomiques par rapport a ’élévation a la
puissance B, nous introduisons une définition.

Définition 5. Soient a et b deux entiers non nuls, dont les factorisations sont respectivement

(o] (¢4 m
a=pit . ket .,

g n
b:p’fl...pfkrll...rg ,

les nombres premiers pi, ..., Pk, Qis - -+ Gm, T1, - .., 'n Etant distincts deux a deux et les oy, 5,
i, 0; €tant des entiers strictement positifs, alors

/ 51 )
b =ri"...ry

est la partie de b étrangére a a.

Proposition 4. Sia et B sont deux entiers naturels non nuls, alors le polynéme ®,(2P) se factorise
en polynémes irréductibles de Q[z] sous la forme

04(2%) = [ ®anyp(2)
b| B/
si B' désigne la partie de B étrangére a a.

DEMONSTRATION. Nous partons de deux formules connues. Si a et B sont premiers entre eux

(I)a(ZB) = H (I)aB/b(Z)'

b B

Si p est premier et ne divise pas a

EXEMPLE 2 : Avec a = 10 et B = 60, la partie de B étrangere & a vaut B’ = 3, d’ou 1’égalité
D10(2%) = Pago(2)Peo0(2),
c’est-a-dire
1 200 4 120 180 4 240 _ (7 ;20 4 40 60 4 80y(1 4 20 60 80 100 4 140 4 160y

L’élévation a la puissance B induit sur I’ensemble des polynémes irréductibles ¢(z) tels que
#(0) = 1 une relation qui & chaque ¢(z) associe les facteurs de ¢(2?) et ceux-ci sont d’ailleurs tous
distincts. La relation réciproque est une application qui & un ¢(z) associe le polynéme (irréductible)
dont les racines sont les puissances B-ieme des racines de ¢(z). Comme Bradford et Davenport [15],
nous pouvons dire que cette application est 'application graeffey.

Définition 6. Si ¢(z) est un polynéme a coefficients dans un corps commutatif, graeffegd(z) est
le résultant de ¢(y) et y® — 2.
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1.2. OPERATEUR DE MAHLER

Lemme 1. Le coefficient dominant de graeffegp(z) est le coefficient dominant de ¢(z) élevé a la
puissance B.
Si le polynome ¢(z) est a coefficients entiers et primitif, il en est de méme de graeffegd(z).

DEMONSTRATION. Il suffit d’ecrire, par exemple, le résultant comme un déterminant de Sylvester.
Pour le deuxiéme point, on raisonne par I’absurde en considérant le coefficient dominant modulo p, si p
est un diviseur premier commun & tous les coefficients de graeffe z¢(z2). O

Le fait d’utiliser le corps des rationnels permet de préciser les choses. Dans ce cas il y a, d’apres
les deux propositions précédentes, deux types de polynomes irréductibles au regard de I'application
graeffep : les cyclotomiques et les non cyclotomiques. Pour un polynéme non cyclotomique, ses
images par les itérées de graeffep sont toutes distinctes. Inversement ce polynome est a la racine
d’un arbre infini dont chaque noeud ¢(z) a pour fils les facteurs irréductibles de ¢(z?). Un polynome
cyclotomique ®,, ol a est premier avec B, est fixe par graeffep. Les facteurs irréductibles de @, (zB )
sont les ®,p/(2) ol b divise B, ; en particulier ®,(2) est lui-méme un des facteurs de P, (2P) et
les autres sont des ®,/, ott @’ n’est pas premier avec B. Pour les polynomes cyclotomiques ®, ol a
n’est pas premier avec B le comportement est similaire a celui des polynémes non cyclotomiques,
a la différence qu’en itérant un certaine nombre de fois graeffeg on trouve @, ou a’ est la partie
de a étrangere a B et que la suite des itérés par graeffep est donc stationnaire.

Il sera commode d’employer une terminologie imagée.

Définition 7. Soient ¢ et b deux polyndmes irréductibles distincts a coefficients dans un corps
K, tels que ¢(0) = 1 et 1(0) = 1; nous disons que v est fils de ¢ si 1) est un facteur de ¢p(2P),
c’est-a-dire si ¢ = graeffegp, et ¢ est différent de ¢. Un descendant de ¢ est un fils de ¢ ou un
descendant d’un fils de ¢.

Théoreme 1. Le graphe de la relation « fils de » est une réunion d’arbres infinis. St K = Q, les
seuls €léments qui n’ont pas de pére sont les polynomes cyclotomiques @, ou a est premier avec B.

La comparaison de deux polynomes irréductibles ¢ et 1) a coefficients rationnels tels que ¢(0) = 1
et 1(0) = 1 peut se faire comme suit. On commence par chasser les dénominateurs et rendre
les polynomes primitifs. Plusieurs cas se présentent alors. D’abord les résultats de Bradford et
Davenport [15] permettent de déterminer s’il s’agit de polynéomes cyclotomiques et si c’est le cas
leurs indices (mais la procédure est plutot couteuse), ce qui permet de les comparer. Si l'un est
cyclotomique mais ’autre ne 'est pas, ils ne sont pas comparables. Ensuite si les deux sont non
cyclotomiques et si leurs racines ne sont pas toutes de module 1, la méthode de Graeffe par exemple
fournit les modules maximum et minimum de leurs racines. Si 'un des quotients des logarithmes des
deux modules maximum ou minimum n’est pas une puissance de B, ou si la puissance de B n’est pas
la méme, les deux polynomes ne sont pas comparables. Sinon, I’exposant obtenu donne la distance,
d, possible d’un polynéme a I’autre dans le graphe de la relation « fils de » et il suffit de vérifier que
I'un est bien I'image par graeffedB de ’autre. En pratique, la simple recherche des modules maximum
et minimum par la méthode de Graeffe fait déja voir la relation entre les deux polynémes. Enfin si
les deux polynomes ont toutes leurs racines de module 1 sans étre cyclotomiques, leurs coefficients
dominants ne sont pas égaux a £1, comme le montre le lemme qui suit, dia a Kronecker [57, p. 47].
Puisque le graeffep d’un polynéme primitif est primitif, une égalité (z) = graeffe¢(z) impose
la relation ), = gbfd entre les coeflicients dominants respectifs de i et ¢. Ceci donne la valeur
possible de d et il suffit de vérifier.

Proposition 5. Le fait que deux polynomes de Q|z] soient liés par lapplication graeffey est algo-
rithmiquement décidable.

15



CHAPITRE 1. OPERATEURS

Lemme 2. Soit f un polynéme unitaire irréductible de Z[z] non constant dont toutes les racines
sont de module inférieur ou égal a 1, alors ou bien f est un polynéme cyclotomique ou bien toutes
les racines de f sont de module strictement inférieur a 1.

DEMONSTRATION. Soient d > 1 le degré de f et 21, ..., 24 ses racines. Si f a comme racine une racine de

I'unité, il est cyclotomique. Sinon supposons qu’il possede une racine de module 1, par exemple z;. Pour

tout n > 0, les z]* sont différents de 1 et entier H (z]' — 1) n’est pas nul. Comme tous les z* sont & une
1<i<d

distance de 1 plus petite que 2, 'inégalité

1
> >
H1<i§d |z — 1] = 2471

contredit le fait que I’ensemble des puissances de z; est dense dans le cercle unité. O

|21 — 1]

EXEMPLE 3 : Prenons ¢ (z) = 1+ 22 + 23 et ¢2(2) = 1 +6 2 + 21 22 — 23. Les racines, évaluées en flottants,
sont respectivement

—1,465571232; 0,2327856159 4+ 0,79255199254¢; 0,2327856159 — 0, 7925519925 ¢

et
21,28410791 ; —0, 1420539549 + 0, 16371953274; —0,1420539549 — 0, 1637195327 ¢

d’ou les modules maximum et minimum respectifs

Ry =1.465571232; 7 :=0,8260313576

Ry = 21,8410791; 79 = 0,2167565720.

Comme

In Ro Inry
= 7,999999999 ;
In R; ’ " lnr

= 7,999999999

la seule possibilité est que
¢2 = graeffe3é,

et il en est bien ainsi, car

graeffe, (1 + 2% + 23) = 14+ 22 + 22 — 23,

gracffey (1 +22 422 —2%) =1 - 224+ 52% — 23,

graeffe,(1 — 22 4+ 522 — 23) =14+ 62 + 21 2% — 23,

1.2.3 Périodicité dans les corps finis

Nous montrerons, dans le chapitre 6, que certaines fractions rationnelles a coefficients dans un
corps fini vivent dans un espace vectoriel de dimension finie. Ceci équivaut a dire qu’elles admettent
toutes une méme période pour la suite des coefficients de leur développement en série formelle.

Définition 8. Soit g un polynéme a coefficients dans un anneau commutatif avec g(0) inversible.
Nous disons que g est périodique si la suite des coefficients de la série formelle 1/g est périodique.
Une (respectivement la) période de g est alors une (resp. la) période de cette suite.

Les deux propositions suivantes sont extraites du livre de Berlekamp [11].
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1.2. OPERATEUR DE MAHLER

Proposition. Soit g un polynéme sur le corps Fy, de caractéristique p, avec g(0) # 0. Si
g=1]9",
i

ot les g; sont irréductibles de période T;, la période de g est le ppcm des T;, multiplié par la premiere
puissance de p supérieure ou égale a tous les m;.

Proposition. Soit g un polynome irréductible de période T' sur F, et n un nombre premier différent
de la caractéristique p du corps.

Sin divise T, chaque facteur irréductible de f(z™) a pour période nT.

Sin ne divise pas T, l'un des facteurs irréductibles de f(2™) a pour période T et les autres ont
pour période nT.

1422423

142423 142422424425
7 21

1422423 1422428425420 142420142422 4+254+20 1422423425426
7 21 63 63 63

Fic. 1.1

Les relations de parenté entre les facteurs irréductibles de
g(2) = 14+ 22+ 23, g(23) et g(2°) dans le corps Fy, montrent
comment sont reliées leurs périodes. Si h(z) a une période
T multiple de 3, alors les facteurs de h(z%) ont tous pour
période 3T ; par contre si T n’est pas divisible par 3, il y a
exactement un facteur de h(z3) qui a pour période T, alors
que les autres ont pour période 37T. Nous remarquons aussi
que 9 est une puissance de 3 congrue a une puissance de 2, la
caractéristique, modulo 7, la période, et c’est pourquoi g(z)
est facteur de g(2?).

Une lecture attentive de la démonstration montre que cette derniere proposition peut étre
précisée et généralisée.

Corollaire 1. Dans chaque cas les facteurs irréductibles de g(z™) sont distincts. De plus ils sont
distincts de g(z) sauf si n ne divise pas T et n est congru a une puissance de ¢ modulo T et g(z)
est alors le facteur de période T de g(z").
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CHAPITRE 1. OPERATEURS

Proposition 6. Soit g un polynéme irréductible de période T sur F, et n un entier premier avec
la caractéristique p du corps. Sin a pour décomposition en facteur premier

_ B Br, m vJ

les n; divisant T et les m; ne divisant pas T, les facteurs irréductibles de f(z™) sont tous distincts

et ont pour période les
Br

n?l ---n[ m?l "'méjJT’
avec 0 < 05 < «yj pour 1 < j < J. De plus toutes ces périodes apparaissent effectivement, celles
pour lesquelles un 0; est nul apparaissant exactement une fois.

DEMONSTRATION. Par récurrence sur I et application répétée de la proposition précédente, le résultat est
facilement atteint pour les entiers n dont les diviseurs premiers sont des diviseurs de T'. De plus tous les
polynomes irréductibles rencontrés sont différents. Ensuite une récurrence sur J, le cas précédent correspon-
dant & J = 0, fournit le résultat général. Si la proposition est établie pour I'entier v, soit m un nombre
premier ne divisant ni T ni v et différent de p. La proposition précédente appliquée de fagon répétée aux
facteurs irréductibles de f(z¥) fait apparaitre les périodes vT, vmT, - - -, vm>T pour les facteurs de f(z*™").
De plus tous les facteurs de f(z*™") sont distincts. Si n n’est pas premier avec T' (il existe des diviseurs
premiers n;), les périodes des facteurs irréductibles de g(z”z) sont de la forme

nﬁﬁl DR n?ﬁlm?]‘ ... m(}]T’

avec 0 < 0; < fy; pour 1 < 5 < J, ce qui fait que les facteurs des g(z"k), pris dans leur ensemble, sont tous
distincts. Par contre si n est premier avec T', les facteurs dont la période est de la forme

81 S5y
ml DY mJ T
avec au moins un J; nul ne sont pas nécessairement distincts. O

Corollaire 2. Les facteurs irréductibles des polynomes g(z), g(2"), -- -, g(z"K) sont distincts sauf
peut-étre ceux de période
mfl e m‘SJJT,

avec au moins un 0; nul, dans le cas ot n est premier avec T'.

Un petit raffinement du corollaire 1 permet de préciser comment g(z) apparait dans les g(z”k)
si n est premier avec T et p.

Corollaire 3. Supposons que n est premier avec la caractéristique p du corps Fy et avec la période

T de g(z). Alors g(z) est facteur de g(z"") si et seulement si n¥ est congru ¢ une puissance de q
modulo T'.

EXEMPLE 4 : Le polynome a coefficients dans Fy, g = 14 22 + 23, est irréductible de période 7. Avec n = 3,
qui est premier avec 7, le polynome g(2%) = 1 + 25 + 22, se factorise en (1 + z + 23)(1 4+ 2 + 22 + 24 + 29).
Le premier facteur est de période 7, puisque la décomposition de 1 — 27 est

1—2"=0+2)1+2+22)1+22+2%
et le second est de période 21 car

(- 1)(z-1)

m:(1+Z+22+Z4+26)(1+22+Z4+25+26)

@21(2) =
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1.3. OPERATEURS DE SECTION

Ensuite
9(2%) = 14 218 4 22T = (14 2% + 2°)(1 + 2% + 28 4 212 4 219)
et
14+ 22422 =14+ 224+ 231+ 22+ 24 +2° + 29,
1+2 4+ 2854+ 22 428 = (142422 4+ 25+ 251+ 24+ 250+ 22 + 23 +2° + 20).

Ces derniers facteurs, sauf 1 + 22 + 22, sont de période 63 d’apres la factorisation

Oes(z) = (2P -1(°-1)/(" = D - 1)
= (1+2+290+2°+2%1+ 2+ 224 2% +29)
X(M+z+284+22+28) 14+ 2424+ 254+ 25)(1 + 22 + 23 + 25 + 26).

La premiere puissance de 3 congrue a une puissance de 2 modulo 7 est 9 et nous ne sommes pas étonnés
de voir réapparaitre g(z) comme facteur de g(z?). Une bonne fagon de voir les choses (cf. figure 1.1) est de
considérer larbre dont la racine est étiquetée par g(z), dans lequel chaque nceud d’étiquette h(z) a pour fils
les nceuds étiquetés par les facteurs irréductibles de h(z3), ainsi que I'arbre obtenu en remplagant chaque
facteur par sa période.

1.3 Opérateurs de section

Parallelement a 'opérateur de Mahler, nous introduisons les opérateurs de B-section, Sp, ou
Sy (0 < r < B) définis sur l'espace des séries de Laurent A[[z]|[1/z], par

SB,rf(Z) = Z [Bnr2".

Ils sont évidemment liés & 'opérateur de Mahler puisque, pour toute f(z) € A[[z]][1/z],
SoMf=f, SMf=0 (0<r<B).

Leur propriété caractéristique est

pour toute f(z).
Si le corps de référence est algébriquement clos et si sa caractéristique est nulle ou ne divise pas
B, on peut aussi exprimer les opérateurs de section par

5P = 5 S W)

0<j<B

ol w est une racine primitive B-ieme de I'unité.

Lemme 3. Les sections d’une fraction rationnelle a coefficients dans un corps dont la caractéri-
stique est nulle ou ne divise pas B sont rationnelles. Les sections d’une fraction rationnelle g(z)
ont alors pour péles un sous-ensemble des puissances B-iémes des péles de g(z) et l'ordre d’un pdle
a de Syg(z) est majoré par lordre mazimum des racines B-iémes de o, qui sont poles de g(z).
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CHAPITRE 1. OPERATEURS

DEMONSTRATION. Dans une extension convenable, la formule précédente appliquée &

1
9(z) = m,

donne, en réduisant au méme dénominateur,

—rj 0., k
Seg(e?) = 2 3 L Zegiep Mgz m )l
B2 0<j<B (Wz—a) (27 = aP)
Le numérateur et le dénominateur de cette fraction sont premiers entre eux car les racines du dénominateur
annulent tous les termes de la somme qui figure au numérateur sauf un. Il en résulte que le dénominateur
de la fraction S,g(z) est exactement (z — a®)*. Ainsi S,g(z) s’écrit

a1 + + ar
z—ab (z —aB)k
et, pour une fraction g ayant plusieurs poles qui ont la méme puissance B-ieme, il faut additionner les
différentes contributions, d’ou la majoration indiquée sur ’ordre du pole. O

A dire vrai il n’est pas indispensable d’utiliser un corps pour obtenir un résultat de cette nature.
Supposons que A soit un anneau commutatif et notons E I'opérateur de décalage défini par

Ef(z) = 2 Jnt1 2",

Dire qu’une série formelle g(z) est une série rationnelle c’est dire que toutes ses décalées EFg(2)
(k > 0) demeurent dans un A-module de type fini G. C’est d’ailleurs ainsi que cette notion est
définie en théorie des langages formels. D’apres les égalités

ES, = S,EP,

la série S,g(z) vit dans le module de type fini, image par S, du module G, et est donc rationnelle.
Cependant la notion de pole et a fortiori d’ordre d’un pole n’a plus de sens ici.

Définition 9. Si a et b sont deux entiers, b étant non nul, nous notons a + b le quotient dans la
division euclidienne de a par b.

Lemme 4. Pour f, g € A[[z]][1/z], les sections du produit de Cauchy fg s’écrivent
Se(fo)= > ZTEBS(£)Si(g)

s+t=r mod B

DEMONSTRATION. L’égalité

fz)= > 2"Sf(z")

0<r<B

caractérise les images d’une série formelle f(z) par les opérateurs de B-section. La formule résulte donc du
développement du produit de deux séries formelles f(z) et g(z) en fonction de leurs sections,

f(x)g(z) = Z 2°S,f(2P) Z 2'S,9(2%)

0<s<B 0<t<B

— Z ST Z Z[(s+t)%B]BSSf(ZB)Stg(ZB)'

0<r<B s+t=r mod B
O

I1 convient de remarquer que 'exposant (s + t) + B ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1, et
que le seul cas ou tous les exposants sont nuls est celui ou r = B — 1.
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Chapitre 2

Arithmétique euclidienne non
commutative

Les opérateurs linéaires sur les séries formelles,

N

F(2) = eo(2)f(2) + e1(2) f(zP) + -+ en(2) f(z7),

forment une algebre non commutative. Ils sont essentiellement combinaisons de 'opérateur de
Mahler, M : f(z) — f(zP), et de la multiplication par z. Ceux-ci ne commutent pas mais la

relation de pseudo-commutativité
Mz =22BM,

conduit & la forme normale co(z) + c1(2) M + - - + en(2) MY,

L’existence d’une division euclidienne, disons unilatérale, permet de développer sur ces opéra-
teurs une arithmétique élémentaire. On obtient ainsi les propriétés usuelles pour le pged et le ppcm
et des méthodes effectives de calcul. La non commutativité de cette algebre d’opérateurs oblige a
remplacer les arguments classiques par des méthodes d’algebre linéaire. Cependant il n’y a pas de
théoreme raisonnable de factorisation.

2.1 Forme normale

L’algebre des séries de Laurent K((z)) & coefficients dans le corps commutatif K est un espace
vectoriel et les endomorphismes de cet espace forment une algebre dans laquelle nous distinguons
d’une part 'opérateur de Mahler, M, défini par

et d’autre part les opérateurs de multiplication x, par une fraction rationnelle donnée a(z) :

Xaof(2) = a(z)f(2).

Le passage de a(z) & x4 est un homomorphisme d’algebre de K(z) dans End (K((2))), qui est
injectif, et ceci permet d’identifier K(z) a son image. La sous-algebre de End (K((z))) engendrée
par les opérateurs de multiplication et M est donc K(z)[M] et le point crucial est la relation de

pseudo-commutativité
Mz = zBM.
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CHAPITRE 2. ARITHMETIQUE EUCLIDIENNE NON COMMUTATIVE

Grace a elle, tout élément de K(z)[M] s’écrit

K

et cette écriture est unique. En effet une relation de dépendance linéaire, a coefficients polynomiaux,

K
cr(z) M* =0,
k=0

appliquée & f(2) = 2™T!, ot m est le plus grand degré des éventuels ¢, non nuls, fournit la nullité

des cg.

Proposition 7. Tout élément de K(z)[M] s’écrit d’une unique fagon sous la forme

les ci(z) étant des fractions rationnelles.

Bien que M ne soit pas une indéterminée, cette unicité permet de parler du degré d’un élément
P(z, M) de K(z)[M].

Définition 10. Le degré par rapport a M d’un opérateur P =, ci(%) MF est le plus grand indice
k tel que cy, soit non nul. Nous le noterons deg,, P, avec la convention deg;0 = —o0.

Le degré a toutes les propriétés que 'on peut attendre de lui et donne en particulier la propo-
sition suivante par un argument classique.

Proposition 8. L’algébre K(2)[M] est sans diviseur de 0 et ses éléments inversibles sont les frac-
tions rationnelles non nulles.

2.2 Division et pgcd

L’arithmétique que nous allons développer s’appuie essentiellement sur le fait que l'algebre
K(z)[M] possede une division euclidienne.

Proposition 9. Soient F' et G deuz éléments de K(z)[M], G étant non nul, il existe un unique
couple (Q, R) d’éléments de K(z)[M] vérifiant

F=QG+R

avec
R =0 ou degy R < degyG.

DEMONSTRATION. Ceci se démontre comme pour la division euclidienne des polyndémes. Précisément, si
F=fM'+- -+ foet G =g, M™+---+ go avec f, et g, non nuls et n > m, le pas élémentaire de

I’algorithme consiste a poser Q1 = WM"_"’ puis F; = F — Q1G. O
9m
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2.2. DIVISION ET PGCD

2AM3 4 (1 +2)M? + 2M + 1 (1+2)M +1

14+2z—24 4294210
1429

M? 4 2M +1 A 1zt 04210 B P AT

M+ +
9.4 9,13 1+ 29 (14 23)(1+29) (14 2)(1+23)(14272)

(14 23)(1+4 29)
24 2423 — 244229 4 2104 12
(14 2)(1+ 23)(1 + 29)

M+1

Fic. 2.1
Une division euclidienne dans Q(z)[M] avec B = 3.

EXEMPLE 5 : Prenons B =3, F = (1—2)+2M + (1 —2z+22)M? +2*M3 et G = 1+ (1 + 2)M. La division
euclidienne (cf. figure 2.1) donne ’égalité

(L+2)(L+2%) (1 +27) [" M3 + (L + 2)M? + 2M + 1] =

[(A+2)14+2°)2 "M+ (1 +2)(1+2— 2"+ 22 + 2" )M + (-1 4+ 22" — 22+ 2)] [T+ 2)M + 1]
+ [2+z+z3—24+229+z10+z12].

EXEMPLE 6 : Si le quotient entier de ¢ par k est ¢, la division de 2" M* — 1 par zPM* — 1 a pour quotient

L pli—k _ o opl—k_ -2k _ _oRl—k_ .. _ . pt—qk _
P pB MZ k+zn pB pB MZ 2k+'”_’_zn pB pB M@ qk

et comme reste

_pBYk_..._p,Bt—ak _
ZnPB pB ek

Bf -1
En particulier zPM* — 1 divise 2" M* — 1 si et seulement si k divise £ et n = pw.

Comme dans le cas classique, le fait d’avoir un anneau euclidien ameéne immédiatement la
principalité.

Théoréme 2. Les idéaux a gauche de K(z)[M] sont principauz.

Définition 11. Nous notons (P) l'idéal a gauche de K(z)[M] engendré par un opérateur P, [’en-
semble des AP avec A € K(z)[M].

Cette notation ne créera pas d’ambiguité car nous n’utiliserons jamais d’idéaux a droite.

Soient F' et G deux éléments non nuls de K(2)[M], I'idéal (F') + (G) étant principal s’écrit (D).
Ceci montre que la paire {F, G} possede des pged. Comme les éléments de K(z) sont les inversibles
de K(z)[M], on peut supposer que

N
D= ch(z) MF
=0

avec des ¢k (z) qui sont des polynémes premiers entre eux dans leur ensemble. Ainsi D est déterminé
a multiplication pres d’un élément non nul de K. Si le corps de référence est Q, on peut méme
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CHAPITRE 2. ARITHMETIQUE EUCLIDIENNE NON COMMUTATIVE

se ramener a des polyndémes a coefficients entiers premiers entre eux dans leur ensemble, ce qui
détermine un pged a £1 pres. L’algorithme d’Euclide permet de calculer un pged de deux éléments
et de trouver une relation de Bézout, d’ailleurs minimale au sens des degrés. Cependant une relation
de Bézout ne donne pas comme d’habitude une décomposition en somme directe du noyau d’un
opérateur faute de commutativité.

Corollaire 4. Deux opérateurs de K(z)[M] ont un pged, qui se calcule par l'algorithme d’Euclide.

2.3 Ppcm

Le traitement du pged était immédiat mais la non commutativité complique un peu l'étude
du ppcm et ce sont des arguments d’algebre linéaire qui vont permettre d’obtenir les résultats
classiques. Si F' et G sont deux éléments non nuls de K(z)[M], I'idéal (F') N (G) est principal et
s’écrit (P), ce qui prouve l'existence de ppcm.

EXEMPLE 7 : Aucun des deux opérateurs
F=1- Y 2M, G= > M
0<r<B 0<r<B

ne divise I'autre et un éventuel ppcm est de degré au moins 2. L’égalité

[Z ZTBM] 1- ) M| =

0<r<B 0<r<B

BB=1) _1 -1

ZB?lZZB_l_l ZB_l_ Z STB AL [Z Z’I‘M‘|,

0<r<B 0<r<B

montre qu’'un ppcm est ce produit commun,

Z ZTBM_ Z ZT‘B Z ZTBMQ.

0<r<B 0<r<B 0<r<B
Il se pourrait tres bien que le ppcm de deux éléments non nuls soit nul, car le produit ne nous
fournit pas un évident multiple non nul comme il est d’usage.
Lemme 5. Soient F' et G deux éléments non nuls de K(z)[M], alors leur ppcm est non nul et de
degré plus petit que deg; F + deg,,G.

DEMONSTRATION. Notons, pour abréger, dp = degy, F et dg = deg,;G. Pour d entier naturel, le K(z)-espace
vectoriel K(z)[M], constitué des opérateurs

E(z,M)= Y er(z)M*
0<k<d
de degré inférieur ou égal a d, est de dimension d 4+ 1. L’application

K(z)[M] — K(2)[M]
U — UF

est K(2)-linéaire. Elle envoie le sous-espace K(z)[M], = dans le sous-espace K(2)[M],_, 4. et elle est injective
car il n’y a pas de diviseurs de 0 dans K(z)[M]. Il en est de méme pour 'application V +— VG et 'image de
K(z)[M],,, par celle-ci. Comme la somme des dimensions des deux images dépasse strictement la dimension
de K(2)[M],, ;4 leur intersection n’est pas réduite a {0}. O
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2.3. PPCM

Proposition 10. Si F' et G sont deuz éléments non nuls de K(z)[M], un ppcm, P, et un pged,
D, de F et G vérifient
degy/P + degy,D = deg), F + deg),G.

DEMONSTRATION. On peut supposer que D = 1, car ppcm(ﬁ'D,G’D) = ppcm(ﬁ,é)D. Nous notons P =
XF =Y(G le ppcm de F et G puis € l'espace des opérateurs de degré strictement plus petit que celui de P
et enfin F = (F)NE et G = (G) NE. Le caractére minimal de P montre que F NG = {0}. Ensuite le fait
que F' et GG sont premiers entre eux permet d’écrire une relation de Bézout

UF+VG=1
Si C' est un élément de &, cette égalité donne successivement
C=CUF+CVQG,
puis en divisant CU par X, CU = Uy + SX avec degUy < degX ou Uy = 0, et enfin
C =UyF + WG,

avec Vp = CV + SY. La considération des degrés montre que degVy < degY. Ainsi £ = F + G. 1l est clair
que dimF = degX et dimG = degY et 1’égalité £ = F @ G fournit

degP = deg X + degY.
Cependant
degP = deg X +degF' = degY + deg G

d’ou la conclusion attendue,
degP = deg F' + deg G.

O

Apres ce résultat théorique, venons en & une question pratique. Le calcul du ppcm ne peut se
faire par la formule classique P = F'G/D, qui n’est plus valable ici. On peut montrer qu'un ppcm
de F' et G, en supposant que F' et G ont d’abord été ramenés dans K[z, M], est de la forme

j k
P= P2 M,
0<j<p
0<k<dpr+dg

en notant mg et mg les degrés de F' et G comme polynoémes en z et
n= (dF + 1)BdFmG + (dG + l)BdGmF.

On peut donc chercher un ppem de F' et G en employant une méthode de coefficients indéterminés,
mais ceci ne se ferait pas sans mal car I’équation xy = u a une infinité de solutions (z,y) dans
les fractions rationnelles. Nous préférons employer la méthode assez brutale suivante. D’abord on
peut supposer que F et GG sont & coefficients polynomiaux et premiers entre eux et nous notons
toujours drp = degy, F' et dg = deg,;G puis N = dr + dg. D’apres la proposition précédente les
deux opérateurs ont un ppcm, P, dans les opérateurs de degré N. Cela suppose que

P=UF=VG
avec

U= Zuk(z)Mk, V= Zw(z)M@,
l

k
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CHAPITRE 2. ARITHMETIQUE EUCLIDIENNE NON COMMUTATIVE

U et V étant de degré N — dp et N — dg. Pour déterminer ces N + 2 inconnues que sont les

polynémes uy et vy, nous écrivons que UF et VG coincident sur 1, z, ..., N H, id est
N—dp N—dg
Z up(2)MFF2) = Z we(2) M G2, pour 0 <j<N+1
k=0 £=0

D’apres la proposition précédente, la matrice carrée, C, de ce systéme linéaire a pour noyau une
droite.

EXEMPLE 8 : Avec B = 2, les deux opérateurs F = zM?, G = z — M sont premiers entre eux. Ici N = 3 et
la matrice du systeme est

z 22 z2—-1 22-1 |
20 10 0 0 0
Ca= | 20 218 8.,4 6,8 12 .16

34 5 8 10 16 20 32

z
z

13 226 4 6 8__ 12 16 _ 24
z 25—z zZTT—Z zZ5 =z

z 25—2% 2°—z 20—z
17
Elle a un noyau de dimension 1, engendré par le vecteur
(ug up —vg —v; —vg )=(2> =1 0 0 —22).
Il lui correspond les deux opérateurs
U=2"-M, V=z"M?

et le ppcm cherché,
(25 = M)(zM?) = 22M?*(z — M) = 25M? — 22 M.
Un ppem de zM? et z — M est donc z*M? — M3,
Si 'on cherche, par curiosité, des solutions dans I’espace des opérateurs de degré inférieur ou égal a 4,
on utilise la matrice

[z 22 24 z—1 22 -1 | 22—1 ]
25 210 20 0 0 0 0
29 L1836 .3 4 L6 ,8 L1216 24 .32
Cy= | 218 226 ;52 4,6 8 12 16,24 .32 .48
ST .34 68 5.8 10,16 ,20_ .32 ,40_ .64
21 42 .84 6,10 L12_ ,20 ,24_ 40 ,48_ 80
525,50 100 7 12 14,24 28 48 56,96

et le noyau de C4 admet pour base les 2 vecteurs
( Ugp U1 U2 —Yg —V1 —Vy —Us )Z( 25 -1 0 0 O —22 0 ),

qui donne a nouveau

mais aussi le vecteur
/ / / / / / / _ 15 12 4
(uy uwy wy —vj —vp —vh —vh)=(2z"° 0 -1 0 0 —z'% —2%),

qui fournit
U' =2 M2, V= 2202 4 AR

et un multiple commun
(21 — M?)2M? = (22 M? + 2*M?) (2 — M) = 2'M? — 24 M*.
Celui-ci est bien un multiple du ppem :

2OM? — M = 2 (2B 4 M) (2P M? — M3).
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2.4. FACTORISATION

Il est possible de définir la notion de valuation comme nous avons définie celle de degré et nous
laissons au lecteur le soin de prouver le résultat suivant.

Proposition 11. Si F' et G sont deux éléments non nuls de K(z)[M], un ppcm de F et G a pour
valuation le maximum des valuations de F et G.

2.4 Factorisation

Malgré quelques défauts, les résultats obtenus jusqu’ici sont tres similaires a ceux de 'arithmé-
tique élémentaire. Cependant il ne peut y avoir de théoreme de factorisation raisonnable. En effet les
factorisations en produit Ay --- A1 ne correspondent pas a I'arithmétique que nous avons développé
et les décompositions de la forme ppem( Ay, ..., Ay) n'existent généralement pas.

EXEMPLE 9 : Avec B = 2, les seules écritures de
A=(1—2M)2*M = 2*M — 2°M

sous forme de produit sont

A =c(2) — 2ze(Z2) M) =M
() = (%)) M.
oil ¢(z) est une fraction rationnelle non nulle. Les opérateurs M, z2M et 2%/c(z)M sont associés, mais pas
1—2zM et c(2) — z¢(22)M, & moins que ¢(z) = ¢(z?), ce qui signifie que ¢ est dans le corps de base. De plus
A n’est pas ppcm de 1 — 2M et 22M, puisqu’un ppem est M — 22M. Une factorisation de A en accord avec
les notions définies plus haut devrait fournir un égalité de la forme

(4) = (P)N(Q)-

En effet, A n’est pas irréductible puisqu’il est divisible par M. Il ne peut pas avoir plus de deux facteurs
puisqu’il est de degré 2. Hélas, le seul facteur disponible est M et nous ne pouvons obtenir une égalité entre
idéaux qui exprime que A est réductible.

Les seules factorisations possibles consistent en des produits au sens usuel, mais ceci n’est pas
compatible avec I'arithmétique définie plus haut : un produit de facteurs premiers entre eux n’est
pas un ppcm des facteurs.

2.5 Interpolation

La détermination de I’idéal annulateur du sous-espace des polynomes de degré inférieur ou égal
a n permet de rendre homogenes les équations de Mahler a second membre polynomial.

Proposition 12. i existe un unique opérateur A € K(z)[M] de degré inférieur ou égal a n, qui
prend des valeurs données by, b1, ...,b, € K(z) sur 1,z,...,2".

DEMONSTRATION. L’opérateur cherché est de la forme

A= Zn:akMk,
k=0

et 'interpolation se traduit par le systeme

n

Zak(Z)ZBkj:bj(Z)» j=0,---,n
k=0
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dont la matrice est
D, = (ZB " ) .
0<j,k<n

C’est une matrice de Vandermonde et son déterminant est

A, = H (zBZ —sz) #0,

0<k<t<n
d’ou la proposition. O
Corollaire 5. Notons, pour k et n entiers naturels,

Ak — Z(Bfl)k - M
et

P, = ppcm(Ao, tee >An)

Alors P, est un opérateur de degré n+ 1 donné par

— n ZB7L+1 . ZBZ .

By =M" _ZH LBF _ Bl M”.
k=0 (£k

DEMONSTRATION. La démonstration précédente, appliquée au systéme dans lequel les seconds membres sont
les M™+123 permet de calculer P,. O

Proposition 13. Un opérateur A € K(2)[M], qui s’annule sur K[z|, , est un multiple de P,.

n’

DEMONSTRATION. L’opérateur Ay, engendre annulateur de z*, donc Pannulateur de K[z],, est engendré par
le ppcm des Ay, 0 < k < n. O
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Chapitre 3

Equations de Mahler linéaires

Les équations fonctionnelles de la forme

co(2)f(2) + e1(2)f (") + -+ en(2) f(z77) = b(z)
sont les équations de Mahler linéaires. Il existe de nombreux exemples de telles équations et méme
d’équations plus générales liées aux questions de transcendance [39, 46], mais ces équations sont
tres rarement étudiées en elles-méme. On trouve dans le travail de Kuczma [47, 48] des indications
assez précises pour le cas N = 1, mais relativement superficielles des que N > 2.

Les séries solutions de ces équations sont les séries mahlériennes. Elles forment une algebre
close par les lois usuelles et par dérivation, tout comme les séries holonomes de Stanley, Lipshitz et
Zeilberger [65, 49, 72], et constituent le cadre de cette these.

Les résultats d’arithmétique permettent de supposer que 1’équation a un coefficient cy(z) non
nul sans introduire de solutions parasites et méme fournissent un moyen effectif de calculer une
telle équation équivalente. On peut aussi imposer que le second membre b(z) soit nul si ’équation
proposée a un second membre mahlérien. Cependant ceci n’est guere utile en pratique car on préfere
diminuer 'ordre de I’équation, quitte a augmenter la taille du second membre.

Pour ce qui est des séries formelles, la résolution numérique se fait en deux temps : d’abord par
un systeme linéaire fini, qui détermine la dimension de ’espace des solutions, puis par itération, et
ceci permet de montrer que les séries entieres obtenues ont un rayon de convergence non nul. Le
traitement s’étend d’ailleurs aux équations,

co(2)f(¢o(2)) +c1(2) f(91(2)) + -+ + en(2) f(Pn(2)) = b(2),

baptisées ici équations de Mahler linéaires générales, et fournit des résultats qualitativement simi-
laires. Dans celles-ci les ¢y (z) sont des séries formelles, ou des fonctions analytiques au voisinage
de 0, de valuation supérieure ou égale a 2, sauf ¢o(z) qui est réversible.

La recherche des solutions sous forme close, en particulier de solutions rationnelles ou sous forme
de produits infinis, est une question naturelle qui permet de donner de jolies formules comme

(—1)kz2"-1 (1 - sz) (1 42 22k>

1:kzzo(1—222)(1—2z4)...(1_2z2k+1)7

1= (=] (1) =23 [ 1 (1-2*)

k>0 k>0 k>j
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DE MAHLER LINEAIRES

Elle ameéne a déterminer les produits infinis mahlériens qui se réduisent a des fractions rationnelles

commme 1
[I—=1+2+7
10k ’
iso PG

sip(z) =1—z2428 24420 27429 211 4 512 14 1 15 1T 1 518,

3.1 Propriétés de cloture.

Toutes les séries utilisées ici sont des séries formelles a coefficients dans un corps commutatif K.

+oo

Définition 12. Une série de Laurent f(z) = Z fnz", ng € Z, est B-mahlérienne si elle satisfait
n=ng

une équation de Mahler homogeéne

N
co(2)f(2) +e1(2) f(7) + - +en(2)f(z77) =0
a coefficients des fractions rationnelles cg, ..., cxy non toutes nulles.

Evidemment on peut supposer que les cx(z) sont des polynémes mais la définition précédente
met I’accent sur le fait que f(2), f(z5), ..., f (zBN) forment une famille liée dans le K(z)-espace
vectoriel K((z)). Ceci est a rapprocher de I’étude des séries D-finies ou holonomes, dont les dérivées
successives engendrent un espace de dimension finie sur les fractions rationelles.

Le fait que K[z, M] soit principal & gauche implique tout de suite 'existence d’une équation
minimale pour une série mahlérienne, dont I'ordre fournit la dimension de ’espace engendré par les
f (sz) sur K(z). En effet les opérateurs qui s’annulent sur une série mahlérienne f(z) forment un
idéal a gauche, qui est principal et est engendré par un opérateur P. L’équation P(z, M)h(z) =0
est une équation minimale de f(z) et le quotient K(z) [M]/(P) est isomorphe, comme K(z)-espace
vectoriel, & K(z) [M]<q4, I'espace des opérateurs de degré strictement inférieur & d = deg P, et a
Pespace engendré par les f(28") dans K((z2)).

Définition 13. Une équation minimale d’une série mahlérienne f(z) est un générateur de l’idéal
a gauche des opérateurs de K[z, M| qui s’annulent sur f(z).

Il sera commode d’employer la convention suivante pour éviter des formulations par cas.

Définition 14. Une suite (f,) a valeurs dans un anneau est étendue des entiers auzx rationnels
par la valeur 0,

! _{ fn siz=mneN,

=

0 stnon.

En particulier (f,/p) est la suite qui vaut fi si n = kB est multiple de B et 0 sinon.
Au lieu d’exprimer la définition d’une série mahlérienne sur la série formelle, on peut 1’énoncer

en termes de récurrence sur ses coeflicients. Or les deux opérateurs de base sur les séries, la multi-

plication par z et la substitution par z?,

fz) = 2 f(2),  f(z2) — ("),

se traduisent immédiatement dans l'espace des suites par 'opérateur de décalage et I'opérateur
d’homothétie sur les indices,

(fn) — (fn—l); (fn) — (fn/B)
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3.1. PROPRIETES DE CLOTURE.

Définition 15. Une suite (fy) est B-mahlérienne si elle satisfait une relation de récurrence
> cobfat+ > crufm-npt+ Y Nt fumgpy =0
¢ 12 l

avec les scalaires ci ¢ non tous nuls, c’est-a-dire si sa série génératrice est mahlérienne.

Théoreme 3. L’espace des séries B-mahlériennes posséde les propric¢tés de stabilité suivantes :
1. les fractions rationnelles sont mahlériennes ;
2. si f(2) € K((2)) satisfait une équation de Mahler

eo(2)f(2) + (@I ")+ en(2)f () = b(2),
dont le second membre b(z) est une série mahlérienne, alors f(z) est une série mahlérienne ;
3. si f(2) est mahlérienne, il en est de méme de f(2P);

4. les séries mahlériennes forment un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel K((z)) et méme
du K(z)-espace vectoriel K((2)) ;

5. si f et g sont deux séries mahlériennes, il en est de méme de leur produit de Cauchy f X g ;

6. si f est une série mahlérienne, sa série dérivée f' est aussi mahlérienne.

DEMONSTRATION. Le premier, le deuxiéme et le troisitme points sont évidents. Pour le premier, il suffit
d’écrire
r(2)

= T ZB .
) = ey )

Pour le second, on multiplie & gauche 1’équation avec second membre par un opérateur qui annule b(2) et
pour le troisieme on multiplie a gauche ’équation par M.

Pour le quatrieme, il suffit de remarquer que le ppcm de deux opérateurs qui s’annulent respectivement
sur deux séries mahlériennes s’annule sur leur somme.

En ce qui concerne le produit de Cauchy, on écrit les équations vérifiées par f(z) et g(z) sous la forme

K—

L—-1
PPN =3 a@) ), 9GP =Y b2 f(:P)
k=0

k=0

[

et on constate ainsi que tous les produits f(z% k)g(zB[), k >0, ¢ > 0, vivent dans le sous-espace engendré

par les f(sz)g(zBZ) avec 0 < k < K, 0 < /¢ < L. Comme celui-ci est de dimension au plus KL, le produit
fg vérifie une équation d’ordre au plus K L.
Enfin si f est solution de

co(2)f(2) +e1(2)FEP) + .+ en(2) f(287) =0,
alors sa dérivée f’ vérifie
co(2)f'(2) + BzB e (2) f'(2B) + ...+ BN2B" “len(2)F(2B") =
N
— (1) + ARIED) + o+ () F(P))
et le second membre est mahlérien, ce qui fait que f’ est mahlérienne. O

Si le corps est de caractéristique nulle, on peut parler de primitive. Cependant une primitive de
série mahlérienne n’est pas nécessairement mahlérienne.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DE MAHLER LINEAIRES

EXEMPLE 10 : La série a coefficients rationnels
1 z

mil -y
1—=z n

dont la dérivée est mahlérienne puisque rationnelle, n’est pas mahlérienne.
Supposons qu’elle satisfasse une relation de dépendance

N
1
mh—— =0
() + Y en(e)n T

dans laquelle ¢(z) et les ¢, (z) sont des polyndmes. A priori cette égalité est formelle, mais elle a aussi un sens
du point de vue analytique, si z est une variable complexe de module strictement plus petit que 1. L’évaluation
de la limite du membre gauche en un point ¢ qui est une racine BN-ieme de 1'unité sans étre une racine
BN=1jeme de I'unité, montre que le polynéme cy(z) est divisible par le polynome (22" —1)/(zB" " — 1)
car seul le dernier terme est susceptible d’avoir une limite infinie. Il en résulte que dans une telle relation le
polynéme cy(z) est soit nul soit de degré non nul.

Si la série est mahlérienne, on peut tenir le raisonnement suivant. Partant de 1, qui forme une famille
libre, on adjoint successivement In (1 — z)~% (celle-ci n’est pas rationnelle et la famille est encore libre),
In (1 — 28)~1, ete, jusqu’au premier N telle que la famille soit liée, c’est-a-dire vérifie une relation

1

1 — zB* =0

N
c(z) + Z ck(2)In
k=0

avec ¢y # 0. On impose a ¢ et aux ¢ d’étre des polynomes, puis on dérive, ce qui donne apres simplification
par le produit des 1 — sz, 0<Ek<N,

N
1
k=0

et ¢/y n'est pas nul d’aprés notre remarque. Ceci permet de fabriquer une équation d’ordre plus petit en
combinant les deux précédentes et contredit la minimalité de N. Ainsi In (1 — 2z)~! n’est pas mahlérienne.

Le méme raisonnement permet de prouver que les 1/(1 — 2)* avec « réel positif non entier ne sont pas
mahlériennes.

Le produit de Hadamard de deux séries mahlériennes n’est généralement pas mahlérien.

EXEMPLE 11 : La série génératrice du nombre de partitions binaires
1
b(z) = [[ —=
_ 2k
k50 11—z
est évidemment mahlérienne et il en est de méme de
k
HOED IR
k>0

Si le produit de Hadamard

a(z) = b(2) © f(z) = > bae 22

E>0
est mahlérien, la suite des coefficients vérifie une relation de récurrence de la forme

Op = C0,1 Gn—1 +C020n—2 + -+ + C1,0Ap 2 + C1,1 Q(n—-1)/2 + " -

En prenant pour n une puissance de 2 et en remarquant que les a,—1, an—2, a(,—1)/2, etc sont alors nuls, on
constate que la suite (byx) est solution d’une récurrence avec décalage

ka = 0170 ka—l =+ 62,0 b2k—2 + e

et est donc rationnelle. Ceci est incompatible avec le fait que Inbyx a une croissance en k2 [23].
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3.2 Solutions formelles

Le fait que l'opérateur de Mahler soit local, c’est-a-dire utilise une substitution qui laisse 0
invariant, permet une approche formelle que nous allons abondamment utiliser.
La donnée est une équation de Mahler linéaire

co(2)f(2) +e1(2) f(ZP) 4+ en(2)f(z57) = b(2)

et les solutions f(z) sont ici des séries formelles de K[[z]] ou K((2)). Les coefficients ¢ sont des frac-
tions rationnelles, I'entier N vaut au moins 1 et le coefficient ¢y (z) n’est pas nul. Le second membre
est au choix une fraction rationnelle ou une série formelle. En multipliant au besoin ’équation par
un dénominateur commun des ¢; nous pouvons supposer que ceux-ci sont des polynomes.

3.2.1 Reéduction au cas ¢y # 0

Nous allons montrer que ’on peut ramener 1’équation proposée a une équation équivalente dans
laquelle le coefficient cy(z) est non nul.

En appliquant les opérateurs de B-section aux deux membres de 1’équation, plusieurs fois s’il le
faut, ’équation est transformée en un systéme d’équations de Mahler, toutes d’ordre strictement
plus petit que N et ayant toutes un coefficient ¢y non nul, & moins que tous leurs coefficients c;
ne soient nuls. Plus précisément nous construisons un B-arbre dont la racine est étiquetée par
I’équation de départ et tel que chaque nceud a pour fils les équations obtenues en appliquant a
I’équation qui étiquette ce nceud les opérateurs S,.. Les feuilles sont étiquetées par les équations qui
ont un ¢y non nul ou un membre gauche nul.

EXEMPLE 12 : En appliquant les opérateurs indiqués a gauche, I’équation 2-Mahler
(1+216 +218)M2f—232M3f+(1 —Z4O+Z42 +Z43)M4f+259M5f _ 1+Zl5

fournit le systeme

So (L+2842Mf—2M2f + (1 - 220+ 22 M3f = 1
S0S0 I+ 2Yf=Mf+ (1 -21M2fF = 1
5150 Z4f + ZlOsz = 0
Sl 221M3f 4 229M4f — Z7
S051 0 = 0
Slsl 210M2f + 214M3f = 3
S0S5151 Z5Mf + Z7M2f = 0
S0505151 0 =0
5150;3151 22f + ZSMf = 0
515151 0 = zZ,

dont la derniere équation montre d’ailleurs qu’il n’a pas de solution. Si on ne garde que les feuilles de ’arbre,
le systeme se réduit a

S()S() (1+Z4)f72’8Mf+(1 *ZlO)MQf =1
5150 Z4f + ZIOMQf =0
SoS1 0 =0
S0.505151 0 =0
51505151 2’2f + ZSMf =0
S1S151 0 = Z.
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(1+28+29)Mf*216M2f+(1*Z2O+221)M3f:1 221M3f+229M4f:Z7
—
/ \ 0=0
A+ 2f —BMf+ (1 =20M2f =1 |24f +21M%2f =0 AOM2F 4+ ZAMBf = 23

PN
PMf+2"M*f=0 0=z
~

~
0=0] |2f+22Mf=0]

Fic. 3.1
La racine de l'arbre est étiquetée par 1’équation proposée
et les descendants sont étiquetés par les sections de cette
équation. Ainsi les feuilles de 'arbre donnent un systéme
dans lequel toutes les équations a premier membre non nul
ont un ¢g non nul.

D’une facon générale ce systeme est équivalent a I’équation de départ parce que

P= Y 2MSP pour PeK(z)[M], wy(P)>0
0<r<B

et

b= Z 2" MSyb  pour be KJ[[z]]
0<r<B

(S, P est le composé de deux endomorphismes, alors que S,b est I'image de b par 'opérateur S,).
D’ailleurs les étiquettes des feuilles déterminent toutes les étiquettes de I’arbre, grace a 'unicité de
I’écriture en base B des entiers. Il y a dans le systeme des équations a membre gauche non nul si et
seulement si c’est le cas pour I’équation initiale (d’apres 1’égalité P = > 2" M S, P) et les membres
droits dépendent linéairement du membre droit de I’équation initiale car ils ont été obtenus par
application des opérateurs de B-section. Nous avons ainsi prouvé le lemme suivant.

Lemme 6. Une équation de Mahler

Af =0,

avec A € K(z)[M], A#0 et wy(A) > 0, est équivalente a un systéme

Aif = b
Aof = by
Apf = bnm.

dans lequel les A; appartiennent a K(z)[M] et sont non tous nuls. De plus les A; non nuls ont une
valuation (par rapport a M) qui est nulle et un degré strictement plus petit que celui de A. Enfin
les b; dépendent linéairement de b.
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Supposons maintenant que nous ayons un systeme (S) :

Aif = b
Aof = bo
Amf = bm

dans lequel les A; sont dans K(z)[M] et non tous nuls.

Notons D le pged des A;, ou des A; non nuls si 'on préfere. Dans le systeme (S), il y a (au
moins) un opérateur A; de degré minimal en M, disons A;. Nous divisons euclidiennement chaque
A;, 2 <i<m, par A1, ce qui s’écrit

A, = QzAl 4+ R; avec R=0 ou degR < degA1
et nous remplacons le systéme (S) par le systéme équivalent (S’)

Aif = b
Rof = ba— (Q2b1

Rmf = bm - mel

L’itération de ce procédé fournit un systeme (S*) équivalent a (S), qui est de la forme

Df = b
0 = o
0 = b,

En effet les opérateurs qui apparaissent dans les membres gauches des équations sont tous dans
I'idéal (D) et cette suite de divisions euclidiennes n’est qu’une petite généralisation de I’algorithme
d’Euclide, d’ailleurs classique dans la réduction des matrices sur un anneau principal. Enfin les b
sont obtenus & partir des b; par application d’opérateurs pris dans K(z)[M].

Lemme 7. Soit (S) un systéme d’équations de Mahler

Aif = by
Aof = bo
Amf = bm

ot les A;, 1 <i < m, sont dans K(z)[M] et non tous nuls de pged D. Ce systéme est équivalent a
un systeme (S*)

Df = ¥,
0 = b
0 = 1,

dans lequel les second membres b, dépendent linéairement des b;.
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EXEMPLE 13 : Prenons le systéme (avec B = 2)

{(1+Zﬂﬂd+%Z+?—w%f@%441—2f%ﬂf)+@4—5ﬂf@% z+2° (1)
F2)+2f(22) + 25F(2H)210f0(28) = 14+2+22 (2).

En divisant par opérateur 1+ zM + 25M? + 21°M3 qui apparait dans I’équation (2), nous obtenons

{ F2) +2f(2%) + 20 (1) + 2100 (%) = 14242 (2)
(1 =25 =221 F(2)+ (2 — 27 =221 + 21 f(22) + 210 f(2%) = 14+2+22—27 - 210211 212 (3)

puis en utilisant I’équation (3)

14242227 =210 2211 _»12 (3)

(1 =25 =2219)F(2) + (2 — 27 — 221 + 21%) f(22) + 216 f(2%)
2224+ 2+3 (4)

f(2) +2£(2%)

et enfin avec (4)

f(2)+2f(2*) = 3424227 (4)
0 = 2422320228 52103212 4 3214 4 216 1 2,18 (5).

La conjonction des deux lemmes précédents permet d’énoncer le théoreme de réduction suivant.

Théoreme 4. Une équation de Mahler
Af =0,

avec A € K(z)[M] non nul, est équivalente a un systéme d’équations de Mahler

Df = ¥
0 = b,
0 = b,

dans lequel D est dans K(z)[M] et de valuation nulle. De plus les b; dépendent K-linéairement des
DEMONSTRATION. Nous obtenons ce résultat en appliquant autant de fois que nécessaire le lemme 6 suivi
du lemme 7. Les degrés des opérateurs obtenus a chaque étape décroissent strictement et 1’algorithme se

termine bien en un nombre fini de pas. O

Pour une équation homogene il n’y a pas de contraintes sur le second membre et 1’énoncé est
plus simple.

Corollaire 6. Une équation de Mahler homogeéne
Af =0,

avec A € K(z)[M] non nul, est équivalente a une équation de Mahler
Df =0

dans lequel D est dans K(z)[M] et de valuation nulle.
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3.2.2 Réduction a un systeme fini d’équations

Nous pouvons désormais ne plus considérer que des équations de Mahler dont le coefficient c¢g
est non nul,

N
S en(2) F(P7) = b(2).
k=0

Notre but est ici de montrer que la résolution a une précision donnée dans l’espace des séries
formelles d’une équation de Mahler se scinde en deux problemes, obtenus en coupant la série
formelle cherchée a un certain niveau, ’entier critique.

Définition 16. Soit N

k
Yo a@fE) =b(z)
k=0
une équation de Mahler dont les coefficients co(z), ..., cn(z) et b(2) sont des séries formelles avec

co(2) non nul. Nous notons i la valuation de la série ci(z). L’entier critique est
B8y — 6,
D= — .
Lg}cagN BF—1

Pour étudier une équation de Mahler, il faut d’abord mettre en valeur les valuations :

cr(z) = 2%Ck(z) = Z ek 2.

J>0k
Nous distinguons partie basse et partie haute :
D—dp
[ = > fa
n=0
f(z) = fz)+2P0HE(2),
D
b(z) = Z by 2",
n=0
b(z) = b(z)+2PT0(2),

N
LUEG) = (=) - Y al2) (P,

k=0
M = +B-1)(D—-6+1)>1.

Enfin la notation classique [2"]g(z) désigne le coefficient de 2™ dans la série g(z),
"] > 9k =" = gn.
k

La démonstration s’appuie sur une idée géométrique simple, qui apparait clairement dans
Pexemple de la page 39 et dans la figure 3.2. Avec toutes ces notations le coefficient de z™ dans le
premier membre de I’équation
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n

- A3 :m:BBn+53

Ay :m=mn+d

Fic. 3.2
Les équations de Mahler se prétent a une vision géométrique
de type polygone de Newton. A un terme ci(z) f(28") de
I’équation correspond la droite d’équation m = BFn + 4y,
ou O est la valuation de c(z). Les degrés de liberté sont
associés aux sommets du convexe C limité par ces droites.

est
N m A .
DD il IfE).
k=0 j=6j,
Pour
- BF5y — 6y,
A e vy VA T
et 1<k<N,ona
BFsy— 6
> 0 k
BF —1

et a fortiori
(m —080)B* >m —j si j> &

Ainsi pour n > m — &y le monéme f,, 2" de la série f(z) produit dans f (sz) un terme de valuation
au moins égale & nB* et donc strictement plus grande que m — j pour j > 6y, : il a une contribution
nulle dans le terme d’indice k =1... N :

di
> el E.
J=0
Il en est de méme pour le terme d’indice k = 0 si n > m — dg car le z, qui intervient dans le terme
d’indice 0 de I’équation, est de valuation 1. Quant au mondéme fm_(gozm_% il fournit exactement
€o,50 fm—s, dans I’équation qui exprime I’égalité des coefficients de 2™ dans les deux membres de
I’équation de Mahler.
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Ainsi le systéeme linéaire infini associé a I’équation est-il triangulaire inférieur & partir du rang
D + 1. Sa résolution se divise donc en deux sous-problémes : d’une part ’étude du systeme linéaire
qui exprime ’égalité des coefficients de 2™ dans les deux membres de ’équation pour m =0,...,D
et ce systeme ne porte que sur les inconnues fo, ..., fp_s,, d’autre part le dévidement de la relation
de récurrence qui permet de calculer les f,, d’indices supérieurs.

EXEMPLE 14 : Considérons 1’équation homogene d’ordre 2
2 (1+2)" f(z) - (14422 -2 +2"—102° — 620 —527) f(z?) — (* + 1)5f(z4) = 0.

Ici 69 = 3 et 61 = §3 = 0, ce qui donne D = 6 et D — §y = 3. Cela signifie que le systeme qui détermine
la partie inférieure des solutions s’obtient en considérant le coefficient de z" dans I’équation pour n allant

de 0 & 6 et porte sur les inconnues fg, ..., f3. Le début de la matrice infinie du systéme montre bien cette

situation,
-2 0 0 0 0 0 0O
0 0 0 0 0 0 0O
-9 -1 0 0 0 0 0 O
2 0 0 0 0 0 0 O
-7 -4 -1 0 0 0 0 O
16 5 1 00 0 0O
0 0 0 0 0 0 0O
6 4 7 41 0 0 0
-5 -3 2 2 3100
0 5 11 5 6 4 1 0
-1 =10 1 0 0 5 4 1

La résolution du petit systeme fournit fo = f1 = fo = 0 et f3 est arbitraire. Ainsi I’espace des solutions est
de dimension 1. Par itération nous obtenons & z'* pres,

f(z)=fs (2° 42" +102° — 2120 + 3427 — 522% + 882 —1302'0 + 155 2" — 199 2"% + 307" + .-+ ).
En réduisant modulo 2, une variante de la suite de Rudin-Shapiro [3, p. 244] apparait,
w(z) = 28 4+ 20 4 21 g 12 18 15 10
Clairement la méthode précédente permet de traiter des équations plus générales.

Définition 17. Une équation de Mahler linéaire générale est une équation de la forme

N

cx(2)f(9r(2)) = b(2),

k=0

pour laquelle les coefficients ci(z), le second membre b(z) et les ¢i(z) sont des séries formelles avec

d)O(Z) =z,
wk:w(¢k)>1 (k:1...N)
et toujours
co(z) # 0.

EXEMPLE 15 : Les opérateurs de Mahler Mp relatifs a des entiers B distincts commutent et forment méme
une famille stable par composition. Les équations associées aux opérateurs de l'algebre Kz, (Mg)p>2],

N

co(2) F(2)+ D en(z) F(z7%) = b(z),

k=1

sont des équations de Mahler générales, dans la mesure ot ¢g(z) n’est pas nul.
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Définition 18. Pour une équation de Mahler générale

N

S (@) f(n(2)) = bl2),

k=0

Uentier critique est

D— { max MJ ,
k=1-N wg —1

La résolution numérique se fait encore en deux temps : résolution d’un systéeme linéaire pour
la partie basse et, s’il y a des solutions, itération pour obtenir la partie haute a une précision
donnée. D’ailleurs on peut généraliser encore un peu la situation. La propriété utile de ¢g est d’étre
réversible (id est inversible au sens de la composition des séries formelles). En effet si tel est le cas,

-1 e . .
en notant ¢([) I'a série réverse, ’équation se transforme en

N
ao(t) f(t) + ) ar(t) f(xk(t) = E(t),

k=1

avec

ap(t) = ex(dy (1), k=0---N, E(t)=0b(g} (1)),

) = oe(d V), k=1---N.

Les propriétés d’existence, d’unicité ou de dimension de ’espace des solutions S sont conservées
dans la composition par une série réversible et les résultats qualitatifs sont encore valables. Pour ce
qui est du calcul, la connaissance de qb([)_l] (en utilisant le théoréeme de Lagrange, par exemple) n’est
indispensable que si ’on désire connaitre explicitement les solutions. En effet chaque x; a la méme
valuation que le ¢y, correspondant et le nombre D est toujours le méme. On peut donc étudier la
vacuité de S, déterminer la dimension de & et méme calculer les solutions & une précision donnée
en résolvant le systeme linéaire correspondant.

La recherche des coefficients fp_s,+1, ... peut étre exprimée en termes de séries. La substitution
dans I’équation de Mahler générale de I’expression

f — i+ ZD—50+1F

donne pour F' une équation de point fixe

N
Co(2)F(z) + Z MO (2) D (2) PO R (296 @ (2)) = B(2),
k=1

avec
A =0+ (wp—1)(D—=3+1)>1

et Ck(0) # 0. Au passage remarquons que la définition de F(z) est correcte parce que

N

ch(z)i(gbk(z)) =b(z) modulo zP*L.

k=0
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Cette nouvelle équation possede une unique solution parce que le systeme infini correspondant est
triangulaire inférieur avec des 1 sur la diagonale. L’application qui & une série g associe
N D—60+1
B(2) = Yoy M Cp(2)Pr(2) " (24 @5 (2))
Co(2)

est une contraction affine de K[[z]] et possede donc un unique point fixe, qui est F', en utilisant le
fait que K[[z]] muni de sa métrique usuelle est complet.

Théoreme 5. La non-vacuité et la dimension de l’espace des solutions d’une équation de Mahler
linéaire générale

N

S r(2) F(6r(2)) = b(2)

k=0
sont déterminées par la résolution d’un systéme linéaire S constitué de D+1 équations en les incon-
nues fo, -+, fp—s,, lequel est obtenu en considérant les coefficients de 1,z, - - , 2P dans Uéquation
de Mabhler.

La partie basse des solutions est obtenue par la résolution du systéeme S.
La partie haute est déterminée par itération d’un opérateur contractant.

Corollaire 7. Une série f(z) solution d’une équation de Mahler générale homogéne

N
> () f(¢r(2)) =0
k=0

dont les coefficients f, sont nuls pour n < D — §q est la série nulle.
La méthode de résolution fournit un critere d’Eisenstein.

Corollaire 8. Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions et f € K[[z]] une série
mahlérienne. Il existe un élément non nul a € A tel que la série

Z fnanzn

n>0
soit mahlérienne a coefficients dans A.

DEMONSTRATION. La résolution de la partie basse d’une équation minimale & coefficients dans A satisfaite
par f(z) fournit des coefficients f,, avec un certain dénominateur d, qui est d’ailleurs un mineur de la matrice
du systeme. L’obtention de la partie haute provoque a chaque cran la division par le coefficient de plus bas
degré de ¢o(z). Il suffit de prendre pour a le produit de d et de ce coefficient. O

Remarquons que 'entier critique D est inférieur ou égal a 2 dg et que I'espace des solutions est
de dimension au plus D — §y + 1, ce qui est moindre que &y + 1. Cependant une majoration plus
naturelle de la dimension est fournie par la proposition suivante.

Proposition 14. La dimension de l’espace des solutions d’une équation de Mahler générale ho-

mogene,
N

S enl(2) fn(=)) = 0,

k=0
est moindre que N.
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DEMONSTRATION. La matrice infinie qui détermine les coefficients d’une solution est plongée dans le qua-
drant positif de R?, les coefficients étant affectés aux points dont les deux coordonnées sont des entiers
naturels. Il existe une partie convexe C' (cf. figure 3.2) dans laquelle tous les coefficients sont nuls. Elle est
limitée par les droites Ay d’équation m = wgn + d; pour 0 < k < N. Dans ces équations m est I'indice de
ligne ou ordonnée et n est l'indice de colonne ou abscisse. L’axe des ordonnées est orienté de fagon inhabi-
tuelle pour respecter ’écriture des matrices. La frontiere de cette partie convexe C est constituée d’une part
de I'axe des abscisses et d’autre part de segments des droites Ag avec 1 < k < N et d’'une demi-droite de
Ag. Plus précisément seules certaines droites A contribuent a la frontiere, suivant les valeurs des pentes wy,
et des ordonnées a l'origine §;. De plus les pentes de celles qui apparaissent vont en décroissant strictement
quand on parcourt la frontiere depuis I'origine. Il en résulte que la frontiere ne peut pas comporter plus de
N segments ou demi-droites dans cette partie qui n’est pas ’axe des abscisses et le convexe C' ne peut avoir
plus de N coins ou plus vulgairement points extrémaux.

Dévider la récurrence qui définit une solution revient a considérer successivement les lignes de la matrice.
Chaque ligne est limitée a droite par la partie C' et a une longueur entiére. Si elle n’est pas plus longue que
la ligne précédente, elle fournit une contrainte sur les termes déja définis et cela ne peut que diminuer la
dimension de ’espace des solutions. Si elle est plus longue que la précédente, ce ne peut étre que d’une unité
car les pentes des droites Ay sont plus grandes que 1. Dans ce cas ou bien le coefficient extréme est non
nul et I’équation correspondante détermine un nouveau terme de la suite, ce qui n’accroit pas la dimension
de I'espace des solutions ou bien le coefficient extréme est nul et il est alors possible que cette dimension
augmente de 1. Ce coefficient ne peut étre nul que s’il y a un phénomene de collision ; deux droites Ay
se rencontrent en un point a coordonnés entieres et les contributions s’annulent, ce qui ne donnent pas de
contrainte sur le dernier terme de la suite. On voit ainsi que la dimension ne peut pas excéder le nombre
de points extrémaux a coordonnées entieres. Ceci n’est d’ailleurs encore qu’une grossiere majoration car les
coeflicients de la matrice associés doivent étre nuls et il se peut que les autres équations imposent encore des
contraintes. En tous cas ceci donne la majoration cherchée car le nombre de points extrémaux de C ne peut
pas excéder N. O

La démonstration précédente fournit en prime un moyen d’estimer la dimension de l’espace
des solutions d’une équation de Mahler, qui s’appuie sur un graphique comme celui de la figure
3.2. Pour chaque point extrémal, marqué d’'un e, on regarde si les termes de plus bas degré des
coefficients correspondants a cette intersection s’annulent. Seules les annulations de ce type peuvent
apporter un degré de liberté et ce comptage permet de majorer la dimension.

Dans la pratique, il est fréquent que dp = 0 (le coefficient cy(z) est de valuation nulle) et la
discussion sur ’existence se ramene a la considération des coefficients constants.

EXEMPLE 16 : Notons pg(n,m) le nombre de facons d’écrire un entier naturel n comme somme de m
p )
puissances de B, c’est-a-dire le nombre de partitions B-aires de n en m sommants. La série génératrice

Pg(u,z) = Z pe(n,m)z"u™
n,m>0

vaut

1

1— uzB”

PB(ua Z) = H
k>0

et elle vérifie I’équation
(1 - UZ)PB(ua Z) = PB(U7 ZB)

avec
PB (u, 0) =1.

Sa résolution est immédiate et donne une formule analogue a la formule d’Euler pour les partitions d’entiers

usuelles,

k
ZB

PB(U,Z):1+k220(1_uz)...(1—uz3k).
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Combinatoirement elle exprime la classification des partitions B-aires suivant le plus grand sommant.

EXEMPLE 17 : Un mot & bord sur un alphabet A4 est un mot de la forme bwb ot w € A* et b € AT,
M. Régnier a montré dans [61] que la série génératrice b(z) qui énumere les mots & bord sur un alphabet de
taille ¢ vérifie ’équation

(1 —q2)(1 = gz*)b(2) + (1 — ¢z*)b(2%) = ¢2.

Le systeme associé a ’allure suivante,

2 0 0 0 0 O bo 0
g 1 0O 0 0 0 by 0
—2q 1—g¢q 1 0 0 0 by | q
q° —q —q 1 0 0 bs | | O
0 ¢>?—q 1—q —q¢ 1 0 by 0
0 0 @ —q —q 1 bs 0

et se résout immédiatement pour fournir
bz2)=q¢22+ 22 +q(q—1+¢) 2+ (¢-1+) "+ (P —1+¢*) 2P+ (P —1+¢%) 2"+

EXEMPLE 18 : Soient u et v deux mots sur A, un alphabet de ¢ lettres. L. Guibas et A. Odlyzko [41] ont
défini la corrélation de w sur v (Popération n’est pas commutative). C’est un mot ~y(u,v) sur lalphabet
{0,1} de méme longueur que u et qui est obtenue de la fagon suivante : on écrit le mot u et en dessous le
mot v; si u et v coincident dans la partie ou ils se chevauchent, la premiere lettre de y(u,v) est 1 et sinon
0. Ensuite on décale v d’'un cran vers la droite et on compare a nouveau les deux mots dans leur partie
commune ; ceci fournit la deuxiéme lettre de v(u,v). On réitere la procédure jusqu’a la derniere lettre de w.
Avec par exemple, A = {a,b}, u = aababba et v = babbaa, nous obtenons v(u,v) = 0010010, comme on le
voit ci-dessous :

u = a a b a b b a
v = b a b b a a 0
b a b b a a 0
b a b b a a 1
b a b b a a 0
b a b b a a 0
b a b b a a 1
b a b b a a 0

Nos deux auteurs étudient plus particulierement autocorrélation (cas olt u = v) et caractérisent ’en-
semble I' des y(u,u) pour v € A*. Ils montrent en particulier que la série génératrice, f,, du nombre de
mots de longueur n dont 'autocorrélation s’écrit 10---0v, ou v est un mot donné de longueur c¢ pris dans
I, vérifie I’équation de Mahler

21— q2) f(2) + [2° + (1 = q2) Py ()] £ (%) = 2k(7)2*[2° + (1 = q2) Py (2)],

dans laquelle k() est le nombre de mots d’autocorrélation v et

Py(z) = Z 2t

0<k<ec

(les mots sont indexés a partir de 0 et 7 est la lettre d’indice k de ). Apparemment, nous devons considérer
que pour n = ¢ 'autocorrélation est v lui-méme, c’est-a-dire que la premiere lettre de ~, qui est un 1, se
superpose avec le 1 qui est en téte de 10---0~.

Pour v = ¢, le mot vide, nous avons P. = 0 et k(e) = 1. L’équation vérifiée par f. est

(1-q2)f(2) + F(%) = 2.
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Nous obtenons
k 2’f

f1+qz ~ )

et
fe()=1+qz+qlg— 12> +¢*(¢—1)2* + q(¢ — 1)*(g + 1)z* + - -

De la méme fagon avec le mot v = 1, nous avons P;(z) = 1, k(1) = ¢ et I’équation

2(1—q2)f(2) + (14 (¢ — 1)2) f(z°) = 2¢°2°(1 + (¢ — 1)z).

ok k—1 221,
o= (14 S0 2 T (1125 )

k=0 =0

Elle se résout en

Plus généralement, si v est une autocorrélation de longueur ¢ > 1, g, définie par

f(2) = k(7)z°(1 + 29,(2)),

vérifie I’équation réduite
(1—g2)g(2) + 2(1 = gz + 2b,(2))g(2%) = by(2)

en posant

by(2) =214 (1 - qz)M

Remarquons que b,(z) est un polynéme malgré les apparences. Par itération, nous obtenons Iexpression

close
b (22 k-1 2'p (52
pirmsie (v S T (1 42

c’est-a-dire

+oo 2k k-1 . ZQZC
4 (2) = k()z¢ (1 + Z(—l)k <P7(22k) -1+ 1j2k> H (Pn,(z2 )+ _2,>> :
k=0 9= 1=0 1-qz

Pour expliciter f,(z) il reste & déterminer k(y), ce qui se fait récursivement. Par exemple si 'on veut
calculer k£(1000010010), on considere d’abord

fo(z) =14qz+q(g = 1)2* + ¢*(¢ = )2 +q(g = 1)* (g + 1)z" + -+
et le coefficient de 22 donne k(10) = g(q — 1). Ceci permet de calculer
fro(z)=ql@g-1D)2+q@-1)z"+@(q- 1) +q(qg—1) ("= 1) 2%+
et k(10010) = ¢% (¢ — 1). On en tire ensuite
f1oo1o(2)=q2(q—1)z5+q2(q—1)28+q2(q—1)210+q2( 1)2 11+q( 1)z12—|—---

et k£(10000010010) = ¢*(q — 1)? par exemple. Remarquons que les coefficients de 2% et 27 dans fig010(2) sont
nuls ce qui signifie qu’il n’y pas de mots d’autocorrélation 110010 ou 1010010.
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fe(2)=14+qz+|qla— 1) |+ (* —q) ¢ +q (- —q+ ¢ + 1) 2*
/ \ E—
fi(z)=qz[l+2+(¢—1)2* + -] fio(z) =|q(g — 1)2* |[1 + 22 ++(q2—1)z4+~~-]

/

froo10(2) =[*(q = 1)2° |1+ 2° +2° +| (¢ = )20 |+ ¢*27 + ¢*2% + - -]

Fia. 3.3
Iy a ¢>(¢—1)? mots d’autocorrélation y = 10000010010 sur
un alphabet de ¢ lettres. Le calcul se fait récursivement et
demande autant d’étapes qu’il y a d’occurrences de 1 dans
v, hormis le 1 de téte.

3.3 Aspect qualitatif et analytique

La partie supérieure de la solution d’une équation de Mahler générale

N
> er(2) f(¢r(2)) = b(z)
k=0
s’obtient par la résolution d’une équation de point fixe
N
2)+ Y 2 C(2)0(2) PO (2 ®(2)) = E(2),

qui se déduit simplement de la précédente (¢r(z) = 2 Py(z), P1(0) = 1, etc). Le calcul de F' se
fait par itération d’un opérateur qui est lui méme une somme de N termes et F' s’exprime comme
une série indexée par les mots sur ’alphabet constitué des entiers de 1 & IN. Posons en effet

E(2)
B:) = G
W) = —d(z)P e S

Co(2)

ce qui donne
N
2)+ ) (2 F (2 ®p(2))
k=1

Alors

ou la famille (a,,) est définie par

et
arw(2) = 2% (2)ay (2% ®1(2))  pour k € [1,N].
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Proposition 15. Si les séries formelles ®1, ..., ®n définissent des fonctions analytiques au voi-
sinage de 0, alors il en est de méme des solutions formelles d’une équation de Mahler générale.

DEMONSTRATION. En effet choisissons un réel p > 0 tels que les fonctions 3, 71, ..., Yn, ®1, ..., Py soient
analytiques dans le disque A(0, p) et majorée en module par une constante A dans ce disque. Il vient

|akw(2)| < Al2] aw(2)],

jaw(2)| < pP AT

et

> au(2)| < A(ANp)*
|w|=¢

si |z] < p. Il y a donc convergence normale de la série dans ce disque si p < 1/(AN). La fonction F est
analytique dans ce disque et il en est donc de méme pour f. O

On trouve un résultat similaire dans [47, p. 187] et [48, p. 164]. Les équations de Mahler au
sens strict méritent un traitement plus précis.

Théoreme 6. Soit f(z) =), fuz" € C[[z]] une série entiére solution d’une équation de Mahler

N

co(2)f(2) +er(2) f(27) + .+ en(2)f(z77) = b(2)
dans laquelle cg, ..., cn, b sont des polynomes et cg # 0.

Sico n’a pas de racines (autres que 0) dans le disque unité, alors f(z) a un rayon de convergence
R au moins égal a 1.

Si le plus petit module des racines non nulles de co est r € |0, 1], alors la série entiére f(z) a
un rayon de convergence R > r et la fonction analytique f(z) se prolonge en une fonction f(z)
méromorphe dans le disque unité. Cette fonction ne peut avoir comme poles que les racines B-iémes
itérées, ¢, des racines a = CBZ de cg. De plus Uordre de { comme péle de f est inférieur a l’ordre
de o comme racine de cg.

DEMONSTRATION. Nous traitons seulement le cas 0 < r < 1. Le cas r > 1 est plus simple et laissé au lecteur.
La solution f(z) se décompose en
f(z2) = f(2) + 2P F(2),

avec les notations usuelles, et la partie haute F'(z) vérifie
N k
Co(2)F(2) = E(2) + Y _ M Cr(2)F(z7").
k=1

Rappelons que les A, sont supérieurs ou égaux a 1 et que les C ont une valuation nulle (pour étre précis
certains peuvent étre nuls). En particulier

Col2) =7 J] (1 = a2}

acZ

avec des notations évidentes.
Nous définissons une famille de polynomes (u,,) de valuation nulle et une famille d’entiers (n,,) indexées
par les mots sur [1, N] en posant, si E(z) est de valuation 3 et F(z) = 2’ E(2),

ue(z) = E(z),

46



3.3. ASPECT QUALITATIF ET ANALYTIQUE

k

Ugw (2) = C’k(z)uw(zB ),
Ne = ﬁ
et
Nkw = Ak + Bny,.

Ainsi la série F(z) vaut formellement

2", (2)
F(Z) = Z w iy
werr- T2 Co(z2")

Pour étre corrects, il faut ajouter la convention suivante. Si C = 0, alors A\ = +00, Uy = 0, Ny = +00 €t
2T =,

Passons & Paspect analytique. Soit A un majorant des polynomes E, Cy, ..., Cy sur le disque unité.
Pour tout mot w et tout z dans le disque unité, les inégalités suivantes sont satisfaites

|uw(z)| < Alwl+

et
Ny > B — 1.

Il en résulte que pour tout entier £ et tout z dans le disque unité

Z 2", (2)] < |Z|B£_1AZ+1NZ,
|w|=¢

D’autre part, si 0 < p < r, d = degCy et g = |v|, les inégalités valables pour |z| < p et w un mot de
longueur /¢
1 —az|>1—p/r

(1/c est une racine de Cjy),
Co(2)] = g(1 = p/r)*
et

[w|

HCO(ZBj) > g“’l(l _p/r)d(zﬂ)
7=0

montrent que
2= 2 U (2)
[T} Co(=5)

Ainsi il y a convergence normale de cette série dans le disque A(0, p) pour p < r, ce qui permet de définir
une fonction analytique dans le disque ouvert A,(0,r) et la série entiere a un rayon de convergence R au
moins égal a r d’apres les inégalités de Cauchy.

La fonction F se prolonge en une fonction méromorphe dans le disque A, (0, rl/B ). En effet son expression
se scinde en

A {+1
g(1— p/r)} '

< pBl—le |:

we[l,N]+ H|J7ﬂ1 Co(2P7)

et les majorations précédentes fournissent

o 2 s (2)
I1, Co(=5)

Bf—1 NZ(A/Q)K—H

47



CHAPITRE 3. EQUATIONS DE MAHLER LINEAIRES

L’hypotheése 0 < p < 7'/B permet encore de conclure & la convergence normale et

we[l,N]+ Hljﬂ1 CO(ZBj)

définit donc une fonction analytique dans le disque ouvert A, (0, ri/ B).
Par récurrence, on obtient le résultat annoncé. O

3.4 Etude dans les séries de Laurent
L’étude de I’équation

N
S r(2)F(68(2)) = b(2)
k=0

dans l'algebre des séries de Laurent, K((z)), se rameéne au probleme précédent. L’ensemble S, des
solutions qui sont dans z7"K][z]] est déterminé par I’équation (&,)

N
Y a2 TR (2) M g(d(2)) = 2P b(2),
k=0

d’inconnue g = 2¥ f € K[[z]], avec

Q)= max wg,
k=1, ,N

or(2) = 2% ®p(2) et Pr(0) #£ 0.

D’apres I’étude faite dans K[[z]], chaque S, est vide ou un sous-espace affine de dimension finie de
K((z)) et la suite des S, est croissante. Il est naturel de se demander si l'espace S des solutions
dans K((z)) est de dimension finie. Pour voir cela de plus pres, nous posons

cx(z) = 2% (e +vpz + o),

Pe(2) = 2% (e + Az +--0),

pour k =1,--- | N (les ; et les A\x sont non nuls, quand ils existent). De plus p est la plus petite
valeur des & pour les k qui réalisent €2, le maximum des wy. En considérant le coefficient de z*
dans (&), nous obtenons ’équation

Z YA, | 90 = 0.
kEX,

si
B p—do
v > max(—=, )
(Q Q-1 )
Dans cette écriture X; est I'ensemble des k de [1, N]| tels que wr, = Q et §; = i. Cette équation
donne une condition suffisante pour que S soit de dimension finie : il suffit que

> A A0

kEX,

pour tous les entiers v sauf un nombre fini.
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Proposition 16. Avec ces notations, si

> A #O

kEX,,

pour tous les entiers v > 1y > max(§, ‘;)_ff), l’ensemble des séries de Laurent solutions de

N
> en(2)f(dr(2)) = b(2)

k=0
est de dimension finie (s’il est non vide) et dans z~"K][[z]].

Pour les équations de Mahler au sens strict, X, est le singleton {IV} et la condition est facilement
vérifiée.

Théoréme 7. L’ensemble des solutions dans K((z)) d’une équation de Mahler d’ordre N est dans
2 K][2]] avec vy = [max(dx/BY, (6n — o)/ (BN —1))] et de dimension finie, s’il n’est pas vide.

EXEMPLE 19 : La condition utilisée dans la proposition 16 est seulement suffisante et certainement pas
nécessaire. Pour 1’équation

f(2) + f(2%) + f(=2%) =0,
I’équation transformée par
f(z) =27"g(2)
est
2g(2) + 9(2%) + (-1)"g(=2*) = 0.
Ici p = 0 et en regardant les termes constants, nous voyons que go ne peut étre différent de 0 que si

1+ (~1)" =0,

c’est-a-dire si v est impair. Cela se produit bien pour une infinité d’entiers, mais en regardant le coefficient
de z¥ avec v impair, nous trouvons gy = 0. Ainsi toutes les solutions sont des séries formelles et donc la série
nulle.

La condition obtenue peut étre raffinée en considérant le coefficient de z#*!: nous trouvons, si

v > max(%“l, %_}‘So), I’équation

A, -v -v
Z (’7]::_’/'%/\:> )‘k + Z '7k:>\k g0 =0.

keX, ke€X 11

Cela fournit des contraintes qui sont respectées dans ’exemple précédent.

3.5 Solutions rationnelles

Nous avons vu comme obtenir avec une précision donnée les solutions formelles d’une équation
de Mahler, mais il est bien plus tentant de déterminer des solutions sous forme close. Par exemple,
nous aimerions pouvoir reconnaitre que ’équation

2f(2) = (L+2)f(z%) + (1= 2") f(z") = 0
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Algorithme solution_rationnelle

Entrée : une équation de Mahler co(2)f(2) + ¢1(2)f(z5) + - + cN(z)f(zBN) = b(z) dans laquelle
cg, ---, cn et b sont des polynomes;

Sortie : les solutions rationnelles de I’équation ou échec;

1. appeler sg l'ordre de 0 comme racine de cy et g la partie entiere de so/[BN~1(B —1)];

2. déterminer les racines ¢ de ¢y, qui sont a une distance au moins égale a N d’un B-cycle
N
et poser v = (B ;

3. pour chacun des « précédents, appeler r, le minimum des ordres de multiplicité (comme
racine de cy) des ¢ qui ont fourni ce «;

4. transformer ’équation en posant f(z) = o Hp((Z)_ e
5. 81 Co(2)p(z) + C’l( p(zP) + ...+ Cn(2)p(2P ) E(z) est I’équation transformée (dans
laquelle Cy, ..., Cn et E sont des polynomes), poser ny = deg C pour k = 0, , N

et n = deg F, puis appeler p le maximum des ny et de n et enfin r la partie entlere de
[ = nn]/[BNHB = 1)];
T
6. poser p(z) = Z pez’ et reporter dans 1’équation transformée, ce qui fournit un systéme
=0
linéaire en les py;
p(z)

EDIREETR

7. si ce systeme admet pour solution (po,...,p:), renvoyer f(z) =

sinon renvoyer échec;

fin.

Fic. 3.4
L’algorithme solution rationnelle détermine les éven-
tuelles solutions rationnelles d’une équation de Mahler.

admet pour solutions la fraction rationnelle T

Morse pu(z) = H <1 — z2k>.
k>0
Une équation de Mahler,

= H <1 + 22k> ainsi que la fonction de Thue-
—z
k>0

co(2)f(2) + () f(25) + -+ en(2) f(PT) = b(2),

ne peut avoir de solutions rationnelles que si b(z) est une fraction rationnelle et en multipliant par
un dénominateur commun aux cg et b, on peut supposer que b est un polynéme.

La discussion va porter sur les poles d’une solution rationnelle f et nous supposons donc que
le corps de référence est algébriquement clos et de caractéristique nulle ou premiére avec B. Plus
généralement on peut utiliser les facteurs irréductibles du dénominateur d’une solution.

Si 0 est pole d’ordre r de f, il est pole d’ordre au plus rBVN—1 de

co(2)f(2) + e () f(Z5) + -+ ena fET) —b(2).
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Par ailleurfr, si ¢y admet 0 comme racine d’ordre s > 0, alors 0 est pole d’ordre rBY — s de
en(2)f(zP7). Cette remarque fournit I'inégalité

rBN"Y B - 1) <s.

Cherchons maintenant les poles non nuls. Si f admet o # 0 comme pole, alors f(z”) admet comme
poles les racines B-iémes de «, dont nous notons 'ensemble o'/Z par commodité. Parmi ces racines
B-ieémes, il y en a au moins B — 1 qui n’appartiennent pas a un cycle (cf. page 12) et qui sont donc
4 une distance au moins égale & 1 d’'un cycle. De la méme facon f(2") admet comme poles les
éléments de !/B* et parmi ceux-ci il y en a au moins B(B — 1) qui sont a une distance au moins
égale a 2 d’un cycle. En continuant ainsi nous voyons que f (zBN) admet comme poles les éléments
de o/ BN, qui comporte entre autres BY~1(B — 1) éléments & une distance au moins égale & N
d’un cycle. Ces BN~1(B — 1) nombres ne sont pas poles de

co(2)f(2) + () f(25) + -+ ena f(PT ) = b(2),

ce qui signifie qu’ils figurent parmi les zéros de cy. Plus précisément si « est pole d’ordre r de f,
ces éléments sont des zéros d’ordre au moins r de cy. Autrement dit, nous considérons les zéros,
¢, de ¢y qui sont a une distance au moins égale a N d’un cycle puis les ¢ BY ; ce sont les éventuels
poles a non nuls de f et ordre de «v est inférieur a tous les ordres (comme racine de cy) des ¢ qui
fournissent a.. De plus a ne peut étre pole que si toutes les BN ~1(B — 1) racines BN-iemes dont
nous parlions plus haut sont racines de cy.

Ayant trouvé les poéles possibles de f ainsi qu'un majorant de leur ordre de multiplicité et
donc un dénominateur possible g, il reste a déterminer un numérateur p = ¢f. Nous substituons
cette écriture dans 1’équation, ce qui donne une équation pour p. Il faut chercher les solutions
polynomiales d’une équation de Mahler & second membre polynéme. Pour cela le changement de z
en 1/z, possible parce que les deux substitutions par z” et 1/z commutent, conduit & chercher une
solution rationnelle n’ayant que 0 pour podle. Ce qui précede permet de majorer 'ordre de ce pole
c’est-a-dire le degré de p. Finalement le probleme se rameéne a la résolution d’un systeme linéaire
fini.

Récapitulons ce que nous avons obtenu en un algorithme (cf. figure 3.4). Il faut remarquer que
le point 2. est assez cotiteux, puisqu’il suppose de vérifier que les ¢, ¢Z, ..., §BN_1 ne sont pas dans
un cycle et ceci se voit par des calculs de pged ou interviennent des polynomes cyclotomiques. .

Proposition 17. L’algorithme solution_rationnelle fournit les éventuelles solutions ration-
nelles d’une équation de Mahler linéaire sur un corps algébriquement clos de caractéristique nulle
ou premiere avec B.

EXEMPLE 20 : Soit A un alphabet de m lettres. Un palindrome est un mot sur 4 de longueur au moins 2 et
égal & son miroir (comme ESOPERESTEETSEREPOSE ou AMANAPLANACANALPANAMA) et un palindrome sans
préfixe est un palindrome qui n’admet pas de palindrome comme préfixe strict. En prenant A = {a, b, c} et
a permutation pres des trois lettres, les palindromes sans préfixe sont aa, aba, abba, abbba, abcba, . ...
Notons 7, » le nombre de palindromes sans préfixe sur un alphabet de m lettres et de longueur n et

P,(z) = Z Tmn?"

la série génératrice associée. Il est évident que Pj(z) = 2% et il est bien connu que T, = 2 pour n > 2, car
les palindromes sans préfixe sont de la forme ab- - - ba si 'alphabet a deux lettres ; ainsi
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D’autre part [9], P, vérifie ’'équation de Mahler
2(1 = mz?) P (2) + (1 + 2) P, (2%) = mz3(1 + mz).

La résolution par itération fournit

k k
k2k+11—22 1+ mz?
z

1—2z (1—=m22)(1 —mz4)--- (1 —mz2""")

Py(z) =mY (1)

k>0

et en particulier pour m = 1 et m = 2 (en simplifiant respectivement par 22 et 2z2) les jolies formules

1= 1422
1= 1)k 201 ’
l;)( )’z 1—2z (1—22)(1—2z%) - (1— 22"
2k 2k
]. 72(71)k22k711—2 1+2Z
1—2 1—2 (1—222)(1 —224) - (1 — 222"

k>0

Il est naturel de se demander si les Py, (z) avec m > 3 sont rationnelles. D’aprés notre étude les éventuels
poles de P, sont les carrés des racines de 1+ z, le coefficient de P,,(2?), autrement dit 1. Nous transformons
donc I’équation fonctionnelle

2(1 = mz?)f(2) + (1 + 2)f(2%) = m23(1 + m2)

en posant f(z) = f(iz) , ce qui donne
—z

2(1 —mzH)p(2) + p(2?) = m23(1 + mz2)(1 — 2).
Ensuite nous changeons z en 1/z et p(z) = p(1/z) doit satisfaire I’équation
(2 = m)p(z) + 2°p(2%) = m(z + m)(z — 1).

Nous constatons que p admet 0 comme pole d’ordre au plus 3, c’est-a-dire que p est un polyndéme de degré
au plus 3. Posant p(z) = p323 + p22? + p12 + po, nous obtenons le systéme

Po =

Po

2py

P2 —Mmpo

p2 +p3 —mp1
—mp2
—mp3s+ps = 0

Il
3 ocoo0o

I

|l

3.3
_|_
3

qui se récrit
p = 0
o= 0
p2 = m
b3 = m
(m—1)ps = 0.
Ce systeme n’a de solutions que pour m = 0, 1 ou 2. Pour m = 0, nous obtenons la solution nulle; pour
m = 1, nous trouvons p(z) = 22 — 23 et f(z) = Pi(z); pour m = 2, nous avons p(z) = 222 et f(z) = Py(2).
Ainsi P,,(z) n’est pas rationnelle pour m > 3.

(m—2)

Cette technique peut étre intéressante méme s’il n’y a pas de solution rationnelle.
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EXEMPLE 21 : R. Graham, D. Knuth et O. Patashnik [38, p. 79] proposent la relation de récurrence, liée au
cout du tri par fusion dans le cas le pire :

J1 0,
fn = fry2) + flnje) +n—1 pour n>1.

La série génératrice associée a cette suite vérifie
2(1=2)2f(z) = (1= 2%)f(z%) = 2°

9(2)

—>—~——_ nous obtenons 1’équation
-z

et un éventuel pole de f est 1 avec 'ordre 2. Posant f(z) =

29(2) — g(2%) = 2°,
qui n’admet pas de solution polynomiale, mais se résout en

g(z) = Az + Z 22

k>0

L’examen des premieres valeurs donne A = 0 et donc

f(z) = ﬁZzzk

k>0

Il en résulte que (f,,) s’obtient en sommant deux fois la suite qui vaut 1 sur les nombres 2% + 1 et 0 sur les
autres. Ainsi [38, p. 496]

n

fa= Z [lgk] =n[lgn] — ceily(n) + 1,

k=1

en notant ceily(n) la puissance de 2 immédiatement supérieure & n, c’est-a-dire 2M1€71,

3.6 Solutions produits
A coté des solutions rationnelles, il est naturel de chercher des solutions closes sous forme d’un

produit infini
Bk
[T R,
k>0
ou R(z) est une fraction rationnelle. Une fois de plus la méthode consiste a raisonner sur les
facteurs irréductibles des fractions et nous prenons comme corps de référence le corps des nombres

rationnels. On peut aussi utiliser un corps algébriquement clos. Le point important est de savoir
quels sont les polynomes irréductibles ¢(z) qui divisent leur transformé ¢(z?).

3.6.1 Produit sous forme normale

Comme le lecteur I’a déja compris, notre cheval de Troie consiste a compter les multiplicités des
zéros et des podles des fractions rationnelles rencontrées, ou plus généralement les multiplicités des
facteurs irréductibles. Pour que ceci soit possible, il est nécessaire de standardiser ’écriture d’un
produit de fractions rationnelles.
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Algorithme forme _quasi normale
Entrée : deux fractions rationnelles r(z) et R(z) (R(0) = 1) et un entier B > 2;
Sortie : une écriture quasi_normale s(z) H S(sz) de r(2) H R(sz) ;
k>0 k>0
1. décomposer en facteurs irréductibles r(z) et R(2);
2. extraire les polynomes cyclotomiques ®,(z) ou a est premier avec B;

3. simplifier respectivement 7(z) et R(z) par les puissances convenables s(z) et S(z) de
o (2) et [] @al=P");
k>0
4. tant que r(z) et R(z) ne sont pas égaux a 1, faire
(a) siun facteur ¢(z) de r(z) est un descendant d'un facteur ®(z) de R(z), intégrer a
s(z) ce facteur et ses ancétres dans la lignée entre ¢(z) et ®(z) et augmenter S(z)
des fils de ®(z) autre que celui qui est ancétre de ¢(z); simplifier 7(2) et R(z) de
tous les facteurs transférés dans s(z) et S(z);
(b) si un facteur ¥(z) de R(z) est un descendant d’un facteur ®(z) de R(z), placer les
ancétres de U(z) dans s(z) et les fils de ceux-ci dans S(z); simplifier r(2) et R(z)
de tous les facteurs transférés dans s(z) et S(z);
5. renvoyer écriture s(z) H S(sz) ;
k>0
fin.

Fic. 3.5
L’algorithme forme_quasi normale permet de gérer les fac-
teurs irréductibles d’un produit infini mahlérien.

EXEMPLE 22 : La fraction

fournit le produit infini
_ 1—-921—-9221—09z*
1-321-3221-324""7

qui se récrit

(1-92) H (1 + 322k>

k>0

a cause de la factorisation 1 — 922 = (1 — 32)(1 + 3z2).

Cet exemple montre qu’il ne suffit pas de considérer des produits H R(zB k) et il est de plus
k>0

naturel d’introduire d’emblée des s(z) H S(sz) avec s(z) et S(z) rationnelles.
k>0

Définition 19. Soient s(z) et S(z) deux fractions rationnelles, dont la seconde vérifie S(0) = 1.

Le produit s(z) H S(sz) est sous forme quasi-normale si les fractions s(z), S(z), S(zP)

£>0
pas de facteurs communs deux ¢ deut.

, ...nont
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Le comportement vis-a-vis de Papplication z +— 2P fait distinguer deux types de facteurs
irréductibles dans Q [z] : les polynomes cyclotomiques ®,(z) ou a est premier avec B et les autres
polynomes irréductibles.

Pour les premiers, ils ne peuvent figurer dans un R(sz), avec k > 1, que dans le cas ou ils
sont présents dans R(z). Ils générent alors différents facteurs dans les R(25"), facile a expliciter (cf.
page 14). Nous mettons a part tous ces facteurs cyclotomiques et nous ne travaillons plus qu’avec
les autres. Pour ceux-ci, l'idée est de décaler les facteurs dans les produits, de fagon a ce qu'un
facteur irréductible apparaisse dans exactement un R(z? k)

EXEMPLE 23 : Comme
1+42% = (14224 22%)(1 — 22 4 227),

le produit
[(1+42)(1+ 22+ 22%)] [(1442%)(1 + 22 4 22%)] [(1 +42")(1 + 22* 4 22%)] [(1 +42°%)(1 + 228 + 2219)]. ..

se récrit
{(1+42)(1+42%)} x

{{(1 422 +22%)%(1 — 22+ 22%)] [(1+ 227 4+ 22%)%(1 — 227 + 22)] [(1 4 22" + 22°)%(1 — 22" + 22%)] .. .}

Il faut aussi tenir compte des facteurs de la fraction rationnelle r(z) et si un méme facteur
apparait dans r(z) et dans un R(sz), nous modifions r(z) et R(z) pour que ce facteur ne figure
plus que dans 7(z).

EXEMPLE 24 : Nous changeons
{1+22} {[1+82] [L+82°] [1+82%]...}
{(1+22)%(1482) } {[(1+22°)(1 — 22 +427)] [(1+227)(1 — 22° +429)] ...}

parce que
14823 = (1+22)(1 — 22 + 427).

Ainsi 1 + 2z n’apparait que dans r(z).

Les conditions que nous venons d’indiquer n’assurent pas 'unicité de 1’écriture car il est toujours
possible de rejeter plus de facteurs de R(z) vers r(z).

EXEMPLE 25 : L’égalité
(I)G(ZQ) = (1)12(2)(1)36(2)

permet de donner deux formes quasi-normales pour le produit

[T @5(z*") = @6(2) [] Pr2(>)®3s(=>).

k>0 k>0

Nous aboutissons & l’algorithme forme_quasi normale (cf. figure 3.5), dans lequel, rappelons
le, les fils d'un facteur irréductible ¢(z) sont les facteurs irréductibles de ¢(z?) et plus généralement
les descendants de ¢(z) sont les fils et les descendants des fils de ¢(z).

Proposition 18. L’algorithme forme_quasi normale fournit une expression s(z) H S(sz) dans
k>0

laquelle tous les termes du produit, s(z), S(z), S(z7), ..., nont aucun facteur commun deux a

deuz, c’est-a-dire un produit sous forme quasi-normale.

F)

95



CHAPITRE 3. EQUATIONS DE MAHLER LINEAIRES

3.6.2 Solution sous forme de produit

Revenons a la recherche des produits infinis H R(zP k) solutions d'une équation de Mahler
k>0

co(2)f(2) + - +en(2) f(zP7) = 0.

Bien entendu R est une fraction rationnelle de Q (z) vérifiant R(0) = 1 et N est strictement plus
grand que 1. Nous pouvons supposer que le produit a été mis sous la forme normale s(z) H S (zB k),
k>0
ce qui signifie que les fractions s(z), S(z), S(2?), etc n’ont pas de facteurs communs deux & deux.
Cependant nous allons faire I’hypothése supplémentaire que s = 1 parce que le cas ol s(z%) et S(2)
ont des facteurs communs pose probleme.
L’équation obtenue en remplacant f(z) par H S(zP k),
k>0

co(2)S(2)S(zP) .. SR T Y + e1(2)S(ZP) . S(PTT ) + 4 en1(2)S(ZPT ) +en(z) =0,

montre que les zéros de S(zB" ") sont des zéros de cy(z), autrement dit les facteurs irréductibles
de S(zP Nﬁl) affectés d’un exposant (strictement) positif apparaissent dans ¢y (z) avec un exposant
positif ou nul. Nous cherchons donc les facteurs irréductibles de ¢y (z); nous conservons ceux qui
ont un exposant positif puis nous remontons jusqu’a ’ancétre de rang N —1 de ceux-ci. Si dans cette
recherche nous butons a un rang strictement plus petit que N — 1 sur un polynoéme cyclotomique
®,, ou a est premier avec B, nous abandonnons ce facteur. Nous retenons tous les ancétres obtenus
et nous leur affectons la plus petite des multiplicités des descendants qui les ont fait trouver. Les
facteurs irréductibles de S(z) affectés d’une multiplicité positive sont & prendre parmi ceux-ci avec
une multiplicité inférieure a celle que nous venons de leur affecter.

Nous avons ainsi les numérateurs possibles de S(z). Choisissons I'un d’entre eux n(z) et posons
S =n/d, en supposant n et d premier entre eux. Il reste a déterminer d. Pour cela nous reportons
cette écriture dans I’équation précédente, ce qui donne

co(2)n(2)n(zB) - (2B )+ e (2)d(2)n(z) - n(ZP )+ Hen(2)d(2)d(2P) - d(zPT ) = 0.

D’apres cette égalité, d(z) divise cy(z) parce que d est premier avec n, mais aussi parce que nous
sommes partis d’une forme quasi-normale, ce qui fait que d est premier avec n(z%), ..., n(zBN?l).
Nous extrayons donc les facteurs irréductibles de co(z) premiers avec n(z) et nous testons toutes
les possibilités. Nous obtenons ainsi tous les produits, sans partie rationnelle s(z), solutions de

Iéquation (cf. figure 3.6).

Proposition 19. L’algorithme solution produit fournit toutes les solutions produits d’une équa-
tion de Mahler homogéne

co(2)f(2) + - +en(2)fPT) =0,

qui admettent une forme quasi-normale H S(sz).
k>0

EXEMPLE 26 : Prenons I’équation d’ordre N = 2
2f(2) = (L+2) () + (1 =) f(z") = 0.
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Algorithme solution produit
Entrée : une équation de Mahler homogene cy(2)f(z) + -+ CN(z)f(zBN) =0;
Sortie : les solutions produits qui admettent une forme quasi-normale H S (ZB k) ;
k>0
1. appliquer N —1 fois graeffe 5 & partir de ¢y (2), en éliminant les polynémes cyclotomiques
®,(z) rencontrés si a est premier avec B ;
2. affecter les facteurs irréductibles ¢(z) du polynéme obtenu du plus plus exposant positif
k(, BN~y s+
k tel que ¢"(z ) divise cn(2);
3. pour chaque diviseur n(z) du produit des ¢*(z) trouvés en 2.,
pour chaque diviseur d(z) de co(z)/pged(co(z),n(z)), tester si le produit infini
Bk Bk . 52 . .
H n(z”)/d(z"") est solution de 1’équation proposée ;
k>0
4. renvoyer les éventuelles solutions ;

fin.

Fic. 3.6
L’algorithme solution_produit permet de trouver des pro-
duits infinis solutions d’une équation de Mahler.

Pour ce qui est du dénomimateur d, il vaut nécessairement 1 car ¢o(z) = z ne nous fournit pas de facteur
irréductible (nous ne considérons jamais que les facteurs ¢ tels que ¢(0) = 1). Pour le numérateur nous
regardons les facteurs de co(z) = 1 — 24, c’est-a-dire @1, P et ®4. Nous éliminons ®; qui n’a pas de pere.
Il nous reste & considérer @, pere de @5, et @5, pere de @4, chacun avec la multiplicité 1. Nous avons donc
a tester @1, Py et &1 Py. Seuls P et Py conviennent et ils nous fournissent respectivement la fonction de

Thue-Morse
k
w(z) = H (1—22 )
k>0

%:H(l—kzﬁ).

k>0

et

EXEMPLE 27 : Le produit infini H (1- 322k)(1 - 9z2k) est solution de I’équation
k>0

(1+52)f(2) — (1 +32)(1 — 102 + 452%) f(2?) + 4822(1 + 32)(1 — 32)(1 — 322) f(2*) = 0

mais sa forme normale est (1 — 9z) H(l - 322k)2(1 —|—322k) et l'algorithme ne s’applique pas. Essayons
k>0

cependant. L’équation est d’ordre 2 et les peres des facteurs de co(z) = 482%(1 + 32)(1 — 32)(1 — 32?) sont

1—9z et 1 — 3z. D’autre part ¢o(z) = 1 + 5z nous fournit un facteur possible pour le dénominateur. Nous

devons tester comme S(z) les huit fractions

(1—32)%(1—92)"
(L+5z)

ou 0 < a, B, v < 1. Nous obtenons ainsi exactement une solution : celle que nous connaissions. L’algorithme
fonctionne donc, bien que ses conditions d’application ne soient pas réunies.
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CHAPITRE 3. EQUATIONS DE MAHLER LINEAIRES

3.6.3 La méthode de réduction de Kuczma

M. Kuczma [47, pp. 259-261] présente une méthode de réduction de I'ordre pour une équation
de Mahler

N
co(2)f(z)+ ... +en(2)f(zP7) = b(2)
qui revient a factoriser a droite 'opérateur
P(z,M) =co(z) +c1(2)M ...+ en(z) MY
par un opérateur du premier ordre M — A(z), c’est-a-dire & trouver A(z) rationnel tel que
P(z, M) = Q(z, M)(M — A(2)).
L’existence de cette factorisation est équivalente au fait que le produit infini
H 1
Bk
oo A7)

annule 'opérateur P(z, M). Puisque nous savons déterminer des solutions produits d’une équation
de Mahler qui admettent une forme quasi-normale

T s¢",

k>0
nous pouvons appliquer cette méthode et obtenir certaines factorisations.

Proposition 20. I existe un algorithme pour déterminer les facteurs (a droite) du premier degré
M — Xz) d’un opérateur P(z, M) € Q(z)[M], qui ont la propriété que les )\(sz) n’ont pas de
facteurs communs deux a deu.

EXEMPLE 28 : Reprenons, avec B = 2, 'opérateur
P(z,M) = (1+52) — (14 32)(1 — 10z + 452%) M + 482%(1 + 32)(1 — 32)(1 — 32*) M>.

Nous avons vu au paragraphe précédent qu’il s’annulait sur H (1- 322k)(1 — 9z2k). Cela signifie que P(z, M)
k>0
1

(1-32)(1-92)

Précisément nous avons 1’égalité

est divisible par M —

P(z,M) = [482°M — (1 +52)] [(1 — 32)(1 — 92)M — 1]
et, par exemple, la résolution de ’équation
(1+52)f(2) — (1 +32)(1 — 102 + 452%) f(2?) + 4822(1 + 32)(1 — 32)(1 — 322) f(2*) = 22
se scinde en la résolution des deux équations

—(1452)g(2) +482%g(2%) = 22,
—f(2)+(1=32)1-92)f(2*) = g(2)
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3.6.4 Produits évanescents
L’identité d’Euler

1 k
= - Ha+=)
k>0

montre que le travail de réduction qui nous a amené a la notion de forme quasi-normale n’est pas
terminé et nous allons maintenant chercher les fractions rationnelles qui s’écrivent sous la forme
d’un produit infini.

Définition 20. Le produit H R(sz), dans lequel R(z) est une fraction rationnelle telle que R(0) =
k>0
1, est dit évanescent s’il se réduit a une fraction rationnelle.

Remarquons tout de suite qu’il existe une infinité de telles formules : il suffit de prendre les
polynémes cyclotomiques ®,(z), ou a est premier avec B. En effet la factorisation

(ba(ZB) = H (I)da(z)a
d|B

fournit

si 'on pose

et donc le produit évanescent

EXEMPLE 29 : L’égalité
D3(2%) = D3(2)Pe(2)

donne le produit évanescent
1

P3(2)= || =— =
,};[0 D (22")
c’est-a-dire )
2 _
1+2z42°= H T 5 2

k>0

Avec a = 5 et B = 6, nous obtenons 'identité

1+z+z2+z3+z4=H

iso 9(2%)

si
P2)=1—24+22 -2 +2Q—2+422 22+ 25 2T +21+2-22 - 22 =25 427428,

Théoreme 8. Il n’y a essentiellement pas d’autres produits évanescents que les

1
D, (2) = H DB’

k>0

ot a est premier avec B et i, = H Dy,
d|B,d#1
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5

d10 D5 D3
5N Dy Pys Py ST
Dy USDN)

Fic. 3.7
Les relations de parenté, dans le cas ou B = 6, entre les
facteurs de R = @993, 93,93, P45P%,.

DEMONSTRATION. Si une fraction rationnelle R(z) définit un produit infini H R (zB k) qui est lui-méme
k>0
une fraction rationnelle p(z) alors R(z) = p(z)/p(27) et le probleme est donc de caractériser les produits
infinis pour lesquels la fraction rationnelle est un quotient p(z)/p(z?). Considérons un facteur irréductible
@(2) de p(z) affecté de exposant v.
Si ¢ est un polynome cyclotomique ®,, ot a est premier avec B, il apparait dans p(z)/p(z®) un
v

D, H @;al c’est-a-dire le produit de tous les fils de ®, affectés du méme exposant.
d|B
Si ¢ n’est pas de ce type, il figure dans p(z)/p(zP) un ¢"¢7" ... ¢, ", en notant ¢1, ..., ¢, les fils de ¢.
Cependant ces ¢; sont illusoires et hormis le premier ils se simplifient tous dans le produit infini. D’ailleurs
Papplication de l'algorithme forme_quasi_normale ferait disparaitre ce ¢ de R(z) et le ferait apparaitre dans
la fraction rationnelle qui est en téte de ’écriture quasi-normale. O

L’algorithme forme_quasi_normale, appliqué a un produit donne une factorisation dans laquelle
il suffit d’identifier les facteurs non cyclotomiques d’une part et de voir si d’autre part les facteurs
cyclotomiques se regroupent correctement pour conclure a son évanescence.

ExEMPLE 30 : Il est immédiat que

(1-322")(1+3242) 1
H 1—922" (1-92)(1+32)°

k>0

EXEMPLE 31 : Avec B =6 et
R = 01903, 3, 93, D5 D5 Poo P1so,
une forme quasi_normale est
k

1003, D3 H [@20Pe0Pas PooP1so]” (2°).
k>0

Comme tous les fils de @1, P15 et P3¢ apparaissent élevés au cube, nous remplacons cette expression par

‘I)IO(I’%L%‘I’%O 3( 6~
= =3 =3 [@10P15P30] (Z ) .
Foone, Ll

60



3.6. SOLUTIONS PRODUITS

Le terme entre crochets est bien un T convenable, puisqu’il vaut ®5(2%)/®5(2) et le produit se réduit a

1 1 1

D2 D15P30 D3 BB D150
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Les séries B-régulieres sont un havre de paix dans la jungle des séries mahlériennes. La donnée
de deux matrices carrées Ag et Aj, d’'une matrice ligne A\ et d’une matrice colonne ~ suffit a
déterminer une suite 2-réguliere. Si n est un entier naturel de développement binaire ¢ - - - €;1€q,
le produit AA, --- A¢, Aeyy est la valeur de la suite pour Ientier n. Cette définition fait tout de
suite penser aux séries reconnaissables usuelles en théorie des langages formels. La ressemblance
n’est pas fortuite et les séries B-régulieres leurs correspondent exactement. La traduction utilise
la numération en base B, qui fait passer d’un entier & un mot sur ’alphabet constitué des chiffres
0, 1, ..., B — 1. Nous disposons ainsi de toutes les techniques liées aux séries rationnelles non
commutatives : représentation linéaire, rang, matrice de Hankel, récurrence, etc. Qui plus est cette
interprétation des séries rationnelles a le mérite d’étre fidele contrairement a 'image commutative
qui fait perdre beaucoup d’information. Les séries B-réguliéres sont omniprésentes non seulement
pour tout ce qui touche & la représentation des entiers en base B, mais aussi dans les algorithmes du
type diviser pour régner. Ce dernier point de vue fournit quantité d’exemples et en montre 'intérét
pratique.

Le premier chapitre de cette partie, le chapitre 4, est voué a la traduction des propriétés des
séries rationnelles et fait retrouver les résultats d’Allouche et Shallit [6]. Ces deux auteurs avaient
déja signalé le lien entre séries rationnelles et séries B-régulieres, mais notre insistance a le valoriser
nous semble présenter sous un jour nouveau les séries B-régulieres. Les séries B-régulieres forment
un ensemble clos par les lois usuelles, satisfont des récurrences simples, que ’on obtient aisément
par leur matrice de Hankel, sont facilement calculables par leurs représentations linéaires, bref
présentent un agréable formalisme algébrique.

Les deux chapitres suivants, 5 et 6, sont consacrés a la généralisation du théoreme de Christol,
Kamae, Mendes France et Rauzy. Ces quatre auteurs ont montré [18] que les suites g-automatiques
a valeurs dans le corps fini IF; ont pour séries génératrices les séries formelles algébriques sur le corps
des fractions rationnelles, F,(z). Les suites B-automatiques ne sont rien d’autre que les suites B-
réguliéres qui ne prennent qu’un nombre fini de valeurs et I'extension est donc naturelle. Cependant
I'utilisation des séries algébriques joue sur le fait quune série formelle f(z) a coefficients dans I,
vérifie f(2%) = f(z)? et les équations que nous devons considérer dans le cas B-régulier ne sont plus
algébriques mais mahlériennes.

Les séries B-régulieres a coefficients dans un corps vérifient une équation de Mahler. Ce résultat
n’est pas surprenant car la méthode employée pour les séries automatiques s’adapte directement aux
séries régulieres. Cependant elle est ici effective et fournit souvent ’équation mahlérienne minimale
vérifiée par la série. L’'introduction d’une classe d’opérateurs rationnels qui sert d’intermédiaire
entre les séries rationnelles et les séries régulieres permet de donner une seconde démonstration,
dans ’esprit des séries rationnelles. L’arithmétique du chapitre 2 montre que ces opérateurs ont une
écriture fractionnaire et le dénominateur d’une telle fraction fournit immédiatement une équation
de Mahler pour la série réguliere associée.

Le dernier chapitre de cette partie, le chapitre 6, donne des conditions suffisantes pour qu’une
série mahlérienne soit B-réguliere. On rencontre d’abord un cas facile dans lequel la condition
essentielle est immédiatement vérifiée. Son importance pratique, en particulier dans 1’étude des
récurrences diviser pour régner, fait que nous 1’étendons en une version vectorielle de fagon a pouvoir
traiter les définitions par cas. L’étude de produits infinis mahlériens fait passer de ce cas simple a
un critere général, qui s’adapte a différentes situations. D’abord le théoreme de Christol, Kamae,
Mendes France et Rauzy se transforme en un énoncé ou la caractéristique du corps divise la base de
numération mais ne lui est plus nécessairement égale. Ensuite un critere pour les anneaux d’entiers
réduits suivant un certain module permet d’atteindre le résultat dont la constatation empirique
fut a l'origine de toute cette partie : la suite du nombre de partitions binaires réduite modulo une
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puissance de 2 est 2-automatique. Enfin un critére valable dans un corps algébriquement clos permet
d’étudier des récurrences diviser pour régner ou des suites liées aux problemes de numération, qui
ne ressortissent pas au cas facile, que nous avons d’abord signalé.
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Chapitre 4
Séries B-régulieres

Les séries B-régulieres sont la traduction des séries rationnelles via la numération en base B et
ceci est le point de départ de ce chapitre. Les notions classiques sur les séries rationnelles sont ensuite
adaptées a cette nouvelle situation. Les représentations linéaires sont ici liées aux opérateurs de
section, qui sont les opérateurs fondamentaux. La notion de rang, a travers I'utilisation des matrices
de Hankel, permet d’obtenir des représentations minimales et de vérifier de facon automatique
I’égalité de deux séries régulieres. Les propriétés de cloture, les récurrences ou les propriétés des
coefficients, avec la notion de condensée analogue a la densité des langages formels, font cerner la
nature des séries B-régulieres. Les nombreux exemples et les méthodes de calcul, souvent effectives,
éclairent leur champ d’application. Il est clair que 'on peut continuer la traduction mais cela ne
présente pas de difficulté et le lecteur n’aura aucun mal a poursuivre de lui-méme.

4.1 Définition

La mise en place de la notion de série B-réguliere nécessite le rappel de quelques notations
classiques en théorie des langages. Les scalaires appartiennent ici & un anneau commutatif A au
lieu d’'un demi-anneau, comme on le suppose usuellement. Si X est un alphabet, c’est-a-dire un
ensemble fini, A((X)) (resp. A(X)) désigne suivant 1'usage 1’algebre des séries formelles (resp. des
polynémes) en les indéterminées non commutatives x € X a coefficients dans anneau commutatif
A. Le support d’une série S,

S = Z (S, w) w,
weX”

est 'ensemble des mots w pour lesquels le coefficient (S, w) est non nul.

L’alphabet utilisé, X, est I’ensemble des chiffres en base B , un entier supérieur ou égal a 2,
c’est-a-dire {xo,--- ,zp_1}. En outre X est 'ensemble {z1, -+ ,zp_1} des chiffres non nuls et ¢
est le mot vide. Il faut préciser que x, correspond au chiffre » dans I’écriture en base B des entiers.
Nous ne différencions ces deux objets que dans un souci de clarté. Si cela ne crée pas d’ambiguité,
on utilisera aussi le chiffre r au lieu de x,,. Comme cette écriture a une grande importance pour la
suite, il faut encore introduire quelques définitions.

Définition 21. Sin est un entier naturel, son écriture en base B est notée n, les chiffres de poids
faible étant a droite. Au nombre 0 correspond le mot vide .
Stw e X* séerit vy - -1ro, sa valeur est

w=ryBY +---4+rB+r.

67



CHAPITRE 4. SERIES B-REGULIERES

Sa longueur est notée |w|.

Définition 22. Le logarithme de base B de lentier n > 0 est loggn et

1+ |loggn| st n>0
AB("):{o e sin=0

représente la longueur de la représentation de n en base B. Si B = 2 nous utilisons 1lg = log,.

La longueur du mot 7 est donc Ag(n), que nous noterons plutoét A(n) si cela ne préte pas a
confusion.

Rappelons brievement la définition des séries rationnelles. Les opérations rationnelles de A{(X))
sont les trois lois (addition, produit de Cauchy, produit externe) qui donnent a A((X)) sa stucture
de A-algebre associative unifere, augmentées de ’étoile ou quasi-inverse. Une partie de A((X)) est
rationnellement close si elle est close pour les opérations rationnelles, ou le role de la division est
joué par le quasi-inverse. Une intersection de parties rationnellement closes étant rationnellement
close, un argument classique de fermeture permet de définir la notion de cloture rationnelle. Pour
toutes les propriétés des séries rationnelles nous renvoyons a [13] et [63].

Définition 23. Les séries rationnelles sont les éléments de la cloture rationnelle de A(X), notée

ATE((X)).

Le passage des entiers a leur écriture en base B s’étend linéairement et fait correspondre les
séries B-régulieres [6] aux séries rationnelles.

. k . . N 7. .
EXEMPLE 32 : La série de Fredholm 222 correspond ainsi a la série rationnelle zixf = Zmlxg, en
k>0 k>0
utilisant la numération binaire.

“+oo
Définition 24. Une série formelle f(z) = Z fn 2" a coefficients dans A est B-réguliére si la série
n=0
a support dans € + X X*
“+o0o
§=2 fun
n=0

est rationnelle. Nous dirons aussi que la suite (f,) est B-réguliére. La série rationnelle S est alors
la série associée a la série f(z).

Plus rigoureusement il faudrait écrire série (A, B)-réguliere car la notion dépend de l’anneau
utilisé. Nous ne le ferons que s’il y a un risque de confusion.
Il est clair que le passage de S & f(z) est bijectif.

Proposition 21. Les séries B-réguliéres forment un A-module isomorphe au A-module des séries
rationnelles a support dans € + X X*.

4.2 Représentations linéaires

D’apres le théoréme de Kleene-Schiitzenberger, une série S € A((X)) est rationnelle si et seule-
ment si elle est reconnaissable, c’est-a-dire si et seulement s’il existe un entier N > 1, un morphisme
de monoides

X' — My (A)
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et deux matrices

A E Ml,N<A) et v & MNJ(A)

telles que pour tout mot w € X*
(S,w) = A p(w) 7.

Un tel triplet (A, u, ) est alors une représentation linéaire de S.
La traduction de cette propriété pour les séries B-régulieres donne ’énoncé suivant [6].

Théoréme 9. Une série formelle f(z) € A[[z]] est B-réguliére si et seulement s’il existe un entier
N > 1, B matrices carrées
AOa A17 SRR Ap_q GMN(A)

et deux matrices
AE MLN(A) et v € MNJ(A)

telles que pour tout entier n
fn = >\Aeg T A61A607

st l’écriture en base B de n vaut
n =€ €1€0.

Définition 25. La donnée de N, Ag, A1, ... Ap_1, X et v est une représentation linéaire de la
série réguliéere f(z). L’entier N est la dimension de cette représentation.

EXEMPLE 33 : H.-K. Hwang et J.-M. Steyeart [43] ont rencontré dans I’étude des tas (« heaps ») la suite qui
3 Dentier n, d’écriture binaire 7 = le; - - - €1€g, associe le nombre s, = le;--- €169 + leg -+ - €1 + - - - + 1ep. Par
exemple s199 = 1100100 + 110010 + 11001 + 1100 + 110 + 11 = 100 + 50 + 25 + 12 + 6 + 3 = 196.

Si nous posons

0o -2 -2 -4 0 0 1 3
1 3 2 4 0 0 -1 -3
=19 0 1 o | M= 10 -1/2 —7/2 |’

0 0 0 1 0 1 3/2 9/2

1

A :( 0 0 0 2 ) v = 0

b 0 b
0
nous obtenons

70 142 143 289
Ay Ay Ag Ag Ay Ag Ay = —70 —142 —143 —289

—-97 —197 —-395/2 —797/2
98 198 397/2 799/2

et
AAl A1 AOAOA1 AQA()")/ =196

ce qui est bien sygg. Plus généralement cette suite est 2-réguliere et Ay, A1, A, 7 en est une représentation
linéaire de dimension 4.

Rappelons comment apparaissent les représentations linéaires des séries rationnelles [13]. Si u
et w sont deux mots sur X, on définit

1 0 si u n’est pas suffixe de w
wu = .
v si w = vu.
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Cette définition s’étend aux séries formelles et donne la division a droite par wu,

Su~l = Z (S, wu) w,
weX”

qui est une opération & gauche, linéaire du monoide X* sur le A-module A((X’)). On montre alors
qu’une série S est rationnelle si et seulement s’il existe un A-module de type fini contenant S et
stable par division a droite.

La traduction de cette propriété aux séries régulieres est immédiate. En effet a la division par
x, correspond l'application qui aux entiers Bn + r associe n et efface les autres. L’extension aux
séries formelles fait apparaitre les opérateurs de B-section S, tels que

Sef(2) = fBnirz"

n>0

Ceux-ci fournissent une action linéaire du monoide libre X* sur A[[z]]. Nous obtenons ainsi une
caractérisation des séries B-régulieres.

Théoréme 10 (Théoreme de stabilité). Une série f € A[[z]] est B-réguliére si et seulement s’il
existe un A-module de type fini contenant f(z) et stable par B-section.

A dire vrai le passage des opérateurs de division & droite aux opérateurs de section n’est pas
tout a fait celui que nous venons d’énoncer. En effet I'opérateur de division & droite par xg devrait
fournir un opérateur de section Sj; défini par

Sof(z) =Y fBn"
n>1

et non

SOf(Z) = Z anZn

n>0

car le mot vide ne se termine pas par xg. Les deux opérateurs sont donc liés par la relation
So = 0o + S[/)

en notant dg ’évaluation en 0. Cet a peu prés ne change rien qualitativement car entre les deux
familles d’opérateurs Sp, S1, ..., Sp—1 et 5§, S1, ..., Sp—1 nous avons les relations

ST(50 =0 (7“ 7é 0), 56(50 = 5056 = 0,
ce qui donne
S6 =00 + Sy

et donc, pour r # 0,
5,55 = 8,80".

Ainsi le fait d’employer Sy au lieu de S, ameéne-t-il tout au plus & grossir un peu le module stable
utilisé en y incluant les constantes. Bien que le théoréeme paraisse évident nous allons en donner une
démonstration pour bien mettre en valeur le passage des séries rationnelles aux séries régulieres.
Celle-ci est calquée sur la démonstration que ’on donne pour les séries rationnelles [13, p. 18].
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Définition 26. La notation S, est étendue en posant Sy, = Syy -+ Sy, Stw =1rN---19 € X*. Nous
dirons encore que les Sy, sont des opérateurs de B-section.

Cette définition est correcte parce que Sy, = S,5,. Passons a la démonstration du théoreme.

DEMONSTRATION. Nous commencons par le sens facile de ’équivalence.

Soit f € A[[z]] une série B-régulitre, dont la série rationnelle associée est S. D’apres la propriété de
stabilité des séries rationnelles, il existe un sous-module M de type fini dans A{(X)) contenant S et stable
par les opérations x 1. Or, dans le passage des séries & support dans € + Xy XY™ aux séries formelles en z,
I'opération de division & droite x,7! devient la multiplication & gauche par l'opérateur de B-section S, &
Iexception de 25" qui donne S} = Sy — do, et Pensemble des S,, - --S,, f(2) est dans le module de type fini
M’ + A, ot M’ est I'image isomorphe de M. Ainsi l'orbite de f est dans un sous-module de type fini de
A[lZ]]

Passons & la réciproque. Soit F un sous-module de type fini de A[[z]], stable par Paction de X* et
contenant une série f(z). Notons (e;)ier une famille génératrice finie de F,

Ar = (041”,t,'u,)(t,u)67’2

une matrice de I'opérateur de B-section S, par rapport a cette famille génératrice, pour 0 < r < B.
La série s’exprime comme une combinaison linéaire

f2) =) el2)
teT
et nous considérons (7;)ie7 comme une matrice colonne. Introduisons les matrices = et 2, a coefficients

dans A{X),
== Z Az,
0<r<B

+ = Z ATxT

0<r<B

S=>fail

n>0

(1]

et la série

associée & f(z). La notation étendue S,, pour les composés d’opérateurs de section permet d’écrire, pour
teT etn>0,

[2"]es = [2°]Sne: = Sre:(0).
Si

n=7rN-"To,

Srer = E g te E Qrnuun_1 " Oy ug uo Xrg,uo,t Eu

nous avons

u  ug UN -1
et
Sﬁet(o) n= Z Z e Z Ary uun_1 TN Oy ug ug T1 Qg ug,t T0O eu(o)
u  ug UN—1
donc

[2"]ern = Z €4 (0) (EJFEN)W ,

le =, apparaissant parce que le chiffre de poids le plus fort rn est non nul. Nous avons, en sommant sur n
(sans oublier 0),

D er(z)iv = eu(0) (I +E4E%),,,

n
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si I désigne la matrice identique. En appelant A le vecteur ligne (e, (0)),e7, nous concluons que

D’apres les propriétés de I'étoile d’une matrice [13, p. 23], la matrice = =* a ses coefficients dans A™((X'))
et la série S est donc rationnelle. Il en résulte que la série f(z) est B-réguliere. O

La démonstration fournit une représentation linéaire de la série S rationnelle associée a la série
B-réguliere f(z).

Corollaire 9. Soit f(z) une série réguliére et (ey)ier une famille génératrice finie d’un module
stable par section, contenant f(z). Si A, est une matrice de 'opérateur de section S, par rapport
a cette famille ; si les matrices 2 et =1 sont définies par

si de plus 7y est un vecteur colonne de coordonnées de f par rapport a (e;)ieT et A le vecteur ligne
(e1(0))ter, alors f(z) est associée a la série rationnelle

S =XM1 +E,5%.

Ce résultat permet de calculer une expression rationnelle de la série rationnelle associée a une
série réguliere.
EXEMPLE 34 : La série a coefficients dans Z

mp(z) = Z rg(n)z",

n>0

ot rp(n) est la valeur du miroir de I’écriture B-aire de n, est B-réguliére [6]. Les égalités

rg(Bn) = rg(n)
rg(Bn+7) = rg(n)+B*»Mr 0<r<B,
amenent a introduire X -
_ Ag(n) n _ Bkt1 ZB _ZB
ﬂ(z)—ZB z —1+Zz .
n>0 E>0 1-2

Cette série est B-réguliere puisqu’elle correspond a la série rationnelle
e+ BX (BX)*.

Dailleurs So8 =1 — B+ Bf et S8 = Bf pour tout r € [0, B[. En utilisant la base (mp,3,1) du Z-module
engendrée par l'orbite de mp sous l'action de X', et en posant

0<r<B
les matrices définies dans le corollaire valent
X 0 0 Xy 0 0
== X’ BX 0 , Zp= X' Bx. 0 |,

72



4.2. REPRESENTATIONS LINEAIRES

)\:(Oll)et7: 0

Tout ceci donne ’expression rationnelle
Rp = X'X* + BX, (BX)" X' X*
pour la série associée & mp(z).

EXEMPLE 35 : Imaginons un paquet de cartes numérotées de 1 a n et rangées dans 1’ordre. Nous enlevons la

premiére carte, nous mettons la seconde sous le paquet, nous enlevons la troisieme, nous mettons la quatrieme

carte sous le paquet, et ainsi de suite jusqu’a ce qu’il ne reste plus qu'une carte. Le probleme de Josephus

est la détermination du numéro, j,, de cette derniére carte. A un petit changement de notation pres et avec

un point de vue plus historique et macabre, il est présenté par Graham, Knuth et Patashnik dans [38, p. §].
Il n’est pas difficile de voir que la suite (j,,) satisfait a la récurrence

an - 2jn (n Z 1)a
Jon—1 = Jon — 2 (TL > 2)

Cette récurrence permet d’obtenir une expression explicite de j, :
Jn=2n—-2" si 2" l<n<?2
et la série génératrice
§(2) = 2+ 222 + 223 + 42" + 225 4420 4627 + 828 +22° + 4210 1621 48212 .-

Si nous introduisons les séries

_ 1 _ v+1_2Y
19(2)—1_2, e(z)—ZZ z°,
v>0
nous obtenons les relations
Soj :2j, 3019:19, 506226, Sol = 1,

S1j=2j+29—e—1, S19=9, Se=2, 51=0,

qui montrent que j(z) est (Z,2)-réguliere. Les matrices associées aux opérateurs de section s’écrivent

2 0 0 0 2 0 0 0
01 0 O 2 1 0 0
Ado=tg o0 M= 1000
0 0 0 1 -1 0 2 0
Nous obtenons successivement
2xg + 221 0 0 0
— 2z To+ T 0 0
E=1x9do+ 2141 = 7;1 0 0 ! 90 0 |
—X1 0 2(E1 Zo
2¢1 0 0 O
— 2x1 0 O
Er =114 = 1:11 01 R E
—x1 0 221 O
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A=(0 10 1), =

oo o+

et une expression rationnelle de la série associée a j(z),
J=XI +ZL 5%y = (e + 221 [{wo + 21} — (220)*]) 71 (2{@o + 21})" .

La série rationnelle associée a f(z) admet I'expression \(I + Z,Z%)y si E = ) Az, et les
A, sont les matrices de la représentation linéaire que nous utilisons. Cette représentation linéaire
correspond a la série AZ*y et non a la série naturellement associée a f(z), parce que nous utilisons
lopérateur Sy au lieu de lopérateur Sj). En particulier cette série A =*y n’est généralement pas a
support dans € + X, X*. Ainsi dans la représentation indiquée ci-dessus pour la suite de Josephus,
le produit AAgA1~y vaut 1 et non pas 0, comme on pourrait s’y attendre.

Pour définir une série B-réguliére, il suffit de se donner arbitrairement des matrices Ag, A1, ...,
Ap_1, A et v, mais les représentations linéaires définies dans le corollaire précédent vérifient une
condition de cohérence supplémentaire qui porte sur les matrices Ag et A. Ce phénomene provient
de la confusion entre 'entier 0, d’écriture le mot vide ¢, et le chiffre 0.

Proposition 22. Soit Ag, A1, ..., Ag_1, A\, 7 une représentation linéaire d’une série B-réquliére
obtenue en application du corollaire précédent, alors
AAg=A;

en particulier 1 est valeur propre de Ay si la série est non nulle.

Inversement la donnée d’une représentation linéaire Ag, A1, ..., Ap_1, A, v satisfaisant la
condition A Ag = X\ définit une série B-réguliére, pour laquelle les A, s’interprétent comme des
matrices des opérateurs de section par rapport a une famille (e¢(z))ier et A\t = e:(0). Dans cette
famille, la série e;(z) est obtenue en utilisant la représentation Ag, A1, ..., Ap—1, A, ¥(t) ou (t)
est le vecteur d’indice t de la base canonique de AT .

DEMONSTRATION. Introduisons les séries formelles B-réguliéres de représentation linéaire Ay, A1, ..., Ap_1,
A, y(j) pour j =1 ...N, ol y(j) désigne le j-ieme vecteur de la base canonique de AN, Avec cette notation
les A\; sont définis par A\; = g;(0) et vérifient

N N
Aj = Sog;(0) = ZAo(iaj)gi(O) = Z Ao (4, ) Ais
i=1 i=1

ce qui s’écrit encore

AAg = A
O

Définition 27. Une représentation linéaire Ay, A1, ..., Ap_1, A\, v d’une série B-réquliére
vérifiant A Ag = X est dite standard. Dans la suite, seules des représentations linéaires standard
seront utilisées.

La définition des séries B-régulieres introduit une série rationnelle naturellement associée a une
série B-réguliere f(z), qui est disons S = A(I +Z,.E*)7. Celle-ci a la propriété remarquable d’étre a
support dans € + X, X*. L’addition d’une série rationnelle quelconque & support dans zgX'™* procure
une série rationnelle R qui coincide avec S sur les écritures d’entiers et toute représentation linéaire
de R fournit une représentation linéaire de f(z). Utiliser une représentation linéaire standard revient
a imposer R = AZ*v. En particulier le fait de mettre des 0 en téte des écritures en base B ne change
pas la valeur associée car (R, zow) = (R, w).
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EXEMPLE 36 : Allouche et Shallit [6, p. 192] considerent la suite 0, 1, 3, 4, 9, 10, 12, 13, 27, 28, 30, 31, 36,
...définie par ses deux premiers termes, le fait qu’elle est strictement croissante et la propriété que trois
termes quelconques ne sont pas en progression arithmétique. Elle est 2-réguliere et admet la représentation

linéaire
9 24 0 -3
w=( 5 %) a=(1 )

A=(1 4), 7(_41/?3)

Elle admet d’ailleurs aussi la représentation de dimension 3

4 2 5 00 —4
Aj=| -4 1 4|, A=[30 13],
1 00 01 0
2
N=(0 1/3 4/3), o= —4
1

Ces deux représentations sont standard.

Les séries régulieres apparaissent souvent dans des probléemes ou une structure est brisée en
plusieurs morceaux de méme taille, souvent en liaison avec ’écriture dans une base de numération.
Ceci se traduit généralement par des relations de récurrence qui font intervenir la partie entiére et
I’on pourrait finir par croire que toute relation de ce type amene une série réguliere. Il n’en est rien
et nous allons illustrer ceci en considérant le probleme de Josephus avec un entier ¢ > 3, ce qui
signifie que l'on sort les cartes de ¢q en ¢ (cf. page 73).

EXEMPLE 37 : Pour étudier la suite de (Jy(n)) dans le cas ¢ > 3, nous utiliserons le petit lemme suivant.
LEMME. Si (uy,) et (v,) sont deux suites d’entiers naturels telles que

un o Cp"s va ~ Cpl'fb

n—-+oo

avec C' un réel non entier, p un rationnel non entier strictement plus grand que 1 et b un entier naturel
supérieur ou égal & 2, alors il y a une infinité de termes de (vy,) qui ne sont pas des termes de (uy).

S’il n’en était pas ainsi, nous aurions pour un certain entier relatif k et pour n assez grand 1’égalité
Up = Untk, car les deux suites sont strictement croissantes & partir d’'un certain rang. En passant aux

équivalents cela donne
pF =0

ce qui est absurde.
On sait [38, p. 8] que la suite de Josephus d’indice ¢ peut étre définie par I’algorithme suivant.

1. Définir la suite (D) par
q
Do=1, D= { Dk_lw .
q

2. Déterminer le premier entier k tel que
Dy > (¢ — D)n.

3. Alors
Jg(n) =gn+1— Dy.
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372

512=158 513=237 514=357

Fic. 4.1
La suite de Josephus d’indice 3 n’est pas B-réguliere pour
tout entier B. En effet ses points de saut, s;, ~ 1,622 (3/2)F,
ne forment pas un ensemble invariant dans ’homothétie de
rapport 1/B.

Evidemment pour étudier la B-régularité de .J,, il suffit d’étudier celle de la suite constante par intervalles
D(n), qui est définie par
D(n) =Dy si D1 < (q — l)n < Dy.

Les intervalles s’écrivent [s;—1 + 1, 5] ol sy est la partie entiere de Dy /(¢ — 1). Nous dirons que les sy sont
les points de saut. Odlyzko et Wilf [59] ont montré que

k
q
Dy ~ K _—
kk—>+oo (Q) (q—l)

ou K(q) est un certain réel strictement positif. En particulier K (3) vaut environ 1,622. Pour voir que la
série génératrice D(z) de (D(n)) n’est pas B-réguliere, il suffit de montrer que ses sections SgOD(z) sont
linéairement indépendantes. Pour £ = 0, 1 ..., la section S%’OD(Z) a des points de saut qui se comportent

comme .
1 K(q) (4«
Blg—1\qg—1

Grace au petit lemme, deux sections ne peuvent avoir qu'un nombre fini de points de saut en commun, ce
qui interdit une relation de dépendance linéaire pour cette famille.

4.3 Matrices de Hankel

Une série S est rationnelle si elle appartient a un module de type fini stable sous 'action des
opérateurs de division. Ceci équivaut a dire que sa matrice de Hankel H définie par

Hy, = (S,uv) (u,v € X*)

est de rang fini, c’est-a-dire que la famille des vecteurs colonnes de H est contenue dans un sous-
module de type fini de AY [63, p. 25]. Comme les séries rationnelles qui nous intéressent sont
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essentiellement & support dans € + X X* les lignes dont les indices u ne sont pas dans ce langage
sont nulles et ceci conduit a les négliger.

Définition 28. La B-matrice de Hankel d’une série formelle f(z) est la matrice infinie H de type
N x X* définie par
Hn,w = kan-H“ (TL >0, we X*)

siw est un mot de longueur k et B*n + r la valeur du mot fw.

Les indices de lignes de cette matrice sont les entiers naturels et les indices de colonnes sont les
mots sur X. Pour pouvoir écrire cette matrice, nous ordonnons X™* suivant la longueur et I’ordre
lexicographique pour les mots de méme longueur.

Définition 29. L’ordre strict sur X* est défini par u < v si et seulement si |u| < |v| ou |u| = |v]
et U <ex V-

Voici par exemple, avec B = 2, la sous-matrice obtenue en ne retenant que les lignes d’indice
entre 0 et 7 et les colonnes d’indice entre € et x1x1, ou € et 11 si 'on préfere.

Jo fo i fo [ fo 3
fi fo f3 fa fs fo f7
fo fa fs fs fo fio fu
fs fe fr fiz fiz fia fis
fao fs fo fie fir fis fio
f5 fio fir feo for fe2 fo3
fo Ji2 fi1z3 faa fos foe  for
fr fie fi5 fes fao fao fa;

Les colonnes de H sont, dans l'ordre, (fn), (fon), (font1)s (fan), (fant1), (fany2), etc. On voit
évidemment 'opération des entiers qui traduit la concaténation des écritures binaires. L’aspect un
peu curieux et begue de la premiere ligne vient du choix que nous avons fait pour 'opérateur de
section d’indice 0.

Théoréme 11. Une série formelle f(z) est B-réguliere si et seulement si sa matrice de Hankel
est de rang fini.

La matrice de Hankel d’une série formelle f(z) n’est pas a priori symétrique comme la matrice
de Hankel d'une série S € A((X)). La finitude du rang étant invariante par transposition, nous
retrouvons le fait (bien connu pour les suites automatiques) qu’il est équivalent d’utiliser la lecture
directe ou inverse pour étudier les séries régulieres. Autrement dit nous pouvons caractériser les
séries régulieres par la propriété suivante.

Proposition 23. Une série f(z) est B-réguliére si et seulement si elle appartient ¢ un module de
type fini stable par les opérateurs

TB,k : g(z) = Zgnzn | — Zgn_;'_BA(n)an (k' > O)

n>1 n>1
Corollaire 10. Si la série f(z) est B-réguliére, il en est de méme des séries T f(2) (k> 0).

Définition 30. Nous supposons que l’anneau de référence est un corps K ou un anneau intégre
dont le corps des fractions est K. Le rang rg f d’une série B-réguliere f(z) est la dimension du
sous-espace vectoriel de K(z) engendré par les sections de f(z).
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Désormais l'anneau de référence est un corps K. On sait que le rang de la matrice de Hankel
d’une série rationnelle est alors la dimension minimale d’une représentation linéaire de la série,
appelée aussi rang de la série [13, p. 35].

Proposition 24. Soit A, (0 < r < B), \, v une représentation linéaire standard de f(z), S =
A 4+ ELE%)y la série rationnelle associée a f(z) et R = NE*y. Alors le rang de f(z) est le rang
de S ou encore le rang de R.

DEMONSTRATION. Les trois séries f(z), S et R ont bien méme rang, parce qu'on obtient la matrice de
Hankel de S en adjoignant & celle de f(z) les lignes nulles indexées par les mots zow. Quant & celle de R,
on fabrique la ligne d’indice zqw en recopiant celle d’indice w. O

Proposition 25. Le rang d’'une série formelle réguliére f(z) est la dimension minimale d’une
représentation linéaire standard de la série ou encore le rang de sa matrice de Hankel. Une repré-
sentation linéaire standard de dimension le rang de la série est dite réduite.

Insistons sur le fait qu’il faut se limiter aux représentations standard, faute de quoi on ne
controle pas les valeurs de la série rationnelle sur les mots qui ne sont pas des écritures d’entiers. En
particulier, on peut donner des représentations non standard qui définissent des séries B-régulieres
dont le rang est supérieur a la dimension de la représentation.

EXEMPLE 38 : Appelons €, (n) le chiffre d’indice k de Pécriture en base B de Uentier n. La série génératrice
de cette suite est la fraction rationnelle

k
) 1-2B B 1
ex(z) = E rz —_—.
I 1 — zB**!
sr

On voit tout de suite que
Srex(2) = ep—1(2)

sik>1et0<r < B.Dautre part

Speo(z) = —

T 1—2z

pour 0 < r < B. Le Z-module stable par section engendré par €;(z) admet donc pour base € (z), €x—1(2),
..y e0(z) et 1/(1 — z). Ainsi €x(z) est de rang k + 2.

EXEMPLE 39 : Les séries 2-régulieres f(z) de rang 1 sont définies par la donnée de trois nombres fo # 0, ag
et a; et ont pour expression

—+oo
fz)=fo Z a‘onlgallnhzn = fo [l + a1z +apa12® + a2z’ + afarz* + apaiz® + -]
n=0
Un exemple typique de série de rang 1 est la série de Thue-Morse (fo =1, ap =1, a3 = —1).

EXEMPLE 40 : Toute suite périodique (aj) de période T' définit une série 2-réguliére de rang au plus T par

le produit infini
f(z)= H (1 —|—a;€z2k> .

T—r

En effet tous les S, Se, , - Se, f(2) sont proportionnels & (1+a,z) - - (14ar_122" ) f(22
et /=rmodT.

)sio<r<T
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EXEMPLE 41 : La matrice de Hankel d’une série de la forme

1) =TT (1 +as®)

k>0
a l’allure suivante
1 1 ap 1 ap al anpaq 1 ap
ag ay apaq a2 apa2 a1a2 apaia2 as apas
a a2 apa2 asz apas ajas apaiasg a4 agQy
apay aiag apaiaz azas3 apazas ajazasg apaiazas a3a4 apaza4
a2 as apas Qa4 apQy 104 apa1aq as apas
apag aias apaiasz 204 apa2a4 10204 apa1a20a4 a3zas apasas
a10a2 a2a3 apaza3 a3aq apa3aq a1a3a4 apa1a3a4 405 apa4as
apaiaz 16203 GpG10G203 G20304 GpA2030A4 (1020304 AA1020304 Q30405 A0GA30405
as Qay apQy as apas aias apaias ae apae
apas 104 apa10a4 az0as apazas ai1az2as apaiaz0as azae apazae
aipas 204 apa20a4 azas apaszas aijasas apa1azas a40ae apa4ae
apaiaz aipa20a4 apG1a264 a2a305 AG203G5 (1020305 QpA1G020305 G30406 ApA30406
a2a3 a304 apazaq a40as Apa4as a1040s apa1a40as a50ae apasag
GpG2a3 Q10304 QpA10304 Q20405 AoA20405 01020405 GpA1G020405 A3A506 AQA3A506

a1a2a3 Q20304 QpA203G4 A30405 GpA3A445 A1G030405 QpA1A304405 G405 A0A40506

et la sous-matrice obtenue en ne conservant que les lignes et les colonnes dont les indices sont de la forme 2°
et 07 = z) respectivement n’est rien d’autre que la matrice de Hankel au sens classique,

apg a1 az as
a1 az az a4
a2 as a4 Oas
az a4 a5 ae

de la série

F(t) = axt".

k>0

La 2-régularité de f(z) implique donc la rationalité de F(t). Cependant F'(t) ne peut pas étre une série
rationnelle quelconque. Supposons en effet la suite (ay) géométrique : ap = ap® (avec a # 0). La série f(z2)

est alors donnée par
£(2) = 3 et

n>0

fz)=14az+ arz® + a*r2® + ar®zt + a®r?2° + a*r32% + a*r?2" +ard2® 4+ a0 4 a?rt 0 4

)

en notant v(n) le nombre d’occurrence de 1 dans I’écriture binaire de n et o(n) la somme ). ie; si n =
> 2%€;. La matrice de Hankel est alors de la forme suivante,

1 1 a 1 a ap a’p 1 a ap a’p ap? a’p®  a?p?
a ap  a?p  ap® a?p® a?p®  dp®  ap®  a?p®  a?pt aPpt %P aPp® aBpS
ap  ap®  a2p® ap® a2p®  a?pt  dBpt  apt  a?pt  a2p5  dPp° a%p®  aBpb aBpT
a?p  a?p® a3p® a2p® aBpS  aPp®  alp®  a2pT  aPpT P alpd  a®p®  atp®  atp'®
ap®  ap®  a?p®  apt  a?pt a%p®  dPp°  ap®  a?p®  a%p®  aPp° a2pT  aBpT aPpd
a2p? a?pt alpt a?pS aPpb  alpT  atpT  a2p®  aBpd aPp®  atp® a®pl0 atpl® aipl
a2p® a2p® aBp® a2pT aPpT  alpd  atp®  a2p?  aBp? aBpl0 atpl® aPpll alpll aipl?
3.3 46 .39 49 _4.10 5,10 3,12 4 12

@BpP 3PS atp® aPp® atp? aipl® aPpl® aPpl? atp'2 afpl3 aSp'3 afplt aSpt Bpld
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Si la série est 2-réguliere, le mineur d’indices 0, 1, 3, ..., 2™ — 1 pour les lignes et ¢, 0, 00, ..., 0™ pour les
colonnes est nul pour n assez grand. Ceci s’écrit
P .. n n+1
det (a’ 1(“1)/%”) —a(5),(") Ly =0
p i p I -s
0<k<i<n

et montre que p est nécessairement une racine de I'unité ou 0, dans I’hypothese ot I'anneau de référence est
un corps. Cette condition est d’ailleurs suffisante d’apres ’exemple précédent. D’autre part nous verrons que

la série .
7 =TT (1+ e+ 1))
k>0
n’est pas réguliere, alors que
F(t) =Y (k+1)t*
k>0

est rationnelle. Il semble donc que F'(t) ne peut avoir que des poles simples racines de 1'unité, ce qui signifie
que la suite (ag) est périodique & partir d’un certain rang.

Pour prouver ceci nous remarquons que la rationalité de F'(t) fournit pour aj une expression de la forme

ap = pr(k)Pk

en notant P, un polynome de degré n, — 1, si n, est I'ordre de multiplicité de la racine p. D’autre part nous
avons obtenu la rationalité de F(t) en considérant la sous-suite dont les indices sont des 2¢, puisque nous
avons utilisé la sous-matrice dont les indices de ligne et de colonnes sont respectivement de la forme 2* et
07. Utilisons maintenant la sous-matrice dont les indices de ligne et de colonnes sont respectivement de la
forme 2+! 4+ 2% et 07, autrement dit la sous-suite dont les indices sont des nombres & deux bits. Ici encore
apparait une série rationnelle dont la matrice de Hankel est cette fois-ci

apai; a1az a2a3  aza4
aipaz G2a3 azG4 a40a5
Ga2a3 Q304 Q405 A506
azays Q405 A5G AgA7

Puisque celle-ci utilise les mémes colonnes d’indice 0/ que la matrice de F(t), la série rationnelle
Fl(t) = Z akakHtk
k>0
est définie par la méme relation de récurrence que F'(t). L’égalité
araxi1 = Y Py, (k)Pp, (k) (p1p2)"
P1,pP2

doit donner une expression des coefficients de Fj(t) de la méme forme que I'expression de ay, ce qui fait que
I’ensemble des racines p est stable par multiplication. C’est donc un groupe de racines de 1'unité, disons le
groupe des racines T-iemes de 'unité Ur. La limitation aux ax d’indice & multiple de T" permet d’éliminer
les racines de I'unité et a,r s’écrit

arr =Y P,(IT) = Q(0),

ot Q(¢) est un polynéme dont le degré est v — 1 si v est le maximum des multiplicités des p. Il se peut que
Q(¢) admette quelques racines entieres mais Q(¢) n’est pas nul pour les £ plus grands qu'un certain L. Le

remplacement de f(z) par
k
SET1) = T (1+ anerr®).
k>0

80



4.4, RECURRENCES

qui est aussi réguliere, permet de supposer que le polynéme @Q(¢) associé ne s’annule pas sur les entiers
naturels. Cela revient aussi a utiliser une certaine sous-matrice de la matrice de Hankel de f(z) et correspond
a un simple décalage sur F'(t). La sous-matrice de la matrice de Hankel de f(z) obtenue en ne conservant
que les lignes et les colonnes dont les indices sont respectivement de la forme 1 + 27 + ... + 2T et 1(071)7,
liées aux entiers dont I’écriture binaire est dans le langage 1(07'1)*, vaut

ao apar aparazr apararazr
aoar aopara2r aparazrasr apaTa2Ta3TasT
aparasr aoarTa2Tasr apaTa2Ta3Ta4T aoaTa2TaA3TaA4TAST

apararasr agGrTa2TasTe4T  A0ATA2TA3TA4TAST  AQATA2TA3T AAT A5TAET

Comme cette matrice est de rang fini, la série

a3 (Iaw) ¢

3>l \e=to

est rationnelle ce qui est impossible si v, qui est le degré de Q(£), est supérieur ou égal & 1. Ainsi la fraction
rationnelle n’a que des poles simples et qui sont tous des racines de I'unité.

L’exemple précédent se généralise aisément a un entier B > 2 et fournit I’énoncé suivant.

Proposition 26. La série

H (1 + aszk> ,

k>0

a coefficients dans un corps, est B-réquliére si et seulement si la suite (ay) est périodique a partir
d’un certain rang.

4.4 Récurrences

Les suites B-réguliéres vérifient divers types de récurrence et nous voulons montrer ici celles
qui traduisent précisément le fait que les séries B-régulieres sont étroitement associées aux séries
rationnelles. Nous commengons par un exemple.

EXEMPLE 42 : La complexité du tri fusion dans le cas le pire vérifie la récurrence, du type diviser pour
régner,

T =Tins2) + Tjnyz 0= 1.

En utilisant cette relation, il n’est pas difficile de vérifier que T'(2) = Z T, 2" est (Z,2)-réguliere. Un module
n>0

de type fini adéquat est celui engendré par T'(2), T(2)/z, 22/(1 — 2)2, z(1+2)/(1 — 2)% et (1 + 2)/(1 — 2)2.

Avec cette base les opérateurs de section Sy et S7 ont respectivement pour matrice

2 100 0 1000 O
0100 0 1 200 0
A= 012 1 1|, 4=l 100 1 -1
10010 0000 O
00001 0121 3
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et la représentation linéaire est complétée par

A=(0 000 1), ~=

S o oo

La sous-matrice de sa matrice de Hankel obtenue en ne conservant que les lignes d’indice entre 0 et 14 et les
colonnes d’indice entre € et 111 est

0 O 0 0

0 1 3 5
1 5 8 17
3 11 14 33
5 17 21 49

8 25 29 69
11 33 37 89
14 41 45 109
17 49 54 129
21 59 64 153
25 69 74 177
29 79 84 201
33 89 94 225
37 99 104 249
41 109 114 273

0
8
21
37
o4
74
94

114 119 124 273 279 285 291 297 303 309 315
135 141 147 321 328 335 342 349 356 363 370
159 165 171 377 384 391 398 405 412 419 426
183 189 195 433 440 447 454 461 468 475 482
207 213 219 489 496 503 510 517 524 531 538
231 237 243 545 552 559 566 573 580 5H87 594
2556 261 267 601 608 615 622 629 636 643 650

1 3 0 0 1 3 ) 8 11 14
11 14 17 21 25 29 33 37 41 45
25 29 49 54 59 64 69 T4 79 84
41 45 89 94 99 104 109 114 119 124
59 64 129 135 141 147 153 159 165 171
79 84 177 183 189 195 201 207 213 219
99 104 225 231 237 243 249 255 261 267

279 285 291 657 664 671 678 685 692 699 706

Elle est de rang 5 et les colonnes numéros 1, 2, 3, 4 et 6 d’indices ¢, 0, 1, 00 et 10 sont indépendantes, ce qui
implique que les suites (T3,), (T2n), (Ton+1), (Tan) €t (Tynt2) sont indépendantes. Comme nous connaissons
une représentation de dimension 5, nous pouvons affirmer que T(z) est de rang 5.

En exprimant les colonnes de la sous-matrice en fonction des colonnes d’indice €, 0, 1, 00 et 10, nous
soupgonnons que la suite vérifie les relations de récurrence suivantes :

Tint1
Tinqs
TSn

Tsnt1
T8n+2
Tsn+3
T8n+4
T8n+5
Tsnt6
Tsnir

4T, — 515y, + Topt1 + 2Tyy,

_12Tn + 15T2n - 3T2n+1 - 5T4n + 3T4n+2>
AT, — 8Ty, + 5T4n,

127, — 1715, + T2n+1 + 7T4n7

12Tn - 16T2n + 6T4n + T4n+27

4Tn - 5T2n - 3T2n+1 + 2T4n + 3T4n+27

—4T,, + 615, — 615,41 — 2Ty + Ty y2,
—20T,, 4 27T2y — 11Ton 41 — 9T4n + 8T 12,
=367, + 4815, — 16T2p 41 — 16Ty, + 11T 42,
—52T,, + 69Ty, — 21Top 11 — 23T 4 + 14T 4o.

Il est possible de vérifier ces relations en utilisant la récurrence initiale, mais nous verrons plus loin une

méthode plus efficace.

Toutes ces relations n’ont pas le méme intérét. En effet pour construire une représentation linéaire qui
utilise la base (T,), (Ton), (Ton+1), (Tun) €t (Tunt2), seules les relations

Tint1
Tint3
TSn

T8n+2
T8n+4
Tsnte

4Tn - 5T2n + T2n+1 + 2T4n7

_12Tn + 15T2n - 3T2n+1 - 5T4n + 3T4n+27
4Tn - 8T2n + 5T4n7

12Tn - 16T2n + 6T4n + T4n+27

—4T,, + 615, — 61,41 — 2T4y + 5Ty 42,
—36T}, + 48Tsy, — 16Ton41 — 16Ty + 11 4042
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Tont1

AN N

N\ 7\
Tsn ’T8n+4‘ ’TSn—I—Q‘ ’TSn—f—G‘
FiG. 4.2
Les feuilles de ’arbre donnent la forme des relations de
récurrence.

sont utiles, comme on s’en convainc facilement en considérant 1’arbre binaire de la figure 4.2. D’ailleurs ces
relations définissent completement la suite quand on connait les valeurs de Ty, T, T5. Elles se traduisent par
une nouvelle représentation linéaire de dimension 5 avec les matrices

00 4 4 12 00 —12 —4 —36
10 -5 -8 —16 00 15 6 48
A=|l00 1 0o o0 |, A44=]10 -3 -6 —16,
01 2 5 6 00 -5 -2 —16
00 0 0 1 01 3 5 11

A=(0 00 0 1), v=

OO OO

Toutes les séries régulieres vérifient des récurrences du méme type que celle que nous venons de
rencontrer. Pour exposer ceci nous avons besoin de quelques notions supplémentaires.

Définition 31. L’algébre engendrée par les opérateurs de B-section Sp, est notée A(Sy) .
Proposition 27. L’algébre A(S.) est isomorphe a l'algébre des polynomes A(X).
DEMONSTRATION. 11 suffit de vérifier que la famille (S,,), .y est libre. Si 7 AySw = 0, application de

cet opérateur & z™, ol n = lu et u est le mot le plus long qui donne un coefficient A non nul, donne le
polynome nul et le coefficient de z est A, qui est donc nul. O

Définition 32. Le B-annulateur Iy d’une série f(z) est l'idéal a gauche des ), A\ySw € A(S)
qui s’annulent sur f(z).
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L’algebre A(S,) et I'idéal Z; ne sont que des versions édulcorées des notions d’algebre et d’idéal
syntactiques dues & Ch. Reutenauer [62, p. 45].

EXEMPLE 43 : Reprenons la série T'(z) associé au tri-fusion dans le cas le pire. Les relations de récurrence
ci-dessus expriment des relations de dépendance linéaires entre les sections de la série et nous pourrions tout
aussi bien les écrire de la fagon suivante (rappelons que S, est le composé Sy -+ Sy, siw =ry---rg € X¥,
en particulier S est 'identité) :

S()]T(Z) = 4SET(Z) — 5SOT(Z) + S]T(Z) + QSooT(Z),

SHT(Z) = —IQSET(Z) + 15SOT(Z) — 351T(Z) — 5SOOT(Z) + 3510T(Z),
SOO()T(Z) = 4SET(Z) - SS()T(Z) + 5S()0T(Z),

S()loT(Z) = 12SET(Z) - 1630T(2) + 6SOOT(Z) + SloT(Z),
Slo()T(Z) = —4S€T(Z) + 6SOT(Z) — 651T(Z) — 2SOOT(Z) + 5510T(Z),
SlloT(Z) = —36SET(Z) + 4850T(Z> — 1651T(2’) — 16SOQT(Z) + 11510T(Z).

Ainsi l'opérateur Sp; — 45 + 55y — S1 — 2S00 est dans le noyau Zr. La composition a gauche par Sy montre
qu’il en est de méme de I'opérateur Sgg1 —4Sg + 5500 — So1 — 2S000. Celui-ci fournit la relation de récurrence

Tyn+1 = 4Ton — 5Tun + Tany1 — 213y,

Pour tout dire, cette multiplication par Sy équivaut a une substitution de 2n a n dans les relations de
récurrences. A partir de ces relations, on peut retrouver toutes les relations de récurrences de ce type
vérifiées par la suite. Par exemple le fait que Sggg — 4Ss + 8Sg — 5S00 et So1 — 4S: + 55y — S1 — 2540 soient
dans Zr implique que Spo1 — 12S: + 1759 — S1 — 7Spo est dans Zp, c’est-a-dire que la suite (7},) vérifie la
récurrence vue plus haut

Tan+1 = 12T, — 1712y + Topy1 + TTyn-

Définition 33. Un code suffize est une partie C de X* qui vérifie la propriété suivante : si elle
contient un mot, alors elle ne contient pas ses suffixes stricts (ses facteurs droits propres). Un code
suffize est complet si tout mot assez long possede un suffize dans C.

Une partie suffizielle S est une partie de X*, qui dés qu’elle contient un mot, contient tous ses
suffizes.

EXEMPLE 44 : A 'arbre de la figure 4.2 est naturellement associé celui de la figure 4.3. Les feuilles fournissent
le code suffixe complet ¢ = {000,100,010,110,01,11} et les nceuds internes donnent la partie suffixielle
S =1{¢,0,1,00,10}.

On montre [13, p. 41] qu’il y a bijection entre les codes suffixes complets finis et les parties
suffixielles non vides, le passage se faisant par les formules S = X* \ CAX* et C = XS\ S.

Théoréme 12 (Théoreme des récurrences typiques). Si f(z) une série B-réguliére, il existe une
partie suffizielle finie S de X, de code suffize associé C, telle que la série f(z) vérifie les relations

Sef(2) =) aesSsf(2) (c€C).

seS

Si Uanneau de référence est un corps, on peut de plus affirmer que le nombre d’éléments de S est
le rang de f(z), que les Ssf(z) (s € S) forment une base de l’espace stable par section engendré
par f(z) et que l'idéal annulateur Iy est engendré par les Se — 3 g 0c,sSs (¢ €C).

DEMONSTRATION. Commencons par supposer que l'anneau de référence est un corps K. Sirg f =0, il n’y
a rien a faire; nous prenons pour S la partie vide et C est réduit au mot vide. Sinon nous construisons pas a
pas la partie S de fagon & avoir sans cesse une partie suffixielle. Nous posons d’abord 8 = {¢} et C = () puis
nous regardons successivement les sections S, f(z) dans Uordre r = 0, 1, ... c’est-a~dire les colonnes de la
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0 1
00 10
VAN /N

Fic. 4.3
Les étiquettes des feuilles forment un code suffixe complet.

matrice de Hankel dans leur ordre naturel. Chaque section S, f(z) ou bien est indépendante des précédentes
et nous mettons le mot z,. dans S, ou bien est dépendante des précédentes et nous mettons z, dans C, nous
Pexprimons en fonction des S, f(z), ou s est déja dans S. Nous considérons ensuite dans l'ordre les mots u
qui sont dans S et pour chacun nous regardons les S,.S, f(z) avec r successivement égal a4 0, 1, .... Nous
appliquons ce procédé autant que faire se peut. Comme ’espace vectoriel engendré par les sections est de
dimension N = rg f, ce calcul termine en considérant au plus 14 B +- - -4+ BN ! sections et la partie obtenue
S est suffixielle. La partie C obtenue est clairement le code suffixe associé. Les relations obtenues sont de la
forme indiquée et vérifient méme une contrainte supplémentaire qui s’exprime par a. s =0si ¢ < s.

Pour le cas général, nous reprenons la démonstration de [62, p. 30]. Si A, (0 < r < B), A, v est
une représentation linéaire de f(z) de dimension N, nous notons Ay, ..., le produit A,, --- Ay, et nous
considérons le sous-anneau B de A engendré par les coefficients des matrices A, v et Ag, A1, .... Cet anneau
est de type fini et donc noethérien. Il en résulte que BY est un B-module ncethérien. Si S est une partie
de X*, nous notons M(S) le sous-module de BY engendré par les AA,, pour w dans S. La famille des
sous-modules M(S) obtenue en faisant varier S dans ’ensemble des parties suffixielles finies de X* admet
un élément maximal. Appelons S une partie suffixielle finie qui fournit ce sous-module et C le code suffixe
complet associé. Pour chaque ¢ pris dans C, nous avons M(S) = M(S U {c}) d’ou une relation

M= M.
sES

O

Si ’anneau de référence est un corps, la démonstration précédente fournit un moyen pratique
d’obtenir une représentation linéaire et des relations de récurrence pour une série réguliere.

Définition 34. Une représentation linéaire obtenue par l’algorithme exposé dans la démonstration
précédente sera dite typique.

La majoration du nombre de sections considérées dans la démonstration ou encore la forme des
relations de récurrence fournissent tout de suite un théoreme d’égalité a la Eilenberg-Schiitzenberger
31, p. 143].

85



CHAPITRE 4. SERIES B-REGULIERES

Théoréme 13 (Théoreme d’égalité). Si f(z) est une série réguliére a coefficients dans un anneau
intégre, de rang inférieur ou égal a N et telle que f, = 0 pour tous les entiers n strictement
inférieurs a BN alors f(z) = 0.

En particulier, pour vérifier que deux représentations linéaires de dimension N7 et Ny définissent
la méme série réguliere, il suffit de calculer les valeurs pour les entiers de 0 & BN +N2 — 1,

EXEMPLE 45 : Les deux représentations linéaires que nous avons rencontrées dans I’étude de la suite (7},)
liée au tri-fusion sont équivalentes. En effet ces représentations utilisaient respectivement comme base 7'(z),
T(2)/z, 22/(1 — 2)%, 2(1 + 2)/(1 — 2)? et (1 + 2)/(1 — 2)? d'une part et T(2), SoT(2), S1T(2), SooT(z) et
S10T'(z) d’autre part. La fusion ces deux bases en une famille & 9 éléments T'(z), T(2)/z, ..., (1+2)/(1—2)?,
SoT(2), et S1oT(z) permet de construire une représentation linéaire de dimension 9 pour la différence des
deux séries qu’elles définissent respectivement et il suffit de vérifier que cette différence est nulle jusqu’au
rang 2° — 1 = 511 pour conclure qu’elles définissent toutes les deux la série T(z). En particulier ceci justifie
la validité des relations de récurrence que nous avons données.

Revenons sur le théoréeme des récurrences typiques par un énoncé qui sera utile au chapitre 7.

Proposition 28. Une représentation linéaire Ag, A1, ..., A\, v de dimension N d’une série B-
réguliére est réduite si et seulement si les produits AA,, et Ay, avec w € X*, engendrent respecti-
vement KN et KRV*1,

Si Ag, A1, ..., A, v est une représentation linéaire réduite, standard et typique d’une série
B-réguliére de rang N, il existe N mots ui, ug, ..., un, pris dans € + XL X™, tels que les A\A,,,
..., My, engendrent KN et N mots vy, va, ..., vy tels que les Ay, ..., Ay constituent la
base canonique de KN*1,

DEMONSTRATION. Nous ne démontrons que le second point de la proposition, car le premier est issu de [13,
p. 37]. Pour ce qui est des A,,7, il existe, d’apres le théoreme des récurrences typiques, une partie suffixielle S
telle que les sections S f(z) forment une base de l'espace stable par section engendré par la série f(z). Avec
une telle base, les A,y sont alors les vecteurs de la base canonique de CV. Nous numérotons les éléments
de S de fagon que A,y soit le j-ieme vecteur de base de CN. Quant aux AA,,, ’élimination des 0 & gauche
provient du fait que la représentation obtenue est standard. O

4.5 Propriétés de cloture

Allouche et Shallit [6, p. 174] ont caractérisé les séries rationnelles qui sont B-réguliéres quand
I’anneau de référence est un corps.

Proposition 29. Une fraction rationnelle sur un corps K est B-réguliere si et seulement si ses poles
sont des racines de l'unité, dans la cloture algébrique de K. En particulier une fraction rationnelle
sur un corps fini est B-réguliére.

DEMONSTRATION. Les sections d’une série rationnelle ont pour poles les puissances B-iemes des poles de la
fraction. Si la série rationnelle est B-réguliere les poles des séries, qui sont dans ’espace de dimension finie
stable par section, forment un ensemble fini stable par 1’élévation & la puissance B, donc sont des racines de
I'unité. La réciproque est évidente car il suffit, par décomposition en éléments simples dans une extension
convenable, de considérer les fractions de la forme 1/(1 — wz)", ot w est une racine de 1'unité. O

EXEMPLE 46 : En particulier, si ’anneau de référence est un corps, la série génératrice d’une suite géométrique
Do, P2 =1/(1 — pz) est réguliere si et seulement p est 0 ou une racine de 'unité [6, p. 173].
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4.5. PROPRIETES DE CLOTURE

Si les poles de la fraction rationnelle sont des racines N-iemes de 'unité et si I'ordre maximum
de ces poles est k, toutes les sections vérifient cette méme propriété, ce qui fait que le rang de la
fraction comme série B-réguliere est au plus N (k + 1).

EXEMPLE 47 : La série génératrice du chiffre d’indice k de 1’écriture en base B est la série rationnelle (cf.
page 78)

1- 28" K 1
w@ =g | 2 T

et son rang est k + 2. Ceci est conforme a la majoration que nous venons de donner. En pratique cette
majoration est trop large parce que la fraction rationnelle possede une symétrie par rapport a ses poles. Ici
tous les poles sont simples et n’interviennent que par la fraction 1/(1 — 22 Hl)
sont pas indépendants les uns des autres.

, ce qui fait que les résidus ne

Les séries (A,B)-régulieres forment évidemment un module sur A.

Proposition 30. Si f(z) et g(z) sont réguliéres il en est de méme de f(z)+g(z) et on a l'inégalité
rg(f+g) <rgf+rgy.

Examinons les différents produits que I’on peut appliquer aux séries régulieres. La concaténation
dans X* se traduit par une opération non commutative dans les séries formelles, que nous notons

ici ¢, et qui est définie par

Apg(m)
2o M = BB M

Evidemment elle est associative et admet 1 comme neutre. Plus lourdement, si
F=D fa et g=3 guz"
n>0 n>0
alors la série h = f ¢ g a pour coefficients les
hn = Z fkgl
B XD k+l=n

et le nombre de termes de cette somme est le nombre de chiffres non nuls dans 1’écriture en base B
de n augmenté de 1.

EXEMPLE 48 : Clairement la relation dans N : n < m si et seulement si « 7 est un suffixe de m » est une
relation d’ordre. Dans lesprit de Rota [29], la fonction ¢ est

1
et son carré
1 k1 — 2B (B
)= |1+ e
k>0

donne le nombre de « diviseurs » de chaque entier, c’est-a-dire le nombre de chiffres non nuls augmenté de
1.

La notion de cléture rationnelle se traduit par le résultat suivant.

Proposition 31. L’ensemble des séries B-réguliéres a coefficients dans A est la plus petite partie
R de Al[z]] vérifiant
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100

Fic. 4.4
Le graphe de la relation « I’écriture binaire de n est un suffixe
de celle de m ».

- Alz] C R,
-R+RCR,
- AR CR,
- RoRCR,

S fER, f(0)=0 = Y,50f"eR.

Le produit ¢, s’il est naturel ici, ne parait pas avoir beaucoup d’utilisations. Le produit usuel
et le produit de Hadamard sont plus dignes d’attention.

Théoréme 14. L’ensemble des séries B-réguliéres est stable par produit usuel et produit de Hada-
mard. Si f et g sont B-réguliéres, le rang de fg est au plus 2 rg f rg g et celui de f © g est au plus

rg f rgg.

Pour le produit de Hadamard, ceci provient directement du résultat similaire pour les séries
rationnelles. Pour le produit usuel il est dia a Allouche et Shallit [6, p. 173] et nous allons en
redonner une démonstration.

DEMONSTRATION. Soient f et g deux séries B-régulieres. Quitte & utiliser le sous-anneau engendré par les
coeflicients des matrices de représentations linéaires de f et g, on peut supposer que ’anneau est ncethérien.
Soient F et G deux sous-modules de type fini de A[[z]] contenant respectivement f et g et stable par les
opérateurs de B-section. Pour conclure il suffit de montrer que le sous-module M = FG + 2FG, qui contient
le produit fg, est stable lui aussi. D’apres la formule (cf. page 20)

Seury= 3 B ()8, (v),

s+t=r mod B
ou, rappelons le, a + b désigne le quotient dans la division euclidienne de a par b, il est clair que

Sy (FG) Cc M.
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En outre, si ¢ € F et Y € G,
Sr(z¢p) = 2B G, (goh),

ou le t est déterminé par
t=r—1mod B.

En particulier ’exposant de z ne peut valoir 1 (c’est-a-dire étre non nul) que si t = B — 1. Le calcul de
S¢(é)) ramene au cas précédent, ce qui permet de conclure, en remarquant que dans le « mauvais » cas olt
t =B —1, il n’y a justement pas de z en facteur dans les termes de Si(¢v)).

La majoration du rang découle directement de la démonstration. Il en est de méme pour le produit de
Hadamard en utilisant la démonstration classique pour les séries rationnelles [13, p. 21]. O

EXEMPLE 49 : Greene et Knuth [40, p. 25 & 28] considérent la suite f(n) définie par

n—1

) = 1emin { S -+ P -

en liaison avec le cotut minimal de la recherche d’un entier fixé entre 1 et n. Les différences secondes de la
suite définie par g(n) = nf(n), g(0) =0 et g(1) = 0, sont données par

2 si n est une puissance de 2
A?g(n) = 1 sin est pair sans étre une puissance de 2
—1 sin est impair,

ce qui fait que la série génératrice g(z) vaut
1 1 ok
92) = — |+ + Z z .
(1—2)2\1+2 =
Il en résulte que g(z) est (Z,2)-réguliere comme produit de séries (Z,2)-régulieres.

Proposition 32. La dérivée d’une série formelle B-réguliére est B-réguliére et son rang est
moindre que 4 rg f.

DEMONSTRATION. La dérivée de la série formelle f(z) n’est rien d’autre que le produit de Hadamard de la
série décalée (f(z) — f(0))/z et de 1/(1 — z)%. La premiére est B-régulicre et de rang inférieur a 2 rg f. La
majoration du rang de f’(z) découle du résultat sur le produit de Hadamard et du fait que 1/(1 — 2)? est de
rang 2. O

EXEMPLE 50 : La dérivée de la série de Thue-Morse est 2-réguliere de rang 3 et admet la représentation
linéaire définie par

00 0 2 0 0
Ag=[1 0 -2 ], A =0 -4 -6
01 3 0 1 1
et
1
A=(-1 -1 -1), y={(0],
0

en prenant comme base p'(z), Sop’(2) et Spopt’ (). Puisque la série de Thue-Morse est de rang 1, la majoration
du rang est cohérente.
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4.6 Coefficients des séries B-régulieres

Les coefficients des séries rationnelles vérifient des propriétés arithmétiques qui admettent une
traduction immédiate pour les séries régulieres. Par exemple les séries B-régulieres vérifient un
critere d’Eisenstein [13, p. 30], qui est a comparer avec celui de la page 41.

Proposition 33. Soient A un anneau intégre, K son corps des fractions et f € K[[z]] une série
(K, B)-réguliére. 1l existe un élément non nul a € A tel que la série

Z fnal—l—)\B (n)Zn
n>0
soit (A, B)-réguliere.

DEMONSTRATION. Il suffit d’utiliser une représentation linéaire de f(z) et de prendre pour a un multiple
commun des dénominateurs des matrices utilisées. O

Le cas le plus utile est celui des séries a coefficients rationnels.

Proposition 34. Soit f € Q[[z]] un série B-réguliére. Il existe un entier a > 1 tel que
a1+)\B(n)fn Y/

pour tout entier n. En particulier

1

fa=0 0w |fol > o5 po

EXEMPLE 51 : La série du logarithme

Z’ﬂ
log(1+ z) = Z(—l)”“g € Q[[z]]
n>1
n’est pas B-réguliere (pour tout B), car il n’y a pas d’entier a > 0 tel que
n | a1+/\3(n)

pour tout n.

Cet exemple montre qu’une primitive de série B-réguliere n’est généralement pas B-réguliere.
Les coefficients d’une série B-réguliere ont une croissance polynomiale [6], ce qui correspond a
la croissance exponentielle des coefficients d’une série rationnelle [13, p. 30].

Théoréme 15. Soit f € C|[z]] une série B-réguliére. Il existe un réel av tel que

|[fnl = O(n®).
DEMONSTRATION. 11 suffit d’utiliser une borne sur les coefficients des matrices d’une représentation linéaire
de f(z) pour obtenir une majoration de ce type. O

EXEMPLE 52 : La série réguliere

f2)= [ +az"")

k>0

a pour ordre de croissance « = In |a|/In B, ce qui signifie que son coefficient d’indice n est un O(n**¢) pour
tout € > 0. Ceci montre que tout réel est 'ordre de croissance d’une série réguliere.
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Fic. 4.5
A chaque preuve par neuf est associée une suite qui s’exprime
par une combinaison Y ¢ € des chiffres e, de I’écriture en
base B et toutes ces suites ont un comportement en Inn.
Ici est illustrée la preuve par 7 en base 10 exprimée par
s7(n) = Y 2(—1)%(e3; + 3 €341 + 2 €3i42). Le caractere 1000-
régulier de cette suite saute aux yeux.

En ce qui concerne la croissance des coefficients, qui sera reprise au chapitre 7, nous citons
pour mémoire le résultat suivant [13, p. 120], qui n’est cependant guére utile en pratique car la
majoration est évidente dans les exemples.

Proposition 35. Si f(z) est une série (Z,B)-réguliére admettant une représentation linéaire
réduite Ao, ..., Ap_1, A\, 7, alors
fo = O@’n)
n—-+00
pour un certain réel 3 > 0 si et seulement si l’ensemble des traces de tous les produits de matrices
Ay, 0 <r < B, est fini.

EXEMPLE 53 : Il n’est pas difficile de vérifier qu’un entier n est divisible par 7 si et seulement la somme

87(71) = Z(—l)%gi + 32(—1)i63i+1 + 22(—1)i63i+2

i>0 i>0 i>0

est divisible par 7, en notant €, - - - €y son écriture en base 10.
Evidemment s7(1000n +r) = —s7(n) + s7(r) et (s7(n)) est donc une suite 1000-réguliere de rang 2. Une
représentation linéaire réduite est donnée par les matrices

-1 0
AT_(S7(T) 1>, r=0,...,999,

en prenant comme base (s7(n)) et la suite constante de valeur 1. Il est clair que les traces de tous les
produits de A, ne peuvent prendre comme valeurs que 0 et 2, car ces produits ont pour valeurs propres 1
et £1. D’autre part une grossiere majoration montre que s7(n) est plus petit que trois fois la somme des
chiffres de n et donc que 3 log;yn. D’ailleurs s7(n) est semblable & logn comme on le voit en considérant
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les entiers dont 1’écriture vefifie € = 1 si k est congru a 1, 2 ou 3 modulo 6 et vaut 0 sinon. Il est clair que
cette argumentation s’applique & toutes les preuves par neuf que 'on peut inventer.

Une série réguliere f(z) est directement liée a une série rationnelle S et il est naturel de
s’intéresser a I'image commutative F'(t) de S. Comme tous les mots de longueur ¢ donnent le
méme monome, on 'obtient en sommant la série suivant les intervalles [BZ_I, Bf [

Définition 35. La série condensée d’une série formelle f(z) € A[[z]] est

Kf=fo+> | S |t

£>21 \B¢-1<n<B*
L’application K est l'opérateur de condensation.

L’image commutative d’une série rationnelle est rationnelle et cette définition admet un corol-
laire immeédiat.

Proposition 36. La série condensée d’une série réguliere est rationnelle.

Les propriétés de cloture des séries B-régulieres montrent que non seulement K f(t) est ration-
nelle si f(z) est réguliere, mais aussi

31 (D SN EE sUAED of D SR (M FA 12

>1 \B~1_p<n<Bl—r £>0 £>0 \ Bt<n<Bt+1

par exemple, en utilisant respectivement le produit de Cauchy avec z" et le produit de Hadamard

0 1 . - PUREETN
avec g 2B et W, qui sont des séries réguliéres.
-z
>0

EXEMPLE 54 : Nous avons déja vu que la série, dont le coefficient d’indice n est ro(n), la valeur du miroir
de I’écriture binaire de ’entier n,

r(z) = Z ro(n)z"

n>0

est (Z,2)-réguliere et qu'une expression rationnelle de la série associée est
R=ux (l‘o + xl)* + 2$1(2($0 =+ .%‘1))*.231(1‘0 =+ 1‘1)*.

La condensée vaut

1 2t 1t

B R T R T g

ce que 'on peut vérifier facilement en raisonnant directement sur les écritures binaires. D’ailleurs ceci saute
aux yeux sur la figure 4.6.

Kr(t)

EXEMPLE 55 : La série

£(z) = H (1 —|—z2k n 22.2’“)

k>0

= 1424222422 43244225 4+325 4+ 27 4428 4329 45210 4221 45212 4 3218 1 42 4 210 45210 42 T

11
0 1)’

est 2-réguliere et une représentation linéaire est donnée par

1 0
A0=(1 1>7 A1=(
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+ + +
100 PR . + + + . + + *
+ + + + + +
+ + . + PR + .
+ + . . + .
PR o . + . . +
+ .+ . + .
+ +
. + . + . +
PR + . + + N +
-+ ++ +* +
+ o+ + + + + +
PR . v, . + . .
e, + . + . +
+ + + +
b e T, + oy, + + N
+ + + +
0| gt T 00,7 ++ +200 vt 360 + 400 500
HE e e . + + .
et b o+ + + + +
0 [t T + - + . + +
Tw e et N N + N N +

La suite miroir présente un découpage naturel par les puis-
sances de 2. D’une tranche a la suivante 1’échelle est multi-
pliée par 2 et la somme des valeurs est multipliée par 4.

'y:((l)), A=(1 0).

Nous en tirons la série rationnelle associée
S =c+x1le+ (2o + 1) 0] [T0 + 71 + 1 (T + 71)*70]”

et la série condensée

t 1 1—2t
Kft)=1+t(1 = =1 361,
®) + <+1—2t>1—(2t+t2/(1—2t)) 1-3t +£z>;

Le fait que K f(t) soit rationnelle quand f(z) est réguliere impose une forte contrainte sur le
comportement asymptotique des coefficients de la série et on peut utiliser ceci comme on emploie
la notion de densité pour les langages ou les séries rationnelles [63, p. 92].

EXEMPLE 56 : Prouvons une fois de plus que la série du logarithme n’est pas B-réguliere. La série condensée

de 1 ) N
z
| —
znl—z Zn—|—1

n>0

est
F(t)=1+Y (Hp — Hper )t

0>1

en notant H,, le n-ieme nombre harmonique. L’égalité

HB[ —HBZ—l = 1nB+O(1)

{——+o00

et le fait que In B est transcendant montre que F'(t) n’est pas rationnelle, car I’éventuelle limite de la suite
des coefficients d’une fraction rationnelle est algébrique sur le corps de base. A fortiori la série de départ
n’est pas B-réguliere pour tout B.
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EXEMPLE 57 : Nous avons rencontré la notion d’autocorrélation d’'un mot en liaison avec les équations de
Mabhler au chapitre 3 (page 43) et nous avons alors montré comment on pouvait calculer & une précision
donnée les séries génératrices f,(z) du nombre de mots d’autocorrélation 10%y sur un alphabet de ¢ lettres.

Toute autocorrélation est une écriture binaire d’entiers et on peut donc compacter toutes ces séries

génératrices en une seule k(z) = anz", en notant k, le nombre de mots d’autocorrélation 1’écriture
n>0
binaire de n. Il est peu probable que cette série,

k(z) = 14+qz+4q(qg—1)2* +¢2° + ¢* (¢ — 1)2* + q(g — 1)2° + ¢27
+alg+1)(g - 1)%2" +q(¢® +1)2" +qlg = 12" + g2 + (g + 1) (g = 1)%2" + -,
soit 2-réguliere, mais peut-étre en est il ainsi de la série caractéristique de son support,
c(2) =142+ 22 428 42 25 12T 48 20 10 15 4 16 4 1T | I8y 10y 21y sl

Cependant A. Odlyzko et L. Guibas [41, p. 28] ont montré que le nombre d’autocorrélations de longueur
¢, qui est le coefficient de t* dans la condensée Kc(t) de la série précédente, a un logarithme semblable &
In? ¢ quand ¢ tend vers linfini, ce qui est incompatible avec le comportement des coefficients d’une série
rationnelle. Ainsi ¢(z) n’est pas 2-réguliere.

Proposition 37. Toute série rationnelle en une indéterminée est la condensée d’une série B-
réguliére.

DEMONSTRATION. Considérons une fraction rationnelle r(t) dont la suite des coefficients est définie par la
récurrence minimale [13, chap. 4]

Th+airp_1+--+anrp—n =0

et les conditions initiales rg, ..., ry_1. Le n-iétme terme de la série vaut r, = AC™y, en appelant C la
matrice compagne
—an
1 —an-1
C= ,
1 —aq

A la matrice ligne des conditions initiales et v le premier vecteur de base,

1

0
)\:(To LS TN—1), Y=

0
Définissons maintenant une série B-réguliére par la représentation linéaire dont les matrices carrées sont
Ag=1In, A =---=Ap 1 =C,

et A\, v sont donnés ci-dessus. Cette représentation linéaire est évidemment standard et elle est réduite parce
que la représentation (A, C,~) de r(t) est réduite. Le terme général de la suite B-réguliere qu’elle définit est

donné par
fa = ACHWZH0,

en notant comme d’habitude A(n) le nombre de chiffres de 1'écriture de n en base B et aussi z(n) le nombre
de 0 dans cette écriture. La série condensée, s(t), de f(z) a pour terme constant

so = fo =ro-
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Pour ¢ > 1, le coefficient de t* dans s(t) vaut
-1
-1
> =0 (e
Bt-1<n<B* z=0

parce qu’'un nombre dont I’écriture comporte z zéros est constitué d’un chiffre de téte non nul, suivi d’un
mot de £ — 1 chiffres parmi lesquels z sont des zéros. La condensée s’exprime donc par

-1
s(t) ro+(B-1)) "> <€; 1) o

£>1 z=0

= r +(Bfl)2rkz £-1 tt

0 -k

k>1 >k

= ro—l—(B—l)Zr th(kJrj 1)153
k>1 §>0 J

tk
= r+(B-1 Tk

Il
<
7N
—
| ~
~
~~_
I
—
&
I
[\)
S~—
=3
o

Inversement la série rationnelle (u) est fonction de la condensée s(t),

r(u)zs( “ >+(B—2)so,

1+u

et ceci montre comment obtenir s(¢) comme série condensée. Il suffit de définir r(u) par cette formule et
d’utiliser une représentation linéaire réduite de r(u) pour construire une série B-réguliere f(z) donnée par
une représentation linéaire standard et réduite. O

Une autre idée pour se ramener a des séries rationnelles en une indéterminée consiste a employer
comme Ch. Reutenauer les séries [62, p. 72]

Z(S, uw"v) t".

n>0

Dans le contexte des séries régulieres, ceci ameéne a considérer par exemple les séries (correspondant
au cas ol w est une chaine de zéros)
f t"
Brm+rl -

n>0
Cependant la rationalité de ces séries extraites ne suffit pas a caractériser la rationalité d’une série
et on n’obtient ainsi que des conditions nécessaires de régularité.

EXEMPLE 58 : La série

1) =TT (1+ (k+1)22)

k>0

n’est pas 2-réguliere, car la série traduction de Z(S, ) t" vaut
n>0

Z f27171t7b — Zn!tn

n>0 n>0
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et n’est pas rationnelle puisque ses coefficients ont une croissance trop rapide. Le méme raisonnement est

applicable a toutes les séries
1) =TT (1+ PR)="") .
E>0

ol P est un polynome non constant. Nous retrouvons par cette méthode une partie de la proposition 26.

Ces résultats ne sont qu'une toute petite approche du comportement asymptotique des coeffi-
cients d’une série réguliere et nous reprendrons ce sujet dans la troisieme partie.

4.7 B-machines et séries B-automatiques

Définition 36. Les séries B-automatiques sont les séries B-réguliéres qui me prennent qu’un
nombre fini de valeurs.

Allouche et Shallit [6, p. 168] ont montré que ce point de vue était équivalent a la définition
par substitution due & Cobham [20]. Nous préférons cette définition qui met bien l'accent sur le
fait que les séries B-automatiques ne sont que des cas particuliers de séries B-régulieres. D’ailleurs
elles forment un sous-module du module des séries régulieres, qui est de plus stable par produit de
Hadamard.

On peut aussi utiliser le point de vue mécaniste ; un B-automate consiste en un ensemble fini S,
appelé ensemble des états, dans lequel est distingué un état dit initial, la donnée de B applications
de transition ¢, de S dans lui-méme, indexées par les chiffres de ’écriture en base B, et enfin une
application de sortie ¢ de § dans un ensemble A. Ici A est un anneau commutatif.

La suite (u,) associée au B-automate est définie comme suit : partant de 1’état initial, on
applique successivement les transitions d¢,, d¢,, ..., 0¢,, si I'entier n a pour écriture en base B le
mot €, - - - €y (les poids forts sont & gauche) ; ceci fournit un état s de 'automate et u,, est la valeur
sur s de la fonction de sortie ¢.

La traduction en termes de représentation linéaire est immédiate. La dimension de la représen-
tation est le nombre d’états de I’automate et ’ensemble des indices est I’ensemble des états S. La
matrice A, est la matrice de 'application de transition §,, autrement dit a,s; = 1 si §,(s) =t et
0 sinon. Le vecteur colonne v donne I’état initial : v = 1 si s est I’état initial et 0 sinon. Enfin le
vecteur ligne A fournit la fonction de sortie : A; est la valeur de ¢ en t. Remarquons cependant que
la représentation obtenue n’est pas nécessairement standard.

EXEMPLE 59 : La suite du pliage de papier est définie comme suit [26]. On plie une bande de papier une
infinité de fois et toujours dans le méme sens. Ensuite on déplie la bande et I’on observe les plis. Ils peuvent
étre entrants ou sortants et en codant convenablement ces plis par 0 ou 1, on obtient une suite qui commence
par 1101100. On peut considérer que 0 et 1 sont les deux éléments de Fs. Cette suite est 2-réguliere car elle
satisfait la récurrence

uge = 1,
Ugr12 = O,
U2k+1 = Uk

Cette récurrence donne tout de suite le 2-automate du pliage de papier, représenté sur la figure 4.7. En
ordonnant les quatre états par ¢ < a < b < ¢, la représentation linéaire est donnée par

A(): y Alz

o o = O
o OO
O = OO
= O O O
o O O
= o O O
o= OO
= O O O

96
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0,1 0,1

Fig. 4.7

La suite du pliage de papier est 2-automatique. On peut la
calculer en utilisant le 2-automate ci-dessus. L’état initial ¢
est indiqué par une fleche entrante. Si 'on cherche la valeur
de la suite pour l'entier treize, d’écriture binaire 1101, on
passe successivement par les états i, ¢, a, ¢ et ¢ en suivant
les fleches étiquetées 1, 0, 1 et enfin 1. La fonction de sortie
donne alors la valeur 0.

A=(1110), y=

o O o

Jacob [45] a montré que I'on peut décider si un monoide de matrices finiment engendré est fini.
En particulier on peut décider si une série rationnelle a coefficients dans un corps est d’image finie,
c’est-a-dire si ses coefficients sont pris dans un sous-ensemble fini. Il en résulte que ’on peut décider
si une série réguliere a coeflicients dans un corps est automatique. Comme Jacob le fait remarquer
le colt est prohibitif si la réponse est négative, mais presque acceptable si la série est automatique.

La preuve de ce théoreme est trop longue et technique pour que nous ’exposions ici, mais nous
allons expliquer 'idée sous-jacente sur un exemple, dans le cadre des séries régulieres et en nous
limitant au corps Q, comme Berstel et Reutenauer [13, pp. 113-120]. Le point crucial est le lemme
suivant.

Lemme. Soit M un monoide de matrices carrées d’ordre N a coefficients rationnels. On suppose
qu’il n’existe pas de sous-espace propre de QN stable par toutes les matrices de ce monoide et que
les valeurs propres des matrices de M sont nulles ou des racines de l'unité. Alors M est fini et de
cardinal au plus (2N + 1)N°.

EXEMPLE 60 : La série génératrice u(z) de la suite (u,) définie par la relation de récurrence

Up = —Up—3 + Un/2]
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et les conditions initiales

uw =0, w =1, 1ux =2,

satisfait I’équation de Mahler

(1+ 2)u(z) = (1 + 2)u(2?) + 2(1 + 2).

Cette équation fournit I’expression

u(z) =

)

Zl—i—z 1+22k ok

. . Z
3 3.2k
k201+z 1+ 2

ou encore

u(z) = (14 2+ 22) Z (Z(6l+1)2k — z(6€+3)2k) .
k>0

La série u(z) est donc 2-automatique comme produit d’un polynéme et d’une série 2-automatique. En
utilisant sa matrice de Hankel, nous obtenons une représentation réduite de dimension 5

0000 O 00 0 0 0
10000 00 0 0 0
Ag=| 0000 1|, 44=l1 1 1 0 0],
01010 0 -1 -1 -1 0
00100 01 0 1 0

1

0

A=(0 010 1), v=]0

0

0

Cette représentation est construite en considérant successivement chaque colonne de la matrice comme dans
la démonstration du théoreme des récurrences typiques (cf. page 84). Partant de l’ensemble vide, nous
définissons une base de ’espace engendré par u(z) sous 'action des opérateurs de section, en adjoignant les
colonnes qui ne dépendent pas des précédentes et en notant les relations de dépendance rencontrées, ce qui
fournit les matrices Ag et A;. Pour obtenir une représentation linéaire qui traduit un 2-automate, il suffit
de remplacer la dépendance linéaire par ’égalité. Nous trouvons ainsi un 2-automate a treize états,

000 0O0OO0OO0OO0OTO0OO0OTO0OTU 0O
100 0 0 0O O0OOOOOO0OO
0 00 01 00 0 O0OO0OO0OTO0OUO
0101 00O0O0O0O0OO0OTO0ODO
001 00 0 O0OO0OO0OO0OTO0OTO0O0
000001 O0O0O0O0TO0OTO0O0
Ay,=10 00 0 0O0O0O11TO0O0O0O0O0[,
0 0000 O0O1TO0O0O0TO0TO0O0
00000 O0OO0OOT1TO0TUO0TO0O0
00000 0O O0OO0OTO0OTO0OT1TTOQO0O0
00000 0O O0OO0OO0OT1TO0TGO0UO0
000 0O0OO0OO0OO0OTO0OO0OTUO0OTUO0T1
0 0000 O0OO0OO0OO0OO0OO0OTI1TO0

Ne)
[0¢)



4.8. LEMME DE FATOU

0000O0O0O0OO0O0O0O0O0
0000O0DO0O0O0O0O0O0O0O0
1 00000O0OOO0O0O0O0
0000O0DO0O0O0O0O0O0O0O
0000DO0OO0O0OO0O0O0O0O0
0010000000O0O0O0O0O
A= 0010000O0O0T1TO0T0 0|,
0001000000O0O0T1O0
0000100010000
0000011000000
0000DO0OOOOO0O0O0O01
0000000100000
00000DO0O0O0O0O0T1LIO0O0

1

0

0

0

0

0

N=(00101211000-1-1), '=[0

0

0

0

0

0

0

Pour prouver que la série est 2-automatique en utilisant la premiere représentation linéaire, nous tenons
le raisonnement suivant. Par construction, il n’existe pas de sous-espace propre de Q° stable par Ag et A;
et donc par toutes les matrices du monoide engendré. Si la série est 2-automatique, les valeurs propres des
matrices de ce monoide sont nulles ou des racines de 'unité car toute application dans un ensemble fini
vérifie des équations de la forme f" = f* avec r < s (ici les valeurs propres de Ay et A7 sont 0, 1 et —1);
nous pouvons donc affirmer dans ce cas que le monoide engendré par Ay et A; ne comporte pas plus de
(2x54 1)52 = 108347059433883722041830251 matrices. Si le monoide engendré n’était pas fini, ’algorithme
proposé par Jacob amenerait a calculer environ ce nombre de matrices pour conclure. Dans le cas positif
qui nous occupe, il demanderait cependant moins de calcul car il suffit de trouver le premier entier £ tel que
tous les produits de Ag et A; de longueur £ + 1 soient des produits de longueur strictement plus petite. Ici
ce premier entier, que Jacob appelle la largeur du monoide par rapport au systéeme générateur, est 6 et le
calcul de 124 produits montre que le monoide contient 38 matrices distinctes.

4.8 Lemme de Fatou

Le lemme de Fatou, classique en théorie des séries rationnelles, se transpose aux séries B-
régulieres.

Théoréme 16. Si A est un anneau principal, dont le corps des fractions est K, et f(z) une série
(K, B)-réguliére de rang N a coefficients dans A, alors f(z) est (A, B)-réguliére de rang N.

DEMONSTRATION. Nous transposons la démonstration de [63, p. 30]. Si N est le rang de f(z), on peut

trouver N colonnes linéairement indépendantes de la matrice de Hankel de f(2), qui correspondent disons
a Sy, f(2), Suy f(2), ..., Suy f(2). Comme ces colonnes sont indépendantes, on peut choisir certaines lignes,
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d’indices i1, 42, ..., in, qui vont donner une matrice K inversible de taille N. Pour un mot w, il existe une
relation de dépendance

N
Suf(z) =3 a;(w) S, £(2)
j=1

dans laquelle les a;(w) sont des éléments de K. En ne retenant que les lignes d’indices i1, 2, ..., ix, nous
obtenons un systeme qui détermine les o;(w),

S’wfl aq (w)
S’wf2 Q2 (w)

: =K : ’
Sulw an(w)

puisque K est inversible. Comme les S,, f; sont des éléments de A, les o (w) sont des rationnels qui admettent
tous un dénominateur commun, disons d, valable pour tous les w et tous les j, ce d ne dépendant que de la
matrice K.

Ainsi le A-module stable engendré par f(z) est inclus dans le A-module libre de base les 1/d Sy, f(z).
Comme l’anneau est principal, un sous-module d’'un module libre est libre et le A-module engendré par
les sections de f(z) est donc libre et admet une base g1(z), g2(z2), ...ayant a priori moins de N éléments.
Cependant cette A-base est aussi une K-base et elle comporte donc aussi N éléments. Il ne reste qu’a exprimer
les matrices des opérateurs de section dans cette base pour obtenir une représentation linéaire de f(z), dont
lexistence montre que f(z) est (A, B)-réguliere de rang N. O

La démonstration précédente a I'inconvénient de ne pas étre constructive et ce pour deux raisons
a priori. La premiere est qu’il n’existe pas de borne pour la recherche d’une sous-matrice K. D’apres
les relations de récurrence typiques des séries régulieres, il y a N colonnes indépendantes parmi
les (BN*! —1)/(B — 1) premicres colonnes de la matrice de Hankel. En effet la partie suffixielle
associée a la série contient au pire un mot de longueur N et on peut donc borner le nombre de
colonnes a considérer. Par contre il n’y a rien a espérer pour ce qui est des lignes, comme on s’en
convainc aisément en multipliant f(z) par une grande puissance de z. La seconde raison tient & la
recherche d’une base d’un sous-module d’un module libre sur un anneau principal. Si M est un
module de base e, es, ..., e, et AN est un sous-module de M, la technique consiste en dernier
ressort & considérer les coordonnées sur e; des éléments de N ; on obtient ainsi des éléments de
I’anneau qui forment un idéal et il faut déterminer un générateur de cet idéal. Ceci est généralement
impossible parce qu’on ne peut pas considérer tous les éléments de N'. En pratique il y a cependant
moyen de déterminer un base convenable.

EXEMPLE 61 : Nous avons déja considéré (cf. page 69) la suite [43] qui & lentier n, d’écriture binaire 7 =
leg - - - €1€p, associe le nombre s, = lep--- €169+ 1ep--- €1+ - -+ 1€y et nous en avons donné la représentation
linéaire

0 —2 —2 —4 00 1 3
1 3 2 4 00 -1 -3
D=1y o 1 o |° N7 10 —-1/2 —-7/2 |’
0 0 0 1 0 1 3/2 9/2
1
A=(0 0 0 2) =10
’ 0
0
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Cette représentation a été obtenue en tronquant la matrice de Hankel

0 O 0 2 3 0 0 2 3 6 7 9 10
3 6 7 9 10 14 15 17v 18 21 22 24 25
7T 14 15 17 18 30 31 33 34 37 38 40 41
9 10 21 22 24 25 45 46 48 49 52 53 55 56
14 15 30 31 33 34 62 63 65 66 69 70 T2 73
17 18 37 38 40 41 7r 78 8 81 8 8 87 88
9 21 22 45 46 48 49 93 94 96 97 100 101 103 104
10 24 25 52 53 55 56 108 109 111 112 115 116 118 119
14 30 31 62 63 65 66 126 127 129 130 133 134 136 137
15 33 34 69 70 72 73 141 142 144 145 148 149 151 152
17 37 38 77r 78 80 81 157 158 160 161 164 165 167 168
18 40 41 84 8 87 8 172 173 175 176 179 180 182 183
21 45 46 93 94 96 97 189 190 192 193 196 197 199 200
22 48 49 100 101 103 104 204 205 207 208 211 212 214 215
24 52 53 108 109 111 112 220 221 223 224 227 228 230 231

DN O

a ses 15 premiéres lignes et en calculant les rangs des sous-matrices allant de la premiére colonne a la k-ieme.
On trouve successivement comme valeurs 1, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, .... Ceci montre que la premiere, la
seconde, la troisieme et la sixieéme colonne sont indépendantes. Ainsi la série génératrice f(z) et ses sections
Sof(2), S1f(z) et S10f(z) sont indépendantes. Nous faisons alors 'hypothese que la série est de rang 4 et
nous calculons les sections des vecteurs de base, ce qui nous donne des relations plausibles et la représentation
linéaire indiquée. Les différentes formules de récurrence sont ensuite validées en revenant a la définition de
(sn). L'existence de cette représentation linéaire & coefficients rationnels montre que f(z) est (Q,2)-réguliere
de rang 4. Cependant f(z) est & coefficients entiers par construction et elle est donc (Z,2)-réguliere de rang
4. Nous aimerions en fournir une représentation linéaire a coefficients entiers.

Pour trouver une représentation linéaire a coefficients entiers, nous cherchons d’abord une matrice K
adéquate. Evidemment nous nous précipitons sur les colonnes de la matrice de Hankel qui correspondent a
la @-base et nous extrayons les quatre premieéres lignes, qui ont le bon gout de fournir un mineur non nul,

00 0 2
0 2 3 9

det K = 5 6 7 17 = —4.
3 9 10 24

D’apres la valeur de ce mineur les quatre séries ¢g(z) = 1/4 f(2), go(2) = 1/4S0f(2), g1(z) = 1/4 51 f(2) et
g10(%z) = 1/4 S10f (%) engendrent un Z-module qui contient le Z-module stable défini par f(z). Les sections

Swf(z) pour w=1¢,0, 1, ..., 111 s’expriment en fonction de g(z), go(z), 91(2) et g10(2),
4 0 0
0 4 0
FE o |2 Sl | o |- S |, |
0 0 0
—8 —8 0 4
12 8 0 —4
SOOf(Z) 0 ) SOlf(Z) 4 ) SlOf(Z) 0 9 Sllf(z) ) 9
0 0 4 6
—24 —24 —16 —12
28 24 16 12
Sooof(2) 0 . Soorf(z) 4 . Sowf(2) 0 , o Sonf(2) 9 |-
0 0 4 6
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0 4 12 16
0 —4 —12 —16
S100f(2) 5 | S101f(2) 10 |- S110f(2) 14 | S11f(2) 16
12 14 18 20

Il est clair que le pged des premieres coordonnées est 4, ce qui nous amene & prendre comme premier
vecteur f(z) elle-méme. De méme pour le second vecteur nous utilisons Sof(z). Jusqu'ici il n’y a rien de
neuf par rapport a la base qui a fourni la représentation linéaire. Apres avoir soustrait a chaque vecteur
une combinaison linéaire convenable de f(z) et Sof(z), nous obtenons des quadruplets qui ont leurs deux
premieres coordonnées nulles et dont les deux autres coordonnées sont évidentes car f(z) et Spf(z) ont
leurs deux dernieres coordonnées nulles. Le pged des troisiemes coordonnées est 2 et nous utilisons comme
troisiéme vecteur de base le vecteur Siof(z) — f(2) — Sof(2), qui réalise la valeur —2. En utilisant la matrice
Ay, nous obtenons —1/2 .51 f(2) + 3/2 510 f(z) comme expression de ce vecteur dans I'ancienne base. Pour
terminer il suffit de prendre Sy f(z). Nous avons ainsi la matrice de changement de base

1 0 0 0
0 1 0 0
P= 0 0 —-1/2 0
0 0 3/2 1
et la nouvelle représentation linéaire
0 -2 -5 —4 0o 0 4 3
, |13 5 4 ;L 0 0 —4 -3
Ao = 0 0 1 0 A= -2 0 10 7 ’
0o 0 0 1 3 1 -9 -6
1
)\'2(0 0 3 2) v = 0
) 0 )
0

qui est a coefficients entiers. Pour vérifier la validité de ce résultat, il suffit de comparer les suites définies
par ces deux représentations jusqu’au rang 28 — 1 = 257, d’apres le théoreme d’égalité page 86.
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Chapitre 5

Récurrences mahlériennes

Il est bien connu qu’une série B-réguliere a coefficients dans un corps fini vérifie une équation de
Mahler. En effet une série B-réguliere est la premier élément d’une base de I’espace vectoriel stable
par B-section qu’elle engendre. Le vecteur F'(z) constitué des séries de cette base est solution
de Iéquation F(z) = (Ag + z Ay + ---)F(2P), si Ag, Ay, ...sont les matrices qui expriment les
opérateurs de section dans cette base. Par élimination, la premiere composante satisfait une équation
de Mahler, disons scalaire. Ce point de vue géométrique regle tout et ne fournit rien. C’est pourquoi
nous revenons sur la preuve de ce résultat de deux facons.

D’une part nous rendons effective la preuve qu’en donne Allouche [3, p. 253] et ceci permet de
déterminer I’équation de Mahler minimale de la série & une condition pres, qui n’a pu étre encore
levée.

D’autre part une deuxieme preuve qui utilise 'arithmétique développée dans la premiere partie
de ce travail, consiste a introduire une classe d’opérateurs, baptisés B-rationnels, et qui sert d’in-
termédiaire entre les séries rationnelles et les séries B-régulieres. Ces opérateurs ont une écriture
fractionnaire, comme les séries rationnelles en une indéterminée. Pour celles-ci on en tire classique-
ment le fait que les coefficients d’une série rationnelle vérifient une récurrence linéaire a coeflicients
constants. Pour celles-1a nous obtenons un résultat similaire qui conduit aux équations de Mahler.

Enfin la premiere méthode s’étend aux anneaux par un calcul formel, qui pourrait a priori étre
illusoire et ne fournir que ’équation triviale 0 = 0. En pratique il donne cependant une équation
de Mahler non triviale pour toutes les séries B-régulieres a coefficients dans un anneau commutatif
rencontrées jusqu’ici.

5.1 Equation minimale

Rappelons I’énoncé qui nous occupe ici.

Théoréme 17. Une série B-réguliére f(z) de rang N a coefficients dans un corps K vérifie une
équation de Mahler (non triviale) homogéne d’ordre au plus N.

DEMONSTRATION. Nous reprenons la démonstration d’Allouche [3]. Soit ¢1(2), g2(2), ..., gn(z) une base
de l’espace vectoriel S stable par section engendré par f(z). L’écriture

gi(2) = Y 2"Sng;(")

0<r<B

nous montre que les g;(z) appartiennent a 'espace vectoriel sur K(z) engendré par les g;(2). Par récurrence,
il en résulte que les gj(sz), j=1...N, k=0...N, sont tous dans 'espace vectoriel sur K(z) engendré
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par les gj(zBN). Cet espace est de dimension N sur K, car I'opérateur de Mahler est injectif, et donc de
dimension au plus N sur K(z). Les N +1 séries f(z), f(27), ..., f(zBN), qui sont des combinaisons linéaires

a coefficients dans K des g; (2% k), sont dans cet espace et vérifient donc une relation de dépendance linéaire
a coeflicients dans K(z), c’est-a-dire une équation de Mahler non triviale homogene d’ordre au plus N. [

La connaissance d’une représentation linéaire de la série B-réguliere f(z) détermine une équation
de Mahler vérifiée par la série en calquant la démonstration que nous venons de rappeler. Précisé-
ment nous notons comme d’habitude la représentation Ag, ..., Ap_1, A, 7, ce qui signifie implici-
tement que le vecteur colonne v donne les coordonnées de f(z) dans une base g1(z), ..., gn(z) de
I'espace stable par section engendré par f(z) et A\; = g;(0) pour j =1 ... N. L’égalité

gi(2)= ) 2"S:g;(=")

0<r<B

indique que les coordonnées de g;j(z) en fonction des gr(2P), qui sont des polynémes en z, s’ob-
tiennent en appliquant la matrice

U(z) = Z 2" A,

0<r<B

au j-ieme vecteur de la base canonique de K. En particulier f(z) a pour coordonnées U(z)y en
fonction des gx(zP). A dire vrai 'expression « coordonnées » n’est pas correcte car les g;(z?), qui
sont K-indépendants, ne sont peut-étre pas K(z)-indépendants. En itérant le processus nous voyons
. BN £ BNy . £ BN-1
que, en fonction des g;(2” ), la série f(2” ) s’exprime par le vecteur colonne v, la série f(z )
sexprime par U(zB" ')y, ... la série f(z) s'exprime par U(zB" ") .- U(2)y. 11 suffit d’exhiber
une relation de dépendance linéaire entre ces N + 1 vecteurs colonnes de K(z)"¥ pour obtenir une
équation de Mahler.
Il est plus pertinent de ne pas considérer d’emblée la famille constituée de U(ZBN_I) - U(2)y,
o U(zBN71)7 et -, mais plutot successivement les familles (), puis (U(z)y,7), ...jusqu’a la
famille complete (U(zB" ") U(2)y,...,U(zB" ")y,7) en cherchant la premitre qui donne une
relation de dépendance non triviale.

Proposition 38. L’algorithme équation_de mahler appliqué a une représentation linéaire de di-
mension N fournit explicitement une équation de Mahler a coefficients polynomiauxr comme an-
noncée dans le théoréme précédent. Cette équation

N

co(2)f(2) + er(2) f(2%) + -+ en(2) f(=77) = 0
a des coefficients ci(z) nuls ou de degré inférieur & NBYN /(B —1)2.

DEMONSTRATION. Nous venons d’exposer comment procéder. La majoration des degrés résulte simplement
des formules de Cramer. O

EXEMPLE 62 : Considérons la suite (¢(n)),>o des entiers naturels dont 1’écriture en base 3 ne comporte pas le
chiffre 1, rangés dans 'ordre croissant. On peut dire que les ¢(n) fournissent les numérateurs des extrémités
gauches de lensemble triadique de Cantor [6, p. 186]. Cette série est (Z,2)-réguliere et en utilisant les
techniques du chapitre 4, nous trouvons une représentation linéaire réduite correspondant & la base ¢(z),
S1¢(z) du Z-module stable et donnée par

3.6 0 -3

104



5.1. EQUATION MINIMALE

Algorithme équation_de mahler
Entrée : une représentation linéaire Ag, ..., Ap_1, A, 7 de la série (K, B)-réguliere f(z)
Sortie : une équation de Mahler linéaire non triviale vérifiée par f(z)

1. poser vg =y et F = {v};

2. poser U(z) = Z z" Ay
0<r<B

3. pour k de 1 & N tant que F est une famille libre faire

(a) substituer 2P

a z dans tous les éléments de F;
(b) augmenter F de 'élément v, = U(zB")U(zB"") - U(2)y;

4. exhiber une relation de dépendance linéaire c¢,,vg + ¢p—1v1 + ... + covy, = 0 entre les
éléments de F = {vg, v1,...,Um},

5. renvoyer 'équation ¢o(2)f(2) + c1(2)f(zP) + - + em(2) f(zP7) = 0;
fin.

Fic. 5.1
L’algorithme équation_de mahler calcule une équation de
Mahler satisfaite par une série B-réguliere donnée par une
représentation linéaire.

A=(0 2), 7:<(1)>.

Pour appliquer ’algorithme, nous introduisons d’abord

3 6—-3
U(z)AoJrzAl(Z Hé)

et nous considérons

La matrice
1 3
0 =z
est de rang 2 et ne fournit pas d’équation. Nous calculons alors

) _( 9+462—32% 244152 — 322 — 1223
VU = ( 24322 +425 1442+ 1022 + 1323

et nous formons la matrice dont les vecteurs colonnes sont v, U(22)y et U(22)U(2),
1 3 9+6z—3z°
0 22 2+322+42% )
Evidemment les colonnes vérifient une relation de dépendance essentiellement unique, dont les coefficients
sont dans lordre 3 + 622 + 321, —(1 + 3z + 42?%) et 2. Ainsi ¢(z) vérifie I'équation
ze(z) — (14 3z + 42%)c(22) + 3(1 + 2)%e(z*) = 0.
Numériquement, cette équation permet de calculer les premiers termes de la série,

c(z) = 22 4 62% + 823 +182* +202° 4+ 2420 4 2627 + 542° + 5627 + 6020 + 62211 472212 ...,
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Il n’y a pas de raison que 1’équation obtenue soit d’ordre exactement N, méme avec une
représentation réduite.

EXEMPLE 63 : Prenons la série (Z,2)-réguliere qui admet la représentation linéaire

Nous obtenons ’équation

222" =22+ 1) fla)+ (428 =22+ 22 =322 — 1) F(2H) + (222 — 2+ 1) (1+22) (2" +1) f(z") =0
dont les solutions sont données par
f(2) =ti+toz+t1 22+ (Bt — 2t) 23+ ty 28 H o 25+ (2t — 1) 20+ (5o —4t1) 27+t 2B+t 2044, 2104 -
et forment un espace de dimension 2. L.’équation est d’ordre 2 alors que la série est de rang 3.

Comme nous I'avons déja signalé, le fait que les g;(z”) puissent étre K(z)-dépendants pose
probléeme. Si nous prenons la série qui donne le nombre de coefficients impairs dans la n-ieéme ligne

du triangle de Pascal [66]
I(z) = H (1 +222k>
k>0

et la série, disons complémentaire,

1

Pe ==y

—1(z),

les méthodes usuelles fournissent une représentation linéaire réduite de dimension 3 pour P(z),

0 -2 —4 2 0 0
AO— 1 3 4 5 Al— 0 0 -2 )
0 0 1 01 3
1
A=(00 1), v={0
0
Ici .
gl(Z) 7P(Z) = (1 _2)2 —I(Z),
1+ 2
92(2) = SoP(z) = 1= 2 I(2)
et
3+ =z
g3(z) = S10P(2) = (122 21(2)
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Ces trois séries sont indépendantes sur @, mais leur rang sur Q(z) ne vaut que 2. Du coup ’algo-
rithme ne fournit pas I’équation minimale de P(z), comme on pouvait I’espérer, mais un multiple
de celle-ci. L’équation minimale, ppcm des opérateurs minimaux pour 1/(1 — 2)2 et I(z), est

22P(2) — [(1+ 2°)2 + 22(1 + 22)]P(2%) + (1 + 2%)*(1 + 225 P(zY) = 0
alors que l'algorithme donne
22P(2) — (322 — 2+ 1) (2> + 2+ 1) P(2?)

(4241120 122846204 3) P(zY) —2 (220 +1) (1+2Y)° P(2%) = 0.

On passe de l'une a ’autre en multipliant a gauche par 1 — 2 M.

Remarquons que s’il y une relation de dépendance entre les gj(zB k) (k fixé) avec des coefficients
dans K(z), il y en a aussi une entre les gj(z). La méme astuce que pour les équations de Mahler le
fait voir : 'application d’un opérateur de section, ou plutot de tous les S, avec w de longueur k,
fournit au moins une relation de dépendance non triviale entre les g;(z).

Il faudrait donc ajouter dans I’algorithme un point 0. pour tester 'indépendance linéaire
des gj(z) sur K(z). Cependant nous n’apercevons pas de procédure effective pour étudier cette
indépendance et ceci explique I'apparition de 'hypothese (H) dans I’énoncé suivant.

Hypotheése. Soit f(z) une série (K, B)réguliére de rang N. Nous disons que f(z) satisfait [’hy-
pothése (H) si le sous-espace stable par section engendré par f(z) a méme dimension sur K(z) que
sur K.

Proposition 39. Soit f(z) une série (K, B)-réguliére de rang N.

1. L’algorithme équation_de mahler appliqué a toute représentation linéaire réduite de f(z)
fournit la méme équation E(z, M)f(z) = 0.

2. L’équation E(z, M)h(z) = 0 est I’équation minimale de f(z), si Uhypothése (H) est vérifiée.

3. Pour une représentation linéaire réduite et standard A,, 0 < r < B, X\, v donnée, toutes
les séries B-réguli¢res éléments de l'espace K obtenu en faisant varier 'A dans Ker (*Ag — Iy) sont
solutions de cette équation.

4. Si f(2) vérifie une équation de Mahler linéaire alors tous les éléments de KC vérifient cette
équation.

5. Dans Uhypothése (H), léquation E(z,M)h(z) = 0 est minimale pour lespace IKC, ce qui
signifie que tout opérateur P(z, M) qui s’annule sur IKC est multiple de E(z, M).

DEMONSTRATION. D’aprés un théoréme de M.-P. Schiitzenberger [13, p.38], deux représentations linéaires
réduites sont semblables et les deux familles de vecteurs associées a ces représentations par ’algorithme se
déduisent 1'une de I'autre par un automorphisme linéaire et vérifient donc la méme relation de dépendance.

Si f(z) vérifie une équation P(z, M)f(z) = 0 d’ordre K, les f(sz) s’expriment en fonction des g; (ZBK)
par les vecteurs colonnes U (27 K_l) - U(ZB k)7 et I’équation se traduit en une relation de dépendance entre
ces vecteurs. Celle que nous avons construite est la premiere de ce type donc N < K. Nous venons d’utiliser
le fait que N est le rang de f(z), car les gj(zBK) forment une famille libre, ce qui garantit I'unicité de
Iécriture.

Par construction ’équation obtenue ne dépend pas de A, donc toutes les séries régulieres obtenues en
faisant varier \ vérifient cette équation.

L’équation E(z, M)h(z) = 0 est minimale pour K puisqu’elle est minimale pour f(z) qui est élément de
IC. O
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I1 semble que l'espace S des solutions de ’équation minimale de f(z), disons E(z, M)h(z) =0,
soit exactement K, mais nous n’avons pas trouvé de démonstration de ce fait.

EXEMPLE 64 : La série 2-réguliere de rang 3,
fR)=24+22 4228 + 22 +525 42285 +72" + 28492245210+

définie par la représentation linéaire réduite

110 01 2
Ao=| 0 1 1], 4a=|10 2],
00 1 120

1

A=(0 0 1), v=[0 |,

0

a pour équation minimale
2Ph(z) +22 (224 =222 — 2 —2) h(2?) — (428 4+ 520+ 2% — 227 — 1) h(2?)

+ (4284221 —1-62"%) (%) =0.

L’espace des solutions de celle-ci est de dimension 1, ce qui est bien la dimension du sous-espace K des séries
(Q,2)-régulieres obtenues en faisant varier A dans la droite propre de ¢ Aq relative a la valeur propre triple 1.

EXEMPLE 65 : Le nombre de facteurs de longueur donnée de la suite de Thue-Morse [16, 25] a une série
génératrice,
f(2)=224422 4623 +62" +82° +102°5 +1227 + 1228 4.+,

qui est (Z,2)-réguliere de rang 5 et admet la représentation linéaire

00 0 0 0 00 0 0 -2
10 -1 -2 -2 o0 1 1 7
A=l 00 1 0 o0 |, A=|10 -1 -1 =2,
01 1 3 2 00 -1 -1 -5
00 0 0 1 01 2 3 5

1
0
A=(1 121 4), v=]0
0
0

La matrice * Ay admet les valeurs propres 0, 1 et 2 de multiplicités respectives 1, 3 et 1. Le sous-espace propre
relatif & 1 est de dimension 3, engendré par

ey =

O = O = =
D
[\)
|
oo OO
]
w
|
_0 O O O

et TA =e; +2es +4e3. L'espace K est donc engendré par f(z) et

g(2) =1—-22—223 -2 —22° 325 42" -3.84...
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qui sont associées & ces deux vecteurs propres. L’équation minimale de f(z) est
z(2z6 2204227~ 1) (22 —z+1)h(z)
+(—22" =221 =227 4428 — 42" — 4204325+ 32" =627 + 27+ 2+ 1) h(2P)
+ (42" — 422 482 4270+ 427 + 427 — 4254825 — 521 +82° — 62"+ 42— 3) (2
—2 (228 =222 422 1) (z*+ 1) h(z%) =0
et les solutions, données par
h(z) =t1 +toz+4 (2t —t1) 2% 4+ (3t — 2t1) 25 + 3ty —t1) 2* + (dty — 2t1) 2° + (5ty —3t1) 25 + -+,
forment un espace de dimension 2, qui est exactement ’espace K.
EXEMPLE 66 : La série

fz)=1 —|—z:z2}c H (1 +3224>

k>0  0<t<k

est 2-réguliere de rang 2 et admet la représentation linéaire

10 00
=5 7) a=(13),

L’algorithme fournit I’équation
zh(2) — (14 2z + 32H)h(2%) + (1 + 32%)h(z*) = 0,

dont V’espace des solutions est de dimension 2 engendré par 1 et f(z). Evidemment 1 vérifie I'équation
h(z) — h(z?) = 0. D’ailleurs I'opérateur minimal de f(z),

2= (14 2+32°)M + (1 + 32*)M?

se factorise en
[z — (1 +32%)M][1 — M].

Nous voyons que 1'équation minimale d’un élément de X n’est pas nécessairement E(z, M)h(z) = 0.

5.2 Opérateurs B-rationnels

Nous reprenons maintenant le lien entre séries B-régulieres et équation de Mahler par une autre
voie, en introduisant une algebre d’opérateurs A[[z, M]] et une sous-algebre naturelle de celle-ci,
constituée des opérateurs B-rationnels. Cette sous-algébre explique bien ’apparition de 'opérateur
de Mahler dans I’étude des séries B-régulieres.

5.2.1 Algebre des séries en z et M

> en(z)M*,

k>0

Considérons une série
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dans laquelle les ¢ sont des séries formelles a coefficients dans A. Si f est une série formelle de
valuation w,(f) strictement positive, la série

S en(2)£(25")

k>0

converge dans A[[2]] car le terme d’indice k a une valuation supérieure & B*w,(f). La série proposée
définit donc un opérateur linéaire F' sur zA[[z]]. Si de plus la série

> er(2)
k>0

converge dans A[[z]], alors en écrivant f = f(0) + g(z) avec w;(g) > 0 pour f € A[[z]], nous avons
pour tout K

K K K
D () MEf = £(0)) er(z) + ) cer(z)MFyg
k=0 k=0 k=0
ce qui montre que la série donnée converge en f. Ainsi F' est défini sur A[[z]]. Inversement si F' est
défini sur A[[z]], en appliquant F' & 1, nous voyons que la série

D exl2)
k>0
est convergente.

Proposition 40. Soit (cx)ren une suite de séries formelles. La série
Z cn(z)MF
k>0
converge simplement sur zA[[z]]. Elle converge simplement sur A[[z]] si et seulement si la série
> er(2)
k>0
est convergente dans Al[z]].

Proposition 41. Il y a unicité de l’écriture d’un opérateur linéaire de zA[[z]] sous la forme

Z cr(z) M*.

k>0

DEMONSTRATION. Supposons que

Z cr(z)MF = 0.

k>0
L’application de cet opérateur a z™ avec n > 1 donne ’égalité
BFn _
Z Ck(Z)Z - 07
k>0

ce qui montre que les coefficients de ¢y d’indice strictement plus petit que Bn sont nuls. Comme n peut étre
choisi aussi grand que l'on veut, ¢y est nul. En recommengant le raisonnement on conclut que tous les ¢
sont nuls. O
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Il n’est pas difficile de voir que les opérateurs sommes des séries que nous étudions forment une
sous-algebre de End g (2A[[2]]). De plus 'unicité de I’écriture permet de parler de la valuation (par
rapport a M) d’un tel opérateur.

Définition 37. La sous-algebre de Endy (zA[[z]]) constituée des opérateurs sommes des séries
Z cr(z) M*.
k>0

sera notée Al[z, M]].
La valuation, wyr(F) € [0, +00], dun F' € Al[z, M]] est le premier indice k tel que c # 0.

Cette notation A[[z, M]] n’est pas standard parce que M n’est pas une indéterminée mais elle
ne pose pas de probleme grace a l'unicité de I’écriture. La définition de A[[z, M]] étant posée, il ne
nous reste plus qu’a dérouler les propriétés comme on le fait classiquement pour l'algebre des séries
formelles. Avec la notion de valuation, nous obtenons 1’énoncé classique sur I'intégrité.

Proposition 42. Si A est intégre, l'algébre Al[z, M]] est sans diviseurs de 0.

Etudions la convergence des séries dans A[[z, M]].

o,

n>0

Proposition 43. Soit

une série a termes dans Al[z, M]]. La série converge simplement sur zAl[z]] si et seulement si la
série

Z U,z

n>0

converge dans A[[z]]. C’est en particulier le cas si la suite

(WM(Un))nzo

tend vers linfini avec n.
La série converge simplement sur A[[z]] si et seulement si la série

D Ul
n>0
converge dans A[[z]].

DEMONSTRATION. Supposons la condition vérifié et soit f € A[[z]] de valuation w,(f) strictement positive.

Le fait que
> Unf(2)
n>0

converge se traduit par
lim w,(U,f) = +o0.

n—-+oo
L’inégalité
Wz(Unf) > wz(UnZ)v

donne I'équivalence de 1’énoncé, puisque la convergence doit en particulier étre vérifiée sur z. La condition
suffisante est évidente grace a l'inégalité

w,(Upz) > B*MUn),

Le second cas est aussi simple. O
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EXEMPLE 67 : La série

converge sur zA[[z]], mais pas sur A[[z]]. Sa somme est un opérateur F défini sur zA[[z]] et A est l'inverse
de 1 — M. Plus précisément 1 — M est défini sur A[[2]] et la série fournit son inverse a gauche, (1 — M)~1,
d’apres les égalités

ZMn (1-M)f=f pour feA[}Z]],

n>0

(1-M) ZM” f=[f pour fezA[Z].

n>0
EXEMPLE 68 : L’opérateur
A=zMY M"
n>0
vérifie
l—-A=1—z2M[1-M]"'=[1—-(1+2)M]1-MY
la série

ST +2)M" =31 +2) - (1+25")M"

n>0 n>0
converge sur zA[[z]] et 1 — (1 + 2)M est inversible sur zA[[z]], mais pas sur A[[z]] puisque
1-1+2)M ] (1 + ZB) ~0,
n>0

et

(1-A)~t 1—M[1-(1+2z)M]?!
= =M, 5o(l+2) - (1+28"")Mm

L4 sy 2(1428) - (14 28" )M

Définition 38. Un F' € A[[z, M]] est quasi-inversible s’il est somme d’une série E cr(2)M* telle
k>1
que

1. la série ch(z) converge ;

2. ¢,(0) = 0 pour tout k > 1.
Proposition 44. Les opérateurs quasi-inversibles forment un idéal a gauche de Al[z, M]].

DEMONSTRATION. En effet par multiplication & gauche, les valuations des coefficients augmentent. O

Proposition 45. Si A est quasi-inversible, il est défini sur tout A[[z]], 'opérateur 1 — A est inver-

sible, la série
> A

n>0

converge simplement sur A[[z]] et sa somme est linverse de 1 — A.
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DEMONSTRATION. Le fait que A soit partout défini résulte de la condition sur la convergence de la série des
coefficients. D’autre part A a une valuation plus grande que 1, et A™ a donc une valuation plus grande que
n, ce qui assure la convergence de la série géométrique > -, A™ sur zA[[z]]. La condition sur les valuations
des ¢ (z) montre qu’il y aussi convergence sur A[[z]]. B O

EXEMPLE 69 : L'opérateur A = (2 + -+ + 2B71)M est quasi-inversible. De

1 1 B-1 1
- A— — R A ,
1—2z 1-—2z 1—2B 1—2B

nous tirons ]

1—2B

L _ Szt + 25 HM

c’est-a-dire

1 n— n— 1
= Z(Z+ —I—ZB_l)(ZB I +ZB(B—1))...(ZB ! 4.4 B 1(3—1))

1 _ ZBn+1 ’

ce qui exprime la classification des entiers naturels suivant le rang, n, du 0 de plus faible poids dans leur
écriture en base B.

ExXEMPLE 70 : Nous avons vu que la résolution d’une équation de Mahler

co(2)f(z) +e1(2)f(Z5) + -+ en(2)f(z2T) = b(2),

avec cg(z) # 0, se rameéne quand il y a des solutions & une équation disons réduite
Co(2)F(2) + 2N Cu(2)F(28) + - + M F(2B") = E(2)

et a Papplication d’un opérateur contractant. Une autre fagon d’énoncer ceci est de remarquer que ’équation
réduite s’écrit

Ci(2) aw On(2) N:| B(z)
1424 M+ 427N M7 | F(z) = ,
BeE e R R eTE
ce qui fournit la solution sous la forme
Cu(2) aw On(2) N} ~ B()
Fz)=[14+2M "M 4o 22 2
) { Co(2) Co(z) Co(z)
car 'opérateur
Cr(z) Cn(z)
\ VE A N N
2 M+ 427N
Co(z) Co(z)

est quasi-inversible. En effet c’est un polynome en M et les Ay sont strictement positifs.

5.2.2 Opérateurs B-rationnels

La sous-algebre qui nous intéresse s’obtient en traduisant les séries rationnelles en opérateurs
via la numération en base B. En appliquant les opérateurs ainsi définis & des polyndémes, nous
retrouverons les séries B-régulieres.

Définition 39. Nous notons @ lapplication linéaire de A((X)) dans A[[z, M]] définie comme suit :
grr=2"M, 0<r<B,
ouv =ovou pour u,v € X*.
et, si S € A((X)),

7S(z, M) = > (S, w)Tw.
weX™
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La définition est correcte car cette derniere série est convergente dans A[[z, M]] et définit un
opérateur sur zA[[z]]. Remarquez que & est un antihomomorphisme (dans la deuxieme égalité, il y
a transposition de u et v); c’est un choix arbitraire. Il tient & ce que, dans I’écriture en base B des
entiers naturels, nous considérons que le premier chiffre est le chiffre de poids faible. Un exemple
fera vite comprendre l'intérét de & dans le contexte qui nous occupe.

EXEMPLE 71 : Si w est le développement binaire de I'entier dix-huit : w = 18 = 10010, ce que nous préférons
écrire w = x120ToT 1T, nous obtenons 'opérateur M zM M M zM et la relation Mz = 2z2M donne succes-
sivement

cw = MzMMM:zM
MzM M 2>M M

= ZMMMMM

Ce phénomene est général et
ow=2z"M |w|,

en notant, rappelons le, w la valeur du mot w dans la base B et |w| sa longueur.

Proposition 46. Les S avec S € A((X)) sont exactement les

ch(z)Mk avec ¢ =0 ou deger < BF.
£>0

DEMONSTRATION. En effet un mot
w = I’?"k71 .. 'IT‘U

donne par @ le terme

Tw = ZTO+TIB+"'+Tk—1Bk_1Mk

et inversement en décomposant 1’exposant de z en base B on retrouve le mot w € X*. L’unicité de I’écriture
en base B et l'unicité de I’écriture dans A[[z, M]] montrent qu'un F € A[[z, M]] a au plus un antécédent
S € A{(X)) par 7. O

Théoréme 18. L’application linéaire & induit un isomorphisme de A{({(X)) sur son image.
Parmi tous les opérateurs de A[[z, M]| nous n’utiliserons que les images des séries rationnelles.

Définition 40. Un opérateur F' € Endy (A[[2]]) est (A, B)-rationnel s’il est l'image par & d’une
série rationnelle S € A™((X)).

Regardons quelques opérateurs (Z, B)-rationnels, images de séries Z-rationnelles rencontrées
dans la littérature.

EXEMPLE 72 : Si

wee+X X*

son image par o est
F = Z nz"M/\B(”)7

n>0

parce que chaque mot w € € + A X* est l'écriture d’exactement un entier n. Nous avons alors w = n et
lexposant de M dans le monéne correspondant & w est la longueur de w = 7, qui vaut Ag(n).
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EXEMPLE 73 : L’opérateur associé a la série
S = Z ww
weX*
est
F' = Z nz" M 2™ |1 — M|
n>0

parce que tous les mots 0---0n ont pour valeur n.

EXEMPLE 74 : L’image de

T= Y B,

wee+ XL X

par ¢ est
G=> z"(BM)*»™

n>0

et celle de
T'= > B,
wEX*

par o est

G = | BM)»M | 1 - BM]
n>0

Les séries B-régulieres correspondent aux séries rationnelles & support dans € + X, X" et nous
sommes donc amenés a imposer une contrainte similaire aux opérateurs.

Définition 41. Une série U € A((X)) est dite B-propre si le coefficient (U, w) est nul dés que w
commence par la lettre xg.
Un opérateur F € Al[z, M]| est B-propre s’il est l'image d’une série B-propre par &.

Théoréme 19. Une série f € A[[z]] est (A, B)-réguliére si et seulement si elle est 'image de 1

par un opérateur B-rationnel B-propre, qui est alors unique.

DEMONSTRATION. A la série flz)= Z fn 2™ sont associés la série rationnelle S = Z fn1 & support dans
n

€+ X, X" et Vopérateur B-rationnel B-propre F = Z fr 2" M) O

n

Le théoreme a pour corollaire immédiat la proposition suivante.

Proposition 47. L’image d’une série B-réguliere par un opérateur B-rationnel est elle-méme
B-réguliere, dans la mesure ot cette image existe.

La restriction sur 'existence de l'image provient du fait que les opérateurs ne sont pas tous
définis sur les constantes. L’existence est assurée si I'opérateur est B-propre ou si la série a une
valuation non nulle.

EXEMPLE 75 : L’opérateur B-rationnel associé & la série caractéristique du langage U = ¢ + XL X" est
Z(z;M)=14+1-1+z2+4---+28HYM] 1z 4 4+ 2871 M.

Il fournit la série B-réguliere
C(z) = Z(2,M).1 =
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EXEMPLE 76 : Avec B = 2 et U = ¢ — x1{x¢ + 21}*, nous obtenons 'opérateur

T(z,M)=1-[1—(1—-2)M]"'2M =1-> [(1-2)M*2M

k>0
et la série de Thue-Morse
k—1 k 1o k
t(z):1—2(1—3')(1—22)~-~(1—22 )22 :H(l—z2 ).
k>0 k=0

EXEMPLE 77 : Pour tout polynéme p € Aftg,--- ,tp_1], la série

S = quw‘fov Tty |w‘2371)w
w

est rationnelle [13, p. 22]. La multiplication & droite par X, permet de définir des séries B-propres

Z p(|w‘$07 |w|$1 -1 ’ |w|£t371 - 1)’[1)

w€X+
et nous constatons que, pour tout polynoéme g € Aftg, - ,tp_1], la série
Z Q(|ﬁ‘fﬂoa Ty |7~7'|IB—1)ZH
n>1

est B-réguliere. Par exemple, avec B = 2 et

G = a2 ( X xoX* — X X*) = Z (|w|ze — |w]x,) T1,

w
nous obtenons ainsi la série (Z,2)-réguliere
+00 ok
1 k+11l — 2
— s N e n o __ 2 -~
9(2) = ok, =l + 12" = T > T
n>0 k=0

EXEMPLE 78 : La série rationnelle
Z nxizy = rijzizixd
n>1,m>0
est B-propre. Son image par 7 est
Z naBT (BT =1) pntm.
n>1,m>0

k

En appliquant cet opérateur a 1 ou, plus généralement, a z”, nous obtenons les séries B-régulieres

§ : TLZB (B™-1)
n>1,m>0

et
n+m_ pm
Z ny(F+1)B B™

n>1,m>0

EXEMPLE 79 : Notons @ le mot miroir du mot w € X. On sait [13, p. 46] que, si la série S € A({X)) est
rationnelle, la série miroir

S = Z(S,w)w
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est aussi rationnelle. En partant de
S =+ X+X*,

nous trouvons que

751 = Z rp(n)z"

n>0

est B-réguliere en notant rp(n) la valeur du miroir de ’écriture de n en base B (si B = 2 et n = 18 alors
7 = 1010 et ro(n) = 0101 = 5).

5.2.3 Ecriture fractionnaire des opérateurs B-rationnels

Théoreme 20. Soient K un corps commutatif et F' un opérateur B-rationnel a coefficients dans
K ; il existe un couple (P, Q) d’éléments de K[z, M| tel que

QF =P
avec

Q#0 et wy(Q)=0.

DEMONSTRATION. Le raisonnement est basé sur la propriété de cloture des séries rationnelles. Il suffit de
montrer que I’ensemble des opérateurs F' qui ont cette propriété contient les polynoémes en z et M, est stable
par somme, produit et quasi-inverse (ainsi que par multiplication externe, mais c’est évident).

Pour les polynomes, il suffit de prendre @ = 1.
~ En ce qui concerne une somme F + F’, si QF = P et Q'F' = P’ avec les conditions adéquates, soit
Q =ppem(Q, Q") =UQ =U'Q’; Pécriture

QIF+F)=UQF +UQF =UP+U'P

montre que @ convient car sa valuation est nulle comme celles de @ et Q.

De méme pour un produit FF’, si Q = ppem(P, Q') = VP = V'Q’, nous écrivons

VQFF =VPF =V'Q'F =V'P'

et ) satisfait les conditions demandées, puisque sa valuation est nulle comme celle de Q.
Enfin si F' est quasi-inversible (d’ott wys(F') > 0) et QF = P, un dénominateur possible est @ — P car

Q-PIL-F]"'=[Q-P]Y F"=) QF'-P) F"

n>0 n>0 n>0

=Q+P) F"'-P) F"=Q.

n>1 n>0

Remarquons que nous avons bien @) # P, sinon F = 1, ce qui est exclu, et wp(Q — P) =0 car wp(Q) =0
et wp(P) > 0. O

EXEMPLE 80 : La série rationnelle bien classique,

S= " ([wley = W]y w,
MGX*

avec B =2 et donc X = {xg, 1} admet l'expression rationnelle
S = ((EO + CEl)*(.’EO - Il)(l'() + 1'1)*.
Son image par @ est 'opérateur

G=[1-0+2)M7 1 —-2)M[1 -1+ z)M]"".
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Cherchons une écriture fractionnaire de G. Nous regardons d’abord le produit F'F’ avec
F=(1-2M, F=[1-0+zM]"
Les opérateurs F et F’ ont des écritures fractionnaires QF = P et Q'F’ = P’ en notant
Q=1, P=(1-2)M, Q'=1—(1+2)M, P =1.
La preuve du théoreéme fait calculer -
Q = ppem(P, Q')
=(1-2HM—(1-2YYM?
=[14+2)— 1+ 2HM][(1 - 2)M] =[(1 - 22)M][1 — (1 + 2)M]

ce qui donne I’égalité
[(1+42)— (1+ 22 )M]FF' = (1 - 2*)M.

Nous en tirons

[(142)— (1 +22)M][1 - (1 +2)M])G = (1 - 22 )M

ou encore
[(142) =214 2+ )M + (1 + 2*)*M?)G = (1 — 2*)M.

EXEMPLE 81 : Dans la méme veine, la série
S = g |w] 4w
weX”

admet ’expression rationnelle
S = X*l‘oX*

et donne l'opérateur
G=1-Q+z+-+2Z2 M7 M1~ (1 +2z+---+ 287 HM] L.
En procédant comme ci-dessus, nous obtenons ’égalité :
[1-2BM|[1 - SM]G = M,

avec
S=14z+---+2871 et DB =148 4... 4 BB

Le résultat précédent amene deux commentaires. D’abord nous pourrions espérer que P et @)
soient B-rationnels, id est dans gK(X), mais K(X) n’est pas stable par ppcm et cette propriété

n’est pas satisfaite.
EXEMPLE 82 : Les deux opérateurs 2-rationnels 1 — M et 1 — zM ont pour ppcm

—~(1+2)+ (1 +2z+25)M — 22 M?

et les deux premiers coefficients ne satisfont pas la contrainte sur les degrés, donc leur ppcm n’est pas

rationnel.

La considération du ppecm n’est qu’'un argument technique, mais reprenons une partie du calcul effectué

dans le premier exemple. Avec
F=(1-2M, F=[1-00+z)M]",

nous avons vu que
[(1+42) = (1+22)M|FF' = (1 - 2*)M.

118



5.2. OPERATEURS B-RATIONNELS

L’ensemble des @ tels que QFF’ soit dans K[z, M] est un idéal & gauche de K[z, M] et nous venons de
trouver un élément de cet idéal principal, qui est de degré 1 en M. Si cet idéal était engendré par un élément
de K[z] non nul, F'F’ serait dans K[z, M| et ce n’est pas le cas puisque

2n+1

1—22" 1—2
FF =(1- ME MRZE iV LA
( ?) 1—=2 142
n>0 n>0

et qu’il y a unicité de I’écriture des opérateurs rationnels. Ainsi
(1+2)—(1+22)M

est un générateur de l'idéal et bien que ses coefficients soient premiers entre eux, le coefficient 1 + z ne
satisfait pas la contrainte sur les degrés qui caractérise les opérateurs rationnels.

Ensuite d’apres le théoreme, si F' est un opérateur B-rationnel a coefficients dans K, nous
pouvons trouver P et U dans K(z)[M] tels que

(1-U)F =P
Dans 'exemple précédent, nous avons ainsi

1422

[1—
1+ 2

M|FF' = (1 - z)M.

Cependant F', F’ et donc FF’ sont dans Z[z][[M]] et il est naturel de se demander s’il est possible de
prendre P et U dans Z[z][M]. Ce serait un analogue du théoréme de Fatou pour les séries rationnelles
en une indéterminée. Cela n’est pas possible puisque 1 — U serait multiple de (14 2) — (1 + 22)M
par un polynéme de Z[z].

L’écriture fractionnaire des opérateurs B-rationnels a pour application immédiate le lien entre
séries B-régulieres et équations de Mahler, dont nous obtenons ainsi une seconde démonstration.

Théoreme 21. Une série B-réguliere f, a coefficients dans un corps commutatif K, vérifie une
équation B-Mahler
Af=b

non triviale (id est A # 0) avec un second membre, b, polynome. Quitte a augmenter l'ordre de
l’équation, on peut supposer que b = 0.

Rappelons qu’une telle équation est de la forme

N

S en(2) (2P = b(2),

k=0
les coefficients ¢ étant des polynomes.

DEMONSTRATION. Cette propriété résulte simplement de 1’écriture fractionnaire des opérateurs : si QF = P
et f=F1,Qf = P1 avec des notations sous-entendues. En appliquant Uopérateur (cf. page 27)

Pg., =ppem(l — M, 2871 — M. 2(B=Dn _pp),

qui annule 1, z, ---, 2™, si b est de degré n, on se raméne a une équation homogene. O
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EXEMPLE 83 : Considérons & nouveau la suite (c(n)),>o des entiers naturels dont 1’écriture en base 3 ne
comporte pas le chiffre 1, rangés dans l'ordre croissant. Le langage correspondant dans X3 est C défini par

C=c+C{xo+ z2},

ce qui se traduit par les relations de récurrence

c(2n) = 3c¢(n)
c(2n+1)

|
w
2
<
+
[\

Si
c(z) = Zc(n)z" =2246224+823+---,
n>0
ces relations montrent qu’une base du Z-module engendrée par l'orbite de c¢(z) sous laction de X est
constituée de

eo(z) = c(2)
ei(z) = 1/(1-2).
Avec les notations déja employées
A= ( 0 1 ) et v= 1
0 )
Soeo = 3eg, Sieg = 3eg+ 2e
Soer = e, Sier = e,

En posant

nous trouvons

~ ( U o0
==\ 2veu v )

—— e+ 32U 0
= = 2:L‘1U+2$1V1U1U E+CL’1V ’

A +Z.2)y
= 2zl + [zo + 1] 21][3 (o + 21)]*

[1]

I+

S

et ¢(z) est 'image de 1 par 'opérateur
F=2[1-31+2)M]"1+2zM[1—(1+2)M]]zM.

Comme
[z— (142> )M][1 —3(1 + 2)M]F =2 [z — M|z M,

¢(z) vérifie ’équation
[z — (1+ 22)M][1 — 3 (1 + 2)M]c(z) = 0.

L’équation
[z — (1+2*)M]f(2) =0,

donne
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et nous voyons que C' = 2. Ainsi
2z

1—22’
ce que nous aurions bien entendu pu établir directement en utilisant les relations de récurrence. En résolvant
I’équation nous obtenons ’expression explicite

3n22"
=2l Ty

n>0

[1=3(1+2)M]e(z) =

5.3 Extension aux anneaux

Si anneau de référence n’est pas integre, il n’y a pas de raison qu’une série B-réguliere soit
mahlérienne méme si 'anneau est ncethérien. Nous allons voir qu’il y a toujours une équation de
Mahler vérifiée par la série, avec toutefois le risque que cette équation se réduise a 0 = 0. En
pratique ce ne sera pourtant pas le cas.

Introduisons B N2 + 2N indéterminées arij, Aj, vi avec 0 < r < B, 1 <i,5 < N. La série
générique B-réguliere de rang N est a coefficients dans Z[a, A, ] et définie par la représentation
linéaire

Ar = (aT7i7j)1§i,j§N’
A= ()‘j)lngNa Y= (Vi)lgigN'

L’algorithme équation_de mahler donne son équation minimale,

co(2)9(2) + e1(2)g(z%) + - + en(2)9(zF") = 0.

N-1 k—1
Le coefficient c(z) est un polynoéme de degré Z (B + Z B*. De plus ¢ (2) est une forme N-aire
=1 =1

en vy et une forme (k + 1)-aire par rapport a a. Par exemple pour N = 2 et B = 2, le coeflicient ¢y
vaut

co(2) = [¥3a0,1,2 +127100,1,1 — MY200,2,2 — V100,21
+ 22 [’Yz”ylal,l,l + ’Y§a1,1,2 - ’)’%a1,2,1 — 7172611,2,2] .

Maintenant pour une série (A, B)-réguliere donnée par une représentation linéaire de dimension
N, nous substituons aux a,; j, Aj, 7; les éléments correspondants de A et nous obtenons ainsi une
équation de Mahler. Evidemment il se pourrait bien que tous les coefficients de 1’équation soient
nuls.

Appliquons ceci a des séries B-automatiques. Puisque ’équation est indépendante de A, il est
inutile de le préciser et c’est pourquoi nous parlons de B-machines dans les exemples qui suivent.
En interprétant 0 et 1 comme des entiers, nous obtenons une équation a coefficients entiers. Seule
la donnée du vecteur ligne A, qui correspond & la fonction de sortie, détermine ’anneau utilisé.
Celui-ci étant donné, nous avons une équation a coefficients dans le sous-anneau premier Z/(k), si
I’anneau est de caractéristique k.

EXEMPLE 84 : Avec la 2-machine définie par
0 1 0 1 1
AO - < 1 0 ) 9 Al - ( 1 O ) ’ 7 - ( O ) ’

flz) = (1+2%) (1+2) f(z*) = 0.

nous obtenons ’équation
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EXEMPLE 85 : La série de Baum-Sweet a coefficients dans Fy est algébrique de degré 3 et admet un
développement en fraction continuée dont les quotients partiels ont des degrés bornés, ce qui est remar-
quable. La suite des coefficients est 2-automatique et la 2-machine de Baum-Sweet [3, p. 247], donnée par la
représentation linéaire

010 100 1
Ao=( 100, as=[00 0], 7= o0
00 1 01 1 0

a pour équation minimale
2f(2) — (1 +22+ 2:4) F(22) + 28f(2%) + (1 + z4) f(z%) =o.

Sur ces exemples I’équation minimale de la série générique ne devient triviale dans aucun anneau.
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Chapitre 6

Criteres de B-régularité

Le résultat le plus frappant de la théorie des suites automatiques est le théoreme de Christol,
Kamae, Mendes France et Rauzy, qui relie deux notions a priori étangeres. Rappelons en 1’énoncé
(3, 18].

Théoreme 22. Une série formelle f(z) a coefficients dans le corps fini Fy est g-automatique si et
seulement si elle est algébrique sur le corps des fractions rationnelles Fq(z).

Nous avons consacré le chapitre précédent a I’extension du sens direct de ce théoréme aux séries
B-régulieres. Ce chapitre porte sur la réciproque.

Ce théoreme a déja regu de nombreuses applications [2, 4, 54], aussi nous contenterons nous
d’en citer une qui est peu connue.

EXEMPLE 86 : Le n-ieme nombre de Bell w,, est le nombre de partitions d’un ensemble & n éléments. La
série génératrice exponentielle des nombres de Bell est bien connue [22],

Z’IL . 1
oy z20 el
w(z)—ann!—e .
n>0
La série génératrice ordinaire
w(z) = anz” =14+24+222 4528 152 52254+
n>0

possede un développement en fraction continuée de Jacobi dont I'expression est tres simple [32, chap. 5] [37,

chap. 5],
1

1.22

w(z) =

1—-1.z— 5 2
1-22— -

3.22
1—-3.2z— i

Cette formule s’obtient en représentant une partition par un chemin valué obtenu par I'intermédiaire d’un
diagramme assez naturel (cf. figure 6.1). A chaque bloc de la partition est associé le segment dont les
extrémités sont le plus petit et le plus grand élément du bloc.

Supposons que nous réduisions les coefficients modulo un nombre premier p; la fraction continuée devient
alors finie et la série génératrice est rationnelle. La suite des nombres de Bell réduits modulo p est donc
périodique.

Introduisons maintenant une contrainte sur les partitions considérées. Nous demandons que deux seg-
ments associés a des blocs différents soient ou bien disjoints ou bien I'un dans ’autre, ce qui définit la notion de
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(@) 0—0O @)

O (@) o O @) @)

1 2 3 4 5 6 v 8 9 10 11 12 13 14 15

FiG. 6.1
Le diagramme ci-dessus est associé a la partition de [1, 15]
dont les blocs sont {1,3,5}, {2,7}, {4,8,9,12}, {6,11,15},
{10} et {13,14}. Chaque bloc fournit un intervalle visua-
lisé par un segment horizontal, le plus petit intervalle qui
contient le bloc.

partition non chevauchantes [35]. La série génératrice ordinaire du nombre de partitions non chevauchantes,
wy,, d'un ensemble a n éléments

()= @ =12 +222 4525+ 14zt 4325 4
n>0

a pour développement en fraction continuée de Jacobi

w*(z) =

1.2
1—1z— i

1.22

1—-2.2—
i 1.22

1-3.2z—

En la réduisant modulo p, nous voyons apparaitre une fraction continuée périodique et w*(z) est donc un
algébrique de degré 2 sur le corps F,(z), c’est-a-dire une série p-automatique. En travaillant modulo 2, on
trouve par exemple la récurrence [35, p. 431]

f0:17 f2n+1:17 f2n+2:1_fn-

Le théoreme de Christol, Kamae, Mendés France et Rauzy, pour plaisant qu’il soit, n’est ce-
pendant pas satisfaisant sur certains points. D’abord il impose que la caractéristique du corps des
coefficients soit la base de numération, ce qui n’est guere naturel. Remarquons en passant qu’il
revient au méme de dire g-automatique ou p-automatique, si p est la caractéristique de . La suite
du nombre de partitions hexaires d’un entier n’est pas 2-automatique si on la réduit modulo 2, par
contre elle est alors 6-automatique. Ensuite ce procédé de réduction modulo un entier n’a pas de
raison d’étre limité aux modules premiers et la suite du nombre de partitions binaires d’un entier
est 2-automatique quand on la réduit modulo 2, mais aussi modulo 4, 8, 16 ou 32. Enfin nous
aimerions disposer d’un énoncé similaire pour des suites d’entiers ou de nombres complexes.

Comme nous ’avons vu au chapitre précédent les équations fonctionnelles qui sont naturelles
dans le contexte des séries régulieres sont les équations de Mahler et non les équations algébriques,
comme pourrait le faire penser le théoreme de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy. La
confusion vient de ce que tout série formelle f(z) de [Fy[[2]] vérifie f(27) = f(z)?. Nous cherchons
donc un critere, une condition suffisante, pour qu’une série formelle solution d’une équation de
Mahler

N

co(2) f(2) +e1(2) f(27) + -+ en(2) f(277) = b(2)
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soit B-réguliere.
Commengons par un critere évident et simple, qui est relativement & part et que nous ne citons
que pour mémoire.

Théoreme 23. Si une série formelle a coefficients dans un anneau commutatif, f € A[[z]] est
solution d’une équation B-Mahler

11— AJf =b
avec A € Az, M] quasi-inversible B-rationnel et b(z) € Al[z]] B-réguliére, alors f(z) est B-
réguliére.
DEMONSTRATION. En effet A est quasi-inversible et comme il est B-rationnel son quasi-inverse (1 — A)~*
est aussi. Il en résulte que f = (1 — A)~'b est B-réguliere. O

Tous les autres critéres que nous donnons portent sur le coefficient ¢(z), que nous pouvons
supposer non nul d’apres un résultat du chapitre 3. Nous commencons par développer un critéere
pour le cas ou ¢p(z) vaut essentiellement 1. Il est facile mais important car il couvre beaucoup
d’exemples. Nous I’étendons ensuite en un critére général, dont les suivants ne sont que des cas
particuliers. Nous montrons ainsi qu’une série formelle a coefficients dans un corps fini et vérifiant
une équation B-Mabhler est B-réguliere quand la caractéristique du corps divise B. Cet énoncé est
une généralisation directe du théoreme de Christol, Kamae, Mendes France et Rauzy, dans lequel B
est exactement la caractéristique du corps. Nous donnons ensuite un autre critere, plus technique,
pour le cas ou la caractéristique ne divise pas B et nous étendons ces résultats aux anneaux de
caractéristique non nulle. Enfin nous établissons un critere pour les séries a coefficients dans un
corps algébriquement clos, ce qui nous permet par exemple de considérer des suites d’entiers. On
peut trouver dans [10] des cas particuliers de nos résultats.

Les conditions que nous donnons sur le coefficient cy(z) sont suffisantes pour obtenir une série
B-réguliere, mais il n’y a pas de raison qu’elles soient nécessaires. Cependant elles n’en sont pas
loin comme le montre un exemple simple.

6.1 Criteéere facile

Donnons d’abord un énoncé qui montrera bien le but que nous poursuivons.

Théoréeme 24. Si f(z) est un série formelle a coefficients dans un anneau commutatif nethérien
A, vérifiant une équation B-Mahler de la forme

N
D)+ D en() () = b(2),
k=1

ot b(z) est une série B-réguliére, alors f(z) est B-réguliére.

EXEMPLE 87 : Si (¢(n))n>0 est la suite strictement croissante des entiers naturels dont 1’écriture en base 3
ne comporte pas le chiffre 1 et

2 3k 22"
c(z):Zc(n)z":2z+6z2+8z3+18z4+~-~: 1_221+Z ok
n>0 k>0 z

la série c(z) vérifie
ze(2) — (1 4+ 32 +42%)e(2?) + 3(1 + 22)%c(z) = 0

donc est 2-réguliere, ce que nous savions par ailleurs [6].
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Ce résultat est facilement généralisable a des vecteurs de séries formelles,

fi(z)
F(z) = :

fa(z)

Pour cela il faut d’abord définir ce qu’est un vecteur de séries formelles B-régulier. Il suffit d’étendre
les opérateurs de section composante par composante et de calquer les définitions du cas unidimen-
sionnel, en demandant que les sections engendrent un sous-module de A[[z]]? de type fini. Remar-
quons que les formules sur les opérateurs de section se généralisent sans probleme, comme on le
voit en explicitant les produits matriciels. En particulier si A(z) est une matrice carrée de séries
formelles et F'(z) un vecteur de séries formelles nous avons

Sy [A(z)F(2P)] = (S, A)(2)F(2).

Ensuite la notion de vecteur mahlérien apparait d’elle-méme; un vecteur de séries formelles est
B-mahlérien s’il satisfait une équation de Mahler

N

Co(2)F(2) + CL(2)F(2B) + - -+ ON(2)F(2%7) =0

a coefficients des matrices carrées de fractions rationnelles non toutes nulles. Nous arrivons ainsi &
un énoncé qui généralise directement le précédent.

Théoréme 25. Si l'anneau A est neethérien et si F(z) € A[[2]]? est un vecteur de séries formelles
vérifiant une équation B-Mahler de la forme

N
DF(2) + Y Cu(z)F(zP") = B(2)
k=1

dans laquelle les coefficients des matrices C1(z), ..., Cn(2z) sont des polynémes et E(z) est un
vecteur de séries formelles B-régulier, alors le vecteur F(z) et en particulier ses composantes sont
B-réguliers.

DEMONSTRATION. Notons D le maximum des degrés des coefficients des matrices C1(z), ..., Cn(z), puis C
le A-module engendré par les 2* pour £ = —v ...max(1, D — 7). Ensuite soit H le module stable engendré
par E(z) et enfin G le module somme des z“H pour ¢ entre —y et max(1, D — ). Le point élémentaire mais
crucial est que

S.z'ccc, S.2'Gc G pour £=—y, ..., max(0,D — 7).

Pour ce qui est de C, nous pourrions aussi écrire
SrCC CC.

Les deux types d’inclusion se traitent de la méme fagon. Prenons le second qui est plus compliqué.
Il suffit de considérer les S,z°z" h avec h € H, —y < 4,0 < max(1,D — 7), et donc les S,z™h avec
m € [—2v,2 max(1,D — v)]. Or

SpzMh= Y ZETEES (M) S
s+t=r mod B

(rappelons que u =+ B est le quotient entier de u par B) et cette somme se réduit au terme d’indice s tel que
s = m mod B. Ainsi
S,.z2mh = 2" S;h
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avec m’ = e+ |[m/B]| et e =0 ou 1. Nous en tirons

2 max(1,D —~)
B

2y

—’yS—BSm’Se—i—\‘ ngax(l,D—'y).

La derniere inégalité pose un léger probleme. Si B > 3, nous avons 1+ |22/B| < x si z > 1 et le seul cas a
considérer est celui o B =2, ¢ =1et m > 1. Nous avons alors s =t =1 et » = 0, ce qui implique que m
est impair et donc inférieur & 2 max(1, D — ) — 1. Mais dans ce cas

Soz"h = 2 812™S1h = 2(mtD/28

et

1 2 1,D—~)—1+1
m = 1 < max( olt+l max(1, D — 7).
2 2
La propriété de stabilité est donc acquise.
Ce point étant établi, nous allons montrer que le module de type fini, M, constitué des

N
V=W+> AM"F,
k=0

ou W est un vecteur de G et les Ay sont des matrices carrées a coefficients dans C, est stable par section.

Comme
N

F=z7E-Y z7C;M*F
k=1
est dans M et A est noethérien, il en résultera bien que le vecteur F' est B-régulier. La section S,V d’un
vecteur V' de la forme ci-dessus s’écrit

N N
S,W+ 8,40 [27E =Y 2 CLMPF |+ (S, A MR
k=1 k=1
c’est-a-dire
N N
S, W+ 8,27 TAGE = > S, [z T AgCr]M* T F + ) T[S, A ] M*F.
k=1 k=1

Le terme S,.W est dans G car le module G est stable par section. Le terme z~7E est dans G et les coeflicients
de Ay sont dans C donc des combinaisons linéaires des 2* avec ¢ entre —v et max(0, D — ) ; ainsi Sz~ YAgE
est dans G. Ensuite les coefficients de z~7C}; et de Ag sont dans C donc S, [z~ AgCy]| est dans C. Enfin S, Ay,
est dans C, comme on le voit en prenant ¢ = 0 dans la petite formule qui nous sert de fondement. Nous
constatons bien que S,V est dans M pour tout V dans M. O

Ce résultat s’applique essentiellement a des suites définies par récurrence suivant le résidu
modulo une puissance de B. Donnons un exemple pour bien montrer au lecteur de quoi il s’agit.

EXEMPLE 88 : Supowit et Reingold [67] ont rencontré, dans I’étude de ’appariement euclidien (“matching”),
la récurrence

Can = a(Copt1+ Cop_1) +0
Cint1 = a(Cong1+ Can)
Ciny2 = a(Copng1+ Copyr) +0
Cingz = a(Cong2 + Cony1)

dans laquelle @ = 1/v/2 et b = /3, avec les conditions initiales Cy = C; = 0, Cy = b et C3 = ab. Clairement
b n’est qu’un facteur d’échelle et nous pouvons le prendre égal a 1.
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Notons f(z) la série génératrice de la suite (Cy) et fi,(2) la section Sa ., f(2). La récurrence fournit le
systeme

foo(2) = a(l+2)fi(z*) +1/(1—2)
for(z) = afi(z%) +afo(2?)
flO(Z) = 2a f1(22) + 1/(1 — Z)
M) = afo(?)/z+afi(?)
et si nous exprimons fo(z) et fi(z) en fonction des fi,(z) (w = 00, ..., 11) nous obtenons un systéme
d’inconnu
o Il
_ foi(z
Fz) = J10(2)
fu(z)

qui s’écrit

en posant
0 2(1+2) 0 22(1+2) z/(1—2)
z z 22 22 0
Q=109 9. 0 222 » BE =0y
1 z z 22 0

Le vecteur E(z) est B-régulier et le théoréme permet de dire qu’il en est de méme de F(z). Il en est donc
de méme pour chacune de ses composantes et aussi de f(z).

Le résultat obtenu est important car il couvre quasiment tous les exemples de récurrence diviser
pour régner. Nous donnons donc I'énoncé équivalent pour les suites.

Proposition 48. Soit (u,) une suite a valeurs dans un anneau nethérien. Si cette suite est définie
par un systeme de relations de récurrence de la forme

J

UBKn+£ = Z Z CL&kJ’UJBkn_i_j +’U[7n
0<k<K j=—J

pour n assez grand, dans lequel K et J sont fixés, £ parcourt les entiers de 0 ¢ BX — 1, les suites
(Ve )n sont B-réguliéres et les ayy ; sont dans Uanneau de référence, alors elle est B-réguliére.
6.2 Critere général

Nous étudions maintenant des équations

co(2)f(2) + () f(=7) + -+ en(2) (27

N

) = b(2)

dans lesquelles le coefficient ¢y(z), toujours non nul, peut avoir des racines autres que 0.
Nous pourrions comme dans le paragraphe précédent considérer des équations vectorielles

Co(2) F(2) + C1(2)F(B) + - - - + On(2)F(22") = E(2).

En prémultipliant les deux termes de I’équation par la comatrice de Cy(z), nous obtenons une
équation de la forme

A(2) F(2) + C(2)F(2P) + -+ Cp(2)F(:PY) = E'(2),
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ou A(z) est le déterminant de Cp(z). Une adaptation facile des conditions imposée a c¢o(z) dans
nos critéres donne des conditions portant sur A(z) pour que F(z) soit un vecteur B-régulier.
Cependant il pourrait se faire que A(z) soit nul méme si la matrice Cy(z) n’est pas nulle. De plus
nous ne connaissons pas d’exemple naturel de cette situation. Nous préférons donc nous limiter aux
équations scalaires pour simplifier les écritures.

Nous voulons obtenir 1’énoncé suivant.

Théoréme 26. Soit A un anneau commutatif nethérien et f(z) une série formelle a coefficients
dans A, qui vérifie une équation de Mahler linéaire

N

co(2)f(2) + e1(2)f(z7) + -+ en(2) f(277) = b(z)

avec un second membre b(z), qui est une série B-régquliére.
Nous supposons que

1. le coefficient de plus bas degré de ¢y est inversible dans A, id est
co(z) = C27g(2)

avec C inversible, v > 0 et g(0) =1,

2. lensemble des

S <g<zBK-1> - ~g<zB>g<z>> =g (S; < S;» |

avec K >0 et0<ry<Bpourk=1,---,K, est contenu dans un module de type fini.
Alors f(z) est (A, B)-réguliére.

L’idée sous-jacente est fort simple. Nous posons

h(z)

f(Z) = szo g(ZBk)

et nous reportons cette expression dans ’équation. Ceci fournit une équation dont h(z) est solution,

C2'h(z) + e1(2) h(zP) + e2(2) g(2) (P ) + -+ en(z) [ 9GE ) RGEEY) = b(2) [ 9(=5").
1<k<N k>1

a laquelle s’applique le critere facile. En effet C est inversible et le second membre est B-régulier
comme produit de deux séries B-régulieres (le produit infini est B-régulier car on peut lui appliquer
le critére facile). Ainsi h(z) est une série B-réguliere et il suffit que le produit infini

-t
szo Q(ZBk)

soit B-régulier pour que la série f(z) soit B-réguliére.
Or I'étude de la B-régularité d’un produit infini repose sur le lemme suivant, qui fournit la clé
du théoreme.

G(2)
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1
Lemme 8. Le produit infini G(z) = = g et B-réqulier si et seulement si [’ensemble des
HkZO g(z"")
fractions rationnelles

Srac S <g(zBK_1) . -1-9(23)9(2)) - STK; (S””; < ”S”D) ’

avec K >0 et0<rp < B pourk=1,---,K, engendre un module de type fini.

DEMONSTRATION. L’égalité

g(2)g(2B) 1 .g(zBK—l))] G(2)

montre que la division par G(z) fait passer du module stable par section engendré par G(z) au module
engendré par les fractions ci-dessus, d’ou ’équivalence. O

S 51 G) = [Sn 5

Ce lemme a aussi le mérite de montrer que ’on ne peut pas espérer obtenir un meilleur critere
dans la mesure ou l'on ne considere que le coefficient ¢o(z). En effet des que ¢p(2) ne satisfait pas
le point 2. du théoréme, le produit infini G(z) n’est pas B-régulier alors qu'il vérifie I’équation

co(z) G(z) = C 27 G(ZP).

6.3 Caractéristique non nulle

Pour utiliser le critéere dans un anneau fini, nous allons chercher des conditions pour que les
1 1 1
Sricy g Sy

admettent tous une méme période pour la suite de leurs coefficients. Rappelons que la période
d’une fraction rationnelle a/b, ot b(0) = 1, est la période des coefficients de son développement en
série formelle. Nous avons étudié cette notion au chapitre 1 et nous utilisons les résultats qui y sont
établis.

Définition 42. Si a est un entier plus grand que 2 et ¢ un entier plus grand que 1, A\, ({) est
lexposant de la premiére puissance de a qui surpasse £, c¢’est-a-dire [Inf/Ina].

Cette notation est a rapprocher de la notation A, (¢), déja introduite (cf. page 68). Nous avons
A (£) = Ag(£) sauf si £ est une puissance de a, auquel cas A\, (£) = A\, (¢) — 1.

Proposition 49. Soit d’une part B = p*b un entier naturel supérieur ou égal a 2, avec b non
divisible par p, et d’autre part g(z) un polynéme sur le corps Fq de caractéristique p, avec g(0) # 0,
dont la période est T et qui se décompose en

1L
)

et enfin

La période de
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vaut
—-1<e<a st a >0,

TBE=1p¢  avec { _ _ . .
L=, (p) <e< A\, (K) sip ne divise pas B (a=0).

De plus le minorant est atteint dans ces inégalités si b a des facteurs communs avec chacune des
périodes des facteurs g;.

DEMONSTRATION. Commencons d’abord par supposer que g = h™, avec h irréductible, ce qui fait que

g(2) o g(2B ) = h(z) R (P R (T

Le ppem des périodes des facteurs irréductibles est 5K —D¢, si t est la période de h, car la substitution de z°
a z fait apparaitre des facteurs de période bt dans tous les cas et de période ¢ & 'occasion. Quant a l'ordre
de multiplicité de chaque facteur il est égal & m, p®m, --- ou pK=V¥n suivant le facteur h(z), h(z), ---
dans lequel il figure, sauf peut-étre pour les facteurs irréductibles dont la période est premiere avec b, car il
peuvent apparaitre dans plusieurs facteurs h(zbk). Dans ce cas, le maximum possible est

me71 .
4 P e+ pE Dy, = ) M e s?a#(),
mK sia = 0.

Par contre si b et t ne sont pas premiers entre eux tous les h(zbz) ont des facteurs premiers distincts et les
multiplicités sont bien les m, p®m, - -- ou pK—Dom,
Ainsi la période de g(z)g(zB)g(sz) . ~g(zBK_1) vaut b5~ 1tp?, avec

pKa -1
)\;(mp(K—l)Ol) S YA S )\; (m W) si P divise .B7

et

1<E< A, (mK) si p ne divise pas B,

puisque il faut prendre pour ¢ la premiere puissance de p supérieure a toutes les multiplicités des facteurs
irréductibles. De plus la borne gauche est atteinte quand au moins un diviseur premier de b est un diviseur
de T car les facteurs irréductibles sont alors tous distincts, d’apres le corollaire de la proposition 6 page 18.

Passons ensuite au cas général. Si g = H g;* avec des g; irréductibles, la période de g(z) est T = rpre (1)

K3
en notant 7 le ppcm des périodes des g; et u le plus grand des m;. D’autre part le ppcm des résultats
2 K—1
précédents fournit la période de g(2)g(28)g(z8")---g(z% ).

Premierement, dans le cas ol p divise B, nous obtenons 765 ~1p*

, avec

Ka_l

— K-1)a —
A (e <X <A (u

),

pe—1

ou 'inégalité plus large
log, p+ (K — 1)a < A <log, u + Ka

et la période s’écrit
TbK—lp)\ — Tp)\;(u)bK—lp(K—l)osz—)\;(u)—(K—l)a — TBK—lpe

avec
—1<e<La.

Deuxie¢mement, si p ne divise pas B, la période est 765~ 1p*, avec

1< A< A (uK).

131



CHAPITRE 6. CRITERES DE B-REGULARITE

Dans ce cas la période vaut
TbK—lp/\ — TbK—lp)\;(u,)pk—)\;(u) _ TBK—lpe
avec
L=X, (p) <e< A (K).

Enfin on peut garantir que la borne gauche est atteinte dans les encadrements si c’est le cas pour chacun
des facteurs g; de g et il suffit pour cela que b ait un facteur commun avec chacune des périodes de ces
facteurs irréductibles. O

6.3.1 Premier critere pour les corps finis

Nous étendons d’abord le critere donné par le théoreme de Christol, Kamae, Mendes France et
Rauzy, dans lequel la caractéristique p est exactement la base de numération B.

Théoreme 27. Si f(z) est une série formelle a coefficients dans le corps Fy, de caractéristique p,
vérifiant une équation de Mahler linéaire (non triviale),

N
> a2 f () = bl2),
k=0

avec un second membre B-régulier et si p divise B alors f(z) est B-réguliére.

DEMONSTRATION. Comme nous ’avons déja dit, nous pouvons supposer ¢y # 0, ce qui permet d’utiliser le
K-—1

critere général. Les g(2 ) --- g(2P)g(2) admettent tous comme période TBX~1p¢, ol € est défini comme

dans la proposition 49. Si p divise B, nous avons 0 < € < «, en notant « la valuation p-adique de B. Comme

Papplication d’un opérateur de B-section divise la période par B (plus précisément la période passe de T &
7/pged (T, B)) les

Sy Sy <g(ZBK1) : .1.g(zB)g(Z)>

ont une période qui divise T'p¢ et donc T'p®. Ils sont donc tous dans un espace vectoriel de dimension finie.
La B-régularité en découle. O

6.3.2 Deuxieme critere pour les corps finis

Si p ne divise pas B, la démonstration ne fonctionne plus parce que le ¢ de la proposition 49
peut atteindre la valeur \,(K), qui n’est pas bornée. Cependant ceci n’est qu’une majoration et si
tous les facteurs irréductibles des

BK71 B2
20 )9(2)

g( - g(z

sont distincts, la conclusion subsiste. C’est le cas si la partie de B étrangere a p a des diviseurs
communs avec chacune des périodes des facteurs irréductibles de g(z).

Théoreme 28. Soit f(z) une série formelle a coefficients dans Fy et vérifiant une équation B-
Mahler

N
co(2)f(2) + e1(2)f(27) + -+ en(2) f(Z77) = b(2).
dans laquelle
co(z) = Cz7g(z)
avec C inversible, v > 0, g(0) =1 et b(z) une série B-réguliére.
Si B et chacune des périodes des facteurs irréductibles de g admettent un diviseur premier
commun, autre que la caractéristique p, alors f(z) est B-régquliére.

132



6.3. CARACTERISTIQUE NON NULLE

DEMONSTRATION. Le dernier point de la proposition 49 montre que € a la valeur minimale 1 — A () et,
comme dans le premier critere, les

1
S ...S
e (g(ZBKI) = -g(z3)9(2)>
ont une période qui divise Tp*~*» (*) et sont donc dans un espace de dimension finie. O

EXEMPLE 89 : Le polynéme g(z) = 1 + 22 + 23 de Fa[2] admet la période 7. Une série formelle de Fy[[z]],
qui vérifie une équation de la forme

1+ 22+ 23 f(2) + ea ()] () + ea() (441 = b(2),
est donc 21-réguliere. (Icip=2,g=4,B=2let T =17.)

Nous avons obtenu le meileur résultat possible dans la mesure oli nous ne considérons que le
coefficient ¢o(z) dans 1’équation de Mahler, comme le montre I’énoncé suivant.

Proposition 50. Si la caractéristique du corps Fy ne divise pas B, si la partie de B étrangére a p
est premiéere avec 'une des périodes des facteurs irréductibles de g(z), alors la série

1) = [~ € F,ll2]

Bk
is0 9(G")
n'est pas (Fy, B)-réguliére.
Commengons par un exemple.

EXEMPLE 90 : Il est bien connu de ’honorable lecteur, qui a eu la patience de nous suivre jusqu’ici, que le
polynoéme irréductible
g(z) =1+ 22+ 2° € Fo[z],

admet la période T' = 7. Si nous prenons B = 3, la congruence
B?=9=2mod 7,

montre que g(z) est facteur de g(z?) d’apres le corollaire 3 de la page 18. Il est donc aussi facteur de g(z8'),

. g(zgé), ...et le polynéme
3K—1

g(z* ) g(2%)g(2)

a donc pour période
7.3K-1 ¢

avec
e > Xa([(K +3)/2]) > —1+log, K.

En effet d’une part g(z3k) a pour période T.3* et le ppcm des périodes est 7.35 1 d’autre part g(z) apparait
dans un terme sur deux et donc avec une multiplicité en K /2, précisément 1+ | (K —1)/2].
Les séries

Sy - S, (g(ngl) . .1.g(z9)g(z)>

ont donc une période de 'ordre de K et comme ceci n’est pas borné, elles ne sont pas dans un sous-espace
vectoriel de dimension finie de Fy[[z]]. D’aprés le lemme 8 page 130, la série

1
F@) =] 7o a7 € Pl
kl;[g 1+ 223 1 ;33 2

n’est pas (F2,3)-réguliere.
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Passons au cas général.

DEMONSTRATION. Comme pour I'exemple précédent, il suffit de montrer que les

Spr Spy <g(ZBK—1) . .1.9(23)9(2')>

ont des périodes non bornées. On peut supposer que g(z) est un polyndme irréductible car la présence de
facteurs distincts ou multiples ne fait qu’accroitre les périodes. D’apres le corollaire 3 page 18, le polynome
g(z) est facteur de g(sz) si et seulement si B* est congru & une puissance de ¢ modulo 7. Cependant p ne
divise pas T (on peut montrer que 7' divise ¢¢ — 1 si d est le degré de g(z)), et il suffit de prendre 1 comme
puissance de ¢ modulo 7" pour conclure que g(z) est facteur de tous les g(sz) tels que k soit multiple de
l'ordre de B modulo T'. Ainsi les séries

Sy Sy, <g(ZBK1) : .1.g(zB)g(Z)>

ont une période de l'ordre de K et le résultat en découle. O

6.3.3 Critere pour les quotients Z/(p®)

Pour établir des propriétés de B-régularité si 'anneau est un quotient Z/(p®) avec p premier,
nous utilisons encore des propriétés de périodicité. Comme nous avons déja étudié le cas du corps
[Fp, elles vont résulter du lemme suivant.

Lemme 9. Soit p un nombre premier et g € Z/(p*™4)[2] avec g(0) € (p*). Si g admet la période t
dans 7./ (p®), alors g admet la période pt dans Z./(p®t!).

DEMONSTRATION. Si g admet la période ¢ dans Z/(p®), il divise 2* — 1 id est
2" =1+4g(2)h(2) +p"m(2),
avec h,m € Z/(p®T1)[2], et, en élevant & la puissance p, cela donne
=1+ g(2)H(2) +p" T M(2) =1+ g(2)H(2),
ce qui montre que pt est une période de g. O

Définition 43. Soit g € Z/(m), avec g(0) inversible; si p est un diviseur premier de m, nous
notons T(g,p) la période de g dans Z/(p).

Proposition 51. Soit p un nombre premier et f une série formelle sur Z/(p®), qui vérifie une
équation B-Mahler

N

co(2)f(2) + e1(2)f(z7) + -+ en(2)f(277) = b(2).

avec un second membre B-réqulier.
Nous supposons que

1. le coefficient de plus bas degré de cq est inversible dans Z/(p®), id est
co(z) = C27g(z)

avec C inversible, v > 0 et g(0) =1;

2. lune des deuz conditions suivantes est vérifiée :
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-p | B7
— pour chaque facteur irréductible g; de g, il existe un nombre premier p', différent de p, tel
que p’ | B et p' | T(gi,p).
Alors f est (Z/(p*), B)-réguliére.
DEMONSTRATION. D’aprés les conditions imposées, le polynome g(zBK_l) - g9(2P)g(2) admet, dans Z/(p)

la période T'(g, p)BX~1p avec € indépendant de K. D’apres le lemme, ce polynéme admet dans Z/(p®) la
période T'(g, p)BX ~1pT®. 11 en résulte que les

Sric =5 (g(zBKl) . }.g(zB)g(Z)) ,

avec K > 1,0 < rp, < B pour k = 1,---, K, sont toutes des séries périodiques admettant la période
T(g,p)p°t*. Elles forment donc un ensemble fini et la B-régularité de f en découle. O

6.3.4 Critere pour un anneau de caractéristique m # 0

Pour passer a un module m, qui n’est pas une puissance de nombre premier, il suffit d’utiliser
la proposition qui suit et le théoreme des restes chinois.

Proposition 52. Une série formelle a coefficients dans un anneau produit de deur anneauxr com-
mutatifs est B-réguliére si et seulement si ses deux séries composantes sont B-régulieres.

Si nous utilisons un anneau commutatif de caractéristique m # 0, le critere général s’applique
encore en supposant que le polynoéme cq est a coefficients dans le sous-anneau premier Z/(m). Ceci
n’est pas une vaine généralisation puisque nous avons vu que toute suite automatique vérifie une
équation de Mahler dont les coefficients sont dans le sous-anneau premier.

Théoreme 29. Soient A un anneau commutatif nethérien de caractéristique
K
— (9%
m =[]k
k=1

et f une série formelle a coefficients dans A, qui vérifie une équation de Mahler
B BNy _
co(2)f(2) +e1(2)f(z7) + -+ en(2)f(z7 ) = b(z),
ot b(z) est une série B-réguliére.
Nous supposons que

1. le polynome cq est a coefficients dans Z/(m) ;

2. le coefficient de plus bas degré de cq est inversible dans Z/(m), id est
co(z) = Cz7g(2)

avec C inversible, v > 0 et g(0) = 1;

3. pour chaque nombre premier pi l'une au moins des deuxr conditions suivantes est vérifiée :

- Pk | B7
— pour chaque facteur irréductible g; de g, il existe un nombre premier p’, différent de py, tel

que p’ | B et p" | T(gi, pr)-
Alors f(z) est (Z/(m), B)-réguliére.
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EXEMPLE 91 : Soient A un anneau commutatif ncethérien de caractéristique m > 0 et f € A[[z]] une série
formelle qui vérifie

(L4 2)f(2) +er(2)f(Z5) 4+ +en(2) f(PT) = b(2),

avec un second membre B-régulier. Comme ¢(z) = 1 + 2z a pour période 2 modulo tout nombre premier
différent de 2, la série f est B-réguliere si B est pair et & la condition que les diviseurs premiers de m soient
des diviseurs premiers de B si B est impair.

EXEMPLE 92 : Considérons la suite d’entiers (u,)n>0 définie par les conditions initiales
Uy = 0, Uy = 1

et la relation de récurrence
Up = Up—1 + Up—2 + Uln/2]-

Clairement u,, est plus grand que le nombre de Fibonacci F,,_; et la série génératrice
wz) =24+222+423 4821 +142° +2625 + 4427+ 788 + - -

n’est pas (Z,2)-réguliere car ses coefficients ont une croissance trop forte. Par contre réduite modulo tout
entier m > 2 cette série est 2-réguliere.

Si m est une puissance de 2, la caractéristique est p = 2 et nous sommes dans le cas ou p divise B. Ainsi
u(z) est (Z/(2%),2)-réguliere pour tout k.

Si m est une puissance d’'un nombre premier impair p, les périodes des facteurs du polynoéme 1 — z — z
modulo p sont paires, comme nous allons le voir bientdt. Ainsi le second cas du théoreéme s’applique et u(z)
est (Z/(p*),2)-réguliere pour tout nombre premier impair p et tout k.

La série u(z) étant 2-réguliere modulo tout nombre primaire, elle est 2-réguliere modulo tout entier
m > 2.

11 nous reste & démontrer notre assertion sur la période de 1 — z — 22 modulo un premier impair p. Si le
polynome 1 — z — 22 se factorise en (o — 2)(8 — z) avec «, B € F,, les deux facteurs ont pour périodes les
ordres de a et § dans F;. Comme a8 = —1 est dans le sous-groupe engendré par «a et [, ces ordres sont
pairs. Si le polynome 1 — z — 22 est irréductible sur F), ses racines vérifient ¢ 2=(+41etdonc (? =(P+1.
Il en résulte que (P est 'une des deux racines de 1 — z — z2. Si (P = ¢ alors ( est dans F,, ce qui est exclus.
Il ne reste que la possibilité (? = —1/¢ et (PT1 = —1, ce qui fait que ¢ est d’ordre pair et la période de
1 — z — 22 est paire.

2

6.3.5 Application aux partitions B-aires

Une partition B-aire est une partition d’entier dont tous les sommants sont des puissances de
B. Par exemple les partitions ternaires de 16 sont 116, 1133, 11032, 1733 1434, 13°, 179, 1439, 1329
(I'écriture s* signifie que le sommant s apparait k fois dans la partition; 1329 désigne la partition
14+343+9). Sipp,y est le nombre de partitions B-aires de I'entier n, nous avons donc p3 16 = 9.
Plus génénéralement la série génératrice pp(z) de la suite (ppn)nen est

+o0o +oo 1

pB(2) = E PBnZ" = | | — =
— 1—2
n=0 k=0

et elle vérifie I’équation de Mahler
(1—2)pp(2) = pa(z").
Proposition 53. La série des partitions B-aires, pp(z), est B-régquliére modulo m si et seulement

st chaque diviseur premier de m divise B.
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DEMONSTRATION. Comme g(z) = 1—2 a pour période 1 quel que soit anneau utilisé, la deuxiéme condition
du critére ne fournit rien. Mais la premiere donne la B-régularité. Inversement si la série est B-réguliere
modulo m, elle est B-réguliere modulo un diviseur premier p de m. D’apres la proposition 50, il est nécessaire
que chacun de ces p divise B. O

EXEMPLE 93 : La série génératrice des partitions 6-aires est 6-réguliere modulo tous les entiers de la forme
2k3¢.

EXEMPLE 94 : La suite du nombre de partitions binaires réduite modulo une puissance de 2 est 2-réguliere.
Voici la suite (pa,,) réduite modulo 8 (chaque ligne comporte 64 termes). La pauvreté du nombre de blocs
de taille donnée, typique des suites automatiques [20], saute aux yeux.

11

2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442244
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446622
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446644
2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442244
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446644
2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442266
2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442244
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446622
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446644
2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442266
2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442244
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446644
2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442244
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446622
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446644
2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442244
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446644
2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442266
2244662266442244664422662244662266442266224466442244662266442244
6644226622446644224466226644226622446622664422446644226622446644

La suite (pa,,) réduite modulo 8 peut étre définie grace au 2-automate

000 000 D00 00 000 D00
1000000 1000000
001000 10 00000 D00
Ag=]1 0001000, A=[001100 0 [,

0000100 01000 11
0010000 0000000
00 00001 0000100

1

0

0

A=(1104206), v=1]0

0

0

0

En particulier une légere étude de cet automate montre que la valeur de ps 2, modulo 8 ne dépend que de
la parité de la valuation dyadique, va(n), et de la somme des bits de n , s2(n), comme indiqué ci-apres.
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va(n) . .
sa(n) pair impair
pair 6 4
impair 2 4

Ceci est a rapprocher des congruences de Churchhouse [19], qui relient ps(4n) et p2(n). La preuve de Rodseth
[7, p. 161] utilise clairement le opérateurs de section et revient & chercher des relations de dépendance dans
le module stable engendré par ps(z) modulo une puissance de 2.

6.4 Corps algébriquement clos

Pour appliquer le critere général dans un corps algébriquement clos K, dont la caractéristique
est nulle ou ne divise pas B, nous cherchons des conditions sur les poles des

1 1 1
i (g <5‘“K—1g | "%)) |

Théoréme 30. Soient K un corps algébriqguement clos, dont la caractéristique est nulle ou ne
divise pas B, et f une série formelle a coefficients dans K, vérifiant une équation de Mahler

) = b(2)

N

co(2)f(2) + () f(27) + -+ en(2) (27

dans laquelle cy est non nul et b est une série B-réqulicre.
Si co n’a comme racines (hormis 0) que des racines de l'unité dont l’ordre n’est pas premier
avec B, alors f est B-réguliére.

Précisons que le mot ordre est pris au sens de la théorie des groupes. Une racine d’ordre a est
donc ici une racine primitive a-ieme de 'unité.

DEMONSTRATION. Posons, comme d’habitude,
co(z) = C27g(z)

et soit Z 'ensemble des racines de g. Il engendre un sous ensemble stable par (z — zB) et fini, B, dont nous
supposons, pour la commodité de la démonstration, qu’il ne comporte qu'un cycle C.

L’hypothese est que les racines de g, les éléments de Z, sont dans B mais pas dans C. En effet un nombre,
m, qui est premier avec B divise un B’ — 1 (car B est dans le groupe des inversibles modulo m). Ainsi un
entier qui n’est pas premier avec B s’écrit bm, ou b a des facteurs premiers qui sont des facteurs premiers de
B et divise un B* (k > 1), et m divise un B* —1 (£ > 1).

Nous allons appliquer le critére général, en montrant que les

SpyettSry (g(zBKl) : .1.g(zB)g(z)> 7

avec K > 1 et 0 <rp < B, sont dans l’espace vectoriel, de dimension (u + 1)Card B, constitué des fractions
rationnelles de partie entiere nulle, dont les péles sont dans B et ont un ordre plus petit que p, si p est I'ordre
maximum des racines de g. L’idée est fort simple : 'opérateur de Mahler éloigne les racines du cycle et les
opérateurs de section les en rapprochent. L’hypothese va permettre de controler les ordres de multiplicité.
Soient Z;, I’ensemble des racines BF-itmes des éléments de Z et By la réunion de B et des Z, pour

¢ =1,---,k. Les racines «a de g(sz) sont les éléments de Z, et ont pour ordre celui de leur pere d’ordre £,

£ .
aB’, comme racine de ¢g. Donc

g(ZBK‘l) .
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a des racines qui sont dans Z U 27 --- U Zx_1. De plus ces racines ont une multiplicité inférieure a pu. En
appliquant un opérateur de B-section S,,, les racines font toutes un pas vers le cycle C et prennent la place
de leur pere. Elles regoivent comme ordre le maximum des ordres de leur fratrie, donc au plus p pour les
peres des éléments de Z comme pour les éléments de ZU Z; U --- U Zx_o. En appliquant ensuite S, - - -,
Sy, toutes les racines vont revenir dans B (et méme B privé des éléments les plus éloignés du cycle). En
outre les ordres de multiplicité sont toujours majorés par p et cette borne sera atteinte si K est assez grand,
car tous les éléments de C ont alors un ordre qui vaut p. O

EXEMPLE 95 : Appelons I,, (respectivement P,) le nombre de coefficients binomiaux impairs (resp. pairs)
dans la ligne d’indice n du triangle de Pascal. Les deux séries génératrices associées sont respectivement
(s(n) est la somme des bits de n) [66]

I(z) =Y 2 =] (1 + 2z2k> ,
n>0 k>0

1

P(z)=> (n+1-2"")z" = aar

n>0

—I(2).

Les deux séries sont 2-régulieres parce que I(z) et 1/(1 — 2)? le sont [6, p. 188], d’ailleurs I(z) vérifie
I(z) = (1+22)I(2%)
et le critére s’applique, mais P(z) vérifie
(1—2%)2%P(2) = (1 — 22)*(1 + 22)P(2%) + 22

et le critére ne convient pas.
Cependant I’équation minimale homogene de P(z) est

22P(2) — [(1 4+ 2%)% + 22(1 + 22)]P(2?) + (1 + 25)2(1 + 22*)P(2*) = 0
et les conditions d’application du critere sont satisfaites.

EXEMPLE 96 : Si B vaut 2, les racines de I'unité qui nous intéressent sont celles qui ont un ordre pair,
c’est-a-dire —1, i, —i, —j, —j2, etc. Ainsi une série formelle f vérifiant

2N

(1+2)f(2) + c1(2) f(z%) + - +en(2)f(z*) =0
est 2-réguliere, le prototype étant 1 — z.
EXEMPLE 97 : Toujours avec B = 2, considérons la suite (u,,) définie par

’LLQZO, ulzl, u2:2

et la relation de récurrence
Up = —Up—3 + U|ps2|, POUr N > 3.

Sa série génératrice est solution de
(1+23u(z) = (1 + 2)u(z) + 2(1 + 2)

c¢’est-a-dire
(1 —z+ 2Hu(z) = z + u(2?),

donc est (Z,2)-réguliere, puisque les racines du coefficient cy(z) = 1 — 2 + 22 sont les racines de I'unité
d’ordre 6.
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Une fois de plus les conditions du théoreme ne sont que suffisantes. Cependant le résultat obtenu
est le meilleur possible, si nous nous limitons & considérer le coefficient cy(z).

Proposition 54. Si certaines racines de co(z) ne sont pas des racines de l'unité ou sont des racines
de l'unité dont ’ordre est premier avec B, le produit infini

1
fo= 1o

vérifie l’équation

mais n’est pas B-régulier.

DEMONSTRATION. Pour obtenir ce résultat, nous utilisons encore la formule

e S f(2) = [ Ser S |1 — | s

Bk
0<k<K co(257)

Si ¢g(z) possede des racines qui ne sont pas racines de I'unité, nous considérons 'une d’elles, «, dont aucune

B , B?

des puissances B-iémes itérées a”, o, ... n’est racine de cy(z). Alors

1

co(2) -+ co(2B"71)

Sy - S,

admet pour pole o " et en faisant varier K , nous obtenons une infinité de poles. L’ensemble de ces fractions
rationnelles ne peut pas étre dans un module de type fini car il n’y aurait alors qu’un ensemble fini de poles.

Si ¢p(z) n’a comme racines que des racines de I'unité mais dont 1'une au moins a un ordre premier avec
B, nous considérons une telle racine a.. Pour K assez grand la fraction

1

co(2) -+ co(2B7H)

admet pour pdles tous les éléments du B-cycle défini par «. Ici nous utilisons donc un ensemble fini de poles,
mais en faisant croitre K, nous augmentons indéfiniment les ordres de ces poles et ceci empéche a nouveau
que ces fractions restent dans un module de type fini. O

Sy Sy,

Dans le cas ou le corps de référence est le corps des nombres complexes, nous pouvons aussi
employer des arguments de croissance. Par exemple, si a est premier avec B, le produit infini

ﬁ" 1
i Pa(z8%)

ou ®,(z) est le polyndéme cyclotomique d’indice a, n’est pas B-régulier car ses coefficients ne sont
pas O(n®), mais ont une croissance en exp(In®n) comme nous le verrons dans la troisieme partie.

6.5 Différents types de récurrence

Les deux derniers chapitres ont été consacrés au lien entre les récurrences typiques des suites
régulieres et les récurrences mahlériennes. Notre but est ici de bien faire sentir au lecteur les
différences de nature entre ces types de récurrence. Nous supposons que ’anneau de référence est
un corps et nous prenons souvent B = 2 pour simplifier.
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Nous avons vu que les récurrences typiques des séries régulieres relient uy,, uan, Uon+1, Udn, - - -
et que 'on peut imposer de prendre un systeme de relations, qui d’une part garantit que la suite est
bien définie et d’autre part n’est pas redondant. De plus la taille d’un tel systeme est exactement
le rang de la série augmenté de 1. En pratique il est bien rare que I'on parte d’un tel systeme.

Par exemple au code Gray est associé la fonction g qui a un entier n associe la valeur en binaire
standard de 1’écriture Gray de n. On peut définir cette fonction par les formules [32, chap. 3]

g(0)=0, g2*+n)=2F4+g2*—1—-n) si 0<n<2"

Comme la suite (g(n)) est 2-réguliere de rang 3, on peut aussi donner un systéme de 4 équations
qui la définit completement,

gldn) = 2g9(2n),
gdn+1) = —4g(n)+3g9(2n)+g(2n+1),
g(dn+2) = —4g(n)+g9(2n)+3g9(2n+1),
g(dn+3) = 2g(2n+1).

Ce systeme est typique d’une suite 2-réguliere et correspond aux récurrences dont nous avons parlé
dans le chapitre 3.

On peut aussi jouer sur le fait que la série est de rang 3 pour obtenir une récurrence d’une
forme légérement différente et moins systématique,

g(8n) = 4g(2n),
g@Bn+1) = —4g(n)+59(2n)+g(2n+1),
g8n+2) = —2¢(8n)+39(8n+1),

g8n+3) = —g(8n)+2¢9(8n+1),

16 g(n) — 16 g(2n) + 6 g(4n + 1),
g8n+5) = —g(8n)+g(8n+1)+g(8n+4),
gB8n+6) = g(8n)—gBn+1)+g(8n+4),

Q
NN N N N N N

z

e~
—_ OO

= 2¢9(8n)—2g8n+1)+g(8n+4).

Remarquons que si toutes les équations étaient de la méme forme que les trois dernieres, nous
aurions affaire a une série rationnelle.
A coté de cela, nous avons rencontré des récurrences mahlériennes

J K L M
=D ating + Y bkttjnyor) + Y cetpnpp + 3 dmttnom,
j=1 k=1 =1 m=1

ot u; = 0 si @ n’est pas entier naturel. Le fait d’utiliser des uy, u|, ou uf,) ne change rien
qualitativement ; nous obtenons toujours une équation de Mahler,

N .
(1 —a(2))u(z) = b(z) + ) pi(=)u(z*),
i=1

pour la série génératrice.
Nous avons vu que toute suite réguliere vérifie une récurrence mahlérienne ; par exemple la suite
(g(n)) associée au code Gray est solution de la récurrence

g9(n) = —g(n —3)
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La suite du code Gray montre une répétition de motifs ty-
pique des suites B-régulieres. De plus l'aspect réfléchi du
code Gray saute aux yeux.

+9(n/2) +39((n=1)/2) +29((n - 2)/2) + 29((n = 3)/2) + 39((n — 4)/2) + g(n - 5)/2)
+29(n/4) +29((n —1)/4) +29((n = 2)/4) +29((n = 3)/4) + 2g9((n —4)/4)
+29((n—5)/4) +29((n—6)/4) +29((n - 7)/4)

ou encore, avec un traitement par cas,

g(dn) = —g(4n—-3)+g(2n)+2g9(2n—1)+3g(2n—2)+2g(n) +2g(n—1),
gdn+1) = —g(dn—2)+3g(2n)+2g9(2n—1)+g(2n—2)+2g(n) +2g(n—1),
gdn+2) = —g(dn—-1)4+9g(2n+1)+2g912n)+3g9(2n—1)+2g(n)+2g(n—1),
gdn+3) = —g(dn)+3g2n+1)+292n)+g(2n—1)+2g(n)+2g(n—1).
La présence des termes en 4n — 3, 2n — 1, 2n — 2, ... fait que ce systéme ne donne pas une

récurrence typique de séries 2-régulieres et est donc qualitativement différent du premier que nous
avons donné.

Ce dernier chapitre avait pour but de formuler une réciproque, c’est-a-dire de caractériser les
récurrences mahlériennes qui peuvent s’écrire sous forme de récurrence réguliere. Nous avons es-
sentiellement rencontré trois cas. D’abord le cas facile : si la récurrence est de la forme

Up = C1,0 Up 2 + C1,1 Un—1)/2 ++ + C20Up/q + -

alors la suite est 2-réguliere. Ensuite la généralisation directe du théoreme de Christol, Kamae,
Mendes France et Rauzy : si le corps est fini et si sa caractéristique divise B, alors la suite est B-
réguliere. Enfin plusieurs cas (corps fini ou corps algébriquement clos), que nous pouvons regrouper
en un seul : si la relation de récurrence linéaire

Th = A1 Tp—1 +a2Tp—2+ -+ @y Tn—m
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définit des suites périodiques et si la période T' n’est pas premiere avec B, alors la suite est B-
réguliere. Cette formulation est réductrice, car les poles des fractions rationnelles utilisées ne sont
pas nécessairement simples et les suites peuvent avoir une complexité un peu plus grande que la
simple périodicité. Cependant ce dernier cas et cette image nous semblent exprimer au mieux la
nature des suites B-régulieres. Elles vérifient des relations de récurrence perturbées par rapport au
cas classique,

Up = Q1 Up—1 + G2 Up—2 + **+ + G Up—m + C1,0Up/B T CL1U(n—1)/B T,

mais la perturbation est en résonance avec la récurrence classique. Il en résulte que les suites B-
régulieres ont un comportement qui, au premier abord, peut sembler périodique parce qu’il y a une
répétition de motifs. Cet aspect est bien sensible sur la figure 6.2, qui illustre la fonction g du code
Gray.
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Le comportement asymptotique des suites mahlériennes est fondamental en analyse d’algo-
rithmes, ou abondent les récurrences diviser pour régner, comme dans le tri-fusion, les réseaux de
tri ou la transformation de Fourier discrete. La combinatoire fournit aussi des suites mahlériennes
dont I’étude asymptotique a suscité de nombreuses recherches, par exemple celles liées aux par-
titions binaires ou aux dénombrements en rapport avec ’écriture binaire des entiers. En toute
généralité ces suites ont un comportement complexe et des variations souvent violentes, mais les
exemples issus de la nature se laissent apprivoiser et montrent un comportement assez régulier.

On peut distinguer essentiellement deux classes. D’'un c6té sont les suites a croissance lente,
c’est-a-dire ici de type polynomial. Cette classe comprend avant tout les suites B-régulieres. Un des
points frappants de leur comportement est la présence de fluctuations périodiques, qui se traduit
par une autosimilitude de leur graphe. D’autre part sont des suites a croissance rapide, soit de
type exponentiel comme les suites rationnelles, soit de type subexponentiel mais surpolynomial
en exp(ln2 n). Ce dernier type est mathématiquement le plus intéressant de cette classe, par les
techniques qu’il utilise. Ici encore on rencontre des fluctuations périodiques, mais il se présente une
superposition entre I'invariance par changement d’échelle et une périodicité de nature arithmétique.

Notre approche est fondée sur un théoreme de factorisation qui amene a étudier d’abord les séries
B-régulieres puis des produits infinis mahlériens. Pour celles-ci les méthodes de théorie analytique
des nombres et spécialement les formules de Mellin-Perron permettent d’obtenir des développements
asymptotiques complets moyennant quelques conditions techniques qui sont réalisées dans la pra-
tique. Le dernier chapitre, le chapitre 8, illustre le cas des produits infinis. Une méthode de col dans
le contexte d’une infinité de cols, couplée avec une analyse locale fondée sur la transformation de
Mellin, fournit un développement asymptotique complet. On peut parler de méthode du cercle a la
Hardy et Ramanujan, mais les développements analytiques sont tres différents.

La complexité des suites mahlériennes exclut la possibilité de ramener systématiquement leur
comportement a un petit nombre de formes asymptotiques classiques, comme pour les fonctions
rationnelles, algébriques ou holonomes. Cependant nous décrivons un certain nombre de cadres
typiques dans lesquels ’analyse asymptotique est réalisable et ces cas sont les plus importants dans
les applications rencontrées jusqu’ici.
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Chapitre 7

Asymptotique des suites mahlériennes

Le but de ce chapitre est de présenter quelques idées générales utiles dans I’étude du comporte-
ment asymptotique des suites mahlériennes a valeurs complexes. En pratique nous aurons souvent
affaire a des suites a valeurs rationnelles voire entieres. Toute série mahlérienne est le quotient
d’une série B-réguliere et d’un produit infini et ce théoreme de structure conduit & une classifica-
tion un peu simpliste, mais qui permet d’attaquer le probleme. En premier lieu sont donc les séries
B-régulieres, dont 'asymptotique a déja donné lieu a de nombreux exemples dans la littérature.
Leur traitement repose soit sur des méthodes élémentaires soit sur des techniques de la théorie
analytique des nombres comme la formule de Perron. Les deux approches sont complémentaires et
si notre préférence va clairement a la seconde qui fait espérer un traitement unifié, il n’en reste pas
moins que les techniques élémentaires permettent de dégrossir le probleme et de préparer ’applica-
tion de techniques plus sophistiquées. Nous nous appesantissons sur deux points ; d’une part 'ordre
de croissance des suites B-régulieres et ’abscisse de convergence de la série de Dirichlet associée,
d’autre part le prolongement méromorphe de cette série et la répartition de ses poles. Ces quantités
dépendent essentiellement des valeurs propres des matrices d’une représentation linéaire.

Le domaine des produits infinis mahlériens, [] 1/¢(2% k), est moins bien défriché. Certains types
sont surabondamment représentés alors que d’autres semblent avoir été negligés jusqu’ici. On ren-
contre deux cas dans la nature. Dans le premier, le polynéme ¢(z) n’a que des racines de module
strictement plus petit que 1 et le produit infini définit une fonction méromorphe dans le disque
unité, dont les podles s’agglutinent sur le cercle unité. Ce cas, que nous baptisons cas interne, est
sans grand mystere et la méthode de soustraction des singularités [42, chap. 11] suffira a le traiter.
Le second, le cas modulaire dans lequel les racines du polynéme ¢(z) sont de module 1, se réduisait
jusqu’ici a I’exemple des partitions B-aires d’entiers. Ce sujet a déja été étudié par de nombreux
auteurs, comme K. Mahler et ceci justifie en partie que nous appelions mahlériennes les séries qui
nous occupent. Le dernier chapitre, qui est le fruit d’une collaboration avec Ph. Flajolet et 'appli-
cation de ses idées, prolonge les travaux de N. G. De Bruijn sur ce sujet. Comme on le voit, ceci
n’épuise pas les possibilités et nous introduisons aussi le cas externe, pour lequel nous ne donnons
qu’un résultat grossier.

7.1 Classification

D’apres ’étude menée au chapitre 3, I’équation minimale d’une série mahlérienne,

N

co(2)f(2) +e1(2) f(z7) + - +en(2)f(z77) = b(2),
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a un coefficient ¢o(z) qui n’est pas nul et sa résolution se scinde en deux parties : d’abord le
traitement d’un systeme linéaire qui donne la dimension de ’espace des solutions et la partie basse
des solutions puis 'application d’une récurrence mahlérienne qui permet de calculer autant de
termes que 'on veut de la partie haute. On peut encore dire que cette deuxiéme phase est la
recherche d’'un point fixe par itération d’un opérateur contractant dans ’espace des séries formelles
et il en résulte que les solutions définissent des fonctions méromorphes dans le disque unité, qui ne
peuvent avoir comme poles que les zéros du coefficient cy(z) et leurs racines B-iemes itérées. Nous
allons étendre et préciser ce résultat en insistant particulierement sur I'analyticité des solutions.
Soit donc une série mahlérienne f(z) solution de I’équation

N

co(2)f(2) + e1(2)f(z7) + -+ en(2) f(277) = b(z)

dans laquelle ¢o(z) est non nul, les ci(z) sont des polynomes et b(z) est une série B-réguliere. En
reprenant les notations employées dans la preuve du théoréeme 6 page 46, ol nous nous limitions a
prendre pour b(z) un polynoéme, nous avons

F(2) = f(2) + 2P0 E(2),

si f(z) désigne la partie basse et F'(z) la partie haute de f(z). Cette partie haute vérifie I’équation

contractante

N
Co(2)F(2) = E(2) + Y 2 Ci(2)F(z7"),
k=1

dans laquelle les A\; sont supérieurs ou égaux a 1, les C ont une valuation nulle et F(z) est une
série B-réguliere.

Rappelons que nous avons défini une famille de polynémes, qui devient ici une famille de séries
B-réguliéres, (u,,) de valuation nulle et une famille d’entiers (n,,) indexées par les mots sur [1, N],
en posant, si F(z) est de valuation 3 et E(z) = 20E(z2),

k

ue(z) = E(Z)a ukw(z) = Ck(z)uw(zB )7
ne =0, et Ny = A + Bng,.
Ainsi la partie haute s’exprime formellement par

Ro= Y el

we[1,N]* H‘jﬂo Co(25)

la somme étant indexée par les mots w sur Ialphabet [1, N].
Posons maintenant

pCo(z) =TI'(z),
de fagon que I'(0) = 1 et soit

G(z) = F(z) [ T(z"").

J20

Le produit infini HF(sz) est B-régulier et définit une fonction analytique dans le disque unité.
Quant a la série G(z), elle est donnée par le développement

G(z) = Z 2" (2) p|w|+1 H F(sz)

we[1,N]* J>|wl
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et définit une fonction analytique dans le disque unité, car elle converge normalement dans tout
disque centré a 'origine et de rayon p < 1, comme on le voit par de grossieres majorations du méme
type que celles de la page 46. D’autre part G(z) satisfait I’équation

N

G(z) = pE(2) [J TP + 3 2% [Cuz) T TP) | GEEY).

>1 k=1 1<j<k

Cette équation mahlérienne ressortit au critére facile du chapitre 6, car le coefficient de G(z) est
1 et le second membre est B-régulier comme produit de la série B-réguliere pE(z) et d’un produit
infini évidemment B-régulier. La série G(z) est donc B-réguliere.

La série f(z), qui était notre point de départ, s’écrit

G(2)

z) = f(z PR A o
1) = 1)+ P =

En réduisant au méme dénominateur, nous obtenons, avec

H(z) = f(2) [JTP) + 2P~ %M G(2),

la formule
H(z)

HjZOF(ZBj).

Comme la série H(z) est évidemment B-réguliére et analytique dans le disque unité, nous aboutis-
sons ainsi a un théoreme de structure des séries mahlériennes.

flz) =

Théoréme 31 (Théoreme de structure). Une série mahlérienne est le quotient d’une série et d’un
produit infini qui sont B-réguliers et analytiques dans le disque unité.
Si f(z) est solution de l’équation mahlérienne

N

co(2)f(2) +e1(2) f(z7) + - +en(2)f(z77) = b(2),

ot co(z) # 0, les ci(z) sont des polynomes et b(z) est une série mahlérienne, alors il existe une
série B-réguliére H(z) telle que

H(z)
szo L(z57)’

en notant co(z) = p2%T(2), avec p #0 et T(0) =1,

flz) =

Nous avons légérement modifié I’étude de la page 46 en n’imposant pas que b(z) soit un po-
lynéme, mais seulement une série B-réguliere. Bien entendu, toute série mahlérienne vérifie une
équation homogene et nous pourrions imposer b(z) = 0. Autoriser une plus grande complexité dans
le second membre permet d’abaisser ’ordre de I’équation et évite d’introduire des racines parasites
dans le coefficient co(z).
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ol
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Fig. 7.1

La suite (e11(n)) associe & un entier le nombre d’occurrences
du motif 11 dans son écriture binaire. Son comportement
asymptotique est bien difficile a décrire méme si 'on com-
prend sa structure globale. Le graphique fait sentir une cer-
taine périodicité en lgn, si I'on superpose, avec un change-
ment d’echelle adéquat, les tranches limitées par deux puis-
sances de 2 consécutives.

7.2 Séries B-régulieres

La classification qui est le cadre de ce chapitre confine pour beaucoup la difficulté dans I’étude
des suites régulieres, puisque pour les trois autres cas nous disposons d’une expression explicite
en produit infini. D’ailleurs on peut a bon droit s’interroger sur la pertinence d’un développement
asymptotique pour certaines suites a 1’aspect assez chaotique comme la suite (ej1(n)) qui donne le
nombre d’apparitions du motif 11 dans I’écriture binaire d’un entier n (cf. figure 7.1).

En pratique on est amené a lisser ces suites par application de 'opérateur de sommation. Par
exemple la suite (v(n)) qui donne la somme des bits d’un entier a des variations violentes mais la
suite (S(n)) qui représente la somme de tous les bits des entiers entre 1 et n a un comportement
assez lisse puisque [27]

1
S(n) = 5 nlgn + o(nlgn).
Remarquons d’abord qu’une suite réguliere (u,) vérifie u, = O(n®) pour un certain « [6]. Cette
majoration permet de considérer la série de Dirichlet
+oo u
u(s) = n—z

n=1

Une technique utilisée systématiquement par Flajolet et alii [33, 34], dans I’étude de certaines
sommes liées aux développements binaires et qui sont en fait des suites 2-régulieres, consiste a
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invoquer la formule de Perron [8, 68] dans la version

Z 1_k o — 1 c+imv(s)nsL
n) F7 2n s(s+1)

1<k<n c—io0

Idéalement cette formule s’applique a la série génératrice des différences secondes et les singularités
de l'intégrande sont connues, ce qui permet par des calculs de résidus d’obtenir une série asympto-
tique comme approximation de u,. Dans les bons cas ce développement est méme convergent.

En pratique v(s) est plutot la série génératrice des différences premieres et on a donc un
développement asymptotique pour la fonction sommatoire de la suite (u, ). Considérons par exemple
[34, p. 8] le nombre 7, de 1 dans la représentation en code Gray, le code binaire réfléchi, de I’entier
n. La suite des différences arriere 6, = 7, — yn_1 vérifie 6o, = 6 et dopp1 = (—1)*. Sa série de
Dirichlet est donc

_2 L) D
i(s) = 51 avec L(s) = kzzo T 1

D’apres la formule de Perron, la fonction sommatoire
GN = Z Tn
n<N
est donnée par
$ .

2—i00 29 —1 8(8 + 1)
L’intégrande est méromorphe avec un pole double en 0 de résidu

1 3 1

—lgN +1g{I'(1/4)/T(3/4)} — = — ——

5 18NV +1g{l(1/4)/T3/9} = ;1 — 515
un pole simple en chaque xx = 2ikm/In2 et un pole simple en —1. Rappelons que lg est le logarithme
en base 2. On trouve ainsi

2400 9s
G — N 2% L(s) N ds

2w

1
GNzingN—FNF(lgN)

ou F'(u) est une fonction 1-périodique donnée par la série de Fourier

1\ 3 1 L(xk) :
Flu)y=2lgl'{ -] —=- -1 — — 2ikmu).
(u) g <4> 5 gm + o kzﬂ]Xk(Xk 1) exp(2ikmu)

Evidemment la série de Fourier provient des poles xj et c’est leur disposition réguliere qui produit
une fonction périodique.

7.2.1 Abscisse de convergence absolue

L’abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet et ’ordre de croissance de la suite sont
liés et interviennent de fagon importante dans I'application de la formule de Perron. Comme pouvait
le faire penser [30], ces quantités dépendent des valeurs propres des matrices d’une représentation
linéaire réduite de la suite.

Définition 44. Le rayon spectral, p(u) ou p, d’une suite B-réguliére (uy) est le mazimum des
rayons spectraux des matrices d’une représentation linéaire réduite Ag, Ay, ..., c’est-a-dire le
mazimum des modules des valeurs propres des A,. Si la suite est de rang N, Uinfimum sur toutes
les normes de CN du mazimum des normes des matrices d’une représentation réduite, max, ||A.|,
est noté pi(u) ou pi.
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Cette définition est correcte parce que deux représentations linéaires réduites sont semblables :
les spectres sont les mémes et un changement de bases fait passer d’une norme a une autre. Re-
marquons d’ailleurs que 'utilisation de représentations linéaires non réduites ne fait qu’introduire
des valeurs propres supplémentaires [13, p. 39] et augmente les normes.

Rappelons que Ag(n) ou plus simplement A(n) est le nombre de chiffres de I’écriture de 'entier
n en base B et que A(n) vaut logg n & 1 pres. En conséquence p*™ est équivalent & Pinfini & nlogs ¢,

Proposition 55. Une suite B-réguliére de rang N et de représentation linéaire réduite Ay, A1,
.oy A, 7y, satisfait
A
[l < Ao ()0,
DEMONSTRATION. Munissons I'espace CV d'une norme || ||. La méme notation, || ||, désigne la norme induite

sur les endomorphismes de C¥, c’est-a-dire les matrices de type N x N, et sur le dual de CV, c’est-a-dire
les matrices lignes. Si un entier n s’écrit en base B

n =€ €,

le terme d’indice n de la suite vaut
Up = )\Aeg ce AEo’Ya

et une majoration brutale donne
lun| < IAIAe - - [ Aco 171l

c’est-a-dire

ua <INV T 1A

0<r<B

Il suffit alors de majorer chaque norme ||A,| par la plus grande d’entre elles. De plus le raisonnement
est indépendant de la norme de CVV utilisée, ce qui permet de majorer encore par la borne inférieure des
majorants obtenus. O

Ce résultat est décevant car les exemples tirés de la nature faisaient plutot espérer un énoncé
du type suivant.

Une suite B-régquliére (uy,) de rayon spectral p(u) vérifie, pour tout € > 0, une inégalité
[n| < Clo(u) + 2™,
ou C est une constante qui dépend de € mais pas de n.
Cependant cet énoncé simple et de bon goit est faux, comme le montre I’exemple suivant.

EXEMPLE 98 : Considérons la suite 2-réguliere (u,) définie par la représentation linéaire non standard (nous
supposons « et [ non nuls),

100 00 0
Ao=| 00 a |, 4,=[0 0 0|,
00 0 1 3 0

1

A=(0 0 1), v={0].

0

Comme on le voit, cette représentation est fondée sur 'utilisation de matrices nilpotentes. Avec r = af, la
série génératrice ordinaire est

f(Z):Z+22+Z4+T‘Z5+ZS+7‘ZIO+216+7‘2’20+7’2221+232
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LoppA0 42,42 64 4,080 4 2 84 | 385

et son rang est 4. Nous préférons employer une représentation standard comme

100 0 00 0 0
00 0 0 10 7 0
Ao 0100"41*0000’
00 1 1 00 00

1
A=(0 11 1), 4=,
0

Le rayon spectral est évidemment 1. Les puissances de 2 fournissent la valeur 1; les entiers de la forme
n=14+4+---+4* donnent u,, = r* et le choix de a et 3 est arbitraire. Il semble donc que la considération
du rayon spectral ne soit pas adéquate.

Cependant en posant A, = AgAp, A} = AgAy, Ay = A1 Ap, A5 = A1 Ay, nous obtenons une représentation

linéaire standard en base 4, parce que la précédente est standard en base 2. Qui plus est cette nouvelle
représentation est réduite. Les matrices

10 00 0 00O
;1 00 00 , 1 00 00

Ao = 0 0 0 0|’ A= 10 r 0 |’
01 11 00 0 O
00 0O 00 00
, |1 r 00 , 1 00 00
Ay = 00 0 0|’ Ay = 00 0 0
0 0 0O 00 0 O

donnent un rayon spectral, le maximum de 1 et |r|, qui correspond au bon ordre de croissance.

Ce dernier exemple montre qu’il peut étre utile de considérer non seulement les représentations
en base B mais aussi en base B2, B3, etc. En augmentant la longueur des produits, on peut espérer
faire croitre le rayon spectral de la représentation et diminuer les normes. Le résultat précédent
donne une majoration avec un nouveau et meilleur p; qui vaut

inf inf max HAwﬂl/é.

ol Jw|=e
Nous avons tendance a penser que ceci n’est pas trop loin du supremum sur £ des rayons spectraux
des représentations réduites en base BY.

La recherche d’un minorant nécessite un petit rappel d’algebre. Le passage a la forme normale
de Jordan pour une matrice A revient a décomposer ’espace en une somme directe de sous-espaces
stables par 'opérateur A. Précisément chaque bloc de taille ¢

w1
w1
J(p,t) = :
w1
W

correspond a un sous-espace stable dans lequel 'opérateur induit par A — ul; est nilpotent d’indice
t. Ce sous-espace est A-cyclique, ou A-monogene suivant les auteurs, engendré par un vecteur k.
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Avec D'écriture que nous avons choisi pour le bloc J(u,t), le vecteur x est le dernier vecteur de
base e; et la base est donnée par (A — p)e; = ei—1, (A — p)ei—1 = e;—2, ete. La présence d'un tel
bloc implique que (X — p)? divise le polynéme minimal de A. Pour ¢ plus grand que ¢, la puissance
¢-ieme de J(u,t) s’écrit

¢ —1 (0, (-2 0N 0—t+1
pt o=t (e (et
, MZ ﬁM*l
,U/E Eﬂéz—l
w

et le terme dominant du point de vue asymptotique (u # 0),

4 (=41 1 0pt—1
~
(t — 1)“ t—too (t — 1)lpt—1 K ’

est la composante de A’k sur e; = (A — p)! k.

Définition 45. L’ordre de multiplicité, T(u) ou T, d’une suite B-réguliére (u,) est la taille mazi-
male des blocs de Jordan relatifs auzx valeurs propres de module p(u) dans les formes normales de
Jordan des matrices d’une représentation linéaire réduite Ag, A1, ...de la suite. C’est encore le
mazximum des ordres de multiplicité dans les polynomes minimauzr des A, des valeurs propres de
module p(u).

EXEMPLE 99 : Considérons la suite (7,) liée au colit du tri fusion dans le cas le pire. Elle admet la
représentation linéaire réduite et standard (cf. page 83)

00 4 4 12 0 0 —-12 —4 -36
1 0 -5 -8 -16 0 0 15 6 48
Apg=1]1 0 0 1 0 0 , A4=]110 -3 -6 -16,
01 2 5 6 00 -5 -2 -16
00 0 O 1 01 3 5 11
1
0
A= ( 0 00 01 ) , vy=1| 0
0
0
Les deux matrices Ag et A1 ont pour formes normales de Jordan
110 00 000 00O
01 0 0O 01 1 00
Jo=]100 21 0|, J1=]1001 00
000 20 00 0 21
0 00 01 00 0 0 2

Pour chacune d’elles la valeur propre qui fournit le rayon spectral est 2 et il y a exactement un bloc de Jordan
associé, qui est de taille 2. Ainsi la suite (73,) a pour rayon spectral p = 2 et pour ordre de multiplicité 7 = 2.

11 faut faire ici une petite remarque technique. Dans la partie 2, nous avons considéré des suites
B-régulieres (u,) dont le premier terme uy n’avait aucune raison d’étre nul. Ici nous considérons la
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série de Dirichlet associée et donc la suite (v,,) définie par vg = 0 et v,, = u, sin > 1. Ce changement
modifie a priori le rang, les valeurs propres, les multiplicités de celles-ci, mais certainement pas le
comportement asymptotique. Or nous sommes en train de relier celui-ci et celles-la. Une discussion
similaire & celle de la page 70, ot nous comparions les opérateurs Sy et S{;, montre que la suite (vy,)

admet une représentation Aj, A}, ..., N, 7/, avec

Ag 0
A6 = ) b
1
pour 0 < r < B, si (uy) admet la représentation linéaire Ay, A1, ..., A, 7. Il en résulte que le rang

de (vy,) est & 1 pres celui de (uy,), car les deux suites jouent des roles symétriques. Surtout le rayon
spectral et la multiplicité sont conservés, car la valeur propre 1 figure déja dans Ay et nous ajoutons
seulement un bloc de Jordan de taille 1. D’ailleurs le nombre p (u) n’est pas modifié non plus. Plus
généralement, cette argumentation montre que le fait de modifier les premiers termes de la suite
(up) ne change pas les nombres p(u), p+(u) et 7(u); leur utilisation dans I’étude asymptotique de
cette suite n’est donc pas une incohérence.

Nous mettons en place une classification, qui va permettre, dans la majorité des cas, de fournir
une minoration d’une suite B-réguliére (u,) valable pour une infinité de n.

Définition 46. Soit (u,) une suite B-réguliére de rayon spectral p, de multiplicité T et dont Ay,
A1, ..., A, v est une représentation linéaire réduite.
— Nous disons que la suite (uy,) ressortit au cas marginal si elle vérifie les conditions suivantes.

1. Il n’y a qu’une valeur propre p des A, qui réalise le rayon spectral (|u| = p) et il n’y a
qu’un bloc de Jordan relatif a p, dans les formes normales de Jordan des A,, qui a la
taille T.

2. Cet unique bloc J(pu,T) est associé a la matrice Ag.

3. Le vecteur k qui engendre le sous-espace associé au bloc J(u,T) vérifie
M, (Ag — )™tk =0,

pour tout mot v qui n’est pas dans x.
— La suite (uy,) appartient au cas hypermarginal si elle réunit les conditions suivantes.
1. Il n’y a qu’une valeur propre, u, qui réalise le rayon spectral et elle est simple.
2. Cette valeur propre n’apparait que dans le spectre de Ag.

3. Le vecteur propre k relatif a p vérifie
AMyk =0,

pour tout mot v qui n’est pas dans x.

— La suite (uy,) rentre dans le cas ordinaire si elle n’appartient pas au cas marginal.

EXEMPLE 100 : Considérons le cas des suites nulles a partir d’'un certain rang. En terme de série génératrice
ordinaire, il s’agit des polynomes. Il est facile de constater quun polynome f(z) de degré d est une série
B-réguliere de rang au moins A(d)+1 [13, p. 114]. De plus les opérateurs de section d’indice non nul induisent

sur le sous-espace stable par section engendré par f(z) des opérateurs nilpotents car S;\ (@)+1 g(z) = 0 pour
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r # 0 et g(z) polynome de degré au plus d. Pour lopérateur de section Sy, nous remarquons de la méme
fagon que (Sg — 1)S8‘(d)g(z) = 0 si g(z) est un polynéme de degré au plus d car Sé‘(d)g(z) est une constante.
Ainsi la valeur propre 1 est simple et zéro est valeur propre de multiplicité rg(f) — 1.

Le rayon spectral est donc 1 et la multiplicité 7 vaut 1, puisque la valeur propre 1 est simple. Si nous
utilisons une représentation linéaire réduite Ag, A1, ..., A, v, la série f(z) correspond au vecteur colonne

- R R A(d)

v et la série 1 correspond a une constante pres au vecteur colonne k = Ay 7. Ce k est donc un vecteur
propre de A relatif a la valeur propre 1. Cependant toute application d’un opérateur de section S, avec r
non nul annule la série 1, ce qui fait que A,k = 0 et a fortiori AA,x = 0 pour tout mot v qui n’est pas dans
x4. Ainsi les suites nulles & partir d’un certain rang entrent dans le cas hypermarginal.

La terminologie que nous employons exprime 'espoir que le cas marginal n’est pas fréquent et
que le cas hypermarginal se réduit quasiment aux suites nulles a partir d’un certain rang. Rien
n’est moins siir, et il serait peut étre utile de tenir compte du second module des valeurs propres.
Cependant la difficulté qu’il y a de construire une représentation réduite satisfaisant toutes les
contraintes du cas marginal ou du cas hypermarginal nous fait espérer que la nature, qui sait rester
simple dans sa splendeur, ne nous poussera pas dans cette nécessité. D’autre part la recherche du
cas dans lequel entre une suite B-réguliere donnée est aisée en pratique.

ExXEMPLE 101 : Considérons la suite 2-réguliere (u,,) définie par la représentation réduite standard

1
2
-1
-1

A0: ) A1:

O N OO
_— o O O
o O = O
S O O
O O OO

0
1
0
0

oo o

A=(0 10 1), y=

S o o

Les valeurs propres de Ag sont 1 et 2 et celles de A; sont 0, 1, —j et —j2. Le module maximum correspond
donc a la valeur propre 2 de Ag, qui est simple. Nous avons donc p = 2 et 7 = 1. Le vecteur k, vecteur
propre de Ag relatif & la valeur propre 2, est le troisieme vecteur de base. Dans ce cas particulier, si la suite
est marginale, elle est hypermarginale. La troisieme condition de la définition signifie alors que Ag, A1, A, &
est une représentation linéaire de la série 1, c’est-a-dire de la suite 1, 0, 0, 0, etc. Comme celle-ci est de rang
1, il suffit de calculer les termes de la suite définie par Ay, Ay, A, k jusqu’au rang 31, d’apres le théoreme
d’égalité (cf. page 86). Or les premiéres valeurs sont

0,0,0,1,0,1,2, 30, 1, ...

et la suite ressortit donc au cas ordinaire. Comme nous allons le voir, ceci implique que u,, a un comportement
en n pour une infinité d’entiers n (cf. figure 7.2).

Proposition 56. Soit (u,) une suite B-réguliére de rayon spectral p et d’ordre de multiplicité .
Si la suite est de type ordinaire, il existe une infinité d’entiers n et une constante non nulle, C,
telles que
lun| > C pM™ A(n)™ L

Si la suite n’est pas de type hypermarginale, il existe une infinité d’entiers n et une constante
non nulle, C, telles que
|up| > C p™.

La démonstration est un peu technique et nous allons commencer par un exemple.
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-40

-60

-80

~
Fic. 7.2
La suite définie par la représentation linéaire réduite
1 0 0 O 1 0 1 0
01 0 O 2 1 0 0
AD=log o200 M= 1000
0 0 0 1 -1 0 0 O
1
0
A=(0 1.0 1), v=|
0

est de type ordinaire. Elle n’a qu’une valeur propre domi-
nante, 2, qui est simple. Nous attendons donc un comporte-
ment en 2)(™\(n)? =< n pour une infinité d’entiers. Ce com-
portement apparait par exemple pour les entiers 7.2¢0 + 1,
d’écriture binaire 1301, comme on le constate sur le dessin.

EXEMPLE 102 : Nous avons donné page 156 une représentation linéaire réduite de la suite (7),) liée au tri
fusion. En conservant les mémes notations, nous pouvons utiliser Ay ou bien A; pour notre propos, car ces
deux matrices ont un bloc de Jordan de taille 2 relatif a la valeur propre 2. Nous choisissons arbitrairement
Ap. La matrice de passage P tel que P~1JyP = Aj est

/2 1/2  -2/25 1/2 —1/2

0 0 1/2 0 1
P=| —4/25 —3/25 —3/25 4/25 4/25
1/5 2/5 2/5  4/5  4/5
0 0 1 0 0
La matrice J§ vaut
1 ¢ 0 0 0
01 0 0 0
J=10 0 20 2¢1¢ 0
00 0 2¢ 0
00 0 0 1
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et la matrice A§ = P71JEP est donc

4-320 422710 4420440250 4440—42° 44210 4420482710 448¢—42°4+82 1y
426 —4-3271 528 —4—-627 —5—40+52°—62°"10 428 —4—-122 —4—80+4+42° — 120251

0 0 1 0 0
1—20 491y 1-2042201y 14¢—204221y 1442 20442
0 0 0 0 1

Cette derniere matrice comporte des termes en 2°~1¢. Choisissons arbitrairement une colonne qui comporte
de tels termes, par exemple la troisieme. Cette troisieme colonne s’extrait en multipliant a droite par le
troisieme vecteur de base, qui est A1 Ap7,

4440—428 44261
—5—4/+52t -2ty
ASAL Agy = 1
140—2t4 2261y
0

Les coefficients de 2¢71¢ dans ce dernier vecteur fournissent le vecteur

4
—6

o N O

qui est proportionnel a la troisieme colonne de la matrice

8§ 8 10 -7 16/25
-8 -8 —15 8 —41/25
pl= 0 0 0 0 1
2 1 5 -1 33/50
o 1 0 0 —1/2

Drailleurs ceci est vrai quel que soit la colonne choisie, parce qu’il n’y a qu'un bloc de Jordan de taille 2
relatif & la valeur propre 2. Ce vecteur n’est rien d’autre que (A9 — 2)k en appelant k le quatrieme vecteur
colonne de P!, qui engendre le sous-espace relatif & ce bloc de taille 2. La forme linéaire de vecteur ligne

Mi=(0 1 3 5 11)

ne s’annule pas sur ce vecteur des coefficients de 26714, ce qui implique que cette suite ressortit au cas
ordinaire. Nous obtenons ainsi
MNAJASA Ay =34+ 0+ 4271

et le coefficient de 2¢=1¢ n’est pas nul. Ceci montre que

Tysag, ~ 4 21y,

—+
Passons maintenant au cas général.

DEMONSTRATION. Nous choisissons une représentation linéaire réduite, standard et typique, comme au
chapitre 4 section 4.4. La dimension de cette représentation linéaire Ag, A1, ..., A, 7 est N et A,, désigne
le produit A, - - Ay, sl w est le mot wy - - - wy.

Le point crucial est que 'ensemble des A,y avec w € X™* engendre CN*! et I’ensemble des \A,, avec
w € X* engendre C1*¥ parce que la représentation est réduite [13, p. 37]. Plus précisément le ressort de la
démonstration est la proposition 28 de la page 86.
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Commengons par une version approximative, que nous critiquerons ensuite. Parmi les matrices Ag, A1,
..., il est possible de choisir une matrice, disons A, qui donne un bloc de Jordan relatif & une valeur propre
p de module p de taille maximale 7. Ce bloc correspond & un sous-espace de C engendré par un certain
vecteur x et une base de ce sous-espace est constituée de &, (A — p)k, ..., (A — p)"1x. Pour £ plus grand
que 7, les matrices A® comportent des coefficients en 071, Si de tels coefficients apparaissent dans la
colonne j, nous utilisons un mot w tel que A,y soit le j-itme vecteur de base CN*!. La multiplication de la
matrice A & droite par le j-ieme vecteur de base, qui est A,,y, fournit un vecteur de CV*!, dont certains
coefficients sont en ‘47!, Le vecteur des coefficients de ce u“4™ ! est (A — p)™ "'k et son orthogonal est un
hyperplan de C'*¥. Nous pouvons trouver un mot v tel que AA,(A — )"~ ne soit pas nul, parce que les
AA,, engendrent 'espace C'*V et ne sont donc pas tous dans un hyperplan. Le produit AA,A’A,~ est la
valeur de la suite sur un entier n = Bfng + t si ng est la valeur du mot v et ¢ est la valeur du mot w. Cette
valeur s’exprime par une combinaison linéaire des coefficients de A* qui comporte effectivement un terme en
pf07=1 et en faisant varier £, nous obtenons bien une infinité d’entiers n pour lesquels u,, vérifie une inégalité

lun| > C p*™ A(n)™ 1

A dire vrai, il y a quelques points douteux dans ces affirmations. D’abord il se pourrait que le mot
v commence par des 0 et ne fournisse pas une écriture d’entier. Ceci est un faux probleme parce que la
représentation est standard et la relation AAg = A\ permet d’éliminer les zéros de téte.

Ensuite il se pourrait que le seul mot v, ne commencant pas par des zéros et tel que AA,(A — )" 1k ne
soit pas nul, ce mot donc soit le mot vide. Si la suite est de type ordinaire, un terme en p‘l™! est tout de
méme garanti. En effet ou bien nous utilisons un bloc de Jordan d’une matrice A, qui n’est pas Ay et méme
si v est le mot vide nous avons une écriture d’entier; ou bien nous sommes obligés de prendre la matrice
Ap mais il y a plusieurs blocs de Jordan adéquats, les deux vecteurs (A — )™ 1 sont indépendants, leur
orthogonal est de dimension N — 2 et il est impossible que seul parmi les A, le vecteur ligne A ne soit pas
dans cet orthogonal; ou bien nous devons prendre la matrice Ay, elle n’a qu’un bloc de Jordan adéquat,
mais il existe un mot v qui comporte des chiffres non nuls tel que AA, (A — )™~ 1x ne soit pas nul.

Si la suite est dans le cas marginal sans étre dans le cas hypermarginal, il est encore possible de garantir
un terme en pf. Si le bloc de Jordan relatif & p a une taille 7 qui vaut au moins deux, nous utilisons
(A—p)™ 2k au lieu de (A — )" 1k et comme ces deux vecteurs sont indépendants, nous sommes certains de
trouver un mot v, qui n’est pas dans 0*, pour lequel AA, (A — )™ =2k n’est pas nul, ce qui donne un terme
en p“07=2. Si la valeur propre u est simple, il est possible de trouver, d’apres le point 3. de la définition du
cas marginal, un mot v, qui a nouveau n’est pas dans 0*, et pour lequel AA,x n’est pas nul d’ou un terme
en ut.

Enfin, si la forme normale de Jordan de la matrice A ne comporte qu'un bloc de taille 7 relatif aux
valeurs propres de module p ou s’il y en a plusieurs mais tous relatifs a la méme valeur propre u de module
p, la conclusion est atteinte, car nous avons, pour le cas ordinaire, une égalité asymptotique de la forme

Uy, ~ C‘LLZE7—71

pour tous les n = Bfng + t. Il faut préciser que la constante C' qui apparait dans cette égalité asymptotique
est non nulle parce que, méme s’il y a plusieurs valeurs propres a considérer, les vecteurs propres utiles
sont indépendants, ce qui empéche les phénomenes d’annulation. Cependant il se pourrait qu’a la matrice A
correspondent plusieurs blocs de taille 7 relatifs a différentes valeurs propres u1, ..., i, de module p. Dans
ce cas le raisonnement donne seulement, dans le cas ordinaire,

U, :CluligT_l_F""i_CmMﬁ@gT_l +0(pZ€T—1),

avec des C), non nuls. En simplifiant par p®47~! et en mettant en valeur les arguments, qui sont distincts

deux a deux modulo 27, nous sommes ramenés a prouver qu’il existe une constante C' tels que

|Cleifo¢1 NI C”Leifam > C

pour une infinité de ¢. Le cas marginal non hypermarginal amene la méme remarque et le petit lemme
technique qui suit permet de conclure, pour le cas ordinaire comme pour le cas marginal non hypermarginal.
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En effet ce lemme montre que la somme
Cleiﬁal N Cme%am

tend en moyenne de Cesaro vers la somme des |Cy|? et ne tend donc pas vers 0, ce qui est exactement la
propriété demandée. O

Lemme 10. Soient Cq, ..., C,, des nombres complexes non nuls et a1, ..., o, des réels non
congrus modulo 2w. Le polynéme trigométrique

f(t) — Cleialt 4t Cmeiamt
vérifie
lim Z |f(n)]” = lim 1 /T )2 dt = Z|Ck\2
N—+o00 N T—+4oo T’ 0
DEMONSTRATION. Le module au carré de f(n) vaut

F@F =S IC + Y G emieeo),

k ke

Par hypothése aucune des différences ap — oy n’est congrue a 0 modulo 27 et il en résulte que les sommes

N—-1
E eln(ak—(w)
n=0

restent des O(1) quand N tend vers 'infini. Ainsi

N-1

1
= 3 I
n=0
tend vers la somme des |Ck|?, qui est la moyenne quadratique de f(t). O

En fait, tout nous pousse & croire que p*™A™"1(n), ou si 'on préfere nlogs P logf_t;1 n, est le bon
ordre de grandeur de la suite (uy,), disons génériquement. Ceci signifie que la suite a un équivalent
asymptotique

Uy, ~ NIOBBP logT; ' n F(loggn),

avec une fonction F' qui est 1-périodique a cause des relations de récurrence vérifiées par la suite
(up). Bien entendu ce résultat est encore hors d’atteinte, mais tous les exemples issus de la nature
corroborent ce sentiment.

EXEMPLE 103 : Le nombre de coefficients binomiaux impairs dans les n premieres lignes du triangle de

Pascal vaut [66]
Up, = Z ov(k),
0<k<n

La suite (uy,) est 2-réguliere de rang 2 et admet la représentation réduite

w=(o 1) a=(173)
A=(0 1), ’y:(é).
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La matrice Ag a évidemment comme valeur propre 3 et 1 et A; a pour valeur propre 2 et 3, ce qui fait que
p(u) = 3. De plus les deux matrices sont diagonalisables et 7 = 1. Nous attendons donc un comportement
en n'83. Effectivement Stolarsky a montré que

1
3 n'e? <y, < 3n'e?

et Flajolet et alii ont précisé ce résultat [34].

EXEMPLE 104 : Nous avons déja donné (cf. page 108) une représentation réduite de la suite 2-réguliere (uy,)
qui & un entier n associe le nombre de facteurs de longueur n du mot de Thue-Morse. Les réduites de Jordan
associées sont

Jo = Ji1 =

cocoocoo
coNvo o
o~ ocooco
—o oo o
cooor
co oo
cocoocoo
cor oo
o~ ocooco

0
1
0
0
0
2

et le rayon spectral vaut donc p =
Varricchio [25, p. 341] ont montré que

avec 7 = 1. Nous attendons un comportement en n. De Luca et

Théoréme 32. L’abscisse de convergence absolue o, de la série de Dirichlet associée a une suite
B-réguliére de rayon spectral p(u), qui n’est pas hypermarginale, vérifie

0 <logpp(u) <o <1+loggp(u).
DEMONSTRATION. L’inégalité |u,| < C p4 (u)*™ donne, pour s de partie réel o,

Unp, nlOgB P+ (u)

nS no

et la série de Dirichlet converge absolument si ¢ > 1 + logg p(u). Nous avons ainsi 0, < 1+ logg p4(u).
Inversement, si la suite n’est pas hypermarginale, la minoration |u,| > C p(u)*™, valable pour une
infinité d’entiers, donne une inégalité

1
“7” C/ n'°&s p(u)

ns n

et il ne peut y avoir convergence que si ce dernier terme a pour limite 0, ce qui impose o > logy p(u) et
fournit o, > logg p(u).

La minoration par 0, vient du fait que 1 est toujours valeur propre de la matrice Ay, avec les notations
usuelles, ce qui garantit 'inégalité p(u) > 1. O

EXEMPLE 105 : Si (u,) est B-réguliere, il en est de méme de la suite (a*™wu,). On peut ainsi décaler

Pabscisse de convergence de la série de Dirichlet associée de logpg |«
La fonction ¢ de Riemann correspond a la suite de rang 2 définie par la représentation

1 0 10

A=(0 1), 7:(5).

Nous avons p =1, 7 = 1 et le cas est ordinaire. L’abscisse de convergence absolue est g, = 1, c’est-a-dire la
borne supérieure dans I’encadrement précédent.
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Dans l'autre sens, la suite caractéristique des puissances de 2 est de rang 2, admet la représentation

10 0 0

A=(0 1), 'y:((l))7

et fournit la série

Ici encore le cas est ordinaire, p = 1, 7 = 1 et 'abscisse de convergence absolue, o, = 0, est la borne inférieure
de I’encadrement précédent.

7.2.2 Demi-réseaux

L’apparition d’une fonction périodique est usuelle dans I’étude du comportement des suites B-
régulieres. Cela tient a la disposition réguliere des singularités dans l'intégrande de la formule de
Perron, comme le montre le résultat suivant qui est bien connu des régularistes patentés [5] mais
ne semble pas avoir été énoncé dans toute sa généralité jusqu’ici. Remarquons que ’ordre d’un pdle
x est majoré par k s’il est de multiplicité 0, 1, ...ou k. Si I’ordre est 0, alors x n’est pas pole.

Théoréme 33 (Théoréme des demi-réseaux). Soit u(s) la série de Dirichlet associée a une suite
B-réguliere, dont une représentation linéaire réduite est Ay, A1, ... Cette série se prolonge en une
fonction méromorphe dans le plan complexe. Les pédles de ce prolongement sont dans les demi-
réseaur gauches obtenus en translatant d’un entier négatif les logarithmes en base B des valeurs
propres non nulles de la matrice Q = Ag + Ay + ---. De plus les ordres des poles sont majorés
par les ordres de multiplicité des valeurs propres correspondantes comme racines du polynome ca-
ractéristique de Q.

L’apparition de la matrice () n’est pas nouvelle. Nous avons considéré, page 92, la condensée
d’une série B-réguliere f(z),

Kfy=> | > |t

£>1 \B{-1<n<B*

En explicitant les termes de la suite (f,) en fonction d’une représentation linéaire Ay, A1, ..., la
condensée s’exprime sous la forme

Kf(t) =Y > Mg, - Aqyt!

£>1 €0,..,€0—1

=AY (t[Ao+--+ Apa)) Tty

>1
=tA[Iy—tQ] v
t
=——)\C
V0 ),

si C(t) est la comatrice de I —tQ et xg(t) le polynéme caractéristique de ). Ainsi les poles de la
série de Dirichlet sont parmi les logarithmes des poles de la série condensée et leurs décalés vers la
gauche.
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DEMONSTRATION. Dans ’espace vectoriel stable par section défini par la suite, nous considérons une base
constituée de sous-suites de la suite (u,), plus précisément de sections de la suite, comme indiqué dans le
théoreme des récurrences typiques page 84. Sans perte de généralité, (u,) est le premier élément de la base.
Les matrices Ag, A1, ...sont les matrices des opérateurs de section dans cette base.

Introduisons ensuite les séries de Dirichlet uy(s), ..., un(s) associées aux différentes suites qui constituent
la base. En particulier u; (s) est la série associée & la suite (uy,). L’utilisation de sous-suites garantit que toutes
ces séries ont une abscisse de convergence absolue inférieure & o,, 'abscisse de convergence absolue de u1(s).
Nous pouvons donc considérer le vecteur ligne de série de Dirichlet

U(s)z(ul(s) .o upn(s) ),

qui est analytique dans le demi-plan droit ¢ > o,, en notant o la partie réelle de s comme il est d’usage.
Chaque série u;(s), composante de U (s), se décompose en B séries de Dirichlet, suivant les résidus modulo

B des indices,
(o) — Uin _ Ui, Bn Ui, Bn+1
o) = 30 Y o 3 a5 e

n>0

Le développement des 1/(1 + r/Bn)® par la formule du binéme donne un développement uniformément
convergent en n,

SR RIS 2 Ch ) I I Vi CE A
<1+ 7) B n 2 B2 n2 Bk k
Bn

nk

et des séries de la forme

(—].)k ’I"k s + k -1 Z ui,Bn+T
Bk k nstk

n

Les u;, Bn4r s’expriment linéairement en les u;,, grace aux matrices A, et nous obtenons ainsi

U(s)(B* Iy —Q) = Z—+Bz:1§ (Hk )(;)kU(s+k)AT,

r=1 k=1

avec Q = Ag + Ay + ---. Le second membre de cette égalité converge normalement pour o > o, — 1 + ¢,
parce que U(s) a une limite quand o tend vers +oo, et définit donc une fonction, V(s), analytique dans le
demi-plan o > o, — 1. La multiplication & gauche par la comatrice C(B?) de B® Iy — @Q fournit ’égalité

det(B* Iy — Q) U(s) = C(B*) V(s),

ce qui montre que U(s) vérifie une équation fonctionnelle infinie. Cette équation permet de prolonger U(s)
en une fonction méromorphe dans le plan complexe, par une récurrence qui fait gagner une unité vers la
gauche & chaque pas. Les seuls pdles possibles de U(s) sont les s tels que B?® soit valeur propre de @ et
leurs décalés vers la gauche par un entier. Quand aux ordres de multiplicités, il proviennent des ordres de
multiplicité de B® comme racine du polynome caractéristique de Q. Il faut toutefois remarquer qu’il peut y
avoir des phénomenes de superposition des demi-réseaux.

Enfin les valeurs propres de @@ sont indépendantes de la représentation réduite utilisée puisque deux telles
représentations sont semblables. O

EXEMPLE 106 : Soit w une racine B-ieme de I'unité et u(s) la série de Dirichlet

v(n)

u(s) = Y

n>1

ot v(n) est la somme des chiffres de n en base B. La suite (w”(™) est B-réguliere de rang 1 (ou 2 si on
annule le terme d’indice 0) avec des matrices A, qui se réduisent aux nombres w”.
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Si w = 1, la matrice @) est le nombre B et nous attendons des poles, au plus simples, en les 1 + 2ikw — ¢
avec k entier relatif et [ entier naturel. Comme u(s) est la fonction ¢ de Riemann, seul 1 est réellement pdle.

Si w est une racine B-ieme de I'unité différente de 1, la matrice @ est le nombre 0 et la fonction u(s) est
entiere, comme 'indique Allouche et Cohen [5, p. 533].

ExXEMPLE 107 : Nous considérons des déplacements sur la demi-droite des entiers naturels. Le point de
départ est 0 et le point d’arrivée un entier n. Les déplacements se font par des sauts vers 'avant ou 'arriere
et d’amplitude des puissances de 2. L’écriture binaire de n fournit une trajet en v(n) sauts, le nombre de
bits de valeur 1 dans n. Cependant nous cherchons le trajet le court, c’est-a-dire avec le nombre minimum
de sauts, que nous appelons w,,. Ainsi pour n = 14, I’écriture binaire 14 = 8 + 4 4+ 2 donne un trajet en 3
sauts, mais avec 14 = 16 — 2 nous avons un trajet en wiy = 2 sauts, ce qui est bien le minimum car 14 n’est
pas une puissance de 2.

La suite (wy,) apparait dans différents contextes [55, 56]. Elle peut étre définie par wo = 0, w,, = 1 si
n = 2% et w, = 1+ min(w,,_or, wors1_,) si 2¥ < n < 2¥+1 De plus elle est 2-réguliere de rang 4 et une
représentation linéaire réduite est donnée par

100 -1 00 —1 0
00 0 1 10 1 0
A0_0111’A1_0010
00 0 O 01 0 1

1

0

)\—(0112),7—0

0

Au vu de I'inégalité 1 < w, < v(n) < A(n), valable pour n > 1, il est clair que 'abscisse de convergence
absolue de la série de Dirichlet associée

w(s) = w—:
n>1
vaut 1. D’ailleurs p(w) =1 et 7(w) = 2. La matrice
1 0 -1 -1
1 0 1 1
Q=4+ 4= 01 2 1
01 0 1

admet pour valeurs propres —1, 1 et 2, les deux premieres étant simples et la seconde double. En prenant
les logarithmes et en posant x = iw/In2 pour simplifier, nous voyons apparaitre comme poles éventuels les
(2k+1)x — £, les 2ky — £ et les 1 + 2kx — £ avec k entier relatif et £ entier naturel. Les multiplicités sont
respectivement 1, 1 et 2. En tenant compte des collisions, il s’avere que w(s) se prolonge en une fonction
méromorphe dans le plan complexe dont les poles sont parmi les 1 + 2ky, les 2ky — L et les (2k 4+ 1)x — ¢,
avec des multiplicités majorées respectivement par 2, 3 et 1, et toujours k entier relatif et ¢ entier naturel.

7.3 Cas interne
Apres les séries B-régulieres, nous entamons 1’étude des produits infinis
1

en commencant par le cas interne. Notre classification est plutot une idée directrice qu'un plan
strict et nous ne limitons pas & des produits infinis pour ce cas.
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Supposons que la série f(z) vérifie une équation, a coefficients tous polynomiaux,

co(2)f(2) + -+ en(2) f(zPY) = b(2)

dans laquelle cy(z) a des racines, dont au moins une est de module strictement plus petit que 1.
Cette équation apparailt comme un perturbation de I’équation

et le comportement des coefficients va étre qualitativement du méme type que pour la solution
rationnelle de celle-ci.

EXEMPLE 108 : La suite (u,), définie par les conditions initiales ug = 0, u3 = 1 et la récurrence
Up = Up—1 + Up—2 + Urp /2]
est une perturbation de la suite de Fibonacci. La série génératrice associée, f(z), vérifie 'équation
(1—2-2°)f(2) = 2+ (1 +2) f(z?)

et ceci fournit par itération

z 1 9 5
f(2) 1—2—22+(1—z—22)(1—22—z4) [Z( +2)+ (1 +2)( +Z)9(2)]
avec
24 28(1+ 24 216(1 + 24) (1 + 28
9(2) = 1 + < ( ) + - ( I ) ...

1—24—28  (1—22—28)(1—28 —216) (1 —2%—28)(1 — 28— 216)(1 — 216 — 232)

1 5
Notons ¢ = +2\f le nombre d’or, ce qui fait que les racines de 1 — z — 2% sont a = 1/¢ et 3 = —¢.

Comme g(z) est analytique dans le disque |z| < a'/*, la méthode de soustraction des singularités donne le
développement
un = O™+ (cy + (=1)"e)¢™? + O(¢"1).

n—-+4oo

Les quantités C, ¢4, c_ s’expriment en fonction de ¢, g(1/¢), etc; par exemple

2041 ¢t

¢=222 1+ Tofe)

et numériquement
C ~ 2.0996360882.

Qualitativement nous avons un développement asymptotique complet
+o00 .
~ 2 n/2%
Unp n*}’erOk Ock(n)¢ )

ot (cx(n)), est une suite qui admet la période 2*.

EXEMPLE 109 : Nous avons rencontré au chapitre 3 page 43 la notion d’autocorrélation définie par Guibas et
Odlizko. La série génératrice du nombre de mots de longueur n dont 'autocorrélation s’écrit 10 - - - O~y vérifie
I’équation de Mahler

(1= g2)f(2) + [ + (1 — g2) Py (2)]F(22) = 2k()2*[° + (1 - 42) Py 2)],
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CHAPITRE 7. ASYMPTOTIQUE DES SUITES MAHLERIENNES

dans laquelle k() est le nombre de mots d’autocorrélation v et

P,(z) = Z Yi2*

0<k<c

si vy = Y71 - Ye—1. Cette équation tombe dans le cas interne car I'unique racine non nulle de 2¢(1 — ¢z)

est 1/¢g < 1 et nous attendons un développement asymptotique suivant les q" 2" Effectivement Guibas et

Odlyzko donnent [41, p. 33] un premier terme en ¢" et affirment que 'on peut poursuivre le développement
aussi loin que 1’on veut. Ils donnent par ailleurs des valeurs numériques pour le coefficient de ¢ dans quelques
cas.

Cependant les poles qui apparaissent dans le développement obtenu par itération peuvent étre
tout & fait illusoires et la difficulté est de savoir s’ils sont effectivement présents. Il faut remarquer
d’ailleurs que la considération de la seule équation est insuffisante et qu’il est nécessaire de préciser
par une autre voie la solution que 'on étudie.

EXEMPLE 110 : La fraction rationnelle F(z) = 1/(1 — 16z) satisfait I’équation de Mahler un peu stupide
(1-32)(1—-162)F(2) +2(1 —162)(1 —162*)F(2*) — 2 (1 —162)(1 — 16 2*)F(2*) =1 — 3 2.

Les poles sont & rechercher parmi les racines carrées itérées des racines de co(z) = (1 — 32)(1 — 162).
Evidemment +1/4, £1/2, +i/2, etc ne sont pas poles comme on s’en apergoit rapidement en itérant :

Py L z(1-162%) 1 22 (1-162%) F(z*) 2% (1-162%) F(2®)
) =116: " 13- 1—-1622 1—322 1—322
z(1-162%) 1 2 (1-162%) F(z%) 2% (1—-162'0) F(2'6)
1-32 1-1624 1—324 + 1—324 '

Il n’est pas encore évident que 1/3 et ses racines carrées itérées ne sont pas pdles. En reprenant les idées
utilisées au chapitre 3 dans la recherche des solutions rationnelles, nous considérons le coefficient cz(z) =
2(1 — 162)(1 — 162%) et ceci élimine le pole 1/3 et ses racines carrées successives, car les poles ne peuvent
étre que des racines carrées itérées des racines de ca(%).

EXEMPLE 111 : Les deux opérateurs (1—2 2)—(1—222)M et (1—3 2)—(1—3 2?) M s’annulent respectivement
sur les deux fractions 1/(1 —2z) et 1/(1 — 3 z). Leur ppcm

2(1+2)(1—-22)1—=32)—(1+24+22)(1-22)1 -3z )M+ (1 —22%)(1 —32*)M?

s’annule donc sur les deux. En appliquant les remarques que nous avons faites sur les éventuels singularités
polaires des solutions, nous constatons que les seuls poles possibles sont 1/2 et 1/3, mais seule la considération
des conditions initiales dans la récurrence associée permet de trancher et de dire quel pole est effectivement
présent dans la solution a/(1 —22) +b/(1 — 32).

7.4 Cas modulaire

Le cas modulaire porte sur des produits infinis
11 _1
iso 07

dans lequel le polynéme ¢(z) n’a comme racine que des nombres de module 1. Cependant nous
avons vu au chapitre 6 qu'un tel produit est B-régulier, si les racines de ¢(z) sont toutes des
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15

0.5

-0.5

-1.5

Fic. 7.3
Le comportement de la suite des coefficients du produit
1
laisse perplexe le petit asymptoticien.
g1—6/5z2k+z2-2k Petp P yHp

racines de I'unité dont l'ordre, au sens de la théorie des groupes, n’est pas premier avec B. Nous
éliminons donc de telles racines et il reste deux types de racines; d’une part les racines de 1'unité
dont l'ordre est premier avec B, d’autre part les nombres de module 1, qui ne sont pas des racines
de 'unité. Autrement dit le cas complémentaire se scinde en deux sous-cas, disons commensurable
et incommensurable par référence aux arguments des racines de ¢(z).

Un exemple typique du cas commensurable est la fonction génératrice du nombre de partitions

B-aires d’un entier )
[T = Srnto =~
k>0 - 7 n>0

Elle a déja donné lieu & de nombreuses publications comme [52], dans laquelle Mahler montre, entre
autres choses, que
BN/t
- - " oM
pB(B’I’L) n—-+00 Al €
si £ est 'entier défini par
Bl <n < BY(r+1).
En particulier, il en tire I’équivalent

Inn

Wps(), o oW B

De Bruijn est revenu sur cette question dans [23] en étudiant le O(1) dans le développement
1 n \2 1 1 Inln B
1 B = — (l —) -4+ — 4+ ——1
nps( n)n—>+0021nB "Tnn +<2+lnB+ In B > nr

Inln B
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da a Mahler. Il a montré que ce O(1) s’explicite en

7 <lnn—1nlnn) +o(1),

In B

ou F' est une fonction 1-périodique et méme qu’il s’exprime par un développement asymptotique
complet. Nous obtiendrons au chapitre 8 un résultat de méme nature pour le produit

1
H (I)a(zB) ’

k>0

ou ®,(2) est le polynome cyclotomique d’indice a, dans I’hypotheése ou a est premier avec B. Ceci
généralise I’exemple des partitions B-aires, qui correspond & a = 1.

Notre traitement du cas incommensurable sera particulierement bref et nous ne citerons qu'un
exemple. Le nombre (3 + 4i)/5 est de module 1 sans étre une racine de l'unité. Son polynéme
minimal, p(z) = 1 — 6/5 z + 22, fournit le produit infini

H ! —1+§z+4—122+%23+5—762+
e 1—6/522" 4222 57 25 125 625

et les coefficients de celui-ci vérifient la récurrence

6
Up = gun—l — Up—2 + Up 2
avec ug = 1, u; = 6/5. Cependant nous ne savons pas actuellement traiter cet exemple autrement
que par une violente majoration en exp(ln2 n) qui ne semble pas correspondre au bon ordre de

grandeur et il n’est ici que pour mémoire (cf. figure 7.3).

7.5 Cas externe

Il reste enfin le cas d’'un produit infini associé a un polynome dont toutes les racines ont un
module strictement plus grand que 1. Un exemple typique en est

H 1

_ 2k
iS1 1—pz
avec p < 1. Le graphe de la suite (u(n)) des coefficients (cf. figure 7.4, ou p = 1/2) fait apparaitre
des phénomenes périodiques comme pour les suites B-régulieres. En particulier il est tentant de

comparer les valeurs de la suite pour n et n + 2XW+E ou. rappelons le, A(n) est le nombre de bits
de n. Le comportement de la suite

u(n + 2)\(n)+k)

QH,k’ = U(n)

9y

fait sentir une fonction périodique et surtout est relativement indépendant de k. Il semble qu’on
passe de la suite (¢, ) & la suite (g,¢) par une simple transformation affine Ainsi le n-ieme terme
de la suite vaut approximativement une composée de fonctions affines, dépendant de 'entier n,

gy O Qpy © -0 Qy, OF(w(n))v
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Fic. 7.4 1
Les coefficients u(n) du produit H ————— présente un
o 1—2%/2

comportement périodique en lgn, assez similaire a celui des
suites 2-régulieres.

si I'écriture binaire de n se décompose en k blocs 10---0, le i-eme bloc comportant ¢; zéros, et

w(n) est la suite 2-réguliere qui donne la longueur du bloc maximal de 1, c6té poids faibles, dans
I’écriture binaire de n.

Nous ne sommes actuellement pas capable d’expliquer la dépendance périodique en In n ; de plus
les variations de la fonction ne sont pas assez violentes pour permettre 'utilisation d’une méthode

de col. Par contre une récurrence élémentaire fournit une majoration qualitative du coefficient
d’indice n.

Proposition 57. Les coefficients du développement en série d’un produit infini

1
f(Z):HW,

k>0

associé a un polynome ¢(z) dont toutes les racines ont un module strictement plus grand que 1, ont
un comportement en n®.

Si ¢(z) est de degré d est si ses racines ont toutes un module supérieur a 1/p, avec p < 1, alors

£, = O(ndlogBU/(l—p)))'

n—-+o00

DEMONSTRATION. Il suffit de considérer le cas d’une racine et en passant aux modules de considérer la suite
(vn,) définie par vg > 0 et

Up = PUn—1 + Un/B-
Une simple récurrence montre que l'on a v, < C'n® deés que

1
—<1-
Be =" P

d’ou le résultat.
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Chapitre 8

Variations cyclotomiques

Le but de ce chapitre est d’illustrer le cas modulaire et spécialement le cas modulaire com-
mensurable défini au chapitre 7, en déterminant le comportement asymptotique des coefficients du
développement en série de certains produits infinis. L’exemple basique en est

ﬁ :
2k 2k+1"*
0 1+22" +2

Nous considérerons plus généralement le produit infini lié au polynéme cyclotomique ®,(z),

+oo 1

faB(2) = H w7

k=0

dans I’hypothese ou les entiers a et B sont premiers entre eux. Le cas de base correspond donc
aa=3et B=2. Lénoncé visé est le théoreme suivant, dont la démonstration va s’étaler sur
les sections 2 & 4. Il donne un développement asymptotique du coefficient de 2" dans f, p(z), qui
met bien en valeur le phénomene attendu de périodicité modulo a, mais aussi une dépendance
périodique plus cachée en log n. Nous restons volontairement imprécis pour ne pas noyer le résultat
sous la technique. Les quantités utiles seront définies dans la suite.

Théoreme 34. Soient a et B deux entiers premiers entre eux, le nombre a étant libre de carré.
Le coefficient de 2™ dans le développement en série de

400 1
faB(2) = || — 5w
S Ve
admet le développement asymptotique complet
+00 2 oo
1 In® p 1 1 Inp
" _— = —— 4+ (1 1 =1
5 ]kl;[O By (B e OP |3 g TR et n””] kzzo ()t " <<p(a) 1nB> ’

dans lequel les fonctions wy(v) sont analytiques 1-périodiques et le nombre p vérifie

Inp = —Ilnn+Inlnn—Inln2+ o(1).

n—-+o00
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8e+09 i
6e+09
4e+09

2e+09

0 500 1e+03 . 2e+03

-2e+09

-4e+09

-6e+09 \x

F1G. 8.1
La suite des coefficients de f32(z) présente clairement une
périodicité modulo 3.

Précisons un peu les choses. Tout d’abord il n’est pas utile de considérer tous les a premiers
avec B. A Dentier a est associé son radical Va c’est-a-dire sa partie libre de carré, et les polynomes
cyclotomiques ®4(2) et @ /q(2) sont reliés par (cf. page 13)

®q(2) = B_a(2V%).

Il en résulte que
fa(2) = f 0 (z"/V)

et il suffit d’étudier f /a B(2). Nous supposerons donc désormais que a est libre de carré, comme
dans ’énoncé.

Le nombre s vaut

- 1+lna
Ty T B

et p est 'unique solution strictement positive de I’équation

lnp +np+rk=0
mpB  PTRETE
Il satisfait a I’égalité asymptotique
nplnB = Inn—Inlnn+ O(1)
n—-+00

et le coefficient de 2" dans f(z) se comporte essentiellement comme exp(In®n/2 In B) puisque In p
est de 'ordre de —Inn.

Pour fixer les idées nous donnons tout de suite le premier terme du développement asymptotique
dans le cas a =3, B = 2.
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8.1. SYNOPSIS DE LA PREUVE

EXEMPLE 112 : En posant
Inp

YT ome

le coefficient de z™ dans le produit infini f3 2(z) satisfait & ’équivalence

1

n ~
[Z ]lg) 1 +22k + 22.2k n— 400

1 2
exp {21}2 In2+4+v(—2+1n3)— 2ln2mr—|—C—|—P(v)} X 2 cos <7;7r + 112 + P*(U)> ,
ou la constante C' est

1
12 1n2

(-30°3+3mm2In3—1*2—6In2+12 I3+ 64> — 7+ 12;)

et les fonctions 1-périodiques P(v) et P*(v) sont définies par leur série de Fourier

P(v) = B 11112 ;}F(sk)g‘(l + si) (37°F + 1) exp(4kimv),

1

Prv) =593

> T(rk)37 2 [C(1 4 1k, 1/3) = C(1+ 71, 2/3)] exp((4k + 2)imo)
k

avec

s =2ikn/In2, 1= (2k+ 1)ir/In2.

Rappelons que ((s, h) est la fonction ¢ d’Hurwitz [71, p. 265] et que 7, est la constante d’Euler d’ordre 1 [1,
formule 23.2.5 p. 807],
Yk 1

n= fim ) S-St

Il importe de remarquer que les deux fonctions périodiques P(v) et P*(v) ont une amplitude tres faible &
cause de la décroissance tres violente de la fonction I' sur ’axe imaginaire des que l'on s’éloigne de 0.

8.1 Synopsis de la preuve

Désormais nous notons f(z) pour f, p(z). Le coefficient d’indice n de f(z) est extrait par la
formule de Cauchy
1 flz
U6 = o [T

20w Jo T

ol C' est un lacet entourant 'origine. Le lacet utilisé est un cercle centré a l'origine et collé le
long du cercle unité. Pour évaluer cette intégrale, nous appliquons la méthode du col, ce qui est
justifié par les variations assez violentes de la fonction f au voisinage du cercle unité. On peut
le constater sur la figure 8.2, ot nous avons représenté en échelle logarithmique les variations du
module de f32(z) sur le contour d’intégration que nous utiliserons. Bien que le cercle unité soit
frontiere naturelle, il est clair que certains points ont une importance prépondérante. D’abord les
points j et j2 dominent tous les autres et ceci est naturel car ils sont racines de tous les <I>3(z2k).
Ensuite viennent —j et —j2, qui sont racines de (193(22k) a partir de k = 1, puis leur racines carrées
qui sont racines de ®3 (z2k) a partir de & = 2, etc. Plus nous itérons l'extraction des racines carrées
et moins les points ont de poids dans l'intégrale.
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Fic. 8.2
Le comportement de In|f32(2)| sur le contour d’intégration
montre une prédominance des racines cubiques primitives de
I'unité et de leurs racines carrées itérées.

Pour mettre en évidence ce comportement de f(z), nous procédons dans un premier temps a
une étude locale au voisinage de certaines racines de I'unité, w, en utilisant la transformation de
Mellin et le calcul des résidus. L’expression usuelle des polyndémes cyclotomiques a l'aide de la

fonction de Mébius u(n),
w(a/d)
@u(2) = [T (1-27)""",

dla

amene a considérer d’abord la série génératrice des partitions B-aires,

1
fiB(2) = H 1_ B~

k>0

L’étude locale de f; p(z) au voisinage de w passe par la fonction

+o0 1
Au(t) =In fi plwe™) = Zln (1 - kae_Bkt> .
k=0

La transformée de Mellin de cette derniere fonction est

too too kan
AL =T Y B Y
k=0 n=1

Si w est une racine aB%itme de 1'unité, la suite des w? " est périodique a partir d’un certain rang, ce
qui permet d’étudier les singularités de A (s). En particulier 0 est pole d’ordre 2 ou 3 de t*Af (s).

Plus précisément il est pole d’ordre 3 si et seulement si wB’ vaut 1 et le résidu en 0 est alors
In%t 1 In B In B 2—ﬁ+2’71
Rés[t™°A; =0=— b— = )Int+——+/4({—1 — 6 1).
ésft™ AL (s),s = 0] 21nB+( 2)“ gt omp oW
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8.2. ETUDE LOCALE

La transformation de Mellin inverse donne

1 c+io00
At) / 1S (s) ds

2T — 0o

et en poussant la droite d’intégration vers la gauche, on montre que A, (t) est égale a la somme des
résidus de t7*AJ (s) en ses différents poles. Il suffit alors de recombiner le résultat obtenu avec la
fonction de Mobius pour obtenir un développement local de In f(we™"). Le point remarquable est
que In f(we™) a un comportement en In? ¢ au voisinage des racines primitives a-itmes de Dunité
et de leurs racines B-iémes itérées, alors qu’il n’apparait qu’un Int pour les racines a-iémes de
I’unité non primitives et leurs racines B-iemes itérées. Cette dichotomie amene a parler de racines
majeures et de racines mineures.

Dans un deuxieme temps, le cercle d’intégration, qui a pour rayon e, est brisé en petits arcs
sur lesquels on peut appliquer les développements précédemment obtenus et qui vont donc se classer
en arcs majeurs et mineurs. Les petits arcs apparaissent en recouvrant le cercle d’intégration de la
formule de Cauchy par de petits onglets dont le demi-angle d’ouverture est 6y et dont les sommets
sont les racines aB‘-iéme de 1'unité pour ¢ entre 0 et L avec

Inp Ina n In (27 cos bp)
InB InB In B

L= + 4.
La valeur de p est déterminée en appliquant la méthode du col aux arcs majeurs qui font face aux
racines primitives a-ieme de 'unité, ce qui donne I’équation de col

Inp

lnB+np+f£:0.

Cette méthode appliquée aux arcs majeurs et une majoration plus grossiére pour les arcs mineurs
permet d’évaluer chacune des intégrales sur ces petits arcs et méme de donner un développement
asymptotique complet pour les premieres. Les arcs majeurs fournissent des termes en exp(ln2 n) et
les arcs mineurs apportent des exp(lnn).

Dans un troisieme temps la collecte des différentes contributions montre que seules les racines
primitives a-ieémes importent vraiment. Le rapport entre la contribution d’un arc associé a une
racine aBf-ieme de I'unité et la contribution d’un arc associé & une racine primitive a-iéme s’exprime
comme ’exponentielle d’un trindme du second degré en £. Grosso modo ce trindome est nul en £ = 0,
minimal et négatif en ¢ = L/2 et quasi nul en ¢ = L. En ajustant le demi-angle d’ouverture des
onglets 6y, on peut diminuer la valeur de L de quelques unités, ce qui garantit que le trinome reste
bien négatif dans tout I'intervalle entre 0 et L et en fait part vers —oo. Ainsi la contribution d’une
racine aB‘-ieéme de I'unité est-elle négligeable devant celles des racines primitives a-iemes de 1'unité
et les contributions de celles-ci donnent la développement asymptotique cherché.

8.2 Etude locale

Le but de cette section est d’étudier le comportement de f(z) au voisinage d’une racine aB’-iéme
de 'unité. Il y a essentiellement deux comportements locaux.
Définition 47. Une racine aBt-iéme de l'unité, w, est majeure si @ = wB’
a-ieme de l'unité. Sinon elle est dite mineure.

est une racine primitive

7



CHAPITRE 8. VARIATIONS CYCLOTOMIQUES

La racine de 'unité « est primitive m-iéme et w est une racine majeure si m = a et mineure si
m est un diviseur strict de a. Remarquons que la racine o dépend de la valeur de £ utilisée, mais son
ordre, m, est indépendant de ¢, car a et B sont premiers entre eux. Par exemple w = exp(2im/6) est
une racine sixieme de 'unité, mais aussi une racine douziéme ou vingt-quatrieme ; cependant w?,
w* comme w® sont des racines primitives cubiques de I'unité. Pour ce qui est de ¢, nous prendrons

toujours la valeur la plus petite possible, de facon qu’il soit bien défini.

oy . . ‘a ., 13 . N oy,
Proposition 58. Soit w une racine aB'-iéme de lunité et o = wB la racine a-iéme de 'unité
associée, qui est une racine primitive m-iéme de l'unité. Si w est majeure la fonction

Fu(t) =Inf,plwe™)
s’exprime sous la forme

Int

Aa

et st w est mineure par

1
Fw(t):_l)‘iB Int+ A, + P, (M)JFQW@)'

Ces développements sont valables pour

t] < Re(t) > 0.

BZ
Voyons maintenant comment parvenir a ce résultat qui sera affiné dans les lemmes 16 et 17,
pages 190 et 192 respectivement. Le polynome cyclotomique ®,(z) s’écrit

Do(z) = H( yula/d) — H By (24)plald),
dla
ou u est la fonction de Mobius. Nous commengons donc par étudier

+o00

1
fi.B(2) = H 1_ .BF

k=0

au voisinage d’une racine de 'unité, w, en nous inspirant de De Bruijn [23], c’est-a-dire par la
transformation de Mellin. Nous obtenons ainsi un développement local de A, () = In fi g(we™"),
puis de F,(t) = In f, p(we™") par combinaison linéaire.

8.2.1 Transformation de Mellin

A une racine aB%itme de 'unité, w, est associée une racine a-itme de Punité o = wBZ, dont
l'ordre est noté m. Le nombre w est une racine majeure si m = a et une racine mineure si m est
un diviseur strict de a.

Pour étudier le comportement de fi p(z) au voisinage de w, nous posons z = we™t ce qui
produit la fonction A, (¢) définie pour Re(t) > 0,

-1

Ay(t) =1In f1 p(we™ Zln (1—w kat>
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La transformée de Mellin de cette derniere fonction est

+o00 Bk
ks

ZB >
n=1

Elle est clairement définie pour Re(s) > 0.
La transformation de Mellin inverse [58, p. 219] fournit, avec ¢ > 0, I’égalité

1 c+io0
A, (t) = — t7°A (s) ds, 8.1
=g [ A (81)
car l'intégrale
c+ico . +oo Bk
S
|l zBsstds
C—100 n=1
converge uniformément pour ¢ > 0 et si Re(t) > 0
1 c+i00
et= — [(s)t™ % ds.
2im c—100

Cette expression intégrale de A (t) va permettre d’en donner un développement local au voisi-
nage de t = 0, par la détermination des singularités de A*(s). Pour cela il faut d’abord transformer

Bk) est périodique a partir du rang ¢ (rappelons que £ est toujours

Pécriture de AJ(s). La suite (w
pris le plus petit possible) avec une période qui divise ¢(m), 'indicateur d’Euler de m. Ceci in-
troduit une scission de la somme en une partie initiale et une partie finale qui se récrit en tenant

compte de la périodicité :

-1 400 Bk B-(r+0)s 400 wB(r+£)n
* _ k
Aw(s) - F(S) ZB ’ Z nst+1 + Z 1 — B—se(m) Z nst+i
k=0 n=1 0§r<(p(m) n=1
La fonction ¢ d’Hurwitz,
+oo 1

C(S,h) = L 1\s’
nz_% (n+h)

apparait alors naturellement comme conséquence de 1'égalité

Z ~ 0 s/,
j=1

ou (3 est une racine de l'unité d’ordre ¢ [8, p. 249]. Ceci donne la formule

AL(s) = Bl;g’i)is ou(s+1)+ % ﬁ Z B L. s (s+1)]|, (8.2)
0<r<p(m)
si nous posons, pour abréger,
BZ k
ou(s) = Z Z wB 9(( ) F km) (8.3)

0§I~c<£
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et

Lofs) = 3 #ls, 1), (8.4)
j=1

Dans cette derniere égalité, § est une racine de 'unité primitive d’ordre ¢, de facon a donner une
définition intrinseque. Il faut noter que o,,(s) provient de la partie non périodique de la série de
Dirichlet, alors que les L5+ (s) proviennent de la partie périodique.

EXEMPLE 113 : Prenons B = 2 et £ = 0, ce qui fait que w = a.
Si o = 1, nous obtenons

Aj(9) = (s 1)

et, si a = j ou 52,

. T'(s) am” s a?n T'(s) 1 1
Ao(s) = 1_9-2s Z il T 2 Z st | T 1 _9—2s 351 La(s+1) + §La2(s +1-
n>1 n>1

EXEMPLE 114 : Aveca=1, B=2,w = —1 et a =1, le calcul donne

Ay (s) =T(s) [ Y (n_% +y 2y nslﬂ,

n>1 k>1 n>1

—S8

1—-2-s

A% (s) = T(s) {2—5 14 } C(s+1).

EXEMPLE 115 : Dans le cas B = 4 et £ = 0, nous obtenons, pour a = 1,

Aj(9) = (a4 1)

et pour o = j ou 52

« n I(s) a™  T(s) 1
ALs) = 7= Zl T =T g ke T 1)

n_

Bien que ¢(3) = 2, nous ne scindons pas la somme en deux car 4 = 1 mod 3 et a* = a.

8.2.2 Singularités de A}

La formule (8.2) montre que la transformée de Mellin de A, (¢) se prolonge en une fonction
méromorphe dans le plan complexe et 1’étude des singularités de Af(s) permet d’appliquer le
théoreme des résidus a 'intégrale qui provient de la transformation de Mellin inverse.

Lemme 11. La fonction Al (s) se prolonge en une fonction méromorphe dans le plan compleze. La
fonction t7° Af(s) admet pour péles les entiers négatifs et les Xm i = 2ikm/[@(m) In B], sia = wB"*
est une racine primitive m-iéme. Ces poles sont simples, sauf 0, qui est triple st o = 1 et double si

a# 1.

Rappelons que £ prend la valeur minimale telle que « soit une racine a-ieme de 'unité, que m
est un diviseur de a et que ¢(m) est l'indicateur d’Euler de m.
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DEMONSTRATION. La fonction d’Hurwitz est méromorphe dans C avec comme seule singularité un pole
simple en 1 de résidu 1 :
1
C(s+1,k) =~ = (1) +7(R)s + ofs). (8.5)

S—

Ici ¢ désigne la dérivée logarithmique de la fonction I' d’Euler et on peut considérer que 7 (h) est définie
par cette égalité. Pour 5 = 1 la fonction Lg(s) est une fonction méromorphe dans le plan complexe avec un
pole simple en 1 de résidu 1 et pour [ racine de 'unité différente de 1 et primitive d’ordre ¢ la fonction Lg(s)
est entiere. Dans ce dernier cas nous avons d’ailleurs

t .
j J
Lg(l) = — T = ).
s == (7)
J=1
L’égalité
1
ou(s) = Z meBk (s)
0<k<t

montre que o,,(s) est une fonction entiere pour tous les w car ou bien la somme est vide ou bien aucun des w? *
(0 < k < £) ne vaut 1. D’autre part I'intégrale eulérienne de seconde espece, I'(s), admet des pdles simples

2ik

aux entiers négatifs [71, §12.1 p. 236] et la fonction (1 — B=*?("))~1 a pour poles les xmi = L

" p(m)InB

(k € Z). Ainsi lintégrande de (8.1), t~°AX(s), est elle une fonction méromorphe avec des poles simples sauf

0 qui est triple ou double suivant que o =1 ou o # 1. O
Lemme 12. Les résidus de t=*A},(s) sont de la forme suivante ;

—en0 sta=1
In%t 1 In B In B 72—L2—|-271
Rés[t™°Al(s),s=0= ——=+ ({— = | Int+ —+L({ -1 — 6 + 0,(1),
[ AL(s) I=5mE ( 2) T 21nB 7w (1)

et si a # 1 le résidu est du premier degré en Int et en £ ;

— en Xm, = 2ikm/[p(m) In B] (k # 0), le résidu est produit de (B‘mt) “XmE par une fonction
de o

— en —n, le résidu est en (B‘mt)".

DEMONSTRATION. Si o = 1, le résidu de

1
1A% (s) = D(s)(B )~ {UW(S TR
vaut
Réslt*A%(s)s = 0] = 22t (0= Dy BB g ylnB 27— T (1)
@ U - 2 hlB 2 12 2 2 h’lB Ow )

ce qui redonne bien le résultat dii & De Bruijn [23] pour [ = 0, c’est-a-dire w = 1.
Ensuite quand l'ordre de « est différent de 1, t7°A% (s) est donné par

1
—8 Ak _ l\—s,, —s—1 —rs
t 5AW(S) = F(S)(B t) m O'W(S + 1) + 1_ B=se(m) E B~"L_&r (S + 1) R
0<r<p(m)
et son résidu en 0 vaut
1
Rés [t7°AF =0l =————1Int E B™"L_s(1
es[ ol5). s ] mp(m) In B ! 0<r<ep ol
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1
e B7"L! 5 (1)
me(m) In B 0;;@ ?

[1 7y In(B*m)

2 o(m)InB  o(m) 1nB] Fou(l):

1 _
+—| D B Lax (1)
0<r<p(m)
Cette ignoble expression n’a guere d’importance en elle méme. Le point remarquable est qu’elle ne comporte
pas de In”¢.
Avec xm i = 2ikm/[p(m) In B] et k # 0, le résidu est

1 _

s [t = Xmk) = ——————=T(xmu) (B'mt) ™" BTOFXm ) Lope (14 X ).

Res[ o(8),8=x k] mo(m) In B (x k)( m) Z B (1 + Xm.k)
0<r<p(m)
Enfin, pour n entier strictement positif,
Rés [t7°A%(s),s = —n] = (=" (B*m)" |o,(1 —n) + 1 Z B™Lysr (1 —n)
WA n! ¢ 1 — Bnw(m) 0<ran(m) o
Srle(m

O

Reprenons les calculs précédents dans des cas simples. Il suffit de considérer le cas £ = 0 car
pour £ > 0 seuls les résultats qualitatifs seront utiles.

EXEMPLE 116 : Prenons ce qu’il y a de plus simple : a = 3, B = 2. Le point de départ est ’égalité
. I(s) ey~ o
AO((S) = 1 — 2—sp(m) Z 2 Z nstl’
0<r<p(m) n=1
Etudions le cas o = 1. Tout d’abord

In?¢ 711 ’ 1n27 2—%2—1—271

R&[ETAY(s) s =0l = 5 =g+ o — =5

résultat déja fourni par De Bruijn.
Sin >0,
T (=t)" ¢(1—n) (=t)" Bn(1) 1
S SA* = — = = —
Res (7oA ()0 = —n] = 50 nl n 1-2n

c’est-a-dire
— 1)"+1t” B,

nnl 1—2n°

Rés [t™°A*(s),s = —n] = (
Nous avons utilisé la formule [71, §13.14 p. 267]

Bn+1 (h)

C(=n,h) == n+1

n>0 0<h<l1.

Sik#0et xp=2ikn/In2,

1
Rés [t A*(s),s = xk] = D Ot C(1 + xn)-

Passons au cas a = exp(+2i7/3). Nous venons de

kn,

A% (s ks o?
p((s)) - 22 ’ Z netl

k>0 n>1
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n 2n

1 _
:1,2725 Znos[+1+2 SZ%

n>1 n>1

Le terme entre crochets devient en introduisant les fonctions d’Hurwitz

1 2
71 (al(s+1,1/3) + a*C(s +1,2/3) + ((s + 1))

+

SorT (?C(s+1,1/3) + (s +1,2/3) + (s + 1))

et les deux fonctions entre parentheéses sont entieres. Ce sont L, (s+1) et Ly2(s+1). De I’égalité asymptotique

Cls+1,0) =+ = 00+ (R)s +ofs),

s—0

il résulte que
Lo(s+1) = —[ay(1/3) + a®¥(2/3) + ¥(1)] + [ay1(1/3) + a®v1(2/3) + 71 (1)]s + o(s).

Nous en tirons

1 In3 3
Lo(s+ 1)+ —Lu2(s+1) :0—3 In3+ {—3 1n3<’y—|—112)+21n21n3+i7;1n2 s+ o(s).

28 5—
Pour le terme constant, ceci provient de I’égalité

P(1/3) +4(2/3) = 2¢(1) = =3 n3

obtenue grace a ¥(1/3) +¥(2/3) + (1) = —3(In3 + ). Cette derniére est un cas particulier de

iw (%) = -Nmw o)

j=1

qui est conséquence du théoreme de multiplication de Gauss Legendre [71, §12.15 p. 240]. Pour le coefficient
de s, nous obtenons d’abord I’expression

3
291(1) = (1/3) = 1(2/3) + S In2 In3 + zg In2,
ce qui nous amene a introduire

7(s) = 2¢(s) — (s, 1/3) = ((5,2/3)

car celle-ci a pour développement

T(s+1) = —[20(1) = ¥(1/3) = (2/3)] + [271(1) = (1/3) = 7(2/3)] s + o).

S—

Cependant

7(s) = 2¢(s) — ((s,1/3) — ¢(s,2/3)
et

3°¢(s) = C(s) +C(s,1/3) + ((s,2/3),
d’ol1 en additionnant

7(s) = 3(1 = 3"71)((s)
puis
T(s+1) :0—3 In3—31n3 [V‘f' hl;] s+ o(s)

S—
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et finalement l'expression de L, (s + 1) + 1/2° Ly2(s + 1). Ceci fournit le résidu cherché
12 In2Rés [t °A*(s),s =0] =6 In3 Int+3In*3 -3 n2mn3+irln2.
Passons aux péles imaginaires purs xx = X35 = tk7/In2. Le résidu vaut

2n

, —S Ak 1 —Xk a” AR @
Rés [t gAa(S), s = Xk] = mr(xk)t Xk Z Ry EEvA 427Xk Z e

n>1 n>1

On peut étre plus précis en distinguant les indices pairs et impairs. Si I'indice est pair et s = x2k, comme

27X2k =1 nous avons ) )
n n n n
D PR Pl

nlt+xze nl+xze nl+sk

n>1 n>1 n>1

et la fonction 7 utilisée plus haut réapparait. La somme précédente est la valeur en s = s de

0t 30 o 1) = 67 - 1l + 1)

donc

Rés [t°A%(s), s = s D(sp)t = (37 — 1)((sk + 1).

"~ 21n2
Si I'indice est impair nous devons prendre la valeur en ry = xor+1 de

n _ ,2n -
S = Z,“f [C(s+1,1/3) = C(s + 1,2/3)

n>1

avec € = sgn Jm(a).
Pour les poles entiers négatifs, nous trouvons

(_t)n3n+1

Rés [t°A%(s),s = —n] = oo

[(a+2""'a?)B,(1/3) + (&® + 2" ') B, (2/3) + (1 + 2" 1) B,] .
mais cette formule ne va pas servir. Seul son contenu qualitatif est utile.

EXEMPLE 117 : Recommencons avec a =3, B=4 et £ = 0.
Pour a = 1, la transformée de Mellin vaut

Aj(9) = (s 1)

et le résidu en l'origine est donc

In? ¢ Int In%4-— 1291(1) — 672 + 7r2.
2In4 In4 12 In4 ’

Rés [t7°Al(s),s =0] =
de méme pour xj = x1,x = 2ik7/In4

. Ta—s A% 1
Rés [t Ai(s),s = Xk] = mf(xk)g(l + xx) exp(—xk Int)

et pour —n

Rés [t°Af(s),s = —n] = — "t
Pour a = j ou j?, Iégalité

. I'(s) a™ I's) 1
Ao(s) = Z st 1 _ 4-s 3s+1 La(s+1)
>1
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X2

X1

Fic. 8.3
En poussant vers la gauche la droite d’intégration, nous
récoltons les résidus de t79A*(s) et le développement de A(t).

fournit pour le pole 0

fo [4—S A% o La(1) L.,(1) (1 1 L (1)
Res[t Aa(s),sf()]f 3ln4lnt+3ln4 51114 gln3 " +31n4’

pour les xp = x3x = ikm/In4

I'(xw)La(1+ X&)
In4 31+xk

Rés [t7°A}(s),s = x| = exp (—xx Int)

avec, rappelons le,
La(s) = a((s,1/3) + a?((s,2/3) + ((s)

et enfin pour le pole —n

(_1)7137171

Rés [tiSAz(s),S = 771] = m

t" [aB,,(1/3) + @B, (2/3) + B, .

8.2.3 Développement en série de A, (1)

Nous reprenons la formule

1 c+1i00
A,(t) = — t=°A’ (s)ds
A0 =5 [
en modifiant le chemin d’intégration, plus précisément en poussant la droite d’intégration Re(s) = ¢
vers la gauche.

Lemme 13. La fonction A,(t) est égale a la somme des résidus de lintégrande t=*A}(s), si t
vérifie
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DEMONSTRATION. Tout d’abord (cf. figure 8.3) la droite d’équation Re(s) = ¢ est remplacée par la ligne
brisée infinie qui va de ¢ —1i 00 & ¢+ oo en passant par les points ¢ — X n41/2, —=1/2—=Xn+1/2, _1/2+XN+1/2,
c+XNt1/2 Ot Xny1/2 = 2im(N +1/2)/[p(m) In B] et N est un entier. Ceci donne une nouvelle intégrale qui
différe de la précédente par la somme des résidus des poles qui sont & l'intérieur du rectangle de sommets
C— XN+1/2 €+ XN+1/2, —1/2 4+ XN41/2, —1/2 — Xn41/2- En passant a la limite sur IV, on obtient

1/24i0c0
Au(t) = / t7°AY (s) ds

—1/2—ic0
+ Rés [t A% (s),s =0] + ZRés [t7°A% (), $ = Xm.k)
k#0
car les intégrales sur les segments horizontaux

—1/2—XN41/2 CctXNy1/2
/ £ A" (s) ds, / 15 A" (s) ds

—XN+1/2 *1/2+XN+1/2

tendent vers 0 quand N tend vers 'infini si PRe(t) > 0. Reprenons en effet expression de A (s) :

/—1 +o0o kan 1 +o0o wB(T+Z)n
N _ ks —(r+4&)s -
AW(S) - F(S) Z B Z ns+1 + 1 — B—s¢(m) F(S) Z B Z nstl
k=0 n=1 O§r<¢(m) n=1
Le premier terme
-1 +oo kan
D)) B
k=0 n=1

est la transformée de Mellin de
EX_E In (1 — kaekat) o
k=0
qui est analytique dans le demi-plan PRe(s) > 0, donc [28, p. 115] ce premier terme est un

0 (e [=(5 ) wl])

pour tout € > 0 (avec y = Jm(s)). De la méme facon

+oo  glr+6),

(s) Z Bf(rw)sz:u’nT

0<r<p(m) n=1

est la transformée de
l+p(m)—1 1

Z In (1 — kae_Bkt)

k=¢
et nous obtenons une majoration du méme type. Quant a

1
1 — B—s¢(m)

il est majoré par 1, parce que le segments horizontaux passent a mi-chemin entre les poles. D’autre part le
module de [t™%| est
exp (—Re(s)In|t| + y Argt)

w—
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ainsi que le résultat annoncé. En prime l'intégrale tend uniformément vers 0 si l’on impose
m

Ensuite U'intégrale sur la droite Re(s) = —1/2 est remplacée par I'intégrale sur la droite Re(s) = —N—1/2
en collectant au passage les résidus. De plus l'intégrale sur cette derniere droite tend vers 0 quand N tend
vers 'infini si

|Bzmt| < 2m.

En effet la fonction A (s) est essentiellement une combinaison linéaire de fonctions I'(s) ((s + 1, h). Or

1 cos2nmh 1 sin 2nmh
T(s)¢(s,h) = > + >

cosms/2 nl—s sinms/2 nl—s
n>1 n>1

en supposant Re(s) < 0 et s € Z [69, pp. 36-37]. 1l en résulte qu’avec s = —N — 1/2 + iy et en utilisant
1
I(s)¢(s+1,h) = ;F(S-i— 1)¢(s+1,h)

nous obtenons la majoration

1 (27.(.)—N+1/2
(N +1/2)2 442 2

IC(s)C(s + 1, )] < e BN +1/2).

11 suffit de savoir que
C 67%‘y|

VNZ 2 2m)N

IT(s)C(s+1,h)| < (8.6)

ou C est une constante absolue. Nous trouvons ainsi

<O (ltB‘m>N+1/2 e 5l

‘F(s)aw(s L1

Blsms+1 o \/m
et
F(S) t—s 1 Z Borer ( N 1) - Ch |t|B£m N+1/2 e—%ly‘
Blsms+l 1 — B—se(m) 0e o) aB” (S — BN+1/2 _q 2 /N2 + y2
<r<e(m

avec C et Cy ne dépendant que de B, m et £. Précisons un peu d’ou vient la derniere majoration. L’inégalité
(8.6) permet de majorer les
T(s)Lyosr(s+1)

et et ceci fait apparaitre

1
(N+1/2)r
1 — B—stp(m)’ Z b ’
0<r<p(m)
Il suffit alors d’écrire )
1 Bselm
_ - _ nsp(m)
1— B—se(m) 1 _ Bse(m) ZB

n>1

et de majorer la série des modules. A nouveau 'intégrale sur la droite verticale est convergente grace a une

décroissance exponentielle qui vient du
x
6*§|y\

(|t|Bem>N+1/2

De plus le terme

2T
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montre que l'intégrale tend vers 0 quand N tend vers 'infini si

2

t| <
‘| Bzm

comme annoncé. On pourrait aussi dire que la série des résidus en les entiers strictement négatifs est une
série entiere en ¢, disons ¢,,(t). Son rayon de convergence au moins égal & 2r/B’m et la fonction analytique
qu’elle définit est nulle en 0.
Ainsi A, (t) est égale & la somme des résidus précédemment calculés si ¢ est dans un demi-disque
2

Re(t) >0, [t < Bla:

Les convergences des séries sont uniformes sous I’hypothese plus stricte :

2T

s
Argt| < — =6, |t|<r< .
| rg|72 ||77‘ B[a

O

Nous obtenons pour A, (t) un développement en série essentiellement constitué de quatre termes,
respectivement un terme logarithmique, un terme constant, une série oscillante et une série entiere.

. . oy oy s 14 . N .y ..
Lemme 14. Soit w une racine aB-iéme de l'unité et & = w?" la racine a-iéme de Uunité associée,
qui est une racine primitive m-iéme de ['unité. Pour

2
It < %7 Re(t) > 0,

la fonction Ay, (t) se décompose en la somme de quatre termes,

. , . In?¢ 1 _ , )
— un terme logarithmique, qui vaut S B e B Int, si w est une racine magjeure (m =
n
a), ou —ﬁ Int, siw est mineure (m est un diviseur strict de a) ;

— une constante a,, de la forme t(£) + 0,(1), ot t(€) est un polynéme du premier degré en £ si
w est mineure et du second degré, avec coefficient dominant In B /2, si w est majeure ;

. Int
— un terme oscillant p,,
¥

———— |, ot p,,(v) est une une fonction 1-périodique, analytique
(m) InB

dans la bande |Im(v)| < , qui est définie comme somme d’une série de Fourier

T
2¢(m) InB

uniformément convergente dans les bandes |Jm(v)| < (1 —¢€) T

2¢p(m) InB i
— une fonction q,(t), analytique dans le disque |t| < 2m/mB*, nulle en 0.

DEMONSTRATION. Les X, , apportent une série oscillante

Int
N p— 2.
D (t) E Cu ke €XD ( zk‘ﬂ'@(m) lnB>

k0
avec )
Cok = ————=T'(Xm.k) Blmt) " B_T(HX””“)LQBr(l + Xm.k)
ap(m)In B ( ) 0<T’<Zg0(m)
ou encore avec
Int
V= ————
¢(m) InB
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Pu(v) = D co i exp(2ikv).
k0

Comme

72| k| 27| k|
I ~ V2 —
[T Om k)| k—+too TexXp [ p(m) lnB] / p(m) InB

et [71, p. 275)

Yo BT H Lone (14 x| = Olnlk)),

0<r<p(m)

. _ 0 In || ext | — 72|k
Rt \ K172 P e(m)InB| )"

Il faut remarquer que cette majoration est indépendante de ¢, car celui-ci n’intervient que par B~Xm.k  qui
est de module 1. Ainsi la série

nous avons

pw(v) = Z Cw k €Xp(2ikmv).
k+£0

converge dans la bande
i

Bm : |Jm(v)| < W

et définit une fonction analytique admettant la période 1. De plus la convergence est uniforme dans les

bandes
T

Bne + [Im(u)l < (1 =95 g

et p,(v) est uniformément bornée dans les B,, . avec une borne indépendante de £.
Le pole 0 fournit un terme en Int dont expression dépend de lordre de . Si a = 1, un In?¢ apparait,

In? ¢ 1
d(t) = 2111? + (E— 2) Int.

Sia#1,ilyaseulement un Int,

n

d(t) = — tlnB > BT Luer(1).

1
CL(,O(’ITL) 0<r<p(m)
Il reste un terme qui ne dépend pas de ¢ mais seulement de w (et donc de ¢ et «). Pour a = 1 il s’écrit

B In B

mB - 42y
Oy = ——— —
12

-1 2 2InB

+ 0w (1)
et nous remarquons qu’il est du second degré en £. Pour a # 1 il est de la forme
ay = bo(0) + o,(1),

ou b, est un binéme du premier degré en ¢ dont les coefficients ne dépendent que de a. O

8.2.4 Développement en série de F,(t)

Revenons a I’étude de

+00 1
fa,B(Z) = kl_[() W-
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En posant
F(t) =In fo p(we™),

nous avons

Fu(t) = 3 ula/d)Aa(dt)

dla

et si w est une racine aBf-ieme de I'unité, les développements obtenus précédemment s’appliquent.
La distinction introduite entre les racines majeures et les racines mineures est justifiée par le lemme
suivant.

Lemme 15. Soit w une racine aBt-iéme de 'unité. Le développement de F,(t) comporte un terme
en Int si et seulement si w est une racine majeure.

DEMONSTRATION. Si w est une racine aB‘-ieme de I'unité, son ordre s’écrit mb, ot m divise a et b divise
B!, Si d divise a, alors w® est d’ordre

mb mb

pged(d, mb)  pged(d,m)

La racine w? apporte un In® ¢ uniquement dans le cas ot le o associé vaut 1; il ne peut donc apparaitre un
In? ¢ dans le développement de F,(t) que si pged(d, m) = m, ce qui impose que m divise d.
Prenons donc un w d’ordre mb avec m | d et b | B. Le coefficient de In*t dans F,(t) est

> pla/d)

m|d|a

ou la somme porte sur les d qui sont multiples de m et divisent a, c’est-a-dire en posant a = km et d = {m

S uk/e).

ok

. . ~ sz . vy . . N 2
Ceci vaut 0, sauf si k = 1, grace aux propriétés de la fonction de Mobius. Ainsi il n’apparait un In“¢ que
si m = a, id est w est une racine d’ordre ab, c’est-d-dire une racine B-iéme d’une racine primitive d’ordre
a. O

En additionnant les différentes contributions pondérées par la fonction de Mobius, on obtient
une écriture de la forme annoncée dans la proposition 58 page 178. Commencons par étudier les
racines majeures, en rappelant que les fonctions o, et L, ont été définies par les égalités 8.3 et 8.4
page 180.

Lemme 16. Si w est une racine majeure, F,(t) admet le développement

Int

In? ¢ Ao
YInt + A, + P, <@(a) 1nB> + Qu(t),

s TP

Fu(t) =

pour les t vérifiant
2w
t| < ——, fRe(t) >0.
< = 9Rel)

De plus il y a convergence uniforme de la série de Fourier P,, et de la série entiére QQ,,, sous les
conditions
T

2
H<(1-e) Argt] < (1 - e2)

Bta’
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Les nombres k et A\, sont définis par

__ L Ina
Ty T
d
da= > Md) > B Lysresa(1).
dla,d#1 d(p(d) 0<r<
a, <r<e(d)

Le terme constant A, s’écrit
A, =To(0) + Xy,

Le terme T, (¢) est un binome du second degré en £, dont les coefficients ne dépendent que de o et
dont le coefficient dominant est In B /2. Enfin

So =Y pla/d)o(1).
dla

DEMONSTRATION. Explicitons les différents termes, en employant les mémes notations que dans le lemme
14 page 188. Nous posons

Qu(t) = nla/d)qa(dt)
dla

et il suffit de savoir que le rayon de convergence de cette série entiere vaut au moins 27 /Ba et que Q,,(0) = 0.
La partie oscillante vaut

Pu(t) = nla/d)pa(dt)
dla

et avec
Int

v v(a) In B

nous constatons que _
P,(t) = P,(v),
ou P, (v) est une fonction qui admet la période 1 et qui est analytique dans la bande

s

De plus elle est uniformément bornée dans les bandes

i
e | l—€¢)————
B |Tm(v)] < ( 6)2<p(a) B
avec une borne qui est indépendante de /.
Dans le terme
S (a/d)d o dt),
dla

il faut traiter & part le diviseur d = a car lexpression de d . (at) est différente des autres. Nous avons

In® at 1
dye(at) = —~2 +(£—2> Inat,

2InB

ce qui nous fournit le terme logarithmique

In?+ iy 1+ Ina Int
— =4+ — | Int
2InB 2 InB
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CHAPITRE 8. VARIATIONS CYCLOTOMIQUES

Les diviseurs stricts de a fournissent le terme logarithmique

Int .
@B 2 B Lara(D).

0<r<ep(a/d)
Ainsi en posant
1 Ina
K=——+4+—
InB
et
Z () Z B™"Lysrasa(l),
a,d# (P 0<r<ep(d)

le terme logarithmique est

In?¢

+Int (4K — Aa
2InB n . InB)/"

Enfin il y a un terme constant A,,. Il comporte en particulier une combinaison des aq et il faut encore
distinguer le cas d = a, qui fournit

Du(t) =

2
InB InB %2 —ZIZ- 42y
—— -1 - 6
2 " ( ) 2 21nB

+ oua(1).
Le reste ne donne que des termes du premier degré en /¢,
_ pla/d)
—/ B™"L,sr
Z a/d<p a/d) Z sra(1),
d|a,d#a 0<r<yp

et A, apparait sous la forme
Aw = Ta(g) + Zwa

ou T, est un binéme du second degré en ¢, dont les coefficients ne dépendent que de « et
Xy = Z M(a/d)awd(l)
dla

InB
Nous remarquons que le coefficient de 2 dans T, (¢) est HT O

Passons maintenant aux racines mineures.

Bé

Lemme 17. Siw est une racine mineure et « = w® est une racine primitive m-ieéme, la fonction

F,(t) admet le développement

Int
F,(t) = - AInt+A,+ P, | ———— wlt),
(0= <ot A4 2 (o8 )+ QU
pour les t vérifiant

t] < Re(t) > 0,

BZ
avec des définitions similaires au cas majeur. Précisons que le terme A, s’écrit

A, =T,00)+ X,

ou T, est seulement du premier degré en £ et Y, vaut encore

So =Y ula/d)o(1).

dla
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DEMONSTRATION. 11 faut regrouper les contributions des w? pondérées par la fonction de Mobius, suivant
les diviseurs d de a. La racine de I'unité w? est d’ordre un diviseur de B’ si et seulement si m divise d et
nous scindons ’ensemble des diviseurs de a en deux suivant que m divise d ou non. La lettre § désigne le

pged de m et d.
Dans la somme sur les d multiples de m
1
+ (ﬁ— 21ndt)] ,
9 1
wla/d) In“d+ (€ — 3

> ula/d)

m|d |a

In? dt
2InB

2 . . . ..
les In” t disparaissent comme annoncé, mais il reste

DS (a/d) )

1
2] Ind+ ——
m|d|a m|d|a

S B Z pla/d) Ind.

m|d |a

Quant a la somme sur les d non multiples de m, elle nous fournit

Int wula/d) _
_ T Sl A/ B™"L_sra(1
In B 2 m/s p(m/s) 2 anra(l)
mid|a 0<r<p(m/é)
comme terme logarithmique et
1 w(a/d) Ind Z _
—— —_— B™"L,sra(1)
InB widla m/d p(m/d) o

comme terme constant. La partie logaritmique se résume donc dans le coefficient A, qui vaut

0<r<p(m/é)

1 1 p(a/d) -
«a=——= d)Ind+ — _— B "L_sa(1
In B Z pla/d) nd + In B Z m/§ o(m/d) Z arra(1)
m|d|a mid |a 0<r<p(m/9)
Comme nous venons de le voir, il y a un terme constant
1 9 1 1 wu(a/d) Ind .
ST B E w(a/d) In*d + (ﬁ 2) g ula/d) Ind B - m /3 (o) E B™"L,gra(1)

mld|a mlda

comme résidu du terme logarithmique. Les d multiples de m fournissent
> wla/d)o(1)
m|d|a

et les d non multiples de m ameénent une horreur sans non. En regroupant ces termes constants, nous obtenons
un A, qui s’écrit

A, =T,(0) + 2.
Le T, est du premier degré en ¢, avec un coefficient dominant qui vaut

1
Z ,u(a/d) lnd+ Z W Z

mld|a mid |a 0<r<p(m/s)

B~ Lysra(1)

et le X, s’obtient en regroupant toutes les contributions en o. Il vaut

Y, = Z pla/d)o,a(1).
dla
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157

107
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o

/]
/=

Fic. 8.4
Les variations du module de Fi(t) + (n + 1)t pour a = 3,
B =2 et n = 100. L’échelle est logarithmique et ¢ varie dans
le rectangle [0,01, 0,05] x [0,7]. Ici p = 0,03679416640.

EXEMPLE 118 : Reprenons le cas test, a = 3, B = 2. Ici o = exp(£2in/3) (£ =0) et
Fu(t) = A4 (38) = A(2).
Pour || < 47/3 et | Argt| < 7/2, nous avons

In?t Int 1
- 2ot (b3

2 In2 5 h12) +Aa+Pa(U)+Qw(t)

avec v =Int/2 In2.
La fonction oscillante P, se décompose en deux. Il y a une premiere partie relative aux xar = X3,2% et
indépendante de « :

1

) =575

Z I'(x2r)C(1 4+ x2r) (37%2% + 1) exp(—4ikmv)
kA0

et une seconde relative aux xax+1 = X3,2k+1 €t qui ne dépend de a que par € = sgn Im(a) :

—€ _ ,
Paa(v) = —=——= > T(xak+1)37 [C(1+ xaks1,1/3) = C(1 + Xans1,2/3)] exp(—(4k + 2)imv).
2V3 In2
D’autre part
1 s
Ao = BETEIY] (73 In?3+3m2In3—1In?2+67% — 72 + 12’)/1) BT

ce que nous notons A, = A — ein/12.

8.3 Meéthode de col

Le coefficient de 2™ dans le développement de Taylor de

1
i Ve

k>0
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vaut, d’apres la formule de Cauchy,
1 f()

2w Jo 2n T

ou C est un lacet entourant l'origine. Les développements obtenus vont guider le choix du contour
d’intégration C.

Nous privilégions les racines primitives a-iemes de 'unité, €2, qui vont donner la contribution
la plus importante dans l'intégrale. Le développement local de la proposition 58 page 178,

In?t Ao Int
Fo(t) = =22 Vit Ag 4 P | ——
a(t) 21n£3+‘<“ hlB) it 5’+"2<¢@n1n13>4'Q9(ﬂ’

permet d’approcher I'intégrande

f(z) _ - _
o QO "exp (Fo(t) + nt) (z=Qe™)
par I'expression
Qe In*¢ + Kk Int+nt
X .
PlomB
L’équation de col [24, chap. 5]
np +np+rk=0
mB  PTET
s’obtient en écrivant que la dérivée de
In” ¢ + kInt +nt
omp T

est nulle en ¢ = p, avec le nombre x toujours donné par

1 Ina
"T T T mB
Nous choisissons alors comme lacet C' un cercle de rayon e™?. Ce cercle passe approximativement
par les cols qui font face aux racines primitives a-iémes, mais ces cols ne sont pas exactement sur
les rayons quand les A\ ne sont pas réels. Cependant la différence sur les arguments est un O(1/n)
et ceci ne perturbera pas trop les calculs. Précisons en effet les ordres de grandeur de p et In p. En
utilisant la fonction W, réciproque de ze®, le nombre p s’exprime par

npInB=W(nlnBe "B

La fonction W admet le développement asymptotique [24, p. 25]

W (z) o Inz —Inlnz + o(1)
d’ou les approximations
np ln B = Inn—Inlnn+k+1Inln2 + o(1)
n—-roo
et
Inp = —Ilnn+Inlnn—Inln2+ o(1).
n—+o0o

Pour faciliter ’expression, nous introduisons la définition suivante.
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u t=p—iu z = exp(—t)
to
t1
p
Fic. 8.5

Le contour d’intégration est recouvert par de petits onglets
dans lesquels les développements locaux s’appliquent.

Définition 48. Une fonction est dite exponentiellement petite ou négligeable si elle est négligeable
devant le produit de exp(ln2 n/2 In B) par une quelconque puissance négative de lnn.

En particulier le produit de exp(In?n/2 In B) et 1/n est exponentiellement petit.

Par le changement de variables z = exp(—t), l'intégration se fait sur le segment défini par
2ikm
aBE
avec 0 < k < aB" et de demi-angle au sommet 6. Evidemment il faut déterminer un L adéquat,
ce qui fait Pobjet du lemme suivant. L’intégrale éclate en N = aB” intégrales

t = p—i6 avec 0 € [0,27]. Nous recouvrons ce segment par des onglets de sommets les ¢ =

—nenp /N . .
I, = i / f(we=Pe®)em qg

2 —7/N

ol w est I'une quelconque des racines N-iemes de I'unité et pour chacune d’elles les développements
vus dans la premiere partie sont applicables.

Lemme 18. Si 6y € |0, 7/2[ vérifie
V3

—>B 0
5 cos gy

et L est le premier entier tel que

2 32
cos@o—7T < Br < i—ﬁ
ap 2 ap

1 f(2)
o d - va
2im /C b1 Zw:

ou la somme porte sur les w, racines aBY-iémes de Uunité, et I’égalité

)

nous avons

Inp Ina  In(27 cosby)

L:_lnB InB InB

+4
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avec 0 < § < 1.

DEMONSTRATION. Le fait que la droite d’intégration soit toute entiere dans la bande verticale la plus large
recouverte par les onglets impose

s \/5 27
0 o
CSP0BT <P 3 4Bt
ou encore 3
2 32
00500—7T < B < ——ﬂ-.
ap 2 ap
Si 6y est assez proche de /2 pour que
3
% > B cos by,

il existe une puissance de B qui satisfait & cet encadrement et nous choisissons par exemple la plus petite.
L’encadrement fournit tout de suite I’expression de L. O

Le traitement est différent suivant que w est majeure ou mineure. Dans le premier cas, nous
utilisons la méthode de Laplace ; dans le second, un traitement plus grossier suffira.

Proposition 59. Soient w une racine aBY de l'unité et a la racine a-iéme de lunité, qui lui est
associée. Si w est majeure, 1, admet le développement asymptotique complet,

- +oo
pw e [y Aa 1 (2k)!
Lo o~ P2 e | Sl g (04— 2% g+ Ay o).

oo Jam g P [2 mB ( TR L)t kZ:O (np)} 2o )

Dans cette expression, les xakw(v) sont des fonctions analytiques et 1-périodiques, la variable v

vaut
_ Inp

~ (a) InB’

De plus le premier terme de la série est donné par

Xo0.w(v) = exp [Pw <¢(;lan)] :

ot B,(v) est défini dans la proposition 58 page 178.
St w est mineure, 1, est un O de

pw e

Aa
o XP [_lnB Inp+ Aw]

et la constante impliquée par le O ne dépend que de .

DEMONSTRATION. Le remplacement de f(we™”e’) par son développement, suivi du changement de variables
0 = pu, donne
1, = leader(w)J,

avec )
pw e In® p Aa
= —— 1 A
leader(w) 5 XP [21113—1— {+ kK B np+ A,
et
Jo =
™/Np (1 —i A .
/_W/Np exp {nZ(lan) + (4 —np— ln(}) In(1 — iu) —inpu + P, (p(1 —iu)) + Qu(p(1 — zu))] du.
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Le coefficient de In(1 — #u) a été simplifié en tenant compte de 1'équation vérifiée par p.
Nous introduisons €; et € tels que

1
€12 ~ T
n—+oo In" n
avec
1 ey < 1
3"y
Le choix de €1 et €5 sera précisé un peu plus loin. La contribution essentielle provient de
2 In?(1—4 Aa -
K, = /_61 exp {DZ(IHBW) + ([ lnB) In(1 —4u) —inpu + P,(p(1 — zu))} du.
Nous notons
~ Inp
~ p(a) nB’
La fonction )
In“(1 — 4u) Ao ln(l —iu)
: _— {— In(1 — P, _—
YT T o mB +( IB) n(l— i)+ ( o(a) nB

est analytique dans le disque unité : |u| < 1. De plus comme fonction de v elle admet la période 1. 1’égalité

2

% =In(1 —iu) + u
définit uw comme fonction analytique de w au voisinage de 0, une fois levée I’ambiguité de la racine carrée :
2 1 2 1 . 2
w:u+§iu2fiusfgiu4+§u"+?iu6+o~ ,
IR S SR LT
e T v Ly

Ceci est valable dans un disque centré en v = 0 et pour n un peu grand tout le segment d’intégration est
dans ce disque. Nous procédons au changement de variables qui fait passer de u & w et nous développons
I'intégrande en série entiere, ce qui donne

K, = /exp ( np> Zan Jw™ dw.
Les xn, sont périodiques de période 1 et satisfont a une inégalité de la forme

|Xn,w(v)‘ < [

De plus 7 est 'arc image du segment [—eq, €] dans le changement de variables. Il est tangent a ’axe réel en
0 et d’allure ordinaire. Si —1; et 72 sont ses deux extrémités, nous choisissons €; et €5 pour que

1

~J 7’,‘ .
n—+oo In" n

Re(1m) = Re(nz) =

Comme l'intégrande est analytique, nous remplagons I’arc 7 par les trois segments [—ny, —¢|, [—€, €], [€,72].
L’application de la méthode de Laplace a 'intégrale sur [—e, €] fournit le développement asymptotique

*f V2 (2k)!X )
71T o X2kw
— (np)% 2kE!

Ve g |2 (G|
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_ na 2
Les intégrales / et / sont des O (exp [—an} e2> et sont exponentiellement négligeables. Il reste les
— €

—€1 7/Np
queues / et / . Nous majorons brutalement par un
—m/Np €

1
C/ exp [—% In(1+ U2)} du < Cexp [—% In(1 4+ €7)

et ceci est exponentiellement petit.

Il faut encore justifier le fait d’avoir évacué le @,. Cette fonction @, est analytique au voisinage de
Porigine et nulle en 0. Ceci permet de majorer le module de @, (p —i6) par une constante fois p et d’encadrer
Pexpression par un (1 4 O(p)) fois la méme expression débarrassée de @Q,,. Comme p est exponentiellement
petit, nous pouvons négliger cette correction.

Finalement nous avons obtenu, si w est majeure

- +oo
pwTenP In®p ( Ao > } 1 (2Kk)!
L, =~ +(l+r—- % )Inp+ A, _ (v).
nhe om g [2 InB "B’ kzzo (np) 5 21 X2 ()

Il reste les racines mineures. Par les mémes changements de variables que dans le cas précédent, nous
arrivons a 1’égalité
I, = leader(w)J,

avec e )\
pw e
lead = R | A
eader(w) 5 exp[ B np+ ]
et
7/Np Ao
J, = / exp [— In(1 — iu) + Py(p(1 — iu)) + Qu(p(1 — zu))} du.
—x/Np InB
Comme lintervalle d’intégration est borné et les fonctions sont bornées sur cette intervalle, il n’est pas
difficile de constater que J,, est borné par une constante qui ne dépend que de «. O

8.4 Collecte

Nous avons obtenu pour chacune des racines aB-ieme de 'unité, w, un développement asymp-
totique de I,. Il faut maintenant sommer ces différentes contributions. Les plus importantes sont
celles qui proviennent des racines primitives a-ieme de 1'unité. D’apres la proposition 59 page 197,
I’apport d’une telle racine 2 est évalué par le premier terme du développement asymptotique,

Q" In? p Ao Inp
Io ~ 14+rk— 22 ) 71 Aq + P :
T [2 lnB+< TR B) nptnpt g nnet Aoty Q(w(a) lnB>]

Notre joker consiste a adapter ’angle d’ouverture 6y des onglets, que nous avons utilisé dans la
méthode du col, aux propriétés arithmétiques de a et B.
Pour comparer les différents I, il faut évaluer d’abord les sommes

Yo=Y mla/d)o(1).
dla

Rappelons que o,,(s) a été défini page 179 par

Bl—-kg

ou(s)= ) Bf Fm Z o JC( ' B- km)

0<k</t
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L’approximation utilise les sommes
S j
— J J
=0 ()
J:

ol w est une racine N-ieme de 'unité et v est la dérivée logarithmique de la fonction I'. 1l est bien
connu [71, p. 240] que
Sni1=—-N(InN +7)

et nous voulons un résultat similaire pour les w # 1.

Lemme 19. Soit w = exp(2inv/N) une racine N-iéme de l'unité différente de 1. Alors pour N
grand, nous avons

N .
e Wiy <J> = Nln|2sin 2| + O(N),
St (5) = mfn Ty

et la constante impliquée par le O est indépendante de v.

DEMONSTRATION. Le point de départ est [71, p. 241]

1
P(2) =—- —7+0(2)
avec N N
X /1 1 X 1
9(2)—;(m_m+z)_ Zm(m+z)

La somme

N w’ = w’

Z —_— = ln (]. — CL)) L Z —

i=1 7/ j=Nt1 7

est d’abord évaluée en sommant par parties,

Nw' = 11

avec

Le fait que o; soit borné par 2/|w — 1| donne
N .
w’ TV TV 1 1
“ s )i 0 ().
; j HEsy JrZN +sin7w/N (N>

Ensuite la formule d’Euler-Maclaurin permet de transformer

s -S4

en
N

> WI0(j/N) = N/O1 eXmY(t) dt + % +0 (;) .

j=1
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Finalement

N ) 1
J J _ ‘ ; Q‘, # / 2t g4 dt 1 i
j;w P (N) N In [2sin N imv + sinﬂu/NO(l)JrN ; e (t)dt+ 5 +0 N/

Nous remarquons que les O ne dépendent pas de v et une majoration brutale fournit

N .
, i\ . T
Zuﬂw (N> = Nln‘2smﬁ‘ + O(N).
Jj=1
Encore une fois la constante du O ne dépend pas de v. O

Lemme 20. Soit w une racine aBt-iéme de l'unité, ot comme d’habitude ¢ a la valeur minimale,

alors
S = 3 ula/d)o (1)

dla

o InB

est compris entre un O(f) et £ + O(¢). De plus les constantes qui interviennent dans les O

sont indépendantes de w et /.
DEMONSTRATION. En explicitant les o,,4(1), nous obtenons I'expression

B~ *a/d

= > > nla/d) Bl kajd Z w? ]d¢(Be ia/d)

0<k<t dla
La somme, correspondant a k = 0, vaut

“ka/d

1 K i
Zua/d Bikq/d Z " dw<Be ka/d>

Le lemme précédent appliqué avec N = aB¢ et w = exp (2i7ru/ aBe), ou l'entier v est premier avec B, fait
apparaitre deux termes. Le terme complémentaire O(N) fournit seulement un O(1), puisque nous divisons
par N. Quant a l'autre terme, il vaut

2 sin

Zu a/d) In

dla

Ford

et nous reconnaissons dans cette expression In |®,(w)|. Ceci peut surprendre un instant mais est tout a fait
normal : l'aller retour par la transformation de Mellin redonne ces termes intacts, méme s’ils ont été un
instant noyés dans les calculs. Evidemment le module de ®,(2) est majoré sur le cercle unité et le probleme
est de donner une minoration valable en les racines aB’ de I'unité qui ne sont pas des racines primitives
a-iemes de 1'unité. Nous introduisons la fonction m-périodique

t)=> p(a/d) In|sin(dt)|.
dla

Elle est monotone par morceaux car sa dérivée est une fraction rationnelle en cotgt. Elle est bornée
supérieurement comme est la fonction In |®,(z)| sur le cercle unité, mais elle n’est pas bornée inférieurement
car elle a pour limite —co en les pr/a, ou p est premier avec a, et un comportement en In |sin(at)| au voisinage
de ces points (cf. figure 8.6).
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4.1

t

b U 0.785 157 236 U 314
44
879

F1G. 8.6
La fonction Z In ‘@[)a(zB k)‘ est bornée supérieurement sur

0<k<t
le cercle unité et a pour limite —oo en les racines de I'unité

d’argument pr/aB’, ol p est premier avec a et 0 < j < /.
On le constate ici pour a =3, B=2et £ = 3.

Ainsi le terme —X,, vaut & un O(¥) pres

Z ln‘tba(ka)‘ = Z 9a(B"1),

0<k<? 0<k<t

avec t = mv/aB’. Cette derniére fonction est 7-périodique, bornée supérieurement par un O(¢) et a pour
limite —oo en les pr/aB’, ol p est premier avec a et 0 < j < £. Les plus petites valeurs que peut donner w

correspondent donc aux points
% p T

aB!  aBi ~ aB!
et en reportant nous obtenons & un O({) preés la valeur

.m »InB
Z In ’smm‘ = 7‘727 +O(¢).
j<k<t
Dans le cas le pire le terme 3, vaut donc

In B
S, = ZQHT +0(0).

Il faut remarquer que tous les O utilisent des constantes indépendantes de w. O

Nous arrivons enfin a ’apothéose.

Proposition 60. A un terme exponentiellement petit pres, le coefficient de 2™ dans

1
=150

k>0

est la somme des Iq, ou 2 décrit l’ensemble des racines primitives a-iemes de l’'unité.

202



8.4. COLLECTE

DEMONSTRATION. Si w est une racine majeure qui n’est pas une racine primitive a-ieme de 1'unité, nous

comparons I, et I, ot, comme d’habitude, @ = w? est primitive a-iéme. Le rapport vaut

Iw w\ "
T nlo (a) exp[llnp+ A, — Ay + P, (v) — P, (v)]
1
en notant v = % Comme P, (v) est bornée indépendamment de ¢, on peut négliger les P. D’autre
p(a) In

part la différence A, — A, vaut

In B
Ay — A _zma+a£—ngjawx

InB
Dans le cas le pire, nous avons X, = EQT et le nombres de racines a prendre en compte est moindre que

B’. En faisant preuve d’un pessimisme excessif, le terme dans 1’exponentielle est donc un binéme du second
degré,

In B InB
z%%—+zmp+ema+az—Ulgw_ﬁa+owy+mna

qui s’écrit encore

InB
e2mB+e(mp+ma+“é-ﬂm>+owy
Il faut étudier ce bindéme sur 'intervalle [1, L]. En 1, il vaut environ In p. Ensuite sa partie réelle décroit et
atteint son minimum vers —In p /2, puis croit jusqu’a L, ot elle vaut

InB
L <L lnB—i—ln,o—i—lna—i—nQ—)\a—i—O(l))7

c’est-a-dire
In B
L (111(27r cosfy) + 0 + -5 = Ao + O(l))

avec
Inp Ina In(27 cosby)

InB InB In B

Nous prenons 6y assez proche de m/2 pour assurer que le terme compris dans la parenthése a une partie
réelle strictement négative et ceci garantit que notre binéme tend vers —oco pour ¢ = L et a fortiori pour
tous les ¢ de lintervalle [1, L].

Si w est une racine mineure, nous comparons I, avec Ig, ol {2 est une racine primitive d’ordre a. Le
rapport est

L=-— +6.

2

1
O(1) exp {2?% +O(lnp) + A, — AQ:| .

1,

Le A, comporte un terme du premier degré en £ et ¥, qui est au pire un 2 In B /2, d’olt un quotient qui
s’écrit )
InB In®p
o(1 P —=+0() -
Wexp | 57 4 0l6) - 310

+0mm}

Il apparait encore un trinéme, qui en 0 vaut —In? p/2 In B et a donc une partie réelle fortement négative,
alors que son coefficient dominant est positif. Sur 'intervalle [1, L], la partie réelle atteint donc sa plus grande

valeur en L et cette valeur est
o InB 1n2

2 21n

B
In B Inp
2 ( 213)( 213)+mmm
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En exprimant L, cela vaut

% (L I p )(1na+lncos€o+5)+0(lnp)

2B
ou encore 31
np
—— —— (Incosfy + O(1)) .
A nouveau si nous choisissons 6, suffisamment proche de 7/2, le terme entre parenthéses a une partie réelle
strictement négative et nous avons une valeur qui tend vers —oc. O

La proposition précédente donne le théoreme 34 qui fait 'objet de ce chapitre. En effet les seuls
termes utiles sont les I avec () racine primitive d’ordre a, puisqu’un terme exponentiellement petit
est négligeable devant tous les termes des développements que nous avons obtenus. En additionnant
les I, nous obtenons

pes 1 - In? p Aq 1
" — = —— 1 =1 A
E ]II[O D, (2B") n—»+ooZQ: Vor xp [2 InB + <ﬁ lnB) nptnpt 2 nnpt A
+oo
1 (2k)!
x Z ® T,X%,Q(U)-
k=0 (np)? 2!
1
avec v = % En regroupant les contributions des différents €2, ceci s’écrit encore
p(a) In
+00 2 oo
1 In“p 1 1
'l ——== = exp |:+(1+/£) lnp—i-np%—lnnp} w(v)
ka B4 (2B") n—too 2 InB 2 kz_o (np)s

avec en particulier

wo(v) = Y Q "exp [—p(a)Aqv + Aq + Po(v)].
Q

C’est cette derniere formule que nous avons utilisée pour donner un équivalent dans le cas a = 3,
B =2.
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Au plaisir des yeux

Nous avons rencontré de nombreuses suites mahlériennes, dont certaines ont été illustrées dans le
cours du texte. Nous rassemblons dans ce chapitre quelques exemples, classiques ou inédits suivant
les cas. Leur intérét est d’abord de nous étonner par leur aspect inhabituel et ensuite de faire naitre
des questions naturelles.

Pour ne pas alourdir I’expression nous n’avons pas toujours explicitement décrit les suites dont
nous tragons les graphes. Cependant les titres de ceux-ci font facilement voir de quoi il s’agit car
nous avons respecté la terminologie suivante. Le suffixe normal indique que l'on a normalisé la
suite, généralement en la divisant par son comportement dominant. Le préfixe sum signifie que 1’on
a sommé une fois et a contrario le préfixe diff correspond a la suite des différences.



AU PLAISIR DES YEUX

nu

104+

500 1000 1500 2000

sumu

sunnu

10000 1le+07+

8000

8e+061

6000

6e+061
4000

2000 4e+06 1

500 1000 1500 2000
2e+061

Fi1G. 8.7
La suite v(n).

La suite v(n) du nombre de 1 dans I’écriture binaire d’un entier (cf. figure nu) est le prototype des
suites B-régulieres. L’application de 'opérateur de sommation régularise la suite et fait apparaitre
son comportement en n Inn (cf. sumnu). Plus on applique cet opérateur et plus la suite obtenue est
lisse (sum2nu). Le graphique sumnormal de la figure 8.8 montre la fonction périodique F' associée a
v(n) par 'estimation de Delange,

=

1
V(n):§ Ing N+ F (Ing N).
0

1
N

n
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diffnu

299, 1209, 1500 2000

di ff2nu

560 1000 7500 2000

di ff3nu

sumunor mal

0. 84

0. 6

0. 4+

"
.

EEE

giﬁ 5 10 1500 2000
i

FiG. 8.8

Son comportement normalisé et ses différences.

Les différences de la suite v(n) (graphique diffnu) sont directement liées & la valuation dyadique
puisque
Av(2n)=1, Av(2n-—1)=—uvy(n).

On pourrait penser qu’en itérant 'opérateur de différence sur une suite réguliere, on finit par
obtenir une suite automatique. Il n’en est rien et les différences k-iemes de la suite v(n) ont un
comportement en 2% Inn (diff2nu, diff3nu).
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factor. Thue. Mor se. nor nal

2.81

i factor. Thue. Morse
4 753 253 w0 w5 ot
2500+
2000+
1500+
1000+
500+
& 260 700 600 800 1000
Fic. 8.9

Un avatar de la suite de Thue-Morse.

La suite de Thue-Morse, qui donne la parité du nombre de 1 dans la représentation binaire
d’un entier, est le prototype des suites automatiques. Elle a donné lieu a de nombreuses études et
généralisations. On voit ici le graphe de la suite F'(n) du nombre de facteurs, c’est-a-dire de motifs,
de cette suite. Il est réunion de segments de pente alternativement 2 et 4 d’apres I'expression
explicite [25, p. 340],

Fln) = 2n— 2422 gip > 3202 4
- 4n — 4 — 22M)=1  ginon.

La périodicité s’'impose naturellement dans ce cas et le dessin annexe, ou 'on a divisé la suite par
son comportement dominant n, la met bien en valeur.
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1.8

1.6

suntoquet nor mal

o
14 Sum:oquet
1.2
3 4 5
400+
3001
200
100
N} 500 1000 1500 2000

Fic. 8.10
La suite de Newman-Coquet.

La suite de Coquet associe & un entier n, la parité (—1)” () qu nombre de 1 dans la représentation
binaire de n. C’est donc une variante de la suite de la suite de Thue- Morse et elle a attiré I’attention
parce que les 1 y dominent, alors qu’en moyenne ils apparaissent autant que les —1. On le constate
dans son début, ou I'on n’a gardé que les signes,

tH+++++ -+t -+ —+

Cette impression renforcée par la figure sumcoquet est confirmée par ’analyse puisque

D (=1 = 3y (ng n) + O(1),

k<n

ou 1 est continue 1-périodique [34], comme on le voit dans la figure sumcoquet normal.
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mroir sunmi roi rnor nal
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1000+
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vander Cor put miroirnormal

Fic. 8.11
Miroir et suite de Van der Corput.

Le miroir et la suite de Van der Corput sont deux visions du méme objet. Pour le premier on
associe a ’entier n la valeur de son écriture binaire retournée. Pour la seconde on fait glisser cette
écriture inversée derriere la virgule. Autrement dit on divise par 2M") qui est le comportement do-
minant du miroir. On pourrait aussi bien utiliser n comme comportement dominant, mais comme
on le voit sur la figure miroirnormal ceci structure artificiellement le graphe par des branches
d’hyperboles liées au quotient 2A(n) /m et non au miroir lui-méme. D’autre part la fonction somma-
toire du miroir a un comportement dominant en n? (le rayon spectral est 4 avec une multiplicité
égale a 1) et en divisant par cette quantité, la fonction périodique attendue apparait. Cependant
on peut ici aussi utiliser 4™ comme comportement dominant et la fonction périodique a alors une
apparence plus simple car son graphe est réunion de segments (cf. summiroirnormal). Ceci pose
un probléeme usuel dans 'asymptotique des suites mahlériennes : vaut-il mieux utiliser les fonctions
classiques comme n ou les fonctions liées a 1’écriture en base B comme A(n) ?
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Cant or
180000 - -
160000 1 ——
140000 1 _—
1200004 -
100000 1
800001
60000 1 - | ogdi f f Cant or
e
400001 s
104
200001 J—
—
e
560 1000 1500 8
61
f
29
560 1000 1500 2000
FiG. 8.12

La suite de Cantor.

La suite définie par ses deux premiers termes 0 et 1, le fait d’étre strictement croissante et de
ne pas contenir de progression arithmétique,

0,1,3,4,9, 10, 12, 13, 27, 28, 30, 31, 36, 37, 39, 40, 81, 82, 84, 85, 90,
est 2-réguliere. Il est naturel de se demander si les sauts d’un terme au suivant
1,2,1,5,1,2,1,14,1,2,1,5,1,2, 1,41, 1,2, 1, 5, 1,

restent bornés. Mais en multipliant la suite par 2, on obtient ’ensemble des entiers dont I’écriture
en base 3 ne comporte pas le chiffre 1, ce qui fait sentir, par comparaison avec I’ensemble de Cantor,
que les sauts ont une taille arbitrairement grande. D’ailleurs la série génératrice des différences a
pour expression explicite

et les différences ont un comportement en n"23.
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FiG. 8.13
Suites B-régulieres affines par morceaux.

A D'occasion on rencontre des suites B-régulieres, que I'on peut qualifier d’affines par morceaux.
On a figuré ici la suite de Josephus et la suite de Reingold et Supowit apparue dans ’étude de
I’appariement euclidien. Pour fabriquer de telles suites, il suffit d’utiliser la série caractéristique
d’un langage rationnel de densité nulle, que ’on somme deux fois. Pour varier un peu, on remplace
cette série caractéristique par son produit de Hadamard avec une série B-réguliere arbitraire.

Ce phénomene semble toutefois assez superficiel. En effet

Reingold et Supowit sous la forme

Ugp = ao(ugnt1 + uzn—1) + 1,
Utnt1 = a1(U2nt1 + Up),

Ugn42 =
Ugn+3 =

a2(U2n+1
as(u2n+2

si 'on généralise la récurrence de

+ uzp41) + 1,
+ U2n11),

avec ug = u; = 0, ug = 1 et uz = as, on voit que quand tous les a, sont égaux a un réel a, on

a encore une suite affine par morceaux avec un comportement en n

1+1ns a

. Si ag et ay d’une part

et a1 et ag d’autre part sont égaux, les parties paires et impaires ont souvent des comportements
similaires, que 'on pourrait qualifier de continus. Par contre dans le cas général on assiste a un

éclatement complet.
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Fic. 8.14
Promenade sur un hypercube.

La recherche du plus court chemin entre deux points d’un hypercube fait considérer la suite
(wy,) définie par wg = 0, w, = 1 si n = 2% et w, = 1 + min(w,,_or, wor+1_,) si 2F < n < 2F+L,
La fonction sommatoire de (w,) est 2-réguliere de rang 7 avec un rayon spectral p = 2 et une
multiplicité 7 = 2. Nous attendons un comportement dominant en n Inn et en divisant par ce
terme nous obtenons une suite périodique en Inn.
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Fic. 8.15
De Pythagore & Mahler (premier tableau).

Les produits infinis mahlériens définis par des polynoémes dont les racines sont de module 1
sans étre des racines de I'unité n’ont pas encore été étudiés. On obtient des exemples simples en
associant a un triplet pythagoricien (a, b, ¢) le polynéme p(z) dont les racines sont les deux nombres
(a £ ib)/c et le produit

1 1
klzlop(z%) B kl:[o 1—222" cosd) + 222"’

ot cos ¥ = a/c. On a pris ici le triplet de base a = 3, b = 4, ¢ = 5. La suite obtenue a des variations
violentes mais la fonction sommatoire de celle-ci est déja plus lisse et fait voir la périodicité attendue
en Inn.
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Fic. 8.16
De Pythagore a Mahler (deuxieme tableau).
I’échange de a et b
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FiG. 8.17
De Pythagore & Mahler (troisieme tableau).

Le triplet a = 5, b = 12, ¢ = 13 ameéne un comportement particulierement chaotique puisque
deux sommations sont nécessaires pour obtenir un graphique disons continu.
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Fic. 8.18

De Pythagore a Mahler (dernier tableau).

Ici le triplet utilisé est a = 12, b = 5, ¢ = 13. Nous obtenons une croissance violente de type
exponentiel et par ailleurs un aspect assez lisse. Le point frappant de ces exemples est la variété
des comportements, borné, logarithmique ou exponentiel, qui sont liés a la nature arithmétique de

lirrationnel 9/m.
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Fic. 8.19
Les partitions binaires.

La suite (b,) du nombre de partitions binaires d’une entier a un logarithme qui se comporte en
In? n comme on le voit sur la figure logbinarypartition. Elle recéle aussi une fonction périodique
en Inn, qui est plus difficile a sentir. En effet dans 1’échelle du probleme les termes négligeables sont
en ln2(ln n)/Inn, ce qui reste numériquement assez grand et il ne suffit pas de soustraire le compor-
tement dominant en In? n et Inn obtenu par 'analyse pour voir apparaitre une fonction périodique,
dont 'amplitude est tres faible car elle est liée aux valeurs de la fonction I' sur ’axe imaginaire.
Pour contourner cette difficulté, on peut d’abord considérer le rapport by, /by, ce qui fait disparaitre
le comportement en In? n du logarithme de by, puis le birapport p, = bpban, / b%n qui élimine aussi le
terme en Inn. Il ne reste plus qu’a jouer sur un décalage de phase en considérant (pg, —1)/(pan —1)
pour faire enfin sortir un comportement périodique (cf. figure logbinarypartitionnormal).
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Prolongement

Arrivé au terme de ce travail, nous revenons sur certains points que nous avons laissé dans
I’ombre soit pour ne pas alourdir la présentation, soit par force.

Nous avons développé différents algorithmes de calcul, dont certains ont été réalisés dans le
langage Maple. Cette tache doit étre poursuivie, en particulier pour tester les propriétés des
suites mahlériennes que 'on rencontre dans la littérature. Le travail a effectuer dépasse cepen-
dant I’écriture routiniere de programmes, car beaucoup de nos raisonnements utilisent des nombres
algébriques sur lesquels on doit faire des calculs exacts.

Les équations de Mahler admettent différentes extensions. On peut envisager des séries multi-
variées avec des opérateurs en nombre égal au nombre de variables ; ou bien rester dans le domaine
des séries a une variable mais avec plusieurs opérateurs, ce que nous avons tres légérement envisagé
dans le chapitre 3. Il est aussi possible de considérer des équations mixtes, a la fois différentielles
et mahlériennes.

Il est clair que I'on peut poursuivre I’étude des solutions sous forme close en cherchant par
exemple si une équation de Mahler possede des solutions rationnellement dépendantes, ce qui
permettrait de lever la difficulté apparue au chapitre 5 dans la recherche de ’équation minimale
satisfaite par une série B-réguliere.

La traduction des propriétés des séries rationnelles en indéterminées non commutatives, si
elle n’est pas complete, ne semble pas présenter de difficultés particulieres et il nous semble plus
intéressant d’en montrer les applications que de 'approfondir pour l'instant. Le lien entre les séries
B-régulieres et les séries mahlériennes nous semble plus ardu car il y a peu d’espoir de caractériser
les équations mahlériennes dont toutes les solutions sont B-régulieres. Il n’est pas impossible que
I’équation minimale d’une telle série vérifie systématiquement le critére que nous avons donné.

L’asymptotique est certainement la partie la plus prometteuse. D’abord il reste a traiter deux cas
de notre classification et si nous entrevoyons déja certains comportements, il faudra encore quelques
acrobaties pour atteindre des résultats complets. Il est dés maintenant possible de fusionner certains
cas étudiés. A terme nous espérons bien pouvoir décrire tous les comportements possibles. Bref nous
trépignons d’impatience.
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Résumé

L’objet de cette these est ’étude d’une classe de séries entieres solutions de certaines équations
fonctionnelles, dites mahlériennes. Ces séries interviennent en combinatoire avec des problemes de
comptage de mots et en analyse d’algorithmes ou elles sont liées aux récurrences diviser pour régner.

La résolution des équations mahlériennes est fondée sur les propriétés des fractions rationnelles
vis a vis de 'opérateur fondamental, analogue de la dérivation pour les équations différentielles, et
sur Iarithmétique des opérateurs sous-jacents a ces équations. Les méthodes décrites fournissent
a la fois des procédés effectifs de calcul et des résultats qualitatifs sur les propriétés de cloture de
cette classe et, dans le cas complexe, sur les propriétés analytiques des solutions.

Une sous-classe importante de séries mahlériennes est fournie par les séries B-régulieres, géné-
ralisation des séries B-automatiques. Elles sont la traduction, via la numération en base B, des
séries rationnelles en indéterminées non commutatives de la théorie des langages formels et héritent
de leurs propriétés. On peut par exemple définir les notions de représentation linéaire, de rang et
de matrice de Hankel. Sous certaines conditions simples, une série mahlérienne est B-réguliére ; en
particulier la plupart des récurrences diviser pour régner fournissent des séries B-régulieres.

L’analyse asymptotique des coefficients des séries mahlériennes complexes s’appuie sur une
classification qui met en valeur 'importance des séries B-régulieres, sur des techniques d’algebre
linéaire et sur des méthodes de théorie analytique des nombres. Les résultats obtenus permettent
de traiter les exemples rencontrés dans la pratique. Ils montrent pour les séries B-régulieres un lien
entre le comportement asymptotique des coefficients et le spectre des représentations linéaires et
dans beaucoup de cas un phénomene de périodicité en échelle logarithmique.

Mots clés : algebre d’operateurs lineaires, équation fonctionnelle de Mahler, theorie des lan-
gages, suite automatique, développement asymptotique, fonction génératrice, analyse d’algorithme.

Abstract

The purpose of this thesis is to study a class of power series, which we call Mahlerian, solutions
to certain functional equations. These series arise in combinatorial theory, for problems involving
counting words, and in the analysis of algorithms, where they are related to divide and conquer
recurrences.

Methods of solution of Mahlerian equations are based on the properties of rational functions
with respect to the fundamental operation, analogue of the derivative for differential equations,
and on the arithmetic of operators implicit in these equations. The methods we describe furnish
efficient procedures for calculation, qualitative results concerning the closure of this class, and, in
the complex case, analytic properties of the solutions.

An important subclass of Mahlerian series is provided by B-regular series, a generalization
of B-automatic series. They are the translation, via base B arithmetic, of rational series in non-
commutative variables, inheriting their properties, familiar in the theory of formal languages. One
can define, for example, notions of linear representation, of rank, and of Hankel matrix. Under
certain simple conditions, a Mahlerian series is B-regular; in particular most divide and conquer
recurrences provide B-regular series.

The asymptotic analysis of coefficients of complex Mahlerian series relies on a classification
which reveals the significance of B-regular series, on methods from linear algebra, and on methods
from the analytic theory of numbers. The results here obtained permit us to handle a number of
frequently encountered practical examples. They show, for B-regular series, a connection between
the asymptotic behavior of coefficients and the spectra of linear representations. In many cases we
exhibit a phenomenon of logarithmic periodicity.



