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Notations

— R”™ - ensemble des vecteurs réels de dimension n,
— R™™ - ensemble des matrices réelles de tailles n x m,

N - ensemble des entiers naturels,

[n1; ns] - ensemble des entiers compris entre n; € Netny € N, ny < ny,
— M > 0 - matrice définie positive,
— M < 0 - matrice définie négative,

— M~ -inverse de la matrice carrée non singuliere M,

MT - transposée de la matrice M,

A B

_M:[* D

] - matrice M symétrique ot x désigne B7,

M - noyau de la matrice M,

— diag{A;, Ay, -, A,} - matrice diagonale avec A;, As,--- , A, sur la dia-
gonale principale,

¥ ={1,---,N} - ensemble des N premiers nombres entiers positifs,

— Ixm - matrice de taille n x m ott I;; = 1, Vi < min(n,m) et I;; =0, Vi # j,
— I, = I,,«,, - matrice identité de taille n x n,

— 0,,xm - matrice nulle de taille n x m,

0,, - matrice nulle de taille n x n,

— Amin(A) - plus petite valeur propre de la matrice symétrique réelle A,

— Amax(A) - plus grande valeur propre de la matrice symétrique réelle A.
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Introduction générale

Préambule

Les systéemes a commander sont désormais de plus en plus complexes. En
particulier de nombreuses applications correspondent a des systemes dits em-
barqués, qui généralement sont composés de sous-systemes pilotés par un au-
tomate. De la méme maniere beaucoup de systemes actuels présentent plu-
sieurs comportements au cours du temps, afin de réaliser différentes taches.
Un automate gere alors ces différentes configurations. Les champs d’applica-
tions couvrent entre autre 'aéronautique, l'industrie automobile, 1'industrie
métallurgique, ainsi que la gestion d’énergie.

Ces types de structure peuvent étre regroupés et modélisés par la catégorie
générique des systémes dynamiques hybrides. Ce sont des systémes qui pré-
sentent une interaction entre des processus de dynamique a temps continu
ou discret et des processus de type logique. La classe des systemes dyna-
miques commutés constitue une classe importante des systemes dynamiques
hybrides. Un systeme dynamique commuté est 1’association d’un ensemble
fini de sous-systemes différentiels ou aux différences et d"une loi de commuta-
tion qui indique a chaque instant le systeme actif.

Depuis plusieurs années, la communauté des automaticiens et mathémati-
ciens appliqués s’est attachée a 1’étude et a la maitrise de ce type de systemes,
tout particulieérement sur la question de leur stabilité et de leur stabilisation. Ce
domaine de recherche ayant atteint un certain degré de maturité, la question
de I'étude des performances des systéemes commutés se pose naturellement.
De récents travaux de la littérature commencent a aborder cette problématique,
qui reste néanmoins largement ouverte.

Le lien entre les performances et les différentes lois de commutation reste
encore peu étudié et maitrisé. Les travaux de cette thése s’inscrivent dans ce
cadre pour les systemes commutés linéaires a temps discret. Parmi différents
problemes identifiés, celui de la détermination d'un coftit garanti, quelle que
soit la loi de commutation sera tout particulierement étudié. Un premier ob-
jectif de la these est d’effectuer cette détermination pour les systemes linéaires
commutés autonomes en la décomposant en deux étapes : tout d’abord un
majorant de ce cotlit garanti sera obtenu a 1’aide d"une fonction de Lyapunov
commutée. Dans un second temps, de fagon a valider 1’écart entre le cotit ga-
ranti et son majorant, un minorant du cofit garanti sera proposé. Une étude
critique sera détaillée pour discuter 1'efficacité de cette méthode ainsi que ses

1



Introduction générale

limites. Aussi, les liens avec les conditions suffisantes de stabilité des systemes
linéaires commutés seront mis en avant.

Un second objectif de la these est de proposer la synthése de correcteurs
afin de minimiser le majorant du cotit garanti. Plusieurs classes de correcteurs
commutés seront proposées : correcteur par retour d’état; retour d’état estimé
par un observateur ; retour dynamique de sortie. A titre d’illustration, ces mé-
thodes seront appliquées aux systemes controlés par un réseau, oti le retard est
un multiple de la période d’échantillonnage.

Structure du mémoire

En plus de cette introduction générale, ce mémoire comporte quatre cha-
pitres et une conclusion générale. Sa structure, définie comme suit, a comme
til conducteur la démarche succinctement énoncée dans le préambule.

Chapitre 1

Le premier chapitre est constitué de définitions sur les systemes linéaires
commutés et de rappels sur leur stabilité. Les principaux outils pour la stabi-
lité et la stabilisation de ces systémes sont présentés comme prérequis a cette
étude. Citons notamment les conditions suffisantes de stabilité et de stabilisa-
tion sous forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI).

Chapitre 2

Le deuxiéme chapitre considere plus particulierement les systémes linéaires
commutés autonomes associés a un cahier des charges de performances. Apres
avoir défini les performances a I’aide d"un critere a minimiser, un cotit garanti
est formalisé. Ce cofit garanti étant difficile a déterminer de facon analytique,
un encadrement a 1’aide d’un majorant et d’'un minorant sera proposé pour
estimer, au mieux, celui-ci. Une discussion, fondée sur des exemples simples
permettra de commenter 'efficacité et les limites de I’encadrement proposé.

Chapitre 3

Le troisiéme chapitre est consacré a la synthése de lois de commande com-
mutées qui minimisent le majorant du cott garanti. Plusieurs structures de
contrdleurs commutés sont proposées : le retour d’état, le retour d’état recons-
truit a 'aide d’un observateur et finalement un retour dynamique de sortie.
Ces syntheses seront testées sur des exemples académiques.

Chapitre 4

Le but du quatriéme et dernier chapitre est de montrer I'apport de notre
méthode dans le cadre de la commande des systemes commandés via un ré-

2
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Chapitre 1

Prérequis sur les systemes a
commutations

Ce chapitre a pour objectif de fournir les prérequis sur les systémes a com-
mutations qui serviront de socle de connaissances utile pour les autres cha-
pitres. Les systemes a commutations a temps discret sont tout d’abord formel-
lement définis. En effet, ce chapitre, ainsi que le reste du manuscrit se foca-
lisera dans le cadre du temps discret et offrira un succinct état de l’art en ce
qui concerne la stabilité des systémes a commutations dans ce cadre. Diffé-
rents rappels sur la stabilité de ces systémes seront faits, afin de présenter les
conditions nécessaires et suffisantes de stabilité des systemes linéaires a com-
mutations a temps discret, en utilisant comme outils le rayon spectral joint
ou bien les fonctions de Lyapunov. Des conditions suffisantes de stabilisation
des systémes linéaires a commutations seront aussi indiquées. Pour ce rappel,
plusieurs hypotheses seront considérées a propos des lois de commutation :
lois de commutation a priori inconnues, ou bien vérifiant certaines contraintes
tel un temps de maintien, ou bien encore faisant partie des moyens d’action
(commande) des systémes a commutations. Les références détaillant chacun
des théoremes et lemmes présentés dans ce chapitre seront indiquées et seules
certaines démonstrations, essentielles pour la suite du manuscrit, seront pro-
posées pour des raisons pédagogiques.

1.1 Définition d’un systeme commuté

Les systémes a commutations sont un cas particulier des systemes dyna-
miques hybrides [Zay01, AK03, Lib03, SWM™*07]. IIs allient 1’élégance de la
simplicité et la richesse des phénomenes décrits. Un systéme a commutations
est composé d’un ensemble fini de V € N* dynamiques, dont une et une seule
est activée a chaque instant par une loi de commutation. Un systeme a com-
mutations est dit a temps discret s'il est, plus précisément, composé de dyna-
miques aux différences. Un tel systeme peut se définir sous la forme suivante :

Tpr1 = fU(k)(k,xk,uk), VkEN, (11)
Rk = ga(k)(kaxkauk)a (1.2)

5



Chapitre 1. Prérequis sur les systemes a commutations

ol x, € R™, u, € R™ et 2, € R™ sont respectivement 1'état, I'entrée et la sortie
de performance du systeme. Les N couples de fonctions fi(-,-,-) et g;(-,-,-),

i€ {l,---, N} sontles dynamiques des sous-systémes, ou modes. La fonction
N —- ¥={1,---,N}
o: { koo o(k) (1.3)

est la loi de commutation, le mode o (k) est le mode actif a I'instant k. Le systeme
a commutations a temps discret (1.1)-(1.2) est représenté sur la Figure 1.1.

Tkl Retard T
unitaire
Ter1r = foy (ks Tr, up)
- 2 = Goty(Ky ok, ur) |
Zk Uk
o(k) e X

FIGURE 1.1 - Structure générique d'un systéme a commutations a temps dis-
cret.

La loi de commutation peut étre générée par une loi temporelle, par un au-
tomate autonome ou non, ou encore par une partition de 1'espace d’état. Afin
de limiter la trop grande complexité de I’ensemble de ces cas, '’hypothese sera
faite que la loi de commutation sera a priori inconnue, arbitraire, mais que sa
valeur courante o(k) a I'instant & sera accessible. Ainsi, la loi de commutation
sera subie et ne fera pas partie des moyens d’action sur le systeme.

Le modele correspondant aux systémes a commutations (1.1) et (1.2) est
trés général. Dans ce manuscrit, la classe des systemes considérés sera res-
treinte aux systemes linéaires a commutations, dont les modes sont linéaires
et invariants par rapport au temps. De plus, sans perte de généralité, on peut
considérer la sortie z;, indépendante de la commande .

Tpt1 = Ag(k)$k+Bg(k)uk, Vk € N, (14)
2L = Og(k)l‘k. (15)

Ce systeme est dit autonome, si de plus, la dynamique est indépendante de
la commande uy, c’est-a-dire

Thr1 = Aswyrr, VEkEN, (1.6)
2k = Cg(k)fljk. (17)

La structure générique du systeme (1.6)-(1.7) est représentée sur la Figure 1.2.



1.2. Stabilité des systemes

Tht Retard T
unitaire
; A4
L] [ L., O, } X Cy
o(k)
2k CN

FIGURE 1.2 — Structure générique d’un systéme linéaire autonome a commu-
tations a temps discret.

Remarque 1 Notons que le terme autonome peut dans certains ouvrages étre syno-
nyme d’invariant dans le temps. Le systéme (1.6)-(1.7) est bien dépendant du temps, a
cause de la dépendance en temps de la loi de commutation.

Bien évidemment, d’autres classes particuliéres de systémes a commuta-
tions peuvent étre envisagées, certaines sont présentées dans [Joh02, Lib03,
SWM*07, LLL09]. On peut, par exemple, citer la classe des systémes affines
commutés.

1.2 Stabilité des systemes

La stabilité est une question majeure pour l'étude des systéemes en automa-
tique. Avant de traiter la stabilité des systemes dynamiques linéaires a com-
mutations, celle des systémes classiques est rappelée. Considérons le systeme
a temps discret suivant :

T+1 = f(k:xk>7 Vk € N, (18)

ot f(-,-) est une fonction de N x R"* dans R"+, localement lipschitzienne par
rapport a la seconde variable.

Définition 1 Les points d’équilibre x,, sont les solutions réelles de I'équation
[k, Tog) = Tog, Vk €N (1.9)

Un point d’équilibre z.q du systéme (1.8) est dit
— stable a I'instant ko, si Ve > 0, 30 = 6(¢, kg) > 0 tel que

|Tho — Teql] < 0 = [|2h — Teq|| < €,V > ko; (1.10)



Chapitre 1. Prérequis sur les systemes a commutations

— asymptotiquement stable a I'instant k, si z.q est stable et § = (¢, ko) peut
étre choisi tel que

|Tr, — Teql] < 0 = kginoo Tp = Teg; (1.11)
— exponentiellement stable, s'il existe trois réels positifs ¢, K et p (0 < p < 1)
tel que
ok — weqll < K lan — aeqllo®™), Vlag, —aegll <. (112)
Définition 2 Lorsque ces définitions sont valables indépendamment de l'instant k,

les équilibres sont qualifiés d"uniforme. Lorsque ces définitions ne dépendent pas de
Tk, C'est-a-dire § = +oo, les équilibres sont qualifiés de globaux, sinon de locaux.

Sans perte de généralité, le point d’équilibre r., peut étre ramené a !'ori-
gine, c’est-a-dire xeq = 0.

Le concept de stabilité est étroitement lié a la théorie de la stabilité de Lya-
punov. Cette théorie établit le fait que les systemes dont les trajectoires sont at-
tirées vers un point d’équilibre asymptotiquement stable perdent progressive-
ment de I'énergie, de fagon autonome. Lyapunov généralise la notion d’énergie
en fonction de I'état du systéme. Le principal théoreme, qui est souvent utilisé
pour I'analyse de la stabilité est donné comme suit en temps discret :

Définition 3 Soit a > 0. Une application continue ¢ : [0,a) — R™ est dite de classe
IC, si elle est strictement croissante et vérifie p(0) = 0.

Définition 4 Une application continue ¢ : RT — R7T est dite de classe K, si elle
est strictement croissante, vérifie p(0) = 0 et est radialement non-bornée.

Théoreme 1 [Hah67] Considérons le systeme (1.8) a temps discret, avec I’origine
comme point d’équilibre isolé. Soit un voisinage V de I'origine, pour lequel il existe
un scalaire p > 0 tel que {x € R";||z| < p} C V C R". S'il existe une fonction
V i N xV — R localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable et deux
fonctions a(-) et B(-) de classe K tel que

a(llel)) < V(k z) < B([z]]),  V(kz) e NxV, (1.13)

alors I'origine du systéme est
— uniformément stable si

AV(k,x) = V(k+1,2p01) — V(k,xr),
= V(l{? + 1, f(xk)) — V(k;,xk) <0, Vz,eV,VkeN;

— uniformément asymptotiquement stable s’il existe une fonction ¢ de classe K tel
que
AV (zg) < —o(||zk]]), Vg € V; (1.14)



1.2. Stabilité des systemes

— uniformément exponentiellement stable, s'il existe quatre constantes positives
c1, ¢, 3 et p tel que

allzp|” < VI(k,zp) < el AV(E2p) < —esllaell. - (115)
La fonction V (-, -) est appelée fonction de Lyapunov du systeme.

Remarque 2 Les propriétés énoncées dans le théoreme 1 sont locales car les fonctions
a(), B(+) et p sont de classe K. Elles deviennent globales si les fonctions choisies sont
de classe K.

Le probleme de stabilité des systéemes a commutations est complexe et in-
téressant. L'exemple de systémes asymptotiquement stables qui, par une sé-
quence de commutations donnent lieu a un comportement instable, est bien
connu. Le cas de systémes instables qui, grace a une loi de commutation parti-
culiere, donnent lieu & un comportement stable est aussi remarquable. L’article
de référence dii a Liberzon et Morse [LM99] énumere quelques problemes de
stabilité pour le cas de systemes a commutations :

Probleme 1 Trouver des conditions de stabilité tel que le systéme est asymptotique-
ment stable quelle que soit la loi de commutation.

Probleme 2 Identifier les classes de lois de commutation pour lesquelles le systéme a
commutations soit asymptotiquement stable.

Probleme 3 Construire une loi de commutation qui rend le systeme asymptotique-
ment stable.

Dans les sections suivantes, nous verrons comment cette approche, utili-
sant des fonctions de Lyapunov dépendant d"un parametre, peut étre utilisée
pour les systémes linéaires a commutations afin de résoudre ou esquisser des
solutions a ces problemes.

Le probleme 1, considere la loi de commutation comme un parameétre in-
connu. La notion de stabilité se comprend donc comme robuste vis—a—vis de
cette incertitude. La résolution de ce probleme dans la littérature sera détaillée
dans la section 1.3.

Le probleme 2 qui vise a identifier les lois de commutation assurant la sta-
bilité du systéme a commutations autonome est particuliéerement délicat. Une
variante possible est de déterminer des conditions de stabilité non pas pour
des lois de commutation arbitraires (comme dans le probléme 1), mais unique-
ment pour une catégorie de lois de commutation. Une esquisse de solution a ce
probleme, dans le cas de lois de commutation vérifiant un temps de maintien,
est proposée dans la section 1.4.

Le probléme 3 est, quant a lui, dédié a la stabilisation d"un systeme a com-
mutations linéaire a I'aide de la loi de commutation comme moyen d’action.
Une solution de ce probleme est proposée dans la section 1.5.
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1.3 Stabilité des systemes linéaires a commutations
pour une loi de commutation arbitraire

Les systemes linéaires a commutations font partie des systémes dépendant
du temps. Il est possible d’adapter les techniques des systemes dépendant
du temps pour obtenir des conditions suffisantes de stabilité. Dans la suite,
nous allons étudier des systemes autonomes. Néanmoins, les résultats présen-
tés peuvent se généraliser aux systemes (1.4)-(1.5). Nous présentons une pre-
miere technique fondée sur le rayon spectral joint, puis des techniques repo-
sant sur les fonctions de Lyapunov adaptées. Ces différentes techniques per-
mettent 1’analyse de la stabilité de systemes linéaires a commutations quelle
que soit la loi de commutation.

1.3.1 Approche spécifique au temps discret : le rayon spectral
joint
Considérons le systéme linéaire a commutations (1.6)-(1.7). Le taux de conver-
gence dans le pire cas pour une trajectoire de ce systeme, pour toute séquence

possible de la loi de commutation peut étre caractérisée a 1’aide du rayon spec-
tral joint.

Définition 5 [LLL09] Le rayon spectral joint d un ensemble de matrices A = {A; }iex
est le plus petit scalaire p = p(A) > 0 telle que pour toute trajectoire du systeme (1.6)-
(1.7), il existe une constante positive C' pour laquelle :

|zx]| < Cp*, Vk eN. (1.16)

Théoreme 2 Un systeme linéaire autonome a comutations (1.6)-(1.7) est asymptoti-
quement uniformément et globalement stable si et seulement si le rayon spectral joint
satisfait I'inégalité :

p(A) < 1. (1.17)

Il est possible de définir le rayon spectral joint par la limite :

p(A) = lim py(A), (1.18)
ou )
pp('A) = sup HA'LIA'LQ o .AipHE' (119)
Aiy Aig o Aiy €A
La principale difficulté réside dans le calcul du rayon spectral joint, qui est
un probléme de complexité non-polynomiale [TB97]. Il est cependant possible,
dans certains cas, d’obtenir des approximations du rayon spectral joint [BN'T04,
BNO5].
Une seconde difficulté dans notre étude est que cet outil, bien adapté a
I'étude de la stabilité ne semble ni s’étendre a 1’étude des performances ni a la
synthese de lois de commande.
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1.3.2 Fonction de Lyapunov dépendant d’un parametre

La recherche d"une fonction de Lyapunov candidate pour vérifier des condi-
tions suffisantes de stabilité est un probléme délicat. Généralement cette re-
cherche se limite a différentes classes de fonctions de Lyapunov. Parmi celles-
ci, seront traitées les fonctions de Lyapunov quadratiques communes, dépen-
dant d’un parametre, dépendant d’un chemin.

1.3.2.1 Fonction de Lyapunov quadratique commune

La recherche d’une fonction de Lyapunov peut se limiter a une classe de
fonctions quadratiques en l'état mais indépendantes du temps, donc ici du
mode actif, ¢’est-a-dire aux fonctions z — V(z) = 27 Px. D’oti le théoreme :

Théoreme 3 Considérons le systeme linéaire a comutations (1.6)-(1.7). S’il existe une
matrice P, symétrique et définie positive P = PT > 0, solution de l'inégalité matri-
cielle linéaire

ATPA, — P <0, Vi€y, (1.20)

alors la fonction quadratique V (x) = x* Px est une fonction de Lyapunov pour le sys-
teme (1.6)-(1.7) et l'origine est globalement uniformément exponentiellement stable,
quelque soit la loi de commutation.

Preuve 1 Supposons qu'il existe une matrice P symétrique et définie positive, solu-
tion des inégalités (1.20). Les inégalités (1.20) sont de nombre fini (N le nombre de
modes), strictes et linéaires en P. Il est donc possible a un facteur d’échelle scalaire
pres de trouver une solution symétrique et définie positive a I'ensemble des inégalités :

ATPA; — P < —1I,, VYiceX. (1.21)

En multipliant a gauche cette derniere inégalité par x] et a droite par xy et en
posant i = o(k) € %, on obtient la relation (1.15) concluant le théoréeme 3.

Lorsque l'existence d'une telle fonction de Lyapunov quadratique com-
mune détermine la stabilité d'un systéme, on dit que le systéeme est quadra-
tiqguement stable et I’on parle de stabilité quadratique. Le théoréme 3 propose une
condition suffisante de stabilité, qui généralement n’est pas nécessaire.

1.3.2.2 Fonction de Lyapunov dépendant d’'un parametre

Contrairement au cas du temps continu, il est possible de montrer en temps-
discret une équivalence entre différentes classes de fonctions de Lyapunov.

Définition 6 Un systeme linéaire a comutations est dit quadratiquement stable
dépendant d’un parametre si la fonction V(o (k), z) = xl P(o(k))xy est fonction
de Lyapunov.

Définition 7 Un systeme linéaire a comutations est dit quadratiquement stable
dépendant d’un parametre et du temps si la fonction V (k, o (k), ;) = x} P(k, o (k))zy
est fonction de Lyapunov.

11
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Définition 8 Un systeme linéaire a comutations est dit poly-quadratiquement stable
s’il est quadratiqguement stable dépendant d'un parameétre et que P(o(k)) est linéaire
en o(k).

Théoreme 4 [MSDO7] Les stabilités

— quadratiquement stable dépendant d’un parametre

— quadratiquement stable dépendant d'un parameétre et du temps

— poly-quadratiquement stable
sont équivalentes pour les systémes linéaires a commutations. Il s’agit alors de la sta-
bilité uniformément globlalement exponentiellement stable.

La dépendance en temps dans les fonctions de Lyapunov pour les systémes
a commutations peut donc se restreindre a la dépendance en la loi de commu-
tation, qui plus est, sous forme linéaire. Le théoréme 4 permet d’obtenir des
conditions nécessaires et suffisantes d’existence d"une fonction de Lyapunov
dépendant de la loi de commutation.

Théoréeme 5 [DRI02] Les propositions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe une fonction de Lyapunov poly-quadratique
Vo) (z1) = sza(k)Im (1.22)

strictement décroissante le long des trajectoires du systeme, quel que soit la loi
de commutation o.

ii) Il existe des matrices P, = P > 0, Vi € X, satisfaisant les inégalités matricielles
linéaires :
Pi * .o 2
[Pin P, } >0, V(i,j)ex. (1.23)
iii) Il existe des matrices S; = S} > 0, et des matrices G;, Vi € Y., satisfaisant les
inégalités matricielles linéaires suivantes :

{GmLGZ—SZ- x

AG, S, } >0, V(i,j) e X (1.24)

La preuve du théoreme 5 est donnée ci-dessous. La démarche adoptée dans
les chapitres suivants s’inspire de celle utilisée dans cette preuve.
Preuve 2 La démonstration se fait en montrant I'équivalence des deux premieres pro-
positions i) et ii), puis les implications ii)=>iii) et iii)=-ii). Supposons l'existence d une

fonction de Lyapunov poly-quadratique de la forme (1.22). Ainsi pour tout état non
nul et pour toute loi de commutation, nous avons

Th1 Po(ks1yToss — T4 Poyze = 2 AL gy Potra) Aoyt — Tk Pz < 0, (1.25)
soit, comme P; > 0,,_,
P, — ATPjA; = P,— AT PP 'PA; > 0,,,, V(i,j) € X% (1.26)

12
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Comme P; > 0,,_, il est possible d’utiliser le complément de Schur [BEFB94] et on ob-
tient I'inégalité matricielle (1.23). Chaque étape se faisant par équivalence, on a Iéqui-
valence entre les propositions i) et ii).

Montrons que iii) implique ii). Supposons que l'inégalité matricielle (1.24) soit
vérifiée, on a alors S; > 0,,, et G; + GI' — S; > 0,,. Cela impligue que G; est de rang
plein. En développant (G; — S;)TS; 1 (Gi — S;) > 0,

T o—1pv.
{ Gibel g 1 >0, Y(,j) € X (1.27)
AL J

En utilisant le changement de base diag(G; ", S;"), on obtient I'inégalité

St
{ S s*-‘l } > 0. (1.28)
J g J

Enfin en posant P, = S; > 0 on obtient I'inégalité (1.23), ce qui prouve que iii)
implique ii).

Reste a prouver que ii) implique iii). Supposons que I'inégalité matricielle (1.23)
soit vérifiée. Posons S; = P, *. A l'aide du changement de base diag(S;, S;), on obtient

Si *
[AZ-Si 5 } > 0. (1.29)

En appliquant le complément de Schur sur le premier bloc, on obtient
S; — AyS; AT =Ty > 0,,,.. (1.30)

Comme T;; est inversible, il existe des scalaires positifs g; > 0 suffisamment petits, tels
que
9:2(S; + 2g:1,,) > AT Ty A, (1.31)

qui est équivalent par complément de Schur a l'inégalité matricielle

SZ' -+ lejnx *

T T |70 (1.32)

En posant G; = S; + ¢:1,,,, on obtient l'inégalité (1.24). Cela termine la preuve du
théoréme 5.

Remarque 3 L’approche par fonctions de Lyapunov poly-quadratiques représente une
généralisation de I'approche quadratique. 1l suffit de poser P, = P, Vi € X pour se ra-
mener au cas des fonctions quadratiques. Cette généralisation permet de relaxer les
contraintes imposées par la méthode quadratique et d’obtenir des conditions de stabi-
lité moins conservatives.

Nous rappelons ici le lemme de Finsler, afin de commenter par une re-
marque ce théoreme.

Lemme 1 Lemme de Finsler [SIG97] Soit x € R", Q € R™" une matrice symé-
trique et une matrice B € R™*" de rang strictement inférieur a n. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

13
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i) 270x < 0,VBx =0, 2 # 0.

i) (BY)TQBL <.

iii) Ju € Rtel que Q — uBTB < 0.

iv) 3X € R™™ tel que Q + XB + BTxXT < 0.

Remarque 4 Il faut noter que dans le cas de la stabilité quadratique, une autre dé-
monstration est possible. Elle consiste a vérifier

Trr ) Py 0y, Ter1 | < g V[ —L. A ] Tert ) _
T On, —F; ry ) 7 te Ty, naxl

(1.33)
L'espace orthogonal a la matrice [ —I,,, A; | est généré par les colonnes de [ ;L }’
c’est-a-dire que l'on a ”
L A;
[ L, A = { - } | (134)

En utilisant le lemme de Finsler [SIG97], on obtient que la proposition (1.33), qui
est une forme quadratique contrainte est équivalente a I’existence de matrices carrées
Gj et F;;, appelées multiplieurs de Lagrange, telles que

P, 0, Gi; —1,,
o) ][ ) m 4t [T Jren a)

P;— Gi; — G, *

— )

a { —F; + ATGL  Fj A+ ATFE — P, < O2p,. (1.35)

Les matrices G;; et F;; dépendent bien a priori des deux modes i et j pour avoir
I'équivalence. Néanmoins, le théoréme 5 permet de restreindre le nombre de variables,
tout en maintenant I’équivalence, en posant G;; = G, et F;; = 0,,,.

La stabilité poly-quadratique est une condition suffisante et non une condi-
tion nécessaire de stabilité. Afin d’obtenir une condition nécessaire et suffi-
sante de stabilité, il faut avoir recours aux fonctions de Lyapunov dépendant
du chemin.

1.3.2.3 Fonction de Lyapunov dépendant du chemin

Les fonctions de Lyapunov dépendant du chemin ont été introduites par
Lee pour les systemes linéaires en un parameétre variant [Lee06], puis avec Dul-
lerud pour les systémes a commutations [LD06, LDO07].

Définition 9 Pour un entier L € N, un chemin de commutation de longueur L est
défini par
(k)= (o(k),o(k+1),---,0(k+L—1)).

Une fonction de Lyapunov dépendant d’un chemin de longueur L se définit alors par :

V(6 (k), Tk) = @f Plo(k),o (et 1), olk+ L-1))Tk- (1.36)
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Remarque 5 Un chemin de longueur nulle (L = 0) correspond a un vecteur & (k)
vide et donc une matrice Py constante et on obtient la stabilité quadratique. Pour
un chemin de longueur unitaire, (L = 1), la matrice Py est linéaire en o(k), c’est-a-
dire Psy = P,). On obtient alors la stabilité poly-quadratique.

Théoreme 6 [LDO07] Un systeme linéaire a commutations en temps discret est uni-
formément globalement exponentiellement stable si et seulement s’il existe un entier
non nul m et une famille de N™ matrices Py, ... in._1), V(0 01, 5 im—1) € ™ tel

que
_ T
P(i07i17"'7im71) - P(io,il,---,imfl)

> Oy, (1.37)

et

AT Pliviao v Aime = Pligsis,im ) <0, Y(igyit, -+ i) € DM (1.38)

L’obtention de la nécessité pour la condition de stabilité se paye au prix de
la méconnaissance de la longueur du chemin a prendre en compte. En effet,
il ne semble pas y avoir d’information sur 'ordre de grandeur de la longueur
minimale pour obtenir la nécessité de la stabilité. Plus la longueur augmente,
plus 'aspect numérique, en nombre de variables, et en nombre d’inégalité de-
vient contraignant. En général les longueurs de chemin considérées doivent

rester faibles afin de pouvoir mener a des calculs faisables.

Remarque 6 Les inégalités (1.37) et (1.38) peuvent a l'aide d’un complément de
Schur se mettre sous la forme équivalente suivante, comme les variables P ;, ..
sont définies positives,

: 77;m71)

10,8150 im—1) ol

0. . 0 (m+1)
P i A Pl ia i >0, Y(ig,i1, - ,im) € X : (1.39)
Afin de ne pas surcharger les notations et conserver la clareté de I'exposé,
seuls les chemins de longueur unitaire seront considérés ici, c’est-a-dire le
cadre poly-quadratique. Etendre nos résultats a des chemins de longueur plus
grande ne pose pas de probleme théorique, mais peut engendrer des difficultés
numériques, pour une amélioration limitée selon les exemples étudiés.

1.4 Stabilité des systémes linéaires a commutations
pour une loi de commutation contrainte

Jusqu’a présent, la stabilité des systémes linéaires a commutations a été pré-
sentée pour des lois de commutation arbitraires. Ce cadre, tres générique, peut
englober des lois de commutation qui ne sont pas pertinentes ou impossibles
selon les applications. Effectivement certaines transitions de mode peuvent
étre unilatérales, (c’est-a-dire qu'une transition du mode ¢ au mode j est pos-
sible, alors que celle du mode j au mode ¢ est impossible), ou tout simplement
impossible. En pratique, les lois de commutation peuvent présenter un certain
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nombre de contraintes, se justifiant par la nature de 1’application étudiée. Par
exemple, les lois de commutation peuvent étre périodiques ou bien vérifier un
temps de maintien entre chaque transition. Il est donc intéressant de s’intéres-
ser aux conditions de stabilité des systemes linéaires a commutations non pas
pour une loi de commutation arbitraire, mais pour une catégorie spécifiée de
lois de commutation.

Ici nous rappelons des conditions de stabilité pour les systemes linéaires a
commutations pour une loi de commutation vérifiant un temps de maintien,
ou temps de permanence [Ger10], qui se traduit en anglais par dwell time. Ces
conditions ont été obtenues des 2006 par J.C. Geromel et P. Colaneri [GC06].

Tout d’abord définissons I’ensemble des lois de commutation D vérifiant
un temps de maintien fixé A.

Définition 10 Soit un entier strictement positif A € N¥,
Dar={o(-);0k)=1€X,Vl, <k < lyp1;l441 — l; > A}, (1.40)

ot 'on note {{, }4en la suite des instants de commutations (¢, € N), vérifiant £y = 0
et Eq—l—l > éq.

Une loi de commutation o € D est une fonction constante par morceaux,
sur des intervalles de temps d"une durée au moins égale a A. Par définition,

A>A= Dz CDa. (1.41)

En effet, si le temps de maintien A est supérieur ou égal au temps de main-
tien A alors I'ensemble des lois de commutation qui vérifient un temps de
maintien A est inclus dans 1’ensemble des lois de commutation vérifiant un
temps de maintien inférieur ou égal a A.

Remarque 7 Deux cas particuliers sont notables. Effectivement D, regroupe I’en-
semble des lois de commutation arbitraires, le temps de maintien étant égal a I'unité.
A chaque instant, la valeur du mode commuté peut changer. Aussi D, est I'ensemble
des lois de commutation de temps de maintien infini, c’est-a-dire dont la valeur du
mode actif ne change pas. Il s’agit des N lois de commutation constantes.

Le théoreme suivant, issu de [GCO06], propose des conditions suffisantes de
stabilité pour les systemes linéaires a commutations a temps discret pour des
lois de commutation appartenant a Dn.

Théoreme 7 [GCO06] Soit A € N*, supposons qu’il existe un ensemble de matrices
symétriques définies positives P; € R"=*"= (i € X)) tel que

ATP A, — P <0,,, Yicy, (1.42)

(AR PAR — P <0,,, V(ij) € 5% i# ] (1.43)

alors le systeme (1.6) est globalement asymptotiquement stable pour toute loi de com-
mutation o € DAa.
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Preuve 3 Soit un temps de maintien A € N* et une loi de commutation o € Da.
Considérons que la loi de commutation est associée au mode i € X entre {, et {4,
c’est-a-dire o (k) =i, b, < k < ly41 et qu'en k = {44, la loi de commutation passe au
mode j € ¥, j # i. Considérons la fonction de Lyapunov V(o (k), xi) = x} Py
Pour tout k vérifiant {, < k < {,41 — 1, nous avons, grace a l'inégalité (1.42) :

V(o(k+1),x01) = V(o(k),zx) = V(i,xp1) — V(i,x8),
= xf(AiTPiAi — Py,
< 0. (1.44)

Aussi pour k = Ly — 1, nous avons grice a l'inégalité (1.43) et au fait que
Eq—‘rl — éq Z A

V(U(k+1)’xk+1) = V(U(élﬁ-l)?xﬁq-u)a

= xz:prl P)jxqurl’
_ xZI (Az(fwl*fq))TPjAZ(Eq+1*fq)x y
< af (Al T pAflen =Ry, o (1.45)
De plus, grice a l'inégalité (1.42) :
Vie(k+1),z141) = V(o(lg41), Tg11),
< IZquZL‘gq. (146)

1l est donc possible de construire une sous-suite V(o ({,), z,,) de fonctions de Lya-
punov convergeant uniformément vers l'origine.

Remarque 8 Notons que pour des matrices A;, i € ¥ stables, I'inégalité (1.42) est
faisable. Comme ces matrices sont stables, il existe toujours un entier A € N* vérifiant
l'inégalité (1.43).

Remarque 9 Notons que si les matrices A;, i € ¥ sont quadratiquement stables, il
existe une solution P = P, i € ¥, symétrique et définie positive, solution de I'inéga-
lité (1.42). L'inégalité (1.43) admet alors aussi cette matrice P comme solution.

Remarque 10 Les conditions (1.42) et (1.43) permettent de retrouver des conditions
classiques dans les deux cas particuliers A = 1 et A = +o0. Effectivement pour
A =1, on retrouve les conditions (1.23) proposées dans [DBO1]. Aussi dans le cas
de matrices A;, i € ¥ stables, le cas A = +oo implique A> = 0,,,. C'est-a-dire que
U'inégalité (1.43) n'a plus lieu d’étre et les conditions se réduisent a la seule inéga-
lité (1.42).

1.5 Stabilisation des systémes linéaires a commuta-
tions par la loi de commutation

Dans les sections précédentes, la loi de commutation, vérifiant ou non un
certain nombre d’hypotheses, était considérée comme subie. Seule 1'étude de
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la stabilité des systémes linéaires a commutations était alors possible pour telle
ou telle classe de lois de commutation. Ici I'hypothese est faite qu’il est possible
d’agir sur la loi de commutation et de I'imposer. Ainsi le probléme 3 de déter-
miner une loi de commutation stabilisant un systéme linéaire a commutations
se pose.

I est évident que l'intérét de ce type de probleme consiste a stabiliser un
systéme linéaire a commutations dont toutes les matrices A;, (i € X) sont in-
stables. Sinon, considérer la loi de commutation activant uniquement 1'un des
modes stables suffit a résoudre le probleme 3.

Cette section rappelle les principaux résultats présentés dans [GCO6] et
dans [ZhaO1]. La recherche d"une loi de commutation stabilisante est faite sur
une classe de fonctions dépendant de 1’état courant du systeme. C’est-a-dire
qu’une fonction u(-) : R™ — ¥ est recherchée telle que :

o(k) = u(zy), (1.47)

stabilise le systeme linéaire a commutations (1.6).

Posons la fonction de Lyapunov suivante, associée a un ensemble { P, }.cx
de matrices symétriques et définies positives :

v(r) = min 2’ Pz (1.48)
1€EX

Cette fonction de Lyapunov est appelée fonction quadratique composée par T.
Hu [Hu07]. ].C. Geromel propose dans [GC06] une condition suffisante sur les
matrices P;, utilisant les matrices de Metzler, afin de résoudre le probleme 3.
Définissons tout d’abord les matrices de Metzler puis la classe des matrices de
Metzler considérée.

Définition 11 Une matrice de Metzler est une matrice I1 € RVN*YN dont les éléments
;; vérifient :
m; >0 Vi V(i j) € X (1.49)

Les matrices Oy, Iy et —Iy sont donc des matrices de Metzler.

Définition 12 La classe des matrices de Metzler a temps discret, notée M, est consti-
tuée de toutes les matrices I1 € R™N*N quec des éléments m;; vérifiant :

i=N
mp =0 Vigj Y my=1 V(ij)ex (1.50)
i=1
La matrice I est une matrice de Metzler a temps discret, mais ce n’est pas
le cas des matrices O et — 1.

Par définition, une matrice de Metzler en temps discret admet toujours le
vecteur composé de 1 comme vecteur propre associé a la valeur propre 1, car

1 1
| c |, VIIe M, (1.51)
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Une autre propriété importante des matrices de Metzler est une consé-
quence directe du théoreme de Perron-Frobenius [H]85] : tout vecteur propre
d’une telle matrice associé a la valeur propre 1 est a composante positive ou
nulle. En d’autres termes, a une normalisation prét, il existe toujours un vec-
teur z € Qy, tel que

[z = z, (1.52)
ot le simplex Q2 est défini par
QN:{ZGRN; > zi:1;zizo,w:1,---,1v}. (1.53)
i=1,- ,N

La relation (1.50) se traduit d’ailleurs par le fait que chaque colonne de la
matrice II de Metzler a temps discret est un élément du simplex Qy :

7T1j
€Qy, Vje. (1.54)

TN
Le théoréme de Perron-Frobenius permet d’énoncer le théoreme suivant.

Théoréme 8 Supposons qu’il existe une matrice de Metzler 11 € M et un ensemble
de matrices définies positives et symétriques { P, },cx. vérifiant les inégalités suivantes,
appelées inégalités de Lyapunov-Metzler.

N
AT (Zwﬁpj> A;— P, <0, Vi=1,--- N, (1.55)
j=1

alors la loi de commutation

o(k) = u(x) € arg ,_minN xi Py, = argv(wy), (1.56)

=1,

oit la fonction v(-) est définie par la relation (1.48), stabilise globalement et exponen-
tiellement le systeme linéaire a commutations (1.6).

Preuve 4 Supposons qu’a l'instant k, o(k) = i € X. Montrons que la fonction v(-)
définie par (1.48) est une fonction de Lyapunov pour le systeme (1.6).

T
O(Tpt1) = rjxggaskHijkH,
= mina} Al Pj Ay,
jEX

= min 2} A7 E 2 P; | Ay,
ZEQN

=1 N

]:]-7 7N

IN
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due au fait que la i-eme colonne de I1 € M est un élément de )y, comme l'indique
I'équation (1.54). De plus grice a I'inégalité de Lyapunov Metzler (1.55), nous avons :

v(Tpy1) < I;;FAZ-T< > 7ijzpj> Ay,

j=1,,N
< i Py, = v(my). (1.58)

Les conditions (1.55) nécessitent des commentaires plus poussés dans des
cas particuliers. Dans le cas ot les matrices {A;},cx sont asymptotiquement
stables, il existe des solutions { P, };cs a I'inégalité (1.55) pour le choix II = Iy.
De surcroit, si les matrices { A; };cx sont quadratiquement stables, 1'inégalité

N N
A (Z WﬁPj) Aj— P =A7 (Z 7Tji> PA;—P=ATPA,—P <0 (159)
J=1 j=1

admet nécessairement une solution P = F;, Vi € ¥. Cela implique que dans le
cas de la stabilité quadratique, le choix de la loi de commutation est arbitraire
pour stabiliser le systéme linéaire a commutations.

Afin de résoudre les inégalités (1.55), deux situations se présentent. Dans
la premiere situation, la matrice II € M, est fixée. Il en découle que les in-
égalités (1.55) sont linéaires en les seules variables {7, },cx et sont donc des in-
égalités matricielles linéaires, qui ne posent pas de probleme numérique. Dans
la seconde situation, la matrice II € M, est une variable, au méme titre que
les matrices P;. Les inégalités (1.55) sont alors des inégalités matricielles bi-
linéaires, plus délicates a résoudre. Une approche numérique de résolution
consiste alors a fixer une structure de la matrice de Metzler pour en réduire
le nombre de parametres (si possible a 1), comme dans [GCBO08] et d'utiliser
une procédure de recherche en ligne pour ce parametre. En posant le para-
meétre identique pour toutes les composantes de la diagonale de la matrice II,
on obtient le théoréme suivant :

Théoreme 9 [GC06] Supposons qu'il existe un ensemble de matrices { P, };cx, symé-
triques et définies positives et un scalaire -y tel que 0 < v < 1 tel que l'inégalité de
Lyapunov-Metzler modifiée

soit vérifiée, alors la loi de commutation donnée par (1.56) stabilise asymptotiquement
l'origine du systeme (1.6).

Preuve 5 Choisissons une matrice de Metzler I € M vérifiant

N
T =, Z T =1—7, Viel. (1.61)

ji=1
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Comme 7j; > 0, V(i,j) € X% j # i, multiplions l'inégalité (1.60) par mj; et
sommons pour tout j # i.

> mi (AL (P + (1= 9)P) Ai = P)

jES, j#i

= (1=9) (ATyPA = P) + (1 —y)AT < 3 wjiP]) A

JEX, j#i
N
=(1-7) (A,T (Z m@) A — B-) <0. (1.62)
j=1

Cela implique la condition (1.55) du théoreme 8 et termine la preuve.

Les conditions (1.60) sont plus conservatives que les conditions (1.55). Néan-
moins elles permettent en fixant la valeur de y d’obtenir des LMIs et en fixant
les variables { P, };cx. de faire une recherche en ligne du parametre .

Notons aussi une condition portant sur 'existence d"une solution aux BMIs
(1.55) par rapport aux variables IT et { P, };cs.

Théoreme 10 [GCO06] Supposons qu'il existe un vecteur z € Sy, oit Qy est le
simplex défini par (1.53) et une matrice P symétrique et définie positive tels que

> #(ATPA; - P) <0, (1.63)

i=1,-,N
alors 'inégalité de Lyapunov Metzler (1.55) admet une solution.

Preuve 6 Supposons que l'inégalité (1.63) soit vérifiée. Montrons alors que l'inéga-
lité (1.55) est vérifiée pour P; = ATPA; + ePetll = [z --- z ], avec e > 0
suffisamment faible.

Sil'inégalité stricte (1.63) est vérifiée, alors il existe un scalaire e > 0 suffisamment
faible tel que

> z(AfPA; - P) < —l,,. (1.64)
i=1,,N
On a alors,
Y miPi= Y zAPAj+el, <P, Vi=1--- N (1.65)
j=1,,N j=1, N
De ce fait,
j=1,-,N

La preuve se termine en notant que P;, donnée par P; = AT PA; + €P, est définie
positive et symétrique.
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1.6 Stabilisation des systemes linéaires a commuta-
tions

Apres avoir rappelé les principaux résultats sur la stabilité des systemes
linéaires a commutations de la forme (1.6)-(1.7), ainsi que leur stabilisation par
la loi de commutation, considérons maintenant les systémes linéaires a com-
mutations de la forme (1.4)-(1.5). Les problemes suivant de la stabilisation a
I'aide de la loi de commande u;, se posent alors naturellement.

Probleme 4 Déterminer une loi de commande wy, (fonction ou non de la loi de com-
mutation) stabilisant le systéme (1.4)-(1.5), quelle que soit la loi de commutation o.

Probléme 5 Déterminer une loi de commande conjointe (uy, o) stabilisant le sys-
teme (1.4)-(1.5).

Le probleme 5 est plus délicat que le probléeme 4 et ne sera pas traité ici
dans le contexte de cette these. On peut néanmoins se référer a la récente pu-
blication [DGD10] dans le cadre du temps continu. Le principal résultat de
stabilisation des systémes linéaires a commutations est repris de [DRI02] et
porte sur les retours d’état commutés. Il est formalisé par le théoreme suivant.

Théoréme 11 [DRI0O2] Le systeme linéaire a commutations (1.4)-(1.5) peut étre sta-
bilisé, quelle que soit la loi de commutation, a 'aide d"un retour d’état

U = Ko(k).%'k, (167)

s'il existe des matrices définies positives S; et R; et des matrices G;, Vi € %, tel que les
inégalités matricielles linéaires

G,—f-GZT—SZ *

.o 2
AGi+ BR: S, >0, V(i,j)ex (1.68)

sont satisfaites. Le gain commuté du retour d'état est alors donné par K; = R,G; " et
la matrice de Lyapunov poly-quadratique par P; = S; ', Vi € X.

Preuve 7 Supposons que l'inégalité (1.68) est vérifiée, S; est alors définie positive
et G; + Gl — S; > 0,, implique que G; est de rang plein. En développant (G; —
SHTS;H Gy — S;) >0, on obtient

{ GIs7'G; ~«

C 2
AGi+ BiRi S, } >0, V(i,j) e X" (1.69)

En posant K,;G; = R;, on obtient, avec un changement de base diag(G; L Sj_ 1),
Si_l *
S;Y A+ BiK;) St

J

] >0, V(i,j)eX (1.70)

Le changement de variable P, = S; ', Vi € X permet d’obtenir a 'aide d’un com-
plément de Schur

qui est 'inégalité de Lyapunov du systeme (1.4)-(1.5) en boucle fermée.
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Remarque 11 Si la valeur courante de la loi de commutation n’est pas disponible, le
méme théoreme peut s’appliquer en imposant R, = Ret G, = G, Vi € ¥ dans les
inégalités (1.68). Néanmoins ces conditions étant plus conservatives, les chances de
résoudre celles-ci sont évidemment moins grandes.

D’autres classes de loi de commande que le retour d’état ont été étudiées
dans la littérature, en particulier le retour de sortie dynamique [GCBO8].

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, les systémes a commutations en temps discret ont été
formellement définis et les principaux outils pour 'analyse de la stabilité de
ces systemes ont été rappelés dans le cadre d"une loi de commutation a priori
inconnue ainsi que pour la stabilisation de ceux-ci par une loi de commuta-
tion particuliere, déterminée a 1'aide d"une fonction de Lyapunov composée
ou composite. La synthese d"une commande par retour d’état commuté sta-
bilisante est proposée pour les systémes linéaires & commutations. Ces diffé-
rentes conditions, permettant ’analyse de stabilité ou la synthese de lois de
commande, peuvent généralement se mettre sous la forme d’'inégalités matri-
cielles linéaires. Ces différents éléments constituent les outils de base qui sont
généralisés pour répondre au questionnement initial de la these de traiter les
aspects de performances pour les systémes linéaires & commutations en temps
discret.
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Chapitre 2

Analyse des performances

2.1 Introduction

Le chapitre précédent a été 1’'occasion de présenter les résultats existants sur
’analyse de la stabilité des systemes a commutations en temps discret. Dans
ce chapitre, nous allons étudier un systeme autonome linéaire & commutations
en temps discret défini pour tout £ € N par:

Ty = Aoe)Th, (2.1)
2t = CoTr (2.2)

avec o(k) € ¥ = {1,..., N} et ou 2, € R représente l'état du systeme et
2, € R™=, la sortie contrdlée de celui-ci.

Plus particulierement, nous allons nous intéresser dans ce chapitre a 'as-
pect des performances. Les performances d'un systéme variant dans le temps
sont généralement formulées a 1’aide d'un critére. Dans la littérature, les cri-
teres les plus utilisés pour s’intéresser aux performances d’un systeme a temps
invariant sont le critere quadratique, la norme 7, et la norme H,. Certains de
ces criteres peuvent s’étendre aux systémes a commutations. En effet, le critere
quadratique étant temporel, peut étre défini dans le cadre des systémes a com-
mutations. En revanche, les normes #; et H.,, quant a elles, ne peuvent pas
étre définies pour les systéemes dépendant du temps. Elles ne peuvent donc
pas étre définies de ce fait pour les systemes a commutations. On peut alors se
poser d’autres problémes par rapport a ceux présentés dans le cadre de 1’ana-
lyse de la stabilité.

Probleme 6 Analyser les performances pour une séquence de commutations donnée.

Puisque la séquence de commutations est connue, il s’agit d’un probléme nu-
mérique qui peut, dans le cas général d'un horizon infini, étre impossible a
résoudre sans imposer des contraintes fortes a la loi de commutation comme
considérer une loi de commutation constante ou périodique. On cherche a cal-
culer le critere représentant les performances en connaissant a chaque instant
le sous-systeme actif.
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Probleme 7 Analyser les performances pour toute séquence de commutations.

La difficulté du probléme réside dans le fait que les performances du systéme
dépendent de la séquence de commutations. Méme sil’on considere une loi de
commutation fixée, il est tres difficle de déterminer la valeur exacte des perfor-
mances dans le cas général (voir le probleme 6) . Le probleme 7 correspond a
déterminer un cofit garanti, qui n’est autre que la borne supérieure des criteres
de performance prise sur ’ensemble des lois de commutation.

Probléme 8 Construire une loi de commutation qui conduit a la plus grande valeur
du critére représentant les performances.

I s’agit de trouver la séquence de commutation qui mene au pire des cas pour
les performances. Ce probleme est difficile a résoudre et reste ouvert. Ainsi,
pour un horizon fini, il faudrait calculer toutes les séquences de commuta-
tions. La charge de calculs augmente tres rapidement avec le nombre d’ins-
tants considérés. La programmation dynamique peut permettre de réduire le
nombre de calculs qui reste néanmoins élevé. En revanche, pour un horizon in-
fini, le probléme se complique encore puisque la programmation dynamique
ne peut pas étre utilisée. Pour un horizon infini, il s’agit alors d"un probléeme
de limite (sur 'ensemble des lois de commutation admissibles). Il n’existe pas
nécessairement une loi de commutation qui permet d’atteindre cette valeur
limite des performances.

Probléeme 9 Déterminer I’ensemble des lois de commutation qui permettent de ne pas
dépasser un niveau de performances préalablement fixé.

Si le seuil de performances fixé est supérieur au colit garanti alors toute sé-
quence de commutation répond au probleme. En revanche, quand le seuil est
inférieur au cofit garanti, déterminer les lois de commutation constitue un pro-
bléme difficile.

Nous allons nous intéresser, dans ce chapitre, au probleme 7. On cherche a
analyser la stabilité du systeme a commutations (2.1) et dans le méme temps a
estimer le cotit garanti quelle que soit la loi de commutation. Pour cela, nous al-
lons déterminer un majorant du cotit garanti aussi faible que possible. Pour vé-
rifier que la valeur du majorant obtenu est proche du cofit garanti, on s’attache
a déterminer également un minorant de celui-ci. Cette recherche d’encadre-
ment du cotit garanti a déja été étudiée pour différents systemes. Dans [R]J00],
les auteurs s’intéressent a ce probleme pour les systemes affines par morceaux.
Ce probléme a également été abordé dans le cadre de la synthese de contro-
leurs soumis a des jitters (gigues d’échantillonnage) pour des systemes li-
néaires a temps continu dans [SB09]. La recherche de validation d"un majorant
du colit garanti par la détermination d’'un minorant a également été présentée
en filtrage robuste [SK06, GK08] pour des systémes a parametres incertains en
temps continu et en temps discret. Les auteurs ont développé des méthodes
pour concevoir des filtres robustes minimisant un critere de type H, et ont dé-
terminé un encadrement de ce critere. Néanmoins, les résultats présentés dans
ce contexte ne peuvent pas s’étendre aux systemes a commutations du fait de
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la dépendance en temps de la loi de commutation. Pour les systemes a commu-
tations, le probleme 8 a été abordé dans [GCB08]. La commande du systeme
est assurée par la loi de commutation qui est recherchée grace a la résolution
d’inégalités de Lyapunov-Metzler de maniére a assurer la stabilité du systeme
étudié et a déterminer un encadrement d’un critere de type H, correspondant
au cotlit garanti pour cette loi de commutation.

2.2 Définition des performances

L'étude des performances du systeme a commutations (2.1) passe par 1'éva-
luation d"un critere lié au systéme. Dans la littérature concernant les systémes a
temps invariant, plusieurs possibilités existent pour mesurer les performances
d’un systeme comme, entre autres, le critere quadratique [Duc04], la norme
H, et la norme H,, [ZDGY6]. La norme H, représente 1'énergie des variables
de sortie en réponse a une impulsion de Dirac, elle est équivalente au critere
quadratique. L'utilisation du critére quadratique, de par sa simplicité, est lar-
gement répandue. La norme H,, correspond au plus grand gain possible entre
I'énergie d’entrée et I'énergie en sortie mais est plus difficile a évaluer. Les sys-
témes a commutations, du fait des commutations, dépendent du temps. Les
normes H, et Ho, que 1'on peut définir pour les systemes a temps invariant
n’existent plus pour les systémes a commutations [Ger10]. Pour s’en rendre
compte, prenons 1’exemple présenté dans [Ger10] adapté au temps discret. On
définit pour tout k£ € N les systémes suivants :

Tpp1 = Az, + Biug, (2.3)
2L = C’lxk (24)
et
Thp1 = Aoz + Bouy, (2.5)
2k = Cgl’k (26)

ou (Ay; By;C1) = (0,99;0,01; 1) et (Ag; Bo; C) = (0,99;0,001; 10), 2 € R, uy, €
Retz, € R.
Ces deux systémes ont la méme fonction de transfert qui est la suivante :

0,01
H(z)=—F—+—. 2.7
Considérons le systéme a commutations suivant :
Thr1 = Aow)Tr + BoyUr, (2.8)
2 = Cg(k)xk (29)

dont les sous-systemes sont les systemes (2.3) et (2.5) et sa loi de commutation
est définie par :
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o(k) = { 1, Vk € [405;19+405], jeN
2, Vke€[20+405;39+40j], jeN
Comme ces deux sous-systemes ont la méme fonction de transfert, on pour-
rait penser que le systéme a commutations peut également étre représenté
par cette fonction transfert. Cependant, il n’en est rien puisque un systeme
a commutations a un comportement plus complexe que chaque sous-systéeme
seul. Prenons la réponse a une impulsion de Dirac a temps discret des sys-
temes (2.3) et (2.5) représentée sur la figure 2.1 et celle du systeme a commu-
tations (2.8) sur la figure 2.2. Méme si les deux sous-systemes ont la méme
fonction de transfert, la réponse du systéme a commutations (2.5) n’est pas
identique a celle des systemes (2.3) et (2.5) seuls et dépend clairement de la loi
de commutation. On ne peut pas, par conséquent, définir de normes #, et H,
pour ce systeme.

(2.10)

0.01

0.009 b

0.008} b

0.007f R

0.006 b

0.005f b

Sortie

0.004 b

0.0031 b

0.0021 i

0.0011 i

0 | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Temps

FIGURE 2.1 — Réponse du systeme (2.3) a une impulsion de Dirac en fonction
du temps.

Cependant, pour mesurer les performances de systemes a commutations,
on peut, au lieu de par exemple travailler avec la norme H, du systéme, s'inté-
resser a la norme 2 des variables de sortie comme dans [GCB08] ou1 le systéme
étudié comporte une entrée exogene et possede une condition initiale nulle. On
cherche a réaliser notre étude pour toute condition initiale. Nous avons alors
fait le choix de nous intéresser a ’évaluation des performances a travers un cri-
tere quadratique. Le probleme étudié peut également étre traité en considérant
un gain £, [JCTD11]. On considere le critere quadratique suivant :

+00 +00
J{o(k)}, o) =) (5 z) = > _(2h Chyy Copyrn). (2.11)
k=0 k=0
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0.1

0.09F b

0.08f b

0.07 b

0.06 b

0.051 i

Sortie

0.04f :
0.03f ]
0.02f :

0.01 1
!\ ~—
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
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FIGURE 2.2 — Réponse du systeme a commutations a une impulsion de Dirac
en fonction du temps.

Ce critere dépend de la séquence de commutations et de la condition ini-
tiale. Ainsi, a chaque séquence de commutations, il existe une valeur du critere
correspondant. Il ne semble pas possible de déterminer numériquement les
performances du systeme pour I’ensemble de ces valeurs. On va donc étudier
ce probleme en s’intéressant a la pire valeur des criteres. Celle-ci correspond a
la borne supérieure du critere quadratique pour toutes les séquences de com-
mutations possibles. Il s’agit du cotit garanti qui se définit comme suit

A

J () = sup J({o(k)}, o). (2.12)
{o(k) € Z}ren

Pour toute séquence de commutations, le cotit garanti J () est quadratique
en .

Le cofit garanti étant défini comme une borne supérieure sur un ensemble
infini de lois de commutation, il n’existe pas nécessairement de lois de commu-
tation associée a la valeur de ce cofit garanti. L'horizon du critére étant infini
et les lois de commutation étant des fonctions du temps, la programmation
dynamique ne permet pas de résoudre notre probléme. Il ne semble alors pas
possible d’obtenir la valeur exacte du cofit garanti. Nous allons déterminer un
majorant aussi faible que possible du colit garanti. Puis, pour s’assurer que
I'écart entre la vraie valeur du cofit garanti et le majorant déterminé est faible,
nous allons chercher un minorant du plus grand cofit que 1’on puisse obte-
nir sur une classe particuliere de loi de commutations. Ce minorant sera alors
également un minorant du cotit garanti. Cela completera donc I’encadrement
souhaité.

29



Chapitre 2. Analyse des performances

2.3 Majorant du cotit garanti

Dans cette section, nous nous intéresserons a la détermination d"un majo-
rant du cotit garanti. Le majorant est déterminé grace a la résolution d'un pro-
bléme d’optimisation convexe sous des contraintes LMI. On détermine un en-
semble de fonctions de Lyapunov qui dépendent du parametre de commuta-
tion o (k) et dont la valeur a Iinstant initial est supérieure au cotit garanti .J (z).
En considérant la structure particuliere du cotit garanti, nous avons cherché
des fonctions de Lyapunov de forme quadratique par rapport a la condition
initiale en xy. On obtient alors un majorant du cott garanti. Néanmoins, ce
majorant dépend de la direction de la condition initiale. Pour obtenir un ré-
sultat plus général, on souhaite s’affranchir de cette direction. Pour cela, on
détermine un majorant des fonctions de Lyapunov obtenues précédemment.
On obtiendra alors une inégalité de la forme suivante

J(z0) < V(20,0(0)) < B ol (2.13)
Nous allons dans ce chapitre travailler avec les hypotheéses suivantes :
Hypotheése 1 Les paires (A;, C;) sont observables pour tout i € X.
Cette hypothése permet d’assurer la proposition suivante :

Proposition 1 Sous I'hypothese 1, si le cont garanti J(xo) a une valeur finie pour
toute condition initiale x, alors le systeme (2.1) est asymptotiquement stable.

Preuve 8 Si le cofit garanti J(xo) a une valeur finie pour toute condition initiale, on
peut en déduire que le critere associé pour chaque mode figé i € X est aussi de valeur
finie. Ces critéres sont définis a I'aide d"une série qui est alors convergente. Les termes
de la série tendent vers zéro, et I'on a alors

Ciz, = 0, (2.14)
Cizpy1r = CiAjzy =0, (2.15)
Cikarnzfl = CZA?T_ILEk =0. (217)
Omn obtient alors
Ci
C;A;
CZ»A?"_1

On reconnait alors la matrice d’observabilité de Kalman, qui est de rang plein sous
I'hypothese 1. L'état tend donc bien vers I'origine. Le systeme (2.1) est stable.
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Hypothése 2 Les matrices A; pour i € 3 sont de type Schur, c’est-a-dire a valeurs
propres de module strictement inférieur a 1.

La stabilité du systeme a commutations (2.1) doit étre assurée pour toute
séquence de commutations. Si un des sous-systemes est instable alors on ne
peut pas garantir la stabilité du systeme et le cotit devient infini.

On souhaite obtenir un majorant le plus proche possible du cotit ga-
ranti. On résout alors un probléme d’optimisation sous deux ensembles de
contraintes LML Il s’en suit le théoréme suivant :

Théoréme 12 Soit le systeme défini par (2.1). Pour tout i € 3, s'il existe des matrices
G; € R=xn= S, € R tel que S; = S] et un scalaire 3, tels que les LMI

Gi+Gr -8  * |
AG, S; k| > O, V(i j) € X2 (2.19)

BlL,, * ,
{ L os |7 Oon,, Vi€ X, (2.20)
soient faisables alors le majorant recherché est solution du probleme d’optimisation
suivant :

min 6] (2.21)
Gias’iaﬁv
sous les contraintes (2.19) et (2.20)

et l'inégalité suivante est vérifiée :
J(wo) <V (wo,0(0)) < B ol (222)

ot V(zg,0(0)) = $€S;(B)JI0.

Remarque 12 Définissons la fonction V telle que :

_ R?% — RT
v (2.23)

ro — ‘_/(JUO)ZIIIEBLEXV(I’o,i)-

Cette fonction correspond a la plus grande valeur des fonctions de Lyapunov pour les
différents modes. Les majorations données par (2.22) peuvent étre complétées par :

J(x0) < V(20,0(0)) < V(wo) < B |20l

Pour analyser la stabilité et les performances du systéme a commu-
tations (2.1), on résout un probleme d’optimisation convexe sous deux
ensembles de contraintes LMI. Le premier ensemble qui correspond aux
LMI (2.19) permet I'analyse de la stabilité du systeme et mene a 1’obtention
de fonctions de Lyapunov de forme quadratique dont la valeur a I'instant ini-
tial est supérieure au cofit garanti. On obtient alors 1'inégalité suivante :
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J(x0) < V(zo,0(0)).
Malheureusement, ce majorant dépend de la direction de la condition ini-
tiale. Le deuxieme ensemble de LMI (2.20) permet de s’affranchir de la direc-
tion de la condition initiale et méne a I'inégalité suivante :

J(20) < V(20,0(0)) < B o5 -
Remarque 13 Le premier bloc en pointillés de la LMI (2.19) qui est le suivant :

e, 5 | > Oan. (2.24)

correspond a I'analyse de la stabilité du systéme a commutations (2.1) [DRIO2].
Remarque 14 La faisabilité de l'inégalité (2.19) est équivalente a celle de

Pi * *
‘PjAl -Pj * > 02nz+mz (225)
Ci Omz X Mg Im

z

en la variable P,. La démonstration de I'équivalence entre les conditions (2.19) et (2.25)
est similaire a celle présentée dans [DRI02] pour I'analyse de stabilité. L'introduction
de variables supplémentaires G, est initialement apparue dans [OBG99] dans le cas de
systemes linéaires incertains invariant dans le temps en temps discret. Ces variables
sont utiles pour des problémes de conception de lois de commande contraintes comme
cela a été démontré dans [DRI02]. Nous avons fait le choix de travailler avec la condi-
tion (2.19) plutot que la condition (2.25) puisque nous nous intéresserons dans la
suite a la conception de lois de commande. Pour obtenir un majorant solution du pro-
bleme d’optimisation (2.21) en utilisant comme contrainte l'inégalité (2.25), la seconde
contrainte (2.20) doit étre remplacée par l'inégalité suivante :

P, — B, < 0y,. (2.26)

Preuve 9 Quand l'inégalité (2.19) est vérifiée, ona G; + GI — S; > 0 et S; > 0, ce
qui implique que G; est de rang plein. En développant (S; — G;)TS;'(S; — G;), ona
GTS Gy > Gy + GT — S; > 0. Alors I'inégalité (2.19) conduit a

GTs G, (AG)HT (C:Gy)T
AZGZ Sj Oanmz > 02nx+mz' (227)
CzG'L Omzxnz [mz

. T . s . T o—1 ..
En pré-multipliant cette m/egalzte par d?ag{Gi , S5, I, } et en la post-multipliant
par sa transposée, on obtient I'inégalité suivante

S, 1 * *
S7'A ST x| > Oy, (2.28)
Csz Omzxnz [m

z
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Le changement de variables P; = S; ' permet d’écrire

P, * *
PA; Py x| > Oy (2.29)

Ci Omzxnz Imz

11 vient alors

Pa(k) * *
Potery Aoy Pogrrry  * | > O2nppm.- (2.30)
Ca(k) Omzxnm Imz

L’utilisation judicieuse de deux compléments de Schur [BEFB94] mene a l'inégalité
suivante :
ALy Potriy Aoy = Poty < —Coy" Cotry, (2.31)

On considere ensuite une fonction de Lyapunov qui dépend des parametres [DRI02].
Une fonction de Lyapunov dépendante du parametre de commutation est définie comme
suit :

V(zy,o(k)) =z} Pogyay.
En pré-multipliant I'inégalité (2.31) par xi et en la post-multipliant par xy, on a :
l’gCa(k)TCg(k)l’k S V($k, U(k))) — V(aijrl, O'(]C + 1)) (232)

On somme toutes ces dernieres inégalités et on obtient
+oo
> 2 Copy" Coyar < V (w0, 0(0)) = 2§ Poo) o, (2.33)
k=0

parce que le systeme est stable c’est-a-dire klirf V(zg, o(k)) = 0.
—+0co

Pour s’affranchir de la direction des vecteurs x, on utilise un complément de Schur
pour la LMI (2.20). I vient alors

PU(O) < Bfgnz. (2.34:)

En pré-multipliant la derniere inégalité par xl et en la post-multipliant par sa
transposée, il s’en suit

xg Pooyro < a8 Blay, . (2.35)
Ce qui conduit, pour tout o(0) € ¥, a l'inégalité
75 Pooyto < B zoll3 - (236)

Théoreme 13 Si les LMI (2.24) sont faisables alors le systeme a commutations (2.1)
est exponentiellement stable et la valeur du cofit garanti est finie.

Lorsqu'un systéme est instable, le critere n’a pas de valeur finie. Cependant,
si un systéme est asymptotiquement stable, cela ne permet pas de garantir que
le critere converge. Pour étre certain d’avoir un critere a valeur finie, il faut en
plus de la stabilité, garantir que le critére converge suffisamment rapidement.
Le systéme doit donc étre stable et converger rapidement. La stabilité quadra-
tique ou exponentielle d"un systeme permet ainsi d’assurer que le critere est a
valeur finie.
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Preuve 10 Siles LMI (2.24) sont faisables alors l'inégalité suivante est vérifiée

Lij=AlP;A;, — P, <0,,, V(i,j) e (2.37)
On note
Qf¥ﬁ%gﬁ,V@ﬁeﬁ.
L'inégalité suivante est alors vérifiée :
A PA; — Py < —eil,,, Y(i,j) € ¥ (2.38)
On recherche ensuite la plus petite valeur des ¢;; :
= .o

On a donc V(i,j) € X2, —€;; < —e et comme le nombre de modes est fini on a
également € > 0, ce qui conduit a

ATPjA; — P, < —el,,, <0,,, V(i,j)€¥? (2.39)

De méme, on a CI'C; > 0,,. On note & la plus grande valeur propre des CTC;
pour tout i € X :
€= max Anax (CFC5).

1l s’en suit l'inégalité suivante
Viey, —€I, <—-ClC;<0,,.
On pose P, = £ P,. On multiplie I'inégalité (2.39) par ¢ et on obtient
ATP A, — P, < —£1,,. (2.40)
On a alors également . .
ATPA; — P < —CFC;. (2.41)
Cette inégalité correspond a l'inégalité (2.31).

Remarque 15 Siles LMI (2.19) sont faisables alors les LMI (2.24) le sont également.
En effet, les LMI (2.19) permettent d’assurer la stabilité du systeme (2.1) et de dé-
terminer un majorant fini du cofit garanti. De méme, la faisabilité des LMI (2.24)
implique celle des LMI (2.19). Les LMI (2.24) assurent la stabilité du systeme (2.1) et
permettent d’affirmer que le coilt garanti est a valeur finie. Il est donc possible d’obtenir
un majorant a partir des fonctions de Lyapunov.

On a ainsi déterminé un majorant aussi petit que possible du cotit garanti
dans la classe de fonctions de Lyapunov considérée et non pas la valeur de ce
cotit garanti. Cependant, on ne sait pas si ce majorant et ce cotit garanti sont
proches ou non. En effet, nous avons déterminé des fonctions de Lyapunov
qui étaient cherchées parmi une classe particuliere puisqu’elles étaient choisies
sous forme quadratique avec les matrices de Lyapunov fonction du parametre
de commutation. Cette restriction peut donc étre la cause d"un certain conser-
vatisme et les valeurs du majorant 3 ||z||3 et du cotit garanti .J(z,) peuvent ne
pas étre proches 1'une de 'autre. Il est donc pertinent de s’intéresser a 1’écart
existant entre le majorant obtenu par le théoreme 12 et le cotit garanti .J ().
La section suivante s’intéresse ainsi a la détermination d"un minorant du coft
garanti.
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2.4 Minorant du cotit garanti

Le théoréme 12 permet 1'obtention d’un majorant, /3 ||z,||3, du cotit garanti
J(9) mais ne permet pas de conclure quant a sa pertinence. Nous allons, dans
cette section, nous intéresser a la validation (connue dans la littérature anglaise
sous le terme certification [GK08]) du majorant obtenu dans la section précé-
dente en déterminant un minorant le plus grand possible du cofit garanti.

Le cotit garanti .J(z,) correspond 2 la plus grande valeur des criteres (2.11)
pour toute séquence de commutations. Chaque critere obtenu a chaque sé-
quence de commutations constitue donc un minorant. On a donc 1'inégalité
suivante :

J({o(k)}, x0) < J(xo), Vo(k)eX.

Cependant, il est difficile de déterminer la valeur exacte du critere (2.11)
pour une séquence quelconque de commutations. L'idée est alors de choisir
une séquence de commutations particuliere qui mene a la détermination de
la valeur exacte du critere. Nous avons ainsi choisi de travailler avec une sé-
quence de commutations a un seul mode actif qui est simple a traiter puisque
I'on se ramene au cas des systemes linéaires a temps invariant (LTI - en anglais
Linear Time Invariant). Nous allons tout d’abord nous intéresser a la détermi-
nation d’un minorant pour toute condition initiale puis d’un minorant pour
une condition initiale particuliére choisie de maniére a maximiser le minorant.

2.4.1 Validation du majorant

Pour déterminer un minorant, on choisit une séquence de commutations
particuliere. La séquence la plus simple est celle ott un seul mode est actif,
comme s'il était figé. On se raméne alors au cas des systémes LTI, c’est-a-dire
au systéme associé au mode ¢ €

T = Ay, (2.42)
et au critere N
Ji(xzo) = xl (Z(Af)’fcf CiAi?) 0. (2.44)
k=0

+o00
Sous l'hypothese (2), la matrice A; est stable, la série Y (AT)*CIC; A%
k=0

converge et est bien définie. Sous 'hypothese (1), on peut montrer que cette
série matricielle est définie positive. Effectivement, soit x € R"* tel que
+o0
aT (Z (A;f)kciTCiAf) z = 0,alorsona C;A¥r = 0,Vk € N. Par I'hypothese (1),
k=0
la paire (C;, A;) est observable etona z = 0.
La valeur exacte du critére quadratique peut facilement étre obtenue en
résolvant I'équation de Lyapunov suivante :

CIC, — W} + ATWrA; =0,,,Vie X, (2.45)
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ol, comme la paire (C;, A;) est observable et A; est stable, il existe une et une
seule solution, W € R"=*"s, de cette équation qui soit symétrique (W} =

2

(W) et définie positive (W} > 0,,,). C’est-a-dire

“+oo
Wy =Y (ADFCTCiAY > 0,,. (2.46)

%
k=0

La solution de I’équation de Lyapunov (2.45) peut étre déterminée numéri-
quement grace a la fonction dlyap de Matlab. Celle-ci résout 1'équation (2.45)
grace a un algorithme qui utilise une décomposition de Schur [Bar77]. La solu-
tion du probleme peut étre également trouvée en résolvant un probléme d’op-
timisation donné par la proposition suivante.

Proposition 2 Le probleme d’optimisation

min Tr(W;) (2.47)
sous les contraintes :
et
ATW;A; — W+ CTC; <0, (2.49)

ot W; € R"*" est symétrique, définie positive mene a la solution W;* de I'équation
de Lyapunov (2.45).

Preuve 11 Comme pour tout i € ¥ A, est stable et que la paire (A;, C;) est observable,
I'équation de Lyapunov (2.45) a une solution unique W} qui est symétrique et définie
positive [LRI5]. On a alors
ClCy =Wr — ATW}A,. (2.50)
On remplace C}'C; par son expression (2.50) dans (2.49) et on obtient :
AT (Wi = WA — (W; = W)) <0,,. (2.51)
Comme pour tout i € ¥, A; est stable, on a
W, =W >0,,. (2.52)
En prenant la trace de l'inégalité (2.52), on obtient

Tr(W;) > Tr(W;). (2.53)

La plus petite trace de W; est donc celle de W} qui est alors solution du probleme
d’optimisation.
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Le critere quadratique (2.11) s’écrit pour une séquence de commutations
constante J;(x) ot i € ¥ indique le mode actif. Il est alors donné par :

Ji(zo) = xg W}ag, Vi€X, Vap € R™. (2.54)

Pour chaque mode actif, on peut ainsi calculer un critere qui est également
un minorant du cotit garanti. On aura donc autant de minorants que de modes.
On a alors 'inégalité suivante :

i Wrey < J(xo), VieD, ViroeR™. (2.55)

On introduit une fonction correspondant a la plus grande valeur du critere
Ji(zo) pour les différents modes :

_ R"% — R*
W zo +— Wi(zo) = maxxi W} ze = max J;(xo). (2.56)
iex i€x
On a ainsi un minorant du cotit garanti tel que
I Wrazg < W(wo) < J(z0), VieX, VrpeR™. (2.57)

Cherchons, comme pour le majorant, a nous affranchir de la direction de la
condition initiale. Pour déterminer un minorant indépendant de la direction
de la condition initiale et valable pour toute condition initiale, on s’intéresse a
la détermination de la plus petite valeur propre des matrices W, solutions de
’équation de Lyapunov (2.45) que I’on note Apin (7). On obtient alors I'inéga-
lité suivante :

Amin(W7) [|zoll5 < W(zo), Vi€X, Vao € R™. (2.58)

Pour toute condition initiale, le minorant recherché correspond a la plus
grande des valeurs propres sur I’ensemble des valeurs propres minimales trou-
vées pour les différents modes. On obtient alors la valeur d,,, suivante

Om = max Amin(W7). (2.59)
Il s’en suit alors ’encadrement
Om lmoll; < J(z0) < B ||woll3 - (2.60)

En considérant toute condition initiale possible, on obtient un minorant
conservatif du colit garanti. Pour améliorer ce résultat, il faudrait s’intéresser
a des séquences de commutations plus complexes, c’est-a-dire plus riches (on
pourrait penser en particulier aux lois de commutation périodiques) en com-
portement afin d’approcher le plus possible les variétés de comportement des
systemes linéaires a commutations avec des lois de commutations arbitraires.
Malheureusement, calculer la valeur exacte des criteres (2.11) s’avérerait éga-
lement plus compliqué.
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2.4.2 Amélioration de la validation du majorant

Le minorant déterminé pour toute condition initiale permet d’obtenir un
encadrement du cofit garanti mais ne permet pas de valider le majorant. On
cherche a déterminer un minorant plus élevé pour pouvoir valider 1’écart entre
le majorant j3 || |3 et le cotit garanti J(z). Pour chaque valeur de la condition
initiale o, la valeur de W (z,) correspondante est un minorant du cofit garanti.
En s’intéressant a une condition initiale particuliere, il est possible d’améliorer
la valeur du minorant trouvé. De ce fait, on réduirait I’écart entre le minorant et
le majorant pour une direction, ce qui pourrait mettre en avant 'impossibilité
d’une amélioration importante du majorant £ || |3

Cette condition initiale n’est pas choisie au hasard mais de maniere a maxi-
miser la valeur du minorant. On détermine un minorant indépendant de la
direction de la condition initiale a partir de I'ensemble des criteres quadra-
tiques obtenu pour une séquence de commutations constante. Pour déterminer
le minorant le plus grand possible, on recherche la plus grande valeur propre,
notée dy;, pour I'ensemble des matrices W solutions de 1'équations de Lyapu-
nov (2.45)

O = max Amax (W7). (2.61)

Ol Amax (W) correspond a la plus grande valeur propre de W;.
On détermine ensuite le mode correspondant, noté [ correspondant a cette
valeur propre :
[ = arg max Amax(W7).

On obtient alors le vecteur propre de W} que 'on note xm,x associé a la
valeur propre dy déterminée par (2.61), il méne a l'inégalité suivante :
< J (Zmax) <5

B meaxuz B

Remarque 16 Le minorant oy peut également étre obtenu en considérant la plus
grande valeur de W :

W
Oy = max (%2)
o€l |z [

(2.62)

Le calcul de 3 et de dy permet ainsi de savoir si la valeur du majorant
B ||zo|| est proche de celle du cotit garanti J(). Si tel est le cas, alors on peut
conclure que £ ||z||5 est un bon majorant du cotit garanti, sinon il faut chercher
un autre majorant ou un autre minorant.

Ce majorant est déterminé a partir d"une classe particuliére de fonctions de
Lyapunov. Une classe plus étendue pourrait donc permettre d’améliorer le ma-
jorant. Une classe qui pourrait ainsi étre considérée est celle des fonctions de
Lyapunov dépendant du chemin [LDO6]. Les fonctions de Lyapunov recher-
chées ne dépendent plus d"'un mode mais d"une séquence finie de modes. Le
minorant, quant a lui, est obtenu en prenant en compte une séquence parti-
culiere et simple de commutations qui est une séquence a un seul mode actif.
Utiliser une séquence plus complexe pourrait mener a un meilleur minorant.
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2.5 Encadrement du coiit garanti pour une condi-
tion initiale donnée

Dans les sections précédentes, nous avons déterminé un encadrement du
colit garanti J(z) sans avoir d’information sur la condition initiale. Dans le cas
particulier o1 ’'on connait la condition initiale, il est possible d’en tenir compte
dans les contraintes qui permettent de déterminer un majorant du cofit garanti
dans le théoréme 12. Celui-ci peut se réécrire dans ce contexte de la manieére
suivante

Corollaire 1 Soit le systeme défini par (2.1). Pour tout i € 3, sil existe des matrices
G; € R=xn= S, € R™*" tel que S; = S] et un scalaire ju(x), tels que les LMI

Gi + GZT — Sl * *
AiGy S; * > Opyim.,  V(i,j) € 32 (2.63)
Csz Omzxnz Im

z

T
[*‘(“’0) 0 >0y, Viey, (2.64)

Zo S;

soient faisables alors le majorant recherché est solution du probleme d’optimisation
suivant :

min (o) (2.65)
Giasiau(x0)7
sous les contraintes (2.63) et (2.64)

et l'inégalité suivante est vérifiée :

~

J(xo) < V(xg,0(0)) < p(xo) (2.66)
oit V(xg,0(0)) = nga_(t)xo.

Ce majorant ainsi obtenu est meilleur que celui déterminé pour toute condi-
tion initiale. Cependant, 1'inconvénient du majorant obtenu par le corrolaire 1
est qu'a chaque fois que la condition initiale changera, la valeur du majorant
changera aussi. Il faudra donc a chaque changement de condition initiale ré-
soudre a nouveau le probleme d’optimisation.

On souhaite également déterminer un minorant du cotit garanti. Le mi-
norant Jy; est déterminé pour une condition initiale particuliere et ne peut
pas étre utilisé pour définir un encadrement du cotit garanti lorsque 1’on tient
compte de la condition initiale. En effet, le majorant déterminé en tenant compte
de la condition initiale, ;(x(), peut étre inférieur au minorant jy; qui est valable
uniquement pour une condition initiale donnée, zmay. dp n'est donc pas un mi-
norant du cott garanti J(z,) quand la condition initiale est connue. Dans ce cas
particulier, un minorant peut étre obtenu en considérant la fonction W. Pour
une condition initiale donnée, W () est la plus grande valeur du critere J;(z)
pour les différents modes. On obtient ainsi I’encadrement suivant :

W (o) < J(wo) < plap). (2.67)
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De la méme maniere que pour le majorant, a chaque changement de condi-
tion initiale il faudra relancer les calculs.

2.6 Exemples numériques

Nous allons, a présent, illustrer les résultats présentés dans les sections pré-
cédentes a travers des exemples numériques. On considére un systeme linéaire
a commutations autonome en temps discret dont les matrices sont :

0,3 0,1 _[0,07 —0,2 [ 0,5 —0,02
Al{—o,?) —0,2}’A2{ -1 0,4 }’AS{—O,EB 0,6 ]

Ci=[10],C=[12],C=[11].

On cherche un majorant aussi petit que possible du cotit garanti en appli-
quant le théoréme 12. On obtient alors 3 = 7,1412 et on a I'inégalité suivante :

J(xo) < B |wols, Vao € R™.
~~

7,1412

On obtient également les variables G; et .S; pour i € {1, 2, 3} suivantes :

o [ 0,309 0,351 o, — [ 0,160 —0,00361
710,351 0,871 |7 2 |0,00355 0,196 |’

oo | 3179 —4.421 o _ [ 0,260 0,249
57| —4,421 6,058 |° "t 10,249 0,659 |’

o [ 0157 0,00291 g _ [ 2194 -2.561
2710,00291 0,196 |’ 7 | —2,561 3,560

Notons que la matrice G, n’est pas symétrique.

Comme les conditions (2.19) et (2.25) sont équivalentes, on aurait pu s'in-
téresser a la résolution du probléeme d’optimisation (2.21) en remplacant la
contrainte (2.19) par (2.25). Le majorant ainsi obtenu est 5 = 7, 1420 qui corres-
pond a celui obtenu avec la contrainte (2.19) et les variables S; pouri € {1,2, 3}
sont les suivantes :

g _ [0.273 0,277 g [ 0.158 0,00278
Y7127 0,717 |0 2] 0,00278 0,196 |

g, — 2,665 —3,149
571 —3,149 4,335

On détermine, ensuite, des minorants du cofit garanti. On s’intéresse alors
a une séquence de commutations ott un seul mode est actif et on obtient en
résolvant I'équation (2.45) un minorant pour toute condition initiale qui est
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2 . . . . .
Im ||z0]|5 avec 0 = 0,0013. On détermine ensuite un minorant pour une condi-
. el . N 2
tion initiale particuliere, oy ||Zmax||> avec dym = 6, 1574,
On a alors les encadrements suivants :

J
v.il'(_) € an, (Sm S ($0) § ﬂ )
0,0013 lzoll: 7,1412
J
EIxmax € an, 5M < (ZE—maxg < B .
6,1574 |zmaxll 7,1412

La valeur du minorant déterminé pour toute condition initiale est éloignée
de celle du majorant et ne permet donc pas de conclure quant a la pertinence
du majorant déterminé. Néanmoins, si, comme pour le majorant, on souhaite
que le minorant déterminé soit vrai pour toute condition initiale, on ne peut
pas obtenir une meilleure valeur. Elle permet toutefois d’assurer que le cotit
garanti est positif. Nous ne calculerons plus dans la suite les valeurs d,,, qui ne
présentent pas d’intérét pour notre encadrement.

En revanche, la valeur du minorant dy; obtenue pour une condition initiale
particuliére est proche de celle du majorant. On peut donc conclure que le
majorant déterminé est pertinent et que sa valeur est proche de la valeur du
cotit garanti .J (z,).

Nous présentons sur la figure 2.3 pour une condition initiale

_ ( cos(a) )
Ty = .
sin(a)
avec o variant dans I'intervalle [0;7], le majorant, 3 || 2|3, obtenu ainsi que les
fonctions de Lyapunov pour les trois modes et la fonction V' qui correspond
au maximum des différentes fonctions de Lyapunov. Comme le cotit J;(x() est
quadratique, nous avons J;(xg) = J;(—x¢) et 'étude peut se restreindre a des
valeurs de « sur 'intervalle [0, 7] au lieu de l'intervalle [0, 27].

Le majorant 3 ||z||; est cherché de maniére a étre indépendant de la direc-
tion de la condition initiale et étre valable quelle que soit la condition initiale.
D’aprés la figure 2.3, on constate que ce majorant est tres proche de la plus
grande valeur de la fonction V.

Pour la méme condition initiale, on représente, a présent, sur la figure 2.4
le minorant, Jy;, obtenu pour une condition initiale particuliere ainsi que les
colits pour chaque mode en considérant un seul mode actif et la fonction W.

La figure 2.4 permet de constater que le minorant dy correspond a la plus
grande valeur de la fonction IW. On remarque également que le cotit .J est pour
toute condition initiale plus grand que les deux autres cotits. Par conséquent,
la fonction W et le cofit .J, sont identiques pour cet exemple.

Nous allons présenter sur la figure 2.5 et la figure 2.6 le majorant et le mi-
norant pour une condition initiale particuliere obtenus ainsi que les fonctions
WetV.

Pour toute valeur de «, la valeur du coﬁt_garan_ti est comprise dans la 2par’cie
grisée qui est délimitée par les fonctions V' et W. Le majorant /3 ||zo|; et le
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FIGURE 2.3 — Valeurs du majorant  indépendant de la condition initiale, des
fonctions de Lyapunov pour les différents modes V' (zg, 1), V (20, 2) et V (o, 3)
et de la fonction V() en fonction de la condition initiale x, (caractérisé par
I'angle «).
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FIGURE 2.4 — Valeurs du minorant Jy; pour une condition initiale particuliere,
des coftits Ji(zo), Jo(zo) et Js3(x) pour les différents modes et de la fonction

W (x) a chaque condition initiale .

minorant pour une condition initiale particuliere dy; || o |3 permettent d’obtenir
un encadrement de la plus grande valeur du cofit garanti.

Intéressons-nous au cas particulier ot la condition initiale est connue. La
figure 2.7 représente les valeurs du majorant pi(z,) pour les différentes valeurs
de « ainsi que la fonction V obtenue avec le théoreme 12 et la fonction W.

On constate que lorsqu’on utilise le corollaire 1, le majorant () est infé-
rieur ou égal a la valeur de V (z) pour toute valeur de a. On améliore donc
le majorant. Néanmoins, pour obtenir toutes les valeurs du majorant s(z), il
faut résoudre le probléme d’optimisation du corollaire 1 pour chaque valeur
de zy, ce qui s’avere compliqué puisqu’il y en a une infinité. La facon d’obtenir
ce majorant n’est donc pas utilisable en pratique.

Cet exemple a permis d’illustrer les résultats présentés dans ce chapitre.
Nous avons ainsi déterminé un majorant du cotit garanti et validé ce majorant
en déterminant un minorant du cotit garanti proche du majorant. Néanmoins,
notre approche ne peut pas toujours mener a la validation du majorant. Pour
s’en apercevoir, nous allons considérer le systeme précédent avec

0,3 0,1
Aile) = a { ~0,3 —0,2]

pour a € [1;4, 3426].
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FIGURE 2.5 — Valeurs du majorant 3, du minorant jy pour une condition ini-
tiale particuliere, des fonctions V'(x() et W (z) en fonction de la condition ini-
tiale x.

7.5

Colt

FIGURE 2.6 — Zoom de la figure 2.5. Valeurs du majorant f3, dli minorant dy
pour une condition initiale particuliere, des fonctions V'(x() et W (z() en fonc-
tion de la condition initiale .
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FIGURE 2.7 — Valeurs du majorant p(z) en trait continu, de la fonction V(z)
obtenue avec le théoreme 12 et du minorant W (x) en tirets, en fonction de la
condition initiale x.

On s’intéresse a la détermination du majorant 3 ||z;||5 et du minorant dy || 2o]|>
pour les différentes valeurs de a. On obtient alors les résultats présentés sur la
figure 2.8.

On constate alors que la valeur de 3 augmente avec a jusqu’a ce que le
systeme devienne instable et qu'il ne soit plus possible d’obtenir un majorant,
ce qui se produit pour a = 4,3419. Pour a € [1;4, 2879, la valeur du minorant
Om reste constante. Quand on regarde la figure 2.4, on constate que quelque soit
la valeur de z, la valeur du cofit pour le mode 2 est toujours bien supérieure
aux valeurs des cofits pour les deux autres modes. En augmentant la valeur de
a, méme si le cotit du mode 1 augmente, il reste inférieur au cotit du mode 2
jusqu'a a = 4,2879 et la valeur du minorant dy ne change pas. Cependant,
quand on continue a augmenter la valeur de a au-dela de a = 4, 2879, la valeur
de dm change. La plus grande valeur des cofits est alors obtenue par le mode 1
et non plus par le mode 2. A partir de a = 4, 3426, le mode 1 devient instable.

La figure 2.8 permet de se rendre compte que pour a < 2, on obtient un
bon encadrement du cotit garanti. En revanche, pour des valeurs de a plus
grandes, I’écart entre le majorant et le minorant augmente et on ne peut alors
rien conclure. Le tableau 2.1 récapitule les valeurs de a a partir desquelles le
systeme est instable et le majorant n’a donc plus de valeur finie, le mode 1
devient instable et le minorant est obtenu par le mode 1.
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FIGURE 2.8 — Majorant /3 en trait continu et minorant dy en tirets pour diffé-
rentes valeurs de a.

EE 4,2879 4,3419 4,3426 \
g || finie | finie | infinie | infinie
orv || mode?2 | mode 1 | mode 1 |
Ay || stable | stable | stable | instable
Wi | >0 ] >0 | >0 | <0

TABLE 2.1 — Propriétés de plusieurs variables selon la valeur de a
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2.7 Conclusion

Pour des systemes linéaires autonomes a commutations en temps discret,
nous avons mené une analyse de performances. Ces performances ont été éva-
luées par un critere quadratique. Comme la valeur du critere change pour
chaque séquence de commutations, nous avons choisi d’étudier ce probléme
en nous intéressant au cofit garanti qui correspond a la borne supérieure des
criteres quadratiques. Nous avons présenté le probleme permettant de déter-
miner un majorant du cotit garanti indépendant de la direction initiale. Il s’agit
d"un probléme d’optimisation sous deux ensembles de contraintes LMI.

Pour valider I'écart qui existe entre la valeur exacte du cotit garanti que
I’'on ne connait pas et la valeur du majorant obtenu, nous avons ensuite cher-
ché a déterminer un minorant du cofit garanti en s’intéressant a une séquence
particuliere de commutations, une séquence de commutations a un seul mode
actif. Celui-ci est obtenu de deux fagons. Un premier minorant est obtenu pour
toute condition initiale. Ce minorant est trés conservatif et ne permet pas de
conclure quant a la pertinence du majorant déterminé. Un deuxieme minorant
est recherché pour une condition initiale particuliere choisie de maniére a le
maximiser. Celui-ci permet d’apprécier 1’écart entre le cotit garanti et le majo-
rant.

Dans le chapitre suivant, nous allons nous intéresser a la synthese de plu-
sieurs lois de commande qui assurent la stabilité de systémes linéaires a com-
mutations en temps discret et qui mene a 1’obtention d’un majorant aussi petit
que possible du cofit garanti.
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Chapitre 3

Syntheése de lois de commande

3.1 Introduction

L’analyse de la stabilité des systemes a commutations est un vaste sujet qui
a conduit a de nombreuses études [Bra94, LM99, LA09, SG05] et pour lequel
des outils ont été développés tels que les fonctions de Lyapunov multiples ou
les fonctions de Lyapunov dépendantes des parametres [Bra98, DB01, DRI02].
Pour les systemes linéaires a commutations, ces approches menent a des condi-
tions suffisantes données sous forme de LMI [BEFB94]. Nous avons mené, pré-
cédemment, une analyse de performance des systémes linéaires autonomes a
commutations en temps discret. Le probleme auquel on s’intéresse dans le cas
de systemes non autonomes a commutations est le suivant :

Probleme 10 Déterminer la loi de commande qui stabilise le systeme et minimise le
majorant des criteres représentants les performances pour toute séquence de commu-
tations.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a ce probleme en réalisant
la synthese de lois de commande sous différentes hypothéses qui menent a
la stabilité d’un systéme linéaire a commutations et a 1’évaluation d’un cott
garanti pour toute séquence de commutations.

Le systeme considéré est un systéme linéaire a commutations en temps dis-
cret, défini comme suit :

Ter1 = Ao@)Tr + Bo(r)Uk, 3.1)
2 = Cop)Tr, (3.2)

aveco(k) e X ={1,...,N}.

La loi de commutation o (k) est une loi arbitraire mais on suppose que sa
valeur est connue en temps réel. x;, € R" représente 1'état du systeme, u;, €
R"™,la commande et z;, € R™=, la sortie.

Comme nous l’'avons vu dans le chapitre précédent, nous nous intéres-
sons au probleme des performances a travers I’étude d"un critere quadratique.
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Celui-ci dépend de la séquence de commutations, de 'état initial et de la sé-
quence de commandes.

“+00

T({o(k)}, zo, {ur}) = (2 2 + uf Ruy,). (3.3)

k=0

La matrice de pondération R € R™*"™ de la commande est symétrique et
définie positive, R = RT > 0. Le critere est donc convexe par rapport a la
commande et est implicitement fonction de la séquence de commutations.

Pour chaque séquence de commutations, on obtient ainsi une valeur diffé-
rente du critere. Il est alors impossible de s’intéresser a ’aspect performance
a travers toutes les valeurs du critere que l'on peut obtenir. Par conséquent,
on s'intéresse a ce probleme en travaillant avec la plus grande valeur obtenue
pour toutes les séquences de commutations nommée cotit garanti et qui cor-
respond a la borne supérieure du critere et s’écrit :

J(xo, {we}) = sup  J({o(k)}, zo, {us})- (3.4)

{o(k)€X}ren

Nous cherchons ainsi a déterminer des commandes qui assurent la stabilité
du systeme a commutations (3.1) et qui minimisent le cotit garanti (3.4). Le
probleme que I’on souhaite résoudre est donc le suivant :

min J(zo, {us}). (3.5)
up ER™

Trouver une loi de commande de maniére a minimiser un critére consti-
tue un probleme de commande optimale. Pour le cas de systémes LTI, ce pro-
bleme a déja été largement abordé [AMS89, Duc04]. Ainsi, pour un horizon in-
fini, une solution peut étre trouvée en résolvant une équation algébrique de
Riccati [LR95]. Cependant, dans le cadre de notre étude, du fait des commu-
tations, les systemes étudiés dépendent du temps. Il est alors impossible d’ap-
pliquer les résultats obtenus pour les systémes LTI. Des travaux ont donc été
menés pour étendre les outils utilisés aux SDH et aux systemes a commuta-
tions. Ainsi, une version du principe du maximum de Pontryaguine a été don-
née pour ce cadre dans [Sus00, PS00, RIKO3]. Une autre approche s’appuyant
sur le théoréme d’optimalité de Bellman et I'équation d’Hamilton Jacobi Bell-
man a été proposée dans [BBS98]. Une adaptation de la programmation dy-
namique pour les SDH a été proposée dans [BB07, AGE09]. Néanmoins ces
résultats ne permettent pas une mise en pratique évidente. En effet, ils sont
difficiles a résoudre numériquement a cause des commutations. Devant la dif-
ticulté a recourir a ces techniques, nous avons fait le choix de travailler avec
des classes particuliéres de lois de commande ou de lois paramétriques. Ainsi,
nous allons, dans les sections suivantes, nous attacher a concevoir différents
controleurs qui tiennent compte de 1’aspect performance. Tout d’abord, nous
travaillerons avec I’hypotheése que tous les états sont connus. Nous concevrons
alors un controleur par retour d’état commuté. Puis, nous envisagerons le cas
ou seules les sorties sont connues. Dans ce cadre, pour réaliser une commande,
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3.2. Synthese d'un controleur par retour d’état.

une premiere approche est de concevoir un retour d’état reconstruit par obser-
vateur. On s’attachera donc a la réalisation d"un observateur commuté. Nous
traiterons ensuite le cas du retour de sortie dynamique dans sa forme générale.
La synthése de ces différents correcteurs sera étudiée pour assurer la stabilité
du systéme en boucle fermée et tenir compte de 1’aspect performance.

3.2 Synthese d'un contr6leur par retour d’état.

Dans cette section, nous nous intéressons au cas ou tout 1'état du systéme
est connu. Nous allons alors nous attacher a la conception d'une loi de com-
mande par retour d’état qui stabilise le systeme (3.1) et qui tient compte de
I'aspect performance grace a la détermination d"un majorant du cotit garanti
aussi petit que possible et indépendant de la direction de la condition initiale.

Pour cela, on détermine tout d’abord la loi de commande par retour d’état
définie comme suit

u = Koy, (3.6)

avec u, € R,

Le probleme que I'on cherche alors a résoudre est de déterminer les gains
K;, pour i = o(k) € ¥, de maniere a assurer la stabilité du systeme (3.1) et a
minimiser la borne supérieure (3.4). Il s’écrit de la maniere suivante :

o in T (o, {ur}). (3.7)

Comme nous 'avons vu dans le chapitre précédent, pour connaitre la va-
leur du cotit garanti, il faudrait connaitre la séquence de commutations qui
meéne a cette valeur. Or, cela est impossible. Par conséquent, on s’intéresse a ce
probleme en cherchant a minimiser un majorant de cette borne supérieure.

Le théoreme suivant permet de déterminer le plus petit majorant possible
du cotit garanti (3.4) indépendant de la direction de la condition initiale. Il
conduit également a la détermination des gains du retour d’état correspon-
dants tels que le systeme soit stable.

Théoreme 14 Soit le systeme défini par (3.1). Pour tout i € ¥, s'il existe des matrices
G; € R=xme Y, € Rm>"e S, € R"*" tel que S; = SiT et un scalaire 3, tels que le
majorant du cofit garanti soit solution du probleme d’optimisation :

min g (3.8)
Gi7 Si7 }/h /67
sous les contraintes :

G +GF - S; * * *

AIGl + BzYz Sj * *
Csz Omzxnw Imz
R1/2Y;‘ Oruxnz Oruxmz Ir

> Oopygrusm.,  V(i,7) €Y% (3.9)
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et

{5[["1 g} > Op, Vi€, (3.10)

alors les gains du retour d'état K; = Y;G; ' stabilisent le systeme et vérifient
J(wo {wn}) < V(wo,0(0)) < Bllaol},  Vao € R,

Pour déterminer les gains du retour d’état qui stabilisent le systeme et per-
mettent d’obtenir le plus petit majorant du cofit garanti, nous résolvons un
probléeme d’optimisation sous des contraintes LMI. Les contraintes se com-
posent de deux ensembles de LMI. Le premier qui correspond aux LMI (3.9)
assure la stabilisation du systeme et méne a un majorant sous forme d’une
fonction de Lyapunov qui dépend des commutations dont la valeur a I'instant
initial est supérieure au cofit garanti. L'inconvénient de ce majorant est le fait
qu’il dépende de la direction de la condition initiale. Ainsi, le deuxiéme en-
semble de contraintes (3.10) permet d’obtenir un majorant de la valeur a l'ins-
tant initial de la fonction de Lyapunov qui sera indépendant de la direction de
la condition initiale.

Preuve 12 Quand la LMI (3.9) est vérifice, on a G; + GI' — S; > 0 et S; > 0, ce qui
implique que G, est de rang plein. En développant (S; — G)TS;71(S; —G;), on obtient
l'inégalité suivante

GIS7'Gi > Gi+ G} —S; > 0,,. (3.11)
La LMI (3.9) mene alors a l'inégalité suivante
GTS1a; * * *
C;G; 0, in I, * > O2nz+ru+mza (3-12)

1/2
R / }/Z OT'u XNy 07'11. XMy ‘[7'11.

T Sil [mz7[7'u}

i Mg

En écrivant K; = Y;G " et en pré-multipliant I'inégalité (3.12) par diag{G
et en la post-multipliant par sa transposée, il vient

Si_l * * *
S'_l(Ai + B K;) St * *
J j
C; O scny I, > 02y 4rtm, - (3.13)
Rl/QKi OranI Orusz [Tu

Le changement de variables P; = S; ' nous permet d’écrire I'inégalité suivante

P; * * *
P > O (314)

R1/2Ki Oruxnz Oruxmz [r

u

Par conséquent, en notant i = o(k) € et j=o(k+1) € X, 0na
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Pk * * *
Poes1)Adotr)  Por+1) * *
’ > 0ot 4 3.15
Co’(k‘) Omzxnx Imz 2ng+ry+m;, ( )

Rl/QKa(k) Oru X Mg Oru XMy ]7"

u

ol Acl,o(k) = (Ag(k) + Bg(k)Kg(k) et Pg(k) = PZ ]901/l1’i = J(l{) €.
En utilisant, successivement, deux compléments de Schur (pour plus de détails,
voir [BEFB94]) on obtient I'inégalité suivante

Ag,a(k)Po(k+1)Acl,a(k) — Potry < —Qoi), (3.16)

ol
Qa(k) = Cg(k)ca(k) + Kg(k)RKg(k) (317)

En pré-multipliant cette inégalité par x} et en la post-multipliant par zy, on a

2} Qo < V(wg, 0(k)) — Vs, ok +1)). (3.18)

On considére ensuite une fonction de Lyapunov qui dépend des parametres [DRI02].
Une fonction de Lyapunov dépendante du parametre de commutation est définie comme
suit :

V(ag, o(k)) = 4 Por) Th- (3.19)

En sommant toutes ces inégalités, il vient

400
J(zo, {ur}) = Zm%Qg(k)xk < V(x9,0(0)) = 28 Pyo) o, (3.20)
k=0

parce que le systeme est stable. On a donc un majorant du coilt garanti qui est la valeur
a l'instant initial d’une fonction de Lyapunov qui dépend du parametre de commuta-
tion. Pour s’affranchir de la direction de la condition initiale, un complément de Schur
est appliqué a la LMI (3.10). Il vient alors

Pooy < Bly,.

En pré-multipliant cette derniere inégalité par xl et en la post-multipliant par sa
transposée, il vient

ngJ(O)xO < xgﬁfnzx(] (321)
Ce qui conduit, pour tout o(0) € ¥, a l'inégalité
2 Py < B ||olf3 - (3.22)

On a alors un majorant de la valeur a l'instant initial de la fonction de Lyapunov
qui est indépendant de la direction de la condition initiale x.
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Dans le théoréme 14, la loi de commutation est arbitraire mais sa valeur
est connue en temps réel et ainsi les gains du retour d’état peuvent dépendre
du parametre de commutation. Si on considere a présent que cette valeur ne
peut pas étre connue en temps réel, ces gains ne pourront plus dépendre du
parametre de commutation. On détermine alors un gain identique pour toutes
les valeurs du parametre de commutation. Il en découle le corollaire suivant

Corollaire 2 Soit le systeme défini par (3.1). S'il existe des matrices G € R"*",
Y € R™*" pour tout i € 3, S; € R™*" tel que S; = ST et un scalaire j3, tels que
le majorant du coilt garanti soit solution du probleme d’optimisation :

min 15 (3.23)
GJ Sia Y7 57
sous les contraintes :

G+Gr -8, * * *
A;,G+ B)Y S * *
C,G Omzxnm Imz *
RV2y Opuxne Oruxm.  In,

{ ﬁ]Im ; } > 0g,,, Vi€,

alors le gain du retour d’état K = Y G~ stabilise le systeme et vérifie
J(wo, {wr}) < Bllzolly, Vxo € R™.

Le résultat obtenu sera alors plus conservatif puisque le gain du retour
d’état est le méme pour toutes les valeurs du parametre de commutation.

Une loi de commande par retour d’état a été concue dans cette section
de maniere a assurer la stabilité du systeme (3.1) et & minimiser le cott ga-
ranti. Cette commande a été concue grace a I'hypothese que tous les états sont
connus. Nous allons ensuite nous intéresser a la conception d'une loi de com-
mande quand cette hypothese n’est plus valable.

3.3 Synthése d'un contrdleur par retour d’état re-
construit par observateur.

Connaitre tous les états du systeme permet de déterminer facilement une
loi de commande. Malheureusement, dans la pratique, il est rare que ce cas se
présente. On doit donc généralement se contenter des informations fournies
par la sortie. Puisque nous n’avons pas acccés aux différents états, nous allons
les reconstruire grace a un observateur. Pour concevoir notre controleur, nous
allons alors procéder en deux étapes. Tout d’abord, on considere que tous les
états sont connus et on détermine ainsi les gains du retour d’état qui stabilisent
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3.3. Synthese d'un controleur par retour d’état reconstruit par observateur.

le systéme et ménent a un majorant du cotit garanti aussi petit que possible.
Puis, on fait I'hypothese que seules les sorties sont connues. On congoit alors
un observateur pour reconstruire 1’état du systeme de maniere a obtenir un
majorant du cott garanti aussi petit que possible. Les gains du retour d’état
reconstruit par observateur sont déterminés grace au théoreme 14, dans cette
section, les seules inconnues sont les gains de 1’observateur.

On définit tout d’abord 1'observateur comme suit

Ty = (Ao + Bot) Kow))Tr + Lo (2 — k),
2 = ComyT, (3.24)

avec K, les gains du retour d’état obtenus en appliquant le théoreme 14.
On peut alors définir I'erreur de 1’observateur de la maniére suivante

€ = T — z k-
On réécrit alors le systéme en fonction de 'état et de I'erreur

Thr1 = (Ao) + Bo) Kow)Tr — Bok) Kok €r (3.25)
ehr1 = (Ao — Low)Cor))€r- (3.26)

Nous allons travailler avec un systéme augmenté qui contient 1’état du sys-
teme et I'erreur

. x §
Ty = |: k:|, J}kERQWC.
€k
7 4 : N Z N
L’équation correspondante du systeme en boucle fermée de ce systeme est

Tpyr1 = Ag(k)i‘k = Aii’k, ou = O'(k’) € E, (327)
avec
< A &) + Boi) Kok —Bo) Kok
A — { ok) + Batk) Ko(r) ooy | (3.28)
*) On,, Ast) = Loy Cor)

L’expression du critére J peut étre réécrite en prenant en compte 1’état aug-
menté 7 et par conséquent, elle va dépendre des séquences de parametres de
commutation {c(k)}, de la condition initiale x(, de 1'erreur a l'instant initial €,
et de la séquence de commandes.

400
T({o(k)}, 2o, co, {ur}) = Y (#k Qo) (3.29)
k=0
avec
Qo) = Qi ou i=o(k)€X. (3.30)
et
Qi =CIC; (3.31)
avec
s C Omzxnx

Ci (3.32)

= | K, -RVPK, |
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Par conséquent, la borne supérieure du critere pour toute séquence possible
des parametres de commutation qui correspond au cotit garanti s’écrit comme
une fonction de la condition initiale z,, de l'erreur initiale €, et de la séquence
de commandes

~

J (o, €0, {ur}) = sup  J({o(k)}, xo, €0, {ur}). (3.33)
{o(k)eX}keN

On cherche donc a déterminer les gains de l'observateur L;, pouri = o(k) €
¥ de maniere a assurer la stabilité du systéme (3.1) et 8 minimiser le cotit ga-
ranti (3.33). Le probleme s’écrit alors de la maniere suivante

L o J (o, €0, {ur}).

Comme précédemment, il est impossible de connaitre la valeur exacte du
cotit garanti et on s’intéresse alors au probléme en cherchant a minimiser un
majorant du cofit garanti. Comme pour le retour d’état, on cherche ce majo-
rant indépendant de la direction de la condition initiale. La condition initiale
de I'état augmenté est composée de celles de 1'état du systeme et de 'erreur
de l'observateur. On doit donc chercher un majorant qui tient compte de ces
deux conditions initiales. Nous avons fait le choix de chercher un majorant
de la forme 3 ||zo||> + 52 ||€ol|>. En effet, un majorant différent est déterminé
pour chaque condition initiale. Si nous avions choisi un majorant de la forme
B(llzoll2 + ||€ol|2), nous aurions imposé que 5, et 3, soient égaux et si 'un des
deux est plus élevé que l'autre, le résultat aurait été plus conservatif.

Le théoréme suivant permet d’obtenir le plus petit majorant possible du
cotit garanti indépendant de la direction des conditions initiales liées a 1’état
du systeme et a I'erreur de I'observateur ainsi que les gains de 1’observateur
pour que le systeme soit stable pour des gains du retour d’état fixés.

Théoréme 15 Soit le systeme défini par (3.1). On suppose, pour i € ¥, l'existence

G O - O, }
~ 1l SNz c R2n‘”><2n”, Tz — Mg XMz c Ranxmz, de
Qz1,¢ G2, } { T;

matrices symétriques P; € R**=>2"= et de scalaires 31 et [35, tels que le majorant du

cofit garanti soit solution du probleme d’optimisation :

de matrices G; = [

.. in Bi+ B2 (3.34)
Gi7 Pi7 71'7 617 62
sous les contraintes :

[ * *
GiAi;O — T;Cz Gl + é? — Pj * > 04nm+mz+7“u7 V(Z,j) & 2 (335)
Cz’ O(mz+7"1t)><2nx I(Tu+mz)
et
Bllnw Onx D .
[ 0n. Gl P, > 0y,,, YieX (3.36)
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aovec

. [ A+BK, -BK,
w0 = OnI Az .

Alors les gains de I'observateur qui stabilisent le systeme sont :

W; = { O”Lxm } =G 'T;. (3.37)

Le majorant du cofit garanti est :
J(xo, €0, {wr}) < V (0, €0,0(0)) < Bi 7ol + Bz lleoll; . Vao € R™,  Vey € R™.

Comme pour le retour d’état, on résout un probléme d’optimisation sous
deux ensembles de contraintes LMI. Le premier assure la stabilité du systeme
et permet d’obtenir un majorant du cotit garanti sous la forme d"une fonction
de Lyapunov qui dépend de 1’état initial, de I'erreur initiale et de la séquence
de commutations. Puis on a déterminé un majorant indépendant de la direc-
tion des conditions initiales. Ce majorant est la somme d’un majorant qui est
lié & I’état initial du systeme et d'un majorant lié a I’erreur initiale de 1’obser-
vateur.

Preuve 13 La preuve du théoreme 15 est similaire a celle du théoréme 14 dans le cadre
d’un retour d’état. Ainsi, la LMI (3.35) correspond a la LMI (3.9) et la LMI (3.36) a
la LMI (3.10).

On travaille néanmoins ici avec un état augmenté xy, € R*** au lieu de I'état
), € R". La variable de Lyapunov considérée ici est P; au lieu de P; pour le retour
d’état. La matrice en boucle fermée qui était A; + B, K; dans le cadre du retour d’état
est dans ce cas A;.

La structure particuliere des variables G; et T;, et donc de W;, est due au fait
que l'on cherche uniquement les gains de I'observateur pour reconstruire I'état du
systeme (3.1) a partir de I'erreur du systeme.

Remarque 17 Une autre approche envisagée aurait été de considérer comme variables
du probleme d’optimisation (3.34) a la fois les gains du retour d’état et les gains de I’ob-
servateur. Malheureusement cette facon de procéder meéne a des inégalités matricielles
qui ne sont pas linéaires et qui sont donc tres difficiles a résoudre avec les outils ac-
tuels de la littérature ou en faisant intervenir des égalités comme contraintes [CT99].
Une autre approche qui a été envisagée est I'utilisation du principe de séparation. En
effet, il a été démontré dans [DRIO4] que celui-ci pouvait étre étendu au cas des sys-
temes a commutations en temps discret, en ce qui concerne la stabilité de I'association
controleur—observateur. Toutefois, dans notre cas, nous ne cherchons pas uniquement
a assurer la stabilité d’un systéme a commutations mais également a minimiser un
majorant du coilt garanti. Il n’existe pas de théoreme de séparation dans ce cadre. Les
gains du retour d’état et de I'observateur doivent étre déterminés de maniere a garantir
la stabilité et a minimiser une méme variable qui est le majorant du cofit garanti.
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Dans le théoréme 15, la loi de commutation est arbitraire mais sa valeur
est connue en temps réel. Par conséquent, les gains de 1’observateur peuvent
dépendre du parametre de commutation. Si on considére a présent que cette
valeur ne peut pas étre connue en temps réel, ces gains devront étre indépen-
dants du parametre de commutation. On détermine alors un gain identique
pour toutes les valeurs du parametre de commutation. Il en découle le corol-
laire suivant

Corollaire 3 Soit le systeme défini par (3.1). On suppose I'existence de matrices G =
{ G Oy,

Gn G
R?=>2ns ot de scalaires 31 et [3o, tels que le majorant du coilt garanti soit solution du
probleme d’optimisation :

] € R¥=x2n T ¢ R2=X™= poyr i € ¥, de matrices symétriques P; €

_ . min Bi+ o (3.38)
G7 Pi7 T7 Bl? ﬁQ
sous les contraintes :

P, * *
G/L‘;o — TCZ G + GT — pj * > O4nz+mz+ma \V/(’L,j) S 22
Ci O(mz+ru)><2nz ](Tqumz)
et
Bllnm OnT > .
|: Onl BQInx PZ > Ognz, Vi € X
avec

X Ai+ BiK; —BiK,

Alors les gains de I"observateur qui stabilisent le systéme sont :

W= { O”mgmz } =G'T. (3.39)

Le majorant du coiit garanti est :
J(wo, €0, {un}) < Br lwoll3 + B2 leoll,  Vro €R™, Veo € R™.

Le résultat obtenu sera alors plus conservatif puisque le gain du retour
d’état et le gain de 1'observateur sont identiques pour toutes les valeurs du
parametre de commutation.

3.4 Synthese d’un contréleur par retour de sortie dy-
namique.

Dans cette section, reprenant les résultats de [MJDI10b, MJDI10a], nous tra-
vaillons toujours avec I'hypotheése que seules les sorties sont connues. Dans la
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3.4. Synthese d'un controleur par retour de sortie dynamique.

section précédente, nous nous sommes intéressés a la conception d’une com-
mande qui utilise le retour d’état. Cependant, d’autres commandes sont pos-
sibles comme le retour de sortie dynamique. Dans [GCBO08], les auteurs se sont
intéressés a la conception de ce type de controleur. Ils proposent de concevoir
un contrdleur par retour de sortie dynamique qui stabilise un systéme linéaire
a commutations en temps discret et continu et qui mene a la détermination
d’un majorant d'un critere de type H, grace a des inégalités de Lyapunov-
Metzler pour une séquence de commutation donnée. Nous abordons ici le
probleme de synthése de ce type de contrdleur de maniére a stabiliser le sys-
teme (3.1) et obtenir un majorant aussi petit que possible du cofit garanti en
utilisant un changement de variables pyramidal pour obtenir des contraintes
sous forme de LML

Nous allons, tout d’abord, présenter le controleur du méme ordre que celui
du systéme, que 1’on souhaite concevoir pour le systéme a commutations (3.1)
et pour tout £ € N :

Cet1 = Af(k)gk“'Bf(k)Zkv (3.40)
we = ClpyCe+ Dy (3.41)

avec les matrices du controleur

Al = Af eRMXe, (3.42)
By = B eRw™ (3.43)
Crpy = Cf eR™, (3.44)
DYy = Dff e Rmxme (3.45)

oui=o(k) € Yetou(, € R™ estl’état du controleur. Pour k£ < 0, nous faisons
I'hypothése que (i, = 0. La valeur initiale ¢, peut étre choisie arbitrairement.
L’expression en boucle fermée du systeme avec le controleur (3.40) est

T g1 = Aor)Tak (3.46)
avec
X
Lk = |: Cll: :| 5 (347)
Aygy = A e R7** ou i=o(k) €X. (3.48)
et

o _ [ A+ BDEC; BCK
i = BEC, AK

L’expression du critére J peut étre réécrite en prenant en compte 1’état aug-
menté z., et par conséquent, elle va dépendre des séquences de parametres
de commutation {o(k)}, de la condition initiale x( et de I’état initial du contro-
leur (3.40) :

} . Ve, (3.49)

—+00

J({o(k)},; o, Go) = Z(xﬁ,k@f(k)Qomxd,k), (3.50)

k=0
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avec
Qo) =Q; ou i=o(k)eX. (3.51)

et

R'2DEC; RVCK

; = vt Lol 3.52

@ Cz Omzxnz ( )

Par conséquent, la borne supérieure des critéres pour toute séquence pos-

sible des parametres de commutation correspondant au cofit garanti s’écrit

comme une fonction de la condition initiale z, et de 1’état initial du contro-
leur ¢

J(ZL'(), CO) = sup J({U<k)}7 Zo, CO) (353)

{o(k)eX}keN

Dans cette section, on cherche a déterminer les matrices du controleur (3.40)
AF, BE, CF et DF, pour i = o(k) € ¥ de maniere a assurer la stabilité du
systeme (3.1) et a minimiser le cotit garanti (3.53) en déterminant un majorant
de celui-ci le plus faible possible. Le probleme que 1’on souhaite résoudre est
donc le suivant :

min J (0, Co). (3.54)

AFBFCFDE
Le théoréme suivant permet d’obtenir le plus petit majorant possible du
cotit garanti (3.53) indépendant des directions des conditions initiales, dans la

classe considérée, ainsi que les matrices du contrdleur qui stabilisent le sys-
teme.

Théoreme 16 Soit un systeme défini par (3.1). Supposons I'existence des matrices
X € Rwxme Y ¢ Rwxne T ¢ RWw*™ M e R"™*" et pour i € X, 'existence
des matrices fli € Rrexna Bi € Rrexmz C’i € Rruxna ﬁi € R™*™= des matrices
symétriques S; € R***?"= et un scalaire f; tels que le majorant du cofit garanti soit
solution du probleme d’optimisation :

_min Bs (3.55)
Xa }/7 T7 Ma Ai7 Bi7 Ci) Div Si7 557
sous les contraintes :

M+ M" >0, (3.56)
S = =
EZ;i Sj 02nz><(7"u+mz) > O4nz+ru+mz, V(Z,j) E 22 (357)
E3;i 0(ru+mz)><2nx Iru+mz
et
Y |
slan " :
Pslan, { M 0, ] > 04, Vie X2 (3.58)
* Sz
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3.4. Synthese d'un controleur par retour de sortie dynamique.

ol
- Y +YT I, +T
R Y S ) X+XT]’ (3.59)
[ YT A; + BiC; A;
Sy = P RSO 3.60
% | A + B:D,C; AZ-Xi+Bl-(Ji] (3.60)
— [ RD,c; RV*C;
0= | T g C.X, } (3.61)

La matrice M € R">*"= vérifiant M + M* > 0, est inversible, il est possible
de poser N = (M)~YT — YT X). Alors le controleur par retour de sortie dynamique
dont les matrices sont données par

AF = MTT(A - YT (A + BDFC)X —YT'B,CEN (3.62)
—~M!BFC;X)N !,

Bf = M "(B;—-Y"B;Df), (3.63)

ck = (C;—DEC;X)N7, (3.64)

DX = D, (3.65)

stabilise le systeme et mene a un majorant du coilt garanti tel que

J (20, Go) < V (20,0, 0(0)) < 5s(||$0||3 + ||Co||§), Vrg € R™, V(€ R"™.
(3.66)

La preuve du théoreme 16 reprend certaines techniques utilisées dans la
preuve du théoreme 14 dans le cadre d"un controéleur par retour d’état. Néan-
moins la structure particuliére de la LMI (3.57) a également nécessité 1"utilisa-
tion de techniques qui n’ont pas été présentées précédemment. Dans un souci
de clarté, nous avons fait le choix de présenter la preuve du théoreme 16 dans
son intégralité.

Preuve 14 L'objectif est ici d’effectuer un changement de variables et une transfor-
mation de congruence par l'intermédiaire de matrices particulieres G; et S;. Une tech-
nique classique proposée par [SGCI7] est adaptée pour qu’elle soit compatible avec la
dépendance en temps du systeme, comme les lois de commutation dépendent du temps.
La décomposition est appliquée aux matrices G; et non aux matrices S;. Avec cette
technique, travailler avec des matrices G; qui dépendent du mode actif est incompa-
tible avec la dépendance en temps du parametre de commutation. Pour passer outre
cette difficulté, on impose que les matrices G; soient indépendantes du mode, c’est-a-
dire G; = G. Décomposons la matrice G et son inverse G~ de la facon suivante :

G:[ﬁz}, G*:H}:}? (3.67)

oit la notation «e» signifie que le bloc n’est pas important pour la suite du pro-
bleme. Ces blocs peuvent éventuellement étre déterminés en utilisant la contrainte
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GG_l = [an.

On définit alors la matrice de projection

Y I,
M= [ Mo } (3.68)

qui est inversible si M est inversible. Cette définition de matrice de projection permet
d’écrire les relations suivantes :
Y I,

o=y o

} , NG +GHII ==,. (3.69)

En introduisant aussi S; tel que S; = TITS,I1, on a
Q:GIl = Z5,;;  TTTAGII = Zy,. (3.70)

En pré-multipliant la LMI (3.57) par diag{TT"" 11" I,. ...} et en la post-multipliant
par sa transposée, il vient

7= 0 nrEL It TED
~T= -1 T4 17-1
I *—*Z;iH 11 S]H Oan X (ru+mz) > 04nx+7"u+mz :

- -1
*—'3;1'1_[ O(ru+mz)><2nz [rqumz

En écrivant SZ- de la maniere suivante SZ- =I17S,I1 et en remplagant Sj par son ex-
pression, il vient [I"T= 117 —II" T S;I17! = G+ G —S,;. En utilisant les expressions
des matrices du controleur et la structure de G, on obtient la LMI suivante :

G+G"-S (AG)T  (QG)T
AzG Sj 02nm><(ru+mz) > O4nx+ru+mz (371)
QZG 07"u+mz X2y ]Tu"!‘mz

Quand l'inégalité précédente est vérifiée, on a G + G* —S; > 0et'S; > 0, ce
qui implique que G est de rang plein. En développant (S; — G)'S;'(S; — G), on a
GTS;'G > G + GT —S; > 0. Alors 'inégalité précédente conduit

G'S7'G  (AG)T  (QG)T
AzG Sj 02?% X Ty 1ms > 04,% Ayt (372)
QzG Oru—&—mz X 2N ]ru—i-mz

En pré-multipliant cette inégalité par diag{G~" S; ', I\ m. } et en la post-multipliant

Y 7
par sa transposée, il vient avec le changement de variable P; = S;!
Pt * *
P A P! * > Oyt s (3.73)
Qi Orqumz X 2N g [rqumz

Par conséquent, en notant i = o(k) € et j = o(k + 1) € X, on a l'inégalité
suivante :

Pa(k) * *
Pa(k—l—l) (Aa(k)) ]P)O'(k'-i-l) * > O4nz+ru+mz . (374)
Qa’(k) Oru—i-mz X 2ng ]ru—i-mz
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On utilise successivement deux compléments de Schur [BEFB94] qui mene a l'in-
égalité suivante :

AZ(k:)IP)U(’CJrl)AU(k) — Py < —Qa(k)T@a(k), (3.75)

En pré-multipliant cette inégalité par xg; . et en la post-multipliant par x j,, on obtient
l'inégalité :

QL Qoy@ap < V(wap, o (k) = V(za, olk + 1)), (3.76)

Une fonction de Lyapunov dépendant du parametre, [DRI02], est définie comme suit :

V(xcl,ka o(k)) = ffg,kpa(k)xd,k
avec
et ]P)z = Sz_l

On somme toutes ces inégalités, ce qui conduit a :

+oo
J(w0,G0) = Y 08, Q 0 Quwyzas < V(@ao, 0(0)) = 2l o Poyzao,  (3.77)
k=0

parce que le systeme est stable.

De plus, en remplagant S; par son expression et en pré-multipliant la contrainte
LMI (3.58) par diag{I,,,11T""} et en post-multipliant par sa transposée, il vient

65127136 H
[ e 1] 50, (378)
qui mene a
65127196 ]2An£
* Sz

En utilisant un complément de Schur, il s’en suit, pour tout o(0) € ¥, 'inégalité

} > O, (3.79)

J(w0,0) < 2 Payao < Bu(llzoll; + [I<oll3)- (3.80)

Le théoreme 16 permet de déterminer le plus petit majorant possible du
cotit garanti. Le majorant ainsi obtenu est indépendant de la direction de la
condition initiale de 'état augmenté.

Remarque 18 A I'inverse des lois de commande précédentes, il est impossible de dé-
terminer par cette méthode un controleur par retour de sortie dynamique indépendant
du parameétre de commutation. En effet, les matrices du controleur dépendent des ma-
trices du systeme. Nous avons fait le choix de résoudre ce probleme en le linéarisant
grice a un changement de variables pyramidal mais d’autres techniques existent pour
aborder ce probleme comme le lemme de projection [GA97] ou le lemme de Finsler
[SIG97] qui permettent de transformer une BMI en LMI en éliminant certaines va-
riables. Ces techniques peuvent peut-étre mener a la détermination d’un controleur
par retour de sortie dynamique robuste.

63



Chapitre 3. Synthese de lois de commande

3.5 Exemple

La syntheése des lois de commande présentée dans les précédentes sections
est illustrée a 1'aide d'un exemple numérique. On considere un systéme li-
néaire a commutations en temps discret dont les matrices sont :

A1:{0,5 —0,2}’142:[0,07 —2}

-1 0,6 -1 0,4
0,1
e []
1
BQ - |: 0 :| )
C=[1 0]
La condition initiale est xg = (1)

On s’intéresse tout d’abord au controleur par retour d’état. On applique le
théoréme 14 a ce systéme et les gains du retour d’état obtenus sont :

K, = [ —0,83935 —0,058216 ], (3.81)
Ky = [ —0,17209 1,8909 |. (3.82)

On obtient ainsi 'inégalité suivante :
J({ur}, x0) < V(x0,0(0)) < 8 |l (3.83)

avec § = 11, 1026.

L'application du corollaire 2 donne le gain K = [ 0,12451 1,7818 | et le
majorant 3 = 14, 9632.

Afin de visualiser nos résultats, nous présentons sur la figure 3.1 pour une
condition initiale
( cos(a) >
Ty = .
sin(a)

avec « variant dans l'intervalle [0;7] (grace a la forme quadratique du critere,
on peut utiliser une symétrie), les majorants obtenus selon les différentes hy-
pothéses sur la condition initiale et la loi de commutation ainsi que les valeurs
de la fonction de Lyapunov en fonction de « et pour les deux modes.

Le majorant /3 est cherché de maniere a étre indépendant de la direction
de la condition initiale. Pour cela, on détermine un majorant aussi petit que
possible de la valeur de la fonction de Lyapunov a l'instant initial. D’apres
la figure 3.1, on constate que le majorant, indépendant de la condition initiale,
obtenu est proche de la plus grande valeur des fonctions de Lyapunov pour les
deux modes. Quand on détermine un gain de retour d’état statique, le majorant
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FIGURE 3.1 — Valeurs des majorants et des fonctions de Lyapunov pour les
différents modes.

déterminé est supérieur. Déterminer un seul gain de retour d’état conduit donc
a un résultat plus conservatif que de déterminer un retour d’état dépendant du
parametre de commutation.

On s’intéresse ensuite au controleur par retour de sortie dynamique. On
applique le théoreme 16 et on obtient les matrices du controleur suivantes :

4K _ | 98545 —525,38 pK _ | 13.979
17 | —336880 18024 |' ' T | 266,52
Cff = [ —0,00202 0,00029 |, Di*=—1,0621,

i _ [ 10259 543,95 B _ [ 14,293
2 —349360 18684 |' 2 283,13

Cy = [ —0,00014 —0,00757 |, Dj = —0,4982.

On obtient alors 1'inégalité suivante

(0, 60) < Bsllloll3 + 11Go]l5)-

avec s = 51, 1030.

Sur la figure 3.2, la valeur du majorant indépendant de la condition initale
est donnée ainsi que les fonctions de Lyapunov pour les deux modes du sys-
téme a commutations. On constate alors que la valeur du majorant est proche
de la plus grande valeur des fonctions de Lyapunov pour les deux modes.
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FIGURE 3.2 — Valeurs du majorant 3 et des fonctions de Lyapunov a l'instant
initial pour les différents modes.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons élaboré différentes lois de commande qui
menent a la stabilité d'un systéme linéaire a commutations mais également
a la détermination d’un majorant, le plus petit possible, du cotit garanti corres-
pondant.

Dans la premiére section, nous avons travaillé avec I’hypothese que tous les
états étaient connus. Nous avons alors con¢u un controleur par retour d’état.
Les gains du retour d’état et le majorant ont été obtenus grace a la résolu-
tion d"un probléme d’optimisation sous des contraintes LMI. Ces contraintes
se composent de deux ensembles de LMI. Le premier ensemble permet d’as-
surer la stabilité du systeme et de déterminer un majorant sous la forme d’une
fonction de Lyapunov dont la valeur a l'instant initial est supérieure au coft
garanti. Le second ensemble de LMI permet de déterminer un majorant de la
valeur a l'instant initial de la fonction de Lyapunov qui est indépendant de la
direction de la condition initiale.

Dans la seconde section, nous nous sommes intéressés au cas ol seules
les sorties étaient connues. Une approche retour de sortie fondé sur un obser-
vateur a été proposée. Comme pour la section précédente, la résolution d'un
probleme d’optimisation sous des contraintes LMI permet d’obtenir des gains
de I'observateur qui stabilisent le systeme et le plus petit majorant possible du
cotit garanti.

Dans la section suivante, en considérant toujours que seules les sorties sont
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connues, nous nous sommes intéressés a la conception d’un contrdleur par re-
tour de sortie dynamique. Comme précédemment, les matrices du controleur
et le majorant sont déterminés grace a la résolution d’un probleme d’optimisa-
tion sous des contraintes LML

Dans le chapitre suivant, nous allons montrer une application possible de
nos résultats pour les systemes controlés en réseaux.
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Chapitre 4

Application aux systémes controlés
en réseau

4.1 Introduction

Avec le développement des technologies de communication, les Systemes
Contrdlés en Réseau (SCR) sont de plus en plus utilisés [AW97]. Ce sont des
systemes distribués spatialement qui se composent d’un contrdleur, d"un pro-
cédé, d’actionneurs, de capteurs et d'un réseau de communication partagé
de bande passante limitée [HNX07]. Les données des capteurs sont envoyées
grace au réseau au controleur qui détermine la commande. Celle-ci est envoyée
aux actionneurs via le réseau sous forme de trames (voir figure 4.1). Néan-
moins, des difficultés supplémentaires apparaissent lors de 1'utilisation de ce
type de systeme. En effet, 'information peut étre transmise avec un retard, les
données peuvent ne pas étre transmises ou la période d’échantillonnage peut
ne pas étre constante.

Actionneur | Processus—| Capteur Actionneur | Processus—| Capteur
A A

Réseau

Controleur = Controleur =

FIGURE 4.1 — Architecture générale de systemes controlés en réseau.

Tout d’abord dans ce chapitre, la structure des SCR, ainsi que ’origine de
ses différentes caractéristiques (quantification, divers temps de retard, pertes
de données, ...) seront précisées, afin de poser les hypothéses claires sur les SCR
que nous proposons de traiter. Nous n’ambitionnons pas de traiter I’ensemble
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des difficultés associées aux SCR avec notre approche "systéme a commuta-
tions". Nous nous attacherons aussi dans ce chapitre a montrer comment les
résultats des chapitres précédents sur la certification des performances d'un
systeme a commutations permettent d’étudier les performances des SCR dans
le cadre des SCR soumis a des retards multiples de la période d’échantillon-
nage et bornés.

Dans la littérature, les SCR a temps discret, avec des retards multiples de la
période d’échantillonnage et bornés sont étudiés, en particulier pour les pro-
blémes de stabilité, a 1’aide principalement de deux approches [GKCO03, Ric03,
Het07] : I’approche Lyapunov-Krasovskii ou de Lyapunov-Razumihkin et I’ap-
proche "systéme a commutations”. Avec I’approche de Lyapunov-Krasovskii,
des conditions suffisantes de type LMI sont utilisées pour assurer quune ma-
joration (a ’aide des inégalités de Moon [GLWO07], ou de Cauchy-Schwartz) de
la différence des fonctions de Lyapunov-Krasovskii est négative. Les majora-
tions introduites sont alors la source d’un conservatisme qui peut étre impor-
tant. L'approche "systeme a commutations" consiste a reformuler le probléme
de I’analyse de stabilité des SCR en celui de I’analyse de stabilité d"un systéeme
a commutations équivalent [TNKO05, ZSCHO05]. Ce systeme a commutations
équivalent est constitué d’un état augmenté regroupant les états retardés ainsi
que des entrées retardées. Notons qu’il a été prouvé dans [HDIO8], I’équiva-
lence entre l'existence d’une fonction de Lyapunov-Krasovskii et une fonction
de Lyapunov poly-quadratique pour les systemes a commutations. L'inconvé-
nient de cette approche est que la taille du systéme équivalent est plus grande
que le systeme original et que 'augmentation de taille est fonction des bornes
supérieures des différents retards. Un compromis dans le choix des approches
doit étre fait. Pour toutes ces raisons, le choix de 1’approche "systeme a com-
mutations" sera fait pour étudier la certification des performances pour les SCR
dans la suite de ce chapitre.

4.2 Les Systemes Contrdlés en Réseau

Les SCR présentent de nombreux avantages qui ont suscité leur intérét.
Néanmoins, ils ont soulevé d’autres problemes dus a 1'utilisation du réseau
qui a des ressources limitées et est soumis a des pertes d’informations ou a
une transmission d’information avec des retards variant dans le temps.

4.2.1 Problématiques

Les problemes posés par les SCR sont a la fois liés a la théorie de la com-
munication et celle de la commande comme le souligne I'étude [ZBP01]. Des
recherches ont donc été menées en considérant les problémes du point de vue
du réseau et du point de vue de la commande [Wit05]. Dans le premier cas,
il s’agit de la commande de réseau et dans le second de la commande via le
réseau.

Dans la commande de réseau, on cherche a concevoir un réseau qui répond
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au mieux a la qualité de service exigée par I'application. Il s’agit de gérer le
mieux possible les ressources de communication afin de répondre aux besoins
de l'application de commande en minimisant les retards et les probabilités de
pertes de messages. On peut citer comme réseaux utilisés pour les SCR, Devi-
ceNet [Law97], Ethernet [Tan96], FireWire [And98], mais il ne s’agit la que de
quelques exemples. Nous ne nous pencherons pas davantage sur ce domaine.

Pour la commande via le réseau, on s’intéresse a la conception de com-
mandes qui permettent de gérer au mieux les probléemes provoqués par 1'utili-
sation du réseau. Ces problemes peuvent étre la présence de retards variables,
la perte ou la désorganisation de trames qui peuvent conduire a de mauvaises
performances ou méme a l'instabilité des systemes [RD07]. De nombreuses
recherches dans ce domaine se sont intéressées aux problemes dus aux re-
tards. Une modélisation a été proposée sous la forme de systemes a retards
ol les retards sont ceux induits par le réseau [RD07, WYB02]. Des recherches
ont également été menées pour traiter le probleme de la perte de messages
[HNXO07, SR08, YWCO04]. Le réseau est alors considéré comme une donnée du
probléme, il s’agit de déterminer un controleur pour ces systemes. C’est de ce
point de vue que nous nous sommes intéressés au probleme des SCR.

Les deux approches que sont la commande de réseau et la commande via le
réseau sont complémentaires et des travaux se sont intéressés a la combinaison
de ces deux approches. On parle alors de modélisation intégrée ou co-design
[TRN09, ZHV06, Bra07]. Il s’agit de prendre en compte simultanément les in-
formations concernant le réseau (retards, pertes de trames, fiabilité, ...) et celles
concernant le systéme commandé (stabilité, robustesse, ...).

4.2.2 Difficultés des systémes controlés en réseau

Le réseau ne délivre pas l'information en temps continu mais a chaque pé-
riode d’échantillonnage et possede une capacité limitée. Ces caractéristiques
sont la cause de plusieurs difficultés dont il faut tenir compte dans le choix de
l'utilisation de ce type de systemes. Nous allons exposer les problemes aux-
quels on peut étre confronté pour des systemes a temps discret.

4.2.2.1 Quantification

Pour qu'un signal puisse étre envoyé via un réseau celui-ci doit étre numé-
risé. Pour cela, on doit procéder a la quantification du signal. Le signal ana-
logique est ainsi codé grace a un nombre fini de valeurs. Quantifier un signal
revient donc a approximer sa valeur instantanée par sa valeur discrete la plus
proche. Le signal quantifié que recoit le contrdleur n’est donc pas exactement
le signal du procédé.

4.2.2.2 Temps de transmission

Une contrainte importante dans les SCR est la présence de retards. Cer-
tains de ces retards peuvent étre induits par le réseau. Les retards induits par
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le réseau surviennent a chaque utilisation de celui-ci. Ceux-ci sont donc au
nombre de deux. L'information du controleur aux actionneurs est affectée d'un
retard d}, et celle des capteurs au contrdleur d"un retard 7. Selon les protocoles
utilisés, ces retards peuvent étre constants, variables ou méme aléatoires. Ils
peuvent étre dus a la capacité limitée du réseau, a un taux d’occupation im-
portant de celui-ci mais également & une mauvaise synchronisation des diffé-
rents éléments du systeme. La figure 4.2 présente I’architecture d’un systéme
commandé en réseau soumis a ces retards : le systeme est le processus d’état
Zy, les données transmises au controleur par le réseau sont les données y; et la
commande générée par le controleur est notée w,.

4.2.2.3 Temps de traitement de I'information

Les retards dus au réseau ne sont pas les seuls retards présents. Ainsi, des
retards peuvent également se produire pour traiter les informations arrivant
aux divers éléments comme les capteurs, les actionneurs et le controleur.

Le capteur préleve des mesures sur le systéme et prépare ensuite un mes-
sage qui sera envoyé au contrdleur a travers le réseau. Pour cela, une conver-
sion analogique/numérique des données doit étre réalisée puis le message doit
étre préparé pour pouvoir étre envoyé sous forme de trame. Le temps de cette
tache entraine un retard Lcapteur-

Quand le controleur regoit un message provenant du capteur, il élabore a
partir de celui-ci une nouvelle commande qui sera envoyé ensuite a 1’action-
neur. Ceci entraine un retard t.ontolewr A0t au temps de calcul de la nouvelle
commande et au temps de codage pour envoyer cette commande par le ré-
seau.

Quand I’actionneur regoit le message du controleur, il doit le décoder puis
réaliser une conversion numérique/analogique du message pour pouvoir ap-
pliquer la commande au procédé. Ceci provoque un retard au niveau de 1’ac-
tionneur noté tactionneur- La figure 4.2 présente les différents retards liés au trai-
tement de 'information.

4.2.2.4 Pertes de données

Un autre probleme posé par les SCR est le fait que les données peuvent
étre perdues pendant qu’elles transitent sur le réseau. La perte de trames est
due aux erreurs de transmission ou a I'engorgement du réseau. Ce probleme
a été étudié selon deux approches. Les pertes de trames peuvent étre modéli-
sées comme des phénomenes stochastiques [SS01, SSO5]. Une autre possibilité
est de considérer une approche déterministe [ZBP01] qui tient compte dans la
conception du contréleur du taux moyen qui correspond a la valeur moyenne
du nombre de pertes de trames consécutives. Dans [NH05, YHP04], des contro-
leurs sont congus en tenant compte du pire cas de pertes de trames.
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T 2k
. —————
> Actionneur | Processus—| Capteur
tactionneur tcapteur
Uk—dy, Yk Y
di Réseau T
A

Uk Yk—1,,

|

Controleur -

tcontr(”)leur

FIGURE 4.2 — Retards dus a I'utilisation du réseau dans un systéme commandé
en réseau d; et 7, ainsi que les retards Zactionneurs teapteur €t teontroleur dus au traite-
ment de I'information dans un systéme commandé en réseau.

4.2.2.5 Période d’échantillonnage non périodique

La période d’échantillonnage peut pour plusieurs raisons qui sont décrites
dans [Clo08] ne pas étre constante. Ainsi, les capteurs du systemes peuvent
étre programmeés pour attendre un certain temps apres avoir envoyé des don-
nées au controleur, il en résulte que les données ne sont pas envoyées au
contrdleur a une période d’échantillonnage constante. Le controleur peut éga-
lement étre congu de maniere a utiliser différentes périodes d’échantillonnage
selon la charge du réseau. Si l'occupation du réseau est importante alors le
contrdleur utilise des périodes d’échantillonnage plus grande que lorsque 1'oc-
cupation du réseau est faible. Le fait d’avoir des périodes d’échantillonnage
différentes peut également étre dii a l'utilisation de systémes dont les cap-
teurs et les actionneurs agissent non pas a chaque période d’échantillonnage
mais a chaque événement. Quelques travaux se sont intéressés a ce probleme
[Sal05, Fuj08, CHvdW*10].

Les différentes difficultés inhérentes aux SCR peuvent, a 'exception des
problemes liés a la quantification, étre modélisés par des retards. En effet, les
temps de transmission et de traitement de 1'information sont des retards qui
affectent la commande ou le signal. Les pertes de données peuvent étre repré-
sentées comme des retards infinis et la période d’échantillonnage non pério-
dique correspond a un retard qui varie dans le temps. Dans ce chapitre nous
nous sommes donc intéressés au seul probléme des retards. Nous allons en-
suite nous pencher sur les différentes hypotheses concernant ces retards pour
lesquelles les SCR ont été étudiés.
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4.2.3 Hypotheses concernant les retards induits par le réseau

Ces retards peuvent étre pris en compte avec le modele des systemes a re-
tards. Ce type de systemes a fait I'objet d"une littérature abondante [GKCO03,
NVDD98, Ric03, RD07, Seu06, SMRLO07]. Des conditions de stabilité ont donc
été développées en utilisant notamment des fonctions de Lyapunov-Krasovskii.
En temps discret, le probléeme posé par ces retards a été traité pour différentes
hypotheéses. Les cas de retards inférieurs a la période d’échantillonnage, de re-
tards multiples de la période d’échantillonnage et bornés et enfin de retards
supérieurs a la période d’échantillonnage ont donc été abordés.

4.2.3.1 Retards inférieurs a la période d’échantillonnage

Le premier cas a avoir été traité est celui de retards inférieurs a la période
d’échantillonnage. Ainsi, dans [LR90], une solution est proposée en ajoutant
des mémoires tampons avant les actionneurs et le contrdleur. Ces tampons,
ou en anglais buffers, ajoutent au retard variant dans le temps un retard com-
plémentaire de facon a ce que la somme de ces deux retards soit un retard
constant. Ce retard constant est alors nécessairement plus grand que la borne
supérieure du retard variant dans le temps pour des raisons de causalité.

Grace a ces mémoires tampons, on se ramene donc a un systeme invariant
dans le temps, avec un retard constant. Le choix de ce retard constant peut,
sil est trop grand dégrader les performances, voire déstabiliser 1’association
processus-controleur-réseau. Dans [LR90], un contrdleur optimal LQG est en-
suite congu.

Nilsson [Nil98, NBW98] a également congu ce type de controleur pour dif-
térentes hypotheses concernant les retards. Il a ainsi étudié des retards constants,
aléatoires et indépendants et enfin aléatoires mais régis par une loi de type
chaine de Markov qui génére des distributions de probabilité sur 1’occurrence
des retards. Dans le cadre de retards inférieurs a la période d’échantillon-
nage, la recherche dun cofit garanti des performances de SCR a été étudiée
dans [JHD10].

4.2.3.2 Retards multiples de la période d’échantillonnage

Pour des retards multiples de la période d’échantillonnage et bornés, une
approche utilisée est de ramener 'étude des systemes a retard a celle de sys-
témes a commutations équivalents. Pour cela un nouvel état est construit qui
comprend I’état du systeme et des variables retardées supplémentaires [TNKO5,
ZSCHO5]. Cette hypothese sur les retards est le cas que nous traiterons pour ap-
pliquer les résultats présentés dans les chapitres précédents pour des systemes
a commutations. De plus, 'équivalence entre I'approche des fonctionnelles de
Lyapunov-Krasovskii pour assurer la stabilité des systemes a retards et 1’ap-
proche des systémes a commutations a été démontrée dans [HDIO8]. L'idée
principale est d’utiliser une fonction de Lyapunov qui dépend des retards va-
riant dans le temps, ce qui correspond a la fonction de Lyapunov-Krasovskii
la plus générale.
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4.2.3.3 Retards supérieurs la période d’échantillonnage

Une autre hypothese étudiée est celle ou le systeme est soumis a des re-
tards supérieurs a la période d’échantillonnage sans qu’ils soient nécessaire-

ment multiples de celles-ci. Dans ce cas, deux phénomenes peuvent se pro-
duire [HR88, RHS88] :

— Quand deux informations (ou plus) sur le systéme sont transmises pour
actualiser la sortie du controleur pendant une méme période d’échan-
tillonnage, une seule information uniquement peut étre prise en compte.
Cela implique qu’une des informations au moins doit étre ignorée.

— Quand aucune information ne vient actualiser la connaissance du contr6-
leur sur le systeme lors une période d’échantillonnage, le controleur doit
effectuer la synthese de la valeur de la commande a partir des informa-
tions antérieures : soit en la reprenant, soit en estimant la donnée man-
quante.

Les effets de retards variant dans le temps qui peuvent étre plus grands que
la période d’échantillonnage sont montrés sur la figure 4.3, qui est présentée
dans [Clo08]. Entre I'instant k£ + 1 et l'instant £ + 2, du fait des retards, la com-
mande wuy; arrive apres la commande vy 2. La commande wy, est alors écar-
tée et ne sera pas utilisée. De méme entre l'instant £ —2 et l'instant £ — 1, la com-
mande n’est pas actualisée. C’est donc 1’ancienne valeur qui est considérée. Un
modele considérant des retards arbitraires qui peuvent donc étre plus grands
que la période d’échantillonnage est présenté dans [YXTDO04]. Dans [Het(07],
ce probléme est abordé en considérant également une période d’échantillon-
nage non-uniforme grace au développement d'un modele a événement ou les
évenements sont définis comme l’actualisation des entrées indépendamment
de l'instant d’échantillonnage. Un modele est alors congu sous la forme d"un
systéme a commutations polytopique avec une incertitude additive bornée en
norme.

C'onunande Th—1 Uk—1 Mes%age re] ete

T ............ .
o !
Tk—2 Uk—2 Tk U
= 7 +3 k+3
ul Uk T

o PN : !/ t“’

Tk—3 Uk_3 "
Up—4 ‘“"‘I T‘"':Fc-:r-l """" : -:J
' - — —

k—3 k—2 k—1 k k+1 k+2\ k+3 \ k44
Thoy s Uk+2

FIGURE 4.3 — Influence de retards variant dans le temps qui peuvent étre plus
petits ou plus grands que la période d’échantillonnage.
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4.3 Point de vue des systémes commutés pour les
SCR.

Le cadre physique des SCR étant posé en donnant une description de la na-
ture des différents retards et des hypotheses afférentes, le reste du chapitre sera
consacré a I’étude de ce type de systeme et de ses performances a l’aide des sys-
temes a commutations, en supposant que les différents retards sont des mul-
tiples de la période d’échantillonnage — c’est-a-dire commensurables — et bor-
nés. Tout d’abord une modélisation des SCR mieux adaptée a notre étude sera
mise en avant. Ensuite une discussion sur les classes des commandes possibles
sera proposée et illustrée a ’aide des applications des théoremes des chapitres
précédents. Ce chapitre s’appuie particulierement sur les articles [MJDI09D,
MJDI08, MJDI09a].

4.3.1 Modélisation du systeme

Considérons la structure représentée sur la figure 4.2. Le processus est un
systeme a temps discret k& € N, d’état z;, € R", d’entrée retardée u;_4, € R"™ et
de sortie de performance z;, € R™:. La commande u;, est appliquée au systeme
avec un retard dj. Comme indiqué précédemment, il est supposé que le retard
dy, est multiple de la période d’échantillonnage (supposée unitaire sans perte
de généralitée) et borné. A chaque instant £ € N, on a

dk €D = [[dmin;dmax]]a (41)

Ol dmin et dmax € N sont respectivement les retards minimal et maximal entre
le controleur et I'actionneur tels que 0 < din < dimax-
Le processus est représenté par 1’équation aux différences suivante :

iy = AZp + Bug_g,, 4.2)
g = Oy, (4.3)

ol, a chaque instant k € N, 7, € R", uy_q, € R™ et 2z, € R™ sont respec-
tivement 1’état, la commande retardée appliquée au systéme et la sortie du
systéme. Afin de définir completement ce systeme, il faut indiquer les valeurs
des commandes pour les instants négatifs jusqu’a la valeur du retard maximal,
c’est-a-dire

U = ¢u<_2)’ Vi, 1 <@ < dmax- (44)

Pour clarifier I’étude, sans perte de généralité, le choix d"une commande
causale sera imposé, soit

Uy = ¢"(—i) =0, Vi,1<i< dmax. (4.5)

Intéressons nous désormais a la structure de la loi de commande. Le contro-
leur regoit a I'instant £ une donnée y;, € R™v qui a été transmise par le proces-
sus a l'instant k — 73, c’est-a-dire que le controleur recoit a 'instant & la donnée
Yr—r, Vérifiant la relation

yr = CVIy, (4.6)

76



4.3. Point de vue des systemes commutés pour les SCR.

soit
Yk—m, = Oyjjk—Tk' (47)

Le retard 75, correspond au temps de transmission via le réseau du proces-
sus au contrdleur, qui est supposé étre multiple de la période d’échantillon-
nage et borné. A chaque instant, £ € N, on a

Tr € T = [[TminS Tmax]]7 (48)

OU Tmin €t Tmax soNt respectivement les retards minimal et maximal entre le
processus et le controleur, tels que 0 < Tmin < Tmax-

Afin de définir précisément les valeurs y; recues par le controleur, il est
nécessaire de fixer les valeurs aux temps négatifs de I'état du processus, c’est-
a-dire

Tj=0¢"(=J), V5,0<7 < Tmax- (4.9)

Ici aussi pour clarifier la présentation, un état causal est sélectionné, c’est-
a-dire que les états d’instant strictement négatif sont nuls ¢*(—j) = 0, V4,1 <
J < Tmax- On note de plus I'état initial du processus par ¢(0) = .

A priori, les données qui pourraient étre envisagées pour la synthese de la
commande sont le temps k, la donnée y;, € R™v, la valeur des retards dj, et
7 ainsi que les précédentes valeurs de commande en acceptant le caractere
auto-régressif de cette loi. On peut ainsi formaliser la loi de commande par la
relation

U = 7](1457 dk‘a Tk Yk, {uk—j}jzl,m ,dmax>' (410)

La boucle fermée peut alors s’écrire, dans ce cadre tres générique :
iZ’kJrl = Aik + Bn(k — dk, dk,dk, Thk—dy, s Cyijk*dk*ﬂcfdk y {uk,dk,j}jzly... ,dmax)' (411)

Les relations génériques (4.10) et (4.11) appellent plusieurs commentaires :

— Le processus n’ayant pas de dépendance directe en le temps £k, on peut
se restreindre aux lois de commandes elles-mémes indépendantes expli-
citement du temps k (premier argument de la fonction 7 définie par la
relation (4.10)).

— L'information sur 'état du systéme arrivant a l'instant £ au niveau de
I'actionneur est retardée de dy, + 7,4, et non de dj, + 7. Néanmoins le
domaine d’existence de ce retard est bien [dmin + Tmin; @max + Tmax]-

— Tous les retards intervenant dans la relation de boucle fermée (4.11) sont
a priori inconnus. Méme si le retard 7;, peut étre déterminé suivant la tech-
nologie utilisée par le controleur, cela n’a pas de sens que la loi de com-
mande soit fonction explicite des différents retards dj, et 7, (deuxiéme
et troisieme argument de la fonction 7 définie par la relation (4.10)). 11
est néanmoins possible de tenter d’estimer le retard dj, et de faire dé-
pendre la loi de commande de cette estimée en suivant l'approche pro-
posée dans [HDRJ11].
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Ces commentaires impliquent que la loi de commande définie par la rela-
tion (4.10) est trop générique, le choix est fait de se limiter a la forme suivante :

dmax
up = K'CY%_p + Y K"y, (4.12)
j=1
Notons que les matrices de gain K, K/, (j = 1,-- -, dmax) sont bien indé-

pendantes des valeurs des retards d, et 74, ainsi que du temps.

Afin de reformuler les expressions de la dynamique du processus (4.2) et
la définition de la loi de commande (4.12), nous introduisons un vecteur d’état
augmenté z;, concaténant les états retardés pouvant arriver au contréleur ainsi
que les commandes retardées pouvant arriver sur 'actionneur du processus,
de la maniere suivante.

ST
Tp_
oy = |- TR | e R, (4.13)
Uk—1
L Uk—dmax
ou la dimension n, est donnée par n, = (Tmax + 1)7 + dmax’y. Nous pou-

vons reconnaitre dans cette forme étendue proposée dans [TUO7] une expres-
sion généralisant 'expression n’utilisant qu'un seul retard dj ou 7, utilisée
dans [TNKO05, HDIO8]. Notons néanmoins que dans l'article [TU07], les deux
retards 7 et dj, ne peuvent pas étre nuls car Tmin €t dmin sont fixés a 1 de fagon
a simplifier les expressions.

Les relations (4.2) et (4.12) peuvent étre réécrites afin d’obtenir le comporte-
ment dynamique du systeme complet en tenant compte de 1'état augmenté z;,.
De cette maniere, la relation (4.2) devient

Trp1 = A(dy)xr + B(dp)ug, (4.14)
ou p » (
X Tru d
Ald) = [-=---“----- S . Vd € [dmin, dmax], 4.15
( ) Odmaxrux(l""'f'max) j Au [[ ]] ( )
avec o -
A 0 0 0
I, 0 0 0
A= | 0 I, 00| e RUFTmanx(tTman, (4.16)
| 0 0 I, 0]
0 0 0 0]
I.. 0 0 0
Av=| 0 I, 0 0 | g Rmaxrwxdmare, (4.17)
| 0 0 -+ L, O]
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A™(d) = I14rmenxn BE(d); (4.18)

(d) = Orux(d—l)ru Iru Orux(dmax—d)’ru ] S RTudeaxru; vd € [[dminydmax]]-

(4.19)
et ~
B
B(0) = O"T}m”u : (4.20)
O(dmax—l)ruxru
On(’rmax—i—l) XToy
B(d) = ]m ) Vd € [[dminv dmax]]' (421)

O(dmaxfl)ru X Ty

Notons que les matrices B(0) et £(0) ne sont utiles que dans le cas out
dmin = 0. I faut aussi remarquer que le parametre d;, implique uniquement une
modification de la position de la matrice B dans les matrices A(dy) et B(dy).
Pour dj, < 1,1a matrice B(dy) est indépendante de dy. La sortie de performance
21, s’exprime en fonction de l'état augmenté z;, par

2 = Oy, = Cg, (4.22)
avec )
C=[C Opmxmen | € R " (4.23)
La relation (4.12) devient alors
u, = K(m)ow = | KYCVF(n,) K" | ag, (4.24)
avec
KUY — [ Ku,l Ku,2 . Ku,dmax ] c RTudeaxTu’ (425)
KY € Ry (4.26)
et

F(T) = [ Onxrn 1In OnX(TmaX—T)n } € RHX(TmaX+1)n; VT € [[Tmin77—max]]' (427)

On remarque que la loi de commande (4.24) correspond bien a un retour
d’état sur le systeme augmenté, d’état =, avec certains gains nuls. En appli-
quant cette loi de commande, on obtient alors le comportement en boucle fer-
meée suivant :

e = (Alde) + Bldp) K (1)) 2, (4.28)

Remarque 19 Remarquons qu’avec la représentation (4.28) de la boucle fermée, qui
est fondée directement sur la réécriture des relations (4.10) et (4.11) fait apparaitre
les paramétres dy, et Ty. Le retard global djy, + T,_q4, mis en évidence dans I’expression
de la boucle fermée (4.11) n’apparait pas directement, a cause du choix du vecteur
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augmenté xy, indiqué par 'expression (4.13). Ce retard global dj, + Ty_q, aurait pu
apparaitre en choisissant I'état augmenté suivant, qui est d'une taille différente de
celle de xy, sin # r,,.

c Rn(dmnx"rﬂnax""l) . (430)

xk—dmux —Tmax

Néanmoins ce choix équivalent n’est pas effectué ici, parce qu’il méne a des expres-
sions plus compliquées a écrire et qui perdent leur nature et interprétation physiques.

Cette dynamique en boucle fermée comporte deux parametres dj, et 73, qui
peuvent étre assimilés a deux lois de commutations. Le retard d, (respective-
ment 7, peut prendre (dmax — dmin+1) (respectivement (7max — Tmin + 1)) Valeurs.
Au final on compte un total de (dmax — dmin + 1)(Tmax — Tmin + 1) modes pos-
sibles. De fagon a reprendre le formalisme d’un systéme a commutations a une
seule loi de commutation, nous construisons la loi de commutation suivante,
qui permet une renumérotation des modes.

U(k) =1 + (dk - dmin) + (Tk - 7—min)(dmax - dmin + 1) (431)
La loi de commutation définie par la relation (4.31) appartient a 'ensemble
U(k) € {17 7N}7 (432)

avec N = (dmax — dmin + 1)(Tmax — Tmin + 1), le nombre total de modes. Utiliser
la loi de commutation (4.31) n’implique pas de perte d'information. En effet il
est possible de retrouver la valeur des retards dj, et 7, a partir de la valeur du
mode actif o (k). On note

{ di = dpin + (o (k)
Tk = Tmin + q(0 (k)

our(o(k)—1, (dmax—dmin+1)) et g(o(k)—1, (dmax —dmin+1)) sont respectivement
le reste et le quotient de la division de (o (k) — 1) par (dmax — dmin + 1).

Le systeme (4.28) peut alors se mettre sous la forme des systemes a commu-
tations que nous avons traité dans les chapitres précédents, c’est-a-dire sous la
forme

- 17 dmax - dmin + 1))7
-1 d

(
) (dmax — Umin + 1)); (433)

Tyl = Aa(k)xk+Ba(k)Ka(k)Uk (4.34)
ze = Cuay, (4.35)

ou la matrice C' est indépendante du parametre de commutation et avec la
correspondance

17 (dmax - dmin + 1))),
1, (dmax — dmin +1))), (4.36)
1a (dmax - dmin + 1)))

Koy = K(q(o(k)
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4.3.2 Modélisation des performances

Le systeme étant maintenant modélisé, attachons nous a obtenir une mo-
délisation compatible pour les performances du systeme. Supposons, comme
dans les chapitres précédents, que le critére de performance est fondé sur 1’éner-
gie de la sortie de performance z;, du systeme, ainsi que 1'énergie pondérée de
la commande u;, de ce systeme, C’est-a-dire

o0

J{o(k)}, xo,{ur}) = Z(zgzk + up Ruy,), (4.37)

k=0

avec R = R" > 0.

La sortie de performance z;, peut s’exprimer en fonction de 1'état augmenté
xy, a l'aide de la relation (4.22). Cela implique que le critere peut aussi s’expri-
mer en fonction de I'état augmenté par

o

T{o(k)}, 20, {w}) =D (2 C"Cay + uf Ruy). (4.38)

On notera que ce critere est bien une fonction implicite de la loi de com-
mutation représentant les différents couples de retards. La matrice C*C pon-
dérant le terme quadratique en 1’état augmenté du systeme est alors bien in-
dépendante de la loi de commutation. Il en est de méme pour la matrice R
pondérant le terme quadratique en u;. Un autre choix aurait pu étre possible
en faisant intervenir les états et commandes retardés, par exemple en considé-
rant le critere

(e e}

J({U(/ﬂ)}, Zo, {uk}> = Z(ifiméT@i‘k,m + uf,dk Ruk*dk)v (439)

k=0

dont le cofit instantané peut s’exprimer de la maniére suivante

T A4 T
kC CQJ}C,T,Q -+ kadkRuk,dk

T :xgq FT(7) ]éTé[F(m) Orixdpasr })xk

~T
Ty

Odmaxru XN

On Tmax ) XTu
+ I‘g (|: %"%(dk); :| R [ OTan(1+Tmax) E(dk) }) T + 5dku£Ruk, (440)

avec d(.y la fonction indicatrice de Dirac a temps discret.

Avec ce choix de critere, les matrices de pondérations dépendent directe-
ment de la loi de commutation o (k) a cause de la présence des valeurs de 7,
et dj, ; ce que notre approche pourrait traiter a la vue des chapitres précédents.
Néanmoins ce choix mene a une difficulté de notation importante qui va a I’en-
contre de notre volonté de montrer que notre approche permet de traiter la cer-
tification des performances des SCR. Aussi d’autres arguments nous poussent
a ne pas considérer un tel critére :

81



Chapitre 4. Application aux systémes contrdlés en réseau

— Certains termes (état et/ou entrée) n’apparaitront pas dans le critere, a
cause de la variation des retards 7, et dj,. En d’autres termes les fonctions
k+— k — di et k — k — 7, n"auront pas la totalité de 'ensemble N comme
image.

— De la méme maniere certains termes (état et/ou entrée) pourraient appa-
raitre plusieurs fois dans le critere .J.

— Le critére n’est plus convexe par rapport a la séquence des commandes u;,
comme la pondération 4, R peut s’annuler (pour les retards nuls d;, = 0).

4.3.3 Obtention d'une loi de commande certifiant les perfor-
mances

Pour aller plus loin, supposons que le processus transmet au contrdleur
I'ensemble des informations portant sur 1'état z, retardé d’un retard 7 en
d’autres termes,

Yk = Th—m,- (4.41)

La matrice C¥ vérifie alors C¥ = I,, et les dimensions satisfont m, = n. La
loi de commande correspond donc a un retour d’état z;, partiel, donné par

dmax
up = K% + Y K"y, (4.42)

=1

Nous allons détailler la structure des matrices qui sont les variables d’opti-
misation du théoreme 14 de fagon a les adapter a la structure du retour d’état
partiel (4.42). Pour tout i € {1,---, N}, on a, en reprenant les notations du
théoreme 14,

K, =Y.G;". (4.43)

La matrice Y; doit avoir la méme structure que la matrice K;, c’est-a-dire,
Vi = [ YYF(q(i = 1, (dmax — dmin +1))) Y" ], (4.44)

avec YV € R>m et Y € Rru*dmamu | Aussi les matrices G; doivent respecter une
structure particuliere.

G*= Gru
G = ! w | 4.45
Odmaxru X1 (14+Tmax) G ( )
avec
G = F(r)GF(r) + (Ingarmy — F/(7)F(7))GE, (4.46)
Gfu = (In(1+7max) - F/(T)F(T))G_!zzu7 (4-47)
T = Q(Z -1, (dmax — dmin + 1)) (448)
Avec de telles structures, nous avons alors
KY = Yy(G:”)*l, (4.49)
K" = Y“(G“)_l. (4.50)

82



4.3. Point de vue des systemes commutés pour les SCR.

Encore une fois la loi de commutation correspond uniquement aux posi-
tions des variables dans les matrices utilisées. Les gains KV et K" ne dépendent
pas explicitement de la loi de commutation.

Remarque 20 Le raisonnement est toujours valable si CV est différent de I'identité,
a la condition que CY soit de rang plein en ligne. Dans ce cas, a une transformation
pres, détaillée dans [BB05], il est possible de supposer CY de la forme

CY = [ Lny Opyx(nomy) |- (4.51)

11 est alors toujours possible de considérer un retour partiel de I'état xy,, méme si ce
retour partiel est différent de celui qui a été explicité.

4.3.4 Illustration académique

Afin d’illustrer et de détailler notre approche, nous choisissons tout d"abord
un exemple académique simple scalaire, puis nous 1’appliquerons a un sys-
téme de dimension 2.

4.3.4.1 Exemple scalaire

Considérons le systeme a temps continu scalaire suivant.
A=[-1]; B.=[1]; C.=[1]. (4.52)

On discrétise le systeme avec une période d’échantillonnage donnée par
T = 1s, ce qui mene aux matrices :

A=[03679]; B=[06321]; C=[1]. (4.53)

On pose R = 0,1 comme pondération de 'entrée u;, dans le critere quadra-
tique J. En choisissant dmin = Tmin = 0 et dmax = 2 et Tmax = 3, la dimension
n, vaut n, = 6 et le nombre de sommets est égal a N = 12. En appliquant le
théoreme 14, avec les contraintes (4.44) et (4.45), on obtient numériquement les
résultats suivants : 5 = 4,802;

Vi=Ys=Yy=[-00072 0 0 0 —0.0231 —0.0221 |; (4.54)
Yo=Ys=Yo=[0 —0.0072 0 0 —0.0231 —0.0221 |; (4.55)
Y;=Y,=Y;;=[0 0 —0.0072 0 —0.0231 —0.0221 |; (4.56)
V;=Ys=Yy=[0 0 0 —0.0072 —0.0231 —0.0221 | . (4.57)

Pour les matrices (G;, nous ne préciserons pas les N = 12 matrices. Indi-
quons les matrices G, G5 et Gy afin de montrer leur structure en comparaison
avec les matrices Y3, Y5 et Yy :

[ 0.4484 0 0 0 0 0
0.1046 0.5932 0.0782 0.0000 —0.0113 0.0021
0.0160 0.0793 0.9448 —0.0000 0.0040 —0.0017

Ch = —0.0355 0.0448 0.1377 13.5348 0.0006  0.0287 | (4.58)
0 0 0 0 0.2076  —0.0591
0 0 0 0 —0.0002 0.4334
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[ 0.4484 0 0 0 0 0
0.1197 0.5213 0.1311 —-0.0000 —0.0560 0.0177
G — 0.0509 0.1311 0.7460 —0.0000 —-0.0239 0.0071 | (4.59)
0.0499 0.1444 0.1246 125.1244 —0.0235 2.0694 |’ '
0 0 0 0 0.2076  —0.0591
0 0 0 0 —0.0002 0.4334 |
[ 0.4484 0 0 0 0 0 ]
0.1061 0.5316 0.0724 —0.0000 —0.0317 0.0318
Gy — 0.0598 0.0724 0.7118 —-0.0000 —0.0019 —-0.1357 | (4.60)
—0.0595 0.0005 0.0983 55.1080 0.0442  0.0954 |’ '
0 0 0 0 0.2076  —0.0591
i 0 0 0 0 —0.0002  0.4334 |

Notons que les matrices Y; sont au nombre uniquement de 7,y + 1 & cause
des structures imposées (4.44). En revanche, les N = 12 matrices G, sont bien
toutes distinctes, a cause de la structure (4.45), c’est-a-dire que 1’on reconnait

0.2076  —0.0591
—0.0002 0.4334
en bas sur la diagonale. Les autres lignes (les lignes 3, 4 et 5 pour les matrices
G1, G5 et Gg) dépendent du sommet i € 3 considéré et comme nous allons le
voir, n'interviendront pas dans la synthése des gains des correcteurs. Autoriser
ces lignes a dépendre du sommet i € ¥ permet de pas accroitre le conserva-
tisme des LMIs. Ainsi on obtient bien les matrices de gains suivantes, qui ont
exactement les mémes structures que les matrices Y;.

le bloc G¥ = 0,4484 seul sur une ligne et le bloc G*

Ki=Ks;=Ky=]-00162 0 0 0 —0.1112
Ky=Ks=Kjo=[0 —0.0162 0 0 —0.1112
Ky=K;=Kjyu=[0 0 —0.0162 0 —0.1112
Ky=Ks=Kp=[0 0 0 —0.0162 —0.1112

—0.0662 | ;

—0.0662 | ;
—0.0662 | ;
—0.0662 | .

(4.61)

(4.62)
(4.63)
(4.64)

Le majorant 8 = 4, 802 peut étre comparé au minorant obtenu dy = 1, 2700.
On peut noter que 1'écart reste important comme Jy; représente environ le tiers
de 3. Il faut noter que notre application de la commande des SCR pose des
contraintes de variables d’optimisation trés fortes. On notera aussi que les ma-
trices K; ont des valeurs assez faibles.

Considérons maintenant pour dmax = 2 les effets d’une variation de 7pax
(toujours avec dmin = Tmin = 0). On obtient alors le tableau Tab. 4.1.

oo | L [ 2 [ 3 [ 4 [ 5 [ 6 |
5 | 3.5670 | 4.2127 | 4.8017 | 5.4610 | 6.1006 | 6.6529
Sv || 1.2679 | 1.2704 | 1.2700 | 1.2708 | 1.2702 | 1.2608

TABLE 4.1 — Valeurs de f3 et de dy pour différents Tpax, avec dmin = Tmin = 0 et

dmax = 2.
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On peut noter qu’aux erreurs numériques pres, on a bien une croissance de
la valeur de 3, néanmoins la valeur de dy reste tres peu sensible a la valeur de
Tmax- L€ minorant dy ne peut servir correctement de validation que pour les
faibles valeurs de la borne 7., des retards 7.

De la méme maniere, étudions la variation inverse. Considérons 7m.x = 1
et faisons varier dpax (& dmin = Tmin = 0). On obtient le tableau Tab. 4.1.

(D [ 1 [ 2 [ 3 [ 4 [ 5 | 6 |
B [[2.5887 | 3.5670 | 5.4546 | 7.5059 | 9.5568 | 11.5822
5w | 1.2354 | 1.2679 | 1.2824 | 1.2877 | 1.2898 | 1.2906

TABLE 4.2 — Valeurs de [ et de dy pour différents dmax, avec dmin = Tmin = 0 et

Tmax = 1.

L'interprétation sur les variations de dy sont identiques a ceci prés que la
croissance de dy est plus sensible a la variation de dm.x qu’a la variation de
Tmax- De fagon a obtenir une meilleure certification des performances dans ce
cadre, il faudra recourir a une classe plus riche de séquences de commutations
pour fabriquer les minorants dy; de chaque mode.

On peut aussi représenter les variations de 3 pour différents couples (dmax, Tmax)-
On obtient ainsi le tableau Tab. 4.3 et la figure Fig. 4.4.

Trnax
o 1 2 3 4 5 6
1 2,580 | 3,251 | 3,782 | 4,211 | 4,539 | 4,8172
2 3,567 | 4,213 | 4,802 | 5,461 | 6,101 | 6,653
3 5,455 | 6,382 | 7,214 | 8,097 | 8,951 | 9,781
4 7,506 | 8,726 | 9,767 | 10,903 | 11,993 | 13,065
5 9,557 | 11,014 | 12,307 | 13,688 | 15,010 | oo
6 11,582 | 13,253 | 14,816 | 16,442 | oo 00
7 13,593 | 15,467 | 17,273 | oo
8 15,595 | 17,664 | 19,701 | oo
9 17,591 | 19,851 | oo
10 19,582 | 22,031 | oo
11 21,570 | oo

TABLE 4.3 — Valeurs du majorant 3 pour différentes valeurs de 7max €t dmax. On
note oo quand le probleme d’optimisation est infaisable.

On peut remarquer 'évidente croissance de /3 a 7max fixé en fonction de dpax
ainsi qu’a dmax fixé en fonction de 7. Effectivement, nous avons une inclu-
sion dans les contraintes en faisant croitre dmax €t Tmax. Néanmoins quand ces
bornes supérieures des deux retards atteignent une certaine valeur, on perd la
stabilisabilité de I'ensemble avec nos contraintes, ou bien le probléme d’opti-
misation devient trop contraint pour fournir une solution. Notons que les roles
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25

FIGURE 4.4 — Valeur du majorant 3 pour différentes valeurs de 7pmax et dmax-

des deux retards dj, et 73, étant différents, nous n’avons évidemment pas de sy-
métrie par rapport a 'axe dmax = Tmax-

4.3.4.2 Exemple de dimension 2

Considérons le systeme a temps continu scalaire suivant.

—-15 1 0 10
T N A PO P PR

On discrétise le systeme avec une période d’échantillonnage donnée par
T =0, 5s, ce qui mene aux matrices :

i { 0.4724 0.2090 ] . B [0.0714}

- [10
0  0.3679 | 0.3161 |’ C:l ] (4.66)

0 1

On considere R = 0.1 la pondération de la commande u;, dans le critére
quadratique. En choisissant dmin = Tmin = 0 €t dmax = 2 et Thmax = 3, la dimen-
sion n, vaut n, = 10 et le nombre de sommets est égal a NV = 12. En appliquant
le théoreme 14, avec les contraintes (4.44) et (4.45), on obtient numériquement
les résultats suivants : § = 5, 7095 ;

K1:K5:K9:[—0.0148 0.0064 0 0 0 0 0 O -0.1072 —0.1173];
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Ky=Ks=Kio=[0 0 —0.0148 0.0054 0 0 0 0 —0.1072 —0.1173 |;
Ky=K;=K;=[0 0 0 0 —0.0148 0.0054 0 0 —0.1072 —0.1173 ];
Ky=Ks=Kp=[0 000 0 0 —0.0148 0.0054 —0.1072 —0.1173 ].

Les matrices K;, Vi € X vérifient bien les structures attendues.

Nous représentons sur le tableau Tab. 4.4 certaines valeurs de 3 pour dif-
férents couples (dmax, Tmax), aVe€C dmin = Tmin = 0. Toutes les valeurs possibles
ne sont pas représentées pour éviter les problémes d’optimisation avec des
contraintes LMIs de trés grande taille associées a un tres grand nombre de
variables. Ces valeurs sont aussi représentées graphiquement sur la figure
Fig. 4.5.

Tmax | 4 9 3 4 5 6

3.4380 | 4.5014 | 5.4905 | 6.3090 | 7.0172 | 7.7591
3.6058 | 4.6816 | 5.7095 | 6.5638 | 7.4018
3.7948 | 4.8676 | 5.9223 | 6.8331
4.0608 | 5.1171 | 6.1900
4.5163 | 5.5313 | 6.5940
5.1916 | 6.2245
6.0282

=
o
x

N OV Ul x| W N —|

TABLE 4.4 — Valeurs du majorant 3 pour différentes valeurs de 7max et dmax.

Encore une fois, on peut remarquer la croissance de 3 & Tmax fixé en fonction
de dnax et la croissance de 3 a dmay fixé en fonction de 7ay.

Pour terminer, notons qu’il n’est pas possible d’étendre directement les ré-
sultats obtenus dans le cadre de la commande par retour de sortie dynamique.
Effectivement le correcteur obtenu dépend nécessairement de la loi de com-
mutation de part la structure pyramidale utilisée. Afin d’utiliser un retour de
sortie dynamique a contrdleur indépendant de la loi de commutation, il fau-
drait appliquer les techniques du type lemme d’élimination dépendant de la
loi de commutation. Un retour statique de sortie indépendante de la loi de
commutation est possible en appliquant la remarque 20.

4.4 Conclusion

Ce chapitre proposait de montrer comment une application du type "sys-
teme commandé via un réseau” (SCR) peut se formaliser a ’aide des systemes
a commutations et comment il est alors possible de traiter I’aspect performance
de ces SCR grace aux résultats des chapitres précédents.

Les SCR sont des systemes dont les informations sont échangées par le pro-
cédé et le contrdleur via un réseau. Si ce type de systemes présente de nom-
breux avantages, il présente également des difficultés supplémentaires liées a
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FIGURE 4.5 — Valeur du majorant 8 pour différentes valeurs de 7max et dmax-

l'utilisation d"un réseau. On peut citer en particulier la perte de données, la
quantification, les bruits de mesure, les temps de calcul des différents organes
et la présence de retards de transmission du réseau. Une présentation simple
des différents phénomeénes a été proposée.

Naturellement notre approche ne permet pas de traiter 'ensemble des diffi-
cultés liées aux SCR. Un certain nombre d"hypotheses ont été faites pour mettre
I'acces sur la gestion des retards variants dans le temps correspondant aux
transmissions du systéme au controleur ainsi que du controleur au systeme.
Nous avons considéré les retards multiples de la période d’échantillonnage et
bornés. Aussi par des considérations réalistes d’impossibilité pour le contro-
leur de connaitre les valeurs instantanées des deux retards, nous supposons
que le controleur est robuste a ces deux retards, c’est-a-dire qu’il n’en dépend
pas.

Nous détaillons comment il est alors possible d’obtenir néanmoins une
modélisation dans le cadre des systemes a commutations a I'aide d'un état
augmenté contenant les états retardés du systeme et du controleur. Les deux
retards sont considérés comme des lois de commutations indépendantes qui
sont renumérotées en une seule loi de commutation portant sur I’ensemble
des sommets.

Ainsi les différents théoremes des chapitres précédents sur la commande
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par retour d’état et la certification de performance ont pu étre adaptés dans le
cas d’un retour d’état partiel. Une discussion sur l'influence des bornes maxi-
males sur le niveau de performance et sa certification a été proposée. Nous
montrons néanmoins que 1’ensemble de nos résultats (en particulier la com-
mande par retour de sortie dynamique) ne sont pas applicables dus au conser-
vatisme imposé par les différentes structures des variables d’optimisation pour
traiter cette application aux SCR.
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Chapitre 5

Conclusion générale et perspectives

5.1 Conclusion générale

Dans ce mémoire, la thématique des performances pour les systemes dyna-
miques a commutations a temps discret a été abordée. Effectivement ’analyse
de stabilité et la stabilisation de ce type de systeme occupe une large place
dans la littérature et a atteint une maturité permettant de se poser la question
de l'aspect des performances. Cette thématique étant particulierement vaste,
une étude exhaustive était hors de propos. Cette these s’est donc attachée a
traiter un cadre tres précis, afin de pouvoir mener une étude cohérente com-
portant la définition claire d'un probleme de garantie de performance, 1’ana-
lyse du niveau de performance garanti et enfin la synthese de loi de commande
améliorant le niveau de performance garanti.

Pour ce faire, apres un rappel de I'état de I’art de la stabilité et la stabilisa-
tion des systémes dynamiques a commutations en temps discret, il est indiqué
que certaines techniques, telle 1'utilisation du rayon spectral joint, ne sont pas
aisément adaptables a 'étude des performances. Tout au long de cette these,
les techniques liées aux fonctions de Lyapunov dépendant de la loi de commu-
tation ont été considérées et nous nous sommes attachés a montrer le lien fort
avec 'aspect stabilité de nos résultats.

Parmi les différentes natures des critéres de performance, le cadre des per-
formances quadratiques a été sélectionné, tant pour des raisons théoriques
(compatibilité avec la dépendance en temps) que pratiques (apparition fré-
quente dans de nombreux champs applicatifs). Loin de traiter de facon ex-
haustive la question des performances pour les systemes a commutations a
temps discret, quelques pistes d’études ont été formalisées. Le probléme de
la garantie du niveau de performance pour une loi de commutation arbitraire
inconnue a été choisi parmi les problémes énoncés.

L'une des contributions majeures de cette these est de proposer une étude
du niveau de performance garanti pour les systemes dynamiques a commu-
tations qui sont autonomes, pour une loi de commutation arbitraire. La déter-
mination analytique ou numérique du cotit garanti, quelque soit la loi de com-
mutation est un probleme particulierement difficile. Afin de contourner cette
difficulté, une validation de la valeur du colt garanti est proposée en deux
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étapes : la détermination d’un majorant, puis celle d'un minorant de ce cofit
garanti. Le majorant est recherché a I'aide d"une fonction de Lyapunov dépen-
dant de la loi de commutation. Un probleme d’optimisation convexe, contraint
par des LMIs est ainsi proposé. Une discussion souligne le lien entre ces LMIs
et celles liées a la stabilité. Des minorants du cotit garanti peuvent étre dé-
terminés a 1’aide du calcul exact du critere associé a des lois de commutation
particuliéres. Afin d’illustrer cette syntheése de minorant, la classe des lois de
commutation figée, c’est-a-dire forcant un et un seul mode est considérée. Une
discussion critique est proposée sur des exemples numériques simples.

Cette analyse des performances pour les systemes dynamiques a commu-
tations a temps discret est un prérequis pour traiter la synthese de commande
pour ces systémes en tenant compte de 1’aspect performance. Plusieurs cadres
ont été étudiés ici : celui o1 tout 1’état est connu et celui ot seul la sortie est
connue. Dans le premier cadre, la synthése d’un controleur par retour d’état,
avec un gain dépendant du mode actif a été proposé sous la forme d"un pro-
bleme d’optimisation convexe, sous contraintes LMIs. Dans le cas ou seule la
sortie du systeme est connue par le contrdleur, un retour d’état estimé, fondé
sur un observateur est proposé, ainsi qu'un contréleur par retour dynamique
de sortie. Une discussion est proposée sur des exemples numériques acadé-
miques.

Enfin une illustration de nos résultats a été proposée a l’aide d'une applica-
tion possible aux systémes commandés en réseau qui constituent un cas pra-
tique, de plus en plus étudié. En effet, l'utilisation d'un réseau pour trans-
mettre des données offre des avantages mais également des inconvénients
comme la présence de retards. Une approche est de ramener 1’étude de sys-
temes a retards qui peuvent modéliser un systéme controlé en réseau a un
systeme a commutations quand les retards considérés sont multiples de la pé-
riode d’échantillonnage et bornés. L'état du systeme a commutations considéré
comprend I’état du systeme a retard, les états retardés ainsi que les commandes
retardées.

5.2 Perspectives

Cette thése a proposé un questionnement structuré a propos de 1’aspect
performance pour les systémes a commutations. Méme si un certain nombre
de réponses ont été apportées, tout au long du fil conducteur de ce question-
nement, la thématique des performances pour les systemes a commutations
reste encore largement ouverte. Il est possible d’esquisser quelques perspec-
tives pour la continuation de ce travail.

— Tout d’abord, dans la phase d’analyse des performances pour les sys-
temes autonomes, un majorant du cofit garanti a été sélectionné dans
la classe des fonctions de Lyapunov dépendant d’un parametre variant
dans le temps. Il est possible de considérer une classe plus grande (conte-
nant celle-ci) afin de réduire 1’écart entre le colit garanti et ce majorant.
Par exemple, considérer la classe des fonctions de Lyapunov dépendant
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du chemin, introduites dans [Lee06] ne poserait pas de difficulté théo-
rique. En revanche, les notations deviendront plus compliquées, le nombre
de variables et aussi d'inégalités linéaires a traiter seront plus importants,
pour une diminution du majorant pas nécessairement significative.
Toujours dans le cadre de I’analyse des performances pour les systemes
autonomes, un minorant du cotit garanti a été proposé, afin de valider
I’écart entre le majorant et le cotit garanti. Ce minorant est déterminé
a l'aide du calcul exact du critere pour des lois de commutation parti-
culiéres. Pour mener le calcul a ses fins, seules les lois de commutation
constantes ou figées ont été utilisées. Afin d’améliorer la valeur du mi-
norant, il est envisageable de considérer des lois de commutation plus
riches, comme les lois périodiques, ou bien les lois de commutation sou-
mises a une contrainte de temps de maintien. Evidemment, pour ces lois
dépendantes du temps, le calcul exact des criteres associés est plus com-
pliqué et nécessite des outils appropriés, comme les fonctions de Lyapu-
nov périodiques pour les lois de commutation périodiques.

Les systemes a commutations traités dans cette these sont de type cer-
tains, dans le sens ot leurs modes sont parfaitement connus. Il est pos-
sible de considérer que les modes contiennent des incertitudes, qui au
choix pourraient étre modélisées par une norme bornée [Pet87], ou bien
par une représentation polytopique [Het07]. Dans les deux situations, les
conditions peuvent étre exprimées en termes d’inégalités linéaires matri-
cielles, méme si leur nombre peut étre considérablement accru.

Le choix a été fait d’étudier les performances garanties pour un systeme
a commutations, quelles que soient les lois de commutations. Ce choix
est de type prudent et peut mener a des majorants excessifs, principa-
lement pour des applications comportant des contraintes sur leur loi de
commutation (périodique ou vérifiant un temps de maintien minimal). Il
est possible d’étendre I'approche développée dans cette thése a ces deux
cas particuliers, en s’inspirant par exemple de [GC06] pour les lois de
commutation vérifiant un temps de maintien minimal ou bien de [Far(06]
pour les lois de commutation périodiques.
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Résumé

Titre : Synthése de lois de commande pour les systemes a commutation
avec contraintes de performances.

Résumé : Les systemes a commutations constituent un cas particulier des sys-
temes dynamiques hybrides. Ils sont composés d"une famille de systémes et
d’une loi de commutation qui détermine quel mode est activé a chaque instant.
Ces systemes représentent une large gamme de systémes concrets. L'étude de
la stabilité de ceux-ci a déja été longuement abordée. Les travaux de cette thése
portent sur I'analyse de performance des systemes a commutations linéaires en
temps discret et sur la synthese de différentes lois de commande pour ces sys-
temes en tenant compte de contraintes de performances. L’analyse de stabilité
de ces systemes a été étendue pour tenir compte de 'aspect performance qui a
été modélisée par un critére quadratique. La valeur du critére dépendant des
commutations, I’analyse porte sur le colit garanti des performances. Grace a
la résolution d"un probléme d’optimisation sous des contraintes sous la forme
d’inégalités matricielles linéaires, un majorant du cofit garanti est déterminé.
Une approche est proposée pour évaluer la qualité du majorant trouvé. Un
deuxiéme point abordé est la conception de contrdleurs qui tiennent compte
de l'aspect performance. Des méthodes de synthése de différents contrdleurs
(retour d’état, retour d’état reconstruit par observateur et retour de sortie dy-
namique) sont proposées dans ce cadre. Enfin, nos résultats ont été appliqués
au cas des systemes controlés en réseau.

Mots clés : Systéemes a commutation, LMI, analyse de performance, retour
d’état, retour dynamique de sortie, systemes controlés en réseau.
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Abstract

Title : Control Laws Synthesis for Switched Systems with Constraints Per-
formance.

Résumé : Switched systems are a specific case of dynamical hybrid systems.
They are made up of a family of subsystems and of a switching law which
defines the activated subsystem et each instant. These systems depict a wide
range of real systems. Stability’s study has been intensely studied. This Ph.D.
thesis deals with performance analysis for discrete-time switched linear sys-
tems and synthesis of different control laws by taking into account perfor-
mance constraints. Stability’s analysis for these systems was spread in order
to taking into account performance aspect, modeled by a quadratic criterion.
As the value of the criterion depends on commutations, the analysis is done for
the guaranteed cost of performances. By solving an optimization problem un-
der constraints in the form of linear matrices inequalities, an upper bound of
the guaranteed cost is found. An approach is proposed to certificate the upper
bound. An other tackled point is the synthesis of controllers which take into ac-
count performance aspect. Methods of synthesis of different controllers (state
teedback, state feedback dased on observer and dynamic output feedback) are
proposed. Last, our results are applied to networked controlled systems.

KeyWords : Switched Systems, LMI,Performance Analysis, State Feedback,
Dynamic Output Feedback, Networked Controlled Systems.
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