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\`dOZa m] _`[O` X` m 	Z[UTPj ]bZyO` f m 	`[a`jsm` X`a XT[[c`a abTp�c`a aTOa UTPj ` [Oj c

PZyO` [` p`aa` X` pPT�bP` X` dmOa `[ dmOa P]dZX`j `[b d]PbTOb X][a m` j T[X` V n`a Z[XZ_ ZXOa
j `bb`[b X` dmOa `[ dmOa m`a Z[UTPj ]bZT[a yO 	Zma d TaakX`[b 
 XZad TaZbZT[ X` bTOa _Z] m`
Y`s V \ ` [TjsP`Oa`a `[bP`dPZa`a f `[ d]PbZpOmZ`P m] dmOd]Pb X`a lP][Xa j ]l]aZ[a f PcpTmb`[b
X` dmOa `[ dmOa X 	Z[UTPj ]bZT[a aOP m`OPa pmZ`[ba `b m`OPa pTjdTPb`j `[ba V \ ` [TjsP`Ou
dPTp`aaOa Z[XOabPZ`ma aT[b cl]m`j `[b X` dmOa `[ dmOa pT[bP� mca d]P m 	Z[UTPj ]bZyO` V n`a
PcaOmb]ba X 	][]mQa`a j cXZp]m`a aT[b ]OaaZ X` dmOa `[ dmOa PclOmZkP`j `[b pT[a`P_ca d TOP
�bP` ][]mQaca V Wb X` [TjsP`Oa`a j `aOP`a `� `pbOc`a O[ d `O d]PbTOb X][a m` j T[X` f
pTjj ` d]P `u`jdm` m`a j `aOP`a j cbcTPTmTlZyO`a f P`jdmZaa`[b ]OaaZ X 	ZjdTPb][b`a s]a`a
X` XT[[c`a [Oj cPZyO`a V

� Z[aZ f X` [Ta � TOPa f [T[ a`Om`j `[b m` [TjsP` X` XT[[c`a abT p�c`a [Oj cPZyO`j `[b
`ab bPka Zjd TPb][b f j ]Za m` bQd ` X` p`a Z[UTPj ]bZT[a `ab cl]m`j `[b bPka _]PZc V n` Y`s `ab
O[ `u`jdm` bPka dPca`[b ]O� TOPX 	eOZ X 	`ad]p` P`lPTOd][b X`a XT[[c`a bPka [TjsP`Oa`a f
XZ_`Pa`a `b _]PZc`a R b`ub`a abPOpbOPca TO [T[ f Zj ]l`a f aT[a f � mj a f `bp V n`a s]a`a X` XT[
[c`a pmZ`[ba f m`a XT[[c`a `ubP]Zb`a X` dPTp`aaOa X` dPTXOpbZT[ f m`a PcaOmb]ba X 	][]mQa`a
j cXZp]m`a TO m`a s]a`a X` XT[[c`a X` j `aOP`a j T[XZ]m`a d `O_`[b `mm`a ]OaaZ pT[b`[ZP
O[ [TjsP` Zjd TPb][b X 	Z[UTPj ]bZT[a ecbcPTlk[`a R XT[[c`a [Oj cPZyO`a f p]bclTPZ`mm`a f
pTOPs `a f `bp V rm `u Zab` Xka mTPa O[ bPka lP][X Z[bcP�b 
 Xc_`mTdd `P X`a b`pe[ZyO`a d `Pj `b
b][b X 	ObZmZa`P ]O j Z`Ou bTOa p`a abT p� a X 	Z[UTPj ]bZT[a f ]�[ X 	`[ `ubP]ZP` O[ j ]uZjOj
X` pT[[]Zaa][p` ObZm` V

zOP m` Y`s f Zm a 	]lZb d]P `u`jdm` X` pTjdP`[XP` ]O j Z`Ou m` pT[b`[O X`a d]l`a Y`s
`b X`a P`yO�b`a ObZmZa]b`OPa ]�[ X` UTOP[ZP 
 p`a X`P[Z`Pa m 	Z[UTPj ]bZT[ pZsmc` m] dmOa
d `PbZ[`[b` d TaaZs m` `b X` m] j ][ZkP` m] dmOa pTjdPce`[aZs m` d TaaZs m` V \][a m` p]a X`
s]a`a X` XT[[c`a pmZ`[ba f Zm d `Ob a 	]lZP X` pTjdP`[XP` ]O j Z`Ou m`a pTjd TPb`j `[ba X`a
pmZ`[ba ]�[ X` m`OP U]pZmZb`P m 	]ppka ]Ou dPTXOZba yOZ m`a Z[bcP`aa`[b V �O][b ]Ou XT[[c`a
ZaaO`a X` dPT p`aaOa X` dPTXOpbZT[ f Zm `u Zab` O[ lP][X Z[bcP�b 
 `[ `ubP]ZP` O[ j ]uZjOj
X` pT[[]Zaa][p`a ]�[ X 	`[ XcXOZP` X`a s T[[`a dP]bZyO`a d TOP TdbZj Za`P m] dPTXOpbZT[ V
W[ p` yOZ pT[p`P[` m`a PcaOmb]ba X 	][]mQa`a j cXZp]m`a f m`OP cbOX` d `Ob d]P `u`jdm` ]ZX`P

�



� �� �������	��


 jZ`Ou Xcb`pb`P m`a d]bZ`[ba 
 PZayO` d TOP p`Pb]Z[`a j ]m]XZ`a f d `Pj `bb][b ]Z[aZ X`
dPc_`[ZP dmOb�b yO` X` lOcPZP V \][a m` p]a X`a XT[[c`a j cbcTPTmTlZyO`a f m`OP ][]mQa`
d `Ob ]ZX`P 
 jZ`Ou pTjdP`[XP` m`a dec[Tj k[`a lc[cP]Ou yOZ PclZaa`[b m` pmZj ]b f ]�[ f
d]P `u`jdm` f X 	][bZpZd `P m`a dec[Tj k[`a `ubP�j`a `b X 	]lZP `[ pT[acyO`[p` d TOP m`a
d TdOm]bZT[a pT[p`P[c`a V

n 	Ts � `pbZU lc[cP]m X` m 	��� ��� ����� � ���� ���� � `ab X 	`ubP]ZP` ]ObTj ]bZyO`j `[b X`
b`mm`a pT[[]Zaa][p`a `[ a` s]a][b aOP X`a `u`jdm`a f p 	`ab
XZP` aOP O[ `[a`jsm` mZj Zbc
X` XT[[c`a XZad T[Zsm`a V i` dPTsmkj ` a` XcpmZ[` `[ dmOaZ`OPa _]PZ][b`a f `[ UT[pbZT[ X`a
Z[UTPj ]bZT[a XZad T[Zsm`a aOP m` dPTsmkj ` bP]Zbc R

� m 	]ddP`[bZaa]l` aOd `P_Zac f
� m 	]ddP`[bZaa]l` [T[ aOd `P_Zac f
� m 	]ddP`[bZaa]l` a`j ZaOd `P_Zac f
� `b m 	]ddP`[bZaa]l` d]PbZ`mm`j `[b aOd `P_Zac V
q ]Za ]_][b X` dPca`[b`P p`a XZ�cP`[b`a ]ddPTpe`a f [TOa Z[bPTXOZaT[a X 	]s TPX XZ� c

P`[b`a j ][ZkP`a X` P`dPca`[b`P m`a XT[[c`a V
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hc[cP]m`j `[b f T[ P`dPca`[b` m`a XT[[c`a aTOa UTPj ` b]sOm]ZP` V n`a mZl[`a XO b]sm`]O

pTPP`ad T[X`[b ]mTPa ]Ou �
 ��� ��� f m`a pTmT[[`a ]Ou ���	�� yOZ m`a p]P]pbcPZa`[b f `b m`a
p]a`a XO b]sm`]O ]Ou _]m`OPa X`a `u`jdm`a aOP p`a ]bbPZsOba V w[ d]Pm` ]Z[aZ pm]aaZyO`j `[b
X` P`dPca`[b]bZT[ X`a XT[[c`a d]P ���	�
������ f TO aTOa UTPj ` j ]bPZpZ`mm` V

n` b]sm`]O � V� P`dPca`[b` d]P `u`jdm` O[ `[a`jsm` X` _TZbOP`a Xc�[Z`a d]P O[ `[
a`jsm` X` p]P]pbcPZabZyO`a R m`OP ZX`[bZ�][b f m` p]PsOP][b yO 	`mm`a ObZmZa`[b f m`OP [TjsP`
X` pQmZ[XP`a f m`OP mT[lO`OP f m`OP dOZaa][p` `b m`OP dPZu V n` p]PsOP][b `ab O[ ]bbPZsOb X`
bQd ` p]bclTPZ`m f m`a _]m`OPa d TaaZs m`a aOP p`b ]bbPZsOb U]Za][b d]PbZ` X 	O[ `[a`jsm` �[Z
dPcXcb`Pj Z[c X` p]bclTPZ`a �XZ`a`m f `aa`[p` f ldm `b cbe][Tm X][a [TbP` p]a� V n`a ]ObP`a
]bbPZsOba aT[b X` bQd ` [Oj cPZyO` f ]_`p pe]pO[ aT[ Z[b`P_]mm` X` Xc�[ZbZT[ �m 	`[a`jsm`
X`a Pc`ma pTjdPZa `[bP` ��� `b ��; d TOP m] mT[lO`OP d]P `u`jdm`� V n] p]a` `[ lP]a aZl[Z�`
]Z[aZ yO` m] bPTZaZkj ` _TZbOP` ObZmZa` XO XZ`a`m pTjj ` p]PsOP][b V

� TbT[a Xka 
 dPca`[b yO 	Zm `u Zab` XZ� cP`[b`a b`Pj Z[TmTlZ`a d TOP XcpPZP` m`a cmcj `[ba X`
b`mm`a s]a`a X` XT[[c`a b]sOm]ZP`a V n` dmOa aTO_`[b f m`a mZl[`a XO b]sm`]O aT[b ]dd `mc`a
m`a `u`jdm`a f `b m`a pTmT[[`a m`a ]bbPZsOba V w[ d `Ob cl]m`j `[b pT[aZXcP`P yO 	Zm a 	]lZb
X 	�	� �� XcpPZba d]P X`a _]m`OPa aOP dmOaZ`OPa ��� ������� f TO sZ`[ X` ����� XcpPZba d]P
m`OPa �������� ��� V W[�[ f O[` ]ObP` _O` d TaaZs m` ObZmZac` `[ ab]bZabZyO`a `ab X` pT[aZXcP`P
yO 	Zm a 	]lZb X 	��������� XcpPZba d]P p`Pb]Z[`a ������������ �� f ]OaaZ ]dd `mc`a �����	��� V� TbT[a ]OaaZ yO` X][a p`Pb]Z[a p]a f m`a XT[[c`a d `O_`[b �bP` 	������ f p 	`ab
XZP`
yO` p`Pb]Z[`a X` m`OPa _]m`OPa aT[b ]s `PP][b`a V rm a 	]lZb m` dmOa aTO_`[b X` _]m`OPa ZaaO`a
X` p]db`OPa Xc�pZ`[ba f TO sZ`[ X 	`PP`OPa eOj ]Z[`a X][a m`OP j ][ZdOm]bZT[ V rm d `Ob ]OaaZ
]PPZ_`P yO` p`Pb]Z[`a _]m`OPa [` aTZ`[b d]a P`[a`Zl[c`a V w[ d]Pm` X][a p` p]a X` ���� ���
� �������� V n` b]sm`]O � V� dPca`[b` O[ `u`jdm` X` XT[[c`a X][a m`ayO`mm`a X`Ou _]m`OPa
j ][yO][b`a `b O[` _]m`OP ]s `PP][b` �`[ lP]a� aT[b dPca`[b`a V

i 	`ab p`bb` P`dPca`[b]bZT[ d]P ]bbPZsOb_]m`OP yOZ `ab m` dmOa aTO_`[b ObZmZac` d TOP
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ZX`[bZ�][b p]PsOP][b pQmZ[XP`a mT[lO`OP dOZaa][p` dPZu
� ldm � ��� �;;; ��;;;
� `aa`[p` � ��; ��;; �;;;
o ��,9,0 � ��� ��;; ��;;;
� XZ`a`m � ��� ��;; ��;;
� `aa`[p` �� ��; ��;; ��;;;
� `aa`[p` � ��� ��;; ��;;
� cbe][Tm � ��� �;;; �;;;
� XZ`a`m � ��� ��;; ��;;;
� `aa`[p` � ��� �;;; ��;;
�; XZ`a`m � ��; �;;; �;�;;

��� � � V� � \T[[c`a abT p�c`a aTOa UTPj ` b]sOm]ZP` V

ZX`[bZ�][b p]PsOP][b pQmZ[XP`a mT[lO`OP dOZaa][p` dPZu
� ldm � ��� �;;; ��;;;
� `aa`[p` � ��; ��;; �;;;
o XZ`a`m � ��� � ��;;;
� XZ`a`m � ��� ��;; ��;;
� `aa`[p` �� ��; ��;; ��;;;
� � � ��� ��;; ��;;
� cbe][Tm � ��� �;;; �;;;
� XZ`a`m � ��� ��;; ��;;;
� `aa`[p` � ��� �;;; ��;;
�; XZ`a`m � ��; �;;; �;�;;

��� � � V� � \T[[c`a sPOZbc`a `b pT[b`[][b X`a _]m`OPa j ][yO][b`a V
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XcpPZP` O[ `[a`jsm` X` XT[[c`a f j ]Za X 	]ObP`a P`dPca`[b]bZT[a dmOa pTjdm`u`a d `O_`[b
cl]m`j `[b �bP` P`[pT[bPc`a V S]P `u`jdm` f mTPayO` m`a XT[[c`a aT[b ��� 	����� �� �xTp�
][X \ ZX]Qf �;;;� f ]mTPa m`a _]m`OPa ]aaT pZc`a ]Ou Ts � `ba d `O_`[b �bP` X`a Z[b`P_]mm`a X`
Xc�[ZbZT[ aOP O[ ]bbPZsOb [Oj cPZyO` f TO sZ`[ O[ `[a`jsm` X` j TX]mZbca d TaaZs m`a aOP
O[ ]bbPZsOb p]bclTPZ`m V \ ` j ][ZkP` dmOa lc[cP]m` f T[ d `Ob P`dPca`[b`P m`a _]m`OPa X`a
Ts � `ba d]P X`a XZabPZsObZT[a X` dPTs]sZmZbca aOP m`a ]bbPZsOba pT[aZXcPca V S]P ]Zmm`OPa f
p`Pb]Z[`a XT[[c`a d `O_`[b �bP` P`dPca`[bc`a d]P X`a ��	��� V i 	`ab m` p]a d]P `u`jdm`
X` pTPdOa X` XTpOj `[ba a`j ZabPOpbOPca TO X` XT pOj `[ba cbZyO`bca aQ[b]u ZyO`j `[b V
i`Pb]Z[`a XT[[c`a aT[b UTOP[Z`a aTOa UTPj ` X` � ��� � �� V rm `ab cl]m`j `[b d TaaZs m` yO 	`mm`a
aTZ`[b P`dPca`[bc`a d]P X`a ����	�� f Z[XZyO][b d]P `u`jdm` m 	c_TmObZT[ b`jdTP`mm` X`
p`Pb]Z[`a j `aOP`a V w[ d]Pm` X][a p` p]a X` ���� ��� ������ �� f d]P Tdd TaZbZT[ ]Ou ��� 

� ��� �������� V W[�[ f mTPayO` m 	T[ aTOe]Zb` P`dPca`[b`P X`a Z[b`P]pbZT[a pTjdm`u`a `[bP`
XZ� cP`[ba pTjd Ta][ba f pTjj ` `[ deQaZyO` d TOP XcpPZP` m`a j ]bcPZ]Ou TO `[ peZj Z` d TOP
XcpPZP` m`a j TmcpOm`a f ]mTPa p 	`ab aTO_`[b m] ��� ��� � �� � ��� ��� ����� yOZ `ab ObZmZac` V

\ ][a m`a bP]_]Ou yO` [TOa ]_T[a j `[ca f [TOa [TOa aTjj`a dPZ[pZd]m`j `[b Z[bcP`aac
]O p]a m` dmOa aTO_`[b P`[pT[bPc R p`mO Z X`a XT[[c`a P`dPca`[bc`a aTOa UTPj ` ]bbPZsOb
_]m`OP `b T� m`a ]bbPZsOba d `O_`[b �bP` X` []bOP` [Oj cPZyO` TO p]bclTPZ`mm` V \ ][a O[
X`Ou Zkj ` b`jda f [TOa [TOa aTjj`a Z[bcP`aac ]O p]a X`a XT[[c`a P`dPca`[bc`a d]P X`a
]PsP`a V

�� ' �(��*+,-0��(�+ �)� +*� 0��
n 	Ts � `pbZU lc[cP]m X` m] ������� ����� `ab X 	�bP` p]d]sm` X 	cbZyO`b`P X`a XT[[c`a `[

m`OP ]aaT pZ][b O[` pm]aa` V zZ m`a pm]aa`a d TaaZs m`a aT[b pT[[O`a `b aZ m`a `u`jdm`a aT[b
UTOP[Za ]_`p m 	cbZyO`bb` X` m`OP pm]aa` f T[ d]Pm` X 	��� �������� � ��� ������ TO X 	������ �
������� ���� �V \ ][a p` p]a f Zm a 	]lZb ]mTPa X 	ObZmZa`P m`a `u`jdm`a UTOP[Za Xc� 
 pm]aaca d TOP
]ddP`[XP` O[ j TXkm` yOZ d `Pj `bb` `[aOZb` X 	]aaTpZ`P 
 bTOb [TO_`m `u`jdm` P`[pT[bPc
a] pm]aa` m] dmOa ]X]dbc` V

^[ `u`jdm` X 	]ddmZp]bZT[ X` m 	]ddP`[bZaa]l` aOd `P_Zac pT[p`P[` m] j cX`pZ[` R cb][b
XT[[ca m`a PcaOmb]ba X 	][]mQa` X 	O[ d]bZ`[b f `b m] pT[[]Zaa][p` X` m 	cb]b X 	]ObP`a d]bZ`[ba
d TOP m`ayO`ma m`a j �j`a ][]mQa`a T[b cbc j `[c`a f Zm `ab d TaaZs m` X 	c_]mO`P m` PZayO` X`
j ]m]XZ` X` p` [TO_`]O d]bZ`[b `[ UT[pbZT[ X` m] aZj Zm]PZbc X` a`a ][]mQa`a ]_`p p`mm`a
X`a ]ObP`a d]bZ`[ba V

\ ][a m` p]a X` [TbP` `u`jdm` pT[p`P[][b m`a _TZbOP`a f Zm d `Ob a 	]lZP d]P `u`jdm` X`
Xcb`Pj Z[`P aZ O[` [TO_`mm` _TZbOP` P`[pT[bPc` U]Zb d]PbZ` X` m] pm]aa` X`a pZb]XZ[`a f X`a
_TZbOP`a Z[b`Pj cXZ]ZP`a TO X`a _TZbOP`a pT[UTPb]sm`a f `[ a` s]a][b aOP a`a p]P]pbcPZabZyO`a f
`b aOP m] pm]aa` pT[[O` X 	]ObP`a _TZbOP`a Xc� 
 P`[pT[bPc`a V

n` b]sm`]O � Vo j T[bP` ]Z[aZ m 	]X]db]bZT[ XO b]sm`]O � V� X][a m` p]XP` X` m 	]ddP`[
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p`a eQd Tbeka`a f p` yOZ j `b `[ XTOb` m`OP _]mZXZbc V �O pT[bP]ZP` f aZ p` [TjsP` `ab bPTd
cm`_c f ]mTPa X`a dPTsmkj `a X 	cpe`mm`a d `O_`[b a` d Ta`P V rm U]Ob ]mTPa �bP` p]d]sm` X` lcP`P
m`a dPTsmkj `a X` abT p�]l` `[ j cjTZP` X` lP][X`a yO][bZbca X 	Z[UTPj ]bZT[a f ]Z[aZ yO` XO
b`jda X 	`ucpObZT[ X` m] j cbeTX` dPTd Tac` V

\ ` m] j �j` U]�T[ f X`a XT[[c`a XcpPZb`a d]P O[ lP][X [TjsP` X 	]bbPZsOba [cp`aaZb`[b
aTO_`[b X`a j cbeTX`a ad cpZ�yO`a p]d]sm`a X` dP`[XP` `[ pTjdb` X` b`mm`a yO][bZbca Zj 
d TPb][b`a X 	]bbPZsOba V n] []bOP` bPka _]PZc` X`a ]bbPZsOba XTZb cl]m`j `[b �bP` pT[aZXcPc`
mTPa X` m] j Za` `[ �O_P` X` j cbeTX`a X 	]ddP`[bZaa]l` V W[ `� `b f m`a ]bbPZsOba [Oj c
PZyO`a `b m`a ]bbPZsOba p]bclTPZ`ma d `O_`[b P]P`j `[b �bP` bP]Zbca X` m] j �j` j ][ZkP` V
S]P `u`jdm` f m] [TbZT[ X` XZab][p` `[bP` X`Ou `u`jdm`a [ 	`ab d]a m] j �j` a`mT[ yO` m`a
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]bbPZsOba yOZ m`a p]P]pbcPZa`[b aT[b [Oj cPZyO`a TO p]bclTPZ`ma f p]P a 	Zm `ab ]aa`� XZP`pb X`
d TabOm`P yO 	O[` _TZbOP` pT�b][b �;;;; `OPTa `ab dmOa dPT pe` X 	O[` _TZbOP` pT�b][b �;;;
`OPTa yO` X 	O[` _TZbOP` pT�b][b ��;;; `OPTa f Zm `ab s `]OpTOd dmOa dPTsmcj ]bZyO` X 	c_]
mO`P m] dPTu Zj Zbc `[bP` bPTZa _TZbOP`a XT[b m 	O[` `ab PTOl` f m 	]ObP` sm`O` `b m] bPTZaZkj `
� ]O[` V

S]P ]Zmm`OPa f O[ ]ObP` cmcj `[b ZjdTPb][b 
 dP`[XP` `[ pTjdb` mTPa X` m] j Za` `[
�O_P` X 	O[` j cbeTX` X 	]ddP`[bZaa]l` `ab m] d TaaZs ZmZbc yO` m`a _]m`OPa X` p`Pb]Z[`a
XT[[c`a aOP p`Pb]Z[a ]bbPZsOba [` aTZ`[b d]a P`[a`Zl[c`a f ]Z[aZ yO` m] d TaaZs m` dPca`[p`
X` XT[[c`a sPOZbc`a f p 	`ab
XZP` X 	`u`jdm`a yOZ [` aOZ_`[b d]a m] XZabPZsObZT[ lc[cP]m`
X`a `u`jdm`a aOP m`OP `ad]p` X` X`apPZdbZT[ V

^[ ]ObP` Ts � `pbZU Zjd TPb][b pT[aZab` 
 jZ[Zj Za`P m`a pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ P`yOZa`a
X` m] d]Pb X` m 	ObZmZa]b`OP f ]�[ yO` m] j cbeTX` aTZb m] dmOa lc[cPZyO` d TaaZs m` f `b d]Pp`
yO 	Zm `ab aTO_`[b bPka XZ� pZm` d TOP m`a ObZmZa]b`OPa X` UTOP[ZP X` b`mm`a pT[[]Zaa][p`a V
W[ ]ddP`[bZaa]l` [T[ aOd `P_Zac f Zm `ab d]P `u`jdm` aTO_`[b X`j ][Xc 
 m 	ObZmZa]b`OP X`
ad cpZ�`P m` [TjsP` X` lPTOd `a dPca`[ba X][a m`a XT[[c`a f ]mTPa yO` p`bb` Z[UTPj ]bZT[
`ab d `O aTO_`[b XZad T[Zsm` `[ dP]bZyO` V � TOa _`PPT[a X][a m] aOZb` yO` p` d TZ[b ] cbc
bPka dPca`[b mTPa X` [Ta XZ�cP`[ba bP]_]Ou X` P`pe`Ppe` V

\ 	]ObP` d]Pb f O[` ]bb`[bZT[ d]PbZpOmZkP` XTZb �bP` d TPbc` aOP m] pTjdm`u Zbc XO j TXkm`
dPTd Tac d TOP P`dPca`[b`P m`a XT[[c`a V w[ P`bPTO_` 
 p` [Z_`]O m` pTjdPTj Za pm]aaZyO`
`[bP` �� ���� ��� `b � �� ���������� XO jTXkm` V W[ `� `b f aZ O[ j TXkm` bPTd pTjdm`u` `ab
dPTd Tac f ]mTPa Zm PZayO` X 	�bP` bPTd ad cpZ�yO` ]Ou XT[[c`a X 	]ddP`[bZaa]l` f `b XT[p �bP`XZ� pZm`j `[b lc[cP]mZa]sm` 
 X` [TO_`mm`a XT[[c`a P`[pT[bPc`a V w[ d]Pm` X][a p` p]a X`
���
��� �������� �V �O pT[bP]ZP` f aZ O[ j TXkm` bPTd aZjdm` `ab dPTd Tac f ]mTPa Zm PZayO`
X` [` d]a �bP` p]d]sm` X` pZs m`P p`Pb]Z[a pT[p`dba ad cpZ�yO`a X][a m`a XT[[c`a p]P m`a
pT[p`dba pZs mca aT[b bPTd lc[cP]Ou V w[ d]Pm` X][a p` p]a X` ����
��� �������� �VW[�[ f O[ X`P[Z`P d TZ[b yOZ a` Pc_km` bPka ObZm` X][a p`Pb]Z[a p]a f `b yOZ pT[abZbO`
cl]m`j `[b O[` d]Pb Zjd TPb][b` X` [Ta bP]_]Ou X` P`pe`Ppe` f cb][b XT[[c m` p]XP` X][a
m`yO`m Zma T[b cbc j `[ca f `ab p`mO Z X` m] dPca`[b]bZT[ X` PcaOmb]ba yOZ aTZ`[b U]pZm`j `[b
Z[b`PdPcb]sm`a d]P m 	ObZmZa]b`OP V

�� .(/*+ /+ 1( *+��+*��+
n] aT pZcbc S`PbZ[`[p` � dPTd Ta` ]O� TOPX 	eOZ O[ mTlZpZ`m bPka `� p]p` d `Pj `bb][b X 	`u 

bP]ZP` X` j ][ZkP` pTjdPce`[aZs m` X` m] pT[[]Zaa][p` 
 d]PbZP X` s]a`a X` XT[[c`a cbZyO`
bc`a ecbcPTlk[`a f ZaaO`a d TOP m] dmOd]Pb X` dPT p`aaOa Z[XOabPZ`ma pTjdm`u`a f dOZa X` lcP`P
X` U]�T[ d `PbZ[`[b` p`bb` pT[[]Zaa][p` X][a m` sOb X 	]j cmZTP`P ]O j Z`Ou p`a dPTp`aaOa
`b m`OP j ]Z[b`[][p` V

�ObP`j `[b XZb f S`PbZ[`[p` ] Xc_`mTdd c O[` j cbeTX` `� p]p` X 	]ddP`[bZaa]l` aOd `P
_Zac 
 d]PbZP X` s]a`a X` XT[[c`a d TO_][b pT[b`[ZP XZ�cP`[ba bQd `a X 	]bbPZsOba f `b yOZ
UTOP[Zb `[ aTPbZ` O[ PcaOmb]b pTjdPce`[aZs m` aTOa UTPj ` X` Pklm`a Xc�[Z`a d]P O[ j Z[Z
jOj X 	]bbPZsOba d]Pj Z m`a dmOa d `PbZ[`[ba f ]Z[aZ yO 	O[` j cbeTX` d `Pj `bb][b X 	ObZmZa`P
]O j Z`Ou p`a Pklm`a dPTXOZb`a V

����� ���			 �� ��������� ���




�� �� �������	��

w[ ]dd `mm` ZpZ ��� �� O[` pT[� T[pbZT[ X` b`aba Xc�[Zaa][b m 	]dd]Pb`[][p` X 	O[ `[a`jsm`
X 	`u`jdm`a 
 O[` pm]aa` V i`a b`aba aT[b Xc�[Za aOP O[ aTOa`[a`jsm` X`a ]bbPZsOba Z[ ZbZ]Ou
X` X`apPZdbZT[ V ^[ b`ab aOP O[ ]bbPZsOb [Oj cPZyO` Xc�[Zb m 	]dd]Pb`[][p` X` m] _]m`OP
X 	O[ `u`jdm` 
 O[ Z[b`P_]mm` X` Xc�[ZbZT[ XT[[c f `b O[ b`ab aOP O[ ]bbPZsOb p]bclTPZ`m

 m 	]dd]Pb`[][p` X` m] _]m`OP X` m 	`u`jdm` 
 O[` TO dmOaZ`OPa p]bclTPZ`a dPcXc�[Z`a V
n] �lOP` � V� jT[bP` O[` b`mm` Pklm` f ZmmOabP][b m] U]pZmZbc X 	Z[b`PdPcb]bZT[ XO PcaOmb]b
dPTXOZb V

� ! � � V� � Wu`jdm` X` Pklm` dPTXOZb` d]P S`PbZ[`[p` gOm` q ]�`P V
S`PbZ[`[p` gOm` q ]�`P TM [` [cp`aaZb` ]OpO[` pT[[]Zaa][p` ] dPZTPZ X` m] d]Pb X`

m 	ObZmZa]b`OP `b `ab p]d]sm` X` U]ZP` U]p` ]Ou XT[[c`a Pc`mm`a d TO_][b pT[b`[ZP X`a XT[[c`a
j ][yO][b`a f sPOZbc`a f `b p]P]pbcPZac`a d]P X` [TjsP`Ou ]bbPZsOba X` bQd `a XZ�cP`[ba `b
d]Pj Z m`ayO`ma dmOaZ`OPa d `O_`[b [` d]a �bP` d `PbZ[`[ba V

n` p]XP` X` [TbP` P`pe`Ppe` a` aZbO` X][a m 	`ub`[aZT[ X` p`bb` j cbeTX` `� p]p` ]O p]a
T� bTOb`a m`a Z[UTPj ]bZT[a X` pm]aa`a [` aT[b d]a XZad T[Zsm`a V �ObP`j `[b XZb f [TOa pe`P
peT[a 
 cb`[XP` m] p]d]pZbc XO mTlZpZ`m ]Ou j cbeTX`a [T[ aOd `P_Zac`a f a`j ZaOd `P_Zac`a
`b d]PbZ`mm`j `[b aOd `P_Zac`a f bTOb `[ pT[a`P_][b a`a ]bTOba ]pbO`ma f 
 a]_TZP R

� U]ZP` U]p` 
 X`a XT[[c`a Pc`mm`a
� d TO_][b pT[b`[ZP X`a XT[[c`a j ][yO][b`a `b XO sPOZb f
� p]P]pbcPZac`a d]P X` [TjsP`Ou ]bbPZsOba X` bQd `a XZ� cP`[ba f
� `b d]Pj Z m`ayO`ma dmOaZ`OPa d `O_`[b [` d]a �bP` d `PbZ[`[ba f
� `b dPTXOZP` O[ PcaOmb]b U]pZm`j `[b Z[b`PdPcb]sm` d]P m 	ObZmZa]b`OP
� a][a [cp`aaZb`P X` pT[[]Zaa][p` ] dPZTPZ X` a] d]Pb V
� TOa _`PPT[a ]mTPa X][a m] mZbbcP]bOP` m`a aTmObZT[a dPTd Tac`a d TOP U]ZP` U]p` 
 p`a

XZ� cP`[b`a dPTsmcj ]bZyO`a f dOZa [TOa dPca`[b`PT[a [Ta pT[bPZsObZT[a X][a p` XTj ]Z[` V
tPTZa becj ]bZyO`a dPZ[pZd]m`a a` aT[b Xcl]lc`a R

� V m] ����
 ��������� U]Zb PcUcP`[p` ]O dPTsmkj ` X` m] dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub`
X][a m`yO`m m`a lPTOd `a aT[b UTPj ca f p 	`ab
XZP` m` U]Zb yO` p`Pb]Z[a lPTOd `a X 	`u`jdm`a
d `O_`[b �bP` p]P]pbcPZaca d]P XZ�cP`[ba aTOa`[a`jsm`a X`a ]bbPZsOba Z[ ZbZ]Ou �

� V m] ������������ U]Zb PcUcP`[p` 
 m] dPTsmcj ]bZyO` X` m] dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba
X` j ][ZkP` pTjdPce`[aZs m` 
 m 	ObZmZa]b`OP �

o V `b m 	��������� `ab O[ dPTsmkj ` bPka d]PbZpOmZ`P X][a m` p]XP` X` m 	]ddP`[bZaa]l` [T[
aOd `P_Zac p]P m 	Z[bcP�b j �j` X 	O[ P`lPTOd `j `[b `ab XZ� pZm` 
 Xc�[ZP p]P aOs � `pbZU
d]P []bOP` V
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� TOa _`PPT[a ]mTPa m 	Z[bcP�b X 	ObZmZa`P X`a ������� � ��	�	���� �� dTOP U]ZP` U]p` ]O
dPTsmkj ` X` m] pT[b`ubO]mZa]bZT[ ]Z[aZ yO 	
 p`mO Z X` m] j Za` `[ �O_P` X 	O[` j cbeTX`
p]d]sm` X` U]ZP` U]p` ]Ou XT[[c`a j ][yO][b`a f ]O sPOZb dPca`[b X][a m`a XT[[c`a `b 

XZ�cP`[ba bQd `a X 	]bbPZsOba XcpPZ_][b m`a `u`jdm`a f `b [` P`yOZcP][b d]a X` pT[[]Zaa][p`
] dPZTPZ X` m] d]Pb X` m 	ObZmZa]b`OP V � TOa _`PPT[a m 	Z[bcP�b X 	ObZmZa`P X`a ��� ��� `b m`OP
� ��� ����� `[ X`Ou XZj `[aZT[a ]�[ X` dPca`[b`P m`a PcaOmb]ba X` j ][ZkP` pTjdPce`[aZs m`

 m 	ObZmZa]b`OP V Wb [TOa _`PPT[a cl]m`j `[b m 	Z[bcP�b X` ��� ����� �� ��������� ���� ���
����
 � � 	��������� dTOP aT[ c_]mO]bZT[ V

� TOa pTjj`[�T[a XT[p []bOP`mm`j `[b d]P dPca`[b`P m 	cb]b X` m 	]Pb `[ pmOab`PZ[l X][a
m] d]PbZ` r V �Ta pT[bPZsObZT[a ]mlTPZbej ZyO`a X][a p` XTj ]Z[` f ]Z[aZ yO` m`a `ud cPZj `[
b]bZT[a yO` [TOa ]_T[a j `[c`a X][a p` p]XP` f aT[b `[aOZb` dPca`[bc`a X][a m] d]PbZ` r r V
SOZa m] d]PbZ` rr r `ab pT[a]pPc` 
 [Ta pT[bPZsObZT[a X][a m` XTj ]Z[` X` m 	c_]mO]bZT[
X`a PcaOmb]ba X 	]mlTPZbej `a X` pmOab`PZ[l f TO X` m] pTjd]P]ZaT[ X` b`ma ]mlTPZbej `a f yOZ
pT[abZbO` O[` dPTsmcj ]bZyO` TO_`Pb` Zjd TPb][b` X][a p` p]XP` V W[�[ f m`a pT[pmOaZT[a
`b d `Pad `pbZ_`a TO_`Pb`a d]P [Ta bP]_]Ou aT[b dPca`[bc`a X][a m] d]PbZ` r� V

S mOaZ`OPa ][[`u`a `[ d]PbZ` � Xcb]Zmm`[b �[]m`j `[b dmOaZ`OPa d TZ[ba c_TyOca f d `P
j`bb][b ]Z[aZ O[` m`pbOP` dmOa �OZX` X` m] beka` d TOP m` m`pb`OP [` aTOe]Zb][b d]a P`[bP`P
X][a m`a Xcb]Zma X` bTOb`a m`a b`pe[ZyO`a `uZab][b`a V ^[ sZm][ `ab cl]m`j `[b dPca`[bc 
 m]
�[ X` pe]yO` a`pbZT[ d TOP T� PZP O[ bPTZaZkj ` ]u` X` m`pbOP` �� ���� ���� d TOP m` m`pb`OP
aTOe]Zb][b pT[[]�bP` P]dZX`j `[b m`a dPZ[pZd]m`a pT[bPZsObZT[a X` p`bb` beka` V
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n` pmOab`PZ[l `ab O[` dPTsmcj ]bZyO` X` P`pe`Ppe` cbOXZc` X`dOZa X` [TjsP`Oa`a ][
[c`a X][a XZ� cP`[b`a pTjjO[]Obca R j ]peZ[` m`]P[Z[l f X]b] j Z[Z[l f d]bb`P[ P`pTl[ZbZT[ f
ab]bZabZyO`a f `bp V

zT[ Ts � `pbZU f bPka lc[cP]m f pT[aZab` 
 acd]P`P O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba `[ XZ� cP`[ba
lPTOd `a �TO ������� � `[ UT[pbZT[ X 	O[` p`Pb]Z[` [TbZT[ X` aZj Zm]PZbc V n`a Ts � `ba yOZ
aT[b pT[aZXcPca pTjj` aZj Zm]ZP`a aT[b ]Z[aZ ]aaT pZca ]O j �j` pmOab`P ]mTPa yO` p`Ou yOZ
aT[b pT[aZXcPca pTjj` XZ� cP`[ba aT[b ]aaT pZca 
 X`a pmOab`Pa XZabZ[pba V

z`mT[ m 	]ddmZp]bZT[ `[_Za]lc` d TOP m` pmOab`PZ[l f m`a pT[aZXcP]bZT[a [` aT[b d]a m`a
j �j`a f `b m] Xc�[ZbZT[ j �j` X` m 	Z[bcP�b X 	O[` aTmObZT[ d `Ob _]PZ`P V S]P `u`jdm` f mTPayO`
m 	Ts � `pbZU `ab X` PcXOZP` m] b]Zmm` X 	O[ � `O X` XT[[c`a d TOP O[ bP]Zb`j `[b dmOa `� p]p` f
]mTPa O[` aTmObZT[ `ab �Olc` TdbZj ]m` mTPayO 	`mm` j Z[Zj Za` m] d `Pb` X 	Z[UTPj ]bZT[ mZc` 

O[` b`mm` pTjdP`aaZT[ X`a XT[[c`a V zZ m` pmOab`PZ[l `ab ObZmZac aOP X`a s]a`a X` XT[[c`a
X` pmZ`[ba X][a m` sOb X` U]ZP` cj `Pl`P X`a lPTOd `a X` pmZ`[ba ]Ou pTjdTPb`j `[ba XZ� c
P`[ba f ]mTPa m` pPZbkP` X` yO]mZbc X 	O[ PcaOmb]b `ab dPZ[pZd]m`j `[b s]ac aOP O[` acd]P]bZT[
ZjdTPb][b` X`a lPTOd `a UTPj ca V \ ][a X 	]ObP`a p]a ]O pT[bP]ZP` f pT[aZXcP`P X`a pmOab`Pa
yOZ a` pe`_]Ope`[b d `Ob a` Pc_cm`P dmOa Z[bcP`aa][b V W[�[ f Zm `ab cl]m`j `[b d TaaZs m` X`
Xc�[ZP m 	Z[bcP�b X 	O[ pmOab`PZ[l d]P O[` [TbZT[ X` X`[aZbc X`a pmOab`Pa dPTXOZba V n`a j c
beTX`a s]ac`a aOP X` b`ma pPZbkP`a aT[b ]mTPa `[ lc[cP]m j Z`Ou ]X]dbc`a yO` X 	]ObP`a d TOP
pZs m`P X`a pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` f ]mTPa yO` p`a X`P[ZkP`a a`PT[b dmOa `� p]p`a aZ
m 	Ts � `pbZU `ab X` UTOP[ZP O[` P`dPca`[b]bZT[ pTjdPce`[aZs m` X`a pmOab`Pa ZX`[bZ�ca V

rm `ab ]Z[aZ ]Xj Za X][a m] pTjjO[]Obc bP]_]Zmm][b aOP m` pmOab`PZ[l yO 	]OpO[ pPZbkP`
[Z ]OpO[` j cbeTX` [` aT[b Z[bPZ[akyO`j `[b j `Zmm`OPa yO` X 	]ObP`a aOP m 	`[a`jsm` X`a
dPTsmcj ]bZyO`a `b X`a dPTsmkj `a `[_Za]l`]sm`a V S]P pT[bP` f p`Pb]Z[a pPZbkP`a `b p`Pb]Z[`a
j cbeTX`a aT[b dmOa ]ddPTdPZca yO` X 	]ObP`a X][a p`Pb]Z[a pe]jda X 	]ddmZp]bZT[ `b U]p`

 p`Pb]Z[a dPTsmkj `a V

\ ][a p`bb` d]PbZ` f [TOa [` dPcb`[XT[a d]a UTOP[ZP O[` mZab` `ue]OabZ_` X` m 	`[a`jsm`
X`a [TbZT[a `b j cbeTX`a `u Zab][b X][a m` p]XP` XO pmOab`PZ[l f j ]Za dmOb�b X` XT[[`P O[
]d `P�O lc[cP]m X`a XZ�cP`[b`a dPTsmcj ]bZyO`a P`[pT[bPc`a X][a p` p]XP` f ]Z[aZ yO` X`a
j cbeTX`a m`a dmOa ObZmZac`a d TOP Q U]ZP` U]p` V

� TOa dPca`[bT[a bTOb X 	]s TPX X][a m` pe]dZbP` � O[` _O` lc[cP]m` XO dPTsmkj ` V SOZa
m` pe]dZbP` o `ab pT[a]pPc 
 m] dPca`[b]bZT[ X`a j cbeTX`a X` pmOab`PZ[l m`a dmOa pm]aaZyO`a V
STOP pe]pO[` X` p`a j cbeTX`a f [TOa XT[[T[a O[ ]d `P�O lc[cP]m X` a`a p]P]pbcPZabZyO`a
dPZ[pZd]m`a f X` a`a UTPp`a `b X` a`a U]Zs m`aa`a V � Z[aZ f a`mT[ m 	]ddmZp]bZT[ `[_Za]lc` d TOP m`
pmOab`PZ[l f m 	ObZmZa]b`OP d TOPP] P`pe`Ppe`P m] j cbeTX` m] dmOa ]ddPTdPZc` `[ UT[pbZT[ X`
m 	`[a`jsm` X` a`a p]P]pbcPZabZyO`a V

\ ` dmOa ]jdm`a Xcb]Zma aT[b UTOP[Za d]P m] aOZb` `[ ][[`u`a � V





�������� �

��� ������ �� �� ��
� ��� �

i` pe]dZbP` dPTd Ta` O[` _O` lc[cP]m` XO dPTsmkj ` XO pmOab`PZ[l V � TOa dPca`[bT[a
bTOb X 	]s TPX m`a XZ� cP`[b`a ]ddmZp]bZT[a d TaaZs m`a XO pmOab`PZ[l V SOZa [TOa XZapObT[a X`a
XZ�cP`[b`a [TbZT[a yOZ aT[b ObZmZac`a d TOP Xc�[ZP m] aZj Zm]PZbc `[bP` Ts � `ba f yOZ pT[abZbO`
m] s]a` X` bTOb` j cbeTX` X` pmOab`PZ[l V �TOa Z[bPTXOZaT[a `[aOZb` m` dPTsmkj ` X` m] dPZa`
`[ pTjdb` XO ����
 � X][a m`yO`m m`a pmOab`Pa aT[b pPcca V n] a`pbZT[ aOZ_][b` dPca`[b` X`
U]�T[ bPka aOppZ[b` m`a dPZ[pZd]m`a j cbeTX`a X` pmOab`PZ[l `u Zab][b`a f ]Z[aZ yO 	O[` mZab`
X`a p]P]pbcPZabZyO`a dPZ[pZd]m`a yOZ d `O_`[b m`OP �bP` ]aaTpZc`a V W[�[ f [TOa dPca`[bT[a
m`a ]ddPT pe`a `u Zab][b`a d `Pj `bb][b X 	c_]mO`P m`a PcaOmb]ba X 	]mlTPZbej `a X` pmOab`PZ[l f
]_][b X 	Z[bPTXOZP` yO`myO`a [Tb]bZT[a yOZ a`PT[b ObZmZac`a bTOb ]O mT[l X` m] beka` V \ `
dmOa ]jdm`a Xcb]Zma aOP m`a dPZ[pZd]m`a j cbeTX`a X` pmOab`PZ[l `u Zab][b`a aT[b `[aOZb`
dPca`[bca X][a m` pe]dZbP` aOZ_][b V

� � ��� 10�(-0�,� /) � 1)�-+*0,�

rm `u Zab` X` [TjsP`Oa`a ]ddmZp]bZT[a d TaaZs m`a ]O pmOab`PZ[l f yO` m 	T[ d `Ob pm]aa`P `[
bPTZa lPTOd `a dPZ[pZd]Ou �x`P�eZ[ f �;;�� R

� V m] � ��� ������ f
� V m] ������� ����� f
o V `b m 	�
 ������ �� ������������� V
n] � ��� ������ X 	O[` s]a` X` XT[[c`a ] d TOP Ts � `pbZU dPZ[pZd]m X` PcXOZP` m] b]Zmm`

X` m 	`[a`jsm` X`a XT[[c`a pT[aZXcPc`a ]�[ X` U]_TPZa`P m`OP bP]Zb`j `[b V w[ d]Pm` X][a
p` p]a X` ����������� TO X` ���� ������� X`a XT[[c`a f p`mm`apZ d TO_][b ]mTPa �bP`pT[aZXcPc`a pTmm`pbZ_`j `[b V ^[` b`mm` b`pe[ZyO` `ab d]P `u`jdm` ObZm` `[ a`lj `[b]bZT[
X 	Zj ]l`a f ]�[ X 	ZX`[bZ�`P m`a XZ� cP`[b`a �T[`a eTj Tlk[`a X` m 	`ad]p` XcpPZb �m`a pe]jda f
j ]ZaT[a f PTOb`a f �`O_`a f `bp V� V \ ` j ][ZkP` dmOa lc[cP]m` f O[` b`mm` j cbeTX` `ab ObZm`
d TOP a`lj `[b`P m 	`ad]p` X][a X`a s]a`a X` XT[[c`a ad]bZ]m`a V W[ d]PbZpOmZ`P f ZX`[bZ�`P
XZ�cP`[ba ����
������� eTj Tlk[`a d TO_][b `u Zab`P X][a X`a s]a`a X` XT[[c`a wn�S
d`Ob ]ZX`P 
 m 	Z[X`u]bZT[ `� p]p` X` b`mm`a s]a`a V W[�[ f m] a`lj `[b]bZT[ `ab d]PUTZa
ObZmZac` d TOP �������� �� O[` s]a` X` XT[[c`a f p 	`ab
XZP` bP][aUTPj `P m] X`apPZdbZT[

�o
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pTjdm`u` X`a Ts � `ba d]P O[ O[ZyO` ]bbPZsOb p]P]pbcPZa][b m`OP ]dd]Pb`[][p` 
 O[` pm]aa`
ZX`[bZ�c` ]ObTj ]bZyO`j `[b V

n] ������� ����� pT[p`P[` bQdZyO`j `[b m 	ZX`[bZ�p]bZT[ X` ����
��� ������� ]Q][b X`a
p]P]pbcPZabZyO`a dPTpe`a X][a m`a s]a`a X` XT[[c`a pmZ`[ba V \][a p` p]a f m 	Ts � `pbZU dPZ[pZ
d]m `ab X 	cb]smZP X`a dPT� ma X` pmZ`[ba ]Ou pTjd TPb`j `[ba aZj Zm]ZP`a f ]�[ X` pTjdP`[XP`
m`OPa ]bb`[b`a `b m`OPa s `aTZ[a `[ UT[pbZT[ X` m`OP dPT� m V \` b`mm`a Z[UTPj ]bZT[a d `P
j`bb`[b ]mTPa X 	]X]db`P m`a ]pbZT[a j ]P�`bZ[l `[_`Pa m`a pmZ`[ba `[ UT[pbZT[ X` m`OP
]dd]Pb`[][p` 
 O[` d TdOm]bZT[ XT[[c` V n`a ]ddmZp]bZT[a dPZ[pZd]m`a X` b`mm`a b`pe[ZyO`a
pT[p`P[`[b XT[p m] ������ �� �� � ������ ����� f yO` p` aTZb X][a m] lP][X` XZabPZsObZT[ f
m`a s][yO`a f m`a ]aaOP][p`a f m`a UTOP[Zaa`OPa X 	c[`PlZ` f m`a Td cP]b`OPa bcmcdeT[ZyO`a f m`a
bP][ad TPba f m`a j cXZ]a f m`a p]jd]l[`a X` j ]ZmZ[la f m`a []_Zl]b`OPa Y`s f `bp V i`m] d `Ob
cl]m`j `[b �bP` ]ddmZyOc ]Ou p]a X`a � TOP[]Ou `[ mZl[` TO X`a UTPOj a d]P `u`jdm` V

W[�[ f pT[bP]ZP`j `[b ]Ou X`Ou j cbeTX`a dPcpcX`[b`a f m 	ObZmZa]bZT[ XO pmOab`PZ[l d TOP
m 	�
 ������ �� ������������� [ 	] d]a X 	Ts � `pbZU dPccb]smZ V rm a 	]lZb X][a p` p]a X 	]ZX`P 

m] pTjdPce`[aZT[ X` m] abPOpbOP` X`a XT[[c`a `[ m`a TPl][Za][b `[ lPTOd `a eTj Tlk[`a
`b `[ U]Za][b ]Z[aZ cj `Pl`P p`Pb]Z[a ����
������ � X][a m`a XT[[c`a V w[ d]Pm` X][a p`
p]a X` � �� ������ � 	����� ���� TO X` ����������� � ��������f d]P m 	Z[UcP`[p` X` Pklm`a
p]P]pbcPZa][b m`a XT[[c`a f `b m] aOll`abZT[ X` j TXkm`a aTOa� ]p`[ba 
 p`a XT[[c`a V n 	Z[
bcP�b X` b`mm`a b`pe[ZyO`a `ab d]P `u`jdm` ]_cPc d TOP `�`pbO`P X`a XZ]l[TabZpa j cXZp]Ou
aOP X`a s]a`a X` XT[[c`a X` d]bZ`[ba f `[ pZs m][b d]P `u`jdm` XZ� cP`[ba lPTOd `a X` d]
bZ`[ba ]bb`Z[ba X 	O[` j ]m]XZ` XT[[c` f P`�cb][b ]Z[aZ XZ�cP`[b`a p]Oa`a d TaaZs m`a d TOP m]
j ]m]XZ` V \ ` j �j` f p`bb` b`pe[ZyO` d `Ob �bP` ObZmZac` `[ ][]mQa` XO Y`s f `[ ][]mQa` X`a
XT[[c`a b`ubO`mm`a f `[ ][]mQa` X` _`[b`a f `[ sZTZ[UTPj ]bZyO` f `[ ][]mQa` lc[cbZyO` f `bp V

� � � �-0�,� /+ � 0� 01(*0-�
n 	Ts � `pbZU XO pmOab`PZ[l `ab X` P`lPTOd `P O[ `[a`jsm` X` XT[[c`a X` m] j ][ZkP` m]

dmOa []bOP`mm` d TaaZs m` V i`bb` _TmT[bc X` ��� ���� �� ������ ��� �� `ab sZ`[ a�P ]jsZlO�
`b m` dmOa aTO_`[b UTPj ]mZac` d]P m 	Ts � `pbZU X` Xc�[ZP X`a lPTOd `a X 	Ts � `ba b`ma yO` m]
aZj Zm]PZbc `[bP` Ts � `ba X 	O[ j �j` lPTOd ` aTZb j ]uZj ]m` `b yO` m] aZj Zm]PZbc `[bP` Ts � `ba
X` lPTOd `a XZ� cP`[ba aTZb j Z[Zj ]m` V

n` dPTsmkj ` `ab ]mTPa X` Xc�[ZP p`bb` [TbZT[ X` aZj Zm]PZbc `[bP` Ts � `ba V tQdZyO`j `[b f
m] aZj Zm]PZbc `[bP` Ts � `ba `ab `abZj c` d]P O[` UT[pbZT[ p]mpOm][b m] XZab][p` `[bP` p`a
Ts � `ba V ^[` UTZa p`bb` UT[pbZT[ XZab][p` Xc�[Z` f m] b�pe` X` pmOab`PZ[l pT[aZab` ]mTPa 

PcXOZP` ]O j ]uZjOj m] XZab][p` `[bP` j `jsP`a X 	O[ j �j` pmOab`P bTOb `[ ]Olj `[b][b
]O j ]uZjOj m] XZab][p` `[bP` pmOab`Pa V

i`bb` _ZaZT[ X` m 	]ddP`[bZaa]l` [T[ aOd `P_Zac pT[bP]Z[b XT[p 
 XZad Ta`P X 	O[` XZa
b][p` Xc�[Z` aOP m` m][l]l` X` X`apPZdbZT[ X`a Ts � `ba V � Z[aZ f X`Ou Ts � `ba dPT pe`a a`mT[
p`bb` XZab][p` a`PT[b pT[aZXcPca pTjj` aZj Zm]ZP`a f `b ]O pT[bP]ZP` f X`Ou Ts � `ba acd]Pca
d]P O[` m]Pl` XZab][p` a`PT[b pT[aZXcPca pTjj` XZ�cP`[ba V

n` peTZu X` p`bb` j `aOP` X` XZab][p` `[bP` Ts � `ba `ab bPka Zjd TPb][b V q ]me`OP`Oa`
j`[b f bPTd aTO_`[b f Zm a 	]lZb X 	O[ peTZu ]PsZbP]ZP` f a`[aZs m` 
 m] P`dPca`[b]bZT[ X`a Ts � `ba f
`b yOZ bP]Zb` bTOa m`a ]bbPZsOba X` m] j �j` j ][ZkP` V
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^[` aTmObZT[ d TOP d]mmZ`P 
 p`bb` mZj Zb]bZT[ `ab p`mm` X` m] dPZa` `[ pTjdb` X` m]
pT[[]Zaa][p` X 	O[ `ud `Pb f yOZ ZX`[bZ�`P] p`Pb]Z[a ]bbPZsOba f pT[aZXcPca pTjj` dmOa d `P
bZ[`[ba yO` X 	]ObP`a d TOP m` dPTsmkj ` pT[aZXcPc f `b m`OP ]bbPZsO`P] O[ d TZXa dmOa Zjd TP
b][b mTPa XO p]mpOm X`a XZab][p`a `[bP` Ts � `ba V

i`d `[X][b f p`bb` aTmObZT[ X`_Z`[b bPka XZ� pZm` 
 j`bbP` `[ �O_P` mTPayO` m` [TjsP`
X 	]bbPZsOba XcpPZ_][b m`a XT[[c`a `ab bPTd lP][X f TO yO 	Zm [ 	Q ] d]a X 	`ud `Pb eOj ]Z[ V
\ Z� cP`[b`a j cbeTX`a T[b XT[p cbc dPTd Tac`a d TOP `� `pbO`P O[` acm`pbZT[ TO O[` `ubP]p
bZT[ ]ObTj ]bZyO` X 	]bbPZsOba dPc]m]sm` 
 m 	]ddP`[bZaa]l` V n`a Ts � `ba aT[b ]mTPa dPT� `bca
X][a O[ `ad]p` X` b]Zmm` Z[UcPZ`OP` 
 m 	`ad]p` Z[ ZbZ]m X` X`apPZdbZT[ f j ]Za bTOa P`ab`[b
XcpPZba d]P m` j �j` `[a`jsm` X 	]bbPZsOba V

� � � *0�+ +, ����-+ /) ��,-+�-+
\` [TO_`mm`a XZ� pOmbca ]dd]P]Zaa`[b mTPayO` m 	T[ b`[b` X` dP`[XP` `[ pTjdb` m` U]Zb

yO` p`Pb]Z[a ]bbPZsOba pTjdTa][b m`a XT[[c`a T[b dmOa TO j TZ[a X 	Zjd TPb][p` X][a m]
pT[abPOpbZT[ X` p`Pb]Z[a pmOab`Pa V

i` dPTsmkj ` ] X`a cpeTa `[ ]ddP`[bZaa]l` aOd `P_Zac V rm a 	]lZb XO U]Zb yO 	O[ pT[p`db
dOZaa` �bP` XZa� T[pbZU �tTPP` f ����� V S]P `u`jdm` f X][a m` p]a T� m 	T[ pe`Ppe` 
 Xcb`Pj Z[`P
yO`mm`a aT[b m`a d `PaT[[`a yOZ T[b O[ PZayO` p]PXZT_]apOm]ZP` f T[ a 	]d `P�TZb yO` pe`� m`a
U`jj `a f m` PZayO` `ab ]j `[c d]P m` XZ]s kb` f `b yO` m` b]Ou X` peTm`abcPTm f j �j` cm`_c f
[ 	] yO` d `O X 	Zjd TPb][p` V 	 m 	Z[_`Pa` f pe`� m`a eTjj`a f m` b]Ou X` peTm`abcPTm a`P]
Xcb`Pj Z[][b d TOP m 	c_]mO]bZT[ XO PZayO` f ]mTPa yO` m` XZ]s kb` [ 	]OP] d]a 
 �bP` dPZa `[
pTjdb` V

\ ][a m` p]a X` m 	]ddP`[bZaa]l` [T[ aOd `P_Zac f m] j �j` dPTsmcj ]bZyO` a` d Ta` p]P
p`Pb]Z[a ]bbPZsOba d `O_`[b �bP` XZapPZj Z[][ba d TOP m] UTPj ]bZT[ X 	O[ p`Pb]Z[ pmOab`P f
]mTPa yO` p`a j �j`a ]bbPZsOba d `O_`[b a 	]_cP`P d `O Pc_cm]b`OPa d TOP m] UTPj ]bZT[ X 	O[
]ObP` pmOab`P V n` ����
 � X][a m`yO`m a`PT[b dm]pca m`a ]bbPZsOba _] XT[p Xcb`Pj Z[`P m]
d `PbZ[`[p` X` m`OP dPZa` `[ pTjdb` d TOP m` pmOab`PZ[l V �ObP`j `[b XZb f bTOa m`a ]bbPZsOba
[` aT[b d]a UTPpcj `[b ObZm`a `b m`a ]bbPZsOba d `PbZ[`[ba [` aT[b d]a [cp`aa]ZP`j `[b m`a
j �j`a X 	O[ pmOab`P 
 m 	]ObP` V

wP f U]p` 
 p`bb` dPTsmcj ]bZyO` f m] aZjdm` ObZmZa]bZT[ X` m] [TbZT[ X` XZab][p` `[bP`
Ts � `ba _] cpeTO`P V W[ `� `b f m] XZab][p` `[bP` X`Ou Ts � `ba cb][b Xc�[Z` lmTs]m`j `[b f
p`bb` b`pe[ZyO` [` d TOPP] dP`[XP` `[ pTjdb` m` U]Zb yO` p`bb` XZab][p` d `Ob _]PZ`P a`mT[
m` pT[b`ub` f p 	`ab
XZP` a`mT[ m` pmOab`P pT[aZXcPc V n] �lOP` � V� jT[bP` m 	`u`jdm` X 	O[
b`m � `O X` XT[[c`a X][a m`yO`m aT[b dPca`[ba dmOaZ`OPa pmOab`Pa p]P]pbcPZaca d]P p`Pb]Z[a
]bbPZsOba yOZ m`OP aT[b dPTdP`a V

S]P `u`jdm` f aZ m 	T[ pT[aZXkP` m` lPTOd ` UTPj c d]P m 	`[a`jsm` X`a Ts � `ba P`dPca`[bca
d]P X`a PT[Xa f T[ P`j ]PyO` yO 	Zm `ab p]P]pbcPZac d]P X` U]Zs m`a _]m`OPa aOP m] XZj `[aZT[
X

`b X`a _]m`OPa cm`_c`a aOP m] XZj `[aZT[
Z

� d]P pT[bP` f m`a _]m`OPa d TaaZs m`a X` p`a
Ts � `ba aOP m] XZj `[aZT[

Y
pTO_P][b m 	`[a`jsm` X` m 	Z[b`P_]mm` X` Xc�[ZbZT[ X`

Y
f p`bb`

XZj `[aZT[ [ 	]ZX` d]a 
 m`a XZ�cP`[pZ`P X`a ]ObP`a Ts � `ba V n` aTOa`ad]p` X` X`apPZdbZT[
X` p` lPTOd ` `ab XT[p

X×Z
V \ ` j �j` f m` aTOa`ad]p` X` X`apPZdbZT[ XO lPTOd ` X 	Ts � `ba

P`dPca`[bca d]P X`a bPZ][lm`a `ab
Y ×Z

p]P m`a _]m`OPa X` p`a Ts � `ba aOP m] XZj `[aZT[
X
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�∈ X × Z

�∈ X × Z

�∈ Y × Z

+ ∈ X × Y

� ! � � V� � Wu`jdm` X` yO]bP` pmOab`Pa Xc�[Za X][a X`a aTOa`ad]p`a XZ� cP`[ba V

[` UTOP[Zb ]OpO[` Z[UTPj ]bZT[ aOP m`OP ]dd]Pb`[][p` 
 p` lPTOd ` V
S]P p`b `u`jdm` f T[ _TZb XT[p sZ`[ yO` d TOP O[ j �j` `[a`jsm` X 	Ts � `ba f XZ�cP`[ba

lPTOd `a d `O_`[b �bP` p]P]pbcPZaca `[ UT[pbZT[ X` XZ�cP`[ba aTOa`[a`jsm`a X`a ]bbPZsOba
Z[ ZbZ]Ou V wP a][a p`bb` dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` X][a m`yO`m m`a pmOab`Pa aT[b UTP
jca f p`OupZ [` d `O_`[b �bP` ZX`[bZ�ca pTPP`pb`j `[b p]P O[` [TbZT[ X` XZab][p` Xc�[Z`
lmTs]m`j `[b aOP m 	`ad]p` pTjdm`b X` X`apPZdbZT[ X`a Ts � `ba [` m` d `Pj `b d]a V
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w[ XZabZ[lO` pm]aaZyO`j `[b X`Ou lP][X`a U]j Zmm`a X` j cbeTX`a `[ pmOab`PZ[l R m`a
j cbeTX`a � ������� ����� `b m`a j cbeTX`a ��� ������� V \ ][a m` dP`j Z`P p]a f O[` eZcP]PpeZ`
X` pmOab`Pa `ab UTPj c` X` b`mm` j ][ZkP` yO` dmOa T[ X`ap`[X X][a m] eZcP]PpeZ` f d mOa m`a
pmOab`Pa aT[b ad cpZ�yO`a 
 O[ p`Pb]Z[ [TjsP` X 	Ts � `ba pT[aZXcPca pTjj` aZj Zm]ZP`a V �O
pT[bP]ZP` f X][a m` a`pT[X p]a f m` PcaOmb]b UTOP[Z `ab O[` d]PbZbZT[ X` m 	`ad]p` X`a Ts � `ba f
p 	`ab
XZP` yO` pe]yO` Ts � `b `ab ]aaTpZc 
 O[ O[ZyO` pmOab`P V

\ ][a m` p]a XO pmOab`PZ[l eZcP]PpeZyO` f X`Ou lP][X`a j cbeTX`a a` XZabZ[lO`[b R
� V m`a j cbeTX`a ]ap`[X][b`a f yOZ Xcj ]PP`[b ]_`p ]Ob][b X` pmOab`Pa yO` X 	Ts � `ba dOZa

UOaZT[[`[b aOpp`aaZ_`j `[b m 	`[a`jsm` X`a pmOab`Pa a`mT[ O[ p`Pb]Z[ pPZbkP` �OayO 	

p` yO` bTOa m`a Ts � `ba aTZ`[b �[]m`j `[b P`lPTOd ca X][a O[ O[ZyO` pmOab`P abT p�c 

m] P]pZ[` X` m] eZcP]PpeZ` �
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� V `b m`a j cbeTX`a X`ap`[X][b`a f yOZ Xcj ]PP`[b ]_`p O[ O[ZyO` pmOab`P P`lPTOd][b
m 	`[a`jsm` X`a Ts � `ba f dOZa XZ_ Za`[b aOpp`aaZ_`j `[b m`a pmOab`Pa a`mT[ O[ p`Pb]Z[
pPZbkP` �OayO 	
 p` yO` bTOa m`a Ts � `ba a` P`bPTO_`[b X][a X`a pmOab`Pa XZ� cP`[ba
abTp�ca ]Ou U`OZmm`a X` m] eZcP]PpeZ` V

w[ P`bPTO_` XT[p 
 p` [Z_`]O m] XZ�cP`[p` pm]aaZyO` `[ ]ddP`[bZaa]l` `[bP` lc[cP]
mZa]bZT[ `b ad cpZ]mZa]bZT[ R m`a j cbeTX`a ]ap`[X][b`a Xcj ]PP`[b ]_`p O[` aTmObZT[ bTOb

 U]Zb ad cpZ�yO` ]Ou XT[[c`a f yOZ `ab `[aOZb` lc[cP]mZac` 
 pe]yO` cb]d ` f ]mTPa yO` m`a
j cbeTX`a X`ap`[X][b`a Xcj ]PP`[b ]_`p O[` aTmObZT[ pTjdmkb`j `[b lc[cP]m` f yOZ `ab
`[aOZb` ad cpZ]mZac` 
 pe]yO` cb]d ` V

\ ][a m` p]a XO pmOab`PZ[l d]P d]PbZbZT[ f dmOaZ`OPa j cbeTX`a a` XZabZ[lO`[b UTPb`j `[b R
� m` ��������� �������� `ab s]ac aOP m 	eQd Tbeka` yO` m`a XT[[c`a T[b cbc lc[cPc`a `[

aOZ_][b O[` p`Pb]Z[` mTZ X` XZabPZsObZT[ f m` sOb cb][b ]mTPa X` bPTO_`P m`a d]P]j kbP`a
X` p`bb` XZabPZsObZT[ f ]Z[aZ yO` m`a d]P]j kbP`a p]peca Xcb`Pj Z[][b m 	]dd]Pb`[][p`
X`a Ts � `ba ]Ou XZ�cP`[b`a pTjdTa][b`a X` p`bb` mTZ � m` ��������� 	��� ��� ��� � 

������ �� f j cbeTX` bPka aTO_`[b ObZmZac` f `[ `ab O[ p]a d]PbZpOmZ`P �

� m` ��������� ��������� � pT[aZab` 
 d]PpTOPZP m 	`ad]p` X`a d]PbZbZT[a d TaaZs m`a a`mT[
p`Pb]Z[`a e`OPZabZyO`a f `b 
 acm`pbZT[[`P p`mm` yOZ TdbZj Za` O[ pPZbkP` XT[[c �

� m` ��������� 	��� ��� �� ������ ] d TOP sOb X 	ZX`[bZ�`P X][a m 	`ad]p` m`a �T[`a
X` UTPb` X`[aZbc `[bTOPc`a d]P X`a �T[`a X` U]Zs m` X`[aZbc d TOP m] UTPj ]bZT[ X`a
pmOab`Pa �

� pTjj` aT[ [Tj m 	Z[XZyO` f m` ��������� 	��� ��� ��� � ��� ��� ObZmZa` O[` lPZmm` d TOP
d]PbZbZT[[`P m 	`ad]p` X` X`apPZdbZT[ X`a Ts � `ba `[ XZ�cP`[b`a p`mmO m`a f dOZa ZX`[bZ�`
m`a `[a`jsm`a X` p`mmO m`a X`[a`a pT[[`pbc`a d TOP UTPj `P m`a pmOab`Pa �

� m` ��������� 	��� ��� ��� � ��� � �� pT[aZab` 
 UTPj `P m` lP]de` pT[[`pb][b m`a Ts � `ba
`[bP` `Ou `b XT[b m] aTjj ` X`a _]m`OPa X`a ]Ppa f pTPP`ad T[X][b ]Ou XZab][p`a
`[bP` m`a Ts � `ba f `ab j Z[Zj ]m` f dOZa 
 aOddPZj `P m`a ]Ppa X` _]m`OPa j ]uZj ]m`a
d TOP UTPj `P m`a pmOab`Pa �

� `[�[ f m] s]a` XO ��������� �� ����� pT[aZab` 
 dPT� `b`P ZbcP]bZ_`j `[b m`a Ts � `ba
X][a X`a aTOa`ad]p`a X` _]PZ][p` j ]uZjOj f dOZa 
 ObZmZa`P O[` j cbeTX` X` d]P
bZbZT[[`j `[b X][a X` b`ma aTOa`ad]p`a d TOP acd]P`P m`a XT[[c`a V

\ Z�cP`[b`a j cbeTX`a ��	����� T[b cl]m`j `[b cbc dPTd Tac`a yOZ j cm][l`[b m`a p]P]p
bcPZabZyO`a X`a j cbeTX`a eZcP]PpeZyO`a `b X`a j cbeTX`a d]P d]PbZbZT[ f pe`Ppe][b ]Z[aZ 

s c[c�pZ`P X`a ]bTOba X` pe]yO` j cbeTX` V

W[�[ f O[` ]ObP` U]j Zmm` X` j cbeTX`a ]Q][b d TOP Ts � `pbZU X` a 	]bb]yO`P 
 m] dPT
smcj ]bZyO` XO pT[b`ub` c_TyOc` X][a m] a`pbZT[ dPcpcX`[b` `ab ]dd]PO` P`m]bZ_`j `[b
Pcp`jj `[b V STPb][b m` [Tj X` j cbeTX`a X` ��	����� ��������� �S]PaT[a `b ]m Vf �;;� � f
`mm`a T[b d TOP Ts � `pbZU X` pZs m`P aZjOmb][cj `[b m`a lPTOd `a X 	Ts � `ba dPca`[ba X][a m`a
XT[[c`a ]Z[aZ yO` m`a aTOa`ad]p`a ad cpZ�yO`a X][a m`ayO`ma p`a lPTOd `a aT[b Xc�[Za V

i`a j cbeTX`a aT[b dmOa lc[cP]m`a yO 	O[` j cbeTX` X` pmOab`PZ[l yOZ ObZmZa` O[` de]a`
Z[ ZbZ]m` X` acm`pbZT[ TO X 	`ubP]pbZT[ X 	]bbPZsOba p]P m`a aTOa`ad]p`a aT[b ad cpZ�yO`a 

pe]pO[ X`a pmOab`Pa UTPj ca V W mm`a d `Pj `bb`[b X` U]ZP` U]p` ]O dPTsmkj ` X` m] ����������
�� �� ��� ���������� ������ �� ��� ���������� � X][a m`a s]a`a X` XT[[c`a pT[b`[][b X`
[TjsP`Ou ]bbPZsOba V \ ` dmOa f `mm`a d `Pj `bb`[b X 	Tsb`[ZP O[` X`apPZdbZT[ PcXOZb` X`a
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pmOab`Pa dOZayO` pe]yO` pmOab`P `ab XcpPZb d]P O[ [TjsP` P`abP`Z[b X 	]bbPZsOba yOZ mO Z
aT[b ad cpZ�yO`a V \ `Ou lP][X`a U]j Zmm`a X` aOsad]p` pmOab`PZ[l a` XZabZ[lO`[b R

� V m`a j cbeTX`a ]ap`[X][b`a aOP m`a XZj `[aZT[a f pT[aZXcP][b X`a aTOa`ad]p`a X` XZ
j`[aZT[]mZbc pPTZaa][b` `b pZs m][b `[aOZb` m`a lPTOd `a X 	Ts � `ba `u Zab][b X][a p`a
aTOa`ad]p`a �

� V `b m`a j cbeTX`a X`ap`[X][b`a aOP m`a XZj `[aZT[a f ObZmZa][b XZ� cP`[b`a b`pe[ZyO`a
d `Pj `bb][b X` pZs m`P m`a aTOa`ad]p`a ad cpZ�yO`a 
 p`Pb]Z[a lPTOd `a X 	Ts � `ba pT[aZ
XcPca V

iTjj` [TOa m 	]_T[a Xc� 
 c_TyOc f ]OpO[` j cbeTX` X` pmOab`PZ[l [` d `Ob �bP` pT[aZ
XcPc` pTjj` j `Zmm`OP` yO` bTOb`a m`a ]ObP`a aOP m 	`[a`jsm` X`a dPTsmkj `a `[_Za]l`]sm`a V
w[ pT[aZXkP` dmOb�b yO` p`Pb]Z[`a j cbeTX`a aT[b dmOa ]X]dbc`a yO` X 	]ObP`a X][a p`P
b]Z[a p]a V ��[ X 	]ZX`P m`a ObZmZa]b`OPa 
 U]ZP` m`OP peTZu d]Pj Z m`a [TjsP`Oa`a j cbeTX`a
`u Zab][b`a `[ UT[pbZT[ X` m 	]ddmZp]bZT[ pZsmc` f [TOa dPTd TaT[a ZpZ O[ `[a`jsm` X` pPZbkP`a
yOZ d `O_`[b m`OP �bP` ]aaTpZc`a R

� bTOb X 	]s TPX f m`a pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ P`yOZa`a X` m] d]Pb X` m 	ObZmZa]b`OP aT[b
O[ dP`j Z`P pPZbkP` ZjdTPb][b 
 dP`[XP` `[ pTjdb` X][a m` peTZu X` m] j cbeTX` �

Zm a 	]lZb aTO_`[b X 	Z[UTPj ]bZT[a pT[p`P[][b m` [TjsP` X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca f m]
XZab][p` j Z[Zj ]m` `[bP` pmOab`Pa XZa� TZ[ba f TO m] X`[aZbc j Z[Zj ]m` 
 m 	Z[bcPZ`OP X`a
pmOab`Pa �

� T[ d `Ob `[aOZb` XZ�cP`[pZ`P m`a j cbeTX`a `[ UT[pbZT[ X` m`OP U]�T[ X` dPca`[b`P
m`a PcaOmb]ba � T[ d `Ob `[ d]PbZpOmZ`P XZ� cP`[pZ`P m`a j cbeTX`a UTOP[Zaa][b `[ aTPbZ`
O[` eZcP]PpeZ` X` pmOab`Pa X`a j cbeTX`a UTOP[Zaa][b `[ aTPbZ` O[` d]PbZbZT[ X`
m 	`[a`jsm` X`a Ts � `ba �

� m] pTjdm`uZbc X`a j cbeTX`a `ab c_ZX`jj `[b cl]m`j `[b O[ pPZbkP` Zjd TPb][b 

pT[aZXcP`P � `[ d]PbZpOmZ`P f Zm `ab ]Xj Za yO` m] pTjdm`u Zbc X`a j cbeTX`a XTZb �bP`mZ[c]ZP` `[ UT[pbZT[ XO [TjsP` X 	Ts � `ba X][a m` p]a X` m]Pl`a s]a`a X` XT[[c`a �

Zm U]Ob Xka mTPa c_Zb`P bTOb` j cbeTX` s]ac` aOP m` p]mpOm X`a XZab][p`a X`Ou 

X`Ou `[bP` Ts � `ba f j `[][b 
 O[` pTjdm`u Zbc yO]XP]bZyO` `[ UT[pbZT[ XO [TjsP`
X 	Ts � `ba �

� Zm `ab cl]m`j `[b d TaaZs m` X` XZabZ[lO`P m`a j cbeTX`a Xcb`Pj Z[Zab`a X`a j cbeTX`a
abTpe]abZyO`a R ]_`p m`a j �j`a XT[[c`a `[ `[bPc` f O[ ]mlTPZbej ` Xcb`Pj Z[Zab`
`ucpOb`P] bTO� TOPa m] j �j` aOZb` X 	Td cP]bZT[a `b UTOP[ZP] XT[p bTO� TOPa m` j �j`
PcaOmb]b ]mTPa yO 	O[` j cbeTX` abTpe]abZyO` d TOPP] XT[[`P X`a PcaOmb]ba XZ�cP`[ba
p]P `mm` d `Pj `b m 	`ucpObZT[ X 	Td cP]bZT[a ]mc]bTZP`a �

� O[` ]ObP` p]P]pbcPZabZyO` yOZ d `Ob a` Pc_cm`P Zjd TPb][b` d TOP m`a j cbeTX`a X`
pmOab`PZ[l `ab m`OP p]d]pZbc X` bP]Zb`P X`a XT[[c`a X` U]�T[ Z[pPcj `[b]m` f p 	`ab

XZP` `[ m`a Z[bclP][b ]O UOP `b 
 j`aOP` X` m`OP ]PPZ_c` X][a m 	]mlTPZbej ` � 

m 	Z[_`Pa` f O[` j cbeTX` [T[Z[pPcj `[b]m` _] pT[aZXcP`P O[ `[a`jsm` X` XT[[c`a
UTOP[Z`a `[ `[bPc` `b a`P] `ucpObc` aOP p`b `[a`jsm` X` XT[[c`a f `b aZ d]P m] aOZb`
O[` [TO_`mm` XT[[c` X`_]Zb �bP` UTOP[Z` `[ `[bPc` X` m 	]mlTPZbej ` f p`mO ZpZ X`_P]Zb
�bP` P`m][pc 
 [TO_`]O �

� X` m] j �j` U]�T[ f T[ d `Ob XZ� cP`[pZ`P m`a j cbeTX`a ���
�� �f p]d]sm`a X` UTOP[ZP
O[ PcaOmb]b Z[b`Pj cXZ]ZP` f j �j` aTOaTdbZj ]m f 
 [ 	ZjdTPb` yO`m j Tj `[b XO Xc
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PTOm`j `[b X` m] j cbeTX` f X`a j cbeTX`a [cp`aaZb][b m 	]ppTjdmZaa`j `[b bTb]m X` m]
j cbeTX` ]_][b X 	�bP` p]d]sm` X` UTOP[ZP O[ PcaOmb]b �

� T[ d `Ob `[aOZb` XZ� cP`[pZ`P m`a j cbeTX`a ���� yOZ ]aaT pZ`[b 
 pe]yO` Ts � `b O[
O[ZyO` pmOab`P f X`a j cbeTX`a ���  yOZ ]aaT pZ`[b 
 pe]yO` Ts � `b O[ X`lPc _]PZ]sm`
X 	]dd]Pb`[][p` 
 pe]pO[ X`a pmOab`Pa UTPj ca � [TbT[a X 	]Zmm`OPa Xka 
 dPca`[b yO 	O[
pmOab`PZ[l ���  d `Ob �bP` pT[_`PbZ `[ pmOab`PZ[l ���� `[ ]aaZl[][b pe]yO` Ts � `b ]O
pmOab`P XT[b m] j `aOP` X 	]dd]Pb`[][p` `ab m] dmOa UTPb` �

� O[` ]ObP` XZabZ[pbZT[ d TaaZs m` pT[p`P[` m] p]d]pZbc X`a j cbeTX`a 
 dP`[XP` `[
pTjdb` TO [T[ m] dPTsmcj ]bZyO` XO pT[b`ub` c_TyOc` dPcpcX`jj`[b � ]ObP`j `[b
XZb f T[ XZabZ[lO` 
 p` [Z_`]O m`a j cbeTX`a X` aOsad]p` pmOab`PZ[l X`a j cbeTX`a
X` pmOab`PZ[l bP]XZbZT[[`m �

� Zm d `Ob cl]m`j `[b �bP` ObZm` d TOP O[` j cbeTX` X 	�bP` p]d]sm` X` lcP`P m` sPOZb
yOZ d `Ob `uZab`P X][a m`a XT[[c`a f p 	`ab
XZP` m] d TaaZs m` dPca`[p` X 	Ts � `ba yOZ [`
aOZ_`[b d]a m] XZabPZsObZT[ lc[cP]m` X`a ]ObP`a Ts � `ba �

� `[ d]PbZpOmZ`P f Zm a 	]_kP` aTO_`[b ObZm` X 	�bP` p]d]sm` X` U]ZP` U]p` ]O dPTsmkj ` X`
m 	�� � �� ������f ZmmOabPc d]P m] �lOP` � V� `b yOZ U]Zb yO` X`a pmOab`Pa dPTpe`a j ]Za
XZabZ[pba d `O_`[b �bP` UOaZT[[ca a 	Zm `u Zab` O[` pe]�[` X 	Ts � `ba yOZ m`a P`mZ` �
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� ! � � V� � SPTsmcj ]bZyO` X` m 	`�`b X` pe]�[` V

� `[�[ f O[ ]ObP` pPZbkP` yOZ d `Ob a 	]_cP`P ZjdTPb][b `ab m` bQd ` X` pmOab`Pa yO` m]
j cbeTX` `ab p]d]sm` X` Xcb`pb`P � `[ d]PbZpOmZ`P f Zm `ab aTO_`[b ObZm` X 	�bP` p]d]sm`
X` Xcb`pb`P X`a pmOab`Pa X` b]Zmm`a TO X` X`[aZbca _]PZc`a f pTjj ` X][a m` p]a X` m]
�lOP` � Vo �

� X` j �j` f Zm `ab X][a p`Pb]Z[a p]a ObZm` yO 	O[` j cbeTX` X` pmOab`PZ[l aTZb p]d]sm`
X 	ZX`[bZ�`P X`a pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` f `b ]OaaZ c_`[bO`mm`j `[b X`a pmOab`Pa
pT[p`[bPZyO`a f p 	`ab
XZP` Z[apPZba m`a O[a X][a m`a ]ObP`a f pTjj ` X][a m` p]a X`
m] �lOP` � V� V

v Z[]m`j `[b f m` b]sm`]O � V� PcaOj ` m 	`[a`jsm` X` p`a pPZbkP`a ]aaT pZca ]Ou j cbeTX`a
X` pmOab`PZ[l f ]_`p m`OPa _]m`OPa d TaaZs m`a V 6 b][b XT[[c yO` d TOP pe]pO[` X`a j cbeTX`a
lc[cP]m`a X` pmOab`PZ[l f dmOaZ`OPa ]mb`P[]bZ_`a aT[b `[_Za]l`]sm`a f [TOa [` dPca`[b`PT[a
yO` m`a p]P]pbcPZabZyO`a ]aaT pZc`a 
 m] j cbeTX` X` s]a` yOZ `ab XcpPZb` V
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pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ �

dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba �
pTjdm`u Zbc �
Xcb`Pj Z[Zab` TOZ � [T[
Z[pPcj `[b]m TOZ � [T[
][Q bZj ` TOZ � [T[
e]PX TOZ � [T[

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` TOZ � [T[
bTmcP][p` ]O sPOZb TOZ � [T[

bTmcP][p` 
 m 	`�`b X` pe]�[` TOZ � [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a TOZ � [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a TOZ � [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` TOZ � [T[

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a TOZ � [T[

��� � � V� � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaT pZc`a ]Ou j cbeTX`a X` pmOab`PZ[l V
� � ��(1)(-0�, /+� *��)1-(-�

W[ ]ddP`[bZaa]l` aOd `P_Zac pTjj` `[ ]ddP`[bZaa]l` [T[ aOd `P_Zac f m 	c_]mO]bZT[ X`a
PcaOmb]ba X 	O[` j cbeTX` XT[[c` f X` j �j` yO` m] pTjd]P]ZaT[ X` XZ�cP`[b`a j cbeTX`a f
`ab O[` dPTsmcj ]bZyO` ZjdTPb][b` V q ]Za aZ m] ��������� ������� `ab O[` j cbeTXTmTlZ`
m]Pl`j `[b ObZmZac` d TOP m 	c_]mO]bZT[ `[ pm]aaZ�p]bZT[ aOd `P_Zac` f s Z`[ yO` pT[b`abc` X][a
�x`[lZT ][X hP][X_]m`b f �;;� � f m 	c_]mO]bZT[ X` m] d `PbZ[`[p` X`a lPTOd `a UTPj ca `[
pm]aaZ�p]bZT[ [T[ aOd `P_Zac` P`ab` O[ dPTsmkj ` TO_`Pb V n] XZ� pOmbc _Z`[b dPZ[pZd]m`j `[b
XO U]Zb yO` m 	c_]mO]bZT[ X`a PcaOmb]ba X 	]mlTPZbej `a X` pmOab`PZ[l `ab aOs � `pbZ_` d]P
[]bOP` p]P Zm `u Zab` aTO_`[b XZ� cP`[ba P`lPTOd `j `[ba d `PbZ[`[ba d TaaZs m`a d TOP O[ j �j`
� `O X` XT[[c`a V

W[ dP]bZyO` f Zm `u Zab` yO]bP` j cbeTX`a dPZ[pZd]m`a d TOP j `aOP`P m] yO]mZbc X`a PcaOm
b]ba X 	]mlTPZbej `a X` pmOab`PZ[l f j ]Za pe]pO[` aTO� P` X` XZ� cP`[b`a mZj Zb]bZT[a V

� V ^ bZmZa`P X`a XT[[c`a ]PbZ�pZ`mm`a d TOP m`ayO`mm`a m` P`lPTOd `j `[b ]bb`[XO `ab pT[[O f
`b pTjd]P`P m`a PcaOmb]ba Tsb`[Oa ]Ou PcaOmb]ba ]bb`[XOa V w[ d]Pm` X][a p` p]a
X 	��������� �
 ��� �V q ]Za m`a j cbeTX`a aT[b ]mTPa c_]mOc`a O[ZyO`j `[b aOP m`a
XZabPZsObZT[a ad cpZ�yO`a pTPP`ad T[X][b`a f `b m`a PcaOmb]ba aOP XT[[c`a ]PbZ�pZ`mm`a
[` d `O_`[b d]a �bP` lc[cP]mZaca ]Ou XT[[c`a Pc`mm`a V

� V ^ bZmZa`P X`a � `Ou X` XT[[c`a cbZyO`bca `b Tsa`P_`P aZ m] j cbeTX` P`bPTO_` m`a pm]aa`a
Z[ ZbZ]m`a V q ]Za m`a pm]aa`a X 	O[ dPTsmkj ` aOd `P_Zac [` pTPP`ad T[X`[b d]a [cp`aa]ZP`
j`[b ]Ou lPTOd `a yO 	Zm `ab d `PbZ[`[b X 	ZX`[bZ�`P d TOP O[` j cbeTX` [T[ aOd `P_Zac` f
X 	]ObP`a P`lPTOd `j `[ba d TO_][b �bP` dmOa ]ddPTdPZca V

o V ^ bZmZa`P X`a pPZbkP`a [Oj cPZyO`a f b`ma m 	Z[`PbZ` Z[bP]pmOab`P TO m] acd]P]bZT[ Z[b`P
pmOab`Pa V w[ d]Pm` X][a p` p]a X 	��������� �� ��� �V q ]Za X` b`ma pPZbkP`a T[b O[`
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� �

d]Pb Zjd TPb][b` X` aOs � `pbZ_ Zbc p]P Zma ObZmZa`[b X`a [TbZT[a dPcXc�[Z`a X` p` yO 	`ab
O[ s T[ pmOab`PZ[l V S]P `u`jdm` f m] acd]P]bZT[ X`a pmOab`Pa [ 	`ab d]a bTO� TOPa O[
s T[ pPZbkP` 
 ObZmZa`P p]P d]PUTZa f X`a pmOab`Pa yOZ a` pe`_]Ope`[b d `O_`[b �bP` dmOa
d `PbZ[`[ba V

� V ^ bZmZa`P O[ `ud `Pb d TOP c_]mO`P m` a`[a X 	O[ pmOab`PZ[l XT[[c X][a O[ pe]jd X 	]d
dmZp]bZT[ ad cpZ�yO` V q ]Za a 	Zm `ab d TaaZs m` 
 O[ `ud `Pb X` XZP` aZ O[ P`lPTOd `j `[b
XT[[c ] XO a`[a f Zm `ab s `]OpTOd dmOa dPTsmcj ]bZyO` X` yO][bZ�`P aT[ Z[bcP�b TO X`
XZP` aZ O[ P`lPTOd `j `[b `ab j `Zmm`OP yO 	O[ ]ObP` V \ ` dmOa f m 	Z[bcP�b X` m] j cbeTX`
[` d `Ob �bP` lc[cP]mZac 
 XZ� cP`[ba bQd `a X` � `Ou X` XT[[c`a V

W[ dP]bZyO` f T[ pTjj`[p` aTO_`[b d]P b`ab`P m` pTjd TPb`j `[b X` m] j cbeTX` X`
pmOab`PZ[l c_]mOc` U]p` 
 X`a � `Ou X` XT[[c`a ]PbZ�pZ`ma f p]P p`m] d `Pj `b X 	Tsa`P_`P aT[
`� p]pZbc X][a XZ� cP`[b`a aZbO]bZT[a pT[bP� mc`a f `b XT[p X` _cPZ�`P a`a dPTdPZcbca V �dPka
O[` b`mm` de]a` dPcmZj Z[]ZP` f Zm `ab `[aOZb` [cp`aa]ZP` X` pT[UPT[b`P m] j cbeTX` 
 X`a
p]a X 	]ddmZp]bZT[a Pc`ma V rm U]Ob ]mTPa XZad Ta`P X 	O[ `ud `Pb XO XTj ]Z[` cbOXZc d TOP yO 	Zm
j `bb` `[ ]_][b m] d `PbZ[`[p` X`a PcaOmb]ba UTOP[Za V i`d `[X][b f j �j` aZ O[` j cbeTX`
TsbZ`[b X`a PcaOmb]ba a]bZaU]Za][ba mTPa X` p`a X`Ou cb]d `a f aT[ `� p]pZbc [ 	`ab d]a l]P][bZ`
X][a X 	]ObP`a p]a X 	]ddmZp]bZT[a Pc`ma p]P f pTjj ` [TOa m 	]_T[a c_TyOc dPcpcX`jj`[b f
m`a dPTdPZcbca X`a XT[[c`a `b m`a pPZbkP`a X 	Z[bcP�b XO pmOab`PZ[l d `O_`[b _]PZ`P X 	O[`
]ddmZp]bZT[ 
 m 	]ObP` V

� � � �-(-0�,�
iTjj` [TOa m 	]_T[a j TbZ_c X][a m] a`pbZT[ � V� f [TOa pT[aZXcPT[a X][a m] j ]� `OP`

d]PbZ` X` [Ta bP]_]Ou yO` m 	`[bPc` X 	O[ ]mlTPZbej ` X` pmOab`PZ[l `ab O[` j ]bPZp`
D

X`
b]Zmm`

N×M
f ]_`p

N
m` [TjsP` X 	Ts � `ba X` m] s]a` `b

M
m` [TjsP` X` XZj `[aZT[a UTPj ][b

m 	`ad]p` X` X`apPZdbZT[
S

X`a Ts � `ba V w[ [Tb`P] −→xi = (xi1, ..., xiM )
f d TOP

i ∈ [1, N ]
f m`

ieme Ts � `b X` m] s]a` f
xid

pTPP`ad T[X][b 
 a] _]m`OP aOP m] XZj `[aZT[
d
V

w[ aOddTa`P] yO` bTOb` XZj `[aZT[ [Oj cPZyO` `ab [TPj ]mZac` b`mm` yO` m 	Z[b`P_]mm` X`
Xc�[ZbZT[ X`a Ts � `ba aTZb

[0, 1]
V � Z[aZ f T[ c_Zb` yO 	O[` XZj `[aZT[ Xc�[Z` aOP O[ Z[b`P_]mm`

Z[ ZbZ]m d mOa m]Pl` [ 	]Zb dmOa X 	Z[�O`[p` yO 	O[` XZj `[aZT[ Xc�[Z` aOP O[ Z[b`P_]mm` dmOa
PcXOZb V i`bb` de]a` a`P] p`d `[X][b c_Zbc` aZ T[ a` dm]p` X][a m` p]XP` X 	O[` ]ddmZp]bZT[
T� m 	`ad]p` X` X`apPZdbZT[ ] O[ a`[a lcTj cbPZyO` R m 	`ad]p` `OpmZXZ`[ X][a m` p]XP` X` m]
a`lj `[b]bZT[ X` s]a`a X` XT[[c`a ad]bZ]m`a d]P `u`jdm` V STOP O[` XZj `[aZT[ p]bclT
PZ`mm`

d
f T[ [Tb`P]

Modalitesd

m 	`[a`jsm` X`a j TX]mZbca d TaaZs m`a aOP p`bb` XZj `[aZT[ f
`b

Frequencesd

m`a UPcyO`[p`a X` p`a j TX]mZbca aOP m 	`[a`jsm` X` m] s]a` V
w[ [Tb`P]

K
m` [TjsP` X` pmOab`Pa ZX`[bZ�ca f

Ck

m`
keme X` p`a pmOab`Pa f

Dk

m 	`[
a`jsm` X`a Z[XZp`a X`a Ts � `ba ]aaTpZca ]O pmOab`P

Ck

f
Nk

m` [TjsP` X` p`a Ts � `ba ]aaT pZca f
`b

P
m] d]PbZbZT[ pPcc` pTjdTac` X` m 	`[a`jsm` X`a pmOab`Pa

Ck

dTOP
k ∈ [1,K]

V S]P
`u`jdm` f d TOP m` pmOab`P

C1
X` m] �lOP` � V� f T[ ]OP]

D1 = {1, 2, 3, 4} `b
N1 = 4

V
W[�[ f d TOP m`a j cbeTX`a X` aOsad]p` pmOab`PZ[l yOZ ]aaTpZ`[b 
 pe]yO` pmOab`P

CkO[ aTOa`[a`jsm` X`a XZj `[aZT[a X`
S

UTPj ][b aT[ aTOa`ad]p` ad cpZ�yO` f T[ [Tb`P]
Skm` aTOa`[a`jsm` X` p`a XZj `[aZT[a acm`pbZT[[c`a V
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−→x1

−→x2

−→x3

−→x4

C1

� ! � � V� � Wu`jdm` X` [Tb]bZT[a V
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rm `u Zab` XZ� cP`[b`a U]�T[a X` P`dPca`[b`P m`a pmOab`Pa
Ck

f m`a P`dPca`[b]bZT[a m`a dmOa
ObZmZac`a pm]aaZyO`j `[b cb][b m`a aOZ_][b`a R

� V aT[ �������� −→µk

f p`[bP` X` lP]_Zbc XO pmOab`P R
−→µk =

1

Nk

∑

i∈Dk

−→xi

� V m 	O[ X`a j `jsP`a XO pmOab`P f dPT pe` X` aT[ p`[bP` X` lP]_Zbc f ]dd `mc � ������ �

o V O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba XZab][ba ]dd]Pb`[][b ]O pmOab`P R bQdZyO`j `[b p`Ou yOZ a`
bPTO_`[b ]Ou UPT[bZkP`a XO pmOab`P R
{i ∈ Dk| ∃ d ∈ S ∀ j ∈ Dk, xid ≥ xjd} ∪ {i ∈ Dk| ∃ d ∈ S ∀ j ∈ Dk, xid ≤ xjd}

� V O[` `udP`aaZT[ mTlZyO` pT[�T[pbZ_` R bQdZyO`j `[b m` ������� � �� ������� X`a Ts � `ba
]dd]Pb`[][b ]O pmOab`P f eQd `PP`pb][lm` j Z[Zj ]m pT[b`[][b m 	`[a`jsm` X`a j `jsP`a
XO pmOab`P R
{[mind,maxd] | d ∈ S

`b
mind = min{i∈Dk}xid

`b
maxd = max{i∈Dk}xid}

� V TO ab]bZabZyO`j `[b R bQdZyO`j `[b aT[ p`[bPT�X` `b a] j ]bPZp` X` pT_]PZ][p` V
\ Z� cP`[b`a j `aOP`a X` XZab][p` d `O_`[b �bP` ObZmZac`a d TOP Xc�[ZP m] aZj Zm]PZbc `[bP`

Ts � `ba V n] j `aOP` m] dmOa ObZmZac` `ab Z[XOsZb]sm`j `[b m] XZab][p` `OpmZXZ`[[` f dPca`[bc`
pZ]dPka V q ]Za X 	]ObP`a j `aOP`a d `O_`[b cl]m`j `[b �bP` `[_Za]lc`a V � TOa `[ dPca`[bT[a
X]_][b]l` `[ ][[`u`a � V� V� V

dist(−→xi ,−→xj) =

√

√

√

√

M
∑

d=1

(xid − xjd)2

\` j �j` f aZ XZ� cP`[b`a j `aOP`a d `O_`[b �bP` ObZmZac`a d TOP p]P]pbcPZa`P m] ��� �����
����� � X 	O[ pmOab`P f m] j `aOP` m] dmOa aTO_`[b ObZmZac` `ab m` P]XZOa XO pmOab`P f XZab][p`
j TQ`[[` `[bP` j `jsP`a XO pmOab`P `b aT[ p`[bPT�X` f 
 jZ[Zj Za`P d TOP j ]uZj Za`P m]
aZj Zm]PZbc X`a Tsa`P_]bZT[a 
 m 	Z[bcPZ`OP XO pmOab`P R

Radius(Ck) =
1

Nk

∑

i∈Dk

dist(−→xi ,−→µk)

x]ac` aOP m` j �j` dPZ[pZd ` f O[` j `aOP` ObZmZac` pm]aaZyO`j `[b d TOP c_]mO`P m] ���

��� �� ��� � X 	O[ pmOab`PZ[l `ab m 	`PP`OP yO]XP]bZyO` f m`a aTmObZT[a yOZ j Z[Zj Za`[b p`bb`
j `aOP` cb][b ]mTPa pT[aZXcPc`a pTjj` m`a dmOa d `PbZ[`[b`a R

E2(P ) =

K
∑

k=1

∑

i∈Dk

dist(−→xi ,−→µk)

W[�[ f aZ m 	T[ aTOe]Zb` c_]mO`P m] yO]mZbc X 	O[ pmOab`PZ[l `[ UT[pbZT[ X`a pm]aa`a
pT[[O`a X` pe]yO` XT[[c` f X`Ou j `aOP`a X` m] ������ �
 ��� � XO pmOab`PZ[l aT[b pm]aaZ
yO`j `[b ObZmZac`a R m] � 
� ����� `b m 	����� ��V i`a j `aOP`a aT[b s]ac`a aOP X`Ou [TbZT[a
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CikCk Ci

Rappel(i, k) = Nik

NCi

Precision(i, k) = Nik

Nk

� ! � � V� � rmmOabP]bZT[ X`a [TbZT[a X` g]dd `m `b X` SPcpZaZT[ V

yOZ aT[b ZmmOabPc`a d]P m] �lOP` � V� R m` ���� �� `b m] � �������� f
NCi

Xc[Tb][b m` [TjsP`
X` j `jsP`a X` m] pm]aa`

i
f
Nk

m` [TjsP` X` j `jsP`a XO pmOab`P
Ck

f `b
Nik

m` [TjsP`
X` j `jsP`a X` m] pm]aa`

i
X][a m` pmOab`P

Ck

V
n] v j`aOP` `ab p]mpOmc` pTjj` aOZb R

F (P ) =
∑

i

NCi

N
MaxK

k=1F (i, k)

F (i, k) =
(1 + β)×Rappel(i, k) × Precision(i, k)

β ×Rappel(i, k) + Precision(i, k)

T�
β
`ab ObZmZac d TOP pT[bP� m`P m 	Zjd TPb][p` XO g]dd `m aOP m] SPcpZaZT[ f bQdZyO`j `[b

d TaZbZT[[c 
 � X` U]�T[ 
 p` yO` m` g]dd `m `b m] SPcpZaZT[ ]Z`[b m] j �j` ZjdTPb][p` R

F (i, k) =
2×Rappel(i, k) × Precision(i, k)

Rappel(i, k) + Precision(i, k)

n 	W[bPTdZ`
Ek

XO pmOab`P
Ck

`ab yO][b 
 `mm` p]mpOmc` pTjj` aOZb R

Ek = −
∑

i

Precision(i, k) × log Precision(i, k)

Wb �[]m`j `[b f m 	W[bPTdZ` X 	O[` d]PbZbZT[ `ab c_]mOc` d]P m] aTjj ` X`a W[bPTdZ`a X`
pe]yO` pmOab`P f d T[XcPc` d]P m`OP b]Zmm` R

E(P ) =
K

∑

k=1

Nk × Ek

N

n] d]PbZbZT[
P

yOZ j ]uZj Za` m] v j`aOP` ]aaTpZc` f TO j Z[Zj Za` m 	W[bPTdZ` ]aaT pZc` f
`ab ]mTPa pT[aZXcPc` pTjj` m] dmOa d `PbZ[`[b` p]P p 	`ab p`mm` yOZ pTPP`ad T[X m` j Z`Ou 

m] aTmObZT[ `ub`P[` ]bb`[XO` V
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\][a p` pe]dZbP` f [TOa ]_T[a XT[p _O yO 	Zm `u Zab` XZ� cP`[b`a ]ddmZp]bZT[a ]O pmOa

b`PZ[l f pe]pO[` ]Q][b O[ Ts � `pbZU XZ�cP`[b f `b XT[p O[ pPZbkP` X` m] yO]mZbc XO pmOab`
PZ[l yOZ d `Ob �bP` XZ� cP`[b V n] dP`j ZkP` cb]d ` X` m] j Za` `[ �O_P` TO X` m 	ObZmZa]bZT[
X 	O[` j cbeTX` X` pmOab`PZ[l XTZb d]P pT[acyO`[b �bP` X 	ZX`[bZ�`P m 	]ddmZp]bZT[ _Zac` ]�[
X 	ZX`[bZ�`P a`a s `aTZ[a V

� TOa ]_T[a cl]m`j `[b _O yO 	Zm `u Zab` XZ�cP`[b`a [TbZT[a d TaaZs m`a X` m] aZj Zm]PZbc
`[bP` Ts � `ba f X]_][b]l` X` Xcb]Zma aOP p` d TZ[b cb][b XZad T[Zsm`a `[ ][[`u`a � V� V n

`[pTP` f m` peTZu ZjdTPb][b X` m] UT[pbZT[ X` XZab][p` ObZmZac` d TOP c_]mO`P m] aZj Zm]PZbc
`[bP` Ts � `ba XTZb �bP` `�`pbOc ]O dPc]m]sm` `[ UT[pbZT[ XO dPTsmkj ` pT[aZXcPc V

rm `u Zab` ]OaaZ X` [TjsP`Oa`a j cbeTX`a X` pmOab`PZ[l XZ�cP`[b`a ]_`p pe]pO[` a`a
]bTOba `b a`a mZj Zb`a V n` pe]dZbP` aOZ_][b `ab pT[a]pPc 
 m] dPca`[b]bZT[ dmOa Xcb]Zmmc`
X`a j cbeTX`a `uZab][b`a m`a dmOa pm]aaZyO`a `[ pmOab`PZ[l f X]_][b]l` X` Xcb]Zma cb][b
cl]m`j `[b XZad T[Zsm`a `[ ][[`u`a � V

\ ][a m] d]PbZ` rr yOZ aOZb f [TOa dPTd TaT[a `[aOZb` X`Ou [TO_`mm`a j cbeTX`a X` pmOa
b`PZ[l f yOZ dP`[[`[b `[ pTjdb` m] dPTsmcj ]bZyO` Pcp`[b` `b Zjd TPb][b` XO pT[b`ub`
yO` [TOa ]_T[a c_TyOc` f `b yOZ dPca`[b`[b p`Pb]Z[a ]bTOba d]P P]dd TPb ]Ou j cbeTX`a
`u Zab][b`a V

n 	]ddmZp]bZT[ yO` [TOa _ZaT[a pT[p`P[` m 	`ubP]pbZT[ X` pT[[]Zaa][p`a V �TOa d TPbT[a
XT[p O[` ]bb`[bZT[ d]PbZpOmZkP` 
 m] j Z[Zj Za]bZT[ XO [TjsP` X` pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ
P`yOZa`a X` m] d]Pb X` m 	ObZmZa]b`OP f `b 
 m] dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba aTOa O[ UTPj ]b
U]pZm`j `[b Z[b`PdPcb]sm` d]P m 	ObZmZa]b`OP V

W[�[ f m] d]PbZ` rr r aOZ_][b` ]s TPX` m] dPTsmcj ]bZyO` TO_`Pb` ZjdTPb][b` X` m 	c_]
mO]bZT[ X][a m` p]XP` XO pmOab`PZ[l V n
 `[pTP` f [TOa _`PPT[a yO` m] [TO_`mm` j cbeTX`
yO` [TOa dPTd TaT[a d TaakX` p`Pb]Z[a ]_][b]l`a d]P P]dd TPb ]Ou j cbeTX`a `u Zab][b`a V
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v]p` ]O [TjsP` Zjd TPb][b X` j cbeTX`a X` pmOab`PZ[l yOZ T[b cbc Xc_`mTdd c`a `b
X 	]mb`P[]bZ_`a yOZ T[b cbc dPTd Tac`a f `[ UTOP[ZP O[` mZab` `ue]OabZ_` X`j ][X`P]Zb a�P`
j`[b dmOa X` bPTZa ][a X 	Z[_`abZl]bZT[a `b a`P]Zb dPTs]sm`j `[b bPka XZ� pZm` 
 Z[bclP`P
d TOP m` m`pb`OP V \ ][a p` pe]dZbP` f [TOa ]_T[a XT[p peTZaZ X` dPca`[b`P O[ bTOP X 	eTPZ�T[
X`a j cbeTX`a m`a dmOa pm]aaZyO`a V S mOa X` Xcb]Zma aT[b `[aOZb` dPTd Taca `[ ][[`u`a � V

STOP pe]pO[` X`a j cbeTX`a f [TOa dPca`[bT[a X 	]s TPX aT[ UT[pbZT[[`j `[b lc[cP]m f
]_`p c_`[bO`mm`j `[b XZ� cP`[b`a ]mb`P[]bZ_`a d TaaZs m`a f dOZa [TOa j T[bPT[a aT[ ]ddmZ
p]bZT[ aOP m 	`u`jdm` pT[p`P[][b m`a _TZbOP`a dPca`[bc X][a m] �lOP` � V� XO pe]dZbP` � V
�TOa Xcb]ZmmT[a `[aOZb` a`a ]bTOba `b a`a mZj Zb`a f yO` [TOa PcaOj T[a �[]m`j `[b 
 m 	]ZX`
XO b]sm`]O X`a p]P]pbcPZabZyO`a ]aaTpZc`a ]Ou j cbeTX`a X` pmOab`PZ[l yO` [TOa ]_T[a
dPTd Tac X][a m` pe]dZbP` dPcpcX`[b V
� � .1)�-+*0,� � 0�*(*�� 0�)+

n` UT[X`j `[b XO pmOab`PZ[l eZcP]PpeZyO` `ab X` pPc`P O[` eZcP]PpeZ` X` pmOab`Pa V 	
m] P]pZ[` X` m 	]PsP` `ab ]aaT pZc O[ O[ZyO` pmOab`P pT[b`[][b m 	`[a`jsm` X`a Ts � `ba X` m]
s]a` f dOZa dmOa T[ X`ap`[X X][a m 	]PsP` f d mOa m`a pmOab`Pa aT[b ad cpZ�yO`a 
 O[ p`Pb]Z[
lPTOd ` X 	Ts � `ba pT[aZXcPca pTjj` aZj Zm]ZP`a V n] �lOP` o V� jT[bP` O[` b`mm` eZcP]PpeZ`
X][a m` p]a X` [TbP` `u`jdm` pT[p`P[][b m`a _TZbOP`a V

��[ X` UTPj `P O[` b`mm` eZcP]PpeZ` X` pmOab`Pa f Zm `u Zab` X`Ou j cbeTX`a dPZ[pZd]m`a R
� V m] j cbeTX` ]ap`[X][b` f Xcj ]PP][b ]_`p ]Ob][b X` pmOab`Pa yO` X 	Ts � `ba Z[ ZbZ]Ou

X][a m] s]a` f dOZa UOaZT[[][b aOpp`aaZ_`j `[b m`a pmOab`Pa pT[aZXcPca pTjj` m`a
dmOa aZj Zm]ZP`a f �OayO 	
 p` yO` bTOa m`a Ts � `ba aTZ`[b PcO[Za X][a O[ O[ZyO` pmOab`P
abTp�c 
 m] P]pZ[` X` m] eZcP]PpeZ` UTPj c` �

� V `b m] j cbeTX` X`ap`[X][b` f Xcj ]PP][b ]_`p O[ O[ZyO` pmOab`P pT[b`[][b m 	`[a`jsm`
X`a Ts � `ba X` m] s]a` f dOZa XZ_ Za][b aOpp`aaZ_`j `[b m`a pmOab`Pa X` j ][ZkP` 
 p` yO`
m`a pmOab`Pa PcaOmb][ba aTZ`[b m`a dmOa XZ�cP`[ba d TaaZs m` f `b p` �OayO 	
 Tsb`[ZP ]Ou
U`OZmm`a X` m] eZcP]PpeZ` ]Ob][b X` pmOab`Pa yO` X 	Ts � `ba X][a m] s]a` V

w[ P`bPTO_` XT[p 
 p` [Z_`]O m] XZ�cP`[p` pm]aaZyO` `[ ]ddP`[bZaa]l` `[bP` lc[cP]
mZa]bZT[ `b ad cpZ]mZa]bZT[ R m`a j cbeTX`a ]ap`[X][b`a Xcj ]PP`[b ]_`p O[` aTmObZT[ bTOb

o�
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 U]Zb ad cpZ�yO` ]Ou XT[[c`a f yOZ `ab `[aOZb` lc[cP]mZac` 
 pe]yO` cb]d ` f ]mTPa yO` m`a
j cbeTX`a X`ap`[X][b`a Xcj ]PP`[b ]_`p O[` aTmObZT[ pTjdmkb`j `[b lc[cP]m` f yOZ `ab
`[aOZb` ad cpZ]mZac` 
 pe]yO` cb]d ` V

6 b][b XT[[c` O[` j `aOP` X` XZab][p` `[bP` X`Ou pmOab`Pa f m] UOaZT[ aOZ_][b` 
 `� `p
bO`P d TOP O[` j cbeTX` ]ap`[X][b` pT[p`P[`P] m`a X`Ou pmOab`Pa m`a dmOa dPTpe`a f ]mTPa
yO` m] XZ_ZaZT[ aOZ_][b` 
 `� `pbO`P d TOP O[` j cbeTX` X`ap`[X][b` pT[p`P[`P] m`a X`Ou
pmOab`Pa m`a dmOa cmTZl[ca V tPTZa ]mb`P[]bZ_`a dPZ[pZd]m`a `uZab`[b d TOP Xc�[ZP m] XZab][p`
`[bP` X`Ou pmOab`Pa R

� V d TOP m] j cbeTX` ���� ��
���� f m] XZab][p` `[bP` X`Ou pmOab`Pa `ab m` j Z[ZjOj X`a
XZab][p`a `[bP` bTOb`a m`a d]ZP`a X 	Ts � `ba ]dd]Pb`[][b 
 X`a pmOab`Pa XZ� cP`[ba �

� V d TOP m] j cbeTX` ���� ���
 ���� f T[ ObZmZa` m` j ]uZjOj X` p`a XZab][p`a �

o V `b d TOP m] j cbeTX` ������ �
���� f m] j TQ`[[` X` p`a XZab][p`a V
W[aOZb` f O[` UTZa m] eZcP]PpeZ` UTPj c` f O[` cb]d ` TdbZT[[`mm` d `Ob �bP` ]�TObc` d TOP

]� [`P m` PcaOmb]b UTOP[Z 
 m 	ObZmZa]b`OP V rm a 	]lZb ]mTPa X` Xcb`Pj Z[`P m` [Z_`]O X` pTOdOP`
m` dmOa ]ddPTdPZc 
 ]ddmZyO`P X][a m 	]PsP` d TOP O[ P`lPTOd `j `[b X`a XT[[c`a ]OaaZ
d `PbZ[`[b yO` d TaaZs m` V STOP p`m] f T[ d `Ob X`j ][X`P 
 m 	ObZmZa]b`OP X` ad cpZ�`P m` [TjsP`
X` pmOab`Pa ]bb`[XOa f `b ObZmZa`P m`a XZ� cP`[b`a j `aOP`a X` m] yO]mZbc Z[b`P[` X`a XZ� cP`[b`a
d]PbZbZT[a d TaaZs m`a d TOP acm`pbZT[[`P m] dmOa d `PbZ[`[b` V wO sZ`[ T[ d `Ob X`j ][X`P 

m 	ObZmZa]b`OP X` ad cpZ�`P X`a a`OZma aOP m] pTecaZT[ Z[b`P[` TO m 	ZaTm]bZT[ `ub`P[` j Z[Zj ]m`a
X`a pmOab`Pa V

x Z`[ yO` m]Pl`j `[b ObZmZac` f p`bb` j cbeTX` X`_Z`[b XZ� pZm`j `[b ObZmZa]sm` U]p` 

X` m]Pl`a s]a`a X` XT[[c`a f p]P a] pTjdm`u Zbc `ab yO]XP]bZyO` `[ UT[pbZT[ XO [TjsP`
X 	Ts � `ba X` m] s]a` f dOZayO` m`a XZab][p`a `[bP` bTOb`a m`a d]ZP`a X 	Ts � `ba d TaaZs m`a XTZ_`[b
�bP` p]mpOmc`a V S]P ]Zmm`OPa f p`bb` j cbeTX` [` d `Ob � ]j ]Za XcU]ZP` p` yO 	`mm` ] Xc� 
 U]Zb
]Od]P]_][b V W mm` [` d `Ob XT[p �bP` ObZmZac` X` U]�T[ Z[pPcj `[b]m` V W[�[ f `mm` aTO� P` XO
dPTsmkj ` X` m 	�� � �� ������f p 	`ab
XZP` yO` X`a pmOab`Pa dPT pe`a j ]Za XZabZ[pba d `O_`[b
�bP` UOaZT[[ca a 	Zm `u Zab` O[` pe]�[` X 	Ts � `ba yOZ m`a P`mZ` V v Z[]m`j `[b f m` b]sm`]O o V�
PcaOj ` m`a XZ� cP`[b`a p]P]pbcPZabZyO`a X` p`bb` ]ddPTpe` V

� � .1)�-+*0,� � �� +(,�
6 b][b XT[[c m` [TjsP`

K
X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca f m] j cbeTX` X` pmOab`PZ[l �j`][a

�\ZX]Q `b ]m Vf ����s � f ZmmOabPc` d]P m] �lOP` o V� f `ab m] aOZ_][b` R
� V peTZaZP ]mc]bTZP`j `[b

K
Ts � `ba X` m] s]a` yOZ UTPj `PT[b m 	`[a`jsm` X`a p`[bPT�X`a

Z[ ZbZ]Ou P`dPca`[b][b m`a
K

pmOab`Pa P`pe`Ppeca �

� V ]aaZl[`P pe]yO` Ts � `b ]O pmOab`P XT[b m` p`[bPT�X` `ab m` dmOa dPT pe` �

o V dOZa b][b yO 	]O j TZ[a O[ Ts � `b pe][l` X` pmOab`P X 	O[` ZbcP]bZT[ 
 m 	]ObP` R
� j`bbP` 
 � TOP m`a p`[bPT�X`a X`a pmOab`Pa `[ UT[pbZT[ X`a Ts � `ba yOZ m`OP aT[b

]aaTpZca R
−→µk =

1

Nk

∑

i∈Dk

−→xi



�; � ��� ���� �� ���� ���	��

�/
/�	.
�9	��, �/0,

pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ [TjsP` X` pmOab`Pa TO a`OZma

dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba eZcP]PpeZ`
pTjdm`u Zbc

O(M ×N2)Xcb`Pj Z[Zab` TOZ
Z[pPcj `[b]m [T[
][QbZj ` [T[
e]PX TOZ

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` [T[
bTmcP][p` ]O sPOZb [T[

bTmcP][p` 
 m 	`� `b X` pe]�[` [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` TOZ

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a TOZ

��� � o V� � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaTpZc`a ]O pmOab`PZ[l eZcP]PpeZyO` V

� j`bbP` 
 �TOP m`a ]aaZl[]bZT[a X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa `[ UT[pbZT[ X` m`OP dPTu Z
jZbc ]Ou [TO_`]Ou p`[bPT�X`a R

Dk = {i ∈ D| ∀ j ∈ [1,K]
`b

j 6= k, dist(−→xi ,−→µk) < dist(−→xi ,−→µj)}
n] bPTZakj ` cb]d ` X` p`bb` dPT pcXOP` d `Ob �bP` `� `pbOc` X` j ][ZkP` Z[pPcj `[b]m`

TO [T[ R aTZb pe]yO` UTZa yO 	O[ pe][l`j `[b X 	]aaZl[]bZT[ X 	O[ Ts � `b `ab P`[pT[bPc f m`a
X`Ou p`[bPT�X`a X`a pmOab`Pa pT[p`P[ca d]P m` pe][l`j `[b aT[b j Za 
 � TOP f aTZb bTOa m`a
p`[bPT�X`a aT[b j Za 
 �TOP aZjOmb][cj `[b ]dPka bTOb`a m`a ]aaZl[]bZT[a X`a Ts � `ba ]Ou
pmOab`Pa V

^[` dPTsmcj ]bZyO` Zjd TPb][b` X][a p` p]XP` pT[p`P[` m] ad cpZ�p]bZT[ XO [TjsP`
X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca V q ]me`OP`Oa`j `[b f X][a X` [TjsP`Ou p]a f p`bb` Z[UTPj ]bZT[ [ 	`ab
d]a pT[[O` V tQdZyO`j `[b f m] aTmObZT[ peTZaZ` d TOP PcaTOXP` p` dPTsmkj ` `ab X` lc[cP`P
dmOaZ`OPa d]PbZbZT[a `[ j TXZ�][b m` [TjsP` X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca f dOZa X 	ObZmZa`P O[
b`ab ab]bZabZyO` d `Pj `bb][b X` acm`pbZT[[`P m` d]PbZbZT[[`j `[b m` dmOa ]ddPTdPZc ]Ou
XT[[c`a �� ]j `PmQ ][X Wm�][ f �;;o� V \ ][a m] pT[abPOpbZT[ X` p` b`ab ab]bZabZyO` f T[
P`bPTO_` m` pTjdPTj Za pm]aaZyO` `[bP` ad cpZ�pZbc `b lc[cP]mZa]bZT[ XO jTXkm` peTZaZ f
dOZayO 	O[ b`m pPZbkP` `ab pm]aaZyO`j `[b pTjdTac X 	O[ b`Pj ` P`�cb][b m] yO]mZbc Z[b`P[`
XO pmOab`PZ[l `b X 	O[ ]ObP` b`Pj ` yOZ d c[]mZa` m`a j TXkm`a dmOa pTjdm`u`a �p`Ou s]aca
aOP O[ [TjsP` dmOa Zjd TPb][b X` pmOab`Pa f yOZ aT[b XT[p dmOa ad cpZ�yO`a� V

i`bb` j cbeTX` `ab ]OaaZ bPka a`[aZs m` 
 m] acm`pbZT[ Z[ZbZ]m` X`a p`[bPT�X`a `b pT[_`Pl`
_`Pa X`a aTmObZT[a TdbZj ]m`a mT p]m`a V \ ][a m] dmOd]Pb X`a p]a f m] aTmObZT[ peTZaZ` d TOP
d]mmZ`P 
 p`bb` mZj Zb]bZT[ `ab X 	ZbcP`P m] j cbeTX` `[ U]Za][b _]PZ`P X` U]�T[ ]mc]bTZP` m]
acm`pbZT[ Z[ZbZ]m` X`a p`[bPT�X`a f dOZa X` acm`pbZT[[`P m` PcaOmb]b TdbZj Za][b O[ p`Pb]Z[
pPZbkP` X` yO]mZbc Z[b`P[` V
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\` dmOa f p`bb` j cbeTX` [` dPTXOZb ]Z[aZ yO` X`a pmOab`Pa X` UTPj ` eQd `PadecPZyO`
`b [ 	`ab d]a p]d]sm` X` lcP`P X`a pmOab`Pa dPTpe`a XT[b m`a b]Zmm`a aT[b bPka XZ�cP`[b`a V
^[` aTmObZT[ d TOP d]mmZ`P 
 p` dPTsmkj ` `ab X` d `Pj `bbP` X` XZ_Za`P TO X` UOaZT[[`P ]
d Tab`PZTPZ m`a pmOab`Pa Tsb`[Oa V tQdZyO`j `[b f O[ pmOab`P `ab XZ_ Zac yO][X a] _]PZ][p`
`ab ]OX`aaOa X 	O[ p`Pb]Z[ a`OZm dPcad cpZ�c f `b X`Ou pmOab`Pa aT[b UOaZT[[ca mTPayO` m]
XZab][p` `[bP` m`OPa p`[bPT�X`a `ab `[ X`aaTOa X 	O[ ]ObP` a`OZm dPcad cpZ�c V ^[` ]ObP`
aTmObZT[ pT[aZab` 
 ObZmZa`P O[ j TXkm` dmOa PZpe` d TOP m] P`dPca`[b]bZT[ X`a pmOab`Pa V � TOa
_`PPT[a X][a m] a`pbZT[ aOZ_][b` yO` m` pmOab`PZ[l ab]bZabZyO` lc[cP]mZa` m` pmOab`PZ[l �
j`][a �i`m`Ou ][X hT_]`Pb f ����� V n`a ����� ����� ��� �� pT[abZbO`[b cl]m`j `[b O[`
j cbeTX` yOZ lc[cP]mZa` m] j cbeTX` �j`][a �\ZX]Q `b ]m Vf ���;� V

S]P pT[bP` f p`bb` j cbeTX` ] m 	]_][b]l` Zjd TPb][b X 	]_TZP O[` pTjdm`u Zbc mZ[c]ZP` d]P
P]dd TPb ]O [TjsP` X 	Ts � `ba UTOP[Za `[ `[bPc` X` m 	]mlTPZbej ` V v Z[]m`j `[b f m` b]sm`]O o V�
PcaOj ` m`a XZ�cP`[b`a p]P]pbcPZabZyO`a X` p`bb` ]ddPTpe` V

�/
/�	.
�9	��, �/0,

pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ [TjsP` X` pmOab`Pa

KdPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba
K

p`[bPT�X`a
pTjdm`uZbc

O(M ×N ×K)Xcb`Pj Z[Zab` [T[
Z[pPcj `[b]m TOZ
][QbZj ` TOZ
e]PX TOZ

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` [T[
bTmcP][p` ]O sPOZb [T[

bTmcP][p` 
 m 	`� `b X` pe]�[` TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` [T[

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a [T[

��� � o V� � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaT pZc`a ]O pmOab`PZ[l �j`][a V

� � .1)�-+*0,� �-(-0�-0�)+
n 	]ddPT pe` ab]bZabZyO` XO pmOab`PZ[l pT[aZab` 
 aOdd Ta`P yO` m`a XT[[c`a T[b cbc

lc[cPc`a a`mT[ O[` mTZ d]P]j cbPZyO` pT[[O` f j ]Za X` d]P]j kbP`a Z[pT[[Oa V w[ pT[aZXkP`
yO` m`a XT[[c`a T[b cbc lc[cPc`a d]P O[ j cm][l` X` XZabPZsObZT[a X` dPTs]sZmZbca f m]
dPTsmcj ]bZyO` cb][b ]mTPa X` bPTO_`P f `[ UT[pbZT[ X`a XT[[c`a Tsa`P_c`a f m`a d]P]j kbP`a
X` p`a XZabPZsObZT[a f ]Z[aZ yO` m`a dPTs]sZmZbca XO j cm][l` f `b m`a d]P]j kbP`a p]peca
XO j TXkm` pTPP`ad T[X][b ]Ou ]� `pb]bZT[a X`a Ts � `ba ]Ou XZ� cP`[b`a pTjdTa][b`a XO
j cm][l` V

S]P `u`jdm` f mTPayO` m`a XT[[c`a aT[b X` bQd ` [Oj cPZyO` f T[ aOdd Ta` pm]aaZyO`j `[b
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yO 	`mm`a T[b cbc lc[cPc`a a`mT[ O[ j cm][l` X` XZabPZsObZT[a l]OaaZ`[[`a ��` ][X zd `b
a]� Za f �;;o� f p]P]pbcPZac`a d]P m`OP p`[bP` `b m`OP j ]bPZp` X` pT_]PZ][p` f pe]pO[` X` p`a
XZabPZsObZT[a ]Q][b O[` p`Pb]Z[` dPTs]sZmZbc X 	�bP` ObZmZac` V

w[ pT[abPOZb XT[p O[ jTXkm` X`a XT[[c`a
θ
yOZ P`dPca`[b` O[ j cm][l` X`

K
XZabPZ

sObZT[a l]OaaZ`[[`a
θk

dTOP
k ∈ [1,K]

f p]P]pbcPZac`a d]P m`OP p`[bP` −→µk

f m`OP j ]bPZp` X`
pT_]PZ][p`

Σk

f `b m`OP dPTs]sZmZbc X 	]dd]PZbZT[
πk

V

θ = (θ1, ..., θK)

θk = (−→µk,Σk, πk)

K
∑

k=1

πk = 1

n`a ]dd]Pb`[][p`a X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa aT[b ]mTPa _O`a pTjj` X`a d]P]j kbP`a
p]peca XO j TXkm` V w[ dTa`

zik = 1
aZ m 	Ts � `b −→xi

] cbc lc[cPc d]P m] XZabPZsObZT[
θk

f
`b

zik = 0
aZ[T[ V SOZa m 	Ts � `pbZU `ab X` j ]uZj Za`P m] _P]Za`jsm][p` XO j TXkm`

θ
d]P

P]dd TPb ]Ou XT[[c`a
D

f [Tbc`
L(θ|D)

V w[ d]Pm` XT[p X 	���� ���� � �� � �
 ���� ��
����� �� 	�����V zZ m 	T[ U]Zb m 	eQd Tbeka` yO` m`a Ts � `ba T[b cbc lc[cPca Z[Xcd `[X]jj`[b
m`a O[a X`a ]ObP`a f T[ ] R

L(θ|D) = P (D|θ) =

N
∏

i=1

P (−→xi |θ)

n 	ObZmZa]bZT[ XO mTl]PZbej ` X` p`bb` UT[pbZT[ d `Pj `b X` pT[aZXcP`P O[` aTjj` X`
b`Pj `a ]O mZ`O X 	O[ dPTXOZb f `b j ]uZj Za`P

L(θ|D)
cyOZ_]Ob 
 j]uZj Za`P aT[ mTl]PZbej ` V

log L(θ|D) =

N
∑

i=1

log P (−→xi |θ)

P (−→xi |θ) =
K

∑

k=1

πk × P (−→xi |θk)

�_`p f X][a m` p]a l]OaaZ`[ R

P (−→xi |θk) =
1

√

(2π)M |Σk|
e−

1
2
(−→xi−−→µk)T Σ−1

k
(−→xi−−→µk)

^[` j cbeTX` pm]aaZyO` d TOP PcaTOXP` p` dPTsmkj ` X 	TdbZj Za]bZT[ `ab m] j cbeTX`
�� �\`jdab`P `b ]m Vf ����� V i`mm`pZ pT[aZab` 
 ZbcP`P X`Ou de]a`a d `Pj `bb][b X 	]j cmZTP`P
m] _P]Za`jsm][p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a 
 pe]yO` cb]d ` R
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� V � �� ������ R aOdd Ta`P �uca m`a d]P]j kbP`a XO j TXkm`
θ
f `b pe`Ppe`P m 	`[a`jsm` X`a

]� `pb]bZT[a X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa TdbZj ]m`a aTOa p` j TXkm` V w[ d Ta` ]mTPa
zikm 	`ad cP][p` X` m] _]m`OP X`

zik

R

zik =
πk × P (−→xi |θk)

∑

j πj × P (−→xi |θj)

n`a _]m`OPa X`a
zik

aT[b XT[p Xc�[Z`a X][a m 	Z[b`P_]mm`
[0, 1]

f ]mTPa yO` p`mm`a X`a
zikaT[b Xc�[Z`a X][a {0, 1} f j ]Za d TOP O[ Ts � `b XT[[c −→xi

f T[ pT[a`P_` m] dPTdPZcbc
aOZ_][b` R

K
∑

k=1

zik = 1

� V � �
 �� ������ R aOdd Ta`P �uc`a m`a ]� `pb]bZT[a X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa f `b p]mpOm`P
m`a d]P]j kbP`a TdbZj ]Ou XO jTXkm`

θ
`[ UT[pbZT[ X` p`bb` pT[[]Zaa][p` V

πk =

∑N
i=1 zik

N\][a m` p]a X 	O[ j cm][l` X`
K

l]OaaZ`[[`a f pe]yO` pTjdTa][b` XO j TXkm` Xcd `[X
X 	O[ p`[bP` −→µk

`b X 	O[` j ]bPZp` X` pT_]PZ][p`
Σk

yOZ aT[b j Za 
 � TOP pTjj` aOZb R

−→µk =

∑N
i=1 zik ×−→xi

N × πk

Σk =
1

N × πk

N
∑

i=1

zik(
−→xi −−→µk)(

−→xi −−→µk)
T

i`bb` dPTpcXOP` a 	]PP�b` mTPayO` X 	O[` ZbcP]bZT[ 
 m 	]ObP` f m] XZ� cP`[p` `[bP` X`Ou
_]m`OPa aOpp`aaZ_`a X` m] mTl _P]Za`jsm][p`

log L(θ|D)
`ab Z[UcPZ`OP` 
 O[ a`OZm �uc

δabPZpb`j `[b d TaZbZU V
W[ U]Zb f p` j TXkm` lc[cP]mZa` p`mO Z ObZmZac d]P m] j cbeTX` �j`][a V W[ `�`b f aZ m 	T[

U]Zb m 	eQd Tbeka` yO` m`a j ]bPZp`a X` pT_]PZ][p` X`a pmOab`Pa
Σk

pTPP`ad T[X`[b bTOb`a 

m] j ]bPZp` ZX`[bZbc f `b yO` m`a dPTs]sZmZbca XO j cm][l`

πk

aT[b bTOb`a cl]m`a f ]mTPa T[
TsbZ`[b m` j TXkm` ObZmZac d]P m] j cbeTX` �j`][a �i`m`Ou ][X hT_]`Pb f ����� V

� Z[aZ f X` j �j` yO` d TOP m] j cbeTX` �j`][a f p`bb` j cbeTX` ab]bZabZyO` `ab pT[UPT[ 
bc` 
 m] dPTsmcj ]bZyO` X` m] ad cpZ�p]bZT[ XO [TjsP` X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca f `b `ab cl]m`
j`[b a`[aZs m` 
 m] aTmObZT[ Z[ZbZ]m` dPTd Tac` V n`a aTmObZT[a d TOP d]mmZ`P 
 p`a mZj Zb]bZT[a
aT[b XT[p m`a j �j`a R lc[cP`P dmOaZ`OPa j TXkm`a `[ U]Za][b _]PZ`P m` [TjsP` X` pmOab`Pa
P`pe`Ppeca f `b ObZmZa`P O[ pPZbkP` ab]bZabZyO` d TOP peTZaZP m` j TXkm` m` dmOa ]ddPTdPZc ]Ou
XT[[c`a f `[ pT[aZXcP][b d TOP pe]yO` j TXkm` dmOaZ`OPa Z[ ZbZ]mZa]bZT[a ]mc]bTZP`a V

S mOaZ`OPa pPZbkP`a T[b cbc dPTd Taca d TOP p`m] yOZ ]�TOb`[b ]O p]mpOm X` m] _P]Za`j 
sm][p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a O[ b`Pj ` yOZ b`[X 
 d c[]mZa`P m`a j TXkm`a m`a
dmOa pTjdm`u`a V n`a XZ� cP`[ba pPZbkP`a a` XZ� cP`[pZ`[b XT[p aOP m`OP U]�T[ X` d c[]mZa`P
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m`a j TXkm`a m`a dmOa pTjdm`u`a V S]Pj Z p`Ou m
 f T[ d `Ob d]P `u`jdm` pZb`P m` pPZbkP` � ri
���]Z�` r[UTPj ]bZT[ iPZb`PZT[ � ���]Z�` f ���;� f TO sZ`[ m` pPZbkP` rin �r[b`lP]b`X iTj 
dm`b`X nZ�`mZeTTX � �xZ`P[]p� Z `b ]m Vf �;;;� f j ]Za m` pPZbkP` m` dmOa pT[[O `b m` dmOa ObZmZac
X][a p` p]XP` `ab a][a XTOb` m` pPZbkP` x ri �x]Q`aZ][ r[UTPj ]bZT[ iPZb`PZT[ � �zpeY]Pb� f
����� f Xc�[Z pTjj` aOZb R

BIC(θ|D) = −2× log L(θ|D) + Mθ × log Nn` dP`j Z`P b`Pj ` X` p` pPZbkP` c_]mO` m] _P]Za`jsm][p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou
XT[[c`a f p 	`ab
XZP` m] ad cpZ�pZbc XO j TXkm` f b][XZa yO` m` a`pT[X b`Pj ` d c[]mZa` m`a
j TXkm`a dmOa pTjdm`u`a f p 	`ab
XZP` bPTd ad cpZ�yO`a f

Mθ

P`dPca`[b][b m` [TjsP` X`
d]P]j kbP`a Z[Xcd `[X][ba XO j TXkm` V n] _]m`OP X` p` pPZbkP` XTZb �bP` j Z[Zj Zac` d TOP
TdbZj Za`P m] d `PbZ[`[p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a V

S]P pT[bP` f pT[bP]ZP`j `[b 
 �j`][a f p`bb` j cbeTX` ab]bZabZyO` `ab p]d]sm` X 	ZX`[
bZ�`P X`a pmOab`Pa X` UTPj ` ]mmT[lc` f `b `ab p]d]sm` X` lcP`P X`a pmOab`Pa dPT pe`a XT[b m`a
b]Zmm`a aT[b bPka XZ�cP`[b`a V W mm` `ab cl]m`j `[b []bOP`mm`j `[b p]d]sm` X` lcP`P m` sPOZb
yOZ d `Ob `uZab`P X][a m`a XT[[c`a V i`d `[X][b f `mm` [cp`aaZb` aTO_`[b X` [TjsP`Oa`a Zbc
P]bZT[a ]_][b X` pT[_`Pl`P `b a] pTjdm`uZbc `ab yO]XP]bZyO` `[ UT[pbZT[ XO [TjsP` X`
XZj `[aZT[a

M
V v Z[]m`j `[b f m` b]sm`]O o Vo PcaOj ` m`a XZ� cP`[b`a p]P]pbcPZabZyO`a X` p`bb`

]ddPTpe` V
�/
/�	.
�9	��, �/0,


pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ [TjsP` X` pmOab`Pa
KdPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba

K
p`[bPT�X`a `b j ]bPZp`a X` pT_]PZ][p`a

pTjdm`u Zbc
O(M2 ×N ×K)Xcb`Pj Z[Zab` [T[

Z[pPcj `[b]m TOZ
][QbZj ` TOZ
e]PX [T[

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` [T[
bTmcP][p` ]O sPOZb TOZ

bTmcP][p` 
 m 	`� `b X` pe]�[` TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` [T[

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a [T[

��� � o Vo � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaTpZc`a ]O pmOab`PZ[l ab]bZabZyO` V

� & .1)�-+*0,� �-���(�-0�)+
6 b][b XT[[c` O[` j `aOP` X` m] yO]mZbc Z[b`P[` X 	O[ pmOab`PZ[l pT[aZXcPc` f d]P `u`jdm`

m 	`PP`OP yO]XP]bZyO` dPca`[bc` X][a m] a`pbZT[ � V� XO pe]dZbP` dPcpcX`[b f d mOaZ`OPa j c
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beTX`a X` P`pe`Ppe` abTpe]abZyO` X` m] d]PbZbZT[ X`a Ts � `ba TdbZj Za][b p` pPZbkP` d `O_`[b
�bP` `[_Za]lc`a �x`P�eZ[ f �;;�� V

\ ][a p` p]a f m] b`pe[ZyO` pT[aZab` aZjdm`j `[b 
 d]PpTOPZP m 	`ad]p` X`a aTmObZT[a
d TaaZs m`a `b 
 acm`pbZT[[`P m] aTmObZT[ P`[pT[bPc` yOZ j ]uZj Za` m` pPZbkP` pZs m` peTZaZ V
6_ZX`jj `[b f m 	`ad]p` X`a aTmObZT[a cb][b aTO_`[b s `]OpTOd bPTd _]ab` d TOP �bP` d]P
pTOPO `[bZkP`j `[b f X`a e`OPZabZyO`a aT[b lc[cP]m`j `[b ObZmZac`a d TOP m` d]PpTOPZP V

tQdZyO`j `[b f O[` aTmObZT[ pT[aZXcPc` X][a p` p]XP` `ab m 	`[a`jsm` X`a ]aaT pZ]bZT[a
X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa f m` [TjsP` X` pmOab`Pa cb][b UTOP[Z d]P m 	ObZmZa]b`OP V 	 pe]yO`
cb]d ` f O[` [TO_`mm` aTmObZT[ `ab pT[aZXcPc` f `b pT[a`P_c` d TOP m 	cb]d ` aOZ_][b` aZ `mm` U]Zb
d]PbZ` X`a aTmObZT[a TdbZj ]m`a XO dTZ[b X` _O` XO pPZbkP` pZs m` V

n 	TPZlZ[]mZbc X`a XZ� cP`[b`a j cbeTX`a abTpe]abZyO`a `u Zab][b`a PcaZX` ]mTPa X][a m`OP
U]�T[ X` d]PpTOPZP m 	`ad]p` X`a aTmObZT[a d TaaZs m`a f p 	`ab
XZP` X][a m] b`pe[ZyO` ObZmZac`
d TOP dPTd Ta`P O[` [TO_`mm` aTmObZT[ pTOP][b` 
 c_]mO`P V W[ dP]bZyO` f m`a j cbeTX`a j Za`a
`[ �O_P` aT[b aTO_`[b pT[abPOZb`a X` j ][ZkP` 
 bPTO_`P O[ s T[ pTjdPTj Za `[bP` m 	`u 
dmTP]bZT[ [cp`aa]ZP` X 	O[` d]PbZ` Zjd TPb][b` X` m 	`ad]p` X`a aTmObZT[a f `b m 	`udmTZb]bZT[
X`a aTmObZT[a TdbZj ]m`a ZX`[bZ�c`a V

� Z[aZ f m] b`pe[ZyO` X` m] ���� ���� � ��	�� acm`pbZT[[` d TOP m 	cb]d ` aOZ_][b` O[` aTmO
bZT[ _TZaZ[` X` m] aTmObZT[ TdbZj ]m` pTOP][b` f `[ a 	`jd �pe][b X` pT[aZXcP`P O[` aTmObZT[
Xc� 
 P`[pT[bPc` dPcpcX`jj`[b V

n] b`pe[ZyO` X` ����� ������ pTjj`[p` d]P pT[aZXcP`P X`a aTmObZT[a bPka XZ�cP`[b`a
m`a O[`a X`a ]ObP`a f ]�[ X` d]PpTOPZP m` dmOa m]Pl`j `[b d TaaZs m` m 	`ad]p` X`a aTmObZT[a f
dOZa P`abP`Z[b ]O UOP `b 
 j`aOP` a] P`pe`Ppe` ]Ou aTmObZT[a _TZaZ[`a X` m] aTmObZT[
TdbZj ]m` pTOP][b` V

W[�[ f m] b`pe[ZyO` X`a ��� ������� � �� ������ pT[aZXkP` dmOb�b X`a d TdOm]bZT[a X`
aTmObZT[a d Tb`[bZ`mm`a f `b pTjsZ[` p`a XZ� cP`[b`a aTmObZT[a d TOP Tsb`[ZP 
 m 	cb]d ` aOZ_][b`
O[ ]ObP` `[a`jsm` d Tb`[bZ`m X` aTmObZT[a f d]Pj Z m`ayO`mm`a aT[b pT[a`P_c`a p`mm`a yOZ
TdbZj Za`[b m` pPZbkP` pZs m` peTZaZ V

^[` ]ObP` b`pe[ZyO` `[_Za]lc` X][a X` [TjsP`Ou p]a `ab X` pT[aZXcP`P yO 	O[` aTmO
bZT[ pTPP`ad T[X 
 O[ `[a`jsm` X`

K
jcXT�X`a f p 	`ab
XZP` O[ `[a`jsm` X`

K
Ts � `ba X`

m] s]a` a`P_][b X` d TZ[ba p`[bP]Ou X`a pmOab`Pa 
 ZX`[bZ�`P V n`a ]ObP`a Ts � `ba aT[b ]mTPa
]aaT pZca ]O pmOab`P XT[b m` j cXT�X` `ab m` dmOa dPT pe` V Wb O[` j cbeTX` d TOP d]PpTO 
PZP m 	`ad]p` X`a aTmObZT[a d TaaZs m`a pT[aZab` ]mTPa 
 jTXZ�`P m 	O[ X`a j cXT�X`a f `b 
 m`
pT[a`P_`P d TOP m 	ZbcP]bZT[ aOZ_][b` aZ m] aTmObZT[ `ab ]j cmZTPc` d]P p` pe][l`j `[b V

n`a p]P]pbcPZabZyO`a X` b`mm`a j cbeTX`a Xcd `[X`[b bPka UTPb`j `[b XO pPZbkP` pZs m`
peTZaZ V � Z[aZ f aZ p 	`ab m 	`PP`OP yO]XP]bZyO` yOZ `ab P`b`[O` f ]mTPa m] j cbeTX` [` d `Ob U]ZP`
U]p` 
 X`a pmOab`Pa dPT pe`a XT[b m`a b]Zmm`a aT[b bPka _]PZc`a V zZ ]O pT[bP]ZP` m` pPZbkP`
peTZaZ `ab O[ b`ab ab]bZabZyO` s]ac aOP O[` XZabPZsObZT[ l]OaaZ`[[` X`a XT[[c`a f ]aaT pZ][b

 pe]yO` pmOab`P O[ p`[bP` `b O[` j ]bPZp` X` pT_]PZ][p` f ]mTPa m] j cbeTX` a`P] p]d]sm`
X` lcP`P X` b`ma pmOab`Pa V i 	`ab `[ pT[aZXcP][b p` X`P[Z`P p]a yO` m` b]sm`]O o V� PcaOj `
m`a XZ� cP`[b`a p]P]pbcPZabZyO`a X` m] j cbeTX` V
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pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ [TjsP` X` pmOab`Pa

KdPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba d]PbZbZT[
pTjdm`u Zbc

O(M ×N ×K)Xcb`Pj Z[Zab` [T[
Z[pPcj `[b]m TOZ
][QbZj ` TOZ
e]PX TOZ

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` [T[
bTmcP][p` ]O sPOZb TOZ

bTmcP][p` 
 m 	`� `b X` pe]�[` TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` [T[

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a [T[

��� � o V� � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaT pZc`a ]O pmOab`PZ[l abTpe]abZyO` V
� � .1)�-+*0,� �(�� �)* 1( /+,� 0-�

^[` ]ObP` _ZaZT[ d TaaZs m` X`a pmOab`Pa `ab X` m`a pT[aZXcP`P pTjj` X`a PclZT[a eT
jTlk[`a X` e]Ob` X`[aZbc f `[bTOPc`a d]P X`a PclZT[a X` U]Zs m` X`[aZbc V x ]ac` aOP p`bb`
_ZaZT[ X`a pmOab`Pa f O[` ]ObP` U]j Zmm` X` j cbeTX`a `ab ]dd]PO` f UT[Xc` aOP m] UTPj ]bZT[
X`a pmOab`Pa X` j ][ZkP` � ������� 
 d]PbZP X 	O[ p`Pb]Z[ pPZbkP` X` X`[aZbc V

n] j cbeTX` X` PcUcP`[p` X][a p` p]XP` f ]dd `mc` \xzi�� �Wab`P `b ]m Vf ����� f `ab
]Z[aZ s]ac` aOP m 	ObZmZa]bZT[ X` X`Ou d]P]j kbP`a UTOP[Za `[ `[bPc` X` m 	]mlTPZbej ` `b
pT[bP� m][b m] [TbZT[ X` X`[aZbc XO _TZaZ[]l` X 	O[ Ts � `b R

� V �� � R m` P]XZOa XO _TZaZ[]l` X` m 	Ts � `b �

� V `b � ��� � R m` [TjsP` j Z[ZjOj X 	Ts � `ba yOZ XTZ_`[b �bP` pT[b`[Oa X][a p` _TZaZ
[]l` d TOP pT[aZXcP`P m] �T[` pTjj` X`[a` V

rmmOabPc` d]P m] �lOP` o Vo f m] j cbeTX` pT[aZab` `[ O[` aOpp`aaZT[ X` X`Ou de]a`a
ZbcPc`a �OayO 	
 p` yO` bTOa m`a Ts � `ba aTZ`[b ]aaZl[ca 
 O[ pmOab`P R

� V acm`pbZT[[`P m 	O[ X`a Ts � `ba −→xi

X` m] s]a` yOZ [ 	`ab `[pTP` ]aaZl[c 
 ]OpO[ pmOab`P �

� V aZ aT[ _TZaZ[]l` P`ad `pb` m` pPZbkP` X` X`[aZbc f p 	`ab
XZP` aZ ]O j TZ[a � ��� �
Ts � `ba aT[b dPca`[ba X][a m 	eQd `PadekP` X` p`[bP` −→xi

`b X` P]QT[ �� � f ]mTPa m`a
Ts � `ba pTPP`ad T[X][ba aT[b Z[bclPca ]O pmOab`P pTOP][b `b p`bb` j �j` de]a` `ab
ZbcPc` d TOP p`a Ts � `ba V

^[ ]_][b]l` ZjdTPb][b X` p`bb` j cbeTX` `ab yO 	`mm` d `Pj `b X` pT[aZXcP`P X`a pmOab`Pa
X` UTPj `a bPka _]PZc`a ]Z[aZ yO` X`a pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a �p 	`ab
XZP` pT[b`[Oa m`a O[a
X][a m`a ]ObP`a� V W mm` `ab cl]m`j `[b []bOP`mm`j `[b p]d]sm` X` U]ZP` U]p` ]O sPOZb yOZ
d `Ob `uZab`P X][a m`a XT[[c`a V
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� ! � o Vo � imOab`PZ[l s]ac aOP m] X`[aZbc aOP m 	`u`jdm` V
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S]P pT[bP` f a] pTjdm`u Zbc `ab yO]XP]bZyO` `[ UT[pbZT[ XO [TjsP` X 	Ts � `ba X` m]
s]a` V \ ` dmOa f `mm` aTO� P` XO dPTsmkj ` X 	�� � �� ������V S]P ]Zmm`OPa f `mm` `ab a`[aZs m`
]Ou _]m`OPa �uc`a d TOP m`a X`Ou d]P]j kbP`a �� � `b � ��� � V wP Zm `ab aTO_`[b bPka
XZ� pZm` 
 O[ ObZmZa]b`OP X` ad cpZ�`P m`a _]m`OPa m`a dmOa ]ddPTdPZc`a d TOP p`a d]P]j kbP`a V
\ ` dmOa f p`a d]P]j kbP`a cb][b �uca X` j ][ZkP` lmTs]m` f Zma [` d `Pj `bb`[b d]a X` pZs m`P
X`a pmOab`Pa XT[b m`a X`[aZbca aT[b bPka XZ� cP`[b`a V n` b]sm`]O o V� PcaOj ` �[]m`j `[b m`a
p]P]pbcPZabZyO`a X 	O[` b`mm` j cbeTX` V

�/
/�	.
�9	��, �/0,

pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ pPZbkP` X` X`[aZbc XO _TZaZ[]l`

dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba d]PbZbZT[
pTjdm`u Zbc

O(M ×N2)Xcb`Pj Z[Zab` TOZ
Z[pPcj `[b]m [T[
][QbZj ` [T[
e]PX TOZ

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` [T[
bTmcP][p` ]O sPOZb TOZ

bTmcP][p` 
 m 	`� `b X` pe]�[` [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` TOZ

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a TOZ

��� � o V� � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaTpZc`a ]O pmOab`PZ[l s]ac aOP m] X`[aZbc V

� � .1)�-+*0,� �(�� �)* 1+� �*011+�
^[` ]ObP` ]ddPT pe` d TaaZs m` d TOP `� `pbO`P m` pmOab`PZ[l X 	O[ `[a`jsm` X` XT[[c`a `ab

X 	ObZmZa`P O[` lPZmm` d TOP d]PbZbZT[[`P m 	`ad]p` `[ X` [TjsP`Oa`a p`mmO m`a f dOZa X 	ZX`[bZ�`P
m`a `[a`jsm`a X` p`mmO m`a X`[a`a pT[[`pbc`a d TOP UTPj `P m`a pmOab`Pa �xPc�`mm`p ][X \ ZXZ`P f
�;; �� V

\ ][a p` p]a f m 	ObZmZa]b`OP XTZb ad cpZ�`P m] b]Zmm` X` m] lPZmm` 
 ObZmZa`P `b m] X`[aZbc j Z
[ZjOj Xcb`Pj Z[][b aZ O[` p`mmO m` X` m] lPZmm` `ab pT[aZXcPc` pTjj` X`[a` TO [T[ V \ ][a
O[ dP`j Z`P b`jda f m 	`ad]p` X` X`apPZdbZT[ X`a Ts � `ba `ab XcpTOd c d]P X`a Z[b`P_]mm`a
PclOmZ`Pa aOP pe]yO` XZj `[aZT[ V SOZa m] X`[aZbc X` pe]yO` p`mmO m` `ab c_]mOc` f `b m`a p`m
mO m`a a]bZaU]Za][b m` pPZbkP` X` X`[aZbc j Z[ZjOj aT[b Xcb`pbc`a V W[aOZb` f m`a pTjd Ta][b`a
pT[[`u`a f p 	`ab
XZP` m`a `[a`jsm`a X` p`mmO m`a X`[a`a pT[[`pbc`a f aT[b ZX`[bZ�c`a V W[�[ f
O[ b`ab X 	O[ZUTPj Zbc X` p`a pTjd Ta][b`a pT[[`u`a `ab j `[c V n`a pTjdTa][b`a pT[[`u`a
O[ZUTPj `a UTPj `[b ]mTPa m`a pmOab`Pa f `b d TOP m`a ]ObP`a f m] p`mmO m` m] j TZ[a X`[a` `ab
aOddPZj c` f `b m` b`ab `ab P`pT[XOZb aOP pe]pO[` X`a X`Ou aTOapTjd Ta][b`a Tsb`[O`a
�OayO 	
 p` yO` bTOb`a m`a pTjdTa][b`a aTZ`[b pT[aZXcPc`a pTjj` O[ZUTPj `a V



�; � ��� ���� �� ���� ���	��

n] �lOP` o V� dPca`[b` p`bb` j cbeTX` aOP m 	`u`jdm` V w[ d `Ob Xka mTPa Tsa`P_`P yO 	`mm`
]Xj `b yO` p`Pb]Z[a Ts � `ba aTZ`[b ZaTmca V i 	`ab m` p]a X` m 	Ts � `b p]P]pbcPZac d]P O[` mT[
lO`OP X` ��� `b O[ dPZu X` �;�;; V \ ][a p` p]a f p`pZ `ab m] pT[acyO`[p` XO peTZu X` m]
b]Zmm` X` lPZmm` ObZmZac` f j ]Za X][a X 	]ObP`a p]a f p`m] d `Pj `b X 	ZaTm`P m` sPOZb yOZ d `Ob
`u Zab`P X][a m`a XT[[c`a V

STOP p`a j cbeTX`a f m] dPTsmcj ]bZyO` m] dmOa pPZbZyO` `ab p`mm` XO peTZu XO pPZbkP` X`
X`[aZbc `b X` m] b]Zmm` X` m] lPZmm` ObZmZac` R

� X`a p`mmO m`a X` bPTd d `bZb` b]Zmm` ]j k[`[b 
 O[` `abZj ]bZT[ sPOZbc` X` m] X`[aZbc R
p 	`ab m` dPTsmkj ` XO ���
���������� �� �

� 
 m 	Z[_`Pa` f X`a p`mmO m`a X` bPTd lP][X` b]Zmm` ]j k[`[b 
 X` bPTd U]Zs m`a X`[aZbca R
p 	`ab m` dPTsmkj ` XO ����
���������� ��V

S]P ]Zmm`OPa f p`a b`pe[ZyO`a T[b m`a j �j`a UTPp`a `b U]Zs m`aa`a yO` m`a j cbeTX`a s]ac`a
aOP m] X`[aZbc R `mm`a aTO� P`[b X` m 	�� � �� ������ `b dP`[[`[b XZ� pZm`j `[b `[ pTjdb`
m` U]Zb yO` X`a pmOab`Pa X` X`[aZbca XZ� cP`[b`a dOZaa`[b `u Zab`P f j ]Za `mm`a aT[b p]d]sm`a
X 	ZX`[bZ�`P X`a pmOab`Pa X` UTPj `a bPka _]PZc`a TO pT[p`[bPZyO`a `b X` lcP`P m` sPOZb
yOZ d `Ob `uZab`P X][a m`a XT[[c`a V n` b]sm`]O o V� PcaOj ` m`a p]P]pbcPZabZyO`a X` p`bb`
]ddPT pe` V

�/
/�	.
�9	��, �/0,

pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ b]Zmm` X` lPZmm` `b pPZbkP` X` X`[aZbc

dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba `[a`jsm`a X` p`mmO m`a pT[[`pbc`a
pTjdm`u Zbc

O(M × taille de grille)Xcb`Pj Z[Zab` TOZ
Z[pPcj `[b]m [T[
][QbZj ` [T[
e]PX TOZ

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` [T[
bTmcP][p` ]O sPOZb TOZ

bTmcP][p` 
 m 	`� `b X` pe]�[` [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` TOZ

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a TOZ

��� � o V� � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaT pZc`a ]O pmOab`PZ[l s]ac aOP m`a lPZmm`a V

� � .1)�-+*0,� �(�� �)* 1+� �*(��+�
rmmOabPc` d]P m] �lOP` o V� f m] j cbeTX` X` pmOab`PZ[l s]ac` aOP m`a lP]de`a pT[aZab`


 pT[aZXcP`P m`a pmOab`Pa pTjj ` X`a `[a`jsm`a X` [�OXa pT[[`pbca X][a O[ lP]de` V
tQdZyO`j `[b f T[ pT[abPOZb X][a O[ dP`j Z`P b`jda m` lP]de` pTjdm`b X`a XT[[c`a f X][a
m`yO`m O[ [�OX pTPP`ad T[X 
 O[ Ts � `b f `b O[ ]Pp 
 m] XZab][p` `[bP` m`a X`Ou Ts � `ba
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pT[aZXcPca V w[ `[ XcPZ_` `[aOZb` m` � ���� �� �������� ���� �qzt � R lP]de` pT[[`u`
XT[b m] aTjj ` X`a _]m`OPa X`a ]Ppa f pTPP`ad T[X][b ]Ou XZab][p`a X][a [TbP` p]a f `ab
j Z[Zj ]m` V SOZa a`mT[ m` d]P]j kbP` ObZmZac d TOP m] UTPj ]bZT[ X`a pmOab`Pa f Zm d `Ob a 	]lZP
aTZb X` aOddPZj `P m`a ]Ppa m`a dmOa mT[la f aTZb X` pT[a`P_`P m`a ]Ppa XT[b m] _]m`OP `ab
Z[UcPZ`OP` 
 O[ a`OZm ad cpZ�c V

mT[lO`OP

dPZu

��� ��o ��;

�;;;

�o;;;
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�

zOddP`aaZT[ X`a ]Ppa
m`a dmOa mT[la d TOP m]
UTPj ]bZT[ X`a pmOab`Pa

� ! � o V� � imOab`PZ[l s]ac aOP m`a lP]de`a aOP m 	`u`jdm` V
n] mZj Zb` ZpZ `ab dPZ[pZd]m`j `[b m] pTjdm`uZbc X` m] j cbeTX` ObZmZac` d TOP UTPj `P

m` lP]de` q zt Z[ZbZ]m R `[ ObZmZa][b O[` j cbeTX` pm]aaZyO` X` pT[abPOpbZT[ X` q zt f
m] pTjdm`u Zbc `ab `[

O(N2 log N)
V \ Z� cP`[b`a b`pe[ZyO`a ObZmZac`a d TOP PcXOZP` p`bb`

pTjdm`u Zbc d `O_`[b �bP` bPTO_c`a X][a �S`bbZ` ][X g]j ]pe][XP][ f �;;;� f j ]Za p`mm`
pZ a`P] X` bTOb` U]�T[ ]O j TZ[a yO]XP]bZyO` X][a m` j `Zmm`OP X`a p]a V v Z[]m`j `[b f m`
b]sm`]O o V� PcaOj ` m`a p]P]pbcPZabZyO`a X` p`bb` j cbeTX` V

� � .1)�-+*0,� �� +�-*(1
S]Pb][b X 	O[` j ]bPZp` X` aZj Zm]PZbc `[bP` m`a Ts � `ba f m` UT[X`j `[b XO pmOab`PZ[l

ad `pbP]m pT[aZab` 
 dPT� `b`P m`a Ts � `ba X][a O[ aTOa`ad]p` X` _]PZ][p` j ]uZjOj f dOZa
X 	ObZmZa`P O[` j cbeTX` X` d]PbZbZT[[`j `[b X][a O[ b`m aTOa`ad]p` d TOP ZX`[bZ�`P m`a
pmOab`Pa ��`Pj ] ][X q `Zm] f �;;o� V



���� ���	�� �� ������ �o
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pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ XZab][p` j Z[Zj ]m` `[bP` pmOab`Pa
dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba d]PbZbZT[ aTOa UTPj ` X` lP]de`

pTjdm`u Zbc
O(M ×N2 log N)Xcb`Pj Z[Zab` TOZ

Z[pPcj `[b]m [T[
][QbZj ` [T[
e]PX TOZ

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` [T[
bTmcP][p` ]O sPOZb [T[

bTmcP][p` 
 m 	`�`b X` pe]�[` [T[
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` TOZ

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a TOZ

��� � o V� � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaT pZc`a ]O pmOab`PZ[l s]ac aOP m`a lP]de`a V

n] dP`j ZkP` cb]d ` X` m] j cbeTX` pT[aZab` XT[p 
 p]mpOm`P m`a _]m`OPa dPTdP`a X`
m] j ]bPZp` X` aZj Zm]PZbc f ]Z[aZ yO` m`a _`pb`OPa dPTdP`a ]aaTpZca V n`a Ts � `ba aT[b ]mTPa
dPT� `bca X][a m 	`ad]p` UTPj c d]P O[` d]PbZ` X` p`a _`pb`OPa dPTdP`a ]aaT pZca V

W[aOZb` f XZ�cP`[b`a b`pe[ZyO`a d `O_`[b �bP` ObZmZac`a d TOP d]PbZbZT[[`P m 	`[a`jsm`
X`a Ts � `ba dPT� `bca V w[ d `Ob aTZb ObZmZa`P O[ ]mlTPZbej ` X` bQd ` �j`][a X][a m` [TO_`m
`ad]p` f TO sZ`[ ObZmZa`P O[ ]mlTPZbej ` X` d]PbZbZT[ X` lP]de` d TOP bPTO_`P m] �T[` X`
pTOdOP` j ]uZj Za][b m] acd]P]bZT[ `[bP` m`a Ts � `ba V

i`bb` b`pe[ZyO` X` d]PbZbZT[[`j `[b `ab ]mTPa ObZmZac` d TOP XZ_ Za`P m] s]a` X`a Ts � `ba
`[ X`Ou f dOZa `mm` `ab ZbcPc` aOP pe]yO` aTOalPTOd ` pZsmc f �OayO 	
 p` yO` m` [TjsP`
X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca d]P m 	ObZmZa]b`OP aTZb ]bb`Z[b V �ObP`j `[b XZb f O[` b`mm` j cbeTX`
P`yOZ`Pb aTO_`[b m` [TjsP` X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca f j ]Za dmOaZ`OPa b`pe[ZyO`a T[b cbc
aOllcPc`a d TOP Xc�[ZP ]ObTj ]bZyO`j `[b p` d]P]j kbP` V

n 	Z[bcP�b X 	ObZmZa`P X` b`mm`a bP][aUTPj ]bZT[a X`a XT[[c`a `ab X` a` dm]p`P 
 pe]yO`
cb]d ` X` m] j cbeTX` X][a O[ aTOa`ad]p` X][a m`yO`m m`a XZ�cP`[p`a `[bP` pmOab`Pa aT[b
dmOa Zjd TPb][b`a yO` X][a m 	`ad]p` Z[ ZbZ]m V S]P `u`jdm` f ObZmZa`P O[` b`mm` b`pe[ZyO` ]_`p
m 	]mlTPZbej ` �j`][a d `Pj `b X` pZs m`P X`a pmOab`Pa X 	TPZ`[b]bZT[ yO`mpT[yO` f ]mTPa yO`
�j`][a a`Om [ 	`ab d]a p]d]sm` X` pZs m`P X` b`ma pmOab`Pa V

i` bQd ` X` j cbeTX` ]Q][b cj `Plc P`m]bZ_`j `[b Pcp`jj `[b f X` [TjsP`Oa`a _]PZ][b`a
T[b cbc dPTd Tac`a V SOZayO 	`mm`a aT[b p]d]sm`a X` bP][aUTPj `P m 	`ad]p` X` X`apPZdbZT[ X`a
Ts � `ba f `mm`a aT[b d Tb`[bZ`mm`j `[b p]d]sm`a X 	ZX`[bZ�`P X`a pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` V
S]P pT[bP` f d]Pb][b X 	O[` j ]bPZp` X` aZj Zm]PZbc `[bP` bTOb`a m`a d]ZP`a X 	Ts � `ba f dOZa
ObZmZa][b X`a j cbeTX`a s]ac`a aOP X`a p]mpOma j ]bPZpZ`ma f m`OP pTjdm`u Zbc `ab cm`_c` V
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� � .1)�-+*0,� ���*0/+
n` Xc_`mTdd `j `[b X` p`Pb]Z[`a j cbeTX`a eQsPZX`a `[bP` m`a _`PaZT[a eZcP]PpeZyO`a `b

m`a _`PaZT[a d]P d]PbZbZT[ XO pmOab`PZ[l ] cbc j TbZ_c d]P m 	`udmTZb]bZT[ X`a ]_][b]l`a X`
p`a X`Ou b`pe[ZyO`a yOZ a`jsm`[b pTjdmcj `[b]ZP`a R m` pmOab`PZ[l eZcP]PpeZyO` `ab dmOa
aTOdm` yO` m` pmOab`PZ[l d]P d]PbZbZT[ f ]mTPa yO` p` X`P[Z`P ] O[` pTjdm`u Zbc `[ b`jda
`b `[ `ad]p` yOZ `ab Z[UcPZ`OP` V

� Z[aZ f O[` j cbeTX` X` pTjsZ[]ZaT[ dPTd Tac` X][a �zb`Z[s]pe `b ]m Vf �;;;� pT[aZab`
d]P `u`jdm` 
 R

� V UTPj `P O[ O[ZyO` pmOab`P P`lPTOd][b bTOa m`a Ts � `ba �
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�O_P` `ab ]OaaZ dPTsmcj ]bZyO` X][a p`Pb]Z[a p]a V n] dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` X][a
m`yO`m m`a pmOab`Pa aT[b pPcca pT[abZbO` O[ aO� `b X 	cbOX` Pcp`[b f yOZ j cPZb` XT[p X 	�bP`]ddPTUT[XZ V W[�[ f O[` dPTsmcj ]bZyO` TO_`Pb` Zjd TPb][b` X][a m` p]XP` XO pmOab`PZ[l
pT[p`P[` m 	c_]mO]bZT[ X`a PcaOmb]ba `b m] pTjd]P]ZaT[ X` XZ�cP`[b`a j cbeTX`a V \ ][a m]
aOZb` X` p`bb` beka` f [TOa dPca`[bT[a XT[p [Ta pT[bPZsObZT[a aOP p`a XZ�cP`[ba d TZ[ba V n]
d]PbZ` rr dPca`[b` ]Z[aZ [Ta bP]_]Ou X][a m] j Za` `[ �O_P` X` [TO_`mm`a j cbeTX`a X` aOs
ad]p` pmOab`PZ[l f j Z[Zj Za][b m` [TjsP` X` d]P]j kbP`a P`yOZa X` m] d]Pb X` m 	ObZmZa]b`OP f
UTOP[Zaa][b `[ aTPbZ` O[ PcaOmb]b pTjdPce`[aZs m` f `b ]Q][b O[` pTjdm`u Zbc P]ZaT[[]sm` V
n] d]PbZ` rrr dPca`[b` `[aOZb` [Ta bP]_]Ou X][a m` XTj ]Z[` X` m 	c_]mO]bZT[ X`a PcaOmb]ba
X 	]mlTPZbej `a X` pmOab`PZ[l f TO X` m] pTjd]P]ZaT[ X` b`ma ]mlTPZbej `a V
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\][a m`a bP]_]Ou X` P`pe`Ppe` yO` [TOa ]_T[a j `[ca f [TOa ]_T[a ]s TPXc dmOaZ`OPa
dPTsmcj ]bZyO`a TO_`Pb`a X][a m` p]XP` XO pmOab`PZ[l V

tTOb X 	]s TPX f [TOa [TOa aTjj`a ]bb]yOc ]O dPTsmkj ` X` m] dPZa` `[ pTjdb` XO
pT[b`ub` X][a m`yO`m m`a pmOab`Pa dPca`[ba X][a m`a XT[[c`a aT[b pPcca f p 	`ab
XZP` ]Ou
p]a T� m`a pmOab`Pa d `O_`[b �bP` Xc�[Za X][a XZ�cP`[ba aTOa`ad]p`a X` m 	`ad]p` TPZlZ[]m
X` X`apPZdbZT[ X`a Ts � `ba V �ObP`j `[b XZb f [Ta pT[bPZsObZT[a a` aZbO`[b X][a m` p]XP` XO
aOsad]p` pmOab`PZ[l V

S]P ]Zmm`OPa f [TOa [TOa dm]�T[a X][a m 	TdbZyO` X 	ObZmZa`P m` pmOab`PZ[l X][a O[ p]XP`
X 	`ubP]pbZT[ X` pT[[]Zaa][p`a f m 	Ts � `pbZU cb][b ]mTPa X 	]ZX`P 
 m] pTjdPce`[aZT[ X` m]
abPOpbOP` X`a XT[[c`a `b X` U]ZP` ]Z[aZ cj `Pl`P p`Pb]Z[a aTOapT[p`dba dPca`[ba X][a m`a
XT[[c`a V wP X][a O[ b`m p]XP` f m 	ObZmZa]b`OP ] P]P`j `[b X` pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ aOP m]
abPOpbOP` X`a XT[[c`a f `b m] X`apPZdbZT[ X`a PcaOmb]ba aTOa UTPj ` pTjdPce`[aZs m` a 	]_kP`
X 	O[` ]ZX` dPcpZ`Oa` d TOP m 	]ZX`P 
 ]ddPce`[X`P ]O j Z`Ou m`a aTOapT[p`dba dPca`[ba
X][a m`a XT[[c`a V \ ][a m] j Za` `[ �O_P` X` [Ta j cbeTX`a f [TOa [TOa aTjj`a XT[p
XT[[c pTjj` Ts � `pbZU X` j Z[Zj Za`P m` [TjsP` X` pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ P`yOZa`a X` m]
d]Pb X` m 	ObZmZa]b`OP f `b [TOa [TOa aTjj`a Z[bcP`aac 
 m] dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba aTOa
UTPj ` pTjdPce`[aZs m` `b _ZaO`mm` d TOP m 	ObZmZa]b`OP V

� TOa ]_T[a cl]m`j `[b pT[aZXcPc m] d TaaZs ZmZbc X 	�bP` pT[UPT[bc 
 X`a s]a`a X` XT[[c`aecbcPTlk[`a P`lPTOd][b XZ� cP`[ba bQd `a X 	]bbPZsOba f cb][b XT[[c yO` X][a m] dmOd]Pb X`a
s]a`a X` XT[[c`a Pc`mm`a f m`a XT[[c`a aT[b XcpPZb`a d]P X`a ]bbPZsOba [Oj cPZyO`a ]OaaZ
s Z`[ yO` p]bclTPZ`ma V ^[` d]PbZ` X` [Ta bP]_]Ou d TPb` d]P ]Zmm`OPa aOP m] j Za` `[ �O_P`
X 	O[` j cbeTX` X` aOsad]p` pmOab`PZ[l ]X]dbc` ]Ou p]a X`a XT[[c`a a`j ZabPOpbOPc`a V
W[�[ f [TOa ]_T[a cl]m`j `[b `[_Za]lc m] d TaaZs ZmZbc X 	�bP` pT[UPT[bc 
 X` m]Pl`a s]a`a X`
XT[[c`a d TO_][b pT[b`[ZP X`a XT[[c`a j ][yO][b`a ]Z[aZ yO` XO sPOZb V

n` pe]dZbP` � dPca`[b` ]Z[aZ m] dP`j ZkP` j cbeTX` X` pmOab`PZ[l yO` [TOa ]_T[a Xc_`
mTdd c` X][a p` p]XP` f ]dd `mc` �/
,- V zT[ dPZ[pZd ` lc[cP]m pT[aZab` 
 P`d cP`P 
 pe]yO`
cb]d ` m] XZj `[aZT[ d `Pj `bb][b m` d]PbZbZT[[`j `[b m` dmOa d `PbZ[`[b d TOP m` lPTOd ` X 	Ts
� `ba pT[aZXcPc f `b 
 ZbcP`P p` dPT p`aaOa �OayO 	
 p` yO` dmOa ]OpO[ lPTOd ` [` aTZb ]j cmZTPc
d]P XcpTOd]l` f 
 m] j ][ZkP` X` i� V� ��OZ[m][ f ���o� `[ ]ddP`[bZaa]l` aOd `P_Zac V

n` pe]dZbP` � dPca`[b` `[aOZb` O[` X`Ou Zkj ` j cbeTX` X` aOsad]p` pmOab`PZ[l ]dd `mc`
��� `b Pcd T[X][b 
 p`Pb]Z[`a mZj Zb]bZT[a Tsa`P_c`a X` �/
,- V �TOa j T[bPT[a ]mTPa
`[ d]PbZpOmZ`P m 	Z[bcP�b X 	ObZmZa`P X`a j TXkm`a dPTs]sZmZab`a X][a m` p]XP` XO aOsad]p`
pmOab`PZ[l V

SOZa X][a m` pe]dZbP` � f [TOa dPca`[bT[a dmOaZ`OPa `ub`[aZT[a d TaaZs m`a X` p`a j c
beTX`a f X][a m` p]XP` X 	O[ ]ddP`[bZaa]l` ]ObP` yO` [T[ aOd `P_Zac f `b U]p` 
 X`a XT[[c`a
a`j ZabPOpbOPc`a V

W[�[ f m` pe]dZbP` � dPca`[b` m`a XZ�cP`[b`a `ud cPZj `[b]bZT[a yO` [TOa ]_T[a j `[c`a
]_`p p`a XZ� cP`[b`a ]ddPTpe`a f pTjd]Pc`a 
 X 	]ObP`a V i`a `ud cPZj `[b]bZT[a aT[b X 	]s TPX
pT[XOZb`a U]p` 
 X`a XT[[c`a ]PbZ�pZ`mm`a f d TOP Tsa`P_`P m`OP PTsOab`aa` X][a XZ� cP`[b`a
aZbO]bZT[a pT[bP� mc`a f dOZa [TOa j T[bPT[a m`a PcaOmb]ba Tsb`[Oa U]p` 
 X`a XT[[c`a Pc`mm`a
`b X`a XT[[c`a a`j ZabPOpbOPc`a f ZmmOabP][b m 	Z[bcP�b X` p`a ]ddPT pe`a X][a m` p]a X 	]d
dmZp]bZT[a Pc`mm`a V
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� TOa dPTd TaT[a ZpZ �/
,- �pT[b`u��� mZ�`X pmOab�� Z[� � �i][XZmmZ`P `b ]m Vf �;;� � f
O[ ]mlTPZbej ` TPZlZ[]m a 	]dd]P`[b][b 
 m] U]j Zmm` X`a j cbeTX`a X` aOsad]p` pmOab`PZ[l V
\ ][a m] j Za` `[ �O_P` X` p`b ]mlTPZbej ` f [TOa [TOa aTjj`a XT[[c d TOP Ts � `pbZU X`
j Z[Zj Za`P m` [TjsP` X` pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ P`yOZa`a X` m] d]Pb X` m 	ObZmZa]b`OP f `b X`
UTOP[ZP `[ aTPbZ` O[ PcaOmb]b U]pZm`j `[b Z[b`PdPcb]sm` V � TOa [TOa dm]�T[a ]Z[aZ X][a m`
p]XP` X` m 	ObZmZa]bZT[ XO pmOab`PZ[l d TOP m 	`ubP]pbZT[ X` pT[[]Zaa][p`a V

\ ][a m] dP`j ZkP` a`pbZT[ X` p` pe]dZbP` f [TOa XZapObT[a X 	]s TPX X`a XZ� cP`[b`a j ]
[ZkP`a d TaaZs m`a X` dPca`[b`P m`a PcaOmb]ba X 	O[ pmOab`PZ[l aTOa UTPj ` pTjdPce`[aZs m`
d TOP m 	ObZmZa]b`OP f `b j T[bPT[a m 	Z[bcP�b X 	ObZmZa`P X`a Pklm`a �eQd `PP`pb][lm`a X][a X`a
aTOa`ad]p`a X` m 	`ad]p` TPZlZ[]m X` X`apPZdbZT[ X`a Ts � `ba� X][a p` p]XP` V W[ d]PbZpOmZ`P f
[TOa j T[bPT[a pTjj`[b p`bb` P`dPca`[b]bZT[ [TOa d `Pj `b X` XcpPZP` pe]yO` pmOab`P d]P
O[ j Z[ZjOj X 	]bbPZsOba d `PbZ[`[ba V

n` dPZ[pZd ` lc[cP]m X` �/
,- pT[aZab` 
 UP]pbZT[[`P aOpp`aaZ_`j `[b m 	`[a`jsm` X`a
Ts � `ba V \ ][a m 	`adPZb f m 	]ddPT pe` `ab pTjd]P]sm` 
 p`mm` X` i� V� ��OZ[m][ f ���o� `[ ]d
dP`[bZaa]l` aOd `P_Zac R Zm a 	]lZb X` P`d cP`P 
 pe]yO` cb]d ` m] XZj `[aZT[ d `Pj `bb][b m`
d]PbZbZT[[`j `[b m` dmOa d `PbZ[`[b d TOP m` lPTOd ` X 	Ts � `ba pT[aZXcPc f `b X 	ZbcP`P p` dPT
p`aaOa �OayO 	
 p` yO` dmOa ]OpO[ lPTOd ` [` aTZb ]j cmZTPc d]P XcpTOd]l` V

ie]yO` XZj `[aZT[ X` X`apPZdbZT[ `ab pT[aZXcPc` m 	O[` ]dPka m 	]ObP` `b Z[Xcd `[X]j 
j`[b X`a ]ObP`a V n] sPZyO` X` s]a` `ab XT[p O[ ]mlTPZbej ` X` d]PbZbZT[[`j `[b aOP O[`
XZj `[aZT[ V i 	`ab p` aO� `b yO` [TOa bP]ZbT[a X][a m] a`pbZT[ � V� f ]_][b X 	`ud Ta`P pTjj`[b
p` d]PbZbZT[[`j `[b cmcj `[b]ZP` `ab Z[bclPc X][a O[` abP]bclZ` lmTs]m` _Za][b 
 ZX`[bZ�`P f
d TOP pe]yO` lPTOd ` f a`a XZj `[aZT[a d `PbZ[`[b`a f `b pTjj `[b O[ P`lPTOd `j `[b pTjdm`b
X`a Ts � `ba `ab �[]m`j `[b pT[abZbOc V

& � � *��+,-(-0�, /+� *��)1-(-� �(* 1+� *�� 1+�
rm `u Zab` bPTZa dPZ[pZd]m`a b`pe[ZyO`a d TOP dPca`[b`P m`a PcaOmb]ba X 	O[ pmOab`PZ[l aTOa

UTPj ` pTjdPce`[aZs m` d TOP O[ ObZmZa]b`OP R
�o
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� V dPT� `b`P m`a XT[[c`a X][a O[ `ad]p` _ZaO`m 
 X`Ou TO bPTZa XZj `[aZT[a �

� V dPca`[b`P m`a PcaOmb]ba 
 m 	]ZX` X 	O[ ]PsP` X` XcpZaZT[ �

o V TO dPca`[b`P m`a PcaOmb]ba 
 m 	]ZX` X` Pklm`a V
\ ][a m` dP`j Z`P p]a f O[` _ZaO]mZa]bZT[ `[ X`Ou TO bPTZa XZj `[aZT[a X`a Ts � `ba d `P

j`b X 	Tsa`P_`P ]Zacj `[b m] dPTuZj Zbc TO m 	cmTZl[`j `[b `[bP` Ts � `ba f j ]Za p`m] [cp`aaZb`
X 	]_TZP O[ ZX`[bZ�][b pTjdPce`[aZs m` X` pe]pO[ X` p`a Ts � `ba V S]P `u`jdm` f aZ m`a Ts � `ba
P`dPca`[b`[b X`a ][Zj ]Ou f ]mTPa m` U]Zb yO 	O[ mZT[ aTZb dmOa dPT pe` X 	O[ pe]b yO` X 	O[
peZ`[ ]dd TPb` X` m 	Z[UTPj ]bZT[ V \ ` j �j` f aZ m`a Ts � `ba aT[b X`a XTpOj `[ba bZbPca f ]mTPa m`
U]Zb yO 	O[ XTpOj `[b aOP m 	��� ��� ����� � ���� ����� aTZb dmOa dPT pe` X 	O[ XTpOj `[b aOP
m 	��� ��� ���� � yO` X 	O[ XTpOj `[b aOP m 	��� �������� � � � 	����� ]dd TPb` X` m 	Z[UTPj ]bZT[ V
S]P pT[bP` f aZ ]OpO[ ZX`[bZ�][b pTjdPce`[aZs m` [ 	`ab ]aaT pZc ]Ou Ts � `ba f ]mTPa m] dPTu Z
jZbc Tsa`P_c` `[bP` X`Ou Ts � `ba [ 	]ddTPb`P] ]OpO[` Z[UTPj ]bZT[ V n`a X`Ou b`pe[ZyO`a
m`a dmOa ObZmZac`a d TOP `� `pbO`P X` b`mm`a dPT� `pbZT[a aT[b m`a ����� ���
��� ����������
�� � ������ �zO ][X ie][l f �;;;� `b m 	������� �� ���������� � ������ ���� �NTmmZ� ` f
����� f Xcb]Zmmc` `[ ][[`u`a x V� V� V

n`a ]PsP`a X` XcpZaZT[ aT[b X`a abPOpbOP`a aTO_`[b ObZmZac`a d TOP UTOP[ZP O[ PcaOmb]b
pTjdPce`[aZs m` 
 m 	ObZmZa]b`OP V wP m`a Pklm`a T[b O[ dTb`[bZ`m `udP`aaZU d mOa ZjdTPb][b yO`
m`a ]PsP`a X` XcpZaZT[ V zZ [TOa pT[aZXcPT[a m` p]a dPca`[bc d]P m] �lOP` � V� d]P `u`jdm` f
m`a bPTZa lPTOd `a dPca`[ba X][a m`a XT[[c`a a`PT[b []bOP`mm`j `[b Xc�[Za pTjj` aOZb d]P
O[ ObZmZa]b`OP R

� m` lPTOd `
C0

a` aZbO` 
 XPTZb` �

� m` lPTOd `
C1

a` aZbO` `[ e]Ob �

� `b m` lPTOd `
C2

a` aZbO` `[ s]a 
 l]Ope` V

X

Y
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C1

C0

C2

�;

�;;
� ! � � V� � Wu`jdm` X` � `O X` XT[[c`a V

n] UTPj ]mZa]bZT[ X` p`bb` P`dPca`[b]bZT[ 
 m 	]ZX` X` Pklm`a `ab ]mTPa XZP`pb` R
� m` pmOab`P

C0
`ab Xc�[Z d]P X`a _]m`OPa aOd cPZ`OP`a 
 �; aOP

X
R

C0 : X ∈ [60, 80]

� m` pmOab`P
C1

`ab Xc�[Z d]P X`a _]m`OPa aOd cPZ`OP`a 
 �; aOP
Y

R
C1 : Y ∈ [60, 80]
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� `b m` pmOab`P
C2

`ab Xc�[Z d]P X`a _]m`OPa Z[UcPZ`OP`a 
 �; aOP
X

`b aOP
Y

R
C2 : X ∈ [20, 40]

`b
Y ∈ [20, 40]S]P pT[bP` f O[ ]PsP` X` XcpZaZT[ Tsb`[O X][a O[ b`m p]a d TOPP]Zb �bP` p`mO Z dPca`[bc

d]P m] �lOP` � V� V wP aZ m 	T[ Tsa`P_` pTjj`[b `ab p]P]pbcPZac m` pmOab`P
C1

X][a p` p]a f
T[ d `Ob P`j ]PyO`P yO 	Zm `ab Xc�[Z d]P X`a _]m`OPa aOd cPZ`OP`a 
 �; aOP

X
`b aOP

Y
f ]mTPa

yO 	Zm [ 	`ab d]a ObZm` X` pT[aZXcP`P m`a _]m`OPa X`a j `jsP`a X`
C1

aOP
X

dTOP p]P]pbcPZa`P
m`OP ]dd]Pb`[][p` ]O pmOab`P V \ ][a O[ b`m p]a f m 	ObZmZa]bZT[ X` Pklm`a d `Pj `b XT[p X`
j Z[Zj Za`P m` [TjsP` X 	]bbPZsOba [cp`aa]ZP`a d TOP p]P]pbcPZa`P m`a pmOab`Pa V

X > 60

C0 Y > 60

C1 C2

� ! � � V� � Wu`jdm` X 	]PsP` X` XcpZaZT[ Tsb`[O aOP m` � `O X` XT[[c`a V
S]P ]Zmm`OPa f X][a X`a p]a pTjj` p`Ou yOZ aT[b dPca`[bca X][a m] �lOP` � Vo f m] X`a

pPZdbZT[ X`a pmOab`Pa d]P X`a Pklm`a `ab dmOa ]ddPTdPZc` yO` p`mm` ObZmZa][b m`a ]PsP`a X`
XcpZaZT[ p]P m`a Pklm`a d `Pj `bb`[b []bOP`mm`j `[b m] dPZa` `[ pTjdb` X`a pe`_]Ope`j `[ba
`[bP` pmOab`Pa f ]mTPa yO` m`a ]PsP`a X` XcpZaZT[ [` d TOPPT[b U]ZP` ]ObP`j `[b yO` X` Xc
pTOd `P m 	O[ X`a pmOab`Pa `[ X`Ou V W[ `� `b f X][a m`a X`Ou p]a f m` dP`j Z`P b`ab X` m 	]PsP`
X` XcpZaZT[ X`_P] d TPb`P aOP O[ XcpTOd]l` `[ � TO � aOP m 	O[ X`a X`Ou ]u`a f p` yOZ ]OP]
U]b]m`j `[b d TOP `� `b X` XZ_Za`P m 	O[ X`a X`Ou pmOab`Pa V
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� ! � � Vo � r[bcP�b X` m 	ObZmZa]bZT[ X` Pklm`a d TOP P`dPca`[b`P m`a pmOab`Pa V

^ bZmZa`P X`a eQd `PP`pb][lm`a dmOb�b yO` X`a eQd `P`mmZdaT�X`a d TOP P`dPca`[b`P m`a
pmOab`Pa d `Pj `b d]P ]Zmm`OPa 
 m 	ObZmZa]b`OP X 	Z[b`PdPcb`P dmOa U]pZm`j `[b m`a PcaOmb]ba V \ `



�� ������ � �	�	�	�� � �������	��� ��� ��� �	� �� �	�� � �� � ���� ���

dmOa f p]mpOm`P m 	]dd]Pb`[][p` X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa mTPayO` p`Ou pZ aT[b P`dPca`[bca d]P
X`a eQd `PP`pb][lm`a `ab j TZ[a pT�b`Ou yO` mTPayO` X`a eQd `P`mmZdaT�X`a aT[b ObZmZaca f p`
yOZ d `Pj `b `[ d]PbZpOmZ`P f [TOa m` _`PPT[a X][a m] aOZb` f X` aZjdmZ�`P dmOa []bOP`mm`j `[b
m`OP X`apPZdbZT[ `[ PcXOZa][b m` [TjsP` X 	]bbPZsOba pT[aZXcPca V

w[ P`dPca`[b` ]OaaZ aTO_`[b m`a pmOab`Pa d]P m`OPa p`[bPT�X`a f j ]Za X][a X` [TjsP`Ou
p]a f m`a XZ�cP`[p`a `[bP` pmOab`Pa [` aT[b ]Z[aZ d]a j Za`a `[ ]_][b f aOPbTOb mTPayO` m`
[TjsP` X 	]bbPZsOba XcpPZ_][b p`a p`[bPT�X`a `ab Zjd TPb][b V \ ` dmOa f aZ X][a m` dP`j Z`P
p]a X` m] �lOP` � Vo f m`a XZ�cP`[p`a `[bP`a pmOab`Pa d `O_`[b �bP` j Za`a `[ ]_][b d]P m]
dPca`[b]bZT[ X`a p`[bP`a X` pmOab`Pa f `mm`a [` m` a`PT[b d]a XO bTOb X][a m` X`Ou Zkj ` p]a
d TOP m`yO`m m`a X`Ou p`[bP`a a` aOd `Pd Ta`[b V

\ ][a �tTPP` f ����� `b �z]P]� a `b ]m Vf �;;o� f X`a j cbeTX`a aT[b dPTd Tac`a d TOP P`pe`P
pe`P X`a `[a`jsm`a X` Pklm`a d TOP P`dPca`[b`P m`a XT[[c`a V n] dP`j ZkP` `ab s]ac` aOP O[`
pPc]bZT[ ]ap`[X][b` X` p`a Pklm`a ]mTPa yO` m] a`pT[X` ObZmZa` O[ ]mlTPZbej ` lc[cbZyO`
d TOP m`OP UTPj ]bZT[ V i`d `[X][b f p`a X`Ou j cbeTX`a aT[b s]ac`a aOP m 	ObZmZa]bZT[ X 	O[
a`OZm X` X`[aZbc X`a Pklm`a dPTXOZb`a yOZ XTZb �bP` UTOP[Z d]P m 	ObZmZa]b`OP V wP X` b`ma
d]P]j kbP`a aT[b aTO_`[b XZ� pZm`a 
 UTOP[ZP f `b m`a PcaOmb]ba aT[b Xcd `[X][ba X`a _]m`OPa
peTZaZ`a V \ ` dmOa f X` b`mm`a j cbeTX`a s]ac`a aOP m 	ObZmZa]bZT[ X 	O[ a`OZm X` X`[aZbc Xc�[Z
X` j ][ZkP` lmTs]m` [` aT[b d]a p]d]sm`a X` pZs m`P X`a pmOab`Pa ]Q][b X`a X`[aZbca bPka
XZ� cP`[b`a V

v Z[]m`j `[b f d TOP m] j Za` `[ �O_P` X` [TbP` j cbeTX` f [TOa ]_T[a XT[p peTZaZ X` [TOa
s]a`P aOP m 	ObZmZa]bZT[ X` Pklm`a d TOP P`dPca`[b`P m`a pmOab`Pa ZX`[bZ�ca f `b X` j Z[Zj Za`P
m` [TjsP` X` pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ P`yOZa`a X` m] d]Pb X` m 	ObZmZa]b`OP V

& � �(*-0-0�,,+� +,- �)* ),+ /0� +,�0�,
n] sPZyO` X` s]a` X` [TbP` j cbeTX` `ab O[ ]mlTPZbej ` X` d]PbZbZT[[`j `[b aOP O[`

XZj `[aZT[ f yOZ a`P] ObZmZac aOP [ 	Zjd TPb` yO`m aTOa`[a`jsm` X 	Ts � `ba `b [ 	ZjdTPb` yO`mm`
XZj `[aZT[ X` U]�T[ ZbcP]bZ_` V

w[ d `Ob 
 p` [Z_`]O `[_Za]l`P X` [TjsP`Oa`a j cbeTX`a d TOP d]PbZbZT[[`P O[ `[
a`jsm`

E
X`

n
_]m`OPa aOP O[` a`Om` XZj `[aZT[ {v1, ..., vn}

V \ ][a m` p]a X 	O[` XZj `[aZT[
[Oj cPZyO` f O[` dP`j ZkP` ]ddPT pe` d TaaZs m` pT[aZab` 
 XZ_Za`P p`b `[a`jsm` `[ X`Ou `[
pTOd][b `[bP` m`a X`Ou _]m`OPa pT[acpObZ_`a acd]Pc`a d]P m] dmOa lP][X` XZab][p` V zZ m`a
_]m`OPa

vi

aT[b P][lc`a d]P TPXP` pPTZaa][b f p`m] P`_Z`[b XT[p 
 pe`Ppe`P R

Distmax(E) = Maxn−1
i=1 (vi+1 − vi)i`bb` b`pe[ZyO` `ab ]mTPa bTOb 
 U]Zb `� p]p` mTPayO` X`a acd]P]bZT[a ZjdTPb][b`a

`[bP` m`a XT[[c`a `u Zab`[b aOP p`Pb]Z[`a XZj `[aZT[a f `b a 	Zm [ 	Q ] d]a X` sPOZb X][a m`a
XT[[c`a V i 	`ab m` p]a X][a m 	`u`jdm` X` m] �lOP` � V� f T� O[ `[a`jsm` X` XT[[c`a dPT� `bc`a
aOP O[` XZj `[aZT[ aOZ_`[b X`Ou XZabPZsObZT[a X` dPTs]sZmZbca X` X`[aZbc sZ`[ acd]Pc`a V

S]P pT[bP` f m] dPca`[p` X` sPOZb X][a m`a XT[[c`a PZayO` X` j `bbP` p`bb` j cbeTX`
`[ XcU]Ob 
 p]Oa` X` m 	]dd]PZbZT[ X 	Ts � `ba sPOZbca X][a m`a �T[`a X` acd]P]bZT[ X`a
lPTOd `a V \ ` m] j �j` j ][ZkP` f aZ m`a XT[[c`a [` aT[b yO` U]Zs m`j `[b acd]Pc`a mTPa X`
m`OP dPT� `pbZT[ aOP O[` XZj `[aZT[ f ]mTPa m] j cbeTX` d `Ob cl]m`j `[b cpeTO`P 
 pZs m`P m]
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;

; V�

; V�

; V�

; V�

�

; �; �; �; �; �;;

C0
C1

�T[` X` acd]P]bZT[
�
�
�
��
�
�

iTTPXT[[c`a
� ! � � V� � Wu`jdm` X` acd]P]bZT[ X`a XT[[c`a dPT� `bc`a aOP O[` XZj `[aZT[ V

j `Zmm`OP` �T[` X` acd]P]bZT[ f j �j` a 	Zm `ab dmOa dPTs]sm` yO` m`a _]m`OPa pT[acpObZ_`a
acd]Pc`a d]P m] dmOa lP][X` XZab][p` a` aZbO`[b X][a m`a �T[`a X` acd]P]bZT[ X`a lPTOd `a
dmOb�b yO 	`[ m`OPa p`[bP`a V ^[ b`m p]a `ab ZmmOabPc d]P m] �lOP` � V� V

^[` aTmObZT[ d TOP d]mmZ`P 
 p`bb` mZj Zb]bZT[ pT[aZab` 
 P`pe`Ppe`P m] XZab][p` j ]uZ
j]m` `[bP` X`Ou Ts � `ba pT[b`[Oa X][a O[ p`Pb]Z[ _TZaZ[]l` f ]O mZ`O X` pe`Ppe`P 
 j]uZ
jZa`P m] XZab][p` `[bP` Ts � `ba XZP`pb`j `[b _TZaZ[a V w[ ]j cmZTP` ]Z[aZ m] dPTs]sZmZbc X`
pZs m`P X`a Ts � `ba dPT pe`a X`a �T[`a X` acd]P]bZT[ X`a lPTOd `a V \][a p` p]a f aZ m 	T[ d Ta`
r
m` [TjsP` X` _TZaZ[a 
 pT[aZXcP`P �cl]m 
 �� X`

n
d]P `u`jdm`� f p`m] P`_Z`[b XT[p 


pe`Ppe`P R

Distmax(E) = Maxn−r
i=1 (vi+r − vi)n] �T[` X` acd]P]bZT[ pTPP`ad T[X][b` a`P]Zb ]mTPa aZbOc` ]O j ZmZ`O X`a X`Ou Ts � `ba

acd]Pca d]P m] dmOa lP][X` XZab][p` f p 	`ab
XZP` 
 m] _]m`OP aOZ_][b` R
vj+r + vj

2

d TOP
j = ArgMaxn−r

i=1 (vi+r − vi)S]P ]Zmm`OPa f X 	]ObP`a j cbeTX`a dmOa pTjdm`u`a X` d]PbZbZT[[`j `[b aOP O[` XZj `[
aZT[ d `O_`[b �bP` pT[aZXcPc`a V n] j cbeTX` X` vZae`P �\ZX]Q `b ]m Vf ����]� f Xcb]Zmmc` `[
][[`u`a i V� f TO bTOb` j cbeTX` lc[cP]m` X` pmOab`PZ[l f b`mm` m] j cbeTX` X` pmOab`PZ[l
�j`][a TO X` pmOab`PZ[l ab]bZabZyO` f d `O_`[b �bP` `[_Za]lc`a V

W[�[ f T[ d `Ob peTZaZP X` XZ_ Za`P m`a XT[[c`a `[ X`Ou lPTOd `a f yOZbb` 
 P`XZ_ Za`P
`[aOZb` m`a XT[[c`a aOP m] j �j` XZj `[aZT[ dOZayO` p`bb` cb]d ` a`P] ZbcPc` f TO ]mTPa
pT[aZXcP`P XZ�cP`[ba [TjsP`a X` lPTOd `a d TaaZs m`a mTPa X`a XcpTOd]l`a aOP O[` XZj `[
aZT[ V
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;

; V�

; V�

; V�

; V�

�

; �; �; �; �; �;;

C0
C1xPOZb

�T[` X` acd]P]bZT[

�
�
�
��
�
�

iTTPXT[[c`a
� ! � � V� � Wu`jdm` X` XT[[c`a sPOZbc`a `b U]Zs m`j `[b acd]Pc`a V

n 	`[a`jsm` X` p`a peTZu Z[�O`[p` c_ZX`jj `[b m` b`jda X 	`ucpObZT[ X` m] j cbeTX` V
wP Zm a 	]lZb X 	O[` j cbeTX` cmcj `[b]ZP` yOZ a`P] `ucpObc` X` [TjsP`Oa`a UTZa d `[X][b
m 	]mlTPZbej ` lmTs]m V n] pTjdm`uZbc X` p`bb` Td cP]bZT[ cmcj `[b]ZP` _] XT[p Xcb`Pj Z[`P
m] pTjdm`u Zbc lc[cP]m` X` m] j cbeTX` V i 	`ab d TOPyOTZ X][a m] aOZb` f [TOa pT[aZXcPT[a
pTjj` Td cP]bZT[ cmcj `[b]ZP` X` d]PbZbZT[[`j `[b aOP O[` XZj `[aZT[ p`mm` yOZ pT[aZab`

 XZ_Za`P `[ X`Ou `[bP` m`a X`Ou _]m`OPa pT[b`[O`a X][a O[ p`Pb]Z[ _TZaZ[]l` `b acd]Pc`a
d]P m] dmOa lP][X` XZab][p` V

& � ��(1)+* 1 �0,-�*�- / �),+ /0� 0� 0�,
	 p` [Z_`]O f [TOa pT[aZXcPT[a yO` [TOa XZad TaT[a X 	O[ ]mlTPZbej ` X` d]PbZbZT[

[`j `[b aOP O[` XZj `[aZT[ yO` [TOa [TjjT[a ���� ����� �� f yOZ ]Xj `b `[ `[bPc` O[
`[a`jsm` X` _]m`OPa `b yOZ UTOP[Zb `[ aTPbZ` O[` d]PbZbZT[ `[ X`Ou X` p`b `[a`jsm` V

i`b ]mlTPZbej ` d `Ob �bP` ObZmZac aOP [ 	Zjd TPb` yO`m pmOab`P Xc� 
 UTPj c `[ dPT� `b][b
m 	`[a`jsm` X`a Ts � `ba yOZ mO Z `ab ]aaT pZc aOP [ 	Zjd TPb` yO`mm` XZj `[aZT[ V n 	cb]d ` aOZ_][b`
pT[aZab` ]mTPa 
 peTZaZP m] j `Zmm`OP` XZ_ZaZT[ d]Pj Z bTOb`a m`a p][XZX]b`a V STOP p`m] f X`Ou
pT[aZXcP]bZT[a aT[b 
 dP`[XP` `[ pTjdb` R

� V `abp` yO` m] acd]P]bZT[ `[bP` m`a X`Ou [TO_`]Ou pmOab`Pa `ab aZl[Z�p]bZ_` �
� V m`a [TO_`]Ou pmOab`Pa UTPj ca aT[bZma d mOa Z[bcP`aa][ba yO` m` pmOab`P X` Xcd]Pb �
w[ P`bPTO_` ZpZ m` pTjdPTj Za pm]aaZyO` `[bP` m] j ]uZj Za]bZT[ X`a XZab][p`a Z[b`P

pmOab`Pa �pPZbkP` �� `b m] j Z[Zj Za]bZT[ X`a XZab][p`a Z[bP]pmOab`Pa �pPZbkP` �� f j ]Za aZj 
dmZ�c X][a [TbP` p]a dOZayO` X][a m 	c_]mO]bZT[ XO dP`j Z`P pPZbkP` f m`a XZab][p`a aT[b
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P]j `[c`a 
 O[` a`Om` XZj `[aZT[ f `b yO` a`Om O[ aTOa`[a`jsm` X`a XZj `[aZT[a acm`pbZT[
[c`a �OayO 	]mTPa `ab pT[aZXcPc d TOP m 	c_]mO]bZT[ XO a`pT[X pPZbkP` V

zTZb
Pd(Ck) = {π1, π2}

m] d]PbZbZT[ Tsb`[O` d]P m] j cbeTX` ��������� �� 
 m]yO`mm`
T[ ] UTOP[Z `[ `[bPc` m 	`[a`jsm`

Dkd

X`a pTTPXT[[c`a aOP m] XZj `[aZT[
d

X`a Ts � `ba
]dd]Pb`[][b ]O pmOab`P Z[ ZbZ]m

Ck

V
π1

`b
π2

aT[b m`a X`Ou Z[b`P_]mm`a pTPP`ad T[X][b pPcca
aOP m] XZj `[aZT[

d
V

STOP c_]mO`P m` dP`j Z`P pPZbkP` f m] j `aOP` ObZmZac` `ab bTOb aZjdm`j `[b m] XZab][p` X`
acd]P]bZT[ `[bP` m`a X`Ou Z[b`P_]mm`a UTPj ca

Distmax(Dkd)
f [TPj ]mZac` d]P |Dkd|

f m] b]Zmm`
X` m 	Z[b`P_]mm` X` Xc�[ZbZT[ X`a pTTPXT[[c`a X`a Ts � `ba X`

Ck

aOP m] XZj `[aZT[
d
�T[

pT[aZXkP` m 	`ad]p` X][a m`yO`m
Ck

a` bPTO_` f `b [T[ d]a m 	`ad]p` pTjdm`b X` X`apPZdbZT[
S
� f d TOP d `Pj `bbP` X` pTjd]P`P X`a XZ_ ZaZT[a aOP X`a XZj `[aZT[a X` b]Zmm`a XZ� cP`[b`a f

`b d T[XcPc` d]P m` [TjsP` X 	Ts � `ba XO pmOab`P Z[ ZbZ]m
Ck

dTOP U]_TPZa`P m] XZ_ ZaZT[ X`a
pmOab`Pa pT[b`[][b X]_][b]l` X 	Ts � `ba R

Interet(Pd(Ck)) = Nk ×
Distmax(Dkd)

|Dkd|SmOa p`bb` yO][bZbc `ab lP][X` f dmOa m] XZ_ ZaZT[ pTPP`ad T[X][b` `ab �Olc` Z[bcP`aa][b` V
w[ pe`Ppe` sZ`[ ]Z[aZ 
 j]uZj Za`P m] XZab][p` acd]P][b m`a [TO_`]Ou pmOab`Pa dPTXOZba V

W[pTP` O[` UTZa f 
 p` [Z_`]O f XZ� cP`[b`a j `aOP`a X` m] yO]mZbc Z[b`P[` X 	O[ d]PbZ
bZT[[`j `[b aOP O[` XZj `[aZT[ d `O_`[b �bP` `[_Za]lc`a f j ]Za Zm U]Ob yO 	`mm`a aTZ`[b `[
]ppTPX ]_`p m] j cbeTX` X` d]PbZbZT[[`j `[b ObZmZac` V zZ p 	`ab O[ pmOab`PZ[l ab]bZabZyO` yOZ
`ab ObZmZac d TOP d]PbZbZT[[`P m`a XT[[c`a `[ X`Ou f ]mTPa m` pPZbkP` X` m] _P]Za`jsm][p` XO
j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a `ab bTOb 
 U]Zb ]ddPTdPZc V zZ XZ� cP`[ba d]PbZbZT[[`j `[ba
]_`p XZ� cP`[ba [TjsP`a X` lPTOd `a P`pe`Ppeca aT[b pT[aZXcPca f ]mTPa m` pPZbkP` x ri d `Ob
�bP` ObZmZac V

n 	ZXc` XO a`pT[X pPZbkP` `ab X` P`UOa`P O[` XZ_ZaZT[ aZ p`mm`pZ j ]PyO` O[` s]Zaa`
X` m 	eTj Tlc[cZbc XO pmOab`P aOP a`a XZj `[aZT[a p]P]pbcPZabZyO`a V i`bb` eTj Tlc[cZbc `ab
c_]mOc` d]P m 	Z[`PbZ` j TQ`[[` XO pmOab`P aOP a`a XZj `[aZT[a p]P]pbcPZabZyO`a

Sk

R

Inertie(Ck) =

∑

{d∈Sk} Inertied(Ck)

|Sk|

Inertied(Ck) =

∑

{i∈Dk}(xid − µkd)
2

|Dkd|

µkd =

∑

{i∈Dk} xid

NkSmOa m 	Z[`PbZ` `ab lP][X` f dmOa m`a j `jsP`a XO pmOab`P pT[aZXcPc aT[b XZad `Paca f `b XT[p
j TZ[a m` pmOab`P `ab Z[bcP`aa][b V w[ pe`Ppe` XT[p sZ`[ ]Z[aZ 
 jZ[Zj Za`P m`a XZab][p`a
Z[b`P[`a X`a [TO_`]Ou pmOab`Pa dPTXOZba V

� TOa [TjjT[a ����� � ������� m] UT[pbZT[ P`bTOP[][b a 	Zm U]Ob ]pp`db`P TO [T[ O[`
XZ_ZaZT[ XT[[c`

Pd(Ck)
f a`a XZ�cP`[b`a cb]d `a cb][b Xcb]Zmmc`a X][a m 	]mlTPZbej ` � V

� Z[aZ f T[ peTZaZb X` [` pT[aZXcP`P yO` m`a XZ_ZaZT[a d TOP m`ayO`mm`a m 	Z[`PbZ` j ]uZj ]m`
aOP m] XZj `[aZT[ X` XZ_ZaZT[ `ab Z[UcPZ`OP` 
 m 	Z[`PbZ` XO pmOab`P Z[ ZbZ]m pT[aZXcPc f p` yOZ
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Pd(Ck) = {π1, π2}
m] XZ_ ZaZT[ dPTd Tac` XO pmOab`P

Ck

aOP m] XZj `[aZT[
d
V

p]mpOm`P
Inertie(Ck)

f m 	Z[`PbZ` X`
Ck

aOP
Sk��


i = 1
bT

2
��

µi =

P

{j∈Dk|xjd∈πi}
xjd

|{j∈Dk|xjd∈πi}|
�p`[bP` X` lP]_Zbc X`

Dkd

aOP
πi�

Ii =
∑

{j∈Dk|xjd∈πi}(xjd − µi)
2

�Z[`PbZ` X`
Dkd

aOP
πi�,�� ��


maxInertie = Max(I1,I2)
|Dkd|

�Z[`PbZ` [TPj ]mZac` j ]uZj ]m` `[bP`
π1

`b
π2�P`bOP[ �

maxInertie < Inertie(Ck)
�

��
	�, � � aZ m] XZ_ZaZT[ `ab ]pp`dbc` f ; aZ[T[ V

P`_Z`[b 
 [ 	]pp`db`P O[` XZ_ZaZT[ yO` aZ m`a [TO_`]Ou pmOab`Pa PcXOZa`[b bTOa m`a X`Ou
m`OP Z[`PbZ` V w[ d `Ob ]OaaZ peTZaZP X` [` pT[aZXcP`P yO` m`a XZ_ZaZT[a d TOP m`ayO`mm`a m]
dmOa d `bZb` Z[`PbZ` aOP m] XZj `[aZT[ X` XZ_ZaZT[ `ab Z[UcPZ`OP` 
 m 	Z[`PbZ` XO pmOab`P Z[ ZbZ]m
pT[aZXcPc f p` yOZ P`_Z`[b 
 P`jdm]p`P q ]u d]P q Z[ X][a m 	]mlTPZbej ` � f `b 
 ]pp`db`P
O[` XZ_ZaZT[ aZ ]O j TZ[a m 	O[ X`a X`Ou [TO_`]Ou pmOab`Pa lc[cPca XZj Z[O` aT[ Z[`PbZ` V
� Z[aZ f aZ T[ ObZmZa` m 	Z[`PbZ` j Z[Zj ]m` f ]mTPa m`a XZ_ZaZT[a aT[b dmOa U]pZm`j `[b ]pp`dbc`a f
`b ]O pT[bP]ZP` f `[ ObZmZa][b m 	Z[`PbZ` j ]uZj ]m` f m` [TjsP` X` XZ_ZaZT[a `ab PcXOZb V � TOa
_`PPT[a dmOa `[ Xcb]Zma X][a m` pe]dZbP` � dPca`[b][b [Ta `ud cPZj `[b]bZT[a m`a XZ� cP`[p`a
yO` p` peTZu `[bP]�[` yO][b ]O [TjsP` X` pmOab`Pa �[]Ou lc[cPca V

v Z[]m`j `[b f m] j cbeTX` X` acm`pbZT[ X` m] XZ_ ZaZT[ aOZ_][b` 
 pT[aZXcP`P f cb][b XT[[c`
m] d]PbZbZT[ pTOP][b` f `ab [Tjjc` � ����� ������� f `b a`a cb]d `a dPZ[pZd]m`a aT[b XcpPZb`a
d]P m 	]mlTPZbej ` � V

� 0-�
�	84 , * z`m`pb\ Z_ZaZT[
��	
., �

P = (C1, ..., CK)
O[` d]PbZbZT[ pTjdTac` X`

K
pmOab`Pa V

Best = (0, 0, ∅) �m] j `Zmm`OP` XZ_ZaZT[ pTOP][b`�
BestNote = 0

�m] j `aOP` X 	Z[bcP�b ]aaTpZc` 
 m] j `Zmm`OP` XZ_ ZaZT[ ���

k = 1

bT
K

��
��


d = 1
bT

M
��

π = Clustering1D(Dkd)
�
Note = Interet(π)��

(Note > BestNote)
/��

(AcceptDivision(π))
	8,�

BestNote = Note
�
Best = (k, d, π),�� ��

,�� ��

,�� ��


��
	�, �
Best

R
k
m` [Oj cPT XO pmOab`P 
 XZ_Za`P f

d
m] XZj `[aZT[ aOP m]yO`mm` `� `pbO`P

m] XZ_ ZaZT[ f `b
π = Pd(Ck)

m] XZ_ ZaZT[ 
 `� `pbO`P aOP p`bb` XZj `[aZT[ V
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	 p` [Z_`]O f [TOa XZad TaT[a X 	O[ ]mlTPZbej ` yOZ f cb][b XT[[c` O[` d]PbZbZT[ pTO
P][b` f XcaZl[` m] XZ_ZaZT[ aOZ_][b` 
 `�`pbO`P TO Z[XZyO` yO` dmOa ]OpO[` XZ_ZaZT[ [ 	`ab
d `PbZ[`[b` V � TOa `[ XcXOZaT[a []bOP`mm`j `[b m] j cbeTX` X` lc[cP]bZT[ X` [TO_`]Ou
pmOab`Pa 
 d]PbZP X 	O[` XZ_ZaZT[ acm`pbZT[[c`

Pd(Ck) = {π1, π2}
XO pmOab`P

Ck

aOP m]
XZj `[aZT[

d
V zTZb

SubCluster(Ck, d, πi)
m] UT[pbZT[ yOZ P`bTOP[` m` pmOab`P

Cl

R
� XT[b m] _O`

Dl

aOP m`a Ts � `ba X`
D

Z[pmOb m`a cmcj `[ba X`
Dk

XT[b m`a pTTPXT[[c`a
aOP m] XZj `[aZT[

d
]dd]PbZ`[[`[b 
 m 	Z[b`P_]mm`

πi

R
Dl = {j ∈ Dk|xjd ∈ πi}

� `b XT[b m] X`Ou Zkj ` _O` aOP m`a XZj `[aZT[a X`
S

pTjdP`[X m`a XZj `[aZT[a p]P]p
bcPZabZyO`a X`

Ck

dmOa m] XZj `[aZT[
d

R
Sl = Sk ∪ d

q]Za Zm d `Ob ]PPZ_`P yO 	`[ ]� TOb][b 
 O[ pmOab`P
Cl

O[` [TO_`mm` XZj `[aZT[ p]
P]pbcPZabZyO` f O[` ]ObP` XZj `[aZT[ p]P]pbcPZabZyO` X` p` pmOab`P

d′ ∈ Sl

[` aTZb
dmOa d `PbZ[`[b` R ]Z[aZ f a 	Zm [ 	`u Zab` ]OpO[ Ts � `b −→xj ∈ D \ Dl

b`m yO` d TOP bTOb`
XZj `[aZT[

e ∈ Sl \ d′
f
xje

]dd]PbZ`[b 

Dle

f ]mTPa T[ aOddPZj ` m] XZj `[aZT[ p]P]p
bcPZabZyO`

d′
X`

Sl

V w[ TsbZ`[b ]Z[aZ O[` ������� ��� � ���� ��� XO pmOab`P
Cl

f `[
pZs m][b m 	`[a`jsm` j Z[Zj ]m X`a XZj `[aZT[a aOdd TPba X`a Z[b`P_]mm`a yOZ p]P]pbc
PZa`[b m 	]dd]Pb`[][p` X 	O[ Ts � `b 
 p` pmOab`P V i`bb` de]a` X` X`apPZdbZT[ j Z[Zj ]m`
`ab ZmmOabPc` d]P m] �lOP` � V� V

v Z[]m`j `[b f m] j cbeTX` ZbcP]bZ_` X` s]a` f [Tjjc` � ������ f `ab dPca`[bc` d]P m 	]m
lTPZbej ` o V n` a`Om d]P]j kbP` X` p`b ]mlTPZbej ` `ab

MaxK

`b pTPP`ad T[X ]O [TjsP`
j ]uZjOj X` pmOab`Pa lc[cPca V rm [` a 	]lZb d]a XO [TjsP` ]bb`[XO X` pmOab`Pa j ]Za X 	O[`
s TP[` aOd cPZ`OP` yOZ [ 	`ab d]a [cp`aa]ZP`j `[b ]bb`Z[b` V n 	Z[�O`[p` X` p` d]P]j kbP` aOP
m`a PcaOmb]ba `ab XZapObc X][a m`a `ud cPZj `[b]bZT[a dPca`[bc`a X][a m` pe]dZbP` � V n`
PcaOmb]b X` p`b ]mlTPZbej ` aOP O[ `u`jdm` cmcj `[b]ZP` `ab XT[[c d]P m] �lOP` � V� V
& � � 1��*0-�� + �,(1 � �)(*+�

n] _`PaZT[ X` s]a` X` m 	]mlTPZbej ` � ����� ������� a` pT[b`[b` X` P`pe`Ppe`P m` j `Zmm`OP
XcpTOd]l` d TaaZs m` aOP O[` XZj `[aZT[ X` m 	O[ X`a pmOab`Pa pTOP][ba V wP Zm `ab aTO_`[b dmOa
d `PbZ[`[b X` pT[a`P_`P m`a

k
j`Zmm`OPa peTZu d TaaZs m`a mTPa X 	O[` P`pe`Ppe` X`ap`[X][b` V

i 	`ab m` dPZ[pZd ` X` m] ���� ���� � �� � ������� f TO 	��� ������ V \ ` dmOa f [TOa _TOmT[a
Z[bPTXOZP` O[` p`Pb]Z[` aTOdm`aa` X][a m 	]mlTPZbej ` f `[ [` P`yOcP][b d]a yO 	Zm `� `pbO`
O[ d]PbZbZT[[`j `[b abPZpb X` m 	`[a`jsm` X`a XT[[c`a X` Xcd]Pb f j ]Za yO 	Zm pT[abZbO`
dmOb�b O[ `[a`jsm` X` pmOab`Pa d TaaZs m`a eTj Tlk[`a yOZ d `O_`[b c_`[bO`mm`j `[b ]_TZP
X`a Z[b`Pa`pbZT[a [T[ _ZX`a V

STOP a]bZaU]ZP` p`a X`Ou `u Zl`[p`a bTOb `[ pT[a`P_][b O[ ]mlTPZbej ` `� p]p` f [TOa
dPTd TaT[a X 	Z[bPTXOZP` O[` XZj `[aZT[ abTpe]abZyO` X][a m 	]mlTPZbej ` � ����� ������� V
n 	ZXc` `ab X` P`jdm]p`P m] acm`pbZT[ XO j `Zmm`OP XcpTOd]l` d TaaZs m` 
 pe]yO` cb]d ` d]P
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D = (−→x1, ...,−→xN )
O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba f `b

MaxK
f s TP[` aOd cPZ`OP` aOP m`

[TjsP` X` pmOab`Pa lc[cPca V
K = 1

�
P [1] = (D, ∅) �

P
m] d]PbZbZT[ pTOP][b` pTjdTac` X`

K
pmOab`Pa `b Z[ ZbZ]mZac`

]_`p O[ pmOab`P pT[b`[][b bTOa m`a Ts � `ba X`
D

`b ]OpO[` XZj `[aZT[ p]P]pbcPZabZyO`�
(k, d, π) = SelectDivision(P )
�8�0,

(K < MaxK)
/��

(π 6= ∅) ��
K = K + 1
P [K] = SubCluster(P [k], d, π1)
P [k] = SubCluster(P [k], d, π2)
(k, d, π) = SelectDivision(P ),�� �8�0,

��
	�, �
P

m] d]PbZbZT[ pPcc` X`
D

f pTjd Tac` X`
K

pmOab`Pa V

O[ ���� � ������ �bZP]l` ]O aTPb ]_`p X`a dPTs]sZmZbca dPTd TPbZT[[`mm`a 
 m`OP j `aOP`
X 	Z[bcP�b� d]Pj Z m`a

k
�[Tjjc ����

�
� � � d]P m] aOZb`� j`Zmm`OPa XcpTOd]l`a d TaaZs m`a V

i`bb` ZXc` pT[XOZb 
 P`jdm]p`P m 	]mlTPZbej ` � d]P m 	]mlTPZbej ` � V
\ ` j ][ZkP` lc[cP]m` f m] XZj `[aZT[ abT pe]abZyO` X` m] j cbeTX` ] d TOP sOb X` mZj Zb`P

m`a sZ]Za d TaaZs m`a X� a 
 m] aZjdmZpZbc X` [TbP` ]mlTPZbej ` X` d]PbZbZT[[`j `[b aOP O[`
XZj `[aZT[ `b X� a ]Ou peTZu X`a j `aOP`a X 	Z[bcP�ba `�`pbOca V W mm` d `Pj `b ]Z[aZ X` aZjOm`P f
d TOP O[ pT�b ]mlTPZbej ZyO` P]ZaT[[]sm` f m] P`pe`Ppe` d]P]mmkm` X` aTmObZT[a ]mb`P[]bZ_`a

 pe]yO` UTZa yO 	O[ peTZu X` d]PbZbZT[[`j `[b `ab `� `pbOc V �dPka dmOaZ`OPa `ucpObZT[a X`
m 	]mlTPZbej ` X` s]a` f Zm a 	]lZb `[aOZb` X` acm`pbZT[[`P d]Pj Z bTOa m`a pmOab`Pa lc[cPca p`Ou
yOZ aT[b m`a dmOa X`[a`a aOP m`OPa XZj `[aZT[a p]P]pbcPZabZyO`a `b pTO_P`[b m` dmOa X 	Ts � `ba
[T[ `[pTP` pTO_`Pba V n] UT[pbZT[ X` acm`pbZT[ pTPP`ad T[X][b` `ab [Tjjc` � �� ��� ����`b UTPj ]mZac` d]P m 	]mlTPZbej ` � V

v Z[]m`j `[b f �/
,- f [TbP` ]mlTPZbej ` X` ��������� ����
 ������f `ab XcpPZb d]P
m 	]mlTPZbej ` � `b pT[aZab` 
 R

� V `ucpOb`P m 	]mlTPZbej ` X` s]a` � ������ O[ p`Pb]Z[ [TjsP` X` UTZa ���
�
� �� � � f `[U]Za][b O[ bZP]l` ]mc]bTZP` d]Pj Z m`a j `Zmm`OP`a XZ_ ZaZT[a dPTd Tac`a �

� V acm`pbZT[[`P X][a m 	`[a`jsm` X`a pmOab`Pa PcaOmb][ba m` aTOa`[a`jsm` X` p`Ou yOZ
aT[b m`a dmOa X`[a`a aOP m`OPa XZj `[aZT[a p]P]pbcPZabZyO`a `b pTO_P`[b m 	`[a`jsm`
X`a Ts � `ba X` m] s]a` �]mlTPZbej ` �� V

rm [cp`aaZb` m] XT[[c` X` bPTZa d]P]j kbP`a `[ `[bPc` R ����
�
� � � `b ��

�
� �� � fObZmZaca d TOP lcP`P m] pTjd Ta][b` abT pe]abZyO` X` [TbP` ]mlTPZbej ` f `b

MaxK

f s TP[`
aOd cPZ`OP` aOP m` [TjsP` bTb]m X` pmOab`Pa lc[cPca d TOP O[` ZbcP]bZT[ X` m] j cbeTX` V
� TOa _`PPT[a X][a m` pe]dZbP` � m 	Z[�O`[p` X` p`a XZ� cP`[ba d]P]j kbP`a aOP m`a PcaOmb]ba V

n] pTjdm`u Zbc X][a m` dZP` X`a p]a X` �/
,- `ab `[
O(M×N log N)

V n] pTjdm`u Zbc
`[

O(N log N)
a`mT[ m` [TjsP` X 	Ts � `ba

N
dPT_Z`[b X` m 	]mlTPZbej ` ��������� �� yOZ [c

p`aaZb` m 	TPXT[[][p`j `[b X`a _]m`OPa aOP O[` XZj `[aZT[ d TOP pZs m`P m] XZab][p` j ]uZj ]m`
`[bP` _]m`OPa pT[b`[O`a X][a O[ p`Pb]Z[ _TZaZ[]l` V n] pTjdm`u Zbc mZ[c]ZP` `[ UT[pbZT[
XO [TjsP` X` XZj `[aZT[a

M
dPT_Z`[b f `mm` f X` m 	]mlTPZbej ` � ����� ������� f yOZ [cp`a
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 ���
 ��� �� �������� �

�  ! � � V� � Wu`jdm` X 	`ucpObZT[ X` m 	]mlTPZbej ` � ������ V

aZb` X 	`ucpOb`P m 	]mlTPZbej ` ��������� �� aOP pe]yO` XZj `[aZT[ X` m 	`ad]p` V �O][b ]Ou
]ObP`a pTjd Ta][b`a X` m 	]mlTPZbej ` f m`OP pTjdm`uZbc `ab Z[UcPZ`OP` f p]P s TP[c` d]P X`a
pT[ab][b`a Xcd `[X][b`a X`a d]P]j kbP`a X 	`[bPc` X` m] j cbeTX` f XT[b m`a _]m`OPa aT[b
aOdd Tac`a [clmZl`]sm`a X`_][b

M
`b

N
V S mOa dPcpZacj `[b f m] j cbeTX` `ab mZ[c]ZP` `[

UT[pbZT[ X`a d]P]j kbP`a X 	`[bPc` ����
�
� � �f ��

�
� �� � `b MaxK

V

& � � 01(,
�/
,- a` XZabZ[lO` X` a`a pT[pOPP`[ba d]P O[ p`Pb]Z[ [TjsP` X` p]P]pbcPZabZyO`a V n]

dPZ[pZd]m` `ab yO 	Zm dPTXOZb O[ `[a`jsm` X` pmOab`Pa eQd `PP`pb][lOm]ZP`a Xc�[Za d]P X`a
Z[b`P_]mm`a aOP O[ ��� 	�� �������  �� ��� ������� ��������� ��� �� V rm [` Pc]mZa` d]a O[`
d]PbZbZT[ X` m 	`[a`jsm` X`a XT[[c`a dOZayO` m`a pmOab`Pa �[]Ou d `O_`[b a` pe`_]Ope`P
d]PbZ`mm`j `[b V
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P = (C1, ..., CK)
O[` d]PbZbZT[ pTjd Tac` X`

K
pmOab`Pa f `b

ALEA�DIV
f

pT[bP� m][b m] pTjdTa][b` abT pe]abZyO` X` m] j cbeTX` V
Bests[1..ALEA�DIV ] ← Z[ ZbZ]mZa`P 


(0, 0, ∅, 0) �b]sm`]O abT p�][b m`a ����
�
� � �

XZ_ZaZT[a XT[b m] j `aOP` X 	Z[bcP�b ]aaT pZc` `ab j ]uZj ]m`�
MinBest = 0

�[Tb` j Z[Zj ]m` ]aaT pZc` ]Ou XZ_ZaZT[a abT p�c`a X][a
Bests���


k = 1
bT

K
��

��

d = 1

bT
M

��
π = Clustering1D(Dkd)

�
Note = Interet(π)��

(Note > MinBest)
	8,�

iZsm`P m 	Z[XZp`
i
X` m 	`jdm]p`j `[b f X][a

Bests
f X` m] XZ_ZaZT[ X` [Tb` j Z[Zj ]m`

Bests[i] = (k, d, π,Note)
� q`bbP` 
 � TOP

MinBest,�� ��
,�� ��


,�� ��

��


i = 1
bT

ALEA�DIV
��

�� �
Not AcceptDivision(Bests[i])

� 	8,�zOddPZj `P m`
ieme cmcj `[b XO b]sm`]O

Bests,�� ��
,�� ��

g`bTOP[`P ]mc]bTZP`j `[b m 	O[` X`a XZ_ZaZT[a abT p�c`a X][a

Bests
f ]_`p m] dPTs]sZmZbc

X` bZP]l` X 	O[` XZ_ZaZT[ dPTd TPbZT[[`mm` 
 a] j `aOP` X 	Z[bcP�b ]aaT pZc`
��
	�, �

k
m` [Oj cPT XO pmOab`P 
 XZ_Za`P f

d
m] XZj `[aZT[ aOP m]yO`mm` `� `pbO`P m] XZ_ Z

aZT[ f `b
π = Pd(Ck)

m] XZ_ ZaZT[ 
 `� `pbO`P aOP p`bb` XZj `[aZT[ V

n 	eQd Tbeka` UT[X]j `[b]m` aOP m]yO`mm` `ab s]ac �/
,- `ab yO` d TOP bTOb pTOdm` X`
pmOab`Pa XZabZ[pba f Zm `u Zab` bTO� TOPa ]O j TZ[a O[` XZj `[aZT[ X` dPT� `pbZT[ aOP m]yO`mm`
p`a X`Ou pmOab`Pa aT[b sZ`[ acd]Pca V i`bb` eQd Tbeka` `ab bTOb 
 U]Zb pTjd]P]sm` 
 p`mm`
yOZ UT[X` m 	`� p]pZbc X` i� V� `[ ]ddP`[bZaa]l` aOd `P_Zac V

\ ` d]P p`a p]P]pbcPZabZyO`a f �/
,- [` d `Ob bP]Zb`P pTPP`pb`j `[b X`a p]a pTjj`
p`Ou X` m] �lOP` � V� V \ ][a bTOa p`a `u`jdm`a f j �j` yO][X m`a pmOab`Pa aT[b sZ`[ acd]Pca
X][a m 	`ad]p` pTjdm`b X` X`apPZdbZT[ f p`bb` acd]P]bZT[ [ 	`ab _ZaZs m` aOP ]OpO[` dPT� `pbZT[
X`a Ts � `ba aOP O[` a`Om` XZj `[aZT[ f p` yOZ U]Zb cpeTO`P m 	]mlTPZbej ` X` d]PbZbZT[[`j `[b
cmcj `[b]ZP` V

STOP P`m�pe`P m] pT[bP]Z[b` yO` m`a acd]P]bZT[a `[bP` pmOab`Pa XTZ_`[b �bP` _ZaZs m`a
mTPa X` m] dPT� `pbZT[ X`a Ts � `ba aOP O[` O[ZyO` XZj `[aZT[ X` X`apPZdbZT[ �p` yOZ aZ
l[Z�` yO 	`mm`a XTZ_`[b �bP` d]P]mmkm`a ]Ou ]u`a� f Zm `ab d TaaZs m` X 	]� TOb`P 
 m] j cbeTX`
O[` dP`j ZkP` de]a` X 	������ � �� �������� �� � ��� ��� ���� �jcbeTX` dPca`[bc` `[ ][
[`u`a x V� V�� V i`bb` de]a` X`_P]Zb d `Pj `bbP` f _Z] O[ pe][l`j `[b X` P`d kP` f X` P`bPTO_`P
X`a pmOab`Pa XT[b m 	TPZ`[b]bZT[ lc[cP]m` `ab d]P]mmkm` ]Ou ]u`a f ]mTPa yO` p` [ 	cb]Zb d]a
m` p]a Z[ ZbZ]m`j `[b V i`bb` de]a` dPcmZj Z[]ZP` PZayO` [c][j TZ[a X 	`[bP]�[`P X`a b`jda
X` p]mpOma dmOa pT[acyO`[ba dOZayO 	O[` b`mm` ][]mQa` ] O[` pTjdm`u Zbc yO]XP]bZyO` `[
UT[pbZT[ XO [TjsP` X` XZj `[aZT[a f `b `mm` P`[X ]mTPa m`a PcaOmb]ba j TZ[a U]pZm`j `[b



� 	��� ��

� 0-�
�	84 , � vZ[]mz`m`pb
��	
., �

D = (−→x1, ...,−→xN )
O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba f `b

SET
f O[ `[a`jsm` X` pmOab`Pa

p][XZX]ba d TO_][b a` P`pTO_PZP V
NbUncover = N

�[TjsP` X 	Ts � `ba [T[ pTO_`Pba d]P m`a pmOab`Pa acm`pbZT[[ca�
Uncover = {−→x1, ...,−→xN}

�mZab` X`a Ts � `ba [T[ pTO_`Pba�
P = ∅ �m] d]PbZbZT[ PcaOmb][b`�
�8�0, �

NbUncover > 0
� ��

Best = ∅ �pmOab`P pTOP][b m` dmOa X`[a`�
BestDensite = 0

�j`Zmm`OP` X`[aZbc pTOP][b`�
NbCover = 0

�[TjsP` X 	Ts � `ba X`
Best

[T[ pTO_`Pba���
 /00
Ck ∈ SET

��
Ncover = |Dk ∩ Uncover| �[TjsP` X 	Ts � `ba X`

Ck

[T[ pTO_`Pba�
V olume = |Sk|

√

∏

d∈Sk
|Dkd|

�jTQ`[[` lcTj cbPZyO` X`a b]Zmm`a X 	Z[b`P_]mm`a X`
Xc�[ZbZT[ X`

Ck

aOP a`a XZj `[aZT[a p]P]pbcPZabZyO`a f m] j TQ`[[` cb][b ObZmZac`
d TOP d `Pj `bbP` yO` m`a _TmOj `a X` pmOab`Pa Xc�[Za aOP XZ� cP`[ba [TjsP`a X`
XZj `[aZT[a p]P]pbcPZabZyO`a aTZ`[b pTjd]P]sm`a�
Densite = Ncover/V olume�� �

Densite > BestDensite
� 	8,�

Best = Ck

�
BestDensite = Densite

�
NbCover = Ncover,�� ��

,�� ��

P = P ∪Best

�
SET = SET \Best

NbUncover = NbUncover −NbCover
�
Uncover = Uncover \Best,�� �8�0,

��
 /00
Ck ∈ P

��
��
 /00

Cl ∈ P
��

��
Dk ⊂ Dl

	8,�
zOddPZj `P

Ck

X`
P

�pmOab`P Z[pmOa X][a O[ ]ObP`�,�� ��
,�� ��


,�� ��

��
	�, �

P = (C1, ..., CK)
m` pmOab`PZ[l PcaOmb]b f pTjdTac X`

K
pmOab`Pa V



�� ������ � �	�	�	�� � �������	��� ��� ��� �	� �� �	�� � �� � ���� ���

� 0-�
�	84 , � �/
,-
��	
., �

D = (−→x1, ...,−→xN )
O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba f

ALEA�DIV
pT[bP� m][b m] pTjd T

a][b` abTpe]abZyO` X` m] j cbeTX` f
NB�RUNS

m` [TjsP` X 	ZbcP]bZT[a X` m] j cbeTX`
abT pe]abZyO` f `b

MaxK

m] s TP[` aOd cPZ`OP` aOP m` [TjsP` X` pmOab`Pa lc[cPca d TOP
O[` ZbcP]bZT[ X` m] j cbeTX` V
SET = ∅��


n = 1
bT

NB�RUNS
��

SET = SET ∪Divisif(D,ALEA�DIV,MaxK),�� ��
P`bOP[
FinalSelect(D,SET )��
	�, �
P = (C1, ..., CK)

m` pmOab`PZ[l PcaOmb]b f pTjd Tac X`
K

pmOab`Pa V

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

			

			

			

			












































































� ! � � V� � Wu`jdm`a X` p]a dPTsmcj ]bZyO`a d TOP �/
,- V



� 	��� ��

Z[b`PdPcb]sm`a V ^[` ]ObP` d TaaZs ZmZbc `ab X` pT[aZXcP`P X`a dPT� `pbZT[a aOP dmOa X 	O[`
XZj `[aZT[ f j ]Za m] pTjdm`uZbc X` m] j cbeTX` a`P]Zb ]mTPa UTPb`j `[b ]Olj `[bc` V \ ` dmOa f
m] ad cpZ�p]bZT[ X` m] XZj `[aZT[]mZbc j ]uZj ]m` X` dPT� `pbZT[ 
 pT[aZXcP`P a`P]Zb ]mTPa O[`
dPTsmcj ]bZyO` aOddmcj `[b]ZP` 
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,- `ab yO 	Zm X`j ][X` bPka d `O
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O[` s TP[` aOd cPZ`OP` aOP m` [TjsP` X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca f yOZ [ 	`ab d]a [cp`aa]ZP`j `[b
]bb`Z[b` V wP f aZ p`bb` s TP[` `ab �uc` Z[ZbZ]m`j `[b 
 O[ [Z_`]O bPTd s]a f Zm `ab bPka U]pZm`
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eTj Tlk[` f `b p`pZ X 	]Ob][b dmOa yO` �/
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v Z[]m`j `[b f m` b]sm`]O � V� PcaOj ` m`a XZ� cP`[b`a p]P]pbcPZabZyO`a X` p`bb` ]ddPTpe` V
�/
/�	.
�9	��, �/0,
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dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba `[a`jsm` X` Pklm`a

pTjdm`uZbc
O(M ×N log N)Xcb`Pj Z[Zab` [T[

Z[pPcj `[b]m [T[
][QbZj ` TOZ
e]PX TOZ

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` TOZ
bTmcP][p` ]O sPOZb TOZ

bTmcP][p` 
 m 	`�`b X` pe]�[` TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` [T[

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a [T[

��� � � V� � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaT pZc`a ]O pmOab`PZ[l �/
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X` acd]P]sZmZbc X`a pmOab`Pa aOP ]O j TZ[a O[` XZj `[aZT[ X` X`apPZdbZT[ `ab _cPZ�c` V W[
d]PbZpOmZ`P f m`a PcaOmb]ba aT[b ]mTPa UTOP[Za `[ O[ b`jda bTOb 
 U]Zb P]ZaT[[]sm` f ]mTPa yO`
X 	]ObP`a j cbeTX`a X` aOsad]p` pmOab`PZ[l [cp`aaZb`[b O[ b`jda X 	`ucpObZT[ s `]OpTOd
dmOa ZjdTPb][b d TOP UTOP[ZP m`a j �j`a PcaOmb]ba f `b yO` X`a j cbeTX`a pm]aaZyO`a X`
pmOab`PZ[l [` d `O_`[b ZX`[bZ�`P m`a pmOab`Pa dPca`[ba X][a m`a XT[[c`a mTPayO` p`mm`apZ
aT[b XcpPZb`a d]P p`Pb]Z[`a XZj `[aZT[a [T[ d `PbZ[`[b`a V
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,- TsbZ`[b X`a PcaOmb]ba j ZbZlca aOP dmOaZ`OPa
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,- bTOb `[ pT[a`P_][b
a`a d TZ[ba UTPba V \ ][a p` p]XP` f [TOa ]_T[a XT[p U]Zb m` peTZu X 	O[` j cbeTX` p]d]sm`
X` pT[aZXcP`P aZjOmb][cj `[b dmOaZ`OPa aTOa`[a`jsm`a X` XZj `[aZT[a p]P]pbcPZa][b m`a
pmOab`Pa f s]ac` aOP m 	ObZmZa]bZT[ X` j TXkm`a dPTs]sZmZab`a f `b UTOP[Zaa][b `[ aTPbZ` O[ Pc
aOmb]b Z[b`PdPcb]sm` aTOa UTPj ` X` Pklm`a Xc�[Z`a d]P O[ j Z[ZjOj X 	]bbPZsOba d `PbZ[`[ba
d TaaZs m` V
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 X`Ou XZj `[aZT[a ]O mZ`O X` pT[aZ
XcP`P X`Ou pmOab`Pa Xc�[Za pe]pO[ X][a O[ aTOa`ad]p` XZ� cP`[b 
 O[` a`Om` XZj `[aZT[ V
n` dPTsmkj ` X`_Z`[b ]mTPa `[pTP` dmOa Zjd TPb][b mTPayO 	O[ [TjsP` dmOa pT[acyO`[b X`
XZj `[aZT[a aT[b pT[aZXcPc`a V 	 m 	Z[_`Pa` f d TOP m`a j cbeTX`a X` aOsad]p` pmOab`PZ[l X`a
p`[X][b`a aOP m`a XZj `[aZT[a f Xcb]Zmmc`a `[ ][[`u`a x Vo `b d TOP m] dmOd]Pb s]ac`a aOP O[`
]ddPT pe` X` bQd ` �j`][a yOZ [` d `Pj `b d]a []bOP`mm`j `[b m 	Z[b`Pa`pbZT[ X`a pmOab`Pa f
m`a X`Ou pmOab`Pa d `O_`[b [` d]a �bP` ZX`[bZ�ca V

S]P pT[bP` f m`a j cbeTX`a s]ac`a aOP m 	ObZmZa]bZT[ X` j TXkm`a dPTs]sZmZab`a aT[b p]
d]sm`a X 	ZX`[bZ�`P m`a X`Ou pmOab`Pa V i`d `[X][b f Zm `ab P`pT[[O yO` X` b`mm`a ]ddPTpe`a
d `O_`[b [cp`aaZb`P X` [TjsP`Oa`a cb]d `a ]_][b X` pT[_`Pl`P V S]P ]Zmm`OPa f [TOa _`PPT[a
m 	Z[bcP�b X 	]X]db`P p`a j cbeTX`a ]O p]a XO aOsad]p` pmOab`PZ[l f d]P m] j Za` `[ �O_P`
X 	O[ jTXkm` d `Pj `bb][b X 	ZX`[bZ�`P m`a aTOa`ad]p`a X` X`apPZdbZT[ ad cpZ�yO`a 
 pe]pO[
X`a pmOab`Pa V

W[�[ f m` dPTsmkj ` X` m] Xcb`pbZT[ XO sPOZb yOZ d `Ob `u Zab`P X][a m`a XT[[c`a d `Ob
]OaaZ �bP` Z[bclPc []bOP`mm`j `[b X][a O[ p]XP` dPTs]sZmZab` V wP [TOa [TOa ]bb]yOT[a
cl]m`j `[b X][a [Ta bP]_]Ou 
 m] dPTsmcj ]bZyO` Zjd TPb][b` X` UTOP[ZP O[ PcaOmb]b pTj 
dPce`[aZs m` X`a pmOab`Pa ZX`[bZ�ca f ]�[ X` d `Pj `bbP` 
 m 	ObZmZa]b`OP X 	]ddPce`[X`P ]O
j Z`Ou m`a PcaOmb]ba dPTXOZba V � TOa _`PPT[a ]mTPa X][a m] d]PbZ` `ud cPZj `[b]m` X` [Ta
bP]_]Ou f dPca`[bc` X][a m` pe]dZbP` � f yO` m] Xcb`pbZT[ XO sPOZb `u Zab][b X][a m`a XT[ 
[c`a d `Pj `b X 	Tsb`[ZP X`a PcaOmb]ba dmOa U]pZm`j `[b Z[b`PdPcb]sm`a V

� TbP` j TXkm` `ab UT[Xc aOP m 	eQd Tbeka` yO` m`a XT[[c`a T[b cbc lc[cPc`a a`mT[ X`a
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XZabPZsObZT[a Z[Xcd `[X][b`a aOP pe]yO` XZj `[aZT[ V n` j TXkm` `ab ]mTPa j TZ[a PZpe` yO`
m` j TXkm` pm]aaZyO` dP`[][b cl]m`j `[b `[ pTjdb` m`a pTPPcm]bZT[a d TaaZs m`a `[bP` XZj `[
aZT[a f dPca`[bc X][a m] a`pbZT[ o Vo f j ]Za p`bb` eQd Tbeka` X 	Z[Xcd `[X][p` ]dd TPb` X`
[TjsP`Ou ]_][b]l`a V

tTOb X 	]s TPX f [TOa _`PPT[a pTjj`[b p`m] [TOa d `Pj `b X` pZs m`P d TOP pe]yO` pmOab`P
m` aTOa`[a`jsm` X`a XZj `[aZT[a yOZ mO Z `ab m` dmOa ]ddPTdPZc V i`bb` eQd Tbeka` [TOa
XT[[` cl]m`j `[b m] d TaaZs ZmZbc X` pT[aZXcP`P XZ� cP`[ba bQd `a X 	]bbPZsOba p]P]pbcPZa][b
m`a XT[[c`a V W mm` [TOa d `Pj `b ]OaaZ X` XcPZ_`P XO j TXkm` O[` becTPZ` pTjdPce`[aZs m` `[
P`dPca`[b][b pe]yO` pmOab`P aTOa UTPj ` X` Pklm` �eQd `PP`pb][lm` X][a O[ aTOa`ad]p` X`
m 	`ad]p` TPZlZ[]m X` X`apPZdbZT[ X`a Ts � `ba� f dOZayO` pe]yO` XZj `[aZT[ `ab p]P]pbcPZac`
Z[Xcd `[X]jj`[b X`a ]ObP`a V W[�[ f m 	]mlTPZbej ` `ab ]mTPa dmOa P]dZX` yO` m 	]mlTPZbej `
pm]aaZyO` p]P m` [TO_`]O j TXkm` [cp`aaZb` j TZ[a X` d]P]j kbP`a �

O(M)
]O mZ`O XO

O(M2)dTOP
M

m` [TjsP` X` XZj `[aZT[a X` m 	`ad]p` X` X`apPZdbZT[ X`a Ts � `ba� `b m`a Td cP]bZT[a
j ]bPZpZ`mm`a aT[b c_Zbc`a V

zZ ]O pT[bP]ZP` m] j cbeTX` `ab pT[UPT[bc` 
 O[` s]a` X` XT[[c`a d TOP m]yO`mm` p`bb`
eQd Tbeka` X 	Z[Xcd `[X][p` X`a XZj `[aZT[a [ 	`ab d]a _cPZ�c` f ]mTPa [TOa _`PPT[a X][a m]
X`P[ZkP` a`pbZT[ X` p` pe]dZbP` yO` m`a PcaOmb]ba yO` [TOa Tsb`[T[a d `O_`[b yO][X j �j`
]ddTPb`P X` m 	Z[UTPj ]bZT[ Z[bcP`aa][b` aOP m` dPTsmkj ` pT[aZXcPc V

� � � �-(-0�,�
n`a [Tb]bZT[a ObZmZac`a X][a p` pe]dZbP` P`dP`[[`[b p`mm`a dPca`[bc`a X][a m] a`p

bZT[ � V� f ]OuyO`mm`a [TOa ]� TObT[a p`mm`a [cp`aa]ZP`a d TOP P`dPca`[b`P m`a j TXkm`a dPT
s]sZmZab`a ]aaTpZca ]Ou pmOab`Pa V

w[ [Tb`
θk

m` j TXkm` d]P]j cbPZyO` ]aaT pZc ]O pmOab`P
Ck

f
Sk

m` aTOa`[a`jsm` X`a
XZj `[aZT[a d `PbZ[`[b`a d TOP p` pmOab`P f `b

Rk

m] Pklm` yOZ mO Z `ab ]aaTpZc` V 6 b][b XT[[c
K

m` [TjsP` bTb]m X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca f
θ = {θk|k ∈ [1,K]} P`dPca`[b` ]mTPa m 	`[a`jsm`

XO j TXkm` d]P]j cbPZyO` ]aaT pZc 
 m] d]PbZbZT[
P = {Ck|k ∈ [1,K]} V� TOa pT[aZXcPT[a ZpZ yO` m`a XT[[c`a d `O_`[b �bP` p]P]pbcPZac`a d]P X`Ou bQd `a X 	]b

bPZsOba R m`a ]bbPZsOba [Oj cPZyO`a `b m`a ]bbPZsOba p]bclTPZ`ma V zOP m`a ]bbPZsOba [Oj c
PZyO`a f [TOa U]ZaT[a m 	eQd Tbeka` yO` m`a XT[[c`a aT[b lc[cPc`a a`mT[ X`a XZabPZsObZT[a
l]OaaZ`[[`a f P`dPca`[bc`a d]P m`OP p`[bP`

µ
`b m`OP _]PZ][p`

σ
V zOP m`a ]bbPZsOba p]bc

lTPZ`ma f [TOa U]ZaT[a m 	eQd Tbeka` yO` m`a XT[[c`a aT[b lc[cPc`a a`mT[ X`a XZabPZsObZT[a
jOmbZ[Tj Z]m`a f P`dPca`[bc`a d]P O[ _`pb`OP X` UPcyO`[p`a −−−−→

Freqs
aOP m 	`[a`jsm` X`a j T

X]mZbca d TaaZs m`a X` m 	]bbPZsOb pT[aZXcPc V
v Z[]m`j `[b f O[ pmOab`P

Ck

`ab XT[p aOddTac lc[cPc d]P O[ j TXkm`
θk

f pTjd Tac
X 	O[` dPTs]sZmZbc XO pmOab`P [Tbc`

πk

f X 	O[ p`[bP`
µkd

`b X 	O[` Xc_Z]bZT[ ab][X]PX
σkdaOP bTOb` XZj `[aZT[ [Oj cPZyO`

d
f `b X 	O[` UPcyO`[p`

Freqskd(mod)
aOP pe]yO` j TX]mZbc

mod ∈Modalitesd

X` pe]yO` XZj `[aZT[ p]bclTPZ`mm`
d
V

S]P `u`jdm` f [TbT[a
C1

m` pmOab`P a` aZbO][b 
 XPTZb` X][a m] �lOP` � V� V n`a [Tb]bZT[a
]aaT pZc`a aT[b ]mTPa m`a aOZ_][b`a R

� D1 = {5, 6, 7, 8, 9} P`dPca`[b` m 	`[a`jsm` X`a Ts � `ba ]aaTpZca 

C1

�

� N1 = 5
Xc[Tb` m` [TjsP` X 	Ts � `ba Z[pmOa X][a m` pmOab`P �
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d2

d1

; �
�
o�

�� �� �
�;

����

�o
��

; V� �;

�

C1

R1

� ! � � V� � �Tb]bZT[a aOP m 	`u`jdm` V

� S1 = {d1, d2}
P`dPca`[b` m` aTOa`ad]p` X` X`apPZdbZT[ ]aaT pZc ]O pmOab`P f dOZayO`

m`a Ts � `ba aT[b dPT pe`a aOP p`a X`Ou XZj `[aZT[a �

� θ1 = (π1 = 0.33, µ11 = 0.9, σ11 = 0.05, µ12 = 0.4, σ12 = 0.1)
P`dPca`[b` m` j TXkm`

d]P]j cbPZyO` ]aaTpZc 

C1

�

� `[�[
R1 = {d1 ∈ [0.8, 1]} `ab m] Pklm` yOZ mO Z `ab ]aaT pZc` f Xc�[Z` aOP O[` a`Om`

XZj `[aZT[ dOZayO` p`m] aO� b 
 XZabZ[lO`P p` pmOab`P X`a ]ObP`a V

� � �,0-0(10�(-0�, /) � �/� 1+
\][a O[ dP`j Z`P b`jda f [TOa aOddTaT[a yO` m` [TjsP`

K
X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca `ab

pT[[O V n 	Z[ ZbZ]mZa]bZT[ XO jTXkm` a` U]Zb ]mc]bTZP`j `[b 
 d]PbZP X`a XT[[c`a `[ ObZmZa][b
O[` j cbeTX` X` bQd ` �j`][a V

w[ acm`pbZT[[` X 	]s TPX ]mc]bTZP`j `[b
K

Ts � `ba X` m] s]a` a`P_][b X` p`[bPT�X`a
Z[ ZbZ]Ou −→µk

X`a pmOab`Pa
Ck

V ie]yO` Ts � `b −→xi

`ab `[aOZb` ]aaT pZc ]Ou j `jsP`a
Dk

XO
pmOab`P

Ck

XT[b m` p`[bPT�X` `ab m` dmOa dPT pe` f ]O a`[a X` m] j Z[Zj Za]bZT[ X` m] XZab][p`
aOZ_][b` R

Dist(−→xi ,−→µk) =

√

√

√

√

M
∑

d=1

dist(xid, µkd)

dist(xid, µkd) =







0
aZ

d
p]bclTPZ`mm` `b

xid = µkd

1
aZ

d
p]bclTPZ`mm` `b

xid 6= µkd

(xid − µkd)
2 aZ

d
[Oj cPZyO`

n`a d]P]j kbP`a X`a pTjd Ta][b`a XO j cm][l`
θk

aT[b `[aOZb` Z[ ZbZ]mZaca `[ UT[pbZT[
X` m 	`[a`jsm`

Dk

X`a Ts � `ba ]aaT pZca ]Ou pmOab`Pa pTjj ` aOZb R
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πk =
Nk

N

µkd =

∑

i∈Dk
xid

Nk

∀ d
[Oj cPZyO`

σkd =

√

∑

i∈Dk
(xid − µkd)2

Nk

∀ d
[Oj cPZyO`

Freqskd(mod) =
|{i ∈ Dk|xid = mod}|

Nk

∀ d
p]bclTPZ`mm` ∀ mod ∈Modalitesd

vZ[]m`j `[b f m] dPTpcXOP` X 	Z[ ZbZ]mZa]bZT[ XO jTXkm` d]P]j cbPZyO` ]aaT pZc 
 O[ `[
a`jsm` X` XT[[c`a

D
f `b d TOP O[ [TjsP` XT[[c X` pmOab`Pa

K
f `ab dPca`[bc` d]P m 	]mlT

PZbej ` � V
� & ��-0� 0�(-0�, /) � �/� 1+

n 	TdbZj Za]bZT[ XO jTXkm` a` U]Zb `[aOZb` `[ ObZmZa][b m] j cbeTX` Wq �\`jdab`P
`b ]m Vf ����� dPca`[bc` X][a m] a`pbZT[ o Vo f j ]Za `[ b`[][b pTjdb` X` m 	eQd Tbeka` X 	Z[Xc
d `[X][p` X`a XZj `[aZT[a V n`a Xcj T[abP]bZT[a becTPZyO`a ]Q][b j `[c ]Ou cyO]bZT[a dPc
a`[bc`a pZ]dPka aT[b XZad T[Zsm`a `[ ][[`u`a \ V� V STOP P]dd `m f m] j cbeTX` Wq pT[aZab`
`[ O[` aOpp`aaZT[ X` X`Ou de]a`a d `Pj `bb][b X 	TdbZj Za`P m` j TXkm` 
 pe]yO` cb]d ` R

� V cb]d ` W �Wad cP][p`� R p]mpOm`P m`a dPTs]sZmZbca X 	]dd]Pb`[][p` X`a Ts � `ba ]Ou
pmOab`Pa `[ UT[pbZT[ X`a d]P]j kbP`a pTOP][ba XO j TXkm`

θ
�

� V cb]d ` q �q]uZj Za]bZT[ � R j `bbP` 
 � TOP m`a d]P]j kbP`a XO j TXkm`
θ
`[ UT[pbZT[

X`a [TO_`mm`a dPTs]sZmZbca X 	]dd]Pb`[][p` X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa V
S mOa UTPj `mm`j `[b f m 	cb]d ` X 	Wad cP][p` pT[aZab` 
 aOdd Ta`P �uca m`a d]P]j kbP`a XO

j TXkm`
θ
`b 
 `�`pbO`P m`a p]mpOma aOZ_][ba d TOP bTOb Ts � `b −→xi

`b bTOb pmOab`P
Ck

R

P (−→xi |θk) =
∏

d∈Sk

P (xid|θkd)

	 p` [Z_`]O f cb][b XT[[c yO` m`a pmOab`Pa aT[b Xc�[Za aOP m 	`[a`jsm` X`a XZj `[aZT[a
X` X`apPZdbZT[ X` m 	`ad]p` dOZayO 	]OpO[` acm`pbZT[ X 	]bbPZsOba [ 	`ab `� `pbOc` f T[ ] R

Sk = S ∀ k ∈ [1,K]

P (xid|θkd) =



















1√
2πσkd

e
− 1

2

(

xid−µkd
σkd

)2

aZ
d
[Oj cPZyO`

Freqskd(xid)
aZ

d
p]bclTPZ`mm`
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� 0-�
�	84 , : r[ ZbZ]mZa`P
��	
., �

D = (−→x1, ...,−→xN )
O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba f `b

K
m` [TjsP` X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca V

�zcm`pbZT[ ]mc]bTZP` X`a p`[bPT�X`a Z[ ZbZ]Ou ���

k = 1

bT
K

��
−→µk = Random(D)

�p`[bPT�X` Z[ZbZ]m XO pmOab`P
Ck

acm`pbZT[[c ]mc]bTZP`j `[b d]Pj Z
m 	`[a`jsm` X`a Ts � `ba X`

D�,�� ��

�� aaT pZ]bZT[ X`a Ts � `ba ]Ou p`[bPT�X`a m`a dmOa dPT pe`a���


i = 1
bT

N
��

minDist = +∞
c = 0

�m` pmOab`P pTOP][b m` dmOa dPT pe` X` m 	Ts � `b −→xi ���

k = 1

bT
K

��
�� �

Dist(−→xi ,−→µk) < minDist
� 	8,�

minDist = Dist(−→xi ,−→µk)
c = k,�� ��

,�� ��

push(Dc,−→xi)

�]� TOb`P −→xi


 m 	`[a`jsm` X`a Ts � `ba
Dc

XO pmOab`P [Oj cPT
c�,�� ��


�r[ ZbZ]mZa]bZT[ X`a d]P]j kbP`a XO j TXkm` Z[ ZbZ]m���

k = 1

bT
K

��
πk = Nk

N��

d = 1

bT
M

��
�� �

d
[Oj cPZyO`� 	8,�

µkd =

P

i∈Dk
xid

Nk

σkd =

√

P

i∈Dk
(xid−µkd)2

Nk,09,
��
 /00

mod ∈Modalitesd
��

Freqskd(mod) = |{i∈Dk|xid=mod}|
Nk,�� ��


,�� ��
,�� ��

θk = (πk,

−→µk,
−→σk, F reqsk),�� ��


��
	�, � jTXkm` d]P]j cbPZyO` Z[ZbZ]m
θ = (θ1, ..., θK)

V
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P (−→xi |θ) =

K
∑

k=1

πk × P (−→xi |θk)

P (θk|−→xi) =
πk × P (−→xi |θk)

P (−→xi |θ)

�� V��
SOZa m 	cb]d ` X` q ]uZj Za]bZT[ pT[aZab` 
 aOdd Ta`P �uc`a m`a dPTs]sZmZbca X 	]dd]Pb`

[][p` X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa f `b 
 j`bbP` 
 �TOP m`a d]P]j kbP`a XO j TXkm`
θ
d TOP pe]yO`

pmOab`P
Ck

pTjj` aOZb R

πk =
1

N

∑

i∈D

P (θk|−→xi)

µkd =

∑

i∈D P (θk|−→xi)× xid
∑

i∈D P (θk|−→xi)
∀ d

[Oj cPZyO`

σkd =

√

∑

i∈D P (θk|−→xi)× (xid − µkd)2
∑

i∈D P (θk|−→xi)
∀ d

[Oj cPZyO`

Freqskd(mod) =

∑

{i∈D|xid=mod} P (θk|−→xi)
∑

i∈D P (θk|−→xi)
∀ d

p]bclTPZ`mm` ∀ mod ∈Modalitesd

im]aaZyO`j `[b f p`a X`Ou cb]d `a aT[b ZbcPc`a �OayO 	
 p` yO` m] mTl_P]Za`jsm][p` XO
j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a

LL(θ|D)
a 	]j cmZTP` d `O X 	O[` ZbcP]bZT[ 
 m 	]ObP` V �O

bP`j `[b XZb f m] j cbeTX` a 	]PP�b` mTPayO`
LL(θ|D)t+1−LL(θ|D)t < δ

d TOP
δ
abPZpb`j `[b

d TaZbZU V
LL(θ|D) =

∑

i∈D

log P (−→xi |θ)

^[ ]ObP` pPZbkP` X 	]PP�b d TaaZs m` f X` bQd ` �j`][a f pT[aZab` 
 abTdd `P m 	TdbZj Za]bZT[
XO jTXkm` mTPayO` m` pmOab`P m` dmOa dPTs]sm` X` pe]yO` Ts � `b [ 	`ab d]a XZ� cP`[b X 	O[`
ZbcP]bZT[ 
 m 	]ObP` V �ObP`j `[b XZb f m] j cbeTX` a 	]PP�b` mTPayO` m`a `[a`jsm`a

Dk

X 	Ts � `ba
]aaT pZca ]Ou pmOab`Pa [` pe][l`[b d]a X 	O[` ZbcP]bZT[ 
 m 	]ObP` V

Dk = {−→xi |ArgmaxK
j=1P (−→xi |θj) = k}

i`bb` X`OuZkj ` ]ddPTpe` [ 	cb][b d]a pm]aaZyO` X][a m` p]XP` XO pmOab`PZ[l ab]bZa
bZyO` f [TOa _`PPT[a X][a m] d]PbZ` `ud cPZj `[b]m` XO pe]dZbP` � m`a pT[acyO`[p`a X` aT[
ObZmZa]bZT[ aOP m`a PcaOmb]ba Tsb`[Oa V

v Z[]m`j `[b f m] j cbeTX` yO` [TOa _`[T[a X` XcpPZP` `ab PcaOj c` d]P m 	]mlTPZbej ` �
`b pTPP`ad T[X 
 p`mm` yOZ ] cbc j Za` `[ �O_P` X][a m 	]mlTPZbej ` yO` [TOa [TjjT[a ���
��b]bZabZp]m �Osad]p` � mOab`PZ[l �i][XZmmZ`P `b ]m Vf �;;�s �� X][a m] aOZb` V n] _]m`OP X`
δ
f dPcpZa][b m 	cp]Pb j Z[Zj ]m `[bP` X`Ou _]m`OPa aOpp`aaZ_`a X` m] mTl_P]Za`jsm][p` d TOP

m] d TOPaOZb` X` m 	TdbZj Za]bZT[ XO jTXkm` `ab �uc` 
 � d]P XcU]Ob V



�� ���� � ��� ���	�� �� �������� ���� �� ���� ���	�� � �� �	� �	���

� 0-�
�	84 , � wdbZj Za`P
��	
., �

D = (−→x1, ...,−→xN )
O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba f

θ = (θ1, ..., θK)
O[ jTXkm` d]P]j c

bPZyO` Z[ZbZ]m X` p`a XT[[c`a pTjd Tac X`
K

pmOab`Pa f `b
δ

m` a`OZm aOP m`a _]m`OPa
aOpp`aaZ_`a X` m] mTl_P]Za`jsm][p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a V
diff = +∞ �XZ� cP`[p` `[bP` X`Ou mTl_P]Za`jsm][p`a pT[acpObZ_`a�
change = 1

�s TTmc`[ `udPZj ][b aZ p`Pb]Z[a Ts � `ba T[b pe][lc X 	]�`pb]bZT[ X` pmOab`P�
�8�0, �

diff > δ
][X

change
� ��

LL = LL(θ|D)
�mTl_P]Za`jsm][p` XO j TXkm` pTOP][b d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a��Wad cP][p`���


i = 1
bT

N
��

��

k = 1

bT
K

��
p]mpOm`P

P (θk|−→xi)
a`mT[ m 	cyO]bZT[ � V�

,�� ��

,�� ��

�q]uZj Za]bZT[ ���


k = 1
bT

K
��

πk = 1
N

∑

i∈D P (θk|−→xi)��
 /00
d ∈ Sk

��
�� �

d
[Oj cPZyO`� 	8,�

µkd =
P

i∈D P (θk|−→xi )×xid
P

i∈D P (θk|−→xi )

σkd =

√

P

i∈D P (θk|−→xi )×(xid−µkd)2
P

i∈D P (θk|−→xi ),09,
��
 /00

mod ∈Modalitesd
��

Freqskd(mod) =

P

{i∈D|xid=mod} P (θk|−→xi )
P

i∈D P (θk|−→xi ),�� ��

,�� ��

,�� ��

,�� ��

�iPZbkP`a X 	]PP�b�
diff = LL(θ|D)− LL
change = 0��


k = 1
bT

K
��

��
 /00
i ∈ Dk

��
maxP = P (−→xi |θk)��


c = 1
bT

K
��

�� �
c 6= k

][X
P (−→xi , θc) > maxP

� 	8,�
maxP = P (−→xi , θc)
move(−→xi ,Dk,Dc)

�Pc]� `pb`P −→xi

X`
Dk



Dc�

change = 1,�� ��
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	�, � jTXkm` d]P]j cbPZyO` TdbZj Zac

θ = (θ1, ..., θK)
V
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W[ ObZmZa][b O[ b`m j TXkm` f bTOb`a m`a XZj `[aZT[a [ 	T[b d]a m] j �j` Zjd TPb][p`
X][a m] Xcb`Pj Z[]bZT[ X` m 	]dd]Pb`[][p` X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa V W[ `�`b f m` j TXkm`
d T[XkP` X` j ][ZkP` Z[bPZ[akyO` m 	Zjd TPb][p` X` pe]yO` XZj `[aZT[ d TOP pe]yO` pmOab`P V
S]P `u`jdm` d TOP O[` XZj `[aZT[ [Oj cPZyO` f O[` Xc_Z]bZT[ ab][X]PX cm`_c` _] Z[XOZP`
O[ dTZXa U]Zs m` X` m] XZj `[aZT[ ]mTPa yO 	O[` U]Zs m` Xc_Z]bZT[ ab][X]PX _] Z[XOZP` O[
dTZXa ZjdTPb][b X` m] XZj `[aZT[ d TOP m] p]P]pbcPZa]bZT[ X` m 	]dd]Pb`[][p` X`a Ts � `ba
]O pmOab`P V

� TOa d TO_T[a p`d `[X][b ]mm`P dmOa mTZ[ `b acm`pbZT[[`P O[ aTOa`[a`jsm` X`a XZj `[
aZT[a m`a dmOa d `PbZ[`[b`a d TOP pe]yO` pmOab`P V

^[` aTmObZT[ d TOP p`m] pT[aZab` 
 pTjd]P`P aOP pe]yO` XZj `[aZT[ m] _P]Za`jsm][p`
X` [TbP` j TXkm` �l]OaaZ`[ TO jOmbZ[Tj Z]m� d]P P]dd TPb 
 p`mm` X 	O[ jTXkm` O[ZUTPj ` V
� Z[aZ f aZ m] _P]Za`jsm][p` X 	O[ jTXkm` O[ZUTPj ` `ab dmOa Zjd TPb][b` yO` p`mm` X` [TbP`
j TXkm` f ]mTPa m] XZj `[aZT[ `ab pT[aZXcPc` pTjj` [T[ d `PbZ[`[b` d TOP m` pmOab`P V

n] _P]Za`jsm][p` X 	O[ jTXkm`
θ
aOP O[ pmOab`P

Ck

`b O[` XZj `[aZT[
d
`ab p]mpOmc`

pTjj` aOZb R
LL(θ|Ck, d) =

∑

i∈Dk

log P (xid|θ)

� V \ ][a m` p]a X 	O[ jTXkm` O[ZUTPj ` aOP O[` XZj `[aZT[ [Oj cPZyO`
θUn

f pTjj ` [TOa
]_T[a U]Zb m 	eQd Tbeka` yO` m`a _]m`OPa X`a Ts � `ba aOP m`a XZj `[aZT[a [Oj cPZyO`a
aT[b [TPj ]mZac`a `[bP` ; `b � f T[ ] R

P (xid|θUn) = 1 ∀ i ∈ D ∀ d
[Oj cPZyO`

S]P pT[acyO`[b f
LL(θUn |Ck, d) = 0

f `b XT[p O[` XZj `[aZT[ [Oj cPZyO`
d
`ab pT[aZ

XcPc` pTjj` d `PbZ[`[b` d TOP O[ pmOab`P
Ck

aZ R

LL(θkd|Ck, d) > 0
� V ^[` XZabPZsObZT[ O[ZUTPj `

θUc

aOP O[` XZj `[aZT[ p]bclTPZ`mm`
d
`ab Xc�[Z` pTjj`

aOZb R
P (xid|θUc) =

1

|Categoriesd|w[ ] XT[p R
LL(θUc |Ck, d) = −Nk × log |Categoriesd|STOP [TbP` j TXkm` jOmbZ[Tj Z]m aOP m`a XZj `[aZT[a p]bclTPZ`mm`a f T[ ] R

LL(θkd|Ck, d) =
∑

i∈Dk

log Frekskd(xid)

iTjj`
LL(θkd|Ck, d)

`ab bTO� TOPa aOd cPZ`OP 

LL(θUc |Ck, d)

`b yO` m`a X`Ou _]
m`OPa aT[b [cl]bZ_`a f Zm `ab d TaaZs m` X 	Z[bPTXOZP` O[` pT[ab][b`

0 < α < 1
`b X`

d Ta`P yO` m] XZj `[aZT[ p]bclTPZ`mm`
d
`ab d `PbZ[`[b` d TOP m` pmOab`P

Ck

aZ R
LL(θkd|Ck, d) > α× LL(θUc|Ck, d)
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i`d `[X][b f TObP` m] XZ� pOmbc X` �u`P p` d]P]j kbP`
α

dTOP m`a XZj `[aZT[a p]bclT
PZ`mm`a f O[ Z[pT[_c[Z`[b X` p`bb` aTmObZT[ d TOP acm`pbZT[[`P m`a XZj `[aZT[a d `PbZ[`[b`a
X`a pmOab`Pa `ab yO 	`mm` [cp`aaZb` X` d]PpTOPZP m 	`[a`jsm` X`a _]m`OPa X`a Ts � `ba f p` yOZ
Z[XOZb O[ b`jda X` p]mpOm aOddmcj `[b]ZP` Zjd TPb][b V

� TOa dPTd TaT[a XT[p O[` ]ObP` ]mb`P[]bZ_` yOZ `�`pbO` m] acm`pbZT[ X`a XZj `[aZT[a
d `PbZ[`[b`a X`a pmOab`Pa XZP`pb`j `[b `[ UT[pbZT[ X`a d]P]j kbP`a pTOP][ba XO j TXkm` V
STOP p`m] f [TOa ]� TObT[a ]O j TXkm` O[` j ]bPZp` X` d TZXa

W
X` m 	`[a`jsm` X`a XZ

j`[aZT[a aOP m 	`[a`jsm` X`a pmOab`Pa V i`a d TZXa
Wkd

pTPP`ad T[X`[b ]O P]dd TPb `[bP`
Xc_Z]bZT[ ab][X]PX mTp]m` `b lmTs]m` d]P P]dd TPb 


µkd

aOP m`a XZj `[aZT[a [Oj cPZyO`a f
`b 
 m] UPcyO`[p` P`m]bZ_` X` m] p]bclTPZ` m] dmOa dPTs]sm` XO pmOab`P aOP m`a XZj `[aZT[a
p]bclTPZ`mm`a R

Wkd =























1− σ2
kd

Σ2
kd

f ]_`p
Σ2

kd = 1
N

∑

i∈D(xid − µkd)
2 aZ

d
[Oj cPZyO`

Freqskd(mod)−Frequencesd(mod)
1−Frequencesd(mod)

aZ
d
p]bclTPZ`mm`

]_`p
mod = Argmax{m∈Modalitesd}Freqskd(m)

�� V��

W[�[ f [TOa ]�TObT[a ]O j TXkm` m` d]P]j kbP`
R

yOZ Z[XZyO` pTjsZ`[ X` XZj `[aZT[a
d `PbZ[`[b`a pT[aZXcP`P d TOP pe]yO` pmOab`P V n 	`[a`jsm`

Sk

X`a XZj `[aZT[a ]aaT pZc`a ]O
pmOab`P

Ck

pT[bZ`[b XT[p m`a
R

XZj `[aZT[a yOZ j ]uZj Za`[b m`OP d TZXa
Wkd

V
S]P p` j TXkm` f [TOa d TaT[a yO` bTOa m`a pmOab`Pa T[b m` j �j` [TjsP` X` XZj `[aZT[a

d `PbZ[`[b`a f j �j` aZ m`a XZj `[aZT[a acm`pbZT[[c`a d `O_`[b �bP` XZ�cP`[b`a X 	O[ pmOab`P

 m 	]ObP` V zZ p` [ 	`ab d]a m` p]a f ]mTPa yO`myO`a XZj `[aZT[a [T[ d `PbZ[`[b`a d `O_`[b �bP`acm`pbZT[[c`a d TOP p`Pb]Z[a pmOab`Pa V i`d `[X][b f m 	Z[�O`[p` X` b`mm`a XZj `[aZT[a [T[
d `PbZ[`[b`a a`P] j TZ[a Zjd TPb][b` yO` p`mm` X`a XZj `[aZT[a d `PbZ[`[b`a dOZayO` f pTjj `
[TOa m 	]_T[a `udmZyOc dPcpcX`jj`[b f m 	ZjdTPb][p` X`a XZj `[aZT[a d TOP pe]yO` pmOab`P
`ab Z[bPZ[akyO`j `[b Xcb`Pj Z[c` d]P m] UTPj ` X` m] XZabPZsObZT[ X`a j `jsP`a X`a pmOab`Pa
aOP m`a XZj `[aZT[a V

i`bb` acm`pbZT[ X`a ]bbPZsOba d `PbZ[`[ba X`a pmOab`Pa d `Ob �bP` `�`pbOc` O[ZyO`j `[b
X][a m] de]a` X 	Z[ ZbZ]mZa]bZT[ XO jTXkm` f dOZa p`a ]bbPZsOba acm`pbZT[[ca aT[b pT[a`P_ca
bTOb ]O mT[l X` m 	TdbZj Za]bZT[ XO jTXkm` f TO sZ`[ ]O pT[bP]ZP` f p`a aTOa`[a`jsm`a
X 	]bbPZsOba d `PbZ[`[ba ]aaTpZca ]Ou pmOab`Pa d `O_`[b �bP` j Za 
 �TOP 
 pe]yO` ZbcP]bZT[
X` m] j cbeTX` Wq V i 	`ab m` dP`j Z`P peTZu yO` [TOa ]_T[a P`b`[O f m`a d `PUTPj ][p`a X`
m] j cbeTX` a 	`[ bPTO_][b d `O pe][lc`a ]mTPa yO` m` b`jda X 	`ucpObZT[ X` m] j cbeTX`
`ab [`bb`j `[b ]j cmZTPc V

\ ][a m] aOZb` f [TOa [TjjT[a ��� ��sad]p` �`m`pbZT[ `js `XX`X Z[ ][ �q ]m
lTPZbej �i][XZmmZ`P `b ]m Vf �;;�s �� m] j cbeTX` X` pmOab`PZ[l j `bb][b `[ �O_P` p`bb`
acm`pbZT[ X 	]bbPZsOba V �O [Z_`]O ]mlTPZbej ZyO` f a`Om` O[` cb]d ` `ab ]�TObc` mTPa X` m 	Z[ Z
bZ]mZa]bZT[ XO jTXkm` f ]�[ X 	`� `pbO`P m] acm`pbZT[ X`a XZj `[aZT[a m`a dmOa d `PbZ[`[b`a X`a
pmOab`Pa V n] [TO_`mm` dPTpcXOP` X 	Z[ ZbZ]mZa]bZT[ `ab UTOP[Z` d]P m 	]mlTPZbej ` � V W[aOZb` f
d TOP m 	TdbZj Za]bZT[ XO jTXkm` f m`a cb]d `a aT[b m`a j �j`a f j ]Za p`bb` UTZa f m`a `[a`jsm`a
Sk

X` XZj `[aZT[a ]aaT pZc`a ]Ou pmOab`Pa aT[b ad cpZ�yO`a 
 pe]pO[ X`a pmOab`Pa f `b m`a
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p]mpOma `�`pbOca mTPa X`a cb]d `a X 	Wad cP][p` `b X` q ]uZj Za]bZT[ a 	`[ bPTO_`[b XT[p
j TXZ�ca V
� 0-�
�	84 , � r[ ZbZ]mZa`P�
��	
., �

D = (−→x1, ...,−→xN )
O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba f

K
m` [TjsP` X` pmOab`Pa P`pe`Ppeca f

`b
R

m` [TjsP` X` XZj `[aZT[a d `PbZ[`[b`a ]aaTpZc`a ]Ou pmOab`Pa V
r[ ZbZ]mZa`P �

D
f
K
�

��

k = 1

bT
K

��
��


d = 1
bT

M
��

p]mpOm`P
Wkd

a`mT[ m 	cyO]bZT[ � V�
,�� ��

acm`pbZT[[`P m`a

R
XZj `[aZT[a X` d TZXa j ]uZjOj `b m`a abT p�`P X][a

Sk

θk = (πk,
−→µk,
−→σk, F reqsk,Wk, Sk),�� ��


��
	�, � jTXkm` d]P]j cbPZyO` Z[ZbZ]m
θ = (θ1, ..., θK)

V

� � �� 1+�-0�, /+ � �/� 1+
n`a PcaOmb]ba X 	O[` `ucpObZT[ X` m] j cbeTX` �Z[ ZbZ]mZa]bZT[ dOZa TdbZj Za]bZT[ XO jT

Xkm`� Xcd `[X`[b UTPb`j `[b X` m] aTmObZT[ Z[ZbZ]m` dPTd Tac` f p 	`ab
XZP` yO` m` PcaOmb]b
d `Ob �bP` O[ TdbZjOj mT p]m V STOP b`[b`P X 	]bb`Z[XP` m 	TdbZjOj lmTs]m f Zm `ab XT[p [c
p`aa]ZP` X 	ZbcP`P m] j cbeTX` O[ p`Pb]Z[ [TjsP` X` UTZa `b X` acm`pbZT[[`P m` PcaOmb]b
m` dmOa ]ddPTdPZc V n` dPT p`aaOa X 	TdbZj Za]bZT[ XO jTXkm` `ab XT[p `ucpObc dmOaZ`OPa
UTZa �

NB�ITER
� 
 d]PbZP X` XZ�cP`[b`a Z[ ZbZ]mZa]bZT[a ]mc]bTZP`a f dOZa m` j TXkm`

θ
yOZ

TdbZj Za` a] mTl_P]Za`jsm][p`
LL(θ|D)

d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a
D

`ab pT[a`P_c V
�ObP`j `[b XZb f m] j cbeTX` pT[aZab` 
 lc[cP`P dmOaZ`OPa j TXkm`a d TaaZs m`a d TOP P`

dPca`[b`P m`a XT[[c`a f dOZa 
 peTZaZP m` j TXkm` m` dmOa _P]Za`jsm]sm` V \][a O[ b`m p]a f
pTjj ` Zm a 	]lZb X` pTjd]P`P XZ� cP`[ba j TXkm`a ]Q][b m] j �j` pTjdm`u Zbc �p 	`ab
XZP`
m` j �j` [TjsP` X` d]P]j kbP`a� f ObZmZa`P m` pPZbkP` X` _P]Za`jsm][p` �yOZ pT[abZbO` O[
pPZbkP` X` m] yO]mZbc Z[b`P[` XO pmOab`PZ[l � `ab aO� a][b d TOP Xcb`Pj Z[`P m` j TXkm` m`
dmOa ]ddPTdPZc ]Ou XT[[c`a V

zZ ]O pT[bP]ZP` T[ aTOe]Zb` c_]mO`P m` j TXkm` m` dmOa ]ddPTdPZc ]Ou XT[[c`a d]Pj Z
O[ `[a`jsm` X` j TXkm`a X` pTjdm`u Zbca XZ� cP`[b`a f ]mTPa m] aZjdm` ObZmZa]bZT[ X` m]
_P]Za`jsm][p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a [ 	`ab d]a aO� a][b` V rm U]Ob X][a p`
p]a bPTO_`P O[ pTjdPTj Za `[bP` m] _P]Za`jsm][p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a
`b a] pTjdm`u Zbc V w[ P`bPTO_` XT[p 
 p` [Z_`]O m` pTjdPTj Za pm]aaZyO` `[bP` ad cpZ�pZbc
`b lc[cP]mZa]bZT[ XO jTXkm` dPTd Tac V

S mOaZ`OPa pPZbkP`a T[b cbc dPTd Taca d TOP p`m] yOZ ]�TOb`[b ]O p]mpOm X` m] _P]Za`j 
sm][p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a O[ b`Pj ` yOZ b`[X 
 d c[]mZa`P m`a j TXkm`a m`a
dmOa pTjdm`u`a V n`a XZ� cP`[ba pPZbkP`a a` XZ�cP`[pZ`[b XT[p aOP m`OP U]�T[ X` d c[]mZa`P
m`a j TXkm`a m`a dmOa pTjdm`u`a V S]Pj Z p`Ou m
 f T[ d `Ob d]P `u`jdm` pZb`P m` pPZbkP` � ri
���]Z�` r[UTPj ]bZT[ iPZb`PZT[ � ���]Z�` f ���;� f TO sZ`[ m` pPZbkP` rin �r[b`lP]b`X iTj 
dm`b`X nZ�`mZeTTX � �xZ`P[]p� Z `b ]m Vf �;;;� f j ]Za m` pPZbkP` m` dmOa pT[[O `b m` dmOa ObZmZac



�; ���� � ��� ���	�� �� �������� ���� �� ���� ���	�� � �� �	� �	���

X][a p` p]XP` `ab a][a XTOb` m` pPZbkP` x ri �x]Q`aZ][ r[UTPj ]bZT[ iPZb`PZT[ � �zpeY]Pb� f
����� f Xc�[Z pTjj` aOZb R

BIC(θ|D) = −2× LL(θ|D) + Mθ × log N
�� Vo�

n] _]m`OP X` p` pPZbkP` XTZb �P` j Z[Zj Zac` d TOP TdbZj Za`P m] d `PbZ[`[p` XO j TXkm` d]P
P]dd TPb ]Ou XT[[c`a V

Mθ

P`dPca`[b` m` [TjsP` X` d]P]j kbP`a Z[Xcd `[X][ba XO j TXkm` f
`b `ab p]mpOmc pTjj` aOZb X][a [TbP` p]a R

Mθ =

K
∑

k=1

∑

d∈Sk

{

2
aZ

d
[Oj cPZyO`

|Modalitesd|
aZ

d
p]bclTPZ`mm`

\ ][a m` p]a X`a X`Ou j cbeTX`a ��� `b ��� yO` [TOa dPTd TaT[a f p` pPZbkP` xri
d `Ob XT[p �bP` ObZmZac d TOP Xcb`Pj Z[`P ]ObTj ]bZyO`j `[b m`a d]P]j kbP`a XO j TXkm` m`a
dmOa ]ddPTdPZca ]Ou XT[[c`a V n`a X`Ou j cbeTX`a [cp`aaZb`[b X` ad cpZ�`P m` [TjsP`

K
X`

pmOab`Pa P`pe`Ppeca f `b m] X`Ou Zkj ` j cbeTX` ��� [cp`aaZb` cl]m`j `[b m] ad cpZ�p]bZT[
XO d]P]j kbP`

R
yOZ Z[XZyO` m` [TjsP` X` XZj `[aZT[a 
 acm`pbZT[[`P d TOP pe]yO` pmOab`P V

^[ ]_][b]l` ZjdTPb][b X` m 	ObZmZa]bZT[ X`a j TXkm`a dPTs]sZmZab`a d]P P]dd TPb ]Ou
]ObP`a j cbeTX`a `u Zab][b`a X` aOsad]p` pmOab`PZ[l `ab ]mTPa yO` m] Xcb`Pj Z[]bZT[ X`a
_]m`OPa m`a dmOa ]ddPTdPZc`a d TOP p`a d]P]j kbP`a d `Ob �bP` _O pTjj` O[ dPTsmkj ` X`
acm`pbZT[ X` j TXkm` f p` yOZ [TOa d `Pj `b X` dPTd Ta`P O[` j cbeTX` [` [cp`aaZb][b ]OpO[`
pT[[]Zaa][p` ] dPZTPZ X` m] d]Pb X` m 	ObZmZa]b`OP V

STOP bPTO_`P m` j TXkm` yOZ pTPP`ad T[X m` j Z`Ou ]Ou XT[[c`a f T[ pT[aZXkP` XT[p
dmOaZ`OPa j TXkm`a ]_`p XZ� cP`[b`a _]m`OPa d TOP m`a d]P]j kbP`a

K
`b

R
f dOZa m` j TXkm`

j Z[Zj Za][b m] _]m`OP x ri `ab �[]m`j `[b pT[a`P_c V i`a XZ� cP`[b`a lc[cP]bZT[a X` j TXkm`a
aT[b Z[Xcd `[X][b`a m`a O[`a X`a ]ObP`a f p` yOZ �OabZ�` m] j Za` `[ �O_P` X 	`ucpObZT[a
d]P]mmkm`a d `Pj `bb][b X 	]j cmZTP`P m`a d `PUTPj ][p`a X` m] j cbeTX` V

6 b][b XT[[ca
NB�ITER

m` [TjsP` X 	ZbcP]bZT[a X 	O[` cb]d ` X` m] j cbeTX` �Z[ Z
bZ]mZa]bZT[ `b TdbZj Za]bZT[ X` j TXkm`� f `b

MaxK

m` [TjsP` j ]uZjOj X` pmOab`Pa P`
pe`Ppeca f m 	]mlTPZbej ` ��� `ab �[]m`j `[b dPca`[bc d]P m 	]mlTPZbej ` �; V W b cb][b XT[[c
cl]m`j `[b

MaxR
m` [TjsP` j ]uZjOj X` XZj `[aZT[a d `PbZ[`[b`a ]aaTpZc`a ]Ou pmOa

b`Pa f m 	]mlTPZbej ` ��� `ab mO Z dPca`[bc d]P m 	]mlTPZbej ` �� V n` [TjsP` X 	ZbcP]bZT[a
NB�ITER

X` m 	TdbZj Za]bZT[ XO jTXkm` ]_`p Z[ ZbZ]mZa]bZT[ ]mc]bTZP` `ab �uc 
 �; d]P
XcU]Ob V

� � � *��+,-(-0�, /+� *��)1-(-�
� TOa dPTd TaT[a `[aOZb` O[` j cbeTX` d `Pj `bb][b X` P`dPca`[b`P m`a pmOab`Pa

Ck



m 	ObZmZa]b`OP aTOa UTPj ` X` Pklm`a

Rk

Xc�[Z`a d]P O[ j Z[ZjOj X` XZj `[aZT[a d]Pj Z m`a
dmOa d `PbZ[`[b`a V n] pT[abPOpbZT[ X` p`a Pklm`a

Rk

a` U]Zb 
 d]PbZP X` m 	`[a`jsm` X`a
Ts � `ba

Dk

]aaTpZca ]Ou pmOab`Pa V
^[` de]a` dPcmZj Z[]ZP` X` Xcb`pbZT[ XO sPOZb `u Zab][b X][a m`a XT[[c`a `ab XT[p

[cp`aa]ZP` ]�[ X 	c_Zb`P X` UTPj `P p`a Pklm`a ]aaTpZc`a ]Ou pmOab`Pa `[ dP`[][b `[ pTjdb`



� ����� �� �	�� ��� ����� �� �� � �

� 0-�
�	84 , � ���
��	
., �

D = (−→x1, ...,−→xN )
O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba f

δ
m` a`OZm aOP m`a _]m`OPa aOpp`aaZ_`a

X` m] mTl_P]Za`jsm][p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a f
NB�ITER

m` [TjsP`
X 	ZbcP]bZT[a X 	O[` cb]d ` X` m] j cbeTX` f `b

Maxk

m` [TjsP` j ]uZjOj X` pmOab`Pa
P`pe`Ppeca V
minBIC = +∞ �_]m`OP j Z[Zj ]m` pTOP][b` XO pPZbkP` x ri �
θo = ∅ �jTXkm` pTOP][b TdbZj ]m���


K = 1
bT

MaxK
��

��

i = 1

bT
NB�ITER

��
θ �

r[ ZbZ]mZa`P �
D

f
K
�

θ �
wdbZj Za`P �

D
f
θ
f
δ
�

p]mpOm`P
BIC(θ|D)

a`mT[ m 	cyO]bZT[ � Vo
�� �

BIC(θ|D) < minBIC
� 	8,�

minBIC = BIC(θ|D)
θo = θ,�� ��

,�� ��

,�� ��


��
	�, � jTXkm` d]P]j cbPZyO` TdbZj ]m ]aaTpZc ]Ou XT[[c`a
θo

V

� 0-�
�	84 , �� ���
��	
., �

D = (−→x1, ...,−→xN )
O[ `[a`jsm` X 	Ts � `ba f

δ
m` a`OZm aOP m`a _]m`OPa aOpp`aaZ_`a

X` m] mTl_P]Za`jsm][p` XO j TXkm` d]P P]dd TPb ]Ou XT[[c`a f
NB�ITER

m` [TjsP`
X 	ZbcP]bZT[a X 	O[` cb]d ` X` m] j cbeTX` f

Maxk

m` [TjsP` j ]uZjOj X` pmOab`Pa P`pe`P
peca f `b

MaxR
m` [TjsP` j ]uZjOj X` XZj `[aZT[a d `PbZ[`[b`a ]aaT pZc`a ]Ou pmOab`Pa V

minBIC = +∞ �_]m`OP j Z[Zj ]m` pTOP][b` XO pPZbkP` x ri �
θo = ∅ �jTXkm` pTOP][b TdbZj ]m���


K = 1
bT

MaxK
��

��

R = 1

bT
MaxR

��
��


i = 1
bT

NB�ITER
��

θ �
r[ ZbZ]mZa`P� �

D
f
K

f
R
�

θ �
wdbZj Za`P �

D
f
θ
f
δ
�

p]mpOm`P
BIC(θ|D)

a`mT[ m 	cyO]bZT[ � Vo
�� �

BIC(θ|D) < minBIC
� 	8,�

minBIC = BIC(θ|D)
θo = θ,�� ��

,�� ��

,�� ��


,�� ��

��
	�, � jTXkm` d]P]j cbPZyO` TdbZj ]m ]aaTpZc ]Ou XT[[c`a

θo

V



�� ���� � ��� ���	�� �� �������� ���� �� ���� ���	�� � �� �	� �	���

X`a Ts � `ba [T[ d `PbZ[`[ba d TOP p`a pmOab`Pa f XT[b m] dPca`[p` P`[XP]Zb m`a PcaOmb]ba j TZ[a
pTjdPce`[aZs m`a V

STOP p` U]ZP` f T[ ObZmZa` pm]aaZyO`j `[b m 	eQd Tbeka` yO` m` sPOZb `ab lc[cPc X` U]�T[
O[ZUTPj ` aOP m 	`ad]p` X` X`apPZdbZT[ X`a Ts � `ba V STOP Xcb`Pj Z[`P aZ O[ Ts � `b pT[abZbO`
XO sPOZb f m] j cbeTX` pT[aZab` XT[p 
 pTjd]P`P a] dPTs]sZmZbc X 	]dd]Pb`[][p` 
 pe]pO[
X`a pmOab`Pa UTPj ca ]_`p a] dPTs]sZmZbc X 	]dd]Pb`[][p` 
 O[ pmOab`P yOZ a`P]Zb Xc�[Z d]P
O[` XZabPZsObZT[ O[ZUTPj ` aOP m 	`[a`jsm` X`a XZj `[aZT[a X` m 	`ad]p` V S]P pT[acyO`[b f
O[ Ts � `b −→xi

`ab pT[aZXcPc pTjj` cb][b XO sPOZb aZ R
P (−→xi |θk) < 1 ∀ k ∈ [1,K]

n`a Ts � `ba pT[aZXcPca pTjj` cb][b XO sPOZb aT[b ]mTPa aOddPZj ca X`a `[a`jsm`a
X 	Ts � `ba

Dk

]aaT pZca ]Ou pmOab`Pa V �TOa _`PPT[a X][a m] d]PbZ` `ud cPZj `[b]m` X` [Ta
bP]_]Ou dPca`[bc` X][a m` pe]dZbP` � m 	Z[bcP�b X 	O[` b`mm` Xcb`pbZT[ XO sPOZb d TOP m]
dPca`[b]bZT[ X 	O[ PcaOmb]b ]OaaZ d `PbZ[`[b yO` d TaaZs m` V

W[aOZb` f m`a Pklm`a Z[ ZbZ]m`a aT[b UTPj c`a 
 d]PbZP X` p`a [TO_`]Ou `[a`jsm`a X 	Ts � `ba
Dk

R aOP O[` XZj `[aZT[ [Oj cPZyO` f T[ ]aaT pZ` 
 m] Pklm` m 	Z[b`P_]mm` j Z[Zj ]m pT[b`[][b
m 	`[a`jsm` X`a _]m`OPa X`a Ts � `ba X`

Dk

aOP m] XZj `[aZT[ � `b aOP O[` XZj `[aZT[ p]
bclTPZ`mm` f [TOa ]_T[a peTZaZ X 	]aaT pZ`P 
 m] Pklm` m] j TX]mZbc m] dmOa UPcyO`[b` d]Pj Z
m 	`[a`jsm` X`a _]m`OPa X`a Ts � `ba X`

Dk

aOP m] XZj `[aZT[ � p` peTZu `ab XZapOb]sm` R [TOa
d TOPPZT[a ]aaTpZ`P 
 m] Pklm` m 	O[ZT[ X`a j TX]mZbca dPca`[b`a d]Pj Z m`a j `jsP`a XO pmOa
b`P f TO sZ`[ m 	O[ZT[ X`a j TX]mZbca ]Q][b O[` UPcyO`[p` j Z[Zj ]m` 
 m 	Z[bcPZ`OP XO pmOab`P f
j ]Za ]Z[aZ f m` pT[p`db dPca`[bc aOP O[` XZj `[aZT[ p]bclTPZ`mm` `ab bTOb 
 U]Zb d TPb`OP X`
a`[a d TOP m 	ObZmZa]b`OP R Zm j `b `[ ]_][b m] p]bclTPZ` j ]� TPZb]ZP` X][a m` pmOab`P aOP m]
XZj `[aZT[ p]bclTPZ`mm` pT[aZXcPc` V

� TOa dPTd TaT[a X 	]� TOb`P `[aOZb` O[` de]a` X` aZjdmZ�p]bZT[ X` p`a Pklm`a f ]�[
yO 	`mm`a aTZ`[b XcpPZb`a d]P O[ j Z[ZjOj X 	]bbPZsOba d]Pj Z m`a dmOa d `PbZ[`[ba V n 	`adPZb
`ab ]mTPa m` j �j` yO` X][a m] de]a` X` X`apPZdbZT[ j Z[Zj ]m` X` �/
,- f a]OU yO 	ZpZ f Zm
a 	]lZb X 	O[ dTabbP]Zb`j `[b f ]mTPa yO` X][a �/
,- f p`bb` de]a` cb]Zb j `[c` d `[X][b
m 	]ddP`[bZaa]l` V STOP p` U]ZP` f T[ p]mpOm` X 	]s TPX m` aOdd TPb pTOP][b X` m] Pklm` �m 	`[
a`jsm` X`a Ts � `ba Z[pmOa X][a m] Pklm` d `Ob �bP` dmOa m]Pl` yO`

Dk

� V SOZa d TOP pe]yO`
pmOab`P

Ck

f T[ aOddPZj ` f X][a m 	TPXP` pPTZaa][b X` m`OP d TZXa
Wkd

f m`a XZj `[aZT[a
d
X`

m] Pklm` aZ m`OP aOddP`aaZT[ [` j TXZ�` d]a aT[ aOdd TPb V � Z[aZ f O[ j Z[ZjOj X`a XZj `[
aZT[a d]Pj Z m`a dmOa d `PbZ[`[b`a X` pe]yO` pmOab`P `ab pT[a`P_c V n] �lOP` � Vo dPca`[b`
m` PcaOmb]b X 	O[` b`mm` aZjdmZ�p]bZT[ aOP O[ `u`jdm` f yOZ a 	]_kP` ]mTPa ZX`[bZyO` 
 p`mO Z
Tsb`[O d]P �/
,- VW[�[ f p`bb` X`apPZdbZT[ j Z[Zj ]m` X`a pmOab`Pa [TOa XT[[` cl]m`j `[b m] d TaaZs ZmZbc
X` dPTd Ta`P O[` j cbeTX` X` _ZaO]mZa]bZT[ lP]deZyO` X`a PcaOmb]ba yOZ [` aTZb d]a bPTd
pT�b`Oa` V n 	ZXc` `ab X` dPTd Ta`P 
 m 	ObZmZa]b`OP O[` _ZaO]mZa]bZT[ `[ X`Ou TO bPTZa XZj `[
aZT[a X`a Pklm`a P`dPca`[b][b m`a pmOab`Pa pZs mca f `[ dPca`[b][b X 	]s TPX m`a dPT� `pbZT[a aOP
m`ayO`mm`a m`a XZ�cP`[p`a `[bP` m`a pmOab`Pa ]dd]P]Zaa`[b _ZaO`mm`j `[b f `b aOP m`ayO`mm`a m`a
ad cpZ�pZbca X`a XZ� cP`[ba pmOab`Pa ]dd]P]Zaa`[b cl]m`j `[b V

STOP p` U]ZP` f [TOa dPT� `bT[a XT[p m`a Pklm`a aOP m 	`[a`jsm` X`a pTOdm`a X` XZj `[aZT[a
ObZmZac`a X][a m] Xc�[ZbZT[ X`a Pklm`a ]aaT pZc`a ]Ou pmOab`Pa �`[a`jsm` yOZ `ab aTO_`[b
UTPb`j `[b PcXOZb mTPa X` m] de]a` dPcpcX`[b` X` aZjdmZ�p]bZT[ X`a Pklm`a� f dOZa [TOa
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p]mpOmT[a d TOP pe]yO` pTOdm` m` b]Ou
t1

X 	Z[b`Pa`pbZT[ `[bP` m`a Pklm`a dPT� `bc`a f `b m` b]Ou
t2

X` �T[` pTO_`Pb` d]P ]OpO[` Pklm` dPT� `bc` V n`a pTOdm`a X` XZj `[aZT[a d `O_`[b `[aOZb`
�bP` TPXT[[ca d]P TPXP` XcpPTZaa][b X`a _]m`OPa

(1−t1)×t2
V n`a pTOdm`a X` XZj `[aZT[a X`

d TZXa j ]uZjOj aT[b ]mTPa p`Ou yOZ pT[abZbO`[b O[ s T[ pTjdPTj Za `[bP` m] acd]P]sZmZbc
�pPZbkP`

t1
� `b m] ad cpZ�pZbc �pPZbkP`

t2
� X`a pmOab`Pa dPT� `bca aOP p`a XZj `[aZT[a V

� � � 01(,
\][a p` pe]dZbP` f [TOa ]_T[a j Za `[ ]_][b m 	Z[bcP�b X 	ObZmZa`P X`a j TXkm`a dPTs]sZ

mZab`a X][a m` p]XP` XO aOsad]p` pmOab`PZ[l V W[ d]PbZpOmZ`P f [TOa ]_T[a _O yO` m` dPTsmkj `
XZ� pZm` X` m] ad cpZ�p]bZT[ X`a d]P]j kbP`a Z[ecP`[ba ]Ou j cbeTX`a X` aOsad]p` pmOab`PZ[l
d `Ob �bP` _O pTjj` O[ dPTsmkj ` X` acm`pbZT[ X` j TXkm` X][a O[ p]XP` dPTs]sZmZab` V

n`a d]P]j kbP`a [cp`aa]ZP`a 
 [TbP` j cbeTX` aT[b X`Ou s TP[`a aOd cPZ`OP`a R
MaxKP`dPca`[b` m` [TjsP` j ]uZjOj X` pmOab`Pa dPca`[ba X][a m`a XT[[c`a f `b

MaxR
P`dPc

a`[b` m` [TjsP` j ]uZjOj X` XZj `[aZT[a d `PbZ[`[b`a ]aaT pZc`a ]Ou pmOab`Pa V n] j cbeTX`
pT[aZab` ]mTPa 
 lc[cP`P O[ `[a`jsm` X` j TXkm`a XT[b m` d]P]j kbP`

K
XO [TjsP` X`

pmOab`Pa P`pe`Ppeca _]PZ` `[bP` � `b
MaxK

f `b m` d]P]j kbP`
R

XO [TjsP` X` XZj `[aZT[a
d `PbZ[`[b`a X`a pmOab`Pa _]PZ` `[bP` � `b

MaxR

V n` j TXkm` m` dmOa ]ddPTdPZc ]Ou XT[[c`a
`ab ]mTPa acm`pbZT[[c `[ ObZmZa][b m` pPZbkP` ab]bZabZyO` xri V

zZ m] j cbeTX` `ab pT[UPT[bc` 
 O[ � `O X` XT[[c`a X` d `bZb` b]Zmm` f TO aZ m 	ObZmZa]b`OP [ 	]
d]a X` Xcm]Z Zjd Tac d TOP m 	`ucpObZT[ X` m] j cbeTX` f ]mTPa T[ d `Ob d Ta`P

MaxK = N`b
MaxR = M

f `b ]Z[aZ b`ab`P m 	`[a`jsm` X`a j TXkm`a d TaaZs m`a d TOP P`dPca`[b`P
m`a XT[[c`a V zZ[T[ f O[` d `Pad `pbZ_` X` P`pe`Ppe` Z[bcP`aa][b` X` p`a bP]_]Ou a`P]Zb X`
dPTd Ta`P O[` j cbeTX` `� p]p` d `Pj `bb][b X 	]bb`Z[XP` m] _]m`OP TdbZjOj XO pPZbkP` xri f
ZX`[bZ�][b m` [TjsP` X` pmOab`Pa `b m` [TjsP` X` XZj `[aZT[a d `PbZ[`[b`a X`a pmOab`Pa m`a
dmOa ]ddPTdPZca f a][a ]_TZP 
 b`ab`P bTOa m`a j TXkm`a d TaaZs m`a d TOP p`a X`Ou d]P]j kbP`a V

� TOa ]_T[a cl]m`j `[b j T[bPc m 	Z[bcP�b X` aOdd Ta`P yO` m`a XT[[c`a aT[b lc[cPc`a X`
U]�T[ Z[Xcd `[X][b` aOP pe]pO[` X`a XZj `[aZT[a V tTOb X 	]s TPX p 	`ab aTOa p`bb` eQd Tbeka`
yO` [TOa ]_T[a dPTd Tac [TbP` [TO_`mm` j cbeTX` X` acm`pbZT[ X`a ]bbPZsOba d `PbZ[`[ba
X`a pmOab`Pa V W[aOZb` p`m] [TOa d `Pj `b X 	]ppcmcP`P m] j cbeTX` `b X` pT[aZXcP`P dmOaZ`OPa
bQd `a X 	]bbPZsOba XZ� cP`[ba XcpPZ_][b m`a XT[[c`a V W[�[ f p`bb` eQd Tbeka` [TOa d `Pj `b
X` pZs m`P X`a pmOab`Pa yOZ d TOPPT[b `[aOZb` �bP` []bOP`mm`j `[b P`dPca`[bca aTOa UTPj `
X` Pklm`a f d `Pj `bb][b ]Z[aZ m] dPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba aTOa UTPj ` pTjdPce`[aZs m` `b
_ZaO`mm` 
 m 	ObZmZa]b`OP V

\ ][a m` p]a T� X`a pTPPcm]bZT[a `[bP` XZj `[aZT[a `u Zab`[b f X`Ou p]a d `O_`[b a` dPc
a`[b`P `b aT[b ZmmOabPca d]P m] �lOP` � V� V zOP m` dP`j Z`P `u`jdm` f m] pTPPcm]bZT[ `uZab][b
`[bP` m`a X`Ou XZj `[aZT[a [` d `PbOPs ` d]a m 	ZX`[bZ�p]bZT[ X`a pmOab`Pa p]P p`Ou pZ aT[b
aO� a]jj `[b acd]Pca d TOP �bP` Xcb`pbca `[ ObZmZa][b [TbP` j TXkm` yOZ [` dP`[X d]a `[
pTjdb` X` b`mm`a pTPPcm]bZT[a V zOP m` a`pT[X `u`jdm` d]P pT[bP` f X`Ou pmOab`Pa aT[b bPTd
dPT pe`a d TOP yO` p`bb` ]ddPTu Zj ]bZT[ XO jTXkm` aTZb aO� a][b` f `b Zma [` aT[b XT[p
d]a P`bPTO_ca V i`d `[X][b f [TOa d `[aT[a yO` m] b`pe[ZyO` X` _ZaO]mZa]bZT[ lP]deZyO` X`a
PcaOmb]ba yO` [TOa dPTd TaT[a d `Ob a 	]_cP`P bTOb 
 U]Zb Z[bcP`aa][b` X][a O[ b`m p]a p]P
`mm` d `Pj `b 
 m 	ObZmZa]b`OP X` P`d cP`P _ZaO`mm`j `[b O[` b`mm` pTPPcm]bZT[ V
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� ! � � V� � gcaOmb]ba X` ��� mTPayO 	O[` pTPPcm]bZT[ `[bP` XZj `[aZT[a `u Zab` V

iT[bP]ZP`j `[b 
 �/
,- f ��� `ab p]d]sm` X` Xcb`pb`P m`a pmOab`Pa dPca`[ba X][a
m`a `u`jdm`a X` m] �lOP` � V� V \ ][a m` dP`j Z`P p]a m`a pmOab`Pa aT[b ZX`[bZ�ca V n` X`Ou Zkj `
p]a _Z`[b X 	�bP` XZapObc R m`a pmOab`Pa d TOPPT[b �bP` ZX`[bZ�ca a 	Zma [` aT[b d]a bPTd dPTpe`a
m 	O[ X` m 	]ObP` V Wb X][a m` bPTZaZkj ` p]a f ��� P`bTOP[`P] bPTZa pmOab`Pa f p`mO Z `[ n cb][b
XZ_Zac `[ X`Ou f PcaOmb]b yOZ [TOa a`jsm` bTOb 
 U]Zb P]ZaT[[]sm` X][a m` p]XP` yO` [TOa
[TOa aTjj`a �uc X 	`ubP]pbZT[ X` pT[[]Zaa][p`a V
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� ! � � V� � Wu`jdm`a X` PcaOmb]ba X` ��� V
v Z[]m`j `[b f m` b]sm`]O � V� PcaOj ` m`a XZ� cP`[b`a p]P]pbcPZabZyO`a X` m] [TO_`mm` j c

beTX` X` aOsad]p` pmOab`PZ[l ��� yO` [TOa _`[T[a X` dPca`[b`P V STOP O[` _]m`OP
XT[[c` X`

K
`b X`

R
f m] pTjdm`uZbc X` m] de]a` X 	Z[ ZbZ]mZa]bZT[ X` m] j cbeTX` `ab `[

O(N ×M ×K)
`b p`mm` X` m] de]a` X 	TdbZj Za]bZT[ XO jTXkm` `[

O(N × R ×K)
V n`a

_]m`OPa X`
K

_]PZ][b `[bP` � `b
MaxK

`b m`a _]m`OPa X`
R

_]PZ][b `[bP` � `b
MaxR

f m]
pTjdm`uZbc lmTs]m` X` m] j cbeTX` `ab XT[p `[

O(N × (M + Max2
R)×Max2

K)
V

�_][b X` dPca`[b`P X][a m` pe]dZbP` � m`a `ud cPZj `[b]bZT[a yO` [TOa ]_T[a pT[XOZb`a
]_`p p`a X`Ou [TO_`mm`a j cbeTX`a X` aOsad]p` pmOab`PZ[l �/
,- `b ��� yO` [TOa
dPTd TaT[a f [TOa ]mmT[a ]s TPX`P X][a m` pe]dZbP` � XZ�cP`[b`a U]�T[a d TaaZs m`a X 	cb`[XP`
X` b`mm`a j cbeTX`a X][a XZ� cP`[ba p]a R p`mO Z X 	O[ ]ddP`[bZaa]l` ]ObP` yO` [T[ aOd `P_Zac f
dOZa U]p` 
 X`a XT[[c`a dPca`[bc`a ]ObP`j `[b yO` aTOa UTPj ` X 	]bbPZsOba_]m`OPa V

n`a dPZ[pZd]m`a yO`abZT[a ]s TPXc`a `[aOZb` X][a m] d]PbZ` `ud cPZj `[b]m` X` [Ta bP]



�� ���� � ��� ���	�� �� �������� ���� �� ���� ���	�� � �� �	� �	���

�/
/�	.
�9	��, �/0,

s TP[`a aOP m` [TjsP` X`

pT[[]Zaa][p`a ] dPZTPZ pmOab`Pa
MaxK

`b X` XZj `[aZT[a
d `PbZ[`[b`a X`a pmOab`Pa

MaxRdPca`[b]bZT[ X`a PcaOmb]ba `[a`jsm` X` Pklm`a
pTjdm`uZbc

O(N × (M + Max2
R)×Max2

K)Xcb`Pj Z[Zab` [T[
Z[pPcj `[b]m TOZ
][QbZj ` TOZ
e]PX [T[

dPZa` `[ pTjdb` XO pT[b`ub` TOZ
bTmcP][p` ]O sPOZb TOZ

bTmcP][p` 
 m 	`�`b X` pe]�[` TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` b]Zmm`a _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` X`[aZbca _]PZc`a TOZ
bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa X` UTPj ` yO`mpT[yO` [T[

bTmcP][p` ]Ou pmOab`Pa pT[p`[bPZyO`a [T[

��� � � V� � i]P]pbcPZabZyO`a ]aaTpZc`a ]O pmOab`PZ[l ��� V
_]Ou aT[b m`a aOZ_][b`a R

� V yO`mm` `ab m 	Z[�O`[p` X`a d]P]j kbP`a X` �/
,- `b ��� �
� V pTjj `[b a` pTjdTPb`[b p`a j cbeTX`a a`mT[ m` [TjsP` X 	Ts � `ba f m` [TjsP` X`

XZj `[aZT[a f m` [TjsP` `b m`a p]P]pbcPZabZyO`a X`a pmOab`Pa dPca`[ba X][a m`a � `Ou X`
XT[[c`a �

o V aT[b`mm`a PTsOab`a 
 m 	]� TOb X` XZj `[aZT[a [T[ d `PbZ[`[b`a f 
 m] dPca`[p` X` sPOZb
X][a m`a XT[[c`a f TO X` _]m`OPa j ][yO][b`a �

� V `[ yOTZ aT[b`mm`a Z[bcP`aa][b`a pTjd]Pc`a ]Ou j cbeTX`a `uZab][b`a X` pmOab`PZ[l
`b X` aOsad]p` pmOab`PZ[l �

� V aT[b`mm`a p]d]sm`a X 	`ubP]ZP` X` m] pT[[]Zaa][p` 
 d]PbZP X` s]a`a X` XT[[c`a Pc`mm`a
`b X` m] P`abZbO`P X` j ][ZkP` pTjdPce`[aZs m` �



�������� �

�������
�� ��� � ���
 ���

\][a p` pe]dZbP` f [TOa ]s TPXT[a X`Ou bQd `a X 	`ub`[aZT[a yOZ d `O_`[b �bP` ]dd TP
bc`a ]Ou j cbeTX`a X` pmOab`PZ[l V n] dP`j ZkP` d TPb` aOP m 	]ddmZp]bZT[ X` b`mm`a j cbeTX`a
X][a m` p]XP` X 	]ddP`[bZaa]l`a aOd `P_Zaca f a`j ZaOd `P_Zaca TO d]PbZ`mm`j `[b aOd `P_Zaca V
n] a`pT[X` d TPb` aOP m`OP ]X]db]bZT[ d TaaZs m` X][a m` p]XP` X` XT[[c`a P`dPca`[bc`a
]ObP`j `[b yO` aTOa UTPj ` X 	]bbPZsOba_]m`OPa V S mOa d]PbZpOmZkP`j `[b f [TOa [TOa aTjj`a
Z[bcP`aac ]O p]a X`a XT[[c`a a`j ZabPOpbOPc`a X][a m` p]XP` X` m] pm]aaZ�p]bZT[ X` XT pO
j`[ba �qn 
 d]PbZP X` m`OP abPOpbOP` V

� � ��-+,�0�,� () �)� +*� 0��
\][a m` p]a T� bTOb` TO d]PbZ` X` m 	Z[UTPj ]bZT[ X 	]dd]Pb`[][p` X`a Ts � `ba 
 X`a

pm]aa`a dPcXcb`Pj Z[c`a `ab pT[[O` f Zm `ab d TaaZs m` X 	]X]db`P m`a j cbeTX`a X` pmOab`PZ[l
d TOP dP`[XP` `[ pTjdb` X` b`mm`a Z[UTPj ]bZT[a V

\ ][a O[ p]a a`j ZaOd `P_Zac f aZ [TOa U]ZaT[a m 	eQdTbeka` yO 	O[` pm]aa` dPcXcb`Pj Z[c`
d `Ob �bP` ]ddPTu Zj c` d]P O[` O[ZyO` XZabPZsObZT[ f p 	`ab
XZP` aZ O[` pm]aa` pTPP`ad T[X

 O[ O[ZyO` pmOab`P f ]mTPa m 	`ub`[aZT[ X`a j cbeTX`a `ab XZP`pb` R m`a Ts � `ba d]Pb]l`][b
m] j �j` pm]aa` aT[b ]aaT pZca ]O j �j` pmOab`P f `b m 	]ddP`[bZaa]l` `ab ]mTPa pT[p`[bPc aOP
m 	`[a`jsm` X`a Ts � `ba d TOP m`ayO`ma m 	Z[UTPj ]bZT[ X 	]dd]Pb`[][p` ]Ou pm]aa`a dPcXcb`P
jZ[c`a [ 	`ab d]a pT[[O` V

zZ m] j cbeTX` X` pmOab`PZ[l ObZmZac` `ab ab]bZabZyO` f pTjj ` dTOP ��� f ]mTPa `mm`
d `Ob �bP` cb`[XO` `[ dP`[][b `[ pTjdb` X`a dPTs]sZmZbca X 	]dd]Pb`[][p` X`a Ts � `ba
]Ou pm]aa`a dPcXcb`Pj Z[c`a f `b j �j` aZ p`a Z[UTPj ]bZT[a [` aT[b yO` d]PbZ`mm`a V \ ][a
p` p]a f Zm a 	]lZb X` �l`P m`a dPTs]sZmZbca X 	]dd]Pb`[][p` X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa yOZ aT[b
pT[[O`a �TO d]PbZ`mm`j `[b pT[[O`a� f p 	`ab
XZP` X` [` � ]j ]Za m`a j TXZ�`P mTPa X` m 	cb]d `
X 	WabZj ]bZT[ X` m 	]mlTPZbej ` Wq V

\][a O[ p]a aOd `P_Zac f m`a PcaOmb]ba d `O_`[b �bP` s `]OpTOd dmOa a`[aZs m`a 
 m 	eQd T
beka` X 	O[ZpZbc X`a pm]aa`a V W[ `�`b f X][a X` [TjsP`Ou p]a f ]ddPTu Zj `P O[` pm]aa` d]P
O[` O[ZyO` XZabPZsObZT[ [ 	`ab d]a aO� a][b V rm `ab aTO_`[b dmOa ]ddPTdPZc X 	ObZmZa`P O[
j cm][l` X` XZabPZsObZT[a d TOP P`dPca`[b`P m`a pm]aa`a f p]P p`pZ d `Pj `b ]mTPa X` pZs m`P m`a
pT[p`dba XZa� T[pbZUa yOZ d `O_`[b �bP` dPca`[ba X][a m`a XT[[c`a V \`Ou j cbeTX`a aT[b

��



�� �� ��� �	�� � ��� � ��� ����

]mTPa `[_Za]l`]sm`a d TOP `� `pbO`P O[ ]ddP`[bZaa]l` aOd `P_Zac ]_`p O[` j cbeTX` XT[[c`
X` pmOab`PZ[l V

n] dP`j ZkP` ]ddPT pe` X 	]ddP`[bZaa]l` pT[aZab` aZjdm`j `[b 
 `ucpOb`P m` pmOab`PZ[l
aOP pe]yO` pm]aa` Z[Xcd `[X]jj`[b �� ]abZ` ][X tZsaeZP][Z f ����� V q ]Za X][a p` p]a f m`a
j TXkm`a pTPP`ad T[X][b 
 pe]yO` pm]aa` [` aT[b d]a pT[abPOZba `[ m`a Tdd Ta][b 
 p`Ou
X`a ]ObP`a pm]aa`a f `b m`a pT[p`dba pZs mca PZayO`[b X` a` P`pTO_PZP V ^[` ]ObP` ]mb`P[]bZ_`
pT[aZab` ]mTPa 
 m][p`P m` pmOab`PZ[l XZP`pb`j `[b aOP m 	`[a`jsm` X` m] s]a` `[ bP]Zb][b
m 	]bbPZsOb X` pm]aa` pTjj` O[ ]ObP` ]bbPZsOb f c_`[bO`mm`j `[b `[ mOZ XT[[][b dmOa X` d TZXa
`[ m` PcdmZyO][b V \][a p` X`OuZkj ` p]a f m`a pmOab`Pa [` aT[b ]mTPa d]a ]aaT pZca XZP`pb`j `[b
]Ou pm]aa`a f j ]Za 
 pe]yO` pmOab`P `ab ]aaT pZc` O[` dPTs]sZmZbc X 	]dd]Pb`[][p` 
 pe]pO[`
X`a pm]aa`a V

W[aOZb` f ]O [Z_`]O X` m] pm]aaZ�p]bZT[ X` [TO_`]Ou `u`jdm`a f aZ m] j cbeTX` X` pmOa
b`PZ[l ObZmZac` `ab ab]bZabZyO` f pTjj ` dTOP ��� f ]mTPa X][a m` dP`j Z`P p]a f Zm a 	]lZb X`
p]mpOm`P m] dPTs]sZmZbc X 	]dd]Pb`[][p` X` pe]yO` [TO_`m Ts � `b 
 pe]yO` j cm][l` X` XZa
bPZsObZT[a ]aaT pZc 
 pe]yO` pm]aa` f `b m 	Ts � `b `ab `[aOZb` ]aaTpZc 
 m] pm]aa` ]Q][b j `[c

 m] dPTs]sZmZbc X 	]dd]Pb`[][p` m] dmOa UTPb` V \ ][a m` a`pT[X p]a f T� 
 pe]yO` pmOa
b`P `ab ]aaT pZc` O[` dPTs]sZmZbc X 	]dd]Pb`[][p` 
 pe]pO[` X`a pm]aa`a f m`a dPTs]sZmZbca
X 	]dd]Pb`[][p` X`a Ts � `ba ]Ou pm]aa`a aT[b p]mpOmc`a pTjj` aOZb R

P (c|−→xi ) =

K
∑

k=1

P (−→xi |θk)× P (c|θk)

W[�[ f aZ m] j cbeTX` X` pmOab`PZ[l ObZmZac` [ 	`ab d]a ab]bZabZyO` f m`a dPTs]sZmZbca X 	]d
d]Pb`[][p` X`a Ts � `ba ]Ou pmOab`Pa aT[b lc[cP]m`j `[b P`jdm]pc`a d]P X`a XZab][p`a f O[
Ts � `b cb][b ]mTPa ]aaT pZc ]O pmOab`P m` dmOa dPTpe` a`mT[ p`bb` UT[pbZT[ X` XZab][p` V

� � ��-+,�0�,� ()� /�,,�+� �+� 0��-*)�-)*�+�
\][a m` p]XP` XO dPT� `b r�W� ��� ������ � �� � � � �������� �� ��� �������� � fO[` dPTsmcj ]bZyO` [TO_`mm` ] cj `Plc pT[p`P[][b m] pm]aaZ�p]bZT[ X` XT pOj `[ba a`j Z

abPOpbOPca `[ a` s]a][b aOP m`OP pT[b`[O TO m`OP abPOpbOP` �\`[TQ`P `b ]m Vf �;;�� V
� TOa dPca`[bT[a X][a p`bb` a`pbZT[ [Ta bP]_]Ou X][a m` p]XP` X` m] pm]aaZ�p]bZT[ aO

d `P_Zac` `b [T[ aOd `P_Zac` X` XTpOj `[ba �qn 
 d]PbZP X` m`OP abPOpbOP` O[ZyO`j `[b f `b
`[ ObZmZa][b X`a j TXkm`a dPTs]sZmZab`a �i][XZmmZ`P `b ]m Vf �;;�]� V n 	`[bPc` X` m 	]mlTPZbej `
pTPP`ad T[X XT[p 
 O[` pTmm`pbZT[ X` XTpOj `[ba �qn yO 	Zm a 	]lZb X` acd]P`P `[ XZ�cP`[ba
lPTOd `a a`mT[ m] dPTuZj Zbc X` m`OP abPOpbOP` ]Ps TP`ap`[b` V
� �� �( � ��!�%�"���&" ��% � #$� �"�% ���

n] �lOP` � V� dPca`[b` O[ `u`jdm` X` XTpOj `[b �qn P`dPca`[bc aTOa UTPj ` ]Ps T
P`ap`[b` V n] dmOd]Pb X`a j cbeTX`a `uZab][b`a yOZ a 	]bb]yO`[b 
 m] dPTsmcj ]bZyO` X` m]
pm]aaZ�p]bZT[ X` XTpOj `[ba �qn bP]_]Zmm`[b XZP`pb`j `[b aOP m`a ]PsP`a P`dPca`[b][b p`a
XT pOj `[ba V i`Pb]Z[`a j cbeTX`a a` s]a`[b aOP m 	ObZmZa]bZT[ X` XZab][p`a d TOP pTjd]P`P
m] dPTu Zj Zbc `[bP` m`a ]PsP`a P`dPca`[b][b m`a XT pOj `[ba R m] XZab][p` X 	cXZbZT[ f [TjsP`



�� ��� �	�� � ��� ���� ��� ��� 	�� ���������� ��
� mj

bZbP`

q T[ bZbP`

]pb`OPa

�pb`OP � �pb`OP � �pb`OP o

Pc]mZa]b`OP

q T[ Pc]mZa]b`OP
� ! � � V� � Wu`jdm` X` XT pOj `[b �qn P`dPca`[bc aTOa UTPj ` ]Ps TP`ap`[b` V

j Z[ZjOj X` jOb]bZT[a [cp`aa]ZP`a d TOP pe][l`P O[ ]PsP` `[ O[ ]ObP` �� Z`Pj ][ ][X
N]l]XZae f �;;� f\ ]m]j ]l]a `b ]m Vf �;;� � f TO sZ`[ m` [TjsP` X` pe`j Z[a `[ pTjjO[ `[bP`
X`Ou ]PsP`a �vm`ap] `b ]m Vf �;;� fn Z][ `b ]m Vf �;;� fiTab] `b ]m Vf �;;� � V \ 	]ObP`a j cbeTX`a
a` XT[[`[b d TOP Ts � `pbZU X` XcpTO_PZP X`a aTOa]PsP`a UPcyO`[ba X][a m 	`[a`jsm` X`a
XT[[c`a �t`Pj Z`P `b ]m Vf �;;� f�]� Z ][X �ll]PY]m f �;;o� V

� TOa ]_T[a cbOXZc m 	ObZmZa]bZT[ X` XZ� cP`[ba bQd `a X` P`dPca`[b]bZT[a d TOP j ][ZdOm`P
X`a XT pOj `[ba �qn V �TbP` dPTd TaZbZT[ pT[aZab` 
 bP][aUTPj `P m`a ]PsP`a `[ `[a`jsm`a
X 	]bbPZsOba_]m`OPa V W[ `� `pbO][b X` b`mm`a bP][aUTPj ]bZT[a f [TOa d `PXT[a c_ZX`jj `[b
p`Pb]Z[`a dPTdPZcbca pT[b`[O`a X][a m`a XTpOj `[ba �qn Z[ZbZ]Ou f j ]Za [TOa d `[aT[a
yO 	]_`p O[ pTX]l` d `PbZ[`[b f m`a Z[UTPj ]bZT[a dPZ[pZd]m`a pT[b`[O`a X][a m`a ]PsP`a
d `O_`[b �bP` pT[a`P_c`a f `b m` dPTsmkj ` aZjdmZ�c V \ ` dmOa f [TOa d TO_T[a ]mTPa s c[c�
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����� � ��� ������� � ��� �� ��� ���� �������� � �� �����.�� ��� �	��� ��� �	 ����	�	����
�� � �������� ����	��� �� ������� 	
�� � �������� � 	#�� 	�� ����� ��� ���# ���
�	�# ��������
������� � 	���� � �	�������� � ������� �� ������ �� �������� ������ �� ������ ���� ��
�������� �������� �	�� �� � �� �� ������� � �� ������ ��	����� " > �	�� ��� �#� �������� �
� ��� � �������� �������� �	�� ��� ������� � �� �� � �� � �	�� MaxK

���	��� ��� �= � ��
	� �����	��� � �	 �������� 	��9 5� 616�678 ��� �	��� ��� � �������� � ���� 	�� � 	���� �� ������
�� �������� ������� ��� ��� ��� ��

MaxK

� % 	�� �	 ����� � � ���� ���� � �������� � 	#�� 	��
�� ���	 �������� �	�� �	 �������� 	��9 5� 616�678 � ��� ������ �� ��� ��
����� ���� �� ���
���� 	������� � MaxK

��������	�� ��� � ���� ��� ������� �� � ��� �� � �	������ �� �� �	�
������� ���� �� �������� � � 	�� �� � ���� �	� ������ ��� 	������� � ���� � �	
��� $#�� " <=
� ��� �	 ����� �

% 	�� �� ���#��� � ����� � ���� ��������� ��� � ��# �� ������� 	���$����� 	$� � ������
��
��� � ������ 	���� �� 	
��� �� �������� ��� �	�	����������� ��� � ��# �� ������� ��
�� � ���� ������� �� ������ �



<<= ��� ���� �� �� ���� �

/$� �� ����	��� ��� �	�	����������� �� 	
��� 	
�� ������ � ��� 	�������� � ��
���������� ���� ������� � �� 	$� � ������
�� � �������� �� �	 � ��� �� ��
�� �� � �������
�	�	���� �� ������� �� ������ �� �	�� �� ����	���� ��� ������� �� ���� �	� � ����������
� ��� �	 ���� 	���� ��� �������� � ���� 	
��� ������ �� ����	��� 	
��� " � �	�������� � � .
� �	�� � �	�� ��	�� �	� � �� ������ �� �������� " ����
�� �� � ��� ������ � ��� ���������� ����
�� ���	����� �� �	��� 	��	����� � �	 � ������ ��� �#������ ��# ���� � �� �� ������	� � ���� ��	��
� �������� ����	�� �� �	 �	������� ��� ������
� �

n�� ����� �� �� �	 $���� > �< � ������ 	���� �� 	
	�� �	 ���������� �� 	
��� �	��
	� ������ � ���� ��� ��� � ��# �� ������� �� �� � ���� ������� �� ������ � 0� �����
� ���
�	 ���� ���� ����� � � �" �	���� � ��� ����	�� ������ � ���� ��� �������� �	�� ��� �������
��==� � ��� � ������ 	���� �� 	
��� �� ��	�������� 	� ������ �� ������ �� � .� �	�� � ��
��� ���� �� = � �� �� ������ ��� ������� ���	��� � 	#�� 	�� 	
�� �� ���������� �����	� � n	
������� ����� � � ����� �� �� ����� � ��#������� �� 	
��� ����� �	�����	��� � � �� �
� ��� ��� � ��# �� ������� ������	�� � �	����� � ���� ��� � ������ ��� � ������ 	���� �������
��� ���� �� ������ �� � .� �	�� � ������ � ��� ��� �� �	���� �

% �	����� �#� �������� ��� ��� � ����� � ��� �����
�� � ��
������� ��� � ������ 	���� ��
	
��� ����� ��� �	�	����������� ��� � ��# �� ������� �� �� � ���� ������� �� ������ �
/ ���� � �� 	 ��� � �� �� 	
	�� �� ��� � ������ 	���� �� 	
��� ������� ��	���� �	�� "

M�� ������ �� ��� ������� �� � �� �� ������� � "
L
�� ������ �� �������� ��	�� � ��� � ����

�	� ���� ��� ��� �� MaxK
� � �� "

C
�� ������ � �!�� �� ��� ������� �	�	����������� ���

�������� �
�� �� � �� �� ������� ��� ��� �� � ��� ���� ������ �� �������� ��������� � �� �# ����

���� ���� 	� � ���� ��� ��� ������ �� ���� ������ ��� �	����� ��� ���# �������� ���� ����
���	��� ��� �� ��������� � ��!� ������ �� �	�� ��� �	����� ��� �	��� 	
��� � � 	����
��� � ������ 	���� �� 	
��� ���� ���� " �	�� �	����	��	���� � �� ����� �!� ������ � ����
�	� 
���$�� � ��� ������	�� ������� ��� ���	�� ���� " �	�� �	�����	���� �	
�� ��� ��������
	����� �� = ��� � �	��� � ��� �������	�� ��� ��� ��� � ��� ������� ���
	�� ��� ��� ���� 	��
������� ��� ��� ��������� � �� ���� ���� ����	��� �	 �������� � ���	��� ��� ���	��� 	�#
� 	���� �� �� ������� ����
� � ��� ��� ���� � % � � �� � � ��� ������	�� ���� � �������� ������
� ���	�� �!� � ��� ����������� ��� � ������ �� �������� �	� �	�� ��� " ���� ��������� ��
��� ����� ��� ������� �	�	����������� ��� �	�� �� ���������� " �� � � 	�� ��� ������� ���� "
�	�� �	�����	���� �� ��� ��	�� �!� � ��� ���� ������	�� �	
�� ��� �������� " = �� ���� ��
��	�� �!� � " <=� �

�	� 	������� � �� �����	���� ��� " � .� �	�� � 	
��� ����� ��	��� �	�� " �	 �������� �	��
��� � ��# �� ������� �� ��� ������� ��� � ���������� ��� ��������� ��� 
	����� ��� ��� ���
���� ���	����� ����� ��� ������������ ������� � � �� ������	� ��� �������� �	� ��� ����� �� ��
�	 $���� > �� � ���������	�� � � ������� �� �� ����� � ��#������� ��� � ������� �� ��������
�� ������

M+ �� ��� ������� ��� � ���������� 	� ������ �	�� ��� � ��# �� ������� � % �
���� � �� 	��	�	�� �� ������ �� ������ �� ��� ������� ��� � ���������� ��
���� ������	�� �
	���� 	
��� ��
���� ���� �	���� �� � .� �	�� �	��� � ��� ��������� 	���� �� ���� ��
���� � �����	����� � ��� ���
����� �
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b cd e > �< � ������� 	���� �� 	
��� �� �������� �� ������ � ���� ��� �������� �	�� ���
� ��# �� ������� �
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b cd e > �� � ������� 	���� �� 	
��� �	�� " �	 �������� �� ��� ������� ��� � ����������
�	�� ��� � ��# �� ������� �



� ��� ��� �� ��� �� ����� <<o
� �� �� �  !"#$%&' ( �*��

%� � �� � �� � ��� 	
��� � ���� ��������� ��� � ��# �� ������� 	���$����� 	$� � ��
	.
���� � �	�������� � �
�� ��� ��� ������ 	�� ���� �

<� ����� ��� � ���,����� ��� �	�	� ����� � ������� �� �
�� �
� � ���� ��� �
�� �� ��������.�.�� ����� �� ������ � ���� ��� � �� ������ �� ��� ��.

����� � �� ������ �� ��� �	�	����������� ��� �������� �������� �	�� ��� � ��# �� ���.
���� � ����	�� " � .� �	�� �� n/� � ��� 	�	��	���� �� � .� �	�� 	� �����	�� ����.
������ �

o � �
�� �������.�.�� " � �	� ��� �� ��� ������� ��� � ���������� � �� " �	 �������� �� �����
�	�� ��� ������� �

��� ���� ����� �#� ���� ���	����� ���������� � ���,����� ��� �	�	� ����� �� �
�� ���
��� � ������ 	���� � � 	�� ����� �� �
�� ��� �	�� ��� � �������	���� �� ���# �	�	� ����� �

K
�� ������ �� �������� �������� �	�� ��� ������� � ��

R
�� ������ �� ��� �������

� ���������� ��� �������� �n	 $���� > �o ������ ���� � �	� ��� � ��� �� �#����� ������$� � � ���,����� �� �	�	� ����
K

��� ��� ������	�� �� �
�� � 0� � ��� 	���� �����
�� �� ������ �� ������ �� ��������
���������� �	� �
�� ��� ��������� 	� ������ ���� � 	���� ������ �������� ���� ���������
� 	�� �� ������	� �� � �������� �	� ��������� ��� �� �	 �������� ������ � � � ���
���� � ������
�� ������ �� �������� ���������� ��� ��� ������ 	� ������ ���� � 	���� ��������� ��������
�� �����
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bcd e > �o �  #����� � ���,����� �� �	�	� ���� K
�� �
�� �

n	 ����� �� ��� �#� ���� ���	����� ��� �
�� �������� " 
	����� � �������� �� � �������	����
�� ������� ��� ���� ������ ���� 	���� 	����� ��� ��� 
	����� ��� ���� 	���������� � ���
��� ���# �	�	� ����� K

��
R
� n�� �	�	� ����� ��� � ��# �� ������� �������� � ��� ���

�#� ���� ���	����� ���� ��� ���
	��� �
� ������ � ���� ���

N ∈ [50, 1000]
�



<<� ��� ���� �� �� ���� �

� ������ �� ��� �������
M ∈ [10, 200]

�
� ������ �� ��������

L ∈ [2, 6]
�

� ������ � �!�� �� ��� ������� �	�	����������� ��� ��������
C ∈ [2, 10]

�
� ��	��� �!� �� � ������ em = 3

�� � 	#����
eM = 9

�
� �� � �������	�� � ���� ��� �	��	��	�� �	 � �� � ���	���� p = 0.8

�
��	��� ��� ������	�� �� ���� ���������� ������� ��� " ��� � �!���� ��� <== �����	�����
�� � ��# 	���$����� �� �#�������� �� �	 � ������ �

n	 $���� > �� ������ 	���� � ��
������� �� �	 
	���� �� ������� ��� �� �������� ��
������

R
�� ��� ������� ������������� � ��� ��	�� ������� ������ �� ������

K
��

�������� �������� �	�� ��� ������� ��� ������ " � �	�������� � � ����� ����� � � �� 	���� ��
	
	�� �� �	�� �� �	 
	���� �� ������� ��� ������� � ��� �" �� ��

R
	�������

C
� �� ������

���� �� ��� ������� � ���������� 	�������� 	�# �������� � ���� 	��� ���� �	��
R

��
����
���� ������	�� �� C

� ���	 � ����� ���� �#� ���� ���	��� ��� �� �� ������� ��� ���� ����
������� � ��� ������ ���� 	���� 	����� ��� �� ������ 	�������� �� ��� ������� " 	��� ����
" ��	�� ������� �

.�===

. <�==

. <===

.�==

=

.� .� = � �

��
�

� .�

bcd e > �� � �
������� �� �	 
	���� �� ������� ��� �� �������� �� ������
R
�� ��� �������

������������� � ��� ��	�� ������� �

% � �	 � �� � �	��� � �	 $���� > �� ������ � ��
������� �� �	 
	���� �� ������� ��� ��
�������� �� ������

K
�� �������� ���������� �� �� ������

R
�� ��� ������� � ����������

	��� ����� 	�# �������� � ���� ��� � �������� 
���	���	���� � .��� ��� ��� ���� 	� ���� ��
��� � ���	 � ����� ���� �#� ���� ���	��� ��� �� �	 
	���� ����� 	�� �� ������� ��� ���
	������� ������

K
	������

L
�� ��

R
	������

C
� �� �� � ����� ���� � �������� � ��������� ��

��� ������� ��	������� 	$� �� ������ ���� 	���� 	����� ��� ��� �	�	� ����� ���������� "
����� � ������ �� �����	�� ���������� � ��� ���� 	��������� 	�# ������� � �	� 	������� � ���
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������	�� ��������� � �������	���� � ���� � ������ �� ��	����� � ��� 	�������� ����� 
	����
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bcd e > �� � �
������� �� �	 
	���� �� ������� ��� �� �������� �� ������
K

�� ��������
���������� �� �� ������

R
�� ��� ������� ������������� � ��� ��	�� ������� �

% 	�� �	 ����� �� ��� �#� ���� ���	����� 
��	�� " �
	���� �	 ���������� �� �
�� �	�� "
��������� �!� �� �� � ��# �� ������� � ���� ���� ����� �� ���������� �� ��� ������� ����
�������� �	� ��� 	�������� ��� ������ ������ ��� � �	� ���	 ���� � ��� �� �� ����	���
�
�� 	�# � ������� �#���	���� �� �����	�� ���������� �

����� � ������ � �	��	����� " �	 �	� ���� ��� � ������� �� �����	�� ���������� ���.
����	���� ��� ��� ��� ������� � �	�� � ��� ���� �������� � n/� �%�� ������� �� 	� �� �==� � �
���	���� �� 	���#�� � �o �� � ��� ��� � ������ �� �	�� �� ��������� �� ���� �	�	� ���� ��
�	 �	�� �� � �������	���� � �� ������ �� �������� ���������� � ���� ���� ����� ���� �� ����
����	��� " ��� 	�������� � �
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n/� ��� �	�� ��� � �	�������� � � .� �	�� �� 	��� ��� " ��	�� ��������� �� ������� ��

������ �� � ���� ��� ��	�� ��� ������ �� � ����	�� � � ��	�� ��	� � � ��� 
������� ����
� �� " � ��� �� �������� �� �	 ���� ������ ��� ��� ��� �� ������� ��� ��� ��� ������� � ���� �	
���� ������ ��� ���
�� � � ��� �� � ���� 	��� ��� " �	 ��� ������ ��� �	�� �� �

n	 $���� > �� �������� ��� ������	�� �� ����� � ������ ��� ���# �� n/� �	�� " �� � �� ��
������� ������ 	���$������� ��� � ��� ��� �#����� � ���� � ��
��� �����
�� ��� ��� ��	����
��	����� ��� � ������� �� �!� � � .� �	�� �	�� 	�# � ������� ����	�������� � ��� ���� �����
����������� ��� �������� �� ���� � �!� ���������� 	���� �� ��� �������� ���� �	�	����
� �������$�� ��� �������� �� ���� � 	������� �� � ��� ������ �	�������� ��� �� ���
	����� ���
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bcd e > �� � n/� 
����� �
�� ��� � ��#����� �

���� ����	���� ��	��� ��� �
�� " ��� � �	 � ������ �� ���������� ��	������� ��	.
��� ��� �	��� ��� � ��!� ������ � ������ ���	��� ��� ��� ������� � � 	�� �� �� � �� �	� ��
��
�� �	 ��������� ��� ��� ������� ��� ���� � ���������� 	��� ����� 	�# �������� � n� ������
�� �������� ���������� � ��� ��	��� ��� ������� �� ��� ������ " � ��������� ��� � �������
�
	����� �  � �� �	�	� ���� MaxR

�� �
�� �����	�� �� ������ � 	#���� �� ��� �������
� ���������� 	��� ����� 	�# �������� ��� $#� " <= �

n	 $���� > �> � ����� ���� � �	� ��� �� ����� � ��#������� �� ��������� 	�������� �� ��
�������� �� � ��
������� �� ������ � ���� ��� �������� �	�� ��� � ��# �� ������� � % 	�� ��
�	� � ��� < �� ������� " �	 � ������ �� ���������� ��	������� � �������	�� �	� �	 � ������
� �	���� ��� ����	����� �� �!� � � .� �	�� � 	���� �� ���� �� ������� " �	 � ������ �� �������
�� ������� � �	���� � 0� � ��� 	���� �����
�� � �������� � ��������� �� ������� � �	���� � ������ �
� ��� ��� ������	�� �� �	���� ��� ��	��� � �� ����� � ��#������� �� �	 � ������ ��� ������ ���
	� ������ � � ��� ��� ��� �� ���� � �� n/� �� �� ���� � �� �	 � ������ ��	������� ��	����� �

n� �	���	� > �< �������� ������� ��� � �!����� � ��� �== �����	����� 	��	������ �� � ��#
�� ������� � ��� ��������� �� ����� � ��#�������� �� � .� �	�� � n/� � ��� �� �
�� � ��
���� � ��� �� 	���� � ������
�� �� ��� �� �
�� ��� ��� ������	�� ��� ��	���� ��� � ��# ��
������� 	���$����� � ��� ������� " ���# �� n/� �� ���� ��� ������� " ���# �� � .� �	�� � /�
��
�	� �� ����� � ��#������� � � .� �	�� � ���� �	� �� ���� �	���� �	� � ���� � �� � �����
� ��� ������� � ���� �	� 	�������� 	�# ������� � �� ��������� �� ���������� ����	����� 	
	��
�� ���
����� � n/� ��� ���� �	���� �� ��� � � 	�� � ���� �
�� �� ��� �� ���� �	���� � �	�
�����	���� ��� 	�# 	����� � ������� � �� �� ��������� � ��� ����.�������� ��� ��� �������
�� ����������� � ���	�� � �	���������	�� � ���� ��������� � ��� �� ��� 	
	��	��� �
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bcd e > �> � ������� �� ������� � �	���� �� �!� � � .� �	�� �	�� ��� �

� .� �	�� n/� ��� �
��
 ������� = ��>� = ��o� = ���o = ���o

����� � ��#������� �o� <�> �o� <��

��� e > �< �  ������� �� ����� � ��#������� ��� � ������� ��� � ��# �� ������� 	���$����� �
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n�� $����� ���
	���� � ������� ��$� ��� �
�������� ��� ��������� �� ����� � ��#�������
�� � .� �	�� � n/� � ��� �� �
�� �� �������� �� ������ � ���� ���

N
� �� ������ ��

��� �������
M

� �� �� � �������	�� �� ����� �������� �	�� ��� � ��# �� ������� � ��	��
� ����� ������� ��� " ��� � �!���� ��� <== �����	����� �� � ��# �� ������� 	���$����� �

��� �	 $���� > �� � �� � ��� 	���� �����
�� �� ��� ������	�� ��� � ������� �� �����	��
���������� �� ��	�������� " �	���� � ��� ����	�� ������ � ���� ��� �������� �	�� ��� � ��#
�� ������� �o== � ��� ��� �� �
�� � �== � ��� n/� � � 	���� �� � .� �	�� �������� "
	� ������� ��� ������	�� ������ �	
	��	�� � ���� ��� ���� ������� �� ������ �� � �	�������� � �
n����� � �� � ���� ��� ���� �������� �	�� ��� � ��# �� ������� � 	���� �
�� ����	���
������� ��� ��� �  �$� � �� ����� � ��#������� ��� � ������� 	��� ���� ����	���� ��� ��
�������� �� ������ � ���� ��� �������� �	�� ��� ������� � � 	�� ���� � �� � .� �	�� 	��� ����
���� �	����� ��� �� ��� 	����� � �
�� ������� �� ����� � ��#������� �� ���� �	�� �� �

��� �	 $���� > �� � �� � ��� �����
�� �� ��� ������	�� ��� � ������� �� ����	���� ������
�� ������ �� ��� ������� ��������� �	�� ��� � ��# �� ������� 	��� ���� � � 	�� ����� �� ��
������ � �!�� �� ��� ������� � ���������� ��� �������� � �� � � � �	��� ���� �	� � % 	
	��	��
�� ��� ������� �� ����������� ������ ���� ��	��� ��� �	
	��	�� �� ��� ������� ��� � ����.
������ � ��� ���	�� � ��� �� �
�� � �� �	��	���� �	 � �� � �
������� � ������� ��� �������
" n/� �� � .� �	�� � �	� 	������� � ��� ����� � ��#������� �� ��� �� �
�� 	��� ������
� ���� �	����� ��� �� ���# �� � .� �	�� �� n/� ������ �� ������ �� ��� ������� �����.
������ 	��� ���� � �
�� � ������ �� ����� � ��#������� �� ���� �	�� �� ������ ���� �� o=
��� ������� ���� ��������� � ��� ������� ��� ��� ��� � �� �� � �� ��	���� ��� �� 	
	�� �� ���
	���� �� ����� 	� ��
�	� �� ������ �� ��� ������� ����������� � ���	�� � �	���������	�� �n	 $���� > �<= ��� ���� $�	��� ��� � ��
������� �� � ��������� �� �� ����� � ��#�������
��� � ������� �� �������� �� � �������	�� �� ����� ������� �	�� ��� � ��# �� ������� �
0� �����
� �	�� �� �	� �� ��� �� �
�� ���� � �	����� ���� �������� �� n/� ��
� .� �	�� " �	 �������� �� ����� �	�� ��� ������� � ������ � ���	�� �� �������� ����� ���
���# ��������� �� � ������� ��
���� �� ���� �� ���� ������	�� ������ �� � �������	��
�� ����� �	�� ��� ������� 	��� ���� � n� ����� � ��#������� ��� � ������� 	��� ����
����	���� ��� �� �������� �� ����� � � ��� �	����� ��� ������ ��� ���� ���� ��� ��� �������
	��	�	������ �	�� ��� � ��# �� ������� �

 �$� � ������ �� ��� ������	�� �� ����� 	�������� � ���� ���� 	���� �������� �� ���
������� 	���$������� ���� �������� ����� ��� ���� ������� �� �	�� ��� �����
	���� �� ��$.
������ �� ���$��� 	�# �������� ��� ����� ��� ������� �	�	����������� ��� ������ � 	� ����
�� ���� �	��������� � /����� ��� ��� � �� � ����� �	������ ��� ��	��� ��� 	�������� � ���
	����# �� �� ��� �������� ���������� �� �	��� ������� � �	�� ����	���� ����� �� ���$��� ��
� ����	�� �� ����������� ��� ��� ��� � n�� ������	�� ���� ��	��� ��� �������� " �	 ��������
�� ����	���� 
	����� � 	��	���� �	�� ��� � ��# �� ������� �

�
�
�
�
� � #��(�%+%$"� �(� #��* %+%�

���� 
������ �	�� �	 ������� ���
	��� � ���	�� ��� �	 ��������	���� �� ��� 	�������� ��
" ��� ������� ������� �� �
�� ������� �� � �������� ������	�� �� 	
��� � �������� ���
�	��� �� �	�� �� �������# �	� ����� � � ��� �� ��� �������� �������� �	�� ��� �������
������ ���	��� �	�� ����	��� ����.���	��� �� � ����	�� ������	� �� ����������� ��� ��� ��� �
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<�� ��� ���� �� �� ���� �

�� � ��# ���� 	����� ��� ������ ����� �� ���� ������ ��� �	����� ��� �������� ���� ����
���	��� � 0� � ���� � ����� ��� ��� � ��!� ������ �� � ��# ������� �� ������ ���	�	����� ���.
��� ������������ � ���� �	��� 	
��� �

�	� ������ � 	
��� �� �
�� ���� ���� ���# �	��� ��� � �������	���� �� ������ � ���
������� ��� �������� ������$�� � /
	�� � ������
�� � �������� �� ������ ���������	����� ���
������� ������� � ���� ���������� ��� ��� �� �#����� 	���$���� � ��� �	���� �� �	 � ������
�� ����������� � ���� 	�� ��� �������� �� ���� 	
��� ���� ���� � �� �� �	 � ������ ��

���	���	���� ��	����� ��� ������	�� � ���� ���	 � ���� �������� �� �#����� �� � �� ��
������� 	���$���� 	!	�� ��� �	�	����������� ���
	���� �

� ������ � ���� ���
N = 300

�
� ������ �� ��� ������� ��� ������

Mn = 10
�

� ������ �� ��� ������� �	�����������
Mc = 5

�
� ������ �� ��������

L = 3
�

� ������ � �!�� �� ��� ������� �	�	����������� ��� ��������
C = 4

�
� ��	��� �!� �� � ������ em = 2

�� � 	#����
eM = 5

�
� �� � �������	�� � ���� ��� �	��	��	�� �	 � �� � ���	���� p = 0.8

�
�� � �� �� ������� ������ 	���� ��� ������ ���� ���� � �� ������ ���� � ���� �

� C0(N0 = 104)⇒ d0 ∈ [64, 87], d2 ∈ [84, 104], d8 ∈ [27, 47], d13 = D
��

d14 = D
� C1(N1 = 66)⇒ d5 ∈ [25, 43]

��
d8 ∈ [51, 68]

� C2(N2 = 130)⇒ d2 ∈ [55, 79], d4 ∈ [75, 92], d9 ∈ [69, 92]
��

d14 = E
��� �� � �� �� ������� � �	 ���������	���� ���� ���� � �� ������ ��� �������� ��� ��� ���

�	 ���
	��� �

� C0 ⇒ d2 ∈ [84, 104], d10 = A
��

d14 = D
� C1 ⇒ d5 ∈ [25, 43]

��
d8 ∈ [51, 68]

� C2 ⇒ d2 ∈ [55, 79], d4 ∈ [75, 92]
��

d14 = E
���� �����
��� 	���� �� ����� � ������ �� ����������� � ���� 	�� ��� �������� ����

� ��� �� �� ������� �� �	��� ��� �� ������ �� ��� ������� �����
	�� ��� �������� � ������
����	���� ��� ������� ��������� �� ���	��� ��� �	�� �	 ����������� ��� �������� ��� �� ����
�������� �	�� ���� ����������� $�	�� �

n�� 
���	���	����� ��	������ ������� ���	�� 	�# ���# ������� �� ��� ������� ����
�� � ���� ��� � 	#���� ���� �������� �	� �	 $���� > �<<� � ���	�� 	���� �� 	
	�� � ��������
�� ������ 
���	���	����� �  � �� �� �������� �	 ���� ���� ���� ������ � ��� ��� ��� �� ��
�������� 	������ " 	���� ������� ������� ������ �� �	�� 	�# ��� ��� �� �� �	��	���� �	�
�	 �	������� �	 ���� ����	��� ��� �������� ��� �	 ��� ������ �	����������

d14
�

�	� 	������� � �	 $���� > �<� ������ � �������� �� ������� �� ������ �� ����� �� � ���
�# ����� �	�� ��� ������� 	$� �� ������� �� ������	� 	���� ������������ �� �� � ����� �� �n�� � ����� ������ ���� 	���� ���# �� ��� ��� ����	������ ���� ����� � �	��	������ " ��
������� ���	��� ������� �� ��� �	�� � ����	�� �� ����������� ��� ��� ��� �� � �	��	������
	�# ���# �������� ������$�� ��� � ������� � �>� � 0� � ��� 	���� �����
�� ��� ��� �#�����
�� �� �������

C1
��� � �	����� � ���# ������$� 	���� �� ��� ��� ��� ������� 	���� ���

������� �� �



� ��� ��� �� ��� �� ����� <�o

A

C

D

B

E

0 9 18 27 36 45 54 63 72 81 90

D
im

14

Dim8

Objets
C0
C1
C2

��� �#$� '3"&$!/ /0# _'/ 5&2 '!/&$!/
d8

'"
d14 8

0

9

18

27

36

45

54

63

72

81

90

99

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

D
im

5

Dim2

Objets
C0
C1
C2

�Z � �#$� '3"&$!/ /0# _'/ 5&2 '!/&$!/
d2

'"
d5 8

b cd e > �<< � � ���	���	���� ��	����� ��� �������� ������� �	� �
�� ��� � ��#����� �



<�� ��� ���� �� �� ���� �

=
�
<�
�>
o�
��
��
�o
>�
� <
�=
��

= <= �= o= �= �= �= >= �= �= <==

d
1
9

d16

�������
�

+
��	

C0

C1


�

�

�� ��

��

��

��

��

��

��

��

 !

"#

$%
&'
()

*+

,-

./

01

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+
+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+
+

++

+

+

+

+

+

+

++

+

+ +

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+
+

+

+

+

+

+

+

+ +

+

+

+

++

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+
+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

++

+

+

+

+
+

+

+

+

+

+

+

+

+

+
+

+
+

+

+
+

+

+

+

+

2345

67
89

:;

<=
>?

@A
BCDE
FGHI

JK
LM
NO
PQ
RSTU

VW
XY
Z[

\]

_̂

à
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� ��� ��� ������� <��

� �� & �''�(� *�(--(�

n	 ���# ��� � �	���� �� ��� �#� ���� ���	����� � ���� ��� �	 ��������	���� ��� � �������
�� �����	�� ���������� 	
��� �� �
�� �� ���� 	
��� ���� ����� " ��� ������� ������� �n�� ���� ���� � ��# �� ������� ���������� ���� ���# ����� �� � ��� � � 	����� n�	����� � �.
� ������! �� �	�� 	�� � ��� � <���� � �� ���� ���
��� �������� ���� � ���������� � n	 ����	��
�� ��� � ��# �� ������� ���� �������� � �� �	�� �� ���� �	� � �	������� �� ��	��� ���	 ������ �
����	��� �� ����������� 	� �����	��� 	����� ������ 	���� �� ��	��� �� ���� ���� ���� "
�	�� 	��������� " � �	���������	�� ��� ��� ��
��� � ���� ���������� ������� ������ �����.
�	�� ������� �	�� " ��� ������� ������� �������� �	� �	 ������� ���������� � n" ������ � ��
� �	��� �� � ��# �� ������� �������� � ��� ������� � �	������� �� ��	��� ��� ������ ���� ��
� �	���������	�� ��� ��� ��
��� � % 	�� ����	��� �	� � �	 � ������ �#��� � 	���� ����	���� ��.
���� 	����� ��� ��� ��	���� � � 	�� �� � ��� ��	��� ��� 	���
�� � ����� � ���� �� 	
	�� ����	���
����.�������� �������� �	�� ��� ������� � 	�� ��� ���� 	�# ��	���� �� ������� � �  �$� �
���� ��� ������ ��� ������	�� �� ���� 	
��� ������� ���� �� ��	������ �� � � ���	�� ���
�	 ��	���$�	���� �� ����� ���� ��� �.���������� � ����� �� �	��� �� ������� ������� �

�
�� �� 	 "���(� 
��
n� ���� ���� ��� � �� �� ������� �� ���� 	
��� ��������� � ��� ������ ��� � �������

��� ���� � ��� 42�;4 ��9� � ���� ������ ��� �� ���� �� � ��� � � �� � �	��� � ��� � �� �� �������
�	�� ����� ���� � ��	����� ��� ������������ �� ���
	�# � �� ���	��� � �� ������ �� �� ��	�� �
���� �	�	�������� �	� ��� � ������ �� ����� � ������ ����� � ��� � ����� � ���� � �� �	���
�	����� � ��	�� � ����� ��	�� 
� ����� �� �!������ �	�	������� �	� ���� 	�������� � /�
���	� � �� �#����� ��� ���� ������ �	� >� 	�������� �

n���� ��� � ������ �� >= 	��� 	�# ���� ���������� � 	
��� ������� ��� ������	��
���
	��� � �� ���� �� ������
�� ��� �	��� ����� �� � ��������� � �� �� �	�� ����	���� ��
������ �� ����� �� ���������� � 	
��� �	�	������� ��	�� ����� � �	� ��� ��� �������
�� �� � ���� ������� � ��� ���	��� ���� �	�	��������� �	� ����� ���� ������� � 	�� �� � ���
���
	�# �	� ����� � 	�� �� �� �	���� � �!���� � ��� ������ �	� �	 � ����� �	���� �� ���� ���� �
�� ��� ��	�� �	� �	 � ����� �	���� �� ���� ����� �

���� �������� ���� ���� �� �������� �� ����� �� 	�# ��� ������� �� ���$��� � �� ��
������	� ����� ��	��� �	�� " � �	� ��� �� ��� ������� ��� ��������� ��� �� ��������� �� ����
��� ��� ��� ���� ������ 	��	������ ��� �	�� �= �<==� �  � ���� � 	���� �� ��� ������	�� �� � .
� �	�� �� ����	���� ��� � �	� ��� � ���� ��� ������ 	��	����� � 	
��� �������� " ������
��
��� �	��� ����� �� � ��������� � �� � 	���� � �	� ��� �� <=== ��� ������� 	��	������ �

�
�� 	 ��� 	���� �� ���� � ����� � ������ 	���� ��� �� � �� �� ������� ��� �	���� ���� �
�	� ������ � ��� �� 	���� � �� �� ������� ���� ����� �� � ��� � � ��� �;6� � 	
��� �������
�� � ���� � ��� ������	�� �� �
�� � % 	�� �� � �� �� ������� � <�= ���� ���� ,����� ����
������� �	� �	��� 	�������� �� ���	��� �� ����� ��	���� � n ���� ��� ��	���� ������	� ���
���� ���	��� ��� ���# 	����� �
��������� �� 
����� ��	� � � 	�� ��� ��������� �� ���� �	�
����	���� ��� ���	�	���� � �� 	
��� �� �������� ���� �� ���# �������� � �� 	������ �" � ����
�� ��� ��� ���� �� ���� 	
��� ���������� �	�� �	 $���� � �> �� �	 ������� � �� � �	� ������ �
�
�� ������$� ���� ����� �������� �������� �	�� ��� ������� � n	 � �������� ���� ������ ��
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bcd e > �<o � � ���	���	���� ��	����� ��� ������	�� �� �
�� ��� �� � �� �� ������� ���� �

�
�� ������� ��� � �������� ������	�� �� 	
��� ��� ������� ������� � ��� ������ ���
�	��� �� � �����	���� ��� " 	
��� � �� ��� �	�	��� � �������$�� ��� �������� ���	��� �	��
����	��� ����.���	��� �� � ����	�� ������	� �� ����������� ��� ��� ��� � 	�� ���� �	 ���	�	.
���� � ���� 
���� �� ��� 	����� ���� ������ " ��� ����� ��� ������ �� ��� ��� ��� � � 	�� 	����
�	��� � ��� ��� �	�	��� � �������$�� �	�������� ��� ��� �������� �� �� ���
	������ � �	�
	������� � �� ��� ��	��� ��� �	�	��� �� � �	��	��� " ��� ������� �� ������	�� ��� 	��������
�	��������� � 	���� �� 	
��� �� � ���� �	� � � ���� ���� ������ ��� �
�� �� ���	 �������
�	�� �	 ����� �� ��� �#� ���� ���	����� �n	 $���� > �<� ������ ��� ���� ������ �� ���# ��� ������� ������� �� �#����	��
�
�� ��� �� � �� �� ������� Ñ �Ò� �Ó6��78�68 Ô ;92�5 Õ28 �9; Ö 252Ò2�9� � � ������	��
��� ������������ �� ��� ���� �	�	��������� �	� o= 	�������� ��� ������ � �� ���	���� �� �
��	���� � � ��	��� � �� � �� ���� � � n ��� ��� ���# �������� ��� ��� �������� o�o ��� ��� �� �	
��	��� � � ��$��� �	� ��� 
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�� �������� � ��� �	� �Ø ��� �������� ������$�� �	� �
�� ���� ���� ������� ��� ��	����
�� ������� � ��������� ��	�� ����� �� ��� 	�������� �� ��	��� � ���� �	� ��� �������� ����
�� � �	���������	��� �n�� ������	�� ���
	��� �� ���� ���������� ���������� �� � �� �� ������� 	457ÙÚÛ
�� � ��� � � �� �������� �	 ����������� � ��� �������� �� o�� ������� �� 
������� �������
�	� � 	�������� ��� ������ ������� �� �!������� � �� ���
	�# � 	������	���� � ��� �� � � 	��
	���� 	������� �� ��	��� � n� �	���	� > �� �������� ��� ������ �������� �	� �
�� 	
	��
���� ������$�	���� �



� ��� ��� ������� <�>

�
��
<<=
<� <
� <�
��o
o <�
o��
� <�
��>
� <�

=

��
�
��

������	
� ���� �



�

���

�
�

�
�
�

�

�
���
��
�� 

!

"

#$
%

&

'
()

*
+,

-
.
/01

23
45
67

8

9

:
;<

=
>

?

@

AB

C

DE

F

G
H
I

J
K
L
MNO
P

Q
R

ST
U
VW
X
Y

Z

[

\

]

_̀̂

a

b

c

d

e

f

g

h

i
jklm

n

o

pq
r

s

t

u

v
w

x

y

z

{

|}
~

�

�

�

�
�

����������������������������� ¡¢
£¤¥¦§̈
©ª«¬®
°̄
±²³́µ¶·̧¹º»¼½¾¿À
ÁÂ

ÃÄÅÆÇÈ
ÉÊ
ËÌ

ÍÎ

ÏÐ
ÑÒ
ÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜ
ÝÞßàáâãäåæçèéêëì
íîïðñòóôõö÷ø
ùú
ûüýþÿ���������	
�������������������� !"#$%&'()*+,-./0123456789:
;<
=>?@ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ[\]̂_̀abcdefghijklmnopqrstuv
wxyz{|}~����������������
����������������� ¡¢£¤¥¦§̈©ª«¬®̄°±²³́µ¶·̧¹º»¼½¾¿ÀÁÂÃÄÅÆÇÈÉÊËÌÍÎÏÐÑÒÓÔÕÖ×ØÙÚÛÜÝÞ
ßà
áâãäåæçèéêëìíîïðñò

óô
C0
C1

bcd e > õ<� � � ö÷øùúö÷ùûöüý þÿù�� ö�ø� ��÷ ÿ�÷øúûùû÷ �� �
�� ÷øÿ ú� � �ø �� �üýý��÷ ��� 	 õ


�� �����	�� � ������	
 	�� ����	���	� �	���� ���	�	������ 
 ��	 ��	�� ���� ����� ���� �� ��� ��� ����� ��� ����� ��� �� ������ ��� ���� ��� ���� �� ������ ���� �� ��� ��� � ����� ��� ����� ����� ������ ��� �� �� ��� ���� �� ����� ���� �� ��� ���� ����� ��� ����� ����� �� ���� �� ���� ��� �� �� �� ���

��� e > õ� � � �þú�÷ ü�û�ýø�÷ �ùÿ �
�� ÷øÿ ú� � �ø �� �üýý��÷ /øûü.��þ õ



<�� ��� ���� �� �� ���� �
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	�ù	øý� ��÷ � � öùþüýùú�÷ õ
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õ

� ùý÷ 	� 	ù÷ � ��ø� þÿüø� �÷ � ö�ý ÷��ùÿ�÷ üýû �û� 	ö� ú�÷ õ 0ý � �øû � �ùöúú�øÿ÷ ûüøû �� ÷øöû�
ÿ�� ùÿ�ø�ÿ ú �öýû�ÿ�û �� úù ��û�	ûöüý �ø �ÿøöû �ÿ�÷�ýû �ùý÷ ú�÷ �üýý��÷ � �øö � �ÿ� �û � ��� öû�ÿ
�ø� ú�÷ �ø�ú�ø�÷ ü�� �û÷ ��	��ûöüýý�ú÷ �ÿ�÷�ýû÷ �ýûÿ� ú�÷ ��ø� þÿüø� �÷ ý� ��þÿù��ýû ú�÷
ÿ�÷øúûùû÷ õ ��÷ ��ø� þÿüø� �÷ ÿ�,�û�ýû ú ��� ö÷û�ý	� �� ��ø� 	úù÷÷�÷ � �öý÷ûùýû÷ �ùÿûö	øúö�ÿ÷
�ùý÷ ú� �ÿü 	�÷÷ø÷ �� �ÿü�ø	ûöüý � �øö 	üÿÿ�÷� üý��ýû ùø �ùöû �ø � öýû�ÿ�ùúú�÷ ÿ�þøúö�ÿ÷ �
ú� úö�øö�� �ø ÿ�	ö� ö�ýû �÷û 	�ùýþ� � �û úù û��� �ÿùûøÿ� ùøþ� �ýû�� � ü� �ýûùý�� �ýû õ ��÷
���ýü� �ý�÷ � ö÷ �ý � �ø  	�÷ � ö� �ÿ�ýû÷ öý÷ûùýû÷ �ûùýû � ö��ÿ�ýû÷ � �û �ùÿ 	üý÷��ø�ýû ú�÷
	üý� öûöüý÷ �� �ÿü�ø	ûöüý �þùú�� �ýû � 	�ûû� öý �üÿ� ùûöüý ù �ýùú�� �ýû �ø÷ûö�� úù û�ýø� ��
��ø� �ûø��÷ ÷��ùÿ��÷ õ

�ù � ö÷øùúö÷ùûöüý þÿù�� ö�ø� � �ÿ� �û �þùú�� �ýû � �ü� ÷�ÿ��ÿ �ø� �ùý÷ 	�ù	øý ��÷ ��ø�
þÿüø� �÷ ö��ýûö��÷ � ��ø� ÷üø÷.þÿüø� �÷ ÷üýû �ÿ�÷�ýû÷ õ /�ÿ�÷ øý� ü� ÷�ÿ�ùûöüý � úø÷ ù��ÿü.
�üý� ö� ��÷ �üýý��÷ �ùÿ ú�÷ ��� �ÿû÷ � öú ÷ ��÷û ù��ÿ� �ø� 	� ���ýü� �ý� �ûùöû �O  øý� � �ÿöü��
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�ÿøöû �øö �ûùöû �ÿ�÷�ýû �ùý÷ ú�÷ �üýý��÷ õ

�ù ��ÿýö�ÿ� �ûø�� �ø� ýüø÷ �ÿ�÷�ýûüý÷ 	üý	�ÿý� øý � �ø �� �üýý��÷ �ø� ýüø÷ ýü� .
� �ÿüý÷ J3
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�ý � 	úù÷÷�÷ � � üý � � ü��ý �û � ùø�ùö÷ õ �ù �þøÿ� > õ<� � üýûÿ� ú�÷ �ÿ�� ö�ÿ÷ ÿ�÷øúûùû÷ �ø�
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ý��÷ J3
õ

��÷ �ÿ�� ö�ÿ÷ ÿ�÷øúûùû÷ � �ûû�ýû �ý ù�ùýû ú ��� ö÷û�ý	� � �øý� 	üÿÿ�úùûöüý �ýûÿ� ú�÷ ��ø�
� ö� �ý÷öüý÷ d1

�û d2
÷�ú�	ûöüýý��÷ �ùÿ ú �ùúþüÿöû�� � � �ø÷ûö�ùýû �ùÿ ú � �� � úù ÷ø��ÿ�÷÷öüý

�� úù � ö� �ý÷öüý d2
� üøÿ � �ý�ÿ øý� ��ø� ö�� � �ûø�� õ �ù �þøÿ� þ õ�� �ÿ�÷�ýû� ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷
ü�û�ýø÷ úüÿ÷ �� 	�ûû� ��ø� ö�� � �ûø�� õ�øÿ úù �ÿ�� ö�ÿ� �ÿü� �	ûöüý �� úù �þøÿ� þ õ�� � üý ü� ÷�ÿ�� øý� ÷�	üý�� 	üÿÿ�úùûöüý �ýûÿ�
ú�÷ ��ø� � ö� �ý÷öüý÷ d0

�û d1
� ùöý÷ö �ø� úù �ÿ�÷�ý	� � �øý ü�� �û �ÿøöû� � üøÿ d0 = 56

�û d1 = 24
õ �ý ÿ�� ùÿ�ø� �üý	  	� ýö��ùø �ø� � � ùúþÿ� ú �øûöúö÷ùûöüý �� ú ���� üû��÷�

� �öý��� �ý�ùý	� ��÷ � ö� �ý÷öüý÷ ÷øÿ úù�ø�úú� �÷û �ù÷�� ýüûÿ� � �û�ü�� �� 	úø÷û�ÿöýþ � úù
� �û�ü�� �� � ö÷øùúö÷ùûöüý þÿù�� ö�ø� ��÷ ÿ�÷øúûùû÷ �ø� ýüø÷ ù�üý÷ �ÿü� ü÷�� � �ÿ� �û ��
� �ûûÿ� �ý ù�ùýû ú ��� ö÷û�ý	� �� û�úú�÷ 	üÿÿ�úùûöüý÷ �ýûÿ� � ö� �ý÷öüý÷ � ùöý÷ö �ø� úù �ÿ�÷�ý	�
�� �ÿøöû �ùý÷ ú�÷ �üýý��÷ õ�øÿ úù ÷�	üý�� �ÿü� �	ûöüý �� úù �þøÿ� þ õ�� � üý ü� ÷�ÿ�� øý� ùøþ� �ýûùûöüý ��÷ �ùú�øÿ÷
��÷ ü�� �û÷ ÷øÿ úù � ö� �ý÷öüý d3
úüÿ÷�ø� ú�÷ �ùú�øÿ÷ ÷øÿ úù � ö� �ý÷öüý d1
÷üýû ÷ø� �ÿö�øÿ�÷ 

ÿ� õ �ý ü� ÷�ÿ�� �þùú�� �ýû úù 	ü��ÿ�ý	� ��÷ ��ø� þÿüø� �÷ 	ö� ú�÷ �ùÿ ���� � �øö ÿ�,�û�ýû
��ø� ���ýü� �ý�÷ � ö� �ÿ�ýû÷ õ �ý � �øû �ý�ý ÿ�� ùÿ�ø�ÿ ÷øÿ 	�ûû� �ÿü� �	ûöüý úù �ÿ�÷�ý	�
�� �ù�ùýûùþ� � �ü�� �û÷ 	úù÷÷�÷ Ú ������ úüÿ÷�ø� ú�øÿ÷ �ùú�øÿ÷ ÷øÿ d1

÷üýû ÷ø� �ÿö�øÿ�÷  ÿ� �
ùúüÿ÷ �ø �ùø 	üýûÿùöÿ� � ú ��ý÷��� ú� ��÷ ü�� �û÷ 	úù÷÷�÷ Ô �	 ÷üýû ���ýö÷ �ùÿ �� � úø÷ �ùö� ú�÷
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õ



� ��� ��� ������� ÿ��

�ùú�øÿ÷ ÷øÿ d1
ùöý÷ö �ø� ÷øÿ d3
õ

� öýùú�� �ýû � üý � �øû �üý	 ÿ�� ùÿ�ø�ÿ �ø� ���� �û ÷ù � �û�ü�� �� � ö÷øùúö÷ùûöüý þÿù�
�� ö�ø� ��÷ ÿ�÷øúûùû÷ � �ÿ� �ûû�ýû �� � �ûûÿ� �ý ù�ùýû � ö� �ÿ�ýû÷ û�� �÷ � �öý �üÿ� ùûöüý÷ �ùý÷
ú�÷ �üýý��÷ õ �üøû � �ù� üÿ� � úù �ÿ�÷�ý	� �� 	üÿÿ�úùûöüý÷ �ýûÿ� � ö� �ý÷öüý÷ üø � �ü�� �û÷ �ÿøö�
û�÷ �÷û �ù	öú�� �ýû ü� ÷�ÿ�ù� ú� ÷øÿ ��÷ �ÿü� �	ûöüý÷  ��ø� � ö� �ý÷öüý÷ õ 	ý÷øöû� � � ö�ý �ø�
ý �øûöúö÷ùýû ùø	øý� öý �üÿ� ùûöüý �� 	úù÷÷� � ���� � �øû ��� ö� �ÿ 	�ÿûùöý�÷ öý �üÿ� ùûöüý÷ ÷øÿ
	�÷ 	úù÷÷�÷ õ 	ý�ý � úüÿ÷�ø� � ö� �ÿ�ýû÷ ÷üø÷�	üý	��û÷ ýüý úö�÷ ùø� 	úù÷÷�÷ ÷üýû �ÿ�÷�ýû÷ �ùý÷
ú�÷ �üýý��÷ � ùúüÿ÷ ú�øÿ ��û�	ûöüý �ùÿ ���� �ø÷ûö�� ÷üø��ýû úù û�ýø� � ��ûø��÷ ÷��ùÿ��÷
÷øÿ 	�÷ � ö� �ÿ�ýû÷ ÷üø÷��ý÷��� ú�÷ � �ü�� �û÷ ��û�	û�÷ õ

�
�� �� 	 ������ ��	 
����������

� ùý÷ ú� 	ù�ÿ� �ø 	�ùúú�ýþ� ��	� ûÿùöûùýû �� úù 	úù÷÷ö�	ùûöüý �� �ü 	ø� �ýû÷ �� � 
�ùÿûöÿ �� ú�øÿ ÷ûÿø	ûøÿ� øýö�ø�� �ýû � ýüø÷ ù�üý÷ �þùú�� �ýû � �ý� � úø÷ö�øÿ÷ ��� �ÿö� �ýûù�
ûöüý÷ õ � üø÷ ù�üý÷ ùöý÷ö �ø 	üý �ÿüýû�ÿ ýüûÿ� � �û�ü��  ��÷ � �ø� �� �üýý��÷ 	üýû�ýùýû ��
ýü��ÿ�ø� ü�� �û÷ ���ýö÷ �ùÿ �� ýü��ÿ�ø÷�÷ � ö� �ý÷öüý÷ � ýüø÷ � �ÿ� �ûûùýû ùöý÷ö � �ü� ÷�ÿ�
��ÿ ú� 	ü�� üÿû�� �ýû �� ýüûÿ� � �û�ü��  þÿùý�� �	��úú� õ ��÷ � �û�ü��÷ � ö÷�÷ �ý �ø�ÿ�
�ùý÷ 	� 	ù�ÿ� ÷üýû �ÿ�÷�ýû��÷ �ùý÷ úù ÷�	ûöüý � õ� õ

� üø÷ �ÿ�÷�ýûüý÷ ûüøû � �ù� üÿ� ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ ü�û�ýø÷ �ùÿ øý� � �û�ü�� �� 	úù÷÷ö�	ù�
ûöüý ÷ø� �ÿ� ö÷�� �ù÷�� ÷øÿ úù ûÿùý÷�üÿ� ùûöüý ��÷ �ü 	ø� �ýû÷ �� � ÷üø÷ �üÿ� � � �ùûûÿö�øû÷�
�ùú�øÿ÷ � �û ÷øÿ ú ��ý÷��� ú� ��÷ � �ø� �� �üýý��÷ �ÿü� ü÷�÷ � �	 �� Ù� 	üÿÿ�÷� üý�  øý � �ø ��
�üýý��÷ ÿ��ú � �ùÿûö	ú�÷ ÷	ö�ýûö��ø�÷ üÿþùýö÷�÷ ÷�úüý � ö� �ÿ�ýû÷ �üÿ� ùû÷ � 
 Ù�ÒÙ�Ù� 	üÿÿ�÷�
� üý�  øý � �ø �� �üýý��÷ 	ÿ��  �ùÿûöÿ �� �ù÷�÷ �� �üýý��÷ ÿ��úú�÷ 	üý	�ÿýùýû ú�÷ ��÷	ÿö��
ûöüý÷ �� ýü��ÿ�ø� � ú� ÷ � ÿ��ùÿûö÷ �ý ÿÿ þÿüø� �÷ ��� �ý�ùýû �� úù ÷ûÿø	ûøÿ� øûöúö÷�� � üøÿ
�ÿ�÷�ýû�ÿ 	�÷ � ú� ÷ � ú�÷ � �ø� �� �üýý��÷ 
 Ù�ÒÙ�Ù�� 
 Ù�ÒÙ�Ù� �û 
 Ù�ÒÙ�Ù� 	üÿÿ�÷� üý��ýû
 ��÷ ��ÿ÷öüý÷ �� � úø÷ �ý � úø÷ �ÿøöû��÷ �ø � �ø �� �üýý��÷ 
 Ù�ÒÙ�Ù� õ �� ûù� ú�ùø þ õ�
� üýûÿ� ú� ýü��ÿ� � �ü�� �û÷ øûöúö÷�÷ �ý ù��ÿ�ýûö÷÷ùþ� �û �ý û�÷û � üøÿ 	�ù	øý �� 	�÷ � �ø�
�� �üýý��÷ õ

� �ø �� �üýý��÷ ýü��ÿ� � �ü�� �û÷ � �ù��ÿ�ýûö÷÷ùþ� ýü��ÿ� � �ü�� �û÷ û�÷û
öý���÷ ���þ ����

� ��� �÷�� ���� �� ÿ�
� ��� �÷� ÿ ���� �� ÿ�
� ��� �÷�� ���� �� ÿ�
� ��� �÷�� ���� �� ÿ�

��� e þ õ� � � ü��ÿ� � �ü�� �û÷ ��÷ � �ø� �� �üýý��÷ �� �ü 	ø� �ýû÷ �� � õ

� üø÷ �ÿ�÷�ýûüý÷ �ý÷øöû� ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ ü�û�ýø÷ �ý 	úø÷û�ÿöýþ �ùÿ ú �ù�ù�ûùûöüý �� ����
ùø 	ù÷ ��÷ �üýý��÷ �� � � ùöý÷ö �ø� ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ ü�û�ýø÷ �ý 	úù÷÷ö�	ùûöüý ÷ø� �ÿ� ö÷�� �ùÿ
ú �ù�ù�ûùûöüý �� ���� ùø 	ù÷ ��÷ �üýý��÷ ��� �ùý÷ ú� 	ù�ÿ� ÷ø� �ÿ� ö÷� õ 	ý �ùÿûö	øúö�ÿ �
ýüø÷ � üýûÿüý÷ ú ��� 	ù	öû� �� 	�÷ � �û�ü��÷ �ùý÷ ú �ü�� �	ûö� �� �ÿ�÷�ýû�ÿ ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷
ü�û�ýø÷ �ùý÷ øý �üÿ� ùû 	ü��ÿ���ý÷ö� ú� �ùÿ ú �øûöúö÷ùû�øÿ õ



ÿ�� ��� ���� �� �� ���� �

	ý 	úù÷÷ö�	ùûöüý ÷ø� �ÿ� ö÷�� � øý �ý÷��� ú� �� �üýý��÷ �ûö�ø�û��÷ ÷�ÿ�ùýû � ��ý÷��� ú�
� �ù��ÿ�ýûö÷÷ùþ� �÷û � �ù� üÿ� �üøÿýö � üøÿ úù 	üý÷ûÿø	ûöüý �ø � ü��ú� � �øö÷ ��÷ �üýý��÷
ýüý �ûö�ø�û��÷ ÷�ÿ�ùýû � ��ý÷��� ú� �� û�÷û ÷üýû �üøÿýö�÷ � üøÿ ��ùúø�ÿ ú� � ü��ú� õ ��÷
� ö� �ÿ�ýû�÷ � �÷øÿ�÷ øûöúö÷��÷ � üøÿ ��ùúø�ÿ ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ ÷üýû ùúüÿ÷ ú�÷ 
 ����Ù���� �� �û

 ����Ù���� ��� �ÿ�÷�ýû��÷ �ùý÷ �� �ýü��ÿ �û ùú õ� ����� � �øö �üö��ýû �ûÿ� � ù� ö� ö÷��÷ � üøÿ
ü�ûö� ö÷�ÿ ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ õ

	ý 	úù÷÷ö�	ùûöüý ýüý ÷ø� �ÿ� ö÷�� � ÷�øú�÷ ��÷ �üýý��÷ ÷ùý÷ �ûö�ø�ûû� ÷üýû �üøÿýö�÷ õ ��÷
	úø÷û�ÿ÷ 	ö� ú�÷ �ûùýû 	üýýø÷ � ��÷ � �÷øÿ�÷ �� úù �øùúöû� �� û�ÿý� �ø 	úø÷û�ÿöýþ �ÿü� ü÷� ÷üýû
ùúüÿ÷ øûöúö÷��÷ � üøÿ ��ùúø�ÿ ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ õ ��÷ � �÷øÿ�÷ � �ÿ�÷�ýû��÷ �ùý÷ �� �ýü��ÿ �û ùú õ�
����� � ÷üýû úù 
 ���� � ����	� úù 
 ���� � ����	� úù 
 ���� �	 ���� ��� úù 
 ���� �	 ���� �� �û
ú ��	
 ��
 ����	 
 � ���� ��õ ��÷ ��ø� �ÿ�� ö�ÿ�÷ � �÷øÿ�÷ ùöý÷ö �ø� úù 	öý�øö�� � �üö��ýû �ûÿ�
� ù� ö� ö÷��÷ � üøÿ ü�ûö� ö÷�ÿ úù 	üÿÿ�÷� üý�ùý	� �ýûÿ� ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ �ÿü�øöû÷ �ùÿ ú� 	úø÷û��
ÿöýþ �û ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ ùûû�ý�ø÷ õ � ú �öý��ÿ÷� � ú�÷ � �÷øÿ�÷ � ��ýûÿü� ö� �üö��ýû �ûÿ� � öý ö� ö÷��÷
� üøÿ ü�ûö� ö÷�ÿ ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ ü�û�ýø÷ õ

�üøû � �ù� üÿ� � ú� ûù� ú�ùø þ õ� �ÿ�÷�ýû� ú� ýü��ÿ� �� ýüø��ùø� ùûûÿö�øû÷ þ�ý�ÿ�÷ úüÿ÷
�� úù ûÿùý÷�üÿ� ùûöüý û�úú� �ø� ��	ÿöû� �ùý÷ úù ÷�	ûöüý � õ�� ��÷ ùÿ�ÿ�÷ ��� �ý ùûûÿö�øû÷�
�ùú�øÿ÷ � üøÿ 	�ù�ø� � �ø �� �üýý��÷ õ � üø÷ � üø�üý÷ ��÷ úüÿ÷ ü� ÷�ÿ��ÿ �ø� �� ûÿ�÷ þÿùý��÷
�øùýûöû�÷ �� ýüø��ùø� ùûûÿö�øû÷ ÷üýû þ�ý�ÿ��÷ �ùÿ 	�ûû� � �û�ü�� õ 	ý �ùÿûö	øúö�ÿ � ú�
ýü��ÿ� � �ùûûÿö�øû÷ ÿ��ÿ�÷�ýûùýû ú ��ý÷��� ú� ��÷ 	��� öý÷ �ùý÷ ú�÷ ùÿ�ÿ�÷ �÷û ûÿ�÷ ö�� üÿ�
ûùýû õ

ýü��ÿ� ýü��ÿ� �� ýü��ÿ� �� ýü��ÿ� �� ýü��ÿ�
� �ø �� �üýý��÷ �� ÿ�úùûöüý÷ ÿ�úùûöüý÷ � ü÷öûöüý÷ �� ûüûùú
úù� �ú÷ � �ÿ��� ú÷ �ÿ�ÿ�÷ ��÷ ý�ø�÷ 	��� öý÷
öý�� �÷ ÿ�� ÿ��� ��þ ��þ� ��þ� � ÿ��

� ����÷�� ÿ�þ � ÿþ� � ÿ� ��þ� ��� ����
� ����÷� ÿ ÿ�þ ��þþ �� ÿþ � ÿ�� ÿ�þþ� �����
� ����÷�� ÿ�� ���� þ��� � ÿ�� ����� � ÿ� ÿ�
� ����÷�� ÿ�� ÿ���� ���þ ���þ �þ�þ� �����

��� e þ õ� � �ü��ÿ� � �ùûûÿö�øû÷ þ�ý�ÿ�÷ � üøÿ 	�ù�ø� � �ø �� �üýý��÷ ��� õ

� üø÷ ù�üý÷ ���	øû� ú �ùúþüÿöû�� � �� ��øöýúùý � ����� � üü÷û� ÿ� �üö÷ ÷øÿ 	�÷ � �ø� ��
�üýý��÷ õ ��� �ý�ùýû � 	ü�� � ú� ýü��ÿ� � �ùûûÿö�øû÷ ÷ ��÷û ÿ���ú� ûÿü� ö�� üÿûùýû � üøÿ ��
�ùý÷ ú� 	ù÷ ��÷ � �ø� �� �üýý��÷ 
 Ù�ÒÙ�Ù� �û 
 Ù�ÒÙ�Ù� � ýüø÷ ù�üý÷ ��	úø ú�÷ ùûûÿö�øû÷
ÿ��ÿ�÷�ýûùýû ú�÷ 	��� öý÷ �ùý÷ ú�÷ ùÿ�ÿ�÷ � üøÿ 	�÷ � �ø� �� �üýý��÷ õ ��÷ ûùø� � ��ÿÿ�øÿ
ü�û�ýø÷ �ý ���	øûùýû � ö� �ùúö�ùûöüý÷ 	ÿüö÷��÷ ÷øÿ ú ��ý÷��� ú� ��÷ � �ø� �� �üýý��÷ ÷üýû
�ÿ�÷�ýû�÷ �ùý÷ ú� ûù� ú�ùø þ õ� �øö � üýûÿ� �ø� 	�ûû� � �û�ü�� ü�ûö�ýû ��÷ ûùø� � ��ÿÿ�øÿ ûüøû
 �ùöû ÿùö÷üýýù� ú�÷ � � üûö�ùýû �ùÿ ú � �� � ú �öýû�ÿ�û � �øûöúö÷�ÿ �� û�úú�÷ ûÿùý÷�üÿ� ùûöüý÷
� �ùÿ�ÿ�÷ �� � �ý ùûûÿö�øû÷��ùú�øÿ÷ õ

�� ûù� ú�ùø þ õ� ÿ�� üÿû� �ý÷øöû� ú�÷ 
 ����Ù���� �� �û 
 ����Ù���� �� 	ùú	øú�÷ ÷øÿ ú�÷ � �ø�
�� û�÷û �üøÿýö÷ úüÿ÷ �ø 	�ùúú�ýþ� õ ��÷ ÿ�÷øúûùû÷ � üýûÿ�ýû �üý	 úù ÿü�ø÷û�÷÷� �� ýüûÿ�
� �û�ü�� �ý �ÿ�÷�ý	� �� �ÿøöû �ùý÷ ú�÷ �üýý��÷ � �øö÷�ø� ú�÷ ûùø� � ��ÿÿ�øÿ ÿ�÷û�ýû ÷ûù� ú�÷
� üøÿ ú ��ý÷��� ú� ��÷ � �ø� �� �üýý��÷ 
 Ù�ÒÙ� õ ��÷ ÿ�÷øúûùû÷ ÷üýû ú�÷ � �öúú�øÿ÷ ü�û�ýø÷



� ��� ��� ������� ÿ�þ

� �ø �� �üýý��÷ ûùø� � ��ÿÿ�øÿ
öý�� �÷ ÿ õÿ×

� ����÷�� � õ�×
� ����÷� ÿ � õ�×
� ����÷�� � õ�×
� ����÷�� � õ�×

��� e þ õ� � �ùø� � ��ÿÿ�øÿ �� �� � üü÷û� ÷øÿ ú�÷ � �ø� �� �üýý��÷ �� � ûÿùý÷�üÿ� �÷ �ý
ùûûÿö�øû÷��ùú�øÿ÷ õ

úüÿ÷ �ø 	�ùúú�ýþ� � ÿ�øýö÷÷ùýû ý�ø � �ùÿûö	ö�ùýû÷ � üøÿ 	�ûû� û�	�� õ

� �ø �� �üýý��÷ � ö	ÿü�ÿù�� �ú � ù	ÿü�ÿù�� �ú
öý���÷ � õ�� ÿ � õ���

� ��� �÷�� � õ��� � õ���
� ��� �÷� ÿ � õ��� � õ���
� ��� �÷�� � õ��� � õ���
� ��� �÷�� � õ��þ � õ���

��� e þ õ� � � ö	ÿü�ÿù�� �ú �û � ù	ÿü�ÿù�� �ú �� �� � üü÷û� ÷øÿ ú�÷ � �ø� �� û�÷û÷ �� � ûÿùý÷�
�üÿ� �÷ �ý ùûûÿö�øû÷��ùú�øÿ÷ õ

	ý 	� �øö 	üý	�ÿý� úù � �û�ü�� �� 	úø÷û�ÿöýþ �ø� ýüø÷ ù�üý÷ ù�ù�û�� � üøÿ �ùöÿ�
�ù	� ùø 	ù÷ ��÷ �üýý��÷ ��� � �ÿ�÷�ýû�� �ùý÷ úù ÷�	ûöüý � õ� � ýüø÷ ù�üý÷ ü� ÷�ÿ�� �ø� �
� üøÿ ú� � �ø �� �üýý��÷ 
 Ù�ÒÙ�Ù� �ùÿ ����� ú� � úù � �û�ü�� ù 	üÿÿ�	û�� �ýû ö��ýûö�� ú�÷
	úù÷÷�÷ ýø� �ÿüû��÷ �� ÿ  � � �úú� ù � �úùýþ� ú�÷ 	úù÷÷�÷ þ �û � � �û ú�÷ 	úù÷÷�÷ ÿ�÷ûùýû�÷ üýû
�þùú�� �ýû �û� � �úùýþ��÷ õ ��÷ � ö� �ÿ�ýû�÷ � �÷øÿ�÷ 	ùú	øú��÷ úüÿ÷ �ø 	�ùúú�ýþ� üýû ùúüÿ÷
� �ý�  øý� 
 ���� � ����	 �� � õþ� � øý� 
 ���� � ����	 �� � õþ� � øý� 
 ���� �	 ���� �� �� � õÿ� �
øý� 
 ���� �	 ���� �� �� � õ� ÿ � �û øý� �	
 ��
 ����	 
 � �� �� �� �� ÿ õ�þ ÷øÿ ú�÷ �üýý��÷ �� û�÷û õ
��÷ ÿ�÷øúûùû÷ �ùö÷ùö�ýû �þùú�� �ýû �ùÿûö� ��÷ � �öúú�øÿ÷ � 	úù÷÷ùýû úù � �û�ü�� ��ø� ö�� � ÷øÿ
÷ö� �ùÿûö	ö�ùýû÷ � üøÿ 	�ûû� û�	�� õ

�ùÿ ùöúú�øÿ÷ � úù � ö�ÿùÿ	� ö� �üÿ� �� � �ÿ�÷�ýû�� �ùÿ úù �þøÿ� þ õ� ÿ � � �û �ý ù�ùýû úù 	ù�
�ù	öû� �� ýüûÿ� � �û�ü��  �üøÿýöÿ øý ÿ�÷øúûùû öýû�ÿ�ÿ�ûù� ú� õ R4 � R6 � R7 �û R10 	üÿÿ�÷�
� üý��ýû  ��÷ ÿ�þú�÷ ���ýö�÷ ÷øÿ ÿ� ùûûÿö�øû÷ �
�

R4 �÷û ���ýö� ÷øÿ ��÷ ùûûÿö�øû÷ ÿ��ÿ�÷�ýûùýû ú�÷ ÿ�úùûöüý÷ �ÿ�ÿ�÷ �ùý÷ ú�÷ ùÿ�ÿ�÷ �
�

R6 �÷û ���ýö� ÷øÿ ��÷ ùûûÿö�øû÷ ÿ��ÿ�÷�ýûùýû ú�÷ úù� �ú÷ ��÷ ùÿ�ÿ�÷ �
�

R7 �û R10 	üý	�ÿý�ýû ú� ýü��ÿ� �� � ú÷ ù÷÷ü 	ö�÷  � ö� �ÿ�ýû�÷ � ü÷öûöüý÷ �� ý�ø�÷
�ùý÷ ú�÷ ùÿ�ÿ�÷ õ

	ý�ý R11 	üÿÿ�÷� üý�  û�÷û�ÿ ÷ö ú� ýü��ÿ� �� 	��� öý÷ �	 ������ � �ùý÷ ú�÷ ùÿ�ÿ�÷ �÷û
öý ��ÿö�øÿ üø �þùú  ÿ � �û ÷ �öú ý �� ù ùø	øý 	��� öý �	 ������ ��� � õ

� �ù�ù�ûùûöüý �� ýüûÿ� � �û�ü��  ú �ù��ÿ�ýûö÷÷ùþ� ÷ø� �ÿ� ö÷� ù �þùú�� �ýû � �ý�  ��÷
ÿ�÷øúûùû÷ ûÿ�÷ öýû�ÿ�÷÷ùýû÷ õ � �ùÿ�ÿ� �� ��	ö÷öüý ü�û�ýø �ùý÷ 	� 	ù÷ �÷û �ÿ�÷�ýû� �ùÿ úù
�þøÿ� þ õ�� õ �üø÷ ü� ÷�ÿ�üý÷ ùúüÿ÷ �ø� ú� ÿ�÷øúûùû �ÿü�øöû �÷û ûüøû  �ùöû 	ü��ÿ���ý÷ö� ú� õ



ÿ�� ��� ���� �� �� ���� �

Tag(title) = 0 � Tag(BD) ≤ 2

Parent(AW − BC) = 1

R4

� �

Tag(BQ) = 1

Next − sibling(CU − CV ) = 1

� �

R10

R6

�
R11

�� �

��

Tag(title) = 1

�
R7

	 


bcd e þ õ� ÿ � � ÿ�ÿ� �� ��	ö÷öüý ü�û�ýø �ùÿ ú� 	úø÷û�ÿöýþ �ø � �ø �� �üýý��÷ � ����÷�� õ



� ��� ��� ������� ÿ��

Tag(movie) = 1

�
Tag(CL) = 1

S2 > S3

� �

Tag(BG) = 1

S4 > S5

� �

Tag(AJ) = 1

Tag(BA) = 0

	 


Parent(AT − AQ) = 0

�
Nb(0.0.0) = 0

��
P6 > P11

� ��

bcd e þ õ�� � � ÿ�ÿ� �� ��	ö÷öüý ü�û�ýø �ý 	úù÷÷ö�	ùûöüý ÷ø� �ÿ� ö÷�� ÷øÿ ú� � �ø �� �üýý��÷
� ����÷�� õ



ÿ�� ��� ���� �� �� ���� �

�
S2 � S3 � S4 �û S5 ÿ��ÿ�÷�ýû�ýû ��÷ û�÷û÷ �ÿü�ù� öúö÷û�÷ ÷øÿ ��÷ � ü��ú�÷ �ù÷�÷ ÷øÿ
ú�÷ ÿ�úùûöüý÷ �ÿ�ÿ�÷ ��÷ ùÿ�ÿ�÷ � 	üý	�ÿýùýû ÿ�÷� �	ûö��� �ýû ú�÷ 	úù÷÷�÷ � � � � � �û � �
�

P6 �û P11 ÿ��ÿ�÷�ýû�ýû ��÷ û�÷û÷ �ÿü�ù� öúö÷û�÷ ÷øÿ ��÷ � ü��ú�÷ �ù÷�÷ ÷øÿ ú�÷ 	���
� öý÷ �ùý÷ ú�÷ ùÿ�ÿ�÷ � 	üý	�ÿýùýû ú�÷ 	úù÷÷�÷ � �û ÿÿ �
� �û Nb(0.0.0) öý� ö�ø� ú� ýü��ÿ� �� � ú÷ �ø �ÿ�� ö�ÿ � �ûöû�� ú÷ �� úù ÿù	öý� �� ú �ùÿ�ÿ� õ
� öý÷ö � �ùÿ ����� ú� � ú �ù��ùÿû�ýùý	�  úù 	úù÷÷� ÿ ý� ��� �ý� �ø� �� úù �ÿ�÷�ý	� �ø
úù� �ú ýü�� � 
 ����õ 	 û �� úù ��� � �ù�üý � ú �ù��ùÿû�ýùý	�  úù 	úù÷÷� � ý� ��� �ý� �ø� ��
ú �ù� ÷�ý	� ��÷ úù� �ú÷ 
 ����� Õ� � Ô � � �� � �û �� úù �ÿ�÷�ý	� � �øý� ÿ�úùûöüý � �ÿ��� ú÷ �ýûÿ�
ú�÷ úù� �ú÷ �� �û �� õ

�� ûùø� � ��ÿÿ�øÿ � �øý û�ú ùÿ�ÿ� �� ��	ö÷öüý �ý �ùúö�ùûöüý 	ÿüö÷�� ÷øÿ ú ��ý÷��� ú� � �ù��
�ÿ�ýûö÷÷ùþ� �ø 	�ùúú�ýþ� �÷û �� �× � 	� �øö 	üÿÿ�÷� üý�  ûÿ�÷ � �ø � ��ÿÿ�øÿ÷ �� 	úù÷÷ö� �
	ùûöüý  ú ���	��ûöüý �� � úø÷ö�øÿ÷ � �úùýþ�÷ �ýûÿ� ú�÷ 	úù÷÷�÷ � �û ÿÿ õ �øÿ ú�÷ �üýý��÷ ��
û�÷û �ø 	�ùúú�ýþ� � ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ �� 	�ûû� � �û�ü�� ÷üýû ùø÷÷ö ûüøû  �ùöû öýû�ÿ�÷÷ùýû÷ � ù��	
øý 
 ����Ù���� �� �� � õ��� �û øý 
 ����Ù���� �� �� � õ��� � � �ýùýû  	úù÷÷�ÿ úù � �û�ü��
	öý�øö�� � ÷øÿ ý�ø � �ùÿûö	ö�ùýû÷ � � ùö÷ 	�úú��	ö ÷� � ö÷ûöýþøùýû ��÷ ùøûÿ�÷ �ùÿ ÷ù 	ù�ù	öû�
 �ÿ�÷�ýû�ÿ øý ÿ�÷øúûùû öýû�ÿ�ÿ�ûù� ú�  ú �øûöúö÷ùû�øÿ õ

� �� �	
��

� ùý÷ úù �ÿ�� ö�ÿ� �ùÿûö� �� 	�÷ ��� �ÿö� �ýûùûöüý÷ ÷øÿ ��÷ �üýý��÷ ùÿûö�	ö�úú�÷ � ýüø÷
ù�üý÷ �ø ü� ÷�ÿ��ÿ ú� � üý 	ü�� üÿû�� �ýû ��÷ � �û�ü��÷ �� ÷ø� ÷�ù	� 	úø÷û�ÿöýþ �ø� ýüø÷
ù�üý÷ �ÿü� ü÷��÷ � ����� �ûùýû ûüøû  �ùöû �� 	ù	� �ùý÷ 	�ÿûùöý÷ 	ù÷ � �ù�� úö	ùûöüý �ùÿ�
ûö	øúö�ÿ÷ üØ ú ���� üû��÷� �� ÷��ùÿù� öúöû� ��÷ 	úø÷û�ÿ÷ ÷øÿ ùø � üöý÷ øý� � ö� �ý÷öüý ��
��÷	ÿö�ûöüý �÷û ÿ�÷� �	û�� � ùúüÿ÷ �ø� ���� �÷û 	ù�ù� ú� � �ö��ýûö��ÿ ú�÷ 	úø÷û�ÿ÷ �ÿ�÷�ýû÷
�ùý÷ ú�÷ �üýý��÷ ��� � �øùý� 	�ûû� ��� üû��÷� ý ��÷û �ù÷ ��ÿö��� � � ùö÷ ý�	�÷÷öû� � üøÿ
	�úù øý û��� ÷ � ����	øûöüý � úø÷ ö�� üÿûùýû õ
� ùý÷ úù ÷�	üý�� �ùÿûö� �� 	�÷ ��� �ÿö� �ýûùûöüý÷ � üÿûùýû ÷øÿ � ö� �ÿ�ýû÷ û�� �÷ �� �üý �
ý��÷ ÿ��úú�÷ � ýüø÷ ù�üý÷ �ø ü� ÷�ÿ��ÿ úù � �ÿûöý�ý	� ��÷ ÿ�÷øúûùû÷ �üøÿýö÷ �ùÿ ���� � ùöý÷ö
�ø� ú �öýû�ÿ�û �� úù � �û�ü�� �� � ö÷øùúö÷ùûöüý þÿù�� ö�ø� ��÷ ÿ�÷øúûùû÷ �ø� ýüø÷ ù�üý÷
�ÿü� ü÷�� õ � üø÷ ù�üý÷ �þùú�� �ýû �ø 	üý÷ûùû�ÿ ÷ù 	ù�ù	öû�  �ùöÿ� �ù	�  �� úùÿþ�÷ �ù÷�÷
�� �üýý��÷ �ÿøöû��÷ �û  �üøÿýöÿ �ý ÷üÿûö� ��÷ ÿ�÷øúûùû÷ �ù	öú�� �ýû öýû�ÿ�ÿ�ûù� ú�÷ �ùÿ
ú �øûöúö÷ùû�øÿ õ

��÷ � üý÷ ÿ�÷øúûùû÷ ý� � �ÿ� �ûû�ýû 	�� �ý�ùýû �ù÷ �� þ�ý�ÿùúö÷�ÿ ú �öýû�ÿ�û �� ���� 
ý �ö�� üÿû� �ø�ú 	ù÷ � �ù�� úö	ùûöüý õ ��÷ ��� �ÿö�ý	�÷ ý� � �ÿ� �ûû�ýû �ù÷ ýüý � úø÷ �� � �ûûÿ�
�ý ù�ùýû ÷ù ÷ø� �ÿöüÿöû� �ù	�  � �ùøûÿ�÷ � �û�ü��÷ �� 	úø÷û�ÿöýþ �� ö÷ûùýû�÷ õ �ù	�  	�ûû�
� ö� 	øúû� �ùý÷ ú ���ùúøùûöüý �� ú �öýû�ÿ�û ��÷ � �û�ü��÷ �� 	úø÷û�ÿöýþ � ýüø÷ 	üý÷ù	ÿüý÷ úù
�ùÿûö� ÷øö�ùýû�  	�ûû� �ÿü� ú�� ùûö�ø� � �û �ÿü� ü÷üý÷ øý� ýüø��úú� � �û�ü�� � ���ùúøù�
ûöüý � úø÷ þúü�ùú� � ü�� �	ûö�� �û �øùýûöûùûö�� �ø� ú�÷ � �û�ü��÷ �� ö÷ûùýû�÷ � �û � üýûÿüý÷
��� �ÿö� �ýûùú�� �ýû ÷üý öýû�ÿ�û õ
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�� 	�ù� öûÿ� ÷� � úù	� �ùý÷ ú� 	ù�ÿ� �� ú ���ùúøùûöüý ��÷ ÿ�÷øúûùû÷ � �ùúþüÿöû�� �÷ ��
	úø÷û�ÿöýþ � �û �� úù 	ü��ùÿùö÷üý �� û�ú÷ ùúþüÿöû�� �÷ õ � ùý÷ úù ÷�	ûöüý � õ� � ýüø÷ ù�üý÷
�ÿ�÷�ýû� ú�÷ � ö��ÿ�ýû�÷ û�	�ýö�ø�÷ �� ö÷ûùýû�÷ � üøÿ ���	ûø�ÿ �� û�úú�÷ ��ùúøùûöüý÷ � �û
ýüø÷ ù�üý÷ � ö÷ �ý ù�ùýû ú�øÿ÷ úö� öûùûöüý÷ õ

�ù 	ÿöûö�ø� �ÿöý	ö�ùú� �ø� ú �üý � �øû �ùöÿ�  	�÷ û�	�ýö�ø�÷ �÷û �ø� ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ ü�û�ýø÷
ý� � �ø��ýû �ûÿ� þ�ý�ÿùúö÷�÷  � ö� �ÿ�ýû÷ 	ù÷ � �ù�� úö	ùûöüý õ 	ý �� �û � �ø� ú ���ùúøùûöüý ÷üöû
���	ûø��  �ùÿûöÿ �� �üýý��÷ ùÿûö�	ö�úú�÷ � üø  �ùÿûöÿ �� �üýý��÷ ÿ��úú�÷ �û  ú �ùö�� � �øý
��� �ÿû � ú�÷ ÿ�÷øúûùû÷ ü�û�ýø÷ ý� � �ø��ýû �ûÿ� þ�ý�ÿùúö÷�÷  � ö� �ÿ�ýû÷ û�� �÷ �� �üýý��÷
ÿ��úú�÷ õ � � � úø÷ � �ùý÷ ú� 	ù÷ �� �üýý��÷ ÿ��úú�÷ � ÷ �öú �÷û � ü÷÷ö� ú� � üøÿ øý ��� �ÿû � �öý� ö�
�ø�ÿ ÷ö øý ÿ�÷øúûùû �üýý� ù �ø ÷�ý÷ � öú �÷û � �ùø	üø� � úø÷ �ÿü� ú�� ùûö�ø� �� �ÿ�	ö÷�ÿ ÷ö
øý ÿ�÷øúûùû �÷û � �öúú�øÿ �ø �øý ùøûÿ� � 	� �øö ��� �	�� úù 	ü��ùÿùö÷üý �ýûÿ� � ö� �ÿ�ýû�÷
� �û�ü��÷ �� 	úø÷û�ÿöýþ õ 	ý�ý � ùø	øý 	ÿöû�ÿ� �� úù �øùúöû� öýû�ÿý� � �øý 	úø÷û�ÿöýþ ý� � �øû
�ûÿ� 	üý÷ö��ÿ� 	ü�� � � �ÿûöý�ýû �ùý÷ ý �ö�� üÿû� �ø�ú 	ù÷ � �ù�� úö	ùûöüý 	ùÿ ú�÷ �ÿü�ÿö�û�÷
��÷ �üýý��÷ �û ú�÷ 	ÿöû�ÿ�÷ � �öýû�ÿ�û �ø 	úø÷û�ÿöýþ � �ø��ýû �ùÿö�ÿ � �øý� ù�� úö	ùûöüý 
ú �ùøûÿ� õ

� üø÷ �ÿü� ü÷üý÷ �üý	 �ùý÷ 	� 	�ù� öûÿ� øý� ýüø��úú� � �û�ü�� � ���ùúøùûöüý �û ��
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þ * �� #�" ����� ��� ������� �� #���� %#�� �� *
6��� �(����� � 5�" �� ���� �� ��� ��������� �(�# �� ���� ��� ���(�����  �/��" �� ���

/���� �� ��� �� ����� ��" � �� #������ �� �(���� ' ���� ������� ��� ���& " ���� ��� � 5�������� ����� ��� ��( �� ��� ��� �������  �  � ���� �� � 5������� ����� ��� ��( �� ��� ��� �������
��� #� ��� ��� � !������ ) ��& �� �������  ���� ������� * ��� #����� ) �� �� ������� ' ����
/� ���� # �� (�� ��� ��� #�� ���� �(�# ��#������ �� ) �� �� ������� �� ���& ' #�" " �
���� ��� ���� �3  ����� #� ' ÿ���� * 6��� #����� (�� ��� �� #�� ��� ' ���� #��#����� ��� ���&
� 5������ � ������� ��� ���& " ���� ��� * 6� � ���� �� � ���� ������ " ������ � ��� #�" �����
��� ��������� �
ÿ * 	 � ���� � �� ��"0�� �� ( #�� ��� �� #����� " ������ �
� * ���� ���	 � �� ��"0�� �� ( #�� ��� � �� %#�� (�� ' �� �� � ���� �� �×��� � ���� � �� ����7� � ' ÿ���� � ��� (�� %�� � ��� ��������� ���� � �� %#�� (�" ��� � !������ �
 * � ����� �	 � �� � ����� �	 ���	 �� ��	� ����' ��  �� ��� � ��� " ������ ��� � �� %#�� �(�" ��� " � ������ �� 5��� ����� ��� �� ����"0�� �� ���0�4" ��  ���� ������� �
� * �� � ���		 � � � 5������ � ������� " �7���� *
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' () * � *ÿ � � ���� ����� � � 5�(����� �� �� � 5 ������ � 5�) ����� . �� ) �� �� ������� ��
� 5 �/��" �� �� ���(����� � 5�� ����� ��" � �� #������ �� *
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6��� �!�#���� #�� #�" ���� ���� ' �� *� ��� ���� ' ÿ��� #�" " � ��������� ��� ��( ����� 0 �� ������ #�� ' #�" " �  � � ������#� . �� � ��� �� "  � "�" � 5���� 0��� � ������
� 5������� ����� �� /���� � �� ���� � �� ��0�� �� ��# � �� �2 � 5�� � ��� �0���(�� �����
���� 0��� ��� ��� �� � ��� �� . ����� � (���&  �� ��� ��� �� � ��� '  � " �� #�� ��" ��� ��
�(��� � ��� ���(�����  �/��" �� ���  ����� �� #������ �� ���� �� ��� �� ��� * 3 � ���� '
 � � �����" ��� � 5�(������ � 5���� ��� �� �� � 5���� #���0�� �� #��� ����� ��� ���� 0���
#������ ��� ���� 0  �� ��� ��" �� ���� * 3 ��� �� ���"  �� ��" �� ' # 5��� ���# #�� ����� ��" �
��� ��( �� �� ���� �� � �� ' " � � ���� �� �� �� ' � 5������ ������ #��� ����� �%� � 5�0���(��
� ��� ��������� �� ��� �(����� ��� ���� ��� ������� �� � 5����� ��" � ��� ��( �� �� � �� *

� �� ����� 
� 
 �� 	
	�� 	��
+� ) �� �� ������� � �	 �  ��� �� � 5�� � � �#� �� +���� �� � �� �� ���7 ����-� ��� � ��� '
ÿ���� #��� ��� �� ���#� �� �� �� ÿþ� ( �� ��%� � ��� ÿ ���� 0��� ��" �� ���� * ��� � �7� ��
�� ( �� ' �� ������������ ��� #������ ' ���� �������� ���� �� 0��� *

+������ �� *� ��� ���� ��� ��� #� ) �� �� ������� ' � 5��0�� �� ��# � �� �0���� ��� #���  
�������� ��� �� %���� � *� * �� �0���(� ����� ��� ��� ���� 0��� ����#� ����� ��� �� *� ����
�� ����	 ��	� ��� ' � ����	���� �� � �� ��	 �*

����������� �7 ≤ 3.4

�

����������� �7
> 3.4

� ��(��� �� ≤ 1.64



� ��(��� ��
> 1.64

6��� �� ≤ 720

�

6��� ��
> 720

ÿ

'() * � *� � � �0�� �� ��# � �� ���� � ��� �� *� ��� �� ) �� �� ������� �  �� *

+������ � 5�� �� � �� ���� � ��� �) ����� �� � 5 �/��" �� �� �� ) �� �� ������� ' ����
�0������ � 5��0�� �� ��# � �� �������� ��� �� %���� � * * �� �0���(� ����� ��� �� *� � �� � ������ �� ���� �� � 5��0�� �� ��# � �� �� 5 � � #������ � � 5�� ��� ���� 0��� #���� ��� �����
" ���� �� � #���  �� �� ��/���� . � 5����������#� ��� �0) ��� ��& #������� ������� �� ��"0��
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�� #������� ��� � �� � ��� .  * + 5����� ���� 0�� �� � �� ��� �� ����	 ��	� ��� ' �����" ��� �� � ����� �� *� ��� �� ) �� �� �������  �  � �� *

� ������ �
C1

�

� ������ �
C0

����������� �7 ≤ 3.58

�

����������� �7
> 3.58



� ������ �
C2

ÿ

'() * � * � � �0�� �� ��# � �� ���� � ��� �� *� ' ���4� �) ��� � 5 �/��" �� �� ��� ���� ' ���
�� ) �� �� ������� �  �� *

� � 5�� ������� �� " ���� �� �� ( ���� ��� �� ����� ��� ��� �4���� ���� # ��� ��& #�������� ��������� ���� �� ��#� �� � *þ ' �� � 5�� ���� � ��� �� " � ������ ���) �#� �� �� ���&
� " ��� ��� ����#� ����� #��#���� ��� ���� 0��� � ����	���� �� � �� ��	 �' �� #������ ������
��& ���& ������ ���� 0��� �� � ��� ���� � 5��0�� �� ��# � �� ���� � ��� �� *�  �  � ���" ��� *
+� %���� � *� " ����� #���� ���) �#� �� *

�  ����" ��� ' ���� �0���(��� ���# ��� #�� �&�" ��� ��� #������ �����#� /���� �����
� 5��0�� �� ��# � �� ���� � ��� �� *� ��� �� ) �� �� ������� �  ��  �  � �� ' �� � 5��0�� ��
��# � �� ���� � ��� �� *� ��� �� ) �� �� ������� �  �� ��� #� ��� ��� ��������� �� #������ ��
���� � ��� ���� *

3 � ���� ' ���� � ��(��� ��" ������ ��� � 5���� 0�� �) ���� ��� ����� " ���� �� ��� �� � ����� �� *� �4� �� ��0�� �� �� #������#� �� �� � 5��0�� �� ��# � �� * � ��� ��" " �� ���# �.�� ������#� � 5�� �&�" ��� �2 �� *� � �� � �� � 5 �/��" �� �� ���(����� ��� ��������� ��
#������ �� . �� ���� � (��� ���� � 5��0�� �� ��# � �� �� 5 � #������ � * �� ��"0�� ���# �� 5 �
�� �# �� ��  # ��� ��� ��" ��� ����� ��� � ! ������� ����� #����� ��� ���� ���� � 5����#�
�� ���#� �� �� ��� �0) ��� *

��� �����  ���������� �� � ��� 0 �� �� #� �������� ��� ��� �� ���(�� ���� 0�� #��� � ��
�� *� . ��%� � ��� ����� �� ��# � �� ���� #�" ���&�� * 1� �!�� ' �� � ��� �� ���(�� ���� 0��
�) ���� ��� ���� #������ ��� �� /� � . �!�#���� �� ���� ��� ���� ���� ���� 0��� � "�������" ��� ' ����� ��� �� *� ���� �� � ��� �� � ��� . �� ���� �� � 5��0�� �� 5�� ���� 0�� . ��
/� � ' �� ��� #��� � ��� ���� � � # �� � ��� ��  �� ����(�� � 5��#��$��" ��� �� ����� ��� (����� *
������ � 5� ������ . #� � (��� ��� #�" " � ���� ��� #���0�� �� #���#��� ��� � 5�����������#� � 5�� �0) �� . �� #������ �� " �� 4�� #�" ������� 0 �� . � 5� �� �� �4���� ��%� �� ���
�� "  � "�" � 5���� 0��� � ��� ����� ' �� #�"0 ��� �(�# �� *� ����� ���� . /� � ������� � .
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� 5�0) �#� / �� �� *� �� /���� � �� ���� � �� ��������  ���������0�� *
1��� �� ' ������� � 5�� #��#��� � 5������ �� #���� %#�� �� ��� ���& ��0��� ��� ��� �������

�� ���� ' � 5��0��  �  � �� � �� ���& � 5������ �� ���� ����� ��� � 5��0�� #������ � �(�# � 5� �� ��
���� � �� ���& � 5������ �� �����" ��� ��� * +�� ������� �� � 5��0��  �  � �� #������ ������
. ��� ������ �2 �� ���" ��� �� �� #����� ÿ � ��� ���� # � . �� #����� � ' �� ������ ������� �2
��� ���" ���� �� �� #����� � ��� ��� ���� # �� . �� #�����  * 3 5����� ���� ' ��� ������� ���� # ���
�� ��#��� ��0�� #������ ������ . ��� ������ �2 �� ���" ��� �� �� #����� ÿ � ��� ���� # �
. �� #����� � ' �� ���& ������� �2 ��� ���" ���� �� �� #����� � ��� ��� ����# �� . �� #�����
 * +� " ������ � ���# � �� . � ! ����# �� ��� #������ � ��  * ��# ��"0�� ���# #��%�" ��
�����  ��� � �� ��� ��� ���(���& ���� 0��� �) ������ �� ���0�4" � ���  �/��" �� ��� ��
���� ���� � (��� *

� �� �	
��

+ 5�0) �#� / �� �� ���(���� " ������ � 5�(����� �� � 5����� ��" �� �� #������ �� ��� ����
���� ����� #��� ��� . �(����� �� #���# �� �� #�� ����� ��" �� . /���� � �� � 5 �/��" �� ��
���(���� �� �� �� * ������ ��" ��� ��& " ������� �& ������� � 5�(����� �� ' �� ���� 0�����
��� #���� ��� ��� ��� �����%� �� �� �� ���� �� � 5�� #������ �� ' ����� " ������ ��� " � ��
��0) �#� (� #�� ���� �� ������� ��� �� 5�� �0) �#� / ������� � 5�&���#� �� �� #���� ����#��
�� #������ �� *

� ��� #��� ������ � ��� #��� �� #������ �� #�" " � �� ������ ��" ��� . ��� ����� ��#��
��� ���� ��" " �� #���0��� � 5�(����� * ���� �(��� #��� ����  # �� ��#�� � 5������� �����
��� ��( �� ' " � � ���� � ������ ��� � 5������ ��#��� � ��(��� �����" ��� ���� ��( ������ '
#�" " � #���� ��� �&�" ��� � 5 ���&�� ����" �� ���" ��� ��� 0���� �� ������� �+�6 �%�
� 5� ��� �� ��� ��" ��� �� #�#� �� �������� ��� �� ������ 0���� *

�%� �� (�� %�� � 5 ������ ������� �� ����� " ������ � 5�(����� �� ' ���� ���� ��(���
�� (�� %�� ��� ��� ��������� ��� ���� �0������ �� ���� ��� ��� ������� �� � 5����� ��" �
��� ��( �� �� �� �� " ���� �� �� #�"0 �� ��� � 5����� ��" �� ��� ��( ��� �� ��� ��� ��( ���
�� � ��� * � 5��� � ������ ���� �� #��� ��� �� (��� ���������� ��� ��������� ��� ���� �(���
�0����� �(�# #���� ���(���� " ������ � 5�(����� �� ' ���� �(��� #��� ���� ��� ���& " �������� �� #�"0 �� ��� � 5����� ��" �� ��� ��( ��� �� ��� ��� ��( ��� ���������� ' � �� ���
� !������ ����� ��" �� ��� ��( ��� �
ÿ * �� *� ��� ���� ' ÿ��� ' �� ��� 0��� ��� � 5�� � ��� �� � 5��0��� �� ��# � �� �
� * �� 0 � ���� ��� ���� ' ����� ' �� #�"0 �� ���� ���� #���� %���� 0���� ��� ��� ��0���

�� ��# � �� �
 * 3 + , ���00 ��� ���� ' ÿ���� ' �� ��� 0��� ��� � 5�� � ��� �� �� � ��	���� � 		 	�� ���	� �
� * �� ��� "��� �#������ ���� #������ � � �� �� *' ����� ' �� �� � �� ��� #�"0 �� ����

� 5���� 0��� � ��� ��%� � ��� ����� �� ������� �� ����� ��� ������� *
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� ��� ���������� ���� #� #��� ��� ��� ��������� ��� #�" ���� ���� �� ���� ���� �����
� ��" �� �� #������ �� ��� �� " ���� �� � 5�(����� �� �� #��#��� ��� ���� �(��� ��#� ��
���� �� #��� ��� ���#����� �
� * � ��� ' �� ����� ��" � �� ���4�� ��� ���� � ��� ������ ��� ' ������� �� ������ ��

��"0�� �� #������� ��#���#��� ' �� ���(��� �� ��/����#� �
� * � 5����� ��" � ��" ���� ' �������� ���� �� ��#� ��  *� �
 * +�� �3 �" �� #�� �� �� *' ����� ' ���� ��� �� ����&�� � * *� ' �� ����� ��" ���� ��

��0���#� #������ �� �� ���� # ��� . #����� #�������� �� #������ �� � � �� ��� #�����
� " ��� ��  �(����" ��� ���� ��� ����� . �� � �� ��� �� ��� " �"0��� �� #������ ���
�� � " ��� �� �

� * ��	 ' �� " ���� �� �� #������ �� ���� �� ��� ��������� ���� �� #��� ��� � 0���� ���
� 5�7� ���4�� � 5 ���� �����#� ��� � " ��� ��� �

� * �� �
�� ' �����" ��� ��������� ���� �� #��� ��� � ' �� �� ����� ��	 �� ����#�
� ������ � ��� #����� #������ �� ���������"0�� ��� ���� 0��� �� ��  #������ ��� ��
"  ��& *
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��#� ��� ��� ��� ���� 0��� ��" �� ����� * 1� �
�� #��� �4�� �����" ��� �� ���������"0��
��� � " ��� ��� � ��� ������ ����# ��� . #����� #������ *

���� #�� ����� ��" �� ��#��� ���� �� �� �# %�� �� ��"0��
K

�� #������� ��#���#��� *
��" " � ���� �� �(��� � �#��� ���� �� �� ��������� �� �� �� " ������ � 5�(����� �� ��
#��#��� ���� �� #��� ��� ���#����� ' ���� �&�#������� ���# ���� ���� /� � #�� ����� ��" ��
�� /� ���� (�� ��

K
����� � �� �� *

6��"  ��� # �� ����"0��� � 5���� 0��� �� � ��(��� ���� �) ����� ��& ) ��& �� �������
 �  � ��& ��� �� ���"  4�� " ���� �� �� #�"0 �� ��� ���� ���� ' ����� ��� ��� � ���"  ���

��



��� ��� ���� �� �� ���� � �� �������

���� �� � ��� ���� #�� �&� �� " ����� ��� ' ���#� ��� �� ����� 4" � ����"0�� ������� ���
��������� �� ��� �� # ��� 4" � �� ��"0�� ��� �) ����� � 5 �/��" �� �� ������" ���� �� * � �
�� � 5�� � ���� ��� #�� ���& ����"0��� � 5���� 0��� ' ���� ���� ���� �� �� ��� ��� ) ��& ��
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��� " ���� ��� �� #������ �� ���� ������� ����� �� " �" � * 1� ���� #�� �� ' ��	 �� �
��/���� ����� ��#��� �� " � ������ ��������� ��� ��" ���� �� +�� *

+������ ��� ��� �� � �� #�" " � ��������� ��� ��( �� ' ��" ���� ��"0�� ���������
+�� ' " � � #� �������� ��� ��� /����" ��� ��� " ��(� � ��������� �0����� ��� +�� ���
�� ) �� �� ������� ������ � ���* ������ �����" ��� ��� ���� �(��� �� � �� ��� ����" 4����
��� ��/��� �� ��� ' ���#� ��� ����� �0) �#� /  # � 5��� ��� � 5�" �� ���� �� ��� ���������
� 5����� ��" �� ��� ��( ��� . � 5� �� � 5����� ��" �� ��� ��� ��( ��� ' " � � 0 �� � 5�(����� ��
��� ����� ��" �� ��� ��� ��( ��� . � 5� �� � 5����� ��" �� ��� ��( ��� * 3 ��# " �" � � ���
����" 4���� �� � ��� � ��� ��� �� ���� ��� ��� "  ��� ' ���� ��� ����� ��" �� �� #������ ��
���� "  � �� " �" � � (��� #��  �� �� � ���� ���� �� " �" � ����� ��" � ��� ��( �� *
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�  �� � *��� � *�� � *�� �  ���� � *���
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��� � 5����"0�� ��� �&� �� ��#�� ��� ���� �(��� " ����� �(�# �� " ���� �� � 5�(����� ��
�� #��#��� � 5����� ��" �� �� #������ �� ��� ���� �(��� ���� ���� ' ���� �(��� �� �0���(��
��� ����� ��� �� � � 5����� ��" � ��� ��( �� �� �� " ������ �� #�"0 �� ��� � 5����� ��" ��
��� ��( ��� �� ��� ��� ��( ��� �� � ��� ' � 5����� ���� ������ ��� " ������� �� #������ ��
���� ������� ����� �� " �" � * �� �������� " ����� ���# �� ���0 � �� �� #���� " ���� ��
� 5�(����� �� *

1� ���� #�� �� ' ��� �&� �� " ����� ��� ��� "  � �� �(��� �� /� � ��� ��� " ���� ��� ��
#������ �� 0����� ��� � 5�� � ��� �� �� " � �4��� ���� #�" ���&�� ���������� ��� " ���� ���
�� � ���� ��� " � �4��� " � �� #�" ���&�� * �� �������� � 5��� ��� ���������� " � � " ����� ��
#�" � ����" ��� #������� �� ����� " ���� �� � 5�(����� �� * �� " �� �����" ��� �� �(��� � 5 ��
����� �� �� " ���� �� �� ����#� �� � 5���� 0��� ��� ���� �(��� ���� ���� ���� � 5����� ��" �
�
�� �� ���� �
�� �0� ��� �� " � ������ ��������� ��� ��	 *

� � ��� �� #�" ���� ��� ' ��� ��0����& � *�� �� � *� ��� ������ �� � �� ����� �� � 5�� ���� ��
" ������ �� �� ���� �� �&����� �� ���� � ��� ' ���������� ���� �� ��#� �� � *�� #��#�����
����� ��� #������� �0����� ��� ��� � !������ ����� ��" �� �� #������ �� �� ��� #������  �  �
� ���� ��� � ! ������ ���0�4" �� ' � ��" ������ � 5�(����� ���� #������ �����#� * +�� (������
�� ���� #������ ������ ��& (������ " �& " ���� �0������ ��� #����� ) �� �� ������� � ���
�� ��0���� � *�� ' �� ��& (������ "  � " ���� � ��� �� ��0���� � *� *

+� ���"  4�� �0���(�� �� ��� � 5�� � ��� /� �� . ���� � �� #�� ���& ��0����& ��� ��� ���
���& " ������ �� ���� ��� � 5�##��� ��� ������� " ���� ��� �� #������ �� ��� �� " � ������
#������ �����#� ����� ��� ��0 ��� �� #������� �� ��� ��0 ��� �� #������ ��� #����� ) �� ��
������� * 3 � ���� ' ���� � ��(��� ��" ������ �� 5 � � 57 � ��� �� ����� �� � ��#�� �����
��� " ���� ��� �� #������ �� �� ��� "  ���� #�� (������ �� #����� �� � ���� �� "  ��& ���
" ���� ��� ��� ��( ���� . �" �� ���� ����� � ��/��" ��#�� *
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����� ��� ��0 ��� �� #������� �� ��� ��0 ��� �� #������ ' " � � �� 5���� #������ 0 �� �� #���# ����� " ���� ��� �� #������ �� . /���� � ���  �/��" �� ��� �� ���� ���� � (��� *
1�%� ' �� ���� ��0����& �� " ������ �� /���� ����� ��#���  �/��" �� �� �0) �#� (� ���

� 5 ������ ��� " ������� �� #������ �� ' ����� �� 5�(�# �� " ������ � 5�(����� �� ��� ����
���� ����� ' ���� � ��(��� �0���(�� ���� ������ " ����� ���  �/��" �� ��� ��� ������ ��� ��
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� �� #����� ������ �� �� ���0��" �� ��� �� � 5������� ����� ��� ��� ��( �� ' �� #������
� �� ' ��� ��#���#��� �� ���� %����" ��� � ����� . ���� ���� � (���& *

��#� . �� ����� ��  " � ������� � 5���� #�� ��� �� �� " ������� � ! ������� �& ����� ����
#� #���� ' ���� �(��� ����� ' ���� �� ���� � ���� �� � 5��� �� #���� ��4�� ' �� ��������� �� ����
� 5��� ��� ��� " ���� ��� ��� ���� #���� ���� �� ���� ����� ����� ������ �� /� 0 ������ � �� ���
��� #�� � 5���� #�� �� �� ���� #������ ������ �� "  ��& * +�� ��0����& �� #���#��� �� ����
��� " ���� ��� �� �� 0 ��� �� �� ���� � � ��" ������ � �� �� ��#���� �� ��#���#�� ���
" ������ �� #������ �� � ��� �� #�� � 5���� #�� �� ���� #�� �� � 5 ���� %�� �� /�"  ��� ��
" ������ �� ���� ������� �� ���� ��� #�� *

� ����� ����� ���� �� �� ��#���#�� �� #�� �2 � 5������� ����� ��� ��� ��( �� ��� �� � ������ �� #���� � 5�&���#� �� �� #���� ����#�� ' ���� �(��� ���� �� ���"  �� ��" �� ���� �#�" " ��� ��������� ��� ��������� �� " �� 4�� #�" ������� 0 �� . � 5�� � ������ ' �� ���� ����
��" " �� ����� ���������" ��� ������� (��� ��� �4���� �� �� ���� �(����� ���� . /� � ���
����� ��� ���� #� #���� * +�� ��������� ��� �� �� ���� � �� /�# ��" ���  ���������0��� ���
� 5�� � ������ * 1� ��� �4���� ���� �����" ��� ��� ����#����� ���� . /� � ������� ��� � ��� #��
��#��� ��� ��� ����� �� �������� ���� ��� ������� ���� �� ��"0���& #�� ' �� �� ���� #�� ��
������� ��� #��(��#��" ���� �&  ����� ����� ����� �� ' #�" " � ���� ��� #�� ��������� ����
�� %���� � *� ��� �&�" ��� ' ����� ��� ��� ����������� ��� #���� ���� #�" " � ��� #������ ��
����� �� �� ��� ��0��� �� ��# � �� �� ������ ��� ������� �� � ��� ����������� ��� ����� ��
���� �� ���� #�� *
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'() * � *� � ������� �� � 5�� � ��� �� �� �4���� � ��� ����������� ��� #������� *

�� ����� �(������ ��� �4���� ��� ��� ���� " �� ����� �� � ��" �� ��� ��� ��" ����
�� #�#�� * ���� ���� � 5 ���� �����#� ����� � " ��� ��� � ��" �� � 5�##������ �� " ���� �� ' ��
������ � 5����������#� � 5�� �0) �� . ��� �4��� ' �� � 5����� � �� �� ���(���& �0) ��� ����
��� �4��� ������� � 5��� �� ��� #������ ��� �� ���� 0�� ��� ����� " �� ' ��� ���� ��� ��
�� 5�(�# � 5������ ����#����� #�" " � ��� ��� ������� ��� �&�" ��� *

���/������ ��& ������� ������� � ��(��� #����� � �� ��"0���& ���� 0��� ��� � ���
� ����� ' ���� ���� ��" " �� ���� �� � ���� ���� �� #���� �� ��0���#� #������ �� ' ����
� 5�0) �#� / ��� � 5 ���� %�� ��� �����" ��� ��� ����� �� �������� ���� ��� ������� ' " � �
�����" ��� ��� ���������"0��� � 5���� 0��� �� �# %���� ��� �������� #�� ����� �� ���� ���%� � * � 5��� �� ���0�4" � �� �� ��� ��� ��� �������� ' ���� �� �� �� �� #�" ��� � 5 ��#� � ���
� ������ ���� . /� � ���� � 5�0) �#� / �� ���#� �� �� #�" ������� 0 �� ��� ��������� �� ��� 5��



���
����"0�� ���� � � 5���� 0��� ��� ����� �� � �� � ��� #���#��� ��� ��� ����� �� *

� �#���#���� � 5����� ���� . " ����� �� ��(�� ��� " ���� �� �� ��#��� ���� ��#���
#���� ����#� � �� �� �� �� ���� �� � 5�� � ������ ' ���� �(��� � 5�0 ��� ��( ���� ��� " ����� �� � ( � (� ��" " �� 
���� �� � 5��� ��(����  ����������� ��� ��� � ! ������� ���0���" �� ���� ��� ���� (����� � 5�(� ���� ' " � � � "  ��� ���� ��� #�� �2 �� ���� ���� 0�� ��
��� � ��� � ��� � ! ����# �� � ! ������ ����� �� * � ��� ���� ��" " �� ����� ������� (��� ���
" ���� ��� 0����� ��� � 5�� � ��� �� �� " ��4��� ���0�0 � ���� ' �� ���� ��� � ��"  � � 5���
�� ���� ����� �0) �#� / �� ���� � ��" ������ �� �����/��" �� �� ���0�4" � � � # �� �� ��
�� �# %#�� �� ��� ����" 4����  ������� . ����� " ���� �� �� ��0���#� #������ �� �� ����
0�4" � �� ����#� �� �� " ��4�� ���� �� #���� ���0�0 � ��� * +� " ������ ���� ���� ' ��" " ��
�
�� ' � 5��� � �� ��(���� ���� ���� ���� . /� �  ����������� /�#� ��& � !������� ���0���" �� ���� �(� ����� ' " � � #���0�� ' ���� ' � 5 ���� %�� ��� ����� �� " �" � � ����� � ! ����#��
�� ���� ( � 0 ��� ��� ���� ��� ����#�� �� � " ��� ���� �� ��� �� ���� . �� *

��� " ���� �� �� ( ���� ��� �� ����� ��� ��� �4���� ��� �� ��� ���� � %����" ��� � ���
"  � � 5�0���(�� �� /���� ���� . /� � ��������� ��� �� �# %# ��� ��� ����� ��  ���� %�� � �� 
��� ����� � ! ����#�� �� �# ����� * 3 ��� �� #�� �� �� %���� � *� ��� �&�" ��� ' �� �0���(�
� �� � ��" ��� �� ������#� �� ������ ����� �� ���� ��� ������� � � 5�� ��%� ��� ��� (��
����� ���(��� ��� � ' �� ����� ��� ��� (������ ���(��� ��� � ' �� ��� �4" � ��� ��� (������
" �7����� ��� � �� ��� � ' �� ��%� �� ���� �� ����� � � ��� �������� ��� ���� 0��� � �� �
�� ���� ��� � �#� "  ����� *
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'() * � *� � �  ���� ��� �� ����� ��� ��� ��������� *

+� " ������ ���0��� ��� ���� ���� ����� � ��" �� ���# %����" ��� �� ���� �� ' ���
���� �� ��##��� (�� ' �� ��"0�� � 5���� 0��� #��� ����� � ��� #���#��� ��� ��� ����� �� # 0 ��� *
���� � 5�0 ��� ' ����� ��� ���� 0��� � ��� ����� ��� ����� �� ���� �� � �� #�" ��� ���� ��
���� ����#� �� ��� �� " ������ �� ��0���#� #������ �� ���� ���� ' �
�� * 6� � ��� ��#����
���� � �� ���#� �� �� "  � " ��� ��� �4���� ���� # ��� ��& ����� �� ��� ���� �� �� � ��� �%�



���

�� ���� �� ��(������ �� ��"0�� � 5���� 0��� �� � ��� ���� �� ��������� �� ��� ��������� *
��� ���� 4�� ���� � �� ���) �#� �� �� #�� �4���� ���� �� ����#� . ���& � " ��� ��� (�
%����" ��� � ��" ����� � 5�0���(�� ( ������" ��� ��� �� �# %# ��� �� � !����#�� ��� � ! ������
����� �� ����#��� * ����� ���� 4�� ���� � � ��" �� ��� � ������ �� ���� �� ��& � ��� 0 ��� � "  ���
�� � 5�� � ��� �� ��� �4���� � ��� ����������� ��� ����� �� ' �� ���� #�� �� ������� � 5�7� ���4��
� 5 ���� �����#� ��� ���� 0��� � 5��� ��� ���� �#��� ' �� ���� �� ������ ���� #���� ��� � ��(���
���� /�# ��" ���  ���� %��� ( ������" ��� *

���/������ ���� �� ' ���� �� #�������� ��1� ���� ' �� #�� ���� #�� �� �2 ��� �������
���� ��� �� #�" ���� �� + 0���� ��� ��� ����#���� ��0 ����#���� ' ���� �(��� �� �0���(��
� 5 ������ �� �����/��" �� #�� ��0��� �� ���� 0����(������ �%� �� 0 ���%# �� ��� ������ ���
" ������� �& ������� #���0��� �� ��� ��� ��� ������� ���� /��" � � 5���� 0����(������ * ��0 � ���� � � �� �0���� ��� " � ������ ��������� �� #�������� �� ������� ����� ��� ��( ���� �� � ���� �� ������ �����/��" �� ��� * �
�� ' � ��� �� ���� ' � �0���� �� ��4� 0 ��� ���������� ���� �� #�� �� � 5������� ����� ��� ��� ��( �� ' �� � 5��� ��� � ������ ��" ����� ��
��� #��#������� ��� �� #���# �� . /���� � �����" ��� �� ���� � ��� ��������� /�# ��" ���
 ���������0��� ��� � 5�� � ������ *

���/������ ��%� �� ���0�4" � �� � 5�(����� �� �� � 5 ������ �� �� " ���� �� ���� ���� '
���� ���� ��" " �� ������ #�" ��� ��� " �" � ��� 0 ����� � ��/��" ��#�� ��� �������
��� %# ����� �� ��� ��������� #��� ����� #�" " �  ����������� ��� ��� �&� ���� ���� �� #��
� 5���� #�� ��� ������� � 5��� ��� ��� ��� ����� � ��� ������� ��� ���  ������ ���� � 5 " � ����
���� #�� � 5���� #�� �� * 6��� ���� �� . #���� � "  �� ' ���� �(��� ���# ���� ��� �� �����#��
�� #������ �� ���� ��� #����&�� � 5�� � ��� �� �%� � 5�(����� ���  ������ ���� #� #����
���� #�� �� * 1� �� ���� #���  �# ��� ���(��� �� � �� �� ������ ��" ��� � 5�� ������� �����
��� ��( �� ' # 5��� ���� #� #���� ��� ���� �(��� " ��� ��� �&� �� ��#�� ' �� � �� " ������ 5 ������ �� ����� ����� #�� *

��7��� " � ������� ���� �� ���� �� ��� #��#��� ��� ��� ���� � ��(��� � ��� ��� ���
#���#��� ��� ���� �(��� " ����� ��� #�� � ! ������ � � ��� ' �� ��� " ���� ��� ��� ����
�(��� ���� ����� ' � �� ��� ��� � ���� �#� (�� ��(����� ��� #�� ���(��& *
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+� #������ �� ��� �� ��" � �� �� ��#���#�� �� ��� ���� � ���� � �� ��"0������ ������

���� � !������� #�" "������� � " �#� �� ����� �� ' ���� "  � �� ' ������� ��#��� � �� '
���� �� ���� ' ��# *

3 ��� �� ���� � ���� �� � 5��� �� #���� ��4�� ' ���� �� ���������� ��� �(� � /���� ���
� ��� �&����� (� �� � 5����"0�� ��� " ���� ��� �� #������ �� �� ��� ��� ���� ����� ' " � �
������ �(� � /���� ��� (�� � 5����"0�� ��� �� �# ����� ���0��" �� ���� �& ������� ��
��#�� ���� �� � ���� ���� #� #���� * 6 ��� ���� #�" ���" ���� � 5 �/��" �� ��� � ��(��� ����
����(�� ���� ��� � �� �� *' ���� ' �� � �� �� *' ���� ' � ��-� � ' ����� *

��" " � ���� � 5�(��� (� '  � �&  ��� � !������ �7� �� � 5���� #�� ��� �� #������ �� * �� � ���
���� �� � �� � ��� #�" ������� �� ����"0�� �� ������� ' � ���  ���&�� �� /���� ����" �� ���
��� 0���� �� ������� �+�6' � ��� � �#��� ��� �� ����"0�� �� ������� ' � ���  ���� %��
��� #�" "������� �� #� ���� ��& #�" � ����" ���� � "  �� ��� ' � ��� ����� ��� �� ����"0��
�� �� #�" ���� ' �� � ��� ����������� �� ) �� �� ������� �� /� ���� �" ����� #���� �� �����
#��#���� �������� ���� ��� ������� *

��#� . #�� � ! ������ #��" �� � 5���� #�� ��� ' �� /�#� . � 5����"0�� ��4� �������4�� ���
0���� �� ������� �� � ��(��� ���� ����7���� '  � � 5��� ��� �� �����0�� �� � ����� ����(��
��� " ���� �� �� ��� �� ���������� � ������ ��� ������ * 1� �! �� ' ������� �� #������ �� �
� ��� �0) �#� / �� #�" ����� �� ��� ������� ' ����� ��� " ������ #���0�� �� /���� � �� ������
��� #�" ������� 0 �� � 5��� ��� ��#���� �� �� #��� ����� ��� �����/��" �� ��� ��� ������� ��
� ��� ��� �� ���0�4" � * �� #����� �� ' ������� �� #������ �� � � ��� �0) �#� / � 5�����������
�� ) �� �� ������� �� /� ���� �" ����� #���� �� �����#��#���� ���� ��� ������� ' �����  �
��( ��� ��#���� �� � 5�� � ��� ��� " ������ #���0�� �� ��������� �� " �� 4�� #�" �������
� 0 �� ��� ��������� ' �� ��� �����/��" �� �� ��� ������� � 5��� ��� ����� ��0�� * 3 � " �" � '
� �� #������ �� ��� �� � �� � ��� �! �#���� �� �� ���" ����� �� � 5 " ���� ' ����� ��� " ���� ��
#���0�� �� ����#��� ��� #������� �� /��" � (�� �� ��� ��#���� �� ' ����� ��� � �� #������ ��
��� �� � �� �%� � 5 ���&�� ��� 0���� �� ������� �+�6' �� � ��� ��� " ������ #���0�� ��
/���� � �� ���� � �� ����"0�� �� #������� ��#� �� ��� ��� �4���� ��� ���� ������� � *

�  �� ' �� " �� 4�� ���� �������� ' ������� � 5�� ����� �� �� � ��� ��� " ���� �� �� #����
���



��� � ��� ���� �� ���� ������

��� �� � ��� ��� ���� #�� �� ���� #�� 4�� '  � /��� ���� � 5�0 ��� �� �# %�� . ����� �7� �� ��
0���� �� ������� �� ��� #��/����� ' �� ���� �7� � �� �������� �� �� ������ * 1��� �� ' ��
# 5��� #� ��� ���� �(��� ����7� �� " ����� �� ���#� ���� #���� ��4�� �� ���� # ��� . #�����
" ���� �� ��������� �� ��0���� �� ��� #���#��� �� ���� �� �# ����� '  � /��� #�� � � ���"  
� 5����"0�� ��� " ���� ��� �� #������ �� �& ������� #���� �� #������ ��� �� "  ��& . ���
���0�4" � *

� 5��� � ������ ���� ���� ��" " �� #��#����� ���� ��� ���(��& ��� �� #��" � � 5���� �
#�� �� ���� #�� �� � #���  �� � 5�&���#� �� �� #���� ����#�� ' # 5����.�� �� �� � 5 ���� %#�� ��
�� �����#��#���� � ��(��� �" ����� ��� � 5����7�� ��� ��� ��( ��� �� ������� �������4��� *
3 ��� #� #���� ' ���� �(���  ���� %� ���� ���� ���0��" �� ����  " � �������� �
� * "  � "  ��� �� ��"0�� �� #���� ����#�� � �� �� ���� ��� �� �� ���� �� � 5�� � ������ �
� * ���� #���0�� �� /� �� /�#� . ��� 0���� �� ������� �������4��� � ��(��� #����� � ���

���� 0��� ��� � ��� ����� ' �� 0�� � �� ��� ������� " ��������� �
 * /���� � �� �������� #�" ������� 0 �� ��� � 5�� � ������ �� �� ��" �� �� �����0�� *
� ��� ���� ��" " �� ���# ���������" ���  �������� �� ��0���#� #������ �� ' �� ����� ��

#�" ��� �� � ��� 0 �� ������#� � 5���� 0��� ��� � ��� ����� ' �� ��� �. " �" � � ��" �� � 5�0��� �
��� ���#� �� ��� ���� ��� ��� #������� ' �� � ��" �� �����" ��� � ����� ����" ��� � 5���� ����
��� #�" ���&  ��� ���� ��� �� �� #��� ������ ��� � 5����"0�� ��� � " ��� ��� �� ���#� �� ��
��� �0) ��� ' �� � ��� � 5�(���� ��4�  " � ������ ���� #���� �� #�� *

��� ���� 4�� ���0��" �� ���  " � ������� �� #������ �� ��� #���� �� � 5�(����� �� ���
��������� * +. ��#��� ' #�" " � �� ��� �� " �" � �� � 5 ������ � 5�� �������� �� #������ �� � ���
(�� �� ����� � 5���� #�� �� ( ��� '  � � 5��� ��� �� �����0�� �� � ����� �� 5��� " ���� �����
� � ���������� ������ ��� ������ * �� #����� �� ' ��� � ! ������� ��#�� ���� �& ������� ����
#�" ���" ���� ��� �� �� (��� ���� �� � ���� �� ���� ��� ��� * �  �� ' ��" ����� �� #��/��� �
���� ��� " ���� �� �� #������ �� . ��� ������� �������� ��� %# ����" ��� � ��" �� � 5�(�����
�� ��0������� ���� #���� �� #�� ���# � �� ���� #����� ��� * ���/������ �� " ������ . ���
������� ������� ��� ���� �� ��#���� �� �%� � 5�0���(�� ��� �� #�# �� ���� ��� * 1�%� ' ����
� ������ ��� �� " ������ � 5�(����� �� ��� ���� �(��� ���� ���� � ��" �� � 5�(����� �� � ��� �
���#� � 5��� " ���� �� ���� �� #���� � #���� #���  �� ������ ��" ��� � ��� �� ����� ��" �
��� ��( �� ���� �� #�� ��������� �� /�#� . �� ����"0�� �� ) ��& �� �������  ���� ������� *

1�%� ' ��� ����� ���0��" �� ��� �" ������� �� #������ �� #��#���� � 5���� #�� �� ���
" ���� ��� �&  ������� �� #�� ��� ������� ������������ �����" ��� ��� ��� ��� ����"0���
� 5���� 0����(������ * +��� �� ��� ���(��& ' ���� �(��� ���� ��� ��� " ���� �� �� � ����
� ��" ������ �� #��� ����� ��� ������� ���������� ���� /��" � ��0 ����#���� ' " � �  � � 5�(4��
��) ���� 5�� �� ���� �� ����  ���������� � 5���� #���0�� �� ������� �����" ��� �� #�" ���
��� ������� ���������� ���� �� /��" � �� #���0 �� �� 0 �� ��� ������� �7"0 �� ���� �3  ��7
��� ���# ' ����� *

�� �� � 
��	 		� � ���	��
+� ���"  4�� " ������ ��� ���� �(��� ���� ���� ���� #� #���� ' ��� ���� �(��� ��" �

" �� 
���� ' � 5��� ��(���� ��4�  ����������� ��� �� ��"0���& � � ��� �(� ���� ���#���" �
" ��� * 1� �! �� ' 
���� ��� � 5��� #�" ���&  �� ���� . /� � �� �����0�� '  � �� ��#��� ��



� �� ��� ��� � ���� ���

��#��� #���� ����#� � �� �� �� �� ���� �� � 5�� � ������ ' �� /���� � �� ���� � �� ��������
#�" ������� 0 �� ���� /��" � �� �4���� ��%� �� ��� �� "  � "�" �� � " ��� ��� ���"  ���
���� � ��� ������ *

� ��� ��� � 5�7� ���4�� ��� � ��� ���� #����� �� #������� � �� �#�� '  � �&  ��� �� " � �� ���
� " ��� �� �� ���) �#� �� ��� �������� #�� ���& #������� ���� 0 �� ������� ' 
���� � 5���
#�� ������ ��� #���0�� �� ����#��� ��� #������� �� ���� ��� 0 �� ������� ���� � 5����#�
#�" ���� �� ���#� �� �� ��� �0) ��� " � � ���� �� ������� �� �� ���� � (  � 0 �� ��� ��#���
���) �#� �� . ��� ����� � " ��� �� *

� �" ���#�� � 5����� ��" � �� ���� � ����" ��� ���" ���� �� ��� ��� " ���� �� ���� ����
0 ���� �� 5��� � " ��� � (  � �� �� � (��� �� � 5�#��� �� ����  " � ������ �&  ����� ���� ��
���) �#� �� ��� ������� ��� #����� � " ��� �� �� �� � ���� ��� �&�" ��� �� #������ ��
���0�0 � ��� ��� #�� ���) �#� ���� � ��" ����� � �� �������� ��� ���� � �� ���0�4" � * 3 �
" �" � ' #��� ����� ��� ���) �#� ��� ��� ������� ��� ���� � 5��� � " ��� �� � ��" ����� �
�����" ��� �� � "  ��� �� ���0�4" � * ��� ������ ' �� ������ " �� %#�� ��� �� �� " ���� ��
���� ��� � ��� #��������#� � 5���" ����� �� /����  " � ������� �� #�" ���& �� *

�  ����" ��� ' ���� � ������ ���# ��� 
���� � ��� �� ��(���� ��4�  ���������� � 5 �
��� �� � �� �� ���"  4�� ����� � 5��� ����7�� �� ������� #��  � ��� ���� . /� � �� #�#�
� ��� # 0 ��� ��� ����� �� 0 �� ������� ���� ��� ������� ' ����� ��� � 5������ " ���� ���
���� ���0 ����� ��#��� ���� ��� ��� ��" �� � 5�&�#�� �� ����  " � ������� � ���  ���� %�� ���
" �" �� ����� �� �� ������� *

�� �� � 
��	 		� � ����

+� ��#���� " ������ ��� ���� �(��� ���� ���� ' ��" " �� �
�� ' ������� � �����" ���
��� �(������� �� �� ��#��� ��� ��#��� #���� ����#� � �� �� �� �� ���� �� � 5�� � ������
�� �� /���� � �� �������� #�" ������� 0 �� ���� /��" � �� �4���� ��%� �� ��� �� "  � "�"
�� � " ��� ��� ���"  ��� ���� � ��� ������ * �� #�" ���& �� ' ��� �� ���� . #���� �� 
���� '
��� ���� �� " �" � ���� �� #�� �
�� �� #��� �4�� ��� ��� ���������"0��� �� � " ��� ���
���� # ��� ��& #������� ' �� � �� �� #��� ����� � 5����"0�� #�" ���� �� ���#� �� �� ��� �0) ��� *
1� #�#� /�#� . ��� 0���� �� ������� 0�� ���� � ��(��� #����� � ��� ������� " ��������� '
�
�� � ��" ����� ���  ������ ���� �� #�� � 5���� #�� ��� ������� *

+ 5 ��� � 5�� � ��� ��� " ��4��� ���0�0 � ���� � ��� �! �#���� �� #������ �� ��� �������
0��� ��� � 5�� � ��� �� �� �4���� � ��) . ��� ���� �� ���� �6����� ��� � � ��� ' ��� �� * �� �&  ���
���� ���� � !����#�� ����� ����� " ������ �� �� ���� * + � ���"  4�� ������$� ���� �� " � ���� ��� �� � �� � �� �� ���� ���� �� � ��� 0�� �� ����� ���� ��� ��� � " ��� �� ��" �� ��� ' ���
������� �� ���� ����� �� /��" � . � 5 ���� ��� � 5��  ����(���� ����� ' �� �� � ���� ��� �����
�� � ��� 0�� �� ��& 0 ���� �� #��  ����(���� ' ��� ������ � 5�� ����" 4���

σ
�� �(���� ��

#���� �� � 5����� ��" � * ����� � ! ����#� �� ������(� ���� �� ���� �� " ���� �� %���� ��
#������ �� * 1� ���� #�� �� ' ���� " ���� �� � 5��� ��� #���0�� �� " ����� . ) ��� ��� " � �4��
�� /����  �#��" ������ ' ����� ��� �� ����� � ��� � 5������� . �� ��������� �� �� ���(���&
�0) ��� * 3 � ���� ' ���� �(��� ���� ��� ��� " ���� �� �� #�#� � ��" ������ � 5�! �#���� �� ��
����#� �� � 5���� 0��� � ������ � 5������� ����� ����� ��� #���� ���0��" �� ��� � 5� ��� ����� �� �� #�" ��� ���� ����� ���(��& *



��� � ��� ���� �� ���� ������

+ 5 ��� � 5�� � ��� � 5�7� ���4�� � 5 ���� �����#� ��� � " ��� ��� � ��� �!�#���� �� �� �����#� �� � 5���� 0��� � ���� ��) . ��� ���� �� ���� �+�� �� �� *' ����� * � � � �� " ���� ��
��#� �� ��� ��� ������� � !4�� �����" ��� �� �� ����� ��� #���� �� � � ��� * ���� � 5�0 ��� '
�� ����#� �� � 5���� 0��� �� 5 �� ���� ����� ��� ���0��� . � 5����"0�� ��� #������� ����� ���
��� ���� 0��� ����#� ����� ��� �
�� ���� �� #���" ��� � ��� ����� � ��� ��� #������� * 3 �
���� ' ���� �+�� �� �� *' ����� ' ��� ������� �) ������ ���� ���� ����" 4���� . ���� " � �4��
� ��� �! �#���� ��� � ������� �� ��� ��� ���� 0��� ����� ��� ���� �
�� ' �� ��"0�� ��
����" 4���� �� " ��4�� ��� ���� � ���#� . ��� ����#� �� � � �� � 5���� 0��� * �  �� ' �����
" ���� �� �� ����#� �� � 5���� 0��� �##��4�� � 5����� ��" � ����� ��� ���� �+�� �� �� *' ����� '��� ������� ���� #��/������ . ��� ���0�4" �� �� #�" ���& �� �� ��" �� �� �� ����#� *

6�� � ������ ' ���� �(���  ������ �! �#� (�" ��� �� ���0��" �� ��� #������ ���� �� � 5��� �
�(� ���� �� 5. � ��� �� � ���� �#� (�� ���� ��� ���(��& " ���� ���� �6����� ��� � � ��� ' ��� ���� �+�� �� �� *' ����� * � ��� �(��� �����" ��� ���� ��� ��� " ���� �� �� � ���� �� ����#� ��
� 5���� 0��� � ��" ������ �� ��������� ��� ��������� ���� /��" � �� �4���� ��%� �� ��� ��
"  � "�" � 5���� 0��� ���"  ��� ���� � ��� ����� ' � �� �� 5��� " ���� �� �� ( ���� ��� ��
����� ��� �� #�� �4���� ���� ���� �(��� �� �0���(�� � 5 ������ ���� � ! ������ #�� � 5���
�� #�� �� ����� * � #� � (��� ' ���� � ������ �� 5��� ����� ���� �����/��� � � ����� � ����
" ���� #��#������ �� #� �4�� �� ����#� �� ��� ���) �#� ��� �� ���& � " ��� ��� ��� ����
������� ��� � ��� �� ( ���� ��� �� ��� ��������� * ��� ���� #�� �� �� #���� ��#�� ��� . ���
���) �#� ��� ��� ��� � � " ��� ��� � ����� � �����" ��� ���� ��( ����� *

� ��� �(��� �����" ��� �� �0���(�� � 5 ������ � 5�� � ��� �� #� �4�� � 5����� �� �7� � ��
" ���� ���� �� � 5��� "  ��� �� ��� " ��4��� ��� � 5����� ��" � 1� ' �%� � 5�##������ �� " ����� �� * 6��� � ����� (�� �� ��#���#�� ���� #� ���� '  � ��"0��  ���������� �� � 5 ��� ��� ���
���(��& ��������� ���� �������7 �� �� *' ����� �� ��� ���� �� � 5�##������ �� �� � 5�����
� ��" � 1� ���� �� #�� ������� * 3 � " �" � ' ��� ���(��& �� ������ � ��� � �� / ' ����� ����
#� #���� � ��(��� �����" ��� ����  ������� �� �7��4" � ���� �� 0�� � 5�##������ �� " ���� �� *

6�� � ������ '  � ���� �  ���������� �� � ����� (�� #���� ��#���#�� �%� �� ����(�� ���
" ���� �� �� #�#� � ��" ������ � 5���� ���� �� (����� ��� "�" �� #� �4�� � �� '  ���� % ���
�� ��"0�� �� #������� �� �� ��"0�� �� � " ��� ��� � ��� ������ ��� #������� ��� ���� ���
����� �� ' ���� �(� � . ������ ���� ��� " ��4��� � ��� 0 ��� � ��� #�� ���& ����" 4���� * ���
��#���#�� ��� ���#���� �� ���� ��� ��"0�� � ��� #��� ���� . /� � ������� �� �� (� �� ��
%���� � *� *

1�%� ' ���� �(��� �� �0���(�� � 5 ������ �� � 5������� �� �� ����� " ���� �� �� #�� ���
������� ��"  �����#������ ' ��� ���� �����/��" �� �� �� ���� 0����(������ * ���� � ������
�� 5 � ��� � ��� 0 �� � 5����� ���� �� � ���� #���� ��#�� ��� �� �����/��" �� �� * 6�� �&�" ��� '
 � ��� � ��� 0 �� �� #��� ����� #�" " � ���(���& ���� 0��� #���� ��� /���#��� ��������� ����
��� ��0��� ' �� 0 �� � 5 ���� %�� ���� ������ ���� � ��� ��0��� ��� ��0 ��� �� ����� ��� �����
��0 ��� ���� �������� * � � � #�" " � ���� �(��� �� �� #�������� ���� �� ���� � �&� �� " ������
�� #�� ���(��& ' �� " ���� �� �� �����/��" �� �� ��� ���� �(��� ���� ���� ���4�� ��) . ��
��"0���& ���� 0��� ' �� ��� ��������� �0����� �(�# �� ���� ���� 0��� ���� ��) . ��4� 0 ��� *
�%� �� ������� �� #�" ��� �� ������ � ! ����#�� � ��� 0 ��� ����� ��� ��0��� ' ��� ������ ��
���� #�� 4�� ��(�� � ����� ���� � ����� ��� �� ��#���#�� � 5�� 0 �� #�" ���"  � ����� ��
��"0�� �� ���(���& ���� 0��� #���� �� � 5 �/��" �� �� �� 5 �� #��� ������ *



��	��
�� ��

��������� �� �������

���� � 
	�
� 
 �
��
�� 	�� 
� � 
���	 	��
��� ����� #���� 0�� ��  " � ������� �� ��� ���(��& #��#���� �� ���� �� � �� � 5���

���(���� " ���� �� � 5�(����� �� � 5����� ��" �� �� #������ �� * 6 ��� ���0��� ' �0) �#� (� ��
����� ��� (� ��� ��� " ������� �& ������� ' ����� ����� #�� #��� ��� . #�" ����� ��� ���������� � 5�� ����� ��" � ��� ��( �� ������ 5 � ��� �� ���� � �� ��� �� � 5 �/��" �� ��  ����
��� ��������� � 5�� ����� ��" � �� #������ �� * ���� �(��� #��� ���� � !������ ����� ��" ��
��� ��( ��� �� � ! ������� /����� �� #�"0 ��� ��� ��������� � 5����� ��" �� ��� ��( ��� �� ���
��� ��( ��� * +�� �&� �� " ����� ��� ��� ����� "  � �� �(��� �� /� � ��� � 5����� ���� ������ ���
" ������� �� #������ �� ���� ������� ����� �� " �" � ����� ��� �� ��� � 5����� ��" � ��� ���
( �� �� �� " ���� �� �� #�"0 �� ��� �� � ��� * ��# " ����� ���# �� ���0 � �� �� �� ���(����
" ������ � 5�(����� �� ��� ���� ���� ����� *

+�� �&� �� " ����� ��� ��� �����" ��� "  � �� �(��� ��� ��� " ���� ��� �� #������ ��
0����� ��� � 5�� � ��� �� �� " � �4��� ���� #�" ���&�� ���������� ��� " ������� �� � ���� ���
" ��4��� " � �� #�" ���&�� * �� �������� � 5��� ��� ���������� " � � " ����� �� #�" � �����
" ��� #������� �� ����� " ������ � 5�(����� �� * 1� #��� " ����� �� ���� #�� �� � 5 ������ ��
����� " ������ �� ����#� �� � � �� � 5���� 0��� ���� �
�� ' �� ���� �� " ������ � 5�� � ����
��� #���� ����#� �� � � �� � 5���� 0��� ' ��" " �� ��	 ' � 5�(4�� " � ��  ����������� ���� ��
#���� �� #���� �(����� �� *

3 ��� ��� ���(��& /����� '  � ��"0��  ���������� �� ����(�� � 5������ ��#��� ���� �0) �#�
� (�� ��� � 5������� ����� ��� ��( �� �� � ��� ���������� �� #������ �� ���� � �� ������ ��" ���
 ���������� ' �%� �� ������ ����� " ������ � 5�(����� �� ���� �� ��� #���� * ���� � ����� �
���� �� #�� ��� �&�" ��� ���� ��� ��#�� � 5 ���& �� �� ����" �� ��� �� 0���� �� �������
�+�6* 1� �!�� ' � �� #������ �� � �� .  ���&�� �� " �� 4�� �� #�#� �� ������ 0���� �� ����
���� ' ����� � 5�&�#�� �� �� �������� ��� #�� 0���� � ����� � � 5�� ����(�� �##������ * 3 ��� #�
#�� ' �� � ����� � ���� . /� � ��( ����� � 5�� � ��� �� #������ �� ���� � 5�0) �#� / � 5 ���&�� ��
" �� 4�� ����" �� ��� �� ����"0�� �� 0���� ' ��� ���������� ���� ��� ���� �� �&�#����� ��
#���� � ��"0�� �� �������� ' ���� �� ��" �� � 5�&�#�� �� � ��" ����� � �� " ������ � 5 ������
�� #������ �� ���� #� #���� *

��



��� � ����� ���� �� �������

���� ���� 	��	��� 
� � 
���	���	�
� ��� �(��� �����" ��� " ����� ��� ��� ��������� ��� ����� ��" �� ��� ��( ��� ����

�" �� ���� ������ 5 �� �� � ���� �� � 5 �/��" �� ��  ���� � 5����� ��" �� �� #������ �� ������
�� 5������ ���� * ���� � �������� ��� ��� ����� ��" �� ��� ��( ��� � ��(��� 0 ���%# �� �� #����
 �/��" �� �� #�� ���� ��� �� ������ ��4� � ! ������ * 1� ���� #�� �� ' ��� ����� ��" �� �� #����
��� �� � ��(��� � ��� ��� ����� ��" �� ��� ��( ��� . �� �# �� ��� ����� ��� ��" ���� �� /��#� ��
�� � ! ������� ����� �� �# %���� �� � 5����#� �� ���#� �� �� ��� �0) ��� * ��� � ��(��� ������
" ��� � ��� ��� ����� ��" �� ��� ��( ��� . ��#� �� ��� ����� �� ��# � �� ���� #�" ���&�� * ��
��"0�� ���#  ���������� �� � ����� (�� #���� ��#���#�� ���� �� #���� ���� ������� �� ��
#�"0 �� ��� �� #���� %���� ������� � 5�� ��� #���� %���� ��� ��� ��� ��( �� *

��" " � ���� � 5�(��� (� ���� ��� �&� �� " ����� ��� '  � ��"0�� �� 5�� � ��� �� #������ ��
� ��� ���� � ����� � 5����#� ��� �0) ��� �� � �&�#���� ��� ������� ������ ��� ��( ���  ����� ������� ��� #����� ����� � � 5�0) ��� #��� ��� �� �� �� " � ������ ��������� ��� � 5��� #� �
��� ) ��& �� ������� �� #����� �� ���(���& ���� 0��� �� � � 5�&�#���� �� ������� ����� ���
� ��( �� ��� �� ) �� �� ������� ��� #� #�" ���� ��� ��� ��������� ��� ��0����& � * �� � *��� *
� � � #��� � ��� ���� �� #��������#� �� �� " ���� �� ��� ���� �(��� �� � ��� � ��� #���� ��
���(���& ���� 0��� ' �� �##��$� �� " �� 4�� � �� %#�� (� �� �� ��� �� ) �� �� ������� * ��
���� � ���#  ���������� �� #������ #� � � �� ���� �� /������ ��#���#��� *
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1� ����" � ' ��� ��� �� ��� ��(���� �� " �� 4�� #������� ���� �� ���� �� #���� ��4�� �#���� �� �� �� �� �� #�" ��� �� �������� �� ������� ����� �

� �� #����&�� ���� ������ ��� ����� �� �������� ���� ��� ������� ���� #���� �� � ����
�� � �� #�" ��� ' # 5����.�� �� ��� �� " ���� �� � 5������� ����� �� � ���� #���0�� ��
����#��� � ��� #��#�� ��� ����� �� # 0 ��� � 5����"0�� ��� ���� 0��� �� ���� � ��� �
����� � ��� �� #���#��� ��� �� �
� �� �� �� �� #�" ��� �� #����&�� ���� ������ ��� �4���� ���� # ��� . #�� ����� �� ����

��%� �� � ��" �� � ��� �� ���� �� /���� � �� ���� � �� ����"0�� �� �4���� ��#� ���
��� �� "  � "�" � 5���� 0��� ' � ��" ������ � �� . � 5�� � ������ � 5 ���������� ����
/�# ��" ��� �� �������� ��� �� � �
� �� �� �� �� �� #�" ��� �� #����&�� ���� ������ � 5������� ����� ��� ��� ��( �� ���

�� � �� � ��" �� �� �� �!� � �� #���� � ��� ��� �(����� �� *

�� ����� � � ��  " � ������ ���� ��� ��#���#��� #��#���� � 5�� � ��� �� ��� ��� ��	
#�" " � ����#���� � ��� ����������� ��� ����� �� # 0 ��� ���� ��� ������� * +�� ������ ���
� 5 ������ ���� #�� �� � 5���� ���� . /� � ���������� � ��� � 5��" " � * 1���� ���� ���(��� �� � �
���� #�" " � 0��� � ��� ����� ����������� �� �� #���� ����#�� * � 5��� ��� ��� �4���� ���
��� ��" " �� ��%� ����� ���� ��( �����" ��� ' ����� ����� ��� �� ���� ����� ��� �� * ����" ������ � 5������� ����� ' ��� �4���� � ��" ������ ��� � ������ ��� ���#� �� �� � #�� ���
��������� ' � �� �� 5��� " �� ����� �� /�# � ��� ��� ���� ��� . ��"0�� � 5������ ����#����� *

1�%� � 5����� ��� ���� �(��� " ���� ���� �� #���� �� � 5
�� �
����� �� ��	��� � 5���
��� ��" �� �� #������ �� ���� ����4�� ��� ����� �� /���� ����� " ���� ��� � 5������� �����
��� ��( �� �� ��� ��� ��( �� * � ��� �(��� �� �0���(�� ��� ���� #�"0 �� ��� � ��" ���� �
��� �(����� �� ���� ���0��� ' �0) �#� (� �� ����� ��� (� ��� " ���� ��� ��� ��� ��( ���� '
" � � ���� ��� ��� " ���� ��� ��� ��( ���� � ��(� ��� � ��� �(������ �� ������ #�"0 �� �
��� �%� � 5�" �� ���� ����� � ��/��" ��#�� * 3 �� ��#���#��� ���� #� ��" � �� ��"0���� ���
#��������� ���� . /� �  ������������ �� ���" �������� *
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����� ���� 4�� ���� � ��� #����#��� . �� ��������� �� ���� ���� ���� �� #���� ��� ���
� ��� �� " ���� ��� �� ��� ��� �(������ ���#���" " ��� *

+� ���"  4�� ����&� �������� � 5�0 ��� ���� ���� " ������ �� � ���� #���� ���" ��� � ���
��%� � �� � "  ��� �� ����� ������� �� � 5��� " �� �� � 5��� ����� �� ' �� #���� ����� �� 0���
�� ����� " ������ �� #������ �� * � ��� ���������� ���� �� � ! ������� " ���� ��� ���� ��
���� � ��� /� �� /�#� ��& ������ 0���� �� ������� ' � �� ��� ���� ���� ����� ��" �� �� #�#��
���� #� #���� *

+ 5����&� �� (���� /���� � ��(������ �� ���� �� ��� ��� � !������� ��#�� ���� �� ���
��� ���� ����� � ��� /� �� /�#� ��& ���� 0��� ��� � ��� ����� �� ��#� (��� ��� ������� *
���� ���������� � 5�0 ��� ���� ���� ����� #��� #���#���� � 5����#� �� ���#� �� �� �� ����
������� � �� ��� ��" ��� ��� ������� ' �� � ��� �� �# ���& ����� ��" �� �� ��0���#� #����
��� �� ��(����� �� ��#�" " ��� *

1�%� ��� ���& ���� 4��� ����&�� ��( ������ ��� #���� �� ���� �� ���� �� "  �� ��
��(�� ��� ����� ��" �� 
���� �� �
�� ��� ���� �(��� ���� ���� *
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+ 5��� ��� ���0��" �� ��� #������� �� #������ �� ��� �� ��%� � �� ��� �� �� � "  ��� ������� ��� ������� �� �� �� ���� �� � 5��� ����� �� * �� �&  ��� ��� � #��#���� �� � "  ��� �� ��

#������ �� �
� * �� � "  ��� �� ����� �0) ��� � . " �& "  ��� � ��� ���& �0) ��� ����������� �� " �" �

#������ ' �� . "  � "  ��� � ��� ���& �0) ��� ����������� . ��� #������� � ! ������ �
� * �� � "  ��� �� ����� �� �0) �� �� �� #������ � . " �& "  ��� � � 5�0) �� ��� ����# � ��

#������ � ��� ��� 0 ���� ��� 	���� �� ���� � �� #������ �
 * �� �� � "  ��� �� ����� #������� � . "  � "  ��� � ��� ��� 0 ���� ��� ������ �� ���� � ���

#������� *

� ���� �
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��	 �
�� ��� �	
�7� ���" ��� ' �� � "  ��� �� ����� �0) ��� ��� �(����� ��� ��� /��#� �� �� � ����#�

��%� � ����� �� �� � 5�0) ��� * +�� " ������ �� � ����#� ��� ���� #�������� ����� ���& �0) ���
−→xi

�� −→xj

���� ��� �� (����� �
� �� � ����#� �� � �������� �

dist1(−→xi ,−→xj) = |−→xi −−→xj | =
M
∑

d=1

|xid − xjd|

� �� � ����#� ��#� � ���� �

dist2(−→xi ,−→xj) = ‖−→xi −−→xj‖2 =

√

√

√

√

M
∑

d=1

(xid − xjd)2

� �� � ����#� �� �  �-�� �- ' �� ������� �� ��� ���& ���#������� �

distp(−→xi ,−→xj) = ‖−→xi −−→xj‖p = p

√

√

√

√

M
∑

d=1

|xid − xjd|p

�� �



��� � �� ��� ��� �� �� ���� ������

� �� #�� ��� �

Cos(−→xi ,−→xj) =
−→xi .−→xj

||−→xi ||.||−→xj ||
=

∑M
d=1(xid × xjd)

√

∑M
d=1 x2

id

∑M
d=1 x2

jd

� �� #������� �� �� 6������ ' #�� ��� �� � 5�#��� . �� " �7���� �

Pearson(−→xi ,−→xj) =

∑M
d=1(xid − xi)(xjd − xj)

√

∑M
d=1(xid − xi)2

∑M
d=1(xjd − xj)2

�(�#
xi

�� " �7���� ��� (������ �� � 5�0) �� −→xi

��� � 5����"0�� ��� ���� 0��� �

xi =

∑M
d=1 xid

M

�%� � 5�( ��� ��� ��� ���� 0��� ���� � 5 ����(���� �� ��%� � �� ��� �0) ��� ��� ����
����� � 5� ��� ���� � 5 " � �����#� ��� ��� ������ ' ��� ����� ������0�� �� ���" �� ��� ��
��� ������� ��� ���(��� #���� �� * �7� ���" ��� ' ��� (������ ��� �0) ��� ��� ��� ���� 0���
��" �� ���� ���� ���" �� ��� ����� � �� � * ����� ����� ���� #�� ������ �( ��� � �� ��
���#� ���� �� #���� � 5��� ���� #�� �� �2 � 5����#� �� ���#� �� �� � �� ���� ���" ��� ��� �
� 5����#� ��#� � �� ���� �� #���� �� �� ���" ����� �� �� 0���� �� ������� ���� ���� ���
�&�" ��� *

3 ��� �� #�� �� ������� ��#� ��� ��� ��� ���� 0��� #������ ��� ' �� � "  ��� �� ����� ���&
�0) ��� ��� ��������" ��� /��#� �� �� ��"0�� � 5���� 0��� � ��� ��������  �� ��������� ��
" �" � #������ � * 6�� �&�" ��� ' �� � "  ��� �� �� ��##��� �� #��#��� � �� �

DJ(−→xi ,−→xj) =

M
∑

d=1

δ(xid, xjd)

�(�#
δ(xid, xjd) =

{

0
� 

xid = xjd

1
� 

xid 6= xjd

��� ����� ����� �� #��� ��� . ������� �����" ��� �� #�" ��� ��� /������#�� � 5����� �
� �� �� #����� #������ � ��� � 5����"0�� �� �� 0��� �� ������� �

distχ2(−→xi ,−→xj) =
M
∑

d=1

Nxid
+ Nxjd

Nxid
×Nxjd

× δ(xid, xjd)

�2
Nxid

= |{j ∈ D|xjd = xid}|
���������� �� ��"0�� ����� � 5�0) ��� �� �� 0��� � ���

�������� �� #������ � ��� � 5���� 0��
d

���
xid

*
3 ��� �,��� �� �� *' ����� ' �� ��� � ��� �� � �� � ��� ��%� � �� (� � ���� ����� �0) ��� '

�� � # 5��� �� ��"0�� �� (� � �� �� #�" "�� ����� ���& �0) ��� ' ��� ���� ����� ' �� ��%� �
���� � "  ��� �� *

3 ��� �� " �" � ���� � ' �� � � ��� � 	 ���� ��
 � �������
MND

����� �� #�" ��� � 5�! ��
��� �0) ��� (� � �� � ��� ��%� � �� � "  ��� �� ����� �0) ��� * +� %���� � *�  ������� ����� � 5�! ��



� � ���� � �� ��� ����� �� ��

�� � 5�� � ��� �� � 5��� ����� " ����� ' ��� �0) ��� � �� � �����  �  � ���" ��� ���� � "  �� ���
��� � �� � ' ��  �(����" ��� ���4� �) ��� � 5������ �0) ��� ��� #��� �� � *

MND(−→xi ,−→xj) = NN(−→xi ,−→xj) + NN(−→xj ,−→xi)
�(�#

NN(−→xi ,−→xj)
�� ��"0�� �� (� � �� �� −→xj

��� ���� ��� . −→xi

*

�
�
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'() * � *� � ��������� �� �� � 5 ������ �� �� � � ��� � 	 ���� ��
 � �������*

1�%� '  � ��� �����" ��� � ��� 0 �� �� ������� �� #�" ��� ��� #���� ����#�� � 5�� �&� ���
�� ��" � �� ���� �� #��#�� �� � ����#� ����� �0) ��� * ����  �# �!�#�� ����� �� � � �� .#����� ���� 0�� �� /��#� �� �� � 5 " � �����#� �� #�� ���� 0�� � ��� �� ���0�4" � #��� ���� *

� ���� ����	��
 �
��
 � ��
 � ��	��
� ���� ������ ��� " ����� �� � ����#� ����� �0) ��� ��" " ��

dist
�� #�� � � ���"  

#����� ���� ����� ���#���" " ��� �� � 5������ ' �� ��� ����� �� ��
� � ��� #������� � ��� ����
��%� � ' ��� ���& " ������ ��� ���� �� � ���� ���� #� #���� ����� ��� �� (����� �
� * �� ��� �� ' � ����#� " �7���� ����� " �"0��� �� #������ �� ��� #�������� ' . "  � "  ���

� ��� " �& "  ��� �� � "  ��� �� ��� �0���(�� ��� . � 5 ���� ��� �� #������ �

Radius(Ck) =

∑

i∈Dk
dist(−→xi ,−→µk)

Nk

� * �� �� � �" 4��� ' � ����#� " �7���� ����� �� ��� �� " �"0��� �� #������ ' �����" ���
. "  � "  ��� �

Diam(Ck) =

∑

i∈Dk

∑

j∈Dk
dist(−→xi ,−→xj)

Nk × (Nk − 1)

� ���� �	� ��� ��
 ���
 � ��
 � ��	��
��� ����� ��� �� �� � "  ��� ��  " � ������� �� #������ �� ��� #���� �� ��� ��%� � �����

� !������ #������� ' �� �� � ���� "  � "  ��� � ��� ��� 0 ���� ��� ������ � ��
� � ��� #������� *
��� ���"  4�� � ��� 0  � �� � ��� " ������ �� � "  ��� �� ����� ���& #������� ��� �� #��#����

�� � ����#� ����� ��� �0) ��� �� ��� ������������ * !���� �� " ������ '  � � 5�� �� ����� ��
" �& "  ��� �� � ����#� ����� #��������� ' �� 0 �� #���� �� ������ ��� �0) ��� ��� ���� ���#���
�� #����� #������ *



��� � �� ��� ��� �� �� ���� ������

��� ������ ' �0���(��� �� 5�� ��� ����� ��&
K−1

���"  ��� #������� �� ���
K

�� ��"0��
�� #������� ��#���#���� ���

K−1
�0) ��� ��� " � �� � "  �� ��� �(�# �� ����� �� �� 0��� ' �� �

�� ���� �� #������ �� ����� ��� �0) ��� �� �� 0��� ' �� ��" " � � ������� ��� � ����#�� �����
#��������� ��� " �& "  ��� ' ��� ����� ����� �� ���� ���� ���� ����� ��� � ��7� � ' �����
� ��� ���� �� . #� ���0�4" � #��� ��� . " �& "  ��� �� ��" " � ��� � ����#�� ����� #�����
#������ �� �� #�������� �� � 5����"0�� ��� �0) ��� �� �� 0��� �

−→x0 =

∑N
i=1
−→xi

N
��� � ������ " ������ � ��(��� �����" ��� ���� �� � ���� ���� #� #���� �
� �� � ����#� " �7����  �����#������� �

Inter(k1, k2) =

∑

i∈Dk1

∑

j∈Dk2
dist(−→xi ,−→xj)

Nk1 ×Nk2� �� � ����#� " �7����  �����#������� �

Intra(k1, k2) =

∑

i∈Dk1∪Dk2

∑

j∈Dk1∪Dk2
dist(−→xi ,−→xj)

(Nk1 + Nk2)(Nk1 + Nk2 − 1)
= Diam(Ck1 ∪ Ck2)

� �� �� (�� ��#� ���0��� ����� #������� �

V ar(k1, k2) =
∑

l∈Dk1∪Dk2

dist(−→xl ,
−−−→µk1,k2)−

∑

i∈Dk1

dist(−→xi ,−→µk1)−
∑

j∈Dk2

dist(−→xj ,−→µk2)

� ���� 	 	��	 �
��
	 � �� 
������ � ��
 � ��	���
�
+�� �� �# ����� " ������ �� � ���� ���� �� � ��� �(����� �� ��� ���� �� ��
� � � 5�� #������

� ��
P

���� ��� �� (����� �
� * � 5������ ������� ��� �

E2(P ) =

K
∑

k=1

∑

i∈Dk

dist(−→xi ,−→µk)

�� � ��� �(��������" ��� ���� � ������� ��� ��� ���0�0 � ���
Pik

� 5����������#� ���
�0) ��� −→xi

��& #�������
Ck

���� �� #�� �� ��� � ������
��� �

E2
p(P ) =

K
∑

k=1

N
∑

i=1

Pik × dist(−→xi ,−→µk)

�(�# ���� #� #�� −→µk =
∑N

i=1 Pik ×−→xi
� * �� " �7���� � ������� �� #���� ��� ��� �� �� #������� �

Q1(P ) =
K

∑

k=1

Nk

N
×Radius(Ck)

2



� � ���� � �� ��� ����� �� ���

 * �� " �7���� � ������� �� #���� ��� � �" 4���� �� #������� �

Q2(P ) =

∑K
k=1 Nk × (Nk − 1)×Diam(Ck)

2

∑K
k=1 Nk × (Nk − 1)

� * �� " ����� �70� �� "  &��� #���� ��  ������ ��  ����� �� �&����� ���� ���� ���� �����
��� � ��7� � ' ����� ' �2 −→x0

������ �� #�������� �� � 5����"0�� ��� �0) ��� �� �� 0��� �

H(P ) =

∑K
k=1

∑

i∈Dk
dist(−→xi ,−→µk)

∑K
k=1 Nk × dist(−→µk,

−→x0)

� * �� �� " ����� ��" " �� � �
������ ������� 0���� ��� �� ����� �
� ������� �� �  ����
��  ���� ' ����� �

PU(P ) =

K
∑

k=1

Nk

N
× CU(Ck)

CU(Ck) = P (Ck)

M
∑

d=1

∑

{m∈Modalitesd}

[

P (xid = m|i ∈ Dk)
2 − P (xid = m|i ∈ D)2

]

� 5 ���  # ����� �� /�(�� ��� ��� #������� �� (��� �##��$��� �� ���� #��0 � �� ' # 5��� .� �� #��& � ��� �������� �� � �

P (xid = m|i ∈ Dk) > P (xid = m|i ∈ D)

#���� " ����� �7��� ��� ������� #�" " � �� � �� #�� ��� � " ��� ��� ��" �� ����
���� �,����� �� �� *' ����� �

CU(Ck) = P (Ck)
1√
2π

M
∑

d=1

(

1

σkd

− 1

σd

)

�2
σkd

��� �� ��( �� �� �������� ��� (������ ��� �0) ��� ����������� �� #������
Ck

��� �� � " ��� ��
d

' ��
σd

�� ��( �� �� �������� ��� (������ �� � 5����"0�� ���
�0) ��� �� �� 0��� ��� �� � " ��� ��

d
*
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	 � �� 
������ � ��
 � ��	���
�
1� #� �� #��#���� ��� " ������ �� �� ��� ���� � ��
� � � 5�� #������ �� ' # 5����.�� �� ����

�� #�� �2 � 5�� ����� �� #�" ����� ��� ��������� � 5�� #������ ��
P . ��� # 0�� #����� �

�� �� 
P 0 ' ���� �(��� ��) . (� ��� � 5������ � �� �� ��" ����� ���������� ���� �� ��#� �� � *�

� ��(��� ���� �� � ���� *
3 ��� �� � �� ' ���� �� �6��� -� ��� ��� � � �� ' ����� ' ��� " ����� �� ��
������ � 
�� �

� �
� ����� ��� ���� ���� � ��� #�" ����� ���& ����� ��� * !�� /����" ��� #��� ��� . �(�����
�� ����� �� � 5 �/��" �� �� �� ��� �������� ����� ���� �� ������� � 5��� ����� �� . � 5����� '
��  �(����" ��� * � ���� ����� �� #������ �� �������� �������

P 0 ' �� �� " ����� � 5������ �



��� � �� ��� ��� �� �� ���� ������

E(P )
���� # �� . �� #������ ��

P
' �� " ����� �� ��� �� �� � 5��/��" �� �� ����� �� #������

� �� ����� P
�� �� #������ �� �������

P 0 ��� �� �� (���� �

V I(P,P 0) = E(P ) + E(P 0)− 2× I(P,P 0)

I(P,P 0) =

K
∑

k=1

K
∑

l=1

P (k, l) log
P (k, l)

P (k)P (l)

P (k) =
Nk

N

��
P (k, l) =

|C0
k ∩Cl|
N

� �� �	�� �
� � ���� 
�� ��	��� ����� 
� 
���
��
6��� ���� ���� #�0�� . ��� 0���� �� ������� #�������� �� ����� ��"0�� � 5�0) ���

�� � 5���� 0��� ' ��� " ���� ��� �� #������ �� ��(����� ��� �� (��� � ����� ��� ������ ��
���� #�� 4�� . ���� #�" ���& �� * �7� ���" ��� ' �� " � ������ ����� �� ��� �� ��(����� �� ���
" ���� ��� �� ��� ������ �� /���� � ��� �� �� ��"0�� � 5�0) ��� �� � 5���� 0��� * 3 5������
����� ��� � ��(��� �����" ��� ���� ��( ������ �
� * "  � "  ��� �� ��"0�� �� ���#���� �� � 5����"0�� ��� ������� �
� * ���� �� �� ��"0�� �� ������� �& �"  ���� � ������ � 5�&�#�� �� �

 * ���� �� �� �� ��� �� �� ����#���� ��� ������� /���� � . � 5����� ��" � *
6��� #��#�4��" ��� ' ��� ����� ��� ��� ���� ���(��� �� � ���� ���� #� #���� ���� ���

�� (����� ��  ���0��� ��� � � " ' ����� �
� * � 5�#���� �������� ������ �� � ��" �� �� ����#� ����� �� ���������"0�� ����������� /

��� ������� ' � ��" ������ � �� �� #��� ����� ���� �� " � �� � 5�0) ��� ���� �� ����� �
��" ��� �� �� " ���� �� �

� * � 5�� � ��� �� �� 0 ����� � ��" �� �� %&�� �� ��"0�� " �& "�" � 5 ����� ��� �� ��
" ���� �� ' ������� #�����# ��� #���0�� �� /���� � ��� ����� �� . #�����  ������ '
#�" " � # 5��� �� #�� � ��� ��� " ���� ��� ��� #���� ���� �� ���� �� ���� �

 * �� ���� � ����" ��� � ��" �� �� � ( ��� �� ���0�4" � �� ���� ���� ��������0�4" �� ��
���� � �� �� �� ��� ' �� � � 5�� � ��� ���� �� ��� ��������� �� #�� ��������0�4" �� � ���
�������� �� ���0�4" � ������� �

� * �� �� �����/��" �� �� ��� ������� � ��" �� �� ���� �� �� �� ��� ��� ������� /���� ��
�� ������ �� �� " ���� �� ' �%� �� ���(� ���� ���� �� ��� ��� 0��� �� ������� " � ��
 " � ������� �  � � 5�� � ���� #� #�� �� �����/��" �� ��� ������� ���� ��� �����������
� �� ���� #�" ��#�� ' �� 0 �� �� �� ���#�� ���� �� ����#� ���� ���� � ��� � 5����#�
�� � ��� � #� ���� �� � � �� ���� ���� ��� ���� � 5����&� �� (���� *



���� ������ � ������� ���� ���

� �� � ����	 ��� 	 �
	�	�	 ����
� �� �� ������

���� 1 � ��  ���� ' ����� ��� �� �&�" ��� � 5����� ��" � �� #������ �� � ����#� ���
���#������ * �� ���  �#��" ����� ' #� �� � ��" �� �� �� �#����� ��� ������� �� 5��� ����� /� �
" � � �� ���� ��� ������ �� � 5����� ���� ������ #�� ������� ���� ���������� . � 5����� ��" � *
+� " ������ ������ � 5 ������� �� � 5�� ���(�� ���" ��� ���� �� � ����#� � ��� �� �� (���� �
� * ��" ����� �� �� ��# �� �� � 5��0�� �

� * ���"  ��� ������ �� �������� ���� #�0��� ��� �� #������ #������ ' ����#� ����� #���  
�� ��� "  �� �� " ����� �� ��������7 � � � �7 � ��%� � ���� �� ��#� �� � *� *� �
���  ������� � 5���" ��� ���� �� #������ #������ �
�0 � /�� ����� ���& #������� �&  ������ �
�#� � ( ��� �� #������ #������ �
�� � �� #���� �� ���(��� #������ � ��� � 5���" ��� �

 * �� ��#�" " ��#�� . � 5���� � � �� #�� � ����� #�" " � ���(��� #������ #������ #���  
�� � ��� �� # 0 �� �� � 5�� ���� �� ���#������ ' ) ���� 5. ��� (�� . ��� /�� ��� �� � 5��0�� *

� �� �� ����

��� 1 �,��� �� �� *' ����� ' ����� . �� ' ��� �� �&�" ��� � 5����� ��" � �� #������ �� � �����#� ��� ��#������ * 3 ��� #���� " ������ ' ��� #������� ���� ����������� ��� �� ����"0��
� 5�0) ��� � ������ �� ��� #�" � ����� ' ������ #��� �� ���� #�������� ����� �� /�#����

α
*

6��� ��# ��� ����� #������� �� (��� ���� /�� ����� '  � #�� � � ��� #������� ���� �� �� ��
� 5�0) ��� ����������� /� ��� �� ���� ��� #�� *

1� � ��� /� �� /�#� ��& ������ 0���� �� ������� ' ��� 1 �� � �� � 5�#���� �������� �����
�� �� �� �� ���� � ����" ��� ' # 5����.�� �� �� 5 � �! �#��� �� #������ �� ��� � ! ������� �����
���� �� �� � 5����#� ' �� � #�"0 �� ��� ��������� �0����� � ��� �! �#���� �� #������ �� ���0�� *

� �� � ����	 ��� 	
� 

��
��
� �� �� ����� �

6��� /� �� /�#� ��& ������ 0���� �� ������� ' ��� ������� �� ��� ��� � �� ' ����� ' ����
���� �7��4" � ��� ��� �+����! ' ���� ����� � 5�� � ��� ��� ��#���#�� ���#���� ��� 0����
��� � ! ������ ����" 4���� � ��" ������ �� 0 ����� �� ��"0�� � 5 ����� ��� �� �� " ���� �� '
� �� ��� ��� � 5�#���� ������� ������ �� * � ���� ����� �� ��"0��

K
�� #������� ��#���#��� '

��� ����� �� #��� ��� �� �� ����"0�� ��
K

" ������� ' �0) ��� ����������� /� ��� #������� '
��&����� ���� ���� # �� � 5����"0�� ��� �0) ��� �� /��#� �� �� ���� ���&  "  �� �(�# #��
" ������� * +�� ���� �� �� �# ����� �� �� " ���� �� ���� ��� �� (����� �
� * ����#� ����� �� �#���� ���� ����������� / ��� ������� �
� *  ����� �� #���� � ��"0�� %&� �� /� � �



��� � �� ��� ��� �� �� ���� ������

��� #�� & � 5��� ����� �� ������ �� � �� ����"0�� ��
K

" ������� �
�0 �  ����� �� #���� � ��"0�� %&� �� /� � �

� #�� & � 5��� ����� �� (� � �� �� �� ����� �� #������� ' ��� " �� %#�� �� �����
�� �� �� � 5�� ��� " ������� �� �� ����� �� �

� #�����(�� �� �� (� � � #�" " � ���(���� ����� �� #������� � � 5 ���� � ���0���
�� �� ���� � �� ���  �/�� ���� . #���� �� �� ����� �� ���#������ �

�#� ���#-�� �� ����� �� ��� " ��� �� #��� ����(�� �

 * �� ��������� �� " � ������ ��� ����� ��� ��� " ���� �� #���� ����(��� *

� �� �� � ����

�%� � 5�( ��� �� �#����� ���� ���� /� � � 5����"0�� ��� ������� ' ��� " ���� �� � 5�" ��� ���� �� �� ��� #-��� ��� ������� � ��� ���� ���� ���� ������ �� �� *' ����� * 6��� #��� '
� 5 ��� �� �# ���� �� �� " ������ ' ��� ���� � ���� ' ��� �� #��������  �  � ���" ��� ��� ��� �
���� �� �� ��� ���#-�� ���� �� ��0�� ��� ��� �� ��
��' �� #��� ������ #����#� (�" ��� ���
�0) ��� ���#��� *

�  �� ' ��� ������� /���� �� �� ������ �� � 5����� ��" � �� ������ �#������ �� 5��� �����
/� � ' �� �� � " �" � �� � 5����� ��" � ' " � � ���� � � 5�� ����� �� ������ ���� ���� ����" 4���� '
�� � 5����� ��" � � ����� ���� �&�#��� ��� ��� 0��� �� ������� �� 0 ���#��� ���� � �� ��
�� ��� �� �� " � ������ ���� �� �� #� �� #��#���� � 5����� ���� ������ ��� ������� ������
/���� �� �� ������ �� � 5����� ��" � *

�� ���" ���
CF

�������
��� �����
�� �� �� ��
�� ��� #�" � ��� �� ��� � ����" 4���� �
(n,
−→
LS, SS)

' �(�#
n

�� ��"0�� � 5�0) ��� �� #�" � ����� ' −→
LS =

∑n
i=1
−→xi

�� ��" " � � ��� ��
�� #��

n
�0) ��� ' ��

SS =
∑n

i=1
−→xi

2 ���� ��" " � �� #���� * ����� ����������� �� � ��" ��
�� ����� �� �� ��
�� � �� �� ���������� �� (��� �

CF1 + CF2 = (n1 + n2,
−−→
LS1 +

−−→
LS2, SS1 + SS2)

�� �� ��
�� ��� �� ��0�� 0��� ��� ���& ����" 4���� � ��" ������ �� ������� �� �� ��� �
�� /�#���� �� 0���#��" ��� �

B
� ��� ��� ����� ' ��

L
� ��� ��� /�� ����� ' �� �� ��� �

T
*

������ ���� #��� ��� �� ����
B

������� �� �� /��" � �
CFi

'
childi

� ' �2
i ∈ [1, B]

'
childi

��� �� � � ����� (��� ��
ieme ���� %�� ' ��

CFi

��� � 5������
CF

�� �����#������
���������� ��� #� % �� * �� ���� �� � 5��0�� ���������� ���# �� �����#������ #�" � ��� ��
���� ��� �����#������� ����������� ��� ��� ������� *

3 � " �" � ' #����� /�� ��� #��� ��� �� ����
L

������� ' �� #����� ������ ��� ��
CF

*
3 � ���� ' . #����� /�� ��� ���� ���� # �� ���& � � ������ �� � ��� � ��� #��$��� ������ ���
/�� ���� ����"0�� � ��� �� ���#���� �� #�#� * ��� /�� ��� ���������� ���# �� �����#������
#�" � ��� �� ���� ��� �����#������� ����������� ��� ��� ������� * 1�%� ' ������ ��� �������
���� ��� /�� ��� �� (��� ��� �/� �� ��� ��������� �� ����� � �� � �" 4��� ��� �� ��� ��� ��
#����� ������ ���� ��� /�� ��� �� � ����  �/�� ��� . T

*
+ 5����� ��" � �+���� ! ��� ���� �� �� � �� ' �� � #��#�� ��� �0) ���  �  � ��& ��� %���

��" ��� ��� ��� 0�� ��� ���� ��� ��&
K

" ������� ����(�� *
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� �� � ����	 ��� �� �	�� ����
+ 5�(������ ��� ����� ��" �� �� #������ �� ���#���� ���� /�#� ��& ������ 0���� �� ����

���� ��� �� 5 �� ���� #���0��� �� /���� � ��� ����� �� �� ���0�4" � . � 5 " � ���� ����
" �" ��� �� � 5�&�#�� �� �� � 5����� ��" � ' �� ����� ����� ��� � 5�� � ������ � ��� #�� � � � 5 ��
�����" ��� �� ��#���#�� �����  � �� ����� �� *

1� ���� ��� ' ��� " ���� ��� "  ��� �� ��(�� ���� ���(��� #������ ��� �� " �� 4�� .����(�� �� 0 �� #�" ���"  � ����� � 5�&������ �� ��#���� �� � 5��� ���� �  " � ������� ��
� 5����#� ��� ����� ��� ' �� � 5�&��� ��� �� ��� ����� ��� ��� " ����  ���� %��� ' �� ���� ��
� 5��� "  ��� �� � 5��� /��#� �� #� �4�� # 0 �� #�� � � ' ��� �&�" ��� ���"  #����� ���� �����
���� �� ��#� �� � *� *� *

� �� �� � �������� 	 ��
�� �
�	
� ��� ��� �� ����� �" � �� � 5�(���� �� ����� ��� ���  �� (  ��� ' �� #������ �� ��� � ��

� �
���� �� � �� ����� �� #��� ��� . �!�#���� ��� ��##��� �� �� ����#� ��� �� �� "���� ���
� 5�� ����"0�� �� ����� ��� ' �%� � 5�" �� ���� #���  �# �� /�� �� . " ����� �� � 5�&�#�� ��
�� �� " ���� �� *

� ���� ������� ���& ����� ��� � �
�� �� �� ���0�4" � ' � 5������ ����� ��� ��� �� �� ����
�������� . ���� � ��� ������� ' �� ��� ���� � �� #����� �� ��� "  ���� �� /��#� �� # 0��
���� ����#� ������ ' �� �� � ���� . ���� ���� �� ���� ��� ������� . � 5���� � �� (���� �� ��
" ������ * ����� ��� ����� ��� ��� ��� " ���� ���� �����" ��� #�����(��� �%� �� /�(�� ���
� 5�&������ �� �� � 5����#� ��� ����� ��� �� �( ��� �� ������ ��/��" � ���� ��� ��� " � ��#��&
�� �� /��#� �� *

+� "���� �� �� ���� �� � ��� ���� #� #���� ��� #���� �� � ���� �� �
��� �� �� � �����
 �� ( ��� * ����� ��#�� ��� ' ���� ���� . � 5�&�" ��� �� �� %���� � *� ' ���  �������� ��� ��
%���� � *� * ��� ����� �� #��� ��� �� �� ����"0�� � 5����# �� ��� ����� ��� �0) ��� �� ���
#������� ' ���������� ��� �� (�#���� �� #������ � 5 ���� % ���� ��� �0) ��� �� #������� #��� �
����� * ��� ��� � �� ���� �
� ���� ��� (�#����� ����� ��� ��� #�� � � �� /���� ������ �� ' ��
���& ��/���� ���� ������� . ���� � �� ���& ������� ' � 5�� �(�# �� ���"  4�� ���� � �� ��
����� �� �� ���"  �� ������ �� �� ���& 4" � ���� � �� � 5����� ������ ' ��  �(����" ��� � ���
�� ���&  4" � ��/��� *

� �� �� � ����� �����

�� ����� " ������ ���#���� ��� �� #������ �� ��� #���� 0���� ��� �� 
��� �
�� � ����� *
��� ����� �� �� ���0�4" � ��� ����#� ����� ������ ��" ��� ���� � 5����#� ��� ����� ���
� ��� 0 ��� * 6� � . #�����  ����� �� �� �� 
��� �
�� � ����� ' ��� ���(���� ����� �� (� � �� ��
�� ���#������ ��� #��� ����� ' # 5����.�� �� �� 5��� �� ���� ���� ���� # �� ��� ����� �0) ��� ��
#������� ���� " � � %��� * ! #���� ���(���� ����� �� ��� " � ������ ��� �� ����� �� ���#������ '
����� ���� ��� #�����(�� � ��� � 5 ����� �� �� (���� * ! ��� ' �� ����� (� � � ��� ��( ���� ��
�(���� * ! ��#�� (� � � � 5��� #��� ���� #�" " � " � ����� ��� �� ����� �� #������� ' �����
#�����# ��� #�����(�� �� ���� ��� "  � "�" �� #�� ' �� �� " ������ ���  ����� �(�# ���
����� ����� ��  � � ��� ����#� ����� ������ ��" ��� * �� /�� �� . " ����� �� � 5�&������ ��
��� ����� ��� � ��� 0 ��� ' ��� ���� � �� #����� �� ��� ��) . ��� ���#������� ���� ���#-���
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�� '�� �� '�� � '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� ��� '��
��� '� ��� '� �� '�� ��� '�� ��� '�� ��� '� ��� ' � ��� '� � ��� '� � ��� ' �
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�� '�� �� '�� � '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� ��� '��
��� '�� ��� '� �� '� ��� '� ��� '� ��� '� ��� ' � ��� ' � ��� ' � ��� ' �

6����� �

⇒

�� '�� �� '�� � '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� ��� '��
��� '�� ��� '� �� '� ��� '� ��� '� ��� '� ��� ' � ��� ' � ��� ' � ��� ' �

1�/��� �

�� '�� �� '�� � '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� �� '�� ��� '��
��� '� ��� '� �� '�� ��� '�� ��� '�� ��� '� ��� ' � ��� '� � ��� '� � ��� ' �

1�/��� �

���� ��#������

'() * � *� � +� "���� �� ��� #�� ��" ��� ����� ��� *
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���� ��� ����� ����� �� � ��� � ��� �� ��� �� ��#���#�� �� �( ��� �� #��� ����� ���� ����
/� � ��� " �" � ����� �� *

� �� �� � ���� 	��� ��
1�%� ' ��� ����� " ������ �� #������ �� ���#���� ��� � ��� ���� ��( ����� � �� #����

��� �� ��� 
����� � �� � ��* 3 ��� #� #�� ' . #�����  ����� �� �� �� " ������ ' �� ���(�����
����� ��� ���� ��( ������ �� #�����(��� � ����� ���� " � ������� ��� ��� ���#������� * ��
����" 4��� ' ��� ��� �� ���� �
���
�' #����� �� ��� ���(����� ����� ��� ���� ����� � ��� � 5 ������ �� �� (���� � ���� �� ��" � ������� ��� /� 0 �� ' � ��� ��� ����� ��� �� (����� #��� ������
���� ��� #��� ��� ����� ��� ���#������� * �� � ���" ��� �� (����� �� �� ��" � ������� ���
����� ' ��� ����� ��� �� (����� #��� ������ ��� ����� ��� ���#������� �� ���# � 5�&������
� �� �� � 5����#� ��� ����� ��� ��� �� (  ��� �� * 6� � �� /�� �� . " ����� �� � 5�&�#�� �� ��
� 5����� ��" � ' �� ��" � ������� ��� � "  ���� �� ��� ����� ��� ��( ������ ���� �� ���� ��
���� ��� #��� ��� ���� ��� ������ � ��� /�(�� ��� � 5�&��� ��� �� ��� ����� ��� ��� " ����
#�������� ����#� ������ *

� �� � ����	 ��� ���
 ��	 �� 
��� �

3 ��� �� #�� �� #������ �� 0��� ��� �� ���� �� ' �� �(������  " � ������ ��� �� /� � �� 5 �

��� #���0�� �� # 0 ��� ��� #������� �� /��" � ����#����� * ��� ������ ' �� " ������ �� 0���
3 �!��� ��������� ���� �� ��#� ��  *� ���!�� �� �� ��� �����#� ( ��.�( � ��� ����" 4����
�� ������ �� � �� � ��� �� #����� ���� �� ��� �� �� ���� �� �� (� � ���� � 5�� �0) �� * � 5���
� ������ ���� ���� " ������� ��� ��� ���� ����� � ��� /� �� /�#� . #���� ���0��" �� ��� *

� �� �� ��� ���
�%� �� � ��" ����� � 5 ���� %�� ��� #������� �7��� ��� ���� ��� ��4� � ! ������� ' #�" " �

���� �� #�� �� �� %���� � * '  � � ��� ���� ��� ���� ���-���� �� �� *' ����� � 5�) ����� ��
/��#� ����� �� �� /� �� (�� �� �� (����� �� ����" 4��� �� � * �� � ���" ��� 0���� ' #���� (�����
��� � �� . � �� ���" ����� ' �� ��� #������� �� " � �� �� " � �� ������ ���� ��#���#��� *
+ 5����� �(������ �� #���� ��#�� ��� ��� ��� � 5�� � ������ � 5� ���� . ����� �� (����� �� #�
����" 4��� *

� �� �� �������
3 ��� ��� �� �� *' ����� ' �� ����� #� �4�� � 5�##����� �� �� � 5 ������� �� �� ���(���&

�0) ��� ���� ��� #������� � ��� ���� ��� �%� �� �� ��0�������� ��� ���& ����" 4���� �� � ��
� ��� �� * + � " ������ �� 0��� � ��� #��� ��� � 5�7� ���4�� ��� ��� �0) ��� ����������� . ��
" �" � #������ ���� � ��� 0��� �� /���� �� /��" � . � 5 ���� ��� �� #������ * �  �� ' ������ 5��
�0) �� ��� #��� ��� . � 5 ������� �� ���� �� #������ ' �� ��#�� ��� #��� ��� . (�� %�� ���
��� � ����#�� �(�# ��� ���� ��� #��� (� � �� �� (� �� � ��� 0�� �� ��� � ����#�� #�������
����� " �"0��� �� #������ *
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6���  � � �� ��� #�� � ��� 0�� ��� . � 5 ���� ��� ��� #������� ' �� ��"0�� "  � "�" � 5�0 �
) ��� ����# �� ��& #������� ��� ��#���� �� * +� " ������ �7��� ��� #���� ���� �� 0�� �� /� ��
/�#� . ��� 0���� �� �������  " � �������� ' � 5 �  � �� ��� �� ���� ���� #��� ��� . #��� �����
��� ������ ���� ��� #��� (� � �� � 5�� �0) �� #�" " � ����� ��  � � ��� * 6�� � ������ ' #���� " ����� �� ��� ��� ������� �� � 5����� ���� ������ ��� �0) ��� ���� ��������� * +�� ������ (�� � 5 ��
������ �� ��� �0) ��� ��& #������� ���� ���#  ������ ���� ���� /� � ' �� �� � ������� ��" ���
� ��� ���� �� � �� � ��� � ��" ����� ��& �0) ��� �� #������ � 5�! �#��� �� �� #������ *

� �� �� ������

3 ��� ��  ���0��� ��� � � " ' ����� ' ��� /��#� �� �� � ��� 0�� �� �� �� ���� �� ���
�� � ��� � ��� ��# ��� � ��� �0) ��� /��� ���� � � 5�� " �" � #������ * ��� /��#� ��  �����#� '
��� �&�" ��� ����� ���� ' ��� � 5�0 ��� ��%� � � ��� " ������ � 5 " ��#� � 5�� �0) �� ���� ���
(� � ���� �

f(−→xi ,−→xj) = e−
dist(
−→xi ,
−→xj )2

2σ2

+� /��#� �� �� ���� �� ���0��� ��� ����� ��� " �� ��� �� ��" " � ��� /��#� ���  �����#�
�� ���� ��� �0) ��� �

fD(−→xi ) =
N

∑

j=1

e−
dist(
−→xi ,
−→xj )2

2σ2

�� ��� ���� ���
�����
� ��� �0) ��� � ��� �������� �� /��#� �� �� ���� �� ���0��� ���
�� #���" ��� " �& " ��� * ������ �0) �� ��� ����# � . ��� ���
�����
 �� � ��� ������� � ��
�� � ���� ��� " ������ �� ���� ��� * 1�%� ' ���& ���
�����
� ' � �� ��� ��� �0) ��� �� 
���� ���� ����# �� ' ���� ��� ���� �� " �" � #������ � 5 � �&  ��� �� #��"  � ���� � 5����#� ��
���#� �� �� ��� �0) ���

P ∈ S
�� ��� ��� � ��� ��� �� ���� �� ���0��� �� ���� �0) �� −→xi������� ��� #� #��"  � �� � ��� �� ���� . �� ��� � %&� ξ

�

fD(−→xi ) ≥ ξ ∀ −→xi ∈ P

3 ��& ����" 4���� ���� ���#  ������� � ��� #���� " ���� �� �
� *

σ
' �� �����"  �� � 5 �����#� � 5�� � � �� ���� ��� (� � ���� �

� * ��
ξ

' �� �����"  �� �� � (��� �� � ��� ���#� ��� ���
�����
� *
��� " ���� �� ��� ���# %����" ��� ���� ���� � ��� %&�� ��� (������ �� #�� ���& �����

" 4����  ������ �� �7��4" �
σ

��
ξ

*
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 ���� ��� 
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���	 �� ���
�%� �� ������� �� #�" ��� �� /� � ��� #���� �� ���� 0��� ��#� (��� ��� ������� ��� ����

��� " � �� � 5 " � �����#� � ��� �� #���� %#�� �� ' ��� ���"  4�� � ��� 0  � �� #��� ��� . �� � ���
��� " ���� �� �� ����#� �� ' � 5�&���#� �� �� �� � ������� �� � 5���� 0��� �� ������ ��" ���
�� � 5������� ����� *

+� ����#� �� � 5���� 0��� ��� �� ��� #����� �� #��� ��� .  ���� %�� �� ���������"0�� ���
���� 0��� �� ���� �� #�#� . �� � ��� � ��� �� #������ �� * + 5�&���#� �� � 5���� 0��� #������ ���
. � 5�� � ��� �� � 5��� �� ���� ���� �����/��" �� ��� ��� ���� 0���  �  � ��& � ��� ��� �� �� ��
���(���& ���� 0��� � ��� ����� * 1� �� � ������� �� � 5���� 0��� #��� ��� . ������ �� � � ��
����  " � ������ . #���� �� ���� 0��� #��� ����� #�" " � ���� � ��� ����� � ��� �� #������ �� *

� ���� ����� ��
 � ���������	
�� �&  ��� ��� � ������� ��#�� ���� � ��� ����#� ����� �� ���������"0�� ��� ���� 0���

�� ���� ������� � � ��� �� #������ �� � �&����� (� ' ������ �� �� ���� �� ��� * � ���� ������� #� �4�� � 5 ������ � 5�� ���������"0�� � 5���� 0��� � ��� �! �#���� �� #������ �� � 5�� ���
��"0�� � 5�0) ��� '  � � 5�� � ���� �� ���"  �� #�� �� #��� ����� � 5����"0�� ��� ���������"0���
� 5���� 0��� � ��� 0 ��� �� �� ����#� ����� #���  �� ��� "  �� #� #� �4�� *

��� ����� ����� #�� � 5��� #�� ������ ��� �� � ��0�� �� ���� ��� . #���� �� �� #�" �
���& �� �&� ����� ����

O(2M )
�� /��#� �� �� ��"0�� �� � " ��� ���

M
* ��� �����#��

������ �� #��� ��� . ����#� ����� ������ ��" ��� �� � �(����� � ! ������ ���������"0���
� 5���� 0��� ' ��� �(������ ����� ����� � 5���� #���0�� �� /���� � �� �������� . � 5 " � ����
���� " �" ��� �� ��� �&�#�� �� *

1�%� ' ��� ���� �� ���� ���(��� �� � ���� �� ����#� �� � 5���� 0��� #��� ����� . �! �#����
��� ����#� �� ��#������� �� ���#������� * 1� ����#� �� ��#������� ' � 5���� 0�� #��� ����#�" " � �� ���� � ��� ���� ����� �� #� �4�� �� � �� �� ���"  � 5����"0�� ��� ���� 0��� �� ��
0��� ��� � 5�0 ��� ����#� ���� ' �� � �� ��#��� ���� 0�� �� ���� � ��� ���� ��� ����#� ���� ' ��
� �� �� �� �� * + 5�� ���� ��  �(���� ��� �&�#���� �� ����#� �� ���#������� � � 5����"0�� ���
� " ��� ��� �� ���#� �� �� ���  �  � ���" ��� #��� ���� ' �� � . #����� ���� � ' �� � " ��� ��
�(����� #�" " � �� " � �� � ��� ����� ��� ����� " �� *

��



��� � ��� � �� ���� �� �� ��� ��� ��

3 ��� �3 ��� �� �� *' ����� ' �� #� �4�� �� �� � ��� ���#� � 5�� ���������"0�� � 5���� 0���
� ��� �� #������ �� ��� 0��� ��� � 5�0���(�� �� �� 5�� ����"0�� �� ������� #�������� ���
#������� � �� � ������" " � ��� � ����#�� ����� �0) ��� ��4� � ! ����� ��� ���� ��� . #���  
� 5�� ����"0�� �� ������� �� #�������� ��� �� #������� * 1� �! �� ' � �� ����"0�� ��
������� � ��� ���� ���� � ���� ' ����� �� " �) �� �� ��� � ����#��  �����#������� ���� 0 ��
 �/�� ���� . �� " �) �� �� ��� � ����#��  �����#������� * �� #����� �� ' � ��� ������� ����
�� /��" �" ��� ������ �� ' ����� ��� � ����#�� ����� �0) ��� �� ������ �����" ��� * + � " �����
���� ���� ��� ��� (�� �� �� " ����� � 5������ � ' �� ���������� �7� ���" ��� �� ���& ��
�������� � 5��� #��%����� �� '

Dij

�������� �� � ����#� ���" �� ��� ����� ��� �0) ��� −→xi

��
−→xj

���� �� ���������#� #��� ���� �

E = −
N

∑

i=1

N
∑

j=1

[Dij × log Dij + (1−Dij)× log(1−Dij)]

��� ����� " ����� 0���� ��� �� ����� �
� ������� ��������� ���� �� ��#� �� � *� *� �
�����" ��� ��� ���� ���� ���� �����(��� ' ����� � ��� �(����� �� � ��� ���#� � 5���� 0���
#������ ��� ' � 5�7� ���4�� �����) �#���� . #���� " ����� ����� �� #��� ����� ��� � ��� � �
" ��� �� � 5��� ��� �����" ��� #������� ��& ������ ' ����� #���� � " ��� �� �� ) ����� ��� ��
�� ��  " � ������ ���� �� ���#����� �� #������ �� ' �� � ��� �4� ���� ���� #��� ����� #�" " �
� �� � ��� ����� �

∑M
l=1

∑

m∈Modalitesl
P (xil = m)

∑

m2∈Modalitesd
[P (xid = m2|xil = m)2 − P (xid = m2)2]

M − 1

� ���� ������� ��
 � ���������	
+� ��#�� ��� � 5�&���#� �� � 5���� 0��� �� ���� �� � ��� ��� ����" ��� � 5��� ��� � �� ��� �

����� ��� � 
�� ��� � ��� ���6 � ����� ! � ' ����� * ����� ��#�� ��� #��� ��� . ��%� � �� ���
��"0�� ��

m
���(����� (�� �0��� ' #�"0 �� ��� � ��� �� ���

M
(�� �0��� �� � 5����#�  �  �

� �� ' �� /��� ��� � ����� �� " � �� � 5 �/��" �� �� � ��� 0 �� * ���
m

(�� �0��� ���� ��� �����
�������� ��� � 
������ ��� �� ��� �&�� �� 5����� �����"  ���� � �� � 
�� ��� �� *

�� � 5�� � � ��� #��� � 5����7��� �� ����#���� �� �� " ��� #� (�� ��#��#�(�� ��#� ' �� ����
#�" ��� �� �� (�� �0 � �� ' �� �� � �� ��� �� ��� ������� ' � 5�0) �#� / �� � 5��6 ����� ��
��#� �� . � 5� �� � 5�� "  � "�" �� #�" � ������� �� " �& "�" �� #���� (�� �0 � �� * �����
��#�� ��� � ��" �� ����� �� ���� �� �� #�#�" ��� �� �� ��� ��� ������� #��� ������ * 1 ���
� ��� ���� ���� �� � ��� �%� �� ( ���� ��� ��� ������� �� ���& �� ��� � � " ��� ��� *

+� ���"  4�� ���� � �� �� " ���� �� #��� ��� . �������� ��� ��� ������� ' # 5����.�� ��
��� #������ �� ��� ���� �� * 1��� �� '  � � 5�� � �� #���� ���� �� " ��� #� �� #������� �� �����
��� (�� �0��� ' �� � �� ����(�� ��� (�#����� ������� �� #���� " ��� #� ' � �� ��� ���� (�����
������ ����# �� * +�� (�#����� ������� ������� ����� ��� �&�� /�#��� ��� * ��� ���� �����"  ���
�� /���� . ������ #�" ��� �� "  ��& � ��� 0 �� �� �� � �� ��� �� ��� ������� ��������� ���� ��
" ��� #� * +�� (������ ������� ' ����� . ����� ' ���� ���� ��� �������� . �� (�� ��#� ���� # �� .#�� �&�� * + � ���� 4�� ���� � �� �� " ���� �� #��� ��� %����" ��� . #��#���� ��� #� ���������



����� ��� ���� ������ �������� � ���

���  �� ( ��� ��� ��� ���(���& �&�� ����#� ����� ' # 5����.�� �� ���
m

(�#����� ������� ����
��� (������ ������� ����# ��� ���� " �& " ���� *

+� %���� � *� " ����� ��� �� �&�" ��� ��� ���& �&�� �� �# ���& −→p1
�� −→p2

#��#���� .���� � � 5�� ����"0�� � 5�0) ��� ��%� � ��� ���& � " ��� ��� *
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'() * � *� � 1&�" ��� � 5����7�� �� ��" � ������� 6� �# �����

� ���� ��
����� ��
 � ���������	
3 ��� ��� ��" �� ��� � ���" �� ' ����� ' ��� ������� ���� ����� � 5��� ���� . #�����

�0) �� �� � � �� ��� ��� � " ��� ��� �� � 5����#� * � ���� ��� � 5�� � ��� �� ��� ���� ���#���
(� � �� ' �� ��#�� ��� ��� �� �� (���� �

� ��" ����� �(�# ������ ��� � " ��� ��� �����" ��� � �������� � ��� #����� �0) �� �
� # 0 ��� ���

k
���� ��� #��� (� � �� �� #����� �0) �� �

� ���� �� � �� ��� �� �� ����� � ���
k

���� ��� #��� (� � �� ��� ��� � " ��� �� ���
/� 0 �� ' � ��� �� � � �� ��� ��� . #���� � " ��� �� ���  " � ������ �

� #�� � � �� ���� ���� �� �� � ��� � ��� #��#���� ��� ���(����� � ����#�� ' �� ���� ���� �
� ���� � ��� # 0 ��� ���

k
������� ���� ��� #��� (� � �� �

� �� �� ��� #����� ��� � �� ��� ��� )���� 5. #� ��� ��� � � �� �� ���0 � ���� *
+ 5����� ��" � /���� � ����� �� ���� � ��� " ��� #� �� � ����#�� ����� �0) ��� ' �� � ���

���� �� � ��� ��� � 5 " � ���� ���� ����� ��" � �� #������ �� ' �� � ��" ����� � �� �� �������
�� /� � ��� ��� � " ��� ��� . ������� �� #�" ��� � ��� ��� #��#��� �� � ����#� ����� �0) ���
� ��(��� (�� �� � 5�� #����� . � 5����� *

� �� �������� � ����	 ��� �����
��
� �� �� �� ����

+� ���"  4�� " ������ ���� ���� ���� �� #���� �� ��0���#� #������ �� ��� ��� ����
�+ ���1 �������� �� �� *' ����� * � ���� ��� � 5�� � ��� �� �� �� ���� ' ��� �� �# � � �������
��� �� ��#���#��� ��� ����"0��� �� #���� ��� ������ #����#���� ���� ��� ���������#�� ��
� 5����#� �� � ��� * ��" " � ����� " ������ 0���� ��� ��� �� ���� ' ���� ��#��� �� ���# ��
������ �� ���& ����" 4���� �� � ������� �

ξ
��� �� ��� �� �� � �� � ��� �����"  ��� ��



��� � ��� � �� ���� �� �� ��� ��� ��

�� ��� �� �� �� ��� . �� � ��� ' �0����� �� ���� � ������ #����� � " ��� �� �� � 5����#� ��
���#� �� �� ��� �0) ��� ��

ξ
 ����(����� �� " �" � �������� ' ��

τ
���������� �� � ���#������

"  � "�" � 5�0) ��� �� �� (��� ���� #������� ���� ��� #���� �� �� �� �� ��� � ��� �� 5����
�� � #��� ����� #�" " � ����� *

+� " ������ �" ���7�� ��� �+ ���1 �� ��#�" � ��� �� ��� � ������ �
� * # 0 ��� ��� ���������#�� ���� �������� �� ����(��� ��� #������� ������ �
� *  ���� %�� ��� #������� ���� #�� ���������#�� �
 * ������� ��� ���#� �� �� "  � " ��� ��� #������� ����(�� *
���#������ �� ���"  4�� ����� ' � 5����� ��" � �� � �� �� ����� ��� �� " ������ � �� �

(���� � �� �� ����� ��� � 
��� ��� Ck

��� �� ������
 ���� �� ����������� �
m
��� ��������

� ��
�
Ck

� ��� �� � ��� �� � � �
��� � 
�� ������
 ���� ��� �� � 
�� ������ �
(m− 1)

��� ��� ������ �� ����������� �
� ���� ��� #� �� �# � � ' ��� ����� #�� ��#������� ��� ���# �� � ��� � ��� # 0 ��� ���

���������#�� ���� �������� �� ����(��� ��� #������� ������ * �� ��" ���� �� ���) ����� ���
�0) ��� ��� #����� � " ��� �� �� � 5����#� * 6��� ����#� ����� ��� ���������#�� � ��� �����
. #��� ����� �#��& ����� ���#��� 0 ��� �� #����� � ��� #������� ������� ' ��� ��#�� ���
� ��� 0 �� ��� �� #��� ����� #��& �� " �& "  ���� �� #��(������ �� � 5����#� ��� �0) ��� ���
��� #���� ��� ������ �" ����� �� ���� /� 0 �� � ��� �0) ��� ���� �� /��" �" ��� � ��� 0��� ����
�� ���������#� ' ��  �(����" ���� ' �� �� 0����� ��� �� �� �# � � � 3 + �� �� �� �� � ���
�� ����
���� �� � � ��� ��# ��� �� �� ���� �� #������ ����� ���������#�� #�����(�� �� ���������#��
����� " �� *

6� � ' � ��� ������ ��� ���������#�� #��� ����
Sm−1

. (m− 1)
� " ��� ��� ��& �����

����#�� #��� ����
Sm

. m
� " ��� ��� ' �� #�"0 �� ���& ���������#�� ��

Sm−1
. (m−1)� " ��� ��� � #��& �# ��� ����

(m − 2)
���"  4��� � " ��� ��� �� #�" "�� ' �� � ����

���������#� . (m − 1)
� " ��� ���  �#��� ���� #� ���(��� ���������#� . m

� " ��� ���
��� ��) .  �#��� ����

Sm−1
*

1��� �� ' ������� ��� ���������#�� ��� ��� ����(�� �� �� 5 � � 57 � ���� � 5����� �����
����#� #��� ��� ' � 5���� � �� (���� �� �� " ���� �� #��� ��� . # 0 ��� ��� #������� ���� #��
���������#�� ' # 5����.�� �� .  ���� %�� ��� ����"0��� �� #���� ��� ������ #����#���� �� �� �
� ���� �� #������ �� 0��� ��� ��� �� ���� ' �� � �� ������ ��� ���#� �� �� "  � " ��� �� #��
#������� ' ���� /��" � ���" ��� � �) ��#� (� *

6��� # 0 ��� ��� #������� ���� �� ���������#� ����� ' �� " ������ #�� � � ��� ��#�������
�� ��" �� ���& ����" 4���� � ��� #���� ��

u
�� �� ��" ��� �� #������

n
* +� " ���� �� ���

��" ����� �(�# ��� #���� �� ����� ����#� ����� ������ ��" ��� �� �� ��" ��� �� #������
 �  � �� �� � * 6� � �� ���#����� ��#������� ' �����

dfs(u, n)
' ��� �� �� (���� � ��� #�����

� " ��� �� �� � 5����#� ' �� � ��� #��#�� ��� ���& (� � ��
v

���� �� �� ���#��� �� �� #���� ��
u

' � 
v

��� ����� �� �� 5��#�� #������ �� �� ��� ��#��� ��� ��� ' ����� � 5��� ���� �� #������
#������

n
�� ���#��

dfs(v, n)
* 6� � � 5 � ����� ��#��� ��� #���� ��� ��� ��� ����� . �� #������ '

�� ����#� ����� ��� ������ ��" ��� ' �� �����#�� �� " ���� �� ���4� �(� �  �#��" ���� n
*

1�%� ' �� ���� 4�� ����� �� ���#� �� �� ��� #������� �� ��#�" � ��� �� ���& ���� �� �
� * �! �#���� ��� #��(������ �� #����� #������ ��� ��� ��� ��� " �& " ���� �
� * �! �#���� ��� ����#� �� ���"  #�� ��� ��� � ��� �0��� � ��� #��(������ "  � " ��� *
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+� ���"  4�� ����� �� /� � ��� �� ����� ��" � ������� �
� ��" ����� �(�# ��� #���� �� ����#� ����� ������ ��" ��� �
� ����#� ����� ��� � " ��� �� ������ ��" ��� �� ����� � �� ��� �� #������� ��� �� ��� ��

�� �� ���#�� � �� ���(���� ��� �� �� #��(�� ��� �� #���� �� ��� ����� ' )���� 5. #�
��� ������ ��� � " ��� ��� �� ��� ��( ������ �

� �� � �� �� �� �� ) ���� 5. #� ��� ������ ��� #���� ��� �� ��� #��(����� *
6� � %����" ��� ' � ��� �0��� � ��� #��(������ "  � " ��� ' �� ����� " � ��� ��� ���

����������� �� #�" " ������ ��� #����� �� #��(���� �� " � �� �� #���� ��� *

� �� �� ���� �
3 ��� ������ �� �� *' ����� ' ��� ������� ������� �� �� ��" ����� ��� �� " ����� ��

����#� �� ��� ���������#�� � ��� ����� ���� �+ ���1 ��� #��(������ �� � 5����#� ��� �0) ���
��� ��� #���� ��� ������� � 5��� ��� ��� ����� * ��� ���� ����� �� ��� � #�" ��� �����" ��� ��
�� ���� �� �����" �" � ��� #���� ��� * 1� �!�� ' � ���� #��� ������ �� #�� �� �� %���� � *� ' �� 
" ����� �� /��#� �� �� ���� �� �� ���0�0 � �� � 5��� (�� �0�� ������ ��

X
' �� ��" �����

��� �� #��(������ �� � 5����#� ��� �0) ��� ��� ��� #���� ��� ������ ��� �� " �" � ���� ���
���& #�� ' " � � ��� �� ���� �� �����" �" � ' �� ��� ���� ���(�� ���� �� ��#��� #�� * � � #����
��� �� �� /���� ���� �� � 5��� ��� �� �� �� #�" ��� ���� �+ ���1 *

� �

3 ��� �� 3 ��� ��

τ τ

'() * � *� � 3 ��& ���������#�� �� #��(������  ���� ��� " � � �� ���� �� � ! ������ *

6��� �� ��� #���� ����#� �� ��� ���������#�� � ��� ����� . #��� ����� ' �� ���� �� � ��
#��� ��� ���# . �� � ��� ��� ����� " ����� � � 5������ � ' �� " �� (�� �� ����� �� 5�� �����
����#� #�������� ��� #������� � �7� ���" ��� ��� ������ �  �/�� ���� ��& ���������#��
�� #�������� ��� �� #������ *

!� �
χ

� 5����"0�� ��� #���� ��� #��� ������ ��
p(x)

�� /��#� �� �� ���� �� �� ���0�0 � ���� �� (�� �0�� ������ ��
X

* + 5������ �
H(X)

��� ����� ��%� � ��� �

H(X) = −
∑

x∈χ

p(x)× log p(x)

����� " ����� ��� " �& " ��� ������� ��� �0) ��� ���� �� /��" �" ��� � ��� 0��� ���� � 5����#�
�� ���#� �� �� ' ��  �(����" ��� *

3 � ���� ' � 5������ � ��� �����" ��� �� � ��� � ��� #��#���� �� #������� �� ����� ��� � �
" ��� ��� �� ���������#� #��#���� * ���� � ��" �� ���# �� ����#��� � ��� ���������#��
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#��� ����� �� #��� ������ ��� ��� � " ��� ��� ����������� * 6�� �&�" ��� ' ���� �� #�� ��
�� %���� � * ' #��� ����� ��� ���& � " ��� ���

X
��

Y
��� ��#���� �� � ���  ���� %�� ���

���& #������� ���� �� ���"  �� #�� ' ����� �� 5��� ����� � " ��� �� ��� � � ��� # 0 ��� � 5�� ���
#������ �&  ����� ���� �� ��#��� #�� *

X

Y

X

Y

'() * � * � 3 ���#� �� �� �� ������#� �� #������� ��� ����� � " ��� ��� *

�  ����" ��� ' �� ���(���� " �����  ���� �� �� . " �& "  ��� ��� �� �� (���� �

interest({X1, ...,Xn}) =
n

∑

i=1

H(Xi)−H(X1, ...,Xn)

H(X1, ...,Xn) = −
∑

x1∈χ1

...
∑

xn∈χn

p(x1, ..., xn)× log p(x1, ..., xn)

� 5 ��� ����� ��� � 
H(X1, ...,Xn) =

∑n
i=1 H(Xi)

' # 5��� ��� ��� � " ��� ��� ����  ���� ���
������ *

� �� �� 	�� ��
���������� ��� � 5�� � ��� �� �� �� ���� %&�� ���� �+ ���1 #���� � . ���� ���� ����

0�4" �� �� � (��� �� ��" �� � 5�&�#�� �� �� �� �� ���# � �� ��� ��������� �� � 5����� ��" � '
 � � ��� ���� ��� ���� �� ����� �� �� *' ����� � 5������� �� ���� � ����" ��� ��� ���������#��
�� /��#� �� �� �� ������ � �� ��� �0) ��� * +� ��"0�� �� #���� ��� �������� ��� ����� ���(���
���� � ' �� �� ����� �� ���#� �� �� "  � " ��� ��� #������� ��� " ���� �� " �" � ��" �� ���
�� ���� � ����" ��� ' �� ��� ��� � � ����� �� * +� #������#� �� � 5��� ����� �� ��� ������� (�
��� #����� � " ��� �� �� � ��� ���� �� �� (����� �
� * #���� � 5�  ������" " � �� �� ������ � �� ��� �0) ��� ��� �� � " ��� �� �

� * � (  ��� �� � " ��� �� �� /������� �� ��4� � �� �� �� ��� ��� � �
 * . #����� #���� �� ��� ���� # �� �� " �& "�" ��� (������ �� � 5�  ������" " � �� ��

#�" � ����� �
� * ��%� ' ���& #���� ��� ���� ��� (������ ���� ��� #��� �±��� � ���� /�� ������ *
1�%� ' ������ 5 � � 5�� � �� ������ �� ���������#�� . (m − 1)

� " ��� ��� . ��� �����
����#�� . m

� " ��� ��� ' �� " ������ �� #��� �4�� ��� �� ���" ��� ��� #�"0 �� ����
�� ���������#�� . (m − 1)

� " ��� ��� �� ��� �����
(m − 2)

� 
�� ��
�� � " ��� ��� ��



����� ��� ���� ������ ��������� � ���

#�" "�� ' " � � ����� #�"0 �� ��� �� ���������#�� . (m− 1)
� " ��� ��� �� ���

(m− 2)� " ��� ��� �� #�" "�� * �� ��� ��" ��� ������4�� ��� �����" ��� ���� ��� �%� � 5�##������
�� " ���� �� *

� �� �� ������

+� " ���� �� ��������� ���� �� � � �� �� �� *' ����� ����� #���� �� 3 � !��� ���������
���� �� ��#� ��  *� �� #�� �� ��0���#� #������ �� ' �� �� � ���� ��� ���� #�� ��#�������
 ���� ��� ��& " ���� ��� ���#������� �  � #�" " ��#� ��� ���� � ����� ��� ������� ���
#����� � " ��� ��  ���� ����" " ��� ' �� � �� � �� ��� ���� � ��� �! �#����� ���� ��� �����
����#�� . m

� " ��� ��� � ��� ������ . ��� ���� � ��� ���� ��� ���������#�� . (m + 1)� " ��� ��� * � � � �� � �� �� ���� � ����� �� ���������#� ���� � . � 5� �� � 5��� �� ��� '  �
�� � �� 3 � !��� � ���  ���� %�� ��� #������� �������� ���� �� ���������#� #��#���� *

6��� ��# ��� � 5 �(��� ���� �� ��� �� ���������#� ����� Sm
. m

� " ��� ��� '  � (�� %�
� ���� ��� ���������#��

Sm−1 ⊂ Sm
. (m − 1)

� " ��� ���  �#��� ����
Sm

#��� ������
��� #������� * ��� � �� ���������#�

Sm−1 ⊂ Sm

�� #��� ��� ��� �� #������ ' �����
Sm

��
#��� ����� ��� ��� ���� �� #������ ' ����� �� " �" � �� �# � � �� " ������ � �� � �� ��� ���
" ������� ���#������� *

1�%� ' � ��� �" �� ���� ��� � ��/��" ��#�� �� � 5����� ��" � '  � ��� � ��� 0 �� � 5�� � ��� ���
���� � ��� ���� ��� ���������#��

Sm−1
� ��� �!�#���� �� ���� � �� ����

Sm

* 1� � ���
#�� � � �� ���������#�

Sm−1 ⊂ Sm
. #��� ����� � ��� #��� ' � 5���� �� ��� ��� ��� �������

���� ����� ��� �� ����#� ����� �� ���������#� ���� ������ �� "  � "�" � 5�0) ��� � ����� � �� � ��� /��" �� ��� #������� *

� �� �������� � ����	 ��� 
�����
��
� �� �� ������ �

+� ���"  4�� " ������ �� ��0���#� #������ �� ��#������ �� � ��� ��������� ����
��������� �� �� *' ����� ��� 0���� ��� ��� ��#���#�� ��� #���� ��� ��� ��" ������� �� ���&
����" 4���� �� � ������� � �� ��"0��

K
�� #������� ��#���#��� �� �� ��"0�� " �7��

L
��

� " ��� ��� ��#���� ��� � ��� ��� ��#� �� *
�� ������
 � 
�� ���

Ck

��� ��%� #�" " � �� ���������"0��
Dk

��� �0) ��� ���� # � .�� ���������"0��
Sk

��� � " ��� ��� ���� ��� ��� �0) ��� ��
Dk

�� ��� /����" ��� ����� ��
���� �� ���������#� ��� � " ��� ���

Sk

* + � " ���� �� �� � ��� ���� �� �� � ( �� �� ��� �
������ �� �# ����� �
� * ����#� �� � 5�� ����"0��  �  � �� ��

K
" ������� �

� * ��#���#�� ��� " ������� ��� ���� ������� �� ��& ������� �� ��� ���������#�� ���
���� ������� �� ��& " ������� �

 * ��� ��" ��� �� �������� *
3 ��� �� ����� � 5 �  � �� ��� �� '

K
" ������� ���� ����#� ����� �� /����  ����� (� ��

����� /���� ��� �� " ������ #�� � �� � �� ���� ��� ��� � ��� 0 �� �� � 5����"0�� ��� " �������
����#� ����� )���� 5����� *
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+� ��#���� ����� #��� ��� .  ����� ��� � ���� �� � ��� ��� "  ��� � 5����"0�� ���
K

" �������� ������������ ��� #������� ��#���#��� ' � �� ��� ��� ���������"0��� ��� � " ��� ���
���� # ��� . #�� " ������� �
� * #��� ����� ��� ���(���� ����� �� ��

K
" ������� �

� * ��#���#��� ��� � " ��� ��� ���� # ��� ��& " ������� �
 * �(����� �� ���� � �� *
3 ��� �� ���"  �� ��" �� ' ��� ����� �� (� � �� �� �� ����� �� #������� ��� ���� ��

��� * ������# ��� #������ �� �� ��" ������� ��� " ������� ��&����� ���� ���� # �� �� " � ��
� 5�0) ��� ��� � 5������ " ������� #�� � � ������ ��" ��� ���� � 5����"0�� ��� �0) ��� * ! ���
����� �� ��� #��� ����� #�" " � ���� � ��� ����� ��� �� ����� �� #������� ' ����� #�����# 
��( ��� �� ���(���� ����� �� #������� �� �� " ���� �� ���  ����� * ! ��� ' ��� ����� ����� ��
(� � �� ��� ����#� ����� �� �(����� * +� ���#����� �� ���"  �� ������� ' ���4� �� ��"0�� %&�� 5 ����� ��� ��##��� (�� ' ��#��� ����� ����� �� � 5��� #��� ����� #�" " � ���� � ��� �����
��� �� ����� �� ��� " ��� #������� ' �� #� �4�� �� ���� �� � 5��� ���� � �� ����� 0��� ���
�� " �7���� � ������� ��� ��� �� ��� #������� ' �� �� � ����#� �� � ��� ����� �� �0) �� −→xi

��
�� #������

Ck

������ #�" ��� �� ���������#� ���� ������ �� #������ ��� ���) ��� �

dist(−→xi , Ck) =

∑

d∈Sk
|xid − µkd|
|Sk|

���#������ �� ��#���#�� ��� � " ��� ���
Sk

���� # ��� ��& " ������� −→µk

' #�����# �� �
��� ���� �� �� (����� �

� #��#����
δk

' �� "  � "�" ��� � ����#�� ����� �� " ������ ����� �� ���� ��� ������ �

δk = min{l 6=k}dist(−→µl ,
−→µk)

� #���� � 5����"0��
Lk

������������ �� ���� ���� �� −→µk

�

Lk = {i ∈ D|dist(−→xi ,−→µk) ≤ δk}
� #��#����

Distkd

�� � ����#� " �7���� ��� �0) ��� ��
Lk

. −→µk

��� �� � " ��� ��
d
�

Distkd =

∑

i∈Lk
dist(xid, µkd)

|Lk|
� #��#����

Yk

��
σk

��� " �7���� �� ��( �� �� �������� ��� (������
Distkd

�

Yk =

∑M
d=1 Distkd

M

σk =

√

∑M
d=1(Distkd − Yk)2

M − 1

� #��#����
Zkd

'  �� #����� �� �� � ��� ���#� �� �� � " ��� ��
d

� ��� �� #������
Ck

�

Zkd =
Distkd − Yk

σk
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� �� � �� �� ���
Zkd

��� ����� #�� ����� ' ����#� ����� ��� ���& "  � " � � ��� #�����
#������

Ck

' �� � ���
K × (L − 2)

"  � " � ������� ' �� ����# �� ��� � " ��� ���
d#������ �������� ��& #�������

Ck

#������ ������� *
1�%� ' ��� ���� 4�� ����� �� 
�� � �� �� � ��� " ���� * ���� � 5�0 ��� ' ��� � " ��� ���

���� # ��� ��& #������� ���� ���(������ ' ��� ���� �� ���" ��� �� /��#� �� ��� " ������� '
" � � �� /��#� �� �� ���� ��� �0) ��� ����������� ��& #������� * 6� � ��� �0) ��� ���� ��
� ����#� . ���� ��� " ������� −→µk

��� ��� �� ���� . �� " �����
∆k

��������� # ����4� ����
#��� ����� #�" " � ����� �� 0�� � ���� ��� ������� *

∆k = min{l 6=k}dist(−→µl ,
−→µk)

� �� �� � �� ��

3 ��� ��� � ��� +�� ' ����� ' ��� ������� �� 0����� �����" ��� ��� ��� ��#���#�� ����
#���� ��� ��

K
" ������� ������������ ��� #������� ' " � � � ��� # 0 ��� � 5����"0�� ���

� " ��� ��� �� ���� #������ ��� �� "  ��& '  �� �� � ���� ��� ��#�� ��� 0���� ��� ��� ����
���#��� (� � �� *

��� ���(���� " ����� �� � ����#� ' �����
dod

� ��� � �� ������ ��
��� ��� � �������' ���
 ���� �� �� * ������# ��� 0���� ��� � 5�7� ���4�� ��� ���� �� ����#� �� ������ � " ��� ��
��� �� '  � ��� ���� #���#��� �� ��� ��� ���& �0) ��� �� ��� ��� #��� ��� �� ��"0������
� " ��� ��� ��� ��4� ��� #��� ��� �����" ��� �������� � " ��� ��� *

dodε(−→xi ,−→xj) = max{dodε(−→xi → −→xj), dodε(−→xj → −→xi)}

dodε(−→xi → −→xj) = |Si| − |{d ∈ Si ∩ Sj | |xid − xjd| ≤ ε}|

Si

������ � 5����"0�� ��� � " ��� ��� ���� # ��� . � 5�0) �� −→xi

' ��
ε

��� �� ���� � �� � /
%&� ��� #�� �� � * ����� � ����#� ���4�� � �� �� ��"0�� �� � " ��� ��� ��� ���������� ���&
�0) ��� ���� � ������ �� ���� ��

ε
*

6��� �! �#���� �� ����#� �� ��� � " ��� ��� ����# ��� ��& �0) ��� ' ��� ���(���� " ���� ��
��� ���� � �� ������ ������ ' 0���� ��� � 5�� � ��� �� ��� ���� ��� #��� (� � �� ' ��� �����" ���
 ���� �� �� * +� �� �# � � ��� �� �� (��� � � ��� �� �0) �� �� ��� � " ��� �� ������ ' � 

α
� ��

���
k

���� ���#��� (� � �� ���� � ������ �� " � �� ��
ε

' ����� �� � " ��� �� ��� #��� �����
#�" " � #���#��� �� ��� �� � 5�0) �� *

3 ��& ����" 4���� ���� ��#���� ��� . �� " ������ �
� *

Cminsize

' �� ��"0�� "  � "�" � 5�0) ��� ��� ��� #������� �� (��� #����� � �
� *

Dmindist

' �� � ����#� "  � " ��� �������� ��� #������� *
+� " ���� �� �� � (  �� ���� �� �� ��� � ������ �� �# ����� �
� * �#���� �������� �

� * /��" �� �� ��� #������� �
 * ����# �� �� ��� �0) ��� ��& #������� *



��� � ��� � �� ���� �� �� ��� ��� ��

3 ��� �� ���"  4�� ����� � 5�#���� �������� ' ���& ����"0��� ���� #���� � � 5����"0��
D��� ������� �� � 5����"0��

O
��� " ������� * +� /��" �� �� ��� #������� �� � ���� �� ���

���� �� �� (����� �
� * �����"  ��� � 5����"0�� ��� � " ��� ��� ����# ��� . #����� " ������ −→µk

��
O

��� ��
" ���� �� �� � �� ������ ������ �

� * ��� ���� ��� �0) ��� −→xi

��
D

��& " ������� ����  �� ���� ��� ���� ���#��� . ��
#��� � �� �� (���� �

dodε(−→µk → −→xi) = 0
��� �0) ��� �� �� � ��(��� ���� ��� ���� . ��#�� " ������ ���� �����  ���� %�� #�" " �
����� �� 0�� � �

 * ������� �� ��� " ������� −→µk

�� −→µl

(�� % ��� �� #��� � �� �� ���& "  �� �� (���� �

dodε(−→µk → −→µl) < Dmindist

�� " ������ ��������� �� �� /�� �� ��� ����� �� " �7���� ��� " �������  �  � ��& � �� �
����� ��� �� ��"0�� � 5�0) ��� �� ���� ���� ���� # �� ' �� ��� � " ��� ��� #�����(���
���� #����� �� ���� ���� # ��� . ���� �� ��� ��� " ������� #��#����� �

� * ������� �� ��� ���(���& " ������� ���#��� ��� ��� ��� ������ �� ����� " �� #��& �� 
���� ����# �� . " � �� � 5�� #���� � ��"0�� � 5�0) ��� ���� ������ �� � 5�#���� ��������
�! �#���� *

����� " ������ ��� ����� �&�#���� �� /� � �� /� ���� (�� ��
ε

�� � . ��� �� � 5 ����(����
�� ��%� � �� ��� �0) ��� ' �� � � 5����"0�� �� " ������� ��� "  ���� �� #� �4�� �� (��� ���
#�����(� �

Qε =
K

∑

k=1

Nk × |Sk|

1�%� ' #����� �0) �� ��
D

��� ����# � �� #������ ���� �� " ������ ��� �� ���� ���#�� *

� �� �� ���

��� ����� � ��� 0  � �� ��������� ���� �6�� #�� �# �� �� *' ����� � ��� �� /��" �� �� ���
#������� ���) ���� ��� �� #���#��� . ��� "  ��� �� #� �4�� �� �� 0��� ��� ��� ���� ��"  � "�" . ���� �#��� ��� ��� #������� � �� �� 5��� ������� " �& "�" ��� ��� � " ��� ���
���� # ��� *

� ���� ����� 0 ≤ α ≤ 1
��

w ≥ 0
' �� #������ ���) ��� α

������ �� ��������
w

����
D��� ��%� ��� �� #�����

(Dk, Sk)
�2

Dk ⊆ D
��

Sk ⊆ S
��� ��� �

� *
Dk

���
α
������ ' # 5����.�� �� ���

Nk ≥ α×N
�

� * ∀ d ∈ Sk,max{i∈Dk}xid −min{i∈Dk}xid ≤ w
�

 * ∀ d ∈ S\Sk,max{i∈Dk}xid −min{i∈Dk}xid > w
*

+� ���� �� � 5�� #������ ���) ��� ��� ��%� � ���
µ(Nk, |Sk|)

' �2
µ : R × R → R

���
��� /��#� �� " ������� #�� ������ ��� #����� ����" ��� �(�#

µ(0, 0) = 0
� ��� �&�" ���

µ(a, b) = a(1/β)b
*



����� ��� ���� ������ ��������� � ��

+� " ������ ���� ���� � ��� �� /��" �� �� ��� #������� ��� ��� #���� ��� * 3 5�0 ��� ��
�0) �� −→µk

��� #�� � ������ ��" ��� #�" " � ��� �� �� �� ����"0�� � 5�0) ���
Dk

��  ����
���� # �� * + 5����"0�� ��� � " ��� ��� ��� ������ �� #� �4�� �� ������� " �& "�" ��� ���� �#����� ���� �� #��� �

Sk = {d | |xid − µkd| ≤ w ∀ i ∈ Dk}
6� �

Dk

��� "  � . ) ��� �� ����#� ������ ��� �0) ��� ��
D

#������� ���� � 5�7� ��#�0 �
�� #����� −→µk

�� �� �������
w

���
Sk

' �� �� #������ ��� #�����(� � 5 � ���
α
������ *

+� #� �4�� � 5����� � ��� ���� ��%� �� ���� ���� /����� � �� #���� � � ���#������ � 5�0�
) ��� � ��� ����� � ' �� �� #���� � ��"0�� �� #������� � ��� ���� �� ' �� �� " ����� ��
���� �� ��� #������� � ���� � "  ���� * +�� #������� ��� "  ���� �� /��#� ��

µ
' �� � ��(���

�� #��(��#��� ' ������ %����" ��� ��������� *

� �� �� ����
� ���� ��� ��� ����� ��" �� �&  ������ �� ����� �� �� � . � 5�� � ������ �� %&�� #���� ��

����" 4���� �� " � �4�� ��+ ���1 ��#��� �� �� ��� � �� ���� �� ' 6���+� ! �� ��"0��
" �7��� �� � " ��� ��� � ��� ������ ��� #������� ' ��# *� ' ��� ������� �� ��  � �� �� *' ����
���� ����� � 5�� � ��� ��� ��� �� �� ������ �)����� �� /���� �7��"  ��� �%� � 5�( ��� ��
�� �# %#�� �� �� ����" 4���� ��� � 5�� � ������ *

��  �� #� �� � ��� ���#� � 5��� � " ��� ��
d

� ��� �� #������
Ck

��� � 5�0 ��� ��%� �
#�" " � �� ���� ��� ����� �� ��( �� �� �������� �� #��� �� ���0��� �

R(Ck, d) = 1− σ2(Ck, d)

σ2(D, d)

���  �� #� �� � ��� ���#� ��� ���� �� �� � �� � ��� /� �� �� ����#� �� ��� � " ��� ���
� ��� ������ . #��� ����� � ��� �� #������ ����� � #����� ���� �� (����� ��� �� ������ � 5��
#���� � ��� � �� ���� �) ���� �� /���� �7��"  ��� * ���  �� #� ��� �����" ��� �� � �� ����
�� #��#�� �� � "  ��� �� ����� #������� �

RSim(Ci, Cj) =
∑

d∈Sk

R(Ck, d)

�(�#
Ck

�� �������� �� �� /�� �� �����
Ci

��
Cj

' ��
Sk

� 5����"0�� �� ��� � " ��� ���
���� # ��� *

��� ������ ' �� �� � ���� #���� " ����� ' ���& #�� �� � � ��� � ����� 
��� �� � � ��(���
��� (�� � ������� ���� �! �#����� ��� /�� ��� ����� ���& #������� �� �� ���� ��4� � ! ������� '
�� ����� ���& #������� ���� �� ��"0�� �� � " ��� ��� ����# ��� ��� ��4� � !����� * ���
���(���� " ����� ��� ���#  ���� �� �� ' �� �" � �#���� �� /�� ����� ���& #������� � ��
(����� ��� ���� ���(�� �

MD(Ci, Cj) =
1

|Si ∪ Sj|
∑

d∈Si∪Sj

(1−M(Ci, Cj , d))



��� � ��� � �� ���� �� �� ��� ��� ��

M(Ci, Cj , d) =

{

0
� 

R(Ci, d|Ck) ≤ 0
��

R(Cj , d|Ck) ≤ 0
min(R(Ci,d|Ck),R(Cj ,d|Ck))
max(R(Ci,d|Ck),R(Cj ,d|Ck))

� ���

R(Ci, d|Ck) = 1− (µ(Ci, d) − µ(Ck, d))2 + σ2(Ci, d)

σ2(D, d)
+ 5����� ��" � �� � �� ��� � ����#� ��� ��#������ 0��� ��� ���& ��� �� �7��"  ���� �
� Smin

�� ��"0�� "  � "�" �� � " ��� ��� ���� # ��� ��& #������� �
� ��

Rmin

�� (����� "  � "�" �� � 5 �� #� �� � ��� ���#� �� #�� � " ��� ��� *
��� � " ��� �� ��� ����� ���� # �� . �� #������ � ���  �� #� �� � ��� ���#� ��� ��� �� ���

. Rmin

* 1� ���& #�������
Ci

��
Cj

���� ����� ��� . /�� ����� � �� #������ ���������
Ck� ���4�� �� " � ��

Smin
� " ��� ��� ���� # ��� �. ����� ���

Sk ⊆ Si ∪ Sj
� *

���4� �(� �  �  � �� �� ��� ���& ��� ��
Smin = M

��
Rmin = 1

' � 5����� ��" � /��#� ����
�� ���& ���� ��  ������ ) ���� 5. #� �� 5�� ��"0�� �� #������� # 0 �� �� � ���� �� �
� * /�� ����� ��� ���& #�������

Ci

��
Cj

�⇒ Ck

� " �& "  ���� ���� � "  ��� �� RSim
'

) ���� 5. #� ��� ���� ��#��� /�� �� �� �� � � ��� 0 �� �

|Sk| < Smin

�� ∑

d∈Sk
R(Ck, a)

|Sk|
×MD(Ci, Cj) < Rmin ∀ (Ci, Cj , Ck)

� * � "  ���� ��� ��� �� �

Smin = Smin − 1
��

Rmin = Rmin −
1

M − 1

� �� �� ���

�%� � 5�( ��� �� �� �# %#�� �� �� ����" 4���� �� �� ���� �� � 5�� � ������ ' �� " ���� ��
���� ���� ���� �3 �" �� #�� �� �� *' ����� �� ��� ���� +�� (� ����# �� . #����� � " ��� ��
�� #����� #������ �� � � �� ���# ���� ���  " � �����#� � ��� �� #������ #��� ���� ' �� � ��
� 5�� ����#� ����� �� ���������"0�� *

+�� �� 0��� � ��� #��� ��� � 5����� ��" � ��" ���� ' �� ���� # � �� (�#���� �� � � ��
��� � 5����"0�� ��� � " ��� ��� �� � 5����#� . #����� #�������� �� #������ * ��� ��� �� ��
������
 �����
� ��� ���#  ������ �� � ���������"0�� ��� �0) ��� ' ����# � . �� (�#���� ��
� � �� ��� ��� � " ��� ��� �� � 5����#� * 1� � 5����� ��" � ��� #4�� #�" " � �� � �
� * ��" ����� �(�#

K
#���������  �  � ��& � �� ���"  �� ��� � �� ������ ��" ��� ' �� � ���

�� (���� ����#� ����� ���� ��� ���� ��� ���� � ��� 0 �� �� #��& ��) . ����#� ����� �
� *  �  � �� ��� ��� � � ��

wkd = 1/
√

M
�� #����� #������

Ck

��� #����� � " ��� �� ��
� 5����#�

d
�

 * �� � )���� 5. #� �� 5 � 7 � � #��(�����#� ' # 5����.�� �� ��� ���� ��#�� �0) �� �� #�����
� 5�! �#��� �� �� #������ � 5���  ����� �� . � 5����� �



����� ��� ���� ������ ��������� � ���

� ����# �� #����� �0) �� �� #�������� ����  � ��� �� ���� ���#�� ' �� ��� �� �� ���&  �
"  �� ��� ������ �� �� " ��� #� �� � � ��

W
�

Dk = {i ∈ D|k = ArgMinl LW (−→µl ,
−→xi)}

LW (−→µl ,−→xi) =

√

√

√

√

M
∑

d=1

wld × (µld − xid)2

� " ����� . ) ��� ��� � � �� ��� #������� �� #�������� −→µk

��� #����� � " ��� ��
d
�

Ykd =

∑

i∈Dk
(µkd − xid)

2

Nk

wkd =
exp(−h× Ykd)

√

∑M
j=1 exp(−h× 2× Ykj)

h
� ��" ������ �� ������ ���� �� " � �� � 5 " � �����#� . Ykd

���� �� "  �� . ) ���
��� � � ��

wkd

' �� %&� . � �&� �� " ������" ��� �
� " ����� . ) ��� ��� �0) ��� ���� # �� ��& #������� �

Dk = {i ∈ D|k = ArgMinl LW (−→µl ,
−→xi)}

� �� " ����� . ) ��� ��� #��������� ��� #������� �

−→µk =

∑

i∈Dk

−→xi

Nk

� �� �� ������

3 ��� �+ � �� �� *' ����� ' ��� ��#�� ��� �� � ���� � ��" ������ � 5������� ��� ��0��� ��
��# � �� �� #������ �� � ��� ���� ���� ' �� � ��" �� � �� � 5����# �� ��& #������� /��" �� ���
���������"0��� �� � " ��� ��� �� ���� ���� ������� ' �� �� /���� � �� ���� � �� ��������
#�" ������� 0 �� ��� � 5�� � ������ *

+ 5 ��� �������� �� �� " ���� �� ��� ���� �+�� 11 ��� �� #��� ����� � 5����"0�� ���
�0) ��� �� �� 0��� #�" " � ��� �&�" ���� � �� � /� ' �� �� ���� ���� � 5����#� �� /��" �" ���
� ��� 0�� ��� ��� �&�" ���� ����� /� * +� ���0�4" � �� ���� � ����" ��� �� � 5����#� ���
�0) ��� ��( ��� ����� ���� #� #���� �� ���0�4" � �� #���� %#�� �� ��� ��( ��� ' ��� ���
������� ���� ����� �� �������� . � 5� �� ��� ��0��� �� ��# � �� *

+� ��� #����� �������� �� �� " ���� �� #��� ��� ���# . #����� ��� � 5�) ��� � 5�0) ��� %#�
� /� #������ ����� (�" ��� � ��� ��� #���� �� ���� � ��� ����� ��� � ��� 0 �� �� � 5��0�� ��
��# � �� * 6��� #��� ' ��� ������� ���� ����� �� /� �� �� ����� �� 5 � 7 � � ���) ���� �� " � ��
������ ��� � 5�0) ��� ����� ��� � 5�0) ��� %#� /� ���� �� ���� #������� ���� �� *

�� � ���" ��� ' ������ � 5�0) ��� %#� /� ������ � �� /��" �" ��� ���� � 5����#� �� ���#� ��
� �� ��� �0) ��� ���� ���# �) ����� �� 5 � �&  ��� � 5�0) ��� ����� * 6� � ������� �� " ���� ��
��� (� ���� ��� ��� �� �� � 5����#� �2  � 7 � " � �� � 5�0) ��� %#� /� ��� � 5�0) ��� ����� ' �����
������ � 5�0) ��� %#� /� �� 5 � /��� ���� �) ����� � ��� ���� ���� �� ��"0�� � 5�0) ��� ����� *
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! �� #����� �� �� " ������ ��� (� ���� ��� ��� �� �� � 5����#� ���� ��������  � 7 � ����
� 5�0) ��� %#� /� ��� � 5�0) ��� ����� ' ��#��� �#� �� � 5��� " ���� ' #� �� � ��" �� �� # 0 ��� ��
0�� � �� � ��� �& ���� ���� ��� ������� *

+�� �0) ��� %#� /� � 5����� ��� �) ����� ��7� ���" ��� '  �� �� (��� ���� #��#���� � ��
�� ���* ��# ��� /� � � " ���" ��� ���� �� #��#�� �� ���� � 
��� �
� ����� �� � �� ���� ��
�� #������#� �� �� � 5��0�� ' #���� " ����� �� ��#��� ���� ��� �� ��"0�� �� " �"0��� ��
#����� #����� ���� #����� ��������� � �� #���� ��� ���� ��� . �� � " ��� �� ����#� ����� �

IG(E, d) = Entropie(E)−
∑

s∈subset(d)

|Es|
|E| Entropie(Es)

�(�#
E

� 5����"0�� ��� �0) ��� #��#����� '
d

�� � " ��� �� ����#� ����� � ��� �� ���� � ���
��" ��� '

s
��� ���������"0��� ��

d
��%� ����� �� ���� � �� ���

d
' ��

Entropie(E) =
−∑c

i=1 pi × log(pi)
' �2

pi

��� �� ���� ��� �� �� " �"0��� �� �� #�����
i

����
E

' ��
c�� ��"0�� ����� �� #������ ����� . ���& ���� ����� #��� * +� ��"0�� �� " �"0��� �� ��

#����� ����� (� ���� # �� �� ���������"0��
s

��
d

��� ���# #��#��� ���� ��� �������" ��� .�� �������� ����� (� �� � 5 ����(���� ��%� ���
s
� |s|/|d| *

� �� ��
δ�

� ��	��
1�%� ' ���� ����� �� �� *' ����� ' ��� ������� #��������� ��� ���� #���� �� #�� ' #�" " �

��� �&�" ��� ���� ��� 0���� �� ������� 0 �� �/��" �� ���� �� �� % ������ #����0 ���� / '
#���� �� ����� �� �� ���� ��� #���#��� ��� ��� ��� (������ ��� #��� ��� #���� ��� � " ��� ���
" � � ��� ��� �(���� ��  ���� ��� �� #�� (������ * + 5�0) �#� / ���� #� #���� ��� ����� ��
������� �� ��� �0) ��� �� ��� ��� " �" �� ��������� ��� �� ���������"0�� �� � " ��� ��� *

�� ���(��� " � �4�� ��
δ
�#������ ��� ���#  ���� �� � � ��� ��%� � �� ��� �
���� � 5��

���������"0�� � 5�0) ��� * � ���� ������
i, j ∈ Dk

��
a, b ∈ Sk

' ��
pScore

�� �� " ��� #�
2× 2

#������ ������� ��� �

pScore

([

xia xib

xja xjb

])

= |(xia − xib)− (xja − xjb)|
�� #�����

(Dk, Sk)
/��" � ����� ��

δ
�#������ � � ��� ����� �����" ��� #�

X
��

(Dk, Sk)
'

pScore(X) ≤ δ
� ���

δ ≥ 0
* �  �� ' ����� �����" ��� #�

(D′
k, S

′
k)

�(�#
D′

k ⊆ Dk

��
S′

k ⊆ Sk��� ���� ��
δ
�#������ *

��� � ����" 4���� ���� ��#���� ��� . �� " ������ � �� ��� �
δ

' �� ��"0�� "  � "�"
� 5�0) ���

mind

�� �� ��"0�� "  � " �� �� � " ��� ���
mins

#��� ����� � ��� �� /��" �� ��
���

δ
�#������� * + � " ���� �� ��� �����"  � ��� �� ���#������� ' �� �� ����� #�" " � �0) �#� /

�� #���#��� ��� ��� #������� ��� �� ��"0�� "  � "�" �� � " ��� ��� * +�� ����"0��� ��
� " ��� ���

Sk

���� # ��� ��& #�������
Ck

�� (��� ���# (�� %�� �� 5��#�� ���������"0��
S′

k ⊃ Sk

� 5�& ��� ��� ���
(Dk, S

′
k)

�� � �����" ��� ��
δ
�#������ *

� ���� ����� �� ����"0�� � 5���� 0���
Sk

' ���& �0) ��� −→xi
�� −→xj

/��" ��� ��
δ
�#������

���
Sk

� ����� (������ ��� � 5����"0�� ��� � " ��� ��� ��
Sk

��� ��� � ����#�  �/�� ����
. δ

�
|xid − xjd| < δ ∀ d ∈ Sk
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6��� # 0 ��� � 5����"0�� " �& " ��
Sk

��� � " ��� ��� ���� # ��� . ���& �0) ��� −→xi

�� −→xj

'
�� /��" � ���� �� ���"  �� ��" �� �� ������#� #������ ������ . � 5����"0�� ��� � ! ����#��
�� ����� (������ ���

S
������� ���� � 5����� #�� ����� �

−→
S (−→xi ,−→xj , S) = s1...sM

+ 5����"0�� " �& " ��
Sk

��� � " ��� ��� #������ ��� ����� . � 5����"0�� ��� � " ��� ���
��������� ���� �� �����������#� �� �� ��� " �& " ��� �� #���� ������#� �

−→
S (−→xi ,−→xj , Sk) = {si...sj |j > i

��
sj − si ≤ δ

��
sj+1 − si > δ

��
sj − si−1 > δ}

��� /������ ' ��%� � ��� ��� 0 ���� "  � " ��� �� ��� 0 ���� " �& " ��� ' ��� ���# ������#�� ��� �� ������#� −→
S (−→xi ,−→xj , S)

* ! ��� (������ ��& �&���"  ��� �� �� /������ ��� ���
� ����#�  �/�� ���� . δ

' ����� �� 0 ���� " �& " ��� ���  �#��" ����� * ! ��� ' �� �����������#�
���#������ ��� ���#-�� � �� �� ��� ��� � ��� �� ���� . mins

' �� # 5��� �� 0 ���� "  � " ���
�� ���  �#��" ����� *

��� ����"0��� ���(��� ����� �� 0��� � ��� �� /��" �� �� %���� ���
δ
�#������� ' ��� �����

" 4����
mind

��
mins

���(��� . /� �� �� �� ���"  ��� � ! ������ #��� ���� * ����� �� � � # ��
�� �# %#�� �� �� #�� ����" 4���� ��� � 5�� � ������ ' �� ���0��" �� ��� �� ����  " � ������� ��
#���� " ������ ��� �( ��" " ��� �� #�" ���&  �� ' ��

O(N2 ×M log M + M2 × N log N)�� /��#� �� �� ��"0�� � 5�0) ���
N

�� �� ��"0�� �� � " ��� ���
M

* 6�� #����� ' # 5��� ��
����� . �(� � �� � �� #�" ��� �� ���0��" �� ��� ��� #������� � 5����� ��� ��%� � ��� ���
(������  ���� ���� ��� #���� ��� � " ��� ��� ' " � � ��� ��� �(���� ���  ���� ���� �� #��
(������ *

� �� � ����

+ 5�0) �#� / �� ��0���#� #������ �� ��� �� /� � �� ����(�� �� 0 �� #�" ���"  � ����� �
� * "  � "  ��� ��� � ����#�� ����� ��� (������ ��� " �"0��� � 5�� #������ ����� ��� ���

� " ��� ��� ���� # ��� '
� * " �&  "  ��� �� ��"0�� �� � " ��� ��� ���� # ��� ��& #������� '
 * �� " �& "  ��� �� ��"0�� �� " �"0��� ��� #������� *
���� � (�" ��� ' �� /� 0 ��� � ����#�� ����� ��� (������ ��� " �"0��� � 5�� " �" � #������

��� ��� � " ��� ��� ���� # ���  �� ����� ��� ��� " �"0��� �� #� #������ � 5�##������ ���
�� � �� ��  ����(����� �� (������ * �� ��"0��  " � ������ �� � " ��� ��� ���� # ���  �� ���
��� ��� " �"0��� �� #������ ���� � "  �� ��� ���� �� ���������#� �� ������ � " ��� �� ' ��
���# �� 5 �� ��� ��� ���0�0 � �� /���� � 5�������� � �� " �" � #��#��� * 1� �� ��"0�� ��
" �"0���  " � ������ ���� �� #������  �� ��� �� ���� ���  " � ������ ��� ��� � " ��� ���
����#� ������ ' �� # 5��� ���# � �� ���0�0�� ��� ��� /� 0 ��� � ����#�� ����� #�� �0) ��� �� ���
�� /�� � �� ������ * � � � �� � � #���� �� ���0�4" � ( ��� �� /� � ��� #�� #����� ���� (���
���� ��� ���� ��� ���� �

� � ��� �� ��"0�� %&� � 5�0) ��� ' "  � "  ��� ��� � ����#�� ����� (������ ��� ��� � " ���
� ��� ����#� ������ (� ������ . �� ����#� ����� �� " � �� � ��� 0 �� �



��� � ��� � �� ���� �� �� ��� ��� ��

� � ��� �� ��"0�� %&� �� � " ��� ��� ' "  � "  ��� ��� � ����#�� ����� (������ ���
�0) ��� ����#� ����� (� ������ . �� ����#� ����� �� " � �� � ��� 0 �� �

� �� � ��� ��� (����� " �& "�" %&�� �� � ����#� ����� " �"0��� � 5�� " �" � #������
��� ��� � " ��� ��� ���� # ��� ' " �& "  ��� �� ��"0�� �� � " ��� ��� ���� # ��� (�
������ . �� #��� ����� ��� � �� � 5�0) ��� ' ��  �(����" ��� ' " �& "  ��� �� ��"0��
� 5�0) ��� #��� ����� (� ������ . "  � "  ��� �� ��"0�� �� � " ��� ��� ���� # ��� *

��#� . #� � � # �� ���0�4" � � 5��� "  ��� �� ' ��� � ! ������� " ���� ��� �� ��0���#�
#������ �� ��� ���� �(��� ���������� �� 0����� ��� ��� ��#�� ���� � !������� � ��� " ����� ��� �� ��0���#� #������ �� ��#�������� ��� ��� � " ��� ��� ' ����� �+ ���1 ' �� ����� ��
�� � . � 5�� � ������ �� %&�� �� ���"  �� #� �4�� �� �� ���� �� "  � "�" . ���� �#��� ��� ���
� ! ������ #������� ' �� #���#���� ����� ��� #������� �� " �& "  ���� �� ��"0�� �� � " ���
� ��� ���� # ��� ��& #������� ' #������ ������ �� ��#��� #� �4�� � 6 ���+�! ' ��  ' ��" ����
. � 5�� � ������ �� %&�� �� ��"0�� �� � " ��� ��� ���� # ��� ��& #������� ' �� � #���#�� ���
� " ��� ��� �� "  � "  ���� �� ���"  �� #� �4�� � ����� . 3�� '  � ��" ���� . � 5�� � ������
�� %&�� �� ���"  �� #� �4�� �� ���� �� "  � "�" . ���� �#��� � ��� �� /��" �� �� ��� #����
���� ' �� � #���#�� ��� #������� �� " �& "  ���� �� ��"0�� �� � " ��� ��� ���� # ��� ��&
#������� �� �� ��"0�� �� " �"0��� �� #�� #������� �#� �4��� � �� � � ��� 6 (� �� �� � ���
��� ��� �� �7��"  ���� �%� � 5�( ��� �� ������ � �� �� #���� ����#� � �� �� �� �� ����
�� � 5�� � ������ � ��%� +�� (� �� /� �� �� #�� & �� � ������� � 5 " � �����#� �� #�����
� " ��� �� �%� � 5�( ��� � 5�(� � . �� ����#� ����� �� ���������"0�� *
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E = {v1, ..., vn}
�� ����"0�� ������� ' �� �� ���

n
' �� (������ . ���� � ����� ��

k
���������"0��� * + 5����� ��" � �� ���� � ����" ��� ���� ��� ���� �3  ��7 �� �� *' ������

� ��" �� �� ����(�� �� ���� � �� ��� " ��� �� #�� ����"0�� ' � ��� �� ��"0��
k

�� #�������
%&� ' ( ��.�( � �� �� ��" " � �

W
� ���  ���� ��  �����#������� �

I
� ��� #������� #���� *

��  ���� %� �� #������
ci

��� �� #����� � 5 ���� % ���� "  � "�"
mi

�� " �& "�"
Mi���

E
* + 5 ���� � � 5�� #������

ci = {vmi
, ..., vMi

} ��� ����� ������ ��� �

I(ci) =

Mi
∑

m=mi

(vm −Gi)
2

�2
Gi

��� �� #����� �� ���( �� �� #������ �

Gi =

∑Mi

m=mi
vm

Mi −mi

�� ����
W (Pl)

�� ��" " � ���  ���� �� ��� #�������
ci

' � ���
i ∈ [1, l]

' #������� ����
�� ���� � ��

Pl

�� �� ���
l
�

W (Pl) =

l
∑

i=1

I(ci)

���� �� �� �� ������" " �� �� �7��"  ��� ' � 5����� ��" � �� �  ���� #��� ��� . #��#��
��� ��� ��#�����#� ��� �� �� �� ���� � ��� ��� " ����

P i
l

�� {vi, ..., vn}
��

l
#������ * +�

�������" ��� �� � 5����� ��" � � ��� ���� ��#� � �� �� /���� �� (���� �
� �� � ���

P i
1 = {vi, ..., vn}

� ���
i ∈ [1, n]

�

� � ���
l ∈ [2, k − 1]

' �� #��#��� ��� ���� � ���

P i
l = ({vi, ..., vj}, P j+1

l−1 )
� ���

i ∈ [1, n − l + 1]

�2 �� ���� � ��
P j+1

l−1
. l− 1

#������ �� {vj+1, ..., vn}
� ��� #��#���� . � 5���� � ���#�������

l − 1
�� �2

j
��� #�� � ����

[i, n − l + 1]
�� /���� . #� ���

I({vi, ..., vj}) +

W (P j+1
l−1 )

�� � "  � "�" �

���
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k

' �� #������ � �� ���� � ��

P 1
k = ({v1, ..., vi}, P i+1

k−1)

�2
i

��� #�� � ����
[1, n− k + 1]

�� /���� . "  � "  ���
I({v1, ..., vi}) + W (P i+1

k−1)
*

+� %���� � *� " ����� �� �&�" ��� � 5�&�#�� �� �� #�� ����� ��" � ' � ��� � 5����"0��
E = [0, 1, 8, 9]

' ��
k = 3

*

i=3 i=4

[8,9] [9]l=1 [0,1,8,9]

i=1

[0]+ [1,8,9]

[0,1] + [8,9]

[0,1,8] + [9]

[1]+ [8,9]

[1,8] + [9]

[8]+ [9]

l=3
[0]+ [1]+ [8,9]

[0,1] + [8]+ [9]

=> [0,1] + [8,9]

=> [0,1,8,9]

=> [0] + [1] + [8,9]

i=2

[1,8,9]

l=2

'() * � *� � 6��� � ����" ��� �� �  ���� �� � 5����"0�� �� '� '� '�� � ��� �� *
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3 ��� #���� ��#� �� ' ���� )��� %��� �� " �� 4�� ����� ��� ��� ����� ��� ��� ����

�� � ���� ���� ��� ����� ��" �� ��	 �� �
�� ��������� ���� �� #��� ��� � *
��� ���& " ���� ��� ���� �� ���� ���� 0����� ��� � 5�7� ���4�� ��� ��� ������� ��� ����������� ����� �� " ������ �� � ��� 0�� ��� �� ���0�0 � ��� ' �� ���0��" �� ��� ����� �����

�� ����(�� ' �� /��#� �� ��� ������� �0���(��� ' ��� ����" 4���� �� #�� � ��� 0�� ��� ' � �� 
��� ��� ���0�0 � ��� �� " ������ ' �� ��� ����" 4���� #�#��� �� " ��4�� #������ ������ ��&
�!�#��� ��� ��� �0) ��� ��& � !������� #�" � ������� �� " ������ *

+� " � �4�� ��� ���� �(��� #������ � ��� ��  0��� ��� � 5�7� ���4�� ��� ��� ������� ���
��� �������� ����� ��� � ��� 0�� ���  ���� �������� ��� #����� � " ��� �� ' ����� ���� ���
� " ��� �� ��" �� ��� �� "��� ��"  ��� ��� � " ��� �� #������ ���� *

+� " � �4��
θ

��� ���� �� � ���� � ��� ����������� ��� ������� #��� ��� ���# �� ��
" ������ ��

K
� ��� 0�� ���

θk

� ���
k ∈ [1,K]

' #���#��� ���� ��� ���� #�����
µkd

�� ����
(�� ��#�

σkd

��� ����� � " ��� �� ��" �� ���
d

' ��� �� (�#���� �� /������#�� −−−−−→
Freqskd��� � 5����"0�� ��� " � ��� ��� � ��� 0 ��� �� ����� � " ��� �� #������ ����

d
' �� ��� ����

���0�0 � �� � 5����� � ��
πk

*

θ = (θ1, ..., θK)

θk = (−→µk,
−→σk, F reqsk, πk)

K
∑

k=1

πk = 1

+�� ����������#�� ��� �0) ��� ��& #������� ���� ����� (��� #�" " � ��� ����" 4����
#�#��� �� " � �4�� * �� � ���

zik = 1
� � 5�0) �� −→xi

� ��� ������ ��� �� � ��� 0�� ��
θk

' ��
zik = 0

� ��� * + 5����"0��
Dz = {−→zi |1 ≤ i ≤ N} /��" � ����� � 5����"0�� ��� �������

#�#���� '
Dx = {−→xi |1 ≤ i ≤ N} � 5����"0�� ��� ������� �0���(��� ' ��

Dy = {yi|1 ≤ i ≤
N} � 5����"0�� #�" ���� ��� ������� ' �(�#

yi = (−→xi ,−→zi )
*

� ��



� �� � �� ��� ��� � ����

+ 5�0) �#� / ��� ����� �� " �& "  ��� �� (�� ��"0���#� �� " ��4��
θ

��� ���� ��� ��&
������� #�" ��4���

Dy

' �����
L(θ|Dy)

* �� ����� � 5����� ����� ��
 � � �� �� �� �
����� �

������* ! � 5�� /� � � 5�7� ���4�� ��� ��� �0) ��� ��� ��� �������  ���� ����" " ��� ��� ���
��� ������ ' �� � �

L(θ|Dy) = P (Dy|θ) =
N
∏

i=1

P (yi|θ)

+ 5�� � ��� �� �� ����� ��" � �� #���� /��#� �� � ��" �� �� #��� ����� ��� ��" " � ��
���" �� �� � �� � 5�� ����� � ' �� " �& "  ���

L(θ|Dy) ��� (��� . " �& "  ��� ��� ����� ��" � *

log L(θ|Dy) =

N
∑

i=1

log P (yi|θ)

+� " ���� �� ��� ���� �� � ���� � ��� �������� #� ���0�4" � � 5��� "  ��� �� ��� � 5���
��� ��" � �� ' �� #��� ��� �� ��� ��##��� �� �� ���& ������ � ��" ������ � 5��� "  ��� ��
" � �4��

θ . #����� ���� � �
� * ���� � 1 �1�� " �� �� � � �(����� ��� ����" 4���� #�#��� �� " � �4��

Dz

�� /��#� ��
��� ����" 4���� #������� �� " � �4��

θ
�

� * ���� � � �� �& "  ��� �� � � " ����� . ) ��� ��� ����" 4���� �� " � �4��
θ

�� /��#� ��
��� ���(���& ����" 4���� #�#���

Dz

*
6 ��� /��" ����" ��� ' �� ���"  4�� ���� � � 51�� " �� �� �� � 5����� ��" � 1� ��( ��� .���� ���� �� " � �4��

θ
#���� �� . #���#��� � 5����"0�� ��� ������� #�#����

Dz

��� " ��
���� #� " � �4�� ' #� �� ��( ��� . ��� " �� �

Q(θ) = Ez{log P (Dy|θ)|Dx, θ}
� ���� ������ � 5�7� ���4�� � 5 ���� �����#� ��� �0) ��� ' �� � �

P (Dy|θ) =
N
∏

i=1

P (yi|θ)

P (yi|θ) = P (−→xi ,−→zi |θ)
= πk × P (−→xi |θk)

� ���
k

��� ���
zik = 1

=
∏K

k=1(πk × P (−→xi |θk))
zik

P (Dy|θ) =

N
∏

i=1

K
∏

k=1

(πk × P (−→xi |θk))
zik

log P (Dy|θ) =
∑N

i=1

∑K
k=1 zik × log(πk × P (−→xi |θk))

=
∑N

i=1

∑K
k=1 zik × log P (−→xi |θk) +

∑N
i=1

∑K
k=1 zik × log πk

Q(θ) = Ez{log P (Dy|θ)|Dx, θ}
=

∑N
i=1

∑K
k=1 Ez{zik|Dx, θ} × log P (−→xi |θk) +

∑N
i=1

∑K
k=1 Ez{zik|Dx, θ} × log πk



� �� �� � ��� ���� � � �

zik = Ez{zik|Dx, θ}
= 0× P (zik = 0|Dx, θ) + 1× P (zik = 1|Dx, θ)
= P (zik = 1|−→xi , θ)

= πk×P (−→xi |θk)
P

j πj×P (−→xi |θj)

�3 *��

�  ����" ��� ' �� ����� � 51�� " �� �� �� � 5����� ��" � 1 � #��� ��� ���# . ��� " �� #��
���0�0 � ���

zik
����� ����� �� " � �4�� #������

θ
���� ��� #���� ' ����� � 5����� �� 3 *� *

3 ��� �� ��#���� ����� �� � �& "  ��� �� �� � 5����� ��" � 1 � ' � 5�7� ���4��  �(���� ���
#��� ����� � �� ���� ��� #������ ��� ���0�0 � ��� � 5����������#� ��� �0) ��� ��& #�������
zik

' �� �� #���#�� . " �& "  ��� �� /��#� ��
Q

���� �� #����� ��� ��� ∑K
k=1 πk = 1

* 6���
#��� ' �� #������ � ���# �� ���(���� /��#� ��

Q′ �� (���� ' �� � ���� �� "��� � � #����� ��
+�������

λ
�

Q′(θ) =
N

∑

i=1

K
∑

k=1

zik × log P (−→xi |θk) +
N

∑

i=1

K
∑

k=1

zik × log(πk) + λ× (1−
K

∑

k=1

πk)

+ 5��� "�" �� #���� /��#� �� ��� ���� �� ������� �� ��� (�� ��� ���� ��� ��& �����
" 4����  �#����� �� " � �4�� ��� ����� * ��7��� � 5�0 ��� #� ��� #��� �����$�� ���� �� "  ��
. ) ��� ��� ����" 4����

πk

*

∂Q′

∂πk

=

N
∑

i=1

zik

πk

− λ = 0

πk =

∑N
i=1 zik

λ

K
∑

k=1

πk = 1 =

∑K
k=1

∑N
i=1 zik

λ

λ =
K

∑

k=1

N
∑

i=1

zik = N

3 ��#
πk =

∑N
i=1 zik

N

�3 *��

��7��� ���� �� �� "  �� . ) ��� ��� ����" 4���� ���� �� #�� ��� ���� #��� ������ �2
�� � ��� 0�� �� ��� ���� ���� ����� ���� ��� ��� � " ��� ��� ��" �� ���� �� "��� ��"  ���
��� ��� � " ��� ��� #������ ����� *

P (−→xi |θk) =
∏

d∈Sk

P (xid|θkd)



� �� � �� ��� ��� � ����

P (xid|θkd) =



















1√
2πσkd

e
− 1

2

(

xid−µkd
σkd

)2

� 
d

��" �� ���

Freqskd(xid)
� 

d
#������ ����

log P (−→xi |θk) =
∑

d∈Sk

log P (xid|θkd)

log P (xid|θkd) =















log 1√
2πσkd

− 1
2

(

xid−µkd

σkd

)2 � 
d

��" �� ���

log Freqskd(xid)
� 

d
#������ ����

��" " ������ ��� #��#���� �� ��� (�� �� �� /��#� ��
Q′ ��� ���� ��� . µkd

*

∂

∂µkd

log P (−→xi |θk) =
1

σ2
kd

(xid − µkd)

∂Q′

∂µkd

=

N
∑

i=1

zik

1

σ2
kd

(xid − µkd) =
1

σ2
kd

N
∑

i=1

zik × (xid − µkd) = 0

3 ��# N
∑

i=1

zik × xid =
N

∑

i=1

zik × µkd

3 ��#
µkd =

∑N
i=1 zik × xid
∑N

i=1 zik

�3 *�

���#����� ���� �� �� ��� (�� ��
Q′ ��� ���� ��� . σkd

*

∂

∂σkd

log
1√

2πσkd

= − 1

σkd

∂

∂σkd

{

−1

2

(

xid − µkd

σkd

)2}

=
(xid − µkd)

2

σ3
kd

3 ��# ∂Q′

∂σkd

=

N
∑

i=1

zik

(

− 1

σkd

+
(xid − µkd)

2

σ3
kd

)

= 0

N
∑

i=1

zik

(

(xid − µkd)
2

σ2
kd

− 1

)

= 0

N
∑

i=1

zik
(xid − µkd)

2

σ2
kd

=
N

∑

i=1

zik



� �� �� � ��� ���� � � ��

1� %����" ���
σ2

kd =

∑N
i=1 zik × (xid − µkd)

2

∑N
i=1 zik

�3 *��

1�%� ' #��#����� �� ��� (�� ��
Q′ ��� ���� ��� . Freqskd(mod)

*

∂

∂Freqskd(mod)
log P (−→xi |θk) = I{xid=mod} =

{ 1
Freqskd(mod)

� 
xid = mod

0
� ���

� #��� �� �) ���� �� #����� ��� ��� � ��� ���� #������
Ck

�(�#
k ∈ [1,K]

' �� �����
� " ��� �� #������ ����

d
' �� � �

∑

mod∈Modalitesd

Freqskd(mod) = 1

�� /��� ���# �) ����� �� ���" � �� (���
C ′ . Q′ �

C ′ =

K
∑

k=1

∑

d
#������ ����

∑

mod∈Modalitesd

λkd × (1− Freqskd(mod))

∂C ′

∂Freqskd(mod)
= −λkd

∂Q′

∂Freqskd(mod)
=

N
∑

i=1

zik×I{xid=mod}−λkd =
∑

{1≤i≤N |xid=mod}

zik

Freqskd(mod)
−λkd = 0

3 ��#
Freqskd(mod) =

∑

{1≤i≤N |xid=mod} zik

λkd

� � ∑

mod∈Modalitesd

Freqskd(mod) = 1

∑

mod∈Modalitesd

∑

{1≤i≤N |xid=mod} zik

λkd

=

∑N
i=1 zik

λkd

= 1

3 ��#
λkd =

N
∑

i=1

zik

1� ���#
Freqskd(mod) =

∑

{1≤i≤N |xid=mod} zik
∑N

i=1 zik

�3 *��

�  ����" ��� ' �� ����� �� � �& "  ��� �� �� � 5����� ��" � 1� ��( ��� . " ����� . ) ���
��� ����" 4���� �� " ��4�� ����� ��� ����� ��� 3 *� ' 3 * ' 3 *� �� 3 *� *



� �� � �� ��� ��� � ����

� �� � 
���� 
 ���� �
� ��� ���
3 ��� ��� ���0�4" �� #�������� �� ��"0������ � " ��� ��� ' ��� #��#��� �� ���0�0 � ��� ��(��� ��� ��" ��� �������� ��� #���# ��� " �#� ��� * 6��� #�� #��#��� '  � /����� ���#

�� � ��� ��� ��"0��� ���� /��" � �# ��� %��� �" ��� ��� �� �&� ������ *
6��� �( ��� �� 5��� ���0�0 � �� ����� ��� ��� � " ��� �� #������ ���� � 5������ ���

���0�0 � �� ���0��� ' �� %&� �� /������#� "  � " ��� � 5��� " � ��� �� . 10−300 *
3 � " �" � ' �� � ��� �( ��� ��� � (  � ��� ��� � ������� �� ��( �� �� �������� ��� " �"0���

� 5�� #������ ��� ��� � " ��� �� ��" �� ��� ��� ����� . � ' �� %&� �� ��( �� �� ��������
"  � " ��� . � *���� ' #� �� #������ ��� . P (xid|θkd) = 10−300 �������

xid − µkd = 1
*

+�� (������ " ��������� ����  ������� ���� ��� #��#��� * �  �� ' � 5 �  � �� ��� �� ��
µkd�(�# �� � ��� 0  � �� �� (������ " ��������� �� ���#� � #�" " � �� � �

µkd =

∑

{i∈Dk |xid

��%� 
} xid

|{i ∈ Dk|xid

��%� }|
� �� �� ������ ��� 
��� �� ��� �� �� � ���� ������

+ 5�� � ��� �� �� � 5����� ��" � �
�� ���� 6��� ���#� ���� 	 �-�� TM � ��" �� . � 5�� � �
������ � 5����������� �� ���(��� ) �� �� ������� * �� ��  � ��" �� �� ��#��(� � �� ��� ���� �
�� �� 0��� ' � 5�0���(�� �� ������ � �� ��� �0) ��� ���� ���� ����#� �� ���#� �� �� ' �� �� 
" ������ �� �(��� ��� � " ��� ��� ��� �������� ��� ����� �� � 5�0) ��� �� � �� ������ �� ���� *

�� � ��� ��� �&�" ��� ��  � ��" ����� �� ��#��(� � ��� � � ���  ����� ' ��� #������� ���
����� � " ��� ��� ' ��� ����� �� � 5�0) ��� 0 �� ������� ' ��� 
���� �� � 5����#� ��4� ������ '
�� 0 �� ��� 
���� �� ���� �� � ! ������� * �� � ��� ���# ���� �� � �� � ��� ��� ���0�4" ��
�7� ���" ��� ��� ��� ��( ��� * 	 � �  � � ��� �����" ��� " ����� �� �(��� ��� � ��� �����
��� #������ �� ��� 
���� �� � 5����#� ' � 5 � �&  ��� �� � �� ����� ��� #������� �� ��� #������ *
+ 5�� � ������ � ��� ����  �������� ��� ���� �� �� ��� ���� � �������� �� �� 0��� �� 0 �� ��
��� ���� � ��� #����� *

� ���� � � 5��� ����� ����� '  � � ��� (���� � ���(������� � ��#��" ��� ��� �4���� ���� ���
 ���� %��� #�" " � � �������� �� ���� * �� � ��� ���� (���� � ������� �� ) �� �� �������  �  � ��
�� �����) ��& �� ������� ����� ��� #������� /��" �� * �� � ��� (���� � #���� �� ���(���&
���� 0��� �� ���� # ��� ��� �&�" ��� . ���� �0) �� �� �� 0���  �  � ��� ��  ���� % ��� ��
#������ ������  � ��� ����# � * �� � ��� (���� � ����� " �� �� ) �� �� ������� ��������
�0) ���  ����� * ��  � � ��� (���� � #��#������ �� ��#���#�� ��� ��� � " ��� ��� � � �����
#�" " � � �#� "  ������ �� � (��� �� �� ��� ���� � *

1�%� ' ���� ���� �����  # � ��� ����  �� #������ �� � ��(��� ���� ����# �� ��& ������
���� �� #������ �� ' � ��" ������ � �� . � 5�� � ������ � 5����������� �� "  ��& ��� ���������
��� �� �� �
� * + � (�� ��"0���#� �� " � �4�� ��� ���� ��� ��& ������� ��� /���� � ��� �� " �����

LL(θ|D)
* 	 � � #���� " ����� ����� ��� (������ �� �� ���� ��� ��%� �� ���� ��

 ����(���� �� �# %��� * �%� � 5�0��� � ��� (����� �� � � �� ���� � ��� � 5�� � ������ '
�� � ��� ����� �� � ��� �� ���� ��� ����� �� (����� �� #� �4�� � �� � �� �� ���� � �



������� ���� ��� � �� ��� ��� �� ��� ��� �� �� � ��

#������ ' �� #���� #��#� ��� � �� ��� ���� � � �� #������� �� 5�� ��� � #������ * +�
(����� #����� ���� ���� . �� ���& � 5 ������ �� ���� � ���" ��� *

� * + � ������� �� ��"� � ' �� " ����� ���� �� � ��� �� ������� ��" ��� � 5��� ��#���#��
��� ��( ��� * 6�� " ������ � 5������� � ����� ��� #������� �� ��� #������ ' �� #� �4��
�� #���������#� ����� ��� #������ �� ��� #������� ' ����� � 5�����  � ' � ��� ��# ����
#��#� �� �� /���  . � 5�� � ������ *

 * + � " ����� ����� �&�#���� ���� ���� /  � �(�# ���  �  � �� ��� � � �����  ��� ' � � ���
�� ��% ��� � �� �(����� �� ���0 � �� �� #������ �� * + 5 ��� �� 0��� ��� �� ��  (���� � � 
��� ���� � � � #������� �� ��� �� ��� . #����� �&�#�� � ' �� ) �� �� ������ � 5�
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