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Resumo
A interferência é um dos fatores limitantes do desempenho individual e global em re-

des de comunicação sem fio. Neste trabalho, duas técnicas clássicas de gerenciamento de
interferência são estudadas: o controle de potência de transmissão e a equalização de ca-
nal. Três abordagens são consideradas para o controle de potência distribuído e oportunista.
A primeira tem por base a teoria dos jogos estáticos não-cooperativos e teorias de funções
iterativas, resultando em uma classe de algoritmos. Na segunda abordagem, propomos dife-
rentes algoritmos derivados de formulações e soluções tradicionais dos controles H2 e misto
H2/H∞. Por fim, aplicamos a teoria dos jogos dinâmicos ao problema para a obtenção de
dois novos algoritmos de controle de potência. A segunda parte da tese, que trata do pro-
blema da equalização, é dividida em dois tópicos. No primeiro, fazemos uma análise de “pior
caso” do atraso de equalização por meio de conceitos da teoria dos jogos não-cooperativos.
No segundo tópico, apresentamos duas propostas para a reunião das características desejá-
veis dos equalizadores H2 e H∞: uma combinação convexa dos dois filtros e um esquema
de adaptação do nível de robustez do filtro H∞.

Palavras-chave: controle de potência oportunista, equalização robusta, controle auto-
mático, teoria dos jogos, filtragem H∞, comunicações sem fio.

Abstract
Interference is a limiting factor of individual and global performance in wireless com-

munication networks. In this work, two classical interference management techniques are
studied: the transmission power control and the channel equalization. Three approaches are
considered for distributed and opportunistic power control. The first one is based on static
non-cooperative game theory and theories of iterative functions, providing a class of algo-
rithms. In the second approach, we propose different algorithms derived from formulations
and traditional solutions of H2 control and mixed H2/H∞ control. Finally, we apply dy-
namic game theory to the problem for obtaining two new power control algorithms. The
second part of the thesis, devoted to channel equalization, is divided into two topics. In the
first one, we provide a “worst case” analysis for equalization delay by using concepts of non-
cooperative game theory. In the second topic, we present two proposals for the combination
of the desirable characteristics of H2 and H∞ equalizers: a convex combination of the two
filters and a scheme for adapting the robustness level of the H∞ filter.

Keywords: opportunistic power control, robust equalization, automatic control, game
theory, H∞ filtering, wireless communications.
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Capítulo 1

Introdução

Em geral, as redes de comunicação sem fio são sistemas complexos, compostos por di-

versos processos interdependentes, como o processamento de sinais, o gerenciamento de

recursos, a garantia da qualidade de comunicação, etc. Uma representação global de um

sistema de tal complexidade é inviável. Por isso, é comum dividir o sistema de comunica-

ção em subsistemas, que são estudados e desenvolvidos separadamente. Estes subsistemas

são classificados em dois níveis: o nível do enlace de comunicação e o nível sistêmico. Os

procedimentos de transmissão de sinais, os fenômenos físicos de propagação e os procedi-

mentos de recepção são considerados no nível de enlace. Enquanto isso, o nível sistêmico

compreende os processos associados ao gerenciamento de recursos e à garantia da qualidade

dos serviços oferecidos.

A temática desta tese é o gerenciamento de interferência em redes de comunicação sem

fio, um dos mais importantes fatores de limitação do desempenho global e individual em tais

redes. Duas técnicas clássicas de gerenciamento de interferência são estudadas: o controle

de potência de transmissão e a equalização de canal. O primeiro se situa no contexto multi-

usuário no nível sistêmico, enquanto que a equalização de canal se encontra no nível do

enlace de comunicação.

1
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1.1 Apresentação dos problemas

As redes de comunicação sem fio de alta capacidade são caracterizadas por um espectro

de freqüências limitado e pela reutilização da banda de freqüências disponível. Dessa forma,

os pares transmissor-receptor que compartilham omesmo canal, qualquer que seja o domínio

(freqüência, tempo,...), causam interferência mutuamente. Esta interferência é chamada de

interferência co-canal, neste caso também referida como interferência multi-usuário. O con-

trole de potência de transmissão é essencial ao gerenciamento da interferência multi-usuário,

à garantia da qualidade de comunicação desejada e ao gerenciamento dos recursos individu-

ais, sendo este último aspecto fundamental para terminais de comunicação com limitações

importantes em termos de energia.

O objetivo específico do controle de potência depende do tipo de serviço oferecido. Nos

casos em que a aplicação ou o serviço exige uma qualidade fixa de comunicação, como por

exemplo a comunicação de voz, o objetivo do controle de potência é justamente o de ga-

rantir esta qualidade. Entretanto, os estudos conduzidos nesta tese se referem a aplicações

que toleram variações na qualidade de comunicação. Neste caso, o controle de potência

pode atender a diversos objetivos, como a maximização da taxa de transmissão, a economia

de energia, etc., para fornecer uma alocação eficiente de recursos. Nós propomos soluções

originais para o problema de controle distribuído e oportunista de potência de transmissão,

em que cada enlace de comunicação da rede ajusta sua própria potência de acordo com uma

medida de qualidade do sinal no receptor. Além disso, a qualidade de comunicação a ser

oferecida é decidida levando em consideração as variações da qualidade do enlace de comu-

nicação. Nós utilizamos o controle linear quadrático e a teoria dos jogos não-cooperativos

para acomodar os múltiplos objetivos envolvidos no problema e para propor soluções.

A segunda parte da tese diz respeito à equalização de canal, uma técnica clássica de

combate à interferência entre símbolos. Este tipo de interferência resulta da combinação

desfavorável entre as elevadas taxas de transmissão e os tempos de dispersão dos canais. Em

razão dos múltiplos percursos do sinal transmitido, diferentes versões deste sinal chegam

ao receptor em instantes distintos. A interferência resultante é chamada de interferência en-

tre símbolos. Em um sistema de comunicação MIMO, do termo em inglês Multiple-Input

Multiple-Output, em que diversos sinais são transmitidos simultaneamente e o receptor dis-
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põe de múltiplas antenas, observa-se, além da interferência entre símbolos, a presença de

interferência co-canal. A equalização espaço-temporal é utilizada para tratar conjuntamente

os dois tipos de interferência no processo de recuperação dos sinais transmitidos.

Os estudos realizados nesta tese sobre equalização de canal estão relacionados a pro-

blemas de robustez. Estes estudos estão organizados em dois tópicos: no primeiro, uma

análise de “pior caso” do atraso de equalização é realizada à luz da teoria dos jogos não-

cooperativos, enquanto que o segundo tópico consiste na proposição de duas abordagens

adaptativas para a equalização robusta espaço-temporal, ambas baseadas no equalizadorH∞.

1.2 Contribuições e produção científica

Os estudos desenvolvidos nesta tese permitiram análises teóricas, proposições de solu-

ções e avaliações de desempenho no contexto de dois problemas: o controle de potência de

transmissão distribuído e oportunista e a equalização adaptativa e robusta.

A lista das publicações relacionadas aos trabalhos desenvolvidos na tese é apresentada a

seguir:

1. F. de S. Chaves, A. L. F. de Almeida e J. C. M.Mota. Performance Evaluation of Adap-

tiveH∞ Space-Time Equalizers for Wireless Communication Systems with Asynchro-

nous Interference. IEEE VI International Telecommunications Symposium, ITS2006,

Fortaleza, Brasil, 3-6 Setembro 2006.

2. F. de S. Chaves, V. A. de Sousa-Jr., R. A. de Oliveira-Neto, C. H. M. de Lima e F. R. P.

Cavalcanti. Performance of Energy Efficient Game Theoretical-Based Power Control

Algorithm in WCDMA. 17th IEEE International Symposium on Personal, Indoor and

Mobile Radio Coommunications, PIMRC’06, Helsinque, Finlândia, 11-14 Setembro

2006.

3. F. de S. Chaves, F. R. P. Cavalcanti, R. B. Santos e R. A. de Oliveira-Neto. Oppor-

tunistic Distributed Power Control with QoS Guarantee in Wireless Communication

Systems. 8th IEEE Workshop on Signal Processing Advances in Wireless Communi-

cations, SPAWC’07, Helsinque, Finlândia, 17-20 Junho 2007.
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4. F. de S. Chaves, F. G. Fernandes, R. R. F. Attux, R. Suyama, R. R. Lopes e J. M. T.

Romano. Une Analyse du Problème de l’égalisation Basée sur la Théorie des Jeux.

XXI Colloque GRETSI, Troyes, França, 11-14 Setembro 2007.

5. F. de S. Chaves, J. M. T. Romano e J. C. M. Mota. Combinação Convexa de FiltrosH2

e H∞ para Equalização Adaptativa. XXVI Simpósio Brasileiro de Telecomunicações,

SBrT2008, Rio de Janeiro, Brasil, 2-5 Setembro 2008.

6. F. de S. Chaves, F. R. P. Cavalcanti, R. A. de Oliveira-Neto e R. B. Santos. Optimizing

Wireless Communication Systems. New York: Springer, 2009, capítulo Power Control

for Wireless Networks: Conventional and QoS-Flexible Approaches, pp. 3-49.

7. F. de S. Chaves, J. M. T. Romano, M. Abbas-Turki e H. Abou-Kandil. Self-Adaptive

Distributed Power Control for Opportunistic QoS Provision in Wireless Communi-

cation Networks. 10th IEEE Workshop on Signal Processing Advances in Wireless

Communications, SPAWC 2009, Perugia, Itália, 21-24 Junho 2009.

8. F. de S. Chaves, M. Abbas-Turki, H. Abou-Kandil e J. M. T. Romano. Distributed

Power Control for QoS-flexible Services in Wireless Communication Networks. 17th

Mediterranean Conference on Control and Automation, MED’09, Thessalonique, Gré-

cia, 24-26 Junho 2009.

9. M. Abbas-Turki, F. de S. Chaves, H. Abou-Kandil e J. M. T. Romano. Mixed H2/H∞

Power Control with Adaptive QoS for Wireless Communication Networks. 10th Eu-

ropean Control Conference, ECC’09, Budapeste, Hungria, 23-26 Agosto 2009.

10. F. de S. Chaves, M. Abbas-Turki, H. Abou-Kandil e J. M. T. Romano. Transmission

Power Control for Opportunistic QoS Provision in Wireless Networks. IEEE Transac-

tions on Control Systems Technology, artigo em revisão.

11. F. de S. Chaves, F. R. P. Cavalcanti, R. A. de Oliveira-Neto e R. B. Santos. Opportunis-

tic Distributed Power Control with Adaptive QoS and Fairness for Wireless Networks.

Wireless Communications and Mobile Computing, vol. 10, n° 2, pp. 200-213, Feve-

reiro 2010.
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12. F. de S. Chaves, M. Abbas-Turki, H. Abou-Kandil e J. M. T. Romano. Contrôle de

Puissance Décentralisé et Opportuniste d’un Réseau de Communication sans Fil. 6ème

Conférence Internationale Francophone d’Automatique, CIFA 2010, Nancy, França,

2-4 Junho 2010.

Quanto às contribuições da tese, elas são apresentadas abaixo, seguidas da indicação das

publicações que lhes são relacionadas:

• Contribuição 1: Proposição de dois algoritmos de controle de potência distribuído e

oportunista com base na teoria dos jogos estáticos não-cooperativos de soma não-nula.

Publicações 2 e 3.

• Contribuição 2: Proposição de uma classe de algoritmos de controle de potência dis-

tribuído e oportunista, a qual inclui os dois algoritmos citados acima. A classe de

algoritmos é caracterizada por meio da teoria dos jogos estáticos não-cooperativos de

soma não-nula e de teorias de funções iterativas. Demonstração de que a categoria de

algoritmos proposta é mais eficiente em termos de energia do que os algoritmos de

controle de potência oportunista apresentados na Seção 2.3.2. Publicações 6 e 11.

• Contribuição 3: Formulação do problema de controle de potência distribuído e oportu-

nista num espaço de estados linear. Aplicação de ferramentas de controle automático

linear para propor algoritmos via controleH2 e controle mistoH2/H∞. Publicações 7,

8, 9, 10 e 12.

• Contribuição 4: Reformulação do problema de controle de potência distribuído e

oportunista num espaço de estados linear, possibilitando a representação do problema

multi-critério como um jogo dinâmico linear-quadrático não-cooperativo de soma não-

nula. Proposição de algoritmos oriundos das estratégias de equilíbrio de Nash com

estrutura de informação em malha aberta e em malha fechada.

• Contribuição 5: Análise do atraso de equalização de canal segundo conceitos da teoria

dos jogos não-cooperativos de soma nula, em que os canais mais problemáticos são
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caracterizados e a estratégia dos atrasos de equalização intermediários é justificada

como uma estratégia de segurança do receptor. Publicação 4.

• Contribuição 6: Reunião das características complementares dos equalizadores H2 e

H∞, quais sejam, respectivamente, o desempenho médio ótimo e a robustez a erros de

modelagem, por meio da combinação convexa dos filtros H2 e H∞. Publicação 5.

• Contribuição 7: Proposição de um esquema de adaptação do filtro H∞ que contempla

ambos, o desempenho médio ótimo e a robustez com relação a incertezas no modelo

adotado para a equalização de canal. Publicação 1.

1.3 Estrutura da tese

Esta tese está estruturada da maneira descrita a seguir:

• Capítulo 2: este capítulo introduz o problema do controle distribuído ou descentra-

lizado de potência de transmissão em redes de comunicação sem fio. A modelagem

dos fenômenos de propagação dos sinais e as relações entre as medidas de qualidade

do enlace de comunicação são apresentadas de maneira sucinta. Também discuti-

mos brevemente o controle de potência para aplicações ou serviços de QoS fixa. Em

seguida, abordamos o primeiro tema de interesse na tese: o controle de potência dis-

tribuído para aplicações de QoS flexível, evidenciando os conceitos de oportunismo

para serviços que toleram variações na qualidade da comunicação. Uma classe de

algoritmos de controle de potência distribuído e oportunista é proposta e dois algorit-

mos pertencentes a esta classe são apresentados. Este capítulo contempla, portanto, as

Contribuições 1 e 2.

• Capítulo 3: neste capítulo o problema de controle de potência distribuído e oportunista

é tratado por meio de abordagens clássicas de controle automático. Após a formulação

do problema de cada usuário num espaço de estados linear, em que se busca um com-

promisso entre os objetivos de maximização da QoS e de minimização do consumo

de energia, o controle H2 é aplicado para a obtenção de algoritmos que permitem uma
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boa flexibilidade operacional entre os dois objetivos mencionados. Em seguida, o con-

trole misto H2/H∞ é utilizado para oferecer robustez contra incertezas de medidas às

soluções derivadas do controle H2. Dessa forma, o capítulo trata da Contribuição 3.

• Capítulo 4: este capítulo diz respeito à Contribuição 4, sendo dedicado ao trata-

mento do problema de controle de potência distribuído e oportunista por meio da

teoria dos jogos. O controle de potência oportunista é reformulado como um pro-

blema multi-critério para cada usuário, ou seja, um jogo dinâmico linear-quadrático

não-cooperativo de soma não-nula entre 2 jogadores, um deles responsável pela ma-

ximização da QoS, o outro pela minimização do consumo de energia. Considera-se a

estratégia de equilíbrio de Nash com dois tipos de estrutura de informação no jogo, em

malha aberta e em malha fechada, para a obtenção de algoritmos que oferecem grande

flexibilidade operacional entre os dois critérios.

• Capítulo 5: este capítulo apresenta análises comparativas entre as abordagens e algo-

ritmos desenvolvidos nos Capítulos 2, 3 e 4 para o problema de controle de potência

distribuído e oportunista. Resultados de simulações auxiliam na avaliação de desem-

penho dos algoritmos.

• Capítulo 6: a análise do atraso de equalização com base na teoria dos jogos não-

cooperativos é o assunto deste capítulo, que resulta na Contribuição 5. Considera-se

um jogo de soma nula, cujo critério a ser otimizado é o erro quadrático médio residual

de Wiener. Os jogadores são a “natureza maliciosa” e o receptor (equalizador), que

têm como respectivas variáveis de decisão o canal e o atraso de equalização. A aná-

lise de “pior caso” e as estratégias de segurança de ambos os jogadores em dois jogos

distintos de Stackelberg caracterizam os canais mais problemáticos e oferecem uma

justificativa teórica para a robustez das estratégias de atrasos de equalização interme-

diários. Num segundo momento, um estudo de caso é conduzido após a discretização

do espaço de estratégias da “natureza” e a representação do jogo em forma matricial.

A solução de equilíbrio de Nash ou de ponto-de-sela para estratégias mistas (estocás-

ticas) é obtida classicamente como solução de um problema de programação linear

e corrobora as conclusões obtidas no contexto mais geral dos jogos de Stackelberg
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considerados inicialmente.

• Capítulo 7: este capítulo se refere às Contribuições 6 e 7. Em primeiro lugar, o pro-

blema da equalização adaptativa de canal é formulado no espaço de estados e as ca-

racterísticas dos filtros H2 e H∞ são evidenciadas, quais sejam, respectivamente, a

otimalidade do desempenho médio e a robustez. Propõe-se, então, a reunião dos be-

nefícios de ambos os filtros por meio de uma combinação convexa entre eles, cuja

adaptação minimiza o erro quadrático médio na saída da combinação. Como alter-

nativa à combinação dos dois filtros, um esquema de adaptação para o filtro H∞ é

proposto, de forma que seu nível de robustez é ajustado de acordo com a necessidade.

Assim, um único filtro H∞ pode fornecer desempenho similar ao da combinação dos

dois filtros. Simulações computacionais são realizadas com o intuito de comparar o

desempenho das duas propostas.

• Capítulo 8: este é o último capítulo da tese, dedicado às conclusões e perspectivas dos

estudos realizados.



Capítulo 2

Controle de potência de transmissão em

redes de comunicação sem fio

As redes de comunicação sem fio funcionam dentro de uma limitação do espectro de

freqüências e são caracterizadas pela reutilização da banda de freqüências disponível. Con-

seqüentemente, os pares transmissor-receptor que compartilham o mesmo canal causam in-

terferência mutuamente, a chamada interferência co-canal, fator importante de limitação do

desempenho individual e global em tais redes [1–4]. Em geral, os terminais móveis apresen-

tam limitações importantes de energia. Além disso, uma utilização eficiente dos recursos de

energia por parte dos nós centrais de comunicação, como as estações-base de rádio em redes

celulares, trazem benefícios com relação à capacidade da rede. A partir destas observações,

e sabendo que os canais em redes sem fio são variáveis em razão dos efeitos de propaga-

ção dos sinais, pode-se concluir que o gerenciamento dos recursos de rádio é um problema

fundamental e desafiador.

O controle de potência de transmissão é essencial ao gerenciamento dos recursos de rá-

dio nas redes sem fio. Ele é um meio efetivo para a satisfação de exigências de qualidade,

para a redução de interferência e para a economia de energia. A otimização centralizada das

potência de transmissão de todos os usuários de uma rede não é plausível. As exigências de

sinalização ou de troca de informação entre os usuários e um nó de comunicação central, as-

sim como a dimensão e a complexidade do problema global de otimização tornam o controle

de potência de transmissão centralizado inviável na prática [5]. Assim, desde o início da dé-

9
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cada de 1990, algoritmos de controle de potência distribuído ou descentralizado têm sido

desenvolvidos [3,4,6–9]. O controle de potência distribuído é caracterizado pela otimização

descentralizada, ou seja, cada enlace de comunicação (par transmissor-receptor) controla

sua própria potência de transmissão com base apenas em medidas locais da qualidade dos

sinais no receptor. O ganho efetivo de canal, isto é, o quociente entre o ganho de canal e

a potência da interferência mais ruído, e a relação sinal-interferência mais ruído, SINR, do

termo em inglês Signal-to-Interference-plus-Noise Ratio, são as medidas de qualidade locais

habitualmente utilizadas.

A tarefa do controle de potência de transmissão depende da classe da aplicação ou do

serviço oferecido. O serviço tradicional de comunicação de voz, assim como alguns serviços

de comunicação de dados em tempo real, são caracterizados por restrições fortes quanto à

taxa de transmissão e a taxa de erro de bit. Por outro lado, outros serviços de dados, como

a transmissão de arquivos, por exemplo, toleram variações na qualidade de transmissão,

geralmente refletidas em variações nas taxas de transmissão. Estas duas classes de serviços,

a primeira com qualidade de serviço (QoS, do termo em inglês Quality of Service,) fixa, a

outra com QoS flexível, exigem um tratamento diferente do ponto-de-vista do controle de

potência de transmissão [10].

Este capítulo apresenta as principais definições e notações que serão utilizadas ao longo

da tese no que se refere ao problema de controle de potência distribuído. O capítulo é tam-

bém dedicado à modelagem de redes de comunicação sem fio, assim como à apresentação

sucinta dos resultados teóricos mais importantes encontrados na literatura com relação ao

controle de potência tanto para aplicações de QoS fixa quanto para aplicações de QoS fle-

xível. Ao final do capítulo, as atenções são voltadas para a proposição de uma classe de

algoritmos de controle de potência oportunista.

2.1 Modelagem de redes sem fio no contexto do controle de

potência distribuído

Os sistemas de comunicação sem fio de alta capacidade são caracterizados pela reuti-

lização da banda de freqüências disponível. Eles apresentam arquiteturas e funcionamento
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distintos entre si. Estes sistemas empregam, por exemplo, diferentes tecnologias de acesso

de rádio (RATs, do termo em inglês Radio Access Technologies). Enquanto sistemas celu-

lares adotam esquemas TDMA (Time Division Multiple Access) e CDMA (Code Division

Multiple Access), a família de normas do IEEE (Institute of Electrical and Electronics En-

gineers) para as WLANs (Wireless Local Area Networks) baseia-se em esquemas CSMA

(Carrier Sense Multiple Access) [1, 2]. Esta diversidade de arquiteturas e de funcionamento

das redes explica as diferenças na geração e no perfil de interferência entre uma RAT e outra.

Apesar das diferenças marcantes entre as redes de comunicação sem fio, é possível con-

siderar um modelo geral para o controle de potência distribuído. Neste modelo, a rede é

representada por conjuntos de pares transmissor-receptor que causam interferência entre si,

isto é, conjuntos de usuários co-canal. Este modelo simplificado permite a abstração de

especificidades técnicas dos sistemas, tornando possível o estudo e o desenvolvimento de

soluções aplicáveis a diferentes redes, desde que dotadas de mecanismos e medidas necessá-

rias ao controle de potência. São apresentados em seguida o modelo do canal de propagação

sem fio e as medidas de qualidade do sinal no receptor que serão utilizadas ao longo da tese.

Depois disso, discute-se a relação entre a qualidade do sinal e a qualidade do serviço, e a

seção é encerrada com uma discussão sobre o panorama do processo de controle de potência

numa rede de comunicação comercial.

2.1.1 Modelo de canal

Nós definimos intervalo de transmissão como o intervalo de tempo entre dois coman-

dos consecutivos do controle de potência, período curto em que os canais são considerados

estáticos ou de variação muito lenta. No contexto do controle de potência, efeitos ao nível

dos símbolos de dados transmitidos, como a interferência entre símbolos, por exemplo, são

desprezados. O canal de propagação é representado por um ganho de potênciaG(k), em que

k denota o késimo intervalo de transmissão. O ganho de canal é variante no tempo e composto

por contribuições multiplicativas de três efeitos de propagação: a perda de percurso, o desva-

necimento lento ou de larga escala e o desvanecimento rápido ou de pequena escala [1,2,11].

Por conveniência, o modelo do ganho de canal é às vezes expresso em decibel (dB), fazendo

com que os termos multiplicativos se tornem aditivos. Ao longo de toda a tese é adotada a
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notação (·) para representar o valor em dB de (·), ou seja, (·) = 10 log10(·).

A perda de percurso depende essencialmente da distância entre transmissor e receptor.

Diversos modelos matemáticos para a perda de percurso podem ser encontrados na literatura.

Nós adotamos o seguinte modelo simplificado:

PL(d) = PL(d0) + 10αPL log10(d/d0), (2.1)

onde d é a distância transmissor-receptor, PL(d0) é a perda de percurso observada na dis-

tância de referência d0 e αPL é o coeficiente de atenuação, que depende do ambiente de

propagação e varia entre 2 e 6. Para propagação no espaço livre, o coeficiente de atenuação

assume o valor 2. Em geral, considera-se um valor em torno de 4 para αPL.

A componente de desvanecimento lento χs leva em consideração os efeitos da propa-

gação dos sinais devidos a obstáculos de grande porte, como prédios, árvores e carros, por

exemplo. Esta componente, também chamada de sombreamento, compreende flutuações es-

tocásticas em torno do valor da perda de percurso. Ela é representada como uma variável

aleatória de distribuição normal, com média nula e desvio padrão dependente do ambiente

de propagação, tipicamente considerado entre 6 e 12 dB [1, 2, 11]. O desvanecimento lento

também pode ser modelado de maneira dinâmica por um processo de Markov de primeira

ordem [12, 13],

χs(k + 1) = aχs(k) + n(k), (2.2)

em que n(k) é um ruído AWGN (Additive White Gaussian Noise) de média nula e desvio

padrão σn, e a = 10−vTs/Dc , com v, Ts, e Dc representando, respectivamente, a velocidade

relativa entre transmissor e receptor, o intervalo de transmissão e a distância com a qual a

correlação normalizada chega a 1/10. Considerando que os terminais são estacionários ou

de baixa mobilidade, tem-se a ≈ 1.

Finalmente, o desvanecimento rápido χff resulta das flutuações rápidas da amplitude do

sinal no receptor num período curto de tempo, em razão das combinações por vezes cons-

trutivas, por vezes destrutivas das réplicas do sinal transmitido que chegam ao receptor por

diversos percursos e com amplitudes e fases aleatórias. A envoltória do sinal resultante des-

sas combinações é um processo estocástico que obedece, no caso de ausência de linha de
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visada, a uma distribuição do tipo Rayleigh [14]. A distribuição Rayleigh para a envoltó-

ria do sinal corresponde a uma representação da resposta ao impulso do canal complexo

como dois processos gaussianos independentes (parte real e parte imaginária). A geração

do desvanecimento Rayleigh é realizada pelo modelo de Jakes [15], em que se utiliza um

somatório de exponenciais complexas em função de variáveis aleatórias independentes e

uniformemente distribuídas, como os ângulos de chegada e as fases dos sinais que chegam

ao receptor. O teorema central do limite garante que a distribuição das partes real e ima-

ginária do somatório será gaussiana se o número de percursos for suficientemente grande.

Assim, χff representa o ganho de potência associado à distribuição Rayleigh da amplitude

do sinal no receptor. Portanto, o ganho de canal G que leva em conta os três fenômenos de

propagação de sinais discutidos acima é expresso por:

G(k) = −PL(d)− χs(k)− χff(k). (2.3)

As abordagens que serão propostas para o controle de potência distribuído não se ba-

seiam em modelos específicos para o canal ou para a interferência. Nas soluções apresen-

tadas na Seção 2.4, estas grandezas variantes no tempo são consideradas conhecidas, com

seus valores medidos ou estimados. As formulações no espaço de estados dos Capítulos 3

e 4 consideram estas grandezas como entradas exógenas do sistema, também medidas ou

estimadas. O modelo de canal apresentado é utilizado para a realização de simulações, cujos

resultados são discutidos no Capítulo 5.

2.1.2 Medidas de qualidade do enlace de comunicação

Os estudos desenvolvidos na tese consideram o modelo de uma rede de comunicação sem

fio genérica, composta por M usuários co-canal, ou seja, M pares transmissor-receptor que

compartilham o mesmo canal. O conjunto de enlaces de comunicação da rede é representado

porM = {1, . . . , M}. Para cada i ∈ M, a potência de transmissão durante o intervalo de

transmissão k é expressa por pi(k). Logo, p(k) = [ p1(k) · · · pM(k) ]
T é o vetor de

potências da rede.

O ganho de canal entre o transmissor j e o receptor i durante o intervalo k é representado

por Gij(k), ∀i, j ∈ M. Assim, a SINR no receptor i, representada por γi(p(k)), é expressa
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em função do vetor de potências da rede como mostrado abaixo:

γi(p(k)) = µi(p−i(k))pi(k), (2.4)

onde p−i(k) = [ p1(k) · · · pi−1(k) pi+1(k) · · · pM(k) ]
T é o vetor de potências dos

transmissores que causam interferência ao enlace i. Além disso, µi(p−i(k)) é o ganho efetivo

de canal do usuário i durante o intervalo de transmissão k, a saber:

µi(p−i(k)) =
Gii(k)∑

j ∈M

j 6= i

Gij(k)pj(k) + σ2
i

. (2.5)

O ruído térmico no receptor i é AWGN, representado por uma variável aleatória de média

nula e variância σ2
i , cuja potência conseqüentemente também é dada por σ2

i .

No lugar do ganho efetivo de canal, às vezes é preferível utilizar o seu inverso, isto é, a

interferência efetiva. Considerando o enlace i e o intervalo de transmissão k, a interferência

efetiva Ie
i (p−i(k)) é dada por:

Ie
i (p−i(k)) =

1

Gii(k)

∑

j ∈M

j 6= i

Gij(k)pj(k) + σ2
i . (2.6)

A SINR, o ganho efetivo de canal e a interferência efetiva são medidas locais de qua-

lidade do enlace de comunicação. Os sistemas de comunicação, em geral, são capazes de

medir ou de estimar estas grandezas em seus receptores através da utilização de seqüências

piloto, dos canais de controle, etc. [1, 2]. Estas medidas carregam, evidentemente, informa-

ções globais da rede e serão utilizadas nas abordagens propostas nesta tese.

2.1.3 Relação entre QoS e SINR

A SINR no receptor dada por (2.4)-(2.5) é também expressa em comunicações digitais

como segue [16]:
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γ =
Rb

W

Eb

I0
, (2.7)

em que a potência do sinal recebido é dada pelo produto da taxa nominal de transmissão

Rb (bits/s) pela energia por bit no receptor Eb. A potência da interferência mais ruído no

receptor é dada por WI0, onde W é a largura de banda (Hz) e I0 representa a densidade

espectral de potência da interferência mais ruído.

A expressão (2.7) define a relação de duas medidas fundamentais de QoS com a SINR:

a taxa nominal de transmissão de dados Rb e a taxa de erro de bit (BER, do termo em inglês

Bit Error Rate). Esta última é uma função decrescente de Eb/I0, que é a relação energia

por bit sobre densidade de interferência mais ruído. Assim, taxas de transmissão elevadas e

BERs baixas são alcançadas com o aumento de Rb e de Eb/I0. Isto justifica a convencional

tradução de exigências de QoS em exigências sobre a SINR no contexto do controle de

potência, já que uma QoS elevada corresponde a níveis elevados de SINR. Nós também

adotamos esta correspondência.

A taxa de transmissão e a BER têm relação direta com a concepção de transmissão/recepção

em termos dos esquemas de modulação e de codificação [16]. Entretanto, a configuração

explícita da modulação e da codificação não faz parte dos nossos estudos sobre controle

de potência. Assim, supomos o emprego de métodos eficientes de modulação e codifica-

ção adaptativas (AMC, do termo em inglês Adaptive Modulation and Coding) por parte do

transmissor [17–19]. Dessa forma, tendo o valor da SINR alvo ou desejada determinado

pelo processo de controle de potência, a AMC determina a configuração de modulação e de

codificação que oferecem a máxima taxa nominal de transmissão sujeita a uma restrição de

BER.

A capacidade do canal de comunicação (bits/s) é, de maneira geral, uma função crescente

da SINR, como afirma o teorema de Shannon sobre a capacidade de um canal AWGN [20].

Na realidade, há restrições sobre a SINR mínima para um nível aceitável de comunicação,

assim como sobre a taxa de transmissão máxima, alcançada com um determinado valor de

SINR. Então, representamos de uma maneira geral a relação entre taxa de transmissão T e

SINR por:
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T =






0, γ(p) < γmin

h(γ(p)), γmin ≤ γ(p) ≤ γmax

h(γmax), γ(p) > γmax

, (2.8)

onde γmin é o limitante inferior da SINR para uma comunicação com nível aceitável, γmax é

o limitante superior da SINR, acima do qual não se observa melhora na taxa de transmissão,

e h(·) é uma função crescente.

Para a avaliação de diferentes algoritmos por meio de simulações, é necessário especi-

ficar a função h(·) em (2.8). Nós adotamos uma expressão proposta em [17] como uma

boa aproximação para a taxa de transmissão tanto para canais AWGN quanto para canais

com desvanecimento rápido do tipo Rayleigh. A modulação adaptativa considerada em [17]

baseia-se em esquemas de modulação QAM (Quadrature Amplitude Modulation). A expres-

são preserva a mesma estrutura daquela da capacidade de Shannon:

h(γ(p)) = W log2(1 + κγ(p)), (2.9)

onde 0 < κ < 1 representa um fator de perda média que depende da restrição da BER e do

tipo de canal, AWGN ou com desvanecimento Rayleigh [17].

2.1.4 Panorama do controle de potência em sistemas práticos

Uma visão realista do controle de potência em redes de comunicação sem fio é apresen-

tada através de um panorama deste processo em sistemas celulares WCDMA (Wide-band

Code Division Multiple Access), em que o controle de potência é distribuído e exerce um

papel fundamental. A Figura 2.1 ilustra o esquema geral do controle de potência para a

transmissão no sentido do terminal móvel para a estação-base de rádio.

Observam-se na figura dois processos em malha fechada realizados ao nível da estação-

base de rádio: os controles de potência interno e externo. O primeiro utiliza informação

sobre a qualidade do sinal no receptor para atualizar a potência de transmissão em cada in-

tervalo de transmissão, ou seja, a cada 0,667 ms. O intuito é o de manter a SINR do sinal

recebido o mais próximo possível do valor predeterminado para a SINR alvo. Para isso, o
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10 ms
ou

2 ms

0.667 ms

Sinal recebido

Estação−base

Filtro
casado

Combinador
Rake

  Medida ou estimação
da qualidade do enlace

Controle
externo

Controle
interno

SINR medida

   Comando do controle
de potência de transmissão SINR alvo

Fig. 2.1: Controle de potência de transmissão para transmissões do terminal móvel para a
estação-base de rádio em sistemas celulares WCDMA.

comando de adaptação da potência determinado pelo controle de potência interno é comu-

nicado ao terminal transmissor pela estação-base de rádio por meio do canal de controle. O

controle de potência externo, por outro lado, é responsável pelo ajuste da SINR alvo para

que a qualidade do sinal no receptor seja compatível com aquela exigida para a oferta do

serviço [21]. É o controle de potência externo que implementa uma variação controlada da

QoS por meio da adaptação da SINR alvo. É importante ressaltar que o controle externo é

mais lento. Tradicionalmente, ele depende de medidas de erro como a taxa de erro de qua-

dro (FER, do termo em inglês Frame Error Rate), que é calculada apenas ao fim de alguns

intervalos de transmissão de 0,667 ms.

Em geral, as redes sem fio evoluem na direção de ajustes mais rápidos da qualidade do

sinal no receptor. Neste contexto, o progresso dos sistemas WCDMA consiste na redução

do intervalo de tempo entre duas intervenções do controle de potência externo: de 10 ms

ou 15 intervalos [22] para 2 ms ou 3 intervalos [23, 24]. A estrutura de sinalização de tais

sistemas já comporta o ajuste da SINR alvo a cada intervalo de transmissão, como faz o

controle de potência interno com o ajuste da potência de transmissão [21, 24].

A aplicação de ferramentas do controle automático e da teoria dos jogos no problema
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de controle de potência para serviços de QoS flexível é o objetivo dos estudos nesta tese. A

flexibilidade depende da viabilidade de atualizações rápidas da QoS, aspecto que avança a

cada dia em redes comerciais.

2.2 Controle de potência para aplicações de QoS fixa

O controle de potência para aplicações de QoS fixa tem sido muito estudado desde os

anos 1990, graças ao surgimento e ao desenvolvimento das redes de telefonia celular. Ini-

cialmente, a comunicação de voz era o único serviço oferecido, caracterizado por restrições

fortes de QoS, essencialmente taxas de transmissão e BERs predeterminadas. Em razão da

tradução das exigências de QoS em restrições quanto a SINR no receptor (ver Seção 2.1.3),

a tarefa dos algoritmos desenvolvidos para aplicações de QoS fixa consiste em ajustar a po-

tência de transmissão para o menor valor com o qual a SINR no receptor é maior ou igual

à SINR alvo ou desejada. Estes algoritmos são classificados como target tracking, isto é,

algoritmos de rastreamento ou perseguição de alvo. Uma abordagem geral que responde

a questões de estabilidade e de convergência de algoritmos deste tipo, como [3, 4, 6–9], é

estabelecida em [25] e denominada controle de potência standard.

Antes de discutir brevemente o controle de potência standard, é importante fazer men-

ção a outras abordagens relativas ao controle de potência para aplicações de QoS fixa. O

controle de potência standard pressupõe conhecimento perfeito sobre informações de quali-

dade do enlace de comunicação. Entretanto, estas informações são sujeitas a erros causados,

por exemplo, pelo atraso na sua atualização (medição ou estimação) dentro do processo do

controle de potência, ou por imprecisões comuns em processos de medição ou de estimação

de variáveis. Algumas abordagens estocásticas, incluindo a estimação [26, 27] e o controle

LQG (Linear Quadratic Gaussian) [28], foram propostas para rastrear uma SINR alvo fixa

na presença de medidas da SINR no receptor ou do ganho de canal corrompidas com ruído.

O atraso de atuação do controle de potência é considerado explicitamente na formulação no

espaço de estados de [29], em que um controlador H∞ é proposto para rastrear uma SINR

alvo fixa.
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2.2.1 Controle de potência standard

O controle de potência standard desenvolvido por Yates [25] é uma abordagem geral

do problema, estabelecida de acordo com a identificação de propriedades das restrições de

interferência, e que permite uma demonstração da convergência do vetor de potências da rede

para um ponto fixo único. Diversos algoritmos se enquadram na classificação de controle

de potência standard, tais como o DBA (Distributed Balancing Algorithm) [4], o algoritmo

de Grandhi [8] e o célebre DPC (Distributed Power Control) [6], proposto por Foschini e

Miljanic.

No controle de potência standard, a adaptação de potência é representada como uma

função iterativa:

p(k + 1) = ζ(p(k)), (2.10)

em que ζ(p) = [ ζ1(p) · · · ζM(p) ]
T é a função iterativa vetorial associada ao problema

de controle de potência da rede, onde M é o número de usuários co-canal.

Definição 1 (Controle de potência standard). Uma função iterativa vetorial ζ(p) é dita

standard se ela satisfaz as seguintes condições:

C-1 Monotonicidade: Se p ≤ p′, então ζ(p) ≤ ζ(p′).

C-2 Escalabilidade: Para α > 1, ζ(αp) < αζ(p).

Nota 1. A propriedade de positividade, apresentada na definição original de funções stan-

dards em [25], é uma conseqüência das propriedades de monotonicidade e de escalabili-

dade [30].

Os três teoremas seguintes enunciam as propriedades interessantes das funções iterativas

standards. As demonstrações dos teoremas se encontram em [25].

Teorema 1. Se ζ(p) é standard e se existe um ponto fixo, então o ponto fixo é único.

Teorema 2. Se ζ(p) é standard e se o ponto fixo p∗ existe, então todo vetor de potências p

converge para p∗.
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Teorema 3. Se o ponto fixo p∗ existe, então todo vetor de potências p converge para p∗ num

processo assíncrono de adaptação de potências.

Convém fazer algumas observações sobre o significado efetivo dos teoremas. Primeiro,

um ponto fixo p∗ da função ζ(p) é tal que ζ(p∗) = p∗. Isto significa que se uma função

iterativa standard atinge um ponto fixo, ela permanece naturalmente sobre aquele ponto. No

contexto do controle de potência distribuído, um ponto fixo da função iterativa vetorial de

potências corresponde a um ponto de operação do sistema. Assim, segundo o Teorema 1, se

a função iterativa standard do vetor de potências da rede possui um ponto fixo, então existe

apenas um ponto de operação do sistema. Os Teoremas 2 e 3 dizem respeito à convergência

das adaptações de potência para o ponto fixo único p∗, seja por meio de uma operação sín-

crona da rede, em que os intervalos de transmissão são sincronizados para todos os usuários,

seja por meio de uma operação assíncrona.

Em conclusão, sob a condição de existência de um ponto fixo do vetor de potências

da rede, todo algoritmo de controle de potência standard garante a convergência do vetor

de potências para o ponto fixo. A referência [25] estabelece ainda conjuntos de condições

suficientes para a existência de um ponto fixo. Por exemplo, se a função standard é contínua

e se ela apresenta um limitante superior, o que equivale a uma limitação quanto à potência

máxima, então existe um ponto fixo.

2.3 Controle de potência para aplicações de QoS flexível

As redes de comunicação sem fio emergentes devem oferecer múltiplos serviços com di-

ferentes características. Além do tradicional serviço de comunicação de voz, caracterizado

como aplicação de QoS fixa, há a comunicação de dados, como a transmissão de arquivos,

por exemplo, que tolera variações na qualidade da comunicação, sobretudo na taxa de trans-

missão. O controle de potência para aplicações do tipo desta última melhora a eficiência da

alocação de recursos por meio da atribuição de uma QoS flexível em função das condições

de transmissão. O controle de potência distribuído para aplicações de QoS flexível tem sido

estudado em duas vertentes: por meio da teoria dos jogos estáticos e segundo conceitos de

comunicações oportunistas. No restante deste capítulo, ambas as vertentes e algumas solu-
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ções que nelas se baseiam serão brevemente discutidas. Esta discussão pode ser encontrada

com maiores detalhes em [10, 31].

2.3.1 Soluções baseadas na teoria dos jogos estáticos

A teoria dos jogos é uma ferramenta matemática dedicada à análise das interações en-

tre indivíduos racionais e interdependentes [32, 33]. Com relação ao controle de potência

distribuído, a potência de transmissão de cada enlace transmissor-receptor é definida indi-

vidualmente e é influenciada pelas decisões dos outros enlaces. Isto caracteriza um jogo

não-cooperativo, em que os jogadores são os transmissores, cujas variáveis de decisão são

suas potências de transmissão. Múltiplos objetivos podem ser considerados nos critérios dos

jogadores, como a maximização da taxa de transmissão e a economia de energia.

A teoria dos jogos não-cooperativos é apropriada à formulação de estratégias de decisão

individuais em situações em que os jogadores se encontram em conflito e não são capazes

ou não têm permissão de negociar suas decisões. Em um jogo não-cooperativo, apesar de

as decisões dos jogadores serem individuais, deseja-se uma solução que satisfaça a todos

os jogadores. Isto significa que o conceito de equilíbrio substitui aquele de otimalidade.

Em linhas gerais, uma solução de equilíbrio se caracteriza pela ausência de motivação para

um desvio unilateral de qualquer que seja o jogador. Como não há hierarquia nem privilé-

gios entre os jogadores no jogo do controle de potência, a solução de equilíbrio de Nash é

apropriada [32, 33].

Grande parte das abordagens via teoria dos jogos para o controle de potência de trans-

missão distribuído tem por base o equilíbrio de Nash em jogos estáticos e não-cooperativos,

como por exemplo [34–38]. Jogos estáticos são definidos pela ação simultânea dos jogado-

res, cada um guiado por seu critério instantâneo de otimização, o qual não leva em consi-

deração a dinâmica das interações entre os jogadores. Os critérios compreendem múltiplos

objetivos, habitualmente compostos por uma medida de QoS e uma outra de consumo de

energia. O espaço de estratégias é contínuo, já que as potências de transmissão assumem

valores contínuos, e por isso os jogos são também classificados como infinitos.

O estudo das soluções de equilíbrio de Nash em jogos estáticos não-cooperativos infi-

nitos baseia-se nos conceitos de curvas de reação. A curva de reação de um jogador é a
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estratégia que corresponde à melhor resposta do jogador a qualquer que seja a ação dos

outros jogadores.

Definição 2 (Curva de reação). Seja um jogo de soma não-nula de M jogadores, em que o

conjunto dos jogadores é representado porM = {1, . . . , M}, e as variáveis de decisão dos

M jogadores formam o vetor p = [ p1 · · · pM ]T . O conjunto dos espaços de estratégias

é representado por {P1, . . . , PM} e os critérios são dados por Ji(p), i ∈ M. Suponha

que o Jogador 1 atinge o mínimo de seu critério, J1(p), ao escolher p1 ∈ P1, para todo

p−1 ∈ P−1, onde p−1 , [ p2 · · · pM ]T e P−1 , P2 × · · · × PM . Então, o conjunto

ζB
1 (p−1) ⊂ P1 definido por:

ζB
1 (p−1) =

{
pB1 ∈ P1 : J1(p

B
1 ,p−1) ≤ J1(p1,p−1), ∀p1 ∈ P1

}

é chamado resposta ótima ou conjunto de reação racional do Jogador 1. Se ζB
1 (p−1) com-

preende um único elemento para todo p−1 ∈ P−1, então ele é chamado função de resposta

ótima ou curva de reação do Jogador 1. Estas definições são igualmente válidas para todo

jogador.

Uma vez sobre um ponto de intersecção das curvas de reação, cada jogador é satisfeito

com seu desempenho, pois ele resulta da melhor resposta individual. Na verdade, um ponto

de intersecção nas curvas de reação dos jogadores é uma solução de equilíbrio de Nash. Esta

relação deriva diretamente das definições de curva de reação e de solução de equilíbrio de

Nash (ver as Definições 2 e 3).

Definição 3 (Solução de equilíbrio de Nash). O ponto pN = [ pN1 · · · pNM ]T , com pNi ∈ Pi,

i ∈ M, é chamado de solução de equilíbrio de Nash de um jogo de soma não-nula de

M jogadores se

Ji(p
N
1 , . . . , pNM) ≤ Ji(p

N
1 , . . . , pNi−1, pi, p

N
i+1, . . . , p

N
M), ∀i ∈M.

Em geral, a efetividade das soluções de equilíbrio de Nash depende de três aspectos fun-

damentais: a existência, a unicidade, e a estabilidade das soluções. A existência de pontos de

equilíbrio de Nash significa que existem soluções que satisfazem todos os jogadores simul-

taneamente. A multiplicidade das soluções de equilíbrio pode levar a resultados ambíguos,
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causados pela permutação de estratégias. Para ser mais preciso, considere um jogo de 2 jo-

gadores com dois pontos de equilíbrio de Nash dados por: (pN1
1
, pN2

1
) e (pN1

2
, pN2

2
). Como

não há razão para preferir uma ou outra solução de equilíbrio e as decisões dos jogadores

são tomadas independentemente, pode-se chegar a uma solução permutada, (pN1
1
, pN2

2
) ou

(pN1
2
, pN2

1
), que não é um ponto de equilíbrio. A situação exposta acima justifica a busca

por soluções de equilíbrio de Nash únicas. Por fim, uma solução de equilíbrio é dita está-

vel se após o desvio de um ou de vários jogadores esta solução é retomada através de uma

seqüência iterativa de ações dos jogadores, guiados por suas curvas de reação.

A correspondência entre as soluções de equilíbrio de Nash nos jogos estáticos não-

cooperativos infinitos e os pontos de intersecção das funções de resposta ótima dos joga-

dores caraceriza uma solução de equilíbrio de Nash única como a solução única de uma

equação de ponto fixo. A garantia de convergência para o ponto fixo, isto é, para o ponto

de equilíbrio de Nash, é uma propriedade muito importante, que suscita a noção de algo-

ritmo iterativo estável. Os sólidos resultados analíticos sobre a existência, a unicidade e a

estabilidade de soluções de equilíbrio de Nash são encontrados, por exemplo, em [32, 33].

Estas idéias compõem a base para o estudo e o desenvolvimento de diversos algoritmos de

controle de potência, como aqueles apresentados em [34–38].

2.3.2 Controle de potência oportunista

O controle de potência oportunista tem suas raízes nos conceitos da comunicação opor-

tunista [39, 40], que consiste na idéia de ordenar a transmissão dos usuários de acordo com

a qualidade de seus canais. Este conceito fundamental é implementado pelo controle de

potência distribuído e oportunista proposto em [41, 42].

O controle de potência oportunista oferece um ponto-de-vista alternativo para o problema

de controle de potência distribuído. Em [41, 42], as exigências de QoS não são levadas em

conta na decisão sobre a potência de transmissão em cada enlace transmissor-receptor. A

potência de transmissão do usuário é aumentada para transmitir mais informação se o ganho

de canal aumenta ou se a interferência diminui.

O algoritmo OPC (Opportunistic Power Control) é proposto em [41] com a introdução

do SIP (Signal-Interference Product), uma medida que envolve a potência do sinal e a po-
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tência da interferência mais ruído. Tendo como referência o modelo da rede apresentado na

Seção 2.1, a idéia é de preservar constante e igual a Γi o produto entre a potência do sinal

pi e a interferência efetiva Ie
i (p−i), expressa por (2.6). Assim, Γi = piI

e
i (p−i), ∀i ∈ M.

Dessa forma, a potência de transmissão é elevada quando a interferência efetiva diminui, e

vice-versa. A adaptação de potência realizada pelo algoritmo OPC segue a seguinte função

iterativa:

pi(k + 1) = ζi(p(k)) =
Γi

Ie
i (p−i(k))

, (2.11)

em que Γi é o SIP alvo ou desejado.

A análise de estabilidade e de convergência do algoritmo OPC não é possível no con-

texto do controle de potência standard, pois (2.11) viola a condição de monotonicidade das

funções standards. Entretanto, as funções iterativas dos algoritmos de controle de potência

oportunista também apresentam propriedades que permitem a demonstração da convergên-

cia do vetor de potências da rede para um ponto fixo único. Esta nova abordagem geral,

proposta em [41], é conhecida como controle de potência standard do tipo-II.

Definição 4 (Controle de potência standard do tipo-II). Uma função iterativa vetorial ζ(p)

é dita standard do tipo-II se ela satisfaz as seguintes condições:

C-1 Monotonicidade do tipo-II: Se p ≤ p′, então ζ(p) ≥ ζ(p′).

C-2 Escalabilidade do tipo-II: Para α > 1, ζ(αp) > (1/α)ζ(p).

Os três teoremas abaixo enunciam as propriedades interessantes das funções iterativas

standards do tipo-II. As demonstrações dos teoremas se encontram em [41].

Teorema 4. Se ζ(p) é standard do tipo-II e se existe um ponto fixo, então o ponto fixo é

único.

Teorema 5. Se ζ(p) é standard do tipo-II e se o ponto fixo p∗ existe, então todo vetor de

potências p converge para p∗.

Teorema 6. Se o ponto fixo p∗ existe, então todo vetor de potências p converge para p∗ num

processo assíncrono de adaptação de potências.



2.4 Classe de algoritmos de controle de potência oportunista com base na teoria dos

jogos estáticos 25

Sob a condição de existência de um ponto fixo em termos do vetor de potências da

rede, os três teoremas indicam que todo algoritmo de controle de potência standard do tipo-

II garante a convergência do vetor de potências para um ponto fixo único. Conjuntos de

condições suficientes para a existência de um ponto fixo são estabelecidos em [41]. Por

exemplo, se a função standard do tipo-II é contínua e apresenta um limitante superior, então

existe um ponto fixo.

O algoritmo OPC oferece uma utilização muito desigual dos recursos, pois os terminais

em situações mais favoráveis são os únicos a obter uma QoS aceitável. Para atenuar este

efeito, um mecanismo de eqüidade foi introduzido no algoritmo OPC em [42], resultando

em um segundo algoritmo, com a mesma estrutura do OPC, mas com o SIP alvo definido

por:

Γi(k) =
ρi[

Ĝii(k)
]2 , (2.12)

onde ρi é uma constante e Ĝii(k) é a estimativa do ganho de canal médio do enlace i, cal-

culada durante uma dada janela de tempo. As análises de convergência e de estabilidade

para o novo algoritmo, denominado OPC-F (Opportunistic Power Control with Fairness),

são análogas àquelas do OPC, todas com base nas propriedades das funções standards do

tipo-II.

Os dois algoritmos oportunistas apresentados acima ignoram a QoS obtida pelos usuá-

rios. Com o objetivo de levar em consideração ambos, o oportunismo e a QoS individual

dos usuários, nós propomos em seguida uma classe de algoritmos de controle de potência

distribuído que rastreiam uma SINR alvo dinâmica, adaptada de maneira oportunista.

2.4 Classe de algoritmos de controle de potência oportu-

nista com base na teoria dos jogos estáticos

O controle de potência com base na teoria dos jogos estáticos não-cooperativos, discutido

na Seção 2.3.1, e o controle de potência oportunista, apresentado na Seção 2.3.2, exploram a

qualidade dos enlaces de comunicação com o objetivo de utilizar eficientemente os recursos
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da rede. Nos dois casos, cada enlace transmissor-receptor atinge um nível de QoS de acordo

com o canal que experimenta e com as preferências entre uma QoS alta e um baixo consumo

de energia. Não há exigências ou restrições predeterminadas sobre os níveis de QoS. Em

geral, estas abordagens não dispõem de um mecanismo eficiente de preservação da eqüidade

na repartição dos recursos entre os usuários da rede. Além disso, as abordagens mencionadas

não levam em consideração algumas restrições práticas dos sistemas de comunicação, como

limitações da potência de transmissão e da qualidade do sinal no receptor.

Nesta seção, nós propomos uma classe de algoritmos de controle de potência distribuído

e oportunista que responde a estas questões. São consideradas restrições de potência de

transmissão mínima e máxima, ou seja, pi ∈ [pmin, pmax] ∀i ∈ M, assim como restrições

sobre a qualidade do sinal no receptor, o que sugere uma região de operação desejada para

a SINR recebida. O desenvolvimento detalhado desta classe de algoritmos está disponível

em [10, 31].

2.4.1 Esquema oportunista de adaptação da QoS

A classe de algoritmos proposta caracteriza-se pelo rastreamento da SINR alvo dentro do

intervalo [γt
min, γ

t
max]. Ao mesmo tempo, a potência de transmissão deve permanecer dentro

do intervalo [pmin, pmax]. Para preservar a natureza oportunista, a SINR alvo deve ser uma

função crescente do ganho efetivo de canal, o que significa SINRs mais altas para enlaces

em condições favoráveis de transmissão, e vice-versa.

A representação da SINR alvo na Figura 2.2 mostra todos os aspectos mencionados. De

acordo com (2.4), se as retas L1 e L2 têm como coeficiente angular os ganhos efetivos de

canal µi(p−i(k)) e µi(p−i(k+1)), respectivamente, então a função fi(pi) corresponde a uma

medida de SINR. Além disso, as retas L1 e L2 representam o estado (ganho efetivo de canal,

potência e SINR) do enlace de comunicação i nos intervalos de tempo k e (k + 1). A SINR

alvo é portanto definida como uma função contínua e decrescente da potência de transmissão,

isto é, fi(pi). As restrições com relação aos intervalos de potência de transmissão e de SINR

alvo são satisfeitas. Por fim, fi(pi) é uma função crescente do ganho efetivo de canal, pois

µi(p−i(k+1)) > µi(p−i(k))⇔ fi(pi(k+1)) > fi(pi(k)) e, conseqüentemente, a atribuição

da QoS é oportunista.
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Fig. 2.2: Representação da SINR alvo como uma função contínua e decrescente da potência
de transmissão, com restrições de potência e de QoS.

Supondo que o controle de potência é realizável, ou seja, cada usuário é capaz de atingir

sua SINR alvo, o esquema apresentado na Figura 2.2 pode garantir um nível alto de eqüi-

dade com relação à utilização dos recursos da rede. Se γt
min ≥ γmin, os enlaces em piores

condições de propagação permanecem com uma qualidade aceitável de comunicação. Além

disso, o desperdício de recursos é evitado se a SINR alvo é mantida sempre menor ou igual

ao limitante superior de SINR com relação a ganhos de capacidade, isto é, γt
max ≤ γmax.

Uma SINR alvo adaptativa definida por uma função contínua e decrescente da potência

de transmissão, como apresentado acima, promove uma atribuição de QoS eficiente em ter-

mos de consumo de energia. Para verificar a afirmação, define-se, inicialmente, eficiência

energética. Em seguida, a Proposição 1 faz uma comparação entre o controle de potência

oportunista da Seção 2.3.2 e o esquema proposto acima para adaptação da SINR alvo.

Definição 5. Eficiência energética é a relação entre a quantidade de informação transmitida

e o consumo de energia correspondente.
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Proposição 1. O esquema de atribuição da SINR alvo adaptativa segundo uma função de-

crescente da potência de transmissão é mais eficiente em termos de energia do que o con-

trole de potência oportunista de [41], em que a potência de transmissão é elevada quando

o ganho efetivo de canal aumenta.

Demonstração. A eficiência energética Ei (bits/Joule) em determinado enlace de comuni-

cação i é expressa por:

Ei =
h(µi(p−i)pi)

pi
, ∀i ∈M, (2.13)

onde p = [ p1 · · · pM ]T é o vetor de potências de transmissão da rede e h(·) é uma

função crescente de mapeamento da SINR para a taxa de transmissão, como em (2.8).

Supondo que µi(p
(k+1)
−i ) > µi(p

(k)
−i ), como na Figura 2.2, então, de acordo com o es-

quema proposto para a adaptação da SINR alvo, p(k+1)
i < p

(k)
i e γi(p

(k+1)) > γi(p
(k)). Seja

E
(k+1)
i a eficiência energética no instante (k+1). Além disso, seja p′i

(k+1) a potência de trans-

missão definida pelo controle de potência oportunista proposto em [41], cuja eficiência ener-

gética é designada por E
′

i

(k+1)
. Já que µi(p

(k+1)
−i ) > µi(p

(k)
−i ), então p′i

(k+1) > p
(k)
i > p

(k+1)
i .

Assim, definindo p′i
(k+1) = αp

(k+1)
i , α > 1, chegamos à conclusão de que a condição

E
(k+1)
i > E

′

i

(k+1)
implica

αh(µi(p
(k+1)
−i )p

(k+1)
i ) > h(αµi(p

(k+1)
−i )p

(k+1)
i ). (2.14)

Esta é uma condição suave. A expressão de capacidade de Shannon e as tabelas de

adaptação de enlace para sistemas HSDPA (High-Speed Downlink Packet Access) [43], por

exemplo, satisfazem (2.14). Portanto, o esquema de adaptação da SINR alvo proposto é mais

eficiente em termos de energia do que o controle de potência oportunista de [41].

2.4.2 Jogo estático não-cooperativo

O controle e potência distribuído e oportunista é formulado segundo o seguinte jogo

estático não-cooperativo:

min
pi

{
Ji (pi,p−i) =

(
fi(pi)− γi(p)

)2
}

, ∀i ∈M, (2.15)
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em que fi(pi) é a SINR alvo adaptativa e γi(p) é a SINR observada no receptor. Para este

critério quadrático, a resposta ótima do jogador i, ζBi , satisfaz a expressão abaixo:

fi(ζ
B
i ) = γi(p)

= µi(p−i)ζ
B
i ,

(2.16)

que nos permite escrever a seguinte relação:

ζBi =
fi(ζ

B
i )

µi(p−i)
= f−1

i (µi(p−i)ζ
B
i ), (2.17)

onde f−1
i (·) é a função inversa de fi(·). Portanto, a resposta ótima obedece à relação abaixo:

fi(ζ
B
i ) = µi(p−i)f

−1
i (µi(p−i)ζ

B
i ). (2.18)

Para calcular ζBi , deve-se resolver (2.16) para uma função fi(·) específica. O cálculo

de ζBi para diferentes funções fi(·) resulta em diferentes algoritmos em função do ganho

efetivo de canal µi(p−i). Porém, o nosso interesse reside na análise da convergência e da

estabilidade de uma classe de algoritmos de controle de potência em que fi(pi) é uma função

contínua e decrescente. Para isso, é necessário exprimir ζBi em termos de uma função fi(pi)

genérica.

Proposição 2. A função de resposta ótima ζB
i no jogo (2.15) é escrita, sem perda de gene-

ralidade, como:

ζB
i =

fi(pi)

µi(p−i)
, ∀i ∈M, (2.19)

onde, necessariamente,

fi(pi) = µi(p−i)f
−1
i (µi(p−i)pi). (2.20)

Demonstração. A representação de ζBi decorre diretamente de (2.17) e (2.18).

A existência, a unicidade e a estabilidade da solução de equilíbrio de Nash para o jogo

(2.15) são demonstradas segundo conceitos da teoria de funções iterativas duplamente es-
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caláveis, tradução livre do termo em inglês two-sided scalable functions, uma abordagem

geral para o controle de potência distribuído, estabelecida em [41]. O controle de potência

duplamente escalável engloba como casos particulares os controles de potência standard e

standard do tipo-II, apresentados nas Seções 2.2.1 e 2.3.2.

Definição 6 (Controle de potência duplamente escalável). Uma função iterativa vetorial

ζ(p) é dita duplamente escalável se ela satisfaz as seguintes condições: para todo α > 1,

(1/α)p ≤ p′ ≤ αp implica

1

α
ζ(p) < ζ(p′) < αζ(p).

Teorema 7. A função iterativa vetorial dada pela resposta ótima definida pela Proposição 2

é duplamente escalável.

Demonstração. Ver Apêndice A. A demonstração se utiliza das propriedades de escalabi-

lidade (Definição 1) e de escalabilidade do tipo-II (Definição 4) da função iterativa vetorial

definida pela Proposição 2. Estas propriedades são demonstradas no Apêndice B.

Os três teoremas abaixo enunciam as propriedades interessantes das funções iterativas

duplamente escaláveis. As demonstrações dos teoremas se encontram em [41].

Teorema 8. Se ζ(p) é duplamente escalável e se existe um ponto fixo, então o ponto fixo é

único.

Teorema 9. Se ζ(p) é duplamente escalável e se o ponto fixo p∗ existe, então todo vetor de

potências p converge para p∗.

Teorema 10. Se o ponto fixo p∗ existe, então todo vetor de potências p converge para p∗

num processo assíncrono de adaptação de potências.

Os três teoremas estabelecem que, sob a condição de existência de um ponto fixo em

termos do vetor de potências da rede, todo algoritmo de controle de potência duplamente

escalável garante a convergência do vetor de potências para um ponto fixo único. Conjuntos

de condições suficientes para a existência de um ponto fixo são estabelecidos em [41]. Por

exemplo, se a função duplamente escalável é contínua e apresenta um limitante superior,

então existe um ponto fixo.
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2.4.3 Algoritmos OQ-DPC-1 e OQ-DPC-2

Os algoritmos que fazem parte da classe de algoritmos discutida nesta Seção 2.4 são

obtidos a partir da resolução de (2.16) para uma função fi(·) específica. Os algoritmos

desenvolvidos em [44] e [45] pertencem a esta classe. Eles foram derivados inicialmente

num contexto mais restritivo de jogo não-cooperativo, em que, para garantir a estabilidade

e a convergência dos algoritmos, suas funções de adaptação da SINR eram necessariamente

analíticas, decrescentes, limitadas e deriváveis. Estas condições permitiam a aplicação de

resultados consolidados da teoria dos jogos estáticos não-cooperativos infinitos para a ga-

rantia da existência e da unicidade de um ponto de equilíbrio de Nash, como o Teorema 4.3

em [32]. A caracterização da classe de algoritmos aqui apresentada reduz as exigências com

relação à função da SINR alvo: ela deve ser contínua, decrescente e limitada.

Em [44], a seguinte função exponencial decrescente é adotada como SINR alvo:

f
(1)
i (pi) = 10(α1/10)p−β1

i , (2.21)

sendo os parâmetros α1 e β1 definidos de maneira que f
(1)
i (pi) contenha os pontos (pmin, γ

t
max)

e (pmax, γ
t
min), de acordo com a discussão sobre a Figura 2.2. O Algoritmo resultante da re-

solução de (2.16) para f
(1)
i é denominado OQ-DPC-1 (Opportunistic QoS Distributed Power

Control - 1). A Tabela 2.1 descreve a a função iterativa e os parâmetros α1 e β1 do algo-

ritmo. Como definido anteriormente, a representação de uma barra sobre uma variável indica

valores em dB.

Tab. 2.1: Algoritmo OQ-DPC-1.

OQ-DPC-1

pi(k + 1) = ζ i(p(k)) =
1

1 + β1

(
α1 − µi(p−i(k))

)
,

onde:

α1 = γt
min +

(
γt

max − γt
min

1− (pmin/pmax)

)
, β1 =

γt
max − γt

min

pmax − pmin

.
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Em [45], a SINR alvo adaptativa é uma função sigmóide decrescente da potência de

transmissão, descrita abaixo:

f
(2)
i (pi) =

α2

1 + β2p2
i

, (2.22)

onde os parâmetros α2 e β2 são tais que f
(2)
i (pi) contém os pontos (pmin, γ

t
max) e (pmax, γ

t
min).

A função iterativa do algoritmo correspondente, denominado OQ-DPC-2 (Opportunistic

QoS Distributed Power Control - 2), assim como os parâmetros α2 e β2 estão descritos

na Tabela 2.2.

Tab. 2.2: Algoritmo OQ-DPC-2.

OQ-DPC-2

pi(k + 1) = ζi(p(k)) =
3

√√√√ α2

2β2

1

µi(p−i(k))
+

√(
α2

2β2

1

µi(p−i(k))

)2

+
1

(3β2)3

+
3

√√√√ α2

2β2

1

µi(p−i(k))
−

√(
α2

2β2

1

µi(p−i(k))

)2

+
1

(3β2)3
,

onde:

α2 = γt
max

(
1 + β2p

2
min

)
, β2 =

γt
min − γt

max

γt
maxp

2
min − γt

minp
2
max

.

A verificação do funcionamento oportunista dos algoritmos OQ-DPC-1 e OQ-DPC-2,

assim como alguns resultados de simulações incluindo estes dois algoritmos, se encontram

na Seção 5.2. No próximo capítulo, o problema do controle de potência distribuído e opor-

tunista é tratado do ponto-de-vista do controle automático.



Capítulo 3

Controle de potência de transmissão

oportunista com base em ferramentas de

controle automático

Em uma análise geral, apesar da natureza dinâmica do problema de controle de potência

de uma rede sem fio para aplicações de QoS flexível, as abordagens mencionadas no capítulo

anterior se originam de formulações de otimização estática. A cada intervenção do controle

de potência, a potência de transmissão de cada terminal de comunicação da rede é definida

como solução de um problema de otimização cujo critério instantâneo contém informações

disponíveis naquele instante.

Este é também o caso da classe de algoritmos de controle de potência distribuído e opor-

tunista apresentada na Seção 2.4. Baseada na teoria dos jogos estáticos, a categoria de al-

goritmos é caracterizada pela definição da SINR alvo em função da qualidade do enlace

transmissor-receptor. Na realidade, a qualidade do enlace de comunicação é deduzida pelo

nível de potência de transmissão correspondente e a SINR alvo é definida como uma função

desta variável.

Apesar das vantagens desta classe de algoritmos com relação a outras abordagens, como

aquelas propostas em [41, 42], ela apresenta alguns inconvenientes ou limitações. Cada

escolha de função para a SINR alvo corresponde apenas potencialmente a um algoritmo

de controle de potência. A existência do algoritmo depende da resolução de uma equação

33
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algébrica que compreende a função da SINR alvo (ver (2.16)). Os algoritmos resultantes

podem ser definidos por expressões de cálculo dispendioso ou complexo, como o algoritmo

OQ-DPC-2 (Tabela 2.2). Uma outra limitação da classe de algoritmos da Seção 2.4 é a falta

de flexibilidade de ajuste da estratégia de alocação de potência, já que a estratégia, seja mais

orientada à economia de energia, seja mais agressiva em termos de taxa de transmissão, é

completamente definida pela escolha da função de adaptação da SINR alvo.

O controle automático oferece como alternativa um tratamento dinâmico do problema

de controle de potência de uma rede sem fio para aplicações de QoS flexível. A partir de

formulações apropriadas no espaço de estados, algoritmos ajustáveis, eficientes e de baixa

complexidade computacional podem ser desenvolvidos no contexto do controle em malha

fechada. Abordagens similares foram utilizadas para aplicações de QoS fixa, como de-

monstram os trabalhos [26–29]. Além disso, aspectos importantes como a robustez contra

incertezas de medida podem ser tratados de maneira adequada pelo controle robusto.

No trabalho inovador [13], estratégias distribuídas são propostas para o controle conjunto

da potência de transmissão e da taxa de transmissão de informação numa rede de comunica-

ção sem fio genérica. Neste caso, um algoritmo de controle de congestionamento da rede é

utilizado como base do modelo dinâmico da QoS desejada ou SINR alvo. Naquele trabalho,

o único objetivo é o rastreamento da SINR alvo adaptativa, derivada de um algoritmo de

controle de congestionamento, além do resguardo contra sinais de controle abruptos. As so-

luções apresentadas são derivadas do controle linear quadrático gaussiano (LQG, do termo

em inglês Linear Quadratic Gaussian), e do controle H∞, sendo este último utilizado para

fazer frente às incertezas do modelo.

Neste capítulo, uma abordagem do controle distribuído e oportunista da potência de

transmissão para aplicações de QoS flexível é proposta com base em ferramentas do con-

trole automático. Inicialmente, uma formulação do problema no espaço de estados linear é

apresentada, o que possibilita a aplicação de soluções clássicas. A formulação do problema

e as soluções propostas se situam no nível de cada enlace transmissor-receptor, com cada

enlace definindo sua potência de transmissão de acordo com medidas locais de qualidade

de sinal. O controle H2 e o controle misto H2/H∞ são então utilizados para responder às

questões de simplicidade de implementação e de flexibilidade operacional dos algoritmos.

O comportamento oportunista do controle de potência proposto é induzido pelo controleH2,
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enquanto que a robustez contra incertezas de medida são tratadas à luz do controle misto

H2/H∞. Os estudos deste capítulo foram parcialmente retratados nas publicações [46–49].

3.1 Formulação do problema

O controle de potência para aplicações que exigem uma QoS fixa se caracteriza, ideal-

mente, pela seleção de uma seqüência de potências {pi(k)} que produz uma seqüência de

SINRs {γi(k)} no receptor que tenderá para a SINR alvo ou desejada γt
i , para cada enlace

i ∈ M. Os algoritmos de rastreamento da SINR alvo preservam a SINR no receptor em

torno do valor desejado, apesar dos efeitos induzidos pela variação temporal dos canais e

das potências de transmissão dos interferentes. Um algoritmo genérico de rastreamento de

uma QoS constante é expresso abaixo:

pi(k + 1) = pi(k) + (1− βi)[γ
t
i − γi(k)], (3.1)

onde βi é um coeficiente de adaptação. Pode-se demonstrar que o algoritmo é standard [25]

(ver Seção 2.2.1) sob a condição 0 ≤ βi < 1, o que assegura a estabilidade do algoritmo e a

convergência do vetor de potências para o ponto de operação (p∗i , γ
t
i), com p∗i ∈ [pmin, pmax].

No caso das aplicações de QoS flexível, o objetivo é propor uma abordagem flexível e

oportunista de controle de potência, em que a SINR alvo, inicialmente constante, é ajustada

de acordo com um critério de desempenho. As condições gerais consideradas para a classe

de algoritmos proposta na Seção 2.4 são preservadas:

• o algoritmo rastreia uma SINR alvo;

• a SINR alvo é adaptativa e definida de acordo com a qualidade do enlace transmissor-

receptor;

• a qualidade de cada enlace de comunicação é deduzida pelo nível de potência de trans-

missão correspondente.

Então, nós associamos à SINR alvo um modelo dinâmico, tendo como referência γmax,

apresentada na Seção 2.1.3 como o limiar superior de SINR, acima do qual nenhuma melho-

ria na QoS é observada. A dinâmica da SINR alvo é ditada pelo sinal de controle ui(k):
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γt
i(k + 1) = γmax + ui(k), γt

i(0) = γmax. (3.2)

Além disso, nós utilizamos o algoritmo convencional (3.1), mas com a SINR alvo variável

no tempo. Assim:

pi(k + 1) = pi(k) + (1− βi)[γ
t
i(k)− γi(k)], pi(0) = pini, (3.3)

onde pini é a potência de transmissão inicial, que pode variar de um enlace para outro. O

controle de potência com QoS flexível é bem representado por (3.2) e (3.3). É necessário

agora definir um critério de desempenho que induza o funcionamento oportunista.

Este critério deve possibilitar a exploração da variação da qualidade dos enlaces de co-

municação para uma utilização eficiente dos recursos da rede. Em outras palavras, deve-se

definir o valor da QoS dos enlaces de acordo com as condições individuais de transmissão.

Por exemplo, os enlaces que experimentam ganhos efetivos de canal mais elevados são au-

torizados a buscar níveis elevados de SINR, enquanto que os enlaces menos favorecidos são

restritos a valores reduzidos de SINR.

Deduzindo a qualidade do enlace de comunicação pelo nível de sua potência de trans-

missão (em concordância com a discussão em torno da Figura 2.2 na Seção 2.4.1), os enlaces

que transmitem a potências mais baixas são os mais favorecidos, e vice-versa. Isto significa

que o sinal de controle ui(k) em (3.2) deve ser utilizado para diminuir a SINR alvo quando

níveis altos de potência de transmissão são observados. Por outro lado, se ui(k) tende a zero,

a SINR alvo tende a γmax e, conseqüentemente, níveis altos de QoS são obtidos. Assim, o

comportamento oportunista é bem representado pelo compromisso entre a obtenção de um

valor elevado de SINR e a atenuação da potência de transmissão.

Nós representamos o compromisso mencionado acima através de uma formulação de

controle linear com minimização de um critério quadrático, com os dois objetivos presentes

no critério de desempenho. Para exprimir o objetivo de atenuação da potência, uma nova

variável é introduzida, εp
i (k) = pi(k) − pmin, definida pela diferença entre a potência de

transmissão e seu valor mínimo. A dinâmica da variável εp
i (k) é obtida de (3.3) e expressa

abaixo:
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εp
i (k + 1) = βiε

p
i (k) + (1− βi)[γ

t
i(k)− µi(k)− pmin], εp

i (0) = pini − pmin. (3.4)

Em concordância com (3.2) e (3.4), o compromisso entre os dois objetivos é representado

pelo seguinte critério quadrático:

min
ui(k)

N∑

k=0

[
qi(k) (ε

p
i (k))

2 + ri(k)u
2
i (k)

]
, (3.5)

que é sujeito a (3.2) e (3.4), e conta com qi(k) e ri(k) como ponderações da síntese do

controlador ui(k) para cada i ∈ M. Já que o compromisso é imposto pela relação entre

qi(k) e ri(k), nós fixamos qi(k) = qi = 1, ficando apenas com ri(k) como parâmetro de

regulação entre os termos do critério.

Nesta formulação, a ponderação ri(k) favorece um ou outro objetivo. A atenuação da

potência é reforçada por valores baixos de ri(k). Se ri(k) é baixo no critério (3.5), confere-

se menos importância à minimização de u2
i (k), que é a energia do sinal de controle. Isto

conduz a uma concepção menos restritiva de ui(k) para a tarefa de minimização do primeiro

termo (pi(k)−pmin)
2 em (3.5). Por outro lado, de acordo com (3.2), a ênfase na minimização

de u2
i (k) em decorrência de valores elevados de ri(k) leva a uma SINR elevada, próxima do

limitante superior γmax.

Qualquer que seja o valor de ri(k), a alocação de potência se faz de maneira oportunista.

No caso de ganhos efetivos de canal mais elevados, que indicam uma situação favorável,

utiliza-se menos potência, e o primeiro termo no critério multi-objetivo (3.5) torna-se menos

pronunciado. Neste caso, o segundo termo do critério, que representa a minimização de

u2
i (k), ganha mais importância relativa, resultando em valores da SINR alvo mais próximos

de γmax. No caso contrário, a potência de transmissão elevada torna o primeiro termo de

(3.5) mais pronunciado, induzindo assim uma síntese do controlador voltada à economia de

energia.

Devido ao fato de a estrutura de controle distribuído ser a mesma para cada terminal, nós

suprimimos o índice i, indicativo do enlace, para simplificar a notação no desenvolvimento a

seguir, o qual é válido, individualmente, para cada terminal da rede. Nós introduzimos então
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o vetor de estado de ordem 2 abaixo:

x(k) =

[
εp(k)

γt(k)

]
, (3.6)

assim como o modelo de estados descrito pelas equações (3.2) e (3.4):

x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k), x(0) =
[

εp(0) γt(0)
]T

, (3.7)

onde

A =

[
β (1− β)

0 0

]
; B1 =

[
0 −(1− β) −(1− β)

1 0 0

]
;

B2 =

[
0

1

]
; e w(k) =




γmax

µ(k)

pmin


 .

(3.8)

O controle deve minimizar o seguinte critério quadrático:

min
u(k)

1

2
xT (N)Qx(N) +

1

2

N−1∑

k=0

[
xT (k)Qx(k) + r(k)u2(k)

]

sujeito a (3.6)− (3.8)

Q =

[
1 0

0 0

]
, r(k) > 0.

(3.9)

É importante observar que o vetor de entrada B2 garante a controlabilidade do sistema

(3.6)-(3.8), pois a matriz de controlabilidade
[

B2 AB2

]
é de posto completo. No con-

texto do controle emmalha fechada,w(k) é uma entrada exógena, composta pelas constantes

γmax e pmin e pelo ganho efetivo de canal µ(k), que é conhecido (medido ou estimado).

Esta formulação torna nossa abordagem independente de um modelo específico de canal

ou de interferência, pois estas grandezas são consideradas no modelo como entradas exóge-

nas, já que ambas se fazem presentes no ganho efetivo de canal µ(k). As incertezas sobre

µ(k) são tratadas por uma abordagem de controle robusto.
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3.2 Solução via controle H2

O problema definido em (3.9) corresponde ao problema de controle H2 ilustrado na

Figura 3.1, onde G é o controlador H2 eH é a forma padrão do problema de controle:

H :

{
x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k)

z(k) = C1x(k) +D12(k)u(k),
(3.10)

sendo as matrizes A,B1,B2 e a entrada exógena w(k) definidas em (3.8). A matriz C1 e o

vetor D12 têm como expressão:

C1 =

[
1 0

0 0

]
; D12 =

[
0

r1/2(k)

]
. (3.11)

H

-G

w z

u y

Fig. 3.1: Transformação linear fracionária: sistema em malha fechada.

Limitando-se às soluções por realimentação de estado, as sínteses H2 e do regulador

linear quadrático (LQR, do termo em inglês Linear Quadratic Regulator) são equivalentes

em razão da estrutura particular do problema. Sob a condição de que o vetor de estado esteja

sempre disponível e de que a entrada exógena w(k) não corrompa a medida do vetor de

estado, o controle H2 por realimentação de estado corresponde ao controle LQR para todo

B1 não-identicamente nulo. Isto significa que o controlador G que estabilizaH e minimiza

a norma H2 da função de transferência entre w e z é aquele que minimiza a norma L2 de

z [50–52].



40

Controle de potência de transmissão oportunista com base em ferramentas de

controle automático

Todas as condições para esta equivalência são satisfeitas em (3.9). As variáveis de es-

tado, ou seja, a potência de transmissão e a SINR alvo estão disponíveis a cada instante.

Considera-se que a entrada exógena w(k), constituída pelas constantes γmax e pmin e pelo

ganho efetivo de canal µ(k), também esteja disponível. É importante ressaltar que o con-

trole H2 não é ótimo neste caso, pois a entrada exógena não é uma variável aleatória gaussi-

ana.

3.2.1 Algoritmo H2-DPC

A solução mais simples para o problema estabelecido em (3.9) é obtida ao se considerar

um horizonte de tempo infinito, isto é, N → ∞, com r(k) = r, sendo r constante. O

controlador resultante impõe uma dependência estática do sinal de controle com relação ao

vetor de estado [53]:

u(k) = −G

[
εp(k)

γt(k)

]
, (3.12)

sendo o ganho de realimentação de estado dado por:

G =
[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKA, (3.13)

onde K é a solução da seguinte equação algébrica de Riccati no tempo discreto (DARE, do

termo em inglês Discrete-time Algebraic Riccati Equation):

K = ATKA+Q−ATKB2

[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKA. (3.14)

Nós designamos o procedimento composto por (3.6)-(3.8) e (3.12)-(3.14) algoritmo H2-

DPC (H2 Distributed Power Control), descrito na Tabela 3.1. É importante observar que o

algoritmoH2-DPC apresenta uma baixa complexidade computacional, pois a única matriz a

ser invertida é, na verdade, um escalar. Além disso, os vetores e matrizes envolvidos são de

ordem 2 e as expressões (3.13) e (3.14) são calculadas apenas uma vez. O cálculo de G e K

pode ser realizado offline para valores distintos de r, e os resultados podem ser armazenados

para uso posterior.
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Tab. 3.1: Algoritmo H2-DPC.

H2-DPC

x(k) =

[
εp(k)

γt(k)

]
, εp(k) = p(k)− pmin

x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k), sujeito a (3.8)

u(k) = −Gx(k)

G =
[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKA

K = ATKA+Q−ATKB2

[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKA

Relembrando a discussão já feita sobre o papel do parâmetro r, este parâmetro é funda-

mental para a definição de diferentes perfis com respeito ao compromisso entre a economia

de energia e a obtenção de altos níveis de QoS. Dessa forma, a escolha arbitrária ou subjetiva

de r, assim como o fato de o parâmetro ser estático são considerados limitações do algoritmo

H2-DPC.

3.2.2 Algoritmo A-H2-DPC

A motivação para um parâmetro r(k) adaptativo vem do interesse num ajuste flexível e

numa implementação simples da estratégia de alocação de potência. O ajuste de r(k) permite

uma adaptação mais eficiente às condições de propagação e suas variações. Normalmente,

a adaptação de parâmetros depende das especificidades do sistema e exige testes ou simula-

ções. Entretanto, com o intuito de demonstrar os potenciais ganhos de desempenho de um

algoritmo H2-DPC adaptativo, nós adotamos uma expressão simples para r(k):

r(k) = max{φ[γmax − γ(k)], ǫ}, (3.15)

em que φ > 0 é um parâmetro definido pelo usuário e/ou pela rede, sendo utilizado para

distinguir diferentes perfis de usuário ou condições de propagação. Valores elevados de

φ representam perfis mais agressivos em termos de taxa de transmissão, pois correspon-

dem a r(k) mais elevado, enquanto que valores baixos favorecem a economia de energia.
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O parâmetro ǫ > 0 é empregado apenas para garantir a positividade de r(k). A diferença

γmax − γ(k) ajuda a conservar a transmissão dentro de um intervalo desejado de SINR: se

a SINR no receptor γ(k) se distancia de γmax, então r(k) aumenta. Conseqüentemente, a

SINR alvo resultante para o próximo instante tende a se aproximar de γmax.

No problema estabelecido em (3.9), o parâmetro r(k) expresso por (3.15) exige um con-

trolador variante no tempo. A solução para (3.9) num horizonte de tempo finito é composta

por um ganho de realimentação de estado variávelG(k) e uma equação recursiva de Riccati,

ambos descritos abaixo [53, 54]:

G(k) =
[
r(k) +B2

T K(k + 1)B2

]−1
B2

TK(k + 1)A, (3.16)

e

K(k) = ATK(k + 1)A+Q

−ATK(k + 1)B2

[
r(k) +B2

TK(k + 1)B2

]−1
B2

TK(k + 1)A.
(3.17)

Esta solução depende da integração no tempo retrógrado de K(k), partindo do valor final

K(N) = Q e indo até K(1), o que exige a informação de todos os valores de r(k) no

intervalo. Assim, a solução não é plausível, pois os valores de r(k) para k = 1, . . . , N não

estão disponíveis a priori. Pelo contrário, r(k) é definido de acordo com as condições de

propagação correntes.

O algoritmo H2-DPC adaptativo consiste, então, na implementação do algoritmo H2-

DPC (Tabela 3.1) com um valor diferente de r(k) para cada intervalo de transmissão k, de

acordo com (3.15). Nós chamamos este procedimento de algoritmo A-H2-DPC (Adaptive

H2 Distributed Power Control), que é descrito na Tabela 3.2.

Da mesma forma que para o algoritmo H2-DPC, os vetores e matrizes envolvidos nos

cálculos de A-H2-DPC são de ordem 2 e nenhuma inversão matricial é necessária. Porém,

todo o procedimento é efetuado a cada intervalo de transmissão k. Este é o preço do ajuste

flexível e sistemático da ponderação dinâmica r(k) presente no critério (3.9) e responsável

pelo compromisso entre baixo consumo de energia e alto nível de QoS.
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Tab. 3.2: Algoritmo A-H2-DPC.

A-H2-DPC

x(k) =

[
εp(k)

γt(k)

]
, εp(k) = p(k)− pmin

x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k), sujeito a (3.8)

u(k) = −G(k)x(k)

r(k) = max{φ[γmax − γ(k)], ǫ}

G(k) =
[
r(k) +B2

TK(k)B2

]−1
B2

TK(k)A

K(k) = ATK(k)A+Q−ATK(k)B2

[
r(k) +B2

TK(k)B2

]−1
B2

TK(k)A

3.2.3 Algoritmo FI-H2-DPC

Como alternativa ao controle LQR, que para a formulação proposta é equivalente ao

controle H2 por realimentação de estado, nós aproveitamos a disponibilidade da entrada

exógena para explorá-la na síntese da lei de controle. Isto nos leva ao controle H2 com

informação completa, cujo sinal de controle tem a seguinte expressão [50, 54]:

u(k) = −G

[
εp(k)

γt(k)

]
−Gw




γmax

µ(k)

pmin


 , (3.18)

em que o ganho de realimentação de estado G é exatamente o mesmo definido pelo con-

trole LQR (ver equação (3.13)). O ganho suplementar Gw, associado à entrada exógena, é

definido como:

Gw =
[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKB1. (3.19)

Apesar desta solução apresentar um ganho suplementar,Gw, este ganho é calculado com

base na mesma matriz K presente no ganho de realimentação de estado G. Dessa forma, a

soluçãoH2 com informação completa não apresenta um aumento relevante de complexidade

se comparada à solução LQR, pois as matrizes envolvidas permanecem de ordem 2 e a única
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inversão é realizada sobre um escalar. O procedimento constituído por (3.6)-(3.8), (3.18) e

(3.19), com G e K expressos por (3.13) e (3.14), é designado algoritmo FI-H2-DPC (Full

Information H2 Distributed Power Control). A Tabela 3.3 reúne as expressões do algoritmo.

Tab. 3.3: Algoritmo FI-H2-DPC.

FI-H2-DPC

x(k) =

[
εp(k)

γt(k)

]
, εp(k) = p(k)− pmin

x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k), sujeito a (3.8)

u(k) = −Gx(k)−Gww(k)

G =
[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKA

Gw =
[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKB1

K = ATKA+Q−ATKB2

[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKA

3.3 Solução via controle misto H2/H∞

A Seção 3.2 trata do desempenho nominal do controle de potência de transmissão distri-

buído através do controle H2. Em razão de aspectos como o atraso no processo do controle

de potência e os erros de medição da qualidade do enlace transmissor-receptor, a informação

sobre esta qualidade não é confiável. Como o controle de potência baseia-se nesta infor-

mação, a robustez do sistema contra incertezas sobre a medida de qualidade do enlace de

comunicação é um fator importante.

O controle H∞ é a ferramenta apropriada para responder a questões de estabilidade e

robustez. Por ser derivado de uma otimização de “pior caso”, o controle H∞ pode se revelar

muito conservador em termos do desempenho com relação à norma H2 [50, 51, 54]. Então,

tendo em vista a complementaridade dos controles H2 e H∞, nós utilizamos nesta seção

o controle misto H2/H∞ para propor soluções de compromisso, nas quais o desempenho

nominal do controle de potência distribuído para aplicações de QoS flexível é considerado

conjuntamente com a robustez contra incertezas nas medidas da qualidade do canal.
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A abordagem baseada no controle mistoH2/H∞ é desenvolvida tomando como referên-

cia a formulação apresentada na Seção 3.1. A forma padrão do problema de controle H2,

definida em (3.10), é modificada para considerar as incertezas sobre a informação do estado

do canal, isto é, sobre o ganho efetivo de canal µ(k), definido em (2.5). Para representar a

incerteza, nós substituímos o ganho efetivo de canal em (3.4) por seu valor estimado:

µe(k) = µ(k) + δµ(k), (3.20)

onde δµ representa a incerteza ou o erro de medida.

A introdução do erro leva a uma nova entrada no modelo no espaço de estados dado por

(3.6)-(3.8). A formulação por transformação linear fracionária para o sistema em malha fe-

chada na presença de incertezas é ilustrada na Figura 3.2. A nova forma padrão representada

porH é descrita abaixo:

H :

{
x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k) +B3δµ(k)

z(k) = C1x(k) +D12u(k) +D13δµ(k),
(3.21)

comA,B1 eB2 definidos em (3.8),B3 =
[
(1− β) 0

]T

ew(k) =
[

γmax µe(k) pmin

]T

.

As matrizes da saída do sistema são definidas de maneira a preservar os objetivos do controle

LQR no critério (3.9), isto é, minimizar a norma L2 de z:

C1 =

[
1 0

0 0

]
; D12 =

[
0

r(1/2)(k)

]
; D13 =

[
0

0

]
. (3.22)

Observa-se que a saída z(k) em (3.21) é a mesma do controle H2 em (3.10).

3.3.1 Algoritmo H2/H∞-DPC

O controle misto H2/H∞ considerado é o problema de controle H2 da Seção 3.2 com

uma restrição sobre a norma H∞ da função de transferência entre a incerteza δµ e a medida

de desempenho z. A condição de estabilidade para o sistema em malha fechada apresentado

na Figura 3.2 é estabelecida pelo teorema do pequeno ganho [50,51]: se ‖∆‖∞ 6 α, α > 0,

então a estabilidade é preservada se, e somente se, ‖FL(H, G)‖∞ < 1
α
. O Teorema 11 define
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H

-G

w

z

u y

∆
δµ

FL(H, G)

Fig. 3.2: Transformação linear fracionária: sistema em malha fechada na presença de incer-
tezas.

o controlador estático por realimentação de estado para uma otimização num horizonte de

tempo infinito, com r(k) = r, r constante. Este controlador estabiliza H e minimiza a

normaH2 da função de transferência entrew e z, sob a condição de estabilidade mencionada

acima, representada pela limitação da norma H∞.

Teorema 11. Seja α > 0 o nível de atenuação de perturbação. A lei de controle por

realimentação de estado u(k) = −Gx(k), tal que a desigualdade ‖FL(H, G)‖∞ < 1
α
é

satisfeita e a norma H2 da função de transferência entre w e z é minimizada, existe se, e

somente se, o ganho de realimentação de estado G é dado por:

G =
[
0 I

]([ −α−2 0

0 0

]
+DT

EDE +BT
EKBE

)−1 (
BT

EKA+CT
1DE

)
, (3.23)

onde BE =
[

B3 B2

]
e DE =

[
D13 D12

]
. A matriz simétrica e definida positiva K

é solução da seguinte equação algébrica de Riccati no tempo discreto:

K = ATKA+CT
1C1 −

(
CT

1DE +ATKBE

)
([

−α−2 0

0 0

]
+DT

EDE +BT
EKBE

)−1(
BT

EKA+DT
EC1

)
.(3.24)

Demonstração. Ver os desenvolvimentos com base no bounded real lemma para o controla-
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dor H∞ para sistemas lineares estacionários em [55, 56] e para sistemas variantes no tempo

em [57]. A extensão do desenvolvimento para o controlador misto H2/H∞ é detalhada

em [58].

A equivalência entre os problemas de controle misto H2/H∞ e de controle H2 puro

para α = 0 depende da seguinte manipulação matemática. Nós colocamos α para fora da

inversão em (3.23)-(3.24), por ambos os lados da inversão. Com isso, as expressões de G e

K tornam-se:

G =
[
0 1

]([ −1 0

0 r

]
+

[
α 0

0 1

]
BT

EKBE

[
α 0

0 1

])−1 [
α 0

0 1

]
BT

EKA

(3.25)

e

K = ATKA+CT
1C1−

ATKBE

[
α 0

0 1

]([
−1 0

0 r

]
+

[
α 0

0 1

]
BT

EKBE

[
α 0

0 1

])−1 [
α 0

0 1

]
BT

EKA,

(3.26)

com:

BE

[
α 0

0 1

]
=
[

αB3 B2

]
= B̃E. (3.27)

Dessa forma, no lugar de ‖FL(H, G)‖∞ < 1/α no Teorema 11, nós consideramos

‖FL(H, G)‖∞ < 1 ao deslocar α para o vetor de entrada exógena. Assim, o novo vetor de

entrada exógena é B̃3 = αB3. O parâmetro α define o nível de robustez do algoritmo com

relação à incerteza sobre o ganho efetivo de canal. Na verdade, este parâmetro determina o

compromisso entre os controles H2 e H∞: valores baixos de α relaxam a restrição sobre a

norma H∞, tornando o algoritmo menos robusto, enquanto que valores elevados reforçam

a robustez do algoritmo. No caso extremo em que α = 0, nenhuma restrição de robustez é

imposta e o controle misto H2/H∞ se reduz ao controle H2, ou equivalentemente, as equa-

ções (3.25)-(3.26) se reduzem a (3.13)-(3.14). O procedimento constituído por (3.21)-(3.22)
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e (3.25)-(3.26) é designado algoritmo H2/H∞-DPC (H2/H∞ Distributed Power Control),

cujo resumo é apresentado na Tabela 3.4.

Tab. 3.4: Algoritmo H2/H∞-DPC.

H2/H∞-DPC

x(k) =

[
εp(k)

γt(k)

]
, εp(k) = p(k)− pmin

x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k) +B3δµ(k), sujeito a (3.8), (3.21) e (3.22)

u(k) = −Gx(k)

G =
[
0 1

]([ −1 0

0 r

]
+ B̃T

EKB̃E

)−1

B̃T
EKA

K = ATKA+CT
1C1 −ATKB̃E

([
−1 0

0 r

]
+ B̃T

EKB̃E

)−1

B̃T
EKA

3.3.2 Algoritmo A-H2/H∞-DPC

A abordagem robusta descrita acima reduz a sensibilidade do algoritmo com respeito

às incertezas sobre o ganho efetivo de canal. Como no caso do controle H2 na Seção 3.2,

um parâmetro r adaptativo pode ser benéfico para o algoritmo H2/H∞-DPC. O mesmo se

aplica para o parâmetro α, responsável pelo nível de robustez. Ambos os casos exigem um

controlador variante no tempo.

Por razões similares às discutidas na Seção 3.2.2 para o controle H2, a solução para um

horizonte de tempo finito, dada por um controlador variante no tempo para o controle misto

H2/H∞ não é plausível. Nós propomos então a implementação do algoritmo H2/H∞-DPC

(Seção 3.3.1) com um valor de r(k) diferente a cada intervalo de transmissão k, adaptado

segundo (3.15). Nós nos referimos a este procedimento como algoritmo A-H2/H∞-DPC

(Adaptive H2/H∞ Distributed Power Control), que tem suas equações expressas na Ta-

bela 3.5. O parâmetro α poderia ser também adaptado a cada intervalo de transmissão.

Este aspecto, porém, não foi explorado em nosso estudo. Considera-se α = 1 em todo
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caso, o que assegura que os efeitos das perturbações sobre a saída não são amplificados

(‖FL(H, G)‖∞ < 1 na Figura 3.2).

Tab. 3.5: Algoritmo A-H2/H∞-DPC.

A-H2/H∞-DPC

x(k) =

[
εp(k)

γt(k)

]
, εp(k) = p(k)− pmin

x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k) +B3δµ(k), sujeito a (3.8), (3.21) e (3.22)

u(k) = −G(k)x(k)

r(k) = max{φ[γmax − γ(k)], ǫ}

G(k) =
[
0 1

]([ −1 0

0 r(k)

]
+ B̃T

EK(k)B̃E

)−1

B̃T
EK(k)A

K(k) = ATK(k)A+CT
1C1 −ATK(k)B̃E

([
−1 0

0 r(k)

]
+ B̃T

EK(k)B̃E

)−1

B̃T
EK(k)A

Os diferentes algoritmos derivados neste capítulo são comparados entre si tanto analitica-

mente quanto por meio de simulações computacionais no Capítulo 5. No próximo capítulo,

o problema do controle de potência distribuído e oportunista é reconsiderado. Após uma

nova formulação no espaço de estados, o problema é tratado como um jogo dinâmico não-

cooperativo.
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Capítulo 4

Controle de potência de transmissão

oportunista com base na teoria dos jogos

dinâmicos

O controle de potência de transmissão oportunista de uma rede de comunicação sem fio

é naturalmente multi-objetivo. Em nossos estudos, ele resulta do compromisso entre dois

objetivos: a maximização da QoS e a minimização do consumo de energia, como explicado

em maiores detalhes na Seção 3.1. Como toda estratégia de controle de potência baseada na

qualidade do enlace de comunicação, o controle de potência oportunista também tem como

objetivo fundamental a manutenção da SINR no receptor em níveis que se aproximem tanto

quanto possível da SINR alvo.

No capítulo anterior, nós formulamos o problema de controle de potência oportunista de

maneira a representar num único critério quadrático o compromisso entre a maximização

da SINR e a minimização da potência de transmissão. Com isso, pudemos aplicar soluções

tradicionais do controle automático linear, como os controlesH2 e mistoH2/H∞. O objetivo

fundamental de minimização da diferença entre a SINR alvo e a SINR observada no receptor,

γt(k) − γ(k), não aparece no critério de otimização. Porém, este objetivo é respeitado

por causa da dinâmica escolhida para a adaptação de potência, equação (3.3), que impõe

γ(k) = γt(k) no ponto de operação do sistema. O artifício utilizado no capítulo anterior, que

serve à acomodação dos três objetivos acima citados num único critério, permite o emprego

51
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de apenas um sinal de controle, este sobre a SINR alvo. Uma outra configuração de controle

do sistema, como por exemplo a introdução de um segundo sinal de controle, desta vez

sobre a potência de transmissão, leva a soluções degeneradas com relação ao rastreamento

da SINR alvo.

Neste capítulo, nós consideramos o problema multi-objetivo de controle de potência

oportunista como um problema multi-critério. O conflito entre os critérios, a saber, a ma-

ximização da SINR e a minimização da potência de transmissão, acontece no contexto in-

dividual de cada usuário. Com a utilização apenas de informações locais ou individuais,

as soluções propostas se mantêm descentralizadas ou distribuídas. Além disso, o objetivo

fundamental de rastreamento da SINR alvo é respeitado na abordagem proposta.

A teoria dos jogos dinâmicos no tempo discreto oferece um tratamento adequado a pro-

blemas de decisão multi-critério em que a evolução do processo de decisão é descrita por

equações a diferenças. Nós apresentamos inicialmente a definição de um jogo dinâmico de

2-jogadores no tempo discreto.

Definição 7 (Jogo dinâmico de 2-jogadores no tempo discreto). Um jogo dinâmico de 2-

jogadores no tempo discreto é caracterizado por:

• intervalos de tempo discretos, k = 0, . . . , N;

• conjunto Υ = {1, 2} dos jogadores ou agentes de decisão;

• espaços euclidianos de dimensões finitas:

– X, espaço de estado;

– Ui, ∀i ∈ Υ, espaços dos valores de controle;

• uma aplicação F : (X×U1 ×U2)→ X definindo a equação a diferenças

x(k + 1) = F (x(k), u1(k), u2(k)) , u1(k) ∈ U1, u2(k) ∈ U2, k = 0, . . . , N ;

• espaços de controle ou de estratégia
⋃

i, ∀i ∈ Υ;

• funções reais, isto é, critérios de desempenho, Ji : (X×
⋃

1 ×
⋃

2)→ R, ∀i ∈ Υ.
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Nós decidimos estudar na tese os jogos dinâmicos lineares-quadráticos não-cooperativos

de soma não-nula, pois eles são a tradução mais direta do problema de controle automá-

tico linear tratado no capítulo anterior para o contexto multi-critério. Um jogo deste tipo

se caracteriza por uma dinâmica linear do vetor de estados e por critérios de desempenho

quadráticos que não são completamente antagonistas, isto é, são de soma não-nula. Cada

jogador utiliza um sinal de controle para otimizar seu critério em função das informações de

que dispõe.

4.1 Formulação do problema

Nesta seção, nós apresentamos a formulação do problema de controle distribuído e opor-

tunista de potência de transmissão como um jogo dinâmico no tempo discreto. O jogo se dá

no contexto individual de cada enlace transmissor-receptor. Isto significa que cada usuário

define sua SINR alvo e sua potência de transmissão de acordo com o jogo por ele conside-

rado. Já que apenas informações locais ou individuais são utilizadas, as soluções propostas

são descentralizadas. Além disso, como todo o procedimento que será apresentado abaixo é

válido individualmente para cada enlace de comunicação da rede, a notação é simplificada

ao suprimir a indicação do enlace transmissor-receptor.

Os critérios de desempenho e os sinais de controle dos jogadores são definidos a seguir.

O Jogador 1 é o minimizador da potência de transmissão e tem o sinal de controle u1 como

variável de decisão. O Jogador 2 se ocupa da maximização da SINR alvo, tendo como

variável de decisão o sinal de controle u2. Assim, o usuário em questão realiza a adaptação

de sua SINR alvo e de sua potência de transmissão por meio de u1 e u2. Os critérios dos

jogadores são escritos como:

Jogador 1: min
u1(k)

1

2
ap (p(N)− pmin)

2 +
1

2

N−1∑

k=0

[
ap (p(k)− pmin)

2 + r1u
2
1(k)

]
,

Jogador 2: min
u2(k)

1

2

(
γmax − γt(N)

)2
+
1

2

N−1∑

k=0

[
aγ

(
γmax − γt(k)

)2
+ r2u

2
2(k)

]
,

(4.1)
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onde ap > 0 e aγ > 0 são ponderações sobre os objetivos de otimização, enquanto que

r1 > 0 e r2 > 0 são ponderações sobre a potência dos sinais de controle em cada critério.

pmin e γmax são, respectivamente, a potência de transmissão mínima e a SINR máxima, de

acordo com a discussão na Seção 2.1.3.

O papel das ponderações em (4.1) é evidente. Na realidade, com relação às abordagens

do Capítulo 3, baseadas no controle automático, em que apenas um parâmetro de regulação

define o compromisso entre os dois objetivos do controle de potência oportunista, a aborda-

gem multi-critério oferece um grau de liberdade adicional. Esta flexibilidade é preservada

mesmo se três dos quatro parâmetros de regulação em (4.1) são mantidos fixos, fato confir-

mado pelas análises realizadas no Capítulo 5. Nós consideramos, portanto, ap = aγ = 1

e r2 = 10−3, de maneira a ficar com apenas um parâmetro de regulação, r1, cujo papel

é semelhante ao do parâmetro r nas abordagens do controle automático mono-critério do

Capítulo 3. Este parâmetro define o compromisso entre o baixo consumo de energia, ob-

jetivo reforçado com valores baixos de r1, e a obtenção de um alto nível de QoS, objetivo

enfatizado por valores elevados de r1.

Para preservar a coerência da nova formulação com respeito ao rastreamento da SINR

alvo γt(k) na presença de dois sinais de controle, é necessária a introdução de uma variável

auxiliar γt
a, relacionada à SINR alvo pela seguinte expressão:

γt(k) = γt
a(k)− u2(k). (4.2)

Assim, as equações que descrevem a dinâmica do sistema são:

p(k + 1) = p(k) + (1− β)[γt
a(k)− u2(k)− γ(k)], p(0) = pini, (4.3)

γt
a(k + 1) = γmax + u1(k) + u2(k), γt

a(0) = γmax. (4.4)

Desta maneira, o objetivo fundamental de fazer γ(k) tender a γt(k) é satisfeito mesmo com

dois sinais de controle.

O modelo dinâmico do sistema tem como vetor de estado:

x(k) =

[
εp(k)

εγ(k)

]
, (4.5)
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onde εp(k) = p(k) − pmin expressa a diferença entre a potência de transmissão e seu valor

mínimo, e εγ(k) = γmax − γt
a(k) exprime a diferença entre a SINR máxima e a variável

auxiliar γt
a(k). Assim, a dinâmica do sistema é descrita por:

x(k+1) = Ax(k)+Bww(k)+B1u1(k)+B2u2(k), x(0) =
[

εp(0) εγ(0)
]T

, (4.6)

onde

A =

[
β −(1− β)

0 0

]
; Bw =

[
1− β −(1− β) −(1− β)

0 0 0

]
;

B1 =

[
0

−1

]
; B2 =

[
−(1− β)

−1

]
; e w(k) =




γmax

µ(k)

pmin


 .

(4.7)

O sistema (4.5)-(4.7) é controlável por cada jogador, pois as matrizes de controlabilidade[
B1 AB1

]
e
[

B2 AB2

]
são de posto completo. Os critérios de desempenho dos

jogadores inicialmente definidos em (4.1) assumem as seguintes formas quadráticas:

Jogador 1: min
u1(k)

1

2
xT (N)Q1x(N) +

1

2

N−1∑

k=0

[
xT (k)Q1x(k) + uT

1 (k)R1u1(k)
]
,

sujeito a (4.5)− (4.7)

com Q1 =

[
ap 0

0 0

]
, R1 = r1.

Jogador 2: min
u2(k)

1

2
xT (N)Q2x(N)+

1

2

N−1∑

k=0

[
xT (k)Q2x(k) + uT

2 (k)R2u2(k) + 2xT (k)M2u2(k)
]
,

sujeito a (4.5)− (4.7)

com Q2 =

[
0 0

0 aγ

]
, R2 = r2 + aγ , M2 =

[
0

aγ

]
.

(4.8)
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O surgimento de termos cruzados no critério do Jogador 2 é uma conseqüência da introdução

da variável auxiliar γt
a no vetor de estados.

4.2 Estratégia de Nash

A presença de dois critérios em conflito associada à decisão individual de dois jogadores

torna o conceito de otimalidade ambíguo. A teoria dos jogos substitui este conceito pelo de

equilíbrio. Uma estratégia de equilíbrio em um jogo dinâmico é caracterizada pela ausência

de motivação da parte de qualquer jogador para se desviar daquela estratégia. A ausência

de hierarquia ou de privilégios entre os jogadores ou entre os critérios envolvidos no con-

trole de potência oportunista sugere a estratégia de Nash como uma solução de equilíbrio.

Neste caso, nenhum jogador consegue melhorar seu critério ao modificar individualmente

sua estratégia enquanto os outros jogadores permanecem com suas estratégias de Nash. A

estratégia de Nash é definida logo abaixo:

Definição 8 (Estratégia de equilíbrio de Nash). Seja (uN
1 ,uN

2 ) ∈ (
⋃

1 ×
⋃

2) uma solução de

equilíbrio de Nash do jogo descrito na Definição 7. Então,

J1(x,uN
1 ,uN

2 ) ≤ J1(x,u1,u
N
2 ), ∀u1 ∈

⋃
1
,

J2(x,uN
1 ,uN

2 ) ≤ J1(x,uN
1 ,u2), ∀u2 ∈

⋃
2
. (4.9)

A estratégia adotada por cada jogador depende da estrutura de informação do jogo. Em

geral, as informações disponíveis aos jogadores incluem seus critérios de desempenho, as

equações que descrevem a dinâmica do sistema e uma medida do estado inicial do sistema.

No caso linear-quadrático, o problema a ser resolvido consiste num conjunto de equações

acopladas do tipo Riccati [59], que variam em função do tipo de estratégia escolhida com re-

lação à estrutura de informação do jogo. Nas próximas seções, as soluções de compromisso

entre os dois critérios envolvidos no controle de potência oportunista são obtidas através das

soluções de equilíbrio de Nash com estrutura de informação em malha aberta e em malha

fechada.
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4.2.1 Solução de equilíbrio de Nash em malha aberta

Em um jogo com estrutura de informação em malha aberta, os jogadores não dispõem

de medidas do estado corrente do sistema para avaliar a qualidade da estratégia adotada.

Convencionalmente, as estratégias em malha aberta são obtidas a partir do conhecimento do

modelo do sistema e do seu estado inicial. Elas são, portanto, independentes das medidas do

estado do sistema.

Na prática, o estado pode ser expresso a partir do estado inicial conhecido e da matriz

de transição do sistema, o que permite escrever um controle em malha aberta em forma

de realimentação de estado. No nosso caso de interesse, o estado corrente do sistema está

sempre disponível, ou seja, há informação atualizada sobre a SINR alvo e a potência de

transmissão. Assim, no lugar de utilizar em nosso desenvolvimento a estimação do estado

obtida a partir do estado inicial e da matriz de transição do sistema, nós utilizamos o próprio

estado do sistema. Com relação à estrutura de informação, a estratégia permanece em malha

aberta, pois a informação sobre o estado corrente do sistema não é levada em consideração

na concepção da estratégia. Em outras palavras, os jogadores se comprometem a não utilizar

as medidas do estado do sistema para modificar suas estratégias durante todo o jogo.

As condições necessárias para uma estratégia de Nash em malha aberta são verificadas

abaixo para o jogo formulado na Seção 4.1. Os critérios com termos cruzados são conside-

rados para contemplar o critério do Jogador 2 em (4.8). O critério do Jogador 1 é um caso

particular, em que o vetor de termos cruzados é nulo, o que equivale a M2 = 0 em (4.8).

Nós utilizamos o método dos multiplicadores de Lagrange para transformar o problema de

otimização com restrições num problema sem restrições. Para i, j ∈ Υ, Υ = {1, 2} e j 6= i,

o custo associado ao jogador i é definido por:

Li =
1

2
xT (N)Qix(N) +

1

2

N−1∑

k=0

[
xT (k)Qix(k) +Riu

2
i (k) + 2xT (k)Miui(k)

]

+
N−1∑

k=0

λT
i (k + 1) [Ax(k) +Biui(k) +Bjuj(k)− x(k + 1)],

(4.10)

em que λi é o vetor de estado adjunto. Observa-se que a entrada exógena do sistema, w(k)
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em (4.6)-(4.7), é desprezada no cálculo da estratégia de Nash. O mesmo procedimento

foi adotado no cálculo da solução LQR na Seção 3.2.1, com a ressalva de que, naquele

caso, o controle LQR com o desprezo da entrada exógena é equivalente ao controle H2,

que minimiza a norma H2 entre w e a saída do sistema. Tanto naquele caso, quanto na

formulação do jogo apresentado neste capítulo, a entrada exógena exerce sua influência na

dinâmica do sistema, mas não é considerada na síntese dos sinais de controle.

As condições necessárias para a estratégia de Nash em malha aberta estão expostas na

Tabela 4.1. Para uma estratégia em malha aberta, cada jogador otimiza seu critério sob a

hipótese de que
∂ui

∂x
= 0, enquanto que

∂ui

∂x
6= 0 para uma estratégia em malha fechada.

Tab. 4.1: Estratégia de Nash em malha aberta - condições necessárias.

Condição 1

∂Li

∂λi(k + 1)
= 0

⇒ x(k + 1) = Ax(k) +B1u1(k) +B2u2(k); k = 0, . . . , N − 1.

Condição 2

∂Li

∂ui(k)
= 0

⇒ ui(k) = −R−1
i

[
MT

i x(k) +BT
i λi(k + 1)

]
; k = 0, . . . , N − 1.

Condição 3

∂Li

∂x(k)
= 0

⇒ λi(k) = Qix(k) +Miui(k) +AT λi(k + 1); k = 1, . . . , N − 1.

Condição 4

∂Li

∂x(N)
= 0⇒ λi(N) = Qix(N).
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Em razão da linearidade das equações acima, supõe-se que a relação entre os vetores de

estado e de estado adjunto é linear, isto é:

λi(k) = Ki(k)x(k); i = 1, 2; k = 1, . . . , N. (4.11)

Sob a condição de que a matriz
[
I+B1R

−1
1 BT

1 K1(k + 1) +B2R
−1
2 BT

2 K2(k + 1)
]
seja in-

versível em todo instante k, a utilização da Condição 2 e de (4.11) na Condição 1 da Ta-

bela 4.1 permite escrever a solução do sistema como:

x(k + 1) = Φ(k)x(k), (4.12)

onde

Φ(k) = [I+ S1K1(k + 1) + S2K2(k + 1)]−1
[
A− S

′

1 − S
′

2

]
, (4.13)

com a matriz identidade representada por I e as matrizes S1, S2, S
′

1 e S
′

2 expressas por:

Si = BiR
−1
i BT

i ,

S
′

i = BiR
−1
i MT

i , i ∈ Υ.
(4.14)

As matrizesK1 eK2 são soluções das equações acopladas de Nash/Riccati em malha aberta

retrógradas no tempo:

K1(k) = Q1 −M1R
−1
1 MT

1 +
(
A− S

′

1

)T
K1(k + 1)Φ(k),

K2(k) = Q2 −M2R
−1
2 MT

2 +
(
A− S

′

2

)T
K2(k + 1)Φ(k).

(4.15)

A resolução de (4.15) é necessária para o cálculo da estratégia de equilíbrio de Nash em

malha aberta. Em um horizonte de tempo infinito, as equações recursivas (4.15) transformam-

se nas equações algébricas acopladas de Nash/Riccati em malha aberta. Para o caso parti-

cular sem termos cruzados nos critérios, as soluções exatas das equações acopladas são os

subespaços invariantes da matriz associada às condições necessárias para a obtenção da es-
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tratégia de Nash em malha aberta. As condições para a obtenção das soluções constantes

são definidas em [59]. Porém, para o caso geral, é mais fácil obter as soluções das equações

acopladas (4.15) através da integração iterativa no tempo retrógrado, partindo das condições

de contorno terminaisK1(N) = Q1 eK2(N) = Q2 até chegar aos valores convergentesK∗
1

e K∗
2. Assim, u1(k) e u2(k) assumem as seguintes formas de controle por realimentação de

estado com ganhos constantes:

u1(k) = −R−1
1

[
MT

1 +BT
1 K∗

1Φ
∗
]
x(k),

u2(k) = −R−1
2

[
MT

2 +BT
2 K∗

2Φ
∗
]
x(k),

(4.16)

onde Φ∗ = [I+ S1K
∗
1 + S2K

∗
2]
−1
[
A− S

′

1 − S
′

2

]
.

O algoritmo de controle de potência oportunista que utiliza a estratégia de Nash em ma-

lha aberta (4.16) é designado OLI-NS-DPC, do termo em inglês Open Loop Information -

Nash Strategy Distributed Power Control. Um resumo do algoritmo OLI-NS-DPC é apre-

sentado na Tabela 4.2.

Tab. 4.2: Algoritmo OLI-NS-DPC.

OLI-NS-DPC

x(k) =

[
p(k)− pmin

γmax − γt
a(k)

]
, γt(k) = γt

a(k)− u2(k)

x(k + 1) = Ax(k) +Bww(k) +B1u1(k) +B2u2(k), sujeito a (4.7)

u1(k) = −R−1
1

[
MT

1 +BT
1 K∗

1Φ
∗
]
x(k)

u2(k) = −R−1
2

[
MT

2 +BT
2 K∗

2Φ
∗
]
x(k)

Φ∗ = [I+ S1K
∗
1 + S2K

∗
2]
−1
[
A− S

′

1 − S
′

2

]
, com S1, S2, S

′

1 e S
′

2 em (4.14)

K∗
1 e K∗

2: soluções convergentes das equações acopladas de Nash/Riccati:

K1(k) = Q1 −M1R
−1
1 MT

1 +
(
A− S

′

1

)T
K1(k + 1)Φ(k)

K2(k) = Q2 −M2R
−1
2 MT

2 +
(
A− S

′

2

)T
K2(k + 1)Φ(k)

É importante ressaltar que para um determinado compromisso entre os dois critérios
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presentes no controle de potência oportunista, isto é, para uma determinada configuração

em termos das ponderações ap, aγ , r1 e r2 em (4.1), o cálculo de K∗
1, K∗

2 e dos ganhos

constantes de realimentação de estado dos sinais de controle u1(k) e u2(k) são realizados

apenas uma vez. Isto possibilita o cálculo offline desses valores para configurações distintas

e o seu armazenamento para utilização posterior, reduzindo assim a complexidade do cálculo

em tempo real.

4.2.2 Solução de equilíbrio de Nash em malha fechada

A última parte deste capítulo é dedicada à estratégia de equilíbrio de Nash em malha

fechada para o jogo formulado na Seção 4.1. A estrutura de informação em malha fechada

permite que as medidas do estado do sistema exerçam influência na concepção da estratégia

de decisão dos jogadores. Assim, em oposição à estratégia em malha aberta, esta em malha

fechada satisfaz a seguinte relação:
∂ui(k)

∂x(k)
6= 0, com i ∈ Υ.

As condições necessárias para uma estratégia de equilíbrio de Nash em malha fechada

são apresentadas a seguir. A metodologia é estritamente a mesma aplicada para o caso em

malha aberta, em que o custo associado ao jogador i é também dado por Li, definido em

(4.10). Então, quanto às condições necessárias para a estratégia de equilíbrio, a diferença

entre os dois tipos de solução aparece na condição
∂Li

∂x(k)
= 0, que é Condição 3 da Ta-

bela 4.1. Na estrutura em malha fechada, esta condição assume a seguinte forma, em função

de
∂ui(k)

∂x(k)
e

∂uj(k)

∂x(k)
, onde i, j ∈ Υ, j 6= i:

λi(k) = Qix(k) +
∂ui(k)

∂x(k)

[
Riui(k) +MT

i x(k)
]
+Miui(k)

+AT λi(k + 1) +
∂ui(k)

∂x(k)
BT

i λi(k + 1) +
∂uj(k)

∂x(k)
BT

j λi(k + 1).
(4.17)

Após alguma manipulação algébrica, esta expressão se reduz a:

λi(k) =
[
Qi −MiR

−1
i MT

i

]
x(k) +

[
A+Bj

∂uj(k)

∂x(k)
− S

′

i

]T

λi(k + 1), (4.18)
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com S
′

i já definido em (4.14). Dessa forma, as condições necessárias para uma estratégia de

Nash em malha fechada são aquelas apresentadas na Tabela 4.1, exceto a Condição 3, que é

substituída por (4.18).

Da mesma forma que para a estratégia em malha aberta, supomos a relação linear (4.11)

entre os vetores de estado e de estado adjunto, o que nos remete também à solução (4.12),

reescrita abaixo:

x(k + 1) = Φ(k)x(k), (4.19)

com Φ(k) definido em (4.13) em função das matrizes K1 e K2. Estas matrizes são soluções

de equações acopladas do tipo Riccati diferentes daquelas dadas por (4.15). Depois de algu-

mas manipulações algébricas, as equações acopladas de Nash/Riccati em malha fechada são

escritas como:

K1(k) = Q1 −M1R
−1
1 MT

1 +
(
A− S

′

1 − S
′

2

)T
K1(k + 1)Φ(k)

−ΦT (k)K2(k + 1)S2K1(k + 1)Φ(k),

K2(k) = Q2 −M2R
−1
2 MT

2 +
(
A− S

′

1 − S
′

2

)T
K2(k + 1)Φ(k)

−ΦT (k)K1(k + 1)S1K2(k + 1)Φ(k).

(4.20)

A resolução de (4.20) é necessária para o cálculo da estratégia de equilíbrio de Nash em

malha fechada. Considerando um horizonte de tempo infinito, as equações recursivas (4.20)

transformam-se nas equações algébricas acopladas de Nash/Riccati em malha fechada. Suas

soluções são obtidas por integração iterativa no tempo retrógrado, partindo das condições de

contorno terminais K1(N) = Q1 e K2(N) = Q2 até chegar aos valores convergentes K∗
1

e K∗
2. Assim, u1(k) e u2(k) assumem as mesmas formas de controle por realimentação de

estado do caso em malha aberta, ambos reescritos abaixo, porém com K∗
1 e K∗

2 distintos:

u1(k) = −R−1
1

[
MT

1 +BT
1 K∗

1Φ
∗
]
x(k),

u2(k) = −R−1
2

[
MT

2 +BT
2 K∗

2Φ
∗
]
x(k),

(4.21)
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onde mais uma vez Φ∗ = [I+ S1K
∗
1 + S2K

∗
2]
−1
[
A− S

′

1 − S
′

2

]
.

O algoritmo de controle de potência oportunista que utiliza a estratégia de Nash em

malha fechada (4.21) é designado CLI-NS-DPC, da expressão em inglês Closed Loop Infor-

mation - Nash Strategy Distributed Power Control. Um resumo do algoritmo CLI-NS-DPC

é apresentado na Tabela 4.2.

Tab. 4.3: Algoritmo CLI-NS-DPC.

CLI-NS-DPC

x(k) =

[
p(k)− pmin

γmax − γt
a(k)

]
, γt(k) = γt

a(k)− u2(k)

x(k + 1) = Ax(k) +Bww(k) +B1u1(k) +B2u2(k), sujeito a (4.7)

u1(k) = −R−1
1

[
MT

1 +BT
1 K∗

1Φ
∗
]
x(k)

u2(k) = −R−1
2

[
MT

2 +BT
2 K∗

2Φ
∗
]
x(k)

Φ∗ = [I+ S1K
∗
1 + S2K

∗
2]
−1
[
A− S

′

1 − S
′

2

]
, com S1, S2, S

′

1 e S
′

2 em (4.14)

K∗
1 e K∗

2: soluções convergentes das equações acopladas de Nash/Riccati:

K1(k) = Q1 −M1R
−1
1 MT

1+(
A− S

′

1 − S
′

2

)T
K1(k + 1)Φ(k)−ΦT (k)K2(k + 1)S2K1(k + 1)Φ(k)

K2(k) = Q2 −M2R
−1
2 MT

2+(
A− S

′

1 − S
′

2

)T
K2(k + 1)Φ(k)−ΦT (k)K1(k + 1)S1K2(k + 1)Φ(k)

Como no caso da estratégia de Nash emmalha aberta, é possível efetuar antecipadamente

os cálculos deK∗
1,K

∗
2 e dos ganhos constantes de realimentação de estado dos sinais de con-

trole u1(k) e u2(k) para configurações distintas. Dessa forma, os valores são armazenados

para utilização posterior, reduzindo assim a complexidade do cálculo em tempo real.

No próximo capítulo, as duas soluções propostas com base na teoria dos jogos dinâmi-

cos não-cooperativos para o controle de potência distribuído e oportunista são comparadas às

abordagens dos capítulos anteriores. A grande flexibilidade operacional oferecida pelos al-

goritmos oriundos das estratégias de equilíbrio de Nash será observada tanto analiticamente

quanto por meio de simulações computacionais.
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Capítulo 5

Análise comparativa das propostas de

controle de potência

Este capítulo apresenta algumas análises comparativas das abordagens do controle de

potência propostas nos Capítulos 2, 3 e 4. O objetivo principal é mostrar a natureza oportu-

nista dos algoritmos e sua capacidade de oferecer flexibilidade de QoS. As comparações são

feitas através de análises teóricas e de simulações.

5.1 Ponto de operação do sistema

O funcionamento do controle de potência depende das características do sistema e de

parâmetros-chave dos algoritmos desenvolvidos. Em nossa modelagem, a rede é caracteri-

zada pelos valores de potência mínima e máxima, pmin e pmax, pelos valores críticos da SINR

no receptor, γmin e γmax (ver Seção 2.1.3), e por um intervalo típico de valores do ganho efe-

tivo do canal µ. Já que todos os algoritmos propostos são oportunistas, seu funcionamento é

guiado também pelas condições de propagação da rede.

O ponto de operação do sistema obtido pelos algoritmos pertencentes à classe de algo-

ritmos apresentada na Seção 2.4 é definido pela função decrescente fi(pi) escolhida para

representar a SINR alvo. Em princípio, dada esta função, estabelece-se um compromisso

entre baixos níveis de potência e altos níveis de SINR. O ajuste deste compromisso, no sen-

65
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tido de privilegiar a economia de energia ou uma QoS mais elevada, não é possível sem a

modificação desta função. Em contrapartida, as abordagens baseadas no controle automático

e na teoria dos jogos dinâmicos, Capítulos 3 e 4, oferecem flexibilidade operacional no que

se refere à modificação das estratégias, isto é, ao ajuste do compromisso entre consumo de

energia e QoS. Isto é possível graças aos parâmetros de regulação de tais algoritmos. Estes

parâmetros são o coeficiente de adaptação β, presente na equação de adaptação da potên-

cia, e as ponderações r, nas abordagens do controle automático, e r1, naquelas derivadas da

teoria dos jogos.

Para considerar os efeitos individuais de cada parâmetro de regulação, vale observar que

as adaptações de potência dadas por (3.3) e (4.3) funcionam como um filtro, em que valores

baixos de β, onde 0 ≤ β < 1, induzem uma variação rápida da potência em resposta ao

termo de correção, enquanto que um filtro passa-baixa resulta de valores de β próximos de

1. Por outro lado, as ponderações r e r1 determinam o compromisso entre baixos níveis

de potência e altos níveis de SINR, estes últimos normalmente traduzidos em altas taxas de

transmissão.

A ação dos sinais de controle u(k) no Capítulo 3 e u1(k) e u2(k) no Capítulo 4 serve

para modificar o ponto de operação do sistema em termos da SINR alvo e da potência de

transmissão. Ponto de operação é o ponto para o qual converge o sistema. No caso do

algoritmo H2-DPC, por exemplo, o ponto de operação para uma determinada condição de

propagação definida pelo ganho efetivo de canal µ(∞) é dado por:

x∗ = (I−A+B2G)−1
B1w(∞), (5.1)

onde G é o ganho de realimentação de estado, I é a matriz identidade e A, B1, B2 e w(∞)

são definidos em (3.8). Os pontos de operação dos demais algoritmos dos Capítulos 3 e 4

são encontrados de maneira similar.

Em razão de os sinais de controle serem induzidos pela escolha dos parâmetros β e r

ou r1, o controle de potência pode ter acesso a um vasto conjunto de pontos de operação do

sistema de acordo com a escolha de tais parâmetros. A Figura 5.1 possibilita a observação

da influência conjunta de β e do parâmetro de regulação do compromisso entre potência e

SINR sobre a SINR alvo no ponto de operação do sistema. Nas abordagens do controle

automático, este parâmetro de regulação é r, enquanto que r1 exerce o mesmo papel nas
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abordagens via teoria dos jogos dinâmicos do Capítulo 4. As curvas da SINR alvo no ponto

de operação são traçadas para β = 0, 3 (Figura 5.1(a)) e β = 0, 5 (Figura 5.1(b)) em função

do parâmetro de regulação correspondente para cada algoritmo. Os algoritmos avaliados

são o H2-DPC (Seção 3.2.1), o FI-H2-DPC (Seção 3.2.3), o H2/H∞-DPC (Seção 3.3.1), o

OLI-NS-DPC (Seção 4.2.1) e o CLI-NS-DPC (Seção 4.2.2).
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Fig. 5.1: SINR alvo no ponto de operação, γt∗, obtida pelos algoritmos de controle de po-
tência H2-DPC, FI-H2-DPC, H2/H∞-DPC, OLI-NS-DPC e CLI-NS-DPC em função do
parâmetro de regulação.

Algumas observações são válidas para todas as abordagens consideradas. Valores eleva-

dos de β permitem a cobertura de um conjunto maior de pontos de operação do sistema,

como se pode concluir das Figuras 5.1(a) e 5.1(b), cujas curvas são apresentadas numa

mesma escala de valores. Isto significa que uma maior flexibilidade na atribuição da QoS

(ou da SINR alvo) pode ser obtida segundo a escolha do parâmetro β. Tem-se também a

confirmação do papel do parâmetro de regulação de cada algoritmo (r ou r1). Dessa forma,

valores elevados do parâmetro de regulação induzem γt∗ → γmax, que em geral se traduz

num esforço na direção do aumento da taxa de transmissão. A diminuição do parâmetro de

regulação leva a pontos de operação com valores mais baixos de γt∗. Todos os algoritmos

apresentam, no entanto, limitações quanto à flexibilidade do ponto de operação do sistema.

Tendo como referência o algoritmo H2-DPC, a comparação entre os algoritmos revela

que todos os outros oferecem uma flexibilidade adicional quanto ao ponto de operação do
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sistema. Os algoritmos que oferecem mais flexibilidade são o FI-H2-DPC, que utiliza a

informação sobre a entrada exógena, e o CLI-NS-DPC, oriundo da estratégia de Nash com

estrutura de informação em malha fechada. Estes dois algoritmos são seguidos pelo OLI-

NS-DPC e pelo algoritmo robusto H2/H∞-DPC na classificação quanto à flexibilidade do

ponto de operação do sistema. Apesar das diferenças entre os algoritmos, um dado ponto de

operação pode ser obtido por todos eles com uma escolha adequada dos parâmetros β e r

ou r1. A vantagem da aplicação dos algoritmos mais flexíveis consiste na possibilidade de

trabalhar em torno de um determinado ponto de operação com um valor mais baixo de β, o

que equivale, de acordo com as equações de adaptação da potência (3.3) e (4.3), a adaptações

de potência mais rápidas, aspecto importante para o rastreamento da SINR alvo, sobretudo

para canais que variam rapidamente.

5.2 Simulações computacionais

Nesta seção, resultados de simulações que ilustram a natureza oportunista dos algorit-

mos são apresentados. Algumas medidas de desempenho global da rede são também con-

sideradas para a avaliação comparativa dos algoritmos. Antes de tudo, o modelo padrão de

simulação é apresentado.

5.2.1 Modelo de simulação

O programa Matlabr é utilizado para desenvolver um simulador numérico de um sis-

tema de comunicação sem fio genérico, descrito por um nó de comunicação central e vários

terminais de transmissão co-canal. O modelo padrão de simulação é detalhado logo abaixo,

em que cada transmissor ajusta sua potência de forma descentralizada, empregando um dos

algoritmos desenvolvidos.

As posições dos transmissores são distribuídas uniformemente numa área de 200 metros

de raio. Os fenômenos de propagação dos sinais são representados segundo o modelo de

ganho de canal apresentado na Seção 2.1.1. Especificamente, a perda de percurso é expressa

por PL(d) = 129 + 35 log10(d), onde d é a distância em km entre o terminal transmissor e

o nó central receptor. O desvio padrão da variável aleatória de média nula que representa o
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desvanecimento lento é 7 dB. O desvanecimento rápido, do tipo Rayleigh, é implementado

segundo o modelo de Jakes [15], com espalhamento Doppler máximo de 20 Hz.

Valores típicos das redes celulares WCDMA são adotados para a freqüência da por-

tadora, a freqüência do controle de potência e para os valores mínimo e máximo da po-

tência de transmissão. A freqüência da portadora é 2 GHz e o controle de potência atua

numa freqüência de 1,5 kHz, enquanto que os níveis de potência variam no intervalo en-

tre -49 dBm e 21 dBm. A relação entre a taxa de transmissão e a SINR, dada por (2.9), é

especificada para W = 5 MHz e κ = 0, 0789, este último parâmetro sendo conseqüência

de um esquema de modulação adaptativa QAM para canais do tipo Rayleigh com BER de

10−2, segundo o modelo de [17]. A região de operação da SINR no receptor é determinada

por [γmin, γmax] = [−17, 73;−6, 44] dB, correspondendo a taxas de transmissão entre 9,6

e 128 kbps. Supõe-se que o buffer de transmissão está sempre ocupado, isto é, todos os

terminais têm, a princípio, informação a transmitir. No entanto, um mecanismo de controle

de admissão é empregado, de maneira que o terminal interrompe a transmissão quando o

ganho efetivo do canal é tal que, mesmo com a utilização da potência máxima, a SINR alvo

é inatingível no receptor.

Nota 2. Em geral, sistemas de comunicação que utilizam controle de potência apresentam

um gerenciamento de recursos integrado, no qual algumas técnicas são empregadas para

melhorar o desempenho global. Isto inclui o impedimento de operação indevida do sistema,

como no caso de um ou mais enlaces da rede não serem capazes de alcançar sua SINR alvo

no receptor, mesmo com a utilização da potência máxima de transmissão [3, 5]. Muitas

dessas técnicas atuam de maneira centralizada, ou seja, utilizam informação de todos os

enlaces para uma tomada de decisão global. Porém, a operação indevida da rede pode

ser evitada de maneira descentralizada, através do controle de potência distribuído, como

sugerido em [38]: um terminal pode interromper sua transmissão quando seu ganho efetivo

de canal é tal que a SINR alvo no receptor é inatingível, ou equivalentemente, quando

a potência de transmissão calculada é superior à potência máxima. Este procedimento

assegura a validade das idéias de concepção dos algoritmos apresentadas nos Capítulos 2,

3 e 4, assim como de vários outros na literatura, já que, geralmente, restrições contra a

operação indevida do sistema (potências e/ou SINRs fora das faixas pré-estabelecidas) não

são consideradas na concepção dos algoritmos.
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Nota 3. É importante ressaltar que o procedimento de interrupção de transmissão comen-

tado na Nota 2 não é condição necessária para a convergência ou a estabilidade dos algo-

ritmos propostos. A classe de algoritmos da Seção 2.4 tem sua convergência e estabilidade

demonstradas através de conceitos da teoria dos jogos estáticos e de teorias de funções ite-

rativas. Os algoritmos desenvolvidos no Capítulo 3, por sua vez, têm sua estabilidade em

malha fechada assegurada pelo compromisso fundamental representado pela minimização

simultânea da energia do estado e da energia do sinal de controle no critério de desempe-

nho (3.9), respectivamente xT (k)Qx(k) = (p(k) − pmin)
2 e r(k)u2(k). A estabilidade dos

algoritmos do Capítulo 4 decorre das propriedades da estratégia de equilíbrio de Nash. Na

prática, o atraso ou incertezas de medida podem desestabilizar o sistema.

As medidas de desempenho consideradas são o total de informação transmitida através

da rede durante um determinado intervalo de tempo, além de uma medida relativa à eqüidade

da utilização dos recursos da rede, isto é, a probabilidade de interrupção de transmissão,

representada por Pr{γ < γmin}. Uma medida do erro de rastreamento da SINR alvo também

é considerada:

eSINR =
1

M

M∑

j=1

{
1

N

N∑

k=1

|γt
j(k)− γj(k)|

}
, (5.2)

onde M e N são, respectivamente, o número de terminais e o número de intervalos de trans-

missão. Todas estas medidas são obtidas como médias sobre 1.000 realizações de 200 ms

de funcionamento da rede, o que equivale a 320 intervalos de transmissão. As simulações

possibilitam comparações qualitativas entre os diferentes algoritmos, já que eles são todos

submetidos aos mesmos ganhos dos canais.

5.2.2 Natureza oportunista dos algoritmos propostos

Para ilustrar o comportamento oportunista dos algoritmos propostos, a Figura 5.2 traz

as curvas da evolução temporal do ganho efetivo de canal µ, da potência de transmissão p

e da SINR alvo γt para um usuário da rede num cenário com 10 usuários co-canais. Todos

os algoritmos propostos são avaliados para β = 0, 7. Eles são: os algoritmos OQ-DPC-

1 e OQ-DPC-2, ambos pertencentes à categoria de algoritmos desenvolvida na Seção 2.4;
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Fig. 5.2: Amostra da evolução temporal do ganho efetivo de canal (µ), da potência de trans-
missão (p) e da SINR alvo (γt) para um usuário da rede.
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os algoritmos provenientes do controle H2, ou seja, o H2-DPC (Seção 3.2.1), a sua versão

adaptativa A-H2-DPC (Seção 3.2.2) e o FI-H2-DPC (Seção 3.2.3); os algoritmos robustos

H2/H∞-DPC (Seção 3.3.1) e A-H2/H∞-DPC (Seção 3.3.2); e, finalmente, os algoritmos

provenientes dos jogos dinâmicos, o OLI-NS-DPC (Seção 4.2.1) e o CLI-NS-DPC (Se-

ção 4.2.2).

Observa-se que o comportamento de todos os algoritmos está em concordância com as

discussões anteriores sobre oportunismo. Quando a situação do usuário em questão se torna

mais favorável, ou seja, quando o ganho efetivo de canal se eleva, a SINR alvo também

aumenta, ao mesmo tempo em que se observa um diminuição da potência. Além disso, as

curvas se mostram coerentes com o papel do parâmetro de regulação (r ou r1, de acordo com

o algoritmo): valores mais elevados deste parâmetro implicam níveis também elevados da

SINR e da potência, e vice-versa. A utilização de níveis mais baixos de potência em razão

de configurações com valores mais baixos do parâmetro de regulação explicam os valores

mais elevados do ganho efetivo de canal, já que nesses casos se observa menos interferência.

A título de observação, o algoritmo OQ-DPC-2 na Figura 5.2(a) apresenta um compor-

tamento diferenciado dos demais em razão da agressividade de sua função de SINR alvo

com relação à obtenção de altos níveis de SINR. Isto explica a variação limitada da SINR

alvo definida por este algoritmo, a qual se mantém próxima da SINR máxima γmax, ex-

ceto quando as condições de propagação se tornam muito desfavoráveis. Além disso, uma

evolução brusca da SINR alvo é observada na Figura 5.2(e) para os algoritmos adaptativos

A-H2-DPC e A-H2/H∞-DPC. Este comportamento revela a necessidade de um refinamento

na regra de adaptação do parâmetro r(k), proposto a título de ilustração na Seção 3.2.2.

5.2.3 Avaliação de desempenho

A classe de algoritmos proposta na Seção 2.4, representada pelos algoritmos OQ-DPC-1

e OQ-DPC-2, é a primeira a ter seu desempenho avaliado. Estes algoritmos são comparados

àqueles apresentados na Seção 2.3.2, os algoritmos OPC e OPC-F [41, 42]. Os resulta-

dos discutidos em seguida foram publicados em [10]. As simulações realizadas apresenta-

ram alguns parâmetros ligeiramente diferentes daqueles definidos na Seção 5.2.1, como por

exemplo o fator de perda (κ = 0, 5), a largura de banda (W = 1, 25 MHz) e o tempo de
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funcionamento da rede na simulação (5 s). A Figura 5.3 ilustra a quantidade total de infor-

mação transmitida (ver Figura 5.3(a)) e a probabilidade de interrupção de transmissão (ver

Figura 5.3(b)) dos quatro algoritmos para diferentes cargas do sistema, sendo que as confi-

gurações escolhidas para os algoritmos OPC e OPC-F são aquelas que fornecem as melhores

taxas de transmissão.
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Fig. 5.3: Quantidade de informação transmitida e probabilidade de interrupção de transmis-
são em 5 segundos de funcionamento da rede para os algoritmos OQ-DPC-1, OQ-DPC-2,
OPC e OPC-F.

O baixo desempenho dos algoritmos OPC e OPC-F se explica pelo desprezo da infor-

mação sobre a QoS dos enlaces de comunicação em suas leis de adaptação da potência. A

ignorância quanto à QoS provoca situações em que a SINR observada no receptor se encontra

acima de γmax (ver Seção 2.1.3), o que denota taxas de transmissão saturadas e desperdício

de potência, além da geração de interferência excessiva e desnecessária. Por outro lado,

estes algoritmos estão sujeitos ao desperdício de recursos se a potência de transmissão uti-

lizada não é suficiente para estabelecer um nível mínimo para uma comunicação aceitável.

Nenhum dos dois casos é detectável pelos algoritmos OPC e OPC-F. O melhor desempenho

do OPC-F com relação ao OPC resulta do mecanismo de compartilhamento mais justo dos

recursos entre os usuários empregado por aquele algoritmo.

Os algoritmos pertencentes à classe proposta na Seção 2.4 associam a eficiência na utili-

zação dos recursos à satisfação de restrições essenciais de QoS, já que eles funcionam numa
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região predeterminada de SINR. O algoritmo OQ-DPC-2 estabelece níveis altos de SINR, a

princípio traduzidos em altas taxas de transmissão, mas responsáveis também pelo inconve-

niente das elevadas probabilidades de interrupção de transmissão, que crescem rapidamente

com a carga do sistema, isto é, com o número de usuários. Em outras palavras, o OQ-DPC-2

privilegia os usuários em excelentes condições de transmissão, que transmitem a altas taxas

e respondem pela grande quantidade de informação transmitida observada na Figura 5.3(a).

Porém, os usuários em condições moderadas ou ruins têm sua transmissão impossibilitada,

como se verifica pelos altos índices de probabilidade de interrupção na Figura 5.3(b), carac-

terizando a falta de eqüidade na utilização dos recursos da rede. O algoritmo OQ-DPC-1, em

contrapartida, preserva sempre a probabilidade de interrupção a níveis baixos, oferecendo

ainda taxas de transmissão globais elevadas para sistemas carregados.

Nos concentramos agora na avaliação de desempenho dos algoritmos provenientes das

abordagens do controle automático e da teoria dos jogos dinâmicos. Sabe-se que tais algorit-

mos permitem o ajuste do perfil de cada usuário quanto ao compromisso entre consumo de

energia e QoS através dos parâmetros de regulação. Entretanto, por uma questão de simpli-

ficação das simulações e das análises dos resultados, a escolha dos parâmetros de regulação

β e r (ou r1, no caso dos algoritmos do Capítulo 4) é válida para todos os usuários da rede,

ou seja, todos os usuários que utilizam um determinado algoritmo estão sujeitos à mesma

configuração em termos dos parâmetros de regulação.

Dentre as diversas possibilidades de combinação de parâmetros, resolveu-se adotar um

valor baixo para o parâmetro β com o intuito de privilegiar as adaptações rápidas de po-

tência. Assim, nas simulações cujos resultados serão discutidos a seguir tem-se β = 0, 3.

A configuração escolhida para cada algoritmo quanto ao parâmetro de regulação r ou r1

é aquela que fornece o melhor desempenho em termos da probabilidade de interrupção da

transmissão. Os algoritmos avaliados são: o H2-DPC (Seção 3.2.1), o FI-H2-DPC (Se-

ção 3.2.3), o H2/H∞-DPC (Seção 3.3.1), o OLI-NS-DPC (Seção 4.2.1) e o CLI-NS-DPC

(Seção 4.2.2). A Figura 5.4 apresenta as curvas da quantidade total de informação transmi-

tida (Figura 5.4(a)) e da probabilidade de interrupção de transmissão (Figura 5.4(b)) para

diferentes cargas da rede.

Observa-se que os algoritmos H2-DPC e H2/H∞-DPC promovem a transmissão da

maior quantidade de informação, mas, ao mesmo tempo, suas probabilidades de interrup-
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Fig. 5.4: Quantidade de informação transmitida e probabilidade de interrupção de transmis-
são em 200 milisegundos de funcionamento da rede para os algoritmos H2-DPC, FI-H2-
DPC, H2/H∞-DPC, OLI-NS-DPC e CLI-NS-DPC.

ção de transmissão são muito elevadas, sobretudo com o aumento da carga do sistema. Isto

revela um grau mais baixo de eqüidade na utilização dos recursos entre os usuários, pois

aqueles em situação desfavorável são os que interrompem a transmissão. A razão de tal de-

sempenho é a diminuição acentuada da flexibilidade do ponto de operação do sistema para

valores baixos do parâmetro β (ver Figura 5.1), o que restringe a SINR alvo a valores mais

próximos de γmax, atingíveis apenas por usuários que se encontram em condições favoráveis

de transmissão. Os algoritmos FI-H2-DPC, OLI-NS-DPC e CLI-NS-DPC, mais flexíveis,

são capazes de definir níveis de SINR alvo mais baixos, de maneira a obter probabilidades

de interrupção de transmissão menores, em geral ao custo de taxas de transmissão menores.

A flexibilidade de tais algoritmos, no entanto, oferece a possibilidade de escolha de pontos

de operação com taxas de transmissão mais altas também, se este é o objetivo do usuário (ou

o objetivo da rede como um todo), bastando, para isso, uma reconfiguração do parâmetro de

regulação.

A comparação entre os três últimos algoritmos evidencia a importância da dinâmica im-

posta por cada solução. De acordo com a análise de flexibilidade do ponto de operação do

sistema, realizada com o auxílio da Figura 5.1, dado um intervalo de valores do parâmetro

de regulação, o algoritmo FI-H2-DPC tem acesso a um conjunto maior de possíveis valores
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para a SINR alvo. Entretanto, as adaptações da SINR alvo e da potência de transmissão rea-

lizadas pelos algoritmos OLI-NS-DPC e CLI-NS-DPC se mostram mais efetivas em termos

da probabilidade de interrupção de transmissão e da quantidade global de informação trans-

mitida, sobretudo quando o sistema está mais carregado. Isto se deve às diferentes dinâmicas

dos algoritmos, o FI-H2-DPC utilizando informação sobre a entrada exógena na sua lei de

controle, os algoritmos OLI-NS-DPC e CLI-NS-DPC derivados das estratégias de equilíbrio

de Nash por realimentação de estado.

Para finalizar a análise comparativa dos algoritmos oriundos do controle automático e

da teoria dos jogos dinâmicos, é feita uma avaliação do erro de rastreamento da SINR alvo,

cujas curvas são mostradas na Figura 5.5. As configurações dos algoritmos são as mesmas da

análise acima, isto é, são as que fornecem o melhor desempenho em termos de probabilidade

de interrupção de transmissão na ausência de incertezas de medida. A Figura 5.5(a) mostra as

curvas do erro de rastreamento da SINR alvo com o conhecimento perfeito do ganho efetivo

de canal, enquanto que as mesmas curvas, obtidas na presença de incertezas de medida

uniformemente distribuídas entre ±3 dB, são apresentadas na Figura 5.5(b).
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Fig. 5.5: Módulo do erro de rastreamento da SINR alvo em 200 ms de funcionamento da
rede para os algoritmosH2-DPC, FI-H2-DPC,H2/H∞-DPC, OLI-NS-DPC e CLI-NS-DPC.

No caso do conhecimento perfeito do ganho efetivo de canal, o desempenho relativo dos

algoritmos quanto ao erro de rastreamento da SINR alvo (Figura 5.5(a)) é análogo àquele
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observado com relação à probabilidade de interrupção de transmissão (Figura 5.4(b)). As-

sim, pode-se deduzir que a falta de flexibilidade dos algoritmos H2-DPC e H2/H∞-DPC

com respeito à determinação do ponto de operação do sistema, isto é, sua política agressiva

de obtenção de altos níveis de SINR, conduz a níveis de erro importantes, como mostra a

Figura 5.5(a), sobretudo para sistemas mais carregados. Por outro lado, os algoritmos FI-

H2-DPC, OLI-NS-DPC e CLI-NS-DPC apresentam níveis de erro mais baixos e similares

entre eles.

É difícil fazer uma avaliação comparativa entre os algoritmos considerados quanto ao

erro de rastreamento da SINR alvo. Estes algoritmos trabalham com níveis diferentes de

SINR e de probabilidade de interrupção de transmissão, o que, em teoria, determina níveis

distintos de dificuldade para a tarefa de rastreamento da SINR alvo. Apesar disso, é possível

fazer uma avaliação sobre a sensibilidade a incertezas de medida. A comparação entre as Fi-

guras 5.5(a) e 5.5(b) mostra que os algoritmosH2-DPC e H2/H∞-DPC são menos sensíveis

às incertezas de medida, ou seja, a degradação de desempenho destes algoritmos é menor do

que a observada para os demais com a consideração de incertezas de medida. Além disso,

o algoritmo FI-H2-DPC é o mais sensível à incerteza sobre o ganho efetivo de canal, fato

explicado pela utilização desta medida na síntese do controlador do algoritmo. Os níveis dos

erros de rastreamento da SINR alvo obtidos pelos algoritmos OLI-NS-DPC e CLI-NS-DPC

são praticamente os mesmos. A degradação do desempenho destes algoritmos na presença

de incertezas de medida é intermediária.

Mais análises comparativas envolvendo os algoritmos apresentados nesta tese podem ser

encontradas nos trabalhos publicados ao longo do período. Nestes trabalhos, tanto outras

medidas de desempenho quanto diferentes cenários de simulação são considerados. Os tra-

balhos relativos à classe de algoritmos desenvolvida na Seção 2.4 e os algoritmos OQ-DPC-1

e OQ-DPC-2 são [10, 31, 44, 45]. Os algoritmos originários das abordagens do controle au-

tomático são discutidos em [46–49].

Este capítulo de análise das propostas de controle de potência oportunista via simulações

computacionais encerra os estudos sobre o assunto na tese. O restante da tese diz respeito

aos estudos sobre equalização de canal, apresentados em dois capítulos: no primeiro, faz-

se uma análise de “pior caso” sobre o atraso de equalização com a utilização de conceitos

da teoria dos jogos não-cooperativos, no segundo, propomos métodos de conjugação das
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características desejáveis dos equalizadores H2, ótimo no sentido do comportamento médio,

e H∞, robusto.



Capítulo 6

Análise do atraso de equalização com

base na teoria dos jogos

Em sistemas de comunicação com transmissão a altas taxas, efeitos produzidos pelo ca-

nal e por perturbações afetam intensamente os sinais transmitidos, que têm sua recuperação

no receptor dificultada. A equalização de canal é uma técnica clássica de reversão ou de

atenuação destes efeitos nocivos sobre os sinais, um dos mais importantes problemas de

processamento de sinais [60]. Apesar disso, alguns aspectos permanecem no nível de con-

jecturas, como a escolha do atraso de equalização. Não há um resultado analítico para o

atraso de equalização ótimo [61]. Uma escolha razoável é possível com o conhecimento da

natureza do canal, isto é, se o canal é de fase mínima ou de fase máxima [16]. Na ausência de

tal informação, o atraso de equalização é escolhido de maneira heurística, como exemplifica

a inicialização “center-spike” [62], vista na literatura como um procedimento favorável ao

bom desempenho de equalizadores adaptativos não-supervisionados.

Este capítulo é dedicado a uma análise do atraso de equalização sob a perspectiva da

teoria dos jogos não-cooperativos de soma nula. A análise de “pior caso” é realizada com

a consideração de jogos de Stackelberg e de Nash entre dois jogadores estritamente anta-

gonistas: o receptor e a “natureza maliciosa”. O principal objetivo é chegar a conclusões

sobre o atraso de equalização a ser empregado quando não há informação sobre a natureza

do canal. Antes de formular o problema como um jogo, apresentamos o sistema considerado

e os sinais envolvidos.

79
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Em uma representação no tempo discreto, é comum considerar tanto o canal quanto o

equalizador como filtros digitais de resposta ao impulso finita (FIR, do termo em inglês

Finite Impulse Response), tendo o sinal no receptor expresso como:

x(n) =

M−1∑

k=0

h(k)s(n− k) + b(n), (6.1)

onde {s(n)} é a seqüência do sinal transmitido, {h(n)} representa os elementos da res-

posta ao impulso do canal e b(n) é o ruído branco aditivo de variância σ2
b na entrada do

receptor. A unidade de tempo discreto é indicada pelos inteiros n e k. Os comprimen-

tos do canal e do equalizador são respectivamente M e N , com N ≥ M . Sendo x(n) =[
x(n) · · · x(n−N + 1)

]T
o vetor dos sinais de entrada no receptor, então:

x(n) = Hs(n) + b(n), (6.2)

onde H é a matriz de convolução do canal, de dimensão N × (M +N − 1), dada por:

H =




hT 0 · · · 0

0 hT · · · 0
...

...
...

...

0 · · · 0 hT




, (6.3)

com h =
[

h(0) · · · h(M − 1)
]T

representando o vetor de coeficientes do canal. Os

vetores s(n) e b(n) assumem as seguintes formas:

s(n) =




s(n)

s(n− 1)
...

s(n−N −M + 2)



; b(n) =




b(n)

b(n− 1)
...

b(n−N −M + 2)




. (6.4)

Na saída do equalizador, tem-se o sinal y(n) dado por:
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y(n) =

N−1∑

k=0

w(k)x(n− k), (6.5)

em que w =
[

w(0) · · · w(N − 1)
]T

é o vetor de coeficientes do equalizador.

O equalizador é ótimo no sentido de Wiener se ele minimiza o erro quadrático médio

(MSE, do termo em inglês Mean Square Error) entre os sinais transmitidos {s(n)} e recu-

perados {y(n)}, ou seja [60]:

wo = argmin
w

E
{
[s(n− l)− y(n)]2

}

= R−1pl,
(6.6)

ondeE{·} representa o operador esperança matemática,wo é o equalizador ótimo deWiener,

R denota a matriz de autocorrelação do sinal recebido x(n) e pl é o vetor de correlação

cruzada entre x(n) e o sinal transmitido s(n − l), sendo l o atraso de equalização. É claro,

portanto, que diferentes soluções deWiener são obtidas de acordo com a escolha do atraso de

equalização. Na realidade, o critério de Wiener é multi-modal com relação aos parâmetros

w e l [63] e cada solução de Wiener é associada a um MSE residual expresso por [60]:

JWiener = σ2
s − pT

l R−1pl, (6.7)

onde σ2
s corresponde à potência do sinal transmitido. Por conveniência, reescrevemos (6.7)

exprimindoR e pl em função da matriz de convolução:

R = E

{
[Hs(n) + b(n)] [Hs(n) + b(n)]T

}

= σ2
sHHT + σ2

b I
(6.8)

e

pl = E {[Hs(n) + b(n)] s(n− l)}

= σ2
sHel,

(6.9)
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onde I representa a matriz identidade de dimensão N × N e el =
[
0 · · · 1 · · · 0

]T

é um vetor de dimensão (N +M − 1)× 1 composto de zeros, com exceção do (l + 1)ésimo

elemento, que vale 1. Assim, desprezando o ruído, isto é, σ2
b = 0, a equação (6.7) torna-se:

J(l,H) = σ2
s

(
1− eT

l HT
[
HHT

]−1
Hel

)
, (6.10)

em que o MSE residual do equalizador de Wiener é representado em função do atraso de

equalização l e da matriz de convolução do canal H.

Ao minimizar o MSE definido em (6.6), o equalizador de Wiener tende a compensar os

efeitos do canal sobre o sinal transmitido, levando em conta também o ruído. Na ausência

do ruído, é fácil mostrar que para um dado comprimento N do equalizador, wo fornece a

melhor aproximação FIR de um filtro inverso do canal. Em outras palavras, o equalizador e

o canal exercem papéis antagônicos. Isto nos motiva a estudá-los por abordagens baseadas

na teoria dos jogos não-cooperativos, ferramenta de análise e de otimização proveniente do

estudo de conflitos de interesse.

6.1 Análise geral

A questão de interesse em nosso estudo é a seguinte: na ausência de informação sobre a

natureza do canal, qual atraso de equalização deve ser escolhido? Para tratar este problema,

uma abordagem de “pior caso” é proposta através da teoria dos jogos não-cooperativos de

soma nula, em que os dois jogadores, estritamente antagonistas, são o receptor e a “natureza

maliciosa”. A função custo do jogo é o erro quadrático médio (MSE) residual do equali-

zador de Wiener, isto é, a função J(l,H) definida em (6.10). Sem perda de generalidade,

a potência do sinal transmitido é considerada unitária, ou seja, σ2
s = 1. Então, o receptor

deseja minimizar J(l,H) escolhendo um atraso l ∈ L, onde L é o conjunto dos possíveis

atrasos de equalização. Por outro lado, com a noção de pior caso, a “natureza maliciosa”

escolhe um canal H ∈ H para maximizar J(l,H), sendoH o conjunto dos possíveis canais.

Os espaços das estratégias de decisão dos dois jogadores, L eH, são definidos abaixo:

L = {l ∈ Z : 0 ≤ l ≤ M +N − 2} , (6.11)
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em que M e N denotam o comprimento do canal e do equalizador, respectivamente, e

H =

{
H ∈ R

N×(M+N−1) : H =




hT 0 · · · 0

0 hT · · · 0
...

...
...

...

0 · · · 0 hT




,

com h =
[

h(0) · · · h(M − 1)
]T
}

.

(6.12)

A restrição de norma positiva para o canal, ||h||2 > 0, é considerada para evitar a solução

trivial h = 0 por parte da “natureza maliciosa”.

A estrutura de informação do jogo descrito acima define problemas distintos. Se os

jogadores decidem ao mesmo tempo, ou seja, sem compartilhamento de informação, os

problemas minimax e maximin são equivalentes. Neste caso, pode existir um equilíbrio

de Nash (lN,HN), também chamado de equilíbrio de ponto-de-sela, que satisfaz os dois

jogadores simultaneamente, isto é:

J(lN,H) ≤ J(lN,HN) ≤ J(l,HN). (6.13)

Uma outra hipótese é a existência de uma dinâmica no processo de tomada de decisão.

Um jogo em que um jogador age com o conhecimento da ação de seu adversário apresenta

uma hierarquia no processo de decisão. A hierarquia entre os jogadores quanto ao processo

de tomada de decisão caracteriza os jogos de Stackelberg [32, 33]. Em nossas análises, dois

jogos de Stackelberg são considerados. No primeiro, a “natureza maliciosa”, maximizadora

de J(l,H), age antes do receptor, minimizador da mesma função de desempenho. Dessa

forma, o receptor dispõe da informação sobre o canal para determinar o atraso de equalização

ótimo. Isto permite o estudo de uma estratégia de segurança para a “natureza maliciosa”,

levando em consideração que a decisão do receptor será ótima. Esta estratégia de segurança

resulta do problema maximin abaixo:

max
H∈H

min
l∈L

{
J(l,H) = 1− eT

l HT
[
HHT

]−1
Hel

}
, (6.14)
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cuja solução de equilíbrio de Stackelberg associada (l∗(H∗),H∗) satisfaz as seguintes con-

dições:

J(l∗(H),H) ≤ J(l∗(H∗),H∗) ≤ J(l(H∗),H∗). (6.15)

A hierarquia é invertida no segundo jogo considerado. O receptor age antes da “natureza

maliciosa”, definindo um atraso de equalização. Dispondo desta informação, a “natureza

maliciosa” escolhe o canal de pior caso, aquele que maximiza o MSE residual dado o atraso

de equalização escolhido pelo receptor. Neste caso, busca-se uma estratégia de segurança

para o receptor, a qual resulta do problema minimax abaixo:

min
l∈L

max
H∈H

{
J(l,H) = 1− eT

l HT
[
HHT

]−1
Hel

}
, (6.16)

cuja solução de equilíbrio de Stackelberg associada (l∗,H∗(l∗)) satisfaz as condições abaixo:

J(l∗,H(l∗)) ≤ J(l∗,H∗(l∗)) ≤ J(l,H∗(l)). (6.17)

Os dois jogos de Stackelberg são analisados a seguir. As estratégias de segurança da

“natureza maliciosa” e do receptor revelam, de um lado, propriedades dos canais mais pro-

blemáticos no contexto da equalização, do outro, resultados relativos à escolha do atraso

de equalização na ausência de informação sobre a natureza do canal. A solução de Nash

também é discutida após simplificações do problema num estudo de caso apresentado na

Seção 6.2.

6.1.1 Estratégia de segurança da “natureza maliciosa”

A estratégia de segurança da “natureza maliciosa” resulta do problema maximin (6.14).

O Teorema 12, logo abaixo, ajuda a caracterizar a estratégia de segurança da “natureza

maliciosa” e a determinar o valor do jogo, isto é, o MSE residual, no ponto de equilíbrio de

Stackelberg.

Teorema 12. Na ausência do ruído e considerando que o sinal transmitido tem potência

unitária, o somatório dos erros quadráticos médios residuais associados às soluções de

Wiener para todos os atrasos de equalização é dado por:
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∑

l∈L

J(l,H) = M − 1, (6.18)

onde L é o conjunto dos possíveis atrasos de equalização e H é a matriz de convolução

relativa a um canal h de comprimento M .

Demonstração. O somatório dos erros quadráticos médios residuais de Wiener para todos

os atrasos de equalização é escrito segundo (6.7):

∑

l∈L

J(l,H) =
M+N−2∑

l=0

(
σ2

s − pT
l R−1pl

)
, (6.19)

onde M e N são os comprimentos do canal e do equalizador, respectivamente. A matriz

de autocorrelação do sinal de entrada no receptor R e o vetor de correlação cruzada entre

o sinal transmitido e o sinal de entrada no receptor pl são definidos em (6.8) e (6.9). Com

o desprezo do ruído e considerando que o sinal transmitido tem potência unitária, isto é,

σ2
b = 0 e σ2

s = 1, a matriz de autocorrelação se reduz a R = HHT e o vetor de correlação

cruzada a pl = Hel. Assim, a equação (6.19) é reescrita como:

∑

l∈L

J(l,H) =

M+N−2∑

l=0

σ2
s −

M+N−2∑

l=0

eT
l HTR−1Hel

= (M +N − 1)− Tr
{
HTR−1H

}

= (M +N − 1)− Tr
{
HT

(
HHT

)−1
H
}

= (M +N − 1)−N

= M − 1,

(6.20)

onde el é um vetor coluna de zeros, exceto o (l + 1)ésimo elemento, que vale 1, e Tr{·}

representa o operador traço de uma matriz.

De acordo com o Teorema 12, o somatório dos MSEs residuais para todos os atrasos de

equalização vale M − 1. Já que (M +N − 1) é o número de possíveis atrasos associados a

um canal de comprimento M e a um equalizador de comprimento N , então o canal H∗ que

apresenta o mesmo valor de MSE residual para qualquer que seja o atraso de equalização
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fornece como valor do jogo J(l,H∗) = (M − 1)/(M + N − 1), ∀l ∈ L. É fácil verificar

que o par (l∗(H∗),H∗) é a solução do problema maximin (6.14), em que l∗(H) é o atraso de

equalização ótimo (minimizador de J(l,H)) em função do canal H.

Ainda segundo o Teorema 12, se o canal é tal que o MSE para um determinado atraso

de equalização é maior que (M − 1)/(M + N − 1), haverá certamente um outro atraso

para o qual o MSE é menor que (M − 1)/(M + N − 1). Conseqüentemente, este último

atraso será o escolhido pelo receptor, empenhado em minimizar J(l,H). Dessa forma, o

canal H∗ definido acima maximiza o MSE residual mínimo. Em outras palavras, H∗ é

a solução ótima para a “natureza maliciosa”, ou sua estratégia de segurança. No estudo

de caso realizado na Seção 6.2, verificou-se para canais com dois e três coeficientes que as

estratégias de segurança caracterizadas por um mesmoMSE residual para qualquer atraso de

equalização correspondem aos canais reconhecidamente mais severos, em que se observam

nulos espectrais.

6.1.2 Estratégia de segurança do equalizador

A estratégia de segurança do equalizador é derivada do problema minimax (6.16). A

maximização interna em (6.16) é apresentada como:

max
H∈H

{
1− eT

l HT
[
HHT

]−1
Hel

}
= 1− eT

l H∗T (l)
[
H∗(l)H∗T (l)

]−1
H∗(l)el, (6.21)

onde H∗(l) representa o canal ótimo (maximizador de J(l,H)) em função do atraso l. As-

sim, o problema minimax (6.16) pode ser reescrito da seguinte maneira:

min
l∈L

{
1− eT

l H∗T (l)
[
H∗(l)H∗T (l)

]−1
H∗(l)el

}
. (6.22)

A matriz H∗(l)H∗T (l) tem dimensão N × N . Ela é uma matriz Toeplitz e simétrica, e

portanto, é centrosimétrica. Já que ela corresponde à matriz de autocorrelação do sinal rece-

bido x(n) na ausência do ruído, (ver equação (6.8)), então H∗(l)H∗T (l) é definida positiva,

o que vale também, conseqüentemente, para sua inversa. Logo, para qualquer vetor v 6= 0,

pode-se afirmar que vT
[
H∗(l)H∗T (l)

]−1
v > 0.
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A solução l∗ que minimiza (6.22), se ela existe, é difícil de ser determinada. Entretanto,

é possível pelo menos restringir o espaço de estratégias do receptor, que compreende, a

princípio, o conjunto L definido em (6.11). O Teorema 13 estabelece um espaço reduzido

para as estratégias de segurança do receptor no jogo de Stackelberg definido em (6.16) e

redefinido em (6.22).

Teorema 13. Seja l ∈ L, L = {0, . . . , M+N−2}, o atraso de equalização, em que M e N

são os comprimentos do canal e do equalizador, respectivamente, eN ≥M . Seja l∗ o atraso

que minimiza o MSE residual máximo, isto é, l∗ é a estratégia de segurança do receptor no

jogo de Stackelberg definido em (6.16) e em (6.22), representando assim o atraso ótimo de

pior caso, ou o atraso robusto. Então:

l∗ ∈ Z : M − 1 ≤ l∗ ≤ N − 1. (6.23)

Demonstração. Já que a matriz
[
H∗(l)H∗T (l)

]−1
é definida positiva, o valor máximo do

jogo (6.22) é 1, sendo obtido se, e somente se, H∗(l)el = 0, onde el é um vetor coluna de

zeros, com exceção do (l + 1)ésimo elemento, que vale 1. Logo, o atraso l∗, que representa

a estratégia de segurança do receptor no jogo (6.22), deve pertencer ao conjunto de atrasos

que evitam H∗(l)el = 0.

A matriz de convolução H associada a um canal h =
[

h(0) · · · h(M − 1)
]T

de

comprimento M tem a seguinte representação:

H =




h(0) h(1) · · · h(M − 1) 0 · · · 0 · · · 0

0 h(0) · · · h(M − 2) h(M − 1) · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · h(1) · · · 0

0 0 · · · 0 0 · · · h(0) · · · h(M − 1)




. (6.24)

Observa-se que as colunas deH são constituídas pelo canal h ou por uma parte dele, sempre

na ordem inversa. Além disso, sabe-se queHel = coluna(l+1)(H). Assim, considerando que

||h||2 > 0, se pelo menos um coeficiente de h não está presente na (l + 1)ésima coluna de H,

então a “natureza maliciosa” é capaz de escolher um canal tal queHel = 0, obtido ao anular



88 Análise do atraso de equalização com base na teoria dos jogos

os coeficientes desta coluna de H. Portanto, o atraso l∗ se restringe a l ∈ Z : M − 1 ≤

l ≤ N − 1, pois neste caso todos os coeficientes do canal FIR h de norma positiva estão

presentes na (l+1)ésima coluna da matriz de convolução associada a h, e conseqüentemente,

Hel 6= 0.

Este resultado estabelece que a estratégia de segurança do receptor, ou o atraso de equa-

lização robusto, se encontra entre os atrasos intermediários. Assim, o resultado se remete ao

conceito clássico da inicialização “center-spike” [62], considerado um procedimento favo-

rável ao bom desempenho de equalizadores adaptativos não-supervisionados.

No caso em que N ≫ M , o Teorema 13 não suscita muito interesse, pois um número

pequeno dos (N +M −1) possíveis atrasos de equalização pode ser desprezado na busca de

um atraso robusto. Por outro lado, quando N se aproxima de M , caso de uma equalizador

mais curto, a importância do resultado apresentado acima aumenta. Finalmente, para um

canal e um equalizador de mesmo comprimento, ou seja, N = M = L, o Teorema 13

fornece a estratégia de segurança do receptor para o problema minimax (6.16), que é l∗ =

L−1, o elemento central do conjunto de possíveis atrasos de equalização em ordem crescente

L = {0, 1, . . . , L−2, L−1, L, . . . , 2L−3, 2L−2}. A solução de equilíbrio de Stackelberg

neste jogo é portanto o par (l∗,H∗(l∗)), em que H∗(l) é o canal ótimo de pior caso, que

maximiza o MSE residual em função do atraso l.

6.2 Estudo de caso

Na seção anterior, uma análise geral do problema da escolha do atraso de equalização

foi realizada através da teoria dos jogos de Stackelberg. Esta análise não se restringe a um

modelo ou a uma estrutura específica para os canais. As únicas suposições são: o canal é

FIR e oferece condições de transmissão, isto é, pode ser representado por um vetor de norma

positiva. A análise apresentada na seção anterior representa uma generalização de nossa

abordagem inicial do problema, que se deu num contexto simplificado. Publicada em [64],

nossa abordagem inicial foi realizada com o uso de resultados clássicos da teoria dos jogos

estáticos não-cooperativos de soma nula de 2-jogadores, em que a solução de equilíbrio de

Nash ou de ponto-de-sela de um jogo matricial é obtida por técnicas de programação linear
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[32]. Para a formulação do jogo matricial, foi necessário discretizar o espaço das estratégias

da “natureza maliciosa”, ou seja, os canais. Além disso, a análise se restringe apenas a

canais FIR de 2 ou 3 coeficientes. Esta seção apresenta a abordagem via jogo matricial

desenvolvida em [64], a qual serviu como primeiro passo para a análise geral apresentada na

seção anterior.

Em um jogo estático não-cooperativo de soma nula de 2-jogadores, os dois jogadores

são completamente antagonistas e decidem simultaneamente. Além disso, se os espaços das

estratégias dos jogadores são finitos, o jogo pode ser representado sob a forma matricial,

em que todas as estratégias possíveis de um jogador são descritas pelas linhas da matriz,

enquanto que as estratégias do adversário correspondem às diferentes colunas da matriz.

Dessa forma, um par de decisões dos jogadores corresponde a um elemento da matriz, que

equivale a um resultado do jogo, dado pelo valor da função de desempenho segundo as

decisões dos jogadores.

“Natureza maliciosa”

R
ec
ep
to
r

J(l1,H1) · · · J(l1,Hj) · · · J(l1,Hjmax
)

...
...

...
...

...
J(li,H1) · · · J(li,Hj) · · · J(li,Hjmax

)
...

...
...

...
...

J(limax
,H1) · · · J(limax

,Hj) · · · J(limax
,Hjmax

)

Fig. 6.1: Matriz de um jogo entre o receptor e a “natureza maliciosa”.

O jogo entre o receptor e a “natureza maliciosa” é representado pela matriz J = {J(li,Hj)}

ilustrada na Figura 6.1, em que i e j representam, respectivamente, a iésima linha e a jésima

coluna de J. O elemento J(li,Hj) é o erro quadrático médio residual do equalizador de

Wiener, equação (6.10), em função das escolhas do atraso de equalização li e do canal Hj.

Considera-se que a potência do sinal transmitido é unitária, σ2
s = 1. O espaço de estratégias

do receptor é constituído pelas linhas i ∈ {1, . . . , imax}, onde imax = M +N − 1, com M e

N representando os comprimentos do canal h e do equalizador. Por outro lado, é necessário

discretizar o espaço de estratégias da “natureza maliciosa”, de modo a permanecer com um

número finito de filtros FIR que representam a resposta ao impulso do canal h e, em con-

seqüência disso, permanecer com um número finito de matrizes de convolução Hj. Assim,



90 Análise do atraso de equalização com base na teoria dos jogos

j ∈ {1, . . . , jmax}, onde jmax depende da discretização do espaço de filtros FIR h. Nesta

formulação, h é considerado um filtro FIR de norma unitária.

6.2.1 Estratégias de segurança mistas e solução de equilíbrio

Na nomenclatura da teoria dos jogos, o conjunto das possíveis decisões determinísticas

de um jogador é chamado de espaço de estratégias puras. Em compensação, uma estratégia

mista de um jogador é definida por uma distribuição de probabilidades dentro do seu espaço

de estratégias puras. A abordagem estocástica de um problema de decisão por meio de

estratégias mistas sugere que o jogo é realizado repetidamente e que o seu resultado final é

obtido como a média das realizações do jogo. Os jogadores podem, nesse caso, se utilizar

de estratégias probabilísticas.

Com relação ao jogo matricial ilustrado na Figura 6.1, as estratégias mistas do receptor e

da “natureza maliciosa” são representadas, respectivamente, pelas variáveis aleatórias u e v,

as quais são definidas pelas distribuições y =
[

y1 · · · yimax

]T
e z =

[
z1 · · · zjmax

]T
,

tais que [32]:

u =






1 com probabilidade y1

...

imax com probabilidade yimax

,

imax∑

i=1

yi = 1, yi ≥ 0, (6.25)

v =





1 com probabilidade z1

...

jmax com probabilidade zjmax

,

jmax∑

j=1

zj = 1, zj ≥ 0. (6.26)

Assim, a menos que as distribuições de probabilidade y e z se concentrem num único ponto,

o que constitui uma estratégia de decisão pura (probabilidade igual a 1), as decisões dos joga-

dores serão baseadas nas variáveis aleatórias u e v, cujos valores possíveis são as estratégias

puras de cada jogador.

Considerando um número elevado de realizações do jogo, supõe-se que as freqüências
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com que as linhas e as colunas da matriz J = {J(li,Hj)} são escolhidas pelo receptor e

pela “natureza maliciosa” convergem para as respectivas distribuições de probabilidades que

caracterizam as estratégias u e v. Assim, o valor médio do jogo se expressa como:

J(y, z) =

imax∑

i=1

jmax∑

j=1

yiJ(li,Hj)zj = yTJz, (6.27)

onde J é a matriz ilustrada na Figura 6.1, y é o vetor de distribuição de probabilidades

do receptor e z é o vetor de distribuição de probabilidades da “natureza maliciosa”. Logo,

o receptor pretende minimizar J(y, z), o MSE residual de Wiener, enquanto a “natureza

maliciosa” busca maximizar a mesma função de desempenho, o que caracteriza um jogo

não-cooperativo de soma nula.

Uma estratégia de segurança é aquela que garante um nível de desempenho individual,

independentemente da decisão do adversário. Este valor de desempenho é chamado de nível

de segurança. Assim, quando o receptor (minimizador de J(y, z)) se decide por sua estraté-

gia de segurança, representada pelo vetor y∗, ele garante um valor do jogo igual ou inferior a

seu nível de segurança V m(J). A mesma idéia se aplica à “natureza maliciosa” (maximiza-

dora de J(y, z)). Caso ela opte por sua estratégia de segurança, dada pelo vetor z∗, o valor

do jogo será igual ou superior a seu nível de segurança V m(J). As definições dos níveis de

segurança são as seguintes:

V m(J) , min
y∈Y

max
z∈Z

yTJz, (6.28)

V m(J) , max
z∈Z

min
y∈Y

yTJz, (6.29)

onde Y e Z são os conjuntos de todos os vetores possíveis y e z, isto é:

Y =

{
y ∈ R

imax : y ≥ 0,
imax∑

i=1

yi = 1

}
, (6.30)

Z =

{
z ∈ R

jmax : z ≥ 0,

jmax∑

j=1

zj = 1

}
. (6.31)
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Definição 9. O par de estratégias mistas {y∗, z∗} constitui um ponto-de-sela (ou um ponto

de equilíbrio de Nash) para o jogo matricial J em estratégias mistas se:

y∗
T
Jz ≤ y∗

T
Jz∗ ≤ yTJz∗, ∀y ∈ Y, z ∈ Z. (6.32)

O teorema minimax, enunciado abaixo, é um dos mais importantes resultados da teoria

dos jogos de soma nula. A partir dele, demonstra-se que, se J representa um jogo matricial

[32]:

i) J possui um ponto-de-sela em estratégias mistas;

ii) um par de estratégias mistas constitui um ponto-de-sela de J se, e somente se, a estra-

tégia mista de cada jogador corresponde a sua estratégia de segurança;

iii) O valor do jogo, Vm(J), é dado unicamente pelos nível de segurança dos jogadores,

V m(J) e V m(J), os quais são coincidentes, isto é: Vm(J) = V m(J) = V m(J);

iv) no caso de múltiplos pontos-de-sela, as estratégias de segurança são permutáveis, o

que assegura a obtenção do valor do jogo Vm(J) para quaisquer pares de estratégias de

segurança.

Teorema 14 (Teorema minimax). Em qualquer jogo matricial J, os níveis de segurança

médios dos jogadores em estratégias mistas coincidem, isto é:

V m(J) = min
y∈Y

max
z∈Z

yTJz = max
z∈Z

min
y∈Y

yTJz = V m(J). (6.33)

Demonstração. Ver [32], páginas 27-28.

Há uma relação estreita entre um jogo matricial de soma nula de 2-jogadores, como o

jogo J apresentado nesta seção, e um problema de programação linear. Esta relação permite

o uso de consolidados algoritmos de resolução de problemas de programação linear para o

cálculo das estratégias de segurança mistas dos jogadores e do valor do ponto-de-sela do

jogo.
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A resolução do jogo J como um problema de programação linear tem como ponto de

partida a expressão minimax do valor do jogo Vm(J) = V m(J) em (6.28). Esta expressão

pode ser reescrita como:

Vm(J) = min
y∈Y

ϑ1(y), (6.34)

onde

ϑ1(y) = max
z∈Z

yTJz ≥ yTJz, ∀z ∈ Z. (6.35)

Como Z é o simplex de dimensão jmax definido em (6.31), a desigualdade acima equivale a:

JTy ≤ 1jmax
ϑ1(y), (6.36)

onde 1jmax
=
[
1 · · · 1

]T
∈ R

jmax . Então, introduzindo a variável ỹ = y/ϑ1(y),

observa-se que o problema de otimização do receptor para a determinação de sua estraté-

gia de segurança mista é:

min
y∈Y

ϑ1(y)

sujeito a JT ỹ ≤ 1jmax
,

ỹ1imax
= [ϑ1(y)]

−1 ,

ỹ ≥ 0, y = ỹϑ1(y),

(6.37)

onde 1imax
=
[
1 · · · 1

]T
∈ R

imax . Este problema equivale ao seguinte problema de

maximização na forma padrão:

max ỹT1imax

sujeito a JT ỹ ≤ 1jmax
,

ỹ ≥ 0.

(6.38)

A resolução de (6.38) fornece a solução ótima ỹ∗ e o valor ótimo do problema, dado por

1/Vm(J). Logo, o valor do ponto-de-sela do jogo associado ao problema (6.38) é o inverso
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do valor ótimo do problema, isto é, Vm(J). Além disso, a estratégia de segurança do receptor

y∗ é obtida da relação ỹ∗ = y∗/Vm(J).

O cálculo da estratégia de segurança mista da “natureza maliciosa” também pode ser

realizado via programação linear. Para isso, a expressão maximin do valor do jogo Vm(J) =

V m(J) em (6.29) é considerada, e introduz-se:

ϑ2(z) = min
y∈Y

yTJz ≤ yTJz, ∀y ∈ Y, (6.39)

e z̃ = z/ϑ2(z). Então, seguindo um procedimento similar ao realizado para o receptor,

chega-se ao seguinte problema de programação linear para o cálculo da estratégia de segu-

rança mista para a “natureza maliciosa”:

min z̃T1jmax

sujeito a Jz̃ ≥ 1imax
,

z̃ ≥ 0.

(6.40)

A resolução de (6.40) fornece a solução ótima z̃∗ e o valor ótimo do problema, dado por

1/Vm(J). Como antecipado pelo Teorema 14, o valor do ponto-de-sela do jogo é único,

Vm(J), neste caso também obtido como o inverso do valor ótimo do problema (6.40). A

estratégia de segurança da “natureza maliciosa” z∗ é obtida da relação z̃∗ = z∗/Vm(J).

As relações apresentadas entre as estratégias de ponto-de-sela do jogo J e as soluções dos

problemas (6.38) e (6.40) foram utilizadas na análise da escolha do atraso de equalização.

Alguns resultados desta análise através de um jogo matricial não-cooperativo de soma nula

entre o receptor e a “natureza maliciosa” são discutidos a seguir.

6.2.2 Resultados

Como mencionado no início da Seção 6.2, para a formulação do jogo matricial J da

Figura 6.1 entre o receptor e a “natureza maliciosa”, foi necessário discretizar o espaço das

estratégias do último jogador, isto é, os canais foram discretizados para constituírem um
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espaço de estratégias finito. Apenas canais FIR de 2 ou 3 coeficientes e com norma unitária

foram considerados. Assim, o espaço das estratégias da “natureza maliciosa” é composto

por canais h =
[

h(0) h(1)
]T

ou h =
[

h(0) h(1) h(2)
]T

, tais que cada coeficiente

varia no intervalo [−1, 1] e, necessariamente, ||h||2 = 1.

O caso em que não há ruído é considerado primeiro. A nomenclatura quanto ao canal e

ao equalizador é mantida, ou seja, M e N são seus respectivos comprimentos.

Segundo o Teorema 12, a estratégia de segurança da “natureza maliciosa” é composta

por canais que fornecem os mesmos valores de erro quadrático médio residual para todos

os atrasos de equalização, a saber (M − 1)/(M + N − 1). Para o caso de canais com dois

coeficientes, dois canais foram obtidos como estratégia de segurança através da resolução

de (6.40). Ambos estão em concordância com o Teorema 12: eles apresentam MSE residual

de 1/(N + 1), em função do comprimento do equalizador, para todos os possíveis atrasos

de equalização. Verificou-se que estes canais têm seus zeros sobre o círculo unitário, em

z = +1 e z = −1. É importante ressaltar que estes canais são considerados casos críticos

quando o problema de equalização é estudado, seja pela abordagem clássica, seja por aquela

de classificação realizada em [65].

A resolução de (6.40) para canais com 3 coeficientes também fornece canais em con-

cordância com o Teorema 12. Além disso, os canais que correspondem às estratégias de

segurança têm seus zeros sobre o círculo unitário. Observa-se que estes canais não são arbi-

trários, as fases de seus zeros obedecem a:

Φ = π/N. (6.41)

Quanto às estratégias de segurança mistas do receptor, elas são obtidas com a resolução

de (6.38). Tanto para canais com 2 coeficientes quanto para canais com 3 coeficientes, foram

obtidas múltiplas estratégias de segurança para o receptor. Elas se caracterizam por uma dis-

tribuição de probabilidades uniforme entre os possíveis atrasos de equalização, ou por uma

concentração da distribuição nos atrasos intermediários. Após um número elevado de repe-

tições do jogo, ou concretamente, ao fim de um período longo de transmissão, o resultado

médio do jogo, isto é, o MSE residual observado pelo receptor é o mesmo, seja adotada uma

ou outra estratégia de segurança. Esta é uma das propriedades, já mencionadas, das estraté-
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gias de segurança mistas em jogos não-cooperativos de soma nula. Além disso, a estratégia

dos atrasos intermediários está de acordo com a análise apresentada na Seção 6.1.2, além de

mais uma vez trazer à tona os conceitos da inicialização “center-spike” [62].
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(b) SNR = 30 dB.
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(c) SNR = 15 dB.
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(d) SNR = 5 dB.

Fig. 6.2: Estratégia de segurança do receptor quanto ao atraso de equalização: caso do canal
de três coeficientes e do equalizador de cinco coeficientes.

As mesmas análises foram realizadas considerando um ruído aditivo gaussiano de média

zero na entrada do receptor. Como no cenário anterior, as estratégias de segurança obtidas

para a “natureza maliciosa” correspondem a canais de difícil equalização. Com relação

ao receptor, observa-se uma tendência de concentração da distribuição de probabilidades

sobre valores intermediários do atraso de equalização com a redução da relação sinal-ruído
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(SNR, do termo em inglês Signal-to-Noise Ratio). O caso do canal de 3 coeficientes com

um equalizador de 5 coeficientes é considerado na Figura 6.2. Quatro níveis de SNR são

observados: sem ruído, 30 dB, 15 dB e 5 dB.

A concentração da distribuição de probabilidades sobre o atraso central com o aumento

do ruído revela um aspecto interessante. Inicialmente, os níveis elevados do ruído levam a

matriz de autocorrelação R do sinal de entrada, expressa em (6.8), a se aproximar de uma

matriz diagonal. Com isso, a solução de Wiener definida em (6.6) torna-se proporcional ao

vetor de correlação cruzada pl, onde l é o atraso de equalização. De (6.9), sabe-se que pl

corresponde à (l + 1)ésima coluna da matriz de convolução H. Os elementos desta coluna

reproduzem o vetor de coeficientes do canal h, ou parte dele, mas em sua ordem inversa.

Ao escrever H em termos dos coeficientes de h, verifica-se que para M − 1 ≤ l ≤ N − 1,

que corresponde a atrasos intermediários, o vetor h em sua ordem inversa está inteiramente

presente na (l + 1)ésima coluna da matriz de convolução H. Neste caso, o equalizador de

Wiener assume a configuração clássica da resposta do filtro casado com o canal [16], obtida

como estratégia de segurança do receptor para o cenário de SNRs baixas.

Após as análises do atraso de equalização sob a perspectiva da teoria dos jogos não-

cooperativos realizadas neste capítulo, o problema da equalização adaptativa de canal é tra-

tado no próximo. Dois métodos baseados na filtragem H∞ são propostos para a associação

do bom desempenho médio à robustez.
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Capítulo 7

Equalização de canal: desempenho

médio e robustez

A equalização linear adaptativa é bastante utilizada para a reversão ou a atenuação dos

efeitos dos canais e das perturbações sobre os sinais transmitidos em sistemas de comunica-

ção [60, 66]. Em geral, equalizadores lineares adaptativos são constituídos por filtros trans-

versais com coeficientes adaptativos e funcionam satisfatoriamente no caso de variações dos

canais, além de apresentarem baixa complexidade computacional. Convencionalmente, os

algoritmos de adaptação dos coeficientes do equalizador são obtidos de acordo com um crité-

rio de desempenho que leva em consideração o comportamento médio do sistema, como, por

exemplo, a minimização do erro quadrático médio entre um sinal de referência e o sinal na

saída do equalizador. Os algoritmos adaptativos LMS (Least Mean Square) e RLS (Recur-

sive Least Squares), assim como suas variantes, são soluções tradicionais para a equalização

adaptativa [60].

A formulação do problema da equalização adaptativa no espaço de estados apresenta

uma relação estreita com as teorias de estimação e filtragem H2 e H∞ [54, 60, 67, 68]. Isto

possibilita a utilização de resultados e abordagens comuns nessas áreas, tais como o filtro

de Kalman [69], ou filtro H2, e o filtro H∞ [70]. Alguns dos algoritmos mais utilizados em

equalização adaptativa são aplicações particulares desses filtros.

O filtro de Kalman resolve o problema da equalização a partir de um critério de desem-

penho sobre o comportamento médio do sistema, isto é, a minimização do erro quadrático

99
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médio na saída do filtro. A otimalidade do filtro se apóia na hipótese de que os ruídos que

agem sobre o estado e sobre a saída do modelo são gaussianos, com as estatísticas da média

e da variância conhecidas. O algoritmo RLS é um caso particular do filtro de Kalman [68],

e portanto é um filtro H2.

Na realidade, porém, o processamento dos sinais no receptor com vistas à recuperação do

sinal transmitido está sujeito a incertezas sobre o modelo adotado. Na melhor das hipóteses,

as estatísticas das perturbações, que incluem os ruídos, as interferências e as imperfeições

dos modelos, são conhecidas apenas aproximadamente. A sensibilidade da equalização via

critérioH2 quanto a erros de modelagem justifica a utilização de técnicas capazes de garantir

o bom funcionamento dos sistemas de comunicação em ambientes ou cenários em que as

incertezas e imperfeições dos modelos são significativas. Tais situações podem ocorrer, por

exemplo, devido a fenômenos de difícil modelagem, como a interferência assíncrona em

sistemas de múltiplo acesso sem fio [71, 72] ou o ruído impulsivo presente em sistemas

DSL (Digital Subscriber Line) [73] e PLC (Power Line Communications) [74]. Trata-se,

portanto, do processamento robusto de sinais [75], que tem a filtragem H∞ [54,67,70] como

abordagem central.

A filtragem H∞ é associada à robustez por se tratar de uma otimização do desempenho

de “pior caso”. Na filtragem H∞, tem-se como objetivo a minimização da máxima transfe-

rência de energia das perturbações para o erro filtrado. Por causa da dificuldade de resolução

deste problema minimax, é comum que um problema subótimo seja considerado, em que no

lugar da minimização se faz uma limitação da máxima transferência de energia das pertur-

bações para o erro filtrado. Assim, uma família de filtros H∞ resulta da parametrização do

limitante superior da máxima transferência de energia. Este parâmetro é chamado de nível

de atenuação da perturbação e determina o grau de robustez do filtro H∞. Diferentemente da

filtragem H2, na qual as perturbações são pressupostas variáveis aleatórias com estatísticas

conhecidas, na filtragem H∞ nenhuma suposição é feita sobre as propriedades estatísticas

dos ruídos ou das incertezas, já que se trata de uma abordagem determinística para o pro-

blema. Ao mesmo tempo que é uma boa alternativa ao filtro H2 em razão de sua robustez,

o filtro H∞ é conservador com relação ao desempenho médio, sendo comum a verificação

de erros quadráticos mais elevados que os da filtragem H2. Em [76], demonstra-se que o

algoritmo LMS é um filtro H∞.
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A complementaridade das abordagens H2 e H∞ motiva o estudo da reunião das proprie-

dades desejáveis de cada solução, com o critério H2 voltado ao desempenho médio do equa-

lizador, enquanto o critério H∞ se caracteriza pela robustez. Diferentes estratégias de com-

promisso entre os critériosH2 eH∞ são encontradas no contexto da filtragemmistaH2/H∞.

Há abordagens não-lineares, como em [77], outras para sistemas lineares contínuos e inva-

riantes no tempo [78], ou ainda abordagens desenvolvidas para sistemas lineares discretos e

invariantes no tempo, como em [79]. Porém, a equalização linear adaptativa mista H2/H∞

permanece um problema aberto. As soluções encontradas na literatura se referem à comuta-

ção entre o RLS e uma combinação convexa entre o RLS e o LMS [80–82]. A comutação

entre uma e outra solução é feita com base no monitoramento da norma H∞ verificada para

o equalizador H2 (RLS): se esta norma se torna maior do que o nível pré-especificado de

atenuação da perturbação do equalizador H∞ puro (LMS), então a combinação convexa dos

dois equalizadores é acionada. Esta metodologia é uma solução recursiva apresentada para

o problema geral da filtragem adaptativa mista H2/H∞, que consiste, formalmente, num

problema de programação não-linear sem solução explícita [81].

Neste capítulo são propostos dois métodos de equalização adaptativa para a associação

do bom desempenho médio à robustez contra incertezas ou erros de modelagem. Em [83],

demonstra-se que a combinação convexa de dois filtros transversais adaptativos quaisquer é

uma maneira conceitualmente simples de explorar as características individuais dos filtros,

com a garantia de que, no estado permanente, o erro quadrático médio da combinação é igual

ou inferior ao MSE individual do melhor filtro. Então, o método inicialmente proposto para

reunir as propriedades dos filtrosH2 eH∞ é uma combinação convexa dos dois filtros, sendo

que o filtro H∞ empregado tem melhor desempenho médio que o LMS. O segundo método

de busca de um compromisso adaptativo entre os dois critérios utiliza apenas um filtro H∞.

O método consiste num esquema de adaptação do filtro H∞ que permite o ajuste do nível

de robustez do equalizador. Assim, o equalizador H∞ pode assumir desde configurações

robustas até configurações que o reduzem ao equalizador H2. Antes da apresentação dos

dois métodos mencionados, a combinação convexa dos dois filtros na Seção 7.3 e a adaptação

do nível de robustez do filtro H∞ na Seção 7.4, a formulação do problema da equalização

adaptativa no espaço de estados é exposta na próxima seção e as soluções gerais das filtragens

adaptativas H2 e H∞ são apresentadas na Seção 7.2. A Seção 7.5 é destinada à avaliação de
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desempenho dos métodos propostos.

7.1 Formulação do problema

O sistema de comunicação considerado é ilustrado em banda básica na Figura 7.1. Ele se

caracteriza pela transmissão simultânea de Nt sinais complexos, s0(k), . . . , sNt−1(k), sendo

k o indicador de tempo discreto, enquanto que o receptor é constituído por Nr sensores

de recepção. Neste sistema de múltiplas entradas e múltiplas saídas (MIMO, do termo

em inglês Multiple Input Multiple Output), não há coordenação na transmissão dos sinais

s0(k), . . . , sNt−1(k), caso típico de um sistema multi-usuário. Por outro lado, a diversidade

espacial no receptor é utilizada para recuperar os sinais transmitidos através do processa-

mento conjunto dos sinais x0(k), . . . , xNr−1(k). O subcanal entre o transmissor j e o recep-

tor i é representado por um filtro FIR (Finite Impulse Response) de comprimento M com

coeficientes complexos: hij =
[

hij(0) · · · hij(M − 1)
]T
, onde i = {0, . . . , Nr − 1} e

j = {0, . . . , Nt − 1}.

RxTx

Canal MIMO

s0(k)

s1(k)

sNt−1(k)

h00

h10

h(Nr−1)1

h01

h11

h(Nr−1)1

h0(Nt−1)

h1(Nt−1)

h(Nr−1)(Nt−1)

b0(k)

b1(k)

bNr−1(k)

x0(k)

x1(k)

xNr−1(k)

ŝ0(k − l0)

ŝ1(k − l1)

ŝNt−1(k − lNt−1)

...
...

...
...

Fig. 7.1: Sistema de comunicação MIMO em banda básica.

Os sinais no receptor são representados a seguir. Se xi(k) é o sinal na entrada do sensor i,

onde i ∈ {0, . . . , Nr − 1}, então ele é expresso como:
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xi(k) =

Nt−1∑

j=0

M−1∑

l=0

hij(l)sj(k − l) + bi(k)

= hid(ld)sd(k − ld) +

M−1∑

l = 0

l 6= ld

hid(l)sd(k − l) +

Nt−1∑

j = 0

j 6= d

M−1∑

l = 0

hij(l)sj(k − l) + bi(k),
(7.1)

onde bi(k) é o ruído branco aditivo de variância σ2
b . Seja sd(k− ld) o sinal de interesse, com

d ∈ {0, . . . , Nt − 1} e ld representando o atraso. Então, o segundo termo em (7.1), que é

um somatório simples, corresponde à interferência entre símbolos, enquanto que o terceiro

termo, um somatório duplo, representa a interferência co-canal.

Como cada sensor de recepção é equipado com um filtro transversal de N coeficientes

que será utilizado como equalizador temporal, o vetor de entrada do equalizador no sensor i é

dado por xi(k) =
[

xi(k) · · · xi(k −N + 1)
]T
. O vetor de coeficientes do equalizador

é representado por wi(k) =
[

w0
i (k) · · · wN−1

i (k)
]T
.

Os sinais recebidos pelos sensores contêm a informação do sinal transmitido de interesse,

designado s(k), com o desprezo do índice d e do atraso ld. O equalizador espaço-temporal

processa os sinais recebidos para obter uma estimação do sinal de interesse. Então, a esti-

mação de s(k) obtida pelo equalizador é representada por ŝ(k) e descrita abaixo:

ŝ(k) = xH(k)w(k), (7.2)

onde (·)H é o operador hermitiano, que corresponde ao transposto conjugado de (·). Os

vetores x(k) =
[

xT
0 (k) · · · xT

Nr−1(k)
]T

e w(k) =
[

wT
0 (k) · · · wT

Nr−1(k)
]T

têm

dimensão (N · Nr) × 1. O vetor x(k) concatena os Nr vetores de entrada, cada um de

dimensão N . Já w(k) é o vetor de coeficientes do equalizador espaço-temporal, ou seja, é

um vetor que concatena os conjuntos de N coeficientes dos filtros temporais presentes nos

Nr sensores de recepção.

Nota 4. No caso da equalização puramente temporal, isto é, Nr = 1 sensor de recepção, a

saída do equalizador permanece representada por (7.2), mas os vetores das entradas x(k)
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e dos coeficientes do equalizador w(k) são de dimensão N × 1. Além disso, se o sistema é

SISO (Single Input Single Output), há apenas a interferência entre símbolos, pois Nt = 1

sensor de transmissão.

Os estudos se dão no contexto da equalização supervisionada. Assim, o sinal de referên-

cia ou a seqüência de treinamento s(k) está disponível no receptor. O objetivo é, portanto,

obter o vetor w(k) que minimiza, em algum sentido, a diferença entre s(k) e ŝ(k).

7.1.1 Equalização adaptativa no espaço de estados

A formulação do problema da equalização adaptativa no espaço de estados possibilita a

aplicação de resultados clássicos da filtragem H2 e da filtragem H∞. Em geral, o problema

da estimação ou filtragem linear no tempo discreto baseia-se num modelo dinâmico para o

estado x e para a medida y, como o apresentado abaixo:

x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)q(k), (7.3)

y(k) = C(k)x(k) + r(k), (7.4)

onde k indica o tempo discreto, as matrizesA(k), B(k) e C(k) são conhecidas, as variáveis

q(k) e r(k) são aleatórias, respectivamente designadas ruído de processo e ruído de medida,

e o estado inicial do sistema, x(0), é desconhecido. Então, o problema geral consiste em

estimar uma combinação linear do estado. Em outras palavras, busca-se uma estimação de

z(k) = L(k)x(k), sendo a matriz L(k) definida de acordo com o objetivo. Para estimar

diretamente o estado x(k), por exemplo, deve-se ter L(k) = I. A estimativa de z(k) é repre-

sentada por ẑ(k) e é obtida de acordo com as medidas {y(0),y(1) . . . ,y(k−1)} disponíveis

no instante (k − 1).

A seguir, faz-se a equivalência entre o problema geral de estimação descrito acima e

o problema de equalização adaptativa supervisionada apresentado no início da seção. O

estado x(k) e a medida y(k) representam, respectivamente, o vetor de coeficientes do equa-

lizador ótimo e o sinal de referência ou de interesse disponível no receptor. No caso da

filtragem adaptativa, o modelo dado por (7.3) é simplificado. Em razão de sua variação lenta

se comparada ao tempo de símbolo, considera-se que o equalizador ótimo é estático, ou seja
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B(k)q(k) = 0, A(k) é a matriz identidade com dimensões apropriadas e x(0) é o próprio

equalizador ótimo [54, 60, 68]. Na equação de medida (7.4), o sinal de referência no re-

ceptor, y(k), escalar, é modelado como sendo o sinal de saída do equalizador ótimo, isto é,

y(k) = C(k)x(k) + r(k), onde C(k), de dimensão 1 × (N · Nr), é o transposto do vetor

de entrada do equalizador ótimo. O ruído r(k), também escalar, representa as incertezas do

modelo, causadas, por exemplo, pelo ruído no receptor e pelas limitações impostas por uma

representação em um espaço de dimensão finita. A Tabela 7.1 determina a correspondência

entre as variáveis do modelo no espaço de estados dado por (7.3)-(7.4) para o problema geral

de estimação e as variáveis do problema da equalização adaptativa ilustrado na Figura 7.1.

Tab. 7.1: Correspondência entre variáveis da estimação no espaço de estados e da equaliza-

ção adaptativa.

Espaço de estados Equalização Descrição

x(k) = x(0) Equalizador ótimo

y(k) s(k) Sinal transmitido / sinal de referência

z(k) s(k) Sinal a ser estimado

A(k) = I Matriz identidade

B(k) = 0 Matriz nula

C(k) e L(k) xT (k) Entrada do equalizador

r(k) Ruído de medida

x̂(k) w(k) Equalizador

ŷ(k) ŝ(k) Sinal de saída do equalizador

ẑ(k) ŝ(k) Estimativa do sinal transmitido / sinal de referência

Portanto, o interesse reside na obtenção dos estimadores do equalizador ótimo x̂(k) e

do sinal transmitido ŷ(k) a partir da seqüência de treinamento {y(0), y(1), . . . , y(k − 1)}

disponível no receptor. Assim, o sinal a ser estimado é ẑ(k) = ŷ(k) = C(k)x̂(k). Os

estimadores x̂(k) e ŷ(k) correspondem, respectivamente, ao equalizadorw(k) e à estimação

ŝ(k) da formulação do problema no início da seção. O processo de estimação é guiado pelo

sinal de erro e(k) = y(k)− ŷ(k).
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7.2 Filtragem H2 e filtragem H∞

Nesta seção são apresentadas as soluções gerais das filtragens adaptativas H2 e H∞,

ambas relativas ao modelo dinâmico linear descrito por (7.3)-(7.4). As expressões dos fil-

tros H2 e H∞ utilizados no problema da equalização adaptativa são obtidas ao se considerar

as correspondências entre as variáveis definidas na Tabela 7.1.

Na filtragem H2, supõe-se que as perturbações q(k) e r(k) no modelo (7.3)-(7.4) são va-

riáveis aleatórias independentes, de média nula e com estatísticas de segunda ordem conheci-

das. Supõe-se o mesmo com relação ao estado inicial x(0). As matrizesΠ0 eQ(k) são semi-

definidas positivas eR(k) é definida positiva, onde E{x(0)xH(0)} = Π0, E{q(k)qH(k)} =

Q(k) e E{r(k)rH(k)} = R(k), com E{·} representando o operador esperança matemática.

Então, considerando o modelo definido por (7.3)-(7.4), o objetivo da filtragem H2 é de-

terminar um estimador linear ẑ(k) que minimize a esperança da energia do erro filtrado

acumulado, ou seja [54, 67]:

min
ẑ(k)

E

{
k∑

i=0

[z(i)− ẑ(i)]H [z(i)− ẑ(i)]

}
, (7.5)

onde z(k) = L(k)x(k) e ẑ(k) = L(k)x̂(k).

A solução para este problema é o filtro de Kalman, cujas equações se encontram na

Tabela 7.2. No caso em que as perturbações mencionadas são completamente caracterizadas

em termos estatísticos, isto é, são variáveis aleatórias gaussianas, independentes, de média

nula e de variância conhecida, o filtro de Kalman é o estimador ótimo no sentido da máxima

verossimilhança. Se os ruídos não são gaussianos, o filtro de Kalman é ainda a solução linear

ótima para o problema.

O algoritmo RLS é um caso particular do filtro de Kalman, em queA(k) = β−1/2I, onde

0 << β ≤ 1 representa o fator de esquecimento do RLS e I é a matriz identidade de

dimensões apropriadas, B(k) = Q(k) = 0 e R(k) = I [68]. O equalizador H2 considerado

nas próximas seções tem seus coeficientes ajustados pelo algoritmo RLS.

Diferentemente da filtragem H2, em que as perturbações são consideradas variáveis ale-

atórias com estatísticas conhecidas, na filtragem H∞, x(0), q(k) e r(k) são desconhecidas,

mas determinísticas. Considerando a energia do erro filtrado um custo a ser minimizado,
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Tab. 7.2: Equações recursivas do filtro de Kalman.

Filtro de Kalman

ẑ(k) = L(k)x̂(k)

G(k) = K(k)CH(k)
[
C(k)K(k)CH(k) +R(k)

]−1

x̂(k + 1) = A(k)x̂(k) +A(k)G(k) [y(k)−C(k)x̂(k)] , x̂(0) = 0

K(k + 1) = A(k)[I−G(k)C(k)]K(k)AH(k) +B(k)Q(k)BH(k), K(0) = Π0

pode-se interpretar o quociente abaixo como o ganho de energia das perturbações x(0), q(k)

e r(k) para o erro filtrado (z(k)− ẑ(k)):

k∑

i=0

||z(i)− ẑ(i)||2

||x̃(0)||2
Π
−1

0

+
k∑

i=0

(
||q(i)||2 + ||r(i)||2

)
, (7.6)

onde x̃(0) = x(0) − x̂(0). ||x̃(0)||2
Π−1

0

é a norma euclidiana ponderada, cuja ponderação é

escolhida arbitrariamente. Claramente, valores baixos deste quociente correspondem a um

bom desempenho da filtragem ou da estimação.

A filtragem H∞ está diretamente relacionada à robustez por ser concebida no cenário

de “pior caso” em termos do ganho de energia das perturbações para o erro filtrado. Este

cenário é definido por:

max
x(0),{q},{r}

k∑

i=0

||z(i)− ẑ(i)||2

||x̃(0)||2
Π−1

0

+

k∑

i=0

(
||q(i)||2 + ||r(i)||2

)
. (7.7)

O objetivo na filtragem H∞ é minimizar a máxima transferência de energia das perturbações

para o erro filtrado. Apenas em poucos casos é possível minimizar o ganho de energia de
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pior caso. Por esta razão, é comum que seja considerado o seguinte problema subótimo:

max
x(0),{q},{r}

k∑

i=0

||z(i)− ẑ(i)||2

||x̃(0)||2
Π−1

0

+

k∑

i=0

(
||q(i)||2 + ||r(i)||2

)
< γ2, (7.8)

no qual o parâmetro γ > 0, denominado nível de atenuação da perturbação, assume o papel

de limitação do máximo ganho de energia das perturbações para o erro filtrado. Assim,

valores baixos de γ tornam o filtro mais restritivo com relação à transferência de energia

mencionada. Em outras palavras, o parâmetro γ define o nível de robustez do filtro H∞.

O problema da filtragem H∞ adaptativa no tempo discreto pode ser formulado como

um jogo não-cooperativo de soma nula. Reescrevendo a expressão (7.8), pode-se definir o

critério de desempenho e evidenciar os dois jogadores do problema minimax [67, 84]:

min
{ẑ}

max
x(0),{q},{r}

{
k∑

i=0

||z(i)− ẑ(i)||2−γ2

(
||x̃(0)||2

Π
−1

0

+

k∑

i=0

(
||q(i)||2 + ||r(i)||2

)
)}

, (7.9)

onde o receptor é o jogador que tem como objetivo a minimização de (7.9) ao escolher

ẑ, enquanto que o segundo jogador é a “natureza maliciosa”, que define as perturbações

x(0), {q}, {r} com o intuito de maximizar (7.9).

As expressões (7.5) e (7.9) expõem as diferenças de concepção entre as abordagens H2

e H∞ para a filtragem. Apesar dessas diferenças, as equações dos dois filtros são bastante

similares. Além disso, com o aumento do valor do parâmetro γ, o filtroH∞ tende ao filtroH2

[67]. A Tabela 7.3 apresenta as equações do filtro H∞.

Como mostram as equações da Tabela 7.3, a existência do filtro H∞ depende da inver-

tibilidade da matriz Ω(k), ou seja, a matriz deve ser definida positiva em todo instante k.

Explorando o modelo particular da equalização adaptativa de canal, chega-se a uma condi-

ção suficiente para a existência do filtro em função de seu parâmetro γ. Já que o sinal a

ser estimado no processo de aprendizagem do filtro é o próprio sinal de referência, então

ẑ(k) = ŷ(k) e, conseqüentemente, C(k) = L(k). Logo, a partir da expressão de Ω(k) na
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Tabela 7.3, tem-se Ω(k) = I+ (1− γ−2)CH(k)C(k)K(k), onde K(k) > 0. Portanto:

γ ≥ 1 ⇒ Ω(k) > 0, ∀k. (7.10)

Sabendo que o parâmetro γ2 é o limitante superior da transferência de energia das perturba-

ções para o erro filtrado, o filtro H∞ que evita a amplificação da energia das perturbações

(γ = 1) tem sua existência garantida. Na verdade, esta configuração do filtro H∞ com γ = 1

e mais A(k) = I, B(k) = 0 e K(k) = µI corresponde a uma variante do algoritmo NLMS

(Normalized Least Mean Square), onde I é a matriz identidade e 0 a matriz nula de dimen-

sões apropriadas para cada caso e µ é o fator de passo do algoritmo [54].

Tab. 7.3: Equações recursivas do filtro H∞.

Filtro H∞

ẑ(k) = L(k)x̂(k)

G(k) = K(k)CH(k)
[
I+C(k)K(k)CH(k)

]−1

x̂(k + 1) = A(k)x̂(k) +A(k)G(k) [y(k)−C(k)x̂(k)] , x̂(0) = 0

K(k + 1) = A(k)K(k)Ω−1(k)AH(k) +B(k)BH(k), K(0) = Π0

Ω(k) = I+ (CH(k)C(k)− γ−2LH(k)L(k))K(k)

Em geral, o filtro H∞ é adequado no caso em que as incertezas do modelo são impor-

tantes a ponto de provocar perdas severas de desempenho das técnicas convencionais de

filtragem. Por outro lado, o desempenho dos métodos convencionais, como a filtragem H2,

é geralmente melhor em termos do comportamento médio do sistema. As próximas seções

tratam de soluções que buscam um compromisso entre o bom desempenho médio e a robus-

tez.

7.3 Combinação convexa de filtros H2 e H∞

A combinação convexa de dois filtros transversais adaptativos quaisquer teve a sua efeti-

vidade quanto à exploração das características individuais dos filtros demonstrada em [83].
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No estado permanente, o erro quadrático médio da combinação é igual ou inferior ao MSE

individual do melhor filtro. Este fato abre espaço para a utilização combinada de filtros com

diferentes características de convergência e de desempenho no estado permanente, como já

realizado no contexto da equalização não-supervisionada [85].

Esta seção apresenta o esquema de combinação convexa adaptativa entre os filtros trans-

versais adaptativos H2 e H∞, que foi proposto em [86] com o objetivo de reunir o bom de-

sempenho médio do equalizador H2 e a robustez do equalizador H∞. Na combinação, cada

filtro funciona de maneira independente e ajusta seus coeficientes com base no erro de saída

individual correspondente, isto é, eH2
(k) ou eH∞(k). A estrutura da combinação H2/H∞ é

ilustrada na Figura 7.2.
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wH2
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wH∞(k)
ŝH∞(k)
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+

+
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−

−

−

Fig. 7.2: Combinação convexa adaptativa dos filtros H2 e H∞.

Considerando o problema da equalização supervisionada, o sinal de referência s(k) está

disponível no receptor e o sinal de saída da estrutura, ŝ(k), é a estimação de s(k). Observa-

se que o sinal ŝ(k) é a combinação convexa das saídas dos filtrosH2 e H∞, respectivamente,

ŝH2
(k) e ŝH∞(k):

ŝ(k) = λ(k)ŝH2
(k) + [1− λ(k)]ŝH∞(k), (7.11)

onde λ(k) é a ponderação da combinação, que confia mais importância a um ou a outro filtro,
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e os sinais de saída dos filtros são dados por:

ŝH2
(k) = xH(k)wH2

(k),

ŝH∞(k) = xH(k)wH∞(k),
(7.12)

comwH2
(k) ewH∞(k) representando os vetores dos coeficientes dos equalizadores. O vetor

de entrada, comum aos dois filtros, é x(k). Dessa forma, a combinação H2/H∞ também

pode ser vista como um filtro transversal com o seguinte vetor de coeficientes:

w(k) = λ(k)wH2
(k) + [1− λ(k)]wH∞(k). (7.13)

O objetivo da adaptação da ponderação λ(k) é a minimização do erro quadrático da

combinação, a saber, |e(k)|2 = |s(k)− ŝ(k)|2. A adaptação tem como restrição 0 ≤ λ(k) ≤

1. Além disso, é desejável que ela seja mais dinâmica para valores intermediários e mais

prudente ao se aproximar das extremidades, as quais correspondem à supremacia de um

filtro sobre o outro dentro da combinação convexa. Estes aspectos justificam a determinação

de λ(k) a partir de uma função sigmóide de uma variável auxiliar α1(k), exatamente como

realizado em [83]:

λ(k) =
1

1 + e−α1(k)
. (7.14)

A adaptação da variável α1(k) é então realizada através do método do gradiente para a

minimização do erro quadrático |e(k)|2 na saída da combinação:

α1(k + 1) = α1(k)−
µ

2

∂|e(k)|2

∂α1(k)
, (7.15)

onde µ é o fator de passo do algoritmo. A derivada parcial na equação acima vale:

∂|e(k)|2

∂α1(k)
=

∂|e(k)|2

∂λ(k)

∂λ(k)

∂α1(k)

=
∂|e(k)|2

∂λ(k)
λ(k)[1− λ(k)].

(7.16)

Considerando (7.11), reescreve-se o erro e(k) em função de λ(k) como exposto abaixo:
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e(k) = s(k)− λ(k)ŝH2
(k)− [1− λ(k)]ŝH∞(k), (7.17)

de onde se obtém:

∂|e(k)|2

∂λ(k)
=

∂e∗(k)e(k)

∂λ(k)

=
∂e∗(k)

∂λ(k)
e(k) +

∂e(k)

∂λ(k)
e∗(k)

= −2Re
{
e(k)[ŝH2

(k)− ŝH∞(k)]
∗
}

,

(7.18)

onde (·)∗ é o conjugado de (·) e Re{·} é a parte real de {·}.

Dessa forma, utilizando (7.16) e (7.18) em (7.15), obtém-se o algoritmo de adaptação da

variável α1(k):

α1(k + 1) = α1(k) + µRe
{
e(k)[ŝH2

(k)− ŝH∞(k)]
∗
}

λ(k)[1− λ(k)]. (7.19)

Conseqüentemente, (7.14) e (7.19) definem a adaptação da ponderação λ(k) de maneira a

minimizar o erro quadrático de equalização da combinação H2/H∞. A Tabela 7.4 traz um

resumo do procedimento da equalização adaptativa via combinação convexa dos filtros H2 e

H∞.

Tab. 7.4: Procedimento da combinação H2/H∞ para equalização adaptativa.

Combinação H2/H∞ para equalização adaptativa

wH2
(k): equalizador H2 (Tabelas 7.1 e 7.2)

wH∞(k): equalizador H∞ (Tabelas 7.1 e 7.3)

λ(k) =
1

1 + e−α1(k)

w(k) = λ(k)wH2
(k) + [1− λ(k)]wH∞(k)

α1(k + 1) = α1(k) + µRe
{
e(k)[ŝH2

(k)− ŝH∞(k)]
∗
}
λ(k)[1− λ(k)]
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7.4 Esquema de adaptação do equalizador H∞: desempe-

nho médio e robustez

A seção anterior apresentou uma combinação convexa dos filtros H2 e H∞ para a equa-

lização adaptativa como proposta para a associação do bom desempenho médio à robus-

tez contra incertezas ou erros de modelagem. Nesta seção, uma abordagem que mantém o

mesmo objetivo é proposta com a utilização de apenas um filtro H∞.

Como explicado na Seção 7.2, a robustez do filtro H∞ é determinada pelo parâmetro γ,

denominado nível de atenuação da perturbação. Este parâmetro é, na verdade, o limitante

superior da normaH∞ do filtro H∞. Assim, valores baixos de γ correspondem a filtros mais

restritivos quanto à norma H∞, isto é, quanto ao máximo ganho de energia das perturbações

para o erro filtrado. Logo, tais configurações são mais robustas. Por outro lado, a relaxação

de γ, com a permissão de valores mais elevados, faz o filtro H∞ tender ao filtro H2 [67].

Este comportamento é representado na Figura 7.3, onde γH∞ é a mínima norma H∞

do filtro H∞, ou seja, γH∞ é o valor ótimo do problema minimax original que define o

filtro H∞, que é minimizar (7.7). Logo, γH∞ representa o filtro mais robusto. No outro

extremo, γH2
representa um valor de γ para o qual o filtro H∞ praticamente equivale ao

filtro H2, que é o ótimo no sentido do erro quadrático médio. Portanto, há a possibilidade

de contemplar os dois aspectos de interesse, o desempenho médio e a robustez, através do

ajuste do funcionamento do filtro H∞, isto é, através de um procedimento de adaptação do

parâmetro γ. Valores intermediários do parâmetro representam um compromisso entre a

robustez do filtro H∞ com γ = γH∞ e o desempenho médio ótimo do filtro H2, obtido pelo

filtro H∞ com γ = γH2
.

γH∞ γH2

←−
aumento da robustez

−→

aumento do parâmetro γ

Fig. 7.3: Nível de robustez do filtro H∞.
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O primeiro passo no sentido da adaptação do parâmetro γ é definir o intervalo de variação

do parâmetro. Em geral, o valor ótimo de γ, ou seja, γH∞ , não é conhecido. Entretanto, no

contexto da equalização adaptativa de canal, a existência do filtroH∞ é garantida para γ ≥ 1

(ver equação (7.10)). Esta condição suficiente de existência do filtro é considerada para a

definição do filtro H∞ com γ = 1 como a referência de robustez. Quanto ao outro extremo,

vale à pena considerar o importante resultado estabelecido em [87]: o filtro de Kalman e o

algoritmo RLS têm um limitante superior explícito para o ganho de energia das perturbações

para o erro filtrado, ele vale 4. Em outras palavras, a norma H∞ do filtro H2 é menor ou

igual a 2. Assim, pelo menos em termos de robustez, o filtroH∞ com γ = 2 é equivalente ao

filtroH2. Como dois filtros podem apresentar desempenhos idênticos em termos de robustez,

mas distintos com relação ao erro quadrático médio, convém adotar valores maiores do que

2 para γH2
. Foi verificado por simulações que para γ = 5 o filtro H∞ é praticamente

equivalente ao filtro H2.

O procedimento de adaptação do parâmetro γ se inspira naquele utilizado para o parâme-

tro λ na combinação convexa de filtros apresentada na seção anterior. Uma função sigmóide

de uma variável auxiliar α2(k) é utilizada para garantir γH∞ ≤ γ(k) ≤ γH2
. A função para

γ(k) está definida abaixo:

γ(k) =
γH2

− γH∞

1 + e−α2(k)
+ γH∞. (7.20)

Como no caso da combinação convexa de filtros da seção anterior, a função sigmóide permite

uma adaptação mais dinâmica na região intermediária e mais suave quando os valores de

γ(k) se aproximam das extremidades do intervalo pré-determinado.

O procedimento de adaptação é realizado pelo ajuste do parâmetro α2. Trata-se de utili-

zar valores elevados de α2(k), que correspondem a valores elevados de γ(k), para favorecer

o desempenho médio do filtro H∞. A diminuição de α2(k), e por conseqüência de γ(k),

deve ser uma resposta à necessidade de robustez. A robustez é importante no caso em que

as incertezas do modelo tornam-se significativas. Para a equalização de canal, as incertezas

mais problemáticas resultam de mudanças bruscas das condições do sistema, não previstas

nos modelos adotados, como, por exemplo, o surgimento de ruídos não-gaussianos ou de in-

terferências. Estas perturbações são detectáveis, em geral, pelas variações bruscas da energia

do sinal no receptor. Portanto, nossa proposta para a adaptação do parâmetro α2(k), descrita
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logo abaixo, se baseia na energia da variação do sinal de entrada do equalizador, x(k):

α2(k + 1) = α2(k)− µ||∆x(k)||2 + 1, (7.21)

onde ∆x(k) = x(k)− x(k − 1) e µ é o fator de passo do algoritmo. Em condições estáveis

de funcionamento, isto é, para valores baixos de∆x(k), o parâmetro α2 aumenta e favorece

o desempenho médio do filtro H∞, que tenderá ao filtro H2. Se ∆x(k) passa a assumir

valores elevados, o valor do parâmetro α2 diminui. Conseqüentemente, γ também diminui

e o filtro H∞ torna-se mais robusto. O intervalo de variação de α2 é limitado de maneira a

corresponder, via equação (7.20), ao intervalo definido para γ(k), ou seja, γH∞ ≤ γ(k) ≤

γH2
. A Tabela 7.5 resume o procedimento do equalizador H∞ com parâmetro γ adaptativo.

Tab. 7.5: Procedimento do equalizador H∞ com parâmetro γ adaptativo.

Equalizador H∞ com parâmetro γ adaptativo

w(k): equalizador H∞ (Tabelas 7.1 e 7.3)

γ(k) =
γH2

− γH∞

1 + e−α2(k)
+ γH∞ , onde γH∞ ≤ γ(k) ≤ γH2

α2(k + 1) = α2(k)− µ||∆x(k)||2 + 1, onde ∆x(k) = x(k)− x(k − 1)

7.5 Simulações e discussões

Esta seção é dedicada à avaliação de desempenho por meio de simulações computacio-

nais dos equalizadores adaptativos H2, H∞, combinação H2/H∞ e H∞ com γ adaptativo.

Os equalizadores são confrontados em situações em que o modelo adotado na Seção 7.1.1

não representa bem a dinâmica das variáveis envolvidas em razão de mudanças bruscas nas

condições de transmissão. Outras análises deste tipo foram realizadas em [86, 88].

O simulador é desenvolvido com o auxílio do programa Matlabr. O ambiente conside-

rado é um sistema de comunicação sem fio submetido à interferência assíncrona em razão

do tempo de utilização de canal aleatório para cada usuário co-canal. Este é um modelo
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simplificado de um sistema TDMA (Time Division Multiple Access), em que a modulação

empregada é do tipo BPSK (Binary Phase Shift Keying) e cada equalizador é constituído

por 7 coeficientes. O modelo de canal considerado é tipicamente urbano (TU), segundo as

normas para os sistemas celulares GSM/EDGE (Global System for Mobile Communicati-

ons/Enhanced Data rates for GSM Evolution) [89]. O canal constitui-se de 5 coeficientes

separados por um atraso equivalente ao tempo de símbolo, ou seja, 3,692 µs. Cada realiza-

ção da simulação compreende a transmissão de uma seqüência de 10.000 símbolos no modo

de aprendizagem.

Para concentrar a atenção nos efeitos das mudanças bruscas das condições de funcio-

namento do sistema, ocorridas em conseqüência da interferência assíncrona, considera-se

uma SNR elevada, de 40 dB. Ainda para facilitar a observação do comportamento dos fil-

tros, determina-se que a interferência está presente durante o intervalo de tempo fixo entre

k = 1.000 e k = 4.000, quando o sinal de interferência chega ao receptor com o mesmo

nível de potência do sinal de interesse, ou seja, SIR = 0 dB. Um outro intervalo de tempo

mais curto também é considerado, entre k = 7.000 e k = 8.000, com SIR = 20 dB. Os

resultados apresentados a seguir são obtidos como uma média sobre 1.000 realizações.

As propostas da combinação H2/H∞ e do equalizador H∞ com γ adaptativo para equa-

lização adaptativa, desenvolvidas nas Seções 7.3 e 7.4, respectivamente, são comparadas aos

equalizadores H2 e H∞. O equalizador H2 tem seus coeficientes adaptados pelo algoritmo

RLS com fator de esquecimento β = 1. Duas configurações do equalizador H∞ são avalia-

das: γ = 1 e γ = 1, 01. Para a combinação H2/H∞, tem-se o equalizador H2 com β = 1

e o equalizador H∞ com γ = 1. Finalmente, o equalizador H∞ com γ adaptativo tem o

parâmetro γ variando entre γH∞ = 1 e γH2
= 5.

O desempenho dos equalizadores é avaliado inicialmente sem interferência co-canal.

A Figura 7.4 mostra a evolução temporal do erro quadrático médio (MSE) obtido pelas

diferentes configurações de equalizadores para os primeiros 500 símbolos transmitidos. Três

arquiteturas distintas quanto ao número de sensores de recepção são consideradas: uma

antena (Figura 7.4(a)), duas antenas (Figura 7.4(b)) e quatro antenas (Figura 7.4(c)).

A queda dos níveis do MSE demonstra que todos os equalizadores se beneficiam do

aumento da diversidade espacial. Além disso, as conclusões das análises comparativas dos

equalizadores são as mesmas para qualquer que seja a diversidade espacial no receptor, uma,
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(a) Diversidade espacial: Nr = 1 antena.
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(b) Diversidade espacial: Nr = 2 antenas.
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(c) Diversidade espacial: Nr = 4 antenas.

Fig. 7.4: Evolução temporal do MSE sem interferência para os equalizadores H2, H∞, para
a combinação H2/H∞ e para o equalizador H∞ com γ adaptativo.

duas ou quatro antenas.

As curvas da Figura 7.4 demonstram claramente o conservadorismo do equalizador H∞

com γ = 1 com relação ao erro quadrático médio, pois ele apresenta os piores níveis de

MSE. Para os outros equalizadores, que atingem aproximadamente os mesmos níveis de

MSE em regime permanente, a velocidade de convergência do MSE do equalizador H∞

com γ = 1, 01 é a mais lenta. Nestas condições estáveis de transmissão, o equalizador H2

é evidentemente o de melhor desempenho. No que diz respeito às soluções propostas, na

combinação H2/H∞ há uma hegemonia do filtro H2 sobre o filtro H∞, de modo que o
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desempenho da combinação é basicamente o mesmo do equalizador H2. O equalizador H∞

com γ adaptativo privilegia, como esperado, o bom desempenho médio, já que seus níveis

de MSE também são próximos daqueles do equalizador H2.

A Figura 7.5 ilustra a evolução temporal completa das simulações para um receptor

com Nr = 2 antenas, possibilitando, assim, a análise do comportamento dos equalizado-

res espaço-temporais com relação a variações bruscas do sistema causadas pela interferência

assíncrona. A Figura 7.5(a) mostra as curvas do MSE. Observa-se com clareza a degradação

do desempenho do equalizadorH2 a partir do instante k = 4.000, quando o desaparecimento

da interferência causa uma perturbação importante. Os outros algoritmos se mostram mais

robustos a este evento.

As curvas doMSE na Figura 7.5(a) mostram a relação entre o parâmetro γ e o nível de ro-

bustez do equalizador H∞. Com γ = 1, o equalizador é pouco sensível às perturbações. Ele

converge rapidamente após as mudanças repentinas das condições de funcionamento. Po-

rém, seus níveis de MSE são elevados, fato que confirma o conservadorismo do filtro H∞,

concebido para responder bem aos piores efeitos das perturbações. Outros valores do pa-

râmetro γ possibilitam ao equalizador H∞ o alcance de níveis mais baixos de MSE, como

verificado para γ = 1, 01. Por outro lado, o equalizador apresenta uma convergência mais

lenta após as variações bruscas das condições de funcionamento. Além disso, uma esco-

lha arbitrária do valor de γ pode ser apropriada em determinadas situações, mas deficiente

em outras. O equalizador H∞ com γ = 1, 01 pode apresentar desempenho similar ao do

equalizador H2 na Figura 7.5(a) se, por exemplo, as interferências que perturbam o sistema

têm maior intensidade, como verificado em [88]. Isto justifica o interesse numa adaptação

sistemática do parâmetro γ do equalizador H∞, como a que foi desenvolvida na Seção 7.4.

Com relação às abordagens propostas, verifica-se que a combinação H2/H∞ reúne as

melhores propriedades de cada filtro. A Figura 7.5(b) expõe a evolução temporal média

da ponderação λ da combinação H2/H∞, em que λ < 0, 5 indica uma participação mais

importante do filtro H∞ na combinação, e vice-versa. Assim, nos instantes de variações

bruscas das condições de funcionamento, k = 1.000 e k = 4.000, observa-se que o filtro

robusto é acionado. O comportamento da combinação convexa dos filtros é coerente, mesmo

após a degradação de desempenho do filtro H2, a partir de k = 4.000.

A segunda solução proposta para a reunião das características dos filtros H2 e H∞, o
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(a) Erro quadrático médio (MSE).
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(b) Média da ponderação λ da combinaçãoH2/H∞.
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(c) Média do parâmetro γ adaptativo do filtro H∞.

Fig. 7.5: Evolução temporal do MSE, da ponderação λ e do parâmetro γ para os equaliza-
dores espaço-temporais H2, H∞, combinação H2/H∞ e H∞ com γ adaptativo.

equalizador H∞ com um γ adaptativo, apresenta o melhor desempenho em termos do MSE,

sobretudo a partir de k = 4.000, quando se verifica uma perturbação importante no sistema.

A Figura 7.5(c) mostra a evolução temporal média do parâmetro γ do equalizador H∞.

Particularmente durante o primeiro período de interferência, mas também durante o segundo

período, 7.000 ≤ k ≤ 8.000, quando a potência da interferência é mais baixa, observa-se que

o valor de γ diminui, favorecendo assim a robustez do filtro. Em compensação, em condições

estáveis de transmissão o valor de γ aumenta, o que favorece o desempenho médio. Portanto,

pelo menos para este tipo de perturbação, o mecanismo de inferência sobre a necessidade
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de robustez com base na variação da energia do sinal de entrada do equalizador, equação

(7.21), se mostra eficaz, e a associação do bom desempenho médio à robustez é realizada

com a utilização de apenas um filtro H∞.



Capítulo 8

Conclusões e perspectivas

Os estudos desenvolvidos nesta tese tratam do gerenciamento de interferência nas redes

de comunicação sem fio. Ferramentas do controle automático linear e da teoria dos jogos

não-cooperativos foram utilizadas para a modelagem, a análise e a proposição de soluções

para dois problemas distintos: o controle de potência de transmissão e a equalização de

canal.

A primeira parte da tese tratou do controle distribuído e oportunista da potência de trans-

missão, com cada enlace de comunicação definindo sua SINR alvo e sua potência de trans-

missão individualmente e de acordo com as condições de propagação. O problema foi estu-

dado por três abordagens. Na primeira, a SINR alvo foi considerada uma função genérica

decrescente da potência, o que define uma classe de algoritmos de controle de potência

oportunista. A convergência e a estabilidade desta classe de algoritmos foram demonstra-

das através da teoria dos jogos estáticos não-cooperativos de soma não-nula e de teorias de

funções iterativas. Dois algoritmos que pertencem a esta classe foram apresentados.

Na segunda abordagem, o controle de potência distribuído e oportunista foi considerado

no contexto do controle automático linear ótimo e robusto, através de uma formulação do

problema válida para cada enlace de comunicação da rede. As dinâmicas da SINR alvo e

da potência de transmissão foram representadas como um sistema linear que sofre a ação

de um sinal de controle, responsável pela determinação do ponto de operação do sistema e

definido de acordo com um critério de desempenho quadrático. O controle H2 foi aplicado

para definir um compromisso entre baixos níveis de potência de transmissão e altos níveis

121
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de SINR, determinando, com isso, um comportamento oportunista para cada usuário com

relação ao consumo de energia e à QoS. Para evitar a degradação de desempenho em razão

de incertezas sobre as medidas de qualidade do enlace necessárias ao processo do controle

de potência, foi utilizado o controle misto H2/H∞, o qual preserva o desempenho do con-

trole H2 sujeito a uma restrição de robustez quanto às incertezas de medida. Os algoritmos

derivados do controleH2 e do controle mistoH2/H∞ são caracterizados por uma baixa com-

plexidade computacional, pela facilidade de implementação e pela flexibilidade operacional

oferecida por parâmetros de ajuste que permitem a escolha de diferentes perfis com relação

ao compromisso entre baixo consumo de energia e elevada QoS.

A terceira abordagem considerada para o controle de potência distribuído e oportunista

se baseia na teoria dos jogos dinâmicos não-cooperativos de soma não-nula. O problema

que havia sido formulado como multi-objetivo mas com apenas um critério no contexto

do controle automático foi reformulado como um problema multi-critério, formulação esta

também válida para cada enlace da rede. O compromisso entre os dois critérios, a saber, a

minimização da potência de transmissão e a maximização da SINR, foi obtido através das

estratégias de equilíbrio de Nash com estrutura de informação em malha aberta e em malha

fechada. Os dois algoritmos desenvolvidos oferecem uma flexibilidade operacional maior

do que aqueles oriundos do controle automático.

As abordagens propostas nesta tese para o controle de potência por meio do controle

automático mono-critério e da teoria dos jogos dinâmicos foram desenvolvidas a partir de

modelos dinâmicos do sistema. Nestes modelos, o sistema a ser controlado é constituído

pela SINR alvo e pela potência de transmissão do usuário, e as soluções são oportunistas

com relação às condições de propagação. Uma perspectiva interessante de evolução do tra-

balho desenvolvido nesta tese com respeito ao controle de potência distribuído e oportunista

é a consideração de outros fatores importantes no processo de transmissão-recepção, além

das condições de propagação. O problema pode ser reformulado, por exemplo, com a in-

trodução do fluxo de informação do usuário no processo de decisão de sua SINR alvo e da

potência de transmissão. Com isso, as soluções poderiam ser oportunistas com relação à

quantidade de informação a ser transmitida ou com relação à urgência de transmissão. Uma

vez reformulado o problema, todas as abordagens desenvolvidas nesta tese com base em

modelos dinâmicos são potencialmente aplicáveis. Uma outra perspectiva é a exploração de
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aspectos mais técnicos, como a utilização de simuladores mais realistas para a avaliação dos

algoritmos propostos. Nas simulações realizadas, supõe-se que cada usuário da rede tem

sempre dados a transmitir. Simulações em que a geração do tráfego de dados é também mo-

delada pode revelar mais informações sobre os diferentes comportamentos dinâmicos dos

algoritmos.

A segunda parte da tese foi dedicada à equalização robusta de canal. Inicialmente, foi

realizada uma análise de pior caso do atraso de equalização segundo conceitos da teoria dos

jogos não-cooperativos de soma nula para dois jogadores. Os dois jogadores são a “natureza

maliciosa”, responsável pela escolha dos canais, e o receptor, que define o atraso de equa-

lização a ser empregado. O critério de desempenho é o erro quadrático médio residual de

Wiener, dado em função do canal e do atraso de equalização. Os jogadores são completa-

mente antagonistas com relação ao critério: a “natureza maliciosa” deseja maximizá-lo, o

receptor pretende minimizá-lo. As análises através de jogos de Stackelberg e de Nash per-

mitiram a definição de estratégias de segurança para ambos os jogadores, as quais, por um

lado, serviram para caracterizar os canais mais problemáticos para a equalização, por outro,

ofereceram justificativas teóricas para a robustez das estratégias de atrasos de equalização

intermediários.

Após a análise do atraso de equalização, a atenção foi direcionada à proposição de so-

luções que reunissem as características desejáveis dos equalizadores adaptativos H2 e H∞,

respectivamente, a otimalidade do desempenho médio e a robustez. Os métodos propostos

são aplicáveis tanto para equalização espaço-temporal quanto para o caso SISO. O primeiro

método consiste na realização de uma combinação convexa dos filtros H2 e H∞, a qual ga-

rante um desempenho em termos de erro quadrático médio igual ou melhor do que o melhor

desempenho individual dos dois filtros. Neste caso, os dois filtros operam em paralelo e

independentemente um do outro e a combinação é adaptada com o intuito de minimizar o

erro quadrático médio na sua saída.

Com o mesmo objetivo de reunir as características de bom desempenho médio e de ro-

bustez para a equalização adaptativa de canal, um segundo método foi proposto, mas este

utilizando apenas um filtro H∞. O filtro H∞, com seu comportamento determinado pelo

parâmetro γ, chamado de nível de atenuação da perturbação, pode ser configurado para uma

operação robusta, valor baixo de γ, ou para uma operação que se aproxima daquela do fil-
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tro H2 à medida que o valor de γ aumenta. Assim, foi proposto um método de adaptação do

parâmetro γ, de maneira a favorecer o bom desempenho médio e de acionar as configurações

mais robustas do filtro H∞ de acordo com a necessidade. Os resultados de simulações de-

monstraram a eficiência de ambas as propostas no que se refere à reunião das características

desejáveis mencionadas, com destaque para a segunda proposta, que utiliza apenas um filtro.
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Apêndice A

Demonstração do Teorema 7, Seção 2.4

A classe de algoritmos de controle de potência proposta na Seção 2.4 tem como função

iterativa vetorial:

ζ(p) = [ ζ1(p) · · · ζM(p) ]
T , (A.1)

em que ζi(p) = fi(pi)/µi(p−i) é a função iterativa do transmissor i, i ∈ M. µi(p−i) é o

ganho efetivo de canal definido em (2.5) e fi(pi) é uma função decrescente da potência de

transmissão pi, que satisfaz fi(pi) = µi(p−i)f
−1
i (µi(p−i)pi).

A função iterativa ζi(p) é duplamente escalável se, para α > 1, (1/α)p ≤ p′ ≤ αp

implica

1

α
ζ(p) < ζ(p′) < αζ(p). (A.2)

Considere p′ = βp. Então, (1/α)p ≤ p′ ≤ αp implica (1/α) ≤ β ≤ α, e as condições

definidas em (A.2) tornam-se:

1

α
ζi(p) < ζi(βp) < αζi(p), ∀i ∈M. (A.3)

Nós verificamos as condições acima em duas partes.
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Parte I: 1 < β ≤ α

Neste caso, pode-se escrever:

1

α

fi(pi)

µi(p−i)
≤

1

β

fi(pi)

µi(p−i)
, (A.4)

pois β ≤ α. Por causa da propriedade de escalabilidade do tipo-II da função ζi(p), demons-

trada no Apêndice B, a seguinte relação é válida:

1

β

fi(pi)

µi(p−i)
<

fi(βpi)

µi(βp−i)
. (A.5)

Assim, de (A.4) e (A.5), a primeira desigualdade em (A.3) é obtida:

1

α
ζi(p) =

1

α

fi(pi)

µi(p−i)
<

fi(βpi)

µi(βp−i)
= ζi(βp). (A.6)

De maneira análoga, como β ≤ α, podemos escrever:

β
fi(pi)

µi(p−i)
≤ α

fi(pi)

µi(p−i)
. (A.7)

Usando a propriedade da escalabilidade da função ζi(p), demonstrada no Apêndice B, chega-

se a:

fi(βpi)

µi(βp−i)
< β

fi(pi)

µi(p−i)
. (A.8)

Logo, a segunda desigualdade em (A.3) é obtida de (A.7) e (A.8):

ζi(βp) =
fi(βpi)

µi(βp−i)
< α

fi(pi)

µi(p−i)
= αζi(p). (A.9)

Parte II: (1/α) ≤ β ≤ 1

Neste caso, pode-se escrever:

1

α

fi(pi)

µi(p−i)
<

fi(pi)

µi(p−i)
≤
1

β

fi(pi)

µi(βp−i)
, (A.10)
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pois β ≤ 1, α > 1 e βµi(βp−i) ≤ µi(p−i), esta última relação sendo verificável a partir da

expressão (2.5) do ganho efetivo de canal µi(p−i). Portanto:

1

α
ζi(p) <

1

β

fi(pi)

µi(βp−i)
= ζi(βp), (A.11)

e a primeira desigualdade em (A.3) é verificada.

Para demonstrar a validade da segunda desigualdade em (A.3), nós consideramos pri-

meiro (1/α) < β ≤ 1. Assim, tem-se:

1

β

fi(pi)

µi(βp−i)
≤
1

β

fi(pi)

µi(p−i)
< α

fi(pi)

µi(p−i)
, (A.12)

pois β ≤ 1, α > (1/β) e µi(βp−i) ≥ µi(p−i). As desigualdades acima equivalem a:

ζi(βp) =
1

β

fi(pi)

µi(βp−i)
< α

fi(pi)

µi(p−i)
= αζi(p), (A.13)

com o que se satisfaz a segunda desigualdade em (A.3).

Agora, para β = (1/α), podemos reescrever a segunda desigualdade em (A.3) como:

ζi

(
1

α
p

)
< αζi(p), ∀α > 1, (A.14)

cuja validade é facilmente demonstrada:

ζi

(
1

α
p

)
=

fi(pi)
1
α
µi

(
1
α
p−i

) < α
fi(pi)

µi(p−i)
= αζi(p). (A.15)

Portanto, todas as condições para que a função ζi(p) definida acima seja duplamente escalá-

vel são satisfeitas.
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Apêndice B

Escalabilidade e escalabilidade do tipo-II

da classe de algoritmos proposta na

Seção 2.4

Seja ζi(p) = fi(pi)/µi(p−i), i ∈ M, a função iterativa associada à classe de algoritmos

proposta na Seção 2.4. fi(pi) é uma função decrescente da potência de transmissão pi, e

satisfaz fi(pi) = µi(p−i)f
−1
i (µi(p−i)pi).

Teorema 15. ζi(p) é escalável.

Demonstração. Para todop e α > 1, a função iterativa ζi(p) é escalável se αζi(p) > ζi(αp),

ou equivalentemente:

α
fi(pi)

µi(p−i)
> f−1

i (µi(αp−i)αpi)⇔ αµi(αp−i) >
µi(p−i)

α
. (B.1)

A segunda desigualdade é válida para todo p e α > 1, pois αµi(αp−i) > µi(p−i). Portanto,

ζi(p) é escalável.

Teorema 16. ζi(p) é escalável do tipo-II.

Demonstração. Para todo p e α > 1, a função iterativa ζi(p) é escalável do tipo-II se

ζi(αp) > (1/α)ζi(p), ou equivalentemente:
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Escalabilidade e escalabilidade do tipo-II da classe de algoritmos proposta na

Seção 2.4

f−1
i (µi(αp−i)αpi) >

1

α

fi(pi)

µi(p−i)
⇔

fi(pi)

αµi(αp−i)
>
1

α

fi(pi)

µi(p−i)
. (B.2)

A segunda desigualdade é válida para todo p e α > 1, pois µi(αp−i) < µi(p−i). Portanto,

ζi(p) é escalável do tipo-II.



Apêndice C

Resumo estendido da tese em francês -

Résumé de la thèse
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*77*  * 7!"
,)- εp
i (k) C

εp
i (k + 1) = βiε

p
i (k) + (1− βi)[γ

t
i(k)− µi(k)− pmin]. D>.TEM&':&)#"#*'- ; D>.<E *- D>.TE0 7* 
&#+)&#$% *'-)* 7*%  *1? &HW*
-$:% *%- *?+)$#" +,) 7*
)$-6)* 91, ),-$91* %1$G,'- C

min
ui(k)

N∑

k=0

[
qi(k) (ε

p
i (k))

2
+ ri(k)u

2
i (k)

]
, D>.XE
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 qi(k) #% ri(k) 
233# 425678&%"25$ 6# 9& $:5%;<$# 6#
25%8�9#!8 42!8 
;& !# i ∈M+ >!"$ !# 9# 
234823"$ #$% "342$7 4&8 9# 8&4428% #5%8# qi(k)#% ri(k). 52!$ ?@25$ qi(k) = qi = 1+A&5$ 
#%%# B283!9&%"25. 9& 425678&%"25 ri(k) B&028"$# 9C!5 2! 9C&!%8# 2D'#
%"B+ EC&%%75!&F%"25 6# 9& 4!"$$&5
# #$% 8#5B28
7# 4&8 6#$ 0&9#!8$ B&"D9#$ 6# ri(k)+ G" ri(k) #$% B&"D9# 6&5$ 9#
8"%<8# )*+H-. 25 6255# 32"5$ 6C"3428%&5
# ( 9& 3"5"3"$&%"25 6# u2
i (k)  !" #$% 9C75#8I"# 6!$"I5&9 6# 
233&56#+ J#
" 
256!"% ( !5# 
25
#4%"25 32"5$ 8#$%8"
%"0# 6# ui(k) 42!8 &D2!%"8( !5# 3"5"3"$&%"25 6! 48#3"#8 %#83# (pi(k)− pmin)

2 #5 )*+H-+ AC&!%8# 4&8%. $#925 )*+,-. 9#8#5B28
#3#5% 6# 9& 3"5"3"$&%"25 6# u2
i (k) 4&8 6#$ 0&9#!8$ "3428%&5%#$ 6# ri(k) 3<5# ( !5GKLM 67$"87 79#07. 482
;# 6# 9& D285# $!478"#!8# γmax+N!#99#  !# $2"% 9& 0&9#!8 6# ri(k). 9C&992
&%"25 6# 4!"$$&5
# $# B&"% 6C!5# 3&5"<8# 24F428%!5"$%#+ A&5$ 9# 
&$ 6# I&"5$ #O#
%"B$ 6# 
&5&9 49!$ "3428%&5%$  !" #$% !5# $"%!&%"25B&028&D9#. 25 674#5$# 32"5$ 6# 4!"$$&5
#. 9# 48#3"#8 %#83# 6&5$ 9# 
8"%<8# 3!9%"F2D'#
%"B)*+H- 6#0#5&5% 32"5$ 482525
7+ A&5$ 
# 
&$. 9# 6#!@"<3# %#83# 6! 
8"%<8#  !" #$% 9& 3"5"F3"$&%"25 6# u2

i (k) 48#56 !5# "3428%&5
# 8#9&%"0#. 8#56&5% 9#$ 0&9#!8$ 6! GKLM 67$"87 49!$482
;#$ 6# γmax+ A&5$ 9# 
&$ 
25%8&"8#. 9& 4!"$$&5
# 6C73"$$"25 79#07# 8#56 9# 48#3"#8 %#83#6# )*+H- 49!$ 482525
7. "56!"$&5% 6# 
# B&"% !5# $:5%;<$# %2!857# 0#8$ 9C7
2523"# 6C75#8I"#+P%&5% 62557  !# 9& $%8&%7I"# 6# 
233&56# #$% 9& 3Q3# 42!8 
;& !# %#83"5&9. 52!$$!448"325$ 9C"56"
# i 42!8 $"349"?#8 9#$ 52%&%"25$+ L2!$ "5%826!"$25$ #5$!"%# 9# 0#
%#!86C7%&% 6C2868# 6#!@
x(k) =

[
εp(k)
γt(k)

]
, )*+R-#% 9# 326<9# 6C7%&% 67
8"% 4&8 9#$ 7 !&%"25$ )*+,- #% )*+/- S

x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k), )*+T-2U
A =

[
β (1− β)
0 0

]
; B1 =

[
0 −(1− β) −(1− β)
1 0 0

]
;

B2 =

[
0
1

]
; et w(k) =




γmax

µ(k)
pmin


 .

)*+V-
E& 
233&56# 62"% 3"5"3"$#8 !5 
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 !"! #$%&'($) *+, %+ -$..+)/0 H2 "1
min
u(k)

1

2
xT (N)Qx(N) +

1

2

N−1∑

k=0

[
xT (k)Qx(k) + r(k)u2(k)

] !!"#$%%&$ ' (3.6) − (3.8)

Q =

[
1 0
0 0

]
, r(k) > 0.

()*+,-. /0!$12$ 3"$ 4$ 2$
%$"1 67$.%18$ B2 9 1 .%&% 4 
/:: .6 0&4&%8 6" !;!%<:$ ()*=,>()*?,@ 
 1 4 : %1&
$ 6$ 
/:: .6 0&4&%8 [
B2 AB2

] $!% 6$ 1 .9 A4$&.* B .! 4$ 
/.%$C%$6$ 4 
/:: .6$ $. 0/"
4$ D$1:8$@ w(k) $!% ".$ $.%18$ $C/9<.$ 
/:A/!8$ 6$! 
/.!% .%$!
γmax $% pmin $% 6" 9 &. $E$
%&D 6" 
 . 4 µ(k) 
/.."@ 
7$!%>'>6&1$ :$!"18 /" $!%&:8*F$%%$ D/1:"4 %&/. 1$.6 ./%1$  AA1/
G$ &.68A$.6 .%$ 67". :/6<4$ A 1%&
"4&$1 6$ 
 . 4/" 67&.%$1D81$.
$@ 
 1 
$! 91 .6$"1! !/.% A1&!$! $. 
/:A%$ $. % .% 3"7$.%18$! $C/9<.$! 3"&!/.% 
/:A1&!$! 6 .! 4$ 9 &. $E$
%&D 6" 
 . 4 µ(k)* H$! &.
$1%&%"6$! !"1 µ(k) !/.% %1 &%8$!A 1 ".$  AA1/
G$ 6$ 
/:: .6$ 1/0"!%$* !" #$%&'($) *+, %+ 
$..+)/0 H2H$ A1/04<:$ A/!8 A 1 ()*+, 
/11$!A/.6 0&$.  " A1/04<:$ 6$ 
/:: .6$ H2 &44"!%18 ' 4 I9"1$ )*J@ /K G $!% 4$ 
/11$
%$"1 H2 $% H 4 D/1:$ !% .6 16 6" A1/04<:$ 6$ 
/:: .6$ L

H :

{
x(k + 1) = Ax(k) +B1w(k) +B2u(k)

z(k) = C1x(k) +D12(k)u(k),
()*JM,/K 4$! : %1&
$! A,B1,B2 $% 47$.%18$ $C/9<.$ w(k) !/.% 6/..8$! A 1 ()*?,* H : %1&
$ C1$% 4$ 2$
%$"1 D12 /.% A/"1 $CA1$!!&/. L

C1 =

[
1 0
0 0

]
; D12 =

[
0

r1/2(k)

]
. ()*JJ,H/1!3"$ ./"! ./"! !/::$! 4&:&%8!  "C !/4"%&/.! A 1 1$%/"1 678% %@ 4$! !;.%G<!$! H2 $%HNO@ A/"1  !"#$% &'$(%$)!
 +#,'-$).%@ !/.% 83"&2 4$.%$! $. 1 &!/. 6$ 4 !%1"
%"1$ A 1%&>
"4&<1$ 6" A1/04<:$* P"C 
/.6&%&/.! 3"$ 4$ 2$
%$"1 678% % !/&% 
/:A4<%$:$.% 6&!A/.&04$ $%3"$ 47$.%18$ $C/9<.$ w(k) .$ 
/11/:A$ A ! 4 :$!"1$ 6" 2$
%$"1 678% %@ 4 
/:: .6$ H2A 1 1$%/"1 678% % 
/11$!A/.6 ' 4 
/:: .6$ HNO@ A/"1 %/"% B1 ./.>&6$.%&3"$:$.% ."4@
7$!%>'>6&1$ 3"$ 4$ 
/11$
%$"1 G !% 0&4&! .% H $% :&.&:&! .% 4 ./1:$ H2 6$ 4 D/.
%&/.%1 .!D$1% $.%1$ w $% z $!% 
$4"& 3"& :&.&:&!$ 4 ./1:$ L2 6$ z QRS@ R?@ R+℄*U/"%$! 4$! 
/.6&%&/.! A/"1 
$%%$ 83"&2 4$.
$ !/.% ! %&!D &%$! 6 .! ()*+,* H$! 2 1& 04$!678% %@ A"&!! .
$ 678:&!!&/. $% VWXO 68!&18 !/.% 6&!A/.&04$! ' 
G 3"$ &.!% .%* -. 
/.!&6<1$3"$ 47$.%18$ $C/9<.$ w(k) 
/.!%&%"8$ 6$! 
/.!% .%$! γmax $% pmin $% 6" 9 &. $E$
%&D 6" 
 . 4

µ(k) $!%  "!!& 6&!A/.&04$* W4 D "% 1$: 13"$1 3"$ 4 
/:: .6$ H2 .7$!% A ! /A%&: 4$@ 
 147$.%18$ $C/9<.$ .7$!% A ! ".$ 2 1& 04$  48 %/&1$ 9 "!!&$..$*
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w z

u y

 !"#$% /01 2 3#$+-"4#*$,54+ (5+6$5#& "#$
,54++&((& 7 -8-,9*& &+ :4;
(& "&#*6&0 !"!# $%&'()*+,- H2./01<$ -4(;,54+ ($ '(;- -5*'(& '4;# (& '#4:(9*& '#6-&+,6 &+ =/0>? &-, 4:,&+;& &+ 
4+-5@6#$+,;+ A4#5B4+ 5+C+5D N →∞D 4E r(k) = r $F&
 r 
4+-,$+,0 <& 
4+,#�(&;# #6-;(,$+, 5*'4-& ;+&@6'&+@$+
& -,$,5H;& @; -5%+$( @& 
4**$+@& '$# #$''4#, $; F&
,&;# @I6,$, JKL℄ 7
u(k) = −G

[
εp(k)
γt(k)

]
, =/01N?4E (& %$5+ @& #&,4;# @I6,$, &-, @4++6 '$# 7

G =
[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKA, =/01/?&, K &-, ($ -4(;,54+ @& (I6H;$,54+ $(%6:#5H;& @& O5

$,5 @& ,&*'- @5-
#&, PQOR -;5F$+,&D@& (I$+%($5-  !"
$%&%'&!(% )*+%,$-!
 .!

-&! /01-&!23 7
K = ATKA+Q

−ATKB2

[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKA.
=/01S?P$+- ($ -;5,&D +4;- @6-5%+4+- ($ '#4
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;(D 
$# ($ -&;(& *$,#5
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,%$&*:1:$ 
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!
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r(k) = max{φ[γmax − γ(k)], ǫ}, LM.NOP,Q φ > 0 ($# *:I%& B!1 07"#&0&$!#("1 (#R," 0( 1:$(!"2 
( B!1!;C#1( "#&0&$: B,"1 *&$#&%<"(10($ B1,I0$ *7"#&0&$!#("1 ," 0($ 
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7($#=G=*&1( r(k)B0"$ :0(':2 !0,1$ 9"( *($ '!0("1$ 6!&40($ 6!',1&$(%# 07:
,%,;&( *7:%(1<&(. A( B!1!;C#1( ǫ > 0%7($# (;B0,J: 9"( B,"1 <!1!%#&1 r(k) > 0. A! *&S:1(%
( γmax − γ(k) !&*( G 
,%$(1'(1 0!#1!%$;&$$&,% *!%$ 07&%#(1'!00( *:$&1: *" -THU K -& 0( -THU !" 1:
(B#("1 γ(k) $7:0,&<%( *(

γmax2 !0,1$ r(k) !"<;(%#(. ?!1 
,%$:9"(%#2 0( -THU *:$&1: 1:$"0#!%# B,"1 07&%$#!%# #(%* G$( 1!BB1,
 (1 *( γmax.A( B!1!;C#1( r(k) ()B1&;: B!1 LM.NOP *!%$ 0( B1,40C;( B1:$(%#: (% LM.VP ()&<( "%
,%#1�0("1 '!1&!40( *!%$ 0( #(;B$. A! $,0"#&,% G  ,1&X,% I%& YOZ2 ON℄ B,"1 LM.VP 
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G(k) =

[
r(k) +B2

TK(k + 1)B2

]−1
B2
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K(k) = ATK(k + 1)A+Q

−ATK(k + 1)B2
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r(k) +B2

TK(k + 1)B2

]−1
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TK(k + 1)A.
LM.N]P@(##( $,0"#&,% *:B(%* *( 07&%#:<1!#&,% 1:#1,<1!*( (% #(;B$ *( K(k)2 G B!1#&1 *( 0! '!0("1I%!0( K(N) = Q(N) 5"$9"7G K(1)2 
( 9"& ()&<( 07&%6,1;!#&,% $"1 #,"#($ 0($ '!0("1$ *(
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02.A0! BC6DE :.0$3!0" %-! 7,-&50$.2,- &@-$42<%! r(k)6 !"! #$%&'()*+, -./H2/012+,44! $ .!0-$.23! :  $ 
,44$-&! FGH <%2 !". &$-" -,.0! 
$" 5<%23$ !-.! :  $ 
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,44$-&!6 +!
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 2-K,0(4$.2,- 
,47 A.! LMN8 OP℄ &,-.  ! "2J-$ &! 
,44$-&! $ 
,44! !170!""2,- R
u(k) = −G

[
εp(k)
γt(k)

]
−Gw




γmax

µ(k)
pmin


 ,  !"#$%&' () *+,- .) /)0&1/ .230+0 G )40 )5+
0)7)-0 () 787) 91) 
)(1, .) (+ 
&77+-.) :;<  =&,/391+0,&-  !"#!%%" :) *+,- 41>>(37)-0+,/) Gw +44&
,3 ? (2)-0/3) )5&*@-) )40 .&--3 >+/ A

Gw =
[
r +B2

TKB2

]−1
B2

TKB1.  !"#B%C87) 4, 
)00) 4&(10,&- >/34)-0) 1- *+,- 41>>(37)-0+,/) GwD ,( /)40) 91) 
) .)/-,)/)40 ,-.1,0 >+/ (+ 787) 7+0/,
) K 91) () *+,- .1 /)0&1/ .230+0 G" E,-4,D (+ .,F
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0,&- !"R 0/+,0) .) (+ >)/H&/7+-
) -&7,-+() .1 
&-0/�() .) >1,44+-
) .237,44,&-.,40/,T13 ? 0/+=)/4 (+ 
&77+-.) H2" U- /+,4&- .) 
&-0/+,-0)4D 
&77) () .3(+, .+-4 (+ T&1
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! .*& %8# 
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.#!  &%%& )!(* %& 0R0E.,"& & +!(
%& =&*"1& & )*10& 
& '8# 
&*.#.('& &0. #%%(0.*1& > %$ DF(*& ?:I: ;$ =!*"&0.$ '$*' *&)*10& .1& )$* H &0. '1
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&00(#7$ .& N BE =

[
B3 B2

] &. DE =
[

D13 D12

]: ! !" #$%&'()*+, H2/H∞-./0;$ 
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w &. z 0!(0 %$ 
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∆
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 "/ .#"0 14$4M;A-$# 2# $3>"04-5!/ r1 2!/- 0# $�0# #.- 4/40!>"# Q 
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a(k + 1) = γmax + u1(k) + u2(k). ()*)+V# 
#--# 94W!/< 0:!67#
-59 9!/24;#/-40 2# 945$# -#/2$# γ(k) B#$. γt(k) 4" 1!5/- 2# 9!/
-5!/M/#;#/- #.- 4--#5/- ;O;# 4B#
 2#"? .5>/4"? 2# 
!;;4/2#*H# ;!2A0# 2R/4;5="# 2" .R.-A;# 4 
!;;# B#
-#"$ 2:3-4- &
x(k) =

[
εp(k)
εγ(k)

]
,  !"#$



 ! "#$%&'()  * "+,'(-.) /) %0&11$,") /234&11&+, +%%+('0,&1') 5 .2$&/) /) .$'#3+(&) /)1 6)07 /8,$4&90)1 ! εp(k) = p(k)− pmin " ##$ %&'
)*+ $#+*$ %) ,-.//)#
$ "&'0.//. # $+ /) 1)%$-* 0.#.0)%$ $+
εγ(k) = γmax− γt

a(k) $2,*.0$ %&'
)*+ $#+*$ %$ 3456 0)2.0)% $+ %) 1)*.)7%$ )-2.%.).*$ γt
a(k)89.#/.: %) ";#)0.<-$ "- /;/+=0$ $/+ "'
*.+$ ,)* >

x(k + 1) = Ax(k) +Bww(k) +B1u1(k) +B2u2(k), ?@8AB !
A =

[
β −(1− β)
0 0

]
; Bw =

[
1− β −(1− β) −(1− β)
0 0 0

]
;

B1 =

[
0
−1

]
; B2 =

[
−(1− β)
−1

]
; et w(k) =




γmax

µ(k)
pmin


 .

?@8CBD$ /;/+=0$ ?@8EBF?@8CB $/+ 
 00)#")7%$ ,)* 
G)<-$ H -$-*: 
)* %$/ 0)+*.
$/ "$ 
 00)#")F7.%.+' [
B1 AB1

] $+ [
B2 AB2

] / #+ "$ *)#I ,%$.#8 D$/ 
*.+=*$/ "$ ,$*J *0)#
$ "$/H -$-*/ ?@8KB  #+  - ,*$##$#+ %$/ J *0$/ <-)"*)+.<-$/ /-.1)#+$/ >L -$-* K > min
u1(k)

1

2
xT (N)Q1x(N) +

1

2

N−1∑

k=0

[
xT (k)Q1x(k) + uT

1 (k)R1u1(k)
]
,)//-H$++. M (4.5) − (4.7))1$
 Q1 =

[
ap 0
0 0

]
, R1 = r1.L -$-* N > min

u2(k)

1

2
xT (N)Q2x(N)+

1

2

N−1∑

k=0

[
xT (k)Q2x(k) + uT

2 (k)R2u2(k) + 2xT (k)M2u2(k)
]
,)//-H$++. M (4.5) − (4.7))1$
 Q2 =

[
0 0
0 aγ

]
, R2 = r2 + aγ , M2 =

[
0
aγ

]
.

?@8OB
D&),,)*.+. # "$ +$*0$/ 
* ./'/ ")#/ %$ 
*.+=*$ "$ ,$*J *0)#
$ "- L -$-* N $/+ -#$ 
 #/'F<-$#
$ "$ %&.#+* "-
+. # "$ %) 1)*.)7%$ )-2.%.).*$ γt

a ")#/ %$ 1$
+$-* "&'+)+8 !" #$%&$'()* +* ,&-.D) ,*'/$#
$ "$ "$-2 
*.+=*$/ $# 
 #P.+: )// 
.'$ M %) "'
./. # .#".1."-$%%$ "$/ "$-2H -$-*/: *$#" %$ 
 #
$,+ "& ,+.0)%.+' )07.I-8 D) +G' *.$ "$/ H$-2 *$0,%)
$ 
$ 
 #
$,+,)* 
$%-. "&'<-.%.7*$8 Q#$ /+*)+'I.$ "&'<-.%.7*$ ")#/ -# H$- ";#)0.<-$ $/+ 
)*)
+'*./'$ ,)*



 !"! #$%&$'()* +* ,&#-  . !"#$%&
% (% )*+,-"+,*& (%  " ."/+ (% &!,).*/+% 01% 2*1%1/ .*1/ (3-,%/ (% 
%++% $+/"+34,%56!"#$%&
% (!7,3/"/
7,% *1 (% ./,-, 84%$ %&+/%  %$ (%19 
/,+8/%$ ,). ,013$ ("&$  % 
*&+/� % (%.1,$$"&
% *..*/+1&,$+% $1448/%  " $+/"+34,% (% ;"$7 
*))% 1&% $* 1+,*& (!301, ,#/%5 <"&$
% 
"$= "1
1& 2*1%1/ &% /31$$,+ > ")3 ,*/%/ $*& 
/,+8/% %& )*(,?"&+ ,&(,-,(1%  %)%&+ $"$+/"+34,% +"&+ 01%  %$ "1+/%$ 2*1%1/$ ".. ,01%&+  %1/$ $+/"+34,%$ (% ;"$75 6" $+/"+34,% (%;"$7 %$+ (3?&,% 
,@(%$$*1$ A !"#$%$&# ' BC+/"+34,% (!301, ,#/% (% ;"$7D(  !"# (u 1 ,u 2 ) ∈ (
⋃

1 ×
⋃

2) $%& '!($#"!%)*+,$"("-.& )& /0'1 )$ 2&$ )+
."# 4 (0 5+6%"#"!% 78 9(!.':
J1(x,u 1 ,u 2 ) ≤ J1(x,u1,u

 
2 ), ∀u1 ∈

⋃
1
,

J2(x,u 1 ,u 2 ) ≤ J1(x,u 1 ,u2), ∀u2 ∈
⋃

2
. BE5FD6" $+/"+34,% "(*.+3% ."/ 
7"01% 2*1%1/ (3.%&( (%  " $+/1
+1/% (!,&G*/)"+,*&5 H& 43&3@/" =  %$ ,&G*/)"+,*&$ (,$.*&,# %$ .*1/  %$ 2*1%1/$ ,&
 1%&+  %1/ 
/,+8/% (% .%/G*/)"&
%=  %$301"+,*&$ (3
/,-"&+  " (I&"),01% (1 $I$+8)% %+ 1&% )%$1/% (%  !3+"+ ,&,+," (1 $I$+8)%5<"&$  % 
"$  ,&3",/%@01"(/"+,01%=  % ./*# 8)% > /3$*1(/% %$+ +/"(1,+ ."/ 1& %&$%)# % (!301"@+,*&$ 
*1. 3%$ (1 +I.% J,

"+, KLM℄ 01, -"/,%&+ %& G*&
+,*& (1 +I.% (% $+/"+34,% 
7*,$,%5 <"&$ %$ $%
+,*&$ $1,-"&+%$=  %$ $* 1+,*&$ (% 
*)./*),$ %&+/%  %$ (%19 
/,+8/%$ ,). ,013$ ("&$  %
*&+/� % (% .1,$$"&
% *..*/+1&,$+% $*&+ *#+%&1%$ > +/"-%/$  %$ $* 1+,*&$ (!301, ,#/% (% ;"$7"-%
 1&% $+/1
+1/% (!,&G*/)"+,*& %& #*1
 % *1-%/+% %+ %& #*1
 % G%/)3%5 !"!# $%&'()%* +,-.')&)/01 +1 2345 1* /%'
&1 %'710(1<"&$ 1& 2%1 *O  " $+/1
+1/% (!,&G*/)"+,*& %$+ %& #*1
 % *1-%/+%=  %$ 2*1%1/$ &% (,$.*$%&+."$ (% )%$1/%$ (%  !3+"+ (1 $I$+8)% .*1/ 3-" 1%/  " 01" ,+3 (%  " $+/"+34,% "(*.+3%5 P*&-%&@+,*&&%  %)%&+=  %$ $+/"+34,%$ %& #*1
 % *1-%/+% $*&+ *#+%&1%$ > ."/+,/ (%  " 
*&&",$$"&
% (1)*(8 % (1 $I$+8)% %+ (%  !3+"+ ,&,+," 5 H  %$ $*&+ (*&
 ,&(3.%&("&+%$ (%$ )%$1/%$ (%  !3+"+5H& ./"+,01%=  !3+"+ .%1+ Q+/% %9./,)3 > ."/+,/ (%  !3+"+ ,&,+," 
*&&1 %+ (%  " )"+/,
%(% +/"&$,+,*& (1 $I$+8)%= .%/)%++"&+ ",&$, (!3
/,/% 1&% 
*))"&(% %& #*1
 % *1-%/+% $*1$G*/)% (% /%+*1/ (!3+"+5 <"&$ &*+/% 
"$=  !3+"+ %$+ +*12*1/$ (,$.*&,# % %+ &*1$  !1+, ,$*&$ ("&$&*+/% (3-% *..%)%&+ "1  ,%1 (%  !%$+,)"+,*& (%  !3+"+ *#+%&1% > ."/+,/ (%  !3+"+ ,&,+," %+(%  " )"+/,
% (% +/"&$,+,*& (1 $I$+8)%5 H& +%/)%$ (% $+/1
+1/% (!,&G*/)"+,*&=  " $+/"+34,%/%$+% %& #*1
 % *1-%/+%= 
"/  !,&G*/)"+,*& $1/  !3+"+ (1 $I$+8)% &!%$+ ."$ ./,$% %& 
*).+%("&$  " 
*&
%.+,*& (%  " $+/"+34,%5 P% " -%1+ (,/% 01%  %$ 2*1%1/$ $!%&4"4%&+ > &% ."$ 1+, ,$%/ %$ )%$1/%$ (%  !3+"+ .*1/ )*(,?%/  %1/$ $+/"+34,%$ .%&("&+  " (1/3% (1 2%15;*1$ -3/,?*&$ %&$1,+%  %$ 
*&(,+,*&$ &3
%$$",/%$ .*1/ 1&% $+/"+34,% (% ;"$7 %& #*1
 %*1-%/+% .*1/  % 2%1 G*/)1 3 >  " C%
+,*& E5R5 6%$ 
/,+8/%$ "-%
 (%$ +%/)%$ 
/*,$3$ $*&+
*&$,(3/3$ .*1/ 
*). 3+%/  % 
/,+8/% (1 S*1%1/ T ("&$ BE5UD5 6% 
/,+8/% (1 S*1%1/ R %$+ 1&
"$ ."/+,
1 ,%/ *O  " )"+/,
% (%$ +%/)%$ 
/*,$3$ %$+ &1  %5 ;*1$ 1+, ,$*&$  " )3+7*(% (%$)1 +,. ,
"+%1/$ (% 6"4/"&4% .*1/ ."$$%/ (!1&% *.+,),$"+,*& $*1$ 
*&+/",&+%$ > 1&% "1+/%



 ! "#$%&'()  * "+,'(-.) /) %0&11$,") /234&11&+, +%%+('0,&1') 5 .2$&/) /) .$'#3+(&) /)1 6)07 /8,$4&90)1 !" 
$"%&!'"%( ) *$+& i, j ∈ Υ, Υ = {1, 2} (% j 6= i, -( 
$.% !  $
'/ !+ 0$+(+& i ( % !-$& 1$""/ 2!& 3
Li =

1

2
xT (N)Qix(N) +

1

2

N−1∑

k=0

[
xT (k)Qix(k) +Riu

2
i (k) + 2xT (k)Miui(k)

]

+
N−1∑

k=0

λT
i (k + 1) [Ax(k) +Biui(k) +Bjuj(k)− x(k + 1)],

45)678$9 λi ( % -( :(
%(+& 1;/%!% !10$'"%) <( 
$"1'%'$" "/
(  !'&( 1;$2%'=!-'%/  $"% &/+"'( !+%!>-(!+ 5)6) *$+& +"(  %&!%/?'( (" >$+
-( $+:(&%(, 
@!A+( 1/
'1(+& $2%'=' (  $" 
&'%B&(  $+ -;@C2$%@B ( A+( ∂ui

∂x
= 0, %!"1' A+( ∂ui

∂x
6= 0 2$+& +"(  %&!%/?'( (" >$+
-( D(&=/() !"#$!% 5)6 E F$"1'%'$" "/
(  !'&( G  %&!%/?'( 1( H! @ (" >$+
-( $+:(&%()F$"1'%'$" 6
∂Li

∂λi(k + 1)
= 0

⇒ x(k + 1) = Ax(k) +B1u1(k) +B2u2(k); k = 0, . . . , N − 1.F$"1'%'$" I
∂Li

∂ui(k)
= 0

⇒ ui(k) = −R−1
i

[
MT

i x(k) +BT
i λi(k + 1)

]
; k = 0, . . . , N − 1.F$"1'%'$" J

∂Li

∂x(k)
= 0

⇒ λi(k) = Qix(k) +Miui(k) +AT λi(k + 1); k = 1, . . . , N − 1.F$"1'%'$" 5
∂Li

∂x(N)
= 0⇒ λi(N) = Qix(N).K" &!' $" 1( -! -'"/!&'%/ 1( /A+!%'$" 
'G1(  + , $"  +22$ ( A+( -! &(-!%'$" ("%&( -( :(
%(+& 1;/%!% (% 1;/%!% !10$'"% ( % -'"/!'&(,  $'% 3



 !"! #$%&$'()* +* ,&#-  .
λi(k) = Ki(k)x(k); i = 1, 2; k = 1, . . . , N,  !"##$
& '()* +,(+ -. 
,/0)1),/ 0& '(& [

I+B1R
−1
1 BT

1 K1(k + 1) +B2R
−1
2 BT

2 K2(k + 1)
] &+1 )/2&34+)5-& 6,(3 '(&- '(& +,)1 -& k* /,(+ .78/& 9 -. +,-(1),/ +()2./1& :

x(k + 1) = Φ(k)x(k),  !"#;$,<
Φ(k) = [I+ S1K1(k + 1) + S2K2(k + 1)]−1

[
A− S

′

1 − S
′

2

]
,  !"#=$.2&
 -. 7.13)
& )0&/1)1> 3&63>+&/1>& 6.3 I &1 -&+ 7.13)
&+ S1* S2* S

′

1 &1 S
′

2 &?63)7>&+ 6.3 :
Si = BiR

−1
i BT

i ,

S
′

i = BiR
−1
i MT

i , i ∈ Υ.
 !"#!$@&+ 7.13)
&+ K1 &1 K2 +,/1 +,-(1),/+ 0&+ >'(.1),/+ 
,(6->&+ 0& A.+BCD)

.1) &/ 5,(
-&,(2&31& 3>13,E3.0& &/ 1&76+ :

K1(k) = Q1 −M1R
−1
1 MT

1 +
(
A− S

′

1

)T
K1(k + 1)Φ(k),

K2(k) = Q2 −M2R
−1
2 MT

2 +
(
A− S

′

2

)T
K2(k + 1)Φ(k).

 !"#F$@. 3>+,-(1),/ 0&  !"#F$ &+1 />
&++.)3& 6,(3 -& 
.-
(- 0& -. +13.1>E)& 0G>'()-)53& 0& A.+B&/ 5,(
-& ,(2&31&" H(3 (/ B,3)I,/ 0& 1&76+ )/J/)* -&+ >'(.1),/+ 0& 3>
(33&/
&  !"#F$ 0&42)&//&/1 0&+ >'(.1),/+ .-E>53)'(&+ 
,(6->&+ 0& A.+BCD)

.1) &/ 5,(
-& ,(2&31&" K./+ -&
.+ 6.31)
(-)&3 +./+ 1&37&+ 
3,)+>+ 0./+ -&+ 
3)183&+* -&+ +,-(1),/+ &?.
1&+ 0&+ >'(.1),/+ 
,(46->&+ +,/1 -&+ +,(+ &+6.
&+ )/2.3)./1+ 0& -. 7.13)
& .++,
)>& .(? 
,/0)1),/+ />
&++.)3&+ 6,(3-G,51&/1),/ 0& -. +13.1>E)& 0& A.+B &/ 5,(
-& ,(2&31&" @&+ 
,/0)1),/ 6,(3 ,51&/)3 0&+ +,-(41),/+ 
,/+1./1&+ +,/1 0,//>&+ 0./+ LFM℄" O&6&/0./1* 6,(3 -& 
.+ E>/>3.-* )- &+1 6-(+ P.
)-&0G,51&/)3 -&+ +,-(1),/+ 0&+ >'(.1),/+ 
,(6->&+ 6.3 )/1>E3.1),/ )1>3.1)2& 9 1&76+ 3>13,E3.0&9 6.31)3 0&+ 
,/0)1),/+ 1&37)/.-&+ K1(N) = Q1 &1 K2(N) = Q2 0./+  !"#F$* Q(+'(G.(?2.-&(3+ 
,/2&3E&/1&+ K∗
1 &1 K∗

2" R)/+)* u1(k) &1 u2(k) ,/1 -&+ P,37&+ 0& 
,77./0&+ 6.33&1,(3 0G>1.1 +()2./1&+* .2&
 -& E.)/ 0G>1.1 
,/+1./1 :
u1(k) = −R−1

1

[
MT

1 +BT
1 K∗

1Φ
∗
]
x(k),

u2(k) = −R−1
2

[
MT

2 +BT
2 K∗

2Φ
∗
]
x(k),

 !"#M$,< Φ∗ = [I+ S1K
∗
1 + S2K

∗
2]
−1

[
A− S

′

1 − S
′

2

]"
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+ %00%&(1.'2(+D
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%.G$1&"('%. +. (+&*+2 ,+2 0%.,3&"('%.2 apD aγ D r1 +( r2 +. 789:<D #+2
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1#2 ,+ K∗
1D K∗

2 +( ,+2 $"'.2 
%.2(".(2 ,+ &+(%1& ,!3("( ,+2 
%**".,+2 u1(k) +( u2(k) .+2%.( &3"#'232 F1!1.+ E%'29 C+#" 0+&*+( #+ 
"#
1# )%&2 #'$.+ 0%1& #+2 
%.G$1&"('%.2 ,'2('.
(+2+( #+ 2(%
K"$+ ,+ 
+2 6"#+1&2 0%1& 1.+ 1('#'2"('%. 0%2(3&'+1&+D &3,1'2".( #" 
%*0#+H'(3 ,1
"#
1# +. (+*02 &3+#9 !"!" #$%&'($) *+,-&(%(./0 *0 1234 0) .$&
%0 60/7,0C+ 0"&"$&"0)+ +2( 
%.2"
&3 J #" 2(&"(3$'+ ,+ 4"2) +. 5%1
#+ E+&*3+ 0%1& #+ L+1 E%&*1#3,".2 #" @+
('%. 89:9  " 2(&1
(1&+ ,!'.E%&*"('%. +. 5%1
#+ E+&*3+ 0+&*+( F1+ #+2 *+21&+2,+ #!3("( ,1 2M2(I*+ +H+&
+.( 1.+ '.N1+.
+ 21& #" 
%.
+0('%. ,+ #" 2(&"(3$'+ ,+ ,3
'2'%. ,+2L%1+1&29 O'.2'D J #!'.6+&2+ ,+ #" 2(&"(3$'+ +. 5%1
#+ %16+&(+D 
+##+ +. 5%1
#+ E+&*3+ $"&,+ #"&+#"('%. 21'6".(+ P ∂ui(k)

∂x(k)
6= 0 "6+
 i ∈ Υ94%12 0&32+.(%.2 *"'.(+.".( #+2 
%.,'('%.2 .3
+22"'&+2 0%1& 1.+ 2(&"(3$'+ ,+ 4"2) +.5%1
#+ E+&*3+9  " *3()%,%#%$'+ +2( 2(&'
(+*+.( #" *Q*+ F1+ 
+##+ "00#'F13+ +. 5%1
#+%16+&(+D %R #+ 
%S( "22%
'3 "1 L%1+1& i +2( "122' ,%..3 0"& LiD ,3G.'+ +. 789:T<9 U. (+&*+2,+ 
%.,'('%.2 .3
+22"'&+2 0%1& #" 2(&"(3$'+ ,!3F1'#'5&+D #" ,'V3&+.
+ +.(&+ #+2 ,+1H (M0+2 ,+2%#1('%.2 0"&"W( ,".2 #" 
%.,'('%. ∂Li

∂x(k)
= 0 7C%.,'('%. XD 6%'& ("5#+"1 89:<9 A".2 1.+2(&1
(1&+ +. 5%1
#+ E+&*3+D 
+((+ 
%.,'('%. "221*+ #" E%&*+ 21'6".(+D +. E%.
('%. ,+ ∂ui(k)

∂x(k)+( ∂uj(k)

∂x(k)
D %R i, j ∈ ΥD j 6= i P

λi(k) = Qix(k) +
∂ui(k)

∂x(k)

[
Riui(k) +MT

i x(k)
]
+Miui(k)

+AT λi(k + 1) +
∂ui(k)

∂x(k)
BT

i λi(k + 1) +
∂uj(k)

∂x(k)
BT

j λi(k + 1).
789:Y<O0&I2 1.+ *".'01#"('%. "#$35&'F1+D 
+((+ +H0&+22'%. 2+ &3,1'( J P

λi(k) =
[
Qi −MiR

−1
i MT

i

]
x(k) +

[
A+Bj

∂uj(k)

∂x(k)
− S

′

i

]T

λi(k + 1), 789:Z<"6+
 S
′

i ,3LJ +H0&'*3 +. 789:8<9 O#%&2D #+2 
%.,'('%.2 .3
+22"'&+2 0%1& 1.+ 2(&"(3$'+ ,+ 4"2)+. 5%1
#+ E+&*3+ 2%.( 
+##+2 0&32+.(3+2 "1 ("5#+"1 89:D 2"1E #" C%.,'('%. X F1' +2( &+*0#"
3+0"& 789:Z<9



 !"! #$%&$'()* +* ,&#-  . ! "# $%$! &#'() *+! ,(+- "# ./-#/012! !) 3(+
"! (+5!-/!6 () .+,,(.! "# -!"#/2() "2)0#2-!789::; !)/-! "!. 5!
/!+-. <=0/#/ !/ <=0/#/. #<>(2)/.6 
! *+2 )(+. #$?)! #+..2 @ "# .("+/2()789:A; -00
-2/! 
2B<!..(+.
x(k + 1) = Φ(k)x(k), 789:C;(D Φ(k) !./ <())0 ,#- 789:E;9 F!. $#/-2
!. K1 !/ K2 .()/ "!. .("+/2(). <=0*+#/2(). 
(+,"0!.<+ /G,! H2

#/2 <2I0-!)/!. <! 
!""!. <())0!. ,#- 789:J;9 K,-?. *+!"*+!. $#)2,+"#/2().#"103-2*+!.6 () #--25! #+L 0*+#/2(). 
(+,"0!. <! M#.NOH2

#/2 !) 3(+
"! &!-$0! P

K1(k) = Q1 −M1R
−1
1 MT

1 +
(
A− S

′

1 − S
′

2

)T
K1(k + 1)Φ(k)

−ΦT (k)K2(k + 1)S2K1(k + 1)Φ(k),

K2(k) = Q2 −M2R
−1
2 MT

2 +
(
A− S

′

1 − S
′

2

)T
K2(k + 1)Φ(k)

−ΦT (k)K1(k + 1)S1K2(k + 1)Φ(k).

789AQ;F# -0.("+/2() <! 789AQ; !./ )0
!..#2-! ,(+- "! 
#"
+" <! "# ./-#/012! <=0*+2"23-! <! M#.N!) 3(+
"! &!-$0!9 R+- +) N(-2S() <! /!$,. 2)T)26 "!. 0*+#/2(). <! -0
+--!)
! <! 789AQ;<!52!))!)/ "!. 0*+#/2(). #"103-2*+!. 
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]T " )'* &'
+',-* s(n) '+ b(n) ./+ 0'* 1.-2'* *,3&%/+'* 4
s(n) =




s(n)
s(n− 1)

...
s(n−N −M + 2)


 ; b(n) =




b(n)
b(n− 1)

...
b(n−N −M + 2)


 .  !"5$6 0% *.-+3' 7' 089:%03*',-; ./ +-.,&' 0' *3:/%0 y(n) 7.//9 <%- 4

y(n) =

N−1∑

k=0

w(k)x(n − k)  !"=$.> w =
[

w(0) · · · w(N − 1)
]T '*+ 0' &'
+',- 7'* 
.'?
3'/+* 7' 089:%03*',-")89:%03*',- '*+ .<+32%0 %, *'/* 7' @3'/'- A,%/7 30 23/323*' 08'--',- A,%7-%+3A,' 2.B'//'CDE;  !"# $%&"'!( )''*'; '/+-' 0'* *3:/%,F -9
,<9-9* y '+ +-%/*23* s; *.3+ G=H℄ 4

wo = argmin
w

E

{
[s(n− l)− y(n)]2

}

= R−1p,
 !"!$.> E{·} -'<-9*'/+' 08.<9-%+',- '*<9-%/
' 2%+J92%+3A,'; wo '*+ 089:%03*',- .<+32%0; R 79K/.+' 0% 2%+-3
' 78%,+.
.--90%+3./ 7, *3:/%0 -'L, x(n) '+ p '*+ 0' &'
+',- 7' 
.--90%+3./'/+-' x(n) '+ 0' *3:/%0 +-%/*23* s(n− l); l 9+%/+ 0' -'+%-7 789:%03*%+3./" M0 '*+ 7./
 
0%3- A,'73N9-'/+'* *.0,+3./* 7' @3'/'- *./+ .O+'/,'* *'0./ 0' 
J.3F 7, -'+%-7" E/ 'N'+; 0' 
-3+P-'7' @3'/'- '*+ 2,0+32.7%0 <%- -%<<.-+ %,F <%-%2P+-'* w '+ l G!Q℄ '+ 
J%A,' *.0,+3./ 7'@3'/'- '*+ %**.
39' R ,/' CDE -9*37,'00' 7.//9' <%- G=H℄ 4

JWiener = σ2
s − pTR−1p,  !"S$.> σ2

s 79/.+' 0% <,3**%/
' 7, *3:/%0 +-%/*23*" M0 '*+ <-%+3A,' 7' -99
-3-'  !"S$ '/ 'F<-32%/+
R '+ p 
.22' *,3+ 4

R = E

{
[Hs(n) + b(n)] [Hs(n) + b(n)]T

}

= σ2
sHHT + σ2

b I,
 !"T$



 !"! #$#%&'( )*$*+#%( ,- !
p = E {[Hs(n) + b(n)] s(n− l)}

= σ2
sHel,

 !"#$%& I '()%*+ ,- .-*/0
+ 0'+)*0*( -2+
 ,+3 '0.+)30%)3 -44/%4/0(+3 +* el =
[
0 · · · 1 · · · 0

]T+3* 5) 2+
*+5/ 
%,%))+ '+ 6(/%37 3-58 ,+ (l + 1) !" (,(.+)* 950 2-5* :" ;0)307 +) )(<,0<+-)*,+ =/50*7 
>+3* ? '0/+ σ2
b = 07 ,>(95-*0%)  !"@$ '+20+)*

J(l,H) = σ2
s

(
1− eT

l HT
[
HHT

]−1
Hel

)
,  !":A$%& ,- BCD /(30'5+,,+ '+ ,>(<-,03+5/ '+ E0+)+/ +3* /+4/(3+)*(+ +) 8%)
*0%) '+ ,- .-*/0
+ '+
%)2%,5*0%) '5 
-)-, H +* '5 /+*-/' '>(<-,03-*0%) l"D) .0)0.03-)* ,- BCD  !"!$7 ,>(<-,03+5/ '+ E0+)+/ *+)' ? 
%.4+)3+/ ,+3 +F+*3 '5 
-)-,35/ ,+ 30<)-, */-)3.037 *%5* +) 4/+)-)* -5330 +) 
%.4*+ ,+ =/50*" D) +F+*7 +) ,>-=3+)
+ '+=/50*7 0, +3* 8-
0,+ '+ .%)*/+/ 95+7 4%5/ 5)+ ,%)<5+5/ N '%))(+7 wo 8%5/)0* ,- .+0,,+5/+-44/%G0.-*0%) HIJ '>5) K,*/+ 0)2+/3+ '5 
-)-," ;5*/+.+)* '0*7 ,>(<-,03+5/ +* ,+ 
-)-, %)*'+3 /�,+3 -)*-<%)03*+3" M+
0 )%53 4%533+ ? ,+3 (*5'0+/ ? ,>-0'+ '+ ,- *N(%/0+ '+3 O+5G )%)P
%%4(/-*083 950 +3* 5) %5*0, '>%4*0.03-*0%) +* '>-)-,Q3+ 0335 '+ ,>(*5'+ '+ 
%)R0*3 '>0)*(/S*3" !" #$%&'() *+$+,%&)T- 95+3*0%) '>0)*(/S* +3* ,- 3502-)*+ U +) -=3+)
+ '>0)8%/.-*0%) 35/ ,- )-*5/+ '5 
-)-,795+, /+*-/' '>(<-,03-*0%) '%0*P%) 
N%030/ V W%5/ */-0*+/ 
+ 4/%=,X.+7 )%53 4/%4%3%)3 5)+-44/%
N+ '5 Y40/+ 
-3Z ? */-2+/3 ,- *N(%/0+ '+3 O+5G )%)P
%%4(/-*083 ? 3%..+P)5,,+7 %&,+3 '+5G O%5+5/37 3*/0
*+.+)* -)*-<%)03*+37 3%)* ,+ /(
+4*+5/ +* ,- Y)-*5/+ .-,0
0+53+Z" T-8%)
*0%) 
%[* '5 O+5 +3* ,>+//+5/ 95-'/-*095+ .%Q+))+ BCD /(30'5+,,+ '+ ,>(<-,03+5/ '+E0+)+/ J(l,H) '%))(+ 4-/  !":A$7 %& ,- 45033-)
+ '5 30<)-, */-)3.03 +3* 
%)30'(/(+ 5)0*-0/+3-)3 4+/*+ '+ <()(/-,0*( σ2

s = 1" ;,%/37 ,+ /(
+4*+5/ 2+5* .0)0.03+/ J(l,H) +) 
N%03033-)* 5)/+*-/' l ∈ L7 %& L +3* ,>+)3+.=,+ '+3 /+*-/'3 '>(<-,03-*0%) 4%330=,+3" D) /+2-)
N+7 -2+
 ,-)%*0%) '5 40/+ 
-37 ,- Y)-*5/+ .-,0
0+53+Z 
N%030* 5) 
-)-, H ∈ H 4%5/ .-G0.03+/ J(l,H)7%& H +3* ,>+)3+.=,+ '+3 
-)-5G 4%330=,+3" \-*5/+,,+.+)*7
L = {l ∈ Z : 0 ≤ l ≤ M +N − 2}  !"::$+*
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H =

{
H ∈ R

N×(M+N−1) : H =




hT 0 · · · 0
0 hT · · · 0
...

...
...

...
0 · · · 0 hT


 ,  !"#$%

avec h =
[

h(0) · · · h(M − 1)
]T

}
.&' 
)*+,'-*+. /. *),0. 1)2-+-3. ||h||2 > 0 .2+ '4)5+6. 1)5, 63-+., 7' 2)75+-)* +,-3-'7. h = 0/. 7' 1',+ /. 7' 8*'+5,. 0'7-
-.52.9"&' 2+,5
+5,. /:-*;),0'+-)* /5 4.5 /6
,-+ 
-</.2252 /6=*-+ /.2 1,)>7?0.2 /-2+-*
+2" @- 7.24)5.5,2 /6
-/.*+ '5 0A0. 0)0.*+B 
:.2+ C /-,. 2'*2 -*;),0'+-)* 1',+'D6.B 7.2 1,)>7?0.20-*-0'E .+ 0'E-0-* 2)*+ 6F5-3'7.*+2" -7 1.5+ .E-2+., 5* 6F5-7->,. /. G'2H (l ,H )B '522-*)006 1)-*+ /. 2.77.B 2'+-2;'-2'*+ 7.2 /.5E 4)5.5,2 .* 0A0. +.012B 2)-+ I

J(l ,H) ≤ J(l ,H ) ≤ J(l,H ).  !"#J%K:5* '5+,. 
�+6B 7. 4.5 )M 5* 4)5.5, 'D-+ .* 6+'*+ '5 
)5,'*+ /. 7:'
+-)* /. 2)* '/3.,2'-,.1,62.*+. 5*. 2),+. /:H-6,',
H-. /'*2 7. 1,)
.2252 /. /6
-2-)* I 
:.2+ 5* 4.5 /. @+'
N.7>.,DOJPB J#℄ /)*+ *)52 '77)*2 '*'7R2., /.5E 
'2" K'*2 7. 1,.0-.,B 7' 8*'+5,.9 0'E-0-2.5, 'D-+'3'*+ 7. ,6
.1+.5, 0-*-0-2.5," S-*2-B 7. ,6
.1+.5, /-21)2. /. 7:-*;),0'+-)* 25, 7. 
'*'7 1)5,/6
-/., /5 ,.+',/ /:6D'7-2'+-)* )1+-0'7" T.
- 1.,0.+ 7:6+5/. /:5*. 2+,'+6D-. /:'225,'*
.1)5, 7' 8*'+5,. 0'7-
-.52.9B .* +.*'*+ .* 
)01+. F5. 7' /6
-2-)* /5 ,6
.1+.5, 2.,' )1+-0'7."T.++. 2+,'+6D-. /:'225,'*
. ,6257+. /5 1,)>7?0. 0'E-0-* 25-3'*+ I
max
H∈H

min
l∈L

{
J(l,H) = 1− eT

l HT
[
HHT

]−1
Hel

}
,  !"#U%/)*+ 7' 2)75+-)* /:6F5-7->,. /. @+'
N.7>.,D '22)
-6. (l∗(H∗),H∗) .2+ 
','
+6,-26. 1', I

J(l∗(H),H) ≤ J(l∗(H∗),H∗) ≤ J(l(H∗),H∗).  !"#V%&:H-6,',
H-. .2+ 6
H'*D6. /'*2 7. /.5E-?0. 4.5 I 7. ,6
.1+.5, 'D-+ '3'*+ 7' 8*'+5,.9 F5-/-21)2. /. 7:-*;),0'+-)* 25, 7. ,.+',/ /:6D'7-2'+-)* 
H)-2- 1)5, /6
-/., 7. 
'*'7 /. 1-,. 
'2F5- 0'E-0-2. 7' W@X ,62-/5.77." K'*2 
. 
'2B )* 
H.,
H. 5*. 2+,'+6D-. /:'225,'*
. 1)5, 7.,6
.1+.5, F5- ,6257+. /5 1,)>7?0. 0-*-0'E 25-3'*+ I
min
l∈L

max
H∈H

{
J(l,H) = 1− eT

l HT
[
HHT

]−1
Hel

}
,  !"#!%/)*+ 7' 2)75+-)* /:6F5-7->,. /. @+'
N.7>.,D '22)
-6. (l∗,H∗(l∗)) .2+ 
','
+6,-26. 1', I

J(l∗,H(l∗)) ≤ J(l∗,H∗(l∗)) ≤ J(l,H∗(l)).  !"#Y%



 !"! #$#%&'( )*$*+#%(  " !" #!$% &!$% #! '()
+!,-!./ "01( )1),2"3" 4). ,) "$5(!6  !" "(.)(3/5!" #7)""$.)1
! #!,) 81)($.! 9),5
5!$"!: !( #$ .3
!4(!$. 10$" .3;<,!1(= #7$1 
�(3= #!" 4.04.53(3" #!" 
)1)$%4,$" 4.0-,39)(5?$!" #)1" ,! 
01(!%(! #! ,73/),5")(501 !(= #! ,7)$(.!= #!" .3"$,()(" 
01
!.1)1(,! 
@05% #$ .!().# #73/),5")(501 !1 )-"!1
! #751A0.9)(501 "$. ,! 
)1),6  ) "0,$(501 #! B)"@!"( #5"
$(3! #)1" $1! 3($#! #! 
)" C ,) '!
(501 D6E6 !"!" #$%&$'()* +,&--.%&/
* +* 1& 2/&$.%* 3&1)
)*.-*4 ) "(.)(3/5! #7)""$.)1
! #! ,) 81)($.! 9),5
5!$"!: .3"$,(! #$ 4.0-,<9! 9)%5951 FD6GHI6J ,7)5#! #$ K@30.<9! GE= 
!((! "(.)(3/5! !"( 
).)
(3.5"3! !( ,) ;),!$. #$ &!$= 
7!"( C #5.! ,)L'M .3"5#$!,,!= )$ 4051( #73?$5,5-.! #! '()
+!,-!./ !"( #3(!.9513!6 !"#$%&' ()*  !"# $%!&#'"
' )' &*+,- '- '" 
."#,)/*!"- $' #,0"!$ -*!"#1,# 2 $! 3+,##!"
'+",-!,*'4 $! #.11' )'# '**'+*# 5+!)*!-,5+'# 1.6'""'# */#,)+'$$'# !##.
,/'# !+7 #.$+-,."#)' 8,'"'* 3.+* -.+# $'# *'-!*)# )%/0!$,#!-,." '#- ).""/' 3!* 9
∑

l∈L

J(l,H) = M − 1, FD6GNI.: H '#- $! 1!-*,
' )' 
.";.$+-,." *'$!-,;' 2 +" 
!"!$ h )' $."0+'+* M < /1."#-*!-,."<  ! K@30.<9! GE !"( #3901(.3 !1 ODG℄6Q$5"?$! ,) "099! #!" L'M .3"5#$!,,!" 40$. (0$" ,!" .!().#" ;)$(M−1 !( ?$! (M+N−1)!"( ,! 109-.! #!" .!().#" 40""5-,!" )""0
53" C $1 
)1), #! ,01/$!$. M !( C $1 3/),5"!$.#! ,01/$!$. N = ,! 
)1), H∗ 4.3"!1()1( ,) 9R9! ;),!$. #! L'M .3"5#$!, 40$. (0$( .!().##73/),5")(501 A0$.15( 
099! ;),!$. #$ &!$ J(l,H∗) = (M − 1)/(M + N − 1)= ∀l ∈ L6 S,!"( A)
5,! #! ;05. ?$! ,) 4)5.! (l∗(H∗),H∗) !"( ,) "0,$(501 #$ 4.0-,<9! 9)%5951 FD6GHI= 0T
l∗(H) !"( ,! .!().# #73/),5")(501 04(59), 951595")1( !1 A01
(501 #$ 
)1), H6 U01A0.939!1()$ K@30.<9! GE= "5 ,! 
)1), !"( (!, ?$! ,) L'M 40$. $1 .!().# #0113 !"( 4,$" /.)1# ?$!
(M − 1)/(M + N − 1)= 5, 2 )$.) ),0." $1 )$(.! .!().# 40$. ,!?$!, ,) L'M !"( 4,$" 4!(5(!?$! (M − 1)/(M + N − 1)6 Q). 
01"3?$!1(= 
! #!.15!. .!().# "!.) 
@05"5 4). ,! .3
!4(!$.951595"!$.6 V51"5= ,! 
)1), H∗ 4.3"!1(! ,) 9R9! ;),!$. #! L'M .3"5#$!, 40$. (0$( .!().##73/),5")(501 !( 9)%595"! ,) L'M .3"5#$!,,! 95159),!6 V$(.!9!1( #5(= H∗ !"( ,) "0,$(50104(59),! #$ 45.! 
)" 40$. ,) 81)($.!:6  ) "(.)(3/5! #7)""$.)1
! #! ,) 81)($.! 9),5
5!$"!:!"( #01
 
0940"3! #! 
)1)$% 4.3"!1()1( 
!((! 
).)
(3.5"(5?$! !1 (!.9!" #! L'M .3"5#$!,,!6U7!"( -5!1 ,! 
)" #! ?$!,?$!" 
)1)$% #01( ,!" W3.0" "01( 4,)
3" "$. ,! 
!.
,! $15(36 !"!5 #$%&$'()* +,&--.%&/
* +* 1,'(&1)-*.% ) "(.)(3/5! #7)""$.)1
! #! ,73/),5"!$. ;5!1( #$ 4.0-,<9! 95159)% FD6GDI6  ) 9)%595X")(501 51(!.1! #)1" FD6GDI !"( 4.3"!1(3! 
099! "$5( Y



 ! "#$%&'()  * +,$-&.$'&/0 1) "$0$- %$( 20) $0$-3.) 12 ()'$(1 14+,$-&.$'&/05$.+) .2( -$ '#+/(&) 1). 6)27
max
H∈H

{
1− eT

l HT
[
HHT

]−1
Hel

}
= 1− eT

l H∗T (l)
[
H∗(l)H∗T (l)

]−1
H∗(l)el,  !"#$%&' H∗(l) ()*&+, -, 
/*/- &0+12/- 2/31214/*+ ,* 5&*
+1&* (6 7,+/7( l" 81*419 -, 07&:-;2,21*12/3  !"#!% ,4+ 7))
71+ <

min
l∈L

{
1− eT

l H∗T (l)
[
H∗(l)H∗T (l)

]−1
H∗(l)el

}
.  !"=>%?/ 2/+71
, H∗(l)H∗T (l) ,4+ 6*, 2/+71
, @6/(7/+1@6,9 A&,0-1+B ,+ 4C2)+71@6, (, (12,*D41&* N 9 (&*
 
,*+7&4C2)+71@6," E614@6F,--, ()*&+, -/ 2/+71
, (F/6+&
&77,-/+1&* (6 41G*/-7,H6 x(n) ,* /:4,*
, (6 :761+  !"I%9 H∗(l)H∗T (l) ,4+ ()J*1, 0&41+1K, ,+9 0/7 
&*4)@6,*+94&* 1*K,74, /6441" 8-&749 0&67 +&6+ K,
+,67 v 6= 09 1- K/6+ vT

[
H∗(l)H∗T (l)

]−1
v > 0"?/ 4&-6+1&* l∗ @61 21*1214,  !"=>%9 41 ,--, ,314+,9 ,4+ (1L
1-, M ()+,721*,7" N,0,*(/*+91- ,4+ 0&441:-, (, 7,4+7,1*(7, -F,40/
, (, 4+7/+)G1,4 (6 7)
,0+,67 @61 
&207,*( ,* 071*
10,-F,*4,2:-, L ()J*1 0/7  !"##%" O,-&* -/ (14
6441&* 07)
)(,*+,9 -/ K/-,67 2/312/-, (6 P,6 !"=>% ,4+ )G/-, M # ,+ &:+,*6, 41 ,+ 4,6-,2,*+ 41 H∗(l)el = 0" 8-&749 -, 7)
,0+,67 21*1214,67(&1+ )K1+,7 -,4 4&-6+1&*4 l 0&67 -,4@6,--,4 H∗(l)el = 0"E&67 1(,*+1J,7 -F,40/
, (,4 4&-6+1&*4 (6 7)
,0+,67 @6F&* K,6+ &:+,*179 -/ 2/+71
, (,
&*K&-6+1&* ,4+ ,30712), 
1D(,44&64 ,* +,72,4 (,4 
&,L
1,*+4 (6 
/*/- <

H =




h(0) h(1) · · · h(M − 1) 0 · · · 0 · · · 0
0 h(0) · · · h(M − 2) h(M − 1) · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · h(1) · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · h(0) · · · h(M − 1)




.  !"=#%Q* &:4,7K, @6, Hel = 
&-&**,(l+1)(H)" R* 0-649 -,4 
&-&**,4 (, H 4&*+ 
&*4+1+6),4 0/7 -,
/*/- h =
[

h(0) · · · h(M − 1)
]T (/*4 -F&7(7, 1*K,74,9 &6 (F6*, 0/7+1, (, h" 81*419 41 /62&1*4 6* 
&,L
1,*+ (, h9 (&*+ -/ *&72, ,4+ 6*1+/17,9 *F,4+ 0/4 07)4,*+ (/*4 -/ (l + 1) !"
&-&**, (, H9 /-&74 -/ S*/+67, 2/-1
1,64,T ,4+ 
/0/:-, (, 
U&1417 6* 
/*/- +,- @6, Hel = 09&:+,*6 ,* /**6-/*+ -,4 
&,L
1,*+4 (/*4 
,++, 
&-&**, (, H" !"#$%&' ()*  !"# l ∈ L$ L = {0, . . . ,M + N − 2}$ %& '&#(') )*+,(%"-(#"!.$ !/ M &#

N -!.# %&- %!.,0&0'- )0 
(.(% &# )& %*+,(%"-&0'$ '&-2&
#"3&4&.#5 6& '&#(') !2#"4(% )0 2"'&
(-$ 
*&-# 7 )"'& '!80-#&$ 90" 4"."4"-& %( : ; '+-")0&%%& 4(<"4(%& &-# 2('4" %&- '&#(')-".#&'4+)"("'&-5 =(' 
!.-+90&.# l ∈ Z : M − 1 ≤ l ≤ N − 15>+4!.-#'(#"!.5 O1 -, 7,+/7( (F)G/-14/+1&* ,4+ 7,4+7,1*+ M l ∈ Z : M − 1 ≤ l ≤ N − 19 /-&74+&64 -,4 
&,L
1,*+4 (6 
/*/- VWX h (, *&72, 6*1+/17, 4&*+ 07)4,*+4 (/*4 -/ (l + 1) !"
&-&**, (, -/ 2/+71
, (, 
&*K&-6+1&* /44&
1), M H ,+ Hel 6= 0" N,-/ )K1+, -/ 017, 4&-6+1&*(6 07&:-;2, 21*12/3  !"=>% 0&67 -, 7)
,0+,67 < J(l,H∗(l)) = 1"



 !"! #$%&' &' ()*  + !""! #$%&'
)! *+,- &%.*! &, 
+*
!/" 
0&--12,! #! 031*1"1&01-&"1+* 4
!*"!'5-/16!7 89:℄<
+*-1#$'$! #&*- 0& 01""$'&",'! 
+%%! ,*! /'+
$#,'! =&>+'&?0! /+,' 0!- /!'=+'%&*
!- #!-$@&01-!,'- &#&/"&"1=- &>!,@0!-A B&*- 0! 
&- +C N ≫ M < 0! D)$+'.%! EF *3&//+'"! /&-?!&,
+,/ #31*"$'G"< 
&' ,* *+%?'! =&1?0! #!- (N + M − 1) /+--1?0!- '!"&'#- #3$@&01-&"1+*/!," G"'! '!H!"$ #&*- 0& '!
)!'
)! #3,* '!"&'# '+?,-"!A B3&,"'! /&'"< 2,&*# N -3&//'+
)!#! M < 
&- #3,* $@&01-!,' /0,- 
+,'"< 031%/+'"&*
! #! 
! '$-,0"&" &,@%!*"!A I1*&0!%!*"</+,' ,* 
&*&0 !" ,* $@&01-!,' #! 0& %G%! 0+*@,!,'< N = M = L< 0! D)$+'.%! EF =+,'*1"0& -"'&"$@1! #3&--,'&*
! #, '$
!/"!,' /+,' 0! /'+?0.%! %1*1%&J KLAELM< +C l∗ = L − 12,1 !-" 03$0$%!*" 
!*"'&0 #! 03!*-!%?0! #!- '!"&'#- #3$@&01-&"1+* /+--1?0!- !* +'#'! 
'+1--&*"
L = {0, 1, . . . , L−2, L−1, L, . . . , 2L−3, 2L−2}A N& -+0,"1+* #3$2,101?'! #! O"&
6!0?!'@ #&*-
! H!, !-" #+*
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/*7&?& &*"#&&1?, /4 !$ )&#2/#3$*
& &* "&#3& +:&##&1# 51$+#$"051& 3/F&**& &* #6%03& )&#3$*&*" &-"-1)6#0&1#& /1 6%$!& G !$ 3&0!!&1#& )&#2/#3$*
& 0*+070+1&!!& +&- +&1?  !"#&-' L*-10"&, */1--1%%6#/*- 1* -
963$ +:$+$)"$"0/* +1  !"#& H∞ )&#3&""$*" !:$;1-"&3&*" +& !:6%$!0-&1# )/1#/K"&*0# 1*& )&#2/#3$*
& 3/F&**& &" 1*& #/K1-"&--& -$"0-2$0-$*"&-' M7$*" !$ )#6-&*"$"0/*+&- +&1? 36"9/+&-, */1- &?)/-/*- !$ 2/#31!$"0/* +1 )#/K!>3& +& !:6%$!0-$"0/* $+$)"$"07&+1 
$*$! +$*- !:&-)$
& +:6"$", $0*-0 51& !&- -/!1"0/*- )$# !&-  !"#$%&- H2 &" H∞'
 !" #$%&'()*+$, -' .%$/(0&18$ 3/+6!0-$"0/* +1 )#/K!>3& +& !:6%$!0-$"0/* &-" )#6-&*"6& +$*- 
&""& -&
"0/*' 8& -F-">3&+& 
/331*0
$"0/* -$*-  ! 1"0!0-6 &-" #&)#6-&*"6 G !$  %1#& H'J +$*- 1*& 3/+6!0-$"0/* &*K$*+& +& K$-& G "&3)- +0-
#&", /4 k 
/##&-)/*+ $1 k !"#  !"#$!# %&'
)$!# **+!!$,-. /-"0"#12- -"# 
$3$
#'3 "' 4$3 *$ #3$!"2 "" +! " 25*#$!'- %- Nt " ,!$56 7 8$*-53" 
+24*-6-"9
s0(k), . . . , sNt−1(k)9 $*+3" :5- *- 3'
-4#-53 -"# 
+!"# #5' %- Nr $!#-!!-". ;+5" 
+!" %'3+!"*- 
+!#-6#- %&5! "0"#12- <=<>9 4+53  !"#$%"& '(%!#  !"#$%"& )!#%!#9 
&-"#?7?% 3- 25*# ?5# * "$#-53 -# 25*# 4*- $

1"9 +@  * !&0 $ 4$" %- 
++3% !$# +! %$!" *$ #3$!"2 "" +! %-" " ,!$56
s0(k), . . . , sNt−1(k)9 
$3  *" $44$3# -!!-!# 
)$
5! 7 5! 5# * "$#-53. A$3 
+!#3-9 +! 43+B#-%- *$ % 8-3" #' "4$# $*- 7 *$ 3'
-4# +!9 -! #3$ #$!# 
+!C+ !#-2-!# *-" " ,!$56 $5 3'
-4#-53
x0(k), . . . , xNr−1(k) 4+53 3'
54'3-3 *-" " ,!$56 #3$!"2 ". /- "+5"?
$!$* -!#3- *&'2-##-53 j-# *- 3'
-4#-53 i -"# 3-43'"-!#' 4$3 5! B*#3- D=E9 %- *$($#& '+%!",& -&,%.(,&9 7 8$*-53"
+24*-6-" -# %- *+!,5-53 M F hij =

[
hij(0) · · · hij(M − 1)

]T 9 +@ i = {0, . . . , Nr − 1}-# j = {0, . . . , Nt − 1}./-" " ,!$56 $5 3'
-4#-53 "+!# 3-43'"-!#'" 
+22- "5 #. G xi(k) -"# *- " ,!$* 7 *&-!#3'-%- *&$!#-!!- i9 i ∈ {0, . . . , Nr − 1}9 $*+3"9  * -"# %+!!' 4$3 F
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RxTx

Canal MIMO

 !"#$% #&'($
&*&+,-
s0(k)

s1(k)

sNt−1(k)

h00

h10

h(Nr−1)1

h01

h11

h(Nr−1)1

h0(Nt−1)

h1(Nt−1)

h(Nr−1)(Nt−1)

b0(k)

b1(k)

bNr−1(k)

x0(k)

x1(k)

xNr−1(k)

ŝ0(k − l0)

ŝ1(k − l1)

ŝNt−1(k − lNt−1)

...
...

...
...

 !"#$% ./0 1 !2-,3*& 4& 
5**6+7
$,75+ 898: &+ ;$+4& 4& ;$-&/
xi(k) =

Nt−1∑

j=0

M−1∑

l=0

hij(l)sj(k − l) + bi(k)

= hid(ld)sd(k − ld) +
M−1∑

l = 0

l 6= ld

hid(l)sd(k − l) +

Nt−1∑

j = 0

j 6= d

M−1∑

l = 0

hij(l)sj(k − l) + bi(k),
<./0=

5> bi(k) &-, (& ;#67, ;($+
 $447,7" 4& ?$#7$+
& σ2
b / !57, sd(k− ld) (& -7%+$( 4@7+,A#B,C $?&
 d ∈

{0, . . . , Nt − 1} &, ld 6+ #&,$#4/ D(5#-C (& 4&6E73*& ,&#*& 4$+- <./0= F67 &-, 6+& -5**$,75+-7*'(& 
5##&-'5+4 G (@7+,&#"A#&+
& &+,#& -2*;5(&- $(5#- F6& (& ,#57-73*&C 45++A '$# 6+&-5**$,75+ 456;(&C #&'#A-&+,& (@7+,&#"A#&+
& 
5H
$+$(/I5**& 
J$F6& $+,&++& #A
&',#7
& &-, AF67'A& 4@6+ K(,#& ,#$+-?&#-$( 4& N 
5&L
7&+,-F67 -&#$ 6,7(7-A 
5**& A%$(7-&6# ,&*'5#&(C (& ?&
,&6# 4@&+,#A& 4& (@A%$(7-&6# G (@$+,&++& i&-, xi(k) =
[

xi(k) · · · xi(k −N + 1)
]T / I&, A%$(7-&6# &-, #&'#A-&+,A '$# (& ?&
,&6# 4&
5&L
7&+,- wi(k) =

[
w0

i (k) · · · wN−1
i (k)

]T /M&- -7%+$6E #&N6- $6E $+,&++&- 
5+,7&++&+, (@7+"5#*$,75+ -6# (& -7%+$( 4@7+,A#B, ,#$+-*7-C+5,A s(k)C &+ +A%(7%&$+, (@7+47
& d &, (& #&,$#4 ld/ M@A%$(7-&6# -'$,75H,&*'5#&( ,#$7,& (&--7%+$6E #&N6- '56# 5;,&+7# 6+& &-,7*$,75+ 46 -7%+$( 4@7+,A#B,/ O5+
C (@&-,7*$,75+ 4& s(k)5;,&+6& '$# (@A%$(7-&6# -'$,75H,&*'5#&(C +5,A& ŝ(k)C &-, 45++A& '$# P



 ! "#$%&'()  * +,$-&.$'&/0 1) "$0$- (/23.')
ŝ(k) = xH(k)w(k),  !"#$%& (·)H '() *+%,-./)'0. 1'.23)3'4 503 
%..'(,%47 /0 )./4(,%(- 
%48090- 7' (·)" :'( ;'
<)'0.( x(k) =

[
xT

0 (k) · · · xT
Nr−1(k)

]T ') w(k) =
[

wT
0 (k) · · · wT

Nr−1(k)
]T (%4) 7'(;'
)'0.( 7' 732'4(3%4 (N · Nr) × 1 .'*3/4) )%0( *'( (394/0= 7+'4).-' /0 .-
',)'0. ,%0. *',.'23'. ') *'( 
%'>
3'4)( 7'( ?*).'( @ )%0)'( *'( /4)'44'( 7' .-
',)3%4 ,%0. *' ('
%47" !"# $%  !"# $% 
!# '% $()*!$+#!,+-" ./0%1%", ,%1.-0%$$%2 !3%
 Nr = 1 !",%""% 0)
%.,0+
%2 $!#-0,+% '% $()*!$+#%/0 0%#,% '-"")% .!0 456782 1!+# $%# 3%
,%/0# '(%",0)%# x(k) %, '% 
-%9
+%",#'% $()*!$+#%/0 w(k) #-", '% '+1%"#+-" N × 16  % .$/#2 #+ $% #:#,;1% %#, <=<>2 .-/0 A349*'B4,0) A349*' C0),0)2 +$ "(: ! ?/(/" #%/$ #+*"!$ ,0!"#1+#2 -@ Nt = 12 %, $(+",%0A)0%"
% %",0%#:1B-$%# ?/+ %#, .0)#%",% #%/$%1%",6D%0( 
%4(37-.%4( *+-9/*3(/)3%4 (0,'.;3(-'" E34(3F *' (394/* 7' .-G-.'4
' %0 (-50'4
' 7+/,<,.'4)3((/9' s(k) '() 73(,%43H*' /0 .-
',)'0." :' H0) '() 7%4
 7+%H)'43. *' ;'
)'0. w(k) 503234323('F 7/4( 04 
'.)/34 ('4(F *+-
/.) '4).' s(k) ') ŝ(k)" !"!" #$%&'(%)'*+ %,%-)%)'./ ,%+( &0/(-%
/ ,02)%):/ G%.20*/)3%4 70 ,.%H*I2' 7' *+-9/*3(/)3%4 /7/,)/)3;' 7/4( *+'(,/
' 7+-)/) %J.' 04
/7.' /7-50/) ,%0. *' )./3)'2'4) ,/. *'( /,,.%
1'( 7+'()32/)3%4 H2 ') H∞" K4 9-4-./*F*' ,.%H*I2' 7' *+'()32/)3%4 *34-/3.' @ )'2,( 73(
.') '() H/(- (0. 04 2%7I*' 7L4/2350' 7'*+-)/) x ') 7' */ 2'(0.' yF 4%)- 
%22' (03) M

x(k + 1) = A(k)x(k) +B(k)q(k),  !"N$
y(k) = C(k)x(k) + r(k),  !"O$%& A(k) '() */ 2/).3
' 7+-;%*0)3%4 ') *'( ;/.3/H*'( q(k) ') r(k) (%4) /*-/)%3.'(F .'(,'
)3;'<2'4) 4%22-'( H.03)( 7+-)/) ') 7' 2'(0.'" :' ,.%H*I2' '() 7%4
 7+'()32'. 04' 
%2H34/3(%4*34-/3.' 7' *+-)/)" E0).'2'4) 73)F %4 
1'.
1' 04' '()32/)3%4 7' z(k) = L(k)x(k)F %& L(k)'() 7-?43 ('*%4 *+%H8'
)3G" P%0. /,,.%
1'. 73.'
)'2'4) *+-)/) x(k) ,/. '='2,*'F 3* G/0) 50'

L(k) = I" :+'()32- 7' z(k) '() 4%)- ,/. ẑ(k) ') '() %H)'40 ('*%4 *'( 2'(0.'( 73(,%43H*'(80(50+@ *+34()/4) (k − 1)"P%0. )./3)'. *' ,.%H*I2' 7+-9/*3(/)3%4 /7/,)/)3;' (0,'.;3(-' ,.-('4)- @ */ ('
)3%4 ,.-<
-7'4)'F 4%0( (0,,%(%4( 50' *' (394/* 7+34)-.Q) s(k)F 73(,%43H*' /0 .-
',)'0.F / */ 2Q2'7L4/2350' 50' */ 2'(0.' y(k) 503 ('./ (
/*/3.' 7/4(  !"O$" E34(3F y(k) .',.-('4)' */ 2'(0.'
s(k)F /*%.( 50' C(k) '() *' ;'
)'0. 7+'4).-' /0 .-
',)'0. xH(k)" :+-)/) x(k) 7/4(  !"N$.',.-('4)' *+-9/*3('0. %,)32/*" :' H.03) 7' 2'(0.' r(k) ,.'47 '4 
%2,)' *'( 34
'.)3)07'((0. *' 2%7I*'F 70'( ,/. '='2,*' /0= *323)/)3%4( 32,%(-'( ,/. 04' .',.-('4)/)3%4 7/4( 04'(,/
' 7' 732'4(3%4 ?43'" :+-9/*3('0. %,)32/* -)/4) .',.-('4)- ,/. x(k)F *' 2%7I*'  !"N$ '()(32,*3?- '4 
%4(37-./4) B(k)q(k) = 0 RSTF SUF !#℄"



 !"! #$%&'()*+ H2 *& H∞  , ! "#$%&' ()*
 (#),'-*&. !-" -"'&/$'-0." x̂(k) -' ŷ(k) 1 !#$&(- (-" ),"-.2$'&)*" {y(0),
y(1), . . . , y(k − 1)} (&"3)*&,!-" $0 .4
-3'-0.5 6&*"&7 !- "&%*$! 1 -"'&/-. -"' ẑ(k) = ŷ(k) =
C(k)x̂(k)5 8-" -"'&/$'-0." x̂(k) -' ŷ(k) 
)..-"3)*(-*' .-"3-
'&2-/-*' 1 !#4%$!&"-0. w(k) -'1 !#-"'&/$'&)* ŝ(k) (- !$ "-
'&)* 3.4
4(-*'-5 8$ 3.)
4(0.- (#-"'&/$'&)* -"' %0&(4- 3$. !-"&%*$! (#-..-0. e(k) = y(k)− ŷ(k)5 !" #$%&'()*+ H2 *& H∞9$*" !#$33.)
:- (- ;!'.$%- H27 )* "033)"- <0- !-" 3-.'0.,$'&)*" q(k) -' r(k) (0 /)(=!->?5@AB>?5CA ")*' (-" 2$.&$,!-" $!4$')&.-" &*(43-*($*'-"7 (- /)D-**- *0!!- -' $D$*' (-" "'$'&"B'&<0-" (0 "-
)*( ).(.- 
)**0-"5 E#-"' $0""& !- 
$" 3)0. !#4'$' &*&'&$! x(0)5 8-" /$'.&
-" Π0-' Q(k) ")*' "-/&B(4;*&-" 3)"&'&2-" -' R(k) -"' (4;*&- 3)"&'&2-7 )F E{x(0)xH(0)} = Π07
E{q(k)qH (k)} = Q(k) -' E{r(k)rH (k)} = R(k)7 $2-
 E{·} 
)//- !#)34.$'-0. -"34.$*
-/$':4/$'&<0-5 G* 
:-.
:- 0* -"'&/$'-0. !&*4$&.- /&*&/&"$*' !#-"34.$*
- (- !#4*-.%&- (-!#-..-0. ;!'.4- $

0/0!4- H

min
ẑ(k)

E

{
k∑

i=0

[z(i) − ẑ(i)]H [z(i) − ẑ(i)]

}
, >?5IA)F z(k) = L(k)x(k) -' ẑ(k) = L(k)x̂(k)58$ ")!0'&)* 3)0. 
- 3.),!=/- -"' !- ;!'.- (- J$!/$*7 ()*' !-" 4<0$'&)*" ")*' ()**4-"$0 '$,!-$0 ?5K5 9$*" !- 
$" )F !-" 3-.'0.,$'&)*" /-*'&)**4-" ")*' 
)/3!='-/-*' 
$.$
'4.&B"4-" -* '-./-" "'$'&"'&<0-"7 
#-"'B1B(&.- 2$.&$,!-" $!4$')&.-" L$0""&-**-"7 &*(43-*($*'-"7 (-/)D-**- *0!!- -' (- 2$.&$*
- 
)**0-7 !- ;!'.- (- J$!/$* -"' !#-"'&/$'-0. )3'&/$! $0 "-*"(- !$ 2.$&"-/,!$*
- /$M&/$!-5 !"#$!% ?5K N O<0$'&)*" .4
0."&2-" (0 ;!'.- (- J$!/$*5 !"#$% &% '(")(*

ẑ(k) = L(k)x̂(k)

G(k) = K(k)CH(k)
[
C(k)K(k)CH(k) +R(k)

]−1

x̂(k + 1) = A(k)x̂(k) +A(k)G(k) [y(k)−C(k)x̂(k)] , x̂(0) = 0

K(k + 1) = A(k)[I −G(k)C(k)]K(k)AH (k) +B(k)Q(k)BH (k), K(0) = Π08#$!%).&':/- P8Q -"' 0* 
$" 3$.'&
0!&-. (0 ;!'.- (- J$!/$*7 )F A(k) = β−1/2I7
B(k) = Q(k) = 0 -' R(k) = I7 $2-
 0 << β ≤ 1 
)//- !- R$
'-0. (#)0,!& (0 P8QS?T℄5 8#4%$!&"-0. H2 
)*"&(4.4 ($*" !-" "-
'&)*" "0&2$*'-" $ "-" 
)-V
&-*'" 
)..&%4" 3$. !#$!B%).&':/- P8Q5E)*'.$&.-/-*' $0 ;!'.$%- H27 )F !-" 3-.'0.,$'&)*" x(0)7 q(k) -' r(k) ")*' 
)*"&(4.4-"
)//- (-" 2$.&$,!-" $!4$')&.-" $2-
 (-" "'$'&"'&<0-" 
)**0-"7 &! *#D $ 3$" (- "033)"&'&)*"



 ! "#$%&'()  * +,$-&.$'&/0 1) "$0$- (/23.') !" #$!" 
&"&
'(") ')*!$  '&') ')*!$ +&, #$ -#'"&.$ H∞/ *!) $ ' +)"$
'$0$,' &  1
)( 2 #&"13! '$  $4 5, $6$'/  & 
1,
$7')1, & 71!" 138$
')9 #& 0),)0) &')1, +$ #:&771"' 0&;)0&# $,(,$".)$ +$ 7$"'!"3&')1, 2 #:$""$!" -#'"($/ 
$ *!) 
1""$ 71,+ &! <7)"$ 
& =4 >$ 7"13#?0$0),)0&; $ ' +$ "( 1#!')1, +)@
)#$4 A1!" 
$''$ "&) 1,/ )# $ ' !')#$ +$ 
1, )+("$" #$ 7"13#?0$ 1! B17')0&#  !)C&,'/ 1D #$ 7&"&0?'"$ γ > 0/ ,100( &''(,!&')1, +$ 7$"'!"3&')1,/ & 71!""�#$ +$ #)0)'$" #:&771"' $, (,$".)$ +$ 7$"'!"3&')1, 2 #:$""$!" -#'"($ F
max

x(0),{q},{r}

k∑

i=0

||z(i) − ẑ(i)||2

||x̃(0)||2
Π−1

0

+

k∑

i=0

(
||q(i)||2 + ||r(i)||2

)
< γ2, GH4IJ1D x̃(0) = x(0) − x̂(0)4 ||x̃(0)||2

Π−1

0

$ ' #& ,1"0$ $!
#)+)$,,$ 71,+("($/ +1,' #& 71,+("&')1,$ ' 
K1) )$ &"3)'"&)"$0$,'4 L), )/ +$ C&#$!" 9&)3#$ +$ γ "$,+$,' #$ -#'"$ 7#! 
1,'"&).,&,' !" #:&771"' $, (,$".)$4 L!'"$0$,' +)'/ #$ 7&"&0?'"$ γ &.)'  !" #$ ,)C$&! +$ #& "13! '$  $+! -#'"$ H∞4M$ 7"13#?0$ +! -#'"&.$ H∞ &+&7'&')9 2 '$07 +) 
"$' 7$!' N'"$ 91"0!#( +&, #$ 
&+"$+$ #& 'K(1")$ +$ 8$!; OIP/ HQ℄/ 1D GH4IJ $ ' "((
")'$ 71!" 0$''"$ $, (C)+$,
$ #$ +$!; 81!$!" +! 7"13#?0$ 0),)0&; F
min
{ẑ}

max
x(0),{q},{r}

{
k∑

i=0

||z(i) − ẑ(i)||2−γ2

(
||x̃(0)||2

Π
−1

0

+

k∑

i=0

(
||q(i)||2 + ||r(i)||2

)
)}

. GH4HJM$ $;7"$  )1, GH4SJ $' GH4HJ +1,,$,' #$ +)6("$,
$ $,'"$ #$ &77"1
K$ +$ H2 $' H∞4T(&,01), / #$ (*!&')1, +$ +$!; -#'"$  1,' &  $U  )0)#&)"$ 4 V$ 7#! / *!&,+ #& C&#$!" +!7&"&0?'"$ γ 
"1W'/ #$ -#'"$ H∞ '$,+ C$" #$ -#'"$ H2 OIP℄4 M$ '&3#$&! H4X "(!,)' #$ (*!&')1, +! -#'"$ H∞4  !"#$!% H4X Y Z*!&')1, "(
!" )C$ +! -#'"$ H∞4 !"#$% H∞

ẑ(k) = L(k)x̂(k)

G(k) = K(k)CH(k)
[
I+C(k)K(k)CH(k)

]−1

x̂(k + 1) = A(k)x̂(k) +A(k)G(k) [y(k)−C(k)x̂(k)] , x̂(0) = 0

K(k + 1) = A(k)K(k)Ω−1(k)AH(k) +B(k)BH (k), K(0) = Π0

Ω(k) = I+ (CH(k)C(k) − γ−2LH(k)L(k))K(k)>100$ #$ 01,'"$,' #$ (*!&')1, +! '&3#$&! H4X/ #:$;) '$,
$ +! -#'"$ H∞ +(7$,+ +! 9&)'*!$ #& 0&'")
$ Ω(k)  1)' +(-,)$ 71 )')C$ 71!" '1!' k4 5, $;7#1)'&,' #$ 01+?#$ 7&"')
!#)$"



 !"! #$%&'()'*$( #$(+,-, .,* /'012,* H2 ,1 H∞  " ! "#$%&"'(&)'*+ & &,)&)'-!  . 
&+&"0 *1 C(k) = L(k)0 *+ &22'-!0 3 ,&2)'2  ! "#!4,2!(('*+  !
Ω(k)0 3 .+! 
*+ ')'*+ (.5(&+)!  #!4'()!+
!  . 6")2! !+ 7*+
)'*+  ! (*+ ,&2&89)2! γ :

γ ≥ 1 ⇒ Ω(k) > 0, ∀k. ;<=>?@)&+)  *++$ "! ,&2&89)2! γ2 A*2+! (.,$2'!.2!  ! "#&,,*2) !+ $+!2%'!  !( ,!2).2A&)'*+( 3"#!22!.2 6")2$!0 "! 6")2! H∞ B.' +#&8,"'6! ,&( "#$+!2%'!  !( ,!2).2A&)'*+( ;γ = 1? & (*+!4'()!+
! %&2&+)'!= C+ !D!)0 
!))! 
*+6%.2&)'*+  . 6")2! H∞ 
*22!(,*+ 3 .+! -&2'&+)!  !"#&"%*2')E8! FGHI0 ,*.2  !"#$%&'() *($+, -($. /01$"( JKL℄=C+ %$+$2&"0 "! 6")2! H∞ !() &,,2*,2'$  &+( "! 
&( *1 "!( '+
!2)'). !( (.2 "! 8* 9"! (*+)'8,*2)&+)!(0 8!+&+) &'+(' 3 "&  $%2& &)'*+  ! "& ,!27*28&+
! ,&2 2&,,*2) 3  !( )!
E+'B.!(
*+-!+)'*++!""!(  ! 6")2&%!= N#.+ &.)2! 
�)$0 "& ,!27*28&+
!  !( 8$)E* !( 
*+-!+)'*++!""!(0
*88! "! 6")2&%! H20 !() %$+$2&"!8!+) 8!'""!.2! ,*.2 .+! 8*P!++! (.2 "! 
*8,*2)!8!+) . (P()98!= G!( ,2*
E&'+!( (!
)'*+( -*+) )2&')!2  !( (*".)'*+( B.' !+-'(&%!+) .+ 
*8,2*8'(!+)2! ,!27*28&+
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(k) !# ŝH∞(k) 2
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(k) !# ŝH∞(k) = xH(k)wH∞(k) %,!
 wH2

(k) !# wH∞(k) .9+'#%+#$!" ,!
#!:/" .!" 
'!;
*!+#" .!" 0$#/!" !# x(k) $! ,!
#!:/ .<!+#/9! 
'((:+ %:- .!:- 0$#/!" =
λ(k) !"# $% 1'+.9/%#*'+ .! $% 
'()*+%*"'+5 >*+"* $% 
'()*+%*"'+ H2/H∞ !"# ,:! %:""*
'((! :+ 0$#/! #/%+",!/"%$ .'++9 1%/ 2

w(k) = λ(k)wH2
(k) + [1− λ(k)]wH∞(k). 345?@7A! ):# .! $<%.%1#%#*'+ .! $% 1'+.9/%#*'+ λ(k) !"# $% (*+*(*"%#*'+ .! $<!//!:/ B:%./%#*B:!.! $% 
'()*+%*"'+ |e(k)|2 = |s(k) − ŝ(k)|25 C$$! % 
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