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❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✶✽✵

✻ ❆♣♣❧✐❝❛9✐♦♥1 ✶✽✺

✻✳✶ ❊①♣❧♦+❛'✐♦♥, ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡, +❡,♣✐+❛'♦✐+❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

✻✳✶✳✶ ❩♦♥❡ ,✐❧❡♥❝✐❡✉,❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✼

✻✳✶✳✷ @❛'❤♦❧♦❣✐❡, ♣✉❧♠♦♥❛✐+❡, ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

✻✳✶✳✸ ❊✛❡' ❞❡ ❧❛ ❜+♦♥❝❤♦❞✐❧❛'❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✷

✻✳✷ ■♠❛❣❡+✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐+❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵✼
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✻✳✷✳✷ ❆♥❛❧②&❡ ♠✉❧'✐❢(❛❝'❛❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✸

✻✳✸ ❉:♣<' ❞❡ ♣❛('✐❝✉❧❡& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✸

✻✳✸✳✶ ▼♦❞>❧❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❝❛'✐❢ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞:♣<' ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✹

✻✳✸✳✷ ❈❛♣'✉(❡ ❞❛♥& ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤:♦❜(♦♥❝❤✐C✉❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✼

✻✳✹ ❆✉'(❡& ❛♣♣❧✐❝❛'✐♦♥& ✿ ♣❡(&♣❡❝'✐✈❡& ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✵

❈♦♥❝❧✉&✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✷

❇✐❜❧✐♦❣&❛♣❤✐❡ ✷✸✷
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◆♦"❛"✐♦♥&

g,G ●!♥!#❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡-❝❡♥❝❡

Nter ◆♦♠❜#❡ ❞✬❛❝✐♥✐

D ❉✐❛♠2%#❡ ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡

D0 ❉✐❛♠2%#❡ ❞❡ ❧❛ %#❛❝❤!❡

Dmax ❉✐❛♠2%#❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡

DE ❉✐❛♠2%#❡ ❡♥ ❡♥%#!❡ ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ✭③♦♥❡ ❞✐-%❛❧❡✮

DS ❉✐❛♠2%#❡ ❡♥ -♦#%✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ✭③♦♥❡ ♣#♦①✐♠❛❧❡✮

Dsup ❉✐❛♠2%#❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡- ❜#♦♥❝❤❡- ♥♦♥ ❛❧%!#!❡-

R ❘❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡

Dlim ❉✐❛♠2%#❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡- ❜#♦♥❝❤❡- ❛♣♣❛#%❡♥❛♥% ; ❧✬❛#❜#❡ %#❛❝❤!♦❜#♦♥❝❤✐<✉❡

L ▲♦♥❣✉❡✉# ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡

L0 ▲♦♥❣✉❡✉# ❞❡ ❧❛ %#❛❝❤!❡

h0 ❘❛♣♣♦#% ❞✬❤♦♠♦%❤!%✐❡ -❛♥- ✢✉❝%✉❛%✐♦♥-

h0,max ❘❛♣♣♦#% ❞✬❤♦♠♦%❤!%✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉#❡ -❛♥- ✢✉❝%✉❛%✐♦♥-

h0,min ❘❛♣♣♦#% ❞✬❤♦♠♦%❤!%✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ♠✐♥❡✉#❡ -❛♥- ✢✉❝%✉❛%✐♦♥-

hmax ❘❛♣♣♦#% ❞✬❤♦♠♦%❤!%✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉#❡ ❛✈❡❝ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥-

hmin ❘❛♣♣♦#% ❞✬❤♦♠♦%❤!%✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ♠✐♥❡✉#❡ ❛✈❡❝ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥-

σ ❊❝❛#%✲%②♣❡ ❞❡- ✢✉❝%✉❛%✐♦♥- ❞❡ -%#✉❝%✉#❡

V R ❱♦❧✉♠❡ ❘!-✐❞✉❡❧

CPT ❈❛♣❛❝✐%! G✉❧♠♦♥❛✐#❡ ❚♦%❛❧❡

CV ❈❛♣❛❝✐%! ❱✐%❛❧❡

CRF ❈❛♣❛❝✐%! ❘!-✐❞✉❡❧❧❡ ❋♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡

VT ❱♦❧✉♠❡ ❝♦✉#❛♥%

VD ❱♦❧✉♠❡ ♠♦#%

Vext ❱♦❧✉♠❡ ❞❡- ✈♦✐❡- ❡①%#❛%❤♦#❛❝✐<✉❡-

VT issu ❱♦❧✉♠❡ ❞❡- %✐--✉- ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡-

VL ❱♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡

✶



✷ ◆♦#❛#✐♦♥'

Vmax ❱♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❛♥- ❧❡ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ Pst

Vmin ❱♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥- ❧❡ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ Pst

V EMS ❱♦❧✉♠❡ ❊①♣✐*❛0♦✐*❡ ▼❛①✐♠❛❧ ❙❡❝♦♥❞❡

Vfrais ❱♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐* ❢*❛✐- ❞❡--❡*✈✐ ❞❛♥- ❧❡- ❛❝✐♥✐

P 7*❡--✐♦♥ ❞❛♥- ❧❛ ❜*♦♥❝❤❡

Ppl 7*❡--✐♦♥ ♣❧❡✉*❛❧❡

Pst 7*❡--✐♦♥ ❞❡ *:0*❛❝0✐♦♥ :❧❛-0✐;✉❡

Palv 7*❡--✐♦♥ ❛❧✈:♦❧❛✐*❡

Patm 7*❡--✐♦♥ ❛0♠♦-♣❤:*✐;✉❡

Pm 7*❡--✐♦♥ ❡①♣✐*❛0♦✐*❡ ♠❛①✐♠❛❧❡

Ptm 7*❡--✐♦♥ 0*❛♥-♠✉*❛❧❡

∆P ❈❤✉0❡ ❞❡ ♣*❡--✐♦♥ ❞❛♥- ❧❡- ✈♦✐❡- ❛:*✐❡♥♥❡-

∆Pext ❈❤✉0❡ ❞❡ ♣*❡--✐♦♥ ❞❛♥- ❧❡- ✈♦✐❡- ❡①0*❛0❤♦*❛❝✐;✉❡-

f ❈❤✉0❡ ❞❡ ♣*❡--✐♦♥ ✈✐-;✉❡✉-❡ ♣❛* ✉♥✐0: ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉*

Φ ❉:❜✐0 ❞✬❛✐* ❞❛♥- ❧❛ ❜*♦♥❝❤❡

Φ0 ❉:❜✐0 ❞✬❛✐* ❞❛♥- ❧❛ 0*❛❝❤:❡

Φter ❉:❜✐0 ❞✬❛✐* ❞❛♥- ❧❡- ❜*♦♥❝❤✐♦❧❡- 0❡*♠✐♥❛❧❡-

v ❱✐0❡--❡ ❞❡ ❧✬❛✐*

c ❱✐0❡--❡ ❞❡- ♦♥❞❡- ❞❡ ♣*❡--✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡- ♣❛*♦✐- ❜*♦♥❝❤✐;✉❡-

t ❚❡♠♣- :❝♦✉❧: ❞❡♣✉✐- ❧❡ ❞:❜✉0 ❞❡ ❧✬✐♥-♣✐*❛0✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❧✬❡①♣✐*❛0✐♦♥

ttr ❚❡♠♣- ❞❡ 0*❛♥-✐0 ❞❛♥- ❧✬❛*❜♦*❡-❝❡♥❝❡ 0*❛❝❤:♦❜*♦♥❝❤✐;✉❡

tox ❚❡♠♣- ❞✬♦①②❣:♥❛0✐♦♥ ❞❡- ❛❝✐♥✐

tins ❉✉*:❡ ❞❡ ❧✬✐♥-♣✐*❛0✐♦♥

text ❚❡♠♣- ❞❡ 0*❛♥-✐0 ❞❛♥- ❧❡- ✈♦✐❡- ❡①0*❛0❤♦*❛❝✐;✉❡-

τ ❈♦♥-0❛♥0❡ ❞❡ 0❡♠♣- ❞❡- ♠✉-❝❧❡- ❡①♣✐*❛0♦✐*❡-

η ❱✐-❝♦-✐0: ❞❡ ❧✬❛✐*

ρ ▼❛--❡ ✈♦❧✉♠✐;✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐*

Re ◆♦♠❜*❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞- ❞❡ ❧✬:❝♦✉❧❡♠❡♥0

St ◆♦♠❜*❡ ❞❡ ❙0♦❦❡- ❞❡ ❧❛ ♣❛*0✐❝✉❧❡

RT ❘:-✐-0❛♥❝❡ ❞❡- 0✐--✉- ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡-

CL0 ❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ❣❧♦❜❛❧❡ D ❧❛ ♣*❡--✐♦♥ Pst = 0

α0 7❛*❛♠.0*❡ ❞✉ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✱ (D/Dmax)
2
D Ptm = 0

α′0 7❛*❛♠.0*❡ ❞✉ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✱ dα/dPtm D Ptm = 0

β 7❛*❛♠.0*❡ ❝♦♥0*F❧❛♥0 ❧✬❛✉❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❜*♦♥❝❤✐;✉❡

γ 7❛*❛♠.0*❡ ❝♦♥0*F❧❛♥0 ❧❡ ❝❛❧✐❜*❡ ❜*♦♥❝❤✐;✉❡ Dmax
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▲❡ "❡#♠❡ ✓ ♣♥❡✉♠♦❧♦❣✐❡ ✔ ❡." #/❝❡♥" ❡♥ ♠/❞❡❝✐♥❡ ✿ ✐❧ ❡." ❛♣♣❛#✉ ♣♦✉# ❧❛ ♣#❡♠✐4#❡ ❢♦✐.

❛✉ ❞/❜✉" ❞✉ ✶✾

ème
.✐4❝❧❡ ❡" ♥✬❛ /"/ ❛""❡."/ ❝♦♠♠❡ .♣/❝✐❛❧✐"/ ♠/❞✐❝❛❧❡ :✉✬❡♥ ✶✾✺✽ ❬✶❪✳ ❆✉

❝♦✉#. ❞❡. .✐4❝❧❡. ♣#/❝/❞❡♥".✱ ❧❡. ♣❛"❤♦❧♦❣✐❡. ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡. /"❛✐❡♥" ❞♦♠✐♥/❡. ♣❛# ❧❡ ♣#♦✲

❜❧4♠❡ ♠❛❥❡✉# ❞❡ ❧❛ "✉❜❡#❝✉❧♦.❡✱ ❞♦♥" ❧❛ .♣/❝✐❛❧✐"/ ♠/❞✐❝❛❧❡ ❛..♦❝✐/❡ /"❛✐" ❧❛ ♣❤"✐.✐♦❧♦❣✐❡✱

"❡#♠❡ ❞/#✐✈/ ❞✉ ❣#❡❝ ✓ ♣❤"✐.✐❡ ✔✱ .✐❣♥✐✜❛♥" ❞/♣/#✐..❡♠❡♥"✳ ❏✉.:✉✬H ❧❛ ✜♥ ❞✉ ✶✾

ème
.✐4❝❧❡✱

❧❡. ♠/"❤♦❞❡. ❞✬❡①♣❧♦#❛"✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡ .♦♥" #❡."/❡. "#4. .♦♠♠❛✐#❡.✱ .❡ #/❞✉✐.❛♥" H ❧❛

♣#❛"✐:✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡#❝✉..✐♦♥ ❡" H ❧✬✉"✐❧✐.❛"✐♦♥ ❞✉ ."/"❤♦.❝♦♣❡ ❬✷❪✳ ■❧ ❢❛✉❞#❛ ❛""❡♥❞#❡ ❧❛ ✜♥
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❞❡ ♥♦♠❜#❡✉① "❡.". .♦✐❡♥" ♠✐. ❛✉ ♣♦✐♥"✳ ❈❡. "❡.". ♦♥" ❛❧♦#. ♣❡#♠✐. ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ ✐❞❡♥"✐✜✲

❝❛"✐♦♥ ❞❡. .②♥❞#♦♠❡. #❡.♣✐#❛"♦✐#❡. ❡" ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉#❡ ❝♦♠♣#/❤❡♥.✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉# ♠/❝❛♥✐.♠❡✳

❉❡♣✉✐.✱ ❧❡. "❡.". ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡ .❡ .♦♥" ❞/✈❡❧♦♣♣/. ❡" ❞❡ ♥♦♠❜#❡✉.❡. #❡✲

❝❤❡#❝❤❡. ❡①♣❧♦#❛"♦✐#❡. ♦♥" /"/ ♠❡♥/❡. ❡♥ ♣♥❡✉♠♦❧♦❣✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ❧❛ ♥♦♥ ❛❝❝❡..✐❜✐❧✐"/
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❞❡. /"✉❞❡. ✐♥ ✈✐$%♦✱ ❡① ✈✐✈♦ ♦✉ .✉# ❞❡. ❡①♣❧♦#❛"✐♦♥. ✐♥ ✈✐✈♦ ♣❡✉ ✐♥✈❛.✐✈❡.✱ ♥❡ ❞♦♥♥❛♥"

❞❡. ✐♥❢♦#♠❛"✐♦♥. :✉❡ .✉# ❧❛ ③♦♥❡ "#4. ♣#♦①✐♠❛❧❡ ❞❡. ♣♦✉♠♦♥.✳

▲❛ ♠♦❞/❧✐.❛"✐♦♥ ❞❡. .②."4♠❡. ❜✐♦❧♦❣✐:✉❡. .❡ #/✈4❧❡ ❛❧♦#. ✉♥ ♦✉"✐❧ ❝♦♠♣❧/♠❡♥"❛✐#❡ ✐♥✲
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❧❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❞❡ ❝❡. .②."4♠❡.✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❜✐❡♥ :✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡. ❞❡ ♣❛# ❧❡✉# ❣/♦♠/"#✐❡ ❡"

❧❡✉# ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥"✱ ❧❡. .②."4♠❡. ❜✐♦❧♦❣✐:✉❡.✱ ❡" ❡♥ ♣❛#"✐❝✉❧✐❡# ❧❡. ♣♦✉♠♦♥.✱ ♥✬❡♥ #❡."❡♥"

♣❛. ♠♦✐♥. ❞❡. .②."4♠❡. ♣❤②.✐:✉❡. ♠♦❞/❧✐.❛❜❧❡.✳ ❈✬❡." ❥✉."❡♠❡♥" ❧✬♦❜❥❡" ❞❡ ❝❡""❡ "❤4.❡ ✿

♠♦❞/❧✐.❡# ✉♥ .②."4♠❡ ✈✐✈❛♥" ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣#❡♥❞#❡ .♦♥ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥"✳

❉❛♥. ❧❡ ❝❛❞#❡ ❞❡ ❝❡""❡ "❤4.❡✱ ♥♦✉. ♥♦✉. .♦♠♠❡. ✐♥"/#❡../. ♣❧✉. ♣❛#"✐❝✉❧✐4#❡♠❡♥" H

❧✬❛#❜♦#❡.❝❡♥❝❡ "#❛❝❤/♦❜#♦♥❝❤✐:✉❡ ❤✉♠❛✐♥❡✱ :✉✐ ❝♦♥."✐"✉❡ ✉♥❡ .♦✉.✲♣❛#"✐❡ ❞✉ .②."4♠❡

#❡.♣✐#❛"♦✐#❡✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❡. ✈♦✐❡. ❛/#✐❡♥♥❡. ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡. ♦♥" ♣♦✉# #S❧❡ ❞✬❛❝❤❡♠✐♥❡# ❧✬❛✐#
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❡①"#$✐❡✉$ $✐❝❤❡ ❡♥ ♦①②❣-♥❡ ❥✉/0✉✬❛✉ /❛♥❣✳ 4♦✉$ ❝❡ ❢❛✐$❡✱ ❡❧❧❡/ /♦♥" ♦$❣❛♥✐/#❡/ ❡♥ ❞❡✉① /♦✉/✲

/"$✉❝"✉$❡/ ❛$❜♦$❡/❝❡♥"❡/✱ ❧✬❛$❜$❡ "$❛❝❤#♦❜$♦♥❝❤✐0✉❡ ❡" ❧❡/ ❛❝✐♥✐✳ ❈❡/ ❞❡$♥✐❡$/ $❡♣$#/❡♥"❡♥"

❧❡/ ✉♥✐"#/ ❞✬#❝❤❛♥❣❡/ ❣❛③❡✉① ❡♥"$❡ ❧✬❛✐$ ❡" ❧❡ /❛♥❣ ❡" /♦♥" ❛❧✐♠❡♥"#/ ❡♥ ♦①②❣-♥❡ ♣❛$ ✉♥

❛$❜$❡ ❞✐❝❤♦"♦♠✐0✉❡ ❞❡ ❞✐/"$✐❜✉"✐♦♥✱ ❧✬❛$❜♦$❡/❝❡♥❝❡ "$❛❝❤#♦❜$♦♥❝❤✐0✉❡✱ ♦? ❧❡ "$❛♥/♣♦$"

❞❡ ❧✬♦①②❣-♥❡ /❡ ❢❛✐" ✉♥✐0✉❡♠❡♥" ♣❛$ ❝♦♥✈❡❝"✐♦♥✳

4♦✉$ ❛//✉$❡$ ✉♥❡ ✈❡♥"✐❧❛"✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✱ ❧✬❛$❜♦$❡/❝❡♥❝❡ "$❛❝❤#♦❜$♦♥❝❤✐0✉❡ ❞♦✐" ❢❛✐$❡ ♣❛$✲

✈❡♥✐$ ❛✉① ❛❝✐♥✐ ❧✬❛✐$ ❢$❛✐/✱ $✐❝❤❡ ❡♥ ♦①②❣-♥❡✱ /✉✣/❛♠♠❡♥" ✈✐"❡ ❛✉ ❝♦✉$/ ❞❡ ❧✬✐♥/♣✐$❛"✐♦♥

❛✜♥ 0✉❡ ❧❡/ #❝❤❛♥❣❡/ ❣❛③❡✉① ♣✉✐//❡♥" ❛✈♦✐$ ❧✐❡✉✳ ❉❡ ♠D♠❡✱ E ❧✬❡①♣✐$❛"✐♦♥✱ ❧✬❛✐$ ♣❛✉✈$❡ ❡♥

♦①②❣-♥❡ ❡" $✐❝❤❡ ❡♥ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛$❜♦♥❡ ❞♦✐" D"$❡ #❧✐♠✐♥# /✉✣/❛♠♠❡♥" ✈✐"❡ ♣❛$ ❧✬❛$❜$❡

"$❛❝❤#♦❜$♦♥❝❤✐0✉❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡/" ❞♦♥❝ /♦✉♠✐/ E ❞❡ ❢♦$"❡/ ❝♦♥"$❛✐♥"❡/ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡❧❧❡/ ♠❛✐/

#❣❛❧❡♠❡♥" E ❞❡ ❢♦$"❡/ ❝♦♥"$❛✐♥"❡/ /♣❛"✐❛❧❡/✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❝♦♥"$❛✐♥" ♣❛$ ❧❛ ❝❛❣❡ "❤♦$❛❝✐0✉❡✱ ✐❧

❞♦✐" ❛✈♦✐$ ✉♥❡ ♠♦$♣❤♦❧♦❣✐❡ ❛❞❛♣"#❡✳ ❯♥❡ ❛❧"#$❛"✐♦♥ ♠D♠❡ ♠✐♥✐♠❡ ❞✉ $#/❡❛✉ ❞❡ ❞✐/"$✐❜✉✲

"✐♦♥ 0✉✬❡/" ❧✬❛$❜$❡ "$❛❝❤#♦❜$♦♥❝❤✐0✉❡ ♣❡✉" ❛✐♥/✐ ♠❡""$❡ ❡♥ ♣#$✐❧ ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡✳

❈✬❡/" ♣♦✉$0✉♦✐✱ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉/❡/ $❡❝❤❡$❝❤❡/ /♦♥" ♠❡♥#❡/ /✉$ ❧✬❛$❜♦$❡/❝❡♥❝❡ "$❛❝❤#♦❜$♦♥✲

❝❤✐0✉❡ ✿ ❡❧❧❡/ ♣♦$"❡♥" /✉$ /❛ ♠♦$♣❤♦❧♦❣✐❡ ❬✸✱ ✹❪✱ /♦♥ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡♠❡♥" ❬✺✱ ✻❪✱ /♦♥ ❛❧"#$❛✲

"✐♦♥ ❬✼✱ ✽❪✱ ♦✉ ❡♥❝♦$❡ /♦♥ "$❛✐"❡♠❡♥" ❛♣$-/ ❛❧"#$❛"✐♦♥ ❬✾❪✳

❈♦♥❝❡$♥❛♥" ❧❛ ♠♦$♣❤♦❧♦❣✐❡✱ ❲❡✐❜❡❧ ❛ ✐♥"$♦❞✉✐" ❡♥ ✶✾✻✸ ✉♥ ♠♦❞-❧❡ ❣#♦♠#"$✐0✉❡ ❢♦♥✲

❞❛♠❡♥"❛❧ ❞❡ ❧✬❛$❜♦$❡/❝❡♥❝❡ "$❛❝❤#♦❜$♦♥❝❤✐0✉❡✱ ❧❡ ♠♦❞-❧❡ ❆ ❬✸❪✳ ❇✐❡♥ 0✉❡ "$-/ /✐♠♣❧✐✜#✱

❝❡ ♠♦❞-❧❡ ❛ ♠✐/ ❡♥ #✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ♣$♦♣$✐#"# ❣#♦♠#"$✐0✉❡ ❡//❡♥"✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛$❜♦$❡/❝❡♥❝❡✱ /♦♥
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❝❡♠♠❡♥"✱ ❑✐"❛♦❦❛ ❡" ❛❧✳ ❬✶✵❪ ♦♥" ❞#✈❡❧♦♣♣# ✉♥ ♠♦❞-❧❡ "$✐❞✐♠❡♥/✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬❛$❜♦$❡/❝❡♥❝❡✱
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❞❡ ❧✬❡①♣✐$❛"✐♦♥ ❢♦$❝#❡ ❝❛$ ❝❡❧❧❡✲❝✐ $❡♣$#/❡♥"❡ ✉♥ ❞❡/ "❡/"/ ❡//❡♥"✐❡❧/ ♣♦✉$ ❧✬#✈❛❧✉❛"✐♦♥ ❞✉

❞❡❣$# ❞❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❛❧✐"# ❞❡/ ♣♦✉♠♦♥/ ❬✶✶✕✶✹❪✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐"# ♥✉♠#$✐0✉❡ ❞❡ "❡❧❧❡/ #"✉❞❡/

❧❡/ ❧✐♠✐"❡ E /✐♠✉❧❡$ ❧✬❡①♣✐$❛"✐♦♥ ❢♦$❝#❡ ❞❛♥/ ❞❡/ ♠♦❞-❧❡/ ❞✬❛$❜♦$❡/❝❡♥❝❡ /✐♠♣❧✐✜#/✱ "❡❧ 0✉❡

❧❡ ♠♦❞-❧❡ ❆ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧✳ ❈♦♥/✐❞#$❡$ ✉♥❡ ❛$❜♦$❡/❝❡♥❝❡ /✐♠♣❧✐✜#❡ $#❞✉✐" ❝♦♥/✐❞#$❛❜❧❡♠❡♥"

❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ✈❛$✐❛❜❧❡/ ❞✉ ♠♦❞-❧❡ ❡" ❢❛❝✐❧✐"❡ /❛ $#/♦❧✉"✐♦♥ ♥✉♠#$✐0✉❡✳ ▲❛ ❝♦♥"$❡♣❛$"✐❡ ❡/"
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 ✉❡ ❞❡ $❡❧& ♠♦❞)❧❡& ❞✬❡①♣✐.❛$✐♦♥ ❢♦.❝3❡ ♥❡ .❡♣.♦❞✉✐&❡♥$ ♣❧✉& ❧❡& ♣❤3♥♦♠)♥❡& ♣❤②&✐ ✉❡&

.3❡❧❧❡♠❡♥$ ❡♥ ❥❡✉ ❞❛♥& ❧✬❛.❜♦.❡&❝❡♥❝❡ $.❛❝❤3♦❜.♦♥❝❤✐ ✉❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡$ ♥❡ ♣❡.♠❡$$❡♥$ ❞♦♥❝

♣❛& ✉♥❡ ❝♦♠♣.3❤❡♥&✐♦♥ ❡♥ ♣.♦❢♦♥❞❡✉. ❞❡ ❧❛ ♠3❝❛♥✐ ✉❡ ❡①♣✐.❛$♦✐.❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐.

♠✐❡✉① ❝♦♠♣.❡♥❞.❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦.$❡♠❡♥$ ❡①♣✐.❛$♦✐.❡ ❞❡ ❧✬❛.❜♦.❡&❝❡♥❝❡ ❤✉♠❛✐♥❡✱ ✐❧ ❡&$ ❞♦♥❝

♥3❝❡&&❛✐.❡ ❞❡ ♠❡$$.❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ♠♦❞)❧❡ ❞❡ $.❛♥&♣♦.$ ❡♥ ❡①♣✐.❛$✐♦♥ ❢♦.❝3❡ ❞❛♥& ✉♥❡

❛.❜♦.❡&❝❡♥❝❡ $.❛❝❤3♦❜.♦♥❝❤✐ ✉❡ ♣❧✉&  !❛❧✐%&❡  ✉❡ ❝❡❧❧❡& ❝♦♥&✐❞3.3❡& ❥✉& ✉✬= ♣.3&❡♥$✳ ❈❡❧❛

✐♠♣❧✐ ✉❡.❛ ♥♦$❛♠♠❡♥$ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐. &✐♠✉❧❡. ❧❡ ❝♦♠♣♦.$❡♠❡♥$ ❡①♣✐.❛$♦✐.❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧ ❞❡

❝❤❛ ✉❡ ❜.♦♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛.❜♦.❡&❝❡♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ❝♦♥❝❡.♥❛♥$ ❧✬❛❧$3.❛$✐♦♥ ❞❡& ❛.❜♦.❡&❝❡♥❝❡& $.❛❝❤3♦❜.♦♥❝❤✐ ✉❡& ❡$ ❧❡✉. $.❛✐$❡✲

♠❡♥$✱ ❧✬❡♥❥❡✉ ♠3❞✐❝❛❧ ❡&$ $❡❧  ✉✬✐❧ &$✐♠✉❧❡ ❞❡ $.)& ♥♦♠❜.❡✉&❡& .❡❝❤❡.❝❤❡&✳ ▲❡ $.❛✐$❡♠❡♥$

♣❛. ❛3.♦&♦❧ ❞❡& ✈♦✐❡& ❛3.✐❡♥♥❡& ❬✶✺✱ ✶✻❪ ♦✉ ❡♥❝♦.❡ ❧✬✐♠❛❣❡.✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥$✐❧❛$✐♦♥ ♣❛. ✐♥❤❛✲

❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❣❛③ .❛.❡& ❬✶✼✕✶✾❪ ❡♥ &♦♥$ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡&✳ ◆3❛♥♠♦✐♥&✱ ❞❛♥& ❧❡& ❞❡✉① ❝❛&✱ ❞❡

♥♦♠❜.❡✉&❡& 3$✉❞❡& ❡$ ❛♠3❧✐♦.❛$✐♦♥& ❞❡& ♠♦❞)❧❡& ❡①✐&$❛♥$& .❡&$❡♥$ = ❢❛✐.❡✳ ❉✬❛✉$.❡ ♣❛.$✱

❧❛ &✐♠✉❧❛$✐♦♥ ❞❡& $❡&$& &♣✐.♦♠3$.✐ ✉❡& ♣.❛$✐ ✉3& ❝❤❡③ ❧❡& ♣❛$✐❡♥$& ❛$$❡✐♥$& ❞❡ ♣❛$❤♦❧♦✲

❣✐❡& ♣✉❧♠♦♥❛✐.❡& .❡&$❡ ♣❡✉ ♠✐&❡ ❡♥ N✉✈.❡ ❬✷✵✱ ✷✶❪✱ ❜✐❡♥  ✉❡ ♣♦✉✈❛♥$ ♦✉✈.✐. &✉. ❞❡ $.)&

♥♦♠❜.❡✉&❡& ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥& ♠3❞✐❝❛❧❡&✳

▲✬♦❜❥❡❝$✐❢ ❞❡ ❝❡$$❡ $❤)&❡ ❡&$ ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦❞3❧✐&❡. ❡$ ❞✬3$✉❞✐❡. ❧❛ ♠♦.♣❤♦❧♦❣✐❡ ❡$ ❧❡ $.❛♥&✲

♣♦.$ ❞❡& ❣❛③ ❞❛♥& ❧✬❛.❜.❡ $.❛❝❤3♦❜.♦♥❝❤✐ ✉❡ ❤✉♠❛✐♥✳ ❊❧❧❡ ✈✐&❡ = 3$❛❜❧✐. ✉♥ ♠♦❞)❧❡ ✐♥$❡.✲

♠3❞✐❛✐.❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦.♣❤♦❧♦❣✐❡ $.❛❝❤3♦❜.♦♥❝❤✐ ✉❡✱  ✉✐ ♣❡.♠❡$$.❛ ❞❡ .❡♣.♦❞✉✐.❡ ❧❡& ❝❛.❛❝✲

$3.✐&$✐ ✉❡& ❝❧3& ❞❡ ❧❛ ❣3♦♠3$.✐❡ $♦✉$ ❡♥ .❡&$❛♥$ ❡①♣❧♦✐$❛❜❧❡ ♣♦✉. ❞❡& 3$✉❞❡& ♥✉♠3.✐ ✉❡&

✉❧$3.✐❡✉.❡&✳ ❊❧❧❡ ✈✐&❡ 3❣❛❧❡♠❡♥$ = 3$❛❜❧✐. ❞❡& ♠♦❞)❧❡& ✐♥&♣✐.❛$♦✐.❡& ❡$ ❡①♣✐.❛$♦✐.❡& ♣❧✉&

.3❛❧✐&$❡&✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐. ❛♠3❧✐♦.❡. ❧❛ ❝♦♠♣.3❤❡♥&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐ ✉❡ .❡&♣✐.❛$♦✐.❡ ❝❤❡③

❧✬❤♦♠♠❡✳ ❈❡ ❞❡.♥✐❡. ♣♦✐♥$ ✐♠♣❧✐ ✉❡ ❛✐♥&✐ ❞❡ ❝♦♠♣.❡♥❞.❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥$.❡ ❧❛ ❣3♦♠3$.✐❡ $.❛✲

❝❤3♦❜.♦♥❝❤✐ ✉❡ ❡$ ❧❡& ♣❡.❢♦.♠❛♥❝❡& ✈❡♥$✐❧❛$♦✐.❡& ❞❡ ❧✬❛.❜♦.❡&❝❡♥❝❡ ❡$ ❞✬3$✉❞✐❡. ❧❡& $❡&$&

❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐.❡ .3❛❧✐&3& ♣❛. ❧❡& ♠3❞❡❝✐♥&✳ Q♦✉. ❝❡❧❛✱ ❧❛ $❤)&❡ ❡&$ ❛.$✐❝✉❧3❡

❛✉$♦✉. ❞❡ $.♦✐& ❣.❛♥❞& ❛①❡& ✿ ♠♦❞)❧❡&✱ ♣.♦♣.✐3$3& ❡$ ❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥&✳

❆✉ ❝♦✉.& ❞✉ ♣$❡♠✐❡$ ❝❤❛♣✐#$❡✱ ❧❡& ❝♦♥❝❡♣$& ❢♦♥❞❛♠❡♥$❛✉① ❞❡ ❧❛ ♣❤②&✐♦❧♦❣✐❡ .❡&♣✐✲

.❛$♦✐.❡ &❡.♦♥$ ♣.3&❡♥$3&✳ ❊♥ ♣❛.$✐❝✉❧✐❡.✱ ♥♦✉& ❞3$❛✐❧❧❡.♦♥& ❧❛ ❣3♦♠3$.✐❡ ❡$ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞❡

❧✬❛.❜.❡ $.❛❝❤3♦❜.♦♥❝❤✐ ✉❡✳ ▲❛ ♠3❝❛♥✐ ✉❡ .❡&♣✐.❛$♦✐.❡ &❡.❛ 3❣❛❧❡♠❡♥$ ♣.3&❡♥$3❡ ❛✐♥&✐  ✉❡

❧❡& ♣.✐♥❝✐♣❛❧❡& &♦✉.❝❡& ❞✬❛❧$3.❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐.❡✳

▲❡ ❞❡✉①✐3♠❡ ❝❤❛♣✐#$❡ 3$❛❜❧✐.❛ ❧❡ ♠♦❞)❧❡ ❣3♦♠3$.✐ ✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦.♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧✬❛.❜♦✲

.❡&❝❡♥❝❡ $.❛❝❤3♦❜.♦♥❝❤✐ ✉❡✳ ▲❡& ❝❛.❛❝$3.✐&$✐ ✉❡& ❝❧3& ❞✉ ♠♦❞)❧❡ &❡.♦♥$ ❞3$❛✐❧❧3❡& ♣✉✐& ❧❛

❝♦♠♣❛.❛✐&♦♥ ❛✉① ♠❡&✉.❡& ❛♥❛$♦♠✐ ✉❡& ♣❡.♠❡$$.❛ ✉♥❡ ♣.❡♠✐).❡ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞)❧❡✳
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❈❡❧✉✐✲❝✐ '❡(❛ ❝❡♥+(❛❧ ❞❛♥' +♦✉+❡ ❝❡++❡ +❤/'❡ ❞❛♥' ❧❛ ♠❡'✉(❡ ♦1 ✐❧ '❡(✈✐(❛ ❞❡ ❜❛'❡ ♣♦✉( ❧❡'

♠♦❞/❧❡' ♣❤②'✐♦❧♦❣✐7✉❡'✱ 9+✉❞❡' ✲ ❡+ ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥' ✲ ❞9✈❡❧♦♣♣9' ❞❛♥' ❧❡' 7✉❛+(❡ ❝❤❛♣✐+(❡'

'✉✐✈❛♥+'✳

▲❡ #$♦✐/✐0♠❡ ❝❤❛♣✐#$❡ ♣(9'❡♥+❡(❛ ✉♥ ♣(❡♠✐❡( ♠♦❞/❧❡ ♣❤②'✐♦❧♦❣✐7✉❡✱ ✉♥ ♠♦❞/❧❡ ❞❡

❧✬✐♥'♣✐(❛+✐♦♥ ❛✉ (❡♣♦'✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐+(❡ ❝♦♥'+✐+✉❡(❛ = ❧❛ ❢♦✐' ✉♥❡ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥ ♣❤②'✐♦❧♦❣✐7✉❡ ❞❡ ❧❛

❣9♦♠9+(✐❡ ♠♦❞/❧❡ ❞9✈❡❧♦♣♣9❡ ❞❛♥' ❧❡ ❞❡✉①✐/♠❡ ❝❤❛♣✐+(❡ ❡+ ✉♥ ♠♦❞/❧❡ ❡①♣❧♦✐+❛❜❧❡ ♣♦✉(

❞❡' ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥' ❢✉+✉(❡'✱ ❝♦♠♠❡ ♣❛( ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ '✐♠✉❧❛+✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡' ❞❡ ✈❡♥+✐❧❛+✐♦♥✳

▲❡ 4✉❛#$✐0♠❡ ❝❤❛♣✐#$❡ ♠❡++(❛ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ '❡❝♦♥❞ ♠♦❞/❧❡ ♣❤②'✐♦❧♦❣✐7✉❡✱ ✉♥ ♠♦❞/❧❡

❞❡ ❧✬❡①♣✐(❛+✐♦♥ ❢♦(❝9❡✱ ♠❛♥@✉✈(❡ ❡''❡♥+✐❡❧❧❡ ❡♥ ❡①♣❧♦(❛+✐♦♥ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡❧❧❡ (❡'♣✐(❛+♦✐(❡✳

❊♥ ♣❛(+✐❝✉❧✐❡(✱ ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ❞9✈❡❧♦♣♣9 ♣❡(♠❡++(❛ ❞❡ ❝♦♥'✐❞9(❡( ✉♥❡ ♠9❝❛♥✐7✉❡ ♣(♦♣(❡ =

❝❤❛#✉❡ ❜'♦♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛(❜♦(❡'❝❡♥❝❡ +(❛❝❤9♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡ ❡+ ❞♦♥❝ ❞❡ '✐♠✉❧❡( ❞❡' ♠❛♥@✉✈(❡'

❡①♣✐(❛+♦✐(❡' ♣❧✉' (9❛❧✐'+❡'✳
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♦(♦♣❤❛(②♥❣/❡ ♣♦✉( ✉♥❡ ♦✉✈❡('✉(❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❤❡ /❣❛❧❡ 8 ❡♥✈✐(♦♥ ✺✵✪ ❞❡ ❧✬♦✉✈❡('✉(❡ '♦'❛❧❡

♣♦""✐❜❧❡ ✭8 ❞(♦✐'❡✮ ❬✶❪✳

❊'❛♥' ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬❡♥'(/❡ ❞❡ ❧✬❛✐( ❧♦(" ❞✬✉♥❡ ✐♥"♣✐(❛'✐♦♥✱ ❧❛ (/❣✐♦♥ ❡①'(❛'❤♦(❛❝✐,✉❡ ❛

♣♦✉( (R❧❡ ❞❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥♥❡( ❡' ❞❡ ✜❧'(❡( ❧✬❛✐( ❛✈❛♥' "♦♥ ❛((✐✈/❡ ❞❛♥" ❧❛ '(❛❝❤/❡✳ ❈❡" ❢♦♥❝✲

'✐♦♥" "♦♥' ♥/❛♥♠♦✐♥" ❞❛✈❛♥'❛❣❡ ❛""✉(/❡" ❧♦(" ❞✬✉♥❡ ✐♥"♣✐(❛'✐♦♥ ♥❛"❛❧❡ ,✉✬♦(❛❧❡✳ ▲❡" ♣❧✉"

❣(♦""❡" ♣❛('✐❝✉❧❡" ♣(/"❡♥'❡" ❞❛♥" ❧✬❛✐( ✐♥"♣✐(/ "♦♥' ✜❧'(/❡" ♣❛( ✐♠♣❛❝'✐♦♥ ❞❛♥" ❧❡ ♥❡③ ♣✉✐"

❞❛♥" ❧❡ (❡"'❡ ❞❡" ✈♦✐❡" ❡①'(❛'❤♦(❛❝✐,✉❡"✳ ❉✬❛✉'(❡ ♣❛('✱ ❧❡ ❣❛③ ✐♥"♣✐(/ ❡"' "♦✉✈❡♥' ♣❧✉"

❢(❛✐" ❡' ♠♦✐♥" ❤✉♠✐❞❡ ,✉❡ ❧❡ ❣❛③ ♣(/"❡♥' ❞❛♥" ❧❡" ❛❝✐♥✐✱ ❧❡" ✉♥✐'/" ❞✬/❝❤❛♥❣❡" ❣❛③❡✉①✳

▲❡" ✈♦✐❡" ❡①'(❛'❤♦(❛❝✐,✉❡" ✈♦♥' ♣❛('✐❝✐♣❡( 8 ❧❛ ,✉❛"✐✲'♦'❛❧✐'/ ❞✉ (/❝❤❛✉✛❡♠❡♥' ❡' ❞❡

❧✬❤✉♠✐❞✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐( ❡♥'(❛♥' ❬✼❪✳



✶✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ ,②,'.♠❡ (❡,♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

✶✳✶✳✷ ▲✬❛&❜&❡ ❛)&✐❡♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐&❡

▲❡ "#$❡❛✉ ❛#"✐❡♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐"❡ ❡$- ✉♥❡ $-"✉❝-✉"❡ ❛"❜♦"❡$❝❡♥-❡ ❞✐❝❤♦-♦♠✐2✉❡✳ ❆ ❝❤❛2✉❡

❜✐❢✉"❝❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❡--❡ ❛"❜♦"❡$❝❡♥❝❡✱ ✉♥❡ ❜"♦♥❝❤❡ ♠7"❡ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐$$❛♥❝❡ 8 ❞❡✉① ❜"♦♥❝❤❡$

✜❧❧❡$ ❞#✜♥✐$$❛♥- ❛✐♥$✐ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❣!♥!#❛%✐♦♥ ✭✜❣✉"❡$ ✶✳✸ ❡- ✶✳✹✮✳ ▲❡ ♥♦♠❜"❡ -♦-❛❧ ❞❡

❣#♥#"❛-✐♦♥$ ❡$- ✈❛"✐❛❜❧❡ ❞❛♥$ ❧❡ $②$-7♠❡ ❜"♦♥❝❤✐2✉❡ ❤✉♠❛✐♥ ✿ ✐❧ ❞#♣❡♥❞ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♥$✐✲

❞#"#✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♦♥ ❝♦♠♣-❡ ✷✸ ❣#♥#"❛-✐♦♥$ ❝❡ 2✉✐ ❝♦""❡$♣♦♥❞ 8 ✷

24
❜"❛♥❝❤❡$✱ $♦✐- ❡♥✈✐✲

"♦♥ ✶✻ ♠✐❧❧✐♦♥$ ❞❡ ❜"❛♥❝❤❡$✳ ■❧ ❢❛✉- ♥♦-❡" ✐❝✐ 2✉❡ ❧❛ ♠♦✐-✐# ❞❡ ❝❡$ ❜"❛♥❝❤❡$ ❛♣♣❛"-✐❡♥♥❡♥-

8 ❧❛ ❞❡"♥✐7"❡ ❣#♥#"❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛"❜♦"❡$❝❡♥❝❡✳ ▲✬❡$$❡♥-✐❡❧ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐"❡ ✭❡♥✈✐"♦♥

✾✵✪✮ ❡$- ❛✐♥$✐ ❝♦♥-❡♥✉ ❞❛♥$ ❧❡$ ❛❝✐♥✐✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✸ ✕ ▼♦✉❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ♣♦✉♠♦♥ ❤✉♠❛✐♥ ❡✛❡❝-✉# ♣❛" ❊✳ ❘✳ ❲❡✐❜❡❧ ❬✽❪✳ ▲❡$ ✈♦✐❡$

❛#"✐❡♥♥❡$ $♦♥- ❡♥ ❥❛✉♥❡✱ ❧❡$ ✈❡✐♥❡$ ♣✉❧♠♦♥❛✐"❡$ ❡♥ "♦✉❣❡ ❡- ❧❡$ ❛"-7"❡$ ♣✉❧♠♦♥❛✐"❡$ ❡♥

❜❧❡✉✳

❖♥ ♣❡✉- ❞✐$-✐♥❣✉❡" ❞❛♥$ ❧✬❛"❜"❡ ❛#"✐❡♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐"❡ ❞❡✉① "#❣✐♦♥$ ❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡♠❡♥-

❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣"♦❢♦♥❞❡✉"✳ ❉❡ ❧❛ -"❛❝❤#❡ ✭❣#♥#"❛-✐♦♥ ✵✮ ❥✉$2✉✬❛✉① ❜"♦♥❝❤✐♦❧❡$ -❡"♠✐✲

♥❛❧❡$ ✭$✐-✉#❡$ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ 8 ❧❛ ❣#♥#"❛-✐♦♥ ✶✺✮ $✬#-❡♥❞ ❧✬❛#❜#❡ %#❛❝❤!♦❜#♦♥❝❤✐,✉❡✳ ❈✬❡$-

✉♥ $②$-7♠❡ ❞❡ -"❛♥$♣♦"- ❡♥ ❝❤❛"❣❡ ❞❡ ❧✬❛❝❤❡♠✐♥❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❛✐" ❢"❛✐$✱ "✐❝❤❡ ❡♥ ♦①②❣7♥❡✱

❥✉$2✉✬❛✉① ✉♥✐-#$ ❞✬#❝❤❛♥❣❡$ ❣❛③❡✉① ❡- ❞❡ ❧✬#✈❛❝✉❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐" ✈✐❝✐#✱ "✐❝❤❡ ❡♥ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡

❝❛"❜♦♥❡✱ ✈❡"$ ❧✬❡①-#"✐❡✉"✳ ▲❡$ ❛❝✐♥✐ $♦♥- 2✉❛♥- 8 ❡✉① ❞❡$ $♦✉$✲❛"❜"❡$ 2✉✐ $✬#-❡♥❞❡♥- ❞❡$

❜"♦♥❝❤✐♦❧❡$ "❡$♣✐"❛-♦✐"❡$✱ $✐-✉#❡$ ❛✉-♦✉" ❞❡ ❧❛ ❣#♥#"❛-✐♦♥ ✶✻✱ ❥✉$2✉✬❛✉① $❛❝$ ❛❧✈#♦❧❛✐"❡$ ✿

✐❧$ $♦♥- ❡♥ ❝❤❛"❣❡ ❞❡$ #❝❤❛♥❣❡$ ❣❛③❡✉① ❡♥-"❡ ❧❡ $❛♥❣ ❡- ❧✬❛✐"✳



✶✸ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ ,②,'.♠❡ (❡,♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

❋✐❣✉$❡ ✶✳✹ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ )❝❤(♠❛+✐2✉❡ ❞✉ '()❡❛✉ ❜'♦♥❝❤✐2✉❡ ✿ ❧❛ ♣'❡♠✐8'❡ ③♦♥❡ ❡)+

❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝+✐♦♥ ✭❧❛ '(❣✐♦♥ +'❛❝❤(♦❜'♦♥❝❤✐2✉❡✮ ❡+ ❧❛ )❡❝♦♥❞❡ ③♦♥❡ ❡)+ ❧❛ '(❣✐♦♥

♣✉❧♠♦♥❛✐'❡ ✭❧❡) ❛❝✐♥✐✮✭❞✬❛♣'8) ❲❡✐❜❡❧ ❬✾❪✮✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥)✐❞8'❡ ❧❡ +'❛♥)♣♦'+ ❞❡ ❧✬♦①②❣8♥❡ ❞❛♥) ❧✬❛'❜'❡✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❞(❝♦✉♣❡' ❧❡ '()❡❛✉

❛('✐❡♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐'❡ ❡♥ +'♦✐) ③♦♥❡) ❞✐)+✐♥❝+❡)✳ ▲❛ ♣'❡♠✐8'❡ ③♦♥❡ ❡)+ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥❞✉❝✲

+✐♦♥✱ ❝♦♥)+✐+✉(❡ ♣❛' ❧✬❛'❜'❡ +'❛❝❤(♦❜'♦♥❝❤✐2✉❡✳ ▲❡ +'❛♥)♣♦'+ ❞❡ ❧✬♦①②❣8♥❡ ② ❡)+ ♣✉'❡♠❡♥+

❝♦♥✈❡❝+✐❢ ❡+ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ (❝❤❛♥❣❡ ❣❛③❡✉① ❡♥+'❡ ❧❡ )❛♥❣ ❡+ ❧✬❛✐'✳ ▲❛ )❡❝♦♥❞❡ ③♦♥❡ ❡)+

✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ +'❛♥)✐+✐♦♥ ❝♦♥✈❡❝+✐♦♥✲❞✐✛✉)✐♦♥ ❀ )❛ ❧♦❝❛❧✐)❛+✐♦♥ ✈❛'✐❡ )❡❧♦♥ ❧❡) ❝♦♥❞✐+✐♦♥) ❞❡

✈❡♥+✐❧❛+✐♦♥✳ ❊❧❧❡ )❡ )✐+✉❡ ❡♥✈✐'♦♥ ❛✉+♦✉' ❞❡) ❣(♥('❛+✐♦♥) ✶✻✲✶✼ ❛✉ '❡♣♦) ❡+ )❡ ❞(♣❧❛❝❡ ✈❡')

❧❡) ❣(♥('❛+✐♦♥) ❞✐)+❛❧❡) ❡♥ ❝♦♥❞✐+✐♦♥) ❞✬❡✛♦'+✳ ▲❛ ❝♦♥✈❡❝+✐♦♥ ❡+ ❧❛ ❞✐✛✉)✐♦♥ ❝♦♥+'✐❜✉❡♥+

❞❡ ♠❛♥✐8'❡ ❝♦♠♣❛'❛❜❧❡ ❛✉ +'❛♥)♣♦'+ ❞❡ ❧✬♦①②❣8♥❡ ❡+ ❝❡++❡ ③♦♥❡ ♣❛'+✐❝✐♣❡ ❛✉① (❝❤❛♥❣❡)

❣❛③❡✉①✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ +'♦✐)✐8♠❡ ③♦♥❡ ❡)+ ❧❛ ③♦♥❡ '❡)♣✐'❛+♦✐'❡ ✿ ❡❧❧❡ )✬(+❡♥❞ ❡♥✈✐'♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣(✲

♥('❛+✐♦♥ ✶✽ Q ✷✸ ❛✉ '❡♣♦) ❡+ ❞❡ ❧❛ ❣(♥('❛+✐♦♥ ✷✶ Q ✷✸ Q ❧✬❡①❡'❝✐❝❡ ✐♥+❡♥)❡✳ ▲❡ +'❛♥)♣♦'+

❞❡ ❧✬♦①②❣8♥❡ )✬② ♦♣8'❡ ❡))❡♥+✐❡❧❧❡♠❡♥+ ♣❛' ❞✐✛✉)✐♦♥ ❡+ ❧❛ ♣❧✉♣❛'+ ❞❡) (❝❤❛♥❣❡) ❣❛③❡✉①

)✬❡✛❡❝+✉❡♥+ ❞❛♥) ❝❡++❡ ③♦♥❡✳



✶✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ ,②,'.♠❡ (❡,♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

▲❛ "#❣✐♦♥ ("❛❝❤#♦❜"♦♥❝❤✐,✉❡

▲✬❛#❜#❡ &#❛❝❤)♦❜#♦♥❝❤✐-✉❡ /✬)&❡♥❞ ❞❡ ❧❛ &#❛❝❤)❡ ❛✉① ❜#♦♥❝❤✐♦❧❡/ &❡#♠✐♥❛❧❡/✳ ▲❛ &#❛✲

❝❤)❡ ❛ ✉♥ ❞✐❛♠6&#❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ✶✱✽ ❝♠ ❡& ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉# ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✷ ❝♠ ❬✶✵✱ ✶✶❪✳ ❖♥

❞✐/&✐♥❣✉❡ ❡♥/✉✐&❡ &#♦✐/ &②♣❡/ ❞❡ ✈♦✐❡/ ❛)#✐❡♥♥❡/ ✿ ❧❡/ ❜#♦♥❝❤❡/✱ ❞❡ ❧❛ ❣)♥)#❛&✐♦♥ ✶ D ✹✱ ❧❡/

❜#♦♥❝❤✐♦❧❡/✱ ❞❡ ❧❛ ❣)♥)#❛&✐♦♥ ✺ D ✶✹ ❡& ❧❡/ ❜#♦♥❝❤✐♦❧❡/ &❡#♠✐♥❛❧❡/✱ /✐&✉)❡/ ❛✉&♦✉# ❞❡ ❧❛

❣)♥)#❛&✐♦♥ ✶✺ ❡& ❞❡ ❞✐❛♠6&#❡ ♠♦②❡♥ )❣❛❧ D ✵✱✺ ♠♠ ❬✾❪✳ ▲❛ &#❛❝❤)❡ ❡& ❧❡/ ❞❡✉① ❜#♦♥❝❤❡/
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❣4♦♠4&*✐❡ ❛♣♣❛*❡♠♠❡♥& ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❧✬❛*❜*❡✱ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐& ❡①&*❛✐*❡ ❞❡, ❧♦✐, ❞❡ ❝♦♠♣♦*✲

&❡♠❡♥& ❣4♦♠4&*✐7✉❡, ,✐♠♣❧❡,✱ &*❛❞✉✐,❛♥& ❧✬❡,,❡♥&✐❡❧ ❞✉ ❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❛*❜*❡✳ ■❧

❛ ❛✐♥,✐ ♠♦♥&*4 7✉❡ ❧✬❛*❜*❡ &*❛❝❤4♦❜*♦♥❝❤✐7✉❡ ♣*4,❡♥&❡ ✉♥❡ ❛✉"♦✲%✐♠✐❧❛)✐"* ✐♥&❡*♥❡ ✿ ❧❡,

♣❡&✐&❡, ❜*♦♥❝❤❡, ❞❡ ❧✬❛*❜♦*❡,❝❡♥❝❡ ♣❡✉✈❡♥& 3&*❡ ✈✉❡, ❝♦♠♠❡ ❞❡, ✈❡*,✐♦♥, *4❞✉✐&❡, ❞❡,

❣*♦,,❡, ❜*♦♥❝❤❡,✳ =♦✉* ❞4❝*✐*❡ ❝❡&&❡ ❛✉&♦✲,✐♠✐❧❛*✐&4✱ ❲❡✐❜❡❧ ❛ ✐♥&*♦❞✉✐& ✉♥ ❢❛❝&❡✉* h✱

❛♣♣❡❧4 ❢❛❝&❡✉* ❞✬❤♦♠♦&❤4&✐❡✳ ❈❡ ❢❛❝&❡✉* ❧✐❡ ❧❡ ❞✐❛♠9&*❡ ❞✬✉♥❡ ❜*♦♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❣4♥4*❛&✐♦♥

g + 1 ❛✉ ❞✐❛♠9&*❡ ❞✬✉♥❡ ❜*♦♥❝❤❡ ❧❛ ❣4♥4*❛&✐♦♥ g ♣❛* ❧❛ *❡❧❛&✐♦♥ ✿

D(g + 1) = h.D(g) ✭✶✳✶✮

▲❛ ✈❛❧❡✉* ♠♦②❡♥♥❡ ♠❡,✉*4❡ ❞✉ ❢❛❝&❡✉* ❞✬❤♦♠♦&❤4&✐❡ h ❡,& 2−1/3 ≈ 0, 79 ❬✶✹❪✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✼

♠❡& ❡♥ 4✈✐❞❡♥❝❡ ❝❡ ❢❛❝&❡✉* ❞✬❤♦♠♦&❤4&✐❡ h✳

❇✐❡♥ ❡♥&❡♥❞✉✱ ❝❡&&❡ ,✐♠♣❧✐✜❝❛&✐♦♥ ❞♦✐& 3&*❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣*❡♠✐❡* ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣*4✲

❤❡♥,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣4♦♠4&*✐❡ ❡& ♥❡ ♣❡✉& *❡♥❞*❡ ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦*♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡

❧✬❛*❜♦*❡,❝❡♥❝❡✳ ◆♦&❛♠♠❡♥&✱ ✐❧ ❡,& ❝♦♥♥✉ 7✉❡ ❧✬❛*❜♦*❡,❝❡♥❝❡ &*❛❝❤4♦❜*♦♥❝❤✐7✉❡ ♣*4,❡♥&❡



✶✼ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ ,②,'.♠❡ (❡,♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

❋✐❣✉$❡ ✶✳✼ ✕ ❚%❛❝( )❡♠✐✲❧♦❣❛%✐1❤♠✐3✉❡ ❞✉ ❞✐❛♠61%❡ ♠♦②❡♥ ❞❡) ❜%♦♥❝❤❡) ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❣(♥(%❛1✐♦♥ ❬✾❪✳

✉♥❡ ❛)②♠(1%✐❡ ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❬✶✵✱ ✶✹✕✶✾❪✳ ❈❤❛3✉❡ ❜%♦♥❝❤❡ ♠6%❡ ♥❡ )❡ ❞✐✈✐)❡ ♣❛) ❡♥

❞❡✉① ❜%♦♥❝❤❡) ✜❧❧❡) ✐❞❡♥1✐3✉❡) ♠❛✐) ❡♥ ❞❡✉① ❜%♦♥❝❤❡) ✜❧❧❡) ❞❡ 1❛✐❧❧❡) ❞✐✛(%❡♥1❡) ✿ ✉♥❡

❣%♦))❡ ❜%♦♥❝❤❡ ✜❧❧❡✱ ❛♣♣❡❧(❡ ❜!♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉!❡✱ ❡1 ✉♥❡ ❜%♦♥❝❤❡ ✜❧❧❡ ♣❧✉) ♣❡1✐1❡✱ ❛♣♣❡❧(❡

❜!♦♥❝❤❡ ♠✐♥❡✉!❡ ✭✜❣✉%❡ ✶✳✽✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✽ ✕ ▲❡) ❞❡✉① ♠♦❞6❧❡) ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ 1%❛❝❤(♦❜%♦♥❝❤✐3✉❡✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱

❧❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❡)1 ❞✐1 ,②♠./!✐0✉❡ ✿ ❧❡) ❞❡✉① ❜%♦♥❝❤❡) ✜❧❧❡) ♦♥1 ✉♥ ♠N♠❡ ❞✐❛♠61%❡ D1✳

❆ ❞%♦✐1❡✱ ❧❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❡)1 ❞✐1 ❛,②♠./!✐0✉❡ ✿ ❧❡) ❞❡✉① ❜%♦♥❝❤❡) ✜❧❧❡) ♦♥1 ❞❡) ❞✐❛♠61%❡)

❞✐✛(%❡♥1)✱ Dmax ❡1 Dmin✳

▲❡ ♣❛%❛♠61%❡ ❧❡ ♣❧✉) ✐♠♣♦%1❛♥1 ❞❡ ❧❛ ❣(♦♠(1%✐❡ 1%❛❝❤(♦❜%♦♥❝❤✐3✉❡ ❡)1 ❧❡ ❞✐❛♠61%❡

❞❡) ❜%♦♥❝❤❡) ✿ ❡♥ %(❣✐♠❡ ❞✬(❝♦✉❧❡♠❡♥1 ❧❛♠✐♥❛✐%❡✱ ❝✬❡)1 ❧✉✐ 3✉✐ ❣♦✉✈❡%♥❡ ❡))❡♥1✐❡❧❧❡♠❡♥1

❧❛ %()✐)1❛♥❝❡ ❛(%♦❞②♥❛♠✐3✉❡ ❞❡) ❜%♦♥❝❤❡)✳ ▲❡ )❡❝♦♥❞ ♣❛%❛♠61%❡ 3✉✐ ✐♥1❡%✈✐❡♥1 ❞❛♥) ❧❛

%()✐)1❛♥❝❡ ❛(%♦❞②♥❛♠✐3✉❡ ❡)1 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉% ❞❡) ❜%♦♥❝❤❡)✳ ❲❡✐❜❡❧ ❛ (❣❛❧❡♠❡♥1 ❛♥❛❧②)( ❧❡

%❛♣♣♦%1 ❡♥1%❡ ❞✐❛♠61%❡ ❡1 ❧♦♥❣✉❡✉% ❞❡) ❜%♦♥❝❤❡)✳ ■❧ ❛ ♠♦♥1%( 3✉❡ ♣♦✉% ❧✬❛%❜%❡ 1%❛❝❤(♦✲



✶✽ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ ,②,'.♠❡ (❡,♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

❜!♦♥❝❤✐'✉❡ ✐♥*❡!♠,❞✐❛✐!❡ ✭❛✉✲❞❡❧2 ❞❡ ❧❛ ❣,♥,!❛*✐♦♥ ✹✮✱ ❝❡ !❛♣♣♦!* ❡8* 2 ♣❡✉ ♣!98 ❝♦♥8*❛♥*

❡* ,❣❛❧ 2 ✸ ❬✾✱ ✶✹✱ ✶✽✱ ✷✵✱ ✷✶❪✱ *❛♥❞✐8 '✉❡ ❧❡8 ❜!♦♥❝❤❡8 ♣!♦①✐♠❛❧❡8 ✭❣,♥,!❛*✐♦♥8 ✶ 2 ✹✮ ♣!,✲

8❡♥*❡♥* ✉♥❡ ❣,♦♠,*!✐❡ ♣!♦♣!❡✱ ❝❛!❛❝*,!✐8*✐'✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛*♦♠✐❡ ❞❡ ❧✬❡8♣9❝❡ ❬✶✻✱ ✶✾✱ ✷✵✱ ✷✷❪✳

▲❡✉! !❛♣♣♦!* ❧♦♥❣✉❡✉! 8✉! ❞✐❛♠9*!❡ ❞✐✛9!❡ 8❡♥8✐❜❧❡♠❡♥* ❞❡ ✸✳ ▲❛ ✜❣✉!❡ ✶✳✾ ♣!,8❡♥*❡ ❧❡

!❛♣♣♦!* ♠♦②❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉! 8✉! ❞✐❛♠9*!❡ ♣♦✉! ❧❡8 ❜!♦♥❝❤❡8 ❞❡8 ❣,♥,!❛*✐♦♥8 ✶ 2 ✶✵✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✾ ✕ ❘❛♣♣♦!* ♠♦②❡♥ ❞✐❛♠9*!❡ 8✉! ❧♦♥❣✉❡✉! ❞❡8 ❜!♦♥❝❤❡8 ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❣,♥,!❛*✐♦♥ ❬✶✹❪✳

◆♦*♦♥8 ✐❝✐ '✉❡ ❧❡ !❛♣♣♦!* ❧♦♥❣✉❡✉! 8✉! ❞✐❛♠9*!❡ ,❣❛❧ 2 ✸ ❞❛♥8 ❧✬❛!❜!❡ ✐♥*❡!♠,❞✐❛✐!❡

❡8* ✉♥❡ ✈❛❧❡✉! ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❡8 ♠❡8✉!❡8 ♠♦!♣❤♦♠,*!✐'✉❡8 ♠♦♥*!❡♥* '✉✬✐❧ ❡①✐8*❡ ✉♥❡ ❞✐8*!✐✲

❜✉*✐♦♥ ❞❡8 ✈❛❧❡✉!8 ❞✉ !❛♣♣♦!* ❧♦♥❣✉❡✉! 8✉! ❞✐❛♠9*!❡ ❬✶✵❪✳

▲❛ "#❣✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐"❡

▲❛ !,❣✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐!❡ ❡8* ❝♦♥8*✐*✉,❡ ♣❛! ❧❡8 ❛❝✐♥✐ ♣✉❧♠♦♥❛✐!❡8✱ '✉✐ 8♦♥* ❧❡8 ✉♥✐*,8

❞✬,❝❤❛♥❣❡8 ❣❛③❡✉① ❡♥*!❡ ❧✬❛✐! ❡* ❧❡ 8❛♥❣✳ ❊❧❧❡ ❡8* 8✐*✉,❡ ❡♥*!❡ ❧❡8 ❣,♥,!❛*✐♦♥8 ✶✻ ❡* ✷✸

❞❡ ❧✬❛!❜!❡ ❛,!✐❡♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐!❡ ❡* ❝♦♠♣*❡ ❡♥✈✐!♦♥ 30 000 ❛❝✐♥✐✳ ❖♥ ❞✐8*✐♥❣✉❡ *!♦✐8 *②♣❡8

❞❡ ✈♦✐❡8 ❛,!✐❡♥♥❡8 ❞❛♥8 ❧✬❛❝✐♥✉8 ✿ *♦✉* ❞✬❛❜♦!❞✱ ❧❡8 ❜!♦♥❝❤✐♦❧❡8 !❡8♣✐!❛*♦✐!❡8✱ ♣✉✐8 ❧❡8

❝♦♥❞✉✐*8 ❛❧✈,♦❧❛✐!❡8 ❡* ❡♥✜♥✱ ❧❡8 8❛❝8 ❛❧✈,♦❧❛✐!❡8✳ ❈♦♥*!❛✐!❡♠❡♥* 2 ❧✬❛!❜!❡ *!❛❝❤,♦❜!♦♥✲

❝❤✐'✉❡✱ ❧❡8 ❝♦♥❞✉✐*8 ❞❡8 ❛❝✐♥✐ 8♦♥* !❡❝♦✉✈❡!*8 ❞❡ ♣❡*✐*8 8❛❝8 ❛♣♣❡❧,8 ❛❧✈#♦❧❡& ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡&✳

❈❡8 ❛❧✈,♦❧❡8 ♣✉❧♠♦♥❛✐!❡8 8♦♥* ❞❡ ♣❡*✐*❡8 ✈,8✐❝✉❧❡8 2 ❧❛ 8✉!❢❛❝❡ ❞❡8'✉❡❧❧❡8 8❡ ♣!♦❞✉✐8❡♥* ❧❡8

,❝❤❛♥❣❡8 ❣❛③❡✉① ✭❞✬♦①②❣9♥❡ ❡* ❞❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛!❜♦♥❡✮ ✿ ❡❧❧❡8 ❛♣♣❛!❛✐88❡♥* ♣❛!*✐❡❧❧❡♠❡♥*

8✉! ❧❡8 ❜!♦♥❝❤✐♦❧❡8 !❡8♣✐!❛*♦✐!❡8 ❡* *❛♣✐88❡♥* ❡♥8✉✐*❡ ❡♥*✐9!❡♠❡♥* ❧❡8 ♣❛!♦✐8 ❞❡8 ❝♦♥❞✉✐*8

❡* ❞❡8 8❛❝8 ❛❧✈,♦❧❛✐!❡8✳ ▲❛ ✜❣✉!❡ ✶✳✶✵ ♣!,8❡♥*❡ ❧❡ ♠♦✉❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛❝✐♥✉8 ✿ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦②❡♥

❞✬✉♥ ❛❝✐♥✉8 ❡8* ❞✬❡♥✈✐!♦♥ ✶✽✼ ♠♠

3
❬✷✸❪✳



✶✾ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ ,②,'.♠❡ (❡,♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✵ ✕ ▼♦✉❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛❝✐♥✉0✳ ❖♥ ❞✐02✐♥❣✉❡ ❧❡0 ❜4♦♥❝❤✐♦❧❡0 4❡0♣✐4❛2♦✐4❡0✱ ♣❡✉

4❡❝♦✉✈❡42❡0 ❞✬❛❧✈9♦❧❡0✱ ♣✉✐0 ❧❡0 ❝♦♥❞✉✐20 ❛❧✈9♦❧❛✐4❡0✱ ❝♦♠♣❧;2❡♠❡♥2 4❡❝♦✉✈❡420 ❞✬❛❧✲

✈9♦❧❡0 ❬✷✸❪✳

❯♥❡ 24;0 ✜♥❡ ❝♦✉❝❤❡✱ ❛♣♣❡❧9❡ ♠❡♠❜4❛♥❡ ❛❧✈9♦❧♦✲❝❛♣✐❧❧❛✐4❡✱ 09♣❛4❡ ❧✬❛✐4 ❝♦♥2❡♥✉ ❞❛♥0

❧❡0 ❛❧✈9♦❧❡0 ❞❡0 ✈❛✐00❡❛✉① 0❛♥❣✉✐♥0 ❞❡ D✉❡❧D✉❡0 ♠✐❝4♦♥0 ❞❡ ❞✐❛♠;24❡✱ ❛♣♣❡❧90 ❝❛♣✐❧❧❛✐4❡0

♣✉❧♠♦♥❛✐4❡0✳ ▲❛ ✜❣✉4❡ ✶✳✶✶ ♣490❡♥2❡ ❧❛ ♠❡♠❜4❛♥❡ ❛❧✈9♦❧♦✲❝❛♣✐❧❧❛✐4❡ ❞✬✉♥ ♣♦✉♠♦♥ ❤✉♠❛✐♥

❞♦♥2 ❧✬9♣❛✐00❡✉4 ✈❛4✐❡ ❡♥24❡ ✵✱✷ ❡2 ✷ µ♠ ❬✷✹❪✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✶ ✕ ▼❡♠❜4❛♥❡ ❛❧✈9♦❧♦✲❝❛♣✐❧❧❛✐4❡ ❞✬✉♥ ♣♦✉♠♦♥ ❤✉♠❛✐♥✳ ▲❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐4❡ 0❛♥❣✉✐♥✱

G ❧✬✐♥294✐❡✉4 ❞✉D✉❡❧ 0❡ 24♦✉✈❡ ❧❡0 ❣❧♦❜✉❧❡0 4♦✉❣❡0✱ 0❡ 24♦✉✈❡ ❡♥ ❝♦♥2❛❝2 ❛✈❡❝ ♣❧✉0✐❡✉40

❛❧✈9♦❧❡0 ♣✉❧♠♦♥❛✐4❡0 ❬✽❪✳

▲❡0 24❛♥0❢❡420 ❞❡0 ❣❛③ ✭♦①②❣;♥❡ ❡2 ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛4❜♦♥❡✮ ❡♥24❡ ❧✬❛✐4 ❡2 ❧❡ 0❛♥❣ ♦♥2

❧✐❡✉ G 24❛✈❡40 ❝❡22❡ ♣❛4♦✐ ❛❧✈9♦❧♦✲❝❛♣✐❧❧❛✐4❡✳ ▲❡0 ❝❛♣✐❧❧❛✐4❡0 0♦♥2 D✉❛♥2 G ❡✉① ❝❤❛4❣90 ❞❡



✷✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ -②-'/♠❡ (❡-♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

 !❛♥$♣♦! ❡! ❧❡ $❛♥❣ ❞❡$ ✐♥, - . !❡ ❡♥!✐❝❤✐ ❡♥ ♦①②❣3♥❡ ❛✈❛♥ ❞❡ !❡❥♦✐♥❞!❡ ❧❛ ❝✐!❝✉❧❛ ✐♦♥

$❛♥❣✉✐♥❡ ♣!✐♥❝✐♣❛❧❡✳ ▲❛ $✉!❢❛❝❡ ❞✬,❝❤❛♥❣❡ ❡♥ !❡ ❧❡ $❛♥❣ ❡ ❧✬❛✐! ❡$  !3$ ✐♠♣♦! ❛♥ ❡✱ ❡♥ !❡

✺✵ ❡ ✶✵✵ ♠

2
❡♥✈✐!♦♥ ❬✶✷❪✳

◆♦✉$ ✈❡♥♦♥$ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞,❝!✐!❡ ❧❛ ♠♦!♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞❡$ ✈♦✐❡$ ❛,!✐❡♥♥❡$ ♣✉❧♠♦♥❛✐!❡$ ✲ ✈♦✐❡$

❡① !❛ ❤♦!❛❝✐E✉❡$✱ ❛!❜!❡  !❛❝❤,♦❜!♦♥❝❤✐E✉❡ ❡ ❛❝✐♥✐ ✲ ❛✐♥$✐ E✉❡ ❧❡✉! !G❧❡ ❞❛♥$ ❧❛ !❡$♣✐✲

!❛ ✐♦♥✳ ◆♦✉$ ❛❧❧♦♥$ ♠❛✐♥ ❡♥❛♥ , ✉❞✐❡! ♣❧✉$ ❡♥ ❞, ❛✐❧ ❧❡ ❢♦♥❝ ✐♦♥♥❡♠❡♥ ❞❡ ❝❡$ ✈♦✐❡$

❛,!✐❡♥♥❡$ ❛✉ ❝♦✉!$ ❞❡ ❧❛ !❡$♣✐!❛ ✐♦♥✳

✶✳✷ ▼$❝❛♥✐)✉❡ ,❡-♣✐,❛/♦✐,❡

▲❛ !❡$♣✐!❛ ✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡$ ❝♦♥$ ✐ ✉,❡ ❞✬✉♥❡ $✉❝❝❡$$✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧❡$ !❡$♣✐!❛ ♦✐!❡$ ✿ ❝❤❛E✉❡

❝②❝❧❡ ❛❧ ❡!♥❡ ✉♥❡ ♣❤❛$❡ ✐♥$♣✐!❛ ♦✐!❡ ❞❡ ♣♦♠♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✐! ❞❛♥$ ❧❡$ ♣♦✉♠♦♥$ ❡ ✉♥❡ ♣❤❛$❡

❡①♣✐!❛ ♦✐!❡ ❞✬❡①♣✉❧$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐! ✈❡!$ ❧✬❡① ,!✐❡✉! ✭✜❣✉!❡ ✶✳✶✷✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✷ ✕ ❘❡♣!,$❡♥ ❛ ✐♦♥ ❞✉ ❞,❜✐ ❞✬❛✐! ❞❛♥$ ❧❛  !❛❝❤,❡ ❡♥ ❢♦♥❝ ✐♦♥ ❞✉  ❡♠♣$✳

❈❤❛E✉❡ ❝②❝❧❡ !❡$♣✐!❛ ♦✐!❡ ❡$ ❝♦♥$ ✐ ✉, ❞✬✉♥❡ ✐♥$♣✐!❛ ✐♦♥ ❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣✐!❛ ✐♦♥ ❬✷✺❪✳

❆ ❧✬✐♥$♣✐!❛ ✐♦♥✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❣❡  ❤♦!❛❝✐E✉❡ ❛✉❣♠❡♥ ❡ $♦✉$ ❧✬❛❝ ✐♦♥ ❞❡$ ♠✉$❝❧❡$

!❡$♣✐!❛ ♦✐!❡$✳ ▲❛ ♣!❡$$✐♦♥ ❛❧✈,♦❧❛✐!❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡ ❞❡✈✐❡♥ ✐♥❢,!✐❡✉!❡ - ❧❛ ♣!❡$$✐♦♥ ❛ ♠♦$♣❤,✲

!✐E✉❡ ✿ ✉♥❡ ✐♥$♣✐!❛ ✐♦♥ ❛✉ !❡♣♦$ !❡E✉✐❡! ✉♥❡ ❝❤✉ ❡ ❞❡ ♣!❡$$✐♦♥ ✐♥❢,!✐❡✉!❡ - ✷✵✵ P❛ ❬✶✷❪✳

▲✬❛✐! ❡① ,!✐❡✉! ❡♥ !❡ ❛❧♦!$ ❞❛♥$ ❧❡$ ✈♦✐❡$ ♣✉❧♠♦♥❛✐!❡$✳ ▲✬✐♥$♣✐!❛ ✐♦♥ ❡$ ✉♥ ♣❤,♥♦♠3♥❡

❛❝"✐❢✳ ▲♦!$ ❞❡ ❧✬❡①♣✐!❛ ✐♦♥ ❛✉ &❡♣♦*✱ ❧❡$  ✐$$✉$ ♣✉❧♠♦♥❛✐!❡$ , ❛♥ ,❧❛$ ✐E✉❡$✱ ❧❡ ♣♦✉♠♦♥

!❡ ♦✉!♥❡ ♣❛$$✐✈❡♠❡♥ - $♦♥ , ❛ ♣!,✲✐♥$♣✐!❛ ♦✐!❡✱ , ❛ ❞✬,E✉✐❧✐❜!❡✳ ▲❛ ♣!❡$$✐♦♥ ❛❧✈,♦❧❛✐!❡

❞❡✈✐❡♥ ❛❧♦!$ $✉♣,!✐❡✉!❡ - ❧❛ ♣!❡$$✐♦♥ ❛ ♠♦$♣❤,!✐E✉❡✳ ▲✬❛✐! ❡$ ❡①♣✉❧$, ❞❡ ❧✬✐♥ ,!✐❡✉! ❞❡$

♣♦✉♠♦♥$ ✈❡!$ ❧✬❡① ,!✐❡✉!✳ ▲✬❡①♣✐!❛ ✐♦♥ ❛✉ !❡♣♦$ ❡$ ✉♥ ♣❤,♥♦♠3♥❡ ♣❛**✐❢✳

▲❛ ❢!,E✉❡♥❝❡ !❡$♣✐!❛ ♦✐!❡ ❛✉ !❡♣♦$ $❡ $✐ ✉❡ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡♥ !❡ ✶✷ ❡ ✶✺ ❝②❝❧❡$ ♣❛!

♠✐♥✉ ❡✱ $♦✐ ✉♥❡ ❞✉!,❡ ❞❡ ❝②❝❧❡ !❡$♣✐!❛ ♦✐!❡ ❝♦♠♣!✐$❡ ❡♥ !❡ ✹ ❡ ✺ $ ❬✽✱ ✶✶❪✳ ❆✉ !❡♣♦$✱



✷✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ ,②,'.♠❡ (❡,♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

❧❛ ❞✉$%❡ ❞❡ ❧✬✐♥*♣✐$❛,✐♦♥ ❡*, ♣❧✉* ❝♦✉$,❡ /✉❡ ❧❛ ❞✉$%❡ ❞❡ ❧✬❡①♣✐$❛,✐♦♥ ✿ ❧✬✐♥*♣✐$❛,✐♦♥ ❞✉$❡

❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✷ * ❡, ❧✬❡①♣✐$❛,✐♦♥ ✸ *✳ ❆ ❧✬❡✛♦$,✱ ❧❛ ❢$%/✉❡♥❝❡ $❡*♣✐$❛,♦✐$❡ ❛✉❣♠❡♥,❡ ♣♦✉$

❛,,❡✐♥❞$❡ ✸✵ ❝②❝❧❡* ♣❛$ ♠✐♥✉,❡ ❬✽❪ ✿ ❧❡ ❝②❝❧❡ $❡*♣✐$❛,♦✐$❡ ❞✉$❡ ✷ *✳ ▲❛ ❞✉$%❡ ❞❡ ❧✬✐♥*♣✐$❛,✐♦♥

❡, ❧❛ ❞✉$%❡ ❞❡ ❧✬❡①♣✐$❛,✐♦♥ *♦♥, ❛❧♦$* /✉❛*✐✲✐❞❡♥,✐/✉❡* ✭✶ *✮✳

✶✳✷✳✶ ▼✉%❝❧❡% )❡%♣✐)❛-♦✐)❡%

▲❡* ♠✉*❝❧❡* $❡*♣✐$❛,♦✐$❡* ♣$✐♥❝✐♣❛✉① *♦♥, ❧❡ ❞✐❛♣❤$❛❣♠❡✱ ❧❡* ♠✉*❝❧❡* ✐♥,❡$❝♦*,❛✉① ❡,

❧❡* ♠✉*❝❧❡* ❛❜❞♦♠✐♥❛✉①✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸ ✕ ▼%❝❛♥✐*♠❡* $❡*♣✐$❛,♦✐$❡* ❛✉ $❡♣♦* ✿ ✐♥*♣✐$❛,✐♦♥ ❡, ❡①♣✐$❛,✐♦♥ ❬✷✻❪✳

▲❡ ❞✐❛♣❤$❛❣♠❡ ❡*, ✉♥ ♠✉*❝❧❡ ✜♥ ❡♥ ❢♦$♠❡ ❞❡ ❞K♠❡ *✐,✉% ❡♥ ❞❡**♦✉* ❞❡* ❝K,❡* ✭✜✲

❣✉$❡ ✶✳✶✸✮✳ ▲♦$* ❞❡ ❧✬✐♥*♣✐$❛,✐♦♥✱ ❧❡ ❞✐❛♣❤$❛❣♠❡ ❥♦✉❡ ✉♥ $K❧❡ ♠%❝❛♥✐/✉❡ ♣$%♣♦♥❞%$❛♥, ✿

❛✉ $❡♣♦*✱ ✐❧ *✬❛❜❛✐**❡ ❞✬❡♥✈✐$♦♥ ✶ ❝♠ ❛❧♦$* /✉❡ ❝❡,,❡ ✈❛❧❡✉$ ♣❡✉, ❛,,❡✐♥❞$❡ ✶✵ ❝♠ ❧♦$*

❞✬✉♥❡ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ❢♦$❝%❡ ❬✶✷❪✳ ▲❛ ❝♦♥,$❛❝,✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♣❤$❛❣♠❡ ♠❛✐* ❛✉**✐ ❝❡❧❧❡ ❞❡* ♠✉*❝❧❡*

✐♥,❡$❝♦*,❛✉① ❡♥,$❛N♥❡♥, ❧✬❛✉❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❣❡ ,❤♦$❛❝✐/✉❡ O ❧✬✐♥*♣✐$❛,✐♦♥✳

❚❛♥❞✐* /✉✬❛✉ $❡♣♦* ❧✬❡①♣✐$❛,✐♦♥ ❡*, ✉♥ ♣❤%♥♦♠Q♥❡ ♣❛**✐❢✱ O ❧✬❡①❡$❝✐❝❡ ♦✉ ❡♥ ❝♦♥❞✐,✐♦♥

❞❡ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ❢♦$❝%❡✱ ❧✬❡①♣✐$❛,✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥, ❛❝,✐✈❡✳ ▲❡* ♠✉*❝❧❡* ❧❡* ♣❧✉* ✐♠♣♦$,❛♥,* ❧♦$*

❞✬✉♥❡ ❡①♣✐$❛,✐♦♥ ❛❝,✐✈❡ *♦♥, ❧❡* ♠✉*❝❧❡* ❛❜❞♦♠✐♥❛✉① ✿ /✉❛♥❞ ❝❡* ♠✉*❝❧❡* *❡ ❝♦♥,$❛❝,❡♥,✱

❧❛ ♣$❡**✐♦♥ ❛❜❞♦♠✐♥❛❧❡ ❛✉❣♠❡♥,❡ ❡, ❧❡ ❞✐❛♣❤$❛❣♠❡ $❡♠♦♥,❡✱ ❢❛❝✐❧✐,❛♥, ❞❛✈❛♥,❛❣❡ ❧✬❡①♣✐✲

$❛,✐♦♥✳ ▲❡* ♠✉*❝❧❡* ✐♥,❡$❝♦*,❛✉① ♣❛$,✐❝✐♣❡♥, %❣❛❧❡♠❡♥, O ❧✬❡①♣✐$❛,✐♦♥ ❛❝,✐✈❡ ❡♥ ❛❣✐**❛♥,

*✉$ ❧❡* ❝K,❡* ♣♦✉$ ❞✐♠✐♥✉❡$ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛❣❡ ,❤♦$❛❝✐/✉❡✳
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✶✳✷✳✷ ❱♦❧✉♠❡) ♣✉❧♠♦♥❛✐.❡)

❉✐✛#$❡♥'( ✈♦❧✉♠❡( ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡( ♣❡✉✈❡♥' 0'$❡ ❞#✜♥✐( (❡❧♦♥ ❧❡( ❝♦♥❞✐'✐♦♥( ❞❡ ✈❡♥'✐❧❛✲

'✐♦♥ ❬✷✼❪ ✭✜❣✉$❡ ✶✳✶✹✮✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹ ✕ ❉#✜♥✐'✐♦♥ ❞❡( ❞✐✛#$❡♥'( ✈♦❧✉♠❡( ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡( ❬✶✷❪✳

❊♥ ❧❛✐((❛♥' $❡(♣✐$❡$ ✉♥ ♣❛'✐❡♥' ♥♦$♠❛❧❡♠❡♥' ❞❛♥( ✉♥ (♣✐$♦♠A'$❡✱ ♦♥ ❡♥$❡❣✐('$❡ ❧❛

✈❛$✐❛'✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦$$❡(♣♦♥❞❛♥' ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐$ ❡♥'$❛♥' ❡' (♦$'❛♥' ❧♦$( ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡

$❡(♣✐$❛'♦✐$❡✳ ❈❡''❡ F✉❛♥'✐'# ♣♦$'❡ ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉'❛♥*✱ VT ✳ ❆✉ $❡♣♦(✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡

❝♦✉$❛♥' ❡(' ❞❡ ✺✵✵ ♠▲✳ ■❧ ♣❡✉' ❛✉❣♠❡♥'❡$ ♣♦✉$ ❛''❡✐♥❞$❡ ♣❧✉(✐❡✉$( ❧✐'$❡( L ❧✬❡①❡$❝✐❝❡✳ ❆

❧❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ❡①♣✐$❛'✐♦♥ ♥♦$♠❛❧❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ $❡('❛♥' ❞❛♥( ❧❡( ♣♦✉♠♦♥( ❡(' ❛♣♣❡❧# ❝❛♣❛❝✐*-

'-.✐❞✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭CRF ✮✳

❊♥ ❞❡♠❛♥❞❛♥' ❡♥ $❡✈❛♥❝❤❡ ❛✉ ♣❛'✐❡♥' ❞❡ ♣$❡♥❞$❡ ✉♥❡ ✐♥(♣✐$❛'✐♦♥ ❛✉((✐ ♣$♦❢♦♥❞❡

F✉❡ ♣♦((✐❜❧❡ ❡' ❞✬❡①♣✐$❡$ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠✱ ♦♥ ❡✛❡❝'✉❡ ✉♥❡ ♠❛♥Q✉✈$❡ ❞✐'❡ ❞✬✐♥.♣✐'❛*✐♦♥

❢♦'❝-❡ .✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣✐'❛*✐♦♥ ❢♦'❝-❡ ❀ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥$❡❣✐('$# ❡(' ❛❧♦$( ❧❛ ❝❛♣❛❝✐*- ✈✐*❛❧❡

✭CV ✮✳ ❈✬❡(' ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐$ ♠❛①✐♠❛❧ F✉✐ ♣❡✉' ❡♥'$❡$ ❡' (♦$'✐$ ❞❡( ♣♦✉♠♦♥(✳ ❆ ❧❛ ✜♥

❞❡ ❧✬❡①♣✐$❛'✐♦♥ ❢♦$❝#❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ $❡('❛♥' ❞❛♥( ❧❡( ♣♦✉♠♦♥( ❡(' ❛♣♣❡❧# ✈♦❧✉♠❡ '-.✐❞✉❡❧

✭V R✮✳ ❈✬❡(' ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳

S♦✉$ ✜♥✐$✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡ '♦'❛❧ ❡(' ❛♣♣❡❧# ❝❛♣❛❝✐*- ♣✉❧♠♦♥❛✐'❡ *♦*❛❧❡ ✭CPT ✮ ✿

✐❧ ❡(' #❣❛❧ L ❧❛ (♦♠♠❡ ❞❡ V R ❡' CV ✳ ▲❛ '❛❜❧❡ ✶✳✶ $#(✉♠❡ ❧❡( ❞✐✛#$❡♥'❡( ✈❛❧❡✉$( ❞❡(

✈♦❧✉♠❡( ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡( ♣♦✉$ ✉♥ (✉❥❡' (❛✐♥✳

❘❛♣♣❡❧♦♥( ✐❝✐ F✉✬✉♥❡ ♣❛$'✐❡ (❡✉❧❡♠❡♥' ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐$ ✐♥(♣✐$#✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉$❛♥' VT ✱

❛''❡✐♥' ❧❡( ❛❝✐♥✐✳ ▲♦$( ❞❡ ❧✬✐♥(♣✐$❛'✐♦♥✱ ❧✬❛✐$ ✐♥(♣✐$# $❡♠♣❧✐' ❞✬❛❜♦$❞ ❧❡( ✈♦✐❡( ❛#$✐❡♥♥❡(
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❈❛♣❛❝✐%& ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ %♦%❛❧❡ CPT ✭♠▲✮ ✼✵✵✵

❈❛♣❛❝✐%& ✈✐%❛❧❡ CV ✭♠▲✮ ✺✺✵✵

❱♦❧✉♠❡ ,&6✐❞✉❡❧ V R ✭♠▲✮ ✶✺✵✵

❘❡♣♦6 ❊①❡,❝✐❝❡

❱♦❧✉♠❡ ❝♦✉,❛♥% VT ✭♠▲✮ ✺✵✵ ✷✺✵✵

❱♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ❛♣,=6 ❡①♣✐,❛%✐♦♥ ✭♠▲✮ CRF ❂ ✸✵✵✵ ✷✺✵✵

❚❛❜❧❡ ✶✳✶ ✕ ❱❛❧❡✉,6 ❞❡6 ❞✐✛&,❡♥%6 ✈♦❧✉♠❡6 ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡6 ♣♦✉, ✉♥ 6✉❥❡% 6❛✐♥ ❛✉ ,❡♣♦6 ❡%

♣♦✉, ✉♥ ❡①❡,❝✐❝❡ ♠♦❞&,& ❬✽✱ ✷✽❪✳

❡①%,❛%❤♦,❛❝✐I✉❡6✱ ♣✉✐6 ❧❡6 ✈♦✐❡6 ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ %,❛❝❤&♦❜,♦♥❝❤✐I✉❡ ❡% ❡♥✜♥ ❧❡6

✈♦✐❡6 ❛❝✐♥❛✐,❡6✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✉♣& ♣❛, ❧❡6 ✈♦✐❡6 ❞❡ ❝♦♥❞✉❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ %,❛❝❤&♦❜,♦♥✲

❝❤✐I✉❡ ❡6% ❧✬❡6♣❛❝❡ ♠♦,% ❛♥❛%♦♠✐I✉❡ VD ❡6%✐♠& ❡♥%,❡ ✶✺✵ ❡% ✶✼✵ ♠▲ ❬✽✱✶✷❪✳

✶✳✷✳✸ $%❡''✐♦♥' ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡'

❚,♦✐6 ♣,❡66✐♦♥6 6♦♥% ❞&%❡,♠✐♥❛♥%❡6 ❞❛♥6 ❧❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡♠❡♥% ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ✿ ❧❛ ♣,❡66✐♦♥

✐♥%,❛♣❧❡✉,❛❧❡✱ ❧❛ ♣,❡66✐♦♥ ❛❧✈&♦❧❛✐,❡ ❡% ❧❛ ♣,❡66✐♦♥ ❞❡ ,&%,❛❝%✐♦♥ &❧❛6%✐I✉❡ ❬✷✾❪✳ ◆♦✉6 ❛❧❧♦♥6

❞&✜♥✐, ✐❝✐ ❝❡6 ❞✐✛&,❡♥%❡6 ♣,❡66✐♦♥6✳

▲✬❡6♣❛❝❡ 6&♣❛,❛♥% ❧❡6 ♣♦✉♠♦♥6 ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐%& ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ❡6% ❛♣♣❡❧& ❡!♣❛❝❡ ♣❧❡✉'❛❧ ✿ ✐❧ ❡6%

❞&❧✐♠✐%& ♣❛, ❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡6 ✜♥❡6✱ ❧❡6 ♣❧=✈,❡6✱ S ❧✬✐♥%&,✐❡✉, ❞❡6I✉❡❧❧❡6 6❡ %,♦✉✈❡ ❧❡ ❧✐I✉✐❞❡

♣❧❡✉,❛❧ ✭✜❣✉,❡ ✶✳✶✺✮✳ ❈❤❡③ ❧❡ 6✉❥❡% 6❛✐♥✱ ❧❡6 ♣♦✉♠♦♥6 ♦❝❝✉♣❡♥% ❡♥%✐=,❡♠❡♥% ❧❛ ❝❛✈✐%& %❤♦✲

,❛❝✐I✉❡ ❝❛, ❧❛ ♣,❡66✐♦♥ I✉✐ ,=❣♥❡ ❞❛♥6 ❧✬❡6♣❛❝❡ ♣❧❡✉,❛❧ ❡6% ✐♥❢&,✐❡✉,❡ S ❧❛ ♣,❡66✐♦♥ ❡①❡,❝&❡

♣❛, ❧✬❛✐, ❞❛♥6 ❧❡6 ❛❧✈&♦❧❡6✳ ▲❛ ♣,❡66✐♦♥ I✉✐ ,=❣♥❡ ❞❛♥6 ❝❡% ❡6♣❛❝❡ ❡6% ❛♣♣❡❧&❡ ♣'❡!!✐♦♥

✐♥+'❛♣❧❡✉'❛❧❡ Ppl✳ ❊❧❧❡ ♣❡✉% V%,❡ ♠❡6✉,&❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢❛W♦♥6 ✿ 6♦✐% ❞❡ ♠❛♥✐=,❡ ❞✐,❡❝%❡✱ ❡♥ ✐♥✲

6&,❛♥% ✉♥❡ ❛✐❣✉✐❧❧❡ ❝,❡✉6❡ ❞❛♥6 ❧✬❡6♣❛❝❡ ✐♥%,❛♣❧❡✉,❛❧✱ 6♦✐% ❞❡ ♠❛♥✐=,❡ ♠♦✐♥6 ✐♥✈❛6✐✈❡✱ ❡♥

♠❡6✉,❛♥% ❧❛ ♣,❡66✐♦♥ ,&❣♥❛♥% ❞❛♥6 ❧❛ ♣❛,%✐❡ ✐♥%,❛%❤♦,❛❝✐I✉❡ ❞❡ ❧✬X6♦♣❤❛❣❡ ❬✶✶✱✸✵❪✳ Y♦✉,

❧❛ ❞❡✉①✐=♠❡ ♠&%❤♦❞❡ ❞❡ ♠❡6✉,❡✱ ♦♥ 6✉♣♣♦6❡ I✉❡ ❧❛ ♣,❡66✐♦♥ I✉✐ ,=❣♥❡ ❞❛♥6 ❧✬X6♦♣❤❛❣❡

✐♥%,❛%❤♦,❛❝✐I✉❡ ❡6% ✐❞❡♥%✐I✉❡ S ❧❛ ♣,❡66✐♦♥ I✉✐ ,=❣♥❡ S ❧✬❡①%&,✐❡✉, ❞❡6 ♣♦✉♠♦♥6✳ ❈❡%%❡

❤②♣♦%❤=6❡ ❡6% S ♣❡✉ ♣,=6 ❝♦,,❡❝%❡ 6✐ ❧❛ ♠❡6✉,❡ ❡6% ❡✛❡❝%✉&❡ ❝❤❡③ ✉♥ 6✉❥❡% ❡♥ ♣♦6✐%✐♦♥

✈❡,%✐❝❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡6% ♣❛, ❝♦♥%,❡ ❢❛✉66❡ 6✐ ❧❡ 6✉❥❡% ❡6% ❝♦✉❝❤& ❝❛, ❞❛♥6 ❝❡ ❝❛6✱ ❧❡6 ♣♦✉♠♦♥6

❡% ❧❡ %❤♦,❛① ❡①❡,❝❡♥% ✉♥❡ ♣,❡66✐♦♥ 6✉♣♣❧&♠❡♥%❛✐,❡ 6✉, ❧✬X6♦♣❤❛❣❡✳

▲♦,6 ❞❡ ❧✬✐♥6♣✐,❛%✐♦♥✱ ❧❛ ❝❛❣❡ %❤♦,❛❝✐I✉❡ 6✬&❧❛,❣✐%✱ ❧❛ ♣,❡66✐♦♥ ✐♥%,❛♣❧❡✉,❛❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡

❝❡ I✉✐ ♣❡,♠❡% ❧✬❛❝❝,♦✐66❡♠❡♥% ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡✳ ▲♦,6 ❞❡ ❧✬❡①♣✐,❛%✐♦♥✱ ❧❛ ♣,❡66✐♦♥
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✇✇✇✳♥❧♠✳♥✐❤✳❣♦✈✮✳
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❞$❞✉✐&❡ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ ❆ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧✱ 6 ♣❛#&✐# ❞❡ ❧✬❡①♣#❡""✐♦♥ &❤$♦#✐-✉❡ ❞$✈❡❧♦♣♣$❡ ♣❛# <❡❞❧❡②

❡& ❛❧✳ ❬✸✸❪✳ ❈❡&&❡ ❞❡#♥✐0#❡ ♣#❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡ ❝❛#❛❝&0#❡ &✉#❜✉❧❡♥& ❞❡ ❧✬$❝♦✉❧❡♠❡♥& -✉✐

❛♣♣❛#❛B& ❞❛♥" ❧❛ &#❛❝❤$❡ ♣♦✉# ❞❡" ❞$❜✐&" ❡♥&#❛♥&" "✉♣$#✐❡✉#" 6 ✹✵ ▲✴♠✐♥ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❛

#$"✐"&❛♥❝❡ 6 ❧✬$❝♦✉❧❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❛✐# ❞❡ <❡❞❧❡② ❡& ❛❧✳ ❞$♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞✉ ❞$❜✐& ❞✬❛✐# &#❛✈❡#"❛♥&

❧❛ ❜#♦♥❝❤❡✳

❉❛♥" ❧✬❛#❜♦#❡"❝❡♥❝❡ &#❛❝❤$♦❜#♦♥❝❤✐-✉❡✱ ❧❛ ✜❣✉#❡ ✶✳✶✾ ♠♦♥&#❡ ❞♦♥❝ -✉❡ ❧❛ ♠❛❥❡✉#❡

♣❛#&✐❡ ❞❡ ❧❛ #$"✐"&❛♥❝❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❛✐# "❡ "✐&✉❡ ❞❛♥" ❧❛ &#❛❝❤$❡ ❡& ❞❛♥" ❧❡" ❧❛#❣❡"

❜#♦♥❝❤❡" ♣#♦①✐♠❛❧❡"✳ ▲❛ ♣❧✉" ❣#❛♥❞❡ #$"✐"&❛♥❝❡ ❡"& ❧♦❝❛❧✐"$❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡" ❜#♦♥❝❤❡" ❞❡

&❛✐❧❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♦L ❧❛ "❡❝&✐♦♥ ❞❡" ❜#♦♥❝❤❡" ❡"& ❛""❡③ ❢❛✐❜❧❡ ❡& ❧❡ ❞$❜✐& ❞✬❛✐# #❡❧❛&✐✈❡♠❡♥&

$❧❡✈$✳ ▲❡" &#0" ♣❡&✐&❡" ❜#♦♥❝❤✐♦❧❡" ❝♦♥&#✐❜✉❡♥& #❡❧❛&✐✈❡♠❡♥& ♣❡✉ 6 ❧❛ #$"✐"&❛♥❝❡ 6 ❧✬$❝♦✉✲

❧❡♠❡♥&✳

▲❛ #❡"♣✐#❛&✐♦♥ ❡"& ❞♦♥❝ ❧❡ #$"✉❧&❛& ❞✬✉♥❡ ❛❞$-✉❛&✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥&#❡ ❧❡" ❞✐✛$#❡♥&"

$❧$♠❡♥&" ❞✉ "②"&0♠❡ #❡"♣✐#❛&♦✐#❡✳ ❙✉❝❝✐♥❝&❡♠❡♥&✱ ❧❡" ♠✉"❝❧❡" #❡"♣✐#❛&♦✐#❡" ♠♦❞✐✜❡♥& ❧❡"

♣#❡""✐♦♥" ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡" ❝❡ -✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ❧❡" ✈♦❧✉♠❡" ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡"✳ ❈❡&&❡ ❛❞$-✉❛&✐♦♥ ❡"& ❝♦♠✲

♣❧❡①❡ ♠❛✐" ❛✉""✐ ❢#❛❣✐❧❡ ✿ &♦✉&❡ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣#♦♣#✐$&$ ❞✬✉♥ ❞❡" $❧$♠❡♥&" ❞✉ "②"&0♠❡

#❡"♣✐#❛&♦✐#❡ ♣❡✉& ❡♥ ❡✛❡& ❞$&$#✐♦#❡# ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ #❡"♣✐#❛&♦✐#❡✱ ❝❡ -✉❡ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ✈♦✐# ❞❛♥"

❧❛ ♣#♦❝❤❛✐♥❡ "❡❝&✐♦♥✳

✶✳✸ ❉$%$&✐♦&❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝%✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐&❡

✶✳✸✳✶ ❊①♣❧♦(❛*✐♦♥- ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡- (❡-♣✐(❛*♦✐(❡-

▲✬$✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝&✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡ ❡"& ❞✬✉♥❡ ❣#❛♥❞❡ ✐♠♣♦#&❛♥❝❡ ♣♦✉# ❞✐❛❣♥♦"&✐✲

-✉❡# ❧❡" ♠❛❧❛❞✐❡" #❡"♣✐#❛&♦✐#❡" ✿ ♣♦✉# ❝❡ ❢❛✐#❡✱ ♦♥ #$❛❧✐"❡ ❞❡" ❡①♣❧♦%❛'✐♦♥* ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡*

%❡*♣✐%❛'♦✐%❡* ♦✉ ❊❋❘✳ ▲❛ ♠❛♥V✉✈#❡ ❞✬❡①♣✐#❛&✐♦♥ ❢♦#❝$❡ ❡"& ❧✬✉♥ ❞❡" &❡"&" ❝♦✉#❛♠♠❡♥&

#$❛❧✐"$" ❧♦#" ❞❡" ❊❋❘✳ ▲❡ ♣❛&✐❡♥& ❞♦✐& ✐♥"♣✐#❡# ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❡& ❡①♣✐#❡# ❛✉""✐ ❢♦#& -✉✬✐❧ ❧❡

♣❡✉& ✿ ♦♥ ❡♥#❡❣✐"&#❡ ❛❧♦#" ❧❡ ❞$❜✐& ❞✬❛✐# ❡①♣✐#$ ❡& ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐# ❡①♣✐#$ ✭✜❣✉#❡ ✶✳✷✵✮✳

▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡①❤❛❧$ ❞❛♥" ❧❛ ♣#❡♠✐0#❡ "❡❝♦♥❞❡ ❡"& ❛♣♣❡❧$ ❱♦❧✉♠❡ ❊①♣✐%❛'♦✐%❡ ▼❛①✐♠❛❧

❙❡❝♦♥❞❡✱ V EMS ✭❋♦%❝❡❞ ❊①♣✐%❛'♦%② ❱♦❧✉♠❡ ✶✳✵✱ FEV1.0 ❡♥ ❛♥❣❧❛✐"✮✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ &♦&❛❧

❞✬❛✐# ❡①♣✐#$ ❡"& ❧❛ ❝❛♣❛❝✐'9 ✈✐'❛❧❡ ❢♦%❝9❡✱ CV F ✭❋♦%❝❡❞ ❱✐'❛❧ ❈❛♣❛❝✐'②✱ FV C ❡♥ ❛♥❣❧❛✐"✮✳

▲❛ CV F ❡"& ❧❡ ♣❧✉" "♦✉✈❡♥& ❧$❣0#❡♠❡♥& ✐♥❢$#✐❡✉#❡ 6 ❧❛ ❝❛♣❛❝✐&$ ✈✐&❛❧❡ CV -✉✐ ❡"& ♠❡"✉#$❡

-✉❛♥& 6 ❡❧❧❡ ❧♦#" ❞✬✉♥❡ ❡①♣✐#❛&✐♦♥ ❧❡♥&❡✳ <♦✉# ✉♥ ♣❛&✐❡♥& ❡♥ ❜♦♥♥❡ "❛♥&$✱ ❧❡ V EMS ❡"&



✸✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ -②-'/♠❡ (❡-♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

✭❛✮ ❙♣✐&♦♠)*&✐❡ ♣❡&♠❡**❛♥* ❞❡ &)❛❧✐/❡& ❧❡/ ❡①✲

♣❧♦&❛*✐♦♥/ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡/ &❡/♣✐&❛*♦✐&❡/ ✭❞✬❛♣&5/

✇✇✇✳♠❡$%❛✾✷✳❢%✮✳

✭❜✮ ▼❡/✉&❡ ❞✉ V EMS ❡* ❞❡ ❧❛ CV F ❬✸✹❪✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✵ ✕ ❊①♣❧♦*❛,✐♦♥ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡ *❡2♣✐*❛,♦✐*❡✳

3❣❛❧ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ 7 ✽✵✪ ❞❡ ❧❛ CV F ❬✶✷❪✳ ▲❡ ❞3❜✐, ❡①♣✐*❛,♦✐*❡ ♠❛①✐♠❛❧✱ ❛✉22✐ ❛♣♣❡❧3 ❞3❜✐,

❞❡ ♣♦✐♥,❡✱ ❡2, 3❣❛❧❡♠❡♥, ❡♥*❡❣✐2,*3✳ ■❧ ❡2, ♥♦*♠❛❧❡♠❡♥, ❛,,❡✐♥, ,*B2 *❛♣✐❞❡♠❡♥, ❛♣*B2 ❧❡

❞3❜✉, ❞❡ ❧✬❡①♣✐*❛,✐♦♥ ❢♦*❝3❡✳ D♦✉* ❞❡2 ❛❞✉❧,❡2 ❡♥ ❜♦♥♥❡ 2❛♥,3✱ ❧❡2 ❞3❜✐,2 ❞❡ ♣♦✐♥,❡ 2♦♥,

❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ✽ 7 ✶✵ ▲✴2 ❬✸✺✱ ✸✻❪✳

D♦✉* ❛♥❛❧②2❡* ❧❛ ♠❛♥I✉✈*❡ ❞✬❡①♣✐*❛,✐♦♥ ❢♦*❝3❡✱ ❧❛ ❝♦✉*❜❡ ❞3❜✐,✲✈♦❧✉♠❡ ❡2, ,*B2 2♦✉✲

✈❡♥, ✉,✐❧✐23❡ ✿ ❡❧❧❡ *❡♣*32❡♥,❡ ❧❡ ❞3❜✐, ❞✬❛✐* ❡①♣✐*3 ❡♥ ❢♦♥❝,✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡✳

▲❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✷✶ ♣*32❡♥,❡ ❧✬❛❧❧✉*❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉*❜❡ ❞3❜✐,✲✈♦❧✉♠❡ ❡①♣✐*❛,♦✐*❡ ♦❜,❡♥✉❡ ♣♦✉* ✉♥

❛❞✉❧,❡ ❡♥ ❜♦♥♥❡ 2❛♥,3✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✶ ✕ ❈♦✉*❜❡ ❞3❜✐,✲✈♦❧✉♠❡ ♦❜,❡♥✉❡ ❡♥ ❡♥*❡❣✐2,*❛♥, ❧❡ ❞3❜✐, ❞✬❛✐* ❡①❤❛❧3 ❡♥ ❢♦♥❝✲

,✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ❧♦*2 ❞✬✉♥❡ ♠❛♥I✉✈*❡ ❞✬❡①♣✐*❛,✐♦♥ ❢♦*❝3❡ ✭❞✬❛♣*B2 ❲❡2, ❬✶✷❪✮✳

❆✉ ,♦✉, ❞3❜✉, ❞❡ ❧✬❡①♣✐*❛,✐♦♥ ❢♦*❝3❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ❡2, ♠❛①✐♠❛❧✱ 3❣❛❧ 7



✸✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ ,②,'.♠❡ (❡,♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

❧❛ CPT ✳ #✉✐&✱ ❛✉ ❝♦✉*& ❞❡ ❧❛ ♠❛♥/✉✈*❡ ❡①♣✐*❛3♦✐*❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ❞✐♠✐♥✉❡

♣♦✉* ❛33❡✐♥❞*❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ *4&✐❞✉❡❧✱ V R✱ 5 ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①♣✐*❛3✐♦♥ ❢♦*❝4❡✳ ❈♦♥❝❡*♥❛♥3 ❧❡

❞4❜✐3 ❡①♣✐*4✱ ✐❧ ❛✉❣♠❡♥3❡ 3*<& *❛♣✐❞❡♠❡♥3 ❡♥ 3♦✉3 ❞4❜✉3 ❞✬❡①♣✐*❛3✐♦♥✱ &✉✐3❡ 5 ❧✬❛❝3✐♦♥

❞❡& ♠✉&❝❧❡& ❡①♣✐*❛3♦✐*❡&✱ ♣✉✐& ✐❧ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣*♦❣*❡&&✐✈❡♠❡♥3 ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡①♣✐*4 ❡3 ❝❡✱

❥✉&>✉✬5 ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①♣✐*❛3✐♦♥ ❢♦*❝4❡✳

▲❛ ❝♦✉*❜❡ ❞4❜✐3✲✈♦❧✉♠❡ ♣*4&❡♥3❡ ✉♥ ❣*❛♥❞ ✐♥34*A3 ❞❛♥& ❧❡& ❊❋❘ ✿ &❛ ❢♦*♠❡ ❡&3 ❞✐*❡❝✲

3❡♠❡♥3 *❡❧✐4❡ ❛✉ ❞❡❣*4 ❢♦♥❝3✐♦♥♥❡❧ ❞❡& ♣♦✉♠♦♥&✳ ▲❛ ❝♦✉*❜❡ *❡✢<3❡ ❛✐♥&✐ ❧❡& ♣*♦♣*✐434&

♠4❝❛♥✐>✉❡& ❞❡ ❧✬❛*❜♦*❡&❝❡♥❝❡ ❜*♦♥❝❤✐>✉❡✳ ❆ ❝❤❛>✉❡ ❛33❡✐♥3❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝3✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡

❝♦**❡&♣♦♥❞*❛ ✉♥❡ ❛❧34*❛3✐♦♥ ❝❛*❛❝34*✐&3✐>✉❡ ❞❡ ❝❡33❡ ❝♦✉*❜❡ ❞4❜✐3✲✈♦❧✉♠❡✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✷✷

♣*4&❡♥3❡ ❧❡& ❝♦✉*❜❡& ❞4❜✐3✲✈♦❧✉♠❡ 3②♣✐>✉❡& ❞❡ >✉❡❧>✉❡& ♣❛3❤♦❧♦❣✐❡& ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡&✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✷ ✕ ❈♦✉*❜❡& ❞4❜✐3✲✈♦❧✉♠❡ 3②♣✐>✉❡& ❞❡ >✉❡❧>✉❡& ♣❛3❤♦❧♦❣✐❡& ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡&

✭❛❞❛♣34 ❞❡ ▼✐❧❧❡* ❡3 ❛❧✳ ❬✸✼❪✮✳

✶✳✸✳✷ $❛&❤♦❧♦❣✐❡- ♣✉❧♠♦♥❛✐2❡-

▲❡& ♣❛3❤♦❧♦❣✐❡& ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡& &♦♥3 ♥♦♠❜*❡✉&❡&✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✷✷ *❡❝❡♥&❡ ❞4❥5 >✉❛3*❡

3②♣❡& ❞❡ ♣❛3❤♦❧♦❣✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ✿ ❧✬❡♠♣❤②&<♠❡✱ ❧✬❛&3❤♠❡✱ ❧❛ ✜❜*♦&❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ❡3 ✉♥❡

♦❜&3*✉❝3✐♦♥ ❞❡& ✈♦✐❡& ❛4*✐❡♥♥❡& &✉♣4*✐❡✉*❡&✳ #♦✉* &✐♠♣❧✐✜❡*✱ ♦♥ ♣❡✉3 ❞✐&3✐♥❣✉❡* ❞❡✉①

❣*❛♥❞❡& ❝❧❛&&❡& ❞❡ ♣❛3❤♦❧♦❣✐❡& ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡& ✿ ❧❡& ♣❛3❤♦❧♦❣✐❡& ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡& *❡&3*✐❝3✐✈❡& ❡3

♦❜&3*✉❝3✐✈❡& ❬✸✽❪✳

▲❡& ♣❛3❤♦❧♦❣✐❡& ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡& *❡&3*✐❝3✐✈❡& &♦♥3 ❝❛*❛❝34*✐&4❡& ♣❛* ✉♥❡ *❡&3*✐❝3✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✲

♣❛♥&✐♦♥ ❞❡& ♣♦✉♠♦♥& ❞✉❡ 5 ✉♥❡ ♦✉ ♣❧✉&✐❡✉*& ❛33❡✐♥3❡✭&✮ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛*❡✐❧ *❡&♣✐*❛3♦✐*❡✳ ❈❡&



✸✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✶✳ ▲❡ -②-'/♠❡ (❡-♣✐(❛'♦✐(❡ ❤✉♠❛✐♥

❛!!❡✐♥!❡% ♣❡✉✈❡♥! !♦✉❝❤❡, ❧❡% ♣❧.✈,❡%✱ ❧❛ ♣❛,♦✐ !❤♦,❛❝✐0✉❡✱ ❧✬❛♣♣❛,❡✐❧ ♥❡✉,♦♠✉%❝✉❧❛✐,❡ ♦✉

❡♥❝♦,❡ ❧❡ ♣❛,❡♥❝❤②♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ✭!✐%%✉ ❛❧✈5♦❧❛✐,❡✮✳ ❊❧❧❡% %♦♥! ❝❛,❛❝!5,✐%5❡% ♣❛, ✉♥❡ ❞✐✲

♠✐♥✉!✐♦♥ ❞❡ ❧❛ CV F ❡! ❞✉ V EMS ♠❛✐% ♣,5%❡♥!❡♥! ❡♥ ❣5♥5,❛❧ ✉♥ ,❛♣♣♦,! V EMS✴CV F

♥♦,♠❛❧ ♦✉ ♠=♠❡ ❧5❣.,❡♠❡♥! ❛✉❣♠❡♥!5 ❬✸✾❪✳ ▲❛ ✜❜,♦%❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ❡%! ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡

♠❛❧❛❞✐❡ ,❡%!,✐❝!✐✈❡✳

▲❡% ♣❛!❤♦❧♦❣✐❡% ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡% ♦❜%!,✉❝!✐✈❡% %♦♥! ❝❛,❛❝!5,✐%5❡% 0✉❛♥! F ❡❧❧❡% ♣❛, ✉♥❡

♦❜%!,✉❝!✐♦♥ ❞❡% ❜,♦♥❝❤❡%✱ ♦❜%!,✉❝!✐♦♥ 0✉✐ ♣❡✉! ❛✈♦✐, ❞✐✛5,❡♥!❡% ♦,✐❣✐♥❡% ❡! ❧♦❝❛❧✐%❛!✐♦♥%

❞❛♥% ❧✬❛,❜,❡ ❜,♦♥❝❤✐0✉❡✳ ❊❧❧❡% %❡ ♠❛♥✐❢❡%!❡♥! ♣❛, ✉♥❡ ,5❞✉❝!✐♦♥ ❞✉ V EMS ❛✐♥%✐ 0✉❡ ❞✉

,❛♣♣♦,! V EMS✴CV F ✳ ❈❡% ♠❛❧❛❞✐❡% ,❡❣,♦✉♣❡♥! ❧❛ ❇,♦♥❝❤♦✲K♥❡✉♠♦♣❛!❤✐❡ ❈❤,♦♥✐0✉❡

❖❜%!,✉❝!✐✈❡ ✭❇K❈❖✮ ✭♦✉ ❈❤,♦♥✐❝ ❖❜%!,✉❝!✐✈❡ K✉❧♠♦♥❛,② ❉✐%❡❛%❡ ✭❈❖K❉✮ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐%✮

❡! ❧✬❛%!❤♠❡✳ ▲❛ ❇K❈❖ ❡♥❣❧♦❜❡ ❧✬❡♠♣❤②%.♠❡✱ ❧❛ ❜,♦♥❝❤✐!❡ ❝❤,♦♥✐0✉❡ ❡! ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐%♦♥

❞❡% ❞❡✉① ♠❛❧❛❞✐❡% ♣,5❝5❞❡♥!❡%✳ ■❧ ❡%! %♦✉✈❡♥! ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬5✈❛❧✉❡, ❞❛♥% 0✉❡❧❧❡ ♠❡%✉,❡ ❧❡%

♣❛!✐❡♥!% %♦♥! ❛!!❡✐♥!% ❞✬❡♠♣❤②%.♠❡ ♦✉ ❞❡ ❜,♦♥❝❤✐!❡ ❝❤,♦♥✐0✉❡ ✿ ❧❡ !❡,♠❡ ❇K❈❖ ❡%! ❞♦♥❝

✉♥ !❡,♠❡ ♣,❛!✐0✉❡ %✬❛♣♣❧✐0✉❛♥! ❛✉① ❞❡✉① ♠❛❧❛❞✐❡%✳

▲❛ ✜❣✉,❡ ✶✳✷✸ ♣,5%❡♥!❡ ❧❡% ❝♦✉,❜❡% ❞5❜✐!✲✈♦❧✉♠❡ ❝❛,❛❝!5,✐%!✐0✉❡% ❞❡% ♣❛!❤♦❧♦❣✐❡% ♣✉❧✲

♠♦♥❛✐,❡% ♦❜%!,✉❝!✐✈❡% ❡! ,❡%!,✐❝!✐✈❡%✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✸ ✕ ❈♦✉,❜❡% ❞5❜✐!✲✈♦❧✉♠❡ ❝❛,❛❝!5,✐%!✐0✉❡% ♣♦✉, ✉♥ ♣❛!✐❡♥! ❡♥ ❜♦♥♥❡ %❛♥!5✱

♣♦✉, ✉♥ ♣❛!✐❡♥! ❛!!❡✐♥! ❞✬✉♥❡ ♣❛!❤♦❧♦❣✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ,❡%!,✐❝!✐✈❡ ❡! ♣♦✉, ✉♥ ♣❛!✐❡♥! ❛!!❡✐♥!

❞✬✉♥❡ ♣❛!❤♦❧♦❣✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ♦❜%!,✉❝!✐✈❡ ❬✶✷❪✳

❉❛♥% ❧❡% ❞❡✉① ❝❛%✱ ❧❡% ✈♦❧✉♠❡% ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡% %♦♥! ♠♦❞✐✜5% ✭CV F ✱ V R✮ ❡! ❧❡ ❞5❜✐!

❞❡ ♣♦✐♥!❡ ❡%! ♥❡!!❡♠❡♥! ❞✐♠✐♥✉5✳ K♦✉, ✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ♦❜%!,✉❝!✐✈❡✱ ❧❛ ❝♦✉,❜❡ ❞5❜✐!✲✈♦❧✉♠❡

♣,5%❡♥!❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉!✐♦♥ ❞✉ ❞5❜✐! ❛♣,.% ❧❡ ❞5❜✐! ❞❡ ♣♦✐♥!❡ ❬✸✺❪ ✿ ❝❡!!❡ ❝❤✉!❡ ❡%! ♥❡!!❡♠❡♥!

♦❜%❡,✈5❡ %✉, ❧❛ ✜❣✉,❡ ✶✳✷✷ ♣♦✉, ❧✬❡♠♣❤②%.♠❡✳ K♦✉, ✉♥❡ ♠❛❧❛❞✐❡ ,❡%!,✐❝!✐✈❡✱ ❧✬❛❧❧✉,❡ ❞❡



✸✸ ❈❤❛♣✐&'❡ ✶✳ ▲❡ ,②,&.♠❡ '❡,♣✐'❛&♦✐'❡ ❤✉♠❛✐♥

❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞)❜✐+✲✈♦❧✉♠❡ %❡/+❡ ❛//❡③ /✐♠✐❧❛✐%❡ 1 ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❛/ /❛✐♥ ✭❡♥ ✈❡%/✐♦♥ %)❞✉✐+❡✮✳

✶✳✸✳✸ ❱✐❡✐❧❧✐''❡♠❡♥* +❡'♣✐+❛*♦✐+❡

▲❡ ✈✐❡✐❧❧✐//❡♠❡♥+ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡ ❡♥+%❛8♥❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉+✐♦♥ ❞❡/ ❢♦♥❝+✐♦♥/ %❡/♣✐%❛+♦✐%❡/✳ ■❧

❛❣✐+ /✉% ❧❡/ ❢♦♥❝+✐♦♥/ ♣%♦♣%❡♠❡♥+ %❡/♣✐%❛+♦✐%❡/ ✭♠)❝❛♥✐<✉❡ ✈❡♥+✐❧❛+♦✐%❡✱ )❝❤❛♥❣❡/ ❣❛③❡✉①✮

♠❛✐/ ❛✉//✐ /✉% ❧❡/ ❢♦♥❝+✐♦♥/ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡/ ♥♦♥ %❡/♣✐%❛+♦✐%❡/ ✭✐♠♠✉♥♦❧♦❣✐❡✱ ❡♥❞♦❝%✐♥♦❧♦❣✐❡✱

♠)+❛❜♦❧✐/♠❡✮ ❬✹✵❪✳

❙✐ ❧✬♦♥ /✬✐♥+)%❡//❡ ❛✉① ❢♦♥❝+✐♦♥/ ♣%♦♣%❡♠❡♥+ %❡/♣✐%❛+♦✐%❡/✱ ❧❡ ✈✐❡✐❧❧✐//❡♠❡♥+ ❡♥+%❛8♥❡

✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉+✐♦♥ ❞❡/ ✈♦❧✉♠❡/ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡/ CV F ❡+ V EMS ❛✐♥/✐ <✉❡ ❞✉ ❞)❜✐+ ❞❡ ♣♦✐♥+❡✳

▲✬)❧❛/+✐❝✐+) +❤♦%❛❝♦✲♣✉❧♠♦♥❛✐%❡ ❡/+ )❣❛❧❡♠❡♥+ ♠♦❞✐✜)❡ ❛✈❡❝ ❧✬G❣❡ ✿ ❧❛ ❞✐/+❡♥/✐❜✐❧✐+) ❞✉

+❤♦%❛① ❞✐♠✐♥✉❡ ❛❧♦%/ <✉❡ ❧❛ ❞✐/+❡♥/✐❜✐❧✐+) ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡ ❛✉❣♠❡♥+❡ ❬✹✶✱ ✹✷❪✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ ❢♦%❝❡

❞❡/ ♠✉/❝❧❡/ %❡/♣✐%❛+♦✐%❡/ ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✉//✐✱ %)❞✉✐/❛♥+ ❛✐♥/✐ ❧❡/ ♣%❡//✐♦♥/ ✐♥/♣✐%❛+♦✐%❡/ ❡+

❡①♣✐%❛+♦✐%❡/✳ ▲❡/ ❡✛❡+/ ❞✉ ✈✐❡✐❧❧✐//❡♠❡♥+ /✉% ❧❛ ❢♦♥❝+✐♦♥ %❡/♣✐%❛+♦✐%❡ /♦♥+ ♠✉❧+✐♣❧❡/ ✿

<✉❡❧<✉❡/✲✉♥/ ❞❡ ❝❡/ ❡✛❡+/ ♦♥+ )+) /♦✉❧✐❣♥)/ ✐❝✐✳ ■❧/ /❡%♦♥+ ♣%)/❡♥+)/ ♣❧✉/ ❡♥ ❞)+❛✐❧ ❞❛♥/

✉♥ ♣%♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐+%❡✳

❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✹ ✕ ▼♦❞✐✜❝❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞)❜✐+✲✈♦❧✉♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬G❣❡✳ ❈♦✉%❜❡/ ♣♦✉% ✉♥ /✉❥❡+

G❣) ✭❝♦✉%❜❡ ♣♦✐♥+✐❧❧)❡✮ ❡+ ♣♦✉% ✉♥ /✉❥❡+ ❥❡✉♥❡ ✭❝♦✉%❜❡ ♣❧❡✐♥❡✮✱ ♥♦%♠❛❧✐/)❡/ ♣❛% %❛♣♣♦%+

❛✉ ♣♦✉%❝❡♥+❛❣❡ ❞❡ ❧❛ CPT ✭❞✬❛♣%Q/ ❬✹✸❪✱ +✐%) ❞❡ ❬✹✹✱✹✺❪✮✳

❯♥❡ ❝♦✉%❜❡ ❞)❜✐+✲✈♦❧✉♠❡ ♦❜/❡%✈)❡ ♣♦✉% ✉♥ /✉❥❡+ G❣) ❡/+ ♣%)/❡♥+)❡ /✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✶✳✷✹✳
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♠❛✐# ✐❧ ,❡#+❡ #✐♠♣❧✐✜; ❡+ ♥❡ ♣❡✉+ ♣❛# ,❡♥❞,❡ ❝♦♠♣+❡ ❞❡ ❧✬❡♥#❡♠❜❧❡ ❞❡# ♣,♦♣,✐;+;# ❣;♦✲

♠;+,✐/✉❡# ❞❡ ❧✬❛,❜,❡✳ ❆ ❝♦♥+,❛,✐♦✱ ✉♥ ♠♦❞8❧❡ /✉✐ ❞;❝,✐,❛✐+ ❞❡ ♠❛♥✐8,❡ ❡①❤❛✉#+✐✈❡ ❧❛

❣;♦♠;+,✐❡ ❞❡# 60 000 ❜,♦♥❝❤❡# ♥❡ ♣♦✉,,❛✐+ ♣❛# K+,❡ ❡①♣❧♦✐+; ❞❡ ❢❛M♦♥ ,❛✐#♦♥♥❛❜❧❡ ♣♦✉,

❞❡# ;+✉❞❡# ♥✉♠;,✐/✉❡# ♦✉ ❛♥❛❧②+✐/✉❡#✳ ■❧ ❢❛✉+ ❞♦♥❝ +,♦✉✈❡, ✉♥ ❜♦♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣♦✉, ❞;❝,✐,❡

❧❛ ❣;♦♠;+,✐❡ +,❛❝❤;♦❜,♦♥❝❤✐/✉❡ ❡+ ♣♦✉✈♦✐, ❧✬❡①♣❧♦✐+❡, ♣❛, ❧❛ #✉✐+❡ ♣♦✉, ;+✉❞✐❡, ❧❛ ✈❡♥+✐✲

❧❛+✐♦♥ P ❧✬✐♥#♣✐,❛+✐♦♥ ❡+ P ❧✬❡①♣✐,❛+✐♦♥✳ ❈❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦✐+ K+,❡ ✐♥+❡,♠;❞✐❛✐,❡ ❡♥+,❡ ❧❡ ♠♦❞8❧❡

#✐♠♣❧✐✜; ❞❡ ❲❡✐❜❡❧ ❡+ ✉♥ ♠♦❞8❧❡ ❡①❤❛✉#+✐❢ ❞❡ ❧❛ ❣;♦♠;+,✐❡✳

▲✬♦❜❥❡❝+✐❢ ✐❝✐ ❡#+ ❞♦♥❝ ❞❡ ❞;+❡,♠✐♥❡, /✉❡❧❧❡# #♦♥+ ❧❡# ❝❛,❛❝+;,✐#+✐/✉❡# ❝❧;# ❞❡ ❧✬❛,✲

❜♦,❡#❝❡♥❝❡ +,❛❝❤;♦❜,♦♥❝❤✐/✉❡✳ ▲✬❛✉+♦✲#✐♠✐❧❛,✐+; ❡#+ ✉♥❡ ❞❡ ❝❡# ❝❛,❛❝+;,✐#+✐/✉❡# ♠❛✐# ②

❡♥ ❛✲+✲✐❧ ❞✬❛✉+,❡# ❄ ❊+ #✐ ♦✉✐✱ ❡♥ /✉♦✐ #♦♥+✲❡❧❧❡# ❡##❡♥+✐❡❧❧❡# P ❧✬;❧❛❜♦,❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞8❧❡

❣;♦♠;+,✐/✉❡ ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ +,❛❝❤;♦❜,♦♥❝❤✐/✉❡ ❄

✷✳✷ ■♥❣-.❞✐❡♥%* ❞.%❡-♠✐♥❛♥%* ❞❡ ❧❛ ❣.♦♠.%-✐❡

✷✳✷✳✶ ❆✉%♦✲(✐♠✐❧❛-✐%.

▲✬❛,❜,❡ +,❛❝❤;♦❜,♦♥❝❤✐/✉❡ ♣,;#❡♥+❡ ✉♥❡ ❛✉+♦✲#✐♠✐❧❛,✐+; ✭✜❣✉,❡ ✶✳✼✮✳ ❯♥ ❢❛❝+❡✉, ❞✬❤♦✲

♠♦+❤;+✐❡ ♠♦②❡♥ h = 2−1/3 ≈ 0, 79 ❧✐❡ ❧❡# ❞✐❛♠8+,❡# ❞❡# ❜,♦♥❝❤❡# ♠8,❡# ❡+ ✜❧❧❡# ❞❡ +♦✉+❡#

❧❡# ❣;♥;,❛+✐♦♥# ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ ❬✶❪✳ ▲❡ ❞✐❛♠8+,❡ ❞✬✉♥❡ ❜,♦♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❣;♥;,❛+✐♦♥ g #❡ ❞;❞✉✐+ ❞✉

❞✐❛♠8+,❡ ❞❡ ❧❛ +,❛❝❤;❡ D(g = 0) #❡❧♦♥ ❧❛ ,❡❧❛+✐♦♥ ✿ D(g) = 2−g/3.D(g = 0)✳

❖♥ ♣❡✉+ ;+♦♥♥❛♠♠❡♥+ ,❛♣♣,♦❝❤❡, ❧❛ ✈❛❧❡✉, ❞❡ ❝❡ ❢❛❝+❡✉, ❞✬❤♦♠♦+❤;+✐❡✱ ♠❡#✉,; ♣❛,

❲❡✐❜❡❧ ❡♥ ✶✾✻✸✱ ❞✬✉♥ ,;#✉❧+❛+ ♠✐# ❡♥ ;✈✐❞❡♥❝❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉# +W+ ♣❛, ▼✉,,❛② ❡+ ❍❡##✱ ♠❛✐♥+❡✲

♥❛♥+ ❛♣♣❡❧; ❧♦✐ ❞❡ ▼✉,,❛②✲❍❡## ❬✽✱✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡+✱ ▼✉,,❛② ❡+ ❍❡## ♦♥+ ❞;♠♦♥+,; /✉❡ ❧❛ ♠✐♥✐✲



✹✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

♠✐"❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢+✐❝$✐♦♥ ✈✐".✉❡✉"❡ ❡$ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✉ "②"$1♠❡ ❛+$2+✐❡❧ ✐♠♣❧✐.✉❛✐$ ✉♥❡ ❞2♣❡♥✲

❞❛♥❝❡ ❡♥$+❡ ❧❡ ❞2❜✐$ "❛♥❣✉✐♥ Φ ❡$ ❧❡ +❛②♦♥ ❞✉ ❝❛♣✐❧❧❛✐+❡ "❛♥❣✉✐♥ R ✿ Φ = k.R3
♦8 k ❡"$ ✉♥❡

❝♦♥"$❛♥$❡ ❞❡ ♣+♦♣♦+$✐♦♥♥❛❧✐$2✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❧✐.✉❡ ❝❡ +2"✉❧$❛$ ❛✉① ✈♦✐❡" ❛2+✐❡♥♥❡"✱ ❧❛ ❝♦♥"❡+✲

✈❛$✐♦♥ ❞✉ ❞2❜✐$ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❜✐❢✉+❝❛$✐♦♥ ✐♠♣❧✐.✉❡ ✿ D(g)3 = 2.D(g+1)3 = 2.h3.D(g)3✳

▲❛ ✈❛❧❡✉+ ❞✉ +❛♣♣♦+$ ❞✬❤♦♠♦$❤2$✐❡ ❡"$ ❛❧♦+" ♥2❝❡""❛✐+❡♠❡♥$ 2−1/3✳ ■❧ "❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ .✉❡

❧✬❛+❜+❡ $+❛❝❤2♦❜+♦♥❝❤✐.✉❡ ✈2+✐✜❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐"❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬2♥❡+❣✐❡ ❞❡ ▼✉++❛②✲❍❡""✳

❚♦✉$❡" ❧❡" ❜✐❢✉+❝❛$✐♦♥" ② 2$❛♥$ "②♠2$+✐.✉❡"✱ ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❆ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧ "✉♣♣♦"❡ ❞♦♥❝

.✉❡ $♦✉$❡" ❧❡" ❜+♦♥❝❤❡" ❞✬✉♥❡ ♠G♠❡ ❣2♥2+❛$✐♦♥ "♦♥$ ✐❞❡♥$✐.✉❡"✳ ❈❡ ♠♦❞1❧❡ 2$❛♥$ ✉♥❡

"✐♠♣❧✐✜❝❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣2♦♠2$+✐❡ $+❛❝❤2♦❜+♦♥❝❤✐.✉❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉$ +❡♥❞+❡ ❝♦♠♣$❡ ❞❡ $♦✉$❡"

❧❡" ❝❛+❛❝$2+✐"$✐.✉❡" ❞❡ ❧✬❛+❜♦+❡"❝❡♥❝❡ ❡$ ♥♦$❛♠♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ ❞✐"♣❡+"✐♦♥ ❞❡" ❜+♦♥❝❤❡" ✭✜✲

❣✉+❡ ✷✳✶✮✳ ❈✬❡"$ ♣♦✉+.✉♦✐✱ ❲❡✐❜❡❧ ❛ ✐♥$+♦❞✉✐$ ♣❛+❛❧❧1❧❡♠❡♥$ M "♦♥ ♠♦❞1❧❡ ❆✱ "②♠2$+✐.✉❡✱

✉♥ ♠♦❞1❧❡ ❇ ❛"②♠2$+✐.✉❡ ❬✶❪✳ ❈❡ ❞❡+♥✐❡+ ♠♦❞2❧✐"❡ ❧❡" ❞✐"$+✐❜✉$✐♦♥" ♣+2"❡♥$2❡" "✉+ ❧❛

✜❣✉+❡ ✷✳✶ ♣❛+ ❞❡" ❞✐"$+✐❜✉$✐♦♥" ❜✐♥♦♠✐❛❧❡" ❡$ ♥♦+♠❛❧❡"✱ ❧❡" ♣❛+❛♠1$+❡" ❞❡ ❝❡" ❞✐"$+✐✲

❜✉$✐♦♥" 2$❛♥$ ❞2$❡+♠✐♥2" ❞❡ ❢❛Q♦♥ M +❡♣+♦❞✉✐+❡ ❛✉ ♠✐❡✉① ❧❡" ❞✐"$+✐❜✉$✐♦♥" ♠❡"✉+2❡"✳

❈❡$$❡ ❞✐"♣❡+"✐♦♥ ❡♥ $❛✐❧❧❡ ❞❡" ❜+♦♥❝❤❡" ❞♦✐$ ❞♦♥❝ ♥♦✉" ❛♠❡♥❡+ M ✐♥❝❧✉+❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡

❝❛+❛❝$2+✐"$✐.✉❡ ❞❛♥" ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❞❡ ❧✬❛+❜+❡ $+❛❝❤2♦❜+♦♥❝❤✐.✉❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶ ✕ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❞✐"$+✐❜✉$✐♦♥ ❞❡" ❣2♥2+❛$✐♦♥" ❞❡" ❜+♦♥❝❤❡" ❞❡ ❞✐❛♠1$+❡ ✷ ♠♠✳

❆ ❞+♦✐$❡ ✿ ❞✐"$+✐❜✉$✐♦♥ ❞❡" ❞✐❛♠1$+❡" ❞❡" ❜+♦♥❝❤❡" ❞❡ ❧❛ ❣2♥2+❛$✐♦♥ ✼✳ ▲❡" ❤✐"$♦❣+❛♠♠❡"

❝♦++❡"♣♦♥❞❡♥$ ❛✉① ♠❡"✉+❡" ♠♦+♣❤♦♠2$+✐.✉❡" ❡$ ❧❡" ❝♦✉+❜❡" ❛✉ ♠♦❞1❧❡ ❇ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧ ❬✶❪✳

✷✳✷✳✷ ❆#②♠&'(✐❡ ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥'

▼❡"✉$❡" ♠♦$♣❤♦♠)*$✐,✉❡"

❈❡$$❡ ❛"②♠2$+✐❡ ❛ 2$2 "②♥$❤2$✐"2❡ ♣❛+ ▼❛❥✉♠❞❛+ ❡$ ❛❧✳ ❡♥ ✷✵✵✺ ❬✶✵❪ ❡♥ "❡ ❢♦♥❞❛♥$ "✉+

❧❡" ♠❡"✉+❡" ❞❡ ❘❛❛❜❡ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✶❪✳ ❘❛❛❜❡ ❡$ ❛❧✳ ♦♥$ ❛♥❛❧②"2 ❧❛ ❣2♦♠2$+✐❡ $+❛❝❤2♦❜+♦♥❝❤✐.✉❡



✹✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞.❧❡ ❣1♦♠1'(✐3✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤1♦❜(♦♥❝❤✐3✉❡

❞❡ ❧✬❤♦♠♠❡✱ ❞✉ ❝❤✐❡♥✱ ❞✉ ,❛. ❡. ❞✉ ❤❛♠/.❡,✳ ■❧/ ♦♥. ❛✐♥/✐ ,❡❝❡♥/2 ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉,✱ ❧❡ ❞✐❛♠4.,❡✱

❧✬❛♥❣❧❡ ❡. ❧❛ ♣♦/✐.✐♦♥ ❞❛♥/ ❧✬❛,❜♦,❡/❝❡♥❝❡ ❞❡ .♦✉.❡/ ❧❡/ ❜,♦♥❝❤❡/ ❞❡ ❧❛ .,❛❝❤2❡ ❥✉/8✉✬❛✉①

❜,♦♥❝❤✐♦❧❡/ .❡,♠✐♥❛❧❡/✱ ❡. ❝❡ ♣♦✉, ❞❡✉① ♠♦✉❧❛❣❡/ ❞✬❛,❜,❡ ♣❛, ❡/♣4❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✷✳✷ ♠♦♥.,❡

❧❡/ ,2/✉❧.❛./ /.❛.✐/.✐8✉❡/ ❞❡ ▼❛❥✉♠❞❛, ❡. ❛❧✳ ♦❜.❡♥✉/ ♣♦✉, ❧✬❤♦♠♠❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✷ ✕ ❆,❜,❡ .,❛❝❤2♦❜,♦♥❝❤✐8✉❡ ❤✉♠❛✐♥ ✿ ❢❛❝.❡✉, ❞✬❤♦♠♦.❤2.✐❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉, ❧❛

❜,♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉,❡ ✭h0,max✱ •✮ ❡. ♣♦✉, ❧❛ ❜,♦♥❝❤❡ ♠✐♥❡✉,❡ ✭h0,min✱ ◦✮ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❣2♥2,❛.✐♦♥✳ ▲❡/ ❜❛,,❡/ ❞✬❡,,❡✉, ,❡♣,2/❡♥.❡♥. ❧❡/ 2❝❛,.✲.②♣❡/ ❞❡/ ❞✐/.,✐❜✉.✐♦♥/ F ❝❤❛8✉❡

❣2♥2,❛.✐♦♥ ❬✶✵❪✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✸ ✕ ❇,❛♥❝❤❡♠❡♥. ❛/②♠2.,✐8✉❡ ✿ ✉♥❡ ❜,♦♥❝❤❡ ♠4,❡ ❞❡ ❞✐❛♠4.,❡ D0 ❞♦♥♥❡ ♥❛✐/✲

/❛♥❝❡ F ✉♥❡ ❜,♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉,❡✱ ❞❡ ❞✐❛♠4.,❡ Dmax✱ ❡. ✉♥❡ ❜,♦♥❝❤❡ ♠✐♥❡✉,❡✱ ❞❡ ❞✐❛♠4.,❡

Dmin✳ ▲❡ ❢❛❝.❡✉, ❞✬❤♦♠♦.❤2.✐❡ h0,max ✭,❡/♣✳ h0,min✮ ❡/. 2❣❛❧ ❛✉ ,❛♣♣♦,. ❡♥.,❡ ❧❡ ❞✐❛♠4.,❡

❞❡ ❧❛ ❜,♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉,❡ ✭,❡/♣✳ ♠✐♥❡✉,❡✮ ❡. ❧❡ ❞✐❛♠4.,❡ ❞❡ ❧❛ ❜,♦♥❝❤❡ ♠4,❡✳

❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♣♦✉, ❝❤❛8✉❡ ❣2♥2,❛.✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐/.❡ ✉♥❡ ❛/②♠2.,✐❡ ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥.✳ ▲❛ ✜✲

❣✉,❡ ✷✳✸ /❝❤2♠❛.✐/❡ ✉♥ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥. ❛/②♠2.,✐8✉❡✳ ❈❤❛8✉❡ ❜,♦♥❝❤❡ ♠4,❡ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐//❛♥❝❡



✹✸ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

 ❞❡✉① ❜&♦♥❝❤❡+ ✜❧❧❡+ ❞✐✛0&❡♥1❡+ ✿ ✉♥❡ ❣&♦++❡ ❜&♦♥❝❤❡ ✜❧❧❡✱ ❧❛ ❜&♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉&❡ ❝❛&❛❝✲

10&✐+0❡ ♣❛& ✉♥ ❢❛❝1❡✉& ❞✬❤♦♠♦1❤01✐❡ h0,max✱ ❡1 ✉♥❡ ❜&♦♥❝❤❡ ✜❧❧❡ ♣❧✉+ ♣❡1✐1❡✱ ❧❛ ❜&♦♥❝❤❡

♠✐♥❡✉&❡ ❝❛&❛❝10&✐+0❡ ♣❛& ✉♥ ❢❛❝1❡✉& ❞✬❤♦♠♦1❤01✐❡ h0,min✳ ❉✬❛♣&>+ ▼❛❥✉♠❞❛& ❡1 ❛❧✳✱ ❧❡+

✈❛❧❡✉&+ ♠♦②❡♥♥❡+ ❞❡ h0,max ❡1 h0,min +♦♥1 &❡+♣❡❝1✐✈❡♠❡♥1 ❞❡ ✵✱✽✼ ❡1 ✵✱✻✽✳

▼♦❞#❧❡ ❇ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧

▲✬❛+②♠01&✐❡ ❢♦&♠❛❧✐+0❡ ♣❛& ▼❛❥✉♠❞❛& ❡1 ❛❧✳ ❡+1 ❞✬❛✐❧❧❡✉&+ ❡♥ ❛❝❝♦&❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❇

❞❡ ❲❡✐❜❡❧✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✹✭❛✮ ♣&0+❡♥1❡ ❧❛ ❞✐+1&✐❜✉1✐♦♥ ❞❡+ ❞✐❛♠>1&❡+ ❞❡+ ❜&♦♥❝❤❡+ ❞❡ ❧❛

❣0♥0&❛1✐♦♥ ✻ ✿ ❧✬❤✐+1♦❣&❛♠♠❡ &❡♣&0+❡♥1❡ ❧❡+ ♠❡+✉&❡+ ❡1 ❧❛ ❝♦✉&❜❡ ❧❛ ❢♦♥❝1✐♦♥ ❜✐♥♦♠✐❛❧❡

✐++✉❡ ❞✉ ♠♦❞>❧❡ ❇ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧✳ ❖♥ ♣❡✉1 ❡①1&❛✐&❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉&❜❡ ❞♦♥♥0❡ ♣❛& ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❇ ❞❡

❲❡✐❜❡❧ ❧❡+ ♣❛&❛♠>1&❡+ h0,min ❡1 h0,max N✉✐ ♣❡&♠❡11❡♥1 ❛✉ ♠✐❡✉① ❞❡ ❧❛ &❡♣&♦❞✉✐&❡✳

✭❛✮ ▲✬❤✐'(♦❣+❛♠♠❡ ❡'( ✐''✉ ❞❡' ♠❡'✉+❡' ❡( ❧❛ ❝♦✉+❜❡ ❡'( ❞♦♥♥4❡

♣❛+ ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❇ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧ ❬✶❪✳ d ❡'( ❡①♣+✐♠4 ❡♥ ♠♠✳

✭❜✮ ◦ ✿ ♠♦❞6❧❡ ❇ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧ ❡( ∗ ✿ ♠♦❞6❧❡ ❛'②♠4(+✐@✉❡ ✉(✐❧✐'❛♥(

h0,max ❂ ✵✱✽✶ ❡( h0,min ❂ ✵✱✻✼✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✹ ✕ ❉✐+1&✐❜✉1✐♦♥+ ❞❡+ ❞✐❛♠>1&❡+ ❞❡+ ❜&♦♥❝❤❡+ ❞❡ ❧❛ ❣0♥0&❛1✐♦♥ ✻✳

P♦✉& ✉♥ ♠♦❞>❧❡ ❛+②♠01&✐N✉❡ ❝♦♥+1&✉✐1  ♣❛&1✐& ❞❡ h0,min ❡1 h0,max✱ ❧❡+ ❞✐❛♠>1&❡+ ❞❡



✹✹ ❈❤❛♣✐&'❡ ✷✳ ▼♦❞.❧❡ ❣1♦♠1&'✐3✉❡ ❞❡ ❧✬❛'❜'❡ &'❛❝❤1♦❜'♦♥❝❤✐3✉❡

❧❛ ❣#♥#%❛&✐♦♥ ✻ ✈#%✐✜❡♥& ❧❛ %❡❧❛&✐♦♥ -✉✐✈❛♥&❡ ✿

Dn(g = 6) = D(g = 0) hn
0,min h6−n

0,max avec 0 ≤ n ≤ 6 ✭✷✳✶✮

❆ ❧❛ ❣#♥#%❛&✐♦♥ ✻✱ ♦♥ ❝♦♠♣&❡ ❞♦♥❝ ✼ ❞✐❛♠<&%❡- ❞✐✛#%❡♥&- -❡❧♦♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞❡ n✱ ❧❡ ♥♦♠❜%❡

❞❡ ❜%♦♥❝❤❡- ❞❡ ❞✐❛♠<&%❡ Dn(g = 6) #&❛♥& ❞❡ Cn
6 ✳ @❛% ✉♥❡ ♠#&❤♦❞❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞%❡ ❝❛%%# ✭R2

❂ ✵✱✾✼✮✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ❝♦♠♠❡ ♣❛%❛♠<&%❡- ✿ h0,max ❂ ✵✱✽✶ ❡& h0,min ❂ ✵✱✻✼✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✷✳✹✭❜✮

❝♦♠♣❛%❡ ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❇ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧ ❡& ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❛-②♠#&%✐J✉❡ ✉&✐❧✐-❛♥& ❝♦♠♠❡ ♣❛%❛♠<&%❡-

h0,max ❂ ✵✱✽✶ ❡& h0,min ❂ ✵✱✻✼✳ ▲❡- ✈❛❧❡✉%- ❞❡ h0,max ❡& h0,min &%♦✉✈#❡- ♣♦✉% ❧❡ ♠♦❞<❧❡ ❇ ❞❡

❲❡✐❜❡❧ -♦♥& ❞♦♥❝ ❛--❡③ ♣%♦❝❤❡- ❞❡ ❝❡❧❧❡- ❞❡ ▼❛❥✉♠❞❛% ❡& ❛❧✳ ✭✵✱✽✼ ❡& ✵✱✻✽✮✳ ▲❡- ❞✐✛#%❡♥❝❡-

❡♥&%❡ ❧❡- ✈❛❧❡✉%- ♣❡✉✈❡♥& -✬❡①♣❧✐J✉❡% ❞❡ ♣❧✉-✐❡✉%- ♠❛♥✐<%❡- ✿ ❧❡- ♣♦✉♠♦♥- #&✉❞✐#- P ❧❛

❜❛-❡ ❞❡- ♠♦❞<❧❡- -♦♥& ❞✐✛#%❡♥&-✱ ❧❡- &❡❝❤♥✐J✉❡- ❞❡ ♠♦✉❧❛❣❡ ❞✐✛<%❡♥& ❡♥&%❡ ❲❡✐❜❡❧ ❡&

❘❛❛❜❡ ❬✶✷❪ ❡& ❡♥✜♥✱ ❧✬❡-&✐♠❛&✐♦♥ ♥✉♠#%✐J✉❡ ❞❡- %❛♣♣♦%&- ❞✬❤♦♠♦&❤#&✐❡ ❝♦♠♣♦%&❡ ✉♥❡

♣❛%& ❞✬✐♥❝❡%&✐&✉❞❡✳

▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛&②♠#(.✐❡ ❞❡ ❜.❛♥❝❤❡♠❡♥(

▲❡- ♠❡-✉%❡- ♠♦♥&%❡♥& ❞♦♥❝ ❧✬❡①✐-&❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❛-②♠#&%✐❡ ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥& -②-&#♠❛&✐J✉❡

❞❛♥- ❧✬❛%❜%❡ &%❛❝❤#♦❜%♦♥❝❤✐J✉❡✳ ▲❛ J✉❡-&✐♦♥ J✉❡ ❧✬♦♥ -❡ ♣♦-❡ ✐❝✐ ❡-& ❧❛ -✉✐✈❛♥&❡ ✿ ❡-&✲❝❡

J✉❡ ❝❡&&❡ ❛-②♠#&%✐❡ ♠❡-✉%#❡ ♣❡✉& U&%❡ ♠♦❞#❧✐-#❡ ♣❛% ✉♥ -✐♠♣❧❡ ❜%✉✐& -&%✉❝&✉%❛❧ ❛✛❡❝&❛♥&

✉♥❡ ❛%❜♦%❡-❝❡♥❝❡ -②♠#&%✐J✉❡ ❄ ❆ ❝❤❛J✉❡ ❜✐❢✉%❝❛&✐♦♥✱ ❧❡- %❛♣♣♦%&- ❞✬❤♦♠♦&❤#&✐❡ -❡%❛✐❡♥&

❛❧♦%- ❞#&❡%♠✐♥#- ♣❛% ✉♥ &✐%❛❣❡ ❛❧#❛&♦✐%❡ ❡& ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥& ❛✉&♦✉% ❞✬✉♥❡ ❧♦✐ -②♠#&%✐J✉❡ ✿

h0,min ❡& h0,max ♠❡-✉%#- -❡%❛✐❡♥& ❛❧♦%- ❞❡- ✈❛❧❡✉%- ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡& ♠❛①✐♠❛❧❡ ✐--✉❡- ❞❡ ❝❡&&❡

❧♦✐ -②♠#&%✐J✉❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥-✐❞<%❡ ✉♥ &✐%❛❣❡ ❛❧#❛&♦✐%❡ ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥& -❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉--✐❡♥♥❡ ❝❡♥&%#❡ ❡♥

hm✱ ♦♥ ♣❡✉& ❝❛❧❝✉❧❡% ❛♥❛❧②&✐J✉❡♠❡♥& ❧❛ ✈❛❧❡✉% ♠♦②❡♥♥❡ ❡& ❧✬#❝❛%&✲&②♣❡ ❞❡- ❞✐-&%✐❜✉&✐♦♥-

❞❡- ✈❛❧❡✉%- ♠❛①✐♠❛❧❡- h0,max ❡& ♠✐♥✐♠❛❧❡- h0,min ✐--✉❡- ❞❡ ❝❡ &✐%❛❣❡✳

▲❛ ✈❛❧❡✉% ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ h0,max ❡-& ❞♦♥♥#❡ ♣❛% ❧❛ %❡❧❛&✐♦♥ -✉✐✈❛♥&❡ ✿

〈h0,max〉 =
∫ +∞

−∞

h.pmax(h).dh ✭✷✳✷✮

♦Y pmax(h).dh ❡-& ❧❛ ♣%♦❜❛❜✐❧✐&# ❞✬❛✈♦✐% ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ h0,max ❡♥&%❡ h ❡& h+dh✳ ▲❛ ❞❡♥-✐&#



✹✺ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❞❡ ♣#♦❜❛❜✐❧✐)* pmax(h) ❡+) ❞♦♥♥*❡ ♣❛# ❧❛ #❡❧❛)✐♦♥ ✿

pmax(h) = 2.G(h).

(
∫ h

−∞

G(h′)dh′
)

✭✷✳✸✮

♦3 2 ❡+) ❧❛ ❝♦♥+)❛♥)❡ ❞❡ ♥♦#♠❛❧✐+❛)✐♦♥✱ G(h).dh ❡+) ❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐)* ❞❡ )✐#❡# h ❡♥)#❡ h ❡) h+

dh ❡) ❧❡ )❡#♠❡ ❡♥)#❡ ♣❛#❡♥)❤8+❡+ ❧❛ ♣#♦❜❛❜✐❧✐)* ❞❡ )✐#❡# h′ )❡❧ 9✉❡ h′ ≤ h✳ G(h) #❡♣#*+❡♥)❡

9✉❛♥) ; ❡❧❧❡ ✉♥❡ ❞✐+)#✐❜✉)✐♦♥ ❣❛✉++✐❡♥♥❡ ❞*❝#✐✈❛♥) ❧❡ )✐#❛❣❡ ❞❡+ #❛♣♣♦#)+ ❞✬❤♦♠♦)❤*)✐❡

❛✉)♦✉# hm ✿

G(h) =
1

σ
√
2π

exp

(

−(h− hm)
2

2σ2

)

✭✷✳✹✮

♦3 σ ❡+) ❧✬*❝❛#)✲)②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐+)#✐❜✉)✐♦♥ ❣❛✉++✐❡♥♥❡✳

▲✬*❝❛#)✲)②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐+)#✐❜✉)✐♦♥ ❞❡ h0,max ❡+) ❞♦♥♥* 9✉❛♥) ; ❧✉✐ ♣❛# ✿

σ(h0,max) =

√

∫ +∞

−∞

h2.pmax(h)dh−
(
∫ +∞

−∞

h.pmax(h)dh

)2

✭✷✳✺✮

❯♥ #❛✐+♦♥♥❡♠❡♥) +✐♠✐❧❛✐#❡ ♣❡#♠❡) ❞❡ ♠E♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ❧❛ ✈❛❧❡✉# ♠♦②❡♥♥❡ ❡) ❧✬*❝❛#)✲)②♣❡

❞❡ ❧❛ ❞✐+)#✐❜✉)✐♦♥ ❞❡+ #❛♣♣♦#)+ ❞✬❤♦♠♦)❤*)✐❡ h0,min✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥)✱ ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+ ❛♥❛❧②)✐9✉❡+ ❝♦♥❞✉✐+❡♥) ❛✉① #*+✉❧)❛)+ +✉✐✈❛♥)+ ✿

〈h0,max〉 = hm +
σ√
π

σ(h0,max) = σ

√

π − 1

π

〈h0,min〉 = hm −
σ√
π

σ(h0,min) = σ

√

π − 1

π
✭✷✳✻✮

❆ ❝❡ +)❛❞❡✱ ❧✬❛+②♠*)#✐❡ ❞❡ ❜#❛♥❝❤❡♠❡♥) ♣❡✉) ❞♦♥❝ E)#❡ ♠♦❞*❧✐+*❡ ♣❛# ✉♥ )✐#❛❣❡ ❛❧*❛)♦✐#❡

✐♥❞*♣❡♥❞❛♥) ❞❡+ #❛♣♣♦#)+ ❞✬❤♦♠♦)❤*)✐❡ ; ❝❤❛9✉❡ ❜#❛♥❝❤❡♠❡♥) +❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉++✐❡♥♥❡

❝❡♥)#*❡ ❡♥ ✿

hm = (h0,max + h0,min)/2 = (0, 87 + 0, 68)/2 = 0, 775

❡) ❞✬*❝❛#)✲)②♣❡ ✿

σ =
√
π (h0,max − hm) = 0, 17

❯♥ )❡❧ )✐#❛❣❡ ❞♦♥♥❡ ❛❧♦#+ ♣♦✉# ❧❡+ #❛♣♣♦#)+ ❞✬❤♦♠♦)❤*)✐❡ ❧❡+ ❞✐+)#✐❜✉)✐♦♥+ +✉✐✈❛♥)❡+ ✿

h0,max = 0, 87± 0, 14 ❡) h0,min = 0, 68± 0, 14✳
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◆!❛♥♠♦✐♥'✱ ❧❡' ❛♥❛❧②'❡' ❢❛✐-❡' ♣❛/ ▼❛❥✉♠❞❛/ ❡- ❛❧✳ ❞♦♥♥❡♥- ❞❡' !❝❛/-✲-②♣❡' ❞❡ ❧✬♦/❞/❡

❞❡ ✵✱✶✵ ♣♦✉/ ❧❡' ❞✐'-/✐❜✉-✐♦♥' ❞❡' /❛♣♣♦/-' ❞✬❤♦♠♦-❤!-✐❡✱ ❜✐❡♥ ✐♥❢!/✐❡✉/' < ❝❡✉① ♦❜-❡♥✉'

❛✈❡❝ ❧❡ -❡'- '-❛-✐'-✐?✉❡✳ ■❧ ❝♦♥✈✐❡♥- ❞♦♥❝ ❞❡ ✈!/✐✜❡/ '✐ ❧❡' !❝❛/-✲-②♣❡' ♦❜-❡♥✉' ✭✵✱✶✹✮ '♦♥-

/!❛❧✐'-❡' ✈✐'✲<✲✈✐' ❞❡ ❧❛ ♠♦/♣❤♦❧♦❣✐❡✳ ❯♥ ❞❡' ♣❛/❛♠G-/❡' ❡''❡♥-✐❡❧' ❞❡ ❧❛ ❣!♦♠!-/✐❡ ❞❡

❧✬❛/❜/❡ -/❛❝❤!♦❜/♦♥❝❤✐?✉❡ ❡'- ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦/- ❛♥❛-♦♠✐?✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❝♦♥-/❛✐♥- ♣❛/ ❧❛

❝❛❣❡ -❤♦/❛❝✐?✉❡✱ ❧❡ ♣♦✉♠♦♥ ❞♦✐- ♦❝❝✉♣❡/ ✉♥ ❡'♣❛❝❡ ❜✐❡♥ ❞!-❡/♠✐♥!✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛❧❝✉❧!

♣❛/ ❧❡ ♠♦❞G❧❡ ❞♦✐- ❞♦♥❝ K-/❡ ❡♥ ❛❝❝♦/❞ ❛✈❡❝ ❧❡' ♠❡'✉/❡' ♠❛✐' ❛✉''✐ ✐❧ ❞♦✐- K-/❡ /♦❜✉'-❡ ✈✐'✲

<✲✈✐' ❞❡ ❞✐✛!/❡♥-❡' /!❛❧✐'❛-✐♦♥' ❞✬❛/❜/❡ ❜/♦♥❝❤✐?✉❡✱ '♦✐- /♦❜✉'-❡ ✈✐'✲<✲✈✐' ❞❡ ❧❛ ✈❛/✐❛❜✐❧✐-!

♣❤②'✐♦❧♦❣✐?✉❡✳

❈♦♥♥❛✐''❛♥- ❧❡ ❞✐❛♠G-/❡ ❞❡ ❧❛ -/❛❝❤!❡ D0✱ ♦♥ ♣❡✉- ❞!-❡/♠✐♥❡/ ❧❡ ❞✐❛♠G-/❡ D ❞✬✉♥❡

❜/♦♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❣!♥!/❛-✐♦♥ G ✿ ❝❡ ❞❡/♥✐❡/ ❡'- !❣❛❧ ❛✉ ♣/♦❞✉✐- ❞❡ D0 ❂ ✶✱✽ ❝♠ ❬✶✶❪ ♣❛/ -♦✉'

❧❡' ❢❛❝-❡✉/' ❞✬❤♦♠♦-❤!-✐❡ hg ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❜/♦♥❝❤✐?✉❡ ❛❧❧❛♥- ❞❡ ❧❛ -/❛❝❤!❡ < ❝❡--❡

❜/♦♥❝❤❡✳

D = D0

(

G
∏

g=1

hg

)

, ✭✷✳✼✮

hg ♣/❡♥❛♥- ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ❞❡ h0,max ♦✉ ❞❡ h0,min '❡❧♦♥ ?✉❡ ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❣!♥!/❛-✐♦♥ g ❧❡

❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❜/♦♥❝❤✐?✉❡ ❡'- ✉♥❡ ❜/♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉/❡ ♦✉ ♠✐♥❡✉/❡✳

▲♦/' ❞❡ '♦♥ !-✉❞❡ ♠♦/♣❤♦♠!-/✐?✉❡✱ ❲❡✐❜❡❧ ❛ ♠♦♥-/! ?✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉/ ❞❡' ❜/♦♥❝❤❡' L

❡'- ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣/♦♣♦/-✐♦♥♥❡❧❧❡ < ❧❡✉/ ❞✐❛♠G-/❡ D✱ ❧❡ ❢❛❝-❡✉/ ❞❡ ♣/♦♣♦/-✐♦♥♥❛❧✐-! !-❛♥-

❞❡ ✸ ❬✶✱ ✶✸✕✶✻❪ ✭✜❣✉/❡ ✶✳✾✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱ ♣♦✉/ ❧❛ -/❛❝❤!❡✱ ❧❡ ❢❛❝-❡✉/ ❞❡ ♣/♦♣♦/-✐♦♥♥❛❧✐-!

❡'- ❞❡ ❧✬♦/❞/❡ ❞❡ ✻ ✿ ♦♥ ❛✉/❛ L0 = 12 ❝♠✳

Y♦✉/ ✜♥✐/✱ ❧✬❡'♣❛❝❡ ♠♦/- ❛♥❛-♦♠✐?✉❡ '❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ '♦♠♠❛♥- ❧❡' ✈♦❧✉♠❡' ❞❡ -♦✉-❡'

❧❡' ❜/♦♥❝❤❡'✳ ▲✬!?✉❛-✐♦♥ ✷✳✽ ❢♦/♠❛❧✐'❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧✬❡'♣❛❝❡ ♠♦/- ❛♥❛-♦♠✐?✉❡ VD✳

VD =
2(G+1)−1
∑

i=0

Liπ
D2

i

4
= L0π

D2
0

4
+

2(G+1)−1
∑

i=1





3π

4

(

D0

Gi
∏

g=1

hg

)3


 , ✭✷✳✽✮

♦Z G ❡'- ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ❣!♥!/❛-✐♦♥'✱ ✐❝✐ !❣❛❧ < ✶✺✱ ❡- 2(G+1)− 1 ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ❜/♦♥❝❤❡' ❞❡

❧✬❛/❜/❡ ❞✐❝❤♦-♦♠✐?✉❡ ❝♦♠♣❧❡-✳

▲✬!-✉❞❡ ♥✉♠!/✐?✉❡ ❞❡ ✷✵✵ /!❛❧✐'❛-✐♦♥' ❞✬❛/❜/❡ -/❛❝❤!♦❜/♦♥❝❤✐?✉❡ ❞♦♥♥❡ VD = 388 ±
229 ♠▲✱ h0,max = 0, 87±0, 14 ❡- h0,min = 0, 68±0, 14✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛/-✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦/- ❛♥❛-♦✲

♠✐?✉❡ ❝❛❧❝✉❧! VD ❞✐✛G/❡ ❢♦/-❡♠❡♥- ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡'✉/! ?✉✐ ❡'- ❞❡ ❧✬♦/❞/❡ ❞❡ ✶✺✵ ♠▲ ❬✼✱✶✼❪✳

❉✬❛✉-/❡ ♣❛/-✱ ❧✬!❝❛/-✲-②♣❡ '✉/ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡'- ❞❡ ✷✷✻ ♠▲✱ ❝❡ ?✉✐ ♥✬❡'- ♣❛' ❞✉ -♦✉- /!❛✲



✹✼ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❧✐"#❡ ❞✉ ♣♦✐♥# ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②"✐♦❧♦❣✐❡✳ ▲❡" ♠❡"✉2❡" ♣23✈♦✐❡♥# ✉♥ 3❝❛2#✲#②♣❡ ❞❡ ✺✵ ♠▲

❡♥✈✐2♦♥ ❬✶✼❪✳ ❈❡" 23"✉❧#❛#" ♣❡✉✈❡♥# "❡ ❝♦♠♣2❡♥❞2❡ ❛""❡③ "✐♠♣❧❡♠❡♥# ✿ ❧❡" ✢✉❝#✉❛#✐♦♥"

✐♥❞3♣❡♥❞❛♥#❡" ❞❡" 2❛♣♣♦2#" ❞✬❤♦♠♦#❤3#✐❡ ♣❡✉✈❡♥# ❞♦♥♥❡2 ❞❡" 2❛♣♣♦2#" ❞✬❤♦♠♦#❤3#✐❡

3❧❡✈3" ♣♦✉2 ❧❡" ❞❡✉① ❜2♦♥❝❤❡" ✜❧❧❡" ❞✬✉♥❡ ♠D♠❡ ❜✐❢✉2❝❛#✐♦♥ ❡# ❝❡✱ ♣♦✉2 ❞❡" ❜✐❢✉2❝❛#✐♦♥"

"✉❝❝❡""✐✈❡"✳ ▲❡" "♦✉"✲❛2❜2❡" ✐""✉" ❞❡ ❝❡" ❜✐❢✉2❝❛#✐♦♥" "❡2♦♥# ❞♦♥❝ #2G" ✈♦❧✉♠✐♥❡✉①✳

▲✬❛"②♠3#2✐❡ ❞❡ ❜2❛♥❝❤❡♠❡♥# ♠❡"✉23❡ ♥❡ ♣❡✉# ❞♦♥❝ ♣❛" D#2❡ ♠♦❞3❧✐"3❡ ♣❛2 ❞❡" ✢✉❝✲

#✉❛#✐♦♥" ❛❧3❛#♦✐2❡" ✐♥❞3♣❡♥❞❛♥#❡" ❞❡" 2❛♣♣♦2#" ❞✬❤♦♠♦#❤3#✐❡ ❞✬✉♥❡ "#2✉❝#✉2❡ #2❛❝❤3♦✲

❜2♦♥❝❤✐H✉❡ "②♠3#2✐H✉❡✳

▲❛ ♠♦❞3❧✐"❛#✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉" "✐♠♣❧❡ ❡# ❝♦22❡❝#❡ ❡"# ✉♥❡ ❛"②♠3#2✐❡ ❞!"❡$♠✐♥✐("❡ (②("!♠❛✲

"✐,✉❡✳ ❆ ❝❤❛H✉❡ ❜✐❢✉2❝❛#✐♦♥✱ ❧❡" ✈❛❧❡✉2" ❞❡" ❞❡✉① 2❛♣♣♦2#" ❞✬❤♦♠♦#❤3#✐❡✱ h0,max = 0, 87

❡! h0,min = 0, 68✱ #♦♥! ✐♠♣♦#)❡#✳ ❯♥ !❡❧ ♠♦❞.❧❡ ❞)!❡/♠✐♥✐#!❡ ❝♦♥❞✉✐! 2 ✉♥❡ ❛/❜♦/❡#✲

❝❡♥❝❡ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦/! ❛♥❛!♦♠✐7✉❡ ✜①❡ ❡! )❣❛❧ 2 ✶✾✼ ♠▲✳ ❈❡!!❡ ✈❛❧❡✉/ ❡#! ♣❧✉# ♣/♦❝❤❡

❞❡# ♠❡#✉/❡# ♣❤②#✐♦❧♦❣✐7✉❡# ♠❛✐# /❡#!❡ ❡♥❝♦/❡ ♣❧✉# )❧❡✈)❡ 7✉❡ ❧❛ ♠❡#✉/❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡

✶✺✵ ♠▲✳ ◆♦✉# ✈❡//♦♥# ❞❛♥# ❧❡# ♣❛/❛❣/❛♣❤❡# #✉✐✈❛♥!# 7✉✬✐❧ ❢❛✉! ❛✣♥❡/ ❧❡ ♠♦❞.❧❡ ♣♦✉/

♠✐❡✉① /❡♣/♦❞✉✐/❡ ❧❡# ♠❡#✉/❡# ❞✬❡#♣❛❝❡ ♠♦/! ❛♥❛!♦♠✐7✉❡✳

■❧ ❢❛✉% ♥♦%❡) ✐❝✐ ,✉❡ ❞❡. ✢✉❝%✉❛%✐♦♥. .✉) ❧❡. ✈❛❧❡✉). ❞❡. )❛♣♣♦)%. ❞✬❤♦♠♦%❤5%✐❡ ♣♦✉)✲

)♦♥% ♣❛) ❧❛ .✉✐%❡ 7%)❡ )❛❥♦✉%5❡. 9 ❝❡ ♠♦❞:❧❡ ❞5%❡)♠✐♥✐.%❡ ✭✈♦✐) ♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ✷✳✸✳✸✮✳

✷✳✷✳✸ ◆♦♠❜'❡ ✈❛'✐❛❜❧❡ ❞❡ ❣/♥/'❛1✐♦♥2

◆♦✉# ♥♦✉# ✐♥!)/❡##♦♥# ♠❛✐♥!❡♥❛♥! ❛✉ ❝/✐!./❡ ❞✬❛//H! ❞❡ ❧✬❛/❜♦/❡#❝❡♥❝❡ !/❛❝❤)♦❜/♦♥✲

❝❤✐7✉❡✳ ▲❡ ♠♦❞.❧❡ ❣)♦♠)!/✐7✉❡ ❝♦♥#!/✉✐! ❥✉#7✉✬✐❝✐ ❡#! ✉♥ ❛/❜/❡ ❞✐❝❤♦!♦♠✐7✉❡ ❞❡ ✶✺ ❣)✲

♥)/❛!✐♦♥# ♣/)#❡♥!❛♥! ✉♥❡ ❛#②♠)!/✐❡ ❞❡ ❜/❛♥❝❤❡♠❡♥! ❞)!❡/♠✐♥✐#!❡✱ ❝❛/❛❝!)/✐#)❡ ♣❛/ ❞❡✉①

❢❛❝!❡✉/# ❞✬❤♦♠♦!❤)!✐❡ ✿ h0,max ❂ ✵✱✽✼ ❡! h0,min ❂ ✵✱✻✽✳ ▲❡# ❞✐❛♠.!/❡# ❞❡# ❜/♦♥❝❤❡# ❞❡

❧❛ ❣)♥)/❛!✐♦♥ ✶✺✱ ❧❡# ❜/♦♥❝❤✐♦❧❡# !❡/♠✐♥❛❧❡#✱ #♦♥! ❛❧♦/# ❞✐#!/✐❜✉)# ❡! ❝♦♠♣/✐# ❡♥!/❡ ❞❡✉①

✈❛❧❡✉/# ❡①!/)♠❛❧❡#✱ Dmax ❡! Dmin✱ ❞)✜♥✐❡# ♣❛/ ✿

Dmax = D0

(

15
∏

g=1

h0,max

)

= D0.h
15
0,max = 2, 23 mm

Dmin = D0

(

15
∏

g=1

h0,min

)

= D0.h
15
0,min = 0, 06 mm ✭✷✳✾✮

▲❡# ♠❡#✉/❡# ♠♦♥!/❡♥! 7✉❡ ❧❡# ❜/♦♥❝❤✐♦❧❡# !❡/♠✐♥❛❧❡# ♦♥! ✉♥ ❞✐❛♠.!/❡ ♠♦②❡♥ )❣❛❧ 2

✵✱✺ ♠♠ ❬✶✶✱ ✶✹✱ ✶✽❪✳ ▲❡# ❞✐❛♠.!/❡# !❡/♠✐♥❛✉① #♦♥! ❝❡♣❡♥❞❛♥! ❞✐#!/✐❜✉)# ❡♥!/❡ ✵✱✹ ♠♠
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❡! ✵✱✽ ♠♠ ❬✶✶✱ ✶✾❪✳ ❆✜♥ ❞❡ /0❝♦♥❝✐❧✐❡/ ❧✬❛7②♠0!/✐❡ ❞❡ ❜/❛♥❝❤❡♠❡♥! ❡! ❧❡ ❞✐❛♠;!/❡ ❞❡7
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❡♥ ❢♦♥❝!✐♦♥ ❞❡7 ❝❤❡♠✐♥7 ❜/♦♥❝❤✐<✉❡7✳ ❊♥ ❞✬❛✉!/❡7 !❡/♠❡7✱ ❧❡ ❝/✐!;/❡ ❞✬❛//B! ❞❡ ❧✬❛/❜/❡

!/❛❝❤0♦❜/♦♥❝❤✐<✉❡ ♥❡ ❞♦✐! ♣❛7 B!/❡ ❧❛ ❣0♥0/❛!✐♦♥ ♠❛✐7 ❧❡ ❞✐❛♠;!/❡ ❞❡ ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡ ✭✵✱✺ ♠♠✮✳

❊♥ ❝♦♥70<✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❣0♥0/❛!✐♦♥ ❞❡7 ❜/♦♥❝❤✐♦❧❡7 !❡/♠✐♥❛❧❡7 ♥✬❡7! ♣❧✉7 ❝♦♥7!❛♥!❡ ❡! 0❣❛❧❡

G ✶✺ ♠❛✐7 ❡7! 0!❛❧0❡ ❛✉!♦✉/ ❞❡ ❝❡!!❡ ❣0♥0/❛!✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡✳ ▲❡7 ♠❡7✉/❡7 ❢❛✐!❡7 ♣❛/ ❘❛❛❜❡

❡! ❛❧✳ ♠♦♥!/❡♥! <✉❡ ❧❡7 ❣0♥0/❛!✐♦♥7 ❞❡7 ❜/♦♥❝❤✐♦❧❡7 !❡/♠✐♥❛❧❡7 7♦♥! ❝❡♥!/0❡7 ❛✉!♦✉/ ❞❡

✶✺✱✺ ❛✈❡❝ ✉♥ 0❝❛/!✲!②♣❡ ❞❡ ✷✱✷ ❬✶✶❪✳ ▲❡ ♠♦❞;❧❡ ❞0✈❡❧♦♣♣0 ♣❛/ ❑✐!❛♦❦❛ ❡! ❛❧✳ ❬✷✵❪ 7✉♣✲

♣♦7❡ 0❣❛❧❡♠❡♥! ❧✬❡①✐7!❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐7!/✐❜✉!✐♦♥ ❞❡7 ❣0♥0/❛!✐♦♥7 ❞❡7 ❜/♦♥❝❤✐♦❧❡7 !❡/♠✐♥❛❧❡7

✭✜❣✉/❡ ✷✳✺✮✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ❉✐7!/✐❜✉!✐♦♥ ❞❡7 ❣0♥0/❛!✐♦♥7 ❞❡7 ❜/♦♥❝❤✐♦❧❡7 !❡/♠✐♥❛❧❡7 ❞❛♥7 ❧✬❛/❜♦/❡7❝❡♥❝❡

♠♦❞0❧✐70❡ ♣❛/ ❑✐!❛♦❦❛ ❡! ❛❧✳ ❬✷✵❪✳

✷✳✷✳✹ ❙♣%❝✐✜❝✐)% ❞❡, ❜.♦♥❝❤❡, ♣.♦①✐♠❛❧❡,

▲✬0!✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❣0♦♠0!/✐❡ !/❛❝❤0♦❜/♦♥❝❤✐<✉❡ ❛ ♠✐7 ❡♥ 0✈✐❞❡♥❝❡ ❥✉7<✉✬G ♣/07❡♥! !/♦✐7

❝❛/❛❝!0/✐7!✐<✉❡7 ❝❧07 ✿ ✉♥❡ ❛✉!♦✲7✐♠✐❧❛/✐!0✱ ✉♥❡ ❛7②♠0!/✐❡ ❞❡7 ❜/❛♥❝❤❡♠❡♥!7 ❡! ✉♥ ❝/✐!;/❡

❞✬❛//B! ❞❡ ❧✬❛/❜♦/❡7❝❡♥❝❡ ❢♦♥❞0 7✉/ ❧❡ ❞✐❛♠;!/❡ ❞❡7 ❜/♦♥❝❤❡7✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈0/✐✜❡/ ❧❛ ❝♦❤0/❡♥❝❡

❞✉ ♠♦❞;❧❡ ❣0♦♠0!/✐<✉❡✱ ♦♥ 7✬✐♥!0/❡77❡ ♠❛✐♥!❡♥❛♥! ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦/! ❛♥❛!♦♠✐<✉❡ VD✳

S♦✉/ ❞❡7 ❢❛❝!❡✉/7 ❞✬❤♦♠♦!❤0!✐❡ h0,max ❂ ✵✱✽✼ ❡! h0,min ❂ ✵✱✻✽✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✉♠0/✐<✉❡

❞♦♥♥❡ VD ❂ ✷✵✾ ♠▲✳ ❈❡ /07✉❧!❛! ❡7! 7✉♣0/✐❡✉/ G ❧❛ ✈❛❧❡✉/ ♠♦②❡♥♥❡ ❛❞♠✐7❡ ❡♥ ♣❤②7✐♦❧♦❣✐❡✱



✹✾ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

 ✉✐ ❡$% ❞❡ ✶✺✵ ♠▲✱ ♠❛✐$ .❡$%❡ ♥0❛♥♠♦✐♥$ ❛❝❝❡♣%❛❜❧❡ ♣♦✉. ❞❡$ ♣♦✉♠♦♥$ ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① ❬✼✱✶✼❪✳

❯♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❛.❛❝%0.✐$%✐ ✉❡ ❡$% ❝❡♣❡♥❞❛♥% = ✐♥❝❧✉.❡ ❛✉ ♠♦❞>❧❡ $✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉% .❡%.♦✉✈❡.

✉♥❡ ✈❛❧❡✉. ♣❧✉$ ❛❝❝❡♣%❛❜❧❡ ♣♦✉. ❝❡ ✈♦❧✉♠❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❛♥❛❧②$❡ ❛%%❡♥%✐✈❡♠❡♥% ❧❡$ ♠❡$✉.❡$ .0❛❧✐$0❡$ ♣❛. ❲❡✐❜❡❧✱ ♦♥ .❡♠❛. ✉❡  ✉❡ ❧❡$

♣.❡♠✐>.❡$ ❣0♥0.❛%✐♦♥$ ♣.0$❡♥%❡♥% ✉♥❡ ❣0♦♠0%.✐❡ ❞✐✛0.❡♥%❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡$ ❞❡ ❧✬❛.❜.❡ ✐♥%❡.♠0✲

❞✐❛✐.❡ ✭❣0♥0.❛%✐♦♥$ ✺ = ✶✺✮✳ ❙✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✳✼✱ ❧❡ ❢❛❝%❡✉. ❞✬0❝❤❡❧❧❡ h = 0, 79 ❞0❝.✐% ❜✐❡♥ ❧❛

❣0♦♠0%.✐❡ ❞❡$ ❜.♦♥❝❤❡$ ❞❡$ ❣0♥0.❛%✐♦♥$ ✺ = ✶✺✳ ❊♥ .❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉. ❧❡$ ♣.❡♠✐>.❡$ ❣0♥0.❛✲

%✐♦♥$✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ .✉♣%✉.❡ ❞❡ ♣❡♥%❡ ❞❛♥$ ❧❡ %.❛❝0 $❡♠✐✲❧♦❣❛.✐%❤♠✐ ✉❡ ✿ ❧❡ ❢❛❝%❡✉. ❞✬0❝❤❡❧❧❡

❡$% ♣❧✉$ ❢❛✐❜❧❡  ✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✵✱✼✾✳ ❉❡ ♠O♠❡✱ ❧❡ .❛♣♣♦.% ❧♦♥❣✉❡✉. $✉. ❞✐❛♠>%.❡

L/D ❡$% $♣0❝✐✜ ✉❡ ♣♦✉. ❧❡$ ❜.♦♥❝❤❡$ ♣.♦①✐♠❛❧❡$ ✭✜❣✉.❡ ✶✳✾✮✳

❙✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✷✳✷✱ ❧❡$ ❢❛❝%❡✉.$ ❞✬❤♦♠♦%❤0%✐❡ ❞❡$ ❣0♥0.❛%✐♦♥$ ♣.♦①✐♠❛❧❡$ ❞✐✛>.❡♥% 0❣❛❧❡✲

♠❡♥% ❞❡ ❝❡✉① ❞❡ ❧✬❛.❜.❡ ✐♥%❡.♠0❞✐❛✐.❡ ✿ ✐❧$ $♦♥% ❧0❣>.❡♠❡♥% ✐♥❢0.✐❡✉.$ ❡% ♠♦✐♥$ ❞0♣❡♥❞❛♥%

❞❡ ❧❛ ✈❛.✐❛❜✐❧✐%0 ♣❤②$✐♦❧♦❣✐ ✉❡✱ ❧✬0❝❛.%✲%②♣❡ ❞❡$ ❞✐$%.✐❜✉%✐♦♥$ 0%❛♥% ♣❧✉$ ❢❛✐❜❧❡✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✻ ✕ ■♠❛❣❡ ❞❡$ ✈♦✐❡$ ♣.♦①✐♠❛❧❡$ ♦❜%❡♥✉❡ ♣❛. %♦♠♦❣.❛♣❤✐❡ ❛①✐❛❧❡ ❝❛❧❝✉❧0❡ ♣❛.

♦.❞✐♥❛%❡✉. ✭♦✉ ❈❚✲$❝❛♥ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐$✮ ❬✷✶✱✷✷❪✳

▲❛ ✜❣✉.❡ ✷✳✻ ♣.0$❡♥%❡ ✉♥❡ .❡❝♦♥$%.✉❝%✐♦♥ ✸❉ ❞❡$ ✈♦✐❡$ ♣.♦①✐♠❛❧❡$ ♦❜%❡♥✉❡ ♣❛. ✐♠❛✲

❣❡.✐❡✳ ❙✉. ❝❡%%❡ .❡❝♦♥$%.✉❝%✐♦♥ ❛✐♥$✐  ✉❡ $✉. ❧❛ ✜❣✉.❡ ✶✳✸✱ ♦♥ ✈♦✐% ♥❡%%❡♠❡♥%  ✉❡ ❧❛

❣0♦♠0%.✐❡ ❞❡$ ✈♦✐❡$ ♣.♦①✐♠❛❧❡$ ♥❡ ♣♦$$>❞❡ ♣❛$ ❧❛ .0❣✉❧❛.✐%0 ❛✉%♦✲$✐♠✐❧❛✐.❡ ❞❡ ❧❛ ❣0♦♠0✲

%.✐❡ ❞❡ ❧✬❛.❜.❡ ✐♥%❡.♠0❞✐❛✐.❡✳ ❚♦✉% ❝❡❝✐ $✉❣❣>.❡ ❞♦♥❝  ✉❡ ❧❡$ ✈♦✐❡$ ♣.♦①✐♠❛❧❡$ ♦♥% ✉♥❡
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❝❡ ❝❛'✱ ❧❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' ❞❡' ❜>♦♥❝❤❡' ♣>♦①✐♠❛❧❡' ❞)"❡>♠✐♥❛♥" ❧❡' ❞✐♠❡♥'✐♦♥' ❞❡ "♦✉"❡' ❧❡'

❜>♦♥❝❤❡' ❡♥ ❛✈❛❧✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦>" ❛♥❛"♦♠✐,✉❡ '❡>❛ ❞✐♠✐♥✉) ❡" ♣❧✉' ♣>♦❝❤❡ ❞❡' ♠❡'✉>❡'

❛♥❛"♦♠✐,✉❡'✳

✷✳✸ ▼♦❞&❧❡ ❣*♦♠*,-✐/✉❡ -✐❣✐❞❡

✷✳✸✳✶ ❉❡&❝(✐♣+✐♦♥

▲❡ ♠♦❞1❧❡ ❣)♦♠)">✐,✉❡ ❞❡ ❧✬❛>❜>❡ ">❛❝❤)♦❜>♦♥❝❤✐,✉❡ ,✉❡ ♥♦✉' ♣>♦♣♦'♦♥' >❡♣♦'❡ ❞♦♥❝

'✉> ,✉❛">❡ ❝❛>❛❝")>✐'"✐,✉❡' ✿ ✉♥❡ ❛✉"♦✲'✐♠✐❧❛>✐") ❞❡ ❧❛ ❣)♦♠)">✐❡✱ ✉♥❡ ❛'②♠)">✐❡ '②'")✲

♠❛"✐,✉❡ ❞❡' ❜>❛♥❝❤❡♠❡♥"'✱ ✉♥❡ '♣)❝✐✜❝✐") ❞❡ ❧❛ ❣)♦♠)">✐❡ ❞❡' ✈♦✐❡' ♣>♦①✐♠❛❧❡' ❡" ✉♥

❝>✐"1>❡ ❞✬❛>>H" ❞❡ ❧✬❛>❜♦>❡'❝❡♥❝❡ ❢♦♥❞) '✉> ❧❡ ❞✐❛♠1">❡ ❞❡' ❜>♦♥❝❤❡'✳

▲❛ "❛❜❧❡ ✷✳✶ >)'✉♠❡ ❧❡' ♣❛>❛♠1">❡' ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ❣)♦♠)">✐,✉❡ >✐❣✐❞❡✳ I♦✉> ❧❡' ❣)♥)>❛"✐♦♥'

✶ J ✹✱ ❝❡' ♣❛>❛♠1">❡' '♦♥" ❞)✜♥✐' ❞❡ ❢❛L♦♥ '♣)❝✐✜,✉❡✳ ▲✬❛>❜>❡ ✐♥"❡>♠)❞✐❛✐>❡ ✭❣)♥)>❛"✐♦♥

❛✉✲❞❡❧J ❞❡ ✹✮ ❡'" ,✉❛♥" J ❧✉✐ ❛✉"♦✲'✐♠✐❧❛✐>❡✳ ▲✬❛'②♠)">✐❡ ❞❡ ❜>❛♥❝❤❡♠❡♥" ❡'" ✐♥">♦❞✉✐"❡

✈✐❛ ❧❡' ❞❡✉① >❛♣♣♦>"' ❞✬❤♦♠♦"❤)"✐❡✱ h0,max ♣♦✉> ❧❛ ❜>♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉>❡ ❡" h0,min ♣♦✉> ❧❛

❜>♦♥❝❤❡ ♠✐♥❡✉>❡✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡' ❜>♦♥❝❤❡' ❛♣♣❛>"❡♥❛♥" J ❧✬❛>❜♦>❡'❝❡♥❝❡ ">❛❝❤)♦❜>♦♥❝❤✐,✉❡

❞♦✐✈❡♥" ❛✈♦✐> ✉♥ ❞✐❛♠1">❡ D ≥ 0, 5 ♠♠✳

❘❛♣♣♦>" ❞✬❤♦♠♦"❤)"✐❡ h ❘❛♣♣♦>" ❧♦♥❣✉❡✉>

●)♥)>❛"✐♦♥ ♣♦✉> ❧❡ ❞✐❛♠1">❡ D '✉> ❞✐❛♠1">❡

h0,max h0,min L/D

✶ ✵✱✽✼ ✵✱✻✾ ✸✱✵✼

✷ ✵✱✽✵ ✵✱✻✼ ✶✱✼✺

✸ ✵✱✽✸ ✵✱✻✼ ✶✱✹✸

✹ ✵✱✽✻ ✵✱✼✹ ✶✱✽✺

≥ ✺ ✵✱✽✼ ✵✱✻✼ ✸✱✵✵

❈>✐"1>❡ ❞✬❛>>H" ❞❡ ❧✬❛>❜♦>❡'❝❡♥❝❡

Dlim = 0, 5 ♠♠

❚❛❜❧❡ ✷✳✶ ✕ I❛>❛♠1">❡' ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ❣)♦♠)">✐,✉❡ >✐❣✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛>❜>❡ ">❛❝❤)♦❜>♦♥❝❤✐,✉❡

♣♦✉> ✉♥ ❤♦♠♠❡ ❛❞✉❧"❡ ❡♥ ❜♦♥♥❡ '❛♥") ♣❡'❛♥" ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✽✶ ❦❣ ✭❞✬❛♣>1' ❬✷✼❪✮✳



✺✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

▲❡" #❛♣♣♦#'" ❞✬❤♦♠♦'❤,'✐❡ "♦♥' ❞✐#❡❝'❡♠❡♥' '✐#," ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②"❡ ❢❛✐'❡ ♣❛# ▼❛❥✉♠❞❛# ❡'

❛❧✳ ❬✶✵❪ ❞❡" ❞♦♥♥,❡" ❞❡ ❘❛❛❜❡✳ ▲❡" #❛♣♣♦#'" ❧♦♥❣✉❡✉# "✉# ❞✐❛♠>'#❡ L/D ♦♥' ?✉❛♥' @ ❡✉①

,', ❝❛❧❝✉❧," ❞✐#❡❝'❡♠❡♥' @ ♣❛#'✐# ❞❡" ♠❡"✉#❡" ❞❡ ❘❛❛❜❡ ❬✶✶❪✳ ■❧ ❢❛✉' "♦✉❧✐❣♥❡# ✐❝✐ ?✉❡ ❧❡"

❞♦♥♥,❡" ❞❡ ❘❛❛❜❡ ❝♦##❡"♣♦♥❞❡♥' @ ✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉#❛'✐♦♥ ♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬✐♥"♣✐#❛'✐♦♥✳

D❛# ❛✐❧❧❡✉#"✱ ❧❡ #❛♣♣♦#' L/D ,❣❛❧ @ ✸ ❞❛♥" ❧✬❛#❜#❡ ✐♥'❡#♠,❞✐❛✐#❡ ❡"' ✉♥❡ ❛♣♣#♦①✐✲

♠❛'✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❡" ♠❡"✉#❡" ❢❛✐'❡" ♣❛# ❘❛❛❜❡ ♠♦♥'#❡♥' ?✉✬✐❧ ❡①✐"'❡ ✉♥❡ ❞✐"'#✐❜✉'✐♦♥

❞❡ ❝❡" #❛♣♣♦#'"✳ ❈❡''❡ ❤②♣♦'❤>"❡ ✐♠♣❧✐?✉❡ ?✉✬✉♥❡ ❜#♦♥❝❤❡ ♠❛❥❡✉#❡ "❡#❛ ❢♦#❝,♠❡♥' ♣❧✉"

❧♦♥❣✉❡ ?✉✬✉♥❡ ❜#♦♥❝❤❡ ♠✐♥❡✉#❡✱ ❝❡ ?✉✐ ♥✬❡"' ♣❛" ♦❜"❡#✈, ❞❛♥" ❧✬❛♥❛'♦♠✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡✳

❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ♠♦♥'#❡# ♣❛# ❧❛ "✉✐'❡ ?✉❡ ❝❡''❡ ❤②♣♦'❤>"❡ ♥✬❛✛❡❝'❡ ♣❛" ❞❡ ♠❛♥✐>#❡

"✐❣♥✐✜❝❛'✐✈❡ ❧❡" ♣#♦♣#✐,'," ❞❡ ✈❡♥'✐❧❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛#❜#❡✳

❊♥ #,"✉♠,✱ ❝♦♥♥❛✐""❛♥' ❧❡ ❞✐❛♠>'#❡ ❞❡ ❧❛ '#❛❝❤,❡✱ ❧❡" ❞✐❛♠>'#❡" ❞❡ '♦✉'❡" ❧❡" ❜#♦♥❝❤❡"

"♦♥' ❞,'❡#♠✐♥," ❣,♥,#❛'✐♦♥ ♣❛# ❣,♥,#❛'✐♦♥ @ ♣❛#'✐# ❞❡" #❛♣♣♦#'" ❞✬❤♦♠♦'❤,'✐❡ h0,max ❡'

h0,min✳ ❖♥ ❞,❞✉✐' ❡♥"✉✐'❡ ❧❡" ❧♦♥❣✉❡✉#" ❞❡" ❜#♦♥❝❤❡" @ ♣❛#'✐# ❞❡ ❧❡✉# ❞✐❛♠>'#❡ ❡' ❞✉

#❛♣♣♦#' L/D✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉' ❞,'❡#♠✐♥❡# ❧❡" ❜#♦♥❝❤❡" '❡#♠✐♥❛❧❡" ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡"❝❡♥❝❡✳ D♦✉#

❝❡❧❛✱ ♦♥ "✉♣♣♦"❡ ?✉❡ "✐ ❞❡✉① ❜#♦♥❝❤❡" ✜❧❧❡" ✐""✉❡" ❞❡ ❧❛ ♠M♠❡ ❜#♦♥❝❤❡ ♠>#❡ ♦♥' ✉♥

❞✐❛♠>'#❡ ✐♥❢,#✐❡✉# @ Dlim = 0, 5 ♠♠✱ ❧❛ ❜#♦♥❝❤✐♦❧❡ '❡#♠✐♥❛❧❡ "❡#❛ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ♠>#❡✳ D❛#

❝♦♥'#❡✱ "✐ ✉♥❡ "❡✉❧❡ ❞❡" ❞❡✉① ❜#♦♥❝❤❡" ✜❧❧❡" ❛ ✉♥ ❞✐❛♠>'#❡ ✐♥❢,#✐❡✉# @ Dlim = 0, 5 ♠♠✱

❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ✜❧❧❡ ❡♥ ?✉❡"'✐♦♥ "❡#❛ ❧❛ ❜#♦♥❝❤✐♦❧❡ '❡#♠✐♥❛❧❡✳

✷✳✸✳✷ ❈♦♠♣❛(❛✐*♦♥ ❛✉① ♠❡*✉(❡* ♠♦(♣❤♦♠01(✐2✉❡*

❆✜♥ ❞❡ ✈,#✐✜❡# ❧❛ ✈❛❧✐❞✐', ❞✉ ♠♦❞>❧❡ ❣,♦♠,'#✐?✉❡ ❛✐♥"✐ ❝♦♥"'#✉✐'✱ ♥♦✉" ❛❧❧♦♥" ♠❛✐♥✲

'❡♥❛♥' ❝♦♠♣❛#❡# ❧❡" #,"✉❧'❛'" ❞✉ ♠♦❞>❧❡ ❛✉① ♠❡"✉#❡" ❢❛✐'❡" "✉# ❧❡" ♣♦✉♠♦♥" ❤✉♠❛✐♥"✳

❉♦♥♥#❡% ♠♦'♣❤♦♠#*'✐,✉❡% ♠♦②❡♥♥❡%

▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦#' ❛♥❛'♦♠✐?✉❡ ❝❛❧❝✉❧, ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❡"' ❞✬❡♥✈✐#♦♥ ✶✺✸ ♠▲✳ ❈❡''❡ ✈❛❧❡✉#

❡"' ❡♥ ❛❝❝♦#❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐'',#❛'✉#❡ ?✉✐ ❡"'✐♠❡ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ @ ✶✺✵ ♠▲ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❬✼✱✶✼❪ ❛✈❡❝

✉♥ ,❝❛#'✲'②♣❡ ❞❡ ✺✵ ♠▲ ❬✶✼✱✷✽❪✳

❈♦♥❝❡#♥❛♥' ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞✬❛❝✐♥✐✱ ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❧✬❡"'✐♠❡ @ 23000✳ ❯♥❡ ❡"'✐♠❛'✐♦♥ ❝❧❛""✐?✉❡ ❞✉

♥♦♠❜#❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ❡"' 30 000 ❬✶✹✱ ✶✽✱✷✾❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❇❡❡❝❤ ❡' ❛❧✳ ♦♥' #,❝❡♠♠❡♥' ❡"'✐♠, ❝❡

♥♦♠❜#❡ ❡♥'#❡ 15 000 ❡' 61 000 ❬✸✵❪✱ ❝❡ ?✉✐ ♠♦♥'#❡ ?✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ❡"' '#>" ✈❛#✐❛❜❧❡

❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉"✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉#"✱ ❈♦'❡" ❡' ❛❧✳ ❡"'✐♠❡♥' ❝❡ ♥♦♠❜#❡ @ ✷✺ ✵✵✵ ❬✶✾❪✳ ❈❡''❡



✺✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞.❧❡ ❣1♦♠1'(✐3✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤1♦❜(♦♥❝❤✐3✉❡

❣!❛♥❞❡ ✈❛!✐❛❜✐❧✐*+ ❞❡ ♠❡-✉!❡ -✉! ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ♣!♦✈✐❡♥* -❛♥- ❞♦✉*❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣!+❝✐-✐♦♥

-✉! ❧❛ ❞+*❡!♠✐♥❛*✐♦♥ ❡①❛❝*❡ ❞❡- ❜!♦♥❝❤✐♦❧❡- *❡!♠✐♥❛❧❡-✳

❉❛♥- ♥♦*!❡ ♠♦❞7❧❡✱ ❧❡- ❣+♥+!❛*✐♦♥- ❞❡- ❜!♦♥❝❤✐♦❧❡- *❡!♠✐♥❛❧❡- -✬+*❡♥❞❡♥* ❞❡ ✾ : ✷✸

✭✜❣✉!❡ ✷✳✼✮✳ A❧✉- ♣!+❝✐-+♠❡♥*✱ ❡❧❧❡- -♦♥* ❝❡♥*!+❡- ❛✉*♦✉! ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉! ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✺✲

✶✻ ❛✈❡❝ ✉♥ +❝❛!*✲*②♣❡ ❞❡ ✷✳ ❈❡- !+-✉❧*❛*- -♦♥* ❡♥ ❛❝❝♦!❞ ❛✈❡❝ ❧❡- ❡-*✐♠❛*✐♦♥- ❢❛✐*❡-

♣❛! ❲❡✐❜❡❧ J✉✐ -✐*✉❡♥* ❧❡- ❜!♦♥❝❤✐♦❧❡- *❡!♠✐♥❛❧❡- ❛✉*♦✉! ❞❡- ❣+♥+!❛*✐♦♥- ✶✹✲✶✺ ❛✈❡❝ ✉♥

+❝❛!*✲*②♣❡ ❞❡ ✸✲✹ ❬✶✽❪✳ ▲❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ❑✐*❛♦❦❛ -✉♣♣♦-❡ J✉❛♥* : ❧✉✐ J✉❡ ❧❡- ❣+♥+!❛*✐♦♥-

*❡!♠✐♥❛❧❡- -♦♥* ❞✐-*!✐❜✉+❡- ❛✉*♦✉! ❞❡ ✶✺✱✾ ❛✈❡❝ ✉♥ +❝❛!*✲*②♣❡ ❞❡ ✷ ❬✷✵❪ ✭✈♦✐! ✜❣✉!❡ ✷✳✺✮✱

❝❡ J✉✐ ❡-* +❣❛❧❡♠❡♥* ❡♥ ❛❝❝♦!❞ ❛✈❡❝ ♥♦- !+-✉❧*❛*-✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✼ ✕ ❉✐-*!✐❜✉*✐♦♥ ❞❡- ❣+♥+!❛*✐♦♥- ❞❡- ❜!♦♥❝❤✐♦❧❡- *❡!♠✐♥❛❧❡- ♦❜*❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡

♠♦❞7❧❡ ❣+♦♠+*!✐J✉❡✳

❈❡- ❜!♦♥❝❤✐♦❧❡- *❡!♠✐♥❛❧❡- ♦♥* ✉♥ ❞✐❛♠7*!❡ ❝♦♠♣!✐- ❡♥*!❡ ✵✱✸✾ ♠♠ ❡* ✵✱✻✸ ♠♠✳ ▲❛

❞✐-*!✐❜✉*✐♦♥ ❞❡- ❞✐❛♠7*!❡- ❡-* ❝❡♥*!+❡ ❛✉*♦✉! ❞❡ ✵✱✹✽ ♠♠ ❛✈❡❝ ✉♥ +❝❛!*✲*②♣❡ ❞❡ ✵✱✵✻ ♠♠✳

❖♥ !❡*!♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❝!✐*7!❡ ❞✬❛!!U* ✐♠♣❧+♠❡♥*+ ❞❛♥- ❧❡ ♠♦❞7❧❡ J✉✐ ✐♠♣❧✐J✉❡ ✉♥ ❞✐❛♠7*!❡

♠♦②❡♥ ❞❡- ❜!♦♥❝❤❡- *❡!♠✐♥❛❧❡- ❞❡ ✵✱✺ ♠♠ ❬✶✽❪✳

❖♥ -✬✐♥*+!❡--❡ ♠❛✐♥*❡♥❛♥* ❛✉① ❧♦♥❣✉❡✉!- ❡* ❞✐❛♠7*!❡- ♠♦②❡♥- ♣❛! ❣+♥+!❛*✐♦♥✳ ▲❛ ✜✲

❣✉!❡ ✷✳✽ ♣!+-❡♥*❡ ❝❡- ❣!❛♥❞❡✉!- ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣+♥+!❛*✐♦♥ ❡♥ +❝❤❡❧❧❡ -❡♠✐✲❧♦❣❛!✐*❤♠✐J✉❡✳

❉❡ ❧❛ ❣+♥+!❛*✐♦♥ ✵ : ✶✺✱ ♦♥ !❡*!♦✉✈❡ ♣♦✉! ❧❡- ❞✐❛♠7*!❡- ❧✬❛✉*♦✲-✐♠✐❧❛!✐*+ ♠✐-❡ ❡♥ +✈✐✲

❞❡♥❝❡ ♣❛! ❲❡✐❜❡❧✳ A♦✉! ❧❡- ❧♦♥❣✉❡✉!-✱ ♦♥ !❡♠❛!J✉❡ ♥❡**❡♠❡♥* ❧❛ -♣+❝✐✜❝✐*+ ❞❡- ♣!❡♠✐7!❡-

❣+♥+!❛*✐♦♥- ✭✶ : ✹✮✳ ❉❡ ❧❛ ❣+♥+!❛*✐♦♥ ✹ : ✶✺✱ ❧❡- ❧♦♥❣✉❡✉!- ♣!+-❡♥*❡♥* +❣❛❧❡♠❡♥* ❧❛ ♣!♦✲

♣!✐+*+ ❞✬❛✉*♦✲-✐♠✐❧❛!✐*+✳ ❊♥ !❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✉✲❞❡❧: ❞❡ ❧❛ ❣+♥+!❛*✐♦♥ ✶✺✱ -❡✉❧❡- ❧❡- ❜!♦♥❝❤❡-



✺✸ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❞❡ ❞✐❛♠%&'❡ (✉♣+'✐❡✉' , Dlim = 0, 5 ♠♠ ❛♣♣❛'&✐❡♥♥❡♥& , ❧✬❛'❜♦'❡(❝❡♥❝❡ ✿ ♦♥ ♦❜(❡'✈❡

❞♦♥❝ ✉♥ ♣❧❛&❡❛✉ ♣♦✉' ❧❡( ❣+♥+'❛&✐♦♥( ✶✻ , ✷✸ ❛✉((✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉' ❧❡( ❞✐❛♠%&'❡( :✉❡ ♣♦✉'

❧❡( ❧♦♥❣✉❡✉'(✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡( '+(✉❧&❛&( ❞✉ ♠♦❞%❧❡ (♦♥& ❞♦♥❝ ❡♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞%❧❡

♠♦'♣❤♦♠+&'✐:✉❡ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧✳

❋✐❣✉$❡ ✷✳✽ ✕ ❚'❛❝+( (❡♠✐✲❧♦❣❛'✐&❤♠✐:✉❡( ❞✉ ❞✐❛♠%&'❡ ♠♦②❡♥ ✭✜❣✉'❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡& ❞❡

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉' ♠♦②❡♥♥❡ ✭✜❣✉'❡ ❞❡ ❞'♦✐&❡✮ ❞❡( ❜'♦♥❝❤❡( ❞❡ ❧✬❛'❜'❡ &'❛❝❤+♦❜'♦♥❝❤✐:✉❡ ❡♥

❢♦♥❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣+♥+'❛&✐♦♥✳ ◦ ✿ ♠♦❞%❧❡ ❆ ❞❡ ❲❡✐❜❡❧ ❬✶❪✳ ∗ ✿ ♥♦&'❡ ♠♦❞%❧❡ ❣+♦♠+&'✐:✉❡✳

▲❡( +❝❛'&( ❡♥&'❡ ❧❡( ❞❡✉① ❝♦✉'❜❡( ♣❡✉✈❡♥& (✬❡①♣❧✐:✉❡' ❞❡ ♣❧✉(✐❡✉'( ❢❛N♦♥(✳ ❚♦✉&

❞✬❛❜♦'❞✱ ❧❡( ♣♦✉♠♦♥( , ♣❛'&✐' ❞❡(:✉❡❧( ♦♥& +&+ ❢❛✐&❡( ❧❡( ♠❡(✉'❡( ❞❡ ❲❡✐❜❡❧ ❡& ❞❡ ❘❛❛❜❡

♣'♦✈✐❡♥♥❡♥& ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉( ❞✐✛+'❡♥&( ✿ ❧❛ ✈❛'✐❛❜✐❧✐&+ ♣❤②(✐♦❧♦❣✐:✉❡ ❞❡( ♣♦✉♠♦♥( ❡♥&'❛Q♥❡

❞♦♥❝ ❞❡( ❞✐✛+'❡♥❝❡( ✐♥+✈✐&❛❜❧❡( ❡♥&'❡ ❧❡( ♠❡(✉'❡(✳ ❉✬❛✉&'❡ ♣❛'&✱ ❧❡( ♠+&❤♦❞❡( ❞❡ ♠♦✉✲

❧❛❣❡ ❞❡( ♣♦✉♠♦♥( ✉&✐❧✐(+❡( ♣❛' ❲❡✐❜❡❧ ❡& ❘❛❛❜❡ (♦♥& ❞✐✛+'❡♥&❡( ✿ ❲❡✐❜❡❧ ❛ ✉&✐❧✐(+ ✉♥

♠♦✉❧❛❣❡ , ❜❛(❡ ❞❡ '+(✐♥❡ &❛♥❞✐( :✉❡ ❘❛❛❜❡ ❛ ✉&✐❧✐(+ ✉♥ ♠♦✉❧❛❣❡ , ❜❛(❡ ❞❡ (✐❧✐❝♦♥❡✳ ❊♥

❝♦♥(+:✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ❞✐❧❛&❛&✐♦♥ ❞❡( ❜'♦♥❝❤❡( (✉✐&❡ ❛✉ ♠♦✉❧❛❣❡ ♣❡✉& ❞✐✛+'❡' ❡& ❝♦''❡(♣♦♥❞'❡

, ❞❡( ✈♦❧✉♠❡( ♣✉❧♠♦♥❛✐'❡( ❞✐✛+'❡♥&( ❬✶✷❪✳

S♦✉' &❡'♠✐♥❡'✱ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✷✳✾ ❝♦♠♣❛'❡ ❧❡( '❛♣♣♦'&( ❧♦♥❣✉❡✉' (✉' ❞✐❛♠%&'❡ L/D ❞✉

♠♦❞%❧❡ ❛✉① ♠❡(✉'❡(✳ ▲❡ ♠♦❞%❧❡ +&❛♥& &✐'+ ❞❡( ♠❡(✉'❡( ❞❡ ❘❛❛❜❡ ❡& ❛❧✳✱ ✐❧ ❝♦U♥❝✐❞❡

❛✈❡❝ ❝❡( ♠❡(✉'❡(✳ ❉❡ ♠❛♥✐%'❡ ❣+♥+'❛❧❡✱ ❧❡( '❛♣♣♦'&( ❞❡( ♣'❡♠✐%'❡( ❣+♥+'❛&✐♦♥( ♦♥& ❞❡(

✈❛❧❡✉'( (♣+❝✐✜:✉❡( ❛✉((✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉' ❧❡( ♠❡(✉'❡( :✉❡ ♣♦✉' ❧❡ ♠♦❞%❧❡✳ S❛' ❝♦♥&'❡✱ ❛✉✲❞❡❧,

❞❡ ❧❛ ❣+♥+'❛&✐♦♥ ✹✱ ❧❡( '❛♣♣♦'&( L/D (♦♥& , ♣❡✉ ♣'%( ❝♦♥(&❛♥&( ❡& +❣❛✉① , ✸✳ ▲❡( ♣❧✉(

❣'❛♥❞( +❝❛'&( ❡♥&'❡ ❧❡ ♠♦❞%❧❡ ❡& ❧❡( ♠❡(✉'❡( ❞❡ ❲❡✐❜❡❧ ❛♣♣❛'❛✐((❡♥& ♣♦✉' ❧❡( ♣'❡♠✐%'❡(

❣+♥+'❛&✐♦♥( ♦W ❧❛ ❣+♦♠+&'✐❡ ❞❡( ❜'♦♥❝❤❡( ❡(& (♣+❝✐✜:✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛&♦♠✐❡✳ ▼❛✐( ❞❡ ❢❛N♦♥

❣+♥+'❛❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞%❧❡ '❡♣'♦❞✉✐& ❧❡( ♠❡(✉'❡( ❞❡ ♠❛♥✐%'❡ ❝♦''❡❝&❡✳



✺✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❘❛♣♣♦() ❧♦♥❣✉❡✉( /✉( ❞✐❛♠3)(❡ L/D ♠♦②❡♥ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣7♥7(❛)✐♦♥ ✿

❝♦♠♣❛(❛✐/♦♥ ❞❡/ ❞♦♥♥7❡/ ❞✉ ♠♦❞3❧❡ ❛✈❡❝ ❞✐✛7(❡♥)❡/ ♠❡/✉(❡/ ❬✶✱ ✶✶❪✳

❱❛"✐❛❜✐❧✐&' ✐♥&"❛✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡. &❛✐❧❧❡. ❞❡ ❜"♦♥❝❤❡.

❖♥ 7)✉❞✐❡ ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❧❛ ✈❛(✐❛❜✐❧✐)7 ❞❡/ ❞✐❛♠3)(❡/ ❡) ❞❡/ ❧♦♥❣✉❡✉(/ ❞❡/ ❜(♦♥❝❤❡/

♠❡/✉(7❡ ❞❛♥/ ✉♥ ♣♦✉♠♦♥ ❤✉♠❛✐♥✳ ❆✉ /❡✐♥ ❞✬✉♥❡ ♠D♠❡ ❣7♥7(❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛(❜♦(❡/❝❡♥❝❡✱ ❧❡/

❞✐❛♠3)(❡/ ❡) ❧❡/ ❧♦♥❣✉❡✉(/ ❞❡/ ❜(♦♥❝❤❡/ ❞✐✛3(❡♥)✳

▲❛ ✜❣✉(❡ ✷✳✶✵ (❡♣(7/❡♥)❡ ❧❡/ ❞✐/)(✐❜✉)✐♦♥/ ❞❡/ ❞✐❛♠3)(❡/ ❞❡/ ❜(♦♥❝❤❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❣7♥7✲

(❛)✐♦♥/ ✶ I ✶✵✳ ▲❡/ ❞✐/)(✐❜✉)✐♦♥/ ❝❛❧❝✉❧7❡/ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞3❧❡ /♦♥) ❡♥ ❛❝❝♦(❞ ❛✈❡❝ ❧❡/ ❞✐/)(✐✲

❜✉)✐♦♥/ ♠❡/✉(7❡/ ♣❛( ❲❡✐❜❡❧ ❬✶❪✳ ❉❡ ♠D♠❡✱ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✷✳✶✶ (❡♣(7/❡♥)❡ ❧❡/ ❞✐/)(✐❜✉)✐♦♥/ ❞❡/

❧♦♥❣✉❡✉(/ ❞❡/ ❜(♦♥❝❤❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ ❣7♥7(❛)✐♦♥/ ✶ I ✶✵✳ ▲❡ ♠♦❞3❧❡ (❡♣(♦❞✉✐) 7❣❛❧❡♠❡♥) ❧❡/

❞✐/)(✐❜✉)✐♦♥/ ❞❡/ ❧♦♥❣✉❡✉(/ ♠❡/✉(7❡/ ♣❛( ❲❡✐❜❡❧ ❬✶❪✳
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❛♥❛❧②':' ♣❛) ❞❡' (❡❝❤♥✐D✉❡' ❞❡ ♠♦✉❧❛❣❡ ❞✐✛:)❡♥(❡' ❡( ♣)♦✈✐❡♥♥❡♥( ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉' ❞✐✛:)❡♥('✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉'✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❣:♦♠:()✐D✉❡ ♣❡)♠❡( ❞❡ )❡()♦✉✈❡) ❧✬❡''❡♥(✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠♦)♣❤♦✲

❧♦❣✐❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐)❡ ❛✐♥'✐ D✉❡ ❧❡' ❞✐'()✐❜✉(✐♦♥' ❞❡' (❛✐❧❧❡' ❞❡ ❜)♦♥❝❤❡' ♦❜'❡)✈:❡'

❞❛♥' ❧❡ ♣♦✉♠♦♥ ❞✬✉♥ ♠E♠❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳ ▲❡ ♠♦❞4❧❡ ♣❡)♠❡( ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♥'()✉✐)❡ ✉♥ ❛)❜)❡

()❛❝❤:♦❜)♦♥❝❤✐D✉❡ ♠♦❞4❧❡ ):❛❧✐'(❡ ❞✉ ♣♦✐♥( ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦)♣❤♦♠:()✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐)❡✳

✷✳✸✳✸ ❘♦❜✉'(❡''❡ ❞❡ ❧❛ '(-✉❝(✉-❡

▲❡ ♠♦❞4❧❡ ❣:♦♠:()✐D✉❡ ♥❡ ♣❡)♠❡( ❝❡♣❡♥❞❛♥( ❞❡ ❝♦♥'()✉✐)❡ D✉✬✉♥❡ ✉♥✐D✉❡ ❛)❜♦)❡'✲

❝❡♥❝❡ ❞:(❡)♠✐♥✐'(❡✳ ❆✜♥ ❞❡ )❡♥❞)❡ ❝♦♠♣(❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛)✐❛❜✐❧✐(: ♣❤②'✐♦❧♦❣✐D✉❡ ❡♥()❡ ❧❡' ✐♥❞✐✲

✈✐❞✉'✱ ):'✉❧(❛♥( ♣❛) ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉ ♣)♦❝❡''✉' ❞❡ ❝)♦✐''❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐)❡ ❬✸✶❪✱ ♥♦✉' ♣)♦♣♦'♦♥'



✺✾ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

✐❝✐ ❞✬✐♥%&♦❞✉✐&❡ ❞❡* ✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ❞❡ ❧❛ *%&✉❝%✉&❡ %&❛❝❤/♦❜&♦♥❝❤✐1✉❡✳ 3♦✉& ❝❡❧❛✱ ♦♥ ✐♥❝❧✉%

❞❛♥* ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❞/%❡&♠✐♥✐*%❡ ❞❡* ✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ❛❧/❛%♦✐&❡* ❞❡* &❛♣♣♦&%* ❞✬❤♦♠♦%❤/%✐❡✳ ■❧ ❢❛✉%

❜✐❡♥ &❡♠❛&1✉❡& ✐❝✐ 1✉❡ ❧✬❛*②♠/%&✐❡ ❞/%❡&♠✐♥✐*%❡ &❡♣&/*❡♥%❡ ❧✬❡**❡♥❝❡ ❞✉ ♠♦❞6❧❡ ❣/♦♠/✲

%&✐1✉❡✳ ▲❡ ❜&✉✐% 1✉❡ ❧✬♦♥ ❛❥♦✉%❡ ✐❝✐ ? ❧✬❛*②♠/%&✐❡ ❞/%❡&♠✐♥✐*%❡ ♥✬❡*% ♣❛* ♥/❝❡**❛✐&❡ ♣♦✉&

&❡♣&♦❞✉✐&❡ ❧❡* ♠❡*✉&❡* ♠❛✐* ✐❧ ♣❡&♠❡% ❞❡ %❡*%❡& ❧❛ &♦❜✉*%❡**❡ ❞✉ ♠♦❞6❧❡ ✈✐*✲?✲✈✐* ❞❡ ❧❛

✈❛&✐❛❜✐❧✐%/ ♣❤②*✐♦❧♦❣✐1✉❡✳ ▲❡* ✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ✐♥%&♦❞✉✐%❡* *♦♥% ❞❡ ❞❡✉① %②♣❡*✳

❋❧✉❝$✉❛$✐♦♥) ❛❧*❛$♦✐+❡) ✐♥❞*♣❡♥❞❛♥$❡) ❞❡) +❛♣♣♦+$) ❞✬❤♦♠♦$❤*$✐❡ h0,min ❡$

h0,max ▲❡ ♣&❡♠✐❡& ♠♦❞6❧❡ *✉♣♣♦*❡ 1✉✬? ❝❤❛1✉❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥%✱ ❧❡* ✈❛❧❡✉&* ❞/%❡&♠✐♥✐*%❡*

❞❡* &❛♣♣♦&%* ❞✬❤♦♠♦%❤/%✐❡ *♦♥% ♠♦❞✐✜/❡* *❡❧♦♥ ❧❡* &❡❧❛%✐♦♥* ✿

hmin = h0,min + σX(0, 1)

hmax = h0,max + σY (0, 1) ✭✷✳✶✵✮

X ❡% Y &❡♣&/*❡♥%❡♥% ❞❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ❛❧/❛%♦✐&❡* ❣❛✉**✐❡♥♥❡* ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥%❡*✱ ❝❡♥%&/❡* ❡♥ ✵ ❡%

❞✬/❝❛&%✲%②♣❡ ✶✳ ❊♥ ❝♦♥*/1✉❡♥❝❡✱ ❧❡* &❛♣♣♦&%* ❞✬❤♦♠♦%❤/%✐❡ hmin ❡% hmax *♦♥% ❞❡* ✈❛&✐❛❜❧❡*

❛❧/❛%♦✐&❡* ❞✐*%&✐❜✉/❡* ❛✉%♦✉& ❞❡ h0,min ❡% h0,max ❛✈❡❝ ✉♥ /❝❛&%✲%②♣❡ /❣❛❧ ? σ✳

❋❧✉❝$✉❛$✐♦♥) ❛❧*❛$♦✐+❡) ❛♥$✐✲❝♦++*❧*❡) ❞❡) +❛♣♣♦+$) ❞✬❤♦♠♦$❤*$✐❡ h0,min ❡$

h0,max ▲❡ ❞❡✉①✐6♠❡ ♠♦❞6❧❡ *✉♣♣♦*❡ 1✉✬? ❝❤❛1✉❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥%✱ ❧❡* &❛♣♣♦&%* ❞✬❤♦♠♦✲

%❤/%✐❡ hmin ❡% hmax *♦♥% ❞❡* ✈❛&✐❛❜❧❡* ❛❧/❛%♦✐&❡* ❝♦&&/❧/❡* *❡❧♦♥ ❧❡* &❡❧❛%✐♦♥* ✿

hmin = h0,min + σX(0, 1)

h3
max + h3

min = h3
0,max + h3

0,min ✭✷✳✶✶✮

X &❡♣&/*❡♥%❡ %♦✉❥♦✉&* ✉♥❡ ✈❛&✐❛❜❧❡ ❛❧/❛%♦✐&❡ ❣❛✉**✐❡♥♥❡ ❝❡♥%&/❡ ❡♥ ✵ ❡% ❞✬/❝❛&%✲%②♣❡ ✶✳ ▲❛

*❡❝♦♥❞❡ &❡❧❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬/1✉❛%✐♦♥ ✷✳✶✶ ✐♠♣❧✐1✉❡ 1✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ %♦%❛❧ ❞❡* ❞❡✉① ❜&♦♥❝❤❡* ✜❧❧❡*

❡*% ❝♦♥*❡&✈/ 1✉❛♥❞ ❧❡* ✢✉❝%✉❛%✐♦♥* ❛❧/❛%♦✐&❡* *♦♥% ❛❥♦✉%/❡* ❛✉ ♠♦❞6❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥*/1✉❡♥❝❡✱

❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦&% ❛♥❛%♦♠✐1✉❡ ♥❡ *❡&❛ ♣❛* ♠♦❞✐✜/ ♣❛& ❧✬❛❥♦✉% ❞❡* ✢✉❝%✉❛%✐♦♥*✳

3♦✉& ❧❡* ❞❡✉① ♠♦❞6❧❡* ❞❡ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥*✱ ❧❡* ✈❛❧❡✉&* ♠♦②❡♥♥❡* h0,min ❡% h0,max ❞❡* ✈❛✲

&✐❛❜❧❡* ❛❧/❛%♦✐&❡* hmin ❡% hmax ❝♦&&❡*♣♦♥❞❡♥% ❛✉① ✈❛❧❡✉&* ❞♦♥♥/❡* ❞❛♥* ❧❛ %❛❜❧❡ ✷✳✶✳ ❉❡

♣❧✉*✱ ❧❡* &❛♣♣♦&%* ❞✬❤♦♠♦%❤/%✐❡ ❞❡ ❜✐❢✉&❝❛%✐♦♥* ❞✐✛/&❡♥%❡* *♦♥% *✉♣♣♦*/* ✐♥❞/♣❡♥❞❛♥%*✳

❈❡* ✈❛&✐❛%✐♦♥* ❣❛✉**✐❡♥♥❡* ❞❡* &❛♣♣♦&%* ❞✬❤♦♠♦%❤/%✐❡ ♠♦❞✐✜❡♥% ❛✐♥*✐ ❧/❣6&❡♠❡♥% %♦✉*

❧❡* ❞✐❛♠6%&❡* ❡% ❧♦♥❣✉❡✉&* ❞❡* ❜&♦♥❝❤❡* ❞❡ ❧✬❛&❜&❡✳ 3♦✉& ❧❡ *❡❝♦♥❞ ♠♦❞6❧❡✱ ❧❡* &❛♣♣♦&%*



✻✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❞✬❤♦♠♦%❤&%✐❡ hmin ❡% hmax ❞✬✉♥❡ ♠+♠❡ ❜✐❢✉.❝❛%✐♦♥ 1♦♥% ❛♥%✐✲❝♦..&❧&1✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐7✉❡

7✉❡ 1✐ ♣❛. ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ .❛♣♣♦.% ❞✬❤♦♠♦%❤&%✐❡ hmax ❡1% ♣❧✉1 ❣.❛♥❞ 7✉❡ 1❛ ✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡

h0,max✱ ❛❧♦.1 hmin 1❡.❛ ♣❧✉1 ♣❡%✐% 7✉❡ 1❛ ✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡ h0,min✳ ❊♥ ❞✬❛✉%.❡1 %❡.♠❡1✱ >

✉♥❡ ❜.♦♥❝❤❡ ✜❧❧❡ ♣❧✉1 ❣.♦11❡ 7✉❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❝♦..❡1♣♦♥❞ ✉♥❡ ❜.♦♥❝❤❡ ✜❧❧❡ ♣❧✉1 ♣❡%✐%❡✳

❉✬❛✉%.❡ ♣❛.%✱ ❧❡1 ❜.♦♥❝❤❡1 ❞❡1 ♣.❡♠✐A.❡1 ❣&♥&.❛%✐♦♥1 1♦♥% ♠♦✐♥1 1✉❥❡%%❡1 > ❧❛ ✈❛✲

.✐❛❜✐❧✐%& ♣❤②1✐♦❧♦❣✐7✉❡ ❡% ❧❡✉. ❣&♦♠&%.✐❡ ❡1% ❡11❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ❞&%❡.♠✐♥&❡ ♣❛. ❧✬❛♥❛%♦♠✐❡

✭✜❣✉.❡ ✷✳✷✮✳ ❉❛♥1 ❧❡1 ❞❡✉① ❝❛1✱ ❞❡1 ✢✉❝%✉❛%✐♦♥1 ♥✬♦♥% ❞♦♥❝ &%& ❛❥♦✉%&❡1 7✉❡ ♣♦✉. ❧❡1 .❛♣✲

♣♦.%1 ❞✬❤♦♠♦%❤&%✐❡ ❞❡ ❧✬❛.❜.❡ ✐♥%❡.♠&❞✐❛✐.❡ ✭❣&♥&.❛%✐♦♥1 ❛✉✲❞❡❧> ❞❡ ✹✮✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ❧✬&❝❛.%✲

%②♣❡ σ ❛ &%& ❞&❞✉✐% ❞❡1 ♠❡1✉.❡1 ❢❛✐%❡1 ♣❛. ❘❛❛❜❡ ❬✶✵❪ ❡% ♣.✐1 &❣❛❧ > ✵✱✶✵✳

▲❡1 ✜❣✉.❡1 ✷✳✶✹✳❆ ♣.&1❡♥%❡♥% ❧❡1 ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥1 ♠❡1✉.&❡1 ❬✶✱✷✸❪ ✿ ❡❧❧❡1 ❞♦♥♥❡♥% ❧❛ ❞✐1%.✐✲

❜✉%✐♦♥ ❞❡1 ❣&♥&.❛%✐♦♥1 ❞❡1 ❜.♦♥❝❤❡1 ❞❡ ❞✐❛♠A%.❡ ✷ ♠♠ ❡% ❧❛ ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥ ❞❡1 ❣&♥&.❛%✐♦♥1

❞❡1 ❜.♦♥❝❤❡1 ❞♦♥♥❛♥% ♥❛✐11❛♥❝❡ > ❞❡✉① ❜.♦♥❝❤❡1 ✜❧❧❡1 ❞❡ ❞✐❛♠A%.❡ ✐♥❢&.✐❡✉. > ✵✱✼ ♠♠✳

▲❡1 ✜❣✉.❡1 ✷✳✶✹✳❇ ♣.&1❡♥%❡♥% ❧❡1 ♠+♠❡1 ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥1 ❝❛❧❝✉❧&❡1 ❛✈❡❝ ❧❡ ♣.❡♠✐❡. ♠♦❞A❧❡

❞❡ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥1✱ 7✉✐ 1✉♣♣♦1❡ 7✉❡ hmin ❡% hmax 1♦♥% ❞❡1 ✈❛.✐❛❜❧❡1 ❛❧&❛%♦✐.❡1 ✐♥❞&♣❡♥❞❛♥%❡1✳

❈❧❛✐.❡♠❡♥%✱ ❧❡1 ❤✐1%♦❣.❛♠♠❡1 ❝❛❧❝✉❧&1 ♥❡ .❡♣.♦❞✉✐1❡♥% ♣❛1 ❧❡1 ♠❡1✉.❡1 ❛♥❛%♦♠✐7✉❡1✳

▲❡1 7✉❡✉❡1 ❞❡1 ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥1 ❝❛❧❝✉❧&❡1 1♦♥% ❜❡❛✉❝♦✉♣ %.♦♣ ✐♠♣♦.%❛♥%❡1 ♣❛. .❛♣♣♦.% ❛✉①

♠❡1✉.❡1✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ✉♥ %❡❧ ♠♦❞A❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❣&♥&.❛%✐♦♥ %❡.♠✐♥❛❧❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❧❛.❣❡♠❡♥%

1✉♣&.✐❡✉.❡ > ✷✸✱ ❡♥ ❝♦♥%.❛❞✐❝%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡1 ♠❡1✉.❡1 ❛♥❛%♦♠✐7✉❡1✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ♦♥ .❡♠❛.7✉❡

7✉✬> ❧❛ ❣&♥&.❛%✐♦♥ ✷✹ ❞❡ ❧❛ ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❞.♦✐%❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✷✳✶✹✳❇✱ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡

❜.♦♥❝❤❡1 ❡1% ❡♥❝♦.❡ 1✐❣♥✐✜❝❛%✐❢✳ ❉❡1 ✢✉❝%✉❛%✐♦♥1 ❛❧&❛%♦✐.❡1 ❡% ✐♥❞&♣❡♥❞❛♥%❡1 ❞❡1 .❛♣♣♦.%1

❞✬❤♦♠♦%❤&%✐❡ ♣❡✉✈❡♥% ❡♥ ❡✛❡% ❝♦♥❞✉✐.❡ > ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞.❛1%✐7✉❡ ❞❡1 ❞❡✉① .❛♣♣♦.%1

❞✬❤♦♠♦%❤&%✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠+♠❡ ❜✐❢✉.❝❛%✐♦♥✱ ❝.&❛♥% ♣❛. ❧❛ 1✉✐%❡ ❞❡1 ❜.♦♥❝❤❡1 ✈♦❧✉♠✐♥❡✉1❡1✳

▲❡1 ✜❣✉.❡1 ✷✳✶✹✳❈ ♣.&1❡♥%❡♥% ❧❡1 ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥1 ❝❛❧❝✉❧&❡1 ❛✈❡❝ ❧❡ ❞❡✉①✐A♠❡ ♠♦❞A❧❡ ❞❡

✢✉❝%✉❛%✐♦♥1✱ 7✉✐ 1✉♣♣♦1❡ 7✉❡ hmin ❡% hmax 1♦♥% ❞❡1 ✈❛.✐❛❜❧❡1 ❛❧&❛%♦✐.❡1 ❛♥%✐✲❝♦..&❧&❡1✳

❈❡1 ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥1 1♦♥% ♣❧✉1 ♣.♦❝❤❡1 ❞❡1 ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥1 ♠❡1✉.&❡1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛1

❞❡ ❧❛ ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧❛ ❣&♥&.❛%✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥ .❡1%❡ ❡♥❝♦.❡ ♣❧✉1

&❧❡✈&❡ 7✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐1%.✐❜✉%✐♦♥ ♠❡1✉.&❡✳

▲❛ 1%.✉❝%✉.❡ ❜.♦♥❝❤✐7✉❡ ❡1% ❞♦♥❝ 1❡♥1✐❜❧❡ ❛✉ %②♣❡ ❞❡ ✢✉❝%✉❛%✐♦♥1 ❞❡1 .❛♣♣♦.%1 ❞✬❤♦✲

♠♦%❤&%✐❡✳ ❯♥❡ ❛♥%✐✲❝♦..&❧❛%✐♦♥ ❞❡1 ❞❡✉① .❛♣♣♦.%1 ❞✬❤♦♠♦%❤&%✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠+♠❡ ❜✐❢✉.❝❛✲

%✐♦♥ 1❡♠❜❧❡ +%.❡ ✉♥ ✐♥❣.&❞✐❡♥% ❞&%❡.♠✐♥❛♥% ♣♦✉. .❡♣.♦❞✉✐.❡ ❧❛ ❞✐1♣❡.1✐♦♥ ❞❡1 %❛✐❧❧❡1 ❞❡

❜.♦♥❝❤❡1 ♦❜1❡.✈&❡ ❞❛♥1 ❧✬❛.❜.❡ ❜.♦♥❝❤✐7✉❡✳ ▲✬❛♥%✐✲❝♦..&❧❛%✐♦♥ ❞❡1 .❛♣♣♦.%1 ❞✬❤♦♠♦%❤&%✐❡

❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉.1 ♣❧✉1✐❡✉.1 ❝♦♥1&7✉❡♥❝❡1✳ ❚♦✉% ❞✬❛❜♦.❞✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼✉..❛②✲❍❡11 ❬✽✱ ✾❪ ❡1% ♣.❛✲

%✐7✉❡♠❡♥% ✈&.✐✜&❡ > ❝❤❛7✉❡ ❜✐❢✉.❝❛%✐♦♥ ✿ h3
max + h3

min = 0, 873 + 0, 673 ≈ 0, 96✳ ❉✬❛✉%.❡



✻✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹ ✕ ▲❡' ✜❣✉+❡' ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ +❡♣+1'❡♥3❡♥3 ❧❡' ❞✐'3+✐❜✉3✐♦♥' ❞❡' ❣1♥1+❛3✐♦♥' ❞❡'

❜+♦♥❝❤❡' ❞❡ ❞✐❛♠93+❡ ✷ ♠♠ ❡3 ❧❡' ✜❣✉+❡' ❞❡ ❞+♦✐3❡ ❧❡' ❞✐'3+✐❜✉3✐♦♥' ❞❡' ❣1♥1+❛3✐♦♥'

❞❡' ❜+♦♥❝❤❡' ❞♦♥♥❛♥3 ♥❛✐''❛♥❝❡ : ❞❡✉① ❜+♦♥❝❤❡' ✜❧❧❡' ❞❡ ❞✐❛♠93+❡ ✐♥❢1+✐❡✉+ : ✵✱✼ ♠♠✳

❆ ✿ ♠❡'✉+❡' ♠♦+♣❤♦♠13+✐B✉❡'✱ ❛❞❛♣31 ❞❡ ❬✶✱ ✷✸❪✳ ❇ ✿ +❛♣♣♦+3' ❞✬❤♦♠♦3❤13✐❡ ❛❧1❛3♦✐+❡'

❡3 ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥3' ❛✉✲❞❡❧: ❞❡ ❧❛ ❣1♥1+❛3✐♦♥ ✹✳ ❈ ✿ +❛♣♣♦+3' ❞✬❤♦♠♦3❤13✐❡ ❛❧1❛3♦✐+❡' ❡3

❛♥3✐✲❝♦++1❧1' ❛✉✲❞❡❧: ❞❡ ❧❛ ❣1♥1+❛3✐♦♥ ✹ ✭❞✬❛♣+9' ❬✷✼❪✮✳

♣❛+3✱ ❧❡' ❞✐'3+✐❜✉3✐♦♥' ❞❡' 3❛✐❧❧❡' ❞❡ ❜+♦♥❝❤❡' ❞❡ ❧✬❛+❜♦+❡'❝❡♥❝❡ ❞13❡+♠✐♥✐'3❡ ✭✜❣✉+❡ ✷✳✶✷✮

❡3 ❞❡ ❧✬❛+❜♦+❡'❝❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✢✉❝3✉❛3✐♦♥' ✭✜❣✉+❡ ✷✳✶✹✳❈✮ '❡♠❜❧❡♥3 N3+❡ ♣+❛3✐B✉❡♠❡♥3 ✐❞❡♥✲

3✐B✉❡'✳ ❊♥ ❞✬❛✉3+❡' 3❡+♠❡'✱ ❧✬❛'②♠13+✐❡ '②'31♠❛3✐B✉❡ ❞13❡+♠✐♥✐'3❡ ✐♥❞✉✐3 ✉♥❡ ❞✐'♣❡+'✐♦♥

❞❡' 3❛✐❧❧❡' ❞❡ ❜+♦♥❝❤❡' : ❝❤❛B✉❡ ❣1♥1+❛3✐♦♥ B✉✐ ❝❛❝❤❡ ❡♥ B✉❡❧B✉❡ '♦+3❡ 3♦✉3❡ ✢✉❝3✉❛3✐♦♥

❛❞❞✐3✐♦♥♥❡❧❧❡ '✉+ ❧❛ ❣1♦♠13+✐❡✳

❊♥ ❡✛❡3✱ ♣♦✉+ ✉♥ ♠♦❞9❧❡ '②♠13+✐B✉❡ ❞13❡+♠✐♥✐'3❡ ❞❛♥' ❧❡B✉❡❧ 3♦✉3❡' ❧❡' ❜+♦♥❝❤❡'

♣❛+ ❣1♥1+❛3✐♦♥ '♦♥3 ✐❞❡♥3✐B✉❡'✱ ❧✬❛❥♦✉3 ❞❡ ✢✉❝3✉❛3✐♦♥' ♠♦❞✐✜❡+❛✐3 ♥♦3❛❜❧❡♠❡♥3 ❧❡' ❞✐'✲

3+✐❜✉3✐♦♥' ❞❡ 3❛✐❧❧❡' ❞❡ ❜+♦♥❝❤❡' ✿ ✉♥ 3❡❧ ♠♦❞9❧❡ ❡'3 ❞♦♥❝ 3+9' ❢♦+3❡♠❡♥3 '❡♥'✐❜❧❡ ❛✉①



✻✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞.❧❡ ❣1♦♠1'(✐3✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤1♦❜(♦♥❝❤✐3✉❡

✢✉❝#✉❛#✐♦♥(✳ ▲✬❛(②♠.#/✐❡ ❞❡ ❜/❛♥❝❤❡♠❡♥# (②(#.♠❛#✐4✉❡ ❢♦✉/♥✐# ❡♥ /❡✈❛♥❝❤❡ ❛✉ (②(#7♠❡

♣✉❧♠♦♥❛✐/❡ ✉♥❡ /♦❜✉(#❡((❡ ✈✐(✲;✲✈✐( ❞❡ ❧❛ ✈❛/✐❛❜✐❧✐#. ♣❤②(✐♦❧♦❣✐4✉❡✱ ❝❡ 4✉✐ ♣❡✉# >#/❡ ✐♥✲

#❡/♣/.#. ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦/♠❡ ❞❡ ♣!♦#❡❝#✐♦♥ (#!✉❝#✉!❡❧❧❡✳

✷✳✸✳✹ ❇✐❧❛♥

◆♦✉( ✈❡♥♦♥( ❞❡ ❝♦♥(#/✉✐/❡ ❡# ❞✬.#✉❞✐❡/ ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ❣.♦♠.#/✐4✉❡ /✐❣✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛/❜/❡ #/❛✲

❝❤.♦❜/♦♥❝❤✐4✉❡✳ ❈❡ ♠♦❞7❧❡ (❡ /.✈7❧❡ (✐♠♣❧❡ ❞❛♥( ❧❡ (❡♥( ♦A ✐❧ ♥✬✉#✐❧✐(❡ 4✉❡ 4✉✐♥③❡ ♣❛/❛✲

♠7#/❡( ❣.♦♠.#/✐4✉❡(✳ ■❧ ❡(# .❣❛❧❡♠❡♥# ❡✣❝❛❝❡ ♣✉✐(4✉✬✐❧ ♣❡/♠❡# ❞❡ /❡♣/♦❞✉✐/❡ ❧❡( ♠❡(✉/❡(

♠♦/♣❤♦♠.#/✐4✉❡(✱ ❛✉((✐ ❜✐❡♥ ❧❡( ♠❡(✉/❡( ❛♥❛#♦♠✐4✉❡( ♠♦②❡♥♥❡( 4✉❡ ❧❡( ❞✐(♣❡/(✐♦♥( ❞❡(

#❛✐❧❧❡( ❞❡ ❜/♦♥❝❤❡(✳ ■❧ (❡ /.✈7❧❡ ❡♥✜♥ >#/❡ ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ♣❛/❝✐♠♦♥✐❡✉① ✿ ❧✬.#✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛/#✐❡ ✷✳✷

♥♦✉( ❛ ♠♦♥#/. 4✉❡ #♦✉( ❧❡( ✐♥❣/.❞✐❡♥#( ❞✉ ♠♦❞7❧❡ (♦♥# ♥.❝❡((❛✐/❡( ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥(#/✉✐/❡ ✉♥

♠♦❞7❧❡ ❣.♦♠.#/✐4✉❡ ♣❤②(✐♦❧♦❣✐4✉❡♠❡♥# ❛❝❝❡♣#❛❜❧❡✳ ❙✐ ✉♥ (❡✉❧ ❞❡( ❝❡( ✐♥❣/.❞✐❡♥#( ❡(# (✉♣✲

♣/✐♠.✱ ✉♥❡ ❞❡( ❝❛/❛❝#./✐(#✐4✉❡( ❡((❡♥#✐❡❧❧❡( ❞❡ ❧❛ ❣.♦♠.#/✐❡ #/❛❝❤.♦❜/♦♥❝❤✐4✉❡ ♥❡ (❡/❛

♣❧✉( /❡♣/♦❞✉✐#❡✳

■❧ ❝♦♥✈✐❡♥# ♠❛✐♥#❡♥❛♥# ❞❡ ❝♦♠♣❛/❡/ ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉#/❡( ♠♦❞7❧❡( ❣.♦♠.#/✐4✉❡(

❛(②♠.#/✐4✉❡( ❞❡ ❧❛ ❧✐##./❛#✉/❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ❞.❥; .#. .✈♦4✉.✱ ❲❡✐❜❡❧ ❛ ❞.✈❡❧♦♣♣. ✉♥

♠♦❞7❧❡ ❛(②♠.#/✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛/❜♦/❡(❝❡♥❝❡ #/❛❝❤.♦❜/♦♥❝❤✐4✉❡ ✿ ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❇ ❬✶❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱

❝❡ ♠♦❞7❧❡ ❝♦♥(✐(#❡ ❞❛✈❛♥#❛❣❡ ❡♥ ❞❡( ❧♦✐( ❞❡ ❞✐(#/✐❜✉#✐♦♥( ❜✐♥♦♠✐❛❧❡( ❡# ♥♦/♠❛❧❡(✳

❉❡✉① ♠♦❞7❧❡( ❛(②♠.#/✐4✉❡( ❝❧❛((✐4✉❡( ❞❡ ❧✬❛/❜♦/❡(❝❡♥❝❡ ❜/♦♥❝❤✐4✉❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ♦♥# .#.

.❣❛❧❡♠❡♥# ❞.✈❡❧♦♣♣.( ♣❛/ ❍♦/(✜❡❧❞ ❬✷✸❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❝❡( ♠♦❞7❧❡( ♥.❝❡((✐#❡♥# ♣❧✉( ❞✬✉♥❡

❝❡♥#❛✐♥❡ ❞❡ ♣❛/❛♠7#/❡(✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥# ❞❡ ✈✉❡✱ ❧❡( ♠♦❞7❧❡( ❞✬❍♦/(✜❡❧❞ (♦♥# ❞❛✈❛♥#❛❣❡ ❞❡(

♠♦❞7❧❡( ❛♥❛#♦♠✐4✉❡( ♣❛/ ❝♦♠♣❛/❛✐(♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ♣/♦♣♦(. ✐❝✐ 4✉✐ ❞♦✐# >#/❡ ❝♦♥(✐❞./.

❝♦♠♠❡ ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ♠❛#❤.♠❛#✐4✉❡ (✐♠♣❧✐✜. ❞❡ ❧❛ ❣.♦♠.#/✐❡ #/❛❝❤.♦❜/♦♥❝❤✐4✉❡✳ ◆♦#/❡

♠♦❞7❧❡ ❡①♣❧♦✐#❡ ❛✐♥(✐ ❧✬❛✉#♦✲(✐♠✐❧❛/✐#. ❞❡ ❧✬❛/❜/❡ ✐♥#❡/♠.❞✐❛✐/❡ ❝❡ 4✉✐ /.❞✉✐# ❞❡ ♠❛♥✐7/❡

❞/❛(#✐4✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ♣❛/❛♠7#/❡( ❬✸✷❪✳

❑✐#❛♦❦❛ ❡# ❛❧✳ ♦♥# .❣❛❧❡♠❡♥# ❞.✈❡❧♦♣♣. ✉♥ ♠♦❞7❧❡ ❛(②♠.#/✐4✉❡ ❬✶✺❪✳ ❈❡ ♠♦❞7❧❡ ❡(#

❜❛(. (✉/ ✉♥ ❡♥(❡♠❜❧❡ ❞❡ /7❣❧❡( ❛❧❣♦/✐#❤♠✐4✉❡( ❞.❝♦✉❧❛♥# ❞❡ ❝♦♥(✐❞./❛#✐♦♥( ♣❤②(✐♦❧♦❣✐4✉❡(

❡# ❛♥❛#♦♠✐4✉❡( ✿ ✐❧ ♣❡/♠❡# ❞❡ ❝♦♥(#/✉✐/❡ ✉♥ ♠♦❞7❧❡ #/✐❞✐♠❡♥(✐♦♥♥❡❧ 4✉✐ /❡♠♣❧✐# #♦✉#

❧✬❡(♣❛❝❡ ❞✐(♣♦♥✐❜❧❡✳ ▲❡( #❛✐❧❧❡( ❞❡( ❜/♦♥❝❤❡( ❡# ❧❡✉/( ❞✐(#/✐❜✉#✐♦♥( ❞.♣❡♥❞❡♥# ❛✐♥(✐ ❞❡

❧✬❡♥❝❤❡✈>#/❡♠❡♥# #/✐❞✐♠❡♥(✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧✬❛/❜♦/❡(❝❡♥❝❡✳ ▲❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ❑✐#❛♦❦❛ ❡# ❛❧✳ ❡(# ❡♥

❢❛✐# ✉♥ ❛❧❣♦/✐#❤♠❡ ❞❡ ❝♦♥(#/✉❝#✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❛❧❣♦/✐#❤♠❡ 4✉✐ ♥✬❡(# ♣❛( (✐♠♣❧❡ ; (#♦❝❦❡/

❡# ; #/❛♥(♠❡##/❡✳ ❊♥ /❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦#/❡ ♠♦❞7❧❡ (❡ ❜❛(❛♥# (✉/ ✉♥❡ 4✉✐♥③❛✐♥❡ ❞❡ ♣❛/❛♠7#/❡(

♣❡/♠❡# ❞❡ ❝♦♥(#/✉✐/❡ /❛♣✐❞❡♠❡♥# ✉♥❡ ❛/❜♦/❡(❝❡♥❝❡ ♠♦❞7❧❡✳



✻✸ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❉✬❛✉$%❡' ♠♦❞+❧❡' ❬✶✸✱✷✻❪ '♦♥$ 5❣❛❧❡♠❡♥$ ❜❛'5' '✉% ❧✬❛'②♠5$%✐❡ ❞❡ ❜%❛♥❝❤❡♠❡♥$ ♠❛✐'

❧❛ ♣❧✉♣❛%$ ❞✬❡♥$%❡ ❡✉① ♣%5'❡♥$❡♥$ ❞❡' ♠❡'✉%❡' '$❛$✐'$✐>✉❡' ❞❡ ❧✬❛♥❛$♦♠✐❡ ❜%♦♥❝❤✐>✉❡

♣❧✉$?$ >✉✬✉♥ ♠♦❞+❧❡ ♠❛$❤5♠❛$✐>✉❡ ❡①$%❛✐$ ❞❡ ❝❡' ♠❡'✉%❡'✳

✷✳✹ ●$♥$&❛❧✐*❛+✐♦♥

◆♦✉' ❛❧❧♦♥' ♠♦♥$%❡% ✐❝✐ >✉❡ ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❞5✈❡❧♦♣♣5 ♣♦✉% ❧❡' ♣♦✉♠♦♥' ❤✉♠❛✐♥' ♣❡✉$ '❡

❣5♥5%❛❧✐'❡% C ❧✬❛%❜%❡ $%❛❝❤5♦❜%♦♥❝❤✐>✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥$ ♦✉ ❡♥❝♦%❡ ❞❡' ♠❛♠♠✐❢+%❡'✳

✷✳✹✳✶ ❆%❜%❡ (%❛❝❤,♦❜%♦♥❝❤✐0✉❡ ❞✉ %❛(

◆♦✉' ❛✈♦♥' ❝❤♦✐'✐ ❞✬❛♣♣❧✐>✉❡% ❧❛ ♠5$❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞5✈❡❧♦♣♣5❡ ♣♦✉% ❧❡' ♣♦✉♠♦♥' ❤✉♠❛✐♥'

❛✉ ❝❛' ❞✉ %❛$ ❞❡ %❛❝❡ ▲♦♥❣✲❊✈❛♥'✳

▲✬❛%❜%❡ $%❛❝❤5♦❜%♦♥❝❤✐>✉❡ ❞✉ %❛$ ❛❞✉❧$❡ '✬5$❡♥❞ ❞❡ ❧❛ $%❛❝❤5❡ ✭❣5♥5%❛$✐♦♥ ✵✮ ❥✉'✲

>✉✬❛✉① ❜%♦♥❝❤✐♦❧❡' $❡%♠✐♥❛❧❡' '✐$✉5❡' ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❛✉$♦✉% ❞❡ ❧❛ ❣5♥5%❛$✐♦♥ ✶✺ ❬✶✽❪✳ ▲❡

♠♦❞+❧❡ ❣5♦♠5$%✐>✉❡ ❞✉ %❛$ '❡ ❢♦♥❞❡ 5❣❛❧❡♠❡♥$ '✉% ❧❡' ❞♦♥♥5❡' ❛♥❛❧②'5❡' ♣❛% ▼❛❥✉♠❞❛%

❡$ ❛❧✳ ❬✶✵❪ $✐%5❡' ❞❡' ♠❡'✉%❡' ❞❡ ❘❛❛❜❡ ❬✶✶❪✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉% ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❤✉♠❛✐♥✱ ✐❧ %❡♣♦'❡ '✉%

✉♥❡ ❛✉$♦✲'✐♠✐❧❛%✐$5✱ ✉♥❡ ❛'②♠5$%✐❡ ❞5$❡%♠✐♥✐'$❡✱ ✉♥❡ '♣5❝✐✜❝✐$5 ❞❡' ❜%♦♥❝❤❡' ♣%♦①✐♠❛❧❡'

❞✉❡ C ❞❡' ❝♦♥$%❛✐♥$❡' ❛♥❛$♦♠✐>✉❡' ❬✸✸❪ ❡$ ✉♥ ❝%✐$+%❡ ❞✬❛%%R$ ❞❡ ❧✬❛%❜♦%❡'❝❡♥❝❡ ❜❛'5 '✉%

❧❡ ❞✐❛♠+$%❡ ❞❡' ❜%♦♥❝❤❡'✳ ▲❡' ❜%♦♥❝❤❡' ❛♣♣❛%$❡♥❛♥$ C ❧✬❛%❜%❡ $%❛❝❤5♦❜%♦♥❝❤✐>✉❡ ❞✉ %❛$

❞♦✐✈❡♥$ ❞♦♥❝ ❛✈♦✐% ✉♥ ❞✐❛♠+$%❡ '✉♣5%✐❡✉% ❛✉ ❞✐❛♠+$%❡ ❞❡' ❜%♦♥❝❤✐♦❧❡' $❡%♠✐♥❛❧❡'✱ ❡'$✐♠5

C ✵✱✷✵ ♠♠ ❬✸✹✱ ✸✺❪✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉% ❡$ ❧❡ ❞✐❛♠+$%❡ ❞❡ ❧❛ $%❛❝❤5❡ ❞✬✉♥ %❛$ ❛❞✉❧$❡ '♦♥$ ♣%✐'

5❣❛✉① C ✸✹ ♠♠ ❡$ ✶✱✼ ♠♠ ❬✶✶❪✳

▲❛ $❛❜❧❡ ✷✳✷ %5'✉♠❡ ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❣5♦♠5$%✐>✉❡ %✐❣✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ $%❛❝❤5♦❜%♦♥❝❤✐>✉❡ ❞✬✉♥

%❛$ ❛❞✉❧$❡ ❞❡ %❛❝❡ ▲♦♥❣✲❊✈❛♥' ♣❡'❛♥$ ❡♥✈✐%♦♥ ✸✷✵ ❣✳

▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦%$ ❛♥❛$♦♠✐>✉❡ ❝❛❧❝✉❧5 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❡'$ ❞✬❡♥✈✐%♦♥ ✶✱✷✸ ♠▲✳ ▲❡' ♠❡'✉%❡'

❝❤❡③ ❧❡ %❛$ ❛❞✉❧$❡ ❞❡ %❛❝❡ ▲♦♥❣✲❊✈❛♥' ♣❡'❛♥$ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✸✵✵ ❣ ❞♦♥♥❡♥$ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡

❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ✶✱✶✵ ♠▲ ❬✸✺❪✲✶✱✶✺ ♠▲ ❬✸✻❪✳ ▲❡ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ❝❛❧❝✉❧5 ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❡'$

❞✬❡♥✈✐%♦♥ 2 800✳ ❈❡$$❡ ✈❛❧❡✉% ❡'$ ❝♦♠♣❛%❛❜❧❡ C ❧✬❡'$✐♠❛$✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜%❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ❢❛✐$❡ ♣❛%

❨❡❤ ❡$ ❛❧✳ ❬✸✺❪✱ 2 487 ❛❝✐♥✐✳ ❘♦❞%✐❣✉❡③ ❡$ ❛❧✳ ❬✸✹❪ ♦♥$ ❡'$✐♠5 >✉❛♥$ C ❡✉① ❝❡ ♥♦♠❜%❡ C

2 012✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡' ❜%♦♥❝❤✐♦❧❡' $❡%♠✐♥❛❧❡' '✬5$❡♥❞❡♥$ '❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❞❡ ❧❛ ❣5♥5%❛$✐♦♥ ✻

C ✷✸ ❛✉$♦✉% ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉% ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✸✲✶✹✳ ▲❡' ♠❡'✉%❡' ♠♦♥$%❡♥$ >✉❡ ❧❡' ❜%♦♥❝❤✐♦❧❡'

$❡%♠✐♥❛❧❡' '✬5$❡♥❞❡♥$ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❝❤❡③ ❧❡ %❛$ ❞❡ ❧❛ ❣5♥5%❛$✐♦♥ ✽ C ✷✺ ❛✉$♦✉% ❞✬✉♥❡

❣5♥5%❛$✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ 5❣❛❧❡ C ✶✺ ❬✶✽❪✳



✻✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❘❛♣♣♦$% ❞✬❤♦♠♦%❤*%✐❡ h ❘❛♣♣♦$% ❧♦♥❣✉❡✉$

●*♥*$❛%✐♦♥ ♣♦✉$ ❧❡ ❞✐❛♠2%$❡ D 3✉$ ❞✐❛♠2%$❡

h0,max h0,min L/D

✶ ✵✱✽✾ ✵✱✽✸ ✷✱✽✶

✷ ✶✱✶✾ ✵✱✻✷ ✶✱✻✽

✸ ✵✱✾✵ ✵✱✻✵ ✶✱✵✼

✹ ✵✱✾✵ ✵✱✺✼ ✶✱✼✺

≥ ✺ ✵✱✽✼ ✵✱✺✽ ✶✱✻✺

❈$✐%2$❡ ❞✬❛$$@% ❞❡ ❧✬❛$❜♦$❡3❝❡♥❝❡

Dlim = 0, 2 ♠♠

❚❛❜❧❡ ✷✳✷ ✕ E❛$❛♠2%$❡3 ❞✉ ♠♦❞2❧❡ ❣*♦♠*%$✐F✉❡ $✐❣✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ %$❛❝❤*♦❜$♦♥❝❤✐F✉❡

♣♦✉$ ✉♥ $❛% ❛❞✉❧%❡ ❞❡ $❛❝❡ ▲♦♥❣✲❊✈❛♥3 ♣❡3❛♥% ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✸✷✵ ❣ ✭❞✬❛♣$23 ❬✷✼❪✮✳

❉❡ ♠❛♥✐2$❡ ❣*♥*$❛❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞2❧❡ $❡♣$♦❞✉✐% ❝♦$$❡❝%❡♠❡♥% ❧❡3 ♠❡3✉$❡3 ♠♦$♣❤♦♠*%$✐F✉❡3

♠♦②❡♥♥❡3✳ ■❧ ❢❛✉% ♥♦%❡$ ♥*❛♥♠♦✐♥3 F✉❡ ❧❛ 3%$✉❝%✉$❡ ❜$♦♥❝❤✐F✉❡ ❞✉ $❛% ❡3% 3✉❥❡%%❡ T ✉♥❡
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❘❛♠❝❤❛♥❞❛♥✐ ❡* ❛❧✳ ❬✸✽❪ ♦♥* ❝♦♠♣❛+8 ❧❛ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦✉♠♦♥ ♠❛*✉+❡ ❡* ❞✬✉♥
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8*✉❞❡✱ ❧❛ 1*+✉❝*✉+❡ ❜+❛♥❝❤8❡ ❞❡1 ♣♦✉♠♦♥1 ❡1* ❢♦+♠8❡ ❞)1 ❧❛ ♥❛✐11❛♥❝❡ ❡* 1❡♠❜❧❡ 1❡ ♣+8✲
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♣♦✉♠♦♥1 ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥* 1♦♥* ✉♥❡ ✈❡+1✐♦♥ +8❞✉✐*❡ ❞❡1 ♣♦✉♠♦♥1 ❤✉♠❛✐♥1 ❛❞✉❧*❡1✳ ▲❡1 ♣❛✲

+❛♠)*+❡1 ❣8♦♠8*+✐:✉❡1 ❞✉ ♠♦❞)❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞✉❧*❡ ❞♦✐✈❡♥* ❞♦♥❝ N*+❡ ❝♦♥1❡+✈81 ❛✉ ❝♦✉+1 ❞❡

❧❛ ❝+♦✐11❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐+❡ 1✐ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡1* ❜✐❡♥ ❛✉*♦✲1✐♠✐❧❛✐+❡✳ O❛+ ❝♦♥*+❡✱ ❧❡ ❝+✐*)+❡ ❞✬❛++N*

❞❡ ❧✬❛+❜♦+❡1❝❡♥❝❡✱ ❧❡ ❞✐❛♠)*+❡ Dlim ❞❡1 ❜+♦♥❝❤✐♦❧❡1 *❡+♠✐♥❛❧❡1✱ ✈❛ ✈❛+✐❡+ ❛✉ ❝♦✉+1 ❞❡ ❧❛

❝+♦✐11❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐+❡✳

▼♦+*❡♥1❡♥ ❡* ❛❧✳ ❬✸✾✱✹✵❪ ♦♥* +8❛❧✐18 ❞❡1 ♠♦✉❧❛❣❡1 ❞❡ ♣♦✉♠♦♥1 ❞✬❡♥❢❛♥*1 ♥♦♥ ❛**❡✐♥*1

❞❡ ♣❛*❤♦❧♦❣✐❡1 ♣✉❧♠♦♥❛✐+❡1 ❡♥*+❡ ❧❛ ♥❛✐11❛♥❝❡ ❡* ✷✶ ❛♥1 ✿ ❝❡**❡ ❜❛1❡ ❞❡ ❞♦♥♥8❡ ❡1* ✉♥✐:✉❡

❞❛♥1 ❧❡ 1❡♥1 ♦U ❡❧❧❡ +❡❝❡♥1❡ ❧❡ ❞✐❛♠)*+❡✱ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉+ ❡* ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡1 ❜+♦♥❝❤❡1 ❞❡1 ✶✵



✻✻ ❈❤❛♣✐&'❡ ✷✳ ▼♦❞.❧❡ ❣1♦♠1&'✐3✉❡ ❞❡ ❧✬❛'❜'❡ &'❛❝❤1♦❜'♦♥❝❤✐3✉❡

♣!❡♠✐%!❡& ❣(♥(!❛+✐♦♥& ❞❡ ♣❧✉& ❞❡ ✸✻ ♠♦✉❧❛❣❡& ❞❡ ♣♦✉♠♦♥& ❞✬❡♥❢❛♥+&✳ ▼(♥❛❝❤❡ ❡+ ❛❧✳ ❬✹✶❪

♦♥+ ❛♥❛❧②&( ❧❡& ♠❡&✉!❡& ❢❛✐+❡& ♣❛! ▼♦!+❡♥&❡♥ ❡+ ❞(✈❡❧♦♣♣( ❞❡& ♠♦❞%❧❡& ❛♥❛+♦♠✐>✉❡&

❞✬❛!❜!❡ +!❛❝❤(♦❜!♦♥❝❤✐>✉❡ ♣♦✉! ❞❡& ❡♥❢❛♥+& ❞✬@❣❡ ❞✐✛(!❡♥+✳ ❉❡ ❧❛ ❣(♥(!❛+✐♦♥ ✵ D ✶✵✱ ✐❧&

♦♥+ ❞✐!❡❝+❡♠❡♥+ ✉+✐❧✐&( ❧❡& ❞♦♥♥(❡& ❞❡ ▼♦!+❡♥&❡♥✳ F❛! ❝♦♥+!❡✱ ❛✉✲❞❡❧D ❞❡ ❧❛ ❣(♥(!❛+✐♦♥ ✶✵✱

✐❧& ♦♥+ ❡✛❡❝+✉( ✉♥❡ ❡&+✐♠❛+✐♦♥ ❞❡& ❞✐❛♠%+!❡& ❡+ ❧♦♥❣✉❡✉!& ❞❡& ❜!♦♥❝❤❡& ♣♦✉! ❝♦♥&+!✉✐!❡

❧❡✉! ♠♦❞%❧❡✳ ▲❡& ❞✐✛(!❡♥+& ♠♦❞%❧❡& ❞✬❛!❜!❡ ❞♦♥♥❡♥+✱ ♣♦✉! ❝❤❛>✉❡ ♣♦✉♠♦♥ ❞✬❡♥❢❛♥+✱ ❧❛

❧♦♥❣✉❡✉! ❡+ ❧❡ ❞✐❛♠%+!❡ ♠♦②❡♥& ❞❡& ❜!♦♥❝❤❡& ♣❛! ❣(♥(!❛+✐♦♥✳

▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥

◆♦✉& ❝❤♦✐&✐&&♦♥& ✐❝✐ ❞❡ ♠♦❞(❧✐&❡! ❧✬❛!❜!❡ +!❛❝❤(♦❜!♦♥❝❤✐>✉❡ ❞✬✉♥ ❡♥❢❛♥+ @❣( ❞❡ ✸ ❛♥&✳

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❣(♦♠(+!✐>✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥+ ✉+✐❧✐&❡ ❧❛ ♠J♠❡ +❛❜❧❡ ❞❡ ♣❛!❛♠%+!❡& >✉❡ ❧❡ ♠♦❞%❧❡ ❞❡

❧✬❛❞✉❧+❡✱ ❧❛ +❛❜❧❡ ✷✳✶✱ ❡①❝❡♣+( ♣♦✉! ❧❡ ❞✐❛♠%+!❡ Dlim ❡&+✐♠( D 0, 21 ♠♠ ❬✹✶❪✳ ▲❡ ❞✐❛♠%+!❡

❡+ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉! ❞❡ ❧❛ +!❛❝❤(❡ &♦♥+ >✉❛♥+ D ❡✉① ❡&+✐♠(& D ✵✱✾✺ ❝♠ ❡+ ✼✱✵✶ ❝♠ ❬✹✶❪✳

◆♦+!❡ ♠♦❞%❧❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦!+ ❛♥❛+♦♠✐>✉❡ ❞❡ ✷✸✱✽ ♠▲ ❡♥ ❛&&❡③ ❜♦♥ ❛❝❝♦!❞

❛✈❡❝ ❧✬❡&+✐♠❛+✐♦♥ ❞❡ ✷✶✱✺ ♠▲ ❢❛✐+❡ ♣❛! ▼(♥❛❝❤❡ ❡+ ❛❧✳ ❬✹✶❪✳ ▲❡ ♥♦♠❜!❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ❝❛❧❝✉❧(

❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞%❧❡ ❡&+ ❞✬❡♥✈✐!♦♥ 42000✳ ■❧ ❞✐✛%!❡ ❞❡ ❧✬❡&+✐♠❛+✐♦♥ ❢❛✐+❡ ♣❛! ▼(♥❛❝❤❡ ❡+ ❛❧✳ ❝❛!

❝❡& ❞❡!♥✐❡!& ♠♦❞(❧✐&❡♥+ ✉♥❡ ❛!❜♦!❡&❝❡♥❝❡ ❞✐❝❤♦+♦♠✐>✉❡ &②♠(+!✐>✉❡ &✉! ✶✺ ❣(♥(!❛+✐♦♥&✳

▲❡ ♥♦♠❜!❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ❞❡ ❧❡✉! ♠♦❞%❧❡ ❡&+ ❞♦♥❝ 215 &♦✐+ 32 768✳ ▲❡ ♥♦♠❜!❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ❡&+✐♠(

♣❛! ♥♦+!❡ ♠♦❞%❧❡ ❡&+ ❝❡♣❡♥❞❛♥+ ❝♦!!❡❝+ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②&✐♦❧♦❣✐>✉❡ ✿ ❝❡ ♥♦♠❜!❡ ❡&+

&✉♣♣♦&( ♥❡ ♣❛& (✈♦❧✉❡! ❛✈❡❝ ❧✬@❣❡ ❡+ ❡&+ ❡&+✐♠( ❡♥+!❡ 15 000 ❡+ 61 000✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉!

♠♦②❡♥♥❡ (❣❛❧❡ D 39 000 ❬✸✵❪✳

▲❛ ✜❣✉!❡ ✷✳✶✻ ♣!(&❡♥+❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉! ❡+ ❧❡ ❞✐❛♠%+!❡ ♠♦②❡♥& ❞❡& ❜!♦♥❝❤❡& ♣❛! ❣(♥(!❛+✐♦♥✳

◆♦+!❡ ♠♦❞%❧❡ !❡♣!♦❞✉✐+ ❝♦!!❡❝+❡♠❡♥+ ❧❡& ♠❡&✉!❡& ❛♥❛+♦♠✐>✉❡& ♠♦②❡♥♥❡& ❞❡ ▼(♥❛❝❤❡ ✿

♦♥ !❡+!♦✉✈❡ ❧✬❛✉+♦✲&♠✐❧❛!✐+( ❞❡ ❧✬❛!❜!❡ ✐♥+❡!♠(❞✐❛✐!❡ ❡+ ❧❛ &♣(❝✐✜❝✐+( ❣(♦♠(+!✐>✉❡ ❞❡&

♣!❡♠✐%!❡& ❣(♥(!❛+✐♦♥&✳ ▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❞❡ ▼(♥❛❝❤❡ &✬❛!!J+❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥+ D ❧❛ ❣(♥(!❛+✐♦♥ ✶✺✳

❉❛♥& ♥♦+!❡ ♠♦❞%❧❡✱ ❛✉✲❞❡❧D ❞❡ ❧❛ ❣(♥(!❛+✐♦♥ ✶✺✱ &❡✉❧❡& ❧❡& ❜!♦♥❝❤❡& ❞❡ ❞✐❛♠%+!❡ &✉♣(!✐❡✉!

D Dlim = 0, 21 ♠♠ ❛♣♣❛!+✐❡♥♥❡♥+ D ❧✬❛!❜♦!❡&❝❡♥❝❡ ✿ ♦♥ ♦❜&❡!✈❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣❧❛+❡❛✉ ♣♦✉! ❧❡&

❣(♥(!❛+✐♦♥& ✶✻ D ✷✸✳

■❧ ❢❛✉❞!❛✐+ ❝♦♠♣❛!❡! ♠❛✐♥+❡♥❛♥+ ❧❛ ❞✐&♣❡!&✐♦♥ ❞❡& +❛✐❧❧❡& ❞❡ ❜!♦♥❝❤❡& ♣!(❞✐+❡ ♣❛! ❧❡

♠♦❞%❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡& ♠❡&✉!❡&✳ ▼❛✐& ♣❡✉ ❞✬(+✉❞❡& ❛②❛♥+ (+( ❢❛✐+❡& &✉! ❧❡ &✉❥❡+✱ ✐❧ ❡&+ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡

♠❡♥❡! ❝❡& ❝♦♠♣❛!❛✐&♦♥&✳ ▲❛ ✈❛❧✐❞❛+✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞%❧❡ ✈✐&✲D✲✈✐& ❞❡ ❧❛ ❞✐&♣❡!&✐♦♥ ❞❡& +❛✐❧❧❡&

!❡&+❡ ❞♦♥❝ D !(❛❧✐&❡!✳



✻✼ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✻ ✕ ❚&❛❝)* *❡♠✐✲❧♦❣❛&✐2❤♠✐4✉❡* ❞✉ ❞✐❛♠72&❡ ♠♦②❡♥ ✭✜❣✉&❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡2 ❞❡

❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉& ♠♦②❡♥♥❡ ✭✜❣✉&❡ ❞❡ ❞&♦✐2❡✮ ❞❡* ❜&♦♥❝❤❡* ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ 2&❛❝❤)♦❜&♦♥❝❤✐4✉❡ ❡♥

❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣)♥)&❛2✐♦♥✳ ◦ ✿ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ▼)♥❛❝❤❡ ❬✹✶❪✳ ∗ ✿ ♥♦2&❡ ♠♦❞7❧❡ ❣)♦♠)2&✐4✉❡✳

❆✉"♦✲%✐♠✐❧❛*✐"+ ❞✉ ♣*♦❝❡%%✉% ❞❡ ❝*♦✐%%❛♥❝❡

▼)♥❛❝❤❡ ❡2 ❛❧✳ ♦♥2 ❝♦♥*2&✉✐2 ❞❡* ♠♦❞7❧❡* ❞✬❛&❜&❡ ♣♦✉& ❞❡* ❡♥❢❛♥2* ❞❡ ❞✐✛)&❡♥2* G❣❡*✳

❆✜♥ ❞❡ ✈)&✐✜❡& ❧❛ ❣)♥)&❛❧✐*❛2✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞7❧❡ ❣)♦♠)2&✐4✉❡✱ ♥♦✉* ❛✈♦♥* ❞♦♥❝ ❝♦♥*2&✉✐2 ❞❡*

♠♦❞7❧❡* ❞✬❛&❜&❡ 2&❛❝❤)♦❜&♦♥❝❤✐4✉❡ ♣♦✉& 2♦✉* ❧❡* ♣♦✉♠♦♥* ❞✬❡♥❢❛♥2*✳ ■❧ *✬❛✈7&❡ 4✉❡ *✉&

❧❡* ♥❡✉❢ ♠♦❞7❧❡* ❞)✈❡❧♦♣♣)*✱ *❡✉❧* ❝✐♥4 ♠♦❞7❧❡* ♣❡&♠❡22❡♥2 ❞❡ &❡♣&♦❞✉✐&❡ ❧❡* ♠❡*✉&❡*✳

❈❡❝✐ *❡♠❜❧❡ *✉❣❣)&❡& 4✉❡ ❧❡* ♣♦✉♠♦♥* ❤✉♠❛✐♥* ♥❡ ❝&♦✐**❡♥2 ♣❛* ❡①❛❝2❡♠❡♥2 *❡❧♦♥ ✉♥

♣&♦❝❡**✉* ❛✉2♦✲*✐♠✐❧❛✐&❡✳

▲❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✼ ♣&)*❡♥2❡ ❧❡ &❛♣♣♦&2 ❞✬❤♦♠♦2❤)2✐❡ ♠♦②❡♥ ♥♦&♠❛❧✐*) hn(a, g) ❞❡* ❜&♦♥❝❤❡*

❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣)♥)&❛2✐♦♥ g ❡2 ❞❡ ❧✬G❣❡ a ✿

hn(a, g) =
D(a, g)/D(a, g = 0)

D(a = 21 ans, g)/D(a = 21 ans, g = 0)
✭✷✳✶✷✮

P♦✉& ❝❤❛4✉❡ G❣❡✱ ❧❡* ❞✐❛♠72&❡* ♠♦②❡♥* D(a, g) *♦♥2 ❞✐✈✐*)* ♣❛& ❧❡ ❞✐❛♠72&❡ ❞❡ ❧❛

2&❛❝❤)❡ ✭g = 0✮ ✿ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❧❡ &❛♣♣♦&2 ❞✬❤♦♠♦2❤)2✐❡ ♠♦②❡♥ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣)♥)&❛2✐♦♥ g

Q ❧✬G❣❡ a✳ ❈❡ &❛♣♣♦&2 ❞✬❤♦♠♦2❤)2✐❡ ❡*2 ❡♥*✉✐2❡ ♥♦&♠❛❧✐*) ♣❛& ❧❡ &❛♣♣♦&2 ❞✬❤♦♠♦2❤)2✐❡

❝♦&&❡*♣♦♥❞❛♥2 Q ❧✬G❣❡ a = 21 ❛♥*✳ ❙✐ ❧❛ ❝&♦✐**❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐&❡ ❡*2 ❡①❛❝2❡♠❡♥2 ❛✉2♦✲

*✐♠✐❧❛✐&❡✱ ❧❡ &❛♣♣♦&2 ❞✬❤♦♠♦2❤)2✐❡ ♠♦②❡♥ ♥♦&♠❛❧✐*) hn(a, g) *❡&❛✐2 ♣♦✉& 2♦✉* ❧❡* G❣❡* ❡2

♣♦✉& 2♦✉2❡* ❧❡* ❣)♥)&❛2✐♦♥* )❣❛❧ Q ✶✳ ❖&✱ ❞✬❛♣&7* ❧❛ ✜❣✉&❡ ✷✳✶✼✱ ❝❡ ♥✬❡*2 ♣❛* ❧❡ ❝❛* ✿ ❝❡❝✐

*✉❣❣7&❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ 4✉❡ ❧❡ ♣&♦❝❡**✉* ❞❡ ❝&♦✐**❛♥❝❡ ❡*2 ♣❧✉* ❝♦♠♣❧❡①❡✳



✻✽ ❈❤❛♣✐'(❡ ✷✳ ▼♦❞/❧❡ ❣2♦♠2'(✐4✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐4✉❡

❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✼ ✕ ❘❛♣♣♦)* ❞✬❤♦♠♦*❤/*✐❡ ♠♦②❡♥ ♥♦)♠❛❧✐5/ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣/♥/)❛*✐♦♥ ❡* ❞❡

❧✬9❣❡ ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥* ❬✹✶❪✳ ❈❤❛>✉❡ ❞✐❛♠@*)❡ ♠♦②❡♥ ♣❛) ❣/♥/)❛*✐♦♥ ♣♦✉) ✉♥ ❡♥❢❛♥* ❞✬9❣❡ a ❡5*

❞✐✈✐5/ ♣❛) ❧❡ ❞✐❛♠@*)❡ ❞❡ ❧❛ *)❛❝❤/❡ ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥* ❞❡ ♠B♠❡ 9❣❡ a✳ ❈❡ )❛♣♣♦)* ❞✬❤♦♠♦*❤/*✐❡

❣❧♦❜❛❧ ❡5* ❡♥5✉✐*❡ ♥♦)♠❛❧✐5/ ♣❛) ❧❡ )❛♣♣♦)* ❞✬❤♦♠♦*❤/*✐❡ ❝♦))❡5♣♦♥❞❛♥* ❞❡ ❧✬❛❞✉❧*❡ ✭9❣❡

✷✶ ❛♥5✮✳

❯♥❡ 5♦❧✉*✐♦♥ ❛ ❝❡♣❡♥❞❛♥* /*/ *)♦✉✈/❡ ❛✜♥ ❞❡ ❝♦♥5*)✉✐)❡ ❞❡5 ❛)❜♦)❡5❝❡♥❝❡5 ❛❝❝❡♣✲

*❛❜❧❡5 ♣❤②5✐♦❧♦❣✐>✉❡♠❡♥* ♣♦✉) *♦✉5 ❧❡5 9❣❡5✳ I♦✉) ❝❡❧❛✱ ❧❡5 )❛♣♣♦)*5 ❞✬❤♦♠♦*❤/*✐❡ ❞✉

♠♦❞@❧❡ ❣/♦♠/*)✐>✉❡ ♦♥* /*/ ♠♦❞✐✜/5 ❞❡ ❢❛K♦♥ L )❡*)♦✉✈❡) ✉♥ ♥♦♠❜)❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ❞❡ ❧✬♦)❞)❡

❞❡ 30 000 ❡* L ❝♦♥5❡)✈❡) ❧❡ ♠B♠❡ ❞❡❣)/ ❞✬❛5②♠/*)✐❡ >✉❡ ❧✬❛❞✉❧*❡✳ ▲❡5 )❛♣♣♦)*5 ❧♦♥❣✉❡✉)

5✉) ❞✐❛♠@*)❡ ❛✐♥5✐ >✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠@*)❡ Dlim ♦♥* /*/ ❞/✜♥✐5 L ♣❛)*✐) ❞❡5 ♠❡5✉)❡5 ❞❡ ▼/♥❛❝❤❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉5✐♦♥✱ L *♦✉* ✐♥5*❛♥* ❞❡ ❧❛ ❝)♦✐55❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐)❡✱ ❧❛ ❣/♦♠/*)✐❡ *)❛❝❤/♦❜)♦♥✲

❝❤✐>✉❡ ✐♥*❡)♠/❞✐❛✐)❡ ♣)/5❡♥*❡ ✉♥❡ ❛✉*♦✲5✐♠✐❧❛)✐*/ ❞❛♥5 ❧✬❡5♣❛❝❡✳ ❊♥ )❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡ ♣)♦❝❡55✉5

❞❡ ❝)♦✐55❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐)❡ ♥❡ ♣❡✉* B*)❡ ❞/❝)✐* ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣)♦❝❡55✉5 ❛✉*♦✲5✐♠✐❧❛✐)❡ ❞❛♥5 ❧❡

*❡♠♣5✳ ■❧ 5❡♠❜❧❡)❛✐* >✉❡ ❝❡)*❛✐♥❡5 ❣/♥/)❛*✐♦♥5 ❞❡ ❧✬❛)❜♦)❡5❝❡♥❝❡ ❝)♦✐55❡♥* ♣❧✉5 ✈✐*❡ >✉❡

❧❡5 ❛✉*)❡5✳ ▼❛❧❣)/ ❝❡❧❛✱ ♥♦*)❡ ♠♦❞@❧❡ ❡5* ❣/♥/)❛❧✐5❛❜❧❡ L ❧✬❛)❜♦)❡5❝❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥* ❞❛♥5

❧❡ 5❡♥5 ♦Q ❧✬❡55❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞/❧✐5❛*✐♦♥ ♣❡)♠❡* ❞❡ ❝♦♥5*)✉✐)❡ ❞❡5 ❛)❜♦)❡5❝❡♥❝❡5 ♣❤②5✐♦❧♦✲

❣✐>✉❡♠❡♥* ❛❝❝❡♣*❛❜❧❡5✳ ❚♦✉* ❝❡❝✐ ♥/❝❡55✐*❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥* ❞❡5 /*✉❞❡5 ♣❧✉5 ❛♣♣)♦❢♦♥❞✐❡5✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶ ✕ ✿ ❊✈♦❧✉%✐♦♥ %②♣✐9✉❡ ❞✉ ❞&❜✐% ❞✬❛✐' ✐♥"♣✐'& ❡% ❡①♣✐'& ❛✉ ❝♦✉'" ❞✉ ❝②❝❧❡

'❡"♣✐'❛%♦✐'❡ ❛✉ '❡♣♦" ❬✶❪✳ ✿ ▼♦❞&❧✐"❛%✐♦♥ ❞✉ ❞&❜✐% ❞✬❛✐' ❞❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ✐♥"♣✐'❛%♦✐'❡ ♣❛'

✉♥ ❞&❜✐% ❞✬❛✐' ❝♦♥"%❛♥%✳

▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉'❛♥% ❡"% ♣'✐" &❣❛❧ * ✺✵✵ ♠▲ ❬✷❪✳ ▲❡ ❞&❜✐% ❞✬❛✐' ❡♥%'❛♥% ❞❛♥" ❧✬❛'❜'❡

❜'♦♥❝❤✐9✉❡ ❡"% ❞♦♥❝ Φ0 = 250 ♠▲✴"✳ ▲❡ ❞✐❛♠O%'❡ ❞❡ ❧❛ %'❛❝❤&❡ &%❛♥% ❡"%✐♠& * ✶✱✽ ❝♠✱

❧✬❛✐' ❡♥%'❡ ❞❛♥" ❧❛ %'❛❝❤&❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✈✐%❡""❡ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧✬♦'❞'❡ ❞❡ ✶ ♠✴"✳

▲✬✐♥"♣✐'❛%✐♦♥ &%❛♥% ✉♥ ♣❤&♥♦♠O♥❡ ❛❝%✐❢✱ ✐❧ ❢❛✉% ♠♦❞&❧✐"❡' ❧❡" ❝♦♥❞✐%✐♦♥" %❡'♠✐♥❛❧❡" ❞❡

❧✬❛'❜'❡ ❜'♦♥❝❤✐9✉❡ ❛✜♥ ❞❡ '❡♣'♦❞✉✐'❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ✐♥"♣✐'❛%♦✐'❡✳ ❚'♦✐" ♠♦❞O❧❡" "♦♥% ❡♥✈✐"❛❣&"

✐❝✐✳ ❈❡ "♦♥% %♦✉" %'♦✐" ❞❡" ♠♦❞O❧❡" "%❛%✐♦♥♥❛✐'❡" ♦S ❧❡" ❞&❜✐%" ❞✬❛✐' "♦♥% "✉♣♣♦"&" ✐♥❞&✲

♣❡♥❞❛♥%" ❞✉ %❡♠♣"✳ ❉✬❛✉%'❡ ♣❛'%✱ ♦♥ "✉♣♣♦"❡ 9✉❡ ❧❡" ❜'♦♥❝❤❡" "♦♥% '✐❣✐❞❡" ❛✉ ❝♦✉'" ❞❡

❧✬✐♥"♣✐'❛%✐♦♥✳ ▲❛ ❣&♦♠&%'✐❡ %'❛❝❤&♦❜'♦♥❝❤✐9✉❡ ❡"% %✐'&❡ ❞✉ ♠♦❞O❧❡ ❣&♦♠&%'✐9✉❡ ❞&✈❡❧♦♣♣&

❛✉ ❝❤❛♣✐%'❡ ♣'&❝&❞❡♥%✳



✼✼ ❈❤❛♣✐&'❡ ✸✳ ▼♦❞.❧❡ ✐♥1♣✐'❛&♦✐'❡ ❞❡ ❧✬❛'❜'❡ &'❛❝❤5♦❜'♦♥❝❤✐6✉❡

✸✳✶✳✶ ▼♦❞&❧❡ ❆ ✿ ❞+❜✐./ ❞✬❛✐2 .❡2♠✐♥❛✉① ✐❞❡♥.✐7✉❡/

❈❤❛#✉❡ ❛❝✐♥✉) ❡)* )✉♣♣♦)- ❛❣✐/ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣♦♠♣❡ ❤②❞/♦❞②♥❛♠✐#✉❡ ❞/❛✐♥❛♥* ❧❡

♠4♠❡ ❞-❜✐* ❞✬❛✐/ Φter✳ 8❛/ ❝♦♥)❡/✈❛*✐♦♥ ❞❡) ❞-❜✐*) : ❝❤❛#✉❡ ❜✐❢✉/❝❛*✐♦♥✱ ❧❡ ❞-❜✐* ❞✬❛✐/

❞❛♥) ❝❤❛#✉❡ ❜/♦♥❝❤✐♦❧❡ *❡/♠✐♥❛❧❡ ❡)* -❣❛❧ : Φter = Φ0/Nter✱ Nter -*❛♥* ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞✬❛❝✐♥✐

❞❡ ❧✬❛/❜/❡ */❛❝❤-♦❜/♦♥❝❤✐#✉❡✳ ❉❡ ♠4♠❡✱ ❧❡ ❞-❜✐* ❞✬❛✐/ ❞❛♥) ❝❤❛#✉❡ ❜/♦♥❝❤❡ ❡)* -❣❛❧ :

nterΦter✱ ♦> nter ❡)* ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ✐))✉) ❞❡ ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡✳

▲❡ *❡♠♣) τ ♣♦✉/ #✉❡ ❧✬❛✐/ */❛✈❡/)❡ ✉♥❡ ❜/♦♥❝❤❡ ❡)* ❞✐/❡❝*❡♠❡♥* ❞-❞✉✐* ❞✉ ❞-❜✐* ❞✬❛✐/

❞❛♥) ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡ ❡* ❞❡) ❞✐♠❡♥)✐♦♥) ❣-♦♠-*/✐#✉❡) ❞❡ ❝❡**❡ ❞❡/♥✐@/❡✳ ■❧ ❡)* -❣❛❧ : ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉/

❞❡ ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡ L ❞✐✈✐)-❡ ♣❛/ ❧❛ ✈✐*❡))❡ v ❞❡ ❧✬❛✐/ ♣❛/❝♦✉/❛♥* ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡✱ ❡❧❧❡✲♠4♠❡ -❣❛❧❡

❛✉ ❞-❜✐* ❞✬❛✐/ Φ ❞✐✈✐)- ♣❛/ ❧❛ )❡❝*✐♦♥ ❜/♦♥❝❤✐#✉❡ πD2/4✳

τ =
L

v
= L

πD2/4

Φ
✭✸✳✶✮

▲❡ *❡♠♣) ❞❡ */❛♥)✐* ttr ❞✬✉♥❡ ♠♦❧-❝✉❧❡ ❞✬♦①②❣@♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥*/-❡ ❞❡ ❧❛ */❛❝❤-❡ : ✉♥ ❛❝✐♥✉)

❞♦♥♥- ❡)* ❛❧♦/) )✐♠♣❧❡♠❡♥* ❧❛ )♦♠♠❡ ❞❡ *♦✉) ❧❡) *❡♠♣) τ ♣♦✉/ */❛✈❡/)❡/ ❧❡) ❜/♦♥❝❤❡) ❧❡

❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ♠❡♥❛♥* : ❝❡* ❛❝✐♥✉) ✿

ttr =
G
∑

g=0

τg =
G
∑

g=0

Lg

πD2
g

4Φg

✭✸✳✷✮

♦> G ❡)* ❧❛ ❣-♥-/❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜/♦♥❝❤✐♦❧❡ *❡/♠✐♥❛❧❡ ❡♥ #✉❡)*✐♦♥✳

❖♥ ♣❡✉* -❣❛❧❡♠❡♥* ❝❛❧❝✉❧❡/ ❧❛ ❝❤✉*❡ ❞❡ ♣/❡))✐♦♥ ❞❛♥) ❧✬❛/❜♦/❡)❝❡♥❝❡ /-)✉❧*❛♥* ❞❡ ❧❛

/-)✐)*❛♥❝❡ ❞❡) ✈♦✐❡) ❛-/✐❡♥♥❡) : ❧✬-❝♦✉❧❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❛✐/✳ ❊♥ ❡✛❡*✱ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❜/♦♥❝❤❡✱ ❧❛

♣/❡))✐♦♥ ✐♥*❡/♥❡ P ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥ /❛✐)♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐))✐♣❛*✐♦♥ ✈✐)#✉❡✉)❡✳ ▲❛ ♣/❡))✐♦♥ : ❧✬❡①*/-♠✐*-

❞✐)*❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡ ❡)* ❞♦♥❝ ♣❧✉) ❢❛✐❜❧❡ #✉❡ ❝❡❧❧❡ : )♦♥ ❡①*/-♠✐*- ♣/♦①✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ❝❤✉*❡

❞❡ ♣/❡))✐♦♥ ❞❛♥) ✉♥❡ ❜/♦♥❝❤❡ ❡)* ❞♦♥♥-❡ ♣❛/ ✿

∆P =
128ηL

πD4
(1, 5 + 0, 0035Re) Φ ✭✸✳✸✮

η -*❛♥* ❧❛ ✈✐)❝♦)✐*- ❞❡ ❧✬❛✐/✱ -❣❛❧❡ : 18.10−6 8❛✳) : ✷✺➦❈ ❬✸❪✱ ❡* Re = 4ρΦ/ (ηπD) ❧❡ ♥♦♠❜/❡

❞❡ ❘❡②♥♦❧❞) ❝❛/❛❝*-/✐)❛♥* ❧✬-❝♦✉❧❡♠❡♥* ❞❡ ❧✬❛✐/ ❞❛♥) ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡ ✭ρ = 1, 18 ❦❣✳♠−3 ❡)*

❧❛ ♠❛))❡ ✈♦❧✉♠✐#✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐/ : ✷✺➦❈ ❬✸❪✮✳ RH = 128ηL/ (πD4) /❡♣/-)❡♥*❡ ❧❛ /-)✐)*❛♥❝❡

❛-/♦❞②♥❛♠✐#✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡ ♣♦✉/ ✉♥ -❝♦✉❧❡♠❡♥* ❞❡ 8♦✐)❡✉✐❧❧❡✳



✼✽ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

▲❡ "❡#♠❡ ❡♥"#❡ ♣❛#❡♥"❤)*❡* ❡*" ✉♥❡ ❝♦##❡❝"✐♦♥ ♣❤/♥♦♠/♥♦❧♦❣✐2✉❡ 3 ❧❛ ❝❤✉"❡ ❞❡ ♣#❡*✲

*✐♦♥ ❞❡ 6♦✐*❡✉✐❧❧❡ ✐♥"#♦❞✉✐"❡ ♣❛# ❘❡②♥♦❧❞* ❡♥ ✶✾✽✷ ❬✹❪✳ ❘❡②♥♦❧❞* ❛ ❡*"✐♠/ ❧❛ ❝❤✉"❡ ❞❡

♣#❡**✐♦♥ ❞❛♥* ✉♥ ♠♦❞)❧❡ ❡♥ ❧❛"❡① ❞❡ ❧✬❛#❜#❡ ❜#♦♥❝❤✐2✉❡ ❤✉♠❛✐♥ ♣♦✉# ❞✐✛/#❡♥"* ❞/❜✐"*

❞✬❛✐#✳ ■❧ ❡♥ ❛ ❞/❞✉✐" ❞❡✉① ♣❛#❛♠)"#❡* a = 1, 5 ❡" b = 0, 0035 ❞/❝#✐✈❛♥" ❧✬/❝❛#" 3 ❧❛ ❝❤✉"❡

❞❡ ♣#❡**✐♦♥ ❞❡ 6♦✐*❡✉✐❧❧❡✳

▼H♠❡ 3 ❜❛* ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞*✱ ❧❡ ♣#❡♠✐❡# "❡#♠❡ a = 1, 5 ✐♥❞✐2✉❡ 2✉❡ ❧❛ ❝❤✉"❡ ❞❡

♣#❡**✐♦♥ ❞❛♥* ✉♥❡ *"#✉❝"✉#❡ ❜#❛♥❝❤/❡ ❡*" ♣❧✉* ✐♠♣♦#"❛♥"❡ 2✉❡ ❞❛♥* ✉♥ "✉❜❡ ❝②❧✐♥❞#✐2✉❡

✐♥✜♥✐ ♣♦✉# ❧❡2✉❡❧ a = 1✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧✬/"✉❞❡ ❞❡ ❧✬/❝♦✉❧❡♠❡♥" ❞❡ 6♦✐*❡✉✐❧❧❡ ❞❛♥* ✉♥ "✉❜❡

❝②❧✐♥❞#✐2✉❡ ♠♦♥"#❡ 2✉❡ ❧❡ ♣#♦✜❧ ❞❡ 6♦✐*❡✉✐❧❧❡ ♥✬❡*" /"❛❜❧✐ 2✉❡ ❧♦#*2✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞✉

"✉❜❡ ❡①❝)❞❡ "#♦✐* ❢♦✐* ❧❡ #❛②♦♥ ❞✉ "✉❜❡ ❬✺❪✳ ❯♥❡ ❝❤✉"❡ ❞❡ ♣#❡**✐♦♥ *✉♣/#✐❡✉#❡ 3 ❝❡❧❧❡ ❞❡

6♦✐*❡✉✐❧❧❡ ❡*" ❞♦♥❝ ❛""❡♥❞✉❡ ❞❛♥* ❧✬❛#❜♦#❡*❝❡♥❝❡ ❜#♦♥❝❤✐2✉❡ ♦O ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉# ❞❡* ❜#♦♥❝❤❡*

❡*" ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ /❣❛❧❡ 3 *✐① ❢♦✐* ❧❡ #❛②♦♥ ❜#♦♥❝❤✐2✉❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥"❡♥❞✉✱ ❧❡* ♠♦❞✐✜❝❛"✐♦♥*

#❛♣✐❞❡* ❞❡* ♣#♦✜❧* ❞❡ ✈✐"❡**❡ ❛♣#)* ❧❛ ❜✐❢✉#❝❛"✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥" /❣❛❧❡♠❡♥" ❡①♣❧✐2✉❡# ❧❛ ❝❤✉"❡

❞❡ ♣#❡**✐♦♥ ❛❞❞✐"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥* ✉♥ *②*")♠❡ ❜#❛♥❝❤/✳ ▲❡ ❢❛✐" 2✉❡ ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ♥❡ *♦✐" ♣❛*

❡①❛❝"❡♠❡♥" ❝②❧✐♥❞#✐2✉❡ ♣❡✉" ❛✉**✐ ✐♥"❡#✈❡♥✐#✳

▲❡ *❡❝♦♥❞ "❡#♠❡ b = 0, 0035 #❡♣#/*❡♥"❡ 2✉❛♥" 3 ❧✉✐ ❧❛ ❝❤✉"❡ ❞❡ ♣#❡**✐♦♥ ❛❞❞✐"✐♦♥♥❡❧❧❡

3 ❤❛✉" ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞*✱ ❝✬❡*"✲3✲❞✐#❡ ❧♦#* ❞✬✉♥ /❝♦✉❧❡♠❡♥" ❢♦#"❡♠❡♥" ✐♥❡#"✐❡❧ ✈♦✐#❡

♣#/✲"✉#❜✉❧❡♥"✳

▲❛ ✜❣✉#❡ ✸✳✷ ♣#/*❡♥"❡ ❧❡* ❞/❜✐"* ❞✬❛✐# ❞❛♥* ❧❡* ❜#♦♥❝❤✐♦❧❡* "❡#♠✐♥❛❧❡* ❡" ❧❡* ♣#❡**✐♦♥*

#/❣♥❛♥" 3 ❧✬❡①"#/♠✐"/ ❞✐*"❛❧❡ ❞❡* ❜#♦♥❝❤✐♦❧❡* "❡#♠✐♥❛❧❡*✳ ❖♥ #❡"#♦✉✈❡ ❜✐❡♥ ✉♥ ♣✐❝ ✭❉✐#❛❝✮

♣♦✉# ❧❛ ❞✐*"#✐❜✉"✐♦♥ ❞❡* ❞/❜✐"*✱ ❝❡♥"#/ ❡♥ Φter = 11, 1 ♠♠3
✴*✳

6♦✉# ❧❡* ♣#❡**✐♦♥*✱ ❧❛ ❞✐*"#✐❜✉"✐♦♥ ❡*" /"❛❧/❡ ❡♥ #❛✐*♦♥ ❞✉ ❝❛#❛❝")#❡ ❛*②♠/"#✐2✉❡ ❞❡

❧✬❛#❜♦#❡*❝❡♥❝❡ ❡" ❞❡ ❧✬❛##H" ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡*❝❡♥❝❡ 3 ❞❡* ❣/♥/#❛"✐♦♥* ✈❛#✐❛❜❧❡*✳ ▲❡* ♣#❡**✐♦♥*

"❡#♠✐♥❛❧❡* *♦♥" ❞✐*"#✐❜✉/❡* ❛✉"♦✉# ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✹✱✺ 6❛ ❛✈❡❝ ✉♥ /❝❛#"✲"②♣❡

❞❡ ✵✱✽ 6❛ ✿ ❡❧❧❡* #❡♣#/*❡♥"❡♥" ❧❛ ❞✐✛/#❡♥❝❡ ❞❡ ♣#❡**✐♦♥ ❡♥"#❡ ❧✬❡♥"#/❡ ❞❡ ❧❛ "#❛❝❤/❡ ❡"

❧✬❡♥"#/❡ ❞❡* ❛❝✐♥✐✳ ❙❛♥❞❡❛✉ ❡" ❛❧✳ ♦♥" 2✉❛♥" 3 ❡✉① ❡*"✐♠/ ❧❛ ❝❤✉"❡ ❞❡ ♣#❡**✐♦♥ ❞✉❡ 3

❧❛ #/*✐*"❛♥❝❡ 3 ❧✬❛✐# ❞❡* ✈♦✐❡* ❡①"#❛"❤♦#❛❝✐2✉❡* 3 ❡♥✈✐#♦♥ ✶✵ 6❛ ❛✉ #❡♣♦* ❬✻❪✳ ▲❛ ❝❤✉"❡

❞❡ ♣#❡**✐♦♥ ❡♥"#❡ ❧✬❛✐# ❡①"/#✐❡✉# ❡" ❧✬❡♥"#/❡ ❞❡* ❛❝✐♥✐ ❡*" ❞♦♥❝ ❞❡ ✶✻ 6❛ *❡❧♦♥ ❧❡* ❞❡✉①

♠♦❞)❧❡* ✿ ❝✬❡*" ❧❛ ♣#❡**✐♦♥ ❛❞❞✐"✐♦♥♥❡❧❧❡ 3 ❢♦✉#♥✐# ♣♦✉# ❝♦♥"#❡# ❧❛ #/*✐*"❛♥❝❡ ❞❡* ✈♦✐❡*

❛/#✐❡♥♥❡* 3 ❧✬/❝♦✉❧❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬❛✐#✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥* ✐❝✐ 2✉✬✉♥❡ ✐♥*♣✐#❛"✐♦♥ ❛✉ #❡♣♦* #❡2✉✐❡#" ✉♥❡

❝❤✉"❡ ❞❡ ♣#❡**✐♦♥ "♦"❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞❡ ✷✵✵ 6❛ ❬✼❪✳ ▲✬❡**❡♥"✐❡❧ ❞✉ "#❛✈❛✐❧ 3 ❧✬✐♥*♣✐#❛"✐♦♥ *❡

❢❛✐" ❞♦♥❝ ❝♦♥"#❡ ✉♥❡ #/*✐*"❛♥❝❡ ♣✉#❡♠❡♥" /❧❛*"✐2✉❡✱ #/*✉❧"❛♥" ❞❡ ❧✬/❧❛*"✐❝✐"/ ❞❡* ♣♦✉♠♦♥*

❡" ❞✉ "❤♦#❛①✳ ▲❛ ♣#❡**✐♦♥ ❛❞❞✐"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉❡ 3 ❧❛ ❞✐**✐♣❛"✐♦♥ ✈✐*2✉❡✉*❡ ♥❡ #❡♣#/*❡♥"❡ ✐❝✐



✼✾ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✷ ✕ ▼♦❞'❧❡ ❆✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❞✐234✐❜✉3✐♦♥ ❞❡2 ❞7❜✐32 3❡4♠✐♥❛✉① ✭❞7❜✐32 ❞✬❛✐4

34❛✈❡42❛♥3 ❧❡2 ❜4♦♥❝❤✐♦❧❡2 3❡4♠✐♥❛❧❡2✮✳ ❆ ❞4♦✐3❡ ✿ ❞✐234✐❜✉3✐♦♥ ❞❡2 ♣4❡22✐♦♥2 3❡4♠✐♥❛❧❡2

✭♣4❡22✐♦♥2 ? ❧✬❡①347♠✐37 ❞✐23❛❧❡ ❞❡2 ❜4♦♥❝❤✐♦❧❡2 3❡4♠✐♥❛❧❡2✮✳

@✉❡ ✶✵✪ ❞❡ ❧❛ ♣4❡22✐♦♥ 3♦3❛❧❡ ? ❡①❡4❝❡4✳

▲❛ ✜❣✉4❡ ✸✳✸ ♣472❡♥3❡ ❧❛ ❞✐234✐❜✉3✐♦♥ ❞❡2 3❡♠♣2 ❞❡ 34❛♥2✐3 ❞❡ ❧✬❛✐4 ❢4❛✐2 ❞❛♥2 ❧✬❛4❜♦✲

4❡2❝❡♥❝❡ 34❛❝❤7♦❜4♦♥❝❤✐@✉❡✳ ▲❡2 3❡♠♣2 ❞❡ 34❛♥2✐3 2✬73❡♥❞❡♥3 ❞❡ ✵✱✸✾ 2 ? ✵✱✾✼ 2 ❛✉3♦✉4

❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉4 ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✵✱✻✵ 2 ❛✈❡❝ ✉♥ 7❝❛43✲3②♣❡ ❞❡ ✵✱✵✼ 2✳ ▲✬✐♥2♣✐4❛3✐♦♥ ❞✉4❛♥3 ✷ 2✱

❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❡23 ❛❝❝❡♣3❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥3 ❞❡ ♣❤②2✐♦❧♦❣✐@✉❡ ✿ 3♦✉2 ❧❡2 ❛❝✐♥✐ 2♦♥3 ❛❧✐♠❡♥372 ❡♥

❛✐4 ❢4❛✐2 ♣✉✐2@✉❡ ❧❡2 3❡♠♣2 ❞❡ 34❛♥2✐3 2♦♥3 2✉✣2❛♠♠❡♥3 ❝♦✉432✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✸ ✕ ▼♦❞'❧❡ ❆ ✿ ❞✐234✐❜✉3✐♦♥ ❞❡2 3❡♠♣2 ❞❡ 34❛♥2✐3 ❞❛♥2 ❧✬❛4❜♦4❡2❝❡♥❝❡ 34❛❝❤7♦✲

❜4♦♥❝❤✐@✉❡✳



✽✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

✸✳✶✳✷ ▼♦❞'❧❡ ❇ ✿ ❞,❜✐/0 ❞✬❛✐3 /❡3♠✐♥❛✉① ❢♦♥❝/✐♦♥0 ❞❡0 ❞✐❛♠'/3❡0

/❡3♠✐♥❛✉①

❖♥ "✉♣♣♦"❡ ✐❝✐ )✉❡ ❝❤❛)✉❡ ❛❝✐♥✉" ❛❣✐- ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣♦♠♣❡ ❤②❞1♦❞②♥❛♠✐)✉❡ ❞1❛✐♥❛♥-

✉♥ ❞2❜✐- ❞✬❛✐1 ❞2♣❡♥❞❛♥- ❞✉ ❞✐❛♠5-1❡ ❞❡ ❧❛ ❜1♦♥❝❤✐♦❧❡ -❡1♠✐♥❛❧❡ ❧✉✐ ❞♦♥♥❛♥- ♥❛✐""❛♥❝❡✳

❙✐ ❧❡ ❞✐❛♠5-1❡ ❞❡ ❧❛ ❜1♦♥❝❤✐♦❧❡ -❡1♠✐♥❛❧❡ ❡"- ❣1❛♥❞✱ ❧❡ ❞2❜✐- ❞✬❛✐1 ❡♥-1❛♥- ❞❛♥" ❧✬❛❝✐♥✉"

"❡1❛ ❣1❛♥❞ ❡- ✐♥✈❡1"❡♠❡♥-✳ ❊♥ ❡✛❡-✱ ❞✬❛♣15" ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼✉11❛②✲❍❡"" ❬✽✱ ✾❪✱ ❧❡ ❞2❜✐- ❞✬❛✐1

❞❛♥" ✉♥❡ ❜1♦♥❝❤❡ Φ ❡"- ❞✐1❡❝-❡♠❡♥- ♣1♦♣♦1-✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❝✉❜❡ ❞❡ "♦♥ 1❛②♦♥ R ♣♦✉1 ✉♥

2❝♦✉❧❡♠❡♥- ❧❛♠✐♥❛✐1❡ ✿ Φ = k.R3
❛✈❡❝ k ✉♥❡ ❝♦♥"-❛♥-❡✳ ❙♦✉❧✐❣♥♦♥" ✐❝✐ )✉❡ ❧✬❤②♣♦-❤5"❡

❞✬✉♥ 2❝♦✉❧❡♠❡♥- ❧❛♠✐♥❛✐1❡ ❡"- ❜✐❡♥ ✈21✐✜2❡ ♣♦✉1 ❧❡" ❜1♦♥❝❤✐♦❧❡" -❡1♠✐♥❛❧❡"✳

▲❡ ❞2❜✐- ❞✬❛✐1 -1❛✈❡1"❛♥- ✉♥❡ ❜1♦♥❝❤✐♦❧❡ -❡1♠✐♥❛❧❡ ❞❡ 1❛②♦♥ R ❡"- ❛❧♦1" ❞♦♥♥2 ♣❛1 ❧❛

1❡❧❛-✐♦♥ ✿

Φter = Φmoy
R3

R3
moy

✭✸✳✹✮

Φmoy = Φ0/Nter ❡"- ❧❡ ❞2❜✐- ❞✬❛✐1 ♠♦②❡♥ ❞❛♥" ❧❡" ❜1♦♥❝❤✐♦❧❡" -❡1♠✐♥❛❧❡" ❡- Rmoy ❧❡

1❛②♦♥ ♠♦②❡♥ ❞❡" ❜1♦♥❝❤✐♦❧❡" -❡1♠✐♥❛❧❡"✳ ❈♦♥♥❛✐""❛♥- ❧❡" ❞2❜✐-" ❞✬❛✐1 -❡1♠✐♥❛✉①✱ ♦♥

♣❡✉- ❝❛❧❝✉❧❡1 ❝♦♠♠❡ ♣12❝2❞❡♠♠❡♥- ❧❡" -❡♠♣" ❞❡ -1❛♥"✐- ❡- ❧❡" ❝❤✉-❡" ❞❡ ♣1❡""✐♦♥ ❞✉❡"

M ❧❛ 12"✐"-❛♥❝❡ M ❧✬2❝♦✉❧❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❛✐1✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✹ ✕ ▼♦❞5❧❡ ❇✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❞✐"-1✐❜✉-✐♦♥ ❞❡" ❞2❜✐-" -❡1♠✐♥❛✉①✳ ❆ ❞1♦✐-❡ ✿ ❞✐"✲

-1✐❜✉-✐♦♥ ❞❡" ♣1❡""✐♦♥" -❡1♠✐♥❛❧❡"✳

▲❡" ❞✐"-1✐❜✉-✐♦♥" ❞❡" ❞2❜✐-" -❡1♠✐♥❛✉① ❡- ❞❡" ♣1❡""✐♦♥" -❡1♠✐♥❛❧❡" "♦♥- ♣12"❡♥-2❡" "✉1

❧❛ ✜❣✉1❡ ✸✳✹✳ ❈❡--❡ ❢♦✐"✲❝✐✱ ❧❡" ❞2❜✐-" -❡1♠✐♥❛✉① "♦♥- ❞✐"-1✐❜✉2" ❡- 1❡✢5-❡♥- ❧❛ ❞✐"-1✐❜✉-✐♦♥

❞❡" ❞✐❛♠5-1❡" -❡1♠✐♥❛✉①✳ ■❧" "♦♥- ❝❡♥-12" ❛✉-♦✉1 ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉1 ♠♦②❡♥♥❡ ❛--❡♥❞✉❡ ❞❡



✽✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

✶✶✱✶ ♠♠

3
✴$ ❛✈❡❝ ✉♥ +❝❛,-✲-②♣❡ ❞❡ ✸✱✽ ♠♠

3
✴$✳ ▲❡$ ♣,❡$$✐♦♥$ -❡,♠✐♥❛❧❡$ $♦♥- +❣❛❧❡♠❡♥-

❞✐$-,✐❜✉+❡$✱ ❝♦♥$+;✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛$②♠+-,✐❡ ❞❡ ❜,❛♥❝❤❡♠❡♥-✱ ❞❡$ ❞+❜✐-$ -❡,♠✐♥❛✉① ❞✐✛+,❡♥-$

❡- ❞✉ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ❣+♥+,❛-✐♦♥$ ✈❛,✐❛❜❧❡✳ ❊❧❧❡$ $♦♥- ❝❡♥-,+❡$ ❛✉-♦✉, ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉, ♠♦②❡♥♥❡

❞❡ ✹✱✸ B❛ ❛✈❡❝ ✉♥ +❝❛,-✲-②♣❡ ❞❡ ✵✱✻ B❛✳

❈♦♥❝❡,♥❛♥- ❧❛ ❞✐$-,✐❜✉-✐♦♥ ❞❡$ ❞+❜✐-$ -❡,♠✐♥❛✉①✱ ♦♥ ,❡♠❛,;✉❡ ;✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♣,+$❡♥-❡

✉♥ ❝❛,❛❝-F,❡ ❜✐♠♦❞❛❧✳ ❈❡❝✐ ,❡✢F-❡ ❧❛ ❞✐$-,✐❜✉-✐♦♥ ❜✐♠♦❞❛❧❡ ❞❡$ ❞✐❛♠F-,❡$ -❡,♠✐♥❛✉①✳

❊♥ ❡✛❡-✱ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❣+♦♠+-,✐;✉❡ ✐♠♣❧✐;✉❡ ✉♥ ❛,,H- ❞❡ ❧✬❛,❜♦,❡$❝❡♥❝❡ -,❛❝❤+♦❜,♦♥❝❤✐;✉❡

$❡❧♦♥ ❞❡✉① ❝,✐-F,❡$ ✿ ❛,,H- J ❧❛ ❜,♦♥❝❤❡ ♠F,❡ $✐ ❧❡$ ❞❡✉① ❜,♦♥❝❤❡$ ✜❧❧❡$ ;✉✐ ❡♥ ❞+❝♦✉❧❡♥-

♦♥- ✉♥ ❞✐❛♠F-,❡ ✐♥❢+,✐❡✉, J ✵✱✺ ♠♠ ♦✉ ❛,,H- J ❧❛ ❜,♦♥❝❤❡ ✜❧❧❡ ♠✐♥❡✉,❡ $✐ ✉♥❡ ❞❡$ ❞❡✉①

❜,♦♥❝❤❡$ ✜❧❧❡$ $❡✉❧❡♠❡♥- ❛ ✉♥ ❞✐❛♠F-,❡ ✐♥❢+,✐❡✉, J ✵✱✺ ♠♠✳ ▲❛ ❞✐$-,✐❜✉-✐♦♥ ❜✐♠♦❞❛❧❡

❡$- ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♥$+;✉❡♥❝❡ ❞✐,❡❝-❡ ❞✉ ♠♦❞F❧❡ ❣+♦♠+-,✐;✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉- ♥♦-❡, ♣♦✉, ✜♥✐, ;✉❡

❝❡ ❝❛,❛❝-F,❡ ❜✐♠♦❞❛❧ ❡$- ❢♦,-❡♠❡♥- ❛--+♥✉+ ❧♦,$;✉❡ ❞❡$ ✢✉❝-✉❛-✐♦♥$ ❛♥-✐✲❝♦,,+❧+❡$ ❞❡$

,❛♣♣♦,-$ ❞✬❤♦♠♦-❤+-✐❡ $♦♥- ❛❥♦✉-+❡$ ❛✉ ♠♦❞F❧❡ ❣+♦♠+-,✐;✉❡✳

▲❡$ -❡♠♣$ ❞❡ -,❛♥$✐- ❞❡ ❧✬❛✐, ❢,❛✐$ ❞❛♥$ ❧✬❛,❜♦,❡$❝❡♥❝❡ $✬+-❡♥❞❡♥- ;✉❛♥- J ❡✉① ❞❡ ✵✱✸✽ $

J ✵✱✽✺ $ ❛✉-♦✉, ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉, ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✵✱✻✵ $ ❡- ❛✈❡❝ ✉♥ +❝❛,-✲-②♣❡ ❞❡ ✵✱✵✼ $ ✭✜❣✉,❡ ✸✳✺✮✳

▲❛ ❞✐$-,✐❜✉-✐♦♥ ❞❡$ -❡♠♣$ ❞❡ -,❛♥$✐- ❝❛❧❝✉❧+❡ ❛✈❡❝ ❝❡ ♠♦❞F❧❡ ❡$- -,F$ $✐♠✐❧❛✐,❡ J ❝❡❧❧❡ ❞✉

♠♦❞F❧❡ ♣,+❝+❞❡♥- ❡- ❡$- +❣❛❧❡♠❡♥- ❛❝❝❡♣-❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥- ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②$✐♦❧♦❣✐;✉❡✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ▼♦❞F❧❡ ❇ ✿ ❞✐$-,✐❜✉-✐♦♥ ❞❡$ -❡♠♣$ ❞❡ -,❛♥$✐- ❞❛♥$ ❧✬❛,❜♦,❡$❝❡♥❝❡ -,❛❝❤+♦✲

❜,♦♥❝❤✐;✉❡✳

✸✳✶✳✸ ▼♦❞&❧❡ ❈ ✿ ♣,❡--✐♦♥- 0❡,♠✐♥❛❧❡- ✐❞❡♥0✐3✉❡-

▲❡ ❞❡,♥✐❡, ♠♦❞F❧❡ ❞✬✐♥$♣✐,❛-✐♦♥ $✉♣♣♦$❡ ;✉❡ ❧❛ ❝❤✉-❡ ❞❡ ♣,❡$$✐♦♥ ,+$✉❧-❛♥- ❞❡ ❧❛

,+$✐$-❛♥❝❡ J ❧✬+❝♦✉❧❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❛✐, ❡$- ✐❞❡♥-✐;✉❡ ♣♦✉, -♦✉$ ❧❡$ ❝❤❡♠✐♥$ ❜,♦♥❝❤✐;✉❡$ ❞❡



✽✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❧✬❛#❜#❡ &#❛❝❤)♦❜#♦♥❝❤✐-✉❡✳ ❈❡❝✐ ✐♠♣❧✐-✉❡ -✉❡ ❧❡3 ♣#❡33✐♦♥3 &❡#♠✐♥❛❧❡3 3♦♥& ✐❞❡♥&✐-✉❡3 ❡&

)❣❛❧❡3 6 ❧❛ ♣#❡33✐♦♥ ❞♦♥♥❛♥& ✉♥ ❞)❜✐& ❞✬❛✐# ❞❛♥3 ❧❛ &#❛❝❤)❡ ❞❡ Φ0 = 250 ♠▲✴3✳ ❉❛♥3 ❝❡

❝❛3✱ ❧❡3 ❞)❜✐&3 &❡#♠✐♥❛✉① 3❡#♦♥& ♣♦&❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥& ❞✐✛)#❡♥&3 ♠=♠❡ ♣♦✉# ❞❡3 ❜#♦♥❝❤✐♦❧❡3

&❡#♠✐♥❛❧❡3 ✐❞❡♥&✐-✉❡3✳

❆✜♥ ❞❡ ❞)&❡#♠✐♥❡# ❝❡&&❡ ♣#❡33✐♦♥ &❡#♠✐♥❛❧❡✱ ♦♥ ✉&✐❧✐3❡ ✉♥ ❛❧❣♦#✐&❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇&♦♥✲

❘❛♣❤3♦♥✳ ▲❡3 ✐♥❝♦♥♥✉❡3 3♦♥& ❧❡3 ❞)❜✐&3 ❞✬❛✐# ❡& ❧❡3 ♣#❡33✐♦♥3 6 ❧✬❡①&#)♠✐&) ❞✐3&❛❧❡ ❞❡

❝❤❛-✉❡ ❜#♦♥❝❤❡✳ ▲❡3 )-✉❛&✐♦♥3 ❞✉ 3②3&E♠❡ #)❣✐33❛♥& ❧❡ ❝♦♠♣♦#&❡♠❡♥& ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡3❝❡♥❝❡

6 ❧✬✐♥3♣✐#❛&✐♦♥ 3♦♥& ❧❛ ❝♦♥&✐♥✉✐&) ❞❡3 ❞)❜✐&3 6 ❝❤❛-✉❡ ❜✐❢✉#❝❛&✐♦♥ ❡& ❧❛ ❝❤✉&❡ ❞❡ ♣#❡33✐♦♥

✈✐3-✉❡✉3❡ ❞❛♥3 ❝❤❛-✉❡ ❜#♦♥❝❤❡ ✭)-✉❛&✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ▲❛ #)3♦❧✉&✐♦♥ ♥✉♠)#✐-✉❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡3 ❞)❜✐&3

❞✬❛✐# &❡#♠✐♥❛✉① ❡& ❧❛ ♣#❡33✐♦♥ &❡#♠✐♥❛❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉& ❛❧♦#3 ❝❛❧❝✉❧❡# ❝♦♠♠❡ ♣#)❝)❞❡♠♠❡♥&

❧❡3 &❡♠♣3 ❞❡ &#❛♥3✐& ❞❛♥3 ❧✬❛#❜♦#❡3❝❡♥❝❡✳

▲❛ ✜❣✉#❡ ✸✳✻ ♣#)3❡♥&❡ ❧❛ ❞✐3&#✐❜✉&✐♦♥ ❞❡3 ❞)❜✐&3 ❞✬❛✐# &❡#♠✐♥❛✉① ❡& ❞❡3 ♣#❡33✐♦♥3 &❡#♠✐✲

♥❛❧❡3✳ ❈♦♠♠❡ ❛&&❡♥❞✉✱ ♦♥ #❡&#♦✉✈❡ ♣♦✉# ❧❡3 ♣#❡33✐♦♥3 &❡#♠✐♥❛❧❡3 ✉♥❡ ❞✐3&#✐❜✉&✐♦♥ ♣✐-✉)❡

✭❛✉&♦✉# ❞❡ ✺✱✸ N❛✮✳ ▲❡3 ❞)❜✐&3 &❡#♠✐♥❛✉① 3♦♥& -✉❛♥& 6 ❡✉① ❞✐3&#✐❜✉)3 ❝❛# ❧✬❛#❜♦#❡3❝❡♥❝❡

❡3& ❛3②♠)&#✐-✉❡ 6 ❣)♥)#❛&✐♦♥3 ✈❛#✐❛❜❧❡3✳ ■❧3 3♦♥& ❞✐3&#✐❜✉)3 ❛✉&♦✉# ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉# ♠♦②❡♥♥❡

❛&&❡♥❞✉❡ ❞❡ ✶✶✱✶ ♠♠

3
✴3 ❛✈❡❝ ✉♥ )❝❛#&✲&②♣❡ ❞❡ ✼✱✻ ♠♠

3
✴3✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ▼♦❞E❧❡ ❈✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ❞✐3&#✐❜✉&✐♦♥ ❞❡3 ❞)❜✐&3 &❡#♠✐♥❛✉①✳ ❆ ❞#♦✐&❡ ✿ ❞✐3✲

&#✐❜✉&✐♦♥ ❞❡3 ♣#❡33✐♦♥3 &❡#♠✐♥❛❧❡3✳

▲❡3 &❡♠♣3 ❞❡ &#❛♥3✐& 3✬)&❡♥❞❡♥& ❞❡ ✵✱✸✶ 3 6 ✶✱✵✻ 3 ❛✉&♦✉# ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉# ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡

✵✱✻✺ 3 ❛✈❡❝ ✉♥ )❝❛#&✲&②♣❡ ❞❡ ✵✱✶✹ 3 ✭✜❣✉#❡ ✸✳✼✮✳ ❈❡3 &❡♠♣3 )&❛♥& ❧❛#❣❡♠❡♥& ✐♥❢)#✐❡✉#3 6

✷ 3✱ ❧❡ ♠♦❞E❧❡ ❡3& ❡♥❝♦#❡ ❛❝❝❡♣&❛❜❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥& ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤②3✐♦❧♦❣✐❡✳



✽✸ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞.❧❡ ✐♥1♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐6✉❡

❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ▼♦❞'❧❡ ❈ ✿ ❞✐-./✐❜✉.✐♦♥ ❞❡- .❡♠♣- ❞❡ ./❛♥-✐. ❞❛♥- ❧✬❛/❜♦/❡-❝❡♥❝❡ ./❛❝❤9♦✲

❜/♦♥❝❤✐;✉❡✳

✸✳✶✳✹ ❈♦♠♣❛)❛✐+♦♥ ❞❡+ ♠♦❞/❧❡+

❈♦♠♣❛/♦♥- ♠❛✐♥.❡♥❛♥. ❧❡- ./♦✐- ♠♦❞'❧❡- ❞✬✐♥-♣✐/❛.✐♦♥ ♣/9-❡♥.9- ❝✐✲❞❡--✉-✳ ❖♥ /❛♣✲

♣❡❧❧❡ ❧❡- ./♦✐- ♠♦❞'❧❡- ✿

✕ ♠♦❞'❧❡ ❆ ✿ ❞9❜✐.- .❡/♠✐♥❛✉① ✐❞❡♥.✐;✉❡-✳

✕ ♠♦❞'❧❡ ❇ ✿ ❞9❜✐.- .❡/♠✐♥❛✉① ❢♦♥❝.✐♦♥- ❞❡- ❞✐❛♠'./❡- .❡/♠✐♥❛✉①✳

✕ ♠♦❞'❧❡ ❈ ✿ ♣/❡--✐♦♥- .❡/♠✐♥❛❧❡- ✐❞❡♥.✐;✉❡-✳

▲❛ .❛❜❧❡ ✸✳✶ /❡❝❡♥-❡ ❧❡- ❝❛/❛❝.9/✐-.✐;✉❡- ❞❡- ❞✐-./✐❜✉.✐♦♥- ❞❡- .❡♠♣- ❞❡ ./❛♥-✐. ❞❡ ❧✬❛✐/

❢/❛✐- ❞❛♥- ❧✬❛/❜/❡ ./❛❝❤9♦❜/♦♥❝❤✐;✉❡✳ ▲❡ ❝/✐.'/❡ -✉/ ❧❡ .❡♠♣- ❡-. ❧❡ ❝/✐.'/❡ ❡--❡♥.✐❡❧ ♣♦✉/

9✈❛❧✉❡/ ❧❛ ✈❛❧✐❞✐.9 ♣❤②-✐♦❧♦❣✐;✉❡ ❞✉ ♠♦❞'❧❡ ✿ ❧✬❛✐/ ❢/❛✐- ❞♦✐. ❛..❡✐♥❞/❡ ❧❡- ❛❝✐♥✐ -✉✣-❛♠✲

♠❡♥. ✈✐.❡ ❛✉ ❝♦✉/- ❞❡ ❧✬✐♥-♣✐/❛.✐♦♥ ❡. ❛✈❛♥. ;✉❡ ❧✬❡①♣✐/❛.✐♦♥ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡✳

▼♦❞'❧❡ ❆ ▼♦❞'❧❡ ❇ ▼♦❞'❧❡ ❈

❚❡♠♣- ❞❡ ./❛♥-✐. ♠♦②❡♥ ✭-✮ ✵✱✻✵ ✵✱✻✵ ✵✱✻✺

❊❝❛/.✲.②♣❡ ❞❡- .❡♠♣- ❞❡ ./❛♥-✐. ✭-✮ ✵✱✵✼ ✵✱✵✼ ✵✱✶✹

❚❡♠♣- ❞❡ ./❛♥-✐. ♠❛①✐♠❛❧ ✭-✮ ✵✱✸✾ ✵✱✸✽ ✵✱✸✶

❚❡♠♣- ❞❡ ./❛♥-✐. ♠✐♥✐♠❛❧ ✭-✮ ✵✱✾✼ ✵✱✽✺ ✶✱✵✻

❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❈♦♠♣❛/❛✐-♦♥ ❞❡- ❞✐-./✐❜✉.✐♦♥- ❞❡- .❡♠♣- ❞❡ ./❛♥-✐. ♣♦✉/ ❧❡- ./♦✐- ♠♦❞'❧❡-

❞✬✐♥-♣✐/❛.✐♦♥✳

▲❡- ./♦✐- ♠♦❞'❧❡- ❞✬✐♥-♣✐/❛.✐♦♥ -♦♥. /❡❝❡✈❛❜❧❡- ❞✬✉♥ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ ♣❤②-✐♦❧♦❣✐;✉❡ ❡.

❞♦♥♥❡♥. ❞❡- ❞✐-./✐❜✉.✐♦♥- ❞❡ .❡♠♣- ❞❡ ./❛♥-✐. -✐♠✐❧❛✐/❡-✱ ❧❡ ♠♦❞'❧❡ ❈ ❞♦♥♥❛♥. .♦✉. ❞❡

♠R♠❡ ✉♥❡ ❞✐-./✐❜✉.✐♦♥ ❧9❣'/❡♠❡♥. ♣❧✉- 9.❛❧9❡✳ ▼❛✉/♦② ❡. ❛❧✳ ❬✶✵✱ ✶✶❪ ♦♥. 9❣❛❧❡♠❡♥. ♦❜✲

.❡♥✉ ❞❡- /9-✉❧.❛.- 9;✉✐✈❛❧❡♥.- ♣♦✉/ ❧❡- ❞❡✉① .②♣❡- ❞❡ ❝♦♥❞✐.✐♦♥- ❛✉① ❧✐♠✐.❡-✱ ♣/❡--✐♦♥



✽✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

♦✉ ❞#❜✐& ✐♠♣♦)#✱ ❝♦♥❝❡.♥❛♥& ❧❛ .#♣❛.&✐&✐♦♥ ❞❡) ❞#❜✐&) ❡& ❞❡) ♣.❡))✐♦♥) ❞❛♥) ❧✬❛.❜.❡ ❜.♦♥✲

❝❤✐4✉❡✳ ■❧ )❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ 4✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣✉✐))❡ ♣❛) ❞✐)&✐♥❣✉❡. ❧❡ ❝♦♠♣♦.&❡♠❡♥& ✐♥)♣✐.❛&♦✐.❡ ❞❡

❧✬❛.❜.❡ &.❛❝❤#♦❜.♦♥❝❤✐4✉❡ )❡❧♦♥ 4✉❡ ❧✬♦♥ ✐♠♣♦)❡ ❞❡) ❝♦♥❞✐&✐♦♥) ❛✉① ❧✐♠✐&❡) ❡♥ ❞#❜✐& ♦✉

❡♥ ♣.❡))✐♦♥✳

❚❡♥&♦♥) ❞❡ ❥✉)&✐✜❡. ✐❝✐ ❧✬#4✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♦❜)❡.✈#❡ ❡♥&.❡ ❧❡) &②♣❡) ❞❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥) ❛✉① ❧✐♠✐&❡)

✐♠♣♦)#❡)✳ >♦✉. ❞❡) ❝♦♥❞✐&✐♦♥) ❞❡ ✈❡♥&✐❧❛&✐♦♥ ❛✉ .❡♣♦)✱ ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞) ❡)& ❞❡

❧✬♦.❞.❡ ❞❡ ✶✷✵✵ ❞❛♥) ❧❛ &.❛❝❤#❡ ♣♦✉. ❛&&❡✐♥❞.❡ ❡♥✈✐.♦♥ ✸✵✵ ❞❛♥) ❧❡) ❜.♦♥❝❤❡) ❞❡ ❧❛

❣#♥#.❛&✐♦♥ ✹✳ ▲❡ &❡.♠❡ ❝♦..❡❝&✐❢ 0, 0035Re ✐♥&.♦❞✉✐& ♣❛. ❘❡②♥♦❧❞) ❞❛♥) ❧✬#4✉❛&✐♦♥ ✸✳✸

❞❡✈✐❡♥& ❞♦♥❝ ♥#❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉. ❧❡) ❜.♦♥❝❤❡) ❞G) ❧❛ ❣#♥#.❛&✐♦♥ ✹✳ ❉❛♥) ❝❡) ❝♦♥❞✐&✐♦♥)✱

♥♦✉) ♣♦✉✈♦♥) )✉♣♣♦)❡. 4✉❡ ❧❛ ❝♦..❡❝&✐♦♥ ✐♥❡.&✐❡❧❧❡ I ❧❛ ❝❤✉&❡ ❞❡ ♣.❡))✐♦♥ ✈✐)4✉❡✉)❡ ❡)&

♥#❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉. ❧✬❡))❡♥&✐❡❧ ❞❡ ❧✬❛.❜.❡ &.❛❝❤#♦❜.♦♥❝❤✐4✉❡✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉.)✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) #&✉❞✐#

❧❡) &.♦✐) ♠♦❞G❧❡) ✭❆✱ ❇✱ ❈✮ ❡♥ ♥#❣❧✐❣❡❛♥& ❝❡ &❡.♠❡ ✐♥❡.&✐❡❧ ❡& ❧❡) .#)✉❧&❛&) ♦❜&❡♥✉) ♥❡

)♦♥& ♣.❡)4✉❡ ♣❛) ♠♦❞✐✜#)✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♥#❣❧✐❣❡ ❧❡) ❡✛❡&) ✐♥❡.&✐❡❧)✱ ❧❛ ❝❤✉&❡ ❞❡ ♣.❡))✐♦♥ ✈✐)4✉❡✉)❡ ❞#♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❧✐♥#❛✐✲

.❡♠❡♥& ❞✉ ❞#❜✐& ❞✬❛✐. ❞❛♥) ❧❛ ❜.♦♥❝❤❡ ✿ ∆P ∝ Φ✳ ❊♥ .❛✐)♦♥ ❞❡ ❝❡&&❡ ❝♦..❡)♣♦♥❞❛♥❝❡

❧✐♥#❛✐.❡ ❡♥&.❡ ❞#❜✐& ❡& ♣.❡))✐♦♥✱ ❧❡) ♣.♦♣.✐#&#) ♣❤②)✐4✉❡) ♦❜&❡♥✉❡) ♣♦✉. ❞❡) ❝♦♥❞✐&✐♦♥) ❛✉①

❧✐♠✐&❡) ❞❡ ♣.❡))✐♦♥ ❝♦♥)&❛♥&❡ )♦♥& #4✉✐✈❛❧❡♥&❡) I ❝❡❧❧❡) ♦❜&❡♥✉❡) ♣♦✉. ❞❡) ❝♦♥❞✐&✐♦♥) ❛✉①

❧✐♠✐&❡) ❞❡ ❞#❜✐& ❝♦♥)&❛♥& ❬✶✶❪✳ ▲✬#&✉❞❡ .#❛❧✐)#❡ ✐❝✐ ♠♦♥&.❡ #❣❛❧❡♠❡♥& 4✉❡ ❧✬#4✉✐✈❛❧❡♥❝❡

❡♥&.❡ ❞#❜✐& ❡& ♣.❡))✐♦♥ .❡)&❡ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉. ❞❡) ♥♦♠❜.❡) ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞) ♠♦❞#.#)✳

▲❡ ♠♦❞G❧❡ ❞✬✐♥)♣✐.❛&✐♦♥ ❛ ❞♦♥❝ #&# ❝❤♦✐)✐ ♣♦✉. )❛ )✐♠♣❧✐❝✐&# ❞✬✐♠♣❧#♠❡♥&❛&✐♦♥ ♥✉♠#✲

.✐4✉❡ ✿ ✐❧ )✬❛❣✐& ❞✉ ♠♦❞G❧❡ ❆✱ 4✉✐ )✉♣♣♦)❡ ❞❡) ❞#❜✐&) &❡.♠✐♥❛✉① ✐❞❡♥&✐4✉❡)✳ ❈❡ ❝❤♦✐①

❡)& ❞✬❛✉&.❡ ♣❛.& ❡♥❝♦✉.❛❣# ♣❛. ❧✬#&✉❞❡ .#❛❧✐)#❡ ♣❛. ❆❧✐✈❡.&✐ ❡& ❛❧✳ ❬✶✷❪✳ ❈❡) ❞❡.♥✐❡.) ♦♥&

♠♦♥&.# 4✉❡ ❧❡ ❞✐❛♣❤.❛❣♠❡✱ ♠✉)❝❧❡ ♣.✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥)♣✐.❛&✐♦♥✱ ❛❣✐& ✈#.✐&❛❜❧❡♠❡♥& ❝♦♠♠❡

✉♥ ❣!♥!#❛%❡✉# ❞❡ ❞!❜✐%✱ &❛♥❞✐) 4✉❡ ❧❡) ♠✉)❝❧❡) ✐♥&❡.❝♦)&❛✉① #❣❛❧✐)❡♥& ♣❧✉&U& ❧❡) ♣.❡))✐♦♥)

)✬❛♣♣❧✐4✉❛♥& )✉. ❧❛ ❝❛❣❡ &❤♦.❛❝✐4✉❡ ❛✜♥ ❞✬❡♥ ♠✐♥✐♠✐)❡. ❧❛ ❞✐)&♦.)✐♦♥✳

✸✳✷ ▼♦❞&❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥

✸✳✷✳✶ ❊%✉❛(✐♦♥, ❞✉ ♠♦❞/❧❡

▲❡ ♠♦❞G❧❡ ❞❡ ✈❡♥&✐❧❛&✐♦♥ )✉♣♣♦)❡ ❞♦♥❝ 4✉❡ ❝❤❛4✉❡ ❛❝✐♥✉) .❡V♦✐& ❧❡ ♠W♠❡ ❞#❜✐& ❞✬❛✐.

Φter = Φ0/Nter✳ ❊♥ ❞✬❛✉&.❡) &❡.♠❡)✱ ❧❡) ❛❝✐♥✐ ♣❡✉✈❡♥& W&.❡ ❝♦♥)✐❞#.#) ❝♦♠♠❡ #4✉✐&❛❜❧❡✲

♠❡♥& ✈❡♥&✐❧#) ❬✶✸❪✳ ■❧ ❢❛✉& ❜✐❡♥ ♥♦&❡. ✐❝✐ 4✉❡ ❝❡ ♠♦❞G❧❡ )✉♣♣♦)❡ ❞❡) ❞#❜✐&) ❞✬❛✐# ✐❞❡♥&✐4✉❡)



✽✺ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❡♥"#❛♥" ❞❛♥& ❧❡& ❛❝✐♥✐✳ ❈❡❝✐ &✐❣♥✐✜❡ .✉❡ ❞❡& ✈♦❧✉♠❡& ✐❞❡♥"✐.✉❡& ❞✬❛✐# ❡♥"#❡♥" ❞❛♥& "♦✉&

❧❡& ❛❝✐♥✐ ❛✉ ❝♦✉#& ❞❡ ❧✬✐♥&♣✐#❛"✐♦♥ ♠❛✐& .✉❡ ❧❡& ✈♦❧✉♠❡& ❞✬❛✐" ❢"❛✐$ ♦✉ ❞✬♦①②❣)♥❡ ❡♥"#❛♥"

❞❛♥& ❧❡& ❛❝✐♥✐ ♣❡✉✈❡♥" .✉❛♥" 5 ❡✉① ❞✐✛8#❡#✳ ❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❡ "❡♠♣& ❞❡ "#❛♥&✐" ❞❡ ❧✬❛✐# ❢#❛✐& ❞❡

❧✬❡♥"#8❡ ❞❡ ❧❛ "#❛❝❤8❡ 5 ❧✬❡♥"#8❡ ❞❡ ❧✬❛❝✐♥✉& ❞8♣❡♥❞ ❞❡& ❝❛#❛❝"8#✐&"✐.✉❡& ❣8♦♠8"#✐.✉❡& ❞✉

❝❤❡♠✐♥ ❜#♦♥❝❤✐.✉❡ ❝♦♥❞✉✐&❛♥" 5 ❝❡" ❛❝✐♥✉&✳

▲❡ ❞8❜✐" ❞✬❛✐# ❞❛♥& ❝❤❛.✉❡ ❜#♦♥❝❤❡ ❡&" ❞♦♥♥8 ♣❛# nterΦter✱ nter 8"❛♥" ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞✬❛❝✐♥✐

✐&&✉& ❞❡ ❝❡""❡ ❜#♦♥❝❤❡✳ ❊♥ ❝♦♥&8.✉❡♥❝❡✱ 5 ❝❤❛.✉❡ ❣8♥8#❛"✐♦♥✱ ♣❧✉& ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ &❡#❛ ❣#♦&&❡✱

♣❧✉& ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ✐&&✉& ❞❡ ❝❡""❡ ❜#♦♥❝❤❡ &❡#❛ 8❧❡✈8 ❡" ♣❧✉& ❧❡ ❞8❜✐" ❞✬❛✐# ❞❛♥& ❧❛

❜#♦♥❝❤❡ &❡#❛ 8❧❡✈8✳ ❈❡❝✐ ❡&" ❛❝❝♦#❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ▼✉##❛②✲❍❡&& .✉✐ &✉♣♣♦&❡ .✉❡ ❧❡ ❞8❜✐"

❞✬❛✐# "#❛✈❡#&❛♥" ✉♥❡ ❜#♦♥❝❤❡ ❡&" ♣#♦♣♦#"✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ❝✉❜❡ ❞❡ &♦♥ #❛②♦♥✳

▲❡ "❡♠♣& ❞✬♦①②❣8♥❛"✐♦♥ tox ❞✬✉♥ ❛❝✐♥✉& ❡&" ❞8✜♥✐ ❝♦♠♠❡ 8"❛♥" ❧❡ "❡♠♣& ♣❡♥❞❛♥"

❧❡.✉❡❧ ❞❡ ❧✬❛✐# ❢#❛✐& ❡♥"#❡ ❞❛♥& ❧✬❛❝✐♥✉&✳ ■❧ ❡&" ♦❜"❡♥✉ ❡♥ #❡"✐#❛♥" 5 ❧❛ ❞✉#8❡ "♦"❛❧❡ ❞❡

❧✬✐♥&♣✐#❛"✐♦♥ tins = 2 &✱ ❧❡ "❡♠♣& text ♣❛&&8 ❞❛♥& ❧❡& ✈♦✐❡& ❡①"#❛"❤♦#❛❝✐.✉❡& ❡" ❧❡ "❡♠♣& ❞❡

"#❛♥&✐" ttr &♣8❝✐✜.✉❡ 5 ❝❤❛.✉❡ ❛❝✐♥✉& ✿

tox = tins − (text + ttr) ✭✸✳✺✮

▲❡ "❡♠♣& text ❡&" ❡&"✐♠8 5 ♣❛#"✐# ❞✉ ❞8❜✐" ❞✬❛✐# ❡♥"#❛♥" ❞❛♥& ❧❛ "#❛❝❤8❡ Φ0 ❡" ❞✉ ✈♦❧✉♠❡

❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐"8 ♦#♦♣❤❛#②♥❣8❡ ❡" ❧❛#②♥❣8❡ ❡&"✐♠8❡ 5 Vext =✶✵✻ ♠▲ ❬✻✱✶✹❪✳

text =
Vext

Φ0

≈ 0, 4 s ✭✸✳✻✮

❉❛♥& ❝❡ ♠♦❞P❧❡✱ ✉♥ ❛❝✐♥✉& ♥❡ #❡Q♦✐" ❞❡ ❧✬❛✐# ❢#❛✐& .✉❡ &✐ ❧❡ "❡♠♣& ❞✬♦①②❣8♥❛"✐♦♥ ❡&"

♣♦&✐"✐❢✱ ❝❡ .✉✐ &✐❣♥✐✜❡ .✉❡ ❧❡ "❡♠♣& ❞❡ "#❛♥&✐" ♣♦✉# ❛""❡✐♥❞#❡ ❝❡" ❛❝✐♥✉& ❞♦✐" R"#❡ ♣❧✉& ♣❡"✐"

.✉❡ ✶✱✻ &✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐# ❢#❛✐& Vfrais ❡♥"#❛♥" ❞❛♥& ✉♥ ❛❝✐♥✉& ❛✉ ❝♦✉#& ❞❡ ❧✬✐♥&♣✐#❛"✐♦♥

❡&" ❞♦♥❝ ❞♦♥♥8 ♣❛# ❧❡& #❡❧❛"✐♦♥& ✿







Vfrais = Φter.tox si tox > 0

Vfrais = 0 sinon
✭✸✳✼✮

T♦✉# ✜♥✐#✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ "♦"❛❧ ❞✬❛✐# ❢#❛✐& .✉❡ #❡Q♦✐" ❧✬❛#❜#❡ "#❛❝❤8♦❜#♦♥❝❤✐.✉❡ ❡&" &✐♠♣❧❡♠❡♥"

❧❛ &♦♠♠❡ ❞❡& ✈♦❧✉♠❡& ❞✬❛✐# ❢#❛✐& #❡Q✉& ♣❛# ❝❤❛.✉❡ ❛❝✐♥✉&✳



✽✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

✸✳✷✳✷ ▲✐♠✐&❡( ❞✉ ♠♦❞,❧❡

❚♦✉# ❞✬❛❜♦(❞✱ ✐❧ ❡-# ✐♠♣♦(#❛♥# ❞❡ (❛♣♣❡❧❡( 1✉❡ ❧✬✐♥-♣✐(❛#✐♦♥ (2-✉❧#❡ ❞✬✉♥ ♠2❝❛♥✐-♠❡

❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♠♣❧✐1✉❛♥# ❧❛ ♠2❝❛♥✐1✉❡ #❤♦(❛❝✐1✉❡✱ ❧✬❡-♣❛❝❡ ♣❧❡✉(❛❧ ❡# ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡

♣✉❧♠♦♥❛✐(❡✳ ❉❡- ❝♦♥❞✐#✐♦♥- ❛✉① ❧✐♠✐#❡- 8 ❞2❜✐# ❝♦♥-#❛♥# ♦✉ 8 ♣(❡--✐♦♥ ❝♦♥-#❛♥#❡ ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❞❡- ❜(♦♥❝❤✐♦❧❡- #❡(♠✐♥❛❧❡- ♥❡ ♣❡✉✈❡♥# ❞♦♥❝ (❡♣(2-❡♥#❡( ❧❛ (2❛❧✐#2 ♣❤②-✐♦❧♦❣✐1✉❡✳

▲❛ (2❛❧✐#2 (2-✉❧#❡ -❛♥- ❞♦✉#❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐-♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♠♣❧✐1✉❛♥# ♣(❡--✐♦♥- ❡# ❞2❜✐#-

#❡(♠✐♥❛✉①✳

 !♦✜❧ ❞❡ ❧✬(❝♦✉❧❡♠❡♥-

■❧ ❡-# ✐♠♣♦(#❛♥# ❞❡ -♦✉❧✐❣♥❡( ✐❝✐ 1✉❡ ❧❡ ♠♦❞>❧❡ ❞❡ ✈❡♥#✐❧❛#✐♦♥ ♥❡ ♣(❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣#❡ 1✉❡

❧❡ ❞2❜✐# ✐♥-♣✐(❛#♦✐(❡ ♠♦②❡♥ ♣♦✉( ❝❛❧❝✉❧❡( ❧❡ #❡♠♣- ❞❡ #(❛♥-✐# ❞❛♥- ❝❤❛1✉❡ ❜(♦♥❝❤❡✳ ❈❡❧❛

(❡✈✐❡♥# ❞♦♥❝ 8 ♥2❣❧✐❣❡( ❧✬❡①✐-#❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣(♦✜❧ ♣❛(❛❜♦❧✐1✉❡ ❞✬2❝♦✉❧❡♠❡♥# ❞❛♥- ❝❤❛1✉❡

❜(♦♥❝❤❡ ❡# 8 -✉♣♣♦-❡( ✉♥ ♣(♦✜❧ ♣❧❛#✳ ❊♥ ❝♦♥-21✉❡♥❝❡✱ ❧❡- #❡♠♣- ❞❡ #(❛♥-✐# ❞❛♥- ❧✬❛(❜♦✲

(❡-❝❡♥❝❡ #(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐1✉❡ ♣♦✉((♦♥# C#(❡ ❧2❣>(❡♠❡♥# ♠♦✐♥- 2#❛❧2- 1✉✬❡♥ ♣(2-❡♥❝❡ ❞✬✉♥

♣(♦✜❧ ♣❛(❛❜♦❧✐1✉❡✳ ◆2❛♥♠♦✐♥-✱ ❝❡# 2#❛❧❡♠❡♥# ✐♥❞✉✐# ♣❛( ❧❛ ♣(2-❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣(♦✜❧ ♣❛(❛✲

❜♦❧✐1✉❡ ❡-# ♥❡##❡♠❡♥# ♠♦✐♥❞(❡ 1✉❡ ❝❡❧✉✐ ✐♥❞✉✐# ♣❛( ❧❛ -#(✉❝#✉(❡ ❛-②♠2#(✐1✉❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡

#(❛❝❤2♦❜(♦♥❝❤✐1✉❡✳

❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❞❡2 ❜!♦♥❝❤❡2

▲❡ ♠♦❞>❧❡ ♥❡ ♣(❡♥❞ ♣❛- ❡♥ ❝♦♠♣#❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❞❡- ❜(♦♥❝❤❡- ♠❛✐- -✉♣♣♦-❡ ❞❡-

❜(♦♥❝❤❡- (✐❣✐❞❡-✳ ❆ ❧✬✐♥-♣✐(❛#✐♦♥✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐(❡ ❛✉❣♠❡♥#❛♥#✱ ❧❡ ❞✐❛♠>#(❡ ❞❡-

❜(♦♥❝❤❡- ❛ #❡♥❞❛♥❝❡ 8 -✬❛❝❝(♦F#(❡✳ ❈❡❝✐ ❡-# ❝♦♥#(❡❜❛❧❛♥❝2 ❡♥ ♣❛(#✐❡ ♣❛( ❧✬❡✛❡# ❱❡♥#✉(✐ ✿

❧✬❛✐( ❛❝❝2❧2(2 ♣(♦✈♦1✉❡ ✉♥❡ ❞2♣(❡--✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❛♥- ❧❛ ❜(♦♥❝❤❡ ❝❡ 1✉✐ ❢❛✈♦(✐-❡ ❧❛ ❢❡(♠❡#✉(❡

❞❡ ❧❛ ❜(♦♥❝❤❡✳ ❈❡# ❡✛❡# ❡-# ❞✬❛✉#❛♥# ♣❧✉- ✐♠♣♦(#❛♥# 1✉❡ ❧❡ ❞2❜✐# ❞❛♥- ❧❛ ❜(♦♥❝❤❡ ❡-#

2❧❡✈2✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❛✉ (❡♣♦-✱ ❧❡- ❜(♦♥❝❤❡- (❡-#❡♥# ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❜✐❡♥ ♦✉✈❡(#❡- ❡# ♦♥# ♠C♠❡

#❡♥❞❛♥❝❡ 8 -❡ ❞✐❧❛#❡( ♣❡♥❞❛♥# ❧✬✐♥-♣✐(❛#✐♦♥ ❬✶✺❪ ✭✈♦✐( ✜❣✉(❡ ✹✳✺✮✳ ◆♦✉- ✈❡((♦♥- ♣❧✉- #❛(❞

1✉❡ ❝❡##❡ ❤②♣♦#❤>-❡ ♥❡ ♣❡✉# ♣❧✉- C#(❡ ♠❛✐♥#❡♥✉❡ 8 ❧✬❡①♣✐(❛#✐♦♥✳

R♦✉( ❛♥❛❧②-❡( ❧✬✐♠♣❛❝# ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛#❛#✐♦♥ ❞❡- ❜(♦♥❝❤❡- -✉( ❧❡- #❡♠♣- ❞❡ #(❛♥-✐#✱ ♥♦✉-

❛✈♦♥- -✉♣♣♦-2 1✉❡ ❧❡- ❞✐❛♠>#(❡- ❞❡- ❜(♦♥❝❤❡- -❡ ❞✐❧❛#❛✐❡♥# ❞❡ ❢❛S♦♥ ❧✐♥2❛✐(❡ ❛✉ ❝♦✉(- ❞❡

❧✬✐♥-♣✐(❛#✐♦♥ -❡❧♦♥ ❧❛ (❡❧❛#✐♦♥ ✿

D(t) =
Dmax −Dmin

tins
t+Dmin ✭✸✳✽✮



✽✼ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

Dmax  ❡♣ #$❡♥&❛♥& ❧❡$ ❞✐❛♠,& ❡$ ♠❛①✐♠❛✉① ❞♦♥♥#$ ♣❛ ❧❡ ♠♦❞,❧❡ ❣#♦♠#& ✐1✉❡ ❞#✈❡✲

❧♦♣♣# ❛✉ ❝❤❛♣✐& ❡ ✷ ✭&❛❜❧❡ ✷✳✶✮ ❡& Dmin✱ ❧❡$ ❞✐❛♠,& ❡$ ♠✐♥✐♠❛✉① ❞#❞✉✐&$ ❞❡ Dmax ♣❛ ❧❛

 ❡❧❛&✐♦♥ ✿

Dmin = Dmax

(

VT issu + CRF

VT issu + CRF + VT

)1/3

✭✸✳✾✮

♦@ VT issu  ❡♣ #$❡♥&❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡$ &✐$$✉$ ♣✉❧♠♦♥❛✐ ❡$ ❡$&✐♠# A ✽✹✸ ♠▲ ❬✶✻❪✱ CRF ❧❛

❝❛♣❛❝✐&#  #$✐❞✉❡❧❧❡ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣ ✐$❡ #❣❛❧❡ A ✸ ▲ ❬✷❪✱ ❡& VT ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉ ❛♥&✳ ▲❛

 ❡❧❛&✐♦♥ ♣ #❝#❞❡♥&❡ ❡$& &✐ #❡ ❞✉ & ❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍✉❣❤❡$ ❡& ❛❧✳ ❬✶✼❪ 1✉✐ $✉♣♣♦$❡ 1✉❡ ❧❡$ ❞✐❛♠,& ❡$

#✈♦❧✉❡♥& ❝♦♠♠❡ ❧❛  ❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐1✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐ ❡ &♦&❛❧✳ ▲❡$ ❞♦♥♥#❡$ ❞❡ ❘❛❛❜❡

❡& ❛❧✳ ❬✶✽❪ ❝♦  ❡$♣♦♥❞❛♥& A ✉♥❡ ❞✐❧❛&❛&✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐ ❡ ♣ ♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜♥ ❞✬✐♥$♣✐ ❛&✐♦♥✱ ❡❧❧❡$

♦♥& #&# ❝❤♦✐$✐❡$ ♣♦✉ ❧❡$ ✈❛❧❡✉ $ ❞❡ ❞✐❛♠,& ❡$ ♠❛①✐♠❛✉① Dmax✳ ❖♥ ♣❡✉& $♦✉❧✐❣♥❡ ✐❝✐

1✉❡ ♣♦✉ ✉♥❡ ✐♥$♣✐ ❛&✐♦♥ ❛✉  ❡♣♦$✱ ❧❛ ❢♦ ♠✉❧❡ ♣ #❝#❞❡♥&❡ ✐♠♣❧✐1✉❡ 1✉❡ ❧❡$ ❞✐❛♠,& ❡$ $❡

 #❞✉✐$❡♥& ❞❡ ✹✪ ❡♥✈✐ ♦♥✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡$ ❧♦♥❣✉❡✉ $ ❞❡$ ❜ ♦♥❝❤❡$ $❡ ❞#❞✉✐$❛♥& ❞❡ ❧❡✉ ❞✐❛♠,& ❡

❞❛♥$ ♥♦& ❡ ♠♦❞,❧❡ ❣#♦♠#& ✐1✉❡✱ ❡❧❧❡$ ✈♦♥& #❣❛❧❡♠❡♥& $❡ ❞✐❧❛&❡ ❞❡ ❢❛Q♦♥ ❧✐♥#❛✐ ❡ ❛✉ ❝♦✉ $

❞❡ ❧✬✐♥$♣✐ ❛&✐♦♥✳

▲❡$  #$✉❧&❛&$ ♠♦♥& ❡♥& 1✉❡ ❧❛ ♣ ✐$❡ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐❧❛&❛&✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣ ❛&✐1✉❡✲

♠❡♥& ♣❛$ ❧❡$ &❡♠♣$ ❞❡ & ❛♥$✐&✳ R❛  ❛♣♣♦ & ❛✉ ❝❛$ ♦@ ❧❡$ ❞✐❛♠,& ❡$ $♦♥& ❝♦♥$&❛♥&$ ❡&

#❣❛✉① A Dmax✱ ❧❡$ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ❞❡$ ❜ ♦♥❝❤❡$ $♦♥& ♣❧✉$ ❢❛✐❜❧❡$ ❡♥ ❞#❜✉& ❞✬✐♥$♣✐ ❛&✐♦♥ 1✉✬❡♥

✜♥ ❞✬✐♥$♣✐ ❛&✐♦♥ ✿ ❧❡$ &❡♠♣$ ❞❡ & ❛♥$✐& $❡ ♦♥& ❞♦♥❝ ❧#❣, ❡♠❡♥& ❞✐♠✐♥✉#$✳ ▲✬❤②♣♦&❤,$❡ $✉ 

❧❛  ✐❣✐❞✐&# ❞❡$ ❜ ♦♥❝❤❡$ $❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ❛❝❝❡♣&❛❜❧❡ ♣♦✉ ❧✬✐♥$♣✐ ❛&✐♦♥ ❛✉  ❡♣♦$✳

▼♦❞#❧✐&❛(✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛,❜♦,❡&❝❡♥❝❡

❉✬❛✉& ❡ ♣❛ &✱ ❧❡ ♠♦❞,❧❡ ♥❡ ♣ ❡♥❞ ♣❛$ ❡♥ ❝♦♠♣&❡ ❧❡ ❝❛ ❛❝&, ❡ & ✐❞✐♠❡♥$✐♦♥♥❡❧ ❞❡

❧✬❛ ❜♦ ❡$❝❡♥❝❡ & ❛❝❤#♦❜ ♦♥❝❤✐1✉❡✳ ❖♥ ♦✉❜❧✐❡ ✐❝✐ ❧✬❛  ❛♥❣❡♠❡♥&  ❡❧❛&✐❢ ❞❡$ ❜ ♦♥❝❤❡$ ❞❛♥$

❧✬❡$♣❛❝❡ ❡& ❧❛ ❞✐$& ✐❜✉&✐♦♥ ❞❡$ ✈✐&❡$$❡$ ❞✉ ✢✉✐❞❡ A ❧✬✐♥&# ✐❡✉ ❞❡ ❝❤❛1✉❡ ❜ ♦♥❝❤❡✳ ❉❛♥$ ❝❡

♠♦❞,❧❡✱ ♦♥ ❝♦♥$✐❞, ❡ ❧❛ ✈✐&❡$$❡ ♠♦②❡♥♥❡ 1✉❡ ❞♦✐& ❛✈♦✐ ❧✬❛✐ ❛✜♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞#❜✐& ❞✬❛✐ 

❛&&❡♥❞✉ ✿ ❧❡ &❡♠♣$ ❝❛❧❝✉❧# ♣♦✉ ♣❛ ❝♦✉ ✐ ❧❛ ❜ ♦♥❝❤❡ ❡$& ❞♦♥❝ ❧❡ &❡♠♣$ ♠♦②❡♥ ❛$$♦❝✐# ❛✉

❞#❜✐& ❞✬❛✐ ❛&&❡♥❞✉✳ ▲❛ ❞✐$& ✐❜✉&✐♦♥  ❛❞✐❛❧❡ ❡& ❧♦♥❣✐&✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐&❡$$❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❜ ♦♥❝❤❡

♥✬❛ ♣❛$ ❜❡$♦✐♥ ❞✬V& ❡ ♣ #❝✐$#❡ ♣♦✉ ❝❛❧❝✉❧❡ ❝❡ &❡♠♣$ ♠♦②❡♥✳ ❉✬❛✉& ❡ ♣❛ &✱ ❧❛ ❝❤✉&❡ ❞❡

♣ ❡$$✐♦♥ ✈✐$1✉❡✉$❡ ❡& ❧❡$ ❞#❜✐&$ ❞✬❛✐ ♥❡ ❞#♣❡♥❞❡♥& ♣❛$ ❞❡ ❧✬♦ ✐❡♥&❛&✐♦♥ ❞❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡

❞❡$ ❜ ♦♥❝❤❡$✳ ❈♦♥❝❡ ♥❛♥& ❧❛ ♣ ❡$$✐♦♥✱ ❧✬#1✉❛&✐♦♥ ✸✳✸ ♠♦♥& ❡ 1✉❡ ❝❡ $♦♥& ❡$$❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥&

❧❡$ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ❣#♦♠#& ✐1✉❡$ ❞❡ ❧❛ ❜ ♦♥❝❤❡ 1✉✐ ❞#&❡ ♠✐♥❡♥& ❧❛ ❝❤✉&❡ ❞❡ ♣ ❡$$✐♦♥✳ ❇✐❡♥

❡♥&❡♥❞✉✱ ❧❡$ ❜✐❢✉ ❝❛&✐♦♥$ ❡♥& ❡ ❧❡$ ❜ ♦♥❝❤❡$ ♣❡✉✈❡♥& ✐♥❞✉✐ ❡ ✉♥❡ ❝❤✉&❡ ❞❡ ♣ ❡$$✐♦♥ ❛❞✲

❞✐&✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝❤✉&❡ ❞❡ ♣ ❡$$✐♦♥ 1✉✐ ❞#♣❡♥❞ ❛ $❛♥$ ❞♦✉&❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜ ❛♥❝❤❡♠❡♥& ❞❡ ❧❛



✽✽ ❈❤❛♣✐&'❡ ✸✳ ▼♦❞.❧❡ ✐♥1♣✐'❛&♦✐'❡ ❞❡ ❧✬❛'❜'❡ &'❛❝❤5♦❜'♦♥❝❤✐6✉❡

❜✐❢✉$❝❛'✐♦♥✳ ▼❛✐, ❝❡''❡ ♣$❡,,✐♦♥ ❛❞❞✐'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡,' ✉♥❡ ❝♦$$❡❝'✐♦♥ 1 ❧❛ ❝❤✉'❡ ❞❡ ♣$❡,,✐♦♥

❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜$♦♥❝❤❡ ❬✹✱ ✶✾✱✷✵❪✳

<♦✉$ ❝❛❧❝✉❧❡$ ❧❡, ❣$❛♥❞❡✉$, ❝❛$❛❝'=$✐,❛♥' ❧❛ ✈❡♥'✐❧❛'✐♦♥ ✲ @✉❡ ,♦♥' ❧❡, ❞=❜✐',✱ ❧❡, ❝❤✉'❡,

❞❡ ♣$❡,,✐♦♥ ❡' ❧❡, '❡♠♣, ❞❡ '$❛♥,✐' ✲✱ ❧✬❛$❜$❡ '$❛❝❤=♦❜$♦♥❝❤✐@✉❡ ♣❡✉' ❞♦♥❝ C'$❡ ♠♦❞=❧✐,=

♣❛$ ✉♥ ❛$$❛♥❣❡♠❡♥' ❞❡ '✉❜❡, ❝②❧✐♥❞$✐@✉❡, ❞=✜♥✐, ♣❛$ ❧❡✉$ ❞✐❛♠F'$❡ ❡' ❧❡✉$ ❧♦♥❣✉❡✉$✳

❆♣♣"♦①✐♠❛(✐♦♥ L/D = 3

▲❡ '❡♠♣, τ ♣♦✉$ @✉❡ ❧✬❛✐$ '$❛✈❡$,❡ ✉♥❡ ❜$♦♥❝❤❡ ♣❡✉' ,❡ $==❝$✐$❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛H♦♥ ,✉✐✈❛♥'❡ ✿

τ = L
πD2/4

Φ
=

π

4Φ

(

L

D

)

D3
✭✸✳✶✵✮

❈❡ '❡♠♣, τ ❞=♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡ ♠❛♥✐F$❡ ❧✐♥=❛✐$❡ ❞✉ $❛♣♣♦$' ❧♦♥❣✉❡✉$ ,✉$ ❞✐❛♠F'$❡ L/D ❡'

❞=♣❡♥❞ ❞✉ ❞✐❛♠F'$❡ 1 ❧❛ ♣✉✐,,❛♥❝❡ ✸✳ ❊♥ ❝♦♥,=@✉❡♥❝❡✱ ❧❡, ✈❛$✐❛'✐♦♥, ❞✉ ❞✐❛♠F'$❡ ❛✉$♦♥'

,❛♥, ❞♦✉'❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉, ❞✬❡✛❡', ,✉$ ❧❡ '❡♠♣, τ @✉❡ ❧❡, ✈❛$✐❛'✐♦♥, ❞✉ $❛♣♣♦$' L/D✳ <♦✉$

✈=$✐✜❡$ ❝❡''❡ ❛✣$♠❛'✐♦♥✱ ❧❡, $❛♣♣♦$', L/D ♦♥' ='= ❧=❣F$❡♠❡♥' ♠♦❞✐✜=, ❞❛♥, ❧✬❛$❜$❡ ❜$♦♥✲

❝❤✐@✉❡ ✐♥'❡$♠=❞✐❛✐$❡ ,❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉,,✐❡♥♥❡ ❝❡♥'$=❡ ❡♥ L/D = 3 ❡' ❞✬=❝❛$'✲'②♣❡ ✵✱✺✳

▲❛ ✈❛❧❡✉$ ♠♦②❡♥♥❡ ❡' ❧✬=❝❛$'✲'②♣❡ ❝❤♦✐,✐, ,♦♥' ❡♥ ❛❝❝♦$❞ ❛✈❡❝ ❧❡, ❞✐,'$✐❜✉'✐♦♥, ❞❡ L/D

♠❡,✉$=❡, ♣❛$ ❘❛❛❜❡ ❡' ❛❧✳ ❬✶✽❪✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦$' ❛♥❛'♦♠✐@✉❡ ❡' ❧❡ '❡♠♣, ♠♦②❡♥ ❞✬♦①②✲

❣=♥❛'✐♦♥ ♦♥' ='= ❝❛❧❝✉❧=, ♣♦✉$ ✉♥ ❣$❛♥❞ ♥♦♠❜$❡ ❞✬❛$❜♦$❡,❝❡♥❝❡✳ ▲❡, $=,✉❧'❛', ♠♦♥'$❡♥'

@✉❡ ❝❡, ❞❡✉① ❣$❛♥❞❡✉$, ,♦♥' ❞✐,'$✐❜✉=❡, ❛✉'♦✉$ ❞❡ ❧❡✉$ ✈❛❧❡✉$ ,❛♥, ❜$✉✐' ❣❛✉,,✐❡♥ ❛✈❡❝

✉♥ =❝❛$'✲'②♣❡ ❞❡ ✽✪ ❡' ✺✪ $❡,♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'✳

❊♥ ♣$❡♠✐F$❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛'✐♦♥✱ ❧❡, '❡♠♣, ❞❡ '$❛♥,✐' ❞❛♥, ❧✬❛$❜$❡ ♥❡ ,♦♥' ❞♦♥❝ ♣❛, ❛✛❡❝'=,

♣❛$ ❞❡, ✈❛$✐❛'✐♦♥, ♠♦❞=$=❡, ❞✉ $❛♣♣♦$' L/D✳

❆♣♣"♦①✐♠❛(✐♦♥ *✉" ❧❡ ❝②❝❧❡ "❡*♣✐"❛(♦✐"❡

▲❡ $=❣✐♠❡ ✈❡♥'✐❧❛'♦✐$❡ ❝❤♦✐,✐ ,✉♣♣♦,❡ ✉♥ ❞=❜✐' ❞✬❛✐$ ❝♦♥,'❛♥' '♦✉' ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬✐♥,♣✐$❛✲

'✐♦♥ ✿ ✐❧ ,✬❛❣✐' ❞✬✉♥❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛'✐♦♥ ❛❝❝❡♣'❛❜❧❡ ❞✉ ❞=❜✐' 1 ❧✬✐♥,♣✐$❛'✐♦♥ ♠❛✐, ❝❡ ♥✬❡,' ♣❛, ❧❡

$=❣✐♠❡ ✈❡♥'✐❧❛'♦✐$❡ $=❛❧✐,'❡✳ ❆✜♥ ❞✬❛♥❛❧②,❡$ ❧✬❡✛❡' ❞✉ ♣$♦✜❧ ✐♥,♣✐$❛'♦✐$❡ ,✉$ ❧❛ ✈❡♥'✐❧❛'✐♦♥✱

♥♦✉, ❝♦♠♣❛$♦♥, ✐❝✐ ✉♥ ♣$♦✜❧ ✐♥,♣✐$❛'♦✐$❡ 1 ❞=❜✐' ❝♦♥,'❛♥' ❡' ✉♥ ♣$♦✜❧ ,✐♥✉,♦W❞❛❧✳

❖♥ ♣❡✉' ❞=✜♥✐$ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦&' ❛♥❛'♦♠✐+✉❡ ♣❛& ❛❝✐♥✉. VV D ✿ ❝✬❡,' ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐$

♥♦♥ ❢$❛✐, ❡♥'$❛♥' ❞❛♥, ✉♥ ❛❝✐♥✉, ❛✉ ❝♦✉$, ❞❡ ❧✬✐♥,♣✐$❛'✐♦♥✳ ■❧ ❡,' ♦❜'❡♥✉ ❡♥ ,♦♠♠❛♥' ❧❡,

❝♦♥'$✐❜✉'✐♦♥, ✈♦❧✉♠✐@✉❡, ❞❡ '♦✉'❡, ❧❡, ❜$♦♥❝❤❡, ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❜$♦♥❝❤✐@✉❡ ♠❡♥❛♥'



✽✾ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

 ❝❡# ❛❝✐♥✉( ✿

VV D =
G
∑

g=0

Vg

nter,g

✭✸✳✶✶✮

▲❛ ❝♦♥#1✐❜✉#✐♦♥ ✈♦❧✉♠✐6✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜1♦♥❝❤❡ ❡(# :❣❛❧❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❝❡##❡ ❜1♦♥❝❤❡ Vg ❞✐✈✐(:

♣❛1 ❧❡ ♥♦♠❜1❡ ❞✬❛❝✐♥✐ ✐((✉( ❞❡ ❝❡##❡ ❜1♦♥❝❤❡ nter,g✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦1# ❛♥❛#♦♠✐6✉❡ ♣❛1 ❛❝✐♥✉(

❞:♣❡♥❞ ✉♥✐6✉❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ❣:♦♠:#1✐❡ ❞❡ ❧✬❛1❜1❡ #1❛❝❤:♦❜1♦♥❝❤✐6✉❡ ❡# ♥♦♥ ❞✉ ♠♦❞=❧❡ ❞❡

✈❡♥#✐❧❛#✐♦♥✳

◆♦✉( (✉♣♣♦(♦♥( #♦✉❥♦✉1( 6✉❡ ❧❡( ❛❝✐♥✐ 1❡@♦✐✈❡♥# ❧❡ ♠A♠❡ ❞:❜✐# ❞✬❛✐1 Φter(t)  #♦✉#

✐♥(#❛♥# t ❞❡ ❧✬✐♥(♣✐1❛#✐♦♥✳ ▲❡ ♣1♦✜❧ ✐♥(♣✐1❛#♦✐1❡ :#❛♥# ❞:✜♥✐ ♣❛1 ❧❡ ❞:❜✐# ❞✬❛✐1 ❞❛♥( ❧❛

#1❛❝❤:❡ Φ0(t)✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐1 ♥♦♥ ❢1❛✐( ❡♥#1❛♥# ❞❛♥( ✉♥ ❛❝✐♥✉( (✬:❝1✐# ✿

VV D =

∫ text+ttr

0

Φter(t).dt =

∫ text+ttr

0

Φ0(t)

Nter

.dt ✭✸✳✶✷✮

▲❡ #❡♠♣( ❞❡ #1❛♥(✐# ♣♦✉1 ❛##❡✐♥❞1❡ ✉♥ ❛❝✐♥✉( ttr ❡(# ❛❧♦1( 1❡❧✐: ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦1# ❛♥❛#♦✲

♠✐6✉❡ ♣❛1 ❛❝✐♥✉( VV D ♣❛1 ❧❛ 1❡❧❛#✐♦♥ ✿ NterVV D = V (text + ttr) ♦G V (t) 1❡♣1:(❡♥#❡ ❧❡

✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐1 ✐♥(♣✐1:  ❧✬✐♥(#❛♥# t✳ ❊♥ ✐♥✈❡1(❛♥# ❧❛ 1❡❧❛#✐♦♥ ♣1:❝:❞❡♥#❡✱ ♦♥ ♣❡✉# ❞✐1❡❝#❡✲

♠❡♥# ❞:#❡1♠✐♥❡1 ❧❛ ❞✐(#1✐❜✉#✐♦♥ ❞❡( #❡♠♣( ❞❡ #1❛♥(✐#  ♣❛1#✐1 ❞❡ V (t)✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❊♥ ❤❛✉# ✿ ❞:❜✐# ❞✬❛✐1 ❞❛♥( ❧❛ #1❛❝❤:❡ Φ0(t) ❛✉ ❝♦✉1( ❞❡ ❧✬✐♥(♣✐1❛#✐♦♥✳ ❊♥

❜❛( ✿ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐1 ✐♥(♣✐1: V (t) ❛✉ ❝♦✉1( ❞✉ #❡♠♣(✳ ▲❡( ✢=❝❤❡( ❤♦1✐③♦♥#❛❧❡( ❡♥ ♣♦✐♥✲

#✐❧❧:( 1❡♣1:(❡♥#❡♥# ❧❛ ❞✐(#1✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ NterVV D✳ ▲❡( ❧✐❣♥❡( ✈❡1#✐❝❛❧❡( ✜♥❡( 1❡♣1:(❡♥#❡♥# ❧❛

❞✐(#1✐❜✉#✐♦♥ ❞❡( #❡♠♣( ❞❡ #1❛♥(✐# text + ttr ❛((♦❝✐:❡  ❧❛ ❞✐(#1✐❜✉#✐♦♥ ❞❡ NterVV D✳



✾✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

▲❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✽ ❝♦♠♣❛%❡ ✉♥ ♣%♦✜❧ ✐♥1♣✐%❛2♦✐%❡ 3 ❞5❜✐2 ❝♦♥12❛♥2 ❡2 ✉♥ ♣%♦✜❧ ✐♥1♣✐%❛2♦✐%❡

3 ❞5❜✐2 1✐♥✉1♦7❞❛❧✳ ▲❡ ❞5❜✐2 ❞❛♥1 ❧❛ 2%❛❝❤5❡ Φ0(t) ❡12 %❡♣%51❡♥25 ❛✉ ❝♦✉%1 ❞✉ 2❡♠♣1 ❛✐♥1✐

9✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ V (t) ❞✬❛✐% ✐♥1♣✐%5✳ ▲❡1 ✜❣✉%❡1 ❞✉ ❜❛1 1❝❤5♠❛2✐1❡♥2 ❧❛ ♠52❤♦❞❡ ♣❡%♠❡22❛♥2

❞✬♦❜2❡♥✐% ❧❛ ❞✐12%✐❜✉2✐♦♥ ❞❡1 2❡♠♣1 ❞❡ 2%❛♥1✐2 3 ♣❛%2✐% ❞❡ ❧❛ ❞✐12%✐❜✉2✐♦♥ ❞❡1 ✈♦❧✉♠❡1

♠♦%21 ❛♥❛2♦♠✐9✉❡1 ♣❛% ❛❝✐♥✉1✳ ❆ ❝❤❛9✉❡ ❣%❛♥❞❡✉% NterVV D ✭✢?❝❤❡ ❤♦%✐③♦♥2❛❧❡ ❡♥ ♣♦✐♥✲

2✐❧❧51✮✱ ❡12 ❛11♦❝✐5 ✈✐❛ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ V (t) ❧❡ 2❡♠♣1 ❞❡ 2%❛♥1✐2 2♦2❛❧ text + ttr ♣♦✉% ❛22❡✐♥❞%❡

❧✬❛❝✐♥✉1 ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦%2 ❛♥❛2♦♠✐9✉❡ ♣❛% ❛❝✐♥✉1 VV D ✭❧✐❣♥❡ ✈❡%2✐❝❛❧❡ ✜♥❡✮✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ✸✳✽ ♠♦♥2%❡ ❞♦♥❝ 9✉❡ ❧❡1 ❞✐12%✐❜✉2✐♦♥1 ❞❡1 2❡♠♣1 ❞❡ 2%❛♥1✐2 1♦♥2 2%?1 1✐♠✐✲

❧❛✐%❡1 ♣♦✉% ❧❡1 ❞❡✉① 2②♣❡1 ❞❡ ♣%♦✜❧1 ✐♥1♣✐%❛2♦✐%❡1✳ ▲❛ ❞✐12%✐❜✉2✐♦♥ ♦❜2❡♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣%♦✜❧

1✐♥✉1♦7❞❛❧ ❡12 ❧5❣?%❡♠❡♥2 ♣❧✉1 ❝♦♥❝❡♥2%5❡ ❞❛♥1 ❧❛ %5❣✐♦♥ ❝❡♥2%❛❧❡ ❡2 ❧5❣?%❡♠❡♥2 ♣❧✉1 52❛✲

❧5❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡1 9✉❡✉❡1 ❞❡ ❞✐12%✐❜✉2✐♦♥✳ ❯♥ ♣%♦✜❧ ✐♥1♣✐%❛2♦✐%❡ ❡♥❝♦%❡ ♣❧✉1 %5❛❧✐12❡ ♥❡

♠♦❞✐✜❡%❛✐2 ♣❛1 ♥♦♥ ♣❧✉1 5♥♦%♠5♠❡♥2 ❧❛ ❞✐12%✐❜✉2✐♦♥ ❞❡1 2❡♠♣1 ❞❡ 2%❛♥1✐2✳

✸✳✸ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ❛✉ ♠♦❞,❧❡ ❣-♦♠-./✐1✉❡

❊♥ 1❡ ❜❛1❛♥2 1✉% ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ❞❡ ✈❡♥2✐❧❛2✐♦♥ ❞5✈❡❧♦♣♣5 ❝✐✲❞❡11✉1✱ ♥♦✉1 ❛❧❧♦♥1 ❛♥❛❧②✲

1❡% ❧❡1 ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡1 ✈❡♥2✐❧❛2♦✐%❡1 ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ 2%❛❝❤5♦❜%♦♥❝❤✐9✉❡ ♠♦❞?❧❡ ❞52❛✐❧❧5 ❞❛♥1 ❧❡

❝❤❛♣✐2%❡ ✷✳ ◆♦✉1 %❛♣♣❡❧♦♥1 ✐❝✐ ❧❡1 ♣❛%❛♠?2%❡1 ♣❡%♠❡22❛♥2 ❞❡ ❝♦♥12%✉✐%❡ ❧❡ ♠♦❞?❧❡ ❣5♦✲

♠52%✐9✉❡ ❞❡ ❧✬❛%❜♦%❡1❝❡♥❝❡ ✭2❛❜❧❡ ✸✳✷✮✳

❘❛♣♣♦%2 ❞✬❤♦♠♦2❤52✐❡ h ❘❛♣♣♦%2 ❧♦♥❣✉❡✉%

●5♥5%❛2✐♦♥ ♣♦✉% ❧❡ ❞✐❛♠?2%❡ D 1✉% ❞✐❛♠?2%❡

h0,max h0,min L/D

✶ ✵✱✽✼ ✵✱✻✾ ✸✱✵✼

✷ ✵✱✽✵ ✵✱✻✼ ✶✱✼✺

✸ ✵✱✽✸ ✵✱✻✼ ✶✱✹✸

✹ ✵✱✽✻ ✵✱✼✹ ✶✱✽✺

≥ ✺ ✵✱✽✼ ✵✱✻✼ ✸✱✵✵

❈%✐2?%❡ ❞✬❛%%U2 ❞❡ ❧✬❛%❜♦%❡1❝❡♥❝❡

Dlim = 0, 5 ♠♠

❚❛❜❧❡ ✸✳✷ ✕ %❛'❛♠()'❡+ ❞✉ ♠♦❞(❧❡ ❣1♦♠1)'✐3✉❡ '✐❣✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛'❜'❡ )'❛❝❤1♦❜'♦♥❝❤✐3✉❡

♣♦✉' ✉♥ ❤♦♠♠❡ ❛❞✉❧)❡ ❡♥ ❜♦♥♥❡ +❛♥)1 ♣❡+❛♥) ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ✽✶ ❦❣✳

❊♥ )❤1♦'✐❡✱ +✐ )♦✉+ ❧❡+ ❛❝✐♥✐ +♦♥) ✈❡♥)✐❧1+ ❡♥ ❛✐' ❢'❛✐+✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ )♦)❛❧ ❞✬❛✐' ❢'❛✐+

'❡B✉ ♣❛' ❧❡+ ❛❝✐♥✐ ❡+) 1❣❛❧ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉'❛♥) VT = 0, 5 ▲ ❞✐♠✐♥✉1 ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡+ ✈♦✐❡+



✾✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❡①"#❛"❤♦#❛❝✐)✉❡+ Vext = 106 ♠▲ ❡" ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦#" ❛♥❛"♦♠✐)✉❡ VD = 150 ♠▲✳ ▲❡

#3+✉❧"❛" ❞♦♥♥❡ ✵✱✷✹ ▲✳ ▲❡ ♠♦❞8❧❡ ❞✬✐♥+♣✐#❛"✐♦♥ ♣❡#♠❡" 3❣❛❧❡♠❡♥" ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡# ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ✿

❧❛ ✈❛❧❡✉# ♦❜"❡♥✉❡ ❡+" ❞❡ ✵✱✷✺ ▲✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉# "#8+ ♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉# ❛""❡♥❞✉❡✳

▲❛ ✜❣✉#❡ ✸✳✾✳❆ ♣#3+❡♥"❡ ❧❛ ❞✐+"#✐❜✉"✐♦♥ ❞❡+ "❡♠♣+ ❞✬♦①②❣3♥❛"✐♦♥ ❞❡+ ❛❝✐♥✐✳ ▲❛ ❞✐+"#✐✲

❜✉"✐♦♥ ❡+" 3"❛❧3❡✱ ❧❡+ "❡♠♣+ ❞❡ "#❛♥+✐" ❞❛♥+ ❧✬❛#❜♦#❡+❝❡♥❝❡ ✈♦♥" ❞❡ ✵✱✸✾ + E ✵✱✾✼ +✳ ❊♥

❝♦♥+3)✉❡♥❝❡✱ ❧❡+ "❡♠♣+ ❞✬♦①②❣3♥❛"✐♦♥ +♦♥" ❞✐+"#✐❜✉3+ ❞❡ ✵✱✻✸ + E ✶✱✷✶ + ❛✉"♦✉# ❞✬✉♥❡

✈❛❧❡✉# ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✱✵✵ + ❛✈❡❝ ✉♥ 3❝❛#"✲"②♣❡ ❞❡ ✵✱✵✼ +✳ ❚♦✉+ ❧❡+ ❛❝✐♥✐ #❡K♦✐✈❡♥" ❞♦♥❝ ❞❡

❧✬❛✐# ❢#❛✐+ ♣✉✐+)✉❡ ❧❡+ "❡♠♣+ ❞❡ "#❛♥+✐" +♦♥" ✐♥❢3#✐❡✉#+ E ✶✱✻ +✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ✐❧+ ♥❡ #❡K♦✐✈❡♥"

♣❛+ "♦✉+ ❧❛ ♠N♠❡ )✉❛♥"✐"3 ❞✬❛✐# ❢#❛✐+✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✸✳✾✳❇ ♣#3+❡♥"❡ ❧❛ ❞✐+"#✐❜✉"✐♦♥ ❞❡+ ✈♦✲

❧✉♠❡+ ❞✬❛✐# ❢#❛✐+ #❡K✉+ ♣❛# ❧❡+ ❛❝✐♥✐ ✿ ❧❡+ ✈♦❧✉♠❡+ ❞✬❛✐# ❢#❛✐+ +♦♥" ❞✐+"#✐❜✉3+ ❛✉"♦✉# ❞✬✉♥❡

✈❛❧❡✉# ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✶✱✶ ♠♠

3
❛✈❡❝ ✉♥ 3❝❛#"✲"②♣❡ ❞❡ ✵✱✼✾ ♠♠

3
✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✾ ✕ ❆ ✿ ❞✐+"#✐❜✉"✐♦♥ ❞❡+ "❡♠♣+ ❞✬♦①②❣3♥❛"✐♦♥ ❞❡+ ❛❝✐♥✐✳ ❇ ✿ ❞✐+"#✐❜✉"✐♦♥ ❞❡+

✈♦❧✉♠❡+ ❞✬❛✐# ❢#❛✐+ #❡K✉+ ♣❛# ❝❤❛)✉❡ ❛❝✐♥✉+ ✭❞✬❛♣#8+ ❬✷✶❪✮✳

❈♦♠♠❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐"#❡ ✷✱ ♦♥ ♣❡✉" ❛♥❛❧②+❡# ❧❛ #♦❜✉+"❡++❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥"✐❧❛"✐♦♥ ✈✐+✲E✲✈✐+ ❞❡ ❧❛

✈❛#✐❛❜✐❧✐"3 ♣❤②+✐♦❧♦❣✐)✉❡ ❞❡+ ♣♦✉♠♦♥+✳ U♦✉# ❝❡❧❛✱ ✐❧ +✉✣" ❞❡ ❢❛✐#❡ ✈❛#✐❡# ❧❡+ #❛♣♣♦#"+ ❞✬❤♦✲

♠♦"❤3"✐❡ h0,min ❡" h0,max +❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ❣❛✉++✐❡♥♥❡ ❡" ❞❡ ❢❛K♦♥ ❛♥"✐✲❝♦##3❧3❡ ✭♣❛#"✐❡ ✷✳✸✳✸✮✳

▲✬3"✉❞❡ ❞✬✉♥ ❣#❛♥❞ ♥♦♠❜#❡ ❞✬❛#❜♦#❡+❝❡♥❝❡+ ♠♦♥"#❡ )✉❡ ❧❡+ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡+ ✈❡♥"✐❧❛"♦✐#❡+

+♦♥" #♦❜✉+"❡+ ✈✐+✲E✲✈✐+ ❞❡ ❧❛ ✈❛#✐❛❜✐❧✐"3 ♣❤②+✐♦❧♦❣✐)✉❡✳ U✉✐+)✉❡ ❧❛ ✈❡♥"✐❧❛"✐♦♥ ♥❡ ❞3♣❡♥❞

)✉❡ ❞❡+ ❝❛#❛❝"3#✐+"✐)✉❡+ ❣3♦♠3"#✐)✉❡+ ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡+❝❡♥❝❡ ❡" )✉❡ ❧❛ +"#✉❝"✉#❡ ❣3♦♠3"#✐)✉❡

❡+" #♦❜✉+"❡ ✈✐+✲E✲✈✐+ ❞❡ ❧❛ ✈❛#✐❛❜✐❧✐"3 ♣❤②+✐♦❧♦❣✐)✉❡ ✭♣❛#"✐❡ ✷✳✸✳✸✮✱ ✐❧ ❡+" ❝♦❤3#❡♥" )✉❡ ❧❡+

♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡+ ✈❡♥"✐❧❛"♦✐#❡+ +♦✐❡♥" 3❣❛❧❡♠❡♥" #♦❜✉+"❡+✳



✾✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❖♥ ♣❡✉% ♥♦%❡' ✐❝✐ *✉❡ ❧❛ ❞✐.%'✐❜✉%✐♦♥ ❞❡. %❡♠♣. ❞✬♦①②❣5♥❛%✐♦♥ ❞❡. ❛❝✐♥✐ ❝♦♥%'✐❜✉❡

6 5%❛❧❡' ❡♥ %❡♠♣. ❧✬❛♣♣♦'% ❡♥ ♦①②❣7♥❡ ❞❡. ❛❝✐♥✐ ❛✉ ❝♦✉'. ❞✉ ❝②❝❧❡ '❡.♣✐'❛%♦✐'❡✳ ❈❡❝✐

❢❛✈♦'✐.❡ .❛♥. ❞♦✉%❡ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉'❡ ❤♦♠♦❣5♥5✐.❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♥%'❛%✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣7♥❡ ❞❛♥.

❧❡ .❛♥❣✳ ❊❣❛❧❡♠❡♥%✱ ♦♥ ♣❡✉% ♥♦%❡' *✉❡ .✐ ❧❛ ♣❡'❢✉.✐♦♥ ♥✬❡.% ♣❛. ♣❛'❢❛✐%❡♠❡♥% ❛❞❛♣%5❡ 6

❧❛ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥✱ ❧❡ .❤✉♥% ♣✉❧♠♦♥❛✐'❡✱ .❡ %'❛❞✉✐.❛♥% ♣❛' ✉♥❡ ♣❡'❢✉.✐♦♥ ❝♦''❡❝%❡ ♠❛✐. ✉♥❡

♠❛✉✈❛✐.❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥✱ ♣❡✉% ?%'❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥.5*✉❡♥❝❡ ❞❡ %❡♠♣. ❞❡ %'❛♥.✐% 5❧❡✈5.✳ ▲❛

♣❡'❢✉.✐♦♥ ❡.% ♥♦'♠❛❧❡ ♠❛✐. ❧❛ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ♥❡ ♣❡'♠❡% ♣❛. ❞✬❛❧✐♠❡♥%❡' ❧❛ '5❣✐♦♥ ♣❡'❢✉.5❡

♣❡♥❞❛♥% ✉♥ %❡♠♣. .✉✣.❛♥%✳ ❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉% .♦✉❧✐❣♥❡' *✉❡ ❧❡ ♠?♠❡ %②♣❡ ❞❡ ❞✐.%'✐❜✉%✐♦♥

❞❡. ✈♦❧✉♠❡. ❞✬❛✐' ❢'❛✐. ♣♦✉' ✉♥ ❣❛③ ❤②♣❡'♣♦❧❛'✐.5 ✐♥❞✉✐'❛✐% ♥5❝❡..❛✐'❡♠❡♥% ✉♥ ❜!✉✐$

✐♥❤5'❡♥% ❞❛♥. ❧❡. ✐♠❛❣❡. ♣✉❧♠♦♥❛✐'❡. ♦❜%❡♥✉❡. ♣❛' ❘5.♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥5%✐*✉❡ ◆✉❝❧5❛✐'❡ ❬✷✷❪✳

❆ ♥♦%'❡ ❝♦♥♥❛✐..❛♥❝❡✱ ❝❡% ❡✛❡% *✉✐ ❡.% ✉♥❡ ❝♦♥.5*✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♥❛%✉'❡ ❛.②♠5%'✐*✉❡ ❞❡

❧✬❛'❜♦'❡.❝❡♥❝❡ ♥✬❛ ❥❛♠❛✐. 5%5 ❝♦♥.✐❞5'5✳ ◆♦✉. 5%✉❞✐❡'♦♥. ♣❧✉. ❡♥ ❞5%❛✐❧ ❞❛♥. ✉♥ ♣'♦❝❤❛✐♥

❝❤❛♣✐%'❡ ❧❡. ❝♦♥.5*✉❡♥❝❡. ❞❡ ❧✬❛.②♠5%'✐❡ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥%✳

✸✳✹ ●$♥$&❛❧✐*❛+✐♦♥

❈♦♠♠❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐%'❡ ✷✱ ♦♥ ♣❡✉% ❣5♥5'❛❧✐.❡' ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ 6 ❧✬✐♥.♣✐'❛%✐♦♥

❝❤❡③ ❧✬❛❞✉❧%❡ ❛✉ ❝❛. ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥% ❡% .✉✐✈'❡ 5❣❛❧❡♠❡♥% ❧❛ ♠?♠❡ ♠5%❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ♣♦✉' 5❧❛❜♦'❡'

❞❡. ♠♦❞7❧❡. ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❝❤❡③ ❧❡. ♠❛♠♠✐❢7'❡.✳

✸✳✹✳✶ ❈❛& ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥-

❖♥ ❝❤♦✐.✐% ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✬5%✉❞✐❡' ❧❡ ❝❛. ❞✬✉♥ ❡♥❢❛♥% ❞❡ ✸ ❛♥.✳ ▲❛ ❢'5*✉❡♥❝❡ '❡.♣✐'❛%♦✐'❡

❡.% 5✈❛❧✉5❡ 6 ✷✹ ❝②❝❧❡.✴♠✐♥ ❬✷✸✕✷✺❪✳ ❙✐ ❧✬♦♥ .✉♣♣♦.❡ *✉❡ ❧❛ ❞✉'5❡ ❞✬✐♥.♣✐'❛%✐♦♥ '❡♣'5.❡♥%❡

✷✴✺ ❞❡ ❧❛ ❞✉'5❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ✲ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❡.% ❧❡ ❝❛. ♣♦✉' ❧✬❛❞✉❧%❡ ✲✱ ❧❛ ❞✉'5❡ ❞✬✐♥.♣✐'❛%✐♦♥

❡.% ❞✬❡♥✈✐'♦♥ ✶ .✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉'❛♥% ❡.% 5✈❛❧✉5 *✉❛♥% 6 ❧✉✐ 6 VT = 112 ♠▲ ❬✷✺❪✳ ❉✬❛✉%'❡

♣❛'%✱ ♦♥ .✉♣♣♦.❡ *✉❡ ❧❡ %❡♠♣. ♣❛..5 ❞❛♥. ❧❡. ✈♦✐❡. ❡①%'❛%❤♦'❛❝✐*✉❡. '❡♣'5.❡♥%❡ ❧❛ ♠?♠❡

❢'❛❝%✐♦♥ ❞✉ %❡♠♣. %♦%❛❧ ❞✬✐♥.♣✐'❛%✐♦♥ *✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞✉❧%❡✳ ❈❡%%❡ ❤②♣♦%❤7.❡ ❝♦♥❞✉✐% 6 ✉♥

%❡♠♣. text = 0, 2 .✳ ❈❡%%❡ ✈❛❧❡✉' ❡.% ❡♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡. ✈♦✐❡. ❡①%'❛%❤♦'❛❝✐*✉❡.

❡.%✐♠5 6 ♣❛'%✐' ❞❡ ❧✬5%✉❞❡ ❞❡ V❛%'❛ ❡% ❛❧✳ ❬✶✹❪✳

❙✐ %♦✉. ❧❡. ❛❝✐♥✐ .♦♥% ✈❡♥%✐❧5.✱ ✐❧. ❞♦✐✈❡♥% '❡❝❡✈♦✐' ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐' ❢'❛✐. 5❣❛❧ 6 VT−VD−
Vext✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦'% ❛♥❛%♦♠✐*✉❡ VD ❛ 5%5 ❡.%✐♠5 6 ✷✸✱✽ ♠▲ ❞❛♥. ❧❡ ❝❤❛♣✐%'❡ ✷✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡

❞❡. ✈♦✐❡. ❡①%'❛%❤♦'❛❝✐*✉❡. ♣❡✉% .✬❡.%✐♠❡' ♣❛' ❧❛ '❡❧❛%✐♦♥ ✿ Vext = Φ0.text = 22, 4 ♠▲✳ ❚♦✉%



✾✸ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞.❧❡ ✐♥1♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐6✉❡

❝❡❝✐ ❝♦♥❞✉✐' ( ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐. ❢.❛✐0 .❡1✉ ♣❛. ❧❡0 ❛❝✐♥✐ ❞❡ ✻✺✱✽ ♠▲ ❡♥ ❛❝❝♦.❞ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧

♥✉♠8.✐9✉❡ 9✉✐ ❞♦♥♥❡ 8❣❛❧❡♠❡♥' ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✻✺✱✽ ♠▲✳

▲❡0 '❡♠♣0 ❞✬♦①②❣8♥❛'✐♦♥ 0♦♥' ❞✐0'.✐❜✉80 ❡' ❝♦♠♣.✐0 ❡♥'.❡ ✵✱✹✷ 0 ❡' ✵✱✻✼ 0 ✭✜❣✉.❡ ✸✳✶✵✳❆✮ ✿

❧❛ ❞✐0'.✐❜✉'✐♦♥ ❡0' ❝❡♥'.8❡ ❡♥ ✵✱✺✾ 0 ❛✈❡❝ ✉♥ 8❝❛.'✲'②♣❡ ❞❡ ✵✱✵✸ 0✳ ❚♦✉0 ❧❡0 ❛❝✐♥✐ 0♦♥' ❛❧✐✲

♠❡♥'80 ❡♥ ❛✐. ❢.❛✐0 ✭♣✉✐09✉❡ ❧❡0 '❡♠♣0 ❞❡ '.❛♥0✐' 0♦♥' ✐♥❢8.✐❡✉.0 ( ✵✱✽ 0✮ ♠❛✐0 ❡♥ 9✉❛♥'✐'8

❞✐✛8.❡♥'❡✳ ❊♥ ❡✛❡'✱ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✸✳✶✵✳❇ ♠♦♥'.❡ 9✉❡ ❧❡0 ✈♦❧✉♠❡0 ❞✬❛✐. ❢.❛✐0 .❡1✉0 ♣❛. ❧❡0

❛❝✐♥✐ 0♦♥' ❞✐0'.✐❜✉80 ❛✉'♦✉. ❞✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✶✱✺✾ ♠♠

3
❛✈❡❝ ✉♥ 8❝❛.'✲'②♣❡ ❞❡

✵✱✵✼ ♠♠

3
✳

❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ❆ ✿ ❞✐0'.✐❜✉'✐♦♥ ❞❡0 '❡♠♣0 ❞✬♦①②❣8♥❛'✐♦♥ ❞❡0 ❛❝✐♥✐✳ ❇ ✿ ❞✐0'.✐❜✉'✐♦♥ ❞❡0

✈♦❧✉♠❡0 ❞✬❛✐. ❢.❛✐0 .❡1✉0 ♣❛. ❝❤❛9✉❡ ❛❝✐♥✉0✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉. ❧❡ ❝❛0 ❞❡ ❧✬❛❞✉❧'❡✱ ❧❡ ♠♦❞S❧❡ ✐♥0♣✐.❛'♦✐.❡ ❞❡ ❧✬❡♥❢❛♥' ❞♦♥♥❡ ❞❡0 .80✉❧'❛'0

❡♥ ❛❝❝♦.❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤②0✐♦❧♦❣✐❡✳

✸✳✹✳✷ ❈❛& ❞✉ )❛*

T♦✉. ❧❡0 ♠❛♠♠✐❢S.❡0✱ ♦♥ 0✬✐♥'8.❡00❡ '♦✉❥♦✉.0 ❛✉ ❝❛0 ❞✉ .❛'✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉.❛♥' ❡' ❧❛

❞✉.8❡ ❞✬✐♥0♣✐.❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ .❛' ❛❞✉❧'❡ ❞❡ .❛❝❡ ▲♦♥❣✲❊✈❛♥0 ♣❡0❛♥' ❛♣♣.♦①✐♠❛'✐✈❡♠❡♥' ✸✵✵ ❣

✈❛❧❡♥' ✷ ♠▲ ❡' ✵✱✷ 0 .❡0♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❬✷✻✱ ✷✼❪✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐'8 ♥❛0♦♣❤❛.②♥❣8❡ ❡'

❧❛.②♥❣8❡ ❡0' 9✉❛♥' ( ❡❧❧❡ ❡0'✐♠8❡ ✵✱✸✶ ♠▲ ❬✷✽✱ ✷✾❪ ✿ ❧❡ '❡♠♣0 ♣❛008 ❞❛♥0 ❝❡''❡ ❝❛✈✐'8 ❡0'

❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦.❞.❡ ❞❡ ✵✱✵✸ 0✳

▲❡0 '❡♠♣0 ❞✬♦①②❣8♥❛'✐♦♥ 0♦♥' 8❣❛❧❡♠❡♥' ❞✐0'.✐❜✉80 ❡♥'.❡ ✵ 0 ❡' ✵✱✶✶ 0 ❛✉'♦✉. ❞✬✉♥❡

✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ✵✱✵✺ 0 ❡' ❛✈❡❝ ✉♥ 8❝❛.'✲'②♣❡ ❞❡ ✵✱✵✷ 0 ✭✜❣✉.❡ ✸✳✶✶✳❆✮✳ T.❡09✉❡ '♦✉0

❧❡0 ❛❝✐♥✐ .❡1♦✐✈❡♥' ❞❡ ❧✬❛✐. ❢.❛✐0✱ ❡♥✈✐.♦♥ ✾✽✪✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ '♦'❛❧ ❞✬❛✐. ❢.❛✐0 9✉❡ .❡1♦✐✈❡♥'



✾✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✸✳ ▼♦❞/❧❡ ✐♥2♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤6♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❧❡" ❛❝✐♥✐ ❡"' ❡"'✐♠) ♣❛+ ❧❡ ♠♦❞.❧❡ / ✵✱✺✹ ♠▲✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉+ ♣+♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉+ ❛''❡♥❞✉❡

❞❡ ✵✱✺✵ ♠▲ "✐ '♦✉" ❧❡" ❛❝✐♥✐ +❡8♦✐✈❡♥' ❞❡ ❧✬❛✐+ ❢+❛✐"✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❝❛❧❝✉❧) )'❛♥' "✉♣)+✐❡✉+

❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛''❡♥❞✉✱ ❝❡❧❛ "✐❣♥✐✜❡ >✉❡ ❧✬❛✐+ ❢+❛✐" ♥✬❛ +❡♠♣❧✐ >✉✬✉♥❡ ♣❛+'✐❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♠♦+'
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♣✐'❛)✐♦♥✱ τ ❧❛ ❝♦♥0)❛♥)❡ ❞❡ )❡♠♣0 ❞❡ '❡❧❛①❛)✐♦♥ ❞❡0 ♠✉0❝❧❡0 ❡①♣✐'❛)♦✐'❡0✱ V R ❧❡ ✈♦❧✉♠❡

':0✐❞✉❡❧✱ CV ❧❛ ❝❛♣❛❝✐): ✈✐)❛❧❡ ❡) VL(t) ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐'❡ 2 ❧✬✐♥0)❛♥) t✳ ▲❛ ♣'❡00✐♦♥

Pe(t) 0❡'❛ ❞✬❛✉)❛♥) ♣❧✉0 ❢♦')❡ 8✉❡ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ VL(t) ❡0) :❧❡✈:✳
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❈❡""❡ ♣$❡%%✐♦♥ Pe(t) ❡①❡$❝+❡ ♣❛$ ❧❡% ♠✉%❝❧❡% ❡①♣✐$❛"♦✐$❡% ❡%" ❞✐%%✐♣+❡ ♣❛$ ❧❡% "✐%%✉%

♣✉❧♠♦♥❛✐$❡% ❡" ♣❛$ ❧✬❛$❜$❡ ❜$♦♥❝❤✐4✉❡ ✿ Pe(t) = Palv(t) + RTΦ0(t)✳ Palv(t) $❡♣$+%❡♥"❡

❧❛ ♣$❡%%✐♦♥ ❛❧✈+♦❧❛✐$❡✱ RT ❧❛ $+%✐%"❛♥❝❡ ❞❡% "✐%%✉% ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡% ❡" Φ0(t) ❧❡ ❞+❜✐" ❞✬❛✐$

❞❛♥% ❧❛ "$❛❝❤+❡✳ ▲❡ ♠♦❞:❧❡ ❞❡ ♣$❡%%✐♦♥ ❛❧✈+♦❧❛✐$❡ ♣❡✉" ❞♦♥❝ %❡ $+%✉♠❡$ ♣❛$ ❧✬+4✉❛"✐♦♥

%✉✐✈❛♥"❡ ❬✺❪ ✿

Palv(t) = Pm(1− e−t/τ )

(

VL(t)− V R

CV

)

−RTΦ0(t) ✭✹✳✷✮

▲❡ ♣$❡♠✐❡$ "❡$♠❡ $❡♣$+%❡♥"❡ ❧❡% ❡✛❡"% ❝✉♠✉❧+% ❞❡ ❧❛ ❢♦$❝❡ ❞❡% ♠✉%❝❧❡% ❡①♣✐$❛"♦✐$❡% ❡" ❞❡

❧❛ $+"$❛❝"✐♦♥ +❧❛%"✐4✉❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡✳ ▲❡ %❡❝♦♥❞ "❡$♠❡ $❡♣$+%❡♥"❡ 4✉❛♥" D ❧✉✐ ❧❛ ❞✐%%✐♣❛"✐♦♥

❞❡ ♣$❡%%✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉① ❢♦$❝❡% ❞❡ ❢$✐❝"✐♦♥ ✐♥❞✉✐"❡% ♣❛$ ❧❛ ✈✐%❝♦%✐"+ ❞❡% ♣♦✉♠♦♥% ❡" ❞❡ ❧❛ ❝❛❣❡

"❤♦$❛❝✐4✉❡✳ ▲❛ ♣$❡%%✐♦♥ ❛❧✈+♦❧❛✐$❡ ❡%" %✉♣♣♦%+❡ ✉♥✐❢♦$♠❡ D "♦✉" ✐♥%"❛♥" ❞❡ ❧✬❡①♣✐$❛"✐♦♥

♠❛✐% ✈❛$✐❛❜❧❡ ❞❛♥% ❧❡ "❡♠♣%✳

▲❛ ♣$❡%%✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❡①♣✐$❛"♦✐$❡ ❡%" ❡%"✐♠+❡ D Pm ❂ ✷✹ ❦H❛ ✭✷✹✵ ❝♠❍2❖✮ ❬✶✵❪ ❡"

❧❛ ❝♦♥%"❛♥"❡ ❞❡ "❡♠♣% ❞❡% ♠✉%❝❧❡% ❡①♣✐$❛"♦✐$❡% D τ = ✵✱✷ % ❬✾❪✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ $+%✐❞✉❡❧ V R

❡" ❧❛ ❝❛♣❛❝✐"+ ✈✐"❛❧❡ CV %♦♥" ♣$✐% +❣❛✉① D ✶✱✺ ▲ ❡" ✺✱✺ ▲ $❡%♣❡❝"✐✈❡♠❡♥" ❬✶✶❪✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛

$+%✐%"❛♥❝❡ ❞❡% "✐%%✉% ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡% ❡%" ❡%"✐♠+❡ D ✵✱✵✷✽ ❦H❛✳%✴▲ ❬✶✷❪✳ ❚♦✉"❡% ❝❡% ❣$❛♥❞❡✉$%

%♦♥" $❡❧❛"✐✈❡% D ✉♥ %✉❥❡" ❛❞✉❧"❡ ❡♥ ❜♦♥♥❡ %❛♥"+✳
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▲❛ $+"$❛❝"✐♦♥ +❧❛%"✐4✉❡ ❞❡% ♣♦✉♠♦♥% ❛ +"+ ❧❛$❣❡♠❡♥" +"✉❞✐+❡ ❞❛♥% ❧❛ ❧✐""+$❛"✉$❡ ❬✶✸✕

✷✵❪✳ ❊♥ ♣$❡♠✐:$❡ ❛♣♣$♦①✐♠❛"✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡%" ♠♦❞+❧✐%+❡ ♣❛$ ✉♥ ❝♦♠♣♦$"❡♠❡♥" ♣✉$❡♠❡♥" ❡①✲

♣♦♥❡♥"✐❡❧✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡ VL ❡%" $❡❧✐+ D ❧❛ ♣$❡%%✐♦♥ ❞❡ $+"$❛❝"✐♦♥ +❧❛%"✐4✉❡ Pst

♣❛$ ✉♥❡ $❡❧❛"✐♦♥ ❞✉ "②♣❡ ✿ VL = A − B.e−KPst
❬✶✹❪ ❛✈❡❝ A✱ B ❡" K ❞❡% ❝♦♥%"❛♥"❡%✳ ▲❛

$❡❧❛"✐♦♥ ♣$+❝+❞❡♥"❡ ♣❡✉" %❡ $++❝$✐$❡ %♦✉% ❧❛ ❢♦$♠❡ ❬✹❪ ✿

Pst(VL) =
Vmax − Vmin

CL0

ln

(

Vmax − Vmin

Vmax − VL

)

✭✹✳✸✮

Vmax ❡" Vmin +"❛♥" ❧❡% ✈♦❧✉♠❡% ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡% ♠❛①✐♠❛❧ ❡" ♠✐♥✐♠❛❧ ❡" CL0 ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡

♣✉❧♠♦♥❛✐$❡ ❣❧♦❜❛❧❡ D ❧❛ ♣$❡%%✐♦♥ Pst = 0✳ ▲❡% ✈❛❧❡✉$% ❞❡% ♣❛$❛♠:"$❡% ✉"✐❧✐%+% %♦♥" ❝❡❧❧❡%

❞✉ ♠♦❞:❧❡ ❞❡ H♦❧❛❦ ❡" ❛❧✳ ❬✹❪ "✐$+ ❞❡% ♠❡%✉$❡% ❞❡ ❈♦❧❡❜❛"❝❤ ❡" ❛❧✳ ❬✶✺❪✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡

♣✉❧♠♦♥❛✐$❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡%" ❡%"✐♠+ D ✶✵✻✪ ❞❡ ❧❛ CPT %♦✐" Vmax = 7, 5 ▲ ❡" ❧❡ ✈♦❧✉♠❡

♣✉❧♠♦♥❛✐$❡ ♠✐♥✐♠❛❧ D ✷✵✪ ❞❡ ❧❛ CPT %♦✐" Vmin = 1, 4 ▲✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡ D

❧❛ ♣$❡%%✐♦♥ Pst = 0 ❡%" ❡%"✐♠+❡ D ✺✱✼ ▲✴❦H❛✳
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✐❧ ❢❛✉❞-❛✐/ ❝♦♥♥❛</-❡ ❧❡' ❛❧/✐/✉❞❡' ❞❡ /♦✉/❡' ❧❡' ❜-♦♥❝❤❡' ❞❡ ❧✬❛-❜-❡ /-❛❝❤.♦❜-♦♥❝❤✐*✉❡✱

❛❧/✐/✉❞❡' *✉✐ '♦♥/ ♣♦✉- ❧✬✐♥'/❛♥/ ❛❜'❡♥/❡' ❞✉ ♠♦❞=❧❡✳

❊♥✜♥✱ ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡' ❜-♦♥❝❤❡' ❡/ ❜-♦♥❝❤✐♦❧❡' ❞❡ ❧✬❛-❜-❡ /-❛❝❤.♦❜-♦♥❝❤✐*✉❡ '♦♥/ '✉♣✲

♣♦'.❡' A/-❡ ✐♥/-❛/❤♦-❛❝✐*✉❡' ❡/ ❞♦♥❝ '♦✉♠✐'❡' B ❧❛ ♣-❡''✐♦♥ ♣❧❡✉-❛❧❡✳ ;❛- ❝♦♥/-❡✱ ❧❛ /-❛✲

❝❤.❡ '❡-❛ /-❛✐/.❡ ❝♦♠♠❡ '❡♠✐✲❡①/-❛/❤♦-❛❝✐*✉❡ ❬✷✶✱ ✷✷❪✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ♠♦✐/✐. ❧❛ ♣❧✉' ❞✐'/❛❧❡ ❞❡

❧❛ /-❛❝❤.❡ '❡-❛ '♦✉♠✐'❡ B ❧❛ ♣-❡''✐♦♥ ♣❧❡✉-❛❧❡✱ ❧✬❛✉/-❡ ♠♦✐/✐. '❡-❛ /-❛✐/.❡ ❝♦♠♠❡ ❡①/-❛✲

/❤♦-❛❝✐*✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡' ✈♦✐❡' '✉♣.-✐❡✉-❡'✳

✹✳✶✳✷ ❈♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❜/♦♥❝❤✐1✉❡

▲❡ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣-.'❡♥/. ✐❝✐ ♣❡-♠❡/ ❞❡ -❡♠♣❧❛❝❡- /♦✉/❡ ❧✬✐♥/❡-❛❝/✐♦♥ ✢✉✐❞❡✲

'/-✉❝/✉-❡ ♣❛- ❞❡' ❧♦✐' ♣❤.♥♦♠.♥♦❧♦❣✐*✉❡' -❡❧✐❛♥/ ❧❡ ❞✐❛♠=/-❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❝❤❛*✉❡ ❜-♦♥❝❤❡ D

B ❧❛ ♣-❡''✐♦♥ /-❛♥'♠✉-❛❧❡ Ptm✳

❈❡ ♠♦❞=❧❡ ❡'/ /✐-. ❞✉ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ ▲❛♠❜❡-/ ❡/ ❛❧✳ ❬✷✱ ✷✸❪✳ ▲❡ ❞✐❛♠=/-❡ D ❡'/ -❡❧✐. ❛✉

❞✐❛♠=/-❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❜-♦♥❝❤❡ Dmax ✈✐❛ ❞✐✛.-❡♥/❡' ✈❛-✐❛❜❧❡' α0✱ n1✱ n2✱ P1 ❡/ P2

*✉✐ ❝❛-❛❝/.-✐'❡♥/ ❧❡ ❞❡❣-. ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❜-♦♥❝❤❡✳ ▲❡' ❝♦✉-❜❡' ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ '♦♥/

♠♦❞.❧✐'.❡' ♣❛- ❞❡✉① ❤②♣❡-❜♦❧❡' ✭.*✉❛/✐♦♥' ✹✳✹✮ ✿ ✉♥❡ ❤②♣❡-❜♦❧❡ ♣♦✉- ❧❡' ♣-❡''✐♦♥' /-❛♥'✲

♠✉-❛❧❡' ♥.❣❛/✐✈❡' ❡/ ✉♥❡ ♣♦✉- ❧❡' ♣-❡''✐♦♥' /-❛♥'♠✉-❛❧❡' ♣♦'✐/✐✈❡'✱ ❧❡' ❞❡✉① ❤②♣❡-❜♦❧❡'

'❡ -❡❥♦✐❣♥❛♥/ B ❧❛ ♣-❡''✐♦♥ /-❛♥'♠✉-❛❧❡ ♥✉❧❧❡ ✭✜❣✉-❡ ✹✳✷✮✳

D(Ptm) = Dmax

√

α0

(

1− Ptm

P1

)−n1

si Ptm < 0

D(Ptm) = Dmax

√

1− (1− α0)

(

1− Ptm

P2

)−n2

si Ptm ≥ 0
✭✹✳✹✮

▲❡ ♣❛-❛♠=/-❡ α0 -❡♣-.'❡♥/❡ ❧❡ -❛♣♣♦-/ α =
(

D
Dmax

)2

B Ptm = 0✳ ▲❡' ♣❡♥/❡' ❞❡' ❞❡✉①

❝♦✉-❜❡' dα/dPtm '♦♥/ ❛✉''✐ .❣❛❧❡' B Ptm = 0 ✿ ❧❛ ✈❛❧❡✉- ✉♥✐*✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥/❡ ❡♥ ❝❡ ♣♦✐♥/ ❡'/

♥♦/.❡ α′0✳ ❈❡//❡ .❣❛❧✐/. ❞❡' ♣❡♥/❡' ✐♠♣❧✐*✉❡ ❞❡✉① .*✉❛/✐♦♥' ♣♦✉- ❧❡' ❛'②♠♣/♦/❡' ✈❡-/✐❝❛❧❡'

P1 ❡/ P2 ❞❡' ❞❡✉① ❝♦✉-❜❡' ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✹✳✷ ✿ P1 = α0n1/α
′
0 ❡/ P2 = −n2(1− α0)/α

′
0✳
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▲❡3 ✈❛❧❡✉,3 ❞❡3 .✉❛',❡ ♣❛,❛♠E',❡3 α0✱ α
′
0✱ n1 ❡' n2 3♦♥' 3♣4❝✐✜4❡3 ❞❛♥3 ❧❛ '❛❜❧❡ ✹✳✶
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3❡❝'✐♦♥3 ❞❡3 ❜,♦♥❝❤❡3 ❝❡♥',❛❧❡3 ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,❡33✐♦♥ ',❛♥3♠✉,❛❧❡✳ K❛, ❝♦♥',❡✱ ♣♦✉,

❧❡3 ✈♦✐❡3 ♣❧✉3 ❞✐3'❛❧❡3✱ ▲❛♠❜❡,' ❡' ❛❧✳ ♦♥' ❡①',❛♣♦❧4 ❧❡ ❝♦♠♣♦,'❡♠❡♥' ♣,❡33✐♦♥✲❞✐❛♠E',❡

❞❡3 ❜,♦♥❝❤❡3 ? ♣❛,'✐, ❞❡3 ❞♦♥♥4❡3 ♣♦✉, ❧❡3 ❜,♦♥❝❤❡3 ❝❡♥',❛❧❡3 ❞❡ ❢❛M♦♥ ? ,❡',♦✉✈❡, ❧❡3

♠❡3✉,❡3 ❞❡ ❞4❜✐'3 ❧♦,3 ❞❡3 ❡①♣✐,❛'✐♦♥3 ❢♦,❝4❡3✳

●4♥4,❛'✐♦♥ α0 α′0 ✭❝♠❍2❖
−1
✮ n1 n2

✵ ✵✱✽✽✷ ✵✱✵✶✵✽ ✶ ✶✵

✶ ✵✱✽✽✷ ✵✱✵✷✾✹ ✶ ✶✵

✷ ✵✱✻✽✻ ✵✱✵✺✵ ✶ ✶✵

✸ ✵✱✺✹✻ ✵✱✵✼✽ ✶ ✶✵

✹ ✵✱✹✷✽ ✵✱✵✾✽ ✶ ✶✵

✺ ✵✱✸✸✼ ✵✱✶✷✸ ✶ ✶✵

✻ ✵✱✷✻✺ ✵✱✶✸✾ ✶ ✶✵

✼ ✵✱✷✵✽ ✵✱✶✺✻ ✶ ✶✵

✽ ✵✱✶✻✹ ✵✱✶✼✶ ✶ ✶✵

✾ ✵✱✶✷✾ ✵✱✶✽✵ ✶ ✶✵

✶✵ ✵✱✶✵✷ ✵✱✶✾✵ ✶ ✶✵

✶✶ ✵✱✵✽✵ ✵✱✷✵✷ ✶ ✾

✶✷ ✵✱✵✻✸ ✵✱✷✶✹ ✶ ✽

✶✸ ✵✱✵✹✾ ✵✱✷✷✶ ✶ ✽

✶✹ ✵✱✵✸✾ ✵✱✷✷✽ ✶ ✽

✶✺ ✵✱✵✸✶ ✵✱✷✸✹ ✶ ✼
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▲❛♠❜❡%. ❡. ❛❧✳ ❬✷✱ ✷✸❪ ❞,✜♥✐))❡♥. ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❞❡) ❜%♦♥❝❤❡) ♣❛% ❣,♥,%❛.✐♦♥ ✿ .♦✉.❡)

❧❡) ❜%♦♥❝❤❡) ❞✬✉♥❡ ♠D♠❡ ❣,♥,%❛.✐♦♥ ❛✉%♦♥. ❞♦♥❝ ❧❡) ♠D♠❡) ♣%♦♣%✐,.,) ♠,❝❛♥✐4✉❡)✳ ❈❡

♠♦❞;❧❡ ♣❛% ❣,♥,%❛.✐♦♥ ♣❡%♠❡. ❞❡ ❞,❝%✐%❡ ✉♥❡ ❛%❜♦%❡)❝❡♥❝❡ )②♠,.%✐4✉❡ ♦G .♦✉.❡) ❧❡)

❜%♦♥❝❤❡) ❞✬✉♥❡ ♠D♠❡ ❣,♥,%❛.✐♦♥ )♦♥. ✐❞❡♥.✐4✉❡)✳ ❊♥ %❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉% ✉♥❡ ❛%❜♦%❡)❝❡♥❝❡

❛)②♠,.%✐4✉❡✱ ❧❡) ❜%♦♥❝❤❡) ❞✬✉♥❡ ♠D♠❡ ❣,♥,%❛.✐♦♥ ♦♥. ❞❡) ❞✐♠❡♥)✐♦♥) ❞✐✛,%❡♥.❡) ❡. ❞♦♥❝

❞❡) ♣%♦♣%✐,.,) ♠,❝❛♥✐4✉❡) ❞✐✛,%❡♥.❡)✳

◆♦✉) ❛✈♦♥) ❞♦♥❝ ❣,♥,%❛❧✐), ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❞❡ ▲❛♠❜❡%. ❡. ❛❧✳ J ✉♥❡ ❛%✲

❜♦%❡)❝❡♥❝❡ 4✉❡❧❝♦♥4✉❡ ❡♥ %❡❧✐❛♥. ❧❡ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. ♠,❝❛♥✐4✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ♥♦♥ ♣❧✉)

J )❛ ❣,♥,%❛.✐♦♥ ♠❛✐) J )❛ .❛✐❧❧❡✳ K♦✉% ❝❡❧❛✱ J ❝❤❛4✉❡ ❣,♥,%❛.✐♦♥✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❞,✜♥✐ ❧❡

❞✐❛♠;.%❡ ♠♦②❡♥ ❞❡) ❜%♦♥❝❤❡) ❡. ❛))♦❝✐, J ❝❡ ❞✐❛♠;.%❡ ♠♦②❡♥ ❧❡ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛%❛♠;.%❡) α0✱

α′0✱ n1 ❡. n2 ❞❡ ❧❛ ❣,♥,%❛.✐♦♥ ❡♥ 4✉❡).✐♦♥✳ K❛% ✐♥.❡%♣♦❧❛.✐♦♥ ❧✐♥,❛✐%❡✱ ♥♦✉) ❛✈♦♥) ❡♥)✉✐.❡

❞,❞✉✐. ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ♣❛%❛♠;.%❡) ♣♦✉% .♦✉. ❞✐❛♠;.%❡ ❞❡ ❜%♦♥❝❤❡✳ ❆✐♥)✐✱ ❝❤❛4✉❡ ❜%♦♥❝❤❡ ❛

❞❡) ♣%♦♣%✐,.,) ♠,❝❛♥✐4✉❡) ♠♦❞,❧✐),❡) ♣❛% ✉♥❡ ❢♦♥❝.✐♦♥ D(Ptm) ✉♥✐4✉❡♠❡♥. ♣❛%❛♠,.%,❡

♣❛% )♦♥ ❞✐❛♠;.%❡ ♠❛①✐♠❛❧ Dmax✳
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▲❡ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ ▲❛♠❜❡%. ❡. ❛❧✳ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❞✐❛♠;.%❡ ❞❡ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣%❡))✐♦♥ .%❛♥)♠✉%❛❧❡ ✿ ✐❧ )✉♣♣♦)❡ ❞♦♥❝ 4✉❡ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ♣❡✉. D.%❡ ❛))✐♠✐❧,❡ J ✉♥ ❝♦♥❞✉✐.

❝②❧✐♥❞%✐4✉❡ .♦✉. ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✺ ♠♦♥.%❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. ❞✬✉♥❡

♣❡.✐.❡ ❜%♦♥❝❤❡ J ❧✬✐♥)♣✐%❛.✐♦♥ ❡. J ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥✳ ❆ ❧✬✐♥)♣✐%❛.✐♦♥✱ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ❡). ❜✐❡♥ ♦✉✈❡%.❡

❡. %❛✐)♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥. ❛))✐♠✐❧❛❜❧❡ J ✉♥ ❝♦♥❞✉✐. ❝②❧✐♥❞%✐4✉❡✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ ,., ❢❛✐. ❞❛♥) ❧❡

❝❤❛♣✐.%❡ ✸✱ ♦♥ ♣❡✉. )✉♣♣♦)❡% 4✉❡ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ❡). %✐❣✐❞❡ ❡. ❞❡ ❢♦%♠❡ 4✉❛)✐✲❝②❧✐♥❞%✐4✉❡✳

K❛% ❝♦♥.%❡✱ J ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥✱ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ )❡ %❡❢❡%♠❡ )✉% ❡❧❧❡✲♠D♠❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉. ♣%❡♥❞%❡ ❡♥

❝♦♠♣.❡ ❧❡ ❝❛%❛❝.;%❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥. ❞❡ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡✳ ❊❣❛❧❡♠❡♥.✱ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ♣%,)❡♥.❡ ❞❡) %❡♣❧✐❡✲

♠❡♥.) ❞❡ ❧❛ ♣❛%♦✐ )✐ ❜✐❡♥ 4✉❡ ❧✬❛♣♣%♦①✐♠❛.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦%♠❡ 4✉❛)✐✲❝②❧✐♥❞%✐4✉❡ ♥❡ ♣❡✉. ♣❧✉)

D.%❡ ♠❛✐♥.❡♥✉❡✳ ■❧ ❢❛✉. ❞♦♥❝ ♣%,❝✐)❡% ❧❡ ❞✐❛♠;.%❡ ❜%♦♥❝❤✐4✉❡ ❝♦♥)✐❞,%, J ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥ ✿

✐❧ )✬❛❣✐. ❞✬✉♥ ❞✐❛♠$%&❡ ❤②❞&♦❞②♥❛♠✐,✉❡ .,✉✐✈❛❧❡♥%✳ ❈✬❡). ❧❡ ❞✐❛♠;.%❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥❞✉✐. ❝②❧✐♥✲

❞%✐4✉❡ 4✉✐ ❛✉%❛✐. ❧❛ ♠D♠❡ %,)✐).❛♥❝❡ ❤②❞%♦❞②♥❛♠✐4✉❡ 4✉❡ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ %❡♣❧✐,❡✳ ❖♥ ♣♦✉%%❛

❞♦♥❝ ✉.✐❧✐)❡% ❝❡ ❞✐❛♠;.%❡ ,4✉✐✈❛❧❡♥. ❡♥ .❛♥. 4✉❡ .❡❧ ❞❛♥) ❧❡) ,4✉❛.✐♦♥) ❞✬,❝♦✉❧❡♠❡♥. ♣♦✉%
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♣❧✐❛♥'

❈❤✉#❡ ❞❡ ♣'❡((✐♦♥ ❞❛♥( ❧❡( ✈♦✐❡( ❡①#'❛#❤♦'❛❝✐1✉❡(
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∆Pext = RextΦ
r
0 ✭✹✳✺✮

♦J Rext ❡+- ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ❞❡ '=+✐+-❛♥❝❡ 5 ❧✬=❝♦✉❧❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❛✐'✱ r ✉♥ ❡①♣♦+❛♥- ✈❛'✐❛♥-

❡♥-'❡ ✶✱✵ ❡- ✷✱✵ ❡- Φ0 ❧❡ ❞=❜✐- ❞✬❛✐' ❞❛♥+ ❧❛ -'❛❝❤=❡✳ N♦✉' ❧❡+ ❝❛❧❝✉❧+✱ ♥♦✉+ ❛✈♦♥+ ✉-✐❧✐+=

❧❡+ ✈❛❧❡✉'+ ✿ Rext = 1, 2.107 N❛✳(♠3
✳+

−1)−1,68 ❡- r = 1, 68 ❬✹❪✳

❈❡--❡ ♠♦❞=❧✐+❛-✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ❞❡+ '=+✉❧-❛-+ ❡♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❧❡+ ♠❡+✉'❡+ ❡①♣='✐♠❡♥-❛❧❡+

'=❝❡♠♠❡♥- ♦❜-❡♥✉❡+ ♣❛' ❙❛♥❞❡❛✉ ❡- ❛❧✳ ❡♥ ✷✵✶✵ ❬✷✾❪✳

❈❤✉#❡ ❞❡ ♣'❡((✐♦♥ ❞❛♥( ❧❡( ✈♦✐❡( ❛2'✐❡♥♥❡( ❝❡♥#'❛❧❡( ❡# ♣2'✐♣❤2'✐1✉❡(

▲❡+ ✈♦✐❡+ ❝❡♥-'❛❧❡+ ❡- ♣='✐♣❤='✐>✉❡+ ♣❡✉✈❡♥- R-'❡ +♦✉♠✐+❡+ 5 ✉♥❡ ♣'❡++✐♦♥ -'❛♥+♠✉✲

'❛❧❡ ♥=❣❛-✐✈❡ ♣'♦✈♦>✉❛♥- ❧❛ ❢❡'♠❡-✉'❡ ❞❡+ ❜'♦♥❝❤❡+✳ ▲❡+ '=+✐+-❛♥❝❡+ =❧❛+-✐>✉❡+ ❡- ♥♦♥

=❧❛+-✐>✉❡+ ❞❡+ ❜'♦♥❝❤❡+ ✈♦♥- ❞♦♥❝ ♣❛'-✐❝✐♣❡' 5 ❧❛ ❝❤✉-❡ ❞❡ ♣'❡++✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡+ ✈♦✐❡+✳

▲✬=❝♦✉❧❡♠❡♥- ❞❡ ❧✬❛✐' ❞❛♥+ ✉♥ -✉❜❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥- ❡+- ❞=❝'✐- ♣❛' ✉♥❡ ❧♦✐ ❜❛+=❡ +✉' ❧❛ '❡❧❛✲

-✐♦♥ ♣'❡++✐♦♥ -'❛♥+♠✉'❛❧❡✲❞✐❛♠T-'❡ ❬✺✱✸✵✕✸✷❪✳ ❉=-❛✐❧❧♦♥+ ❧❡ ❝♦♠♣♦'-❡♠❡♥- ❞✬✉♥❡ ❜'♦♥❝❤❡
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(
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.♦♠♠❡ ❞❡. ❝❤✉+❡. ❞❡ ♣"❡..✐♦♥ ❞❛♥. ❧❡. ✈♦✐❡. ❡①+"❛+❤♦"❛❝✐&✉❡. ❡+ ✐♥+"❛+❤♦"❛❝✐&✉❡. ❞♦✐+



✶✶✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼♦❞/❧❡ ❡①♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❞♦♥❝ ✈%&✐✜❡& ❧❛ &❡❧❛,✐♦♥ -✉✐✈❛♥,❡ ♣♦✉& ❝❤❛1✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥- ❧✬❛&❜♦&❡-❝❡♥❝❡ ❜&♦♥❝❤✐1✉❡ ✿

Palv = ∆Pext +
G
∑

g=0

∫ Lg

0

(

dPtm

dx

)

.dx ✭✹✳✶✶✮

G %,❛♥, ❧❛ ❣%♥%&❛,✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ,&❛❝❤%♦❜&♦♥❝❤✐1✉❡ ❝♦♥-✐❞%&% ❡, Lg ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉&

❞❡ ❧❛ ❜&♦♥❝❤❡ = ❧❛ ❣%♥%&❛,✐♦♥ g ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❜&♦♥❝❤✐1✉❡✳

▲❛ &❡❧❛,✐♦♥ ✹✳✶✶ -✉♣♣♦-❡ 1✉❡ ❧❡- ❝❤✉,❡- ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ ❛✉① ❜✐❢✉&❝❛,✐♦♥- -♦♥, ♥%❣❧✐❣❡❛❜❧❡-

♣❛& &❛♣♣♦&, ❛✉① ❝❤✉,❡- ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡- ❜&♦♥❝❤❡-✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ❜✐❢✉&❝❛,✐♦♥✱

❧❛ ❞✐--✐♣❛,✐♦♥ ✈✐-1✉❡✉-❡ ❡-, ♥%❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❝❛& ❧❛ ,&❛♥-✐,✐♦♥ ❡♥,&❡ ❞❡✉① ❣%♥%&❛,✐♦♥- ❛ ❧✐❡✉

-✉& ✉♥❡ ❞✐-,❛♥❝❡ &❡❧❛,✐✈❡♠❡♥, ❝♦✉&,❡✳ ❙❡✉❧❡ ❧❛ ❝❤✉,❡ ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ ❝♦♥✈❡❝,✐✈❡ ♣❡✉, C,&❡ =

❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤✉,❡ ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ ❛❞❞✐,✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥,&❡ ❧❡- ❣%♥%&❛,✐♦♥- g ❡, g + 1 ✿

∆Pbifurcation =
1

2

ρ

π

(

Φ(g + 1)

R(g + 1)2
− Φ(g)

R(g)2

)

✭✹✳✶✷✮

♦E R &❡♣&%-❡♥,❡ ❧❡ &❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜&♦♥❝❤❡✳ ▲❡- %,✉❞❡- ❞❡ ❧❛ ❧✐,,%&❛,✉&❡ ❬✹✱ ✷✼❪ ♠♦♥,&❡♥,

1✉❡ ❧❛ ❝❤✉,❡ ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ ❝♦♥✈❡❝,✐✈❡ ❛✉① ❜✐❢✉&❝❛,✐♦♥- ❡-, ♥%❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❢❛❝❡ = ❧❛ ❝❤✉,❡ ❞❡

♣&❡--✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡- ❜&♦♥❝❤❡-✳ ❖♥ &❡,&♦✉✈❡ ❝❡ 1✉✬♦♥ ❛✈❛✐, ❞%❥= ✈✉ = ❧✬✐♥-♣✐&❛,✐♦♥✳

▲❡ ,❡&♠❡ ❞❡ ❞&♦✐,❡ ❞❡ ❧❛ &❡❧❛,✐♦♥ ✹✳✶✶ ♣&❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧❛ ❝❤✉,❡ ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉①

&%-✐-,❛♥❝❡- %❧❛-,✐1✉❡- ♣✉❧♠♦♥❛✐&❡- ❡, ,❤♦&❛❝✐1✉❡- ✈✐❛ ❧❡- ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡- ❜&♦♥❝❤✐1✉❡- D(Ptm)

❡, ❧❛ ♣&❡--✐♦♥ ♣❧❡✉&❛❧❡✳ ■❧ ❝♦♥-✐❞M&❡ %❣❛❧❡♠❡♥, ❧❛ ❝❤✉,❡ ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ ❞✉❡ ❛✉① &%-✐-,❛♥❝❡-

♥♦♥ %❧❛-,✐1✉❡- ,❡❧❧❡- 1✉❡ ❧❛ &%-✐-,❛♥❝❡ = ❧✬❛✐& ❞❡- ✈♦✐❡- ❛%&✐❡♥♥❡- ✭❡①,&❛,❤♦&❛❝✐1✉❡- ✈✐❛

∆Pext ❡, ✐♥,&❛,❤♦&❛❝✐1✉❡- ✈✐❛ f(x)✮ ❡, ❧❛ &%-✐-,❛♥❝❡ ❞❡- ,✐--✉- ♣✉❧♠♦♥❛✐&❡- ✭✈✐❛ ❧❡ ,❡&♠❡

RTΦ0 ✐♥,&♦❞✉✐, ❞❛♥- ❧✬❡①♣&❡--✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣&❡--✐♦♥ ❛❧✈%♦❧❛✐&❡✮✳ ▲❡ ,❡&♠❡ ❞❡ ❞&♦✐,❡ ♣&❡♥❞

❡♥ ❝♦♠♣,❡ ❧✬❡♥-❡♠❜❧❡ ❞❡- &%-✐-,❛♥❝❡- ✐♥,❡&✈❡♥❛♥, ❧♦&- ❞❡ ❧✬❡①♣✐&❛,✐♦♥ ❡, ❡-, ❞♦♥❝ %❣❛❧

= ❧❛ ❝❤✉,❡ ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ ♠❡-✉&%❡ ❧♦&- ❞❡ ❧✬❡①♣✐&❛,✐♦♥✳ ◆♦✉- ♣♦✉✈♦♥- ♥♦,❡& ✐❝✐ 1✉❡ ❝❡❧❛

♥✬%,❛✐, ♣❛- ❧❡ ❝❛- ❞❛♥- ❧❡ ♠♦❞M❧❡ ❞✬✐♥-♣✐&❛,✐♦♥ ♦E -❡✉❧❡ ❧❛ &%-✐-,❛♥❝❡ ♥♦♥ %❧❛-,✐1✉❡ ❞❡-

✈♦✐❡- ❛%&✐❡♥♥❡- %,❛✐, ❝♦♥-✐❞%&%❡ ✿ ❧❛ ❝❤✉,❡ ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧%❡ ♥❡ ❝♦&&❡-♣♦♥❞❛✐, ♣❛- = ❧❛

❞✐✛%&❡♥❝❡ ❞❡ ♣&❡--✐♦♥ Palv − Patm✳

❈♦♠♣❧❡①✐() ❞❡ ❧❛ ,)-♦❧✉(✐♦♥ ♥✉♠),✐0✉❡

▲❛ &%-♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣✐&❛,✐♦♥ ❢♦&❝%❡ ♥%❝❡--✐,❡ ❞♦♥❝ ❞❡ &%-♦✉❞&❡✱ = ❝❤❛1✉❡ ♣❛- ❞❡

,❡♠♣- ❞❡ ❧✬❡①♣✐&❛,✐♦♥✱ ❧✬%1✉❛,✐♦♥ ✹✳✶✶ ♣♦✉& ❝❤❛1✉❡ ❝❤❡♠✐♥ ❜&♦♥❝❤✐1✉❡✱ ,♦✉, ❡♥ ✈%&✐✲



✶✶✶ ❈❤❛♣✐&'❡ ✹✳ ▼♦❞.❧❡ ❡①♣✐'❛&♦✐'❡ ❞❡ ❧✬❛'❜'❡ &'❛❝❤4♦❜'♦♥❝❤✐6✉❡

✜❛♥# ❧❡& '❡❧❛#✐♦♥& ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ D(Ptm) ❡♥ #♦✉# ♣♦✐♥# x ❞❡ ❧✬❛'❜♦'❡&❝❡♥❝❡ ❡# ❧❡& '❡❧❛✲

#✐♦♥& ❞❡ ❝♦♥#✐♥✉✐#2 ❞❡& ❞2❜✐#& ❛✉① ❜✐❢✉'❝❛#✐♦♥&✳ ❈❡❝✐ &✉♣♣♦&❡ ❞✬✐♥#2❣'❡' ♥✉♠2'✐8✉❡♠❡♥#

♣♦✉# ❝❤❛'✉❡ ❜#♦♥❝❤❡ ✉♥❡ 28✉❛#✐♦♥ ❞✐✛2'❡♥#✐❡❧❧❡ ♥♦♥ ❧✐♥2❛✐'❡ ❝♦✉♣❧2❡ &♦✐# ❡♥✈✐'♦♥ ✻✵ ✵✵✵

28✉❛#✐♦♥& ❞✐✛2'❡♥#✐❡❧❧❡& ♥♦♥ ❧✐♥2❛✐'❡& ❝♦✉♣❧2❡& = ❝❤❛8✉❡ ♣❛& ❞❡ ❧✬❡①♣✐'❛#✐♦♥✱ ✉♥❡ #@❝❤❡

❡♥ ♣'❛#✐8✉❡ ✐♥❛❝❝❡&&✐❜❧❡ ♥✉♠2'✐8✉❡♠❡♥#✳ A♦✉' ❝❡##❡ '❛✐&♦♥✱ ❧❡& 2#✉❞❡& ♣'2❝2❞❡♥#❡& ❞❡

❧❛ ❧✐##2'❛#✉'❡ ♦♥# &✐♠♣❧✐✜2 ❧❛ ❣2♦♠2#'✐❡ #'❛❝❤2♦❜'♦♥❝❤✐8✉❡ ❛✜♥ ❞❡ '2❞✉✐'❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡

❞✬28✉❛#✐♦♥& ❞✐✛2'❡♥#✐❡❧❧❡& = ✐♥#2❣'❡' ❬✶✕✼❪✳ ❆✐♥&✐✱ ❡♥ '❡❝♦✉'❛♥# ❛✉ ♠♦❞H❧❡ &②♠2#'✐8✉❡ ❞❡

❲❡✐❜❡❧✱ ❧❡ ♠♦❞H❧❡ ❆✱ #♦✉#❡& ❧❡& ❜'♦♥❝❤❡& ❞✬✉♥❡ ♠K♠❡ ❣2♥2'❛#✐♦♥ &♦♥# ✐❞❡♥#✐8✉❡&✳ ▲❡

♥♦♠❜'❡ ❞✬28✉❛#✐♦♥& ❞✐✛2'❡♥#✐❡❧❧❡& = '2&♦✉❞'❡ ❡&# ❛❧♦'& '2❞✉✐# ❛✉ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ✶✺✱ ✉♥❡ ♣♦✉'

❝❤❛8✉❡ ❣2♥2'❛#✐♦♥✳

❈❡♣❡♥❞❛♥#✱ ❧❛ &✐♠♣❧✐✜❝❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '2&♦❧✉#✐♦♥ ♥✉♠2'✐8✉❡ &❡ ❢❛✐# ❛✉ ♣'✐① ❞✬✉♥❡ &✐♠♣❧✐✜✲

❝❛#✐♦♥ ❞'❛&#✐8✉❡ ❞❡ ❧❛ ❣2♦♠2#'✐❡ #'❛❝❤2♦❜'♦♥❝❤✐8✉❡✳ A♦✉' ❛&&✉'❡' = ❧❛ ❢♦✐& ✉♥❡ '2&♦❧✉#✐♦♥

♥✉♠2'✐8✉❡ ❛❝❝❡&&✐❜❧❡ ❡# ✉♥❡ ❣2♦♠2#'✐❡ #'❛❝❤2♦❜'♦♥❝❤✐8✉❡ '2❛❧✐&#❡✱ ❧✬2#❛♣❡ ❞✬✐♥#2❣'❛#✐♦♥

♥✉♠2'✐8✉❡ ❞❡ ❧✬28✉❛#✐♦♥ ✹✳✶✶ ❞♦✐# K#'❡ &✐♠♣❧✐✜2❡✳ ▲❛ &♦❧✉#✐♦♥ ✈❛ ❝♦♥&✐&#❡' = ❧✬✐♥#2❣'❡' ❞❡

❢❛O♦♥ ❛♥❛❧②#✐8✉❡✳

✹✳✷✳✷ ■♥%&❣(❛%✐♦♥ ❛♥❛❧②%✐.✉❡ ❞✉ ❣(❛❞✐❡♥% ❞❡ ♣(❡33✐♦♥

◆♦✉& ♠♦♥#'♦♥& ✐❝✐ 8✉❡ ❧✬28✉❛#✐♦♥ ✹✳✾ ♣❡✉# &✬✐♥#2❣'❡' ❛♥❛❧②#✐8✉❡♠❡♥# = ❝♦♥❞✐#✐♦♥

❞✬❡&#✐♠❡' ❧❛ ✈❛❧❡✉' ♠♦②❡♥♥❡ ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞& 〈Re〉 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡✳ ❊♥

❡✛❡#✱ ❧✬28✉❛#✐♦♥ ✹✳✾ &❡ '22❝'✐# &♦✉& ❧❛ ❢♦'♠❡ ✿

dPtm

dx
=
− 128ηΦ

πD4(x)
[1, 5 + 0, 0035Re(x)]

1− v2(x)
c2(x)

✭✹✳✶✸✮

(

1− v2(x)

c2(x)

)

D4(x)
dPtm

dx
= −128ηΦ

π
[1, 5 + 0, 0035Re(x)] ✭✹✳✶✹✮

❊♥#'❡ ❧✬❡♥#'2❡ E ❡# ❧❛ &♦'#✐❡ S ❞❡ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡ ✭✜❣✉'❡ ✹✳✻✮✱ ❧✬✐♥#2❣'❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬28✉❛#✐♦♥

♣'2❝2❞❡♥#❡ ❞♦♥♥❡ ✿

∫ S

E

(

1− v2(x)

c2(x)

)

D4(x)dPtm = −128ηΦ

π

[

1, 5L+ 0, 0035

∫ S

E

Re(x).dx

]

✭✹✳✶✺✮

❛✈❡❝ L ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉' ❞❡ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡✳



✶✶✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼♦❞/❧❡ ❡①♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✻ ✕ ❙❝❤'♠❛ ❞✬✉♥❡ ❜0♦♥❝❤❡ ❧♦03 ❞❡ ❧✬❡①♣✐0❛7✐♦♥ ✿ ❧❡3 ❣0❛♥❞❡✉03 ❝❛0❛❝7'0✐37✐:✉❡3

✭♣0❡33✐♦♥✱ ❞'❜✐7✱ ❞✐❛♠=70❡✮ ❞❡ ❧❛ ❜0♦♥❝❤❡ 3♦♥7 0❡♣0'3❡♥7'❡3✳

▲❡ 7❡0♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬':✉❛7✐♦♥ ✹✳✶✺ 3❡ 0''❝0✐7 3♦✉3 ❧❛ ❢♦0♠❡ ✿

∫ S

E

(

1− v2(x)

c2(x)

)

D4(x)dPtm =

∫ S

E

D4(x)dPtm −
∫ S

E

[

32ρΦ2

π2D5(x)

dD

dPtm

]

D4(x)dPtm

= g(Ptm,S)− g(Ptm,E)−
32ρΦ2

π2
ln

(

DS

DE

)

▲❛ ❢♦♥❝7✐♦♥ g(P ) ❡37 ✉♥❡ ❢♦♥❝7✐♦♥ ❞'✜♥✐❡ ♣❛0 g(P ) =
∫ P

0
D4(P ′)dP ′✳ D♦✉0 ❧❡3 0❡❧❛7✐♦♥3

❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ D(Ptm) ❞♦♥♥'❡3 ♣❛0 ❧❡3 ':✉❛7✐♦♥3 ✹✳✹✱ ♦♥ ♠♦♥70❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡ :✉❡ g(P )

3✬✐♥7=❣0❡ ❛♥❛❧②7✐:✉❡♠❡♥7✳

▲✬':✉❛7✐♦♥ ✹✳✶✸ 3❡ 0''❝0✐7 ❞♦♥❝ ✿

g(Ptm,S)−g(Ptm,E)−
32ρΦ2

π2
ln

(

DS

DE

)

= −128ηΦ

π

[

1, 5L+ 0, 0035

∫ S

E

Re(x).dx

]

✭✹✳✶✻✮

❊❧❧❡ 3✬✐♥7=❣0❡ ❞♦♥❝ ❡①❛❝7❡♠❡♥7 H ❧✬❡①❝❡♣7✐♦♥ ❞✉ 7❡0♠❡ ✿

∫ S

E

Re(x).dx = 〈Re〉L ✭✹✳✶✼✮

D♦✉0 ✐♥7'❣0❡0 ❝♦♠♣❧=7❡♠❡♥7 ❧❛ 0❡❧❛7✐♦♥ ✹✳✶✸✱ ❧❛ 3❡✉❧❡ ❝♦♥70❛✐♥7❡ ❡37 ❞♦♥❝ ❞✬❡37✐♠❡0 〈Re〉
❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜0♦♥❝❤❡ H ♣❛07✐0 ❞❡3 ❞♦♥♥'❡3 ❛✉① ❡①70'♠✐7'3 E ❡7 S ❞❡ ❧❛ ❜0♦♥❝❤❡✳



✶✶✸ ❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼♦❞/❧❡ ❡①♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

▲✬❡#$✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ 〈Re〉 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜.♦♥❝❤❡ ❝❤♦✐#✐❡ ✐❝✐ ❡#$ ❞♦♥♥1❡ ♣❛. ✿

〈Re〉 = 4ρΦ

ηπ
(

DS+DE

2

)
✭✹✳✶✽✮

▲✬1:✉❛$✐♦♥ ✹✳✶✽ ❡#$ ❡①❛❝$❡ ❧♦.#:✉❡ ❧❡# ❞✐❛♠=$.❡# ❡♥ ❡♥$.1❡ ❡$ ❡♥ #♦.$✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜.♦♥❝❤❡

#♦♥$ 1❣❛✉① ✭DE = DS✮ ♦✉ ❧♦.#:✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠=$.❡ D ✈❛.✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐=.❡ ❧✐♥1❛✐.❡ ❡♥$.❡ ❧✬❡♥$.1❡

❡$ ❧❛ #♦.$✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜.♦♥❝❤❡✳ ?♦✉. ❧❡# ❛✉$.❡# #✐$✉❛$✐♦♥#✱ ✐❧ #✬❛❣✐$ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣.♦①✐♠❛$✐♦♥✳

◆♦✉# ✈❡..♦♥# ❝❡♣❡♥❞❛♥$ ♣❧✉# $❛.❞ :✉❡ ❝❡$$❡ ❛♣♣.♦①✐♠❛$✐♦♥ #❡♠❜❧❡ $.=# ❜✐❡♥ ✈1.✐✜1❡✱ ❧❡#

.1#✉❧$❛$# ♦❜$❡♥✉# 1$❛♥$ ❡♥ ❛❝❝♦.❞ ❛✈❡❝ ❧❡# ♠❡#✉.❡#✳

▲✬✐♥$1❣.❛$✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❜.♦♥❝❤❡ ❞✉ ❣.❛❞✐❡♥$ ❞❡ ♣.❡##✐♦♥ $.❛♥#♠✉.❛❧❡ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛✲

❧❡♠❡♥$ ❧❛ .❡❧❛$✐♦♥ #✉✐✈❛♥$❡ ✿

g(Ptm,S)−g(Ptm,E)−
32ρΦ2

π2
ln

(

DS

DE

)

= −128ηΦL

π

[

1, 5 + 0, 0035
4ρΦ

ηπ
(

DS+DE

2

)

]

✭✹✳✶✾✮

❖♥ ♣❡✉$ .❡♠❛.:✉❡. ✐❝✐ :✉❡ ❧♦.#:✉❡ ❧❛ ❜.♦♥❝❤❡ ❡#$ .✐❣✐❞❡ ✭DS = DE✮✱ ♦♥ .❡$.♦✉✈❡ ❜✐❡♥

❧❛ ❝❤✉$❡ ❞❡ ♣.❡##✐♦♥ ❞♦♥♥1❡ ♣❛. ?♦✐#❡✉✐❧❧❡ ❝♦..✐❣1❡ ❞✉ $❡.♠❡ ❞❡ ❘❡②♥♦❧❞# ✭1:✉❛$✐♦♥ ✸✳✸✮✳

✹✳✷✳✸ ❙❝❤'♠❛ ♥✉♠',✐.✉❡

▲❛ .1#♦❧✉$✐♦♥ ♥✉♠1.✐:✉❡ ❞❡ ❧✬❡①♣✐.❛$✐♦♥ ❢♦.❝1❡ .❡✈✐❡♥$ ❞♦♥❝ ♠❛✐♥$❡♥❛♥$ J .1#♦✉❞.❡

✻✵ ✵✵✵ 1:✉❛$✐♦♥#  ❝❛❧❛✐%❡ ♥♦♥ ❧✐♥1❛✐.❡# ❝♦✉♣❧1❡#✱ ❝❡ :✉✐ ❡#$ .1❛❧✐#❛❜❧❡ ♥✉♠1.✐:✉❡♠❡♥$✳

?♦✉. ❝❤❛:✉❡ ❜.♦♥❝❤❡✱ ✐❧ ❝♦♥✈✐❡♥$ ❞❡ .1#♦✉❞.❡ ❧✬1:✉❛$✐♦♥ ✹✳✶✾ $♦✉$ ❡♥ ✈1.✐✜❛♥$ ❧❡#

.❡❧❛$✐♦♥# ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❡♥ ❡♥$.1❡ DE(Ptm,E) ❡$ ❡♥ #♦.$✐❡ DS(Ptm,S) ❞❡ ❧❛ ❜.♦♥❝❤❡ ✭1:✉❛✲

$✐♦♥# ✹✳✹✮✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡# ❜.♦♥❝❤❡# #✬♦♣=.❡ J ❝❤❛:✉❡ ❜✐❢✉.❝❛$✐♦♥ ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♥#❡.✈❛$✐♦♥

❞❡# ❞1❜✐$# ❡$ ❧✬1❣❛❧✐$1 ❞❡# ♣.❡##✐♦♥# J ❧❛ ❥♦♥❝$✐♦♥✳ ❉✬❛♣.=# ❧❡# ♥♦$❛$✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✹✳✼✱

❧❛ ❝♦♥$✐♥✉✐$1 ❞❡# ❞1❜✐$# #✬1❝.✐$ ✿ Φ2i + Φ2i+1 = Φi✳ ▲✬1❣❛❧✐$1 ❞❡# ♣.❡##✐♦♥# J ❧❛ ❥♦♥❝$✐♦♥

.1#✉❧$❡ ❞✉ ❢❛✐$ :✉❡ ❧❛ ❝❤✉$❡ ❞❡ ♣.❡##✐♦♥ ❡#$ ♥1❣❧✐❣1❡ ❞❛♥# ❝❡$$❡ ③♦♥❡ ❡$ ❡❧❧❡ #✬1❝.✐$ ✿

Pi = P2i = P2i+1✳

❉❛♥# ❝❡ ♠♦❞=❧❡ :✉❛#✐✲#$❛$✐:✉❡✱ ❧✬❡①♣✐.❛$✐♦♥ ❢♦.❝1❡ ❡#$ .1#♦❧✉❡ ❡♥ ✐♠♣♦#❛♥$ J ❝❤❛:✉❡

♣❛# ❞❡ $❡♠♣# ❧❛ ♣.❡##✐♦♥ ❛❧✈1♦❧❛✐.❡ ❝♦♠♠❡ ♣.❡##✐♦♥ $❡.♠✐♥❛❧❡✳ ❆ ❝❤❛:✉❡ ♣❛# ❞❡ ❧✬❡①♣✐✲

.❛$✐♦♥ ❢♦.❝1❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✉♥ 1$❛$ #$❛$✐♦♥♥❛✐.❡ ❞❡ ❧✬❛.❜♦.❡#❝❡♥❝❡ $.❛❝❤1♦❜.♦♥❝❤✐:✉❡✳ ▲❡

#②#$=♠❡ ♥♦♥ ❧✐♥1❛✐.❡ ❝♦✉♣❧1✱ ❞♦♥$ ❧❡# ✐♥❝♦♥♥✉❡# #♦♥$ ❧❡# ❞1❜✐$# Φ✱ ❧❡# ❞✐❛♠=$.❡# DE ❡$



✶✶✹ ❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼♦❞.❧❡ ❡①♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤4♦❜(♦♥❝❤✐6✉❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ )❝❤(♠❛+✐2✉❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❢✉'❝❛+✐♦♥ ✿ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡ ♠:'❡ ♥✉♠('♦+(❡

i ❞♦♥♥❡ ♥❛✐))❛♥❝❡ ; ❞❡✉① ❜'♦♥❝❤❡) ✜❧❧❡) ♥✉♠('♦+(❡) 2i ❡+ 2i + 1✳ ❙♦♥+ '❡♣'()❡♥+() ❧❡)

❞(❜✐+) Φ ❞❛♥) ❝❤❛2✉❡ ❜'♦♥❝❤❡✱ ❧❛ ♣'❡))✐♦♥ Pi ❡♥ ❡♥+'(❡ ❞❡ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡ i ❡+ ❧❡) ♣'❡))✐♦♥)

P2i ❡+ P2i+1 ❡♥ )♦'+✐❡ ❞❡) ❜'♦♥❝❤❡) 2i ❡+ 2i+ 1✳

DS ❡+ ❧❡) ♣'❡))✐♦♥) PE ❡+ PS ❞❡ +♦✉+❡) ❧❡) ❜'♦♥❝❤❡)✱ ❡)+ '()♦❧✉ ♣❛' ✉♥❡ ♠(+❤♦❞❡ ❞❡

◆❡✇+♦♥✲❘❛♣❤)♦♥✳ ❯♥❡ ❢♦✐) ❧❡ )②)+:♠❡ '()♦❧✉ ♣♦✉' ✉♥ ♣❛) ❞❡ +❡♠♣) ❞❡ ❧✬❡①♣✐'❛+✐♦♥✱ ❞❡

♥♦✉✈❡❧❧❡) ❝♦♥❞✐+✐♦♥) ✲ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐'❡ VL✱ ♣'❡))✐♦♥ ❛❧✈(♦❧❛✐'❡ Palv✱ ♣'❡))✐♦♥ ❞❡ '(+'❛❝✲

+✐♦♥ (❧❛)+✐2✉❡ Pst ❡+ ♣'❡))✐♦♥ ♣❧❡✉'❛❧❡ Ppl ✲ )♦♥+ ❛♣♣❧✐2✉(❡) ❡+ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ (+❛+ )+❛+✐♦♥♥❛✐'❡

❞❡ ❧✬❛'❜♦'❡)❝❡♥❝❡ ❡)+ ❝❛❧❝✉❧(✳ ▲❡ ♣❛) ❞❡ +❡♠♣) ❡)+ ♣❛' ❞(❢❛✉+ ✵✱✵✶ ) ♠❛✐) ❡)+ ❛❞❛♣+( +♦✉+

❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡①♣✐'❛+✐♦♥ ❞❡ ❢❛J♦♥ ; )+❛❜✐❧✐)❡' ❧❡ )❝❤(♠❛ ♥✉♠('✐2✉❡✳ ❈❡ )❝❤(♠❛ ❡)+ ♣'(✲

)❡♥+( ❞❡ ♠❛♥✐:'❡ ❞(+❛✐❧❧( ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ❖♥ ♣❡✉+ ♥♦+❡' ✐❝✐ 2✉✬✉♥❡ '()♦❧✉+✐♦♥ 2✉❛)✐✲)+❛+✐2✉❡

)✉♣♣♦)❡ ❞❡ ♥(❣❧✐❣❡' ❧✬✐♥❡'+✐❡ ❡+ ❧❛ ✈✐)❝♦(❧❛)+✐❝✐+( ❞❡) ♣❛'♦✐) ❜'♦♥❝❤✐2✉❡)✳

✹✳✸ ❈♦✉♣❧❛❣❡ ❛✉ ♠♦❞-❧❡ ❣.♦♠./0✐2✉❡

▲❡ ♠♦❞:❧❡ ❞✬❡①♣✐'❛+✐♦♥ ❢♦'❝(❡ 2✉❛)✐✲)+❛+✐2✉❡ ❡)+ ❝♦✉♣❧( ❛✉ ♠♦❞:❧❡ ❣(♦♠(+'✐2✉❡ ❞❡

❧✬❛'❜♦'❡)❝❡♥❝❡ +'❛❝❤(♦❜'♦♥❝❤✐2✉❡✳ ▲❡) ❧♦♥❣✉❡✉') ❞❡) ❜'♦♥❝❤❡) )♦♥+ )✉♣♣♦)(❡) ❝♦♥)+❛♥+❡)

❛✉ ❝♦✉') ❞❡ ❧✬❡①♣✐'❛+✐♦♥ ❡+ ❞♦♥♥(❡) ♣❛' ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❣(♦♠(+'✐2✉❡✳ ▲❡) ❞✐❛♠:+'❡) ♠❛①✐♠❛✉①

❞❡) ❜'♦♥❝❤❡) ✐♥+❡'✈❡♥❛♥+ ❞❛♥) ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❝♦''❡)♣♦♥❞❡♥+ ; ♣❡✉ ♣':) ❛✉①

❞✐❛♠:+'❡) ❞❡) ❜'♦♥❝❤❡) ❡♥ ✜♥ ❞✬✐♥)♣✐'❛+✐♦♥✳ ▲❡) ❞♦♥♥(❡) ❞❡ ❘❛❛❜❡ ❡+ ❛❧✳ ❬✸✹❪ ✉+✐❧✐)(❡)

♣♦✉' ❝♦♥)+'✉✐'❡ ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❣(♦♠(+'✐2✉❡ ❝♦''❡)♣♦♥❞❡♥+ (❣❛❧❡♠❡♥+ ; ✉♥❡ ❞✐❧❛+❛+✐♦♥ ♣✉❧♠♦✲

♥❛✐'❡ ♣'♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ✜♥ ❞✬✐♥)♣✐'❛+✐♦♥✳ ▲❡) ❞✐❛♠:+'❡) ♠❛①✐♠❛✉① )❡'♦♥+ ❞♦♥❝ ❞♦♥♥()

♣❛' ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❣(♦♠(+'✐2✉❡ ❝♦♥)+'✉✐+ ❞❛♥) ❧❡ ❝❤❛♣✐+'❡ ✷✳



✶✶✺ ❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼♦❞/❧❡ ❡①♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

✹✳✸✳✶ ❈♦♠♣♦()❡♠❡♥) ❡①♣✐(❛)♦✐(❡

❈♦✉#❜❡& ❞(❜✐*✲✈♦❧✉♠❡

▲❛ ❝♦✉%❜❡ ❆ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✽ %❡♣%12❡♥4❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞1❜✐4✲✈♦❧✉♠❡ ♦❜4❡♥✉❡ ❡♥ ❡①♣✐%❛✲

4✐♦♥ ❢♦%❝1❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ▲❡2 ❝♦✉%❜❡2 ❇ ❡4 ❈ 2♦♥4 ♦❜4❡♥✉❡2 ♣♦✉% ✉♥ ❡✛♦%4 ❡①♣✐%❛4♦✐%❡ ❞✉

♣❛4✐❡♥4 ♣❧✉2 ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❛♥2 ♥♦4%❡ ♠♦❞?❧❡✱ ❧✬❡✛♦%4 ❞✉ ♣❛4✐❡♥4 ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ ♣%❡22✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡

❡①♣✐%❛4♦✐%❡ Pm ❡4 ❧❛ ❝♦♥24❛♥4❡ ❞❡ 4❡♠♣2 ❞❡2 ♠✉2❝❧❡2 ❡①♣✐%❛4♦✐%❡2 τ ✱ ❝❡ B✉✐ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛

♣%❡22✐♦♥ ❛❧✈1♦❧❛✐%❡✳ Pm ❡4 τ ❞✐♠✐♥✉❡♥4 ❧♦%2B✉❡ ❧✬❡✛♦%4 ❞✉ ♣❛4✐❡♥4 ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲❛ 4❛❜❧❡ ✹✳✷

❞♦♥♥❡ ❧❡2 ♣❛%❛♠?4%❡2 ❞❡ ✈❡♥4✐❧❛4✐♦♥ ❞❡2 ❝❛2 A✱ B ❡4 C✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✽ ✕ ■♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦%4 ❞✉ ♣❛4✐❡♥4 2✉% ❧❡2 ❝♦✉%❜❡2 ❞1❜✐4✲✈♦❧✉♠❡✳ ❆ ✿ Pm ❂

✷✹ ❦J❛ ❡4 τ ❂ ✵✱✷ 2 ❀ ❇ ✿ Pm ❂ ✶✷ ❦J❛ ❡4 τ ❂ ✵✱✸ 2 ❀ Pm ❂ ✻ ❦J❛ ❡4 τ ❂ ✵✱✹ 2 ✭❞✬❛♣%?2 ❬✸✺❪✮✳

❈❛2 ❱♦❧✉♠❡ ❡①♣✐%1 ❡♥ ✶ 2 ✭♠▲✮ ❉1❜✐4 ❞❡ ♣♦✐♥4❡ ✭▲✴2✮

❆ V EMS ❂ ✹✺✻✾ ✭✽✸✪ CV ✮ ✾✱✻

❇ ✹✹✹✼ ✼✱✷

❈ ✹✵✷✹ ✺✱✶

❚❛❜❧❡ ✹✳✷ ✕ J❛%❛♠?4%❡2 ❝❛%❛❝41%✐2❛♥4 ❧❡2 ❝♦✉%❜❡2 ❞1❜✐4✲✈♦❧✉♠❡ ❞❡2 ❝❛2 A✱ B ❡4 C
♣%12❡♥412 2✉% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✽✳

▲❡ ♠♦❞?❧❡ ❛%%✐✈❡ Z %❡♣%♦❞✉✐%❡ ❧✬❛❧❧✉%❡ ❞❡2 ❝♦✉%❜❡2 ❞1❜✐4✲✈♦❧✉♠❡ ♠❡2✉%1❡2 ♣❛% ❧❡2

♠1❞❡❝✐♥2 ❬✸✻❪✳ J♦✉% ❧✬❡①♣✐%❛4✐♦♥ ❢♦%❝1❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ✐❧ ② ❛ 4♦✉4 ❞✬❛❜♦%❞ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥4❛4✐♦♥

%❛♣✐❞❡ ❞✉ ❞1❜✐4 ♣✉✐2 ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉4✐♦♥ %1❣✉❧✐?%❡ ❞✉ ❞1❜✐4✱ ♣%♦♣♦%4✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧✲

♠♦♥❛✐%❡✳ ▲❡ V EMS ❝❛❧❝✉❧1 ❡24 ❞✬❡♥✈✐%♦♥ ✹✱✻ ▲✱ ❝❡ B✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ %❛♣♣♦%4 V EMS/CV



✶✶✻ ❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼♦❞/❧❡ ❡①♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❞❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ✽✸✪✳ ❈❡ %+,✉❧.❛. ❡,. ❡♥ ❛❝❝♦%❞ ❛✈❡❝ ❧❡, ♠❡,✉%❡, ❞❡ ✈❡♥.✐❧❛.✐♦♥ 5✉✐ ♣%+✈♦✐❡♥.

✉♥ %❛♣♣♦%. V EMS/CV ❞❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ✽✵✪ ♣♦✉% ✉♥ ,✉❥❡. ❛❞✉❧.❡ ❡♥ ❜♦♥♥❡ ,❛♥.1 ❬✸✻❪✳ ▲❡

❞1❜✐. ❞❡ ♣♦✐♥.❡ ❝❛❧❝✉❧1 ❡,. ❞❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ✶✵ ▲✴,✱ ❧✉✐ ❛✉,,✐ ❡♥ ❛❝❝♦%❞ ❛✈❡❝ ❧❡, ♠❡,✉%❡, ❬✸✼❪✳

❖♥ %❡♠❛%A✉❡ 1❣❛❧❡♠❡♥. A✉❡ ❧❛ ♣%❡♠✐C%❡ ♣❛%.✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞1❜✐.✲✈♦❧✉♠❡ ❞1♣❡♥❞ ❞❡

❧✬❡✛♦%. ❞✉ ♣❛.✐❡♥. ✿ ❧❡ ❞1❜✐. ❞❡ ♣♦✐♥.❡ ❡,. ❞✬❛✉.❛♥. ♣❧✉, 1❧❡✈1 A✉❡ ❧✬❡✛♦%. ❞✉ ♣❛.✐❡♥. ❡,.

✐♠♣♦%.❛♥.✳ G❛% ❝♦♥.%❡✱ ❧❛ ,❡❝♦♥❞❡ ♣❛%.✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞1❜✐.✲✈♦❧✉♠❡ ❡,. ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥.❡

❞❡ ❧✬❡✛♦%. ❞✉ ♣❛.✐❡♥. ✿ ❛✉✲❞❡❧H ❞✬✉♥ ❝❡%.❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❡①♣✐%1✱ ❧❡ ❞1❜✐. ❞❛♥, ❧❛ .%❛❝❤1❡

♥✬❛✉❣♠❡♥.❡ ♣❛, A✉❛♥❞ ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ♠♦.%✐❝❡✱ ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ❛❧✈1♦❧❛✐%❡✱ ❛✉❣♠❡♥.❡✳ ❈❡, ♦❜,❡%✲

✈❛.✐♦♥, ,♦♥. ❡♥ ❛❝❝♦%❞ ❛✈❡❝ ❧❡, ♠❡,✉%❡,✳ ❊♥ ❡✛❡.✱ ❧❡, ♠❡,✉%❡, ♠♦♥.%❡♥. ❧✬❡①✐,.❡♥❝❡ ❞❡

❞❡✉① ♣❛%.✐❡, ❝❛%❛❝.1%✐,.✐A✉❡, ❞❛♥, ❧❡, ❝♦✉%❜❡, ❞1❜✐.✲✈♦❧✉♠❡ ✿ ✉♥❡ ♣%❡♠✐C%❡ ♣❛%.✐❡ ❡✛♦%.

❞1♣❡♥❞❛♥.❡ ❡. ✉♥❡ ,❡❝♦♥❞❡ ❡✛♦%. ✐♥❞1♣❡♥❞❛♥.❡ ❬✸✷✱✸✻❪✳

■♥❞#♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❞#❜✐+ ✈✐-✲/✲✈✐- ❞❡ ❧✬❡✛♦4+ ❞✉ ♣❛+✐❡♥+

▲✬✐♥❞1♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❞1❜✐. ✈✐,✲H✲✈✐, ❞❡ ❧✬❡✛♦%. ❞✉ ♣❛.✐❡♥. ♣❡✉. ,✬❡①♣❧✐A✉❡% ♣❛% ✉♥ ♣❤1✲

♥♦♠C♥❡ ❞❡ ❧✐♠✐#❛#✐♦♥ ❞✉ ❞)❜✐# ❞✉❡ H ❧❛ ❝♦♠♣%❡,,✐♦♥ ❞②♥❛♠✐A✉❡ ❞❡, ❜%♦♥❝❤❡, ❬✷✹✱ ✸✷✱

✸✻✱ ✸✽✱ ✸✾❪✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✾ ,❝❤1♠❛.✐,❡ ❧❡, ♣%❡,,✐♦♥, ,✬❡①❡%R❛♥. ,✉% ❧❡, ♣❛%♦✐, ❜%♦♥❝❤✐A✉❡,

❛✉ ❝♦✉%, ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥✳ G♦✉% ❧❡, ❜%♦♥❝❤❡, ❞✐,.❛❧❡,✱ ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ✐♥.❡%♥❡ ❡,. ♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛

♣%❡,,✐♦♥ ❛❧✈1♦❧❛✐%❡ ❝❛% ❧❛ ❝❤✉.❡ ❞❡ ♣%❡,,✐♦♥ ✈✐,A✉❡✉,❡ ② ❡,. ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣%❡,,✐♦♥ ✐♥.❡%♥❡ ❡,.

❞♦♥❝ ,✉♣1%✐❡✉%❡ H ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ♣❧❡✉%❛❧❡ ✿ ❧❡, ❜%♦♥❝❤❡, ,♦♥. ❞✐❧❛.1❡,✳ ❊♥ %❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✉ ❢✉% ❡.

H ♠❡,✉%❡ A✉❡ ❧✬♦♥ ,❡ %❛♣♣%♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ .%❛❝❤1❡✱ ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ✐♥.❡%♥❡ ❞❡, ❜%♦♥❝❤❡, ❞✐♠✐♥✉❡✳

G♦✉% ❧❡, ❜%♦♥❝❤❡, ♣%♦①✐♠❛❧❡,✱ ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ✐♥.❡%♥❡ ❞❡✈✐❡♥. ❞♦♥❝ ✐♥❢1%✐❡✉%❡ H ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥

♣❧❡✉%❛❧❡ ✿ ❧❡, ❜%♦♥❝❤❡, ,♦♥. ❝♦♠♣%✐♠1❡,✳ ▲❡ ♣♦✐♥. ♦T ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ✐♥.❡%♥❡ 1❣❛❧❡ ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥

♣❧❡✉%❛❧❡ ❡,. ❛♣♣❡❧1 ♣♦✐♥# ❞✬)❣❛❧❡ ♣/❡00✐♦♥✱ G❊G✳

▲♦%,A✉❡ ❧✬❡✛♦%. ❞✉ ♣❛.✐❡♥. ❛✉❣♠❡♥.❡✱ ❝❡%.❡, ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ❛❧✈1♦❧❛✐%❡ ♠♦.%✐❝❡ Palv ❛✉❣✲

♠❡♥.❡✱ ♠❛✐, ,✐♠✉❧.❛♥1♠❡♥. ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ♣❧❡✉%❛❧❡ Ppl ❛✉❣♠❡♥.❡ ❞❡ .❡❧❧❡ ,♦%.❡ A✉❡ ❧❛ ❝♦♠✲

♣%❡,,✐♦♥ ❞❡, ❜%♦♥❝❤❡, ❛✉❣♠❡♥.❡✳ ▲❡ ❞1❜✐. ♥❡ ♣❡✉. ❛❧♦%, ❛✉❣♠❡♥.❡% ✿ ✐❧ ② ❛ ❧✐♠✐.❛.✐♦♥ ❞✉

❞1❜✐.✳ ▲❛ ,❡❝♦♥❞❡ ♣❛%.✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞1❜✐.✲✈♦❧✉♠❡ ❡,. ❞♦♥❝ %❡♣%1,❡♥.❛.✐✈❡ ❞❡ ❧✬1.❛. ❞❡,

❜%♦♥❝❤❡, ♥♦♥ ❝♦♠♣%✐♠1❡,✱ ❧❡, ❜%♦♥❝❤❡, ❞✐,.❛❧❡,✳

❙❡❧♦♥ ❧❡ ❢♦%♠❛❧✐,♠❡ ❞❡ ❉❛✇,♦♥ ❡. ❊❧❧✐♦. ❬✸✵❪✱ ❝❡..❡ ❧✐♠✐.❛.✐♦♥ ❞✉ ❞1❜✐. ♣❛% ❝♦♠♣%❡,✲

,✐♦♥ ❞②♥❛♠✐A✉❡ ❞❡, ❜%♦♥❝❤❡, ✐♥❞✐A✉❡ A✉❡ ❧❡, ♠♦❧1❝✉❧❡, ❞❡ ❣❛③ ♦♥. ❛..❡✐♥. ❧♦❝❛❧❡♠❡♥. ❧❛

✈✐.❡,,❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ c✳ ❖♥ ♣❡✉. ♥♦.❡% ✐❝✐ A✉❡ ❧❡ ♣♦✐♥. x ♦T ❧❛ ✈✐.❡,,❡ ❞✉ ❣❛③ ❛..❡✐♥. c ❡,.

♣%♦❝❤❡ ❞✉ G❊G ✿ .♦✉, ❞❡✉① ,♦♥. ❞✬❛✐❧❧❡✉%, ,✐.✉1, ❞❛♥, ❧❛ ♠Y♠❡ ❜%♦♥❝❤❡ ❬✷❪✳ ❙✉✐.❡ H ✉♥❡
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❋✐❣✉$❡ ✹✳✾ ✕ ❘❡♣'()❡♥+❛+✐♦♥ )❝❤(♠❛+✐2✉❡ ❞❡) ♣'❡))✐♦♥) )✬❛♣♣❧✐2✉❛♥+ )✉' ❧❡) ♣❛'♦✐) ❜'♦♥✲

❝❤✐2✉❡ ❛✉ ❝♦✉') ❞❡ ❧✬❡①♣✐'❛+✐♦♥✳ Ppl ✿ ♣'❡))✐♦♥ ✐♥+'❛♣❧❡✉'❛❧❡✱ PA ✿ ♣'❡))✐♦♥ ❛❧✈(♦❧❛✐'❡✱ Pst ✿

♣'❡))✐♦♥ ❞❡ '(+'❛❝+✐♦♥ (❧❛)+✐2✉❡ ❞❡) ♣♦✉♠♦♥) ✭❞✬❛♣'>) ●✉(♥❛'❞ ❡+ ❛❧✳ ❬✹✵❪✮✳

❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✛♦'+ ❞✉ ♣❛+✐❡♥+✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ )✐♠✉❧+❛♥(❡ ❞❡ ❧❛ ♣'❡))✐♦♥ ❛❧✈(♦❧❛✐'❡

❡+ ❞❡ ❧❛ ♣'❡))✐♦♥ ♣❧❡✉'❛❧❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛) ❧❛ ✈❛❧❡✉' ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ c(x) = D(x)
2ρdD/dPtm

❡+ ❞♦♥❝

❧❡ ❞(❜✐+ ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉+♦'✐)(✳ ❆✉+'❡♠❡♥+ ❞✐+✱ ♠H♠❡ )✐ ❧✬❡✛♦'+ ❞✉ ♣❛+✐❡♥+ ❛✉❣♠❡♥+❡✱ ❧❛ ❧✐✲

♠✐+❛+✐♦♥ )❡ ❢❛✐+ ♣❛' ✉♥❡ ❜'♦♥❝❤❡ )✐♠✐❧❛✐'❡ ✭❞❡ ♠H♠❡ ❞✐❛♠>+'❡ D(x) ❡+ ❞♦♥❝ ❞❡ ♠H♠❡

❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✮ ❞❛♥) ❞❡) ❝♦♥❞✐+✐♦♥) ❞❡ ♣'❡))✐♦♥ +'❛♥)♠✉'❛❧❡ )✐♠✐❧❛✐'❡)✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵ ✕ ❉✐❛♠>+'❡ ♦L ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦②❡♥ 〈v/c〉 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡ ❡)+ ♠❛①✐♠❛❧ ❛✉

❝♦✉') ❞✉ +❡♠♣)✳ ❙♦♥+ ❝♦♠♣❛'() ❧❡ ❝❛) ❞❡ ❧✬❡①♣✐'❛+✐♦♥ ❢♦'❝(❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭Pm ❂ ✷✹ ❦R❛ ❡+

τ ❂ ✵✱✷ )✮ ❡+ ❞❡ ❧✬❡①♣✐'❛+✐♦♥ ✐♥+❡'♠(❞✐❛✐'❡ ✭Pm ❂ ✶✷ ❦R❛ ❡+ τ ❂ ✵✱✸ )✮✳

▲❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✵ '❡♣'()❡♥+❡ ❧❡ ❞✐❛♠>+'❡ ❞❡ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡ ♦L ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦②❡♥ 〈v/c〉 ❧❡ ❧♦♥❣

❞❡ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡ ❡)+ ♠❛①✐♠❛❧✳ ▲✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦②❡♥ 〈v/c〉 '❡♣'()❡♥+❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ♠♦②❡♥♥(❡ ❞❡ ❧❛
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❣!❛♥❞❡✉! v(x)/c(x) ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜!♦♥❝❤❡✳ ❖♥ !❛♣♣❡❧❧❡ ✐❝✐ 0✉❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✇❛✈❡ 4♣❡❡❞✱ ❞6✜♥✐

♣❛! v(x)/c(x)✱ !❡♣!64❡♥8❡ ❧❡ ❞❡❣!6 ❞❡ ❧✐♠✐8❛8✐♦♥ ❞✉ ❞6❜✐8 ❞❡ ❧❛ ❜!♦♥❝❤❡✳ :❧✉4 ❝❡8 ✐♥❞✐❝❡

❡48 ♣!♦❝❤❡ ❞❡ ✶✱ ♣❧✉4 ❧❛ ❧✐♠✐8❛8✐♦♥ ❞✉ ❞6❜✐8 ♣❛! ❝♦♠♣!❡44✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡4 ❜!♦♥❝❤❡4

❡48 ✐♠♣♦!8❛♥8❡✳ ❉>4 0✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐8❛8✐♦♥ ♣❛! ❝♦♠♣!❡44✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡4 ❜!♦♥❝❤❡4 ❝♦♥8!?❧❡

❧❡ ❝♦♠♣♦!8❡♠❡♥8 ❡①♣✐!❛8♦✐!❡ ❞❡ ❧✬❛!❜!❡✱ ♦♥ !❡♠❛!0✉❡ 0✉❡ ❝❡ 4♦♥8 ❜✐❡♥ ❞❡4 ❜!♦♥❝❤❡4

4✐♠✐❧❛✐!❡4 0✉✐ ❧✐♠✐8❡♥8 ❧❡ ❞6❜✐8 0✉❡❧0✉❡ 4♦✐8 ❧✬❡✛♦!8 ❞✉ ♣❛8✐❡♥8✳

❈❛"❛❝$%"✐'$✐(✉❡' ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐$❛$✐♦♥ ❞✉ ❞%❜✐$

❖♥ 4✬✐♥86!❡44❡ B ♣❛!8✐! ❞❡ ♠❛✐♥8❡♥❛♥8 B ❧✬❡①♣✐!❛8✐♦♥ ❢♦!❝6❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ✭Pm ❂ ✷✹ ❦:❛

❡8 τ ❂ ✵✱✷ 4✮✳ ▲❛ ✜❣✉!❡ ✹✳✶✶✭❛✮ !❡♣!64❡♥8❡ ❧❛ ❣6♥6!❛8✐♦♥ ♦L ❧❛ ❧✐♠✐8❛8✐♦♥ ❞✉ ❞6❜✐8 ❡48 ❧❛

♣❧✉4 ✐♠♣♦!8❛♥8❡ ❡8 ❧❛ ✜❣✉!❡ ✹✳✶✶✭❜✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉! ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉ ❝♦✉!4 ❞✉ 8❡♠♣4 ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡

♠♦②❡♥ 〈v/c〉 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❜!♦♥❝❤❡✳ ❆✉ ❞6❜✉8 ❞❡ ❧✬❡①♣✐!❛8✐♦♥ ❢♦!❝6❡✱ ❧❡ ❞6❜✐8 ♠❛①✐♠❛❧

❡48 ❞68❡!♠✐♥6 ♣❛! ❧❡4 ❜!♦♥❝❤❡4 ♣!♦①✐♠❛❧❡4✳ :✉✐4✱ ❛✉ ❢✉! ❡8 B ♠❡4✉!❡ ❞❡ ❧✬❡①♣✐!❛8✐♦♥✱ ✐❧

❡48 ❞68❡!♠✐♥6 ♣❛! ❞❡4 ❜!♦♥❝❤❡4 ❞❡ ♣❧✉4 ❡♥ ♣❧✉4 ❞✐48❛❧❡4✳

✭❛✮ ●$♥$&❛'✐♦♥ ♦* ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦②❡♥ 〈v/c〉 ❧❡ ❧♦♥❣

❞✬✉♥❡ ❜&♦♥❝❤❡ ❡6' ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉

'❡♠♣6✳

✭❜✮ ❱❛❧❡✉& ♠❛①✐♠❛❧❡ ❛✉ ❝♦✉&6 ❞✉ '❡♠♣6 ❞❡ ❧✬✐♥✲

❞✐❝❡ ♠♦②❡♥ 〈v/c〉 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❜&♦♥❝❤❡✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✶ ✕ ▲✐♠✐8❛8✐♦♥ ❞✉ ❞6❜✐8 ❞✉❡ B ❧❛ ❝♦♠♣!❡44✐♦♥ ❞②♥❛♠✐0✉❡ ❞❡4 ❜!♦♥❝❤❡4✳

❚❡♥8♦♥4 ❞✬❡①♣❧✐0✉❡! ❧❡ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥8 ✈❡!4 ❧❛ !6❣✐♦♥ ❞✐48❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♠✐8❛8✐♦♥

❞✉ ❞6❜✐8✳ ❆✉ ❝♦✉!4 ❞❡ ❧✬❡①♣✐!❛8✐♦♥✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐!❡ 4❡ !6❞✉✐8✳ ❊♥ ❝♦♥460✉❡♥❝❡✱ ❧❡4

❜!♦♥❝❤❡4 ❞✐48❛❧❡4 ♥♦♥ ❝♦♠♣!✐♠6❡4 ✈♦♥8 4❡ !❡❢❡!♠❡!✳ ❊♥ ❡✛❡8✱ ❧❛ ♣!❡44✐♦♥ ❞❡ !68!❛❝8✐♦♥

6❧❛48✐0✉❡ Pst ❞✐♠✐♥✉❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡8 ❧❛ ♣!❡44✐♦♥ 8!❛♥4♠✉!❛❧❡ ❞❡4 ❜!♦♥❝❤❡4 ❞✐48❛❧❡4

❡48 B ♣❡✉ ♣!>4 6❣❛❧❡ B ✿ Ptm = Palv − Ppl = Pst✱ ❧❛ ❝❤✉8❡ ❞❡ ♣!❡44✐♦♥ ✈✐40✉❡✉4❡ ❧❡ ❧♦♥❣

❞❡4 ❜!♦♥❝❤❡4 ❞✐48❛❧❡4 ♥♦♥ ❝♦♠♣!✐♠6❡4 68❛♥8 !❡❧❛8✐✈❡♠❡♥8 ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣!❡44✐♦♥ 8!❛♥4♠✉!❛❧❡
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❡!" ❞♦♥❝ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ ❤❛✉" ❞❡ ❧✬❛.❜♦.❡!❝❡♥❝❡ ❡" ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❛♥! ❧❡! ❜.♦♥❝❤❡! ❛✉ ❝♦✉.! ❞❡

❧✬❡①♣✐.❛"✐♦♥ ❝❡ 2✉✐ ♣.♦✈♦2✉❡ ❧❛ ❢❡.♠❡"✉.❡ ❞❡ ❝❡! ❜.♦♥❝❤❡!✳ ▲❛ ✜❣✉.❡ ✹✳✶✸ ❞♦♥♥❡ ❧✬<✈♦❧✉"✐♦♥

❞❡! ❞✐❛♠=".❡! ❞❡! ❜.♦♥❝❤❡! ❛✉ ❝♦✉.! ❞✉ "❡♠♣! ✿ ❧❡! ❞✐❛♠=".❡! ❞❡! ❜.♦♥❝❤❡! ❞✐!"❛❧❡!✱
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"♦✉" ✐♥!"❛♥" ❡" ❡♥ "♦✉" ♣♦✐♥" ❞❡ ❧✬❛.❜.❡ ".❛❝❤<♦❜.♦♥❝❤✐2✉❡✱ ❧❛ ✈✐"❡!!❡ ❞❡! ♠♦❧<❝✉❧❡! ❞❡

❣❛③ ♥❡ ♣❡✉" ❡①❝<❞❡. ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❞❡ c(x) = D(x)
2ρdD/dPtm

✳ ▲❛ ❜.♦♥❝❤❡ ❧✐♠✐"❛♥" ❧❡ ❞<❜✐" ❞❡✈❡♥❛♥"

❞❡ ♣❧✉! ❡♥ ♣❧✉! ❞✐!"❛❧❡✱ !♦♥ ❞✐❛♠=".❡ D(x) ❞✐♠✐♥✉❡ ❡" !❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ dD/dPtm ❛✉❣♠❡♥"❡✳

▲❛ ✈✐"❡!!❡ ❞❡! ♦♥❞❡! ❞❡ ♣.❡!!✐♦♥ c(x) ❞❡✈✐❡♥" ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❧✉! ❡♥ ♣❧✉! ❢❛✐❜❧❡ ✈❡.! ❧❛ .<❣✐♦♥

❞✐!"❛❧❡ ❡" ❧❛ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥ ❞✉ ❞<❜✐" ❞❡✈✐❡♥" ❞♦♥❝ ❞❡ ♣❧✉! ❡♥ ♣❧✉! ❢♦."❡✳

▲❡! ✜❣✉.❡! ✹✳✶✶✭❛✮ ❡" ✹✳✶✶✭❜✮ ♠♦♥".❡♥" 2✉❡ ❧❛ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥ ❞✉ ❞<❜✐" ♣❛. ❧❡ ♠<❝❛♥✐!♠❡

✇❛✈❡ $♣❡❡❞ !❡ ♣.♦❞✉✐" ❡!!❡♥"✐❡❧❧❡♠❡♥" ❞❛♥! ❧❡! ❜.♦♥❝❤❡! ❝❡♥".❛❧❡!✳ ❉❡! ❣♦✉❧♦"! ❞✬<".❛♥✲

❣❧❡♠❡♥"✱ ❝❤♦❦❡ ♣♦✐♥-$ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐!✱ ❛♣♣❛.❛✐!!❡♥" 2✉❛♥❞ ❧✬✐♥❞✐❝❡ v(x)/c(x) = 1✳ ❉❛♥! ♥♦".❡

♠♦❞=❧❡✱ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ✇❛✈❡ $♣❡❡❞ <"❛♥" ❡!"✐♠< !✉. "♦✉"❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉. ❞❡ ❧❛ ❜.♦♥❝❤❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉"

❛""❡✐♥❞.❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❞❡ ✶ ♠❛✐! ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✐♥❞✐❝❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥ ♣❛. ❧❛ ✈✐"❡!!❡ c✳

▲❛ ❞✉.<❡ ♣♦✉. ❧❛2✉❡❧❧❡ 〈v/c〉 > 0, 5 !✬<"❡♥❞ @ ♣❡✉ ♣.=! ❞✉ ❞<❜✉" ❞❡ ❧✬❡①♣✐.❛"✐♦♥ ❢♦.❝<❡

❥✉!2✉✬@ ✶✱✺ !✳ ❈❡❝✐ ❝♦..❡!♣♦♥❞ @ ❧❛ ♠❛❥♦.✐"< ❞❡ ❧✬❡①♣✐.❛"✐♦♥ ❢♦.❝<❡ ✿ ❡♥✈✐.♦♥ ✾✷✪ ❞❡ ❧❛

❝❛♣❛❝✐"< ✈✐"❛❧❡ ❛ ❞<❥@ <"< ❡①♣✐.< ❛✉ "❡♠♣! t = 1, 5 !✳ ▲❛ ✈✐"❡!!❡ ❞❡! ♦♥❞❡! ❞❡ ♣.❡!!✐♦♥ ❡!"

❞♦♥❝ .❡!♣♦♥!❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥ ❞✉ ❞<❜✐" ❥✉!2✉✬@ ✾✷✪ ❞❡ CV ✳ ▲❛ ❞✐!!✐♣❛"✐♦♥ ✈✐!2✉❡✉!❡

❧✐♠✐"❡ 2✉❛♥" @ ❡❧❧❡ ❧❡ ❞<❜✐" ♣♦✉. ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①♣✐.❛"✐♦♥ ❢♦.❝<❡✳ ❈❡! .<!✉❧"❛"! !♦♥" ❡♥ ❛❝❝♦.❞

❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐""<.❛"✉.❡ ❡①✐!"❛♥"❡ !✉. ❧❡ !✉❥❡" ❬✷✱ ✸✱ ✼✱ ✹✵❪✳

❉✬❛✉".❡ ♣❛."✱ ✐❧ ❡!" ✐♠♣♦."❛♥" ❞❡ ♥♦"❡. 2✉❡ ❧❡ ♣❧❛"❡❛✉ ❞❡ ❧✐♠✐"❛"✐♦♥ @ ❧❛ ❣<♥<.❛"✐♦♥ ✸

♥❡ ❝♦..❡!♣♦♥❞ ♣❛! @ ✉♥❡ !❡✉❧❡ ❜.♦♥❝❤❡✳ ▲❛ !✐♠✉❧❛"✐♦♥ ♥✉♠<.✐2✉❡ ♠♦♥".❡ 2✉❡ ❝❡ !♦♥"

!✉❝❝❡!!✐✈❡♠❡♥" ♣❧✉!✐❡✉.! ❜.♦♥❝❤❡! ❞❡ ❧❛ ❣<♥<.❛"✐♦♥ ✸ 2✉✐ !♦♥" .❡!♣♦♥!❛❜❧❡! ❞✉ ❣♦✉❧♦"

❞✬<".❛♥❣❧❡♠❡♥" ✭✜❣✉.❡ ✹✳✶✵✮✳ ❆✉".❡♠❡♥" ❞✐"✱ ❧❡! ❣♦✉❧♦"! ❞✬<".❛♥❣❧❡♠❡♥" ♥✬<✈♦❧✉❡♥" ♣❛!

"♦✉❥♦✉.! ❞❡ ♠❛♥✐=.❡ ❞✐!"❛❧❡ ♠❛✐! ♣❡✉✈❡♥" !❡ ♣.♦♣❛❣❡. ❧❛"<.❛❧❡♠❡♥" ❞❛♥! ❧✬❛.❜.❡ ".❛❝❤<♦✲

❜.♦♥❝❤✐2✉❡✳ ❈❡ .<!✉❧"❛" ❡!" ❡♥ ❛❝❝♦.❞ ❛✈❡❝ ❧❛ ❧✐""<.❛"✉.❡ ❬✼❪✳
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▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✷ ❝♦♠♣❛%❡ ❛✉ ❝♦✉%/ ❞✉ 1❡♠♣/✱ ❧❛ ♣♦/✐1✐♦♥ ❞❛♥/ ❧✬❛%❜♦%❡/❝❡♥❝❡ ❡1 ❧❛ ✈❛❧❡✉%

❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ 〈v/c〉 ♦❜1❡♥✉ ❛✈❡❝ ♥♦1%❡ ♠♦❞:❧❡ ; ❝❡❧❧❡/ ❞✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ v(x)/c(x)

♦❜1❡♥✉ ♣❛% <♦❧❛❦ ❡1 ❛❧✳ ❬✼❪✳ ▲❛ /✐♠✐❧❛%✐1A ❞❡/ %A/✉❧1❛1/ ❡♥ ❞A❜✉1 ❞✬❡①♣✐%❛1✐♦♥ /✉❣❣:%❡ B✉❡

❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦②❡♥ 〈v/c〉 ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♥❞✐❝❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❧✐♠✐1❛1✐♦♥ ❞✉ ❞A❜✐1✳ <♦✉%
❧❡/ ❞❡✉① ❝❛/✱ ♦♥ %❡1%♦✉✈❡ ✉♥ ❢♦%1 ❣♦✉❧♦1 ❞✬A1%❛♥❣❧❡♠❡♥1 ; ❧❛ ❣A♥A%❛1✐♦♥ ✸ ; ♣❛%1✐% ❞❡

✵✱✵✷ /✳

<❛% ❝♦♥1%❡✱ ❧❡/ %A/✉❧1❛1/ ❞✐✛:%❡♥1 ♣♦✉% t > 1, 0 / ✿ ❝❡❝✐ ♣❡✉1 /✬❡①♣❧✐B✉❡% ❞❡ ❞✐✛A%❡♥1❡/

♠❛♥✐:%❡/✳ ❚♦✉1 ❞✬❛❜♦%❞✱ ❧❛ ❣A♦♠A1%✐❡ ✉1✐❧✐/A❡ ♣❛% <♦❧❛❦ ♥✬❡/1 ❛/②♠A1%✐B✉❡ B✉❡ ❥✉/B✉✬; ❧❛

❣A♥A%❛1✐♦♥ ✸✱ ❛✉✲❞❡❧; ❧❡/ /♦✉/✲❛%❜%❡/ /♦♥1 /✉♣♣♦/A/ /②♠A1%✐B✉❡/ ❡1 ❤♦♠♦1❤A1✐B✉❡/ ❡♥1%❡

❡✉①✳ ❉✬❛✉1%❡ ♣❛%1✱ ❧❡ ♠♦❞:❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✉1✐❧✐/A ♣❛% <♦❧❛❦ ❡/1 ❞A✜♥✐ ; ♣❛%1✐% ❞❡ ❧❛

❣A♥A%❛1✐♦♥ ❞❡/ ❜%♦♥❝❤❡/ ❡1 ♥♦♥ ♣❛/ ; ♣❛%1✐% ❞❡ ❧❡✉% ❞✐❛♠:1%❡✳ ❈❡❧❛ /✐❣♥✐✜❡ B✉❡ 1♦✉1❡/

❧❡/ ❜%♦♥❝❤❡/ ❞✬✉♥❡ ♠P♠❡ ❣A♥A%❛1✐♦♥ ❛✉%♦♥1 ❧❡/ ♠P♠❡/ ♣%♦♣%✐A1A/ ♠A❝❛♥✐B✉❡/✳ <♦✉% ❧❡/

❜%♦♥❝❤❡/ ❞❡ ❣A♥A%❛1✐♦♥ /✉♣A%✐❡✉%❡ ; ✶✺✱ <♦❧❛❦ ❡1 ❛❧✳ ♦♥1 ❞♦♥❝ ❞R ❡①1%❛♣♦❧❡% ❧❡ ♠♦❞:❧❡

❞❡ ▲❛♠❜❡%1 ❡1 ❛❧✳ ❬✷✸❪✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✷ ✕ ❱❛❧❡✉% ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ♠♦②❡♥ 〈v/c〉 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❜%♦♥❝❤❡ ✭❡♥

❝♦✉❧❡✉%✮ ❡1 ❞❡ ❧✬✐♥❞✐❝❡ ❧♦❝❛❧ v(x)/c(x) ✭❡♥ ♥♦✐% ❡1 ❜❧❛♥❝✮ ❛✉ ❝♦✉%/ ❞✉ 1❡♠♣/ ❡1 ❡♥ ❢♦♥❝1✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❣A♥A%❛1✐♦♥✳ ▲❡/ %A/✉❧1❛1/ ❞❡ ♥♦1%❡ ♠♦❞:❧❡ ✭❡♥ ❝♦✉❧❡✉%✮ /♦♥1 ❝♦♠♣❛%A/ ❛✉① %A/✉❧1❛1/

B✉✐ ♦♥1 A1A ♦❜1❡♥✉/ ♣❛% <♦❧❛❦ ❡1 ❛❧✳ ❬✼❪ ❡♥ ✷✵✵✽ ✭❡♥ ♥♦✐% ❡1 ❜❧❛♥❝✮✳

❆✉✲❞❡❧; ❞❡ t = 1, 0 /✱ ❧❛ ❧✐♠✐1❛1✐♦♥ /❡ ❢❛✐1 ♣❛% ❞❡/ ❜%♦♥❝❤❡/ ❞❡ ♣❧✉/ ❡♥ ♣❧✉/ ♣❡1✐1❡/✳

❉❛♥/ ❧❡ ♠♦❞:❧❡ /②♠A1%✐B✉❡ ❞❡ <♦❧❛❦✱ ❝❡❝✐ /❡ 1%❛❞✉✐1 ♣❛% ✉♥❡ ❣A♥A%❛1✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐1❛1✐♦♥

❞❡ ♣❧✉/ ❡♥ ♣❧✉/ A❧❡✈A❡✳ ❊♥ %❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥/ ♥♦1%❡ ♠♦❞:❧❡ ❛/②♠A1%✐B✉❡✱ ❝❡❝✐ ♥❡ /❡ 1%❛❞✉✐1

♣❛/ ❢♦%❝A♠❡♥1 ♣❛% ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥1❛1✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣A♥A%❛1✐♦♥ ❞❡ ❧✐♠✐1❛1✐♦♥✳ ❈❡11❡ ❡①♣❧✐❝❛1✐♦♥

❡/1 ❞✬❛✐❧❧❡✉%/ ❡♥ ❛❝❝♦%❞ ❛✈❡❝ ❧❡/ %A/✉❧1❛1/ ♣%A/❡♥1A/ ❛✉ ❝❤❛♣✐1%❡ ✺ ✭✜❣✉%❡ ✺✳✶✶✮✳



✶✷✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼♦❞/❧❡ ❡①♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❈♦♠♣♦$%❡♠❡♥% ❝♦♠♣❧✐❛♥% ❞❡- ❜$♦♥❝❤❡-

▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✸ ♠♦♥.%❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. ♠2❝❛♥✐4✉❡ ❞❡6 ❜%♦♥❝❤❡6 ♠✐♥❡✉%❡6 ❡. ♠❛❥❡✉%❡6

❛✉ ❝♦✉%6 ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♠♣%❡66✐♦♥ ❞❡6 ❜%♦♥❝❤❡6 ❛ ❧✐❡✉ ♣♦✉% ❞❡6 ❜%♦♥❝❤❡6 ♣%♦①✐✲

♠❛❧❡6 ❛✉ =❊=✳ ▲❡ =❊= ❞❡✈❡♥❛♥. ♣❧✉6 ❞✐6.❛❧ ❛✉ ❝♦✉%6 ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥✱ ❧❡6 ❜%♦♥❝❤❡6 ❞❡ ❧❛

❣2♥2%❛.✐♦♥ ✶ 6♦♥. ❝♦♠♣%✐♠2❡6 ❛✈❛♥. ❝❡❧❧❡6 ❞❡ ❧❛ ❣2♥2%❛.✐♦♥ ✹✱ ❡❧❧❡6✲♠A♠❡6 ❝♦♠♣%✐♠2❡6

❛✈❛♥. ❝❡❧❧❡6 ❞❡ ❧❛ ❣2♥2%❛.✐♦♥ ✾ ❡. ❛✐♥6✐ ❞❡ 6✉✐.❡✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✸ ♠♦♥.%❡ 4✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠C.%❡

❞❡6 ❜%♦♥❝❤❡6 ❡6. ♠♦❞✐✜2 ❞❡ ♠❛♥✐C%❡ ♥♦.❛❜❧❡ ❛✉ ❝♦✉%6 ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥ ❢♦%❝2❡ ✿ 6✐ ❧❛ ❝♦♠✲

♣❧✐❛♥❝❡ ❜%♦♥❝❤✐4✉❡ ♣♦✉✈❛✐. A.%❡ ♥2❣❧✐❣2❡ F ❧✬✐♥6♣✐%❛.✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❥♦✉❡ ✉♥ %G❧❡ ❞2.❡%♠✐♥❛♥. F

❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥ ❢♦%❝2❡✳

✭❛✮ ❇$♦♥❝❤❡* ♠❛❥❡✉$❡*✳ ✭❜✮ ❇$♦♥❝❤❡* ♠✐♥❡✉$❡*✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✸ ✕ ❉✐❛♠C.%❡6 ♥♦%♠❛❧✐626 DE ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥.✐❧❧2❡✮ ❡. DS ✭❧✐❣♥❡ ♣❧❡✐♥❡✮ ❞❡6

❜%♦♥❝❤❡6 ❛✉ ❝♦✉%6 ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥ ♣♦✉% ❞✐✛2%❡♥.❡6 ❣2♥2%❛.✐♦♥6✳

❈♦♠♠❡ ♣%2✈✉ ♣❛% ❧❛ .❤2♦%✐❡✱ ❧❡ ❞✐❛♠C.%❡ ❡♥ ❡♥.%2❡ DE ❡6. ♣❧✉6 2❧❡✈2 4✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠C.%❡

❡♥ 6♦%.✐❡ DS✳ ▲✬2❝❛%. ❡♥.%❡ ❧❡6 ❞❡✉① ❞✐❛♠C.%❡6 ❡6. ❞✬❛✉.❛♥. ♣❧✉6 ✐♠♣♦%.❛♥. 4✉❡ ❧❛ ❝❤✉.❡

❞❡ ♣%❡66✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ❡6. ❣%❛♥❞❡ ❡. 4✉❡ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ❡6. ❝♦♠♣❧✐❛♥.❡✳ =♦✉% ❧❡6

4✉❛.%❡ ❣2♥2%❛.✐♦♥6✱ ♦♥ %❡♠❛%4✉❡ ✉♥ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. 6✐♠✐❧❛✐%❡ ✿ DE ❡. DS ❞✐✛C%❡♥. ❛✉

❞2♣❛%. ♣✉✐6 %❡❞❡✈✐❡♥♥❡♥. ✐❞❡♥.✐4✉❡6✳

=♦✉% ❡①♣❧✐4✉❡% ❝❡ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥.✱ ❝♦♥6✐❞2%♦♥6 ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ♠✐♥❡✉%❡ ❞❡ ❧❛ ❣2♥2%❛.✐♦♥ ✸

❞♦♥. ❧❡ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. ❛✉ ❝♦✉%6 ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥ ❡6. ❞2❝%✐. ♣❛% ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✹✳ ❆✉ .♦✉. ❞2❜✉.

❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥ ✭6✐.✉❛.✐♦♥ ❆✮✱ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ ❡6. ❞✐6.❛❧❡ ❛✉ =❊= ✿ ❧❡6 ♣%❡66✐♦♥6 ❡♥ 6♦%.✐❡ PS

❡. ❡♥ ❡♥.%2❡ PE 6♦♥. .♦✉.❡6 ❞❡✉① 6✉♣2%✐❡✉%❡6 F ❧❛ ♣%❡66✐♦♥ ♣❧❡✉%❛❧❡ Ppl✳ ■❧ ❡①✐6.❡ ✉♥

❣%❛❞✐❡♥. ❞❡ ♣%❡66✐♦♥ ✈✐64✉❡✉① ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜%♦♥❝❤❡ %❡❧❛.✐✈❡♠❡♥. ❢❛✐❜❧❡ 6✐ ❜✐❡♥ 4✉❡ ❧❡6



✶✷✷ ❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼♦❞/❧❡ ❡①♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❞❡✉① ❞✐❛♠'()❡* DE ❡( DS *♦♥( *✐♠✐❧❛✐)❡*✳ /✉✐* ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ *❡ )❛♣♣)♦❝❤❡ ❞✉ /❊/ ✿ PS *❡

)❛♣♣)♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡**✐♦♥ ♣❧❡✉)❛❧❡ ♣❧✉* )❛♣✐❞❡♠❡♥( 6✉❡ PE✳ ▲❡* ♣)❡**✐♦♥* ()❛♥*♠✉)❛❧❡*

Ptm,S ❡( Ptm,E ❝♦♠♠❡♥❝❡♥( ❛❧♦)* 8 *❡ ❞✐✛:)❡♥❝✐❡) ❡♥ )❛✐*♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣)❡**✐♦♥ ❞②♥❛♠✐6✉❡

❞❡ ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ❡( ❞❡ ❧❛ ♣❡)(❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ✈✐*6✉❡✉*❡✳ ▲❡* ❞✐❛♠'()❡* DE ❡( DS ❝♦♠♠❡♥❝❡♥(

❡✉① ❛✉**✐ 8 *❡ ❞✐✛:)❡♥❝✐❡)✳

✭❛✮ ❉✐❛♠&'(❡* ♥♦(♠❛❧✐*.* DE ✭❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥'✐❧❧.❡✮ ❡'

DS ✭❧✐❣♥❡ ♣❧❡✐♥❡✮ ❛✉ ❝♦✉(* ❞✉ '❡♠♣*✳

✭❜✮ ❈♦✉(❜❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✿ D/Dmax ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥

❞❡ ❧❛ ♣(❡**✐♦♥ '(❛♥*♠✉(❛❧❡ Ptm✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✹ ✕ ❈♦♠♣♦)(❡♠❡♥( ❞❡ ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ♠✐♥❡✉)❡ ❞❡ ❧❛ ❣:♥:)❛(✐♦♥ ✸ ❛✉ ❝♦✉)* ❞❡

❧✬❡①♣✐)❛(✐♦♥ ❢♦)❝:❡✳ ❙♦♥( ❝♦♥*✐❞:):❡* ()♦✐* *✐(✉❛(✐♦♥* ✿ A✱ B ❡( C✳

❆ ✉♥ ✐♥*(❛♥( ❞♦♥♥: ✭*✐(✉❛(✐♦♥ ❇✮✱ ❧❛ ❝♦♠♣)❡**✐♦♥ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❞❡ ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ❡*( ♠❛①✐✲

♠❛❧❡ ✿ ❧❛ ❞✐✛:)❡♥❝❡ ❡♥()❡ ❧❡* ❞✐❛♠'()❡* DS ❡( DE ❡*( ❛✉**✐ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❈✬❡*( ♣)♦❝❤❡ ❞❡

❝❡( ✐♥*(❛♥( 6✉❡ ❧❡ ❣)❛❞✐❡♥( ❧♦❝❛❧ dD/dPtm ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥( x ❞❡ ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ♣)❡♥❞ *❛ ✈❛❧❡✉)

♠❛①✐♠❛❧❡✱ ♠✐♥✐♠✐*❛♥( ❞❡ ❝❡ ❢❛✐( ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ c(x) ❡( ❛✉❣♠❡♥(❛♥( ❧❡ ❞❡❣): ❞❡ ❧✐♠✐(❛(✐♦♥

❞✉ ❞:❜✐( ✭✐♥❞✐❝❡ v(x)/c(x) ♣)♦❝❤❡ ❞❡ ✶✮✳ ■❧ ❡*( ✐♥(:)❡**❛♥( ❞❡ ♥♦(❡) 6✉❡ ❝❡((❡ ❞:❢♦)♠❛(✐♦♥

♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ♥❡ ♥:❝❡**✐(❡ ♣❛* ✉♥ ❢♦)( ❣)❛❞✐❡♥( ❞❡ ♣)❡**✐♦♥ ✐♥(❡)♥❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡

❧❛ ❜)♦♥❝❤❡✳

▲♦)*6✉❡ ❧❡ ❞✐❛♠'()❡ ❡♥ *♦)(✐❡ DS ❡*( 8 *♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♠♣)❡**✐♦♥ ✭8 t ≈ 1, 04 *✮✱

❧❛ ❝❤✉(❡ ❞❡ ♣)❡**✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ❞❡✈✐❡♥( ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ❆♣♣❡❧♦♥* ∆PPEP−trachée ❧❛

♣❡)(❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ❡♥()❡ ❧❡ /❊/ ❡( ❧✬❡♥():❡ ❞❡ ❧❛ ()❛❝❤:❡✳ ❆ ❧✬✐♥*(❛♥( t = 1, 04 *✱ ❧❛ ❝❤✉(❡ ❞❡

♣)❡**✐♦♥ ❡♥()❡ ❧❡ /❊/ ❡( ❧❛ *♦)(✐❡ S ❞❡ ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ❡*( ♠❛①✐♠❛❧❡ ✿ ❡❧❧❡ )❡♣):*❡♥(❡ ❡♥✈✐)♦♥

✼✺✪ ❞❡ ∆PPEP−trachée✳ /♦✉) ):*✉♠❡)✱ ❞❛♥* ❧✬❛)❜)❡ ()❛❝❤:♦❜)♦♥❝❤✐6✉❡✱ ❧❛ ♣)❡**✐♦♥ ✐♥(❡)♥❡

❝❤✉(❡ ❞❡ Palv 8 Ppl ❡♥()❡ ❧❡* ❛❧✈:♦❧❡* ❡( ❧❡ /❊/✳ ❊❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❡♥*✉✐(❡ ()'* )❛♣✐❞❡♠❡♥( ❛✉✲

(♦✉) ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣)❡**✐♦♥ ❞②♥❛♠✐6✉❡ ❞❡* ❜)♦♥❝❤❡* ♣♦✉) ❛((❡✐♥❞)❡ ❡♥✈✐)♦♥ 0, 25Ppl✳



✶✷✸ ❈❤❛♣✐()❡ ✹✳ ▼♦❞0❧❡ ❡①♣✐)❛(♦✐)❡ ❞❡ ❧✬❛)❜)❡ ()❛❝❤6♦❜)♦♥❝❤✐8✉❡

▲❛ ❝❤✉%❡ ❞❡ ♣)❡**✐♦♥ ❡♥%)❡ ❧❛ *♦)%✐❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣)❡**✐♦♥ ❞②♥❛♠✐2✉❡ ❡% ❧✬❡♥%)4❡ ❞❡

❧❛ %)❛❝❤4❡ ♥❡ )❡♣)4*❡♥%❡ ❛❧♦)* 2✉✬✉♥❡ ♣❡)%❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ )❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ❢❛✐❜❧❡✳

❯♥❡ ❢♦✐* ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ❞❡✈❡♥✉❡ ♥❡%%❡♠❡♥% ❞✐*%❛❧❡ ❛✉ ;❊; ✭*✐%✉❛%✐♦♥ ❈✮✱ ❧❡* ♣)❡**✐♦♥*

Ptm,S ❡% Ptm,E ❞❡✈✐❡♥♥❡♥% %♦✉%❡* ❞❡✉① ♥4❣❛%✐✈❡*✳ ▲❛ ❝❤✉%❡ ❞❡ ♣)❡**✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛

❜)♦♥❝❤❡ ❝♦♠♣)✐♠4❡ ❡*% ❞✉❡ ✉♥✐2✉❡♠❡♥% B ❧❛ ♣❡)%❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ✈✐*2✉❡✉*❡✳ ▲❡ ❞4❜✐% ❞✬❛✐)

❡①♣✐)4 ❛②❛♥% ❢♦)%❡♠❡♥% ❞✐♠✐♥✉4 ❡♥%)❡ A ❡% C✱ ❧❛ ♣❡)%❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ❡*%

❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉* ❢❛✐❜❧❡ 2✉❡ ♣♦✉) ❧❡ ❝❛* A ✿ ❧❡* ❞✐❛♠D%)❡* DE ❡% DS *♦♥% ❛❧♦)* 2✉❛*✐♠❡♥%

✐❞❡♥%✐2✉❡*✳ ❉✬❛✉%)❡ ♣❛)%✱ ❛♣)D* t = 2 *✱ ❜✐❡♥ 2✉❡ ❧❡ ;❊; ❞❡✈✐❡♥♥❡ ❞❡ ♣❧✉* ❡♥ ♣❧✉* ❞✐*%❛❧ ❡%

2✉❡ ❧❛ ♣)❡**✐♦♥ ♣❧❡✉)❛❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ✭✜❣✉)❡ ✹✳✶✺✭❛✮✮✱ ❧❛ ♣)❡**✐♦♥ ✐♥%❡)♥❡ ❞❛♥* ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡ ✈❛)✐❡

)❡❧❛%✐✈❡♠❡♥% ♣❡✉ ❝❛) ❧✬❡**❡♥%✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♣❡)%❡ ❞❡ ❝❤❛)❣❡ *❡ ❢❛✐% ❞❛♥* ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♠♣)❡**✐♦♥

❞②♥❛♠✐2✉❡ ❞❡ ❧✬❛)❜)❡✳ ▲❛ ♣)❡**✐♦♥ %)❛♥*♠✉)❛❧❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ❡**❡♥%✐❡❧❧❡♠❡♥% ❞4♣❡♥❞)❡ ❞❡ ❧❛

♣)❡**✐♦♥ ♣❧❡✉)❛❧❡ ❡% ❛✉❣♠❡♥%❡)✳ ❊♥ ❝♦♥*42✉❡♥❝❡✱ ❧❡* ❞✐❛♠D%)❡* DE ❡% DS ❞❡ ❧❛ ❜)♦♥❝❤❡

❝♦♠♣)✐♠4❡ ✈♦♥% ❛✉❣♠❡♥%❡)✳

●!❛♥❞❡✉!' ❡①♣✐!❛+♦✐!❡' ❣❧♦❜❛❧❡'

▲❛ ✜❣✉)❡ ✹✳✶✺✭❛✮ ♣)4*❡♥%❡ ❧❛ ♣)❡**✐♦♥ ♣❧❡✉)❛❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ %❡♠♣*✳ ❆✉ %♦✉% ❞4✲

❜✉% ❞❡ ❧✬❡①♣✐)❛%✐♦♥✱ ❧❛ ♣)❡**✐♦♥ ♣❧❡✉)❛❧❡ ❡*% ♥4❣❛%✐✈❡✱ )4*✉❧%❛% ❞❡ ❧✬✐♥*♣✐)❛%✐♦♥ ♣)4❝4❞❡♥%

❧✬❡①♣✐)❛%✐♦♥ ❢♦)❝4❡✳ ;✉✐*✱ ❧❛ ♣)❡**✐♦♥ ♣❧❡✉)❛❧❡ ❞❡✈✐❡♥% ❢♦)%❡♠❡♥% ♣♦*✐%✐✈❡ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛❝✐❧✐✲

%❡) ❧✬❡①♣✐)❛%✐♦♥✳ ❊♥ %♦✉%❡ ✜♥ ❞✬❡①♣✐)❛%✐♦♥ ❢♦)❝4❡✱ ❡❧❧❡ )❡❞❡✈✐❡♥% ❧4❣D)❡♠❡♥% ♥4❣❛%✐✈❡✱ ❞❡

❧✬♦)❞)❡ ❞❡ ✵✱✺ ❦;❛ ❬✹✶❪✳ ▲❛ *✐♠✉❧❛%✐♦♥ ♥✉♠4)✐2✉❡ 4%❛♥% *%♦♣♣4❡ ❛✈❛♥% ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①♣✐✲

)❛%✐♦♥ ♣♦✉) ❞❡* )❛✐*♦♥* ❞❡ %❡♠♣* ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦♥ ♥✬♦❜*❡)✈❡ ♣❛* ❧❡ ♣❛**❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣)❡**✐♦♥

♣❧❡✉)❛❧❡ ❞❛♥* ❧❛ ③♦♥❡ ♥4❣❛%✐✈❡✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✺ ✕ ;)❡**✐♦♥ ♣❧❡✉)❛❧❡ ✭B ❣❛✉❝❤❡✮ ❡% ♣)❡**✐♦♥ ❛❧✈4♦❧❛✐)❡ ✭B ❞)♦✐%❡✮ ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥

❞✉ %❡♠♣*✳



✶✷✹ ❈❤❛♣✐()❡ ✹✳ ▼♦❞/❧❡ ❡①♣✐)❛(♦✐)❡ ❞❡ ❧✬❛)❜)❡ ()❛❝❤5♦❜)♦♥❝❤✐7✉❡

▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✺✭❜✮ ♣%/0❡♥2❡ 3✉❛♥2 4 ❡❧❧❡ ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ❛❧✈/♦❧❛✐%❡ ❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✉ 2❡♠♣0✳

▲✬❛✉❣♠❡♥2❛2✐♦♥ %❛♣✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ❡♥ 2♦✉2 ❞/❜✉2 ❞✬❡①♣✐%❛2✐♦♥ ❝♦%%❡0♣♦♥❞ 4 ❧✬❛❝2✐♦♥

❞❡0 ♠✉0❝❧❡0 ❡①♣✐%❛2♦✐%❡0✳ ❆ t = τ = 0, 2 0✱ ❧❛ ♣✉✐00❛♥❝❡ ❞❡0 ♠✉0❝❧❡0 ❛ ❞/❥4 ❛22❡✐♥2 ✻✸✪ ❞❡

0❛ ♣✉✐00❛♥❝❡ ♠❛①✐♠❛❧❡✳ ▲❛ ❝❤✉2❡ ❞❡ ♣%❡00✐♦♥ ❡02 ❝♦♥0/3✉❡♥2❡ 4 ❧❛ ❞✐♠✐♥✉2✐♦♥ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡

♣✉❧♠♦♥❛✐%❡✳ ❖♥ ♣❡✉2 0♦✉❧✐❣♥❡% ✐❝✐ 3✉❡ ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ❞❡ %/2%❛❝2✐♦♥ /❧❛02✐3✉❡ /2❛♥2 ❞❡ ❧✬♦%❞%❡

❞❡ ✶ ❦H❛ 2♦✉2 ❛✉ ♣❧✉0✱ ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ♣❧❡✉%❛❧❡ ❡02 ❞❡ ❧✬♦%❞%❡ ❞❡ ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ❛❧✈/♦❧❛✐%❡ ♣♦✉%

❧✬❡00❡♥2✐❡❧ ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛2✐♦♥ ❢♦%❝/❡✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✻ ♣%/0❡♥2❡ ❧❡ ❞/❜✐2 ❞✬❛✐% ❞❛♥0 ❧❛ 2%❛❝❤/❡ ❡2 ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡ ❛✉

❝♦✉%0 ❞✉ 2❡♠♣0✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡2 ❧❡ ❞/❜✐2 ♣%/0❡♥2❡♥2 ✉♥❡ ❞/❝%♦✐00❛♥❝❡ 0✐♠✐❧❛✐%❡ ❝❡ 3✉✐

❡①♣❧✐3✉❡ 3✉❡ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞/❜✐2✲✈♦❧✉♠❡ ❛✐2 ✉♥❡ ❞/❝%♦✐00❛♥❝❡ %❡❧❛2✐✈❡♠❡♥2 ❧✐♥/❛✐%❡ ❛♣%J0

❧❡ ❞/❜✐2 ❞❡ ♣♦✐♥2❡✳ ❉✬❛✉2%❡ ♣❛%2✱ ♦♥ %❡♠❛%3✉❡ 3✉❡ ❧❡ ❞/❜✐2 ❛22❡✐♥2 0❛ ✈❛❧❡✉% ♠❛①✐♠❛❧❡

❜✐❡♥ ❛✈❛♥2 ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ❛❧✈/♦❧❛✐%❡✳ ❊♥ ❡✛❡2✱ ❧♦%03✉❡ ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ❛❧✈/♦❧❛✐%❡ ❡02 ♠❛①✐♠❛❧❡✱

❧❡ ❞/❜✐2 ❡02 ❞/❥4 ❧✐♠✐2/ ♣❛% ❧❛ ❝♦♠♣%❡00✐♦♥ ❞②♥❛♠✐3✉❡ ❞❡ ❧❛ 2%❛❝❤/❡✳ ❈♦♥❝❡%♥❛♥2 ❧❡

✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡✱ ❧❛ ❞/❝%♦✐00❛♥❝❡ 0❡♠❜❧❡ ❞❡ 2②♣❡ ❡①♣♦♥❡♥2✐❡❧✱ 0✐♠✐❧❛✐%❡ 4 ✉♥❡ %❡❧❛①❛2✐♦♥

❞❡ 2②♣❡ ✈✐0❝♦/❧❛02✐3✉❡✳ ▼❛%2✐♥ ❡2 ❛❧✳ ❬✹✷❪ ♦♥2 ❞✬❛✐❧❧❡✉%0 %/✉00✐ 4 %❡♣%♦❞✉✐%❡ ❧❡0 ❝♦✉%❜❡0

❣❧♦❜❛❧❡0 ❞❡ ✈❡♥2✐❧❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛2✐♦♥ ❢♦%❝/❡ ❡♥ ❛00✐♠✐❧❛♥2 ❧❡0 ♣♦✉♠♦♥0 4 ✉♥ ♠♦♥♦✲

❝♦♠♣❛%2✐♠❡♥2 ❞/❧✐♠✐2/ ♣❛% ✉♥ ♣✐02♦♥ ❞♦♥2 ❧❛ ♠/❝❛♥✐3✉❡ ❡02 ❝♦♥2%T❧/❡ ♣❛% ✉♥ %❡00♦%2 ❡2

✉♥ ❛♠♦%2✐00❡✉%✳

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✻ ✕ ❉/❜✐2 ❞✬❛✐% ❞❛♥0 ❧❛ 2%❛❝❤/❡ ✭4 ❣❛✉❝❤❡✮ ❡2 ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡ ✭4 ❞%♦✐2❡✮

❡♥ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❞✉ 2❡♠♣0✳

❊♥✜♥✱ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✹✳✶✼ ♣%/0❡♥2❡ ❧✬/✈♦❧✉2✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉%0 ❞✉ 2❡♠♣0 ❞❡ ❧❛ ♣❛%2✐❡ ❞✐02❛❧❡ ❞❡ ❧❛

2%❛❝❤/❡ ❡①2%❛2❤♦%❛❝✐3✉❡ ❡2 ❞❡ ❧❛ ♣❛%2✐❡ ♣%♦①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ 2%❛❝❤/❡ ✐♥2%❛2❤♦%❛❝✐3✉❡✳

▲❛ ♣❛%2✐❡ ✐♥2%❛2❤♦%❛❝✐3✉❡ ❡02 ❢♦%2❡♠❡♥2 ❝♦♠♣%✐♠/❡ ❡♥ %❛✐0♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ♣❧❡✉%❛❧❡

❡①2/%✐❡✉%❡ ✿ ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ✐♥2❡%♥❡ ❞❛♥0 ❝❡22❡ ♣❛%2✐❡ ❡02 ✐♥❢/%✐❡✉%❡ 4 ❧❛ ♣%❡00✐♦♥ ♣❧❡✉%❛❧❡ ❡2 ❝❡✱



✶✷✺ ❈❤❛♣✐()❡ ✹✳ ▼♦❞0❧❡ ❡①♣✐)❛(♦✐)❡ ❞❡ ❧✬❛)❜)❡ ()❛❝❤6♦❜)♦♥❝❤✐8✉❡

❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✼ ✕ ❉✐❛♠)*+❡- ❞❡ ❧❛ ♣❛+*✐❡ ♣+♦①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ *+❛❝❤5❡ ✐♥*+❛*❤♦+❛❝✐7✉❡ ❡* ❞❡ ❧❛

♣❛+*✐❡ ❞✐-*❛❧❡ ❞❡ ❧❛ *+❛❝❤5❡ ❡①*+❛*❤♦+❛❝✐7✉❡ ❛✉ ❝♦✉+- ❞❡ ❧✬❡①♣✐+❛*✐♦♥ ❢♦+❝5❡✳

♣+❛*✐7✉❡♠❡♥* ❞)- ❧❡ ❞5❜✉* ❞❡ ❧✬❡①♣✐+❛*✐♦♥✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦+*❡♠❡♥* ❞❡ ❝❡**❡ ♣❛+*✐❡ ❡-* -✐♠✐❧❛✐+❡

= ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉+❡ ✹✳✶✸✳ ❆✉ ❝♦♥*+❛✐+❡✱ ❧❛ *+❛❝❤5❡ ❡①*+❛*❤♦+❛❝✐7✉❡ 5*❛♥* -♦✉♠✐-❡ = ✉♥❡

♣+❡--✐♦♥ ❡①*5+✐❡✉+❡ ♥✉❧❧❡ ✲ ♣❛+ +❛♣♣♦+* = ❧❛ ♣+❡--✐♦♥ ❛*♠♦-♣❤5+✐7✉❡ ✲✱ ❧❛ ♣+❡--✐♦♥ ✐♥*❡+♥❡

❡①❝)❞❡ *♦✉❥♦✉+- ❧❛ ♣+❡--✐♦♥ ❡①*❡+♥❡✳ ▲❛ ❜+♦♥❝❤❡ ♥✬❡-* ❞♦♥❝ ❥❛♠❛✐- ❝♦♠♣+✐♠5❡✳

❉❛♥- ♥♦*+❡ ♠♦❞)❧❡✱ ❧❡ ♣❛--❛❣❡ ❞❡ ❧❛ *+❛❝❤5❡ ❡①*+❛*❤♦+❛❝✐7✉❡ = ❧❛ *+❛❝❤5❡ ✐♥*+❛*❤♦+❛✲

❝✐7✉❡ -❡ ❢❛✐* ❞❡ ♠❛♥✐)+❡ ❜+✉*❛❧❡✳ ❊♥ +5❛❧✐*5✱ ❧❡ ♣❛--❛❣❡ ❡♥*+❡ ❧❡- ❞❡✉① ♣❛+*✐❡- ❡-* ❝♦♥*✐♥✉✳

▼❛✐- ❞❛♥- ❧❡- ❞❡✉① ❝❛-✱ ✐❧ ♣❡✉* ❡①✐-*❡+✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉+ ❧❡- ❜✐❢✉+❝❛*✐♦♥-✱ ✉♥❡ ❝❤✉*❡ ❞❡ ♣+❡-✲

-✐♦♥ ❛❞❞✐*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥✈❡❝*✐✈❡ ❞✉❡ ❛✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥* ❞❡ +❛②♦♥ ❜+♦♥❝❤✐7✉❡✳ ❈❡**❡ ❝❤✉*❡ ❞❡

♣+❡--✐♦♥ ❛❞❞✐*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡-* 5❣❛❧❡♠❡♥* ♥5❣❧✐❣5❡ ♣✉✐-7✉❡ ❧❛ ❝❤✉*❡ ❞❡ ♣+❡--✐♦♥ ❛✉① ❜✐❢✉+❝❛✲

*✐♦♥- ❡-* ♥5❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳

❩♦♥❡ $✐❧❡♥❝✐❡✉$❡ ❞❡ ❧✬❛,❜,❡ .,❛❝❤0♦❜,♦♥❝❤✐1✉❡

▲❡- ❜+♦♥❝❤❡- ♣5+✐♣❤5+✐7✉❡-✱ ❞❡ ❞✐❛♠)*+❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❢5+✐❡✉+ = ✷ ♠♠✱ ❝♦♥*+✐❜✉❡♥*

♣♦✉+ ♠♦✐♥- ❞❡ ✷✵✪ = ❧❛ +5-✐-*❛♥❝❡ *♦*❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛+❜♦+❡-❝❡♥❝❡ *+❛❝❤5♦❜+♦♥❝❤✐7✉❡ ❬✸✻❪✳ ❈✬❡-*

♣♦✉+7✉♦✐✱ ❧❛ +5❣✐♦♥ ♣5+✐♣❤5+✐7✉❡ ❡-* 7✉❛❧✐✜5❡ ❞❡ ③♦♥❡ $✐❧❡♥❝✐❡✉$❡ ✿ -❛ ❝♦♥*+✐❜✉*✐♦♥ =
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5❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ❞✐✣❝✐❧❡✳

❉✬❛✉'5❡ ♣❛5'✱ ♥♦✉- ♥✬❛✈♦♥- ♣5✐- ❡♥ ❝♦♠♣'❡ 0✉❡ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ♣❛--✐✈❡ ❞✉ ❞✐❛♠:'5❡

❞❡- ❜5♦♥❝❤❡- ✈✐❛ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❜5♦♥❝❤✐0✉❡✳ ■❧ ❡①✐-'❡ 7❣❛❧❡♠❡♥' ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ❛❝'✐✈❡

❞✉ ❞✐❛♠:'5❡ ❞❡- ❜5♦♥❝❤❡- ❞✉❡ C ❧❛ ❝♦♥'5❛❝'✐♦♥ ❞✉ ♠✉-❝❧❡ ❧✐--❡ ♣75✐❜5♦♥❝❤✐0✉❡ 0✉✐ '❛♣✐--❡

❧❡- ❜5♦♥❝❤❡- ❡' ❜5♦♥❝❤✐♦❧❡- ❬✹✵❪✳ ■❧ ❢❛✉' ❞♦♥❝ ?'5❡ ❝♦♥-❝✐❡♥' 0✉✬✐❧ ♣❡✉' ❡①✐-'❡5 ✉♥❡ ❜5♦♥❝❤♦✲

♠♦'5✐❝✐'7 ❞❡- ❜5♦♥❝❤❡- ♣♦✉✈❛♥' ♠♦❞✐✜❡5 ❧❡ ❝♦♠♣♦5'❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ❜5♦♥❝❤❡✳ ❈❡''❡ ❞❡5♥✐:5❡

5❡-'❡ ♥7❛♥♠♦✐♥- 5❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ♠♦❞❡-'❡ ❡♥ ❝♦♠♣❛5❛✐-♦♥ ❞❡- ❛✛❡❝'✐♦♥- ♣5♦✈♦0✉7❡- ♣❛5 ❧❡-

♣❛'❤♦❧♦❣✐❡- ♣✉❧♠♦♥❛✐5❡-✳

▲♦♥❣✉❡✉+ ❞❡/ ❜+♦♥❝❤❡/

❆✉ ❝♦✉5- ❞❡ ❧✬❡①♣✐5❛'✐♦♥✱ ❧❡- ❧♦♥❣✉❡✉5- ❞❡ '♦✉'❡- ❧❡- ❜5♦♥❝❤❡- -♦♥' -✉♣♣♦-7❡- ❝♦♥-'❛♥'❡-

❛❧♦5- 0✉✬❡♥ 57❛❧✐'7 ❡❧❧❡- ❞✐♠✐♥✉❡♥' ❡♥ 5❛✐-♦♥ ❞❡ ❧❛ 57❞✉❝'✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐5❡✳ ■❧

❢❛✉' ♥♦'❡5 ✐❝✐ 0✉❡ ❧❛ ❝❤✉'❡ ❞❡ ♣5❡--✐♦♥ ✈✐-0✉❡✉-❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❜5♦♥❝❤❡ ❞7♣❡♥❞ ❞✉ 5❛♣✲

♣♦5' L/D4
✱ L ❡' D 7'❛♥' 5❡-♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉5 ❡' ❧❡ ❞✐❛♠:'5❡ ❞❡ ❧❛ ❜5♦♥❝❤❡✳ ▲❡-

✈❛5✐❛'✐♦♥- ❞❡ ❞✐❛♠:'5❡ ❞♦✐✈❡♥' ❞♦♥❝ ❛✈♦✐5 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉- ❞✬❡✛❡' -✉5 ❧❛ ♣❡5'❡ ❞❡ ❝❤❛5❣❡

0✉❡ ❧❡- ✈❛5✐❛'✐♦♥- ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉5✳ M♦✉5 ✈75✐✜❡5 ❝❡❧❛✱ ♥♦✉- ❛✈♦♥- -✐♠✉❧7 ✉♥❡ ❡①♣✐5❛'✐♦♥ ❢♦5❝7❡

❛✈❡❝ ❞❡- ❧♦♥❣✉❡✉5- ✈❛5✐❛❜❧❡- ❛✉ ❝♦✉5- ❞✉ '❡♠♣- -❡❧♦♥ ❧❛ 5❡❧❛'✐♦♥ ✿

L(VL) = L(CPT )

(

VT issu + VL

VT issu + CPT

)1/3

✭✹✳✷✹✮

VL 7'❛♥' ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐5❡✱ CPT ❧❛ ❝❛♣❛❝✐'7 ♣✉❧♠♦♥❛✐5❡ '♦'❛❧❡ ♣5✐-❡ 7❣❛❧❡ C ✼ ▲ ❬✶✶❪

❡' VT issu ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡- '✐--✉- ♣✉❧♠♦♥❛✐5❡- ♣5✐- 7❣❛❧ C ✽✹✸ ♠▲ ❬✹✼❪✳ ▲✬70✉❛'✐♦♥ ♣57❝7❞❡♥'❡

-✬✐♥-♣✐5❡ ❞✉ '5❛✈❛✐❧ ❞❡ ❍✉❣✉❡- ❡' ❛❧✳ ❬✹✽❪ ❡' M♦❧❛❦ ❡' ❛❧✳ ❬✺❪ ✿ ❡❧❧❡ -✉♣♣♦-❡ 0✉❡ ❧❡- ♠♦❞✐✜✲

❝❛'✐♦♥- ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉5- ❞❡- ❜5♦♥❝❤❡- -♦♥' ♣5♦♣♦5'✐♦♥♥❡❧❧❡- C ❧❛ 5❛❝✐♥❡ ❝✉❜✐0✉❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡

♣✉❧♠♦♥❛✐5❡ '♦'❛❧✳ ▲❡- ❧♦♥❣✉❡✉5- C ❧❛ CPT -♦♥' '✐57❡- ❞❡- ❧♦♥❣✉❡✉5- ❝❛❧❝✉❧7❡- ❛✈❡❝ ❧❡

♠♦❞:❧❡ ❣7♦♠7'5✐0✉❡✳ ▲❛ ❝♦✉5❜❡ ❞7❜✐'✲✈♦❧✉♠❡ ♦❜'❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐-❛♥' ✈❛5✐❡5 ❧❡- ❧♦♥❣✉❡✉5- ♥❡

❞✐✛:5❡ ♣5❛'✐0✉❡♠❡♥' ♣❛- ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❛✈❡❝ ❧♦♥❣✉❡✉5- ❝♦♥-'❛♥'❡-✳ ❈❡ 57-✉❧'❛' ❝♦♥✜5♠❡ ❞♦♥❝



✶✸✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✹✳ ▼♦❞/❧❡ ❡①♣✐(❛'♦✐(❡ ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ '(❛❝❤5♦❜(♦♥❝❤✐7✉❡

❜✐❡♥ $✉❡ ❧✬❛♣♣*♦①✐♠❛.✐♦♥ ✓ ❧♦♥❣✉❡✉* ❝♦♥2.❛♥.❡ ✔ ❛✉ ❝♦✉*2 ❞❡ ❧✬❡①♣✐*❛.✐♦♥ ❡2. ❛❝❝❡♣.❛❜❧❡

❞✉ ♣♦✐♥. ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬6❝♦✉❧❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬❛✐*✳

▲❡2 ✈❛*✐❛.✐♦♥2 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉* ❛②❛♥. ♣❡✉ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ 2✉* ❧❡2 ♣❡*❢♦*♠❛♥❝❡2 ✈❡♥.✐❧❛.♦✐*❡2✱ ❧❛

✈❡♥.✐❧❛.✐♦♥ ♥❡ 2❡*❛ ♣❛2 ♥♦♥ ♣❧✉2 ❛✛❡❝.6❡ ♣❛* ❞❡2 ✈❛*✐❛.✐♦♥2 ♠♦❞6*6❡2 ❞✉ *❛♣♣♦*. ❧♦♥❣✉❡✉*

2✉* ❞✐❛♠>.*❡ L/D✳

❈❤✉#❡ ❞❡ ♣'❡((✐♦♥ ❛✉① ❜✐❢✉'❝❛#✐♦♥(

▲❡ ♠♦❞>❧❡ 2✉♣♣♦2❡ 6❣❛❧❡♠❡♥. $✉❡ ❧❛ ❝❤✉.❡ ❞❡ ♣*❡22✐♦♥ ❛✉① ❜✐❢✉*❝❛.✐♦♥2 ❡2. ♥6❣❧✐✲

❣❡❛❜❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ✈6*✐✜❡* ❝❡..❡ ❛♣♣*♦①✐♠❛.✐♦♥✱ ✉♥❡ 2✐♠✉❧❛.✐♦♥ ♥✉♠6*✐$✉❡ ❛ 6.6 *6❛❧✐26❡ ❡♥

♣*❡♥❛♥. ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❧❛ ❝❤✉.❡ ❞❡ ♣*❡22✐♦♥ ❝♦♥✈❡❝.✐✈❡ ❛✉① ❜✐❢✉*❝❛.✐♦♥2 ✭6$✉❛.✐♦♥ ✹✳✶✷✮✳ ▲❡2

*62✉❧.❛.2 ♦❜.❡♥✉2 2♦♥. ♣*❛.✐$✉❡♠❡♥. ✐♥❝❤❛♥❣62 ✿ ❧❛ ❝❤✉.❡ ❞❡ ♣*❡22✐♦♥ ❛✉① ❜✐❢✉*❝❛.✐♦♥2

❡2. ❜✐❡♥ ♥6❣❧✐❣❡❛❜❧❡✱ ❝❡ $✉✐ ❡2. ❡♥ ❛❝❝♦*❞ ❛✈❡❝ ❧❡2 6.✉❞❡2 ❞❡ ❧❛ ❧✐..6*❛.✉*❡ ❬✹✱ ✷✼❪✳

▼♦❞2❧✐(❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛'❜♦'❡(❝❡♥❝❡

▲❡ ♠♦❞>❧❡ ❣6♦♠6.*✐$✉❡ ♥❡ ♣*❡♥❞ ♣❛2 ❡♥ ❝♦♠♣.❡ ❧✬❛**❛♥❣❡♠❡♥. 2♣❛.✐❛❧ ❞❡2 ❜*♦♥❝❤❡2✳

▲❛ ❥✉2.✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡..❡ ♠♦❞6❧✐2❛.✐♦♥ ❡2. ❡①❛❝.❡♠❡♥. ❧❛ ♠M♠❡ $✉❡ ♣♦✉* ❧✬✐♥2♣✐*❛.✐♦♥✳

❊♥ ❡✛❡.✱ ❧✬6❝♦✉❧❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬❛✐* ❡2. ❡22❡♥.✐❡❧❧❡♠❡♥. ❞6.❡*♠✐♥6 ♣❛* ❧❡2 ❧♦♥❣✉❡✉*2 ❡. ❧❡2

❞✐❛♠>.*❡2 ❞❡2 ❜*♦♥❝❤❡2 ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉. ❧❡ ✈♦✐* ❛✈❡❝ ❧✬6$✉❛.✐♦♥ ✹✳✶✾✳

✹✳✹ ●#♥#%❛❧✐)❛*✐♦♥ ✿ ❡①♣✐%❛*✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❞✬❡①❡%❝✐❝❡

▲❡ ♠♦❞>❧❡ $✉❛2✐✲2.❛.✐$✉❡ ❞✬❡①♣✐*❛.✐♦♥ ❢♦*❝6❡ ♣❡✉. M.*❡ ❣6♥6*❛❧✐26 ❛✉ ❝❛2 ❞❡ ❧✬❡①♣✐*❛✲

.✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❞✐.✐♦♥ ❞✬❡①❡*❝✐❝❡✳ ▲❛ ♠6.❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❡2. ❡①❛❝.❡♠❡♥. ❧❛ ♠M♠❡ $✉❡ ♣♦✉* ❧✬❡①♣✐✲

*❛.✐♦♥ ❢♦*❝6❡✳ ❙❡✉❧2 $✉❡❧$✉❡2 ♣❛*❛♠>.*❡2 2♦♥. ♠♦❞✐✜62 ✿ ❧❛ ♣*❡22✐♦♥ ❛❧✈6♦❧❛✐*❡ ♠♦.*✐❝❡

❛✐♥2✐ $✉❡ ❧❡2 ✈♦❧✉♠❡2 ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡2✳ ▲❛ 2✐.✉❛.✐♦♥ ❝♦♥2✐❞6*6❡ ❡2. ✉♥ ❡①❡*❝✐❝❡ *❡❧❛.✐✈❡♠❡♥.

♠♦❞6*6✳

❊♥ ✈❡♥.✐❧❛.✐♦♥ ❢♦*❝6❡✱ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ .♦.❛❧ ❡①♣✐*6 ❡2. ❧❛ ❝❛♣❛❝✐.6 ✈✐.❛❧❡✳ ❆ ❧✬❡①❡*❝✐❝❡✱ ✐❧ ✈❛*✐❡

❡♥.*❡ ✶✱✺ ❡. ✸ ▲ 2❡❧♦♥ ❧✬✐♥.❡♥2✐.6 ❞❡ ❧✬❡✛♦*. ❬✹✾❪ ✿ ♦♥ ❝❤♦✐2✐. ❞❡ ❧❡ ♣*❡♥❞*❡ 6❣❛❧ S ✷✱✺ ▲

♣♦✉* ❧❛ 2✐♠✉❧❛.✐♦♥✳ ❈♦♥❝❡*♥❛♥. ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ❛♣*>2 ❡①♣✐*❛.✐♦♥✱ ✐❧ ❡2. ❛✉❣♠❡♥.6

♣❛* *❛♣♣♦*. S ❧✬❡①♣✐*❛.✐♦♥ ❢♦*❝6❡✳ ■❧ ✈❛*✐❡ ❡♥.*❡ ✷ ❡. ✷✱✽ ▲ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❬✶✶✱✹✾❪✳ ❖♥ ❝❤♦✐2✐.

❞❡ ♣*❡♥❞*❡ ✷✱✺ ▲ ♣♦✉* ❝❡ ✈♦❧✉♠❡✳

◗✉❛♥. S ❧❛ ♣*❡22✐♦♥ ♠♦.*✐❝❡✱ S ❧✬❡①❡*❝✐❝❡✱ ❡❧❧❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ❢♦*.❡♠❡♥. ♣❛* *❛♣♣♦*. ❛✉

❝❛2 ❢♦*❝6✳ ❆ ❧✬❡①♣✐*❛.✐♦♥ ❢♦*❝6❡✱ ❧❛ ♣*❡22✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡2 ♠✉2❝❧❡2 ❡①♣✐*❛.♦✐*❡2 ❡2. ❞❡
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❆✳ ❈❤✉%❡ ❞❡ ♣)❡**✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❜)♦♥❝❤❡

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥❞✉✐*❛♥+ , ❧✬./✉❛+✐♦♥ ✹✳✶✾ ❡*+ ❞.+❛✐❧❧. ❝✐✲❞❡**♦✉*✳

●)❛❞✐❡♥- ❞❡ ♣)❡''✐♦♥

❙✐ ❧✬♦♥ *✉♣♣♦*❡ /✉❡ ❧✬.❝♦✉❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❛✐8 ❡*+ *+❛+✐♦♥♥❛✐8❡ ❡+ ✐♥❝♦♠♣8❡**✐❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉+

.❝8✐8❡ ❧❛ 8❡❧❛+✐♦♥ ❞❡ ❇❡8♥♦✉❧❧✐ ❣.♥.8❛❧✐*.❡ ❡♥+8❡ ❧✬❡♥+8.❡ E ❞❡ ❧❛ ❜8♦♥❝❤❡ ❡+ ✉♥ ♣♦✐♥+ x

❞❛♥* ❝❡++❡ ♠>♠❡ ❜8♦♥❝❤❡ ✿

PE +
1

2
ρv2E + ρgzE = P (x) +

1

2
ρv2(x) + ρgz(x) + ∆Pcharge

PE✱ vE✱ zE .+❛♥+ ❧❛ ♣8❡**✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐+❡**❡ ❡+ ❧✬❛❧+✐+✉❞❡ , ❧✬❡♥+8.❡ E ❞❡ ❧❛ ❜8♦♥❝❤❡✱ ρ ❧❛ ♠❛**❡

✈♦❧✉♠✐/✉❡ ❞❡ ❧✬❛✐8✱ g ❧✬❛❝❝.❧.8❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡*❛♥+❡✉8✒ x ❧❛ ❝♦♦8❞♦♥♥.❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛①❡ ❞❡*

❜8♦♥❝❤❡*✱ P (x)✱ v(x)✱ z(x) ❧❛ ♣8❡**✐♦♥✱ ❧❛ ✈✐+❡**❡ ❡+ ❧✬❛❧+✐+✉❞❡ ❛✉ ♣♦✐♥+ x ❡+ ∆Pcharge ❧❛

♣❡8+❡ ❞❡ ❝❤❛8❣❡ ✭♣❛8 ❞✐**✐♣❛+✐♦♥✮ ❡♥+8❡ ❧✬❡♥+8.❡ E ❡+ ❧❡ ♣♦✐♥+ x✳

▲❛ ♣8❡**✐♦♥ ♣❧❡✉8❛❧❡ Ppl .+❛♥+ ❝♦♥*+❛♥+❡✱ ♦♥ ❝❤♦✐*✐+ ❞❡ ❝♦♥*✐❞.8❡8 , ♣❛8+✐8 ❞❡ ♠❛✐♥+❡✲

♥❛♥+ ❧❡* ♣8❡**✐♦♥* +8❛♥*♠✉8❛❧❡* Ptm = P − Ppl✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♥.❣❧✐❣❡ ❧✬❡✛❡+ ❞❡ ❧❛ ♣❡*❛♥+❡✉8✱ ❛♣♣8♦①✐♠❛+✐♦♥ ❛❝❝❡♣+❛❜❧❡ ♣♦✉8 ❧✬❛✐8✱ ❧✬./✉❛+✐♦♥

♣8.❝.❞❡♥+❡ *❡ 8..❝8✐+ ✿

Ptm(x) = Ptm,E +
1

2
ρv2E −

1

2
ρv2(x)−∆Pcharge

❙✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ f(x) ❧❛ ♣❡8+❡ ❞❡ ❝❤❛8❣❡ ♣❛8 ✉♥✐+. ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉8✱ ♦♥ ♦❜+✐❡♥+ ❛❧♦8* ✿

Ptm(x) = Ptm,E +
1

2
ρv2E −

1

2
ρv2(x)−

∫ x

0

f(x).dx

▲❛ ❞✐✛.8❡♥❝✐❛+✐♦♥ ♣❛8 8❛♣♣♦8+ , x ❞❡ ❧✬❡①♣8❡**✐♦♥ ♣8.❝.❞❡♥+❡ ❞♦♥♥❡ ✿

dPtm

dx
= −ρv(x)dv

dx
− f(x) = −ρv(x)

d
(

Φ
πD2(x)/4

)

dPtm

dPtm

dx
− f(x)

dPtm

dx
= ρv2(x)

2

D(x)

dD

dPtm

dPtm

dx
− f(x)



✶✹✵ ❆♥♥❡①❡'

dPtm

dx
=

−f(x)
1− v2(x)

c2(x)

avec
1

c2(x)
=

2ρ

D(x)

dD

dPtm

✭✹✳✷✺✮

Φ &'❛♥' ❧❡ ❞&❜✐' ❞✬❛✐0 ❞❛♥1 ❧❛ ❜0♦♥❝❤❡✱ D(x) ❧❡ ❞✐❛♠7'0❡ ❧♦❝❛❧ ❞❡ ❧❛ ❜0♦♥❝❤❡ ❛✉ ♣♦✐♥' x

❡' c(x) ❧❛ ✈✐'❡11❡ ❞❡1 ♦♥❞❡1 ❞❡ ♣0❡11✐♦♥ ❛✉ ♣♦✐♥' x✳

▲❛ ❝❤✉'❡ ❞❡ ♣0❡11✐♦♥ ✈✐1<✉❡✉1❡ ♣❛0 ✉♥✐'& ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉0 f(x) 1✬&❝0✐' ✿

f =
128ηΦ

πD4(x)

[

1, 5 + 0, 0035
4ρΦ

ηπD(x)

]

❛✈❡❝ η ❧❛ ✈✐1❝♦1✐'& ❞❡ ❧✬❛✐0✳

■♥)*❣,❛)✐♦♥ ❞✉ ❣,❛❞✐❡♥) ❞❡ ♣,❡''✐♦♥

▲✬&<✉❛'✐♦♥ ✹✳✷✺ 1❡ 0&&❝0✐' ❞♦♥❝ 1♦✉1 ❧❛ ❢♦0♠❡ ✿

dPtm

dx
=
− 128ηΦ

πD4(x)
[1, 5 + 0, 0035Re(x)]

1− v2(x)
c2(x)

✭✹✳✷✻✮

(

1− v2(x)

c2(x)

)

D4(x)
dPtm

dx
= −128ηΦ

π
[1, 5 + 0, 0035Re(x)] ✭✹✳✷✼✮

❊♥'0❡ ❧✬❡♥'0&❡ E ❡' ❧❛ 1♦0'✐❡ S ❞❡ ❧❛ ❜0♦♥❝❤❡ ✭✜❣✉0❡ ✹✳✷✸✮✱ ❧✬✐♥'&❣0❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬&<✉❛'✐♦♥

♣0&❝&❞❡♥'❡ ❞♦♥♥❡ ✿

∫ S

E

(

1− v2(x)

c2(x)

)

D4(x)dPtm = −128ηΦ

π

[

1, 5L+ 0, 0035

∫ S

E

Re(x)dx

]

✭✹✳✷✽✮

❛✈❡❝ L ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉0 ❞❡ ❧❛ ❜0♦♥❝❤❡✳

▲❡ '❡0♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬&<✉❛'✐♦♥ ♣0&❝&❞❡♥'❡ 1❡ 0&&❝0✐' 1♦✉1 ❧❛ ❢♦0♠❡ ✿

∫ S

E

(

1− v2(x)

c2(x)

)

D4(x)dPtm =

∫ S

E

D4(x)dPtm −
∫ S

E

[

32ρΦ2

π2D5(x)

dD

dPtm

]

D4(x)dPtm

= g(Ptm,S)− g(Ptm,E)−
32ρΦ2

π2
ln

(

DS

DE

)

▲❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ g(P ) ❡1' ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞&✜♥✐❡ ♣❛0 g(P ) =
∫ P

0
D4(P ′)dP ′✳ F♦✉0 ❧❡1 0❡❧❛'✐♦♥1



✶✹✶ ❆♥♥❡①❡&

❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✸ ✕ ❙❝❤(♠❛ ❞✬✉♥❡ ❜1♦♥❝❤❡ ❧♦14 ❞❡ ❧✬❡①♣✐1❛8✐♦♥ ✿ ❧❡4 ❣1❛♥❞❡✉14 ❝❛1❛❝8(1✐48✐;✉❡4

✭♣1❡44✐♦♥✱ ❞(❜✐8✱ ❞✐❛♠>81❡✮ ❞❡ ❧❛ ❜1♦♥❝❤❡ 4♦♥8 1❡♣1(4❡♥8(❡4✳

❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ D(Ptm) ❞♦♥♥(❡4 ♣❛1 ❧❡4 (;✉❛8✐♦♥4 ✹✳✹✱ ♦♥ ♠♦♥81❡ ♣❧✉4 ❧♦✐♥ ;✉❡ g(P )

4✬✐♥8>❣1❡ ❛♥❛❧②8✐;✉❡♠❡♥8✳

▲✬(;✉❛8✐♦♥ ✹✳✷✽ 4❡ 1((❝1✐8 ❞♦♥❝ ✿

g(Ptm,S)−g(Ptm,E)−
32ρΦ2

π2
ln

(

DS

DE

)

= −128ηΦ

π

[

1, 5L+ 0, 0035

∫ S

E

Re(x)dx

]

✭✹✳✷✾✮

❊❧❧❡ 4✬✐♥8>❣1❡ ❞♦♥❝ ❡①❛❝8❡♠❡♥8 E ❧✬❡①❝❡♣8✐♦♥ ❞✉ 8❡1♠❡ ✿

∫ S

E

Re(x)dx = 〈Re〉L ✭✹✳✸✵✮

G♦✉1 1(4♦✉❞1❡ ❝♦♠♣❧>8❡♠❡♥8 ❧❛ 1❡❧❛8✐♦♥ ✹✳✶✾ ❞❡ ❢❛J♦♥ ❛♥❛❧②8✐;✉❡✱ ❧❛ 4❡✉❧❡ ❝♦♥81❛✐♥8❡ ❡48

❞♦♥❝ ❞✬❡48✐♠❡1 〈Re〉 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜1♦♥❝❤❡ E ♣❛18✐1 ❞❡4 ❞♦♥♥(❡4 ❛✉① ❡①81(♠✐8(4 E ❡8 S✳

▲✬❡48✐♠❛8✐♦♥ ❞❡ 〈Re〉 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ❜1♦♥❝❤❡ ❝❤♦✐4✐❡ ✐❝✐ ❡48 ❞♦♥♥(❡ ♣❛1 ✿

〈Re〉 = 4ρΦ

ηπ
(

DS+DE

2

)
✭✹✳✸✶✮

◆♦✉4 ♥✬❛✈♦♥4 ♣❛4 8❡48( ❞✬❛✉81❡4 ❛♣♣1♦①✐♠❛8✐♦♥4 ♣♦✉1 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡✳

▲✬✐♥8(❣1❛8✐♦♥ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❜1♦♥❝❤❡ ❞✉ ❣1❛❞✐❡♥8 ❞❡ ♣1❡44✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥8 ❧❛

1❡❧❛8✐♦♥ 4✉✐✈❛♥8❡ ✿

g(Ptm,S)−g(Ptm,E)−
32ρΦ2

π2
ln

(

DS

DE

)

= −128ηΦL

π

[

1, 5 + 0, 0035
4ρΦ

ηπ
(

DS+DE

2

)

]

✭✹✳✸✷✮
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❖♥ "❡♠❛"&✉❡ &✉❡ ❞❛♥) ❧❡ ❝❛) ♦- ❧❛ ❜"♦♥❝❤❡ ❛ ✉♥ ❞✐❛♠12"❡ D ❝♦♥)2❛♥2 ✿DS = DE = D✱

❧❛ "❡❧❛2✐♦♥ ♣"6❝6❞❡♥2❡ )❡ "66❝"✐2 ✿

D4(Ptm,S − Ptm,E) = −
128ηΦL

π

[

1, 5 + 0, 0035
4ρΦ

ηπD

]

PS − PE = −128ηΦL

πD4
(1, 5 + 0, 0035Re)

❊①♣*❡''✐♦♥' ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝2✐♦♥ ❣

❖♥ ❞6✜♥✐2 ❧❛ ❢♦♥❝2✐♦♥ g ♣❛" g(P ) =
∫ P

0
D4(P ′)dP ′✳ :♦✉" ❧❡) "❡❧❛2✐♦♥) ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡

D(Ptm) ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ✭6&✉❛2✐♦♥) ✹✳✹✮✱ g(P ) )✬✐♥21❣"❡ ❛♥❛❧②2✐&✉❡♠❡♥2✳ ❙❡❧♦♥ &✉❡ ❧❛ ♣"❡))✐♦♥

2"❛♥)♠✉"❛❧❡ Ptm ❡)2 ♥6❣❛2✐✈❡ ♦✉ ♣♦)✐2✐✈❡✱ ❧✬❡①♣"❡))✐♦♥ ❞❡ D(Ptm) ✈❛"✐❡✳

❉❛♥) ❧❡ ❝❛) ♦- ❧❛ ♣"❡))✐♦♥ 2"❛♥)♠✉"❛❧❡ ❡)2 ♥6❣❛2✐✈❡ ✿

g(Ptm) =

∫ Ptm

0

D4
maxα

2
0

(

1− P ′tm
P1

)−2n1

dP ′tm

▲❛ "6)♦❧✉2✐♦♥ ❞❡ ❝❡22❡ ✐♥26❣"❛❧❡ ❞♦♥♥❡ ✿

g(Ptm) = D4
maxα

2
0

P1

2n1 − 1

[

(

1− Ptm

P1

)1−2n1

− 1

]

❈❡22❡ ❡①♣"❡))✐♦♥ ♥✬❡)2 ♣❛) ❞6✜♥✐❡ ♣♦✉" n1 6❣❛❧ G ✵✱✺✳

❉❛♥) ❧❡ ❝❛) ♦- ❧❛ ♣"❡))✐♦♥ 2"❛♥)♠✉"❛❧❡ ❡)2 ♣♦)✐2✐✈❡ ✿

g(Ptm) =

∫ Ptm

0

D4
max

[

1− 2(1− α0)

(

1− P ′tm
P2

)−n2
]

dP ′tm+

∫ Ptm

0

D4
max

[

(1− α0)
2

(

1− P ′tm
P2

)−2n2
]

dP ′tm

▲❛ "6)♦❧✉2✐♦♥ ❞❡ ❝❡22❡ ✐♥26❣"❛❧❡ ❞♦♥♥❡ ✿

g(Ptm) =D4
max

[

P − 2(1− α0)
P2

n2 − 1

[

(

1− Ptm

P2

)1−n2

− 1

]]

+

D4
max

[

(1− α0)
2 P2

2n2 − 1

[

(

1− Ptm

P2

)1−2n2

− 1

]]

❈❡22❡ ❡①♣"❡))✐♦♥ ♥✬❡)2 ♣❛) ❞6✜♥✐❡ ♣♦✉" n2 6❣❛❧ G ✶ ♦✉ ✵✱✺✳
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❇✳ ❙❝❤%♠❛ ♥✉♠%*✐,✉❡

❘)'♦❧✉-✐♦♥ ♣♦✉0 ✉♥ ♣❛' ❞❡ -❡♠♣'

❈❤❛#✉❡ ❜'♦♥❝❤❡ ❡+, ❝❛'❛❝,-'✐+-❡ ♣❛' ✿

✕ ❧❡ ❞-❜✐, ❞✬❛✐' ❧❛ ,'❛✈❡'+❛♥,✱ +✉♣♣♦+- ❝♦♥+,❛♥,✱ Φ✳

✕ +♦♥ ❞✐❛♠9,'❡ ❡♥ ❡♥,'-❡ DE✳

✕ +♦♥ ❞✐❛♠9,'❡ ❡♥ +♦',✐❡ DS✳

✕ ❧❛ ♣'❡++✐♦♥ ❡♥ +♦',✐❡ ❞❡ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡ P ✭+❛✉❢ ♣♦✉' ❧❡+ ❜'♦♥❝❤❡+ ,❡'♠✐♥❛❧❡+ ♦< ❧❛

♣'❡++✐♦♥ ❡+, ✜①-❡ -❣❛❧❡ @ ❧❛ ♣'❡++✐♦♥ ❛❧✈-♦❧❛✐'❡ Palv✮✳

▲✬❛'❜'❡ ,'❛❝❤-♦❜'♦♥❝❤✐#✉❡ ❡+, ❞♦♥❝ ❝❛'❛❝,-'✐+- ♣❛' ✉♥ ✈❡❝,❡✉' @ 4Ntot − Nterm ✈❛✲

'✐❛❜❧❡+ ✿

✕ Ntot ✈❛'✐❛❜❧❡+ ❞-❜✐, Φ ✭✐✳❡✳ ,♦✉,❡+ ❧❡+ ❜'♦♥❝❤❡+✮✳

✕ Ntot ✈❛'✐❛❜❧❡+ ❞✐❛♠9,'❡ ❞✬❡♥,'-❡ DE ✭✐✳❡✳ ,♦✉,❡+ ❧❡+ ❜'♦♥❝❤❡+✮✳

✕ Ntot ✈❛'✐❛❜❧❡+ ❞✐❛♠9,'❡ ❞❡ +♦',✐❡ DS ✭✐✳❡✳ ,♦✉,❡+ ❧❡+ ❜'♦♥❝❤❡+✮✳

✕ Ntot−Nterm ✈❛'✐❛❜❧❡+ ♣'❡++✐♦♥ P ✭✐✳❡✳ ,♦✉,❡+ ❧❡+ ❜'♦♥❝❤❡+ +❛✉❢ ❧❡+ ❜'♦♥❝❤❡+ ,❡'♠✐✲

♥❛❧❡+ ❛✉ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ Nterm✮✳

▲❡ ✈❡❝,❡✉'

~X ❞❡+ ✐♥❝♦♥♥✉❡+ +✬-❝'✐, ❞♦♥❝ ✿

~X = (~Φ, ~DE, ~DS, ~P )✳ ❈❡+ ✐♥❝♦♥♥✉❡+ ✈-'✐✜❡♥,

❧❡+ '❡❧❛,✐♦♥+ +✉✐✈❛♥,❡+ ✿

✕ ❧❛ '❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ ♣❡',❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ '❡❧✐❛♥, ❧❡+ ♣'❡++✐♦♥+ ❡♥ ❡♥,'-❡ PE ❡, ❡♥ +♦',✐❡ PS ❞❡

❧❛ ❜'♦♥❝❤❡✱ ❧❡+ ❞✐❛♠9,'❡+ ❡♥ ❡♥,'-❡ DE ❡, ❡♥ +♦',✐❡ DS ❞❡ ❧❛ ❜'♦♥❝❤❡ ❡, ❧❡ ❞-❜✐, Φ✳

✕ ❧❛ '❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣♦✉' ❧❡ ❞✐❛♠9,'❡ ❡♥ ❡♥,'-❡ '❡❧✐❛♥, ❧❡ ❞✐❛♠9,'❡ ❡♥ ❡♥,'-❡

DE ❡, ❧❛ ♣'❡++✐♦♥ ❡♥ ❡♥,'-❡ PE✳

✕ ❧❛ '❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣♦✉' ❧❡ ❞✐❛♠9,'❡ ❡♥ +♦',✐❡ '❡❧✐❛♥, ❧❡ ❞✐❛♠9,'❡ ❡♥ +♦',✐❡

DS ❡, ❧❛ ♣'❡++✐♦♥ ❡♥ +♦',✐❡ PS✳

✕ ❧❛ '❡❧❛,✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥,✐♥✉✐,- ❞❡+ ❞-❜✐,+ @ ❝❤❛#✉❡ ❜✐❢✉'❝❛,✐♦♥✳

◆♦✉+ ♣♦✉✈♦♥+ +✐❣♥❛❧❡' ✐❝✐ #✉❡ ❧❛ ♣'❡++✐♦♥ ❡♥ +♦',✐❡ PS ❞✬✉♥❡ ❜'♦♥❝❤❡ ❞♦♥♥-❡ ❡+, -❣❛❧❡ @

❧❛ ♣'❡++✐♦♥ ❡♥ ❡♥,'-❡ PE ❞❡+ ❞❡✉① ❜'♦♥❝❤❡+ ✜❧❧❡+ ❛✉①#✉❡❧❧❡+ ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐++❛♥❝❡✳

▲✬❛'❜'❡ ✈-'✐✜❡ ❞♦♥❝ 4Ntot −Nterm -#✉❛,✐♦♥+ ✿

✕ Ntot -#✉❛,✐♦♥+ ❞❡ ♣❡',❡ ❞❡ ❝❤❛'❣❡ ✭✐✳❡✳ ,♦✉,❡+ ❧❡+ ❜'♦♥❝❤❡+✮✳

✕ Ntot -#✉❛,✐♦♥+ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣♦✉' ❧❡ ❞✐❛♠9,'❡ ❡♥ ❡♥,'-❡ ✭✐✳❡✳ ,♦✉,❡+ ❧❡+ ❜'♦♥❝❤❡+✮✳

✕ Ntot -#✉❛,✐♦♥+ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣♦✉' ❧❡ ❞✐❛♠9,'❡ ❡♥ +♦',✐❡ ✭✐✳❡✳ ,♦✉,❡+ ❧❡+ ❜'♦♥❝❤❡+✮✳

✕ Ntot −Nterm -#✉❛,✐♦♥+ ❞❡ ❝♦♥,✐♥✉✐,- ❞❡+ ✢✉① ✭✐✳❡✳ ,♦✉+ ❧❡+ ❜✐❢✉'❝❛,✐♦♥+✮✳



✶✹✹ ❆♥♥❡①❡&

~F ( ~X) =

















~f1(~Φ, ~DE, ~DS, ~P )

~f2( ~DE, ~P )

~f3( ~DS, ~P )

~f4(~Φ)

















= ~0

▲❡ "②"$%♠❡ ❛ ❜✐❡♥ ❧❡ ♠,♠❡ ♥♦♠❜.❡ ❞✬✐♥❝♦♥♥✉❡" ❡$ ❞✬34✉❛$✐♦♥"✳ ❘3"♦✉❞.❡ ❝❡ "②"$%♠❡

.❡✈✐❡♥$ 8 ❝❤❡.❝❤❡.

~F ( ~X) = ~0 "♦✐$ ❧❡" ③3.♦" ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥✳ ❖♥ ✉$✐❧✐"❡ ♣♦✉. ❝❡❧❛ ❧❛ ♠3$❤♦❞❡

❞❡ ◆❡✇$♦♥✲❘❛♣❤"♦♥✳ ❖♥ ❝❤❡.❝❤❡ ♣❛" 8 ♣❛" ❧❡ ✈❡❝$❡✉.

~X 4✉✐ ✈❛ ❛♥♥✉❧❡. ❧❛ ❢♦♥❝$✐♦♥

~F ( ~X)✳

❆✉ ♣❛" n+ 1✱ ♦♥ ❛✉.❛ ✿

~Xn+1 = ~Xn − J−1( ~Xn)~F ( ~Xn) ✭✹✳✸✸✮

❛✈❡❝ J( ~X) ❧❛ ♠❛$.✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❞✉ "②"$%♠❡ ❡$
∥

∥

∥

~dX
∥

∥

∥ = ~Xn+1 − ~Xn✳

J( ~X) =





































∂ ~f1
∂~Φ

∂ ~f1
∂ ~DE

∂ ~f1
∂ ~DS

∂ ~f1
∂ ~P

∂ ~f2
∂~Φ

∂ ~f2
∂ ~DE

∂ ~f2
∂ ~DS

∂ ~f2
∂ ~P

∂ ~f3
∂~Φ

∂ ~f3
∂ ~DE

∂ ~f3
∂ ~DS

∂ ~f3
∂ ~P

∂ ~f4
∂~Φ

∂ ~f4
∂ ~DE

∂ ~f4
∂ ~DS

∂ ~f4
∂ ~P





































❖♥ ✐#$%❡ ♣♦✉% k ♣❛+ ❧❛ %❡❧❛#✐♦♥ ✹✳✸✸ ❥✉+1✉✬3 ❝❡ 1✉❡
‖ ~dX‖
‖ ~X‖ +♦✐# ✐♥❢6%✐❡✉% 3 ǫ✱ ǫ 6#❛♥#

❧❡ ❝%✐#$%❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦%✐#❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇#♦♥✲❘❛♣❤+♦♥ ✭#②♣✐1✉❡♠❡♥#✱ ǫ = 10−10✮✳

▲❡ +②+#$♠❡ 6#❛♥# ♥♦♥ ❧✐♥6❛✐%❡✱ ❧✬❡+#✐♠❛#✐♦♥ ❞❡

∥

∥

∥

~dX
∥

∥

∥ ❢❛✐# ✐♥#❡%✈❡♥✐% ♣❧✉+✐❡✉%+ #❡❝❤♥✐1✉❡+

♥✉♠6%✐1✉❡+ ❛✐❞❛♥# 3 ❧❛ ❝♦♥✈❡%❣❡♥❝❡ ❞✉ ◆❡✇#♦♥✲❘❛♣❤+♦♥ ✿

✶✳ ❧❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥♥❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ♠❛#%✐❝❡ ❥❛❝♦❜✐❡♥♥❡ ❡+# ❛♥❛❧②+6 3 ❝❤❛1✉❡ ♣❛+ ❡# ❧❡ ♣❛+ ❞❡

#❡♠♣+ ❡+# ❞✐♠✐♥✉6 +✐ ♥6❝❡++❛✐%❡✳

✷✳ ❧❛ ♣❛%#✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐%❡ ❞❡

∥

∥

∥

~dX
∥

∥

∥ ❡+# 6❣❛❧❡♠❡♥# ❛♥❛❧②+6❡ ❡# ❧❡ ♣❛+ ❞❡ #❡♠♣+ ❡+# ❞✐♠✐♥✉6

+✐ ❧❛ ♣❛%#✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐%❡ ❡+# ♥♦♥ ♥✉❧❧❡✳

✸✳

∥

∥

∥

~dX
∥

∥

∥
❡+# ❡+#✐♠6 ❛♣%$+ ❛♠♦%#✐++❡♠❡♥# ✿ +✐ ♣♦✉% ✉♥❡ ❜%♦♥❝❤❡ i✱ |Xn+1(i)−Xn(i)| =

|dX(i)| > |Xn(i)|
10

✱ ❛❧♦%+ ❧❛ ✈❛❧❡✉% dX(i) ❡+# ♠♦❞✐✜6❡ ♣♦✉% ❝❡##❡ ❜%♦♥❝❤❡ +❡❧♦♥ ❧❛

%❡❧❛#✐♦♥ ✿ dX(i) = |Xn(i)|
10

∗ sign(dX(i))✳



✶✹✺ ❆♥♥❡①❡'

❈♦♥♥❛✐%%❛♥& ❧❡% ♣*❡%%✐♦♥% ❛✉① ❡①&*-♠✐&-% ❞❡% ❜*♦♥❝❤✐♦❧❡% &❡*♠✐♥❛❧❡%✱ ♦♥ ♦❜&✐❡♥& ❛✐♥%✐

♣♦✉* ✉♥ ♣❛% ❞❡ &❡♠♣% ❧✬-&❛& ❞❡ ❧✬❛*❜*❡ ❜*♦♥❝❤✐5✉❡

~X = (~Φ, ~DE, ~DS, ~P ) ✈-*✐✜❛♥& ❧❛

*❡❧❛&✐♦♥

~F ( ~X) = ~0✳

❘)'♦❧✉-✐♦♥ '❡♠✐✲❞②♥❛♠✐4✉❡

▲❡% ❞♦♥♥-❡% ✐♥✐&✐❛❧❡% ♣♦✉* ❧❡ ♣❛% ❞❡ &❡♠♣% tn %♦♥& ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ VL(tn) ❡& ❧❛

♣*❡%%✐♦♥ ❛❧✈-♦❧❛✐*❡ Palv(tn)✳ ❆ ❝❤❛5✉❡ ♣❛% ❞❡ &❡♠♣% tn ✿

✶✳ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❣*>❝❡ ? ❧✬❛❧❣♦*✐&❤♠❡ ❞❡ ◆❡✇&♦♥✲❘❛♣❤%♦♥ ❧✬-&❛&

~X = (~Φ, ~DE, ~DS, ~P ) ❞❡

❧✬❛*❜*❡ &*❛❝❤-♦❜*♦♥❝❤✐5✉❡✳

✷✳ ♦♥ ❡♥ ❞-❞✉✐& ❧❡ ✢✉① ❞✬❛✐* ❞❛♥% ❧❛ &*❛❝❤-❡ ✿ Φ0(tn)✳

✸✳ ♦♥ ❡♥ ❞-❞✉✐& ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐* ❡①♣✐*- ♣❡♥❞❛♥& ❧❡ &❡♠♣% dt = tn+1 − tn ✿ Vexp(tn) =

Φ0(tn)× dt✳

✹✳ ♦♥ ❡♥ ❞-❞✉✐& ❧❡% ♥♦✉✈❡❧❧❡% ❞♦♥♥-❡% ✐♥✐&✐❛❧❡% ♣♦✉* ❧❡ ♣❛% ❞❡ &❡♠♣% tn+1 ✿ ❧❡ ✈♦❧✉♠❡

♣✉❧♠♦♥❛✐*❡ ✿ VL(tn+1) = VL(tn)− Vexp(tn) ❡& ❧❛ ♣*❡%%✐♦♥ ❛❧✈-♦❧❛✐*❡ ✿ Palv(tn+1)✳





❈❤❛♣✐%&❡ ✺

▲✬❛+②♠.%&✐❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥%

❆✉ ❝♦✉$% ❞❡% ♣$)❝)❞❡♥+% ❝❤❛♣✐+$❡%✱ ♥♦✉% ❛✈♦♥% ❞)✈❡❧♦♣♣) ✉♥ ♠♦❞3❧❡ ❣)♦♠)+$✐5✉❡

$✐❣✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ +$❛❝❤)♦❜$♦♥❝❤✐5✉❡ ♣✉✐% ❞❡✉① ♠♦❞3❧❡% ❞❡ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❛$❜$❡✱

❧✬✉♥ : ❧✬✐♥%♣✐$❛+✐♦♥ ❛✉ $❡♣♦% ❡+ ❧✬❛✉+$❡ : ❧✬❡①♣✐$❛+✐♦♥ ❢♦$❝)❡✳ ❈❡% ♠♦❞3❧❡% %❡$♦♥+ ❡①♣❧♦✐+)%

❞❛♥% ❧❡ ❞❡$♥✐❡$ ❝❤❛♣✐+$❡ ❛✉ +$❛✈❡$% ❞❡ ❞✐✈❡$%❡% ❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥%✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥+✱ ❛✈❛♥+ ❞✬✉+✐❧✐%❡$

❝❡% ♠♦❞3❧❡%✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ♥♦✉% ♣❡♥❝❤❡$ %✉$ ❧❡% ♣$♦♣$✐)+)% ❢♦♥❞❛♠❡♥+❛❧❡% ❞❡ ❧✬❛$❜♦$❡%❝❡♥❝❡

❡+ )+✉❞✐❡$ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥+$❡ ❧❛ ❣)♦♠)+$✐❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛$❜$❡ ❡+ %❡% ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡% ✈❡♥+✐❧❛+♦✐$❡%✳

▲❡ ❝❤❛♣✐+$❡ ✷ ❛ ❛✐♥%✐ ♠✐% ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡✉① ♣$♦♣$✐)+)% ✐♠♣♦$+❛♥+❡% ❞❡ ❧✬❛$❜♦$❡%❝❡♥❝❡

+$❛❝❤)♦❜$♦♥❝❤✐5✉❡ ✿ ✉♥❡ ❛✉+♦✲%✐♠✐❧❛$✐+)✱ ❝❛$❛❝+)$✐%)❡ ♣❛$ ✉♥ ❢❛❝+❡✉$ ❞✬)❝❤❡❧❧❡ h✱ ❡+ ✉♥❡

❛%②♠)+$✐❡ ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥+ %②%+)♠❛+✐5✉❡✳ ▲✬✐♠♣❛❝+ ❞✉ ❢❛❝+❡✉$ ❞✬)❝❤❡❧❧❡ %✉$ ❧✬❛$❜♦$❡%❝❡♥❝❡

❛ ❞)❥: ❢❛✐+ ❧✬♦❜❥❡+ ❞❡ ♣❧✉%✐❡✉$% )+✉❞❡% ❬✶✕✼❪✳ ■❧ ❛ ❛✐♥%✐ )+) ♠♦♥+$) 5✉❡ ❝❡ ❢❛❝+❡✉$ ❡%+ ✉♥

♣❛$❛♠3+$❡ +$3% ❝♦♥+$❛✐♥+ ✿ %❛ ✈❛❧❡✉$ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❛♥% ❝❤❛5✉❡ ③♦♥❡ ❞❡% ♣♦✉♠♦♥% ✭♣$♦①✐♠❛❧❡

❡+ ❞✐%+❛❧❡✮ ♣❡$♠❡+ ❞✬❛%%✉$❡$ ✉♥ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡♠❡♥+ $♦❜✉%+❡ ❡+ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡% ♣♦✉♠♦♥%✳ ❈❡

❝❤❛♣✐+$❡ %❡$❛ ❞♦♥❝ ❡♥+✐3$❡♠❡♥+ ❞)❞✐) : ❧✬)+✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛%②♠)+$✐❡ ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥+✳

■❧ ❡%+ ✐♥+)$❡%%❛♥+ ❞❡ ♥♦+❡$ 5✉❡ ❧✬❛%②♠)+$✐❡ ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥+ %❡ $❡+$♦✉✈❡ ❝❤❡③ ❧❛ ♣❧✉♣❛$+

❞❡% ❛$❜$❡% +$❛❝❤)♦❜$♦♥❝❤✐5✉❡% ❞❡% ♠❛♠♠✐❢3$❡% ❬✽✕✶✵❪ ❡+ 5✉✬❡❧❧❡ ♥❡ ❝♦♥%+✐+✉❡ ♣❛% ✉♥❡

❡①❝❡♣+✐♦♥ ❤✉♠❛✐♥❡✳ ❊♥ $❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡% ❞❡❣$)% ❞✬❛%②♠)+$✐❡ ✈❛$✐❡♥+ %❡❧♦♥ ❧❡% ❡%♣3❝❡%✳ ❆✉ ✈✉

❞❡ ❝❡% ♦❜%❡$✈❛+✐♦♥%✱ ❧❛ 5✉❡%+✐♦♥ 5✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉+ %❡ ♣♦%❡$ ❡%+ ❧❛ %✉✐✈❛♥+❡ ✿ ❞✉ ♣♦✐♥+ ❞❡ ✈✉❡

❞❡ ❧❛ ✈❡♥+✐❧❛+✐♦♥✱ ② ❛✲+✲✐❧ ✉♥ ❛✈❛♥+❛❣❡ : ❝❡ 5✉❡ ❧✬❛$❜$❡ +$❛❝❤)♦❜$♦♥❝❤✐5✉❡ ♣$)%❡♥+❡ ✉♥❡

❛%②♠)+$✐❡ ❞❡ ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥+ ❄ ❆✜♥ ❞❡ $)♣♦♥❞$❡ : ❝❡++❡ 5✉❡%+✐♦♥✱ ♥♦✉% ❛❧❧♦♥% ❝♦♠♣❛$❡$

+♦✉+ ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐+$❡ ❞❡✉① ❛$❜♦$❡%❝❡♥❝❡% ✿ ❧✬✉♥❡ : ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥+% %②♠)+$✐5✉❡%

❡+ ❧✬❛✉+$❡ : ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥+% ❛%②♠)+$✐5✉❡%✳ ❉❛♥% ✉♥ ♣$❡♠✐❡$ +❡♠♣%✱ ♥♦✉% ♣$)%❡♥+❡$♦♥% ❧❡

♠♦❞3❧❡ ❞✬❛$❜♦$❡%❝❡♥❝❡ %②♠)+$✐5✉❡✳ S✉✐%✱ ♥♦✉% )+✉❞✐❡$♦♥% ❧❡% ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡% ✈❡♥+✐❧❛+♦✐$❡%

❞❡% ❞❡✉① +②♣❡% ❞✬❛$❜♦$❡%❝❡♥❝❡ : ❧✬✐♥%♣✐$❛+✐♦♥ ❛✉ $❡♣♦% ❡+ : ❧✬❡①♣✐$❛+✐♦♥✳

✶✹✼



✶✹✽ ❈❤❛♣✐()❡ ✺✳ ▲✬❛/②♠2()✐❡ ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥(

✺✳✶ ❙②♠&'(✐*❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛(❜♦(❡*❝❡♥❝❡

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❣(♦♠()*✐,✉❡ ❞❡ ❧✬❛*❜*❡ )*❛❝❤(♦❜*♦♥❝❤✐,✉❡ ♣*(5❡♥)( ❛✉ ❝❤❛♣✐)*❡ ✷ ❡5) 7

❜*❛♥❝❤❡♠❡♥)5 ❛5②♠()*✐,✉❡5✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐* ❝♦♠♣❛*❡* 5❡5 ♣*♦♣*✐()(5 7 ❝❡❧❧❡5 ❞✬✉♥ ❛*❜*❡

5②♠()*✐,✉❡✱ ✐❧ ♥♦✉5 ❢❛✉) ❝♦♥5)*✉✐*❡ ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ✉♥ ♠♦❞%❧❡ 5✐♠✐❧❛✐*❡ ♠❛✐5 7 ❜*❛♥❝❤❡♠❡♥)5

5②♠()*✐,✉❡5✳ ▲❡5 ❞❡✉① ♠♦❞%❧❡5 ❞♦✐✈❡♥) ❞♦♥♥❡* ❞❡5 ❛*❜*❡5 ❝♦♠♣❛*❛❜❧❡5✳ @❛* ❡①❡♠♣❧❡✱ 5✐

❧✬✉♥ ❞❡5 ❞❡✉① ❛*❜*❡5 ❡5) ♥❡))❡♠❡♥) ♣❧✉5 ✈♦❧✉♠✐♥❡✉① ,✉❡ ❧✬❛✉)*❡✱ ❧✬❛✐* ❢*❛✐5 ♣(♥%)*❡*❛ ❞❛♥5

❧✬❛*❜♦*❡5❝❡♥❝❡ 5❛♥5 ❛))❡✐♥❞*❡ ❧❡5 ❛❝✐♥✐✳ ❈❡))❡ ❛*❜♦*❡5❝❡♥❝❡ ♥❡ 5❡*❛ ♣❛5 ❛❝❝❡♣)❛❜❧❡ ❞✬✉♥
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✭❛✮ ❉✐❛♠&'(❡ ❞❡ ❧❛ ❜(♦♥❝❤❡ ♦1 ❧✬✐♥❞✐❝❡ 〈v/c〉 ❡3'
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❘❛♣♣❡❧♦♥# ✐❝✐ ❧❛ ♠♦❞,❧✐#❛+✐♦♥ ❞❡ ❝❡++❡ ♣&❡##✐♦♥ ✿

Pst(VL) =
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CL0

ln
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Vmax − Vmin

Vmax − VL
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✭✺✳✸✮
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❈♦♠♣❛%❛✐'♦♥ ❞❡' ❛%❜♦%❡'❝❡♥❝❡' '②♠./%✐0✉❡' ❡/ ❛'②♠./%✐0✉❡' ❛❧/.%.❡'

❖♥ ❝♦♠♣❛-❡ ♠❛✐♥%❡♥❛♥% ❞❡* ❛-❜♦-❡*❝❡♥❝❡* *②♠+%-✐1✉❡* ❡% ❛*②♠+%-✐1✉❡* ❛❧%+-+❡*✳ W❧✉✲

*✐❡✉-* ❞❡❣-+* ❞✬❛❧%+-❛%✐♦♥ *♦♥% +%✉❞✐+* *❡❧♦♥ ❧❡ ♠♦❞O❧❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❝❤♦✐*✐ ✭S1✱ S2 ♦✉

S3✮ ❡% *❡❧♦♥ ❧❡ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❜-♦♥❝❤❡* ❛✛❡❝%+❡* ✭Dsup = 0, 55 ♠♠ ♦✉ ✶ ♠♠✮✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✺✳✶✼

♣-+*❡♥%❡ ❧❡* ❝♦✉-❜❡* ❞+❜✐%✲✈♦❧✉♠❡ ♦❜%❡♥✉❡* ❧♦-* ❞❡ ♠❛♥X✉✈-❡* ❞✬❡①♣✐-❛%✐♦♥ ❢♦-❝+❡ ♠❛①✐✲

♠❛❧❡✱ ♣♦✉- ❧❡* ❞❡✉① *%-✉❝%✉-❡* ❡% ♣♦✉- ❞✐✛+-❡♥%* ❞❡❣-+* ❞✬❛❧%+-❛%✐♦♥✳ ▲❛ %❛❜❧❡ ✺✳✺ -❡❝❡♥*❡

1✉❛♥% 4 ❡❧❧❡ ❧❡* ❣-❛♥❞❡✉-* V EMS ❡% V EMS/CV ❞❡* ❝♦✉-❜❡* ❞+❜✐%✲✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ✜✲

❣✉-❡ ✺✳✶✼✳

❆ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐-❡ ❞♦♥♥+✱ ♣❧✉* ❧❡ ❞+❜✐% ❡①♣✐-+ ❡*% ❢❛✐❜❧❡✱ ♠♦✐♥* ❧✬❛-❜-❡ ❡*% ❢♦♥❝✲

%✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ❡①♣✐-❛%✐♦♥ ❢♦-❝+❡✳ ▲❛ ✜❣✉-❡ ✺✳✶✼ ♠♦♥%-❡ ❞♦♥❝ 1✉❡ ❧❡* ♣❡-❢♦-♠❛♥❝❡* ❡①♣✐-❛%♦✐-❡*

❞❡ ❧✬❛-❜♦-❡*❝❡♥❝❡ ❛*②♠+%-✐1✉❡ *♦♥% %♦✉❥♦✉-* *✉♣+-✐❡✉-❡* ♦✉ ✐❞❡♥%✐1✉❡* 4 ❝❡❧❧❡* ❞❡ ❧✬❛-✲

❜♦-❡*❝❡♥❝❡ *②♠+%-✐1✉❡✳ ▲✬❛✈❛♥%❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛*②♠+%-✐❡ *✉- ❧❛ *②♠+%-✐❡ ❞+♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞✉ ❞❡❣-+

❞✬❛❧%+-❛%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❜-♦♥❝❤✐1✉❡ ❡% ❞✉ ♥♦♠❜-❡ ❞❡ ❜-♦♥❝❤❡* ❛✛❡❝%+❡*✳
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❆!❜!❡ ❆!❜!❡

❛%②♠()!✐+✉❡ %②♠()!✐+✉❡

❈❛% %❛✐♥

V EMS ✭♠▲✮ ✹✺✻✾ ✹✺✺✺

V EMS/CV ✽✸ ✽✸

❈❛% ❛❧)(!( ✵✱✺✺ ♠♠

V EMS ✭♠▲✮ ✸✶✺✷ ✷✾✹✼

V EMS/CV ✼✸ ✻✾

S1 ✶ ♠♠

V EMS ✭♠▲✮ ✷✽✺✻ ✷✼✻✵

V EMS/CV ✻✻ ✻✹

❈❛% ❛❧)(!( ✵✱✺✺ ♠♠

V EMS ✭♠▲✮ ✷✼✼✻ ✷✶✷✾

V EMS/CV ✻✺ ✺✵

S2 ✶ ♠♠

V EMS ✭♠▲✮ ✶✾✺✹ ✶✼✽✶

V EMS/CV ✹✺ ✹✶

❈❛% ❛❧)(!( ✵✱✺✺ ♠♠

V EMS ✭♠▲✮ ✷✺✻✷ ✶✻✻✷

V EMS/CV ✻✵ ✸✾

S3 ✶ ♠♠

V EMS ✭♠▲✮ ✶✺✽✶ ✶✹✼✷

V EMS/CV ✸✼ ✸✹
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❢♦!❝(❡ ♣!(%❡♥)(❡% %✉! ❧❛ ✜❣✉!❡ ✺✳✶✼ ✿ ❧❡ ❞❡❣!( ❞✬❛❧)(!❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❡%) S1✱ S2 ♦✉
S3 ❡) ❧❛ ✈❛❧❡✉! ❞❡ Dsup ❡%) ✶ ♠♠ ♦✉ ✵✱✺✺ ♠♠✳
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❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✼ ✕ ❈♦✉(❜❡+ ❞-❜✐/✲✈♦❧✉♠❡ ♠❛①✐♠❛❧❡+ ❡①♣✐(❛/♦✐(❡+ ♦❜/❡♥✉❡+ ♣♦✉( ❞✐✛-(❡♥/+ +/❛❞❡+ ❞❡ ✈✐❡✐❧❧✐++❡♠❡♥/ ♣♦✉( ❧❡+ ❞❡✉①

/②♣❡+ ❞✬❛(❜♦(❡+❝❡♥❝❡ ✿ ✲ ✲ ✲ ✿ ❛(❜♦(❡+❝❡♥❝❡ +②♠-/(✐=✉❡✱ ✿ ❛(❜♦(❡+❝❡♥❝❡ ❛+②♠-/(✐=✉❡✳ ▲❡+ +/❛❞❡+ S1✱ S2 ❡/ S3 (❡♣(-+❡♥/❡♥/ ❧❡+

♠♦❞@❧❡+ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❜(♦♥❝❤✐=✉❡✳ ▲❡ ❞✐❛♠@/(❡ Dsup ❝❤♦✐+✐ ❡+/ -❣❛❧❡♠❡♥/ ✐♥❞✐=✉-✳



✶✼✷ ❈❤❛♣✐()❡ ✺✳ ▲✬❛/②♠2()✐❡ ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥(

 ♦✉# Dsup = 1 ♠♠✱ ❧✬❛#❜♦#❡+❝❡♥❝❡ ❛+②♠/0#✐2✉❡ +❡ ❝♦♠♣♦#0❡ 2✉❛+✐♠❡♥0 ❝♦♠♠❡ ❧✬❛#✲

❜♦#❡+❝❡♥❝❡ +②♠/0#✐2✉❡✱ ✐♥❞/♣❡♥❞❛♠♠❡♥0 ❞✉ ❞❡❣#/ ❞✬❛❧0/#❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❞❡+

❜#♦♥❝❤❡+✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✺✳✶✽✭❛✮ ♠♦♥0#❡ ❧❛ #/♣❛#0✐0✐♦♥ ❞❡+ ❜#♦♥❝❤❡+ ❞❡ ❞✐❛♠@0#❡ Dmax ✐♥❢/✲

#✐❡✉# B Dsup = 1♠♠ ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣/♥/#❛0✐♦♥✳ ❖♥ #❡♠❛#2✉❡ 2✉❡ ♣♦✉# ❧❡+ ❞❡✉① ❛#❜#❡+✱

❧❡+ ❜#♦♥❝❤❡+ ❞❡ ❞✐❛♠@0#❡ ✐♥❢/#✐❡✉# B ✶ ♠♠ #❡♣#/+❡♥0❡♥0 ❧❛ 2✉❛+✐✲0♦0❛❧✐0/ ❞❡+ ❜#♦♥❝❤❡+ ❞❡

❧✬❛#❜♦#❡+❝❡♥❝❡ ✿ ✾✹✪ ❞❡+ ❜#♦♥❝❤❡+ ♣♦✉# ❧❡ ❝❛+ +②♠/0#✐2✉❡ ❡0 ✾✵✪ ♣♦✉# ❧❡ ❝❛+ ❛+②♠/0#✐2✉❡✳

❈❡+ ♣♦✉#❝❡♥0❛❣❡+ /0❛♥0 ♣#♦❝❤❡+✱ ❧✬❛❧0/#❛0✐♦♥ ❡+0 +✐♠✐❧❛✐#❡ ♣♦✉# ❧❡+ ❞❡✉① 0②♣❡+ ❞✬❛#❜#❡✳

❆✉++✐✱ ❧❡+ ❝♦✉#❜❡+ ❞/❜✐0✲✈♦❧✉♠❡ +♦♥0 +✐♠✐❧❛✐#❡+✱ 2✉❡❧2✉❡ +♦✐0 ❧❡ ❞❡❣#/ ❞✬❛❧0/#❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✳

✭❛✮ Dmax < Dsup = 1 ♠♠✳ ✭❜✮ Dmax < Dsup = 0, 55 ♠♠✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✶✽ ✕ ❘/♣❛#0✐0✐♦♥ ❞❡+ ❜#♦♥❝❤❡+ ❞❡ ❞✐❛♠@0#❡ Dmax < Dsup ❡♥ ❢♦♥❝0✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❣/♥/#❛0✐♦♥✳ ▲❡ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❜#♦♥❝❤❡+ ❡+0 ❡①♣#✐♠/ ❡♥ ♣♦✉#❝❡♥0❛❣❡ ❞✉ ♥♦♠❜#❡ 0♦0❛❧ ❞❡

❜#♦♥❝❤❡+ ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡+❝❡♥❝❡✳ ▲❡+ ❝❤✐✛#❡+ ♣#@+ ❞❡+ ❝♦✉#❜❡+ #❡♣#/+❡♥0❡♥0 ❧❛ ❢#❛❝0✐♦♥ ❞❡

❜#♦♥❝❤❡+ ❞❡ ❞✐❛♠@0#❡ ✐♥❢/#✐❡✉# B Dsup ❞❛♥+ ❧✬❛#❜♦#❡+❝❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧@0❡✳

 ♦✉# Dsup = 0, 55 ♠♠✱ ❧❡+ ❝♦✉#❜❡+ ❞/❜✐0✲✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❧✬❛#❜#❡ ❛+②♠/0#✐2✉❡ ❞✐✛@#❡♥0 ❞❡

❝❡❧❧❡+ ❞❡ ❧✬❛#❜#❡ +②♠/0#✐2✉❡✳ ▲❛ ❞✐✛/#❡♥❝❡ ❡♥0#❡ ❧❡+ ❝♦✉#❜❡+ ❡+0 ❞✬❛✉0❛♥0 ♣❧✉+ ✐♠♣♦#0❛♥0❡

2✉❡ ❧✬❛❧0/#❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❡+0 ✐♠♣♦#0❛♥0❡✳ ❈✬❡+0 2✉❡ ❝❡00❡ ❢♦✐+✱ ❧❛ ♣#♦♣♦#0✐♦♥

❞❡ ❜#♦♥❝❤❡+ ❛②❛♥0 ✉♥ ❞✐❛♠@0#❡ Dmax ✐♥❢/#✐❡✉# B Dsup = 0, 55 ♠♠ ❡+0 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉+

❢❛✐❜❧❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❛+②♠/0#✐2✉❡ ✭✹✺✪✮ 2✉❡ ❞❛♥+ ❧❡ ❝❛+ +②♠/0#✐2✉❡ ✭✼✺✪✮ ✭✜❣✉#❡ ✺✳✶✽✭❜✮✮✳

 ♦✉# ❧✬❛#❜♦#❡+❝❡♥❝❡ ❛+②♠/0#✐2✉❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜#❡ ♣❧✉+ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❜#♦♥❝❤❡+ ❛❧0/#/❡+ ❡①♣❧✐2✉❡ 2✉❡

❧❡+ ♣❡#❢♦#♠❛♥❝❡+ ✈❡♥0✐❧❛0♦✐#❡+ ❡♥ ❡①♣✐#❛0✐♦♥ ❢♦#❝/❡ +♦✐❡♥0 ♠❡✐❧❧❡✉#❡+✳ ❉✬❛✉0#❡ ♣❛#0✱ ♣❧✉+

❧✬❛❧0/#❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❜#♦♥❝❤✐2✉❡ +❡#❛ ✐♠♣♦#0❛♥0❡✱ ♣❧✉+ ❧✬❛✈❛♥0❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛+②♠/0#✐❡

+✉# ❧❛ +②♠/0#✐❡ +❡#❛ ♥♦0❛❜❧❡✳
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❢❛✉. ♣❛$$❡" ❞✬✉♥❡ ✈✐$✐♦♥ ♣❛" ❣#♥#"❛.✐♦♥ ♣♦✉" ❧❡ ❝❛$ $②♠#."✐*✉❡ ? ✉♥❡ ✈✐$✐♦♥ ♣❛" ❞✐❛♠7."❡

♣♦✉" ❧❡ ❝❛$ ❛$②♠#."✐*✉❡✳ ▲♦"$*✉❡ ❧❛ ♣"♦♣♦".✐♦♥ ❞❡ ❜"♦♥❝❤❡$ ❛❧.#"#❡$ ❡$. ♠♦✐♥❞"❡ ♣♦✉"

❧✬❛"❜"❡ ❛$②♠#."✐*✉❡✱ ❧❡$ ♣❡"❢♦"♠❛♥❝❡$ ❡①♣✐"❛.♦✐"❡$ ❞❡ ❝❡ ❞❡"♥✐❡" $♦♥. ❛❧♦"$ ♠❡✐❧❧❡✉"❡$ *✉❡

❝❡❧❧❡$ ❞❡ ❧✬❛"❜"❡ $②♠#."✐*✉❡✳ ▲❛ ❞②♥❛♠✐*✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡$ ❞❡✉① ❛"❜"❡$ ❞✐✛7"❡ ❡♥ "❛✐$♦♥ ❞❡
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A♦✉# ❧✬❛#❜#❡ ❛'②♠/*#✐B✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❛**❡♥❞✉✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛*✐♦♥ ✿ ✹✺✪ ❞❡
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$❝❤:♠❛"✐&✉❡ ❞❡$ ❛#❜♦#❡$❝❡♥❝❡$ ❛$②♠:"#✐&✉❡$ ❡" $②♠:"#✐&✉❡$✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❜❛$❛❧❡ #❡♣#:$❡♥"❛♥"

❧❛ ♣♦$✐"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣:♥:#❛"✐♦♥ "❡#♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛#❜#❡ $❡❧♦♥ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❜#♦♥❝❤✐&✉❡ ❝♦♥$✐❞:#:✳

▲❛ ③♦♥❡ ❝♦❧♦#:❡ #❡♣#:$❡♥"❡ ❧❛ ❢#❛❝"✐♦♥ ❛❧":#:❡ ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡$❝❡♥❝❡✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✵ ✕ ❘❡♣#:$❡♥"❛"✐♦♥ $❝❤:♠❛"✐&✉❡ ❞❡$ ❛#❜♦#❡$❝❡♥❝❡$ $②♠:"#✐&✉❡$ ❡" ❛$②♠:✲

"#✐&✉❡$✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❜❛$❛❧❡ $❝❤:♠❛"✐$❡ ❧❛ ♣♦$✐"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣:♥:#❛"✐♦♥ "❡#♠✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡$✲

❝❡♥❝❡ $❡❧♦♥ ❧❡$ ❝❤❡♠✐♥$ ❜#♦♥❝❤✐&✉❡$ ❝♦♥$✐❞:#:$✳ ❊♥ ❝♦✉❧❡✉#✱ ❡$" #❡♣#:$❡♥":❡ ❧❛ ❢#❛❝"✐♦♥

❛❧":#:❡ ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡$❝❡♥❝❡✳ ❛✮ ❛#❜#❡ $②♠:"#✐&✉❡ ❛❧":#: $❡❧♦♥ Dmax < Dsup✱ ❜✮ ❛#❜#❡ ❛$②✲

♠:"#✐&✉❡ ❛❧":#: $❡❧♦♥ Dmax < Dsup✱ ❝✮ ❛#❜#❡ $②♠:"#✐&✉❡ ❛❧":#: ♣❛# ③♦♥❡✱ ❞✮ ❛#❜#❡ ❛$②♠:✲

"#✐&✉❡ ❛❧":#: ♣❛# ③♦♥❡✳ G♦✉# ❧❡$ ❝❛$ ❝ ❡" ❞✱ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ♣♦✐♥"✐❧❧:❡ #❡♣#:$❡♥"❡ ❧❛ ❣:♥:#❛"✐♦♥ ✶✸✳

▲❡$ ✜❣✉#❡$ ✺✳✷✵✳❛ ❡" ❜ #❡♣#:$❡♥"❡♥" ✉♥❡ ❛❧":#❛"✐♦♥ ❞❡$ ❜#♦♥❝❤❡$ ❞❡ ❞✐❛♠%"#❡ Dmax

✐♥❢:#✐❡✉# < Dsup ✿ "♦✉"❡ ✉♥❡ ♣❛#"✐❡ ❞✐$"❛❧❡ ❞❡$ ❛#❜♦#❡$❝❡♥❝❡$ $❡#❛ ❛❧":#:❡✳

▲❡$ ✜❣✉#❡$ ✺✳✷✵✳❝ ❡" ❞ #❡♣#:$❡♥"❡♥" ✉♥❡ ❛❧":#❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡$❝❡♥❝❡ ♣❛# ③♦♥❡✳ G♦✉#

❧✬❛#❜#❡ $②♠:"#✐&✉❡✱ ❧✬❛❧":#❛"✐♦♥ $✉♣♣♦$❡ &✉❡ ❧❡$ ❜#♦♥❝❤❡$ ❞❡$ ❣:♥:#❛"✐♦♥$ ✶✷ ❡" ✶✸ $♦♥"

❛❧":#:❡$ $♦✐" ✶✾✪ ❞❡ ❧✬❛#❜♦#❡$❝❡♥❝❡ $②♠:"#✐&✉❡ ✭✜❣✉#❡ ✺✳✷✵✳❝✮✳ G♦✉# ❧✬❛#❜#❡ ❛$②♠:"#✐&✉❡✱



✶✼✻ ❈❤❛♣✐()❡ ✺✳ ▲✬❛/②♠2()✐❡ ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥(

❧✬❛❧#$%❛#✐♦♥ ✐♠♣❧✐+✉❡ ✉♥❡ ❛❧#$%❛#✐♦♥ ♣❛%#✐❡❧❧❡ ❞❡/ ❜%♦♥❝❤❡/ ❞♦♥# ❧❛ ❣$♥$%❛#✐♦♥ ❡/# ❝♦♠♣%✐/❡

❡♥#%❡ ✽ ❡# ✶✸ ✭✜❣✉%❡ ✺✳✷✵✳❞✮✳ ❈❡❧❛ ❝♦%%❡/♣♦♥❞ ? ✉♥❡ ❛❧#$%❛#✐♦♥ ❞❡ ✷✵✪ ❞❡ ❧✬❛%❜♦%❡/❝❡♥❝❡

❛/②♠$#%✐+✉❡✳ ▲❛ ❢%❛❝#✐♦♥ ❞✬❛%❜♦%❡/❝❡♥❝❡ ❛❧#$%$❡ ❡/# ❞♦♥❝ /✐♠✐❧❛✐%❡ ♣♦✉% ❧❡ ❝❛/ /②♠$#%✐+✉❡

❡# ❧❡ ❝❛/ ❛/②♠$#%✐+✉❡✳

▲❛ ✜❣✉%❡ ✺✳✷✶ ♣%$/❡♥#❡ ❧❡/ ❝♦✉%❜❡/ ❞$❜✐#✲✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡①♣✐%❛#✐♦♥ ❢♦%❝$❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉% ❞❡/

❛%❜♦%❡/❝❡♥❝❡/ ❛❧#$%$❡/ ♣❛% ③♦♥❡✳ ▲❡/ ❞❡✉① ❝♦✉%❜❡/ ♣%$/❡♥#❡♥# ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉#✐♦♥ ❞✉ ❞$❜✐# ❞❡

♣♦✐♥#❡ ♣❛% %❛♣♣♦%# ❛✉ ❝❛/ /❛✐♥ ❡# ✉♥❡ ❝❤✉#❡ ❞✉ ❞$❜✐# ❛♣%H/ ❧❡ ❞$❜✐# ❞❡ ♣♦✐♥#❡✳ ◆$❛♥♠♦✐♥/✱

❜✐❡♥ +✉❡ ❧❛ ❢%❛❝#✐♦♥ ❞✬❛%❜♦%❡/❝❡♥❝❡ ❛❧#$%$❡ /♦✐# ✐❞❡♥#✐+✉❡ ♣♦✉% ❧❡/ ❞❡✉① /#%✉❝#✉%❡/✱ ♦♥ %❡✲

♠❛%+✉❡ +✉❡ ❧❛ ❝❤✉#❡ ❞❡ ❞$❜✐# ❛♣%H/ ❧❡ ❞$❜✐# ❞❡ ♣♦✐♥#❡ ❡/# ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉/ ✐♠♣♦%#❛♥#❡ ♣♦✉%

❧✬❛%❜♦%❡/❝❡♥❝❡ /②♠$#%✐+✉❡ +✉✬❛/②♠$#%✐+✉❡✳ ▲❡ V EMS/CV ❡/# ❞✬❛✐❧❧❡✉%/ ❞❡ ✺✵✪ ♣♦✉%

❧✬❛%❜%❡ /②♠$#%✐+✉❡ ❡# ❞❡ ✼✷✪ ♣♦✉% ❧✬❛%❜%❡ ❛/②♠$#%✐+✉❡✳ ▲❡/ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡/ ✈❡♥#✐❧❛#♦✐%❡/

❞❡ ❧✬❛%❜%❡ ❛/②♠$#%✐+✉❡ /♦♥# ❞♦♥❝ ♠❡✐❧❧❡✉%❡/ +✉❡ ❝❡❧❧❡/ ❞❡ ❧✬❛%❜%❡ /②♠$#%✐+✉❡✳

❋✐❣✉$❡ ✺✳✷✶ ✕ ❈♦✉%❜❡/ ❞$❜✐#✲✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡①♣✐%❛#✐♦♥ ❢♦%❝$❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣♦✉% ❞❡/ ❛%❜♦%❡/✲

❝❡♥❝❡/ /②♠$#%✐+✉❡ ❡# ❛/②♠$#%✐+✉❡ ❛❧#$%$❡/ ♣❛% ③♦♥❡ ❬✷✹❪✳ ▲❡ ❞❡❣%$ ❞✬❛❧#$%❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❡/# ❧❡ /#❛❞❡ S2✳ ▲❡/ ❜%♦♥❝❤❡/ ❞❡ ❞✐❛♠H#%❡ Dmax ≤ 1 ♠♠ ❡# ❞❡ ❣$♥$%❛#✐♦♥

G ≤ 13 /♦♥# ❛❧#$%$❡/✳

▲❛ ❢%❛❝#✐♦♥ ❞❡ ❜%♦♥❝❤❡/ ❛❧#$%$❡/ ♥❡ ❝♦♥#%P❧❡ ❞♦♥❝ ♣❛/ ❝♦♠♣❧H#❡♠❡♥# ❧❡ ❝♦♠♣♦%#❡♠❡♥#

❡①♣✐%❛#♦✐%❡✱ ❛❧♦%/ +✉❡ ❝❡❧❛ $#❛✐# ❧❡ ❝❛/ ♣♦✉% ❞❡/ ❛❧#$%❛#✐♦♥/ ❞✐/#❛❧❡/ #♦✉❝❤❛♥# ❧❡/ ❜%♦♥❝❤❡/

❞❡ ❞✐❛♠H#%❡ Dmax ✐♥❢$%✐❡✉% ? Dsup✳

❊♥ ❡✛❡#✱ ♣♦✉% ❧✬❛❧#$%❛#✐♦♥ ❞✐/#❛❧❡ %❡♣%$/❡♥#$❡ /✉% ❧❡/ ✜❣✉%❡/ ✺✳✷✵✳❛ ❡# ❜✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦%#❡✲

♠❡♥# ❞❡/ ❛%❜♦%❡/❝❡♥❝❡/ ❡/# /✐♠✐❧❛✐%❡ /✐ ❧✬♦♥ ♣❛//❡ ❞✬✉♥❡ ✈✐/✐♦♥ ♣❛% ❣$♥$%❛#✐♦♥ ♣♦✉% ❧✬❛%❜%❡



✶✼✼ ❈❤❛♣✐'(❡ ✺✳ ▲✬❛.②♠1'(✐❡ ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥'

 ②♠#$%✐'✉❡ * ✉♥❡ ✈✐ ✐♦♥ ♣❛% ❞✐❛♠1$%❡ ♣♦✉% ❧✬❛%❜%❡ ❛ ②♠#$%✐'✉❡✳ ▲❡ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ ❡①♣✐✲

%❛$♦✐%❡ ❞❡ ❞❡✉① ❛%❜%❡ ♥❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ❞✐✛#%❡% '✉✐  ✐ ❧❛ ❢%❛❝$✐♦♥ ❞❡ ❜%♦♥❝❤❡ ❛❧$#%#❡ ✭③♦♥❡

❝♦❧♦%#❡✮ ❞✐✛1%❡✳ ❈✬❡ $ ❜✐❡♥ ❝❡ '✉✐ ❛ #$# ♦❜ ❡%✈# ❞❛♥ ❧❡ ♣❛%❛❣%❛♣❤❡ ♣%#❝#❞❡♥$✳

B♦✉% ❧✬❛❧$#%❛$✐♦♥ ♣❛% ③♦♥❡✱ ❧✬❛❧$#%❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛%❜%❡  ②♠#$%✐'✉❡ ✐♠♣❧✐'✉❡ '✉❡ ❝❡%$❛✐♥❡ 

❣#♥#%❛$✐♦♥  ♦♥$ ❝♦♠♣❧%&❡♠❡♥& ❛❧&*+*❡, ✭✜❣✉%❡ ✺✳✷✵✳❝✮✳ ❈❡❝✐ ❡♥$%❛H♥❡ ✉♥ #❝%❛ ❡♠❡♥$ ✉♥✐✲

❢♦%♠❡ ❞❡ $♦✉$❡ ❧❡ ❜%♦♥❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❣#♥#%❛$✐♦♥ * ❧✬❡①♣✐%❛$✐♦♥ ❢♦%❝#❡✱ ❝❡ '✉✐ ❞✐♠✐♥✉❡ ❢♦%✲

$❡♠❡♥$ ❧❡ ❞#❜✐$ ❡①♣✐%# ♣❛% %❛♣♣♦%$ ❛✉ ❝❛  ❛✐♥✳

❊♥ %❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉% ❧✬❛%❜%❡ ❛ ②♠#$%✐'✉❡ ✭✜❣✉%❡ ✺✳✷✵✳❞✮✱ ✐❧ ❡①✐ $❡✱ ♣♦✉% $♦✉$❡ ❧❡ ❣#♥#✲

%❛$✐♦♥ ✱ ❞❡ ❜%♦♥❝❤❡ ♥♦♥ ❛❧$#%#❡ ❝❛% ❞❡ ❞✐❛♠1$%❡ Dmax  ✉♣#%✐❡✉% * ✶ ♠♠✳ ❈❡ ❜%♦♥❝❤❡ 

❧❛✐  ❡♥$ ♣❛  ❡% ✉♥ ❞#❜✐$ ❞✬❛✐% ✐❞❡♥$✐'✉❡ ❛✉ ❝❛  ❛✐♥✳ ▲❛ ♣%# ❡%✈❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❡%❢♦%♠❛♥❝❡ 

✈❡♥$✐❧❛$♦✐%❡ ❡ $ ❞♦♥❝ ❞#♣❡♥❞❛♥$❡ ❞❡ ♣❛  ❛❣❡ '✉✐ %❡ $❡♥$ ✓ ♦✉✈❡%$ ✔ ♣❛% ❣#♥#%❛$✐♦♥✳

❉❛♥ ❝❡ ❝❛ ✱ ♠N♠❡  ✐ ❧❛ ❢%❛❝$✐♦♥ ❞❡ ❜%♦♥❝❤❡ ❛❧$#%#❡ ❡ $ ✐❞❡♥$✐'✉❡ ♣♦✉% ❧❡ ❝❛  ②♠#✲

$%✐'✉❡ ❡$ ❛ ②♠#$%✐'✉❡✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦%$❡♠❡♥$ ❡①♣✐%❛$♦✐%❡ ♣♦✉%%❛ N$%❡ ❞✐✛#%❡♥$  ✐ ❧❛ %#♣❛%$✐$✐♦♥

❞❡ ❜%♦♥❝❤❡ ❛❧$#%#❡ ❞✐✛1%❡ ❞❛♥ ❧✬❛%❜♦%❡ ❝❡♥❝❡✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉ ✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛❧$#%❛$✐♦♥ ❛✈❛♥❝#❡ ❞❡ ❧✬❛%❜♦%❡ ❝❡♥❝❡ '✉✐ ❧❛✐  ❡ ❞❡ ✓ ♣❛  ❛❣❡ ♦✉✲

✈❡%$ ✔ * ❝❤❛'✉❡ ❣#♥#%❛$✐♦♥ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡%❛ ♣❛ ♥♦$❛❜❧❡♠❡♥$ ❧❛ ❝♦✉%❜❡ ❞#❜✐$✲✈♦❧✉♠❡✳ ▲❡
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✹✼ ✿✻✽✸✕✻✾✶✱ ✶✾✼✾✳
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♠✐❡✉① ❧❡# ✐♠❛❣❡# ❞❡ ✈❡♥+✐❧❛+✐♦♥ ❡+ ❞♦♥❝ ❞❡ ❝♦♠♣'❡♥❞'❡ ❧❡# ❡✛❡+# ❞❡ ❧❛ #+'✉❝+✉'❡ ♣✉❧♠♦✲

♥❛✐'❡ #✉' ❧✬❤4+4'♦❣4♥4✐+4 ❞❡ ❝❡# ✐♠❛❣❡#✳ D♦✉' ❛✐❞❡' C ❧❛ ❝♦♠♣'4❤❡♥#✐♦♥✱ ❧✬❤4+4'♦❣4♥4✐+4 ❞❡

✈❡♥+✐❧❛+✐♦♥ #❡'❛ +♦✉+ ❞✬❛❜♦'❞ '❡♣'♦❞✉✐+❡ ❞❛♥# ✉♥❡ ❣4♦♠4+'✐❡ +'✐❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧❧❡ #✐♠♣❧✐✜4❡
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'❛♣❡✉+✐5✉❡# 5✉✐ ❡♥ ❞4❝♦✉❧❡♥+ #♦♥+ ❝♦♥#✐❞4'❛❜❧❡#✳ ❈❡ #♦♥+ ❧❛ +❤4'❛♣✐❡ ♣❛' ❛4'♦#♦❧✱ ❧❛

♣'4❞✐❝+✐♦♥ ❞❡# ❛❧+4'❛+✐♦♥# ❝❛✉#4❡# ♣❛' ❞❡# ❛4'♦#♦❧# ✐♥❢❡❝+✐❡✉① ❡+ ♣❛' ❧❛ ♣♦❧❧✉+✐♦♥✱ ♦✉ ❡♥✲

❝♦'❡ ❧❛ ♣'4❞✐❝+✐♦♥ ❞❡# ③♦♥❡# C '✐#5✉❡ ♣♦✉' ❧❡# ❝❛♥❝❡'# ✭③♦♥❡# ♣'♦❝❤❡# ❞❡# ❧✐❡✉① ❞❡ ❞4♣G+

✶✽✺
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✻✳✶ ❊①♣❧♦(❛*✐♦♥- ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡- (❡-♣✐(❛*♦✐(❡-

▲✬♦❜❥❡❝'✐❢ ❞❡ ❝❡''❡ ♣❛-'✐❡ ❡.' ❞❡ ♠♦❞0❧✐.❡- ❞✐✛0-❡♥'. '②♣❡. ❞❡ ♣❛'❤♦❧♦❣✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐-❡

❡' ❞✬❡♥ ♦❜.❡-✈❡- ❧❡. ❝♦♥.09✉❡♥❝❡. .✉- ❧❛ ❝♦✉-❜❡ ❞0❜✐'✲✈♦❧✉♠❡ ❞✬❡①♣✐-❛'✐♦♥ ❢♦-❝0❡✳ ❊♥

-❡♣-♦❞✉✐.❛♥' ❧❡. ❝♦✉-❜❡. ♦❜.❡-✈0❡. ♣❛- ❧❡. ♠0❞❡❝✐♥.✱ ❝❡''❡ 0'✉❞❡ ❝♦♥.'✐'✉❡-❛ ✉♥ ♣-❡♠✐❡-

♣❛. ✈❡-. ❧❛ ♠♦❞0❧✐.❛'✐♦♥ ♥✉♠0-✐9✉❡ ❞❡ ♣❛'❤♦❧♦❣✐❡. ❡♥ ✈✉❡ ❞✬✉♥❡ ❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦.'✐❝✳

❉❛♥. ✉♥ .❡❝♦♥❞ '❡♠♣.✱ ♥♦✉. ♥♦✉. ✐♥'0-❡..❡-♦♥. ❛✉① ❡✛❡'. ❞✬✉♥ ❜-♦♥❝❤♦❞✐❧❛'❛'❡✉- .✉-

❧❛ ✈❡♥'✐❧❛'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛-❜♦-❡.❝❡♥❝❡ .❛✐♥❡✳ ▲❡ ♠♦❞@❧❡ ❞✬❛-❜♦-❡.❝❡♥❝❡ '-❛❝❤0♦❜-♦♥❝❤✐9✉❡

❝♦♥.✐❞0-0 ✐❝✐ ❡.' ❧❡ ♠♦❞@❧❡ -0❛❧✐.'❡ ✐♥'-♦❞✉✐' ❛✉ ❝❤❛♣✐'-❡ ✷✳

✻✳✶✳✶ ❩♦♥❡ '✐❧❡♥❝✐❡✉'❡

❈♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ 0'0 0✈♦9✉0 ❛✉ ♣❛-❛❣-❛♣❤❡ ✹✳✸✳✶✱ ❧❡. ❜-♦♥❝❤❡. ❞❡ ❞✐❛♠@'-❡ ✐♥❢0-✐❡✉- F

✷ ♠♠ ❝♦♥.'✐'✉❡♥' ✉♥❡ ③♦♥❡ .✐❧❡♥❝✐❡✉.❡ ❞❛♥. ❧✬❛-❜♦-❡.❝❡♥❝❡ '-❛❝❤0♦❜-♦♥❝❤✐9✉❡ ❝❛- ❡❧❧❡.

-❡♣-0.❡♥'❡♥' ♠♦✐♥. ❞❡ ✷✵✪ ❞❡ ❧❛ -0.✐.'❛♥❝❡ '♦'❛❧❡ ❛✉ ♣❛..❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✐- ❬✶❪✳ ❊♥ ❝♦♥.09✉❡♥❝❡✱

❧❡. ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥. ♣♦-'❛♥' .✉- ❝❡. ❜-♦♥❝❤❡. .♦♥' ❞✐✣❝✐❧❡. F ❞0'❡❝'❡- ❧♦-. ❞✬❡①♣❧♦-❛'✐♦♥.

❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡. -❡.♣✐-❛'♦✐-❡.✳ ❯♥ ❞0❜✉' ❞✬❛❧'0-❛'✐♦♥ ❞❡. ❜-♦♥❝❤❡. ♣0-✐♣❤0-✐9✉❡. .❡ '-❛❞✉✐'

❤❛❜✐'✉❡❧❧❡♠❡♥' ❧♦-. ❞✬✉♥ ❡①❛♠❡♥ ♠0❞✐❝❛❧ ♣❛- ✉♥❡ ❧0❣@-❡ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉-❜❡ ❞0❜✐'✲

✈♦❧✉♠❡ ❡♥ '♦✉'❡ ✜♥ ❞✬❡①♣✐-❛'✐♦♥ ❢♦-❝0❡ ❬✶❪✳

◆♦✉. ❛✈♦♥. ❝❤♦✐.✐ ✐❝✐ ❞❡ ♥♦✉. ✐♥'0-❡..❡- F ✉♥❡ ❛❧'0-❛'✐♦♥ ♣-0❝♦❝❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ .✐❧❡♥❝✐❡✉.❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ❡.' ♠♦❞0❧✐.0❡ ♣❛- -❛♣♣♦-' ❛✉ ❝❛. .❛✐♥ ♣❛- ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉'✐♦♥ ❞❡ ✷✺✪ ❞✉ ❞✐❛♠@'-❡

♠❛①✐♠❛❧ Dmax ❞❡. .❡✉❧❡. ❜-♦♥❝❤❡. ♣0-✐♣❤0-✐9✉❡.✳ ❈❡. ❞❡-♥✐@-❡. .♦♥' .✉♣♣♦.0❡. ❛✈♦✐- ✉♥

❞✐❛♠@'-❡ ♠❛①✐♠❛❧ ✐♥❢0-✐❡✉- F ✷ ♠♠ ❛✈❛♥' ❛❧'0-❛'✐♦♥ ✿ ❡❧❧❡. ❛♣♣❛-'✐❡♥♥❡♥' ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ F ❧❛
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24 ❦U❛ ❡' τ = 0, 2 .✮ ❞❡. ❛-❜♦-❡.❝❡♥❝❡. .❛✐♥❡ ❡' ❛❧'0-0❡✳ ▲✬❛-❜-❡ ❛❧'0-0 ♣-0.❡♥'❡ ✉♥❡

❞✐♠✐♥✉'✐♦♥ ❞✉ ❞0❜✐' ❞✬❛✐- ❡①♣✐-0 ♣❛- -❛♣♣♦-' ❛✉ ❝❛. .❛✐♥ ❡' ❝❡✱ '♦✉' ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❡①♣✐-❛'✐♦♥

❢♦-❝0❡✳ ❈❡❝✐ ❡.' ❧❛ ❝♦♥.09✉❡♥❝❡ ❞✐-❡❝'❡ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -0.✐.'❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❛-❜-❡ ❛✉

♣❛..❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛✐- ❞✉❡ F ❧❛ ❞✐♠✐♥✉'✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠@'-❡ ❞❡. ❜-♦♥❝❤❡. ♣0-✐♣❤0-✐9✉❡.✳

❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ✐❧ ❡.' ✐♥'0-❡..❛♥' ❞❡ ♥♦'❡- 9✉❡✱ ❧♦-. ❞✬✉♥❡ ❡①♣❧♦-❛'✐♦♥ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡ -❡.♣✐✲

-❛'♦✐-❡✱ ❧❡. ♠0❞❡❝✐♥. ♥✬❡♥-❡❣✐.'-❡♥' 9✉❡ ❧❛ ❝♦✉-❜❡ ❛❧'0-0❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✻✳✶✳ ❊♥ ❝♦♥.09✉❡♥❝❡✱

✐❧. ♥❡ -❡♠❛-9✉❡♥' 9✉✬✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉-❜❡ ❞0❜✐'✲✈♦❧✉♠❡ ❡♥ '♦✉'❡ ✜♥ ❞✬❡①♣✐-❛✲

'✐♦♥ ❢♦-❝0❡✱ ♠♦❞✐✜❝❛'✐♦♥ ✐♥'❡-♣-0'0❡ F ❥✉.'❡ '✐'-❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛❧'0-❛'✐♦♥ ❞❡. ❜-♦♥❝❤❡.
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❧❡ ✈♦❧✉♠❡ $+4✐❞✉❡❧ V R ❡% ❧❛ ❝❛♣❛❝✐%+ ✈✐%❛❧❡ CV 4♦♥% ❞✐♠✐♥✉+4 ❬✶✸❪✳ E♦✉$ ✉♥ ♣❛%✐❡♥% ❡♥

$+❛♥✐♠❛%✐♦♥✱ ❧❛ CPT ❡4% ❞✐♠✐♥✉+❡ ❞❡ ✺✵✪ ♣❛$ $❛♣♣♦$% ❛✉ ❝❛4 4❛✐♥ ❬✶✹❪✳ ❖♥ ❝♦♥4✐❞<$❡

✐❝✐ ❞❡4 ❝❛4 ♠♦✐♥4 ❝$✐%✐.✉❡4 ✿ ♦♥ ❝❤♦✐4✐% ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ CPT ❞❡ ✻✵✪ ❡♥✈✐$♦♥ ♣♦✉$

❧❛ ✜❜$♦4❡ ♠♦❞+$+❡ ❬✶✺❪ ❡% ❞❡ ✽✵✪ ♣♦✉$ ❧❛ ✜❜$♦4❡ ❛✈❛♥❝+❡✳ ▲❡ $❛♣♣♦$% V R/CPT ❡4%

❝♦♥4❡$✈+ ✐❞❡♥%✐.✉❡ ❛✉ ❝❛4 4❛✐♥ ❬✶✱ ✶✺❪✳

▲❛ $+4✐4%❛♥❝❡ ❞❡4 %✐44✉4 RT ❡4% .✉❛♥% H ❡❧❧❡ ❢♦$%❡♠❡♥% ❛✉❣♠❡♥%+❡ ❡% $❡♣$+4❡♥%❡ ♠❛✐♥✲

%❡♥❛♥% ❜✐❡♥ ♣❧✉4 ❞❡ ✷✵✪ ❞❡ ❧❛ $+4✐4%❛♥❝❡ ❡①♣✐$❛%♦✐$❡ %♦%❛❧❡✳ ▲❡4 ❞♦♥♥+❡4 ❞✉ ♠♦❞<❧❡ 4♦♥%

%✐$+❡4 ❞❡4 ♠❡4✉$❡4 ❞❡ ❇❛❝❤♦❢❡♥ ❡% ❛❧✳ ❬✶✻❪ ❡% ❞❡ ❋✉❧♠❡$ ❡% ❛❧✳ ❬✶✺❪✳

E❛$❛♠<%$❡ ❋✐❜$♦4❡ ♠♦❞+$+❡ ❋✐❜$♦4❡ ❛✈❛♥❝+❡

CPT ✭▲✮ ✺✱✻ ✹✱✸

V R ✭▲✮ ✶✱✷ ✶✱✵

RT ✭❦E❛✳▲✳4

−1
✮ ✵✱✶ ✵✱✷

CL0 ✭▲✴❦E❛✮ ✹✱✸ ✷✱✾

Vmax ✭▲✮ ✺✱✻✺ ✹✱✸✻

Vmin ✭▲✮ ✶✱✶✾ ✶✱✵✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✹ ✕ E❛$❛♠<%$❡4 ❣❧♦❜❛✉① ❞✉ ♠♦❞<❧❡ ❞+❝$✐✈❛♥% ❧❛ ♠+❝❛♥✐.✉❡ $❡4♣✐$❛%♦✐$❡ ❞❛♥4 ❧❡

❝❛4 ❞❡ ♣❛%❤♦❧♦❣✐❡4 ✜❜$♦4❡ ♠♦❞+$+❡ ❡% ✜❜$♦4❡ ❛✈❛♥❝+❡✳

▲❡ ❞+♣X% ❞❡ %✐44✉ ✜❜$❡✉① ❛②❛♥% %❡♥❞❛♥❝❡ H $+❞✉✐$❡ ❧❛ ❞✐4%❡♥4✐❜✐❧✐%+ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡✱ ❧❛

❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❡4% ❞✐♠✐♥✉+❡ ❡♥ ♣$+4❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛%❤♦❧♦❣✐❡ ✜❜$♦%✐.✉❡✳ ▲❡4

♣❛$❛♠<%$❡4 ❝❤♦✐4✐4 ♣♦✉$ ❧❡4 ♠♦❞<❧❡4 ❞❡ ♣$❡44✐♦♥ ❞❡ $+%$❛❝%✐♦♥ +❧❛4%✐.✉❡ ♦♥% +%+ ❞+%❡$♠✐♥+4

H ♣❛$%✐$ ❞❡4 +%✉❞❡4 ❞❡ ❋✉❧♠❡$ ❡% ❛❧✳ ❬✶✺❪ ❡% ▼❛♥4❡❧❧ ❡% ❛❧✳ ❬✶✼❪✳ ❈❡4 ❞❡$♥✐❡$4 ♦♥% ♠♦♥%$+ .✉❡

❧❡4 ❝♦✉$❜❡4 ❞❡ ♣$❡44✐♦♥ ❞❡ $+%$❛❝%✐♦♥ +❧❛4%✐.✉❡ ❞✉ ❝❛4 ✜❜$♦%✐.✉❡✱ $❛♠❡♥+❡4 ❡♥ ♣♦✉$❝❡♥%❛❣❡

❞❡ ❧❛ CPT ✱ 4♦♥% ♣❡✉ ♠♦❞✐✜+❡4 ♣❛$ $❛♣♣♦$% ❛✉ ❝❛4 4❛✐♥✳ ❯♥❡ ❧+❣<$❡ ❞✐♠✐♥✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛

❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐$❡✱ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥%❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉$❜❡✱ ❡4% ❧❡ ♣❧✉4 4♦✉✈❡♥% ♦❜4❡$✈+❡✳



✶✾✺ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

▲❛ ✜❣✉%❡ ✻✳✼ ♣%+,❡♥.❡ ❧❡, ❝♦✉%❜❡, ❞❡ ♣%❡,,✐♦♥ ❞❡ %+.%❛❝.✐♦♥ +❧❛,.✐5✉❡ ♠♦❞+❧✐,+❡, ❞❛♥,

❧❡ ❝❛, ,❛✐♥ ❡. ❞❛♥, ❧❡, ❝❛, ✜❜%♦.✐5✉❡,✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✻✳✼✭❛✮ ♣%+,❡♥.❡ ❧❡, ❝♦✉%❜❡, ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥

❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡✳ ❖♥ ♦❜,❡%✈❡ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❡♥.❡ ❞❡, ❝♦✉%❜❡, ♣♦✉% ❧❡,

✜❜%♦,❡,✱ ❝❡ 5✉✐ ❝♦%%❡,♣♦♥❞ ❜✐❡♥ = ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡✳ ▲❛

✜❣✉%❡ ✻✳✼✭❜✮ ♠♦♥.%❡ 5✉❛♥. = ❡❧❧❡ ❧❡ ❝♦♠♣♦%.❡♠❡♥. 5✉❛,✐♠❡♥. +5✉✐✈❛❧❡♥. ❞✉ ❝❛, ,❛✐♥ ❡.

❞❡, ❝❛, ✜❜%♦.✐5✉❡, ❧♦%,5✉❡ ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ❞❡ %+.%❛❝.✐♦♥ +❧❛,.✐5✉❡ ❡,. ❡①♣%✐♠+❡ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥

❞❡ ❧❛ CPT ✳

✭❛✮ ❱♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ❡①♣,✐♠. ❡♥ ❧✐/,❡0✳ ✭❜✮ ❱♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ❡①♣,✐♠. ❡♥ ♣♦✉,❝❡♥/❛❣❡ ❞❡

❧❛ CPT ✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✼ ✕ ❱♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡ ❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%❡,,✐♦♥ ❞❡ %+.%❛❝.✐♦♥ +❧❛,.✐5✉❡✳ A♦✉%

✉♥ ❛%❜%❡ ,❛✐♥✱ ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❝❤♦✐,✐ ❡,. ❝❡❧✉✐ ❞❡ A♦❧❛❦ ❡. ❛❧✳ ❬✶✵❪✳ A♦✉% ❧❡, ❛%❜%❡, ❛..❡✐♥., ❞❡

✜❜%♦,❡✱ ❧❡, ♠♦❞B❧❡, ,♦♥. .✐%+, ❞❡ ❧✬+.✉❞❡ ❞❡ ❋✉❧♠❡% ❡. ❛❧✳ ❬✶✺❪ ❡. ▼❛♥,❡❧❧ ❡. ❛❧✳ ❬✶✼❪✳

▲♦❝❛❧❡♠❡♥.✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❞❡, ♣❡.✐.❡, ❜%♦♥❝❤❡, ❡,. %+❞✉✐.❡✳ ❈❡❝✐ ❡,. ♠♦❞+❧✐,+ ♣❛% ✉♥❡

♠♦❞✐✜❝❛.✐♦♥ ❞❡, ♣❛%❛♠B.%❡, ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✿ ❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞✉ ♣❛%❛♠B.%❡ α0 ❡. ❛❞❛♣.❛✲

.✐♦♥ ❞✉ ♣❛%❛♠B.%❡ α′0✳ ▲❛ .❛❜❧❡ ✻✳✺ ❞♦♥♥❡ ❧❡, ✈❛❧❡✉%, ❞❡, ♣❛%❛♠B.%❡, ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣♦✉%

❧❡, ❞❡✉① ❞❡❣%+, ❞❡ ✜❜%♦,❡✳ ▲❛ ✜❣✉%❡ ✻✳✽ ♣%+,❡♥.❡ ❧❡, ❝♦✉%❜❡, ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❝♦%%❡,♣♦♥✲

❞❛♥.❡, ♣♦✉% ❝❤❛5✉❡ ❣+♥+%❛.✐♦♥✳ ❖♥ ❝❤♦✐,✐. +❣❛❧❡♠❡♥. ❞✬❛✛❡❝.❡% ❧❡, ❜%♦♥❝❤❡, ❞❡ ❞✐❛♠B.%❡

Dmax ✐♥❢+%✐❡✉% = Dsup = 1 ♠♠ ♣♦✉% ❧❡, ❞❡✉① ❞❡❣%+, ❞❡ ✜❜%♦,❡✳

❉✬❛✉.%❡ ♣❛%.✱ ❧❛ %+❞✉❝.✐♦♥ ❞✉ ❞✐❛♠B.%❡ Dmax ❞❡ .♦✉.❡, ❧❡, ❜%♦♥❝❤❡, ❡,. ❞+❞✉✐.❡ ❞❡

❢❛S♦♥ ❤♦♠♦❣B♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♠✐♥✉.✐♦♥ ❞❡, ✈♦❧✉♠❡, ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡,✳ ▲❛ ❢❛❝.❡✉% ❞❡ %+❞✉❝.✐♦♥ ❡,.
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✷✵✹ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

❙♦✉❧✐❣♥♦♥' (✉✬✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ '❡❧♦♥ ❧❡ ♣❛2❛♠302❡ β '❡ 02❛❞✉✐0

♥✉♠42✐(✉❡♠❡♥0 ♣❛2 ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛0✐♦♥ ❞❡' ♣❛2❛♠302❡' ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ α0 ❡0 α′0✳ ■❧ ❡'0

4❣❛❧❡♠❡♥0 ✐♠♣♦20❛♥0 ❞❡ 2❛♣♣❡❧❡2 (✉❡ ♥♦✉' ❝♦♥'✐❞42♦♥' ❧✬❡✛❡0 ❞✬✉♥ ❜2♦♥❝❤♦❞✐❧❛0❛0❡✉2 '✉2

❧❛ ✈❡♥0✐❧❛0✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❛0✐❡♥0 ❡♥ ❜♦♥♥❡ '❛♥04✳ ❆✈❛♥0 ❛❞♠✐♥✐'02❛0✐♦♥ ❞✉ ❜2♦♥❝❤♦❞✐❧❛0❛0❡✉2✱

❧❡ ♣❛0✐❡♥0 '❛✐♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♥♦2♠❛❧❡ ✭β = 0✮ ❡0 ✉♥ ❝❛❧✐❜2❡ ♥♦2♠❛❧ ✭γ = 0✮

♣♦✉2 0♦✉0❡' '❡' ❜2♦♥❝❤❡'✳

▲❡' ♣❛2❛♠302❡' ❞✉ ♠♦❞3❧❡ ❡①♣✐2❛0♦✐2❡ '♦♥0 ❝❡✉① ❞✬✉♥❡ ❛2❜♦2❡'❝❡♥❝❡ '❛✐♥❡ ✿ ✐❧' '♦♥0 ❞4✲

0❛✐❧❧4' ❛✉ ❝❤❛♣✐02❡ ✹✳ ❖♥ ❝❤♦✐'✐0 ✐❝✐ ❞❡ ♥✬❛❧042❡2 (✉❡ ❧❡' ♣❡0✐0❡' ❜2♦♥❝❤❡' ❞❡ ❞✐❛♠302❡ Dmax

✐♥❢42✐❡✉2 F ✷ ♠♠ ✿ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❡'0 ♠♦❞✐✜4❡ ✭♣❛2❛♠302❡ β✮ ❛✐♥'✐ (✉❡ ❧❡ ❝❛❧✐❜2❡ ✭♣❛2❛✲

♠302❡ γ✮✳ ❉✬❛✉02❡ ♣❛20✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞✐♠✐♥✉❡2 ❧❡ 0❡♠♣' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡' '✐♠✉❧❛0✐♦♥'✱ ♥♦✉' ❛✈♦♥'

❝♦♥'✐❞424 (✉❡ ❧❛ ❣4♥42❛0✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬❛2❜♦2❡'❝❡♥❝❡ 02❛❝❤4♦❜2♦♥❝❤✐(✉❡ ❞40❛✐❧❧4❡ ❛✉

❝❤❛♣✐02❡ ✷ 40❛✐0 ❧❛ ❣4♥42❛0✐♦♥ ✶✸✳ ❈❡❝✐ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛' (✉❛❧✐0❛0✐✈❡♠❡♥0 ❧❡' 24'✉❧0❛0' ♦❜✲

0❡♥✉' ♠❛✐' ✉♥✐(✉❡♠❡♥0 ❧❡✉2' ✈❛❧❡✉2' (✉❛♥0✐0❛0✐✈❡'✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ♣♦✉2 ✉♥ ❛2❜2❡ F ✷✸ ❣4♥4✲

2❛0✐♦♥'✱ ❧❡' ♣❡0✐0❡' ❜2♦♥❝❤❡' ❞❡ ❞✐❛♠302❡ Dmax ✐♥❢42✐❡✉2 F ✷ ♠♠ ❝♦22❡'♣♦♥❞❡♥0 F ✉♥❡

❢2❛❝0✐♦♥ ♣❧✉' ✐♠♣♦20❛♥0❡ ❞❡ ❧✬❛2❜♦2❡'❝❡♥❝❡ (✉❡ ❞❛♥' ❧❡ ❝❛' ❞✬✉♥ ❛2❜2❡ F ✶✸ ❣4♥42❛0✐♦♥'✳

❯♥❡ 24❞✉❝0✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧✐❜2❡ ❡0 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✈♦♥0 ❛✐♥'✐ ❛✈♦✐2 ❧❡'

♠N♠❡' ❡✛❡0' '✉2 ❧✬❡①♣✐2❛0✐♦♥ (✉❡❧(✉❡ '♦✐0 ❧❡ ♥♦♠❜2❡ ❞❡ ❣4♥42❛0✐♦♥' ❞❡ ❧✬❛2❜♦2❡'❝❡♥❝❡ ✿

❧❡ ❞4❜✐0 ❡①♣✐24 '❡2❛ ❞✐♠✐♥✉4✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ✐❧ ❡'0 ✈2❛✐ (✉❡ ♣♦✉2 ✉♥ ❛2❜2❡ F ✷✸ ❣4♥42❛0✐♦♥'✱

❧❛ ❞✐♠✐♥✉0✐♦♥ ❞❡' ♣❡2❢♦2♠❛♥❝❡' ✈❡♥0✐❧❛0♦✐2❡' '❡2❛ ♥❡00❡♠❡♥0 ♣❧✉' ♠❛2(✉4❡✳

❆✈❛♥0 ❞❡ ♣24'❡♥0❡2 ❧❡' 24'✉❧0❛0' ♦❜0❡♥✉'✱ ✐❧ ❢❛✉0 ♣24❝✐'❡2 (✉❡ ❧❡' ♣❛2❛♠302❡' 0❡❧' (✉❡

❧❡' ✈♦❧✉♠❡' ♣✉❧♠♦♥❛✐2❡'✱ ❧❛ ♣2❡''✐♦♥ ❞❡ 2402❛❝0✐♦♥ 4❧❛'0✐(✉❡ Pst ❡0 ❧❛ 24'✐'0❛♥❝❡ ❞❡' 0✐''✉'

♣✉❧♠♦♥❛✐2❡' ♥❡ '♦♥0 ♣❛' ♠♦❞✐✜4' ❧♦2'(✉❡ ❧❡' ♣❛2❛♠302❡' β ❡0 γ ✈❛2✐❡♥0✳ ❙✉✐0❡ F ❧✬❛❞♠✐✲

♥✐'02❛0✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜2♦♥❝❤♦❞✐❧❛0❛0❡✉2 F ✉♥ ♣❛0✐❡♥0 '❛✐♥✱ ♦♥ ♣❡✉0 '✉♣♣♦'❡2 (✉❡ ❧❡' ✈♦❧✉♠❡'

❡0 ❧❛ 24'✐'0❛♥❝❡ ❞❡' 0✐''✉' ♥❡ ✈♦♥0 ♣❛' ✈❛2✐❡2 '✐❣♥✐✜❝❛0✐✈❡♠❡♥0✳ ❊♥ 2❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥0❛✲

0✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ✈✐❛ ❧❡ ♣❛2❛♠302❡ β ✈❛ ❛✉❣♠❡♥0❡2 ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞❡'

♣♦✉♠♦♥'✳ O♦✉2 ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐2❡ ❞♦♥♥4✱ ❧❛ ♣2❡''✐♦♥ ❞❡ 2402❛❝0✐♦♥ 4❧❛'0✐(✉❡ '❡2❛

❞✬❛✉0❛♥0 ♣❧✉' ❢❛✐❜❧❡ (✉❡ β ❡'0 4❧❡✈4 ✭✈♦✐2 ✜❣✉2❡ ✻✳✸✮✳ ❊♥ ❝♦♥'4(✉❡♥❝❡✱ ♣♦✉2 ✉♥ ✈♦❧✉♠❡

♣✉❧♠♦♥❛✐2❡ ❞♦♥♥4✱ ❧❛ ♣2❡''✐♦♥ ♣❧❡✉2❛❧❡ '❡2❛ ❛✉❣♠❡♥04❡ ❡0 ❧❡' ❜2♦♥❝❤❡' '❡2♦♥0 ❞❛✈❛♥✲

0❛❣❡ ❝♦♠♣2✐♠4❡'✳ ❆✉02❡♠❡♥0 ❞✐0✱ ❧❡ ❢❛✐0 ❞❡ ♥❡ ♣❛' ♣2❡♥❞2❡ ❡♥ ❝♦♠♣0❡ ❧❛ ✈❛2✐❛0✐♦♥ ❞❡ ❧❛

♣2❡''✐♦♥ ❞❡ 2402❛❝0✐♦♥ 4❧❛'0✐(✉❡ ♠✐♥✐♠✐'❡ ❧❛ 24❞✉❝0✐♦♥ ❞❡ ❝❛❧✐❜2❡ ❞✉❡ F ❧❛ ❝♦♠♣2❡''✐♦♥

❞②♥❛♠✐(✉❡ ❞❡' ❜2♦♥❝❤❡'✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥0✱ ❧❡' 24'✉❧0❛0' ♦❜0❡♥✉' ♣❡✉✈❡♥0 ❞♦♥♥❡2 ✉♥❡ ✐❞4❡ ❞✉

❝♦♠♣♦20❡♠❡♥0 ❞✉ '②'03♠❡ 02❛❝❤4♦❜2♦♥❝❤✐(✉❡ ❡♥ ♣24'❡♥❝❡ ❞❡ ❜2♦♥❝❤♦❞✐❧❛0❛0❡✉2✳



✷✵✺ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

▲❛ ✜❣✉%❡ ✻✳✶✻ ♣%+,❡♥.❡ ❧❡ %❛♣♣♦%. V EMS/CV ♣♦✉% ❞❡, ❡①♣✐%❛.✐♦♥, ❢♦%❝+❡, ♠❛①✐♠❛❧❡,

❝❛%❛❝.+%✐,+❡, ♣❛% ❧❡, ♣❛%❛♠7.%❡, β ❡. γ✳ ❆ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ β ❝♦♥,.❛♥.❡✱ ♣❧✉, ❧❡ ❝❛❧✐❜%❡ γ

❞✐♠✐♥✉❡✱ ♣❧✉, ❧❡ %❛♣♣♦%. V EMS/CV ❞✐♠✐♥✉❡✳ ▲❛ ❞✐♠✐♥✉.✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧✐❜%❡ Dmax ❞❡, ♣❡.✐.❡,

❜%♦♥❝❤❡, ❛✉❣♠❡♥.❡ ❧❛ %+,✐,.❛♥❝❡ ❞✉ ,②,.7♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐%❡ ❡. ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ❞+❜✐. ❡①♣✐%❛.♦✐%❡✳

V EMS/CV ❡,. ❞♦♥❝ ❞✐♠✐♥✉+✳ ❆ ❝❛❧✐❜%❡ γ ❝♦♥,.❛♥.✱ ♣❧✉, ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ β ❛✉❣♠❡♥.❡✱ ♣❧✉,

❧❡ %❛♣♣♦%. V EMS/CV ❞✐♠✐♥✉❡✳ ❈❡..❡ ❢♦✐,✱ ❧✬❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ,❡ .%❛❞✉✐. ♣❛%

✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉.✐♦♥ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞✉ ❝❛❧✐❜%❡ ❞❡, ❜%♦♥❝❤❡, ❛✉ ❝♦✉%, ❞❡ ❧✬❡①♣✐%❛.✐♦♥✳ ▲❛ %+,✐,.❛♥❝❡

@ ❧✬+❝♦✉❧❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬❛✐% ❡,. ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✉❣♠❡♥.+❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✻ ✕ ❈♦✉%❜❡, ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ %❛♣♣♦%. V EMS/CV ❞✬✉♥❡ ❛%❜♦%❡,❝❡♥❝❡ ,❛✐♥❡

❡♥ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞✉ ♣❛%❛♠7.%❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ β ❡. ❞✉ ♣❛%❛♠7.%❡ ❞❡ ❝❛❧✐❜%❡ γ✳ ▲❡, ❧✐❣♥❡,
%❡♣%+,❡♥.❡♥. .%♦✐, ,❝+♥❛%✐♦, ❝♦%%❡,♣♦♥❞❛♥. @ ❧✬❛❞♠✐♥✐,.%❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜%♦♥❝❤♦❞✐❧❛.❛.❡✉%✳

▲❡, ❝♦✉%❜❡, ❞❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ✻✳✶✻ ♠♦♥.%❡♥. ?✉✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡✱

❝♦%%❡,♣♦♥❞❛♥. @ ✉♥❡ %+❞✉❝.✐♦♥ ❞②♥❛♠✐?✉❡ ❞✉ ❝❛❧✐❜%❡✱ ♣❡✉. C.%❡ ❝♦♠♣❡♥,+❡ ♣❛% ✉♥❡

❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧✐❜%❡ Dmax ❞❡, ❜%♦♥❝❤❡,✳ ❈❡..❡ ♦❜,❡%✈❛.✐♦♥ ♥♦✉, ❝♦♥❞✉✐. @ ❝♦♥,✐❞+%❡%

.%♦✐, ,❝+♥❛%✐♦, ♣♦,,✐❜❧❡, ♣♦✉% ❧✬❛❞♠✐♥✐,.%❛.✐♦♥ ❞✬✉♥ ❜%♦♥❝❤♦❞✐❧❛.❛.❡✉% @ ✉♥ ♣❛.✐❡♥. ,❛✐♥

✭β = 0 ❡. γ = 0✮✳ ❈❡, ,❝+♥❛%✐♦, ,♦♥. ,❝❤+♠❛.✐,+, ♣❛% ❧❡, .%♦✐, ❧✐❣♥❡, %❡♣%+,❡♥.+❡, ,✉%

❧❛ ✜❣✉%❡ ✻✳✶✻✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ♦♥ ,✉♣♣♦,❡ ?✉❡ ♣❧✉, ❧❛ ❞♦,❡ ❞❡ ❜%♦♥❝❤♦❞✐❧❛.❛.❡✉% ❛❞♠✐♥✐,.%+❡

❡,. +❧❡✈+❡✱ ♣❧✉, ❧✬❛✉❣♠❡♥.❛.✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❡. ❞❡ ❝❛❧✐❜%❡ ❡,. ✐♠♣♦%.❛♥.❡✳ ❈❡❝✐ ❡,. ❡♥

❛❝❝♦%❞ ❛✈❡❝ ❧❡, ♦❜,❡%✈❛.✐♦♥, ❬✷✹❪✳



✷✵✻ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥1

 ♦✉# ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝♦♥+✐♥✉❡✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞✉ #❛♣♣♦#+ V EMS/CV 1✉❡❧1✉❡ 2♦✐+ ❧❛ ❞♦2❡

❞❡ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉# ❛❞♠✐♥✐2+#5❡✳ ❈✬❡2+ ❧✬❡✛❡+ ❛++❡♥❞✉ ❞✬✉♥ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉#✳ ▲✬5+✉❞❡

❞❡ ❖+♦♠♦ ❡+ ❛❧✳ ❬✷✺❪ #5❛❧✐25❡ ❝❤❡③ ❧❡ ❝❤✐❡♥ ♣#5✈♦✐+ ❛✐♥2✐ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ✺✵✪ ♣♦✉# ❧❡

❝❛❧✐❜#❡ ❞❡2 ❜#♦♥❝❤❡2 ❡+ ❞❡ ✷✵✪ ♣♦✉# ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡ 2✉✐+❡ D ❧✬❛❞♠✐♥✐2+#❛+✐♦♥

❞✬❛❞#5♥❛❧✐♥❡✳ ❈❡2 ✈❛❧❡✉#2 ❡①♣5#✐♠❡♥+❛❧❡2 2✉❣❣F#❡♥+ 1✉❡ ❝❡ 2❝5♥❛#✐♦ #❡♣#52❡♥+❡ ❧❡ 2❝5♥❛#✐♦

❤❛❜✐+✉❡❧ ❞❡2 ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉#2✳  ♦✉# ❧❛ ❧✐❣♥❡ +✐#❡+5❡✱ ❧✬❡✛❡+ ❞✉ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉# ✈❛#✐❡

2❡❧♦♥ ❧❛ ❞♦2❡ ❛❞♠✐♥✐2+#5❡ ✿ D ❢❛✐❜❧❡ ❞♦2❡✱ V EMS/CV ❛✉❣♠❡♥+❡ ♠❛✐2 D ❢♦#+❡ ❞♦2❡✱ ✐❧

❞✐♠✐♥✉❡✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉# ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❡♥ ♣♦✐♥+✐❧❧52✱ ❧❡ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉# ❡♥+#❛K♥❡#❛✐+ ✉♥❡ ❞✐♠✐✲

♥✉+✐♦♥ ❞✉ #❛♣♣♦#+ V EMS/CV 1✉❡❧1✉❡ 2♦✐+ ❧❛ ❞♦2❡ ❛❞♠✐♥✐2+#5❡✳ ❈❡++❡ ❢♦✐2✱ ❧❛ #5♣♦♥2❡

❛✉ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉# ♣♦✉# ✉♥ ♣❛+✐❡♥+ 2❛✐♥ 2❡#❛✐+ ♣❛"❛❞♦①❛❧❡✳

❖♥ ♣❡✉+ ❡22❛②❡# ❞✬✐♥+❡#♣#5+❡# ❝❡++❡ #5♣♦♥2❡ ♣❛#❛❞♦①❛❧❡✳ ▲❡ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉# ❞✐♠✐✲

♥✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧✐❛♥❝❡ ❞❡2 ❜#♦♥❝❤❡2 ❡+ ❞♦♥❝ ❧❛ +♦♥✐❝✐+5 ❞✉ ♠✉2❝❧❡ ❧✐22❡✳ ❆ ❧❛ ❧✐♠✐+❡ ♦N ❧❛

+♦♥✐❝✐+5 ❞❡✈✐❡♥❞#❛✐+ ♥✉❧❧❡✱ 2❡✉❧❡ ❧❛ 2+#✉❝+✉#❡ ♣5#✐❜#♦♥❝❤✐1✉❡ ❞❡2 ♣♦✉♠♦♥2 ♠❛✐♥+✐❡♥❞#❛✐+

❧❡2 ❜#♦♥❝❤❡2✳ ❙✐ ❝❡++❡ 2+#✉❝+✉#❡ ❡2+ 2❛✐♥❡✱ ❧❡ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉# ♥❡ ❞5❣#❛❞❡ ♣❛2 ❧❛ ✈❡♥+✐✲

❧❛+✐♦♥✳ ❆ ❧✬✐♥✈❡#2❡✱ 2✐ ❡❧❧❡ ❡2+ ❛❧+5#5❡✱ ❧❛ ✈❡♥+✐❧❛+✐♦♥ 2❡#❛ ❞5❣#❛❞5❡✳ ❈❤❡③ ✉♥ ♣❛+✐❡♥+ 2❛✐♥✱

❧❡ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉# ♣♦✉##❛✐+ P+#❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ #5✈5❧❛+❡✉# ❞❡2 ❞5❢❛✉+2 ❞❡ ❧❛ 2+#✉❝+✉#❡

♣5#✐❜#♦♥❝❤✐1✉❡ ❝❡♥25❡ ♠❛✐♥+❡♥✐# ❧❡2 ❜#♦♥❝❤❡2✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉2✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞✬❡①♣✐#❛+✐♦♥ ❢♦#❝5❡ ♣❡#♠❡+ ❞❡ #❡♣#♦❞✉✐#❡ ❧❡2 ❝♦✉#❜❡2 ❞5❜✐+✲

✈♦❧✉♠❡ ♠❡2✉#5❡2 ❡♥ ♣#52❡♥❝❡ ❞❡ ♣❛+❤♦❧♦❣✐❡2 ♦❜2+#✉❝+✐✈❡2✱ +❡❧❧❡ 1✉❡ ❧❛ ❇ ❈❖✱ ❡+ ❞❡

♣❛+❤♦❧♦❣✐❡2 #❡2+#✐❝+✐✈❡2✱ +❡❧❧❡ 1✉❡ ❧❛ ✜❜#♦2❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐#❡✳ ▲❡2 ♠❡2✉#❡2 ❞❡ 2♣✐#♦♠5+#✐❡ 1✉❡

2♦♥+ ❧❡ V EMS✱ ❧❡ V EMS/CV ❡+ ❧❡ ❞5❜✐+ ❞❡ ♣♦✐♥+❡ 2♦♥+ 5❣❛❧❡♠❡♥+ #❡♣#♦❞✉✐+❡2 ❛22❡③

✜❞F❧❡♠❡♥+ 2❡❧♦♥ ❧❛ ♣❛+❤♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥2✐❞5#5❡✳ ▲✬5+✉❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛+❤♦❧♦❣✐❡ ♣❛#+✐❝✉❧✐F#❡✱ ❧❛ +#❛✲

❝❤5♦♠❛❧❛❝✐❡✱ ♠♦♥+#❡ 1✉❡ ❧❡ ♠♦❞F❧❡ ❞✬❡①♣✐#❛+✐♦♥ ❢♦#❝5❡ ♣❡#♠❡+ ❛✉22✐ ❞❡ #❡♣#♦❞✉✐#❡ ❧❛

❝♦✉#❜❡ ❞5❜✐+✲✈♦❧✉♠❡ ♠❡2✉#5❡✳ ❊♥✜♥✱ ✉♥❡ 5+✉❞❡ ♣❧✉2 ❡①♣❧♦#❛+♦✐#❡ 2✉# ❧❛ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛✲

+✐♦♥ ❛ ♣❡#♠✐2 ❞❡ ❞♦♥♥❡# ❞❡2 ♣✐2+❡2 1✉❛♥+ D ❧❛ #5♣♦♥2❡ ♣❛#❛❞♦①❛❧❡ D ✉♥ ❜#♦♥❝❤♦❞✐❧❛+❛+❡✉#✳

❉❡ +❡❧❧❡2 5+✉❞❡2 ♣❡#♠❡++❡♥+ ❛✐♥2✐ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣#❡♥❞#❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐1✉❡ ❞✉ 2②2+F♠❡ #❡2♣✐✲

#❛+♦✐#❡✳ ❖♥ ♣❡✉+ ❛✐♥2✐ ❡2♣5#❡# D +❡#♠❡ ♣♦✉✈♦✐# ✐❞❡♥+✐✜❡#✱ D ♣❛#+✐# ❞✬✉♥❡ 25#✐❡ ❞❡ ❝♦✉#❜❡2

❞5❜✐+✲✈♦❧✉♠❡✱ ❧❡2 ♣#♦♣#✐5+52 ❞5+❛✐❧❧5❡2 ❞✬✉♥❡ ❛❧+5#❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 2+#✉❝+✉#❡ +#❛❝❤5♦❜#♦♥❝❤✐1✉❡

❡+ ❛✐♥2✐ ❛✐❞❡# ♣♦+❡♥+✐❡❧❧❡♠❡♥+ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦2+✐❝ ♠5❞✐❝❛❧✳



✷✵✼ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

✻✳✷ ■♠❛❣❡(✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐(❡

◆♦✉# ❛❧❧♦♥# ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ♥♦✉# ✐♥)+,❡##❡, - ❧✬✐♠❛❣❡,✐❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ❢❛✐) ❧✬♦❜❥❡) ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉#❡# +)✉❞❡# ❡♥ ,❛✐#♦♥ ❞❡ #♦♥ ✐♥)+,:) ♠❛❥❡✉, ♣♦✉, ❧❡ ❞✐❛❣✲

♥♦#)✐❝ ♠+❞✐❝❛❧ ✿ ❧❡# ✐♠❛❣❡# ♦❜)❡♥✉❡# ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❧✬❤+❧✐✉♠ ✸ ❤②♣❡,♣♦❧❛,✐#+ ♣❡,✲

♠❡))❡♥) ❞❡ ♠❡)),❡ ❝❧❛✐,❡♠❡♥) ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡# ❞+❢❛✉)# ❞❡ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥ ❞✉# ❛✉① ♣❛)❤♦❧♦❣✐❡#

♣✉❧♠♦♥❛✐,❡# )❡❧❧❡# @✉❡ ❧❛ ❇B❈❖✱ ❧❛ ✜❜,♦#❡ ♦✉ ❡♥❝♦,❡ ❧✬❛#)❤♠❡ ❬✷✽✕✸✶❪✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✻✳✶✼

♣,+#❡♥)❡ ❞❡# ✐♠❛❣❡# ❞❡ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥ ♣♦✉, ✉♥ ❤♦♠♠❡ ❡♥ ❜♦♥♥❡ #❛♥)+ ❡) ♣♦✉, ✉♥ ❤♦♠♠❡

❛))❡✐♥) ❞❡ ❜,♦♥❝❤✐♦❧✐)❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✼ ✕ ■♠❛❣❡# ❞❡ ❧❛ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥ ❞❡ ♣♦✉♠♦♥# ❤✉♠❛✐♥# ♦❜)❡♥✉# ♣❛, ■♠❛❣❡,✐❡ ♣❛,

❘+#♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥+)✐@✉❡ ❞❡ ❧✬❤+❧✐✉♠ ✸ ❤②♣❡,♣♦❧❛,✐#+✳ ❉✉ ♥♦✐, ❛✉ ❜❧❛♥❝✱ ❧❛ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥

#✬❛❝❝,♦S)✳ ❛ ✿ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥ ♣♦✉, ✉♥ ❤♦♠♠❡ ❡♥ ❜♦♥♥❡ #❛♥)+✱ ❜ ✿ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤♦♠♠❡

❛))❡✐♥) ❞✬✉♥❡ ♣❛)❤♦❧♦❣✐❡ ♦❜#),✉❝)✐✈❡✱ ❧❛ ❜,♦♥❝❤✐♦❧✐)❡ ❬✸✷❪✳

B♦✉, ❧❡ ❝❛# #❛✐♥✱ ❧❛ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥ ❡#) ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥) ❛##❡③ ❤♦♠♦❣U♥❡✳ ❊♥ ,❡✈❛♥❝❤❡✱ ♣♦✉,

❧❡ ❝❛# ❛❧)+,+✱ ✐❧ ❡①✐#)❡ ❞❡ ♥♦♠❜,❡✉#❡# ③♦♥❡# ♠❛❧ ✈❡♥)✐❧+❡# #✐)✉+❡# ♣,+❢+,❡♥)✐❡❧❧❡♠❡♥) ❛✉

♥✐✈❡❛✉ ❜❛#❛❧ ✿ ❝❡❧❧❡#✲❝✐ ❛♣♣❛,❛✐##❡♥) )♦)❛❧❡♠❡♥) ♥♦✐,❡# #✉, ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥✳ ◆+❛♥✲

♠♦✐♥#✱ ♠:♠❡ ♣♦✉, ❧❡ ❝❛# #❛✐♥✱ ♦♥ ,❡♠❛,@✉❡ @✉✬✐❧ ❡①✐#)❡ ✉♥❡ ❝❡,)❛✐♥❡ ❤+)+,♦❣+♥+✐)+ ❞❡

✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥✳ ❈❡))❡ ❤+)+,♦❣+♥+✐)+ ❛ ❞+❥- +)+ #♦✉❧✐❣♥+❡ ❛✉ ♣❛,❛❣,❛♣❤❡ ✺✳✷✳✷ ✿ ❡❧❧❡ ♣❡✉)

❡♥ ♣❛,)✐❡ ,+#✉❧)❡, ❞✬✉♥ ❜,✉✐) ❞X ❛✉① )❡❝❤♥✐@✉❡# ❞✬✐♠❛❣❡,✐❡ ♠❛✐# ♣❡✉) :),❡ ❛✉##✐ ✉♥❡

❝♦♥#+@✉❡♥❝❡ ❞✐,❡❝)❡ ❞❡ ❧❛ #),✉❝)✉,❡ ❜,♦♥❝❤✐@✉❡ ❛#②♠+),✐@✉❡✳ ❉❛♥# ❝❡ ❞❡,♥✐❡, ❝❛#✱ ❧✬❤+✲

)+,♦❣+♥+✐)+ ❞❡ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥ ❡#) ✐♥),✐♥#U@✉❡ - ❧❛ #),✉❝)✉,❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡ ❡) ❞✐,❡❝)❡♠❡♥) ❧✐+❡

❛✉① ♣,♦♣,✐+)+# ❣+♦♠+),✐@✉❡# ❞✉ ,+#❡❛✉ ),❛❝❤+♦❜,♦♥❝❤✐@✉❡ ❞❡ ❞✐#),✐❜✉)✐♦♥✳

❆✜♥ ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣,❡♥❞,❡ ❧✬♦,✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡))❡ ❤+)+,♦❣+♥+✐)+ ❞❡ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥✱ ♥♦✉# ❛❧❧♦♥#

❡##❛②❡, ❞❡ ,❡♣,♦❞✉✐,❡ ♥✉♠+,✐@✉❡♠❡♥) ❧❡# ✐♠❛❣❡# ❞❡ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐,❡✳ ❉❛♥# ✉♥

#❡❝♦♥❞ )❡♠♣#✱ ♥♦✉# +)✉❞✐❡,♦♥# ❧✬❤+)+,♦❣+♥+✐)+ ❞❡ ❝❡# ✐♠❛❣❡# ♣❛, ❛♥❛❧②#❡ ♠✉❧)✐❢,❛❝)❛❧❡✳



✷✵✽ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

✻✳✷✳✶ ❉✐&'(✐❜✉'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥'✐❧❛'✐♦♥

 ♦✉# #❡♣#♦❞✉✐#❡ ❧❡) ✐♠❛❣❡) ✷❉ ❞❡ ✈❡♥1✐❧❛1✐♦♥✱ ✐❧ ❡)1 ♥3❝❡))❛✐#❡ ❞❡ ♣❧♦♥❣❡# ❡♥ 1#♦✐)

❞✐♠❡♥)✐♦♥) ❧✬❛#❜♦#❡)❝❡♥❝❡ 1#❛❝❤3♦❜#♦♥❝❤✐8✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✻✳✶✽ ♣#3)❡♥1❡ ✉♥ ♣#❡♠✐❡# ♥✐✈❡❛✉

❞❡ #❡♣#3)❡♥1❛1✐♦♥ 1#✐❞✐♠❡♥)✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ )1#✉❝1✉#❡ ✿ ✐❧ )✬❛❣✐1 ❞❡ ❧❛ ❢❛A♦♥ ❧❛ ♣❧✉) )✐♠♣❧❡

❞❡ #❡♣#3)❡♥1❡# ❧✬❛#❜#❡ ❡♥ 1#♦✐) ❞✐♠❡♥)✐♦♥)✳ ▲❡) ❛♥❣❧❡) ❞❡ ❜#❛♥❝❤❡♠❡♥1 ❞❡ ❝❤❛8✉❡ ❜✐❢✉#❝❛✲

1✐♦♥ θ )♦♥1 3❣❛✉① D ✶✽✵➦ ❡1 ❧❡) ❛♥❣❧❡) ❛③✐♠✉1❛✉① α D ✾✵➦ ✭✈♦✐# ✜❣✉#❡ ✻✳✸✵✮✳ ▼L♠❡ )✐ ❝❡11❡

#❡♣#3)❡♥1❛1✐♦♥ ♥✬❡)1 ♣❛) #3❛❧✐)1❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡#♠❡1 ❞❡ ♠♦♥1#❡# ♣❛# 8✉❡❧ 1②♣❡ ❞❡ ♠3❝❛♥✐)♠❡

✉♥❡ ❤313#♦❣3♥3✐13 )1#✉❝1✉#❡❧❧❡ )❡ 1#❛❞✉✐1 ❡♥ ❤313#♦❣3♥3✐13 ❞❡ ✈❡♥1✐❧❛1✐♦♥✳

✭❛✮ ❱✉❡ ❞✉ ❞❡''✉'✳ ✭❜✮ ❱✉❡ ❞❡ ❝+,-✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✽ ✕ ❘❡♣#3)❡♥1❛1✐♦♥ 1#✐❞✐♠❡♥)✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛#❜♦#❡)❝❡♥❝❡ ❞✐❝❤♦1♦♠✐8✉❡ )②✲

♠31#✐8✉❡ ❛✉1♦✲)✐♠✐❧❛✐#❡ D ✻ ❣3♥3#❛1✐♦♥)✳ ❈❤❛8✉❡ ❜#♦♥❝❤❡ )❡ ❞✐✈✐)❡ ❡♥ ❞❡✉① ❜#♦♥❝❤❡) ♣❧✉)

♣❡1✐1❡) ❡1 ✐❞❡♥1✐8✉❡)✳ ■❧ )✬❛❣✐1 ❞❡ ❧❛ ♠31❤♦❞❡ ❧❛ ♣❧✉) )✐♠♣❧❡ ♣♦✉# #❡♣#3)❡♥1❡# ✉♥ ❛#❜#❡

❞✐❝❤♦1♦♠✐8✉❡ ❡♥ 1#♦✐) ❞✐♠❡♥)✐♦♥)✳

▲❛ #❡♣#3)❡♥1❛1✐♦♥ ✉1✐❧✐)3❡ ♣♦✉# ❧❛ ✜❣✉#❡ ✻✳✶✽ ❞♦✐1 L1#❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥1 ❣3♥3#❛❧✐)3❡ D ✉♥❡ ❛#✲

❜♦#❡)❝❡♥❝❡ ❞✐❝❤♦1♦♠✐8✉❡ ❛)②♠31#✐8✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✻✳✶✾ )❝❤3♠❛1✐)❡ ❧❛ #❡♣#3)❡♥1❛1✐♦♥ ♣♦✉# ❧❡

❝❛) ❛)②♠31#✐8✉❡✳ ❈♦♥)✐❞3#♦♥) ✉♥❡ ❛#❜♦#❡)❝❡♥❝❡ D ✻ ❣3♥3#❛1✐♦♥)✳  ♦✉# ❧❡ ❝❛) )②♠31#✐8✉❡✱

❝❤❛8✉❡ ❜#♦♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❣3♥3#❛1✐♦♥ ✻ ❛❧✐♠❡♥1❡ ❧❡ ♠L♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡♥ ❛✐# ❢#❛✐) ✭✜❣✉#❡ ✻✳✶✽✭❛✮✮✳

 ❛# ❝♦♥1#❡✱ ♣♦✉# ❧❡ ❝❛) ❛)②♠31#✐8✉❡✱ ♣❧✉) ❧❛ ❜#♦♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❣3♥3#❛1✐♦♥ ✻ ❡)1 ❣#♦))❡✱ ♣❧✉) ❧❡

♥♦♠❜#❡ ❞✬❛❝✐♥✐ 8✉✐ ❡♥ ❞3♣❡♥❞ ❡)1 3❧❡✈3 ❡1 ♣❧✉) ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛#❜♦#❡)❝❡♥❝❡ ❛❧✐♠❡♥13 ❡♥ ❛✐#

❢#❛✐) ♣❛# ❝❡11❡ ❜#♦♥❝❤❡ )❡#❛ 3❧❡✈3✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✻✳✶✾ ♠♦♥1#❡ 8✉❡ ❞❛♥) ❧❛ #❡♣#3)❡♥1❛1✐♦♥ ❛)②✲

♠31#✐8✉❡✱ ✉♥❡ ❣#♦))❡ ❜#♦♥❝❤❡ ❛❧✐♠❡♥1❡ ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♣❧✉) ✐♠♣♦#1❛♥1 8✉✬✉♥❡ ♣❡1✐1❡ ❜#♦♥❝❤❡✳



✷✵✾ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

✭❛✮ ❱✉❡ ❞✉ ❞❡''✉'✳ ✭❜✮ ❱✉❡ ❞❡ ❝+,-✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✶✾ ✕ ❘❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ ,(✐❞✐♠❡♥*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛(❜♦(❡*❝❡♥❝❡ ❞✐❝❤♦,♦♠✐8✉❡ ❛*②✲

♠),(✐8✉❡ ❛✉,♦✲*✐♠✐❧❛✐(❡ ; ✻ ❣)♥)(❛,✐♦♥*✳ ❈❤❛8✉❡ ❜(♦♥❝❤❡ *❡ ❞✐✈✐*❡ ❡♥ ❞❡✉① ❜(♦♥❝❤❡* ♣❧✉*

♣❡,✐,❡* ♠❛✐* ❞✐✛)(❡♥,❡*✳

▲❡* ❜(♦♥❝❤❡* ♠✐♥❡✉(❡* ❛❧✐♠❡♥,❛♥, ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛(❜♦(❡*❝❡♥❝❡ ♣❧✉* ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉((♦♥, ❞♦♥❝

*✬❛((C,❡( ❛✈❛♥, ❧❡* ❜(♦♥❝❤❡* ♠❛❥❡✉(❡*✳

❈♦♥*✐❞)(♦♥* ♠❛✐♥,❡♥❛♥, ❧✬❛(❜♦(❡*❝❡♥❝❡ ,(❛❝❤)♦❜(♦♥❝❤✐8✉❡ ()❛❧✐*,❡ ❞)❝(✐,❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐,(❡ ✷✳

▲❛ ✜❣✉(❡ ✻✳✷✵ ♣()*❡♥,❡ ✉♥❡ (❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ ; ,(♦✐* ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ❞❡* ✈♦❧✉♠❡* ❞✬❛✐( ❢(❛✐* ❞❡*✲

*❡(✈✐* ♣❛( ❧❡* ❜(♦♥❝❤✐♦❧❡* ,❡(♠✐♥❛❧❡* ❛✉ ❝♦✉(* ❞❡ ❧✬✐♥*♣✐(❛,✐♦♥✳ H♦✉( ♦❜,❡♥✐( ✉♥❡ ,❡❧❧❡

✜❣✉(❡✱ ❧❡* ❜(♦♥❝❤❡* ❞❡ ❧✬❛(❜(❡ ,(❛❝❤)♦❜(♦♥❝❤✐8✉❡ ♦♥, ),) ♦(✐❡♥,)❡* ❡♥ ,(♦✐* ❞✐♠❡♥*✐♦♥*

*❡❧♦♥ ❧❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❞)❝(✐, ♣❛( ❧❛ ✜❣✉(❡ ✻✳✶✾✳ ❈❤❛8✉❡ ❜(♦♥❝❤✐♦❧❡ ,❡(♠✐♥❛❧❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣♦✲

*✐,✐♦♥ ♣(♦♣(❡ ❞❛♥* ❧❡ ❝✉❜❡ (❡♣()*❡♥,❛♥, ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐(❡✳ ❊❧❧❡ ❞❡**❡(, ✉♥ ✈♦❧✉♠❡

♦❝❝✉♣) ♣❛( ✉♥ ❛❝✐♥✉*✱ ✈♦❧✉♠❡ (❡♣()*❡♥,) ♣❛( ✉♥❡ *♣❤K(❡ ; ❧❛ ✜❣✉(❡ ✻✳✷✵✳ ❖♥ ❛**♦❝✐❡ ❛❧♦(*

; ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉( (❡♣()*❡♥,❛♥, ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐( ❢(❛✐* ❡♥,(❛♥, ❞❛♥* ❝❡, ❛❝✐♥✉*✳ ❉❡

❧❛ *♦(,❡✱ ,♦✉, ❧✬❡*♣❛❝❡ ❡*, ♦❝❝✉♣) ♣❛( ❧❡* ❛❝✐♥✐ ✿ ❧❛ (❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ ✸❉ ❡*,  ♣❛❝❡✲✜❧❧✐♥❣✳

❉❡* ❝♦✉♣❡* ♦♥, ❡♥*✉✐,❡ ),) ()❛❧✐*)❡* ❞❛♥* ❧❛ (❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ ,(✐❞✐♠❡♥*✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❊♥

♠♦②❡♥♥❡✱ ❧❡* ✐♠❛❣❡* ❞❡ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐(❡ ❝♦((❡*♣♦♥❞❡♥, ; ❞❡* ❝♦✉♣❡* ❞✬✉♥❡ )♣❛✐*✲

*❡✉( ❛❧❧❛♥, ❞❡ ✶✵ ♠♠ ❬✷✾✱✸✶❪ ; ✺✵ ♠♠ ❬✸✸❪✳ ◗✉❛♥, ; ❧❛ ()*♦❧✉,✐♦♥ ; ❞❡✉① ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ❞❡

❧❛ ❝♦✉♣❡✱ ❡❧❧❡ ❡*, ❞)✜♥✐❡ ♣❛( ✈♦①❡❧ ✿ ❝❤❛8✉❡ ✈♦①❡❧ ❡*, ✉♥ ❝❛(() ❞♦♥, ❧❛ ❞✐♠❡♥*✐♦♥ ✈❛(✐❡

❡♥,(❡ ✷✱✺ ① ✷✱✺ ♠♠

2
❬✸✶❪ ❡, ✻ ① ✻ ♠♠

2
❬✸✸❪✳ ▲❛ ✜❣✉(❡ ✻✳✷✶ ♣()*❡♥,❡ ❧❡ ()*✉❧,❛, *✐♠✉❧)



✷✶✵ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

✭❛✮ ❱✉❡ ❡①'()✐❡✉)❡✳ ✭❜✮ ❱✉❡ ✐♥'()✐❡✉)❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✵ ✕ ❘❡♣()*❡♥,❛,✐♦♥ 0 ,(♦✐* ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ❞❡* ✈♦❧✉♠❡* ❞✬❛✐( ❢(❛✐* ✭❡♥ ♠♠

3
✮

❞❡**❡(✈✐* ♣❛( ❝❤❛<✉❡ ❜(♦♥❝❤✐♦❧❡ ,❡(♠✐♥❛❧❡ ❛✉ ❝♦✉(* ❞❡ ❧✬✐♥*♣✐(❛,✐♦♥✳

♣♦✉( ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞✬✉♥❡ )♣❛✐**❡✉( )❣❛❧❡ 0 ✽✪ ❞❡ ❧❛ ❧❛(❣❡✉( ❞✉ ❝✉❜❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✻✳✷✵✳

❉❡* ❝♦✉♣❡* ❞✐✛)(❡♥,❡* ✭❝♦(♦♥❛❧❡✱ *❛❣✐,,❛❧❡✱ ❛①✐❛❧❡✮ ❝♦((❡*♣♦♥❞❡♥, 0 ❞❡* )♣❛✐**❡✉(* ❞❡

❝♦✉♣❡ ❞✐✛)(❡♥,❡* ,♦✉, ❡♥ (❡*,❛♥, ❞❛♥* ❧✬♦(❞(❡ ❞❡ ❣(❛♥❞❡✉( ❞❡* )♣❛✐**❡✉(* ✉,✐❧✐*)❡* ♣♦✉(

❧❡* ✐♠❛❣❡* ♣✉❧♠♦♥❛✐(❡*✳ F♦✉( ❧❛ ()*♦❧✉,✐♦♥ 0 ❞❡✉① ❞✐♠❡♥*✐♦♥*✱ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✻✳✷✶ ❡*, ()*♦❧✉❡

♣♦✉( ✉♥ ✈♦①❡❧ ❞❡ ,❛✐❧❧❡ )❣❛❧❡ 0 ✸✪ ❞❡ ❧❛ ❧❛(❣❡✉( ❞✉ ❝❛(() ❝♦((❡*♣♦♥❞❛♥, 0 ❧❛ ❝♦✉♣❡ 0 ❞❡✉①

❞✐♠❡♥*✐♦♥*✳ ▲0 ❡♥❝♦(❡✱ ❝❡❧❛ (❡*,❡ ❞❛♥* ❧✬♦(❞(❡ ❞❡ ❣(❛♥❞❡✉( ❞❡ ❧❛ ()*♦❧✉,✐♦♥ ❞❡* ♠❡*✉(❡*✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❢❛✉, *♦✉❧✐❣♥❡( <✉❡ ❧❡* ❞✐*,(✐❜✉,✐♦♥* ❞❡ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ♦❜,❡♥✉❡* ♣♦✉( ❞❡ ❧✬❛✐( ❢(❛✐*

*♦♥, ,♦✉, 0 ❢❛✐, ❣)♥)(❛❧✐*❛❜❧❡* 0 ❞✬❛✉,(❡* ❣❛③✱ <✉❡ ❝❡ *♦✐❡♥, ❞❡* ❣❛③ (❛(❡* ♦✉ ❞❡ ❧✬❤)❧✐✉♠ ✸

❤②♣❡(♣♦❧❛(✐*)✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✶ ✕ ❈♦✉♣❡ 0 ❞❡✉① ❞✐♠❡♥*✐♦♥* ❞❡ ❧❛ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ♣✉❧♠♦♥❛✐(❡✳
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❈♦♠♠❡ ❛%%❡♥❞✉✱ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✻✳✷✶ ❢❛✐% ❛♣♣❛-❛5%-❡ ✉♥❡ ❤7%7-♦❣7♥7✐%7 ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ✐♥✲

%-✐♥:;<✉❡ = ❧❛ :%-✉❝%✉-❡ %-❛❝❤7♦❜-♦♥❝❤✐<✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❞❛♥: ❧❡ ❝❛: ❞✬✉♥❡ ❛-❜♦-❡:❝❡♥❝❡

♣✉-❡♠❡♥% :②♠7%-✐<✉❡✱ ❧❛ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❡:% ❤♦♠♦❣;♥❡✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ :%-✉❝%✉-❡ ❛:②♠7%-✐<✉❡✱ ❝❡-✲

%❛✐♥❡: ③♦♥❡: ❞❡: ♣♦✉♠♦♥: :♦♥% ♣❧✉: ❛❧✐♠❡♥%7❡: ❡♥ ❛✐- ❢-❛✐: <✉❡ ❞✬❛✉%-❡:✳ ❖♥ -❡♠❛-<✉❡

7❣❛❧❡♠❡♥% <✉✬✐❧ ❡①✐:%❡ ❞❡: ❝♦--7❧❛%✐♦♥: ❡♥%-❡ ❧❛ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❞❡ ③♦♥❡: ♣-♦❝❤❡: ✿ ❧❛ ♣❛-%✐❡

❝❡♥%-❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✻✳✷✶ :❡♠❜❧❡ ❛✐♥:✐ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥% ♠♦✐♥: ❛❧✐♠❡♥%7❡ ❡♥ ❛✐- ❢-❛✐: <✉❡ ❧❡:

❛✉%-❡: ♣❛-%✐❡:✳ ❈❡: ❝♦--7❧❛%✐♦♥: ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥% I%-❡ ✈✉❡: ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥:7<✉❡♥❝❡

❞❡: ❝♦--7❧❛%✐♦♥: ❞❛♥: ❧❛ :%-✉❝%✉-❡ ❞❡ ❧✬❛-❜♦-❡:❝❡♥❝❡ %-❛❝❤7♦❜-♦♥❝❤✐<✉❡✳ J❛- ❡①❡♠♣❧❡✱ = ❧❛

❣7♥7-❛%✐♦♥ ✷✱ ❝❤❛<✉❡ ❜-♦♥❝❤❡ ✈❛ ❞7%❡-♠✐♥❡- ❧❛ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❞✬✉♥ :♦✉:✲❧♦❜❡ ❞❡: ♣♦✉♠♦♥:

❡% ❛✐♥:✐ ❞❡ :✉✐%❡✳

▲❛ ✜❣✉-❡ ✻✳✷✷✭❜✮ ❝♦--❡:♣♦♥❞ = ❧❛ ♠I♠❡ ✐♠❛❣❡ <✉❡ ❧❛ ✜❣✉-❡ ✻✳✷✶ ♠❛✐: ❡♥ ❝♦✉❧❡✉-✳

❊❧❧❡ ❡:% ❝♦♠♣❛-7❡ = ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❝❤❡③ ❧❡ ❧❛♣✐♥ ♦❜%❡♥✉❡ ♣❛- %♦♠♦❣-❛♣❤✐❡ ♣❛-

-❛❞✐❛%✐♦♥ :②♥❝❤-♦%-♦♥ ❞✉ ①7♥♦♥ ✭✜❣✉-❡ ✻✳✷✷✭❛✮ ❬✸✹❪✮✳

✭❛✮ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥+✐❧❛+✐♦♥ ♦❜+❡♥✉❡

❝❤❡③ ✉♥ ❧❛♣✐♥ ♣❛4 +♦♠♦❣4❛♣❤✐❡ ♣❛4 4❛✲

❞✐❛+✐♦♥ 6②♥❝❤4♦+4♦♥ ❞✉ ①9♥♦♥✳ ❉✉ ❜❧❡✉

❛✉ 4♦✉❣❡✱ ❧❛ ✈❡♥+✐❧❛+✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥+❡ ❬✸✹❪✳

✭❜✮ ❈♦✉♣❡ B ❞❡✉① ❞✐♠❡♥6✐♦♥6 ❞❡ ❧❛ ✈❡♥+✐❧❛+✐♦♥

♣✉❧♠♦♥❛✐4❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✷ ✕ ■♠❛❣❡: ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ♠❡:✉-7❡ ❡% :✐♠✉❧7❡✳

❈❡❧❧❡✲❝✐ ❢❛✐% ❝❧❛✐-❡♠❡♥% ❛♣♣❛-❛5%-❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ :♦✉:✲❛❧✐♠❡♥%7❡ ❞❛♥: ❧❛ ♣❛-%✐❡ ✐♥❢7-✐❡✉-❡

❣❛✉❝❤❡✳ ❈❡%%❡ -7♣❛-%✐%✐♦♥ ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ :✉❣❣;-❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ <✉✬✐❧ ❡①✐:%❡ ❞❡: ❝♦--7❧❛✲

%✐♦♥: ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❡♥%-❡ ❧❡: ❞✐✛7-❡♥%❡: -7❣✐♦♥: ❛❝✐♥❛✐-❡:✱ ❝♦♥:7<✉❡♥❝❡: ❞❡ ❧❛ :%-✉❝%✉-❡

%-❛❝❤7♦❜-♦♥❝❤✐<✉❡ ❛:②♠7%-✐<✉❡ ❞✉ ❧❛♣✐♥✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❛ ❞✐:%-✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❞❡

❧❛ ✜❣✉-❡ ✻✳✷✷✭❛✮ :✉❣❣;-❡ <✉❡ ❧❡: ❜-♦♥❝❤❡: ❞❡ ❧❛ ❣7♥7-❛%✐♦♥ ✶ :7♣❛-❡♥% ❧❡: ♣♦✉♠♦♥: ❡♥

❞❡✉① -7❣✐♦♥: ❝❛-❛❝%7-✐:7❡: ♣❛- ❞❡✉① ❞❡❣-7: ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❞✐✛7-❡♥%:✳ ❉❡ ♠I♠❡✱ ❧❛ ③♦♥❡
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 ✉♣#$✐❡✉$❡  ✉$✲❛❧✐♠❡♥,#❡ ♣❡✉, ❡❧❧❡✲♠-♠❡  ❡ ❞✐✈✐ ❡$ ❡♥ ❞❡✉① ③♦♥❡ ✭❣❛✉❝❤❡✲❞$♦✐,❡✮ ❞❡

✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ❞✐✛#$❡♥,❡✱ ❞: ; ❧❛ ❞✐✛#$❡♥❝❡ ❞❡  ,$✉❝,✉$❡ ❞❡ ❜$♦♥❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ❣#♥#$❛,✐♦♥ ✷✳

❈❡ ❝♦$$#❧❛,✐♦♥  ♣❛,✐❛❧❡ ♦❜ ❡$✈#❡  ✉$ ❧❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ❢♦♥, ❞♦♥❝ ♣❡♥ ❡$

; ✉♥❡ ❞✐ ,$✐❜✉,✐♦♥ ♠✉❧,✐❢$❛❝,❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥✳ ❈✬❡ , ♣♦✉$B✉♦✐✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ❝❤♦✐ ✐

❞✬#,✉❞✐❡$ ❞❛♥ ❧❡ ♣❛$❛❣$❛♣❤❡  ✉✐✈❛♥, ❧✬❤#,#$♦❣#♥#✐,# ❞❡ ❧❛ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ♣❛$ ❛♥❛❧② ❡ ♠✉❧,✐✲

❢$❛❝,❛❧❡✳

❆✈❛♥, ❞❡ ❝♦♥❝❧✉$❡✱ ✐❧ ❡ , ✐♥,#$❡  ❛♥, ❞❡ ❝♦♠♣❛$❡$ ❧❡ ❞❡❣$# ❞✬❤#,#$♦❣#♥#✐,# ❞❡ ✈❡♥✲

,✐❧❛,✐♦♥ ❛✉ ❞❡❣$# ❞✬❤#,#$♦❣#♥#✐,# ❞❡ ❧❛  ,$✉❝,✉$❡ ,$❛❝❤#♦❜$♦♥❝❤✐B✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✷✸✭❛✮

♣$# ❡♥,❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥ ♦❜,❡♥✉❡ ♣♦✉$ ✉♥❡ ❛$❜♦$❡ ❝❡♥❝❡ $#❛❧✐ ,❡ ; ❜$❛♥❝❤❡✲

♠❡♥, ❛ ②♠#,$✐B✉❡ ✳ ▲❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✷✸✭❜✮ ♣$# ❡♥,❡ B✉❛♥, ; ❡❧❧❡ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥

♦❜,❡♥✉❡ ♣♦✉$ ✉♥❡ ❛$❜♦$❡ ❝❡♥❝❡ ; ❜$❛♥❝❤❡♠❡♥,  ②♠#,$✐B✉❡ ✱ ; ❧❛B✉❡❧❧❡ ❞❡ ✢✉❝,✉❛,✐♦♥ 

❛♥,✐✲❝♦$$#❧#❡ ❞❡ $❛♣♣♦$, ❞✬❤♦♠♦,❤#,✐❡✱ ,❡❧❧❡ B✉❡ ❞#❝$✐,❡ ❞❛♥ ❧❡ ♣❛$❛❣$❛♣❤❡ ✷✳✸✳✸

✭σ = 0, 04✮✱ ♦♥, #,# $❛❥♦✉,#❡ ✳ ▲✬❛$❜♦$❡ ❝❡♥❝❡  ②♠#,$✐B✉❡ ❝♦♥ ✐❞#$#❡ ✐❝✐ ❝♦$$❡ ♣♦♥❞ ;

❧✬❡①❛❝,❡  ②♠#,$✐ ❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛$❜♦$❡ ❝❡♥❝❡ ❛ ②♠#,$✐B✉❡ ✭♣❛$❛❣$❛♣❤❡ ✺✳✶✮✳

✭❛✮ ❆$❜♦$❡(❝❡♥❝❡ ❛(②♠-.$✐0✉❡ $-❛❧✐(.❡✳ ✭❜✮ ❆$❜♦$❡(❝❡♥❝❡ (②♠-.$✐0✉❡ $-❛❧✐(.❡ ✿ ❛❥♦✉. ❞❡

✢✉❝.✉❛.✐♦♥( ❛♥.✐✲❝♦$$-❧-❡( ❞❡( $❛♣♣♦$.( ❞✬❤♦♠♦✲

.❤-.✐❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✸ ✕ ❘O❧❡ ❞❡ ❧✬❤#,#$♦❣#♥#✐,# ❞❡ ❧❛  ,$✉❝,✉$❡ ,$❛❝❤#♦❜$♦♥❝❤✐B✉❡  ✉$ ❧❡ ✐♠❛❣❡ 

❞❡ ✈❡♥,✐❧❛,✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉$❡ ✻✳✷✸ ♠♦♥,$❡ ❝❧❛✐$❡♠❡♥, B✉❡ ♣❧✉ ❧❡ ❞❡❣$# ❞✬❛ ②♠#,$✐❡ ✭❡, ❞♦♥❝ ❞✬❤#,#$♦✲

❣#♥#✐,# ❞❡ ❧❛  ,$✉❝,✉$❡ ,$❛❝❤#♦❜$♦♥❝❤✐B✉❡✮ ❡ , #❧❡✈#✱ ♣❧✉ ❧✬❤#,#$♦❣#♥#✐,# ❞❡ ✐♠❛❣❡ 
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 !✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②,❡
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µ(Bx(ǫ)) ∼ ǫD ✭✻✳✶✮
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❉❛♥% ❝❡ ❝❛%✱ ♦♥ ❞♦✐' ❞+✜♥✐( ✉♥ ❝♦♠♣♦('❡♠❡♥' ❞✬+❝❤❡❧❧❡ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉( ❧❛ ♠❡%✉(❡ µ ❞+✜♥✐

♣❛( ✿

µ(Bx(ǫ)) ∼ ǫα(x) ✭✻✳✷✮
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❖♥ ♣❡✉' ❞✐%'✐♥❣✉❡( ✐❝✐ ❞❡✉① '②♣❡% ❞❡ ♠❡%✉(❡✳ ❉✬✉♥❡ ♣❛('✱ ❧❡% ♠❡%✉(❡% ❢(❛❝'❛❧❡%✱ ❞✐'❡%

❤♦♠♦❣1♥❡$✱ %♦♥' ✐♥✈❛(✐❛♥'❡% %✉✐'❡ Q ❞❡% ❛❝'✐♦♥% ✐'+(❛'✐✈❡% ❞❡ %✐♠✐❧✐'✉❞❡%✳ ❊❧❧❡% ♦♥' ✉♥
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❢(❛❝'❛❧❡✳ ❉❛♥% ❝❡ ❝❛%✱ f(α) ❡%' ❧❛ ❞✐♠❡♥%✐♦♥ ❞❡ ❍❛✉%❞♦(✛✲❇❡%✐❝♦✈✐'❝❤ ❞❡ ❧✬❡♥%❡♠❜❧❡ ❞❡%
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%✉✐'❡ Q ❞❡% ❛❝'✐♦♥% ✐'+(❛'✐✈❡% ❞❡ %✐♠✐❧✐'✉❞❡%✳ ❉❛♥% ❝❡ ❝❛%✱ ❧❛ ♠❡%✉(❡ ♣(+%❡♥'❡ ❞❡% %✐♥❣✉✲

❧❛(✐'+% ❞❡ ❞✐✛+(❡♥'❡% ✓ ❢♦(❝❡% ✔ %❡❧♦♥ ❧❡ ♣♦✐♥' x ❝♦♥%✐❞+(+✳ ▲❡ %♣❡❝'(❡ ❞❡ %✐♥❣✉❧❛(✐'+ f(α)

%❡(❛ ❛❧♦(% +'❛❧+ %✉( ❧✬✐♥'❡(✈❛❧❧❡ [αmin, αmax]✳



✷✶✺ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

❚❡❝❤♥✐&✉❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②-❡

❉❛♥# ♥♦%&❡ ❝❛#✱ ♥♦✉# ❞❡✈♦♥# ❛♥❛❧②#❡& ❞❡# ✐♠❛❣❡# 2 ❞❡✉① ❞✐♠❡♥#✐♦♥# %❡❧❧❡# 4✉❡ ❝❡❧❧❡

❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✻✳✷✶✳ ▲❛ ♠❡#✉&❡ µ 2 ❝♦♥#✐❞;&❡& ❡#% ❞;✜♥✐❡ ❡♥ ❝❤❛4✉❡ ✈♦①❡❧ i✱ ❝❛&&; ❝❡♥%&; ❡♥

(x, y) ❞❡ %❛✐❧❧❡ ǫ✱ ♣❛& ✿

µ(Bi(ǫ)) =
Vi(ǫ)

Vtotal

✭✻✳✹✮

Vi(ǫ) ;%❛♥% ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬❛✐& ❢&❛✐# &❡D✉ ♣❛& ❧❡ ✈♦①❡❧ i✱ Bi(ǫ) ❞❡ %❛✐❧❧❡ ǫ✱ ❡% Vtotal ❧❡ ✈♦❧✉♠❡

❞✬❛✐& ❢&❛✐# ✭♦✉ ❞❡ ❣❛③✮ &❡D✉ ♣❛& %♦✉# ❧❡# ✈♦①❡❧#✱ ❛✉ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ N(ǫ)✳ ❖♥ ✈;&✐✜❡ ❛✐♥#✐ 4✉❡
∑N

i=0 µi = 1✳ ❙♦✉❧✐❣♥♦♥# 4✉❡ ❧❛ ♠❡#✉&❡ µ ♥✬;%❛♥% ♣❛# ❤♦♠♦❣I♥❡✱ ❧✬❛♥❛❧②#❡ ♠✉❧%✐❢&❛❝%❛❧❡

❡#% ❜✐❡♥ ❛❞❛♣%;❡✳

❉;%❛✐❧❧♦♥# ❧❛ %❡❝❤♥✐4✉❡ ❞✬❛♥❛❧②#❡✳ J♦✉& %♦✉% &;❡❧ q✱ ♦♥ ❝♦♥#✐❞I&❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ♣❛&✲

%✐%✐♦♥ ❞;✜♥✐❡ ♣❛& ✿

Z(q, ǫ) =

N(ǫ)
∑

i=1

µq
i (ǫ) ✭✻✳✺✮

♦M µi = µ(Bi(ǫ))✳ ǫ &❡♣&;#❡♥%❡ ❧✬;❝❤❡❧❧❡ ❞✬❛♥❛❧②#❡✳ ❉❛♥# ♥♦%&❡ ❝❛#✱ ǫmin = ǫn #❡&❛ ❧❡ ❝N%;

❞❡ ❝❤❛4✉❡ ✈♦①❡❧ ❡% ǫmax = ǫ0 ❧❡ ❝N%; ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❧I%❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉&❡ ✻✳✷✶ ✭✜❣✉&❡ ✻✳✷✹✮✳

N(ǫ) &❡♣&;#❡♥%❡ ❧❡ ♥♦♠❜&❡ ❞❡ ❝❛&&;# ❞❡ ❝N%; ǫ ♥;❝❡##❛✐&❡ ♣♦✉& ❝♦✉✈&✐& ❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♠♣❧I%❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✹ ✕ ▲❡# ❞✐✛;&❡♥%❡# ;❝❤❡❧❧❡# ❞✬❛♥❛❧②#❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ 2 ❞❡✉① ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳

❖♥ ❞;✜♥✐% ❡♥#✉✐%❡ ❧✬❡①♣♦#❛♥% τ(q) ❝♦♠♠❡ ;%❛♥% ❧✬❡①♣♦#❛♥% ❞❡ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ♣✉✐##❛♥❝❡

❞;❝&✐✈❛♥% ❧❡ ❝♦♠♣♦&%❡♠❡♥% ❞❡ Z(q, ǫ) 4✉❛♥❞ ǫ %❡♥❞ ✈❡&# 0+ ✿

Z(q, ǫ) ∼ ǫτ(q) ✭✻✳✻✮



✷✶✻ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥1

❊!!❛②♦♥! ♠❛✐♥(❡♥❛♥( ❞❡ +❡❧✐❡+ ❧❡ !♣❡❝(+❡ τ(q) ❛✉ !♣❡❝(+❡ ❞❡ !✐♥❣✉❧❛+✐(1 f(α)✳ ▲❡ ♥♦♠❜+❡

❞❡ ❝❛++1! ❞❡ ❝5(1 ǫ ♥1❝❡!!❛✐+❡ ♣♦✉+ +❡❝♦✉✈+✐+ ❧❡ !♦✉!✲❡♥!❡♠❜❧❡ Sα ❞❡ ❞✐♠❡♥!✐♦♥ ❢+❛❝(❛❧❡

f(α) ❡( ❞✬❡①♣♦!❛♥( ❞❡ !✐♥❣✉❧❛+✐(1 α ❝♦♠♣+✐! ❡♥(+❡ α ❡( α + dα ❡!( ❞♦♥♥1 ♣❛+ ✿

Nα(ǫ) = ρ(α)ǫ−f(α)dα ✭✻✳✼✮

ρ(α)dα +❡♣+1!❡♥(❡ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ !♦✉!✲❡♥!❡♠❜❧❡! ❝♦♠♣+✐! ❡♥(+❡ Sα ❡( Sα+dα ❡( ❧❛ ❞1♣❡♥✲

❞❛♥❝❡ ❡♥ ǫ ❡!( ❞1❞✉✐(❡ ❞❡ ❧❛ +❡❧❛(✐♦♥ ✻✳✸✳

❖♥ ♦❜(✐❡♥( ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❛✉(+❡ ❡①♣+❡!!✐♦♥ ❞❡ Z(q, ǫ) B✉❛♥❞ ǫ (❡♥❞ ✈❡+! 0+ ✿

Z(q, ǫ) ∼
∫

α

Nα(ǫ)µ
q
α(ǫ) ✭✻✳✽✮

❉✬❛♣+E! ❧❛ +❡❧❛(✐♦♥ ✻✳✷✱ ♦♥ ♦❜(✐❡♥( ❛❧♦+! ✿

Z(q, ǫ) ∼
∫

α

ρ(α)ǫqα−f(α)dα ∼ ǫminα(qα−f(α))
✭✻✳✾✮

❉✬❛♣+E! ❧❡! +❡❧❛(✐♦♥! ✻✳✻ ❡( ✻✳✾✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ B✉❛♥❞ ǫ (❡♥❞ ✈❡+! 0+✱ τ(q) = minα (qα− f(α))✳

▲❡ !♣❡❝(+❡ τ(q) ❡!( ♦❜(❡♥✉ ♣❛+ (+❛♥!❢♦+♠❛(✐♦♥ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞+❡ ❞✉ !♣❡❝(+❡ ❞❡ !✐♥❣✉❧❛+✐(1 f(α)✳

I❛+ ❧❛ (+❛♥!❢♦+♠❛(✐♦♥ ✐♥✈❡+!❡✱ ♦♥ ♦❜(✐❡♥( ❞♦♥❝ ✿

f(α) = minq (qα− τ(q)) ✭✻✳✶✵✮

▲❡ ❞❡+♥✐❡+ 1❝✉❡✐❧ +1!✐❞❡ ❞❛♥! ❧❡ ❢❛✐( B✉❡ ♥♦✉! ♥❡ ♣♦✉✈♦♥! ♣❛! ♣+❡♥❞+❡ ǫ ❛✉!!✐ ♣❡(✐( B✉❡

❧✬♦♥ ✈❡✉( ❞❛♥! ♥♦! ✐♠❛❣❡! ❞❡ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥ L ❞❡✉① ❞✐♠❡♥!✐♦♥! ✭✜❣✉+❡ ✻✳✷✹✮✳ ▲❡! (+❛✈❛✉①

❞❡ ●+❡❜❡♥❦♦✈ ❡( ❛❧✳ ♣❡+♠❡((❡♥( ❞❡ ❧❡ ❝♦♥(♦✉+♥❡+ ❬✸✽✱ ✸✾❪✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♦♥ ♣❡✉( +❡❧✐❡+ τ(q, ǫ)

L τ(q)✱ ✈❛❧❡✉+ ❞❡ τ(q, ǫ) B✉❛♥❞ ǫ (❡♥❞ ✈❡+! 0+✱ ✈✐❛ ❧✬1B✉❛(✐♦♥ !✉✐✈❛♥(❡ ✿

τ(q, ǫ) = τ(q) +
τlog(q)

ln ǫ
✭✻✳✶✶✮

τlog(q) 1(❛♥( ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥( ♥❡ ❞1♣❡♥❞❛♥( B✉❡ ❞❡ q✳

❆✜♥ ❞✬❛✈♦✐+ ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉+❡ ♣+1❝✐!✐♦♥ ❞❛♥! ❧✬❛♥❛❧②!❡ ♠✉❧(✐❢+❛❝(❛❧❡✱ ♥♦✉! ❛✈♦♥! ❞✐♠✐♥✉1

❞❛♥! ❧❡! 1(✉❞❡! !✉✐✈❛♥(❡! ❧❛ (❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡! ✈♦①❡❧! ǫmin ✿ ♦♥ ❛ ♣+✐! ǫmin 1❣❛❧ L ❡♥✈✐+♦♥

✶✪ ❞❡ ❧❛ ❧❛+❣❡✉+ ❞✉ ❝❛++1 ❝♦++❡!♣♦♥❞❛♥( L ❧❛ ❝♦✉♣❡ L ❞❡✉① ❞✐♠❡♥!✐♦♥!✳ ❈❡❧❛ ❝♦++❡!♣♦♥❞

L ✉♥ ❞1❝♦✉♣❛❣❡ ❞❡ ✶✷✽ ① ✶✷✽ ✈♦①❡❧!✳ ❊❣❛❧❡♠❡♥(✱ ♥♦✉! ❛✈♦♥! ❝❤♦✐!✐ ❞✬❛♥❛❧②!❡+ ♣♦✉+

❝♦♠♠❡♥❝❡+ ❞❡! ♣+♦❥❡❝(✐♦♥! L ❞❡✉① ❞✐♠❡♥!✐♦♥! ❞❡ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥ ❡( ♥♦♥ ❞❡! ❝♦✉♣❡!✳



✷✶✼ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

❆!❜♦!❡%❝❡♥❝❡ %②♠*+!✐-✉❡

◆♦✉# ♥♦✉# #♦♠♠❡# ✐♥()*❡##)# (♦✉( ❞✬❛❜♦*❞ ❛✉ ❝❛# ❞✬✉♥❡ ❛*❜♦*❡#❝❡♥❝❡ #②♠)(*✐1✉❡

❛②❛♥( ✉♥❡ ❛#②♠)(*✐❡ ❞❡ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ♣♦✉* ❝❤❛1✉❡ ❜*♦♥❝❤✐♦❧❡ (❡*♠✐♥❛❧❡✱ ❧❡ ❞)❜✐(

❞✬❛✐* (❡*♠✐♥❛❧ ♥✬❡#( ♣❧✉# #✉♣♣♦#) ❝♦♥#(❛♥( ♠❛✐# )❣❛❧ ❛❧)❛(♦✐*❡♠❡♥( ; Φter,min ♦✉ Φter,max

❞)✜♥✐# #❡❧♦♥ ❧❡# *❡❧❛(✐♦♥# ✿

Φter,min = 2kΦter

Φter,max = 2(1− k)Φter

✭✻✳✶✷✮

k )(❛♥( ✉♥❡ ❝♦♥#(❛♥(❡ ❝♦♠♣*✐#❡ ❡♥(*❡ ✵ ❡( ✵✱✺ ❡( Φter ❧❡ ❞)❜✐( ❞✬❛✐* ♠♦②❡♥ ❞❛♥# ❧✬❛*❜♦✲

*❡#❝❡♥❝❡ #❛♥# ❛#②♠)(*✐❡ ❞❡ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥ ✭(♦✉# ❧❡# ❞)❜✐(# ❞✬❛✐* (❡*♠✐♥❛✉① #♦♥( ✐❞❡♥(✐1✉❡#✮✳

G♦✉* k = 0, 5✱ ♦♥ *❡(*♦✉✈❡ Φter,min = Φter,max = Φter✱ #♦✐( ❧❡ ❝❛# #❛♥# ❛#②♠)(*✐❡ ❞❡

✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥✳ G♦✉* (♦✉(❡# ❧❡# ❛✉(*❡# ✈❛❧❡✉*# ❞❡ k✱ ✐❧ ❡①✐#(❡ ✉♥❡ ❛#②♠)(*✐❡ ❞❡ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥✳

❯♥ (❡❧ ❢♦*♠❛❧✐#♠❡ ♣❡*♠❡( ❞❡ ❝♦♥#❡*✈❡* ✉♥❡ *❡♣*)#❡♥(❛(✐♦♥ (*✐❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧❧❡ #②♠)(*✐1✉❡

✭✜❣✉*❡ ✻✳✶✽✮ (♦✉( ❡♥ ❛②❛♥( ✉♥❡ ✈❛*✐❛❜✐❧✐() ❞❡# ✈♦❧✉♠❡# ❞✬❛✐* ❢*❛✐# ❞❡##❡*✈✐# ❞❛♥# ❧❡# ❛❝✐♥✐✳

■❧ ♣❡*♠❡( ❛✐♥#✐ ❞❡ ❞)❝♦✉♣❧❡* ❧✬❤)()*♦❣)♥)✐() ❞❡ ❧❛ #(*✉❝(✉*❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉*❡ ✻✳✷✺ ♣*)#❡♥(❡ ❧❡# ♣*♦❥❡❝(✐♦♥# ❞❡ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥ ♣♦✉* ✉♥❡ ❛*❜♦*❡#❝❡♥❝❡ #②♠)✲

(*✐1✉❡ ❛②❛♥( ✉♥❡ ❛#②♠)(*✐❡ ❞❡ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥ ❝❛*❛❝()*✐#)❡ ♣❛* ❧❛ ❝♦♥#(❛♥(❡ k✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ #✬②

❛((❡♥❞❛✐(✱ ♣❧✉# k ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♣❧✉# ❧❛ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥ ❡#( ❛#②♠)(*✐1✉❡ ❡( ♣❧✉# ❧✬❤)()*♦❣)♥)✐() ❞❡

✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥ ❡#( ✐♠♣♦*(❛♥(❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✺ ✕ G*♦❥❡❝(✐♦♥ ; ❞❡✉① ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❞❡ ❧❛ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛*❜♦*❡#❝❡♥❝❡ #②♠)✲

(*✐1✉❡ ❛②❛♥( ✉♥❡ ❛#②♠)(*✐❡ ❞❡ ✈❡♥(✐❧❛(✐♦♥ ❝❛*❛❝()*✐#)❡ ♣❛* ❧❛ ❝♦♥#(❛♥(❡ k ✭)1✉❛(✐♦♥ ✻✳✶✷✮✳



✷✶✽ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

▲❡" "♣❡❝%&❡" ❞❡ "✐♥❣✉❧❛&✐%. f(α) ♣♦✉& ❞✐✛.&❡♥%❡" ✈❛❧❡✉&" ❞❡ k "♦♥% &❡♣&."❡♥%." "✉& ❧❛

✜❣✉&❡ ✻✳✷✻✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✻ ✕ ❙♣❡❝%&❡" ❞❡ "✐♥❣✉❧❛&✐%. f(α) ♣♦✉& ❞❡" ❛&❜♦&❡"❝❡♥❝❡" "②♠.%&✐;✉❡" ❛②❛♥%
✉♥❡ ❛"②♠.%&✐❡ ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❝❛&❛❝%.&✐".❡ ♣❛& ❧❛ ❝♦♥"%❛♥%❡ k✳

<♦✉& k = 0, 5✱ ❧❛ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❡"% ❤♦♠♦❣?♥❡ ✿ ❧❛ ♠❡"✉&❡ µ ❡"% ❞♦♥❝ ❤♦♠♦❣?♥❡ ❡% ❞❡✈✐❡♥%

✉♥❡ ♠❡"✉&❡ ❢&❛❝%❛❧❡✳

Z(q, ǫ) =

N(ǫ)
∑

i=1

µq
i (ǫ) ∼ N(ǫ) ✭✻✳✶✸✮

❖'✱ ❞✬❛♣'-. ❧❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✷✹✱ .✐ ♦♥ ♣'❡♥❞ ǫ0 = 1✱ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❝❛''<. ❞❡ ❝=>< ǫ ♥<❝❡..❛✐'❡

♣♦✉' ♣❛✈❡' ❧✬✐♠❛❣❡ ❡.> N(ǫ) = ǫ−2✳ ❉✬❛♣'-. ❧❛ '❡❧❛>✐♦♥ ✻✳✸✱ ❧❛ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ f(α) ❛>>❡♥❞✉❡

❡.> ✉♥✐A✉❡ ❡> <❣❛❧❡ B ✷✳ ❉✬❛✉>'❡ ♣❛'>✱ ♦♥ ♣❡✉> ♠♦♥>'❡' A✉❡ ♣♦✉' ✉♥❡ ♠❡.✉'❡ ❢'❛❝>❛❧❡✱ ♦♥

❛ f(α) = α ❡> ❞♦♥❝ α = 2 ❬✸✻❪✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✷✻ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛. ✉♥ ✉♥✐A✉❡ ♣♦✐♥> (2, f(2))

♣♦✉' ❧❡ .♣❡❝>'❡ ❞❡ .✐♥❣✉❧❛'✐>< ❞❡ k = 0, 5✳ ❈❡❝✐ .✬❡①♣❧✐A✉❡ ♣❛' ❧❡ ❢❛✐> A✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜'❡

❞❡ ✈❛❧❡✉'. ♣'✐.❡. ♣❛' q ❡.> ✜♥✐ ✭<A✉❛>✐♦♥ ✻✳✺✮✳ J♦✉' >♦✉>❡. ❧❡. ❛✉>'❡. ✈❛❧❡✉'. ❞❡ k✱ ❧❛

♠❡.✉'❡ µ ❡.> ♠✉❧>✐❢'❛❝>❛❧❡ ❡> ❧❡ .♣❡❝>'❡ ❞❡ .✐♥❣✉❧❛'✐>< f(α) ❡.> ❞♦♥❝ <>❡♥❞✉✳ ❖♥ ♣❡✉>

<❣❛❧❡♠❡♥> ♠♦♥>'❡' A✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ f(α) ❡.> <❣❛❧❡ B ❧❛ ❞✐♠❡♥.✐♦♥ ❢'❛❝>❛❧❡ ❞✉

.✉♣♣♦'> ❞❡ ❧❛ ♠❡.✉'❡ µ✱ .♦✐> ✷ ❞❛♥. ♥♦>'❡ ❝❛. ❬✸✺❪✳

❉✬❛✉>'❡ ♣❛'>✱ ♦♥ '❡♠❛'A✉❡ A✉❡ ♣❧✉. k ❞✐♠✐♥✉❡✱ ♣❧✉. ❧✬❤<><'♦❣<♥<✐>< ❞❡ ✈❡♥>✐❧❛>✐♦♥

❛✉❣♠❡♥>❡ ❡> ♣❧✉. ❧❡ .♣❡❝>'❡ ❞❡ .✐♥❣✉❧❛'✐>< ❡.> <>❛❧<✳ ■❧ .❡♠❜❧❡'❛✐> ❞♦♥❝ A✉❡ ❧✬❤<><'♦❣<♥<✐><

❞❡ ✈❡♥>✐❧❛>✐♦♥ ♣✉✐..❡ M>'❡ ❞✐'❡❝>❡♠❡♥> '❡❧✐<❡ B ❧❛ ❝♦✉'❜✉'❡ ❞✉ .♣❡❝>'❡ ❞❡ .✐♥❣✉❧❛'✐><✳ ■❧

❢❛✉> ♥<❛♥♠♦✐♥. ♥✉❛♥❝❡' ❝❡. ♣'♦♣♦. ♣♦✉' ❧❡ ❞❡'♥✐❡' ❝❛. ✭k = 0✮ A✉✐ ♣'<.❡♥>❡ ✉♥ .♣❡❝>'❡



✷✶✾ ❈❤❛♣✐()❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛(✐♦♥2

❞❡ "✐♥❣✉❧❛)✐*+ ,✉❛"✐♠❡♥* ✐❞❡♥*✐,✉❡ . ❝❡❧✉✐ ❞❡ k = 0, 1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥*✱ ♦♥ ♣❡✉* ❡""❛②❡) ❞❡

,✉❛♥*✐✜❡) ❧✬❤+*+)♦❣+♥+✐*+ ❞❡ ✈❡♥*✐❧❛*✐♦♥ ♣❛) ❧❛ ❝♦✉)❜✉)❡ ❞✉ "♣❡❝*)❡ ❞❡ "✐♥❣✉❧❛)✐*+✳ ▲❛

❝♦✉)❜✉)❡✱ ♥♦*+❡ A✱ ❡"* ❝❛❧❝✉❧+❡ ♣❛) ❛❥✉"*❡♠❡♥* ❞✬✉♥❡ ❝♦✉)❜❡ *❤+♦)✐,✉❡ "✉) ❧❡" ❝♦✉)❜❡"

❞❡ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✻✳✷✻✳ ▲❛ ❝♦✉)❜❡ *❤+♦)✐,✉❡ ❛ ♣♦✉) ❡①♣)❡""✐♦♥ ✿

f(α) = A(α− 2)2 +B(α− 2) + C ✭✻✳✶✹✮

❛✈❡❝ A✱ B ❡* C ❞❡" ❝♦♥"*❛♥*❡" ❞+*❡)♠✐♥+❡" ♣❛) ❧❛ ♠+*❤♦❞❡ ❞❡" ♠♦✐♥❞)❡" ❝❛))+"✳ ▲✬+*✉❞❡

♥✉♠+)✐,✉❡ ♠♦♥*)❡ ,✉❡ C ≈ 2 ❡* B ≈ 0✱ "❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦✉)❜✉)❡ A ✈❛)✐❡ ♥♦*❛❜❧❡♠❡♥*✳

▲❛ ✜❣✉)❡ ✻✳✷✼ ♣)+"❡♥*❡ ❧✬+✈♦❧✉*✐♦♥ ❞❡ A ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥"*❛♥*❡ k✱ ❝❛)❛❝*+)✐"❛♥* ❧✬❛"②♠+*)✐❡

❞❡ ✈❡♥*✐❧❛*✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦✉)❜✉)❡ A ❡"* *)F" "❡♥"✐❜❧❡ . ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ k ♣♦✉) ❞❡" k )❡❧❛*✐✈❡♠❡♥*

+❧❡✈+"✱ ❝❡ ,✉✐ ❝♦))❡"♣♦♥❞ . ✉♥❡ ✈❡♥*✐❧❛*✐♦♥ ❤♦♠♦❣F♥❡✳ ❈❡❧❛ "✐❣♥✐✜❡ ,✉❡ ❧✬❛♥❛❧②"❡ ♠✉❧*✐✲

❢)❛❝*❛❧❡ ♣❡)♠❡* ❞❡ ❞✐"*✐♥❣✉❡) ✜♥❡♠❡♥* ❞✐✛+)❡♥*" ♥✐✈❡❛✉① ❞✬❤+*+)♦❣+♥+✐*+ ❞❡ ✈❡♥*✐❧❛*✐♦♥

♣♦✉)✈✉ ,✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ )❡"*❡ ❛""❡③ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ )❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧♦)",✉❡ ❧✬❤+*+)♦❣+♥+✐*+ ❞❡ ✈❡♥*✐❧❛*✐♦♥

❞❡✈✐❡♥* ✐♠♣♦)*❛♥*❡✱ ❧❛ ❝♦✉)❜✉)❡ A ❡"* ♠♦✐♥" "❡♥"✐❜❧❡ . ❧❛ ✈❛❧❡✉) ❞❡ k✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✼ ✕ ❈♦✉)❜✉)❡ A ❞❡" "♣❡❝*)❡" ❞❡ "✐♥❣✉❧❛)✐*+ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉)❡ ✻✳✷✻ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡

❧❛ ❝♦♥"*❛♥*❡ k ❝❛)❛❝*+)✐"❛♥* ❧✬❛"②♠+*)✐❡ ❞❡ ✈❡♥*✐❧❛*✐♦♥✳

❆!❜♦!❡%❝❡♥❝❡ ❛%②♠+,!✐.✉❡

❯♥❡ ❛♥❛❧②"❡ "✐♠✐❧❛✐)❡ ♣❡✉* N*)❡ )+❛❧✐"+❡ ♣♦✉) ✉♥❡ ❛)❜♦)❡"❝❡♥❝❡ ❛"②♠+*)✐,✉❡✳ ❈❡**❡

❢♦✐"✱ *♦✉" ❧❡" ❞+❜✐*" *❡)♠✐♥❛✉① "♦♥* "✉♣♣♦"+" ✐❞❡♥*✐,✉❡"✳ O❛) ❝♦♥*)❡✱ ❧❡" ❛)❜♦)❡"❝❡♥❝❡"

♣♦✉))♦♥* ❛✈♦✐) ❞✐✛+)❡♥*" ❞❡❣)+" ❞✬❛"②♠+*)✐❡ ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥* ✭♣❛)❛❣)❛♣❤❡ ✺✳✷✳✸✮✳ ❆ ❧❛

❢♦✐" ❧✬♦)❣❛♥✐"❛*✐♦♥ *)✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ "*)✉❝*✉)❡ *)❛❝❤+♦❜)♦♥❝❤✐,✉❡ ✭✜❣✉)❡ ✻✳✶✾✮ ❡*



✷✷✵ ❈❤❛♣✐'(❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥1

❧❛ ❞✐$%&✐❜✉%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ✐♥%&✐♥$-.✉❡ / ❧❛ $%&✉❝%✉&❡ ✈♦♥% 1%&❡ / ❧✬♦&✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡

❤5%5&♦❣5♥5✐%5 ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥✳

▲❛ ✜❣✉&❡ ✻✳✷✽✭❛✮ ♣&5$❡♥%❡ ❧❡$ $♣❡❝%&❡$ ❞❡ $✐♥❣✉❧❛&✐%5 ♦❜%❡♥✉$ ♣♦✉& ❞✐✛5&❡♥%$ ❞❡❣&5$

❞✬❛$②♠5%&✐❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥%✳ ❈♦♠♠❡ ♣&5❝5❞❡♠♠❡♥%✱ %♦✉$ ❧❡$ $♣❡❝%&❡$ ♦♥% ✉♥ ♠❛①✐♠✉♠

❞❡ ✷ ♣♦✉& f(α)✳ ▲❡ $♣❡❝%&❡ ♦❜%❡♥✉ ♣♦✉& ✉♥ ❞❡❣&5 ❞✬❛$②♠5%&✐❡ ❞❡ ✵✪ ❝♦&&❡$♣♦♥❞ / ✉♥❡

✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ❤♦♠♦❣-♥❡ ✿ ✐❧ ❞❡✈&❛✐% ❞♦♥❝ $❡ &5❞✉✐&❡ / ✉♥ $❡✉❧ ♣♦✐♥%✱ ❧❡ ♣♦✐♥% (2, f(2))✱ $✐

%♦✉%❡$ ❧❡$ ✈❛❧❡✉&$ ❞❡ q 5%❛✐❡♥% ❡①♣❧♦&5❡$ ❡♥%&❡ −∞ ❡% +∞✳

❊❣❛❧❡♠❡♥%✱ ♣❧✉$ ❧✬❛$②♠5%&✐❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥% ❛✉❣♠❡♥%❡✱ ♣❧✉$ ❧✬❤5%5&♦❣5♥5✐%5 ❞❡ ✈❡♥✲

%✐❧❛%✐♦♥ ❛✉❣♠❡♥%❡ ❡% ♣❧✉$ ❧❡ $♣❡❝%&❡ ❞❡ $✐♥❣✉❧❛&✐%5 ❡$% 5%❛❧5✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉& ❧❡ ❝❛$ ❞❡

❧✬❛&❜♦&❡$❝❡♥❝❡ $②♠5%&✐.✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉% ❞♦♥❝ ❡$$❛②❡& ❞❡ &❡❧✐❡& ❧✬❛$②♠5%&✐❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥%✱

$♦✐% ❧✬❤5%5&♦❣5♥5✐%5 ❞❡ ❧❛ $%&✉❝%✉&❡ %&❛❝❤5♦❜&♦♥❝❤✐.✉❡✱ / ❧✬❤5%5&♦❣5♥5✐%5 ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥

✈✐❛ ❧❛ ❝♦✉&❜✉&❡ ❞❡$ $♣❡❝%&❡$ ❞❡ $✐♥❣✉❧❛&✐%5✳

✭❛✮ ❙♣❡❝'(❡) ❞❡ )✐♥❣✉❧❛(✐'0 f(α) ♣♦✉( ❞✐✛0(❡♥'❡) ❛(❜♦✲

(❡)❝❡♥❝❡) ❛)②♠0'(✐7✉❡) ✿ ❧❡ ❞❡❣(0 ❞✬❛)②♠0'(✐❡ ❞❡ ❜(❛♥✲

❝❤❡♠❡♥' ❡)' ✐♥❞✐7✉0 ❡♥ ♣♦✉(❝❡♥'❛❣❡ ❡♥ ❤❛✉' ; ❣❛✉❝❤❡✳

✭❜✮ ❈♦✉(❜✉(❡ A ❞❡) )♣❡❝'(❡) ❞❡ )✐♥❣✉❧❛(✐'0 ❡♥

❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉ ❞❡❣(0 ❞✬❛)②♠0'(✐❡ ❞❡ ❜(❛♥❝❤❡♠❡♥'

❞❡ ❧❛ )'(✉❝'✉(❡ ❛)②♠0'(✐7✉❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✷✽ ✕ ❆♥❛❧②$❡ ♠✉❧%✐❢&❛❝%❛❧❡ ❞❡$ ❛&❜♦&❡$❝❡♥❝❡$ ❛$②♠5%&✐.✉❡$✳

▲❛ ✜❣✉&❡ ✻✳✷✽✭❜✮ ♣&5$❡♥%❡ ❛✐♥$✐ ❧❛ ❝♦✉&❜✉&❡ A ❞❡$ $♣❡❝%&❡$ ❞❡ $✐♥❣✉❧❛&✐%5 ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥

❞❡ ❧✬❛$②♠5%&✐❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥%✳ M♦✉& ✉♥❡ ❛$②♠5%&✐❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥% ✐♥❢5&✐❡✉&❡ / ✷✵✪✱

❧❛ ❝♦✉&❜✉&❡ A ❡$% %&-$ $❡♥$✐❜❧❡ / ❧✬❛$②♠5%&✐❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥%✳ ❊♥ ❡✛❡%✱ ❧❡$ ✐♠❛❣❡$ ❞❡

✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ ♣&5$❡♥%❡♥% ✉♥❡ ♠❡$✉&❡ µ ❛②❛♥% ❞❡$ $✐♥❣✉❧❛&✐%5$ %&-$ ❞✐✛5&❡♥%❡$ ❡♥%&❡ ✉♥❡

❛$②♠5%&✐❡ ❞❡ ✵✪ ❡% ✷✵✪✳ ❊♥ &❡✈❛♥❝❤❡✱ ❛✉✲❞❡❧/ ❞✬✉♥❡ ❛$②♠5%&✐❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥% ❞❡ ✷✵✪✱

❧❛ ❝♦✉&❜✉&❡ A ❡$% ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠♦✐♥$ $❡♥$✐❜❧❡ / ❝❡%%❡ ❛$②♠5%&✐❡✳ ❉❛♥$ ❝❡ ❝❛$✱ ❧❡$ ✐♠❛❣❡$

❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥ $♦♥% %&-$ ❤5%5&♦❣-♥❡$ ❡% ❧✬❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤5%5&♦❣5♥5✐%5 ❞❡ ❧❛ $%&✉❝%✉&❡

❜&❛♥❝❤5❡ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛$ ❝♦♥$✐❞5&❛❜❧❡♠❡♥% ❧✬❤5%5&♦❣5♥5✐%5 ❞❡ ✈❡♥%✐❧❛%✐♦♥✳ ❈❡ &5$✉❧%❛%



✷✷✶ ❈❤❛♣✐'(❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛'✐♦♥1

❡!" ❡♥ ❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❝❡❧✉✐ ♦❜"❡♥✉ ♣♦✉' ❧❡ ❝❛! !②♠1"'✐2✉❡ ✿ ♣♦✉' k ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡! ✐♠❛❣❡! ❞❡

✈❡♥"✐❧❛"✐♦♥ ❤1"1'♦❣8♥❡ ❞♦♥♥❡♥" ❞❡! !♣❡❝"'❡! ❞❡ !✐♥❣✉❧❛'✐"1 '❡❧❛"✐✈❡♠❡♥" !✐♠✐❧❛✐'❡!✳

❖♥ ♣❡✉" ♥1❛♥♠♦✐♥! ❡!!❛②❡' ❞❡ ❝♦♠♣❛'❡' ❧❡ !♣❡❝"'❡ ❞❡ !✐♥❣✉❧❛'✐"1 ♦❜"❡♥✉ ♣♦✉' ✉♥❡

❛'❜♦'❡!❝❡♥❝❡ ❛!②♠1"'✐2✉❡ '1❛❧✐!"❡✱ "❡❧❧❡ 2✉❡ ❞1❝'✐"❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐"'❡ ✷✱ ❛✈❡❝ ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ✜✲

❣✉'❡ ✻✳✷✽✭❛✮✳ ❊♥ !❡ ❜❛!❛♥" !✉' ❧❛ ❝♦✉'❜❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✻✳✷✽✭❜✮✱ ❧❛ ❝♦✉'❜✉'❡ A ❞✉ !♣❡❝"'❡

'1❛❧✐!"❡ ♣❡✉" ♥♦✉! ♣❡'♠❡""'❡ ❞❡ ❞1"❡'♠✐♥❡' ✉♥❡ ❛!②♠1"'✐❡ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥" ✓ ❡✛❡❝"✐✈❡ ✔✱

❝✬❡!"✲H✲❞✐'❡ ❧✬❛!②♠1"'✐❡ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥" 2✉✐ ❞♦♥♥❡'❛✐" ✉♥❡ ❝♦✉'❜✉'❡ A ✐❞❡♥"✐2✉❡ H ❝❡❧❧❡

❞❡ ❧✬❛'❜♦'❡!❝❡♥❝❡ '1❛❧✐!"❡✳ ❈❡""❡ ❛!②♠1"'✐❡ ❡!" ❝❡♣❡♥❞❛♥" ❡✛❡❝"✐✈❡ ❝❛' ❧✬❛'❜♦'❡!❝❡♥❝❡ '1❛✲

❧✐!"❡ ♣'1!❡♥"❡ ❡♥ ❢❛✐" ♣❧✉!✐❡✉'! ❞❡❣'1! ❞✬❛!②♠1"'✐❡ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥" !❡❧♦♥ ❧❛ ❣1♥1'❛"✐♦♥

❝♦♥!✐❞1'1❡ ✿ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ❡❧❧❡ ✈❛✉" ✸✺✪ ♣♦✉' ❧✬❛'❜♦'❡!❝❡♥❝❡ ✐♥"❡'♠1❞✐❛✐'❡ ❡" ✷✽✪ ♣♦✉'

❧❡! 2✉❛"'❡ ♣'❡♠✐8'❡! ❣1♥1'❛"✐♦♥!✳

▲✬1"✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉'❜✉'❡ A ❞✉ !♣❡❝"'❡ '1❛❧✐!"❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❛!②♠1"'✐❡ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥"

❡✛❡❝"✐✈❡ ❝♦♠♣'✐!❡ ❡♥"'❡ ✷✺ ❡" ✸✵✪✱ ❧1❣8'❡♠❡♥" ✐♥❢1'✐❡✉'❡ H ❧✬❛!②♠1"'✐❡ ♠❡!✉'1❡ ♠❛✐! ❞❛♥!

❧❡ ❜♦♥ ♦'❞'❡ ❞❡ ❣'❛♥❞❡✉'✳ ▲✬1❝❛'" ♦❜!❡'✈1 ♥✬❡!" ❝❡♣❡♥❞❛♥" ♣❛! "'8! ✐♠♣♦'"❛♥" ❝♦♠♣"❡

"❡♥✉ ❞❡! ❛♣♣'♦①✐♠❛"✐♦♥! ❢❛✐"❡!✳

❊♥ ❡✛❡"✱ ❧❛ '❡♣'1!❡♥"❛"✐♦♥ "'✐❞✐♠❡♥!✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛'❜♦'❡!❝❡♥❝❡ ♥✬❡!" ♣❛! '1❛❧✐!"❡✳ ❊♥

♣❛'"✐❝✉❧✐❡'✱ ❧♦'!2✉❡ ❧✬❛!②♠1"'✐❡ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥" ❞❡✈✐❡♥" ✐♠♣♦'"❛♥"❡✱ ❝❡'"❛✐♥! ❝❤❡♠✐♥!

❜'♦♥❝❤✐2✉❡! ♦♥" ✉♥ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❣1♥1'❛"✐♦♥! 1❧❡✈1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥"✱ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ ❣1♥1'❛"✐♦♥!

2✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉" !✐♠✉❧❡' ♥✉♠1'✐2✉❡♠❡♥" ❡!" ❧✐♠✐"1 ✿ ❡♥ ❝♦♥!12✉❡♥❝❡✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❜'♦♥❝❤✐2✉❡

❧♦♥❣ !❡'❛ "'♦♥2✉1 H ✉♥❡ ❣1♥1'❛"✐♦♥ "'♦♣ ❢❛✐❜❧❡ ❡" ❞♦♥♥❡'❛ ✉♥ ✉♥✐2✉❡ ❛❝✐♥✉! ❛②❛♥" ✉♥❡

✈❡♥"✐❧❛"✐♦♥ ❤♦♠♦❣8♥❡ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥❡' ♣❧✉!✐❡✉'! ❛❝✐♥✐ ❞❡ ✈❡♥"✐❧❛"✐♦♥! ❞✐✛1'❡♥"❡!✳ ▲❛ '❡✲

♣'1!❡♥"❛"✐♦♥ H "'♦✐! ❞✐♠❡♥!✐♦♥! ♠✐!❡ ❡♥ O✉✈'❡ ✈❛ ❞♦♥❝ ❤♦♠♦❣1♥1✐!❡' ❧❛ ✈❡♥"✐❧❛"✐♦♥ ♣♦✉'

❞❡! ❞❡❣'1! ❞✬❛!②♠1"'✐❡ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥" "'8! 1❧❡✈1✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉" ❡♥ ♣❛'"✐❡ ❡①♣❧✐2✉❡' 2✉❡ ❧❡!

!♣❡❝"'❡! ❞❡ !✐♥❣✉❧❛'✐"1 ✈❛'✐❡♥" ♠♦✐♥! ❛✈❡❝ ❧✬❛!②♠1"'✐❡ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥" 2✉❛♥❞ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡!"

1❧❡✈1❡✳ ❖♥ ♣❡✉" ❞♦♥❝ ♣❡♥!❡' 2✉✬✉♥❡ '❡♣'1!❡♥"❛"✐♦♥ ♣❧✉! '1❛❧✐!"❡ ❞❡! ♣♦✉♠♦♥! ♣❡'♠❡""'❛

❞❡ ❣♦♠♠❡' ❝❡! ❛'"❡❢❛❝"! ♥✉♠1'✐2✉❡! ❡" ❣❛❣♥❡' ❡♥ ♣'1❝✐!✐♦♥ !✉' ❧✬❛♥❛❧②!❡ ♠✉❧"✐❢'❛❝"❛❧❡✳

❉✬❛✉"'❡ ♣❛'"✱ ✐❧ ❢❛✉" ♥♦"❡' 2✉❡ ❧❡! !♣❡❝"'❡! ❞❡ !✐♥❣✉❧❛'✐"1 ❞✐✛8'❡♥" ❧1❣8'❡♠❡♥" !❡❧♦♥

❧❛ ♣'♦❥❡❝"✐♦♥ ❝♦♥!✐❞1'1❡✳ ❈❡❝✐ ♠♦♥"'❡ 2✉❡ ❧✬♦♥ ❞♦✐" ♣'❡♥❞'❡ ❡♥ ❝♦♠♣"❡ ✉♥❡ ✐♥❝❡'"✐"✉❞❡

❧♦'!2✉✬♦♥ ❛!!♦❝✐❡ ✉♥ !♣❡❝"'❡ ❞❡ !✐♥❣✉❧❛'✐"1 H ✉♥ ❞❡❣'1 ❞✬❛!②♠1"'✐❡ ❞❡ ❜'❛♥❝❤❡♠❡♥"✳ ❖♥

♣❡✉" ❝❡♣❡♥❞❛♥" !❡ ❞❡♠❛♥❞❡' !✐ ❝❡""❡ ❞1♣❡♥❞❛♥❝❡ ♥✬❡!" ♣❛! !♣1❝✐✜2✉❡ H ❧❛ '❡♣'1!❡♥"❛✲

"✐♦♥ H "'♦✐! ❞✐♠❡♥!✐♦♥! ❝♦♥!✐❞1'1❡✳ ❉❡! "'❛✈❛✉① ✉❧"1'✐❡✉'! ❞❡✈'♦♥" ✈1'✐✜❡' ❝❡❧❛ !✉' ✉♥❡

'❡♣'1!❡♥"❛"✐♦♥ ♣❧✉! '1❛❧✐!"❡✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉" '❛♣♣❡❧❡' ✐❝✐ 2✉❡ ❧❡! !♣❡❝"'❡! ❞❡ !✐♥❣✉❧❛'✐"1 ❞1♣❡♥❞❡♥" ❜✐❡♥ 1✈✐❞❡♠♠❡♥"



✷✷✷ ❈❤❛♣✐&'❡ ✻✳ ❆♣♣❧✐❝❛&✐♦♥0

❞❡ ❧❛ ❞✐%❝'()✐%❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡%♣❛❝❡ ❝♦♥%✐❞('(❡ ❡) ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ '❡♣'(%❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡% ♣♦✉♠♦♥% ❡♥

)'♦✐% ❞✐♠❡♥%✐♦♥%✳ ▲❡% %♣❡❝)'❡% ♦❜)❡♥✉% ♣'(❝(❞❡♠♠❡♥) ♥❡ ❝♦''❡%♣♦♥❞❡♥) ❞♦♥❝ ♣❛% 3 ❝❡✉①

5✉✐ %❡'❛✐❡♥) ♦❜)❡♥✉% ❛✈❡❝ ❞❡% ✐♠❛❣❡% '(❛❧✐%)❡% ❞❡ ✈❡♥)✐❧❛)✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥)✱ ✉♥❡ )❡❧❧❡ ()✉❞❡
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✉♥❡ ❝❛! ❡ ❞✉ ❞*♣C ❞❛♥' ❧✬❡♥'❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛!❜!❡✱ ❣*♥*!❛ ✐♦♥ ♣❛! ❣*♥*!❛ ✐♦♥ ❡ ♣♦✉!  ♦✉ ❡'

❧❡'  ❛✐❧❧❡' ❞❡ ♣❛! ✐❝✉❧❡'✳
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✻✳✸✳✶ ▼♦❞'❧❡ ♠✉❧,✐♣❧✐❝❛,✐❢ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞2♣3,

▲❛ ❞❡$❝&✐♣)✐♦♥ ♣❤②$✐❝♦✲❣0♦♠0)&✐2✉❡ ❞❡ ❧✬❛&❜&❡

▲❡ ♠♦❞%❧❡ ❞✉ ❞(♣*+ ❡,+ ❢♦♥❞( ,✉/ ✉♥❡ /❡♣/(,❡♥+❛+✐♦♥ ,✐♠♣❧✐✜(❡ ❞❡ ❧✬❛/❜/❡ +/❛❝❤(♦❜/♦♥✲

❝❤✐8✉❡✱ ❞(❝/✐+ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛/❜/❡ ❞✐❝❤♦+♦♠✐8✉❡ ,②♠(+/✐8✉❡ ❛✉+♦✲,✐♠✐❧❛✐/❡ ; G ❣(♥(/❛+✐♦♥,✳

▲❡ /❛♣♣♦/+ ❞✬❤♦♠♦+❤(+✐❡ ❡♥+/❡ ❞❡✉① ❣(♥(/❛+✐♦♥, ,✉❝❝❡,,✐✈❡, ❡,+ ❛♣♣❡❧( h✳ ❚♦✉+❡, ❧❡,

❜✐❢✉/❝❛+✐♦♥, ,♦♥+ ,✉♣♣♦,(❡, ❝♦♣❧❛♥❛✐/❡, ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜/❛♥❝❤❡♠❡♥+ θ✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉✲

+❛❧ ❡♥+/❡ ❞❡✉① ❜✐❢✉/❝❛+✐♦♥, ,✉❝❝❡,,✐✈❡, ❝♦♣❧❛♥❛✐/❡, ❡,+ ❛♣♣❡❧( α✳ ▲❡, /❛♣♣♦/+, ❧♦♥❣✉❡✉/

,✉/ ❞✐❛♠%+/❡ L/D ,♦♥+ ♣/✐, (❣❛✉① ; ✸✳ ▲❛ ✜❣✉/❡ ✻✳✸✵ ♣/(,❡♥+❡ ❧❡, ♣❛/❛♠%+/❡, ❞❡ ❝❡++❡

❣(♦♠(+/✐❡ ♠♦❞%❧❡✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸✵ ✕ F❛/❛♠%+/❡, ❞❡ ❧❛ ❣(♦♠(+/✐❡ ✿ ❢❛❝+❡✉/ ❞✬(❝❤❡❧❧❡ h✱ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜/❛♥❝❤❡♠❡♥+ θ
❡+ ❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉+❛❧ α✳

▲❡, +/❛✈❛✉① ,✉/ ❧❡ ❞(♣*+ ❬✹✹✱ ✹✺❪✱ /(❛❧✐,(, ❡♥ ,✐♠✉❧❛♥+ ❧✬(8✉❛+✐♦♥ ❞❡ ◆❛✈✐❡/✲❙+♦❦❡,

,+❛+✐♦♥♥❛✐/❡ ♣♦✉/ ❧❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❛✐/ ❡+ ✉♥❡ (8✉❛+✐♦♥ ❞❡ +/❛♥,♣♦/+ ❛✈❡❝ ❢♦/❝❡ ❞❡ +/❛O♥(❡

♣♦✉/ ❧❡, ♣❛/+✐❝✉❧❡,✱ ♦♥+ ♣❡/♠✐, ❞❡ ♠♦♥+/❡/ 8✉❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐+( ❞❡ ❞(♣*+ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❞❡

♣❛/+✐❝✉❧❡, ♠♦♥♦❞✐,♣❡/,❡ ❞❛♥, ✉♥ ❛/❜/❡ ❡,+ ❡,,❡♥+✐❡❧❧❡♠❡♥+ ❣♦✉✈❡/♥(❡ ♣❛/ ✉♥ ♣❛/❛♠%+/❡

,❛♥, ❞✐♠❡♥,✐♦♥✱ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ❙+♦❦❡, St ❞❡ ❝❡++❡ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥✳ ❈❡ ♥♦♠❜/❡ ,✬(❝/✐+ ✿

St =
ρPD

2
Pv

18ηD
✭✻✳✶✺✮

♦U ρP ❡+ DP ,♦♥+ ❧❛ ♠❛,,❡ ✈♦❧✉♠✐8✉❡ ❡+ ❧❡ ❞✐❛♠%+/❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛/+✐❝✉❧❡✱ η ❧❛ ✈✐,❝♦,✐+( ❞❡

❧✬❛✐/✱ v ❧❛ ✈✐+❡,,❡ ❞❡ ❧✬(❝♦✉❧❡♠❡♥+ ❡+ D ❧❡ ❞✐❛♠%+/❡ ❞❡ ❧❛ ❜/♦♥❝❤❡ ❡♥ ❡♥+/(❡✳

❈❡ ♥♦♠❜/❡ ❡,+ ❡♥ ❢❛✐+ (❣❛❧ ❛✉ /❛♣♣♦/+ ❡♥+/❡ ❧❡ +❡♠♣, ❞❡ /❡❧❛①❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❛/+✐❝✉❧❡

✭❧❡ +❡♠♣, 8✉❡ ♠❡+ ❧❛ ♣❛/+✐❝✉❧❡ ♣♦✉/ ,✬❛❞❛♣+❡/ ❛✉① ❧✐❣♥❡, ❞❡ ❝♦✉/❛♥+ ❞✉ ✢✉✐❞❡✮ ❡+ ❧❡

+❡♠♣, ❝❛/❛❝+(/✐,+✐8✉❡ ❞✬(❝♦✉❧❡♠❡♥+ ❞✉ ✢✉✐❞❡ D/v✳ ❯♥ ♥♦♠❜/❡ ❞❡ ❙+♦❦❡, +/%, ,✉♣(/✐❡✉/

; ✶ ,✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ♣❛/+✐❝✉❧❡ +/%, ✐♥❡/+✐❡❧❧❡ +❛♥❞✐, 8✉✬✉♥❡ ✈❛❧❡✉/ +/%, ✐♥❢(/✐❡✉/❡ ; ✶
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 ❡♣ #$❡♥&❡ ✉♥❡ ♣❛ &✐❝✉❧❡ ,✉✐ $✉✐& ❡$$❡♥&✐❡❧❧❡♠❡♥& ❧❡$ ❧✐❣♥❡$ ❞❡ ❝♦✉ ❛♥&✳ ▲❡ &❛✉① ❞❡ ❝❛♣&✉ ❡

❞❡$ ♣❛ &✐❝✉❧❡$ ❞❛♥$ ✉♥❡ ❜✐❢✉ ❝❛&✐♦♥ ✉♥✐,✉❡ ♥❡ ❞#♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ,✉❡ ❞✉ ♥♦♠❜ ❡ ❙&♦❦❡$ ❞❡ ❧❛

♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ ♣❛ &✐❝✉❧❡$✱ ❞✉ ❢❛❝&❡✉ ❞✬❤♦♠♦&❤#&✐❡ h ❡& ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜ ❛♥❝❤❡♠❡♥& θ✳

❈❛♣#✉%❡ ❞❛♥) ❧✬❛%❜%❡ ✿ ✉♥ ♣%♦❝❡))✉) ♠✉❧#✐♣❧✐❝❛#✐❢

▲♦ $,✉❡ ❧✬❛ ❜ ❡ ❝♦♠♣♦ &❡ ♣❧✉$✐❡✉ $ ❜✐❢✉ ❝❛&✐♦♥$ $✉❝❝❡$$✐✈❡$ ✭❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥$ ✸ ❣#♥#✲

 ❛&✐♦♥$✮✱ ❧❡$ ♠@♠❡$ & ❛✈❛✉① ♦♥& ♠✐$ ❡♥ #✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ♣ ♦♣ ✐#&# #&♦♥♥❛♥&❡ ❞✉ &❛✉① ❞❡

♣❛ &✐❝✉❧❡$ ,✉✐ #❝❤❛♣♣❡♥& ❞❡ ❧✬❛ ❜ ❡✱ ❝✬❡$&✲A✲❞✐ ❡ ,✉✐ $♦ &❡♥& ❞❡ ❧✬❛ ❜ ❡ $❛♥$ ❛✈♦✐ #&# ❝❛♣✲

&✉ #❡$ $✉ ❧❡$ ♣❛ ♦✐$ ✭❝❡ &❛✉① ✈❛✉& 1 − C✱ C #&❛♥& ❧✬❡✣❝❛❝✐&# ❞❡ ❞#♣C&✮✳ ❈❡ &❛✉① ♣❡✉&

$✬♦❜&❡♥✐ ❡♥ & E$ ❜♦♥♥❡ ❛♣♣ ♦①✐♠❛&✐♦♥ ❡♥ ♠✉❧&✐♣❧✐❛♥& ❧❡$ &❛✉① ❞✬#❝❤❛♣♣❡♠❡♥& ❞❡$ ❜✐❢✉ ✲

❝❛&✐♦♥$ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡$ A ❝❤❛,✉❡ ❣#♥# ❛&✐♦♥ ✭✜❣✉ ❡ ✻✳✸✶✭❛✮✮✳ ❆✉& ❡♠❡♥& ❞✐&✱ ❧❡$ ♣ ♦❝❡$$✉$

❞✬#❝❤❛♣♣❡♠❡♥& ✭♦✉ ❞❡ ❝❛♣&✉ ❡✮ $♦♥& ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥&$ ❡♥& ❡ ❜✐❢✉ ❝❛&✐♦♥$ $✉❝❝❡$$✐✈❡$✳ ❈♦♥$#✲

,✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡&&❡ ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥❝❡✱ ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉&❛❧ α ♥❡ ❥♦✉❡ ♣ ❛&✐,✉❡♠❡♥& ❛✉❝✉♥  C❧❡ ❞❛♥$

❧✬#✈❛❧✉❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐&# ❞❡ ❞#♣C&✳

✭❛✮ #♦✉& ✻ ❜✐❢✉&❝❛,✐♦♥.✳ ◦ ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ 3,3 ❢❛✐, ❞❛♥.

✉♥❡ ❛&❜♦&❡.❝❡♥❝❡ 5 ✼ ❣3♥3&❛,✐♦♥.✳ × ✿ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛ 3,3

❢❛✐, ❞❛♥. ✉♥❡ ❜✐❢✉&❝❛,✐♦♥✱ ❧❛ ❝♦✉&❜❡ ,&❛❝3❡ 3,❛♥, ❧❡

♣&♦❞✉✐, ❞❡. ,❛✉① ❞✬3❝❤❛♣♣❡♠❡♥, ❞❡ ✻ ❜✐❢✉&❝❛,✐♦♥.

.✐♠♣❧❡. .✉❝❝❡..✐✈❡.✳

✭❜✮ ❘❡♣&3.❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛&❜♦&❡.❝❡♥❝❡ ,&❛❝❤3♦✲

❜&♦♥❝❤✐A✉❡ ♣❡&♠❡,,❛♥, ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡& ❞❡ ♠❛♥✐B&❡

.✐♠♣❧✐✜3❡ ❧❛ ❝❛♣,✉&❡ ❞❡ ♣❛&,✐❝✉❧❡. ✿ ❧✬❛&❜♦&❡.✲

❝❡♥❝❡ ❞♦✐, D,&❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ .✉❝❝❡..✐♦♥ ❞❡

❜✐❢✉&❝❛,✐♦♥. ❡, ♥♦♥ ♣❛. ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡.✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸✶ ✕ M ♦❝❡$$✉$ ♠✉❧&✐♣❧✐❝❛&✐❢ ❞❡ ❝❛♣&✉ ❡ ❞❛♥$ ❧✬❛ ❜ ❡✳

❈❡$  #$✉❧&❛&$ $✉❣❣E ❡♥& ❞♦♥❝ ,✉❡✱ ♣♦✉ ❧❛ ❝❛♣&✉ ❡ ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ $&❛&✐$&✐,✉❡✱

❧✬❛ ❜ ❡ ♥❡ ❞♦✐& ♣❛$ @& ❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ $✉❝❝❡$$✐♦♥ ❞❡ ❜ ❛♥❝❤❡$ ❤♦♠♦&❤#&✐,✉❡$ ♠❛✐$ ❝♦♠♠❡

✉♥❡ $✉❝❝❡$$✐♦♥ ❞❡ ❜✐❢✉ ❝❛&✐♦♥$ ,✉✐ ✈♦♥& ♦♣# ❡ ❞❡ ❢❛N♦♥ ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥&❡ ✭✜❣✉ ❡ ✻✳✸✶✭❜✮✮✳

▲❛ ❜✐❢✉ ❝❛&✐♦♥ ❡$& ❞♦♥❝ ❧✬✉♥✐&# #❧#♠❡♥&❛✐ ❡ ❞❛♥$ ❝❡ ♣ ♦❝❡$$✉$ ❞❡ ❝❛♣&✉ ❡✳ ▲❡ ♣ ♦❝❡$✲

$✉$ ❞❡ ❝❛♣&✉ ❡ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥ ❞❛♥$ &♦✉& ❧✬❛ ❜ ❡ ♣❡✉& @& ❡ ❛✐♥$✐ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡
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▲❛ ♣)✐ ❡ ❡♥ ❝♦♠♣+❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦)❝❡ ❞❡ ❣)❛✈✐+5 ✈✐❡♥+ ♠♦❞✐✜❡) ❝❡ ❝❛)❛❝+7)❡ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐❢✱

♠❛✐ ❞❡ ❱❛ ❝♦♥❝❡❧♦ ❡+ ❛❧✳ ♦♥+ ♠♦♥+)5 9✉❡  ❡ ❡✛❡+ ♣♦✉✈❛✐❡♥+ ;+)❡ ♥5❣❧✐❣5 ❞❛♥ ✉♥❡

❣)❛♥❞❡ ♣❛)+✐❡ ❞❡ ❧✬❛)❜♦)❡ ❝❡♥❝❡ ♣♦✉) ❧❡ ♣❛)+✐❝✉❧❡ ❞❡ ❞✐❛♠7+)❡ ✐♥❢5)✐❡✉) = ✶✵ µ♠✱ ❝❡ 9✉✐

❝♦))❡ ♣♦♥❞ ❛✉① +❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛)+✐❝✉❧❡ ❞❛♥ ❧❡ ❛5)♦ ♦❧ ❝♦✉)❛♥+ ❞❡ +✐♥5 = ❧✬❛❞♠✐♥✐ +)❛+✐♦♥

♠5❞✐❝❛♠❡♥+❡✉ ❡ ❬✹✺❪✳

❋♦"♠✉❧❛'✐♦♥ ♠❛'❤+♠❛'✐,✉❡

▲❡ +❛✉① ❞✬5❝❤❛♣♣❡♠❡♥+ ❞❛♥ ❧✬❛)❜)❡ ❝♦♠♣❧❡+ ✈❛ ❞♦♥❝  ✬5❝)✐)❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣)♦❞✉✐+ ❞❡ 

+❛✉① ❞✬5❝❤❛♣♣❡♠❡♥+ ❞❡ ❜✐❢✉)❝❛+✐♦♥ )❡♥❝♦♥+)5❡ = ❝❤❛9✉❡ ❣5♥5)❛+✐♦♥✳ F♦✉) ❝❤❛9✉❡ ❜✐✲

❢✉)❝❛+✐♦♥✱ ❧❡ +❛✉① ❞✬5❝❤❛♣♣❡♠❡♥+ ❞5♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠❜)❡ ❞❡ ❙+♦❦❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ ❡♥

❡♥+)5❡ ❞❡ ❝❡++❡ ♠;♠❡ ❜✐❢✉)❝❛+✐♦♥✳ ❖)✱ ❡♥+)❡ ❞❡✉① ❣5♥5)❛+✐♦♥  ✉❝❝❡  ✐✈❡ ✱ ❧❡ ❞✐❛♠7+)❡ 

❞❡ ❜)♦♥❝❤❡  ♦♥+ )5❞✉✐+ ❞✬✉♥ ❢❛❝+❡✉) h ❡+ ❧❡ ❞5❜✐+ ❞✬❛✐)  ♦♥+ ❞✐✈✐ 5 ♣❛) ✷✳ ▲❡ ♥♦♠❜)❡

❞❡ ❙+♦❦❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛+✐♦♥ = ❧❛ ❣5♥5)❛+✐♦♥ n+ 1 ❡ + ❞♦♥❝ )❡❧✐5 = ❝❡❧✉✐ = ❧❛ ❣5♥5)❛+✐♦♥ n

♣❛) ✿

Stn+1 =
2ρPD

2
PΦn+1

9ηπD3
n+1

=
Stn
2h3

✭✻✳✶✻✮

F♦✉) ✉♥ ❛)❜)❡  ②♠5+)✐9✉❡ = G ❣5♥5)❛+✐♦♥ ✱ ❧❡ +❛✉① ❞✬5❝❤❛♣♣❡♠❡♥+ ❞❡ ♣❛)+✐❝✉❧❡ =

+)❛✈❡) ❧✬❛)❜♦)❡ ❝❡♥❝❡  ✬5❝)✐+ ❛❧♦) ✿

EG(St0) =
G
∏

n=1

En (Stn−1) ✭✻✳✶✼✮

❧❡ ♣)♦❞✉✐+ 5+❛♥+ ❡✛❡❝+✉5 ❡♥+)❡ ❧❡ ❣5♥5)❛+✐♦♥ 0 ❡+ G✳ ❈❤❛9✉❡ ❢♦♥❝+✐♦♥ En(St) ❡ + ♣❛✲

)❛♠5+)5❡ ♣❛) ❧❡ ❢❛❝+❡✉) ❞✬❤♦♠♦+❤5+✐❡ hn ❡+ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜)❛♥❝❤❡♠❡♥+ θn ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉)❝❛+✐♦♥

❝♦))❡ ♣♦♥❞❛♥+❡✳

●+♥+"❛❧✐/❛'✐♦♥ 0 ✉♥ ❛"❜"❡ ❛/②♠+'"✐,✉❡

▲❡ +)❛✈❛✉① ❞❡ ❆✳ ❙♦✉❛❧❛❤ ✭❡♥ ❝♦✉) ❞❡ ♣✉❜❧✐❝❛+✐♦♥✮ ♦♥+ ❞❡ ♣❧✉ ♣❡)♠✐ ❞❡ ♠♦♥+)❡)

9✉❡ ❝❡++❡ ❛♣♣)♦❝❤❡ ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐✈❡ ♣❡✉+  ❡ ❣5♥5)❛❧✐ ❡) ❛✉ ❝❛ ❞❡ ❜✐❢✉)❝❛+✐♦♥ ❛ ②♠5✲

+)✐9✉❡ ✳ ❊♥ ❝♦♥ ✐❞5)❛♥+ ❝❤❛9✉❡ ❜✐❢✉)❝❛+✐♦♥ ❛ ②♠5+)✐9✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❥✉①+❛♣♦ ✐+✐♦♥ ❞❡

❞❡✉① ❞❡♠✐✲❜✐❢✉)❝❛+✐♦♥  ②♠5+)✐9✉❡ ✭✜❣✉)❡ ✻✳✸✷✮✱ ♦♥ )❡+)♦✉✈❡ ❧❛ ♣)♦♣)✐5+5 ♠✉❧+✐♣❧✐❝❛+✐✈❡

= ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ❞❡ ♣♦♥❞5)❡) ❧❡ +❛✉① ❞✬5❝❤❛♣♣❡♠❡♥+ = ❣❛✉❝❤❡ ❡+ = ❞)♦✐+❡ ♣❛) ❧❡ ✢✉① ❞❡
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❧✬"❝♦✉❧❡♠❡♥)✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ h0,max ❡) h0,min ❧❡/ ❞❡✉① 2❛♣♣♦2)/ ❞✬❤♦♠♦)❤")✐❡✱ ❧❡ )❛✉①

❞✬"❝❤❛♣♣❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ❜✐❢✉2❝❛)✐♦♥ ♣❡✉) /✬"❝2✐2❡ ✿

Eh0,max,h0,min
(St) =

Φh0,min

Φ0

Eh0,min
(St) +

Φh0,max

Φ0

Eh0,max
(St) ✭✻✳✶✽✮

Φh0,min
✱ Φh0,max

❡) Φ0 ")❛♥) 2❡/♣❡❝)✐✈❡♠❡♥) ❧❡/ ❞"❜✐)/ ❞✬❛✐2 ❞❛♥/ ❧❡/ ❜2♦♥❝❤❡/ ✜❧❧❡/

♠✐♥❡✉2❡ ❡) ♠❛❥❡✉2❡ ❡) ❞❛♥/ ❧❛ ❜2♦♥❝❤❡ ♠@2❡✳ Eh0,min
❡) Eh0,max

2❡♣2"/❡♥)❡♥) ❧❡/ )❛✉①

❞✬"❝❤❛♣♣❡♠❡♥) ❞❡ ❜✐❢✉2❝❛)✐♦♥/ /②♠")2✐B✉❡/ ❝❛2❛❝)"2✐/"❡/ ♣❛2 ❧❡/ 2❛♣♣♦2)/ ❞✬❤♦♠♦)❤")✐❡

h0,min ❡) h0,max 2❡/♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)✳ ❉✬❛✉)2❡ ♣❛2)✱ ❧❡/ ❞"❜✐)/ ❞✬❛✐2 ♥❡ /♦♥) ♣❧✉/ ❞✐✈✐/"/ ♣❛2 ✷

E ❝❤❛B✉❡ ❣"♥"2❛)✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞"♣H) ♣2❡♥❞ ❝❡))❡ ❢♦✐/ ❡♥ ❝♦♠♣)❡ ❧❡/ 2❛♣♣♦2)/

Φh0,min

Φ0

❡)

Φh0,max

Φ0
❞❛♥/ ❧❛ ❢♦2♠✉❧❡ ✻✳✶✻✳

❋✐❣✉$❡ ✻✳✸✷ ✕ K2✐♥❝✐♣❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛♣)✉2❡ ❞❡ ♣❛2)✐❝✉❧❡/ ❞❛♥/ ✉♥❡ ❜✐❢✉2❝❛)✐♦♥

❛/②♠")2✐B✉❡ ❞❡ 2❛♣♣♦2)/ ❞✬❤♦♠♦)❤")✐❡ h0,max ❡) h0,min✳ ▲❛ ❜✐❢✉2❝❛)✐♦♥ ❛/②♠")2✐B✉❡ ❞♦✐)

L)2❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐/♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❞❡♠✐✲❜✐❢✉2❝❛)✐♦♥/ /②♠")2✐B✉❡/ ❞❡ 2❛♣♣♦2)

❞✬❤♦♠♦)❤")✐❡ h0,max ❡) h0,min✳

K♦✉2 2"/✉♠❡2✱ ♥♦✉/ ❞✐/♣♦/♦♥/ ❞✬✉♥ ♠♦❞@❧❡ ♠✉❧)✐♣❧✐❝❛)✐❢ ❞✉ ❞"♣H) ❞❛♥/ ❞❡/ ❛2❜2❡/

❛/②♠")2✐B✉❡/✱ E ❢❛❝)❡✉2 ❞✬❤♦♠♦)❤")✐❡ ♣♦//✐❜❧❡♠❡♥) ✈❛2✐❛❜❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣"♥"2❛)✐♦♥✳

◆♦✉/ ♣♦✉✈♦♥/ ❞♦♥❝ ♠❛✐♥)❡♥❛♥) ❧✬❛♣♣❧✐B✉❡2 ❛✉ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ ❧✬❛2❜2❡ )2❛❝❤"♦❜2♦♥❝❤✐B✉❡ B✉❡

♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ❞"✈❡❧♦♣♣" ♣2"❝"❞❡♠♠❡♥)✳

✻✳✸✳✷ ❈❛♣'✉)❡ ❞❛♥- ❧✬❛)❜)❡ ')❛❝❤3♦❜)♦♥❝❤✐6✉❡

▲❡/ 2"/✉❧)❛)/ ♣2"/❡♥)"/ ✐❝✐ ")❛♥) ♣2"❧✐♠✐♥❛✐2❡/✱ ✐❧/ )2❛✐)❡♥) ❞✬✉♥❡ ❛2❜♦2❡/❝❡♥❝❡ ❞❡ ♣2♦✲

❢♦♥❞❡✉2 ❝♦♥/)❛♥)❡✳ ▲❡ ♠♦❞@❧❡ ❣"♦♠")2✐B✉❡ ✉)✐❧✐/" ❡/) ❞")❛✐❧❧" E ❧❛ )❛❜❧❡ ✻✳✼✳ ■❧ ❡/) )✐2" ❞✉

♠♦❞@❧❡ ❣"♦♠")2✐B✉❡ ♣2"/❡♥)" ❛✉ ❝❤❛♣✐)2❡ ✷✳ ❖♥ ❛ ❡♥ 2❡✈❛♥❝❤❡ ♦✉❜❧✐" ❧❡ ❝❛2❛❝)@2❡ ✈❛2✐❛❜❧❡
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❞❡" ❣$♥$&❛(✐♦♥" (❡&♠✐♥❛❧❡"✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥( θ ❛✐♥"✐ 3✉❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉(❛❧ α "♦♥(

❝❤♦✐"✐" ❝♦♥"(❛♥(" ❡( $❣❛✉① 7 ✾✵➦ ❬✹✻✕✹✽❪✳

❘❛♣♣♦&( ❞✬❤♦♠♦(❤$(✐❡ h ❘❛♣♣♦&( ❧♦♥❣✉❡✉&

●$♥$&❛(✐♦♥ ♣♦✉& ❧❡ ❞✐❛♠C(&❡ D "✉& ❞✐❛♠C(&❡

h0,max h0,min L/D

✶ ✵✱✽✼ ✵✱✻✾ ✸✱✵✼

✷ ✵✱✽✵ ✵✱✻✼ ✶✱✼✺

✸ ✵✱✽✸ ✵✱✻✼ ✶✱✹✸

✹ ✵✱✽✻ ✵✱✼✹ ✶✱✽✺

✺✲✶✺ ✵✱✽✼ ✵✱✻✼ ✸✱✵✵

❚❛❜❧❡ ✻✳✼ ✕ K❛&❛♠C(&❡" ❣$♦♠$(&✐3✉❡" ❞✉ ♠♦❞C❧❡ ❞✬❛&❜&❡ (&❛❝❤$♦❜&♦♥❝❤✐3✉❡ ✉(✐❧✐"$ ♣♦✉&

❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞$♣L( ❞❡ ♣❛&(✐❝✉❧❡"✳

▲❛ ✜❣✉&❡ ✻✳✸✸ &❡♣&$"❡♥(❡ ❡♥ (&♦✐" ❞✐♠❡♥"✐♦♥" ❧❡" ✈♦✐❡" ♣&♦①✐♠❛❧❡" ❞❡ ❧✬❛&❜♦&❡"❝❡♥❝❡

♠♦❞C❧❡✳

❋✐❣✉)❡ ✻✳✸✸ ✕ ❘❡♣&$"❡♥(❛(✐♦♥ (&✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛&❜&❡ (&❛❝❤$♦❜&♦♥❝❤✐3✉❡ ♣&♦①✐♠❛❧

❞$❝&✐( ♣❛& ❧❛ (❛❜❧❡ ✻✳✼✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥( θ ❡( ❧✬❛♥❣❧❡ ❛③✐♠✉(❛❧ α "♦♥( ♣&✐" $❣❛✉①

7 ✾✵➦✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞$♣L( ❞❡ ♣❛&(✐❝✉❧❡" ❞❛♥" ❧✬❛&❜♦&❡"❝❡♥❝❡ ❝♦♠♣❧C(❡ &❡♣♦"❡ ❞♦♥❝ "✉& ❧❡

❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞$♣L( ❞❛♥" ❞❡" ❜✐❢✉&❝❛(✐♦♥" "②♠$(&✐3✉❡" ✓ $❧$♠❡♥(❛✐&❡" ✔ ❝❛&❛❝($&✐"$❡" ♣❛&

✉♥ ❢❛❝(❡✉& ❞✬❤♦♠♦(❤$(✐❡ h✱ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜&❛♥❝❤❡♠❡♥( θ ❡( ✉♥ &❛♣♣♦&( ❧♦♥❣✉❡✉& "✉&

❞✐❛♠C(&❡ L/D✳ K♦✉& ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡" ❜✐❢✉&❝❛(✐♦♥" $❧$♠❡♥(❛✐&❡"✱ ❧❡ (❛✉① ❞✬$❝❤❛♣♣❡♠❡♥(
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❞♦✉#❡ ✉♥❡ ♦①②❣)♥❛#✐♦♥ ❞✉ ,❛♥❣ ♣❧✉, ❤♦♠♦❣1♥❡ ❡♥ #❡♠♣,✳ ❊♥✜♥✱ ❧✬)#✉❞❡ ❞❡ ❧✬❡①♣✐7❛#✐♦♥

❢♦7❝)❡ ❛ ♠♦♥#7) :✉❡ ❧✬❛,②♠)#7✐❡ ❞❡ ❜7❛♥❝❤❡♠❡♥# ♣❡7♠❡##❛✐# ❞❡ ♣7),❡7✈❡7 ❞❛✈❛♥#❛❣❡ ❧❡,

♣❡7❢♦7♠❛♥❝❡, ✈❡♥#✐❧❛#♦✐7❡, ❡♥ ❝❛, ❞✬❛❧#)7❛#✐♦♥✳ ❈❡ 7),✉❧#❛# ,✬❡,# )❣❛❧❡♠❡♥# 7❡#7♦✉✈) ♣♦✉7

❞❡, ❛7❜♦7❡,❝❡♥❝❡, ❛❧#)7)❡, ❡♥ ❡①♣✐7❛#✐♦♥ > ❧✬❡①❡7❝✐❝❡✳

❈❡##❡ )#✉❞❡ ♠♦♥#7❡ ❞♦♥❝ :✉✬✐❧ ❡①✐,#❡ ✉♥❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦♥#7❛✐♥#❡ ,✉7 ❧❡ ❞❡❣7) ❞✬❛,②♠)#7✐❡

❞❡ ❜7❛♥❝❤❡♠❡♥# ✿ #7♦♣ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡, ♣❡7❢♦7♠❛♥❝❡, ❞❡ ✈❡♥#✐❧❛#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛7❜♦7❡,❝❡♥❝❡ ,♦♥#

♠♦✐♥, 7♦❜✉,#❡,✱ #7♦♣ )❧❡✈)✱ ❧❛ ✈❡♥#✐❧❛#✐♦♥ ❡①✐❣❡ ✉♥❡ ❞✉7)❡ ❞✬✐♥,♣✐7❛#✐♦♥ ♣❧✉, ❧♦♥❣✉❡✳

❉❡ ❢❛A♦♥ ✐♥#)7❡,,❛♥#❡✱ ✐❧ ❡,# ❛♣♣❛7✉ :✉❡ ❧✬❛7❜♦7❡,❝❡♥❝❡ #7❛❝❤)♦❜7♦♥❝❤✐:✉❡ ❤✉♠❛✐♥❡ ❡,#

♣♦,,✐❜❧❡♠❡♥# ♦♣#✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥# ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❛,②♠)#7✐❡ ❞❡ ❜7❛♥❝❤❡♠❡♥# ✿ ❡❧❧❡ ♣7♦✜#❡ ❞❡,

❛✈❛♥#❛❣❡, ❞❡ ❧✬❛,②♠)#7✐❡ #♦✉# ❡♥ ❛❧✐♠❡♥#❛♥# #♦✉, ❧❡, ❛❝✐♥✐✳ ❈❡##❡ )#✉❞❡ ❛♣♣♦7#❡ ❛✐♥,✐ ✉♥

♥♦✉✈❡❧ )❝❧❛✐7❛❣❡ ,✉7 ❧❛ ,)❧❡❝#✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛,②♠)#7✐❡ ❞❡ ❜7❛♥❝❤❡♠❡♥# ❛✉ ❝♦✉7, ❞❡ ❧✬)✈♦❧✉#✐♦♥✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥, ❧❡ ❞❡7♥✐❡7 ❝❤❛♣✐#7❡✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❞♦♥♥) ✉♥ ❛♣❡7A✉ ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ❛♣♣❧✐✲

❝❛#✐♦♥, :✉✐ ♣❡✉✈❡♥# ❞)❝♦✉❧❡7 ❞❡ ❧✬✉#✐❧✐,❛#✐♦♥ ❞❡, ♠♦❞1❧❡, ♣❤②,✐♦❧♦❣✐:✉❡, )❧❛❜♦7), ❞❛♥,

❝❡##❡ #❤1,❡✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥, ❛✐♥,✐ )#❛❜❧✐ ♣❧✉,✐❡✉7, ♠♦❞1❧❡, ❞❡ ♣❛#❤♦❧♦❣✐❡, ♣✉❧♠♦♥❛✐7❡,✳ ▲❛

7❡♣7♦❞✉❝#✐♦♥ ❞❡, )♣7❡✉✈❡, ❞❡ ,♣✐7♦♠)#7✐❡ 7)❛❧✐,)❡, ❝❤❡③ ❧❡, ♣❛#✐❡♥#, ❛##❡✐♥#, ❞❡ ♣❛#❤♦❧♦✲

❣✐❡, 7❡,♣✐7❛#♦✐7❡, ♦✉✈7❡ ❞❡ ♥♦♠❜7❡✉,❡, ♣❡7,♣❡❝#✐✈❡,✱ #❛♥# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣7)❤❡♥,✐♦♥

❞❡, ♣❛#❤♦❧♦❣✐❡,✱ ❞❡ ❧✬❛✐❞❡ ❛✉ ❞✐❛❣♥♦,#✐❝ :✉❡ ❞❡ ❧✬❛♠)❧✐♦7❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #❤)7❛♣✐❡✳ ◆♦✉, ❛✈♦♥,

)❣❛❧❡♠❡♥# )#✉❞✐) ❧✬❤)#)7♦❣)♥)✐#) ❞❡ ✈❡♥#✐❧❛#✐♦♥ ❞❡, ✐♠❛❣❡, ♣✉❧♠♦♥❛✐7❡,✳ ▲✬❛♥❛❧②,❡ ♠✉❧✲

#✐❢7❛❝#❛❧❡ ♣❡7♠❡# ❞✬❡,♣)7❡7 ❞❛♥, ❧✬❛✈❡♥✐7 ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉7❡ ✐♥#❡7♣7)#❛#✐♦♥ ❞❡ ❝❡, ✐♠❛❣❡,✳

❊♥✜♥✱ ♥♦✉, ♥♦✉, ,♦♠♠❡, ✐♥#)7),,), ❛✉ ❞)♣F# ❞❡ ♣❛7#✐❝✉❧❡, ❞❛♥, ❧✬❛7❜♦7❡,❝❡♥❝❡ #7❛❝❤)♦✲

❜7♦♥❝❤✐:✉❡✱ ❡♥ ❝♦✉♣❧❛♥# ❧❡ ♠♦❞1❧❡ ❣)♦♠)#7✐:✉❡ ❞)✈❡❧♦♣♣) > ✉♥ ♠♦❞1❧❡ ❞❡ ❞)♣F# ❞)❥>

❡①✐,#❛♥#✳ ❖♥ ♣❡✉# ❛✐♥,✐ ♣❡♥,❡7 ❛❝❝)❞❡7 > ✉♥❡ 7)❡❧❧❡ ♣7)❞✐❝#✐♦♥ :✉❛♥#✐#❛#✐✈❡ ❞❡, ③♦♥❡, ❞❡

❞)♣F# ❞✬❛)7♦,♦❧ ❡# ❞❡, :✉❛♥#✐#), ❛❞♠✐♥✐,#7)❡,✳

▲✬❡①♣❧♦✐#❛#✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞1❧❡ ❣)♦♠)#7✐:✉❡ ,❡✉❧ ♦✉ ❞❡, ♠♦❞1❧❡, ♣❤②,✐♦❧♦❣✐:✉❡,✱ #❡❧, :✉❡

❝❡✉① ♣7),❡♥#), ❞❛♥, ❝❡##❡ #❤1,❡✱ ♦✉✈7❡ ❛✐♥,✐ ❞❡ ♥♦♠❜7❡✉,❡, ♣❡7,♣❡❝#✐✈❡,✳ ❖♥ ♣❡✉# ✐♠❛✲

❣✐♥❡7 :✉❡ ❞❡, #❤)♠❛#✐:✉❡, ❛✉,,✐ ✈❛7✐)❡, :✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡7✐❡ ♣✉❧♠♦♥❛✐7❡✱ ❧✬❛❞♠✐♥✐,#7❛#✐♦♥ ❞❡

,✉7❢❛❝#❛♥# ❝❤❡③ ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥)✱ ❧✬)❧❛❜♦7❛#✐♦♥ ❞✬✉♥ ✓ ♣♦✉♠♦♥ ♥✉♠)7✐:✉❡ ✔ ❝♦♠♣❧❡#✱ ❧❛

♣7)❞✐❝#✐♦♥ ❞❡, ❡①♣❧♦7❛#✐♦♥, ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡❧❧❡, 7❡,♣✐7❛#♦✐7❡, ❞❡ ♣❛#✐❡♥#, ♠❛❧❛❞❡,✱ ♦✉ ❡♥❝♦7❡

❧❡ #7❛✐#❡♠❡♥# ♣❛7 ❛)7♦,♦❧✱ ♣♦✉77♦♥# ❡①♣❧♦✐#❡7 ❞❛♥, ❧❡ ❢✉#✉7 ❧❡, ♠♦❞1❧❡, ❞)✈❡❧♦♣♣), ❞❛♥,

❝❡##❡ #❤1,❡✱ :✉✐ ❝♦♥#7✐❜✉❡7♦♥# ❛✐♥,✐ > ✉♥❡ ❝♦♠♣7)❤❡♥,✐♦♥ ❛❝❝7✉❡ ❞❡ ❧✬❡♥,❡♠❜❧❡ ❞❡, ♠)✲

❝❛♥✐,♠❡, ❞❡ #7❛♥,♣♦7# ❞❛♥, ❧❡ ♣♦✉♠♦♥✳
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• ❆✳ ❙♦✉❛❧❛❤✱ ▼✳ ❋❧♦#❡♥.✱ ❇✳ ❙❛♣♦✈❛❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐❧♦❝❤❡✱ ❈❛♣4✉5❡ ♦❢ ❛❞✈❡❝4❡❞ ♣❛54✐❝❧❡7
✐♥4♦ ❛♥ ❛♥❛4♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝4✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ 4❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜5♦♥❝❤✐❛❧ 45❡❡✱ ♣♦✉5 ❏♦✉5♥❛❧ ♦❢

❆❡5♦7♦❧ ❙❝✐❡♥❝❡✳

• ▼✳ ❋✐❧♦❝❤❡✱ ▼✳ ❋❧♦#❡♥.✱ ❈✳ ❙45❛✉7✱ ❛♥❞ ❚✳ ❙✐♠✐❧♦✇7❦✐✱ ❚❤❡ 5♦❧❡ ♦❢ ❜5❛♥❝❤✐♥❣ ❛7②♠✲
♠❡45② ♦❢ ❝♦❧❧❛♣7✐❜❧❡ ❛✐5✇❛②7 ✐♥ ❢♦5❝❡❞ ❡①♣✐5❛4✐♦♥✱ ♣♦✉5 B▲♦❙ ❈♦♠♣✉4❛4✐♦♥❛❧ ❇✐♦❧♦❣②✳

✷✵✶✶

•▼✳ ❋❧♦#❡♥.✱ ❇✳ ❙❛♣♦✈❛❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐❧♦❝❤❡✱ ❖♣4✐♠❛❧ ❜5❛♥❝❤✐♥❣ ❛7②♠♠❡45② ♦❢ ❤②❞5♦❞②✲
♥❛♠✐❝ ♣✉❧7❛4✐❧❡ 45❡❡7✱ B❤②7✐❝❛❧ ❘❡✈✐❡✇ ▲❡44❡57✱ ✶✵✻ ✿ ✶✼✽✶✵✹✱ ✷✵✶✶✳

• ▼✳ ❋❧♦#❡♥.✱ ❇✳ ❙❛♣♦✈❛❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐❧♦❝❤❡✱ ❚❤❡ ♦♣4✐♠❛❧ ❜5❛♥❝❤✐♥❣ ❛7②♠♠❡45② ♦❢ ❛
❜✐❞✐5❡❝4✐♦♥❛❧ ❞✐745✐❜✉4✐♦♥ 45❡❡✱ ❈♦♠♣✉4❡5 B❤②7✐❝7 ❈♦♠♠✉♥✐❝❛4✐♦♥7✱ ✶✽✾ ✿ ✶✾✸✷✲✸✻✱ ✷✵✶✶✳

•▼✳ ❋❧♦#❡♥.✱ ❇✳ ❙❛♣♦✈❛❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐❧♦❝❤❡✱ ❆♥ ❛♥❛4♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝4✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ 4❤❡
❤✉♠❛♥ 45❛❝❤❡♦❜5♦♥❝❤✐❛❧ 45❡❡✱ ❏♦✉5♥❛❧ ♦❢ ❆♣♣❧✐❡❞ B❤②7✐♦❧♦❣②✱ ✶✶✵ ✿ ✼✺✻✲✼✻✸✱ ✷✵✶✶✳

•▼✳ ❋❧♦#❡♥.✱ ❇✳ ❙❛♣♦✈❛❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐❧♦❝❤❡✱ ❆♥ ❛♥❛4♦♠✐❝❛❧ ❛♥❞ ❢✉♥❝4✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ 4❤❡
❤✉♠❛♥ 45❛❝❤❡♦❜5♦♥❝❤✐❛❧ 45❡❡✱ ❋✉♥❞❛♠❡♥4❛❧ ✫ ❈❧✐♥✐❝❛❧ B❤❛5♠❛❝♦❧♦❣②✱ ✷✺ ✿ ✺✸✶✱ ✷✵✶✶✳

✷✵✶✵

• ▼✳ ❋❧♦#❡♥.✱ ❇✳ ❙❛♣♦✈❛❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐❧♦❝❤❡✱ ❚❤❡ 5♦❧❡ ♦❢ ❜5❛♥❝❤✐♥❣ ❛7②♠♠❡45② ✐♥ 4❤❡
✈❡♥4✐❧❛4✐♦♥ ♣❡5❢♦5♠❛♥❝❡ ♦❢ 4❤❡ ❧✉♥❣✱ B5♦❝❡❡❞✐♥❣7 ♦❢ 4❤❡ ✶✻4❤ ❯❙ ◆❛4✐♦♥❛❧ ❈♦♥❣5❡77 ♦❢

❚❤❡♦5❡4✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛♥✐❝7✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✵✳

• ▼✳ ❋✐❧♦❝❤❡✱ ❚✳ ❱❛7❝♦♥❝❡❧♦7✱ ❏✳ ❆♥❞5❛❞❡✱ ❇✳ ❙❛♣♦✈❛❧✱ ❆✳ ❙♦✉❛❧❛❤✱ ❏✳ ❇✳ ●5♦4❜❡5❣✱ ❛♥❞
▼✳ ❋❧♦#❡♥.✱ ❚❤❡ ♠✉❧4✐♣❧✐❝❛4✐✈❡ ♠❛♣ ♦❢ ♣❛54✐❝❧❡ ❞❡♣♦7✐4✐♦♥ ✐♥4♦ 4❤❡ 45❛❝❤❡♦❜5♦♥❝❤✐❛❧

45❡❡✱ B5♦❝❡❡❞✐♥❣7 ♦❢ 4❤❡ ✶✻4❤ ❯❙ ◆❛4✐♦♥❛❧ ❈♦♥❣5❡77 ♦❢ ❚❤❡♦5❡4✐❝❛❧ ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❡❞ ▼❡❝❤❛✲

♥✐❝7✱ ❯❙❆✱ ✷✵✶✵✳

• ▼✳ ❋❧♦#❡♥.✱ ❇✳ ❙❛♣♦✈❛❧✱ ❛♥❞ ▼✳ ❋✐❧♦❝❤❡✱ ❚❤❡ 5♦❧❡ ♦❢ ❜5❛♥❝❤✐♥❣ ❛7②♠♠❡45② ♦❢ ❝♦❧✲
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