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CHAPITRE A1  

INTRODUCTION ET PROBLEMATIQUE 
 
 
 
 
 
 
 
Introduction 
 
Les recherches portant sur « l’enseignant » ont pris une importance grandissante 

en didactique des mathématiques depuis une dizaine d’années. Après avoir été mis entre 
parenthèses jusqu’à la fin des années 1980, « c’est au tournant des années 90 que 
l’enseignant va commencer à devenir objet de recherche dans différents travaux, en 
même temps qu’augmente l’implication des didacticiens dans la formation des maîtres » 
(Margolinas et Perrin-Glorian 1997, p. 10). 
Notre travail de thèse porte sur l’activité du professeur dans l’enseignement secondaire 
et se situe à la croisée des deux axes suivants :  
« • Le développement des cadres théoriques existants, que ce soit la théorie des situations ou la 
transposition didactique qui s’élargit en théorie anthropologique, 
• les études empiriques, notamment à partir d’observations dans des classes « ordinaires », ou (et) à partir 
de questionnements d’enseignants. » (Margolinas et Perrin-Glorian 1997, p. 11). 
 

I. Choix méthodologiques et point de vue théorique 

Nous nous sommes restreinte à un domaine mathématique particulier et à un 
niveau d’enseignement précis. Nous avons ainsi choisi d’étudier l’activité du professeur 
de Troisième dans l’enseignement des systèmes d’équations et de la mise en équations. 
Par ailleurs, nous avons mené une réflexion théorique sur l’usage de la notion de milieu 
(théorie des situations) et des praxéologies (théorie anthropologique du didactique) : en 
particulier nous essaierons de montrer la complémentarité de ces deux outils théoriques 
dans une utilisation conjointe. 

 
I.1 Principaux choix méthodologiques 

I.1.a Pourquoi la classe de Troisième ? 

Les acteurs du système considèrent classiquement le passage de la Troisième à la 
Seconde comme un « moment de transition-rupture » dans le système éducatif. Le 
collège et le lycée représentent deux institutions différentes. Certes, les enseignants 
respectifs de ces deux institutions appartiennent au même « corps professoral » (ce sont 
des professeurs certifiés ou agrégés) et du point de vue des dispositifs didactiques, le 
lycée et collège restent assez proches (dans chaque institution, l'enseignement de chaque 
matière est assignée à un professeur spécifique). Il existe même encore en France 
quelques structures « collège-lycée ». Cependant, dans la plupart des cas, les 
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professeurs de collège et de lycée ont dans les faits assez peu d'occasions de se 
rencontrer ou d'avoir des activités en commun.  
Comme le soulève Grugeon, la gestion de ces moments de ruptures ou de transition est 
en général laissée à la responsabilité des acteurs des institutions :  

« Ces ruptures apparaissent comme de l'ordre de la normalité didactique et le système n'y prête finalement 
qu'une attention modérée, s'en remettant le plus souvent aux capacités d'adaptation des uns et des autres. » 
(Grugeon 1995, p. 2). 

L'enseignant de Troisième et bien sûr celui de Seconde ont donc un rôle important et 
délicat à assumer pour préparer le passage du collège au lycée. Ainsi de nombreux 
professeurs de Troisième sont intervenus dans ce sens dans la consultation nationale sur 
les projets de nouveaux programmes mis en place à la rentrée 1999-2000. Par exemple :  

« Plusieurs (enseignants) s'inquiètent de la cohérence avec les programmes de Seconde. Certains 
redoutent que les professeurs de Seconde «demandent aux élèves plus qu'il n'est prévu. 
Un collègue demande le prolongement du tableau synoptique jusqu'en Seconde. 
Un collègue pense que le programme apparaît plus lourd et qu'il est axé d'avantage sur une préparation au 
lycée. » (Consultation nationale sur les projets de programmes de Troisième – Synthèse de l’Académie de 
Clermont-Ferrand 1998). 

Nous avons choisi la classe de Troisième comme archétype d’un moment 
d’enseignement du secondaire durant lequel l’enseignant de fin de collège, garant du 
futur de ses élèves, doit prendre en compte ce moment de transition du système 
éducatif. 

I.1.b Pourquoi les objets système d'équations et mise en équations ? 

Dans le même ordre d’idée, nous avons choisi un point spécifique du savoir 
enseigné en Troisième qui reste un enjeu d’enseignement au lycée : les systèmes 
d'équations et la mise en équations (en interrelation).  
Ces deux objets sont associés à des enjeux importants à la fois en Troisième et au lycée 
de même que dans la plupart des institutions du supérieur. On peut notamment souligner 
que :  

- Le système d'équations est le prolongement de l’équation à une inconnue et se 
trouve donc au cœur de l’algèbre élémentaire enseignée au collège et au lycée. Mais 
c’est aussi l’outil de base de l’algèbre linéaire qui est un des points essentiels de 
l’enseignement mathématique dans la majorité des institutions du supérieur : on peut 
considérer qu’il a un « avenir riche ». 

- La mise en équations fait partie des pratiques de modélisation mathématique.1 
Or comme Chevallard le souligne, une place importante est accordée à ce type de 
pratiques dans les programmes de l'enseignement secondaire actuel :  

« Bien que le terme de modélisation soit de promotion relativement récente, il n'en est pas moins présent 
dans les programmes de l'enseignement secondaire dès lors que ceux-ci tentent de préciser la place qui 
doit être faite aux interventions des mathématiques (...). La place ainsi accordée à la modélisation de 
situations du monde fort diverses semble répondre à une volonté délibérée de rendre sensible la 
« déraisonnable efficacité des mathématiques », c'est-à-dire leur capacité à produire des connaissances sur 
le réel... » (Chevallard, document interne). 

                                                
1 Dans le cadre de notre mémoire de DEA, nous avons étudié l’enseignement de la mise en équations en 
classe de Seconde : nous avons montré qu’il répondait à une volonté explicite dans les directives 
officielles d’enseignement de pratiques de modélisation « extramathématique » (Coulange 1997a, b). 
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Par ailleurs  en reprenant une distinction déjà ancienne (Chevallard 1991), ce sont 

des objets d’enseignement de nature différente : l'objet système d'équations est un objet 
mathématique au sens strict, l'objet mise en équations est plutôt une notion 
paramathématique, c’est-à-dire un outil de l’activité mathématique qui ne constitue pas 
normalement un objet d’étude pour le mathématicien. 
On peut faire l’hypothèse que l’enseignement de ces deux objets relèvent de pratiques 
différentes de la part de l’enseignant, qu’il nous est apparu intéressant d’étudier. 
 
I.2 Point de vue théorique sur l’activité de l’enseignant de mathématiques 

En nous inspirant de travaux existants, nous avons été conduite à adopter un 
nouveau regard sur les pratiques de l’enseignant prenant appui sur une utilisation 
conjointe et articulée entre deux des principaux champs théoriques de la didactique des 
mathématiques. Précisons ce point de vue théorique. 

I.2.a Le « couple enseignant-enseigné » du point de vue de l'enseignant. 

Tout d’abord il nous faut préciser ce que nous entendons par « activité de 
l’enseignant ou du professeur de mathématiques ». 

Suivant l'approche conjointe de Mercier et de Chevallard, nous considérons l'acte 
d'enseignement comme une « activité coopérative entre l'enseignant et l'élève » 
(Mercier 1998). De ce point de vue, l'étude des « pratiques du professeur » nécessite 
celle de « l'activité coordonnée et complémentaire de l'élève » (Chevallard 1995, p. 13).  

Pour résumer, en reprenant les termes de Conne (1997) on peut dire que nous 
étudierons le « couple enseignant-enseigné » du point de vue de l'enseignant. 

I.2.b Des contraintes, des libertés, des choix, des décisions... 

Le professeur est soumis aux contraintes « externes » génériques (dispositifs 
didactiques généraux) et spécifiques (aspects épistémologiques de l'objet de savoir 
mathématique à enseigner, objectifs d'enseignement (en lien avec cet objet) fixés par les 
programmes...) qui pèsent sur tout système didactique. Cet ensemble de contraintes 
externes résulte des « différents assujettissements qui caractérisent l'enseignant » 
(Brousseau 1995, p. 6). En utilisant l’approche anthropologique du didactique, nous 
allons ainsi dégager les contraintes institutionnelles spécifiques d'une institution 
d'enseignement et d'un objet mathématique à enseigner, abordées du point de vue du 
concept de rapport institutionnel au savoir.  

Cependant, il reste toujours à l'enseignant un espace de liberté dans les limites de ce 
premier ensemble de contraintes,2 à l’aide de ses connaissances : mathématiques ou 
didactiques. Il peut faire des choix et agir de façon plus personnelle. Néanmoins au sein 
de cet espace de liberté, les régulations de la relation didactique « enseignant-élève » 
soumettent à leur tour le professeur à de nouvelles contraintes que nous appellerons 
« internes ». Pour étudier ce deuxième ensemble de contraintes, nous utiliserons les 

                                                
2 Margolinas parle de nécessaires « libertés des choix didactiques » de l'enseignant 

(Margolinas 1994, p. 27). 
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concepts de milieu et de contrat didactique en nous référant à la théorie des situations 
didactiques.3   

Sous le poids de ces deux groupes de contraintes, le professeur fait ses choix et prend 
ses décisions. Notons que ces contraintes agissent déjà quand l’enseignant prépare son 
cours et pas seulement en classe.  

Ainsi le modèle général de situation pour l’enseignant peut être schématisé comme 
suit : 

 

 
Fig. 1 modèle général de la situation du professeur soumis à des contraintes externes et internes 

                                                
3 Notons qu'une partie de ces contraintes internes peuvent être vues comme traduisant des 

contraintes externes : suivant Assude (Assude 1996), on peut parler d'une articulation entre écologie et 
économie d’un système didactique ; dans notre mémoire de DEA (Coulange 1997 a), nous avions montré 
qu'une étude du rapport institutionnel, dans la position élève, à l'objet « mise en équations » en classe de 
Seconde (point de vue écologique du système) permettaient de faire des hypothèses sur des règles 
pérennes de contrat didactique (point de vue économique du système). 
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II. Plan détaillé de la thèse 

Nous avons fait jusqu’à présent une présentation très générale des choix 
méthodologiques et du point de vue théorique initial de notre recherche. Il s’agit 
maintenant de rentrer dans le détail du plan de ce travail. 

 
II.1 Synthèse de travaux en didactique de l’algèbre élémentaire 

Assez peu de travaux de didactique des mathématiques ont pris pour objet d’étude 
les systèmes d’équations ou la mise en équations. Par contre, il existe une littérature 
abondante sur l’enseignement de l'algèbre élémentaire, à la fois en France et à 
l'étranger. Pour démarrer notre travail, nous présentons une synthèse assez large, bien 
que non exhaustive, de ces recherches sur lesquelles notre étude a pu s'appuyer. 

Dans l'ensemble, la plupart des travaux étudiés restent centrés sur l’organisation 
du savoir enseigné ou les difficultés des élèves. Peu d’auteurs prennent pour objet les 
pratiques de l’enseignant. Sur ce point, notre travail est singulier. 

 
II.2 Les contraintes externes liées à l’enseignement des systèmes d’équations 

et de la mise en équations en classe de Troisième 
 
Selon le point de vue théorique présenté plus haut, après la synthèse des travaux 

antérieurs, notre travail commence par l’étude des contraintes externes qui pèsent sur le 
professeur (et l’élève) dans l’enseignement des systèmes d’équations et de la mise en 
équations en classe de Troisième. 

Cette étude se fait en deux temps : pour adopter un point de vue extérieur sur le 
système de contraintes institutionnelles contemporaines et nous déprendre de toute 
illusion de transparence, il nous est apparu nécessaire d’en étudier d’autres 
« possibles ». Dans ce sens, nous étudions dans un premier temps la genèse du savoir 
savant autour des systèmes d’équations linéaires, puis dans un deuxième temps nous 
nous intéressons à l’histoire de l’enseignement des systèmes d’équations et de la mise 
en équations. 

 
II.2.a Étude historique de la genèse du savoir savant autour des systèmes d'équations 

Un rapide aperçu historique de la genèse du savoir savant autour des équations et 
plus spécifiquement des systèmes d'équations (intimement lié à l'origine à 
l'arithmétique) nous permettra d'étudier des premiers systèmes de contraintes externes 
qui peuvent être associés à l'épistémologie des objets « systèmes d'équations » et « mise 
en équations ». 
Comme l'évoque Artigue, on peut considérer que cette étude historique peut nous 
fournir du recul dans l’analyse « d’un processus d'enseignement donné » : 

L'analyse épistémologique peut « aider la didactique à se déprendre de l'illusion de transparence des 
objets qu'elle manipule au niveau du savoir » (Artigue 1989). 
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II.2.b Etude des contraintes et des libertés propres à des rapports institutionnels 
d’élèves et d’enseignants aux objets mise en équations et systèmes d’équations 

Comme nous l’avons déjà évoqué, les contraintes externes résultent de différents 
assujettissements qui caractérisent l’enseignant et l’élève au sein de toute institution 
didactique : on peut parler de contraintes et de libertés institutionnelles qui pèsent sur 
les pratiques d’enseignement des systèmes d’équations et de la mise en équations.  
 
 « Dans le cadre d'une approche anthropologique, une problématique écologique » 

 
Pour étudier les contraintes externes, nous nous plaçons dans le cadre de la théorie 

anthropologique développée par Chevallard. Il s’agit dans ce cadre théorique de 
considérer l’enseignant et l’élève comme des « sujets institutionnels ». On cherchera à 
décrire l'assujettissement du couple enseignant-enseigné à une institution, relativement à 
un objet de savoir, en termes de « rapport institutionnel » (c’est-à-dire le rapport d’un 
sujet « idéal » de l’institution). Nous utiliserons ici la notion clé d'organisation 
praxéologique ou de praxéologie : tout rapport institutionnel à un objet de savoir 
renvoie à des pratiques qui se réalisent dans l’institution, et se laissent donc analyser en 
systèmes de types de tâches, techniques (qui permettent d'accomplir un type de tâche 
donné), technologie (qui justifie, légitime et produit la technique) et théorique (qui 
justifie, légitime et produit la technologie : une « technologie » de la technologie). 

 
Pour analyser des contraintes propres au rapport institutionnel aux objets systèmes 

d'équations et mise en équations dans les classes actuelles de Troisième, nous cherchons 
donc à décrire différentes organisations praxéologiques dans lesquelles ces objets 
interviennent. Nous nous penchons sur d'autres périodes d'enseignement passées : ceci 
nous renseigne sur d’autres organisations possibles, ayant pu ou pouvant exister, et sur 
les conditions de leur existence. Nous rentrons ainsi dans un questionnement de type 
écologique : « qu’est-ce qui existe et pourquoi ? Qu’est-ce qui a pu exister ou pourrait 
exister ? Sous quelles conditions ? » (Artaud 1997, p. 101). Nous avons analysé les 
programmes et des manuels couvrant la période de 1902 à 1999. Cette analyse nous 
permet :  
- d’analyser et d’expliquer les pratiques d’enseignement des systèmes d’équations et de 
la mise en équations comme le fruit d’un processus évolutif du savoir enseigné  
- de prendre en considération diverses organisations construites autour des objets 
systèmes d’équations et mise en équations éventuellement à la connaissance des 
professeurs et qui peuvent se constituer en choix possibles d’enseignement (on parlera 
alors de « libertés institutionnelles »). Dans ce sens, nous complétons notre étude par 
l’analyse des réponses à un questionnaire d’enseignants actuels de troisième (que nous 
avons construit). 

 
Nous tentons ainsi dans cette partie d’apporter des éléments de réponse aux 

questions suivantes : 
Quelles sont les contraintes institutionnelles aux objets systèmes d'équations et mise en 
équations dans l'institution classe de Troisième ? Quelles sont les origines et les causes 
de ces contraintes ? 
Qu'ont-elles pu être à d'autres époques d'enseignement ? Quelles ont été leur évolution 
d'une période à l'autre ?  
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Quelles alternatives possibles, les « anciens » rapports institutionnels aux objets 
systèmes et mise en équations représentent-ils par rapport au système de contraintes 
institutionnelles actuelles en Troisième ? 

 
 
II.3 Les contraintes internes liées à l’enseignement des systèmes d’équations 

et de la mise en équations en classe de Troisième 
 
La partie précédente nous permet de délimiter l'espace de liberté laissé à 

l'enseignant de Troisième dans son enseignement des systèmes d'équations et de la mise 
en équations. Cependant comme nous l'avons évoqué plus haut, au sein de cet espace de 
liberté, le professeur est soumis à d'autres contraintes internes. La dernière partie de 
notre travail s’attache à ces nouvelles contraintes. 

Dans ce cadre, nous avons mis en place un dispositif d’observation naturaliste 
permettant de recueillir des données de plusieurs types nous informant sur l’élaboration 
du projet d’introduction officielle des systèmes d’équations par un enseignant de 
Troisième et sur sa réalisation effective.  
A travers l'analyse du corpus ainsi constitué, nous cherchons à préciser les choix de 
l’enseignant, les systèmes de connaissances mathématiques et didactiques qui sous-
tendent ces choix et l’influence de contraintes externes et internes sur ses prises de 
décisions. 

 
« Dans le cadre de la théorie des situations, une problématique économique » 

 
Les outils didactiques utilisés pour l’analyse de ce corpus relèvent de ce que Perrin-

Glorian (1999b) a appelé le double « feuilletage » du concept du milieu, sous-jacent à la 
théorie des situations de Brousseau : on étudie les données recueillies selon une échelle 
globale ou transversale en référence à la notion de situation fondamentale ; puis selon 
une échelle locale d’étude à laquelle se rattache la structuration du milieu. 

 
II.3.a Analyse en termes de variables des choix de l'enseignant dans l’introduction 
officielle des systèmes d’équations 

Dans un premier temps, il nous est apparu intéressant d’interroger les choix du 
professeur de Troisième en référence au savoir visé sur les systèmes d’équations : en 
quoi les choix de cet enseignant limitent-ils la signification donnée à l’objet 
mathématique système d’équations ? A quelles types de contraintes (externes ou 
internes) répondent les choix de ce professeur ? 

Dans ce sens, nous effectuons une première analyse des décisions de l’enseignant 
en termes de variables. La série de problèmes qu’il envisage pour aborder son 
enseignement des systèmes d’équations constitue le point de départ de cette étude. Nous 
rentrons dans un processus analogue à celui de la recherche d'une situation 
fondamentale (et donc de ce que Perrin-Glorian a appelé « structuration horizontale ou 
transversale ») associée à la connaissance visée en cherchant un problème fondamental 
qui permette de considérer des énoncés particuliers comme représentants d'une classe 
plus large de problèmes du premier degré et d'envisager chacun comme résultant de 
valeurs particulières attribuées à des variables. 

En nous référant à ce problème fondamental, nous sommes en mesure d’interroger 
les choix (conscients ou non) de variables faits par l’enseignant à travers son projet a 
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priori d’introduction officielle des systèmes d’équations, par rapport à d’autres 
possibles, et d’en questionner les raisons et les conséquences sur le sens donné au savoir 
visé. 

 
II.3.b Analyse en termes de structuration verticale du milieu de la situation 
d’introduction officielle des systèmes d’équations élaborée par l’enseignant 

Dans un deuxième temps, nous nous sommes posée les questions suivantes :  
Quelles sont les systèmes de connaissances qui sous-tendent les choix de 

l’enseignant (quand il élabore son projet et lors de la réalisation effective de celui-ci) ? 
En réponse à quels types de contraintes externes et internes, fait-il ces choix et prend-il 
des décisions ? 

Pour tenter d’y apporter des éléments de réponses, nous partons du schéma de 
structuration verticale du milieu de Margolinas (1994) (qui élargit le modèle initial de 
Brousseau (1986) dans la perspective d’une étude plus approfondie du rôle de 
l’enseignant et en systématise l’utilisation pour l’analyse de séances de classes 
ordinaires). Nous analysons l'intégralité du corpus du point de vue de la structuration 
verticale du milieu .  
L’analyse descendante permet d’analyser les décisions prises par l'enseignant lors de la 
préparation de la séquence d'enseignement et les systèmes de connaissances de nature 
diverse (didactiques et mathématiques) qui les justifient. L'analyse ascendante nous 
permet d'envisager des stratégies d’élèves (en réponse aux problèmes) participant à la 
réalisation effective du projet du professeur ; sa confrontation avec l’analyse 
descendante nous permettra d'analyser les interactions des élèves et du professeur et 
d’interroger le caractère nécessaire ou contingent des décisions prises par l'enseignant 
observé en situation. 

 
II.3.c Analyse a posteriori de la situation d’introduction officielle des systèmes 
d’équations réalisée par l’enseignant 

Nous conclurons ce travail par l’analyse a posteriori de la situation 
d’enseignement observée, correspondant à la réalisation effective du projet de 
l’enseignant : la confrontation des modèles a priori construits à la contingence permettra 
de donner du sens aux choix faits par l’enseignant dans la gestion didactique des 
événements survenant dans la classe. 
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CHAPITRE A2 

SYNTHESE DES TRAVAUX EN DIDACTIQUE DE L’ALGEBRE 

ELEMENTAIRE 
 
 

 
 
 
 
 
Il existe diverses recherches en didactique des mathématiques dans le domaine 

de l’algèbre élémentaire. Il nous est apparu nécessaire de faire une synthèse rapide des 
travaux sur lesquels notre propre recherche prend appui : il ne s’agit pas de présenter en 
détail les différentes études qui ont nourri notre travail mais, plutôt d’en pointer les 
éléments qui ont pu nous servir directement. Nous avons choisi d’organiser cette 
synthèse autour d’un paradigme essentiel en didactique de l’algèbre et central dans le 
cadre de notre travail qui a pour emblème le couple « arithmétique / algèbre » : pour des 
raisons d’ordre épistémologique, inhérentes à la nature propre des savoirs,  mais aussi 
pour des raisons en rapport avec la nature des difficultés d’élèves débutants en algèbre, 
de nombreux chercheurs ont été amenés à se poser la question des rapports entre algèbre 
et arithmétique élémentaires et à identifier des ruptures et des continuités entre ces deux 
domaines. 

I. Du point de vue des problèmes  

Au sein de ce paradigme de recherche, divers auteurs ont cherché à mettre en 
avant des ruptures ou continuités associées à la nature et au fonctionnement intrinsèque 
des deux domaines de savoir : arithmétique et algèbre élémentaires.  

Gascon et Chevallard donnent ainsi des caractéristiques épistémologiques 
générales de l’algèbre et de l’arithmétique en termes de « champs de problèmes ». Ces 
deux auteurs cherchent plus exactement à modéliser des « pratiques » algébriques et 
arithmétiques, associées à l’étude de problèmes, dans une perspective anthropologique. 
On peut citer Gascon pour illustrer :  

« Au lieu de modéliser le savoir mathématique (qui est en réalité un terme primitif de la théorie), on 
modélise les pratiques mathématiques qui constituent, lorsqu’on les considère dans leur globalité, ce que 
l’on peut appeler l’activité mathématique. Dans une perspective anthropologique, l’activité 
mathématique est interprétée comme une activité d’étude de types de problèmes dans laquelle c’est 
le développement des techniques d’étude de ces types de problèmes qui engendre l’évolution 
dynamique des mathématiques. » (Gascon 1995, p. 48). 

Tous deux entendent montrer ainsi en quoi l’algèbre élémentaire dépasse 
l’arithmétique. 
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I.1 Passage d’un patron Analyse-Synthèse à un patron reformulé 

Dans son article intitulé Un nouveau modèle de l’Algèbre élémentaire comme 
alternative à l’Arithmétique généralisée, Gascon élabore un « modèle épistémologique 
spécifique de l’algèbre ». Celui-ci lui permettra, dit-il, d’avoir un point de vue 
particulier sur le modèle implicite dominant dans le système d’enseignement qui est 
d’après lui : l’algèbre élémentaire vue comme une arithmétique généralisée. 

Gascon prend comme point de départ une technique mathématique d’étude de 
problèmes bien connue sous le nom « d’Analyse–Synthèse » (dit A/S dans la suite). Ce 
patron4 applicable à certains problèmes d’arithmétiques a été employé à l’origine par les 
mathématiciens grecs pour résoudre des énoncés de construction géométrique. Selon 
Gascon, on peut le schématiser de la manière suivante en distinguant deux étapes 
principales : 
- Un « raisonnement régressif ou analyse qui part de l’objet inconnu d’un problème aux données du 
problème » : 
Soit En, l’objet inconnu du problème. On cherche un objet En-1 plus accessible à partir 
des données que En et à partir duquel on puisse construire En moyennant une 
transformation Tn. Puis on recommence de façon à faire apparaître des objets Ei et des 
transformations T1, T2, …, Tn jusqu’à arriver à un objet E0 directement obtenu à partir 
des données. 
- Un « raisonnement progressif ou synthèse qui fait le chemin inverse » : 
La synthèse est assurée par l’analyse antérieure : il s’agit uniquement d’appliquer, à 
partir de E0 les transformations Ti pour obtenir successivement E1, E2, …,En.5 

Dans son article, Gascon applique le patron A/S et les reformulations de ce patron 
qui vont suivre à deux types de problèmes : un énoncé de construction géométrique et 
un énoncé de type « arithmétique » dit de « Courriers ».6 Nous avons choisi à titre 
d’exemples des énoncés différents correspondant à un type particulier de problèmes : 
« les problèmes de partages en parties inégales » qui sont amenés à jouer un rôle 
important dans la suite de notre étude. On applique ainsi le « patron A/S » de Gascon au 
problème arithmétique très simple suivant :  

P1 : Paul a 45 francs de plus que Charles. Si Paul a 100 francs, quelle est la somme d’argent des deux 
garçons ?  

L'analyse peut consister à établir les états suivants, chacun étant caractérisé par une 

                                                
4  Gascon emprunte explicitement ce terme de « patron d’Analyse–Synthèse » aux travaux de 

Polya et de Lakatos 
5  Ce schéma est ainsi décrit par Gascon dans le cas des problèmes de construction géométrique :  

« Tel que le décrit Pappus le schéma général d’Analyse-Synthèse comporte deux étapes : un 
raisonnement régressif ou analyse qui part de l’objet inconnu d’un problème et arrive aux données du 
problème ; et un raisonnement progressif ou synthèse qui fait le chemin inverse, en partant des données 
du problème et en aboutissant à la construction de l’objet inconnu (…). Les Grecs pensaient de manière 
erronée que ce patron était uniquement applicable aux problèmes de construction géométrique. Son 
application typique était la suivante : on part de la figure à construire qui détermine l’objectif En du 
problème. On cherche une autre figure En-1 plus accessible à partir des données du problèmes et partir de 
laquelle on puisse construire En moyennant une transformation géométrique Tn. Le processus continue 
jusqu’à arriver à une figure géométrique E0 constructible à partir des données du problème. L’Analyse 
finit en ce point. Commence alors la Synthèse qui est, de fait, assurée par l’Analyse antérieure puisqu’il 
s’agit uniquement d’appliquer à partir de E0, les transformations Ti construites lors de l’Analyse. » 
(Gascon 1995, pp. 49 – 50).  
Il en élargit l’application aux énoncés de problèmes « arithmétiques » dans la suite de l’article. 

6 Qui fait intervenir des vitesses, des temps et des distances. 
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grandeur déterminée ou « calculable » et ne dépendant que de l'état précédent et des 
données numériques du problème : 
E2 : somme d'argent des deux garçons (inconnue) 
E1 : somme d'argent de Charles  
E0 : somme d'argent de Paul (donnée) 
La synthèse correspondante peut alors se caractériser par le schéma suivant où chaque 
Ti représente une transformation arithmétique :  

E0 
T1

 E1 
T2

 E2  
T1 : soustraire 45 à 100. (on obtient 55 francs) 
T2 : additionner 55 et 100. (on obtient 155 francs). 

Gascon montre une première limitation associée à ce patron « A/S ». Celui-ci ne 
permet pas de résoudre ce que l’auteur appelle tous les problèmes « isomorphes » aux 
problèmes « initiaux » (qui peuvent être résolus par analyse-synthèse), c’est à dire les 
problèmes obtenus à partir des précédents en procédant à une simple permutation des 
données et des inconnues : par exemple, le problème cité ci-dessus est isomorphe aux 
problèmes :  

P’1 : Charles a 45 francs de moins que Paul. Charles a 55 francs, quelle est la somme d’argent des deux 
garçons ? (la donnée « part de Paul » est devenue inconnue et l’inconnue « part de Charles » est devenue 
donnée). 

P’’1 : Paul a 45 francs de plus que Charles. La somme d’argent des deux garçons étant de 155 francs, 
quelle est la part de Charles ? (la donnée « part de Paul » est devenue inconnue et l’inconnue « somme 
d’argent des deux garçons» est devenue donnée).  

Le patron A/S permet de résoudre P’1 et non P’’1 : en effet, si on repart de l’objet 
« inconnu »  de cet énoncé, c’est-à-dire la « somme d’argent de Charles » :  
En : somme d’argent de Charles 
En-1 : somme d'argent de Paul   
En-2 : ? 
Il n’existe pas de transformation arithmétique directe qui permette de passer directement 
de E0 qui correspondrait à la donnée « somme d’argent des deux garçons » à En-1 ou ni 
d’ensembles de transformations arithmétiques qui permette d’aller de E0 à En-1. Ce 
problème ne peut pas se décomposer en une chaîne de problèmes simples avec des 
résultats intermédiaires « constructibles » (c’est à dire calculables) de façon à ce que ces 
résultats ne dépendent que du résultat précédent. La résolution de ce problème nécessite 
une analyse « auxiliaire » qui permette d’exprimer la donnée « somme d’argent des 
deux garçons » que (l’on sait égale à 155) comme deux fois la part de Charles plus 45.  

Gascon propose une nouvelle formulation de ce patron A/S (semblable à celle 
donnée par Descartes dans ses Règles pour la direction de l’esprit) qui consiste à : 
- Élargir le registre des données aux expressions symboliques et non plus aux seules 
données numériques (certaines données peuvent être représentées par des expressions 
algébriques). 
- Remplacer l’analyse du patron A/S par une analyse auxiliaire qui met en évidence les 
quantités exprimables de deux façons et une analyse reformulée qui consiste à produire 
ces expressions différentes à l’aide des expressions algébriques présentes dans les 
données « élargies ». 
- Remplacer la synthèse du patron A/S par une synthèse reformulée où il s’agit d’écrire 
l’expression symbolique et d’écrire les équations ou inéquations qui découlent des deux 
analyse auxiliaires et reformulées. 
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Si on applique le patron ainsi « reformulé » au problème P’’1 (Paul a 45 francs de plus 

que Charles. La somme des deux garçons étant de 155 francs, quelle est la part de Charles ?) : on 
désigne par x la part de Charles inconnue. La part de Paul est alors x + 45 (données 
élargies aux expressions algébriques). L’analyse auxiliaire (très simple dans le cas de ce 
problème) permet de montrer que l’on peut exprimer de deux manières la quantité 
« S = somme d’argent des deux garçons ». L’analyse reformulée donne alors S = 155 et 
S = x + (x + 45). La synthèse reformulée consisterait par suite à écrire l’équation 
155 = x + (x + 45) et la synthèse auxiliaire à résoudre cette équation : on obtient 
x = 55.7 

Ce patron « reformulé » a une portée plus large que le patron A/S initial décrit par 
Gascon et permet de dépasser la première limitation évoquée par l’auteur, associée à un 
ensemble de problèmes « isomorphes ». Cette première variation du patron A/S permet 
donc de « calculer l’inconnue » pour résoudre un champ élargi de problèmes 
« arithmétiques » ou de construction géométrique. Cependant Gascon souligne que ce 
nouveau patron ne permet pas d’étudier les « conditions d’existence de l’inconnue » :  

« La question qui se pose alors est de savoir si nous avons dépassé toutes les limitations du patron A/S. 
En réalité le progrès est uniquement partiel, étant donné que, dans les deux cas examinés [les deux 
énoncés étudiés à titre d’exemple par l’auteur], nous avons réussi à calculer l’inconnue (ce qui n’était pas 
possible avec la technique d’A/S antérieure), mais nous ne connaissons toujours pas les conditions de son 
existence. De façon analogue, nous avons pu construire le triangle ABC ou déterminer la longueur y de la 
pente, sans arriver à connaître les conditions de possibilité de cette construction, ni de cette détermination. 
Quelle nouvelle variation de la technique nous permettra de dépasser définitivement ces limitations ? » 
(Gascon 1995, p. 55). 

La deuxième variation qu’il propose est la modélisation algébrique associée à la 
désignation des données « connues » par des lettres : elle seule permet de s’intéresser à 
la structure des problèmes et non seulement à la simple obtention de l’inconnue.  

« La caractéristique principale du traitement des problèmes algébriques réalisée par Viète et de la 
géométrie de Descartes est l’introduction systématique de la représentation littérale, aussi bien pour 
désigner les quantités inconnues que les quantités connues, ce qui présente l’avantage de traiter des cas 
généraux et de pouvoir s’intéresser à la structure des problèmes et non à la simple obtention de 
l’inconnue. » (ibid., p. 55). 

Ce serait essentiellement en cela, l’utilisation de paramètres, que l’algèbre élémentaire 
dépasserait l’arithmétique. Gascon montre que la modélisation algébrique permet de 
donner les conditions d’existence de l’inconnue mais aussi de générer de nouvelles 
questions relatives au système sous-jacent à l’énoncé de problème, pour produire de 
nouvelles connaissances à son sujet. 
Pour illustrer, on peut reprendre un énoncé « général » (ou « littéral ») de partage en 
trois parties inégales :  

Paul a a billes de plus que Charles qui en a lui-même b de moins que Pierre. Le nombre de billes des trois 
garçons étant S, combien Pierre a-t-il de billes ? 

L’application du patron A/S reformulé permet de trouver la formule (a – b + x)+ (x –
 b) + x = S (avec x : le nombre de billes de Pierre, x entier positif). D’où la formule x =  
                                                

7  Notons que si nous avons associé comme Gascon, le patron reformulé à une résolution 
algébrique de l’énoncé P’’1, ce type de problèmes présente aussi des solutions de type « arithmétiques » : 
on trouve en grand nombre des énoncés de ce genre dans les manuels d’arithmétique élémentaire jusqu’à 
la Réforme des années 1970 ; ces problèmes de « partage en parties inégales connaissant leur différence 
et leur somme » vont par ailleurs jouer un rôle essentiel dans la suite de notre travail. 
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S + 2b - a

3   qui nous dit que la condition pour que le nombre de billes de Pierre existe est 

que S + 2b – a soit positif et divisible par 3. Cette formule nous permet également de 
poser de nouvelles questions du type : dans quel cas le nombre de billes de Pierre sera-t-
il proportionnel au nombre de billes total ? Quels seront alors les nombres de billes de 
Charles et Paul ? 
Comme le souligne Gascon : 

« La réponse à ces questions nous permettra d’obtenir de nouvelles connaissances sur le système sous-
jacent à l’énoncé du problème. Les formules citées constituent donc un instrument pour produire des 
connaissances sur le système sous-jacent à l’énoncé du problème. Nous dirons qu’il s’agit d’un modèle 
de ce système, d’un modèle algébrique. » (ibid., p. 56). 

Dans le cadre de son nouveau modèle de l’activité algébrique qui renvoie à des 
pratiques de « modélisation algébrique », Gascon explique « l’une des raisons qui 
portent à considérer l’algèbre élémentaire comme une arithmétique généralisée ». Il 
s’agirait de l’identification des pratiques algébriques au langage algébrique, c’est-à-dire 
aux instruments ostensifs écrits que mettent en œuvre ces pratiques (l’auteur rejoint 
ainsi la distinction faite par Chevallard et Bosch (1999) entre les ostensifs et les non-
ostensifs) : 

« Si en effet, nous regardons uniquement les instruments ostensifs écrits que met en œuvre cette activité 
que nous avons appelée « algèbre élémentaire », et si nous nous limitons à ces instruments particuliers 
que l’on désigne par le terme de « langage algébrique », nous verrons qu’ils vérifient un grand nombre 
des propriétés citées lors de la considération de l’algèbre comme une « arithmétique généralisée ». (…) 
Ce fait expliquerait en partie le modèle classique : identifier l’algèbre élémentaire à une « arithmétique 
généralisée » serait une conséquence du fait de considérer le langage algébrique – qui n’est que l’un des 
aspects des instruments mis en jeu par « l’algèbre élémentaire » - pour le tout, en confondant la partie la 
plus visible des techniques utilisées et l’activité toute entière. De notre point de vue, on ne peut identifier 
« l’algèbre élémentaire » avec les instruments que met en jeu cette activité, ni, par ailleurs détacher ces 
instruments de la technique qu’ils constituent. » (ibid., p. 58). 

L’auteur donne en conclusion de son article des indices de la capacité explicative 
de son modèle dont nous ne retenons pour l’instant que les deux suivants : 
- Le passage du patron classique A/S aux « pratiques de modélisation algébrique » 
suppose un élargissement notable du champ de problèmes abordables. L’algèbre 
consiste pour lui en l’étude d’un champ de problèmes qui contient non seulement les 
énoncés « arithmétiques », mais encore les problèmes de « dénombrement simple », de 
« géométrie », etc. : 

« La nouvelle activité mathématique qui en découle [du passage A/S initial au patron reformulé] doit 
prendre en compte, en effet la modélisation algébrique de systèmes non seulement « arithmétiques » 
(c’est-à-dire étudiés par l’arithmétique), mais aussi de problèmes « géométriques », de 
« dénombrement », de « logique », etc. » (ibid., p. 60). 

Comme cela est souligné dans un article co-écrit par Bolea, Bosch et Gascon, ce modèle 
alternatif de l’algèbre élémentaire révèle en quelque sorte que l’algèbre élémentaire 
n’est pas un domaine de savoir comme les autres mais un instrument de modélisation 
d’œuvres mathématiques :  
« Nous avons donc commencé par formuler un modèle alternatif de l’algèbre élémentaire [il s’agit du 
modèle de Gascon] dont le développement culmine dans la modélisation algébrique. Dans ce modèle, 
l’algèbre élémentaire n’apparaît pas comme une œuvre mathématique au même titre que les autres œuvres 
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qui s’étudient à l’école, mais comme un instrument de modélisation d’œuvres mathématiques. On ne peut 
pas parler de « l’algèbre » comme on pourrait parler de l’arithmétique et de la géométrie, en nous référant 
à une organisation autonome qui surgirait d’un questionnement extramathématique, d’une problématique 
de mathématisation d’un réel non-mathématique. On va par contre considérer l’algèbre comme un 
processus, le processus d’algébrisation qui affecte les œuvres mathématiques préalablement constituées. » 
(Bolea et al. 1998, p. 154). 

- La notion de paramètres apparaît essentielle à travers le passage au modèle alternatif 
de l’algèbre de Gascon (« sans l’utilisation de paramètres, l’algèbre élémentaire ne peut même pas 
être considérée comme une arithmétique généralisée. » (Gascon 1995, p. 59)). L’abandon des 
problèmes dépendant de paramètres dans l’algèbre enseignée pourrait expliquer certains 
phénomènes didactiques liés à l’apprentissage actuel de l’algèbre comme la faiblesse 
des techniques algébriques face aux techniques arithmétiques de résolution de 
problèmes pour les élèves, le morcellement du savoir algébrique enseigné8 :  
« Or, paradoxalement, l’existence d’un modèle de l’algèbre élémentaire comme arithmétique généralisée 
est contemporain de l’abandon des paramètres dans l’algèbre enseignée. Ce fait pourrait expliquer 
certains aspects des phénomènes didactiques liés à l’enseignement et à l’apprentissage actuel de l’algèbre, 
dont nous fournissons ici quelques exemples : 
- la faiblesse dans l’activité mathématique développée à l’école, des techniques algébriques face aux 
techniques arithmétiques, et la péjoration qui en découle. 
- Le détachement de l’activité de résolution de problèmes scolaires d’une grande partie de l’algèbre 
enseignée 
- la séparation excessive et rigide entre différents secteurs de l’algèbre enseignée (les équations 
algébriques élémentaires, les formules de fonctions, par exemple) que Chevallard a déjà mise en évidence 
(1989). » (Gascon 1995, p. 59). 
 

I.2 Pratiques de modélisation algébrique 

On peut considérer que le travail de Gascon prolonge les recherches de Chevallard 
sur le passage de l’arithmétique à l’algèbre (Chevallard 1985 et 1989) : Chevallard met 
lui aussi l’accent sur des pratiques de modélisation algébrique. Néanmoins le point de 
départ de ses travaux est différent : ses recherches sur le passage de l’arithmétique à 
l’algèbre s’appuient sur une analyse de l’évolution de l’algèbre enseignée sur une vaste 
période (du dernier tiers du XVIe au XXe siècle). 

Il montre comment à l’origine, l’enseignement au collège était organisé autour 
d’une « opposition–filiation » entre arithmétique et algèbre élémentaires. Il y a eu 
pendant plusieurs siècles de l’histoire de l’enseignement (jusqu’à la Réforme des 
mathématiques modernes), la mise en avant d’une rhétorique qui s’efforçait de situer 
arithmétique et algèbre dans le prolongement l’une de l’autre tout en les opposant : 

« Le programme de 1945 pour la classe de quatrième (…) est clairement organisé autour d’une grande 
dichotomie, celle de l’arithmétique et de l’algèbre. Cette distinction structure encore le programme de 
1958 (annexe 2). Elle disparaît du programme « réformé », celui de 1971, et n’apparaît plus dans le 
programme de 1978. (…) L’opposition de l’arithmétique et de l’algèbre était en effet jusque là, 
traditionnelle. Tradition ancienne d’ailleurs - puisque le principe en est posé par Viète lui-même à la fin 
du XVIe siècle -, et en tout cas bien installée dans l’usage : traversant tout le XIXe, elle ne s’éteindra 
qu’au début des années 1970. » (Chevallard 1985, p. 52). 

                                                
8 « L’unité fonctionnelle de l’algébrique est largement dissoute : il y a autonomisation de blocs 

relativement indépendants les uns des autres, ce qui produit un morcèlement du corpus algébrique. » 
(Chevallard 1992, p. 94). 
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Chevallard donne des exemples de ce qu’il appelle l’exposé ou la stratégie classique 
d’introduction à l’algèbre contre l’arithmétique. Dans les manuels de cette période, il 
s’agit souvent de résoudre une série de problèmes arithmétiques à complexité 
« croissante » : l’énoncé initial est « arithmétiquement très simple »9 ; il est le point de 
départ de problèmes de plus en plus complexes (du point de vue de la résolution 
arithmétique). L’algèbre est alors introduite comme concurrente à l’arithmétique pour la 
résolution de cette série de problèmes. Les auteurs de manuels soulignent en général 
l’intérêt de ce nouvel outil de résolution par un commentaire du type :  

« Le gain de l’opération est souligné sans détour : « la solution algébrique est plus simple, plus rapide que 
la solution arithmétique. Elle dispense de faire de longs raisonnements. » Rhétorique familière. » 
(Chevallard 1989, pp. 24 – 25). 

Notons que dans la plupart des ouvrages cités par Chevallard, ce sont des 
problèmes dits de « partage en parties inégales »10 qui servent cette stratégie classique 
d’introduction à l’algèbre ; on peut en effet construire assez facilement des séries de ce 
type de problèmes à complexité croissante : 

« Tel ouvrage, qui part d’ailleurs d’un problème à structure plus simple (celui du partage en parts égales), 
présente ensuite le problème du partage en parts différentes, puis du partage en plusieurs parts différentes, 
pour passer alors au partage en parts multiples, puis en plusieurs parts multiples, enfin rassemblant les 
deux types de structure en un même problème, au partage en parts différentes et parts multiples. » 
(Chevallard 1989, p. 16). 

Chevallard prête des raisons à la fois d’ordre didactique et historique à la 
remarquable stabilité de ce type d’exposé dans l’histoire de l’enseignement des 
mathématiques. D’une part, cette stratégie classique d’introduction à l’algèbre 
élémentaire est calquée sur la genèse historique de l’algèbre élémentaire :  

« Le projet initial d’enseignement de l’algèbre (…) n’était pourtant pas sans force. Il insérait dans la 
structure classique d’un temps didactique linéaire et intégrateur (où l’algèbre venait prendre appui sur 
l’arithmétique, pour la prolonger, l’enrichir et la dépasser) ce que la genèse des savoirs savants avait 
fait se succéder dans le temps de l’histoire. Projet impeccable, à le juger selon l’aune des conceptions 
didactiques les mieux établies dans notre tradition d’enseignement. » (Chevallard 1989, p. 6).11 

D’autre part, elle permet de mettre en place un dispositif didactique où s’organise une 
dialectique assez traditionnelle de l’ancien et le nouveau savoir enseigné : 

« L’exposé produit par les auteurs étudiés jusqu’ici a tout d’abord pour lui de se couler idéalement dans le 
moule d’une didactique fermement établie, fondée sur l’enchaînement des savoirs par le moyen de leur 
articulation discursive. L’algèbre n’élimine par l’arithmétique ; elle se rend didactiquement compatible 
                                                

9  Néanmoins, la résolution de ce problème initial « simple » ne doit pas permettre de procéder 
sans détour du connu vers l’inconnu, auquel cas l’algèbre deviendrait inutile. Chevallard parle d’une 
« borne vers le bas » dans le choix de ce premier énoncé : « (…) il existe aussi une borne vers le bas dans 
le choix du problème de départ. Pour que le traitement algébrique apparaisse en effet, non pas comme 
nécessaire (…), mais seulement déjà comme moyen d’attaque raisonnable, et candidat valable à la 
concurrence avec le traitement arithmétique, il convient que la résolution du problème ne puisse procéder 
directement du connu vers l’inconnu auquel cas l’algèbre deviendrait superflue (…). » (Chevallard 1989, 
p. 18). 

10  Dont nous avons cité un exemple plus haut pour illustrer le travail de Gascon. 
11 Comme le souligne Chevallard, on  peut noter que certains auteurs de manuels comme Clairault 

revendiquent ce parti didactique d’un parallèle historique sans doute quelque peu mythique :  
« Je me suis proposé de suivre dans cet Ouvrage, écrit ainsi Clairault dans sa préface, la même méthode 
que dans mes Elemens de Géométrie : j’ai tâché d’y donner les règles de l’Algèbre dans un ordre que les 
Inventeurs eussent pu suivre. » (Chevallard 1989, p. 46). 
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avec elle, et prétend seulement lui succéder dans la filiation scolaire des savoirs mathématiques. » 
(Chevallard 1989, p. 35). 

Chevallard dénonce par la suite l’échec didactique associé au projet initial 
d’exposé classique et à ses dérives : très rapidement, les auteurs de manuels d’algèbre 
élémentaire adoptent en fait un plan qui aboutit au repliement de l’algèbre sur lui-même 
et à sa péjoration vis-à-vis de l’arithmétique. En effet aussitôt après que l’algèbre ait été 
introduite comme outil de résolution de problèmes, elle devient objet d’étude. Dans de 
nombreux ouvrages, on constate alors une inflation du calcul algébrique et de la 
résolution d’équations, privées de toute fonctionnalité. Comme Chevallard le souligne, 
« le retour aux problèmes tarde à venir et bientôt sera oublié » : 

« A l’origine, répétons-le, l’algèbre est présentée comme l’heureuse rivale de l’arithmétique. Elle 
constitue un outil plus puissant, plus universel, plus flexible aussi (…). Mais aussitôt cet outil mis en 
place, et prêt à fonctionner, voilà que sa matière première lui est retirée. Car pour le faire fonctionner, 
explique-t-on, il faut en maîtriser les ressources : de là l’inflation, en algèbre élémentaire du calcul 
algébrique et de la résolution d’équations au départ simples préliminaires à l’emploi effectif de l’algèbre 
comme outil (…). Mais le retour aux problèmes, problèmes mathématiques, ceux de la théorie 
élémentaire des nombres par exemple, que les mathématiciens grecs, avec d’autres outils, avaient tant 
cultivé, et problèmes extramathématiques, liés à la modélisation de situations du monde (dit ) réel, dont 
l’arithmétique avait fait son domaine d’action privilégié pour des raisons bien particulières, ce retour 
tarde à venir, bientôt sera oublié. » (Chevallard 1989, pp. 7–8). 

D’autre part, selon Chevallard, une des raisons essentielles de cette succession 
manquée (de l’algèbre à l’arithmétique) est en fait d’ordre épistémologique.  
Une des conséquences de l’adaptation de l’exposé traditionnel d’introduction à 
l’algèbre, au niveau du collège, c’est l’abandon des paramètres, l’enseignement d’un 
« langage algébrique dépourvu de constantes » : la résolution de problèmes dépendant 
de paramètres, pourtant prévue dans le projet initial de la stratégie classique 
d’enseignement de l’algèbre, disparaît et seuls restent les problèmes numériques :  

« On a souligné plus haut la plasticité écologique de l’exposé traditionnel : plan d’ensemble unique (à des 
variantes mineures près), propre à s’adapter aux niveaux les plus divers, de l’enseignement primaire à 
l’enseignement supérieur. Or l’adaptation aux niveaux inférieur et moyen des études se pare ici d’une 
manière dramatique, par la présentation d’un langage algébrique dépourvu de constantes. » 
(Chevallard 1989, p. 47). 

Chevallard y voit une « raison fondamentale » de la marginalisation de l’algèbre 
élémentaire dans la mathématique enseignée. En effet explique-t-il dans la suite, la 
désignation des quantités connues par des lettres est ce qui fait justement toute la force 
de l’algèbre : 

« D’emblée, la puissance algébrique est mise en relation avec le fait de désigner par des lettres, à côté des 
quantités inconnues que l’on cherche, les quantités connues elles-mêmes – les données. » 

L’algèbre renoncerait à une part indispensable d’elle-même avec l’abandon conjugué de 
l’emploi de paramètres, de notions de formule et de fonction :  

« Ce qui fait la force de l’algèbre, donc, c’est ce que nous nommerions aujourd’hui l’emploi de 
paramètres, soit des variables du système dont les valeurs sont supposées connues. (…) L’emploi de 
paramètres remet à une place centrale, dès le niveau le plus élémentaire des études mathématiques, la 
notion de formule. Cette notion est immédiatement liée à celle de fonction. (…) La fonctionnalité du 
calcul algébrique qu’une perspective de renouvellement curriculaire doit viser suppose ainsi, 
précocement, l’emploi de paramètres ; suscite la réappropriation de la notion de formule (en mettant en 
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avant autant leur production que leur mise en œuvre) ; et conduit à envisager la familiarisation, précoce 
tout autant avec la notion de fonction. » (Chevallard 1989, pp. 65 – 66). 

Cette faiblesse de l’algèbre enseignée toujours d’actualité expliquerait à la fois 
l’absorption de l’algèbre dans les problèmes numériques « arithmétiques » et le 
cloisonnement de différents champs du savoir algébrique : équations, formules, 
fonctions… 
Selon Chevallard, c’est uniquement à partir de ce point : l’emploi de lettres pour 
désigner les données, que l’algèbre peut rivaliser et même dépasser l’arithmétique :  

« C’est à ce prix seulement que l’algèbre élémentaire prend sa plein puissance : du moins, peut–elle alors 
et alors seulement, se poser en rivale de l’arithmétique et justifier sa prétention à la dépasser en 
fournissant les moyens d’une arithmétique généralisée. » (Chevallard 1989, p. 49). 

L’emploi de paramètres permettrait à la fois une « généralisation » de l’arithmétique (on 
n’opère plus que sur des énoncés avec des données numériques particulières) et une 
étude de la structure des problèmes (on peut étudier des conditions d’existence des 
inconnues ou d’autres propriétés inhérentes au problème posé). Il s’agit, dit 
Chevallard, de rentrer dans des « pratiques de modélisation algébrique ». Pour 
cela, il met en avant une extension du champ des problèmes « numériques » 
d’origine arithmétique aux problèmes « littéraux » sans laquelle l’algèbre 
enseignée perdrait une de ses principales raisons d’être et serait absorbée par le 
« legs arithmétique ». 

D’autre part, Chevallard fait également quelques remarques d’ordre 
épistémologique, quant au caractère « concret » des problèmes arithmétiques. Selon lui, 
la référence de ces problèmes à un « réel d’opérette » (qui leur donne à nouveau du 
succès dans l’enseignement secondaire12) permettait en quelque sorte de remédier à une 
absence de symbolisme et de concepts mathématiques. En arithmétique, les problèmes 
 concrets  jouent le rôle de substitut d’un langage formel (du type algébrique), servant à 
présenter des structures mathématiques abstraites. Sans aller plus en détail,13 on peut 
citer pour illustrer :  

« Le problème des problèmes « concrets » est consubstanciellement lié, dans l’histoire des 
mathématiques, au secteur de l’arithmétique (comme opposée et à la géométrie, et à l’algèbre). Dans ce 
secteur, ils jouent le rôle de substitut d’un langage adéquat, historiquement non élaboré ou simplement 
absent au niveau du cursus d’enseignement permettant de poser des problèmes. Sous l’habillage 
« concret », ce sont des structures mathématiques qu’ils servent à présenter (en les représentant, au 
double sens diplomatique et théâtral du terme). En conséquence, ces problèmes « concrets » peuvent se 
permettre de se référer de manière parfaitement irréaliste » (Chevallard 1989, p. 133). 

C’est pourquoi, l’univers de l’ancienne arithmétique reste en quelque sorte un univers 
« clos », souvent limité aux problèmes du premier degré. Les problèmes d’origine 
arithmétique sont « stéréotypés » tout comme leurs solutions : 

                                                
12  Entre autres pour des raisons d’ordre idéologiques développées par Chevallard : 
« la réaction suscitée par la mise en ouvre des programmes réformés aboutit (autour de 1977 ) à 

une contre-réforme à la fois théoriciste (ce qui l’oppose à la réforme antérieure) empiriste (ce qui 
approfondit ou du moins perpétue le mouvement amorcé antérieurement à la réforme du début des années 
soixante-dix) et soumise idéologiquement aux mots d’ordre conjugués de « retour au concret » (entendu 
comme retour à l’extramathématique) et « d’ouverture de l’école sur la vie ». » (ibid., p. 134). 

13 Nous y reviendrons plus dans le détail à l’occasion de nos réflexions sur l’histoire de la genèse 
d’un savoir autour des systèmes linéaires. 
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« L’univers de l’ancienne arithmétique est pour cela un monde clos. Les problèmes y sont stéréotypés 
comme les solutions qu’elle enseigne à leur donner. » (Chevallard 1989, p. 64). 

Chevallard souligne que ces énoncés remis tels quels ou presque14 au service de 
l’algèbre enseignée ne peuvent nourrir des pratiques de modélisation algébrique tels 
qu’il les définit. Il y a selon lui enseignement de modèles (ce qui en quelque sorte était 
la fonction « originelle » de ces énoncés à travers l’enseignement de l’arithmétique 
traditionnelle) et non de modélisation algébrique. À travers la résolution de ces 
problèmes, la question primordiale de l’adéquation du modèle à la réalité n’est jamais 
posée (l’arithmétique élémentaire n’avait en fait que faire de cette question !) : 

« La distinction de bons ou mauvais problèmes du point de vue du réalisme ou de l’adéquation est 
pertinente dans la mesure où le problème de l’adéquation à la réalité n’est pas posé, comme il en va 
ordinairement dans le cas de problèmes « concrets » tels qu’ils apparaissent dans l’enseignement. Dans le 
meilleur des cas, il y a alors enseignement de modèles et non enseignement de la modélisation. » 
(Chevallard 1989, p. 140). 

Le champ des problèmes nécessite donc d’après lui, d’être retravaillé en 
profondeur pour pouvoir servir l’enseignement de la modélisation algébrique. 
Chevallard propose de réexaminer les corpus de problèmes traditionnels des 
manuels d’arithmétique et d’algèbre antérieurs à la réforme des mathématiques 
modernes dans une perspective nouvelle : celle d’un enseignement de « pratiques 
de modélisation algébrique ». 
 
 

Chevallard et Gascon caractérisent ainsi, en termes de « champs de problèmes », 
la véritable portée de l’algèbre. Ils mettent en avant les pratiques de modélisation 
algébrique. Tout en développant différemment ce point de vue épistémologique associé 
à la notion de modèle mathématique, tous deux dénoncent l’absorption de l’algèbre dans 
le corpus de problèmes hérité de l’arithmétique traditionnelle. Leurs considérations 
respectives sur les pratiques algébriques amènent ces auteurs à voir dans l’abandon de 
problèmes dépendant de paramètres et la reprise de ces énoncés « numériques » de type 
arithmétique, une péjoration et une réduction de l’algèbre : leurs recherches visent à une 
reconstruction d’un corpus de problèmes plus approprié pour enseigner la modélisation 
algébrique.  

Bien que parfois sous-jacente à leurs travaux, la dimension des « techniques de 
résolution » des champs d’énoncés contemporains du savoir enseigné n’est ni le point 
de départ, ni au centre des études de Chevallard et Gascon : ils ont essentiellement 
cherché à expliquer ou montrer la position actuelle de la rupture « algèbre-
arithmétique » dans le savoir enseigné sans chercher à en décrire précisément les effets 
du point de vue de l’élève. 

II. Du point de vue des techniques de résolution de problèmes 

Partant du constat que « l’algèbre vient après l’arithmétique » dans 
l’enseignement des mathématiques (en France ou dans les pays anglo-saxons : Canada, 
                                                

14 « (…) les manuels correspondants reprennent quoiqu’à des degrés divers, l’ancien corpus de 
problèmes concrets, mis à jour par l’introduction de problèmes se référant à des situations de la vie 
contemporaine. » (Chevallard 1989, p. 134). 
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Etats-Unis, Angleterre15), d’autres chercheurs ont d’emblée été amenés à identifier des 
discontinuités entre algèbre et arithmétique enseignées du point de vue des élèves, c’est-
à-dire du côté des techniques de résolution : prenant comme point de départ les 
difficultés d’élèves débutant en algèbre, ils tentent de les expliquer et les justifier en 
étudiant le passage de l’arithmétique à l’algèbre dans le savoir enseigné. 

 
II.1 Difficultés d’élèves dans le passage d’une démarche arithmétique à 

une démarche algébrique de résolution de problèmes. 

Certaines recherches mettent en avant la mise en œuvre de démarches de 
résolution de problèmes16 distinctes en arithmétique et en algèbre. 

 
II.1.a Des démarches inverses 

Tout d’abord, un premier point de vue assez partagé par les chercheurs tend à 
opposer la résolution arithmétique et la résolution algébrique comme des démarches 
inverses l’une de l’autre, la démarche arithmétique relevant généralement de la synthèse 
(« allant du connu vers l’inconnu ») et la démarche algébrique relevant de l’analyse 
(« allant de l’inconnu vers le connu » en manipulant l’inconnu comme s’il était connu) : 

« Lorsqu’on fait un raisonnement arithmétique, on part du connu pour aller vers l’inconnu. (…) 
Lorsqu’on fait de l’algèbre, on inverse la démarche : en désignant le nombre inconnu par une lettre, on le 
manipule comme s’il était connu et on transpose l’énoncé sous une forme accessible à un traitement 
algébrique. » (G.R.E.M, 1988). 17 

« L’algèbre propose une démarche où l’inconnue est désignée dès le départ par le biais d’un substitut 
symbolique. Ce dernier permet, grâce à des jeux d’écriture, d’évoluer de l’inconnu vers le connu, une 
démarche opposée à la synthèse, apparentée à l’arithmétique qui emprunte le chemin inverse. » 
(Schmidt 1996, p. 285). 

Selon cette idée, les opérations effectuées à travers la résolution arithmétique d’un 
problème sont « inverses » de celles qui apparaissent dans la mise en équations d’un 
problème. On peut citer Grugeon pour illustrer : 

« En particulier, la mise en équation d’un problème nécessite les opérations inverses de celles utilisées en 
arithmétique.  
Par exemple pour l’énoncé suivant :  
                                                

15 Par exemple au Québec :  
« Students have behind them a whole arithmetic past (6 years of primary school), which continues 

during first year of high school (ages 12 to 13), thus furnishing them with a long experience in this area 
when they start algebra in the second year of high scool (Secondary II, 13 – 14 years old). » 
(Bednarz et Janvier 1996, p. 116). 

16 La résolution de problèmes est une activité commune à ces deux domaines. Rappelons que 
Chevallard et Gascon dénoncent justement une absorption de l’algèbre enseignée dans un corpus 
d’énoncés d’origine arithmétique. Notons néanmoins que Bednarz et Janvier (1996) mettent en avant des 
différences entre les corpus de problèmes habituellement posés en arithmétique et en algèbre dans 
l’enseignement actuel des mathématiques au Québec. Ces auteurs définissent les problèmes généralement 
posés en arithmétique comme « connectés » : à partir de l’énoncé, on peut établir directement des 
relations entre des quantités connues pour calculer les quantités inconnues. Ce ne serait pas le cas des 
problèmes qui apparaissent généralement dans le cadre de l’algèbre enseignée, que ces deux auteurs 
qualifient de « déconnectés ». On peut rapprocher cette distinction de celle faite par Gascon entre patron 
A/ S et patron reformulé. 

17 Cité par Grugeon (1995, p. 43). 
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Quand 5 est additionné à 2 fois un certain nombre, la somme est 35. 
Résolution arithmétique : on soustrait 5 à 35 puis on divise le résultat par 2. 
Résolution algébrique : On recherche un nombre x vérifiant la relation 2x + 5 = 35. Ici la mise en 
équation nécessite l’addition et la multiplication, opérations inverses de la soustraction et de la division. » 
(Grugeon 1995, p. 43). 

Nous n’avons pas eu connaissance de travaux de recherche en didactique des 
mathématiques, décrivant ou interprétant les difficultés d’élèves débutant en algèbre qui 
nous permettent de détailler ce point de vue « d’inversion » de démarche de résolution 
de problème, dans le passage de l’arithmétique à l’algèbre. Mais nous verrons par 
ailleurs que cette idée paraît avoir été communément admise dans l’institution 
Secondaire avant la Réforme des années 1970 et qu’on en trouve des traces dans les 
discours d’ordre technologico-théorique tenus sur la mise en équations durant cette 
période. 
 

II.1.b L’introduction d’un « détour formel » dans la démarche de 
résolution algébrique. 

Vergnaud et al. (1987) identifient une autre discontinuité entre algèbre et 
arithmétique à l’origine des difficultés d’élèves dans la résolution algébrique de 
problèmes. Il s’agit de l’introduction d’un « détour » dans le traitement algébrique 
d’énoncés habituellement traités en arithmétique. Contrairement à la démarche de 
résolution arithmétique, la démarche algébrique de résolution de problèmes nécessite la 
manipulation d’expressions formelles, indépendamment du « sens » des grandeurs sous-
jacentes ; l’introduction de ce « détour formel » expliquerait en partie les difficultés des 
élèves « débutants » à résoudre les problèmes par l’algèbre:  

« Le détour algébrique : Alors que la résolution arithmétique d’un problème en langage naturel consiste à 
rechercher les inconnues intermédiaires dans un ordre convenable, et à choisir les données et les 
opérations adéquates pour calculer ces inconnues, l’algèbre consiste à écrire des relations explicites entre 
inconnues et données, et à s’en remettre ensuite à des procédures de traitement relativement automatiques 
pour trouver la solution. Il faut ainsi renoncer à calculer les inconnues intermédiaires, et éviter de se 
préoccuper du sens des grandeurs exprimées à tel ou tel moment de la résolution algébrique. » (Vergnaud 
et al. 1987, p. 263).  

Ces auteurs constatent ainsi une forte résistance d’élèves à « s’engager » dans 
des résolutions de problèmes de type algébrique :  
- Ils montrent à travers 12 réponses à un « prétest », qu’un nombre important d’élèves 
de Quatrième et de Troisième considérés comme « débutants faibles en algèbre », 8 au 
total, gardent des démarches de type complètement arithmétique pour résoudre un 
problème du premier degré :  

« 3 élèves écrivent une équation correcte pour le problème (x + 14 – 31 = 23). Un seul élève résout le 
problème par l’algèbre ; 8 élèves le résolvent par l’arithmétique. » (Vergnaud et al. 1987, p. 264). 

- Ils remarquent également que dans la résolution d’un énoncé du premier degré (de 
balances), certains élèves adoptent des stratégies qui ont l’apparence de solutions 
algébriques (en réponse à une injonction forte du contrat didactique) tout en 
restant de type arithmétique, ce phénomène étant selon eux, dû à des 
« interférences » du contrat didactique :  

« Nous constatons ainsi chez la moitié des élèves des écritures incorrectes ou plutôt sans fonction, par 
exemple :  
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8 + m = 13. 
8 + m – m = 13 – m 
m = 5 

Ces élèves fournissent un type d’écriture qui correspond à certains signes extérieurs du script (contrat 
didactique), mais leur signification mathématique n’est pas perçue. Pour ces élèves qui travaillent en fait 
arithmétiquement (…), le calcul de l’inconnue est effectué avant l’écriture de la deuxième ligne, qui 
devient une simple réponse au contrat didactique. Ainsi le contrat qui comporte la demande d’une écriture 
formelle, interfère fâcheusement avec la tâche de résolution probablement dite. » (Vergnaud et al. 1987, 
p. 267). 

De nombreux élèves débutants en algèbre resteraient ainsi fortement attachés aux 
résolutions de type arithmétique, n’arrivant pas à écrire et manipuler des expressions 
formelles sans un « contrôle du sens » propre à l’arithmétique. 
Diverses recherches en didactique des mathématiques plus récentes soulignent la 
difficulté associée à cette rupture identifiée par Vergnaud et al. entre arithmétique et 
algèbre18 : une façon d’y remédier serait selon certains auteurs de trouver des 
« situations » extérieures aux sphères de pratiques arithmétiques d’élèves (des 
problèmes qu’ils ne pensent pas à résoudre par l’arithmétique) leur permettant de 
réaliser ou du moins d’identifier ce « détour formel » propre à des pratiques de 
modélisation algébrique :  

« The students observed (…) manipulate numbers of things (that is quantities) and not numbers, and one 
may well claim that Algebra is completely absent. A strong support to this interpretation of 
students’activity is given by the strength of their control of this activity by the quantities manipulated : 
the control is left in the reference world of the modeling process. Would it be possible to escape this 
difficulty ? May be yes, but only if we were able to find situations in which students must « work in 
mental spaces where objects lose their extra-mathematical and procedural tracks and must translate them 
into symbolic expressions, which are highly ideographic and relational » (Arzarello MS 25). Only in such 
situations students may realise that « symbolism is possible to carry out operations that do not have any 
corresponding sense with the initial statement of the problem » (Radford MS 26). » (Balacheff 1999). 

 

                                                
18 Notons que ce point de vue semble avoir également été partagé assez récemment au sein de la 

noosphère. Dans le bulletin APMEP n°400 de Septembre 1995, Deledicq écrit ainsi  :  
« J’ai eu la chance de pouvoir quitter la pièce tout en continuant à suivre les conversations qui 

tournèrent autour d’un petit problème assez connu : Une bouteille et son bouchon pèsent 110g. La 
bouteille pèse 100g de plus que le bouchon. Combien pèse le bouchon ? 
Après quelques discussions, l’une des trois protagonistes proposa de mettre des x :  
A : « Si x est le poids du bouchon, disait-elle, alors la bouteille pèse x + 100, et le tout pèse x + (x + 100) 
que l’énoncé nous dit égal à 110 ». 
Je suppose qu’elle a dû alors écrire ceci : x + (x + 100) = 110 
       2x + 100 = 110 
       2x = 110 – 100 = 10 d’où x = 5 
M : « Mais tu as écrit là 2x + 100 = 110. Tu as mis 2x et x est le poids d’un bouchon. Or je ne vois pas 
deux bouchons. Je n’en vois qu’un ! Je ne comprends pas ce que cela veut dire. » 
Aujourd’hui, je suis sûr que l’ange de la didactique devait planer (…) pour mettre à mes yeux aussi 
clairement devant l’Obstacle majeur à l’apprentissage des mathématiques. Il me semble en effet que, 
lorsque M. dit « je ne comprends pas », elle reproduit l’attitude de millions d’élèves ; ils cherchent à 
comprendre ce qui n’a pas à être compris et qui ne peut pas être compris. (…) Ce qu’il faut donner aux 
élèves, ce n’est pas le sentiment de compréhension mais le sentiment de confiance dans le fait que les 
manipulations algébriques sont légitimes pour trouver la solution au problème posé. » (Deledicq 1994, 
pp. 804 – 805). 
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II.1.c Étude de rapports entre différentes types de démarches 

arithmétiques et démarches algébriques de résolution de problèmes 

Bednarz et Janvier ont adopté un point de vue différent : ils ont distingué plusieurs 
types de démarches arithmétiques de résolution de problèmes et ont cherché à étudier 
les différents rapports de ces démarches avec la démarche de résolution algébrique. 
Ils ont pris comme point de départ divers problèmes de « partage en trois parties 
inégales connaissant leur « somme » » qu’ils considèrent comme couramment utilisés 
pour introduire l’algèbre. On peut citer pour illustrer :  

« (a) 380 students are registered in sports activities for the season. Basketball has 76 more students than 
skating and swimming has 114 more students than basketball. How many students are there in each of the 
activites ?  

(b) 380 students are registered in sports activities for the season. Basketball has 3 times as many students 
as skating and swimming has twice as many as basketball. How many students are there in each of the 
activites ? 

(c) 380 students are registered in sports activities for the season. Basketball has 3 times as many students 
as skating and swimming has 114 more students than basketball. How many students are there in each of 
the activites ? (…) » (Bednarz et Janvier 1996, p. 120). 

Ils détaillent quatre principaux profils de raisonnements arithmétiques d’élèves (qui 
n’ont pas encore reçu d’enseignement d’algèbre) dans la résolution de ces énoncés :  
(1) prendre l’état donné « somme » dans l’énoncé comme « point de départ » et par des 
opérations avec les autres données du problème arriver à un résultat : « Take the Known 
State in the Problem as the Starting point » 
(2) Procéder par « essais numériques » pour arriver à la solution : « Create a Starting State 
by using a Fictional Number » 
(3) Créer un nouvel état en divisant la « somme » par 3 puis par des opérations avec les 
autres données du problèmes arriver à un résultat : « Share and Generate » 
(4) Avec une représentation globale du problème posé identifier des relations entre 
grandeurs inconnues et connues sous-jacentes à l’énoncé et trouver les opérations qui 
permettent d’arriver effectivement à la solution : « Take the structure into Account » 

Dans le cadre d’interviews, les auteurs présentent ensuite une résolution de type 
algébrique en réponse à des problèmes similaires, aux élèves relevant de ces différents 
profils. À la suite de ces entretiens, ils constatent en conclusion : 
- une grande distance séparant tous les raisonnements arithmétiques relevant de (1), (2), 
ou (3) d’un raisonnement de type algébrique et une rupture entre les démarches 
associées. Ils remettent en question le choix (courant selon eux dans l’enseignement 
actuel) d’introduire la résolution algébrique associée à des stratégies « d’essais 
numériques »:  

« Finally, the contrast between the spontaneous arithmetic reasoning used by the interviewed students and 
the reasoning that is normally expected in algebra shows the fundamental changes that mark the passage 
from one mode of treatment to the other and the distance that separates the passage from one mode of 
treatment to the other and the distance that separates certain previous arithmetic reasoning profiles (Types 
1, 2, 3) from the expected algebraic reasoning. The analysis particularly shows the distance which 
separates numeric-trials from algebraic reasoning and calls into question those approaches that are 
generally promoted for encouraging the passage to algebra. Do these approaches not lead the student to 
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think in termes of a sequence of successive actions, passing through intermediary states, hardly 
encouraging any consideration of the composition of relationships ? » (ibid., p. 135). 

- une résistance importante d’élèves relevant de (4) (pourtant plus proche d’une 
résolution par l’algèbre) qui résolvent avec succès de nombreux problèmes à s’engager 
dans une démarche algébrique ; ces élèves ne perçoivent ni l’intérêt ni la pertinence de 
l’algèbre pour résoudre des énoncés qu’ils parviennent à résoudre par l’arithmétique :  

« Structural-type students deserve particular attention. Although generally quite able to explain the key 
steps in algebraic reasoning when they are presented to them and to interpret the various equations that 
are proposed to them, their reasoning remains removed from algebraic reasoning. They spontaneously 
revert to their own way of doing things, not seeing the pertinence of algebraic reasoning, which 
scarcely convinces them that one can solve on this way. » (Bednarz et Janvier 1996, p. 135) 

II.2 Difficultés plus « locales » dans le passage de l’algèbre à 
l’arithmétique. 

De nombreuses recherches en didactique dans le domaine de l’algèbre élémentaire 
sont centrées sur des difficultés d’élèves associées à des phénomènes didactiques plus 
« locaux » dans le passage de l’arithmétique à l’algèbre.19 
 
Difficultés associées à des « fausses » continuités entre arithmétique et algèbre 

Certaines difficultés d’élèves relèvent de ce que Kieran (1992) a appelé : 
« fausses » continuités entre arithmétique et algèbre enseignées : elles seraient 
conséquentes à l’utilisation des mêmes symboles et signes comme « = », « + », « - » … 
avec des interprétations différentes au sein de l’arithmétique et de l’algèbre enseignées : 
en termes d’ostensifs et de non ostensifs, on pourrait dire que les mêmes ostensifs sont 
employés dans les deux domaines du savoir enseigné alors qu’ils ne renvoient pas aux 
mêmes non-ostensifs en arithmétique et en algèbre. A ce propos notons d’ailleurs qu’à 
l’origine, les signes d’égalité et d’opérations n’étaient pas communs à ces deux 
domaines. Comme cela est justement souligné par Chevallard (1989), l’arithmétique 
s’opposait à l’algèbre comme l’oral s’oppose à l’écrit : les signes (que nous appelons 
pourtant souvent dans un anachronisme parfait : « arithmétiques ») étaient absents de 
son langage. L’arithmétique enseignée s’avère en fait être en quelque sorte un « mixte 
d’arithmétique et d’algèbre » :  

« Tout d’abord, la solution arithmétique se présente comme un discours -  c’est le mot que, déjà 
employait Jacques Peletier du Mans. Et un discours qui doit se prononcer tout d’une haleine : car le savoir 
arithmétique est intrinsèquement un savoir faire oral. On comprend qu’il n’ait rien à faire avec les 
« signes arithmétiques », lesquels sont, dans le registre oral, une gêne plus qu’une aide. L’arithmétique 
s’oppose ainsi à l’algèbre comme l’oral s’oppose à l’écrit. Certes le discours arithmétique peut s’écrire (et 
par nécessité s’écrit), et le « discours » ou plutôt l’écriture algébrique peut se lire, et par nécessité se 

                                                
19  Ces phénomènes plus « locaux » sont au centre des toutes premières recherches en didactique 

de l’algèbre élémentaire. Chevallard a d’ailleurs accusé ces premières études d’un certain 
« pointillisme » :  
« « D’une part le domaine de l’enseignement de l’algèbre ne semblait intéresser que médiocrement ; les 
quelques recherches existantes donnaient et donnent encore assez fréquemment dans un pointillisme 
(étude de la notion de variable, du signe =, etc.) dont la recherche ici présentée tendait à nous convaincre 
qu’il n’attaquait pas le domaine concerné à un niveau adéquat, de manière suffisamment ample. » 
(Chevallard 1989, p. 78). 
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lit. Mais chacun oppose un registre – oral pour l’un, écrit pour l’autre – qui lui est consubstanciel. » 
(Chevallard 1989, p. 21) 

« L’emploi des signes +, -, =, etc. permet d’aller plus loin dans la formulation de la solution 
« arithmétique » qui désormais est en fait un mixte d’arithmétique et d’algèbre, que ne le faisaient les 
auteurs anciens, jusqu’au XIXème siècle. » (Chevallard 1989, p. 24). 

 
II.2.a. La signification du signe égal 

Au sein de l’arithmétique enseignée actuellement, la signification dominante du 
signe d’égalité est celle de l’annonce d’un résultat, ou « d’effectuation d’opérations » : 
fréquentes sont les écritures du type 2 + 6 = 8 dans les solutions « arithmétiques », 
associées d’ailleurs à l’oral d’expression du type « 2 et / ou plus 6 font / donne 8 » ; le 
signe d’égalité traduit alors une relation qui n’est ni symétrique, ni transitive. 
Beaucoup de recherches en didactique de l’algèbre élémentaire tendent à prouver que 
pour la majorité des élèves, le signe « égal » conserve ce premier sens dominant en 
arithmétique. Entre autres, on peut citer Vergnaud et al. ou Kieran et al. pour illustrer :  

« Pour la plupart des élèves, au début de l’enseignement secondaire, le signe d’égalité conserve le sens 
d’annonce d’un résultat qu’il a dans un calcul arithmétique. Par exemple la solution d’un problème 
comportant deux opérations : 23 + 31 = 54 et 54 – 14 = 40 est souvent écrite sur une seule ligne : 23 + 31 
= 54 -  14 = 40. » (Vergnaud et al. 1987, p. 260). 

« The equal sign is read as « it gives » that is a left-to-right directional sign. » (Kieran et al. 1991). 

L’algèbre enseignée conduit à d’autres significations de l’égalité qui traduisent une 
relation d’équivalence : Vergnaud et al. mettent en avant les deux nouvelles 
significations du signe égal associées à l’algèbre suivantes :  

« L’algèbre conduit à d’autres significations du signe d’égalité :  

- égalité de nombres, sous la contrainte d’un choix adéquat des valeurs des inconnues :  
   5 + 3 (x + 6) = 7x – 17 

- égalité de fonctions :  
5 + 3 (x + 6) = 3x + 23 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 ». (Vergnaud et al. 1987, p. 260). 

Selon les chercheurs, cette « première » signification du signe égal « arithmétique » 
peut être source de difficultés d’élèves débutant en algèbre : par exemple, cette 
signification initiale du « = » permet à un élève de donner du sens aux équations telles 
que 4x + 5 = 9 (le second membre est vu « comme résultat »), mais pas aux équations 
avec des inconnues des deux côtés de l’égalité comme x + 9 = 3x + 10 :  

« La conception du signe « égal » comme signal pour faire des opérations » permet de donner du sens à 
des équations telles que 2x + 3 = 7, en pensant que le second membre (7) est le résultat à obtenir. Il n’en 
est plus de même pour des équations telles que 2x + 3 = x + 4 et ceci est attesté par la répugnance de 
certains élèves à accepter des énoncés tels que 4 + 3 = 6 + 1 (Kieran 1981). Ils voient le signe « égal » 
comme un séparateur et non pas comme un symbole de relation symétrique et transitive. » (Pressiat 1996, 
p. 9). 

Cette difficulté à interpréter le signe égal comme équivalence peut ainsi entraîner une 
résistance importante de la part d’élèves dans l’apprentissage des règles formelles du 
calcul algébrique. Filloy et Rojano (1984) et Vergnaud et al. (1987) constatent des 
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décalages importants de réussite entre équations du premier degré à une inconnue de 
différents types canoniques : les élèves échouent en nombre plus important lorsqu’il 
s’agit de résoudre une équation à une inconnue de la forme ax + b = cx + d que des 
équations comme x + a = b ; ax = b ; ax + b = c. 

« On constate des difficultés importantes concernant les nombres négatifs et la résolution d’équations 
comportant l’inconnue des deux côtés du signe d’égalité. » (Vergnaud et al. 1987, p. 264). 

Ces décalages ont été interprétés par de nombreux chercheurs de la façon suivante : 
pour résoudre les équations où l’inconnue est présente « d’un seul côté », les élèves 
peuvent tenter de faire appel à des techniques se rapprochant de l’arithmétique et non de 
l’algèbre :  

« En effet pour résoudre des équations de la forme x + a = b, ax = b, ax + b = c, les élèves peuvent faire 
appel à des méthodes arithmétiques, même si des méthodes algébriques sont attendues. En revanche la 
résolution d’équations de la forme ax + b = cx + d repose sur la conservation de l’égalité et ne peut plus 
mettre en jeu les seules méthodes arithmétiques. Il se produit alors une rupture pour les élèves appelée par 
Filloy et Rojano didactical cut (Filloy et Rojano 1984). » (Grugeon 1995, p. 33). 

Cette première signification du signe égal comme « effectuation » peut également 
entraîner plus généralement des difficultés dans l’apprentissage de techniques 
algébriques : ainsi Reynes soulève-t-il, l’importance de la propriété de substitution 
algébrique (dans le cadre de la résolution de systèmes d’équations linéaires, de 
changements de variables ou de composition d’application) qui nécessite la 
compréhension du signe égal comme équivalence : 

« L’égalité n’a, en effet qu’une seule propriété, qui dérive directement de l’essence même de sa 
définition, et dont les applications et les conséquences sont aussi variées qu’importantes. (…) La 
propriété de l’égalité tient en un seul mot : substitution. À quoi sert l’égalité ? À opérer des substitutions. 
Pourquoi ? Comment ? (…) Voilà tout le « mystère » du mode d’emploi de l’égalité ! Il se résume en une 
forme lapidaire : on a toujours le droit de REMPLACER une dénomination par une dénomination égale. » 
(Reynes 1994, p. 64). 

 
II.2.b La signification des lettres 

Des travaux comme ceux de Booth (1984) ou de Kieran (1992) ont permis 
d’identifier certains statuts données aux lettres dans le cadre de l’arithmétique enseignée 
mais incorrects en algèbre. En arithmétique, les lettres sont parfois utilisées pour 
désigner des unités de mesure : « 6 m » signifiant 6 mètres, ou des objets : « L » 
signifiant longueur, « l » largeur » et « s » surface dans la formule « s = Ll ». On parlera 
alors de la signification « lettres–étiquettes ». L’enseignement de l’algèbre introduit un 
changement ou un élargissement de sens : les lettres y désignant plus généralement des 
nombres. Comme Grugeon le souligne, ceci peut constituer un obstacle pour les élèves 
qui débutent en algèbre :  

« En arithmétique, les lettres sont déjà présentes. Elles désignent des unités de mesure ou des objets, par 
exemple 12m peut désigner 12 mètres ou bien 12 motos (la lettre m est alors utilisée comme étiquette). 
L’entrée dans l’algèbre s’accompagne d’un élargissement des significations : les lettres désignent 
maintenant des nombres, 12 m signifiera aussi 12 fois le nombre de mètres, m désignant un nombre, et 
sont à ce titre engagés dans des calculs (…). Le statut d’une lettre dépend donc du contexte et n’est pas 
réductible à celui d’étiquette. Ce changement de statut n’a rien d’évident pour les élèves, d’autant plus 
qu’il est marqué par la continuité des écritures ainsi que par des moyens pédagogiques discursifs usuels 
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comme : pour faire comprendre que 2x + 3x = 5x, on suggère de penser à x comme à des pommes, ce qui 
aplatit les nombres sur des étiquettes. Le passage d’une conception à l’autre peut donc constituer un 
obstacle important pour les élèves. » (Grugeon 1995, p. 32). 

Cet élargissement de la signification des lettres en algèbre s’avère d’autant plus délicat 
pour les élèves qu’au sein de l’algèbre enseignée, les lettres désignant des nombres 
peuvent elles-mêmes avoir différents statuts selon le contexte : nombre inconnu à 
« rechercher », supposé connu ou « paramètre », nombre généralisé, variable.  
Booth (1984) a ainsi répertorié différentes connaissances erronées d’élèves en algèbre 
qui lui semblent relever de cette difficulté à élargir la signification des lettres dans le 
passage de l’arithmétique à l’algèbre :  
- connaissance des lettres comme étiquettes associées à des objets (« 6a » comme 6 
ananas ou six « a » / « y » comme yacht) :  

« a) Les lettres en tant qu’objets 
Certains enfants interprètent « 6a » comme « six « a » » (qui n’est pas la même chose que 6 fois a) ou « 6 
ananas ». 
Question 
 Ajouter 3 à 5y (I : interviewer ; P : Peter, 15 ans). 
I : que veut dire « y » dans une telle question ? Qu’est ce qu’il signifie, est-ce qu’il représente quelque 
chose ou bien est-ce que c’est une lettre comme ça ?  
P : C’est une lettre mais elle représente quelque chose. Cela signifie 8 fois des « y ». 
I : Et y c’est quoi ? 
P : ça peut être n’importe quoi. 
I : Quoi par exemple ? 
P : ça pourrait être… un yacht. Oui, ça pourrait être 9 yachts. » (Booth 1985, p. 7). 

- connaissance des lettres ne représentant qu’un seul nombre :  

« b) Lettres ne représentant qu’une seule valeur 
(…) À un niveau plus élaboré les élèves ont compris que les lettres peuvent représenter des valeurs 
inconnues mais ils ont tout de même commis des fautes en ne considérant pas qu’elles pouvaient 
représenter un ensemble de valeurs plutôt qu’une seule. Notamment, nous avons relevé l’idée que 
différentes lettres doivent représenter différentes valeurs.(…) 
L’idée qu’une lettre ne représente qu’une seule valeur particulière est tout à fait compatible avec 
l’expérience arithmétique des enfants. En arithmétique chaque symbole qui représente une valeur n’en 
représente qu’une seule et unique. » (ibid., pp. 8-11). 
 

II.2.c La signification des signes « opératoires » : +, -  

En arithmétique, les expressions contenant des signes opératoires sont toujours 
« évaluées » pour aboutir à un résultat. En algèbre, ce n’est pas toujours le cas : une 
expression algébrique du type x + 3 peut avoir statut de résultat. 20 
Suivant Grugeon (1995) ou Booth (1985) par exemple, cette rupture avec les pratiques 
arithmétiques peut constituer un obstacle pour les élèves :  

                                                
20 Cela s’avère en fait assez rare dans le début de l’enseignement de l’algèbre en fin de collège en 

France. On peut justement y voir des raisons du côté d’éventuelles résistances d’élèves à ce sujet ou 
suivant Chevallard, du côté de l’absorption de l’algèbre enseignée dans un corpus de problèmes 
« arithmétiques » à données numériques où il s’agit toujours effectivement d’obtenir un résultat 
numérique. 
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« En arithmétique, les enchaînements opératoires ne sont pas traités comme des objets mais comme des 
processus de calcul permettant d’obtenir un résultat. Par exemple 2 (3 + 5) est un processus conduisant au 
nombre 16. Contrairement à l’arithmétique, l’algèbre ne permet pas généralement une distinction claire 
entre le processus de calcul et son résultat. Une expression algébrique ayant le statut de résultat peut 
conserver un signe opératoire et rester non évaluée, par exemple ce peut être x + 3. Pour certains élèves, 
cette rupture avec les pratiques arithmétiques constitue un obstacle durable : ils refusent d’accepter 
qu’une expression algébrique ayant statut de résultat, donc d’objet conserve un signe opératoire (…). 
Cette difficulté identifiée par de nombreux chercheurs est nommée le dilemme process-product par Davis 
(Davis, 1975) ou bien acceptance of lack of closure par Collis (Collis 1974). » (Grugeon 1995, p. 33). 

Booth identifie des erreurs d’élèves relevant de cette difficulté dans le passage de 
l’arithmétique à l’algèbre comme par exemple la transformation de l’expression 
« 3 + n » en « 3n » :  

« LA COMPRÉHENSION DES NOTATIONS ET DES CONVENTIONS. 
Ici nous avons noté deux difficultés, premièrement l’enfant peut écrire n3 ou 3n comme réponse pour 
n + 3 (…). 
Ce qui pousse les enfants à effectuer une somme algébrique de cette façon vient également du fait 
qu’apparemment ils considèrent qu’une formule telle que « 3 + n » n’est pas une réponse valable parce 
« qu’elle vous dit d’additionner alors que vous n’avez pas encore additionné ». » (Booth 1984, p. 12). 

III. Prise en compte du rôle de l’enseignant ?   

Quelques auteurs comme Vergnaud et al. ou Schmidt évoquent le rôle que 
l’enseignant a à jouer pour gérer, contrôler les « fausses continuités » ou 
« discontinuités » entre algèbre et arithmétique enseignée. 
 

Vergnaud et al. (1987) affirment que pour gérer la rupture « considérable » que 
représente l’algèbre par rapport à l’arithmétique, le professeur doit veiller à installer et à 
gérer un contrat didactique « nouveau » :  

« La rupture épistémologique que représente l’algèbre par rapport à l’arithmétique est donc 
considérable. On ne peut espérer gérer cette rupture dans l’enseignement, sans clarifier la nature des 
difficultés auxquelles se heurtent les élèves, et sans une mise en scène destinée à donner du sens à 
l’algèbre et aux traitements algébriques (…). L’établissement d’un contrat didactique de caractère 
nouveau pour les élèves paraît être une condition du succès. Renoncer à la recherche arithmétique directe 
de la solution, extraire des relations pertinentes et indépendantes, s’en remettre à des formes symboliques, 
c’est entrer dans un nouveau contrat. Dans une phase d’initiation à l’algèbre, l’enseignant doit installer et 
gérer attentivement ce contrat. » (Vergnaud et al. 1987, p. 263). 

Mais si ces auteurs insistent ainsi sur un rôle nécessaire que le maître aurait à jouer dans 
l’introduction à l’algèbre en termes de contrat didactique, ils ne précisent pas quel serait 
ce rôle : par quels gestes l’enseignant peut-il « installer et gérer attentivement ce 
contrat » ? 
 

Schmidt (1996) met également en avant le rôle que l’enseignant aurait à jouer 
pour gérer la jonction arithmétique-algèbre dans sa classe : (dénonçant le cloisonnement 
d’élèves-professeurs dans la résolution arithmétique ou algébrique de problèmes), cet 
auteur pointe la nécessité de connaissances à la fois arithmétiques et algébriques des 
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enseignants pour une « bonne » gestion de ce passage de l’arithmétique à l’algèbre à 
travers l’enseignement des mathématiques :  

« Au moment de l’initiation à l’algèbre, l’enseignant est confronté, dans la résolution de problèmes, à des 
connaissances, à des procédures venant des  élèves et dont certaines appartiennent à l’algèbre, d’autres à 
l’arithmétique. Le futur enseignant à tendance algébrique pourra-t-il être à l’écoute des démarches des 
élèves, démarches marquées par l’arithmétique (…) et être capable de les récupérer afin d’orienter ces 
élèves dans une bonne voie ? (….) comment le futur maître qui se cloisonne dans l’algèbre, peut-il 
remplir ces nouvelles fonctions si le rapport qu’il a développé lui-même avec l’arithmétique et l’algèbre 
sous-tend une dissociation entre ces deux domaines ? Quel cadre d’analyse, implicite et explicite, 
choisira-t-il pour les situations didactiques susceptibles de faire reconnaître la pertinence de l’algèbre ? » 
(Schmidt 1996, p. 283). 

Mais cet auteur qui a étudié des techniques de résolution de problèmes de « futurs 
professeurs », ne décrit pas précisément leurs connaissances ni comment celles-ci 
pourraient être activées lors de l’enseignement des débuts de l’algèbre.  
 

D’autres chercheurs font allusion à une activité du professeur spécifique à la 
gestion du passage de l’arithmétique à l’algèbre mais leurs propos restent souvent 
généraux et vagues (certains rejoignent le point de vue de Vergnaud et al. en mettant en 
avant l’installation d’un contrat didactique spécifique à l’algèbre). Comme le souligne 
Balacheff (1999), le point de vue du professeur reste insuffisamment développé à 
travers les différentes études en didactique de l’algèbre élémentaire qui pointent 
pourtant souvent la nécessité d’un rôle central joué par le maître dans la transition ou la 
rupture entre arithmétique et algèbre :  
« Let us pick up some quotations here and there in this book : Ursini recognises the need for a 
« substancial teacher’s support and guidance » (ibid. MS 8), Stacey suggests that « the difficulty 
experienced by many students in verbalising their understanding highlights the needs for teachers to 
promote the development of a language specifically related to mathematics » (ibid. MS 9). The didactical 
contract is what can permit learners to understand « what sort of rules the teacher will allow ». In other 
words, the teacher plays a central role in allowing students to locate themselves in the relevant paradigm 
and to play the game of Algebra when in fact it would be possible and even more economical for them 
not to do so. 
This emphasis on the role of the teacher is a sign, coming even from those who do not give rise to the 
problem in these terms, that the « crucial step is to produce a rupture not a transition » from Arithmetic to 
Algebra (Lins MS 31). Thus if it is not in terms of a transition, but in terms of a rupture that the didactical 
problem must be described and solved, then the input of the teacher is to be recognised as the key element 
of the learning to occur. The teacher has a role to play in allowing students to recognise this rupture 
which should be lived as such, otherwise they may be involved in a silent transition (Lins MS 31) that 
some of them may not hear and for that reason they may fail in this learning. 
What should be the behaviour of the teacher ? The form of his or her involvement in the teaching is 
a difficult question left open beyond the recognition of this necessity. » (Balacheff 1999). 
 
 

Ainsi, nous n’avons pas eu connaissance de travaux centrés sur l’enseignant au 
sein du paradigme de recherche « arithmétique-algèbre ». Malgré un intérêt croissant 
pour l’étude de l’activité du professeur en didactique des mathématiques depuis 
quelques années, nous n’avons trouvé aucune trace d’analyse des pratiques enseignantes 
dans le passage de l’arithmétique à l’algèbre enseignées. C’est justement l’objet de 
notre travail. Nous tenterons d’apporter des éléments de réponse à des questions 
jusqu’ici peu abordées en didactique l’algèbre élémentaire :  
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Quelle fonction un professeur de Troisième « ordinaire » fait-il jouer à l’arithmétique au 
moment de son enseignement des systèmes d’équations et de la mise en équations ? 
Quelles connaissances arithmétiques et algébriques sous-tendent ses choix et sa gestion 
de situations pour enseigner les systèmes d’équations ?  
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CHAPITRE B1 

ETUDE DE LA GENESE D’UN SAVOIR SAVANT AUTOUR DES 

SYSTEMES D’EQUATIONS 
 
 
 
 
 
 
Avant d'aborder une analyse des contraintes pesant sur l'enseignement des 

systèmes d'équations et de la mise en équations, il nous est apparu nécessaire de faire 
une brève étude historique de la genèse de la théorie des équations et des systèmes 
linéaires pour les deux raisons suivantes :  

- Elle nous permettra de mieux cerner la nature épistémologique spécifique de ces 
deux objets du savoir enseigné. 

- Suivant Artigue, cette analyse historique nous fournira également un « point de 
vue extérieur » sur le système d'enseignement :  
« L'analyse épistémologique aide donc le didacticien à contrôler les relations au savoir mathématique des 
objets qu'il manipule. Elle lui permet de regarder d'un point de vue extérieur le système d'enseignement 
qu'il veut étudier et duquel il est souvent trop proche. » (Artigue 1990). 

« L'analyse de la genèse historique est un promontoire d'observation quand il s'agit d'analyser un 
processus d'enseignement donné, ou la base de travail, s'il s'agit d'élaborer une genèse artificielle. » 
(Artigue 1989). 

Comme il s'agit dans cette partie de faire un panorama historique assez rapide 
avant d'aborder le point de vue didactique, nous nous sommes contentée essentiellement 
de deuxièmes lectures. 
L’une des principales sources pour cette étude est la thèse de Dorier (Dorier 1990) où 
est présentée une étude de la genèse historique de l'algèbre linéaire (en remontant 
jusqu'à ce qu'il appelle la « préhistoire de l'algèbre linéaire » avec les problèmes du 
premier degré des civilisations anciennes) ; il étudie d'assez près l'histoire plus 
spécifiquement liée à la résolution des systèmes d'équations linéaires qu'il associe à 
l'émergence de premiers concepts d'algèbre linéaire. Nous avons également consulté 
deux articles du même auteur (Dorier 1997 et Dorier 1999) qui précisent et complètent 
certains points. Nous avons aussi consulté quelques textes originaux cités dans ces 
travaux. 
Certaines parties de notre analyse historique sont inspirées d'ouvrages contemporains 
plus généraux sur l'histoire de l'algèbre élémentaire comme le livre de Sesiano (1999) 
ou d'histoire des mathématiques comme le livre de Dahan-Dalmendico et Peiffer 
(1986)21 : nous avons essentiellement utilisé ces deux ouvrages dans la partie I dans le 
cadre des origines d'une algèbre élémentaire ; le livre intitulé Histoire d'Algorithmes 
(Chabert et al. 1994) nous a servi de référence pour l'aspect particulier de l'évolution des 
méthodes de calcul pour résoudre des systèmes d'équations linéaires. 
Nous avons par ailleurs examiné les travaux de Chevallard (1989) qui traitent d'une 
concurrence entre arithmétique et algèbre élémentaire : nous avons utilisé quelques 

                                                
21 Nous avons essentiellement consulté la partie "La constitution de l'Algèbre classique" (Dahan-

Dalmendico 1986, pp. 72 - 118). 
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extraits de textes historiques cités dans le fascicule intitulé Arithmétique, Algèbre 
Modélisation publié par l'IREM d'Aix-Marseille et notre point de vue sur la genèse 
historique de l'algèbre élémentaire est fortement inspiré des réflexions de Chevallard sur 
les différences d'ordre épistémologique entre l'arithmétique et algèbre. 
Enfin, nous avons consulté et cité des extraits de l'ouvrage ancien sur l'histoire des 
mathématiques de Montucla (1758). En effet nous avons pu utiliser parfois, le point de 
vue « particulier » de cet auteur, typique de l'époque, sur quelques événements de 
l'histoire de l'arithmétique ou de l'algèbre élémentaire.22 

I. Problèmes linéaires - Entre arithmétique et algèbre  

Dans ce travail, nous considérons, comme d’autres auteurs, que l'arithmétique 
« naissante » dans les civilisations anciennes est en quelque sorte une « préhistoire » de 
l'algèbre, en ce qu'elle a nourri une « pré-algèbre » avant l'avènement d'un langage 
formel. Bien avant que l'algèbre ne se constitue en domaine autonome des 
mathématiques savantes et que les équations ne deviennent de véritables objets d'étude, 
en effet, existent des techniques arithmétiques de résolution de problèmes modélisables 
par des systèmes d'équations à plusieurs inconnues :  

« Bien avant que le concept d'équation n'ait été acquis, grâce aux méthodes de l'arithmétique et sous 
forme rhétorique, on s'est employé à résoudre des problèmes modélisables par des équations linéaires (ou 
affines), voire par des systèmes d'équations linéaires en une, ou même deux ou trois variables. » 
(Dorier 1990, p. 36). 

En distinguant les grandes étapes de cette « naissance » de l'arithmétique qui va 
nourrir l'avènement de l'algèbre, nous donnons quelques exemples de types de 
problèmes linéaires et des techniques de résolution associées dans les premières 
civilisations anciennes. Notons que nous donnons une reformulation « moderne » 
algébrique des démarches de résolution arithmétique de ces problèmes pour deux 
raisons : il s’agit à la fois d’en faciliter la lecture et de mettre en avant les liens entre ces 
techniques arithmétiques et des techniques algébriques. 

 
Les Babyloniens 

Les problèmes des tablettes babyloniennes et les résolutions associées sont 
exprimés de façon entièrement rhétorique, sans aucun autre symbole que pour noter les 
nombres explicites, souvent en référence à la vie quotidienne ou à des questions de 
géométrie : il peut s'agir par exemple de calculer la longueur et la largeur d'un champ 
rectangulaire, connaissant sa surface, etc. 

On trouve ainsi des problèmes se ramenant à des systèmes de deux équations à 
deux inconnues comprenant le plus souvent une équation linéaire du type x ± y = a et 
une équation quadratique comme xy = b ou x2 + y2 = b.  

La méthode la plus couramment utilisée pour résoudre ces problèmes se traduirait 
« algébriquement » comme une méthode par substitution : on résout une des deux 
équations par rapport à une inconnue et on substitue dans l'autre équation. On voit aussi 
parfois apparaître une technique arithmétique correspondant à un changement de 
                                                

22 Sans parler du plaisir que nous avons eu à consulter certains passages de cet ouvrage, non 
exempts d'une certaine ironie et d’anecdotes sur les mathématiciens les plus célèbres. 
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variables, dite méthode « du plus ou du moins » :  

- Si on a x + y = a et une deuxième équation en x et y, on pose x = 
a
2 + s  

et y =  
a
2  - s et on substitue dans la deuxième équation 

- De même si on a x - y = a, on pose x = s + 
a
2  et y = s - 

a
2 . 

 
Les Égyptiens 

Comme les Babyloniens, les Égyptiens résolvaient des problèmes concrets (en 
lien avec leur vie quotidienne : concernant la répartition de miches de pain, de grains ou 
d'animaux), de manière essentiellement rhétorique. Certains énoncés du Papyrus Rhind, 
sont néanmoins relatifs à des « quantités » sans autre précision, ce qui leur confère un 
certain degré de généralité.23 

Parmi les problèmes des Papyrus Rhind et de Moscou, on trouve quelques rares 
énoncés modélisables par des systèmes simples de deux équations linéaires à deux 
inconnues. 

 
Les Chinois 

Une des sections de l'Arithmétique en neuf sections (K'iu-ch'ang Suan-Shu) daté 
généralement d'avant 1000 av. JC, traite de nombreux problèmes se ramenant à des 
systèmes d'équations linéaires à deux inconnues dont l'une apparaît toujours avec le 
coefficient 1 : y = ax + b et y = a'x + b'. La méthode de résolution ressemble à un 
processus d'élimination ou d'addition.  

Dans le premier siècle ap. JC, le mathématicien Sun-Tzï résout par une méthode 
proche d'une technique algébrique d'élimination, un problème se ramenant aux deux 
équations : 2x + y = 96 et 2x + 3y = 144. 

Soulignons que beaucoup plus tard (vers 1300 ap. J.C.), certaines techniques 
chinoises de résolution de problèmes concrets (méthodes de fangcheng) présentent 
parfois des ressemblances assez étonnantes avec les algorithmes « matriciels » 
modernes de résolution de systèmes d'équations, notamment dans la disposition sous 
forme de « tableaux » :  

« Les techniques chinoises ... et le pivot de Gauss 
Les techniques chinoises reposent sur la répartition des nombres issus de tel ou tel problème arithmétique 
en colonnes parallèles (hang), chaque colonne traduisant une condition linéaire imposée à un ensemble 
d'inconnues, appelées les « choses » (wu). (...) À partir de là, les procédés de résolution utilisent tout un 
arsenal se composant d'opérations telles que la « multiplication partout » (bian cheng), multiplication 
d'une colonne de nombres par un même facteur, ou bien la « réduction directe » (zhi chu), c'est-à-dire, la 
soustraction terme à terme des coefficients de deux colonnes en vue de parvenir à l'élimination de l'une 
des inconnues. L'un des procédés chinois les plus remarquables consiste à réduire la « matrice » du 
système à la forme triangulaire, puis à calculer les inconnues par substitutions successives, comme dans 
la méthode du « pivot » de Gauss. » (Chabert et al. 1994, p. 332). 

                                                
23 On en trouve un exemple dans l'ouvrage Histoire d'algorithmes (Chabert et al. 1993, p. 103) 

avec la traduction de M. Guikkelet du problème 26 du papyrus Rhynd : 

« Une quantité son 
 
4  lui est ajouté. Elle devient 15. »  



48 
 

Les Indiens 

Dans le Ganita-Sara-sangraha, écrit probablement aux environs de 850 ap. J.C. 
par Mahavira, apparaissent également de nombreux problèmes se ramenant à des 
systèmes de plusieurs équations à plusieurs inconnues. La résolution de ces énoncés 
« en vers » se fait toujours essentiellement de façon rhétorique. Cependant, on peut voir 
ici un premier usage symbolique puisque les différentes inconnues sont distinguées en 
les désignant par des noms de couleurs différentes. Les méthodes de résolution sont 
proches de techniques d'élimination. 

 
Les Grecs et « l'algèbre géométrique » 

Le privilège accordé à la géométrie en Grèce détourne en quelque sorte l'intérêt 
des mathématiciens « savants » des problèmes de type « arithmétique » et des prémices 
de l'algèbre jusqu'aux premiers siècles ap. JC. On retrouve néanmoins une approche 
géométrique de problèmes linéaires en lien avec le calcul d'aires, comme la recherche 
concrète de deux grandeurs dont on connaît la somme ou la différence et le produit.  

Certains mathématiciens Grecs semblent néanmoins s'être intéressés aux 
résolutions de problèmes sans rapport avec la géométrie, se ramenant à des systèmes 
linéaires plus compliqués (avant les travaux de Diophante sur lequel nous allons revenir 
dans la suite). Par exemple, on a pu être renseigné sur l'emploi d'une règle surnommée 
« Fleur » qui remonte à Thyramidas de Paros (aux environs de 380 av. JC) pour 
résoudre des problèmes se ramenant à des systèmes de n équations à n inconnues du 
type suivant :  



x0 + x1 +x2 + ... + xn-1 = s

x0 +x1 = a1
...

x0 + xn-1 = an-1

  

avec n grandeurs données S et ai,i ∈ [1 ; n-1]. Selon cette règle « Fleur » correspondant à 
une technique d'addition, l'inconnue x0 est déterminée par  

x0 = 
(a1 + a2 +... + an-1)-s

n - 2  . 

La majorité des problèmes traités ainsi par les civilisations différentes antiques 
admettent une solution unique.  

Les problèmes indéterminés ou impossibles n'ont pas été au cœur des 
préoccupations des mathématiciens Babyloniens, Chinois, Indiens et Grecs. Ils ont été 
longtemps considérés comme des curiosités, voire même des énoncés mal posés.  

Cela peut s'expliquer en partie par la nature même « concrète » de ces problèmes : 
un énoncé impossible inspiré de la réalité paraîtrait absurde.  

Cependant, comme Dorier (1990, p. 43) l'évoque, en Chine, dans les œuvres de 
Ch'ang K'iu Ken vers 575 ap. JC, et en Inde dans les écrits de Arhyabat au début du VIe 
siècle, on trouve quelques problèmes se ramenant à des systèmes d'équations 
indéterminés. Par exemple le problème des 100 volailles chinoises (qui semble être 
apparu au sixième siècle en Chine) :  

« Si un coq vaut 5 sapeks, une poule 3 sapeks et 3 poulets ensemble, 1 sapek, 
combien de coqs de poules et de poulets dont on en a 100 en tout, vaudront tous 
ensemble 100 sapeks ? » 

Cet énoncé qui peut se ramener à deux équations à trois inconnues, n'a en fait que 
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quatre solutions, les valeurs entières positives étant seules acceptées. 

 
Les Arithmétiques de Diophante : L'algèbre Syncopée et de l'étude de 

problèmes indéterminés 

Les Arithmétiques de Diophante (aux environs de IIe siècle ap. J.C.) marquent une 
rupture dans les études de problèmes arithmétiques. 

Son œuvre est considérable : elle devait comprendre, d'après l'introduction du 
premier volume treize livres au total. Ces ouvrages (dont 6 livres sont connus dès le 
XVIe et 4 n'ont été retrouvés qu'en 1972 en Iran) sont des recueils d'énoncés 
arithmétiques.24 

Ces travaux diffèrent profondément des travaux Grecs en lien avec ce que nous 
avons appelé les débuts d'une algèbre géométrique. Diophante s'est en effet dégagé des 
considérations géométriques de la majorité de ses prédécesseurs. 

Ces problèmes se distinguent d'autre part de ceux jusqu'ici évoqués tout d'abord 
parce que leur première formulation est « abstraite » 25 : ils sont tous numériques mais 
en général les données ne sont explicitées qu'après une première expression générale du 
problème. Plus précisément : « On trouve d'abord l'énoncé en termes de grandeurs 
cherchées et de grandeurs données. Puis vient le cas échéant, la condition à laquelle 
doivent satisfaire les grandeurs données pour que la solution soit rationnelle. Les 
grandeurs données sont alors choisies. » (Sesiano 1999, pp. 34-35). Soulignons que cet 
effort de généralisation qui ne va pas jusqu'à donner l'expression générale d'une solution 
au problème sans données numériques particulières pousse quand même Diophante à 
considérer des « conditions de possibilité » de problème. 

 On peut citer pour illustrer le problème suivant : 
« Trouver deux nombres tels que leur somme et leur produit forment des nombres 
donnés. Il faut toutefois que le carré de la demi-somme des nombres à trouver excède 
d'un carré le produit de ces nombres ; chose qui est d'ailleurs figurative.  
Proposons que la somme des nombres forment 20 unités et que leur somme produise 
96 unités. » 26 (I, 27). 
Comme pour ce problème (dont la forme « numérique » se ramène au système 

d'équations 

x + y = 20

 xy = 96   avec la condition de « possibilité » : (
(x + y)

2  )2 - xy = nombre 

carré), plusieurs énoncés des Arithmétiques de Diophante se ramènent à des systèmes 
d'équations, dont certains à des systèmes linéaires. Le nombre d'inconnues dans les 
équations auxquelles se ramènent ces énoncés peut aller jusqu'à 6. 

Une autre particularité de l'œuvre de Diophante réside dans le fait qu'il est un des 
premiers à étudier de plus près des problèmes « indéterminés ». On peut considérer que 
cette étude d'énoncés se ramenant à des équations ou à des systèmes admettant en 
général un grand nombre de solutions (Diophante se restreint aux seules solutions 
rationnelles27) est la plus grande nouveauté des Arithmétiques. Cependant, même si 

                                                
24On peut en dénombrer plus de 200 au total dans les 10 volumes retrouvés. 
25 « Cet énoncé abstrait et général distingue radicalement Diophante des mathématiques 

babyloniennes. » (Dahan-Dalmendico et Peiffer 1986, p. 78). 
26 C'est nous qui soulignons. 
27« Ce qui doit y fixer particulièrement notre attention, c'est l'application adroite que Diophante y 

fait de l'analyse algébrique, aux problèmes indéterminés. Dans ces problèmes qu'on nomme ainsi, parce 
qu'ils sont susceptibles d'une multitude de solutions, il s'agit d'éviter les valeurs irrationnelles, auxquelles 
conduit la méthode ordinaire. » (Montucla 1758, p. 21). 
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Diophante développe des techniques de calcul sophistiquées pour trouver des solutions 
particulières de ces énoncés se ramenant à des équations ou des systèmes indéterminés 
(qui ne sont pas forcément linéaires), à travers ses œuvres, on ne voit pas se dessiner de 
méthode quelque peu générale de résolution :  

« Diophante par exemple qui ne considère pas que des équations linéaires, développe des techniques très 
élaborées pour trouver des solutions particulières de ces systèmes indéterminés, mais qui sont tous des 
cas d'espèces avec des changements de variables très habiles, mais sans méthodes réelles d'investigation, 
si bien qu'il n'y a aucune possibilité prédictive dans la résolution de tels systèmes. » (Dorier 1990, p. 44). 

« On a pu dire qu'après avoir étudié cent solutions de Diophante, il est impossible de prévoir la cent-
unième ; et en effet chacun des 189 problèmes est traité de façon spécifique par un choix judicieux 
d'inconnue auxiliaire, avec des artifices brillants de calculs, qui tiennent compte des propriétés 
particulières des nombres choisis comme valeurs numériques. » (Dahan-Dalmendico et Peiffer 1986, 
p. 81). 

Enfin la dernière originalité de l'œuvre de Diophante tient dans le fait qu'il fait 
intervenir quelques notations symboliques :28 pour la soustraction, les puissances et 
racines des inconnues... Mais il ne dispose que d'un symbole pour toutes les 
inconnues.29 Malgré cet effort de symbolisme, la forme du discours de Diophante reste 
rhétorique. Il utilise certes par ailleurs des abréviations en remplaçant par exemple 
certains mots fréquents par leurs initiales ou finales. Mais ni ces abréviations, ni les 
quelques symboles introduits dans l'œuvre de Diophante ne font l'objet d'opérations et 
de manipulations algébriques. Ce stade d'évolution intermédiaire entre rhétorique et 
symbolisme a été appelé algèbre syncopée. Le formalisme de Diophante a d'ailleurs été 
oublié par la suite et jusqu'au XVe siècle, tout symbolisme disparaîtra : on revient à une 
forme uniquement rhétorique où seule l'inconnue est distinguée par une dénomination 
propre. 

 
Des « énigmes » mathématiques grecques de l'Antiquité 

Notons le caractère singulier de certains problèmes « concrets » mais « peu 
réalistes » qui apparaissent essentiellement à la fin du IIe siècle : il s'agit des énigmes 
mathématiques de l'arithmétique Grecque. Beaucoup de mathématiciens ou même de 
poètes grecs se sont attachés à formuler des énoncés arithmétiques « amusants », en les 
mettant éventuellement en vers. Cette particularité ne représente pas en soi une avancée 
significative ou une rupture fondamentale dans l'histoire des mathématiques. Elle 
marque plutôt une différence culturelle des mathématiques grecques (qui ont 
explicitement pour objectif de « cultiver l'esprit ») qui ne sera pas sans jouer un rôle 
dans l'histoire de l'enseignement d'une arithmétique élémentaire. Ce genre de 
« récréations mathématiques » sera reprise avec grand succès au Moyen-âge et on en 

                                                
28Les premiers problèmes proposés par Diophante assez simples sont d'ailleurs sans doute présents 

pour que le « débutant » puisse s'habituer à cette nouvelle forme de discours :  
« (...) le livre I présente des problèmes élémentaires (...).Si le livre I expose des problèmes simples et déjà 
connus de l'étudiant, c'est sans doute pour qu'il se familiarise avec le mode de résolution et le formalisme 
algébriques qu'emploie Diophante. » (Sesiano 1999, p. 34). 

29 Ce qui n'est pas sans poser de problèmes dans le cas où l'énoncé contient plusieurs grandeurs 
inconnues : « Le nombre des inconnues peut aller jusqu'à six mais Diophante ne peut en représenter 
qu'une seule. Quand il y en a plusieurs il parle de la première de la deuxième, de la plus grande, de la plus 
petite... ou exprime les inconnues par élimination en fonction de l'une d'elles. Le texte peut être, là, très 
obscur. » (Dahan-Dalmendico 1986, p. 78). 
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voit encore les traces à notre époque.30 

Ainsi le livre Anthologia Graeca est constitué de plusieurs petites devinettes 
« arithmétiques ». On peut citer pour illustrer les trois suivantes qu'on a pu retrouver au 
fil des siècles de l'histoire de l'enseignement des mathématiques, que ce soit du côté de 
l'algèbre élémentaire ou de l'arithmétique élémentaire :  
- La première est un poème dédié justement à Diophante (censé orner sa stèle tombale) :  

« Diophante passa la sixième partie de son âge dans la jeunesse, un douzième 
dans l'adolescence. Après un septième, il se maria, cinq ans plus tard, il eut un 
fils, lequel mourut après avoir atteint le moitié de l'âge de son père. Durant les 
quatre ans qui lui restèrent alors à vivre, Diophante tenta de trouver paix et 
consolation dans les mathématiques. » 31 

- La deuxième est un problème sur l'école de Pythagore :  
« Dis-moi, illustre Pythagore, combien de disciples fréquentent ton école et 
écoutent tes instructions ? Le voici, répond le philosophe : Une moitié étudie les 
mathématiques, un quart, la musique, un septième garde le silence, et il y a trois 
femmes par-dessus. » 

- La troisième est un problème qui fait intervenir une « ânesse » et un « mulet » qui a 
connu dans l'histoire de l'enseignement, un « grand succès » :  

« L'ânesse et le mulet faisaient voyage ensemble : l'ânesse se plaignait. « De quoi 
te plains-tu ? » : dit le mulet, « Si tu me donnais une de tes mesures, j'en aurais le 
double de toi et si je t'en donnais une, tu n'en aurais qu'autant que moi ». 
Combien en avaient-ils chacun ? » 
 

Les Arabes 

Les mathématiques arabes se sont fortement développées à partir du VIIe siècle. 
Bagdad est alors un important centre scientifique avec de nombreuses bibliothèques 
riches en œuvres grecques, indiennes, persanes... Dans un premier temps, les 
mathématiciens arabes ont mis à profit l'héritage grec et oriental (VII et VIIIe siècles), 
grâce à la traduction de nombreux ouvrages de l'Antiquité. 

A partir du IXe siècle, se forme une véritable « culture mathématique arabe ». 
Al Khwarizmi publie à cette époque (IXe) le Précis sur le calcul de l'al-jabr32 et 

al-muqbala. Cet ouvrage est essentiellement consacré à la résolution de problèmes 
d'héritage et à d'autres problèmes pratiques de la vie quotidienne de l'époque. Sa forme 
est entièrement rhétorique (comme nous l'avons déjà évoqué, les formalismes de 
Diophante ne sont pas réemployés33) mais l'inconnue a une dénomination propre (say' 
ou chay' qui veut dire chose), ainsi que son carré (mal qui veut dire « bien »). Il se 
consacre à la résolution d'énoncés se ramenant à des équations du premier et second 
degré, à coefficients positifs. On peut trouver des méthodes de résolution de problèmes 
en lien avec des systèmes d'équations à plusieurs inconnues dont certains indéterminés, 
                                                

30Ce type de problèmes récréatifs n'est d'ailleurs peut-être pas sans expliquer le succès de 
l'enseignement de l'Arithmétique élémentaire, considérée comme une activité intellectuelle 
« ingénieuse » :  

« Puissance des souvenirs juvéniles ! Intellectuellement pour des générations, l'arithmétique est 
demeurée le « vert paradis des amours enfantines », le lait et le miel d'esprits s'ouvrant par elle à 
l'enchantement d'une activité intellectuelle réfléchie, heureuse. » (Chevallard 1989, p. 6). 

31 La question sous-jacente étant : à quel âge Diophante est-il mort ? 
32 C'est le mot « al-jabr » qui a par la suite donné le naissance au terme même d'algèbre. 
33« Conséquemment, la traduction arabe de Diophante [publiée au Xe siècle] n'a plus la moindre 

trace d'un symbolisme (...). » (Sesiano 1999, p. 33).  
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qui correspondent à des techniques par substitution. L'événement décisif pour la 
naissance de l'algèbre élémentaire vient du souci de classification et d'étude des 
équations :  

«  L'équation même prend un réel statut qu'elle n'avait pas encore, surtout chez les Grecs, et c'est un pas 
décisif de l'Arithmétique vers l'Algèbre qui est franchi. » (Dorier 1990, p. 45). 

Al-Khwarizmi étudie notamment les six équations à une inconnue de type canonique :  
(« des carrés qui égalent des racines ») ax2 = bx, (« des carrés qui égalent un nombre ») 
ax2 = c, (« des racines qui égalent un nombre ») bx = c, (« des carrés et des racines qui 
égalent un nombre ») ax2 + bx = c, (« des racines et un nombre qui égalent des carrés ») 
ax2 = bx + c, (« des carrés et un nombre qui égalent une racine ») ax2 + c = bx. Il 
illustre à travers la résolution d'une quarantaine de problèmes, comment se ramener à 
ces équations. 

Abu-Kamil, premier disciple34 de Al Khwarizmi (IXe, Xe siècle) publie par la 
suite un livre également intitulé Livre sur l'al-jabr et al-muqbala . Son ouvrage 
constitue essentiellement une avancée significative dans la résolution des équations 
quadratiques et le calcul avec des quantités irrationnelles de second ordre (en ceci il 
dépasse l'œuvre de Al Khwarizmi resté réticent vis-à-vis de ces nombres irrationnels). Il 
étudie également des problèmes indéterminés à solutions entières et positives, qualifiés 
de problèmes « d'oiseaux » ressemblant à celui des « volailles chinoises », cité 
auparavant : il s'agit le plus souvent d'acheter divers types de volatiles dont on connaît 
le prix total et à la pièce. Abu Kamil s'intéresse à la diversité des solutions qu'admettent 
les systèmes linéaires auxquels se ramènent de tels énoncés :  

« Je me trouvais même devant un problème que je résolus et pour lequel je découvris quantité de 
solutions ; approfondissant ceci, je parvins à deux mille septante six solutions. Mon étonnement fut 
grand, mais je fis l'expérience que, lorsque je racontais cette découverte, certains me considérèrent avec 
étonnement ou me jugèrent incapable, ou que ceux qui me connaissaient furent pris de suspicion à mon 
encontre. Je me décidai alors à écrire un livre sur ce type de calcul, destiné à en faciliter le traitement et 
à en rendre l'accès plus aisé. » (cité par Sesiano 1999, pp. 80-81) 

Il étudie ainsi un problème où on doit acheter cent volatiles avec cent dirhams, les 
canards coûtant deux dirhams la pièce, et qu'on peut acheter pour un dirham deux 
pigeons, ou trois palombes ou quatre alouettes, ou une poule qui se ramène au système 

de deux équations à cinq inconnues 


 x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 100

2x1 + 
1
2 x2 + 

1
3 x3 + 

1
4 x4 + x5 = 100  .  

Il fait une énumération des solutions positives et entières de ce problème. 
Abu Kamil donne aussi diverses applications de l'algèbre à des problèmes « pratiques » 
et également des énoncés « récréatifs » (dans le genre des « énigmes » grecques 
évoquées ci-dessus). 

Suite au progrès des algorithmes arithmétiques dans les mathématiques arabes, 
dans son ouvrage Al-Fakhri, Al-Karagi (fin du Xe, début du XIe siècle) définit le but de 
la science « algèbre » comme étant la détermination par des calculs arithmétique de 
grandeurs inconnues à l'aide de celles connues.  
                                                

34 « Quoiqu'il lui soit postérieur de plus de deux générations, et ne l'ait pas personnellement 
connu, Abu Kamil reconnaît le rôle d'initiateur de son prédécesseur en lui rendant un hommage appuyé 
dans l'introduction de son propre livre d'algèbre. Il écrit en effet : J'ai étudié avec grande attention les 
écrits des mathématiciens, examiné leurs propos et scruté ce qu'ils expliquent dans leurs ouvrages; j'ai 
alors remarqué que le livre de Muhammed ibn Musa al-khwarizmi connu sous le nom « d'Algèbre » leur 
était supérieur par la justesse des principes et l'exactitude des raisonnements(...). » (Sesiano 1999, p. 67). 
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A la suite de cet ouvrage qui précise l'objet d'une « algèbre-arithmétique »,35  

algèbre et arithmétique s'enrichissent mutuellement. Cependant ce sont surtout les 
équations de degré plus élevé ou les polynômes qui sont étudiés et la notion de nombre 
qui fait des avancées significatives (les irrationnels positifs deviennent familiers et Al-
Kayyam développe une théorie des fractions continues). L'étude des systèmes 
d'équations linéaires n'est pas centrale et au final on ne note pas de progrès important à 
ce sujet pendant l'essor des mathématiques arabes. 

 
Réflexions sur la nature « concrète » des problèmes arithmétiques 

Avant de poursuivre, réfléchissons sur l'aspect « concret » des problèmes linéaires 
des civilisations anciennes. Nous avons à maintes reprises parlé de problèmes 
« pratiques » ou « concrets ». 
Il est clair que certains énoncés résolus par des méthodes entre arithmétique et algèbre, 
chez les Babyloniens, les Indiens, les Grecs ou les Arabes peuvent être considérés 
comme des problèmes très réalistes, provenant de la vie quotidienne :  
- par exemple, de nombreux problèmes égyptiens ou babyloniens sont en lien avec un 
partage de miches de pain,36 de grains, de surfaces de champs37 ou d'animaux... sujets 
qui semblent directement en rapport avec des questions pratiques de ce qui a pu être leur 
réalité « de tous les jours ». 
- de même, du côté des mathématiques arabes, nous avons évoqué le fait que de 
nombreux problèmes avaient trait à l'héritage, or la loi musulmane rendait effectivement 
le partage des successions très délicat à cette époque.  
Al-Khwarizmi fait d'ailleurs référence à des besoins « pratiques » de l'algèbre en 
introduction du Livre sur l'al-jabr et al-muqbala  : 

« C'est selon les termes de l'auteur « un court ouvrage sur le calcul algébrique, restreint à ce qui en est 
élégant et important pour le calcul, concernant ce dont les gens ont impérativement besoin pour les 
héritages et testaments, pour les participations, les jugements, les transactions, ou pour toutes les 
activités relatives à la mesure des terrains, au creusement des canaux, à la géométrie et autres ». » (cité 
par Sesiano 1999, p. 59). 

Néanmoins, certains mathématiciens ont fait jouer un rôle à des énoncés d'un autre type, 
plus « récréatifs » comme les Grecs qui ont promu ce genre d'énigmes à la fin de 
l’Antiquité ou Abu-Kamil qui en donne également quelques exemples en fin d'ouvrage : 
ce sont des énoncés qui décrivent des situations qui peuvent garder un aspect 
« concret », mais qui sont irréelles et fantaisistes (comme celui cité auparavant où 
l'ânesse et le mulet dialoguent !). 

Malgré l'aspect plus réaliste des premiers problèmes évoqués, on peut supposer 
que de tels énoncés servent en fait des fins « didactiques », qu'ils ont avant tout une 
valeur pédagogique. Ces habillages concrets pratiques ou plus fantaisistes peuvent très 
                                                

35 Dahan-Dalmendico et Peiffer (Dahan-Dalmendico et Peiffer 1986, p. 88) parlent de « L'école 
d'Al-Karagi : les algébristes-arithméticiens ». 

36 On peut citer pour illustrer :  
« Problème 40 du Papyrus de Rhind 
Distribuer 100 miches de pain parmi 5 personnes de façon que le 1/7 des trois dernières égale le total des 
deux premières. Quelle est la différence ? » (Dahan-Dalmendico et Peiffer 1986, p. 76). 

37 Un exemple de problème babylonien :  
« Tablette 8389 du Musée de Berlin, problème 1 
Par bur, j'ai reçu 4 kur de grain. Par autre bur, j'ai reçu 3 kur de grain. Un grain dépasse l'autre de 500. J'ai 
additionné mes champs, obtenant 1800. Que sont mes champs ? » (Sesiano 1999, p. 5). 
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bien avoir été explicitement utilisés par les mathématiciens des civilisations anciennes 
de manière à transmettre plus facilement leur savoir aux scribes, aux étudiants. On peut 
citer Dorier : 

« Pour se donner une idée du genre de problèmes concrets soulevés, en voici un exemple proposé par 
Mahavira : « Le prix de 9 citrons et de 7 pommes est de 101. O toi arithméticien, dis-moi rapidement le 
prix d'un citron et d'une pomme, après avoir bien distingué ces deux prix. ». Malgré son caractère très 
réaliste, un tel énoncé peut très bien avoir été créé de toutes pièces, seulement à des fins 
didactiques, pour l'éducation des scribes. Cette remarque est d'ailleurs valable pour les autres 
civilisations anciennes étudiées ici, les problèmes à « habillage » semblent en effet être une 
invention didactique universelle et très ancienne ! » 38 (Dorier 1990, p. 40).39 

Mais plus encore, suivant Chevallard (1989), on peut faire l'hypothèse que dans 
ces énoncés de nature arithmétique, la référence à une réalité « concrète » vient pour se 
substituer à l'absence d'un langage symbolique et de concepts mathématiques encore 
non élaborés. L'habillage concret permet de « mettre en scène » des structures abstraites 
(sous-jacentes à la situation pratique évoquée) qui ne peuvent apparaître clairement, 
faute d'un symbolisme adéquat existant. La réalité que Chevallard dit « d'opérette », 
convoquée à travers ces problèmes, est nécessaire aux mathématiciens arithméticiens 
(ou pré-algébristes) de cette époque : en l’absence de moyens mathématiques, 
symboliques et conceptuels pour faire apparaître sous forme d'un modèle mathématique, 
les situations « concrètes » décrites permettent de montrer sans le dire des propriétés 
intrinsèques en lien avec une structure abstraite sous-jacente (à cette réalité évoquée) 
qu'ils cherchent à étudier. C’est ce que dit fort bien Chevallard (1989) :  

« Dans les énoncés traditionnels [d'arithmétique], le recours au réel permet de faire l'économie de 
l'énoncé des propriétés que le modèle doit incorporer parce que ce sont des propriétés évidentes (quoique 
parfois fausses) pour une physique du sens commun. Le « concret » fonctionne alors à la place de 
concepts mathématiques absents ou du moins indicibles. Et c'est ce « concret » d'opérette qui permet 
d'indexer le problème, de lui conférer une réalité ou du moins une présence, qu'on ne saurait jamais 
autrement atteindre. Sous les oripeaux du "concret", c'est la structure mathématique sous-jacente qui est 
en jeu, et la possibilité même de la dire. Plutôt que de la dire, ce qui est à strictement parler impossible, 
les énoncés traditionnels, en fait, se contentent de la montrer. L'arithmétique, il faut s'y résoudre se soucie 
fort peu du vidage des citernes, du remplissage des baignoires (...). Le langage de l'arithmétique, nous 
disaient les auteurs examinés, n'est autre que le langage ordinaire. Proposition qui demande à être 
corrigée. Il faut à ce langage adjoindre une réalité feinte et convoquée à dessein, à travers laquelle les 
structures mathématiques absentes puissent se rendre présentes. Lorsque la tradition a identifié, par ce 
moyen un certain modèle mathématique, elle peut alors abandonner la contrainte de réalisme relatif, 

                                                
38 C'est nous qui soulignons. 
39 Les auteurs d'Histoire d'algorithmes font le même type de remarques vis-à-vis du traité 

d'Arithmétique chinois Jiuhang Sunachu (probablement écrit entre -206 et +220) : « Pour les historiens 
généralistes, cette richesse [de l'ouvrage Jiuhang Sunachu] réside principalement dans l'affabulation bien 
particulière des 20 problèmes du chapitre en question. À travers les improbables scénarios qui animent les 
énoncés, nous voilà en effet entraînés de façon peu réaliste mais concrète dans le négoce de bovidés, du 
vin, de l'huile, de la laque, dans les prêts à intérêts composés et dans les voyages à cheval. » 
Pour les historiens des mathématiques, l'intérêt du chapitre se situe ailleurs et tient à la fois à l'aspect 
pédagogique et à l'originalité de l'application de la règle de double fausse position à des situations 
mathématiques inédites. » (Chabert et al., p. 105). 
« [A propos d'un problème du Jiuhang Sunachu traduit au dessus] Ce problème rappelle les traditionnels 
problèmes de train qui se croisent du défunt certificat d'étude primaire. Mais cette fois, nous voilà placés 
dans un cadre qui, de part son éloignement dans le temps comme dans l'espace aurait plongé Jules Ferry 
dans la stupéfaction. » (ibid., p. 109). 
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oublier la réalité première sur laquelle s'est bâtie une signification au sein d'une certaine communauté 
intellectuelle, (c'est-à-dire culturelle) et faire varier le thème qui sera le signe nous référant au modèle 
qu'on ne pourrait nommer ni dire sans son truchement. L'historiette dont le lecteur se voit gratifié, et sur 
laquelle les auteurs peuvent faire travailler leur imagination jusqu'au délire inclusivement40, cette 
historiette n'est que le déclencheur, le signal, qui avertit les habitués qu'une certaine structure est ici 
supposée et que c'est elle que l'on est requis de faire fonctionner. Cette structure a plusieurs noms que l'on 
doit apprendre à reconnaître (...), et qui renvoient à une même chose mathématique, dont le réel 
extramathématique, ce réel que nous disions « d'opérette », n'est jamais que l'indicateur. » (Chevallard 
1989, p. 61). 

On comprend mieux à la lumière de ce rôle joué par le « concret » des énoncés de 
l'arithmétique (et de la Préhistoire de l'algèbre), en quoi l'élaboration d'un langage 
symbolique va représenter une avancée significative pour l'algèbre : elle va lui 
permettre de prendre son indépendance par rapport à l'arithmétique. L'algèbre va 
pouvoir alors se constituer en domaine autonome du savoir savant et se tourner vers 
d'autres problèmes (différents des énoncés concrets étudiés jusqu'ici) que son propre 
développement va soulever. 

II. Naissance d'un symbolisme algébrique et de l'algèbre élémentaire 

Nous avons déjà évoqué les débuts d'un formalisme avec l'algèbre syncopée de 
Diophante, mais ce premier pas vers un symbolisme algébrique apparaît comme un trait 
isolé de l'histoire de mathématiques des civilisations anciennes : jusqu'au début de la 
Renaissance, aucun mathématicien n'a réutilisé les quelques symboles de Diophante 
(même les Arabes qui ont pourtant traduit une partie des Arithmétiques de Diophante) ; 
exception faite de l'emploi de quelques abréviations et d'une dénomination particulière 
pour l'inconnue, les écrits « pré-algébriques » sont restés essentiellement rhétoriques 
jusqu'au XVe siècle :  

« Du côté de l'Arithmétique et de la théorie des équations, quelques traces d'abréviations symboliques 
sont très anciennes : signes pour l'addition et la soustraction chez les Égyptiens et plus systématiquement 
chez Diophante. Pourtant le caractère rhétorique de l'algèbre prédominera largement, en particulier chez 
les Arabes, en dépit du haut niveau de technicité de leur calcul algébrique. » (Dahan-
Dalmedico et Peiffer 1986, p. 109). 

Il faut attendre la Renaissance pour que le symbolisme algébrique connaisse une 
avancée significative. 
 

L’algèbre numéreuse  

A l'époque de la Renaissance, on voit ressurgir un intérêt pour « l'arithmétique-
algèbre ». La découverte des Arithmétiques de Diophante (en 1464 par 
Regiomontanus41), la diffusion des connaissances arabes grâce à la publication du Liber 

                                                
40 On peut ici renvoyer au genre « énigmatique » des problèmes arithmétiques fantaisistes des 

Grecs. 
41 Régiomontanus, collectionneur allemand, fut assez célèbre au XVIIIe siècle pour ses travaux en 

astronomie, en trigonométrie et en mécanique (on entend ici par « mécanique », la construction de 
diverses « machines »):  
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Abacci42 de Léonard de Pise43 (dit Fibonacci) raniment l'intérêt pour les problèmes où 
on « cherche la valeur d'inconnues44 ». A partir du XVe siècle, cette redécouverte des 
fondements d'une algèbre amène essentiellement des progrès dans l'élaboration de 
notations symboliques. 

Vers la fin du XVe, Chuquet utilise des notations symboliques « algébriques » 
assez avancées pour l'époque dans son ouvrage Triparty (ouvrage d'algèbre écrit en 
français à Lyon en 148445). Il utilise des notations pour l'inconnue (11), le signe somme 
(p), le signe moins (m), les puissances nième, les racines nième... Contrairement à ses 
prédécesseurs (comme Diophante, par exemple), il énonce quelques règles de 
manipulation de ces symboles : règles d'addition des exposants pour le produit de 
puissances, de simplification dans des calculs de quotients où interviennent des 
puissances de x... 

En Allemagne au XVIe siècle, au sein d'une véritable école d'algébristes (qui a 
pour nom La Coss46), on s'efforce aussi d'élaborer des notations commodes ou d'utiliser 
des abréviations qu'on appelle caractères cossiques : par exemple, en 1525, Christolf 
Rudolf introduit √ pour la racine carrée, √√√ pour la racine cubique, √√ pour la racine 
quatrième. 

Parallèlement en Italie, l'utilisation de symboles se développe également. Dès le 
début du XVème, Maurolico (surnommé Francisco de Messina) fait usage de lettres 
capitales A, B, C pour désigner les inconnues dans des équations à plusieurs inconnues. 
Citons également Bombelli qui adopte une notation des puissances proches de celle de 
Chuquet, et qui aura une influence durable sur l'école Italienne de la Renaissance.  

Ainsi, au cours du XVIe siècle, la manipulation d'inconnues désignées par des 
lettres dans des expressions algébriques, (utilisée également par l'allemand Stifel en 
1544, le Français Peletier en 1554...) se généralise en Europe. On parle d'une algèbre 
numéreuse. 

 

                                                                                                                                          
« Le célèbre Régiomontanus seconda dignement le zèle de Purbach, pour l'astronomie : il le surpassa 
même à plusieurs égards, par l'universalité de ses connoissances.(...) La trigonométrie a encore diverses 
obligations à ce mathématicien. Il perfectionna ce que Purbach, son maître avoit commencé à l'égard de la 
Table des sinus.(...) Régiomontanus excella enfin dans la mécanique. » (Montucla 1758, pp. 541-542) 

42 C'est un ouvrage traitant en quinze chapitres d'arithmétique et d'algèbre et de la résolution de 
problèmes d'applications à la science du négoce ou « récréatifs ». Léonard de Pise montre une 
prédilection pour les problèmes se ramenant à des systèmes d'équations linéaires déterminés ou 
indéterminés : il les classe en « types », pour lesquels il tente d'établir une formule générale de solutions, 
mais toujours sans aucun symbolisme. 

43 Le père de Fibonacci était secrétaire officiel pour les marchands pisans à l'administration des 
douanes de Bougie, en Algérie : il a tenu à ce que son fils soit instruit « en calcul » sur place. Léonard de 
Pise s'intéressa beaucoup à cette « science arabe » et s'attacha à parfaire ses connaissances et à en assurer 
la transmission en Europe. 

44 Soulignons qu'à travers son ouvrage, Fibonacci « ouvre la voie » à l'interprétation de 
solutions négatives à ce type de problèmes. Citons Sesiano pour illustrer : « (...) Léonard ne se 
distingue pas de ses prédécesseurs, car il refuse lui aussi la solution négative. Cependant, et c'est là un fait 
nouveau, il reproduit la résolution du problème concerné et cherche un moyen d'interpréter sa solution 
négative comme une quantité positive que l'on devra soustraire dans les équations proposées. Ce n'est pas 
une distinction aussi futile qu'il y paraîtrait d'abord : cela montre qu'un résultat négatif peut avoir un sens, 
ce qui ouvrira la voie à la reconnaissance des nombres négatifs. » (Sesiano 1999, p. 107). 

45' « Son ouvrage ne fut jamais entièrement publié, mais seulement diffusé en quelques copies 
manuscrites. De larges extraits furent publiés en 1880 pas A. Marre dans le bulletin Boncompagni et une 
des meilleures sources reste encore les plagiats de Maistre Étienne de La Roche dans son Arithmétique 
publié en 1880. » (Dorier 1990, p. 47). 

46 Ce qui veut dire chose en Allemand, terme employé pour désigner l'inconnue d'un problème. 
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L’algèbre spécieuse (l'Art Analytique de François Viète) 

On doit sans aucun doute l'avancée la plus significative vers le symbolisme 
algébrique actuel au mathématicien François Viète (1540-1603). Viète, à l'époque 
essentiellement connu comme homme politique (il fut maître de requêtes et conseiller 
privé d'Henri IV), écrivit pendant son temps libre un ouvrage intitulé l'Art analytique.  

Son œuvre vaste constituée de dix parties, se démarque par une innovation 
fondamentale dans l'utilisation des symboles : Viète y « unifie » la désignation des 
quantités inconnues employée en algèbre et la tradition géométrique en lien avec les 
notations désignant des coefficients « indéterminés »47 (ce qui est fait en Géométrie 
depuis l'Antiquité). Il utilise pour désigner les inconnues les voyelles A, E, O... et pour 
désigner les grandeurs supposées connues (indéterminées), les consonnes B, C, D... Il 
emploie par ailleurs les notations Aq pour le carré de l'inconnue, Ac pour son cube... Il 
reprend également les symboles + et - de l'école Allemande.48 

Avec ce nouveau langage symbolique très maniable, François Viète forme et 
manipule de véritables expressions algébriques et réalise une avancée sensible en calcul 
algébrique et dans les applications de celui-ci à la géométrie. 

Mais plus encore, ses nouvelles notations permettant une représentation littérale 
des quantités « indéterminées » donnent toute sa puissance « généralisatrice » à 
l'algèbre : elles offrent la possibilité d'accéder à l'étude de types généraux d'équations et 
d'expressions, de s'intéresser à la structure générale de problèmes plutôt qu'à leur forme 
particulière.49 Comme le soulignent à la fois Chevallard (Chevallard 1989) et Gascon 
(Gascon 1994), l'utilisation de « paramètres » ou de symboles désignant des quantités 
supposées connues représente une des forces fondamentales de l'algèbre élémentaire : 
elle seule permet d'accéder à des pratiques de « modélisation algébrique ». Ainsi, de 
nombreux historiens des mathématiques ou mathématiciens voient souvent l'Art 
analytique de Viète comme la véritable « naissance » de l'algèbre (ou tout du moins de 
la théorie des équations).  

On peut citer Montucla qui fait ainsi l'éloge de cet « Analyste » :50  

                                                
47 D'après l'article de Teresa Rojano, dès le XIIIe siècle, le mathématicien Jordanus de Nemore 

aurait déjà utilisé des lettres pour désigner des nombres supposés connus dans son ouvrage Numeris 
Datis : « In contrast with the work of Diophantus, where general methods are absent, De Numeris Datis is 
a syncopated work from the 13th century, written by Jordanus de Nemore, that contains a general 
strategy. This strategy which could well be attributed to the symbolic level of the language he uses, puts 
the work at a more advanced stage than the abbacus texts with regards to the evolution of symbols and 
methods. The language of this book is characterized by the use of letters to denote both the unknown and 
known quantities (unknows and coefficients respectively) of an equation or system of equations, and the 
attempt is made to discover numbers of which relationships given by constants are known. Thus for 
example, in one of these relationships the author talks about finding three numbers whose sum is known 
(x + y + z = a), instead of the case in which the given sum is a specific number (x + y + z = 228). » 
(Rojano 1996, p. 58). 
Néanmoins, les travaux de Viète restent ceux qui ont sans aucun doute marqué l'avancée de l'ensemble de 
la communauté des algébristes. 

48 Les symboles + et - apparaissent pour la première fois dans Arithmética Integra de l'Allemand 
Widmann en 1489. 

49 On peut ainsi comme l'évoque Gascon (1994) : étudier des « conditions de possibilité » ou de 
prédire les cas d'existence ou de non « existence » de solutions. 

50 Comme nous y reviendrons par la suite, le terme « d'analyse » est à prendre ici au sens des 
« Anciens » Grecs en opposition à la « Synthèse » dans le modèle « Analyse-Synthèse » de résolution 
arithmétique de problèmes. 
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« Il est peu de mathématiciens à qui cette science [l'Algèbre] doive plus qu'à cet homme célèbre. Digne 
précurseur des grands analystes des siècles passés, il jetta les fondements d'une partie considérable de 
leurs découvertes ; et les étrangers impartiaux lui rendent cette justice, de remarquer que ses écrits ont 
servi de flambeaux à tous ceux qui ont écrit après lui. On doit d'abord à M. Viète d'avoir établi l'usage 
des lettres pour désigner - non seulement les quantités inconnues, mais même celles qui sont 
connues - ce qui fit donner à son algèbre le nom de Spécieuse, nom qu'elle a gardé longtemps, à cause 
que tout y est représenté par des symboles. Ce changement que Viète fit à la méthode ordinaire, paroîtra 
peut-être assez indifférent à ceux qui connoissent peu d'algèbre : mais ceux qui sont versés dans l'analyse, 
en porteront un autre jugement. En effet, cette méthode est d'abord utile en ce qu'elle fournit, dans 
tous les cas, des solutions générales, où l'ancienne ne donnoit que des particulières. » 51  (Montucla 
1758, pp. 600 - 601). 

Comme l'évoque Montucla, Viète pour se démarquer de ses prédécesseurs, oppose 
lui-même sa « logistica speciosa » à la « logistica numerosa » antérieure : il souligne 
ainsi que l'algèbre opère sur des espèces, des classes de choses par opposition à 
l'arithmétique qui opère seulement sur des nombres. Le terme d'algèbre « spécieuse » 
sera longtemps employé. 

D'autre part, notons que dans son « introduction en l'art analytique », Viète oppose 
son art analytique (ou son algèbre) à la Synthèse des « anciens » Grecs : il marque ainsi 
la différence entre un processus de nature arithmétique où il s'agit de partir des données 
connues pour obtenir les données inconnues (Synthèse) et un processus de nature 
algébrique où on manipule les données inconnues comme des données connues pour 
trouver la solution (Analyse). Il donne également un « plan d'étude » algébrique en trois 
étapes : il distingue l'analyse Zététique qui consiste à désigner par des symboles les 
grandeurs inconnues et « indéterminées », exprimer les liens entre elles et dégager ainsi 
l'équation ou les équations qui résument le problème posé ; l'analyse Poristique qui 
correspond aux transformations algébriques ou au maniement des expressions littérales 
et l'analyse Exégétique ou Rhétique qui, revenant au problème initial (arithmétique ou 
géométrique) résout la ou les équations pour énoncer la solution.52 Soulignons que ses 
trois étapes reprises par de nombreux successeurs « algébristes », sont pour Viète, 
véritablement constitutives du processus algébrique et non pas une invention didactique. 
Citons pour illustrer :  

« Il se rencontre dans les Mathematiques, une certaine manière et façon de rechercher la verité, laquelle 
on dit avoir esté premierement inventée par Platon, que Theon a appelée Analyse & par luy définie la 

                                                
51 C'est nous qui soulignons. 
Comme le souligne Chevallard, cette mutation fondamentale du symbolisme algébrique est 

également évoquée par d'autres auteurs plus contemporains comme A. Koyré (1969) ou Grisard (1968) :  
« Parlant de l'algébriste Rafaël Bombelli, dont « l'Algebra » marque le sommet de l'école italienne des 
XVe et XVIe siècles, et faisant le bilan des insuffisances de son œuvre, A. Koyré souligne en particulier 
qu'il « se trouve également très gêné par le fait qu'il ne désigne jamais l'inconnue par un symbole, ni les 
quantités connues par des lettres ». Ce en quoi les travaux de Viète constitueront une avancée 
fondamentale. Son œuvre en effet, indique J. Grisard, se caractérise par l'introduction systématique de la 
représentation littérale dans les problèmes algébriques, tant pour les quantités connues que pour les 
quantités inconnues, ce qui présente le principal avantage de s'intéresser à la structure des problèmes 
plutôt qu'à leur expression. » (Chevallard 1989, p. 47). 

52  Nous reprenons les commentaires de Itard (1977) cité par Chevallard (1989, p. 31) :  
« La zététique consiste à adopter un symbolisme permettant de noter tant les grandeurs inconnues 

que connues, à exprimer les liens qui les unissent et à dégager l’équation qui, sous forme abstraite, 
résume le problème posé. L’analyse poristique étudie, transforme, discute cette équation. Enfin 
l’exégétique ou analyse rhétique, revenant au problème concret, résout l’équation, soit par des 
constructions s’il s’agit de géométrie, soit par des calculs s’il s’agit d’arithmétique. » (Itard 1977, p. 245). 
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supposition de ce que l'on cherche, comme s'il estoit concédé pour parvenir à une verité cherchée, & ce 
par le moyen des consequences ; comme au contraire la Synthese est la supposition d'une chose concedée 
pour parvenir à la cognoissance de ce que l'on cherche par le moyen des consequences. Et combien les 
anciens ayant proposé deux sortes d'analyse, à sçavoir la Zeteticque & la Poristicque, ausquelles la 
definition de Theon convient principalement ; toutesfois il est à propos d'en établir une troisième espèce 
qui soit appelée Rhectique, ou Exegectique : doncques la Zeteticque est celle par laquelle se trouve 
l'égalité, par le moyen de la proportion qui est entre la grandeur que l'on cherche, & celle qui est donnée. 
La Poristicque est celle par laquelle on examine la verité d'un Theoreme déjà ordonné, par le moyen de 
l'égalité ou proportion. L'Exegeticque est celle par laquelle on trouve la quantité ou grandeur cherchée, 
par le moyen de l'égalité ou proportion déjà ordonnée. Par ainsi l'Art analyticque entiere exerçant ces trois 
offices, peut estre definie la doctrine de bien inventer ès Mathematiques. » ( Viète, Edition française de 
1630, orthographe légèrement modernisée).53 

L'œuvre de Viète a fortement influencé ses successeurs s'intéressant à l'algèbre : 
dès le début du XVIIe, une majorité « d'algébristes » adoptent et simplifient ces 
notations. 

 
Descartes, un dernier effort de symbolisme, émancipation de l'algèbre par 

rapport à la géométrie 

C'est avec Descartes que les notations algébriques atteignent leur forme quasi-
actuelle : c'est lui qui fait notamment le choix de désigner les grandeurs inconnues par 
les dernières lettres de l'alphabet (x, y, z) et il s'inspire des notations communes de 
Chuquet et Bombelli pour les puissances supérieures à 2 (x3, x4, ...) ; il introduit un 
symbole différent de celui utilisé actuellement : « ∝ » pour l'égalité...54 

Mais outre ce dernier coup de pouce (ou presque) à l'élaboration de notations 
algébriques, les travaux de Descartes permettent essentiellement une émancipation de 
l'algèbre par rapport à la géométrie. En effet tout comme les mathématiciens de l'école 
italienne, Viète, encore très attaché à la géométrie grecque, considère l'algèbre comme 
« dépendante » de celle-ci.55 Descartes renverse cette dépendance de l'algèbre vis-à-vis 
de la géométrie en résolvant « algébriquement » des problèmes de construction 
géométrique. Il met en avant l'algèbre, non pas comme une véritable science puisqu'elle 
ne permet pas d'après lui de donner des connaissances sur le monde physique, mais 
comme un moyen d'économie d'effort de simplification de la pensée ou une 
« technique ». Plaçant l'algèbre comme une part de sa recherche générale dans La 
Méthode (au même niveau que la logique), bien qu'il n'en voie l'utilité que pour la 
résolution de problèmes géométriques ou arithmétiques, il l'affranchit de ses liens à la 
géométrie. 

 
On peut donc dire qu'au XVIIe siècle, le langage algébrique est entièrement 

constitué et l'algèbre même devient un champ autonome et indépendant au sein du 
savoir savant. Néanmoins, les techniques de résolution de systèmes d'équations linéaires 

                                                
53 Cité par Chevallard 1989, pp. 31. 
54 Le symbole « = » pour l'égalité est introduit en 1557 par un Anglais Recorde (qui écrit en 

commentaire : « j'userai d'une paire de parallèles ou lignes jumelles d'une certaine longueur parce que 
rien n'est plus pareil que deux jumeaux »).  

55 Nous avons évoqué que les auteurs grecs classiques ont étudié essentiellement une « algèbre 
géométrique euclidienne » où les équations ne sont abordées que géométriquement : par exemple le calcul 
des aires a été pendant longtemps une méthode géométrique pour résoudre l'équation ax = b (on construit 
le rectangle de côté a d'aire b, le deuxième côté est la solution cherchée. 
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n'ont pas connu au cours de cette période d'avancée significative ; il manque encore une 
étude plus générale et systématique des systèmes. Jusqu'au milieu du XVIIe siècle, 
malgré la possibilité d'écrire formellement des équations à coefficients indéterminés, les 
cas des systèmes impossibles ou indéterminés sont toujours regardés comme des cas 
particuliers ou des curiosités ; la résolution des systèmes d'équations manque donc 
toujours d'une théorie générale et garde un caractère « empirique ». A ce propos Dorier 
écrit : 

« Les techniques de résolution de systèmes d'équations linéaires, n'ont finalement guère évolué au cours 
de cette période ; si les calculs explicites se font au coup par coup, avec assez de succès, le problème reste 
toujours de pouvoir prévoir le nombre ou l'existence de solutions. Les systèmes indéterminés ne sont pas 
encore, non plus un objet d'étude institué. » (Dorier 1990, p. 49) 

« Ce qui intéressait les mathématiciens de l'époque était de résoudre des équations et malgré une volonté 
de classification de ces équations, celles-ci n'étaient pas prises pour un objet d'étude en soi 
indépendamment de leur résolution. Cette tendance ne fut d'ailleurs pas bousculée de façon radicale avant 
longtemps, cependant progressivement on peut déceler ici et là un intérêt pour une approche descriptive 
ou qualitative des équations. » (Dorier 1999, p. 27). 

III. Les systèmes d'équations linéaires aux XVIIIe et XIXe siècles - 
Origines de l'algèbre linéaire 

Comme Dorier l'évoque ci-dessus, avant que les équations linéaires ne deviennent 
un objet d'étude en soi, on peut repérer ici et là des progrès dans une « approche 
descriptive ou qualitative des équations ». Ces premiers pas sont à associer à un intérêt 
porté à la résolution de systèmes à coefficients « indéterminés » d'où proviennent les 
concepts de matrices et de déterminants auxquels ils sont historiquement liés de façon 
étroite. 

 
Le cas isolé d'une lettre de Leibniz au Marquis de L'Hospital en 1693. 

Dès la fin du XVIIe, Leibniz aborde la notion de déterminant et emploie une 
notation de double numérotation : en 1693, il expose au Marquis de L'Hôpital une 
méthode pour trouver la condition de possibilité de résolution d'un système de trois 
équations à deux inconnues. Dans cette lettre, il utilise et vante les mérites d'une 
notation « ij » correspondant à une notation à indices : « aij » des coefficients d'un 
système d'équations qui lui paraît la clé de son heureuse trouvaille :  

« Je suppose 10 + 11 x + 12y = 0 (1) et 20 + 21x + 22y = 0 et 30 + 31x + 32 y = 0 (3) ou le nombre feint 
estant de deux characteres, le premier me marque de quelle equation il est, le deuxieme me marque à 
quelle lettre il appartient » (Extrait d'une lettre de Leibniz au Marquis de L'Hôpital, 28 avril 1693, publiée 
pour la première fois en 1850). 

Leibniz écrit en effet plus loin :  

« Une partie du secret de l'analyse consiste dans la caractéristique, c'est à dire dans l'art de bien employer 
les notes dont on se sert, et vous voyez Monsieur, par ce petit echantillon que Viete et Descartes n'en ont 
pas encore connu tous les mysteres. » (op. cité). 

A nouveau, apparaît un lien étroit entre l'émergence de moyens symboliques et de 
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nouveaux concepts mathématiques.56 
Leibniz applique ensuite une technique d'élimination dont il donne la condition de 
possibilité dans ce cas particulier qui correspond à l'annulation du déterminant de ce 
système. Il généralise ensuite directement ce « calcul » à un théorème « général pour 
quelque nombre de lettres et d'équations simples qu'on puisse prendre » énoncé en latin. 
Nous en donnons la traduction citée par Dorier :  

« Étant donné un nombre quelconque d'équations, qui soit suffisant pour éliminer des quantités inconnues 
qui n'excèdent pas le premier degré : pour l'équation finale, premièrement il faut prendre toutes les 
combinaisons possibles de coefficients, dans lesquelles il n'y a qu'un coefficient de chaque équation, 
deuxièmement une fois ces combinaisons placées du même côté de l'équation finale, elles ont des signes 
différents si elles ont autant de facteurs semblables qu'il est indiqué par le nombre qui est un de moins que 
le nombre de quantité inconnues : les autres ont le même signe. » (cité par Dorier 1990, p. 53). 

Comme le souligne Dorier à la suite de cet extrait, cet énoncé généralisé donnant un 
algorithme de formation d'un déterminant pour le moins rapidement, reste « incomplet 
et ambigu ». De plus, Leibniz n'ayant par ailleurs pas lui-même publié cette 
découverte57, elle n'eut sans doute aucune répercussion sur les découvertes sur les 
déterminants et la résolution de systèmes d'équation qui ont suivi. 
 

En 1748, Mac Laurin donne les formules de résolution explicites pour des 
systèmes linéaires carrés d'ordre 2 et 3. Mais c'est surtout Cramer qui explicite deux ans 
plus tard une formule générale de la solution simultanée d'équations linéaires à plusieurs 
inconnues. 

 
Les « formules » de Cramer 

En 1750, dans son traité Introduction à l'analyse des courbes algébriques, Cramer 
donne un premier énoncé de règles de calcul permettant de trouver la solution d'un 
système carré.  

Dans ce texte, Cramer met au point une notation permettant d'écrire un systèmes 
d'équations avec des coefficients indéterminés. Celles-ci sont différentes de celles 
employées par Leibniz. Il n'utilise pas de double indice mais des lettres indicées : la 
lettre correspond à l'inconnue (X pour x, Y pour y, Z pour z....) et l'indice placé en haut 
(qu'il appelle exposant) à l'équation ; les termes constants sont désignés par la lettre A 
indicée de la même manière. Par exemple Z2 désigne le coefficient de l'inconnue z dans 
la deuxième équation. Citons pour illustrer :  
« Soient plufieurs inconnues z, y, x, v, &c. & autant d'équations 
A1 = Z1z + Y1y + X1x + V1v + &c. 
A2 = Z2z + Y2y + X2x + V2v + &c. 

                                                
56 Ceci rejoint ce qu'affirment Bosch et Chevallard en termes d'ostensifs et de non ostensifs :  
« Réciproquement, du point de vue de la genèse des objets, on peut dire que les ostensifs et les 

non-ostensifs émergent ensemble dans la praxis humaine, qu'ils sont des émergents de cette praxis, sans 
qu'on puisse établir a priori d'antériorité des uns par rapport aux autres. Toutefois si l'on se restreint à une 
institution donnée, et dans une période historique donnée, les situations peuvent montrer tantôt une 
avance du système des instruments ostensifs par rapport à un système de non-ostensifs - un concept peut 
manquer par exemple - , tantôt l'inverse, quand manquent un ou plusieurs objets ostensifs - par exemple 
une notation - qui donneraient aux objets non ostensifs un meilleur rendement dans le pilotage de 
l'activité. » (Bosch et Chevallard 1999, p. 14). 

57 Cette lettre et un article du même auteur sur ce sujet ne furent diffusés qu'assez tardivement : 
respectivement en 1850 et 1863 alors que la théorie des déterminants était déjà presque « à maturité ». 
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A3 = Z3z + Y3y + X3x + V3v + &c. 
A4 = Z4z + Y4y + X4x + V4v + &c. 
   &c. 
où les lettres A1, A2, A3, A4, &c. ne marquent pas comme à l'ordinaire, les puiffances d'A mais le premier 
membre, fupoffé connu, de la première, feconde, troifième, quatrième &c. équation. De même  Z1, Z2, 
&c. font les coefficients de Z ; Y1, Y2, &c. ceux de Y ; X1, X2, &c. ceux de X ; V1, V2, &c. ceux de V ; 
&c. dans la premiére, feconde, &c. équations. » (Cramer 1750, pp. 657, 658). 

Le point de vue de Cramer est différent de celui de Leibniz : il ne cherche pas une 
condition d'élimination pour un système contenant plus d'équations que d'inconnues 
mais bel et bien l'expression générale de la solution d'un système carré.58 Il donne ainsi 
une « règle générale » pour trouver l'expression des solutions d'un système de n 
équations à n inconnues en formant n fractions qui ont même dénominateur :  

« L'examen de ces formules fournit cette Règle générale. Le nombre des équations & des inconnues étant 
n, on trouvera la valeur de chaque inconnue en formant n fractions dont le dénominateur a autant de 
termes qu'il y a divers arrangements de n chofes différentes. Chaque terme eft compofé des lettres ZYXV 
&c. toujours écrites dans le même ordre, mais auxquelles on diftribue, comme expofants, les n premiers 
chiffres rangés en toutes les manières poffibles. (...)  On donne à ces termes les fignes + ou -  selon la 
Règle fuivante. Quand un expofant eft fuivi dans le même terme, médiatement ou immédiatement d'un 
expofant plus petit que lui, j'appellerai cela un dérangement. Qu'on compte, pour chaque terme, le nombre 
des dérangements : s'il eft pair ou nul, le terme aura le signe + ; s'il eft impair, le terme aura le signe -.(...) 
Le dénominateur commun étant ainfi formé, on aura la valeur de z en donnant à ce dénominateur le 
numérateur qui fe forme en changeant, dans fes termes, Z en A. Et la valeur d'y eft la fraction qui a le 
même dénominateur & pour numérateur la quantité qui réfulte quand on change Y en A, dans tous les 
termes du dénominateur. Et on trouve d'une manière femblable la valeur des autres inconnues. » (Cramer 
1750, p. 658). 

Notons que cette « règle générale » garde une forme essentiellement rhétorique et 
qu'aucun des résultats énoncés n'est démontré, ni même justifié. D'autre part les cas 
d'indétermination ou d'impossibilité correspondant à une annulation du dénominateur 
« commun » ne sont pas envisagés par Cramer : sa règle reste essentiellement à ses yeux 
un algorithme de calcul. 

Néanmoins les « formules de Cramer » ayant connu rapidement un grand 
succès,59 ce traité ouvre la voie d'une approche plus systématique de la résolution des 
systèmes d'équations. Pourtant dans un premier temps, les nombreux mathématiciens 
qui se sont penchés sur cette « règle », se sont surtout attachés à son aspect 
« calculatoire »... Ce premier engouement pour les déterminants a peut-être même été 
dans un premier temps la cause d'un désintérêt pour une étude qualitative des systèmes 
linéaires. En effet, des approches plus intuitives des relations entre équations linéaires 
du type de celle d'Euler dans un texte intitulé Sur une contradiction apparente dans la 
Doctrine des Lignes Courbes,60 datant de 1750 ont été sans doute masquées par cet 
                                                

58 Il est en fait amené à chercher le cas général de résolution d'un système 5 × 5 pour démontrer 
que l'équation d'une courbe algébrique de degré n = 2 est déterminable quand on en connaît n(n+3)/2 = 5 
points. 

59« La règle énoncée par Cramer eut dès sa publication, un grand succès tant auprès des 
mathématiciens que dans l'enseignement. Ceci fit dire au mathématicien français Gergonne que cette 
méthode était tellement en faveur que les examens aux écoles des services publics ne roulaient pour ainsi 
dire que sur elle ; on était admis ou rejeté que si on la possédait bien ou mal. » (Dorier 1990, p. 55). 

60 Dans ce texte, Euler traite à l'origine du « paradoxe de Cramer » (qui tient à la confrontation de 
deux résultats tenus pour vrais à cette époque sur les courbes algébriques). L'étude de ce problème amène 
Euler à remettre en cause le fait qu'un système de n équations à n inconnues (« carré ») admette toujours 
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attrait pour le calcul de déterminants. On peut citer Dorier pour illustrer : 

« La théorie des déterminants devint rapidement à la suite de Cramer, le cadre de nombreuses recherches, 
dont très peu dans un premier temps, avaient pour objet une forme d'approche qualitative des systèmes 
linéaires. On s'attacha, outre à trouver une meilleure formulation de la règle de calcul de Cramer, à 
calculer des déterminants particuliers, rivalisant dans la dextérité à calculer. D'ailleurs, même si les 
déterminants s'avérèrent être un outil précieux pour l'étude des systèmes d'équations linéaires. force est de 
reconnaître qu'ils engendrèrent aussi une certaine complexité liée à la technicité de leur utilisation. Ce fait 
a indéniablement eu pour conséquence de masquer certains aspects intuitifs dans la nature des équations 
linéaires, marquant ainsi un changement important d'approche, par rapport au travail d'Euler. » 
(Dorier 1999, p. 31). 

 

L'avancée théorique de Cauchy sur les déterminants 

Ce n'est qu'en 1812, que se développe une avancée plus significative et théorique pour 
la théorie des déterminants et la résolution de systèmes d'équations avec le travail de 
Cauchy.61 
Dans son Mémoire sur les fonctions qui ne peuvent obtenir que deux valeurs égales et 
de signes contraires par suite de transpositions opérées entre les variables qu'elles 
renferment, Cauchy démontre rigoureusement tous les résultats connus jusqu'ici sur les 
déterminants (mais pour certains encore non prouvés) et quelques autres propriétés en 
continuité dans un nouveau cadre d'approche théorique : comme le titre de son ouvrage 
l'indique, il ne s'intéresse pas directement à la résolution de systèmes d'équations mais 
plutôt aux fonctions symétriques et alternées.62 A l'aide de ces notions, il est en mesure 
de donner non plus seulement une règle de calcul mais une définition formelle et 
rigoureuse du déterminant et de démontrer de nombreuses propriétés associées (telles 
que l'annulation d'un déterminant ayant deux lignes égales). En revenant à la résolution 
de systèmes d'équations (qui n'apparaît que comme « application » a posteriori), il 
définit le système « adjoint » comme étant le système formé des cofacteurs d'un système 
initial. Ceci lui permet de retrouver rapidement les « formules » de Cramer en 
établissant des relations entre les inconnues et cofacteurs. 
Dans la suite de son ouvrage, Cauchy prouve et énonce également d'autres résultats 
importants en lien avec les systèmes linéaires.63 

                                                                                                                                          
une unique solution. Il étudie alors de manière empirique ce que Dorier (Dorier 1999, p. 29) a appelé la 
« dépendance inclusive » (propriété qui serait moins large que la dépendance linéaire), c'est-à-dire le fait 
qu'une équation puisse être « comprise dans d'autres » : 
« Quand on soutient que pour déterminer n quantités inconnues il suffit d'avoir n équations qui expriment 
leur rapport mutuel, il y faut ajouter cette restriction que toutes les équations soient différentes entres 
entr'elles, ou qu'il n'y ait aucune qui soit renfermée dans les autres. » (op. cité, p. 228). 
Euler entrevoit également un « lien entre le nombre d'équations indépendantes, la taille de solutions de 
l'ensemble de solutions et le nombre de paramètres pour le décrire. » (Dorier 1999, p. 30). 

61 C'est Cauchy qui est d'ailleurs à l'origine du mot « déterminant ». 
62 Il parle en fait dans son traité de « fonctions symétriques permanentes et alternées ». Le 

vocabulaire actuel sera introduit par lui-même, un peu plus tard. 
63 « Après quelques précisions sur les notations et l'étude du cas particulier du système que l'on 

nomme aujourd'hui, à tort de Vandermonde, il forme le système adjoint du système adjoint, qu'il appelle 
adjoint du deuxième ordre, et il montre que l'on retrouve ainsi le système initial à un coefficient 
multiplicatif près qui est un quotient de déterminant. On peut voir ici la première démonstration du 
caractère involutif de la dualité. Cauchy consacre une deuxième section, aux systèmes composés de deux 
autres systèmes. Le résultat central qu'il énonce ici, concerne le fait que le déterminant des systèmes 
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Néanmoins, Cauchy ne s'intéresse pas plus que ses prédécesseurs au cas où le 
déterminant associé à un système d'équations s'annule. 

 
Ce n'est qu'à partir de la fin de la première moitié du XIXe siècle que se 

développe une étude plus qualitative des systèmes linéaires (toujours dans le cadre des 
déterminants) et que les mathématiciens s'intéressent notamment à la résolution de 
systèmes non « carrés » ou de déterminant nul. A partir de 1860, de nombreux résultats 
associés à cette question sont démontrés entre autres par Smith, Trudi, Baltzer... Dans 
son ouvrage An elementary treatise on determinants publié en 1864, Dodgson64 donne 
pour la première fois une étude assez exhaustive de la résolution de systèmes n × m : il 
étudie tous les cas de figure possibles dans la résolution d'un système linéaire homogène 
ou non, « carré », avec plus d'équations que d'inconnues, ou au contraire avec moins 
d'équations que d'inconnues. Ses successeurs chercheront à donner une meilleure 
formulation de ses résultats, à regrouper les cas passés en revue, c'est-à-dire à énoncer 
une règle la plus générale possible sur la résolution de n'importe quel type de système 
linéaire. Les travaux de Rouché peuvent illustrer l'orientation des travaux de cette 
époque. 

 
Le théorème ou la règle « générale » de résolution d'un système linéaire 

de Rouché 

En 1880, le mathématicien français Rouché publie un texte intitulé Notes sur les 
équations linéaires (dans le Journal de l'École Polytechnique) dont l'ambition est 
explicitement d'exposer un énoncé bref permettant la résolution de n'importe quel 
système linéaire :  

« Malgré les travaux assez nombreux qui ont suivi la publication de ma Note dans les Compte rendus des 
séances de l'Académie des Sciences (29 novembre 1875)65, l'étude complète du système de n équations 
linéaires à m inconnues n'a pas encore reçu la forme la plus simple et précise dont elle est 
susceptible : comme dans la plupart des théories inachevées, le nombre des cas que l'on distingue et la 
diversité apparente des conclusions relatives à chacun d'eux, laissent dans l'esprit une confusion 
regrettable. Je me propose de développer ici les principes  que je m'étais borné, faute d'espace, à indiquer 
dans les Compte rendus, et de montrer qu'on peut tout réduire à un seul théorème qui, par sa 
simplicité extrême et son entière généralité, mérite, ce me semble, d'attirer l'attention. »66 
(Rouché 1880, p. 221).67 

À la suite de cette introduction, Rouché définit le « déterminant principal » d'un 
système « quelconque de n équations linéaires à m inconnues, m pouvant être supérieur, 
égal ou inférieur à n », comme étant un des déterminants non nuls de plus grand ordre p 

                                                                                                                                          
constituants (...). Cauchy énonce également une règle pour dégager un des systèmes composants, dans 
laquelle on reconnaît la formule d'inversion d'une matrice par transposition de la matrice adjointe et 
division par le déterminant. Enfin dans une dernière section, Cauchy innove entièrement, il examine des 
relations entre les différents mineurs d'un système et établit des résultats concernant les systèmes qu'il 
qualifie de dérivés, obtenus à l'aide de ces mineurs. En particulier, il énonce des règles de formation du 
déterminant à l'aide des mineurs. » (Dorier 1990, p. 58). 

64 Mathématicien anglais plus connu sous le pseudonyme de Lewis Caroll, auteur du célèbre Alice 
in Wonderland. 

65 Rouché avait fait une « première tentative » pour énoncer une « règle » la plus simple et la plus 
générale possible en 1875. 

66 C'est nous qui soulignons. 
67 Cité par Dorier 1999, p. 242.  
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:  

« Dans cette Hypothèse, il existera toujours, parmi les déterminants déduits du Tableau (T),68 au moins 
un déterminant qui sera différent de zéro et dont l'ordre soit supérieur ou égal à celui de tout autre 
déterminant non nul. S'il en existe plusieurs jouissant de cette double propriété, on choisira l'un d'eux à 
volonté. Nous donnerons au déterminant ∂ ainsi choisi le nom de déterminant principal du système (I), et 
nous désignerons par p son ordre, qui ne peut évidemment surpasser le plus petit des deux nombres m et 
n. » (ibid., p. 222) 

Il définit ensuite les « déterminants caractéristiques » comme étant tous les déterminants 
obtenus de la manière suivante : 

« En bordant le déterminant principal ∂ à la partie inférieure par les éléments homologues de l'une des 
horizontales69 du tableau (T) et à droite par les termes tout connus70 correspondants, on obtient n - p 
déterminants d'ordre p + 1 (...) que nous appelons les déterminants caractéristiques du système (I). » (ibid. 
p. 222) 

En s'appuyant sur ces deux définitions, Rouché énonce alors son théorème (qui dit-il : 
« renferme toute la théorie des équations linéaires ») :  

« Pour que n équations linéaires à m inconnues soient compatibles, il faut et il suffit que les déterminants 
caractéristiques du système soient tous non nuls. Dans cette hypothèse, le système a une solution unique 
ou est indéterminé suivant que l'ordre de ses déterminants caractéristiques surpasse ou non le nombre 
des inconnues. » (ibid., p. 223). 

Suite à la démonstration de ce théorème dans le cadre de la théorie des déterminants,71 
Rouché donne le moyen de calculer les solutions dans les deux cas de compatibilité. 
Dans le cas d'une solution « unique » (ou p = m), il « généralise » les formules de 
Cramer :  
« Si p = m, ce qui suppose n ≥ m (...) le système a une solution unique qui est donnée par la règle 
suivante, qui est une généralisation de celle de Cramer.  
Le dénominateur commun des inconnues est le déterminant principal du système, et chaque numérateur 
s'obtient en remplaçant, dans ce déterminant principal, les éléments de la verticale de même indice que 
l'inconnue considérée par les termes tous connus correspondants. » (ibid., p. 227). 

Dans le cas « indéterminé » (p < m), il précise la nature de l'indétermination : 
« Si p < m , le système est indéterminé. Les inconnues dont les indices sont ceux des verticales qui 
concourent à la formation du déterminant principal s'expriment en fonction des autres inconnues, qui 
restent arbitraires, sous la forme de fractions ayant pour dénominateur le déterminant principal : chaque 
numérateur est le déterminant déduit du déterminant principal en y remplaçant par les expressions  
k1 -  a1

p+1 x1 - .... a1
m xm, ..., kp -  ap

p+1 x1 - ... -  ap
m xm, les éléments de la verticale de même indice que 

l'inconnue considérée. (...) on dit que l'indétermination est d'ordre m - p. » (ibid., p. 228). 
A travers cet ouvrage, on peut dire que le concept de rang apparaît de façon implicite 
comme la valeur p de l'ordre du déterminant principal mais ce nombre n'est pas mis en 

                                                
68 Le tableau (T) est défini auparavant comme étant le tableau rectangulaire « formé avec les 

coefficients des inconnues ». L'hypothèse évoquée par Rouché au début de ce paragraphe, énoncée 
auparavant est qu'il existe au moins un des éléments de (T) qui soit non nul. 

69 Coefficients des « p » inconnues de chacune des équations restantes.  
70 Les « termes tout connus » correspondent aux « constantes » regroupées à droite de chaque 

équations qui n'apparaissent pas dans (T). 
71Pour démontrer sa « règle », Rouché utilise essentiellement la propriété de linéarité du 

déterminant, le développement par rapport à une ligne ou une colonne et le fait qu'un déterminant ayant 
deux lignes ou deux colonnes identiques est nul.   
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avant comme nombre maximal d'équations indépendantes ou nombre minimal 
d'équations permettant de déterminer l'ensemble des solutions. Cependant, notons que 
l'invariance de p pour des systèmes ayant même ensemble de solutions n'est pas 
évoquée. De même, Rouché parle d'un « ordre d'indétermination » mais il ne le met pas 
explicitement en rapport avec la dimension de l'espace des solutions. 
L'absence de ces questionnements révèlent en fait la véritable finalité de ses travaux et 
l'orientation des autres recherches en lien avec les déterminants et les systèmes linéaires 
de l'époque. 
Comme Dorier le souligne (Dorier 1999, pp. 31 - 32), même si à travers ces différents 
travaux, on voit « émerger » le concept de rang et des résultats de dualité, l'approche 
reste « orientée vers une résolution effective des systèmes linéaires » et certaines 
questions (associées par exemple à l'invariance du rang « p » pour des systèmes 
« équivalents » et à la dimension d'un ensemble de n-uplets solutions) ne se posent pas. 
 

L'étude de la dépendance linéaire de Frobenius 

C'est à travers les travaux de Frobenius que se dégagent plus clairement les notions de 
rang d'un système linéaire et de dimension d'un ensemble de solutions.  
Il fut un des premiers à amener un changement dans l'orientation des recherches 
associées aux systèmes d'équations. Dans son article Uber das Pfaffsche Problem de 
1875, il montre en effet une façon nouvelle d'aborder l'étude des systèmes linéaires, en 
mettant en avant la notion de dépendance (ou d'indépendance) linéaire. Dans ce texte, il 
commence par donner la définition suivante de l'indépendance linéaire, encore tout à 
fait « moderne » :  
« Soient A1, ..., An et B1, ..., Bn deux solutions particulières quelconques des équations (10.)72, 

Alors aA1 + bB1, ..., aAn + bBn est aussi une solution.  
Plusieurs solutions particulières A1(x), ..., An(x) (x = 1, ..., k) seront dites indépendantes ou différentes, si 
les c1Aα(1) + ... + ckAα (k) ne peuvent s'annuler pour tous les α = 1, ..., n, sans que les c1, ..., ck soient 
tous nuls, en d'autres termes, si les k formes linéaires A1(x)u1 + ... + An(x)cn sont indépendantes. » 
(Frobenius 1875, p. 264).73 

Frobenius innove en reliant directement cette définition à la fois aux équations et aux n-
uplets solutions d'un système linéaire : il réalise un pas important vers le concept 
moderne de vecteur. Dans la suite de sa démonstration, il s'appuie essentiellement sur 
cette notion d'indépendance linéaire et aussi sur la propriété suivante sur les 
déterminants : les équations sont indépendantes si et seulement si tous les mineurs de 
plus grand ordre du système ne sont pas nuls. 
Il commence ainsi par montrer qu'un système homogène de m équations à n inconnues 
(avec n > m) admet n - m solutions indépendantes (en exhibant une sorte de base 
canonique de solutions) et que c'est le maximum de solutions qu'un tel système peut 
admettre (en prouvant que n - m + 1 solutions seraient toujours dépendantes) :  

                                                
72 Frobenius a introduit au préalable un système de m équations linéaires homogènes à n 

inconnues avec n > m (il étudie uniquement les systèmes homogènes car seul l'aspect « linéaire » 
l'intéresse) :  
« Soient m équations linéaires homogènes indépendantes 
(10.) a1

(µ)u1 + ... + an
(µ)un = 0  

en les n (>m inconnues) u1, ..., un. » (Frobenius 1875, p. 264) 
73 Cité par Dorier 1998, p. 246. 
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« Donc m équations linéaires homogènes indépendantes en n inconnues ont exactement n - m solutions 
différentes, et de plus m équations linéaires homogènes quelconques en n inconnues ont au moins n - m 
solutions différentes. » (ibid., p. 265). 

Il affirme ensuite que la solution « générale » des équations est une combinaison 
linéaire quelconque de ces n - m solutions indépendantes : la notion de base de 
solutions74 est fortement sous-jacente dans son propos :  
« Soient c1, ..., cn - m des constantes arbitraires, alors 
A1 = ∑cvA1(v), ..., An = ∑cvAn(v) sera appelée solution générale des équations (10.). On peut obtenir 
d'elle toute solution particulière, en donnant aux constantes arbitraires des valeurs déterminées. Ainsi 
soient B1

(v), ..., Bn(v) (v = 1, ..., n - m) solutions différentes quelconques, alors  
Bα(v) = cv, 1 Aα(1) +... + cv, n - m Aα

(n - m) n (...). » (ibid., p. 265). 

Il introduit ensuite la notion de système « associé » ou « adjoint » à associer au concept 
moderne de dualité : c'est le système composé d'équations dont les coefficients sont les 
composantes des éléments d'une base de solutions du système initial. Il est alors en 
mesure de montrer que l'ordre maximal de mineur non nul est un invariant non 
seulement du système mais aussi de son ensemble de solutions (tout système ayant le 
même ensemble de solutions a même ordre maximal de mineur non nul). Avec ces 
résultats, Frobenius définit le concept de rang dans toute sa généralité.75 Ces travaux 
connurent un rapide succès. Par la suite, la notion de rang (qui reste associée aux 
déterminants dans le texte cité) se trouve reliée directement aux matrices76 : dans un 
texte de 1905 intitulé Zur theorie der linearen gleichungen, Frobenius fait un exposé 
très clair qui reprend les principaux points développés dans son article de 1875 avec la 
notion de matrice. 
 

Ainsi à la fin du XIXe - début du XXe siècle, les principaux points théoriques 
associés à la résolution des systèmes d'équations linéaires numériques sont en place. 
Soulignons la rapidité avec laquelle les résultats à ce sujet se sont accumulés à partir du 
XVIIIe,  et le changement progressif de problématique amorcé par les travaux de 
Leibniz et Cramer. L'étude des systèmes linéaires devient progressivement le point 
d'appui ou un « prétexte » à un domaine de recherche plus vaste : ces recherches en lien 
avec les systèmes, de plus en plus abstraites, ont permis de dégager des concepts 
théoriques liés à la « linéarité » : rang et dualité qui sont des notions « clefs » pour 
l'algèbre linéaire.  

 
Néanmoins parallèlement à cet essor de résultats très théoriques, des méthodes de 

calcul effectif de la solution de systèmes d'équations ont commencé à se développer à 
partir du début du XIXe au sein de mathématiques plus « appliquées » (puis au début du 
XXe dans le cadre de l'analyse numérique ou en programmation linéaire). 

                                                
74 Une base de solutions serait constituée de n'importe quelles n - m solutions indépendantes, qui 

constitue de fait une famille génératrice et sur laquelle toute solution reçoit une décomposition unique. 
75 Notons qu'il introduit le terme de « rang » pour la première fois dans un texte de 1879 : 
« Quand dans un déterminant, tous les mineurs d'ordre m + 1 s'annulent, mais que ceux d'ordre m 

ne sont pas tous nuls, j'appelle rang du déterminant la valeur de m. »  
76 Sylvester introduit le terme de matrice dès 1850 mais les propriétés théoriques associées n'ont 

été étudiées qu'assez tardivement, la théorie des déterminants a été largement développée auparavant. 



68 
IV. Méthodes de calcul « effectif » pour résoudre des systèmes 
d'équations au XIXe et XXe siècles  

En effet, la maîtrise des techniques de substitution et d'élimination et les formules 
de Cramer n'ont pas clos la question de la résolution effective des systèmes d'équations 
numériques. Pendant que certains mathématiciens du XIXe se penchaient sur une étude 
théorique des systèmes d'équations dans le cadre de l'émergence de concepts d'algèbre 
Linéaire, d'autres se sont penchés sur l'étude de techniques « efficaces » de résolution de 
systèmes à un grand nombre d'équations.  

 
Un « vrai » problème d'existence 

Ce sont les recherches en Astronomie et en Géodésie qui, conduisant à des 
systèmes de grandes dimensions, ont principalement motivé la recherche de méthodes 
de calcul de solutions « exactes » ou « approchées » permettant de réduire la quantité 
d'opérations à effectuer.  
Mais dans un premier temps, ces travaux issus des sciences physiques ont tout d'abord 
conduit à réfléchir à de « vrais » problèmes d'existence associés à la solution d'un 
système linéaire. En fait, dans ce cadre, les coefficients numériques des équations 
proviennent souvent de résultats de mesures susceptibles d’erreurs et le nombre de ces 
équations dépasse souvent celui des inconnues (on multiplie les mesures par souci de 
fiabilité)77 : on en vient à chercher une solution dont l'existence « réelle » est évidente, 
mais dont l'existence « mathématique » n'est pas assurée.78  
Le premier travail des mathématiciens a donc été de trouver des méthodes permettant de 
ramener la résolution d'un système de ce type à celle d'un système « carré » et 
« déterminé » dont la solution approche au mieux celle qui est recherchée.  
A titre d'exemple, nous allons examiner la méthode des moindres carrés de Legendre et 
de Gauss. 
 

La méthode des moindres carrés  

Cette méthode « des moindres carrés » est exposée entièrement pour la première 
fois en 1805 en appendice de l'ouvrage intitulé : Nouvelles méthodes pour la 
détermination des Orbites de Comètes de Legendre.  

Legendre expose le « vrai » problème d'existence que nous avons évoqué ci-
dessus dans les termes suivants :  

« Dans la plupart des questions où il s'agit de tirer des mesures données par l'observation les résultats les 
plus exacts qu'elles peuvent offrir, on est presque toujours conduit à un système d'équations de la forme : 
E = a + bx + cy + fz + etc. dans lesquelles a, b, c, f, etc. sont des coefficients connus qui varient d'une 

                                                
77 Citons Chabert et al. pour illustrer :  
« Les résultats des mesures étant susceptibles d'erreurs, on multiplie parfois les mesures dans 

l'espoir d'améliorer la précision et il s'agit alors de résoudre un système de n équations à k inconnues où 
n > k. En général, ce système sera impossible. » (Chabert et al. 1994, p. 324).  

78 Soulignons le paradoxe de la situation ! Nous avons évoqué qu'auparavant, les problèmes 
« concrets », ont pu être un facteur du fait que la question d'existence de solutions d'un système 
d'équations ait pu si longtemps être éludée : l'inspiration « réelle » de ces énoncés de type arithmétique, 
assurait en quelque sorte l'existence d'une solution « mathématique ». Or à cet instant, on apprend que les 
problèmes d'Astronomie et de Géodésie, issus eux-aussi de la réalité, conduisent à des systèmes 
éventuellement « impossibles ». 
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équation à l'autre, et x, y, z, etc. sont des inconnues qu'il faut déterminer par la condition que la valeur de 
E se réduise, pour chaque équation à une quantité nulle ou très petite. Si l'on a autant d'équations que 
d'inconnues x, y, z, etc., il n'y a aucune difficulté pour la détermination de ces inconnues, et on peut 
rendre les erreurs E absolument nulles.  
Mais le plus souvent le nombre des équations est supérieur à celui des inconnues, et il est impossible 
d'anéantir toutes les erreurs. Dans cette circonstance, qui est celle de la plupart des problèmes 
physiques et astronomiques, où l'on cherche à déterminer quelques éléments importants, il entre 
nécessairement de l'arbitraire dans la distribution des erreurs, et on ne doit pas s'attendre à ce que toutes 
les hypothèses conduiront exactement aux mêmes résultats ; mais il faut surtout faire en quelque sorte que 
les erreurs extrêmes, sans avoir égard à leurs signes, soient renfermées dans les limites les plus étroites, 
qu'il est possible. » 79 (Legendre 1805). 

En réponse à ce problème, il propose de se ramener un système d'équations à solution 
unique dont la solution approchera au mieux les valeurs recherchées en minimisant la 
« somme des carrés des écarts » :  
« De tous les principes qu'on peut proposer pour cet objet, je pense qu'il n'en est pas de plus général, de 
plus exact, ni d'une application plus facile, que celui dont nous avons fait usage dans les recherches 
précédentes, et qui consiste à rendre minimum la somme des carrés des erreurs. Par ce moyen, il s'établit 
entre les erreurs une sorte d'équilibre qui empêchant les extrêmes de prévaloir, est très propre à faire 
connaître l'état du système le plus proche de la vérité. » (Legendre 1805). 
Il expose ensuite en détail sa méthode qui s'appuie sur le principe, dit des « moindres 
carrés » pour résoudre un système d'équations de la forme :  



 a + bx + cy + fz + etc. = 0

a' + b'x + c'y + f'z + etc. = 0
a" + b"x + c"y + f"z + etc. = 0

etc.
 . 

Il introduit tout d'abord la « somme des carrés des erreurs » associées à un tel système : 

« La somme des carrés des erreurs E2 + E'2 + E"2 + etc. étant : 
(a + bx + cy + fz + etc.)2 + (a' + b'x + c'y + f'z + etc.)2 + (a" + b"x + c"y + f"z + etc.)2 + etc. » (Legendre 
1805). 

Legendre exploite alors le résultat suivant : cette somme est minimale lorsque ses 
dérivées partielles par rapport à chaque inconnue x, y, z, ... sont toutes nulles. Il traduit 
cette condition en écrivant ce qu'il appelle les équations « du minimum » 80 :  

« si l'on cherche son minimum [i.e. le minimum de la somme des carrés des erreurs] en faisant varier x 
seule, on aura l'équation  
 0 = ∫ab + x∫b2 + y∫bc + z∫bf + etc. 
dans laquelle par ∫ab, on entend la somme des produits semblables ab + a'b' + a"b" + etc., par ∫b2, la 
somme des carrés des coefficients de x, savoir, b2 + b'2 +b"2 + etc., ainsi de suite. Le minimum, par 
rapport à y donnera semblablement 0 = ∫ac + x∫bc + y∫c2 + z∫fc + etc., et le minimum par rapport à z, 0 = 
∫af + x∫bf + y∫cf + z∫f2 + etc., où l'on voit que les mêmes coefficients ∫bc, ∫bf, etc., sont communs à deux 
équations, ce qui contribue à faciliter le calcul. 
En général, pour former l'équation du minimum par rapport à l'une des inconnues, il faut multiplier tous 
les termes de chaque équation proposée par le coefficient de l'inconnue dans cette équation, pris avec son 
signe, et faire une somme de tous ces produits. » (Legendre 1805). 

Legendre conclut en affirmant qu'on obtient ainsi un système « carré » dont la 
résolution par les méthodes ordinaires donne une bonne approximation des valeurs 
                                                

79 Cité par Chabert et al. 1994, pp. 325-326. C'est nous qui soulignons. 
80 Appelées actuellement « équations normales ». 
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initialement recherchées : 

« On obtiendra de cette manière autant d'équations du minimum qu'il y a d'inconnues, et il faudra résoudre 
ces équations par les méthodes ordinaires. » (Legendre 1805). 

Comme nous l'avons évoqué ci-dessus, Legendre a été le premier à faire un 
exposé de cette technique « des moindres carrés »81 avec les notations « usuelles » de 
l'époque (cette méthode peut être très simplement interprétée dans le cadre plus 
« moderne » de la théorie des matrices, cf Chabert et al. 1994, p. 32882). Néanmoins, 
Gauss l'a utilisée auparavant au moins à partir de 1801 pour déterminer l'orbite de la 
planète Cérès de façon très précise et il publie à son tour plusieurs écrits à ce sujet à 
partir de 1809. Sans rentrer dans le détail des différences entre leurs exposés, suivant 
Chabert et al., soulignons que si pour Legendre, il s'agit tout simplement d'une méthode 
« d'une application facile et générale », Gauss justifie plus clairement le choix de cette 
« technique des moindres carrés » qui optimise d'une certaine façon les erreurs 
commises :  

« Mais ce choix [de la méthode des moindres carrés] n'est pas arbitraire : si pour Legendre, il s'agit d'une 
méthode commode, pour Gauss, par contre il résulte d'une justification en fait a posteriori, par la Théorie 
des Probabilités (...). Ainsi en 1809, Gauss justifie sa méthode par l'axiome selon lequel la moyenne 
arithmétique des valeurs observées d'une certaine quantité est la valeur la plus probable de cette quantité. 
En 1821, il montrera qu'en fait ce choix de combinaisons linéaires [qu'on peut associer à la méthode des 
moindres carrés] correspond exactement à celui pour lequel l'erreur moyenne à craindre pour chaque 
variable est la moindre possible, c'est à dire selon Seidel : 
«La probabilité pour que les vraies valeurs des inconnues soient dans des intervalles de longueur donnée 
autour des valeurs calculées est plus grande avec ce système qu'avec tout autre.». » (Chabert et al. 1994, 
pp. 327 - 328). 

Par la suite, de nombreuses techniques « économiques » de résolution exacte ou 
approchée de systèmes carrés de grande dimension, s'inspirent d'une manière ou d'une 
autre de la méthode « des moindres carrés » et émergent tout au long du XIXe siècle. 
Nous allons considérer la « méthode exacte » du « pivot de Gauss » qui connaît depuis 
la fin des années 1970 une certain succès dans l’enseignement des mathématiques au 
lycée83 et une « méthode approchée » de Jacobi qui reflète l’aspect « analytique » que 
prennent certaines de ces méthodes enseignées actuellement en analyse numérique dans 
le supérieur.  
 

                                                
81 Dans la suite de ce texte, Legendre nomme ainsi sa méthode : « méthodes des moindres carrés » 

en l'associant à la règle de moyenne arithmétique des valeurs observées, usuelle à cette époque :  
« La règle par laquelle on prend le milieu entre les résultats de diverses observations (pour un seul 
élément), n'est qu'une conséquence très simple de notre méthode générale, que nous appellerons méthode 
des moindres carrés. En effet, si l'expérience a donné diverses valeurs a', a", a"', etc. pour une certaine 
quantité x, la somme des carrés des erreurs sera (a' - x)2 + (a" - x)2 +(a'" - x)2 + etc. ; et en égalant cette 
somme à un minimum, on a 0 = (a' - x)2 +(a" - x)2 + (a'" - x)2 + etc.,  

d'où résulte x = 
a + a' + a" +...+ etc.

n  , n étant le nombre des observations. » (Legendre 1805). 
82 Elle est d'ailleurs assez souvent enseignée pour la première fois directement sous cette forme 

« matricielle » dans l'enseignement supérieur en France, en analyse numérique. 
83  A l’occasion de notre DEA de didactique des disciplines scientifiques, nous avons étudié des 

questions d’ordre écologique associées à l’évolution de l’enseignement de la méthode du pivot de Gauss 
en Terminale scientifique.  
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La méthode exacte « du pivot » de Gauss 

Gauss s'est à la fois beaucoup occupé d'Astronomie84 et de Géodésie. À travers 
ses travaux, après avoir utilisé la méthode des moindres carrés, il donne une technique 
de calcul effectif qui permet de faciliter la résolution algébrique du système des 
équations du « minimum » de Legendre (ou systèmes des équations normales) : il 
formule quelques remarques à ce sujet à la fin de la Théorie des Corps célestes en 1809, 
résultats qu'il précise et développe dans son Mémoire sur la planète Pallas de 1810, puis 
dans la deuxième partie de la Théorie de la combinaison des observations parue en 
1823. 
Nous reprenons un extrait de son Mémoire de 1810,85 pour étudier dans le détail la 
technique proposée. Dans ce texte, Gauss commence par reprendre la technique « des 
moindres carrés ». Son système initial étant 

 


 n + ap + bq + cr + ds + ... = 0

n' + a'p + b'q + c'r + d's + ... = 0
n" + a"p + b"q + c"r + d"s + ... = 0

 (avec les inconnues p, q, r, s, etc.) , il écrit la 

somme des carrés des écarts en utilisant des notations différentes de celles de 
Legendre :  

« On aperçoit facilement que si on considère les fonctions linéaires  
          n + ap + bq + cr + ds + ... = w 
           n' + a'p + b'q + c'r + d's + ... = w' 
           n" + a"p + b"q + c"r + d"s + ... = w’’ 
           ................................................. 
Les équations qu'il faut résoudre pour rendre  Ω = w2 + w'2 + w"2 + ... [somme des carrés des écarts] un 
minimum sont aw + a'w' + a"w" + ... = 0 
          bw + b'w' + b"w" + ... = 0 
          cw + c'w' + c"w" + ... = 0 
           ................................... 
ou, en posant, pour abréger, an + a'n' + a"n" + ... = [an] 
     a2 + a'2 + a"2+ ... = [aa] 
     ab + a'b' + ... = [ab], 
   ....................................... 
     b2 + b'2 + b"2+ ... = [bb] 
     bc + b'c' + b"c" + ... = [bc] 
     ................................... 
p, q, r, s, etc., devront se déterminer par les équations suivantes :  
   [an] + [aa]p + [ab]q + [ac]r + ... = 0 
   [bn] + [ab]p + [bb]q + [bc]r + ... = 0 
   [cn] + [ac]p + [bc]q + [cc]r + ... = 0 
   ............................................... » (op. cité, pp. 136 - 137). 

Ensuite Gauss évoque le fait que le nombre d'opérations à effectuer pour résoudre un tel 
                                                

84 « À trente ans, en 1807, il est nommé directeur de l'observatoire de Göttingen et le demeure 
jusqu'à sa mort. Nous avons dit que peu après la découverte de Cérès par Piazzi en 1801, Gauss avait 
utilisé la méthode des moindres carrés pour déterminer son orbite. Lorsqu'ensuite  Pallas est découverte 
par Olbers, Gauss se penche à nouveau sur la détermination précise de son orbite et, dans un mémoire de 
1810, il montre comment mettre en œuvre sa méthode. » (Chabert et al. 1994, p. 328). 

85 Dans ce Mémoire sur la planète Pallas présenté le 25 novembre 1810 à la Société Royale de 
Göttingen (cité par Chabert et al. 1994, pp. 329-330): à partir d'observations, Gauss aboutit à un système 
de 11 équations à 6 inconnues à résoudre pour déterminer l'orbite de Pallas. 
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système de façon « classique » par élimination devient vite énorme ; il s'agit en effet 
dans la suite de ce texte, d'introduire une nouvelle technique de résolution plus 
« praticable » dans le cas de systèmes d'équations « du minimum » (ou normales) de 
dimension importante : 

« L'élimination très pénible lorsque le nombre des inconnues est considérable, peut se simplifier 
notablement de la manière suivante. » (ibid., p. 138). 

Gauss démontre ensuite des formules qu'il associe à cette nouvelle méthode de calcul 
« itérative » permettant de résoudre plus rapidement tout « grand » système d'équations 
normales : 

« Outre les coefficients [an], [aa], etc., (dont le nombre est (i2 + 3i)/2, si le nombre des inconnues est i), 
supposons que l'on ait calculé la somme n2 + n'2 + n"2 + ... = [nn] ;  
on voit facilement qu'on a  
Ω = [nn] + 2[an]p + 2[cn]r + + ... + [aa]p2 + 2[ab] pq + 2 [ac] pr + .... + [bb]q2 + 2[bc]qr + 2[bd]qs + ... + 
[cc]r2 + 2[cd]rs + ... ; 
et, en désignant [an] + [aa]p + [ab]q + ... par A, tous les termes de A2/[aa] qui contiennent le facteur p se 
trouvent dans l'expression Ω, et, par suite, Ω - A2/[aa] est une fonction indépendante de p. C'est pourquoi 
en posant  
  [nn] - [an]2/[aa] = [nn, 1], 
  [bn] - [an][ab]/[aa] = [bn, 1], 
  [cn] - [an][ac]/[aa] = [cn, 1], 
  ................................... 
  [bb] - [ab]2/[aa] = [bb, 1], 
  [bc] - [ab][ac]/[aa] = [bc, 1], 
  [bd] - [ab][ac]/[aa] = [bd, 1] 
  .................................. 
On aura Ω - A2/[aa] = [nn, 1] + 2[bn, 1]q + 2[cn, 1]r + 2[dn, 1]s + .... + [bb, 1]q2 + 2[bc, 1]qr + 2[bd, 1]qs 
+ ... + 2[cc, 1]r2 + 2[cd, 1]rs + ... . Nous désignerons cette fonction par Ω'.  
De même en posant [bn, 1] + [bb, 1]q + [bc, 1]r ... = B, la différence Ω' - B2/[bb, 1] sera indépendante de 
q ; nous la représenterons par Ω". 
En posant de même, 
  [nn, 1] - [bn, 1]2/[bb, 1] = [nn, 2], 
  [cn, 1] - [bn, 1][bc, 1]/[bb, 1] = [cn, 2], 
  [cc, 1] - [bc, 1]2/[bb, 1] = [cc, 2], 
  ................................... 
et [cn, 2] + [c, 2]r + [cd, 2]s + ... = C, la différence Ω" - C2 sera une fonction indépendante de r. 
En continuant ainsi, nous formerons une suite d'expression Ω, Ω', Ω", etc., dont la dernière sera 
indépendante des diverses inconnues, et représentée par [nn, µ] ; nous aurons alors : 

Ω = 
A2
[aa]  + 

B2
[bb, 1]  + 

C2
[cc, 1]  + 

D2
[dd, 3]  + ... + [nn, µ]. 

On prouvera ainsi facilement que Ω étant une somme de carrés : w2 + w'2 + w"2 et ne pouvant devenir 
négative, les diviseurs [aa], [bb, 1], [cc, 2], etc., sont tous positifs (...). D'après cela, la valeur minimum de 
Ω correspond évidemment aux valeurs des inconnues, pour lesquelles A = 0, B = 0, C = 0..., et , en 
commençant à résoudre le système par la dernière équation, qui ne contient qu'une inconnue, on trouvera 
les valeurs de p, q, r, s, etc., sans avoir aucune élimination à effectuer. La méthode donne en même temps, 
la valeur minimum de Ω, qui est [nn, µ]. » (ibid., pp. 138, 139) 
La technique ainsi mise en avant pour résoudre un système d'équations symétrique « du 
minimum » évoque pour nous la méthode « du pivot » : les pivots sont [aa], [bb, 1], 
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[cc, 2]... Cette méthode itérative86 permet en fait de résoudre tout système carré d'ordre 

n, en effectuant seulement environ 
n2

2   divisions et 
n3

3   multiplications87.  

 
Malgré le progrès que représente cette technique « du pivot », dans le cadre de 

travaux en Physique, les mesures devenant de plus en plus nombreuses, les systèmes à 
résoudre deviennent énormes et les calculs exacts impraticables. C'est pourquoi de 
nombreux mathématiciens (dont Gauss d'ailleurs) proposent des techniques 
« approchées » de résolution. 
 

La méthode « approchée » de Jacobi 

Pour illustrer ce type de méthodes qui émergent au XIXe, nous avons choisi de 
présenter celle, dite de Jacobi : dans un article publié en 184588, Carl Gustav Jacobi89 
propose une technique itérative de résolution approchée efficace pour résoudre des 
systèmes à coefficients diagonaux prépondérants.  
Comme le titre de cet article l'indique : Sur un nouveau procédé de la résolution des 
équations linéaires qui se présentent dans la méthode des moindres carrés, Jacobi situe 
toujours la méthode qu'il propose en continuité de la technique des « moindres carrés » 
de Legendre et Gauss : 

« La difficulté de résoudre exactement un grand nombre d'équations linéaires (comme c'est souvent le 
cas) quand on applique la méthode des moindres carrés, a conduit à penser à des méthodes 
d'approximation. Il en est une qui se présente d'elle-même quand dans les différentes équations, ce n'est 
jamais la même variable qui est affectée d'un coefficient supérieur aux autres. » (op. cité, p. 297-306). 

Il introduit ensuite un système « général »90 aux coefficients diagonaux plus 
importants ; soulignons qu'il n'utilise pas une notation matricielle mais qu'il emploie 
néanmoins une double numérotation pour désigner les coefficients des équations 
linéaires : 

« Soient en effet les équations : 
  (00)x + (01)x1 + (02)x2 + ... = (0m), 
  (10)x + (11)x1 + (12)x2 + ... = (1m), 
  (20)x + (21)x1 + (22)x2 + ... = (2 m), 
  etc. etc. etc. 
dans lesquelles tous les coefficients (ik) sont très petits par rapport à ceux (ii) de la diagonale. » 
(ibid., p. 297-306) 

La méthode de Jacobi consiste alors à introduire les « valeurs approchées » des 
inconnues suivantes :  
« (00)x = (0m), (11)x1 = (1m), (22)x2 = (2m), etc » 

                                                
86 Actuellement, on parle souvent d'"Algorithme du pivot". 
87 Si l'on cherche à résoudre des systèmes de dimension importante, les formules de Cramer 

conduisent à des calculs inextricables ; le calcul d'un déterminant d'ordre n par la formule du 
développement conduit à effectuer (n - 1)n ! multiplications. 

88 Nous nous appuyons dans la suite sur la traduction de Colette Bloch d'un extrait de cet article 
publié dans le t. 22 de Astronomische Nactringen, cité par Chabert et al. (Chabert et al. 1994, p. 338). 

89  Carl Gustav Jacobi a rencontré en particulier des systèmes linéaires lors de l'étude de systèmes 
physiques soumis à de petites oscillations." (Chabert et al. 1994, p. 337). 

90 qui n'est a priori pas forcément symétrique. 
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Puis il modifie ces premières valeurs en ajoutant à chacune une « correction » ∆j tel que 
:  
« Si on désigne ces valeurs [(00)x = (0m), (11)x1 = (1m), (22)x2 = (2m), etc.] par a, a1, a2, etc., on 
obtient leurs premières corrections ∆, ∆1, ∆2, etc. par :  
  (00)∆ = - {(01)a1 + (02)a2 + ...} 
  (11)∆1 = - {(10)a + (12)a2 + ...}, etc. » (ibid., pp. 297 - 306). 
Plus généralement, il définit des approches successives des inconnues avec des égalités 
du type xj = aj + ∆j + ∆2j + ∆3j + etc., où les « corrections » ∆ij vérifient des égalités du 
même type que celle des ∆j avec ∆i - 1j au lieu de aj :  
« et, si on pose en général :  
  x = a + ∆ + ∆2 + ∆3 + ... 
  x1 = a1 + ∆1 + ∆12 + ∆13 + ...,  
  x2 = a2 + ∆2 + ∆22 + ∆23 + ..., etc. 
où les indices supérieurs désignent les corrections successives, de plus en plus petites, on déduira les ∆i+1 
des ∆1 par les égalités : 
  (00)∆i + 1 = - {(01)∆1i + (02)∆2i + ...} 
  (11)∆1 = - {(10)∆i + (12)∆2i + ...} 
  (11)∆1 = - {(20)∆i + (21)∆1i + (23)∆3i ...}, etc. » (ibid., pp. 297 - 306). 

Dans ce texte, Jacobi ne justifie pas de manière théorique que ces corrections 
successives convergent effectivement vers la solution. 
Il conclue en affirmant l'efficacité de cette technique d'approximation dans la résolution 
de systèmes issus de la méthode des moindres carrés où les coefficients diagonaux sont 
prépondérants : 

« Dans les équations auxquelles conduit la méthode des moindres carrés, les coefficients diagonaux sont 
effectivement prépondérants parce qu'ils sont des sommes de carrés, tandis que les autres résultent de 
l'addition de nombres positifs et négatifs qui s'annulent en partie. » (ibid., pp. 297 - 306). 

Mais dans la suite de cet article, Jacobi évoque des transformations de systèmes qui 
peuvent rendre ces coefficients diagonaux « dominants ». 
 

De nombreuses techniques effectives de résolution de systèmes d'équations carrés 
de dimension importante ont ainsi vu le jour tout au long de la fin du XIXe et du XXe 
dans la continuité de la méthode des moindres carrés de Legendre et de Gauss : on peut 
citer entre autre les méthodes approchées de Seidel, Nekraskov, la méthode exacte du 
commandant Cholesky...91  

Comme on peut le constater à la lumière de ces exemples, la problématique qui a 
guidé la découverte de ces méthodes de calcul effectif est profondément différente de 
celle des recherches plus théoriques fondatrices du concept de structure d’espace 
vectoriel évoquées auparavant. Néanmoins, par la suite, certaines de ces techniques de 
résolution exacte ou approchée se retrouveront « unifiées » au sein de l'algèbre linéaire : 
certaines comme le « Pivot de Gauss », elles pourront même y jouer un rôle théorique 
important ; on trouvera les explications en langage matriciel, associées à ces méthodes 
dans le livre Histoire d’algorithmes de Chabert et al. 

 
 

                                                
91 On renvoie ici pour plus détail à l'ouvrage de Chabert et al. (pp. 340 - 351) : les méthodes citées 

y sont développées. 
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CONCLUSIONS 

 
Notre étude nous a permis de dégager les « points phares » de la genèse historique 

des systèmes d’équations : leur « préhistoire » associée à l’arithmétique (des 
civilisations « anciennes » jusqu’à la fin du XVe), la naissance d’une théorie des 
systèmes d’équations avec l’avènement d’une algèbre élémentaire (du début XVIe au 
début XVIIe), leur étude théorique dans la genèse de l’algèbre linéaire (de la deuxième 
moitié du XVIIIe siècle au début du XXe) et enfin l’avènement de méthodes de calcul 
effectif, exactes ou approchées pour résoudre des systèmes d’équations (à partir du 
XIXe). Il nous paraît important en conclusion de souligner les « clefs » des passages 
d’une problématique apparue dans l’histoire des systèmes d’équations à une autre, 
susceptibles d’éclairer notre travail sur l’évolution de l’enseignement des systèmes 
d’équations en Troisième. 
L’algèbre élémentaire devient « autonome » par rapport à l’arithmétique et la résolution 
rhétorique de problèmes « concrets » du premier degré au prix d’une « symbolisation » : 
algèbre Syncopée (dès l’Antiquité), puis Numéreuse (au début de la Renaissance) et 
enfin Spécieuse (dans le courant du XVIe siècle), elle prend son essor comme domaine 
indépendant du savoir savant. Commence alors une étude des systèmes d’équations, 
mais dont l’objectif principal reste une résolution effective et « particulière » 
d’équations obtenues à partir de problèmes « concrets » du premier degré : l’usage de 
lettres pour désigner des grandeurs à la fois inconnues et « connues » dans l’Art 
Analytique de Viète qui marque pour de nombreux auteurs la véritable « naissance de 
l’algèbre » et offre la possibilité d’accéder à des « pratiques de modélisation 
algébrique » n’occasionne pas immédiatement la genèse d’une théorie générale des 
systèmes d’équations. Jusqu’au XVIIe siècle, le caractère « concret » des problèmes 
arithmétiques considérés comme la « préhistoire » de l’algèbre continue à peser sur 
l’histoire des systèmes d’équations, empêchant que des questions au sujet de l’existence 
ou de l’infinité de solutions ne se posent ; les cas de systèmes impossibles ou 
indéterminés sont toujours regardés comme des cas « particuliers » ou des 
« curiosités ». 
C’est dans une phase de transition entre algèbre élémentaire et algèbre linéaire à partir 
du début du XVIIe, que s’organise une étude théorique des systèmes linéaires en tant 
que telle. Deux facteurs de l’histoire des systèmes d’équations jouent un rôle 
essentiel dans le passage de l’algèbre élémentaire à l’algèbre linéaire : la recherche 
d’une solution générale aux systèmes carrés d’ordre « n » et l’étude des systèmes non 
carrés. D’un côté, ces deux directions de recherche qui en s’unifiant finissent par aboutir 
à l’énoncé de règles « générales » de résolution d’un système d’équations linéaires 
(carré ou non, d’ordre quelconque) sont à l’origine de l’émergence des premiers 
concepts clefs d’algèbre linéaire : rang, dimension et dualité. D’un autre côté, on peut 
voir apparaître un glissement rapide dans la problématique d’étude des systèmes 
d’équations : ils deviennent rapidement le « moyen central » de l’étude de la linéarité 
dans la genèse de l’algèbre linéaire. 
Une nouvelle problématique dans l’histoire des systèmes d’équations se dessine à partir 
du XIXe : les travaux d’Astronomie et de Géodésie amènent les mathématiciens à se 
pencher sur la résolution de systèmes très particuliers. En réponse à un « vrai problème 
d’existence » (on cherche une solution dont l’existence réelle est évidente mais dont 
l’existence mathématique n’est pas assurée), apparaît la méthode des moindres carrés de 
Legendre et de Gauss. A la suite de cette technique, c’est en réponse à des questions de 
diminution de coût dans la résolution de « grands » systèmes d’équations, que 
surgissent de nombreuses méthodes effectives de résolution « exacte » comme le pivot 
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de Gauss  ou « approchée » comme la méthode de Jacobi. 
Le schéma suivant retraduit les principales problématiques apparues dans l’histoire des 
systèmes d’équations et les « questions clefs » expliquant les passages de l’une à 
l’autre :  
 

“Préhistoire” des systèmes 
d’équations, associée aux 
problèmes traditionnels de 
l’arithmétique

“Naissance” des systèmes 
d’équations comme objet 
d’algèbre élémentaire

Étude théorique des systèmes d’équations comme 
objet d’algèbre linéaire

Fin du XVe - début du XVIe Début du XVIIe Deuxième moitié du XVIIIe

Début du XIXe

Avènement d’un langage 
symbolique: 
algèbre numéreuse puis 
spécieuse

Recherche de solution d’un 
système carré général d’ordre n

Étude de systèmes non carrés

Un “vrai” problème d’existence 
(méthode des moindres carrés)

Diminution du coût dans la 
résolution de grands systèmes

Prétexte central à l’étude de 
la linéarité et à la genèse de 
l’algèbre linéaire

Glissement de 
problématique

Méthodes de calcul effectif 
ou approchées de résolution 
de systèmes d’équations
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CHAPITRE B2 

ETUDE DE CONTRAINTES ET DE LIBERTES PROPRES A DES 

RAPPORTS INSTITUTIONNELS D’ELEVES ET D’ENSEIGNANTS 

AUX OBJETS « MISE EN EQUATIONS » ET « SYSTEMES 

D’EQUATIONS » EN TROISIEME 
 
 
 
 
 
 
 

Analyse écologique de manuels et de programmes de Troisième 
Description de différents systèmes de contraintes institutionnelles 

Etude de contraintes institutionnelles dans le cadre d’une approche 
anthropologique. 

Comme nous l’avons déjà évoqué, les contraintes externes peuvent être vues 
comme conséquentes à la position des acteurs, « professeurs » et « élèves », au sein 
d’une institution didactique : on peut parler de contraintes et de libertés institutionnelles 
qui pèsent sur l’enseignant. 
 

Pour étudier ces contraintes externes, nous nous situons dans le cadre de la théorie 
anthropologique développée par Chevallard pour considérer une « dialectique des 
personnes et des institutions » : le professeur de mathématiques de lycée et collège est à 
la fois « soumis et soutenu » par l'institution dont il est le « sujet » (Chevallard 1995-96, 
p. 2). On peut décrire l'assujettissement d'un acteur à une institution, relativement à un 
objet de savoir, en termes de « rapport institutionnel ». Selon Chevallard, une personne 
se forme en ayant un « rapport » (ou entrant en contact) avec des œuvres ou des 
organisations d'objets mathématiques. Le rapport institutionnel d'un acteur en position 
donnée dans une institution I à un objet est le rapport à cet objet qui devrait être celui 
d'un « bon » sujet de I :  

« Étant donné un objet O et une institution I, on dira que O existe pour I, ou que I connaît O si I possède 
un rapport institutionnel à O, R(I ; O) qui est le rapport du sujet idéal de I, c'est à dire le rapport à O qui 
devrait être celui d'un bon « sujet de I ». En devenant sujet de I, un individu X, qui est toujours déjà une 
personne, dotée d'un univers cognitif (...), devient assujetti aux rapports institutionnels R(I ; O) » 
(Chevallard 1995-96, p. 3). 

Or la notion de rapport institutionnel à un objet de savoir ou à une œuvre renvoie 
aux « pratiques sociales qui se réalisent dans l'institution et qui mettent en jeu l'objet en 
question soit donc à «ce qui se fait dans l'institution avec cet objet ». Connaître cet objet 
c'est avoir à faire avec, et souvent avoir affaire à cet objet. » (Bosch et Chevallard 
1999, p. 5).  
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On peut considérer qu'un des fondements de la théorie anthropologique est 

justement de considérer le savoir mathématique comme le fruit de pratiques « sociales » 
:  

« Le savoir mathématique, en tant que forme particulière de connaissance, est donc le fruit de l'action 
humaine institutionnelle : c'est quelque chose qui se produit, s'utilise, s'enseigne ou plus généralement, se 
transpose dans des institutions. » (op. cité 1999, p. 5).92 

Ainsi, donc :  

« On considère que « les rapports institutionnels » aux objets sont « façonnés par les complexes 
praxéologiques existant à un moment donné dans l'institution considérée ». (op. cité, p. 9). 

On fait alors appel aux derniers développements de la théorie anthropologique c'est à 
dire à la notion clé d'organisation praxéologique ou de praxéologie : toute pratique 
« institutionnelle » se laisse analyser en systèmes de types de tâches, techniques (qui 
permettent d'accomplir un type de tâche donné), technologie (qui justifie, légitime et 
produit la technique) et théorique (qui justifie, légitime et produit la technologie : une 
« technologie » de la technologie). 

 
 

Pourquoi étudier des périodes d’enseignement « passées » ?  

Pour analyser des contraintes propres au rapport institutionnel aux objets systèmes 
d'équations et mise en équations dans les classes actuelles de Troisième, nous 
chercherons donc à décrire des organisations praxéologiques dans lesquelles ces objets 
interviennent. Pour cela, il nous faut nous pencher sur d'autres périodes d'enseignement 
« passées » pour plusieurs raisons :  
 
Un aperçu de l'évolution des organisations praxéologiques où s'inscrivent les objets 
système d'équations et mise en équations dans le savoir enseigné en classe de Troisième 
sur plusieurs périodes peut nous fournir des explications sur le présent : il s'agit en fait 
d'analyser la situation actuelle comme le fruit d'un processus d'une lente évolution du 
savoir enseigné. Tout comme l'analyse d’une genèse historique du chapitre B.1 de notre 
travail, l'étude de l'histoire de l'enseignement peut nous servir de « promontoire » pour 
mieux observer, comprendre et interroger les processus didactiques de la période 
contemporaine, en nous prévenant contre une éventuelle illusion de transparence. En 
étudiant l’évolution de l’enseignement des systèmes d’équations et de la mise en 
équations sur une assez longue période, nous nous plaçons ainsi dans une problématique 
écologique pour « questionner le réel » avec les questions naïves du type : « Qu’est-ce 
qui existe et pourquoi ? Mais aussi qu’est ce qui n’existe pas et pourquoi ? Qu’est-ce 
qui a pu ou pourrait exister ? Sous quelles conditions ? » (Artaud 1997, p. 101). 
 
                                                

92 C'est sur cet aspect que Chevallard met d’ailleurs l'accent quand il retrace l'évolution de la 
théorisation des processus de transposition didactique :  
« Le perfectionnement de la machine théorique suppose en ce point que soit posée une question 
jusqu'alors éludée : qu'est ce qu'un savoir ? Bien entendu cette question n'est ici qu'un aiguillon et un 
repère. Elle conduit à une autre notion primitive qui dans la logique de l'exposé théorique, vient 
prendre place avant même celle de savoir : la notion de pratique sociale. Toute activité humaine est 
pratique sociale. Conduire une voiture, transporter des briques à l'aide d'une brouette, morigéner un 
enfant qui s'est mal conduit, faire la cuisine, étudier une question de mathématiques, faire un cours, 
acheter un journal : autant de pratiques sociales. »  
(Chevallard 1994, p. 41). 
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L'étude du rapport institutionnel aux objets systèmes d'équations et mise en équations 
dans les classes de Troisième à d'autres moments peut également nous renseigner sur 
d'autres systèmes de contraintes institutionnelles ayant existé et éventuellement connus 
ou vécus par certains enseignants, qui peuvent se constituer pour eux en choix possibles 
d'enseignement. Nous y reviendrons plus loin dans la partie B2.VII de ce chapitre. 

 
Hypothèse de travail :  

Comme dans d’autres travaux didactiques, nous faisons l'hypothèse que le 
« rapport institutionnel » peut être approché par l'étude de manuels et de programmes :  

« Nous supposons que le texte du savoir est assez représentatif d'une moyenne pondérée à plusieurs 
contraintes du rapport institutionnel aux objets de savoir mathématiques présents dans les différents 
systèmes didactiques qui réalisent effectivement ce texte de savoir. » (Assude 1996, p. 50). 

 
 

Les périodes d’étude 

Nous avons ainsi choisi de faire une analyse écologique de manuels et de 
programmes de Troisième de 1902 à 1999.  
Nous délimitons différentes périodes par la prise en compte de différentes réformes qui 
nous ont paru porteuses de nouvelles idées directrices et changements importants dans 
l’organisation du savoir enseigné :  
- La période classique (1902 – 1959) 
- La période de transition (1960 – 1971) 
- La période de la réforme des mathématiques modernes (1972- 1979) 
- La période de contre-réforme (1980 – 1988) 
- La période contemporaine (1989 – 1999)93. 
 
 

Notre étude écologique s’est appuyée sur une analyse détaillée des programmes et 
d’en moyenne deux ouvrages par période. Dans le tableau ci-dessous sont présentées les 
références précises des manuels ainsi étudiés dans le détail, les périodes 
correspondantes et les codes associés pour faciliter la lecture de nos analyses :  

                                                
93  Nous dirons également en conclusion quelques mots sur la période dite « moderne » qui 

s’ouvre à partir de l’année 1999/2000. Nous évoquerons rapidement les changements suggérés à l’étude 
de quelques « nouveaux » manuels et des nouvelles directives officielles associées qui nous semblent 
d’ailleurs en continuité de certaines de nos remarques sur la période « contemporaine ».  
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Période d’étude 

Références des manuels étudiés  
Titre, auteur, librairie, date 

Codes 
associés   

Eléments d’algèbre 1e et 2e cycle de Carlo Bourlet, 
édition Hachette, 1903 

MC1 1903  
Période classique 

(1902 – 1959) Algèbre et notions de Trigonométrie pratique, par 
une réunion de professeurs, édition libraire 
générale de l’enseignement libre, 1949. 

 
MC2 1949 

Mathématiques, Classe de Troisième de R. 
Maillard (avec la collaboration de E. Cralp et R 
Cahen), édition Hachette 1960. 

 
MT1 1960 

 
Période de transition 

(1960 – 1971) 
Algèbre, Arithmétique et Géométrie, classe de 
Troisième de C. Lebossé et C. Hémery, édition 
Fernand Nathan 1960 

 
MT2 1960 

Mathématiques 3ème de Queysanne et Revuz, 
édition Fernand Nathan 1971 

MR1 1971  
Période de réforme 
des mathématiques 
modernes 

(1972- 1979) 

Mathématiques 3ème collection Cossart et Théron 
de Théron, Boursin et Jordan, édition Bordas 1971 

MR2 1971 

Mathématiques 3ème collection a. Mauguin de 
Fauvergue, Jeannot, Rieu, édition Istra 1980 

MCR1 1980 Période de contre 
réforme 

(1980 – 1988) Mathématiques, classe de 3ème de P. Aguilard, L. 
Moulia, édition Armand Colin 1980 

MCR2 1980 

Mathématiques 3ème Pythagore de G. Bonnefond, 
D. Daviaut, B. Revranche, ed. Hatier  1993 

MCo1 1993 Période 
contemporaine 
(1989 – 1999) Mathématiques 3ème de R.Delord, P. H Terracher, 

G. Vinrich ed. Hachette 1993. 
MCo2 1993 

 
Nous avons également étudié d’autres ouvrages pour préciser divers points (comme par 
exemple : des manuels d’arithmétiques de la période classique) : leurs références précises 
seront directement intégrées dans le corps du texte. 
 
 

Points spécifiques associés aux objets mise en équations et systèmes 
d’équations 

Il nous a fallu dans un premier temps mettre en avant des points spécifiques associés 
à la mise en équations et aux systèmes d’équations pour structurer notre étude et lui 
donner un caractère transversal sur l’ensemble des époques considérées. Une première 
analyse détaillée et quelque peu « linéaire » des programmes et des manuels nous a 
conduit à avancer des traits communs suffisamment représentatifs de ces deux objets du 
savoir enseigné au sein des différentes périodes étudiées, et sensibles dans le passage de 
l’une à l’autre. Nous avons organisé nos analyses selon la trame suivante où ressortent 
les points ainsi reconnus comme pertinents par rapport à l’enseignement des systèmes 
d’équations et de la mise en équations du début à la fin du XXe siècle :  
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I. Les systèmes d’équations au sein de l’algèbre enseignée : « élémentaire », 
moderne »… 
1) les discours ou dispositifs didactiques visant à introduire officiellement l’objet 
système d’équations. 
2) Type de tâche résolution algébrique des systèmes d’équations :  
- Présentation de deux principales techniques et éventuels discours d’ordre 
technologico-théoriques sur le contrôle logique dans la résolution algébrique. 
- Travail des techniques. 
3) Type de tâche résolution graphique des systèmes d’équations :  
- Présentation de la technique de résolution graphique. 
- Travail de la technique. 
II. Mise en équations de problèmes se ramenant à des systèmes d’équations  
1) D’éventuels discours « practico-techniques » tenus sur la mise en équations. 
2) Champs de problèmes à mettre en équations 
- Quels différents champs de problèmes ? Dans quels habitats ? Pour quelles niches ? 
 
C’est à travers ces différents points que nous caractérisons des rapports institutionnels 
aux « systèmes d’équations » et « mise en équations » et l’évolution de ces rapports de 
1902 à 1999. 
 

I. La période Classique (1902/1958) 

Pourquoi l’appeler « période classique » ? 

Opposition-filiation classique entre arithmétique et algèbre élémentaires 
 
Depuis plusieurs siècles, l’enseignement des mathématiques au début du 

Secondaire est organisé autour d’une « opposition–filiation » entre arithmétique et 
algèbre élémentaire. L’organisation globale du savoir enseigné au début du Secondaire 
est calquée sur la genèse historique de l’algèbre élémentaire étudiée (cf. chapitre 
précédent B.I de notre travail). De 1902 à 1958, des problèmes « concrets » du premier 
degré du type de ceux évoqués dans notre synthèse de la genèse de l’histoire des 
systèmes d’équations se retrouvent à la fois au centre de l’arithmétique et de l’algèbre 
enseignées.  

Nous avons appelé cette période d’enseignement classique en référence aux 
travaux de Chevallard (1989) qui parle de « stratégie classique d’introduction à 
l’algèbre contre l’arithmétique ». Cette opposition traditionnelle entre arithmétique et 
algèbre élémentaire reste implicite dans les directives de 1902 mais à cette époque, de 
nombreux auteurs de manuels d’algèbre que nous avons étudiés comme Bourlet ou 
Borel écrivent également des ouvrages d’arithmétique élémentaire dans lesquels ils 
tiennent des discours sur l’articulation entre ces deux domaines du savoir enseigné. 
Ainsi Bourlet, tient-il en introduction de son Cours abrégé d’Arithmétique élémentaire 
du premier cycle, ed. Hachette et cie 1908, le discours suivant :  

« Beaucoup de solutions de l'arithmétique sont longues, peu claires, chargées de périphrases et par là 
même fatigantes à suivre ; d'autres par contre, sont d'apparence simple, mais reposent sur des 
observations auxquelles on ne pense pas toujours. Il y a souvent avantage à employer des lettres pour 
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représenter les nombres inconnus et des signes pour indiquer les opérations à effectuer sur les nombres 
donnés et les nombres inconnus. Les solutions prennent alors une tournure algébrique, elles ne font appel 
à aucune remarque préliminaire : elles sont rapides et nettes. »94 (op. cité, p. 388) 

On trouve à la suite de ces propos, dans le chapitre V intitulé « Emploi des lettres pour 
représenter les inconnues, problèmes simples conduisant à des équations du premier degré à une 
inconnue », six exemples de problèmes du premier degré à une inconnue suivis de 
résolutions, l’une algébrique, l’autre arithmétique, menées en parallèle et une première 
présentation de l'objet « équation à une inconnue ». On voit ainsi apparaître dans ce 
manuel d'arithmétique la stratégie classique d'introduction de l'algèbre évoquée par 
Chevallard.  
On constate de 1902 à 1945, une importance grandissante de l'articulation entre 
l'algèbre enseignée et l'arithmétique dans le savoir enseigné dans le premier cycle. Les 
discours à ce sujet se multiplient dans la noosphère et dans les manuels. On peut citer 
des ouvrages d'arithmétique comme Arithmétique cours supérieur de Royer et Court, 
Armand Colin 1931 où sont présentées de très nombreuses résolutions de type 
algébrique et de type arithmétique, menées en parallèles. Citons les propos des auteurs 
dans leur introduction :  

« Les notions pratiques d'algèbre ne forment pas un enseignement à part. Les notations algébriques, 
les opérations, les règles de signes, viennent à leur moment pour accompagner et généraliser l'étude 
arithmétique. La mise en équation et la résolution des problèmes se font sans appareil rebutant. 
Cette étude parallèle de l'arithmétique et de l'algèbre est une source d'intérêt et de clarté. » (op. 
cité, p. 7). 

On retrouve des discours de ce type apparaître dans les manuels d'algèbre, comme par 
exemple, dans le Cours d'algèbre à l'usage des élèves des écoles primaires supérieures 
de Jaron , Vuibert 1929 : 
Le premier chapitre de cet ouvrage s'intitule « Arithmétique littérale – Passage à l’algèbre ». On 
peut en citer l'extrait suivant :  

« On voit que l'emploi de lettres simplifie le langage arithmétique et que la solution algébrique n'est 
qu'une traduction très claire et plus concise de la solution arithmétique (...) il arrive que la solution 
algébrique soit plus rapide et plus facile que la solution arithmétique. » (op. cité, p. 7). 

Bien que constamment comparées, voire opposées comme concurrentes, l'algèbre et 
l'arithmétique enseignées apparaissent de plus en plus étroitement interreliées. 
L’opposition-filiation traditionnelle entre arithmétique et algèbre dans le savoir 
enseigné devient explicite dans les programmes de 1937-38 et 1944-45 : dans les 
instructions spécifiques à l'enseignement des mathématiques dans les classes de 
Quatrième et de Troisième modernes, on relève ainsi la présence de sous-parties 
intitulées « Arithmétique et Algèbre ».  
 
Suite à ces remarques sur l’organisation globale du savoir enseigné autour d’une rivalité 
« arithmétique-algèbre » de 1902 à 1958, avant d’étudier l’enseignement de l’algèbre il 

                                                
94 Selon Chevallard (1989), ce type de propos constituent une « rhétorique familière » de la 

stratégie classique d’introduction à l’algèbre :  
« Le gain de l’opération est souligné sans détour : « La solution algébrique est plus simple, plus rapide 
que la solution arithmétique. Elle dispense de faire de longs raisonnements. » Rhétorique familière. » 
(Chevallard 1989, p. 25). 
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nous paraît nécessaire de donner quelques précisions sur l’arithmétique élémentaire 
enseignée à cette époque.95 
 

Quelques précisions sur l’arithmétique élémentaire « traditionnelle » enseignée 

Comme le suggère l’organisation globale du savoir enseigné évoquée ci-dessus, 
l’arithmétique élémentaire occupe à cette époque une place importante dans 
l’enseignement des mathématiques du début de l’école élémentaire jusqu’en Quatrième 
– Troisième. L’étude de manuels du 1er cycle du secondaire (correspondant aux classes 
de sixième et cinquième) de la période classique nous permet de constater la reprise 
d’un corpus de nombreux et divers énoncés « concrets », du premier degré, hérités 
d’une tradition historique de l’arithmétique : problèmes de mélange, d’alliages, de 
partage en parties inégales… Comme l’évoque Chevallard (1989) : 

« Les problèmes dits concrets ont depuis la plus haute antiquité constitué un fond de problèmes auxquels 
se sont intéressés les mathématiciens. La tradition de l’enseignement de l’arithmétique a structuré ce 
corpus en distinguant sous des étiquettes devenues elles aussi traditionnelles, diverses catégories de 
problèmes : problèmes de partage, problèmes d’achats doubles successifs, problèmes d’actions 
combinées, problèmes de courriers, etc. » (Chevallard 1989, p. 155).  

Soulignons que la plupart de ces problèmes étudiés dans le « cours » et posés à l’élève 
en début de secondaire ne permettent pas d’aller sans détour, du connu vers l’inconnu.96 
Ils donnent lieu à l’étude de diverses techniques de résolution arithmétique 
correspondant pour la plupart à des procédés anciennement mis en œuvre en 
arithmétique, avant la naissance historique d’un langage symbolique propre à l’algèbre, 
qui permettent d’éviter l’emploi d’inconnues « algébriques ». Entre autres :  
- la « fausse supposition » (voire « double fausse supposition »).97 A titre d’exemple, on 
peut citer : 

« Problèmes : Fausse supposition 
Une couturière reçoit 324f pour confectionner en tout 60 chemises d’homme et de garçonnet. Sachant 
que la chemise d’homme lui est payée 6f et la chemise d’enfant 4f, on demande combien il y a de 
chemises de chaque sorte.  
Solution arithmétique 
Raisonnement – on demande combien il y a de chemises de chaque sorte. On sait que la couturière a reçu 
en tout 324f ; mais comme les chemises sont de valeurs différentes, on ne peut pas calculer directement le 
nombre de chemises de chaque sorte. Si toutes les chemises étaient des chemises d’enfant, la couturière 
recevrait 4f × 60 = 240f, somme inférieure de 324f – 240f = 84f à la somme indiquée. Dans les 60 
chemises, il y a donc des chemises d’homme. Chaque fois que la couturière confectionne une chemise 
d’homme au lieu d’une chemise d’enfant, elle reçoit en plus : 6f – 4f = 2f. Or la somme reçue, en 
calculant sur 60 chemises d’enfants, doit être augmentée de 84f ; la couturière doit donc confectionner 
84/2 = 42 chemises d’homme. D’où la solution suivante : 

                                                
95 Précisions qui nous seront également utiles dans la partie C de notre travail. 
96  Ce ne sont pas des problèmes auxquels peut s’appliquer le patron A/S proposé par Gascon 

(1995) décrit dans le chapitre A.III de notre travail. 
97 Comme cela est fort bien souligné par Chevallard : « Lorsqu’elle ne peut directement procéder 

du connu vers l’inconnu, l’arithmétique sait éviter l’emploi d’une inconnue par le recours – entre autres 
procédés – à une « fausse supposition », c’est à dire une hypothèse arbitraire sur la valeur de l’inconnue : 
il reste alors à déterminer le coefficient de proportionnalité qui permet de passer de cette valeur supposée 
à la valeur cherchée. C’est la règle fameuse et ancienne, dite « de faux », « de fausse position », ou 
encore, dans les ouvrages plus récents « de fausse supposition », dont le traitement est demeuré inchangé. 
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Solution – Si la couturière confectionnait 60 chemises d’enfants, elle recevrait : 4f × 60 = 240f soit : 324f 
– 240f = 84f de moins. Chaque fois qu’elle confectionne une chemise d’homme au lieu d’une chemise 
d’enfant, elle reçoit 6f – 4f = 2f de plus. Pour recevoir le compte exact, elle devra donc confectionner 
84/2 = 42 chemises d’hommes. Et 60 – 42 = 18 chemises d’enfants. » (Court et Royer 1931, p. 31) 

- Différentes techniques de substitution « arithmétique » pour les problèmes de 
« partage en parties inégales »98 souvent à l’aide d’un graphique « conventionnel » sous 
forme de barre ou de segment. On peut citer pour illustrer :  

« Partages en parties inégales (…)  
2 parts – On connaît la somme et le rapport des parts. 
284. Problème type : partager une pièce d’étoffe de 35m en deux coupons de manière que le 1er soit 4 fois 
plus long que le 2e. 
Solution. – 35 m = 4 fois long. du 2e + 1 fois long. du 2e = 5 fois long. du 2e.  
Longueur du 2e coupon : 35 / (4 + 1) = 35/5 = 7m 
Longueur du 1er : 7 × 4 = 28m. 
Indication générale : On remplace la plus grande part par 2, 3, … fois la plus petite. »  

(MC2 1949, p. 5). 

« PROBLEMES : somme et différence (Partage) 
Deux ouvriers ont reçu ensemble une somme de 249f. Le premier a reçu 75f de plus que l’autre. Combien 
chacun d’eux a-t-il reçu ? 
Solution arithmétique 
Raisonnement – On demande combien chaque ouvrier a reçu. Nous savons : 1/ que les deux parts valent 
ensemble 249f ; 2/ que le premier a reçu une part égale à celle du second plus 75f. 
La somme à partager 249f contient donc : la part du second + 75f + la part du second (fig. (62)). Si de la 
somme à partager l’on retranche 75f, il reste donc deux fois la part du second. 
Solution – Si l’on retranche 75f à 249f, il reste deux fois la part du second ou : 249f – 75f = 174f. Le 
second ouvrier a donc reçu 174/2 = 87f. Et le premier : 87f + 75f = 162f.  
Vérification : 162f + 87f = 249f. 
        162f – 87f = 75f.  
 
 

2e part 1ère part

2 fois 2e part

ou 249f - 75 f
diff. 75f

 
  Fig. 62 
Remarque – On aurait pu raisonner aussi bien, en remarquant que la somme 249f augmentée de 75f, 
contient la première part. » (Royer et Court 1931, p.64). 

Ces techniques de résolution arithmétique sont souvent enseignées sous forme de règles 
à appliquer à des catégories de problèmes : à partir d’un énoncé particulier, l’élève est 
censé reconnaître un « type » de problème : de partage en deux parties inégales 
                                                

98 Rappelons l’importance accordée à ces problèmes selon Chevallard dans la stratégie classique 
d’introduction à l’algèbre. Nous l’avons déjà évoqué dans le chapitre A.III, § I.1 de ce travail. 

1er coupon

2ème coupon
35 m
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connaissant leur somme et leur différence, connaissant leur rapport et leur somme, etc., 
et appliquer cette « règle » aux données numériques spécifiques du problème posé. On 
peut lire dans l’introduction de Arithmétique par F. Martin – Inspecteur Primaire livre 
du maître – éd. Delagrane 1929 :  

« Un problème est une question d’application relative à une règle mathématique (partages égaux, 
surfaces) ou à une règle pratique consacrée par l’usage (bénéfice loyer), question enveloppée ou 
compliquée par des données accessoires, variables selon les cas multiples de la vie courante. 
Résoudre un problème, c’est donc :  
1/ Découvrir la règle (…) qui en fait le fond. 
2/ Déterminer les nombres que cette règle doit combiner. 
3/ Effectuer les calculs qu’entraîne son application. » (op. cité p. 172). 

Ainsi, Chevallard (1989) écrit à propos de l’enseignement de l’arithmétique 
élémentaire avant la Réforme des années 1970 :  

« Son arsenal logistique est fait de formulettes (dont la règle de trois d’antique mémoire fournit un 
exemple emblématique) qui permet de mémoriser et de mettre en œuvre des schèmes de calcul 
quelquefois fort habiles, telles les règles de fausse position. (…) » (Chevallard 1989, p. 64). 

Comme nous l’avons déjà évoqué, cet auteur donne ailleurs des raisons d’ordre 
épistémologique justifiant ce « monde clos » de l’arithmétique enseignée faits de 
problèmes concrets et de solutions stéréotypées : sous l’habillage « concret », les 
énoncés de l’arithmétique traditionnelle ont toujours cherché à présenter des structures 
mathématiques (sans avoir les moyens symboliques de les écrire) ; les élèves sont ainsi 
censés reconnaître ces structures sous-jacentes et les faire « fonctionner ».  
Par ailleurs, notons également que les notions de grandeurs, de mesure et les formules : 
de titre d’alliage, d’escompte commercial, d’intérêts, etc. semblent occuper une place 
non négligeable au sein de l’arithmétique élémentaire enseignée pendant la période 
classique.99 Dans tous les manuels d’arithmétique étudiés, on retrouve ainsi entre 
autres :  
- la définition et la formule du titre d’un alliage (associés aux problèmes de mélange et 
d’alliages) :  

« Le titre d’un alliage est le rapport du poids du métal fin contenu dans cet alliage au poids de 
l’alliage .» (Bourlet 1908, p. 378). 

- les définitions et formules associées à l’escompte commercial et les intérêts simples et 
composés (associées à la règle de trois) :100  

« Définitions : - L’escompte est la retenue que fait un banquier sur un effet de commerce qui lui est 
présenté avec son échéance.  
Le montant du billet est la somme inscrite sur le billet. On l’appelle encore valeur nominale.  
La valeur actuelle est la somme reçue par celui qui escompte un billet.  
L’escompte d’un billet se calcule à l’aide de la règle suivante : L’escompte d’un billet est l’intérêt de la 
valeur nominale depuis le jour de la négociation jusqu’à l’échéance (…). 

                                                
99 Ceci est sans doute à associer au rôle « civique et pratique » prêté à l’enseignement de 

l’arithmétique à l’époque. Ainsi que le souligne Harlé dans sa thèse, les problèmes « concrets » de 
l’arithmétique semblent en effet devoir même contribuer à une formation « humaine et morale » des 
élèves (Harlé 1984).  

100 On peut considérer cela comme l’héritage d’une arithmétique « commerciale ».  
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143. Problème – Calculer l’escompte d’un billet dont la valeur nominale est 900fr. payable dans 125 jours 
au taux de 6%. La question revient, d’après la définition de l’escompte, à calculer l’intérêt d’une somme 
de 900fr. placée à 6% pendant 125 jours. Cet intérêt est de :  
6 × 900 × 125

360 × 100   = 18fr. 75. 

RÈGLE. – Pour calculer l’escompte d’un billet, on multiplie le taux par le capital et le nombre de 
jours jusqu’à l’échéance et on divise le nombre obtenu par 36000. » (Cazes 1904, p. 178). 

- les formules vitesses et notion de mouvement uniforme. Dans le « cours » 
d’arithmétique de Bourlet, on relève un chapitre intitulé « Mouvements. Vitesses. 
Mouvement uniforme. » dont on peut citer l’extrait suivant : 

« 658. – Formule du mouvement uniforme. Plus généralement si on appelle t le temps, v et e la vitesse et 
l’espace exprimés au moyen de la même unité de longueur on a pour tout mouvement uniforme la 
formule e = vt ; d’où l’on déduit le deux formules v = e/t et t = e/v. Ces formules qui relient l’espace, la 
vitesse et le temps, permettent de calculer l’une de ces trois quantités connaissant les deux autres. » 
(Bourlet 1908, p. 274). 

- les unités de mesure et les conversions associées : il est courant de trouver dans les 
manuels d’arithmétique une partie ou un chapitre entièrement consacré au « système 
métrique » :  

« SYSTEME METRIQUE 
(…) Le système métrique, encore appelé système métrique décimal, ou système légal des poids et 
mesures, est l’ensemble des unités de mesure usitées aujourd’hui en France. » (Leyssenne 1915, p.120). 
 
A partir de ces quelques constats sur l’arithmétique élémentaire enseignée, nous 
pouvons revenir à l’algèbre élémentaire pour étudier l’enseignement des systèmes 
d’équations et de la mise en équations de problèmes se ramenant à un système. 

 
I.1 L’enseignement des systèmes d’équations au sein d’une algèbre 

élémentaire « numérique » et « littérale » 

Mise en avant de l’enseignement de l’algèbre élémentaire à travers la 
réforme de 1902 

Nous déterminons le début de cette période classique par les programmes officiels 
arrêtés en 1902. Ces textes marquent en effet une étape importante dans l'enseignement 
des disciplines scientifiques au niveau du secondaire : suite à une crise vers la fin du 
XIXème, les directives de 1902 leur redonnent beaucoup d'importance. 

« Le recul de 1896 suscite une prise de conscience chez les scientifiques : le niveau insuffisant des études 
de sciences dans les lycées bloque tout progrès du système de formation supérieure et exige une profonde 
réforme de l'enseignement secondaire (...). A la fin du XIXe, plus personne ne doute que l'enseignement 
secondaire classique est en crise. (...) La réforme de 1902 accorde aux sciences une place bien supérieure 
à celles qu'elles occupaient précédemment. » (Belhoste 1995, pp. 55-56) 

Cette réforme met en place une structure d'enseignement des mathématiques (et des 
autres disciplines scientifiques) d'une grande stabilité qui malgré quelques réformes va 
marquer le secondaire jusqu'à la fin des années soixante : 

« Les disciplines scientifiques de l'enseignement secondaire vivront longtemps sur l'héritage des réformes 
de la belle époque ». (ibid., p. 62). 
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Cette réforme est en effet guidée par les enseignants du supérieur101 qui soulignent 
l’importance de l’algèbre. On peut citer Louis Liard vice recteur de l’Académie de Paris 
considéré comme l’inspirateur du nouvel enseignement des sciences qui réunit leurs 
doléances à ce sujet dans le paragraphe suivant :  

« D’abord trop peu d’algèbre. L’algèbre ou l’analyse est cependant à la base de tout enseignement des 
mathématiques supérieures. Elle apprend à calculer, raisonner, à réfléchir ; elle exige un effort continu, 
une attention incessante de la route parcourue : elle procède par des méthodes générales ou 
généralisables. Par tous ces caractères et ces effets, elle est une excellente éducatrice d’esprits. Elle n’a 
pas une moindre utilité pratique : elle est l’outil mathématique vraiment universel, celui dont tous auront 
besoin : savants ingénieurs, officiers, physiciens. Elle devrait par suite, avoir dans les programmes la 
place dominante ; or elle n’y a qu’une place subordonnée. » (ibid., p. 622). 

Comme le suggère cette citation, c’est une algèbre élémentaire (« pratique ») qui est 
ainsi mise en avant dans l’enseignement des mathématiques au Collège et au Lycée à 
partir de 1902.  
Soulignons que l’objet système d’équations est introduit dans un premier temps 
« officiellement » indépendamment de la mise en équations : le retour aux problèmes 
concrets « vient après » dans tous les manuels de la période classique, ce qui fait dire à 
Chevallard (1989) que :  

« A l’origine répétons-le, l’algèbre est présentée comme l’heureux rival de l’arithmétique. Elle constitue 
un outil plus puissant, plus universel, plus flexible aussi, permettant d’aborder les tâches mêmes que 
l’arithmétique ne savait guère traiter, que régionalement (…). Mais aussitôt cet outil mis en place et prêt à 
fonctionner, voilà que sa matière première lui est retirée. Car, pour le faire fonctionner, explique-t-on, il 
faut en maîtriser les ressources : de là, l’inflation, en algèbre élémentaire, du calcul algébrique et de la 
résolution d’équations, au départ simples préliminaires à l’emploi effectif de l’algèbre comme outil. 
Or résoudre une équation au delà des cas les plus simples suppose une étude des équations (…). Sans 
doute n’y a-t-il là rien que de très normal : et le processus ainsi enclenché peut très légitimement se 
poursuivre. Mais le retour aux problèmes, problèmes proprement mathématiques, ceux de la théorie 
élémentaire des nombres par exemple, que les mathématiciens grecs, avec d’autres outils avaient tant 
cultivé, et problèmes extra-mathématiques liés à la modélisation de situations du monde réel dont 
l’arithmétique avait fait son domaine d’action privilégié pour des raisons bien particulières, ce retour 
tarde à venir (…). » (Chevallard 1989, pp. 7 – 8).   

 
Discours d’ordre technologique visant l’introduction officielle du système 

d’équations comme objet d’algèbre élémentaire 

Au sein de la majorité des ouvrages de cette période classique que nous avons 
étudiés, le système d’équations est introduit dans la partie « cours » (identifiable au 
topos de l’enseignant) à la suite d’un bref discours associé à l’équation linéaire à deux 
inconnues. Les auteurs commencent par affirmer qu’une telle équation admet une 

                                                
101 « Deux raisons expliquent la position en pointe des professeurs de l’enseignement supérieur : 

ils connaissent bien les faiblesses de l’enseignement scientifique dans les lycées depuis qu’ils assurent la 
préparation des agrégatifs, ainsi que la formation des futurs médecins en PCSN (Physique, chimie, 
sciences naturelles) ; ils considèrent qu’une transformation de cet enseignement conditionne leur propre 
émancipation par rapport au système pesant des grandes écoles dont ils dénoncent le conservatisme. Ce 
sont eux qui réaliseront la réforme des programmes de sciences en 1902. (…) C’est donc l’enseignement 
supérieur parisien qui contrôle la rédaction des programmes de l’enseignement secondaire. Les 
professeurs de l’enseignement secondaire ne sont pas consultés et l’inspection générale est tenue à l’écart 
sauf en physique. » (ibid., p. 55-56) 
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infinité de solutions à partir d’un exemple. Le système de deux équations à deux 
inconnues est alors introduit plus ou moins explicitement comme permettant d’obtenir 
une seule solution :  

« 193 Une équation à deux inconnues admet une infinité de solutions. 
Soit l'équation 3x + 2y = 12 
Si l'on fait x = 0, l'équation devient : 0 + 2y = 12 d'où y = 6. Les valeurs x = 0, y = 6 sont une solution de 
l'équation.  
De même, en attribuant successivement à x les valeurs 1 ; 2 ; 3 ; 4 ... 
on trouve pour y les valeurs 4,5 ; 3 ; 1,5 ; 0. 
Ces valeurs de y et de x forment deux à deux, autant de solutions de l'équation. Comme on peut attribuer 
à x une infinité de valeurs auxquelles correspondra chaque fois une valeur de y, l'équation proposée 
admet une infinité de solutions. 
REMARQUE : si les valeurs de x et de y étaient assujetties à vérifier à la fois deux équations distinctes 
du genre de la proposée, il n'y aurait plus alors qu'une seule solution. » (MC2 1949, p. 201). 

« CHAPITRE V : SYSTEME D’EQUATIONS DU PREMIER DEGRE 
Soit l’équation 3x + 2y = 14.  
Si on choisit pour x une valeur quelconque cette équation permet de calculer la valeur correspondante de 
y. Elle a donc une infinité de solutions. 
Par contre, nous allons constater qu’un système de deux équations du 1er degré admet en général 
une solution et une seule. » (Brachet et al. 1937, p. 111). 

Ce type de discours d’ordre technologique semble donner une raison d’être aux 
systèmes de deux équations à deux inconnues comme permettant de se ramener à une 
unique solution (le problème de l’existence de solutions n’est pas posé) et l’inscrire en 
continuité des équations à une inconnue, étudiées auparavant. L’objet système 
d’équations est ainsi mis en avant comme objet d’algèbre élémentaire, admettant 
généralement une seule solution, au sein d’une œuvre mathématique plus globale : 
l’étude et le traitement des équations algébriques du premier degré. Notons par ailleurs 
que dans certains manuels, l’habitat des systèmes d’équations correspond à un chapitre 
intitulé « équations du premier degré » (où apparaît également l’équation à une 
inconnue). 
 

Type de tâches résolution algébrique 

A la suite de ces propos, est introduit le type de tâches qui apparaît comme 
constitutif de l’objet système d’équations dans les manuels de la période classique : la 
résolution algébrique.  
 
Présentation des deux techniques « substitution » et « élimination » (ou 
« réduction ») dans la partie « cours » - Propos spécifiques d’un contrôle logique 
dans la résolution algébrique. 
 

Dans la partie « cours » des ouvrages étudiés les deux principales techniques de 
résolution algébrique : la méthode « par substitution » et la méthode dite par 
« élimination » ou « réduction » sont présentées par ostension sur des exemples de 
systèmes de deux équations à deux inconnues puis clairement identifiées et 
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algorithmisées102 pour le type de tâches associée à la résolution de ce type de systèmes, 
sous forme de règles. 
Elles sont présentées à la fois par des exemples numériques : des systèmes de deux 
équations à deux inconnues à solution unique à coefficients numériques, mais aussi par 
des exemples littéraux. Les auteurs étendent aussitôt leur portée à ce type de systèmes. 
Par exemple dans le manuel MC2 1949 : 
- la « méthode par réduction » est présentée sur les exemples suivants (dans l'ordre où 
ils apparaissent) : 



 5x - 3y = 5
-2x + 3y = 11   



 9x + 8y = -6
12x - 7y = 45   



2ax + 3by = c

ax - by = -3c   
- la « méthode par substitution » est présentée sur les exemples ci-dessous : 



3x + y = 15
5x - 4y = 8   



x - y = d

x
y = q  103 

A travers ces exemples et dans la suite, les auteurs classiques mettent en avant des 
« formes » canoniques de systèmes de deux équations à deux inconnues à résoudre par 
substitution ou par réduction ou élimination : à travers le « cours », ils suggèrent qu’à 
telle ou telle forme de systèmes, il vaut mieux appliquer telle ou telle méthode. 
- Pour illustrer le type d’algorithmes qui décrivent pas à pas des opérations algébriques 
à effectuer, associés à ces deux techniques, on peut citer : 

« 160 Méthode de substitution – les exemples qui précèdent nous suffisent pour pouvoir alors énoncer la 
règle suivante :  
Règle – Pour résoudre un système de deux équations à deux inconnues :  
1/ On résout l’une des équations par rapport à l’une des inconnues comme si cette inconnue était seule ; 
2/ On porte la valeur ainsi obtenue dans la seconde équation ;  
3/ On tire alors de la seconde équation la valeur de l’inconnue qu’elle contient ;  
4/ On porte cette valeur de l’inconnue calculée dans la première équation, qui ainsi donne la valeur de 
l’autre inconnue. » (MC1 1903, p. 115). 

Des règles généralisant la méthode par substitution à des systèmes de trois équations à 
trois inconnues dans (Jaron 1929) voire même carré d’ordre n (MC1 1903) sont parfois 
données, ce qui semble mettre en avant cette méthode comme plus « générale » que 
celle « par élimination » :  

« Règle : pour résoudre un système d'équations du premier degré, le nombre d'équations étant égal au 
nombre des inconnues :  

                                                
102 Les « règles » données par les auteurs de la période classique (et qui vont réapparaître par la 

suite), associées aux techniques de résolution algébrique des systèmes d’équations respectent en effet 
scrupuleusement la définition « d’algorithme » donnée dans l’Encyclopedia Universalis : il s’agit 
effectivement « d’une suite finie de règles à appliquer dans un ordre déterminé à un nombre fini de 
données pour arriver à un nombre fini d’étapes, à un certain résultat, et cela indépendamment des 
données. »  

103  Notons que contrairement à ceux représentés à travers les autres exemples, ce système n’est 
pas linéaire ! 
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on résout l'une des équations par rapport à l'une des inconnues qu'elle contient ; on substitue la valeur de 
cette inconnue dans les équations restante. 
Ces équations forment ainsi un nouveau système contenant une équation et une inconnue de moins que le 
précédent. On recommence sur ce système comme sur le système proposé et on continue jusqu'à ce qu'on 
parvienne à une dernière équation à une seule inconnue, qui donne la valeur de cette inconnue.104  
En portant cette valeur dans l'équation résolue précédente, on aura la valeur d'une seconde inconnue, et 
ainsi de suite en remontant de proche en proche et en portant dans les équations résolues les valeurs des 
inconnues déterminées. » (MC1 1903, p.122). 

 
On relève différents types de discours d’ordre technologique spécifiques du contrôle 
logique associé à la résolution algébrique des systèmes de deux équations à deux 
inconnues (toujours similaires pour les deux méthodes par substitution et par 
élimination ou réduction) :  
- Dans certains ouvrages (par exemple : MC1 1903), la question de l’unicité et de 
l’existence d’une solution des systèmes résolus par les deux techniques par 
substitution et par élimination est clairement posée et justifiée sur des exemples 
littéraux par condition nécessaire puis suffisante : l’application des techniques sur 
ces systèmes donne dans un premier temps des conditions nécessaires sur une 
éventuelle solution unique puis réciproquement, on remplace dans un deuxième temps 
la valeur littérale trouvée dans les équations de départ : comme la valeur trouvée est 
effectivement solution, la technique employée est « justifiée ».  

« Il est très aisé de justifier la méthode précédente (de substitution). Considérons plus généralement 

le système suivant 
 y = ax + b
mx +ny = p  (...) 105 

donc x est forcément égal à x = 
ap-bn
m+na (1)  

si comme nous le supposerons (m+na n'est pas nul), alors y est donné par  

y = ax + b = 
a(ap-bn)

m+na   +a  

ou y = 
ap+bm
m+na  (2)  

Réciproquement106, si on remplace dans la seconde équation du système (1), x et y par leurs valeurs (1) 
et (2), on trouve que cette équation est vérifiée. Donc dans les cas où (m+na) n'est pas nul, le système (1) 
admet une solution et une seule définie par les égalités (1) et (2). » (MC1 1903, p. 8). 

- Dans d’autres manuels comme celui de Jaron (1929) ou MC2 1949, il y a une 
définition de la notion de systèmes « équivalents » et une description sans justification 
des « principes » permettant de transformer un système en un autre équivalent :  

« 196 Systèmes équivalents : Deux systèmes d'équations simultanées sont équivalents quand toute 
solution de l'un est aussi solution de l'autre et réciproquement. 
Pour transformer un système en un autre équivalent, on s'appuie sur les principes suivants, que nous nous 
contenterons d'énoncer et qui servent de base aux méthodes de résolution que nous verrons plus loin. 
1. Principe de réduction : étant donné un système d'équations simultanées, on peut ajouter ou retrancher 
membre à membre deux ou plusieurs équations, après avoir multiplié ou divisé, si on le veut, leurs deux 

                                                
104  Un caractère « itératif » ou « récurrent » est ainsi mis en avant à travers cet « algorithme » 

associée à la mise en œuvre de la méthode par « substitution » aux systèmes d’ordre n > 2. 
105  On relève une « forme canonique » de système supplémentaire pour la technique « par 

substitution ». 
106 C'est nous qui soulignons. 
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membres par un même nombre ; l'équation résultante peut remplacer l'une des équations du système 
proposé pour former un système équivalent. 
2. Principe de substitution : étant donné un système d'équations simultanées, on peut tirer la valeur d'une 
inconnue en fonction des autres dans l'une des équations. En substituant cette valeur dans les autres 
équations, on forme un système équivalent au système proposé. » (MC2 1949, pp. 202 – 203) 

Comme il est évoqué dans les lignes citées ci-dessus, les « principes » (opérations 
élémentaires) de transformation de systèmes d'équations présentés servent de base aux 
méthodes de résolution algébrique (elles sont donc censées assurer l'équivalence de 
systèmes). 
 

Travail des techniques algébriques « substitution » et « élimination » 
ou « réduction » 

 
Ce qui frappe dans l’étude des parties « cours » et « exercices » des ouvrages de 

la période classique, c’est la richesse du travail des techniques algébriques de 
résolution des systèmes d’équations qui y est suggérée. 
- Exception faite des ouvrages du tout début de la période classique, le type de tâches : 
résolution de systèmes d’équations à deux inconnues à coefficients numériques est très 
fortement représenté à la fois dans la partie « cours » et dans les « exercices ».  
Par exemple, dans MC2 1949, ce type de tâches est de loin majoritaire avec 53 exercices 
dans la catégorie « I – Systèmes de deux équations à deux inconnues » sur 103 au total associées 
aux systèmes d’équations.  
La technique à mettre en œuvre n’est jamais spécifiée : le choix entre les méthodes 
algébriques présentées dans le cours est toujours laissé à la responsabilité de l’élève : 
celui-ci peut tenter de reconnaître différentes formes canoniques de systèmes, vues dans 
le « cours » ou chercher à s’y ramener pour appliquer la méthode associée.  
A travers les corpus d’exercices de ce type dans les différents manuels, on relève 
généralement une première série d’exercices constituée de systèmes avec des équations 
de plusieurs formes « canoniques » (ils sont au nombre de 48 dans MC2 1949) : 
ax + by = c ; ax = by + c ; by = ax + c ; etc., à coefficients entiers ou fractionnaires.  
Il y a ensuite une deuxième série d’exercices (au nombre de 5 dans MC2 1949) qui 
présente des systèmes avec des équations de forme plus complexe comme par exemple :  

« 1332   


 13

x + 2y + 3 = 
3

4x - 5y + 6

 
3

6x - 5y + 4 = 
19

3x + 2y + 1
 1334  



 x + 1

2y - 3 + 8= 
22

6y - 9

 
x + y 
x - y  - 

x - y 
x + y = 

2x
3x - 3y

 » (MC2 1949, p. 205). 

Pour résoudre ces exercices, il faut mettre en œuvre des techniques de calcul algébrique 
élémentaire comme développer, réduire au même dénominateur, etc. pour pouvoir se 
ramener à des « formes canoniques » de systèmes connues et ensuite choisir et 
appliquer les méthodes par substitution ou élimination / réduction. L’élève doit donc 
accomplir une nouvelle sous-tâche intermédiaire : « ramener le système à une forme 
canonique » qui est d’ailleurs parfois évoquée à travers des exemples donnés dans le 
« cours » :  

« EXEMPLE : Soit à résoudre le système 


x

2 - 
y
3 + 7 = 2x + 1

 
x
3 - 7y + 1 = x + y

 

Chassons les dénominateurs. Les équations s’écrivent 
3x - 2y + 42 = 12x + 6

x - 21y + 3 = 3x + 3y  
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Ramenons à la forme réduite (IV) (n° 165) et le système devient 

 9x + 2y = 36
x - 21y + 3 = 3x + 3y » (MC1 1903, p. 

120). 

- Le type de tâches : résolution de systèmes d’ordre 3 à coefficients numériques est très 
fortement représenté dans les ouvrages du début du XXe : le nombre d’exercices faisant 
intervenir ce type de systèmes est majoritaire dans le manuel MC1 1903 et Borel-Royer 
1903 . Son importance diminue dans les ouvrages de la moitié du XXe : toujours 
présents à travers 13 énoncés sur 40, les énoncés faisant intervenir les systèmes de 3 
équations à 3 inconnues restent minoritaires dans MC2 1949. 
 
- Parmi les exercices qui font uniquement intervenir des systèmes de deux ou trois  
équations à deux ou trois inconnues à coefficients numériques (que nous venons 
d’évoquer), on relève quelques systèmes impossibles ou indéterminés. Mais ils restent 
toujours extrêmement minoritaires : on compte uniquement 2 systèmes de deux 
équations à deux inconnues impossibles et un système indéterminé dans la partie 
exercices du manuel MC2 1949. De plus, dans certains ouvrages comme MC1 1903 leur 
spécificité est signalée à travers la consigne : dans ce cas, le type de tâches : résoudre un 
système à coefficients numériques, indéterminé ou impossible, n’est pas laissé 
complètement à la responsabilité de l’élève ; il devient plutôt « prouver qu’un système 
de deux (ou trois) équations à deux (ou trois) inconnues à coefficients numériques est 
indéterminé (ou impossible) ». Ces systèmes sont toujours présentés dans la partie 
« cours » au moins sous forme d’exemples : Bourlet parle ainsi d’exemples 
« d’impossibilité » ou « d’indétermination » : « Exemple d’impossibilité : il peut fort bien 
arriver qu’un système de deux équations à deux inconnues soit impossible, c’est-à-dire n’ait pas de 
solutions. En voici un exemple (…) »). Néanmoins, à travers l’étude de la partie « exercices » 
et du détail du cours à ce sujet, on constate que ces systèmes numériques ne 
représentent pas un objet d’enseignement essentiel : les auteurs de manuels de la 
période classique font toujours apparaître les systèmes à coefficients numériques 
impossibles ou indéterminés comme des cas particuliers.  
 
- Notons également que dans le cours et les exercices, apparaissent des techniques 
algébriques susceptibles d’intervenir dans la résolution de systèmes de formes 
particulières ou éventuellement non linéaires : calculs de « rapports », changement 
d'inconnues... On peut citer l’extrait de la partie « cours » suivante pour illustrer : 

« 211. Artifices de calcul 
Lorsqu'on doit résoudre un système d'équations du premier degré à plusieurs inconnues, on peut souvent 
s'affranchir des règles que nous avons données pour l'élimination et arriver plus rapidement au 
résultat.(...) 
Voici quelques exemples de ces simplifications :  
EXEMPLE I : soit à résoudre le système suivant :  



x - y = 30

x
40 = 

y
30

  

La seconde équation étant formée de deux rapports égaux, retranchons les numérateurs entre eux et les 
dénominateurs aussi entre eux, et nous aurons un nouveau rapport égal à chacun des premiers. 

x
40  = 

y
30  = 

x - y
40 - 30  = 

x - y
10   

or x - y = 30 

donc 
x
40  = 

y
30  = 

30
10  = 3 
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En égalant les premiers rapports à 3, on trouve immédiatement x = 120 et y = 90. » (MC2 1949). 
Ces techniques sont généralement à mettre en œuvre à travers quelques énoncés : ceux-
ci restent minoritaires (on en compte seulement 6 sur 103 dans MC2 1949). 
 
- Un des points essentiels de cette période classique est l’importance accordée au type 
de tâches « résolution algébrique de systèmes d’équations à coefficients littéraux » qui 
représente un approfondissement des techniques de résolution algébrique des systèmes. 
On relève en effet souvent à la fois dans la partie « cours » et « exercices » des manuels 
de cette période de nombreux systèmes linéaires d’ordre 2 ou 3 de ce type.  

 
Dans MC2 1949 : Au sein d’une partie intitulée « Équations littérales – 

discussion », il y a une première série d'exercices, associée à l'indication « résoudre les 
systèmes suivants ».  
L’élève ne semble pas avoir à mettre en œuvre « une étude de cas » lors de la résolution 
de ces systèmes à coefficients littéraux. L’élève n’aurait pas à prendre en compte 
d’éventuels « cas particuliers » : la présence d’une deuxième série où il s’agit 
explicitement de « résoudre et discuter » des systèmes nous fait faire l’hypothèse que 
par effet de contrat, l’élève est censé passer outre « une étude de cas » à travers cette 
première série d’énoncés. Celle-ci nourrirait uniquement le travail de techniques 
algébriques « littérales » sur lesquelles l’accent est mis dans tous les manuels107 de la 
période classique. On y trouve 14 exercices soit 14 systèmes de deux équations à deux 
inconnues avec des coefficients indéterminés désignés par a, b, c ou h, p... Par exemple : 



ax + by = a2

ax - by = b2    


 2x - 3y = a
x + 2y = 2b  (MC2 1949, p. 224). 

Contrairement aux deux exemples cités ci-dessus, beaucoup de ces énoncés présentent 
des formes de systèmes non « canoniques » (et ne s'y ramenant pas de manière 
élémentaire). Pour les résoudre, il faut mettre en œuvre des calculs algébriques qui 
peuvent s'avérer assez complexes au sein de chaque équation avant d'appliquer une 
technique par « réduction », « substitution »… Par exemple : 



 1

a - x + 
1

a + y = 
3a

(a - x)(a - y)

 
a + x
a - y = 

a
b

   



 1

x - y + 
1

x + y = m

 
1

x - y - 
1

x + y = n
  (MC2 1949, p. 224). 

                                                
107 Ainsi, trouve-t-on dans les « exercices » du chapitres intitulé « principes du calcul algébrique » 

de MC1 1903, de très nombreux énoncés représentant un travail des techniques de calcul algébrique 
littéral. Par exemple : 
« 158. Réduire les expressions :  
(x – a)2 (b – c) + (x – b)2 (c – a) + (x – c)2 (a – b) ;  
(…) (a + b + c)3 + 3(b + c)2 (a + b + c) – 3 (b + c) (a + b + c) – 3 (b +c) (a +b + c)2 – (b +c)3.  
159. Après avoir posé :  
x = a2 – bc ; y = b2 – ac ; z = c2 – ab,  
Démontrer que l’on a :  
(x + y + z) (a + b + c) = ax + by + cz. » (MC1 1903, p. 97).  
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Ces énoncés nourrissent ainsi un important travail algébrique littéral de la part de 
l'élève. 

Mais dans tous les manuels de la période classique, il y a également de nombreux 
systèmes d’équations dépendants de paramètres qu’il s’agit explicitement de « résoudre 
et discuter ». Ce type de tâches semble même représenter un enjeu essentiel au début de 
la période classique : les cinq exercices faisant intervenir ce type de systèmes relevés 
dans MC1 1903 sont tirés de concours d’entrée aux écoles de « Beaux Arts » ou du 
« Certificat d’aptitude ». On peut citer pour illustrer :  

« 236. Résoudre le système d’équations : 

(m – 2)x – (m + 1)y = 3 ;  
x - y

3   =  
(m + 2) (m - 1)
(m - 2) (m + 1) . 

(Certificat d’aptitude. Enseignement secondaire des jeunes filles.) » (MC1 1903, p. 130) 

Dans MC2 1949, il y a six exercices relevant de ce type de tâches dans une deuxième 
série « Résoudre et discuter » au sein de la partie « Équations littérales – Discussion ». 
Les systèmes intervenant ici peuvent dépendre d’un ou deux paramètres mais ils sont 
tous donnés sous formes « canoniques »par exemple :  


mx + (m-1)y = 5

x - 3y = 2    


4mx + 3(m+2)y = n

x + 3y = 2n    (MC2 1949, p. 225) 

 
Un tel travail d’approfondissement des techniques par substitution et élimination 

ou réduction est représentatif de l’ampleur donnée à cette époque au calcul algébrique 
autant numérique que littéral, ce qui fournit au type de tâches résolution algébrique des 
systèmes d’équations une niche stable et importante : on peut le constater sur 
l’ensemble des manuels étudiés en consultant d’autres chapitres comme celui réservé à 
l’équation à une inconnue du premier degré.  
 

Type de tâches résolution graphique  

A l’opposé, pendant toute la période classique, le type de tâches : résolution 
graphique d’un système de deux équations linéaires à deux inconnues reste en retrait. 
Il est même absent des directives officielles de 1902 et des premiers manuels associés : 
on n’en trouve aucune trace dans le MC1 1903. 
Il est faiblement représenté dans les enjeux du programme de 1944 et dans Brachet et 
al. 1937 et MC2 1949. Au sein de ces deux manuels : La résolution graphique 
n’apparaît pas dans l’habitat emblématique de l’objet système d’équations évoqué ci-
dessus mais dans un autre chapitre emblématique de la fonction « y = ax + b ». A 
travers la partie « cours » de ce chapitre, la droite est essentiellement associée à une 
représentation de la fonction affine (qui en est « l’équation »)108. Les auteurs présentent 
la technique de résolution graphique d’un système de deux équations à deux inconnues 
dans un paragraphe plutôt bref du cours. Dans MC2 1949 :  
Le type de tâches : résolution graphique d'un système d'ordre 2 à coefficients 
numériques, est tout d'abord présenté par ostension sur un exemple à solution unique : 

                                                
108  On voit apparaître une preuve par le théorème de Thalès de l’alignement des points de la 

fonction « y = ax + b » et sa réciproque : une droite est représentée par une fonction affine de la forme « y 
= ax + b ».  
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 3y + 4x = 6

 2y - x = -7  . Une première sous-tâche associée à la technique de résolution graphique 
est le passage de cette première forme de système à une deuxième forme équivalente 
avec des « équations-fonctions affines »  :  

« Nous le mettons sous forme équivalente : 

II 


y = - 

4
3 x + 2

y = 
x
2 - 

7
2

 » (MC2 1949, p. 266). 

Il s'agit alors de tracer les droites correspondantes avec la technique donnée auparavant 
dans ce chapitre : en traçant les points correspondant à l'abscisse et à l'ordonnée « à 
l'origine » (puis les coordonnées du point d'intersection de ces deux droites donnent la 
solution du système).  
Le nombre d’exercices réservés au travail de cette technique est extrêmement faible : on 
compte pas plus de trois systèmes de deux équations à deux inconnues à coefficients 
numériques à solution unique à résoudre dans la « partie exercices » de MC2 1949. 
Isolée dans l’habitat emblématique des fonctions affines, l’exploration du type de 
tâches : « résolution graphique d’un systèmes d’équations » et le travail de la technique 
associée en sont réduits au strict minimum. 
 

I.2 Champs de problèmes « entre arithmétique et algèbre » 

Une idéologie du « rapport au concret »  
 

Les directives officielles de 1902 mettent l’accent sur le « concret » dans 
l’enseignement des sciences et plus particulièrement des mathématiques. Les nombreux 
discours des personnalités guidant la réforme du début de la période classique sont 
explicites à ce sujet :  

« Pour les réformateurs, les mathématiques doivent être d'abord expérimentales. C'est le thème dominant 
des interventions de Henri Poincaré, Émile Borel, et Jacques Hadamard au Musée pédagogique en 1904. 
« En traitant la géométrie comme une science physique, ce qu’elle est véritablement, on fera disparaître 
ce que son enseignement a présenté jusqu'ici d'artificiel et de rebutant » conclut Hadamard résumant sur 
ce point les conférences de Poincaré et de Borel. Les notions de base seront dorénavant tirées de 
l'expérience vécue des élèves. » (Belhoste 1995. p. 57). 

On peut citer aussi Louis Liard qui tient le discours suivant en ouverture de la 
présentation des principes de la réforme :  

« On dit que depuis une vingtaine d'années les mathématiques subissent une crise d'idéalisme 
transcendantal. (...) Dès lors, est-il bon de procéder avec eux [les élèves], dès le début, par des 
définitions purement nominales ? Est-il bon d'installer les symboles en maîtres dans leur intelligence 
avant de leur avoir solidement appris ce que ces symboles signifient, et d'en poursuivre les interminables 
développements dans le vide, sans d'assez fréquents retours vers les réalités ? (...) N'en résulte-t-il pas que 
beaucoup d'entre eux, déconcertés dès le premier jour et n'apercevant aucune liaison entre les 
mathématiques et la réalité, s'imaginent qu'elles sont un monde impénétrable, accessible seulement à 
quelques intelligences spécialement construites, et ne font aucun effort pour y pénétrer ? Que ceux-
mêmes qui ont pu y pénétrer, à force de se mouvoir dans l'abstrait, sans rappels assez fréquents aux 
réalités, en viennent vite à considérer les mathématiques comme une convention, une logique et un jeu ? 
Si l'on n'y prend garde, ce serait, à brève échéance le formalisme, c'est à dire ce qu'il y a de moins 
éducateur au monde (...). Contre cette tendance dont les effets sont déjà visibles, n'est-il pas temps de 
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réagir ? Et les plus hauts spéculatifs d'entre nos mathématiciens ne nous y engagent-ils pas eux-mêmes ? 
Au lieu d'enlever du premier coup les élèves entre ciel et terre, ne faut-il pas tout d'abord assurer leur 
démarche sur le sol et leur inspirer confiance dans le réalisme de la science en leur montrant qu'elle n'est 
pas un pur jeu de formules ? Il serait inexact de penser que l'abstraction jaillit toujours d'une seule 
intuition concrète : le plus souvent, elle sort d'intuitions répétées. D'une façon générale, l'enfant comprend 
mal les définitions et les formules abstraites. Ce qui sauf exception, lui est directement accessible, c'est 
le concret. » (ibid., p. 627) 

Cette idéologie d’un « rapport au concret » mise en avant dans l’enseignement 
des mathématiques continue de guider les réformes qui suivent jusqu’aux programmes 
de 1937-38 et 1944-45. L’importance accordée à la « réalité » plus précisément au sein 
de l’algèbre enseignée apparaît jusque dans le préambule associé aux directives du 30 
septembre 1930 :  

« Partir de l'expérience accessible à l'enfant 
 (...) les mathématiques elles-mêmes s'appuient sur le réel : l'enfant aura vu dans la réalité les figures dont 
on lui nommera les éléments ; on partira des petits problèmes qu'il aura dû se poser dans la vie pour 
le conduire aux notions abstraites qui lui en fourniront la solution et pour lui faire comprendre 
l'intérêt des mécanismes algébriques. » (op. cité, p. 11). 

On devine ici le rôle que peuvent jouer les problèmes « concrets », « de la vie usuelle » 
en algèbre. 
 
Rôle des problèmes concrets dans l’articulation classique entre arithmétique et 
algèbre élémentaires 
 

Mais plus encore, comme nous l’avons déjà évoqué, pendant toute cette période, 
l’enseignement au collège est organisé autour d’une « opposition–filiation » entre 
arithmétique et algèbre élémentaires : au sein d’une mise en concurrence entre ces deux 
domaines du savoir enseigné, les problèmes concrets, traditionnels en arithmétique ont 
une niche toute désignée. Nous nous sommes donc posées les questions suivantes à 
l’étude des manuels d’algèbre classiques :  
Quelles sont les traces de cette articulation entre arithmétique et algèbre dans les 
discours tenus sur la mise en équations de problèmes à plusieurs inconnues ? 
Au sein de cet enseignement quels sont les champs de problèmes « à mettre en 
équations » se ramenant à des systèmes d’équations ? Constituent-ils une reprise du 
corpus d’énoncés arithmétiques ? Quel rôle font-ils jouer aux techniques de résolution 
algébrique de problèmes vis à vis des techniques arithmétiques ? 
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Traces d’une articulation entre arithmétique et algèbre élémentaire enseignées 
dans les discours tenus sur la mise en équations  

Dans la partie « cours » de tous les ouvrages d’algèbre élémentaire étudiés, on 
trouve des traces de l’articulation « arithmétique / algèbre » dans les discours 
génériques associés à la mise en équations de problèmes à une ou plusieurs inconnues. 
Les auteurs distinguent en général trois à quatre types de sous–tâches dans la démarche 
générale qu’il faut mettre en place pour résoudre algébriquement un problème : le choix 
des inconnues, l’écriture des équations (ou « mise en équations »), la résolution des 
équations et parfois la discussion ou vérification du problème.  
Rentrons dans le détail des précisions practico-techniques109 données sur ces sous-
tâches dans les manuels de la période classique :  
- On relève des commentaires sur le choix des inconnues qui semble explicitement 
correspondre à une désignation algébrique des grandeurs demandées : « On prend en 
général pour inconnue la valeur dont la recherche fait l’objet du problème » (MC1 1903, p. 132) 
- Les auteurs tiennent ensuite à propos de l’écriture des équations ou la « mise en 
équations », les propos du type suivant :  

« On écrit les égalités qui permettraient de vérifier les valeurs x, y… des inconnues si elles étaient 
connues » (MC1 1903, p. 133) 
« Pour mettre en équations, on suppose pour un instant que les valeurs des inconnues sont trouvées et on 
écrit les égalités qui servent à la vérification : on obtient les équations du problème. » (Brachet et 
Dumarqué 1940, p. 114). 
« Regarder x comme réponse trouvée ; indiquer alors les opérations à faire pour vérifier l’exactitude de 
cette réponse. » (MC2 1949, p. 173). 

Une technique pour accomplir cette sous tâche est ainsi explicitement donnée : il s’agit 
« d’écrire les égalités qui permettraient de vérifier les valeurs des inconnues désignées 
comme si elles étaient connues ». 
On peut faire l’hypothèse que cette technique représente un moyen de remédier à des 
difficultés d’élèves qui ont des pratiques arithmétiques de résolution de problèmes : elle 
leur indique implicitement qu’on peut « mettre en équations » en s’appuyant sur le geste 
de « vérification », usuel à la fin de toute résolution arithmétique de problèmes110. 
Selon nous, elle met également d’une certaine manière en relief une rupture entre 
démarches de résolution arithmétique et algébrique : il est implicitement pointé qu’il 
faut partir de quantités inconnues à manipuler comme si elles étaient connues pour 
évoluer « de l’inconnu vers le connu » dans une démarche de type « analytique », 
contrairement à la démarche « synthétique : du connu vers l’inconnu » pratiquée en 
arithmétique. En cela, la description de cette technique « d’écriture des équations » 

                                                
109  « Autour d’un type de tâches T, on trouve ainsi en principe, un triplet formé d’une technique 

(au moins), τ, d’une technologie de τ, θ, et d’une théorie de θ, Θ. Le tout noté [T/τ/θ/Θ], constitue une 
praxéologie ponctuelle, ce qualificatif signifiant qu’il s’agit d’une praxéologie relative à un unique type 
de tâche, T. Une telle praxéologie - ou organisation praxéologique -  est donc constituée d’un bloc 
practico-technique [T/τ], et d’un bloc technologico-théorique [θ/Θ]. Le bloc [T/τ] constitue un savoir-
faire.» (Chevallard 1999, p. 95). 
Au sein des discours génériques associés à la mise en équations, seuls des types de sous-tâches et des 
techniques associées sont mis en avant. Il s’agit bien d’étudier un « savoir faire » qui se trouvera 
éventuellement « justifié » et « légitimé » à travers les divers champs problèmes posés dans la partie 
« exercices ». 

110 On renvoie à titre d’exemple au deuxième problème du manuel de Royer et Court, cité au 
début de cette partie (dans le paragraphe intitulé « Quelques précisions sur l’arithmétique élémentaire »). 
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renvoie aux travaux de didactique de l’algèbre élémentaire évoqués (chapitre A.2, § 
II.1.a de notre travail) qui tend à étudier ces deux types de démarches comme inverses, 
l’une de l’autre. 
 

Champs de problèmes à mettre en équations 

Les ouvrages d’algèbre de la période classique mettent tous en avant un corpus 
important et diversifié d’énoncés se ramenant à des systèmes d’équations : à titre 
d’exemple on dénombre 65 problèmes de ce type dans la partie « exercices » du 
chapitre intitulé « Problèmes à plusieurs inconnues » de MC2 1949. 
 
Reprise du corpus d’énoncés arithmétiques 

 
La majorité de ces nombreux problèmes se ramenant à des systèmes d’équations 

sont des énoncés du premier degré à données numériques, déjà rencontrés par l’élève 
dans le cadre de l’enseignement de l’arithmétique élémentaire au début du secondaire : 
Il s’agit des énoncés concrets, du premier degré du type : problèmes de mélange, 
d’alliages, de partage en parties inégales, etc., ne permettant pas d’aller sans détour, du 
connu vers l’inconnu.111 C’est pourquoi nous parlons d’une reprise du corpus d’énoncés 
arithmétiques. 
Parmi les 65 exercices de MC2 1949 : 
- on trouve 7 énoncés « intramathématiques » où il s'agit de trouver des nombres sous 
certaines conditions. 
- on dénombre par ailleurs 39 énoncés concrets de la même structure que les problèmes 
d'arithmétique évoqués au début.  
 

On voit apparaître un classement de ces problèmes, traditionnel en 
arithmétique : « Opérations fondamentales », « Fractions », « Intérêts, escompte, rentes », « Densité, 
mélanges, alliages », « Courriers ». On peut penser que les auteurs font ressurgir ces 
catégories dans le cadre algébrique pour montrer en quoi les structures mathématiques 
sous-jacentes à ces problèmes-types d’arithmétique correspondent à des formes 
algébriques particulières de systèmes d’équations. Cette volonté paraît en effet sous-
jacente aux propos de Jaron (1929) (un autre auteur de manuel d’algèbre) qui écrit à 

propos des systèmes de forme canonique 


x + y = n

 
x
a = 

y
b

et 


x - y = n

 
x
a = 

y
b

 :  

« Ces deux systèmes se présentent souvent en géométrie. En arithmétique, on les trouve aussi dans les 
problèmes de partage proportionnels. » (Jaron 1929, p. 36). 
 
Cette première catégorisation arithmétique côtoie d’ailleurs un autre classement de type 
algébrique cette fois ; parmi tous ces problèmes à mettre en équations, deux catégories 

                                                
111  Car comme Chevallard le souligne, les techniques algébriques ne peuvent apparaître comme 

« outil » raisonnable que si les problèmes à résoudre ne permettent pas de procéder directement du connu 
vers l’inconnu :  
« Pour que le traitement algébrique apparaisse, en effet, non pas comme nécessaire (…), mais seulement 
déjà comme moyen d’attaque raisonnable, et candidat valable à la concurrence avec le traitement 
arithmétique, il convient que la résolution du problème interdise de procéder, sans détour, du connu à 
l’inconnu, comme il est d’usage dans les problèmes les plus simples – auquel cas l’algèbre devient 
superflue (…). » (Chevallard 1989, p. 18). 
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sont clairement identifiées par les auteurs : « les problèmes à deux inconnues » et les 
« problèmes à trois inconnues » ; l’élève n’a donc jamais à se poser la question du 
nombre d’inconnues à « choisir » pour ramener ces énoncés à un système d’équations. 
Notons par ailleurs que la majorité des problèmes proposés peuvent être résolus en 
« désignant comme inconnues les grandeurs demandées par la question en fin 
d'énoncé ». Pour illustrer, donnons un énoncé « à trois inconnues » : 

« 1428. On a acheté trois champs. Le premier augmenté de la moitié des deux autres aurait 127a ; le 
deuxième augmenté de la moitié des deux autres, aurait 134a ; le troisième augmenté de la moitié des 
deux autres aurait 174a. Trouver la superficie de chaque champ » (ibid., p. 243). 

Pour résoudre ce problème, on peut poser comme inconnues x, y, z la superficie (en a) 
de chaque champ, grandeurs « demandées en fin d'énoncé ». 
La technique donnée explicitement dans le cours pour accomplir la sous-tâche « choix 
d’inconnues » permet en fait dans la plupart des cas d’aboutir à la solution. 
 
Ce qui frappe dans la mise en équations des différents énoncés repris « du corpus 
arithmétique » qui apparaissent à la fois à travers le cours et les exercices des manuels 
de cette période classique, c’est qu’il faut faire appel à des notions de grandeurs, et de 
mesure : conversion d’unités du système métrique, et aux formules : des formules de 
titre d’alliage, d’escompte commercial, d’intérêts… objets de l’enseignement de 
l’arithmétique élémentaire. 
Ainsi parmi les 39 problèmes concrets à plusieurs inconnues, laissés à la responsabilité 
de l’élève de MC2 1949 : 
- la formule du titre d'un alliage est nécessaire pour la mise en équations de 4 énoncés. 
On peut l'illustrer sur le problème suivant : 

« 1420. On a deux lingots d'or, l'un au titre de 0,950, l'autre au titre de 0,800. On les fond ensemble en 
ajoutant 2kg d'or pur. L'unique lingot obtenu est au titre de 0,906 et pèse 25kg. Quel est le poids de 
chacun des deux premiers lingots ? » (ibid., p. 242). 

Si on pose comme inconnues du problème les grandeurs demandées dans ce problème : 
x = poids du premier lingot et y = poids du deuxième lingot en kg. 
On peut poser assez directement la première équation : 
2 + x + y = poids du « lingot obtenu » = 25 kg 
Pour écrire la deuxième, on a besoin de la formule associée au titre d'un alliage donnée 
en arithmétique (« on appelle tire d'un alliage le rapport qu'il y a entre le poids du métal 
fin ou précieux et le poids total de l’alliage ») ce qui nous donne : 
0,950 × x + 0,8 × y + 2

25   = 0,906 

soit 0,95x + 0,8y = 20,65. 
Il ne reste plus qu’à résoudre le système de deux équations à deux inconnues ainsi 
obtenu. 
- Les formules associées à l'escompte commercial et l'intérêt sont employées pour 
l'algébrisation de 11 problèmes. Par exemple : 

« 1418. On fait escompter le même jour deux billets dont le premier était payable au bout de 30 jours et le 
second au bout de 45 jours ; l'escompte a été pris en dehors et à 6%, et il a été prélevé en outre une 
commission de 1/2 % sur la valeur nominale des billets. Quelles étaient les valeurs nominales sachant 
qu'ensemble, elles valent 3600f et qu'on a touché 3557,25f ? » (ibid., p. 241). 

On pose x la valeur nominale du premier billet et y la valeur nominale du deuxième 
billet. 
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On peut alors poser directement l'équation x + y = 3600. 
Mais pour écrire la deuxième équation, on fait appel à la formule de l'escompte, donnée 
en arithmétique (« pour calculer l'escompte d'un billet, on multiplie le taux par le capital 
et le nombre de jours jusqu'à l'échéance et on divise le nombre obtenu par 36000 »), ce 
qui permet d'écrire : 
6 × 30 × x

36000   + 0,5/100 x + 
6 × 45 × x

36000   + 0,5/100 y = 3600 -  3557,25 

soit l'équation après plusieurs simplifications : 4x + 5 y = 17100. 
Et on résout le système d’ordre 2 ainsi écrit à partir de l’énoncé 
- La mise en équations de 5 problèmes de « courriers » fait appel aux notions de 
mouvement uniforme et à la formule de la vitesse. 
- Notons aussi que beaucoup de problèmes font appel à des connaissances sur les unités 
de mesures et les conversions associées que les élèves ont également apprises dans le 
cadre de l’arithmétique. 
Pour résumer, on peut dire qu’au sein même de la résolution algébrique de nombreux 
problèmes, l'élève est amené à réinvestir des connaissances liées aux notions de 
grandeurs et de formules étiquetées comme arithmétiques. 
 
Problèmes impossibles ou indéterminés 
 

Le cours des manuels d’algèbre de la période classique fait souvent apparaître 
l’étude d’énoncés à données numériques impossibles ou indéterminés. A titre 
d’exemple, dans MC2 1949, sont présentés un problème impossible (le système de deux 
équations à deux inconnues auquel se ramène le problème considéré est composé de 
deux équations incompatibles) et un problème indéterminé (le système de deux 
équations à deux inconnues auquel se ramène l’énoncé a une infinité de solutions).  

Mais ce type d’énoncés n’apparaît pas ou peu dans la partie « exercices » de ces 
ouvrages. On peut trouver des raisons d’ordre historique à l’absence de ces problèmes 
dans le corpus d’énoncés proposés à l’élève. A travers notre synthèse historique, nous 
avons pu constater que ce type de problèmes n’étaient pas au centre des préoccupations 
des premiers algébristes (ou les « préalgébristes ») qui résolvaient essentiellement des 
problèmes concrets à solution unique, d’origine arithmétique. On peut voir clairement 
cette influence historique dans la partie « exercices » du manuel de Bourlet : MC1 1903. 
On n’y relève aucun énoncé « impossible » (on sait qu’ils furent longtemps négligés 
pour des raisons que l’on peut supposer associés à leur caractère concret112). Les 
quelques problèmes indéterminés qui y apparaissent se ramènent à des équations à deux 
inconnues, tout comme les premiers problèmes indéterminés dits «  d’oiseaux113 » 
étudiés par les civilisations anciennes qui n’ont en fait qu’un nombre fini de solutions 
du fait que les valeurs solutions doivent être des entiers naturels ; par exemple :  

« 427. Comment peut on payer une somme de 87 francs en ne donnant que des pièces de 5 et de 2 
francs ? » (MC1 1903, p. 194). 

 

                                                
112 Un problème réel qui conduirait à aucune ou une infinité de solutions serait « mal posé ». 
113 Problèmes de type de celui des « volailles chinoises » cité auparavant dans la partie B.1, § 1 de 

notre travail. 
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Problèmes de géométrie 
 
Les énoncés de nature géométrique pratiquement absents au début du XXe (on en 
trouve aucun dans MC1) émergent au cœur de la période classique.  
On en dénombre 9 au total dans le cours et les exercices de MC2 1949. L’élève est 
censé cette fois-ci réinvestir ces connaissances géométriques sur les formules d’aires114, 
de surface ou encore le théorème de Thalès,115 pour mettre en équations ces énoncés. 
Pour donner un exemple du type de problème proposé, on peut citer l’extrait du cours, 
suivant : 

« 223. Problème V. On donne les trois côtés d’un triangle : a = 14m, b = 15m, c = 13m. Par un point 
pris sur a, mener des parallèles aux deux autres côtés, de manière que la somme de ces parallèles soit 
égale à la somme des deux segments laissés au-dessus d’elle par la parallèle à la base b. Calculer en 
parallèles. 
Soit CH = x : menons les parallèles z et y aux deux autres côtés. Le triangle CHI étant semblable au 
triangle CBA, on a  
CH
CB = 

HI
BA = 

IC
AC 

ou 
x
14 = 

y
13 = 

15 - z
15   (1) 

On a aussi d’après l’énoncé :  
y + z = 14 – x + 13 – y , 
ou 2y + z + x = 27 (2) 
Le système (1) et l’équation (2) forment un système de 3 équations à 3 inconnues. » 

Ces énoncés élargissent la portée des techniques de résolution algébrique au-delà des 
problèmes de type arithmétique. Soulignons qu’on en trouve un nombre non négligeable 
parmi les énoncés à données littérales que nous allons étudier dans le paragraphe qui 
suit.  
 

Problèmes à données littérales 
 

Les problèmes à données littérales occupent une place relativement importante 
dans le cours et les exercices des manuels de cette période classique. Ils sont en nombre 
particulièrement important dans MC2 1949 : on en compte au total 17 dans les 
catégories « Problèmes à données littérales » et « Problèmes de géométrie » (sur 65 exercices au 
total). 
Cette forte présence peut s'expliquer de la manière suivante : il s'agit de montrer à 
l'élève la force fondamentale de l'algèbre par rapport à l'arithmétique. Comme nous 
l’avons déjà évoqué dans le chapitre A.2 et à l’occasion de nos commentaires sur les 
travaux de Chevallard (1985, 1989) sur le passage de l’arithmétique à l’algèbre et dans 
notre étude historique en B.1, la supériorité de l'algèbre élémentaire par rapport à 
l'arithmétique tient essentiellement à l'utilisation de lettres pour désigner les données 
                                                

114  On retrouve des formules, cette fois-ci de type « géométrique ». La notion de formule semble 
donc être mise au centre de la « mise en équations » de problèmes. 

115 Théorème de Thalès qui constituait un enjeu d’enseignement très important jusqu'à la période 
de la Réforme des mathématiques modernes. On peut citer Matheron (1993) : « Ce qui frappe à la lecture 
du programme de 1964 est l’environnement riche dans lequel le Théorème de Thalès trouve sa place. (…) 
Il règne en maître, ce qui semble en soi légitime lorsqu’on porte le nom du fondateur de la géométrie en 
Occident, et nul ne songerait à renverser son trône. C’est pourtant l’entreprise à laquelle va s’attacher la 
réforme (ou plutôt la révolution !) qui s’annonce en montrant qu’en fait, le roi est nu ! » (Matheron 1993, 
p. 65). 
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d'un problème. L'utilisation de paramètres permet en effet de « généraliser 
l'arithmétique » et de passer de la résolution d'énoncés particuliers à la résolution d'un 
ensemble de problèmes ne différant que par la valeur numérique des données.  

Un type de tâches tout à fait spécifique apparaît dans 5 problèmes à données 
littérales, allant dans ce sens : les auteurs commencent par demander la résolution d'un 
énoncé à données numériques puis de généraliser avec des données littérales. On peut 
illustrer cela par les problèmes suivants : 

« 1445. Trois joueurs conviennent que le perdant doublera l'argent des deux autres ; ils jouent trois 
parties, en perdent chacun une, et se retirent avec 16f. Combien chaque joueur avait-il en se mettant au 
jeu ? Généraliser en remplaçant 16f par a. Le premier joueur perd la première partie et le deuxième la 
seconde. » (op. cité, p. 246). 
« 1446. Un bassin peut être rempli par les conduits A et B en 70 minutes ; par les conduits A et C en 84 
minutes, et par les conduits B et C en 140 minutes. Dans combien de temps le bassin peut-il être rempli 
par chacun des conduits coulant seul ?  
Généraliser en remplaçant respectivement 70, 84 et 140 par a, b et c. » (ibid., p. 249). 
« 1448. Un dirigeable va de A à B et revient en A. Le vent ayant soufflé de A vers B, on admet qu’à 
l’aller la vitesse du ballon s’est accrue de celle du vent et au retour elle est diminuée.  
1/ Évaluer la vitesse propre  du ballon et celle du vent sachant que AB = 50 km et que l’aller a demandé 1 
heure et le retour 2h 1/4. 
2/ Établir et discuter la formule générale qui donne la durée du trajet aller et retour en fonction du trajet 
AB = a km et des vitesses du ballon et du vent et démontrer que l’effet du vent est défavorable. » (ibid., p. 
246). 

Ces exercices semblent présents pour éclairer l'élève sur l'intérêt et le sens que peut 
avoir la mise en équations de problèmes à données littérales116 : il s'agit bien de montrer 
la puissance de l'algèbre comme « arithmétique généralisée ».  
Notons que dans tous les problèmes à données littérales, les grandeurs ainsi « supposées 
connues » sont explicitement désignées par des lettres. L'élève n'est pas confronté à des 
énoncés où il aurait à désigner des « données » et des inconnues. Par exemple :  

« 1442. On a du froment de deux qualités ; quand on mêle a mesures de la première avec b mesures de la 
seconde, la mesure du mélange vaut d francs et quand on mêle b mesures de la première avec a mesures 
de la seconde, la mesure vaut d' francs. Trouver le prix de chaque qualité de froment. »117 (ibid., p. 245) 
Ces problèmes « à discussion » sont nourris par le travail du calcul algébrique littéral, 
important dans le chapitre emblématique des systèmes d’équations. 
Sans rentrer dans le détail, notons que certains de ces problèmes, conduisent à des 
études de cas particuliers.  
Reprenons l'énoncé « 1442 » pour illustrer :  

La mise en équations de ce problème amène à écrire le système : 

 ax + by = d
 bx + ay = d'    

La résolution de ce système amène après des calculs « littéraux », à considérer les cas 
suivants : 

                                                
116 Le type de tâches ainsi représenté par ces énoncés semble être un enjeu essentiel à cette 

époque car une partie de ces exercices sont tirés de sujets du brevet élémentaire. 
117 On aurait pu avoir une autre version de ce problème sans désignation des données littérales. 

Pour illustrer : On a du froment de deux qualités. On connaît le prix d'un premier mélange constitué d'une 
première quantité donnée de la première qualité et d'une autre quantité donnée de la deuxième qualité, et 
le prix d'un deuxième mélange composé d'une même première quantité donnée de la deuxième qualité et 
d'une même deuxième quantité donnée de la première qualité. Comment trouver le prix de chaque 
froment ? 
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si a ≠ b, y = 
ad' - bd
a2- b2   et x =  

ad - bd'
a2- b2   

Si a = b, le système devient 

 ax + ay = d
 ax + ay = d'  , d'où : 

- Si d = d' le problème est indéterminé, ce qui paraît « naturel » en revenant au problème 
posé : cela signifie que l'on fait deux fois le même mélange. 
- Si d ≠ d', le problème est impossible. Cela semble également évident si on revient au 
problème de départ : le même mélange en même quantité, aurait deux prix différents ! 
- Le cas a = - b n'est pas à considérer car a et b sont des quantités de froment et donc 
implicitement toutes deux positives. 
Ces problèmes restent finalement assez peu nombreux : on en compte 5 au total ; ils ne 
représentent pas la majorité des problèmes « à données littérales ». Néanmoins 
l'intermédiaire de ces énoncés, « l'indétermination » ou « l'impossibilité de problèmes » 
absentes du corpus « numérique » apparaît bien ici.  
Il s’agit pour reprendre les termes de Gascon (1995) parfois explicitement d’étudier des 
« conditions de possibilité » des problèmes posés. 
On peut étudier le problème de Géométrie « 1455 », pour illustrer : 

« 1455. Dans un rectangle le périmètre est égal à 132 mètres. Si l’on augmentait la longueur de 24m et la 
largeur de 15m, sa surface augmenterait de 1620 m2.  
1/ Calculer ces deux dimensions. 
2/ En supposant que le périmètre égale 2a et les autres conditions restent les mêmes, calculer l’expression 
des deux côtés du rectangle. 
3/ Quelle est la plus petite et la plus grande valeur qu’il faut donner à a pour le problème soit possible ? » 
(ibid., p. 246). 

La deuxième question conduit à écrire le système d’équations :  



 2x + 2y = 2a
 (x + 24) (y + 15) = xy + 1620 

où x désigne la longueur et y la largeur du rectangle. 
Après avoir développé ou factorisé et simplifié, on se ramène au suivant : 



 x + y = a
24y + 15x = 1260 

En substituant y = a – x dans la deuxième équation, on trouve : 
24 (a – x) + 15x = 1260 
Soit -9x = -24a + 1260 

Soit x = 
-1260 + 24a

9  = 
8a
3  - 140 

d’où y = a - 
8a
3  + 140 = 

-5a
3  + 140 

Pour que le problème soit possible, il faut que x et y aient des valeurs positives : 

- Pour que x > 0, il faut que 
8a
3  - 140 > 0  

D’où a > 
105
2  

- Pour que y > 0 :  

il faut que 
-5a
3  + 140 > 0  

D’où a < 84. 
Le problème n’est possible que si 52,5 < a < 84. 
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Pour conclure : on constate que les champs de problèmes à mettre en équations 

(se ramenant à un système d’équations) jouent un rôle essentiel dans « l’opposition-
filiation » entre arithmétique et algèbre élémentaires enseignées pendant la période 
classique : 
- A travers la reprise du corpus d’énoncés concrets du premier degré à données 
numériques, de type arithmétique, l’outil algébrique système d’équations est présenté 
comme concurrent des techniques arithmétiques de résolution de problèmes. La mise en 
équations de ces énoncés demande parfois un réinvestissement implicite des 
connaissances liées aux notions de grandeurs et de formules, acquises par l’élève au 
sein de l’arithmétique élémentaire enseignée : unités de mesure et conversions, formules 
de titre d’alliage, de vitesse, d’escompte et d’intérêt… 
- Les quelques problèmes dits de type géométrique montrent le champ de problèmes à 
résoudre par l’algèbre comme un peu plus large que les énoncés résolus par 
l’arithmétique. 
- Mais surtout la présence d’énoncés à données littérales montre une véritable volonté 
de montrer en quoi l’algèbre « généralise » l’arithmétique. Certains problèmes prêtant à 
discussion permettent même de rendre compte de la force fondamentale de l’outil 
algébrique système d’équations pour étudier des conditions de possibilité et la structure 
mathématique « sous-jacente » aux problèmes de type arithmétique ou géométrique. 

II. La période de Transition (1958/1971) 

II.1 L’enseignement des systèmes d’équations au sein d’une algèbre 
élémentaire « numérique » 

Déflation du calcul algébrique élémentaire 

A travers la réforme de 1958, s’amorce un bouleversement de l’enseignement 
secondaire annonciateur de la réforme des mathématiques modernes. L’organisation de 
l’étude traditionnelle des mathématiques commence à être remise en question. Parmi les 
critiques faites à l’enseignement classique de l’algèbre élémentaire : l’importance du 
travail des techniques de calcul algébrique et littéral ne semble plus cohérente avec la 
nouvelle volonté de placer l’élève au centre de l’activité d’enseignement.118 

Ainsi que le souligne fort bien Chevallard (1985, p. 63), les directives de 1958 et 
les manuels de Troisième associés que nous avons étudiés atténuent l’importance 
accordée au calcul algébrique pendant la période classique :  

« Ce sont les parties « algébriques » de l’algèbre – calcul et équations algébriques – qui pâtissent de 
la modernisation. Le calcul algébrique, à l’origine simple préliminaire à l’étude des équations était en 
fait devenu proliférant (…), étouffant progressivement les autres parties du corpus enseigné. Il était sain 
                                                

118 A la fin des années 40 – début des années 50, on voit apparaître une volonté nouvelle de placer 
l’élève au centre de l’activité d’enseignement. L’organisation de classes « pilotes » associées à une 
« pédagogie active » dans quelques établissements dès 1945 semble ainsi représenter officiellement la 
poursuite de ce nouvel objectif. Ces nouvelles idées sur l’organisation de l’étude induisent l’apparition de 
nouveaux enjeux associés à la mise en place de « travaux pratiques » dans la classe de mathématiques 
Troisième dans les directives officielles de 1958 : « À chacun des chapitres d’arithmétique, d’algèbre, de 
géométrie peuvent manifestement être rattachés à titre d’introduction comme à titre d’application des 
« Travaux pratiques » dont beaucoup sont suggérés par le libellé même du programme » (Extraits des 
instructions générales de 1958, MT2, p. V) 



105 
qu’on tente d’en limiter le développement, et la tendance antérieure à la réforme proprement dite 
allait en effet dans ce sens : les manuels avaient commencé le travail déflationniste. » 
(Chevallard 1985, p. 63). 

 
Discours d’ordre technologique visant l’introduction officielle du système 

d’équations comme objet d’algèbre élémentaire 

Nous avons étudié deux manuels de cette période que nous appellerons : de 
transition. Dans les deux, les systèmes d’équations sont introduits à la suite de 
l’équation à deux inconnues. 
- Dans l’ouvrage MT1 1960, le discours d’ordre technologique visant à introduire cet 
objet du savoir enseigné dans le cours n’a pas été sensiblement modifié : comme dans 
les ouvrages de la période classique, les auteurs commencent par constater à l’aide d’un 
exemple qu’une équation à deux inconnues admet une infinité de solutions et présente le 
système de deux équations à deux inconnues comme admettant généralement une 
solution unique :  

« 110 Équation à deux inconnues – Considérons l’équation du premier degré à deux inconnues 
3x + 2y = 5. Elle admet pour solutions x = -1, y = +2. 
            x = +1, y = 1/2 

        x = + 3, y = -1, etc… 
Une équation à plusieurs inconnues admet en général, une infinité de solutions. (…) 
111. Système de deux équations à deux inconnues. – Considérons les deux équations du premier degré 
(ou linéaires) à deux inconnues : 


 3x + 4y = 5
2x - 5y = -12 

Leur association forme un système de deux équations à deux inconnues. Résoudre ce système, c’est 
trouver les solutions communes aux deux équations. (…) Un système de deux équations du premier 
degré à deux inconnues admet en général une solution unique. » (MT1 1960, pp. 76-77). 
 
- Par contre, on, constate un changement conséquent dans le manuel MT2 1960. À la 
suite d’une étude plus conséquente de l’objet équation à deux inconnues (à travers 6 
pages de cours et quelques exercices d’applications), on relève des « travaux pratiques 
d’initiation » destinés à placer l’élève au centre d’une étude algébrique des solutions 
communes à deux équations du premier degré à deux inconnues : 

« Travaux pratiques d'initiation  
1. Vous savez que l'équation 3x - 2y = 5 (1) a une infinité de solutions. 
Il en est de même de l'équation : 6x - 4y = 10 (2). 
Pensez vous que toute solution de (1) soit aussi solution de (2) ? Pourquoi ? 
2. On écrit l'équation 3x - 2y = 4 (3). Une solution de (1) est elle solution de (3) ? Pourquoi ? 
Dans l'équation (1), on suppose x = 1. Calculer y. Remplacer x et y par les nombres trouvés dans 
l'équation 7x + 11y = -4 (4). 
3. Dans (1), on suppose maintenant x = -1. Calculer y. Remplacer x et y par les nombres trouvés dans 
l'équation (4). Que constate-t-on ? » (op. cité, p. 249). 

Soulignons que les trois cas d'ensembles de solutions communes à deux équations du 
premier degré à deux inconnues (et donc des systèmes correspondants) sont évoqués : 
L'équation choisie pour exemple a une infinité de solutions communes avec (2), aucune 
solution commune avec (3), une unique solution commune avec (4). 
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Le système d’équations est présenté comme un objet d’algèbre élémentaire en réponse à 
la question : «  Existe-t-il une (ou des) solution(s) commune(s) à deux équations du 
premier degré à deux inconnues ? ». Le problème de l’existence d’une ou plusieurs 
solutions est ainsi mis en avant à travers la définition du type de tâches « résoudre un 
système d’équations » : 

« Résoudre un système un système de deux équations à deux inconnues, c’est :  
1° Chercher si ce système admet des solutions. 
2° Calculer toutes ces solutions » (MT2 1960, p. 250). 

 
Type de tâches résolution algébrique 

A la suite de cette introduction officielle de l’objet système d’équations dans le cadre de 
« travaux pratiques » ou au sein du cours, est introduit le type de tâches : résolution 
algébrique qui reste essentiel dans le savoir enseigné associé aux systèmes pendant cette 
période de transition. 
 
Présentation des deux techniques « substitution » et « élimination » (ou 
« réduction ») dans la partie « cours » - Propos spécifiques d’un contrôle logique 
dans la résolution algébrique. 
 

Dans la partie « cours » de MT2 1960 et MT1 1960, comme pendant la période 
classique, les deux principales techniques de résolution algébrique : « par substitution » 
et par « addition » ou « combinaison » sont présentées à partir d’exemples de systèmes 
de deux équations à deux inconnues puis clairement identifiées et algorithmisées pour le 
type de tâches associé à la résolution de ce type de systèmes sous forme de « règles ». 
- Néanmoins elles ne sont plus présentées qu’à partir d’exemples de systèmes de deux 
équations à deux inconnues à solution unique à coefficients numériques. Les 
exemples de résolution algébrique de systèmes d’équations à coefficients littéraux ont 
disparu. Par exemple dans MT2 1960 : 

- la « méthode par substitution » est présentée sur les exemples ci-dessous  
(dans l’ordre où ils apparaissent) : 



 2x + 3y = 7
3x + 5y = 10   



 5x - 3y
9x + 5y = 95   



 2x - 5 = 0
3x + 4y = 15,5   

- la « méthode par combinaison » est présentée sur les exemples ci-dessous : 



 3x - 7y = 27
2x + 5y = -11   



4x - 9y = 17
3x + 5y = 48   



5x + 12y = -1
13x - 2y = 14   



15x + 6y = -1,5
45x + 16y = -5   

- Le type d’algorithmes associés aux deux méthodes « par substitution » et « par 
combinaison » ou « par addition » pour la résolution de systèmes de deux équations à 
deux inconnues est identique à ceux des manuels de la période classique. Notons 
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néanmoins que dans aucun des deux manuels, il n’est étendu aux systèmes d’ordre 
supérieur à deux. 
 
- On relève le même type de discours d’ordre technologique spécifique du contrôle 
« logique » associé à la résolution algébrique des systèmes de deux équations à deux 
inconnues, similaire pour les deux méthodes « par substitution » et « par addition » ou 
« combinaison », dans les deux manuels étudiés :  
La question de l’unicité et de l’existence d’une solution des systèmes résolus par les 
deux techniques « par substitution » et « par élimination » est clairement posée et 
justifiée sur des exemples particuliers de systèmes à coefficients numériques par 
condition nécessaire puis suffisante : l’application des techniques sur ces systèmes 
donne dans un premier temps des conditions nécessaires sur une éventuelle solution 
unique puis « réciproquement », on remplace dans un deuxième temps la valeur des 
deux inconnues trouvées dans les équations de départ : comme les valeurs trouvées sont 
effectivement solutions, la technique employée est « justifiée ». Les auteurs de manuels 
de cette période accordent ainsi une grande importance à la sous-tâche de vérification 
qui prouve l’existence des solutions calculées (le cas général n’étant pas réellement 
« prouvé »). On cite l’extrait suivant de MT2 1960 à titre d’exemple : 

« Résolution par la méthode de substitution  

soit le système  
 2x + 3y = 7   (3)
 3x + 5y = 10   (4)    

Cherchons s'il existe des valeurs des inconnues x et y qui vérifient à la fois les équations (3) et (4). 
1. Faisons l'hypothèse que ce système admet au moins une solution : x = x0 et y = y0 

Nous aurons alors les égalités numériques  

 x0 - y0 = 2   (5)
 2x0 + 3y0 = -1   (6)    

De l'égalité (5), on déduit :  
2x0 = 7 - 3y0 

ou encore y0 =  
7 - 3y0

2  

Ecrivons que x0 mis sous cette forme satisfait à l'égalité (6), nous obtenons l'égalité : 

3 
7 - 3y0

2   + 5y0  = 10 

ou en multipliant les deux membres par 2 : 3 (7 - 3y0) + 10y0  = 20 
et en effectuant les calculs indiqués : 21 - 9y0 + 10y0  = 20  
d'où : y0 = -1. 

L'égalité (7) donne alors : x0 =  
7 + 3

2   ou : x0 = 5. 

2. Les nombres x = 5 et y = -1 sont ils solutions du système ?  
Il suffit de vérifier. La valeur numérique du polynôme 2x + 3y est alors 2 × 5 + 3(-1) = 7. Celle du 
polynôme 3x + 5y est alors 3 × 5 + 5(-1) = 10. 
Ainsi, nous avons établi que :  
1. Si le système a des solutions, celle-ci ne peut être que x = 5 et y = -1. 
2. Effectivement ces nombres sont solutions. 
Nous en concluons que le système admet la seule solution formée par le couple x = 5 ; y = -1. » (Maillard 
1960, p. 251). 

Néanmoins, le raisonnement tenu pour ce premier exemple de résolution par 
substitution (et également pour le premier exemple de résolution par combinaison) 
disparaît par la suite : le contrôle logique associés aux techniques par « substitution » et 
« combinaison » est implicitement prouvé à l'élève en extension. La sous-tâche de 
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vérification subsiste mais n'est qu'évoquée dans tous les autres exemples de façon 
systématique : 

« En pratique, on ne recommence pas le raisonnement fait dans la démonstration et on se dispense d'écrire 
x0 et y0. On conserve les lettres x et y . » (ibid., p. 252). 
« La vérification est facile » (ibid., p. 255)  
« La vérification est immédiate » (ibid., p. 256). 
 
Ceci reste donc apparemment dans le topos du professeur sans passer dans celui de 
l’élève qui vraisemblablement n’y verra qu’un geste attendu en fin de résolution. 
 
Travail des techniques algébriques substitution et addition ou combinaison119 
 

Le changement essentiel qui apparaît immédiatement au moins dans les deux 
ouvrages étudiés de la période de transition est la disparition complète du calcul 
algébrique littéral. Premières victimes de la déflation du calcul algébrique annoncée, les 
systèmes à coefficients littéraux sont tout aussi absents du cours que de la partie 
exercices. 
 

Subsiste cependant un important travail sur le calcul algébrique numérique 
et des techniques « par substitution » et « par combinaison » ou « élimination » 
appliquées aux systèmes numériques de deux équations à deux inconnues, voire de 
trois équations à trois inconnues dans MT1 1960 (ceux-ci étant complètement absents 
du manuel MT2 1960). 
 

Pour illustrer étudions de plus près la partie « exercices » associée au chapitre 
des « systèmes d’équations » de l’ouvrage MT2 1960 ; celle-ci contient 50 applications 
et 60 énoncés en rapport avec les systèmes d’équations120 au total. 
Commençons par considérer les énoncés où il s'agit seulement d'employer les 
techniques de substitution et de combinaison sur des systèmes simples de formes 
« types ». Ils ont au nombre de 27 applications et 41 exercices.  
- Il y a une première série d'applications où la méthode à employer est spécifiée 
(« Résoudre par la méthode de substitution les systèmes suivants », « résoudre par la méthode de 
combinaison les systèmes suivants ») : ces énoncés sont au nombre de 6 pour la 
« substitution » et 9 pour la « combinaison ». Dans un premier temps du travail de la 
technique, l'élève n'a donc pas de choix à faire entre les deux techniques. Néanmoins, 
dans les 12 applications qui suivent et les 41 exercices et problèmes, cette responsabilité 
lui incombe. 
- On trouve ensuite un deuxième ensemble d'applications et d'exercices « faciles » où il 
s'agit de résoudre des systèmes d'ordre 2 à coefficients entiers ou fractionnaires (en 
choisissant la méthode) sans calculs intermédiaires. 

                                                
119 Soulignons le changement de nom de la technique par élimination ou réduction de la période 

classique devenue technique par addition ou combinaison pendant la période de transition. On peut y voir 
un glissement de problématique. Avant 1958, ce qui importe, c’est le résultat ou l’objectif de l’opération 
algébrique : on cherche à réduire c’est-à-dire à se ramener à une équation à une inconnue. A partir de 
1958, c’est l’opération algébrique d’addition ou de combinaison qui permet d’y aboutir qui est mise en 
avant. Prémices de la notion de combinaison linéaire au centre de l’algèbre « moderne » ? 

120  On note également l’apparition de 6 applications et 2 exercices « faciles » (avec une *) 
réservés à l’objet équation à deux inconnues. 
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- Notons l'importance des systèmes avec des équations de formes plus complexes qui 
apparaissent et où l'élève a à mettre en œuvre des techniques de calcul algébrique 
élémentaire (parfois explicitées comme dans les énoncés de 721 à 731 : « Résoudre les 
systèmes suivants après avoir réduit les termes semblables dans chaque équation ») avant d'appliquer 
la méthode de combinaison ou de « substitution : on compte au total 27 énoncés ; ce 
sont les plus nombreux. L'élève a souvent à accomplir la sous-tâche : mettre le système 
sous forme canonique d’ailleurs évoquée dans le cours :  

« Nous étudierons ce problème [de la résolution d'un système de deux équations à deux inconnues] 
uniquement sur des exemples. Au préalable, nous mettrons les équations à résoudre sous la forme 
indiquée dans le système I. Cela est toujours possible, en utilisant les propriétés démontrées : réduction, 
transposition de termes, suppression des dénominateurs. 

Exemple : soit le système 

  

x - 1
3  -  3 

y + 2
4  =  

x
6 -  

y
2 + 5

x2 + 2y2 + 3xy + 3(x - 2) = (x + y) (x + 2y) + 4y - 1
  

la première équation s'écrit en multipliant les deux membres par 12 : 
4 (x - 1) - 9 (y + 2) + 12 = 2x - 6y + 60. 
En effectuant les calculs indiqués et après transformations, on obtient : 2x - 3y = 70. 
La deuxième équation s'écrit en développant les calculs :  
x2 + 2y2 + 3xy + 3x - 6 = x2 + xy + 2xy + 2y2 + 4y - 1 
ou, après transformations : 3x - 5y = 5. 

Il revient donc à résoudre le système :  
2x - 3y = 70

 3x - 4y = 5  . » (ibid., p. 250). 

Cette sous-tâche à accomplir engendre parfois des calculs algébriques assez complexes 
(réduire au même dénominateur contenant des expressions en x ou y, développer, 
factoriser...). Pour illustrer, on peut citer les énoncés suivants apparaissant dans la 
catégorie d’énoncés « difficiles » :  

« Résoudre les systèmes suivants :  

743 

  

x - 2
y - 3 - 

x - 3
y - 2 = 

4
(y - 3) (y - 2)

(x - 2)2 - (x - 3) 2 = (y + 1) 2 - (y - 1) 2
  

744 
 (x - 1)(y +2) - (x + 1) (y - 3) = 4
 (x + 3) (y + 1) - (x - 3) (y - 5) = 18   » (ibid., p. 270). 

- La majorité des systèmes d’équations linéaires à résoudre admettent une solution 
unique (on dénombre 57 sur 68 systèmes à résoudre, de ce type). Néanmoins 
apparaissent sans indication spécifique dans la consigne des exercices concernés : 5 
systèmes impossibles, 4 systèmes indéterminés. Ce type de systèmes reste minoritaire. 
Mais présentés dans le cours, ils sont ici tout de même représentés et leur résolution est 
entièrement à la charge de l’élève dans ces exercices. Notons par contre que dans MT1 
1960, on ne relève aucun système indéterminé ou impossible, ni dans le cours, ni à 
travers les exercices. 
- On dénombre également un nombre important d’énoncés où il s'agit de mettre en 
œuvre des calculs particuliers : changement d'inconnues, propriétés des rapports, etc. 
présentées à la fin du cours dans un paragraphe intitulé « Calculs particuliers »… A 
travers ces exercices sont mis en avant des systèmes numériques de deux équations à 
deux inconnues qui ne sont pas forcément linéaires. Par exemple, le type de tâches 
« poser des inconnues auxiliaires » est fortement représenté : 5 applications et 11 
exercices. Cela semble donc un enjeu important.121 Cette technique particulière pour 
                                                

121 Cela élargit le type de tâches résolution algébrique de système d'ordre 2 à des systèmes non 
linéaires. 
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ramener un système éventuellement non linéaire à une forme canonique de système (à 
résoudre ensuite par la technique de substitution ou de combinaison) est toujours 
indiquée dans la consigne : 

« Résoudre les systèmes suivants en choisissant des inconnues auxiliaires » 
Par contre, ces inconnues auxiliaires « à poser » ne sont jamais indiquées, bien qu’elles 
puissent être de natures assez diverses, notamment dans les 5 énoncés de 751 à 755 : 

« Résoudre les systèmes suivants en choisissant des inconnues auxiliaires : (...) 

753 
 4x2 - 3y2 = 52
7x2 + 5y2 = 255   et 

 x2 + 5y2 = 1
2x2 + 11y2 =3   

754 


4 x- 2 y = 14
6 x - 5 y = 15

  et 


5 x + 7 x = 6
3 x - 2 y = 16

  

755 
4 |x| - 2 |y| = 8
6 |x| - 5 |y| = 5  et 

5 |x| + 3 |y| = 2
3 |x| - 2 |y| = 24   (ibid., p. 270).  

 
On constate ainsi un travail important des techniques par substitution et combinaison ou 
addition dans les deux manuels de la période de transition, étudiés. Cependant comme 
nous l’avons souligné à plusieurs reprises, ce travail algébrique reste dans le cadre 
numérique à partir de la réforme de 1958 et la résolution algébrique de systèmes à 
coefficients littéraux ou dépendants de paramètres a disparu. 
 

Type de tâches résolution graphique  

Dans MT1 1960, on ne constate pas de changement important par rapport à la 
période classique en ce qui concerne l’étude du type de tâches résolution  graphique 
d’un système de deux équations linéaires à deux inconnues : toujours isolés dans 
l’habitat emblématique des fonctions affines, l’exploration de ce type de tâches et le 
travail de la technique associée restent très pauvres.  
A l’opposé, des modifications importantes à ce sujet apparaissent dans MT2 1960 :  
- Pour la première fois, l’étude de ce type de tâches apparaît dans le chapitre 
emblématique des systèmes d’équations.  
La technique de résolution graphique décrite dans le cours pour résoudre des systèmes 
de deux équations à deux inconnues est identique à celle des ouvrages de la période 
classique : les équations de droite étant identifiées comme celles de courbes de 
fonctions affines, il s’agit de passer par des « équations-fonctions affines » de forme 
canonique : y = ax + b, avant de tracer les droites dont l’intersection représente le 
couple solution du système initial. Cette technique est présentée à partir de deux 
exemples de systèmes linéaires d’ordre 2 qui admettent une solution unique :  

«  Interprétation géométrique  
Soit le système I :  


x + 3y = 11   (1)

 2x - y = 8   (2)    

Nous savons que nous ne modifions pas les solutions de chaque équation ni par conséquent les solutions 
du système, si elles existent, en écrivant celui-ci sous la forme :  



y = 

11 - x 
3    (3)

y = 2x - 8   (4)
   

Traçons alors deux axes de coordonnées rectangulaires sur lesquels nous choisissons des unités de 
longueur (fig. 98).  
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Le graphique de la fonction y =  

11 - x 
3   est une droite (D) que nous construisons à l'aide des points : A (x 

= 11 ; y = 0) ; B (x = 2 ; y = 3). 
Le graphique de la fonction y = 2x - 8 est une droite (D') que nous construisons à l'aide des points : 
C(x = 4 ; y = 0) ; E (x = 0 ; y = -8). 
Le dessin montre que les droites (D) et (D') se coupent en un point M0. Les coordonnées x0 et y0 de M0, 
donc aussi à (1) et (2) ; ces coordonnées satisfont donc à la fois (3) et (4), donc aussi (1) et (2) ; ces 
coordonnées constituent donc une solution du système. [...] » (MT2 1960, pp. 259 - 260). 

Les résolutions graphiques d’un système à coefficients numériques, indéterminé 
et impossible sont également présentées par ostension (un exemple pour chaque type de 
systèmes) au sein d’un paragraphe intitulé Cas particuliers. L'auteur conclut d'ailleurs le 
paragraphe par un résumé indiquant les trois cas possibles de positions relatives de deux 
droites et de solutions possibles d'un système : 

« Résumé 
     SYSTEME      GRAPHIQUES 

Une solution : x = x0, y = y0 Droites sécantes en M0 (x0 ; y0) 
Impossible Droites parallèles 
Indéterminé Droites confondues 

(ibid., p. 262). 

 
Notons également qu’au sein de la partie « cours » :  

- la fiabilité de cette technique de résolution graphique est explicitement remise en 
question pour certains systèmes. L'auteur souligne en effet le manque de précision de 
cette méthode qui donne des valeurs approchées du couple solution et donne un 
exemple :  

« REMARQUE : On obtiendra des valeurs approchées d'autant meilleures que le graphique aura été fait 
avec plus de soin. Mais il ne faut pas attendre de cette méthode une précision extrême. 
Exemple : 

Soit le système III 
5x - 3y = 7
7x + 2y = 5    

Les droites AB et CE se coupent en un point dont les coordonnées sont voisines de x0 = 0,9 et y0 = -0,8 
En fait on constatera que la solution du système est x = 29/31 et y = -24/31. » (ibid., pp. 260-261). 

- une association possible entre les types de tâches résolution algébrique et résolution 
graphique est évoquée, ce qui fait ressurgir une fonction « d’interprétation 
géométrique » comme moyen de contrôler les calculs algébriques ; celle-ci permettrait 
notamment le contrôle de l’existence et de l’unicité ou non de solutions : 

« La méthode graphique ne donne donc qu'un résultat approximatif. Elle est cependant utile pour 
contrôler le calcul et vérifier que les conclusions de ce calcul sont vraisemblables. » (ibid., p. 261). 

 
Néanmoins malgré l’étude importante du type de tâches résolution graphique 

suggérée à travers le cours (identifiable au topos de l’enseignant), le travail de cette 
technique par l’élève, au sein d’exercices, reste « pauvre » : on relève uniquement 9 
applications relevant de ce type de tâches (dont la consigne est : « Résoudre graphiquement 
les systèmes suivants et vérifier par le calcul les résultats obtenus » (ibid., p. 263)). Presque tous les 
systèmes à coefficients numériques qui y sont représentés admettent une solution 
unique, entière, que le graphique permet de déterminer précisément. Il y a un système 
indéterminé et un système impossible : ils restent minoritaires mais sont représentés. 
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Le type de tâches dominant en lien avec les systèmes d’équations, étudié à travers le 
cours et les exercices des deux ouvrages de cette période de transition, reste donc la 
résolution algébrique de systèmes à coefficients numériques. Même si l’étude de la 
résolution graphique prend de l’importance à travers la partie « cours » d’un manuel 
comme le MT2 1960 , les tâches associées attribuées à l’élève restent peu nombreuses. 
 

II.2 Champs de problèmes au sein de l’organisation classique du savoir 
enseigné en phase de déchéance 

Déchéance des problèmes concrets  

Assez tôt (dès les années 1920), des critiques se font entendre vis-à-vis de la place 
accordée aux problèmes concrets de type arithmétique dans l’enseignement secondaire 
des mathématiques. L'extrait suivant d'un texte intitulé « Les problèmes résolus par la 
méthode naïve »122 de J. Gal et A. Marijon l'illustre : 

« Problèmes sur les marchands de vin, sur les murs à peindre, sur les jardins à clôturer, sur les bénéfices, 
problèmes sur les robinets... qui de nous n'a pas pesté contre ce groupement formel des questions de 
calcul selon la nature des nombres à utiliser ? Du côté des maîtres s'élèvent des protestations à peu près 
unanimes, auxquelles s'associent celles des bons élèves dès qu'ils ont un peu réfléchi : « il n'y a qu'une 
méthode pour commencer un problème. Il faut comprendre les faits, les traduire par une équation ou par 
un dessin. Après quoi, trois cas seulement se présentent dans l'enseignement élémentaire, même poussé 
jusqu'au programme des écoles supérieures, selon qu'on obtient une équation du premier degré, ou un 
graphique rectiligne, un système de deux équations du premier degré, ou graphiquement deux droites, ou 
une équation du deuxième degré (...). Dès lors, les catégories de problèmes, nombreuses et diverses ne 
correspondent à aucune classification de bon sens, mathématiquement parlant. » Tel est le langage de la 
raison. Et pourtant on a vu des aspirants et des aspirantes à l'École Normale apprendre par cœur les 
solutions de 210 problèmes types (le fait est rigoureusement vrai, et le nombre 210 réellement exact). 
Certains manuels encouragent et répandent de tels errements. Ce sont des catalogues de problèmes qu'ils 
mettent à la mode. Leur succès qui va croissant, qui étonne, qui scandalise, persiste et va même croissant, 
et contribue à fausser le recrutement de nos écoles en faisant une épreuve de mémoire de ce qui devrait 
être une épreuve de jugement. » (Gal et Marijon, 1929). 

A travers ces propos, c’est l’influence des catégories de problèmes concrets de 
l’arithmétique traditionnelle enseignée dans l’enseignement de l’algèbre qui est remise 
en question. 

Mais comme l'évoque Chevallard, cette dénonciation mit du temps à être 
entendue. Il date l'effacement des problèmes concrets dans le savoir enseigné, au 
moment des années soixante :  

« Leur perte définitive de crédibilité peut être datée des années soixante, période pendant laquelle se 
prépare la réforme des mathématiques modernes. »  
« La tradition aidant, les problèmes concrets tels que les proposait l'enseignement scientifique élémentaire 
étaient devenus peu à peu des objets de connaissance dont l'intérêt n'était plus que « culturel » (et non 
scientifique à proprement parler), que l'on devait enseigner et apprendre parce qu'une longue tradition 
longtemps inébranlée l'exigeait. » (Chevallard 1989, p. 156) 

 

                                                
122 Extrait cité par Chevallard (1989) dans Arithmétique, Algèbre, Modélisation - Etapes d'une 

recherche. 
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Effritement progressif de l’articulation traditionnelle entre algèbre et 

arithmétique élémentaires enseignées 

On s’attend donc à voir des traces de cette première déchéance des problèmes 
« concrets » dans la réforme de 1958. Mais l’organisation jusqu’ici traditionnelle du 
savoir enseigné, peut-elle rester inchangée à la suite d’un rétrécissement annoncé des 
champs de problèmes concrets ?  

Le projet d’introduction classique à l’algèbre « contre » l’arithmétique semble 
subsister. Dans le programme de Cinquième de 1957, on lit encore au sein de la partie 
« Arithmétique » :  

« L’étude des diverses questions concernant les nombres entiers et les nombres fractionnaires a donné 
lieu, bien entendu à une introduction progressive de l’emploi des lettres (arithmétique littérale). Il est 
recommandé, à la fin de cette étude, de faire le bilan des résultats essentiels ainsi acquis, de les énoncer 
avec précision, et de les résumer en quelques formules, accompagnées d’une légende rappelant la 
signification des lettres qui y figurent. 
III. Application 
Résolution de problèmes concrets, dont les données sont numériques, et dont l’inconnue est représentée 
par une lettre. » (op. cité, p. 1) 

On peut citer un extrait du manuel : Arithmétique et Géométrie, classe de 5ème des 
Lycées et Collèges d’Enseignement général de Lebossé et Hémery, ed. Fernand-Nathan 
1958  pour illustrer :  

« RESOLUTION LITTERALE DES PROBLEMES 
133. Principe de la méthode. – La résolution d’un problème d’arithmétique est très souvent facilitée 
lorsqu’on représente par des lettres les nombres inconnus intervenant dans ce problème. » (op. cité, p. 
149). 

Mais à l’étude des directives officielles de 1958 concernant la classe de Troisième, 
on constate une séparation nette entre algèbre et arithmétique enseignées. Les parties 
conjointes à l’algèbre et à l’arithmétique relevées dans les directives officielles de 1945 
ont disparu. L’articulation arithmétique - algèbre semble s’être relâchée dans le savoir 
enseigné à ce niveau.  
 

Quelques précisions sur l’arithmétique « numérique » enseignée pendant 
la période de transition. 

Mais plus encore, on constate de nombreux changements au sein même de 
l’arithmétique enseignée à partir du début des années 1960. 

L’accent y est nettement moins mis sur la résolution de problèmes concrets du 
premier degré. L’arithmétique enseignée devient plus numérique, centrée sur l’étude des 
opérations arithmétiques : somme, différence, division, etc. que concrète. Ainsi il est à 
noter que la plupart des formules pratiques et notions de grandeur ou de mesure 
traditionnellement enseignées au sein de ce domaine de savoir ont disparu :  
- Les formules de « titre » et « d’alliage ». 
- les formules « d’intérêt double », « d’escompte »… 
- Les unités de mesure et les conversions associées.   
Les critiques évoquées ci-dessus qui se sont élevées contre les problèmes « concrets » 
ont effectivement touché l’enseignement de l’arithmétique élémentaire : à titre 
d’exemple, les problèmes de partages en parties inégales ou d’intérêts simples, ne 
faisant appel qu’à des connaissances « naturalisées » et non aux « formules 
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arithmétiques » de la période classique, subsistent. Mais la place qui leur est accordée 
est diminuée : ces énoncés-types ont disparu de toute partie de cours. Seuls restent 
quelques problèmes associés aux différents chapitres : « somme », « différence », 
« rapports »…  

Mais soulignons qu’avec la disparition partielle ou totale de ces champs 
d’énoncés concrets au sein de l’arithmétique enseignée, ce sont également la majorité 
des problèmes qui ne permettaient pas d’aller sans détour du connu vers l’inconnu, qui 
disparaissent. Ainsi les techniques de résolution arithmétique comme les méthodes « par 
substitution arithmétique » pour résoudre les problèmes de partages, ou « de fausse 
supposition » disparaissent-elles également… 
L’arithmétique élémentaire est ainsi réduite à l’étude de calculs numériques.  
 

Disparition des traces d’une articulation entre arithmétique et algèbre 
élémentaires enseignées dans les discours tenus sur la mise en équations  

On relève des indices du relâchement de l’articulation entre algèbre et arithmétique 
numérique, suggéré par l’étude des programmes de 1958 au sein même des discours 
tenus sur la mise en équations par les auteurs de manuels de cette période de transition. 
- En effet dans MT1 1960, le discours practico-technique associé à la mise en équations 
de l’énoncé (suite au choix des inconnues) est le suivant :  

« 2. La mise en équation. Elle consiste à traduire l’énoncé par une ou plusieurs égalités entre les données 
et les inconnues.(…) » (op. cité, p. 90). 

On n’y voit plus trace de la technique donnée par les auteurs de la période classique qui 
mettait en avant une articulation entre démarche arithmétique et démarche algébrique de 
résolution de problèmes. 
- Dans MT2 1960, les indications associées à l’étape de mise en équations la font encore 
apparaître :  

« 2. Mise en équations. Il s’agit alors de traduire les indications de l’énoncé en utilisant l’inconnue 
choisie et les nombres connus. On effectue pour cela, les opérations indiquées par l'énoncé, à savoir celles 
que l'on ferait si l'on voulait vérifier une solution trouvée » (ibid., p. 273). 

On retrouve la technique donnée par Bourlet dans MT1 1903 et les auteurs du manuel 
MT2 1949. Elle apparaît néanmoins moins clairement dans ces quelques lignes que ce 
que nous avons pu observer dans les périodes précédentes : la mise en équations est 
avant tout, mise en avant comme une traduction de l’énoncé. 
 

Champs de problèmes à mettre en équations 

Par rapport aux manuels de la période classique auparavant, le nombre même de 
problèmes à mettre en équations à travers le cours et les exercices de MT2 1960 et MT1 
1960 est très sensiblement inférieur. Néanmoins leur présence reste significative. Dans 
le corpus d’exercices de MT2 1960 que nous allons étudier à titre d’exemple, on 
compte 16 exercices et applications correspondant à autant de problèmes du premier 
degré « à mettre en équations ». 

 
Déchéance des problèmes concrets arithmétiques 
 
On ne compte que 9 problèmes concrets repris du corpus « arithmétique », traitant 

de différentes réalités typiques de l’arithmétique traditionnelle : âges, prix, vitesse, 
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recherche de nombres sous des contraintes particulières.... Tout comme au sein de 
l’arithmétique enseignée, les problèmes dont la mise en équations fait intervenir 
diverses formules d’alliage, d’escompte ou d’intérêts composés ont disparu. Les 
problèmes traditionnels d’arithmétique élémentaire restent donc majoritaires mais leur 
importance a fortement diminué. 
 

Parmi les autres types de problèmes proposés, on relève:  
- 5 énoncés de type géométrique. Soulignons l’importance grandissante accordée à ces 
problèmes : il faut souvent faire appel à des connaissances « géométriques » sur les 
formules d’aires, de périmètre pour mettre ces énoncés en équations. On peut citer pour 
illustrer :  

« 794. Le périmètre d’un rectangle est 110 . Si l’on augmente une de ses dimensions de 5m et l’autre de 
2m, son aire augmente de 160 m2. » (op. cité, p. 294). 

- 2 problèmes de type graphique qui mettent en avant le même type de tâches : trouver 
la formule d’une fonction affine connaissant les coordonnées de deux des points de sa 
courbe représentative. 
On peut citer pour illustrer :  

« 781 – Quelle est la fonction dont le graphique est la droite passant par les points A(x = -2 ; y = -7) et B 
(x = 2 ; y = 1). » (op. cité, p. 291).  

 
Disparition des problèmes à données littérales. 

 
Les énoncés que nous venons d’évoquer sont tous à données numériques. En fait, 

les problèmes à données littérales ont complètement disparu. Ceci fait en écho à la fois 
 : 
- à ce que nous avons pu constater sur un relâchement de l’articulation arithmétique-
algèbre dans l’organisation globale du savoir enseigné (ce champ de problèmes n’a en 
quelque sorte plus de rôle essentiel à jouer pour montrer la « force généralisatrice de 
l’algèbre »). 
- à la disparition des systèmes d’équations à coefficients littéraux ou dépendants de 
paramètres qui ne peuvent plus nourrir la résolution de tels énoncés. 
 

On note par ailleurs que le travail des techniques pour accomplir les sous-tâches 
spécifiques de la mise en équations sur ces 16 énoncés proposés à l’élève semble moins 
« riche » : les inconnues sont souvent désignées au sein même de la consigne (dans 4 
problèmes) ; l’écriture des équations met rarement en jeu des calculs et des 
raisonnements intermédiaires…  

 
Pendant cette période dite de transition, l’organisation classique du savoir 

enseigné autour d’une articulation entre arithmétique et algèbre enseignée s’effrite. Les 
champs de problèmes du premier degré à mettre en équations subissent le contre-coup 
de ce bouleversement : l’importance des énoncés traditionnels du corpus arithmétique, à 
résoudre algébriquement, diminue d’autant plus que l’enseignement de l’arithmétique 
traditionnelle lui-même se trouve réduit. Inversement la proportion d’énoncés « intra-
mathématiques » : géométriques, voire graphiques faisant intervenir l’outil système 
d’équations augmente. Néanmoins, la pauvreté apparente des pratiques de mise en 
équations au sein des exercices proposés à l’élève suggère l’absence de niche pour 
l’ensemble de ces champs de problèmes à mettre en équations : ayant perdu son rôle 
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essentiel dans l’articulation classique de l’arithmétique à l’algèbre élémentaire, 
l’importance accordée à la mise en équations de problèmes se ramenant à des systèmes 
d’équations se trouve pour l’instant fortement réduite. Mais on peut déjà entrevoir les 
prémices d’une mort annoncée. 

III. La période de la réforme (1971/1980) 

III.1 L’enseignement des systèmes d’équations au sein d’une algèbre 
« moderne » 

Une mise en avant de l’enseignement d’une algèbre « moderne » à travers 
la Réforme de 1971 

Les auteurs de la réforme des années 1970 avaient comme objectif de moderniser les 
mathématiques enseignées au niveau du secondaire pour les rapprocher des 
mathématiques savantes. Cette volonté est tout d'abord exprimée par des 
mathématiciens enseignants du supérieur qui critiquent les mathématiques enseignées 
dans le Secondaire, fossilisées. Ceux-ci vont jouer un rôle déterminant dans la réforme 
des mathématiques modernes. Citons ici Dieudonné dans une étude intitulée L'algèbre 
linéaire dans les mathématiques modernes, parue dans le bulletin APMEP n°253 en 
juillet - août 1966 :  

« Le professeur des mathématiques des Facultés des Sciences se débat avec un dilemme de plus en plus 
angoissant : comment en un nombre fixe et très limité d'années, faire accéder la jeunesse dont il a la 
charge à la science moderne ; je ne parle pas de l'initiation à la recherche proprement dite, mais bien à un 
niveau beaucoup plus modeste (celui de la Licence actuelle en France par exemple) de faire connaître aux 
étudiants les théorèmes fondamentaux de l'Analyse, de la façon la plus utilisable pour les applications. 
Mais même à ce niveau, il est indispensable , pour la compréhension profonde de ces résultats autant que 
pour leur emploi efficace, en Mathématiques même ou dans d'autres sciences, d'incorporer dans le 
« curriculum » beaucoup de notions développées depuis un demi-siècle à peine. Pour dispenser cet 
enseignement de façon profitable mais sans perte de temps, le professeur de Faculté souhaiterait recevoir 
de l'Enseignement Secondaire des étudiants aussi bien préparés que possible à le recevoir, en possession 
d'un minimum de « métier », de façon à ne pas être arrêtés par le moindre calcul trivial et déjà orientés 
vers la méthode axiomatique, qui constitue l'ossature de l'Enseignement supérieur actuel. Il s'irrite de 
constater que la réalité répond si peu à son attente qu'il est bien contre son gré, obligé le plus souvent de 
sacrifier un temps précieux à tout reprendre à la base, et même de devoir conseiller à ses auditeurs 
d'oublier au plus vite ce qu'on leur a appris au Lycée, s'ils veulent progresser sans trop de heurts et 
d'incompréhension. Cette irritation se nourrit de la certitude que dans l'Enseignement Secondaire, 
beaucoup de temps est perdu en développements inutiles ou périmés qu'un meilleur aménagement des 
programmes permettrait sans dépasser les possibilités intellectuelles des élèves, de faire passer dans les 
dernières années de lycée une bonne partie de ce qu'on est malheureusement obligé d'enseigner dans 
l'année propédeutique. » (op. cité, pp. 315 - 316). 

Ce discours émanant au départ des enseignants du supérieur est repris par la 
Commission Lichnérowicz, qui est chargée de façonner le projet de réforme des 
programmes de la Sixième à la Troisième. Lichnérowicz tient en effet « en écho » les 
propos suivants : 



117 
« Ainsi, au cours du dernier demi-siècle, le paysage scientifique tout entier certes, mais tout 
particulièrement le paysage des mathématiques se sont profondément modifiés. L'ambition des 
mathématiques, leur rigueur, leur puissance manifestée à travers l'étendue et la diversité des applications 
sont devenues radicalement différentes. Il s'agit là d'une véritable mutation intellectuelle qui s'est produite 
à un rythme dépassant de fort loin le renouvellement des générations humaines et, partout dans le monde, 
nous nous trouvons confrontés à un problème fondamental mais difficile : ils nous faut désormais 
préparer nos enfants et nos étudiants à comprendre et à utiliser ce que sont devenues les mathématiques 
de notre temps. » (Lichnérowicz 1970, p. 410). 

Ce désir de réduire la distance entre les mathématiques dans le savoir enseigné 
et dans le savoir savant prend ainsi forme dans les programmes des années 1970 et va 
provoquer un bouleversement du curriculum enseigné dans le Secondaire. Chevallard 
parle d'une « puissante commotion » et « d'une perturbation violente » (Chevallard 
1995, p. 141). Celle-ci touche spécifiquement les parties traditionnelles de l’algèbre 
élémentaire : le calcul et les équations algébriques semblent se retrouver au second plan 
au sein de l’algèbre « moderne » enseignée à partir de 1971 : 

« Le terme d’algèbre a disparu des programmes (à l’exception du programme de Troisième), nous 
l’avions noté. Mais avec le mot, la chose elle-même se trouve emportée : l’algèbre disparaît ! Cet 
évanouissement est en fait sélectif : les parties « numériques » de l’algèbre résistent bien (...). Ce sont les 
parties « algébriques » de l’algèbre - calcul et équations - qui pâtissent de la modernisation (...). 
Dans leurs éléments d’algèbre moderne, dont la quatrième édition paraît en 1961 (la première étant de 
1956), A. Lentin et J. Rivaud, qui situent l’apparition de l’algèbre moderne vers 1910, inscrivent celle-ci 
dans le prolongement de l’arithmétique et de l’algèbre traditionnelles (mais sans les nommer) : « à l’école 
primaire, écrivent-ils, l’enfant raisonne sur des collections de nombres et de grandeurs concrètes, dont il 
dégage progressivement la notion de nombre abstrait, indépendant de la nature des choses comptées ou 
mesurées. L’enseignement du second degré apprend à l’adolescent la manipulation des x et des y 
indépendamment des nombres que ces lettres représentent. Un pas de plus et c’est le calcul sur les 
polynômes, puis la composition des transformations formelles. Eh bien l’algèbre moderne formera 
l’étudiant à raisonner sur les propriétés des opérations indépendamment des éléments (nombres, 
polynômes, transformations...) sur lesquels s’exercent ces opérations ». En fait, les parties 
traditionnelles (calcul et équations algébriques) sont bien intégrées dans l’algèbre moderne ainsi 
présentée. Mais elles n’en constituent ni l’essentiel, ni surtout les débuts. Les auteurs cités, dont 
l’ouvrage est constitué de cinq livres, consacrent leur dernier livre à des « compléments sur les groupes et 
sur les équations algébriques » (un développement plus ample eût conduit à la théorie des extensions de 
corps et à la théorie de Galois, dont les rudiments son présentés dans ce livre). Ainsi le traitement des 
équations algébriques se trouve-t-il rejeté fort loin dans l’exposé moderne de l’algèbre. »123 
(Chevallard 1985, pp. 62 - 63). 

A travers l’étude d’ouvrages associés aux programmes de Troisième de 1971, on 
constate à quel point l’organisation « traditionnelle » de l’enseignement des systèmes 
d’équations (héritée de la période classique) est profondément modifiée avec 
l’avènement de cette algèbre « moderne ». 
 

Discours d’ordre théorique visant l’introduction officielle du système 
d’équations comme objet d’algèbre « moderne » 

Au sein des deux manuels de cette période de la réforme que nous avons analysés, le 
discours visant à introduire officiellement le système de deux équations à deux 

                                                
123  C’est nous qui soulignons. 
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inconnues dans la partie cours est profondément modifié par rapport aux périodes 
antérieures : c’est toujours en continuité d’une étude des équations du premier degré à 
deux inconnues admettant une infinité de solutions que cet objet apparaît ; mais le 
langage ensembliste permet aux auteurs de définir rigoureusement les solutions 
communes à deux équations à deux inconnues en termes d’ensembles. C’est à travers un 
discours, cette fois-ci d’ordre théorique, qui met en avant les notions d’intersections 
d’ensembles et de couples solutions qu’est introduit le système de deux équations à 
deux inconnues. Sous couvert d’une étude théorique des ensembles au sein des 
mathématiques « modernes », le système est présenté comme réponse à la question : 
« quelle est l’intersection des ensembles infinis de couples solutions d’équations de 
deux équations à deux inconnues ? ». 

 
On peut citer pour illustrer l’extrait suivant de MR1 1971 :  

« Au paragraphe 8 du chapitre 10, nous avons défini les équations algébriques à deux inconnues et nous 
avons étudié celle du premier degré. Nous avons vu qu'en général ces équations du premier degré ont 
une infinité de solutions dans R � R. Étant données deux équations de ce type, il est naturel de ce 
demander si ces équations ont des solutions communes. (...) 
Considérons des polynômes f, f1, g, g1 en x et y. 

L'écriture 

 f (x, y) = f1 (x, y)

g (x, y) = g1 (x, y)  (I)  
représente par définition la proposition concernant tout couple (x, y) élément de R � R :  
f (x, y) = f1 (x, y) et g (x, y) = g1 (x, y) 
On dit que (I) est le système d'équations simultanées à deux inconnues 
f (x, y) = f1 (x, y) et g (x, y) = g1 (x, y) 
On appellera solution du système (I) tout couple (�� �) � R � R tel qu'on ait simultanément : 
f (�, �) = f1 (�, �) et g (�, �) = g1 (�, �)  
Si F est l'ensemble des solutions de l'équation f (x, y) = f1 (x, y) et G l'ensemble des solutions de 
l'équation g (x, y) = g1 (x, y) il est clair que l'ensemble des solutions du système est S = F � G. 
Résoudre un système d'équations simultanées, c'est trouver l'ensemble de ses solutions (...) »124 
(MR1 1971, pp. 303 - 304). 

 
Type de tâches résolution algébrique 

A la suite de cette introduction officielle des systèmes d’équations, le type de tâches 
résolution algébrique est étudié au sein du cours (identifiable au topos de l’enseignant) 
de la manière suivante :  

 
Présentation des deux techniques substitution et combinaison linéaire125 dans la 
partie « cours » / propos spécifiques d’un contrôle logique dans la résolution 
algébrique 

Dans les deux ouvrages étudiés, les deux techniques de résolution algébrique : « par 
substitution » ou « par combinaison linéaire » sont dans un premier temps présentées 

                                                
124 On note que les auteurs utilisent la notation des équations sous les formes d’égalités de deux 

fonctions « polynômiales ». 
125 Cette fois-ci, les raisons du changement de nom de cette technique qui de « par élimination » 

ou combinaison » devient « par combinaison linéaire » sont claires : il s’agit d’une reprise directe du 
terme de l’algèbre linéaire. 
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sur des exemples de systèmes de deux équations à deux inconnues. Tous ces systèmes 
sont à coefficients numériques : on ne relève ni dans MR1 1971 ni dans MR2 1971, 
d’exemples de résolution algébrique par substitution ou par combinaison linéaire de 
systèmes à coefficients littéraux ou dépendants de paramètres. Contrairement à ce qu’on 
a pu observer pendant la période de transition, ils ne sont par contre pas forcément ni 
même majoritairement à solution unique : il s’agit clairement de tirer profit des notions 
ensemblistes et d’étudier les « 3 cas » qui ont joué un rôle important dans la genèse 
historique de l’algèbre linéaire (on renvoie au chapitre B1 de notre travail). Par 
exemple, dans MR2 1971, les trois systèmes de deux équations à deux inconnues 
choisis pour illustrer les deux « méthodes »126 correspondent aux trois cas 
d’ensembles de solutions :  
- un système d'ordre 2 à solution unique : 

 8x - 5y - 7 = 0   (1)
 -13x + 8y + 9 = 0   (2)   

- un système d'ordre 2 qui admet une infinité de solutions :  
4x - 6y - 10 = 0   (1)
 6x - 9y - 15 = 0   (2)     

- un système d'ordre 2 qui n'admet pas de solutions :  
4x - 6y - 15 = 0   (1)
 6x - 9y - 10 = 0   (2)   

Notons que les algorithmes associés à ces deux techniques de résolution 
algébrique pendant les périodes classique et de transition, n’apparaissent plus ici. 

 
Dans les deux manuels étudiés, la question d’un contrôle logique assuré par 

chacune de ces deux techniques algébriques est clairement posée et justifiée. Mais que 
ce soit à travers MR1 1971 ou MR2 1971, il y a une différence notable entre les 
justifications associées à la méthode par « substitution » et celles associées à la méthode 
par « combinaison linéaire ». En effet : 

 
- Dans les deux ouvrages, la question de l’unicité et de l’existence d’une solution des 
systèmes résolus par « substitution » est posée et justifiée comme pendant la période de 
transition par condition nécessaire puis suffisante à partir d’un exemple numérique :  
« Nous l'exposerons sur un exemple. Soit à résoudre le système 

3x - 5y - 4 = 0
 2x + y - 7 = 0   

La deuxième équation est équivalente à y = -2x + 7. 
si (�� �) est une solution du système, (�� -2� + 7) sera une solution du système et devra être solution 
de la première équation donc  
3� - 5(-2� + 7) - 4 = 0 
Le nombre � est donc solution de l'équation 13x - 39 = 0 
Donc nécessairement � = 3 et � = -2� +7. S'il y a une solution elle ne peut être que (3, 1). On vérifie 
que (3, 1) est solution : 


3.3 - 5.1 - 4 = 9 - 5 - 4 = 0

2.3 + 1 - 7 = 6 + 1 - 7 = 0   

Dans la pratique on écrira  
y = -2x + 7  
et on « substituera » dans l'autre équation -2x + 7 à y d'où  
3x - 5(-2x + 7) - 4 = 0 => x = 3 
On aura ensuite y = (-2).3 + 7 = 1. On conclura (3, 1) est la seule solution possible, il restera à vérifier 
qu'elle est effectivement solution du système. » (MR1 1971, p. 309). 

                                                
126 Les auteurs ont choisi d’illustrer les deux méthodes par trois exemples « communs »  de 

systèmes.  
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Ce type de justifications logiques par condition nécessaire puis suffisante des 

techniques de résolution algébrique de systèmes d’équations apparaît d’ailleurs comme 
un enjeu explicite au sein du programme de Troisième de 1971 : 

« En général, le raisonnement caché dans le mécanisme de résolution (méthodes de combinaisons 
linéaires ou de substitutions) donne seulement comme résultat la valeur unique du couple solution, sous 
réserve de son existence : si cette existence n’est pas assurée a priori, une vérification est logiquement 
indispensable. » (op. cité, p. 66). 

- Pourtant, les auteurs de manuels justifient différemment que la méthode par 
combinaison linéaire assure l’équivalence : ils tiennent des propos d’ordre théorique sur 
les combinaisons linéaires, discours qui peuvent s’avérer plus ou moins complexe selon 
l’ouvrage. 

 
On peut citer à titre d’exemple l’extrait suivant du premier manuel étudié :  

« f(x) = 0   (1) 
g(x) = 0   (2) 
u et v étant deux constantes, l'équation  
uf(x) + vg(x) = 0   (3) 
est appelée combinaison linéaire des équations (1) et (2). L'intérêt d'une telle notion apparaît dans la 
remarque que les systèmes (1), (2) et (1), (3) ont les mêmes solutions dans le cas où v est non nul. 
En effet si x est un nombre réel tel que f(x) et g(x) soient nuls, uf(x) + vg(x) est nul est inversement, si 
f(x) et uf(x) +vg(x) sont nuls, cela entraîne que vg(x), donc puisque v ≠ 0, g(x) est nul. 
(De même, les systèmes (1), (2) et (2), (3) ont les mêmes solutions dans le cas où u est non nul) 
Toute l'habileté est alors de former une combinaison linéaire dans laquelle x (ou y) ne figure plus. » 
(MR2 1971, p. 85). 

Et dans le deuxième manuel :  

« a) Considérons le système (I) où A et B sont des polynômes  

I 
A(x, y) = 0
B(x, y) = 0   

et le système où � et � sont des nombres réels, � étant non nul, 

II 
 A(x, y) = 0
lA(x, y) + mB(x, y) = 0   

Pour tout couple (�, �) de nombres réels, on a  


A(a, b) = 0
B(a, b) = 0   => 

 A(a, b) = 0
lA(a, b) + mB(a, b) = 0    

Donc toute solution de I est solution de II. 
Réciproquement 


 A(a, b) = 0
lA(a, b) + mB(a, b) = 0   => 

 A(a, b) = 0
mB(a, b) = 0   => 

A(a, b) = 0
B(a, b) = 0    

car � est non nul. Donc toute solution de (II) est solution de (I), concluons les systèmes (I) et (II) sont 
équivalents 
Théorème : Soient deux polynômes A et B, quel que soit � réel et quel que soit � réel non nul, les 

systèmes I 
A(x, y) = 0
B(x, y) = 0   et II 

 A(x, y) = 0
lA(x, y) + mB(x, y) = 0   sont équivalents. 

On dit que l'équation �A(x, y) + �B(x, y) = 0 est une combinaison linéaire des équations A(x, y) = 0 et 
B(x, y) = 0 et que � et � sont les multiplicateurs respectifs de ces équations (...) 
b) Ne peut-on pas faire en même temps deux combinaisons linéaires, l'une destinée à « faire disparaître 
x », l'autre destinée à « faire disparaître y ». 
Autrement dit, nous nous posons la question suivante : 
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les systèmes I 

A(x, y) = 0
B(x, y) = 0   et II 

l'A(x, y) + m'B(x, y) = 0
lA(x, y) + mB(x, y) = 0   sont-ils équivalents ? 

Pour tout couple (�, �) de nombres réels, on a  


A(a, b) = 0
B(a, b) = 0   => 

l'A(a, b) + m'B(a, b) = 0
lA(a, b) + mB(a, b) = 0    

Donc toute solution de I est solution de II. 
La réciproque  sera vraie si et seulement si le système  


l'x + m'y = 0

lx + my = 0   a pour solution unique (0, 0). 

Si �, �, �', �' sont non nuls, il en est ainsi si et seulement si -
m
l   ≠ -

m'
l'   <=> ��' -  �'� ≠ 0 

(...) le raisonnement s'étend aux cas �' = 0 (�' ≠ 0), � = 0 (et � ≠ 0), �' = 0 (et �' ≠ 0). Nous pouvons 
énoncer  

Lemme Le système 
l'x + m'y = 0

lx + my = 0   a pour solution unique (0, 0) si et seulement si ��' -  �'� ≠ 0 

Il résulte de ce lemme que :  
Théorème Étant donnés les polynômes A et B en x et y et les nombres réels �, �, �', �', les systèmes 

I 
A(x, y) = 0
B(x, y) = 0   et II 

l'A(x, y) + m'B(x, y) = 0
lA(x, y) + mB(x, y) = 0   sont équivalents si et seulement si ��' - �' ≠ 0 » (MR1 

1971, p. 308) 

Il est ainsi montré rigoureusement (qu'à condition que les multiplicateurs soient tels que 
« ��' - �'� ≠ 0 »), la méthode par combinaison linéaire assure l'équivalence de 
systèmes de deux équations à deux inconnues. 
 

Au delà du souci de rigueur mis en avant à travers la réforme des années 1970,127 on 
peut voir à travers les extraits cités, la volonté des auteurs d’expliciter des points 
théoriques autour de la combinaison linéaire qui est comme on le sait, un concept - 
clef d’algèbre linéaire, emblème de la réforme. 

 
Travail des techniques algébriques par substitution et par combinaison 

linéaire 

Ce qui frappe à l’étude du « cours » et des « exercices » de MR1 1971 et MR2 1971, 
c’est la pauvreté du travail des techniques algébriques qui y est mis à l’œuvre. A titre 
d’exemple, nous allons étudier la partie « exercices » de l’ouvrage MR2 1971 au sein 
duquel on constate un net appauvrissement du travail des méthodes « par substitution » 
et par combinaison linéaire, par rapport aux périodes antérieures : 
On ne dénombre que 12 exercices réservés à cet effet dans ce manuel. 
- C’est le type de tâches : résolution d’un système de deux équations à deux inconnues à 
coefficients numériques et à solution unique qui y est majoritaire à travers 6 énoncés 
correspondant à d’autant de systèmes d’ordre 2 à résoudre. 

La plupart de ces systèmes de deux équations à deux inconnues sont présentés 
sous une forme canonique du type : 

 ax + by + c = 0
 a'x + b'y + c' = 0   ou : l’élève doit 

appliquer une des deux techniques algébriques de résolution ; le choix entre la 
substitution et les combinaisons linéaires est toujours laissé à sa responsabilité. On ne 
relève que 2 systèmes de formes plus complexes : l’élève doit les ramener par des 

                                                
127 « Comme on le sait, le parti pris de la réforme de 1971 (...) consistait à construire grâce à une 

axiomatique explicitée le plus souvent possible, les concepts et les objets à enseigner dans le corpus du 
programme. » (Matheron 1993, p. 65) 
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calculs algébriques élémentaires sous la forme canonique, avant de choisir et d'utiliser 
une des deux techniques algébriques vues dans le cours, comme dans :   

« 154. 

 2x + 3y= 7 

 
x - 1

2x + 1 = 
y - 1

2y + 1
  » (opus cité, p. 102) 

Pour résoudre ce système, on doit (en posant la condition y et x différents de - 12 ), faire 
un produit en croix et voir que les produits xy disparaissent. 
Le travail du calcul algébrique « numérique » associé à des résolutions « par 
substitution » ou « par combinaison linéaire » est donc relativement pauvre, ce qui 
contraste fortement avec ce qu’on a pu constater dans les manuels de la période de 
transition. 

 
- Contrairement à ce que pouvait suggérer l’étude du « cours » (où les trois cas 
d’ensembles solutions étaient étudiés au même titre), peu d’exercices sont consacrés à la 
résolution algébrique de systèmes n’admettant aucune solution ou ayant une infinité de 
solutions : à travers cette série d’exercices, on ne relève en fait que deux systèmes 
n’admettant aucune solution. Citons par exemple l'exercice « 150 » : 

« 150. Résoudre le système 
10x - 15y = 7 

 6x - 9y = 3   » (ibid., p. 101). 

Si on applique la technique de combinaison linéaire en choisissant pour multiplicateurs 
u = 3 et v = -5 pour remplacer la deuxième équation, on obtient le système équivalent au 
premier : 

10x - 15y = 7
 0 = 12  . Ce qui montre que le système n'admet aucune solution. 

Dans la consigne de ces deux énoncés, il n'y a aucune indication spécifique. Leur 
résolution algébrique est donc complètement à la charge de l'élève, même s'ils restent 
minoritaires. 
Par contre aucun système à coefficients numériques n'admet une infinité de solutions. 

 
- On retrouve néanmoins quelques énoncés à travers lesquels sont représentés des 
systèmes à coefficients littéraux et dépendants de paramètres : 

A travers les exercices « 156 » et « 157 » apparaissent deux systèmes de deux 
équations à deux inconnues à coefficients littéraux. La résolution algébrique du premier 
système de ce type ne prête pas véritablement à une discussion sur la nature de la 
solution selon les valeurs attribuées aux données littérales : il faut juste préciser en 
préambule que si a = 0 ou b = 0, il n'y a aucune solution.  

« 156 
a et b étant deux réels donnés, résoudre le système  



 

x + a
b  -  

y + b
a  = 0

 
x - a

b  + 
y - b

a  = 0
  » (ibid., p. 102). 

Si on additionne les deux équations, on obtient directement : 
2x
 b   = 

2b
 a  , soit x = 

b2

 a  puis 

en remplaçant dans la première équation du système, après calcul, y = 
a2

 b  

Le deuxième par contre peut occasionner une discussion selon les valeurs de a et b : 

« 157 
a et b étant deux réels donnés, résoudre le système  
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x
x - a + 

y
y - b = 2

 ax + by = 2ab
 » (ibid., p. 102). 

En posant en préambule x différent de a et y différent de b, on supprime les 
dénominateurs de la première équation : x(y - b) + y (x - a) = 2(x - a) (y - b), soit après 
développement et simplification : bx + ay = 2ab 

On obtient donc le système 

bx + ay = 2ab
 ax + by = 2ab   

La première équation donne x = 
2ab - ay

 b   pour b non nul. 

On remplace dans la deuxième équation et on trouve 2a2b - a2y + b2y = 2ab2 

D'où (b - a)(b + a) y = 2ab (b - a). 

Pour a ≠ b et a ≠ -b, on trouve alors y = x = 
2ab

a + b   dont il faut voir à quelles conditions 

il est différent de a et de b. 
L'élève doit-il en réponse à cet énoncé étudier les cas particuliers que nous avons 
indiqués ou doit il se contenter de donner pour le « cas général » la solution que nous 
venons de calculer ? L'absence d'exemples de résolution de ce type de systèmes dans la 
partie « cours », rend difficile la réponse à cette question. 
Au sein de l’exercice « 158 » qui suit, on relève un système de deux équations à deux 
inconnues dépendant d'un paramètre m :  

« 158 
1. Résoudre le système suivant :  

 

 

1
4 x - y + 3 = 0 

 -4x - y + 3 = m
   

où x et y désignent les inconnues et m un nombre réel. 
2. Pour quelles valeurs de m :  
a. x et y sont-ils tous deux positifs ? 
b. x et y sont-ils tous deux négatifs ? 
Quelles sont les valeurs de m qui donnent aux deux nombres x et y (racines du système) des valeurs de 
signes contraires ? » (ibid., p. 103). 

La résolution du système ne prête pas à discussion selon les valeurs de m (il a une 

unique solution quelque soit m). On trouve sans conditions particulières sur m : x = 
-4
17  

m et y = 
51 - m

17  . 

Par contre la question 2 amène une discussion sur le signe respectif de x et y selon les 
valeurs de m : x et y sont positifs si m < 0 ; x et y sont négatifs m > 51/17 ; x est négatif 
et y positif pour 0 < m < 51/17. 

Ces trois énoncés semblent montrer un retour du calcul algébrique « littéral » 
disparu pendant la période de transition et représentent un approfondissement du travail 
des techniques algébriques « par substitution » et « par combinaison linéaire » dans ce 
sens. Néanmoins, ils restent de loin minoritaires : on est fort éloigné de l’importance 
accordée à ce type de tâches au début et au cœur de la période classique.  
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Type de tâches résolution graphique 

Dans la partie « cours » (identifiable au topos de l’enseignant) des deux ouvrages 
étudiés, on constate l’absence d’étude du type de tâches résolution graphique. On relève 
pourtant dans MR1 1971 la présence d’un paragraphe assez bref128 intitulé : 
Interprétation géométrique d'un système de deux équations à deux inconnues. Mais ce 
n'est pas la résolution graphique qui semble l'objectif visé par cette partie de l'ouvrage : 
aucun graphique n'apparaît dans ce paragraphe. Elle correspond en fait à une étude des 
trois cas possibles d'ensemble de solutions d'un système de deux équations à deux 
inconnues qui s'appuie sur une étude des trois positions possibles de deux droites dans 
le plan. 

Les auteurs étudient en effet le « système général » 

 ax + by + c = 0
a'x + b'y + c' = 0    en 

s'appuyant sur ce qui a été préalablement étudié sur les « positions relatives de droites 
données par leurs équations (cartésiennes) » de la manière suivante :  
« Donc si a et b ne sont pas simultanément nuls et si a' et b' ne le sont pas non plus, résoudre le système  

 
 ax + by + c = 0
a'x + b'y + c' = 0   revient à chercher les points communs aux deux droites respectives ax + by + c = 0 et 

a'x + b'y + c' = 0. 
Les résultats du paragraphe 7 du chapitre 10129 nous permettent de dire (lorsque a' ≠ 0, b' ≠ 0, c' ≠ 0) 

Le système a une solution unique si 
a
a'  ≠ 

b
b' (droites sécantes)  

Le système est impossible si 
a
a'  = 

b
b'  ≠ 

b
b' (droites parallèles)  

Le système admet une infinité de solutions si 
a
a'  = 

b
b'  = 

b
b' (droites confondues) . » (ibid., p. 305)  

De manière conforme à un passage du programme de Seconde de 1973, les figures 
géométriques semblent être ici uniquement utiles « parce qu'elles donnent une image 
suggestive d'une étude théorique » (op. cité, p. 65). 

Tout travail isolé de la technique de résolution graphique d’un système 
d’équations s’avère également absent au sein de la partie « exercices » de MR1 1971 et 
MR2 1971. La résolution graphique ne semble donc pas faire l’objet d’un enseignement 
en classe de Troisième. Pourtant, elle semble occuper une place relativement importante 
au sein de la résolution de problèmes du premier degré. Nous le verrons au III.2. 

 
En résumé, on constate que l’enseignement des systèmes d’équations occupe une 

place nettement moins importante en classe de Troisième pendant la période de la 
réforme des mathématiques modernes. Le travail des techniques de résolution 
algébrique par substitution et par combinaison linéaire des systèmes s’est appauvri : on 
est fort loin de la richesse du calcul algébrique et littéral de la période classique. La 

                                                
128  Il occupe seulement une demie-page du chapitre emblématique des systèmes d’équations. 
129 Dans le chapitre 10, les auteurs donnent une démonstration à l'aide des « vecteurs directeurs » 

du théorème suivant :  
« Théorème Les droites (D) et (D') d'équations cartésiennes respectives  
ux + vy + w = 0 et u'x +v'y + w' = 0 

sont sécantes si et seulement si 
u'
u  ≠ 

v'
v   

sont strictement parallèles si et seulement si 
u'
u  = 

v'
v  ≠ 

w'
w   

sont confondues  si est seulement si  
u'
u  = 

v'
v  = 

w'
w » (ibid., p. 273). 
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présentation de la méthode par combinaison linéaire est l’occasion d’un discours 
d’ordre théorique en lien avec les notions de « combinaison linéaire » et d’indépendance 
linéaire, concepts-clefs de l’algèbre linéaire. Le type de tâches résolution graphique de 
systèmes d’équations est quasiment absent. Comme le suggère Chevallard (1985) cité 
plus haut, le traitement des équations algébriques et par là-même des systèmes 
d’équations pâtit de la modernisation de l’algèbre enseignée. 

 

III.2 Champs de problèmes : entre fonctions affines et équations 

Cette puissante « commotion » que représente la réforme des années 1970 n’est 
pas sans bouleverser les fondations même de l’organisation classique de l’enseignement 
secondaire traditionnellement construite autour d’une opposition-filiation entre 
arithmétique et algèbre. Nous avions déjà pu voir à travers l’analyse de manuels de la 
période de transition s’effriter la stratégie classique d’étude de l’algèbre élémentaire. 
L’avènement des mathématiques modernes signe en quelque sorte sa disparition. 

 
 

Disparition de l’articulation classique entre arithmétique et algèbre dans 
le savoir enseigné au Collège 

Comme nous l’avons déjà évoqué (au III.1), l’algèbre devient « moderne ». Il en est 
de même pour l’arithmétique : suite à la mort des énoncés concrets, l’enseignement 
classique d’une arithmétique élémentaire autour de la résolution de problèmes 
traditionnels au début du Secondaire, déjà mis en retrait pendant la période de transition, 
ne survit pas à la Réforme. Selon Chevallard, cela ne signifie pas une disparition totale 
de l’enseignement arithmétique associé aux nombres et aux opérations sur les nombres. 
Seuls les énoncés concrets disparaissent complètement ; ils ne forment plus le « noyau » 
de l’étude de structures numériques :  

« C’est ce « corpus traditionnel »  qui vole en éclat, définitivement - car son érosion était fortement 
avancée -, avec la réforme des années soixante-dix. Mais l’explosion de la nébuleuse arithmétique ne 
signifie pas pour autant la disparition de l’arithmétique. Les parties traditionnelles de ce corpus libérées 
de leur intégration au sein d’une organisation multiséculaire du savoir enseigné, vont désormais connaître 
des destins relativement indépendants. (…) Seule la partie constituée des problèmes « pratiques » fait 
véritablement les frais de la modernisation et disparaît à peu près complètement (…). » (Chevallard 1985, 
p. 60). 

Comme il le souligne dans la suite, par contre, l’articulation traditionnelle entre 
arithmétique et algèbre enseignées s’effondre totalement dans les années 1970 :  

« Ce qui disparaît, en fait, à l’exception notable – répétons-le - des problèmes pratiques, ce n’est pas 
l’arithmétique (même si le mot lui-même ne renvoie plus qu’à l’une des parties du corpus arithmétique 
traditionnel), mais la dialectique de l’arithmétique et de l’algèbre. » (Chevallard 1985, p. 60). 

 
« Mort » des problèmes concrets 

N’ayant plus de rôle à jouer dans l’articulation classique entre arithmétique et 
algèbre élémentaires, que deviennent les problèmes concrets au sein de l’algèbre 
« moderne » enseignée ? 
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A la lueur des propos de Dieudonné qui caricature l’éloignement des 

enseignements secondaire et supérieur, on imagine quel sort va être fait à la mise en 
équations de problèmes concrets à travers les directives officielles de 1971 :  

« Placé devant les exigences de son confrère (du supérieur), le professeur de l’enseignement secondaire a 
peine à en saisir l’urgence et la nécessité. S’il a dépassé la quarantaine, il n’a eu qu’une formation 
exclusivement classique et ignore donc même les matières qu’il devrait enseigner pour réformer son 
programme. De toute façon, son optique est fort différente de celle de son collègue de l’Enseignement du 
supérieur. (…) D’où sa prédilection d’une part pour les « petits problèmes élégants », les « astuces » 
inattendues, d’autre part pour les systèmes axiomatiques plus ou moins à tendance philosophique, 
sa préoccupation de « mathématiser » le réel de la manière la « plus naturelle possible », etc…. »130 
(Dieudonné 1996, p. 316). 

Comme le souligne Chevallard (1989), les problèmes concrets déjà condamnés et 
critiqués depuis longtemps « connurent un excès d’indignité » avec la Réforme : 

« Après un excès d’honneur, qui dura tout de même plusieurs siècles, ils (les problèmes concrets) 
connurent un excès d’indignité avec la réforme des mathématiques modernes (…). » 
(Chevallard 1989, p. 156). 

 
Ces réflexions autour de la disparition d’une dialectique entre arithmétique et 

algèbre et de la « mort  des problèmes concrets » sont vraisemblablement 
symptomatiques d’une absence d’enjeux didactiques associés à la mise en équations de 
problèmes pendant la période de la réforme. Pourtant un habitat emblématique de la 
résolution algébrique d’énoncés du premier degré subsiste au sein des deux ouvrages de 
cette époque étudiés. 
 

Nouveau type de discours tenu sur la mise en équations 

Dans les chapitres intitulés « problèmes du premier degré » ou « Exemples de 
problèmes » dans MR1 1971 et MR2 1971, apparaissent des discours « practico-
techniques » illustrant une « nouvelle » démarche de résolution algébrique de 
problèmes : ceux-ci comportent des différences importantes avec ceux de la période 
classique ou de transition. On n’y relève bien entendu plus aucune trace de l’articulation 
entre une démarche arithmétique et une démarche algébrique. La « mise en équations » 
apparaît plutôt comme une « traduction des conditions » données par l’énoncé sur des 
quantités inconnues désignées :  

« Mise en équation 
C'est l'opération qui consiste à traduire les conditions imposées par l'énoncé par un « système » 
équivalent d'équations et d'inéquations simultanées, auquel s'ajoutent souvent des relations d'appartenance 
de l'inconnue (ou des inconnues) à un ensemble (ou des ensembles) bien précisé(s) par l'énoncé. (…) » 
(MR1 1971, p. 417). 

« À la lumière des exemples traités, nous voyons que la résolution de tels problèmes est constituée par 
une succession de démarches qui en général est la suivante :  (...) 
a. L’énoncé donne ou suggère le choix de l’inconnue. Cette inconnue peut être un élément de R, ou de 
R2,… On la représente par x ou par (x ; y),… 
On définit aussitôt le domaine D inclus dans R, ou dans R2, auquel doit appartenir la valeur de cette 
inconnue pour qu’elle se rapporte effectivement au problème posé. 
                                                

130 C’est nous qui soulignons. 
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b. Compte tenu de D, on passe à la mise en équation, traduction écrite algébriquement de toutes les 
conditions imposées par l'énoncé, en se servant du symbole choisi en a. pour représenter l'inconnue, 
comme s'il s'agissait effectivement de la solution. » (MR2 1971, p. 96). 

D’autres différences importantes peuvent être relevées comme par exemple : les 
auteurs insistent sur une sous-tâche de définition mathématique d’un « domaine de 
validité » de l’inconnue (ou des inconnues) qui semble en continuité d’une volonté 
« moderne » d’étude de la théorie des ensembles. 
 

Quasi-disparition des problèmes concrets se ramenant à un système 
d’équations  

On ne relève plus ou presque plus d’énoncés concrets se ramenant à un système 
d’équations au sein des corpus des problèmes résolus dans le cours ou d’exercices. 
A titre d’exemple, on ne compte plus qu’un seul énoncé faisant référence à une réalité  
concrète (sur 9 au total) dans la partie « exercices » de MR2 1971. Et encore semble-t-il 
difficile de parler d’un problème concret à l’étude de l’exercice cité ci-dessous. Seul 
l’énoncé est « concret ». On rentre aussitôt à travers les questions posées dans le cadre 
algébrique : les inconnues sont désignées, la demande de mettre en œuvre une technique 
de résolution graphique apparaît explicitement dans la consigne : 

« 167 
Un particulier a des marchandises à faire transporter. Un premier camionneur lui demande 1500 F au 
départ et 20 F par kilomètre. Un deuxième camionneur lui demande 500 F au départ et 28 F par 
kilomètre. 
L'unité de longueur choisie est le kilomètre. 
1. Exprimer en fonction de x, mesure de la distance à parcourir, les prix y1 et y2 résultant des deux 
tarifs.131  
2. Pour quelle distance sont-ils égaux ? Pour quelles distances est-il plus avantageux de s'adresser au 
premier camionneur ? 
3. Donner une solution graphique de la question 2. (en abscisses, 1 cm représente 50 km ; en ordonnées o, 
5 cm représente 500 F. » (op. cité, p. 106). 

C’est le « purisme langagier et conceptuel » qui imprègne la réforme des années 1970 
qui empêche qu’un problème concret ne puisse être posé « en tant que tel » (Chevallard 
1989, p. 156). 

La plupart des énoncés à mettre en équations, représentés à travers les exercices de 
MR1 1971, et de MR2 1971 sont en fait intra-mathématiques. Soulignons la présence de 
nombreux problèmes qu’on pourrait dire « intra-algébriques » ou « intra-sectoriels » qui 
représentent une des spécificités de l’époque sur laquelle nous allons revenir de suite. 
 

Problèmes à mettre en équations ? 

Mais plus encore, à l’étude des exemples de problèmes résolus à titre d’exemple dans la 
partie « cours » et à résoudre dans les exercices des chapitres cités ci-dessus de MR1 
1971 et MR2 1971, on peut se demander si le type de tâches mise en équations est le 
véritable enjeu d’enseignement visé. En effet dans la plupart des énoncés comme celui 
cité ci-dessus, les inconnues à « choisir » sont désignées. Les équations auxquelles 
aboutissent la mise en équations apparaissent souvent directement dans la consigne 

                                                
131 S’agit-il vraiment « d’équations » ? Nous allons y revenir tout de suite. 
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(dans la présentation du problème ou dans un des items qui suit ou précède sous forme 
« équivalente »). Par exemple :  

« 19.  
a. Résoudre le système de deux équations suivant :  


 3y = 14x
 y = 14 - 2x/3   

b. Représenter graphiquement, pour chaque équation, les variations de y en fonction de x (unité : 1 cm sur 
chaque axe). 
II - Soit un triangle ABC de côtés AB = 5 cm, AC = 6 cm, BC = 3 cm. 
Soit M un point variable de BC. Par M, on mène la parallèle à AC, qui coupe AB en P. 
On pose BM = x. 
Calculer en fonction de x : 
1. Le périmètre y1 du triangle BMP ; 
2. Le périmètre y2 du quadrilatère APMC. 
En utilisant les résultats de la question 1 et en justifiant la réponse, indiquer la valeur de x pour laquelle y1 
= y2. (On pourra utiliser soit la question a, soit la question b) » (MR1 1971, p. 434). 
« 162. 

A(x ; y) -> 
3x - 1

2   +  
2y - 5

3    

B(x ; y) ->  
2x - y + 2

2   + 
2x + 3y + 4

4    

1. Quelles sont les valeurs de x et de y pour lesquelles on a à la fois A = 1 et B = 4 ? 
2. Mettre les équations A = 1 et B = 4 sous la forme y = ax + b et tracer sur un même graphique les 
droites représentant les variations de ces deux fonctions. 
Retrouver la solution de la question 1 à l'aide de ce graphique » (MR2 1971, p. 104). 

Pour « mettre en équations » cet énoncé, il suffit d'écrire à partir de la question 1, les 
équations  

 
3x - 1

2   +  
2y - 5

3   = 1 

et 
2x - y + 2

2   + 
2x = 3y + 4

4   = 4 

On peut dire qu’à travers l’ensemble de ces énoncés, l’élève semble plutôt avoir à 
mobiliser le système de deux équations à deux inconnues à solution unique132 comme 
« outil reconnu » pour résoudre des problèmes. 
 

Problèmes « intrasectoriels » qui nourrissent une interrelation étroite 
entre fonction affine – équation  

Ces problèmes, pour la plupart « intrasectoriels » ; semblent en fait essentiellement 
nourrir une interrelation étroite entre les fonctions affines et les équations linéaires 
à deux inconnues : comme les deux énoncés cités ci-dessus l’illustrent, il s’agit 
presque toujours de faire correspondre la solution d’un système d’équations 
obtenue « grahiquement » ou « algébriquement » pour obtenir les coordonnées du 
point d’intersection des courbes représentatives de deux fonctions affines. 
Soulignons la place importante accordée au type de tâches résolution graphique d’un 
système de deux équations à deux inconnues à travers ces problèmes : c’est elle qui 

                                                
132 Pratiquement tous les systèmes de deux équations à deux inconnues qui sont représentés sont à 

coefficients numériques et admettent une solution unique. 
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permet justement de rapprocher les fonctions affines des équations linéaires à deux 
inconnues.133 
Notons par ailleurs que ces problèmes « intra-algébriques » prennent souvent comme 
point de départ l’étude d’un polynôme ou de fonction(s) polynômiale(s) ou 
rationnelle(s). A titre d’exemples, on peut reprendre l’énoncé « 162 » de MR2 1971 ou 
citer l’exercice tiré de MR1 1971 suivant :  

« 17. Transformer l'expression suivante en produit de trois facteurs du premier degré :  
A = (3x - 2) (x + 1)2 - 9(3x - 2). 
Pour quelles valeurs de x l'expression A est égale à zéro ? 
2. Construire sur un même graphique les représentations des fonctions  
y = 3x - 2 et y = x - 2 
On prendra des axes orthonormés, un vecteur unitaire égal à 1 cm. 
3. Les droites correspondantes concourent au point A et coupent l'axe des abscisses en B et en C. 
Calculer les coordonnées des trois points A, B et C. » (op. cité., p. 430). 

On peut rapprocher ces énoncés d’extraits de « problèmes–types » proposés à l’examen 
du B.E.P.C. Tonnelle souligne que jusqu’en 1978, les problèmes du B.E.P.C sont 
« conçus suivant une structure inamovible » qui est la suivante :  

STRUCTURE DE L’EPREUVE TYPE 

D’ALGEBRE AU BEPC

Etape 0

f(x) = ...

g(x) = ...

Etape 1 : Réduire et ordonner f(x) et g(x)

Etape 2 : Factorise f(x) et g(x)

 Etape 4 : (Eventuellement)

Soit f’(x) = ax + b 

Soit g’(x) = cx + d

Représentation graphique de ces fonctions affines 

+ coordonnées de I = intersection des 2 droites.

Etape 3 : Q(x) =f(x) / g(x) 

a) Domaine de définition

b) Simplifier Q(x) : Q’(x) = f’(x) / g’(x) 

Calculer des images

Résoudre des équations

 
Commentaire : 75% « Epreuves normales BEPC 1977 » 
  66% « Epreuves Normales BEPC 1978 » contiennent ce schéma » (op. cité, p. 11). 
C’est à « l’étape 4 » du schéma de Tonnelle que le système de deux équations à deux 
inconnues est susceptible d’être mobilisé comme « outil reconnu » pour calculer les 
coordonnées du point d’intersection de deux droites, courbes représentatives de 
fonctions affines. A titre d’exemple, on peut citer le problème d’algèbre suivant issu 
d’un sujet de B. E.P.C de 1979 : 

« Soit les fonctions f et g de R dans R, telles que f(x) = (2x + 2) 2 – (x – 1) 2  
et g(x) = (3x + 1)2 – (3x + 1) (2x – 1) 

1° Mettre f(x) et g(x) sous la forme d’un produit de deux polynômes du premier degré. 
                                                

133 Dans la partie « cours » du chapitre « problèmes du premier degré », MR1 1971 soulignent 
justement l’ importance accordée à la résolution graphique :  
«  N’oubliez pas que les représentations graphiques sont souvent fort utiles. » (MR1 1971, p. 427). 
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2° Soit h la fonction de R dans R, telle que h(x) = 

f(x)
g(x).  

Déterminer l’ensemble de définition de la fonction h. Simplifier h(x). 
3° a) Résoudre, dans R, l’équation h(x) = 2. 

b) Représenter graphiquement dans le plan rapporté au repère orthonormé (O ; iÆ  ; jÆ ) les droites (D1) et 
(D2) d’équation respective y = x + 3 et y = 2x + 4. Vérifier graphiquement le résultat obtenu à la question 
a). 
4° Résoudre dans R l’équation h(x) = 1. » (B.E.P.C Dakar 1979). 

En résumé, on peut donc dire qu’au-delà de la « mort des problèmes  concrets » 
annoncée, c’est l’enjeu d’enseignement associé à la mise en équations de problèmes se 
ramenant à un système d’équations qui semble s’effacer. Les problèmes du premier 
degré, typiques de la période de la réforme des mathématiques modernes sont des 
énoncés « intrasectoriels » ou « intra-algébriques » où le système de deux équations à 
deux inconnues est susceptible d’être mobilisé comme outil reconnu. Néanmoins ce 
genre d’énoncés occupe une place relativement importante au sein des corpus 
d’exercices des deux manuels étudiés et de problèmes-types : ils ont en fait pour rôle de 
nourrir une interrelation entre fonction affine et équation linéaire.  

IV. La période de contre - réforme (1980/1989) 

IV.1 L’enseignement des systèmes d’équations au sein d’une algèbre 
« géométrique » 

Des critiques contre une construction axiomatique des mathématiques 
« modernes » enseignées 

La réforme des mathématiques « modernes » a été rapidement très violemment 
contestée par les enseignants du second degré ; on en voit de nombreuses traces dans les 
bulletins de l’APMEP. C’est en premier lieu, la nécessité de construction axiomatisée du 
savoir mathématique enseigné qui est remise en question à travers ces critiques. On 
retrouve ainsi ce type de contestation de la Réforme dans la « lettre » du président de 
l'APMEP au Doyen de l'Inspection Générale du 18 janvier 1977, pour la construction des 
nouveaux programmes :  

« Il s'agit au premier cycle, de contribuer à construire des hommes et non pas de construire de la 
mathématique. Les objectifs propres à l'enseignement des mathématiques doivent être modestes, 
adaptés aux possibilités intellectuelles, aux rythmes d'acquisition, aux intérêts de la grande 
majorité des enfants de 11 à 16 ans (...). Les programmes actuels, comme les avant-projets, ne 
proposent à l'élève qu'un discours mathématique trop abstrait et abondant. » (Hennequin 1977, pp. 
713 - 714). 

C’est ainsi qu’à travers les programmes de 1978, comme le souligne Matheron 
(1993), toute ambition de construction axiomatique ou théorique des mathématiques 
enseignées au collège disparaît :  

« La réforme des mathématiques modernes connut le bonheur que l’on sait ! Aussi un arrêté du 
16/11/1978 définit de nouveaux programmes de quatrième et troisième qui rentrèrent en application en 
quatrième en 1979 et en troisième en 1980. Ils spécifient conjointement :En algèbre comme en géométrie, 
certaines propriétés, au choix du professeur seront admises ; elles permettent d’obtenir les autres par 
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voie déductive. Il n’y a donc plus de référence explicite à la nécessité d’une construction axiomatisée du 
déroulement du cours de mathématiques. Le mot même d’axiome est banni et dans ce qu’il faut admettre, 
on ne sait s’il s’agit d’une nécessité (un axiome résultant de l’axiomatique choisie par le professeur, et qui 
peut varier) ou d’un théorème dont le professeur choisira de ne pas enseigner la démonstration. » 
(Matheron 1993, p. 69). 

 
Des critiques centrées sur la construction axiomatisée de la géométrie qui 

mettent en avant une géométrie « intuitive » 

Peu avant la réforme de 1978 dite « Haby », c’est plus particulièrement la 
construction axiomatisée de la géométrie au sein du savoir enseigné en Quatrième–
Troisième qui se retrouve au centre de nombreuses de ces critiques. Ainsi peut-on lire 
dans quelques « idées directrices » données par la commission APMEP sur cette contre–
réforme :  

« - On ne cherchera pas à séparer géométrie affine et géométrie métrique en quatrième et troisième, mais 
on cherchera les approches les plus naturelles, les plus riches à utiliser rapidement : perpendiculaires, 
parallèles, distances, milieu, symétrie, Pythagore, aires, coordonnées, etc... 
- L’enseignement de la géométrie à ce niveau ne peut être basé sur une axiomatique complète, minimum  
et définitive. Il faudra bien « admettre quelques propriétés », si l’on veut déduire ; mais cette 
« construction » sera souple, efficace, proche de l’expérience. 
- En quatrième et troisième, la géométrie ne PEUT pas ETRE pour l’élève une THEORIE mathématique. 
C’est une occasion de s’entraîner à la déduction, en même temps qu’un mode de représentation, un 
ensemble d’activités en liaison avec le monde sensible, l’occasion de recherches de calculs, des dessins. » 
(Commission de l’APMEP 1977, p. 567). 

Soulignons que comme cet extrait l’illustre bien, les propos des inspirateurs de la 
réforme de 1978, ne font pas qu’aller « contre » ou rompre avec la géométrie théorique 
enseignée pendant les années 1970 : ils mettent en avant le rôle central qu’aurait à jouer 
une géométrie plus « intuitive » dans le savoir enseigné… y compris au sein de 
l’algèbre enseignée. 
 

Interrelation étroite entre algèbre et géométrie « intuitive » 

En effet la contre–réforme va dans le sens de la construction d’une interrelation 
étroite134 entre l’enseignement de l’algèbre et de la géométrie. Les extraits suivants de 
propositions de projets de programmes de Quatrième et de Troisième parus en 1978, 
exprimant une « volonté de cohésion », mettent ainsi l’accent sur une étude 
« conjuguée » de ces deux domaines du savoir enseigné de la manière suivante : 

« L’algèbre et la géométrie seront étroitement conjuguées : il faut que l’élève puisse « voir 
géométriquement » lorsqu’il calcule sur les nombres, et inversement il doit pouvoir traduire en calcul des 
situations géométriques simples. » (Académie des Sciences, 1978).  

Ce qui se traduit au sein des directives officielles mêmes par des commentaires du type :  

« Il est souhaitable que durant les deux années (de quatrième et troisième), les professeurs mènent de 
front l’étude du calcul (algébrique) et celle de la géométrie. (…) Il importe qu’il n’y ait pas de cloison 

                                                
134  Interrelation « à double sens » : comme les quelques lignes citées ci-dessous le montrent bien, 

il s’agit à la fois de montrer l’utilité des outils algébriques dans la résolution de problèmes géométriques 
et de mettre au service la géométrie comme « mode de représentation » de concepts algébriques. 
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étanche entre les deux disciplines ; l’une et l’autre peuvent de façon égale concourir à la formation du 
raisonnement. » (Instructions sur l’enseignement des mathématiques dans les classes de Quatrième et de 
Troisième des collèges, 1978). 

 
C’est donc au sein d’une algèbre qu’on peut qualifier de « géométrique » que le 

système d’équations émerge comme enjeu d’enseignement. 
 

Discours d’ordre technologique visant l’introduction officielle du système 
d’équations comme objet d’algèbre « géométrique » 

Au sein des deux manuels étudiés, le système de deux équations à deux inconnues 
est introduit dans la partie « cours » à travers un discours d’ordre technologique qui 
paraît très proche des propos théoriques relevés dans les ouvrages des années 1970. La 
question qui semble donner une raison d’être aux systèmes d’équations est toujours : 
« quelle est l’intersection des ensembles infinis de couples solutions d’équations de 
deux équations à deux inconnues ? »  La forme du discours reste relativement 
« moderne » : l’ensemble de solutions communes aux deux équations à deux inconnues 
est toujours définie en termes d’ensembles dans MCR1 1980 et dans MCR2 1980. 
Cette résurgence ponctuelle du langage « ensembliste » alors que rien de tel n’apparaît 
dans les objectifs du programme peut s’expliquer en partie par la « simplicité » de cette 
présentation des systèmes d’équations qui reste entièrement dans le topos du professeur.  
A titre d’exemple on peut citer MCR2 1980 :  

« Problème posé par un système d'équations 
Nous avons vu (leçon 13) qu'une équation du 1er degré à deux inconnues : ax + by + c = 0, avec 
(a ; b) ≠ (0 ; 0), admet une infinité de solutions. On peut donc poser le problème suivant :  
Existe-t-il une ou plusieurs solutions communes à deux équations E1 et E2 du 1er degré à deux inconnues ? 
On pose plus souvent le problème sous la forme suivante :  

« Résoudre le système d'équations 

E1 
E2  » 

Si S1 et S2 sont respectivement l'ensemble des solutions des équations E1 et E2, le problème posé revient à 
déterminer S1 � S2. » (MCR2 1980, p. 132). 

Cependant, au sein des deux manuels associés à la contre-réforme, l’étude de 
l’équation à deux inconnues a fait l’objet du chapitre précédent : les auteurs y ont mis 
l’accent sur la résolution graphique d’une équation cartésienne à deux inconnues135 : 

« On démontre et nous admettrons que les résultats précédents restent valables pour toute équation de la 
forme ux + vy + h = 0 où u et v ne sont pas simultanément nuls. Ainsi :  
Toute équation du « premier degré » à deux inconnues de la forme ux + vy + h = 0 avec (u ; v) ≠ (0 ; 0) 
admet une infinité de solutions. 

À l'ensemble S des solutions est associé dans le plan P rapporté à un repère cartésien (O ; iÆ  ; jÆ ) 
l'ensemble des points de la droite � d'équation ux + vy + h = 0. � est appelée la représentation 
graphique de l'ensemble des solutions de l'équation. » (MCR1 1980, p. 128) 

                                                
135 Ici, l’équation de droite n’apparaît plus en arrière plan de la représentation d’une fonction 

affine ou linéaire. La démonstration de l’alignement des points dont les coordonnées sont solutions d’une 
équation à deux inconnues est « vectorielle »  (colinéarité de deux vecteurs). L’équation cartésienne (de 
forme : ax +by + c = 0) prend une place plus importante que l’équation réduite. 
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Ainsi à travers le discours d’ordre technologique, s’établit implicitement une 

correspondance entre intersection de deux droites et ensemble des solutions d’un 
système d’équations. La résurgence du langage « ensembliste » trouve d’ailleurs sans 
doute ici sa principale raison d’être dans ce rapprochement entre algèbre et géométrie : 
la droite correspondant à une équation linéaire à deux inconnues est définie comme un 
« ensemble » infini de points ; ceci permet dans « l’esprit » de la contre-réforme de 
visualiser l’infinité de solutions qu’admet une telle équation. Même si les propos tenus 
sont proches de ceux tenus à l’époque de la réforme, cette constatation nous amène à 
dire qu’en quelque sorte « le fond n’est pas le même » : dès le départ, on ne fait pas 
émerger l’objet « système d’équations » au sein de la même organisation globale. On le 
voit d’autant mieux dans la suite de ce « cours » : dans MCR1 1980 et MCR2 1980, 
c’est le type de tâches résolution graphique qui est directement présenté en continuité de 
cette introduction officielle des systèmes d’équations. 
 

Type de tâches résolution graphique 

Présentation de la technique de résolution graphique dans la partie « cours » - 
importance des « trois cas » d’ensembles de solutions d’un système d’équations 

- Dans MCR1 1980, à la suite du discours du type de celui cité ci-dessus, visant à 
introduire officiellement le système de deux équations à deux inconnues, la technique 
de résolution graphique est présentée à partir de trois exemples de systèmes à 
coefficients numériques : ces exemples correspondent aux « trois cas possibles 
d’ensembles de solutions de systèmes d’équations », ainsi implicitement associés aux 
trois types de positions relatives de deux droites entre elles dans le plan : 

« 2 . Résolution graphique d’un système : exemples 
a) Exemple I  

Soit à résoudre le système 
2x - 3y = 7
3x + 4y = 2 

Dans le plan rapporté au repère (O ; iÆ  ; jÆ ) (fig.1), S1 a pour représentation graphique la droite Δ1 
d’équation 2x – 3y = 7 et S2 a pour représentation graphique la droite Δ2 d’équation 3x + 4y – 2 = 0. 
Donc S a pour représentation graphique Δ1 ∩ Δ2. On voit que les droites Δ1 et Δ2 sont sécantes. (…) Leur 
point commun unique A a pour coordonnées 2 et –1 ; on vérifie que le couple (2 ; -1) est bien solution du 
système ; c’est l’unique solution  
S = {(2 ; -1)} 
a) Exemple II 

Soit à résoudre le système 
 x - 2y = 1
4x - 8y = -8 

Dans le plan rapporté au repère (O ; iÆ  ; jÆ ) (fig.2), on dessine les droites Δ1 et Δ2 d’équations 
respectives x – 2y –1 = 0 et 4x – 8y + 8 = 0. 
Ces droites ne se coupent pas dans les limites du dessin ; sont–elles parallèles ; transformons leurs 

équations : pour la première on a y = 
1
2 x – 

1
2 ; pour la seconde on a y = 

1
2 x + 1. Ces droites ayant le même 

coefficient directeur et des ordonnées à l’origine différente sont strictement parallèles.  
Donc S = ∅.   
a) Exemple III 

Soit à résoudre le système 
 x - 2y = 1
5x - 10y = 5 
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Dans le plan rapporté au repère (O ; iÆ  ; jÆ ) (fig.3), on dessine les droites Δ1 et Δ’1 d’équations 
respectives x – 2y – 1 = 0 et 5x – 10y – 5 = 0. Ces droites sont confondues car elles ont points communs : 
I (1 ; 0) et A (5 ; 2). En, fait le système se réduit à une seule équation x – 2y –1 = 0 car la seconde peut 

s’écrire 5(x – 2y – 1) = 0. Tous les couples (et ceux-là seulement de la forme (t ; 
t - 1

2  ) avec t, réel 

quelconque sont solutions. Le système a une infinité de solutions. » (MCR1 1980, pp. 134 – 135). 

Soulignons l’importance nouvelle qui semble être accordée au travail et à 
l’approfondissement de la technique de résolution graphique à travers cet extrait de 
cours : elle est présentée avant les techniques de résolution algébrique, sa portée est 
directement étendue aux « trois cas », des contrôles de type algébrique de fiabilité de 
cette technique sont mis en avant (comme le calcul des pentes au sein de l’exemple II). 
Contrairement à ce qu’on a pu observer pendant les périodes classiques et de transition, 
les deux formes canoniques cartésiennes et réduites d’équations sont mises en avant à 
travers cette technique graphique. 
- Dans MCR2 1980, on note la présence d’un chapitre intitulé « Résolution graphique 
d’un système d’équations et d’inéquations du premier degré » : au sein de la partie 
« cours », on peut faire le même type de constats que précédemment (à travers l’étude 
du MCR1 1980) : la technique de résolution graphique d’un système de deux équations 
à deux inconnues est présentée à partir de trois exemples numériques correspondant aux 
trois cas possibles d’ensembles de solutions ; on relève le même travail et 
approfondissement de la technique, suggérés à travers ces trois exemples. Cette partie 
de « cours » s’achève par le résumé suivant, associant explicitement les trois cas 
possibles aux positions relatives de deux droites dans le plan :  

On démontre, nous l'admettrons, que les résultats observés dans les exemples précédents sont généraux et 
qu'il n'y a pas d'autre cas. 

M

xx'

y

y'

D1

D2

xx'

y

y'

D1

D2

xx'

y

y'

D1 = D2

 
Les droites D1 et D2 sont 
sécantes en un point 
M (x ; y) :  

Le système 

E1 
E2    

admet une seule solution, 
le couple (x ; y) 

 

Les droites D1 et D2 sont 
strictement parallèles :  

Le système 

E1 
E2    

n'a aucune solution 
 

Les droites D1 et D2 sont 
confondues :  

Le système 

E1 
E2    admet une 

infinité de solutions. 
 

 (MCR2 1980, p. 133). 

 
Travail de la technique de résolution graphique à travers les « exercices » 

Dans les deux manuels de la contre–réforme, on trouve un nombre d’exercices 
relativement important où il s’agit de résoudre graphiquement des systèmes d’équations, 
représentant un travail important de la technique de résolution graphique. 



135 
A titre d’exemple, on peut étudier les énoncés qui apparaissent dans le MCR1 1980. 

Présente dans 4 énoncés représentant 14 systèmes de deux équations à deux inconnues à 
coefficients numériques, la résolution graphique se retrouve étroitement interreliée à la 
résolution algébrique : selon la consigne donnée, il s’agit toujours de « résoudre 
algébriquement et graphiquement des systèmes ». Soulignons qu’à ce sujet, cette partie 
du manuel se situe véritablement en continuité des idées directrices de la contre-réforme 
qui mettent en avant ce travail conjoint des techniques algébriques et « géométriques ». 
- La majorité de ces systèmes (représentés à travers les énoncés (« 15.1 » et « 15.14 ») 
admettent une solution unique. Deux de ces systèmes ont respectivement pour solutions 

(17 ; 
55
3 ) et (

17
5  ; -5) qui paraissent difficiles à obtenir précisément par un graphique. Ces 

deux énoncés peuvent donc permettre à l’élève de se rendre compte de l’imprécision 
éventuelle de cette technique vis-à-vis d’une technique de résolution algébrique. 
- On dénombre trois systèmes n’admettant aucune solution et trois systèmes admettant 
une infinité de solutions, représentés à travers l’énoncé « 15.2 ». Comme le cours 
pouvait le suggérer, le travail de la résolution graphique de ces systèmes d’équations est 
privilégié. 
 

Type de tâches résolution algébrique 

Nous pouvons maintenant étudier la partie « cours » et les « exercices » consacrés 
au type de tâches résolution algébrique d’un système d’équations (qui, rappelons-le, 
vient après l’étude du type de tâches résolution graphique). 

 
Présentation des deux techniques substitution et combinaison linéaire dans la 
partie « cours » / propos spécifiques d’un contrôle logique dans la résolution 
algébrique.  

Dans les deux ouvrages étudiés, les deux techniques de résolution algébrique : par 
substitution ou par combinaison linéaire ou addition sont dans un premier temps 
présentés à partir d’un ou deux exemples de systèmes de deux équations à deux 
inconnues à coefficients numériques, admettant une solution unique.  

A titre d’exemple, nous étudierons uniquement la partie « cours » du MCR1 
1980 : 
- on remarque que les auteurs font à nouveau apparaître un « algorithme » des 
techniques algébriques au sein même des exemples.  
On peut citer la présentation de la technique de substitution :  

« Nous allons l'exposer sur deux exemples traités simultanément :  


 x + 2y = 7   (1)
- 11x + 5y = 31   (2)   

 5x - 2y = 6   (3)
-7x + y = -12   (4)   

Première étape : on exprime une des inconnues en fonction de l'autre dans l'une des équations :  
Dans (1) : x = 7 - 2y Dans (4) : y = 7x - 12 
Deuxième étape : On reporte la valeur trouvée dans l'autre équation ; on obtient une équation à 

une inconnue que l'on sait résoudre : 
Dans (2) :  
-11(7 - 2y) + 5y = 31 
- 77 + 22y + 5y = 31 
27y = 108 
y = 4 

Dans (3) :  
5x - 2(7x - 12) = 6 
5x - 14x + 24 = 6 
-9x = -18 
x = 2 
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Troisième étape : En reportant cette valeur trouvée dans l'expression déterminée à la première 

étape, on obtient la valeur de l'autre inconnue :  
x = 7 - 2.4 = -1 y = 7.2 = 2 
Quatrième étape : On précise l'ensemble des solutions possibles :  
S = {(-1 ; 4)} S = {(2 ; 2)} 
Cinquième étape : Comme la méthode n'a pas été justifiée, on vérifie :  



 -1 + 2.4 = 7

ou 7 = 7
-11(-1) + 5.4 = 31

ou 31 = 31
  



 5.2 - 2.2 = 6

ou 6 = 6
-7.2 + 2 = -12
ou -12 = -12

  

et on conclut. 
Le système a une solution et une seule :  
le couple (-1 ; 4). 

Le système a une solution et une seule :  
le couple (2 ; 2). 

(MCR1 1980, p. 136). 

- Par ailleurs comme cet exemple l’illustre, on relève au sein de cette présentation, la 
présence d’un contrôle logique par « condition nécessaire puis suffisante » dans 
l’application de ces deux méthodes par substitution ou par combinaison linéaire ou 
addition ; on ne trouve cependant aucun propos d’ordre technologique ou théorique 
correspondant à une preuve rigoureuse de la conservation de l’équivalence par ces deux 
techniques algébriques. Notamment, on ne relève plus de discours théorique associé à la 
« combinaison linéaire » justifiant la technique associée (caractéristique de la période 
dite de la « Réforme »)136. A la suite de cette présentation, les auteurs tiennent 
d’ailleurs en remarque le discours suivant : 

« Ces méthodes de résolution algébrique n’ont pas été justifiées ; toutefois comme tout au long du calcul, 
on pouvait dire :  
si un couple (x ; y) est solution alors nécessairement, il vérifie… puis… 
L’ensemble des solutions du système est inclus dans l’ensemble trouvé et il n’y a plus qu’à vérifier. » 
(MCR1 1980, p. 137) 

 
Travail des techniques algébriques par  substitution et par combinaison 

linéaire ou addition 

Dans la partie « exercices » du MCR1 1980, comme nous l’avons déjà évoqué, 
conformément à l’esprit de la contre–réforme ; le travail des techniques de résolution 
algébrique de systèmes de deux équations à deux inconnues à coefficients numériques 
est dans un premier temps étroitement interrelié au travail des techniques de résolution 
graphique. A travers les trois énoncés déjà étudiés « 15. 1 », « 15.2 », et « 15.14 », il 
s’agit de résoudre algébriquement des systèmes de deux équations à deux inconnues à 
                                                

136 On peut voir par contre dans l’extrait suivant de MCR2 1980 une tentative de faire survivre ce 
type de discours :  
« 2 TRANSFORMATION D'UN SYSTEME DE DEUX EQUATIONS 
- Rappelons la propriété suivante : (A = B) et (C = D) implique (A + C = B + D).  
On dit que l'on ajoute membre à membre les égalités : A = B et C = D. 
- A, B représentant les deux membres d'une équation (1), C, D représentant les deux membres d'une 
équation (2). 

On admet que les systèmes {A = B
 C = D    { A = B

 A + C = B + D    {A + C = B + D
 C = D   

ont le même ensemble de solutions. » (MCR1 1980, p. 138). 
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coefficients numériques admettant une solution unique, mais aussi une infinité de 
solutions ou aucune solution.  Tous ces systèmes sont sous la forme canonique 



 ax + by = c
a'x + b'y = c'  . On peut donc leur appliquer la méthode « par substitution » ou « par 

combinaison » sans calculs intermédiaires pour s'y ramener. Ils présentent des 
coefficients de nature diverse : entiers, décimaux, fractions.  
- A travers l'exercice « 15.10 », il s'agit de résoudre algébriquement des systèmes de 
formes plus complexes : comme il était indiqué dans le cours et comme le spécifie la 
consigne, il s'agit de faire des calculs algébriques intermédiaires pour ramener ces 

systèmes (à solution unique) sous la forme canonique 

 ax + by = c
a'x + b'y = c'   avant d'appliquer 

la technique par « substitution » ou par « combinaisons linéaires » pour résoudre :  
« 15.10  
Résoudre algébriquement les systèmes suivants après avoir simplifié l'écriture de chaque équation :  

I. 
 2 (x - 3) - 4 (2y - x) =  5 (x - 2) - 3x - 3
4 (0,2x - 3) + (0,4y - 3) = (0,4y - 3) = 0,4 (2x - 3y) - 5y - 2   

b) 


 3x - 2

4  - 
5y - 3

2   = 2 - x + y 

 
4x + 5

3  + 
2y - 2

6  = 
x
12 - y + 5

   

c) 

0,3x - 2

5  - 
3(x + y)

2   = 
x - y
10  + 2

x + y = 24
  d) 


 x

3 = 
y
5

 x + y = 24
  » (MCR1 1980, p. 140). 

 
• À travers l'exercice « 15.18 » intervient la résolution d'un système de deux équations à 
deux inconnues non linéaires. Il s'agit implicitement de faire un changement 
d'inconnues ; dans cet énoncé, les auteurs suggèrent cette technique (non évoquée dans 
la partie « cours ») en donnant dans un premier temps à résoudre le système auquel 
aboutit le changement d'inconnues. Le nombre de solutions du système non linéaire est 
explicitement donné dans la consigne : 

« 15. 18 
a/ Résoudre le système d'équations : 

 
2x - 3y = -19

5x - y = 11  . 

b/ En utilisant les résultats précédents, en déduire la solution du système :  

 
2(x + 3)2 - 3 (y - 5)2 = -19

5(x + 3)2 -  (y - 5)2 = 11  . 

Montrez que ce système admet quatre solutions. » (ibid., p. 141). 

Dans tous ces exercices où intervient à chaque fois le type de tâches « résoudre 
algébriquement un système de deux équations à deux inconnues », la technique par 
substitution ou par combinaison à appliquer n'est jamais spécifiée dans la consigne : le 
choix entre les deux techniques est entièrement laissé à la charge de l'élève. 

 
L’étude de la partie « exercices » du MCR1 1980 suggère qu’une place plus 

importante est accordée au travail des techniques de résolution algébrique dans les 
ouvrages de la contre–réforme qu’au sein de ceux de la Réforme. Dans ce manuel, 
comme dans le MCR2 1980, on constate que les auteurs semblent redonner un peu 
d’importance à l’exploration du type de tâche résolution algébrique. Néanmoins, le 
nombre et la diversité des exercices est loin d’atteindre ce qu’on avait constaté dans les 
manuels de la période classique et de transition : seul le système de deux équations à 



138 
deux inconnues à coefficients numériques est enjeu d’enseignement ; tout calcul 
algébrique littéral a disparu et on ne trouve pas de système avec des équations de formes 
très complexes (parmi ceux que l’élève doit ramener à une forme canonique avant 
d’appliquer les techniques par substitution ou par combinaison linéaire).  

 
Plus encore, à travers les premières séries d’exercices du MCR2 1980, on constate 

une lente progression dans ce travail des techniques de résolution algébrique :  
• Il y a 7 énoncés contenant 14 systèmes à unique solution de forme particulière 
présentant une résolution algébrique « immédiate ». 
La consigne indique en effet :  

« Dans les exercices 15.1 à 15.7 : trouvez rapidement la solution de chaque système » (op. cité, p. 144). 

Il s'agit d'appliquer ici : 
- soit des techniques algébriques élémentaires vues auparavant par l'élève, comme par 
exemple la substitution « numérique » dans le premier énoncé : 

« 15.1   

1/ 
 x = 1,3
 2x - 3y + 7 = 0   2/  

-3x - 7y + 13 = 0 
 y = 0,7   » (ibid., p. 144) 

Pour résoudre le premier système, il suffit ainsi de substituer « numériquement » la 
valeur de x donnée par la première équation : 0,3, dans la deuxième équation pour 
obtenir y = 3,2. 
- soit des techniques usuelles par substitution ou addition au choix sur des exemples 
particulièrement simples. Par exemple, l'exercice « 15.6 » consiste à résoudre deux 
systèmes avec des équations de forme réduite (étiqueté comme « exemple simple » dans 
le cours) :  

« 15.6 

1/ 
 y = 2x + 5
 y = -2x + 1   2/ 

y = 3x + 5
 y = 2x   » (ibid., p. 144). 

- soit de « voir » directement une solution des deux équations. Par exemple dans le cas 
de l'exercice suivant :  

« 15.5 

1/ 
 3x + 2y = 5
 7x + 5y = 12   2/ 

4x + 9y = -13
 6x + 3y = -9   » (ibid., p. 144) 

On peut « voir » rapidement que le couple (1 ; 1) est solution du premier système 
(5 = 3 + 2 et 12 = 7 + 5) et de la même manière que (-1 ; -1) est solution du deuxième 
sans appliquer aucune technique algébrique. 
• Il y a ensuite 4 énoncés (représentant dix systèmes de deux équations à deux 
inconnues) où la technique de résolution algébrique à mettre en œuvre : par substitution 
ou par addition est spécifiée dans la consigne :  

« Dans les exercices 15.8 à 15.10 : résolvez par substitution les systèmes. » (ibid., p. 144). 
« Dans les deux exercices suivants : résolvez par la méthode d'addition les systèmes. » (ibid., p. 144). 

Par ailleurs, chaque technique est également assez progressivement introduite et 
complexifiée à travers ces énoncés. Prenons l'exemple des 6 systèmes à résoudre par 
substitution : 

« 15.8 
 x = 3y - 2 
 3x - 5y = 13   


4x - 5y = 13 

 y = 
1
2 x = 3,4   
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15.9 

 x + 5y = 18 
 2x + 7y = 13    

4x - 7y = 24 
 3x - y = -5   

15.10 
2x + 3y + 5 = 0
 5x + 2y - 4 = 0   

-3x + 4y = -51 
 4x - 2y = -33   » (ibid., p. 144). 

Dans le premier exercice, les deux systèmes « à résoudre par substitution » présentent 
chacun une équation du type « y = ax + b » ou « x = ay + b ». L'élève n'a donc pas dans 
un premier temps à transformer une des équations de départ pour obtenir y en fonction 
de x ou x en fonction de y ; il lui reste juste à substituer l'expression algébrique ainsi 
donnée dans l'autre équation.  
Dans le deuxième exercice, une des équations du premier système présente le 
coefficient 1 pour x et une des équations du deuxième présente le coefficient -1 pour y. 
Des calculs algébriques pour exprimer x en fonction de y puis y en fonction de x 
apparaissent mais l'élève peut donc appliquer ici encore assez simplement la technique 
de substitution sans introduire de fractions. 
Dans le troisième exercice, par contre la technique de substitution amène des calculs 
algébriques moins élémentaires. 
• Le même type de progression est induit par les deux énoncés « à résoudre par 
addition ». 
 Dans les 4 énoncés suivants, il s'agit par contre explicitement de résoudre 8 systèmes 
de deux équations à deux inconnues après avoir choisi une méthode par substitution ou 
par addition : 

« Dans les exercices 15.13 à 15.17 : après avoir fait le choix d'une méthode, résolvez les systèmes. » 

La sous-tâche de choix entre les deux techniques est laissée à la charge de l'élève. 
À l'exception du dernier énoncé où les équations des systèmes sont sous forme réduite 
« y = ax + b », tous les systèmes de cette catégorie sont de forme canonique 


 ax + by = c 
 a'x + b'y = c'   

L'élève peut directement appliquer une technique préalablement choisie sans opérations 
algébriques intermédiaires. 
• Dans les 5 exercices suivants, il s'agit de résoudre 5 systèmes d'ordre 2 écrits sous des 
formes plus complexes. Comme la consigne commune à ces énoncés le précise, il faut 
« simplifier » les équations par des calculs algébriques intermédiaires avant de choisir 
une technique pour résoudre. Par exemple :  

« 15.21 



2x

3  - 4 + 
y
2 + x = 8 -  

3y
4 + 

1
12 

 
y
6 -  

x
2 + 2 =  

1
6 - 2x + 6

  »  (ibid., p. 145). 

On peut trouver plusieurs raisons à la progression choisie dans le travail des 
techniques algébriques à travers ces premières séries d’énoncés : par exemple, on peut 
penser que les exercices « 15.8 » à « 15.12 » (où la technique à appliquer : par 
substitution ou combinaison est spécifiée) permettent à l'élève de voir qu'il est plus ou 
moins coûteux d'appliquer telle ou telle « méthode » dans certains cas et de repérer des 
« formes de systèmes » correspondantes ; on peut aussi faire l’hypothèse qu’il s’agit 
d’une organisation didactique répondant à une nouvelle manière diriger l’étude qui 
place l’élève plus au cœur de l’activité d’enseignement. Mais cette progression dans le 
travail de résolution algébrique nous paraît surtout un indice d’un appauvrissement plus 
général de l'algèbre enseignée : Les auteurs de la contre–réforme accordent certes une 
place « honorable » au type de tâches : résolution algébrique d’un système de deux 
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équations à deux inconnues. Mais leurs exigences quant à l’approfondissement de ce 
type de tâche et au travail des techniques par substitution ou par combinaison restent 
finalement assez peu élevées : les compétences demandées aux élèves pour résoudre les 
séries d’exercices étudiées en calcul algébrique restent d’un faible niveau si on les 
compare aux périodes précédentes. 
 

IV.2 Champ de problèmes à « mettre en équations » 

Des critiques contre une « abstraction excessive » des mathématiques 
« modernes » enseignées 

Des critiques s’élèvent contre le purisme « abstrait » des mathématiques modernes 
enseignées pendant la réforme. Pour illustrer les critiques s'élevant contre cette 
« abstraction excessive » dans l’enseignement des mathématiques des années 1970, on 
peut citer l'extrait suivant d'un article de M. Brunet intitulé « À propos d'une épreuve au 
B.E.P.C : halte à la décadence ! » paru dans le bulletin n° 296 de l'APMEP en 1974 :  

« Il faut bien se rendre à l'évidence : nous sommes en train de fabriquer des O. S. des mathématiques. 
Alors que l'enseignement secondaire a pour vocation d'apprendre à réfléchir, c'est tout le contraire qui se 
passe dans le premier cycle. En voulant viser trop haut au niveau de l'abstraction et de la synthèse, on 
scinde le cours en deux : une partie conceptuelle et une partie d'applications. Comme la première ne 
« passe » pas (les enseignants sont vraiment trop mauvais...), on se retranche vers la seconde (...). Dans le 
meilleur des cas, l'OSM rentre en Seconde au Lycée. L'avantage qu'il pouvait avoir sur ses prédécesseurs 
qui ont suivi l'enseignement traditionnel est quasi-nul : il connaît les termes d'application (et encore !), de 
produit cartésien, de loi de composition (?), mais ce ne sont que des mots. Par contre, il ignore ce qu'est 
une démonstration, une hypothèse, une conclusion. Il lui faudra un travail énorme pour combler ce 
handicap. Dans le pire des cas, on abandonne à la vie active des jeunes gens qui ne sauront pas faire le 
moindre calcul élémentaire. Certains mathématiciens me répondront avec dédain que le calcul 
élémentaire n'est pas du ressort de l'enseignement secondaire. Et l'apprentissage de la vie, c'est du ressort 
de quelle organisation de bienfaisance ? Que dire des gens incapables de discerner, de deux boîtes de 
conserves de poids différents, laquelle a le prix le plus avantageux ? J'ai moi-même vérifié que le cas est 
courant chez des élèves en fin de Troisième. S'ils ne savent pas calculer un prix de vente, ils pourront 
toujours dire à leurs clients que l'essentiel c'est qu'une loi de composition interne soit réflexive, 
symétrique et transitive, à condition que ce soit différent de zéro ! Je ne peux pas croire qu'il reste encore 
des collègues qui s'accommodent d'une situation aussi catastrophique. Nous devons avoir l'honnêteté et le 
courage de constater l'échec, voire la faillite de notre enseignement. (...) Alors la décision s'impose : « on 
efface tout et on recommence ». Je souhaite que l'on agisse ainsi au moins en Quatrième et en Troisième 
avec autant de détermination. » (op. cité, pp. 932 - 933) 

Ce discours montre bien la virulence et la nature des propos de nombreux 
enseignants qui s’indignent de l’enseignement trop « abstrait » de la réforme, et 
suggèrent la nécessité d’un retour « au concret ». 
Selon Chevallard, ce type de contestations va amener les auteurs de manuels de la 
contre-réforme à reprendre à des « degrés divers » les énoncés « traditionnels » du 
premier degré : 

« La réaction suscitée par la mise en œuvre des programmes réformés aboutit (autour de 1977) à une 
contre-réforme à la fois anti-théoriciste (ce qui l’oppose à la réforme antérieure), empiriste (ce qui 
approfondit le mouvement amorcé antérieurement à la réforme au début des années soixante–dix) et 
soumise idéologiquement aux mots d’ordre conjugués de « retour au concret » (entendu comme retour à 
l’extramathématique) et « d’ouverture de l’école sur la vie ». En conséquence, les manuels 



141 
correspondants reprennent quoiqu’à des degrés divers, l’ancien corpus des problèmes concrets, mis à jour 
par l’introduction de problèmes se référant à des situations de la vie contemporaine. » 
(Chevallard 1989, p. 134). 

 
Notons sans rentrer dans le détail, que suivant Chevallard (1989), s’il y a reprise 

d’énoncés  « traditionnels » du premier degré, il n’y a pas pour autant un retour à 
l’ancienne arithmétique enseignée, organisée autour de catégories de problèmes 
concrets. La réforme des mathématiques modernes a définitivement (ou du moins 
jusqu’à maintenant) fait disparaître toute trace de l’organisation classique du savoir 
enseigné au collège autour d’une articulation entre une arithmétique et une algèbre 
élémentaires. 
 

Discours tenus sur la mise en équations  

Les discours génériques tenus sur la mise en équations lors de la période de 
contre-réforme mettent en avant un découpage « traditionnel » en quatre sous-tâches : 
« choix des inconnues », « mise en équations », « résolution des équations » et « retour 
au problème posé ». Mais les techniques données explicitement pendant les périodes 
précédentes pour accomplir ces sous-tâches s’effacent. 
Dans MCR2 1980, on relève ainsi le bref paragraphe cité ci-dessous qui met en avant 
quatre étapes dans la résolution algébrique d’un problème du premier degré. La mise en 
équations y est toujours suggérée comme une traduction des données du problème :  

« Pour résoudre un problème à l’aide d’équations ou d’inéquations du premier degré, après avoir 
distingué clairement dans l’énoncé : ce qui est donné, ce qui est demandé, on peut :  
a faire le choix des inconnues ; 
b traduire les données du problème sous forme d'équations ou d'inéquations ;  
c résoudre les équations, inéquations ou systèmes écrits ;  
d revenir à l'énoncé proposé pour répondre aux questions posées après avoir vérifié que chaque solution 
trouvée par une méthode mathématique convient aux conditions de l'énoncé. » (MCR2 1980, p. 151). 

Cette quasi-disparition de discours génériques autour de techniques est sans doute à 
associer à un effet de bord de l’esprit « empiriste » de cette contre-réforme : c’est 
surtout par ostension que de nombreux objets, y compris la mise en équations sont 
introduits. Les techniques pour accomplir les autres sous-tâches évoquées deviennent 
plus « implicites » : les anciens détails explicites donnés sur ces techniques sont 
remplacés par un contrat didactique spécifique à la résolution algébrique de problèmes 
installé à travers les exemples donnés dans le cours et les exercices. 
 

Reprise de certains problèmes « concrets » traditionnels 

Suivant les propos de Chevallard (1989), on constate effectivement une reprise de 
problèmes concrets, proches des énoncés que nous avions qualifiés « d’entre 
arithmétique et algèbre » pendant la période classique. 

A titre d’exemple, on peut étudier la partie « exercices » associée au chapitre 
« Problèmes du premier degré » de MCR2 1980 : on y dénombre 19 exercices qui 
peuvent se ramener à des systèmes de deux équations à deux inconnues. 
A travers la majorité de ces énoncés (16 au total), on retrouve des problèmes concrets 
semblables à ceux relevés pendant la période classique, d’origine arithmétique : il y a 
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des problèmes de partages en parties inégales, d’alliage et de mélange, d’intérêts, de 
vitesse et mouvements uniformes, etc. mais non catégorisés en tant que tels. 
On peut citer pour illustrer :  

« 16.22 
M. Legrand place une somme d'argent. Une première partie de cette somme est placée à 6%, une 
deuxième partie à 2% ; ce placement va lui rapporter annuellement 1172F. Si la somme placée à 6% 
l'était à 7% et inversement, M. Legrand calcule qu'il gagnerait 22F de plus par an. Trouvez le montant 
total de la somme d'argent placée par M. Legrand. » (MCR2 1980, p. 152). 
«16.21 
 Un alliage d’or et de cuivre a pour masse totale 699g et pour volume total 54cm3. Sachant que les 
masses volumiques de l’or et du cuivre sont respectivement de 19,3g/cm3 et 8,9g/cm3, calculez le volume 
de l’or et du cuivre de cet alliage, puis la masse de chaque métal. » (ibid., p. 152). 
« 16.11 
Un enfant a réparti ses 78 billes dans deux sacs. Il sait que le premier contient 24 billes de plus que le 
second. Combien a-t-il de billes dans chaque sac ? » (ibid., p. 151).  
« 16. 20 
Deux cyclistes partent au même instant de deux villes situées à 45 km l’une de l’autre, et empruntent la 
même route nationale. S’ils roulent l’un vers l’autre, ils se rencontreront au bout d’une heure ; s’ils 
roulent dans la même direction, le plus rapide rattrapera l’autre au bout de neuf heures. Calculez la vitesse 
à laquelle roule chacun des deux cyclistes. » 

Néanmoins, ces séries de problèmes « traditionnels » du premier degré qu’on 
relève dans les deux manuels MCR1 1980 et MCR2 1980 ne correspondent qu’à une 
reprise partielle des corpus d’énoncés concrets à mettre en équations de la période 
classique : 
 
• Tous ces problèmes du premier degré se ramènent à des systèmes d’équations à deux 
inconnues à coefficients numériques admettant une solution unique. 
- Les problèmes à données littérales n’apparaissent pas. D’une part, l’absence de travail 
de calcul algébrique littéral évoquée plus haut empêche que de tels problèmes soit 
posés. D’autre part ce type d’énoncé n’a plus de rôle à jouer en l’absence d’une 
articulation entre arithmétique et algèbre enseignées. 
- Les énoncés se ramenant à des systèmes de trois équations à trois inconnues à 
coefficients numériques sont également absents des parties « exercices » des ouvrages 
de la contre-réforme : comme pour les problèmes à données littérales, cette absence est 
justifiée par l’inexistence même des systèmes d’ordre 3 numériques comme objet 
d’enseignement à cette époque. 
 
• La mise en équations de ces problèmes ne fait jamais appel à des connaissances en lien 
avec les notions de grandeurs et de formules enseignées dans le cadre de « l’ancienne » 
arithmétique élémentaire : « formule du titre d’un alliage », « formules d’escompte, 
d’intérêts composés », etc. Seuls restent des énoncés dont la mise en équations fait 
appel à des connaissances supposées « naturalisées », utiles dans « la vie courante » : 
bénéfice, intérêt simple, etc. ou éventuellement dans d’autres disciplines enseignées : 
formule de vitesse, masse volumique… 
 

Comme conséquences directes du fait que ces énoncés soient extraits de l’ancien 
corpus « classique », on peut noter que :  
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• On ne relève aucun problème indéterminé ou impossible. C’est entre autres parce que 
les auteurs de la contre-réforme reprennent un corpus d’énoncés concrets du premier 
degré de la période classique. Nous avions remarqué qu’au sein de ces corpus comme 
au temps de la préhistoire de l’algèbre élémentaire, ce type de problèmes s’avérait rare, 
en partie à cause du caractère « concret » même de ces énoncés : un problème réel qui 
conduirait à aucune ou une infinité de solutions serait mal posé. 
 
• Les inconnues « à choisir » et les équations à écrire n’apparaissent jamais au sein 
même de l’énoncé. Il y a réellement un travail de mise en équations ». Cependant le 
geste technique « désigner par des lettres les grandeurs demandées en fin d’énoncé » 
permet de résoudre avec succès la majorité des problèmes posés à l’élève. 
 
• Les systèmes auxquels se ramènent ces énoncés concrets sont implicitement à 
résoudre algébriquement et non graphiquement. A travers la résolution de ces 
problèmes, l’élève est amené à « travailler » les techniques de résolution algébrique de 
systèmes d’équations. 
 

Pour conclure, revenons sur le fait que ces problèmes ne nourrissent plus une mise 
en concurrence entre algèbre et arithmétique enseignées. Ils ressurgissent avant tout au 
titre d’applications, comme répondant à l’idéologie de « retour au concret » qui 
imprègne fortement la contre-réforme. Le fait qu’ils apparaissent au sein même du 
chapitre emblématique des systèmes de deux équations à deux inconnues dans MCR1 
1980137 suggère également que l’appauvrissement du travail des techniques algébriques 
de résolution de systèmes de deux équations à deux inconnues évoqué auparavant 
favorise peut-être la présence de ces énoncés concrets. En effet on peut penser que ce 
champ de problèmes issus de la période classique sont également là pour « nourrir » la 
topogenèse du savoir enseigné sur les systèmes d’équations : les exercices où il s’agit de 
résoudre « algébriquement » des systèmes d’équations ne peuvent plus offrir une grande 
diversité à cause d’un appauvrissement du travail de l’algèbre enseignée ; on peut donc 
penser que la mise en équations de ces problèmes concrets est mise au service du savoir 
enseigné sur les systèmes d’équations en permettant d’offrir plus de variations 
d’exercices à ce sujet. 
 

Quelques problèmes concrets isolés, dérivant des énoncés de la réforme 
« entre fonctions et équations ». 

Au sein des séries de problèmes « à mettre en équations » des manuels MCR1 1980 
et MCR2 1980, on voit également apparaître quelques énoncés « isolés » qui diffèrent 
des problèmes « traditionnels » d’origine arithmétique : ce sont des énoncés à habillage 
« concret » ou géométriques constitués de plusieurs items, où la plupart du temps, 
inconnues et équations sont désignées. Ces problèmes se ramènent à des systèmes de 
deux équations à deux inconnues de forme canonique « réduite » y = ax + b à solution 
unique qu’il s’agit explicitement de résoudre graphiquement ou algébriquement. Ils 
« dérivent » des problèmes du premier degré typiques de la réforme qui nourrissaient 
une interrelation étroite entre « fonction affine et équation ». A titre d’exemples, nous 

                                                
137 Soulignons que la deuxième édition du manuel MCR2 1984 (avant la fin de la « contre-

réforme) adoptera le même plan : les problèmes du « premier degré » seront intégrés aux chapitres 
« équations et inéquations du premier degré à une inconnues », « équations et inéquations du 1er degré à 
deux inconnues ». 
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citons ci-dessous un premier problème de ce type extrait du MCR1 1980 et un deuxième 
énoncé extrait de MCR2 1980 :  

« 27.19 
Une association désire organiser des excursions pour ses adhérents : elle a le choix entre deux 
compagnies. 
I. a) La compagnie A leur propose pour formule : un forfait de 200F à payer quelque soit le nombre de 
kilomètres du trajet, auquel s'ajoute 6 F par kilomètre parcouru. 
Que devrait payer l'association pour effectuer dans ces conditions un voyage de 20 kilomètres ? De 65 
kilomètres ? 
b) La compagnie B leur fait payer 11 F par kilomètre parcouru.  
Dans ces conditions que devrait payer l'association pour effectuer un voyage de 20 kilomètres ? de 65 
kilomètres ? 
c) En fonction des résultats trouvés quelle compagnie choisira l'association pour effectuer un voyage de 
20 kilomètres ? De 65 kilomètres ? 
II.  On désigne par x le nombre de kilomètres parcourus et par y le prix du voyage. 
Déterminer une relation entre x et y. 
a) Lorsque l'association fait appel à la compagnie A.  
b) Lorsque l'association fait appel à la compagnie B. 
c) Pour quel nombre de kilomètres effectués le prix du voyage est-il le même pour les deux compagnies ? 

III Le plan est rapporté à un repère (O ; iÆ  ; jÆ ). 
Déterminer graphiquement l'ensemble des points E M (x ; y) du plan vérifiant : y = 200 + 6x et x > 0. 
b) Déterminer graphiquement l'ensemble des points E M (x ; y) vérifiant y = 11x et x > 0. 
c) Retrouver graphiquement le résultat du II.c. » (MCR1 1980, p. 249). 
 
« 16.26  
Tracez un triangle ABC dont les côtés ont pour longueur : AB = 4 cm ; AC = 8 cm ; BC = 6 cm. Par un 
point M du segment [BC] menez la parallèle à (AB) qui coupe (AC) en D, et la parallèle à (AC), qui 
coupe (AB) en E. 
1. Calculez en fonction de BM = x, les longueurs y1 = MD et y2 = ME.  
2. Représentez graphiquement les variations de y1 et de y2 lorsque M se déplace sur [BC]. 
3. Déterminez graphiquement puis par un calcul, la position du point M pour que AEMD soit un 
losange. » (MCR2 1980, p. 152). 

On relève ces problèmes à plusieurs « items » ressemblant plus ou moins aux 
énoncés de la réforme (qui étaient eux, le plus souvent « intra-algébriques ») 
essentiellement dans les sujets d’examen du B.E.P.C. : les auteurs du MCR1 1980 les 
font d’ailleurs apparaître uniquement à la fin de leur ouvrage dans une partie intitulée 
« Problèmes » où sont regroupés des énoncés typiques de cet examen. On peut penser 
qu’ils représentent une résurgence des sujets-types d’algèbre qui ont « envahi » le 
B.E.P.C. tout au long de la période dite de la réforme. Il peut y avoir également des 
explications d’ordre didactiques à la présence de ces problèmes dits parfois « à tiroir » 
au sein de cet examen : les différents items permettent à l’élève de continuer à résoudre 
le problème « en passant sur des questions » auxquels il ne sait pas répondre.  

 
Lors de cette période de contre-réforme, on constate donc une présence 

« conjointe » de problèmes concrets hérités de la période classique et d’énoncés à 
plusieurs « items », produits apparemment dérivés de la réforme. Comme nous allons y 
revenir dans le paragraphe suivant, cette « coexistence » de deux principaux types de 
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problèmes du premier degré représente également une caractéristique de la période 
contemporaine amorcée avec la réforme dite « Haby ». 

V. La période contemporaine (1989/1999) 

V.1 L’enseignement des systèmes d’équations au sein d’une algèbre 
élémentaire « morcelée » et « appauvrie » 

Nous avons pu observer à travers la période de la « contre-réforme » un début 
d’affaiblissement de l’algèbre enseignée. Après être resté au second plan tout au long de 
la période de la réforme des mathématiques modernes, le traitement algébrique des 
équations semblait pourtant avoir repris une certaine importance pendant les années 
1980. Mais comme nous l’avons constaté, malgré la place relativement grande qui leur 
est accordée, les exigences spécifiques au travail des techniques algébriques de calcul 
semblent s’être en quelque sorte relâchées au profit du travail de résolution graphique 
au sein d’une algèbre « géométrique ».  
 

Sous l’influence d’une idéologie « utilitariste » prônant haut et fort un « retour au 
concret » (sur laquelle nous reviendrons au paragraphe V.II), l’algèbre enseignée des 
années 1990 redevient plus proche d’une algèbre élémentaire traditionnelle. Mais 
comme le souligne Chevallard (1989), la réforme de 1985 dite « Chevènement » (qui 
rentre en application en 1989 en classe de Troisième) prolonge un processus depuis 
longtemps entamé et conduit avant tout à un appauvrissement et un morcellement de 
l’enseignement d’une algèbre « redevenue » élémentaire :  

« Le tableau que nous tracions, naguère, dans la partie d’un travail dont nous livrons ici le second volet, 
apparaît rétrospectivement prémonitoire : la réforme mise en train sous ministère de Jean-Pierre 
Chevènement, et dont l’application se poursuit, n’a fait qu’en prolonger les lignes en épaississant le trait. 
La pulsion empiriste, dont nous avions souligné la prégnance remarquable, (…) se traduit dans le reste du 
cursus du collège par une poussée vigoureuse du numérique, par l’éparpillement et l’évanouissement 
de l’apprentissage des outils algébriques, par l’insistance sur le concret, et par le recours constamment 
réaffirmé à des « activités » dont l’enseignement cherchera, à bon droit, mais fréquemment en vain la 
substance. » (Chevallard 1989, p. 43). 

Notons qu’à travers cette citation, l’auteur semble associer cette « déperdition » 
de l’algèbre enseignée à l’influence d’une idéologie très forte du « concret » et à la mise 
en place d’une nouvelle organisation « ternaire » de l’étude en « activités », 
« synthèse » (identifiable au « cours d’autrefois ») et « exercices », éléments sur 
lesquels nous reviendrons par la suite. 

 
Trace significative de cet éparpillement et de cet affaiblissement de l’algèbre 

enseignée à travers la réforme de 1985, on ne voit plus apparaître les deux parties 
intitulées « Algèbre » et « Géométrie » des directives officielles de 1978 ; le mot 
algèbre lui-même disparaît  : le programme de 1985 est constituée de trois sous parties 
intitulées « Travaux géométriques », « Travaux numériques » au sein de laquelle 
apparaissent conjointement l’étude du numérique et le traitement des équations et le 
calcul algébrique, « Organisation et gestion de données. Fonctions ». 

 
Ainsi que le souligne Chevallard (1989) :  



146 
« (…) au delà de la disparition du mot, l’évanouissement de l’algèbre vient d’atteindre un point extrémal 
dans les nouveaux programmes du Collège. » (Chevallard 1989, p. 86). 

 

Traces d’un discours d’ordre technologique visant l’introduction officielle 
du système d’équations comme objet d’algèbre élémentaire 

Au sein d’un des deux manuels « contemporains » étudiés, le système de deux 
équations à deux inconnues est très rapidement introduit à la suite de ce que l’on peut 
appeler des traces d’un discours d’ordre technologico-théorique du type de celui tenue 
pendant la période classique (visant à introduire officiellement le système d’équations 
comme objet d’algèbre élémentaire). En effet, dans la partie intitulée « L’essentiel » 
identifiable à un cours, les auteurs de MCo1 1993 introduisent l’objet système de deux 
équations à deux inconnues après avoir présenté l’équation à deux inconnues : on peut 
voir dans ce déroulement, ressurgir la volonté de faire apparaître les systèmes comme 
œuvre mathématique en réponse à la question : « y a-t-il des couples de solutions qui 
vérifient simultanément deux équations à deux inconnues ? ». Cependant au sein de cet 
exposé contemporain, on n’évoque plus le fait qu’une équation à deux inconnues du 
premier degré admet une infinité de solutions : les auteurs se contentent de constater à 
partir d’un exemple numérique qu’une telle équation admet « plusieurs » solutions et 
d’en « montrer » une. Toute trace de langage de type « ensembliste » a disparu : seule 
subsiste la notion de « couple » solution d’un système. 

« 1. Exemple d’équation à deux inconnues 
8x – 5y = 1 est une équation à deux inconnues. 
- Le couple (2 ; 3) est une solution (parmi d’autres) de cette équation. 
En effet, pour x = 2 et y = 3, on a :  
8x – 5y = 8 × 2 – 5 × 3 
 = 16 – 15  (on dit aussi que le couple (2 ; 3) vérifie l’équation 8x – 5y = 1) 
 = 1  
- Le couple (3 ; 2) n’est pas solution de l’équation 8x – 5y = 1. 
En effet pour x = 3 et y = 2, on a :  
8x – 5y = 8 × 3 – 5 × 2 
 = 24 – 10 
  = 14 ≠1. 
2. Systèmes de deux équations à deux inconnues 
Exemple 


2x - 5y = 12 (E1)
3x + 4y = -5 (E2) est un système de deux équations à deux inconnues. 

Résoudre ce système, c’est trouver tous les couples (x ; y) qui vérifient simultanément les équations 
(E1) et (E2). 
Autrement dit, c’est trouver toutes les solutions communes aux équations (E1) et (E2). » (op. cité, p. 77). 
Cette page du MCo1 1993 réservée aux notions « théoriques » du chapitre 
emblématique des systèmes d’équations est très brève. La place accordée aux 
« activités », aux exemples résolus qui reflète l'esprit du programme de l'époque (la 
mise en avant de l'activité de l'élève) explique cette quasi-absence de discours d'ordre 
technologique. Comme dans l'étude de beaucoup d'autres notions mathématiques, c'est 
plutôt ici un bloc « practico-technique » associé aux systèmes de deux équations à deux 
inconnues qui est mis en avant. 
 



147 
 

Type de tâches résolution algébrique 

Présentation des techniques par substitution et par combinaison ou par 
élimination138 dans la partie « Synthèse » et les « Activités »  

Dans la partie identifiable à un « cours » MCo1 1993 et dans MCo2 1993, les deux 
techniques de résolution algébrique par substitution ou par combinaison ou élimination 
(préalablement abordées à travers les « activités ») sont présentées à partir d’un ou deux 
exemples numériques de systèmes de deux équations à deux inconnues admettant une 
solution unique.  
- Dans MCo2 1993, les deux méthodes de résolution sont clairement identifiées à 
travers des « principes » assez proches des anciens algorithmes de la période classique 
et de transition :  

« Dans la méthode par substitution, on exprime une des deux inconnues en fonction de l’autre à 
l’aide d’une des équations, et l’on reporte (ou l’on substitue) le résultat obtenu dans l’équation 
restante. » (MCo2 1993, p. 98). 
« Dans la méthode par combinaison, on multiplie l’une ou les deux équations par des nombres 
convenablement choisis de telle manière que l’une des inconnues disparaisse par addition membre 
à membre. » (ibid., p. 99). 

A travers les discours tenus par ailleurs sur ces techniques par « substitution » ou 
« combinaison » ou à travers les commentaires associés aux exemples donnés, on ne 
voit apparaître aucune trace relative à un contrôle logique dans la résolution algébrique 
d’un système d’équations. La sous-tâche de « vérification » apparaît ici semble-t-il 
uniquement au titre d’une vérification de calcul, pour corriger d’éventuelles erreurs de 
calcul algébrique : 

« Exemple : 

Résoudre le système : 
 2x - y = 1 (1)
 -x + 2y = 4 (2)  . 

On exprime y en fonction de x à l'aide de (1)... y = 2x - 1 (1'). 
On reporte le résultat dans (2)... -x + 2(2x -  1) = 4. 
                                           -x + 4x - 2 = 4. 
On détermine ainsi l'inconnue x.............x = 2. 
On détermine y à l'aide (1')....................y = 2 � 2 - 1. 

   y = 3. 
La solution est le couple (2 ; 3). 

Vérification : 

 2 × 2 - 3 = 1 
 -2 + 2 × 3 = 4 (2)  . » (MCo2 1993, p. 98). 

- Dans MCo2 1993, des « stratégies » qui apparaissent en marge à droite des exemples 
choisis pour illustrer les deux techniques par substitution et élimination ressemblent 
également aux algorithmes relevés dans les manuels jusqu’à la fin des années 1960. 
Notons que l’activité ayant pour objectif d’introduire la « substitution » met d’ailleurs 
en avant un « programme » de ce type (que l’élève a à appliquer pas à pas) : 

« Programme décrivant la méthode par substitution 

                                                
138  On remarque à nouveau un changement de « nom » de cette technique dite « par élimination » 

dans MCo1 1993 et dite « par combinaison » dans MCO2 1993, indice du retour à l’enseignement d’une 
algèbre élémentaire. 
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• À partir de l'équation (E1), exprimer y en fonction de x. 
• Dans (E2), remplacer y par l'expression trouvée précédemment. 
• On obtient ainsi une égalité où ne figure que l'inconnue x. 
• Trouver x. 
• Pour déterminer y, remplacer x par sa valeur dans l'équation (E1) ou dans (E2). 
• Trouver y. 
• Vérifier que le couple (x ; y) obtenu est bien solution du système. 
Utiliser ce programme pour résoudre le système (S). » (MCo1 1993, p. 75). 
Comme dans le manuel précédent, les auteurs ne tiennent pas de propos d’ordre 
technologique, spécifiques d’un contrôle logique dans la résolution algébrique des 
systèmes d’équations. Néanmoins, on relève des « traces » presque imperceptibles de 
l’ancien raisonnement par condition nécessaire puis suffisante dans la présentation 
ostensive de la technique de « substitution » dans l’exemple du cours ; les auteurs 
concluent en effet que le couple de valeurs obtenues par cette méthode est « la » 
solution du système après vérification : 

Enoncé : 1. Résolution d’un système par substitution  

Résoudre par substitution le système 
 2x - 5y = 12 (E1)
 3x + 4y = -5 (E2)  . 

 
 
 

Stratégie Solution 
 

Remarques 

• On exprime x en 
fonction de y dans 
l’équation (E1). 
• On remplace 
ensuite x dans 
l’équation (E2), ce 
qui permet de 
trouver y. 
• On peut ensuite 
calculer x. 
•Enfin on vérifie 
que le couple (x ; y) 
trouvé est bien 
solution du système 
(S) 

• De l’équation (E1), on tire 2x = 12 + 5y,  

puis x = 
12 + 5y

2   

• En remplaçant x par 
12 + 5y

2  dans (E2), on obtient 

3 × 
12 + 5y

2  + 4y = -5 

Soit 3 (12 + 5y) + 2 × 4y = 2 × (-5). 
D’où 36 + 15y + 8y = -10 
Donc 23y = -10 - 36. 
D’où y = -46/23 = -2. 

• En remplaçant y par –1 dans x =  
12 + 5y

2 ,  

on obtient x =  
12 + 5 × (-2)

2  =  
12 - 10

2  

• Vérifions que le couple (1 ; -2) est solution du système 
(S) :  
2 × 1 – 5 × (-2) = 2 – (-10) = 12. 
3 × 1 + 4 (-2) = 3 + (-8) = -5. 
Donc (1 ; -2) est la solution du système (S). 

 
 
On obtiendra ainsi une 
équation où ne figure que 
l’inconnue y. 
On multiplie les deux 
membres par 2. 
 
 
On a trouvé y. 
 
On a trouvé x.  

(MCo1, p. 78). 

 
 

Travail des techniques par substitution et par combinaison ou élimination de 
résolution algébrique à travers les exercices 
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Dans les deux manuels contemporains, les exercices uniquement réservés à un 

travail des deux techniques de résolution algébrique par substitution ou par 
combinaison ou élimination apparaissent en nombre relativement restreint. A titre 
d’exemple, étudions dans le détail la partie « exercices » (constituée de deux sous-
parties : « Savoir faire » et « Chercher ») de l’ouvrage MCo1 1993 :  
 
• On y dénombre seulement 15 énoncés sur 80 au total, représentant 34 systèmes 
d’équations à résoudre algébriquement. La « méthode » à employer lors de la résolution 
de tous les systèmes représentés à travers ces exercices n'est pas spécifiée dans la 
consigne : à travers ces exercices, l'élève a toujours à sa charge, la sous tâche de choix 
entre la technique par substitution et par élimination.  
 
- Il y a une première série de 12 énoncés dans la catégorie « Savoir faire ». On y relève 
24 systèmes de deux équations à deux inconnues (sur le total de 34) qualifiés par les 
auteurs comme de « braves systèmes » : ce sont en fait tous des systèmes à solution 
unique dont la résolution par élimination ou par substitution s'avère très simple. 
Pour illustrer, étudions deux d'entre eux :  

« 1 a / 
 3x - y = 1
6x - 3y = -3   » (ibid., p. 80). 

Appliquons par exemple la méthode par substitution pour résoudre ce système. La 
première équation se ramène facilement à y = 3x - 1 (on n'introduit pas de 
dénominateur). On remplace dans la deuxième équation pour trouver 6x - 9x +3 = -3, ce 
qui donne après simplification -3x = -6 soit x = 2. On obtient ensuite directement y = 5. 

« 9 a / 
-3x - 2y = 150

-3x + 2y = 78   » (ibid., p. 80). 

La méthode par élimination appliquée pour résoudre ce système permet de calculer très 
rapidement le couple solution : on additionne directement les deux équations pour 
éliminer y et on obtient -6x = 150 + 78 = 228. On obtient alors x = 38. En remplaçant x 
par sa valeur dans la première équation, on a -114 - 2y = 150 d'où y = 132. 
Tous ces systèmes présentent des coefficients entiers relativement simples.  
La plupart d'entre eux : 20 sur 24 ont des équations de forme canonique « ax + by = c ». 
Les 4 systèmes qui font exceptions ont des équations sous la forme y = mx + p ou 
ax = by. Citons l'exercice 5 pour illustrer :  
« 5 a / 

 y = x
y = 2x - 3    b/  

x + y = 0
2x = 5y   » (ibid., p. 80). 

 
- Il y a ensuite un premier énoncé dans la catégorie « chercher » qui représente 4 
systèmes de deux équations à deux inconnues à solution unique. La résolution 
algébrique des deux premiers systèmes ne présente pas a priori de grandes difficultés ; 
leur particularité est que leurs équations sont sous la forme canonique « y = ax + b » qui 
n'est pas celle qui a été la plus étudiée à travers les 9 énoncés précédents. Citons le 
premier d'entre eux : 

« 40 a / 
 y = 2x - 3
y = -4x + 1   » (ibid., p. 82). 

La résolution de ce système ne présente pas non plus a priori plus de difficultés que 
celles rencontrées à travers les 9 exercices de la catégorie « pour savoir faire ». 
Par contre la résolution du quatrième système de cet exercice paraît plus complexe : 
celui-ci comporte des coefficients irrationnels sous forme de racines carrées ; l'élève 
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doit faire appel à ces connaissances sur la manipulation de ces nombres pour appliquer 
une technique par élimination ou par substitution. Étudions la résolution de ce système 
par élimination (qui paraît ici moins coûteuse) pour illustrer :  

« 5 d / 


 3x - 2y = 1

2x - 3 y = 0
 » (ibid., p. 82). 

On multiplie 2 la première équation :  
On obtient 2 3 x - 2 2 y = 2 soit  6 x – 2y = 2 
On multiplie par 3 la deuxième équation :  
On obtient 2 3 x - 3 3 y = 0 soit 6 x – 3y = 0. 
On soustrait membre à membre les deux équations obtenue pour « éliminer » x :  
On trouve y = 2. On remplace y par la valeur trouvée dans la première équation du 

système initial : 3 x - 2 2 = 1, et on trouve x = 
3
3
  = 3 

- On trouve un deuxième exercice dans la catégorie « Chercher » dans lequel il s'agit de 
résoudre des systèmes « très particuliers » :  

« 41 Systèmes !! 
Résoudre les systèmes suivants : 

a/ 
y = 2
x = 3      b/  

x = 2y 
y = 2x   » (ibid., p. 82). 

La résolution algébrique de ces deux systèmes (peut-on vraiment parler de 
« résolution » pour le premier ?) ne présente aucune autre difficulté que celle d'être 
« inhabituelle ». L'objectif de cet énoncé est sans doute d’interroger la notion de couple 
solution. 
 
- Toujours dans la catégorie « Chercher », on trouve un dernier énoncé où il s'agit de 
résoudre des systèmes d'ordre 2 « pas sympas ». Il y a 2 systèmes n'admettant aucune 
solution et 2 systèmes admettant une infinité de solutions. Citons l'énoncé pour 
illustrer :  

« 41 Des systèmes pas sympas 
Résoudre les systèmes suivants : 

a/ 
2x + 8y/3 = 64

3x + 4y = 96      b/ 
9x + 1,8y = 9

5x + y = 9   

c/ 
 x - 1,2y = 6
2,5x - 3y = 16       d/ 

x -  2,5y = 10
0,4x - y = 4   » (ibid., p. 82). 

La résolution algébrique de ce type de systèmes est donc à la responsabilité de l'élève à 
travers cet énoncé. Cependant, ils restent extrêmement minoritaires (ils n'apparaissent 
qu'à travers cet exercice) et leur nature particulière est en quelque sorte « signalée » par 
le qualificatif de « pas sympas » apparaissant dans l'énoncé. 
D’après notre étude du « cours » et des « activités » de MCo1 1993, l'élève n'est pas 
censé savoir qu'une équation à deux inconnues ou qu'un système indéterminé admettent 
une infinité de solutions : il sait juste qu'ils en admettent « plusieurs ». Comment peut-il 
conclure la résolution des systèmes a/ et c/ ? Doit-il affirmer que ces systèmes 
admettent « plusieurs » solutions ? 
La résolution algébrique de ces systèmes « pas sympas » présente éventuellement des 
difficultés (autres que celles associées à l'impossibilité ou à l'indétermination), liées à la 
nature des coefficients des inconnues : on voit apparaître des coefficients décimaux ou 
fractionnaires. 
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Cette étude détaillée de la partie « exercices » de MCo1 1993 montre que le travail 
des techniques de résolution algébrique de systèmes d’équations s’est extrêmement 
appauvri : la grande majorité des systèmes de deux équations à résoudre 
« algébriquement » admettent une solution unique, sont de formes « simples » (proches 
des formes canoniques : y = ax + b ou ax + by = c). La « progression lente » dans 
l’exploration du type de tâches « résolution algébrique d’un système de deux équations 
à deux inconnues » sous-jacente à cette série d’énoncés révèle un appauvrissement plus 
général du calcul algébrique enseignée. La nature des coefficients numériques : entiers, 
rationnels, irrationnels semble la seule variable didactique sur laquelle les auteurs de 
MCo2 1993 « jouent » pour diversifier les énoncés. On note l’apparition de quelques 
systèmes indéterminés ou impossibles à travers l’énoncé « 42 » mais l’étiquette « pas 
sympas » qui leur est attribuée et leur rareté au sein des exercices étudiés montre à quel 
point ces systèmes sont pointés comme des cas particuliers. 
 

Dans les deux manuels contemporains, on relève également la présence de 
quelques énoncés de forme originale en lien avec les techniques de résolution 
algébrique de systèmes d’équations du type suivant :  

« 48 Le devoir de Nathalie  

Pour résoudre le système 

 x + y = 10 (E1)
5x + 2y = 32 (E2)   

Nathalie a écrit : 

Soit 

 x + y = 10 (E1)
5x + 2y = 32 (E2)   

D'après l'équation (E2) 3x + 2x + 2y = 32 
soit 3x + 2(x + y) = 32. 
D'où 3x + 20 = 32 ; d'où 3x = 32 - 20 
d'où 3x = 12 ; d'où x = 12/3 = 4 
En remplaçant dans (E1), on obtient : y = 6. 
Résoudre ce système. La méthode de Nathalie est-elle correcte ? » (ibid., p. 83). 
Les auteurs présentent une résolution algébrique de systèmes de deux équations à 
solution unique effectuée par des élèves imaginaires ; il s'agit de résoudre le système, 
d'invalider ou de valider la solution des élèves fictifs... 
A travers ce type « particulier » d’énoncés, il s'agit en quelque sorte ainsi de donner un 
recul à l'élève sur ses propres pratiques à travers l'évaluation de solutions fictives. Ces 
problèmes « de forme originale » (par rapport à ceux des manuels des époques 
antérieures) sont représentatifs de l'évolution des méthodes d'enseignement dans 
l'époque contemporaine. 
 

Type de tâches résolution graphique 

L’étude du type de tâches : résolution graphique d’un système de deux équations à 
deux inconnues occupe une place relativement importante à travers des activités, la 
partie identifiable à un cours et les exercices des deux manuels. Notons que seule 
l’équation « réduite » de type : y = mx + p d’une droite est objet d’enseignement : 
l’équation cartésienne « ax + by + c = 0 », enjeu important de la période de la contre-
réforme est « hors programme ». A travers ce changement, l’organisation mathématique 
contemporaine construite autour de la résolution graphique des systèmes d’équations 
semble « se rapprocher » de la période classique ou de transition au sein desquelles les 
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équations de droite étaient étroitement interreliées aux « courbes représentatives de 
fonctions affines ». A titre d’exemple, continuons d’étudier le MCo1 1993 qui est 
particulièrement « typique » de l’époque contemporaine. 
 

Dans MCo2 1993, cette technique de résolution graphique (étudiée préalablement 
à travers une activité « préparatoire ») est présentée « par ostension » dans la partie 
identifiable à un cours à partir d’un seul exemple de systèmes à deux équations à deux 
inconnues admettant une solution unique :  

« Résoudre graphiquement le système 

2x + y = 5 (E1)

x - 3y = 6 (E2)  . » (ibid., p. 94). 

La sous-tâche mettre les équations sous forme canonique : y = ax + b, apparaît 
explicitement dans la stratégie générale donnée par les auteurs en marge à gauche de 
l’exemple « résolu »:  
« • Mettre les équations (E1) et (E2) sous la forme y = ... x + ...  
• On obtient ainsi deux équations de droites que l'on trace. 
• On considère le point commun à ces deux droites : les coordonnées de ce point sont solutions du 
système. » (ibid., p. 94). 

La sous-tâche : vérifier que le couple obtenu est effectivement solution du système 
d'équations est mise en avant par les auteurs. Le couple de valeurs obtenu par résolution 
graphique est précisément solution du système ; mais les auteurs font apparaître cette 
sous-tâche de vérification comme nécessaire pour conclure :  

« D'après le graphique, la solution du système semble être le couple (3 ; -1). 
Vérification par le calcul :  

 
2 ¥ 3 + (-1) = 6 - 1 = 5
3 - 3 ¥ (-1) = 3 + 3 = 6  . 

donc (3 ; -1) est solution du système. » (ibid., p. 95). 

L’imprécision éventuelle de cette technique de résolution graphique est par ailleurs 
mise en avant à plusieurs reprises travers les deux activités « préparatoires » qui 
précèdent ce « cours ». Par exemple, à travers l’une d’elle intitulée « ça se voit sur le 

dessin »,  il s’agit de résoudre graphiquement le système 

5x - 7y = -7 (E1)

 x + 2y = 9 (E2)  : la lecture 

graphique des coordonnées du point d'intersection des deux droites d'équations 5x - 7y 
= -7 (E1) et x + 2y = 9 (E2) donne (3 ; 3). La sous-tâche : vérifier que le couple obtenu 
est effectivement solution du système, explicitement demandée à travers la question 4 
de l'activité, prouve que le couple (3 ; 3) n'est pas solution. La résolution algébrique de 
ce système qui l'objet de la question suivante permet d'obtenir le véritable couple 

solution  (
49
17  ;

52
17 ) (impossible à « lire graphiquement » précisément). 

 
Dans la partie « exercices » de ce manuel, on dénombre 13 exercices en lien avec 

le travail de cette technique de résolution graphique.  
 
- Tous les systèmes de deux équations à deux inconnues à coefficients numériques qui y 
sont représentés admettent une solution unique. La portée de cette technique de 
résolution graphique n’est donc pas ici étendue aux systèmes indéterminés ou 

impossibles. Aucun des systèmes donnés ne l’est sous la forme 

 y = ax + b
y = a'x + b'  . La sous-
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tâche « mettre les équations sous la forme canonique y = ax + b » est toujours laissée à 
la responsabilité de l’élève. Néanmoins, tous les systèmes représentés à travers ces 
exercices sont constitués d'équations de forme assez simple de type « by = ax + c » ou 
« ax + by = a'y + c » ou encore « ax + b' = b'y +c »... Les transformations intermédiaires 
à effectuer pour ramener ces équations sous la forme réduite restent élémentaires. 
La technique de résolution graphique s'avère suffisamment précise pour déterminer 
exactement le couple solution unique de la majorité des systèmes : ce sont souvent des 
couples d'entiers « simples » que le graphique permet d’obtenir précisément. 
 
- Néanmoins dans la catégorie « Chercher », on relève la présence de trois énoncés 
regroupés dans une sous-catégorie intitulée « Les limites de la résolution graphique » :  
Dans le premier de ces énoncés, il s'agit « d'essayer » de résoudre graphiquement le 

système 

5x - 3y = -6
 9x - 5y = -5  . 

Représenter graphiquement les deux droites associées aux équations de ce système ne 
présente pas de difficultés particulière ; l'élève a toujours à accomplir la sous-tâche : 
mettre les équations sous forme réduite. Mais la technique de résolution graphique 
manque de précision : le couple solution de ce système n'est pas un couple d'entiers ; il 
s'agit de (15/2 ; 29/2). Cette limite de la résolution graphique est soulignée aux yeux de 
l'élève à travers la question suivante :  

« Pourquoi ne peut-on se satisfaire de la résolution graphique ? » (ibid., p. 99). 

La consigne du deuxième énoncé est calquée sur celle du premier : l'élève a à nouveau à 

« essayer de » résoudre graphiquement le système 

 5x - 3y = 3
8x - 5y = -15  . Ce système a pour 

solution, le couple (60 ; 99). Il s'avère impossible de déterminer graphiquement la 
valeur exacte de cette solution : on ne peut pas choisir un repère avec une échelle 
adaptée.  
Le troisième énoncé met en avant un système à coefficients irrationnels sous forme de 

racines carrées : 

 x - y = 3 - 2

3x + y = 3 + 2
 . Il ne s'agit pas vraiment « d'essayer de résoudre » 

graphiquement ce système mais plutôt de justifier la non pertinence de cette technique 
de résolution pour ce cas précis :  
« Y a-t-il intérêt à résoudre graphiquement le système suivant ? Pourquoi ? » (ibid., p. 99). 

Il est ensuite demandé de résoudre algébriquement ce système qui a pour unique 
solution ( 3  ; 2 ). 
Comme le titre de la catégorie l'indique, cette série de trois exercices a donc pour 
objectif de présenter à l'élève des systèmes pour lesquels la technique de résolution 
graphique s'avère trop imprécise voire même « impossible » à accomplir. Ces trois 
énoncés illustrent la supériorité de la technique de résolution algébrique toujours à 
accomplir en parallèle de la résolution graphique.  
 

L’étude de la partie du cours et des exercices de MCo1 1993 révèle un 
approfondissement du travail de la technique graphique assez différent de ce qu’on a pu 
étudier jusqu’ici : il s’agit de tester les limites de la portée de cette technique.  
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A l’opposé de ce qu’on a pu constater dans les manuels de la contre-réforme, le 

type de tâches résolution graphique n’est pas, pour les auteurs de MCo1 1993 l’occasion 
d’une étude des trois cas possibles d’ensembles de solutions d’un système d’équations. 

Notons que le manuel MCo2 1993 diffère du MCo1 1993 à ce sujet : au sein de la 
partie identifiable à un cours, les trois cas de systèmes sont effectivement reliés aux 
positions relatives de deux droites dans le plan : les auteurs font d’ailleurs apparaître la 
technique graphique comme moyen d’anticiper ou non l’existence de solutions. On peut 
citer pour illustrer :  

« Certains systèmes peuvent ne pas avoir de couple solution ou au contraire en avoir une infinité. L’étude 
préalable des équations des deux droites associées au système permet de savoir « à l’avance » si le 
système admet soit :  
- Une solution unique (droites sécantes) ;  
- Pas de solution (droites strictement parallèles) ;  
- Une infinité de solutions (droites confondues). » (op. cité, p. 102). 

L’association entre technique de résolution graphique et algébrique, suggérée dans cet 
extrait, est par ailleurs mise à l’œuvre à travers les exercices « 10 » et « 11 » : « Dans les 
exercices 10 et 11, résoudre chaque système par la méthode de calcul de votre choix, puis vérifier 
graphiquement. » (ibid., p. 105).  A travers ces constats entre autres, l’ouvrage MCo2 1993 se 
situe plus en continuité des idées directrices de la contre-réforme que le MCo1 1993, qui 
semble lui plus en phase avec son époque (d’après notre étude d’autres ouvrages 
contemporains). 
 
 

V.2 Champ de problèmes à mettre en équations  

Un mot d’ordre de la réforme « Chevènement » : enseigner des 
mathématiques « utiles » et « concrètes » 

Dans les débats accompagnant cette nouvelle réforme de l'enseignement des 
mathématiques au collège, l'accent est mis sur des justifications déjà plus ou moins 
sous-jacentes dans les programmes de 1978. 

Dans les directives officielles de la contre–réforme, en effet, on voyait apparaître 
des critiques contre un enseignement trop abstrait. A la fin des années 80, cette lutte 
contre l'abstraction fait place à un aspect « utilitariste » des mathématiques. Cette idée 
resurgit dans l'article de Kahane139 intitulé Mathématiques comme discipline de services 
paru dans le bulletin n° 363 de l'APMEP en 1988 :  

« Résumons  
1. Plus que jamais, et de façon croissante, les mathématiques interagissent avec d'autres sciences, et avec 
les activités techniques à forte composante scientifique. 
2. Une partie - mobile - des mathématiques fait partie de la culture générale de chaque époque. A notre 
époque, aucun individu ne devrait être exclu de cette composante de la culture générale. 
3. Les mathématiques comme discipline de service constituent une activité très importante dans les 
universités, très variée, très intéressante, et cependant mal connue. 
4. La demande explicite pour des mathématiques enseignées comme discipline de service est déjà 
importante et elle augmente. Suivant les types d'emplois à venir et de disciplines majeures, les 

                                                
139 Kahane président de la CIEM (Commission Internationale de l'Enseignement des 

Mathématiques) a joué un rôle de « noosphérien » important à cette époque. 
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mathématiques apparaissent tantôt comme indispensables, tantôt comme utiles mais secondaires. La 
pédagogie doit s'adapter à ces différents types de demandes. » (op. cité, p. 197) 

Dans cet article, Kahane insiste sur l'interdisciplinarité, le fait que les mathématiques 
enseignées devraient se mettre au service d'autres disciplines comme la physique, 
l'informatique, l'économie, etc. Ces propos sont centrés sur l'enseignement supérieur. 
Mais ce type de discours a des répercussions directes sur l'enseignement Secondaire. 
L'utilité des mathématiques dans les autres disciplines et plus encore, dans la « vie 
quotidienne », est ainsi mise en avant dans les nouvelles instructions officielles qui 
préconisent de : 

«  (...) bâtir des mathématiques à partir des problèmes rencontrés dans plusieurs disciplines et, en retour 
d'utiliser les savoirs mathématiques dans des disciplines diverses. » (op. cité, p. 19). 
« souligner le sens de, l'intérêt, la portée des connaissances mathématiques en les enseignant avec les 
autres disciplines et avec la vie quotidienne (pourcentages, échelles, représentations graphiques...) et en 
utilisant les moyens modernes de communication (informatique, bases de données, audiovisuel...). » 
(ibid., p. 21). 

On trouve également de nombreuses traces de cet aspect « utilitariste » des 
mathématiques dans le discours même de Dacunha–Castelle, un des inspirateurs les plus 
« directs » de cette réforme140,: 

« A ce niveau, les mathématiques sont non seulement utiles, mais indispensables dans la vie quotidienne 
(privée comme professionnelle). Il faut s'assurer de l'efficacité de cet enseignement. » (Dacunha-Castelle 
1989, p. 2). 

D'après Chevallard : 

« La place ainsi accordée [dans l'enseignement secondaire] à la modélisation de situations du monde fort 
diverses réponses à une volonté de rendre sensible la « déraisonnable efficacité des mathématiques », 
c'est à dire leur capacité à produire des connaissances sur le réel, que ces connaissances soient 
quantitatives (et « utilitaires ») ou qualitatives (et « explicatives ») ».141 (Chevallard, document interne). 

Ainsi, les problèmes concrets semblent être amenés à jouer au rôle important dans 
ces nouveaux programmes pour rendre compte de cette « utilité » des mathématiques. 

 
La mise en place d’une nouvelle organisation de l’étude qui va favoriser le 

« retour au concret » 

Au delà d'idées directrices sur le savoir à enseigner, c'est surtout une nouvelle 
manière d'enseigner les mathématiques qui se met en place. La nouvelle approche 
d'enseignement suggérée par le programme de 1989 vient en réponse à des buts sociaux 
assignés à l'enseignement des mathématiques142. Dacunha-Castelle évoque ce caractère 

                                                
140 Le mathématicien Dacunha-Castelle a été chargé par le ministre de l'Education Nationale de 

1989 de rédiger un « rapport de mission sur l'enseignement des mathématiques ». Il est devenu par la 
suite Président du Conseil National des Programmes. 

141 Cette volonté de « rendre sensible la déraisonnable efficacité des mathématiques » apparaît 
clairement dans le discours de Kahane :  
« Notre étude s'inspire des immenses services que les mathématiciens peuvent rendre à la science et aux 
hommes. » (Kahane 1988, p. 211). 

142 La nouvelle approche d'enseignement des mathématiques mais aussi des autres disciplines 
vient en réponse aux difficultés posées par l'hétérogénéité du public au Collège. On peut en voir des 
traces dans les instructions officielles : « on n'oubliera pas la nécessité d'une pédagogie n'assujettissant 



156 
de la réforme dans sa lettre à l'APMEP (pp. 322-323, bulletin n° 374 paru en juin 1990) 
:  

« [...] le problème des méthodes primait sur le problème des contenus. » (op. cité, p. 322). 

On met à cette époque de plus en plus fortement l'accent sur l'activité de l'élève :  

« C'est dans l'activité mathématique qu'apprend l'élève. Si cette activité est bien vécue, l'appropriation des 
connaissances à l'école se fera plus aisément. » (Dacunha-Castelle 1989, p. 11) 

Cette idéologie de l'enfant « au centre » dont les instructions officielles se 
retrouvent fortement imprégnées143, amène la création ou l'utilisation de nouveaux 
outils didactiques. On voit notamment ressurgir l'idée d'activités réservées à l'élève pour 
introduire une nouvelle notion mathématique. Les instructions officielles précisent de la 
manière suivante les critères d'une « bonne activité » :  

« Dès lors, les professeurs vont avoir à choisir des situations créant un problème dont la solution fera 
intervenir des « outils », c'est à dire des techniques ou des notions déjà acquises, afin d'aboutir à la 
découverte ou à l'assimilation de notions nouvelles. Lorsque celles-ci auront été bien maîtrisées, elles 
fourniront à leur tour des « outils » qui permettront un cheminement vers une connaissance meilleure ou 
différente. 
Les activités choisies doivent développer la capacité de se poser des problèmes et de progresser vers leur 
résolution. Elles doivent aussi :  
Permettre un démarrage possible pour tous les élèves, donc ne donner que des consignes très simples et 
n'exiger que les connaissances solidement acquises par tout le monde ;  
Créer rapidement une situation assez riche pour provoquer des conjectures ;  
Rendre possible la mise en jeu des outils prévus ;  
Fournir aux élèves, aussi souvent que possible, des occasions de contrôle de leurs résultats , tout en 
favorisant un nouvel enrichissement. On y parvient par exemple en prévoyant divers cheminements qui 
permettent de fructueuses comparaisons. » (op. cité, p. 20). 

Comme Chevallard l'a évoqué récemment, suite aux volontés exprimées dans les 
directives officielles, on assiste à un bouleversement dans l'organisation de l'étude : 
l'organisation jusqu'ici classique en deux temps devient une organisation « ternaire » :  

« Or l’organisation réelle de l’étude est aujourd’hui, au collège et un peu moins sans doute au lycée, à 
structure essentiellement ternaire : elle se divise, en principe, en Activités (lesquelles n’existaient pas 
comme telles dans le modèle classique), Synthèse (laquelle prend la place de cette « synthèse a priori » 
qu’était le cours d’autrefois), et Exercices. » (Chevallard 1999, p. 111). 

Cette nouvelle organisation générique de l’étude va favoriser le « retour au 
concret » par ailleurs idéologiquement souhaité. Comme le souligne fort bien 
Matheron (1993) :  

« A ce stade, la boucle avec la dimension utilitaire des mathématiques sur laquelle la « noosphère » met 
l’accent est bouclée. Il y a coïncidence entre le but (utilitaire) des maths et les moyens de leur 
enseignement. » (Matheron 1993, p. 75).  

Suite à cette idéologie d’un rapport au concret si fortement exprimée, et aux conditions 
favorables des nouveaux dispositifs didactiques, on constate une véritable « explosion » 

                                                                                                                                          
pas tous les élèves aux mêmes rythmes, sans que soit délaissé l'objectif d'acquisitions communes. » (op. 
cité, p. 20). 

143  Entre autres, on peut citer cet extrait des instructions officielles pour illustrer :  
« On devra donc privilégier l'activité de chaque élève. » (op. cité, p. 20). 



157 
du corpus d’énoncés concrets à mettre en équations au sein de tous les manuels 
contemporains : le MCo1 1993 en est un exemple flagrant.  
 

Discours tenus sur la mise en équations  

On ne relève pas vraiment de discours génériques tenus sur la résolution 
algébrique de problèmes dans les manuels de la période contemporaine. Par contre les 
auteurs mettent toujours en avant un découpage en quatre sous-tâches : « choix des 
inconnues », « mise en équations », « résolution du système », « conclusion » ou 
« retour au problème posé » à travers des exemples de problèmes résolus. Dans le 
MCo1 1993, on relève un commentaire qui fait apparaître l’étape de mise en équations 
comme une traduction de l’énoncé :  

« Mettre en équation, c’est traduire le texte en langage mathématique. » (MCo1 1993, p. 79). 

Les techniques pour accomplir les trois autres sous-tâches évoquées restent 
« implicites » : on peut supposer qu’elles subsistent sous forme de règles de contrat 
didactique, spécifiques de la résolution algébrique de problèmes, qui s’installent à 
travers les exemples d’énoncés résolus et les exercices144. Par exemple, comme nous 
allons l’évoquer dans la suite, le geste technique : désigner les grandeurs demandées en 
fin d’énoncé permet de résoudre avec succès la grande majorité des problèmes présentés 
dans le cours et proposés à l’élève à travers les exercices ou les activités. 
 

Divers champs de problèmes à mettre en équations  

Reprise d’un corpus d’énoncés traditionnels d’origine « arithmétique » 

La majorité des problèmes concrets à mettre en équations correspondent à une 
reprise importante des énoncés traditionnels de l’arithmétique élémentaire enseignée 
pendant la période classique. Ces énoncés semblent à la fois « nourrir » des activités 
permettant d’introduire officiellement les systèmes de deux équations à deux inconnues 
et réapparaître en grand nombre dans les exercices des manuels de la période 
contemporaine. 

 
Reprise d’énoncés traditionnels d’origine arithmétique au sein des activités 

préparatoires / Concurrence entre stratégies « arithmético-numériques » et 
algébriques. 

Dans tous les ouvrages étudiés, on voit ainsi apparaître des énoncés concrets de 
type arithmétique au sein d’activités préparatoires. Ces problèmes traditionnels sont à 
données numériques et à coefficients numériques. Ils ne mettent en jeu que des 
connaissances supposées « naturalisées » chez l’élève de Troisième. 

D’un côté, suivant l’idéologie de l’utilitarisme des mathématiques contemporaines 
enseignées, ces énoncés nourrissent un rapport au concret.  

Mais surtout, les auteurs d’ouvrages contemporains, fidèles aux  critères d’une 
bonne activité selon les directives officielles, cherchent à introduire officiellement le 

                                                
144  Une étude faite dans le cadre de notre DEA de didactique des mathématiques va dans ce sens : 

nous avons montré l’existence de « règles de contrat didactique » conditionnant les attentes d’enseignant 
et les comportement d’élèves, spécifiques à la mise en équations de problèmes « concrets » en classe de 
Seconde (Coulange L. 1997a et b). 
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système d’équations contre d’autres résolutions numériques : « par essai-erreur » ou 
« tâtonnements ». Ces problèmes qui ont été si longtemps le lieu de la concurrence entre 
algèbre et arithmétique élémentaires peuvent servir l’émergence des techniques 
algébriques de résolution à l’aide d’un système d’équations contre d’autres techniques 
« numériques » ou « arithmético-numériques ». 
 

A titre d’exemple, étudions la première activité au début du chapitre « systèmes 
d’équations » de MCo1 1993 :  
- Au sein de cette première activité, se succèdent trois énoncés de problèmes 
ressemblant aux énoncés de la période classique d'origine arithmétique. Comme cet 
exercice « B » de MCo1 1993 que les auteurs identifient comme un problème « tiré 
d’un vieux cahier d’élève ». 
 Les deux premiers ne sont pas à mettre en équations : les auteurs indiquent que l'élève 
est censé adopter une stratégie de type numérique d'essais-erreurs ou par tâtonnements : 

 « A/ Au foyer  
A la première table, on a servi 3 oranginas et 2 cocas pour 39 F. 
A la deuxième table, on a servi 1 orangina et 3 cocas pour 34 F. 
Combien coûte l’orangina ? Le coca ? (on pourra procéder par essais successifs). 
 
B/ L’omnibus de 1900 
Le conducteur d’un omnibus a reçu 2,85 F pour 12 places, les unes d’intérieur, les autres d’impériale. On 
sait que la place d’intérieur se paye 0,30 F et celle d’impériale 0,15F. 
Combien y a–t-il de places de chaque sorte ? 
Résoudre ce problème tiré d’un vieux cahier d’élève. (On pourra chercher des couples d’entiers dont la 
somme est 12). 

La consigne de la troisième partie de l'activité induit une résolution intermédiaire 
« entre algèbre et numérique » d’un troisième problème « Le cheval et les bœufs » : 
l'énoncé « à mettre en équations » se ramène à un système de deux équations à solution 
unique mais les techniques de résolution algébrique n'ayant pas encore été introduites, 
la consigne indique que le système obtenu est à résoudre par « tâtonnements et essais 
successifs » : 

 « C. Le cheval et les deux bœufs 
Voici un texte du début du siècle : 
Un fermier pour se libérer envers son propriétaire, lui offre un cheval ou une paire de bœufs, ces trois 
bestiaux estimés ensemble 1040 F. Si le fermier donne son cheval, il redevra encore 70 F. et s'il donne 
les deux bœufs, le propriétaire lui devra 10 F. 
On demande :  
- le prix du cheval et celui de la paire de bœufs. 
- ce que doit le fermier. 
On note x le prix du cheval et y celui de la paire de bœufs. 
1/ écrire l'équation traduisant le fait que les trois bestiaux coûtent ensemble 1040 F. 
2/ écrire la seconde équation traduisant la suite du texte. 
3/ Donner une solution à ce problème. 
(On pourra procéder par tâtonnements et essais successifs). » (ibid., pp. 72 - 73). 
On voit comment les auteurs de MCo1 1993 souhaitent voir à travers la succession de 
ces trois énoncés traditionnels, s’amorcer une progression vers la démarche de 
résolution algébrique avec l’outil « système d’équations » en s’appuyant sur et contre 
les connaissances numériques des élèves… comme lorsqu’au cœur de la période 
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classique, on souhaitait introduire l’algèbre élémentaire en s’appuyant sur et « contre » 
l’arithmétique élémentaire enseignée. C’est souvent à travers ce « mimétisme 
anachronique » de la stratégie classique d’introduction à l’algèbre que les auteurs de 
manuels contemporains cherchent à donner la raison d’être des systèmes d’équations 
comme outil de résolution de problèmes concrets : on retrouve le même type 
« d’activités préparatoires » dans d’autres ouvrages.  
 

Reprise d’un corpus important d’énoncés traditionnels d’origine 
« arithmétique » au sein des « exercices » 

Nous avions pu constater dans les manuels de la contre–réforme les débuts d’une 
reprise du corpus d’énoncés d’origine arithmétique dans les parties « exercices » des 
chapitres emblématiques des systèmes d’équations. A l’étude du MCo1 1993 et du 
MCo2 1993, on pourrait dire que ce type d’énoncés a envahi l’habitat spécifique des 
systèmes de deux équations à deux inconnues : on dénombre en effet 38 problèmes 
semblables à ceux de la période classique de ce type dans la partie « exercices » de 
Pythagore sur 58 au total ; ces énoncés sont de loin majoritaires. 

On peut établir une correspondance entre presque tout ces énoncés et des 
problèmes « entre arithmétique et algèbre » de la période classique : on retrouve des 
problèmes de mélange, de partages en parties inégales, etc. (sans que le classement 
arithmétique en problèmes-types ne réapparaisse). 
- Certains correspondent à une reprise « telle quelle » d’énoncés traditionnels de la 
période classique. La nature « ancienne » des énoncés concrets est d'ailleurs parfois 
pointée par les auteurs :  
On trouve ainsi une rubrique dont le titre est « Les problèmes du grenier (1872) » (MCo1 1993, 
p. 80) composée de 5 énoncés désuets (des problèmes d'argent en anciens francs), un 
problème intitulé « Sur un vieux cahier d'écolier (1947) » (MCo1 1993, p. 87). Par exemple :  

« 15 En diligence 
Une voiture de 15 places, les unes à 1,50 F les autres à 2 F, donne 25 F de recette quand elle est pleine de 
voyageurs. Combien cette voiture a-t-elle de places à 1,50 F et à 2F ? » (ibid., p. 81). 

« 17 À la fête  
Deux frères, Castor et Casimir ont gagné à la fête de leur village, le premier un chapeau, le deuxième un 
pantalon. On demande le prix des deux objets, sachant qu'ils valent 21 F et que le chapeau vaut 6 F de 
moins que le pantalon. » (ibid., p. 81). 

On relève également une série étiquetée « Folklore mathématique » d’anciens énoncés 
concrets, fantaisistes dans la tradition grecque (ou moyenâgeuse) : 

« 59 La mule et le baudet (un vieux classique) 
Une mule et un baudet chargés de sacs également pesants cheminent de concert. Le baudet se plaignant 
de sa charge, la mule lui dit : « De quoi te plains-tu ? Si je prenais un de tes sacs, je serais chargée deux 
fois autant que toi, et si tu me prenais un des miens, je serais encore aussi chargée que toi. » (ibid., p. 84).  
« 60 Histoire de pigeons 
Des pigeons s'abattent sur un arbre : les uns se perchent sur les branches du haut, les autres sur les 
branches du bas. Les premiers disent aux autres : « si l’un de vous se joint à nous, notre troupe sera 
double de la vôtre, mais si l'un de nous descend vers vous, vous nous égalerez en nombre. »  
Combien de pigeons y a-t-il ? » (ibid., p. 84) 
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Parmi ces anciens énoncés, on note bien entendu l’absence des problèmes faisant 
intervenir des formules autrefois enseignées en arithmétique : formule du titre d'un 
alliage, de l'intérêt d'un escompte, etc.  
 
- On trouve des problèmes dits « de la vie courante ou pratique » qui correspondent à 
une modernisation (parfois assez fantaisiste) des problèmes « entre arithmétique et 
algèbre élémentaires » de la période classique. A titre d’exemple :  

« Dans la vie pratique (ou presque) 
20 Au concert 
Ce fut un beau succès pour le groupe Mygale : les 1500 places de la salle étaient occupées. La vente des 
billets, les uns à 140F et les autres à 60F, a rapporté 114.000F. 
Combien de spectateurs ont payé 60F ? (…) 
21 Au Marché 
Une fermière a vendu une première fois 3 canards et 4 poulets pour 272F, puis une deuxième fois 2 
canards et 3 poulets pour 192F. Combien coûte un canard ? Un poulet ? » (ibid., p. 81). 
« Dans la vie courante (ou presque) 
64 La randonnée 
Parti dès 6h du matin d'un village situé à 1500m d'altitude, un randonneur est monté en moyenne de 
250m par heure de marche. Après un repas reconstituant pris au sommet, il est redescendu en moyenne 
de 450m par heure de marche et arrive au village à 17h 48min. 
À quelle altitude culmine le mont gravi par notre randonneur, sachant qu’il s’est arrêté 2h pendant la 
randonnée ?  
65 En vélo 
Un cycliste parcourt deux étapes à la même vitesse. Il boucle la première en 1h 30 et la seconde en 1h 15 
mais celle ci fait 4km de moins que la première. 
Calculer les longueurs de deux étapes. » 
 « 70 In vino Veritas  
A partir de deux barriques de vin de saveur différente, la piquette et la bibine, un spécialiste prépare 
religieusement deux qualités de vins :  
- L’une est obtenue en mélangeant délicatement le 1/4 de la barrique de piquette aux 2/3 de celle de 
bibine, donnant ainsi 180 litres de vin gouleyant.  
- L’autre est obtenue en mariant ainsi les restes des fûts de piquette et bibine, donnant ainsi 190 litres de 
nectars au léger goût de violette. Calculer les quantités de piquette et de bibine. » (ibid. p. 84). 

 
- Apparaissent également quelques problèmes géométriques semblables à des énoncés 
classiques à la seule différence que des figures apparaissent au sein même de la 
consigne (et parfois les inconnues) : 

« 56 Avec Thalès 

U

A

L

M I

3

2

  
AL = 3 cm et LM = 2 cm 
Sachant que l'aire du trapèze LUIM est 4 cm2 , calculer LU et MI. » (ibid., p. 84). 
 «  57.  
Soit ABCD, un rectangle de longueur AB = 72 mm et de largeur BC = 51 mm. 
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Un point E est situé sur le segment [AB] à x mm de B et un point de B, et un point F sur [BC] à y mm de 
B. Déterminer x et y pour [DE] et [DF] partagent le rectangle en trois parties d’aires égales. » (ibid., 
p. 84). 

 
A l’étude de ces problèmes, on souligne que :  

 
- Tous ces problèmes du premier degré se ramènent à des systèmes d’équations à deux 
inconnues à coefficients numériques admettant une solution unique.  
Tout comme au temps de la période de la contre-réforme, la disparition totale du calcul 
algébrique littéral empêche complètement qu’un problème à données littérales ne soit 
posé. Notons néanmoins que ces problèmes à données littérales auraient pu à nouveau 
jouer un rôle dans la concurrence que les auteurs essaient d’installer entre techniques 
« arithmético-numériques » et techniques algébriques faisant intervenir l’outil système 
d’équations au sein d’activités préparatoires. 
- On ne relève aucun problème indéterminé ou impossible. Cela vient à la fois du 
caractère concret de la plupart de ces énoncés (un problème tiré de la « réalité » 
impossible paraît absurde, on renvoie sur ce point à la partie B.I de notre travail), du fait 
qu’ils correspondent à une reprise du corpus « classique » (ce type de problèmes y 
étaient quasiment absents) mais aussi cette fois-ci de l’affaiblissement de l’algèbre 
enseignée : rappelons que le type de tâches : résoudre algébriquement un système de 
deux équations à deux inconnues n’admettant aucune solution ou une infinité de 
solutions est très peu représenté. 
 
On note également que : 
 
- Dans la plupart des cas, les inconnues « à choisir » n’apparaissent pas dans l’énoncé 
mais correspondent aux grandeurs demandées à la fin de l’énoncé : la technique 
« désigner les grandeurs demandées » (qui n’est pas explicitement donnée dans le 
« cours ») permet de résoudre avec succès une majorité de problèmes ; comme nous 
l’avons évoqué, ceci suggère qu’elle peut se constituer en règle implicite d’un contrat 
spécifique à la mise en équations. 
Dans les quelques énoncés qui font « exceptions », une indication sous forme de « coup 
de pouce » à la fin du chapitre est souvent donnée. Par exemple, au problème « 64. La 
randonnée » cité ci-dessus, est associée l’indication :  

« 64. Poser x le temps de montée (en heures) et y le temps de descente… » 

- La mise en équations des problèmes concrets fait uniquement appel à des 
connaissances supposées « naturalisées », utiles dans « la vie courante » : bénéfices, 
âges, ou éventuellement dans d’autres disciplines enseignées : formule de vitesse.  

EA B

F

CD

x

y
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Quand elle nécessite des opérations intermédiaires et apparaît un tant soit peu délicate, 
des indications sont souvent associées pour guider un peu l’élève.  
A titre d’exemple, on trouvera associé à l’exercice « 65 En vélo » évoqué plus haut le 
« coup de pouce » :  

« 65. Soit x la longueur de la première étape et y celle de la seconde. Exprimer que la vitesse est la 
même pour les deux étapes. » (ibid., p. 87) 

ou en lien avec l’énoncé « 67. Un long fleuve tranquille » cité ci-dessous, le « coup de 
pouce » suivant :  

« 67 Un long fleuve tranquille 
Une péniche descend puis remonte un fleuve sur une longueur de 156 km. La descente dure 10 h 24 min 
et la remontée 17 h 20 min. 
Trouver la vitesse du courant et celle de la péniche en eaux tranquilles. » (ibid., p. 85). 
« 67. Soit V la vitesse propre de la péniche et v celle du courant, la vitesse de descente de la péniche est V 
+ v… » (ibid., p. 87). 

Il en est de même pour les énoncés géométriques : les connaissances de type : propriété 
de Thalès, formule d’aires, utiles dans la mise en équations de ces problèmes 
apparaissent souvent dans les indications de la fin du chapitre. Ainsi associé à l’énoncé 
intitulé « 56. Avec Thalès » relevé ci-dessus, on trouve :  

« 56 Avec Thalès,  
x
y  =  

3
5  et l'aire du trapèze est145.. » (ibid., p. 87) 

Le travail des formules arithmétiques ou géométriques au centre de la mise en équations 
de problèmes pendant la période classique disparaît tout à fait. 
Bien qu’elle apparaisse comme un enjeu didactique important car fortement représenté, 
la « mise en équations » de ces vestiges de problèmes classiques du premier degré ne 
semble par ailleurs pas souvent laissée à l’entière responsabilité de l’élève de 
Troisième : il est souvent guidé dans le « choix des inconnues » ou dans « l’écriture des 
équations ».  
Pour preuve des exigences affaiblies vis-à-vis de la « mise en équations » , on relève de 
nombreux problèmes « du premier degré » du brevet de la forme suivante : les 
inconnues « à choisir » sont désignées, voire le système à écrire apparaît au sein de la 
consigne :  

« 79 les aventures de Cyrille 
Cyrille jeune collectionneur de timbres-poste décide de dépenser ses économies pour étoffer sa 
collection. Il possède 132 F. 
Il se rend chez son voisin philatéliste et s'aperçoit qu'il peut choisir entre deux types de pochettes : des 
pochettes P1 toutes au même prix et des pochettes P2 également toutes au même prix. 
Cyrille brillant élève en mathématiques remarque immédiatement que : 
-  s'il veut acheter 7 pochettes du type P1 et une pochette du type P2, il lui manque 1 F. 
- par contre, s'il veut acheter 3 pochettes du type P1 et 11 pochettes du type P2, il lui restera 1 F. 
a) Écrire les deux équations correspondant à ces deux remarques. 

b) Résoudre le système 
 7x + y = 133 
3x + 11y = 131  . 

En déduire le prix d'une pochette P1 et celui d'une pochette du type P2. (Annabrevet Hatier, 1992) » (ibid., 
p. 87). 

                                                
145 Dans le coup de pouce associé à l'exercice 21 juste au-dessus, on lit : « Voir le formulaire pour 

l'aire d'un trapèze. » (ibid., p. 87). 
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« Au restaurant la famille Metz a payé 224 F pour trois menus « Adulte » et un menu « Enfant ». La 
famille Walter a payé 188 F pour deux menus « Adulte » et deux menus « Enfant ». 
1. En appelant x le prix d’un menu « Adulte » et y le prix d’un menu « Enfant », écrire un système 
d’équations qui permet de trouver le prix de chacun des menus. 
2. Résoudre le système. 
3. Donner le prix du menu « Adulte » et celui du menu « Enfant ». » (Sujet de brevet, Lyon 1996). 

Pour conclure, revenons sur la question de la niche de ces vestiges de problèmes 
classiques du premier degré. Leur grande importance au sein d’un corpus d’exercices en 
lien avec les systèmes d’équations répond tout d’abord à l’idéologie du « retour au 
concret » très marquée à cette époque. D’autre part, en continuité avec nos remarques 
sur la période de la contre-réforme, la reprise de ces problèmes paraît ici d’autant plus 
nécessaire pour nourrir la topogenèse du savoir enseigné sur les systèmes d’équations 
que l’affaiblissement de l’enseignement de l’algèbre contemporaine est très prononcé : 
cela réduit de façon considérable la possibilité d’une diversité d’exercices où il s’agit de 
résoudre algébriquement les systèmes d’équations. La mise en équations des problèmes 
« traditionnels » de l’époque classique serait conjointement mise au service d’un aspect 
« utilitariste » donné à l’enseignement contemporain des mathématiques, et du savoir 
enseigné sur la résolution des systèmes linéaires en permettant d'offrir à l'élève de 
Troisième une plus grande diversité de problèmes à ce sujet (l'habillage « concret » 
étant un moyen de faire varier la forme de ces exercices où il s'agit de résoudre des 
systèmes linéaires). 
 

Des problèmes dérivant des énoncés de la période de la réforme 

Par ailleurs, on note la présence de nombreux énoncés qui semblent des produits 
« dérivés » des énoncés du premier degré typiques de la période de la réforme des 
mathématiques modernes  : ce sont des problèmes à « plusieurs items », dont la mise en 
équations est guidée pas à pas au sein même de la consigne, faisant intervenir l’objet 
système d’équations à résoudre graphiquement comme outil reconnu.   

Nous avions relevé quelques problèmes de ce genre pendant la période de la 
contre-réforme mais ceux-ci semblaient « cloisonnés » au sein de sujets de B.E.P.C. 
Dans les manuels de la période contemporaine, une plus grande place est accordée à ces 
énoncés dans les exercices associés à l’habitat spécifique des systèmes d’équations. 
Ainsi trouve-t-on dans de nombreux énoncés du type suivant dans la partie « exercices » 
du chapitre « résolution graphique de systèmes » de MCo1 1993 :  

« 47 Au club de judo 
Un club de judo propose deux formules de prix à ses adhérents :  
- La formule A : la séance coûte 60 F. 
- La formule B une carte d'abonnement coûte 350 F pour l'année et qui réduit le coût de la séance à 35 F. 
a/ Compléter le tableau ci-dessous après l'avoir reproduit :  
Nombre de séances 5 10 20 30 
Coût avec la formule A     
Coût avec la formule B     
b/ Exprimer les coûts annuels A(x) et B(x) de x séances pour chacune des formules A et B. 
c/ Tracer dans un repère orthogonal les demi-droites d'équation y = 60x et y = 35x + 350 où x est un 
nombre positif. 
d/ Calculer le nombre de séances pour lequel les coûts annuels dans les deux formules seront les mêmes. 
Quel sera alors le prix à payer ? 
e/ Expliquer comment on peut retrouver graphiquement le résultat précédent. » (op. cité, p. 101). 
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« 49 Rendez-vous 
Deux personnes habitent l'une à Paris, l'autre au Havre. Ces deux villes sont distantes de 200 km. Les 
deux personnes se sont fixé un rendez-vous dans une ville V, située entre Paris et Le Havre. La distance 
entre Paris et la ville V est de x km. Les deux personnes vont à leur rendez-vous en automobile. La 
voiture du Parisien consomme 6 litres d'essence aux 100 km et la voiture du Havrais consomme 9 litres 
aux 100 km. 
a) Exprimer en fonction de les quantités f1(x) et f2(x) de litres d'essence consommées par les deux 
voitures pour aller respectivement de Paris à V et du Havre à V. 
b) Représenter graphiquement  f1(x) et f2(x) en fonction de x (indiquer précisément les unités utilisées). 
c) Où devrait se situer la ville V pour que les deux véhicules consomment la même quantité d'essence ? 
Retrouver le résultat à l'aide des graphiques de la seconde question. » (ibid., p. 101). 

Ces énoncés nourrissent une interrelation étroite entre « fonctions affines » et 
« systèmes d’équations ». A travers ces problèmes, on peut voir l’organisation 
mathématique contemporaine construite autour de la résolution graphique des systèmes 
d’équations « se rapprocher » nettement de celle étudiée la période classique au sein 
desquelles les équations de droites étaient étroitement interreliées aux courbes 
représentatives de fonctions affines. Processus amorcé pendant cette période 
contemporaine qui va se confirmer à travers les nouveaux programmes de Troisième de 
1999 marquant le début d’une période moderne : la démonstration de l’alignement des 
points d’une courbe de fonctions affines par la propriété de Thalès est à nouveau enjeu 
d’enseignement, l’équation de droite n’existe plus en tant que telle, indépendamment de 
la représentation graphique de ces fonctions. 

 
 
 

VI. Conclusions 

A travers notre analyse de manuels de Troisième, nous avons dégagé plusieurs 
systèmes de contraintes propres aux rapports institutionnels aux systèmes et à la mise en 
équations. L’étude de différentes périodes d’enseignement révèle à la fois des 
évolutions et des « stabilités » associées à l’enseignement de ces deux objets toujours en 
interrelation dans le savoir enseigné. L’objet des tableaux suivants est d’en avoir une 
vue synthétique :  
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Tableau 1 : Les systèmes d’équations au sein de l’algèbre enseignée 
 
 

Période 
 

Classique Transition Réforme Contre-réforme Contemporaine 

Arithmétique 
Elémentaire 
enseignée 

oui :  
arithmétique 
traditionnelle 

oui : arithmétique 
« numérique » 

non non non 

Articulation   oui effritée disparue disparue « mimée » 
Algèbre 
enseignée 

élémentaire 
(numérique/littéral) 

élémentaire 
(numérique) 

moderne géométrique élémentaire morcelée 
et appauvrie 

Systèmes d’équations au sein de l’algèbre enseignée 
 
 
Introduction 
officielle des 
systèmes 
d’équations 

Sachant qu’une 
équation à 2 
inconnues admet une 
infinité de solutions, 
calculer la solution 
commune à 2 
équations à 2 
inconnues ? 

 
 
ou : sachant qu’une 
équation à 2 
inconnues admet 
une infinité de 
solutions, existe–t-
il une ou plusieurs 
solutions 
communes à 2 
équations à 2 
inconnues ? 

quelle est 
l’intersection des 
ensembles infinis de 
couples solutions de 
2 équations à 2 
inconnues ? 

quelle est 
l’intersection des 
ensembles infinis de 
couples solutions de 
2 équations à 2 
inconnues 
correspondant à 2 
droites du plan ? 

Sachant qu’une 
équation à 2 inconnues 
admet plusieurs 
« couples solutions », 
calculer les couples 
solutions qui vérifient 
simultanément 2 
équations à 2 
inconnues ? 
Activité préparatoire : 
système outil pour 
résoudre un problème 
« concret » 

 
 
 
 
 
 
 
Résolution 
algébrique 

substitution et 
élimination ou 
réduction 

------- 
- contrôle logique par 
CN puis CS sur des 
exemples littéraux 
« généraux ». 
 
- travail des 
techniques : 
numérique  (solution 
unique) et littéral 

substitution et 
addition ou 
combinaison 

-------- 
- contrôle logique 
par CN puis CS sur 
des exemples 
numériques 
 
- travail des 
techniques : 
uniquement 
numérique 
(solution unique) 

combinaisons 
linéaires et 
substitution 

-------- 
- substitution : 
contrôle logique  
par CN puis CS sur 
des exemples 
numériques 
- combinaisons 
linéaires : discours 
théorique sur 
l’équivalence 
 
- travail des 
techniques : 
numérique (3 cas) et 
littéral  

combinaison ou 
addition et 
substitution 

------- 
- traces d’un contrôle 
logique par CN puis 
CS sur des exemples 
numériques 
 
- travail des 
techniques : 
numérique (3 cas). 

substitution et 
combinaison ou 
addition 

------- 
- disparition des traces 
d’un contrôle logique  
 
- travail des techniques 
: numérique (solution 
unique) 

 
Résolution 
graphique 

forme réduite 
y = ax + b 
 
présence très faible 
dans l’habitat des 
fonctions affines 

forme réduite 
y = ax + b 
 
présence faible 
dans l’habitat des 
systèmes. 

forme cartésienne 
ax + by + c = 0 
 
présence faible dans 
l’habitat des 
systèmes  
(visualiser 3 cas) 

forme cartésienne 
ax + by + c = 0 et 
réduite y = ax + b 
 
présence forte dans 
l’habitat des 
systèmes (3 cas) 

forme réduite 
y = ax + b 
 
présence dans l’habitat 
des systèmes (solution 
unique) 
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Tableau 2 : Mise en équations de problèmes se ramenant à des systèmes d’équations au sein de l’algèbre enseignée 
 
Période 
 

Classique Transition Réforme Contre-réforme Contemporaine 

arithmétique 
élémentaire 
enseignée 

oui :  
arithmétique 
traditionnelle 

oui : arithmétique 
« numérique » 

non non non 

articulation   oui effritée disparue disparue « mimée » 
Algèbre 
enseignée 

élémentaire 
(numérique/littéral) 

élémentaire 
(numérique) 

moderne géométrique élémentaire morcelée 
et appauvrie 

Mise en équations de problèmes 
Découpage en étapes : « choix des inconnues », « mise en équations », « résolution du système », « retour au 
problème posé » 

 
Discours 
« practico-
techniques » 
tenus sur la 
mise en 
équations 

techniques explicites  
 
articulation entre 
arithmétique et 
algèbre 

techniques 
explicites  
 
traces d’une 
articulation entre 
arithmétique et 
algèbre 

techniques 
explicites  
 
disparition de 
l’articulation entre 
arithmétique et 
algèbre 
 
traces d’enjeux sur 
la théorie des 
ensembles : 
domaine de 
validité des 
inconnues 

 
 
 
 
 
 
techniques non objets 
d’un enseignement 
explicite 
 
 

 
 
 
 
 
 
techniques non objets 
d’un enseignement 
explicite 
 

Champs de 
problèmes à 
mettre en 
équations 

problèmes concrets 
traditionnels en 
arithmétique : 
mélange, alliage, 
partages, escomptes 
et intérêt … 
 
problèmes 
géométriques  
 
problèmes à données 
littérales 

certains problèmes 
concrets 
traditionnels en 
arithmétique : 
partages, courriers, 
intérêt… 
 
problèmes 
géométriques 
 

problèmes intra-
mathématiques à 
plusieurs items : 
les systèmes 
comme outil 
reconnu associé à  
la représentation 
graphique des 
fonctions affines 

certains problèmes 
concrets traditionnels 
en arithmétique  
 
quelques énoncés 
« dérivés » des 
problèmes typiques de 
la réforme (sujets de 
BEPC) 

nombreux problèmes 
concrets traditionnels 
en arithmétique  
exercices / activités 
préparatoires 
 
quelques énoncés 
« dérivés » des 
problèmes typiques de 
la réforme : exercices 

 
 

L’analyse écologique du savoir enseigné à la fin du secondaire de 1902 à 1999 
nous révèle différentes problématiques dans l’enseignement des systèmes d’équations 
au sein de l’algèbre enseignée . On en retrace ci-dessous les caractéristiques essentielles 
suivant l’ordre chronologique de leur apparition dans l’histoire de l’enseignement ; les 
deux premières citées ci-dessous peuvent d’ailleurs être rapprochées d’éléments 
dégagés de l’étude historique de la partie B.1 :  
- une problématique dite d’algèbre élémentaire relativement stable de 1902 à la fin des 
années 1960. L’étude du traitement algébrique numérique et littéral (avant la réforme de 
1958) des systèmes d’équations prime ; le cas « général » du système de deux ou trois 
équations à deux ou trois inconnues admet une solution unique.  
- une problématique dite d’algèbre « moderne ». Le système donne l’occasion d’exposés 
théoriques en langage ensembliste et autour des « combinaisons linéaires ». Mais par 
ailleurs, peu d’importance est accordée aux résolutions effectives algébriques ou 
graphiques de systèmes d’équations. On note que les « 3 cas » d’ensembles solutions 
(visualisés graphiquement) sont étudiés au même titre. 
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- une problématique « d’algèbre géométrique » qui donne à la résolution algébrique des 
systèmes numériques d’ordre 2 une place plus importante. Mais c’est surtout la 
résolution graphique qui est au premier plan. On met par là même l’accent sur les « 3 
cas » d’ensembles solutions d’un système de deux équations à deux inconnues qui sont 
associés aux 3 positions de deux droites dans le plan. 
- un problématique « mimétique d’algèbre élémentaire ». La réforme contemporaine 
conduit à un rapprochement avec la problématique d’algèbre élémentaire : le « cas 
général » d’un système de deux équations à deux inconnues admet une solution unique ; 
la résolution effective algébrique de systèmes redevient un enjeu important, nourrissant 
la résolution de problèmes concrets. Cependant le travail des techniques algébriques est 
très appauvri : les exigences à ce niveau restent d’un niveau qui peut paraître 
extrêmement bas si on compare avec les périodes précédentes.  
 
En lien avec ces différentes problématiques, les problèmes à mettre en équations sont 
amenés à occuper des niches différentes :  
- Au sein du courant « algèbre élémentaire », l’articulation arithmétique/algèbre 
enseignée leur fournit une niche confortable. On constate la présence importante 
d’énoncés concrets traditionnels au sein de l’arithmétique enseignée au début du 
secondaire : leur mise en équations fait intervenir des formules du corpus arithmétique 
et des conversions de mesure : problèmes d’alliage, de mélange , d’escompte et 
d’intérêt, de partage… Cette présence alimente les discours sur la concurrence entre 
algèbre et arithmétique. D’autre part, les problèmes de type « géométrique » sont assez 
fortement représentés au cœur de la période classique : ils montrent en quoi la portée 
des techniques algébriques dépasse celle de l’arithmétique. Enfin, on relève des énoncés 
à données littérales : leur objectif est clairement de mettre en avant l’algèbre comme 
généralisation de l’arithmétique ; dans certains de ces énoncés littéraux, cette 
généralisation est d’ailleurs explicite. En accord les idées de Gascon et Chevallard, ceci 
manifeste une volonté d’initier l’élève à des pratiques de modélisation algébrique.  
 

PERIODE CLASSIQUE

NICHE
Articulation entre arithmétique et algèbre

Problèmes “concrets” 
repris du corpus 
d’arithmétique

Problèmes “géométriques” Problèmes à données 
littérales

Habitat : problèmes du premier degré

concurrence 
arithmétique/algèbre

l’algèbre dépasse 
l’arithmétique

algèbre 
généralisation de 
l’arithmétique

 
Fig. 1 : niche et habitat des divers champs de problèmes à mettre en équations pendant la période 
classique. 
L’organisation du savoir enseigné autour d’une articulation algèbre/arithmétique 
élémentaires s’effrite au début des années 1960 : avec la période de transition s’amorce 
la mort des problèmes concrets qui n’ont plus de rôle à jouer dans la nouvelle 
problématique d’enseignement de l’algèbre. 
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- Au sein de la période de la réforme des mathématiques modernes, il n’y a plus ainsi à 
proprement parler de problèmes concrets, ni même à mettre en équations. Les énoncés 
du premier degré conservent une apparente importance mais ils ont changé de forme et 
de contenu. Il s’agit de problèmes exclusivement « intra-mathématiques », à plusieurs 
items, qui font intervenir les systèmes d’équations comme outil reconnu en lien avec la 
représentation graphique des fonctions affines : c’est précisément la construction de 
liaisons trophiques entre fonctions et équations linéaires qui semble l’enjeu de ces 
énoncés. 
 

PERIODE de la REFORME

NICHE

Habitat : problèmes du premier degré / sujets du BEPC

Problèmes “intramathématiques” à plusieurs items faisant intervenir les 
systèmes comme outils “reconnus” en lien avec la représentation graphique de 
fonctions affines

Interrelation “fonctions - équations”

 
Fig. 2 : niche et habitat des divers champs de problèmes à mettre en équations pendant la période de la 
« réforme » . 
 
- Avec la période de la contre-réforme, bien que l’accent soit mis sur une algèbre 
plutôt « géométrique », une volonté de retour au concret se fait sentir (exprimée par les 
enseignants qui s’insurgent contre l’abstraction excessive des mathématiques 
« modernes »). On constate la présence de problèmes concrets directement repris du 
corpus arithmétique de la période classique : il s’agit de les résoudre algébriquement à 
titre d’applications. Parallèlement subsistent des énoncés « à plusieurs items », produits 
dérivés de ceux de la réforme à habillage concret : ils font intervenir des systèmes à 
résoudre graphiquement ; ils apparaissent principalement dans les sujets de BEPC. 
S’amorce ainsi un mouvement qui aboutit à la période contemporaine. 
 
- Pendant la période contemporaine, on revient à une algèbre enseignée qui se rapproche 
nettement d’une algèbre élémentaire. Logiquement, dans la continuité de ce nouveau 
courant et des ambitions « utilitaristes » guidant la nouvelle réforme, les problèmes 
concrets font un retour en force, à la fois dans les « activités préparatoires » et à titre 
d’applications : ils correspondent pour la plupart à des énoncés typiques de 
l’arithmétique traditionnelle. Mais contrairement à ce que nous avons constaté pendant 
la période classique, il n’y a plus d’enseignement préalable d’une arithmétique 
élémentaire. La reprise est par suite partielle : les énoncés faisant intervenir des 
formules autrefois enseignées en arithmétique et des conversions de mesure ont disparu. 
Mais plus encore, ces problèmes n’occupent plus la même niche. Ils sont tout d’abord 
présents pour répondre à un besoin exprimé de retour au concret et de justifications 
d’une utilité pratique des mathématiques. Les activités préparatoires et les applications 
mettant en jeu de tels problèmes remplissent clairement cette fonction : prouver 
« l’utilité » des systèmes d’équations. Ce souci amène d’ailleurs à des effets de 
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« mimétisme culturel » de l’articulation arithmétique-algèbre qui avait cours durant la 
période classique : à travers les problèmes concrets des activités préparatoires, le 
professeur est censé instaurer une concurrence entre stratégies de résolution « par essai-
erreur »146 et algébriques. 
Par ailleurs, ces problèmes concrets jouent sans doute un rôle dans la topogenèse des 
systèmes d’équations. Rappelons la baisse constatée sur le niveau des exigences pour le 
calcul algébrique : la variabilité des énoncés se trouve ainsi réduite et les tâches 
deviennent vite répétitives, ce qui n’est plus dans l’air du temps. L’habillage « concret » 
permet de faire varier la forme des énoncés où la résolution algébrique de systèmes 
n’est pas une fin en soi. 
 

PERIODE CONTEMPORAINE

NICHE

Habitat : emblématique des systèmes d’équations
- Activités préparatoires destinées à introduire officiellement l’objet systèmes d’équations
- exercices se ramenant à un système d’équations à résoudre algébriquement

!

Problèmes “concrets” : reprise partielle du corpus traditionnel  “classique”  
d’énoncés à données numériques “entre arithmétique et algèbre 
élémentaire”

Problèmes “géométriques”

Mot d’ordre d’un “retour au concret” 
Prouver l’utilité des systèmes d’équations

Topogenèse du savoir enseigné sur 
la résolution algébrique des 
systèmes d’équations

 
Fig. 3.a : niche et habitat des divers champs de problèmes « à mettre en équations » pendant la période de 
contemporaine . 
 
Enfin, subsiste la présence parallèle d’énoncés à « plusieurs items », produits dérivés de 
la réforme : eux aussi à habillage « concret », ils font à nouveau intervenir la résolution 
graphique de systèmes en lien avec les représentations graphiques des fonctions affines. 
Relativement importants, ils nourrissent une interrelation entre fonctions affines et 
équations linéaires. 
 
 
 

                                                
146 Qui portait le nom de méthode de « fausse supposition » ou « fausses positions » à l’époque où 

l’arithmétique était enseignée.  
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PERIODE CONTEMPORAINE

NICHE

Habitat : emblématique des systèmes d’équations
- exercices se ramenant à un système d’équations à résoudre graphiquement
- problèmes du BEPC

!

Problèmes à habillage “concret” dérivés des problèmes de la “Réforme” qui 
font intervenir les systèmes d’équations comme “outil reconnu” en lien avec 
les fonctions affines.

Interrelation entre fonctions 
affines et systèmes d’équations

 
Fig. 3.b : niche et habitat des divers champs de problèmes « à mettre en équations » pendant la période de 
contemporaine . 

 
Pour conclure, soulignons que ce rapprochement entre fonctions affines et 

équations linéaires en classe de Troisième s’est récemment confirmé. c’est un des 
éléments centraux de la période actuelle amorcée avec les nouveaux programmes en 
vigueur depuis septembre 1999. La disparition de la géométrie analytique d’une part, 
l’appauvrissement du traitement algébrique des équations d’autre part aboutissent à une 
nouvelle organisation du savoir enseigné où les fonctions affines « dominent » l’objet 
système : dans le manuel Cinq sur Cinq (Delord et Vinrich 1999), les systèmes 
d’équations sont introduits au sein même du chapitre « fonctions affines ». 
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VII. Des libertés institutionnelles - Analyse de réponses à un 
questionnaire aux enseignants de Troisième 

Des « libertés institutionnelles » 

Comme nous l’avons évoqué au début de ce chapitre, plusieurs systèmes de 
contraintes institutionnelles ont été vécus par les enseignants de Troisième (en position 
de professeur ou d’élève). Comme Chevallard le souligne, des contraintes propres à des 
rapports institutionnels « passés » peuvent donc influencer le rapport personnel actuel 
d’enseignants aux objets à enseigner :  

« R(X, O) (le rapport « personnel » de X à un objet d’enseignement O) n’est jamais parfaitement 
conforme à tel rapport institutionnel R(I, O) donné : la personne X est quasiment toujours, dans une 
certaine mesure, un mauvais sujet de I, parce que son rapport s’est formé par l’intégration, au fil du 
temps, des influences exercées par les divers rapports institutionnels auxquels elle a été 
assujettie. »147 (Chevallard 1995-96, p. 4). 

Dans son travail de thèse, Chaachoua montre par exemple la non-conformité du rapport 
personnel de deux professeurs interrogés, au rapport institutionnel à l’objet « problèmes 
de construction dans l’espace » ; ceux-ci sont assujettis à des « rapports 
institutionnels passés » :  

« L’enseignant avait lors de l’entretien, deux rapports différents à l’objet « problèmes de 
construction dans l’espace ». Ces deux rapports correspondent à deux époques de l’enseignement où les 
rapports institutionnels à l’objet de savoir sont différents. » (Chaachoua 1997, p. 224). 

Ainsi il est possible que certaines des organisations didactiques et mathématiques 
au sein desquelles se sont inscrits les deux objets du savoir enseigné : système 
d’équations et mise en équations, aux différentes périodes passées soient connues du 
professeur de Troisième et que celles-ci se constituent pour lui en autant de choix 
possibles d’enseignement. C’est pourquoi nous parlons de « libertés institutionnelles ». 

 
Analyse de réponses à un questionnaire d’enseignants : étude des libertés 

institutionnelles dans l’introduction officielle des systèmes d’équations en classe 
de Troisième 

Le questionnaire  
Le questionnaire aux enseignants de Troisième élaboré avait pour principal 

objectif d’interroger les choix de professeurs dans l’enseignement des systèmes 
d’équations en Troisième, et les connaissances mathématiques et didactiques sous-
jacentes à ces choix. 
Nous retiendrons ici : 
- des renseignements sur les divers « profils » des enseignants interrogés : « âge », 
« statut particulier » : stagiaires-professeurs, enseignants-formateurs. 
 - les réponses aux questions suivantes :  
« Comment débutez-vous votre enseignement sur les systèmes d’équations linéaires ? 

                                                
147 C’est nous qui soulignons. 
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Pourquoi ?  
Quel est pour vous l’intérêt des systèmes d’équations en mathématiques (à quoi ça sert, 
qu’est ce qu’on en fait ?) » 
Ces réponses nous renseignent sur les choix des professeurs dans l’introduction 
officielle des systèmes d’équations et les raisons (du côté de leurs connaissances 
mathématiques sur les systèmes d’équations comme objet à enseigner) par lesquelles ils 
justifient ces choix.  
 

Différents types de réponses au questionnaire 

Dix-neuf enseignants de Troisième ont accepté de répondre à ce questionnaire dont 2 
stagiaires IUFM et 6 enseignants formateurs à l’IUFM (ces derniers participaient à 
l’Université de La Rochelle en 1998). Leurs âges sont divers : cinq d’entre eux ont entre 20 
et 29 ans ; deux enseignants ont entre 30 et 39 ans ; six professeurs ont entre 40 et 49 ans ; 
deux enseignants ont entre 50 et 55 ans ; enfin les deux restant n’ont pas indiqué leur âge. 
Dans le tableau ci-dessous, on fait apparaître les principaux « types » de réponses 
obtenues : ces types catégorisent les choix exprimés par les enseignants dans l’introduction 
officielle des systèmes, selon les organisations mathématiques dégagées dans notre analyse 
de manuels : 

Types de réponses Effectif 
Type I : « concret »  

Introduction des systèmes d’équations comme outil de résolution de 
problèmes concrets 

 
11 réponses  

Type II : « géométrique » 
Introduction des systèmes d’équations en lien avec les équations de droites 

 
5 réponses 

Type III : « mixte » 
Introduction des systèmes d’équations en lien avec les équations de droite et 
comme outil de résolution de problèmes concrets 

 
1 réponse 
 

Type IV : « algébrique » 
Introduction des systèmes d’équations comme permettant de calculer une 
solution commune à deux équations à deux inconnues admettant « plusieurs 
solutions » 

 
1 réponse  

Type V : « fonctions affines » 
Introduction des systèmes d’équations en lien avec la représentation 
graphique de fonctions affines 

 
1 réponse 

  
Σ = 19 
 

A la lecture de ce tableau, on remarque que : 
- la majorité des réponses obtenues (11/19) est du type I, et par suite, conforme au système 
des contraintes institutionnelles dites « contemporaines » : comme à travers les activités 
préparatoires de MCo1 1993 et MCo2 1993, il s’agit d’introduire les systèmes d’équations 
comme outil de résolution de problèmes concrets. 
 

On dénombre cependant une proportion assez importante de réponses d’enseignants 
apparemment « non assujettis » à ce rapport institutionnel actuel : elles sont au nombre de 
8 sur 19 au total. 
- Parmi ces réponses, il y en a notamment un nombre important du type II (5/19) : 
« géométrique », que l’on rapproche du système de contraintes institutionnelles de la 
contre-réforme. 
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- Il y a une réponse de type III ou « mixte », c’est-à-dire qui relève à la fois des deux 
rapports institutionnels que nous venons d’évoquer. 
- une réponse est répertoriée comme du type IV « algébrique » à rapprocher des 
organisations mathématiques de la période classique ou de transition. 
- Il y a également une réponse du type V « fonctions affines » en lien avec le système de 
contraintes institutionnelles modernes qui semblent se mettre en place (à compter de la 
rentrée 1999/2000). 
 

Pour aller plus loin dans cette analyse de réponses à notre questionnaire, nous 
regroupons dans 5 tableaux correspondant aux 5 « types », des extraits des 19 réponses 
recueillies : nous y faisons apparaître des commentaires d’enseignants relatifs à ces 
différents choix dans l’introduction officielle des systèmes d’équations dans la colonne de 
gauche et les raisons données à ce choix dans la colonne de droite. Nous classons 
également ces extraits selon la nature du dispositif ou de la stratégie didactique mise en 
avant par les professeurs. 

 
Les tableaux II, III, IV et V (associés aux « types » II, III, IV et V) : des 

réponses non conformes au rapport institutionnel contemporain à 
l’introduction officielle des systèmes d’équations.  

Des réponses conformes au rapport institutionnel de la période de la contre-réforme  
 

Tableau II 
 

Type II : « géométrique »  
Commentaires sur les choix dans 
l’introduction officielle des systèmes 
d’équations  

Raisons données de ces choix 

 
« équations de droites » 

 
« changement de cadre graphique – algébrique » 

------------ 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« Résolution de problèmes, en particulier en 
algèbre linéaire» 
 

 
« Montrer aux élèves la correspondance entre les 
« 3 cas » de positions de droites dans le plan et 
d’ensembles solutions des systèmes de 2 équations 
à 2 inconnues. » 

 
« faire le lien avec l’intersection de 2 droites dans 
le plan » 

------------ 
Intérêt des systèmes en mathématiques  
« Outil de résolution de problèmes, plus efficace 
que l’arithmétique » 
 

 
« qu’est ce qu’une solution ? Un couple choisi est-
il solution ou non (d’une équation du système) ? 
Représentation graphique de ces solutions » 

 
« Pas de technique de résolution directement » 

------------ 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« résoudre toute une catégorie de problèmes 
« pseudo-concret. » 
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« Jusqu’à présent, je montrais aux élèves de 3ème 
que résoudre un tel système, c’était en fait 
chercher l’intersection de deux droites. Mais toute 
la partie géométrie analytique pure ayant été 
supprimée des nouveaux programmes de 3ème, je ne 
sais pas encore comment, je vais l’introduire cette 
année ni combien de temps je vais leur 
consacrer » 148 

 
« Cela avait pour moi deux avantages : tout 
d’abord justifier le nombre de solutions du 
système, ensuite relier l’algèbre et la géométrie, 
une même notion pouvant être abordée soit sous 
l’angle numérique soit sous l’angle géométrique » 

------------ 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« essentiellement résoudre des problèmes. » 
 

 
« intersection de droites » 

 
« - Lien avec le chapitre précédent. 
- prépare à l’étude du nombre de solutions 
- l’étude générale est limitée à 2 variables. » 

------------ 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« Il est très fréquent que des variables soient liées 
(de manière linéaire). Il est souvent commode de 
faire appel au calcul matriciel pour étudier les 
systèmes obtenus. » 
 

 
Les 5 extraits cités dans ce tableau confirment des rapports correspondant de 

façon nette à l’époque de la contre-réforme : il s’agit d’introduire les systèmes 
d’équations « en lien avec les équations de droites » (préalablement introduites) comme 
permettant de répondre à la question : « quelle est l’intersection des ensembles infinis de 
couples solutions de deux équations à deux inconnues correspondant à deux droites du 
plan ? » ; en continuité, il s’agit d’étudier « les 3 cas » possibles d’ensemble de 
solutions d’un système de deux équations à deux inconnues.  

 
Deux des enseignants justifient justement ce choix de la manière suivante : cela 

facilite l’étude des « différents cas possibles liés à la position relative de deux droites ». 
On trouve également d’autres raisons en lien direct avec les idées directrices de la 
contre–réforme : il s’agit de « relier l’algèbre et la géométrie ».  

 
D’autre part, à la question : « quel est pour vous l’intérêt d’un système 

d’équations en mathématiques ? », deux d’entre eux font référence à « l’algèbre 
linéaire » ou au « calcul matriciel » : le rapport personnel de ces enseignants au système 
d’équations comme objet d’algèbre linéaire, n’est pas sans influence dans leur choix 

                                                
148 Ce professeur a été interrogé l’année de l’entrée en vigueur des nouveaux programmes de 

3ème : ceux-ci font disparaître la notion d’équations de droite au profit de celle de représentations 
graphiques des fonctions affines. Ainsi peut-on lire dans les nouveaux programmes de 3ème : « Pour 
l’interprétation graphique (d’un système), on utilisera la représentation des fonctions affines. » (op. cité, 
p. 111). Cet enseignant semble loin d’être le seul à protester contre la disparition des « équations de 
droites » pour la « résolution graphique des systèmes ». De nombreuses interventions des professeurs de 
mathématiques de 3ème retranscrites dans des synthèses académiques liées à la consultation nationale sur 
le projet du « nouveau » programme vont dans ce sens : « La suppression du concept d’équation de droite 
donne lieu à des avis partagés. Dans tous les cas, elle semble générer une difficulté au moment de la 
résolution graphique des systèmes et de l’utilisation de la représentation des fonctions affines. » (op. cité, 
p. 10) 
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d’introduction officielle des systèmes d’équations typiques de la « contre-réforme »; 
cela permet en effet de mettre en avant « les 3 cas » de systèmes, la notion d’ensemble 
de « couples » solutions, etc. autant d’objets caractéristiques du domaine savant de 
l’algèbre linéaire. 

 
Néanmoins, les 3 autres professeurs attribuent à l’objet système d’équations, le 

rôle essentiel « d’outil de résolution de problèmes » : l’un d’entre eux parle de 
problèmes « pseudo-concrets » et un autre évoque une concurrence entre algèbre et 
arithmétique dans la résolution d’énoncés. Malgré leur choix « de type II » dans 
l’introduction officielle des systèmes, ces enseignants présentent donc par ailleurs un 
rapport se rapprochant du système de contraintes institutionnelles contemporaines. 

 
On note que les extraits rassemblés dans la colonne de gauche du tableau II ne 

font pas apparaître de stratégies didactiques spécifiques. Certains des commentaires 
vont néanmoins dans le sens d’une introduction ostensive des systèmes d’équations : il 
s’agit de « montrer » aux élèves le lien entre équations linéaires à deux inconnues et 
droites du plan.  
 

On peut dire quelques mots du « profil » de ces 5 enseignants :  
- quatre d’entre eux ont entre 44 et 52 ans. Ces professeurs ont donc vraisemblablement 
enseigné pendant la période de contre-réforme. 
- le cinquième professeur interrogé a 25 ans. C’est donc en position d’élève qu’il a sans 
doute vécu le système de contraintes institutionnelles de la contre-réforme. 
 
Une réponse isolée de type III « mixte », conforme aux rapports institutionnels de la 
contre-réforme et contemporain 

 
Tableau III 

 
Type III « mixte » 

Commentaires sur les choix dans 
l’introduction officielle des systèmes 
d’équations  

 
Raisons données de ces choix 

 
« en liaison avec les équations de droites et surtout 
comme outils de résolution de problèmes après des 
mises en équations simples » 
 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« Pivot de Gauss, matrices 
mise en équations de problèmes » 

 
La réponse citée apparaît comme « mixte », entre le système de contraintes 

institutionnelles contemporaines et de la période dite de la contre-réforme : il s’agit à la 
fois d’introduire les systèmes à travers la résolution de problèmes à mettre en équations 
et de faire le lien avec les équations de droites ou la résolution graphique. Les raisons 
d’être prêtées plus généralement à l’objet système d’équations semblent également de 
deux ordres : « mise en équations de problèmes » et en association avec l’algèbre 
linéaire : « pivot de Gauss, matrices ». 
 
Une réponse isolée de type IV « algébrique » à rapprocher des traces d’un rapport 
institutionnel classique 
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Tableau IV 

 
Type IV « algébrique »  

Commentaires sur les choix dans 
l’introduction officielle des systèmes 
d’équations  

 
Raisons données de ces choix 

 
« en 3ème : Activité : avec 2 inconnues, une seule 
équation ne suffit pas. Avec deux inconnues, deux 
équations peuvent suffire (résolution par le calcul 
et graphiquement) » 
 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« Permet de résoudre des problèmes concrets, 
géométriques, abordant plusieurs inconnues, 
calculs d’équations de droite » 

 
Dans les commentaires cités ci-dessus, il est question « d’activité préparatoire » 

mais la description que le professeur en donne ne correspond pas à un ou des 
« problème(s) concret(s) » qui permettrai(en)t d’introduire les systèmes d’équations 
comme outil de résolution mais plutôt à la manière « classique » ou caractéristique de 
l’époque dite « de transition » : à la suite d’une brève présentation de l’équation à deux 
inconnues, le système est présenté comme « moyen » de se ramener à une seule 
solution. Par ailleurs, cet enseignant met en avant une signification plutôt « mixte » des 
systèmes d’équations : selon lui, cet objet est à la fois outil de résolution de problèmes 
« concrets », « géométriques » et en lien avec les équations de droites. 
 
Une réponse isolée de type V « fonction affine » conforme au rapport institutionnel 
moderne 

Tableau V 
 

Type IV « fonction affine » 
Commentaires sur les choix dans 
l’introduction officielle des systèmes 
d’équations  

 
Raisons données de ces choix 

 
« Par les fonctions (intersections de graphes) » 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« Résolution de pbs à plusieurs inconnues, 
intersections de courbes (droites) » 
 

 
On trouve également une réponse « isolée » d’un enseignant à rapprocher du 

rapport institutionnel « moderne », c’est-à-dire celui qu’annoncent les « nouveaux » 
programmes de Troisième en vigueur depuis la rentrée scolaire de 1999 : ce professeur 
prévoit d’introduire les systèmes d’équations en interrelation étroite avec les fonctions 
affines (en « passant par la représentation graphique »).  A la question relative à l’intérêt 
mathématique des systèmes, ce professeur met d’ailleurs en avant l’intersection 
de« courbes » au même titre que la résolution de problèmes à plusieurs inconnues : ceci 
apparaît parfaitement conforme avec le système de contraintes institutionnelles 
modernes qui semble s’installer, étudié à travers les manuels édités en 1999.149 

                                                
149 On trouvera des activités de ce type dans certains manuels « modernes », par exemple dans 

l’ouvrage Cinq sur Cinq (Devort et Vinrich 1999) 
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Tableau I : des réponses conformes au rapport institutionnel 

contemporain à l’introduction officielle des systèmes d’équations.  

Tableau I 
 

Type I « concret »  
Commentaires sur les choix dans 
l’introduction officielle des systèmes 
d’équations 

Raisons données de ces choix 

Mise en concurrence de stratégies « arithmético-numériques » et algébriques dans le cadre d’une 
activité préparatoire  
 
« Résolution d’un problème concret où la solution 
est accessible de tête ou par le « calcul ». » 
 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« Résolution de problèmes concrets » 

 
« Par l’activité Pyramides :150 Les élèves 
comprennent vite la situation et se mettent en 
recherche rapidement. Les variables151 de la 
situation les conduisent à abandonner rapidement 
les méthodes de recherche par tâtonnements ou 
essais successifs ou fausse supposition. » 
  

 
« les élèves comprennent vite la situation et se 
mettent en recherche rapidement » 

------------ 
Intérêt des systèmes en mathématiques   
« résolution de problèmes – modélisation » 
 

 
« Résolution de problème simple ou la substitution 
est « naturelle » (traduction d’un problème de 
mise en équation) puis de pbs plus difficiles pour 

mettre en place l’écriture 
eq.
eq. » 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« permet de résoudre des problèmes à plusieurs 
inconnues (donner une solution unique ou une 
relation entre les inconnues plus « simple » que les 
équations de départ). » 
 

 
« Recherche d’un série de 3 ou 4 pb. » 

 
« mettre en évidence « l’utilité » d’introduire une 
deuxième inconnue. » 

---------------- 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« résoudre des problèmes » 

« Pb simples : objectif -> un pb peut parfois être 
résolu simplement en commençant par faire un 
dessin, en écrivant une inconnue en fonction de 
l’autre -> choix des variables didactiques -> 
passage où il est plus judicieux d’écrire un 
système. » 
 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« sert à résoudre des problèmes du 1er degré à 
deux inconnues .  

  

                                                
150 Tirée de Petit x. 
151 Qu’on ne s’étonne pas d’entendre parler ici de « variables » d’une « situation » : l’enseignante 

interrogée est une formatrice d’IUFM qui a participé à l’Université d’Eté de Didactique des 
Mathématiques de la Rochelle en 1998. On relève plus loin dans les propos d’un autre enseignant le terme 
de « variables didactiques » pour les mêmes raisons. 
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« problème dans lequel les élèves peuvent trouver 
les solutions par différentes méthodes 
(essai/erreurs / écriture d’une seule équation à une 
inconnue…). » 

« Donner du sens et motiver l’utilisation des 
méthodes de résolution » 

------------ 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« résoudre des problèmes que l’arithmétique 
résout à plus fort coût. » 
 

Introduction des systèmes d’équations comme outil de résolution de problèmes concrets 
 
« Par un pb « concret » à mettre en équations, 
avec deux inconnues. On résout le système obtenu 
algébriquement et graphiquement. » 

 
« Montrer l’utilité des systèmes d’équations aux 
élèves » 

--------------- 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« résolution de pbs concrets, arithmétiques, 
géométriques »  
 

 
« mathématisation d’un pbleme concret » 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« - Résoudre des problèmes concrets à 2, 3… n 
inconnues - Résoudre des pbs de géométrie » 
 

 
« Petits problèmes à mettre en équations : permet de 
montrer l’intérêt de modéliser algébriquement : + 
rapide, économique… » 
 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« - permet de modéliser des problèmes simples à 2 
inconnues vérifiant plusieurs contraintes » 

 
« Par des problèmes simples à mettre en équations 
et en laissant les élèves résoudre seuls : 1 plutôt 
par substitution, 1 par addition » 
 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« résoudre des problèmes » 

Introduction « ostensive » du système d’équations comme outil de résolution de problèmes 
 
 « Résoudre un pb qui se ramène à un système de 
deux équations à deux inconnues. Je « montre » les 
2 inconnues aux élèves. On écrit ensemble le 
système et je leur donne les 2 techniques de 
résolution à appliquer. » 

 
Intérêt des systèmes en mathématiques 
« résolution de problèmes « concrets », 
géométriques (pbs d’aires). » 

Comme nous l’avons dit plus haut, la majorité des réponses à la question posée : 
« Comment débutez-vous votre enseignement sur les systèmes d’équations linéaires ?» : 
sont du type I et donc conformes au rapport institutionnel contemporain. Onze 
enseignants envisagent effectivement d’aborder l’enseignement des systèmes en 
Troisième en proposant à leurs élèves de résoudre un (ou plusieurs) problème(s) « à 
mettre en équations ». On constate cependant des différences dans les projets 
d’introduction officielle évoqués par les enseignants concernés à travers les 
commentaires cités dans la colonne de droite ci-dessus. 
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La majorité des réponses (5/11) font apparaître des choix de problèmes occasionnant 
une concurrence entre différentes méthodes de résolution152. Les enseignants envisagent 
ainsi une concurrence des stratégies algébriques faisant intervenir les systèmes 
d’équations avec : 
- des stratégies algébriques faisant intervenir une équation à une inconnue, 
- des stratégies « numériques » par « essai/erreur » ou par « tâtonnements », ou « par le 
calcul », 
- des stratégies faisant éventuellement intervenir des dessins. 
- Un professeur parle de « fausse supposition », faisant ainsi explicitement référence à la 
technique de type arithmétique enseignée autrefois.  
Quelques-uns de ces professeurs mettent l’accent sur le choix de problèmes ou de série 
d’énoncés « appropriés » : certains (en contact avec le domaine de recherche en didactique 
des mathématiques) évoquent des « jeux » de variables didactiques, choisissent les énoncés 
dans la revue petit x, d’autres évoquent des séries de problèmes à complexité 
« croissante ». 
 
Quatre enseignants ne font pas de commentaires relatifs au choix d’un problème 
« particulier » à mettre en équations et n’explicitent pas d’objectif spécifique d’une mise en 
concurrence de différentes stratégies; l’un d’eux évoque néanmoins les « qualités » de la 
résolution algébrique faisant intervenir le système d’équation : « + rapide, économique... », 
ce qui peut suggérer que lui aussi envisage une concurrence entre méthodes de type 
algébriques et arithmético-numériques.  
 
L’étude de la dernière réponse citée (en bas de la colonne de gauche) suggère que 
l’enseignant en question présente aussitôt, de manière ostensive, le système d’équations 
comme outil de résolution au problème posé. 
 
Etudions les raisons invoquées par certains de ces enseignants pour légitimer et justifier 
leurs choix dans l’introduction officielle des systèmes d’équations :  
- en écho à l’esprit « utilitariste » de la période contemporaine, il s’agit pour la majorité 
d’entre eux de montrer « l’utilité » ou de donner du sens aux systèmes d’équations comme 
outil de résolution de problèmes.  
En réponse à la question de l’intérêt des systèmes en mathématiques, de nombreux 
professeurs évoquent par ailleurs que les systèmes d’équations sont avant tout outils de 
résolution de problèmes qui selon les réponses peuvent être à la fois concrets, 
géométriques, etc.  
Un enseignant met en avant une « concurrence entre algèbre et arithmétique ». Selon lui les 
systèmes d’équations constituent un outil de résolution plus « économique » que 
l’arithmétique. Ce même professeur prévoit une concurrence entre stratégies « par 
essai/erreur » et algébriques. On peut se demander si cet enseignant n’assimile justement 
pas ce type de stratégies numériques, spontanément mises en œuvre par les élèves, à une 
technique « arithmétique ». Ceci pose plus généralement la question des connaissances 
mathématiques en arithmétique élémentaire de l’ensemble des professeurs interrogés : 
qu’entendent-ils par « arithmétique » ? Le courant de « mimétisme culturel de l’ancienne 
articulation arithmétique/algèbre » de la période « contemporaine » n’est-il pas sans effet 
sur la signification du mot « arithmétique » dans le « lexique des acteurs de 

                                                
152 Ces réponses suggèrent donc un choix « d’activités préparatoires » proches de celle étudiée 

dans le manuel MCo 1993. 
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l’institution » ?153 
- On relève également une remarque associée à l’investissement des élèves dans ce type 
d’activités préparatoires en écho aux objectifs exprimés dans les directives officielles : à 
travers ces « activités », il s’agit de faire en sorte qu’une majorité d’élèves s’investissent et 
participent activement à l’étude d’une notion. 
 
On peut faire quelques commentaires sur les « profils » de ces 11 enseignants interrogés :  
- Cinq enseignants ont de 41 ans à 54 ans : ils ont donc sans doute vécu la période de 
« transition » en position d’élèves. Il est possible que leur choix dans l’introduction 
officielle des systèmes d’équations s’inspire également de cet « ancien » système de 
contraintes institutionnelles. 
- Cinq d’entre eux sont formateurs à l’IUFM en lien avec la communauté de didactique : 
leur statut particulier explique sans doute en partie leurs soucis de choix de problèmes 
« adéquats » et leurs explications en termes de « variables didactiques » ou leurs références 
à la revue petit x. 
 
Conclusions 

 
Ainsi, un peu plus de la moitié des enseignants interrogés envisagent d’introduire 

officiellement les systèmes d’équations de manière plus ou moins « conforme » au 
système de contraintes institutionnelles étudiées à partir des manuels et des programmes 
contemporains : il s’agit effectivement pour eux de présenter ou de faire émerger le 
système d’équations à l’occasion de la résolution d’un problème concret à mettre en 
équations. Les raisons avancées pour ce choix sont par ailleurs en continuité avec 
l’esprit « utilitariste » de l’enseignement contemporain des mathématiques : il s’agit de 
montrer « l’utilité » des systèmes d’équations comme outil de résolution de problèmes, 
éventuellement contre d’autres méthodes de résolution. 

Néanmoins l’analyse de ces réponses conformes au rapport institutionnel 
contemporain révèle également une certaine diversité dans le choix d’une telle « activité 
préparatoire » : certains mettent en avant une concurrence entre des méthodes de 
résolution « arithmético-numériques » et/ou « par dessins » et la résolution algébrique 
faisant intervenir un système d’équations ; d’autres envisagent le même type de 
concurrence mais entre deux outils algébriques : système et équation à une inconnue ; 
quelques professeurs envisagent de présenter directement le système d’équations 
comme « outil reconnu » à utiliser dans la classe pour résoudre le (ou les) problème(s) 
posé(s). On constate aussi que certains professeurs évoquent des « séries » de problèmes 
éventuellement à complexité croissante, d’autres parlent d’un seul énoncé.  

Les différences ainsi constatées montrent l’existence d’un espace de liberté laissé 
aux professeurs, dans le cadre d’ un système de contraintes institutionnelles donné. 
Néanmoins comme nous l’avons déjà évoqué (voir chapitre A.1 de notre travail), au 
sein même de cet espace de liberté, les enseignants de Troisième sont soumis à d’autres 
contraintes relatives au fonctionnement « interne » du processus d’enseignement dans 

                                                
153 Selon Chevallard (1989d), le chercheur en didactique des mathématiques doit prendre garde de 

distinguer les mots de son lexique propre de ceux du lexique de l’institution et de ses acteurs :  
« D’une manière générale, le chercheur doit, en droit, distinguer les mots de son lexique propre – 

celui de la théorie didactique telle qu’elle existe à un moment donné – des mots du lexique de l’institution 
qu’il étudie (et de celui de son environnement culturel), et des mots du vocabulaire des agents et des 
acteurs de l’institution en question. » (Chevallard 1989d). 
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leurs classes, contraintes que l’on peut étudier du point de vue des concepts de milieu et 
de contrat didactique. 

L’étude faite dans cette partie B va permettre d’aborder l’étude des contraintes 
internes pesant sur les choix d’un enseignant particulier. 
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Présentation de la partie C 

Objectifs  

La partie C a pour objet l’analyse de choix et décisions d’un enseignant de 
Troisième dans la réalisation de son projet d’introduction officielle des systèmes 
d’équations. Cette analyse prend en compte l’influence de contraintes externes étudiées 
dans la partie précédente et de contraintes internes étudiées du point de vue du concept 
de milieu.  
 

Dispositif d’observation « naturaliste » 

La difficulté est de disposer d’observations ciblées pour ces objectifs. Ceci implique 
de travailler avec un enseignant volontaire qui accepte que ces « pratiques » soient 
observées avant, pendant et après les situations d’enseignement des systèmes 
d’équations : Comiti et al. (1995) soulignent l’importance de l’élaboration d’un contrat 
spécifique avec le professeur concerné. Nous avons passé ce type de contrat avec un 
enseignant P associé à une équipe de didactique de l’I.R.E.M. de Grenoble. 

L’observation de quelques séances avant l’introduction officielle des systèmes nous 
a permis de dégager des régularités dans le fonctionnement de la classe154 et dans les 
prises de décisions de P ; elle nous a également permis de faire en sorte que lors des 
séances ultérieures, notre présence n’engendre pas trop de perturbations dans le 
fonctionnement « normal » de la classe observée. 

Précisons les conditions de l’expérimentation : nous ne sommes intervenues ni dans 
la conception du projet de P, ni dans sa réalisation en classe (c’est en ce sens qu’il s’agit 
d’une observation dite naturaliste). 

Reprenant le dispositif de recueil de données de Comiti et al. (1995, p. 99), nous 
disposons des données suivantes :  
- des données « externes » :  

- chronique d’un entretien avec l’enseignant P avant les séquences d’enseignement 
des systèmes : nous lui avons posé des questions relatives à son projet préalable 
d’introduction officielle des systèmes d’équations, à la préparation des séances 
concernées et aux raisons de ses choix planifiés. 
- fiches relatives à l’activité préparatoire, « Cailloux », envisagée par P pour 
introduire les systèmes lors de cet entretien, et au problème « Bouchon et 
Bouteille » qu’il intègre par la suite dans son projet pour des raisons évoquées « à 
chaud » avant la première séance observée. 

« Les entretiens entre chercheur et enseignant préalables à la séquence permettent d’une part de repérer 
les grandes lignes des représentations du professeur sur le savoir en jeu, l’apprentissage, le 
fonctionnement de ses élèves, le contrat habituel dans la classe, d’autre part de recueillir des informations 
sur son projet d’enseignement à partir de demandes (explicitation du scénario sur les activités prévues, les 

                                                
154 Par exemple, on peut signaler que les élèves « observés » ont pris l’habitude de s’organiser 

spontanément en groupes pour travailler : à travers différentes séances observées en début d’année, nous 
avons pu constater les nombreux efforts de l’enseignant P pour instaurer cette « coutume » au sein de sa 
classe de Troisième. 
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méthodes d’enseignement envisagées, les objectifs visés, les choix effectués). » (Comiti et al. 1995, p. 
99). 

- des données « internes » provenant d’observations en classe : nous avons assisté à trois 
séquences d’une heure correspondant à la réalisation complète du projet de P. Nous 
avons utilisé des moyens ordinaires d’observations : enregistrement audio de 
l’enseignant et des élèves auxquels il s’adresse, relevés systématiques des interventions 
d’élèves, etc. 
- Des données entre « externes » et « internes ». Nous avons recueilli diverses 
informations à l’occasion de brefs entretiens « à chaud » avec l’enseignant P après 
chaque séance observée : 

« L’entretien postérieur à la séquence d’enseignement est destiné à recueillir ce que dit le professeur sur 
ce qui s’est passé pendant les cours ainsi que son analyse des événements qu’il a repérés. » (ibid., p. 99). 

Le corpus ainsi constitué : l’ensemble des protocoles155 et des fiches données par P 
figure en annexe. 

 

Des outils d’analyse dans le cadre théorique du « double feuilletage » de la 
notion de milieu dans la théorie des situations  

Comme nous l’avons déjà évoqué, les concepts théoriques utilisés pour l’analyse de 
ce corpus relèvent de ce que Perrin-Glorian (1999b) a appelé le double « feuilletage », 
ou structuration du milieu, sous-jacent à la théorie des situations de Brousseau :  

« I.2 Deux échelles dans l’utilisation des notions de situation et de milieu   
Cependant, dans le développement de la théorie des situations, on peut voir que la notion de milieu est 
utilisée à deux échelles différentes : une échelle un peu globale où il s’agit de déterminer un milieu pour 
l’apprentissage d’un savoir, à laquelle se rattache l’idée de situation fondamentale, et une échelle plus 
locale d’étude d’une situation à laquelle se rattache la situation du milieu. » (Perrin-Glorian 1999b). 

 
Nous reviendrons par la suite plus en détail sur les outils didactiques employés 

selon ces « deux échelles » et nous reprendrons à notre compte les dénominations 
« structuration horizontale » et « structuration verticale » du milieu qu’elle leur attribue. 

 

 

                                                
155 Suivant Comiti et al. 1995, rappelons que :  
« Le protocole est le document qui restitue la chronique du discours de la classe, il intègre 

certaines notes recueillies par l’observateur sur ce qu’il juge important de relever. Ce travail de 
recomposition est sous-tendu par des choix méthodologiques et par la problématique de la recherche. » 
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CHAPITRE C1  

ANALYSE EN TERMES DE VARIABLES DES CHOIX DE 

L’ENSEIGNANT DANS L’INTRODUCTION OFFICIELLE DES 

SYSTEMES D’EQUATIONS 
 
 
 

I. Structuration « horizontale »… Vers un problème « fondamental » à 
« mettre en équations » 

Selon Perrin-Glorian (1999b), on peut rattacher une première échelle du concept de 
milieu en théorie des situations didactiques aux notions de milieu « adidactique » et de 
situation « fondamentale ». 

 
Milieu « adidactique », situation « fondamentale » 

La définition désormais classique de Brousseau (1986) du milieu pour 
l’apprentissage d’un savoir est celle d’un « système antagoniste », « dénué d’intentions 
didactiques ». La situation adidactique modélise les interactions d’un élève avec un tel 
milieu. Sur le « noyau adidactique » peut se greffer une gestion didactique (Conne 
1992) qui est elle-même modélisée par le contrat didactique, concept tout aussi 
important dans la théorie. La notion de situation adidactique est donc aussi un modèle 
pour analyser l’apprentissage de l’élève dans une situation ordinaire d’enseignement. Ce 
modèle conduit à se poser les questions suivantes : dans quelle(s) situation(s) 
adidactique(s) peuvent se trouver les élèves ? Ce qui revient à se demander : que 
peuvent-ils apprendre dans cette situation d’enseignement ? Pour quel savoir ? Cela 
permet donc d’interroger la capacité d’une situation d’enseignement donnée à 
provoquer des apprentissages et les objets de ces apprentissages. Comme le souligne 
Margolinas (1993), c’est précisément à cette question relative à l’acquisition d’un savoir 
« par adaptation » à un milieu que renvoie la notion de situation « fondamentale » :  

« Le concept de situation fondamentale est un des rares concepts introduits par Guy Brousseau 
directement lié au savoir. C’est le seul en tout cas qui permette de problématiser la signification d’une 
connaissance qui est pourtant au centre de tout le questionnement de l’apprentissage par adaptation. »156 
(Margolinas 1993, p. 150) 

Une situation fondamentale est définie comme une situation adidactique « générale » ou 
« génératrice » caractéristique d’un savoir ou d’une connaissance. En effet les 
différentes valeurs données aux variables d’une telle situation doivent permettre 
d’engendrer des situations qui représentent les occasions d’emploi du savoir en jeu ou 
qui font apparaître la connaissance visée comme le moyen d’établir une procédure 
optimale :  

                                                
156  On peut dire que la notion de situation fondamentale permet un découpage du savoir qui n’est 

ni « culturel » ni « savant », mais didactique. 
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Pour trouver une « situation-problème fondamentale », « Il s’agit : 
a1 - d’énoncer un problème dont la solution nécessite l’emploi de la connaissance seule (si possible sans 
que d’autres connaissances interviennent). 
a2 - De faire apparaître les variables (de cette situation) dont les changements de valeurs provoquent des 
modifications qualitatives des stratégies optimales, ce qui indique une modification de la signification de 
la connaissance visée. (…) 
a3 – De s’assurer que la situation obtenue permet d’engendrer par ce système de variables tous les 
problèmes culturellement connus où la connaissance intervient. » (Brousseau 1982a, p. 198). 

 
Problème « fondamental » à mettre en équations 

L’enseignant P envisage d’introduire les systèmes d’équations à travers la résolution 
d’une série de problèmes à mettre en équations. Il est possible d’utiliser un point de vue 
théorique en lien avec la notion de situation fondamentale pour analyser la situation 
d’enseignement associée à ces énoncés. 

Dans un premier temps, il s’agit de considérer ces problèmes comme non 
didactiques, c’est-à-dire dégagés de toute intentionnalité didactique. 

Dans un deuxième temps, suivant Bessot et Richard (1979), on peut étudier les 
énoncés choisis par P comme des représentants particuliers d’un ensemble plus large de 
problèmes :  

« Une situation-problème peut être considérée comme une représentante particulière d’une ensemble 
large de situations-problèmes, si on envisage ses éléments organisés comme des réalisations particulières 
de variables (…). » (Bessot et Richard 1979, p. V). 

On peut chercher à construire un problème « fondamental » par rapport aux problèmes 
« particuliers » envisagés par P et tenter d’apporter des éléments de réponses aux 
questions : peut-on attribuer des valeurs de variables à ce problème pour lesquelles les 
systèmes d’équations interviendraient dans une stratégie « optimale » de résolution ? 
Comment se situent les énoncés envisagés vis-à-vis de telles valeurs ?  

C’est donc ici une classe de problèmes (et non de situations) qu’il s’agit 
d’étudier : c’est pour cela que nous parlons de problème « fondamental » (et non de 
situation fondamentale). Néanmoins ce point de vue n’est pas étranger à la notion de 
situation fondamentale : il s’agit bien d’aborder un découpage didactique du savoir. 

Pour construire un prototype de problème à la fois « général » et « générateur » 
et déterminer des variables pertinentes157 par rapport à l’objet de savoir en jeu : système 
d’équations, nous réutiliserons des résultats d’ordre épistémologique des chapitres 
précédents de notre travail :  
- associés directement aux systèmes d’équations en nous appuyant sur l’étude historique 
de cet objet de savoir (chapitre B.1). 
- relatifs au passage de l’arithmétique à l’algèbre (cf. synthèse de travaux en didactique 
de l’algèbre élémentaire du chapitre A.2). 
 
Ce type d’analyse nous apparaît intéressant pour plusieurs raisons :  
- Dans une problématique en lien avec la notion de situation fondamentale, on pourra 
tout d’abord déterminer le sens particulier que les connaissances relatives aux systèmes 
d’équations vont prendre à travers la série d’énoncés choisie par P : quelles 
significations ces énoncés donnent-ils aux systèmes d’équations et à la mise en 
                                                

157 C’est à dire celles qui permettent caractériser la signification des connaissances intervenant 
dans la stratégie optimale de résolution du problème posé. 
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équations de problèmes du premier degré par rapport à d’autres « possibles » ? Comme 
Brousseau (1982 b) le souligne :  

« Ces situations adidactiques aménagées à des fins didactiques déterminent la connaissance enseignée à 
un moment donné et le sens particulier que cette connaissance va prendre du fait des restrictions 
ainsi apportées à la situation fondamentale.158 » (Brousseau 1982b, pp. 49-50). 

- D’autre part, en un retour sur les intentions didactiques de P : 
- on étudiera l’influence de contraintes « externes » et « internes » sur les choix 
de valeurs de variables effectués consciemment ou inconsciemment par cet 
enseignant.  
- A partir de l’étude des valeurs de variables didactiques sous-jacentes aux 
problèmes de « Bouchon et Bouteille » et « Cailloux », on pourra également 
prévoir des stratégies et des changements de stratégies « possibles » et répondre 
à la question : la série d’énoncés choisis permet-elle l’apprentissage des 
connaissances visées par P ? 

II. Un problème « fondamental » du premier degré 

Un problème « fondamental » dont découlent les énoncés « Bouchon et 
Bouteille » et « Cailloux » 

Dans la recherche d’un problème « fondamental » par rapport aux problèmes 
envisagés par P pour introduire les systèmes d’équations, nous n’avons cherché à 
atteindre qu’un certain degré de « généralité » pertinent par rapport aux objectifs de 
notre analyse : nous avons tenté de construire un énoncé suffisamment générique pour 
qu’un nombre important d’énoncés concrets se ramenant à un système d’équations 
linéaires, rencontrés à travers notre étude de manuels, puissent en découler. 

 
Ce problème « fondamental » du premier degré est le suivant :  

 
Soient n objets  
A chaque objet i est associée une grandeur inconnue. 
Il y a des informations correspondant à p relations linéaires entre ces 
grandeurs inconnues. 
On demande de trouver certaines des grandeurs inconnues. 
 

 
Variables « pertinentes » associées à ce problème « fondamental »  

V1 : Type de relations entre grandeurs « connues » (ou supposées connues) et 
« inconnues » 

Cette variable est à rattacher aux travaux de Gascon et de Chevallard, évoqués 
dans le chapitre A.2 : il s’agit de différencier trois types de problèmes qui relèvent soit 
du patron A/S, soit du patron A/S reformulé, soit « de la modélisation algébrique » (cf. 
chapitre A2, travail de Gascon 1995). 
                                                

158 C’est nous qui soulignons. 
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Valeurs possibles 
V1 : 
- les informations correspondent à p relations numériques entre les grandeurs 
inconnues. On peut procéder directement du « connu vers l’inconnu » pour déterminer 
les grandeurs inconnues demandées : « Patron A/S ». 
- Les informations sont « modélisables » par p relations numériques entre les 
grandeurs inconnues. On ne peut pas procéder directement « du connu vers l’inconnu » 
pour déterminer les grandeurs demandées.  
- Les informations sont « modélisables » par p relations littérales ou dépendantes de 
paramètres (les grandeurs supposées connues peuvent être désignées ou non dans 
l’énoncé) entre les grandeurs inconnues : « Modélisation algébrique »  

 
Comme l’écrit Chevallard (1989, p. 18) : pour que le traitement algébrique d’un 

problème apparaisse seulement comme un « moyen d’attaque » raisonnable, il 
« convient » que la résolution de celui-ci interdise de procéder sans détour, du connu à 
l’inconnu, comme il est d’usage dans les problèmes les plus simples – auquel cas 
l’algèbre devient superflue ». La valeur « A/S » permet de procéder sans détour dans la 
résolution de ces problèmes. Il nous semble intéressant de la faire apparaître pour mettre 
l’accent sur ce que Chevallard a appelé une limite « vers le bas » dans le choix de 
problèmes à résoudre par l’algèbre.  

 
Vu notre propos qui touche à l’enseignement des systèmes, les variables que 

nous allons mettre en évidence maintenant, portent sur les classes de problèmes pour 
lesquels V1 prend la valeur « A/S reformulé » ou « modélisation algébrique ». 
 
Les variables V2 et V3 concernent l’état du processus de modélisation159 

V2 : désignation (implicite-explicite) des grandeurs inconnues ou non. 
V3 : nature des informations sur les grandeurs inconnues. 
 

Valeurs possibles 
V2 :  
- les inconnues du système sont explicitement désignées par des lettres en référence à 
des grandeurs inconnues de l’énoncé (explicites désignées) 
- les inconnues sont implicitement désignées dans la question du problème160 
(implicites désignées) 
- le choix des inconnues est laissé à la charge de l’élève (elles ne correspondent pas 
exactement aux grandeurs que l’on demande de trouver dans la question du problème) 
(implicites ou « choix libre ») 
V3 :  
- les équations (ou l’équation) auxquelles (ou à laquelle) se ramène le problème 
apparaissent dans l’énoncé ou dans des indications associées (explicites) 

                                                
159 Dans notre mémoire de DEA, nous avions mis en évidence que certains énoncés pouvaient être 

plus ou moins proches du modèle algébrique auquel ils pouvaient être ramenés. Nous avions notamment 
évoqué la présence de problèmes « pseudo-concrets », c’est à dire d’énoncés pour lesquels le processus 
de modélisation nous semblait déjà relativement avancé, dans l’enseignement en classe de Seconde 
(Coulange 1997). 

160 Ce sont les grandeurs demandées en fin d’énoncé. 
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- écrire les équations ne nécessite que des « connaissances culturelles » ou 
« naturalisées », toutes les informations à « mettre en équations » apparaissent dans 
l’énoncé (« naturalisées ») 
- écrire les équations nécessite l’usage de « formules » qui ne sont pas invoquées 
explicitement dans l’énoncé (implicites) 
Les valeurs accordées à ces deux variables peuvent « forcer », faciliter ou complexifier 
la mise en équations du problème posé. Bien que nous référant à certains éléments de 
nos travaux plus anciens (Coulange 1997 a, b) pour distinguer les valeurs pertinentes de 
V2 et V3 vis-à-vis d’un état du processus de modélisation, notons que celles-ci gardent 
un caractère qualitatif et ne sont pas exemptes d’une certaine subjectivité.  
 
La variable V4 concerne le domaine numérique de la mesure des grandeurs 
inconnues  

Valeurs possibles 
V5 : N(*), Z(*/-), D(*/+/-), R(*/+/-)… 
Cette variable peut prendre des valeurs plus particulières, associées à d’autres domaines 
« numériques » de mesure : par exemple si la grandeur inconnue est le prix d’un objet 
(comme souvent dans les problèmes cités à titre d’exemples dans la suite), sa valeur ne 
peut être qu’un décimal positif avec deux chiffres après la virgule (et encore le 
deuxième chiffre après la virgule  devra la plupart du temps être 0 ou 5). 
Elle peut aussi prendre plusieurs valeurs propres à chaque grandeur inconnue : on peut 
trouver des problèmes présentant des domaines numériques de mesure distincts selon 
les grandeurs inconnues. Par exemple dans l’énoncé ci-dessous :  

« Le vigneron  
Un vigneron qui venait d’acheter un pré disait : «  Si je vends mon vin 160 F la pièce, j’aurai de quoi 
payer mon pré et il me restera 800 F ; si je le vends 140 F, comme on me le propose, il me restera 800 
F ». On demande le nombre de pièces de vin et le prix du pré. » (MC1 1993, p. 80). 

Le domaine numérique de la première grandeur inconnue de cet énoncé, correspondant 
au « nombre de pièces de vin », est celui des entiers naturels (correspondant au cardinal 
d’une collection ; pas trop grands, ni trop petits).  
 Le domaine numérique de la deuxième est celui des décimaux à deux décimales, 
« réalistes » en tant que « prix d’un pré » en francs. 
Les variables V5 et V6 concernent le rang et la taille du système obtenu après mise en 
équations 

V5 : Nombre n de valeurs inconnues et nombre p de relations linéaires entre les 
grandeurs inconnues. 
V6 : Nature redondante ou contradictoire des informations sur les grandeurs inconnues 
entre elles. 
 
Valeurs possibles :  
V5 : (n ; p) ∈ N2. 
V6 : redondantes ou non, contradictoires ou non. 
 
Les valeurs conjointement accordées à ces variables déterminent la taille, le rang et la 
« résolubilité » du système d’équations auquel se ramène l’énoncé : par exemple, si 
n = p = k et les informations de l’énoncé sont non redondantes et non contradictoires, 
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l’énoncé se ramène à un système « carré » : de k équations à k inconnues, et admettant 
une solution unique. 
Remarque :  
Même si certains élèves ne résolvent pas le problème par l’usage d’un système 
d’équations, ce peut être pertinent de considérer cette variable qui donne une 
information sur la complexité du problème. 
 
La variable V7 concerne les formes des relations linéaires entre grandeurs inconnues 
auxquelles conduisent les informations de l’énoncé.  

Valeurs possibles : 
V7 : Il y a bien sûr une infinité de formes possibles en théorie. Nous nous intéresserons 
ici à la forme de chaque équation quand on a traduit « directement » chaque information 
de l’énoncé. Bien entendu, dans certains cas, il faudra envisager plusieurs formes 
concurrentielles d’équations correspondant à une même information. Mais souvent en 
fait, une forme déterminée s’impose. La forme du système ainsi obtenu peut être un 
élément important relativement à la méthode de résolution qui va être mise en œuvre. 
Remarquons également qu’une information peut correspondre à une première forme 
d’équation apparemment non-linéaire mais qui se ramène en fait à une relation linéaire.  
Comme dans le problème suivant de « dimensions d’un rectangle » (assez classique) :  

« Trouver les dimensions d’un rectangle, sachant que si l’on augmente la base de 8m et la hauteur de 5m, 
la surface augmente de 180m2, tandis que si l’on augmente la base de 3m et que l’on diminue la hauteur 
de 4m, la surface diminue de 30m2. » (MC2 1949, p. 246). 

En désignant par x la base du rectangle et y la hauteur du rectangle (qui sont les deux 
grandeurs inconnues cherchées), ce problème se ramène aux deux équations :  
(x +8)(y + 5) = xy + 180 et (x + 3) (y – 4) = xy – 30, qui n’ont pas une forme 
« linéaire ». Mais celles-ci se ramènent directement par calcul algébrique aux équations 
linéaires : 5x + 8y + 40 = 180 ou 5x + 8y = 140 et 3y – 4x – 12 = -30 ou 3y – 4x = -18. 
 
La variable V8 concerne les valeurs des coefficients des équations à plusieurs 
inconnues (ou l’équation à une inconnue) auxquelles (ou à laquelle) se ramène 
l’énoncé  

Valeurs possibles : 
V8 : n-uplet de nombres quelconques correspondant aux coefficients de ces équations. 
La valeur accordée à cette variable n’est pas sans lien avec les données numériques ou 
les grandeurs supposées connues de l’énoncé.  
 

Ainsi, on peut réunir toutes les variables associées au problème « fondamental » 
(retenues comme candidates « pertinentes » relativement au savoir en jeu : l’objet 
« système d’équations ») en un « octuplet » : (V1, V2, V3, V4, V5 , V6, V7, V8).  

III. Exemples de problèmes « générés » par différentes valeurs 
données aux variables du problème fondamental  

Comme nous l’avons évoqué plus haut, ce modèle a pour objectif de rendre compte 
de la diversité de significations « possibles » données aux outils algébriques à travers la 
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résolution de représentants particuliers du problème « fondamental » ainsi conçu. Nous 
allons générer par des valeurs attribuées à ces variables, quelques problèmes 
(éventuellement tirés de manuels étudiés dans la partie B.2) : ces exemples illustreront 
le fonctionnement du modèle ainsi élaboré ; ils permettront de montrer la variété sous-
jacente à l’ensemble large de problèmes découlant de ce modèle et des différents sens 
donnés aux systèmes d’équations, associés. 
 

Un problème arithmétique « le plus simple » 

« Dans une vente, on achète une table de 175 francs et un fauteuil qui vaut 240 francs de plus. Combien 
doit-on payer ? » (Delfault et Millet 1932, p. 29) 

Solution arithmétique : 
Le fauteuil vaut 175 + 240 = 415 francs. On paiera donc en tout 415 + 175 = 590 francs. 
 
Valeurs attribuées au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = patron A/S. On peut procéder directement du « connu vers l’inconnu » pour 
résoudre ce problème.  
Il serait inutile ici d’envisager une résolution algébrique de ce problème trop simple 
pour en justifier l’intérêt. 
l’objet de savoir en jeu : système d’équations ne prend par conséquent aucun sens vis-à-
vis dans la classe de problèmes (V1 = patron A/S). 
 

Des problèmes « entre arithmétique et algèbre » 
 
Problème :  

« Une personne achète 5 kilogrammes de café et 3 kilogrammes de sucre pour 24fr 60. On sait que 
2 kilogrammes de café coûtent autant que 7 kilogrammes de sucre. Combien a-t-elle payé le kilogramme 
de café et celui de sucre ? » (MC1 1903, p. 189) 

Solution algébrique : 
En désignant le prix du kilogramme de café par x et celui du kilogramme de sucre par y, 
ce problème se ramène au système de deux équations à deux inconnues suivant : 



5x + 3y = 24,6

2x = 7y . Ce système admet pour solution unique : x = 4,2 et y = 1,2. Donc le 

kilogramme de café coûte 4fr 20 et celui de sucre 1fr 20. 
 
Valeurs attribuées au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = patron A/S reformulé. 
V2 = inconnues implicitement désignées. 
V3 = « naturalisées » (connaissances « culturelles »). 
V4 = D(*/+), décimaux correspondant à des valeurs réalistes de prix d’un kilogramme de 
café et d’un kilogramme de sucre.161 
V5 =  (2 ; 2). 
V6 = informations non redondantes et non contradictoires. 
Les valeurs attribuées à V5 et V6 impliquent que le problème est « modélisable » par un 
système de deux équations à deux inconnues qui admet une solution unique (système 
« carré » déterministe).  

                                                
161 A l’époque considérée, bien entendu ! 
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V7 =  correspondant à 

ax + by = c

a'x = b'y  
La forme du système auquel se ramène l’énoncé favorise éventuellement la technique 
de résolution « par substitution ». 
V8 = (5 ; 3 ; 24,6 ; 2 ; 7) 
 
Problème : 

« On a deux lingots d’or, l’un au titre de 0,950, l’autre au titre de 0,800. On les fond ensemble en ajoutant 
2kg d’or pur. L’unique lingot obtenu est au titre de 0,906 et près 25kg. Quel est le poids de chacun des 
deux premiers lingots ?  » (MC2 1949, p. 242) 

Solution algébrique : 
En désignant le poids du premier lingot par x et celui du deuxième lingot par y, en 
appliquant la formule du « titre d’un alliage = (poids du métal fin) / (poids total de 
l’alliage) », ce problème se ramène au système de deux équations à deux inconnues 

suivant 

0,950x + 0,800y + 2 = 0,906 (x + y + 2)

x + y + 2 = 25  
 Ce système admet pour solution unique : x = 15 et y = 8. Soit le poids du premier lingot 
est de 15 kg et celui du deuxième : 8 kg. 
 
Valeurs attribuées au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = patron A/S reformulé. 
V2 = inconnues implicitement désignées. 
V3 = implicites : formule du titre d’un alliage162 
V4 = D(*/+), décimaux correspondant à une valeur « réaliste » du poids d’un lingot. 
V5 = (2 ; 2) 
V6 = informations non redondantes et non contradictoires 

V7 = correspondant à 

ax + by + c = d (x + y + c)

x + y + c = d'  
Le système ainsi obtenu après mise en équations rend nécessaire un travail préalable sur 
la forme des équations avant l’application d’une technique de résolution : aucune 
méthode (« par substitution » ou « par addition ») n’est apparemment favorisée. 
V8 = (0,950 ; 0,800 ; 2 ; 0,906 ; 2 ; 1 ; 1 ; 2 ; 25) 
 
Problème : 

« Trois bourses contiennent chacune une certaine somme d’argent ; dans les deux premières, il y a en tout 
795 francs ; dans la première et la troisième, il y a 851 francs ; dans la deuxième et la troisième il y a 
1012 francs. Combien y a-t-il dans chaque bourse ? (Indication : on pourra désigner les sommes d’argent 
respectivement contenues dans chaque bourse par x, y et z) »  

Solution algébrique du problème : 
En désignant la somme d’argent contenue dans la première bourse par x, celle contenue 
dans la deuxième bourse par y, et enfin celle contenue dans la troisième bourse par z, ce 
problème se ramène au système de trois équations à trois inconnues suivant : 



 x + y = 795

x + z = 851
y + z = 1012

 

                                                
162  Nous surlignons ici et dans la suite chaque valeur de variable qui nous semble donner une 

« caractère nouveau » ou intéressant à l’exemple choisi (par rapport au précédent).  
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Ce système admet pour solution unique : x = 317 et y = 478 et z = 534. Soit la première 
bourse contient 317f, la deuxième bourse contient 478f et la troisième 534f. 
 
Valeurs attribuées au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = patron A/S reformulé. 
V2 = inconnues explicitement désignées par une indication associée à l’énoncé. 
V3 = « naturalisées » (connaissances culturelles). 
V4 = D(*/+), décimaux correspondant à des valeurs de somme d’argent. 
V5 = (3 ; 3). 
V6 = informations non redondantes et non contradictoires. 
Les valeurs attribuées à V5 et V6 et V7 impliquent que le problème est « modélisable » 
un système trois équations linéaires à trois inconnues qui admet une solution unique 
(système « carré » d’ordre 3 déterministe).  

V7 = correspondant à 


x + y = a
x + z = b
y + z = c

. 

Il n’y a pas nécessité d’une mise en forme préalable des équations avant d’appliquer une 
technique de résolution algébrique au système ainsi obtenu. Aucune méthode n’est 
favorisée. 
V8 = (1 ; 1 ; 795 ; 1 ; 1 ; 851 ; 1 ; 1 ; 1012). 

 
 

Problèmes « impossibles » et « indéterminés » 
 

Problème : 

« On a acheté pour la première fois 3kg de café et 5 kilogrammes de sucre pour 23fr,50 ; une seconde fois 
on a acheté 9 kilogrammes de café et 15 kilogrammes de sucre pour 65 francs. Quel est le prix du 
kilogramme de café et de celui du kilogramme de sucre ? » (MC1 1903, p. 193) 

Solution algébrique : 
En désignant le prix du kilogramme de café par x et celui du kilogramme de sucre par y, 
ce problème se ramène au système de deux équations à deux inconnues suivant 



3x + 5y = 23,50

9x + 15y = 65 . Ce système n’admet pas de solutions. 
 
Valeurs attribuées au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = patron A/S reformulé. 
V2 = inconnues implicitement désignées. 
V3 = « naturalisées » (« connaissances culturelles »). 
V4 = D(*/+), décimaux correspondant à des valeurs de prix d’un kilogramme de café et 
d’un kilogramme de sucre. 
V5 = (2 ; 2). 
V6 = informations non redondantes mais contradictoires. 
Les valeurs attribuées à V5 et V6 impliquent que le problème est « modélisable » par un 
système de deux équations linéaires à deux inconnues qui s’avère « impossible » 

V7 = correspondant à 

 ax + by = c
a'x + b'y = c'. 

V8 = (3 ; 5 ; 23,50 ; 9 ; 15 ; 65). 
 
Problème : 
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« Chez l’antiquaire, deux fauteuils et trois chaises coûtent 700 francs. Trois fauteuils et cinq chaises 
coûtent  1000 francs. Combien coûte la chaise ? Et le fauteuil ? »  

Solution algébrique : 
En désignant le prix du fauteuil par x et le prix de la chaise par y, ce problème se 

ramène au système de deux équations linéaires à deux inconnues 

 2x + 3y = 700
3x + 5y = 1000. 

Ce système admet la solution unique : x = 500 et y = -100. Un prix ne pouvant être 
négatif, ce problème est « impossible ». 
 
Valeurs attribuées au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = patron A/S reformulé. 
V2 = inconnues implicitement désignées 
V3 = « naturalisées » (« connaissances culturelles ») 
V4 = D(*/+), décimaux positifs correspondant aux prix respectifs d’une chaise et 
d’un fauteuil 
V5 = (2 ; 2) 
V6 = informations non redondantes et non contradictoires 
Les valeurs attribuées à V5 et V6 impliquent que le problème est « modélisable » par un 
système de deux équations linéaires à solution unique mais la valeur attribuée à V4 rend 
ce problème « impossible ». 

V7 = correspondant à 

 ax + by = c
a'x + b'y = c' 

V8 =  (2 ; 3 ; 700 ; 3 ; 5 ; 1000). 
La forme du système obtenu ne favorise aucune technique de résolution plus qu’une 
autre. 
 
Problème : 

« Comment peut-on payer une somme de 87 francs en ne donnant que des pièces de 5 francs et de 2 
francs? » (MC1 1903, p. 194) 

Solution algébrique du problème : 
En désignant le nombre de pièces de 5 francs par x et le nombre de pièces de 2 francs 
par y, ce problème se ramène à l’équation linéaire à 2 inconnues : 5x + 2y = 87. Ce 
problème admet plusieurs solutions ( pour x : toutes les valeurs entières impaires 
inférieures à 17 ; y les valeurs associées en fonction de x).  
 
Valeurs attribuées au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = patron A/S reformulé. 
V2 = implicites - « choix libre ». 
V3 = « naturalisées » (« connaissances culturelles »). 
V4 = N(*), (cardinal d’une collection). 
V5 = (2 ; 1). 
V6 = informations non redondantes et non contradictoires. 
Les valeurs attribuées à V5 et V6 impliquent que le problème est « modélisable » par 
une équation linéaire à deux inconnues et est par suite « indéterminé » : il n’admet 
cependant qu’un nombre fini de solutions suite à la valeur attribuée à V4. 
V7 = correspondant à (ax + by = c). 
V8 = (5 ; 2 ; 87). 
 
Problème : 
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« Un fermier a vendu au marché du jeudi 3 poules et un poulet pour 50frs. Le lendemain, il a vendu 6 
poules et 2 poulets pour 100frs Quel est le prix d’une volaille de chaque sorte ? » 

Solution algébrique : 
En désignant le prix d’une poule par x et le prix d’un poulet par y, ce problème se 

ramène au système de deux équations linéaires à deux inconnues : 

 3x + y = 50
6x + 2y = 100. Ce 

système est indéterminé. Ce problème admet une infinité de solutions (dont l’ensemble 
est difficile à déterminer « précisément » à cause du domaine de validité des inconnues). 
 
Valeurs attribuées au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = patron A/S reformulé. 
V2 = inconnues implicitement désignées. 
V3 = « naturalisées » (« connaissances culturelles ») 
V4 = D(*/+), décimaux correspondant à des prix « réalistes » pour une poule et un poulet. 
V5 = (2 ; 2) 
V6 = informations non contradictoires mais redondantes 
Les valeurs attribuées à V5 et V6 impliquent que le problème est « modélisable » par un 
système de deux équations linéaires à deux inconnues « indéterminé ». 

 V7 =  

 ax + by = c
a'x + b'y = c' 

V8 = (3 ; 1 ; 50 ; 6 ; 2 ; 100) 
 
 

Problème à données littérales 
 

Problème : 

« Un marchand mélange deux vins de deux qualités différentes. Quels sont leurs prix sachant que 1 litre 
de la 1ère qualité et 1 litre de la seconde valent 8 francs et que m litres de la 1ère qualité et (2m – 5) litres 
de la deuxième valent 80 francs ? Discuter suivant la valeur de m. » (MC2 1949, p. 231) 

Solution algébrique : 
En désignant le prix du litre de vin de la 1ère qualité par x et celui de la seconde qualité 
par y, ce problème se ramène au système de deux équations à deux inconnues suivant 



 x + y = 8
mx + (2m - 5)y = 80 

On trouve que : 
Si m – 5 = 0 ou m = 5, le système n’admet aucune solution 
Si m – 5 ≠ 0 :  Le système admet une solution unique : 

y = 
8(10 - m)

m - 5 . 

           Et x = 
8(2m - 15)

m - 5 . 

Le problème demande en plus que x et y soient positives soit :  
8(10 - m)

m - 5 . > 0 et 
8(2m - 15)

m - 5 .> 0 

La 1ère inégalité est vérifiée pour 5 < m ≤ 10. 
La 2ème inégalité est vérifiée pour m < 5 ou m ≥ 7,5.  
D’où le problème n’admet l’unique solution donnée par les valeurs de x et y ci-dessus 
que si 7,5 ≤ m ≤ 10. 
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Valeurs attribuées au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = « modélisation algébrique ». 
V2 = inconnues implicitement désignées. 
V3 = « naturalisées » (« connaissances culturelles »). 
V4 = D(*/+), décimaux correspondant à des prix « réalistes » du prix des litres de chaque 
qualité de vin. 
V5 = (2 ; 2). 
V6 = informations non redondantes contradictoires si et seulement si m = 5. 

V7 = 

 x + y = a
a'x + b'y = c'. 

V8 = (1 ; 1 ; 8 ; m ; (2 m – 5) ; 80). 
La valeur attribuée à V1  rend inopérante une procédure de résolution de type 
« arithmétique » ou « numérique ». 
Il est ici nécessaire de prendre en compte plusieurs conditions de possibilité du 
problème posé, soit d’étudier la structure mathématique sous-jacente à cet énoncé, ce 
que seules des pratiques de « modélisation algébrique » rendent possible. 
 

L’étude de ces exemples de problèmes (extraits pour la plupart de manuels 
étudiés) donne une idée de l’ensemble des énoncés, généré par le problème 
« fondamental » et les valeurs données aux variables que nous avons dégagées : elles 
correspondent à des significations possibles données aux systèmes d’équations comme 
outil de résolution de problèmes du premier degré. 

IV. Valeurs des variables générant les problèmes « Bouchon et 
Bouteille » et « Cailloux » 

Quelles valeurs des variables du problème « fondamental » génèrent les problèmes 
« particuliers » envisagés par P ?  
 

Problème « bouchon et bouteille » 

Le premier énoncé envisagé par P (de façon préalable à l’activité destinée à introduire 
officiellement les systèmes d’équations) est le suivant :  
 
Problème :  

« Une bouteille et son bouchon pèsent 110 grammes. La bouteille pèse 100 grammes de plus que le 
bouchon. Combien pèse le bouchon ? »163 

Valeur attribuée au octuplet (V1, …, V8) : 
V1 = patron A/S reformulé mais d’apparence « proche » d’un A/S 
V2 = implicites - choix des inconnues « libre ». 
Deux grandeurs inconnues interviennent dans ce problème : le poids du bouchon et 
celui de la bouteille. Mais dans la question en fin d’énoncé, une seule est 
« demandée » : le poids du bouchon. Le choix des inconnues est donc d’une certaine 
manière laissé « ouvert » : on peut décider soit de désigner les poids respectifs des deux 
                                                

163 On retrouve le « petit problème assez célèbre » décrit par Deledicq, évoqué dans la partie A.2 
de notre travail. 
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objets évoqués inconnus par deux lettres et ramener l’énoncé à un système d’équation, 
soit désigner « algébriquement » uniquement le poids du bouchon et se ramener à une 
équation à une inconnue. 
V3 = « naturalisées » (« connaissances culturelles sur la mesure de poids »164). 
V4 = D(*/+), décimaux positifs correspondant à des valeurs vraisemblables de poids d’un 
bouchon et d’une bouteille. 
V5 = (2 ; 2). 
V6 = informations non contradictoires et non redondantes. 

V7 = 

x + y = a
y = x + b. 

V8 = (1 ; 1 , 110 ; 1 ; 1 ; 100). 
 

Problèmes « Cailloux » 

A travers les neuf énoncés de « Cailloux » envisagés par P, certaines valeurs des 
variables représentées dans le octuplet restent fixes. D’autres varient. On donne ci-
dessous les stabilités et les variations de valeurs attribuées aux variables V1, …, V8 
représentées sur l’ensemble des problèmes de « Cailloux » (rappelons que l’ensemble 
de ces énoncés figurent en Annexe). 
 
Valeur attribuée au octuplet (V1, …, V8) à travers les neuf problèmes de « Cailloux » : 
•  V1 = patron A/S reformulé. 
•  V2 = grandeurs inconnues désignées  
•  V3 = « naturalisées » (« connaissances culturelles sur les relations « fois plus », 
« de plus », « de moins » » avec des dessins indiquant l’ordre de taille des « tas de 
cailloux » dans les énoncés 1 à 5) 
•  V4 = nombres entiers naturels – cardinaux de « tas » ou collections de cailloux. 
•  V5 =  (2 ; 2) dans les énoncés 1 à 4 

   (3 ; 3) dans les énoncés 5 à 9 
et V6 = informations non contradictoires et non redondantes 
•  Valeurs conjointement attribuées à V7 et V8 rassemblées à travers le tableau ci-
dessous : 
On utilisera ici les notations suivantes. Il paraît ici judicieux de distinguer les relations 
numériques évoquées dans l’énoncé et les équations correspondantes, pour pointer le 
rôle que les valeurs de variables attribuées à V7 et V8 peuvent avoir non seulement en 
association avec les outils algébriques, mais aussi en lien à des techniques arithmétiques 
de résolution. 
- xi = xj + k que l’on notera  S+ (ou – ) (i ; j) = k, correspondant à l’information : le tas i 
contient k cailloux de plus (ou de moins) que le tas j. 
- xi = kxj que l’on notera P× (ou / ) (i ; j) = k, correspondant à l’information : le tas i contient 
k fois plus (ou moins) de cailloux que le tas j. 
- xi + xj = k ou xh + xi + xj = k notées ∑ = k correspondant à l’information : il y a k 
cailloux en tout. 
 

  Valeurs attribuées à V7 et V8 Systèmes d'équations  
                                                

164  On verra par la suite que différents types de connaissances « culturelles » sur la mesure de 
poids : « mesure par affichage » et « mesure par équilibre » peuvent être distingués. Nous ferons jouer à 
cette distinction un rôle important dans l’analyse ascendante de la situation associée à ce problème 
« bouchon et bouteille ». 
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Enoncé 1 n = 2 

S+ (1 ; 2) = 19 
∑ = 133 



x1  = x2  + 19 
x1  + x2  = 133   

 
Enoncé 2 n = 2 

P�.(2 ; 1) = 7 
∑ = 56 



 x2  = 7x1  
x1  + x2  = 56   

Enoncé 3 n = 2 
S- (2 ; 1) = 26 
∑ = 88 



x2  = x1  - 26 
x1  + x2  = 88   

Enoncé 4 n = 2 
S+ (1 ; 2) = 65 
∑ = 88 



x1  = x2  + 65 
x1  + x2  = 88   

Enoncé 5 n = 3 
S- (1 ; 3) = 15 
S- (2 ; 3) = 5 
∑ = 31 



 x1  = x3  - 15 

x2  = x3  - 5
x1  + x2  + x3  = 31

  

Enoncé 6 n = 3 
S+ (1 ; 3) = 5 
S+ (2 ; 3) = 15 
∑ = 31 



 x1  = x3 - 5 

x2  = x3  + 15
x1  + x2  + x3  = 31

  

Enoncé 7 n = 3 
P�.(2 ; 1) = 3 
P�.(3 ; 1) = 2 
∑ = 72 



 x2  = 3x1 

x3  = 2x1  
x1  + x2  + x3  = 72

  

Enoncé 8 n = 3 
P�.(1 ; 2) = 2 
S+.(3 ; 1) = 36 
S-.(2 ; 1) = 86 



 x1  = 2x2 
x3  = x1  + 36 
x2  = x1  - 86

  

Enoncé 9 n = 3 
P�.(1 ; 2) = 2 
S+.(3 ; 1) = 36 
S-.(2 ; 3) = 43 



 x1  = 2x2 
x3  = x1  + 36
 x2  = x3  - 43

  

 
Significations données aux systèmes d’équations à travers les problèmes 

choisis par P par rapport à d’autres « possibles » 

Ces valeurs caractérisent la signification de ces problèmes dans le sens où elles 
montrent les valeurs que ces choix de représentants « particuliers » du problème 
« fondamental » excluent. 
 

Si on suit les idées communes à Chevallard et Gascon, on peut déduire que l’unique 
valeur accordée à (V1 = patron A/S reformulé) à travers les problèmes choisis par P ne 
permet pas une initiation aux pratiques de modélisation algébrique. Contrairement à 
l’énoncé à données littérales, cité plus haut, ces énoncés à données numériques 
n’occasionnent pas une étude de la structure qui leur est sous-jacente. On reste dans une 
problématique de résolution numérique effective qui ne permet pas de rendre compte de 
la puissance généralisatrice des procédures de type algébrique et leur supériorité 
« fondamentale » par rapport à celles de type arithmétique. Les systèmes d’équations ne 
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sont pas enseignés comme outils d’étude mais uniquement comme outils de résolution 
effective de problèmes. 

 
Par ailleurs, la valeur accordée à V1 (= patron A/S reformulé) à travers les énoncés 

« Bouchon et Bouteille » et « Cailloux » laisse ouverte la possibilité de procédures de 
traitement algébrique, comme de traitement arithmétique. Les valeurs attribuées à 
d’autres variables du problème fondamental peuvent influer sur la hiérarchisation de 
stratégies de tel ou tel type. 

- En ce qui concerne le problème « Bouchon et Bouteille », la valeur particulière 
donnée à V1 (patron A/S - apparence proche d’un patron A/S), et la spécificité des 
données numériques du problème ont pour conséquence : la forme spécifique de cet 
énoncé suggère une solution « faussement évidente » qui peut pousser à « essayer » 10g 
pour le poids du bouchon et favoriser les stratégies de type « arithmético-numérique » 
par « essai-erreur ». Des procédures de type arithmétique (par substitution arithmétique) 
et algébrique (avec l’outil équation à une inconnue ou système de deux équations à deux 
inconnues) opèrent sans blocage. 
- Dans le cas des problèmes de « Cailloux », les procédures de type algébriques faisant 
intervenir des systèmes d’équations sont a priori « forcées », suite à la valeur attribuée à 
(V2 = grandeurs inconnues désignées ou « suggérées » désignées). Néanmoins suite aux 
autres valeurs attribuées aux variables, des procédures de type : algébrique avec l’outil 
équation à une inconnue, et arithmétique avec la technique de substitution arithmétique, 
restent opérantes et peu coûteuses dans les problèmes 1 à 7 de « Cailloux ». Il n’y a pas 
blocage des procédures « par essai-erreur » (la valeur attribuée à V5 = nombres entiers 
naturels – cardinaux de « tas » ou collections de cailloux, les rend opérantes) à travers 
l’ensemble de ces énoncés mais les valeurs attribuées à l’ensemble du octuplet ne les 
favorisent pas particulièrement. 
Cette hiérarchisation entre procédures « arithmético-numériques », « arithmétiques » et 
« algébriques » sera étudiée plus finement dans la suite, à travers l’analyse ascendante 
des énoncés « Bouchon et Bouteille » et « Cailloux » (partie C2 de notre travail). 
Cependant cette première étude en termes de variables permet d’affirmer que les 
énoncés envisagés par P font apparaître les systèmes d’équations comme outils de 
résolution effective de problèmes du premier degré au même titre que des techniques 
arithmétiques ou « arithmético-numériques » de résolution. 
 

Par ailleurs, les valeurs respectivement attribuées à V4, V5, V6 au sein des 
problèmes « Bouchon et Bouteille » et « Cailloux » impliquent que tous ces énoncés 
sont « modélisables » par des systèmes à deux ou trois équations linéaires à deux ou 
trois inconnues, qui admettent une solution unique dont l’existence ne fait aucun doute. 
Contrairement aux problèmes indéterminés, et impossibles cités ci-dessus, ces énoncés 
limitent l’enseignement des systèmes à la résolution algébrique de systèmes linéaires, 
carrés d’ordre 2 ou 3, déterministes. On note que la valeur attribuée à V7 favorise 
nettement une résolution « par substitution » des systèmes auxquels se ramènent les sept 
premiers énoncés de « Cailloux » : la forme des relations linéaires évoquées à travers les 
informations données (et par suite des combinaisons d’équations linéaires obtenues 
après mise en équations) rendent cette technique algébrique plus « économique » 
qu’une technique par « combinaison linéaire » ou « addition ».  
Les systèmes d’équations ne sont enseignés que comme outils de « calcul algébrique » 
d’une solution dont l’existence et l’unicité est assurée. Un système n’est là que pour 
être résolu : il n’est pas objet d’étude. 
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V. Raisons des choix de P dans la suite d’énoncés « Cailloux »  

Il s’agit ici de revenir sur les intentions didactiques de P en termes de variables. 
Brousseau (1982) souligne de la manière suivante le lien entre « variables » et pratiques 
enseignantes :  

« Seules les modifications qui affectent la hiérarchie des stratégies sont à considérer (variables 
pertinentes) et parmi les variables pertinentes, celles que peut manipuler un professeur sont 
particulièrement intéressantes. Ce sont les variables didactiques. » 

On distingue deux types de variables : celles dont la valeur reste « fixe » à travers la 
suite de problèmes « Cailloux » et celles que P « manipule ».  
 
V.1 Valeurs de variables qui restent fixes sur l’ensemble des énoncés « Cailloux » 

V1 = (patron A/S reformulé) 

Absence de la valeur V1 = (patron A/S) 
- Comme évoqué ci-dessus, la résolution algébrique d’un problème concret n’est pas 
« raisonnable » (ou paraît peu opérantes) pour cette classe de problèmes : V1 = (patron 
A/S). Le choix de la valeur de la variable V1 = (patron A/S reformulé) fixée par P à 
travers les énoncés de Cailloux paraît nécessaire pour introduire les systèmes 
d’équations comme outil algébrique de résolution de problème, sous l’influence d’une 
contrainte externe, propre à l’épistémologie du savoir à enseigner. 
 

Absence de la valeur V1 = (« modélisation algébrique ») 
- D’autre part, nous avons établi que seuls les problèmes à données numériques sont de 
véritables enjeux d'enseignement pendant la période contemporaine (cf. partie B2.V de 
notre travail).  
Ceci n'était pas le cas au cœur de la période dite classique d’enseignement (cf. partie 
B.2.I de notre travail). Notamment dans certains ouvrages de cette époque, la présence 
de certains énoncés du premier degré à données littérales comme celui cité plus haut ont 
clairement pour objectif de montrer la supériorité « généralisatrice » de l'algèbre.  
Bien que le projet de P soit d'introduire la résolution algébrique avec l'outil système 
d'équations contre des stratégies arithmétiques ou numériques, il n'évoque jamais la 
possibilité de poser un tel problème à données littérales ou dépendant de paramètres à sa 
classe : ceci apparaît comme « hors » de l’espace de liberté de l’enseignant dans le 
cadre des contraintes institutionnelles contemporaines (ceci est d’ailleurs rendu 
impossible, faute de calcul algébrique littéral dans l’enseignement de l’algèbre 
élémentaire de l’époque).  
 
V2 =  inconnues désignées  
 

P est conscient du fait que la valeur donnée à V2 dans les énoncés de « Cailloux » 
impose des stratégies de type algébriques de la part des élèves :  

« 4/ P. J'ai donné des feuilles à une classe et c'est là en voyant si tu veux une élève qui de suite semble 
aller à mon avis un peu trop vite, c'est à dire vu comme on donne dans « Cailloux » les x et les y si tu 
veux, on induit très fortement la mise en équation et l'idée d'équation. »  
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Ceci « gêne » le projet de P qui conformément au rapport institutionnel 

contemporain à la mise en équations, souhaite introduire la résolution algébrique de 
« Cailloux » contre d’autres stratégies de type arithmétique ou « numérique » de ses 
élèves. Ayant pris conscience de cette fermeture de la situation « Cailloux », P modifie 
son projet initial et propose le problème « Bouchon et Bouteille » avant la suite 
d’énoncés « Cailloux » : pour lui, ce problème favorise fortement la présence de 
stratégies arithmético-numériques : d'essais-erreurs (qu’il dit « arithmétiques ») ; il 
s’agit de cette façon « d’ouvrir » la situation didactique : 

« 4/ P [qui cherche à expliquer pourquoi il a choisi dans un premier temps de proposer le problème 
« Bouchon et Bouteille » à ses élèves avant les problèmes de « Cailloux »] (...) Donc c'est pour ça que j'ai 
pensé que là avec l'autre classe, je pouvais faire... la faire plus ouverte, faire un problème beaucoup plus 
ouvert »  

Pourquoi n'envisage-t-il pas alors de donner une autre valeur à V2 : en modifiant 
les énoncés de cette activité de telle manière que les nombres de cailloux dans les tas ne 
soient plus désignés par des lettres165 ? Même s'il veut favoriser l'apparition de 
stratégies arithmético-numériques, P souhaite également voir apparaître des stratégies 
de type algébrique faisant intervenir les systèmes d'équations : l'enjeu principal de la 
séance reste d'introduire officiellement les systèmes d’équations. Même s'il ne formule 
pas cette connaissance au cours de l’entretien, on peut supposer que P est conscient du 
fait que si des lettres n'apparaissaient pas dans les énoncés de « Cailloux », aucun élève 
ne mettrait en œuvre une telle stratégie : celle-ci représente une rupture par rapport à 
une connaissance du contrat didactique spécifique de la mise en équation installé en 
Quatrième : « on ramène le problème posé à une équation à une inconnue ». C’est donc 
sous l’influence d’une contrainte externe en lien avec le rapport institutionnel propre à 
la mise en équations, avant l’introduction des systèmes d’équations que P fait ce choix. 

 
V3 = « naturalisées » (connaissances « culturelles ») 
 

Ce choix est conforme au système de contraintes institutionnelles actuelles qui 
pèsent sur la nature des problèmes à mettre en équations : la mise en équations de ces 
énoncés ne peut plus faire appel à des connaissances de formules du corpus 
arithmétiques, celles-ci ayant disparu des enjeux d’enseignement depuis la période 
classique. D’après les manuels contemporains étudiés, l’écriture des équations à partir 
de la majorité des problèmes laissés à la charge des élèves fait appel à des 
connaissances « naturalisées », il est même parfois « guidé » par des indications 
associées. Dans le choix des problèmes de « cailloux » faits par P, on retrouve 
l’influence de ces contraintes institutionnelles : la résolution algébrique ou arithmétique 
de ces énoncés fait appel à des connaissances considérées « naturelles » sur le sens des 
expressions « fois plus », « de plus », « de moins que » ; la présence de dessins associés 
à quelques uns d’entre eux peut aider l’élève dans l’interprétation élémentaire de la 
consigne.  
 
                                                

165Par exemple, P aurait pu choisir de transformer le premier énoncé de « Cailloux » de la manière 
suivante: « Voici deux tas de cailloux  

 1er tas de cailloux 2e tas de cailloux  
Le second tas de cailloux a 19 de plus que le premier. Il y a 133 cailloux en tout.  
Trouve le nombre de cailloux de chaque tas. » 
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V4 = nombres entiers naturels – cardinaux de « tas » ou collections de cailloux 
 

Les raisons de ce choix « conscient », sous l’influence de contraintes cette fois-ci 
internes, sont en partie explicitées par le professeur P lors de l’entretien :  

« 458/ P. Voilà donc l'intérêt si tu veux, c'est qu'au bout d'un moment donc tu vois, il y en a qui se 
débrouillent tout seuls... Donc tu peux laisser en fait... la situation est relativement adidactique si tu 
veux... d'autant que la situation renvoie bien les choses... C'est ce que je dis à une élève, c'est-à-dire tu 
additionnes les tas, tu vois si c'est juste... donc c'est une situation où il y a une sorte d'auto-correction 
assez simple en fait Tu vois, mais n'empêche que tu as des solutions avec virgule... qui demande... tu vois, 
c'était pas prévu ça... et ils demandent... est-ce qu'on arrondit ? Et t'as le moins... T'as X qui avait un 
moins... elle avait un moins 41... (...) Et bien elle dit c'est bon... elle me demande... tu vois, je veux dire ça 
la choque pas... mais je lui dis... tu peux pas avoir un négatif, ça l'a pas convaincu... pour elle, il était 
entier... ça la convainc moins si c'est décimal., bon ils comprennent que c'est pas possible... mais je veux 
dire, le négatif c'est pas évident que ce ne soit pas possible... ah c'est une bonne situation. (...) »  

Les élèves doivent arriver à une réponse « entière », positive ; des connaissances assez 
élémentaires (le nombre de cailloux dans un tas est entier naturel) peuvent leur 
permettre d'invalider ou de valider des résultats... 

 
On peut également trouver une autre raison de ce choix non explicitée par P mais 

« cohérente » avec son projet d’introduire les systèmes d’équations contre des méthodes 
de résolution arithmético-numérique : la recherche de « nombres entiers naturels » dans 
la résolution d'un problème concret peut favoriser l'apparition de stratégies 
arithmétiques ou numériques d'élèves. En effet : une stratégie d'essais-erreurs paraît plus 
abordable quand il s'agit de rechercher des entiers plutôt que des décimaux ; la plupart 
des problèmes à résoudre par des opérations de type arithmétique en primaire donne lieu 
à la recherche de nombres entiers. 
 
 (V5 = (n ; n) avec n = 2 ou 3) et (V6 = informations non redondantes et non 
contradictoires) 

 
D'après notre analyse de programmes et de manuels, à travers la plupart des 

problèmes concrets numériques du premier degré, intervenant en classe de Troisième, 
quelle que soit l’époque d’enseignement considérée, les variables didactiques V5 et V6 
admettent ces valeurs respectives. Il y a d’ailleurs des explications d’ordre 
épistémologique à l'absence ou la quasi-absence de problèmes « indéterminés » et 
« impossibles » (cf. chapitre B1 de notre travail) : elle semblerait en partie liée à la 
nature « concrète » de ces problèmes : Un énoncé inspiré de la réalité indéterminé ou 
impossible paraîtrait comme un problème « mal posé ». On peut d’ailleurs penser que 
du côté de l’élève lui-même, la question de l’existence et de l’unicité d’une solution en 
réponse à ce type de problèmes ne se pose pas. 
Ainsi les systèmes auxquels se ramènent les problèmes de cailloux sont-ils tous carrés et 
entièrement « déterministes ». 
D’autre part les propos tenus par P lors de l’entretien suggèrent une autre raison à ce 
choix de valeurs : P insiste sur les systèmes « carrés » ; un de ses objectifs semble de 
vouloir donner à ses élèves une idée de « progression » du type « 1 équation / 1 
inconnue », « 2 équations / 2 inconnues », ...., « n équations / n inconnues » :  

« 16/ P. (...) bon, on a une équation à une inconnue, ensuite, on a deux équations à deux inconnues, on ne 
peut pas les résoudre, on est obligé de mettre un système, etc., etc... Moi si tu veux, je présente toujours 
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un peu l'histoire d'Évariste Galois quand je fais cette chose-là à mes élèves pour leur montrer que 
finalement, qu'ils ont résolu une équation à une inconnue... ensuite bon avec deux inconnues, on est 
coincé et qu'à la limite en généralisant après, on va pouvoir aller à n équations et n inconnues, c'est 
comme ça que je le présente moi en classe. » 

Cette idée de « progression » peut être associée au discours technologique « classique » 
d’introduction officielle des systèmes de deux équations à deux inconnues166 (le 
système d’ordre deux est présenté comme moyen de ramener à une solution l’infinité de 
solutions d’une équation à deux inconnues, en continuité de l’équation à une inconnue) : 
nous avons constaté qu’il en restait des « traces » dans certains manuels de la période 
contemporaine.  

 
V.2 Valeurs de variables qui varient sur l’ensemble des énoncés « Cailloux » 

P ne fait varier que les valeurs des variables V5 et V7 : sont-elles des variables 
didactiques ? Ont-elles une influence sur les hiérarchies de stratégies permettant de 
résoudre ces problèmes ?  
 
Différentes valeurs attribuées à V5 :  

 - (2 ; 2) dans les énoncés 1 à 4 
 - (3 ; 3) dans les énoncés 5 à 9 

  
D’après la partie B.2 de notre travail, ce sont exclusivement les systèmes de deux 

équations à deux inconnues qui constituent un objet d’enseignement contemporain en 
classe de Troisième. Lors de l’entretien, P justifie cette liberté qu’il prend par rapport 
aux enjeux officiels, en proposant à ces élèves des énoncés de « Cailloux » qui se 
ramènent à des systèmes d’ordre 3. Il s’agit à la fois :  
- de leur montrer une « progression » dans la résolution des systèmes carrés à solution 
unique : « une équation à une inconnue », « deux équations à deux inconnues », « trois 
équations à trois inconnues » (nous l’avons déjà évoqué ci-dessus). 
- de s’assurer que le passage aux systèmes de trois équations à trois inconnues ne se 
constitue pas en « blocage » pour ces élèves par la suite :  

« 30/P : (…) Et puis donc souvent, quand on est en classe de Troisième, on en reste à un système de deux 
équations à deux inconnues et donc là que cette navigation ne soit plus un blocage. Souvent dès qu’ils en 
ont deux, ça va mais trois c’est satanique parce qu’ils ont pas vu. » 

Ce professeur semble ainsi « prévoir » l’avenir de l’objet système d’équations dans le 
savoir enseigné : P cherche à « préparer » ses élèves de Troisième à leur passage en 
Seconde, ce souci est constamment sous-jacent à ces propos lors de l’entretien.  
Par ailleurs, on peut trouver d’autres raisons non explicitées par P pendant l’entretien, 
qui se situeraient du côté des contraintes internes liées au fonctionnement de la situation 
« cailloux » en classe :  
- Le choix de valeur (2 ; 2) pour V5 pour les premiers énoncés laisse plus « ouverte » la 

                                                
166 Et aussi des systèmes de trois équations à trois inconnues dans certains manuels de la période 

classique. Par exemple :  
« il faudra donner trois équations distinctes pour trouver la valeur de trois inconnues. En effet soit 

le système { 2x + 3y = 7 - z
3x - 2y = 8 + 2z  . En attribuant des valeurs quelconques à z, on pourrait tirer des systèmes 

formés, autant de valeurs distinctes pour x et y ; le système proposé est indéterminé. » (Jaron 1929 , p. 
39). 
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possibilité d’adopter des stratégies numériques ou arithmétiques pour les résoudre : 
certaines d’entre elles deviendraient plus complexes ou coûteuses pour un nombre plus 
grand de valeurs inconnues à chercher. On y reviendra dans la partie C.2. 
- Le passage d’un énoncé : V5 = (2 ; 2) à V5 = (3 ; 3) marque pour les mêmes raisons, un 
saut de complexité qui peut conduire à des erreurs, des modifications au sein même des 
stratégies, ou des changements dans la hiérarchisation de celles-ci. Ce « saut » est 
identifié et mis en avant par P (et son collègue P’) au cours de l’entretien :  

« 131/P : C’est les cas où en fait, on va avoir simplement deux tas. Après tu passes à trois tas, donc là, il y 
a un moment de panique chez les élèves (…). Oui, parce qu’il y a un saut là. Il y a le saut du passage aux 
trois. » 

On peut penser que ce saut sert d’ailleurs le projet de P (même s’il n’en parle pas) : à 
partir du cinquième énoncé de « cailloux », il est possible que les stratégies de type 
arithmétique ou numérique soient rendues plus complexes167. 
 
Différentes valeurs attribuées à V7  
 
Examinons les choix de P associées aux diverses valeurs données à la variable V7 à 
travers la série des 9 énoncés de la situation « Cailloux ». 
 
Valeurs accordées à V7 à travers les énoncés 1 à 7 de « Cailloux » : 
- (S+ ou - ;, ∑) et (P� ; ∑) pour 1er, 2ème, 3ème et 4ème énoncés  à « deux tas de cailloux »  
- (S+ ou – (i ; j) ;  S+ ou – (i ; k) ; ∑) pour 5ème et 6ème énoncés « à trois tas de cailloux » 
- (P� (i ; j) ; P� (i ; k) ; ∑) pour le 7ème énoncé « à trois tas de cailloux » 

 
Lors de l’entretien, P fait valoir une des principales raisons de ce choix de valeurs 

à ces yeux. A travers l’activité préparatoire « Cailloux », il s’agit non seulement 
d’introduire officiellement les systèmes d’équations comme « outils de résolution » de 
problèmes concrets, mais aussi de favoriser l’émergence de la technique de résolution 
algébrique « par substitution » des systèmes. Or, les systèmes d’équations 
correspondant aux combinaisons de relations numériques entre inconnues pour les 
énoncés de « cailloux » 1 à 7, paraissent particulièrement favorables pour faire émerger 
la « substitution » : cette méthode s’avère ici plus économique et plus simple à utiliser 
que celle dite « par addition » ou « combinaison » pour résoudre les systèmes carrés 
d’ordre 2 ou 3 auxquels ces problèmes se ramènent. Ceci est fort justement mis en avant 
par P et son collègue P’ de la manière suivante :  

« 27/P : la substitution, justement, elle est très lourde parce que forcément, sur un plan algébrique, ça te 
fait trimbaler des tas de trucs… Euh, la substitution, elle apparaît mal, et elle a vraiment un gros poids 
contre elle. On l’amène de façon, on fait passer ça au « forceps », en fait. (…) Et ensuite dans ce cadre-là, 
la substitution, c’est la méthode la plus économique, c’est celle qui vient. » 
« 110/P’ : Et c’est vrai que… Au départ, la fiche « Cailloux », je l’avais vu dans le petit x. Et j’avais dit : 
oh, ben non, c’est trop… C’est trop facile, c’est trop… Bon, je l’ai pas faite. Et puis P, après avoir 
discuté, P m’avait dit : ça c’est une fiche qui marche bien et tout et c’est vrai, c’est vrai, donc je la fais 
depuis et c’est vrai qu’elle marche bien pour introduire… Donc elle marche très très bien pour introduire 
la méthode de résolution par substitution, parce que c’est vrai qu’avec la fiche « Cailloux », on peut pas 
faire de résolution par addition (…). » 

                                                
167 Des éléments de notre analyse ascendante tendront en fait à prouver ce saut « complexifie » à 

la fois les stratégies de type arithmétique et de type algébrique faisant intervenir un système d’équations. 
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On peut trouver une autre raison au choix de cette première série de problèmes de 

« cailloux » pour introduire les systèmes d’équations. Ces huit premiers énoncés 
peuvent être rapprochés de problèmes de partages en parties inégales entre 
« arithmétique et algèbre » typiques de la période dite classique : les quatre premiers 
énoncés correspondent à des problèmes de « partages en deux parties inégales - 
connaissant leur rapport ou leur différence et leur somme » ; les trois suivants peuvent 
être associés à des problèmes de « partage en trois parties inégales connaissant la 
différence ou le rapport de deux d’entre elles par rapport à une même troisième et leur 
somme ». Conformément au rapport institutionnel contemporain aux systèmes 
d’équations et à la mise en équations, on relève un héritage de ce type d’énoncés au sein 
de la série envisagée par P (en dehors de tout enseignement d’arithmétique élémentaire). 
Ces problèmes servent son projet d’introduire officiellement les systèmes d’équations 
en concurrence avec des stratégies de type arithmétique. 
 
Valeurs accordées à V7 à travers les énoncés 8 et 9 de « Cailloux » : 
(P�.(1 ; 2) ; S+.(2 ; 1) ; S-.(2 ; 1)) pour le 8ème énoncé  
(P�.(1 ; 2) ; S+.(3 ; 1) ; S-.(2 ; 3)) pour le 9ème énoncé 

 
Le passage du 7ème énoncé au 8ème et 9ème énoncés de « Cailloux » marque un 

changement : la relation numérique de type ∑ disparaît. Ce changement induit un saut 
de complexité important :  
- tant du côté de stratégies de type algébrique dans la résolution du système d’équations 
auquel peut se ramener le problème : il ne suffit plus de remplacer dans « l’équation-
somme » associée à ∑ les valeurs de deux inconnues données en fonction d’une même 
troisième par les deux premières équations. 
- que du côté de stratégies de type arithmétique : les techniques « par substitution 
arithmétique » qui permettaient de résoudre les énoncés « à trois tas » précédents ne 
peuvent être appliquées « telles quelles » pour résoudre avec succès ces deux derniers 
problèmes « à trois tas ». On note cependant qu’un autre type de technique par 
substitution arithmétique permet de résoudre le 8ème problème : il suffit d’identifier un 
« sous-problème » de « partage en deux parties inégales connaissant leur différence et 
leur rapport » à travers les deux premières relations numériques entre les deux 
premières inconnues. 
 

Ce « saut » conséquent à la manipulation de cette variable, ne semble pas 
« prévu » par P (ni par son collègue P’) lors de l’entretien. Nous reviendrons plus en 
détail sur ce qu’il peut engendrer du point de vue des stratégies d’élèves de Troisième à 
travers l’analyse ascendante de la situation « Cailloux ». 
 
Raisons plus générales des variations de valeurs accordées à V7 à travers l’ensemble 
des énoncés de « cailloux » : 
Par ailleurs, on peut trouver des raisons plus générales à la diversité des valeurs 
accordées V7 qui seraient :  
- On fait varier des types de relations numériques entre les deux ou trois valeurs 
inconnues recherchées ou des rôles attribués à chacune de ces inconnues à travers ces 
problèmes de « cailloux »… ce jeu de « variations » peut représenter un moyen pour 
l’enseignant P de ne « pas lasser les élèves ». De manière conforme à des contraintes de 
type internes, il s’agit de faire varier la forme des énoncés pour que l’activité ne 
paraisse pas « répétitive ». Les deux enseignants interrogés évoquent en effet ce 
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phénomène de « lassitude » des élèves de la manière suivante :  

« 156/ P : je crois moi, les avoir réduits. Je crois maintenant me souvenir les avoir réduits parce qu’au 
bout d’un moment, t’avais une forme de lassitude. 

157/ P : Oui, voilà, il y en a trop. Bon, ben les élèves ont compris, ça y est ils ont compris. » 
A la fin de l’entretien P et P’ insistent sur un souci « d’équilibre » entre le nombre de 
relations de type P� (i ; j) et celui des relations  S+ (i ; j). 
- D’autre part, l’interprétation correcte de chaque information donnée en langage naturel 
du type « fois plus », « de plus », « de moins » représente sans doute un enjeu 
d’enseignement en soi. Lors de l’entretien, P évoque qu’il s’agit parfois de « travailler  
longtemps là-dessus » :  

« Donc il y a tout un travail qui est « amathématique » qui va être sur le vocabulaire, plus de quelque 
chose, moins de quelque chose ou autre ; on travaille des fois longtemps là-dessus. » 

 
Remarque : 
A propos des différentes valeurs attribuées à V8  
Les valeurs attribuées à V8 sont bien sûr différentes d’un énoncé à l’autre. Mais il ne 
semble pas y avoir réellement de « jeu » didactique autour de ces variations. Les 
coefficients restent entiers (et « de taille raisonnable »), ce qui peut éventuellement 
favoriser des stratégies arithmétiques. Par contre, contrairement au problème « Bouchon 
et Bouteille », les valeurs attribuées à cette variable ne suggèrent pas de solution 
« faussement évidente » et rendent les stratégies arithmético-numériques par « essais-
erreurs » relativement peu opérantes. 
 
Conclusions 

On retrouve dans les choix de P étudiés en termes de variables, l’influence de 
contraintes externes étudiées dans la partie B de notre travail : propres au rapport 
institutionnel contemporain aux systèmes d’équations et à la mise en équations de 
problèmes du premier degré ou spécifiques de l’épistémologie des notions 
mathématiques à enseigner.  

D’autres choix de valeurs de variables qui restent fixées ou qui varient d’un 
énoncé à l’autre, sont sous l’influence de contraintes internes : en référence à ses enjeux 
didactiques associés aux systèmes d’équations, P se projette en situation de classe et 
imagine les apprentissages possibles d’élèves au sein de la situation d’enseignement 
élaborée. Notamment, certaines variables semblent candidates à être didactiques et 
« manipulées » par cet enseignant afin de faire apparaître les stratégies algébriques 
(faisant intervenir l’outil système d’équations) comme optimales par rapport à des 
stratégies de type arithmétique ou arithmético-numérique. Cette étude tend à prouver 
que les différentes valeurs accordées à certaines d’entre elles ont une influence sur la 
hiérarchie de stratégies permettant de résoudre les problèmes « Bouchon et 
Bouteille » et « Cailloux ». Mais les problèmes choisis par P permettent-ils de bloquer 
des stratégies de type arithmétique ? Les stratégies algébriques avec l’outil système 
d’équations sont-elles rendues optimales aux yeux de ses élèves de Troisième au cours 
de l’activité « Cailloux » ? 

Notre analyse de structuration du milieu de la situation d’enseignement élaborée 
par P permettra d’apporter des éléments de réponses complémentaires, à ces questions. 
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CHAPITRE C2 

STRUCTURATION « VERTICALE » DU MILIEU DE LA 

SITUATION D’INTRODUCTION OFFICIELLE DES SYSTEMES 

D’EQUATIONS ELABOREE PAR L’ENSEIGNANT  
 
Introduction 

Nous analysons l’intégralité du corpus décrit précédemment168 du point de vue 
de la structuration « verticale » du milieu.169 Brousseau (1986, 1990) propose un 
modèle de « structuration du milieu » (à cinq niveaux) pour l’analyse de situations 
« ordinaires » qui prend essentiellement en compte l’étude des jeux de connaissances de 
l’élève :  

« Les situations didactiques réelles font jouer des relations plus complexes, nécessaires pour ménager des 
possibilités d’évolution et de fonctionnement de la connaissance (...).  
Dans ces situations, en usage dans les relations didactiques, nous pouvons distinguer au moins quatre 
personnes, quatre sujets distincts auxquels l’élève peut s’identifier et donc cinq milieux avec lesquels il 
peut interagir selon des modes différents. Ces milieux étant emboîtés, nous les décrirons comme des 
niveaux du « milieu » de l’élève. » (Brousseau 1986, p. 40). 

Margolinas (1994) élargit et modifie le modèle initial dans la perspective d’une 
étude plus approfondie de l’activité du professeur ; elle « symétrise » le rôle de 
l’enseignant et de l’élève par le schéma suivant : 
M3 :  

M-de construction 

 P3 :  

P-noosphérien 

S3:  

Situation noosphérienne 

M2 :  

M-de projet 

 P2 :  

P-constructeur 

S2 :  

Situation de construction 

M1 :  

M-didactique 

E1 :  

E-réflexif  

P1 :  

P-projeteur 

S1 :  

Situation de projet 

M0 :  

M-d’apprentissage 

E0 :  

Élève 

P0 :  

Professeur 

S0 :  

Situation didactique 

M-1 :  

M-d’action 

E-1 :  

E-apprenant 

P-1 :  

P-observateur 

S-1 :  

Situation d’apprentissage 

M-2 :  

M-objectif 

E-2 :  

E-agissant 

 S-2 :  

Situation d’action 

M-3 :  

M-matériel 

E-3 : 

E-objectif 

 S- 3 :  

Situation objective 
« Comme dans le schéma de Brousseau, on a toujours Mn+1 = Sn » (Margolinas 1994, p. 29). 

                                                
168 Rappelons que nous avons recueilli des données de plusieurs types : des données externes 

provenant d’un entretien avec un enseignant de Troisième sur son projet « a priori » d’enseignement des 
systèmes d’équations linéaires, ses fiches de préparation de cours ; des données internes provenant : d’une 
observation naturaliste de la réalisation du projet de l’enseignant interviewé ; des données entre externes 
et internes d’entretiens à chaud avec ce professeur. 

169 Selon la distinction établie par Perrin (Perrin 1999 b, p. 3) 
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I. Analyse descendante de la situation d’introduction officielle des 
systèmes d’équations envisagée par P. 

Comme Margolinas le souligne, les niveaux surdidactiques (de 1 à 3) 
correspondent aux « positions typiques de l’enseignant ». On les étudiera en faisant ce 
que Margolinas a nommé une analyse « descendante » : partant du niveau 3 pour aboutir 
au niveau –1. Il s’agit de déterminer les niveaux surdidactiques « en descendant » de 3 
vers 1 puis de prolonger cette analyse aux niveaux 0 et –1 « du point de vue du 
professeur » (l’analyse ascendante nous permet d’obtenir une analyse a priori de ces 
deux niveaux et du niveau 1 « du point de vue de l’élève »). Pour déterminer à chaque 
niveau la situation Sn, on utilise le milieu Mn+1. Comme le suggère Margolinas (ibid., 
p. 29), nous considérons plutôt une inclusion : Sn ⊂ Mn+1 que l’égalité fondamentale 
(schéma de Brousseau) : Sn = Mn+1 : le milieu Mn+1 résulte pour nous des situations 
Sn vécues (passé) ou imaginées (futur) par l’enseignant ; la situation Sn que nous 
décrivons, issue du projet de Pn participe donc partiellement à constituer le milieu 
Mn+1. 
Pour conduire cette analyse descendante, il est « nécessaire de prendre en compte de 
nombreux éléments concernant les situations du professeur (noosphérienne, de 
construction et de projet) dont les indices vont être recueillis dans les discours de 
l’enseignant (…). » (ibid., p. 29). Dans ce sens, notre analyse « descendante » de la 
situation d’introduction officielle des systèmes observée, s’appuie sur le protocole de 
l’interview de l’enseignant P, de ses fiches de préparation de cours (données 
« externes ») et aussi de certains de ses commentaires (à nous, observatrices) pendant la 
séance de classe. 
 

I.1 Limites de l’analyse descendante 

L’analyse descendante », centrée sur l’activité de l’enseignant (ou plus 
précisément sur une partie de son activité, nous y reviendrons par la suite) est une 
analyse de type particulier170 qui n’est pas sans poser de difficultés ou engendrer de 
questions. 

 
I.1.a Caractère a priori de l’analyse descendante 

Tout d’abord, quelle est la position d’une telle analyse vis-à-vis du caractère a 
priori (en référence à la situation observée) ?  

Pour éclaircir notre point de vue sur cette question, il paraît nécessaire de 
distinguer les deux principaux types d’informations apportées par l’analyse descendante 
d’une situation didactique : 
- d’un côté, l’analyse descendante renvoie à l’étude de décisions (dites « macro »171) de 
l’enseignant et aux systèmes de ses connaissances permettant la prise de décisions lors 

                                                
170 Les références à ce sujet sont encore assez peu nombreuses. 
171 Selon Comiti et al. (1995) : le « projet du professeur » peut être « en termes de macro-

décisions » par opposition au « déroulement effectif de la situation de classe – analysé en termes de 
micro-décisions ». 
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de la construction de son projet d’enseignement (analyse de l’enseignant « préparant 
son cours172 ») : 

« elle (l’analyse descendante) correspond à l’analyse du travail du professeur avant la séquence 
d’enseignement. » (Perrin 1999a, p. 26). 
« (…) l’analyse descendante étudie les connaissances du professeur lorsqu’il envisage la situation. » 
(Bloch 1999, p. 17). 
- d’un autre côté, elle nous permet d’appréhender le point de vue conscient du 
professeur sur la situation didactique ; elle nous renseigne notamment sur la façon dont 
l’enseignant lui-même perçoit cette situation didactique, sur ses attentes et intentions 
didactiques :  

« (…) nous partirons de l’analyse des niveaux positifs (3, 2, 1, 0) pour montrer la situation didactique 
telle qu’elle a été conçue par le professeur. » 173 (Margolinas 1994, p. 98). 

On peut ainsi considérer que l’analyse descendante donne accès à une analyse préalable 
de la situation faite par l’enseignant. 
C’est en ce sens que, confrontée à une analyse ascendante, l’analyse descendante 
présente un caractère a priori vis-à-vis de la situation didactique observée. Pour 
comprendre ce point de vue, revenons aux caractéristiques de l’analyse a priori donnée 
par Margolinas (1991, 1994) :  

« Dans l’analyse a priori, le terme a priori ne signifie pas première temporellement. Il signifie que 
l’analyse a priori n’est pas dépendante des faits d’expérience. Cette indépendance a un sens théorique : 
les faits observés ne servant pas à l’édification théorique dont relève l’analyse a priori. L’analyse a priori 
peut donc avoir lieu après l’observation : elle perd son sens prédictif pour prendre un sens causal. » 
(Margolinas 1991, p. 17). 
« Le terme d’analyse a priori, tel qu’il est employé la plupart du temps dans notre paradigme s’applique à 
l’analyse des contraintes des situations a-didactiques. Ce terme d’a priori ne signifie pas que l’analyse 
soit entièrement faite avant l’expérience. Il signale que l’analyse ne dépend pas de façon nécessaire de 
l’observation de l’expérience. » (Margolinas 1994, p. 160). 

Margolinas souligne ainsi que l’analyse a priori n’est pas uniquement employée pour 
prévoir des observables mais aussi pour étudier les contraintes d’une situation 
didactique : ce sont les causes ou les raisons d’évènements didactiques qu’il s’agit de 
déterminer. Ce point de vue rejoint celui de Comiti et al. (1995) en termes de 
phénomènes nécessaires / contingents ; suivant ces auteurs, une analyse a priori doit 
permettre d’identifier parmi les observés ceux qui relèvent de l’ordre du nécessaire 
(contraintes et causes déterminées par l’analyse a priori, relatives à une certaine 
« reproductibilité » de la situation didactique) de ceux qui paraissent de l’ordre de la 
contingence (qui surviennent en situation de classe mais qui auraient aussi bien pu ne 
pas survenir). Or la confrontation du point de vue de l’élève appréhendé par l’analyse 
ascendante et de celui du professeur appréhendé par l’analyse descendante (aux niveaux 
communs –1, 0 et 1) peut justement nous permettre de mettre en avant le caractère 
nécessaire de certaines décisions de l’enseignant en situation didactique (et donc du 
caractère contingent de certaines autres) : il s’agit de déterminer dans quelles situations 
respectives peuvent être élèves et enseignant et d’étudier des contraintes qui en résultent 
pour le professeur au sein de la situation didactique observée : 

                                                
172 Pour reprendre les distinctions établies par Margolinas (2000), il s’agit d’étudier le travail du 

professeur « hors la classe ». 
173  C’est nous qui soulignons. 
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 « L’analyse préalable de la situation par le maître fait partie du matériel nécessaire à l’analyse (a priori) 
de la situation, non seulement pour déterminer si le maître a agi comme il l’avait prévu, mais aussi pour 
déterminer dans quelle situation est le maître. » (Margolinas 1992). 

Dans la première présentation de son modèle, Margolinas constate par exemple un 
décalage entre les analyses ascendantes et descendantes (elle le décrit comme un 
phénomène didactique de « torsion ») qui permet d’expliquer certaines décisions de 
l’enseignant en situation observée :  

« En conclusion de l’analyse a priori nous allons comparer les niveaux 1, 0 et –1 obtenus à partir de ces 
deux analyses [ascendante et descendante]. Nous pouvons remarquer qu’il y a une certaine tension entre 
les analyses descendantes et ascendantes. (…) Si notre analyse est exacte, on devrait constater dans le 
protocole un jeu du professeur dans une situation didactique un peu « élastique », tirant tantôt du côté des 
connaissances logiques, tantôt du côté d’établissement de règles du débat de preuve mathématique.»174 
(Margolinas 1994, pp. 41- 42). 

Cependant subsiste un problème de méthode évoqué par Margolinas (1994) : sur 
quoi s’appuie-t-on pour faire l’analyse descendante ?  
La méthode adoptée par Margolinas (1994, 1998) Comiti et al. (1995) et nous-mêmes 
consiste en l’exploitation de protocoles d’entretiens préalables avec les enseignants, au 
cours desquels on les questionne sur leur projet d’enseignement. Mais comme nous 
avons déjà pu le souligner (Coulange 2000, p. 61), ce choix de méthode donne un accès 
partiel au projet préalable de l’enseignant : le professeur interviewé dévoile rarement les 
choix et les décisions qui vont de soi pour lui ou qui lui semblent de moindre 
importance. C’est pour cette raison qu’il reste difficile de considérer l’analyse 
descendante comme « a priori » pour l’étude de l’enseignant, vis-à-vis de la situation de 
classe observée.175  
Ce problème de méthode renvoie selon Margolinas (1997) en partie au manque 
d’informations dont on dispose actuellement encore sur les connaissances du 
professeur.176 
 

                                                
174 Après analyse a posteriori de cette situation, l’auteur conclut : « L’analyse fine des 

connaissances structurées me semble révéler de très riches possibilités d’interprétations des décisions du 
maître et des interventions d’élèves. » (Margolinas 1994, p. 67). Margolinas (1997) a également évoqué 
le fait que ce phénomène de « torsion » déterminé à travers les analyse descendantes et ascendantes 
permettait d’avancer des hypothèses quant à la reproductibilité d’une telle situation.  

175 Comme Margolinas (1994) l’évoque, on peut songer à se référer au protocole de la séance 
pour compléter l’analyse descendante. Mais serions-nous vraiment en mesure de distinguer à travers 
l’étude de ce protocole, ce qui relève de « macro » et de « micro » décisions de l’enseignant ? 

176 Ainsi, à l’opposé, Margolinas (1997) affirme-t-elle :« L’analyse a priori ascendante (du point 
de vue de l’élève) pose beaucoup moins de problèmes car on dispose de très nombreuses informations sur 
les connaissances des élèves, ainsi que sur les connaissances naturalisées candidates au milieu M-3. » 
Margolinas (2000) a d’ailleurs mis l’accent sur des besoins en connaissances « expérimentales » relatives 
aux pratiques du professeur. 
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I.1.b Connaissances de natures diverses de l’enseignant 

Une deuxième difficulté de l’analyse descendante tient en effet à la diversité des 
connaissances mises en jeu par l’enseignant « dans les niveaux surdidactiques ». 
Margolinas (1994) soulève ainsi le problème de la détermination des connaissances du 
maître qui peuvent relever de différents domaines : 

« En ce qui concerne l’analyse des niveaux surdidactiques, qui caractérisent le rôle du maître, le problème 
de méthode qui est posé n’est pas simple de ce point de vue. En effet, les connaissances de l’enseignant 
sur les situations didactiques relèvent des connaissances de didactique, ou d’autres domaines liés à 
l’enseignement. Ces connaissances ne sont ni décrites, ni structurées d’une façon autonome comme le 
sont les mathématiques. » (Margolinas 1994, p. 30). 

Si on y regarde de plus près, cette difficulté se fait d’ailleurs sentir dans les analyses 
descendantes de situations de classes ordinaires, faites jusqu’ici en didactique des 
mathématiques : pour décrire les connaissances de l’enseignant, ces auteurs sont 
souvent amenés à paraphraser le professeur. 

En réponse à ce problème, nous choisissons de décrire les connaissances de 
l’enseignant en termes d’organisations praxéologiques didactiques et mathématiques : 
notre hypothèse de travail est que le modèle de la théorie anthropologique permet de 
décrire de façon pertinente les connaissances de l’enseignant à prendre en compte dans 
une analyse descendante. En effet, d’une part toute connaissance ou tout savoir peut être 
vu comme le fruit d’activité ou pratique humaine :  

« Le perfectionnement de la machine théorique suppose en ce point que soit posée une question 
jusqu’alors éludée : qu’est qu’un savoir ? Bien entendu cette question n’est ici qu’un aiguillon et un 
repère. Elle conduit à une autre notion primitive qui dans la logique de l’exposé vient prendre place 
avant même celle de savoir : la notion de pratique sociale.177 » (Chevallard 1994, p. 41). 

D’autre part toute activité humaine (et donc par suite « enseignante ») peut être 
modélisée par les organisations praxéologiques de la théorie anthropologique : 

« Le postulat de base de la TAD (Théorie anthropologique du didactique) fait violence à cette vision 
particulariste du monde social : on y admet en effet que toute activité humaine peut être subsumée sous 
un modèle unique, que résume ici le mot de praxéologie. » (Chevallard 1999, p. 92). 

Ainsi ce modèle à quatre composantes permet-il de prendre en compte et de structurer la 
diversité des connaissances de l’enseignant. Pour décrire les connaissances de P, nous 
les rattachons à des praxéologies mathématiques ou didactiques envisagées dans son 
discours (pendant l’entretien), c’est-à-dire des organisations s’articulant en types de 
tâches, techniques, technologies et théories. 
Nous ferons allusion aux six différents moments de l’étude distingués par Chevallard 
(1999) : le moment de la première rencontre (central dans le cadre de l’introduction 
officielle d’un nouveau savoir), celui de l’exploration d’un type de tâches ou 
l’élaboration d’une technique, la constitution de l’environnement technologico-
théorique, le travail de la technique, l’institutionnalisation et l’évaluation. 

« Quel que soit le cheminement de l’étude, certains types de situations sont nécessairement présents, 
même s’ils le sont de manière très variable, tant au plan qualitatif qu’au plan quantitatif. De tels types de 
situations seront appelés ici moments de l’étude ou moments didactiques parce qu’on peut dire que, quel 
que soit le cheminement suivi, il arrive forcément un moment où tel ou tel geste devra être accompli : où 

                                                
177  C’est nous qui soulignons. 
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par exemple l’élève devra « fixer » les éléments élaborés (moment de l’institutionnalisation) ; où il devra 
se demander « ce que vaut » ce qui s’est construit jusque-là (moment de l’évaluation) ; etc.  
La notion de moment ne renvoie qu’en apparence à la structure temporelle du processus d’étude. Un 
moment, au sens donné à ce mot ici, est d’abord une dimension dans un espace multidimensionnel, un 
facteur dans processus multifactoriel ». (Chevallard 1999, p. 109). 

Cette référence à la théorie anthropologique nous invite également à une nouvelle 
lecture des niveaux surdidactiques du schéma de Margolinas : la descente du niveau 3 
au niveau 1 peut être interprétée comme une descente vers des organisations didactiques 
et mathématiques toujours plus spécifiques de la notion mathématique dont 
l’apprentissage est visé. On rejoint en cela le point de vue de Chevallard (1999) vis-à-
vis de l’importance de la prise en compte non seulement du spécifique mais aussi du 
générique et de leurs liens dans ce type d’analyse didactique :  

« (…) les problèmes spécifiques de l’étude d’une organisation locale particulière restent en général mal 
posés tant qu’on n’analyse pas les « choix » didactiques, conscients ou non, faits à des niveaux de 
moindre spécificité. » (Chevallard 1999, p. 107). 

 
I.1.c Prise en compte de l’analyse écologique des manuels 

Par ailleurs, toujours en référence à l’approche anthropologique : il s’agit 
d’articuler l’analyse descendante avec l’analyse historique des manuels de Troisième 
(partie B2 de notre travail). Nous rattacherons ainsi certaines des connaissances 
mathématiques ou didactiques de P aux organisations mathématiques ou dispositifs 
didactiques dégagés dans l’analyse de ces ouvrages : ceci permet de situer et de préciser 
la position explicite de l’enseignant interrogé dans un champ de possibles (auxquels lui-
même fait parfois référence lors de l’entretien) et vis-à-vis du rapport institutionnel aux 
objets système d’équations et mise en équations, suggéré par les manuels d’une époque 
donnée (contrainte institutionnelle). 

 
I.2 Analyse descendante de la situation d’introduction officielle des 

systèmes d’équations en classe de Troisième 

I.2.a Niveau 3 : Situation noosphérienne (non finalisée) 

M3 :  

M-de construction 

 P3:  

P-noosphérien 

S3:  

Situation noosphérienne 
« La situation noosphérienne est celle d'une représentation du professeur de son enseignement des 
mathématiques. S3 : P3 crée les conditions nécessaires à son enseignement des mathématiques en classe 
de quatrième. » (Margolinas 1998, p. 38).  

 
Au niveau surdidactique (+3), nous relevons dans le discours de P, des 

connaissances d’ordre relativement générique pour décrire sa position P3 : elles sont 
généralement associées à sa représentation de l’enseignement des mathématiques en 
classe de Troisième. Suivant Margolinas, nous considérons la situation S3 comme « non 
finalisée » : P-noosphérien est en quelque sorte loin du professeur qui cherche à 
introduire officiellement les systèmes d’équations dans sa classe.  

Comme nous l’avons évoqué plus haut, pour décrire les connaissances de P3 (que 
nous considérons donc comme non spécifiques du savoir visé), nous les rattachons à des 
organisations praxéologiques didactiques génériques envisagées plus ou moins 
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explicitement par le professeur P pendant l’entretien. Nous choisissons de décrire ses 
pratiques didactiques en termes de types de tâches pour enseigner un savoir nouveau en 
classe de Troisième, de techniques associées et de discours technologico-théorique qui 
justifient, légitiment et produisent ces techniques. Les connaissances d’ordre 
génériques apparaissent en fait relativement peu à travers les propos de P. Margolinas 
affirme que ces connaissances restent en général assez transparentes pour l’enseignant : 

« L’enseignant est d’une certaine manière dans une position symétrique de celle de l’élève vis-à-vis de la 
situation didactique (...). En effet, ce qui est transparent pour l’enseignant ne sont pas les conditions de la 
situation objective (qu’il a justement installée et manipulée pour l’élève) mais les conditions notamment 
idéologiques de ses actions didactiques [qui interviennent justement pour la plupart au niveau de la 
situation noosphérienne S3] » (Margolinas 1994, p. 29) 

On peut faire l’hypothèse que les connaissances génériques sont indissociables de 
connaissances et de choix plus spécifiques pour le professeur interrogé. Plus 
généralement dans l’analyse descendante, c’est nous qui en position de chercheur, 
choisissons de découper des « niveaux » de connaissances à partir de son discours. 

 
• Connaissances sur l’enseignement d’un savoir nouveau en classe de Troisième : 
 

P3 envisage deux techniques pour accomplir le type de tâches qu’est 
l’organisation d’une première rencontre avec un savoir nouveau178 en classe de 
Troisième : « introduire un savoir nouveau par une activité préparatoire » et 
« introduire un savoir nouveau de façon classique » 
 
- P envisage une première technique que l’on peut rattacher à une sous-tâche didactique 
: « l’introduction d’un nouveau savoir par une activité préparatoire ». Ses interventions 
27, 34 et 38 permettent de dégager l’organisation praxéologique didactique suivante :  
Type de tâches T3

 : introduire un nouveau savoir mathématique par des activités 
préparatoires. 
Technique : proposer un problème « ouvert » (aussi désigné par P comme « a-
mathématique » et « simple dans la compréhension ») ayant les propriétés suivantes : 
- Il y a plusieurs méthodes possibles pour résoudre ce problème, dont une associée au 
nouveau savoir mathématique. 
- la méthode de résolution associée au nouveau savoir mathématique est la méthode la 
moins coûteuse, la plus efficace. 
Discours d’ordre technologico-théorique (pour justifier et légitimer la technique):  
- Un nouveau savoir mathématique prend du sens comme outil plus efficace que 
d'autres pour résoudre un problème. 
- les élèves doivent savoir réinvestir leurs connaissances mathématiques comme 
« outils » de résolution de problèmes.  
- les « problèmes ouverts » permettent l'investissement d'une majorité d'élèves, y 

                                                
178 On précise qu’il s’agit ici effectivement d’un savoir nouveau et non d’une « rerencontre ». 

Chevallard (1999) indique en effet que ce premier moment de l’étude peut avoir lieu « en plusieurs 
fois » : « Le premier moment de l’étude est celui de la première rencontre avec l’organisation O enjeu de 
l’étude. Une telle rencontre peut avoir lieu de plusieurs manières mais un mode de rencontre ou - de 
« rencontre » -  inévitable sauf à rester à la surface de l’œuvre O, est celui qui consiste à rencontrer O à 
travers l’un au moins des type de tâches Ti constitutifs de O. Cette « première rencontre » peut avoir lieu 
en plusieurs fois, en fonction notamment des environnements mathématiques et didactiques dans lesquels 
elle se produit : on peut redécouvrir un type de tâches comme on redécouvre une personne que l’on 
croyait connaître. » (Chevallard 1999, p. 110). 
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compris ceux en difficulté car il « les dégage d'un cadre mathématique ». 
À travers ses interventions 27, 34 et 38, P décrit les avantages de l’activité préparatoire qu’il a choisie pour introduire 
officiellement les systèmes d’équations ; à travers son discours, on peut dégager des « propriétés didactiques » qu’il 
semble plus génériquement prêter aux activités préparatoires : elles sont associées à des problèmes « ouverts » ou 
« amathématiques », « très simples dans la compréhension » ; « des élèves qui ne sont pas forcément très bons, vont 
se mettre dans ce type de situations assez facilement », ils peuvent adopter différentes stratégies de résolution ; c’est 
la méthode la plus économique, qui devient « nécessaire » pour les élèves qui met en jeu le nouveau savoir 
mathématique visé ; après de telles activités, les élèves savent que dans « leur trousse à outil », ils peuvent réinvestir 
leurs nouvelles connaissances pour résoudre des problèmes. 
 

Lors de l’entretien, P évoque également deux types de sous-tâches didactiques 
associées au type de tâches T3 : T3.a : « chercher un problème ouvert (du type ci-
dessus) » et T3.b : « faire une analyse a priori de la situation d’enseignement associée à 
une activité préparatoire ». 
À travers ses interventions 36 et de 173 à 175, on repère les techniques suivantes en lien 
avec T3.a : 
Type de tâches T3.a : chercher un problème « ouvert » ayant les propriétés ci-dessus.  
Techniques :  
- le prendre dans une revue (comme petit x) 
 - en « créer » un  
- ou s'inspirer des collègues 
P remarque qu’il n'est pas toujours facile, voire possible, de trouver ce type de 
problème « ouvert » : 
À travers ses interventions 173 à 175, P explique qu’il a cherché le même type d’ énoncé « ouvert » (que les 
problèmes de « Cailloux ») pour introduire la technique de résolution des systèmes d’équations par addition ; il 
évoque le fait qu’il a essayé de « créer » ou trouver un tel problème sans succès (« à un moment donné, c’est comme 
ça que j’avais fabriqué la fiche qui est sur Petit x avec les assiettes , etc. Bon, elle est partie d’une idée que j’avais 
commencée et que Q a reprise (…). Et puis on n’a jamais concrétisé »).  
 
À travers son intervention 36, apparaît l’organisation didactique associée à T3.b :  
Type de tâches T3.b : faire une analyse a priori de la situation d’enseignement associée 
à une activité préparatoire 
Techniques : observer le déroulement de cette situation sans analyse la première année 
- relever les stratégies des élèves qui apparaissent. 
Discours d’ordre technologico-théorique : cette première observation permet à 
l'enseignant de prévoir les stratégies d'élèves et éventuellement de modifier la 
situation pour les années « futures ». 
« 36/P : (...) Alors, ce que je fais souvent dans ces cas-là, une année, je le prends sans me poser de problèmes, c'est à 
dire, je le prends à l'état brut, parce que si je prends... Je fais pas d'analyse a priori, ce qu'il ne faut pas faire, mais tant 
pis. D'ailleurs, je prends la prép' en tant que telle et je vais pas regarder les stratégies qu'ils vont pouvoir utiliser, etc. 
Je balançais la prép' comme ça, donc et puis c'est dans le vécu classe que je faisais mon analyse a priori en fait. Et 
l'année suivante, bon ben là, ça va faire 3 ans et puis là, je modifie un petit peu (…). »  
 
- P évoque une deuxième technique que l’on peut rattacher à la sous-tâche didactique 
T’3 : « introduire un nouveau savoir de façon classique ».179 
                                                

179 Nous reprenons ici les propres mots de P qui utilise à plusieurs reprises ce terme de 
« classique » pour qualifier le type de tâche décrit ci-dessous. Suivant Chevallard (1999) qui met l’accent 
sur la structure « ternaire » de l’organisation contemporaine de l’étude au collège, comme le confirment 
nos analyses de manuels et d’un questionnaire posé, précisons que c’est plutôt l’introduction d’un 
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Ses interventions 27, 50 et 51 nous permettent de dégager l’organisation praxéologique 
suivante associée à T’3 
Type de tâches T’3

 : introduire une nouvelle notion mathématique de façon 
« classique ». 
Technique : organiser une phase théorique de présentation du nouveau savoir 
mathématique / ostension. 
Discours d’ordre technologico-théorique:  
Ce type de pratique enseignante est accepté par les élèves « en cours de 
mathématique ».  
 Cette technique est de moindre coût pour l'enseignant. 
On peut l'utiliser si on ne trouve pas de « problème ouvert » (« avant », on l’utilisait ; 
on n’avait pas d’activité préparatoire). 
A travers ses interventions 27 et 51, P évoque une deuxième façon d’introduire une nouvelle notion mathématique 
(dans le cas présent : les systèmes d’équations) qu’il appelle la manière « classique » : En  27, il parle « d’attaquer 
dans une phase complètement théorique » et en 51, il évoque la technique « par ostension » (utilisée par son collègue 
pour introduire les système d’équations en Troisième). En 50, P explique qu’auparavant « on avait pratiquement pas 
d’activités préparatoires » et en 51 il parle également du fait que ce type d’enseignement est tout à fait accepté par les 
élèves (« Les élèves le comprendront très bien… Enfin je veux dire… À la limite, on est en cours de 
mathématique… »).  
 

P3 envisage également d’autres moments de l’étude : exploration d’un type de 
tâches ou élaboration d’une technique, constitution de l’environnement technologico-
théorique, travail de la technique, institutionnalisation et évaluation. 
 
Son intervention 83 permet de relever l’organisation didactique suivante, relative au 
moment de travail de la technique : 
Type de tâches T’’3.a : organiser un travail personnel et « autonome » des élèves 
Technique :  
donner des exercices « facultatifs » issus d’annales de brevet corrigées. 
Discours d’ordre technologico-théorique:  
Les élèves sont « motivés » par la préparation au brevet des collèges. 
Il est important de rendre les élèves de Troisième plus « autonomes » pour les préparer 
à occuper leur position de lycéen (la classe de 3ème prépare la classe de 2de). 
« 83/P : (…) et puis tout un travail de systématisation, ce que fait le prof  habituellement en se disant vous ferez les 
exercices 3, 4 ou 5 pour demain, et on va corriger, donc moi, j’essaie de faire en sorte que ce travail soit fait de façon 
tout à fait facultative et que les élèves le prennent en charge tout seuls donc c’est pour ça, je leur fait acheter des 
annales corrigées et puis moi, je leur donne des indications en leur disant : bon, ben vous pouvez trouver un tas de 
trucs de tel type dans… quand… partie machin…etc. et donc ils vont le faire, et puis après, on a une ou deux séances 
facultatives où ils viennent et puis si ils ont pas compris quelque chose, on le refait. Mais tu vois, c’est un truc très 
très systématique, je veux dire, donc c’est de la technique pure et dure quoi. Comme ils sont très motivés par le 
brevet, j’essaie de profiter de ça, quoi hein et de leur montrer qu’un élève de lycée qui s’en sort, c’est un élève qui 
arrive à se prendre en charge tout seul, donc c’est un peu cette idée là que j’ai derrière (…). » 

 
A travers les interventions 71, 72, 73 et 90, on peut dégager l’organisation 

didactique suivante, relative au moment d’institutionnalisation : 
Type de tâches T’’3.b : institutionnaliser des connaissances « nouvelles » 
Techniques :  
                                                                                                                                          
nouveau savoir par « une activité préparatoire » qui apparaît « classique » dans l’enseignement 
« contemporain » et « actuel » des mathématiques.  
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(1) demander aux élèves de contribuer à un « résumé » écrit (éventuellement sous 
forme d’une fiche) à la suite d’une activité  
(2) demander aux élèves de contribuer un « résumé » oral (sous forme « d’interview » 
du professeur) à la fin de l’année. 
Discours d’ordre technologico-théorique:  
(1) il s’agit de permettre aux élèves d’avoir une position réflexive par rapport à ce 
qu’ils ont fait pendant l’activité. 
(2) Cela permet de « voir » les liens entre différentes notions étudiées pendant l’année. 
En 71 et 72, P parle d’un moment d’institutionnalisation à mettre en place dans sa classe en fin d’année : il envisage 
d’organiser une phase de « résumé » pour montrer différents liens entre les notions nouvelles étudiées pendant 
l’année de Troisième. Il veut donner à cette phase,  une forme originale « d’interview du professeur » par les élèves. 
En 90, ces propos semblent également relatifs à ce sixième moment de l’étude : il semble selon lui nécessaire 
d’organiser sous forme d’une fiche un résumé des connaissances nouvelles acquises dans le cadre d’une activité 
« préparatoire ». 
 
Les interventions 83, 84, 86, 87 et 88 suggèrent différents types de tâches envisagés par 
P imbriquant les moments de travail de la technique, d’évaluation, 
d’institutionnalisation, d’exploration d’un type de tâches.  
Type de tâches T’’3.c : donner un devoir à la maison 
Technique :  
- faire des devoirs de « recherche », permettant une exploration « approfondie » d’un 
type de tâches 
« 83/ P : Bon j’en donne pas beaucoup de devoirs à la maison, donc ce qui fait qu’effectivement… Bon alors, si tu 
veux, je m’attache beaucoup maintenant au fait que le travail à la maison… Alors en fait, j’ai deux phases : un travail 
à la maison qui soit un peu un travail de recherche où on va plus loin… » 
 
Type de tâches T’’3.d : corriger les devoirs à la maison 
Technique :  
- leur donner un « corrigé-type » et le regarder « ensemble ». 
- passer « assez vite sur cette phase »  
- attendre qu’il y ait une demande 
Discours d’ordre technologico-théorique :  
Il est difficile d’intéresser les élèves à la correction de devoir. 
« 86/P : Alors les devoirs à la maison, de recherche, etc., je donne un corrigé type et puis bon après on le regarde 
ensemble (…) » 
« 88/P : Alors ça dépend… c’est pas systématique. Le passage au tableau a toujours le défaut quelque part, c’est qu’il 
y a que celui qui est au tableau qui travaille… cela nous donne l’occasion de nous reposer, ce qui n’est pas plus 
mal… (rires)… Quand tu es au tableau, toi tu te fais plaisir parce que tu fais ce que tu as envie de faire et puis 
finalement tu en as un bon nombre qui n’écoutent pas non plus, donc je veux dire… (rires)… Donc c’est une phase 
qu’on résout assez mal. Il n’y a pas de bonne, enfin, je n’ai pas trouvé de bonne solution à ce niveau-là. Donc 
maintenant, je passe assez vite sur cette phase, j’attends qu’il y ait une demande. On va répondre à tel type de 
question, voilà. Bien souvent, elle intéresse celui qui la pose et pas celui d’à côté, donc je veux dire : c’est pas un 
idéal non plus. » 
 
Type de tâches T’’3.e : donner un devoir « en classe » 
Technique :  
- faire un devoir « de systématisation », essentiellement centré sur le travail de « la 
technique » 
Discours technologico-théorique :  
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Il s’agit de s’assurer que les compétences « techniques » sont acquises. 
En 84, P évoque le fait qu’un devoir en classe permet d’évaluer les compétences exigibles d’élèves associées « aux 
techniques ». 

 
Lors de l’entretien, P passe sous silence le moment de constitution de 

l’environnement technologico-théorique. Ceci peut être soit à relier au fait que les types 
de tâches associées vont de soi pour ce professeur, soit au fait que dans l’enseignement 
« contemporain », le bloc « technologico-théorique » est parfois mis en retrait ; en effet 
Chevallard (1999) souligne que :  
« La technologie pourra parfois se réduire à une pure pétition de principe, et la théorie être parfaitement 
sibylline. » (Chevallard 1999, p. 96). 
 
• Milieu M3 / M-de construction (⊃  S2) 
 

Nous faisons l’hypothèse que le milieu M3 est composé de trois principaux 
constituants : 
- les situations d’enseignement d’un savoir mathématique en classe de Troisième vécues 
par P (notamment la classe concernée par les systèmes d’équations et la mise en 
équations - résultat de S2). On peut par exemple trouver dans le discours de P, de 
nombreuses références aux situations d’introduction officielle d’un nouveau savoir 
« passées » : « On s’aperçoit que si on procède comme ça. J’ai procédé comme ça pendant de nombreuses 

années » (intervention 27) - « On ne situait pas ça dans le contexte problème, le contexte problème, il arrivait tout à la 
fin.. » (intervention 51)  - « Ben tu sais, les scénarios et tout ça, c’est relativement récent quelque part. Je veux dire 
qu’avant, à la limite, on avait pratiquement pas d’activité préparatoires… » (intervention 50) 
- les situations d’enseignement d’un savoir « des collègues » connues de P : Pendant 
l’entretien, P évoque l’activité de ses collègues à plusieurs reprises : « Et puis donc comme Q 

faisait ça la première année, je me suis dit, tiens c’est marrant… » (intervention 36) - « La première fois, comme c’est 
une préparation qui venait de Q et de Q’, donc c’est une présentation que j’avais faite comme ça » (intervention 27).  
- les travaux didactiques, les lectures de P de revues ou de manuels (rappelons que P est 
un professeur qui travaille avec des didacticiens ; il a assisté à l’Université d’Eté de 
didactique des mathématiques de la Rochelle en 1998) : « Mais en fait c’est comme l’histoire de la 

factorisation et du développement, si tu veux, ça paraît plus simple de traiter les choses indépendamment dans un 
premier temps. Mais vu que l’élève n’y met aucun sens derrière… » (intervention 44) - « Alors j’ai acheté petit x » 
(intervention 36) - Tu vois dans les bouquins en général, on présente les choses de façon un peu carrée et puis tu vois, 
à la fin, tu as des problèmes… » (intervention 36). 
 
En interagissant avec M3 et avec des connaissances didactiques « génériques », P3 
imagine les conditions de l’enseignement d’un savoir nouveau en classe de Troisième.  
Pour l’organisation d’une « première rencontre », il envisage et oppose deux principales 
techniques correspondant aux types de (sous-)tâches génériques : « introduire un savoir 
nouveau par une activité préparatoire » et « introduire un nouveau savoir de façon 
classique », il imagine les inconvénients et les avantages de telle ou telle façon 
d’aborder un nouveau savoir en classe de Troisième.  
Il semble de manière générale accorder une préférence à le technique associée à T3. 
Cette préférence est conforme aux contraintes « institutionnelles » étudiées (dans la 
partie B.2 de notre travail) : nous avons évoqué l’accent mis par les auteurs de la 
réforme contemporaine sur cette nouvelle manière d’enseigner, où les activités 
préparatoires sont le premier terme d’une organisation ternaire de l’étude. 
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Mais encore faut-il pouvoir trouver le « problème ouvert » qui permette (aux yeux de P) 
d’accomplir ce type de tâches. 
 

I.2.b Niveau 2 : Situation de construction 

M2:  

M-de projet 

 P2:  

P-constructeur 

S2:  

situation de construction 
 
 
Position de P2 :  
« Le professeur P2 construit la suite de la séquence, l’organisation du chapitre, autrement dit, P2 élabore 
son scénario. Il s’agit de décrire les choix généraux qu’il effectue et les raisons de ces choix. » (Comiti et 
al. 1995, p. 102) 

 
Au niveau surdidactique (+2), il s’agit de dégager les connaissances plus 

spécifiques de l’enseignement des systèmes d’équations en classe de Troisième, mises 
en jeu par l'enseignant. 

Pour décrire les connaissances de P2, nous les rattachons à des organisations 
praxéologiques mathématiques et didactiques. 
Les premières correspondent à des connaissances mathématiques de P sur les systèmes 
d’équations et la mise en équations qui justifient différents choix de types tâches 
mathématiques : à partir du protocole de l’entretien, il est difficile de dissocier ces 
connaissances de celles portant sur le savoir mathématique « à enseigner ». Même à des 
questions se voulant « hors contexte didactique », P a souvent répondu en position de 
« professeur ».  
Les secondes correspondent à des connaissances sur les dispositifs didactiques 
permettant du point de vue de P d’enseigner les systèmes d’équations et la mise en 
équations. 

 
• Connaissances mathématiques sur les systèmes d’équations et la mise en 
équations : 

 
• Connaissances de P2 en lien avec la résolution algébrique de problèmes concrets 
À travers les interventions 2, 38 et 27 de P, nous dégageons une première organisation 
mathématique associée à des pratiques de résolution de problèmes concrets :  
Type de tâches T2

1
: résoudre les problèmes concrets (vus par P comme issus « de la 

vie courante ») du premier degré. 
P2 envisage une concurrence entre algèbre et arithmétique dans l’accomplissement de 
ce type de tâches : 
Techniques :  
- résoudre le problème par l’algèbre : « mettre en équations » - « résoudre la (ou les) 
équation(s) obtenue(s) ». 
résoudre le problème par l’arithmétique.  
Discours d’ordre technologico-théorique: 
P justifie et légitime la résolution « par l’algèbre » : pour P, la technique de résolution 
algébrique est rapide, efficace et normée et facile à communiquer180 (par 
opposition à la résolution « arithmétique ») 
                                                

180  P pense-t-il au langage algébrique comme langage mathématique « universel » ? 
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A travers son intervention 2, en réponse à une de nos questions portant sur la raison d’être des systèmes 
d’équations dans le savoir mathématique , P évoque l’efficacité des techniques de résolutions algébriques des 
problèmes « de la vie courante » : 
« 2/P : (...) Alors un vrai non matheux, je lui dirais que ce serait donc un moyen (les systèmes linéaires) pour résoudre 
un certain nombre de problèmes... de problèmes de la vie courante , et que bon, on met en place en fait des 
résolutions, je dirais typiques et normées de façon à aller plus vite dans ce type de résolutions, c'est à dire si je m'en 
tenais à des résolutions totalement arithmétiques, ben j'ai de suite plus de problèmes. » 
En 27 et 38, il oppose à nouveau algèbre et arithmétique et donne une nouvelle raison de la supériorité des techniques 
algébriques de résolution de problèmes : « en fait algébriser en fait, caler des choses, caler des variables, ça va 
pouvoir être communiquer ». 
 
Il est délicat de savoir précisément quelles sont les connaissances mathématiques de P 
relatives aux techniques qu’il dit « arithmétiques » de résolution de problèmes du 
premier degré. Elles restent en arrière-plan dans son discours lors de l’entretien. Le 
terme d’arithmétique employé à répétition par P, est-il uniquement associé aux 
stratégies de type arithmético-numériques qui peuvent être mises en œuvre 
spontanément par certains élèves ? Quelles sont ses connaissances spécifiques des 
techniques autrefois enseignées (pendant la période dite classique) : fausse position, 
substitution arithmétique, etc. ? 
 
Pour P, le type de tâches « résoudre algébriquement un problème du premier degré » 
représente un enjeu important du programme de Troisième : il est présent au B.E.P.C. et 
c’est un enjeu explicite des programmes contemporains. 
« 18/P : Maintenant, je vais les guider un peu sur ce tout ce qui est la partie problèmes dans les annales des brevet où 
là, il y a des systèmes linéaires mais qui ne sont pas explicités en tant que tel, c'est à dire souvent, c'est des 
problèmes... » 
 
L’enseignant P décrit une sous-tâche T2.a

1
 associée à cette première organisation 

mathématique : mettre en équations un problème de la vie courante (intervention 27) :  
Type de tâches T2.a

1
: mettre en équations un problème « de la vie courante »  

Technique : choisir les inconnues c’est-à-dire nommer ou désigner les grandeurs 
inconnues puis faire un travail « sur le vocabulaire » 
Discours d’ordre technologico-théorique : le type de sous-tâches associé à cette 
technique ne lui semble pas relever des mathématiques (travail « a-mathématique »)181 

 
• Connaissances de P2 en lien avec la résolution de systèmes d’équations (linéaires) 
Le professeur P en position P2 envisage le type de tâches : résoudre algébriquement un 
système d’équations. Ses interventions : 27, 51, 218 et 219 permettent de dégager 
l’organisation praxéologique suivante :  

                                                
181  Ceci peut être rapproché des  affirmations suivantes de Chevallard (1989c) sur l’enseignement 

de pratiques de modélisation :  
« Mais, bien qu’acceptable dans son principe , cette activité (de modélisation) se référant nécessairement 
à une réalité extramathématique, pose problème aux mathématiciens, dans la mesure où elle introduit 
donc du non mathématique dans un enseignement de mathématiques. En fait il y a là une difficulté qui 
n’est pas liée à l’humeur des mathématiciens (elle est aussi bien ressentie par les enseignants et par les 
élèves), mais plus profondément à l’état du champ scolaire du savoir et à son découpage entre les diverses 
disciplines enseignées. » (Chevallard 1989c, p. 147). 
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Type de tâches T2.a

2
: résoudre algébriquement un système d’équations linéaires (souvent 

de deux équations à deux inconnues en classe de Troisième, voire de trois équations à 
trois inconnues… de n équations à n inconnues182 dans « l’avenir » du savoir enseigné)  
Deux techniques « concurrentes » : 
- technique par addition 
- technique par substitution souvent plus « coûteuse » que la précédente 
Discours d’ordre technologico-théorique :  
- La technique algébrique de substitution a une portée plus large que la résolution des 
systèmes d’équations linéaires : elle intervient par exemple dans la composition de 
fonctions. 
- la technique par addition est spécifique du « linéaire » 
Dans l’intervention 30 : P met en avant une continuité systèmes de deux équations à deux inconnues, systèmes de 
trois équations à trois inconnues, il s’agit « d’arriver à l’idée d’un système de n équations à n inconnues ». (« Et puis 
donc souvent, quand on est en classe de Troisième, on en reste à un système de deux équations à deux inconnues et 
donc avec quelques passages à équations à trois inconnues.(…) Bon arriver à l’idée qu’il nous faut, si on a n 
inconnues, il nous faut n équations, arriver à cette idée là et voilà, intuitivement, pas forcément explicitement »).  
A travers son intervention 27, P évoque le fait que la technique de résolution par substitution est souvent plus 
« lourde », « coûteuse » (et du coup plus « difficile » pour les élèves) que la technique par addition (« on a l’addition 
qui est la stratégie la plus simple et la moins coûteuse finalement et la plus facilement comprise par les élèves. La 
substitution, justement, elle est très lourde parce que forcément sur un plan algébrique, finalement, ça te fait trimbaler 
des tas de trucs »). 
A travers les interventions 219 à 222, P (en discutant avec son collègue P’) justifie et légitime la technique 
« substitution » : elle a une portée plus large que celle de la résolution de systèmes d’équations linéaires ; cette 
technique ressurgit  par exemple associée aux «  fonctions composées » : 
219/P’ : (…) D’ailleurs, moi, je pense que ça continue plus tard, par exemple dans les fonctions composées. Quand tu 
fais des dérivées de fonctions composées, tu vois, il y a encore des tas de… Finalement derrière il y a la même idée. 
Faut bien que tu substitues dans la formule où tu as que l’inconnue x. Faut que tu mettes la nouvelle fonction donc… 
- P : Ou les composées de fonctions. P’ : oui voilà - P : les g rond f, etc.  
  
- De 23 à 25 et en 68, P remarque que les techniques algébriques de résolution de 
systèmes d’équations nécessite l’usage des « techniques d’algèbre classique » (sous-
tâches des techniques par substitution et par addition) introduites en Quatrième pour la 
résolution d’une équation à une inconnue.  
« Bon, tu vas avoir des… Ben forcément, toute la phase algébrique, c’est à dire toutes les résolutions d’équations sont 
réinvesties. Des trucs qui sont jamais cités par exemple, c’est les égalités : si a = b, c = d, par exemple, ben a + c = b 
+ d, bon ça c’est jamais explicitement donné en Quatrième et autre. C’est le seul moment où on en voit l’utilité. Mais 
bon, tu as toutes les techniques d’algèbre classiques finalement qui vont être réinvesties avec un peu de complexité. »  
 
- P insiste également sur l’intérêt « didactique » de faire coexister les deux techniques 
de résolution de systèmes d’équations ainsi envisagées dans le savoir enseigné en 
Troisième : cela permet de faire vivre une sous-tâche de « choix pertinent au coût » :  
En 51, il donne des raisons de l’intérêt de cette coexistence de deux techniques dans le savoir enseigné : il lui semble 
important que l’élève se rende compte « qu’il a la possibilité de plusieurs stratégies » ; cela invite l’élève à faire un 
choix « pertinent au coût ». 

                                                
182  Type de tâche en continuité pour P de la résolution d’une équation à une inconnue :  

« 16/ P : (…) enfin tu vois, c’est étendre un peu la résolution d’une équation à une inconnue quelque part veux dire : 
bon on a une équation à une inconnue, ensuite, on a deux équations à deux inconnues, on ne peut pas les résoudre, on 
est obligé de mettre un système, etc., etc. »  
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Remarquons que de nombreux enseignants s’insurgeant contre la disparition de la 
méthode par addition lors de la consultation nationale sur le projet des programmes 
actuels, font des remarques de nature similaire :   
« Dans leur quasi-totalité, les enseignants déplorent que seule la méthode de résolution par substitution 
soit au programme. Au-delà des réticences de certains sur l’usage de cette méthode et de la complication 
des calculs qu’elle peut comporter, c’est surtout la perte de la possibilité de choix qui est regrettée : tant 
pour exercer les élèves à discerner la plus pertinente que pour permettre l’expression de la diversité des 
représentations et des comportements. » (Synthèses académiques - Consultation nationale sur les projets 
de programmes du cycle d’orientation du collège, Académie de Bordeaux, p. 2). 
Suite à ces protestations, la technique par « addition » réapparaîtra d’ailleurs comme 
objet d’enseignement dans la version finale des directives officielles rentrées en vigueur 
en 1999. 
 

P envisage également le type de tâches : résoudre graphiquement un système 
d’équations (interventions 28, 30 et 36) : 
Type de tâches T2.b

2
 : résoudre graphiquement un système de deux équations à deux 

inconnues. 
Technique : P ne donne pas beaucoup de détails sur cette technique. Il évoque juste le 
passage de l’équation cartésienne (ax + b + c = 0) à l’équation réduite y = ax + b). 
(intervention 30) 
 

Côté « didactique », P insiste sur le fait que la technique de résolution graphique 
permet un rapprochement entre les fonctions affines et les systèmes d’équations 
linéaires ; d’après lui elle offre la possibilité de faire comprendre l’utilité de la 
représentation graphique (ou « du graphique ») des fonctions affines aux élèves 
(intervention 28 et 30) : 
 « Et puis bon globalement, j’aimerais qu’ils arrivent à faire une liaison entre… Parce qu’à aucun moment, pour 
l’instant, on n’a pas touché à la droite encore. Donc ils ont vu les machines et si tu veux ils sont pas encore passés de 
la machine183 au graphique. On l’a essayé une fois. Mais c’était une catastrophe donc on a laissé tomber… Donc de 
voir un peu le côté fonctionnel derrière. » 
A travers son intervention 36, il met également en avant que c’est justement la résolution graphique de systèmes qui 
permet de faire comprendre l’utilité de la représentation graphique des fonctions affines : 
« Enfin, tu vois, pendant que je suis en train de répondre, je suis en train de me rendre compte que derrière, plus que 
la résolution du système en tant que telle, c’est plutôt ça que je vois maintenant, c’est à dire vu qu’on a pas présenté 
les graphismes, enfin la représentation d’une droite, je me dis qu’à ce moment-là, là, il y a une utilité. Jusqu'à 
maintenant, pourquoi finalement, on va s'embêter à représenter une fonction sous forme d'une droite... On en a 
aucunement l'intérêt. Enfin, je veux dire : ça sert à rien. Alors que là, ça sert, parce qu'effectivement, je vais pouvoir 
trouver un point d'intersection, je vais pouvoir résoudre graphiquement. Alors qu'avant, bon à la limite, c'est joli 
pour un prof, mais pour un élève, il voit pas... Donc l'étude qu'on a commencé avec P’ sur se dire : on va présenter le 
graphisme, à commencer des études de droites, de courbes plus exactement si tu veux mais comme ça, sans les relier 
à des aspects fonctionnels et en fait la représentation graphique, je pense qu'elle va prendre de la valeur parce que 
justement, on va avoir les systèmes linéaires, enfin à mon avis. » 
En cela, le rapport de P à la résolution graphique des systèmes d’équations apparaît 
conforme aux contraintes institutionnelles contemporaines, voire modernes. 
 
• Connaissances didactiques sur l’enseignement des systèmes d’équations et de la 
mise en équations : 

                                                
183  P a présenté en cours les fonctions affines comme des « machines ». 
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Pour la plus grande part, nous ferons apparaître les organisations didactiques 
envisagées par P2 comme une spécification des organisations didactiques envisagées 
par P3. 
 
- P décrit un premier type de tâches T2 : introduire les systèmes d'équations par une 
activité préparatoire, qui est une première spécification de l’organisation didactique 
envisagée en +3 : T3. À travers ses interventions 27, 34 et 38, on dégage les spécificités 
suivantes : 
Type de tâches T2 : introduire les systèmes d'équations par des activités préparatoires. 
Technique « spécifique » :184 le « problème ouvert » permettant d’introduire les 
systèmes doit laisser la possibilité de deux principaux types de résolution : 
« arithmétiques » et « algébriques » (faisant intervenir l’outil « système d’équations ») 
Discours d’ordre technologico-théorique « spécifique » :  
Il s’agit de donner du sens à la méthode algébrique qui fait intervenir les systèmes par 
la mise en concurrence des stratégies arithmétiques, dans la résolution de problèmes 
« de la vie courante. » 
À travers les interventions 27 et 38 de P : les problème « ouvert » envisagé par P pour introduire les systèmes 
d’équations présente des solutions « arithmétiques » (ou qualifiées en tant que telles par P) et algébriques faisant 
intervenir un système d’équation ; le discours de P est centré sur l’activité choisie qui présente ces caractéristiques, 
c’est à dire « Cailloux ».  Il légitime ce choix par des propos d’ordre technologico-théorique sur la supériorité de 
l’algèbre par rapport à l’arithmétique (connaissances mathématiques de P) qui rendent cette technique « possible » et 
le justifie par les qualités prêtées plus généralement aux problèmes « ouverts » : ils permettent l’investissement d’une 
majorité d’élèves,  permet de donner du sens à l’objet système comme outil de résolution de problèmes. 
 
Cette organisation didactique envisagée par P autour d’une première rencontre avec 
l’objet système d’équations est conforme au rapport institutionnel contemporain étudié 
dans la partie B : comme dans l’activité du manuel étudié MCo1 1993, il s’agit 
effectivement d’introduire les systèmes d’équations comme outils de résolution de 
problèmes concrets contre d’autres stratégies de résolution spontanément mises en 
œuvre par les élèves. 
 
- P également imagine le type de tâches : introduire de « façon classique » les systèmes 
d'équations. Une organisation praxéologique, spécifiant T’3 à une première rencontre 
avec les systèmes d’équations est évoquée à travers l’intervention 44 de P et est 
détaillée dans les interventions 212 et 217 de P' (« Je faisais comme P, il a expliqué.. »). 
Type de tâches T'2 : introduire les systèmes d'équations de façon «classique».  Technique 
« spécifique »: le constat théorique à faire ici est : « une équation à deux inconnues a 
une infinité de solutions » pour donner une « raison d’être » aux systèmes. Discours 
d'ordre technologico-théorique « spécifique » :  Cette technique permet d'aborder plus 
facilement la résolution graphique de systèmes et d'envisager les « différents cas » 
d'ensemble de solutions 
 « Ben après, on faisait des présentations... Je peux même plus te dire quelle présentation je faisais. Je crois que je 
faisais une présentation d'une équation avec une inconnue, deux équations avec deux inconnues... Par exemple,  là, on 
a parlé des cas où ça marche pas, où c'est pas possible. » . On peut alors introduire en continuité la résolution 
graphique des systèmes d’équations avec les « trois cas » : « Et donc là quelque part à long terme... C'est pas possible 

                                                
184 On ne fait apparaître ici que les spécificités vis-à-vis des organisations « génériques » du 

niveau 3, associées à la notion mathématique « particulière » à enseigner. 
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lorsque les systèmes ont des coefficients particuliers, etc. Donc toute cette phase - là qu'on peut relier avec les droites 
parallèles, ensuite... C'est ce passage - là, si tu veux... Moi, maintenant, si tu veux, je vois que le graphisme, il est 
intéressant de le situer là, plutôt que de le situer à un moment un peu à froid. ». (interventions 212 à 215) : « Ben 
avant de faire CAILLOUX, je faisais comme P, comme il a expliqué. Tu démarres. Tu montres une équation à deux 
inconnues, tu t'aperçois qu'il y a une infinité de solutions et puis si tu as deux équations à deux inconnues et que tu 
veux vérifier à la fois les deux, ben tu trouves plus qu'une seule solution. » ; « Alors bien souvent, si tu démarres 
comme ça, tu démarres plus facilement avec le graphique parce que tu as une équation qui a une infinité de solutions 
donc toutes ces solutions sont des couples de nombres ; ça donne l'idée automatiquement de les représenter 
graphiquement puisque t'as des couples de nombres. Donc là c'est plus facile avec cette façon de présenter pour relier 
avec le graphique parce que donc tes points sont alignés, tu fais la deuxième droite et tu t'aperçois donc qu'il y a 
plus... Il y a un point d'intersection. C'est vrai que la résolution graphique elle est très intéressante pour les différents 
cas de systèmes, le nombre de solutions. C'est vrai que présenté comme ça, c'est plus facile à lier au graphique. » 
 
Cette deuxième organisation didactique construite autour d’un premier moment de 
l’étude des systèmes d’équations linéaires peut être rapprochée des contraintes 
institutionnelles de la période de contre-réforme : il s’agit d’introduire les systèmes en 
continuité des équations à deux inconnues (et en amont de l’équation à une inconnue), 
associés à deux droites du plan « géométriques », dans un discours qui reste dans le 
topos du professeur. Elle est péjorée par l’enseignant P qui la considère comme étant 
une manière de faire « obsolète ». 
 
- P envisage parallèlement à ces deux types d'introduction officielle des systèmes 
d'équations, des organisations didactiques liées à l'introduction des techniques de 
résolution algébrique par substitution et combinaison, qui apparaissent toujours comme 
des spécifications des organisations didactiques de niveau 3 (T3 et T’3) (interventions 27 
et 173 à 175) :  
Type de tâches T2.bis : introduire une méthode de résolution algébrique de système 
d'équations par une activité préparatoire  Technique « spécifique » : la mise en 
équations du problème « ouvert » choisi doit conduire à un système sous forme 
« canonique » relativement à la technique visée (c’est-à-dire une forme pour laquelle 
elle s’avère la plus économique). 
(interventions 173 à 175) :  « Moi, j'avoue avoir réfléchi longtemps pour essayer de trouver un système comparable à 
cailloux où on aurait pas d'autres (inaudible)... Mais j'avoue honnêtement.... Où on aurait pas de possibilités de 
substitution ou on aurait une stratégie plus lourde, de façon à trouver un truc un peu comparable. Alors moi, j'avais 
pensé à des systèmes de balances, etc, etc. (…) Ca serait intéressant, si tu veux, d'avoir un système pareil, assez, pour 
lequel ce serait évident qu'on puisse pas, ben que ce serait plus lourd parce qu'on peut toujours, quoi, un système 
additif. »  
 
De même, à travers l'intervention 27 puis 51, on voit apparaître l’organisation :  
Type de tâches T'2.bis : introduire une méthode de résolution algébrique de système 
d'équations de façon « classique ».  Technique « spécifique » : présenter la méthode par 
« ostension ». 
( interventions 27 et 51) : «  tu fais une présentation, à la limite... de deux choses l'une, bon, tu peux faire de manière 
ostentatoire : on fait semblant de chercher... mais très rapidement, au bout de 20 minutes, on dit aux élèves : vous 
pouvez faire comme ça, vous pouvez faire comme ci, ils marquent sur une fiche les deux systèmes de résolution et 
puis terminé ».Il voit cette technique didactique comme plus simple et peu coûteuse : « Bon la façon la plus simple », 
« Je ne sais pas ce qui serait intéressant, ce serait peut-être d'aller voir par exemple comment mon collègue (…), les 
fait, lui. Je crois que lui ne se fatigue pas. Justement, il fait ça, tac ». 
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P met l’accent sur le fait que la méthode de résolution par substitution apparaît « plus 
difficile » aux élèves que la méthode par addition si on l'introduit de cette manière : 
(Intervention 27) : « On s'aperçoit assez rapidement que si on procède comme ça... J'ai procédé comme ça pendant de 
nombreuses années, on a l'addition qui est la stratégie la plus simple et la moins coûteuse finalement et la plus 
facilement comprise par les élèves. (…) et donc la substitution, elle apparaît mal et elle a vraiment un gros poids 
contre elle. On l'amène de façon, on fait passer ça « au forceps » en fait. » ; « Ce qui fait que les gamins ont souvent 
l'impression qu'il y a des systèmes où ils vont avoir à faire de la substitution et puis il y a des systèmes où ils devront 
faire au contraire l'addition... Il y a des systèmes qui ne se traitent que d'une seule manière... Ils voient jamais que ça 
peut se traiter des deux façons. » 
 
- P envisage également une organisation didactique centrée sur le premier moment de 
l’étude de la résolution graphique des systèmes d’équations. Celle-ci apparaît comme 
une spécification de l’organisation générique de niveau 3 associé à T3 différente de celle 
envisagée pour introduire les méthodes algébriques : P met l’accent sur le lien entre 
représentation graphique de fonction affine et résolution graphique. 
À travers ses interventions 36 et 59, on peut dégager l’organisation didactique suivante : 
Type de tâches T2.ter : introduire la méthode de résolution graphique par une activité 
préparatoire 
Technique: donner des problèmes « de la vie courante » qui font intervenir deux 
fonctions affines et leurs représentations graphiques - commencer par un problème 
« concret » facile avec une fonction constante. 
Discours d'ordre technologico-théorique « spécifique » : 
Cette technique permet de faire le lien entre représentation graphique de fonction affine 
et équations de droites.  
Elle permet de « donner du sens » à la représentation graphique des fonctions affines. 
Ce sont des problèmes « types » du brevet. 
(Interventions 36 et 59) : « Donc tu vois, là, je suis actuellement plus marqué par le graphisme que je l'étais, il y a 
quelques années. Et donc... euh... le problème, c'est deux droites... Comme j'étais aux Arcs, j'étais sur les télésièges 
en train de penser à des histoires de forfaits, si tu veux, toutes ces histoires de forfaits avec un... des équations 
constantes, par exemple, le forfait 3 jours, le forfait 5 jours, le forfait 7 jours, etc, et donc travailler avec une droite 
de pente nulle et puis avec une droite avec une pente de style ax + b, enfin une affine quelconque. Donc là, c'est des 
modifications que j'ai apportées après coup parce que derrière, j'aimerais utiliser mes systèmes linéaires pour faire 
mieux comprendre l'intérêt d'un graphique... » ;  «  par exemple, le choix que je viens de faire sur les histoires de 
forfaits ou tickets à la semaine ou autre, ça me paraît intéressant en se disant que si finalement, on a une fonction 
constante, déjà ça élimine, en fait je retourne dans un cas où j'ai deux droites mais en éliminant un droite difficile, 
c'est à dire je sais qu'il y en a une qu'est facile, sui ne bougera pas, qu'est facile à tracer globalement... C'est à dire j'ai 
effectivement un truc intéressant de dire si je suis au dessus ou en dessous, ça va être intéressant au moment où ça se 
croise, ben ça va être la solution d'un système... ». 
Ce bloc practico-technique relevé à partir du discours de P, est en partie justifié et légitimé par l’organisation 
mathématique associé à la technique de résolution graphique que nous avons envisagé auparavant. En 28, P met par 
ailleurs en avant que le type de problème auquel il pense pour introduire la résolution graphique ressemble à des 
énoncés-types du brevet : « On a beaucoup de problèmes actuellement dans le cadre problèmes de brevet, annales, 
épreuves, où on a justement des situations qui se rapprochent de ça, c’est à dire des situations-problèmes où tu as 
deux fonctions affines et où on te demande de savoir à quel moment c’est plus intéressant de… ». 
 

A travers le discours de P, on relève également plusieurs connaissances relatives 
aux autres moments de l’étude des systèmes d’équations ou de la mise en équations. 
Presque toutes apparaissent comme une spécification des organisations didactiques 
envisagées par P3 à l’enseignement des systèmes d’équations. 



227 
 
- A travers l’intervention 83, P2 envisage d’organiser un travail personnel et autonome 
de ses élèves pour le travail des techniques de résolution des systèmes d’équations : il 
prévoit de leur donner des exercices d’annales corrigées de brevet sur les systèmes 
(spécification de T’’3.a). 
- En 100, P décrit une organisation didactique associée au travail et à 
l’approfondissement de la résolution de problèmes du 1er degré (se ramenant à des 
systèmes d’équations : 
Type de tâches T : organiser un travail et un approfondissement des techniques de 
résolution de problèmes du premier degré. 
Technique :  
Donner des problèmes concrets (classiques : des « bons vieux problèmes ») se 
ramenant à un système d’équations qu’il s’agit de résoudre algébriquement. 
Donner des problèmes « géométriques ». 
Donner des problèmes « qui nourrissent un rapprochement entre fonctions affines et 
systèmes linéaires » 
Discours d’ordre technologico-théorique:  
Il faut amener l’élève à réinvestir plusieurs fois les techniques de résolution de 
problèmes du 1er degré (introduites dans le cadre d’activités préparatoires) : il ne le 
fera pas spontanément. 
« 100/ P : Oui, oh ben, ce sont des problèmes qui sont tout à fait typiques (…).. Donc là, si tu veux, tu as justement le 
passage des systèmes qui sont normalisés, je veux dire classiques tels que tu les trouves dans tout bon vieux livre de 
mathématiques, et ensuite des problèmes où tu vas avoir les différences de nombres, etc. Hein, c’est à dire… euh… la 
différence des deux nombres est 24. Si on rajoute 8 à chacun… On retrouve finalement sous forme écrite ce qu’on 
avait dans « Cailloux »… les histoires de sandwich, de cafés, de machins (…). Donc ce que je te disais qui serait 
intéressant, mais alors bien après ce serait de passer une phase où tu aies le même type de problèmes avec un 
problème géométrique, c’est à dire à quel moment, l’élève va penser à resituer, à réinvestir ça finalement alors qu’il 
sera dans un cadre totalement différent, c’est à dire de le mettre dans un cadre géométrique. Par exemple a priori, je 
pense à des histoires d’aires ou périmètres, bon là, j’y pense déjà un petit peu (…).  Donc travail en géométrie, 
modélisation un petit peu du problème, etc… Arriver déjà à repenser qu’on a un aspect fonctionnel dans les deux cas 
et puis que ces deux fonctions, donc tu vois, c’est à ce niveau-là que je pense faire le lien avec les fonctions, hein ? Et 
puis, donc là, ce sont les dernières phases donc, c’est la fiche que j’ai prévue au niveau des problèmes… Bon, donc tu 
vois, ça c’est un problème que j’ai pris quelque part, ben dans les brevets, voilà, sujet complémentaire de brevet 
année 98 et puis ça ce sont les histoires de ski, avec les forfaits, où tu leur demandes de faire un graphique, donc tu 
imposes finalement la méthode, prendre un forfait tous les jours etc. Donc là, il peut y avoir… (…). Alors ce qui m’a 
fait penser à ça, c’est qu’on vient de faire un problème, je leur avais donné un problème d’annales dans lequel il y 
avait des histoire classiques qui sont des jouets…. 50F par jouet plus un forfait de 400F par semaine etc., etc. Alors 
bien qu’on ait fait, bien qu’il y ait un tableau, que ça avait l’odeur, ça avait le goût d’une fonction affine comme 
c’était pas possible, je veux dire, les élèves se, et qu’on avait travaillé longtemps là-dessus en début d’année, à aucun 
moment, j’ai eu aucun élève finalement sur les deux classes, qui ont vu une situation affine. C’est à dire, ils ont traité 
le problème de façon arithmétique, vécue (…). Mais aucun élève ne m’a réinvesti cette chose-là (…). Mais ça veut 
rien dire, je veux dire, mais quelque part, c’est bien la preuve que si on fait des systèmes etc et qu’on se replace dans 
un autre cadre, ils vont se resituer dans un premier temps comme ils vont se situer quand ils vont commencer 
« Cailloux ». » 
 

Le corpus de problèmes à mettre en équations  à titre d’applications, envisagé par 
P, dans les propos cités ci-dessus, est très proche de ceux qu’on a pu étudier dans les 
manuels contemporains : il évoque à la fois les problèmes concrets ou géométriques 
correspondant à une reprise partielle du corpus d’énoncés de la période classique et les 
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énoncés dérivant de la réforme, qui font intervenir l’outil système d’équations en lien 
avec les représentations graphiques de fonctions affines. 
 
- A travers les interventions 74 à 79 et 90, on peut dégager des spécifications de 
l’organisation didactique T’’3.b, relatives au moment d’institutionnalisation de 
connaissances nouvelles sur les systèmes d’équations :  
- il s’agit d’une part à la suite d’une activité préparatoire sur les systèmes d’équations 
(type « Cailloux ») de mettre en place une phase de résumé écrit, éventuellement 
collective pour inviter les élèves à avoir une position réflexive sur cet outil de résolution 
algébrique. 
- En fin d’année, dans la phase de « résumé-interview » envisagée par l’enseignant, il 
s’agit de « faire le lien entre fonctions affines et équations » (interventions 71 à 75). 
 
- En 81 avant d’expliquer les objectifs d’un devoir à la maison (voir niveau 3) dans le 
cadre de son enseignement, P affirme qu’il n’envisage pas un tel devoir de recherche sur 
les systèmes d’équations :  
« 80/ L. / D’accord. Et est-ce que tu donnes des devoirs à la maison sur les systèmes linéaires de deux équations à 
deux inconnues. 
81/ P : Ah priori, j’en ai pas prévu… mais euh… » 
 
On peut supposer que c’est à relier à ses enjeux didactiques sur les systèmes 
d’équations : P n’évoque pas la possibilité d’approfondir l’exploration d’un travail 
algébrique ou graphique sur les systèmes ; il semble s’agir pour lui essentiellement de 
« travailler des techniques ». Ainsi affirme-t-il en 69 :  
« 69/ P : (…). C’est une partie qu’ils (les élèves) aiment bien en général dans le sen où c’est très technique en fait… 
Dès qu’ils ont compris que t’avais deux façons de résoudre, c’est un truc qui, où ils réussissent. » 

 
Ceci paraît somme toute conforme au système de contraintes institutionnelles 

contemporaines : nous avons pu constater dans la partir B.2 que l’affaiblissement de 
l’algèbre enseignée à cette époque conduit à un appauvrissement de l’étude des 
techniques de résolution des systèmes d’équations. 
 
- En 84, il envisage la possibilité d’un devoir en classe sur les systèmes d’équations 
pour évaluer les savoirs exigibles sur les techniques de résolution algébrique et 
graphique des systèmes d’équations :  
« 84/ P : Non, tu as toute cette phase de préparation et en suite, on arrive au truc et puis après, certainement un devoir 
en classe de systématisation sur les systèmes, résolution donc, avec un cadre de départ graphique par exemple, on 
pourra voir par exemple le passage à un système, naviguer un peu sur les différences… et puis des résolutions bêtes 
et brutales, je dirais de façon à voir si c’est acquis et puis bon tu leur dis ça, ça peut tomber au brevet parce que c’est 
effectivement leur inquiétude en fait. »  
 
• Milieu M2 / M-de de projet (⊃ S1) 
« Le milieu M2 avec lequel P2 interagit (…) est constitué aussi bien de situations vécues dans le passé, de 
celles qui sont constituées par l’observation de la situation en cours, de celles qui sont prévues pour le 
futur. » (Margolinas 1998, p. 39). 

On retrouve les trois principales composantes du milieu M3, spécifiées à 
l’enseignement des systèmes d’équations et de la mise en équations : 
- les situations d’enseignement des systèmes d’équations déjà vécues par P (notamment 
celles associées à l’activité « Cailloux »). On peut trouver dans le discours de P, de 
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nombreuses références aux situations d’introduction et d’enseignement des systèmes 
d’équations passées : « Oui alors, justement ça, c’est à dire que naturellement si on fait des systèmes 

d’équations de façon assez classique »  
- Les situations d’enseignement des systèmes d’équations des collègues connues de P. 
- Les « activités préparatoires », les problèmes tirés de revues (comme petit x), de 
manuels, ou d’annales de brevet. 
 
En interagissant avec M2 avec ses connaissances mathématiques et didactiques, P2 
imagine les conditions de l’organisation de l’étude  des systèmes d’équations en classe 
de Troisième. Il construit son projet d’enseignement des systèmes et de la mise en 
équations. Il envisage essentiellement les « premières rencontres » avec les types de 
tâches résolution algébrique des systèmes d’équations suivantes : 
- Il choisit l’activité préparatoire « Cailloux » pour introduire les systèmes d’équations 
et la technique de résolution algébrique par substitution. Il aimerait pouvoir utiliser des 
problèmes concrets pour introduire ensuite avec la technique de résolution par addition 
mais insistant sur la difficulté de trouver ou construire de tels énoncés, il envisage de 
l’aborder d’une manière dite « classique », c’est à dire par ostension. 
- P imagine un problème concret type « Forfait de ski » pour introduire la résolution 
graphique de systèmes en lien avec la représentation graphique de fonctions affines. 
P évoque d’autres moments de l’étude :  
- Il imagine un travail autonome de l’élève centré sur les techniques de résolution 
graphique ou algébrique à partir d’annales corrigées de brevet. 
- Il prévoit un moment d’évaluation du travail de ces techniques à l’occasion d’un 
devoir en classe. 
- P envisage également un travail et un approfondissement du type de tâches 
« résolution de problèmes du premier degré » à travers un corpus d’exercices très 
proches de ceux étudiés dans les manuels « contemporains ». 
- Enfin, P évoque des gestes qui relèvent de l’institutionnalisation des connaissances sur 
les systèmes d’équations, à la suite d’activités préparatoires, ou en fin d’année : il 
envisage d’organiser des phases « collectives » de « résumé ». 
 
Le graphe suivant donne un point de vue synthétique sur les différents éléments du 
projet d’enseignement des systèmes d’équations envisagé par P2 :  
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Introduction des systèmes d’équations et 
de la technique de résolutiuon algébrique 
“par substitution” à travers une activité 
préparatoire

LES PROBLEMES “CAILLOUX”

Résolution algébrique 
des systèmes d’équations

Introduction  de la technique de résolutiuon 
graphique à travers une activité préparatoire

LE PROBLEME “FORFAIT DE SKI” : 
(énoncé faisant intervenir l’outil système et  les fonctions 
affines)

Introduction de la technique de résolution “par 
addition”

PAR “OSTENSION”

Résolution graphique des 
systèmes d’équations

- Travail autonome des élèves, des techniques de résolution de systèmes 
(problèmes d’annales corrigées du B.E.P.C.)

- Devoir en classe sur les techniques de résolution des systèmes

- Travail des élèves en classe sur des problèmes “concrets” ou “géométriques”  à mettre en 
équations (énoncés “classiques” - dérivés de la réforme) 

Premières rencontres avec les systèmes d’équations 

Autres moments de l’étude des systèmes d’équations : travail de la technique, approfondissement et 
exploration d’un type de tâches, évaluation, institutionnalisation

- Phase de résumé “oral” ou “écrit” pour institutionnaliser des connaissances “nouvelles” : 
à la fin d’une activité
à la fin de l’année (liens entre  fonctions affines et systèmes)

 

I.2.c Niveau 1 : Situation de projet 

M1: 

M-didactique 

E1:  

E-réflexif 

P1:  

P-projeteur 

S1:  

Situation de projet 

 « Quand le professeur est dans la position P1, prépare son cours, ce qu’il organise est la situation 
objective, à savoir le milieu matériel et l’acteur objectif. Il doit choisir quelles sont les figures sur 
lesquelles portera le travail, les conditions des rapports prévus et les attendues, au début ou comme 
résultat de l’enseignement envisagé de la part de l’élève. » (Fregona 1995, p. 31). 
« Dans la situation de projet, P1 choisit un problème, en écrit le texte et organise les interactions que les 
élèves auront avec ce texte. Il produit le texte du problème que nous avons analysé dans l’analyse 
ascendante. Il organise le travail en groupe à partir de la réalité concrète de sa classe, prévoit les 
différentes stratégies que peuvent utiliser les élèves, les erreurs qu’ils peuvent commettre et les difficultés 
qu’ils peuvent rencontrer, et les aides qu’il apportera éventuellement sans nuire à l’apprentissage. Il 
détermine ce que seront les rôles de E0 et P0 : ce que E0 va apprendre et ce que P0 va institutionnaliser , 
au niveau du problème proprement dit et un niveau plus général qui serait celui de l’élève E1, réflexif par 
rapport à la situation S0. » (Perrin 1999 a, p. 27). 
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Les connaissances de l'enseignant en position P1 sont celles qui justifient la 

construction de la séquence associée à l’activité préparatoire « Cailloux » (choisie au 
niveau +2) (passée) : P1 met en jeu ce qu’il sait ou prévoit des connaissances 
mathématiques apprises par un élève générique à travers cette activité (il imagine un 
élève générique E1) et des connaissances didactiques liées à l’installation de la 
séquence en classe. 

 
• Connaissances didactiques sur la « construction » et la « gestion » de la séquence 
associée aux problèmes dits de la « vie courante » : « Cailloux »  
- Pendant l’entretien, on relève un premier type de tâches envisagé par P1 : organiser 
une suite de problèmes « Cailloux » (extraite d’une fiche d’activités petit x) 
(interventions de 135 à 157 (dialogue entre P et P’) et 167) : 
Type de tâches TP1

1 : organiser une suite de problèmes « Cailloux ».  
Technique:  
1/ Modifier la suite initiale d’énoncés : réduire le nombre d’énoncés par rapport à la 
fiche de départ tout en gardant une certaine diversité de problèmes (équilibrer les 
« multiplier » et les « additionner »). 
2/ Ne pas faire d’autres modifications aux énoncés de départ, ne pas changer les 
« coefficients ». 
Discours d'ordre technologico-théorique : 
1/ réduire le nombre de problèmes car la résolution de trop d’énoncés similaires peut 
lasser les élèves. 
2/ Les choix faits par les auteurs de la fiche initiale sont pertinents. « Les variables 
didactiques ont été bien choisies ». Une petite modification peut changer 
complètement le sens de la préparation de départ.  
(Interventions 135 à 157 et 167) : « Mais là t'en as enlevé par rapport à la version originale ? (…) Je les ai changés 
mais pas cette année. ». Il justifie et légitime ce choix en évoquant le fait que la résolution de l’ensemble des 
problèmes » de « Cailloux » de la série initiale peut « lasser » les élèves : « Moi, il me semble remarque que sinon, 
ici, ça en fait un petit peu trop. » ; « Je crois moi les avoir réduits. Je crois maintenant me souvenir les avoir réduits 
parce qu'au bout d'un moment, t'avais une forme de lassitude. ». P et P’ discutent également autour d’un équilibre à 
conserver entre les énoncés de type « multiplicatif » et de type « additif » ; il faut néanmoins faire attention à garder 
une diversité (pour éviter justement que les élèves ne se lassent d’autant plus) : « Parce que ici entre les deux tas de 
cailloux, c'est un lien additif. Tandis qu'à partir du cinq, le lien entre les deux tas de cailloux, c'est un lien 
multiplicatif : le premier tas a trois fois plus de cailloux que le deuxième... Ben, si moi je pense qu'il faut quand 
même en faire mais pas cinq. Il y en a trop après. Tu vois parce que t'es tout de suite passé... Non, non, tu as tout mis 
: regarde : deux moins, deux plus. Mais toi P, t'as pris que les additifs, t'as pas pris ceux-là ? Donc là, il faut en 
reprendre... ». P et P’ insistent tous deux sur le fait qu’il ne faut pas faire d’autres modifications aux énoncés 
initiaux : « Sur toute la phase de départ aucun changement. J’ai essayé d’en faire les premières années et puis vu que 
les variables avaient été très bien choisies, je me suis aperçu qu’en fait c’étaient des erreurs. En fait les erreurs, je les 
ai effectivement faites : j’ai fait des changements et puis je me suis rendu compte que les choix qu’avaient fait Q et 
Q’ avaient été des choix tout à fait pertinents (…). Je me suis aperçu que des p’tites choses finalement changeaient 
complètement la préparation, enfin changeaient le sens de la préparation de départ. » ; « il faut rien changer parce 
que tout a été bien choisi et bien pensé, hein. Faut pas changer les coefficients. » 
 
- P envisage également d’autres types de tâches associés à la construction d’un scénario 
permettant de mettre en scène l’activité « Cailloux ». (Interventions 90, 112 à 118, 122 
à 131, 161 à 167 et 458) :  
Type de tâches TP1

2 : organiser une mise en scène associée à « Cailloux » 
Technique: Organiser la séquence en quatre temps : 
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1/ Organiser une phase de travail individuel ou par petites équipes sur les énoncés 1 à 
4. Donner la fiche sans commentaires. Observer les différentes stratégies qui 
apparaissent en classe (P1 se projette en P-1). 
2/ organiser une phase de bilan : faire un tour de table pour savoir quelles ont été les 
méthodes utilisées (institutionnalisation des différentes stratégies : P1 se projette en 
P0 interagissant avec E0) 
3/ Passer à la suite des énoncés « à trois tas ». « on les laisse faire pour la suite » 
4/ Institutionnaliser les connaissances nouvelles en fin de séance. 
Discours d'ordre technologico-théorique relatifs à chacun des temps du scénario de P 
: 
1/ Les élèves trouvent assez vite chacun des stratégies, utilisent différentes méthodes 
de résolution (dessins, algébriques, arithmétiques). La situation « est relativement 
adidactique ». D’après P, les élèves adoptent parfois des stratégies originales. 
2/ Il s’agit que les élèves constatent les différentes méthodes utilisées et les comparent 
pour voir laquelle est la plus efficace. (« Donc on regarde, on essaie de prouver que le dessin, c’est 
peut-être pas… M’enfin bon, on dit rien en tant que tel… »). Il faut faire un « tour de table » avant de 
passer aux énoncés « à trois tas » : P et P’ identifient un saut de complexité dans ce 
passage de « deux à trois tas » pour les élèves (« Après tu passes à trois tas, donc là, il va y avoir 
un moment de panique chez les élèves. ») qu’il faut négocier 
3/ Le troisième temps est relatif au deuxième moment de l’étude, celui d’un « travail 
de la technique algébrique par substitution ». 
4/ Il faut institutionnaliser les connaissances nouvelles car ce n’est pas du tout évident 
que les élèves retiennent autre chose « qu’une histoire de Cailloux ». 
- (Interventions 112 à 128) : « Ah, ben on donne la fiche aux élèves et (…) – Ben justement, on la donne sans rien, 
sans commentaire – Vous la donnez… Donc ils l’ont individuellement ? – Oui individuellement. Et plus ça va plus 
je la donne sans commentaire – sans commentaire, sans rien » ; « Mais à la limite si tu veux, peut-être qu’il serait 
intéressant de faire verbaliser par petits groupes, par doublets, par groupe de 3, 4 si tu veux pour qu’ils soient pas 
trop nombreux ensuite à voir un peu d’une façon pratique, une fois qu’on a fait les quatre cas » ; « alors, voilà, à 
partir de là, moi j’arrête à peu près (…) au quatre – Oui voilà parce que là, il y a trois tas, pareil. – Au quatre on fait 
un break. ». 
(Interventions 27 et 458) P justifie et légitime ce choix en évoquant le fait que les élèves, même ceux en difficulté, 
s’investissent dans la résolution de cette série de problèmes (il l’associe au caractère « ouvert » de cette activité) : 
« Alors que justement la situation « Cailloux », elle permet à mon avis donc de se dégager du cadre mathématique 
dans un, premier temps. Donc les élèves en particulier, il y a un truc tout bête mais je veux dire que les élèves qui ne 
sont pas forcément bons, vont se mettre dans cette situation assez facilement (…). »  Par ailleurs, selon lui (en 158 et 
160) les élèves construisent spontanément des stratégies de résolution diverses voire « originales » pour résoudre ces 
quatre premiers énoncés : « Bon ça y est ils ont compris, ils ont trouvé chacun des stratégies. Moi, j’ai eu cas… moi, 
je me souvenais d’un p’tit Turc qu’avait une stratégie… Il faut que je retrouve la méthode. Il avait une méthode, une 
méthode assez étrange… (…). J’aimerais retrouver parce que c’était un truc qui marchait bien qui était très très 
lourd, dès qu’en plus ça se complexifiait mais qui marchait à tous les coups effectivement, qui était une stratégie qui 
était hors de celles qu’on connaissait. ». 
- P et P’ envisagent de faire un bilan des méthodes de résolution utilisées après la résolution du 4ème énoncé dans la 
classe avant de poursuivre : « Donc, si tu veux, on fait une sorte de tour de table pour savoir quelles ont été les 
différentes méthodes utilisées, etc. Voir comment ils s’y sont pris.  Voilà, on les note en général ». Les deux 
enseignants justifient ce choix par le fait qu’il existe selon eux un saut de complexité dans le passage de 2 à 3 
tas qu’ils identifient par un « moment de panique » chez les élèves : « C’est les cas où en fait, on va avoir 
simplement 2 tas. Après tu passes à 3 tas donc là il y a un moment de panique chez les élèves ». Cela permet 
également selon P, que les élèves comparent les différentes stratégies utilisées et on peut commencer à les aiguiller 
vers la « plus efficace » : « Parce qu’on a souvent des résolutions par dessins (…). Donc on regarde, on essaie de 
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prouver que le dessin, c’est peut-être pas… M’enfin bon, on dit rien en tant que tel ». 
-  En 162, P envisage de « laisser faire pour la suite » : « Puis on laisse faire pour la suite, parce que la suite, bon 
alors là donc… ». Il ne fait pas de commentaire sur des difficultés éventuelles d’élèves dans la résolution de cette 
dernière série de trois énoncés « à trois tas ». 
- En 90, P évoque la nécessité d’organiser en fin de séance une phase d’institutionnalisation des connaissances 
nouvelles (associées aux systèmes d’équations et à la résolution par substitution) acquises par les élèves au cours des 
trois premiers temps de cette séquence. Il explique que selon lui, ce n’est pas du tout évident que les élèves aient 
d’eux-mêmes une position réflexive vis-à-vis de cette activité : « Non c'est pas du tout évident. Je veux dire, dans un 
premier temps, ils vont voir les cailloux, encore une vague histoire d'un prof qui s'embête avec des histoires de 
cailloux alors qu'il a qu'à compter ses cailloux, je veux dire... donc ça.. »  
 
- Les deux enseignants P et P’ interrogés ne semblent pas avoir tout à fait les mêmes 
prévisions quant au résultat d’une telle mise en scène. Pendant l’entretien, P’ laisse 
entendre que l’activité « Cailloux » n’engendre pas autant de stratégies originales ou 
« arithmétiques » que P semble le supposer : « Moi, du point de vue des méthodes, j’ai pas rencontré 

de trucs extraordinaires, franchement… » 
Nous n’avons pas étudié en profondeur le discours de P’ qui intervient à la fin de cet 
entretien, mais son projet semble être légèrement différent de celui de P : à l’issue de 
cette activité, P’ attend essentiellement que les élèves sachent résoudre des systèmes par 
substitution : il s’agit sans doute pour lui de s’engager rapidement dans un deuxième 
moment de l’étude et d’organiser un travail significatif de la technique « par 
substitution ».  
A l’opposé P insiste plutôt sur l’organisation d’un premier moment de l’étude ou d’une 
première rencontre avec une organisation mathématique spécifique des systèmes 
d’équations : il met l’accent sur le fait d’introduire les méthodes de résolution 
algébrique contre les méthodes arithmétiques ; il envisage également un travail de la 
technique « par substitution » mais sans que cela constitue l’objectif essentiel des 
problèmes de « Cailloux » pour P. 
- On verra par la suite que P sera justement amené à modifier ce premier scénario 
envisagé pendant l’entretien pour faire apparaître des stratégies de type non algébrique 
dans sa classe.  
 
• Connaissances mathématiques de l’élève E1 à l’issue de l’activité « Cailloux » 
« prévues par P1 »  
 

Au niveau surdidactique +1, P imagine également les apprentissages d’élèves en 
position E1 (réflexive par rapport à la situation didactique S0 qu’il prévoit de mettre en 
place) : quelles sont ses exigences didactiques à travers la situation « Cailloux » ?  
D’après les interventions 27 , P prévoit que les élèves en position E1 vont retenir que :  
- La technique algébrique est plus efficace que des méthodes dites « arithmétiques » 
pour la résolution de problèmes concrets.  
- Les systèmes d’équations sont des outils pertinents de résolution de ces problèmes. 
Type de tâches TE1 : résoudre la série de problèmes concrets de « Cailloux » 
Techniques�  Deux types principaux de techniques (mises en œuvre par les élèves) 
qualifiées par P de :  

a. (1) arithmétiques (éventuellement avec des dessins) 
b. (2) algébriques avec l’outil système d’équations 

Discours d'ordre technologico-théorique : 
(2) Le système d’équations est un outil pertinent de résolution de problèmes concrets : 
il permet une résolution efficace, économique, « normée » et facilement 
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« communicable ». 
(Interventions 27, 34, et 38) P prête à la mise en scène des problèmes  « Cailloux » mise en scène toutes les 
caractéristiques d’une activité préparatoire à l’introduction des systèmes d’équations ( niveau 2) : 
- Les « gamins ont des tas de stratégies » arithmétiques ou algébriques pour résoudre ces problèmes « cailloux ».  
- Les méthodes de résolution algébrique leur apparaissent à un moment comme plus facilement communicables, 
économiques : « l’algébrisation, là à mon avis, elle va prendre de la valeur parce qu’on va avoir très vite des 
problèmes de communication où il faut citer des choses, c’est à dire qu’on a très vite le problème de dire le gros tas, 
le petit tas par exemple. Donc là, on va voir, peut–être que x ou y, ça va sortir mais au départ, on n’en parle pas. 
Alors dans un premier temps, on va faire des dessins, c’est à dire, on a des tas, on fait des dessins… Alors ce qui se 
passe, ce que j’ai vu les autres années, c’était ça : ils font des dessins et puis il y en a un qui fait un petit par dessus et 
puis il dit : j’enlève le petit truc qu’est par dessus… » 
- L’activité « Cailloux » permet de montrer aux élèves les systèmes d’équations comme outils de résolution de 
problèmes. 
 
- P prévoit que les élèves en position E1 apprennent à résoudre algébriquement les 
systèmes d’équations par substitution. 
Type de tâches T’E1 : résoudre les systèmes d’équations auxquels se ramènent les 
problèmes de « Cailloux » 
Technique � technique algébrique par substitution. 
Discours d'ordre technologico-théorique : 
Dans ce cadre, la technique algébrique par substitution est plus « économique » 
pour résoudre les systèmes d’équations de forme canonique 



(x1 = x2 + b) ou (x1 = bx2 )

x1 + x2 = c ou 

(x1 = x3 + b) ou (x1 = bx3),(x2 = x3 + c) ou (x2 = cx3)

x1 + x2 + x3 = d  

(Intervention 27), P affirme que dans la résolution algébrique des problèmes de « Cailloux », les élèves adoptent 
« naturellement » la méthode par substitution : « On introduit très facilement la substitution ». (Intervention 110) P’ 
marque son accord à ce sujet :  « Donc elle marche très très bien pour introduire la méthode de résolution par 
substitution, parce que c'est vrai qu'avec la fiche CAILLOUX, on peut pas faire de résolution par addition et c'est la 
méthode qui est la moins, la plus difficile pour les élèves, la méthode de substitution. » (Intervention 27) P justifie 
cette affirmation : en fait c’est cette technique qui apparaît comme la plus « économique » pour résoudre les 
systèmes d’équations auxquels se ramènent ces énoncés de « cailloux » : « et ensuite dans ce cadre là [c’est à dire 
celui de l’activité « Cailloux »], la substitution, c’est la méthode la plus économique, c’est celle qui vient. » 
 
 
• Milieu M1 / M-didactique (⊃  S0) 
Le milieu didactique M1 avec lequel interagit P1 dans le situation de projet comprend 
ici l’ensemble des situations vécues (passées, envisagées ou imaginées) associées à la 
mise en place de l’activité « Cailloux » dans des classes de Troisième. La composante 
« passé » est loin d’être nulle : P se réfère souvent à des épisodes passés ; c’est la 
troisième année qu’il met en place cette activité dans une classe de Troisième  (« Et 
l’année suivante, bon, ben là, ça va faire trois ans et puis là, je modifie un petit peu… »). 
 

En interagissant avec M1 avec ses connaissances didactiques, P1 imagine des 
conditions d’installation de l’activité « Cailloux » dans sa classe : il rédige le texte des 
problèmes proposé aux élèves, prévoit un scénario de la séquence en classe en quatre 
temps (décrit plus haut) et envisage des enjeux didactiques en termes de connaissances 
d’élèves à l’issue de cette séquence. 
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Un événement « intéressant » : modification du milieu M1 provoquant un changement 
dans les choix et décisions de P1 
Entre la date de notre entretien avec P (et P’) et l’observation de réalisation du projet de 
P, il s’est produit un événement qui éclaire les jeux de connaissances de P en position 
P1. P a réalisé son projet de la manière envisagée ci-dessus dans une autre classe de 
Troisième (le vécu associé à cette situation passée vient compléter M1). Or au cours de 
cette séquence, P a constaté un décalage entre ses prévisions et ce qui s’est réellement 
passé, remettant en question l’enjeu didactique qu’est la mise en concurrence 
arithmétique-algèbre. En interagissant avec ce nouveau milieu M1, il décide de changer 
le premier scénario en proposant au préalable à la classe observée le problème 
« Bouchon et Bouteille » (que nous prenons en compte dans notre analyse ascendante). 
Les raisons données par P sont que ce problème induit des stratégies de type 
arithmétique et de ce fait « ouvre » la situation d’enseignement associée aux problèmes 
« Cailloux » : il envisage un nouveau scénario en cinq temps pour atteindre ses objectifs 
didactiques. 
Citons les propos de P « à chaud » (juste avant de rentrer en classe avec lui lors de la 
première séance observée) :  
« 4/P : J’ai donné des feuilles à une classe (de l’activité « Cailloux » initialement prévue) et c’est là en voyant si tu 
veux un élève qui de suite semble aller à mon avis un peu trop vite, c’est à dire vu comme on donne dans « Cailloux » 
les x et les y si tu veux, on induit très fortement la mise en équation… et l’idée d’équation. Donc c’est pour ça que 
j’ai pensé que là avec l’autre classe, je pouvais faire… la faire plus ouverte, faire un problème beaucoup plus ouvert 
(…).Voilà, (P montre la feuille avec le problème « bouchon et bouteille » et « Éléphant »). Donc là, j’ai mis les deux, 
deux trucs, mais si tu veux, je ne vais leur donner que « le bouchon » (…). Mon idée, c’est de… ils n’ont pas de 
fiches, c’est donc de le faire oralement. Tiens, j’ai un problème ! Comme ça, on a l’impression que ça vient comme 
un cheveu sur la soupe. C’est un peu une idée pour que cela soit pas prédestiné. Voilà. » 
 
 

I.2.d Niveau 0 : Situation didactique S0  

M0 : 

M-d’apprentissage 

E0 :  

E-Élève 

P1 :  

P-Professeur 

S0:  

Situation didactique 

« Dans la situation S0, P0 gère la situation didactique, c’est à dire la dévolution du problème et 
institutionnalise les connaissances nouvelles. Il est attentif à ce qu’il a déterminé dans l’analyse a priori 
mais au moment de la réalisation, il devra aussi prendre en compte ce qu’auront fait les élèves dans la 
résolution, ce qui suppose qu’il soit présent comme observateur dans la situation d’apprentissage en 
position P-1. » (Perrin-Glorian 1999, p. 28). 
« Les connaissances en jeu pour le professeur sont celles qui lui permettent de prendre des décisions 
didactiques dans le présent de la situation ». (Margolinas 1994, p. 39). 

Au niveau 0, on considère les connaissances mises en jeu par P pour assurer la 
dévolution de la série de problèmes (élaborée en position P1), la gestion de la séquence 
en classe : il imagine les aides qu’il va être obligé d’apporter publiquement à l’ensemble 
de la classe, les décisions qu’il va prendre en situation en fonction de ses observations, 
les différentes connaissances à institutionnaliser… C’est une position où il se retrouve 
en quelque sorte « pris en sandwich » entre ce qu’il aperçoit (ou prévoit d’apercevoir) 
en classe en position P-1 et ce qu’il a prévu en position P1 (ou ses enjeux didactiques). 
 
• Connaissances mathématiques de l’élève E0 durant la séquence associée à 
« Cailloux » (« prévues par P0 ») - Connaissances didactiques de P0 associée à 
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d’éventuelles interventions sur des connaissances supposées acquises car 
nécessaires à l’émergence de la connaissance visée. 
 

P0 prévoit des difficultés de la part de ses élèves de Troisième engagés dans la 
résolution algébrique des problèmes de « Cailloux » et imagine différentes interventions 
publiques pour y remédier et assurer l’émergence de la connaissance visée : 
l’enseignant interrogé évoque des difficultés spécifiques à la réutilisation de règles 
élémentaires de calcul algébrique introduites en classe de quatrième (interventions 25 et 
67) :   
Type de tâches TE01 : résoudre des équations du premier degré 
Technique: techniques élémentaires de calcul algébrique. 
Type de tâches TP01 : rappeler les règles élémentaires de calcul algébrique du type : 
« ajouter le même terme aux 2 membres de l’égalité ». 
(Interventions 25 et 67) P évoque que les élèves ont à réinvestir des techniques de calcul enseignées en classe de 
Quatrième mais parfois encore mal « acquises » (pour résoudre les équations du premier degré à une inconnue 
obtenues après une substitution) : « Ben, tu as tous les passages : ajouter deux… tout le travail sur les égalités, c’est 
à dire ajouter le même terme aux 2 membres de l’égalité. Et on voit que ça, c’est mal acquis souvent. » ; « Voilà, on 
retrouve des choses qui sont enterrées depuis longtemps, je dirais des règles d’action qui sont tout à fait, qui 
reviennent, qui sont récurrentes, je veux dire et donc… Parce qu’on peut considérer les règles élémentaires de la 
résolution d’une équation du premier degré sont loin d’être acquises à ce stade-là… Hein ils connaissent, ils 
manipulent… Mais il suffit d’un tout petit truc et tu t’aperçois finalement que c’est pas totalement acquis. » 
 
• Connaissances didactiques associées au processus « d’institutionnalisation » des 
connaissances visées. 

« L’institutionnalisation est d’une certaine manière le mouvement inverse et complémentaire de celui de 
dévolution. En particulier, dans l’institutionnalisation, le maître reprend nécessairement sa position par 
rapport au savoir. Quand il « officialise » une notion, en la reliant au savoir culturel, c’est en tant que 
« savant ». » (Margolinas 1993, p. 137). 

Dans le scénario imaginé en position P-1, P a imaginé plusieurs phases de bilan 
ou d’institutionnalisation « intermédiaires » avant la fin de l’activité.  
Durant l’entretien, P évoque à plusieurs reprises les difficultés qu’ont certains élèves à 
changer de stratégies et suggère la nécessité de phases de bilan où il évalue 
publiquement les stratégies d’élèves. Suivant Margolinas (1993), nous considérons ces 
phases de bilan comme cruciales pour le processus d’institutionnalisation des 
connaissances enseignées. 

« Le maître rétablit progressivement la dissymétrie du point de vue du savoir. Dans les phases de bilan, 
le maître peut intervenir et les formulations des élèves ont lieu aussi pour lui. Nous pensons que ces 
phases sont cruciales pour le processus d’institutionnalisation. Le maître peut rester dans une attitude 
totalement neutre mais la qualité de formulation des stratégies d’élèves ne dépend pas seulement d’une 
efficacité du message par rapport à un problème mathématique. Ces formulations ont lieu aussi pour le 
maître. Mais l’analyse des phases de bilan montrent bien comment le processus d’institutionnalisation, 
symétrique du processus de dévolution, ne dépend pas uniquement de la volonté du maître mais aussi de 
celle de l’élève.(….) Ils acceptent activement de sortir du contexte, de s’exprimer. Ils participent 
activement au processus qui permettra enfin au maître d’institutionnaliser la connaissance acquise. » 
(Margolinas 1993, p. 138). 

A travers les interventions 160, 162 et 129, on identifie les différentes techniques 
didactiques associées au type de tâches : organiser une phase de bilan des différentes 
stratégies d’élèves apparues pendant l’activité « Cailloux » suivantes :  
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Type de tâches T’P01 : organiser une phase de bilan des différentes stratégies d’élèves 
apparues pendant l’activité « Cailloux » 
Techniques :  
(1) faire verbaliser les différentes méthodes « arithmétiques » et « algébriques » 
utilisées par petits groupes d’élèves / leur demander d’expliquer aux autres, de donner 
un mode d’emploi. 
(2) montrer les « défauts » de certaines techniques arithmétiques (de manière 
« ostensive » : « sans rien dire en tant que tel »). 
(3) « piéger » les élèves qui conservent des stratégies arithmétiques / leur donner un 
énoncé à résoudre où leurs techniques de résolution ne « marchent pas ». 
Discours d’ordre technologico-théorique : Un des enjeux didactiques de la situation 
« Cailloux » (envisagé en P-1) est de montrer que la technique de résolution 
algébrique est plus facilement communicable (1), plus économique (2), de portée plus 
large (3) que les techniques arithmétiques de résolution. 
(Intervention 129)  P prévoit de demander aux élèves de « verbaliser » ou d’expliquer  les méthodes utilisées dans  la  
résolution des problèmes « Cailloux » : « C'est à dire : leur demander si on a à donner un mode d'emploi, bon, ben, 
qu'est ce qu'on fait, quoi, par exemple ? » (P2 au niveau 2 « sait » que les stratégies algébriques sont plus facilement 
communicables, c’est pourquoi au niveau 0, P0 espère ainsi favoriser « l’algébrisation » dans les phases 
d’institutionnalisation) 
(Intervention 162), son discours suggère qu’il pense également à montrer les défauts des résolutions de type 
arithmétique aux élèves, de façon « ostensive » : « Parce qu'on a souvent des résolutions par dessins, moi si tu 
veux... Donc on regarde, on essaie de prouver que le dessin, c'est peut-être pas... M'enfin, bon, on dit rien en tant que 
tel » 
(Intervention 160), il envisage également de « piéger » les élèves qui conservent des stratégies autres 
qu’algébriques ;  c’est à dire de leur proposer un énoncé où leurs techniques de résolution seraient mises en défaut :  
« Ben moi c'était ce p'tit Turc qu'était pas un bon élève, d'ailleurs, qu'était différent des autres, quoi. Et alors, il a 
jamais voulu passer à autre chose que sa méthode de résolution et chaque fois alors, tu essayais de le piéger. Je me 
disais il y a des cas où il va pas... Il arrivait, il tournicotait, etc. Je me rappelle, ça c'était, il y a trois ans. »  
 
Pour son scénario, P0 envisage également une phase d’institutionnalisation des 
connaissances nouvelles en fin de séance (intervention 90) (spécification de T’’3.b) :  
Type de tâches T’P02 : institutionnaliser les connaissances algébriques nouvelles 
acquises dans la résolution des problèmes « Cailloux » 
Technique spécifique : faire faire collectivement ou faire une petite fiche pour « résumer 
tout ça » : la stratégie de résolution algébrique de problèmes concrets, la technique 
algébrique de résolution par substitution d’un système d’équations.  
(Intervention 90) : «  Non c'est pas du tout évident. Je veux dire, dans un premier temps, ils vont voir les cailloux, 
encore une vague histoire d'un prof qui s'embête avec des histoires de cailloux alors qu'il a qu'à compter ses cailloux, 
je veux dire... donc ça... Donc les systèmes si tu veux, comment... Quelles sont les stratégies qu'on peut mettre en 
œuvre pour pouvoir résoudre ce type de systèmes aussi... Voilà donc globalement, ce serait ça. Si tu veux, je vais leur 
faire faire une petite fiche, hein que... Bon, soit je la ferai faire , soit je la taperai moi et je leur donne » 
 
• Milieu M0 / M-d’apprentissage (⊃  S-1) 
Le milieu M0 est constitué : des différentes observations effectuées en P-1 (avec ces  
connaissances de niveau -1) passées (ou « prévues ») des élèves de Troisième engagés 
dans la résolution de la même série de problèmes « Cailloux » et des différentes 
réponses brutes données par les élèves à ces énoncés passés: P se réfère souvent à des 
« observés » passés (par exemple l’épisode du « p’tit Turc ») ou imaginés (par exemple 
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ses prévisions de conséquences du nouveau scénario en 5 temps  avec le problème 
« Bouchon-Bouteille »). 
 
En interagissant avec M0, P0 prévoit et envisage : 
- Différentes interventions publiques associées à l’institutionnalisation de  
connaissances qu’il serait contraint de faire pour assurer l’émergence de la 
connaissance visée et  répondre à des difficultés « communes » d’élèves dans la 
résolution algébrique de ces énoncés : P0 envisage de rappeler des règles de calcul 
algébrique élémentaire. 
- L’organisation de phases de bilan et diverses institutionnalisations qu’il est 
raisonnable de faire à partir de ce qui a été observé en position P-1 : il envisage 
différentes techniques pour évaluer les différentes procédures des élèves pendant la (ou 
les) phase(s) de bilan  (afin de faire aboutir  son projet qui est de montrer la supériorité 
des résolutions algébriques) ; il prévoit d’institutionnaliser les connaissances 
algébriques nouvelles en fin de séance par une fiche qui dégage et résume ce qui a été 
vu sur les systèmes d’équations à travers l’activité « Cailloux ». 
 

I.2.e Niveau -1 : Situation d’apprentissage S-1  

M-1 : 

M-objectif 

E-1 :  

E-apprenant 

P-1 :  

P-observateur 

S-1:  

Situation d’apprentissage 

 
• Connaissances didactiques de P-1 associées aux « observables » relatifs à 
l’activité de E-1. 
 « Dans la situation a-didactique d’apprentissage, P-1 est en position d’observation. Il a besoin de 
connaissances pour interpréter les actions des élèves et prendre des décisions en situation didactique. » 
(Margolinas1998a, p. 40). 
 « En général, P-1 « observe » E-1 en situation a-didactique ; il n’intervient pas sur les connaissances KE-
1 en cours d’apprentissage, ce qui signifie qu’il doit être en mesure de les identifier quand elles se 
présentent de manière à évaluer les interventions qu’il devra contrôler en position P0 (phases de 
conclusion, d’institutionnalisation). » (Margolinas 1994, p. 34). 
 

Au niveau –1, ce sont essentiellement les connaissances de P associées aux 
observables qui vont intervenir, c’est à dire les connaissances spécifiques du « visible » 
de l’activité mathématique des élèves ou relatives à des ostensifs associés aux stratégies 
arithmétiques ou algébriques de résolution des « problèmes de cailloux ». 
À travers l’entretien, P nous dévoile assez peu ses connaissances sur des observables 
« attendus » associés aux stratégies arithmétiques ou algébriques d’élèves. On peut les 
résumer par :  
- Les stratégies qualifiées par P d’arithmétiques associées aux dessins (qui peuvent 
représenter d’après lui une « aide » au raisonnement pour l’élève) et au registre oral 
(les élèves « verbalisent » beaucoup). 
- Les stratégies algébriques associées au registre « écrit », plus facilement 
communicables. 
A travers son discours, il nous est difficile de déterminer plus précisément ses 
connaissances à ce sujet. Le fait que P décrive certaines stratégies d’élèves comme 
« originales » ou « compliquées » (par exemple celle du p’tit Turc) nous amène à faire 
l’hypothèse que ses connaissances associées au recueil et à l’interprétation d’indices 
visibles de l’activité de l’élève ne sont pas très « riches ». Comme Margolinas (2000) le 
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constate, l’enseignant a en général un accès limité à des observations de l’activité de 
l’élève dans une situation précise (ces connaissances du niveau –1 sont en quelque 
sorte, très « contextualisées » 185). 
 
• Connaissances didactiques de P-1 associées à la dévolution des problèmes de 
« Cailloux ». 
 
P-1 est aussi dans une position où il doit assurer la dévolution des problèmes de 
l’activité « Cailloux » aux élèves de sa classe :  

 « Dans la dévolution, le maître se dessaisit de la partie de sa responsabilité qui est spécifique du savoir à 
enseigner. Cela veut dire en particulier qu’il ne se retire pas, ne devient pas spectateur de la situation (ou 
pas de façon nécessaire). (…) La dévolution nous semble être un processus qui dure tout le temps de la 
situation adidactique (…). Le maître est alors non seulement responsable d’une simple discipline 
acceptable dans la classe mais moins superficiellement, de l’engagement persistant de l’élève dans une 
relation a-didactique avec le problème. Le processus (dynamique) de dévolution est rendu possible par la 
situation non isolée du maître. La phase a-didactique n’est donc pas une phase isolée. » 
(Margolinas 1993, p. 38). 

- Il envisage d’intervenir sur des connaissances élémentaires de niveau –2 : il prévoit 
des difficultés associées à la compréhension ou à l’interprétation des énoncés qu’on 
peut, associer au type de tâches TE-2 du côté de E-2 et TP-1 du côté de l’enseignant 
(intervention 27) :  
Type de tâches TE-2

1 : interpréter correctement les expressions « plus de » ou « moins 
de » ou « fois plus ». 
Technique : une technique « a-mathématique » - travail sur le vocabulaire. 
Type de tâches TP-1

1 : organiser et guider le travail des élèves pour accomplir ce type 
de tâches. 
Technique: lui faire dire lequel est le plus grand, plus petit (d’après les dessins parfois 
associés à l’énoncé)186. 
En 27, P souligne qu’il a pu constater des difficultés de la part de ses élèves dans la compréhension des énoncés de 
« Cailloux » et imagine des interventions nécessaires pour aider les élèves sur ce point :  « Il faut dire lequel est le 
plus grand, lequel est le plus petit. Donc il y a tout un travail qui est « a-mathématique » qui va être sur le 
vocabulaire, plus de quelque chose, moins de quelque chose ou autre ; donc là, on travaille des fois longtemps là-
dessus. »  
Quelques commentaires de P (« on travaille des fois longtemps là-dessus. ») nous conduisent à 
penser qu’il envisage également une intervention publique en S0 pour pallier à ces 
difficultés d’élèves dans l’interprétation des énoncés de « Cailloux ». 
 
- D’autre part, son discours « à chaud » après la première séance, montre que P 
envisageait d’intervenir en P-1 pour donner des moyens à E-1 de valider ou d’invalider 
son résultat (avec des connaissances élémentaires de niveau –3 : le nombre de cailloux 
est entier naturel, et de niveau –2 pour interpréter : « le nombre de cailloux total est 
de… » dans les 7 premiers énoncés) (interventions 458 à 460) :  

                                                
185 On est au niveau le plus spécifique de l’analyse descendante, associé à la mise en scène 

« Cailloux » envisagée au niveau 1. 
186 On identifiera très clairement cette technique rapidement suggérée par P durant l’entretien, 

pendant la première séance de classe observée : « 145/ P : chut le plus grand, c’est lequel des deux ?  
146/ E2 et E3 : et bien c’est y. 
147/ P : y ! donc ça va être y qui va être égal à quelque chose… » 
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Type de tâches TE-1

2 : vérifier que le résultat trouvé en réponse aux énoncés de 
« Cailloux » est juste. 
Technique: vérifier que les nombres obtenus sont entiers / vérifier que les nombres 
obtenus vérifient effectivement les données du problème. 
Discours d’ordre technologico-théorique :  
On répond à un problème concret : le résultat trouvé doit être « réaliste » / 
connaissance du contrat didactique associé à la résolution de problèmes. 
Type de tâches TP-1

2 : organiser la validation des résultats. 
Technique: leur indiquer « d’additionner » les nombres de cailloux pour voir si c’est 
juste (dans les énoncés 1 à 7 où le nombre total de cailloux est donné) - dénoncer 
l’absurdité de solutions non entières. 
Discours d’ordre technologico-théorique :  
« C’est une situation relativement adidactique », « où il y a une sorte d’auto-correction 
assez simple » (sous-entendu : l’élève peut valider son résultat en dehors de 
l’enseignant) 
A travers ses interventions 458 à 459 (« à chaud après la première séance »), P envisage les aides qu’il est obligé de 
donner aux élèves pour valider ou invalider leurs résultats :  
457/ A : C’est intéressant les aides que tu es obligé d’amener. 
458/ P (…) C’est ce que je dis à une élève, c’est à dire tu additionnes les tas, tu vois si c’est juste… donc c’est une 
situation où il y a une sorte d’auto-correction assez simple en fait.  
 
 
Milieu M-1 / M-d’action (⊃ S-2) 
Le milieu M-1 est constitué : des différentes actions (passées, futures ou envisagées) 
d’élèves de Troisième engagés dans la résolution de la même série de problèmes de 
« Cailloux ». 
En interagissant avec M-1, P-1 prévoit et envisage : 
- D’apporter différentes aides aux élèves pour une première entrée dans ces problèmes 
qu’il serait contraint de faire pour répondre à des difficultés « communes » d’élèves 
dans la compréhension élémentaire de ces énoncés : P-1 envisage de guider le travail 
d’élèves dans l’interprétation des expressions « fois plus », « de plus », « de moins » (ce 
qui peut l’amener à intervenir « publiquement » en S0 si ces difficultés sont trop 
nombreuses), de leur donner les moyens élémentaires de valider ou d’invalider leurs 
résultats : on peut rapprocher ce type de tâches envisagé par P d’une aide à la 
construction ou à une enrichissement du milieu pour la validation. 
- D’observer l’émergence de différentes stratégies dans la classe : les unes plutôt 
« orales » éventuellement associées de dessins identifiables comme « arithmétiques », 
les autres relevant d’un registre « écrit », plus facilement « communicables », de nature 
« algébrique ». 
 

I.3 Conclusions 

En guise de conclusion, rapprochons la perception par P des conséquences de ses 
choix de problèmes, étudiée dans cette analyse descendante, des premières informations 
fournies par l’analyse transversale du chapitre précédent. Au sein de la série d’énoncés 
normés de « Cailloux », P n’identifie qu’une seule modification importante, susceptible 
d’engendrer un « saut de complexité » : le passage des problèmes de « deux à trois tas 
de cailloux ». Notre analyse en termes de variables permet de dégager un autre 
changement notable dans la suite des problèmes « cailloux » dans le passage du 7ème au 
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8ème énoncé : l’information du nombre total de cailloux disparaît. D’après cette première 
analyse, ce changement induit un saut de complexité important (tant du côté de 
stratégies arithmétiques, qu’algébriques). Ce « saut » non prévu par l’enseignant P est a 
priori susceptible d’engendrer un blocage pour les élèves : comment l’enseignant, va-t-
il le gérer en situation ? D’autre part, un enjeu essentiel du projet de P est de valoriser 
les stratégies faisant intervenir un système d’équations par une mise en concurrence 
avec des stratégies non algébriques. Or l’analyse transversale de ces énoncés prouve que 
les stratégies arithmétiques, de type substitution arithmétique, restent opérantes et peu 
coûteuses dans la résolution de huit problèmes « Cailloux » sur neuf : la mise en 
concurrence va-t-elle réellement favoriser les solutions algébriques comme le prévoit 
P ? L’analyse ascendante qui prend en compte les jeux de connaissances d’élèves 
« génériques » va s’avérer éclairante à ce sujet. 
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II. Analyse ascendante de la situation d’introduction officielle des 
systèmes d’équations envisagée par P 

Dans le schéma de structuration verticale du milieu de Margolinas, les niveaux a-
didactiques sont « ceux qui caractérisent de façon typique la place de l’élève » 
(Margolinas 1994, p. 30). On les étudiera selon une analyse dite ascendante : partant du 
niveau –3 pour aboutir au niveau 1. Il s’agit de déterminer les niveaux strictement 
négatifs en « montant » de –3 vers –1 puis de prolonger cette étude au niveau 0 pour 
obtenir une analyse de ce niveau « du point de vue de l’élève ». 

 
Selon cet auteur, l’analyse ascendante pose moins de problèmes que l’analyse 

descendante pour les raisons suivantes :  
- Indépendamment d’une comparaison entre les situations –1, 0 « du point de vue du 
professeur » (obtenu en « descendant ») et « de celui de l’élève » (obtenu en 
« montant »), cette analyse « présente la caractéristique évidente d’une analyse a priori, 
dans le sens qu’elle ne dépend pas des faits d’expérience ou d’observation » 
(Margolinas 1994, p. 30). 
- D’autre part, du point de vue de la description des connaissances, cette analyse est 
moins complexe. Les connaissances de l’élève s’avèrent en effet de nature généralement 
moins diverse que celles de l’enseignant (elles sont essentiellement de type 
« mathématique »). De plus disposant généralement plus facilement d’informations à 
leur sujet, il est plus simple d’envisager un (ou des) élève(s) générique(s) dans l’analyse 
a priori de la situation d’enseignement187. On note à ce sujet le rôle essentiel que 
peuvent jouer les connaissances que sont les règles « pérennes » du contrat 
didactique188 (qui sont dans notre cas, propres à l’algèbre enseignée ou à la résolution 
de problèmes « concrets » en mathématiques) : selon Perrin-Glorian (1999b), on peut 
dire que « le milieu est la cause des adaptations du sujet et les rapports de l’élève à la 
situation adidactique sont réglés par le contrat didactique, tout aussi indispensable dans 
la théorie ». 

 
A travers cette analyse ascendante, nous ne suivrons pas le même « plan » que 

celui de l’analyse descendante. Dans la partie I, nous avons considéré le projet 
d’introduction des systèmes d’équations envisagé par l’enseignant. Dans cette partie, 
nous différencions plusieurs situations relatives aux différents problèmes (« Bouchon et 
Bouteille » et « Cailloux ») choisis par P, qui participent à la réalisation de ce projet 
« global ». Comme Perrin Glorian (1999a) le souligne, « du côté de l’élève » ce type 

                                                
187 Rappelons en effet que l’analyse a priori d’une situation d’enseignement se fait en référence à 

un élève « générique » : « A priori ne renvoie donc pas à une position dans le temps par rapport à 
l’histoire de la recherche, mais à une réflexion d’ordre épistémologique prenant en compte la situation 
générale et non la situation spécifique qui sera réalisée » (Bessot et Comiti 1985). 

188 En reprenant à notre compte la définition du mot « connaissance » donnée par Brousseau et 
Centeno (1991) : « Les connaissances sont les moyens transmissibles (par imitation, initiation, 
communication, etc.), mais non nécessairement explicitables, de contrôler une situation, et d'y obtenir un 
certain résultat conformément à une attente et à une exigence sociale » (Brousseau et Centeno 1991, p. 
176) : certains éléments pérennes du contrat didactique sont susceptibles de se constituer en autant de 
connaissances de l’élève (et de l’enseignant). 
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d’analyse se rattache en général à une échelle plus « locale » que celle considérée au 
sein de l’analyse que nous avons faite « du point de vue du professeur » :  

« A une autre échelle (dite locale plus haut), quand les variables didactiques sont fixées, on a une 
situation didactique déterminée qu’on peut étudier de manière plus approfondie pour étudier les jeux de 
l’élève avec la connaissance visée. » (Perrin-Glorian 1999b). 

II.1 Analyse ascendante de la situation « Bouteille et bouchon »189  

Lors de la première séance observée, l’enseignant a commencé par poser à 
l’ensemble de ses élèves de Troisième le problème « Bouteille et bouchon ». Nous 
présentons ci-dessous ce problème tel qu’il a été énoncé par l’enseignant dans sa 
classe,190 en distinguant les consignes orales de celles écrites au tableau par l’italique191 

(a) C'est un problème simple.  
(b) Vous avez une bouteille et son bouchon.  
(c) Si je pèse ma bouteille et son bouchon 
(d) la bouteille plus le bouchon, elle fait cent dix grammes 
(e) 110 g 
(f) Je vous dis que la bouteille pèse cent grammes de plus que le bouchon. 
(g) la bouteille pèse 100g de plus que le bouchon 
(h) Combien pèse le bouchon 
(i) Combien pèse le bouchon 
(j) bouteille et son bouchon, la bouteille bouchée, c'est cent dix grammes 
(k) bouteille et bouchon 110g 
 
 

II.1.a Trois milieux matériels  

La position du sujet « objectif » E-3 est « très loin » de celle de l’élève E0 en 
situation didactique : E-3 interagit sans initiative et de façon non finalisée avec le milieu 
« matériel » M-3. E-3 ne cherche pas encore à résoudre le problème posé ou même à 
répondre à une question de l’énoncé ; on peut dire que « le travail de résolution de 
problème est projeté dans l'avenir » (Margolinas 1998 , p. 36). 

Le milieu matériel doit contenir des « objets », présents ou évoqués, suffisants 
pour une entrée ou une compréhension élémentaire du problème. Ces objets sont des 
connaissances « naturalisées » (et donc transparentes), et culturellement repérées : ce 
sont des objets avec lesquels l’élève entretient un rapport de connaissance stable. Le 
concept de milieu matériel peut être rapproché de la définition du milieu donnée par 
Chevallard en référence à une institution :  

« Pour qu’un SD (Système Didactique) fonctionne, il faut qu’à chaque instant – par rapport au temps 
propre du SD comme institution, il existe un ensemble d’objets institutionnels qui, pour les sujets du SD 

                                                
189 Nous avons présenté des éléments de cette analyse avec Annie Bessot à l’occasion d’un atelier 

à l’université d’été de la Rochelle en 1998. 
190 Il paraît important de reconstruire la consigne du problème tel qu’il a été effectivement posé en 

classe dans le cadre de cette analyse a priori. Suivant Comiti et al. (1995) :  
« Mais comme c’est assez naturellement le cas dans l’observation de classes ordinaires, il est nécessaire, 
sur la base du protocole, de « reconstruire » la situation (qui n’est décrite nulle part). » (Comiti et al. 
1995, p. 100). 

191 consignes écrites 
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aillent de soi. Des objets O donc tels que les rapports institutionnels RI(p, O) soient localement stables. En 
d’autres termes, il faut minimalement qu’il existe un milieu. » (Chevallard 1992, p. 93).192 

Nous sommes ici amenée à distinguer trois milieux matériels M-3 correspondant 
à différents ensembles « d’objets » présents ou évoqués dans la consigne citée ci-dessus, 
avec lesquels E-3 est susceptible d’entretenir ce type de rapports « stables » : les 
connaissances culturelles ou « naturalisées » de la pesée peuvent déterminer différents 
milieux matériels. 
 
- Un milieu « minimum » possible contient des nombres et des objets sans relations 
entre eux. Nous le décrivons comme une liste de deux entiers (100 et 110 donnés par la 
numération écrite) ou éventuellement de trois entiers (cent, cent-dix et dix donnés par la 
numération orale) et d’une liste distincte de trois objets évoqués (Bouteille, bouchon et 
Bouteille bouchée) :  

Milieu M-3 (Num) 
Bouteille (évoquée) 
Bouchon (évoqué) 
Bouteille bouchée (évoquée) / 
Bouteille et bouchon (évoqués) 

[numération écrite] 
100 
110 

[numération orale] 
Cent  
Cent dix 
dix  

 
- Les connaissances culturelles de la pesée peuvent déterminer deux autres milieux 
matériels : ces connaissances mettent en relation nombres et objets par une opération de 
mesure. 

 
Dans le deuxième milieu matériel considéré, on attribue aux entiers et aux objets 

évoqués dans la consigne une nature différente : la mise en relation correspond à la 
métaphore de la pesée par affichage (balance à affichage numérique). 

 
Milieu M-3 (Alg / Ar-num) 

Bouteille (évoquée) 
Bouchon (évoqué)  
Bouteille bouchée / Bouteille et 
bouchon (évoquée) 

Nombres entiers de grammes 
[numération orale] 
Cent Cent dix  
ou [numération écrite] 
100   110 

Balance à affichage  
(ou fonction-mesure entre un 
ensemble d'objets et un ensemble 
d'entiers) 

 
Un troisième milieu matériel met en relation les nombres et les objets évoqués 

dans la consigne en leur attribuant une même nature, les nombres étant considérés 
comme des objets « marqués » : cette mise en relation est interprétable par la métaphore 
de la pesée par équilibre (balance à plateaux). 

 
Milieu M-3 (Ar) 

Bouteille (évoquée) 
Bouchon (évoqué) 
Bouteille bouchée (évoquée) / 
Bouteille et bouchon (évoqués)  

Objets marqués: 
[numération orale] 
Cent Cent dix 
ou [numération écrite] 
100   110 

Balance à plateaux  
(ou relation binaire « équilibre » 
entre des objets marqués et des 
objets non marqués) 

 

                                                
192 Cité par Perrin-Glorian (1999a, p. 18). 
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De ces trois milieux matériels M-3 (Num), M-3 (Alg/Ar-Num), M-3 (Ar) 

possibles découlent plusieurs emboîtements de situations possibles. 
 

II.1.b Les emboîtements des situations « Num » 

II.1.b.i. La situation objective S-3 (Num) 

Position du sujet E-3 (ou connaissances de E-3) 
Connaissance sur les nombres 
KE-30 Ordre sur les nombres 

Connaissances « de la vie courante » 
KE-31 Une bouteille est plus lourde qu'un bouchon  
KE-32 Une bouteille bouchée (ou une bouteille et son bouchon) est plus lourde qu'une bouteille non bouchée (ou 

qu'une bouteille sans son bouchon)  
KE-33 On peut ordonner qualitativement ces objets selon leur poids d'après les connaissances courantes 

 
Situation S-3 (Num) 

Avec ses connaissances de la vie courante (sur l’ordre), le sujet objectif E-3 
imagine un ordre « petit, moyen, grand » sur les trois objets bouchon, Bouteille et 
Bouteille bouchée. Indépendamment, avec ses connaissances sur les nombres entiers, il 
envisage soit un ordre « petit, moyen, grand » sur les trois entiers de la numération orale 
soit l’ordre « petit, grand » sur les deux entiers de la numération écrite « 100, 110 ». 

II.1.b.ii. La situation d’action S-2 (Num) 

Milieu M-2 (Num) 
Nous considérons comme milieu objectif M-2 (Num) le résultat des interactions entre 
E-3 et M-3 (dans la situation S-3 (Num)), c’est à dire deux collections distinctes de 
nombres et d’objets, ordonnés selon l’ordre « petit, moyen, grand » ou « petit, grand ». 
 
Position de E-2 (ou connaissances de E-2) 
Connaissances relatives à une correspondance univoque selon l’ordre « petit moyen 
grand » 
KE-21 On peut faire correspondre à chaque objet évoqué un entier donné 
KE-22 L'ordre sur les poids est compatible avec l'ordre sur les entiers associés 
KE-23 L'ordre donne la correspondance 
Ou  
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Connaissance sur les nombres 
KE-20 additions et soustractions sur les nombres. 
Connaissance de la signification arithmétique du signe sémantique « = » 
KE-21 Connaissance du signe égal ou « = » comme annonce d’un résultat ou « effectuation » d’opérations sur les 

entiers. 
D’après les travaux en didactique de l’algèbre étudiés dans le chapitre A2 de notre 
thèse, cette signification du signe « égal » ou « = » est dominante en arithmétique. 
Connaissance « élémentaire » du contrat didactique spécifique à la résolution de 
problèmes  
KE-22 On fait une opération simple directement à partir des données de l’énoncé pour trouver la solution au 

problème posé.193 
 
Situation S-2 (Num) 

Le sujet agissant E-2 réfléchit aux actions de l’acteur objectif. Ses interactions 
avec M-2 (Num) sont finalisées par la recherche de la solution du problème posé : le 
poids du bouchon. Les connaissances mises en jeu restent très élémentaires.  

E-2 cherche à mettre en relation objets et nombres par l’ordre « petit, moyen, 
grand » : il cherche le plus petit entier, parmi trois entiers, à attribuer au plus petit objet 
« bouchon ». Soit il a déjà ce nombre « dix » par la numération orale ; soit il l’obtient 
par ses connaissances sur les opérations en effectuant une soustraction sur les deux 
entiers en présence : « 110 – 100 = 10 ». L’attribution possible par la même règle du 
plus grand entier 110 (cent dix) au plus grand objet « Bouteille bouchée » est conforme 
à la consigne, et donc peut valider le résultat 10. 
 

On obtient en S-2 (Num) un résultat :10 (ou dix) qui peut donner lieu dans la 
classe à une réponse quasi-immédiate en situation didactique S0, sans passage par la 
situation d’apprentissage (niveau S -1) : on retrouve ici un phénomène mis en avant par 
Brun et al. (1997) dans l’analyse ascendante d’une situation d’enseignement sur la 
soustraction :  

« Nous remarquons que dans notre lecture du schéma de Brousseau, il est possible de passer directement 
du niveau S-2 au niveau S0, lorsque l’élève ne dispose pas de critères lui permettant de valider lui-même 
son action. » (op. cité, p. 100) 

II.1.b.ii. La situation didactique S0 (Num) 

Milieu M0 (Num) 
Nous considérons comme éléments du milieu d’apprentissage M0 (Num) : le « résultat 
10 » pour le poids du bouchon, obtenu soit par la correspondance univoque entre l’ordre 
des trois nombres évoqués », soit par l’opération 110 – 100 = 10. 
 

                                                
193  Connaissance d’un contrat didactique installé dès l’école élémentaire à travers la résolution de 

problèmes qu’on peut résoudre en procédant directement du connu vers l’inconnu (patron A/S de 
Gascon). 
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Position de E0 (ou connaissances de E0) 
Connaissance du contrat didactique spécifique à la résolution de problème – rédaction 
d’une solution 
KE01 On écrit les opérations numériques qui ont permis d’obtenir la solution. 

 
Situation S0 (Num)  

Ici, l’élève E0 répond oralement « dix » ou écrit publiquement « poids du 
bouchon = 10 » en justifiant éventuellement cette réponse sous l’effet d’une 
connaissance du contrat didactique spécifique à la résolution de problème, par 
l’opération « 110 -100 = 10 ». 
 
En résumé, représentons la famille de situations emboîtées « Num », par un schéma 
mettant en évidence le saut de S-2 à S0 et la structure dite en oignon des situations : 

 

S0

S-1

S-2

S-3

194 
On peut également faire le schéma suivant195 qu’on réutilisera pour les familles de 

situations Alg/Ar-Num et Ar afin de représenter les bifurcations possibles dans le 
passage des niveaux n à n+1 :  

  Fig. 1 Emboîtement S (Num) associé à « Bouchon et Bouteille » 
 
 

II.1.c Les emboîtements des situations Alg/Ar-num 

II.1.c.i. La situation objective S-3 (Alg/Ar-Num) 

Position du sujet E-3 (ou connaissances de E-3) 
Connaissances sur les nombres 
KE-30 Ordre sur les nombres, additions et soustractions sur les nombres. 

Connaissances de la mesure des poids « par affichage » 
KE-31 Peser un objet, c'est lui associer un nombre [de grammes]  

KE-31bis On peut ordonner les poids selon l'ordre sur les nombres 
KE-32 Chaque objet différent a un poids différent 
KE-33.a le poids de deux objets ensemble est plus grand que le poids de deux objets pris séparément 

Connaissances de la vie courante 
KE-33.b Une bouteille bouchée est plus lourde qu'une bouteille non bouchée. 

                                                
194 Schéma inspiré de celui de Brun et al. (1997), p. 100. 
195 Les flèches du schéma représentent l’inclusion. 

S-3 (Num)

S-2 (Num)

S0 (Num)
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KE-34 Une bouteille est plus lourde qu'un bouchon 

 
Situation S-3 (Alg/Ar-Num) 

E-objectif interagit avec M-3(Alg/Ar-Num) sans finalité avec des connaissances 
élémentaires sur les poids (vie courante), sur l’ordre des nombres et sur la mesure des 
poids « par affichage ». Il imagine les affichages inconnus de la bouteille et du 
bouchon, l’affichage connu (110) de la bouteille bouchée et par l’intermédiaire de ces 
connaissances de la vie courante un ordre sur ces trois affichages. 

II.1.c.ii. Les situations d’action S-2 (Alg/Ar-Num) 

On considère le résultat des interactions de E-3 avec M-3(Alg/Ar-Num) comme milieu 
objectif pour S-2(Alg/Ar-Num) : 
Milieu M-2(Alg/Ar-Num) 
affichage de Bb 196 : 110 
affichage de B : ?  
affichage de b: ? 
On cherche à calculer le poids « affiché » de b. 
affichage de Bb > affichage de B > affichage de b 

E-2 « agissant » a des interactions avec ce milieu, finalisées par la recherche de 
l’affichage du poids du bouchon. Dans la poursuite de cet objectif, plusieurs types de 
connaissances mathématiques, arithmético-numériques ou algébriques sont possibles : 
ceci sera représenté par une bifurcation conduisant au niveau –2 aux situations des deux 
principaux types possibles : algébrique(s), S-2 (Alg1) (et S(Alg2)), et arithmético-
numérique S-2 (Ar-Num). 

II.1.c.ii1 Les situations d’action algébriques S-2 (Alg1) et (Alg2)  

Position de E-2 (ou connaissances de E-2) 
Connaissances sur les nombres 
KE-20 additions et soustractions sur les nombres. 
KE-21 Si un entier N est plus grand qu'un autre M, alors N est égal à M plus un autre entier.  

Connaissances du contrat didactique 
spécifique à la résolution algébrique de 
problèmes installé en classe de 4ème  
KE-22 on cherche à identifier une seule quantité 

« inconnue » en vue de la désigner par une lettre (x). 
KE-22.bis on désigne la quantité inconnue cherchée par 

la lettre x (contrat didactique spécifique à la mise en 
équation d’un problème – 4ème) 
KE-2.ter on cherche des informations données dans 

l'énoncé exprimant des relations numériques sur la 
quantité ainsi désignée en vue d'écrire une équation. 

Connaissances du contrat didactique 
spécifique à la résolution algébrique de 
problèmes installé en classe de 3ème. 
KE-22 on cherche à identifier des quantités inconnues en 

vue de les désigner par des lettres (x et y). 
KE-22.bis on désigne les quantités inconnues évoquées 

par des lettres (x et y) (contrat didactique spécifique à la 
mise en équations d’un problème – 3ème) 
KE-2.ter on cherche des informations données dans 

l'énoncé exprimant des relations numériques sur les 
quantités ainsi désignées en vue d'écrire un système 
d’équations. 

Connaissance de la mesure de poids « par affichage » 

                                                
196 On pourra noter par la suite l’objet « Bouteille bouchée » par Bb, l’objet « Bouteille » par B, et 

l’objet « bouchon » par b afin d’alléger le texte. 
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KE-23 Le poids de deux objets pesés ensemble est la somme des poids de chacun des objets  

Connaissances sur les relations numériques en vue d'écrire des relations algébriques 
KE-24 « B pèse n de plus que b » implique p(B) égale n plus p(b)  

 
Situation d’action S-2 (Alg-1) 
Avec des connaissances du contrat didactique 
et spécifique à la 4ème, E-2 identifie le poids 
du bouchon comme étant l’inconnue à 
désigner algébriquement (par x). 
E-2 cherche les informations relatives à cette 
quantité en vue d’écrire des relations 
algébriques pour ramener le problème à une 
équation à une inconnue : le poids de la 
bouteille est égal à celui du bouchon plus 
100197 ; la somme du poids de la bouteille et 
du poids du bouchon égale 110. 

Situation d’action S-2 (Alg-2) 
Avec des connaissances du contrat 
didactique et spécifique à la 3ème, E-2 
identifie le poids du bouchon et le poids de 
la bouteille comme étant les inconnues à 
désigner algébriquement (par x et y).  
E-2 cherche les informations relatives à ces 
deux quantités en vue d’écrire des relations 
algébriques pour ramener le problème à un 
système de 2 équations à 2 inconnues : le 
poids de la bouteille est égal à celui du 
bouchon plus 100 ; la somme du poids de la 
bouteille et du poids du bouchon égale 110.  

 
Dans les tableaux ci-dessus, nous avons « grisé » la situation d’action S-2 (Alg2) 

et les connaissances correspondantes pour indiquer que cette bifurcation au niveau –2 
entre deux situations algébriques a très peu de chances de se « produire ». Et pour 
cause : les systèmes d’équations et la mise en équations de problèmes à plusieurs 
inconnues est précisément l’enjeu de savoir « nouveau » de la suite de cette séance. Par 
contre les règles de contrat didactique, propres à la résolution algébrique de problèmes, 
installées en 4ème, que l’on peut considérer comme « pérennes », conduisent E-3 à 
chercher à se ramener à une seule inconnue et favorisent S-2(Alg1).198 
On ne prend plus en compte l’emboîtement de situations S (Alg2) à partir du niveau –1.  

II.1.c.iii1 La situation d’apprentissage algébrique S-1 (Alg1)  

Milieu M-1 (Alg1) (et (Alg2)) 
Le poids « affiché » du bouchon est la quantité 
« inconnue » à désigner algébriquement par x. Le 
poids de la bouteille est le poids du bouchon plus 
100. La somme du poids de la bouteille et du 
poids du bouchon égale 110. 

110 
100 + x x  

Le poids « affiché » du bouchon et celui de la 
bouteille sont les quantité « inconnues » à désigner 
algébriquement par x et y. Le poids de la bouteille 
est le poids du bouchon plus 100. La somme du 
poids de la bouteille et du poids du bouchon égale 
110. 
 

Position E-1 (ou connaissances de E-1) 
Connaissances propres à la mise en équation « à une inconnue » de problèmes  

                                                
197 E-2 utilise pour l’interprétation de la consigne soit la connaissance KE-24 sur les relations 

numériques qui lui donne immédiatement « le poids du bouchon plus 100 fait le poids de la bouteille ». 
ou alors il retrouve cette relation en interagissant avec M-2 avec la connaissance KE-21 : il y a 
éventuellement apprentissage de KE-21. 

198  On voit ici l’influence que peuvent avoir des connaissances propres à des règles « pérennes » 
du contrat didactique. 
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KE-11 Pour résoudre algébriquement un problème, on commence par « mettre en équation » le problème : la 

grandeur inconnue étant désignée, il s'agit d'écrire une équation en faisant correspondre aux relations identifiées sur 
les objets des problèmes, des relations algébriques où intervient cette « inconnue ». 
KE-12 On cherche ensuite à résoudre l'équation à une inconnue obtenue par des techniques algébriques.  

Connaissances de la signification algébrique du signe sémantique « = » 
KE-13 « Le signe égal est un signe sémantique exprimant que les deux termes signifient la même chose » (Reynes 

1993, p. 62)  
D’après notre synthèse de travaux en didactique de l’algèbre élémentaire (cf. chapitre 
A2), le passage des techniques de résolution arithmétique de problèmes à des techniques 
de résolution algébrique suppose un élargissement de sens du signe « = » : 
« d’effectuation » (signification dominante en arithmétique), il devient « équivalence ».  
Ici cette connaissance est nécessaire à la mise en équations. 
Connaissances de calcul algébrique élémentaire 
KE-15 Pour transformer une équation à une inconnue, on utilise les règles portant sur :  

- Suppression des parenthèses. 
- Addition des x d'un même membre. 
- faire passer un nombre d'un membre à l'autre (addition des opposés de ce nombre de chaque côté de l'égalité).  
- diviser par un même nombre les deux membres de l'équation. 

 
Situation d’apprentissage S-1 (Alg1) 

Avec une règle pérenne du contrat didactique propre à la mise en équations de 
problèmes E-1 en position d’apprenant interagit avec M-1 (Alg1) pour ramener l’énoncé 
à une équation à une inconnue. De manière réflexive par rapport à la situation d’action, 
par l’intermédiaire de connaissances sur la signification du signe « = » (comme 
équivalence) et sur la mesure de poids (le poids de deux objets pesés ensemble est la 
somme du poids de chacun des deux objets199), E-1 écrit l’équation à une inconnue : 
x + (x+100) = 110200. Il résout ensuite cette équation en mettant en jeu des règles 
d’algèbre élémentaire et trouve : x = 5. 

II.1.c.iv1 La situation didactique algébrique S0 (Alg1)  

Milieu d’apprentissage M0 (Alg1) 
- L’équation à une inconnue à laquelle se ramène le problème « Bouchon et 
Bouteille » :  
x + (x + 100) = 110 avec x désignant l’affichage du poids du bouchon. 
- La suite de calculs algébriques qui a permis de résoudre cette équation et d’aboutir 
au résultat : 2x + 100 = 110 …. x = 5. 
La réponse : le bouchon pèse 5 grammes. 
 
Position de E0 (ou connaissances de E0) 
Connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution algébrique d’un 
problème - rédaction d’une solution 
KE00 On écrit ce que désigne l'inconnue « choisie ». 
KE01 On doit justifier la solution en écrivant l'équation à laquelle se ramène le problème et les opérations 

algébriques qui ont permis de résoudre cette équation. 

                                                
199 Cette connaissance est déjà intervenue au niveau –2. Celle-ci lui permet d’obtenir en 

interaction avec M-1 : le poids de Bb égale (100 + x) + x.  
200 On peut aussi envisager que par l’intermédiaire d’un raisonnement un peu différent, E-1 écrive 

l’équation 100 + x = 110 - x. Mais cela semble moins probable.  
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KE02 On doit « revenir » au problème posé. On donne la réponse en faisant apparaître éventuellement les calculs 

intermédiaires qui ont permis de passer du résultat algébrique à la solution finale. 
 
Situation didactique S0 (Alg1)  

E0 en position d’élève réfléchit à S-1(Alg1) à l’aide de connaissances relatives au 
contrat didactique spécifique à la rédaction d’une solution d’un problème résolu par 
l’algèbre. Il écrit publiquement : ce que désigne l’inconnue x (le poids du bouchon), 
l’équation obtenue : x + (x + 100) = 110, la suite d’opérations l’amenant au résultat : 
x = 5, et conclut par la réponse au problème posé : le bouchon pèse 5 grammes. 

II.1.c.ii2 La situation d’action « arithmético-numérique » S-2 (Ar-Num)  

Position de E-2 (ou connaissances de E-2) 
Les connaissances sur les nombres, sur la mesure de poids « par affichage » et sur les 
relations numériques mises en jeu par E-2 au sein de S-2 (Ar-Num) sont identiques à 
celles décrites précédemment : mises en jeu par E-2 dans S-2 (Alg1 et 2). Mais ne 
disposant pas des connaissances algébriques de niveau –2 décrites plus haut, E-2 
n’active pas ces connaissances en vue d’écrire ces relations algébriques : il cherche 
déterminer une (ou des) opérations simple(s) sur les nombres présents qui permette(nt) 
de résoudre le problème ; son interaction avec M-2 (Alg/Ar-Num) est régie par la 
connaissance de type arithmétique : 
Connaissance du contrat didactique spécifique à la résolution d’un problème 
KE-22 : on cherche des informations données dans l'énoncé exprimant des relations numériques sur les quantités 

ainsi désignées en vue de trouver une opération simple sur les nombres présents. 
 
Situation d’action S-2 (Ar-Num) 

E-2 met en relation les opérations concrètes sur les poids des objets « Bouchon et 
Bouteille », décrites par l’énoncé, et des opérations sur les affichages (ou les nombres 
« affichés ») des poids des deux objets en vue de déterminer une (ou des) opération(s) 
simple(s) qui permette(nt) de résoudre le problème. 

II.1.c.iii2 La situation d’apprentissage « arithmético-numérique » S-1 (Ar-Num)  

Milieu M-1 (Ar-Num) 
« ? » désigne l’affichage possible du poids du bouchon inconnu 
non désigné par E-2 
« Affichages possibles » : 
 
 
 

Position de E-1 (ou connaissances de E-1) 
Connaissances sur les nombres 
KE-10 (opérations élémentaires de l'arithmétique sur les nombres) : addition, soustraction, division. 
KE-11 Connaissance du signe « égal » ou « = » comme « annonce d'un résultat » ou « effectuation d'opérations sur 

les entiers » 
KE-12 Soit s+ ... = S et s + a = S'. Si S' > S alors l'entier cherché ...< a ou si S'< S, alors l'entier cherché ... > a 
Connaissance du contrat didactique spécifique à la résolution « arithmético-
numérique » de problèmes 

110 (g) 100 (g) + ?         ? 
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KE-13 Quand on ne connaît pas le résultat d'un problème de premier degré (ou le raisonnement arithmétique qui 

permet d'aboutir à la solution), on peut essayer un nombre et vérifier avec les données de l’énoncé. 
 
Situation d’apprentissage S-1 (Ar-Num) 

E-1 en position d’apprenant peut mettre en œuvre une connaissance de type 
arithmético-numérique KE-13. Il s’engage alors dans une procédure de suppositions et 
de vérifications. E-2 commence par essayer un premier entier, sans doute 10 (obtenu par 
la numération orale « dix », ou par l’opération « 110 - 100 »). Puis il vérifie par 
exemple comme suit201 : 
Vérification 1. B pèse 100 de plus que b ; b pèse 10, donc l'affichage de B : 10+100 = 110. C’est le poids 
de la bouteille bouchée contradiction 
Vérification 2. Bb affiche 110 donc l'affichage de B : 110-10 = 100. B fait donc 90 de plus que b 
contradiction  
Vérification 3. B pèse 100 de plus que b ; b pèse 10 donc l'affichage de B : 10+100 = 110 donc Bb pèse 
110 + 10 = 120 contradiction  
Il fait ensuite de nouveaux essais en utilisant éventuellement des connaissances sur 
l’ordre des entiers (de type KE-12) et aboutit au résultat 5 pour le poids du bouchon (et 
105 pour le poids de la bouteille).  

II.1.c.iv2 La situation didactique « arithmético-numérique » S0 (Ar-Num)  

Milieu M0 (Ar-Num) 
Le résultat « 5 (g) » pour le poids du bouchon 
(et « 105 (g) » pour celui de la bouteille) 
obtenu(s) par une suite d’essais et de 
vérifications opérées mentalement par E-1 ou 
à l’aide de quelques opérations écrites sur le 
papier. 
 
Position de E0 (ou connaissances de E0) 
Connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution de problèmes - 
rédaction d’une solution 
KE00 On n’écrit pas de résultats faux. 
KE01 On justifie la solution en écrivant les opérations sur les données qui ont permis d’aboutir au résultat. 

 
Situation didactique S0 (Ar-Num) 

E0 en position d’élève rend public son résultat « le bouchon pèse 5g » en 
l’associant éventuellement à l’opération de sa dernière vérification, avec des 
connaissances du contrat didactique spécifique à la rédaction de la solution d’un 
problème. Il écrit par exemple : le poids du bouchon est 5 (g). parce que 100 + 5 = 105 
(la bouteille pèse 100 g de plus que le bouchon) et 105 + 5 = 110 (la bouteille et le 
bouchon pèsent 110g). 

 
Pour résumer, représentons la famille de situations Alg202/Ar-Num par un schéma 

mettant en évidence la  bifurcation possible au niveau -2 :  

                                                
201 Contrairement à E-2 en S-2 (Num), le milieu M-1 (Ar-Num) est susceptible de fournir les 

rétroactions permettant à E-1 d’invalider le résultat 10. 
202  En laissant de côté la famille de situations (Alg2) peu « probable », vues les connaissances 

des élèves de Troisième considérés.  
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S-3 (Alg/Ar-Num)

S-2 (Ar-Num)

S-1 (Ar-Num)

S0 (Ar-Num)S0(Alg1)

S-1 (Alg1)

S-2 (Alg1)

Bifurcation au niveau -2

 
  Fig. 2 Emboîtements S (Alg/Ar-Num) associés à « Bouchon et Bouteille » 

II.1.d Les emboîtements des situations Ar 

II.1.d.i. La situation objective S-3 (Ar) 

Position du sujet E-3 (ou connaissances de E-3) 
Les connaissances de E-3 en S-3 (Ar) correspondent à celles de E-3 en S-3(Alg/Ar-
Num) mais dans le cadre « culturel » de la pesée par « équilibre » ou de la « balance « à 
plateaux ». 
Connaissances sur les nombres 
KE-30 Ordre sur les nombres, additions et soustractions sur les nombres. 

Connaissances de la mesure des poids « par équilibre » 
KE-31 Peser un objet, c'est réaliser l'équilibre avec un objet marqué: le poids de l'objet est le nombre de l'objet 

marqué  
KE-31bis On peut ordonner ces poids selon l'ordre sur les nombres. 
KE-32 si un objet est plus lourd qu'un autre, il y a déséquilibre. 
KE-33 Chaque objet (différent) a un poids (différent). 
KE-34.a le poids de deux objets ensemble est plus grand que le poids de deux objets pris séparément (il y a 

déséquilibre). 
Connaissances de la vie courante 
KE-34.b Une bouteille bouchée est plus lourde qu'une bouteille (non bouchée) 
KE-35 Une bouteille est plus lourde qu'un bouchon. 

 
Situation S-3 (Ar) 

E-objectif interagit avec M-3 (Ar) sans finalité avec des connaissances 
élémentaires sur les poids (vie courante), sur l’ordre des nombres et sur la mesure des 
poids « par équilibre ». Il imagine les équilibres et les déséquilibres entre objets et 
objets « marqués » suggérés par l’énoncé sans envisager d’opérations entre ces objets. 

II.1.c.ii. La situation d’action S-2 (Ar) 

On considère le résultat des interactions de E-3 avec M-3 (Ar) comme milieu objectif 
pour S-2 (Ar) : 
Milieu M-2(Ar) 
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110 g

 
 
Position de E-2 (ou connaissances de E-2) 
Connaissances sur les nombres 
KE-20 additions et soustractions sur les nombres. 
KE-21 Si un entier N est plus grand qu'un autre M, alors N est égal à M plus un autre entier. 

Connaissance de la mesure « par équilibre » 
KE-21 Le poids de deux objets pesés ensemble est la somme des poids de chacun des objets . 
KE-23 Les opérations sur les objets marqués correspondent à des opérations sur les entiers. 

Connaissance sur les relations numériques 
KE-24 « B pèse n de plus que b » implique p(B) égale n plus p(b). 

Situation S-2 (Ar) 
E-2 met en relation les opérations concrètes sur les poids des objets « Bouchon » 

et « Bouteille » envisagées dans l’énoncé et des opérations d’équilibre de ces objets et 
d’objets marqués en vue de déterminer une opération (ou des opérations) simple(s) 
(correspondant à une suite d’équilibres) qui permette(nt) de résoudre le problème posé 
(c’est-à-dire de trouver le poids du bouchon). 

II.1.d.iii La situation d’apprentissage arithmétique S-1 (Ar)  

On considère le résultat des interactions de E-2 avec M-2 (Ar) comme milieu d’action 
pour S-1 (Ar) : 
Milieu M-1 (Ar) 

 
 

 
Position de E-1 (ou connaissances de E-1) 
Connaissance de la mesure du poids « par équilibre »  
- opérations conservant l’équilibre 
opération de « substitution » conservant l’équilibre 
KE-21 L’équilibre est conservé si on remplace les objets par des objets de poids similaires. 
opération « d’addition ou soustraction » conservant l’équilibre 
KE-22 L’équilibre est conservé si on enlève ou ajoute un objet identique de chaque côté 

- Linéarité de la mesure du poids  
KE-23 : Si deux objets identiques pèsent n g, ce même objet « isolé » pèse n/2 g. 

Situation S-1 (Ar) 
Avec ses connaissances sur les opérations conservant l’équilibre, E-1 produit 

mentalement des équilibres entre objets marqués et non marqués pour trouver le poids 
du bouchon. Il arrive à imaginer une suite d’équilibres organisée du type suivant :  

110

g 
100

g 
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E-2 formule ainsi « deux bouchons pèsent 10 grammes ». En mettant en jeu une 

connaissance liée à la linéarité de la mesure, il peut déduire de ce résultat, la solution 
« un bouchon pèse 5 grammes ». 
 
Remarque :  

Cette famille de situations S (Ar) peut être envisagée ou modélisée sous un autre 
point de vue, en faisant intervenir des connaissances uniquement de type arithmétique : 
on aurait pu rapprocher la situation de niveau –1 décrite ci-dessus d’une situation plus 
« arithmétique », faisant intervenir une technique de type « substitution 
arithmétique »203. C’est d’ailleurs ce que nous ferons dans la suite pour les problèmes 
de « Cailloux ». Mais il nous semblait intéressant de pointer ici l’influence éventuelle de 
connaissances culturelles sur la pesée dans l’interprétation et la résolution du problème 
posé à travers ce modèle local a priori de la situation « Bouchon et Bouteille » : il s’agit 
de montrer la possibilité de raisonner en référence à un « concret fictif » associé à la 
mesure de poids « par équilibre », laissée à l’élève au sein de cette situation.204  

II.1.d.iii La situation didactique arithmétique S0 (Ar)  

Milieu M0 (Ar) 
On peut considérer comme milieu didactique :  
-l’équilibre avec les deux bouchons résultant de la suite d’équilibres effectuée 
mentalement par E-1 :  

10g  ou « deux bouchons pèsent 10 grammes ». 
- le résultat déduit par linéarité de la mesure : « un bouchon pèse donc 5 grammes ». 
 
Position E0 (ou connaissances de E0) 
En S0 (Ar), E0 met en jeu des connaissances du contrat didactique spécifique à la 
rédaction d’une solution arithmétique d’un problème, identiques à celles de E0 en S0 
(Ar-Num). 
 
                                                

203 Technique de résolution arithmétique de problème autrefois enseignée (cf. Chapitre B2.I).  
204 On met ici le doigt sur une question délicate en lien avec ces problèmes « concrets » faisant 

éventuellement appel à des connaissances « naturalisées » de la part de l’élève : quelle peut être 
l’influence de la référence à la réalité dans la résolution de ce type d’énoncés ?  
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Situation S0 (Ar) 

E0, en position d’élève, rend public le résultat « deux bouchons pèsent dix 
grammes »,205 puis avec ses connaissances du contrat didactique spécifique à la 
rédaction de la solution d’un problème (On écrit les opérations numériques permettant 
d’obtenir la solution) écrit l’opération 10 : 2 = 5 qui lui permet d’obtenir le résultat 
« Un bouchon pèse 5 grammes ».  

 
Nous évoquons ci-dessous le point de vue du professeur résultant de l’analyse 

ascendante (niveaux -1 et 0).  
II.1.e Le « point de vue de l’enseignant » fourni par l’analyse ascendante 

de « Bouchon et Bouteille » 

II.1.e.i La situation d’apprentissage S-1  

Milieu MP-1 
Le milieu de P-1 est constitué des différents observables des interactions de E-1 avec le 
milieu d’action M-1 en situation d’apprentissage. 
 
Position de P-1 (ou connaissances de P-1) 
Connaissances sur les différents « observables » 
Les connaissances mises en jeu par P-1 seront ainsi relatives à ces différents 
observables.  
Connaissances sur ce qui distingue une solution arithmétique d'une solution algébrique : observables écrit / oral. 
- Connaissances sur les différentes solutions arithmétiques ou arithmético-numériques d'élèves en réponse à ce 
problème « Bouchon et Bouteille » et sur les observables correspondant (oral / écrit : suite de calculs nécessaires pour 
arriver à la solution, dessins) 
- Connaissances sur les solutions algébriques d'élèves en réponse à ce problème « Bouchon et Bouteille » et sur les 
observables correspondant (écriture « d'équation » / transformations algébriques de l’équation) 
 
Connaissances sur la dévolution du problème « Bouchon et Bouteille » 
Il met également en jeu des connaissances que l’on peut dire spécifiques de la 
dévolution du problème « Bouchon et Bouteille » : il n’intervient pas sur les 
connaissances activées par l’élève à ce niveau mais peut éventuellement intervenir sur 
celles des niveaux précédents s’il voit que la situation d’enseignement se déroule de 
façon insatisfaisante. 
- Connaissances sur les difficultés d’élèves dans la compréhension élémentaire du problème. 
- Connaissances sur les difficultés d’élèves dans la recherche d’une stratégie de résolution. 

 
Situation S-1 

P-1 cherche à « dévoluer » le problème de « Bouchon et Bouteille » à l’ensemble 
de sa classe206 (il tente de les aider individuellement à rentrer dans une compréhension 
élémentaire de la consigne, à s’engager dans des stratégies de résolution).  Il observe ici 
la présence de différentes stratégies et solutions arithmétiques et algébriques : les 

                                                
205 Il ne rend pas public le raisonnement difficilement communicable (sans l’appui de dessins) qui 

lui a permis d’obtenir ce résultat. Il peut tenter de le verbaliser à la demande de P0. 
206 Il peut ou a pu éventuellement selon son projet tenter d'aiguiller les groupes d'élèves vers telle 

ou telle type de stratégie en cette position pour leur « dévoluer » le problème (à la fois afin d’éviter un 
« blocage » de la situation et aussi de la faire fonctionner comme il l’entend). 
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interprétations de ces procédures vont dépendre des anticipations qu’il a pu faire en 
position P1 et des interventions observables des élèves. 

II.1.e.i La situation didactique S0 

Milieu MP0 
Il est constitué des différents éléments résultant de ses observations en P-1 (résultant de 
S-1) et des nouveaux observables relatifs aux interactions de E0 avec M0 en situation 
didactique. 

 
Position de P0 
On peut s'attendre d'après notre analyse de la situation d'apprentissage à un bilan des 
différentes stratégies adoptées par les élèves et identifiées par P en -1 (interaction avec 
MP0) et à une institutionnalisation. P0 peut mettre en jeu différentes connaissances 
relatives à des techniques pour valider ou infirmer certaines solutions et des techniques 
d’institutionnalisation des connaissances nouvelles. 

 
Situation SP0 

P0 interagit avec le milieu pour intervenir publiquement quand cela lui semble 
raisonnable et pertinent relativement à son projet d’enseignement : il évalue et 
institutionnalise les procédures apparues pendant une phase de bilan du travail des 
élèves.  

 
II.1.f Conclusions  

Le schéma suivant donne un point de vue synthétique sur les emboîtements 
successifs de situations, distingués dans l’analyse ascendante : 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.4 Les 3 emboîtements de situations “du point de vue de l’élève” associés à “Bouchon-

Bouteille” 
 
Les éléments d’analyse ascendante de la situation « Bouchon et Bouteille » 

présentés ci-dessus nous permettent d’identifier quelques particularités de cette situation 
d’enseignement :  

S-3 (Alg/Ar-Num)

S-2 (Ar-Num)

S-1 (Ar-Num)

S0 (Ar-Num)S0(Alg1)

S-1 (Alg1)

S-2 (Alg1)

Bifurcation au niveau -2

S-3 (Num)

S-2 (Num)

S0 (Num)

S-3 (Ar)

S-2 (Ar)

S-1 (Ar)

S0 (Ar)
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- Nous avons déterminé la coexistence éventuelle de trois types de situations dès le 
niveau matériel : des élèves peuvent se trouver dans des situations différentes dès leur 
première entrée dans le problème 
- Ce problème laisse ouvert la possibilité de plusieurs stratégies numériques, 
arithmétiques ou algébriques (correspondant aux différents emboîtements décrits ci-
dessus). Un même résultat exact « 5 » peut ainsi avoir des significations différentes que 
notre analyse peut permettre d’identifier (à partir d’observables en situation 
d’apprentissage ou didactique). Le résultat « 10 » est obtenu par des élèves restant à un 
niveau d’interprétation du problème, très élémentaire. 
- Les connaissances mises en jeu à travers ces différentes stratégies peuvent être 
d’origines diverses. Nous avons pris en compte dans cette analyse des niveaux 
adidactiques des connaissances algébriques, arithmétiques, correspondant à des 
éléments pérennes du contrat didactique propre à l’algèbre ou à l’arithmétique et des 
connaissances « naturalisées » ou « de la vie courante » : on a pointé ici le rôle que la 
référence culturelle aux mesures de poids pouvait jouer dans des procédures de type 
arithmétique. 
 

 
II.2 Analyse ascendante des problèmes de « Cailloux »  

Rappelons, que les problèmes de « Cailloux » envisagés par P pour aborder son 
enseignement des systèmes d’équations, sont au nombre de neuf. Il ne s’agit pas de faire 
une analyse ascendante en détail de la situation associée à chacun de ces problèmes : 
notre étude en termes de variables (cf. chapitre C1 de notre travail) montre que ces 
énoncés comportent des éléments d’une structure mathématique sous-jacente similaire ; 
les analyses détaillées de chaque énoncé présentent par suite de nombreuses similarités 
dont la lecture serait ennuyeuse et noierait l’essentiel.207. 

Ce que nous nous proposons donc de faire est :  
- Dans un premier temps de décrire dans le détail les résultats de l’analyse des niveaux 
« adidactiques » du premier problème de « Cailloux »  
- Puis de pointer les changements significatifs associés aux emboîtements de situations 
ou aux connaissances mises en jeu d’un problème à un autre.  
 

II.2.a Analyse ascendante de la situation « 1er problème à deux tas de 
cailloux » 

Découpage de la consigne 
 
Nous présentons ci-dessous ce problème tel qu’il apparaît sur la fiche que P a 

distribuée aux élèves sans faire de commentaires : 
 
(a) Voici deux tas de cailloux 
(b) x désigne le nombre de cailloux du 1er tas.  
(c) y désigne le nombre de cailloux du 2ème tas 
(d) Le second tas a 19 cailloux de plus que le premier. 
(e) a/ Donne une écriture de y à l'aide de x 

                                                
207  Nous avons fait une analyse ascendante détaillée de 6 des 9 problèmes de la « fiche Cailloux » 

distribuée par P. 
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(f) b/ Il y a 133 cailloux en tout 
(g) Écris une égalité vérifiée par x et y. 
(h) c/ Trouve x et y. 

(i) 

x

    

y

 
 
 

II.2.a.1 Un milieu matériel « commun » 

Contrairement au problème « Bouchon et Bouteille », ce premier énoncé « à deux 
tas de cailloux » ne nous invite pas à distinguer plusieurs milieux « matériels » dans 
l’analyse ascendante. 
On envisage un ensemble unique d’objets présents ou évoqués dans la consigne ci-
dessus, avec lesquels E-3 est susceptible d’entretenir des rapports stables commun aux 
familles de situations évoquées par la suite : 
  
Milieu « matériel » M-3  
Tas de cailloux 
1er tas de cailloux évoqué et 
dessiné  
2ème tas de cailloux évoqué et 
dessiné 

Nombres entiers de « cailloux » évoqués 
Nombre de cailloux du 1er tas 
Nombre de cailloux du 2ème tas 
19  
133 

Lettres 
x 
y 

Ce problème est néanmoins susceptible d’engendrer divers emboîtements de 
situations (correspondant à autant de stratégies de résolutions possibles) associés à des 
bifurcations diverses aux niveaux –2 ou –1 : nous ne décrivons ici que les familles de 
situations restant relativement probables.208  

 
II.2.a.2 Les emboîtements des situations « Num » 

Cet emboîtement de situations peut être rapproché de celui du même nom envisagé pour 
l’énoncé « Bouchon et Bouteille » : il correspond à un niveau d’interprétation de la 
consigne qui reste très élémentaire. 

                                                
208 Nous ne nous attardons pas sur des familles de situations correspondant à des stratégies de 

résolution qui (pour des raisons que nous avons par ailleurs étudiées) n’ont pratiquement aucune chance 
d’être envisagées par des élèves de Troisième. 
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II.2.a.2.i La situation objective S-3 (Num) 

Position du sujet E-3 (ou connaissances de E-3) 
Avec des connaissances « naturalisées », E-3 interagit, à ce niveau, avec le 

milieu matériel M-3 de façon non finalisée. 
Connaissances arithmétiques de « lettres étiquettes » 
KE-31 une lettre désigne un objet (lettre étiquette) 
KE-31.bis On peut désigner plusieurs objets inconnus par plusieurs lettres. 

Au chapitre A.2, on a étudié des travaux en didactique de l’algèbre élémentaire 
qui mettent en avant le statut dominant des lettres étiquettes en arithmétique. La 
présence des deux dessins « étiquetés x et y » dans la consigne citée ci-dessus peut 
d’ailleurs contribuer à favoriser cette conception. 
Connaissances de la vie « courante » / Mesure 
KE-32 Chaque tas est une collection de cailloux caractérisée par un nombre entier (qui est le cardinal de cette 

collection). 
et éventuellement : KE-33 (association entre relation d'ordre « de taille » entre les tas de cailloux et relation d'ordre 

entre les nombres de cailloux) un tas de cailloux de taille plus importante (« plus gros ») est caractérisé par un 
nombre « plus grand » (et inversement).  

 KE-34 ordre sur les nombres. 

 
Situation S-3 (Num) 

E-3 imagine « fictivement » deux collections de cailloux « 1er tas » et « 2ème tas » 
inconnus, étiquetées « x et y », caractérisées par des nombres entiers éventuellement 
ordonnés. 

II.2.a.2.ii La situation d’action S-2 (Num) 

Milieu M-2 (Ar/Num) 
Deux collections de cailloux étiquetés « x » et « y » 
On cherche à les caractériser, c'est-à-dire à trouver le nombre 
entier de cailloux qui les composent.  
Eventuellement :  
Le 1er tas de cailloux « x » est plus petit que le 2ème tas de 
cailloux « y ». 
 
Position de E-2 
Connaissance sur les nombres 
KE-20 additions et soustractions sur les nombres. 

Connaissance de la signification arithmétique du signe sémantique « = » 
KE-21 connaissance du signe égal ou « = » comme « annonce d’un résultat » ou effectuation d’opérations sur les 

entiers.   
Connaissance « élémentaire » du contrat didactique spécifique à la résolution de 
problèmes  
KE-22 On fait une opération simple directement à partir des données de l’énoncé pour trouver la solution au 

problème posé. 
 
Situation S-2 (Num) 

E-2 fait une opération sur les données numériques de l’énoncé : 133 et 19 pour 
trouver le nombre de cailloux du 1er ou 2ème tas :  



261 
Par exemple, E-2 peut effectuer la soustraction 133 – 19 = 114 et associer 114 au 
nombre de « cailloux » du 1er tas « x ». Puis il 133 + 19 = 152 qu’il associe au nombre 
de cailloux du 2ème tas « y ». 

 
Ne disposant pas de moyens d’invalider son action, des résultats « faux » en S-2 

(Num) peuvent donner lieu à des réponses quasi-immédiates en S0, sans passage par la 
situation d’apprentissage : on retrouve le phénomène pointé à travers l’analyse 
précédente. 

II.2.a.2.iii La situation didactique S0 (Num) 

On considère comme éléments du milieu objectif les résultats (inexacts) obtenus en S-2, 
par exemple : 114 pour le tas « x » et 152 pour le tas « y », obtenus par des opérations 
numériques élémentaires, directement effectuées à partir des données de l’énoncé. 
 
Position E0 (ou connaissances de E0) 
Connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution de problème – rédaction 
d’une solution 
KE01 On écrit les opérations numériques qui ont permis d’obtenir la solution. 

 
Situation S0 (Num)  

Ici, l’élève E0 donne oralement les résultats obtenus ou les écrit publiquement en 
justifiant éventuellement cette réponse sous l’effet d’une connaissance du contrat 
didactique spécifique à la résolution de problème, par les opérations numériques qui ont 
permis d’y aboutir.  
On représente la famille de situations « Num » sous forme du schéma suivant : 
 

S-3 (Num)

S-2 (Num)

S0 (Num)

 
Fig. 1 Emboîtement de situations S (Num) associé au premier problème de « Cailloux » 

 
La procédure de type élémentaire associé à cette famille de situation « Num » est 

nettement moins favorisée par la forme de ce premier énoncé de « Cailloux » que par 
celle d’un énoncé type « Bouchon-Bouteille » : la consigne citée plus haut donne une 
apparence moins simple au problème posé et l’énoncé ne suggère pas de solution 
faussement évidente (comme 10 dans le cas de « Bouchon-Bouteille »). Néanmoins, il 
est envisageable que certains élèves restent au moins dans un premier temps dans une 
interprétation très élémentaire du problème. 

 
II.2.a.3 Les emboîtements des situations « Ar-Num » 
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II.2.a.3.i La situation objective S-3 (Ar-Num) = S-3 (Num) 

II.2.a.3.ii La situation d’action S-2 (Ar-Num) 

Milieu objectif M-2 (Ar-Num) = M-2 (Num) 
On peut envisager qu’un élève E-2 interagisse avec ce milieu (identique à celui de la 
situation de niveau –2 évoquée ci-dessus) avec des connaissances de type arithmético-
numérique, moins « élémentaires » : ceci donne lieu à une première bifurcation possible 
au niveau –2. La nouvelle famille de situations citées ci-dessous peut être rapprochée de 
l’emboîtement S (Ar-Num) envisagé en réponse au problème « Bouchon-Bouteille ». 
 
Position de E-2 
Connaissances sur les nombres 
KE-20 additions et soustractions sur les nombres. 
KE-21 Si un entier N est plus grand qu’un autre M, alors N est égal à M plus un autre entier. 

Connaissance de la mesure (du cardinal d’une collection) 
KE-22 Le cardinal d’une collection « réunion » de deux collections est égale à la somme des cardinaux de ces deux 

collections. 
Connaissances sur les relations numériques 
KE-23 « Le tas i a n cailloux de plus que le tas j » implique card (tas i) égale ne plus card (tas j) / ou est plus grand 

que card (tas j) de n unités.209  
Eventuellement KE-23.bis : « Le tas i a n cailloux de plus que le tas j » implique card (tas j) égale card (tas j) moins 
card (tas i) / ou plus petit que card (tas i) de n unités ». Cette connaissance paraît ici moins élémentaire que KE-23 : 

on passe d’une opération « plus » (citée dans l’énoncé) à une opération « moins ». On retient néanmoins cette 
possibilité. 
 
Situation S-2 (Ar-Num) 

E-agissant met en relation les opérations sur les objets : tas de cailloux, étiquetés 
« x » et « y » décrites par la consigne et les opérations sur les entiers « cardinaux de tas 
de cailloux » en vue de déterminer une (ou des) opération(s) de calcul nécessaires pour 
trouver les deux nombres entiers de cailloux inconnus. 

                                                
209 Notons qu’on peut envisager ici et dans la suite l’intervention d’une autre connaissance du 

même type KE-23.bis dans l’interprétation de la consigne « de plus » : « Le tas i a n cailloux de plus que 
le tas j » implique card (tas j) égale card (tas j) moins card (tas i) / ou plus petit que card (tas i) de n 
unités ». Mais celle-ci paraît ici moins élémentaire que celle citée dans le texte pour des raisons que l’on 
comprendra bien : on passe d’une opération « plus » citée dans l’énoncé à une opération « moins ». 
Retenons néanmoins cette possibilité. 
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II.2.a.3.iii La situation d’apprentissage S-1 (Ar-Num) 

Les interactions de E-2 avec M-2 (Ar-Num) aboutissent à :  
Milieu M-1 (Ar-Num) 
Le nombre de cailloux du 2ème tas (étiqueté « y ») est plus grand que le nombre de 
cailloux du 1er tas de 19 unités (étiqueté « x ») / le nombre de cailloux du 1er tas 
(étiqueté « x ») plus 19 est égale au nombre de cailloux du 2ème tas. 
ou le nombre de cailloux du 2ème tas (étiqueté « x ») est plus petit que le nombre de cailloux du 2ème tas 
de 19 unités (étiqueté « y ») / le nombre de cailloux du 2ème tas (étiqueté « y ») moins 19 est égale au 
nombre de cailloux du 1er tas. 
La somme du nombre de cailloux du 1er tas et du nombre de cailloux du 2ème tas est 
égale à 133. 
 
Position E-1 (ou connaissances de E-1) 
Connaissances de contrat didactique spécifique de la résolution arithmético-numérique 
de problèmes (par essai-vérification). 
KE-11 Quand on ne connaît pas le résultat d'un problème de premier degré (ou le raisonnement arithmétique qui 

permet d'aboutir à la solution), on peut essayer un nombre (éventuellement : on essaie un nombre obtenu à partir 
d’une opération simple des données numériques du problème). 
Connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution arithmético-numérique 
de problèmes 
KE-12 (opérations élémentaires de l'arithmétique sur les nombres) : addition, soustraction, division. 
KE-13 Connaissance du signe « égal » ou « = » comme « annonce d'un résultat » ou « effectuation d'opérations sur 

les entiers » 
KE-14.0 Soit s+ ... = S et s + a = S'. Si S' > S alors l'entier cherché ...< a ou si S'< S, alors l'entier cherché ... > a 
ou/et KE-14.1 Soit s - ... = n et s - a = n'. Si n' > n alors l'entier recherché ... > a. ou si n' < n, alors l'entier cherché... 

est < a. 
ou/et KE-14.2 Soit ... -  s = n et a - s = n'. Si n' > n alors l'entier recherché ... < a. ou si n' < n, alors l'entier cherché... 

est > a. 
 
Situation S-1 (Ar-Num)  
Avec ses connaissances arithmético-numériques, E-1 fait des essais de nombres entiers 
pour le nombre de cailloux du 1er ou du 2ème tas qu’il valide ou invalide à l’aide 
d’éléments de M-1. Le premier nombre « essayé » correspond éventuellement au 
résultat d’une opération élémentaire sur les données de l’énoncé. E-apprenant peut ainsi 
aboutir aux nombres exacts de cailloux des deux tas210. 

II.2.a.3.iv La situation didactique S0 (Ar-Num) 

Milieu M0 (Ar-Num) 
Les deux résultats : le nombre de cailloux du 1er tas est égal à 57 et le nombre de 
cailloux du 2ème tas est égal à 76, obtenus par une suite d’essais et de « vérifications » 
opérées mentalement par E-1 ou à l’aide de suites opérations écrites sur le papier 
 

                                                
210 Cette procédure par « essais-erreurs » pouvant s’avérer ici relativement coûteuse, il est 

possible qu’un élève s’engageant dans ce type de stratégies se retrouve « bloqué » au niveau –1. 
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Position de E0 
Connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution de problèmes - 
rédaction d'une solution 
KE00 On n'écrit pas de résultats faux. 
KE01 On doit justifier la solution en écrivant les opérations sur les données de l'énoncé qui ont permis d'aboutir au 

résultat. 
 

Situation S0 (Ar-Num) 
E0 réfléchit à S-1 (Ar-Num). Il rend public le résultat : x = 57 et y = 76 ou le nombre de 
cailloux du premier tas est 57 et le nombre de cailloux du deuxième tas est 76, en lui 
associant éventuellement ses dernières « vérifications » : 57 + 76 = 133 et 57 + 19 = 76. 
 

Comme pour les stratégies numériques relevant de S (Num), on peut prévoir que les 
procédures associées à la famille de situation « Ar-Num » ne soient pas favorisées par la 
forme du premier problème « Cailloux » : l’énoncé ne suggère pas de solution 
« faussement » évidente (l’élève est moins tenté de faire un premier essai qui lui semble 
la solution au problème posé) et les données numériques de l’énoncé correspondent 
plutôt à de grands entiers qui rendent ce type de stratégies peu opérantes.  

 
II.2.a.4 Les emboîtements des situations « Ar1 » 

II.2.a.4.i La situation objective S-3 (Ar1) = S-3 (Ar-Num) = S-3 (Num) 

II.2.a.4.ii La situation d’action S-2 (Ar1) = S-2 (Ar-Num) 

C’est une bifurcation de niveau –1 par rapport à la famille de situations S (Ar-Num) qui 
est envisagée. 

II.2.a.4.iii La situation d’apprentissage S-1 (Ar1) 

Les interactions de E-2 avec M-2 (Ar1) aboutissent à un milieu de référence identique à 
celui envisagé à travers l’emboîtement de situations « Ar-Num ».  
 
Position E-1 (ou connaissances de E-1) 
Connaissances de techniques de résolution arithmétique de problèmes  
KE-11a (substitution arithmétique de la plus petite partie / Partage en « 2 parties inégales » dont on connaît la 

somme et la différence) Si la somme de a et b font N et b égale à a plus n / ou a plus grand que b de n unités, alors 
deux a augmentés de n unités font N / ou deux a font N diminué de n unités.  
par un dessin similaire à un de ces deux schémas :  
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a b plus grand que a de  n

2 fois a

N

n

Modèle "barre"

b

a n

a
N

Modèle "segmentaire"

a

a
N - n

211 
Ou KE-11b (substitution arithmétique de la plus grande partie / Partage en « 2 parties inégales » dont on 

connaît la somme et la différence) Si la somme de a et b font N et a égale à b moins n / ou b plus petit que de n 
unités, alors deux b diminué de n unités font N / ou deux b font N augmenté de n unités. 
par un dessin similaire à un de ces deux schémas :  

ab plus grand que a de  n

N

n

Modèle "barre"

n

2 fois b égale à N + n

b

a n

a

Modèle "segmentaire"

n

b

a n

a
N + n

n

b

N

 
 
Connaissance de la signification arithmétique du signe sémantique « = » 
KE-12 Connaissance du signe « égal » ou « = » comme « annonce d'un résultat » ou « effectuation » 

Connaissance sur les nombres 
KE-13 (opérations élémentaires de l'arithmétique sur les nombres) : addition, soustraction, division. 

 
Situation S-1 (Ar1)  

A partir de ces connaissances sur les opérations en arithmétique, E-1 détermine à 
partir des opérations sur les nombres entiers « tas de cailloux » envisagées en –2, 
d’autres opérations entre ces nombres inconnus et recherchés qui vont lui permettre 
dans un deuxième temps d’obtenir leurs valeurs. Il cherche à trouver la valeur de la 
somme de deux nombres égaux au cardinal du 1er tas de cailloux ou au cardinal du 2ème 
tas de cailloux.  

                                                
211 Ces deux modèles de schémas ont été des objets d’enseignement associés aux techniques de 

substitution arithmétique et aux problèmes de partages en parties inégales en arithmétique élémentaire 
pendant la période classique. On les retrouve dans divers ouvrages (par exemple pour le modèle 
segmentaire Arithmétique cours moyen et supérieur de M. Delfaut et A. Millet, ed. Hachette 1932 et pour 
le modèle « barre » : Arithmétique cours supérieur de M. Royer et P. Court 1931 (cf. chapitre C2, partie 
I).  
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Situation S-1 (Ar1 a) 

A partir de ces connaissances sur les opérations en 
arithmétique, E-1 détermine à partir des premières 
opérations sur les nombres entiers « tas de cailloux » 
envisagées en -2 (interaction avec M-1) d'autres 
opérations entre ces nombres recherchés qui vont lui 
permettre dans un deuxième temps d'obtenir leur valeur ; 
il cherche à trouver la valeur de la somme de deux 
nombres égaux au cardinal du 1er tas de cailloux (le plus 
« petit ») : 
- Il détermine mentalement la relation : 2 fois le nombre 
de cailloux du 1er tas plus 19 font (ou =) 133 / ou deux 
fois le nombre de cailloux du 1er tas font 133 auquel on 
retranche 19 
- E-1 effectue ensuite le raisonnement synthétique 
suivant : si on retranche 19 à 133, on obtient donc deux 
fois le nombre de cailloux du 1er tas. Si on divise le 
résultat 114 par 2, on trouve donc le nombre de cailloux 
de ce 1er tas, soit 57.   
Il calcule ensuite le nombre de cailloux du 2ème tas en 
augmentant 57 de 19 pour trouver 76 le nombre de 
cailloux du 2ème tas. 

Situation S-1 (Ar1 b) 
A partir de ces connaissances sur les opérations en 
arithmétique, E-1 détermine à partir des premières 
opérations sur les nombres entiers « tas de cailloux » 
envisagées en -2 (interaction avec M-1) d'autres 
opérations entre ces nombres recherchés qui vont lui 
permettre dans un deuxième temps d'obtenir leur valeur ; 
il cherche à trouver la valeur de la somme de deux 
nombres égaux au cardinal du 2ème tas de cailloux (le plus 
« grand ») : 
- Il détermine mentalement la relation : 2 fois le nombre 
de cailloux du 2ème tas moins 19 font (ou =) 133 / ou deux 
fois le nombre de cailloux du 2ème tas font 133 auquel on 
ajoute 19 
- E-1 effectue ensuite le raisonnement synthétique 
suivant : si on ajoute 19 à 133, on obtient donc deux fois 
le nombre cailloux du 2ème  tas. Si on divise le résultat 152 
par 2, on trouve donc le nombre de cailloux de ce 2ème tas, 
soit 76.   
Il calcule ensuite le nombre de cailloux du 1er tas en 
diminuant 76 de 19 pour trouver 57 le nombre de cailloux 
du 1er tas. 

Remarques :   
E-1 peut appuyer son raisonnement arithmétique sur des dessins similaires aux deux 
modèles de type « barre » ou « segmentaire ».  
L’arithmétique élémentaire ne fait l’objet d’aucun enseignement au niveau du Collège 
(pendant la période contemporaine) : ce type de techniques pour résoudre des problèmes 
« types » (partage en parties inégales), enjeu didactique important au début du 
Secondaire pendant la période dite classique (cf. chapitre B2.I), n’est plus enseigné 
actuellement. E-1 est donc confronté à une situation problématique : les connaissances 
intervenant en S-1 (Ar1 a/b) sont en cours d’apprentissage. 
Il est intéressant de pointer le fait que le même type de stratégie de résolution de la part 
d'un élève avant les années 1970 aurait donné lieu à une « structuration verticale du 
milieu différente » :  
- par exemple, au niveau -2, seraient intervenues des connaissances plus spécifiques d'un 
contrat didactique spécifiques à l'arithmétique élémentaire enseignée (qui seraient du 
type (reconnaissance d'un problème type de « partage en parties inégales connaissant 
leur somme et différence »)  
- au niveau - 1, auraient été mises en jeu des connaissances correspondant à de 
véritables enjeux d'apprentissages institutionnalisés (du type : « associer la règle à 
appliquer au problème « type reconnu » et trouver les données numériques mises dans 
l'application de cette règle »). Par exemple, on trouve dans l'Arithmétique par F. 
Delagrane - Inspecteur Primaire - livre du maître, éd. Delagrane 1929 le passage 
suivant :  

 « Résoudre un problème, c'est donc :  
1. Découvrir la règle, toujours simple à l'école élémentaire qui en fait le fond ;  
2. déterminer les nombres que cette règle doit combiner ; 
3. effectuer les calculs qu'entraîne son application. » (op. cité., p. 172). 
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- On voit en fait ressurgir deux situations au niveau –1, issues de S-2 (Ar1), 
correspondant aux différentes connaissances KE-11.a (substitution arithmétique de la 
plus petite partie) et KE-11.b (substitution arithmétique de la plus grande partie). En fait 
la situation S-1 (Ar1 b) paraît moins probable que S-1 (Ar1 b), car plus coûteuse dans le 
cas de cet énoncé : on passe d’une opération « plus », suggérée par la consigne, à un 
« moins » dans les opérations à envisager mentalement pour substituer. Néanmoins dans 
certains manuels d’arithmétique de la période classique, les deux types de solutions 
relevant de ces deux familles de situations sont données ou évoquées (en réponse à cette 
classe de problèmes de partage). Comme par exemple, dans Royer et Court (1931) :  

« Problèmes - Somme et différence (Partage) 
Deux ouvriers ont reçu ensemble une somme de 249 f. Le premier a reçu 75 f de plus que l'autre. 
Combien chacun d'eux a-t-il reçu ? 
Solution arithmétique 
(...) Si on retranche 75f à 249, il reste deux fois la part du second ou : 249f - 75f = 174f 
Le second ouvrier a donc reçu 17f/2 = 87f. Et le premier 87f + 75f = 162f. 
Remarque : On aurait aussi bien pu raisonner aussi bien en remarquant que la somme 249f augmentée de 
75, contient 2 fois la première part. » (op. cité, p. 2). 

Nous rassemblons dans notre analyse ascendante ces deux types de situations S (Ar1 a) 
et S (Ar1 b) ; celles-ci restent à nos yeux suffisamment proches : elle font toutes deux 
intervenir des connaissances spécifiques d’une même technique de substitution 
arithmétique au niveau –2. 

II.2.a.4.iv La situation didactique S0 (Ar1 a-b) 

Milieu M0 (Ar1 a-b) 
Les deux résultats : le nombre de cailloux du 1er tas est égal à 57 et le nombre de 
cailloux du 2ème tas est égal à 76, obtenus par une suite d’opérations arithmétiques 
opérées mentalement par E-1 ou à l’aide d’un dessin et de quelques opérations sur le 
papier. 
 
Position de E0 
Connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution de problèmes - 
rédaction d'une solution 
KE01 On doit justifier la solution en écrivant les opérations sur les données de l'énoncé qui ont permis d'aboutir au 

résultat. 
KE03 On justifie les opérations écrites par les données du problème ou on vérifie (éventuellement) que les nombres 

trouvés vérifient effectivement les opérations données dans l’énoncé. 
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Situation S0 (Ar1 a-b) 
 
Situation S0 (Ar1 a) 
En position d’élève E0 écrit la suite 
d’opérations qui lui ont permis de trouver le 
nombre de cailloux des deux tas étiquetés 
« x » et « y » : 
133 - 19 = 114  et 114/2 = 57 d’où x = 57.  
57 + 19 = 76 d’où y = 76 
E0 « vérifie » :  

57 + 76 = 133 
57 + 19 = 76 

Situation S0 (Ar1 b) 
En position d’élève E0 écrit la suite 
d’opérations qui lui ont permis de trouver le 
nombre de cailloux des deux tas étiquetés 
« x » et « y » : 
133 + 19 = 152  et 152/2 = 76 d’où y = 76.  
76 - 19 = 57 d’où x = 57 
E0 « vérifie » :  

57 + 76 = 133 
57 + 19 = 76 

 

II.2.a.5 Les emboîtements des situations « Ar2 » 

II.2.a.5.i La situation objective S-3 (Ar2) = S-3 (Ar1) = S-3 (Ar-Num) = S-3 (Num) 

II.2.a.5.ii La situation d’action S-2 (Ar2) = S-2 (Ar1) = S-2 (Ar-Num) 

On peut envisager une dernière bifurcation de niveau –1 par rapport aux 
emboîtements de situations S (Ar-Num) et S (Ar1). 

II.2.a.5.iii La situation d’apprentissage S-1 (Ar2) 

Les interactions de E-2 avec M-2 (Ar1) aboutissent à un milieu de référence identique à 
celui des situations « Ar-Num » et « Ar1 ». E-1 peut interagir avec ce milieu avec des 
connaissances arithmétiques différentes de celles envisagées ci-dessus. 
 
Position E-1 (ou connaissances de E-1) 
Connaissances liées à des techniques de résolution arithmétique de problèmes  
KE-11 Si la somme de deux nombres inconnus a et b fait N,212  et si b est plus grand que a de n unités ou 
que a est plus petit que b de n unités, N étant égale à la somme des deux nombres égaux N/2, alors b 
diminué de n/2 unités fait N/2 et a augmenté de n/2 fait N/2 (on corrige l'erreur commise « en 
rapportant » a et b à N/2) 
par un dessin similaire à un de ces deux schémas :  
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                
212 nous avons figuré en gras les lettres correspondant aux données du problème posé, c'est à dire 

la somme et différence. 

b

n

Modèle "segmentaire"

b - n/2 

n/2

N

a

N

n/2

a

a + n/2 

N/2

N/2
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Connaissance de la signification arithmétique du signe sémantique « = » 
KE-12 Connaissance du signe « égal » ou « = » comme « annonce d'un résultat » ou « effectuation » 

Connaissance sur les nombres 
KE-13 (opérations élémentaires de l'arithmétique sur les nombres) : addition, soustraction, division. 

Situation S-1 (Ar2) 
A partir de ces connaissances sur les opérations en arithmétique, E-1 détermine à 

partir des opérations sur les nombres entiers « tas de cailloux » envisagées en –2, 
d’autres opérations entre ces nombres inconnus et recherchés qui vont lui permettre 
dans un deuxième temps d’obtenir leurs valeurs. Il cherche à trouver la valeur de deux 
nombres égaux (en fonction du cardinal du premier tas de cailloux ou du deuxième tas 
de cailloux et de leur différence) dont la somme serait le nombre de cailloux total 
donné. 
- En mettant en jeu une connaissance arithmétique (changement de variable 
arithmétique), E-1 aboutit d'abord à déterminer mentalement les relations : le nombre de 
cailloux du premier tas est égal au nombre de cailloux total divisé par 2 diminué de la 
différence entre les deux tas divisée par 2 et le nombre de cailloux du deuxième tas est 
égal au nombre de cailloux total divisé auquel on ajoute la différence entre les deux tas 
divisée par 2. 
- En utilisant ses connaissances sur les opérations élémentaires de l'arithmétique sur les 
nombres, en une synthèse de raisonnement précédent, il effectue la suite de calculs : 
133/2 est égal à 66,5 et 19/2 est égal à 9,5 d'où : 
le nombre de cailloux du tas « y » est : 66,5 + 9,5 = 76.  
et le nombre de cailloux du tas « x » est : 66,5 - 9,5 = 57. 

Remarques : 
- On peut imaginer une situation S-1 (Ar-2.bis) où E-2 met en jeu une connaissance 
proche de KE-11, mais « erronée » comme par exemple : « Si la somme de deux nombres 

inconnus a et b fait N. est que b est plus grand que a de n unités (ou que a est plus petit que a de n unités), N étant 
égale à la somme des deux nombres égaux N/2, on obtient b en augmentant N/2 de n unités et a en diminuant N/2 de 
n unités ». 
Cet E-objectif obtiendrait alors des nombres non entiers (85, 5 et 47,5). En interagissant 
avec le milieu M-1 (chaque tas « x » et « y » est caractérisé par un nombre entier), il 
peut y avoir apprentissage de la connaissance KE-11 pour E-1 (suite auquel il produit 
éventuellement un raisonnement identique à celui envisagé en S-2 (Ar-2)).  

II.2.a.5.iv La situation didactique S0 (Ar2) 

Milieu M0 (Ar2) 
Les deux résultats : le nombre de cailloux du 1er tas est égal à 57 et le nombre de 
cailloux du 2ème tas est égal à 76, obtenus par une suite d’opérations arithmétiques 
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opérées mentalement par E-1 ou à l’aide d’un dessin et de quelques opérations sur le 
papier. 
Position de E0 
Connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution de problèmes - 
rédaction d'une solution 
KE01 On doit justifier la solution en écrivant les opérations sur les données de l'énoncé qui ont permis d'aboutir au 

résultat. 
KE03 On justifie les opérations écrites par les données du problème ou on vérifie (éventuellement) que les nombres 

trouvés vérifient effectivement les opérations données dans l’énoncé. 
 

Situation S0 (Ar2) 
En situation didactique, E0 rend public son résultat en lui  associant les opérations qui 
lui permis d’aboutir au résultat. Il écrit :  
133/2 = 66,5 
19/2 = 9,5 
66,5 – 9,5 = 57 
et 66,5 + 9,5 = 76  
D’où y = 76 et x = 57 
Eventuellement, E0 « vérifie » :  
57 + 76 = 133 et 57 + 19 = 76. 
Le schéma suivant donne un point de vue synthétique sur les emboîtements successifs de 
situations « non algébriques » (qu’on a qualifiés respectivement de « numérique », 
« arithmético-numériques » et « arithmétiques ») considérés jusqu’ici. 

S0 (Ar2)

S-1  (Ar2)

S-2 (Ar-Num) = S-2 (Ar1) = S-2 (Ar2) 

S-3 (Num) = S-3 (Ar-Num) = S-3 (Ar1) = S-3 (Ar2)

S-2 (Num)S-2 (Num)

S0 (Num)

bifurcation au niveau -2

S-1 (Ar-Num) S-1 (Ar1 a-b)

 bifurcations au niveau -1

S0 (Ar2)S0 (Ar-Num) S0 (Ar2)S0 (Ar1 a-b)

 
Fig.2 Emboîtements de situations « non-algébriques » : numérique, arithmético-numérique, arithmétiques, 
associées au premier énoncé « Cailloux » 

 
Les emboîtements de situations associés à ce premier énoncé « à deux tas de 

cailloux » qu’il nous reste à étudier représentent une bifurcation dès le niveau –3 par 
rapport aux situations envisagées ci-dessus : dès la première interprétation élémentaire 
du problème posé, différentes connaissances de type algébrique ou arithmétique sont 
possibles. En situation objective, jusqu’ici, nous n’avons pris en compte que des 
connaissances arithmétiques (comme par exemple, celle associé au statut des lettres 
« x » et « y » comme étiquettes des tas de cailloux) qui nous ont conduite à décrire 
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divers emboîtements de situations « numériques », « arithmético-numériques » voire 
« arithmétiques » : nous allons maintenant considérer l’intervention de connaissances de 
nature algébrique dès ce niveau – 3, ce qui nous amène à décrire de nouvelles familles 
de situations algébriques.  

 
II.2.a.6 Les emboîtements des situations « Alg1 » 

II.2.a.6.i La situation objective S-3 (Alg1) 

Position du sujet E-3 (ou connaissances de E-3) 
En S-3(Alg1), E-objectif interagit de façon non finalisée avec le milieu matériel, 

en mettant en jeu les connaissances suivantes  :  
Connaissances algébriques des lettres désignant des nombres 
KE-31 une lettre désigne un nombre inconnu. 
KE-31.bis On peut désigner plusieurs nombres inconnus par plusieurs lettres. 
Ce sont ces deux premières connaissances qui vont déterminer une première entrée 
« algébrique » dans la consigne. Interviennent par ailleurs des connaissances déjà prises 
en compte à ce niveau au sein des emboîtements de situations « non algébriques » 
précédents : 
Connaissances de la vie « courante » / Mesure 
KE-32 Chaque tas est une collection de cailloux caractérisée par un nombre entier (cardinal de cette collection). 
Eventuellement : KE-33 (association entre relation d'ordre « de taille » entre les tas de cailloux et relation d'ordre 

entre les nombres de cailloux) un tas de cailloux de taille plus importante (« plus gros ») est caractérisé par un 
nombre « plus grand » (et inversement) / KE-34 ordre sur les nombres. 

 
Situation S-3 (Alg1) 

E-3 imagine « fictivement » deux collections de cailloux « 1er tas » et « 2ème tas » 
de cardinaux inconnus « nombres entiers », désignés par x et y. 

II.2.a.6.ii La situation d’action S-2 (Alg1)  

Milieu objectif M-2 (Alg1) 
Nombres de cailloux du 1er tas et du 2ème tas. 
On ne connaît pas ces deux nombres mais ils existent. 
Il sont respectivement désignés par x et y. 
On les cherche. 
Eventuellement :  
Le nombre de cailloux du 2ème tas est plus grand que celui du 1er tas (x < y). 
Position de E-2 (ou connaissances de E-2) 
Connaissance sur les nombres 
KE-20 additions et soustractions sur les nombres. 
KE-21 Si un entier N est plus grand qu'un autre M, alors N est égal à M plus un autre entier (ou M est égal à N moins 

un autre entier).  
On peut imaginer des connaissances de contrat didactique spécifique à la résolution 
algébrique de problèmes installée en classe de 4ème interviennent toujours au niveau –2. 
Connaissance : contrat didactique spécifique à la résolution algébrique de problèmes 
installé en 4ème. 
KE-22 On identifie une des quantités inconnues cherchées (éventuellement désignée) comme inconnue du problème. 
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KE-23 on cherche des informations données dans l'énoncé exprimant des informations sur cette quantité 

désignée en vue d'écrire une équation algébrique à une inconnue. 
Connaissance sur les relations numériques  
KE-24 « le tas i a n cailloux de plus que le tas j » implique card (tas i) égale n plus card (tas j) 

Connaissance de la mesure 
KE-25 Le cardinal d'une collection « réunion » de deux collections est égale à la somme des cardinaux de ces deux 

collections. 
 
Situation S-2 (Alg1 (a)213) 
Avec des connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution algébrique de 
problème, installé en 4ème, E-2 identifie le nombre de cailloux du 1er tas désigné par x 
comme étant l’inconnue du problème : il passe outre la double désignation algébrique 
identifiée en –3. Il cherche les informations relatives à cette quantité pour ramener le 
problème à une équation à une inconnue : le nombre de cailloux du 2ème tas est égale au 
nombre de cailloux du 1er tas plus 19 et la somme des nombres de cailloux du 1er et du 
2ème tas est égale à 133. 

 
Remarque :  

On peut envisager la « symétrique » en « y » de cette situation S-2 (Alg1) : E-2 
peut choisir y comme inconnue du problème en faisant intervenir la connaissance sur les 
relations numériques : KE-23.bis : « « Le tas i a n cailloux de plus que le tas j » implique card (tas j) égale 

card (tas j) moins card (tas i) / ou plus petit que card (tas i) de n unités ». Comme nous l’avons déjà 
évoqué, cette connaissance paraît ici moins élémentaire que KE-23 : on passe d’une 
opération « plus » (citée dans l’énoncé) à une opération « moins ». Elle a donc peu de 
chances d’advenir. Sans décrire le nouvel emboîtement de situations correspondant à 
une interprétation plus « indirecte » de la consigne, on retient cette possibilité d’une 
famille de situations qu’on peut nommer S (Alg1 (b)) par opposition à celui décrit ici 
appelé S-1 (Alg1 (a)). 

II.2.a.6.iii La situation d’apprentissage S-1 (Alg1 (a)) 

Les interactions de E-2 avec M-2 (Alg1) aboutissent aux éléments constituant le milieu 
d’action suivant :  
Milieu M-1 (Alg1 (a)) 
Le nombre de cailloux du 1er tas est la quantité inconnue du problème désignée 
algébriquement par la lettre x. 
Le nombre de cailloux du 2ème tas est égal au nombre de cailloux du 1er tas 
« inconnu » plus 19. 
La somme du nombre de cailloux du 1er tas « inconnu » et du nombre de cailloux 
du 2ème tas est égale à 133. 
Position de E-1 (ou connaissances de E-1) 

On retrouve les connaissances intervenant au sein de la situation S-1 (Alg1) 
associée au problème « Bouchon et Bouteille ». 

                                                
213 Voir la remarque qui apparaît en dessous. 
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Connaissances de contrat didactique liées à la mise en équation à une inconnue d’un 
problème 
KE-11 Pour résoudre algébriquement un problème, on commence par « mettre en équation » le problème : la 

grandeur inconnue étant désigné, il s'agit d'écrire une équation en faisant correspondre aux relations identifiées sur les 
objets des problèmes des relations algébriques où intervient cette « inconnue ». 
KE-12 On cherche ensuite à résoudre l'équation obtenue par des techniques de calcul algébrique.  
Connaissances de la signification algébrique du signe sémantique « = » 
KE-13 « Le signe égal est un signe sémantique exprimant que les deux termes signifient la même chose » (nécessaire 

pour la mise en équation du problème). 
Connaissances de calcul algébrique élémentaire 
KE-15 Pour transformer une équation à une inconnue, on utilise les règles portant sur :  

- Suppression des parenthèses. 
- Addition des x d'un même membre. 
- faire passer un nombre d'un membre à l'autre (addition des opposés de ce nombre de chaque côté de l'égalité).  
- diviser par un même nombre les deux membres de l'équation. 
 
Situation S-1 (Alg1 (a)) 

Avec une connaissance du contrat didactique propre à la mise en équation à une 
inconnue de problème, E-1 en position d’apprenant cherche à ramener le problème posé 
à une équation à une inconnue. En interagissant avec M-1 (Alg1 (a)) avec la 
connaissance de la signification algébrique du signe « = », E-1 écrit l’équation à une 
inconnue : (x + 19) + x = 133. Il résout ensuite cette équation en mettant en jeu des 
règles d’algèbre de calcul algébrique élémentaire (acquises en 4ème) et trouve x = 57. Il 
obtient ainsi le nombre de cailloux du 1er tas : 57 puis en interaction avec M-1 
(Alg1 (a)), le nombre de cailloux du 2ème tas : 57 + 19 = 76. 

II.2.a.6.iv La situation didactique S0 (Alg1 (a))  

Milieu M0 (Alg1 (a)) 
L'équation à laquelle se ramène le problème : x + (x + 19) = 133 avec x désignant 
le nombre de cailloux du premier tas. 
Le raisonnement et le résultat de la résolution algébrique de cette équation à une 
inconnue 2x + 19 = 133...x = 57 
La réponse : le 1er tas contient 57 cailloux et le 2ème y = 57 + 19 = 76 cailloux. 

 
Position de E0 
Connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution algébrique d’un 
problème - rédaction d'une solution 
KE01 On doit justifier la solution en écrivant l'équation à laquelle se ramène le problème, et les opérations 

algébriques qui ont permis de résoudre cette équation. 
KE02 On doit « revenir » au problème posé. On donne la réponse en faisant apparaître éventuellement les calculs 

intermédiaires qui ont permis de passer du résultat algébrique à la solution finale. 
 

Situation S0 (Alg1 (a)) 
En interagissant avec M0 (Alg1 (a)), E0 en position d’élève écrit publiquement 

l’équation obtenue : x + (x + 19) = 133, la suite d’opérations algébriques l’amenant au 
résultat x = 57 et conclut : le 1er tas contient 57 cailloux et le 2ème tas contient 
y = 57 + 19 = 76 cailloux. 
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Les stratégies d’élèves relevant de cet emboîtement de situations S (Alg1 (a)) 

associées à ce problème de « Cailloux » sont beaucoup moins probables qu’au sein de la 
situation « Bouchon et Bouteille ». La forme de la consigne impose plutôt des stratégies 
algébriques faisant intervenir le système de deux équations à deux inconnues du type 
S (Alg2) décrite ci-dessous. Néanmoins, on peut faire l’hypothèse que les règles 
pérennes de contrat didactique spécifique à la résolution algébrique de problèmes, 
installées en classe de 4ème influencent encore de façon non négligeable les 
comportements d’élèves de Troisième. 

 
II.2.a.7 Les emboîtements des situations « Alg2 » 

II.2.a.7.i La situation objective S-3 (Alg2) = S-3 (Alg1) 

L’interprétation élémentaire de la consigne par E-3 en S-3 (Alg2) se fait selon les 
mêmes interactions avec le milieu « matériel », par l’intermédiaire de connaissances 
identiques à celles envisagées plus haut en S-3 (Alg1).  

II.2.a.7.ii La situation d’action S-2 (Alg2)  

C’est une bifurcation de niveau –2 par rapport à la famille de situations S (Alg1) 
qui est envisageable. Représentons à nouveau le milieu objectif résultant des 
interactions de E-objectif au niveau précédent : 

 
Milieu M-2 (Alg2) 
Nombres de cailloux du 1er tas et du 2ème tas. 
On ne connaît pas ces deux nombres mais ils existent. 
Il sont respectivement désignés par x et y. 
On les cherche. 
Eventuellement :  
Le nombre de cailloux du 2ème tas est plus grand que le nombre de cailloux du 1er 
tas. 

 
Position de E-2 (ou connaissances de E-2) 
Connaissance sur les nombres 
KE-20 additions et soustractions sur les nombres. 
KE-21 Si un entier N est plus grand qu'un autre M, alors N est égal à M plus un autre entier  

Connaissance algébrique contrat didactique spécifique à la résolution algébrique de 
problèmes étendue à « deux inconnues » 
KE-22 les inconnues (ou l'inconnue) étant « choisies » ou désignées (choisie ou désignée), on cherche des 

informations données dans l'énoncé exprimant des relations entre les quantités (ou la quantité) ainsi désignées 
(désignée) en vue d'écrire des relations algébriques. 

 
C’est cette connaissance KE-22 qui est susceptible d’être à l’origine de la 

bifurcation évoquée par rapport à l’emboîtement S (Alg1) au niveau –2 : il s’agit pour 
E-2 d’étendre ses connaissances sur la résolution algébrique d’un problème de une à 
deux inconnues. Cette extension des connaissances de niveau –2 de S (Alg1) est rendue 
possible suite à la présence des « deux lettres » dans la consigne.   
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Connaissance sur les relations numériques 
KE-23.a « le tas i a n cailloux de plus que le tas j » implique card (tas i) égale n plus card (tas j). 
Ou KE-23.b « le tas i a n cailloux de plus que le tas j » implique card (tas j) égale card (tas j) moins n 
Connaissance de la mesure 
KE-24 Le cardinal d'une collection « réunion » de deux collections est égale à la somme des cardinaux de ces deux 

collections. 
 
Remarque :  

On peut envisager une « symétrique » de la S-2 (Alg1 (a)) décrite ci-dessous : E-2 
peut faire intervenir la connaissance sur les relations numériques : KE-23.bis : « « Le tas i a n 

cailloux de plus que le tas j » implique card (tas j) égale card (tas j) moins card (tas i) / ou plus petit que card (tas i) de 
n unités ». Comme nous l’avons déjà évoqué, cette connaissance paraît ici moins 
élémentaire que KE-23 : on passe d’une opération « plus » (citée dans l’énoncé) à une 
opération « moins ». Une telle famille de situations a donc peu de chances d’advenir. 
Sans décrire dans le détail les situations correspondantes correspondant à une 
interprétation plus indirecte de la consigne, on retient cette possibilité en nommant cet 
« autre » emboîtement S (Alg2 (b)) par opposition à celui décrit ici appelé S (Alg2 (a)). 
 
Situation S-2 (Alg2 (a)) 

En interagissant avec M-2 (Alg2), E-2 étend ses connaissances aux énoncés « de 
une à deux inconnues » : il identifie les nombres de cailloux du 1er tas et du 2ème tas 
désignés par x et y comme étant les inconnues du problème posé et cherche les 
informations qui expriment des relations entre les entiers « cardinaux de tas de 
cailloux » inconnus en vue d’écrire des relations algébriques entre x et y. 

II.2.a.7.iii La situation d’apprentissage S-1 (Alg2 (a))  

Milieu M-1 (Alg2 (a)) 
Le nombre de cailloux du 2ème tas est égal au nombre de cailloux du 1er tas plus 19. 
La somme du nombre de cailloux du 1er tas et du nombre de cailloux du 2ème tas est 
égale à 133. 
Ces deux nombres entiers « inconnus » cherchés sont respectivement désignés par 
x et y. 
 
Position de E-1 (ou connaissances de E-1) 
E-apprenant, est confronté à une situation problématique. 
Les connaissances mathématiques de E-1 sont ici des connaissances en cours 
d'apprentissage : elles correspondent à des enjeux d’enseignement pour P à travers la 
série d’énoncés de « cailloux ». 
 
Connaissances de contrat didactique liées à la mise en équation à deux (ou plusieurs) 
inconnues d’un problème 
KE-11 Pour résoudre algébriquement un problème, on commence par mettre en équation le problème : la (ou les) 

grandeur(s) inconnue(s) étant désignée(s), il s'agit d'écrire une (ou des) équation(s) en faisant correspondre aux 
relations identifiées sur les objets des problèmes des relations algébriques entre les inconnues  
KE-12 On cherche ensuite à résoudre l'équation obtenue (ou les équations obtenues) par des techniques algébriques.  

Les connaissances citées ci-dessus sont censées acquises au niveau considéré 
pour la mise en équation faisant intervenir une inconnue. Elles sont « à étendre » à la 
mise en équations à deux inconnues. Cette extension apparaît comme une rupture du 
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contrat didactique spécifique à la mise en équations et la résolution algébrique de 
problèmes du premier degré en 4ème (« on ramène le problème à une équation à une 
inconnue »). Elle est rendue possible parce que dans l'énoncé, les deux « inconnues » 
sont explicitement désignées (« x désigne le nombre de cailloux du premier tas / y 
désigne le nombre de cailloux du deuxième tas ») et que les indications spécifiques de la 
consigne (e) et (g) induisent fortement l'écriture d'équations. 
Connaissances de la signification algébrique du signe sémantique « = » 
KE-13 « Le signe égal est un signe sémantique exprimant que les deux termes signifient la même chose » (Reynes 

1993, p. 62)  
 
Connaissances sur la « substitution algébrique » 
À relier avec KE-13 : KE-14 (Substitution) « On a toujours le droit de remplacer une dénomination par une 

dénomination égale » (Reynes 1993, p. 64)  
Cette connaissance acquise par l’élève en lien avec la « substitution numérique » 

(on a le droit de remplacer une lettre par sa valeur) est à étendre à la substitution 
algébrique : « on a toujours le droit de remplacer une lettre par une expression 
algébrique qui lui est égale ») : cette extension est à relier avec la connaissance du signe 
« = » comme équivalence. 

 
Connaissances de calcul algébrique élémentaire 

KE-15 Pour transformer une équation à une inconnue, on utilise les règles portant sur :  

- Suppression des parenthèses. 
- Addition des x d'un même membre. 
- faire passer un nombre d'un membre à l'autre (addition des opposés de ce nombre de chaque côté de l'égalité).  
- diviser par un même nombre les deux membres de l'équation. 

 
Situation S-1(Alg2) 
E-1 cherche à mettre en équations l'énoncé en faisant intervenir les deux inconnues 
« x » et « y » : 
En interaction avec M-1, il écrit les deux équations y = x + 19 et x + y = 133. 
E-1 cherche ensuite à résoudre les équations de l'énoncé pour trouver les nombres 
inconnus x et y : 
Avec une connaissance apprise en –1 sur la substitution algébrique, il substitue y dans la 
deuxième équation par x + 19 et obtient x + (x + 19) = 133. Avec ses connaissances de 
calcul algébrique élémentaire, il résout cette équation et obtient x = 57. 
Il substitue numériquement x par sa valeur dans la première équation y = 57 + 19 et 
y = 76. 
 

II.2.a.7.iii La situation didactique S0 (Alg2)  

Milieu d’apprentissage M0 (Alg2) 
- Les deux équations à deux inconnues auxquelles se ramène le problème : 
y = x + 19 et x + y = 133. 
- Le raisonnement et le résultat de la résolution algébrique de ces deux équations 
par « substitution » : x + (x + 19) = 133.... x = 57 et y = 76. 
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Position de E0 (ou connaissances de E0) 
Connaissances du contrat didactique spécifique à la résolution algébrique de 
problèmes - rédaction d'une solution algébrique 
KE01 On doit justifier la solution en écrivant les équations auxquelles se ramène le problème et les opérations 

algébriques qui ont permis de résoudre ces équations. 
KE02 On doit « revenir » au problème posé.214 

 
Situation S0 (Alg2) 

En interagissant avec M0 (Alg1), E0 en position d’élève écrit publiquement :  
- les deux équations obtenues : y = x + 19 et x + y = 133 
- la suite d’opérations algébriques faisant intervenir la substitution « algébrique » 
l’amenant au résultat x = 57 et y = 76 
Il conclue éventuellement : le 1er tas contient 57 cailloux et le 2ème tas contient 76 
cailloux. 
 
Remarques :  
Comme évoqué plus haut, cet emboîtement de situations algébriques de type S(Alg2) 
correspond à une procédure de résolution qui sera a priori favorisée dans la résolution 
de ce problème « à deux tas de cailloux ». La consigne impose pratiquement ce type de 
stratégies aux élèves : les inconnues sont désignées, l’écriture d’équations est fortement 
sous-jacente à l’énoncé.  
 

On peut également envisager une nouvelle bifurcation en –1 par rapport à 
S (Alg2). Celle-ci donnerait lieu à divers emboîtements évoqués succinctement ci-
dessous :  

II.2.a.7.iii.bis La situation d’apprentissage S-1 (Alg2.bis)  

Milieu M-1 (Alg2) 
Le nombre de cailloux du 2ème tas est égal au nombre de cailloux du 1er tas plus 19. 
La somme du nombre de cailloux du 1er tas et du nombre de cailloux du 2ème tas  est 
égale à 133. 
Ces deux nombres entiers « inconnus » cherchés sont respectivement désignés par x et y. 
 
Position de E-1 (ou connaissances de E-1) 
On retrouve les connaissances qui permettent à E-1 de « mettre en équations » le 
problème « à deux inconnues » posé. 
 
Connaissances (de contrat didactique) liées à la résolution algébrique de problèmes du 
premier degré 
KE-11 Pour résoudre algébriquement un problème, on commence par « mettre en équation » le problème : la (ou les) 

grandeur(s) inconnue(s) étant désignées, il s'agit d'écrire une (ou des) équation(s) en faisant correspondre aux 
relations identifiées sur les objets des problèmes des relations algébriques entre les inconnues  
KE-12 On cherche ensuite à résoudre l'équation obtenue (ou les équations obtenues) par des techniques algébriques.  

 
Connaissances de la signification algébrique du signe sémantique « = » 
                                                

214Ici, les inconnues sont désignées et en répondant juste par x = et y = ..., on répond bien à la 
question posée correspondante qui est en fait « trouve x et y » (et pas « trouve le nombre de cailloux du 
premier tas et le nombre de cailloux du deuxième tas »). 
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KE-13 « Le signe égal est un signe sémantique exprimant que les deux termes signifient la même chose » (Reynes 

1993, p. 62)  
Au lieu d’envisager un apprentissage de connaissances associées à la substitution 
algébrique, on peut imaginer l’émergence de connaissances en lien avec la technique 
par addition comme extension de connaissances acquises en classe de 4ème. 
Connaissances sur l’addition et l’élimination algébriques 
KE-14.a (Addition) On a le droit d’additionner membre à membre deux équations (extension de la connaissance : 

« on a le droit d’additionner un même nombre aux deux membres d’une équation à une inconnue » enjeu de la 4ème). 
KE-14.b (Élimination) On a le droit de soustraire membre à membre deux équations (extension de la connaissance : 

« on a le droit de soustraire un même nombre aux deux membres d’une équation à une inconnue » enjeu de la 4ème). 
Connaissances de calcul algébrique élémentaire 
KE-15 Pour transformer une équation à une inconnue, on utilise les règles portant sur :  

- Suppression des parenthèses. 
- Addition des x d'un même membre. 
- faire passer un nombre d'un membre à l'autre (addition des opposés de ce nombre de chaque côté de l'égalité).  
- diviser par un même nombre les deux membres de l'équation. 

 
Situation S-1(Alg2.bis) 

Après mise en équation du problème « à deux inconnues », les connaissances 
évoquées ci-dessus peuvent donner lieu à autant de situations de niveau –1 qu’il y a de 
possibilités pour résoudre le système obtenu par addition ou élimination. 
 

Nous nous arrêtons au niveau –1 dans la description de ces emboîtements associés 
à S (Alg2.bis) : il y a peu de chances qu’une telle bifurcation par rapport à S (Alg2) se 
produise. En effet comme évoqué dans notre analyse en termes de variables, la forme du 
système d’équations obtenu directement après mise en équations des premiers énoncés 
de « Cailloux » favorise voire impose une résolution par substitution algébrique : celle-
ci s’avère nettement moins coûteuse (et correspond à une extension des connaissances 
de l’élève, rendue a priori possible par la forme de la consigne). 

 
Le schéma suivant donne un point de vue synthétique sur les emboîtements successifs de 
situations algébriques considérés ci-dessus. 
 

S0 (Ar2)

S-1  (Alg2.bis)

S-2 (Alg2)

S-3 (Alg1) = S-3 (Alg2)

S-2 (Alg1)

S0 (Alg1)

bifurcation au niveau -2

S-1 (Alg2)

 bifurcation au niveau -1

(peu probable)

S0 (Alg2.bis)S0 (Ar2)S0 (Alg2)

S-1 (Alg1)

 
 

Fig.5 Emboîtements de situations algébriques : « à une inconnue », « à deux inconnues » associés au 
premier énoncé de « Cailloux ». 
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II.2.a.8 Le « point de vue de l’enseignant » fourni par l’analyse ascendante 
de premier énoncé « Cailloux » 

II.2.a.8.i La situation d’apprentissage S-1  

Milieu MP-1 
Le milieu de P-1 est constitué des différents observables des interactions de E-1 avec le 
milieu d’action M-1 en situation d’apprentissage. 
 
Position de P-1 (ou connaissances de P-1) 
Connaissances sur les différents « observables » 
Les connaissances mises en jeu par P-1 seront ainsi relatives à ces différents 
observables.  
Connaissances sur ce qui distingue une solution arithmétique d'une solution algébrique : observables écrit / oral. 
- Connaissances sur les différentes solutions arithmétiques ou arithmético-numériques d'élèves en réponse à ce 
problème « Cailloux » et sur les observables correspondant (oral / écrit : suite de calculs nécessaires pour arriver à la 
solution, dessins). 
- Connaissances sur les solutions algébriques d'élèves en réponse à ce 1er problème de « Cailloux » et sur les 
observables correspondant (écriture « d'équation » / transformations algébriques de l’équation) 
Connaissances sur la dévolution du 1er problème de « cailloux» 
Il met également en jeu des connaissances que l’on peut dire spécifiques de la 
dévolution du 1er problème de « Cailloux » : il n’intervient pas sur les connaissances 
activées par l’élève à ce niveau mais peut éventuellement intervenir sur celles des 
niveaux précédents s’il voit que la situation d’enseignement se déroule de façon 
insatisfaisante. 
- Connaissances sur les difficultés d’élèves dans la compréhension élémentaire du problème : notamment 
l’interprétation de la consigne « de plus ». P peut aiguiller ses élèves sur le dessin associé à l’énoncé, à partir duquel 
on peut « ordonner »  les nombres de cailloux des deux tas,  les aider à activer des connaissances « naturalisées » sur 
les tas de cailloux : les nombres de cailloux  recherchés sont entiers. 
- Connaissances sur les difficultés d’élèves dans la recherche d’une stratégie de résolution. 

 
Situation S-1 

P-1 cherche à « dévoluer » le 1er problème de « Cailloux » à l’ensemble de sa 
classe (il tente de les aider « individuellement » à rentrer dans une compréhension 
élémentaire de la consigne, à s’engager dans des stratégies de résolution).  Il observe ici 
la présence de diverses stratégies et solutions éventuellement numériques, arithmético-
numériques, arithmétiques et algébriques : les interprétations de ces procédures 
dépendent des anticipations qu’il a pu faire en position P1 et des interventions 
« observables » des élèves. 

II.2.a.8.ii La situation didactique S0 

Milieu MP0 
Il est constitué des différents éléments résultant de ses observations en P-1 (résultant de 
S-1) et des nouveaux observables relatifs aux interactions de E0 avec M0 en situation 
didactique. 
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Position de P0 
On peut s'attendre d'après notre analyse de la situation d'apprentissage à un bilan des 
différentes stratégies non-algébriques et algébriques adoptées par les élèves et 
identifiées par P en -1 (interaction avec MP0) et à une institutionnalisation. P0 peut 
mettre en jeu différentes connaissances relatives à :  
- des techniques pour valider ou infirmer certaines solutions aux yeux de ses élèves : par 
exemple, vérifier que la somme des nombres de cailloux fait bien 133, ou que le nombre 
de cailloux du 1er tas est plus petit que celui du 2ème tas. 
- des techniques d’institutionnalisation des connaissances nouvelles  

 
Situation SP0 

P0 interagit avec le milieu pour intervenir publiquement quand cela lui semble 
raisonnable et pertinent relativement à son projet d’enseignement : il évalue et 
institutionnalise les procédures apparues pendant une phase de bilan du travail des 
élèves.  

 
II.2.a.9 Conclusions 

On peut s'attendre à ce que la suite de situations S (Alg2) soit celle représentative 
de la majorité des élèves pour les raisons évoquées précédemment.  

Néanmoins, en position de projet, P souhaite l'apparition de plusieurs stratégies 
dont certaines qu'il qualifie « d'arithmétiques » pour les mettre en concurrence (et faire 
apparaître la résolution algébrique comme « plus rapide », plus efficace et plus 
facilement communicable) . Avant notre observation, P a proposé cette situation à une 
autre classe de Troisième. Il s'est alors aperçu que la série d’énoncés « Cailloux » 
induisait si fortement une mise en équations que des stratégies de type arithmétique ne 
sont pas apparues. Nous avons vu dans l’analyse descendante que par rétroaction avec 
cet élément de son passé d’enseignement, au niveau 1, c’est pour cette raison qu’il a 
décidé de faire résoudre aux élèves de la classe observée le premier problème étudié 
plus haut : « Bouchon et Bouteille » favorisant des stratégies qu’il qualifie 
« d’arithmétiques » (notre analyse ascendante de cette situation tend plutôt à prouver 
qu’il favorise essentiellement des stratégies élémentaires que nous qualifions pour notre 
part de numériques ou arithmético-numériques).  

 
II.2.b Changements dans l’analyse ascendante de la situation « 2ème 

problème à deux tas de cailloux » 

La consigne 
 
Rappelons la consigne du deuxième problème de « Cailloux » :  
 
« Refais le même travail qu’en 1 avec les renseignements suivants : 

Le second tas a 7 fois plus de cailloux que le 1er. 
Il y a 56 cailloux en tout.  
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x

    

y

 » 
On retrouve associé à ce deuxième problème de « cailloux » un milieu matériel 

commun à tous les emboîtements de situations possibles très proche du précédent : 
 

Milieu « matériel » M-3  
Tas de cailloux 
1er tas de cailloux évoqué et 
dessiné  
2ème tas de cailloux évoqué et 
dessiné 

Nombres entiers de « cailloux » évoqués 
Nombre de cailloux du 1er tas 
Nombre de cailloux du 2ème tas 
7  
56 

Lettres 
x 
y 

Précisons les points qui diffèrent ici (à travers ce 2ème énoncé) dans les 
emboîtements de situations « possibles » associés au 1er énoncé de « Cailloux ». 

 
Les emboîtements des situations « Num » 

Cet emboîtement de situations correspondant à un niveau d’interprétation de la 
consigne qui reste très élémentaire est toujours relativement probable. Au niveau –2, E-
objectif peut faire une opération élémentaire sur les données de l’énoncé et rendre 
public un résultat faux sans avoir les moyens de l’infirmer.  

Par exemple, il est possible qu’il divise 56 par 7 pour trouver 8 : pensant avoir ainsi 
trouvé le nombre de cailloux du 1er tas étiqueté « x », il calcule alors le nombre de 
cailloux du 2ème tas en effectuant la différence 56 – 8 = 48. Notons que les données 
numériques de l’énoncé semblent mieux se prêter à une telle première entrée dans le 
problème. 

 
Les emboîtements des situations « Ar-Num » 

Là non plus, il n’y a pas de changement important mis à part le fait que :  
- En situation objective, E-2 doit faire appel à une nouvelle connaissance sur la 
relation « numérique » associée à l’expression « fois plus » (au lieu de « de plus » 
dans l’énoncé précédent). Cette constatation est valable pour l’ensemble des 
emboîtements considérés (nous n’y reviendrons pas par la suite). 
- Les données numériques de l’énoncé favorisent éventuellement plus ce type 
d’emboîtement de situations arithmético-numériques que le précédent problème « à 
deux tas de cailloux ». 
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Les emboîtements des situations « Ar1 » 

Une modification notable dans l’emboîtement de situations « arithmétiques » à 
rapprocher de l’emboîtement du même nom associé au 1er énoncé de « cailloux » 
survient au niveau –1. En effet si on énonce des connaissances sur les techniques de 
résolution arithmétique par substitution, susceptibles d’être mises en jeu dans un 
emboîtement de type « Ar1 a-b » associé à cet énoncé :  
KE-11a (substitution arithmétique de la plus « petite partie  »/ Partage en 2 parties inégales dont on connaît la 

somme et le rapport)  Si la somme de a et b font N et b égale à n fois a, alors (n + 1) a unités font N (donc N divisé 
par (n + 1) égale a).  
Ou plus élémentaire en termes « d’énumération » Si la somme de a et b font N et b égale à n fois a, alors 1, 2, 3… 
n, n+1 fois a unités font N (donc N divisé par (n + 1) égale a).  
par un dessin similaire à un de ces deux schémas :  

  (n+1) a

 a   b égale n fois a

Modèle "barre"

.....
  a  a   a  a   a

  N

Modèle "segmentaire"

     N

 a

  a   a   a  a
...

  n fois a    b     égale

égale (n + 1) a

 
KE-11b (substitution arithmétique / Partage en 2 parties inégales dont on connaît la somme et le rapport) Si la 

somme de a et b font N et a égale à b divisé par n  / ou un nième de b, alors (1 + 1/n)b font N (donc N divisé par (1 + 
1/n) égale à b). 
par un dessin similaire à un de ces deux schémas :  

  N

Modèle "barre"

   b
    a égale 1 /n b

b + b/n égale (n + 1)b/n

  a égale  b/n

Modèle "segmentaire"

N égale  (1 + 1/n)b
     b

 
- D’une part, on constate qu’un emboîtement de type S (Ar1 a) est susceptible de rendre 
la technique de résolution par substitution « arithmétique » de la plus petite partie 
(correspondant à KE-11a) plus élémentaire :  
Il s’agit d’énumérer le nombre de « petits » tas « étiquetés x » représenté dans la 
réunion des deux tas qui contient 56 cailloux : E-1 énumère que cet ensemble réunit 
1…7, 8 tas « x » qui contiennent par suite 56 cailloux. D’où le 1er tas « x » contient 
56/8 = 7 cailloux » et le deuxième tas contient 56 – 7 = 49 cailloux.215 

                                                
215 Notons que cette technique de résolution arithmétique de problèmes de « partage en deux 

parties inégales connaissant leur somme et leur rapport » est d’ailleurs ainsi énoncé dans certains manuels 
de la période dite « classique ». Comme par exemple dans Arithmétique, classe de 6ème par une réunion 
de Professeurs , éd. Libraire générale de l'enseignement libre (1949) : « 2 parts - On connaît la somme et 
le rapport des parts : Problème type - Partager une pièce d'étoffe de 35 m en deux coupons, de manière 
que le premier soit 4 fois plus long que le deuxième. 

1er coupon

2e coupon
35 m 1

1 2 3 4

 



283 
Ce deuxième énoncé favorise donc d’autant plus un emboîtement de situations de type 
S (Ar1 a). 
On note que E-apprenant peut appuyer son raisonnement arithmétique sur un dessin 
correspondant aux modèles « barre » ou « segment ».  
- D’autre part, à l’opposé, une stratégie de type arithmétique relevant de S (Ar1 b) paraît 
ici très peu probable et relativement coûteuse : elle fait intervenir des fractions et des 
calculs plus longs et complexes. 
 

Les emboîtements des situations « Ar2 » 

Il n’existe pas d’emboîtement de situations similaires à celui que nous avons nommé 
« Ar2 », qui puisse être associé à ce deuxième énoncé de « cailloux » : il n’y a pas à 
notre connaissance de techniques de résolution arithmétique permettant d’exprimer 
directement le nombre inconnu de cailloux du 1er tas ou du 2ème tas en fonction de la 
« somme » connue et du « rapport » connu.  
 
Le schéma suivant permet d’avoir une vue synthétique sur les emboîtements de 
situations « non-algébriques » associés à ce deuxième énoncé « Cailloux ». On souligne 
la disparition de l’emboîtement S (Ar2). 
 

S0 (Ar1 a)

S-2 (Ar-Num) =  S-2 (Ar1)

S-3 (Num) == S-3 (Ar-Num) = S-3(Ar1)  

S-2 (Num)

S0 (Ar1)

bifurcation au niveau -2

S-1 (Ar-Num)
S-1 (Ar1 a)

S0 (Ar-Num))

bifurcation au niveau -1

 
Fig. 1 Emboîtements de situations « non-algébriques » : numérique, arithmético-numérique, arithmétique, 
associées au deuxième problème « Cailloux ». 

 
Exception faite de l’interprétation élémentaire de l’expression « fois plus » (au 

lieu de « de plus » dans l’énoncé précédent), on ne constate pas de modifications 
notables en ce qui concerne les emboîtements de situations algébriques S (Alg1) et 
S (Alg2) dans le passage du 1er au 2ème énoncé « à deux tas de cailloux ». 
 

II.2.c Changements dans l’analyse ascendante de la situation « 3ème 
problème à deux tas de cailloux » 

On reprend ci-dessous la consigne du troisième problème de « Cailloux » :  
« Refais le même travail qu’en 1 avec les renseignements suivants : 

                                                                                                                                          
Longueur du 2e coupon = 35 / (4 + 1) = 7 m. Longueur du 1er : 7 × 4 = 28 m 
Indication générale. - On remplace la plus grande part par 2, 3, 4... fois la plus petite. » (op. cité, p. 98)  
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Le second tas a 26 cailloux de moins que le 1er. 
Il y a 88 cailloux en tout.  

x

    

      y

 » 
On retrouve associé à ce problème un milieu matériel commun à tous les 

emboîtements de situations possibles, toujours proche des précédents : 
Milieu « matériel » M-3  

Tas de cailloux 
1er tas de cailloux évoqué et dessiné  
2ème tas de cailloux évoqué et 
dessiné 

Nombres entiers de « cailloux » évoqués  
Nombre de cailloux du 1er tas 
Nombre de cailloux du 2ème tas 
26  
88 

Lettres 
x 
y 

 
On retrouve des emboîtements de situations dans tous les cas similaires à ceux 

décrits dans l’analyse ascendante détaillée du premier problème de « Cailloux ».  
 
Une seule modification notable est susceptible de survenir au sein de l’ensemble 

des familles de situations arithmético-numériques, arithmétiques ou algébriques. Celle-
ci est liée à l’interprétation élémentaire de l’expression « de moins ». On peut envisager 
que les élèves se ramènent en quelques sorte à une relation numérique du type « de 
plus », qui leur serait devenue plus familière à travers la résolution du 1er énoncé de 
« Cailloux » ou qui leur paraîtrait plus naturelle :  
- Du point de vue des familles arithmétiques, par exemple il est possible que 
l’emboîtement S (Ar1 a) qui correspond à une technique de résolution « par substitution 
de la plus petite part » continue à être favorisée (alors que pour la mettre en œuvre, on 
passe d’un « moins » cité dans la consigne à un « plus » dans les opérations 
arithmétiques envisagées). 
- Du côté des emboîtements algébriques, de manière similaire, il est possible qu’en 
situation d’action, l’élève favorise une interprétation de la consigne « indirecte » qui le 
conduise à écrire soit l’équation à une inconnue (en « y ») : (y + 26) + y = 88 (plutôt 
que (x – 26 + x) = 88) ou l’équation à deux inconnues : x = y + 26 (au lieu de y = x –26) 
associées à des emboîtements que l’on appelle S(Alg1/2 b). 
 

II.2.d Changements dans l’analyse ascendante de la situation « 4ème 
problème à deux tas de cailloux » (1er problème « à trois tas de cailloux ») 

On ne note pas de modifications importantes dans les emboîtements de situations ou 
dans les connaissances mises en jeu par l’élève dans la résolution de ce problème. Il 
peut être rapproché du 1er énoncé de « cailloux » étudié dans le détail précédemment : la 
seule différence est que le rôle des deux tas se retrouve « inversé » : en S-1 (Ar1 a), on 
substitue arithmétiquement par le nombre de cailloux du « 2ème tas » ; en S-1 (Alg2 a) 
on fait une substitution algébrique en « x » ; une analyse détaillée suggère que cette 
différence n’induit pas de changement du point de vue des connaissances mises en jeu. 
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II.2.e Changements dans l’analyse ascendante de la situation « 5ème 

problème de cailloux » - 1er problème « à trois tas de cailloux » 

Le 5ème énoncé marque une différence importante évoquée dans notre analyse en 
termes de variables et pointée par P : il s’agit du premier énoncé « à trois tas de 
cailloux ». L’énoncé de ce problème est le suivant :  
 « Voici trois tas de cailloux : 
- x désigne le nombre de cailloux du 1er tas. 
- y celui du 2ème tas. 
- z celui du 3ème tas. 

x
y

z

  
Tu sais que : 
- le 1er  tas a 15 cailloux de moins que le 3ème ; 
- le 2ème tas a 5 cailloux de moins que le 3ème. 
a) Donne une écriture de x à l'aide de z ; de y à l'aide de z ; 
- il y a 31 cailloux en tout. 
b) Ecris une égalité vérifiée par x, y et z. 
c) Trouve x, y et z. » 

On donne le milieu matériel commun à tous les emboîtements de situations 
possibles associés à cet énoncé : 
Milieu « matériel » M-3  

Tas de cailloux 
1er tas de cailloux évoqué et dessiné  
2ème tas de cailloux évoqué et 
dessiné 
3ème tas de cailloux évoqué et 
dessiné 

Nombres entiers de « cailloux » évoqués 
Nombre de cailloux du 1er tas 
Nombre de cailloux du 2ème tas 
Nombre de cailloux du 3ème tas 
15 
5 
31 

Lettres 
x 
y 
z 

 
Reprenons brièvement les différents types d’emboîtements de situations 

« possibles » associés au 1er énoncé de « Cailloux » pour étudier les changements 
constatés. 

 
Les emboîtements des situations « Num » 

On ne constate pas de modifications relatives à un emboîtement de situations de type 
S (Num) si ce n’est : la forme relativement complexe de cet énoncé.  

 
Les emboîtements des situations « Ar-Num » 

Là non plus, pas de changement significatif mis à part le fait que des stratégies 
relevant de ce type d’emboîtements sont peu favorisées par ce problème d’apparence 
plus « compliquée ». 
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Les emboîtements des situations « Ar1 » 

On retrouve un emboîtement du type S (Ar1). Par rapport aux précédents, celui-ci 
nécessite essentiellement un changement dans les connaissances sur la technique de 
résolution « par substitution arithmétique », mises en jeu au niveau –1. 
E-apprenant doit activer la connaissance suivante (il y a éventuellement apprentissage 
de cette connaissance à cette occasion) :  
KE-11.a (substitution arithmétique / Partage en 3 « parties inégales » dont on connaît la somme et la différence 

de deux d'entre elles avec une même troisième) Si la somme de a, b et c font N et b égale à a moins n, c égale à a 
moins n'/ ou a plus petit que b de n unités et a plus petit que c de n unités, alors trois a diminués de (n + n') unités font 
N / ou trois a font N augmenté de (n' + n) unités. 

par un dessin similaire à un de ces deux schémas :  

Modèle "barre"

  a
  b plus petit

    que a de n

     c plus petit

  que a de n'

   n
  n'

 N
 a    a

 trois fois a égale N + n' + n

Modèle "segmentaire"

a

n'c

n

a

b plus petit que a de n unités

N + n + n'

c plus petit que a de n' unités

a

b 

a

N

 
 
On note que E-1 peut toujours appuyer son raisonnement arithmétique sur un dessin 
correspondant aux modèles « barre » ou « segment ».  
 

Les emboîtements des situations « Ar2 » 

Il n’existe pas d’emboîtement de situations similaires à celui que nous avons nommé 
« Ar2 », qui puisse être associé aux énoncés « à trois tas » : des stratégies relevant de 
cet emboîtement de situations sont susceptibles de prolonger la connaissance 
arithmétique (que nous avons nommée « changement de variable arithmétique ») mise 
en jeu dans la résolution de problèmes précédents et d’activer la connaissance erronée 
du type suivant :  
KE-11 (Connaissance « erronée » de E-1 essayant d’étendre la connaissance KE-11 « changement de variable » 

arithmétique mise en jeu auparavant) Si la somme de 3 nombres inconnus a b et c fait N,216 et que b est plus petit 
que a de n unités et que c est plus petit que a de n’ unités, N étant égal à la somme des trois nombres égaux à N/3, 
alors b diminué de n/3 unités fait N/3, c diminué de n’/3 fait N/3 et a augmenté de n/3 et de n’/3 fait N/3 (on corrige 
l'erreur commise « en rapportant » a, b et c à N/3). 
Le calcul effectué par E-apprenant dans ce cas aboutit à trois nombres de cailloux non 
entiers : 31/3 pour le tas « x », 26/3 pour « y » et 51/3 pour « z ». En interagissant avec 
le milieu de référence, E-1 est bien entendu en mesure d’invalider ce résultat ; il y a 
blocage d’une telle famille de situations en –1. 
 

                                                
216 J'ai surligné les données du problème posé, c'est à dire la somme et différence. 
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Les emboîtements des situations « Alg1 » 

Exception faite d’une complexité éventuellement plus grande à ramener le 
problème à une équation à une inconnue, on ne constate pas de modifications 
notables en ce qui concerne les connaissances algébriques mises en jeu dans les 
emboîtements de situations algébriques S (Alg1). 
 

Les emboîtements des situations « Alg2 » 

Toutes les connaissances algébriques mises en jeu au niveaux –3, –2 et –1 dans la 
famille de situations S(Alg2) sont à étendre de 2 à 3 inconnues et de 2 à 3 équations. 
L'analyse a priori ascendante révèle ainsi un saut de complexité entre la résolution 
algébrique des énoncés précédents et celle de ce premier problème « à trois tas 
de Cailloux ». Néanmoins, on peut supposer que pour un E-apprenant ayant jusqu'ici 
résolu algébriquement certains des énoncés précédents à 2 inconnues, ce saut n'induit 
pas de difficultés importantes : en effet, un tel sujet aurait déjà été amené à « étendre » 
de lui-même ces mêmes connaissances algébriques dans la mise en équation et la 
résolution de problèmes de 1 à 2 inconnues217 ; nous faisons donc l'hypothèse que cette 
nouvelle extension de 2 à 3 inconnues ne se constitue pas en blocage pour ce type 
d’élèves. Par contre pour les élèves ayant jusqu’ici adopté des stratégies de type 
arithmétique, s’ils n’arrivent pas à étendre leurs connaissances arithmétiques pour 
résoudre ce premier énoncé à trois tas de cailloux et tentent une résolution algébrique de 
ce problème, on peut supposer que sans une intervention de P, ce passage de 
l’arithmétique à l’algèbre est d’autant plus délicat (ils doivent directement étendre leurs 
connaissances algébriques de 1 à 3 inconnues) : il est possible que P intervienne avant la 
résolution de ce problème pour institutionnaliser les premières connaissances sur la 
résolution algébrique de problèmes à 2 inconnues pour éviter le blocage de la situation 
pour ces élèves ; c’est ce qu’il prévoit dans l’analyse descendante pour, dit-il, contrer un 
moment de « panique chez les élèves »). 

 
L'analyse a priori « ascendante » révèle que ce saut de 2 à 3 tas ne bloque pas les 

stratégies arithmétiques relevant S (Ar1) : elles sont rendues plus complexes suite à une 
extension nécessaire de 2 à 3 tas des connaissances de résolution par substitution 
arithmétique, au même titre que les stratégies de type algébriques relevant de S (Alg2). 
Néanmoins ce saut de complexité associé à des choix de P (en P0) (ses 
« préférences »vis-à-vis d’une solution algébrique peuvent apparaître dans le bilan qu’il 
prévoit de faire avant de proposer cet énoncé à « 3 tas ») à ses élèves peuvent contribuer 
à faire disparaître les stratégies correspondant à S (Ar1), et inversement imposer celles 
associées à S (Alg2). Soulignons que seuls les emboîtements de situations de type 
S (Alg1) ne nécessitent aucune extension de connaissances mises en jeu. 

 
En ce qui concerne les deux énoncés suivant à trois tas (n°6 et n°7), on ne constate 

aucune différence essentielle par rapport au problème (n°5) étudié ci-dessus. On note 
uniquement que :  

- l’absence soudaine des dessins dans la consigne peut entraîner des difficultés 
nouvelles dans l’interprétation élémentaire des expressions « fois plus », « de plus » et 
                                                

217Ce qui comme nous l'avons évoqué représente une rupture du contrat didactique spécifique à la 
résolution de problèmes du premier degré établi en 4ème et n'est rendu possible que parce que les 
inconnues sont désignées dans l'énoncé et que la consigne induit fortement l'écriture d'équations. 
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« de moins ». Cependant on peut penser que ces connaissances ont été acquises à travers 
la résolution des problèmes de Cailloux précédents. 

- Le 7ème problème peut favoriser particulièrement les stratégies de type S (Ar1). 
En effet comme pour le deuxième problème de Cailloux, cet emboîtement de situations 
fait ici éventuellement appel au niveau –1, à une connaissance plus élémentaire de 
substitution arithmétique, associée à l’énumération218, citée ci-dessous :  
KE-11 (substitution arithmétique / Partage en 3 « parties inégales » dont on connaît les rapports de deux 

d'entre elles avec une même troisième)  
Si la somme de a, b et c font N, b égale n fois a, c égale n’ fois a, alors (n + n’+ 1) a unités font N (Donc N divisé par 
(n + 1) égale a) 
Ou plus élémentaire en termes « d’énumération » : Si la somme de a, b et c fait N, b égale n fois a, c égale n’ fois 
a, alors 1,…, 1 +n , ….,  (1 + n + n’) fois a fait N (Donc N divisé par (n + 1) égale a) 

 
II.2.f Changements dans l’analyse ascendante de la situation « 8ème 

problème de cailloux » - 4ème problème « à trois tas de cailloux » 

Dans l’ analyse en termes de variables, nous avons mis en avant une différence 
importante entre ce 8ème énoncé et tous les autres problèmes « Cailloux » : celle-ci est 
associée à l’absence du nombre total (ou de la somme des nombres) de cailloux dans la 
consigne :  

 
« (a) Le 1er tas a 2 fois plus de cailloux que le 2ème. 
(b) Le 3ème tas a 36 cailloux de plus de que le 1er. 
(c) Le 3ème tas a 86 cailloux de moins que le 1er. 
(d) Trouve x, y et z. » 
 

On donne le milieu matériel commun à tous les emboîtements de situations 
possibles associés à cet énoncé : 

 
Milieu « matériel » M-3  
Tas de cailloux 
1er tas de cailloux évoqué et 
dessiné  
2ème tas de cailloux évoqué et 
dessiné 
3ème tas de cailloux évoqué et 
dessiné 

Nombres entiers de « cailloux » évoqués 
Nombre de cailloux du 1er tas 
Nombre de cailloux du 2ème tas 
Nombre de cailloux du 3ème tas 
2 
36 
86 

Lettres 
x 
y 
z 

 
On reprend les différents types d’emboîtements de situations « probables » associé 

au 1er énoncé à trois tas : S (Ar1), S (Alg1) et S (Alg2) pour étudier les changements : 
on laisse de côté les emboîtements de type « Num » et « Ar-Num » devenus très 
fortement improbables à ce moment de la succession de problèmes « cailloux ». 
 

Les emboîtements des situations « Ar1 » 

                                                
218  Qui correspond à une extension qui paraît relativement directe et élémentaire du cas « 2 tas » 

(ou 2 parties inégales). 
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Dans le cas d’une résolution arithmétique de ce problème relevant d’un 

emboîtement de type S (Ar1) : les connaissances de techniques de résolution par 
substitution arithmétique jusqu’ici mises en jeu au niveau –1 à travers les problèmes 
« cailloux » précédents, ne permettent pas de résoudre cet énoncé particulier. E-
apprenant engagé dans une telle stratégie est confronté à une situation problématique. Il 
peut y avoir blocage en S-1 (Ar1). Néanmoins en rapprochant les indications (a) et (c) 
de la consigne, E-apprenant, peut isoler un sous-problème type « partage en deux parties 
inégales dont on connaît la différence et le rapport des parts »219 sous-jacent à cet 
énoncé. Il est possible qu’il mette en jeu une nouvelle connaissance arithmétique du 
type suivant220  pour résoudre ce « problème intermédiaire » :  
KE-11 (substitution arithmétique / Partage en 2 parties inégales dont on connaît la différence et le rapport des 

parts) Si la différence de a et b fait d (b égale à a moins d), et si a égale à n fois b, alors (n – 1) fois a fait d d’où d/(n 
– 1) égale a. 

 

a (n - 1)  fois a

b égale n fois a

d

b égale n fois a

(n - 1)  fois a égale d

a

 
 
Avec cette nouvelle connaissance arithmétique, E-1 interagissant avec M- (Ar1) calcule 
le nombre de cailloux du 2ème tas étiqueté « y » : il est égal à 86 sur (2 – 1), soit 86. 

Mais il est également tout à fait probable, vue la simplicité des données intervenant 
dans les relations numériques évoquées en (a) et (c), que sans ces connaissances 
arithmétiques, E-1 identifie presque immédiatement le nombre de cailloux du 2ème tas 
« y » égal à 86 (il lui suffirait de dégager le sous-problème en rapprochant les 
informations (a) et (c) de la consigne). 

A partir du nombre de cailloux de ce deuxième tas, en interagissant avec M-1, il 
obtient facilement le nombre de cailloux du 1er tas « x » égal à 2 fois 86, soit 172, puis 
du 3ème tas égal à 172 auquel on ajoute 36, soit 208. 

 
Les emboîtements des situations « Alg1 » 

Il y a blocage des stratégies algébriques « à une inconnue » due à la structure des 
relations numériques sous-jacentes à cet énoncé. 

 
Les emboîtements des situations « Alg2 » 

Comme pour les stratégies arithmétiques du type S (Ar1) évoquées ci-dessus, la 
forme nouvelle de cet énoncé représente un saut de complexité pour les stratégies 
relevant d’emboîtements S (Alg2). Le changement intervient au niveau –1 :  

A travers les énoncés précédents, E-1 substituait algébriquement une inconnue 
(ou simultanément 2 inconnues) par son expression algébrique en fonction d’une (ou de 
                                                

219 Type de problèmes de « partages en parties inégales retrouvés dans certains ouvrages de la 
période dite « classique ». Comme par exemple dans le manuel d’arithmétique de Delfaud et Millet :  
« Partages en deux parties inégales 
La différence et le rapport des parts sont connues 
(…) – La différence de deux nombres est 28. L’un est le triple de l’autre. Quels sont ces nombres ? » (op. 
cité, p. 67). 

220  Il y a éventuellement apprentissage de cette connaissance arithmétique nouvelle. 
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2) autre(s) donnée directement par une équation dans la dernière équation « somme » 
pour ramener celle-ci à une équation à une inconnue et la résoudre. Dans ce problème, 
E-apprenant doit se poser la question de savoir quelle inconnue il doit substituer et dans 
quelle équation pour résoudre le système : il y a rupture d’une règle « locale » du 
contrat didactique spécifique à la résolution par substitution221 établie tout au long de 
l’activité « Cailloux ». Cette rupture donne éventuellement lieu à l’apprentissage d’une 
nouvelle connaissance relative à la résolution par substitution d’un système d’ordre 3 :  
KE-16 (nouvelle connaissance spécifique à la résolution « par substitution » d’un système de trois 
équations à trois inconnues) : on remplace une inconnue par son expression algébrique en fonction 
d’une autre inconnue donnée par l’équation (i) dans une autre équation (j) où interviennent initialement 
les 2 inconnues en question pour la ramener à une équation à une inconnue et la résoudre. On cherche à 
identifier un tel « sous-système » de deux équations ((i) ; (j)) à deux inconnues. 
Ici, E-1 identifie le « sous-système » de deux équations à deux inconnues : x = 2y et 
y = x – 86 (obtenues après mise en équations des informations (b) et (d) de la 
consigne) : il substitue x dans l’équation y = x – 86, résout l’équation à une inconnue 
obtenue. Obtenant y = 86, il remplace y par sa valeur dans les deux autres équations du 
système d’ordre 3 auquel se ramène cet énoncé et trouve x = 172 et z = 208. 

 
Il est possible que suite à ce saut de complexité important, E-1 reste « bloqué » 

en S-1 (Alg2) ou tâtonne en substituant « au hasard » (il tourne en rond ou finit par 
obtenir le résultat avec des détours plus ou moins longs). 

 
Il est envisageable que ce saut pousse également E-1 à envisager une nouvelle 

technique de résolution algébrique, par addition ou élimination, s’engageant dans un 
emboîtement de type S (Alg2.bis) : ces techniques ne s’avèrent en effet pas plus 
coûteuse que la substitution dans la résolution du système de trois équations à trois 
inconnues auquel se ramène ce problème. Cependant, l’extension simultanée de 
connaissances algébriques comme : « soustraire ou additionner membre à membre deux 
équations » paraît relativement délicate et peu probable pour un E-1 n’ayant jusqu’ici 
mis en jeu que des connaissances relatives à la substitution. 

 
En résumé, on retient que la forme nouvelle de ce problème rend plus complexes 

des stratégies relevant de l’emboîtement de situations S (Alg2) et conduit à la 
disparition de la famille de situations de type S (Alg1). Inversement, retenons que des 
stratégies de type arithmétiques relevant d’un emboîtement type S (Ar1) décrit plus 
haut, restent opérantes, voire même peu coûteuses et relativement faciles à mettre en 
œuvre.  
Ceci ne semble pas cohérent avec le projet de P qui compte que les stratégies de type 
« algébriques » relevant de S(Alg2) s’imposent bien avant, dans la série d’énoncés de 
« Cailloux » : cet énoncé est l’avant-dernier problème.  

 
 

II.2.g Changements dans l’analyse ascendante de la situation « 9ème 
problème de cailloux » - 5ème problème « à trois tas de cailloux » 

On rappelle la consigne de ce problème, le dernier de la série envisagée par P :  
                                                

221 « on substitue la (ou les) inconnues exprimées en fonction d’une autre (même) inconnue dans 
« l’équation somme, ce qui permet de se ramener à une équation à une inconnue ». Les élèves n’ont pas 
eu à se poser les questions : « quoi et où substituer » jusqu’ici. 
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« (a) Le 1er tas a 2 fois plus de cailloux que le 2ème. 
(b) Le 3ème tas a 36 cailloux de plus de que le 1er. 
(c) Le 2ème tas a 43 cailloux de moins que le 3ème. 
(d) Trouve x, y et z. » 
 

On donne le milieu matériel commun aux emboîtements de situations possibles 
associés à cet énoncé : 
Milieu « matériel » M-3  

Tas de cailloux 
1er tas de cailloux évoqué et dessiné  
2ème tas de cailloux évoqué et 
dessiné 
3ème tas de cailloux évoqué et 
dessiné 

Nombres entiers de « cailloux » évoqués 
Nombre de cailloux du 1er tas 
Nombre de cailloux du 2ème tas 
Nombre de cailloux du 3ème tas 
2 
36 
43 

Lettres 
x 
y 
z 

 
A travers l’analyse ascendante de la situation associée à cet énoncé, on constate un 
nouveau saut dans le passage du problème précédent à celui-ci. En effet, si on reprend 
les emboîtements de situations associés au 8ème énoncé ci-dessus222 : 
 

Les emboîtements des situations « Ar1 » ? 

Ce saut « bloque » les stratégies arithmétiques relevant d’emboîtements du type 
S (Ar1). Le dernier problème de « cailloux » ne peut être résolu par substitution 
arithmétique : la consigne (dans son intégralité) ne correspond en soi à aucun problème 
type de partages en trois parties inégales et on ne peut isoler aucun « sous-problème » 
de partage en deux parties inégales.  
 

Les emboîtements des situations « Alg2 »  

Les stratégies relevant d’emboîtement du type (Alg2) faisant intervenir l’outil 
système d’équations apparaissent donc comme les seules raisonnablement opérantes 
pour résoudre ce dernier énoncé de « Cailloux » (ce qui apparaît tout à fait cohérent 
avec le projet de P : ce problème est susceptible d’illustrer la supériorité de techniques 
algébriques par rapport aux techniques arithmétiques de résolution). 

Mais pour des raisons parallèles à celles qui bloquent la famille S (Ar1), la 
résolution algébrique de type S (Alg2) est rendue plus complexe par le saut inhérent au 
passage du 8ème au 9ème problème de « cailloux » : il n’est pas plus possible d’identifier 
un « sous-système » de deux équations à deux inconnues à résoudre par substitution 
algébrique au sein du système d’ordre 3 obtenu après mise en équations, qu’il n’est 
possible de dégager un sous-problème à résoudre par substitution arithmétique à travers 
les consignes données. Ainsi une résolution algébrique par substitution du système de 
trois équations à trois inconnues correspondant à cet énoncé, nécessite l’apprentissage 
(au niveau –1) de la nouvelle connaissance algébrique citée ci-dessous : 

                                                
222 Précisons que les « autres » emboîtements envisagés à l’origine correspondent toujours à des 

stratégies peu « probables », soit parce qu’elles s’avèrent peu opérantes voire inopérante, soit suite aux 
décisions didactiques de P en situation de classe répondant à des intentions étudiées à travers l’analyse 
descendante. 
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KE-16 (nouvelle connaissance algébrique spécifique à la résolution par substitution d’un système de 3 

équations à 3 inconnues) :  
On remplace une inconnue par son expression algébrique en fonction d’une autre donnée par l’équation (i) dans une 
autre équation (j) pour obtenir deux équations à deux inconnues formée de l’équation (j’) obtenue et de l’équation (k) 
qu’on peut résoudre par substitution avec KE-15 : On cherche à se ramener à un « sous-système » de deux 

équations ((j’) ; (k)) à deux inconnues. 
KE-15 (connaissance algébrique spécifique à la résolution « par substitution » d’un système de 3 équations à 3 

inconnues) :  
On remplace une inconnue par son expression algébrique en fonction d’une autre inconnue donnée par l’équation (i) 
dans une autre équation (j) où interviennent initialement les 2 inconnues en question,  pour la ramener à une équation 
à une inconnue et la résoudre. On cherche à identifier un tel « sous-système » de deux équations ((i) ; (j)) 
à deux inconnues. 
Eventuellement acquise à travers la résolution de l’énoncé précédent. 
 

S’il active ces connaissances en interagissant avec M-1 (Alg1), E-1 dispose de 
plusieurs possibilités pour résoudre par substitution le système d’équations traduisant ce 
dernier problème de « cailloux ». 

Mais il reste probable que ce deuxième saut de complexité important bloque E-1 
qui reste en S-1 (Alg2) ou tâtonne en substituant « au hasard » (il tourne en rond ou finit 
par obtenir le résultat). 
 

II.2.g Conclusions 

De l’étude de cet ensemble d’énoncés « cailloux », on retient que : 
- La forme générale des énoncés semble à l’origine imposer les stratégies 

algébriques faisant intervenir des systèmes d’équations à résoudre par substitution (les 
lettres sont désignées, la consigne induit fortement l’écriture d’équations). Mais 
exception faite du dernier problème étudié, des stratégies arithmétiques (du type S (Ar1) 
et S (Ar2)) restent opérantes et peu coûteuses sur l’ensemble de la série. Si 
conformément à son projet d’enseignement (analyse descendante), P intervient pour 
ouvrir la situation, on peut prévoir que ces stratégies apparaissent en nombre 
relativement important dans la classe observée. Plus encore, il est vraisemblable qu’il y 
ait apprentissage de connaissances arithmétiques au niveau –1 : notre analyse 
ascendante montre une certaine adidacticité de la situation d’enseignement envisagée 
par l’enseignant de ce point de vue. En effet, dans les huit premiers problèmes 
« Cailloux » de la série, de type « partages en plusieurs parties inégales » : E-1 peut être 
dégagé de toute intentionnalité didactique (dans les emboîtements S (Ar1) et S (Ar2), 
aucune connaissance de règles de contrat didactique n’intervient au niveau –1) et ces 
interactions avec le milieu adidactique sont susceptibles de provoquer l’apprentissage 
de connaissances arithmétiques (techniques de substitution arithmétique). Inversement, 
les sous-situations associées aux mêmes énoncés présentent globalement une faible 
adidacticité vis-à-vis de stratégies algébriques : c’est seulement par l’intermédiaire de 
connaissances de règles de contrat didactique que E-1 est amené à des interactions avec 
M-1, susceptibles de provoquer des apprentissages sur l’outil système d’équations.  

- Dans ce sens, la confrontation des analyses ascendante et descendante nous laisse 
apparaître la possibilité d’un « dédoublement » de situations progressif au fur et à 
mesure de la réalisation du projet de P : cet enseignant souhaite voir s’imposer d’elles-
mêmes des stratégies algébriques faisant intervenir les systèmes d’équations avant le 
dernier énoncé. Il est probable qu’avant la résolution de ce dernier problème, P se 



293 
retrouve contraint, par des effets de contrat, d’imposer les stratégies algébriques avec 
l’outil système, enjeux véritables de son projet d’enseignement. 

Néanmoins, le dernier problème bloque les stratégies arithmétiques qui permettaient 
de résoudre les énoncés précédents : il est donc d’une certaine manière susceptible 
d’illustrer la supériorité algébrique de l’outil système d’équations (au final). Cependant, 
il est l’occasion d’un saut de complexité important dans la résolution algébrique du 
système obtenu après mise en équation, qui peut « bloquer » E-1 en S-1 (Alg2). 
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CHAPITRE C3 

ANALYSE A POSTERIORI DE LA SITUATION 

D’INTRODUCTION OFFICIELLE DES SYSTEMES LINEAIRES 

« REALISEE » PAR L’ENSEIGNANT 
 
 

Introduction 

 « La définition que j’ai donnée ici de l’analyse a priori nous permet de définir l’analyse a posteriori : 
analyse qui dépend des faits expérimentaux observés. L’analyse a posteriori n’est alors pas réductible à 
l’analyse a priori, ni à une constatation d’adéquation entre l’analyse a priori et les résultats 
d’observation. » (Margolinas 1991, p. 18). 

L’analyse a priori de la situation didactique associée à l’introduction officielle des 
systèmes d’équations dans la classe de l’enseignant P nous permet de déterminer dans 
quelles situations respectives peuvent être élèves et enseignant au sein des séances 
observées. Dans les deux chapitres précédents, nous avons construit un modèle en 
termes de structuration du milieu et de variables qui permet d’étudier les contraintes qui 
pèsent sur l’enseignant et de mettre en avant le caractère nécessaire ou contingent de 
certaines de ses décisions « en situation ». À travers notre analyse a posteriori, nous 
confronterons ce modèle à la contingence et nous chercherons à décrire et expliquer les 
gestes de l’enseignant correspondant aux décisions nécessaires et aux contraintes 
externes (étudiées à travers l’analyse descendante et en termes de variables) ou internes 
(prévues à travers la confrontation de l’analyse ascendante et descendante) : nous 
prêterons plus particulièrement attention aux actions et décisions de P lors de 
régulations produites pour maintenir possible la relation didactique dans le sens de son 
projet, lors d’interactions avec les élèves.  
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I. Premier temps : le problème « Bouchon et Bouteille » 

Après avoir donné au tableau la consigne « Bouchon et Bouteille » citée dans 
notre analyse ascendante, P demande aux élèves de résoudre le problème et observe les 
stratégies qui apparaissent dans la classe (il se retrouve typiquement en position P-1). 

 
I.1 Première phase : résolution du problème « Bouchon et Bouteille » - 

Observation des stratégies qui apparaissent 

Dévolution de la recherche d’un résultat au problème posé 

Dans un premier temps P transfère aux élèves la responsabilité de trouver un 
résultat au problème « Bouchon et Bouteille ». 
- P tente de dégager le problème de toute intentionnalité didactique. Pour cela : il fait 
croire aux élèves qu’il a rencontré « comme ça » ce problème, que c’est un énoncé 
« type Kangourou223 » : 
« 17 – P : (…) Bien alors vous savez ce qu’on vient de faire ? Chut ! On vient de faire le concours 
Kangourou avec les sixièmes… Alors j’ai un problème qui serait du type Kangourou… 
18 – E. Ouais ! » 
Il nous entretient d’ailleurs « à chaud » à propos de cette technique didactique juste 
avant la séance : il l’envisage explicitement pour ouvrir la situation associée à cet 
énoncé :  
« 7 – P : Voilà (montre une feuille avec le « bouteille et bouchon » et « l’éléphant »224). Donc là j’ai mis 
les deux trucs, mais si tu veux, je vais leur donner que le « bouchon »… (…). Mon idée, c’est de… Ils 
n’ont pas de fiche, c’est donc de le faire oralement. Tiens, j’ai un problème ! comme ça ; on a 
l’impression que ça vient comme un cheveu sur la soupe. C’est un peu une idée pour que cela ne 
soit pas prédestiné. Voilà… » 
En 44, en restant neutre vis-à-vis d’un élève qui affirme avoir fait une équation 
(éventuellement pour tenter de lire les attentes de l’enseignant), P met en avant la liberté 
laissée dans le choix de stratégies :  
« 43 – E. : j’ai fait une équation, monsieur. 
44 – P : Ben moi, je veux bien hein ! Vous faites comme vous voulez… alors. » 
- Néanmoins P insistant à plusieurs reprises sur le fait que le problème posé est simple, 
favorise inconsciemment ou consciemment (car cela sert effectivement son projet 
d’enseignement) les stratégies relevant de S (Num) ou S (Ar-Num) : il invite ainsi les 
élèves à rester dans une interprétation très élémentaire de la consigne ou à identifier cet 
énoncé comme un problème simple d’arithmétique (où il suffit de faire une opération 
directement à partir des données de l’énoncé pour obtenir le résultat - connaissances 
KE-2).  
« 19 – P : on va voir ! Ben oui qui sera du type Kangourou qui est très simple… qui est très simple (…). 
20 – E. Kangourou ? 
21 – P : c’est un problème simple. » 
« 25 – P (…) Alors voilà. C’est un problème simple. » 
                                                

223 Concours mathématique en vigueur dans toutes les classes de Collège : les énoncés posés dans 
ce type de concours sont souvent de forme « originale », hors « contrat ». 

224  Ces deux exercices sont tout deux extraits d’une fiche de la revue Petit x. 
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P demande ensuite aux élèves de rechercher une solution au problème posé, en se 
mettant éventuellement par groupes de deux. En fait, les élèves s’organisent 
spontanément en petits groupes de 4 ou 5 personnes et s’engagent dans diverses 
procédures pour trouver un résultat.225 
 

Dévolution de la recherche d’une explication associée au résultat  

Après avoir remarqué que divers procédés ont permis à certains groupes d’aboutir 
au résultat, P marque de façon insistante son attente d’une explication226 du résultat 
trouvé. Il caractérise cette explication comme vague, rapide : 
« 52 - P. Enfin là, vous avez une solution, vous pouvez l'expliquer » 
« 77 - P. Vous avez un résultat, vous êtes capables de l'expliquer… bien… on va les marquer les 
résultats. Ici vous avez un résultat (groupe de devant, côté A)…Vous ? ( groupe de devant, côté L) Vous 
vous avez un encadrement (…). Bien alors de façon qu'on écrive tout, vous notez sur une feuille par 
exemple, ce groupe là vous notez votre résultat, on va le copier après sur le tableau, vous notez 
simplement votre résultat et puis une explication rapide… hein ? Là vous notez votre résultat ici avec 
une explication rapide. Non, mais Anaïs avait une idée… là vous regardez là en même temps vous 
pouvez expliquer. Et puis là vous notez aussi ce que vous avez trouvé sur une feuille pour qu'on les 
recopie après… vous notez rapidement ce que vous avez trouvé comme solution, le résultat, et vous 
expliquez vaguement… qu'on puisse ensuite…Au fond là bas, Laure Amandine… Laure, Amandine 
et… heu vous avez quelque chose comme résultat ? avec heu ? oui ? donc vous notez sur une feuille et 
puis on va le copier au tableau de façon à ce qu'on change pas les idées après, hein…” 
 
Cette exigence de P d’une explication du résultat répondant aux mêmes critères est 
rappelée dans la suite de la séance pour les problèmes « Cailloux » : selon les 
connaissances mises en jeu en situation de construction (niveau 2 dans l’analyse 
descendante), il espère ainsi montrer à long terme la supériorité des stratégies 
algébriques vis-à-vis de leurs concurrentes de nature arithmétique (P-constructeur voit 
les solutions de type algébrique comme plus facilement communicables et rapides que 
les solutions de nature arithmétique). 
 

I.2 Dans quelles « situations » (au sens du modèle « structuration du 
milieu ») sont les élèves qui résolvent le problème « Bouchon et Bouteille » ? 

I.2.a Familles de situations « numériques » S (Num)  

Juste après la lecture de la consigne, un élève répond instantanément « 10g » 
[intervention 30 du protocole]. La rapidité de la réponse est un indice pour affirmer que 
cet élève répond en position correspondant à la situation S (Num) du modèle. 

                                                
225   P n’a pas besoin de mettre beaucoup plus en avant le travail « en groupe » qui fait partie de la 

« coutume » de sa classe ; il évoquera l’installation de ces habitudes dans la classe pendant la pause : « Et 
en fait, tu vois que globalement… par rapport au début de l’année, c’est une classe qui travaillait très très 
individuellement, qui travaille vachement en groupe mais… mais sans qu’on soit obligé de formaliser les 
choses… » ; «  Oui, il y a quand même eu une super modification je pense… et tu vois, on est pas obligé 
de dire vous vous mettez en groupe etc. ça s’organise un peu comme ça intuitivement… donc c’est pas 
plus mal… sans trop de bordel… et tu vois, là regarde… tu as des individualités qui s’aident… ça c’est 
nouveau, hein ? Je pense qu’on a… » 

226 Cette exigence de P répond au rôle prêté par Mopondi à l’explication : 
« L’explication est un des moyens qu’utilise un locuteur pour faire comprendre ou « donner du sens » à 
ce qui fait l’objet d’une communication, d’un débat, d’une discussion. » (Mopondi 1995, p. 12). 
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D’autres réponses « 10g » apparaissent dans la classe de manière moins instantanée. 
Cependant ces réponses semblent avoir la même signification que précédemment 
comme l’atteste l’extrait suivant : 
49-E2. oui, c’est logique Laurent, le bouchon et la bouteille 110g... et la bouteille fait 100g de plus que le 
bouchon, ton bouchon il fait 10g ! 
D’autre part un événement contingent, (non pris en compte dans notre analyse a priori) 
advient : la réponse exacte « 5 » trouvée rapidement par certains groupes d’élèves est 
diffusée dans la classe. Ceci nous conduit en un retour sur l’analyse a priori ascendante 
associée à « Bouchon et Bouteille » à envisager des modifications dans l’emboîtement 
de situations de type S (Num) et S (Ar-Num) (dûes à l’ajout de cette réponse exacte 
dans le milieu matériel). 
 
 
Une nouvelle famille de situations S (Num) – Diffusion du résultat « cinq » dans la 
classe observée 
Selon l’analyse ascendante de la situation d’enseignement associée à ce problème, seul 
l’élève en situation S (Num) peut donner une réponse différente de 5, à savoir 10. Que 
se passe-t-il pour lui s’il envisage la réponse 5 ? Le nombre 5 devient le troisième 
nombre de la liste des entiers : « 5 (cinq), 100 (cent), 110 (cent dix) ». E-2 agissant 
cherche à mettre en relation objets et nombres par l’ordre « petit, moyen, grand » : il 
cherche le plus petit entier, parmi trois entiers, à attribuer au plus petit objet 
« bouchon ». On obtient alors en situation d’action S-2 (Num) un résultat « 5 (ou 
cinq) » qui peut donner lieu dans la classe à une réponse quasi-immédiate en situation 
didactique S0, sans passage par la situation d’apprentissage (niveau S -1). La réponse 5 
peut donc avoir la signification élémentaire d’attribut du plus petit entier connu au plus 
petit objet. 

Notons aussi que la connaissance préalable de la réponse 5 peut conduire un élève 
en situation S-2 (Alg/Ar-Num), à engager de façon privilégiée une procédure d’essais et 
de vérifications S-1 (Ar-Num)227 et à ne pas envisager de mise en équation (S-1 
(Alg1)). 
 
 

Des réponses exactes « 5 » dans la classe observée peuvent ainsi aussi relever de la 
situation S (Num). On peut interpréter les nombreuses difficultés de compréhension des 
explications de la stratégie d’essais et vérifications dans la phase de bilan comme des 
difficultés d’élèves dans la situation S (Num) (qui restent à un niveau plus élémentaire 
d'interprétation du problème) : 
112 - E. moi je comprends rien 
113 - E2. 110g plus le bouchon … ça fait 120g 
114 - E. m'sieur je comprends rien 
115 - P. écoute, écoute ce qu'il dit … 

 
I.2 b Familles de situations « arithmético-numériques » S (Ar-Num) 

Des stratégies d’essais et de vérifications se mettent très vite en place dans la classe :  
45 - Laurent. oui, oui, monsieur le bouchon il est entre 0 et +5 ? Non ? 

                                                
227 qui se limitera alors à un seul essai et une unique vérification. 
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Des élèves dans cette situation, interagissent avec l’enseignant en position d’observateur 
P-1 assez tardivement (interventions 81-89) : notamment ils cherchent à obtenir de 
l’enseignant des éléments de validation de leur solution (connaissances élémentaires de 
niveau –3) : le nombre trouvé comme solution de ce problème doit-il être ou non un 
nombre entier ? 
81 - E. Est-ce qu'on peut avoir un nombre fixe ? 
82 - P. Qu'est-ce que tu appelles un nombre fixe ? 
83 - E. ben, 5, 4, 3… 
84 - P. un nombre entier  
85 - E. ouais un nombre entier, mais … 
On remarque que le résultat « 10g » semble souvent repris par certains élèves en 
situation Ar-Num comme un « essai » (éventuellement pour contredire publiquement 
des élèves en situation S (Num) par la prise en compte simultanée des relations entre 
poids et objet : « la bouteille plus le bouchon fait cent dix grammes », « la bouteille pèse 
100g de plus que le bouchon »). On voit apparaître les différentes vérifications 
(envisagées dans l’analyse ascendante) effectives dans la classe pour cet essai :  
• vérification 1  
70 - E parce que si le bouchon il fait 10 g et que la bouteille pèse 100g de plus, cela veut dire que la 
bouteille elle fait 110g ! 
• vérification 2 
62-E La bouteille plus le bouchon, ça va faire 120 g 
• vérification 3 
60-E ça ne fait que 90 g de plus que le bouchon... 
 
Les solutions 2 et 3 écrites au tableau relèvent clairement de S0 (Ar-Num): 

sol.2      sol.3 
Le bouchon pèse 5g      Le bouchon pèse 5 g 
car 105+5=110g  la bouteille pèse alors 

105g 
et la bouteille pèse 100g de plus que le bouchon  et 105g+5g=110g 

 
I.2.c Familles de situations « algébriques » S (Alg1) 

Dès le départ, Cyril s’est lancé dans l’écriture d’une équation (intervention 43 
citée ci-dessus) et a trouvé le résultat juste très vite puisqu’il est le premier à venir écrire 
sa solution au tableau. Il met donc spontanément en jeu sa connaissance de règles 
pérennes du contrat didactique spécifique de la résolution algébrique de problèmes 
installées en classe de 4ème pour résoudre cet énoncé. Soulignons que cet élève est le 
« meilleur élève » de la classe selon P. 
 

La solution 4 gardée cachée à la demande de l’enseignant, en accord avec son 
projet d’enseignement (qui est de favoriser d’abord l’apparition des stratégies qualifiées 
par lui d’arithmétiques, nous allons y revenir) relève de la situation S0 (Alg1) :  
90 - P. (...) tu mets ici et ici de façon qu'on puisse tourner le tableau, qu'on ait plusieurs types de réponses 
… 
[en aparté à nous : comme C. est le meilleur élève il risquerait d'y avoir une fédération autour de sa 
solution, (...) c'est-à-dire, j'ai mis derrière le tableau là bas pour pas qu'il y ait diffusion…] 
 

sol.4 (Cyril) à l'arrière du tableau 
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bouchon = x   
x+(x+100)=110   
2x=10 
x=5 
 

I.2.d Familles de situations « arithmétiques » S (Ar) 

La solution suivante est identifiable à S0 (Ar) : 
 

sol.1  
Le bouchon pèse 5g car la bouteille pèse 100g de plus que le bouchon. 
Alors 

110-100=10g 
10÷2=5 
105+5=110

bouteille
bouchon

 
En écrivant cette solution, en aparté, deux élèves interagissent et le modèle de l’analyse 
ascendante permet d’interpréter leur propos comme une tentative de verbalisation 
difficile d’une relation « d’équilibre » : 
« 93 - Virginie. Comme il faut rajouter le poids du bouchon plus encore le poids du bouchon  …  
94 - Amandine. Ah !   
95 - Virginie. tu fais 10 divisé par 2, cela fait 5 … » 
A la demande de P, pendant la phase de bilan, Virginie verbalise publiquement de 
manière incomplète un passage d’une relation d'équilibre à une autre.228 
131 - Virginie. le 5 on peut expliquer comment … parce que tu peux mettre plus le bouchon… tout à 
l'heure j'avais expliqué à Amandine … une bouteille plus le poids du bouchon, en plus on rajoute le 
bouchon, c'est comme si il y avait deux bouchons … 
Antoine tente de compléter l’explication de Virginie et essaie de verbaliser des relations 
d'équilibres fondant le raisonnement qui lui a permis d'obtenir le résultat « deux 
bouchons pèsent 10 g » :  
140 - Antoine. je ne sais pas si c'est clair mais … donc tu fais 110g moins 100g, il va te rester 10g et 
après sachant que ça va te faire … c'est comme si tu avais deux bouchons parce que tu vas rajouter, tu vas 
rajouter à la bouteille un bouchon et en plus tu vas avoir le bouchon pour fermer (1) 
141 - E. tu vas rajouter à la bouteille le poids du bouchon 
142 - Antoine. oui le poids du bouchon, et après tu vas fermer avec un vrai bouchon [rires], donc après tu 
fais 10 divisé par 2 ça fait 5 (2)… et 2 fois 5 voilà. 
Ce qu'il tente ainsi de verbaliser oralement (sans dessin) peut être identifié au 
raisonnement (par passage d'équilibres) suivant envisagé en S-1 (Ar) dans notre analyse 
ascendante : 

                                                
228   B b <-> 110  
  B b b <-> 110 b 
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Toutes les familles de situations envisagées dans notre analyse ascendante apparaissent 
donc effectivement dans la classe observée (sauf S (Alg2) mais qu’on avait pointée 
comme improbable vues les connaissances des élèves considérés). Mais un événement 
« contingent » : la diffusion du résultat « cinq », nous amène en un retour sur l’analyse a 
priori à considérer un nouvel emboîtement de type S (Num) : des élèves restés dans une 
interprétation élémentaire de la consigne sont susceptibles d’associer la réponse « cinq » 
produit par d’autres groupes au poids du bouchon. Il y a dans cette classe création d’un 
décalage cognitif cachée par ce consensus apparent. 
 

I.3 Analyse des interventions de P pendant la deuxième phase de bilan des 
solutions proposées au problème « Bouchon et Bouteille » 

- L’enseignant avait prévu la réponse « 10g » pour l’avoir observée en position P-1. 
Celle-ci n'apparaît pas au moment de l’écriture du résultat par les différents groupes à 
cause de la diffusion du résultat « 5g » dans les interactions entre élèves. 
97 - P. […] on a 5g, 5g, 5g et on a  5g ici aussi, derrière (sol.4) . Par ailleurs avant de commencer, il y a 
eu une sorte… de consensus sur 5g, heu, mais au départ j'ai entendu beaucoup de … vous aviez dit de 
zéro à 10 hein ? [E. Oui, mais…]  au départ, non, non, ce n'est pas…  et puis au départ il y avait 10g, la 
première idée qui est venue c'était 10g… hein ? c'était venu ici, c'était venu par là pourquoi vous avez 
éliminé 10g très rapidement ? 
P revient dans son intervention sur la réponse « 10 » en utilisant explicitement ses 
observations pour faire produire des explications correspondant à la stratégie 
arithmétique qu’il avait prévue, c’est à dire celle d’essais et de vérifications. La réponse 
« 10 » de S (Num) n’est donc prévue et observée par l’enseignant (en position P-1 et 
P1) que comme s’intégrant à une stratégie d’essais-erreurs. 
La stratégie d’essais et de vérifications relevant de S (Ar-Num) est légitimée comme 
représentant les stratégies arithmétiques : elle est donc prévue par P, il s’y attarde et la 
fait longuement commenter.  

 
- A l’opposé, la stratégie relevant de la situation S (Ar) n’a pas été prévue par 
l’enseignant (en position P1) et donc n’a pas été observée (position P-1). Le 
raisonnement d’Antoine étant difficilement retraduit par Virginie, P ne le comprend pas 
et semble dans un premier temps rapprocher les explications de cette élève d’une 
procédure par « essais-vérifications ». 
P continue en effet à la suite de leurs interventions à tenter de faire comprendre la 
stratégie d’essais et de vérifications : 
132 - E2. T'as pas le droit 
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133 - P. Dans le texte il y a marqué la bouteille pèse 100g de plus que le bouchon  
134 - E2. De plus… 
135 - P. En fait c'est 100g de plus que le bouchon, donc tout à l'heure il t'a dit si ça ça faisait 10g, 100g de 
plus que 10g ça fait 110g, donc il teste, il a vu que ça marchait pas, donc après il a essayé 5 g, il a dit 5g, 
5g avec 100g de plus ça fait donc 105 … mais il dit, il y a encore le bouchon à rajouter d'où 110, donc là 
ça marche… c'est comme ça qu'il marque. Oui, Nathalie  
A la suite de l’intervention d’Antoine citée plus haut, l’enseignant distingue la 
différence entre la solution proposée par ce groupe et une stratégie « essais-
vérifications » mais  ne paraît toujours pas comprendre le raisonnement d’Antoine, pas 
plus d’ailleurs que la plupart des élèves. L’intervention de P consiste alors dans un 
premier temps, en une simple lecture de la solution écrite au tableau par le groupe :  
143 - P. Bien, on va regarder, ça n'a pas l'air d'être très clair chez Laure. Tu vas t'asseoir Antoine. Tu l'as 
noyée Heuh… donc il y a ici trois explications, il y en a une autre derrière le tableau, je vais le tourner 
tout à l'heure. Donc ici l'explication qu'a écrite Virginie, c'est à dire [il lit la sol.4] « le bouchon pèse 5g 
car la bouteille pèse 100g de plus que le bouchon » d'accord 110-100 égale 10 ! donc c'est ce qu'il vient 
d'expliquer Antoine « donc 10 divisé par 2 ça fait 5g, 105 plus 5 ça fait 110 » … 
Par la suite il reviendra sur cette solution pour valoriser la solution algébrique qui 
permet de donner une explication compréhensible de la phrase « 2 bouchons pèsent 
10g ». 

 
- L’enseignant met à profit l'intervention d'un élève qui parle d'équation pour passer à 
l'explication donnée par Cyril (le meilleur élève de la classe), en lançant un bref rappel 
sur les équations (un élève fait le lien entre équation, x et inconnue) : 
144 - E. Est-ce qu'on aurait pu utiliser une équation ? on a essayé … 
145 - P. Cyril c'est ce qu'il a fait, il a pensé à "équation". Pour vous équation ça vous dit quoi ? Qu'est ce 
que tu appelles "faire une équation" ? 
146 - E. Ben si il y a une inconnue, on cherche à remplacer le x par une inconnue  
147 - P. Bien  c'est… [à Cyril] je ne te trahis pas en disant que c'est ce que tu as fait ? 
148 - Cyril. Heuh 
149 - P. Donc il a fait ça [dévoile la solution 4]  
L’enseignant institutionnalise la mise en équation en rentrant brièvement dans le détail 
de la désignation d'une inconnue par « x » et l'obtention à partir des hypothèses de 
l'énoncé de l'équation « x+(x+100)=110 » : « mettre en équation, c'est reprendre les 
phrases de l'énoncé ». 
149 - P. Donc il a fait ça [dévoile la solution 4] … (...) c'est à dire qu'il a dit que x c'était le bouchon… ce 
qui veut dire que x plus 100 c'est quoi ? … Pourquoi, pourquoi il écrit x plus 100 à votre avis ? 
150 - E. Parce que 100 c'est le poids de la bouteille 
151 - E. Parce que le poids de la bouteille pèse le poids du bouchon plus 100g   
152 - P. Parce qu'il a repris la phrase : la bouteille pèse 100g de plus que le bouchon, 100g de plus que 
le bouchon, le bouchon étant x, ça fait 100 + x... 
L’enseignant met brièvement en avant des qualités de cette procédure en conformité 
avec ses connaissances sur l’algèbre (niveau 2) :  

- rapide, communicable. 
149 - P. (...) Cyril… c'est court en plus, c'est un avantage… alors est-ce que Laure avec ça 
comprend mieux... 
- en référence à ses concurrentes arithmétiques en montrant comment le langage 
algébrique permet d'expliquer les propos d'Antoine :  
152 - P. (...) En tout il y a le bouchon, c'est ce qu'on a retrouvé tout à l'heure chez Antoine quand 
il disait c'est comme si on avait deux bouchons hein ? 
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La procédure algébrique est donc une explication brève et claire. P la cache parce 
qu’il la pense optimale en tant qu’explication : sa diffusion empêcherait l’émergence de 
solutions arithmétiques qui doivent être présentes pour attester explicitement de cette 
optimalité et donc lui donner une signification. La solution, que ni Antoine, ni Virginie 
ne pouvaient expliquer clairement, sert à la mise en valeur de la solution algébrique qui 
explique « 2 bouchons pèsent 10g » !  

 
Un enjeu didactique229 du projet d'enseignement de P nous est ainsi dévoilé de 

façon prématurée par rapport à ses prévisions étudiées au niveau 2 : faire apparaître la 
stratégie algébrique comme stratégie optimale en concurrence avec les stratégies 
arithmético-numériques et arithmétiques. La solution algébrique prend appui sur la 
solution arithmético-numérique230 légitimée (celle d'essais-vérifications) et sur la 
solution arithmétique non comprise par l’enseignant : elle fournit une explication écrite 
optimale par rapport à ces concurrentes ; elle apparaît même comme une écriture de 
l’explication de ces solutions non-algébriques.  

Cependant l’enseignant consacre peu de temps à la solution algébrique par rapport 
aux autres sur lesquelles il s’est longuement attardé : ainsi préserve-t-il, voire même 
favorise-t-il un futur aux solutions de types numériques, arithmético-numériques ou 
arithmétiques en réponse aux problèmes de « Cailloux » qui suivent. 

II. Deuxième temps : les deux premiers problèmes « Cailloux » 

II.1 Première phase : résolution des deux premiers énoncés de 
« Cailloux » - Observation de stratégies qui apparaissent 

P distribue la première feuille de l’activité « Cailloux », où sont notés les deux 
premiers énoncés à deux tas de cailloux et donne la consigne de chercher 
individuellement puis de « communiquer » en petits groupes (suivant le scénario en 5 
phases envisagé (niveau 1) : « organiser une première phase de travail individuel ou en 
petits groupes pour démarrer l’activité Cailloux ») : « 158 - P. Alors 2, 3, 4, 5, et 6 … [il 
distribue par rangée] Alors on essaye chut !  individuellement de le faire, éventuellement on peut 
communiquer après, mais on essaye dans un premier temps de trou… de chercher tout seul » 
 
- A travers les interventions 154, 156, P essaie de dégager le premier problème posé de 
« présupposés didactiques »231 :  
- En 154, son intervention publique met en avant la liberté laissée aux élèves.  
« 154 P : Vous faites comme vous voulez, hein. » 
- De 155 à 159 puis de 160 à 162, des élèves interviennent et questionnent P : plus que 
l’expression de difficultés dans l’interprétation la plus élémentaire de l’énoncé, on peut 

                                                
229  Cet enjeu apparaît clairement et explicitement pendant l'interview de P  
230  Vue comme « arithmétique » par P. 
231 « Il ne suffit pas de communiquer un problème à l’élève pour que ce problème devienne son 

problème et qu’il se sente responsable de le résoudre. Il ne suffit pas non plus que l’élève accepte cette 
responsabilité pour que le problème qu’il résout soit un problème « universel », dégagé de présupposés 
subjectifs. Nous appelons « dévolution » l’activité par laquelle l’enseignant cherche à atteindre ces deux 
résultats. » (Brousseau 1987, p. 39). 



304 
voir à travers leurs interventions, une tentative de lire d’éventuelles attentes implicites 
de l’enseignant, associées à une résolution de type algébrique.  
P essaie tant qu’il peut de rester neutre et de ne pas se prononcer vis-à-vis d’une mise en 
équations du problème posé : il ne veut pas pour le moment favoriser les stratégies 
algébriques ; il retarde le moment où il dévoile son projet d’enseignement. Pour cela il 
élude les questions des élèves  :  
« 155 E : M’sieur, c’est quoi une « égalité vérifiée » ? 
156P : heu… Une égalité… 
157 - E : Il faut une égalité dans chaque, il faut marquer ? 
158 - P : voilà une égalité en fait, vérifiée… ça veut dire… 
159 - E : c’est quoi x et y ? 
(P s’éloigne vers un autre groupe) » 
« 159 - E : … c’est une « égalité vérifiée » que je ne comprends pas ce que ça veut… 
160 - P : Bon ben … « Une égalité vérifiée par x et y ensemble »… 
161 – E. En fait c’est une équation … »  
En réponse à cette intervention 162, P est contraint de répondre quand l’élève se fait 
insistant : 
« 162 - P : oui, c’est une équation si tu veux… attend qu’est ce qu’il y a de marqué ? Je ne le lis pas à 
l’envers… il y a « 133 cailloux en tout » donc c’est à dire une égalité où tu vas trouver 133. » 
On relève également un échange avec une élève (Ambline) gênée de ne pas avoir résolu 
algébriquement le 2ème problème : elle n’a pas l’impression de répondre aux attentes de 
l’enseignant ; P la rassure et l’encourage à développer son idée :  
Et aussi en dialoguant avec Ambline en 175, 176, 183 et 184 :  
« 175 – Ambline : J’ai pas fait un système d’équations parce que… 
176 – P : C’est pas grave… » 
« 183 Ambline : Ouais mais je n’sais pas s’il fallait  
184 – P : C’est pas grave parce que ton idée n’est pas mauvaise. »  
 
- Dans les aides qu’il apporte par ailleurs pour motiver ou aider ses élèves à s’engager 
dans une stratégie, P favorise (plus ou moins consciemment) l’apparition de stratégies 
arithmétiques :  
- Il invite à plusieurs reprises des élèves à « s’aider avec des dessins » (qui sont associés 
d’après ses connaissances de niveau -1 à des résolutions de type arithmétique) ; comme 
prévu dans notre analyse descendante, il semble que cela représente pour lui un moyen 
d’aider les élèves en difficulté à démarrer ; il donne ce conseil à des élèves qu’il perçoit 
comme bloqués ou qui comme Laure (considérée par P comme une élève « en 
difficulté »232) lui paraissent rester dans une interprétation très élémentaire de la 
consigne (on y reviendra par la suite) : 
« 153 – P (à Laure) : (…) Fais des dessins, si tu veux… fais des dessins comme Antoine a fait avec les 
bouteilles par exemple… On peut s’aider avec les dessins. » 
« 173 Laure : J’sais pas si c’est comme ça ? 
174 – P : Alors essaie de faire des dessins » 
199 – P : Alors, c’est-à-dire… est- ce que si on faisait des dessins comme avec les bouteilles tout à 
l’heure on s’en sortirait pas mieux ». 

                                                
232456 – P (à nous) Tu vois la petite là, elle a vachement de… Tu vois Laure elle a des 

difficultés… Laure a vachement de difficultés… de mise en équation… Tu as vu Laure elle a vachement 
de difficultés. » 
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- À travers ses interventions 153, 164 à 165, il met implicitement en avant les lettres 
« x » et « y » comme des « étiquettes » associées aux deux tas de cailloux (KE-3 en 
situation S-3 (Ar1 et 2)) :  
« 153 – P : (…) ton tas de cailloux x, il est plus petit (Laure : oui, plus petit que lui) que lui donc ça peut 
pas être comme ça ? Qu’est ce qu’on te dit ? On te dit que le second, c’est à dire y, il en a 19 de plus que 
le premier… » 
« 164 – P : et bien ton premier tas, c’est quoi ? 
 165 – E : mon premier tas c’est… heu… x. » 
 
Il intervient également (comme prévu par l’analyse descendante, selon les 
connaissances de P de niveau -1) sur des connaissances de niveau –2 d’élèves : 
- pour contrer des difficultés liées à l’interprétation des expressions « plus de » et 
« moins de ». On identifie très clairement la mise en œuvre de la technique rapidement 
suggérée par P pendant l’entretien : se référer au dessin, lui faire dire quel tas est le 
plus grand, le plus petit, à travers les interventions 143 à 148 citées plus bas. À travers 
les interventions 206 à 210, P fait lui-même un dessin pour expliquer à une élève qui ne 
comprend pas les explications de son groupe, comment interpréter le « 7 fois plus » de 
la consigne du 2ème énoncé. 
« 205 – P Est ce que ça vous arrivez  
207 – P. C'est-à-dire si j'ai un tas ici… comme ça [il dessine ce qui est ci-contre] 
208 – Amandine - Il y en aura 7 comme ça…  
209  - P. Il y en aura ? 
210 – Amandine. Il en aura 7 et 1 … 8 ! 
211 - P. D'accord ? Donc là on voit mieux ? Ouais donc ensuite ?   » 
- pour donner les moyens aux élèves de valider ou d’invalider leurs résultats 
(conformément à ce qu’il prévoit en position P-1). Il suggère à ces élèves de vérifier 
« avec le dessin » et en « additionnant les nombres de cailloux » obtenus pour voir si 
c’est juste (techniques envisagées pendant l’entretien) :  
« 137 – P : Tu vérifieras. 138 – E : Ah ? OK. 
139 – P : (…) Alors si tu ajoutes 91 et 72 est ce que tu vas trouver 133 ? C’est ça mon problème… » 
« 153 P : Alors 133, c’est ton total hein ? Si tu fais x plus… 114 plus 19 tu vas pas trouver 133… - Si ? 
… 9 , 10, 11… ah si tu trouves 133. Non mais regarde… Visiblement (P montre le dessin), ton tas de 
cailloux x il est plus petit (…) que lui, donc ça peut pas être comme ça. » 
166 – P : C’est bon oui attends… oui c’est bon, bon alors, c’est à dire je veux une égalité en tout (E. oui) 
où tu trouves x, y et 133… (à un E. qui lui montre ce qu’il a fait) c’est bon (un autre E. c’est bon ça ?) 
C’est bon ouais (E. On peut vérifier) comme ça tu vérifies, et tu vois que c’est bon. » 
 
On peut également noter sans rentrer plus dans le détail que comme le constate 
Margolinas (2000), en position P-1, P maintient « affectivement » ces élèves au travail : 
il les encourage, plaisante avec eux (« 158 – P : … alors il est dans les cailloux, c’est le bagne, 
hein ? ») …  
 
P observe les différentes stratégies d’élèves qui apparaissent, les résultats ; comme lors 
du passage précédent de la même séance (« Bouchon et Bouteille »), P dévolue 
également la recherche d’une explication des résultats trouvés par ses élèves :  
« 147 – P : (…) oui, c’est ça… Alors, mettez votre explication. » 
« 157 – P : Ah ! Donc attends je regarde… donc le deuxième me semble faux (E. Ah bon ?) Si (rire) si… 
(à un autre élève) je suis en train de regarder ce que tu avais trouvé (E. Je voudrais bien comprendre) 
alors sans expliquer est-ce que c’est juste ? .. oui… Le tout c’est d’arriver à expliquer… Laure, tu as 
trouvé ? Anaïs, essayez de l’expliquer à chaque fois. » 
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« 178 – P : Alors on va regarder… est-ce que tu pourrais l’expliquer ça ? Pourquoi tu fais 133 moins 19 et 
ensuite 114 divisé par 2 ? » 
De manière conforme au projet de P (niveau 1), c’est le couple « solution-explication » 
qu’il s’agit de mettre en avant dans la concurrence entre les procédures algébriques et 
arithmétiques. 
 

II.2 Dans quelles « situations » (au sens du modèle « structuration du 
milieu ») sont les élèves qui résolvent le premier énoncé de « Cailloux » ? 

II.2.a Famille de situations algébriques S (Alg2) 

Certains des élèves observés par P (en position P-1) semblent assez rapidement se 
lancer dans une résolution algébrique en « mettant en équations le problème posé » (S-1 
(Alg2)) :  
- À travers les interventions 140 à 148 : un premier groupe d’élèves cherche à mettre en 
équations le premier problème de « Cailloux » et écrit l’équation x = y + 19. Leur erreur 
dans l’interprétation de la consigne « le 2ème tas de cailloux a 19 cailloux de plus que le 
1er » est à relier à une difficulté due à une « non congruence sémantique » entre 
l’opération à envisager pour écrire cette équation et la phrase en langage naturel233 (en 
S-2 (Alg2) : E-2 cherche les informations qui expriment des relations entre les entiers « cardinaux de 
tas de tas de cailloux » inconnus désignés par x et y  en vue d’écrire des relations algébriques entre x et 
y). Leurs connaissances les plus élémentaires (de niveau –3) devraient leur permettre 
d’établir une correspondance entre la taille des tas de cailloux et l’ordre des nombres de 
cailloux, d’interpréter correctement la consigne (par rétroaction avec le résultat « le 
nombre de cailloux du 2ème tas est plus grand que le nombre de cailloux du 1er tas ») et 
de ne pas se tromper ou de prendre conscience de leur erreur suite à une rétroaction du 
milieu M-2 (Alg2). L’enseignant P intervient pour activer ces connaissances 
élémentaires chez ce petit groupe d’élèves et leur permettre de corriger leur erreur :  
« 140 – E : Et c’est juste là ? 
141 – P : Donc là tu as un tas… donc ça ne marche pas (E2. oh, euh)… non mais tu pas peut-être fait tout 
simplement une erreur d’opération , hein ? Donc là… attention, si tu me mets que x est égale à y plus 19, 
ça veut dire que c’est lui le plus gros tas. 
142 – E : Là, elle a x plus 19. 
143 – P : Non, non attention hein là ! tu me dis que x est égal à y plus 19, cela voudrait dire que x, il est 
plus grand. » 
En réponse à cette intervention de P, E répond immédiatement par une 2ème équation 
incorrecte (y + 19 = x) qui garde une « sémantique congruente » à la consigne. Les 
connaissances de niveau –3 ou -2 sur lesquelles intervient P ne suffisent pas pour 
engendrer une rétroaction permettant à E de corriger son erreur :  
144 -  E : Ah ! donc en fait je mets y plus 19 égale x non ? 
P insiste et finit par guider le travail de ces élèves ; on note un effet « Topaze »234 dans 
l’échange qui suit : 
145 -  P : Chut le plus grand, c’est lequel des 2 ? 
146 – E2 et E3 : Et bien c’est y. 
147 -  P : y ! donc ça va être y qui va être égal à quelque chose [Effet Topaze]… alors (P regarde ce 
qu’écrit E2) oui c’est ça… alors mettez votre explication… 

                                                
233 (Duval 1988, p. 8) 
234 P négocie à la baisse les conditions dans lesquelles les élèves finiront par écrire l’équation 

juste. Il finit par « prendre à sa charge l’essentiel du travail ». (Brousseau 1986, p. 41). 
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148 – E3 : y égale x plus 19. 
149 - P : Oui, voilà… c’est bon. 
- A travers les interventions 192 à 196 : un autre groupe d’élèves semble avoir 
correctement résolu le problème en adoptant une procédure associée à l’emboîtement de 
situations S (Alg2) :  
« 192 – E : On a trouvé nous… 
193 – P : ça c’est bon… tout ça c’est bon… vous faites comment vous ? 
194 – E : On fait l’équation (S. d’accord, d’accord) x plus y égal 133… 
195 – P : Vous avez fait comme Cyril en fait… 
196 – E : Ouais. » 

Comme nous l’avons noté ci-dessus, certains élèves semblent identifier des 
attentes de P associées à la recherche d’une solution de type algébrique et l’interrogent 
avant de se lancer dans la résolution. À la suite des interventions de P qui tente de rester 
« neutre » et d’éluder leurs questions pour ne pas imposer une solution par l’algèbre, le 
protocole ne nous permet pas de savoir dans quel type de stratégie ces élèves se sont 
finalement engagés. 
 
- Les solutions 1 et 2 écrites au tableau avant la phase de bilan relèvent toutes deux de 
S0 (Alg2) :   

sol.1 (Anaïs,  Cyril…) 
1) x+y=133 
   y=x+19 

   

x+(x+19)=133

y  
    2x = 114 
     x=57 
    y=57+19 
   y=76 

sol.4 [Amandine, Estelle, Nathalie …) 
1- a) y=19+x 
b) x+y=133 
x=133-y 
y=133-x 
c) et si x+y=133 
et si y=x+19 
x+(x+19)=133 
2x+19=133 

 
x=57 

 
Notons que dans le cas de la solution 4, l’élève (Estelle) qui a écrit au tableau, fait 
apparaître deux équations « inutiles » dans la suite de calculs algébriques qui apparaît 
en « b » et qui correspond à la résolution par substitution du système obtenu à partir de 
l’énoncé : x = 133 – y et y = 133 - x ; on peut penser qu’Estelle cherchait à ramener 
l’équation de forme x + y = 133, à une équation de forme canonique similaire à la 
première écrite : y = x + 19. 
À la demande de P, Estelle explique sa solution : elle met en avant le « changement » de 
y en x + 19 (elle essaie de formuler la connaissance de résolution par substitution du 
système acquise en –1) qui lui permet de se ramener à une équation à une inconnue :  
« 247 – Estelle : ensuite ? (P : oui vas-y) ensuite en fait je me suis dit… c’est comme si on avait… quand 
on a marqué x + y = 133… on a changé y en 19 plus x (P : là ?), non en bas (P : d’accord, c’est ce que tu 
as écrit ici (P montre x + (x + 19) = 133)… il n’y en a plus qu’une plus que x à connaître… et ensuite… » 
 

II.2.b Famille de situations arithmétiques S (Ar1) 

Un des premiers élèves observés par P (en position P-1) semble immédiatement 
s’engager dans une stratégie qui correspond à la famille de situations S(Ar-1.a) : il 
évoque à voix haute les opérations à effectuer en –1 pour trouver les nombres de 
cailloux des deux tas sans expliciter le raisonnement de substitution arithmétique (ni à 
l’oral, ni par un dessin) qui les justifie.  
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« 131 – E1 (en écrivant) 133 moins 19… puis je divise 114 donc heu par 2 et je rajoute 19 pour x. » 
Comme pour les stratégies de résolution algébrique apparaît une erreur dans la suite de 
calcul énoncée (« je divise 114 par 2 et je rajoute 19 pour x ») qui est sans doute à associer à 
une interprétation erronée de la phrase « le 2ème tas de cailloux a 19 cailloux de plus que 
le premier » comme : le nombre de cailloux du 1er tas égale le nombre de cailloux du 
2ème tas plus 19.235 Celle-ci trouve sans doute la même explication que celle donnée ci-
dessus (dans le cas de procédures relevant d’emboîtements du type S (Alg2)) et dans 
notre analyse ascendante ; elle est également à associer à la non congruence de la phrase 
contenant l’expression sémantique « de plus » à la relation numérique correspondante. 
Dans un premier temps, P ne relève pas la faute de l’élève : « ça me paraît pas idiot » (cette 
réaction de surprise et de doute est certainement à mettre sur le compte de l’absence de 
connaissances d’observables associés à S(Ar1)). 
Dans la suite de son échange avec l’élève, néanmoins il invalide le résultat auquel celui-
ci aboutit en faisant une erreur d’étourderie dans ses calculs : E semble avoir divisé 144 
par 2 et non pas 114 comme il le dit en 131 ; en lisant la solution de l’élève à haute 
voix, P énonce en effet les résultats 91 et 72 (= 144 / 2). 
Notons par ailleurs qu’à travers cet échange, l’élève paraît vouloir donner une 
apparence algébrique au raisonnement arithmétique qu’il vient de faire ou revenir à une 
résolution de type algébrique, pour l’expliquer, le valider ou encore répondre à ce qu’il 
perçoit des attentes de P236 : il parle de « faire une équation » ; P lui dit tout d’abord 
qu’il suffit de vérifier en faisant la somme mais reprenant la parole en 139, il lui  
suggère néanmoins de faire une équation pour répondre à la consigne : 
 « E : ça peut être bon ? 135 – P : Oui… ce que tu feras… de toute façon, c’est qu’à la fin… 
136 – E : Après je ferais une expli.. une équation. 
137 P : Tu vérifieras. 
138 – E : Ah ? OK 
139 – P : Ah… est-ce qu’il faut faire une équation ? Alors on te dit (P. lit la fiche)… ouais donne une 
écriture de y à l’aide de x », ce sera bien une équation puisque tu vas avoir y égale à quelque chose… 
alors si tu ajoutes 91 et 72… est ce que tu vas trouver… est ce que tu vas trouver 133 ? C’est ça mon 
problème. » 
- En 176, P lit à voix haute une suite d’opérations (qui permet d’aboutir au résultat du 
problème) effectuée par un groupe d’élèves (celui d’Ambline) qui paraît également 
relever de la famille de situations S(Ar1 a) :  
« 176 – P : (…) (il lit la solution) tu fais 133 moins 19… tu trouves 114… 114 divisé par 2, ça fait 57 
OK ! Ouais ben c’est.. » 
 
- A la demande de P (qui incite Ambline à aller écrire sa « méthode »), la solution 
rédigée associée à cette stratégie arithmétique de résolution, relevant de S0 (Ar1 a) 
apparaît en deuxième position au tableau avant le bilan :  
 

sol.2 (Ambline, Caroline … Laure ) 
I       133-19=114 
        114÷2=57 

                                                
 235 Cet élève va-t-il de lui-même invalider le résultat auquel va aboutir ce raisonnement en 

activant des connaissances élémentaires (du type de celles envisagées en -3) ? On est en droit d’en 
douter : en effet, de nombreux élèves ne réussissent à interpréter correctement la consigne que sous la 
forte pression de P. Cette rétroaction envisagée en –2 dans notre analyse ascendante paraît en fait 
insuffisante. 

236  Rappelons que lors du temps consacré à la correction de « Bouchon et Bouteille », P a assez 
fortement valorisé les solutions de type algébriques. 
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         x=57 
         y=57+19=76 
          x+y=133 

Notons la présence de « l’équation » x + y = 133 qui surgit à la fin. On peut faire 
l’hypothèse que celle-ci a ici le statut d’explication : les élèves souhaitent répondre aux 
attentes implicites de l’enseignant qui à travers « Bouchon-Bouteille », a mis en avant 
l’équation comme explicative de procédures arithmétiques. 

 
Comme on le verra par la suite pendant la phase de bilan, P demande à Ambline 

« d’expliquer sa solution ». Notre modèle a priori permet d’interpréter sa réponse 
comme une tentative de verbalisation de sa stratégie de résolution correspondant à une 
substitution arithmétique (associée au partage en deux parties inégales, connaissant leur 
somme et leur différence) : un élève de Troisième du début de la période classique 
aurait sans doute éprouvé moins de difficultés à rendre publique une telle solution. La 
verbalisation des raisonnements arithmétiques associés à la résolution de problèmes 
faisait en effet partie d’enjeux explicites d’enseignement à cette époque : on peut voir 
dans de nombreux manuels des séries d’exercices « oraux » d’arithmétique (de partage 
en parties inégales ou autre) ; comme par exemple :  

« ------------------------------------------ EXERCICES ORAUX------------------------------------------------ 
182- Partager 60 billes entre Pierre, Paul, Pierre et Jean de façon que Pierre ait 10 billes de plus que Paul, 
et Paul, 10 billes de plus que Jean. (…) 
183 – Partager 48 noisettes entre trois enfants de manière que le premier ait 5 de moins que le deuxième 
et celui-ci 2 de moins que le troisième. » (Delphaut et Millet 1932, p. 59). 
 

II.2.c Famille de situations arithmétiques S (Ar2) 

- Avant que les différents groupes n’écrivent leur solution au tableau, aucune 
intervention des élèves « observés » par P ne relève de la mise en œuvre d’une 
résolution arithmétique associée à la famille de situations S(Ar2). P ne peut donc pas 
prévoir l’apparition d’une telle stratégie de résolution en situation « didactique » (S0). 
 
- La solution 3 qui apparaît au tableau, relève pourtant de S0 (Ar2) :  

Sol.3  
(Benoit, Xavier, Claire, Laurent …) 
1) x = y-  19 
    y = x + 19 
133 ÷ 2 = 66,5 
19 ÷ 2 = 9,5 
x = 66,5-9,5 
x = 57 
y = 66,5+9,5 
y = 76 
76 + 57 = 133  76 – 57 = 19 

L’élève qui a rendu cette solution publique, n’y associe aucune explication à l’oral : il 
semble lui-même identifier le raisonnement qui lui a permis d’aboutir à cette réponse à 
celui du groupe d’Ambline (qu’elle et P ont tenté de verbaliser auparavant) :  
« 251 – Xavier : ça revient à la solution d’avant. ». Cette identification permet de s’arrêter là. 
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II.2.d « Autres » Familles de situations  

• De 150 à 152 : Laure, (qui rappelons-le est selon P une élève « en difficulté ») semble 
s’engager dans une stratégie identifiable à la famille de situations S (Num) : restant 
apparemment dans une interprétation très élémentaire de la consigne, elle opère 
directement à partir des données de l’énoncé 133 – 19 et trouve 114 qu’elle identifie 
comme le nombre de cailloux du 1er tas.  
« 150 - Laure. Est ce qu’il faut faire 133 moins 19 sur… ? 
151 - P : Alors 133, c’est ton total hein d’accord ? Moins 19, OK ! donc tu as trouvé 114… alors 114 ça 
va correspondre à quoi ? 
152 – Laure : à x mais le… » 
 
On ne relève aucune « autre » stratégie à travers les interventions d’élèves observés par 
l’enseignant ou les solutions écrites au tableau. 
 
Le schéma suivant permet d’avoir une vue synthétique sur les emboîtements de situations distingués dans 
notre analyse ascendante (en réponse au 1er énoncé de « Cailloux » et  correspondant à des stratégies 
actives dans la classe de P 

S-3 (Num) = S-3 (Ar1) = S-3 (Ar2)

S-2 (Num)

S0 (Num) S0 (Ar1a)

S-1 (Ar1a)

S-2 (Ar1a) = S-2 (Ar2)

S-1 (Ar2)

S0 (Ar2)

S-3 (Alg2)

S-2 (Alg2 (a))

S-1 (Alg2 (a))

S0 (Alg2 (a))

bifurcation au niveau -3

bifurcation au niveau -2

bifurcation au niveau -1

 
Fig.1 Emboîtements de situations correspondant à des stratégies effectives d’élèves dans la classe de P en 
réponse au premier énoncé de « Cailloux ». 
 

II.3 Analyse des interventions de P pendant la deuxième phase de bilan 
des solutions proposées au premier énoncé de « Cailloux » 

Après avoir observé ses élèves en train de résoudre les deux premiers énoncés de 
« Cailloux », comme nous l’avons fait apparaître ci-dessus, P en position P0 a envoyé 
des élèves au tableau pour qu’ils écrivent leurs solutions au 1er problème au tableau. 
S’appuyant sur ses observations (P-1), P « choisit » des élèves, de façon à ce que 
différentes solutions arithmétiques et algébriques apparaissent publiquement. Ces choix 
sont conformes à son projet d’enseignement (élaboré au niveau 1) ; il s’agit bien de 
laisser émerger des solutions arithmétiques et algébriques pour mettre en concurrence 
les procédures et par la suite prouver la supériorité des techniques algébriques faisant 
intervenir les systèmes d’équations. 
Ainsi, à sa demande, les 4 solutions évoquées ci-dessus sont écrites au tableau dans la 
disposition suivante :  
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[Au tableau quatre solutions au 1er énoncé toutes visibles] 

sol.1 (Anaïs,  Cyril…) 
1) x+y=133 
   y=x+19 

   

x+(x+19)=133

y  
    2x = 114 
     x=57 
    y=57+19 
   y=76 

 

sol.2 (Ambline, Caroline 
… Laure ) 
I       133-19=114 
        114÷2=57 
         x=57 
         y=57+19=76 
          x+y=133 

 

sol.3  
(Benoit, Xavier, Claire 
…) 

1) x=y-19 
    y=x+19 
133 ÷2=66,5 
19÷2=9,5 
x=66,5-9,5 
x=57 
y=66,5+9,5 
y =76 
76+57 =133  
 76-57=19 
 

sol.4 (Amandine, Estelle, 
Nathalie …) 

1- a) y=19+x 
b) x+y=133 
x=133-y 
y=133-x 
c) et si x+y=133 
et si y=x+19 
x+(x+19)=133 
2x+19=133 

 

x=57 

 
Autour de ces productions, s’organise une phase de bilan où P évalue et institutionnalise 
les différentes stratégies sous-jacentes à ces solutions.  
- Dans un premier temps, P met en avant le fait que les résultats trouvés sont les mêmes. 
Il laisse ainsi entendre à ses élèves que la fédération autour des résultats : 57 pour le 
nombre de cailloux du 1er tas et 76 pour le nombre de cailloux du 2ème tas prouve qu’ils 
sont justes. Le résultat n’est donc pas l’enjeu du débat mais ce que P appelle les 
« solutions »  (c’est-à-dire le couple formé par les résultats et les explications écrites de 
ces résultats) :  
« 235 – P : (…) Attends… alors on regarde… ça y est ? On regarde au tableau… on regarde les différents 
types de solutions qu’on a trouvés… alors on regarde les différentes solutions… donc ici,… la solution ici 
c’est ça et ça… alors chut on regarde… donc on constate que partout on a trouvé le même résultat c’est à 
dire 76 et… heu 57, hein ? Bon alors c’est pas fait… Les solutions n’ont pas été faites exactement de la 
même manière… »  
 
- Dans un deuxième temps P demande aux élèves restés au tableau d’expliquer 
oralement leurs différentes « méthodes » de résolution.  
 
- Il commence par interroger Ambline (qui a écrit la sol. 2 qui relève de S0 (Ar1)) ; il lui 
demande d’expliciter le raisonnement arithmétique qui justifie les opérations écrites :  
« 235 – P : (…suite…) Alors, si je regarde la méthode d’Ambline… alors, Ambline… elle va nous 
l’expliquer parce que… elle vient de me dire qu’elle ne savait faire que des choses qu’elle comprenait… 
alors c’est pas pareil que les autres donc… ce qu’on peut demander à Ambline, c’est pourquoi elle fait 
133 moins 19 et qu’ensuite elle fait ce résultat là divisé par 2… chut. » 
Comme nous l’avons évoqué plus haut, Ambline verbalise difficilement 
l’« explication » demandée par P (ce qui va dans le sens du projet de l’enseignant en 
position P1 qui voit ce type de solutions comme difficilement « communicables »)  :  
« 236 Ambline : Parce qu’en fait heu… les 2 tas ça fait 133, donc le deuxième tas a donc 19 cailloux de 
plus que l’autre (P. Ouais) donc en fait ce que je fais, c’est que je (P. Chut, chut), je soustrais 19… 
comme ça je trouve les deux premiers… le résultat… donc il y en a un qui arrive à moitié (P. bien)… je 
mets mon résultat et après il faut rajouter les 19. » 
Devant ses difficultés à expliciter oralement son raisonnement, P intervient pour 
éclaircir cette solution telle qu’il l’a comprise. Il a identifié en position P-1 les 
connaissances arithmétiques mises en jeu par cette élève au niveau –1 pour résoudre le 
problème (« substitution  arithmétique de la plus petite partie » / partage en 2 parties 
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inégales dont on connaît la somme et la différence) et tente à son tour de verbaliser le 
raisonnement associé. L’absence de discours standard se fait également sentir dans sa 
tentative ; on note qu’il accompagne ses explications orales d’un dessin au tableau 
correspondant à ceux envisagés en S-1(Ar1 a) (comme « aide » au raisonnement de E-1) 
:  

237 – P : Alors je réexplique un peu ce qu'elle fait … c'est à dire qu'elle dit, voilà 
… en tout ici j'ai donc 133 … cailloux [P commence le dessin ci-contre]… je sais 
qu'il y en a un qui en a 19 de plus que l'autre … donc je considère qu'ici j'ai mes 
19 … les 19 elle les enlève … d'accord? … donc si elle enlève les 19 pour ceux 
qui restent ici … Chuut Claire merci… pour… donc ici tout ça, ça nous fait 133 
… cailloux… et on sait qu'il y en a un qui en a 19 de plus, donc elle veut 
retomber sur des tas qui seraient équivalents… donc elle prend dans son 
deuxième tas, elle en enlève 19… ça c'est des 19 qui sont en trop … donc ici 
elle sait qu'on a deux tas pareils… donc elle les divise en deux, ces deux tas 
pareils… et donc ici elle a le petit tas… et ici le petit tas qui, ajouté avec ces 
19, va faire le gros tas… donc on a 133… elle enlève les 19 il lui reste ici 
114… elle divise en deux elle va trouver le petit  tas, ça lui donne 57. 

133
19

petit tas

petit tas

 

 
- P demande ensuite à Estelle d’expliquer la solution 4 (qui relève de S0(Alg2)) :  
237 – P : (…) Ouais ? Alors… le groupe qui est là (sol. 4) comment ils ont fait ? … qui c’est d’abord ? 
(Es lèvent la main) oui alors… tu nous expliques Estelle ? Vaguement ? » 
En l’interrompant régulièrement, il guide les explications de manière à clairement 
dissocier cette solution algébrique de celle qui a précédé (cette distinction est-elle aussi 
claire pour l’élève interrogée ?) et institutionnaliser l’étape de « mise en équations » 
comme une traduction des phrases de l’énoncé ; il souligne les deux équations 
obtenues pour les distinguer de la suite de calculs algébriques qui va suivre :  
 
« 238 – Estelle : Et ben comme on sait que le second tas a 19 cailloux de plus que le premier… cela veut 
dire que le second tas … 
238 – P : Voilà, avec la phrase du texte en fait elle écrit ça  [il souligne] c'est 
ça ? [Estelle acquiesce] voilà. Elle sait que le second tas c'est 19 cailloux de 
plus que le premier tas. Ensuite ? 
239 – Estelle. Heu… en fait x et y 
240 – P : ça c'est ta deuxième phrase [il souligne] tu écris ça  

1- a) y=19+x 
 
 
 
 
 
b) x+y=133 

 
P interroge Estelle sur les deux équations « inutiles » à la suite de x + y = 133 : 
x = 133 – y et y = 133 – x : il cherche à montrer à l’ensemble de la classe l’absence de 
statut de ces équations : elles correspondent pas à une traduction des phrases de 
l’énoncé et n’interviennent pas dans la suite de calculs algébriques écrite dans la suite.  
242 – P : Ce que je comprends pas par contre c'est là [P montre x=133-y y=133-
x]  comment tu arrives à écrire ça et ça 
243 – Estelle. Là on arrive  
244 – P : Donc là tu, tu regardes ça [x+y=133] tu regardes plus ton texte ? 
245 – Estelle. Oui 
246 – P : D'accord… donc à partir de ça … de cette phrase là [x+y=133] tu écris 
ça [x=133-y]   et ça  [y=133-x]  [Estelle. oui] Bien…  Ensuite ? 

 
x=133-y 
y=133-x 
 
 

 
Ensuite, P reprend et éclaircit les explications d’Estelle sur la résolution algébrique des 
deux équations obtenues (intervention 247 citée plus haut) : il institutionnalise la 
substitution algébrique comme une technique qui permet de ramener les 2 
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équations à 2 inconnues « y = x + 19 » et « x + y = 133 » à l’équation à une 
inconnue : « x + (x + 19) = 133 » 
« 248 – P : Donc si je regarde bien … et  je traduis un peu ce qu'elle a fait… à partir de ça  [entoure 
x+y=133] c'est à dire comment elle est arrivée ici [entoure x+(x+19)=133]… et bien c'est à dire qu'elle a 
pris ce truc là [y=19+x ] elle a là dedans x plus y … hein … elle ne regarde plus sa phrase, son texte  … 
elle a x plus y est égale à 133 … elle sait que … heu … x … chh… y ici, c'est égal à 19 plus x, donc elle 
le met à la place 
249 - Estelle. Pour n'avoir qu'une seule inconnue à la place  
250 – P : Voila… parce que son but c'est de n'avoir plus que des x… » 
Notons que par le commentaire « hein … elle ne regarde plus sa phrase, son texte », P marque 
l’idée d’un détour algébrique (cf. chapitre A.2) : on s’éloigne du « texte », de la 
consigne initiale. 
P ne fait aucun commentaire sur la résolution de l’équation à une inconnue obtenue : 
elle est passée dans le topos de l’élève (censé réemployer des connaissances acquises à 
ce sujet en classe de 4ème), laissée à sa responsabilité. 
 
- P interroge enfin Xavier à propos de la solution 3 (S0 (Ar2)). Celui-ci ne tente pas 
vraiment d’éclaircir sa production au tableau : il semble l’identifier à la première 
solution « arithmétique » (« 251 – Xavier : ça revient à celle d’avant »). P ne lui demande pas 
de précisions ; il fait quelques commentaires rapides sur cette solution et comme pour la 
première, associe un dessin à ses explications : 

« 251 - Xavier. ça revient à celle d’avant 

252 – P : ça revient à peu près (…). Le seul problème c'est que vous avez des 
demis cailloux… ils prennent le gros tas et il le divise par deux … le supplément 
il le divise aussi par 2 [P fait un dessin]  

133÷2=66,5 

 » 
Nous pouvons expliquer le comportement de P vis-à-vis de la solution de Xavier 
comme suit :  
P n’a pas identifié cette stratégie de résolution en position –1 ; en interagissant avec le 
résultat de ses observations (composante de M0), il n’a donc pas prévu l’apparition de 
cette solution en S0. L’entretien « à chaud » à la fin de cette première séance le 
confirme :  
« Tu vois là, le cas de Xavier, de Benoît, je ne l’avais pas prévu »  
Il ne « comprend pas » pas cette solution, c’est à dire qu’il n’identifie pas la stratégie 
S(Ar2). Les commentaires en aparté en fin de séance vont dans ce sens : il évoque une 
méthode « par compensation » mais ne paraît pas comprendre la technique arithmétique 
de résolution mise en jeu (par « changement de variable » / partage en 2 parties inégales 
connaissant leur différence et leur somme):  
« Tu vois, la division en 2 puis on ré-équilibre, on compense… et j’me demande si c’est pas ce truc-là que 
j’avais déjà vu maintenant que je revois… après je disais, le tas divisé par 2, je l’avais pas prévu… et 
j’me demande si c’est pas ce truc-là dont je vous parlais la dernière fois237… qui me semble avoir vu… 

                                                
237  On peut penser que P évoque la méthode du « p’tit Turc » à propos de laquelle il s’était assez 

longuement attardé pendant l’entretien : rappelons qu’il la considérait comme « originale », 
« compliquée ».  
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j’sais plus… tu sais avec compensation, donc on divise par 2, on prend le… j’sais plus… on divise par 2, 
on l’enlève une fois de plus et puis on rajoute à l’autre… » 
Le fait que P ne s’attarde pas à comprendre et à expliquer clairement cette solution 
arithmétique va dans le sens de son projet (niveau 1) : il a prévu de mettre en 
concurrence les stratégies algébriques et arithmétiques afin de prouver la supériorité des 
premières ; les procédures relevant de S(Ar1 ou 2) ne constituent pas pour P un enjeu 
didactique mais uniquement un moyen de valoriser les techniques algébriques de 
résolution de problèmes, faisant intervenir les systèmes d’équations. 
 
Pour résumer, on peut dire que P en position P0 :  
- évalue les solutions relevant de S(Alg2) et S(Ar1) prévues à partir de ses observations 
(en –1) : il essaie d’éclaircir les techniques de résolution algébrique et arithmétique 
sous-jacentes en commentant les explications des élèves au tableau. À travers ses 
commentaires sur la solution algébrique, P pose les jalons d’une institutionnalisation 
future de connaissances nouvelles associées à la mise en équations d’énoncés et à la 
résolution par substitution de systèmes de deux équations à deux inconnues.  
- est confronté à l’apparition d’une solution imprévue relevant de S (Ar2) qu’il ne 
comprend pas. N’étant pas en mesure d’éclaircir publiquement le raisonnement 
arithmétique sous-jacent (à la fois parce qu’il ne lui apparaît pas clairement et aussi 
parce qu’il ne constitue pas un enjeu essentiel dans son projet), il fait le choix de 
commenter très brièvement cette solution : on peut penser que le fait qu’il passe 
beaucoup plus rapidement sur cette solution la disqualifie aux yeux des élèves. 
 

II.4 Dans quelles « situations » (au sens du modèle « structuration du 
milieu ») sont les élèves qui résolvent le deuxième énoncé de « Cailloux » ? 

II.4.a Famille de situations algébriques S (Alg2) 

- Les élèves qui se sont auparavant engagés dans une résolution algébrique de ce type 
pour résoudre le 1er énoncé, n’éprouvent aucune difficulté à résoudre de la même 
manière ce 2ème énoncé (l’analyse a priori ascendante montre qu’il n’y a pas d’extension 
de connaissances algébriques activées dans la résolution « du 1er problème au 2ème 
problème ») ; ils n’interpellent pas P. 
• Pendant la phase de bilan :  
- la solution 2 qui apparaît au tableau relève clairement de S0 (Alg2 (a)) :  
 
sol. 3 (Cyril, Anaïs …)) 

 •y=7x 
•x+y=56 
• x+7x=56 

 

x=7 
y=56-7 
y=49 

 
Elle est adoptée par un groupe d’élèves (au sein duquel Cyril, le « meilleur élève », 
intervient) qui avait déjà résolu « algébriquement » le premier problème.  
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- La solution 4 écrite par le groupe de Xavier, Benoît, Claire et Laurent semble elle 
aussi relever de S0 (Alg2 (a)) :  

Sol. 4 (Xavier, Benoît, Claire, Laurent) 
II   x 7=y 
(x 7)+x=56 
8x=56 

 

x=7 
donc y= 7 7 
y=49 
49+7=56 

 
Notons néanmoins l’absence d’une des deux équations « initiales » : x + y = 56 prévue 
dans la solution « publique » associée à S0 (Alg2 (a)). Malgré les premiers éléments 
spécifiques à la mise en équation, mis en avant par P pendant la phase de bilan 
précédente (il s’agit de « reprendre » les phrases de l’énoncé), les élèves ne ressentent 
pas la nécessité de faire apparaître les deux équations de départ dans la solution rendue 
publique. 
Ce groupe d’élèves est celui dont la solution au problème précédent relevait de la 
famille de situations S (Ar2). Notre analyse ascendante a révélé qu’il n’existait pas de 
famille de situations arithmétiques « similaires » à S (Ar2), associée au deuxième 
énoncé de « Cailloux » : ce groupe d’élèves a été contraint de changer de type de 
stratégie ; ils ont choisi de résoudre « algébriquement » le problème. 
 
(Une seule différence apparaît entre ces deux solutions relevant de S0 (Alg2) : dans la 
solution 3, les élèves ont substitué à x, sa valeur numérique dans l’équation x + y = 56 
pour trouver la valeur de y tandis qu’à travers la solution 4, les élèves l’ont substitué 
dans l’équation y = 7x). 
 

II.4.b Famille de situations arithmétiques S (Ar1) 

A travers les interventions 197 à 224, P intervient auprès de deux groupes qui travaillent 
ensemble. Deux élèves ont adopté une procédure relevant de S-1 (Ar1 a). L’un d’entre 
eux semble avoir des difficultés à verbaliser son raisonnement à Amandine. Dans les 
interactions au sein d’un groupe, l’absence de discours standard associé à ce type de 
solutions arithmétiques peut ainsi faire obstacle à la diffusion de la procédure de 
résolution d’un élève à un autre. P intervient pour expliquer à cette élève comment 
interpréter le « 7 fois plus » ; il fait un dessin (du type des schémas associés aux 
« problèmes de partage en deux parties inégales connaissant leur somme et leur rapport 
/ modèle « barre ») et guide ensuite Amandine et Virginie dans la compréhension du 
raisonnement de type arithmétique de leurs camarades associé à S-1 (Ar1 a) avec des 
connaissances élémentaires d’énumération :  
« 199 – P : alors … c'est à dire …  est-ce que si on faisait des dessins comme avec les bouteilles tout à 
l'heure on s'en sortirais mieux ?  
200 - Amandine. non / E2. Ben les dessins de bouteille… 
201 – P :  en fait le problème il vient d'où là ? Pourquoi vous avez un problème par rapport à l'autre ? 
Hein ? 
202 - Amandine. la multiplication 
203 – P : oui la multiplication en fait ce que vous n'arrivez pas à voir c'est « le deuxième tas a 7 fois plus 
de cailloux que le premier » est ce que c'est ça ou pas ? 204 - Es. ouais 
205 – P :  Est ce que ça vous arrivez pas à l'expliquer … ça veut dire quoi 7 fois plus de tas que… ? 
206 - E1 : et bien il y a 7 fois … / Amandine.  c'est le même truc que ton bouchon 
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207 – P : c'est à dire si j'ai un tas ici… comme ça [il dessine ce qui est ci-contre]  
208 – Amandine - il y en aura 7 comme ça…  
209  - P : Il y en aura ? 
210 – Amandine.  il en aura 7 et 1 … 8 ! 
211 – P : D'accord ? donc là on voit mieux ? ouais donc ensuite ?   
212 - P. Tu comprend mieux Virginie ? si on te dit … 7 fois plus de … 
213 - E. Ouais ça va 
214 – P : D'accord ? donc ce que dit Amandine … cela veut dire que 7 fois plus tu en as 7 là [montre sur 
le dessin] … y en a, et bien y en a un là … donc on tourne à combien de tas ? on tourne ? 
215 - E2. 8 / Virginie. oui mais après là … 
216 - P. Alors 8… on sait quoi encore ? On sait qu'il y en a combien en tout ? 
217 - E2 - 56 
218 – P : 56 … 56 ça correspondrait à combien de tas comme ça [montre le dessin]  
219 - E2. 8 
220 – P : Donc si j'en veux 1 ?  
221 - E2. On divise par 8 
222 – P : Ce qu'ils ont fait là 
223 - Virginie. Ah ouais  
224 – P : Regarde … ce qu'ils disent, ce qu'ils disent voilà j'ai un tas ici, là j'en ai 7 fois plus que ça donc 
7 fois plus ça voudra dire que j'en ai 7 … 6, 7 voilà donc en tout ce que je veux savoir c'est combien il fait 
ce tas là… je sais que tout ça [E2 - ça fait 56] ça fait  56 … Voilà. » 
 
• Pendant la phase de bilan :  
- la solution 5 qui apparaît au tableau relève clairement de S0 (Ar1 a) :  

sol.5 (Ambline, Caroline, …, Laure) 

II   

y=56-7=49 
x+y=56 

 
Ce même groupe avait adopté une stratégie relevant de S(Ar1) pour résoudre le premier 
énoncé de « Cailloux » : les élèves ne semblent avoir éprouvé aucune difficulté à 
reprendre un raisonnement arithmétique similaire pour résoudre ce 2ème énoncé (par 
substitution arithmétique de la plus petite partie) : notons d’ailleurs que leur solution a 
été l’une des premières écrites au tableau. 
À la demande de P, c’est à nouveau Ambline qui essaie « d’expliquer » cette solution. 
On peut voir dans son intervention 265, une tentative de verbaliser la mise en œuvre de 
la connaissance arithmétique KE-1 : « substitution / partage en 2 parties inégales 
connaissant leur rapport et leur somme » :  
« 265- Ambline : et ben… le deuxième tas est 7 fois plus… a 7 fois plus de cailloux que le premier, donc 
on doit compter le premier tas (P : oui) au départ… plus les 7 autres (P : oui)… dons sept plus un : huit… 
(P : bien)… et en plus » 
On note l’équation « x + y = 56 » qui apparaît à la fin de leur solution dont P déclare 
que c’est une « vérification » : 
« 279 – P : pourquoi tu fais ça à la fin ? 
280 – Ambline : parce que 7 plus 49, ça fait 56. 
281 – P : Bien donc en fait c’est une vérification. » 
L’enseignant donne ainsi un nouveau statut à l’outil algébrique par rapport aux 
techniques arithmétiques : d’explication, il devient vérification. 
 

II.4.c Famille de situations algébriques S(Alg2) ou arithmétiques S (Ar1) ? 

Les solutions 1 et 2 écrites au tableau ont une apparence proche de S0 (Alg2 (a)) ; 
néanmoins, quelques détails tendent à prouver qu’elles correspondent en fait à des 
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stratégies de type arithmétique relevant de la famille S (Ar1a), où x et y sont ne sont que 
des lettres « étiquettes ». 
 

Sol.1 (Virginie, Thibault, Antoine …) 
x+y=56 
y=7 x 
il y a donc 8 tas 
x=7 
y=7 8 
y=49 

Sol.2 (Estelle, Amandine…) 
a) x+7x=56 
56÷8=x 
x=7 
b) 56-x=y 
56-7=y 
y=49 

 
Solution238 1 : le commentaire écrit « il y a donc 8 tas » suggère que le résultat est 
trouvé à la suite d’un raisonnement de type arithmétique relevant de la famille de 
situations S(Ar1) et non à la suite d’une substitution algébrique à partir des deux 
équations « y = 7x » et « x + y = 56 » écrites au dessus.  
 
Solution 2 : l’élève (Amandine) qui a produit cette solution au tableau fait apparaître 
les équations dans un ordre qui ne correspond pas à celui envisagé en S0 (Alg2 (a)) ; 
d’autre part, dans la suite d’opérations, le signe égal conserve le sens d’un signe 
« d’effectuation » et non d’équivalence (connaissance KE-1 nécessaire à la résolution 
algébrique en S-1 (Alg2) à la fois pour mettre en équations et « substituer ») : 56/8 = x 
ou 56 – 7 = y… Ces indices tendent à montrer que cette solution relève également plutôt 
de S (Ar1a) que de S (Alg2 (a)). 
 
Rappelons par ailleurs que c’est auprès de ces élèves que P est intervenu pour expliquer 
à Amandine et Virginie une stratégie observée relevant de S (Ar1 a) (interventions 199 
à 224 citées ci-dessus). 
 
Les raisons de l’apparition de ces deux solutions d’origine arithmétique mais 
« d’apparence algébrique » peuvent être de plusieurs ordres :  
- ces deux groupes cherchent à répondre à des attentes implicites de P, (d’autant plus 
que la solution du meilleur élève Cyril au problème précédent est algébrique239) : ils 
cherchent soit à donner une apparence algébrique à leur production rendue publique,  
- En réponse à des attentes plus explicites de l’enseignant lors de la dernière phase de 
bilan, Ils ont pu également cherché soit à expliquer, soit à vérifier leurs procédures 
arithmétiques par des équations, soit à faire apparaître la « traduction » algébrique des 
phrases de l’énoncé. 
- au sein du même groupe, il est possible que des élèves aient adopté des stratégies 
différentes du type S (Alg2 (a)) et S (Ar1 a) : la solution rendue publique s’avère un 
compromis entre ces différentes stratégies. On peut faire l’hypothèse que c’est le cas de 
la solution 2 : Amandine engagée dans une résolution de type S (Ar1 a) a pu être 
influencée par une stratégie algébrique relevant de S (Alg2) produite par Estelle (qui fait 
partie de son groupe) intervenue pendant la phase de bilan précédente pour expliquer sa 
solution algébrique au premier problème posé. 
 

II.4.d « Autres » Familles de situations  

                                                
238  On ne sait pas quelle stratégie avait été adoptée par ce groupe d’élèves pour résoudre le 

premier énoncé : P n’a pas fait apparaître leur solution au premier problème de « Cailloux » au tableau. 
239 Rappelons que dans « Bouchon et Bouteille », P a caché la solution de Cyril pour qu’elle ne 

diffuse pas. 
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En 233, apparaît de manière isolée une « autre » stratégie élémentaire observée par P 
avant la phase de bilan, qui relève d’un emboîtement de type S (Num) : l’élève tente 
d’opérer sur les données pour aboutir directement au résultat. On peut supposer qu’il a 
effectué la suite de calculs suivante : il divise 56 (le nombre total) de cailloux par 2 (il 
considère le nombre de tas évoqué comme donnée numérique du problème) et trouve 28 
qu’il identifie comme le nombre de cailloux du 1er tas ; il multiplie le résultat par 7 et 
trouve 196 qu’il identifie comme le nombre de cailloux du 2ème tas. P lui fournit un 
critère pour valider ou invalider la solution obtenue par « addition de ces deux 
nombres » : « 233 – P : … Donc tu as trouvé combien ? (E : 28). Alors si t’ajoutes 28 et 196 est-ce que 
tu vas retrouver… » 
Dans la séance suivante de nombreux élèves exprimeront des incompréhensions vis-à-
vis du nombre total de cailloux qui fait 7 + 1 = 8 fois le nombre de cailloux du 1er tas : 
ils ne comprennent pas pourquoi il y a 8 et non 7 tas ; nous y reviendrons par la suite 
(voir VI.2.a épisode : incompréhensions de Laure).  
 
Le schéma suivant donne un point de vue synthétique sur les emboîtements de situations distingués dans 
l’analyse ascendante (pour résoudre le 2ème énoncé « Cailloux »), correspondant à des stratégies actives 
dans la classe de P. 

S-3 (Num) = S-3 (Ar1) 

S-2 (Num)

S0 (Num) S0 (Ar1a)

S-1 (Ar1a)

S-2 (Ar1a) 

S-3 (Alg2)

S-2 (Alg2 (a))

S-1 (Alg2 (a))

S0 (Alg2 (a))

bifurcation au niveau -3

bifurcation au niveau -2

Apparence proche de

 
Fig.2 Emboîtements de situations correspondant à des stratégies « effectives » d’élèves en réponse au 
deuxième énoncé de « Cailloux ». 
 

II.5 Analyse des interventions de P pendant la deuxième phase de bilan 
des solutions proposées au deuxième énoncé de « Cailloux » 

En situation didactique, P envoie des groupes d’élèves au tableau pour écrire leurs 
solutions au deuxième énoncé « cailloux ». A la suite de sa demande les cinq solutions 
évoquées ci-dessus sont écrites au tableau :  

sol.1 
(Virginie, Thibault, 
Antoine …) 
x+y=56 
y=7 x 
il y a donc 8 tas 
x=7 
y=7 8 
y=49 

 
 

sol.2 
(Estelle, 
Amandine…) 
a) x+7x=56 
56÷8=x 
x=7 
b) 56-x=y 
56-7=y 
y=49 

sol. 3  
(Cyril, Anaïs …)) 
•y=7x 
•x+y=56 
• x+7x=56 

 

x=7 
y=56-7 
y=49 

sol. 4 
(Xavier, Benoit, 
Claire, Laurent) 

 
II   x 7=y 
(x 7)+x=56 
8x=56 

 

x=7 
donc y= 7 7 

sol.5 
(Ambline, Caroline, 
…, Laure) 

 

II  

y=56-7=49 
x+y=56 
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y=49 
49+7=56 

Autour de ces productions d’élèves, s’organise une deuxième phase de bilan où en 
faisant intervenir les élèves au tableau, P évalue et « institutionnalise » les différentes 
stratégies sous-jacentes à ces solutions. 
Dans un premier temps, P met en avant le caractère différent du deuxième énoncé 
« cailloux » vis-à-vis du premier qui tient à ce qu’il avait appelé le caractère 
« multiplicatif » pendant l’entretien : 
« 264 – P : (…) Alors dans le deuxième cas, donc il était légèrement différent parce qu’on nous disait… 
on nous disait pas 19 de plus, mais qu’il était 7 fois plus… hein ? Donc ça changeait un peu dans la 
formulation… c’est-à-dire que le deuxième cas, est 7 fois plus gros que le premier… » 
P semble ainsi inviter ses élèves à une certaine position réflexive vis-à-vis de la nature 
de l’énoncé (au niveau 1). 
- Dans un deuxième temps, il constate que les résultats trouvés sont les mêmes : 7 pour 
le nombre de cailloux du 1er tas et 49 pour le nombre de cailloux du 2ème tas. 
- Dans un troisième temps P demande aux élèves restés au tableau d’expliquer 
publiquement leurs différentes « méthodes » de résolution.  
 
- Il commence par interroger à nouveau Ambline (qui a écrit la sol. 5 qui relève 
« clairement » de S0 (Ar-1 a)) ; il lui demande d’expliciter le raisonnement arithmétique 
qui justifie la division par 8 :  
« 264 – P : (…suite…). Alors on va commencer rapidement par Ambline (sol. 5) pour qu’elle nous 
explique pourquoi elle fait 56 divisé par 8. Parce qu’on ne voit pas d’où peut sortir son 8… chut…» 
 
Suite à l’intervention citée plus haut où Ambline tente de verbaliser la mise en œuvre de 
la connaissance arithmétique KE-1 : « substitution (de la plus petite partie) / partage en 
deux parties inégales connaissant leur rapport et leur somme », P intervient pour inviter 
l’ensemble de la classe à réfléchir sur d’autres cas comme « 10 fois plus » : on peut 
penser qu’il prend cette décision à la suite d’interactions avec M0, ayant prévu (cf. 
analyse descendante) et observé d’importantes difficultés associées à la compréhension 
de 7 fois plus et du raisonnement arithmétique associé à S-1(Ar1) (cf. épisode évoqué 
plus haut avec Virginie et Ambline).  
Il souhaite s’assurer de la compréhension de l’ensemble de la classe du raisonnement 
verbalisé par Ambline et cherche à le généraliser en proposant de regarder par exemple 
« 10 fois plus » puis « 3 fois moins » : 
 
« 10 fois plus » / « 3 fois moins » 

- P propose « 10 fois plus » : Ambline et un autre élève répondent 
instantanément « cela aurait fait 11 fois » (interventions 268 – 269). 
On peut supposer qu’à la suite de cette intervention, certains élèves restés dans 
une compréhension très élémentaire du problème vont établir une 
correspondance entre « n fois plus » et « multiplié par (n + 1) » (connaissance 
erronée de niveau –2). 
- P propose « 3 fois moins » : des réponses erronées viennent de l’ensemble de 
la classe : « moins 4 », « moins 3 », « moins 3x ». Devant ces nombreuses 
réponses « fausses », P n’insiste pas : il élude les interventions d’élèves et décide 
de revenir à l’étude de la solution d’Ambline. Cette décision vient sans doute du 
fait que P ne tient pas à développer des explications à ce sujet, qui risquent de 
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faire du bruit et de détourner les élèves des éléments essentiels de son projet 
d’enseignement (interventions 269 – 275). 

Malgré l’insistance de P, l’explication d’Ambline reste incomprise par certains élèves : 
Nathalie intervient en 302 car elle ne comprend toujours pas pourquoi il y a 8  dans la 
solution 1 : « Nathalie : j’ai pas bien compris pourquoi il a dit qu’il y avait 8 tas… » 
P conclut ensuite rapidement sur la solution d’Ambline : il lui demande de justifier la 
deuxième opération écrite au tableau (« y = 56 – 7 ») puis la présence de l’équation 
« x + y = 56 » en conclusion :  
« 277 – P : Attends on va venir à ça… parce qu’on va bien voir… on va en rester là… donc y est égal 
ensuite… deuxième phrase, tu peux me l’expliquer. 
278 – Ambline : Ben parce qu’on avait (P : Chut) les deux tas qui font 56, qu’on avait calculé que x 
faisait 7 et bien on avait y. 
279 – P : pourquoi tu fais ça à la fin ? 
280 – Ambline : parce que 7 plus 49 ça fait 56. 
281 : P : Bien donc en fait c’est une vérification… 
A travers cet échange, P attribue à nouveau à l’équation écrite le statut de 
« vérification ». 
 
- P demande ensuite au groupe de Xavier, Benoît et Claire d’expliquer leur solution 
(sol.4) de type algébrique, relevant de S0 (Alg2 (a)). 
P coupe en fait assez rapidement la parole à l’élève (Xavier) interrogé. Xavier reste 
plutôt hésitant, ne voyant pas comment justifier leur solution (« 282 - Xavier : Il y a des 
choses… lesquelles j’explique ?… la première ligne, c’est compréhensible non ? ») : suite aux 
interventions précédentes de l’enseignant, cet élève pense que sa solution algébrique 
s’explique d’elle-même. P décide d’expliquer lui-même leur solution (sans doute pour 
faire avancer le temps didactique) :  
« 284 – P : Oui. Donc la première ligne, on revient à ce qu’on disait, 7 fois plus… c’est ça ? 
285 Xavier : oui. 
286 – P : Bon le deuxième tas, c’est donc y… il est 7 fois plus gros que le premier d’où x fois 7 égale y. 
287 – Xavier : La deuxième ligne, c’est 7 fois x, donc plus un autre x… 
288 – Pourquoi tu écris ça ? 
289 – Xavier : Parce que c’est 7 fois plus… 
(…) 292 – P : c’est y, c’est à dire tu as remplacé y par ce qu’il valait là-haut (montre 1ère ligne)… 
d’accord… Donc ensuite tu résous ton équation et tu trouves 7… et tu vérifies… » 
 
- P passe ensuite rapidement sur la solution 3 (celle du groupe de Cyril) relevant elle 
aussi de S0 (Alg2 (a)). Il souligne publiquement que cette solution est identique à la 
précédente ; il passe sous silence l’unique différence entre ces deux solutions : la 
substitution de x par sa valeur numérique dans la 1ère ou la 2ème équation pour trouver la 
valeur de y (« 297 – P : C’est bien la même chose hein… c’est la même chose… c’est pareil… c’est 
simplement peut-être disposé autrement ») 
« 294 – P : (sol. 3) … Est-ce qu’on a la même chose ou pas ? (E. ouais… E. non) alors x plus y, je 
comprends, y égal 7x, je comprends… x plus 7 x égal 56 ; c’est la même chose qu’ici… donc on 
comprend… et ensuite… alors qu’est ce qui change ?  
295 – E : Eux, ils calculent d’abord (E. : Pourquoi ils mettent le total ?) 
296 – E : C’est bien la même chose.  
297 – P : C’est bien la même chose hein… (…) c’est simplement peut-être disposé autrement ». 
 
- P demande enfin quelques explications au groupe qui a écrit la solution 1 (qui 
ressemble à S0(Alg2 (a)) mais qui comme nous l’avons évoqué plus haut, relève en fait 
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de S0(Ar1 a)) : il fait très peu de commentaires au sujet de cette solution. Il met juste en 
avant l’erreur commise par les élèves qui ont écrit « 7 fois 8 » et non « 7 fois 7 » au 
tableau.  
 
- P ne fait aucun commentaire sur la solution 2 (du groupe d’Estelle et Amandine). 
 

A travers cette deuxième phase de bilan organisée autour des solutions du 
deuxième énoncé de Cailloux, comme au cours de la précédente , P met en avant deux 
grands types de solutions : arithmétique et algébrique. Identifie-t-il les solutions 1, 2 
comme d’origine algébrique (relevant de S0 (Alg2)) ou d’origine arithmétique (relevant 
de S (Ar1)) ? Le peu de commentaires publics faits par P à leur sujet peut être 
interprété comme une certaine gêne éprouvée vis-à-vis de ces solutions à l’apparence 
« hybrides » : pour faire apparaître les stratégies algébriques comme stratégies 
optimales en concurrence avec les stratégies arithmétiques, il lui paraît sans doute 
nécessaire de clairement distinguer les solutions arithmétiques des solutions 
algébriques aux yeux de l’ensemble de la classe.  

III. Troisième temps : 3ème et 4ème problèmes « Cailloux » 

III.1 Première phase : résolution des troisième et quatrième énoncés de 
« Cailloux » / « observation » des stratégies d’élèves. 

P distribue la seconde feuille de l’activité « Cailloux », où apparaissent deux 
autres énoncés « à 2 tas de cailloux » (et le premier énoncé « à 3 tas »).  
P observe les différentes stratégies adoptés par les élèves pour résoudre ce 3ème et 4ème 
problèmes à 2 tas et essaie éventuellement de les aider :  
- Les aides que P apporte individuellement au sein de la classe sont nettement moins 
nombreuses que pendant la phase de résolution des deux premiers énoncés de 
« Cailloux ». On peut penser que le processus de dévolution de la série d’énoncés 
touche à sa fin. 
Les élèves interpellent moins P. Beaucoup travaillent de manière presque autonome : P 
leur a donné auparavant les moyens de rentrer dans une compréhension élémentaire de 
ce type d’énoncés et de valider ou d’invalider leurs résultats ; ils ont déjà résolu deux 
problèmes presque similaires à ceux posés. (C’est en quelque sorte, ce que P prévoit au 
niveau 1 quand il envisage son scénario / cf. analyse descendante).  
D’autre part, la majorité des élèves résolvent ces deux problèmes assez vite, ce qui fait 
que P a peu de temps pour repérer ceux qui seraient toujours en difficulté afin d’essayer 
de les aider (contrainte temporelle : le temps didactique doit s’accélérer). Laure n’est 
d’ailleurs pas sans s’en plaindre à P. Le professeur l’encourage et tente de la maintenir 
« affectivement » au travail (en plaisantant avec elle). Il tente ainsi de pallier au manque 
d’enjeux pour cette élève dans la situation didactique en cours :  
340 – Laure : J’ai pas le temps de chercher, ils vont trop vite… 
341 – P : Ah mais non, non, il faut chercher… copie pas… t’aimes pas les cailloux ? (Laure : non) t’as 
pas regarder dans le livre ? Il y a un chapitre qui est marqué cailloux… c’est pour les gens qui vont à 
Cayenne… ou qui veulent faire des travaux publics plus tard… » 
342 – Laure : C’est pas moi (rires). » 
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Cette intervention de Laure marque l’accentuation de l’hétérogénéité entre les élèves 
pendant cette phase. 
- P passe essentiellement son temps à observer les procédures algébriques ou 
arithmétiques d’élèves qui apparaissent dans sa classe en réponse à ces deux énoncés. 
De 306 à 315 puis en 338, il apporte des jugements d’évaluation sur les résultats 
auxquels ces différentes procédures aboutissent :  
« 306 P : Fais les autres, je suis en train de les faire… fais voir Fanny ? Non moi, je ne trouve pas ça… 
ajoute les 2… 26 et 5… (Fanny : non ça fait pas ça…) c’est pas 88… (à un autre élève) donc tu as trouvé 
combien… c’est ça.  
307 – Xavier : On a fait comme le premier. 
308 - P : Ah oui, tu as refais ta méthode ! C’est bon ça marche… » 
« 312 – P : attend… je cherche le mien (résultat)… 120… (à un autre) 57 et 31 ouais… c’est bon pour le 
deuxième… 
313 – E : ça fait 31 m’sieur… 
314 – E : y égale 31, x égale 57… 
315 – P : Ouais. » 
De 318 à 332, il observe assez longuement la procédure arithmétique (S-1 (Ar1 b)) 
adoptée par Thibault : il identifie le raisonnement sous-jacent : « chercher la valeur de la 
somme de 2 nombres égaux au 1er tas de cailloux » (connaissance KE-13.b : substitution 
arithmétique de la plus « grande » partie / Partage en « 2 parties inégales dont on 
connaît la somme et la différence). Il nous le retraduit en aparté de la façon suivante :  
« Il inverse c’est à dire qu’il se met deux tas au maximum… donc il a au départ 88… donc il rajoute 26 
de façon à avoir 2 tas équivalents… et il divise par 2… (…) et donc il a le gros tas, après il enlève 26 » 
Il rapproche cette stratégie « arithmétique » de celle « de Xavier » : « donc en fait il retombe 
un peu sur la méthode de Xavier » qui, nous y reviendrons plus loin, relève de la famille de 
situations S (Ar2) : P n’identifie pas les différents jeux de connaissances mis en jeu au 
sein de stratégies relevant des familles de situations S(Ar1 b) et S (Ar2). Avant la 
séquence, il ne semble avoir prévu ou envisagé que des stratégies d’élèves relevant des 
familles de situations S(Ar1 a). On peut considérer qu’en interagissant au moment 
présent avec l’observation de la stratégie adoptée par Thibault, émergent pour P-1 des 
connaissances arithmétiques spécifiques de la famille de situations S (Ar1 b) (sur 
lesquelles il va s’appuyer pour expliquer publiquement cette solution au niveau 0). Par 
contre, les stratégies relevant de S (Ar2) semblent toujours rester « opaques » aux yeux 
de P (qui observe, identifie sans comprendre les jeux de connaissances arithmétiques 
sous-jacents).  
Les stratégies arithmétiques ne constituent pas un enjeu d’enseignement pour cet 
enseignant. Conformément à son projet, il n’a aucun intérêt à s’attarder sur ces 
stratégies relevant d’emboîtements de type S (Ar1) ou S (Ar2). 
 

III.2 Dans quelles « situations » (au sens du modèle « structuration du 
milieu ») sont les élèves qui résolvent les troisième et quatrième énoncés de 
« Cailloux » ? 

III.2.a Famille de situations algébriques S (Alg2) 

• Un des premiers élèves observés par P (en position P-1) s’engage dans une stratégie 
algébrique qui relève de S-1 (Alg2 b), pour résoudre le troisième énoncé  :   
À travers les interventions 310 et 311 : Un élève interpelle P pour qu’il corrige son 
erreur. D’après les propos de P qui suivent, il semble que cet élève ait écrit les équations 
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x = y + 26 et x + y = 88 puis a substitué y + 26 à x dans la deuxième équation. P relève 
en effet une erreur dans la suite de calculs effectuée pour résoudre l’équation à une 
inconnue obtenue en S-1 (Alg2 b) : y + (y + 26) = 88 : l’élève a transformé cette 
équation en 27y = 88.  En résolvant cette équation, on aboutit à une valeur non entière 
pour y : 88/27 ; on peut faire l’hypothèse qu’en rétroagissant avec M-1, l’élève a lui-
même invalidé ce résultat et que c’est à la suite de cette rétroaction qu’il demande à P 
de l’aider. 
« 308 – P : (…) Ouais alors tu as un problème ? 
310 – E : Pourquoi j’ai faux là ? 
311 – P : Parce que déjà y plus y ici si j’enlève les parenthèses, ça va me faire 2y … plus 26… (E : Ah !) 
et non pas 27 y. 
 
• Avant la phase de bilan, deux types de solutions algébriques apparaissent au tableau 
(où sont réunis les productions de différents groupes autour des 3ème et 4ème énoncés de 
Cailloux) : 
Solutions relevant de S0 (Alg2 a) 
- Les 2 solutions écrites par le groupe de Cyril (sol.5) relèvent toutes deux clairement 
des situations S0 (Alg2 a) associées à ces deux énoncés :  
 
sol. 5 (Cyril …) 

3) y=x-26 
x+y=88 
x+(x-26)=88 
2x-26=88 
2x=114   x=57 
y=57-26=31 
 
4) x=y+65 
175=y+y+65 
175=2y+65 

=y 

y=55   x=55+65 
          x=120 

 
- La solution 3 au 4ème énoncé de « Cailloux » (le groupe d’élève qui a écrit cette 
solution au tableau ne fait pas apparaître publiquement de solution au 3ème énoncé), 
relève elle aussi de S0 (Alg2 a) :  
 

sol.3 
IV  x+y=175 
x=y+65 
y+(y+65)=175 
2y=110 
y=55 
x=y+65 
x=120 

 
- De même la solution 4 au 4ème énoncé de « Cailloux » relève de S0 (Alg2 a). 
Cependant, le signe égal conserve un sens « d’effectuation » : par exemple la première 
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équation n’est pas écrite sous la forme « x = y + 26 » mais « y + 26 = x ». Ces élèves ne 
font pas apparaître l’équation « somme » : x + y = 175 au sein de leur solution publique 
mais donnent directement l’équation obtenue après substitution de x par (y + 26). 

sol.4 
(…) 
4-  y+65=x 
(y+65)+y=175 
2y+65=175 
2y=110 
y=55 
donc x=31+26 
x=120 

 
- La solution 4 au 3ème énoncé de « Cailloux » relève de S0 (Alg2 b) : l’élève envoyé au 
tableau écrit directement l’équation « y + 26 = x » et non « y = x – 26 ». 

sol.4 
3-    y+26=x 
(y+26)+y=88 
2y+26=88 
2y=62 

y=  

y=31 
donc x=31+26 
donc x=57 

 
C’est probablement cet élève ou un de ses camarades (du même groupe) qui est 
intervenu en 310 pour demander à P de corriger une erreur au sein de sa résolution 
« algébrique » relevant de S-1 (Alg2 b). Cette solution algébrique présente les mêmes 
singularités que celle produite par ce même groupe en réponse au 4ème problème de 
« Cailloux » : le signe égal conserve souvent « un sens d’effectuation » à travers les 
équations écrites ; l’équation somme « x + y = 88 » n’apparaît pas. Ces élèves ne se sont 
apparemment pas encore clairement engagés dans un contrat didactique spécifique de la 
résolution algébrique. Leurs difficultés à ce sujet peuvent justifier le fait qu’ils se soient 
engagés dans une stratégie relevant de S (Alg2 b) et non de S (Alg2 a) : ils ont cherché à 
se ramener à un cas similaire à celui du 1er énoncé de « Cailloux » pour reproduire ou 
s’appuyer sur la résolution algébrique expliquée par Estelle et P lors de la phase de bilan 
associée à ce 1er problème. 
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III.2.b Famille de situations arithmétiques S (Ar1) 

• Comme nous l’avons déjà évoqué, pendant la phase d’observation de P, les 
interventions 318 à 332 permettent de constater que Thibault, s’est engagé dans une 
stratégie arithmétique relevant de S-1(Ar1 b) pour résoudre le 3ème énoncé de Cailloux : 
comme cet élève lui-même tente d’expliquer sa solution à P, il s’agit de chercher la 
somme de deux nombres égaux au nombre de cailloux du 1er tas étiqueté « x » plus gros 
que le 2ème (connaissance KE-1.b : « substitution arithmétique de la plus grande partie » 
/ Partage en 2 parties inégales connaissant leur somme et leur différence) :  
« 327 – Thibault : Je fais plus 26, ça me fait 114 là, donc après, je fais « divisé par 2 » pour trouver les 
deux tas… en fait c’est comme si les deux tas faisaient la taille de x… j’ai pris comme si les deux tas 
faisaient la taille de x ? 
328 – P : Attends, il faut que je regarde… 
329 – Thibault : c’est comme si c’était les plus grands tas quoi… ça fait qu’il faut rajouter… à droite » 
 
• Cette stratégie envisagée en –1 par Thibault donne lieu à une solution (sol. 2 écrite par 
un des élèves de ce groupe) associée au 3ème énoncé de Cailloux, relevant de S0 (Ar1 
b) :  
 

sol.2 (Virginie, Thibault, Antoine …) 
III  

  

88+26=114 

=57 

x=57 
y=57-26 
y=31 

 
Au début de cette solution rendue publique, apparaît un système avec la notation 
accolade ; c’est la première fois qu’elle surgit : ce groupe d’élèves (comportant un élève 
redoublant qui connaît déjà cette notation) entendent ainsi répondre aux attentes 
implicites de P qui a insisté pendant la première phase de bilan sur la mise en équations 
comme reprise des phrases de l’énoncé : ils respectent une partie du contrat didactique. 
On constate ici la disparition de procédures d’élèves relevant de la famille de situation 
S(Ar1 a). On fait l’hypothèse que ces solutions intermédiaires ont à présent disparu au 
profit de solutions entièrement algébriques : ces élèves ont pris en considération les 
attentes de P vis-à-vis d’une solution algébrique, en résolvant ces deux problèmes de 
« Cailloux ». 
 

III.2.c Famille de situations arithmétiques S (Ar2) 

• Un élève du groupe de Benoît, Xavier et Claire a écrit au tableau des solutions en 
réponse au 3ème et 4ème problème de Cailloux, relevant de S0 (Ar2) :  
 

sol.1  (Benoit, Xavier, Claire …) 
III  x=y+26 
y=x-26 
88÷2=44 

IV  x=y+65 
y=x-65 
175÷2=87,5 
65÷2=32,5 
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26÷2=13 
x=44+13 
x=57 
y=44-13 
y=31 
57+31=88 
57-31=26 

x=87,5+32,5 
x=120 
y=87,5-32,5 
y=55 
120+55=175 
120-55=65 
 

 
Ce même groupe d’élèves qui avait adopté une stratégie similaire pour résoudre le 1er 
problème de « cailloux » semble étendre sans difficulté la portée de cette technique 
arithmétique (connaissance KE-1 : « changement de variable » / partage en 2 parties 
inégales connaissant leur somme et leur différence) à ces deux énoncés. Il semble 
d’ailleurs qu’elle leur ait permis de résoudre très rapidement ces 3ème et 4ème problème 
de « Cailloux ». En effet dès 306-308, P qui observe un élève de ce groupe, constate 
l’exactitude des résultats trouvés et lui conseille de passer au premier problème « à 3 
tas » :  
« 306 – P : (…) (à un autre élève) donc tu as trouvé combien ? 
307 – E : on a fait comme le premier 
308 – P : Ah oui, tu refais ta méthode ! (sol. 1)… c’est bon ?… ça marche… on fait les trois hein… y 
compris celui où on a trois tas… » 
La rapidité avec laquelle ces élèves ont résolu ces deux problèmes par l’intermédiaire de 
procédures relevant d’emboîtements S (Ar2) est à rattacher au fait que cette technique 
arithmétique « symétrise » l’étude des tas de cailloux évoqués. Ces élèves considèrent 
de la même manière un problème mettant en avant une relation numérique « de plus » 
ou « de moins » et passent de l’une à l’autre sans difficultés.  
 

III.2.d « Autres » Familles de situations  

Aucune « autre » famille de situations n’apparaît ni à travers les observations de P, ni à 
travers les solutions rendues publiques : les stratégies les plus élémentaires relevant de 
famille de situations S (Num) (« on tente de trouver la solution en opérant directement 
sur les données de l’énoncé ») sont abandonnées, même par les élèves en difficulté 
comme Laure qui se décourage et paraît se désinvestir totalement de la situation 
d’enseignement. 
Le schéma suivant permet d’avoir un point de vue synthétique sur les emboîtements de situations 
distingués par notre analyse ascendante, correspondant à des stratégies effectives dans la classe de P en 
réponse aux 3ème et 4ème énoncés « Cailloux » 
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S-3 (Num) = S-3 (Ar1) = S-3 (Ar2)

S0 (Ar1b)

S-1 (Ar1b)

S-2 (Ar1a/b) = S-2 (Ar2)

S-1 (Ar2)

S0 (Ar2)

S-3 (Alg2)

S-2 (Alg2 (a))

S-1 (Alg2 (a))

S0 (Alg2 (a))

bifurcation au niveau -3

bifurcation au niveau -2

bifurcations au niveau -1

S-2 (Alg2 (b))

S-1 (Alg2 (b))

S0 (Alg2 (b))

 
 

Fig. 3 Emboîtements de situations correspondant à des stratégies effectives d’élèves en réponse aux 3ème 
et 4ème énoncés « Cailloux ». 
 
 
 

III.3 Analyse des interventions de P pendant la deuxième phase de bilan 
des solutions proposées au 3ème et 4ème énoncés de « Cailloux » 

Pendant cette phase de bilan, P procède différemment. Il ne demande plus aux élèves 
d’expliquer leurs solutions écrites au tableau : il les explique lui-même une à une. P fait 
ce choix sous l’influence des contraintes internes suivantes :  
- P a prévu en position P1 un saut de complexité lors du passage de la résolution des 
problèmes de « 2 à 3 tas ». Ces deux énoncés marquant justement la fin de la série des 
problèmes à « deux tas », P accorde une importance nouvelle à cette phase de bilan : il 
s’agit de commencer à institutionnaliser des connaissances algébriques « nouvelles » 
(qui selon lui, devraient permettre aux élèves de poursuivre sans trop de difficultés. 
 
P en position P0 interagit avec le résultat de ses observations au sein de la classe et les 
différentes solutions écrites au tableau décrites ci-dessus :  

Sol. 5 (Cyril …) 
3)  
y=x-26 
x+y=88 
x+(x-26)=88 
2x-26=88 
2x=114   x=57 
y=57-26=31 
 
4) x=y+65 
175=y+y+65 
175=2y+65 

=y 

y=55    
x=55+65 

sol.3 
 
 
 
 
 
 
IV  x+y=175 
x=y+65 
y+(y+65)=17 
 
2y=110 
y=55 
x=y+65 
x=120 

sol.2 (Virginie, 
Thibault, Antoine …) 

III  

  

88+26=114 

=57 

x=57 
y=57-26 
y=31 

sol.4 
3-    y+26=x 
(y+26)+y=88 
2y+26=88 
2y=62 

y=  

y=31 
donc x=31+26 

donc x=57 
 
4-  y+65=x 

(y+65)+y=175 
2y+65=175 
2y=110 
y=55 

sol.1  (Benoit, Xavier, 
Claire …) 

III  x=y+26 
y=x-26 
88÷2=44 
26÷2=13 
x=44+13 
x=57 
y=44-13 
y=31 
57+31=88 
57-31=24 
 
IV  x=y+65 
y=x-65 
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          x=120 
 

donc x=31+26 
x=120 
 

175÷2=87,5 
65÷2=32,5 
x=87,5+32,5 
x=120 
y=87,5-32,5 
y=55 
120+55=175 
120-55=65 

 
 
A travers son intervention 354, P constate que l’ensemble de la classe a trouvé le même 
résultat en réponse au 3ème problème de « Cailloux » :  
« 354 - P. D'accord, d'accord, c'est pas mal … Bien alors on va… ça y est ? … alors ce qu'on va faire, 
c'est … bon le 2, les 2…c'est à dire le 3 et le 4 qui globalement sont comme, pratiquement comme ceux 
qu'on vient de voir… on va les regarder… alors… Jérémie ? … Alors le troisième on l'a cherché, alors 
regardes … justement… on va essayer de voir… Alors on va regarder… bien… tout le monde regarde là 
avant de passer au numéro 5… on va regarder le numéro 3 et le numéro 4 d'abord… Antoine, Thibault 
vous regardez ? Après on cherchera le 5… d'accord ? Alors tout le monde regarde… Alors… donc on 
s'entend comme résultat sur 57 et 31 effectivement pour le numéro 3. » 
 
- En 358, P explique la solution 1 (production du groupe de Benoît, Xavier et Claire) : 
l’absence de connaissances arithmétiques relevant de S (Ar2) ne lui permet pas 
d’identifier le raisonnement d’élèves sous-jacent ; comme elle ne représente pas par 
ailleurs un enjeu dans la réalisation de son projet, P se contente d’une lecture orale de la 
suite d’opérations effectuées pour trouver le résultat et identifie cette méthode à celle 
adoptée par ce groupe au 1er énoncé :  
« 358 – P : (…) Donc vous divisez par 2, ensuite donc vous divisez le surplus par 2… donc vous faites la 
même méthode que tout à l’heure d’accord et puis on en ajoute d’un côté et on en enlève de l’autre… hein 
c’est ça ? Donc leur principe à eux c’est on met tout ensemble, on divise le tout ensemble, ce qu’on a en 
plus d’un côté  donc on l’ajoute à… on divise par 2… on l’ajoute à la moitié de l’un et on le retire à la 
moitié de l’autre… on trouve juste. » 
P met en défaut cette solution : les élèves ne font pas apparaître toutes les informations 
de la consigne sous forme d’équations ; il la qualifie de « pas claire » :  
« 356 – P : (…) Donc ici (sol. 1) ils ont fait… ils ont posé d’après leur texte x est égal à… donc il a 26 
cailloux de plus que le deuxième et le deuxième en a 26 cailloux de moins que le premier ce qui revient 
exactement au même ça… donc là c’était qui ?… C’est vous… C’est ce qui me semblait… C’était pas 
clair… Alors 88 ça correspond à quoi. » 
357 – E : Le nombre de cailloux. 
358 – P : Le nombre de cailloux hein ? Donc vous voyez qu’on le voit pas, il n’apparaît pas… » 
 
- P se lance dans une explication de la solution 2 en réponse au 3ème énoncé qui relève 
de S (Ar1 b) : un système remplace l’énoncé, « correspond aux deux phrases » de la 
consigne :  
« 358 – P : (…) Donc ici (sol. 2) … On retrouve c’était pour le troisièmement, le troisièmement il est où ? 
Il est là… Donc ça ça correspond… Regarde Laure, Amandine… ça ça correspondra donc aux deux 
phrases qu’on a dans le texte… d’accord… donc c’est les deux équations qu’on a dans le texte donc on va 
les regrouper ensemble pour voir que c’est de là dont on part… ça ça va remplacer notre énoncé en fait… 
donc on a x + y… donc l’ensemble des deux tas c’est 88… le deuxième en a 26 de moins que le 
premier… » 



329 
Comme précédemment, son explication se borne à décrire la suite d’opérations qui 
permet d’aboutir au résultat et il souligne le manque de clarté ou la bizzareté de cette 
solution :  
«  358 – P  (…) Donc là il y a un petit problème parce que visiblement le y je vais trouver… 31 et le x… 
57… oui c’est bon, je fais 88 plus 26 égale 114… alors pourquoi ça ? C’est qui là ? Quel est le groupe… 
alors Antoine… oui, oui, parce que ça paraît bizarre, là… il nous dit que 88… 88 représente le total de 
cailloux, hein… et il ajoute 26 cailloux c’est à dire la différence qu’il avait sur… alors ? ça vous choque 
pas ça, vous ? Il a 88 cailloux puis il dit ben on va en mettre 26 en plus. » 
En interagissant avec ce qu’il a « observé », il verbalise non sans difficulté (l’absence 
de discours standard se fait toujours sentir dans les propos de P, autant que dans ceux 
tenus par les élèves) , le raisonnement arithmétique effectué au niveau –1 par Antoine 
pour résoudre ce problème (substitution arithmétique du plus « gros » tas) :  
360 – P : En fait non, il a fait ça… il avait un tas … je ne sais plus… le premier c'était le plus gros, puis il 
avait un petit tas d'accord ? Il sait qu'ici il en a 26 de plus… donc il rajoute 26… il dit ben on va mettre… 
on va mettre 26 en plus de façon à avoir pareil des deux côtés… et ensuite on divise par deux ce qui me 
permettra de trouver ce tas là… ah, il fait un peu l'inverse de ce qu'on a vu tout à l'heure c'est à dire au 
lieu d'enlever des deux côtés… Lui il rajoute encore d'un côté, il divise par deux pour avoir le gros tas … 
Donc ça c'est nouveau… Vous ne l'avez pas vu ça encore comme… méthode de résolution … donc 
ensuite il a deux tas… donc il a 88… 88… Regarde Xavier ça correspondait à tout ça … Il rajoute le 26 
… donc il a deux cas équivalents… il trouve donc 114 maintenant pour ce super tas … ce super tas qu'il 
divise en 2 ça lui fait 57, ça lui permet le x… le premier tas… et ensuite il enlève le 26 qu'il avait rajouté 
tout à l'heure pour retrouvé 31 ici … On voit la différence ?… C'est à dire qu'il rajoute de façon à avoir 
deux tas pareils… 
P remarque la nouveauté de cette stratégie tout en l’associant aux stratégies relevant de 
S (Ar1 a) adoptées auparavant en réponse au 1er énoncé de « Cailloux » :  
 « Tout à l'heure on avait fait la même chose mais on avait enlevé pour avoir deux tas pareils, pour avoir 
deux petits tas… maintenant il veut deux gros tas … » 
 
- À la fin de la phase de bilan, P aborde l’explication des solutions algébriques relevant 
de S0(Alg2.a) en réponse au 3ème et 4ème énoncé. Il laisse de côté les solutions 
algébriques associées au 3ème énoncé relevant de S0 (Alg b) : on peut supposer que P ne 
relève pas la différence entre ces deux types de solutions écrites au tableau ou qu’il la 
néglige afin d’éviter de provoquer des discussions au sein de la classe autour de cette 
différence, bruit inutile dans l’avancée de son projet. 
Il se réfère à la « solution » de Cyril, le meilleur élève de la classe : P espère sans doute 
ainsi valoriser la solution algébrique (jusqu’ici il avait évité d’expliquer les solutions du 
groupe de cet élève pour que les solutions arithmétiques apparaissent). 
En 354 et 356, il impose les « accolades » : conformément aux choix faits en situation 
de projet, P cherche à faire émerger l’objet système d’équation ; la raison d’être qu’il 
prête publiquement à cette notation est associée à un « souci de clarté », de distinguer 
les « équations du problème » (c’est à dire celles auxquelles aboutit la « mise en 
équations » : reprise des phrases du problème) des autres :  
354 – P : (…) On va regarder comment ils ont fait … Alors vous voyez qu'on a un petit problème déjà 
de présentation …auquel il va falloir qu'on fasse attention … c'est que si on écrit tout à la file 
comme ça (sol.5) on ne sait plus où on en est, d'accord ? … Donc vu que… ici  on cale deux 
équations au départ … on va faire en sorte de bien les individualiser par rapport au reste. 
356 – P : Cyril ? chh chh… la présentation c'est quelque chose auquel il faudrait que tu t'attaches… 
donc on prend l'habitude en fait de relier ces deux équations et de les mettre ensemble (il fait une 
accolade) comme ça  on sait qu'on a ces deux équations là … bien… donc ensuite … donc on procède 
…on en parlera après… 
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Il reprend rapidement la suite de calculs algébriques, effectuée par Cyril, qui apparaît au 
sein de la solution 5 en réponse au 3ème problème :  
« 361 – P : troisièmement ici (sol.5)… alors ici on retrouve ce qu'on a vu tout à l'heure c'est à dire qu'on 
pose nos deux  équations, donc c'est ça qu'il est important de faire dès le départ … vous posez vos 
équations et pour voir qu'on voit que c'est des équations du problème on va mettre …on va prendre 
l'habitude de mettre une accolade… hein comme ça on regroupe les choses… c'est pour que ce soit plus 
claire… c'est ce que Cyril est en train de faire il met des accolades pour que ce soit très clair… bien … et 
ensuite ils commencent à résoudre… donc qu'est ce qu'ils font ? … ils remplacent … ils prennent celle-ci  
x plus y et ils remplacent le y par sa valeur qui était au dessus x moins 26… et puis après ils résolvent… 
ils ont une équation à une inconnue donc ils savent faire… » 
P efface le tableau et associe une explication à une solution de type S0 (Alg2 a) en 
réponse au 4ème énoncé qu’il rédige lui – même au tableau : cela lui permet de valoriser 
cette fois-ci très fortement les stratégies de type algébrique qu’il met en avant comme 
« la méthode qu’on a vu le plus souvent », et d’institutionnaliser différentes étapes 
associées à cette technique de résolution : mise en équations (qu’il fait apparaître 
comme une reprise de la consigne qui aboutit à des équations qu’on regroupe par une 
accolade), substitution, résolution de l’équation à une inconnue obtenue :  
… Donc si on la résume celle-ci … On va la résumer, on va la réutiliser par rapport au deuxième … par 
rapport au deuxième j'expliquerait ça comment alors ? J'efface ça aussi (il efface le tableau)… parce 
qu'on a vu qu'on avait peut-être un problème pour le dernier problème le numéro 5… alors… la méthode 
qu'on a vu le plus souvent c'est celle-ci… 
…A partir du texte on écrit nos équations (il écrit les deux équations l'une en 
dessous de l'autre) je les regroupe pour dire ça c'est le texte (il écrit l'accolade) 
après qu'est ce qu'ils font ? ils disent le x qui est ici il vaut y plus 65 … donc dans 
cette équation là, dans la 2, donc on leur donne un numéro si on veut la 1, la 2 (il 
numérote)  alors dans la 2 je vais utiliser la 1, … donc qu'est ce que je fais ? Je 
remplace le x par cette valeur là, donc je mets y plus 65 (il écrit)  plus y est égale 
à 175 … Donc j'ai combien d'inconnues dans mon équation maintenant ? 
[E. Une ]… Une seule donc une équation à une inconnue… Nathalie elle sait 
faire… Donc je fais, je fais comment là ? [E. 65 plus deux y…] 65 plus deux y (il 
écrit)  égale ? [E. 175] 175 … Donc ici qu'est ce que tu écris ? [E. 175 moins 65] 
donc deux y est égal à ? [E. 110] 110… D'où y est égal à ? [E. 55] 55. Quand j'ai 
y qu'est-ce que je fais ?  … chut … [E. Je calcule x] Je calcule x alors je peux 
prendre … le plus simple c'est de prendre la 1 ou la 2 ? [E. La 2] La 2 ? Ouais [E. 
On fait 175 moins 55…] C'est encore plus simple pour avoir le x celui là ici…je 
dirais que c'est la 1 ! Donc je vais mettre que x est égal à 55 plus 65 c'est à dire ? 
[E. 120] 120… voilà. 
 

 

 

 

y+65+y=175 
 
65+2y=175 
2y=175-65 
2y=110 
y=55 

x=55+65 
x=120 

En favorisant la technique de résolution algébrique relevant de familles de situations 
S(Alg2) pendant cette phase de bilan, P suggère à l’ensemble de la classe que c’est cette 
technique algébrique qu’il va falloir mettre en œuvre pour résoudre le problème 5 : 
« parce qu’on avait peut-être un problème pour le dernier problème n° 5… alors, la méthode qu’on a vu le 
plus souvent c’est celle-ci » 
 
Pendant cette troisième phase de bilan, en expliquant lui-même les solutions publiques 
d’élèves, P dévoile à la classe l’objet de son projet d’enseignement : faire émerger 
l’objet système d’équations et les stratégies algébriques de résolution comme optimales 
par rapport aux stratégies arithmétiques pour résoudre les problèmes de cailloux. Il 
met en avant des défauts de solutions relevant de S0 (Ar1) et S (Ar2) : « peu claires », 
« bizarres », « difficiles à communiquer » et valorise les solutions relevant de S0(Alg2) 
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:  « claires », « la méthode la plus souvent utilisée », produite par le meilleur élève de 
la classe… Il met en avant différentes étapes associées aux stratégies de type S(Alg2) 
pour amorcer l’institutionnalisation de connaissances nouvelles : mise en équations qui 
aboutit à l’écriture d’un système d’équations (P impose l’accolade pour faire émerger 
« l’objet système d’équations »), substitution, résolution de l’équation à une inconnue 
obtenue. P ferme ainsi la situation : il modifie le contrat « local » établi jusqu’ici dans 
la classe ; il suggère que pour répondre à ses attentes, à partir de maintenant, il ne 
s’agit plus de chercher différentes méthodes de résolution en réponse aux problèmes 
posés mais de les résoudre algébriquement, selon la méthode explicitée. 

IV. Quatrième temps : 5ème problème « Cailloux » 

Ce problème apparaît associé aux 3ème et 4ème énoncés de Cailloux sur la feuille 
distribuée par P en 305. 
 

IV.1 Première phase : résolution du 5ème énoncé de « Cailloux » / 
Observation de stratégies qui apparaissent 

P a demandé à certains élèves qui ont résolu plus rapidement que d’autres les 3ème et 
4ème énoncés, de chercher le 5ème problème (à 3 tas) :  
Ces élèves sont assez peu nombreux, la plupart étant engagés dans la résolution des 3ème 
et 4ème énoncés. 
P prend néanmoins le temps d’apporter deux types d’aides que l’on peut associer à un 
milieu pour la validation des résultats au problème « à trois tas » posé :  
- En 336, il invalide un résultat d’élève qui trouve un nombre non entier de cailloux. 
Nous allons y revenir dans le paragraphe suivant.  
- En 352, il aide un élève à vérifier si son résultat est juste en « faisant la somme ». 
 
P organise une correction commune de cet énoncé juste après la phase des 3ème et 4ème 
problèmes alors que très peu d’élèves ont eu le temps de s’engager dans une résolution 
du problème « à trois tas ». P prend probablement cette décision sous l’influence d’une 
contrainte interne spécifique de la gestion du temps didactique : l’hétérogénéité entre les 
élèves s’est accentuée au fur et à mesure du déroulement de la séance, les différents 
groupes ou individus en sont à des stades différents ; certains n’ont pas abordé le 1er 
énoncé « à trois tas » tandis que d’autres l’ont déjà terminé (comme l’élève « observé » 
par P de 348 à 353). Ainsi, P choisit de corriger collectivement le 1er problème à 3 tas 
pour afin que les élèves en arrivent au même stade de l’activité. 
 

IV.2 Dans quelles « situations » (au sens du modèle « structuration du 
milieu ») sont les élèves qui résolvent les troisième et quatrième énoncés de 
« Cailloux » ? 

• P observe deux procédures différentes d’élèves en réponse au 1er problème « à 3 tas » 
avant la phase de bilan organisée autour des 3ème et 4ème énoncés de « Cailloux » :  
- On peut faire l’hypothèse qu’en 333, l’élève qui intervient (avec « ses 
cailloux interminables ») a tenté d’étendre la portée d’une stratégie relevant de la 
famille des situations S (Ar2) à cet énoncé à 3 tas (Ce groupe a en effet fini de résoudre 
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les derniers énoncés « à 2 tas » bien avant la phase de bilan mise en scène par P, c’est à 
eux que P s’adresse en 308). Mettant en jeu une connaissance erronée du type de KE-1, 
cet élève trouve des nombres non entiers de cailloux pour les 3 tas (à écriture décimale 
« infinie ») comme 8, 6666… pour le 2ème tas de cailloux : 
« 333 – E : M’sieur ! là c’est interminable… alors je fais comment ? 
334 – P : C’est interminable ? Tu as des cailloux interminables (rires)… donc il y a peut-être un 
problème… C’est du gravier là. 
335 – E : Non mais… 
336 – P : Si, non, mais il y  a sûrement un problème… tu peux pas avoir des cailloux… des virgules de 
cailloux, des 0,6 cailloux… » 
- De 349 à 354 : un élève montre à P un résultat juste. Les quelques propos échangés 
entre eux permettent difficilement d’identifier de quelle famille de situations de notre 
modèle relève la stratégie de cet élève : En 353, l’élève tente d’expliquer un 
raisonnement arithmétique.  
« 349 – E : j’ai trouvé 2, 12 et 17 
350- P : alors est ce que ça marche ? 
351 – E : Ouais ça marche… si j’additionne… additionnés, ça fait… 
352 – P : Alors 12 ça fait 14… 14 ça fait 31… (E : Oui, c’est bon) Je cherche dans mon… ah, on n’a pas 
le total… si on a le total … 31 (E : Si c’est 31 le total)… C’est bon alors tu fais comment ? 
353 - E : On sait qu’il y a 3 tas… et puis fait moins pour trouver le plus grand et après j’ai fait… 
354 – P : D’accord, d’accord, c’est pas mal… » 
 
• P envoie Laurent au tableau pour qu’il commence à corriger ce problème (c’est 
justement l’élève évoqué qui discute avec P de 349 à 354). Cet élève commence à faire 
le dessin suivant au tableau :  

-15

-10

-5

 
Laurent trace ce schéma pour expliquer ou illustrer une stratégie arithmétique qui relève 
sans doute de S-1(Ar1) : il réussit d’abord à identifier les transformations arithmétiques 
qui permettent le passage du plus grand tas au plus petit (-15) puis du tas de taille 
moyenne au plus petit (il trouve –15 + 5 = -10) ; sans doute cherche-t-il ensuite à 
trouver la valeur de la somme de trois nombres égaux au plus petit tas ou au tas de taille 
moyenne (ou au plus grand tas)… P ne le laisse pas terminer ; on ne peut pas identifier 
plus précisément à quelle famille de situations S(Ar1) correspond la stratégie de 
Laurent. 
  

IV.3 Analyse des interventions de P pendant la deuxième phase de 
correction commune du premier énoncé « à trois tas » de « Cailloux ». 

Après avoir interrompu Laurent, P reprend à son compte son schéma en 
« l’algébrisant »:  

Laurent dessine 
363 – P. alors moins 5, moins 10, moins 15… tu te sers de ça … tu 
effaces ce qu'on a fait là-bas … Jérémie… je sens qu'il n'écoute pas 
Jérémie… ………chut… Il faut mettre x, y, z… attend [P. rajoute les 
lettres]  

 
P. (il écrit au tableau) …Alors attends … Le premier tas c'est z 

-15

-10

-5
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moins 15, z moins 5… ouais … Qu'est ce qu'on a encore ? … z et 
puis en tout ? … Bien  alors … le premier tas, on a z moins 15, le 
deuxième tas on a z moins 5…chut… le troisième c'est z et en tout 
donc on a 31… Chut… On regarde …  

-15

-10

-5

x y z

zz-5z-15

31  
P continue à « fermer » la situation : par des effets de contrat, il montre de plus en plus 
explicitement à l’ensemble de la classe qu’il ne s’agit plus de chercher différentes 
méthodes de résolution mais de résoudre algébriquement les énoncés « Cailloux ». 
 
- P envoie Laure au tableau pour continuer : cette élève en difficulté semble se 
décourager. En situation didactique, il décide de la faire intervenir afin de s’assurer 
qu’elle puisse se réinvestir dans la suite de l’activité (P prévoit qu’elle va réussir à écrire 
l’équation à une inconnue z – 15 + z – 5 + z = 31 et à la résoudre sans difficultés / 
réinvestissement de connaissances « anciennes »). 
« Laure ? Ouais [Laure va au tableau] … Alors d'accord donc tous 
ces tas c'est 31, donc 3z égale 31… 31 divisé par 3 ça fait 17 après 
elle remplace… Va à ta place.  

(Laure) z-15+z-5+z=31 
             3z-20=31 
             3z=51 

              z=17    x=2    y=12 » 
 
- P est ensuite obligé d’apporter quelques explications à l’oral : certains élèves ont du 
mal à comprendre la suite de calculs algébriques écrite par Laure au tableau. Il est 
possible d’interpréter leurs difficultés comme des résistances à rentrer dans des 
résolutions de type algébrique. En effet, les élèves (d’après nos notes : Antoine, 
Ambline et Xavier) qui interviennent, n’avaient adopté jusqu’ici que des stratégies 
relevant de familles de situations arithmétiques pour résoudre les 4 premiers énoncés de 
« Cailloux » :  
« 364 - Antoine.  elle s'est trompée]… P : Antoine Pourquoi ? 
365 - Antoine. Elle a marqué trois z est égal à  51 ! Ah ouais oauis c'est ça … 
366 – P : Si c'est ça… alors comment on peut vérifier… on va faire 17 plus 2… ça fait 19… 19 et 10 ça 
fait 29… 30, 31, donc c'est bon, donc ça marche … oui Ambline ? 
367 - Ambline - Alors en fait elle a divisé 51 par 3 
368 – P : Elle a divisé 51 par 3, puisque en fait… en fait dès qu'elle a mis ça c'est fini… après on résout 
l'équation facilement … oui ? Xavier tu as l'air d'avoir un problème … 
369 - Xavier. J'ai pas compris là … Pourquoi on met 3z moins 20 ? 
370 – P : z plus z plus z… 3 z …d'accord ? moins 15 moins 5… moins 20 … d'accord ? … égal 31  [ 
371 - Xavier. ah ouais ouais 
372 – P : Et après tu résous ton équation… c'était le moins 20 ! parce que tu avais moins 15, moins 5… » 
La concurrence entre stratégies algébriques et arithmétiques projetée par P (P1) n’a pas 
convaincu les élèves de la supériorité des techniques algébriques vis-à-vis des 
techniques arithmétiques : ce sont même des connaissances arithmétiques plus 
qu’algébriques qui ont fait l’objet d’apprentissages d’élèves jusqu’à présent. P se 
retrouve contraint de « didactifier » la situation d’enseignement ou de la fermer par des 
effets de contrat pour revenir à l’objet de son enseignement.  
 
À travers la correction du 1er énoncé « à 3 tas de cailloux », P tente de renforcer le 
contrat « local » qu’il a commencé à installer à travers la dernière phase de bilan : il 
interrompt Laurent qui à sa demande commence à présenter à la classe sa stratégie de 
résolution arithmétique du problème posé (seule stratégie observée par l’enseignant en 
–1 qui permet d’aboutir au résultat juste) pour se rapprocher publiquement d’une 
solution algébrique (en faisant au passage intervenir Laure : l’élève découragée 
observée par P en –1, pour l’aider à se réinvestir dans la situation). P est contraint de 
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fermer la situation et d’imposer l’algèbre par l’intermédiaire d’effets de contrat : la 
mise en concurrence entre les stratégies arithmétiques et algébriques envisagée par P 
n’a pas fonctionné ; des élèves ayant appris des techniques arithmétiques en situation 
résistent encore à s’engager dans des stratégies algébriques. 

V. Cinquième temps : 6ème problème « Cailloux » 

V.1 « Aides » apportées à l’élève Laure dans la résolution du 6ème 
problème de « Cailloux » 

P distribue à l’ensemble de la classe une troisième et dernière feuille où sont réunis les 4 
derniers problèmes de « Cailloux ». 
Laissant le reste de sa classe travailler en autonomie, P s’occupe essentiellement de 
Laure.  
Il essaie d’abord d’intervenir sur les connaissances « algébriques » élémentaires de 
niveau –2 et –3 pour aider Laure à interpréter correctement les phrases de la consigne : 
« le 1er tas a 5 cailloux de moins que le 3ème » et le « 2ème tas de cailloux a 15 cailloux de 
plus que le 3ème » et à écrire les équations correspondantes. On note qu’à travers les 
interventions 383 à 393, P parle de z et de x comme d’étiquettes associées aux 2 tas (il 
affirme même en 393 : « donc si c’est z… c’est un nom … ») favorisant éventuellement chez 
cette élève une connaissance de type arithmétique associée aux lettres qui désignent des 
objets et non des nombres. 
383 - P. z… donc tu écris z déjà … d'accord ? Et là 5 cailloux de moins … donc z … donc t'as z … qu'est 
ce que tu fais .?  
384 - Laure. plus 5 
385 - P. Et ben non s'il a de moins … il y a 5 cailloux … de …moins 
386 - Laure. Ben ouais mais c'est x … qui a moins  
387 - P. Ben non x on s'en occupe plus … [Laure. égal z moins 5] tu as 5 cailloux de moins que z donc il 
a z… 
388 - Laure. … Moins 5 cailloux … ouais c'est  que… les y   
389 - P. Non on s'en occupe plus, le premier tas… c'est ce qu'on te dit… on te dit il a … ça correspond à 
ton égal … 5 cailloux de moins que le troisième … le troisième c'est z, donc ça va être z… 
390 - Laure. Je comprends pas pourquoi c'est z  
391 - P. 5 cailloux de moins que le troisième … le troisième c'est z !  
392 - Laure. Ouais… 
393 - P. Donc si c'est z… c'est un nom …  
394 - Laure. Plus 5] 
Devant la résistance de Laure, P remplace l’inconnue « z » par des nombres choisis au 
hasard : il cherche à favoriser la connaissance algébrique de niveau -3: une lettre 
désigne un nombre. Il la guide dans l’écriture de l’équation x = z – 5 (correspondant à 
l’interprétation de la première phrase de la consigne). 
395 - P. Ben non ! mettons que ce soit 10 [E'. si t'en enlèves !] si tu en as 10 dans le troisième tas… on va 
dire que t'en as 10  
396 - P. Laure. Ouais 
397 - P. Le premier il en a 5 de moins que 10 …  
398 - Laure. Ben il en a 5] 
399 - P. Ca y est ! Tu fais quoi comme opération ?  
400 - Laure. Ben 10 moins 5 
401 - P. 10 moins 5 … si il en avait 7, qu'est-ce que tu ferais comme opération ? 
402 - Laure. 7 moins 5 ? 
403 - P. Oui… si t'en avais 8 tu ferais comment ? 
404 - Laure. Ben 8 moins 5 ! 
405 - P. Et bien, si t'en as z ?  
406  - Laure. z moins 5 (à voix basse) 
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407 - P. Bon… z moins 5 
408 - Laure. Oui mais j'sais… c'est trop vicieux 
409 - P. Donc ensuite … oui ? 
Après l’avoir laissé un moment travailler toute seule, P revient à Laure qui a écrit 
correctement les 2ème et 3ème équations. Il lui indique les substitutions algébriques à 
effectuer (relevant de la famille de situations S(Alg2)) : 
433 - P. Ben oui, franchement … alors tu as trouvé ?   
434 - Laure. Ben oui… x c'est bon  
435 - P. Comment tu fais maintenant que tu as ça ?… alors comment on a fait tout à l'heure? est-ce que tu  
peux refaire la même chose… à la place du x … tu peux dire quoi ? 
436 - Laure. z moins 5 
437- P. Oui, donc en dessous là tu vas mettre à la place … alors là pour pas mélanger tes équations, tu 
prends l'habitude de les mettre comme ça … c'est une accolade… bon… donc ici à la place de x tu vas 
faire …(…) 
439 - P. Bon… ensuite, à la place du y donc … plus hein ? … plus ton y … à la place du y  
440 - Laure. Plus z plus 15 
441 - P. Voilà ! Et puis plus ?  
442 - Laure. Plus … z 
443 - P. Voilà !… Et le tout ça fait combien ?… touc, touc touc … égal  ? 
444 - Laure. 31 
P est contraint d’aider cette élève dans le travail algébrique pour résoudre l’équation 
« en z » obtenue, en particulier dans les substitutions numériques. Malgré les aides de P, 
Laure ne semble pas dépasser une compréhension élémentaire du problème et de la 
solution algébrique dans laquelle il la guide pas à pas, avec un effet « Topaze » : en 447, 
elle confond z et le chiffre 2 ! 
445 - P. Voilà et là maintenant ça tu sais faire 
446 - Laure. Oui… ça fait 3z… moins 5 plus 2, ça fait…heu 
447 - P. Attends ! … moins 5 plus 2 ? où tu vois 2 ? c'est un z ça ! 
448 - Laure. Ah oui ! c'est un z ! … moins 5 plus 15 ça fait… heu … et ben 10 
449 - P. 10… et puis c'est tout… donc ? 
450 - Laure. 3z égal 
451 - P. égal  
452 - Laure. 31 
446 - P. Donc maintenant ? 
447 - E5. z égal 
447 - P. Donc 3z… le 10 tu vas le faire passer de l'autre côté… 
448 - Laure. 3z [E5. 3z égal 10] égal [E4. 10]  non, si il y a moins… si … 31 moins 10 [E4 ah ouais] 
449 - P. Voilà… d'où ? 3z égal ? 
450 - Laure. 3z égal … 31 moins 10 … ça fait [E4. 21] 21  
451 - P. Voilà… d'où z égal ? 
452 - Laure. z égal …  3z divisé par 3 … ça fait 7 …[E4 ah ouais!]  
453 - P. 7 … si ça fait 7, x ça va faire combien ? … ça va faire 7 moins 5  
454 - Laure. Heu… 
455 - P. Tu remplaces … puisque tu sais maintenant que z c'est égal à 7 
456 - Laure. Ouais  
456 - P. Donc ici tu mets 7  
457 - Laure. Ouais 
458 - P. … Donc 7 moins 5 … non tu le mets pas là … tu le mets à côté … si tu veux. 
459 - Laure. 7 moins 5 (en écrivant) 
460 - P. Ca fait combien  
461 - Laure. Egal à x… heu  attend!  
462 - P. Oui donc ça fait quoi ça ?  
463 - Laure. 7 moins 5… ça fait … 2  
464 - P. 2 ! Donc tu sais que ton x c'est égal à 2… combien t'avais trouvé Laure, Amandine… le 
premier ? x égal ?  
465 - Laure. 2 et 22 
467 - P. C'est ça … et là si z est égal à 
468 - Laure. y est égal à … heu … alors on a dit 7… donc 7 
469 - P. Donc 7  
470 - Laure. 7 moins … heu … plus 15 
471 - P. (en même temps) Plus 15… ça fait ? 
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472 - Laure. 16, 17, 18, 19, 20, 21 (tout bas) … 22 

  

V.2 Analyse des interventions de P pendant la deuxième phase associée à 
la correction du 6ème énoncé de « Cailloux » 

P demande à Laure d’écrire la solution obtenue au tableau. Faute de temps (fin de 
deuxième séance), il ne peut la commenter publiquement. 
En faisant apparaître cette solution qu’il a lui–même produite (les élèves le devinent 
sans doute) comme unique solution publique, P pense installer définitivement un contrat 
de « production d’une solution algébrique faisant intervenir un système d’équations à 
résoudre par substitution ». 

VI. Sixième temps : retour sur le 6ème énoncé et 7ème problème 
« Cailloux » 

Après la furtive correction du 6ème énoncé, P a demandé à ses élèves de résoudre les 3 
derniers énoncés de « Cailloux » chez eux :  
« 493 – P : ça va sonner donc vous essayez de me faire ces 3 là. » 
 
A la séance suivante, P demande à deux élèves, Caroline et Fanny, d’aller corriger au 
tableau les 6ème et 7ème énoncés.  
- Il n’organise plus de bilan autour de différentes stratégies d’élèves : après avoir 
imposé l’algèbre par des effets de contrat au cours de la séance précédente (bilan du 
3ème temps, 4ème temps et 5ème temps), avec ses connaissances en situation de projet, P 
n’envisage plus l’apparition de stratégies arithmétiques mais uniquement celle de 
solutions « algébriques » du type de S(Alg2) en réponse aux derniers énoncés de 
« Cailloux ». Il ne s’agit plus pour lui d’introduire la stratégie algébrique comme 
optimale par rapport à des concurrentes arithmétiques mais plutôt d’organiser un travail 
de la technique de résolution par substitution des systèmes d’équations. 
- P revient sur le 6ème énoncé pourtant brièvement « corrigé » en fin de séance 
précédente : on peut supposer que l’enseignant a identifié que la solution écrite à sa 
demande par Laure au tableau n’ayant pas été commentée par lui (faute de temps), n’a 
pas été notée, ni même regardée par l’ensemble de la classe. 
 

VI.1 « Correction » du 6ème énoncé / 2ème problème à 3 tas 

Caroline a écrit au tableau une solution qui relève de S0 (Alg1)240 (avec une équation à 
une inconnue) plutôt que de S0 (Alg2)241 :  
Caroline 

 
Exercice 6 
 

                                                
240  Mise en équations à une inconnue. À faire apparaître sans modifier la consigne de manière à 

faire disparaître les lettres x, y et z dans l’analyse ascendante.  
241 Peut-être relève-t-elle de S0 (Alg-1) au sein de laquelle Caroline ne fait pas apparaître les 

équations x = z – 5 et y = z + 15… La suite de l’épisode tend à prouver le contraire…  
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z - 5 + z + 15 + z = 31 
3z + 10 = 31 
3z = 31 – 10 
3z = 21 
z = 7 
----------------- 
x = 7 - 5 = 2 
y = 7 + 15 = 22 
 

 
VI.1.a Solution de Caroline 

Explications de Caroline :  
À la demande de P, Caroline tente d’expliquer sa solution 
- Caroline tente de verbaliser avec difficulté les raisons du choix de l’inconnue « z » 
(identifiée en –2) :  
« 51 – C : Alors, j’ai mis là le premier tas, il est égal à… en tout il y a 35 cailloux. C’est ça. Et euh ouais, 
on cherche z. » 
« 55 – C : (…) Donc on cherche le z. C’est bien le 3ème. » 
- Elle essaie également de décrire les opérations relatives à « z » (identifiées en –2) qui 
lui permettent d’écrire l’équation « z - 5 + z + 15 + z = 31 ».  
« 55 – C : Alors, euh au départ, on savait en fait que en fait… dans le premier tas, il y avait 5 cailloux de 
moins que dans le troisième. (…). Donc ça fait le troisième moins cinq. Après dans le deuxième tas, il y a 
eu quinze cailloux… 
56 – P : Mmh ? 
57 – C : z + 15. Et après donc z, ben c’est z donc on a plus z. » 
 
Le « malentendu » entre P et Caroline :  
- En position P0, P identifie la solution publique de Caroline comme relevant de S0 
(Alg2).  
Il tente de faire comprendre à Caroline, ses attentes vis-à-vis de l’écriture des 3 
équations (x = z – 5 ; y = z + 15 ; x + y +z = 31) obtenues après mise en équations de 
l’énoncé en S-1 (Alg2), pour lui, Caroline a obtenu l’équation « en z » par une opération 
de substitution (connaissance de contrat didactique (4ème temps) : « on doit faire 
apparaître les équations auxquelles aboutit la mise en équations ( équations = reprise 
des phrases de l’énoncé) »). 
Caroline ne comprend pas les interventions de P. L’échange suivant met en évidence les 
incompréhensions mutuelles entre cette élève et l’enseignant ; P n’identifie pas que sa 
solution relève d’une autre famille de situations algébriques et ne parvient pas à la 
convaincre :  
« 54 – P : Peut-être oui, je sais pas. Non ce qu’on voudrait savoir, c’est qu’est ce qu’on avait au départ ? 
(…) 58 – P : D’accord. Donc qu’est ce que tu as fait en fait ? Tu as rem… Tu as fait quoi ? Tu as 
remplacé quoi par quoi ? 
59 – C : Ben, le troisième tas, j’ai mis z. 
60 - P : Non, non, non... Mais pourquoi, en fait pourquoi tu écris ta première phrase là ? Pourquoi tu 
écris... 
61 - C : On s'en fiche... 
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62 - P : Non, non, non, mais je... Chut, attends. Chut, tu te tais un peu, Antoine et Thibault. Qu'est ce 
qu'on fait en fait pour arriver à écrire z moins cinq plus z plus quinze plus z égale 31. Pourquoi on écrit 
ça ? Attends, Cyril attends... 
63 - C : Ben si je remplace le x et y par des chiffres, non même pas c'est même pas ça ; il y a des, je sais 
pas... Comme dans le premier tas, il y a cinq en moins... 
64 - P : Et le premier tas, c'est ? Est-ce qu'on pourrait écrire ça plus clairement ? Qu'est ce que tu avais 
comme première équation au départ ? » 
Croyant répondre à la demande de P plus explicite qui attend une équation avec x et y, 
Caroline écrit l’équation fausse : « z – 5x + z + 15y + z = 31 ». 
P dénonce publiquement l’absurdité de ce qu’elle a écrit. 
En 78, P finit par faire comprendre de Caroline qu’il attend les équations qui traduisent 
les hypothèses de l’énoncé. Guidée par P, l’élève écrit les trois équations :  
« 70 - P : Quand tu commences ton problème, tu commences par écrire quoi ? Chut. 
71 - C : Ben, je mets des nombres avec des... 
72 - P : Ombline ! Ombline, ce serait bien si tu écoutais, mais comme ça, hein ? 
73 - C : Ouais, eh ben euh, je me sers des hypothèses pour euh. 
74 - P : Oui, alors vas-y, moi ce que je voudrais, c'est les hypothèses, je les ai pas. 
75 - C : Ben si !  
76 - P : Non. 
77 - C : C'est le premier tas, il a cinq cailloux de moins que le troisième. 
78 - S : Comment tu écris ça ? 
(C écrit la première équation au tableau x = z - 5) 
79 - P : Le premier... Bien OK. Le deuxième tas ? 
(C écrit la deuxième équation au tableau en dessous de la première y = z + 15) 
80 - P : Puis ensuite, qu'est ce qu'on sait, la troisième phrase, c'était quoi ? 
(C écrit la troisième équation au tableau en dessous de la deuxième x + y + z = 31)  
81 - P : Bien. Donc en fait tout ça, c'est ce qu'on a au départ. C'est ce que tu as dit : on a nos hypothèses... 
Donc on a intérêt de le mettre. Parce que si on l'a pas ça, on peut pas le marquer, on peut pas le savoir, 
hein ? 

(P rajoute l'accolade regroupant les trois nouvelles équations écrites au tableau : 

 x = z - 5

 y = z + 15
 x + y + z = 31

   ) 

 
Cependant, il ne paraît pas l’avoir convaincue de la nécessité de ces trois équations :  
« 82 – C : Ben bien sûr que si c’est sur la feuille ! 
83 – P : C’est sur la feuille. C’est marqué nulle part sur la feuille, ça… Non, non, non. » 
 

VI.1.b Solution de Laurent 

Explications de Laurent 
Suite à une demande de P (« Bien, alors, c’est bon, est-ce que quelqu’un a trouvé quelque chose 
d’autre ? Ouais ? Tout du moins pour celui-là, pour le 6 ? »), Laurent tente d’expliquer à l’oral sa 
stratégie qui relève de S-1(Alg2 bis) (considéré comme peu probable dans notre analyse 
ascendante) : en mettant en jeu des connaissances algébriques « nouvelles » associées à 
« l’addition », à la « substitution » et aux transformations algébriques d’une équation à 
3 inconnues, cet élève a additionné les deux premières équations du système écrit par P 
puis « substitué » l’expression algébrique (x + y) par (2z + 10) dans la 3ème équation. 
« 85 - P : T'as fait comment, Laurent ? 
86 - L : J'ai fait moins cinq plus quinze directement.  
87 - P : Alors, viens, viens voir, oui... Tu as fait moins cinq plus quinze plus rapidement. (…) 
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89 - P : Bon, ben écoute, tu fais ce que tu veux mais tu vas jouer dehors si tu veux jouer, hein. Alors  
90 - L : ça fait moins cinq plus quinze, ça fait dix. (il écrit au tableau). Puis bon, là, c'est bon. Et puis là, 
c'est regroupé direct, dès le départ. ça fait dix et puis 2 z... 
91 – P : Est ce que tu peux l'écrire, là ? 
92 - L : Euh, ouais, sûrement... 
93 - P : Oui, oui, en dessous-là, oui, vas-y... Tu fais...  
94 - L : Donc au lieu de marquer, euh, x + 5, c'est où ? C'était où, c'était ça ? 
95 - P : Voilà, en fait, tu remplaces... 
96 - L : J'ai mis 2 z... 
97 - P : Tu remplaces... 
98 - L : plus 10... 
99 - P : égale quoi donc, tout ça ? 
100 - L : égale 31.  
101 - P : Non, euh... 
102 - L : En fait, j'ai résolu synthétique. » 
 
Interventions de P - Tentative d’institutionnalisation de connaissances d’algèbre 
élémentaires et de la technique d’addition. 
 
P fait le choix de s’attarder sur cette stratégie relevant de S(Alg 2.bis) en situation S0. Il 
prend cette décision en se projetant en position P1 : P prévoit qu’à l’issue de cette 
activité préparatoire, il sera difficile d’introduire la technique par addition (connaissance 
de niveau 1) ; il profite de l’événement contingent que représente la procédure rendue 
publique de Laurent pour aborder l’enseignement de cette autre technique de résolution 
par addition à l’ensemble de la classe. 
 
- Il reprend à l’oral les explications données par Laurent :  
« 105-P : Chut... Non, non, mais ce qu'il fait là, ce qu'il fait, c'est qu'il ajoute ces deux trucs-là. 
(P. souligne les deux premières équations du système écrit au tableau :  



 x = z - 5

 y = z + 15
 x + y + z = 31

  

104 - L : Non, non c'est 3 z. 
105 - P : Je suis pas sûr. 
106 - L : J'sais pas... 
107-P : Non, non, t'avais bien raison. En fait là regarde. Virginie ! En fait, il traite ça à part. Il traite ça à 
part. Il dit que x plus y c'est directement 2z plus 10 pour aller plus vite. Donc en fait il a additionné ces 
deux choses là. D'accord ? Et ensuite, il va remplacer ce paquet-là : x + y par ce qu'il va avoir trouvé ici, 
pour aller plus vite. » 
 
 - Pendant un assez long moment (interventions 107 à 139 / cf. annexes) P cherche à 
institutionnaliser des connaissances algébriques « nouvelles » ; il organise tout un 
travail sur l’addition de deux équations et en amont de deux égalités : il institutionnalise 
ou rappelle des connaissances qu’il voit comme nécessaires pour comprendre cette 
« autre technique » de résolution. 
- P revient ensuite à la solution d’Antoine qu’il valide et valorise comme plus 
économique publiquement :  
«  141 – P : Oui, parce qu’on avait vu que les règles d’équation, on les avait tirées d’ici. Donc Antoine a 
tout à fait raison de le faire. Donc en fait , Antoine a tout à fait raison de le faire. Donc en fait lui, il s’est 
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économisé du temps parce qu’il a d’abord regroupé x + y puis il a remplacé ensuite. D’accord ? Il a pas 
fait tout à fait pareil. C’est bon Antoine. » 
 

VI.2 « Correction » du 7ème énoncé / 3ème problème à 3 tas 

Fanny a écrit au tableau une solution qui relève comme la précédente (celle de Caroline) 
de S0 (Alg1) :  
 
Fanny 
Exercice 7 

x = x 
y = 3x 
z = 2x 

x + 3x + 2x = 72 
6x = 72 

x = 12 
y = 36 
z = 24 

 
Les trois équations qu’elle fait apparaître avant l’équation x + 3x + 2x = 72, semblent en 
effet essentiellement répondre à un effet de « contrat », suite aux diverses interventions 
de P pendant les phases de bilan de la séance précédente : Fanny ose écrire l’équation 
inutile x = x ! 
 

VI.2.a Incompréhensions de Laure 

En 148, Laure intervient : elle ne « comprend » pas la solution écrite au tableau par 
Fanny. 
  
- Ses connaissances élémentaires (de niveau –2) ne lui permettent pas d’interpréter les 
deux phrases de la consigne « le 2ème tas a 3 fois plus de cailloux que le 1er » et « le 3ème 
tas a 2 fois plus de cailloux que le troisième ». Son interprétation fausse de ces deux 
phrases de l’énoncé la font intervenir publiquement :  
«  151 – L : Non mais c’est 4x et 3x au lieu de 3x et 2x. Parce qu’on rajoute toujours. 
152 – P : Explique-moi alors j’ai pas compris. 
153 – L : Eh ben en fait, je pense que la, euh x + 4x + 3x = 72 
154 – P : alors tu me dis que c’est x + 3x + 4x… T’es pas d’accord avec le 2x ici.  
155 – L : Ouais » 
On peut penser que cette mauvaise interprétation du « n fois plus que » vient de 
connaissances erronées de la part de cette élève en difficulté :  
elle a acquis une connaissance erronée à l’occasion de la phase de bilan du 2ème énoncé 
de Cailloux : « n fois plus » correspond à « multiplié par (n + 1) » (connaissance 
erronée de niveau –2). 
 
- Dans la logique de P, c’est l’absence des 3 équations de départ dans la solution de 
Fanny qui est la source de difficultés de Laure (on peut supposer qu’il pense ces 
connaissances élémentaires déjà acquises depuis longtemps) : suite à cette intervention, 
il valorise de nouveau l’écriture des 3 équations réunies par une accolade comme 
permettant de rendre les choses « plus claires » :  
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« 156 - P : Alors dans l'énoncé, tu vois Fanny là on a un problème, c'est que parce que comme, comme tu 
as fait la même erreur que Caroline, c'est à dire que tu marques pas ce qu'on a comme énoncé, après on 
sait pas trop. Non, non, mais donc il faut marquer. C'est tout, je veux dire, hein. Alors donc vas-y tu me 
dis l'énoncé. Qu'est ce que tu comprends la première phrase ?  
157 - F : Dans le deuxième tas, il y a trois fois plus de cailloux que dans le premier. Donc en fait ça fait 
euh le premier tas, c'est x. 
158 - P : Oui. 
159 - F : Le deuxième tas c'est y et le troisième tas c'est z. Donc ça fait x, non, euh, y égale trois fois x, 
trois x. (P écrit au tableau). 
160 - P : Ensuite z ? 
161 - F : Et puis dans le troisième tas, il y a deux fois plus de cailloux que dans le premier. ça fait z égale 
à 2 fois x, 2 x. 
162 - P : Et donc ? 
163 - Es : z = 2x. 
164 - P : z = 2x. Donc en fait... Chut, bon Nathalie, tu me casses un peu les pieds, et quand je dis un peu 
c'est un euphémisme. Donc ici, on a ça et ensuite, qu'est ce qu'on sait d'autre ? 
165 - F : Eh ben qu'en tout, il y a 72 cailloux... 
166- P : Ce que j'écris sous la forme ? x + y + z = 72. Bien, je regarde... Oui, euh, Laure ? » 
P écrit au tableau à côté de ce qu'avait écrit Fanny le système  :  



 y = 3x

 z = 2x
 x + y + z = 72

  

- Laure ne comprend toujours pas : elle insiste auprès de P qui essaie de trouver des 
« métaphores » pour qu’elle dépasse ses difficultés : 
« 167-L : Non, moi je pense que y c'est 3x plus x.  
168-S : Alors attends, elle pense que y c'est 3x plus x. 
169-E : Elle pense que ça fait 4x ? 
170-S : Alors, oui, oui, oui, mais c'est pas inintéressant, ce qu'elle dit. C'est une question de traduction de 
phrase. On a donc le deuxième tas a 3 fois plus de cailloux que le premier. Donc si je dis que tu as toi, tu 
as comme âge, tu as, tu es 3 fois plus vieille que moi par exemple, non ça marcherait pas, que Sophie et 
Sophie a 5 ans. (rires). Quel âge tu vas avoir ? Si tu as 3 fois plus... 
171-Es : 15. 
172-E : Tu vas pas avoir 17 ans. 
173 - P : T'auras bien 15. T'auras pas 15 + 3. Quand tu dis 3 fois plus de quelque chose, si je dis : je suis 
trois fois plus grand que quelqu'un et le quelqu'un il mesure 1m20, ça fera 3 fois 1m20. ça fera un grand 
un bonhomme : 3m60. C'est un joueur de basket. » 
Laure confond le « n fois plus » et le « de plus que » : elle fait référence au 1er temps : 
celui du problème « bouchon et bouteille ». Elle n’est apparemment pas la seule à avoir 
des difficultés avec ces connaissances de niveau –2 communes aux familles de 
situations algébriques et arithmétiques, nécessaires pour la compréhension élémentaire 
du problème (intervention de E) :  
«  174 – L : Oui mais l’autre fois, on disait que la bouteille, elle faisait 100 grammes de plus que le 
bouchon et on rajoutait le bouchon. 
175 – E : Ouais c’est vrai, alors pourquoi on fait pas pareil » 
Avec l’appui de quelques élèves, P met en avant la différence entre les deux énoncés ; il 
est surpris des difficultés d’élèves qui ressurgissent :  
« 176 - P : Ah, alors, oui, attends. Chut. Laure et Amandine se posent le problème du 3 fois donc là, c'est 
3 fois plus de cailloux que le premier, on a dit 3 x. D'accord ? Par contre, elle dit mais pourquoi quand on 
a parlé de la bouteille, on a dit que la bouteille était 3 fois plus lourde que le bouchon et qu'on disait, on 
disait quoi, là ? On rajoutait le bouchon dans quel cas ? 
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177 - E : Parce qu'il disait que la bouteille elle faisait, en fait la bouteille faisait, elle faisait 100 grammes 
de plus que le bouchon et pas 100 fois plus, enfin, je sais pas si... 
178 - E : C'est pas le même énoncé, c'est de plus. 
179 - E : Elle faisait de plus pas 100 fois plus, en fait. 
180 - P : C'est 100 grammes de plus. Donc de plus c'était plus 100. Et c'était pas ce que dit, c'était pas 100 
fois plus, ça aurait été 100 fois le bouchon. D'accord ? Tu vois mieux ? Bien, donc ça on est d'accord. 
Ensuite, tu as fait quoi donc Fanny ? Tu as tout simplement fait quoi ? » 
D’après notre analyse descendante, P a prévu ce type de difficultés d’élèves dans la 
compréhension élémentaire de la consigne des énoncés de Cailloux (au niveau –1) mais 
il n’a pas prévu qu’elles ressurgissent à ce stade de l’activité ; les techniques didactiques 
envisagées en –1 pour aider les élèves à « interpréter correctement les expressions 
« plus de », « moins de » » en s’appuyant sur les dessins associés aux premiers énoncé 
ne peuvent être plus mises en œuvre. P cherche à faire avancer son projet 
d’enseignement au sein de la classe : l’intervention de ces élèves a une résonance faible. 
Il essaie de revenir rapidement à la solution de Fanny. 
  
- En 211, les élèves en difficulté : Laure et Amandine, reviennent à la charge. Amandine 
explicite une connaissance erronée de niveau –2 : « n fois plus » correspond à 
« multiplié par (n + 1) » qui a émergé à la suite de l’épisode « 7 fois plus / 10 fois plus / 
3 fois moins » organisé par P pendant le bilan associé au deuxième problème de 
Cailloux :  
« 211-E : Monsieur ? 
212-S : Ouais ? 
213-E : Il y a Amandine, elle comprend pas pourquoi dans le numéro 2, dans le deuxième, il y a 8 et... 
214-S : Dans le deuxième ? 
215-E : Non mais dans les premiers que vous avez donnés, on avait le deuxième tas qu'avait 7 fois plus de 
cailloux que le premier. Et on a mis 8 fois le nombre de cailloux... 
216-S : Non, non, non. On a mis 7 x mais on a divisé par 8 après. 
217-A : ben oui mais, eh ben oui. 
En aparté avec Amandine, P revient sur la solution algébrique relevant de S0 (Alg2 a) 
apportée au 2ème énoncé de « Cailloux » pour remédier aux difficultés de cette élève : 
« 218-S : Non, non mais quand on a écrit 7 fois plus que le premier, on a dit y est égal à 7x. T'es d'accord 
? Et après... 
(…) 
222-S : Attends, on va voir. Je vais gérer déjà le problème d'Amandine. Alors là on a dit 7 fois plus de 
cailloux que le premier. C'était le deuxième donc y était égal à 7 x, ce qu'on a marqué là. Donc il y a 56 
cailloux... ça on s'en fout. Donc 7 fois plus que le premier, donc là on a 2 tas déjà. Donc si maintenant je 
mets tous mes tas ensemble, j'ai x est égal à x ? 
223-A : Ouais. 
224-S : D'accord donc j'ai x égal x et maintenant si j'ajoute les deux, je vais avoir x + y est égale à 56. 
Bon si je remplace celui-là par mon 7x, j'ai bien x + 7x = 56. C'est pour ça que j'ai 8 tas. En revenant, 
pareil. » 
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VI.2.b Interventions de P associées à la solution de Fanny 

- A la suite des incompréhensions élémentaires de Laure, P met en défaut le fait que 
comme Caroline, Fanny n’ait pas fait apparaître les trois équations obtenues après mise 
en équations. En donnant toujours une raison d’être à l’accolade et à l’écriture de ces 
trois équations associée à la « clarté » (« c’est à dire comme tu marques pas ce qu’on a comme 
énoncé, on sait pas  trop »), P tente de faire émerger l’objet système. 
- De 181 à 187, En posant des questions à Fanny, P met en avant la technique par 
substitution mise en œuvre par cette élève pour résoudre le système obtenu après mise 
en équations :  
« 181 – P : (…) Ensuite tu as fait quoi donc Fanny ? Tu as tout simplement fait quoi ? 
182 – F : Ben j’ai remplacé dans la grande équation.  
183 – P : Oui, oui, c’est à dire comme tu as fait pour arriver ici là ? 
183 – F : Ben comme j’avais y = … 
184 – P : Oui, oui, non mais je lis chut… Ben justement écoute Guillaume, parce que justement on 
explique. Donc ensuite, pourquoi tu écris cette ligne, là ? 
185 – F : Parce que je remplace y par x, enfin par sa valeur, y par son autre valeur et z par son autre 
valeur… 
186 – P : Bien donc en fait tu remplaces les y et les z par les valeurs qui sont données par ces équations 
là. » 
P passe en fait assez rapidement sur cette solution.  
Il semble que P cherche à faire avancer le temps didactique : les épisodes « solution de 
Laurent » et « incompréhensions de Laure » n’ont pas fait directement avancer les 
éléments de son projet associé à « Cailloux » (P projette de clore cette activité à la fin 
de la séance qui approche).  
D’autre part, Caroline, et Fanny ayant toutes deux écrit et expliqué des solutions qu’il 
identifie comme relevant de S0 (Alg2), P pense que les élèves de sa classe ont acquis les 
connaissances visées spécifiques de la résolution des systèmes par substitution et perçu 
ses attentes implicites vis-à-vis de solutions algébriques. 

VII. Septième temps : 8ème problème « Cailloux » 

VII.2.a Saut de complexité dans le passage du 7ème et 8ème problème  

P demande à l’ensemble de la classe un volontaire pour écrire au tableau une solution en 
réponse au 8ème problème de Cailloux.  
 
- Personne ne se décide. Le saut de complexité identifié par notre analyse a priori dans 
le passage du 7ème au 8ème énoncé s’est constitué en blocage pour la plupart des élèves 
de la classe, engagés en S-1 (Alg2) : ils restent bloqués au niveau –1, ne sachant pas 
« où » et « quoi » substituer. En 193, Un élève relève publiquement la différence entre 
ce 8ème problème et les précédents à l’origine de la difficulté :  
« 193 –E : On a pas les cailloux en tout » 
« 205 – E : Mais on en a pas une (équation) avec les 3… » 
L’effervescence qui règne dans la classe en réponse à la demande de P montre 
l’ampleur du « blocage » de la situation :  
« 207 – Mais c’est impossible ! 
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208 – P : C’est impossible, on fera. 
209 –Es : Brouhaha » 
 
- À la suite de l’intervention 193, P semble identifier ce « saut de complexité », non 
prévu au niveau 1, qui justifie les difficultés apparentes d’élèves :  
« 194 – P : Ah, donc là, on a un nouveau problème c’est que cette fois-ci on a pas le tas total. » 
 
Il demande à Olivier, un élève qui semble avoir adopté une stratégie qui aboutit au 
résultat d’écrire sa solution au tableau :  
« 204 – P : (…) Chut Antoine, est-ce que tu as une idée ? Antoine il fait rien. Ça y est il est repassé au 
fond. Alors qui vient poser les équations ? Alors, vas-y Olivier. » 
 

VII.2.b Solution d’Olivier 

Olivier a écrit la solution « à peine visible » au tableau : 
Olivier  

Exercice 8 
 
x = 2y 
y = x – 86 
z = x + 36 
 
y = 2y – 86 
-y = -86 
y = 86 
x = 172 
z = 208 

Cette solution relève « clairement » de S-1 (Alg2). 
De 232 à 234, P commente la solution d’Olivier : 
- Il valide les 3 équations auxquelles aboutit la mise en équations et fait rajouter 
l’accolade qu’il présente toujours comme moyen de faire apparaître plus clairement les 
hypothèses :  
« Alors mets une accolade pour qu’on voit bien que ça ce sont les hypothèses (O. rajoute une accolade 
devant ses trois premières équations) » 
- Il reprend ensuite à l’oral la suite de calculs algébriques effectués par Olivier :  
234-P : Ca revient au même. Et le deuxième en a 86 de moins que le premier. Alors mets une accolade 
pour qu'on voit bien que ça ce sont les hypothèses. (O rajoute une accolade au tableau devant ses trois 
premières équations). Bien, alors, j'ai pas l'ensemble. Alors, comment je vais pouvoir m'en sortir. Alors tu 
étais en train de marquer y est égal à... 
235-O : A 2y moins... 
236-P : A 2y moins... Alors est-ce que tu peux expliquer ça ? Chut. Thibault regarde.  
237-O : Ben, on prend ça et puis on remplace le x par ce qu'il y a de l'autre côté... par des y... 
238-P : Bien, alors, il remplace le x par 2y. On est d'accord ? (…) 
242-P : Non, attends, c'est x - 86. Il en a 86 de moins que le premier. Quand t'as 5 ans de moins que ton 
voisin, t'as bien l'âge de ton voisin moins 5. Alors, Olivier, appuie un peu sur ta craie. Déjà que c'est pas 
clair dans les têtes, alors si c'est pas clair au tableau. 
242-E : Monsieur ! 
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243-P : Attends, attends. Je peux pas venir voir individuellement mais par contre on peut tous regarder au 
tableau. Donc il a marqué y est égal à 2y - 86. Donc il peut passer le 2y de l'autre côté. Il obtient donc... 
euh je suis pas... -2y + y ça fait -y est égal à -86. D'où y est égal à 86. 
244-Es : Brouhaha. 
 
À la suite des premiers commentaires de P, la majorité des élèves n’ont pas compris la 
solution d’Olivier (par ailleurs à peine visible au tableau). P demande à Olivier 
« d’appuyer sur sa craie » et revient sur ses explications : 
245-P : Alors qu'est ce que tu... Bon si tout le monde parle, on peut pas se comprendre. Je comprends 
rien, j'entends rien. Alors il écrit... Bon, on est d'accord sur les trois premières phrases ? Bien, ensuite il 
nous a expliqué, hein ? 
246-E : On voit rien au tableau. 
247- P : Ah, ben oui je suis un peu d'accord avec vous. Olivier, c'est pas un problème d'explication, c'est 
surtout parce qu'on voit pas ce qu'est écrit au tableau. Appuie, appuie, c'est tout. Là en bas là. 
248-O : C'est y = 2y - 86. 
249-E : En-dessous, il y a marqué quoi ? 
250-P : Ben après, il résout cette équation... 
251-O : C'est -y = -86 
252-P : Alors pourquoi -y. Chut. 
253-O : On inverse le signe, ça fait -2y. 
254-P : On fait passer le... 
255-Es : Brouhaha... 
(…) 259-P : Et ben, c'est des y c'est pareil. C'est des cailloux, ça revient au même. Bon, là on est 
d'accord ? Alors si je reprends en fait, il a utilisé quoi ? Il a utilisé ça, d'accord ? Virginie ! Attends, tu vas 
nous dire comment t'as fait. Alors, donc, parce qu'il y deux façons. Il a ce x là, ce x-là, il sait que c'est 2y 
le x. Claire écoute-moi. Donc à la place du x il met 2y, donc il a y - 2y = -86. Donc -y = -86. Hein, il a 
remplacé ça par ça. On est d'accord ? Et puis après, bon, ben, il a une équation qu'il résout simplement. 
Alors le z, maintenant qu'il a le x, c'est facile pour trouver. » 
 
- Des incompréhensions subsistent chez la majorité des élèves de la classe. P arrête de 
répondre à leurs questions diverses. Il fait intervenir Benoît qui se propose pour 
expliquer une autre solution au tableau. Sans doute P espère-t-il que cette solution aide 
les élèves à dépasser leurs difficultés. 
 

VII.2.c Solution de Benoît  

- Benoît verbalise « difficilement » un raisonnement de type arithmétique relevant de S-
1(Ar1) : En –2, Il a identifié en rapprochant la 1ère et 3ème phrases de la consigne, des 
opérations associées aux 2 premiers tas de cailloux (il « isole » ces deux tas dans son 
dessin au tableau) qui lui permettent en mettant en jeu des connaissances assez 
élémentaires de trouver en –1 que le nombre de cailloux du 2ème tas égal à 86 ; il trouve 
ensuite directement les nombres de cailloux des 1er et 3ème tas (en interagissant avec les 
opérations envisagées en –2). 
« 266-B : Le premier tas il a 2 fois plus de cailloux que le deuxième. Et au troisième, on dit le deuxième 
tas a 86 cailloux de moins que le premier. Donc ça fait 86 comme référence pour le deuxième tas. Parce 
que l'autre il en a 2 fois plus et euh... 
Benoît dessine sur le tableau  
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- 86  
267 - P : Essaie de voir le... 
268 - B : les cailloux supplémentaires... 
269 - P : Attends, ce qui serait peut-être plus simple, c'est que tu nous fais 3 tas. Et puis tu m'expliques ça 
avec un dessin. 
270 - B : (il fait le dessin) Un tas... 2 tas... 3 tas. 
271 -P : Bien. 
272 - B : premier tas égal 2 fois plus de cailloux que le deuxième. D'accord ? (il complète son dessin). Le 
deuxième tas, il a 86 cailloux de moins que... 
273 - P: Attention, c'est le deuxième. Le deuxième a 86 de moins que le premier. 
274 - E : Il est plus petit. 
275 - B : Mais je sais pas comment faire... 
276 - P : Chut. 
277 - B : Donc j'ai pris 86 comme référence pour celui-là et j'ai fait 2 fois plus. J'ai multiplié 86 par 2, ça 
m'a donné le premier tas et ça faisait 86 de moins. Le premier tas faisait bien 2 fois plus que le deuxième 
et le deuxième tas faisait bien 86 de moins que le premier. 
279 - B : Après, on dit que le troisième tas a 2 fois de plus de cailloux que... » 
 
Malgré les effets de contrat de plus en plus forts de P « tirant » vers la production de 
solutions algébriques faisant intervenir des systèmes d’équations, Benoît s’est donc 
engagé dans une stratégie de type arithmétique. Sa compréhension la plus élémentaire 
de l’énoncé (au niveau –2 et –3) lui permet de distinguer les particularités de ce 8ème 
énoncé et de s’engager dans une résolution arithmétique assez évidente au problème 
posé. A l’opposé, il est probable que la plupart des élèves rentrés dans le contrat de 
production d’une solution algébrique ne remarquent pas ces particularités de l’énoncé 
qui présente une solution arithmétique simple : ils n’envisagent les opérations décrites 
par l’énoncé qu’en vue d’écrire des équations. 
 
- P est surpris de voir apparaître une solution de type arithmétique en réponse à ce 8ème 
énoncé : cela n’est pas conforme à ses prévisions en situation de projet. Il identifie le 
« sous-problème » faisant intervenir le 1er et le 2ème tas de cailloux mis en avant par la 
stratégie de cet élève : « 278 – P : Et après tu trouves le troisième en fonction. Donc tu joues sur les 
deux premiers tas en fait… Attends, attends… » 
Mais Benoît verbalisant difficilement le raisonnement arithmétique qui lui a permis de 
trouver le nombre de cailloux du 1er et 2ème tas, ses propos montrent que P ne comprend 
pas comment il obtient leurs valeurs en – 1 :  
« 282 – P : D’accord une fois que t’avais les 2 premiers. Et donc tu pars du 86 ? » 
283 – B : Ouais, comme référence. » 
Il ne s’attarde pas sur cette solution imprévue, susceptible de faire du bruit et de 
constituer une gêne dans l’avancement de son projet d’enseignement au sein de la classe 
: la fin de l’activité et de la séance est presque imminente ; il choisit de passer 
immédiatement à la résolution du dernier problème de Cailloux ; il dévalorise la 
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solution de Benoît en mettant publiquement en doute la portée d’une telle stratégie242 à 
travers son intervention 284 :  
« 284 – P : Je sais pas trop. Ben on va voir si ça marche tout le temps, ton truc. » 

VIII. Huitième temps : 9ème problème « Cailloux » 

- Pendant la correction de cet énoncé, P ferme complètement la situation : il demande à 
une élève apparemment en difficulté, d’aller le corriger ; Ce choix (de faire intervenir 
Rémandine) va lui permettre d’imposer et de faire comprendre la méthode de résolution 
relevant de S-1(Alg2) au dernier problème posé à l’ensemble de la classe, en la guidant 
« pas à pas » au tableau (tout en permettant à cette élève particulière de se réinvestir 
dans la situation). De manière conforme à ce qu’il a prévu en situation de projet, 
l’enseignant cherche ainsi à préparer la dernière phase d’institutionnalisation des 
connaissances algébriques spécifiques à la mise en équations et à la résolution par 
substitution des systèmes d’équations. Il s’agit à travers la résolution du dernier énoncé 
de ne faire intervenir que ces connaissances visées :  
« 288-P : Non, non, attends, tu l'as déjà, tu es déjà passé. Quelqu'un qui, je suis sûr qui sait pas trop 
faire. Non, Séverine, non. Rémandine. Si, je sens que Rémandine elle est en forme. Alors attends, je 
préfèrerais qu'on le fasse avec la méthode là-bas. Si, ce qu'on va faire Rémandine, déjà, tu peux 
marquer les 3 phrases. Mais si... Fais pas ta timide. Allez tu marques simplement les 3 phrases, la 
traduction des 3 phrases. Puis après, on sera ensemble... C'est à dire premier tas 2 fois plus que le 
deuxième, etc. C'est facile, ça ? Allez, vas-y. Allez, chut, vite, on perd un temps fou. Alors, ouh là là, 
comment veux -tu t'y retrouver ? Eh oui, donc si t'as à réviser, tu pourras jamais t'y retrouver. Alors, tiens, 
t'as qu'à l'écrire là. Tu nous écris donc le premier tas, c'est donc x, voilà, il a 2 fois plus de cailloux que le 
deuxième. » 
 
- P guide « pas à pas » l’écriture des équations obtenues à partir de la consigne. 
« 289-R : (elle écrit au tableau) donc x égal... 
290-P : 2y. Antoine, écoute. Le troisième, ou si tu veux, le deuxième a 43 de moins que le troisième. Non, 
non, le troisième, le troisième c'est z. Voilà. Il a 36 de plus que le premier. Alors le premier, c'est quoi ? x 
? Donc il en a 36 de plus que x 
291-R : 36 plus x. 
292 -  P : Voilà, 36 plus x. Et le deuxième, c'est à dire y, chut, il a 43 de moins que le troisième. Donc le 
troisième c'est ? 
293-R : z... 
294 - P : z. Il en a 43 de moins que z, donc... 
295-R : - 43. 
296 - P : z - 43. Tu mets ton accolade. On sait que ça, c'est le départ. (…) 
Rémandine a écrit au tableau sous la dictée de P :  

Rémandine 



 x = 2y

z = 36 + x
y = z - 43

  

 

                                                
242 P identifie effectivement une faiblesse réelle de la stratégie de Benoît. En est-il conscient ? 

Prévoit-il qu’elle ne peut permettre d’aboutir au résultat de l’énoncé suivant ?   
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- P pose ensuite la question de « comment résoudre » les équations obtenues au tableau, 
à l’ensemble de la classe (phase collective de recherche) en relevant la difficulté 
associée à l’absence de l’équation « somme »:  
296 – P : (…) Bien, ici on a pas la possibilité de tout additionner. On a pas l’ensemble. Donc comment on 
pourrait faire ? Globalement, comment ils ont fait depuis tout à l’heure ? »  
Laurent intervient et tente de verbaliser avec difficulté une suite de calculs algébriques 
relevant de S-1(Alg-bis) : il substitue x par 2y dans la 2ème équation ; il obtient z = 36 + 
2y puis propose de substituer y par (36 + 2y) dans cette équation ; il « tourne en rond » :  
« 298-P : Ah ça oui. Des équations. Oui, Laurent ? 
299-L : Ben on peut dire que y c'est égal à 36 plus 2y - 43.  
300-P : Alors, tu peux nous expliquer ? Moi, euh... y est égal à ? 
301-L : y c'est z moins 43. 
302-P : Tiens, vas-y Rémandine. Tu fais ce qu'il dit. D'accord. Bien, on peut effacer les machins, là. Alors 
il nous dit puisque y est égal à a z-43... 
303-L : Et que z = 36 + x et donc 36 plus le résultat permettra... 
304-P : Moi, je veux un truc simple. Parce que moi je serais à la place de Rémandine, j'aurais rien 
compris. 
305-L : Eh bien, x est égal à 2y. Donc. z est égal à 36 - 2y... 
306-P : Ok, d'accord. Là, j'ai compris. Stop. Tu remplaces donc 
307-L : x par 2y. 
308-P : Voilà. Tu remplaces x par 2y, tu comprends ? Moi je comprends. Donc lui devrait y arriver à un 
moment ou à un autre aussi. Il remplace x par ça. D'accord ? Donc tu réécris cette phrase-là en remplaçant 
x par 2y. Chut... On écoute. Bien, donc, là, on est d'accord. Ensuite ? 
309- L : Alors comme y est égal à... Et on sait que z c'est 36 plus... 
310-P : Donc, il a... Tu remplaces le z, ouais celui-là. Tu remplaces le z par 36... 
311-Es : Brouhaha. 
312- P : Moi, je veux bien mais ça sert à quoi d'avoir marqué ça ? 
313-E : A rien. » 
 
- A la demande de P, Claire intervient et propose de substituer (z – 43) à y dans 
l’équation obtenue par Laurent : z = 36 – 2y, elle « débloque » la stratégie algébrique 
amorcée en se situant dans une famille de situations relevant de S-1(Alg2 (a))  
« 317-C : Ben on remplace par z - 43. Comme on a fait ça... » 
- A la suite de son intervention retraduite au tableau en réponse à une demande de P, 
l’enseignant guide à nouveau « pas à pas » la résolution algébrique de l’équation à une 
inconnue obtenue :  
« 318-P : Je suis d'accord. Oui, oui, c'est à dire ce y là, à la place de ce y là, il met ça. Donc tu récris en 
dessous z est égal à... Chut... à 36 + 2 et là tu mets une parenthèse, parce que t'as, ça fait donc z - 43. z, 
t'es d'accord, z - 43. Oui ? Donc maintenant, essaie de me développer un petit peu ça. Alors z = 36+ 2z -, 
il y a une multiplication terrible à faire... 
319-R : moins 86. 
320-P : 86. Voilà, alors qu'est ce qu'on fait quand on a ça, maintenant on a une équation du premier degré 
donc... 
321-R : Moins 86... 
322-P : Mmh. ça fait 36 - 86... 50. Ouais plus 2z. Moins 50, il a raison, une petite erreur de signe. Puisque 
t'avais moins 86, hein. Chut. Bien, maintenant qu'est ce qu'on va faire de nos z et de notre 50. 
323-R : On partage chacun des deux côtés. On fait passer le 50, le -50 à la place de z et z à la place de 50. 
324-P : Voilà. T'as passé le 50 de l'autre côté. Il est passé là-bas. Donc il a perdu son signe moins. Et là, il 
reste les 2z qui sont toujours là. Donc par contre le z qu'était à gauche, il passe à droite. Donc moins z.  
325-E : Donc z = 20. 
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326-P : Donc 50, oui z = 50. Maintenant qu'on a z, est-ce qu'on peut trouver y ? » 
Après avoir trouvé en faisant intervenir l’ensemble de la classe les valeurs de x et de y, 
P dicte à Rémandine la suite de calculs algébriques qui a permis d’aboutir au résultat :  

Rémandine écrit au tableau sous la dictée de P sous le système précédent 
Rémandine 
 
z = 36 + 2 y  
z = 36 + 2 (z - 43) 
 
z = 36 + 2z – 86 
z = -50 + 2z  
50 = 2z – z 
y = 50-43 = 7 
x = 2 × 7 = 14 

 
A la suite de la correction de ce dernier énoncé, P aborde rapidement le dernier 

temps du scénario prévu : il organise une phase collective autour d’un « résumé » des 
connaissances nouvelles acquises dans la résolution de la série d’énoncés de 
« Cailloux » : il tente de mettre en avant de façon conjointe ses enjeux initiaux 
d’enseignement : « mise en équations d’un problème se ramenant à un système 
d’équations » (qui apparaît toujours comme reprise des phrases de l’énoncé) et 
« résolution algébrique par substitution ». L’heure se termine, ne laissant pas à P le 
temps d’aller au bout de cette phase.  
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IX. Synthèse sur la gestion de la situation d’enseignement par 
l’enseignant 

Le tableau suivant permet d’avoir un point de vue synthétique sur la gestion de la 
situation d’enseignement par P :  

 Gestion par P des phases de  
résolution 

Gestion par P  des phases de bilan T    
E   

M   
P   
S   

 

Interventions de 
P 

sur les 
solutions  

Invariants  Solutions 
arithmétiques 

Solutions 
algébriques 

Statut des 
équations 

Problème « Bb » 
n = 2 
S+ (1 ; 2) = 10 
∑ = 110 

- peu 
d’interventions / 
explications 

S (Num) 
S(Ar-Num) 
S(Ar) 
S(Alg) 
 

- résultats identiques / solutions 
différentes 
- explications d’élèves 

Expliquées par 
les élèves et P 
sauf  S (Ar) 

Expliquées 
par les élèves 
et P 

- explication / 
arithmétique 
- Traduction de 
l’énoncé 

Problème : 
n = 2 
S+ (1 ; 2) = 19 
∑ = 133 
Problème : 
n = 2 
P�.(2 ; 1) = 7 
∑ = 56 

- auprès de tous 
les groupes. 
- sur les 
procédures 

 
S (Num), 
S(Ar1),  
S(Ar2) 
S(Alg2) 

- résultats identiques / solutions 
différentes 
- explications d’élèves 

Expliquées par 
les élèves 

Expliquées 
par les élèves 
et P  

Problème  :  
n = 2 
S- (2 ; 1) = 26 
∑ = 88 
Problème  
n = 2 
S+ (1 ; 2) = 65 
∑ = 88 

- auprès des 
groupes qui le 
demandent 
- sur les 
procédures  

 
S(Ar1 a/b) 
S(Ar2) 
S(Alg2 a/b) 

- résultats identiques / solutions 
différentes 
- explications de P 

Suite 
d’opérations de 
calcul décrites 
par P 
 

Expliquées 
par P 

- Explication  
- Vérification 
- Traduction de 
l’énoncé 

Problème : 
n = 3 
S- (1 ; 3) = 15 
S- (2 ; 3) = 5 
∑ = 31 

- auprès des 
groupes qui  le 
demandent 
- sur les résultats 

 
 
 
 

Solution inachevée d’un élève  
Solution de P : de la solution arithmétique à une solution algébrique 
(S(Alg1)) 

Equation à 1 
inconnue – 
outil de 
résolution du 
problème 

Problème : 
n = 3 
S+ (1 ; 3) = 5 
S+ (2 ; 3) = 15 

∑ = 31 
 

- auprès d’une 
élève en 
difficulté 
- effet Topaze de 
P 

 
 
 
 
 S(Alg2)  

 
 
Solution d’élève en difficulté : solution de P afin d’imposer la solution 
algébrique (S(Alg2)) 

Système 
d’équations – 
reprise des 
phrases (ou 
hypothèses) de 
l’énoncé 
 

Problème 
(reprise) :  
n = 3 
S+ (1 ; 3) = 5 
S+ (2 ; 3) = 15 

∑ = 31 
Problème  
n = 3 
P�.(2 ; 1) = 3 
P�.(3 ; 1) = 2 

Aucune 
(problèmes « à la 
maison ») 

 
 

- Solutions d’élèves (S(Alg1)) commentées et identifiées 
publiquement comme S(Alg2) par P 
- Solution d’élève (S(Alg2 bis)) mise à profit par P : interventions 
publiques sur la résolution par « addition » 

 
 
 
 
Système 
d’équations – 
Reprise des 
phrases ou des 

Fin des deux premières séances 
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∑ = 72 
 
Problème  
 n = 3 
P�.(1 ; 2) = 2 
S+.(2 ; 1) = 36 

S-.(2 ; 1) = 86 

Aucune   
 

- Solution d’un élève (S(Alg2)) 
commentée par P 

- Solution d’un élève (S(Ar1)) 
éludée par P 

Problème  
n = 3 
P�.(1 ; 2) = 2 
S+.(3 ; 1) = 36 

S-.(2 ; 3) = 43 

Gestion d’une 
phase de 
résolution 
collective 

 
 

Solution d’élève en difficulté : phase collective au sein de la classe 
gérée par P pour imposer une solution algébrique (S(Alg2)) 

hypothèses de 
l’énoncé 

 

 
A partir de ce tableau, nous pouvons mettre en avant les différents points suivants.  
 
• P prend appui sur trois catégories d’élèves qui sont nécessaires à la réalisation 
effective de son projet :  
- Certains élèves restent dans une interprétation très élémentaire du problème posé : en 
particulier il semble que les rétroactions du milieu objectif envisagées dans notre 
analyse ascendante ne soient pas suffisantes pour engendrer une interprétation correcte 
des « plus de », « fois de », « moins de ». Malgré les aides apportées par l’enseignant 
aux élèves en difficulté (Laure en particulier), il y a création de décalages cognitifs plus 
importants que prévus par P : cette hétérogénéité est cachée par les résultats rendus 
publics, tous exacts. 
- D’autres apprennent de l’arithmétique : il semble qu’il y ait réellement apprentissage 
de nouvelles connaissances pour les élèves s’engageant dans des stratégies 
arithmétiques à travers la série des problèmes « Bouchon-Bouteille » et « Cailloux ». 
Cela explique les résistances de ces élèves à rentrer dans le jeu sur les solutions 
algébriques malgré des effets de contrat de plus en plus forts de l’enseignant : ces 
nouvelles connaissances, non visées, se constituent en obstacles pour ces élèves dans 
l’apprentissage de connaissances algébriques de nature différente. L’analyse a posteriori 
confirme que la situation d’enseignement envisagée par le professeur comporte une 
composante adidactique vis-à-vis de connaissances arithmétiques (en particulier pour la 
substitution arithmétique). 
- Enfin, un dernier ensemble d’élèves (de plus en plus nombreux au fur et à mesure que 
le projet de P se déroule) perçoivent les attentes de plus en plus explicites du professeur, 
concernant les solutions algébriques et les changements de contrat. Ils rentrent dans le 
« jeu » de l’enseignant : il y a pour ces élèves installation dans un nouveau contrat 
didactique spécifique à la résolution algébrique de problèmes du premier degré. Par 
l’intermédiaire des interventions de P, ces élèves apprennent « qu’on doit désigner deux 
ou trois nombres inconnus par des lettres », « qu’on doit ramener un énoncé à deux ou 
trois équations à deux ou trois inconnues réunies par l’ostensif accolade », qu’il s’agit 
ensuite de se ramener à une équation à une inconnue « par substitution algébrique », etc. 
 
• Dans sa gestion didactique, P attribue différents rôles à des représentants de ces trois 
ensembles :  
- Dans un premier temps, il fait jouer un rôle essentiel aux élèves qui aboutissent à des 
solutions arithmétiques et algébriques trouvées aux problèmes posés. On retrouve ici un 
phénomène déjà observé par Mercier (1998), à savoir que le professeur autorise certains 
de ses élèves et uniquement eux à « enseigner à toute la classe » :  
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« Un élève peut-il enseigner à toute la classe ? C’est en tous cas ce qui se produit lors de la correction 
d’un exercice, et l’on observe en général que c’est sous la responsabilité ferme du professeur. » (Mercier 
1998, p. 303) 

Dans une phase intermédiaire, P reprend la maîtrise de la situation d’enseignement : 
même s’il continue à faire intervenir des représentants particuliers de ces deux profils 
d’élèves, P les décharge de la responsabilité des enjeux de savoirs. 
Dans un deuxième temps du déroulement de son projet, il ne fait intervenir 
publiquement que des élèves engagés dans des stratégies algébriques qui mettent en jeu 
les connaissances qu’il vise à travers son projet. De plus, il élude ou interrompt les 
procédures arithmétiques éventuellement rendues publiques par des élèves volontaires. 
- A deux reprises, un rôle important est attribué à des élèves restés dans une 
interprétation élémentaire de la consigne. Au delà de gestes effectués pour impliquer ces 
élèves, P les fait intervenir au tableau pour imposer des solutions algébriques. Par 
exemple, il envoie Laure , en « porte-parole », rédiger au tableau une solution qu’il a 
lui-même produite en aparté avec cette élève : l’ensemble de la classe devine que cette 
solution provient de P. Par ce biais, l’enseignant modifie le contrat didactique 
initialement installé : l’élève doit à partir de maintenant produire une solution 
algébrique conforme à celle rédigée par Laure. A un autre moment encore, il envoie 
Rémandine au tableau, jouer le « porte-craie » dans une phase engagée par lui visant à 
produire la solution algébrique idoine (dernier problème posé).  
 
• Un autre point important concerne les limitations des significations données à l’objet 
d’enseignement « système d’équations », induites par les choix et les interventions 
didactiques de l’enseignant en situation. En effet, P fait apparaître le système 
d’équations comme une explication écrite des procédures arithmétiques, ou encore 
comme un outil de vérification des résultats arithmétiques. Puis il introduit 
officiellement l’objet « système » avec l’ostensif accolade, comme traduction des 
phrases ou hypothèses de la consigne : l’objet de savoir visé n’est pas mis en avant 
comme « outil de résolution des problèmes du premier degré » ; les systèmes 
d’équations ne sont là qu’au titre d’une reprise « symbolique » des phrases de l’énoncé, 
permettant une résolution normée du problème posé. A partir de cette traduction 
algébrique des hypothèses de la consigne, on doit ramener le problème à une équation à 
une inconnue par substitution avant de le résoudre. C’est en fait l’équation à une 
inconnue qui (ré-) apparaît comme outil de résolution. 

IX. Conclusions 

L’adidacticité des situations « Bouchon et Bouteille » et « Cailloux » par rapport à 
l’arithmétique prévue dans notre analyse ascendante ou en termes de variables se trouve 
confirmée par l’analyse a posteriori : ce sont effectivement des connaissances sur les 
techniques « par substitution arithmétique » ou « changement de variable » qui font 
l’objet d’apprentissages pour de nombreux élèves au début des séances observées. Ce 
n’est que par l’intermédiaire de lectures des attentes implicites ou explicites de 
l’enseignant que certains mettent en œuvre des procédures algébriques et « apprennent » 
de l’algèbre. Contrairement aux prévisions de P, la mise en concurrence entre stratégies 
algébriques et arithmétiques n’a pas fonctionné dans le sens prévu, c’est-à-dire n’a pas 
donné l’avantage aux solutions faisant intervenir l’outil système d’équations. Au début 
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de la situation d’enseignement observée, le travail qui se fait dans la classe est centré 
sur d’autres savoirs que ceux que le professeur veut transmettre.  
En réponse aux contraintes internes qui résultent de ce dysfonctionnement prévu dans 
l’analyse a priori, l’enseignant doit faire des interventions didactiques fortes pour mener 
son projet initial à son terme. Un jeu spécifique sur les différents groupes d’élèves et 
des changements de contrat didactique, permettent à P de revenir à ses enjeux 
d’enseignement. Petit à petit, il arrive à faire comprendre à l’ensemble des élèves qu’il 
faut produire une solution algébrique, puis qu’il faut ramener le problème à un système 
d’équations. Et encore, rencontre-t-il de fortes résistances de la part d’élèves ayant 
appris de « l’arithmétique » (par exemple Benoît qui met en avant une solution 
arithmétique en réponse à l’avant dernier problème « Cailloux »). Par l’intermédiaire 
des interventions de l’enseignant, il semble qu’en fin de séquence, de nouvelles 
connaissances algébriques (relevant du contrat didactique spécifique à la résolution de 
problèmes) aient fait l’objet d’apprentissages pour la majorité de la classe. Mais les 
décisions que le professeur est amené à prendre en situation entraînent de nouvelles 
limitations de significations. Comme nous l’avons montré plus haut, ces limitations non 
prévues dans notre analyse transversale font que : les systèmes d’équations ne sont 
traités au final que comme une reprise symbolique de la consigne, permettant par 
substitution de ramener le problème posé à une équation à une inconnue (qui seule 
ressurgit comme outil de résolution algébrique). 
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PARTIE D 
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Revenons aux questions initiales sur les pratiques du professeur dans 
l’enseignement des systèmes d’équations et de la mise en équations et sur l’apport de 
nos analyses relativement à ces questions. 

 
Les contraintes externes qui pèsent sur le professeur de Troisième dans 

l’enseignement des systèmes d’équations et de la mise en équations 

En étudiant l’histoire des mathématiques et de leur enseignement, dans une 
perspective écologique et dans le cadre de la théorie anthropologique, nous avons 
dégagé différents systèmes de contraintes institutionnelles pesant sur l’enseignement 
des deux objets considérés. Une analyse des programmes et de manuels nous a permis 
de décrire et d’expliquer les organisations praxéologiques construites autour des 
systèmes d’équations et la mise en équations dans le savoir enseigné « contemporain » 
en classe de Troisième : 
 
- D’une part, l’objet système d’équations s’inscrit au sein d’un enseignement de 
l’algèbre élémentaire appauvri. Des éléments de la problématique contemporaine 
d’enseignement ressemblent à une organisation mathématique classique, elle-même 
calquée sur la genèse historique d’un savoir savant autour des systèmes comme objets 
d’algèbre élémentaire : le cas général d’un système de deux équations à deux inconnues 
admet une solution unique ; le système d’équations n’est présent que pour être résolu 
effectivement et non en tant qu’objet d’étude. Comparé aux périodes dites classique et 
de transition (ou aux autres périodes prises en compte dans notre étude de l’histoire de 
l’enseignement), le travail des techniques algébriques de résolution, se réduit de nos 
jours aux cas numériques simples. L’analyse écologique sur l’évolution du savoir 
enseigné nous a permis d’avancer des explications de cet appauvrissement progressif 
(cf. chapitre B2, §VI). A l’époque de la réforme des maths modernes, le calcul 
algébrique et le traitement des équations ont été mis en retrait : la place donnée à ces 
objets d’enseignement était très réduite. Lors de la contre-réforme, l’accent a été mis sur 
le traitement graphique des systèmes d’équations et le niveau des exigences associées 
aux techniques algébriques a baissé. Malgré quelques éléments de ressemblance entre 
l’enseignement contemporain et classique de l’algèbre élémentaire, le travail algébrique 
des équations reste profondément affaibli tout au long de la période contemporaine.   
 
- D’autre part, en accord avec l’idéologie utilitariste qui guide les directives officielles 
contemporaines, les problèmes concrets sont fortement présents, dans les activités 
préparatoires ou à titre d’applications. Ils correspondent pour la plupart à des énoncés 
typiques de l’arithmétique traditionnelle, enseignée pendant la période classique. Mais 
l’enseignement d’une arithmétique élémentaire ayant disparu, ces problèmes concrets 
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n’occupent plus la même niche. Ils ne nourrissent plus une articulation entre les deux 
domaines du savoir enseigné : arithmétique et algèbre élémentaire. Les activités 
préparatoires et les applications inspirées de tels problèmes montrent clairement leur 
fonction essentielle : il s’agit avant tout de prouver l’utilité pratique des systèmes 
d’équations. Comme Chevallard (1997) l’évoque, il s’agit de « rendre sensible la 
déraisonnable efficacité des mathématiques ». Au sein de l’organisation contemporaine 
du savoir enseigné, règnent des effets de mimétisme culturel de l’articulation 
arithmétique-algèbre typique de la période classique : à travers les activités 
préparatoires visant à introduire les systèmes d’équations, le professeur est censé 
instaurer une concurrence entre stratégies non algébriques, par exemple : par « essais–
erreurs », et stratégies algébriques (comme avant le début des années 1970, l’enseignant 
devait introduire l’algèbre comme rivale de l’arithmétique élémentaire). 
Mais notre étude montre qu’à côté de ces problèmes typiques de l’arithmétique de la 
période classique existe un deuxième type d’énoncés, produits dérivés de problèmes du 
premier degré typiques de la réforme des mathématiques modernes. Ces énoncés à 
habillage concret nourrissent une interrelation entre fonction affine et équations. A 
travers ce deuxième ensemble de problèmes du premier degré, s’amorce un 
rapprochement entre ces deux notions, caractéristique du nouveau système de 
contraintes institutionnelles (installé par les directives entrées en vigueur à la rentrée 
1999-2000). 

En complément de l’étude de manuels, nous avons analysé des réponses 
d’enseignants à un questionnaire. Cette analyse a montré d’une part l’influence effective 
du rapport institutionnel contemporain sur les choix des professeurs de Troisième dans 
l’introduction des systèmes d’équations. Conformément à l’étude de manuels 
contemporains, une majorité d’entre eux envisagent d’aborder l’enseignement des 
systèmes linéaires par la résolution d’un problème du premier degré. Mais elle nous a 
également conduite à penser que d’autres systèmes de contraintes institutionnelles 
influaient sur leurs décisions : notamment l’introduction des systèmes de type 
géométrique, en lien avec les équations de droites (typique de la contre-réforme) est une 
alternative envisagée par un nombre non négligeable de professeurs interrogés. Par 
ailleurs, l’analyse des réponses au questionnaire nous a permis de constater une 
apparente diversité au sein des choix conformes au rapport institutionnel 
« contemporain ». Cette diversité illustre la capacité des enseignants à remplir l’espace 
de liberté qui leur est laissé dans le cadre des contraintes institutionnelles.  
Ce questionnaire avait également pour objectif d’apporter des informations globales sur 
les pratiques contemporaines d’enseignement des systèmes d’équations. En articulation 
avec la partie suivante, elle nous a permis de situer le projet de l’enseignant interviewé 
et observé, vis-à-vis d’autres choix possibles décrits par des collègues. 
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Les contraintes internes qui pèsent sur le professeur de Troisième dans 
l’enseignement des systèmes d’équations et de la mise en équations 

La partie C avait pour objet l’étude d’un professeur particulier lors de 
l’introduction officielle des systèmes d’équations : ses choix propres, les systèmes de 
connaissances mathématiques qui sous-tendent ces choix et enfin les influences de 
contraintes externes et internes sur ses décisions. C’est dans cette partie que nous nous 
sommes référée à la théorie des situations, en adoptant une problématique de type 
économique. 

Dans ce cadre, nous avons fait une première analyse en termes de variables et de 
problème « fondamental » de la série d’énoncés du premier degré, envisagée par 
l’enseignant. Le choix de ces outils didactiques en lien avec la notion de situation 
fondamentale nous a paru pertinent pour interroger les restrictions de sens apportées au 
système d’équations, résultant du choix de problèmes effectué. Nous avons ainsi mis en 
avant les limitations de significations suivantes :  
- Les énoncés « Bouchon et Bouteille » et « Cailloux » font apparaître les systèmes 
d’équations comme outil de résolution numérique effective et non comme outil d’étude 
de problèmes du premier degré : en ce sens, ils leur attribuent une fonction similaire à 
celle de techniques « arithmétiques » ou « arithmético-numériques » de résolution. 
- D’autre part, à travers ces énoncés concrets, les systèmes linéaires ne sont enseignés 
que comme outil de calcul algébrique d’une solution dont existence et unicité sont 
assurées. Ils ne sont là que pour être résolus et ne sont pas objets d’étude. 
En nous référant à la partie précédente, nous avons également montré en quoi des 
contraintes institutionnelles contemporaines expliquaient les choix de variables 
(conscients ou inconscients) de l’enseignant. A travers la série de problèmes qu’il 
envisage et ses commentaires à ce sujet lors d’un entretien, ce professeur manifeste un 
rapport aux systèmes d’équations et à la mise en équations conforme aux rapports 
institutionnels étudiés dans la partie B : les systèmes auxquels se ramènent ces 
problèmes sont numériques, « carrés » d’ordre deux ou trois et « déterministes ».  
D’autre part, d’autres choix nous sont apparus être sous l’influence de contraintes 
internes, le professeur se projetant en situation de classe. Par exemple, le fait qu’au sein 
des problèmes « cailloux », le domaine numérique de mesure des grandeurs inconnues 
recherchées corresponde aux entiers naturels (cardinaux de collections de cailloux) 
permet, selon lui, aux élèves d’invalider ou de valider simplement leurs solutions. Parmi 
les variables manipulées par l’enseignant, certaines sont apparues comme 
potentiellement « didactiques », c’est-à-dire susceptibles de modifier la hiérarchie entre 
stratégies (algébriques et non algébriques) permettant de résoudre les problèmes, de 
manière conforme à ce que « projette » le professeur (rendre optimales les stratégies 
faisant intervenir l’outil système d’équations, contre d’autres stratégies qu’il qualifie 
d’arithmétiques). 

A la suite de cette première analyse de type transversal, c’est la structuration 
verticale du milieu (Perrin-Glorian 1999, p. 281), outil qui s’est forgé pour les besoins 
d’analyse de situations d’enseignement ordinaires, qui nous a semblé pertinent pour 
déterminer les choix de l’enseignant dans l’élaboration et la conduite de sa séquence en 
classe.  
 
L’analyse descendante a permis la modélisation des connaissances et les décisions du 
professeur lors de la construction de son projet.  
Nous avons repris à notre compte des interrogations d’ordre théorique, apparues dans 
des travaux antérieurs sur le sujet (Comiti et al. 1995, Margolinas 1994, 1995 et 1998, 
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Perrin-Glorian 1999a) . En particulier, nous avons fait des propositions afin d’éclaircir 
la nature diverse des connaissances mathématiques et didactiques mises en jeu par 
l’enseignant dans les niveaux « surdidactiques ». Il nous a paru intéressant de faire 
intervenir le modèle des organisations praxéologiques (Chevallard 1999, p. 92) : cette 
référence à l’approche anthropologique nous a d’ailleurs invitée à une nouvelle lecture 
de la descente dans les niveaux positifs du schéma de Margolinas (1994) comme une 
descente vers des organisations didactiques et mathématiques (envisagées par 
l’enseignant) toujours plus spécifiques de la notion mathématique dont l’apprentissage 
est visé. D’autre part, la prise en compte de résultats de l’analyse historique des manuels 
de la partie B nous a permis de situer et de préciser les connaissances du professeur 
dans sa position de sujet d’une ou plusieurs institutions. Ce point d’articulation entre les 
deux parties de notre travail de thèse, s’est avéré particulièrement pertinent. Il a permis 
la « reconnaissance » des systèmes cohérents de connaissances restés implicites ou 
évoqués par « bribes » à travers le discours de l’enseignant interrogé. Les propositions 
ainsi faites devraient permettre de progresser dans l’analyse des connaissances de 
l’enseignant de mathématiques. 
Nous avons ainsi pu décrire différentes organisations de connaissances plus génériques 
ou plus spécifiques, mises en jeu par le professeur lorsqu’il choisit, construit, ou projette 
de mettre en scène l’activité dite « Cailloux » dans sa classe de Troisième, pour aborder 
l’enseignement des systèmes d’équations. On retiendra en particulier que cet enseignant 
fait souvent référence à d’autres manières possibles d’enseigner les mathématiques et en 
particulier les systèmes d’équations, que l’on peut rattacher à d’anciens rapports 
institutionnels vécus ; il les oppose systématiquement à celles finalement retenues, 
conformes au système de contraintes institutionnelles contemporaines. 

L’analyse ascendante (source de moins d’interrogations théoriques que la 
précédente) a permis de distinguer des emboîtements de situations (algébriques ou non-
algébriques) associés aux énoncés « Bouchon et Bouteille » et « Cailloux », correspondant 
à des stratégies possibles (et supposées relativement probables de la part d’élèves de 
Troisième) et de décrire finement des systèmes de connaissances associés. Cette analyse a 
révélé que les interactions d’un sujet générique avec le milieu adidactique sont susceptibles 
de provoquer des apprentissages de connaissances relatives à des techniques de résolution 
arithmétique de problèmes du premier degré. Ainsi, les sous-situations d’enseignement 
envisagées par le professeur sont porteuses d’une certaine adidacticité vis-à-vis de 
l’arithmétique. Si on se réfère aux contraintes externes que nous avons dégagées, il 
apparaît que ceci n’est pas particulier aux choix de problèmes du professeur « P ». En effet 
selon notre analyse écologique de manuels contemporains, un enseignant « bon sujet » de 
l’institution, serait contraint de trouver des problèmes laissant ouverte la possibilité de 
stratégies non algébriques et algébriques. Or l’élève contemporain n’a a priori aucune 
connaissance relative aux techniques arithmétiques de résolution de problème du premier 
degré ; pour qu’il y ait mise en concurrence de stratégies algébriques avec des stratégies 
arithmétiques ou arithmético-numériques (selon le mimétisme culturel de la période 
évoqué plus haut), il paraît nécessaire que les situations envisagées aient une composante 
adidactique vis-à-vis de ces dernières. L’analyse descendante laisse présumer une relative 
ignorance de l’enseignant vis-à-vis des solutions arithmétiques susceptibles d’émerger, 
ignorance propre au professeur contemporain qui n’a pas à enseigner d’arithmétique 
élémentaire. Mais ces solutions ne l’intéressent d’ailleurs pas en soi et il ne les envisagent 
que comme inférieures à celles faisant intervenir l’outil algébrique système d’équations. 
Pourtant, seule une gestion didactique, semble susceptible de favoriser les stratégies 
algébriques visées par le professeur à travers les énoncés choisis : ce n’est que par 
l’intermédiaire de connaissances relevant du contrat didactique spécifique de la résolution 
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algébrique de problèmes, qu’un sujet en position d’apprenant serait amené à « apprendre » 
sur l’outil système d’équations.  

Ainsi l’analyse ascendante de la situation projetée par P a-t-elle révélé la possibilité 
d’apprentissages arithmétiques en décalage avec les enjeux et les connaissances du 
professeur étudiés à travers l’analyse descendante. Cela nous a conduite à faire l’hypothèse 
de contraintes internes pesant sur cet enseignant lors de la situation d’enseignement 
effective : celui-ci serait obligé de fermer la situation par des changements de contrats 
didactiques « locaux » pour revenir aux objets d’enseignement visés. On peut penser que 
vis-à-vis de l’enseignement contemporain au Collège, le cas de dysfonctionnement analysé 
ici est exemplaire. En réponse aux directives officielles, l’enseignant est conduit à 
enseigner des savoirs nouveaux par l’intermédiaire de dispositifs ouverts, qui offrent la 
possibilité de divers cheminements dont certains sans lien avec des objets de savoir à 
enseigner. Mais ne se retrouve-t-il pas souvent contraint de fermer (par des effets de 
contrat) de telles situations qui faute de « moyens mathématiques », ne rendent pas 
optimale l’utilisation des connaissances visées ? 

L’analyse a posteriori de la séquence de classe observée a confirmé l’adidacticité de 
la situation d’enseignement réalisée par le professeur, vis-à-vis de l’arithmétique : comme 
l’enseignant l’avait d’ailleurs prévu, les problèmes « cailloux », une fois dégagés de 
« présupposés didactiques » vis-à-vis de l’algèbre par l’intermédiaire de l’énoncé 
« bouchon-bouteille », ont occasionné l’apparition publique de solutions arithmétiques. 
Mais les élèves initialement engagés dans ce type de stratégies ont résisté fortement et 
longtemps à une entrée dans l’algèbre. La mise en concurrence n’a pas fonctionné d’elle-
même dans le sens souhaité. D’autre part, certains élèves sont apparemment restés assez 
longuement dans une interprétation élémentaire de la consigne. Cependant, les attentes de 
plus en plus explicites du professeur ont été perçues par un nombre de plus en plus 
important d’élèves : guidés par les changements de contrats didactiques installés par P, 
ceux-ci se sont engagés dans des stratégies algébriques utilisant les connaissances 
algébriques visées (sur l’outil « système d’équations »). L’outil structuration du milieu a 
permis de prendre en compte l’hétérogénéité entre les élèves dans la classe observée 
(parfois cachée par des consensus apparents autour des solutions rendues publiques 
pendant les phases de bilan) et les contraintes en résultant pour l’enseignant en situation. 

L’analyse a posteriori est porteuse d’informations sur les décisions et le type de 
gestion didactique du professeur en réponse à ces contraintes internes. Les différents 
« jeux » de cet enseignant s’appuient sur les différents ensembles identifiés d’élèves et des 
changements de contrats didactique « locaux ». Par exemple il fait intervenir des élèves en 
difficulté au tableau, pour fermer la situation et installer un nouveau contrat de production 
de solution algébrique. Pour les mêmes raisons, il a éludé les interventions publiques sur 
les solutions arithmétiques, ou favorisé celles associées aux procédures algébriques en 
pointant le fait qu’elles sont choisies par le « meilleur élève ». Ainsi l’hétérogénéité 
rencontrée dans la classe observée, a-t-elle représenté un moyen pour le professeur 
d’exprimer ses attentes et de mener à bien son projet initial. Ceci nous ramène à des 
questions, abordées entre autres par Mercier (1998b) et Perrin-Glorian (1999b), sur la 
gestion des différences cognitives entre élèves par l’enseignant : le professeur différencie-
t-il son enseignement ou prévoit-il un élève générique ? Quel jeu l’enseignant instaure-t-il 
autour de ces différences, en situation de classe effective ? quels rôles fait-il jouer aux 
élèves selon leur statut social au sein de la classe (par exemple « meilleur » ou « en 
difficulté ») ? 

L’analyse a posteriori révèle également de nouvelles limitations aux significations 
données aux systèmes d’équations, induites par les interventions de l’enseignant en 
situation : au delà de son choix de problèmes, les décisions du professeur font apparaître 
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l’objet système linéaire (avec l’ostensif accolade) essentiellement comme « traduction 
algébrique » des phrases de la consigne ; cette reprise « symbolique » de l’énoncé 
permettrait d’aboutir « par substitution algébrique » à une équation à une inconnue outil de 
calcul algébrique de la solution recherchée (déjà connu de l’élève de Troisième). Cette 
constatation nous conduit à souligner l’importance de distinguer le noyau adidactique des 
effets de la gestion didactique dans une situation ordinaire d’enseignement : les décisions 
du professeur en classe peuvent imposer des significations plus particulières aux objets 
d’enseignement visés que celles a priori inhérentes au problème posé. 
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3.Système                                                Problèmes de cailloux.... 
Mars 1998 
 
1 

Voici deux tas de cailloux. 
x désigne le nombre de cailloux du 1er tas. 
y désigne le nombre de cailloux du 2ème tas. 
 
Le second tas a 19 cailloux de plus que le premier. 
a) Donne une écriture de y à l'aide de x.  
b) Il y a 133 cailloux en tout. Ecris une égalité vérifiée par x et y. 
c) Trouve x et y. 

 

x

 

y

 

 
 

2 -Refais le même travail qu'en 1 avec les renseignements suivants : 
- le 2ème tas a 7 fois plus de cailloux que le 1er ; 
- il y a 56 cailloux en tout. 

 
 

x

 

y
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3.Système                                                Problèmes de cailloux.... 
Mars 1998 
 

3 -Refais le même travail qu'en 1 avec les renseignements suivants : 
- le 2ème tas a 26 cailloux de moins que le 1er ; 
- il y a 88 cailloux en tout. 
 

x

 

 
 

y

 
 

4 -Refais le même travail qu'en 1 avec les renseignements suivants : 
- le 1er tas a 65 cailloux de plus que le 2ème ; 
- il y a 175 cailloux en tout. 
 

x

 

 

y

 

 
5 -Voici trois tas de cailloux : 
- x désigne le nombre de cailloux du 1er tas. 
- y celui du 2ème tas. 
- z celui du 3ème tas. 

  

 
 
 

x

 

 
 

y

 

z

 
Tu sais que : 
- le 1er  tas a 15 cailloux de moins que le 3ème ; 
- le 2ème tas a 5 cailloux de moins que le 3ème. 
 
a) Donne une écriture de x à l'aide de z ; de y à l'aide de z ; 
- il y a 31 cailloux en tout. 
 
b) Ecris une égalité vérifiée par x, y et z. 
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c) Trouve x, y et z. 
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3.Système                                                Problèmes de cailloux.... 
Mars 1998 
 

6 - Refais le même travail avec les renseignements suivants : 
- le 1er tas a 5 cailloux de moins que le 3ème ; 
- le 2ème tas a 15 cailloux de plus que le 3ème ; 
- il y a 31 cailloux en tout. 
 

 
7 - Tu sais que : 
- le 2ème tas a 3 fois plus de cailloux que le 1er ; 
- le 3ème tas a 2 fois plus de cailloux que le 1er ; 
- il y a 72 cailloux en tout. 
 
Refais le même travail mais en calculant cette fois y et z à l'aide de x. 
 

 
8 - Tu sais que : 
- le 1er tas a 2 fois plus de cailloux que le 2ème ; 
- le 3ème tas a 36 cailloux de plus que le 1er ; 
- le 2ème tas a 86 cailloux de moins que le 1er. 
 
Trouve x, y et z. 
 

 
9 - Tu sais que : 
- le 1er tas a deux fois plus de cailloux que le 2ème ; 
- le 3ème tas a 36 cailloux de plus que le 1er ; 
- le 2ème tas a 43 cailloux de moins que le 3ème. 
 
Trouve x, y et z. 
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Entretien de l’enseignant P (6 mars 1998) 

P : PROFESSEUR INTERROGE 
P’ : collègue de P présente lors de l’entretien 

Q et Q’ : collègues de P 

L et A : les « questionneuses » 

 
1/ L : Bon, si tu avais à expliquer à un non matheux ce qu'est un système linéaire 

de 2 équations à 2 inconnues, qu'est ce que tu lui dirais ? 
 
2/ P : Ah ben, ça commence bien... à un non matheux, si j'avais à lui expliquer ce 

qu'est un système linéaire à 2 équations à 2 inconnues... Alors un vrai non matheux, je 
lui dirais que ce serait un moyen finalement pour résoudre un certain nombre de 
problèmes... de problèmes de la vie courante, et que donc... bon on met en place en fait 
des résolutions, je dirais typiques de façon à... à aller plus vite dans ce type de 
résolutions, c'est-à-dire que si je m'en tenais à des résolutions totalement arithmétiques, 
ben, j'ai de suite plus de problèmes... 

 
L : D'accord... 
 
3/ P : En fait, je dirais qu'on met très vite en place des stratégies typiques et 

normées de façon à aller beaucoup plus vite dans ce type de résolutions... C'est comme 
ça que j'expliquerais çà à un non matheux... En fait, je dirais la nécessité en fait de faire 
ça... Ensuite si on regarde par rapport à bon non... non, ça serait dans un... dans un autre 
cadre, par rapport à l'institution, pourquoi on fait ça, c'est encore autre chose, hein. 

 
4/ L : Et pour toi, sur le plan mathématique, ça représente quoi, un système 

linéaire de 2 équations à 2 inconnues ? 
 
5/ P : Une partie du programme de troisième... (rires)... Dans un premier temps, 

ce qui n'est pas... ce qui à priori oui, si moi j'avais fait un programme de troisième, je 
n'y aurais pas pensé... Ensuite pour moi maintenant, je, si tu veux, en tant que matheux, 
je le vois souvent graphiquement, moi... 

 
7/ L : Tu le vois graphiquement ? 
 
8/ P : C'est-à-dire que j'ai un passage graphique avant d'avoir un passage 

algébrique, en fait un passage d'équations. Alors en plus, comment dire ?... euh... 
Derrière, moi, je mettrais, si tu veux l'arrivée de tout ce qui est, de tout ce qui va être en 
Seconde ou en Première et autre, où on va avoir des matrices, où on va avoir tout ça, 
C’est-à-dire un petit début finalement, une introduction d'une résolution où on utilisera 
des matrices ou autre, ce qui peut donner une forme de sens en amont... 

 
9/ L : C'est en amont, donc ? 
 
10/ P : Oui en amont, ça serait le début finalement, bon, le début d'une résolution 



376 
matricielle, par exemple d'un certain nombre d'équations. 

 
11/ L : C'est le point de départ de l'algèbre linéaire... 
 
12/ P : Tout à fait, oui. 
 
13/ L : D'accord et quel est son intérêt en mathématique, à quoi ça sert ? En gros 

? Hors de ce début d'algèbre linéaire ? 
 
14/ P : Ouais, ouais, l'intérêt profond ? (silence) Est ce qu'il y a un intérêt... 

(rires)...non moi, je cherche si tu veux des cas où on est vraiment obligé d'en passer par 
là, parce qu'on peut toujours à la limite détourner le problème, quelque part...  

 
15/ L : Tu crois qu'on peut toujours détourner le problème ? 
 
16/ P : Ben, dans ce que je vois pour l'instant si tu veux, comme nous on est 

coincé au collège, effectivement, si tu veux, on a pas le recul nécessaire à ce niveau-là 
hein, pour voir des moments où... Je me demande si... euh... l'élève lui-même au lycée, 
il se situe pas dans la même problématique que moi, C’est-à-dire il en voit pas un 
intérêt autre qu'un intérêt de chapitre quelconque, enfin tu vois, donc c'est étendre un 
peu la résolution d'une équation quelque part, je veux dire : bon on a une équation à 
une inconnue, ensuite, on a 2 équations à 2 inconnues, on ne peut pas les résoudre, on 
est obligé de mettre un système, etc, etc. Moi si tu veux, je présente un petit peu 
l'histoire d'Evariste Gallois quand je fais cette chose-là à mes élèves pour leur montrer 
que finalement qu'ils ont résolu une équation à une inconnue... ensuite bon, avec 2 
inconnues, on est coincé, etc et qu'à la limite en généralisant après, on va pouvoir aller 
à n équations et n inconnues, c'est comme ça que je le présente, moi, en classe... 

 
17/ L : D'accord... Pour en revenir aux objectifs du programme de troisième, 

peux-tu nous dire en gros, quels sont les objectifs du programme de troisième en ce qui 
concerne les systèmes linéaires de 2 équations à 2 inconnues ? 

 
18/ P : Alors en fait, bon je te dis, si tu veux... euh, c'est une extension en fait de 

la résolution des équations... Bon l'objectif, il est aussi qu'après... bon ça donne un petit 
peu de sens à la résolution graphique...après on va avoir donc les systèmes 
d'inéquations à 2 inconnues, etc. Je veux dire dans cette évolution-là, par exemple 
graphiquement résoudre une équation graphiquement, ça présente assez peu de sens 
finalement pour un élève, même pour n'importe qui... alors que finalement, si tu as un 
système à 2 équations et 2 inconnues, c'est plus simple de le résoudre graphiquement, 
donc ça va amener ce type de résolutions alors qu'autrement en fait, on pourrait ne 
jamais passer finalement à la résolution par des équations de droites... euh... là, il y a 
une forme, il y a une économie de stratégie donc forcément, on va avoir ce type de 
travail qui va être totalement algébrique, justement, on va voir pourquoi la situation 
CAILLOUX est un peu intéressante, parce qu'après on va passer finalement à 
réinvestir ça dans des résolutions graphiques et après on a le dernier stade, le stade le 
plus difficile, on y passe assez difficilement, c'est le stade des inéquations finalement... 
et alors bon c'est vrai qu'on se pose pas la question, nous en tant que prof. de savoir si 
c'est pertinent ou pas, en fait. On n'a pas toujours le recul, finalement. Bon, si tu veux, 
on voit ce qu'il y a après mais on se pose pas la question en se disant : est-ce que c'est 



377 
bien que ce soit... Peut-être, cela me serait plus facile de répondre et encore j'en sais 
rien dans le cadre des racines carrées ou des trucs comme ça parce que je veux dire là 
évidemment, si tu veux, t'as derrière les réels etc. Donc tu vois un petit peu pourquoi tu 
peux l'introduire là ou pas. Pour les vecteurs ce serait pareil et donc c'est discuté et 
discutable. Mais dans ce cadre-là, pour moi, c'est une forme de suite logique et donc on 
avance en fait... A partir du moment où on s'est pas vraiment fixé sur un plan maths 
hein, sur un plan math pures en fait, où on a pas totalement conscience de l'utilité 
profonde des systèmes linéaires, il paraît évident qu'on les a pas en amont, ouais 
quelque part... 

 
19/ L : Mais en fait, t'es persuadé qu'au niveau supérieur, il y a une utilité que tu 

ne vois pas ou tu crois que c'est... Par exemple, tu parlais tout à l'heure que c'était à 
relier au cadre graphique, tu crois que c'est... 

 
20/ P : Là, je pense qu'elle y est, certainement pas après, c'est évident. 
L : mh... d'accord. 
 
21/ P : Je vois plutôt le calcul matriciel, éventuellement bon... C'est surtout, c'est 

ce que je vois quand je fais les systèmes linéaires. Mais après... euh... c'est ce qui donne 
du sens, c'est ce qu'on faisait d'ailleurs avant en Troisième, il y a pas si longtemps : on 
faisait pas des matrices mais on faisait des déterminants. Ça revenait à la même chose 
donc c'était exactement comme ça, donc là c'était encore plus net si tu veux. Les 
déterminants, c'étaient des matrices carrées à 2 lignes - 2 colonnes. Donc après, on 
évoluait : 3 lignes - 3 colonnes, etc. Donc là, on l'avait effectivement... Maintenant, on 
l'a plus du tout. Maintenant, on n'a plus que les systèmes. Alors dans le système, si tu 
veux, tu as quoi ? Tu as toute la mise en équations, etc... qu'on retrouve avec une 
équation et qui va se complexifier, ce qui donne peut-être plus de sens à ces mises en 
équations. C'est ce qu'on voit justement, à peu près dans la situation CAILLOUX. On 
part pas sur une base mathématique donc les élèves voient plus quelque chose comme 
étant complètement, comme étant hors mathématique, à la limite du jeu, problème 
plutôt style ouvert et voilà. 

 
22/ L : Et sinon, en amont, au niveau du programme de quatrième, est ce que tu 

vois des notions mathématiques en rapport avec les systèmes linéaires ? 
 
23/ P : Bon, tu vas avoir des... Bon, forcément, toute la phase, toute la phase 

algébrique, C’est-à-dire toutes les résolutions d'équations sont réinvesties. Des trucs qui 
sont jamais cités par exemple, c'est les égalités : si a = b, c = d, par exemple, ben a + c 
= b + d, bon ça c'est jamais explicitement donné en quatrième et autre. C'est le seul 
moment où on en voit l'utilité. Mais bon, tu as toutes les techniques d'algèbre classiques 
finalement qui vont être réinvesties avec un peu de complexité... 

 
24/ L : Tu peux en citer quelques-unes ? 
 
25/ P : Ben, tu as toutes, tous les passages : ajouter deux... tout le travail sur les 

égalités, C’est-à-dire ajouter le même terme aux 2 membres de l'inégalité. Et on voit 
que c'est... C'est là qu'on se rend compte que ça, c'est mal acquis souvent. Ç'est par 
exemple quand on repasse aux inéquations, bon, on revoit resurgir un tas de choses qui 
ne sont pas acquises, en particulier les multiplications par l'inverse et compagnie. Donc 
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en fait, on se situe dans un cadre un tout petit peu plus complexe, donc forcément. 
Alors après, donc, il y a tout le problème de la substitution qui n'apparaît jamais avant. 
A aucun moment finalement, on a pas le besoin. Donc, ça n'apparaît pas. Donc c'est un 
saut à mon avis, qui est d'une part un saut important et souvent la plupart des élèves ne 
le font pas. Un saut qui va faire que ce n'est pas quelque chose qui passe facilement si 
on le fait autrement que sous des formes très mécaniques... 

 
26/ L : D'accord... Et est ce qu'il y a des compétences que tu souhaites plus 

particulièrement développer chez tes élèves au sujet des systèmes linéaires ? Comme 
par exemple, peut-être la substitution ? 

 
27/ P : Oui, alors justement ça, c'est-à-dire que naturellement si on fait des 

systèmes d'équations de façon assez classique... Bon la façon la plus simple, ce serait 
finalement, puisqu'ils connaissent déjà un certain nombre de choses, ça serait d'attaquer 
directement dans une phase complètement théorique, C’est-à-dire mettre un système 
d'équations et puis de le faire résoudre. Les élèves le comprendront très bien... Enfin je 
veux dire... A la limite, ils sont en cours de mathématique, ils savent résoudre des 
équations, on en met deux... On pourrait le faire comme ça. On s'aperçoit assez 
rapidement que si on procède comme ça... J'ai procédé comme ça pendant de 
nombreuses années, on a l'addition qui est la stratégie la plus simple et la moins 
coûteuse finalement et la plus facilement comprise par les élèves. La substitution, 
justement, elle est très lourde parce que forcément, sur un plan algébrique, finalement, 
ça te fait trimbaler des tas de trucs... euh... et donc la substitution, elle apparaît mal et 
elle a vraiment un gros poids contre elle. On l'amène de façon, on fait passer ça "au 
forceps" en fait. Mais c'est pas une solution. Alors que justement la situation 
CAILLOUX, elle permet à mon avis donc de se dégager du cadre mathématique dans 
un premier temps. Donc les élèves en particulier, il y a un truc tout bête mais je veux 
dire des élèves qui ne sont pas forcément très bons, vont se mettre dans cette situation 
assez facilement parce que c'est un problème style problème ouvert dans le sens où il 
est très simple dans la compréhension : j'ai deux tas de cailloux, j'en ai un qu'en a plus 
que l'autre, etc. Ils s'aperçoivent pas en fait qu'ils résolvent des équations. Ils ont une 
mise en équations qui devient très vite nécessaire, ne serait ce que dans la 
communication, il faut nommer les deux tas, etc. Il faut dire lequel est le plus grand, 
lequel est le plus petit. Donc il y a tout un travail qui est a-mathématique qui va être sur 
le vocabulaire, plus de quelque chose, moins de quelque chose ou autre ; donc là, on 
travaille des fois longtemps là-dessus. Et ensuite, dans ce cadre-là, la substitution, c'est 
la méthode la plus économique et c'est celle qui vient. Et il y a d'autres stratégies... 
Alors malheureusement, j'ai pas retrouvé justement... Parce que ça fait trois ans à peu 
près que je la fait, que je la pratique, à peu près en sachant ce que je fais derrière. La 
première fois, si tu veux, c'est comme c'est une préparation qui vient de Q et de Q’, 
donc c'est une préparation que j'avais faite comme ça. Ca me paraissait assez astucieux 
dans un premier temps, mais sans en voir toutes les implications qu'il y avait derrière, 
et j'ai découvert des tas de stratégies. Si tu veux, il y a des gamins qui ont mis en place 
des stratégies assez riches. Alors avec le problème de ce genre de situations : c'est 
quand ils ont une stratégie qui est originale, qu'ils sont seuls à avoir et qui est riche, le 
problème, c'est qu'ils la gardent. Je veux dire : on a beaucoup de problèmes ensuite à 
les faire changer d'optique. Et là, c'est un défaut de la situation CAILLOUX : c'est 
qu'on introduit très facilement la substitution mais on a du mal à amener l'addition... 
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L : D'accord. 
 
28/ P : Toute situation a son pour et son contre, hein... Donc ce que j'aimerais 

amener, c'est un peu ça... parce que en fait, c'est dans le cadre entre autres dans lequel 
ils se situent. On parlait tout à l'heure d'institutions... et on a les problèmes de brevet 
qui sont classiques. On a beaucoup de problèmes actuellement dans le cadre problèmes 
de brevet, annales, épreuves où on a justement des situations qui se rapprochent de ça, 
C’est-à-dire des situations-problèmes où tu as deux fonctions affines et où on te 
demande de savoir à quel moment, c'est plus intéressant de... Donc après ça, moi, je 
vais embrayer justement sur toutes les résolutions graphiques. Parce que entre temps, 
j'aurais calé le début du graphisme, de façon à donner du sens à un certain nombre de 
choses. Donc tu vois, je vais partir... Tu vois, je vais reprendre un peu l'idée de 
fonctions, parce que là, on l'a vu une ou deux fois, donc tout ça se mélange un peu. 

 
29/ L : Et qu'est ce que tu souhaites que tes élèves retiennent comme essentiel sur 

les systèmes linéaires de 2 équations à 2 inconnues ? 
 
30/ P : Bon, l'essentiel effectivement, ce sont les deux stratégies qui sont 

normalisées et puis à apprendre en classe de Troisième, c'est-à-dire les deux méthodes 
pour résoudre ça. Et puis bon, globalement, j'aimerais qu'ils arrivent à faire une liaison, 
enfin qu'on arrive justement à une sorte de liaison entre... Parce qu'à aucun moment, 
pour l'instant, on n'a pas touché à la droite encore. Donc ils ont vu les machines et si tu 
veux, ils sont pas encore passés de la machine au graphisme. On l'a essayé une fois. 
Mais c'était une catastrophe donc on a laissé tomber... donc de voir un petit peu un côté 
fonctionnel derrière. A mon avis, bon je garde un petit peu cette idée, alors voir 
comment ça se déroule : est ce que ça va sortir, est ce que ça sortira pas, est ce qu'à un 
moment ou un autre, on voit... Alors, t'as aussi tout un système d'écritures qui est 
différent. Hein, je veux dire, on a plus forcément du y = ax + b dans certains cas mais 
ça serait intéressant d'avoir un ax + by + c = 0, donc des formes qu'ils risquent de 
rencontrer par exemple en Seconde, si ils font ce genre de travail. Et puis donc souvent, 
quand on est en classe de Troisième, on en reste à un système de 2 équations à 2 
inconnues et donc avec quelques passages à 3 équations avec 3 inconnues et donc là 
que cette navigation ne soit plus un blocage. Souvent dès qu'ils en ont deux, ça va mais 
trois, c'est satanique parce qu'ils ont pas vu... voir qu'on peut à la limite, de voir 
combien il nous faut d'équations pour arriver à résoudre un système à 3 inconnues, etc, 
etc. Bon, arriver à l'idée ensuite qu'il nous faut, si on a n inconnues, il nous faut n 
équations, arriver à cette idée-là et voilà, intuitivement, pas forcément explicitement. 

 
31/ L : Et combien de séquences, tu comptes faire sur les systèmes linéaires ? 
 
32/ P : Je dirais... Séquences brutes comme ça, je dirais... 8 heures, C’est-à-dire 

deux semaines à peu près et puis après une décantation, et puis replonger ça avec des 
trucs, en repiquant un peu... Oui, je pense qu'en deux semaines, on doit faire un premier 
tour. 

 
33/ L : Et tu comptes les réutiliser souvent ? 
 
34/ P : Après, oui. Après, je vais rentrer dans une phase où on va travailler un 

petit peu individuellement avec les annales, si tu veux. Donc là, jusqu'à maintenant, je 
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les ai fait travailler... Ils ont des annales corrigées si tu veux, donc ils travaillent un peu 
tout seuls, je leur indique simplement : vous pouvez aller voir ci... Donc là, on a 
travaillé sur les gros trucs numériques, classiques et puis sur la trigo et Thalès. 
Maintenant, je vais les guider un peu sur tout ce qui est la partie problèmes dans les 
annales de brevet où là, il y a des systèmes linéaires mais qui ne sont pas explicités en 
tant que tels, C’est-à-dire souvent, c'est des problèmes... C'est-à-dire... Alors justement, 
l'approche faite sous cette forme-là, à mon avis, elle passerait peut-être mieux que si tu 
identifies le système d'équations comme étant un truc posé, calé, etc, C’est-à-dire on 
résout et voilà... tandis que par un problème, ça veut dire que l'élève, quand il voit un 
problème, il sait que quelque part, dans sa trousse à outils, il a ce truc-là pour résoudre 
les choses et ça c'est important qu'il soit capable d'avoir une stratégie face à quelque 
chose d'un peu ouvert. C'est souvent les difficultés qu'ils ont par rapport à ça. 

 
35/ L : Tu nous as déjà parlé un petit peu du scénario de CAILLOUX, j'aimerais 

savoir comment tu as fait cette préparation ? 
 
36/ P : Alors, j'ai acheté petit x... (rires)... Non, oui, dans un premier temps, 

j'avais des scénarios qu'étaient tout bêtes, enfin, je veux dire qu'étaient tout bêtes, 
qu'étaient un peu classiques. J'étais déjà à ce moment-là, C’est-à-dire, j'ai pas pris petit 
x, je connaissais Q et puis donc moi, je travaillais un peu sur les systèmes, tout ce 
travail algébrique au niveau des équations, en particulier les égalités, arriver à faire 
comprendre que quand tu as une égalité, si t'ajoutes un même membre des deux côtés, 
etc, etc. Et moi, j'avais fait des préparations qui se sont retrouvées dans petit x, sur les 
balances en particulier. Et donc, je cherchais... C'était à un moment où je cherchais 
justement un truc un peu intéressant... Alors, ce qu'on avait d'intéressant à l'époque, 
c'étaient des problèmes qu'étaient déjà des mises en équations, donc des problèmes qui 
arrivent normalement en dernière phase, dans ce qui se passe de façon typique dans les 
programmes de Troisième. Tu vois dans les bouquins en général, on présente les choses 
de façon un peu carrée et puis tu vois à la fin, tu as des problèmes où tu as en plus une 
mise en équations. Et puis donc comme Q faisait ça, la première année, j'ai dit : tiens, 
c'est marrant... Alors, ce que je fais souvent dans ces cas-là, une année, je le prends 
sans me poser de problèmes, c'est-à-dire, je le prends à l'état brut, parce que si je 
prends... Je fais pas d'analyse a priori, ce qu'il ne faut pas faire, mais tant pis. D'ailleurs, 
je prends la prép' en tant que telle et je vais pas regarder les stratégies qu'ils vont 
pouvoir utiliser, etc. En plus, je faisais confiance à Q. Je balançais la prép' comme ça, 
donc et puis c'est dans le vécu classe que je faisais mon analyse a priori en fait. Et 
l'année suivante, bon ben là, ça va faire trois ans et puis là, je modifie un petit peu mais 
pas sur la phase préparatoire, plutôt sur les phases finales, en particulier la dernière 
fiche que je vous ai amenée là. Je fais une fiche avec des mises en équations, justement 
où on a un gros problème pour le passage au graphique. Donc tu vois, là, je suis 
actuellement plus marqué par le graphisme que je l'étais, il y a quelques années. Et 
donc... euh... le problème, c'est deux droites... Comme j'étais aux Arcs, j'étais sur les 
télésièges en train de penser à des histoires de forfaits, si tu veux, toutes ces histoires de 
forfaits avec un... des équations constantes, par exemple, le forfait 3 jours, le forfait 5 
jours, le forfait 7 jours, etc, et donc travailler avec une droite de pente nulle et puis avec 
une droite avec une pente de style ax + b, enfin une affine quelconque. Donc là, c'est 
des modifications que j'ai apportées après coup parce que derrière, j'aimerais utiliser 
mes systèmes linéaires pour faire mieux comprendre l'intérêt d'un graphique... Enfin, tu 
vois, pendant que je suis en train de répondre, je suis en train de me rendre compte que 
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derrière, plus que la résolution du système en tant que telle, c'est plutôt ça que je vois 
maintenant, C’est-à-dire vu qu'on a pas présenté les graphismes, enfin la représentation 
d'une droite, je me dis qu'à ce moment - là, là, il y a une utilité. Jusqu'à maintenant, 
pourquoi finalement, on va s'embêter à représenter une fonction sous forme d'une 
droite... On en a aucunement l'intérêt. Enfin, je veux dire : ça sert à rien. Alors que là, 
ça sert, parce qu'effectivement, je vais pouvoir trouver un point d'intersection, je vais 
pouvoir résoudre graphiquement. Alors qu'avant, bon à la limite, c'est joli pour un prof, 
mais pour un élève, il voit pas... Donc l'étude qu'on a commencée avec P’ sur se dire : 
on va présenter le graphisme, à commencer des études de droites, de courbes plus 
exactement si tu veux mais comme ça, sans les relier à des aspects fonctionnels et en 
fait la représentation graphique, je pense qu'elle va prendre de la valeur parce que 
justement, on va avoir les systèmes linéaires, enfin à mon avis. 

 
37/ L : Et sinon, tu nous as parlé un peu des raisons de ton choix par rapport à la 

substitution, au fait que ça commençait par un problème, tu en vois d'autres ou... 
 
38/ P : D'autres raisons du choix de CAILLOUX ? 
Alors il y a une raison qui est toute bête qui fait que les élèves ne pensent pas à 

des équations quand on fait ça, C’est-à-dire qu'ils sont dans un cadre totalement 
différent, qu'ils ont l'impression qu'on fait un peu un jeu... Ils voient pas bien où on 
veut en venir. Donc en fait, ils vont pas penser à algébrisation tout de suite et 
l'algébrisation, là, à mon avis, elle va prendre de la valeur parce qu'on va avoir très vite 
des problèmes de communication en classe, C’est-à-dire des problèmes de 
communication où il faut citer des choses, C’est-à-dire on a très vite le problème de 
dire le gros tas ou le petit tas par exemple. Donc, là, par économie, alors on va voir, 
peut-être que x ou y, ça va sortir mais au départ, on n'en parle pas. Alors dans un 
premier temps, on va faire des dessins, C’est-à-dire on a des tas, on fait des dessins... 
Alors ce qui se passe, enfin ce que j'ai vu les autres années, c'était ça : ils font des 
dessins et puis il y en a un qui fait un petit par dessus et puis il dit : j'enlève le petit truc 
qu'est par-dessus... donc... ils ont beaucoup de verbalisation... donc arrive à un moment 
où ils vont trouver qu'en fait algébriser en fait, caler des choses, caler des variables, ça 
va pouvoir être communiquer. Donc ça va donner un peu de sens à la phase 
d'algébrisation. 

 
39/ L : D'accord, et est ce que les autres années... Donc ça fait trois ans que tu 

fais ça... 
 
40/ P : Oui, ça fait trois ans que je le fais sérieusement. 
 
41/ L : Est-ce que tu avais un projet précis, un scénario précis avant ? 
 
42/ P :Ben si tu veux, il évolue, il évolue forcément en fonction des classes... 

Donc là, ça fait deux ans de suite où on a l'aspect fonctionnel. Jusqu'à maintenant, il 
n'est pas rentré en ligne de compte par rapport à, par rapport si tu veux aux autres 
années... Bon je prenais ça un peu comme un bloc indépendant, tandis que là, 
maintenant, j'aimerais le relier aux histoires de machines. Alors voir après... Bon, c'était 
ça, c'est ce que j'étais en train de penser, donc ça, c'est une introduction, voir après 
peut-être comment carrément resituer ça avec des machines... Je veux dire : repartir 
d'une phase de tableau par exemple, pour arriver à... voilà. 
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Et puis donc ça dépend si ça sort ou si ça sort pas, arriver à ces idées de 

coefficient ax, px  que l'on pourrait traiter un petit peu indépendamment comme on 
faisait avec les déterminants avant. Alors je sais pas... 

 
43/ L : Et avant de faire CAILLOUX, tu faisais quel genre de présentation ? 
 
44/ P : Ben après, on faisait des présentations... Je peux même plus te dire quelle 

présentation je faisais. Je crois que je faisais une présentation d'une équation avec une 
inconnue, 2 équations avec 2 inconnues... Par exemple, là, on a parlé des cas où ça 
marche pas, où c'est pas possible. Et donc là quelque part à long terme... C'est pas 
possible lorsque les systèmes ont des coefficients particuliers, etc. Donc toute cette 
phase-là qu'on peut relier avec les droites parallèles, ensuite... C'est ce passage-là, si tu 
veux... Moi, maintenant, si tu veux, je vois que le graphisme, il est intéressant de le 
situer là, plutôt que de le situer à un moment un peu à froid. C'est vrai que pour un prof, 
au départ, on a l'impression que c'est plus simple, parce qu'on se dit : on va situer le 
graphisme avec une droite, donc c'est calé, c'est plus simple, ça paraît plus facile. 
Tandis que si on en met deux, ça va être tout de suite le « beans ». Mais en fait, c'est 
toujours un peu comme l'histoire de la factorisation et du développement, si tu veux... 
Ca paraît plus simple dans un premier temps de traiter les choses indépendamment. 
Mais vu que l'élève n'y met aucun sens derrière... En fait je veux dire : bon, il prend 
comme ça, comme des p'tits trucs qu'il rajoute ou... complètement indépendants, il n'y a 
pas de cohérence. 

 
45/ L : Et tu n'avais pas un scénario précis avant ?. 
 
50/ P : Non, j'avais pas de scénario, non, non. Ben tu sais, les scénarios et tout ça, 

c'est relativement récent quelque part. Je veux dire qu'avant, à la limite, on avait 
pratiquement pas d'activités préparatoires... C'est-à-dire que puisqu'ils connaissaient les 
équations et autres, on partait directement dans un cadre où on avait à résoudre 2 
équations à 2 inconnues... 

 
L : Voilà, c'est ça. 
 
51/ P : On ne situait pas ça dans un contexte et par contre, le contexte problème, 

il arrivait tout à fait à la fin, c'est-à-dire, on faisait la mise en équations, une fois qu'on 
avait bien traité les équations. Là, on faisait des problèmes où on avait besoin de faire 
des mise en équations puis de résoudre ces équations. Tandis que maintenant, on aurait 
la tendance inverse, c'est-à-dire poser des problèmes et puis de là dégager des 
équations, les résoudre et puis ensuite revenir sur une phase de problèmes où on a de la 
mise en équations. Donc, là, c'est assez... et puis... Je ne sais pas ce qui serait 
intéressant, ce serait peut-être d'aller voir par exemple comment mon collègue avec qui 
je ne m'entends pas, les fait, lui. Je crois que lui ne se fatigue pas. Justement, il fait ça, 
tac. Il fait une présentation... tu fais une présentation, à la limite... de deux choses l'une, 
bon, tu peux faire de manière ostentatoire : on fait semblant de chercher... mais très 
rapidement, au bout de 20 minutes, on dit aux élèves : vous pouvez faire comme ça, 
vous pouvez faire comme ci, ils marquent sur une fiche les deux systèmes de résolution 
et puis terminé. Ce qui fait que les gamins ont souvent l'impression qu'il y a des 
systèmes où ils vont avoir à faire de la substitution  et puis il y a des systèmes où ils 
devront faire au contraire l'addition... Il y a des systèmes qui ne se traitent que d'une 
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seule manière... Ils voient jamais que ça peut se traiter des deux façons. Alors l'un des 
intérêts des systèmes à mon avis, pour nous profs, entre autres, c'est de faire voir que 
dans ce type de cours, l'élève se rende compte qu'il a la possibilité de plusieurs 
stratégies et c'est lui qui fait un choix pertinent au coût. Et c'est un des cas qui est très 
fort parce que par exemple, certains cas, il est évident que donc là il y a un choix à 
faire... Alors, il y en a qui font par préférence, hein. Mais c'est la première fois où on 
leur donne la possibilité, où il y a pas un truc qui soit visiblement, où il y a pas une 
solution type : elle peut être multiple. C'est aussi un des premiers cas où tu as la 
solution qui est donnée sous forme d'un couple. Ça aussi, c'est nouveau. Jusque là, ils 
l'ont pas vu... 

 
52/ L : Bon tu t'es appuyé sur petit x pour construire ton scénario. Mais tu as fait 

des changements ?  
 
53/ P : Sur toute la phase de départ, aucun changement. J'ai essayé d'en faire les 

premières années et puis vu que les variables avaient été très bien choisies, je me suis 
aperçu qu'en fait, c'étaient des erreurs. En fait les erreurs, je les ai effectivement faites : 
j'ai fait des changements et puis je me suis rendu compte que les choix qu'avaient fait 
Bernard et Philippe avaient été des choix tout à fait pertinents. C'est là d'ailleurs que j'ai 
compris, je crois, ce que c'était qu'une variable didactique. Je me suis aperçu que des 
p'tites choses finalement changeaient complètement la préparation, enfin changeaient le 
sens de la préparation de départ. 

 
54/ L : Et après, qu'est ce que tu as changé en fait ? 
 
55/ P : J'ai changé surtout des mise en équations... et après, j'ai... D'autant que 

CAILLOUX en fait, c'est l'introduction de la notion... Donc, il y a pas toute la suite en 
fait, C’est-à-dire, c'est le côté ouvert... Donc derrière, il n'y avait rien spécialement de 
préparé, prévu en tant que tel; donc c'est dans tout ce qu'il y a après que moi, j'ai 
changé les choses, C’est-à-dire que j'ai fait des choix, j'ai fait des choix de problèmes. 

 
56/ L : Tu as fait des choix. Mais est-ce que tu t'es réinspiré de petit x ? Est ce 

que tu as fait... 
 
57/ P : Non, ceux-là, non, on les crée, je te dis... sur un télésiège... 
 
58/ L : Et en fonction de quoi ? 
 
59/ P : En fonction de justement de... de vécu d'une année sur l'autre, C’est-à-dire 

en particulier, par exemple, le choix que je viens de faire sur les histoires de forfaits ou 
tickets à la semaine ou autre, ça me paraît intéressant en se disant que si finalement, on 
a une fonction constante, déjà ça élimine, en fait je retourne dans un cas où j'ai deux 
droites mais en éliminant un droite difficile, C’est-à-dire je sais qu'il y en a une qu'est 
facile, qui ne bougera pas, qu'es facile à tracer globalement... C’est-à-dire j'ai 
effectivement un truc intéressant de dire si je suis au dessus ou en dessous, ça va être 
intéressant au moment où ça se croise, ben ça va être la solution d'un système... Donc 
c'est ce choix là parce que je sais que les élèves ont beaucoup de difficultés et risquent 
de se perdre si tu veux dans le fait d'avoir deux droites à tracer. Ils se perdent déjà dans 
une... 
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60/ L : D'accord. Donc tu vas... Est ce que tu fais là le lien explicitement des 

systèmes linéaires avec quelque chose que tu as enseigné avant ? Après une fois que tu 
as fini CAILLOUX... 

 
61/ P : Quand j'aurai fini CAILLOUX, quand j'aurai fini mes systèmes 

linéaires... C'est là, je pense, je te dis, revenir aux machines, c'est-à-dire qu'on va 
revenir à une écriture fonctionnelle des choses, etc. Donc là peut-être on va revenir à 
une phase qui reprendra les histoires de machines, de façon à ce qu'ils voient qu'il y a 
une sorte de continuité sur l'année... Cette idée, tu vois de... que les machines, on les 
retrouve. 

 
62/ L : Et est ce que tu vas en faire des liens après ? Dans les autres objets que tu 

as encore à enseigner ? 
 
63/ P : Après ? Je sais pas. Ca risque de venir, de se présenter, mais j'en sais 

rien... A vrai dire, je sais même pas ce qu'on va faire après... Qu'est ce qu'on va faire 
après ? Qu'est ce qu'il nous reste à faire en Troisième, maintenant ? Je suis en train de 
chercher... Si, il y a des trucs intéressants. Par exemple la situation Zoom et compagnie. 
Donc ce serait intéressant d'avoir une phase extrême, je dirais, en fin d'année, où tu as 
un modèle géométrique que tu traites de façon fonctionnelle et où tu aies justement une 
résolution qui soit un système linéaire pour résoudre un problème de type géométrique, 
donc ce serait intéressant... Est ce qu'on a le temps ? Est-ce que l'occasion s'en 
présentera ? Est-ce qu'ils sont suffisamment préparés pour ? J'en sais rien. Mais 
quelque part, c'est un truc qui m'intéressera à creuser : trouver un système linéaire qui 
soit issu d'une situation géométrique et où la résolution serait simplifiée par la 
résolution du système linéaire. Ca pourrait être intéressant : tu aurais une phase de 
modélisation derrière qui serait... 

 
64/ L : Et qu'est ce qu'ont fait tes élèves juste avant ? 
 
65/ P : Là, ils viennent de terminer Thalès et la trigo. Donc on était en pleine 

phase de techniques bêtes et brutales et très géométriques... donc rien sauf un travail un 
peu récurrent sur tout ce qui est numérique, factorisation et autre parce qu'on travaille 
avec une optique de travailler le brevet, pour les rassurer plus qu'autre chose. 

 
66/ L : Tout à l'heure, tu m'en as parlé un petit peu. Mais je voudrais revenir 

dessus... Quelles sont les principales difficultés que les élèves rencontrent sur ce 
chapitre ? 

P : Sur le chapitre... 
L : Tu m'as parlé un peu de la difficulté au niveau de la mise en place de la 

substitution... 
 
67/ P : Voilà, on retrouve des choses qui sont enterrées depuis longtemps, je 

dirais des règles d'action qui sont tout à fait, qui reviennent, qui sont récurrentes, je 
veux dire et donc... Parce qu'on peut considérer que les règles élémentaires de la 
résolution d'une équation du premier degré sont loin d'être acquises encore à ce stade-
là... Hein, ils connaissent, ils manipulent... Mais il suffit d'un tout petit truc et tu 
t'aperçois finalement que c'est pas totalement acquis. Mais dans ce cadre-là, si je prends 
l'exemple des sinus que l'on vient de traiter, on faisait des tracés, on faisait des 
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dessins... J'avais un problème, si tu veux, où j'avais sin x = 0,3. Donc l'élève qui était 
une bonne élève a pas pu passer de 0,3 à 3/10 par exemple parce qu'elle avait besoin 
d'une fraction. C'est là que tu te rends compte par exemple dans ces cadres là qu'il y a 
des trucs qui viennent de la cinquième... tout à fait logiquement d'ailleurs, je veux dire 
c'est pas grave... Mais comme ils sont dans un autre truc où ils appliquent une stratégie 
assez rigide, tu vois resurgir des... ça permet de révéler des problèmes. 

 
68/ L : Mais est ce qu'il y a un problème, une difficulté qui serait liée... 
P : Particulière ? 
L : Oui. 
 
69/ P : Particulière aux systèmes linéaires ? Non en plus, ils aiment bien en 

général. C'est une partie du programme qu'ils aiment bien en général dans le sens où 
c'est très technique en fait... Dès qu'ils ont compris que t'avais deux façons de résoudre, 
c'est un truc qui, où ils réussissent, où ils ont des bonnes notes, donc ils aiment bien. En 
général, bon on va avoir des problèmes d'approximation dans certains cas, si tu veux 
des détails comme ça. Si tu veux on a des problèmes typiques chez l'élève : si je trouve 
une seule inconnue sur les deux, est ce que c'est bon ? Parce que bon, il faut bien situer 
que les élèves, ils réagissent par rapport à une note, par rapport à un devoir et que pour 
eux, trouver la moitié du système, c'est pour certains résoudre le système, ou "je peux 
avoir la moitié des points". Donc là, t'as des sortes de négociations dans la classe pour 
montrer que dans ce cadre-là, la solution, c'est un couple et non pas une partie du 
couple et ça pour eux, ils comprennent pas... Je passe sur les phases de l'élève qui aurait 
résolu la plupart du truc et qui se planterait numériquement. Tu vois cette idée de dire : 
si j'en trouve un morceau, je trouve pas l'autre et donc je dois avoir quelque chose 
quand même. Tu sais, c'est la première fois qu'ils ont une solution qui est un ensemble 
de choses. Alors que jusqu'à maintenant la solution d'une équation, c'est hop une 
réponse parce qu'ils font pas du second degré. Donc a priori, ils en ont souvent qu'une. 
Mais on a le même cas d'ailleurs quand on a des factorisations égales à zéro. 

 
70/ L : Et alors quelle est la place des explications que tu as prévu des autres 

notions mathématiques au programme ? Tu m'as parlé de liens à faire mais quels sont 
les liens que tu vas vraiment expliciter ? 

 
71/ P : Ah oui, ceux que je vais formaliser, quoi. 
L : Voilà... Enfin pas forcément formaliser mais institutionnaliser, quoi. 
 
72/ P : Ben disons que en fin d'année, j'aimerais qu'on fasse une sorte de résumé 

de tout ce qui a été du même type, avec les élèves. En fin d'année, on sera plus cool, on 
sera dégagés des notes et compagnie, justement cette idée de voir quel est le lien qu'ils 
voient eux entre machine, les graphiques, les résolutions d'équations, les systèmes 
linéaires, etc. 

L : oui... 
 
73/ P : Et moi je verrais bien même une interview avec mes élèves pour voir ça et 

ensuite en parler ensemble pour débattre de façon à ce que la fin d'année de Troisième, 
ce soit vraiment une préparation à ce qui les attend en Seconde, C’est-à-dire voir à peu 
près ce qui leur en est resté. Donc à mon avis, à la fin de l'année, il faut qu'on ait cette 
phase de résumé. Alors elle sera pas forcément institutionnalisée dans le sens où on la 
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marquera pas sur un cours mais voir un petit peu les liens. 

 
74/ L : Et particulièrement avec les systèmes linéaires, ces liens, tu les vois avec 

quoi ? 
 
75/ P : Les systèmes linéaires, il y a l'aspect fonctionnel et voilà, des fonctions, 

etc. 
 
76/ L : L'aspect fonctionnel, d'accord. Donc si ça sort pas... 
 
77/ P : là, on le mettra, oui. 
 
78/ L : Là tu l'expliciteras... 
 
79/ P : Oui, oui, ce sera une phase directive où à un moment ou à un autre, on va 

le dire. 
 
80/ L: D'accord. Et est-ce que tu donnes des devoirs à la maison sur les systèmes 

linéaires de 2 équations à 2 inconnues ? 
 
81/ P : A priori, j'en ai pas prévu mais... euh... 
 
82/ L : Tu n'en as pas prévu ? 
 
83/ P : Bon, j'en donne pas beaucoup des devoirs à la maison donc ce qui fait 

qu'effectivement.... Bon alors, si tu veux, je m'attache beaucoup maintenant au fait que 
le travail à la maison... Alors, j'ai 2 phases : un travail à la maison qui soit un peu un 
travail de recherche où on va un peu plus loin... Donc, là-dedans, j'ai pas de système 
linéaire... et puis tout un travail qui soit en fait une sorte de systématisation, ce que fait 
le prof habituellement en se disant vous ferez les exercices 3, 4 ou 5 pour demain, et on 
va corriger, donc moi, j'essaie de faire en sorte que ce travail soit fait de façon tout à 
fait facultative et que les élèves le prennent en charge tous seuls donc c'est pour ça, je 
leur fait acheter des annales corrigées et puis moi, je leur donne des indications en leur 
disant : bon, ben, vous pouvez trouver un tas de trucs de tel type dans... quand... partie 
machin... etc et donc ils vont le faire et puis après, on a une ou deux séances 
facultatives où ils viennent et puis si ils ont pas compris quelque chose, on le refait. 
Mais tu vois, c'est un truc très très systématique, je veux dire, donc c'est de la technique 
pure et dure quoi. Comme ils sont très motivés entre guillemets par le brevet, j'essaie 
de profiter de ça, quoi hein, et puis de leur montrer finalement qu'un élève de lycée qui 
s'en sort, c'est un élève qui arrive à se prendre en charge tout seul, donc c'est cette idée 
que j'ai un peu derrière, donc je fais pas un travail si tu veux, ramassé ou autre avec des 
systèmes linéaires, par exemple... 

L : Non, rien de prévu ? 
 
84/ P : Non. Tu as toute cette phase de préparation et ensuite, on arrive au truc et 

puis après certainement un devoir en classe de systématisation sur les systèmes, 
résolution donc, avec les différents types qu'on verra, avec un cadre de départ 
graphique par exemple, on pourra voir par exemple le passage à un système, naviguer 
un peu sur les différences... et puis des résolutions bêtes et brutales, je dirais, de façon à 
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voir si c'est acquis et puis après bon, tu leur dis ça, ça peut tomber au brevet parce que 
c'est effectivement leur inquiétude en fait. 

 
85/ L : D'accord, et comment tu les corriges tes devoirs en général, tu les envoies 

au tableau, tu... 
 
86/ P : Alors les devoirs à la maison, de recherche, etc, je donne un corrigé type 

et puis après bon on le regarde ensemble et puis autrement tout ce qui est justement 
travail seul, ils ont justement une annale corrigée donc c'est eux qui se corrigent tous 
seuls et c'est s'il y a un truc qu'ils ont pas compris, je les regroupe dans des cadres 
d'heures facultatives de soutien que je prends en dehors des heures normales... donc 
viennent ceux qui veulent. En fin d'année, on va faire des cadres Thalès, trigo, 
machines... pour ceux qui veulent plus particulièrement parler de tel ou tel truc. 

 
87/ L : Tu les envoies au tableau ? C'est toi qui fait la correction en général ? 
 
88/ P : Alors, ça dépend... C'est pas systématique. Le passage au tableau a 

toujours le défaut quelque part, c'est qu'il y a que celui qui est au tableau qui travaille... 
euh... Ca nous donne l'occasion de nous reposer, ce qui n'est pas plus mal... (rires)... 
Quand tu es au tableau, toi tu te fais plaisir parce que tu fais exactement ce que tu as 
envie de faire et puis finalement tu en as un bon nombre qui n'écoute pas non plus, 
donc je veux dire... (rires)... Donc c'est une phase qu'on résout assez mal. Il n'y a pas de 
bonne, enfin, j'en ai pas trouvée, de bonne solution à ce niveau-là. Donc maintenant si 
tu veux, je passe vite sur cette phase, j'attends qu'il y ait une demande. On va répondre 
à tel type de questions, voilà. Bien souvent, elle intéresse celui qui la pose et pas celui 
d'à côté, donc je veux dire : c'est pas un idéal non plus. 

 
89/ L : Et qu'est ce que tu veux que tes élèves retiennent de ce que tu vas faire 

dans CAILLOUX en fait ? Si tu devais faire un... 
 
90/ P : Donc, qu'on est dans un cadre de chapitre qui s'appelle système linéaire et 

que c'est la résolution d'équations... (rires)... Non c'est pas du tout évident. Je veux dire, 
dans un premier temps, ils vont voir les cailloux, encore une vague histoire d'un prof 
qui s'embête avec des histoires de cailloux alors qu'il a qu'à compter ses cailloux, je 
veux dire... donc ça... Donc les systèmes si tu veux, comment... Quelles sont les 
stratégies qu'on peut mettre en œuvre pour pouvoir résoudre ce type de systèmes 
aussi... Voilà donc globalement, ce serait ça. Si tu veux, je vais leur faire faire une 
petite fiche, hein que... Bon, soit je la ferai faire , soit je la taperai moi et je leur donne, 
où en fait on va résumer ça. 

 
91/ L : D'accord en sortant tout ça de CAILLOUX... 
 
92/ P : Donc normalement, au bout de quinze jours, donc ça fait normalement 

quinze jours de cours, voilà. 
 
93/ L : Et qu'est ce que tu vas faire après, justement ? 
P : Je vais aller en vacances. 
(rires) 
L : Non, qu'est ce que tu vas faire après CAILLOUX sur les systèmes linéaires, 
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en fait ? Tu fais l'activité CAILLOUX. Tu sors tout de ça ou... 

 
94/ P : Là après oui, donc après, on se situe dans des problèmes où tu as à la fois 

mise en , alors, des problèmes où tu auras mise en équations, résolution... Donc là, ça, 
ça pourra être graphique ou algébrique et ensuite moi j'aimerais faire la navette inverse, 
C’est-à-dire où on a des graphiques par exemple dont on sort des systèmes et qu'on 
résout de façon à faire naviguer d'un côté, dans un sens et dans l'autre. 

 
96/ L : D'accord, donc après tu te fixes sur les problèmes, finalement. 
P : Voilà. 
L : Et quand, à peu près donc ? 
 
97/ P : Ben ça, ça risque d'être... on risque de laisser tomber. Bon je procède 

toujours un peu de la même manière, moi. Après une première phase 
d'institutionnalisation et je dirais à la limite d'un devoir, on passera à autre chose, puis 
après, on y reviendra peut-être à un autre moment, après une sorte de phase de 
décantation. 

 
98/ L : Et tu as déjà des idées sur les problèmes que tu as envie de leur mettre... 
 
99/ P : Oui, j'en ai déjà tout un tas : j'ai des fiches qui sont déjà prêtes à la limite 

sur les problèmes... Donc c'est des problèmes qu'on a. 
L : Tu peux nous en parler un petit peu ? 
 
100/ P : Oui, oh ben, ce sont des problèmes qui sont tout à fait typiques. Si je les 

ai là, je vais te les donner à la limite. Il me semble que je les avais pris... (il fouille dans 
son sac)... donc c'est des... non, c'est pas ça... Ah voilà. Donc là si tu veux, tu as 
justement le passage des systèmes qui sont normalisés, je veux dire classiques, tels que 
tu les trouves dans tout bon vieux livres de mathématique, et ensuite des problèmes où 
tu vas avoir les différences de nombres, etc. Hein, c'est-à-dire... euh... la différence de 
deux nombres est 24. Si on rajoute 8 à chacun... 

On retrouve finalement sous forme écrite ce qu'on avait dans CAILLOUX... les 
histoires de sandwich, de cafés, de machins, etc. Donc voilà, donc là, ce sont déjà des 
problèmes où on a obligation de décrypter et dans un deuxième temps de résoudre. 

Donc, ce que je te disais qui serait intéressant mais alors bien après, ce serait de 
passer une phase où tu aies le même type de problèmes avec un problème géométrique, 
C’est-à-dire à quel moment, l'élève va penser à resituer, à réinvestir ça finalement alors 
qu'il sera dans un cadre totalement différent, C’est-à-dire le mettre dans un cadre 
géométrique. Par exemple a priori, je pense à des histoires d'aires, aires ou périmètres, 
bon là j'y pense déjà un petit peu. Je veux dire, bon, tu peux faire un travail sur Cabri 
par exemple où tu regardes quand est ce que l'aire et le périmètre sont les mêmes ou je 
sais pas, tu peux trouver des tas de phases de ce genre là. Donc travail en géométrie, 
modélisation un petit peu du problème, etc... Arriver déjà à repenser qu'on a un aspect 
fonctionnel dans les deux cas et puis que ces deux fonctions, donc tu vois, c'est à ce 
niveau-là que je pense faire le lien avec les fonctions, hein ?  

Et puis ça bon, ce sont les dernières phases donc, c'est la dernière fiche que j'ai 
prévue au niveau des problèmes... Bon tu vois donc, ça c'est un problème que j'ai pris 
quelque part, ben dans les brevets, voilà, sujet complémentaire de brevet année 98 et 
puis ça ce sont les histoires de ski, avec les forfaits où tu leur demandes de faire un 
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graphique, donc tu imposes finalement la méthode, prendre un forfait tous les jours, 
etc. Donc là, il peut y avoir... On vient de faire un problème si tu veux... alors ce qui 
m'a fait penser à ça, c'est qu'on vient de faire un problème, je leur avais donné un 
problème d'annales dans lequel il y avait des histoires classiques qui sont des jouets... 
50 F par jouet plus un forfait de 400 F par semaine, etc, etc. Alors bien qu'on ait fait, 
bien qu'il y avait un tableau, que ça avait l'odeur, ça avait le goût d'une fonction affine 
comme c'était pas possible, je veux dire, les élèves se, et qu'on avait travaillé longtemps 
là-dessus en début d'année, à aucun moment, j'ai eu aucun élève finalement, sur les 
deux classes, qui ont vu une situation affine. C'est-à-dire ils ont traité le problème de 
façon totalement arithmétique, vécue, en se disant : ils ont ça..., avec des problèmes de 
type salaires : quand on parlait de salaires, est ce que les 400 F font partie du salaire, tu 
vois, je veux dire des problèmes de ce type là et c'est à la correction qu'on a fait le lien 
avec ce qu'on avait vu sur les machines. Mais aucun élève, alors qu'on avait beaucoup 
insisté hein, m'a réinvesti cette chose-là. Alors, je sais pas hein, c'est, on peut se dire, 
on a loupé notre coup mais ça veut rien dire, je veux dire, mais quelque part, c'est bien 
la preuve que si on fait des systèmes etc et qu'on se replace dans un autre cadre, ils vont 
se resituer pratiquement dans un premier temps comme ils vont se situer quand ils vont 
commencer CAILLOUX. 

 
L : D'accord. 
 
101/ P : Alors, on pourra avoir le sentiment d'une grande inutilité... Mais quelque 

part, quand cette navette sera faite de nombreuses fois, je pense qu'à un moment ou à 
un autre... Ça veut que c'est pas acquis, je veux dire que... 

 
L : Qu'il y a encore... 
 
102/ P : Voilà. Et tous les matins sur l'ouvrage,... (rires)... Il faut pas en attendre 

un miracle à mon avis. Mais quelque part, bon, on le sait, donc on est moins déçu que 
les premières années. C'est l'avantage. Donc par exemple, dans ce cadre-là, c'est 
typique, je le donne pour ça, celui-là, c'est parce que je sais... A mon avis, ils ne 
risquent de ne pas du tout réinvestir un système linéaire. 

 
103/ L : Alors que t'en as fait juste avant et que... 
P : Oui. 
 
                            COUPURE BANDE. 
 
104/ A : Ben moi, j'aimerais demander à P’ qui a écouté les questions et tout ça... 

Par moments, t'avais envie de réagir... On pourrait te reposer toutes les questions... Par 
rapport à ce que dit P, est ce qu'il y a des moments où... 

 
105/ P' : Il y avait des questions au départ, la question de l'intérêt au départ, moi, 

j'aurais pas su répondre... Ah quel est son intérêt en mathématique... 
A : Voilà. 
 
106/ P' : Quel est son intérêt en mathématique ? Ben euh, je pense que c'est les 

espaces vectoriels aussi. 
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107/ A : Donc tu répondrais un peu comme P ? 
 
108/ P' : Comme P. Bon... euh sur la fiche CAILLOUX... 
 
109/ A : Tu la fais aussi, la fiche CAILLOUX, toi ? 
P' : Moi, je la fais. 
A : Oui, d'accord, alors est-ce que tu pourrais nous en parler ? Ah oui, c'est 

intéressant ça. 
 
110/ P' : Et c'est vrai que... Bon au départ, la fiche CAILLOUX, je l'avais vue 

dans le petit x. Et j'avais dit : oh ben non, c'est trop... c'est trop facile , c'est trop... Bon, 
je l'ai pas faite. Et puis P, après avoir discuté, P m'avait dit : ça, c'est une fiche qui 
marche bien et tout et c'est vrai, donc, je la fais depuis et c'est vrai qu'elle marche bien 
pour introduire. Donc elle marche très très bien pour introduire la méthode de 
résolution par substitution, parce que c'est vrai qu'avec la fiche CAILLOUX, on peut 
pas faire de résolution par addition et c'est la méthode qui est la moins, la plus difficile 
pour les élèves, la méthode de substitution. Donc, la fiche CAILLOUX, elle est 
géniale pour... Pour démarrer. 

 
112/ A : Alors, Comment tu la mets en scène cette fiche CAILLOUX ? 

Comment vous la... 
 
113/ P' : Ah ben, on donne la fiche aux élèves et... 
 
114/ A : Je sais pas si tu en as parlé P, hein ? 
P :Non. Non, non mais là... 
A : Parce que le scénario, c'est pas que les exercices... J'aimerais bien savoir 

comment... Ca s'adresse aussi bien à P qu'à P’... 
 
115/ P : Ben justement, on la donne sans rien, sans aucun commentaire. 
 
116/ A : Vous la donnez... Donc ils l'ont individuellement ?  
P : Oui, individuellement. Et plus ça va, plus je la donne sans commentaire. 
P' : Sans commentaire, sans rien. 
P :Et alors... 
 
117/ A : Et à partir de quand, vous faites... A partir de quand vous intervenez ? 
 
118/ P : Alors, C’est-à-dire, moi je leur distribue au départ... Très, très vite, 

jusqu'à des phases où ils sont à trois, quatre. 
P' : Jusqu'au numéro quatre à peu près... 
P : Les deux, trois premières là si tu veux... Où tu avances assez vite. 
 
119/ P' : Et alors comme P, là, je suis tout à fait d'accord, il faut rien changer 

parce que tout a été bien choisi et bien pensé, hein. Faut pas changer les coefficients. 
Faut pas s'amuser à.... Là, je suis d'accord avec toi aussi. 

 
120/ P : Ça, c'est assez typique, c'est que moi j'avais essayé sous les ricanements 

de Q, d'ailleurs. 
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121/ P' : les objectifs du programme de Troisième : savoir résoudre un système 

par substitution, par addition et savoir l'utiliser pour la résolution de problèmes. Mais 
Serge, lui, il parle un quart d'heure, moi ça me tient deux minutes... 

(rires) 
P : Toi, t'es la version poche, moi, je suis la version. 
 
122/ A : Alors jusqu'à quand tu interviens pas... Alors voilà, premier tas de 

cailloux, deuxième tas de cailloux... 
 
123/ P : Alors voilà, à partir de là, moi j'arrête à peu près... 
A : Toi, c'est à partir de... 
P : Au quatre. 
 
124/ P' : Oui, voilà, parce que là, il y a trois tas, pareil. 
 
125/ P :Au quatre, on fait un break. 
 
126/ P' : Au quatre, on fait un break, oui voilà, parfaitement. 
 
127/ P :Ah, je sais pas d'ailleurs, maintenant que vous posez la question, il est 

très intéressant d'avoir un travail uniquement individuel dans un premier cadre, à mon 
avis. 

 
128/ A : Alors de un à quatre en individuel... 
P' : Alors un, deux... 
 
129/ P : Et ensuite qu'il y ait un petit travail par équipe. Tu vois par exemple, 

cette année. J'y ai pas repensé pour cette année, je vais te dire, ça c'est ce que j'ai fait 
jusqu'à maintenant. Mais à la limite si tu veux, peut-être, qu'il peut être intéressant de 
faire verbaliser par petits groupes, par doublets, par groupes de trois quatre si tu veux 
pour pas qu'ils soient trop nombreux ensuite à voir un peu d'une façon pratique, une 
fois qu'on a fait les quatre cas. C’est-à-dire : leur demander si on a à donner un mode 
d'emploi, bon, ben, qu'est ce qu'on fait, quoi, par exemple ? 

 
130/ A : Tu dis qu'il y a quatre cas, c'est quoi ? 
P' : Les quatre premiers exercices... 
 
131/ P : C'est les cas où en fait, on va avoir simplement deux tas. Après tu passes 

à trois tas, donc là il y a un moment de panique chez les élèves... Parce que là ça 
commence à rouler assez vite, une fois qu'ils ont trouvé. Comme disait P’, au début, on 
a l'impression d'un truc tout bête et puis en fait on s'aperçoit que c'est loin d'être tout 
bête... 

 
132/ P' : Et puis c'est vrai que ça met bien en place la résolution par substitution. 
 
133/ A : Et après, qu'est ce que vous faites ? 
 
134/ P :Moi je reste longtemps... Souvent, ils ont des problèmes de... 
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135/ P' : Mais là t'en as enlevé par rapport à la version originale ? 
 
136/ P : Non, je crois pas. Non, justement, je l'ai amenée pour voir. 
 
137/ P' : Fais voir, il me semble que t'en as enlevé, non ? 
Ah non, ça c'est Pyramides... 
 
138/ A : Alors justement, vous le faites avant Pyramides ou non ? 
 
139/ P : Oui, moi je le faisais en quatrième... 
 
140/ A : Mais tu le fais pas en Troisième ? 
 
141/ P : Non, je le fais pas non. 
 
142/ P' : Un, deux, trois quatre...Tu vois, t'as changé. Tu en as sauté. 
 
143/ A : Pourquoi as-tu changé ? 
 
144/ P : Parce que c'était sur mon fichier. C'est vrai en plus... 
 
145/ A : T'as pas de raisons ? 
 
146/ P : Non, pour l'instant, j'ai pas de raisons, non. 
 
147/ P' : C’est-à-dire que celles-ci, le lien entre les deux tas de cailloux il était... 
 
148/ P : Je les ai changés mais pas cette année. C'est-à-dire que je sais pas quand 

je les ai changés... 
 
149/ A : Mais il doit y avoir des raisons ? 
 
150/ P : Il doit y avoir des raisons.  
 
151/ P' : Moi, il me semble remarque que sinon, ici, ça en fait un petit peu trop. 

Parce que ici entre les deux tas de cailloux, c'est un lien additif. Tandis qu'à partir du 
cinq, le lien entre les deux tas de cailloux, c'est un lien multiplicatif "le premier tas a 
trois fois plus de cailloux que le deuxième..." Ben, si moi je pense qu'il faut quand 
même en faire mais pas cinq. il y en a trop après. Tu vois parce que t'es tout de suite 
passé... Non, non, tu as tout mis : regarde : deux moins, deux plus. Mais toi P, t'as pris 
que les additifs, t'as pas pris ceux-là ? Donc là, il faut en reprendre... Ah si, t'en as 
quand même une, la deuxième, t'as changé l'ordre. 

152/ P : Si, si, c'est ça deux, c'est 7 fois plus de cailloux, c'est bien un 
multiplicatif. 

 
153/ P' : Ah, oui. 
154/ P : Ici, moins, c'est soustractif... 
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155/ P' : Moins et plus... et après le cinq, c'est multiplicatif, c'est multiplicatif. 

Alors, peut-être que là il y en a trop. Alors, ça je sais pas trop, moi je trouve aussi qu'il 
y en a peut-être un peu trop, je sais pas si c'est nécessaire de... Je sais pas pourquoi eux, 
dans quel esprit, ils en mettaient... 

 
156/ P : Je crois moi les avoir réduits. Je crois maintenant me souvenir les avoir 

réduits parce qu'au bout d'un moment, t'avais une forme de lassitude. 
 
157/ P' : Oui, voilà, il y en a trop. Bon ben les élèves ont compris, bon ben ça y 

est ils ont compris. 
 
158/ P :Oui, c'est ça ils ont compris, ils ont trouvé chacun des stratégies. Moi, j'ai 

eu un cas... moi je m'en souvenais dans la voiture d'un petit Turc qu'avait une 
stratégie...Il faut que je retrouve la méthode. Il avait une méthode, une méthode assez 
étrange... 

 
159/ P' : Moi, du point de vue des méthodes, j'ai pas rencontré de truc 

extraordinaire, franchement... 
 
160/ P : Ben moi c'était ce p'tit Turc qu'était pas un bon élève, d'ailleurs, qu'était 

différent des autres, quoi. Et alors, il a jamais voulu passer à autre chose que sa 
méthode de résolution et chaque fois alors, tu essayais de le piéger. Je me disais il y a 
des cas où il va pas... Il arrivait, il tournicotait, etc. Je me rappelle, ça c'était, il y a trois 
ans. J'aimerais retrouver parce que c'était un truc qui marchait bien qui était très très 
lourd, dès qu'en plus ça se complexifiait mais qui marchait à tous les coups 
effectivement, qui était une stratégie qui était hors de celles qu'on connaissait. 

 
161/ A : Et alors une fois que vous l'avez fait individuellement. Alors le passage 

à la cinquième, comment tu le gères ? Qu'est ce que tu fais au bout de la quatrième ? 
 
162/ P : Donc là on fait un break. Moi, je fais un break ici et on essaie de 

mettre... Parce qu'on a souvent des résolutions par dessins, moi si tu veux... Donc on 
regarde, on essaie de prouver que le dessin, c'est peut-être pas... M'enfin, bon, on dit 
rien en tant que tel... Donc, si tu veux, on fait une sorte de tour de table pour savoir 
quelles ont été les différentes méthodes utilisées, etc.  

 
163/ P' : Voir comment ils s'y sont pris. 
 
164/ P : Voilà, on les note en général. Puis on laisse faire pour la suite. Parce que 

la suite, bon alors là donc... Mais là en général, ils changent pas de stratégie. Chacun ou 
chaque groupe qui aura trouvé une stratégie va la garder... Et toi P’, tu... 

 
165/ P' : Bon oui, là on fait un bilan, on se dit bon, ben voilà. Je fais pareil... 
 
166/ A : Toi aussi, au bout de la quatrième ? 
 
167/ P' : oui... 
P : Oui, parce qu'il y a un saut là. Il y a le saut du passage aux trois. Tu as raison 

(à P') au niveau des multiplier, on pourrait un rajouter un. 
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P' : Oui, peut-être. 
P : Oui ce serait plus équilibré. Je vais le noter parce que je vais oublier. 
 
168/ L : Si tu modifies, tu nous envoies, hein ? 
169/ P : Non, je garderai pour moi. (rires) 
 
170/ A : Avec les raisons. Oui, vas-y P’... 
 
171/ P' : Après pour amener la méthode par addition, moi je... 
A : Oui, comment tu fais, oui ? 
 
172/ P' : Moi je  prends simplement un système qui se résout difficilement par 

substitution qui amène des tas de fractions et qui amène des tas de calculs et donc là, on 
se dit ben ça serait peut-être bien de, d'avoir une autre méthode parce que pour ces 
systèmes-là, bon, c'est trop lourd, c'est, les calculs sont difficiles... 

 
173/ P : Moi, j'avoue avoir réfléchi longtemps pour essayer de trouver un 

système comparable à cailloux où on aurait pas d'autres (inaudible)... Mais j'avoue 
honnêtement.... 

 
174/ L : Où on aurait pas ? 
 
175/ P : Où on aurait pas de possibilités de substitution ou on aurait une stratégie 

plus lourde, de façon à trouver un truc un peu comparable. Alors moi, j'avais pensé à 
des systèmes de balances, etc, etc. J'ai jamais trouvé un truc, tu vois comme ça. Alors 
en général, j'y pense pendant que je fais ça, je me dis bon ben tant pis : j'y penserai 
l'année prochaine ou pendant les vacances et puis j'oublie et puis je retombe sur le 
même cas chaque année. Ça serait intéressant, si tu veux, d'avoir un système pareil, 
assez, pour lequel ce serait évident qu'on puisse pas, ben que ce serait plus lourd parce 
qu'on peut toujours, quoi, un système additif. Je pensais à des systèmes de balances, 
moi à un moment donné. Si on ajoute, tu vois sur des balances parce que finalement on 
aurait un système. A un moment donné, moi, c'est comme ça que j'avais fabriqué la 
fiche qui est sur petit x avec les assiettes, etc. Bon, elle est partie d'une idée que j'avais 
commencée et que Q a reprise et c'était au départ à propos de ça, en fait, qu'on avait 
essayé de la mettre au point. Et puis on a jamais concrétisé. 

 
176/ A : Et toi P’, qu'est ce qu'auront fait tes élèves juste avant ? tu vas le faire 

quand, ça d'abord ? 
 
177/ P' : Ben, je sais pas, je m'étais pas encore posé la question. 
 
178/ A : Ca y est, P, lui, il est obligé de le faire le 20. (rires). Nous, on vient, 

donc il a pas le choix. 
 
179/ P' : Alors moi, je sais pas, j'ai encore pas pensé. Alors,  
 
180/ P : En fait qu'est ce qu'il nous reste ?  Maintenant, parce que là on va faire le 

graphique, ce qu'on avait prévu ensemble début janvier, voilà... donc un petit travail sur 
les graphismes. 
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181/ A : Les graphiques de fonction, c'est ça ? 
 
182/ P : Voilà. Parce que ça, justement, on pourra l'exploiter après... avec ça et 

puis qu'est ce qui nous reste à faire ? 
 
183/ P' : Je sais pas, moi je pensais plutôt le faire à la rentrée des vacances de 

Pâques, moi, presque... 
 
184/ A : Ben écoute, nous peut-être qu'on ira te voir... 
L : Oui, ce serait intéressant, ça... 
A : Oui mais ce serait intéressant que tu nous répondes, aux questions là-dessus... 

A moins qu'on te les reposera quand tu l'auras préparé, hein ? Qu'est ce que t'en penses, 
P’ ?  C'est peut-être un peu tôt... 

 
185/ P : Elle va réviser... (rires) 
 
186/ A : Non, peut-être parce qu'elle le sait pas encore... 
 
187/ P :Parce qu'au niveau du programme, on en est où là ? Qu'est ce qu'il nous 

reste à faire, comme gros paquets ? 
 
188/ P' : Ben comme gros paquet, on a encore tous les volumes, ça fait quand 

même un truc... 
P : Oui. 
 
189/ P' : Ca prend quand même pas mal de temps... Et puis les équations de 

droites, les vecteurs, oui... 
 
190/ P : Équations de droites, justement... 
 
191/ A : Alors, tes équations, tu les places où justement ? 
 
192/ P : Ben moi, les équations de droites, je les placerai bien, c'est ce que je 

disais à L, après ça. Parce que je trouve que c'est une bonne façon d'introduire, ce qui 
me paraît pertinent, c'est de, là on a vraiment nécessité de représenter une situation 
fonctionnelle par une droite parce que bon, c'est plus économique de résoudre une 
équation comme ça. Bon alors, si j'étais un prof de Seconde, en plus, ce serait d'autant 
plus économique qu'ils auraient des graphiques, donc ça serait très simple. Donc là, on 
peut très bien. Donc c'est pour ça, alors là, comment, encore je sais pas trop mais je le 
vois bien juste après, tu vois. 

 
193/ A : Qu'est ce que t'entends par situation fonctionnelle, ici ? 
 
194/ P : Ben t'as une équation, donc t'as forcément une fonction. 
 
195/ P' : Oui mais moi, je trouve ça peut pas être traduit comme, ici justement... 
 
196/ P : Ah non, non, moi je parle des systèmes linéaires. 
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197/ P' : Oui mais tu parles pour nous. Parce que pour les élèves, le fait 

justement de présenter de cette façon-là, le x et le y, on est pas du tout dans une 
situation fonctionnelle là-dedans, tu vois ? 

 
198/ P : Ben, non puisque la variable, c'est ce qu'il dit d'ailleurs dans sa 

présentation, c'est sur le cadre des variables. C'est fait pour ça au départ. Et je veux dire 
qu'effectivement, là, c'est pas du tout une variable. 

199/ P' : Oui, voilà, c'est pas du tout une variable. 
 
200/ P : Ben non c'est pas une variable, c'est une nomination d'un tas. Ca n'a rien 

à voir avec une variable, ça varie pas, hein. Donc, c'est ensuite si tu veux. T'as ce 
passage-là. Après, on arrive à la forme ax + by + c = 0 en gros. On arrive aux systèmes 
linéaires et de là on retrouve la fonction. Parce que en fait le passage à la fonction se 
fait en fait au moment où tu traces la droite, en fait. Ça ça varie. Là, t'as un x qui 
devient une variable. 

P' : Ouais. 
 
201/ P : Parce que là est ce qu'on pourrait représenter graphiquement cette 

situation ? Non.  
 
202/ P' : Ça a pas de sens. 
P :Ça a aucun sens. 
 
203/ A : et c'est pour ça ? 
P' : Oui. 
 
204/ P : Non, je te dis, ça a l'odeur d'une fonction, ça a le goût d'une fonction. 

Mais ce n'est pas une fonction. 
Et alors j'ai redécouvert par rapport à ça justement, alors je l'ai vu, le cadre dans 

lequel se situaient Pyramides et CAILLOUX, c'étaient sur les variables. 
 
205/ P' : Ah oui mais non, non.  
 
206/ P :Le calcul littéral, ça c'est pour Pyramides. CAILLOUX, voilà, "il s'agit 

d'un travail par désignation par des lettres, sur l'écriture de relations simples entre deux 
nombres x et y, sur la résolution de systèmes linéaires, les lettres désignant des 
nombres qui existent mais qui ne sont pas connus"  

 
207/ P' : Oui ils précisent bien que ce sont des nombres qui existent mais qui ne 

sont pas connus. 
 
208/ A : Donc ce sont pas des variables. 
 
209/ P : Ça ça fait partie du début du travail qu'ils ont commencé, la réflexion 

qu'ils ont eue sur les variables. Je pense que ça ça venait avant ce qu'ils ont écrit 
ensuite. Et effectivement... 

 
210/ A : Donc toi P’, tu le ferais après Pâques, toi ? Donc si jamais, on veut aller 
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te voir... Si ça te dérange pas. 

 
(inaudible) 
 
211/ A : Qu’est- ce que tu faisais avant de faire ça ? 
 
212/ P' : Ben avant de faire CAILLOUX, je faisais comme P, comme il a 

expliqué. Tu démarres. Tu montres une équation à deux inconnues, tu t'aperçois qu'il y 
a une infinité de solutions et puis si tu as deux équations à deux inconnues et que tu 
veux vérifier à la fois les deux, ben tu trouves plus qu'une seule solution. 

 
213/ A : D'accord et ça c'est la méthode classique ? 
 
214/ P' : Oui, moi je faisais comme ça avant. 
A : D'accord. 
 
215/ P' : Alors bien souvent, si tu démarres comme ça, tu démarres plus 

facilement avec le graphique parce que tu as une équation qui a une infinité de 
solutions donc toutes ces solutions sont des couples de nombres ; ça donne l'idée 
automatiquement de les représenter graphiquement puisque t'as des couples de 
nombres. Donc là c'est plus facile avec cette façon de présenter pour relier avec le 
graphique parce que donc tes points sont alignés, tu fais la deuxième droite et tu 
t'aperçois donc qu'il y a plus... Il y a un point d'intersection. C'est vrai que la résolution 
graphique elle est très intéressante pour les différents cas de systèmes, le nombre de 
solutions. C'est vrai que présenté comme ça, c'est plus facile à lier au graphique. 

 
216/ A : Alors pourquoi tu l'as abandonnée finalement ? 
217/ P' : Ben peut-être que... Bon je l'ai abandonnée et je vais continuer à garder 

CAILLOUX parce que c'est vrai qu'avec CAILLOUX, on arrive, on a l'impression 
que les élèves arrivent très vite à maîtriser la résolution par substitution. Alors qu'avant, 
on présente comme ça. Bon les élèves sont bien d'accord. Il existe un couple solution. 
Bon on peut l'avoir vu graphiquement et tout. Bon alors après comment on va faire 
pour trouver cette solution sous forme de couple... Donc on va imposer la méthode, 
voilà. Et cette méthode par substitution, c'est vrai que dite comme ça, elle passe très, 
très mal. D'ailleurs, je m'en suis aperçue... tout récemment avec donc une très bonne 
élève, on calculait, on exprimait un prix réduit par rapport à un prix initial avec un 
pourcentage. Bon donc on arrive à y = une augmentation de 10 pour cent, y = 1,1 x et 
après sur ce prix, tu fais à nouveau une augmentation. Eh bien impossible pour elle de 
remplacer ce, le x par le prix... Ça, ça a pas été possible. 

 
218/ A : Quelle était la première équation, alors ? 
219/ P': Ben c'était donc, ben je vais prendre un exemple, je vais dire tu fais une 

augmentation de 10 pour cent suivie d'une augmentation de 20 pour cent. Donc quelle 
est la relation entre le prix initial et le prix final ? Eh bien dis comme ça, euh, ça a pas 
pu passer. Il a fallu prendre des exemples... Elle a pas pu enlever... Donc c'est vrai que 
la substitution, c'est quelque chose qui est pas, qui est pas facile. D'ailleurs, moi je 
pense que ça continue plus tard par exemple dans les fonctions composées. Quand tu 
fais des dérivées ou des trucs comme ça avec des fonctions composées, ben c'est 
incroyable encore le nombre d'erreurs... C'est la même idée... Finalement, il faut que tu 
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substitues. Quand tu fais des dérivées de fonctions composées, tu vois, il y a encore des 
tas de... Finalement, derrière, il y a la même idée. Faut bien que tu substitues dans ta 
formule où tu as que l'inconnue x. Faut que tu mettes la nouvelle fonction donc... 

 
300/ P : Ou les composées de fonctions.... 
P' : Oui, voilà... 
 
301/ P : Hein, les g rond f, etc 
 
302/ P' : Ca c'est très..., c'est difficile. 
 
303/ P :  C'est souvent en plus effectivement assez lourd, une résolution par 

substitution. 
 
304/ P' : Ben ça dépend des systèmes. 
 
305/ P : Ben oui des systèmes où tu as y = x... 
 
306/ P' : Voilà quand t'as un coefficient 1 à une des inconnues, c'est quand même 

la méthode la plus rapide... 
P : mh. 
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Observation du 20 mars 1998, de 10 h à 12 h de la classe de P 
 

1ère face de la 1ère cassette 
 

En salle des profs 
 
1 - P. Donc comme on va imbriquer étroitement… donc on commençait par les 

prép. classiques, c’est-à-dire le parachute etc. on a dû te les donner , mais enfin je te les 
redonnerais hein. Donc pour caler un petit peu les représentations graphiques, et surtout 
éviter les confusions entre trajectoire, représentation graphique. Voila, alors on fait en 
particulier un truc avec un parachute qui saute etc. et donc là on voit qu'il y a des élèves 
qui ont des problèmes, enfin ça cale un petit peu les choses. Donc là après les 
bonhommes, des activités petit x, donc là c'est assez simple ; et ensuite on pose le 
problème, un problème qui a l'air d'avoir aucun rapport si bien que j'ai des élèves qui 
m'disent, mais c'est dans quel chapitre qu'on est ? mais pourquoi ? qu'est-ce qu'on 
change ? etc. et alors là c'est, on a un rectangle avec une longueur petit x si tu veux. 

 
2 - A. Qu'est-ce que ça change ? 
 
3 - P. Donc j'ai déjà fait, mais il est possible que si ils sont fatigués là dessus je 

prenne la fin de ça. Alors j'explique où j'en suis, c’est-à-dire donc on trace sur le papier, 
on n'utilise pas du tout Cabri dans un premier temps, on fait des trucs et puis on regarde 
quelle est l'aire la plus petite du parallélogramme qui est dessinée au milieu d'un 
rectangle si tu veux en fonction de la variation de petit x. On ne parle pas de graphique, 
on ne parle de rien du tout. On travaille dessus, papier-crayon etc. Là ils se disent ouais, 
mais il y a plusieurs cas, c'est peut-être au milieu, c'est peut-être pas etc. donc tu vois ils 
réfléchissent etc. Il y a un gamin  qui me dit : et si on faisait ça avec votre calculatrice ? 
On prend Cabri et on le fait avec la calculatrice. Donc je fais un modèle sur ma 
calculatrice et on bouge et on dit : vous voyez comment on pourrait faire etc. Alors il y 
a 1 ou 2 gamins qui disent on va marquer au fur et à mesure. Et comme ça on va 
encadrer par dichotomie. Et puis moi je leur dis : et bien on a un tableau, comment on 
pourrait lire ce tableau, alors je dis on va noter tout ce qu'on voit. Alors on note, on 
note, on note, le graphique n'apparaît pas du tout ! Aucun qui essaye de faire un 
graphique. C'est moi qui l'introduit. Comment on pourrait lire ce tableau etc. Et donc là 
on dit : on va faire un graphique. Et donc là on fait un graphique, donc les gamins… 
moi je bouge au tableau si tu veux, les x et les aires et eux ils notent. Donc avec une 
classe, j'ai fini, on a fait le graphique et avec cette classe là je ne l'ai pas fait. Donc là 
éventuellement on pourra peut-être finir ça. Si tu veux s'ils sont un petit peu… de façon 
à mélanger, si tu veux, systématiquement système linéaire, graphique, on navigue sur 
ces deux activités, peut-être qu'il y aura un déclenchement à un moment ou à un autre. 
Là j'en sais rien. Bien. 

 
…………… 
 
4 - P. J'ai donné des feuilles à une classe et c'est là en voyant si tu veux un élève 

qui de suite semble aller à mon avis un peu trop vite, c’est-à-dire vu comme on donne 
dans "Cailloux" les x et les y si tu veux on induit très fortement la mise en équation… et 
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l'idée d'équation. Donc c'est pour ça que j'ai pensé que là avec l'autre classe je pouvais 
faire… la faire plus ouverte, faire un problème beaucoup plus ouvert. 

 
5 - A. Voilà, les raisons quand même de ta décision, c'est important. 
 
6 - P. Tout à fait. On va monter dans la classe. 
 
 
En classe 
 
7 - P. Voilà (il montre une feuille avec "le bouchon" et "l'éléphant"). Donc là j'ai 

mis les deux, deux trucs, mais si tu veux, je ne vais leur donner que "le bouchon"… ça 
c'est éventuellement si… bon, j'en sais rien. Bon, je l'ai mis en plus. Mon idée, c'est 
de… ils n'ont pas de fiches, c'est donc de le faire oralement . Tiens j'ai un problème ! 
comme ça; On a l'impression que ça vient comme un cheveu sur la soupe. C'est un peu 
une idée pour que cela ne soit pas prédestiné. Voilà. 

[A. Ça je vais te le laisser (magnéto) P. c'est fini, maintenant Xavier si tu dis quelque chose de mal 
Xavier. ah bas le prof ! ] 

8 - P. Voilà… je te dénonce au principal… Bien alors on s'installe. On essaie 
d'aller vite, cela va nous changer. [les élèves s'installent] Alors première information 
qu'on va vous donner, déjà… donc il y a L. et puis A. qui sont là donc pour noter des 
choses, c'est pas pour forcément noter ce que je dis ou ce que vous dites (sic! ) c'est 
pour voir comment ça fonctionne. Vous ne vous en occupez pas… 

9 - E. Ce que vous voulez dire, c'est qu'on fait mieux que d'habitude. 
10 - P. Voilà, il faut que cela soit parfait aujourd'hui, par rapport à d'habitude. 

Donc… et si j'entend des choses, j'ai la cassette comme témoignage…si vous faites pas 
ce qu'il faut ! Terminé; on est dans un régime policier… alors par rapport à l'interro. 
d'hier. 

11 - Es. brouhaha 

12 - P. chut! alors l'interro. d'hier, justement, vous avez pu remarquer… on va la 
corriger, donc on la corrigera mardi, et mardi donc je vous montrerais, on fera un 
chronométrage, que… en fait il était tout à fait  possible de la faire dans l'heure et 
qu'elle était relativement facile. Mais ce que vous avez tous fait, vous avez fait l'erreur, 
hein, que je vous dis à chaque fois, c'est de commencer par exemple par le premier 
exercice qui était le plus dur et le plus mal payé. Alors qu'en fait vous avez eu une très 
mauvaise stratégie de résolution du problème. Donc il fallait en fait quand on voit que 
cela ne marche pas on passe de suite à autre chose. Alors ce qu'on fera parce que mon 
but c'est quand même pas de vous mettre de trop mauvaises notes, c'est qu'on… que 
vendredi prochain, donc moi je ne serais pas là mais vous aurais Mme J à ma place et 
puis vous ferez [E.…] non, non, vous ferez donc une interro. d'une heure qui portera [E. 
elle est plus courte celle là]  sur la trigo, et qui portera sur Thalès. 

13 - E. M'sieur… 
14 - P. Elle sera plus facile, vous pourrez choisir soit les 2 notes, si vous voulez 

garder les 2 notes, ou si vous voulez en éliminer une, vous pourrez en éliminer une. 

15 - E. Oh putain ! 
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16 - Es. brouhaha 
17 - P. Ne me remerciez pas, merci…  Bien alors, vous savez ce qu'on vient de 

faire ? Chut ! On vient de faire le concours Kangourou avec les sixièmes… alors j'ai un 
problème qui serait du type Kangourou. 

18 - E. Ouais ! 

19 - P. On va voir ! ben oui qui sera du type kangourou, qui est très très simple… 
qui est très simple. Alors vous allez essayer de le trouver, on va voir si vous auriez été 
capables de faire du Kangourou. 

20 - E. Kangourou ? 
21 - P. Ç'est un problème simple. 
22 - E. Pourquoi on l'a pas fait m'sieur ? 

23 - P. Parce qu'il fallait au moins une classe de troisième entière et on avait pas 
assez de gens intéressés visiblement, hein. C'est tout. 

24 - E. On aurait eu deux heures de consignes ! (rires) 

25 - P. Ah, si le but c'est de faire sauter des heures ! bien sûr… Alors voilà. C'est 
un problème simple. Vous avez une bouteille et son bouchon. Jusque là tout le monde 
comprend… Bien. Alors je sais que si je pèse ma bouteille et son bouchon, hein ?  
   

La bouteille plus le bouchon, elle fait 110g. Jusque 
là tout le monde comprend ? Bien.  

Je vous dis que, je vous dis que la bouteille pèse, je 
ne me trompe pas ? la bouteille pèse 100g de plus que le 
bouchon.  

26 - E. Oh la, la ! 
27 - P. La question c'est quoi à votre avis ? 
28 - Es. Combien pèse le bouchon. 

29 - P. Combien pèse le bouchon. 

Au tableau 
110g 

la bouteille pèse 100g de plus 
que le bouchon  

 

 

 

 

Combien pèse le bouchon ? 

30 - E. 10g 
31 - P. A la limite une fois qu'on sait combien pèse le bouchon ... 

32 - Es.… 
33 - P. Voilà, Claire elle part du principe que c'est un exercice dur ! 
34 - Es. Et oui. 

35 - P. Elle se dit, j'ai une solution, ça peut pas être la bonne. 
36 - E. Je vais pas dire que le bouchon pèse 10g comme Benoît… 
37 - P. Alors tu ne dis pas que le bouchon pèse 10g… 

38 - E. 110 g c'est ... 
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39 - P. Alors 110g c'est donc le poids, hein, c'est, on va pas dire la masse, 

bouteille et son bouchon, la bouteille bouchée, hein ? c'est 110g. 
Si vous voulez je le marque, bouteille et son 

bouchon 110g 
bouteille et bouchon 110g 

 
En aparté 

40 - E. la bouteille pèse 100g…m'sieur le bouchon il pèse 5 g c'est ça ? on fait 
l'équation ? 

41 - E. Ouais mais cela dépend. 

42 - P. Alors, bon allez y je vous laisse 5 minutes, vous pouvez vous mettre à 
deux pour réfléchir au problème… 

43 - E. J'ai fait une équation monsieur. 
44 - P. Ben moi je veux bien hein ! Vous faites comme vous voulez… alors ? 

dans un groupe 

45 - Laurent. Oui, oui, monsieur le bouchon il est entre 0 et +5 ? Non ? 
46 - E1. 105 et 5 ? 

47 - P. Moi je ne sais pas. 
48 - Laurent. Et bien moi je pense… 
49 - E2. Oui, c'est logique Laurent, le bouchon et la bouteille 110g… et la 

bouteille fait 100g de plus que le bouchon, ton bouchon il fait 10g ! 
50 - E. Ben oui, c'est logique /  Es. Non. 
51 - E. brouhaha 

52 - P. Enfin là, vous avez une solution, vous pouvez l'expliquer 
53 - E. Brouhaha 
54 - E.…Y en a un, si elle est vide ou si elle est pleine. 

55 - P. Est-ce un problème important ? si elle est vide ou si elle est pleine ? 
56 - Es. Non heu… 
57 - P. Si je vous dit c'est du bordeaux dedans, cela change les choses ?[E. Non] 

Non, bon. 
58 - E. Cela dépend de la composition du bouchon ? 
59 - P. Cela dépend de la composition du bouchon…  

60 - E. Ça ne fait que 90g de plus que le bouchon… donc 5g 
61 - P. 5g 
62 - E. La bouteille plus le bouchon ça va faire 120g 

63 - E. Si tu dis que le bouchon fait 10g, la bouteille va faire 120g 
64 - E. Mais la bouteille fais 100g de plus que le bouchon, 100g plus le poids du 

bouchon 

65 - E. Mais non… Brouhaha 
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66 - E. Non… il y a un piège. 
67 - P. Toi, tu vois des pièges de partout…(rires) 

68 - E. M'sieur, le bouchon il ne peut pas faire 10g, parce qu'après 110g… 
69 - P. Attendez on va regarder, on va mettre chacun les solutions… 
70 - E. Parce que si le bouchon il fait 10g et que la bouteille pèse 100g de plus, 

cela veut dire que la bouteille elle fait 110g ! 
71 - P. Vous avez quelque chose vous ? Alors ? Laure ? Amandine ? 
72 - Es. 10g. 

73 - P. 10g ! Alors tu as une idée Laure ? Hein ?… Donc là vous avez une idée. 
74 - Laure. Non, on a pas une idée, on a un résultat juste. 
75 - P. Vous avez un résultat juste, bien. 

76 - E. On a un résultat. 
77 - P. Vous avez un résultat, vous êtes capables de l'expliquer… bien… on va les 

marquer les résultats. Ici vous avez un résultat (groupe de devant, côté A)…Vous ? ( groupe 
de devant, côté L) Vous vous avez un encadrement [E. 5g] toi tu penses 5g… bien alors de 
façon qu'on écrive  tout vous notez sur une feuille par exemple, ce groupe là vous notez 
votre résultat, on va le copier après sur le tableau, vous notez simplement votre résultat 
et puis une explication rapide… hein ? Là vous notez votre résultat ici avec une 
explication rapide. Non, mais Anaïs avait une idée… là vous regardez là en même 
temps vous pouvez expliquer. Et puis là vous notez aussi ce que vous avez trouvé sur 
une feuille pour qu'on les recopie après… vous notez rapidement ce que vous avez 
trouvé comme solution, le résultat, et vous expliquer vaguement… qu'on puisse 
ensuite…Au fond là bas, Laure Amandine… Laure, Amandine et… heu vous avez 
quelque chose comme résultat ? avec heu ? oui ? donc vous notez sur une feuille et puis 
on va le copier au tableau de façon à ce qu'on change pas les idées après, hein… 

78 - Es. Je n'sais pas monsieur… 

79 - P. Pardon c'était simplement pour noter, pour pouvoir noter les résultats . 
[des élèves des groupes se déplacent au tableau pour recopier leurs résultats] 
80 - P. (au groupe de devant, côté A) alors Caroline, c'est bon ? C'est bon là ? tu viens 

le noter là, là derrière tu notes le résultat et une vague explication, hein… 
81 - E. Est-ce qu'on peut avoir un nombre fixe ? 
82 - P. Qu'est-ce que tu appelles un nombre fixe ? 

83 - E. Ben, 5, 4, 3… 
84 - P. Un nombre entier . 
85 - E. Ouais un nombre entier, mais… 

86 - P. Non on ne nous a pas dit que, peut-être que ça fait 3,7g. 
87 - E. Ouais, mais si on met entre zéro et dix c'est bon ? 
88 - P. C'est une réponse. 

89 - E. Entre zéro et dix. 
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[P. je t'avais perdu L., je ne savais plus où tu étais passée, je ne te voyais plus au milieu des 

élèves… ouais elle me demande si on demande des résultats fixes, entiers, d'accord, c'est une 
information] 

90 - P. Bon, vous êtes à peu près d'accord ? Thibault tu vas le copier derrière ce 
tableau là, votre réponse, et votre vague explication… [E. Je vais avec toi ] Oui tu vas 
avec… Bon c'est bon ? Là il nous reste ce groupe-là et ce groupe-là… Bon Anaïs tu 
viens copier là ? Non mais tu copies simplement le, simplement la réponse si tu veux de 
façon à pouvoir… C'est juste pour regarder… Tu mets ici et ici de façon qu'on puisse 
tourner le tableau, qu'on ait plusieurs types de réponses… 

les élèves écrivent au tableau tout en interagissant… 

[P. (à L.) oui en fait j'ai fait écrire derrière le tableau uniquement pour éviter, comme C. est le 
meilleur élève il risquerait d'y avoir une fédération autour de sa solution, voilà…P. (à A.) Donc on a 5 g, 
on a 2g, on a deux cinq g… ce que je disais à L., c’est-à-dire, j'ai mis derrière le tableau là bas pour pas 
qu'il y ait diffusion… ] 

91 - E. C'est 5g à votre avis ? 

92 - P. J'en sais rien, hein. 

[P. donc on avait un deux cinq grammes, on avait là bas un 3g et là je ne sais pas combien on a… 
on a 5g ici]  

[Au tableau trois solutions sont visibles, la solution 4 est cachée.] 
sol.1 (dernière 

écrite) 
Le bouchon pèse 

5g car la bouteille pèse 
100g de plus que le 
bouchon. Alors 

110-100=10g 
10÷2=5 
105+5=110

bouteille
bouchon

 
Groupe du fond L 

sol.2 
Le bouchon pèse 

5g 
car 105+5=110G 
et la bouteille pèse 

100g de plus que le 
bouchon 

 

sol.3 
Le bouchon pèse 5 

g 
la bouteille pèse 

alors 105g 
et 105g+5g=110g 
 

 sol.4 (Cyril : 1ère 
écrite) 

à l'arrière du 
tableau 

bouchon = x 
x+(x+100)=110 
2x=10 
x=5 

93 - P. Bien alors dès que Virginie a terminé on va regarder les solutions, essayer 
de les comprendre si tant est qu'on puisse les comprendre…  

en écrivant la Sol 1 

93 - E1. Comme il faut rajouter le poids du bouchon plus encore le poids du 
bouchon …  

94 - E2. Ah !   
95 - E1. Tu fais 10 divisé par 2, cela fait 5…  
96 - E3. Qu'est-ce t'en sait que la bouteille elle fait 105 g ? 

97 - P. La bouteille elle pèse 100g de plus que le bouchon, d'accord ?… il y a un 
résultat et il n'y a pas le résultat… C'est bon ? On attend que Virginie ait terminé… on 
regarde un peu. Et puis chacun va essayer de… d'expliquer… donc comme solutions en 
fait on a 5g, 5g, 5g et on a  5g ici aussi, derrière (sol.4) . Par ailleurs avant de 
commencer, il y a eu une sorte… de consensus sur 5g, heu, mais au départ j'ai entendu 
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beaucoup de… vous vous aviez dit de zéro à 10 hein ? [E. Oui, mais…]  au départ, non, 
non, ce n'est pas…  et puis au départ il y avait 10g, la première idée qui est venue c'était 
10g… hein ? c'était venu ici, c'était venu par là pourquoi vous avez éliminé 10g très 
rapidement ? 

98 - E1. Parce que 10g…100g heu 110g moins 100g. 

99 - E2. Non, comme on fait 100g le poids du bouchon 10g… 
100 - E3. C'est la bouteille plus bouchon qui fait 110g ! [Es. ouais !] 
101 - E2. Oui, la bouteille plus bouchon ! mais comme la bouteille fait 100g de 

plus que le bouchon, cela veut dire que tu as rajouté le poids du bouchon avec. 
102 - Es. brouhaha 
103 - P. Alors attends, elle n'a pas bien compris Nathalie, est-ce que tu peux 

l'expliquer autrement ? Non non mais, bon, ce que tu dis est-ce qu'on pourrait pas faire, 
je ne sais pas, un dessin ou autre chose ?  Oui, oui ben vas-y. 

E2 va au tableau 

104 - P. Nathalie c'est notre test, si Nathalie a compris c'est bon hein ? d'accord ? 
Voilà. 

105 - E2. La bouteille comme ça, elle fait 110g, tu es d'accord 
avec moi ? Donc le bouchon… il n' y plus que le bouchon, on dit 
qu'il fait 5g, on essaie quoi. 

106 - Es. (protestations) 10g ! tu essaies 10g !! 

107 - P. On essaye 10, on essaye 10. 
108 - E2. Ouais. On essaye 10. Alors la bouteille toute seule, 

elle doit faire 100g de plus que le poids du bouchon. Tu es d'accord 
avec moi ? Tu es d'accord avec moi , tu rajoutes 100g à 10g 

109 - E. On ne l'a pas la bouteille toute seule, 100g moins 
10…non ? 

110 - P. Attends, attends. 
111 - E2. Pour le moment…pour l'instant elle fait 110g… tu as 

deux bouchons… donc elle fait le poids du bouchon plus 100g, donc 
ça fait juste ça, t'es d'accord avec moi que ça fait 110g ? [il écrit 
110g] 

112 - E. Moi je comprends rien. 

113 - E2. 110g plus le bouchon… ça fait 120g 

110g

5g

 

 

 

 

10g

110g 110g  

114 - E. M'sieur je comprends rien. 
115 - P. Ecoute, écoute ce qu'il dit… 

116 - E2. Après il faut que tu rajoutes le bouchon pour la fermer, ça fait 120 donc 
ça va pas. 

117 - E'. Là il y a quelque chose qui ne va pas / Es. Ah ouais ! 

118 - E'. Pourquoi là ta bouteille elle est toute seule, elle n'a pas de bouchon. 
119 - E2. Et bien oui elle est toute seule !  
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120 - E'. Donc t'enlèves le poids du bouchon. 
121 - P. Attends ! oui il a fait un test avec 10g pour te montrer qu'avec 10g ça 

marchait pas. 
122 - E2. Après je te montre avec 5 g  
123 - E'. Ouais, mais je ne comprends pas pourquoi quand il n'y a pas le bouchon 

on met toujours 110g. 
124 - E. Ouais c'est parce que c'est faux ! 
125 - P. Là c'est ce qu'il trouve si il avait pris comme bouchon 10g. 

126 - E2. Après je peux montrer avec 5g, ça devrait marcher. 
127 - E. Ce que je comprends pas… 
128 - P. Chut, on écoute ce qu'il dit, après on verra. 

129 - E2. Le bouchon plus 100g, 105g… après tu rajoutes le 
poids du bouchon, puisqu'il faut le fermer avec le bouchon… 110g. 

130 - P. Elle n'a pas compris. Virginie, tu voulais dire quelque 
chose. Alors on peut peut-être utiliser les explications qui sont 
données. Oui ? 

 

5g

110g 105g

105g+5g  
134 - Virginie. le 5 on peut expliquer comment… parce que tu peux mettre plus le 

bouchon… tout à l'heure j'avais expliqué à Amandine… une bouteille plus le poids du 
bouchon, en plus on rajoute le bouchon, c'est comme si il y avait deux bouchons…  

135 - E2. T'as pas le droit. 
136 - P. Dans le texte il y a marqué la bouteille pèse 100g de plus que le bouchon. 

137 - E2. De plus… 
138 - P. En fait c'est 100g de plus que le bouchon, donc tout à l'heure il t'a dit si ça 

ça faisait 10g, 100g de plus que 10g ça fait 110g, donc il teste, il a vu que ça marchait 
pas, donc après il a essayé 5 g, il a dit 5g, 5g avec 100g de plus ça fait donc 105… mais 
il dit, il y a encore le bouchon à rajouter d'où 110, donc là ça marche… c'est comme ça 
qu'il marque. Oui, Nathalie. 

139 - Nathalie. moi j'ai pigé mais Laure a pas compris. 
140 - P. Laure a pas compris. Alors est-ce qu'on peut utiliser peut-être maintenant 

les explications qui sont là…  

141 - Antoine (sol. 1). Il y a une autre façon de faire aussi peut-être. 
142 - P. Alors vas y, il y a encore une autre solution que peut-être Laure 

comprendra mieux. 

143 - Antoine. je ne sais pas si c'est clair mais… donc tu fais 110g moins 100g, il 
va te rester 10g et après sachant que ça va te faire… c'est comme si tu avais deux 
bouchons parce que tu vas rajouter, tu vas rajouter à la bouteille un bouchon et en plus 
tu vas avoir le bouchon pour fermer. 

144 - E. Tu vas rajouter à la bouteille le poids du bouchon. 
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145 - Antoine. Oui le poids du bouchon, et après tu vas fermer avec un vrai 

bouchon [rires], donc après tu fais 10 divisé par 2 ça fait 5… et 2 fois 5 voilà. 

146 - P. Bien, on va regarder, ça n'a pas l'air d'être très clair chez Laure. Tu vas 
t'asseoir Antoine. Tu l'as noyée Heuh… donc il y a ici trois explications, il y en a une 
autre derrière le tableau, je vais le tourner tout à l'heure. Donc ici l'explication qu'a 
écrite Virginie, c’est-à-dire [il lit la sol.4] "le bouchon pèse 5g car la bouteille pèse 
100g de plus que le bouchon. d'accord 110-100 égale 10 ! donc c'est ce qu'il vient 
d'expliquer Antoine "donc 10 divisé par 2 ça fait 5g, 105 plus 5 ça fait 110" heuh… 

147 - E. Est-ce qu'on aurait pu utiliser une équation ? On a essayé… 
148 - P. Cyril c'est ce qu'il a fait, il a pensé à "équation". Pour vous équation, ça 

vous dit quoi ? Qu'est ce que tu appelles "faire une équation" ? 

149 - E. Ben si il y a une inconnue, on cherche à remplacer le x par une inconnue. 
150 - P. Bien  c'est… [à Cyril] je ne te trahis pas en disant que c'est ce que tu as 

fait ? 

151 - Cyril. heuh ... 
152 - P. Donc il a fait ça [dévoile la sol. 1]… Cyril… c'est court en plus, c'est un 

avantage… alors est-ce que Laure avec ça comprend mieux, c’est-à-dire qu'il a dit que x 
c'était le bouchon… ce qui veut dire que x plus 100 c'est quoi ? et bien la bouteille avec 
le bouchon… Pourquoi, pourquoi il écrit x plus 100 à votre avis ? 

153 - E. Parce que 100 c'est le poids de la bouteille. 

154 - E. Parce que le poids de la bouteille pèse le poids du bouchon plus 100g. 
155 - P. Parce qu'il a repris la phrase : la bouteille pèse 100g de plus que le 

bouchon, 100g de plus que le bouchon, le bouchon étant x, ça fait 100 + x… oui Laure ? 
… En tout il y a le bouchon, c'est ce qu'on a retrouvé tout à l'heure chez Antoine quand 
il disait c'est comme si on avait deux bouchons hein ? Donc ensuite, donc c'est là qu'il 
fait son équation donc il l'a écrit , il a 2x =10 Est-ce qu'on comprend comment il est 
passé de là [x+(x+100)=110] à là [2x=10] ? [Es. oui] Nathalie tu peux expliquer. 

156 - Nathalie. ça fait… il a enlevé le 100 de chaque côté. 
157 - P. Oui il a enlevé le 100 de chaque côté donc il a 110 moins 100 il trouve 

10, donc il a 2x = 10 donc x = 5. Bon alors je vous ai préparé plein ! [Rire de P. et 
protestations de Es] Non mais des drôles, des drôles, vous allez voir [brouhaha]… mais 
si…[brouhaha] je n'ai plus mis de bouteille parce que l'éthique ça marchait pas… c'est 
plus des bouteilles c'est des cailloux.[il distribue la fiche cailloux] 
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158 - P. Alors 2, 3, 4, 5, et 6… [il distribue par rangée] Alors on essaye chut !  

individuellement de le faire, éventuellement on peut communiquer après, mais on 
essaye dans un premier temps de trou… de chercher tout seul. 

151- E. M'sieur, je peux avoir un autre papier ? 

152 - P. Ouais attends,toi  je te donnerais après… c'est bon ? 1, 2, 3, 4… 2… 3… 
des cailloux n'importe quoi ! des bouchons, des cailloux… 1, 2, 3, il y en a trop là… 
Voilà c'est bon ? Tout le monde en a 1 ? T'en a un pour Guillaume ?  

153 - E. Ouais c'est bon. 
154 - P. Vous faites comme vous voulez hein. [à L. je t'en redonne un]  

P. EFFACE TOUT CE QUI EST AU TABLEAU 

SAUF LE DESSIN CI-CONTRE 

 

5g

110g 105g

105g+5g  
Recherche des élèves 

155 E1. M'sieur c'est quoi une… c'est quoi "une égalité vérifiée" ? 
156 - P. Heu ... une égalité. 

157 - E2. Il faut un égalité dans chaque, il faut marquer. 
158 - P. Voilà une égalité en fait… vérifiée ça veut dire… 
159 - E. C'est quoi x et y ? 

160 - P. Oui ? brouhaha 
P. avec un groupe 

131 -  E1. (en écrivant) . 133 moins 19… puis après je divise 114 donc heu par 2 
et je rajoute 19 pour x. 

132 - P. Ça me parait pas idiot. 
134 - E1. Ça peut être bon ?  

135 - P. Oui… ce que tu feras… de toute façon, c'est qu'à la fin…  
136 - E2. Après je ferais une expli… une équation. 
137 - P. Tu vérifieras. 

138 - E1. Ah ? OK. 
139 - P. Ah ! est-ce qu'il faut faire une équation ? Alors on te dit [P. lit la 

fiche] … ouais, "donne une écriture de y à l'aide de x" ce sera bien une équation puisque 
tu vas avoir y égale quelque chose… alors si tu ajoutes 91 et 72 est-ce que tu vas 
trouver… est ce que tu vas trouver 133 ? C'est ça mon problème. 

P. avec un groupe du côté A 

140 - E2. Et c'est juste là ? 
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141 - P. Donc là tu as un tas… donc ça ne marche pas [E2. oh uh]… non mais tu 

as peut-être fait tout simplement une erreur d'opération hein ? Donc là… attention si tu 
me mets que x est égale à y plus 19 ça veut dire que c'est lui le plus gros tas. 

142 - E3. Là elle a x plus 19. 
143 - P. Non, non attention hein là ! tu me dis que x est égal à y plus 19 cela 

voudrait dire que x il est plus grand. 
144 - E2. Ah ! donc en fait je mets y plus 19 égal x non? 
145 - P. Chut le plus grand c'est lequel des 2 ?  

146 - E2 et E3. Et bien c'est y. 
147 - P. y ! donc ça va être y qui va être égal à quelque chose… alors [P. regarde 

ce qu'écrit E2]  oui c'est ça… alors mettez votre explication. 

148 - E3. y égale x plus 19. 
149 - P. Oui, voilà… c'est bon. 

P. PASSE A UN AUTRE GROUPE 
150 - Laure. Est ce qu'il faut faire 133 moins 19 sur… ? 

151 - P. Alors, 133 c'est ton total hein ? d'accord… moins 19 OK ! donc tu as 
trouvé 114… alors 114  ça va correspondre à quoi ?  

152 - Laure. A x, mais le … 

153 - P. A x t'es sûre ? Si tu fais x plus… 114 plus 19 tu vas pas trouver 133… Si 
? …  9, 10, 11… ah si, tu trouves 133. Non, mais…regardes…visiblement [montre le 
dessin]… ton tas de cailloux x, il est plus petit [Laure. oui, plus petit que lui] que lui 
donc ça peut pas être comme ça. Et qu'est-ce qu'on te dit ? On te dit que le second tas, 
c'est dire y il en 19 de plus que le premier, c’est-à-dire il en aurait 19 de plus que 114 
[Laure. ah du moment qu'ils sont comme ça…]… fais des dessins si tu veux, fais des 
dessins comme Antoine a fait avec les bouteilles par exemple… on peut, on peut s'aider 
avec des dessins… 

154 - E. M'sieur, il faut faire les deux ? 

155 - P. Oui, oui on va faire celui-là aussi  [à tous]… Si on a finit le premier on 
fait le deuxième hein et puis après on va, on va résumer un peu les deux… on va 
marquer les différentes solutions ouais…[E. montre ce qu'il a fait] Ouais après tu fais le 
deuxième si tu as fini le premier, ouais. 

Groupe du fond, côté L. 

156 - E. M'sieur, on a trouvé le deuxième mais on ne sait pas comment 
l'expliquer. 

157 - P. Ah !… donc attends je regarde… donc le deuxième me semble faux [E. 
ah bon?] Si [rire] si… [à un autre élève] je suis en train de regarder ce que tu avais 
trouvé [E. je voudrais bien comprendre] alors sans expliquer est-ce que c'est juste ?… 
oui… le tout c'est d'arriver à expliquer… Laure  tu as trouvé ?… Anaïs…  essayez de 
l'expliquer à chaque fois. 

Groupe de devant, côté L.  
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158 - P.… Alors il est dans les cailloux c'est le bagne hein ? [E. ouais moi j'ai]  
158 - P. Oui. 

159 - E.…C'est "une égalité vérifiée" que je ne comprends pas ce que ça veut… 
160 - P. Bon ben… "une égalité vérifiée" par x et par y ensemble… 
161 - E. En fait c'est , c'est… une équation… 

162 - P. Oui c'est une équation si tu veux… Attends qu'est ce qu'il y a marqué ? je 
ne le lis pas à l'envers… "il y a 133 cailloux en tout" donc c’est-à-dire une égalité où tu 
vas trouvé 133… 

163 - E. Oui, mais je n'arrive pas à la faire, monsieur l'égalité. 
164 - P. Et bien, ton premier tas c'est quoi ?  
165 - E. Mon premier tas c'est… heu… x. 

166 - P. C'est bon, oui attends… oui c'est bon [en arrière fond E. mon premier tas c'est 
133 divisé par j'sais pas quoi…] bon alors… c’est-à-dire je veux une égalité en tout [E. oui] 
où tu trouves x, y et 133… [à un E qui lui montre ce qu'il a fait] c'est bon [un autre E. 
c'est bon ça ?] C'est bon ouais [E. on peut vérifier]  comme ça tu vérifies, et  tu vois que 
c'est bon.  Après on fait le 2 quand on a fini le 1… on va marquer… 

167 - E. C'est un peu le bordel quoi… c'est trouvé, et j'ai essayé mais j'sais pas 
comment expliquer en fait. 

168 - P. Ah, pour lequel ? 
169 - E. Pour le 2. 

170 P. Alors… peut-être que tu vas t'aider des phrases… c’est-à-dire que tu fais 
comme  ici. (montre le 1)  

171 - E. Je décris… c'est un bordel pas possible. 

172 - P. Mais non… [à un élève] oui… [à un autre élève] non… [rire] 
173 - Laure. J'sais pas si c'est comme ça ? 
174 - P. [à Laure] Alors essaie de faire des dessins. 

avec un élève du fond, côté A 

175 - Ambline. J'ai fait… j'ai pas fait un système d'équations parce que… 
176 - P. C'est pas grave… [il lit la solution] tu fais 133 moins 19… tu trouves 

114… 114 divisé par 2 ça fait 57 OK !  Ouais ! Ben c'est… 
177 - Ambline. Et le deuxième ? parce que le deuxième je ne savais pas s'il fallait 

mettre 7 ou 8 en fait. 

178 - P. Alors on va regarder… est-ce que tu pourrais l'expliquer ça ? pourquoi tu 
fais 133 moins 19 et ensuite 114  divisé par 2 ? 

179 - Ambline. Ben… parce que je ne sais faire que les trucs que j'veux expliquer.  

180 - P. C'est une bonne réponse… tu vas le noter au tableau ça [la solution] et 
puis le deuxième aussi… tu le notes à la place des bouteilles. [le dessin resté au tableau] 

181 - Ambline. Et le deuxième il était juste ou pas ?  
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182 - P. Je crois… tu as trouvé combien ? Cinquante si… [Ombline. Huit 

] Attends tu as trouvé combien pour x ? tu me trouves huit… 

183 -  Ambline. Ouais, mais je n'sais pas s'il fallait faire…  
184 - P. Non… mais c'est pas grave parce que ton idée n'est pas mauvaise. 
185 - Ambline. Parce qu'en fait… je crois que je sais ce que j'ai fait… parce que 

comme il était 7 fois plus grand j'ai mis 7 mais en fait c'était 8. 
186 - P. Donc divise par 8 pour voir et là ça marchera. 
187 - Ambline. 8 ça fait… 

___ 
188 - E. M'sieur, il faut… il faut enlever 19 à 133, qu'on divise par 2 et après on 

rajoute 19 pour le premier. 

189 - P. Par exemple c'est ce qu'elle a fait… oui… ça marche… 
190 - E. Et après on fait le deuxième ?     
191 - P. Et après on fait le deuxième. 

Avec le groupe de second rang, du côté de L. 

192 - E. On a trouvé nous… 
193 - P. Ça c'est bon… tout ça c'est bon… vous faites comment vous ?  

194 - E. On fait l'équation là [P. d'accord, d'accord] x plus y égalent133…  
195 - P. Vous avez fait comme Cyril en fait. 
196 - E. Ouais  

Avec le groupe du fond, du côté de L. 

197 - P. Donc là c'est bon… le deuxième vous n'arrivez pas à l'expliquer…  
198 - Amandine. Il n'arrive pas à l'expliquer à moi déjà. 

199 - P. Alors… c’est-à-dire…  est-ce que si on faisait des dessins comme avec 
les bouteilles tout à l'heure on s'en sortirait mieux ? 

200 - Amandine. Non / E2. Ben les dessins de bouteille… 

201 - P. En fait le problème il vient d'où là ? Pourquoi vous avez un problème par 
rapport à l'autre ? Hein ? 

202 - Amandine. La multiplication. 

203 - P. Oui la multiplication en fait ce que vous n'arrivez pas à voir c'est "le 
deuxième tas a 7 fois plus de cailloux que le premier" est ce que c'est ça ou pas ? 

204 - Es. Ouais. 

205 - P. Est ce que ça vous arrivez pas à l'expliquer… ça veut dire quoi 7 fois plus 
de tas que… ? 

206 - E1. Et bien il y a 7 fois… / Amandine.  c'est le même truc que ton bouchon. 
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207 - P. C’est-à-dire si j'ai un tas ici… comme ça [il dessine 
ce qui est ci-contre]  

208 - Amandine. Il y en aura 7 comme ça… 

209  - P. Il y en aura ? 
210 - Amandine.  Il en aura 7 et 1… 8 ! 
211 - P. D'accord ? donc là on voit mieux ? ouais donc ensuite 

? 
 

212 - P. Tu comprends mieux Virginie ? si on te dit… 7 fois plus de… 
213 - E. Ouais ça va. 

214 - P. D'accord ? donc ce que dit Amandine… cela veut dire que 7 fois plus tu 
en as 7 là [montre sur le dessin] … y en a, et bien y en a un là… donc on tourne à 
combien de tas ? on tourne ? 

215 - E2. 8 / Virginie. Oui mais après là… 
216 - P. Alors 8… on sait quoi encore ? On sait qu'il y en a combien en tout ? 
217 - E2 - 56. 

218 - P. 56… 56 ça correspondrait à combien de tas comme ça. [montre le dessin]  
219 - E2. 8. 
220 - P. Donc si j'en veux 1 ?  

221 - E2. On divise par 8 
222 - P. Ce qu'ils ont fait là. 
223 - Virginie. Ah ouais. 

224 - P. Regarde… ce qu'ils disent, ce qu'ils disent voilà j'ai un tas ici, là j'en ai 7 
fois plus que ça donc 7 fois plus ça voudra dire que j'en ai 7… 6, 7 voilà donc en tout ce 
que je veux savoir c'est combien il fait ce tas là… je sais que tout ça [E2 - ça fait 56] ça 
fait  56… Voilà. 

225 -  E. C'est bon ? 
226 - P. Non il y a une erreur… et je sais pourquoi même. 

227 - E. Pourquoi ? Brouhaha 
228 - P. Alors pour le numéro 2 c'est bon… Alors c'est bon ? on va regarder…au 

tableau alors…P. au tableau au tableau Amandine nous a mis une solution (sol.4) Anaïs 
tu vas écrire la vôtre ? c'est pas tout à fait la même. ça va Virginie [Virginie. oui, oui] 
c'est bon. 

[P. (à A.) ce groupe là… Anaïs… c'est un des… c'est un de ceux qu'on trouve le plus… parce que 
ils ont réappliqué directement en fait ce qu'a fait Cyril tout à l'heure…  ce qui est marrant, c'est qu'il y a 
beaucoup d'explications dans ce genre de problème, beaucoup plus que d'habitude… entre eux…(à L.)  
alors j'ai fait mettre celle d'Anaïs là-bas parce que c'est celle que l'on retrouve assez souvent… 
pratiquement… parce qu'elle s'inspire de celle de Cyril… et puis il y a l'autre là-bas (sol.2) qui est un 
peu… qu'on retrouve… mais qu'ils ont du mal à formuler donc eux normalement ils vont reformuler ce 
que je leur ai dit… il y a des chances…] 
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229 - P. C'est bon ? Caroline c'est bon ? c'est bon ?… allez vite  [P. Celle de 

Benoît je l'avais pas vu (sol 3)]… donc ici 76… 57. 

230 - E. On a pas marqué le deuxième. 
231 - P.  C'est pas grave…on va déjà regarder le premier et puis après on passera 

au deuxième… là aussi ils n'en sont qu'au premier… [E. on peut pas la mettre derrière 
?] attends, attends on va l'expliquer et puis on l'effacera, on passera au deuxième… 

 BROUHAHA  
232 - E. Là il faut écrire que c'est encore x et y ?  
233 - P. Toujours, toujours… donc tu as trouvé combien ? [E. 28] Alors si 

t'ajoutes 28 et 19 est-ce tu vas retrouver… 
234 - E. 8 fois 7… c'est 7 fois ça là … /E'. Ouais mais le premier… 
235 - P. Ouais mais est-ce que tu vas trouver en tout déjà… [E. 56 moins 28] Est-

ce que tu trouves en tout 56 ? [E. ben non]… Ben non ! Alors c'est faux ! [un autre E. Je 
peux expliquer le deuxième ?] Attends… alors on regarde… ça y est ? On regarde au 
tableau… on regarde les différents types de solutions qu'on a trouvés… alors on regarde 
les différentes solutions… donc ici… la solution ici c'est ça, et ça… alors chut, on 
regarde… donc on constate que partout on a trouvé le même résultat c’est-à-dire 76, 76 
et… heu 57 hein ? Bon alors c'est pas faites… les solutions n'ont pas été faites 
exactement de la même manière… alors si je regarde ici c'est la méthode d’Ambline… 
alors… Ambline, elle va nous l'expliquer parce que… elle vient de me dire qu'elle ne 
savait faire que ce qu'elle comprenait… alors c'est pas pareil que les autres donc… ce 
qu'on peut demander à Ambline c'est pourquoi elle fait 133 moins 19 et qu'ensuite elle 
fait ce résultat là divisé par 2… chut. 

[Au tableau quatre solutions toutes visibles] 
sol.1 (Anaïs,  

Cyril…) 
1) x+y=133 
   y=x+19 

   

x+(x+19)=133

y  
    2x = 114 
     x=57 
    y=57+19 
   y=76 
 

sol.2 (Ambline, 
Caroline… Laure ) 

I       133-19=114 
        114÷2=57 
         x=57 
         y=57+19=76 
          x+y=133 

II        

        y= 56-7=49 
x+y=56 

sol.3  
(Benoît, Xavier, 

Claire…) 
1) x=y-19 
    y=x+19 
133 ÷2=66,5 
19÷2=9,5 
x=66,5-9,5 
x=57 
y=66,5+9,5 
y x=76 
76+57 =133  76-

57=19 
 

sol.4  
[Amandine, 

Estelle, Nathalie…) 
1- a) y=19+x 
b) x+y=133 
x=133-y 
y=133-x 
c) et si x+y=133 
et si y=x+19 
x+(x+19)=133 
2x+19=133 

 

x=57 

235 - Ambline. Parce qu'en fait heu… les 2 tas ça fait 133, donc le deuxième tas a 
donc 19 cailloux de plus que l'autre. [P. ouais.] Donc en fait ce que je fais c'est que je 
[P. chut, chut.] je soustrait 19… comme ça je trouve… les deux premiers…le résultat…  
donc il y en a un qui arrive à moitié. [P. bien… ] Je mets mon résultat et après il faut au 
deuxième il faut rajouter les 19. 

236 - P. Alors je réexplique un peu ce qu'elle fait… c’est-à-  
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dire qu'elle dit, voilà… en tout ici j'ai donc 133… cailloux [P 
commence le dessin ci-contre]… je sais qu'il y en a un qui en a 19 
de plus que l'autre… donc je considère qu'ici j'ai mes 19…l es 19 
elle les enlève… d'accord?… donc si elle enlève les 19 pour ceux 
qui restent ici… Chuu Claire merci… pour… donc ici tout ça ça 
nous fait 133… cailloux… et on sait qu'il y en a un qui en a 19 de 
plus, donc elle veut retomber sur des tas qui seraient équivalents… 
donc elle prend dans son deuxième tas, elle en enlève 19… ça c'est 
des 19 qui sont en trop… donc ici elle sait qu'on a deux tas pareils… 
donc elle les divise en deux, ces deux tas pareils… et donc ici elle a 
le petit tas… et ici le petit tas qui, ajouté avec ces 19, va faire le gros 
tas… donc on a 133… elle enlève les 19 il lui reste ici 114… elle 
divise en deux elle va trouver le petit  tas, ça lui donne 57. 

133
19

petit tas

petit tas

 

… puis maintenant elle rajoute les 19 au 57, 57 plus 19 elle va trouver le 
deuxième tas… d'accord ? C'est ce qu'elle a explique sur sa… ici [montre sol.2] ouais ? 
Alors… le groupe qui est là (sol. 4) comment ils ont fait ?… qui c'est d'abord ? [ Es 
lèvent la main] Oui alors… tu nous expliques Estelle ?… vaguement. 

237 - Estelle. Et ben comme on sait que le second tas a 19 cailloux de plus que le 
premier… cela veut dire que le second tas… 

238 - P. Voilà, avec la phrase du texte en fait elle écrit ça  [il 
souligne] c'est ça ? [Estelle acquiesce] voilà. Elle sait que le second 
tas c'est 19 cailloux de plus que le premier tas. Ensuite ? 

239 - Estelle. Heu… en fait x et y. 
240 - P. Ça c'est ta deuxième phrase [il souligne] tu écris ça. 

241 - Estelle. Comme on sait que x et y font 133 en tout et 
que… 

242 - P. Ce que je comprends pas par contre c'est là [P. 
montre x=133-y y=133-x]  comment tu arrives à écrire ça et ça. 

243 - Estelle. Là on arrive. 
244 - P. Donc là tu, tu regardes ça [x+y=133] tu regardes plus 

ton texte ? 
245 - Estelle. Oui. 
246 - P. D'accord… donc à partir de ça… de cette phrase là 

[x+y=133] tu écris ça [x=133-y]   et ça  [y=133-x]  [Estelle. oui] Bien… 
Ensuite ? 

247 -  Estelle. Ensuite ? [P. oui vas y.] Ensuite en fait, je me 
suis dit… c'est comme si on avait… quand on a marqué x et x+y est 
égale à 133… on a changé y en 19 plus x [P. là ? ] Non en bas [P. 
D'accord, c'est ce que tu as écrit ici  (montre x+(x+19)=133)] … Il n'y 
en plus qu'une, plus que x à connaître… et ensuite… 

 

1- a) y=19+x 
 
 
 
 
 
b) x+y=133 
 
 
 
 
x=133-y 
y=133-x 
 
 
 
 
 
 
c) et si x+y=133 
et si y=x+19 
x+(x+19)=133 
2x+19=133 

 

x=57 
248 - P. Donc si je regarde bien… et  je traduis un peu ce qu'elle a fait… à partir 

de ça  [entoure x+y=133] c’est-à-dire comment elle est arrivée ici [entoure 
x+(x+19)=133]… et bien c’est-à-dire qu'elle a pris ce truc là [y=19+x ] elle a là dedans x 
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plus y… hein… elle ne regarde plus sa phrase, son texte… elle a x plus y est égale à 
133… elle sait que… heu… x… chh… y ici, c'est égale à 19 plus x, donc elle le met à la 
place. 

249 - Estelle. Pour n'avoir qu'une seule inconnue à la place. 
250 - P. Voila… parce que son but c'est de n'avoir plus que des x… plus qu'une 

seule inconnue… alors ensuite Xavier là bas qu'est ce qu'ils ont fait eux ? [sol.3] 
251 - Xavier. Ça revient. 
252 - P. Ça revient à peu près [fin 1ère face, 1ère cassette; 

d'après note] le seul problème c'est que vous avez des demis 
cailloux… ils prennent le gros tas et il le divise par deux… le 
supplément il le divise aussi par 2 [P fait un dessin] 

133÷2=66,5 

 
 

2ème face de la 1ère cassette 

253 - P. Alors bon qu'il y ait 2, 3 groupes…  il y a donc Antoine etc… toi tu 
l'écris, c'est bon… donc on va effacer le premier… tu passes l'éponge Estelle… tu 
effaces, tu effaceras sa première partie là. 

 
sol.1 

(Virginie, Thibault, 
Antoine…) 

x+y=56 
x=7 x 
il y a donc 8 

tas 
x=7 
y=7 7 
y=49 
 
 

sol.2 
(Estelle, 
Amandine…) 

a) x+7x=56 
56÷8=x 
x=7 
b) 56-x=y 
56-7=y 
y=49 

sol. 3 (Cyril, 
Anaïs…)) 

 •y=7x 
•x+y=56 
• x+7x=56 

 

x=7 
y=56-7 
y=49 

sol. 4 
(Xavier, Benoît, 
Claire, Laurent) 

 
II   x 7=y 
(x 7)+x=56 
8x=56 

 

x=7 
donc y= 7 7 
y=49 
49+7=56 

sol.5 
(Ambline, 
Caroline,…, Laure) 

 
II  

 

y=56-7=49 
x+y=56 

 

Pendant que les élèves écrivent au tableau et interagissent 

[254 - P. (à A.) Tu vois là le cas de Xavier, de Benoît je ne l'avais pas prévu (sol.3 pour 1) tu 
vois… la division en 2 et puis on ré-équilibre, on compense… et je m'demande si c'est pas ce truc là que 
j'avais déjà vu… maintenant que je revois… (L. nous rejoint) après je disais le tas, le tas divisé par 2, je 
l'avais pas prévu… et je me demande si c'est pas ce truc là dont je vous parlais la dernière fois… qui me 
semble avoir vu… j'sais lus… tu sais avec compensation, donc on divise par 2, on prend le… j'sais plus… 
on divise par 2, on l'enlève une fois de plus et puis on rajoute à l'autre… c'est… globalement, tu vois, c'est 
une activité… c'est ce qu'on disait, qui marche bien en fait… qui les intéresse… ils rentrent vachement 
dans le problème, c'est marrant hein… parce que… et en fait donc, tu vois que globalement… par rapport 
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au début de l'année, c'est une classe qui travaillait très très individuellement, qui travaille maintenant 
vachement en groupe mais… mais sans qu'on soit obligé de formaliser les choses… 

256 - L.. C'est qu'en plus ils ont pris des habitudes d'expliquer aux autres…  

257 - P. Oui, il y a quand même eu une super modification je pense… et tu vois on n'est pas obligé 
de dire, vous vous mettez en groupe, vous travaillez en groupe etc… ça s'organise un peu comme ça 
intuitivement… donc c'est pas plus mal… sans trop de bordel et… tu vois, là  regarde… tu as des 
individualités qui s'aident… ça c'est nouveau hein ? Je pense qu'on a… 

258 - L.. J'ai remarqué qu'il y avait par rapport…  

259 - P. Aux premières fois oui… et puis tu vois ils viennent… ils expliquent au tableau, les autres 
écoutent à peu près… ils s'expliquent… et c'est marrant parce que là tu as des groupes qui sont totalement 
hétérogènes en fait… là par exemple tu as deux moteurs… deux qui ne comprennent pas,  mais en fait ça 
leur permet de s'expliquer et eux ils comprennent mieux ce qu'ils ont fait… ouais, ouais c'est… 

260 - P. Vous sortez peut-être deux minutes pour souffler. 
Sonnerie 11h 05 et pause 
[261 - P. (à A.) Attends en fait, il faut pas changer… si tu veux, il ne faut pas changer l'activité en 

tant que telle, parce que chaque fois qu'on a essayé de le faire ça a pas marché. Mais par contre on peut 
rajouter des plus en avant ou des moins après… ce que je veux dire qu'il faut remettre des trucs derrière 
ou devant mais l'activité en tant que telle faut qu'elle soit solidaire… j'ai Ambline là qui était pareille qui 
était en difficulté, qui a trouvé des solutions… donc ça lui plaît et qui demande si cette solution elle est 
applicable tout le temps… 

262 - A.. Donc qui cherche à généraliser . 

263 - P. Donc c'est bien hein… enfin je veux dire c'est un souci… donc se dire est-ce que ça 
marche tout le temps… Allez (aux élèves) on y retourne. 

Brouhaha des élèves qui rentrent… 
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11h 10 
264 - P. Laure… Bien alors. Alors on regarde… Loïc ça y est ?… [brouhaha] 

Souris Caroline… tu souris… Alors on regarde ? Donc, là c'était le deuxième problème, 
le deuxième problème donc… Alors [brouhaha] chut… alors dans le deuxième cas 
c'était… [brouhaha] chut… le deuxième cas était légèrement différent puisque… on 
nous disait cette fois ci… [brouhaha] chut chut… Alors dans le deuxième cas, donc il 
était légèrement différent parce qu'on nous disait… on nous disait pas 19 de plus, mais 
qu'il était 7 fois plus… hein ? Donc ça changeait un peu dans la formulation… c’est-à-
dire le deuxième tas est 7 fois plus gros que le premier… bien… Donc on a ici 
[tableau]… un certain nombre de solutions dans tous les cas on s'aperçoit qu'on a trouvé 
7 cailloux pour le premier tas… chut… et 49 pour le second. D'accord ? Donc ici 7 
cailloux… 49. Alors on va peut-être commencer rapidement par Ambline [sol.5] pour 
qu'elle nous explique pourquoi elle fait 56 divisé par 8. Parce qu'on ne voit pas d'où peut 
sortir son 8… chut… 

265 - Ambline. Et ben… le deuxième tas est 7 fois plus… a 7 fois plus de cailloux 
que le premier, donc on doit compter ben le premier tas [P. oui] au départ… plus les 7 
autres [P. oui] donc sept plus1 huit. [P. bien] Et en plus… 

267 - E1. On ajoute un x on dit que c'est sept x et comme… 
268 - P. C’est-à-dire que si j'avais dit par exemple est 10 fois plus gros que le 

premier tas. 
268 - E1. Hé Ambline. cela aurait fait 11 fois. 
269 - P. Cela aurait fait 11 fois hein etc etc… si j'avais dit 3 fois moins ? Si j'avais 

dit comme ça [E2. 4] Chut… oui ? 
270 - Es. moins 4. 
271 - Es. moins 3. 

272 - E. moins 3x. 
273 - P. Attention ! là quand tu dis moins 3x tu dis… heu… 3 cailloux de moins… 

non, non, moi je te dis 3 fois moins… je te dis le deuxième tas est 3 fois moins gros que 
le premier tas… c'est un exemple. 

274 - E. Ben ça fait moins 4. 
275 - P. Tu aurais fait moins 4 toi… qu'est ce que je raconte me dit Cyril… est-ce 

que je peux répéter ? Bien on écoute… là pour l'instant, donc on as compris que 7 fois 
plus… donc on en a 7 d'un côté, on a le tas du départ… Virginie n'écoute pas… donc ça 
nous fait 8 en tout donc on divise par 8… d'accord ? c'est pour cette explication là. 

276 - E. Donc en fait avec ce qui est marqué  ici [dernière ligne de 4]… 
277 - P. Attends on va en venir à ça… parce qu'on va bien voir… on va en rester 

là… donc y est égal ensuite… deuxième phrase, tu peux me l'expliquer ? 

278 -  Ambline. Ben puisqu'on avait [P. chut] les deux tas qui font 56, qu'on avait 
calculé que x faisait 7 et bien on avait y. 

279 - P. Pourquoi tu fais ça à la fin ? 
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280 - Ambline. Parce que 7 plus 49 ça fait 56. 
281 - P. Bien donc en fait c'est une vérification… Alors ici [sol.4] Xavier, Benoît, 

Claire, votre explication… vos commentaires…Vas-y… et Laurent… le tableau est 
allumé, c'est bon Laurent… Alors vas-y… tiens Laurent, puisque… il me paraît pas en 
forme, Laurent… pas remis de sa grippe… alors… vas y Xavier puisque tu… [Xavier est 
allé au tableau pour effacer la dernière ligne de la solution 4 et la remplacer par vérif : 49+7=56] 

282 - Xavier. Il y a des choses… lesquelles j'explique ?… la première ligne c'est 
compréhensible non ? 

284 - P. Oui. Donc la première ligne on revient à ce qu'on disait, 7 fois plus… 
c'est ça ? 

285 - Xavier. Oui. 

286 - P. Bon… le deuxième tas c'est donc y… il est 7 fois plus gros que le 
premier… d'où x fois 7 égalent y. 

287 - La deuxième ligne, c'est 7 fois x, donc, plus un autre x… 

288 - P. Donc pourquoi tu écris ça ? 
289 - Xavier. Parce que c'est 7 fois plus… 
290 - P. Donc c’est-à-dire… tu as fait quoi ?… chut… Ambline ! Écoute les 

méthodes des autres. 
291 -  Claire. C'est ligne 2, c'est y. 
292 - P. C'est y, c’est-à-dire tu as remplacé y par ce qu'il valait là haut [il montre 

la1ère ligne]… d'accord… donc ensuite tu résous ton équation et tu trouves 7… et tu 
vérifies… Alors quel était votre problème ici là… je vous ai vu tout à l'heure effacer, 
revenir… 

293 - Claire. Ah oui ! je ne savais pas ce que c'était ça. 
294 - P. Ah bon, c'était quoi donc ? [ en même temps Es. Ben c'était la 

vérification] c'était la vérification… c’est-à-dire vous vérifiez que ça marche bien… 
heu… ici ? [sol. 3]… est-ce qu'on a la même chose ou pas ? [E. Ouais… E'. Non] … 
alors x plus y je comprend, y égal 7x, je comprend… x plus 7x égal 56, c'est la même 
chose qu'ici… donc on comprend… et ensuite… alors qu'est-ce qui change ? 

295 - E1. Eux ils calculent d'abord [E2. pourquoi ils mettent le total ?]… 
297 - E2. C'est bien la même chose. 
298 - P. C'est bien la même chose hein… c'est bien la même chose… c'est 

pareil… c'est simplement peut-être disposé autrement. 
298 - E. Non mais… 7 fois 7 au lieu de 56 moins 7. 
299 - P. Virginie tu peux expliquer là [sol.1]… chut… non elle peut pas… 

Virginie refuse d'expliquer… alors heu… Thibault ou Antoine… [Antoine. Antoine, 
Antoine… non ] c'est vrai il a beaucoup travaillé… Thibault ? 

300 - Thibault. Et ben donc… [P. alors vas-y] on sait déjà que x plus y égalent 56 
et que y c'est 7 fois x, on sait aussi que les y vont faire 7 fois 8 ça va faire. 

301 - P. Oui alors là 7 fois 8… il y a un petit problème… c'est 7 fois 7 hein ? 
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302 - Nathalie. J'ai pas bien compris pourquoi il a dit qu'il y avait 8 tas… 
303 - P. Alors voilà ! C'est bien ce qu'il me semblait… elle a pas compris Nathalie 

pourquoi tu dis qu'il y a huit tas… 
304 - Thibault. Et bien x c'est un tas… et on sait que dans y il y en a sept fois… 

donc il y a un tas plus sept tas… 

----------------------------------- 
305 - P. Voilà ! d'accord ? Bien… ça marche ? Allez maintenant vous êtes 

spécialiste du tas… donc je vous donne la suite des tas… si je la trouve… ouais… ben 
voilà. Claire elle baille comme… des tas… c'est la galère aujourd'hui ! … c'est Cayenne 
[il distribue la seconde feuille "cailloux"]… 1, 2, 3, 4, 5… 1, 2, 3, 4, 5…1, 2, 3, 4…  [E. 
encore des tas !] encore des tas… toujours des tas… c'est la suite… vous avez vu qu'à la 
fin on a trois tas… [un élève vérifie qu'il a toutes les fiches]… [E. il n'y a pas de x… 
si… ah oui] il n'y a pas de x, c'est bête ce qui t'arrive… 

Recherche des élèves  

[P. fait les exos III et IV pendant que les élèves cherchent en groupes ] 

306 - P. Fais les autres je suis en train de les faire… fais voir Fanny ? non moi je 
ne trouve pas ça… ajoute les 2… 26 et 5… [Fanny. non ça fait pas ça…]  c'est pas 
88…[à un autre élève] donc tu as trouvé combien… c'est ça … 

307 - E. On a fait comme le premier. 
308 - P. Ah oui, tu refais ta méthode ! [sol.1]… c'est bon ?… ça marche… on fait 

les trois hein… y compris celui où on a trois tas… ouais ? alors tu as un problème… 
310 - E. Pourquoi j'ai faux là ? 
311 - P. Parce que déjà y plus y ici si j'enlève les parenthèses ça va me faire 2 y… 

plus 26… [E. ah !]  et non pas…  27y… 
P. continue à passer dans les groupes. 

312 - P. Attends… je cherche le mien (résultat)… 120… [à un autre] 57 et 31 
ouais… c'est bon pour le deuxième… 

313 - E1. Ça fait 31 m'sieur… 
314 - E2. y égal 31, x égal 57… 

315 - P. Ouais. 
317 - E2. On n'a pas fait la même méthode en fait. 
318 - P. Ah donc vous avez changé… (Au groupe du fond, côté L) Virginie vous 

avez trouvé ? Virginie me regarde avec des grands yeux interrogateurs… 
319 - Thibault. M'sieur, vous pouvez me dire pourquoi j'ai rajouté 26 ? 
320 - P. Pourquoi tu as rajouté 26… [E. c'est ces 26 là] 

321 - Thibault. Au début j'ai fait 88 plus 26, et après j'ai trouvé. 
322 - P. Alors… comment tu fais ? Ici tu as 88 en tout… là tu me dis 26. 
323 - Thibault. Parce x égale moins 26… y égale x moins 26… 

324 - P. Pourquoi tu me fais… attends… non mais là c'est bon… là… 
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325 - Thibault. Ça c'est juste c'est l'énoncé ça… 
326 - P. Oui, d'accord… donc 88. 

327 - Thibault. Je fais plus 26, ça me fait 114 là, donc après je fais diviser par 2 
pour trouver les deux tas… en fait c'est comme si les deux tas faisaient la taille de x… 
j'ai pris comme si les deux tas faisaient la taille de x. 

328 - P. Attends, il faut que je regarde… 
329 - Thibault. Comme si c'était deux grands tas quoi… ça fait qu'il faut en 

rajouter… à droite. 

330 - P. Ah d'accord tu inverses… donc tu rajoutes la différence [Thibault. 
voilà]… c’est-à-dire tu rajoute les 26 [Thibault. voilà] et après tu divises par 2… non 
c'est ça ? 

331 - Thibault. Je divise par 2 et j'enlève les 26… 
332 - P. D'accord… elle est pas mal celle-là [à L.. t'as regardé celle là ?… Attends je vais 

faire voir à A.  : x+y=88 

 y=x-26 

 88+26=114   

 x=57 

 y=57-26 

    =31 

(à A.) il inverse c’est-à-dire il rajoute 26… c’est-à-dire qu'il se met ses deux tas au maximum… 
donc il a au départ 88… donc il rajoute 26 de façon à avoir deux tas équivalents et il divise par 2… donc 
en fait il retombe un peu sur la méthode de Xavier (sol.1)… et donc il a le gros tas, après il enlève 26] 
(sol.2) 

333 - E. M'sieur ! là c'est interminable… alors je fais comment ? 

334 - P. C'est interminable ? tu as des cailloux interminables [rires]… donc il y a 
peut-être un problème… c'est du gravier là. 

335 - E. Non mais… 

336 - P. Si, non mais il y a sûrement un problème… tu peux pas avoir des 
cailloux… des virgules de cailloux, des 0,6 cailloux… [à un autre E] non, non… mais il 
y a sûrement une erreur de calcul… Attends pourquoi tu me mets ici x égale 65 et qu'ici 
tu me mets x=120 ? 

337 - E. y est égal à… 
338 - P. Bon x égale 120… ça c'est juste, ça c'est juste… mais c'est le x… ah! x 

moins 65… pardon… c'est juste… tu viendras expliquer ta méthode… alors le IV je sais 
pas, je ne l'ai pas encore fait… celui-là il est juste… Attends voir… le IV, le IV… si je 
l'ai fait le IV… 120… 55… c'est bon ! Ouais parce que c'est pas mal c'est encore 
nouveau… écris donc ta façon là-bas… alors ! tu vas écrire ta façon en rajoutant… tu 
effaces le 2 là-bas… hein c'est bon… oui Antoine, efface celui-là… le 2… alors le 4, 
c'est bon… 

Des élèves vont au tableau écrire leur solution. 
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339 - P. Antoine fais-le au milieu… alors tu as trouvé ? 
340 - Laure. J'ai pas le temps de chercher, ils vont trop vite… 

341 - P. Ah mais non, non, il faut chercher… copie pas… t'aimes pas les cailloux 
? [Laure. Non] t'as pas regarder dans le livre ? il y a un chapitre qui est marqué 
cailloux… c'est pour les gens qui vont à Cayenne… ou qui veulent faire des travaux 
publics plus tard… 

342 - Laure. C'est pas moi. [rires] 
343 - P. Et bien là tu as compris ? Virginie tu as trouvé ? Essayez le troisième… 

essayez le troisième hein ? C'est le numéro 5 mais c'est le troisième de la feuille… il 
faut faire d'une manière qu'on comprenne bien [E. Ah Ah des fois ça ne marchera 
pas]… ah ! pourquoi tu dis des fois ça marchera pas ? [E. C'est trop simple] ah c'est trop 
simple… quand c'est trop simple ça ?… [E. Ça marchera pas] si, si, ça peut marcher, 
tant que ça marche, ça va. 

345 - E. Je peux aller faire le 5 ? 

346 - P. Tu vas peut-être attendre parce qu'on on va attendre que tout le monde l'ai 
cherché celui-là… hein on va s'arrêter… bon vous cherchez le 5 mais on va pas le 
copier au tableau… le 5… on va le chercher… Cherche, cherche Laure… Cherche… 
essaye avec ton système. 

347 - Laure. Ouais mais ça marche quand ça… ces 2 là, il n'y a pas de problème 
ça marche… 

348 - P. Et bien… [à un autre E.] Attends, on va attendre pour le 3ème, vous le 
cherchez sur votre feuille et on va le corriger après tous ensemble [E. M'sieur, on sait 
que c'est pas bon…] on sait que c'est pas bon… Attends… ça moins ça… [E. M'sieur ils 
vont trop vite, on n'a pas le temps de chercher !] Cherche, cherche !… Attends, attends, 
attends !… attention… tu as trouvé combien ? 

349 - E. J'ai trouvé 2, 12 et 17. 

350 - P Alors est-ce que ça marche ?… 
351 E. Ouais ça marche… si j'additionne… additionner ça fait… 
352 - P. Alors 12 ça fait 14… 14 ça fait 31… [E. Oui c'est bon] je cherche dans 

mon… ah on n'a pas le total… si on a le total… 31 [E. Si c'est 31 le total]… c'est bon… 
alors tu fais comment ? 

353 - E. On sait qu'il y a trois tas… et puis fait moins pour trouver le plus grand et 
après j'ai fait… 

sol. 5 
(Cyril…) 

3)  
y=x-26 
x+y=88 
x+(x-26)=88 
2x-26=88 
2x=114   

x=57 
y=57-26=31 
 

sol.3 
 
 
 
 
 
 
IV  x+y=175 
x=y+65 
y+(y+65)=17

5 

sol.2 
(Virginie, Thibault, 
Antoine…) 

III  

  

88+26=114 

=57 

x=57 
y=57-26 

sol.4 
3-    y+26=x 
(y+26)+y=88 
2y+26=88 
2y=62 

y=  

y=31 
donc 

x=31+26 
donc x=57 

sol.1  
(Benoît, Xavier, 
Claire…) 

III  x=y+26 
y=x-26 
88÷2=44 
26÷2=13 
x=44+13 
x=57 
y=44-13 
y=31 
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4) x=y+65 
175=y+y+65 
175=2y+65 

=y 

y=55   
x=55+65 

          x=120 
 

2y=110 
y=55 
x=y+65 
x=120 

y=31  
4-  y+65=x 
(y+65)+y=17

5 
2y+65=175 
2y=110 
y=55 
donc 

x=55+65 
x=120 
 

57+31=88 
57-31=26 
 
IV  x=y+65 
y=x-65 
175÷2=87,5 
65÷2=32,5 
x=87,5+32,5 
x=120 
y=87,5-32,5 
y=55 
120+55=175 
120-55=65 

354 - P. D'accord, d'accord, c'est pas mal… Bien alors on va… ça y est ?… alors 
ce qu'on va faire, c'est… bon le 2, les 2… c’est-à-dire le 3 et le 4 qui globalement sont 
comme, pratiquement comme ceux qu'on vient de voir… on va les regarder… alors… 
Jérémie ?… alors le troisième on l'a cherché, alors regarde… justement… on va essayer 
de voir… Alors on va regarder… bien… tout le monde regarde là avant de passer au 
numéro 5… on va regarder le numéro 3 et le numéro 4 d'abord… Antoine, Thibault 
vous regardez ? Après on cherchera le 5… d'accord ? Alors tout le monde regarde… 
Alors… donc on s'entend comme résultat sur 57 et 31 effectivement pour le numéro 3… 
d'accord ?… on va regarder comment ils ont fait… alors vous voyez qu'on a un petit 
problème déjà de présentation… auquel il va falloir qu'on fasse attention… c'est que si 
on écrit tout à la file comme ça (sol.5) on ne sait plus où on en est, d'accord ?… Donc 
vu que… ici  on cale deux équations au départ… on va faire en sorte de bien les 
individualiser par rapport au reste. 

355 - E. Si à côté on fait… 

356 - P. Cyril ? chh chh… La présentation c'est quelque 
chose auquel il faudrait que tu t'attaches… donc on prend 
l'habitude en fait de relier ces deux équations et de les mettre 
ensembles (il fait une accolade) comme ça on sait qu'on a ces 
deux équations là… bien… donc ensuite… donc on procède… 
on en parlera après… 

donc ici (sol.1)  ils ont fait… ils ont posé d'après leur texte 
x est égal à… donc il a 26 cailloux de plus que le deuxième et le 
deuxième en a 26 de moins que le premier ce qui revient 
exactement au même ça… donc là c'est qui là ?… c'est vous ? 
c'est ce qui me semblait… c'était pas clair… alors 88 ça 
correspond à quoi ? 

357 - E. Le nombre de cailloux. 
358 - P. Le nombre de cailloux, hein ? donc vous voyez 

qu'on ne le voit pas, il n'apparaît pas… Olivier… Loïc écoute ! 
Donc vous divisez par 2 ensuite donc vous divisez le surplus par 
2… donc vous faites la même méthode que tout à l'heure, 
d'accord et puis on en ajoute d'un côté et on l'enlève de l'autre… 
hein, c'est ça ? Donc leur principe à eux c'est… on met tout… on 
met tout ensemble, on divise le tout ensemble, ce qu'on a en plus 

sol. 5 
3)  

 

sol.1  (Benoît, 
Xavier, Claire…) 

III  x=y+26 
y=x-26 
88÷2=44 
26÷2=13 
x=44+13 
x=57 
y=44-13 
y=31 
57+31=88 
57-31=26 
 
IV  x=y+65 
y=x-65 
175÷2=87,5 
65÷2=32,5 
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d'un côté donc on l'ajoute à… on divise par 2, on l'ajoute à la 
moitié de l'un et on le retire à la moitié de l'autre… on trouve 
juste… 

x=87,5+32,5 
x=120 
y=87,5-32,5 
y=55 
120+55=175 
120-55=65 

ici (sol. 2)… on retrouve c'était pour le troisièmement, le troisièmement il est où ? 
il est là … donc ça, ça correspond… regarde Laure, Amandine… ça correspondra donc 
aux deux phrases qu'on a dans le texte… d'accord ? donc c'est les deux équations qu'on 
a dans le texte donc on va les regrouper ensemble pour voir que c'est de là qu'on part… 
ça ça va remplacer notre énoncé en fait… donc on a x+y… donc l'ensemble des deux tas 
c'est 88… le deuxième tas en a 26 de moins que le premier… donc là il y a peut-être un 
petit problème parce que visiblement… le y je vais trouver… 31 et le x… 57… oui c'est 
bon… je fais 88 plus 26 égalent 114… alors pourquoi ça ? C'est qui là ? quel est le 
groupe… alors Antoine… oui, oui, parce que ça paraît bizarre la… il nous dit lui que 
88… 88 ça représente le total des cailloux, hein ? et il ajoute 26 cailloux c’est-à-dire la 
différence qu'il avait sur… au départ… alors ? ça vous choque pas ça, vous ? Il a 88 
cailloux puis il dit ben on va en mettre 26 en plus ? 

359 - E. Ben non parce que [inaudible] 
360 - P. En fait non, il a fait ça… il avait un tas… je ne sais plus… le premier 

c'était le plus gros, puis il avait un petit tas, d'accord ? il sait qu'ici il en a 26 de plus… 
donc il rajoute 26… il dit ben on va mettre… on va mettre 26 en plus de façon à avoir 
pareil des deux côtés… et ensuite on divise par deux ce qui me permettra de trouver ce 
tas là… ah, il fait un peu l'inverse de ce qu'on a vu tout à l'heure c’est-à-dire au lieu 
d'enlever des deux côtés… lui il rajoute encore d'un côté, il divise par deux pour avoir le 
gros tas… donc ça c'est nouveau… vous ne l'avez pas vu ça encore comme…méthode 
de résolution… donc ensuite il a deux tas… donc il a 88… 88… regarde Xavier, ça 
correspondait à tout ça… il rajoute le 26… donc il a deux tas équivalents… il trouve 
donc 114 maintenant pour ce super tas… ce super tas qu'il divise en 2 ça lui fait 57, ça 
lui permet le x… le premier tas… et ensuite il enlève le 26 qu'il avait rajouté tout à 
l'heure pour retrouver 31 ici… on voit la différence ? c’est-à-dire qu'il rajoute de façon à 
avoir deux tas pareils… tout à l'heure on avait fait la même chose mais on avait enlevé 
pour avoir deux tas pareils, pour avoir deux petits tas… maintenant il veut deux gros 
tas… 

361 - P. Troisièmement ici (sol.5)… alors ici on retrouve ce qu'on a vu tout à 
l'heure c’est-à-dire qu'on pose nos deux  équations, donc c'est ça qu'il est important de 
faire dès le départ… vous posez vos équations et pour voir qu'on voit que c'est des 
équations du problème on va mettre… on va prendre l'habitude de mettre une 
accolade… hein, comme ça on regroupe les choses… c'est pour que ce soit plus clair… 
c'est ce que Cyril est en train de faire, il met des accolades pour que ce soit très clair… 
bien… et ensuite ils commencent à résoudre… donc qu'est ce qu'ils font ?… ils 
remplacent… ils prennent celle-ci, x plus y, et ils remplacent le y par sa valeur qui était 
au dessus, x moins 26… et puis après ils résolvent… ils ont une équation à une 
inconnue donc ils savent faire… donc si on la résume celle-ci… on va la résumer, on va 
la réutiliser par rapport au deuxième… par rapport au deuxième, j'expliquerais ça 
comment alors ? j'efface ça aussi (il efface le tableau)… parce qu'on a vu qu'on avait 
peut-être un problème pour le dernier problème, le numéro 5… alors… la méthode 
qu'on a vu le plus souvent c'est celle-ci 
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… à partir du texte, on écrit nos équations (il écrit les deux 

équations l'une en dessous de l'autre), je les regroupe pour dire ça 
c'est le texte (il écrit l'accolade), après qu'est ce qu'ils font ? ils 
disent le x qui est ici il vaut y plus 65… donc dans cette équation là, 
dans la 2, donc on leur donne un numéro si on veut la 1, la 2 (il 
numérote) alors dans la 2 je vais utiliser la 1… donc qu'est ce que je 
fais ? je remplace le x par cette valeur là, donc je mets y plus 65 (il 
écrit) plus y est égal à 175… donc j'ai combien d'inconnues dans 
mon équation maintenant ? 

[E. Une. ]… une seule, donc une équation à une inconnue… 
Nathalie elle sait faire… donc je fais, je fais comment là ? [E. 65 
plus deux y…] 65 plus deux y (il écrit) égale ? [E. 175] 175… donc 
ici qu'est ce que tu écris ? [E. 175 moins 65.] donc deux y est égal à 
? [E. 110.] 110… d'où y est égal à ? [E. 55.] 55. Quand j'ai y, qu'est-
ce que je fais ? … chut… [E. Je calcule x.] Je calcule x alors je peux 
prendre… le plus simple c'est de prendre la 1 ou la 2 ? [E. La 2.] La 
2 ? ouais [E. On fait 175 moins 55…] c'est encore plus simple pour 
avoir le x celui-là ici… je dirais que c'est la 1 ! donc je vais mettre 
que x est égal à 55 plus 65 c’est-à-dire ? [E. 120]. 120… voilà. 

 

 
 

y+65+y=175 
 
 
 
65+2y=175 
2y=175-65 
2y=110 
y=55 
 
 
 
 
x=55+65 
x=120 

362 - P.… Alors le troisième… le problème du troisième c'est qu'on a trois tas… 
[E. Du cinquième!]… alors… [en arrière fond Laurent. Ce qu'il faut faire, c'est fléché 
maintenant… -15, -5…] viens, viens faire Laurent… si, c'est pas mal ton truc… on 
regarde… il a une idée qui est assez…  Allez, on regarde ce qu'il fait. 

Laurent va au tableau  

Laurent dessine 
363 - P. Alors moins 5, moins 10, moins 15… tu te 

sers de ça… tu effaces ce qu'on a fait là-bas… Jérémie… 
je sens qu'il n'écoute pas Jérémie… 

chut… 
il faut mettre x, y, z… attend [P. rajoute les lettres]  

 
P.… Alors attends… le premier tas c'est z moins 

15, z moins 5… ouais… qu'est ce qu'on a encore ?… z et 
puis en tout ?… bien  alors… le premier tas, on a z moins 
15, le deuxième tas on a z moins 5… chut… le troisième 
c'est z et en tout donc on a 31… Chut… on regarde… 

Laure ? ouais [Laure va au tableau]… alors 
d'accord donc tous ses tas c'est 31, donc 3z égalent 31… 
31 divisé par 3 ça fait 17 après elle remplace… va à ta 
place. 

364 - Antoine. Elle s'est trompée… [P. pourquoi ? ] 

-15

-10

-5

-15

-10

-5

x y z

zz-5z-15

31

(Laure) z-15+z-5+z=31 
             3z-20=31 
             3z=51 
              z=17    x=2    y=12 

365 - Antoine. Elle a marqué trois z est égal à  51 ! ah ouais ouais c'est ça… 

366 - P. Si c'est ça… alors comment on peut vérifier… on va faire 17 plus 2… ça 
fait 19… 19 et 10 ça fait 29… 30, 31, donc c'est bon, donc ça marche… oui Ambline ? 
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367 - Ambline. Alors en fait elle a divisé 51 par 3. 
368 - P. Elle a divisé 51 par 3, puisque en fait… en fait dès qu'elle a mis ça c'est 

fini… après on résout l'équation facilement… oui ? Xavier tu as l'air d'avoir un 
problème… 

369 - Xavier. J'ai pas compris là… Pourquoi on met 3z moins 20 ? 

370 - P. z plus z plus z… 3 z… d'accord ? moins 15 moins 5… moins 20… 
d'accord ?… égal 31. 

371 - Xavier. Ah ouais ouais. 

372 - P. Et après tu résous ton équation… c'était le moins 20 ! parce que tu avais 
moins 15, moins 5… 

373 - E. On est pas obligé de mettre des parenthèses ? 

374 - P. T’es pas obligé… 
375 - E. Pourquoi après elle dit que z égale 17 ? 
376 - P. Ben après… si tu as 3z égalent 51… z ? 

377 - E. Et bien z ça fait 51 divisé par 3. 
378 - P. D'où 17… allez, la petite dernière pour la bonne bouche (P. distribue la 

troisième feuille des cailloux]… [Estelle. Non non.] … ah Estelle, tu es toute reposée… 
là maintenant c'est juste… l'entraînement étant fini… [E. la prochaine fois vous nous 
donnez des tas de carottes] des tas de carottes… alors on va changer ce sera pas de 
cailloux, c'est des carottes… chut… c'est des cakes !… allez Claire, va t'asseoir… 
brouhaha… Virginie est contente, elle a des cailloux, des nouveaux cailloux… ceux-là 
c'est des cailloux de La Buisse ça, jusqu'à maintenant c'est des cailloux de Coublevie, 
maintenant c'est des cailloux de La Buisse… allez… brouhaha…  [E. J'ai plus de crayon 
monsieur.]… brouhaha… allez vite… Brouhaha et rires… Caroline… [Caroline. Je suis 
en train de négocier.] Tu négocies la solution ? [E. Elle négocie les cailloux et les 
bonbons…]… 

Les élèves commencent à chercher 

379 - P.  Alors Laure… Comment tu vas faire ? D'abord tu vas écrire premier 
tas… donc on va dire le premier tas c'est x… 

380 - Laure. Egal… 
381 - P. 5 cailloux de moins que le troisième… le troisième c'est comment ? 
380 - Laure. z moins 5… non z plus 5 non ?  

381 - P. Non, il y a 5 cailloux… de moins que le troisième… le troisième tas c'est 
lequel ? 

382 - Laure. Ben z. 

383 - P. z… donc tu écris z déjà… d'accord ? Et là 5 cailloux de moins… donc 
z… donc t'as z… qu'est ce que tu fais ? 

384 - Laure. Plus 5. 

385 - P. Et ben non s'il a de moins… il y a 5 cailloux… de… moins. 
386 - Laure. Ben ouais mais c'est x… qui a moins. 
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387 - P. Ben non x on s'en occupe plus… [Laure. Egal z moins 5] tu as 5 cailloux 

de moins que z donc il a z… 

388 - Laure.… moins 5 cailloux… ouais c'est que… les y. 
389 - P. Non, on s'en occupe plus, le premier tas… c'est ce qu'on te dit… on te dit 

il a… ça correspond à ton égal… 5 cailloux de moins que le troisième… le troisième 
c'est z, donc ça va être z… 

390 - Laure. Je comprend pas pourquoi c'est z. 
391 - P. 5 cailloux de moins que le troisième… le troisième c'est z !  

392 - Laure. Ouais… 
393 - P. Donc si c'est z… c'est un nom… 
394 - Laure. Plus 5. 

395 -P. Ben non ! Mettons que ce soit 10 [E'. Si t'en enlèves !] si tu en as 10 dans 
le troisième tas… on va dire que t'en as 10. 

396 - P. Laure. Ouais. 

397 - P.  Le premier il en a 5 de moins que 10… 
398 - Laure. Ben il en a 5. 
399 - P.  Ça y est ! Tu fais quoi comme opération ? 

400 - Laure. Ben 10 moins 5. 
401 - P. 10 moins 5… si il en avait 7, qu'est-ce que tu ferais comme opération ? 
402 - Laure. 7 moins 5 ? 

403 - P. Oui… si t'en avais 8 tu ferais comment ? 
404 - Laure. Ben 8 moins 5 ! 
405 - P. Bt bien, si t'en as z ? 

406  - Laure. z moins 5 (à voix basse). 
407 - P. Bon… z moins 5. 
408 - Laure. Oui mais j'sais… c'est trop vicieux. 

409 - P. Donc ensuite… oui ? 
410 - E1. Ici c'est pas le même que là, le 5. 
411 -  P. Ce que tu fais voilà… tu additionnes si ça tombe juste. 

412 - E1. Là, le deuxième tas y. 
413 - P. Alors le deuxième tas y. 
414 - E1. A 15 cailloux de plus que le troisième. 

415 - P. Alors le troisième, c'est quoi ? 
416 - E1. Ben oui… c'est z… 
417 - P. S'il en a… de plus ? [E2. Il faut en rajouter.] Il en a combien ? de plus ? il 

en a ? 
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418 - E1. 15. 
419 - P. 15. 

420 - E1. Ah oui… d'accord 15. 
421 - P. Et en tout ? donc en tout ? 
422 - E1. Il y a 31 cailloux. 

423 - P. Donc comment tu vas dire… en tout ?… tu vas dire ? 
424 - E1. En tout (rires). 
425 - P. Non, tu vas dire x plus. 

426 - E2. y plus z. 
427 - P. Voilà… égale ? 
428 - E2. 31. 

429 - P. Voilà… ça c'est le plus dur [les élèves ont écrit les 3 équations] 
430 - E3. Monsieur… il y a combien de cailloux en tout ? 
431 - P. Et bien on te le dit pas… on ne dit plus combien il y a de cailloux en tout 

(exercice 8 et 9)… 
432 - E3.  Franchement ? 
433 - P. Ben oui, franchement… alors tu as trouvé ? 

434 - Laure. Ben oui… x c'est bon. 
435 - P. Comment tu fais maintenant que tu as ça ?… alors comment on a fait tout 

à l'heure ? Est-ce que tu peux refaire la même chose… à la place du x… tu peux dire 
quoi ? 

436 - Laure. z moins 5. 
437- P. Oui, donc en dessous là, tu vas mettre à la place… alors là, pour pas 

mélanger tes équations, tu prends l'habitude de les mettre comme ça… c'est une 
accolade… bon… donc ici à la place de x tu vas faire… 

438 - E4. J'ai pas compris cette méthode là m'sieur. 

439 - P. Bon… ensuite, à la place du y donc… plus, hein ?… plus ton y… à la 
place du y. 

440 - Laure. Plus z plus 15. 

441 - P. Voilà ! et puis plus ? 
442 - Laure. Plus… z. 
443 - P. Voilà !… et le tout ça fait combien ?… touc, touc touc… égale ? 

444 - Laure. 31. 
445 - P. Voilà et là maintenant ça tu sais faire. 
446 - Laure. Oui… ça fait 3z… moins 5 plus 2, ça fait… heu… 

447 - P. Attends !… moins 5 plus 2 ? où tu vois 2 ? c'est un z ça ! 
448 - Laure. Ah oui ! c'est un z !… moins 5 plus 15 ça fait… heu… et ben 10. 
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449 - P. 10… et puis c'est tout… donc ? 
450 - Laure. 3z égalent… 

451 - P. Egalent ? 
452 - Laure. 31. 
446 - P. Donc maintenant ? 

447 - E5. z égal… 
447 - P. Donc 3z… le 10 tu vas le faire passer de l'autre côté… 
448 - Laure. 3z [E5. 3z égalent 10] égalent [E4. 10]  non, si il y a moins… si… 31 

moins 10. [E4. Ah ouais.] 
449 - P. Voilà… d'où ? 3z égalent ? 
450 - Laure. 3z égalent… 31 moins 10… ça fait [E4. 21.] 21. 

451 - P. Voilà… d'où z égale ? 
452 - Laure. z égale…  3z divisé par 3… ça fait 7… [E4. Ah ouais !] 
453 - P. 7… si ça fait 7, x ça va faire combien ?… ça va faire 7 moins 5. 

454 - Laure. heu… 
455 - P. Tu remplaces… puisque tu sais maintenant que z c'est égal à 7. 
456 - Laure. Ouais. 

456 - P. Donc ici tu mets 7. 
457 - Laure. Ouais. 
458 - P.… donc 7 moins 5… non tu le mets pas là… tu le mets à côté… si tu 

veux. 
459 - Laure. 7 moins 5. (en écrivant) 
460 - P. Ça fait combien ? 

461 - Laure. Egal à x… heu  Attends ! 
462 - P. Oui donc ça fait quoi ça ?  
463 - Laure. 7 moins 5… ça fait… 2. 

464 - P. 2 ! Donc tu sais que ton x c'est égal à 2… combien t'avais trouvé Laure, 
Amandine… le premier ? x égale ? 

465 - Laure. 2 et 22. 

467 - P. C'est ça… et là si z est égal à… 
468 - Laure. y est égal à… heu… alors on a dit 7… donc 7. 
469 - P. Donc 7. 

470 - Laure. 7 moins… heu… plus 15. 
471 - P. (en même temps) plus 15… ça fait ? 
472 - Laure. 16, 17, 18, 19, 20, 21 (tout bas)… 22. 

473 - P. 22… tu vas la marquer au tableau. 
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-------------------------------------------------------- 
474 - E1.(au deuxième rang avant le fond, côté A.) M'sieur, comment je fais ?… j'ai y et 

z dedans. (7) 
475 - P. Alors là tu en as une de trop… il faut donc arriver à en supprimer une des 

deux. 

476 - E1. Oui mais monsieur… j'sais pas. 
477 - P. Et ouais… là tu as le x de toute façon… attends. 
478 - E1. Là j'ai x… x égale. 

479 - P. x. c'est x… 
480 - E1. C'est deux fois plus de… je sais pas quoi. 
481 - P. Donc ça fait 3z plus ? 

482 - E1. Plus z puisqu'on rajoute toujours z… effectivement. 
482 - P. Plus z… non mais attends… 
483 - E1. Ben vous dites… il faut toujours rajouter z ! alors maintenant… 

484 - E2. Il faut toujours rajouter quelque chose… 
485 - P. Alors qu'est-ce que tu as comme phrase ?… tu as le deuxième tas a trois 

fois plus de cailloux que le premier… c'est celui-là que tu fais ? c'est le 7 ? 

486 - E1. Ah, donc je me suis gouré… c'est pas z c'est x ! 
487 - P. Ça fait 3x. [E1. ouais !] 
488 - E. Mais celui-là il faisait en tout deux inconnues ? 

489 - P. Mon dieu ! 
490 - E. Ben ouais ! hein ! 
491 - P. Et ouais donc… alors comment on va faire ? alors on le fait pas … 

492 - P. On regarde Laure corriger le premier de la 
feuille c’est-à-dire le 6. 

VI 

x+y+z=31 

z-5+z+15+z=31 
3z+10=31 
3z=31-10 
3z=21 
z=7 

fin de la 2ième face de la 1ère cassette 

1ère face de la 2ième cassette  
493 - P. Ça va sonner donc vous essayez de me faire ces 3 là. 
494 - E. C'est pour le 8… 

495 -  P. Les deux autres, ce que tu fais c'est que tu les ajoutes… ça c'est pas 
possible… tu peux pas avoir un moins… des cailloux négatifs… c'est forcément des 
positifs ! 
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496 - E.… quand ils disent le… fois on fait comment ? 
497 - P. Alors 2 fois plus que le premier… si le premier c'est x… 2 fois plus que 

x… ça va faire… 2x… 2 fois x… 
450 - E. Ah ouais ! 
451 - P. Vous faites ça pour mardi… brouhaha… on range… 

Après le cours 
452 - P. Donc en fait ce que je voudrais c'est qu'ils aient fait quand même, tu vois, 

ça… au bout d'un moment ils en ont un peu marre… donc il faut qu'ils les fassent 
tous… mais on va les faire à dose homéopathique… mais on va tous les faire quand 
même… heu, à mon avis c'est important de faire toute la série. Là aussi les premiers 
temps, si tu veux, tu arrives là, tu te dis ils en ont marre… donc t'arrêtes… et en fait 
c'est pas bon, parce que c'est loin d'être encore… tu vois ressortir des choses, etc… donc 
en fait il est bon… t'en as 2, 3 qui comprennent mais tu en as plein qui finalement, tu 
vois, qui sont pas encore complètement heu bons… donc  il est bon mais seulement 
peut-être étalé un peu… donc ce que je vais faire, mardi, donc, je vais leur rendre très 
vite leur devoir, je ferais peut-être une correction avec un rétro-projecteur pour aller 
assez vite et puis pour reprendre les questions juste où ils n'ont pas compris… ce que 
j'aurais aimé… et faire le corrigé de ça. [les cailloux 7; 8 et 9] 

453 - A. D'accord, donc les deux avec le rétro-projecteur. 
454 - P. Voilà… donc c'est ça… donc là on essaiera peut-être… parce que là à 3, 

tu vois, donc là on va peut-être essayer d'institutionnaliser sur une fiche comme on fait 
quand on a les deux trucs et puis après je balancerais les autres fiches qui restent à faire 
chez eux… et qu'on corrigera pareil… collectivement… qu'ils aient un travail 
individuel… ce qu'on peut faire, c'est enregistrer remarque… si vous êtes pas là… déjà 
enregistrer ce qu'on dit… mais bon vous n'avez pas des traces du tableau etc.… mardi. 

455 - L. A quelle heure ? 

456 - P. Attends voir de 3 à 4… parce que c'est pas mal… tu vois la petite là, elle 
a vachement… tu vois Laure elle a des difficultés… Laure a vachement de difficultés… 
de mise en équation… tu as vu Laure elle a vachement de difficultés à… 

457 - A. C'est intéressant les aides que tu est obligé d'amener. 
458 - P. Voilà l'intérêt si tu veux, c'est qu'au bout d'un moment donc, tu vois il y 

en a qui se débrouillent tout seuls… donc tu peux laisser en fait… la situation est 
relativement adidactique si tu veux… d'autant  que la situation renvoie bien les 
choses… c'est ce que je dis à une élève, c’est-à-dire tu additionnes les tas, tu vois si c'est 
juste… donc c'est une situation où il y a une sorte d'auto-correction assez simple, en 
fait. Tu vois, mais n'empêche que tu as des solutions avec virgule… qui demandent… tu 
vois c'était pas prévu ça… et ils demandent… est-ce qu'on arrondit ?… et t'as le 
moins… t'as X  qui avait un moins… elle avait moins 41… 

459 - A. Et alors ? 
460 - P. Et bien, elle dit c'est bon… elle me demande… tu vois, je veux dire, ça la 

choque pas… mais je luis dis… tu peux pas avoir un négatif… ça l'a pas convaincue… 
pour elle, il était entier… ça l’a convaincue moins si c'est… décimal bon ils 
comprennent que c'est pas possible… mais je veux dire que le négatif c'est pas évident 
que ce ne soit pas possible… ah, c'est une bonne situation… Q là, il avait fait fort… ce 
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qui était intéressant comme ils en ont mis pas mal au tableau, on a vu quand même 
sortir… tu as vu… on a vu sortir des solutions auxquelles je n'avais pas pensé… les 
complémentaires… alors j'ai réfléchi là, tout à l'heure… c'est que le complément en 
plus, d'Antoine, il vient parce que le premier tas, c'est le plus grand… et moi j'avais pas 
compris au départ… mais pourquoi d'un coup il inverse ! Mais parce qu'il commence 
par le premier tas… donc il équilibre, mais il équilibre en fonction du premier tas… ce 
qui serait marrant c'est de remettre encore un gros tas, puis un petit tas pour voir si c'est 
systématique en fait… s'il en retire ou pas… et puis t'as ceux là-bas, Benoît et Xavier, 
qui sont… Xavier, c'est le moteur lui, celui qui a les cheveux longs, et Benoît c'est 
l'applicateur lui, tu vois… il applique, il comprend moins vite, et donc… et Xavier c'est 
lui qui a les idées… mais il a du mal lui à écrire… etc. formaliser ces choses… alors 
que l'autre… tu as donc… l'un a les idées, c'est marrant dans leur travail de groupe, et 
puis l'autre hop il transcrit… et donc il traduit en fait… hein… il a pas forcément 
compris comment il faisait… il comprend petit à petit… et ce qui fait que Benoît, il est 
très très accroché à la méthode, beaucoup plus que Xavier… Xavier est prêt à en 
changer, parce que finalement il a assez de facilité… alors que Benoît il vient de 
comprendre la méthode, il décroche difficilement… il peut plus lâcher tu vois. 

461 - A. Si il y a un effort de compréhension, c'est sûr qu'il n'y a pas la même 
mobilité que celui qui… 

462 - P. Une fois qu'ils ont une règle d'action… tu sais… là tu le vois très fort… je 
veux dire, ils la lâchent pas de suite… et alors c'est ce que je mets dans le petit papier 
que je vous ai donné… j'ai regardé hier… en fait, si tu les regardes bien… les premiers 
tas etc… en fait ils sont bien simples à résoudre par addition… si tu veux… puisque tu 
as le même coefficient devant x et y  donc… par addition ou soustraction… si tu veux, 
c'est très simple…alors j'ai remis le programme. 

463 - A. C'est pour ça que je ne sais pas si c'est vraiment vrai qu'elle est plus 
naturelle. 

464 - P. Non, justement,… mais alors que quand tu fais une méthode classique où 
tu présentes des équations sous cette forme là, c'est l'addition qui va venir en premier 
parce que la substitution est souvent quelque chose de très lourd parce que… en fait 
l'élève, il n'a pas envie d'augmenter une écriture algébrique… si tu veux… lui, on lui 
apprend depuis le début… et ça c'est un effet, j'allais dire pervers de l'enseignement, 
c'est qu'il faut toujours réduire une expression algébrique pour arriver à sa solution… 
donc là, on fait l'inverse… dans une substitution… on lui demande de remettre quelque 
chose d'autre… donc d'agrandir une forme algébrique pour arriver à la réduire… donc 
c'est une démarche qui n'est pas foncièrement naturelle si tu pars de l'algébrique… et 
c'est pour ça qu'elle est importante… c'est pour ça qu'on a cherché longtemps, avec Q 
d'ailleurs, on a cherché des méthodes qui seraient aussi intéressante où l'addition venait 
en premier… et on n'en a pas trouvé de… ce qui est intéressant justement, c'est de voir 
qu'à la fin j'ai eu vachement de mal à amener l'addition… c’est-à-dire que là, ils sont 
très rétifs, parce que s'ils ont un truc qui fonctionne vachement bien et tu vois… donc… 
alors là, je suis en train de réfléchir à trouver des trucs qui seraient très très lourds, avec 
une substitution… donc là où l'addition serait quand même nettement plus simple… il 
suffit de trouver un truc avec un coefficient identique des deux côtés… enfin moi j'aime 
bien 7. [on parle du train…] 

--------------------------------------------------- 
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465 - P. J'ai fait un classeur, si tu veux, où je leur mets tout ce qu'on a fait sur les 

équations, etc. etc. bon. 

466 - A. Qu'ils peuvent consulter ? 
467 - P. Qu'ils peuvent consulter, donc je leur ai mis… donc ils sont venus 

voir… ils m'ont dit… mais monsieur, il y a des fiches qu'on n'a pas fait… effectivement 
il y avait des fiches qu'on avait pas fait parce que etc.… puis il y a des commentaires 
etc. de tout ce qu'on a fait… et alors voilà sur les graphiques, si tu veux, j'en suis là… 
ça, je vous le donnerai… donc ça, c'est ce qu'on a fait avec P’… on leur présente donc 
ces situations, "le parachutiste"… qui sont très bien… c'est ce que je te disais… ce qui 
était très intéressant parce que ça… ça je l'ai fait… donc le coup d'après je vais 
mélanger… je regardais le document de Brousseau, cela n'a rien de comparable, si tu 
veux… mais j'ai regardé le gros pavé (Rationnels et Décimaux…) en fait c'est ça, c’est-
à-dire ils ont mis leur séquence de classe un peu brut comme ça, je trouve que c'est pas 
mal, avec des commentaires que tu peux mettre derrière… alors là c'est intéressant, tu as 
des discussions très intéressantes avec cette classe-là puis l'autre… parce que c'est l'idée 
de la trajectoire… donc là, tu la vois ressortir… il y en a qui disent… quand on saute de 
l'avion, de toute façon… on va remonter… donc on n'en a pas de cas où ça remonte… 
tu vois… et il y en d'autres… mais non… dans un premier temps, ils restent tout à fait 
trajectoire égal représentation graphique… et puis c'est ici qu'ils m'ont dit… de toute 
façon, c'est la seule où ça change avec une cassure brusque, cela peut être qu'ici… parce 
que de toute façon ici on ouvre le parachute… donc en fait ils comprennent… 
intuitivement, ils expriment le changement de pente… et c'est pas mal… alors là aussi 
c'est pas mal sur  les profils de route… donc on fait ça… après on a fait ça, les activités 
de petit x que je cite d'ailleurs… (rires)… donc tu vois ça aussi, c'est assez intéressant 
parce que… là en plus, ce qui est bien dans ce graphique, c'est que la taille… elle est ici 
en abscisse et non pas ici… parce que ici, c'est un bon… c'est sûr que si on le fait dans 
l'autre sens, ça changerait les choses… et donc après je fais la situation donc… dans la 
même heure… ça va assez vite… mais je veux dire qu'il y a une discussion en classe… 
après je fais cette situation là… donc la situation (le carré qui tourne)… alors j'ai présenté 
ça… et je présente ça avec Cabri géomètre, et au bout d'un moment… donc là avec cette 
classe-là, je ne l'ai pas encore fait… c’est-à-dire… on bouge le point E… donc là ça 
m'intéressait par rapport justement, à cette idée de variable… de variable qui prennent 
toutes les valeurs etc. etc.… et non pas l'inconnue… et donc eux notent… ça parait un 
peu long même… pendant 5 minutes… ils ne font que noter… mais c'est marrant… ils 
te disent, ah un peu plus à droite… un peu plus à gauche… ce qui est marrant… il y a 
des gamins qui disent… oh mais ça prend 2 fois la même valeur… l'aire 
effectivement… puisque l'aire est ici… bon il est faux mon graphique… c'était pour 
regarder… mais je veux dire qu'effectivement, t'a deux puis après ils disent… dans un 
premier temps ils disent heu… on a zéro, zéro au départ… non, on n'a pas zéro, zéro 
justement… donc c'est pas affine… tu vois… c'est pas linéaire… ils disent c'est 
sûrement soit affine ou autre chose… tu vois, il y a cette idée là déjà… donc j'ai trouvé 
que c'était bien qu'ils réinvestissent les fonctions sans qu'on en ai parlé et après… ils 
disent ça remonte… alors ils pensent dans un premier temps… uniquement à faire un 
tableau… donc avec eux, je ne sais pas comment ça va se passer mais les autres… si tu 
veux, ils font leur tableau… avec eux, je ne l'ai pas encore fait… donc je vais le faire… 
tu vois, je mélange un peu pour assouplir les cailloux et faire en même temps… parce 
que… ce que j'aimerais après… c'est on va arriver à peu près au même moment… où on 
aura une certaine forme de pratique de ça… et pour la dernière fiche où on présente tu 
sais, les skis, les forfaits etc.… la résolution quand c'est que c'est plus intéressant de 
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faire une résolution par graphique… donc tu vois, les habituer petit à petit au graphique 
et donc là ils notent… et puis ils font un graphique point par point… ça on ne l'avait pas 
prévu avec P’, celle-ci… bon je l'ai fait parce qu'on était avec Q’ … donc elle avait 
présenté cette activité là en première… et ça a posé plein de problèmes… donc 
justement cela me semblait intéressant d'utiliser la situation… parce qu'elle ne l'a pas 
présenté sous cette forme là… c’est-à-dire que moi ce qui m'intéresse… ce qui 
m'intéresse, ce n'est pas de trouver une forme algébrique de la fonction… une 
expression de la fonction… mais c'était un certain… des séries de nombres si tu veux, 
comment on peut traiter des séries de nombres… d'où le graphique si tu veux, c'est une 
facilité pour traiter un tableau… tu vois, c'est un peu l'idée d'amener le graphique sous 
cette forme là… et puis là-dedans après donc, avec la classe précédente on détermine 
que la bonne… parce que la question qui est posée… quelle est la valeur de AE pour 
que l'aire soit minimum… donc c'est lecture de graphique… parce qu'après avec P’ on a 
prévu la troisième activité… c'est celle-là… c’est-à-dire chaque élève… chaque groupe 
d'élèves va avoir ces représentations graphiques à fabriquer… puis il y a échange entre 
les groupes… alors ils devront… de là… bon les questions ne sont pas là… il faudra 
que je vous les donne… les questions si tu veux, ce sera de trouver l'image, 
l'antécédent… donc utilisation du graphique… et puis trouver la formule qu'il y a 
derrière etc. donc il y en a là-dedans… il y a une affine… il y en a une du second 
degré… une linéaire et une par morceaux… de façon à amener ces choses là… donc 
avec P’ si tu veux, on avait pas prévu cette partie là… la partie… on fait pas du tout 
comme l'année dernière, on a changé les organisations… et là, dans ce qu'on a fait 
aujourd'hui… justement hier, j'ai regardé le programme et je veux dire que ça, ça colle 
pile poil dans les commentaires etc. c'est nickel… on a travaillé… j'ai trouvé pas mal de 
mettre un cahier au fond parce que finalement ils ont une sorte de mémoire de la classe, 
et je pense que c'est important… ils le consultent…alors ils le regardent… jusqu'à 
maintenant ils y avait des polycop excédentaires… des fois ils ont perdu des feuilles 
etc.… et là, c'est pour savoir… ils ont un sorte de classeur type quoi, c'est pas plus 
mal… l'idée d'une mémoire de la classe, c'est quelque chose à développer, on ne le fait 
pas assez… là tu vois, ce que je disais à L., ce qui est intéressant, c'est que dans des 
classes qui ne travaillaient pas du tout comme ça, les années avant où c'était très 
traditionnel donc là … [intermède] 
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Observation du 25 mars 1998, de 14h00 à 16h00 de P 
 

1ère face de la cassette 
 
1-Es : brouhaha. 
 
2-P : Bien, ça y est ? Bien eh ho ! Alors ? Bon, rapidement, on corrigera... 
 
3-Es : brouhaha 
 
3-P : Chut, on corrigera, euh jeudi, je vous rends, je vous rends juste les notes... 
 
4-E : Ah... ouah... 
 
5-P : Ah, ben Laurent, ça y est ? Chut... ça y est, chut... 
Alors je vous rends les notes et après, on corrigera, chut, on corrigera les exercices 

que je vous ai donnés la fois dernière, hein ? sur les cailloux manquants. D'accord ? Et 
puis on regardera un p'tit peu : j'en ai d'autres. 

 
6-Es : Oh non, encore des cailloux ? 
 
7-P : Alors vous notez, vous m'écoutez, oh ? 
 
8-E : Non, monsieur, y en a marre des cailloux. 
 
9-P : Des tout petits cailloux ? 
 
10-E : Ouais... C'est pénible, les cailloux. 
 
11-P : Bien alors... Chut, je vous les rends. Jérémie... 
 
 

COUPURE : 
 P. rend les devoirs notés à ses élèves. 

 
 
12-P : Bien, alors on reprend. Donc ça on corrigera jeudi, hein. D'accord, on 

regardera et on chronomètrera pour regarder comment il fallait procéder. Oui ? 
 
13- E : Vous avez des trucs à... pour le devoir maison. 
 
14-P : Oui mais c'est pareil, on fera jeudi, ça. Hein, je vous les donnerai. Jeudi, 

également, on fera les, chut, on fera les points de brevet, vous savez ? Comment vous 
calculez les points qu'il vous faut pour le brevet, etc et le devoir maison, je le donnerai. 

 
15-E : Pourquoi jeudi ? 
 
16-Es : brouhaha. 
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17-P : Je ferai tout ça jeudi parce que... 
 
18-E : Pourquoi pas aujourd'hui ? 
 
19-P : Jeudi. On a des choses en retard. On a déjà perdu dix minutes. 
 
20-E : Je serai pas là. 
 
21-P : Tu seras pas là, jeudi ? 
 
22-E : Non. 
 
23-P : Parce que là, il y a L, alors euh... 
Bien alors, vous rangez ça, vous pouvez toujours regarder chez vous hein, où vous 

avez faux. 
 
24 Es : Brouhaha. 
 
25-P : Chut... Oh Caroline et Thibault, euh. Alors, on reprend les cailloux. Donc 

c'étaient le numéro. On avait 6, 7, 9. Lesquels on avait, là ? Il me semble qu'on était plus 
loin... 

 
26 E : C'est les trois... Ceux-la, là. 
 
27-E : On en était au... 
 
28-P : ça, hein ? Non, ça ? 
 
29-E : Ceux-la, là. 
 
30-P : (il montre trois feuilles de cailloux) Vous avez celle-là, celle-là, vous l'avez 

eue. 
 
31-E : Non, la brouette, on a (il parle du dessin sur la feuille). Le dernier, c'est... le 

dernier, c'est celui-là, c'est la brouette. 
 
32-P : Ça me paraît bizarre. 
 
33-Es : brouhaha. 
 
34-P : Bien, on va corriger celui où il y a la brouette.  
Alors, qui vient corriger la brouette ? 
 
35-Es : Moi, moi je veux bien, monsieur. 
 
36-P : Alors, vas-y Fanny. Alors... 
 
37-Es : Brouhaha. 
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38-P : Chut... Pas par terre, on fera directement. J'en ai perdu un paquet. Il est pas 

là-bas, des fois ? 
Alors, vous marquez le numéro qu'est dessus... On regarde comment ils ont fait. Si 

jamais on a pas fait pareil... 
 
39-E : On regarde lesquels ? 
 
40-P : Le 6 et le 7. Alors si quelqu' un a pas fait pareil, on va voir... J'ai perdu un 

paquet. J'ai perdu le paquet des 13, en fait. Tant pis, je passe au 18.  
 
41-Es : Rires. 
 
42-P : Ah Cyril, help. Alors, on va regarder après, hein. 
 
Au tableau , Caroline et  Fanny  
 
Caroline 
 
Exercice 6 
 
z - 5 + z + 15 + z = 31 
3z + 10 = 31 
3z = 31 - 10 
3z = 21 
z = 7 
----------------- 
x = 7 - 5 = 2 
y = 7 + 15 = 22 

 
Fanny 
 
Exercice 7 
 
x = x 
y = 3x 
z = 2x 
 
x + 3x + 2x = 72 
6x = 72 
 
x = 12 
y = 36 
z = 24 
 

 
44-P : Chut. Après on explique, donc on va voir. On va déjà regarder si on trouve 

pareil. 
 
45-E : Non, on trouve pas du tout pareil. 
 
46-P : Donc, si tu trouves pas pareil, c'est qu'il y en a un des deux qu'est faux. 

Pourquoi ? Non t'as pas le choix. 
 
47-E : Oui mais j'ai pas le même. 
 
48-P : Oui mais non, là, tu regardes le 7. Bien donc on va regarder, on va regarder 

d'abord le 6. Alors, ouh là là. Alors ce que je veux c'est x = 12, pour le 6, chut, 22 pour 
y et z, c'est combien ? 7. Caroline, est-ce que tu peux nous expliquer comment tu ... 

 
49-C : Oui ? 
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50-P : Comment tu as fait ? Chut. 
 
51-C : Alors, j'ai mis là le premier tas, il est égal à... en tout, il y a 35 cailloux. 

C'est ça. Et euh, ouais, on cherche z. 
 
52-P : Euh, ouais. 
 
53-C : C'est ce qu'est mis sur la feuille. Et euh... 
 
54-P : Peut-être, oui, je sais pas. Non, ce qu'on voudrait savoir, c'est qu'est ce 

qu'on avait au départ ?  
 
55-C : Alors, euh, au départ, on savait que en fait... dans le premier tas, il y avait 5 

cailloux de moins que dans le troisième. Donc on cherche le z. C'est bien le troisième. 
Donc ça fait le troisième moins cinq. Après, dans le deuxième tas, il y a eu quinze 
cailloux... 

 
56-P : Mmh ? 
 
57-C : z + 15. Et après, donc z, ben c'est z. Donc on a plus z. 
 
58-P : D'accord. Donc qu'est ce que tu as fait, en fait ? Tu as rem... Tu as fait quoi 

? Tu as remplacé quoi par quoi ? 
 
59-C : Ben, le troisième tas, j'ai mis z. 
 
60-P : Non, non, non... Mais pourquoi, en fait pourquoi tu écris ta première phrase 

là ? Pourquoi tu écris... 
 
61-C : On s'en fiche... 
 
62-P : Non, non, non, mais je... Chut, attends. Chut, tu te tais un peu, Antoine et 

Thibault. Qu'est ce qu'on fait en fait pour arriver à écrire z moins cinq plus z plus quinze 
plus z égale 31. Pourquoi on écrit ça ? Attends, Cyril attends... 

 
63-C : Ben si je remplace le x et y par des chiffres, non même pas c'est même pas 

ça ; il y a des, je sais pas... Comme dans le premier tas, il y a cinq en moins... 
 
64-P : Et le premier tas, c'est ? Est-ce qu'on pourrrait écrire ça plus clairement ? 

Qu'est ce que tu avais comme première équation au départ ?  
 
65-C : Ben, euh x moins... 
 
(C écrit au tableau  z - 5x + z + 15y + z = 31) 
 
66-P : Bon, ça c'est ce que tu trouves, toi. Alors est-ce qu'on est d'accord avec ce 

qu'elle vient de me marquer ? 
 
67-C : Ça, c'est juste quand on le met en équations quoi ? 
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68-P : Tu viens d'écrire z - 5x + z + 15y + z = 31. 
 
69-Es : Brouhaha. 
 
70-P : Quand tu commences ton problème, tu commences par écrire quoi ? Chut. 
 
71-C : Ben, je mets des nombres avec des... 
 
72-P : Ombline ! Ombline, ce serait bien si tu écoutais, mais comme ça, hein ? 
 
73-C : Ouais, eh ben euh, je me sers des hypothèses pour euh. 
 
74-P : Oui, alors vas-y, moi ce que je voudrais, c'est les hypothèses, je les ai pas. 
 
75-C : Ben si !  
 
76-P : Non. 
 
77-C : C'est le premier tas, il a cinq cailloux de moins que le troisième. 
 
78-P : Comment tu écris ça ? 
 
(C écrit la première équation au tableau x = z - 5) 
 
79-P : Le premier... Bien OK. Le deuxième tas ? 
 
(C écrit la deuxième équation au tableau en dessous de la première y = z + 15) 
 
80-P : Puis ensuite, qu'est ce qu'on sait, la troisième phrase, c'était quoi ? 
 
(C écrit la troisième équation au tableau en dessous de la deuxième x + y + z = 

31)  
 
81-P : Bien. Donc en fait tout ça, c'est ce qu'on a au départ. C'est ce que tu as dit : 

on a nos hypothèses... Donc on a intérêt de le mettre. Parce que si on l'a pas ça, on peut 
pas le marquer, on peut pas le savoir, hein ? 

 
(P rajoute l'accolade  regroupant les trois nouvelles équations écrites au tableau  

: { , x = z - 5, y = z + 15, x + y + z = 31,    ) 
 
82-C : Ben bien sûr que si, c'est sur la feuille. 
 
83-P : C'est sur la feuille. C'est marqué nulle part sur la feuille, ça. Non, non, non. 

Bien, alors, c'est bon, est-ce que quelqu'un a trouvé quelque chose d'autre ? Ouais ? 
Tout du moins pour celui-là, pour le 6 ? 

 
84-Es : brouhaha. 
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85-P : T'as fait comment, Laurent ? 
 
86-L : J'ai fait moins cinq plus quinze directement.  
 
87-P : Alors, viens, viens voir, oui... Tu as fait moins cinq plus quinze plus 

rapidement. Bon dis Olivier, tu me casses les pieds. 
 
88-O : Euh, je... 
 
89-P : Bon, ben écoute, tu fais ce que tu veux mais tu vas jouer dehors si tu veux 

jouer, hein. Alors ? 
 
90-L : Ça fait moins cinq plus quinze, ça fait dix. (il écrit au tableau). Puis bon, là, 

c'est bon. Et puis là, c'est regroupé direct, dès le départ. Ça fait dix et puis 2 z... 
 
91-P : Est-ce que tu peux l'écrire, là ? 
 
92-L : Euh, ouais, sûrement... 
 
93-P : Oui, oui, en dessous-là, oui, vas-y... Tu fais...  
 
94-L : Donc au lieu de marquer, euh, x + 5, c'est où ? C'était où, c'était ça ? 
 
95-P : Voilà, en fait, tu remplaces... 
 
96-L : J'ai mis 2 z... 
 
97-P : Tu remplaces... 
 
98-L : plus 10... 
 
99-P : Egale quoi donc, tout ça ? 
 
100-L : Egale 31.  
 
101-P : Non, euh... 
 
102-L : En fait, j'ai résolu synthétique. 
 
103-P : Ah ouais, d'accord, tu l'as fait directement ? C'est à dire qu'en fait  
 
104-E : C'est faux ça. 
 
105-P : Chut... Non, non, mais ce qu'il fait là, ce qu'il fait, c'est qu'il ajoute ces 

deux trucs-là. 
 
(P souligne les deux premières équations du système écrit au tableau :  
{ , x = z - 5, y = z + 15, x + y + z = 31,   
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104-L : Non, non c'est 3 z. 
 
105-P : Je suis pas sûr. 
 
106-L : J'sais pas... 
 
107-P : Non, non, t'avais bien raison. En fait là regarde. Virginie ! En fait, il traite 

ça à part. Il traite ça à part. Il dit que x plus y c'est directement 2z plus 10 pour aller plus 
vite. Donc en fait il a additionné ces deux choses là. D'accord ? Et ensuite, il va 
remplacer ce paquet-là : x + y par ce qu'il va avoir trouvé ici, pour aller plus vite. Est-ce 
qu'on a le droit de faire ça ? C'est à dire quand j'ai une égalité 3 = x + 5 et puis qu'ici j'ai 
7 = 2x + 3, est-ce que j'ai le droit de faire une addition, là ? 

 
108-E : Ben, non, hein. 
 
109-E : Non. 
 
110-P : Je sais pas, je pose la question. Hein, c'est quoi ? Est-ce que quand j'ai 

ça... Parce que c'est ce qu'il vient de faire là, il vient de dire que x + y c'est égal à 2z + 
10, d'accord ? Alors ce que je me pose comme question, c'est est-ce qu'en général... Est-
ce que quand j'ai deux égalités comme ça, j'ai le droit d'additionner d'un côté et 
d'additionner de l'autre ? 

 
P écrit au tableau en parlant : 3 = x+ 5 
         7 = 2x + 3 
        -------------- 
     ? 
 
111-E : Non. 
 
112-E : Ben oui, hein. On fait... On additionne x + 5 et puis après on renverse et... 
 
113-E : Si on additionne des deux côtés, c'est bon. 
 
114-P : Bon , là tu marquerais quoi Antoine ? 
 
115-A : Ben j'sais pas. Je mets des trucs de chaque côté. J'additionne. 
 
116-P : Et ça ferait quoi ? 
 
117-A : ça ferait 10 = 3x... 
 
P écrit au tableau à la place du ?, 10 = 3x + 8 
 
118-P : Bien, Claire, est-ce que t'es d'accord ? Est-ce que c'est vrai ça ou est-ce 

que c'est faux ? Parce que si c'est faux, euh... Il a fait 3 plus 7 égale 10... 
 
119-A : Ben pour ici, les cailloux, ça marche. 
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120-P : (rires) Pour ça, ça marche, il est content. Si il cherche pas à savoir le 

reste... Alors est-ce qu'on peut généraliser ça... ça peut peut-être nous faire gagner du 
temps, ça. 

 
121-E : Ben, non, parce qu'on fait pas la même chose des deux côtés 
 
122-Cy: Ben si parce que 3 = 3... 
 
123-E : Je comprends rien. 
 
124-P : Comment tu prouves ça, toi, Cyril ? 
 
125-Cy : Ben avec... Vu que x + 5 c'est égal à 3, on remplace x + 5 par 3 et euh, 

on remplace les valeurs... Et après en faisant pareil, on trouve 10 = 10 donc c'est bon. 
 
126-P : Donc c'est bon... Est ce qu'on peut le prouver autrement ? (silence) 
En y croyant ? Par une grosse conviction, on peut arriver à trouver. Si je fais ça 

avec des nombres par exemple ? Si je dis (il écrit au tableau) 5 = 5 et 3 = 3, on est 
d'accord. Oui, ils sont d'accord. C'est bien. Est-ce que... Est-ce que je peux en utilisant 
la même règle voir que c'est vrai ou pas ?  

 
Au tableau :   
5 = 5 
3 = 3 
------- 
 
127-C : Non, elle est pas bonne cette règle. 
 
128-P : C'est faux ?  
 
P écrit au tableau :   
5 = 5 
3 = 3 
------- 
8 = 8 
 
129-C : Non, c'est vrai. 
 
130-P : Ben réfléchis Claire. Ben alors 8 = 8. J'ai bien fait ça plus ça et ça plus ça. 
Et est ce que c'est vrai si j'ai des nombres négatifs par exemple ? 
 
131-E : Ben... 
 
132-E : Ben, non... 
 
133-P : -5 = -5 et -3 = -3... 
 
P écrit au tableau 
-5 = -5 
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-3 = -3 
-------- 
     ? 
 
134-Es : -8 = -8 ! 
 
P rajoute au tableau  à la place du ?, -8 = -8 
 
135-P : Donc c'est le genre de règles qu'il faut retenir... Comment je pourrais dire 

alors ? a = b, qu'est ce que je pourrais écrire comme règle générale ? Oui, oui, c = d, 
qu'est ce que je peux écrire ? 

 
P écrit au tableau  
a = b 
c = d 
------ 
    ? 
 
136-E : ac = bd. 
 
137-P : Qu'est ce que tu fais comme opération ? Pas ac 
 
138-E : plus c. 
 
139-P : Ah, a + c.(P écrit au tableau a + c = b + d à la place du ?) 
 Est ce que ça marche avec la multiplication ? 
 
140-Es : Oui. 
 
141-P : Oui parce qu'on avait vu que les règles d'équations, on les avait tirées d'ici.  
Donc en fait Antoine a tout à fait raison de le faire. Donc en fait lui, il s'est 

économisé du temps parce qu'il a d'abord regroupé x + y puis il a remplacé ensuite. 
D'accord ? Il a pas fait tout à fait pareil. C'est bon, Antoine. 

 
142-Es : brouhaha. 
 
143-P : Euh, il a regroupé en fait. Il est allé plus vite. Il a fait déjà x + y et ensuite 

il a remplacé x + y... 
 
144-E : Mais ça va moins vite, monsieur. 
 
145-P : Non, normalement, je crois pas parce qu'il a 2z - 5 + 15, ça fait bien plus 

10. Donc en fait... 
Non, non, non, mais pour l'instant, il a fait que l'intermédiaire, là, hein ? ça, c'est 

faux, si tu veux. C'est à dire qu'ici, il dit que x + y c'est égal à 2z + 10 (il écrit au 
tableau sous le système de départ x + y = 2 z + 10). Et quand il a ça, il dit, il remplace 
là et il dit 2z + 10 + z = 31, d'où 3z + 10 = 31. 

 
146-E : Ouais, c'est pareil, hein ? C'est un peu... 
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147-P : C'est pas tout à fait pareil. Hein, il procède en deux étapes. 
Alors, la suivante, Fanny, tu nous expliques... Oui, Laure ? 
 
148-L : En fait je me demande s'il y a une erreur parce que... 
 
149-F : Mais non. 
 
150-P : Bon, Fanny a dit non, donc on revient pas là-dessus.  
 
151-L : Non mais c'est 4x et 3x au lieu de 3x et 2x. Parce qu'on rajoute toujours. 
 
152-P : Explique-moi alors. J'ai pas compris. 
 
153-L : Eh ben, en fait, je pense que la, euh x+ 4x + 3x = 72. 
 
154-P : Alors attends, tu me dis que c'est x + 3x + 4x... T'es pas d'accord avec le 

2x ici. Oui celui-là. 
 
155-L : Ouais. 
 
156-P : Alors dans l'énoncé, tu vois Fanny là on a un problème, c'est que parce 

que comme, comme tu as fait la même erreur que Caroline, c'est à dire que tu marques 
pas ce qu'on a comme énoncé, après on sait pas trop. Non, non, mais donc il faut 
marquer. C'est tout, je veux dire, hein. Alors donc vas-y tu me dis l'énoncé. Qu'est-ce 
que tu comprends la première phrase ?  

 
157-F : Dans le deuxième tas, il y a trois fois plus de cailloux que dans le premier. 

Donc en fait ça fait euh le premier tas, c'est x. 
 
158-P : Oui. 
 
159-F : Le deuxième tas c'est y et le troisième tas c'est z. Donc ça fait x, non, euh, 

y égale trois fois x, trois x. (P écrit au tableau). 
 
160-P : Ensuite z ? 
 
161-F : Et puis dans le troisième tas, il y a deux fois plus de cailloux que dans le 

premier. Ça fait z égal à 2 fois x, 2 x. 
 
162-P : Et donc ? 
 
163-Es : z = 2x. 
 
164-P : z = 2x. Donc en fait... Chut, bon Nathalie, tu me casses un peu les pieds, 

et quand je dis un peu c'est un euphémisme. Donc ici, on a ça et ensuite, qu'est ce qu'on 
sait d'autre ? 

 
165-F : Eh ben qu'en tout, il y a 72 cailloux... 
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166-P : Ce que j'écris sous la forme ? x + y + z = 72. Bien, je regarde... Oui, euh, 

Laure ? 
 
P écrit au tableau à côté de ce qu'avait écrit Fanny le système :  
{,y = 3x, z = 2x, x + y + z = 72,   
 
167-L : Non, moi je pense que y c'est 3x plus x.  
 
168-P : Alors attends, elle pense que y c'est 3x plus x. 
 
169-E : Elle pense que ça fait 4x ? 
 
170-P : Alors, oui, oui, oui, mais c'est pas inintéressant, ce qu'elle dit. C'est une 

question de traduction de phrase. On a donc le deuxième tas a 3 fois plus de cailloux 
que le premier. Donc si je dis que tu as toi, tu as comme âge, tu as, tu es 3 fois plus 
vieille que moi par exemple, non ça marcherait pas, que Sophie et Sophie a 5 ans. 
(rires). Quel âge tu vas avoir ? Si tu as 3 fois plus... 

 
171-Es : 15. 
 
172-E : Tu vas pas avoir 17 ans. 
 
173-P : T'auras bien 15. T'auras pas 15 + 3. Quand tu dis 3 fois plus de quelque 

chose, si je dis : je suis trois fois plus grand que quelqu'un et le quelqu'un il mesure 
1m20, ça fera 3 fois 1m20. ça fera un grand bonhomme : 3m60. C'est un joueur de 
basket. 

 
174-L : Oui mais l'autre fois, on disait que la bouteille, elle faisait 100 grammes 

de plus que le bouchon et on rajoutait le bouchon. 
 
175-E : Ouais, c'est vrai, alors pourquoi on fait pas pareil ? 
 
176-P : Ah, alors, oui, Attends. Chut. Laure et Amandine se posent le problème 

du 3 fois donc là, c'est 3 fois plus de cailloux que le premier, on a dit 3 x. D'accord ? Par 
contre, elle dit mais pourquoi quand on a parlé de la bouteille, on a dit que la bouteille 
était 3 fois plus lourde que le bouchon et qu'on disait, on disait quoi, là ? On rajoutait le 
bouchon dans quel cas ? 

 
177-E : Parce qu'il disait que la bouteille elle faisait, en fait la bouteille faisait, elle 

faisait 100 grammes de plus que le bouchon et pas 100 fois plus, enfin, je sais pas si... 
 
178-E : C'est pas le même énoncé, c'est de plus. 
 
179-E : Elle faisait de plus pas 100 fois plus, en fait. 
 
180-P : C'est 100 grammes de plus. Donc de plus c'était plus 100. Et c'était pas ce 

que dit, c'était pas 100 fois plus, ça aurait été 100 fois le bouchon. D'accord ? Tu vois 
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mieux ? Bien, donc ça on est d'accord. Ensuite, tu as fait quoi donc Fanny ? Tu as tout 
simplement fait quoi ? 

 
181-F : Ben j'ai remplacé dans la grande équation. 
 
182-P : Oui, oui, c'est-à-dire comment tu as fait pour arriver ici là ? 
 
183-F : Ben comme j'avais y =... 
 
184-P : Oui, oui, non mais je lis, chut. Ben justement écoute Guillaume, parce que 

justement, on explique. Donc ensuite, pourquoi tu écris cette ligne là en fait ?  
 
185-F : Parce que je remplace y par x, enfin par son autre valeur, y par son autre 

valeur et z par son autre valeur... 
 
186-P : Bien, donc en fait tu remplaces les y et z par les valeurs qui sont données 

par ces équations là. 
 
187-F : Ouais. 
 
188-P : Guillaume tu comprends ? 
 
189-G : Oui. 
 
190-P  : Bien alors. Sébastien, tu comprends ? Oui ? C'est bon. Bon alors, le... 

donc c'était le numéro 8. Qui vient faire le numéro 8 ? 
 
191-Es : brouhaha. 
 
192-P : Personne l'a trouvé ? 
 
193-E : On a pas les cailloux en tout. 
 
194-P : Ah donc là, on a un nouveau problème. C'est que cette fois-ci, on a pas le 

tas total. 
 
195-E : Ah oui, alors là ! 
 
196-P : Alors là comment on va faire ? Bon première chose qu'on peut faire 

forcément. On a ? 
 
197-Es : brouhaha. 
 
198-P : On met les trucs là ? Ben, qui c'est qui vient me mettre les trucs là ?  
 
199-E : Monsieur, on peut pas avoir un chiffre exact ? C'est impossible. 
 
200-P : C'est impossible ! Hop, on passe au suivant ! (rires) 
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201-E : On peut pas écrire des équations. 
 
202-P : On a pas d'équations ? 
 
203-E : Si on en a entre deux nombres mais ça va pas être entre les trois nombres. 

Faut trouver une autre technique... 
 
204-P : Ah, on est entre deux nombres et faut trouver une technique. Chut, 

Antoine, est-ce que tu as une idée ? Antoine, il fait rien. Ça y est, il est repassé au fond. 
Alors qui vient poser les équations ? Alors, vas-y, Olivier. 

 
205-E : Mais on en a pas une avec les trois... 
 
206-P : Mais ça fait rien. On verra après comment on peut s'en sortir. On va déjà 

essayer de poser les équations. On a vu que c'était la première chose à faire... 
 
207-E : Mais c'est impossible ! 
 
208-P : C'est impossible, ben c'est impossible, on fera. 
 
209-Es : brouhaha. 
 
210-P : Impossible n'est pas français. Tiens efface tout Olivier parce que ça ça sert 

plus à rien. Alors je lis donc : le premier tas a deux fois plus de cailloux que le 
deuxième. 

 
211-E : Monsieur ? 
 
212-P : Ouais ? 
 
213-E : Il y a Amandine, elle comprend pas pourquoi dans le numéro 2, dans le 

deuxième, il y a 8 et... 
 
214-P : Dans le deuxième ? 
 
215-E : Non mais dans les premiers que vous avez donné, on avait le deuxième tas 

qu'avait 7 fois plus de cailloux que le premier. Et on a mis 8 fois le nombre de 
cailloux... 

 
216-P : Non, non, non. On a mis 7x mais on a divisé par 8 après. 
 
217-A : ben oui mais, eh ben oui. 
 
218-P : Non, non mais quand on a écrit 7 fois plus que le premier, on a dit y est 

égal à 7x. T'es d'accord ? Et après... 
 
219-E : Monsieur ! 
 
220-P : Attends. Attends : chaque chose... 



448 
 
221-E : Eh ben, moi j'ai fait comme ça. Une méthode... 
 
222-P : Attends, on va voir. Je vais gérer déjà le problème d'Amandine. Alors là 

on a dit 7 fois plus de cailloux que le premier. C'était le deuxième donc y était égal à 7 
x, ce qu'on a marqué là. Donc il y a 56 cailloux... ça on s'en fout. Donc 7 fois plus que le 
premier, donc là on a 2 tas déjà. Donc si maintenant je mets tous mes tas ensemble, j'ai 
x est égal à x ? 

 
223-A : Ouais. 
 
224-P : D'accord donc j'ai x égal x et maintenant si j'ajoute les deux, je vais avoir 

x + y est égal à 56. Bon si je remplace celui-là par mon 7x, j'ai bien x + 7x = 56. C'est 
pour ça que j'ai 8 tas. En revenant, pareil. 

 
225-A : Monsieur je comprends pas pourquoi là, on en a pas rajouté un ? 
 
226-P : Pourquoi, ça fait pareil ? Là si tu regardes le x et le y, t'as 3x + x, ça fait 

bien 4x. 
 
227-A : D'accord, on avait pas mis le x. 
 
228-P : Voilà, on avait pas mis le x. 
 
Pendant ce temps - là, Olivier a écrit la solution au tableau  (en appuyant très peu 

sur sa craie, c'est à peine lisible). 
 
Olivier  
 
exercice 8 
 
x = 2y 
y = x - 86 
z = x + 36 
 
y = 2y - 86 
-y = -86 
y = 86 
x = 172 
z = 208 
 
 
 
229-E : En fait là monsieur, le problème c'est que comme on a pas le total... 
 
230-P : Attends. Attendez, attendez... 
 
231-Es : brouhaha. 
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232-P : Attends, chut. Bon, on regarde. Alors, on va déjà, on va déjà être sûrs, 

chut. Attends. Bon si... On regarde déjà si ce qu'il a mis au tableau, on est d'accord avec. 
Laure. On vérifie si déjà ce qu'il a mis au tableau, on est d'accord avec ça, c'est à dire, il 
dit que le premier tas, c'est donc x, chut, a 2 fois plus de cailloux que le deuxième. Ca 
fait bien x = 2y. Là, il y a pas de problème. Maintenant on dit que le troisième a 36 
cailloux de plus que le premier. Donc z est égal à x plus 36. 

 
233-E : 36 plus x... 
 
234-P : Ca revient au même. Et le deuxième en a 86 de moins que le premier. 

Alors mets une accolade pour qu'on voit bien que ça ce sont les hypothèses. (O rajoute 
une accolade au tableau devant ses trois premières équations). Bien, alors, j'ai pas 
l'ensemble. Alors, comment je vais pouvoir m'en sortir. Alors tu étais en train de 
marquer y est égal à... 

 
235-O : A 2y moins... 
 
236-P : A 2y moins... Alors est-ce que tu peux expliquer ça ? Chut. Thibault 

regarde.  
 
237-O : Ben, on prend ça et puis on remplace le x par ce qu'il y a de l'autre côté... 

par des y... 
 
238-P : Bien, alors, il remplace le x par 2y. On est d'accord ? 
 
239-E : Ben moi j'ai 86 moins x donc c'est pas juste. Monsieur, moi, j'ai mis 86 - 

x, donc c'est pas pareil. 
 
240-P : Ah ben non. 
 
241-E : Ok, je me suis planté alors. 
 
242-P : Non, attends, c'est x - 86. Il en a 86 de moins que le premier. Quand t'as 5 

ans de moins que ton voisin, t'as bien l'âge de ton voisin moins 5. Alors, Olivier, appuie 
un peu sur ta craie. Déjà que c'est pas clair dans les têtes, alors si c'est pas clair au 
tableau. 

 
242-E : Monsieur ! 
 
243-P : Attends, Attends. Je peux pas venir voir individuellement mais par contre 

on peut tous regarder au tableau. Donc il a marqué y est égal à 2y - 86. Donc il peut 
passer le 2y de l'autre côté. Il obtient donc... euh je suis pas... -2y + y ça fait -y est égal à 
-86. D'où y est égal à 86. 

 
244-Es : brouhaha. 
 
245-P : Alors qu'est-ce que tu... Bon si tout le monde parle, on peut pas se 

comprendre. Je comprends rien, j'entends rien. Alors il écrit... Bon, on est d'accord sur 
les trois premières phrases ? Bien, ensuite il nous a expliqué, hein ? 
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246-E : On voit rien au tableau. 
 
247-P : Ah, ben oui je suis un peu d'accord avec vous. Olivier, c'est pas un 

problème d'explication, c'est surtout parce qu'on voit pas ce qu'est écrit au tableau. 
Appuie, appuie, c'est tout. Là en bas là. 

 
248-O : C'est y = 2y - 86. 
 
249-E : En-dessous, il y a marqué quoi ? 
 
250-P : Ben après, il résout cette équation... 
 
251-O : C'est -y = -86 
 
252-P : Alors pourquoi -y. Chut. 
 
253-O : On inverse le signe, ça fait -2y. 
 
254-P : On fait passer le... 
 
255-Es : brouhaha... 
 
256-F : Mais avec des y, on peut pas faire ça ! 
 
257-P : Bon 2 pommes moins une pomme, Fanny ? T'en fais quoi du 2 ? 
 
258-F : Une pomme. 
 
259-P : Et ben, c'est des y c'est pareil. C'est des cailloux, ça revient au même. Bon, 

là on est d'accord ? Alors si je reprends en fait, il a utilisé quoi ? Il a utilisé ça, d'accord 
? Virginie ! Attends, tu vas nous dire comment t'as fait. Alors, donc, parce qu'il y a deux 
façons. Il a ce x là, ce x-là, il sait que c'est 2y le x. Claire écoute-moi. Donc à la place 
du x il met 2y, donc il a y - 2y = -86. Donc -y = -86. Hein, il a remplacé ça par ça. On 
est d'accord ? Et puis après, bon, ben, il a une équation qu'il résout simplement. Alors le 
z, maintenant qu'il a le x, c'est facile pour trouver. Après, tu vas nous faire voir, Benoît.  

 
260-E : Comment il a trouvé x ? 
 
261-O : x ? Ben tu prends 86 et tu sais que dans l'énoncé x c'est... 
 
263-B : Ben moi, je me suis dit... 
 
262-P : Bien, on regarde. Ombline, alors vas-y, on écoute ce qu'il dit. Chut... 
 
264-B : On a pas le nombre de cailloux donc il y a pas besoin de faire (inaudible). 
 
265-P : Chut, on écoute ! 
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266-B : Le premier tas il a 2 fois plus de cailloux que le deuxième. Et au 

troisième, on dit le deuxième tas a 86 cailloux de moins que le premier. Donc ça fait 86 
comme référence pour le deuxième tas. Parce que l'autre il en a 2 fois plus et euh... 

 
Benoît dessine sur le tableau  

 2

- 86  
 
267-P : Essaie de voir le... 
 
268-B : Les cailloux supplémentaires... 
 
269-P : Attends, ce qui serait peut-être plus simple, c'est que tu nous fais 3 tas. Et 

puis tu m'expliques ça avec un dessin. 
 
270-B : (il fait le dessin) Un tas... 2 tas... 3 tas. 
 
271-P : Bien. 
 
272-B : Premier tas égal 2 fois plus de cailloux que le deuxième. D'accord ? (il 

complète son dessin). Le deuxième tas, il a 86 cailloux de moins que... 
 
273-P : Attention, c'est le deuxième. Le deuxième a 86 de moins que le premier. 
 
274-E : Il est plus petit. 
 
275-B : Mais je sais pas comment faire... 
 
276-P : Chut. 
 
277-B : Donc j'ai pris 86 comme référence pour celui-là et j'ai fait 2 fois plus. J'ai 

multiplié 86 par 2, ça m'a donné le premier tas et ça faisait 86 de moins. Le premier tas 
faisait bien 2 fois plus que le deuxième et le deuxième tas faisait bien 86 de moins que 
le premier. 

 
278-P : Et après tu trouves le troisième en fonction. Donc tu joues sur les deux 

premiers tas en fait. Attends, attends. 
 
279-B : Après, on dit que le troisième tas a 2 fois de plus de cailloux que... 
 
280-P : Oui, après, une fois que t'as les deux premiers, c'est bon. 
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281-B : Le premier. Donc ça fait... 
 
282-P : D'accord, une fois que t'avais les deux premiers. Et donc tu pars en fait du 

86... 
 
283-B : Ouais, comme référence. 
 
284-P : Je sais pas trop. Ben on va voir si ça marche tout le temps, ton truc.  
 
285-E : Ouais mais ça marche quand il a pas le nombre sur le total. 
 
286-P : Quand il a pas le nombre de tas. Donc dans le troisième, dans le troisième 

problème, on est pareil. On va voir si ça marche aussi. Bien, alors le troisième, le 
troisième, qui vient le faire ? 

 
287-E : Moi, j'y vais monsieur... 
 
288-P : Non, non, attends, tu l'as déjà, tu es déjà passé. Quelqu'un qui, je suis sûr 

qui sait pas trop faire. Non, Séverine, non. Rémandine. Si, je sens que Rémandine elle 
est en forme. Alors attends, je préfèrerais qu'on le fasse avec la méthode là-bas. Si, ce 
qu'on va faire Rémandine, déjà, tu peux marquer les 3 phrases. Mais si... Fais pas ta 
timide. Allez tu marques simplement les 3 phrases, la traduction des 3 phrases. Puis 
après, on sera ensemble... C'est à dire premier tas 2 fois plus que le deuxième, etc. C'est 
facile, ça ? Allez, vas-y. Allez, chut, vite, on perd un temps fou. Alors, ouh là là, 
comment veux -tu t'y retrouver ? Eh oui, donc si t'as à réviser, tu pourras jamais t'y 
retrouver. Alors, tiens, t'as qu'à l'écrire là. Tu nous écris donc le premier tas, c'est donc 
x, voilà, il a 2 fois plus de cailloux que le deuxième. 

 
289-R : (elle écrit au tableau) Donc x égale... 
 
290-P : 2y. Antoine, écoute. Le troisième, ou si tu veux, le deuxième a 43 de 

moins que le troisième. Non, non, le troisième, le troisième c'est z. Voilà. Il a 36 de plus 
que le premier. Alors le premier, c'est quoi ? x ? Donc il en a 36 de plus que x. 

 
291-R : 36 plus x. 
 
292-P : Voilà, 36 plus x. Et le deuxième, c'est à dire y, chut, il a 43 de moins que 

le troisième. Donc le troisième c'est ? 
 
293-R : z... 
 
294-P : z. Il en a 43 de moins que z, donc... 
 
295-R : - 43. 
 
296-P : z - 43. Tu mets ton accolade. On sait que ça, c'est le départ. Bien. Ici, on a 

pas de possibilité de tout additionner. On a pas l'ensemble. Donc comment on pourrait 
faire ? 

Globalement, comment ils ont fait depuis tout à l'heure ? 
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Rémandine a écrit au tableau sous la dictée de P 
 
Rémandine 
 
{x = 2y,z = 36 + x,y = z - 43   
 
 
297-R : Avec des équations... 
 
298-P : Ah ça oui. Des équations. Oui, Laurent ? 
 
299-L : Ben on peut dire que y c'est égal à 36 plus 2y - 43.  
 
300-P : Alors, tu peux nous expliquer ? Moi, euh... y est égal à ? 
 
301-L : y c'est z moins 43. 
 
302-P : Tiens, vas-y Rémandine. Tu fais ce qu'il dit. D'accord. Bien, on peut 

effacer les machins, là. Alors il nous dit puisque y est égal à z-43... 
 
303-L : Et que z = 36 + x et donc 36 plus le résultat permettra... 
 
304-P : Moi, je veux un truc simple. Parce que moi je serais à la place de 

Rémandine, j'aurais rien compris. 
 
305-L : Eh bien, x est égal à 2y. Donc. z est égal à 36 + 2y... 
 
306-P : Ok, d'accord. Là, j'ai compris. Stop. Tu remplaces donc. 
 
307-L : x par 2y. 
 
308-P : Voilà. Tu remplaces x par 2y, tu comprends ? Moi je comprends. Donc lui 

devrait y arriver à un moment ou à un autre aussi. Il remplace x par ça. D'accord ? 
Donc tu réécris cette phrase-là en remplaçant x par 2y. Chut... On écoute. Bien, 

donc, là, on est d'accord. Ensuite ? 
 
309-L : Alors comme y est égal à... Et on sait que z c'est 36 plus... 
 
310-P : Donc, il a... Tu remplaces le z, ouais celui-là. Tu remplaces le z par 36... 
 
311-Es : brouhaha. 
 
312-P : Moi, je veux bien mais ça sert à quoi d'avoir marqué ça ? 
 
313-E : A rien. 
 
314-P : Attends vas-y, explique nous Claire... Bon Caroline, écoute. Oui, vas-y. 
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315-C : Nous avons 2x par 2y... 
 
316-P : Oui, ça on a compris. 
 
317-C : Ben on remplace par z - 43. Comme on a fait ça... 
 
318-P : Je suis d'accord. Oui, oui, c'est à dire ce y là, à la place de ce y là, il met 

ça. Donc tu réécris en dessous z est égal à... Chut... à 36 + 2... et là tu mets une 
parenthèse, parce que t'as, ça fait donc z - 43. z, t'es d'accord, z - 43. Oui ? Donc 
maintenant, essaie de me développer un petit peu ça. Alors z = 36+ 2z -, il y a une 
multiplication terrible à faire... 

 
319-R : Moins 86. 
 
320-P : 86. Voilà, alors qu'est-ce qu'on fait quand on a ça, maintenant on a une 

équation du premier degré donc... 
 
321-R : Moins 86... 
 
322-P : Mmh. ça fait 36 - 86... 50. Ouais plus 2z. Moins 50, il a raison, une petite 

erreur de signe. Puisque t'avais moins 86, hein. Chut. Bien, maintenant qu'est-ce qu'on 
va faire de nos z et de notre 50. 

 
323-R : On partage chacun des deux côtés. On fait passer le 50, le -50 à la place 

de z et z à la place de 50. 
 
324-P : Voilà. T'as passé le 50 de l'autre côté. Il est passé là-bas. Donc il a perdu 

son signe moins. Et là, il reste les 2z qui sont toujours là. Donc par contre le z qu'était à 
gauche, il passe à droite. Donc moins z.  

 
325-E : Donc z = 20. 
 
326-P : Donc 50, oui z = 50. Maintenant qu'on a z, est-ce qu'on peut trouver y ? 
 
327-E : Ouais. 
 
328-E : Ouais, 50 - 43. 
 
329-P : Donc ça va faire quoi ? y égale, donc écris le directement, y = 50 - 43, ça 

fait quoi, ça ? 
 
330-Es : 7 ! 
 
331-P : Ça fait 7. Et puis maintenant qu'on a le 7 ici... 
 
332-E : Ça fait 14. 
 
333-R : 14. 
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Rémadine écrit au tableau sous la dictée de P sous le système précédent 
Rémandine 
 
z = 36 + 2 y  
z = 36 + 2 (z - 43) 
 
z = 36 + 2z - 86 
z = -50 + 2z  
50 = 2z - z 
y = 50-43 = 7 
x = 2 × 7 = 14 
 
 
334-P : 14 ! Bien, alors si maintenant, on commence à voir un petit peu comment 

on procède. Comment je pourrais écrire ça ? Si je devais donner des règles ? 
Bien d'abord qu'est-ce qu'on commence par faire ? Première chose.  
 
335-E : Ben d'abord les hypothèses. 
 
336-P : Les hypothèses, c'est à dire on écrit... 
 
336-E : On regarde dans l'énoncé quels cailloux pour les tas... 
 
337-P : Voilà, c'est ça. Ca s'appelle ? On fait quoi, là ? Comment ça s'appelle 

quand on met x égale machin... Nathalie ? 
 
338-E : Des conjectures. 
 
339-E : Des équations. 
 
340-P : Donc on fait une mise... une mise en équations. C'est à dire, si j'ai à me 

marquer une règle, Claire elle écoute pas, (P écrit au tableau 1. mise en équation) mise 
en équations. Alors, ça c'est la première chose à faire. En général, c'est là qu'on 
commence à se tromper. Hein, c'est là qu'il faut faire attention. Là tu vois Amandine, tu 
vois, toi il faut faire attention là. Il faut faire attention les 2 fois plus, plus de, moins 
quelque chose. Laure elle se trompait tout à l'heure aussi parce qu'elle faisait l'inverse : 
quand elle disait 43 de moins que le deuxième tas, attention de ne pas écrire 43 - y, hein, 
faut faire attention. Ensuite, alors ensuite, ça devient... Bien chut, oh, c'est pénible, 
écoute, Guillaume. On est en train d'essayer de mettre au point quelque chose. Si tu 
l'écoutes pas, faudra le répéter après. Alors vas-y Claire, ce que tu viens de dire c'est pas 
mal. On se débrouille pour avoir une seule inconnue, c'est à dire vu qu'on a plusieurs 
équations, on s'est aperçu que dans les équations, le problème, c'est qu'on avait plusieurs 
inconnues et que ça on sait pas faire. Donc on va essayer d'écrire une équation avec 
qu'une seule inconnue (il écrit au tableau  2. écrire une équation avec une seule 
inconnue)  écrire une équation avec une seule inconnue. 

 
341-E : Monsieur... 
 
342-P : Hein ? 



456 
 
343-E : On laisse un espace entre le 1 et le 2 ? 
 
344-P : Ouh là. C'est important et tu oublies pas 3 carreaux de la marge...  
Attention 3 carreaux, pas 4 ! Donc quand on, comment on fait pour faire ça, aussi 

? Parce que c'est facile à dire, on fait lalala... 
 
345-E : Ben on fait comme on a fait avant. 
 
346-P : Ouais mais comment on a fait ? 
 
347-E : Ben en fait, on a remplacé les lettres et on a remplacé par les chiffres. 
 
348-P : Ah, non, non. 
 
349-E : On a remplacé par une lettre, par une même lettre qui... 
 
350-P : On essaie de remplacer. (sonnerie) Bien, on continuera demain, après 

demain. 
 
351-Es : brouhaha. 
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Thèse de doctorat de didactique des mathématiques 
 

 

RESUME 
 
 
Notre recherche porte sur l’activité du professeur : il s’agit précisément d’analyser les pratiques 

d’enseignement des systèmes d’équations et de la mise en équations en Troisième. Nous adoptons un 
nouveau regard prenant appui sur l’utilisation conjointe de deux des principaux champs théoriques en 
didactique des mathématiques : ce travail montre la complémentarité d’outils de la théorie 
anthropologique et de la théorie des situations, ainsi que la richesse d’articulations entre ces outils dans 
l’étude de l’activité du professeur. 
Selon l'approche anthropologique, l’enseignant est soumis aux contraintes résultant d'assujettissements à 
diverses institutions. Pour déterminer ces contraintes dites externes, nous étudions l’évolution de la 
transposition didactique de 1902 à 1999 : une analyse écologique de manuels nous permet de dégager 
divers systèmes de contraintes institutionnelles pesant sur l’enseignement des systèmes et de la mise en 
équations. En complément, un questionnaire atteste que d’anciens rapports institutionnels à ces deux 
objets, sont des alternatives envisagées par les professeurs ; cependant cette diversité de choix, reste 
conforme au rapport contemporain. 
Au sein de l’espace de liberté ainsi toujours laissé au sujet de l’institution, les régulations de la relation 
didactique soumettent le professeur à de nouvelles contraintes. En référence à la théorie des situations, 
nous étudions ces contraintes dites internes, selon une problématique économique. Nous analysons en 
termes de variables et de structuration du milieu, l’enseignement prévu et réalisé par un professeur de 
Troisième particulier lors de l’introduction des systèmes d’équations. En articulation avec les résultats de 
l’étude écologique précédente, l’utilisation de ces nouveaux outils didactiques nous permet d’interroger : 
ses choix, les connaissances didactiques et mathématiques qui sous-tendent ses choix, et l’influence de 
contraintes externes ou internes sur ses décisions en ou hors classe. 
 
 

Mots clés : 
Enseignement de l’algèbre élémentaire, Systèmes d’équations et mise en équations, Modélisation des 
pratiques du professeur, Contraintes externes et internes, Théorie anthropologique et écologie des savoirs, 
rapport institutionnel, Théorie des situations, problème fondamental, Structuration du milieu. 
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Study of teacher’s practices from the double viewpoint of the ecology and the economy. 
The case of the teaching of linear systems and problems leading to equations 

 
Abstract 

 
Our research work studies teacher’s activity, more precisely it analyses practices about the teaching of 
linear systems and their use in modelling in the class of “troisième” (14 year-old pupils). We adopt a new 
viewpoint based on the joint use of two of the main theoretical approaches in the field of the French 
“didactique des mathématiques”. Our work shows the complementarity of Chevallard’s anthropological 
approach (viewpoint of the ecology of the system) and Brousseau’s theory of didactical situations 
(viewpoint of the economy of the system) as well as the richness of the articulated use of these two tools 
in the study of teacher’s activity. 

According to the anthropological approach, the teacher is constrained as a subject of different 
institutions at different periods. They are what we call the external constraints; we determine them through a 
study of the evolution of the didactical transposition during the whole 20th century. A questionnaire given to 
teachers proves that old choices in the transposition are alternative choices taken into account by some 
teachers in various ways, but yet, their final choices remain conform to the current programme. 

Within the space of freedom always left to the teacher, subject of an institution, regulations in the 
didactical relation bring a new type of (internal) constraints to the teacher. Referring to the theory of 
didactical situations, we analyse these constraints in terms of the economy of the educational system. We 
analyse the planning and the realisation of a teaching activity introducing the notion of linear systems by a 
specific teacher. With the use of the didactical notion of variables and ‘structuration’ of the milieu, we study 
the teacher’s choices, the state of his didactical and mathematical knowledge and the influence of both 
external and internal constraints on his various decisions in his project and actual teaching.  
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