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Chapitre 1Introdu
tion1.1 Préliminaires : quanti�
ation des in
ertitudes1.1.1 Qu'est 
e que la quanti�
ation des in
ertitudes ?Dans de nombreux domaines d'appli
ations, on est 
onfronté à des in
ertitudes sur les données, parexemple 
ertaines propriétés physiques d'un matériau, d'un milieu. Ces in
ertitudes peuvent provenir d'im-pré
isions sur les mesures ou d'un nombre de mesures insu�sant, typiquement dans le 
as d'un milieu trèshétérogène pour lequel de très nombreuses mesures seraient né
essaires. On doit alors in
lure 
es in
ertitudesdans les modèles. On peut pour 
ela modéliser 
es données par des 
hamps aléatoires. On est alors amené àrésoudre des équations aux dérivées partielles à 
oe�
ients aléatoires. L'in
onnue est alors un 
hamp aléa-toire, dont on souhaite 
onnaître la loi. En pratique, on se 
ontente souvent de l'espéran
e et de l'é
art-type.On souhaite 
onnaître 
omment les in
ertitudes sur les données se propagent sur la solution. Ce problèmede quanti�
ation des in
ertitudes apparaît dans de nombreux domaines tels que l'étude de la déformationde matériaux inhomogènes (bois, mousses, biomatériaux), l'étude de l'a
tion du vent sur des stru
tures, lasismologie, l'étude des matériaux 
omposites, les vibrations aléatoires, la gestion des ressour
es en pétrole ;voir par exemple [3, 19, 20, 31, 45, 61℄ et les référen
es qui s'y trouvent. Les méthodes et résultats que l'onprésente i
i ont une portée générale, néanmoins 
e travail est guidé par des appli
ations en hydrogélogie quel'on va maintenant pré
iser.1.1.2 Un problème de quanti�
ation des in
ertitudes en hydrogéologieL' appli
ation qui sous-tend 
e travail est la modélisation numérique des é
oulements dans les nappesphréatiques et de la manière dont les polluants s'y répandent. Nous présentons don
 i
i 
ette appli
ation.E
oulementOn 
onsidère don
 un milieu poreux saturé, dans lequel s'é
oule un �uide monophasique in
ompressible,en régime stationnaire. De manière 
lassique, on utilise pour modéliser 
et é
oulement la loi de Dar
y
v(x) = −a(x)∇u(x),où u est la pression hydraulique, a le tenseur de perméabilité et v la vitesse de Dar
y. Pour simpli�er,on supposera souvent le tenseur de perméabilité s
alaire, 
e qui 
orrespond à 
onsidérer un milieu poreuxisotrope. La perméabilité a traduit la fa
ilité ave
 laquelle l'eau peut s'é
ouler pour un gradient de pressiondonné. On 
omplète 
ette équation ave
 l'équation d'in
ompressibilité div(v(x)) = 0, pour obtenir l'équationd'é
oulement usuelle

−div(a(x)∇u(x)) = 0, (1.1)qu'on 
omplète ave
 des 
onditions aux bords. Souvent, les formations géologiques naturelles présentent defortes hétérogénéités, et il n'est en pratique possible de mesurer la perméabilité qu'en un nombre très limité5



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONd'endroits. Ce
i est la prin
ipale sour
e d'in
ertitudes dans le 
al
ul des é
oulements souterrains. Pour mo-déliser 
es in
ertitudes, des modèles sto
hastiques ont été proposés dès les années 80 par des hydrogéologues,voir [16, 17, 14, 28℄ par exemple. Le 
hamp de perméabilité a devient alors un 
hamp aléatoire, 
'est-à-direune fon
tion de la position x et d'un paramètre aléatoire ω, et on rempla
e alors l'équation déterministe(1.1) par l'équation aux dérivées partielles à 
oe�
ients aléatoires : pour presque tout ω
−div(a(ω, x)∇u(ω, x)) = 0, (1.2)que l'on 
omplète à nouveau par des 
onditions aux bords. Un modèle très fréquemment utilisé par leshydrogéologues est de prendre pour a un 
hamp lognormal homogène, 
'est-à-dire a(ω, x) = eg(ω,x), où g estun 
hamp gaussien, dont la loi est 
ara
térisée par son espéran
e et sa fon
tion de 
ovarian
e cov[g](x, y) =

E[(g(ω, x)−E[g(ω, x)])(g(ω, y)−E[g(ω, y))]. On suppose que cov[g](x, y) ne dépend que de la distan
e de x à
y, 
'est-à-dire que le 
hamp est homogène. Ce modèle simple garantit que l'équation (1.2) admet une uniquesolution presque partout, et il donne des réalisations de a qui varient sur plusieurs ordres de grandeur, 
e quiest typique dans les é
oulements souterrains. Dans le 
adre des appli
ations, un 
hoix fréquent de fon
tionde 
ovarian
e est la 
ovarian
e exponentielle [25, 42℄

cov[g](x, y) = σ2e−
‖x−y‖

ℓ , (1.3)où σ est l'é
art-type et l la longueur de 
orrélation. Comme nous le verrons en détail par la suite, 
ettefon
tion de 
ovarian
e étant peu régulière, les réalisations du 
hamp de perméabilité asso
ié sont égalementpeu régulières, 
e qui en fait un bon modèle 
ar dans les formations géologiques naturelles, le 
hamp deperméablité a tendan
e à être peu régulier à 
ause des pro
essus de sédimentation. Des fon
tions de 
ovarian
eplus générales de la forme
cov[g](x, y) = σ2e−(

‖x−y‖
ℓ )

δ (1.4)sont utilisées. Dans le 
adre des appli
ations 
onsidérées i
i, on s'intéresse esentiellement au 
as où σ2 ≥ 1,qui 
orrespond à des in
ertitudes importantes et où ℓ ≤ 1, qui 
orrespond à une longueur de 
orrélationinférieure à la taille de la zone à laquelle on s'intéresse, voire même ℓ≪ 1.Pour 
on
lure 
e paragraphe, il est important d'évoquer dès maintenant deux parti
ularités d'un tel
hoix de 
hamp de perméabilité, qu'on reverra plus en détail ultérieurement et qui ex
luent l'appli
ation denombreux résultats qu'on peut trouver dans la littérature. Tout d'abord un 
hamp lognormal n'est 
lairementni uniformément borné par rapport à ω, ni uniformément 
oer
if par rapport à ω. De plus, ave
 le 
hoix de la
ovarian
e exponentielle (1.3), les traje
toires de a sont peu régulières, elles ne sont en parti
ulier pas C1 ou
W 1,∞. Pour plus de détails sur les propriétés du 
hamp dé
rit 
i-dessus, on se reportera au paragraphe 1.2.1,et pour plus de détails sur les résultats qu'on peut trouver dans la littérature, on se reportera au paragraphe1.1.3 et aux référen
es qui s'y trouvent.Adve
tion-di�usion de polluantsOn s'intéresse maintenant à l'adve
tion-di�usion d'un soluté (typiquement un polluant) dans le milieudé
rit 
i-dessus. Plus pré
isément, on 
onsidère un soluté inerte inje
té à l'instant initial dans le milieu po-reux dé
rit 
i-dessus et on suppose qu'il est transporté par l'é
oulement de l'eau et di�usé. On 
onsidèreuniquement la di�usion molé
ulaire, négligeant la dispersion 
inématique. On suppose que la di�usion molé-
ulaire est homogène et isotrope et que la porosité est 
onstante, égale à 1. Ce type de migration d'un solutéest dé
rit par l'équation d'adve
tion-di�usion suivante :

∂c(ω, x, t)

∂t
+ v(ω, x).∇c(ω, x, t) −D∆c(ω, x, t) = 0, (1.5)où D est le 
oe�
ient de di�usion molé
ulaire, v la vitesse de Dar
y dé�nie dans le paragraphe pré
édent,et c la 
on
entration de soluté. On s'intéresse au 
as où l'adve
tion est dominante, 
'est-à-dire au 
as où lenombre de Pé
let ℓ‖v‖mean

D est important (typiquement ≥ 100). La 
ondition initiale à t = 0 est l'inje
tiondu soluté, 
'est-à-dire c(t = 0) = 1R, où R est un re
tangle in
lus dans le domaine O. L'équation (1.5) doit
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omplétée ave
 des 
onditions aux bords. D'un point de vue appli
atif, on souhaite savoir 
omment unpolluant inje
té à un instant donné de manière lo
alisée dans une nappe phréatique va se propager dans
elle-
i, on peut en parti
ulier se demander quelle taille va atteindre la zone polluée, à quelle vitesse elle vase dépla
er, 
ombien de temps la pollution va mettre pour atteindre une zone de pompage.On dé�nit maintenant les deux quantités que l'on souhaite i
i 
al
uler : l'extension moyenne et la (ma
ro)-dispersion moyenne. Pour 
ela on 
ommen
e par dé�nir le 
entre de masse du soluté :
G(ω, t) =

∫

O

c(ω, x, t)xdx.L'extension du soluté S(ω, t) est alors dé�nie par
S(ω, t) =

∫

O

c(ω, x, t)(x−G(ω, t))(x −G(ω, t))tdx,et la dispersion D(ω, t) 
omme la dérivée temporelle de l'extension :
D(ω, t) =

dS(ω, t)

dt
.On dé�nit en�n l'extension moyenne et la dispersion moyenne.

S(t) = E[S(ω, t)] et D(t) = E[D(ω, t)].La ma
ro-dispersion traduit la vitesse à laquelle le pana
he de soluté s'étend. La détermination du 
oe�
ientde ma
ro-dispersion, et en parti
ulier de l'in�uen
e de l'hétérogénéité du milieu sur 
e 
oe�
ient, a été lesujet de nombreux travaux 
es 25 dernières années, voir par exemple [5, 14, 18, 28, 65, 67, 62℄. Néanmoins,dans la plupart de 
es travaux, la di�usion a été négligée, 
onsidérant uniquement le terme d'adve
tion. Par
onséquent, on est entre autres intéressés par l'in�uen
e qualitative et quantitative de la di�usion molé
ulairesur la ma
ro-dispersion (voir [15℄ pour des résultats numériques).1.1.3 Méthodes et estimations d'erreurs 
onnues pour la quanti�
ation des in-
ertitudesDans 
ette partie, on présente plusieurs des prin
ipales méthodes numériques utilisées pour la quanti�
a-tion des in
ertitudes, ainsi qu'un outil important d'approximation dans un espa
e sto
hastique de dimension�nie : le développement de Karhunen-Loève, 
ette approximation jouant entre autres un r�le fondamentaldans les méthodes spe
trales sto
hastiques. Pour simpli�er 
et exposé, on présente 
es méthodes dans le 
asde l'équation modèle suivante : pour presque tout ω ∈ Ω

{
−div(a(ω, x)∇u(ω, x)) = f(x) x ∈ D,

u(ω, x) = 0 x ∈ ∂D,
(1.6)néanmoins les méthodes dé
rites 
i-dessous ont une portée plus générale, 
ertaines plus que d'autres. A�nque le problème soit bien posé, on suppose dans 
e paragraphe que f ∈ L2(D), et que pour presque tout

ω, x 7→ a(ω, x) est mesurable, et qu'il existe amin(ω) > 0 et amax(ω) < +∞ tels que pour presque tout
x ∈ D on a amin(ω) ≤ a(ω, x) ≤ amax(ω). On suppose que D est un ouvert borné 
onvexe in
lus dans Rd.On 
onsidère Vh un espa
e standard d'éléments �nis sur D de fon
tions 
ontinues, linéaires par mor
eaux,asso
ié à une famille régulière de triangulations de D dont on note h le diamètre maximum du maillage.Pour alléger l'exposé, on ne donnera que les estimations d'erreur H1, mais bien sûr dans 
haque 
as on aégalement des estimations d'erreur L2.Une hypothèse faite par de nombreux auteurs pour obtenir des estimations d'erreurs est la suivante :Hypothèse 1.1.1. On suppose que a ∈ L∞(Ω, C1(D̄)) et qu'il existe amin > 0 tel que pour presque tout ωon ait amin ≤ a(ω, x) pour tout x ∈ D̄.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONCette hypothèse 
ontient à la fois une hypothèse de régularité des réalisations de a (pour appliquer la théoriestandard d'estimations d'erreur éléments �nis) et une hypothèse d'existen
e d'une borne et d'une 
onstantede 
oer
ivité uniforme par rapport à ω (pour pouvoir obtenir des estimations d'erreurs uniformes par rapportà ω). On notera dès à présent que les 
hamps lognormaux dé�nis au paragraphe �E
oulement� de la se
tion1.1.2 ne véri�ent pas le deuxième point, et que dans le 
as d'une 
ovarian
e exponentielle (1.3), le premierpoint n'est pas véri�é non plus.Méthodes de type Monte-CarloLe prin
ipe de la méthode de Monte-Carlo est simple, on 
onsidère M réalisations indépendantes du
hamp de perméabilité a1, ...aM , pour 
ha
une de 
es réalisations on 
al
ule une approximation uih de lasolution ui de l'EDP déterministe 
orrespondante
−div(ai(x)∇ui(x)) = f(x),dans l'espa
e d'éléments �nis Vh (on peut utiliser n'importe quelle autre méthode numérique pour 
al
ulerla solution de l'EDP déterministe, on ne 
onsidèrera i
i que des méthode d'éléments �nis mais le prin
ipeest tout à fait général). Pour une fon
tion ϕ : R → R ou ϕ : H1(D) → R, on appro
he alors E[ϕ(u)] par

1

M

M∑

i=1

ϕ(uih). On peut alors dé
omposer l'erreur 
ommise en un terme 
orrespondant à la dis
rétisationspatiale et un terme 
orrespondant au Monte-Carlo, qui est en 1/
√
M . Plus pré
isément, on a par exemplele résultat suivant [2℄ pour le 
as du 
al
ul de l'espéran
e.Proposition 1.1.2. On suppose l'hypothèse 1.1.1 véri�ée, on a alors l'estimation d'erreur suivante : il existeune 
onstante C telle que pour tout h > 0 et tout M on ait

∥∥∥∥∥E[u]−
1

M

M∑

i=1

uih

∥∥∥∥∥
L2(Ω,H1

0 (D))

≤ C

(
h+

1√
M

)
‖f‖L2(D). (1.7)Les méthodes de type Monte-Carlo ont l'avantage d'être fa
iles à mettre en oeuvre et parallélisables,ainsi que d'avoir un 
adre d'appli
ation très général : elles peuvent s'appliquer ave
 n'importe quelle EDPpour laquelle on dispose d'une méthode numérique (déterministe), que l'on peut alors utiliser en boîte noire.La vitesse de 
onvergen
e est de plus indépendante de la �dimension sto
hastique de a� (voir paragraphe�Méthodes spe
trales sto
hastiques� 
i-dessous). Néanmoins elles ont pour in
onvénient d'avoir une vitessede 
onvergen
e assez lente (1/√M), le 
�ut de 
al
ul étant M fois 
elui du problème déterministe (à savoir
elui de la résolution d'un système linéaire de taille dim(Vh)).Des améliorations de 
ette méthode de base sont possible, en parti
ulier grâ
e à des te
hniques de rédu
-tion de varian
e, ou en utilisant des méthodes de type quasi Monte-Carlo [38℄.Un outil d'approximation dans un espa
e sto
hastique de dimension �nie : le développementde Karhunen-LoèveLe point de départ des méthodes spe
trales sto
hastiques qu'on va présenter dans le paragraphe �Méthodesspe
trales sto
hastiques� 
i-dessous, qui est un point 
ru
ial, est l'approximation du 
oe�
ient a dans unespa
e aléatoire de dimension �nie, 
'est-à-dire par une fon
tion d'un nombre �ni de variables aléatoires.Les deux méthodes fréquemment utilisées pour obtenir une telle approximation sont les développements enpolyn�mes de Chaos et les développements de Karhunen-Loève. On expose i
i 
ette dernière méthode [2, 31℄qui est 
elle sur laquelle on se 
on
entrera par la suite, 
ar elle est bien adaptée au 
as d'un 
hamp logonormalhomogène exposé dans le paragraphe 1.1.2, pour des raisons que l'on expliquera. Le développement deKarhunen-Loève est également utilisé pour 
ertaines méthodes de type petites perturbations (voir paragraphe�Méthodes de type petites perturbations�). C'est en�n une des méthodes utilisées pour simuler le 
hamp a,dans le 
adre des méthodes de type Monte-Carlo par exemple.



1.1. PRÉLIMINAIRES : QUANTIFICATION DES INCERTITUDES 9Soit b : Ω × D → R un pro
essus sto
hastique dont la fon
tion de 
ovarian
e cov[b] est 
ontinue sur
D̄ × D̄. On 
onsidère l'opérateur de Hilbert-S
hmidt auto-adjoint positif asso
ié dé�ni par

h ∈ L2(D) 7→
∫

D

cov[b](x, ·)h(x)dx.On note (λn, bn)n∈N∗ la suite de 
ouples propres de 
et opérateur, où les valeurs propres λn sont rangéesdans l'ordre dé
roissant. On rappelle qu'elles véri�ent ∑
n≥1

λn =

∫

D

cov[b](x, x)dx et que les ve
teurs propres
bn forment une famille orthonormale. On a alors

b(ω, x)
L2(Ω×D)

= E[b](x) +
∑

n≥1

√
λnbn(x)Yn(ω),où les variables aléatoires Yn sont 
entrées réduites et dé
orrélées (et don
 forment une famille orthonormale),dé�nies pour λn > 0 de manière unique par

Yn(ω) =
1√
λn

∫

D

(b(ω, x)− E[b](x))bn(x)dx.D'après le théorème de Mer
er [60℄, si on dé�nit la somme partielle bN (ω, x) = E[b](x)+

N∑

n≥1

√
λnbn(x)Yn(ω),on a

sup
x∈D

E[(b − bN )2](x) →
N→+∞

0. (1.8)Il est important de noter que dans le 
as où b est un 
hamp gaussien, on a des propriétés supplémentaires trèsintéressantes. En e�et si b est un 
hamp gaussien, on 
onnaît la loi des Yn : 
e sont des gaussiennes 
entréesréduites, 
e qui est très utile en pratique, de plus dans 
e 
as les variables aléatoires Yn sont indépendantes,et pas seulement dé
orrélées. De plus, dans le 
as d'un 
hamp gaussien ave
 
orrélation exponentielle (dé�niepar (1.3)), on a des expressions quasi-expli
ites pour les valeurs propres dans le 
as où on prend la norme 1et se pla
e sur un domaine re
tangulaire (pour un domaine quel
onque, on peut utiliser le développement deKarhunen-Loève sur un domaine re
tangulaire 
ontenant 
e domaine). En e�et, en dimension 1, 
onsidérantl'équation 
ara
téristique
(ℓ2w2 − 1) sin(w) = 2ℓw cos(w)et notant (wn)n≥1 la suite de ses ra
ines positives ordonnées dans l'ordre 
roissant, alors les valeurs propresdu développement de Karhunen-Loève de b sont dé�nies par

λn =
2ℓσ2

ℓ2w2
n + 1

(1.9)et les ve
teurs propres par
bn(x) = αn(sin(wnx) + ℓwn cos(wnx)), (1.10)où αn = 1√

(ℓ2w2
n+1)/2+ℓ

; pour la preuve, voir [31, 76℄ par exemple. En dimension supérieure, les 
ouplespropres sont obtenus en tensorisant les 
ouples propres mono-dimensionnels. Des méthodes numériques e�-
a
es ont été développées pour 
al
uler les 
ouples propres du développement de Karhuen-Loève dans le 
asd'une 
ovarian
e quel
onque, voir par exemple [64, 22℄.On utilise �nalement le développement de Karhunen-Loève pour appro
her le pro
essus sto
hastique bdans un espa
e sto
hastique de dimension �nie, 
'est-à-dire par une fon
tion d'un nombre �ni de variablesaléatoires, en l'o

uren
e par bN (ω, x) = E[b](x)+

N∑

n=1

√
λnbn(x)Yn(ω). On peut utiliser le développement deKarhunen-Loève pour le 
oe�
ient a de l'EDP (1.6), ou dans le 
as d'un 
hamp lognormal vu au paragraphe�E
oulement� de la se
tion 1.1.2 pour le 
hamp gaussien g = log(a). Dans 
e 
as, le développement de



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONKarhunen-Loève est un outil bien adapté, 
ar g étant un 
hamp gaussien, son développement de Karhunen-Loève fait apparaître des variables aléatoires gaussiennes 
entrées réduites indépendantes, fa
iles à simuler,et de plus, dans le 
as de la 
ovarian
e exponentielle (1.3), les fon
tions propres sont fa
iles à 
al
uler. Onappro
he don
 le 
oe�
ient lognormal a = eg par
aN (ω, x) = egN (ω,x), où gN (ω, x) = E[g](x) +

N∑

n=1

√
λnbn(x)Yn(ω), (1.11)où (λn, bn)n≥1 est la suite des 
ouples propres de l'opérateur de Hilbert-S
himdt de noyau la fon
tion de
orrélation de g = log(a).Méthodes spe
trales sto
hastiquesLes méthodes spe
trales sto
hastiques, qui 
omprennent les méthodes de Galerkin sto
hastiques [2, 46, 31,54, 24, 72℄ et les méthodes de 
ollo
ation sto
hastiques [1, 75, 73℄ ont sus
ité beau
oup d'intérêt 
es dernièresannées. Ces méthodes s'appliquent pour des 
oe�
ients a de dimension sto
hastique �nie, on 
ommen
e don
par appro
her le 
hamp a par une approximation aN , fon
tion de N variables aléatoires, 
'est-à-dire dansun espa
e sto
hastique de dimension N . Comme on vient de le voir, le développement de Karhunen-Loèvepermet d'obtenir une telle approximation (les polyn�mes de Chaos sont également fréquemment utilisés, voirpar exemple [31, 72, 30, 29, 72, 46, 47℄). Les méthodes spe
trales sto
hastiques permettent alors de 
al
ulerla solution uN de l'équation �appro
hée� suivante :

{
−div(aN (ω, x)∇uN (ω, x)) = f(x) x ∈ D,

uN(ω, x) = 0 x ∈ ∂D.
(1.12)Une question importante est alors 
elle de la quanti�
ation de l'erreur 
ommise en appro
hant u par uN .Cette question est d'autant plus importante, que 
omme nous allons le voir, le 
oût des méthodes spe
tralessto
hastiques 
roît de manière importante ave
 la dimension sto
hastique du 
oe�
ient N (
ette 
roissan
eest typiquement exponentielle pour les versions basiques des méthodes spe
trales sto
hastiques, voir 
i-dessous). Une première réponse à 
ette question est donnée dans [2℄ sous forme d'estimation d'erreur forte,sous des hypothèses très fortes (de dé
roissan
e des valeurs propres et d'existen
e d'une borne uniforme pourles Yn ) et via une estimation L∞(Ω×D) de l'erreur 
ommise sur a, en parti
ulier 
e résultat ne s'appliquepas pour un 
hamp lognormal.Nous présentons maintenant les méthodes spe
trales sto
hastiques à proprement parler. aN étant unefon
tion de N variables aléatoires (Y1, ...YN ), on utilisera la notation aN (ω, x) = ãN (Y1(ω), ..., YN (ω), x). Onsuppose que le ve
teur aléatoire Y = (Y1, ..., YN ) admet une densité (jointe) ρ par rapport à la mesure deLebesgue sur RN (
'est par exemple le 
as pour un 
hamp lognormal), on va pouvoir ainsi ramener la familled'EDP (1.12) paramétrée par ω à une famille d'EDP paramétrée dans RN . En e�et, si pour y appartenantau support Γ ⊂ RN de ρ on note ũN(y, ·) la solution de l'EDP

{
−div(ãN (y, x)∇ũN (y, x)) = f(x) x ∈ D,

ũN(y, x) = 0 x ∈ ∂D,
(1.13)on a alors uN (ω, x) = ũN (Y (ω), x).Les méthodes de Garlerkin sto
hastiques se basent alors sur le fait que le problème de départ (1.12) estéquivalent à la formulation variationnelle globale suivante : ũN est la fon
tion appartenant à L2

ρ(Γ, H
1
0 (D))véri�ant pour tout v ∈ L2

ρ(Γ, H
1
0 (D))

∫

Γ

∫

D

ãN (y, x)∇ũN (y, x)∇v(y, x)ρ(y)dxdy =

∫

Γ

∫

D

f(x)v(y, x)ρ(y)dxdy. (1.14)En se basant sur 
ette reformulation, on appro
he uN dans l'espa
e de dimension �nie P ⊗ Vh par uneméthode de Galerkin, où P est un espa
e de polyn�mes ou de polyn�mes par mor
eaux en N variables et Vhl'espa
e d'éléments �nis dé�ni pré
édemment. Dans le 
as où P est l'espa
e des polyn�mes de degré inférieurou égal à p (p étant un multi-indi
e de longueur N), on note ũh,pN la solution appro
hée par proje
tion de



1.1. PRÉLIMINAIRES : QUANTIFICATION DES INCERTITUDES 11Galerkin, et on dé�nit uh,pN (ω, x) = ũh,pN (Y (ω), x). Notant Pp l'espa
e des polyn�mes en N variables de degré
p, ũh,pN est dé�ni 
omme l'unique fon
tion de Pp ⊗ Vh véri�ant pour tout v ∈ Pp ⊗ Vh

∫

Γ

∫

D

ãN (y, x)∇ũh,pN (y, x)∇v(y, x)ρ(y)dxdy =

∫

Γ

∫

D

f(x)v(y, x)ρ(y)dxdy. (1.15)Sous des hypothèses légèrement plus fortes que l'Hypothèse 1.1.1, que l'on ne détaillera pas i
i, l'estimationd'erreur suivante est prouvée dans [2℄ :Théorème 1.1.3. Il existe une 
onstante C > 0 telle que pour tout τ ∈]0, 1[, il existe (rn)n ∈]0, 1[N tels quepour tout h > 0 et p ∈ NN on ait
‖E[uN − uh,pN ]‖H1(D) ≤ C

(
h+

1

τ

N∑

n=1

(rn)
pn+1

)
.Les méthodes de 
ollo
ation sto
hastiques se basent quant à elles sur la reformulation de (1.12) sousforme d'une famille d'EDP paramétrée par y ∈ RN , et sur le fait que pour presque tout x ∈ D, la loi de

ω ∈ Ω 7→ uN(ω, x) est 
elle de y ∈ Γ 7→ ũN(y, x), où on a muni Γ de la mesure ayant pour densité ρpar rapport à la mesure de Lebesgue. On est don
 ramené à un problème d'intégration numérique sur RNave
 poids ρ. Le prin
ipe général des méthodes de 
ollo
ation sto
hastiques est de 
al
uler une solutionappro
hée ũhN (y, ·) dans l'espa
e d'éléments �nis Vh de la solution ũN (y, ·) de (1.12) pour 
ertaines valeursde y : y1, ...yNp , appelés points de 
ollo
ation. On en déduit alors une solution appro
hée ũh,pN , à partir desvaleurs obtenues en les points de 
ollo
ation en utilisant une interpolation de Lagrange ou des polyn�mes deChaos généralisés.On détaille i
i la première possibilité, suivant la méthode proposée dans [1℄. On suppose i
i les variablesaléatoires (Yn)n=1...N indépendantes, on peut don
 é
rire ρ sous la forme ρ(y) = ρ1(y1)...ρN (yN ). Soit p unmulti-indi
e de longueur N , pour 1 ≤ n ≤ N , on note (yn,kn)1≤kn≤pn+1 l'ensemble des pn + 1 ra
ines dup�lynome orthogonal de degré pn + 1 asso
ié au poids ρn. On tensorise ensuite les points de quadrature
hoisis dans 
haque dire
tion. En asso
iant à tout ve
teur d'indi
es [k1, ..., kN ] un indi
e global k, on obtientun ensemble de points d'interpolation yk = [y1,k1 , ..., yN,kN ] pour 1 ≤ k ≤ Np. Ces points sont les noeuds dela méthode de quadrature asso
iée au poids ρ. On appro
he �nalement ũN(y, ·) par l'interpolée de Lagrange
ũh,pN de y 7→ ũhN(y, ·) aux points (yk)k=1...Np , et on dé�nit naturellement uh,pN (ω, x) = ũh,pN (Y (ω), x).Sous l'hypothèse 1.1.1, l'estimation d'erreur suivante est prouvée dans [1℄ :Théorème 1.1.4. Il existe des 
onstantes positives r1, ..., rN et une 
onstante C telles que pour tout h > 0et pour tout p ∈ NN

‖E[uN − uh,pN ]‖H1(D) ≤ C

(
h+

N∑

n=1

√
pne

−rn
√
pn

)
. (1.16)En fait, on trouve dans [1℄ une estimation d'erreur en norme L2(Ω, H1(D)) dont le résultat 
i-dessusest une 
onséquen
e, ainsi qu'une meilleure estimation d'erreur dans le 
as où Γ est borné. De nombreusesaméliorations de 
ette méthode de 
ollo
ation ont été proposées permettant de réduire très nettement le 
oûtde 
al
ul, telles que l'utilisation de grilles de points de 
ollo
ation 
reuses ; voir par exemple [59, 58℄.Dans le 
as des méthodes de Galerkin sto
hastiques, 
omme dans le 
as des méthodes de 
ollo
ationsto
hastiques, on obtient une 
onvergen
e exponentielle par rapport au degré du polyn�me dans 
haquedire
tion, et don
 très rapide. Dans les deux 
as (Théorème 1.1.3 et Théorème 1.1.4), la preuve est baséesur un résutat d'analy
ité de y ∈ RN 7→ u(y, ·) ∈ H1

0 (D). Le 
oût de 
al
ul de la méthode de Galerkinsto
hastique est 
elui de la résolution d'un système linéaire de taille dim(Pp)dim(Vh), soit (1 + q)Ndim(Vh)dans le 
as où on prend des p�lynomes de même degré q par rapport à 
haque variable, le 
oût de 
al
ul dela méthode de 
ollo
ation sto
hastique est quant à lui 
elui de la résolution de Np systèmes linéaires de taille
dim(Vh), ave
 Np = qN dans le 
as où on prend le même nombre de points q dans 
haque dire
tion. Dansles deux 
as, 
e 
oût augmente de manière importante ave
 N . Ce 
oût est moindre dans les améliorationsde 
es méthodes, mais reste important pour N grand. Par 
onséquent, 
es méthodes sont très e�
a
es pourdes valeurs de N relativement faibles, mais inappli
ables quand N devient trop important. La question



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONde l'approximation de a dans un espa
e sto
hastique de dimension �nie est don
 une question 
ru
iale. Onnotera d'une part que les méthodes de 
ollo
ation sto
hastiques s'étendent naturellement à une grande 
lassed'EDP, y 
ompris non linéaires, alors que 
'est moins évident pour les méthodes de Galerkin sto
hastiques.D'autre part les méthodes de 
ollo
ation sto
hastiques permettent d'utiliser des 
odes préexistants pourl'EDP déterministe, 
ontrairement aux méthodes de Galerkin sto
hastiques.Méthodes de type petites perturbationsLes méthodes de type petites perturbations 
onsistent à développer le 
hamp aléatoire en série (de Taylorou de Karhunen-Loève) autour de sa moyenne, et de tronquer 
ette série à un 
ertain ordre ; voir par exemple[45, 48, 51℄. Ces méthodes sont don
 réservées aux 
as où on a de petites in
ertitudes.On va maintenant présenter les prin
ipaux résultats de 
ette thèse, dans une première partie on s'intéresseà des méthodes numériques pour l'équation d'é
oulement présentée dans le paragraphe �E
oulement� de lase
tion 1.1.2, dans une se
onde partie on s'intéresse à des méthodes numériques pour le 
ouplage de l'équa-tion d'é
oulement et de l'équation d'adve
tion-di�usion présenté dans le paragraphe Adve
tion-di�usion depolluants de la se
tion 1.1.2.1.2 Analyse numérique de l'équation d'é
oulementDans 
ette se
tion on s'intéresse à l'analyse numérique de di�érentes méthodes pour l'équation d'é
ou-lement (1.2) ave
 
oe�
ient lognormal, présentée dans le paragraphe �E
oulement� de la se
tion 1.1.2. Lesrésultats de 
ette se
tion sont détaillés dans les Chapitres 2, 3 et 4. Avant de s'intéresser à l'analyse numé-rique, on 
ommen
e par dé�nir un 
adre pré
is, et par donner deux résultats préliminaires qui seront trèsutiles par la suite, et qui permettent en parti
ulier d'obtenir un résultat d'existen
e et d'uni
ité de solutiondans Lp(Ω, H1
0 (D)). Les résultats de 
ette partie sont détaillés dans les Chapitres 2, 3 et 4.1.2.1 Présentation du problème et résultats préliminairesSoit D un domaine borné de Rd de 
lasse C2 et (Ω,F ,P) un espa
e de probabilité. Soit f ∈ L2(D) et aun 
hamp lognormal homogène sur D̄, 
'est-à-dire a(ω, x) = eg(ω,x), où g est un 
hamp gaussien homogène,de moyenne supposée nulle pour simpli�er l'exposé, et de 
ovarian
e

cov[g](x, y) = k(‖x− y‖), (1.17)où k ∈ C0,1(R,R). On s'intéresse à l'équation aux dérivées partielles elliptique à 
oe�
ients aléatoires sui-vante : pour presque tout ω dans Ω
{

−div(a(ω, x)∇u(ω, x)) = f(x) x ∈ D,
u(ω, x) = 0 x ∈ ∂D.

(1.18)On obtient don
 une famille d'équations aux dérivées partielles paramétrée par un paramètre aléatoire ω.C'est pourquoi, dans 
e qui suit, pour montrer des propriéts d'existen
e et d'uni
ité et plus tard d'ap-proximation spatiale, on raisonnera sur le problème déterministe à ω �xé, puis on s'intéressera à expli
iter ladépendan
e en ω. On 
onsidère un se
ond membre déterministe pour simpli�er l'exposé, mais les résultats quisuivent peuvent être fa
ilement étendus au 
as où f est également aléatoire, sous les hypothèses adéquates.Pour 
ommen
er, on donne deux résultats préliminaires fondamentaux pour la suite. On a tout d'abord unrésultat de régularité des réalisations de g et don
 de a, 
onséquen
e du théorème de Kolmogorov.Proposition 1.2.1. g admet une version dont les traje
toires sont α-hölderiennes, pour tout α < 1/2.Dans 
e qui suit, on identi�e g à 
ette version. On en déduit en parti
ulier qu'il existe pour presque tout
ω, par 
ontinuité, des 
onstantes amin(ω) > 0 et amax(ω) < +∞ telles que amin(ω) ≤ a(ω, x) ≤ amax(ω)pour tout x ∈ D. L'équation aux dérivées partielles (1.18) admet don
 une unique solution pour presque



1.2. ANALYSE NUMÉRIQUE DE L'ÉQUATION D'ÉCOULEMENT 13tout ω d'après le théorème de Lax-Milgram. Le 
hamp a étant lognormal, il n'est ni uniformément bornéni 
oer
if par rapport à ω, néanmoins, on déduit du théorème de Fernique la propriété un peu plus faiblesuivante :Proposition 1.2.2. 1
amin(ω) ∈ Lp(Ω) et amax(ω) ∈ Lp(Ω) pour tout p > 0.Ce résultat, ainsi que des résultats similaires pour des approximations de a que l'on verra par la suite, quiproviennent d'une appli
ation du théorème de Fernique, nous seront très utiles pour obtenir des bornes Lppour la solution et par la suite pour les estimations d'erreur d'éléments �nis, ayant au préalable obtenu desmajorations à ω �xé, exprimées en fon
tions de amax(ω) et 1/amin(ω). Suivant 
ette démar
he, on déduitpour 
ommen
er le résultat d'existen
e et d'uni
ité suivant.Proposition 1.2.3. L'équation (1.18) admet une unique solution u, qui appartient à Lp(Ω, H1

0 (D)), pourtout p > 0.On notera que le 
ara
tère bien posé et la question de l'approximation numérique pour une EDP elliptiqueà 
oe�
ient lognormal ont été étudiés indépendamment dans [36℄, dans [26℄ ave
 une appro
he par bruitblan
 et ré
emment dans [66℄, qui traite du problème inverse.1.2.2 Erreur de tron
ature du développement de Karhunen-LoèveComme on l'a vu dans le paragraphe �Méthodes spe
trales sto
hastiques� de la se
tion 1.1.3, la questionde l'approximation du 
oe�
ient a dans un espa
e de faible dimension sto
hastique est 
ru
iale pour lesméthodes spe
trales sto
hastiques. On va don
 
her
her à quanti�er l'erreur 
ommise sur la solution del'EDP en appro
hant a par aN , où aN est obtenu en tronquant le développement de Karhunen-Loève de
log(a) à l'ordre N , dé�ni en (1.11). Rappelant que la solution de l'EDP (1.18) ave
 
oe�
ient a est notée
u, et 
elle de l'EDP ave
 le 
oe�
ient appro
hé aN (1.12) est noté uN , on 
ommen
e par donner uneestimation d'erreur forte (
'est-à-dire qu'on 
ompare uN (ω, x) et u(ω, x) pour �le même ω�) puis on donneune estimation d'erreur faible (
'est-à-dire qu'on 
ompare la loi de uN et la loi de u, en estimant des quantitésdu type E[ϕ(uN )] − E[ϕ(u)]). Pour obtenir 
es estimations on va faire l'hypothèse suivante sur les 
ouplespropres asso
iés au développement de Karhunen-Loève de g = log(a).Hypothèse 1.2.4. On suppose quei) les fon
tions propres bn appartiennent à C1(D̄),ii) la série ∑

n≥0

λn‖bn‖2∞est 
onvergente,iii) qu'il existe 0 < α < 1 tel que la série
∑

n≥0

λn‖bn‖2(1−α)
∞ ‖∇bn‖2α∞soit 
onvergente.On introduit alors la notation suivante :Dé�nition 1.2.5. Pour 0 ≤ α < 1 véri�ant la 
ondition de l'Hypothèse 1.2.4 et N ∈ N, on note

Rα
N = max

(∑

n>N

λn‖bn‖2∞,
∑

n>N

λn‖bn‖2(1−α)
∞ ‖∇bn‖2α∞

)
.Pour obtenir de la 
onvergen
e presque sûre, on fait l'hypothèse suivante.



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONHypothèse 1.2.6. Soit α > 0 
omme dans l'Hypothèse 1.2.4, on suppose qu'il existe p0 > 0 tel que la série
∑

N≥0

(Rα
N )p0soit 
onvergente.Sous les hypothèses 1.2.4 et 1.2.6, on peut montrer le résultat d'erreur forte suivant.Théorème 1.2.7. (uN )N 
onverge presque sûrement vers u dans H1

0 (D) et on a l'estimation d'erreursuivante : pour tout p > 0 et α 
omme dans l'Hypothèse 1.2.4, il existe une 
onstante C1.2.7(α, p) telle que
‖u− uN‖Lp(Ω,H1

0 (D)) ≤ C1.2.7(α, p)
√
Rα

N . (1.19)On remarquera que 
ette estimation nous intéressera souvent pour α pro
he de 0. En e�et, dans le 
asoù les bn sont uniformément bornés l'erreur forte est presque de l'ordre de la ra
ine du reste de la série desvaleurs propres.Pour montrer 
e résultat, on 
ommen
e par obtenir une estimation d'erreur forte sur les 
oe�
ients,
'est-à-dire par majorer ‖a − aN‖Lp(Ω,C0(D̄)). Pour 
e faire on 
ommen
e par estimer gN − g en utilisantle 
ara
tère gaussien et le thérorème de Kolmogorov 
omme pour la preuve de la Proposition 1.2.1, mais
ette fois-
i on estime la norme dans l'espa
e de Hölder. Pour 
ela on utilise la te
hnique de la preuvedu théorème de Kolmogorov basée sur les inje
tions de Sobolev qu'on peut trouver dans [13℄ par exemple.Ensuite, pour passer à l'estimation de aN − a, on utilise le théorème de Fernique, 
omme dans la preuvede la Proposition 1.2.2, mais en estimant les normes ; plus pré
isément on montre que amax
N et 1/amin

N sontbornés dans Lp. On en déduit don
 une estimation de aN − a, on notera que 
'est une estimation uniformeen x pour ω �xé, 
ontrairement à (1.8) ave
 le théorème de Mer
er. Il en résulte don
 à ω �xé une estimationde uN − u en norme H1
0 (D), en utilisant une fois en
ore le 
ara
tère borné de amax

N et 1/amin
N dans Lp etun résultat 
lassique de 
ontinuité de l'appli
ation qui au 
oe�
ient a muni de la norme uniforme asso
ie lasolution u munie de la norme H1

0 (D). Le résultat de 
onvergen
e presque-sûre est obtenu à l'aide du lemmede Borel-Cantelli.Comme notre obje
tif général est de 
al
uler la loi de u, on s'est intéressé à l'erreur faible 
ommise enappro
hant uN par u. On montre en parti
ulier que l'ordre faible est le double de l'ordre fort, la loi de uN
onverge plus vite vers la loi de u que les traje
toires de uN vers les traje
toires de u. Pour 
ette estimationd'erreur faible, on se pla
e dans le 
as où la dimension spatiale d est 1, 2 ou 3. Toujours sous l'hypothèse1.2.4, on a l'estimation d'erreur faible suivante :Théorème 1.2.8. Pour toute fon
tion ϕ ∈ C4(R,R) dont les dérivées sont bornées, il existe une 
onstante
C1.2.8(ϕ, p) telle que pour tout N ∈ N

‖E[ϕ(uN )]− E[ϕ(u)]‖Lp(D) ≤ C1.2.8(ϕ, p)R
0
N , (1.20)pour p ≤ ∞ si d = 1, p <∞ si d = 2, et p ≤ 3

2 si d = 3.On remarquera que l'erreur faible est de l'ordre de R0
N , alors que l'erreur forte était presque de l'ordre de√

R0
N (en supposant qu'on peut prendre α aussi pro
he de 0 que l'on veut, 
e qui est le 
as pour les exemplesqui suivent), d'où le fait que l'ordre faible est le double de l'erreur forte. On véri�e numériquement que 
etteestimation de l'ordre faible est optimale (voir 
i-dessous dans le 
as d'une 
ovarian
e exponentielle).La preuve de 
e résultat utilise des te
hniques sensiblement di�érentes de 
elles utilisées dans la preuvedu résultat pour l'erreur forte. L'indépendan
e des variables aléatoires Yn joue un r�le 
ru
ial dans le preuvede 
e résultat d'erreur faible, alors que l'on a seulement utilisé le 
ara
tère dé
orrélé de 
elles-
i pour l'erreurforte. Pour obtenir l'estimation d'erreur faible, on remarque qu'on peut voir ũN(y, x) − ũ(y, x) (ave
 lesnotations du paragraphe �Méthodes spe
trales sto
hastiques� de la se
tion 1.1.3) 
omme la di�éren
e entredes valeurs de ũ 
orrespondant à deux valeurs de y di�érentes, on va don
 
onsidérer un développement deTaylor (à l'ordre 2) de ũ par rapport à y et estimer les dérivées de ũ par rapport à y. Les variables aléatoires

Yn sont indépendantes, 
entrées et réduites, on obtient que les termes du premier ordre et 
eux du se
ondordre 
orrespondant à des dérivées 
roisées (i 6= j) sont nuls en moyenne, 
e qui permet de gagner par rapport
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isément, formellement et dans le 
as où ϕ est l'identité (pour simpli�er l'exposé) ona le développement à l'ordre 2 suivant :
u(ω, x)− uN(ω, x) = ũ(Y1(ω), ..., YN (ω), YN+1(ω), ..., x) − ũ(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)

=
∑

i>N

∂ũ

∂yi
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)Yi(ω)

+
1

2

∑

i,j>N

∂2ũ

∂yi∂yj
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)Yi(ω)Yj(ω) + ...Les termes du premier ordre et 
eux du se
ond ordre ave
 i 6= j sont d'espéran
e nulle et �nalement, le termedominant dans l'erreur est ∑

i>N

E

[
∂2ũ

∂y2i
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)

]
.Pour 
on
lure on utilise l'estimation suivante des dérivées de u par rapport aux yi : pour tout entier k, ilexiste une 
onstante C(k) telle que pour tout N ∈ N, pour tout multi-indi
e α ∈ NN de longueur k, on ait

∥∥∥∥
∂αũN
∂yα

∥∥∥∥
H1

0 (D)

≤ C(k)

√
ãmax
N (y)

ãmin
N (y)

||ũN (y)||H1
0

∏

i∈N

√
λαi

i ‖bi‖αi
∞.C'est le même type d'estimations que 
elles utilisées pour montrer l'analyti
ité de u par rapport à y dans[2, 1℄, i
i il faut néanmoins noter qu'on ne peut pas avoir d'estimation uniforme par rapport à y, mais onutilise le fait que amax

N et 1/amin
N sont bornés dans Lp qu'on avait déjà utilisé pour la preuve de l'estimationd'erreur forte. On notera que pour passer de l'argument formel à un argument rigoureux, il faut estimer lereste intégral, 
e qui n'est pas immédiat 
ar on perd l'indépendan
e dans le reste intégral.On remarque que dans l'argument brièvement dé
rit 
i-dessus on utilise la norme H1

0 et le résultat duThéorème 1.2.8 est vrai ave
 
ette norme. Ce
i est vrai 
ar nous avons pris une fon
tionnelle très simple :
ϕ(u(x)) = u(x). Pour des fon
tionnelles plus générales, on pourrait obtenir une majoration de l'erreur faibleen norme C1 (et don
 en norme H1) mais la preuve né
essite des estimations très �nes de uN et de sesdérivées par rapport aux yi en norme C1,β .Pour 
on
lure, on donne deux 
as importants dans lesquels 
es estimations s'appliquent.Proposition 1.2.9. Les Hypothèses 1.2.4 et 1.2.6 sont véri�ées dans le 
as d'une 
ovarian
e exponentielle(dé�nie par (1.3)) ave
 la norme 1, sur un domaine pavé, et dans le 
as d'une fon
tion de 
ovarian
e covanalytique sur D̄ × D̄.Tout d'abord l'Hypothèse 1.2.4 est véri�ée dans le 
as d'une 
ovarian
e exponentielle pour la norme 1.En e�et, pour le 
as de la dimension 1, on a vu que les 
ouples propres sont dé�nis quasi-expli
itementpar (1.9) et (1.10). On peut don
 voir que les ve
teurs propres sont 
ontinûment di�érentiables et véri�ent
‖bn‖∞ ≤ 2

√
2 et ‖∇bn‖∞ ≤ 4

√
2πn pour tout n ∈ N. De plus

λn ∼
n→+∞

2σ2

lπ2n2
.Don
 l'Hypothèse (1.2.4) est véri�ée pour tout α ∈]0, 1/2[. On a alors Rα

n = O(N
2α−1

2 ). On en déduit enparti
ulier que l'Hypothèse 1.2.6 est véri�ée. Il est important de noter que la 
onvergen
e des λn se détériorequand on diminue la longueur de 
orrélation ℓ. En e�et on remarque sur la Figure 1.1 tout d'abord que
1/ℓ est en fa
teur dans l'équivalent de λn, de plus on peut observer numériquement que la dé
roissan
easymptotique des λn n'est atteinte qu'après un palier, dont la taille est empiriquement de l'ordre de 1/ℓ.En dimension supérieure, on utlise le fait que les 
ouples propres s'obtiennent en tensorisant les 
ouplespropres de la dimension 1.Les Hypothèses 1.2.4 et 1.2.6 sont également véri�ées dans le 
as d'une fon
tion de 
ovarian
e analytique(par exemple le 
as d'une 
ovarian
e gaussienne, 
'est-à-dire (1.4) ave
 δ = 2). Pour le montrer, on utlise lerésultat suivant qui dé
oule d'un résultat prouvé dans [24℄.



16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

10
0

10
1

10
2

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

n

λ
n

 

 

l=1

l=0.1

l=0.01

Fig. 1.1 � λn en fon
tion de n, en é
helle logarithmique, pour σ = 1 et di�érentes valeurs de l .Théorème 1.2.10. Supposons la fon
tion de 
ovarian
e cov analytique sur D̄ × D̄, alors les fon
tionspropres bn sont C1 sur D̄, et il existe des 
onstantes c1, c2 telles que pour tout n ∈ N,
λn ≤ c1e

−c2n
1/d

.Pour tout s > 0, il existe une 
onstante cs telle que pour tout n ∈ N,
‖bn‖∞ ≤ cs|λn|−s et ‖∇bn‖∞ ≤ cs|λn|−s.Ce résultat implique alors que l'Hypothèse 1.2.4 est véri�ée pour tout α ∈]0, 1[ et l'Hypothèse 1.2.6 estégalement véri�ée.On peut don
 appliquer les Théorèmes 1.2.7 et 1.2.8 dans 
es deux 
as. En parti
ulier, dans le 
as d'une
ovarian
e exponentielle dé�nie par (1.3) pour la norme 1 sur un pavé on obtient une majoration pour l'erreurforte en O(Nα−1/2) pour tout 0 < α < 1/2 et pour l'erreur faible en O(N−1). On observe numériquementsur la Figure 1.2 une erreur faible en 1/N , 
e qui montre que notre estimation d'erreur faible est optimale.On obtient des estimations similaires en dimension 2.1.2.3 Erreur éléments �nisDans 
ette partie, on présente des estimations d'erreur éléments �nis pour l'équation (1.18) qui serontutilisées dans les deux parties suivantes pour l'analyse numérique de la méthode de 
ollo
ation sto
hastiqueet de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux qu'on dé�nira par la suite. Dans 
ette partie, on reprendles preuves des estimations d'erreur éléments �nis déterministes 
lassiques (dans le 
as très 
lassique où le
oe�
ient a est régulier, à savoir C1, et dans le 
as où le 
oe�
ient a n'est que C0,α) en rendant expli
ite ladépendan
e par rapport à ω. En utilisant une fois en
ore des estimations sur a basées sur le théorème de Fer-nique, on en déduit ensuite des estimations d'erreur éléments �nis en normes Lp(Ω, H1

0 (D)) et Lp(Ω, L2(D)),
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Fig. 1.2 � ‖E[u−uN ]‖L2 en fon
tion de N , en é
helle logarithmique, pour σ = 1 dans les 
as l = 1 et l = 0, 1.Les pointillés indiquent une pente de −1.que l'on 
omplète ave
 l'estimation de l'erreur d'intégration numérique inhérente à la méthode d'éléments�nis. De la même manière, on obtient des estimations éléments �nis pour le 
hamp tronqué aN . On noteraque dans 
e 
as, 
omme le 
hamp appro
hé aN est plus régulier que a, on obtient a priori une estimationd'erreur éléments �nis ave
 l'ordre maximal, mais une 
onstante dépendant de N . On peut obtenir une
onstante indépendante de N si on a davantage de régularité sur les ve
teurs propres et de dé
roissan
e surles valeurs et ve
teurs propres, ou si on se 
ontente d'un ordre pour les éléments �nis qui 
orrespond à larégularité limite de a (dans le 
as d'une 
ovarian
e exponentielle dé�nie par (1.3) par exemple).Commençons par donner les résultats de régularité elliptique qui sont à la base des estimations d'erreuréléments �nis, on a 
hoisi de travailler ave
 des résultats de régularité dans des espa
es de Sobolev, eton reprend don
 les résulats 
lassiques dans lesquels on détaille la dépendan
e par rapport au paramètrealéatoire ω qui est 
ru
iale pour nous. On 
hoisit un se
ond membre dans L2 pour simpli�er 
et exposé.Théorème 1.2.11. Si, pour presque tout ω, a(ω, ·) ∈ C1(D̄), alors il existe une 
onstante C2.2.1 telle quepour presque tout ω, u(ω, ·) ∈ H2(D) ave

‖u(ω, ·)‖H2(D) ≤ C2.2.1

amax(ω)‖a(ω, ·)‖C1(D̄)

amin(ω)3
‖f‖L2(D). (1.21)Si, pour presque tout ω, a(ω, ·) ∈ C0,t(D̄) pour 0 < t < 1, alors pour tout 0 < s < t ave
 s 6= 1/2, il existeune 
onstante C′

2.2.1 telle que pour presque tout ω, u(ω, ·) ∈ H1+s(D) ave

‖u(ω, ·)‖H1+s(D) ≤ C′

2.2.1

amax(ω)‖a(ω, ·)‖C0,t(D̄)

amin(ω)3
‖f‖L2(D). (1.22)Pour obtenir 
es résultats, on a suivi les preuves 
lassiques, qu'on peut trouver dans [9, 39℄, utilisant laméthode des translations, preuves en trois étapes où on 
ommen
e par les 
as de l'espa
e entier et du demiespa
e, puis on s'y ramène à l'aide de 
artes lo
ales.A partir de 
es résultats, on va pouvoir obtenir des estimations d'erreur pour la méthode des éléments�nis appliquée à l'équation (1.18) pour presque tout ω. Le domaine D étant supposé C2 (pour obtenir plusfa
ilement les résultats de régularité), on l'appro
he par un domaine polygonal Dh dont la distan
e à D estinférieure à h, pour simpli�er on suppose également D 
onvexe. On 
onsidère alors 
omme pré
édemmentun espa
e standard d'éléments �nis Vh sur Dh de fon
tions 
ontinues, linéaires par mor
eaux, asso
ié à unefamille régulière de triangulations de D dont on note h le diamètre maximum du maillage. Pour presquetout ω, on dé�nit uh(ω, ·) l'approximation par éléments �nis de u(ω, ·) dans Vh. On a alors les estimationsd'erreur suivantes, les deux premières dans le 
adre des hypothèses faites dans le paragraphe 1.2.1, les deuxsuivantes ave
 des hypothèses de régularité supplémentaires.



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONThéorème 1.2.12. Soit s < 1/2, pour tout p > 0, il existe des 
onstantes C5.4.3(p, s) et C′
5.4.3(p, s) tellesque

‖u− uh‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤ C5.4.3(p, s)‖f‖L2(D)h

s et ‖u− uh‖Lp(Ω,L2(D)) ≤ C′
5.4.3‖f‖L2(D)h

2s. (1.23)Cette estimation reste vraie pour 1/2 < s < 1 si on fait l'hypothèse supplémentaire qu'il existe t > s tel que
a ∈ Lq(Ω, C0,t(D̄)) pour tout q > 0 .Si on fait l'hypothèse supplémentaire que a ∈ Lq(Ω, C1(D̄)) pour tout q > 0, alors pour tout p > 0, il existedes 
onstantes D5.4.3(s) et D′

5.4.3(s) telles que
‖u− uh‖Lp(Ω,H1

0 (D)) ≤ D5.4.3(s)‖f‖L2(D)h et ‖u− uh‖Lp(Ω,L2(D)) ≤ D′
5.4.3(s)‖f‖L2(D)h

2. (1.24)On notera que dans le 
as d'une 
ovarian
e exponentielle (1.3), on obtient seulement un ordre inférieurà 1/2 en norme H1
0 et inférieur à 1 en norme L2. On peut voir que 
ette estimation d'erreur forte estoptimale sur la Figure 1.3 qui 
orrespond à l'erreur éléments �nis traje
torielle en norme L2 dans le 
asd'une 
ovarian
e exponentielle.
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Fig. 1.3 � ‖u(ω, x)− uh(ω, x)‖L2(0,1) en fon
tion de h, en é
helle logarithmique. Les pointillés indiquent unepente de −1.Tout d'abord, pour montrer la première estimation, on note que les hypothèses faites dans le paragraphe1.2.1 impliquent que pour tout s < 1/2, a ∈ Lq(Ω, C0,s(D̄)) pour tout q > 0, la preuve de 
e résultat utiliseles te
hniques vues pour les Propositions 1.2.1 et 1.2.2. Pour montrer les estimations, on utilise les résultatsde régularité du théorème 1.2.11, ainsi que les te
hniques usuelles pour les estimations d'erreur éléments�nis : lemme de Céa, résultat d'approximation de fon
tions H1+s dans Vh, approximation de D par Dh etméthode de dualité pour l'estimation L2. On 
on
lut en utilisant que a ∈ Lq(Ω, C0,t(D̄)) et 1/amin ∈ Lq(Ω)pour tout q > 0 et t > s.On 
omplète maintenant 
ette estimation d'erreur éléments �nis par une estimation prenant en 
omptel'erreur de quadrature. On note vh(ω, ·) la solution appro
hée obtenue en utilisant une méthode du pointmilieu 
omme méthode d'intégration numérique pour 
al
uler les intégrales apparaissant dans la méthoded'éléments �nis, 
'est-à-dire que vh(ω, ·) est la fon
tion de Vh véri�ant : pour tout w ∈ Vh

∑

τ∈Th

a(ω, xτ )

∫

τ

∇w(x)∇vh(ω, x)dx =

∫

Dh

f(x)vh(x)dx, (1.25)où on a noté xτ le 
entre du simplexe τ ∈ Th, et où Th est la triangulation régulière de Dh asso
iée à Vh. Ona alors l'estimation d'erreur suivante :



1.2. ANALYSE NUMÉRIQUE DE L'ÉQUATION D'ÉCOULEMENT 19Corollaire 1.2.13. Pour 0 < s < 1/2, et p > 0, il existe une 
onstante C1.2.13(s, p) telle que
‖u− vh‖Lp(Ω,H1

0 (D)) ≤ C1.2.13‖f‖L2(D)h
s. (1.26)On notera que, 
omme dans le 
as du Théorème 1.2.12, on peut améliorer 
ette estimation si on supposedavantage de régularité sur a. Pour montrer 
ette estimation, on utilise de manière 
lassique le premier lemmede Strang, en expli
itant la dépendan
e par rapport à ω, puis on 
on
lut en utilisant que a ∈ Lq(Ω, C0,t(D̄))et 1/amin ∈ Lq(Ω) pour tout q > 0 et t > s.On s'intéresse maintenant aux estimations d'erreur éléments �nis pour le 
hamp tronqué aN . On peut bienentendu appliquer les estimations 
i-dessus (à savoir (1.3),(1.5),(1.26)) au 
hamp appro
hé aN , on obtientalors des 
onstantes dépendant de N , qui en général n'ont au
une raison d'être des fon
tions bornées de N .Dans le 
as d'une 
ovarian
e exponentielle (dé�nie par (1.3)), 
ette 
onstante augmente ave
 N 
omme onpeut le voir sur la Figure 1.4.
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Fig. 1.4 � ‖E[uhN ]−E[uN ]‖L2 en fon
tion de h, pour N = 1, 3, 9, 14. Le trait épais indique une pente de −2.On peut obtenir une estimation d'erreur éléments �nis indépendante de N ave
 un ordre plus faible,
orrespondant à la régularité de la limite u.Proposition 1.2.14. On suppose l'Hypothèse 1.2.4 véri�ée. Soit s < 1/2, pour tout p > 0, il existe des
onstantes C1.2.14(p, s) et C′
1.2.14(p, s) telles que pour tout N ∈ N

‖uN −uhN‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤ C1.2.14(p, s)‖f‖L2(D)h

s et ‖uN −uhN‖Lp(Ω,L2(D)) ≤ C′
1.2.14‖f‖L2(D)h

2s. (1.27)On notera que 
e résulat s'applique en parti
ulier dans les 
as d'une 
ovarian
e exponentielle et d'une
ovarian
e analytique, d'après la Proposition 1.2.9. Dans le 
as d'une 
ovarian
e exponentielle, on peut voirsur la Figure 1.5 qu'en fait la 
ourbe de 
onvergen
e en norme L2 fait apparaître deux zones, pour desvaleurs de h supérieures à 1/N on a presque un ordre 1, 
onformément à (1.23) et 
orrespondant à l'ordrelimite quand N tend vers l'in�ni, et pour des valeurs de h inférieures à 1/N on a l'ordre asymptotique de 2,
orrespondant à l'ordre maximal 
ar uN est régulière.Néanmoins, pour un 
ovarian
e analytique, on peut obtenir une meilleure estimation. En e�et on peutégalement obtenir une estimation d'erreur indépendante de N ave
 l'ordre maximal en supposant davantagede régularité et de dé
roissan
e sur les 
ouples propres (λn, bn) (
e qui implique davantage de régularité surla limite u).Proposition 1.2.15. On suppose que les ve
teurs propres bn appatiennent à C2(D̄), que la série
∑

n≥0

λn‖∇bn‖2∞
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Fig. 1.5 � ‖uN(ω, x)− uhN(ω, x)‖L2(0,1) en fon
tion de h, en é
helle logarithmique, pour N = 500 (à gau
he)et N = 2000 (à droite). Les pointillés indiquent une pente de −2, les pointillés larges indiquent une pente de
−1.est 
onvergente, et qu'il existe 0 < θ < 1 tel que la série

∑

n≥0

λn‖∇bn‖2(1−θ)
∞ ‖D2bn‖2θ∞soit 
onvergente. Alors pour tout p > 0, il existe une 
onstante C1.2.15(p) telle que

‖uN − uhN‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤ C1.2.15(p)‖f‖L2(D)h. (1.28)Pour montrer 
e résultat, on utilise le résultat de régularité (1.24) appliqué au 
hamp tronqué aN , et onmontre que l'hypothèse supplémentaire implique que aN est borné dans Lp(Ω, C1(D)) et 1/amin

N est bornédans Lp(Ω) pour tout p > 0, en utlisant des te
hniques similaires à 
elles vues pré
édemment. Ce résultats'applique en parti
ulier dans le 
as d'une 
ovarian
e analytique.Nous allons maintenant nous intéresser à l'analyse numérique des méthodes de 
ollo
ation sto
hastiqueset de Monte-Carlo multi-niveaux, dans laquelle les estimations d'erreur qu'on vient de voir jouent un r�leimportant.1.2.4 Méthode de 
ollo
ation sto
hastiqueDans 
e paragraphe, on s'intéresse à la méthode de 
ollo
ation sto
hastique telle qu'elle est présentéedans [1℄ et que nous l'avons présentée rapidement dans le paragraphe �Méthodes spe
trales sto
hastiques�de la se
tion 1.1.3. Nous allons étendre l'estimation d'erreur vue dans le Théorème 1.1.4 et prouvée dans [1℄,obtenue sous l'Hypothèse 1.1.1, au 
as d'un 
hamp lognormal peu régulier, 
'est-à-dire sous les hypothèses de
ette partie, données dans la se
tion 1.2.1. L'erreur peut être dé
oupée en trois termes, un terme 
orrespon-dant à l'erreur de tron
ature, un terme 
orrespondant à l'erreur de 
ollo
ation et un terme 
orrespondant àl'erreur d'éléments �nis. L'estimation de l'erreur de 
ollo
ation à proprement parler doit alors être adaptée à
ause du 
ara
tère non uniformément borné et 
oer
if de a par rapport au paramètre aléatoire ω. L'estima-tion d'erreur éléments �nis doit être adpatée à 
ause de 
e 
ara
tère non uniformément borné et 
oer
if età 
ause du manque de régularité, elle est donnée dire
tement par les résultats du paragraphe 1.2.3. L'erreurde tron
ature est donnée dire
tement par les résultats du paragraphe 1.2.2.Théorème 1.2.16. Pour tout 0 < s < 1/2, N ∈ N, il existe une 
onstante C1.2.16(s), des 
onstantespositives r1, ..., rN , une 
onstante C′
1.2.16(N) et une 
onstante C′′

1.2.16 telles que
‖E[u− uh,pN ]‖H1(D) ≤ C1.2.16(s)h

s‖f‖L2(D) + C′
1.2.16(N)

N∑

n=1

√
pne

−rn
√
pn + C′′

1.2.16R
0
N . (1.29)
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ette estimation, on dé
oupe l'erreur en trois termes 
omme évoqué 
i-dessus.
‖E[u− uh,pN ]‖H1(D) ≤ ‖E[u− uN ]‖H1(D) + ‖E[uN − uhN ]‖H1(D) + ‖E[uhN − uh,pN ]‖H1(D).Le premier terme, qui est une erreur de tron
ature, est majoré en utilisant le Théorème 1.2.8. Le se
ondterme, qui est une erreur d'éléments �nis pour le 
hamp tronqué, est majoré en utilisant la Proposition1.2.14. Le dernier terme est une erreur d'interpolation, pour le majorer on adapte légèrement la preuve de[1℄ pour tenir 
ompte du 
ara
tère non-uniformément borné et 
oer
if. Voi
i les grandes étapes de la preuve.On 
ommen
e par montrer que pour 
haque variable sto
hastique mono-dimensionnelle yn, l'appli
ation

yn 7→ ũN (yn, y
∗
n, ·) à valeurs dans l'espa
e des fon
tions 
ontinues sur RN−1 à valeurs dans H1

0 (D), munid'un poids σn sur RN−1, admet un prolongement analytique sur toute bande autour de l'axe réel, à distan
estri
tement inférieure à 1
2
√
λn‖bn‖∞

de 
et axe. On obtient en même temps une estimation de la norme de
ũN dans 
et espa
e de fon
tions 
ontinues sur RN−1 ave
 le poids σn. Pour obtenir 
e résultat, on estimeles dérivées de ũN par rapport à yn. On dé
ompose ensuite l'erreur d'interpolation pour se ramener à uneinterpolation mono-dimensionnelle, l'erreur d'interpolation mono-dimensionnelle est alors majorée par uneerreur d'approximation, qu'on estime grâ
e à un résultat de [41℄ en utilisant le résultat d'analyti
ité évoquépré
édemment.1.2.5 Méthode de Monte-Carlo multi-niveauxDans 
e paragraphe, on utilise les résultats d'estimation d'erreur éléments �nis du paragraphe 1.2.3 pourobtenir l'analyse numérique de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux telle qu'elle a été proposée dans[12℄. Une méthode de Monte-Carlo multi-niveaux similaire a été proposée dans [4℄, où l'analyse numérique dela méthode est proposée sous une hypothèse similaire à l'Hypothèse 1.1.1. Dans [12℄, on trouve des résultatsnumériques 2d qui illustrent l'e�
a
ité de la méthode dans le 
as d'un 
hamp lognormal ave
 
ovarian
eexponentielle (1.3) vu dans le paragraphe �E
oulement� de la se
tion 1.1.2.Commençons par présenter brièvement la méthode. Notant en
ore u la solution de (1.18), on souhaite
al
uler l'espéran
e d'une fon
tion de u à valeurs réelles, Q = G(u). Comme dans le paragraphe 1.2.3, onnote uh(ω, ·) l'approximation par éléments �nis de u(ω, ·) dans l'espa
e d'éléments �nis Vh asso
ié à la grille
Th (ave
 les même hypothèses et notations que dans le paragraphe 1.2.3). On peut alors appro
her Q par
Qh = G(uh). Pour une estimation Q̂h de E[Qh], on note e(Q̂h) = (E[(Q̂h − E[Q])2])1/2 l'erreur asso
iée ennorme L2. Le ε-
oût de 
al
ul Cε(Q̂h) asso
ié est alors dé�ni 
omme le nombre d'opérations élémentairesné
essaire pour obtenir une erreur L2, e(Q̂h) ≤ ε. Ave
 
es notations, la méthode de Monte-Carlo 
lassique,telle qu'on l'a présentée dans le paragraphe �Méthodes de type Monte-Carlo� de la se
tion 1.1.3 
orrespondà

Q̂MC
h,N =

1

N

N∑

i=1

Qi
h,où les (ai)1≤i≤N sont des réalisations indépendantes de a et les (Qi

h)1≤i≤N les approximations éléments �nisde la solution asso
iée. L'idée de base de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux est d'utiliser plusieursgrilles (Thl
)l=0,...,L, les 
al
uls sur les grilles grossières permettant de réduire grandement la varian
e. Pluspré
isément, notant h0 ≥ h1 ≥ ... ≥ hL les di�érents pas de maillage utilisés et Th = ThL la grille la plus �ne,on 
ommen
e par faire la remarque élémentaire suivante :

E[Qh] = E[Qh0 ] +

L∑

l=1

E[Qhl
−Qhl−1

].Le prin
ipe de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux est maintenant d'appro
her de manière indépen-dante 
es espéran
es à l'aide d'une méthode de Monte-Carlo standard, tirant pro�t du fait que plus on utlisedes grilles �nes, plus la varian
e de la di�éren
e 
orrespondante est réduite ; don
 la 
onvergen
e de la mé-thode de Monte-Carlo est a

élérée et les 
al
uls sur les grilles grossières sont peu 
oûteux. Plus pré
isément,notant Yl = Qhl
−Qhl−1

pour 1 ≤ l ≤ L et Y0 = Qh0 , on dé�nit l'approximation
Q̂ML

h,Nl
=

L∑

l=0

ŶMC
l,nl

=
L∑

l=0

1

Nl

Nl∑

i=1

Y i
l ,
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l = Qi

hl
− Qi

hl−1
sont 
al
ulés à partir d'une même réalisation ai,l de a pour les deux grilles, les

(ai,l)0≤l≤L,1≤i≤Nl
étant des réalisations indépendantes de a. On peut dès à présent remarquer que l'erreur

e(Q̂ML
h,{Nl}) se dé
ompose en deux termes, un terme 
ontenant les erreurs des Monte-Carlo, et un termed'erreur de dis
rétisation spatiale 
orrespondant à la grille la plus �ne :

e(Q̂ML
h,{Nl})

2 =
L∑

l=0

V[Yl]

Nl
+ (E[Q−Qh])

2.On note par ailleurs Cl le 
oût pour obtenir une réalisation de Qhl
.Nous allons maintenant établir l'analyse numérique de 
ette méthode, une fois en
ore dans un 
adresimilaire à 
elui présenté dans le paragraphe �E
oulement� de la se
tion 1.1.2. Pour 
ommen
er, on rappelleun théorème général pour la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux, dont on peut trouver la preuve dans[12, 35℄, et qui permet de majorer le ε-
oût de la méthode.Théorème 1.2.17. On suppose qu'il existe des 
onstantes α, β, γ > 0 telles que α ≥ 1

2 min(β, γ) eti) |E[Qh −Q]| = O(hα),ii) V[Qhl
−Qhl−1

] = O(hβl ),iii) Cl = O(h−γ
l ),alors, pour tout ε < e−1, il existe une valeur L et une suite {Nl}0≤l≤L telle que e(Q̂ML

h,{Nl}) < ε et
Cε(Q̂MLMC

h,{Nℓ}) =





O(ε−2), si β > γ,

O(ε−2(log ε)2), si β = γ,

O(ε−2−(γ−β)/α), si β < γ.Pour la méthode de Monte-Carlo 
lassique, on a Cε(Q̂MC
h ) = O(ε−2−γ/α).On notera que le nombre de réalisations Nl au niveau l qui permet d'obtenir un 
oût inférieur à ε peutêtre appro
hé numériquement, à partir de Cl et de la varian
e empirique de Yl. Le nombre total de grilles Lpeut quant à lui être appro
hé grâ
e à l'espéran
e empirique de Yl.Nous allons maintenant utiliser les estimations d'erreur éléments �nis obtenues dans le paragraphe 1.2.3pour majorer le ε-
oût dans les 
as où on s'intéresse aux quantités Q = G(u) = ‖u‖q

H1
0 (D)

et Q = G(u) =

‖u‖qL2(D) pour q ≥ 1, 
e
i dans le 
adre des hypothèses du paragraphe 1.2.1.Proposition 1.2.18. 1. Dans le 
as où Q = G(u) = ‖u‖q
H1

0(D)
pour un q ≥ 1, les hypothèses du Théorème1.2.17 sont véri�ées pour α < 1/2 et β < 1. Si on suppose de plus que a ∈ Lp(Ω, C0,t(D̄)) pour tout

p > 0 et 1/2 ≤ t < 1, alors on peut prendre α < t et β < 2t, et si on suppose a ∈ Lp(Ω, C1(D̄)) pourtout p > 0, alors on peut prendre α = 1 et β = 2.2. Dans le 
as où Q = G(u) = ‖u‖q
H1

0(D)
pour un q ≥ 1, les hypothèses du Théorème 1.2.17 sont véri�éespour α < 1 et β < 2. Si on suppose de plus que a ∈ Lp(Ω, C0,t(D̄)) pour tout p > 0 et 1/2 ≤ t < 1,alors on peut prendre α < 2t et β < 4t, et si on suppose a ∈ Lp(Ω, C1(D̄)) pour tout p > 0, alors onpeut prendre α = 2 et β = 4.On notera, que dans les deux 
as, on peut prendre des plus grandes valeurs de α et β en supposantdavantage de régularité sur a.On déduit entre autres de 
ette proposition les résultats présentés dans le tableau 1.6, en supposant que le
oût de 
al
ul de résolution du système linéaire asso
ié à la méthode d'éléments �nis est optimal, 
'est-à-direvéri�e Cl ≤ h−d

l log(h−1
l ).On remarquera en parti
ulier au vu du Tableau 1.6 que dans le 
as de la 
ovarian
e exponentielle endimension d > 1, l'ordre de l'ε-
oût de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux est le même que 
elui dela résolution d'un problème déterministe (ave
 même régularité).La Figure 1.7 montre que la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux est nettement plus e�
a
e que laméthode de Monte-Carlo standard.
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|u|H1(D) ‖u‖L2(D)

d MC MLMC MC MLMC
1 ε−3 ε−2 ε−5/2 ε−2

2 ε−4 ε−2 ε−3 ε−2

3 ε−5 ε−3 ε−7/2 ε−2

|u|H1(D) ‖u‖L2(D)

d MC MLMC MC MLMC
1 ε−4 ε−2 ε−3 ε−2

2 ε−6 ε−4 ε−4 ε−2

3 ε−8 ε−6 ε−5 ε−3Fig. 1.6 � Majorations théoriques pour le ε-
oût des méthodes de Monte-Carlo 
lassique et multi-niveaux,d'après la Proposition 1.2.18 dans le 
as d'un 
hamp lognormal ave
 
ovarian
e gaussienne dé�nie par (1.4)ave
 δ = 2 (à gau
he) et ave
 
ovarian
e exponentielle dé�nie par (1.3) (à droite). (Pour simpli�er, on notedans 
e tableau ǫ−p, au lieu de ǫ−p−δ pour tout δ > 0.)
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Fig. 1.7 � A gau
he : Nombre d'é
hantillons Nℓ par niveau. A droite : Coût renormalisé par ε−2 desapproximations par les méthodes MLMC et MC , ave
 λ = 0.1 et σ2 = 3. La grille la plus grossière est
h0 = 1/16.1.3 Analyse numérique du 
ouplage de l'équation d'é
oulement etde l'équation d'adve
tion-di�usionDans 
ette partie, on s'intéresse au 
ouplage de l'équation d'é
oulement (1.1) ave
 l'équation d'adve
tion-di�usion (5.5) présentée dans la se
tion 1.1.2. On rappelle qu'on souhaite 
al
uler l'extension moyenne, etsa dérivée la dispersion moyenne, qui représente la vitesse moyenne à laquelle le pana
he de soluté s'étend.Dans un premier temps, on présente la méthode proposée dans [15℄, et dans un deuxième temps on en faitl'analyse numérique. Les résultats de 
ette partie sont détaillés dans le Chapitre 5.1.3.1 Une méthode de Monte-Carlo parti
ulaire probabilisteComme on s'intéresse au 
as σ ≥ 1, 
'est-à-dire au 
as où les in
ertitudes sont importantes, les méthodesde type petites perturbations ne semblent pas adaptées. Par ailleurs on s'intéresse parti
ulièrement au 
as
ℓ ≃ 1, 
e qui implique que les méthodes spe
trales sto
hastiques ne semblent pas non plus appropriées ; ene�et dans 
e 
as la 
onvergen
e du développement de Karhunen-Loève est lente, et 
ommen
e par un palierimportant. Une méthode de type Monte-Carlo a don
 été proposée pour 
e 
ouplage d'équations.On 
onsidère don
 N réalisations indépendantes du 
hamp de perméabilité a : (ai)1≤i≤N . Pour 
ha
unede 
es réalisations, on 
al
ule une approximation de l'extension Si et de la dispersion Di 
orrespondantes,et à la �n les valeurs moyennes de S et D sont appro
hées par les moyennes empiriques des Si et des Di. On
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 ramené à 
al
uler la solution du 
ouplage de l'équation d'é
oulement et de l'équation d'adve
tion-di�usion dans le 
as déterministe. On utilise des éléments �nis pour 
al
uler la pression hydraulique u, eton en déduit don
 une approximation ṽ de la vitesse de Dar
y v = −a∇u. Ensuite, puisqu'on est intéressépar des quantités statistiques (spatiales) et non par la 
on
entration en tout point, et puisque le nombrede Pé
let est supposé grand (
e qui signi�e que l'adve
tion domine) on 
hoisit une méthode parti
ulaireprobabiliste, qui évite les phénomènes de di�usion numérique. Pour simpli�er, on suppose que l'équationd'adve
tion-di�usion est posée sur Rd tout entier. Rappelant que div(v) = 0, l'EDP (1.5) est en fait uneéquation de Fokker-Plan
k asso
iée à l'équation di�érentielle sto
hastique
dX(t) = v(X(t))dt +

√
2DdW (t),
e qui signi�e qu'en ajoutant à l'EDS et à l'EDP les 
onditions initiales 
orrespondantes, la variable aléatoire

X(t) admet c(x, t) pour densité par rapport à la mesure de Lebesgue. Par 
onséquent, le 
entre de masses'exprime 
omme G(t) = E[X(t)] et l'extension 
omme S(t) = E[(X(t)−G(t))(X(t)−G(t))t ]. On utilise don
�nalement une méthode de Monte-Carlo et un s
héma d'Euler pour l'EDS a�n de 
al
uler S, 
'est-à-dire qu'on
onsidère M réalisations indépendantes (Xj
n)1≤j≤M du s
héma d'Euler de pas ∆t = T/n asso
ié à l'EDS eton appro
he G par la moyenne empirique Ḡ des Xj

n et S par la moyenne empirique des (Xj
n − Ḡ)(Xj

n − Ḡ)t.La dispersion D(t), qui est dé�nie 
omme la dérivée de l'extension S est quant à elle appro
hée par le tauxd'a

roissement de S entre t et t+∆s.1.3.2 Analyse numérique de la méthodeMalheureusement, nous n'avons pas été en mesure de faire l'analyse numérique de 
ette méthode dansle 
adre des hypothèses du paragraphe 1.1.2. Tout d'abord, l'analyse numérique de 
ette méthode requiertque la solution de l'équation (1.1) soit su�sament régulière par rapport à la variable d'espa
e x. Ave
 leshypothèses de la partie 1.1.2, les traje
toires de a ne sont a priori que C0,α pour α < 1/2, 
e qui donne lamême régularité pour les traje
toires de la vitesse v. Notre analyse requiert une régularité au moins C1,β pourun β > 0, 
e qui ex
lut le 
as d'une 
ovarian
e exponentielle, traitant par ailleurs les 
as où la 
ovarian
e estdé�nie par (1.4) ave
 δ > 2+ 2β ou δ = 2. Par ailleurs, notons que l'équation d'adve
tion-di�usion est poséesur Rd tout entier et 
e n'est a priori pas évident d'y étendre la vitesse qui n'est a priori dé�nie que sur D, onva don
 rempla
er les 
onditions aux bords pour l'équation d'é
oulement (1.1) par des 
onditions périodiques.Ce
i ne modi�e pas beau
oup le résultat �nal en pratique, 
ar le domaine D sur lequel on 
al
ule la pressionest 
hoisi su�sament grand pour que quasiment au
une parti
ule n'en sorte. En�n, 
omme 
'est souvent le
as dans les travaux périodiques, on va supposer que le 
hamp de perméabilité a est uniformément borné et
oer
if. Comme on l'a déjà vu 
e n'est 
lairement pas le 
as pour un 
hamp lognormal, mais on peut imaginerpouvoir obtenir des résultats similaires sans 
ette hypothèse en utilisant les te
hniques vues pré
édemment.Pour 
on
lure 
es 
onsidérations nous amènent à l'hypothèse suivante utilisée pour les résultats 
i-dessous.Hypothèse 1.3.1. On suppose que a ∈ L∞(Ω, C1,α
b (Rd)) pour un 
ertain α > 0, que pour presque tout ω,

a(ω, ·) est O-périodique et véri�e pour tout x ∈ Rd,
0 < amin ≤ a(ω, x) ≤ amax < +∞.On 
onsidère alors l'équation d'é
oulement modi�ée suivante :

{
−div(a(ω, x)∇u(ω, x)) = f(x), sur Ω× Rd,∫

O
u(ω, x)dx = 0 sur Ω,

(1.30)et u est presque sûrement O-périodique.On a alors le résultat suivant.Proposition 1.3.2. L'équation (1.30) admet une unique solution u ∈ L∞(Ω, C2,α
b (Rd)).La régularité de la solution est obtenue en appliquant un résultat 
lassique de régularité Hölderienne pourles EDP elliptiques, en véri�ant qu'on a une majoration uniforme par rapport à ω. On 
onsidère maintenantl'approximation uh par éléments �nis de u dans un espa
e d'éléments �nis Vh, et on note en
ore v = −a∇u et,de manière naturelle, vh = −a∇uh. On a alors v ∈ L∞(Ω, C1,α

b (Rd)) et vh ∈ L∞(Ω×Rd). On fait dorénavantl'hypothèse suivante sur l'espa
e d'éléments �nis Vh.
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onstante C telle que
‖v − vh‖L∞(Ω,Rd) ≤ Ch| log(h)|.On redé�nit maintenant l'équation d'ave
tion-di�usion.

{
∂c
∂t (ω, x, t) + v(ω, x).∇c(ω, x, t) −D∆c(ω, x, t) = 0, x ∈ Rd and t ∈ [O, T ]

c(ω, x, 0) = c0(x), x ∈ Rd,
(1.31)où c0(x) = 1R(x), 
omme dé�ni dans le paragraphe Adve
tion-di�usion de polluants de la se
tion 1.1.2 et vest dé�ni 
i-dessus. Notant (Ω′,F ′,P′) un nouvel espa
e de probabilité dont la variable générique est notée

ξ, on dé�nit la solution de l'EDS asso
iée à l'EDP (1.31) par
{
dX(ω, ξ, t) = v(ω,X(ω, ξ, t))dt+

√
2DdW (ξ, t),

X(ω, ξ, 0) = X0(ξ),
(1.32)où W est un mouvement brownien d-dimensionnel et où X0 admet c0 pour densité. On a don
 le résultat
lassique suivant :Proposition 1.3.4. Pour presque tout ω, l'équation (1.31) admet une unique solution c(ω, ·) ∈ C(]0, T ], C2(Rd))et l'unique solution X de (1.32) est telle que pour tout t, X(ω, ·, t) admet c(ω, x, t) pour densité par rapportà la mesure de Lebesgue.On rappelle que l'extension moyenne s'exprime alors 
omme

S(t) = Eω [Eξ[X(ω, ξ, t)X(ω, ξ, t)t]]− Eω [(Eξ[X(ω, ξ, t)])(Eξ[X(ω, ξ, t)])t].On va s'intéresser à l'estimation de quantités plus générales, de la forme :
Eω [ψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))])],où ϕ et ψ sont des fon
tions régulières.Comme présenté 
i-dessus, on 
onsidère N réalisations indépendantes (ai)1≤i≤N du 
hamp de perméa-bilité a, et on note ṽi les approximations de la vitesse qui en résultent via une approximation des ui dansl'espa
e d'éléments �nis Vh. On dé�nit les pro
essus sto
hastiques X̃ i,j

n , pour 1 ≤ i ≤ N , 1 ≤ j ≤M :
{
X̃ i,j

n (ω, ξ, tk+1) = X̃ i,j
n (ω, ξ, tk) + ṽi(ω, X̃ i,j

n (ω, ξ, tk))∆t+
√
2D(W i,j(ξ, tk+1)−W i,j(ξ, tk)),

X̃ i,j
n (ω, ξ, 0) = X i,j

0 (ξ),
(1.33)où les X i,j

0 sont des variables aléatoires indépendantes de densité c0(x) = 1R(x), 
omme dé�ni dans leparagraphe Adve
tion-di�usion de polluants de la se
tion 1.1.2, les W i,j sont des mouvements browniens
d-dimensionnel indépendants, et où on a posé ∆t = T/n et tk = k∆t pour 0 ≤ k ≤ n. On dé�nit maintenantl'erreur sur l'extension moyenne généralisée :

ES(ω, ξ) = Eω[ψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))])]− 1

N

N∑

i=1

ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T ))


 ,Théorème 1.3.5. Sous les Hypothèses 1.3.1 et 1.3.3, pour ϕ ∈ C3

b (R
d,Rp) et ψ ∈ C1

b (R
p,Rq) on a l'estima-tion d'erreur suivante : il existe une 
onstante C telle que

‖ES(ω, ξ)‖L2
ω,ξ

≤ C

(
(∆t)

1+α
2 + h| log(h)|+ 1√

M
+

1√
N

)
.



26 CHAPITRE 1. INTRODUCTIONOn voit naturellement apparaître quatre termes : un terme de dis
rétisation temporelle, un terme dedis
rétisation spatiale et deux termes de Monte-Carlo. Nous allons donner quelques éléments de preuve pourles deux premiers, la majoration des deux derniers étant relativement immédiate. Tout d'abord notons que lesvitesses appro
hées ṽi ne sont en général pas 
ontinues, par 
onséquent il faut être vigilant dans le dé
oupagede l'erreur. On doit estimer une erreur faible de dis
rétisation temporelle sur l'EDS ave
 vitesse exa
te v,
'est-à-dire ave
 une dérive peu régulière (plus pré
isément C1,α
b ) et ave
 bruit additif. Un résultat générala été obtenu dans [55℄, néanmoins on a i
i un meilleur ordre de 
onvergen
e ( 1+α

2 ) au lieu de ( 1
2−α ) dansle 
as d'un bruit additif. On doit ensuite estimer l'erreur sur les dis
rétisations temporelles provenant del'erreur de dis
rétisation spatiale, on s'intéresse don
 à la 
ontinuité de l'appli
ation qui à la dérive asso
iele pro
essus dé�ni par le s
héma d'Euler. Cette 
ontinuité est établie ave
 des estimations uniformes sur lesdérives, d'où la né
essité d'avoir une estimation de l'erreur éléments �nis en normeW 1,∞. Les estimations destrois premiers termes sont obtenues de manière uniforme par rapport à ω, grâ
e à l'Hypothèse 1.3.1. Mêmesi nous n'avons pas été en mesure de le prouver, on s'attend, dans le 
adre des hypothèses du paragraphe1.1.2, à un résultat similaire, ave
 une majoration par

C

(
(∆t)

1
4 + h

1
2−ε +

1√
M

+
1√
N

)
,pour ε > 0.On s'intéresse maintenant à l'erreur 
ommise sur la dispersion D dé�nie 
omme la dérivée de l'extension

S. On s'intéresse don
, de manière analogue à 
e qui pré
éde à l'estimation de quantités plus générales, dela forme
d

dt
Eω[ψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))])],où ϕ et ψ sont des fon
tions régulières. On dé�nit maintenant l'erreur sur la dispersion moyenne généralisée,par

ED(ω, ξ) =
d

dt
Eω[ψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))])]

− 1

N

N∑

i=1

ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T +∆s)


 − ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T )




∆s
,où on a naturellement dé�ni la valeur du pro
essus X̃ i,j

n en T +∆s par
X̃ i,j

n (ω, ξ, T +∆s) = X̃ i,j
n (ω, ξ, T ) + ṽ(X̃ i,j

n (ω, ξ, T ))∆s+
√
2D∆s(W i,j(ξ, T +∆s)−W i,j(ξ, T )).Pour estimer 
ette erreur qui porte sur la dérivée des quantités étudiées pré
édemment, on va maintenantfaire une hypothèse de régularité supplémentaire.Hypothèse 1.3.6. On suppose que a ∈ L∞(Ω, C2,α

b (Rd)) pour un 
ertain α > 0, que pour presque tout ω,
a(ω, ·) est O-périodique et véri�e pour tout x ∈ Rd,

0 < amin ≤ a(ω, x) ≤ amax < +∞.On a alors l'estimation d'erreur suivante.Théorème 1.3.7. Sous les Hypothèses 1.3.6 et 1.3.3, pour ϕ ∈ C5
b (R

d,Rp) et ψ ∈ C2
b (R

p,Rq) on a l'estima-tion d'erreur suivante : il existe une 
onstante C telle que
‖ED(ω, ξ)‖L2

ω,ξ
≤ C

(
∆t+∆s+ h| log(h)|+ 1√

N
+

1√
M∆s

)
.I
i, on a un dé
oupage naturel en 
inq termes : un terme de dis
rétisation temporelle dans le s
hémad'Euler, un terme de dis
rétisation temporelle pour le 
al
ul de la dérivée, un terme de dis
rétisation spatialeet deux termes de Monte-Carlo. On notera que pour le premier terme, on doit généraliser la notion d'erreurfaible du s
héma d'Euler pour une EDS au 
al
ul de la dérivée d'une espéran
e. On notera que le terme en

1√
M∆s

provient de l'approximation d'une dérivée par une méthode de Monte-Carlo et est optimal, 
ommeon peut le voir dans le 
as d'une EDS ave
 dérive 
onstante.
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Chapitre 2Strong and weak error estimates for thesolutions of ellipti
 partial di�erentialequations with random 
oe�
ientsAbstra
t : We 
onsider the problem of numeri
ally approximating the solution of an ellipti
 partialdi�erential equation with random 
oe�
ients and homogeneous Diri
hlet boundary 
onditions. We fo
us onthe 
ase of a lognormal 
oe�
ient, we have then to deal with the la
k of uniform 
oer
ivity and uniformboundedness with respe
t to the randomness. This model is frequently used in hydrogeology. We approximatethis 
oe�
ient by a �nite dimensional noise using a trun
ated Karhunen-Loève expansion. We give thenestimates of the 
orresponding error on the solution, both a strong error estimate and a weak error estimate,that is to say an estimate of the error 
ommited on the law of the solution. We obtain a weak rate of
onvergen
e wi
h is twi
e the strong one. Besides this, we give a 
omplete error estimate for the sto
hasti

ollo
ation method in this 
ase, where neither 
oer
ivity nor boundedness are sto
hasti
ally uniform. To
on
lude, we apply these results of strong and weak 
onvergen
e to two 
lassi
al 
ases of 
ovarian
e fun
tions
hoi
es : the 
ase of an exponential 
ovarian
e kernel on a box and the 
ase of an analyti
 
ovarian
e fun
tion,yielding expli
it weak and strong 
onvergen
e rates.Keywords : un
ertainty quanti�
ation, ellipti
 PDE with random 
oe�
ients, Karhunen-Loève expan-sion, strong error estimate, weak error estimate, lognormal distribution.Résumé :On s'intéresse à l'approximation numérique de la solution d'une équation aux dérivées partielleselliptique à 
oe�
ients aléatoires, ave
 des 
onditions de Diri
hlet homogènes au bord. On se 
on
entre sur le
as d'un 
oe�
ient lognormal, on est ainsi 
onfronté au fait que 
e 
oe�
ient n'est ni uniformément borné,ni uniformément 
oer
if par rapport à l'aléatoire. Ce modèle est fréquemment utilisé en hydrogéologie.On appro
he 
e 
oe�
ient dans un espa
e aléatoire de dimension �nie, en utilisant un développement deKarhunen-Loève. On donne alors des estimations pour l'erreur qui en dé
oule sur la solution, une estimationd'erreur forte mais également une estimation d'erreur faible, 
'est à dire une estimation de l'erreur 
ommisesur la loi de la solution. On obtient alors un taux de 
onvergen
e faible double du taux de 
onvergen
eforte. De plus, on donne une estimation d'erreur 
omplète pour la méthode de 
ollo
ation ap pliquée dans
e 
as où le 
oe�
ient n'est ni uniformément borné, ni uniformément 
oer
if par rapport à l'aléatoire. Pour
on
lure, on applique 
es résultats à deux 
hoix parti
uliers de noyau de 
ovarian
e : le 
as d'une 
ovarian
eexponentielle sur un pavé et le 
as d'une 
ovarian
e analytique, donnant des taux de 
onvergen
e forte etfaible expli
ites.Mots 
lés : quanti�
ation des in
ertitudes, EDP elliptique à 
oe�
ients aléatoires, développement deKarhunen-Loève, estimation d'erreur forte, estimation d'erreur faible, distribution lognormale.
29



30 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATA2.1 Introdu
tionMany engineering appli
ations involve un
ertainty on the input data, su
h as material properties. Thisun
ertainty results from heterogeneity of the medium and in
omplete knowledge on the medium propertiesand 
an be modelled by partial di�erential equations with random 
oe�
ients. This work addresses ellipti
partial di�erential equations with random 
oe�
ients and fo
uses on appli
ation to hydrogeology, namely thepredi
tion of �ow in porous media, but there are many other appli
ations, e.g., random vibrations, 
ompositematerials, seismi
 a
tivity and deformations of inhomogeneous materials su
h as wood or biomaterials. Theaim is to 
ompute the law of the solution, but in pra
ti
e we are usually interested only in some moments.Several methods have been developed : Monte-Carlo and Monte-Carlo based methods, moment equations,perturbation methods whi
h are adapted to the 
ase of small un
ertainty, homogenization, multis
ale analysisand sto
hasti
 spe
tral methods [1, 2, 6, 7, 24, 27, 30, 31, 32, 46, 47, 53, 54, 58, 59, 69, 70, 71, 75℄, whi
hregroup sto
hasti
 galerkin methods and sto
hasti
 
ollo
ation methods.As in many previous works, we 
onsider the model equation
−div(a(ω, x)∇xu(ω, x)) = f(ω, x).Both sto
hasti
 Galerkin methods and sto
hasti
 
ollo
ation methods are based on the approximation of ain a �nite dimensional probability spa
e, i.e. using a �nite number of random variables. These methods aretherefore adapted to the 
ase where the probability spa
e has a low dimensionality, i.e. in the 
ase where wehave a good approximation aN of a su
h that aN is a fun
tion of N random variables with N small. Su
happroximations aN of a 
an be obtained by using either a Karhunen-Loève or a polynomial 
haos expansion.We 
ompute then the solution uN of the approximated equation resulting from repla
ing a by aN . In thispaper we fo
us on the 
onvergen
e of uN to u.More pre
isely, we work here with homogeneous Diri
hlet boundary 
onditions and a homogeneous lognormalrandom �eld a. This is a frequently used model for �ow equation in porous media. The trun
ated Karhunen-Loève expansion of log(a) at order N provides then an approximation aN of a. It is important to noti
ethat in su
h a 
ase, unlike what is frequently assumed, neither the random �led a nor its approximations aNare uniformly 
oer
ive with respe
t to ω. However, su
h ellipti
 PDEs with in�nite dimensionnal sto
hasti

oe�
ients, whi
h are not supposed to be uniformly bounded from above and below, (typi
ally lognormal
oee�
ient) have been 
onsidered in [?℄, [26℄ and in the re
ent work [66℄. The well-posedness of the equationand Galerkin approximation have been studied in [36℄. A white noise approa
h has been proposed in [26℄. In[66℄, the inverse problem is adressed, using similar te
hniques as the ones used in our paper.However, up to our knowledge, the strong 
onvergen
e of uN to u has never been studied under this kind ofassumptions on a, and the weak 
onvergen
e has never been studied. This is the main goal of this arti
le.We �rst give a strong 
onvergen
e result of uN to u, i.e. a bound for the error in Lp(H1

0 )-norm. Then a weak
onvergen
e result is obtained, i.e. we bound the error 
ommited on the law of u. We �nd a bound for theweak error whose order is twi
e the strong order, whi
h presents a signi�
ant interest sin
e the number Nof random variables has to be small in order to be able to 
ompute uN and sin
e the law of u is what we areinterested in. For simpli
ity we assume that f is deterministi
, but all the results 
an be easily extended tothe 
ase when f is random, under adequate assumptions.To begin with, we prove the existen
e and uniqueness of the solution u, remarking on
e again that in the
onsidered 
ase, the random �eld a is not uniformly 
oer
ive with respe
t to ω. Then we make assumptionson the eigenvalues and on the eigenfun
tions of the Karhunen-Loève expansion, whi
h enables us to provetwo preliminary results : the strong 
onvergen
e of aN to a and the existen
e of a uniform bound in Lp-normfor amax
N and 1

amin
N

. We 
an then give a strong 
onvergen
e result of uN to u, with almost sure 
onvergen
eand Lp 
onvergen
e. The strong error is basi
ally bounded by the squared root of the remainder of the seriesof the eigenvalues. We prove next a weak 
onvergen
e result, showing that the error 
ommited on the law of uis bounded by the remainder of the series of the eigenvalues. Besides this work gives a 
omplete 
onvergen
eanalysis of the 
ollo
ation method, adapting the results of I. Babuska, F. Nobile and R. Tempone in [1℄, inwhi
h uniform 
oer
ivity of a with respe
t to ω is assumed. Finally we give examples of 
ovarian
e kernelsfor whi
h these results apply. In parti
ular the exponential 
ase on a box and the gaussian 
ase are studied,these 
ovarian
e fun
tions being frequently used to model the hydrauli
 
ondu
tivity for the �ow equationin porous media.



2.2. EQUATION, EXISTENCE AND UNIQUENESS OF THE SOLUTION 312.2 Equation, existen
e and uniqueness of the solutionIn this se
tion, we �rst de�ne the homogeneous lognormal random �eld a and make some regularityassumptions on its 
ovarian
e kernel, then we de�ne a linear ellipti
 partial di�erential equation with random
oe�
ients, namely a, and �nally show the existen
e and uniqueness of the solution of this equation. Let Dbe an open bounded domain in Rd with C2 boundary and (Ω,F ,P) be a probability spa
e. We 
onsider afun
tion k ∈ C0,1(R,R), and g : Ω×D̄ → R a mean-free gaussian �eld with 
ovarian
e fun
tion cov[g](x, y) =
k(‖x− y‖).Proposition 2.2.1. Under these assumptions, g admits a version whose traje
tories belong to C0,α(D̄) a.s.for α < 1/2.Proof. Let us denote by L the Lips
hitz 
onstant of k.

E[|g(x)− g(y)|2] = E[g(x)2]− 2E[g(x)g(y)] + E[g(y)2]

= 2(k(0)− k(‖x− y‖))
≤ 2L‖x− y‖.We re
all the existen
e, for any positive integer p, of a 
onstant cp = 1√

2π

∫
R
x2pe−

x2

2 dx su
h that for allmean-free gaussian random variable X ,
E[|X |2p] ≤ cpE[|X |2]p.Therefore, sin
e g(x)− g(y) is a mean-free gaussian random variable, we have, for any positive integer p,

E[|g(x)− g(y)|2p] ≤ cp(2L)
p‖x− y‖p.A

ording to the Kolmogorov 
ontinuity theorem [13℄, there exists a version of g whi
h is a.s. Hölder-
ontinuous with any exponent β < p−d

2p . Sin
e this holds for any positive integer p, letting p → +∞, itfollows that there exists a version of g whi
h is a.s. Hölder 
ontinuous with any exponent β < 1/2.If we denote by g̃ this version, we 
learly have that for almost all ω, g̃(ω, ·) and g(ω, ·) are equal for almostall x. If what follows we will identi�e g with this version g̃.We de�ne the lognormal homogeneous random �eld a : Ω× D̄ → R as a(ω, x) = eg(ω,x). By Proposition
2.2.1, the traje
tories of a are a.s. 
ontinuous on the 
ompa
t set D̄, we 
an then de�ne a.s, amin(ω) =
min
x∈D̄

a(ω, x) and amax(ω) = max
x∈D̄

a(ω, x). We now re
all Fernique theorem (see [13℄ and [23℄), whi
h will benext used of obtain integrability properties for amin and amax.Theorem 2.2.2. Let E be a separable Bana
h spa
e, and µ a symmetri
 gaussian measure on (E,B(E)).Let λ > 0 and r > 0 be su
h that
log

(
1− µ(B̄(0, r))

µ(B̄(0, r))

)
+ 32λr2 ≤ −1.Then ∫

E

eλ‖x‖
2

µ(dx) ≤ e16λr
2

+
e2

e2 − 1
.From this Fernique theorem, we dedu
e then the following proposition.Proposition 2.2.3. 1

amin(ω) ∈ Lp(Ω) and amax(ω) ∈ Lp(Ω) for any p > 0.Proof. We have amin(ω) ≥ e−||g(ω)||C0(D̄) and amax(ω) ≤ e||g(ω)||C0(D̄) . By Fernique theorem, sin
e g de�nes amean-free gaussian measure on the Bana
h spa
e C0(D̄), there exists λ > 0 su
h that E[eλ||g(ω)||2C0(D̄) ] < +∞.Thus, for any p > 0,
E[ep||g(ω)||C0(D̄) ] ≤ E[e

λ||g(ω)||2C0(D̄)
+ p2

4λ ] < +∞.Therefore e||g(ω)||C0(D̄) ∈ Lp(Ω), and �nally 1
amin(ω) ∈ Lp(Ω) and amax(ω) ∈ Lp(Ω), for any p > 0.



32 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATAProposition 2.2.4. Let f in L2(D), then the equation :
{

−div(a(ω, x)∇u(ω, x)) = f(x) on D,
u = 0 on ∂D,admits a unique solution u, whi
h belongs to Lp(Ω, H1

0 (D)), for any p > 0.Remark 2.2.5. All the following results hold in the 
ase where the for
ing term f is sto
hasti
, underadequate assumptions.Proof. For almost all ω ∈ Ω, the equation admits a unique solution u(ω) ∈ H1
0 (D), the mapping ω 7→ u(ω)is measurable and we have, a.s. :

‖u(ω, x)‖H1
0(D) ≤ CD

‖f‖L2(D)

amin(ω)
(2.1)where CD is the 
onstant given by Poin
aré inequality. For every p > 0, by Proposition 2.2.3, 1

amin ∈ Lp(Ω),so for any p > 0,
E

[
‖u(ω, x)‖p

H1
0(D)

]
≤ Cp

DE

[(
1

amin(ω)

)p]
‖f‖pL2(D) < +∞.

2.3 Strong 
onvergen
e of aN to aIn this se
tion, we de�ne the approximated random �eld aN and study the strong 
onvergen
e of aN to
a, i.e. the Lp(Ω, C0(D̄))-
onvergen
e, and the almost-sure 
onvergen
e. Let {(λn, bn)} denote the sequen
eof eigenpairs asso
iated with the 
ompa
t self-adjoint operator that maps

f ∈ L2(D) 7→
∫

D

cov[g](x, .)f(x)dx ∈ L2(D),where λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ 0, and the eigenfun
tions are orthonormal. We re
all that E[g(ω, x)] = 0 and that
cov[g](x, y) = k(‖x − y‖). Therefore ∑n≥1 λn = |D|k(0). Then the trun
ated Karhunen-Loève expansion[49, 50℄ gN of the sto
hasti
 gaussian pro
ess g and its exponential aN are de�ned by

gN (ω, x) =

N∑

n=1

√
λnbn(x)Yn(ω), aN (ω, x) = e

PN
n=1

√
λnbn(x)Yn(ω).where the real random variables (Yn)n≥1 are uniquely determined by

Yn(ω) =
1√
λn

∫

D

g(ω, x)bn(x)dx.They are independent gaussian random variables with mean zero and unit varian
e. Mer
er theorem [60℄gives the following 
onvergen
e result :
sup
x∈D

E[(g − gN )2](x) → 0 as N → +∞.This 
onvergen
e result does not a
tually enable us to 
on
lude on the 
onvergen
e of the solution.From now on, we make the following assumption :Assumption 2.3.1. i) The eigenfun
tions bn are 
ontinuously di�erentiable.ii) The series ∑n≥1 λn‖bn‖2∞ is 
onvergent.



2.3. STRONG CONVERGENCE OF AN TO A 33iii) There exists 0 < α < 1 su
h that ∑n≥1 λn‖bn‖
2(1−α)
∞ ‖∇bn‖2α∞ is 
onvergent.Remark 2.3.2. Su
h assumptions are ful�lled in the 
ase of an exponential 
ovarian
e kernel on a re
tan-gular domain (with any α < 1/2), and in the 
ase of a gaussian 
ovarian
e kernel, and more generally inthe 
ase of an analyti
 
ovarian
e fun
tion, for more details see se
tion .De�nition 2.3.3. In the 
ase where this assumption is ful�lled, we de�ne

Rα
N = max

(∑

n>N

λn‖bn‖2∞,
∑

n>N

λn‖bn‖2(1−α)
∞ ‖∇bn‖2α∞

)
,for 0 ≤ α < 1 su
h that the se
ond series is 
onvergent.Proposition 2.3.4. For any α as in Assumption 2.3.1,β < α and p > 0, there exists a 
onstant Aα,β,p su
hthat for all N in N :

‖gN − g‖Lp(Ω,C0,β(D̄)) ≤ Aα,β,p(R
α
N )

1
2 .In parti
ular, for any α as in Assumption 2.3.1 and p > 0, there exists a 
onstant Aα,p su
h that for all Nin N,

‖gN − g‖Lp(Ω,C0(D̄)) ≤ Aα,p(R
α
N )

1
2 .Proof. For all x, y ∈ D, and α as in Assumption 2.3.1,

(bn(x) − bn(y))
2 ≤ (2‖bn‖∞)2(1−α)(‖∇bn‖∞‖x− y‖)2α

≤ 4‖x− y‖2α‖bn‖2(1−α)
∞ ‖∇bn‖2α∞ . (2.2)From this we dedu
e that

E

[
((gN − g)(x)− (gN − g)(y))

2
]

=
∑

n>N

λn(bn(x) − bn(y))
2

≤ 4

(∑

n>N

λn‖bn‖2(1−α)
∞ ‖∇bn‖2α∞

)
‖x− y‖2α

≤ 4Rα
N‖x− y‖2α.For all x, y ∈ D and N in N, (gN − g)(x) − (gN − g)(y) is a mean-free gaussian random variable, as a limitin L2 of a linear 
ombination of independent gaussian random variables,

(gN − g)(x) − (gN − g)(y) = lim
p→+∞

p∑

n=N+1

√
λnYn(ω)(bn(x) − bn(y)).Arguing as in the proof of Proposition 2.2.1 yields

E

[
((gN − g)(x)− (gN − g)(y))

2p
]

≤ cpE
[
((gN − g)(x) − (gN − g)(y))

2
]p

≤ 4pcp(R
α
N )p‖x− y‖2αp.Thus, for any α as in Assumption 2.3.1, for any positive integer p, there exists a 
onstant Cp su
h that :

E

[
((gN − g)(x)− (gN − g)(y))

2p
]

≤ Cp(R
α
N )p‖x− y‖2αp.We now are going to use the proof of the Kolmogorov 
ontinuity theorem based on Sobolev embeddings,whi
h 
an be found in [13℄. For any α as in Assumption 2.3.1, let ν be su
h that 2αp − d − 2pν > −d i.e.
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ν < α, then using Fubini theorem and the prevous bound, we get :

E[‖gN − g‖2pWν,2p ] =

∫

D

E[(gN − g)2p(x)]dx +

∫

Ω

∫

D

∫

D

|(gN − g)(x)− (gN − g)(y)|2p
‖x− y‖d+2pν

dxdydP (ω)

≤ cp

∫

D

E[(g − gN )2(x)]pdx+ Cp(R
α
N )p

∫

D

∫

D

‖x− y‖2αp−d−2pνdxdy

≤ cp

∫

D

(
∑

n>N

λnbn(x)
2)pdx+ Cp(R

α
N )p

∫

D

∫

D

‖x− y‖2αp−d−2pνdxdy

≤ cp|D|(Rα
N )p + Cp(R

α
N )p

∫

D

∫

D

‖x− y‖2αp−d−2pνdxdy

≤ Cα,p,ν(R
α
N )p.with Cα,p,ν = cp|D|+ Cp

∫
D

∫
D
‖x− y‖2αp−d−2pνdxdy < +∞.Next we use that W ν,2p is 
ontinuously embedded in C0,β(D̄) for β < min{1, ν − d

2p}, let kβ,ν,p denotes thenorm of this 
ontinuous embedding. For any α as in Assumption 2.3.1, for any β su
h that β < α, thereexists p0 ≥ 1 su
h that for all p ≥ p0, β + d
2p < α, then we 
hoose ν su
h that β + d

2p0
< ν < α, �nally for

p ≥ p0, gN − g ∈ C0,β(D̄) for almost all ω, with :
E[‖gN − g‖2pC0,β(D̄)

] ≤ k2pβ,ν,pCα,p,ν(R
α
N )p.Therefore, for any α as in Assumption 2.3.1, for any β su
h that β < α, there exists p0 > 0 su
h that forany p ≥ p0, there exists a 
onstant C̃α,β,p su
h that for any N in N :

‖gN − g‖L2p(Ω,C0,β(D̄)) ≤ C̃α,β,p(R
α
N )

1
2 .Sin
e in a probability spa
e, if p ≤ q, f ∈ Lq implies f ∈ Lp with ‖f‖Lp ≤ ‖f‖Lq , we 
an 
on
lude that forany p > 0 and α as in Assumption 2.3.1, for any β su
h that β < α, there exists a 
onstant Aα,β,p su
h thatfor all N in N :

‖gN − g‖Lp(Ω,C0,β(D̄)) ≤ Aα,β,p(R
α
N )

1
2 .To get almost sure 
onvergen
e, we need an additionnal assumption.Assumption 2.3.5. We still suppose that Assumption 2.3.1 is ful�lled and 
onsider a 
orresponding α, wethen suppose that there exists p0 > 0 su
h that the series

∑

N>0

(Rα
N )p0is 
onvergent.Proposition 2.3.6. We suppose that Assumption 2.3.5 is ful�lled and 
onsider 
orresponding α and p0.Then, for any β < α, for almost all ω, gN → g in C0,β(D̄) as N → +∞ and so aN → a in C0(D̄) as

N → +∞.It follows that amax
N 
onverges a.s. to amax and amin

N 
onverges a.s. to amin as N → +∞.Proof. We use the Borel-Cantelli lemma : by the previous proposition, there exists a 
onstant Aα,β,2p0 su
hthat for all N in N :
‖gN − g‖L2p0(Ω,C0,β(D̄)) ≤ Aα,β,2p0(R

α
N )

1
2 ,
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h implies by Markov inequality that for any ε > 0,
P(‖gN − g‖C0,β(D̄) ≥ ε) ≤

‖gN − g‖2p0

L2p0(Ω,C0,β(D̄))

ε2p0

≤
A2p0

α,β,2p0
(Rα

N )p0

ε2p0
.Therefore we have ∑

N≥1

P(‖gN−g‖C0,β ≥ ε) < +∞. The Borel-Cantelli lemma yields P(lim sup(‖gN−g‖C0,β ≥

ε)) = 0 for all ε > 0, and so gN → g a.s. in C0,β(D̄) as N → +∞. Finally, thanks to the 
ontinuity of theexponential fun
tion, we 
on
lude that aN = egN → a = eg a.s. in C0(D̄) as N → +∞.The following results, whi
h give uniform bounds for the random variables amax
N and 1

amin
N

(and moregeneral quantities, whi
h will be used in se
tion ) in the Lp-norm will be used to 
on
lude this se
tion andin the next two se
tions.De�nition 2.3.7. For N ∈ N, γ ∈ [0, 1]N , we de�ne gγ,N : Ω × D → R and aγ,N : Ω × D → R by :
gγ,N(ω, x) =

∑N
n=1

√
λnYn(ω)γnbn(x), and aγ,N(ω, x) = egγ,N (ω,x).Proposition 2.3.8. For any α as in Assumption 2.3.1, β < α and p > 0, there exists a 
onstant Bβ,p su
hthat for any N in N, and γ in [0, 1]N .

||gγ,N ||Lp(Ω,C0,β(D̄)) ≤ Bβ,pProof. Using similar te
hniques as in the proof of Proposition 2.3.4, we have by inequality (2.2) that, for any
N ∈ N, γ ∈ [0, 1]N

E[(gγ,N(ω, x)− gγ,N(ω, y))2] =
N∑

n=1

λnγ
2
n(bn(x) − bn(y))

2

≤ 4

(
N∑

n=1

λn‖bn‖2(1−α)
∞ ‖∇bn‖2α∞

)
‖x− y‖2α

≤ 4Rα
0 ‖x− y‖2α.Sin
e, for any x, y in D, N in N, (gγ,N(x)− gγ,N(y)) is a mean-free gaussian random variable, we have :

E[(gγ,N(ω, x) − gγ,N(ω, y))2p] ≤ 4pcp(R
α
0 )

p‖x− y‖2αp.Therefore, for any α as in Assumption 2.3.1, for any p ≥ 1, there exists a 
onstant Mα,p su
h that, for any
N ∈ N and γ ∈ [0, 1]N , we have :

E[(gγ,N (ω, x)− gγ,N(ω, y))2p] ≤ Mα,p‖x− y‖2αp,where Mα,p = cp(R
α
0 )

p. Then, for ν < α and p su
h that we have
E[‖gγ,N‖2pWν,2p ] ≤ cp|D|(Rα

0 )
p +Mα,p

∫

D

∫

D

‖x− y‖2αp−d−2pνdxdy.We �nally 
on
lude as in the proof of Proposition 2.3.4.De�nition 2.3.9. By Assumption 2.3.1, for any N ∈ N and γ ∈ [0, 1]N , the traje
tories of aγ,N are
ontinuous on the 
ompa
t set D̄ a.s, so we 
an de�ne, for almost all ω ∈ Ω, amax
γ,N (ω) = max

x∈D̄
aγ,N(ω, x) and

amin
γ,N (ω) = min

x∈D̄
aγ,N(ω, x).
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an �nally bound amax
γ,N and 1

amin
γ,N

in Lp-norm, independently from N and γ.Proposition 2.3.10. For any p > 0, amax
γ,N and 1

amin
γ,N

∈ Lp(Ω), and there exists a 
onstant Dp su
h that forany N ∈ N, and γ ∈ [0, 1]N

∥∥∥∥∥
1

amin
γ,N

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ Dp, and ‖amax
γ,N ‖Lp(Ω) ≤ Dp.In parti
ular,

‖aN‖Lp(Ω,C0(D̄)) ≤ Dp.Proof. We apply Fernique Theorem 2.2.3, uniformly with respe
t to N and γ. There exists x0 ∈]0, 1[ su
hthat for all x ∈ [x0, 1[, log ( 1−x
x

)
≤ −2. Proposition 2.3.8 yields the existen
e of a 
onstant B2 su
h that forany N ∈ N, and γ ∈ [0, 1]N :

||gγ,N ||L2(Ω,C0(D̄)) ≤ B2.Thus, setting r0 = B2√
1−x0

, we have, for every r ≥ r0,
P(‖gγ,N‖C0(D̄) ≥ r) ≤

‖gγ,N‖2
L2(Ω,C0(D̄))

r2

≤ B2
2

r2
≤ 1− x0.We now 
hoose λ su
h that 32λr20 ≤ 1, and we denote by µγ,N the law of gγ,N : Ω → C0(D̄). Sin
e the µγ,Nare 
entred gaussian measures on the Bana
h spa
e C0(D̄), we have then, for any N ∈ N, and γ ∈ [0, 1]N ,

log

(
1− µγ,N(B̄(0, r0))

µγ,N (B̄(0, r0))

)
+ 32λr20 ≤ −1.Use Fernique Theorem 2.2.3, set k = e16λr

2
0 + e2

e2−1 , to obtain that for all N ∈ N, and γ ∈ [0, 1]N ,
E[e

λ‖gγ,N ‖2
C0(D̄) ] ≤ k.Hen
e, for any p > 0, N ∈ N, and γ ∈ [0, 1]N ,

E[ep‖gγ,N‖C0(D̄) ] ≤ e
p2

4λE[e
λ‖gγ,N‖2

C0(D̄) ]

≤ ke
p2

4λ .Denoting Dp = (ke
p2

4λ )
1
p , we 
on
lude that :

∥∥∥∥∥
1

amin
γ,N

∥∥∥∥∥
Lp(Ω)

≤ ‖e‖gγ,N‖C0(D̄)‖Lp(Ω) ≤ Dp,and
‖amax

γ,N ‖Lp(Ω) ≤ ‖e‖gγ,N‖C0(D̄)‖Lp(Ω) ≤ Dp.Proposition 2.3.11. For any p > 0, and α as in Assumption 2.3.1, there exists a 
onstant Eα,p su
h thatfor any N ∈ N,
‖aN − a‖Lp(Ω,C0(D̄)) ≤ Eα,p(R

α
N )

1
2
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hoose q, r > 0 su
h that 1
r = 1

p + 1
q , then the following inequality

∀x, y ∈ R |ex − ey| ≤ |x− y|(ex + ey),together with Hölder's inequality leads to :
‖egN − eg‖Lr(Ω,C0(D̄)) ≤ ‖gN − g‖Lp(Ω,C0(D̄))‖egN + eg‖Lq(Ω,C0(D̄)),whi
h we rewrite as
‖aN − a‖Lr(Ω,C0(D̄)) ≤ ‖gN − g‖Lp(Ω,C0(D̄))‖aN + a‖Lq(Ω,C0(D̄))

≤ Aα,p(R
α
N )

1
2 (Dq + ‖a‖Lq(Ω,C0(D̄))).We 
on
lude by setting Eα,r = Aα,p(Dq + ‖a‖Lq(Ω,C0(D̄))), with p = q = 2r for instan
e.2.4 Strong 
onvergen
e of uN to uThanks to the results of the previous se
tion, we 
an now estimate the strong error 
ommited on thesolution u, resulting from the approximation of a by aN .Sin
e for all N ∈ N and γ ∈ [0, 1]N , the random variables amax

γ,N and 1
amin
γ,N

belong to Lp(Ω) for all p > 0,the equation {
−div(aγ,N(ω, x)∇uγN (ω, x)) = f(x) on D,

uγN (ω, x) = 0 on ∂D, (2.3)admits a unique solution uγN ∈ Lp(Ω, H1
0 (D)) for all p > 0. In parti
ular, for γ = 1N , aγ,N = aN and wedenote by uN the solution. Let us set for (y1, ..., yN ) ∈ RN and x ∈ D, ãN (y1, ..., yN , x) = e

PN
n=1

√
λibi(x)yiand ũN (y1, ..., yN , .) be the solution of

{
−divx(ãN (y, x)∇xũN(y, x)) = f(x) on D,

ũN (y, x) = 0 on ∂D. (2.4)It is 
lassi
al that ũN is a C∞ fun
tion of y1, ..., yN . When we need to emphasize the dependan
e of ũNon y1, ..., yN , we write ũN(y1, ..., yN ). We have then ũN ∈ C∞(RN , H1
0 (D)). We noti
e that a.s. aN (ω, x) =

ãN (Y1(ω), ..., YN (ω), x), and uN (ω, x) = ũN(Y1(ω), ..., YN (ω), x) . For 
onvenien
e, ãN will still be denotedby aN and ũN by uN .We �rst show the almost sure 
onvergen
e of uN to u.Proposition 2.4.1. Under Assumption 2.3.5, uN(ω, x) 
onverges to u(ω, x) in H1
0 (D), for almost all ω.Proof. By Proposition 2.3.6, for almost all ω, aN 
onverges to a in C0(D̄) i.e. uniformly. Then we use the
ontinuity of the solution u with respe
t to the 
oe�
ient a of the equation, indeed we have a.s. :

amin
N ‖u− uN‖2H1

0 (D) ≤
∫

D

aN |∇(u − uN)|2dx

=

∫

D

(aN − a)∇u∇(u − uN)dx

≤ ‖a− aN‖C0(D̄)‖u− uN‖H1
0 (D)‖u‖H1

0(D).Therefore, thanks to (2.1), we have, for almost all ω :
‖u− uN‖H1

0 (D) ≤
1

amin
N

‖a− aN‖C0(D̄)‖f‖L2(D)
CD

amin
.The right-hand side of this inequality 
onverges a.s. to 0 as N → +∞ by Proposition 2.3.6.Next we give a 
onvergen
e result and an error estimate in Lp-norm.



38 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATATheorem 2.4.2. For all p > 0, uN 
onverges to u in Lp(Ω, H1
0 (D)), and for any α as in Assumption 2.3.1,there exists a 
onstant Fα,p su
h that

‖u− uN‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤ Fα,p(R

α
N )

1
2 .Proof. For all p > 0, for almost all ω,

‖u− uN‖H1
0 (D) ≤

1

amin
N

‖a− aN‖C0(D̄)‖f‖L2

CD

amin
.Hen
e, by 
hoosing q, r, s > 0 su
h that 1

p = 1
q + 1

r + 1
s it follows from Hölder inequality and Proposition

2.3.11 that for any 0 < α ≤ b

‖u− uN‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤

∥∥∥∥
1

amin
N

∥∥∥∥
Lq(Ω)

‖a− aN‖Lr(Ω,C0)‖f‖L2CD

∥∥∥∥
1

amin

∥∥∥∥
Ls(Ω)

≤ Dq‖f‖L2DsEα,r(R
α
N )

1
2 .The following results gives a bound for uγN in Lp(H1

0 )-norm independent of N and γ, whi
h will be usefulin the next se
tion.Lemma 2.4.3. For all p > 0, there exists a 
onstant Gp su
h that for all N ∈ N, and γ ∈ [0, 1]N

‖uγN‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤ Gp.Proof. For almost all ω, for any p > 0, N ∈ N, and γ ∈ [0, 1]N , we have by Proposition 2.3.10 :

‖uγN‖H1
0 (D) ≤ CD

aγ,Nmin

‖f‖L2(D),

‖uγN‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤ CD

∥∥∥∥∥
1

aγ,Nmin

∥∥∥∥∥
Lp

‖f‖L2(D)

≤ CDDp‖f‖L2(D).2.5 Weak 
onvergen
e of uN to uIn this se
tion we are interested in the error 
ommitted on the law of u, more pre
isely we show thatthe order of the bound for the weak 
onvergen
e of uN to u is twi
e the order of the bound for the strong
onvergen
e. In order to estimate the weak error, that is to say the expe
ted value of ϕ(uN )−ϕ(u), for someregular fun
tion ϕ, we need estimates on the growth of the derivatives of ϕ(uN ) with respe
t to the yi, whi
hfollow from the following estimates on the derivatives of uN with respe
t to the yi. In this se
tion, we only
onsider the spatial dimension d = 1, 2 or 3.Proposition 2.5.1. For any integer k, there exists a 
onstant C(k) su
h that for any N ∈ N, for anymulti-index α ∈ NN with length k, we have the following estimate on the growth of the derivatives of uN withrespe
t to y :
∥∥∥∥
∂αuN
∂yα

∥∥∥∥
H1

0 (D)

≤ C(k)

√
aNmax(y)

aNmin(y)
||uN ||H1

0

∏

i∈N

√
λαi

i ‖bn‖αi
∞.
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all that for all y ∈ RN , u(y, .) solves the following equation
∫

D

aN (y, x)∇xuN(y, x)∇xv(x) =

∫

D

f(x)v(x), ∀v ∈ H1
0 (D).We 
ompute the derivatives of aN with respe
t to the yi. For all 1 ≤ i, j ≤ N :

∂aN
∂yi

(y, x) =
√
λibi(x)aN (y, x),

∂aN
∂yi∂yj

(y, x) =
√
λibi(x)

√
λjbj(x)aN (y, x).In every point y ∈ RN , the derivatives of u with respe
t to yi and with respe
t to yi and yj , for 1 ≤ i, j ≤ Nsatisfy : ∀v ∈ H1

0 (D)

∫

D

∂aN
∂yi

(y, x)∇uN (y, x)∇v(x) +
∫

D

aN (y, x)∇∂uN
∂yi

(y, x)∇v(x) = 0,

∫

D

(
∂2aN
∂yi∂yj

∇uN +
∂aN
∂yi

∇∂uN
∂yj

+
∂aN
∂yj

∇∂uN
∂yi

+ aN∇ ∂2uN
∂yi∂yj

)
(y, x)∇v(x) = 0.Choosing v(x) = ∂uN

∂yi
(y, x) in the �rst variational formulation, we have :
∥∥∥∥
√
aN (y, x)∇∂uN

∂yi

∥∥∥∥
L2

≤
√
λi‖bi‖∞||√aN (y, x)∇uN ||L2

≤
√
λi‖bi‖∞

√
aNmax(y)||uN ||H1

0
,

∥∥∥∥
∂uN
∂yi

∥∥∥∥
H1

0

≤
√
λi‖bi‖∞

√
aNmax(y)

aNmin(y)
||uN ||H1

0
.Choosing v(x) = ∂2uN

∂yi∂yj
(y, x) in the se
ond variational formulation, we obtain :

∥∥∥∥
√
aN (y, x)∇ ∂2uN

∂yi∂yj

∥∥∥∥
L2

≤
√
λi
√
λj‖bi‖∞‖bj‖∞||√aN∇uN ||L2

+
√
λi‖bi‖∞||√aN∇∂uN

∂yj
||L2 +

√
λj‖bj‖∞||√aN∇∂uN

∂yi
||L2

≤ 3
√
aNmax(y)

√
λi
√
λj‖bi‖∞‖bj‖∞||uN ||H1

0
.Therefore :

∥∥∥∥
∂2uN
∂yi∂yj

(y)

∥∥∥∥
H1

0

≤ 3

√
aNmax(y)

aNmin(y)

√
λi
√
λj‖bi‖∞‖bj‖∞||uN ||H1

0
.The result follows for |α| ≥ 3 by indu
tion.Proposition 2.5.2. Let ϕ ∈ C4(R,R), whose derivatives are bounded by a 
onstant Cϕ, then for any N ∈ N,for any multi-index α ∈ NN with |α| ≤ 4, there exists a 
onstant C′(|α|, p) su
h that we have the followingestimate on the growth of the derivatives of ϕ ◦ uN with respe
t to y :

∥∥∥∥
∂αϕ ◦ uN
∂yα

∥∥∥∥
Lp(D)

≤ C′(|α|, p)Cϕ

(
1 +

√
aNmax(y)

aNmin(y)
||uN ||H1

0

)|α|∏

i∈N

√
λαi

i ‖bi‖αi
∞,where p ≤ ∞ if d = 1, p < ∞ if d = 2, and p ≤ 3

2 if d = 3 and C′(|α|, p) only depends on the length of αand p.



40 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATAProof. We �rst note that under our assumption, by Sobolev embedding we know that H1
0 (D) ⊂ Lr(D) for

r ≤ 4p, we then denote by κr the norm of this Sobolev embedding.For |α| = 1, we have :
∂ϕ ◦ uN
∂yi

(y) = ϕ′ ◦ uN(y)
∂uN
∂yi

(y)

∥∥∥∥
∂ϕ ◦ uN
∂yi

(y)

∥∥∥∥
Lp

≤ Cϕ

∥∥∥∥
∂uN
∂yi

(y)

∥∥∥∥
Lp

≤ κpCϕ

√
λi‖bi‖∞

√
aNmax(y)

aNmin(y)
||uN ||H1

0
.Then, for |α| = 2, using Hölder inequality :

∂2ϕ ◦ uN
∂yi∂yj

(y) = ϕ′ ◦ uN(y)
∂2uN
∂yi∂yj

(y) + ϕ′′(uN )(y)
∂uN
∂yi

(y)
∂uN
∂yj

(y)

∥∥∥∥
∂2ϕ ◦ uN
∂yi∂yj

(y)

∥∥∥∥
Lp

≤ Cϕ

∥∥∥∥
∂2uN
∂yi∂yj

(y)

∥∥∥∥
Lp

+ Cϕ

∥∥∥∥
∂uN
∂yi

(y)

∥∥∥∥
L2p

∥∥∥∥
∂uN
∂yj

(y)

∥∥∥∥
L2p

≤ κpCϕ

∥∥∥∥
∂2uN
∂yi∂yj

(y)

∥∥∥∥
H1

0

+ κ2pCϕ

∥∥∥∥
∂uN
∂yi

(y)

∥∥∥∥
H1

0

∥∥∥∥
∂uN
∂yj

(y)

∥∥∥∥
H1

0

≤ (κp + κ2p)Cϕ

√
λi
√
λj‖bi‖∞‖bj‖∞

(
1 +

√
aNmax(y)

aNmin(y)
||uN(y)||H1

0

)2

.The 
ase |α| = 3, 4 are treated similary.We are now ready to estimate the weak error, i.e. the quantity E[ϕ(uN )−ϕ(u)] in Lp-norm. Before statingand proving the estimate on the weak error, we give the basi
 idea of the proof. To estimate the weak error,we 
onsider the Taylor expansion at order 2 of ϕ(uN )− ϕ(u) and remark that �rst order terms and se
ondorder terms su
h that i 6= j are mean-free. In the 
ase where ϕ is the identity, formally the se
ond orderdevelopment is :
u(ω, x)− uN(ω, x) = u(Y1(ω), ..., YN (ω), YN+1(ω), ..., x) − u(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)

=
∑

i>N

∂u

∂yi
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)Yi(ω)

+
1

2

∑

i,j>N

∂2u

∂yi∂yj
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)Yi(ω)Yj(ω) + ...Combining the independen
e of the Yi with the fa
t that the Yi are mean-free yields that the following termsare mean-free :

E

[
∂u

∂yi
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)Yi(ω)

]
= E

[
∂u

∂yi
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)

]
E[Yi(ω)]

= 0.Analogously, for i 6= j,
E

[
∂2u

∂yi∂yj
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)Yi(ω)Yj(ω)

]

= E

[
∂2u

∂yi∂yj
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)

]
E[Yi(ω)]E[Yj(ω)]

= 0.



2.5. WEAK CONVERGENCE OF UN TO U 41The proof below shows that indeed the dominant in the error on the expe
ted value is
∑

i>N

E

[
∂2u

∂y2i
(Y1(ω), ..., YN (ω), 0, ..., x)

]We now give the general and pre
ise result and its proof.Theorem 2.5.3. For any p ≤ ∞ if d = 1, p < ∞ if d = 2, and p ≤ 3
2 if d = 3, there exists a 
onstant

C2.5.3(ϕ, p) su
h that for all N ∈ N, for all ϕ ∈ C4(R,R) whose derivatives (ex
luding ϕ itself) are boundedby a 
onstant Cϕ, we have :
‖Eω[ϕ(uN )− ϕ(u)]‖Lp(D) ≤ C2.5.3(ϕ, p)R

0
NRemark 2.5.4. More generally, the result 
an be extended to the 
ase where the derivatives of ϕ are boundedby a polynomial, under extra regularity assumptions on f . This is important sin
e it enables to treat the 
aseof the moments of u. However, this generalization requires additionnal te
hni
al di�
ulties.Remark 2.5.5. The weak error at order N is bounded by R0

N , whereas the strong error at order N is boundedby √Rα
N for any α as in Assumption 2.3.1. Therefore the weak order is indeed twi
e the strong order if we
an take α as 
lose to zero as we want in Assumption 2.3.1, whi
h is the 
ase in the 
ase of the examplesexposed in Se
tion 2.7.We give an error analysis in Lp norm. This is of 
ourse a weaker result than an error in H1 norm. Asimilar result is true with this stronger norm, and in fa
t it is even true in C1 norm. However, the proofrequires to have a pre
ise estimate of the C1,β norm of uN and its derivatives with respe
t to the yi in termsof aN . This te
hni
al estimate follows form a rather long 
omputation.Proof. Let M > N , and x ∈ D, the �rst order Taylor theorem with integral remainder gives :

Eω[(ϕ(uM )− ϕ(uN ))(ω, x)]

= Eω[ϕ(uM )(Y1(ω), ...YM (ω), x)− ϕ(uM )(Y1(ω), ...YN (ω), 0, ...0, x)]

= Eω[Dy(ϕ ◦ uM )(Y1(ω), ...YN (ω), 0, ...0, x).(0, ...0, YN+1(ω), ..., YM (ω))]

+ Eω

[∫ 1

0

(1 − t)D2
y(ϕ ◦ uM )(Y1, ...YN , tYN+1, ..., tYM , x).(0, ...0, YN+1, ..., YM )2dt

]Sin
e the random variables Yi are independent, with mean zero and unit varian
e, the �rst order term ismean-free :
Eω [Dy(ϕ ◦ uM )(Y1(ω), ...YN (ω), 0, ...0, x).(0, ...0, YN+1(ω), ..., YM (ω))]

= Eω

[
M∑

i=N+1

∂(ϕ ◦ uM )

∂yi
(Y1(ω), ...YN (ω), 0, ...0, x)Yi(ω)

]

=

M∑

i=N+1

Eω

[
∂(ϕ ◦ uM )

∂yi
(Y1(ω), ...YN (ω), 0, ...0, x)

]
Eω[Yi(ω)]

= 0We now bound the integral remainder term, to begin with we split it into two terms :
Eω [(ϕ(uM )− ϕ(uN ))(ω, x)]

=
∑

N+1≤i,j≤M

∫ 1

0

(1− t)Eω

[
∂2(ϕ ◦ uM )

∂yi∂yj
(Y1, ...YN , tYN+1, ..., tYM , x)YiYj

]
dt

=
∑

N+1≤i≤M

∫ 1

0

(1− t)Eω

[
∂2(ϕ ◦ uM )

∂y2i
(Y1, ...YN , tYN+1, ..., tYM , x)Y

2
i

]
dt

+
∑

N+1≤i6=j≤M

∫ 1

0

(1 − t)Eω

[
∂2(ϕ ◦ uM )

∂yi∂yj
(Y1, ...YN , tYN+1, ..., tYM , x)YiYj

]
dt



42 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATAFirst we give an estimate for the �rst error 
ontribution. Using the bound of the derivatives of ϕ ◦ uM givenin Proposition 2.5.2, we get for N + 1 ≤ i ≤M :
∥∥∥∥
∫ 1

0

(1− t)Eω

[
∂2(ϕ ◦ uM )

∂y2i
(Y1, ...YN , tYN+1, ...tYM , x)Y

2
i

]
dt

∥∥∥∥
Lp(D)

≤
∫ 1

0

(1− t)Eω

[∥∥∥∥
∂2(ϕ ◦ uM )

∂y2i
(Y1, ...YN , tYN+1, ...tYM , x)

∥∥∥∥
Lp(D)

Y 2
i

]
dt

≤ C′(2, p)Cϕ‖bi‖2∞λi
∫ 1

0

Eω



(
1 +

√
amax
N

amin
N

||uM ||H1
0

)2

(Y1, ..., YN , tYN+1, ..., tYM , x)Y
2
i


 dt

≤ 2C′(2, p)Cϕ‖bi‖2∞λi
∫ 1

0

Eω

[(
1 +

amax
N

amin
N

||uM ||2H1
0

)
(Y1, ..., YN , tYN+1, ..., tYM )Y 2

i

]
dt.

We de�ne, for t ∈ [0, 1], γt ∈ [0, 1]M by γt(i) = 1 for i ≤ N and γt(i) = t for i > N , then by Hölder inequalityand Proposition 2.3.10 and Lemma 2.4.3 we have :
Eω

[
amax
M

amin
M

‖uM‖2H1
0
(Y1, ..., YN , tYN+1, ..., tYM , x)Y

2
i

]

≤ ‖amax
γt,M‖L4(Ω)

∥∥∥∥∥
1

amin
γt,M

∥∥∥∥∥
L4(Ω)

‖uγt

M‖2L8(Ω,H1
0 )
‖Yi‖2L8(Ω)

≤ D2
4G

2
8m

2
8.Where m8 is the moment of order 8 of a gaussian with mean zero and unit varian
e.We obtain �nally the following bound for the �rst term of the error 
ontribution.

∥∥∥∥∥∥
∑

N+1≤i≤M

∫ 1

0

(1− t)Eω

[
∂2uM
∂y2i

(Y1, ..., YN , tYN+1, ..., tYM , x)Y
2
i

]
dt

∥∥∥∥∥∥
Lp(D)

≤ 2C′(2, p)Cϕ(m4 +D2
4G

2
8m4)

∑

N+1≤i≤M

λi‖bi‖2∞

≤ Cϕk1(p)R
0
N .Where k1(p) = 2C′(2, p)C2(m4 + D2

4G
2
8m

2
8). Next we give an estimate for the se
ond term of the error
ontribution, by using on
e again the independen
e of the random variables Yi, for N + 1 ≤ i < j ≤ M we
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∫ 1

0

(1− t)E

[
∂2(ϕ ◦ uM )

∂yi∂yj
(Xt,1,1

i,j , x)YiYj

]
dt

=

∫ 1

0

(1− t)E

[
∂2(ϕ ◦ uM )

∂yi∂yj
(Xt,1,1

i,j , x)YiYj

]
dt

−
∫ 1

0

(1− t)E

[
∂2(ϕ ◦ uM )

∂yi∂yj
(Xt,0,1

i,j , x)YiYj

]
dt

= E

[∫∫

[0,1]2
(1− t)(1 − u)t

∂3(ϕ ◦ uM )

∂y2i ∂yj
(Xt,u,1

i,j , x)Y 2
i Yjdtdu

]

= E

[∫∫

[0,1]2
(1− t)(1 − u)t

∂3(ϕ ◦ uM )

∂y2i ∂yj
(Xt,u,1

i,j , x)Y 2
i Yjdtdu

]

− E

[∫∫

[0,1]2
(1− t)(1 − u)t

∂3(ϕ ◦ uM )

∂y2i ∂yj
(Xt,u,0

i,j , x)Y 2
i Yjdtdu

]

= E

[∫∫∫

[0,1]3
(1− t)(1− u)(1− s)t2

∂4(ϕ ◦ uM )

∂y2i ∂y
2
j

(Xt,u,s
i,j , x)Y 2

i Y
2
j dtduds

]
.Where the random variables Xt,u,s

i,j (ω) are de�ned by
Xt,u,s

i,j (ω) = (Y1, ..., YN , tYN+1, ..., tuYi, ..., tsYj , ..., tYM )(ω).By Proposition 2.5.2, we have then :
∥∥∥∥∥E
[∫∫∫

[0,1]3
(1− t)(1 − u)(1− s)t2

∂4(ϕ ◦ uM )

∂y2i ∂y
2
j

(Xt,s,u
i,j , x)Y 2

i Y
2
j dtduds

]∥∥∥∥∥
Lp(D)

≤
∫∫∫

[0,1]3
(1 − t)(1− u)(1− s)t2E



∥∥∥∥∥
∂4(ϕ ◦ uM )

∂y2i ∂y
2
j

(Xt,s,u
i,j , x)

∥∥∥∥∥
Lp(D)

Y 2
i Y

2
j


 dtduds

≤ C′(4, p)‖bi‖2∞‖bj‖2∞Cϕλiλj

∫∫∫

[0,1]3
E



(
1 + ‖uM‖H1

0

√
amax
M

amin
M

)4

(Xt,s,u
i,j , x)Y 2

i Y
2
j


 dtduds

≤ 23C′(4, p)‖bi‖2∞‖bj‖2∞Cϕλiλj


m4 +

∫∫∫

[0,1]3
E



(
‖uM‖H1

0

√
amax
M

amin
M

)4

(Xt,s,u
i,j , x)Y 2

i Y
2
j


 dtduds


 .We de�ne, for t, s, u ∈ [0, 1], γt,s,u ∈ [0, 1]M by γt,s,u(n) = 1 for n ≤ N , γt,s,u(n) = t for n > N su
h that

n 6= i, n 6= j, γt,s,u(i) = tu, and γt,s,u(j) = ts.Then, Hölder inequality 
ombined with Proposition 2.3.10 and Lemma 2.4.3 yields the following estimate :
Eω



(√

amax
M

amin
M

‖uM‖H1
0

)4

(Xt,s,u
i,j , x)Y 2

i Y
2
j




≤ ‖amax
γt,s,u,M‖2L10(Ω)

∥∥∥∥∥
1

amin
γt,s,u,M

∥∥∥∥∥

2

L10(Ω)

‖uγt,s,u

M ‖4L20(Ω,H1
0 )
‖Y 2

i ‖L5(Ω)‖Y 2
j ‖L5(Ω)

≤ D4
10‖u

γt,s,u

M ‖4L20(Ω,H1
0 )
m

2
5
10

≤ D4
10G

4
20m

2
5
10.



44 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATAWe have �nally the following estimate for the se
ond term of the error 
ontribution :
∥∥∥∥∥∥

∑

N+1≤i6=j≤M

∫ 1

0

(1− t)E

[
∂2uM
∂yi∂yj

(Y1, ...YN , tYN+1, ..., tYM , x)YiYj

]
dt

∥∥∥∥∥∥
Lp(D)

≤ 27C′(4, p)Cϕ(m4 +D4
10G

4
20m

2
5
10)

∑

N+1≤i6=j≤M

λiλj‖bi‖2∞‖bj‖2∞

≤ Cϕk2(p)
∑

N+1≤i6=j≤M

λiλj‖bi‖2∞‖bj‖2∞.Where k2(p) = 27C′(4, p)(m4 +D4
10G

4
20m

2
5
10).We have �nally the following estimate for the total error :

Eω [(ϕ(uM )− ϕ(uN ))(ω, x)]

=
∑

N+1≤i≤M

∫ 1

0

(1− t)Eω

[
∂2uM
∂y2i

(Y1, ...YN , tYN+1, ..., tYM , x)Y
2
i

]
dt

+
∑

N+1≤i6=j≤M

∫ 1

0

(1 − t)Eω

[
∂2uM
∂yi∂yj

(Y1, ...YN , tYN+1, ..., tYM , x)YiYj

]
dt.Therefore

‖Eω[(ϕ(uM )− ϕ(uN ))(ω, x)]‖Lp(D)

≤ Cϕk1R
0
N + Cϕk2

∑

N+1≤i6=j≤M

λiλj‖bi‖2∞‖bj‖2∞

≤ Cϕk1(p)R
0
N + k2(p)Cϕ


 ∑

N+1≤i≤M

λi‖bi‖2∞




2

≤ Cϕ(k1(p) + k2(p)R
0
0)R

0
N .We de�ne then C2.5.3(ϕ, p) = Cϕ(k1(p) + k2(p)R

0
0).We are now ready to 
on
lude, by giving a bound for Eω[ϕ(u)− ϕ(uN )] in Lp-norm.Let N ≥ 1, then for all M > N , we have :

||Eω[ϕ(u)− ϕ(uN )]||Lp ≤ ||Eω[(ϕ(u) − ϕ(uM ))]||Lp + ||Eω [(ϕ(uM )− ϕ(uN )))]||Lp

≤ ||ϕ(u)− ϕ(uM )||L2(Ω,Lp(D)) + C2.5.3(ϕ, p)R
0
N

≤ Cϕ||u− uM ||L2(Ω,Lp(D)) + C2.5.3(ϕ, p)R
0
N .Letting M → +∞, by Proposition 2.4.2 we have :

||Eω [ϕ(u)− ϕ(uN )]||Lp ≤ C2.5.3(ϕ, p)R
0
N .Remark 2.5.6. Note that the independan
e of the Yi is 
ru
ial in the proof of 2.5.3. This is always the 
asewhen one takes the Karhunen-Loève expansion of a gaussian �eld.2.6 An estimate of the total error for the 
ollo
ation methodIn this se
tion, we re
all the sto
hasti
 
ollo
ation method and slightly generalize the proof of the 
onver-gen
e result given in [1℄ to the 
ase 
onsidered here where the assumption of uniform 
oer
ivity with respe
t



2.6. AN ESTIMATE OF THE TOTAL ERROR FOR THE COLLOCATION METHOD 45to ω is not valid. Sin
e we use many preliminary results of [1℄, we keep their framework and their notations.As we will see later, it is unfortunately di�
ult to get a relevant estimate of the dependan
e with respe
t to
N of the 
onstant appearing by bounding the 
ollo
ation error.With the same notations and assumptions as above, we have a regularity result for the solution uN withrespe
t to y. We introdu
e a weight σ(y) =

∏N
n=1 σn(yn), where σn(yn) = e−αn|yn|, for any α ∈ RN su
hthat αn ≥ √

λn‖bn‖∞ for all 1 ≤ n ≤ N , and the fun
tional spa
e
C0
σ(R

N , V ) = {v : RN → V , v 
ontinuous in y, sup
y∈RN

‖σ(y)v(y)‖V < +∞},for any Bana
h spa
e V . We denote by ρ the density of Y = (Y1, ..., YN ), we have then ρ(y) =∏N
n=1 ρn(y) =

1
(2π)N/2 e

− PN
n=1

y2n
2 . The following in
lusion holds true :

C0
σ(R

N , H1
0 (D)) ⊂ L2

ρ(R
N , H1

0 (D)),with 
ontinuous embedding. More pre
isely, for any v ∈ C0
σ(R

N , H1
0 (D)), we have

‖v‖L2
ρ(R

N ,H1
0 (D)) ≤ kα‖v‖C0

σ(R
N ,H1

0 (D))where kα =
∏N

n=1
1√
2π

∫
e−

y2n
2 +2αn|yn|dyn.Proposition 2.6.1. The solution uN of the equation :
{

−divx(aN (y, x)∇xuN(y, x)) = f(x) on D,
uN (y, x) = 0 on ∂D,satis�es uN ∈ C0

σ(R
N , H1

0 (D)).Proof. We re
all that y 7→ u(y) is 
ontinuous from RN to H1
0 (D). For all y ∈ RN , sin
e 1

amin
N (y)

≤
e

PN
n=1

√
λn‖bn‖∞|yn|, by (2.1) we have :

σ(y)‖uN (y)‖H1
0 (D) ≤ σ(y)

CD

amin
N (y)

‖f‖L2(D)

≤ CD‖f‖L2(D)e
PN

n=1(
√
λn‖bn‖∞−αn)|yn|

≤ CD‖f‖L2(D).We now give an analyti
ity result of the solution uN with respe
t to y, based on one-dimensional ar-guments in ea
h dire
tion yn. We introdu
e the following notation : for any 1 ≤ n ≤ N and y ∈ RN ,
y = (yn, y

∗
n), where y∗n ∈ RN−1. We set ρ∗n(y) =∏j 6=n ρj(y) and σ∗

n(y) =
∏

j 6=n σj(y).Proposition 2.6.2. For any 1 ≤ n ≤ N , the solution uN (yn, y
∗
n, x) as a fun
tion of yn, u : R →

C0
σ∗
n
(RN−1, H1

0 (D)) admits an analyti
 extension u(z, y∗n, x), z ∈ C, in the region of the 
omplex plane
Σ(τ) = {z ∈ C, dist(z,R) ≤ τ}, for τ < rn = 1

2‖bn‖∞
√
λn

, moreover, for all z ∈ Σ(τ),
‖σn(Re z)uN(z)‖C0

σ∗
n
(RN−1,H1

0 (D)) ≤
CD

1− 2‖bn‖∞
√
λnτn

‖f‖L2(D)e
αnτn . (2.5)Proof. For any y ∈ RN , uN(y) satis�es the following variational formulation :

∫

D

aN (y, x)∇uN (y, x)∇v(x)dx =

∫

D

f(x)v(x)dx ∀v ∈ H1
0 (D).



46 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATATherefore, for every y ∈ RN , for any k ≥ 1, the kth derivative of uN with respe
t to yn satis�es the followingvariational formulation :
∫

D

aN (y, x)∇∂kuN
∂ykn

(y, x)∇v(x)dx

= −
k∑

l=1

(
k
l

)∫

D

∂laN
∂yln

(y, x)∇∂k−luN

∂yk−l
n

(y, x)∇v(x)dx ∀v ∈ H1
0 (D).Sin
e ∣∣∣∣

∂laN
∂yln

(y, x)

∣∣∣∣ ≤ (
√
λn‖bn‖∞)l|aN (y, x)| ≤ (

√
λn‖bn‖∞)l|aN (y, x)|l!,we obtain the re
ursive inequalities

∥∥∥∥
√
aN (y, x)∇∂kuN

∂ykn
(y, x)

∥∥∥∥
L2(D)

≤
k∑

l=1

(
k
l

)
(‖bn‖∞

√
λn)

ll!

∥∥∥∥
√
aN (y, x)∇∂k−luN

∂ykn
(y, x)

∥∥∥∥
L2(D)

,

∥∥∥
√
aN (y, x)∇∂kuN

∂yk
n
(y, x)

∥∥∥
L2(D)

k!
≤

k∑

l=1

(‖bn‖∞
√
λn)

l
‖
√
aN (y, x)∇∂k−luN

∂yk−l
n

(y, x)‖L2(D)

(k − l)!
.A re
urren
e yields :

‖
√
aN (y, x)∇∂kuN

∂yk
n
(y, x)‖L2(D)

k!
≤ ‖

√
aN (y, x)∇uN(y, x)‖L2(D)(2‖bn‖∞

√
λn)

k.And �nally :
‖∂kuN

∂yk
n
(y, .)‖H1

0 (D)

k!
≤ CD√

amin
N (y)

‖f‖L2(D)(2‖bn‖∞
√
λn)

k.We now de�ne for every yn ∈ R the power series uN : C → C0
σ∗
n
(RN−1, H1

0 (D)) as
uN (z, y∗n, x) =

+∞∑

k=0

(z − yn)
k

k!

∂kuN
∂ykn

(yn, y
∗
n, x).Sin
e

∥∥∥∥
|z − yn|k

k!

∂kuN
∂ykn

(yn, y
∗
n, x)

∥∥∥∥
C0

σ∗
n(RN−1,H1

0
(D))

≤ CD‖f‖L2(D)e

√
λn‖bn‖∞|yn|

2 (2‖bn‖∞
√
λn)

k|z − yn|kthe radius of 
onvergen
e of this series is rn = 1
2‖bn‖∞

√
λn

. Moreover, take τn ∈]0, rn[, sin
e for all z ∈ Csu
h that |z − yn| ≤ τ , σn(Re(z)) ≤ eαnτσn(yn) we have the following estimate :
‖σn(Re(z))uN(z)‖C0

σ∗
n(RN−1,H1

0 (D))
≤ CD

1− 2‖bn‖∞
√
λnτn

‖f‖L2(D)e

„√
λn‖bn‖∞

2 −αn

«

|yn|
eαnτn

≤ CD

1− 2‖bn‖∞
√
λnτn

‖f‖L2(D)e
αnτn .Hen
e, by a 
ontinuation argument, the fun
tion uN (y) 
an be extended analyti
ally on the whole region

Σ(τ) and estimate (2.5) follows.We re
all here the sto
hasti
 
ollo
ation method : we seek a numeri
al approximation to the exa
t solution
uN of the equation {

−divx(aN (y, x)∇xuN(y, x)) = f(x) on D,
uN(y, x) = 0 on ∂D,in a �nite dimensional subspa
e Vp,h based on a tensor produ
t, Vp,h = Rp(R

N )⊗Hh(D), where the followinghold :



2.6. AN ESTIMATE OF THE TOTAL ERROR FOR THE COLLOCATION METHOD 47� Hh(D) ⊂ H1
0 (D) is a standard �nite element spa
e, whi
h 
ontains 
ontinuous pie
ewise polynomialsde�ned on regular triangulations Th that have a maximum mesh spa
ing parameter h > 0.� Rp(R

N ) ⊂ L2
ρ(R

N ) is the span of tensor produ
t polynomials with degree at most p = (p1, ..., pN ) i.e.,
Rp(R

N ) = ⊗N
n=1Rpn(R), with

Rpn(R) = span(ymn ,m = 0, ..., pn), n = 1, ..., N.We �rst introdu
e the semidis
rete approximation uhN : R → Hh(D), obtained by proje
ting (2.6) onto thesubspa
e Hh(D), for ea
h y ∈ R, i.e.
∫

D

aN (y, x)∇uhN (y, x)∇v(x)dx =

∫

D

f(x)v(x)dx, ∀v ∈ Hh(D). (2.6)The next step 
onsists in 
ollo
ating (2.6) on the zeros of orthogonal polynomials and building the dis
retesolution uh,pN ∈ Rp(R
N ) ⊗ Hh(D) by interpolating in y the 
ollo
ated solutions. For ea
h dimension n =

1, ..., N, let yn,kn , 1 ≤ kn ≤ pn + 1, be the pn + 1 roots of the Hermite polynomial qpn+1 of degree pn + 1,whi
h then satis�es ∫
R
qpn+1(y)v(y)ρ(y)dy = 0 for all v ∈ Rpn(R). To any ve
tor of indexes [k1, ..., kN ] weasso
iate the global index

k = k1 + p1(k2 − 1) + p1p2(k3 − 1) + ...and we denote by yk the point yk = [y1,k1 , y2,k2 , ..., yN,kN ] ∈ RN . We also introdu
e, for ea
h n = 1, 2, ..., Nthe Lagrange basis {ln,j}pn+1
j=1 of the spa
e Rpn(R),
ln,j ∈ Rpn(R), ln,j(yn,k) = δjk, j, k = 1, ..., pn + 1,where δjk is the Krone
ker symbol, and we set lk(y) = ∏N

n=1 ln,kn(yn). The points yk are then the nodes ofthe Gaussian quadrature formula asso
iated to the weight ρ. Hen
e, the �nal approximation is given by
uh,pN (y, x) =

Np∑

k=1

uhN (yk, x)lk(y),where uhn(yk, x) is the solution of problem (2.6) for y = yk.Equivalently, if we introdu
e the Lagrange interpolant operator
Lp : C0(RN , H1

0 (D)) → Rp(R
N )⊗H1

0 (D),su
h that
Lpv(y) =

N∑

n=1

v(yk)lk(y), ∀v ∈ C0(RN , H1
0 (D)),then we have simply uh,pN = Lpu

h.Finally, for any 
ontinuous fun
tion g : RN → R we introdu
e the Gauss quadrature formula Ep
ρ [g] approxi-mating the integral ∫

RN g(y)ρ(y)dy as
Ep

ρ [g] =

Np∑

k=1

ωkg(yk), ωk =

N∏

n=1

ωkn , ωk,n =

∫

R

l2kn
(y)ρn(y)dy.This 
an be used to approximate the law of uN , i.e. we approximate the expe
ted values E[ϕ(uN (Y (ω), x))]as Ep

ρ[ϕ(u
h
N )], for some fun
tion ϕ.Our aim is to give an a priori estimate for the total error ε = uN−uh,pN in the natural norm L2

ρ(R
N , H1

0 (D)).This total error naturally splits into ε = (uN − uhN) + (uhN − uh,pN ).The �rst term is a term of spa
e dis
retization error and 
an be estimated easily, indeed, for all y ∈ RN ,



48 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATAthe fun
tion uhN(y) is the orthogonal proje
tion of uN(y) onto the subspa
e Hh(D) with respe
t to the innerprodu
t (u, v) 7→ ∫
D aN (y, x)∇u(x)∇v(x)dx. Therefore, for all y ∈ RN ,

‖(uN − uhN )(y)‖H1
0 (D) ≤

√
1

amin
N (y)

inf
v∈Hh(D)

(∫

D

aN (y, x)|∇(uN (y)− v)|2dx
) 1

2

≤
√
amax
N (y)

amin
N (y)

inf
v∈Hh(D)

‖uN(y)− v‖H1
0 (D).We 
an �nally 
on
lude for the �rst term, thanks to the standard approximation estimate for the �niteelement spa
e Hh(D), there exists a 
onstant Cfe su
h that for any v ∈ H2(D) and h > 0

min
w∈Hh(D)

‖v − w‖H1
0 (D) ≤ Cfeh‖v‖H2(D).Sin
e aN (y) is smooth for any y ∈ RN , a pre
ised form of the 
lassi
al ellipti
 regularity yields that uN(y) ∈

H2(D) for all y ∈ RN , with :
‖uN(y)‖H2(D) ≤ k

‖f‖L2(D)

amin
N (y)

(
1 +

amax
N (y)

amin
N (y)

)(
1 +

amax
N (y)

amin
N (y)

+
‖∇aN(y)‖L∞(D)

amin
N (y)

)

≤ k
‖f‖L2(D)

amin
N (y)

(
1 +

amax
N (y)

amin
N (y)

)2

(1 + ‖∇gN(y)‖L∞(D))where k is a 
onstant independent of f , N and y whose value 
hanges. The proof of the pre
ised form of theellipti
 regularity result is given in the appendix (se
tion 2.9). We 
an then bound the spa
ial dis
retizationerror, using Hölder inequality and proposition 2.3.10 :
‖(uN − uhN )(y, x)‖L2

ρ(R
N ,H1

0 (D)) ≤

kCfeh‖f‖L2(D)

∥∥∥∥∥
1

amin
N (y)

√
amax
N (y)

amin
N (y)

(
1 +

amax
N (y)

amin
N (y)

)2

(1 + ‖∇gN(y)‖L∞(D))

∥∥∥∥∥
L2

ρ(R
N )

≤ kCfe‖f‖L2(D)D8(1 +D16)
5(1 + ‖∇gN(y)‖L16(RN ,C0(D)))h.Proposition 2.6.3. There exists a 
onstant k independent of N su
h that for all h > 0

‖uN − uhN‖L2
ρ(R

N ,H1
0 (D)) ≤ k‖f‖L2(D)(1 + ‖∇gN(y)‖L16

ρ (RN ,C0(D)))h.In parti
ular, if the eigenfun
tions bn are two times 
ontinuously di�erentiable, if the following series is
onvergent ∑

n≥1

λn‖∇bn‖2∞ < +∞and if there exists 0 < θ < 1 su
h that the following series is 
onvergent
∑

n≥1

λn‖∇bn‖2(1−θ)
∞ ‖D2bn‖2θ∞ < +∞,then there exists a 
onstant k′ independent of N su
h that for all h > 0

‖uN − uhN‖L2
ρ(R

N ,H1
0 (D)) ≤ k′‖f‖L2(D)h.Otherwise we have the following general rough bound :

‖uN − uhN‖L2
ρ(R

N ,H1
0 (D)) ≤ k‖f‖L2(D)h2

N
16 e8

PN
n=1 λn‖∇bn‖2

∞ .



2.6. AN ESTIMATE OF THE TOTAL ERROR FOR THE COLLOCATION METHOD 49Proof. The �rst inequality follows from what pre
edes. Under the additional 
onditions on the eigenpairs
(λn, bn) we 
an prove, similary as in proposition 2.3.8 that for any p > 0 there exists a 
onstant B̃p su
hthat for any N ∈ N, we have

‖∇gN(y)‖Lp
ρ(RN ,C0(D̄)) ≤ B̃p.This bound 
ombined with the previous bound yields a bound for the �nite element error independent of N .The last bound, available without additional assumptions follows from the �rst bound :

‖uN − uhN‖L2
ρ(R

N ,H1
0 (D)) ≤ k‖f‖L2(D)

∥∥∥∥∥1 +
N∑

n=1

√
λn|yn|‖∇bn‖∞

∥∥∥∥∥
L16

ρ (RN )

h

≤ k‖f‖L2(D)h

(∫

RN

N∏

n=1

(2π)−1/2e16
√
λn|yn|‖∇bn‖∞− y2n

2 dy

)1/16

≤ k‖f‖L2(D)h2
N
16 e8

PN
n=1 λn‖∇bn‖2

∞ .Remark 2.6.4. In the general 
ase, the bound explodes as N → +∞. In parti
ular in the 
ase of anexponential 
ovarian
e (see further, se
tion 7.1), the bound explodes, whi
h is 
oherent with the fa
t thatthe traje
tories of solution u do not belong to H2 sin
e a does not belong to C1. However, in the 
ase ofan analyti
 
ovarian
e (see further, se
tion 7.2) we 
an obtain a bound for the �nite element error whi
h isindependent of N (see se
tion 7.2 
ombined with the last point of the previous proposition). In the general
ase, we 
an obtain a bound independent of N with a lower �nite element error order (namely 1/2 − ε forany ε > 0), see [43℄.The se
ond term uhN − uh,pN is an interpolation error, indeed uh,pN = Lpu
h
N . First, we re
all some knownresults of approximation theory for fun
tions de�ned on a one-dimensional domain with values in a Ba-na
h spa
e denoted by V . We re
all that the mono-dimensional weights ρ1 and σ1 are de�ned on R by

ρ1(y) =
1√
2π
e−

y2

2 and σ1(y) = e−α|y| for some α > 0, and 
onsider a mono-dimensional weight ν su
h thatthere exists a 
onstant a > 0 with ν(y) ≥ ae−
y2

4 The proof of the following three propositions 
an be foundin [1℄ and in the referen
es therein.Proposition 2.6.5. The operator Lp : C0
ν(R, V ) → L2

ρ1
(R, V ) is 
ontinuous. The norm of this linear 
onti-nuous operator will be denoted by C1.The following proposition, whi
h is a 
onsequen
e of a result from Uspensky [68℄, relates the approxima-tion error v − Lpv in the L2

ρ-norm with the best approximation error in the weighted C0
σ1
-norm.Proposition 2.6.6. For every fun
tion v ∈ C0

ν(R, V ) the interpolation error satis�es
‖v − Lpv‖L2

ρ1
(R,V ) ≤ C2 inf

w∈Rp(R)⊗V
‖v − w‖C0

ν(R,V )with a 
onstant C2 independent of p.We now analyze the best approximation error for a fun
tion v : R → V whi
h admits an analyti
 extensionin the 
omplex plane, in the region Σ(τ) = {z ∈ C, dist(z,R) ≤ τ} for some τ > 0. We still denote theextension by v ; in this 
ase, τ represents the distan
e between R and the nearest singularity of v(z) in the
omplex plane. The following result is a 
onsequen
e of a result from Hille [41℄.Proposition 2.6.7. Let v be a fun
tion in C0
σ1
(R, V ). We assume that v admits an analyti
 extension in thestrip of the 
omplex plane Σ(τ) for some τ > 0, and that

∀z = (y + iw) ∈ Σ(τ), σ1(y)‖v(z)‖V ≤ Cv(τ).



50 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATAThen, for any δ > 0 there exists a 
onstant C, independent of p, and a fun
tion Θ(p) = O(
√
p) su
h that

min
w∈Rp(R)⊗V

max
y∈R

∣∣∣∣‖v(y)− w(y)‖V e−
(δy)2

4

∣∣∣∣ ≤ CΘ(p)e−τδ
√
p.We are now ready to prove the following proposition, whi
h gives an estimate of the total interpolationerror :Proposition 2.6.8. For any τ = (τn)n ∈ RN with τn < rn = 1

2‖bn‖∞
√
λn

for any 1 ≤ n ≤ N , there exists a
onstant Cτ,N , independent of h and p su
h that
‖uhN − uh,pN ‖L2

ρ(R
N ,H1

0 (D) ≤ Cτ,N

N∑

n=1

√
pne

− τn√
2

√
pn‖f‖L2(D).Remark 2.6.9. In the 
ase where we 
hoose all the τn to be equal (whi
h is possible with τ < r =

min
n∈N

1
2‖bn‖∞

√
λn

for instan
e), then we 
an 
hose Cτ,N equal to Cτ2
Ne

Nα2

2 , by using a bound of kα wherewe have 
hosen the αn to be equal. In the general 
ase, i.e. with a more optimal 
hoi
e of (τn)1≤n≤N , we
ould try to expli
it how Cτ,N depends on N by looking in details at the proof of Propositions 2.6.5 and 2.6.6and espe
ially Proposition 2.6.7 and the result of Hille from whi
h it follows, but it is out of the s
ope of thispaper.Proof. From now on, we are ba
k to the the multi-dimensional problem, we are going to split the totalinterpolation error into N partial errors linked to one-dimensional interpolation errors.To begin with, repeating the arguments of Proposition 2.6.2, we obtain that uhN has the same regularity withrespe
t to y as the exa
t solution uN , i.e. more pre
isely that uhN veri�es the same properties as provedfor uN in proposition 2.6.2. We fo
us on the �rst dire
tion y1 and de�ne a one-dimensional interpolationoperator
L1 : C0

σ1
(R, L2

ρ∗
1
(R, H1

0 (D))) → L2
ρ1
(R, L2

ρ∗
1
(R, H1

0 (D))), by
L1(y1, y

∗
1 , x) =

p1+1∑

k=1

v(y1,k, y
∗
1 , x)l1,k(y1).Then, the global interpolant Lp 
an be written as the 
omposition of two interpolation operators Lp = L1 ◦

L(1)
p , where L(1)

p is the interpolation in all the dire
tions y2, y3, ..., yN ex
ept y1, i.e. L(1)
p : C0

σ∗
1
(RN−1, H1

0 (D)) →
L2
ρ∗
1
(RN−1, H1

0 (D)). We have then
‖uhN − Lpu

h
N‖L2

ρ(R
N ,H1

0 )
≤ ‖uhN − L1u

h
N‖L2

ρ(R
N ,H1

0 )
+ ‖L1(u

h
N − L(1)

p uhN)‖L2
ρ(R

n,H1
0 )
.Let us bound the �rst term. We think of uhN as a fun
tion of y1 with values in a Bana
h spa
e V , uhN ∈

L2
ρ1
(R, V ), where V = L2

ρ∗
1
(RN−1, H1

0 (D)). The following in
lusions hold true :
C0
σ1
(R, V ) ⊂ C0

G1
(R, V ) ⊂ L2

ρ1
(R, V )with G1(y1) = e−

y21
8 . Sin
e G1 ≥ ae−

y2

4 , for some a > 0, Proposition 2.6.6 yields the following estimate
‖uhN − L1u

h
N‖L2

ρ(R
n,H1

0 (D)) ≤ C2 inf
w∈Rp1(R)⊗V

‖uhN − w‖C0
G1

(R,V ).To bound the best approximation error in C0
G1

(R, V ), we employ the fa
t that uhN ∈ C0
σ1
(R, V ) and theanalyti
ity result of Proposition 2.6.2, whi
h yields the anality
ity of uhN as a fun
tion of R into V on Σ(τ1)for every τ1 < r1 and the following bound, for all z ∈ Σ(τ1) :

σ1(z)‖uhN (z)‖C0
σ∗
1
(RN−1,H1

0 (D)) ≤
CD

1− 2‖b1‖∞
√
λ1τ1

‖f‖L2(D)e
α1τ1 ,
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h implies, thanks to the 
ontinuous embedding of C0
σ∗
1
(RN−1, H1

0 (D)) into
L2
ρ∗
1
(RN−1, H1

0 (D)), that
σ1(z)‖uhN (z)‖L2

ρ∗
1
(RN−1,H1

0 (D)) ≤ kα∗
1

CD

1− 2‖b1‖∞
√
λ1τ1

‖f‖L2(D)e
α1τ1 .Re
alling that we have �xed V = L2

σ∗
1
(RN−1, H1

0 (D)) in this proof, we are now ready to 
on
lude withthe �rst term by applying proposition 2.6.7 to uhN ∈ C0
σ1
(R, V ), for τ1 < r1 and δ1 = 1√

2
, whi
h gives thefollowing bound for the best approximation error :

inf
w∈Rp1(R)⊗V

‖uhN − w‖C0
G1

(R,V ) ≤ CΘ(p1)e
− τ√

2

√
p1 .It gives then the following bound for the �rst term :

‖uhN − L1u
h
N‖L2

ρ(R
n,H1

0 (D)) ≤ C2CΘ(p1)e
− τ√

2

√
p1 .Let us bound the se
ond term. By Proposition 2.6.5 applied with ν = σ1, we bound the se
ond term :

‖L1(u
h
N − L(1)

p uhN )‖L2
ρ(R

n,H1
0 (D)) ≤ C1‖uhN − L(1)

p uhN‖C0
σ1(R,V )

.The term on the right-hand size is again an interpolation error. Thus we have to bound the interpolationerror in all the other N − 1 dire
tions, uniformly with respe
t to y1 (in the weighted norm C0
σ1
). We 
anpro
eed iteratively, de�ning an interpolation L2, bounding the resulting error in the dire
tion y2, and so on.The result and proof for the 
ollo
ation error is very similar to [1℄, ex
ept that the non-uniform bounded-ness and 
oer
ivity have to be taken into a

ount using the weight σ. Moreover, we have provided a boundfor the �nite element error making expli
it the dependan
e on N .2.7 ExamplesIn this se
tion, we give examples of 
ovarian
e fun
tion cov[g] and the strong and weak 
onvergen
eresults 
orresponding.2.7.1 The exponential kernel 
ase on a boxIn this subse
tion, we 
onsider the 
ase where the 
ovarian
e kernel k is exponential, i.e. k(x) = σ2e−

x
ℓand D is a box, the length ℓ is 
alled the 
orrelation length and the norm 
hoosen on D is ‖x − y‖1 =∑d

i=1 |xi − yi|. In this 
ase the eigenvalues and the eigenfun
tions 
an be found analyti
ally, we �rst showthat the assumptions done in se
tion 1 are ful�lled and then give the 
onvergen
e rate for the strong andweak 
onvergen
e of uN to u. We �rst treat the mono-dimensional 
ase, for 
onvenien
e we suppose that thedomain D is (0, 1). We have then analyti
 expressions for the eigenvalues and eigenfun
tions, the proof 
anbe found in [76℄. We 
onsider the 
hara
teristi
 equation
(ℓ2w2 − 1) sin(w) = 2ℓw cos(w)and denote by (wn)n≥1 the sequen
e of its positive roots sorted in an in
reasing number, then the eigenvaluesof the Karhunen-Loève development 
an be expressed as λn = 2ℓσ2

ℓ2w2
n+1 and the eigenfun
tions as bn(x) =

αn(sin(wnx) + ℓwn cos(wnx)) where αn = 1√
(ℓ2w2

n+1)/2+ℓ
. The sequen
e of the roots (wn) satis�es wn ∼

n→+∞
nπ, whi
h yields the following equivalents for the eigenvalues and eigenfun
tions :

λn ∼
n→+∞

2σ2

ℓπ2n2
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bn(x) ∼

n→+∞

√
2 cos(wnx).We 
an now show that su
h a 
ovarian
e kernel ful�lls the Assumptions 2.3.1 and 2.3.6 : k ∈ C0,1(R),the eigenfun
tions bn are 
ontinuously di�erentiable, and we have ‖bn‖∞ ≤ 2

√
2, ‖b′n‖∞ ≤ 2

√
2(n + 1/2)πfor every n ≥ 0 and for any 0 ≤ α < 1/2, the series∑n≥1 λn‖bn‖

2(1−α)
∞ ‖∇bn‖2α∞ is 
onvergent. Moreover, forany 0 < α < 1/2 we have

Rα
N =

∑

n>N

λn‖bn‖2(1−α)
∞ ‖∇bn‖2α∞ ≤ 2σ2

ℓπ2

∑

n>N

n2α−2 ≤ 2σ2

ℓπ2(1 − 2α)
N2α−1.We 
an then dedu
e that Assumption 2.3.5 is ful�lled for p0 > 1

1−2α . We 
an therefore apply the results ofse
tions 3 and 4. The appli
ation of Theorem 2.4.2 gives the following strong 
onvergen
e result :Proposition 2.7.1. For every p > 0 and 0 < α < 1/2, uN 
onverges to u almost surely and there exists a
onstant C2.7.1(α, p) su
h that for any N ∈ N,
‖u− uN‖Lp(Ω,H1

0 (D)) ≤ C2.7.1(α, p)N
2α−1

2 ,where C2.7.1(α, p) =
2σ2

ℓπ2(1−2α)Fα,p.Proof.On the other hand, Theorem 2.5.3 yields the following weak 
onvergen
e result :Proposition 2.7.2. For any p ≤ ∞ and ϕ ∈ C4(R,R) whose derivatives are bounded, then there exists a
onstant C(ϕ, p) su
h that for any N ∈ N we have :
‖E[ϕ(uN )− ϕ(u)]‖Lp(D) ≤ C2.7.2(ϕ, p)

1

N
,where C2.7.2(ϕ, p) = C2.5.3(ϕ, p)

2σ2

ℓπ2 .We now treat the 
ase where the spatial dimension is d = 2, the following result 
an be extended for anydimension d. We 
hoose for the sake of simpli
ity D = (0, 1)2, but it 
an be immediately generalized to the
ase where D is a box. We denote by (µn)n≥1 the sequen
e of the eigenvalues sorted in a de
reasing orderand by (cn)n≥1 the 
orresponding eigenfun
tions. Sin
e the bn are distin
t, for any n ≥ 1, there exists aunique (i, j) ∈ (N∗)2 su
h that cn(x) = bi(x1)bj(x2) and we have then µn = λiλj . Indeed the eigenve
tors indimension 2 are obtained as the tensor produ
t of the mono-dimensional eigenve
tors, sin
e we 
hoose thenorm ‖.‖1. We 
an then de�ne the following bije
tive fun
tion :
g : (N∗)2 → N

∗

(i, j) 7→ n su
h that cn(x) = bi(x1)bj(x2)First we noti
e that (n− 1
2

)
π ≤ wn ≤

(
n+ 1

2

)
π, therefore, for any n ≥ 1

λn ≤ 2ℓσ2

ℓ2
(
n− 1

2

)2
π2

≤ 8σ2

ℓπ2

1

n2and
λn ≥ 2ℓσ2

ℓ2
(
n+ 1

2

)2
π2 + 1

≥ 2ℓσ2

1 + 4π2ℓ2
1

n2
.We re
all that the mono-dimensional eigenfun
tions bn are 
ontinuously di�erentiable and that there existsa 
onstant C su
h that ‖bn‖∞ ≤ C and ‖b′n‖∞ ≤ Cn for all n ≥ 1. Therefore, for any (i, j) ∈ (N∗)2,

cg(i,j)(x) = bi(x1)bj(x2) is 
ontinuously di�erentiable, ‖cg(i,j)‖∞ ≤ ‖bi‖∞‖bj‖∞ ≤ C2, and
‖∇cg(i,j)‖∞ =

∥∥∥∥
(
b′i(x1)bj(x2)
bi(x1)b

′
j(x2)

)∥∥∥∥
∞

≤ C2(i + j) ≤ 2C2ij.



2.7. EXAMPLES 53For any 0 ≤ α < 1/2, we have
∑

ij

λiλj‖cg(i,j)‖2(1−α)
∞ ‖∇cg(i,j)‖2α∞ ≤ 2C2

∑

ij

λiλj(ij)
2α

≤ 2C2

(
8lσ2

l2π2

)2

n2(α−1)d(n).where d(n) is the number of divisors of n. Therefore, for any ε su
h that 1 − 2α > ε > 0, there exists a
onstant kℓ,ε,σ su
h that
∑

ij

λiλj‖cg(i,j)‖2(1−α)
∞ ‖∇cg(i,j)‖2α∞ ≤ kℓ,σ,εn

2(α−1)+ε.This proves that Assumption 2.3.1 is ful�lled. We now bound Rα
N to get almost sure 
onvergen
e and tobound the strong and weak errors.Take (i, j) su
h that ij, then if (p, q) is su
h that λpλq ≥ λiλj we have :

(
8ℓσ2

ℓ2π2

)2
1

p2q2
≥ λpλq ≥ λiλj ≥

(
2ℓσ2

1 + 4π2ℓ2

)2
1

n2whi
h yields the following bound for g(i, j) :
g(i, j) ≤ Card {(p, q)|λpλq ≥ λiλj}

≤ Card

{
(p, q)|pq ≤ 4(1 + 4π2ℓ2)

ℓ2π2
n

}

≤ C′
ℓ n log(n),where C′

ℓ is a 
onstant whi
h depends only on ℓ, be
ause
Card{(i, j)|ij ≤ n} ≤ n+

n

2
+
n

3
+ ...+ 1

≤ n(1 + log(n+ 1)).For any ε > 0 there exists a 
onstant Cℓ,ε su
h that for all i, j ≥ 1

g(i, j) ≤ Cℓ,ε(ij)
1+ε.Therefore g(i, j) > N implies ij > pN,ε =

(
N

Cℓ,ε

) 1
1+ε for any ε > 0.Take 0 ≤ α < 1/2 and ε > 0 su
h that 2α+ ε < 1,

Rα
N =

∑

n>N

µn‖cn‖2(α−1)
∞ ‖∇cn‖2α

≤
∑

n>pN,ε

∑

ij

λiλj‖cg(i,j)‖2(1−α)
∞ ‖∇cg(i,j)‖2α∞

≤ kl,σ,ε
∑

n>pN,ε

n2(α−1)+ε

≤ kl,σ,ε
(pn,ε)

2α+ε−1

1− 2α− ε

≤ kl,σ,ε

(1 − 2α− ε)C
2α+ε−1

1+ε

ℓ,ε

N
2α+ε−1

1+ε .From this bound, we also dedu
e that Assumption 2.3.5 is ful�lled.We 
an then apply Theorem 2.4.2 whi
h gives a strong 
onvergen
e result, and Proposition 2.3.6



54 CHAPITRE 2. STRONG AND WEAK ERROR ESTIMATES FOR PDES WITH RANDOM DATAProposition 2.7.3. For every p > 0 and 0 < β < 1/2, there exists a 
onstant C2.7.3(β, p) su
h that for any
N ∈ N,

‖u− uN‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤ C2.7.3(β, p)N

2β−1
2 ,and uN 
onverges to u almost surely.On the other hand, Theorem 2.5.3 yields the following weak 
onvergen
e result :Proposition 2.7.4. For any p <∞, ε > 0 and ϕ ∈ C4(R,R) whose derivatives are bounded , there exists a
onstant C2.7.4(ε, ϕ, p) su
h that for any N ∈ N, we have :

‖E[ϕ(uN )− ϕ(u)]‖Lp(D) ≤ C2.7.4(ε, ϕ, p)N
−1+ε.Remark 2.7.5. This applys only if the domain is a box. However, for a general domain D, we 
an use therestri
tion of the Karhunen-Loève expansion of the gaussian �eld on a bigger domain whi
h is a box. Wenoti
e that it is not a Karhuen-Loève expansion anymore.2.7.2 The analyti
 
ovarian
e kernel 
aseWe suppose here that the 
ovarian
e fun
tion cov[g] is analyti
 on D×D, whi
h is the 
ase of a gaussian
ovarian
e fun
tion cov[g](x, y) = σ2e

− ‖x−y‖2
ℓ2|D|2 in parti
ular. Then we have the following result from Frauen-felder, S
hwab and Todor given in [24℄ about the eigenvalues de
ay and about the de
ay of the derivativesof the eigenfun
tions :Proposition 2.7.6. There exists two 
onstants c1, c2 > 0 su
h that for all n ≥ 1

λn ≤ c1e
−c2n

1/d

.For any s > 0 there exists a 
onstant cs su
h that for any n ≥ 1,
‖bn‖∞ ≤ cs|λn|−s and ‖∇bn‖∞ ≤ cs|λn|−s.The Assumptions 2.3.1 and 2.3.5 are ful�lled, we 
an then apply the results of se
tions 2.4 and 2.5.Proposition 2.7.7. For any 0 < s < 1

2 , and p > 0, there exists a 
onstant C2.7.7(s, p) su
h that for all
N ∈ N

‖u− uN‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤ C2.7.7(s, p)

√∑

n>N

λ1−2s
n ,therefore, for any 0 < s < 1/2 and p > 0 there exists a 
onstant C′

2.7.7(s, p, d) depending on p, s, d, c1 and c2su
h that for any N ∈ N

‖u− uN‖Lp(Ω,H1
0 (D)) ≤ C′

2.7.7(s, p, d)N
d−1
2d e−

c2(1−2s)
2 N1/d

.We have also almost sure 
onvergen
e.Proposition 2.7.8. For any p ≤ ∞ if d = 1, p < ∞ if d = 2, and p ≤ 3
2 if d = 3 and 0 < s < 1

2 , and forall ϕ ∈ C4(R,R) whose derivatives are bounded there exists a 
onstant C2.7.8(ϕ, p, s) su
h that for all N ∈ N,we have :
‖E[ϕ(uN )− ϕ(u)]‖Lp(D) ≤ C2.7.8(ϕ, p, s)

∑

n>N

λ1−2s
n ,therefore, for any 0 < s < 1

2 , there exists a 
onstant C′
2.7.8(ϕ, p, s) depending on d, s, p, c1 and c2 su
h thatfor all N ∈ N, for all ϕ ∈ C4(R,R) whose derivatives are bounded by a 
onstant Cϕ

‖E[ϕ(uN )− ϕ(u)]‖Lp(D) ≤ C′
2.7.8(ϕ, p, s)N

d−1
d e−c2(1−2s)N1/d

.



2.8. CONCLUSIONS 552.8 Con
lusionsIn this work we have established estimates of the error on the solution of the ellipti
 partial di�erentialequation, resulting from the approximation of the lognormal random �eld a through the trun
ature ofthe Karhunen-Loève expansion of log(a). This approximation is indeed the �rst step of several numeri
almethods, in parti
ular galerkin sto
hasti
 methods and 
ollo
ation methods. In these methods, sin
e the
omputational 
ost in
reases very fast with the trun
ature order N , it is 
ru
ial to have good estimates ofthe error 
ommited on the solution u.We �rst showed that the strong error de
reases like the error on the Karhunen-Loève expansion of log(a) inthe natural L2(Ω×D) norm, i.e. is bounded by the squared root of the remainder of the eigenvalues series.We next showed that this bound 
an be improved by looking at the weak error, whi
h is a natural quantityof interest sin
e we are interested on the law of the solution. The bound for the weak error is indeed thesquare of the previous bound for the strong error.We 
omplete then this work by generalizing the result of [1℄, whi
h gives an estimate of the 
ollo
ation error,to the 
ase 
onsidered here where the random �eld a is neither uniformly bounded nor uniformly 
oer
ivewith respe
t to ω.Finally we show that the strong and weak error results apply to two examples whi
h are important on apra
ti
al point of view, the 
ase of an exponential 
ovarian
e and the 
ase of an analyti
 
ovarian
e, whi
hin
ludes the 
ase of a gaussian 
ovarian
e in parti
ular. We give then expli
it bounds for the error in thesetwo 
ases whi
h are among the most frequently used to model permeability �elds in the 
ontext of �ow
omputation in porous media.The analysis of the dependan
e of the error on the 
orrelation length ℓ and on the multipli
ative fa
tor σ inthe 
ovarian
e is the subje
t of ongoing resear
h.2.9 AppendixIn this se
tion, we prove a result providing the dependan
e with respe
t to the 
oe�
ient of the 
onstantin the 
lassi
al H2 regularity result for a linear ellipti
 PDE.Theorem 2.9.1. Let D be a C2 bounded domain of Rd, f ∈ L2(D) and a ∈ C1(D̄) su
h that for any x ∈ D,we have amin ≤ a(x) ≤ amax and ‖∇a(x)‖ ≤ a′max. We 
onsider then the following ellipti
 partial di�erentialequation : {
−div(a(x)∇u(x)) = f(x) on D

u(x) = 0 on ∂D (2.7)This equation admits a unique solution u ∈ H1
0 (D) by Lax-Milgram theorem. We have then u ∈ H2(D), with

‖u‖H2(D) .
‖f‖L2(D)

a3min

(amax + a′max)amax.In the previous bound, as in what follows, the 
onstants are 
hosen independent of a and f , sin
e we areinterested in this dependan
e. In parti
ular, the symbol �.� means bounded by, up to a 
onstant independentof a and f .All the remainder of this se
tion will be devoted to the proof of this theorem. The following proof followsthe proofs of [9℄, [39℄, making expli
it the dependan
e on a. We re
all that this 
lassi
al proof is based onthe Nirnenberg translation method and 
onsists in three main steps, whi
h 
orrespond to the following threesubse
tions. In the whole proof, we will use the following notations : let (ei)1≤i≤d be the 
anoni
al basisof Rd, then for any fun
tion u on D we de�ne Di
hu(x) := u+(x)−u−(x)

h , where u+(x) = u(x + hei/2) and
u−(x) = u(x − hei/2). We noti
e that (Di

h)
∗ = −Di

h and that Di
h(uv) = u+Di

hv + v−Di
hu. Moreover, forany v ∈ H1(D), ‖Di

hv‖L2(D) ≤
∥∥∥ ∂v
∂xi

∥∥∥
L2(D)

and 
onversely, if v ∈ L2(D) is su
h that for any h > 0 we have
‖Di

hv‖L2(D) ≤ C then ∂v
∂xi

∈ L2(D), and ∥∥∥ ∂v
∂xi

∥∥∥
L2(D)

≤ C (Proposition IX.3 in [9℄). Besides this, if v ∈ C1(D)with bounded derivatives then ‖Di
hv‖∞ ≤ ‖∇v‖∞.
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ase D = RdProposition 2.9.2. We need here to suppose the 
oe�
ient a ti be matrix-valued. Let f ∈ L2(Rd) and
a ∈ C1

b (R
d, Sd(R)) su
h that for any x, y ∈ Rd, we have amin‖y‖2 ≤ a(x)y.y, for any x ∈ Rd, we have

‖a(x)‖Md(R) ≤ amax and ‖Da(x)‖L(Rd,Md(R)) ≤ a′max. If u ∈ H1(Rd) is a solution of
−div(a(x)∇u(x)) = f(x) on R

d.then u ∈ H2(Rd) with
|u|H2(Rd) .

1

a2min

amax(|u|H1(Rd) + ‖f‖L2(Rd)).Proof. Let 1 ≤ i ≤ d. For any v, w ∈ H1(Rd), we introdu
e the following bilinear form :
d(v, w) :=

∫
a∇v∇Di

hw −
∫
a∇(Di

h)
∗v∇wdx (2.8)

=
1

h

∫

D

a
(
∇v∇w+ −∇v∇w− +∇v+∇w −∇v−∇w

)
dx

=
1

h

∫
[(a− − a)∇v− + (a− a+)∇v+]∇wdx.We have then

|d(v, w)| ≤ a′max|v|H1(Rd)|w|H1(Rd).

amin|Di
hu|2H1(Rd) ≤

∫
a∇Di

hu∇Di
hudx

= d(Di
hu, u) +

∫

D

a∇(Di
h)

∗Di
hu∇u

= d(Di
hu, u) +

∫

D

fDi
hD

i
hu

≤ a′max|Di
hu|H1(Rd)|u|H1(Rd) + ‖f‖L2(Rd)|Di

hu|H1(Rd).Therefore, for any h > 0

|Di
hu|H1(Rd) ≤

1

amin
(a′max|u|H1(Rd) + ‖f‖L2(Rd)),and we dedu
e that ∂u

∂xi
∈ H1(Rd) with

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
H1(Rd)

≤ 1

amin
(a′max|u|H1(Rd) + ‖f‖L2(Rd)).2.9.2 The 
ase D = Rd

+We de�ne Rd
+ = {y = (y1, ..., yd) ∈ Rd|yd > 0}.Proposition 2.9.3. Let f ∈ L2(Rd

+) and a ∈ C1
b (R

d
+, Sd(R)) su
h that for any x ∈ Rd

+ and y ∈ Rd, we have
amin‖y‖2 ≤ a(x)y.y, ‖a(x)‖Md(R) ≤ amax and ‖Da(x)‖L(Rd

+,Md(R)) ≤ a′max. If u ∈ H1(Rd
+) is a solution of

{
−div(a(x)∇u(x)) = f(x) on Rd

+

u(x) = 0 on ∂Rd
+then u ∈ H2(Rd

+) with
|u|H2(Rd

+) .
1

amin

(
1 +

amax

amin

)
(a′max|u|H1(Rd

+) + ‖f‖L2(Rd
+)).



2.9. APPENDIX 57Proof. For 1 ≤ i ≤ d − 1, sin
e Rd
+ is invariant through a translation by ei, the same argument as in theprevious Proposition shows that, for 1 ≤ i ≤ d− 1 : ∂u

∂xi
∈ H1(Rd

+) with
∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
H1(Rd

+)

≤ 1

amin
(a′max|u|H1(Rd

+) + ‖f‖L2(Rd
+)). (2.9)For 1 ≤ i, j ≤ d, and v ∈ D(Rd

+) we introdu
e the following notation :
Fi,j(v) =

∫

Rd
+

ai,j
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx.We have then, for (i, j) 6= (d, d), and v ∈ D(Rd

+) :
Fi,j(v) = −

∫

Rd
+

ai,j
∂2u

∂xi∂xj
vdx −

∫

Rd
+

∂ai,j
∂xj

∂u

∂xi
vdx,hen
e, for instan
e if i 6= d (it is similar if j 6= d), using (2.9), we have :

|Fi,j(v)| ≤ amax

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
H1(Rd

+)

‖v‖L2(Rd
+) + a′max|u|H1(Rd

+)‖v‖L2(Rd
+

≤
(
amax

amin
(a′max|u|H1(Rd

+) + ‖f‖L2(Rd
+)) + a′max|u|H1(Rd

+)

)
‖v‖L2(Rd

+)Sin
e u solves the equation, we have, for any v ∈ H1
0 (R

d
+)

∑

1≤i,j≤d

Fi,j(v) =

∫

Rd
+

fvdx.Therefore, for any v ∈ D(Rd
+)

|Fd,d(v)| ≤
∑

(i,j) 6=(d,d)

|Fi,j(v)| + ‖v‖L2(Rd
+)‖f‖L2(Rd

+)

.

(
1 +

amax

amin

)
(a′max|u|H1(Rd

+) + ‖f‖L2(Rd
+))‖v‖L2(Rd

+),whi
h implies that ∂
∂xd

(
ad,d

∂u
∂xd

)
∈ L2(Rd

+) with
∥∥∥∥
∂

∂xd

(
ad,d

∂u

∂xd

)∥∥∥∥
L2(Rd

+)

.

(
1 +

amax

amin

)
(a′max|u|H1(Rd

+) + ‖f‖L2(Rd
+)).Moreover, by (2.9), for 1 ≤ i ≤ d− 1, we have

∥∥∥∥
∂

∂xi

(
ad,d

∂u

∂xd

)∥∥∥∥
L2(Rd

+)

. amax

∣∣∣∣
∂u

∂xi

∣∣∣∣
H1(Rd

+)

+ a′max|u|H1(Rd
+)

.

(
1 +

amax

amin

)
(a′max|u|H1(Rd

+) + ‖f‖L2(Rd
+)).Finally, ad,d ∂u

∂xd
∈ H1(Rd

+), with
∣∣∣∣ad,d

∂u

∂xd

∣∣∣∣
H1(Rd

+)

.

(
1 +

amax

amin

)
(a′max|u|H1(Rd

+) + ‖f‖L2(Rd
+))
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e ad,d ≥ amin, we dedu
e that ∂u
∂xd

∈ H1(Rd
+) with

∣∣∣∣
∂u

∂xd

∣∣∣∣
H1(Rd

+)

=

∣∣∣∣
1

ad,d

(
ad,d

∂u

∂xd

)∣∣∣∣
H1(Rd

+)

.
1

amin

∣∣∣∣ad,d
∂u

∂xd

∣∣∣∣
H1(Rd

+)

+
a′max

a2min

∥∥∥∥ad,d
∂u

∂xd

∥∥∥∥
L2(Rd

+)

.
1

amin

(
1 +

amax

amin

)
(a′max|u|H1(Rd

+) + ‖f‖L2(Rd
+)).This bound, 
ombined with (2.9), yields the result.2.9.3 The 
ase D boundedWe now prove the theorem, using the two previous Propositions in two su

essive steps. We re
all that

D is supposed to be C2.Let (Di)0≤i≤p be a 
overing of D su
h that the (Di)0≤i≤p are open and bounded, D ⊂ ∪p
i=0Di, ∪p

i=1(Di ∩
∂D) = ∂D, D0 ⊂ D.We de�ne Q = {(y′, yd) ∈ Rd| ‖y′‖ < 1 and |yd| < 1}, Q+ = Q ∩ Rd

+ and Q0 = {(y′, yd) ∈ Rd| ‖y′‖ <
1 and yd = 0}.For 1 ≤ i ≤ p, let αi be a bije
tion from Di to Q su
h that αi ∈ C2(Di), α−1

i ∈ C2(Q), αi(Di ∩D) = Q+and αi(Di ∩ ∂D) = Q0.Let (χi)0≤i≤p be an asso
iated partition of unity, i.e. for 0 ≤ i ≤ p, we have χi ∈ C∞(Rd,R+),∑p
i=0 χi = 1on D, and for 0 ≤ i ≤ d, supp(χi) is 
ompa
t with supp(χi) ⊂ Di. We denote by u the solution of (2.7), u
an then be split into u =

∑p
i=0 ui, with ui = uχi. We treat separately u0 and the ui, for 1 ≤ i ≤ p usingrespe
tively the whole spa
e 
ase and the half-spa
e 
ase.Lemma 2.9.4. u0 belongs to H2(D), with

‖u0‖H2(D) .
‖f‖L2(D)

a2min

(amax + a′max).Proof. Sin
e supp(u0) ⊂ D0, u0 ∈ H1
0 (D) and besides, u0 is the solution on D of the new equation :

−div(a∇u0) = g, where g ∈ L2(D) is de�ned by
g := fχ0 + a∇u.∇χ0 + div(au∇χ0)

= fχ0 − 2a∇u.∇χ0 − u∇a.∇χ0 − au∆χ0.We 
ontinue u0 on Rd by 0 on Rd \ D, whi
h yields u0 ∈ H1(Rd) and g by 0 on Rd \ D, whi
h yields
g ∈ L2(Rd). Let ψ ∈ C∞(Rd, [0, 1]) su
h that ψ = 0 on D0 and ψ = 1 on D̃c, where D̃ is an open set su
hthat D0 ⊂ D̃ and D̃ ⊂ D. We de�ne then ā by

ā(x) =

{
a(x)(1 − ψ(x)) + aminψ(x) if x ∈ D

aminψ(x) if x ∈ DcWe have then, ā ∈ C1(Rd), and for any x ∈ Rd,
amin ≤ ā(x) ≤ a(x) ≤ amax,and

‖∇ā(x)‖ . ā′max := a′max + amax.Using these extensions, we have −div(ā∇u0) = g on Rd. Indeed, for any v ∈ D(Rd),
∫

Rd

ā(x)∇u0(x)∇v(x) =

∫

D0

ā(x)∇u0(x)∇v(x)

=

∫

D0

a(x)∇u0(x)∇v(x)

=

∫

D

a(x)∇u0(x)∇v(x)
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e supp(u0) is in
luded is the open bounded set D0, we have ∇u0 = 0 on Dc
0 and

a = ā on D0.We re
all that, by Poin
aré inequality,
‖u‖L2(D) ≤ CD|u|H1(D),and 
lassi
ally, using the variational formulation,
|u|H1(D) ≤

1

amin
‖f‖L2(D).Therefore

|u0|H1(Rd) ≤ |u|H1(D)‖χ0‖∞ + ‖u‖L2(D)‖∇χ0‖∞

.
‖f‖L2(D)

amin
,and

‖g‖L2(Rd) ≤ ‖f‖L2(D)‖χ0‖∞ + 2amax|u|H1(D)‖∇χ0‖∞
+ ‖u‖L2(D)a

′
max‖∇χ0‖∞ + amax‖u‖L2(D)‖∆χ0‖∞

.
‖f‖L2(D)

amin
(amax + a′max).We 
an then apply Proposition 2.9.2 with ā, u0 and g, whi
h yields that u0 ∈ H2(Rd) with

|u0|H2(D) .
1

amin
(ā′max|u0|H1(Rd) + ‖g‖L2(D))

.
1

amin

[
(a′max + amax)

‖f‖L2(D)

amin
+

‖f‖L2(D)

amin
(amax + a′max)

]

.
‖f‖L2(D)

a2min

(amax + a′max),where the 
onstants depend on χ0, ψ and on the 
onstant of Poin
aré inequality CD, i.e. on D, but neitheron a or f .We now treat the 
ases of the (ui)1≤i≤p.Lemma 2.9.5. For 1 ≤ i ≤ p, ui ∈ H2(D), with
‖ui‖H2(D) .

‖f‖L2(D)

a3min

(a′max + amax)amax.Proof. Similarly to the proof of the previous Lemma, we have that
ui ∈ H1

0 (D ∩Di) solves −div(a∇ui) = gi on D ∩Di, where gi ∈ L2(D ∩Di) is de�ned by
gi := fχi + a∇u.∇χi + div(au∇χi)

= fχi − 2a∇u.∇χi − u∇a.∇χi − au∆χi.Analogously to the 
ase of g, we have
‖gi‖L2(D∩Di) .

‖f‖L2(D)

amin
(amax + a′max).We now de�ne, for y ∈ Q+, vi(y) = ui(α

−1
i (y)). Let ϕ ∈ H1

0 (Q+), we de�ne for x ∈ Di ∩ D, v(x) =
ϕ(αi(x)). We have then v ∈ H1

0 (Di ∩D) with ∇v(x) = Dαt
i(x)∇ϕ(αi(x)) and vi ∈ H1

0 (Q+) with ∇vi(y) =
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(Dαt

i)
−1(α−1

i (y))∇ui(α−1
i (y)).

∫

Q+

gi(α
−1
i (y))ϕ(y)|det(Dα−1

i (y))|dy

=

∫

Di∩D

gi(x)v(x)dx

=

∫

Di∩D

a(x)∇ui(x).∇v(x)dx

=

∫

Q+

a(α−1
i (y))(∇ui)(α−1

i (y)).(∇v)(α−1
i (y))|det(Dα−1

i (y))|dy

=

∫

Q+

a(α−1
i (y))(Dαt

i)(α
−1
i (y))∇vi(y).(Dαt

i)(α
−1
i (y))∇ϕ(y)|det(Dα−1

i (y))|dy

=

∫

Q+

Ai(y)∇vi(y).∇ϕ(y)dy,with the de�nitionAi(y) = a(α−1
i (y))|det(Dα−1

i (y))|(DαiDα
t
i)(α

−1
i (y)) ∈ Sd(R). Denoting Fi(y) = gi(α

−1
i (y))|det(Dα−1

i (whi
h gives Fi ∈ L2(Q+). We get �nally that vi ∈ H1
0 (Q+) solves : for any ϕ ∈ H1

0 (Q+),
∫

Q+

Ai(y)∇vi(y).∇ϕ(y)dy =

∫

Q+

Fi(y)ϕ(y).In order to apply Lemma 2.9.3, we �rst 
he
k that Ai is C1 and 
oer
ive, and then de�ne extensions of Ai and
Fi to Rd

+. For any y ∈ Q+, Ai(y) = a(α−1
i (y))|det(Dα−1

i (y))|(DαiDα
t
i)(α

−1
i (y)), therefore Ai ∈ C1

b (Q+,Md).Moreover, for any y ∈ Q+, z ∈ Rd, re
alling that αi is a C2 di�eomorphism from Di ∩ D to Q+, with
α−1
i ∈ C2(Q+), we have the 
oer
ivity property :

Ai(y)z.z = a(α−1
i (y))|det(Dα−1

i (y))| ‖(Dαt
i)(α

−1
i (y))z‖22

≥ amin|det(Dα−1
i (y))| ‖(Dαt

i)
−1(α−1

i (y))‖−2
2 ‖z‖22

≥ amin min
y∈Q+

{|det(Dα−1
i (y))| ‖(Dαt

i)
−1(α−1

i (y))‖−2
2 }‖z‖22

& amin‖z‖22,the boundedness property :
‖Ai(y)‖Md

≤ amaxmax
y∈Q+

{|det(Dα−1
i (y))| ‖(DαiDα

t
i)(α

−1
i (y))‖2}

. amax,and �nally the bound on the derivatives :
‖DAi(y)‖L(Rd,Md) ≤ amaxmax

y∈Q+

{‖DBi(y)‖L(Rd,Md)}+ a′maxmax
y∈Q+

{‖Dα−1
i (y)‖ ‖Bi(y)‖}

. amax + a′max,where we have used the notation Bi(y) = |det(Dα−1
i (y))|(DαiDα

t
i)(α

−1
i (y)). We now extend Ai to Rd

+, forthis purpose we 
onsider two open spa
es Qi and Q̃i su
h that supp(vi) ⊂ Qi ⊂ Qi ⊂ Q̃i ⊂ Q̃i ⊂ Q+ and
onsider ψ ∈ C∞(Rd, [0, 1]) su
h that ψ = 0 on Qi and ψ = 1 on Q̃i

c. We de�ne then Ā on Rd
+ by

Ā(x) =

{
A(x)(1 − ψ(x)) + aminψ(x)Id if x ∈ Q+

aminψ(x)Id if x ∈ Qc
+Analogously to the 
ase of ā, we have then for any y ∈ Rd

+, and z ∈ Rd,
‖Āi(y)‖ . amax,
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Āi(y)z.z & amin‖z‖2,

‖DĀi(y)‖L(Rd,Md) . ā′max := amax + a′max.Then we 
ontinue Fi on Rd
+ by 0, whi
h yields Fi ∈ L2(Rd

+). Besides this we 
ontinue vi on Rd
+ by 0, whi
hyields vi ∈ H1

0 (R
d
+). vi is then solution on Rd

+ of
−div(Ā(x)∇vi(x)) = −Fi(x),whi
h enables us to apply Proposition 2.9.3 to obtain that vi ∈ H2(Rd

+) with
|vi|H2(Rd

+) .
amax

amin
(ā′max|vi|H1(Rd

+) + ‖Fi‖L2(Rd
+)).In parti
ular,

‖vi‖H2(Q+) . ‖vi‖H1(Q+) +
amax

amin
(ā′max|vi|H1(Rd

+) + ‖Fi‖L2(Rd
+)).We de�ne δ = min

x∈D̄∩D̄i

|Det(Dαi(x))|, then using theorem 6.2.17 of [39℄, and re
alling that ui(x) = v ◦ αi(x)for any x ∈ D ∩ Di and supp(ui) ⊂ Di, we have ‖ui‖H2(D) ≤ C√
δ
‖αi‖C2(D̄i)‖vi‖H2(Q+). We have also theelementary inequality : ‖Fi‖L2(Rd

+) ≤ 1√
δ
‖gi‖L2(Q+). Similary, denoting δ′ = min

x∈D̄∩D̄i

|Det(Dαi(x))|−1, wehave ‖vi‖H1(Q+) ≤ C√
δ′
‖(αi)

−1‖C2(D̄i)‖ui‖H1(D∩Di). Hen
e,
‖ui‖H2(D) .

amax

amin
(ā′max‖ui‖H1(D) + ‖gi‖L2(D)) + ‖ui‖H1(D)

.
‖f‖L2(D)

a3min

(amax + a′max)amax.We 
an then 
on
lude the proof of the theorem, re
alling that u =
∑p

i=0 ui.
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Chapitre 3
Résultats numériques

Dans 
e 
hapitre, on illustre numériquement les résultats du Chapitre 2. Tous les exemples numériques 
i-dessous 
on
ernent le 
as 1D d'un 
hamp logormal a ave
 
ovarian
e exponentielle dé�ni dans le paragraphe2.7.1. On utlise les expressions expli
ites pour les valeurs et ve
teurs propres du développement de Karhunen-Loève de log(a) vues dans la paragraphe 2.7.1.Dans une première partie, on s'intéresse à l'erreur issue de la tron
ature du développement de Karhuen-Loèvede log(a). On 
ommen
e par s'intéresser à la dé
roissan
e des valeurs propres qui in�ue bien évidemment surla vitesse de 
onvergen
e de la solution uN de l'EDP 
orrespondant au 
hamp tronqué aN vers la solution ude l'EDP ave
 
hamp 
omplet a. On retrouve numériquement l'équivalent en 1/n pour les valeurs propres.On s'intéresse également à l'in�uen
e des paramètres ℓ et σ sur la vitesse de dé
roissan
e des valeurs propres.On observe en parti
ulier l'existen
e d'un palier de taille liée à la valeur de la longueur de 
orrélation ℓ avantd'atteindre 
ette dé
roissan
e asymptotique en 1/n ; 
ette taille est de l'ordre de 1/ℓ. Ensuite on s'intéresseà l'erreur provenant de la tron
ature sur le 
oe�
ient a, à savoir l'erreur 
ommise en appro
hant aN par a.Et en�n on s'intéresse à l'erreur faible 
ommise sur la solution, 
'est-à-dire entre uN et u. On observe alorsque l'ordre faible obtenu dans le Théorème 2.5.3 de la partie 2.5 est optimal, puisqu'on retrouve bien uneerreur faible en 1/N dans le 
as de notre exemple. On s'intéresse également à l'in�uen
e des paramètres σet λ, retouvant bien entendu, 
omme pour l'étude de la dé
roissan
e des valeurs propres, une détériorationde la 
onvergen
e lorsque σ augmente ou que ℓ diminue, et l'existen
e d'un palier avant d'atteindre une
onvergen
e asymptotique en 1/N , la taille de 
e palier étant naturellement la même que dans le 
as de ladé
roissan
e des valeurs propres et don
 liée à la valeur de ℓ.Dans une se
onde partie, on s'intéresse à l'erreur éléments �nis, à la fois pour la solution de l'EDP ave

hamp 
omplet a peu régulier (C1/2−ε pour tout ε > 0) et pour la solution de l'EDP ave
 
hamp tronqué
aN qui est lui très régulier. On s'intéresse tout d'abord à l'erreur éléments �nis traje
torielle, 
'est-à-dire
orrespondant à une réalisation �xée du 
oe�
ient, puis à l'erreur éléments �nis sur la loi. On retrouvenumériquement les ordres attendus pour l'erreur en norme L2, à savoir 2 pour le 
hamp tronqué, et presque
1 pour le 
hamp 
omplet, montrant que les estimations obtenues dans les Propositions 4.3.10, 2.6.3 et 4.3.15sont optimales. Il est intéressant de noter que dans le 
as du 
hamp tronqué, la 
onvergen
e asymptotiqueen h2 est pré
édée d'une 
onvergen
e en h dans la zone où h est supérieur à 1/N . On note également quedans le 
as du 
hamp tronqué, la 
onstante multipli
ative apparaissant dans l'erreur éléments �nis 
roîtnaturellement ave
 N . Ces deux phénomènes proviennent du fait qu'à la limite, lorsque N tend vers l'in�ni,
uN 
onverge vers u qui est moins régulier.En�n, dans une troisième partie, on s'intéresse à l'erreur de 
ollo
ation étudiée dans le paragraphe 2.6.Les résultats numériques semblent indiquer une 
onvergen
e plus rapide que l'estimation obtenue dans leThéorème 2.6.8, plus pro
he des estimations obtenues dans [1℄ dans le 
as de variables aléatoires à supportborné. 63



64 CHAPITRE 3. RÉSULTATS NUMÉRIQUES3.1 Erreur de tron
ature3.1.1 Dé
roissan
e des valeurs propresOn se pla
e en dimension 1 ; pour simpli�er on se pla
e surD = (0, 1), et on 
onsidère un 
hamp lognormal
a = eg homogène de 
ovarian
e exponentielle, ie cov[g](x, y) = σ2e−

|x−y|
l , où σ est l'é
art-type et l la longueurde 
orrélation, 
omme dans le paragraphe 2.7.1. On 
onsidère le développement de Karhunen-Loève de g :

g(ω, x) =
∑

n≥0

√
λnbn(x)Yn(w).On rappelle que les Yn sont des variables aléatoires gaussiennes 
entrées réduites indépendantes, et que dansnotre 
as, les valeurs propres λn et les ve
teurs propres bn de l'opérateur de 
ovarian
e peuvent être 
al
ulésexpli
itement. Plus pré
isément, 
onsidérant l'équation 
ara
téristique

(ℓ2w2 − 1) sin(w) = 2ℓw cos(w)et notant (wn)n≥1 la suite de 
es ra
ines positives ordonnées dans l'ordre 
roissant, alors les valeurs propresdu développement de Karhunen-Loève de g sont dé�nies par
λn =

2ℓσ2

ℓ2w2
n + 1et les ve
teurs propres par

bn(x) = αn(sin(wnx) + ℓwn cos(wnx)),où αn = 1√
(ℓ2w2

n+1)/2+ℓ
. On a naturellement ∑n≥0 λn = σ2.La suite des ra
ines (wn) véri�e wn ∼

n→+∞
nπ, 
e qui donne les équivalents suivants :
λn ∼

n→+∞
2σ2

ℓπ2n2

bn(x) ∼
n→+∞

√
2 cos(wnx).On s'intéresse à l'in�uen
e des paramètres σ et ℓ. Pour 
ommen
er on remarque que σ2 7→ (λn)n∈N est linéaireet que les ve
teurs propres (bn) ne dépendent pas de σ. La 
onvergen
e des valeurs propres se ralentit don
quand σ augmente, et 
ette dégradation est expli
itement quanti�ée par le fait que les valeurs propres sontproportionnelles à σ2. La dépendan
e en ℓ est moins évidente. Tout d'abord, il est 
lair que 1/ℓ apparaît
omme fa
teur multipli
atif dans l'équivalent de λn, 
e qu'on peut observer sur la Figure 3.1. La vitesse de
onvergen
e se dégrade don
 quand ℓ diminue.Par ailleurs, on observe numériquement (voir [12℄ par exemple) sur la Figure 3.1, un palier dans ladé
roissan
e des valeurs propres λn. En e�et, on observe numériquement que la dé
roissan
e asymptotique

λn ∼
n→+∞

2σ2

ℓπ2n2 n'est atteinte qu'après un palier de taille un peu inférieure à 1/l, et les valeurs propres sontquasiment 
onstantes au début du palier. En e�et on peut voir sur la Figure 3.2 que dans le 
as ℓ = 0, 1 lepalier 
omporte environ 8 points, et dans le 
as ℓ = 0, 01 le palier 
omporte environ 70 points.3.1.2 Erreur de tron
ature sur le 
oe�
ientOn 
onsidère alors le développement de Karhunen-Loève tronqué :
gN (ω, x) =

N∑

n=0

√
λnbn(x)Yn(w),et l'approximation du 
hamp a 
orrespondante aN = egN . On s'intéresse i
i à l'erreur forte 
ommise enappro
hant aN par a, en 
al
ulant ‖aN − a‖L2(Ω×(0,1)). Il dé
oule dire
tement de la Proposition 2.3.11 que
ette erreur peut être majorée par une 
onstante multipliée par N−1/2+ε, pour tout ε > 0. On retrouvenumériquement une 
onvergen
e en 1/

√
N dans la Figure 3.3, montrant que l'estimation est optimale.
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Fig. 3.1 � λn en fon
tion de n, en é
helle logarithmique, pour σ = 1 et di�érentes valeurs de l .
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Fig. 3.2 � λn en fon
tion de n en é
helle logarithmique, pour σ = 1 et l = 0, 1 (à gau
he) et l = 0, 01 (àdroite) .3.1.3 Erreur faible de tron
ature sur la solutionOn note uN et u les solutions des EDP 
orrespondantes, où on a 
onsidéré le 
as de l'équation ave

onditions de Diri
hlet homogènes et se
ond membre égal à 1, 
'est-à-dire que u est dé�nie 
omme la solutionde :
{

−div(a(ω, x)∇u(ω, x)) = 1 sur (0, 1),
u(0) = 0, u(1) = 0,

(3.1)
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Fig. 3.3 � ‖aN − a‖L2(Ω×(0,1)) en fon
tion de N , en é
helle logarithmique, pour σ = 1 et l = 1. Les pointillésindiquent une pente de −1/2.et uN et dé�nie 
omme la solution de :
{

−div(aN (ω, x)∇uN (ω, x)) = 1 sur (0, 1),
uN(0) = 0, uN(1) = 0.

(3.2)On s'intéresse i
i à l'erreur faible (
'est-à-dire en loi) 
ommise en appro
hant la solution u de (3.1) par
uN la solution de (3.2). Pour 
ommen
er on va don
 
omparer x 7→ E[ϕ(uN )](x) à x 7→ E[ϕ(u)](x), pourdes fon
tions ϕ régulières, ϕ : R → R. On utilise une méthode de 
ollo
ation sto
hastique (ave
 grillespleines) pour 
al
uler les quantités x 7→ E[ϕ(uN )] et une méthode de Monte-Carlo pour 
al
uler les quantités
x 7→ E[ϕ(u)](x). La taille de la grille d'éléments �nis, le nombre de points de 
ollo
ation et le nombrede réalisations dans la méthode de Monte-Carlo soit 
hoisis dans 
haque 
as de telle sorte que les erreurs
orrespondantes soient négligeables par rapport à l'erreur de tron
ature. Les Figures 3.4 et 3.5 montrent desexemples de 
al
uls de x 7→ E[uN ] et x 7→ E[u](x). On peut déjà remarquer que la 
onvergen
e est très rapidedans le 
as ℓ = 1, dans 
e 
as il su�t de prendre quelques termes dans le développement de Karhunen-Loèvepour avoir une bonne approximation de l'espéran
e. La 
onvergen
e est moins rapide dans le 
as ℓ = 0, 1.On va maintenant s'intéresser à la vitesse de 
onvergen
e de x 7→ E[uN ] vers x 7→ E[u](x). On a mon-tré dans le paragraphe 2.5, que si ϕ ∈ C4(R,R) est à dérivées bornées, alors ‖E[ϕ(uN ) − ϕ(u)]‖Lp(D) ≤
C2.7.2(ϕ, p)

1
N , d'après la Proposition 2.7.2 déduite du Théorème 2.5.3. On évalue maintenant numérique-ment la vitesse à laquelle E[uN ] 
onverge vers E[u] dans notre 
as, en traçant le logarithme de ‖E[u−uN ]‖L2en fon
tion du logarithme de N .On retouve bien dans la Figure 3.6 une 
onvergen
e en 1/N dans les deux 
as, l = 1 et l = 0, 1, 
equi montre que notre estimation d'erreur faible de tron
ature est optimale. On peut voir, toujours sur laFigure 3.6, que la 
onstante multipli
ative C est plus importante dans le 
as l = 0, 1 et don
 l'erreur plusimportante, 
omme on pouvait s'y attendre, et dans le 
as l = 0.1 on retrouve également un plateau avantd'atteindre la 
onvergen
e asymptotique en 1/N , qui 
orrespond au plateau dans la dé
roissan
e des valeurspropres de la Figure 3.2.On s'intéresse maintenant au 
as où ϕ : R → R, x 7→ x2, 
'est-à-dire au 
as où l'on souhaite 
al
uler
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Fig. 3.4 � E[uN ] en fon
tion de x, pour σ = 1, l = 1 et di�érentes valeurs de N .
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Fig. 3.5 � E[uN ] en fon
tion de x, pour σ = 1, l = 0.1 et di�érentes valeurs de N .
E[u2](x). On observe sur la Figure 3.7 qu'on obtient une erreur faible en 1/N pour le moment d'ordre deux
omme pour l'espéran
e ; la 
onvergen
e est néanmoins plus lente pour le moment d'ordre deux que pourl'espéran
e.Pour 
on
lure, on s'intéresse à une forme d'erreur faible un peu di�érente. On 
onsidère ψ : H1

0 (0, 1) → R,
u 7→ ‖u‖L2(0,1), et on s'intéresse à l'erreur 
ommise en appro
hant E[‖u‖L2(0,1)] par E[‖uN‖L2(0,1)]. Commepré
édemment, E[‖u‖L2(0,1)] est 
al
ulée à l'aide d'une méthode de Monte-Carlo et E[‖uN‖L2(0,1)] à l'aided'une méthode de 
ollo
ation sto
hastique. On peut voir sur les Figures 3.8 et 3.9 qu'on retrouve dans 
haque
as une erreur faible en 1/N 
omme on pouvait s'y attendre au vu du Théorème 2.5.3 et de la Proposition
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Fig. 3.6 � ‖E[u−uN ]‖L2 en fon
tion de N , en é
helle logarithmique, pour σ = 1 dans les 
as l = 1 et l = 0, 1.Les pointillés indiquent une pente de −1.
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Fig. 3.7 � ‖E[u− uN ]‖L2 et ‖E[u2− u2N ]‖L1 en fon
tion de N , en é
helle logarithmique, pour σ = 1 et l = 1.Les pointillés indiquent une pente de −1.2.7.2 qui en dé
oule, même si le type d'erreur faible qu'on 
al
ule i
i ne rentre pas dans le 
adre des hypothèsesde 
es résultats théoriques. On s'intéresse par ailleurs en
ore une fois à l'in�uen
e des valeurs de l et de σ.Sur la Figure 3.8, on peut voir 
omme on l'a déjà vu que la 
onvergen
e se détériore quand ℓ diminue etque la 
onvergen
e asymptotique en 1/N n'est atteinte qu'après un palier de taille un peu inférieure à 1/ℓ,à savoir i
i pour ℓ = 0, 1 à partir de N = 8 environ. Sur la �gure 3.9, on peut voir que la 
onvergen
e sedétériore rapidement quand σ augmente, en e�et pour σ = 2 l'erreur est environ multipliée par un fa
teur
30 par rapport au 
as σ = 1.3.2 Erreur éléments �nisDans 
ette partie, on s'intéresse à l'erreur éléments �nis, à la fois dans le 
as du 
hamp 
omplet a et dansle 
as du 
hamp tronqué aN . Comme on l'a vu dans la Proposition 2.2.1, les réalisations de a sont 1/2− ε-Hölderiennes pour tout ε > 0 ; on en déduira dans le Théorème 4.3.9 et le Corollaire 4.3.10 des estimationsde l'erreur éléments �nis en norme L2, traje
torielle (
'est-à-dire à ω �xé) et forte (plus pré
isément en
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Fig. 3.8 � |E[‖u‖L2]− E[‖uN‖L2 ]| en fon
tion de N , en é
helle logarithmique, pour σ = 1 dans les 
as l = 1et l = 0, 1. Les pointillés indiquent une pente de −1.
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Fig. 3.9 � |E[‖u‖L2]− E[‖uN‖L2 ]| en fon
tion de N , en é
helle logarithmique, pour l = 1 dans les 
as σ = 1et σ = 2. Les pointillés indiquent une pente de −1.norme Lp(Ω, L2(D))) ave
 un ordre 1 − ε pour tout ε > 0. Les réalisations de aN sont quant à elles trèsrégulières (C∞). On a don
 une estimation d'erreur éléments �nis en norme L2 théorique en cNh2, 
ommeon peut le déduire de la Proposition 2.6.3. On verra dans le Théorème 4.3.15 qu'on peut également avoir uneestimation d'erreur éléments �nis en norme L2 indépendante de N de la forme ch1−ε pour tout ε > 0, 
'est-à-dire ave
 l'ordre 
orrespondant à la régularité de la limite u de uN . Toutes 
es estimations d'erreurs éléments�nis sont des estimations d'erreur fortes (plus pré
isément en norme Lp(Ω, L2(D))) dé
oulant d'estimationstraje
torielles (
'est-à-dire à ω �xé). On peut don
 bien évidemment majorer les erreurs d'éléments �nis surla loi par les erreurs fortes. Dans 
e paragraphe, tous les résultats numériques 
on
ernent le 
as σ = 1 et
ℓ = 1.3.2.1 Erreur éléments �nis traje
torielleOn 
ommen
e par s'intéresser à l'erreur éléments �nis pour une réalisation du 
oe�
ient. Tout d'abord on
onsidère la 
as du 
oe�
ient 
omplet a et on s'intéresse à l'erreur 
ommise en appro
hant u(ω, ·) par uh(ω, ·).D'après 
e qui pré
ède, on s'attend à un ordre presque 1 en norme L2, 
e qu'on retrouve numériquement sur
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Fig. 3.10 � ‖u(ω, x) − uh(ω, x)‖L2(0,1) en fon
tion de h, en é
helle logarithmique. Les pointillés indiquentune pente de −1.On 
onsidère ensuite le 
as du 
oe�
ient tronqué aN , on s'intéresse alors à l'erreur 
ommise en appro
hant
uN(ω, ·) par uhN (ω, ·). D'après 
e qui pré
ède, on s'attend à un ordre 2 d'après la Proposition 2.6.3, 
equ'on retrouve numériquement sur la Figure 3.11. Néanmoins, il est intéressant de noter que la 
onvergen
easymptotique en h2 n'est obtenue que pour h su�sament petit, environ à partir de 1/N . En e�et on peut voirsur la 
ourbe de gau
he de la Figure 3.11 qui 
orrespond au 
as N = 500 que la 
onvergen
e asymptotiqued'ordre 2 
ommen
e environ pour 1/h supérieur à 500, et on peut voir sur la 
ourbe de droite de la Figure3.11 qui 
orrespond au 
as N = 2000 que la 
onvergen
e asymptotique d'ordre 2 
ommen
e environ pour
1/h supérieur à 2000. On remarque dans les deux 
ourbes de la Figure 3.11 qu'avant d'atteindre l'ordreasymptotique, on a un ordre 1 environ. Ce
i est 
ohérent ave
 le fait qu'à la limite, quand N tend versl'in�ni, le 
oe�
ient n'est pas aussi régulier et l'ordre de 
onvergen
e est plus faible ( presque égal à 1, voir
i-dessus). Le fait que 
ette 
onvergen
e asymptotique 
ommen
e environ à partir de 1/N peut s'expliquerpar le fait que aN �ressemble� à une somme de termes en cos(nπx) pour 1 ≤ n ≤ N et don
 une grilled'éléments �nis de pas supérieur à 1/N voit peu la di�éren
e entre uN et u, alors qu'une grille de pasinférieur à 1/N voit uN 
omme très régulière.3.2.2 Erreur éléments �nis sur la loiOn s'intéresse maintenant à l'erreur éléments �nis sur la loi pour le 
hamp tronqué, 
'est-à-dire à l'erreur
ommise en appro
hant E[ϕ(uN )] par E[ϕ(uhN )] Cette quantité est appro
hée à l'aide d'une méthode de
ollo
ation sto
hastique (ave
 grille pleine). Sous des hypothèses sur ϕ (hypothèses de régularité et 
ara
tèreborné des dérivées) on peut déduire fa
ilement des estimations d'erreurs éléments �nis faibles à partir desestimations d'erreurs fortes évoquées 
i-dessus. On s'intéresse 
as du 
al
ul de l'espéran
e, 
'est-à-dire àl'approximation de E[uN ] par E[uhN ], dans le 
as σ = 1, ℓ = 1.On obtient don
 numériquement une erreur faible de la forme cNh2 d'après la Figure 3.12 
omme attenduau vu de l'estimation d'erreur forte de la Proposition 2.6.3. Comme 
i-dessus, on peut voir sur la Figure3.12 que 
et ordre asymptotique n'est atteint que pour 1/h supérieur à environ N . On peut également voirsur la Figure 3.12 et plus pré
isément dans le Tableau 3.13 que la 
onstante cN augmente ave
 N , 
e quisemble naturel, puisque 
omme on l'a déjà vu, à la limite N tendant vers l'in�ni, le 
oe�
ient n'est pas aussirégulier et l'ordre de 
onvergen
e est plus faible .
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Fig. 3.11 � ‖uN(ω, x)−uhN(ω, x)‖L2(0,1) en fon
tion de h, en é
helle logarithmique, pour N = 500 (à gau
he)et N = 2000 (à droite). Les pointillés indiquent une pente de −2, les pointillés larges indiquent une pente de
−1.
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Fig. 3.12 � ‖E[uhN ] − E[uN ]‖L2 en fon
tion de h, pour N = 1, 3, 9, 14. Le trait épais indique une pente de
−2.3.3 Erreur 
ollo
ationOn s'intéresse i
i à l'erreur 
ommise en appro
hant E[(uN )2] par la méthode de 
ollo
ation sto
hastique,pour N �xé. Plus pré
isément, on prend N = 10, l = 1, σ = 1 , on �xe le pas de maillage h = 1/50 et onestime l'erreur 
ommise en appro
hant E[(uhN )2] par E[(uh,pN )2] en fon
tion de p = (p1, ...pN ), où pi est lenombre de points de 
ollo
ation dans la i-ième dire
tion. On �xe tous les pi sauf un, que l'on fait varier de
1 à 10.On a obtenu dans la Proposition 2.6.8, une estimation de l'erreur de 
ollo
ation de la forme

N∑

i=1

Ci
√
pie

−ki
√
pi .Les résultats numériques de la Figure 3.14 semblent plut�t indiquer que l'erreur ‖E[(uh,pN )2] − E[(uhN )2]‖L1est environ de la forme∑N

i=1 Cie
−kipi , pour les valeurs de i auxquelles on s'intéresse, à savoir seulement les
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N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
cN 0, 01 0, 02 0, 08 0, 17 0, 28 0, 37 0, 46 0, 55 0, 64 0, 72 0, 80 0, 88 0, 95 1, 02Fig. 3.13 � Valeurs de cN dans le 
as σ = 1, ℓ = 1 pour N variant de 1 à 14.
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Fig. 3.14 � ‖E[(uh,pN )2]−E[(uhN )2]‖L1 en fon
tion de pi, en é
helle semi-logarithmique, pour i = 1, 2, 4, 6, 10.premières dire
tions. Les valeurs des 
onstantes ki et Ci sont alors données dans le Tableau 3.15.Dans le 
as des deux premières dire
tions (i = 1, 2), l'erreur n'est sous 
ette forme que pour pi supérieur à
5. Le fait qu'on semble obtenir pour les valeurs de i 
onsidérées (
'est-à-dire N assez faible) une 
onvergen
eplus rapide que 
elle attendue d'après le résultat de la Proposition 2.6.8 (qui étend le résultat obtenu dans[1℄) pourrait s'interpréter grâ
e au résultat d'estimation d'erreur de 
ollo
ation obtenu dans [1℄ dans le 
asde variables aléatoires Yn à support borné, sous l'Hypothèse 1.1.1. En e�et dans 
e 
as, on a une estimationd'erreur de la forme∑N

i=1 Cie
−kipi , et on peut penser que les variables aléatoires gaussiennes Yn �ressemblent�numériquement à des variables aléatoires à support borné.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
ci 1, 4 104 4 10−3 1, 1 2, 2 5, 8 4, 5 2, 4 4, 5 4, 7 4, 0
ki 2, 6 1, 0 3, 1 4, 2 5, 1 5, 5 5, 6 6, 2 6, 5 6, 6Fig. 3.15 � Valeurs des ki et ci dans le 
as ℓ = 1 et σ = 1 pour N = 10
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Chapitre 4Finite Element Error Analysis of Ellipti
PDEs with Random Coe�
ients and itsAppli
ation to Multilevel Monte CarloMethodsAbstra
t : We 
onsider a �nite element approximation of ellipti
 partial di�erential equations withrandom 
oe�
ients. Su
h equations arise, for example, in un
ertainty quanti�
ation in subsurfa
e �ow mo-delling. Models for random 
oe�
ients frequently used in these appli
ations, su
h as log-normal random�elds with exponential 
ovarian
e, have only very limited spatial regularity, and lead to variational problemsthat la
k uniform 
oer
ivity and boundedness with respe
t to the random parameter. In our analysis weover
ome these 
hallenges by a 
areful treatment of the model problem almost surely in the random parame-ter, whi
h then enables us to prove uniform bounds on the �nite element error in standard Bo
hner spa
es.These new bounds 
an then be used to perform a rigorous analysis of the multilevel Monte Carlo methodfor these ellipti
 problems that la
k full regularity and uniform 
oer
ivity and boundedness. To 
on
lude, wegive some numeri
al results that 
on�rm the new bounds.Keywords : PDEs with sto
hasti
 data, non-uniformly ellipti
, non-uniformly bounded, la
k of fullregularity, log-normal 
oe�
ients, trun
ated Karhunen-Loève expansion.Résumé : On s'intéresse à l'approximation par éléments �nis d'équations aux dérivées partielles el-liptiques à 
oe�
ients aléatoires. De telles équations sont utilisées par exemple dans la modélisation de laquanti�
ation des in
ertitudes pour les é
oulements souterrains. Les modèles fréquemment utilisés dans 
etype d'appli
ations, tels que des 
hamps lognormaux à 
ovarian
e exponentielle, ont une régularité spatialefaible et 
onduisent à des formaulations variationnelles qui ne sont pas uniforméments 
oer
ives ni bornéespar rapport au paramètre aléatoire. Dans notre analyse, nous surmontons 
es di�
ultés grâ
e à une analysepré
ise du problème modèle réalisée presque sûrement par rapport au paramètre aléatoire, 
e qui nous permetd'obtenir des majorations pour l'erreur éléments �nis dans des espa
es de Bo
hner standards. Ces nouvellesmajorations sont utilisées pour obtenir une analyse rigoureuse de la méthode de Monte-Carlo multi-niveauxpour 
es EDP elliptiques ave
 
oe�
ients non uniforméments bornés et 
oer
ifs. Pour 
on
lure, on donnedes résultats du numériques qui 
on�rment 
es nouvelles estimations d'erreur.Mots 
lés : EDP ave
 
oe�
ients aléatoires, non-uniformément elliptique, non-uniformément borné,faible régularité, 
oe�
ients lognormaux, développement de Karhunen-Loève tronqué.
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76 CHAPITRE 4. FE ANALYSIS FOR PDE WITH RANDOM DATA AND MLMC METHODS4.1 Introdu
tionPartial di�erential equations (PDEs) with random 
oe�
ients are 
ommonly used as models for physi
alpro
esses in whi
h the input data are subje
t to un
ertainty. It is often of great importan
e to quantify theun
ertainty in the outputs of the model, based on the information that is available on the un
ertainty of theinput data.In this paper, we 
onsider ellipti
 PDEs with random 
oe�
ients, as they arise for example in subsurfa
e�ow modelling (see e.g. [17℄, [16℄). The 
lassi
al equations governing a steady state, single phase subsurfa
e�ow 
onsist of Dar
y's law 
oupled with an im
ompressibility 
ondition. Taking into a

ount the un
ertaintiesin the sour
e terms f and the permeability a of the medium, this leads to a linear, se
ond-order ellipti
PDE with random 
oe�
ient a(ω, x) and random right hand side f(ω, x), subje
t to appropriate boundary
onditions.Solving equations like this numeri
ally 
an be 
hallenging for several reasons. Models typi
ally used forthe 
oe�
ient a(ω, x) in appli
ations 
an vary on a �ne s
ale and have relatively large varian
es, meaningthat in many 
ases we only have very limited spatial regularity. In the 
ontext of subsurfa
e �ow modelling,for example, a model frequently used for the permeability a(ω, x) is a homogeneous log-normal random �eld.That is a(ω, x) = exp[g(ω, x)], where g is a Gaussian random �eld. We show in �4.2.3 that for 
ommon 
hoi
esof mean and 
ovarian
e fun
tions, in parti
ular an exponential 
ovarian
e fun
tion for g, traje
tories of thistype of random �eld are only Hölder 
ontinuous with exponent less than 1/2. Another di�
ulty sometimesasso
iated with PDEs with random 
oe�
ients, is that the 
oe�
ients 
annot be bounded uniformly in therandom parameter ω. In the worst 
ase, this leads to ellipti
 di�erential operators whi
h are not uniformly
oer
ive or uniformly bounded. This is for example true for log-normal random �elds a(ω, x). Due to thenature of Gaussian random variables, a(ω, x) 
an in this 
ase not be bounded from above or away from zerouniformly in ω. It is, however, possible to bound a(ω, x) for ea
h �xed ω.In this paper, we 
onsider a �nite element approximation (in spa
e) of ellipti
 PDEs with random 
oe�-
ients as des
ribed above, with parti
ular fo
us on the 
ases where the 
oe�
ient a(ω, x) 
an not be boundedfrom above or away from zero uniformly in ω, and traje
tories of a(ω, x) are only Hölder 
ontinuous. Indeed,if one assumes that the random 
oe�
ient a(ω, x) is su�
iently regular and 
an be bounded from above andaway from zero uniformly in ω, the resulting variational problem is uniformly 
oer
ive and bounded, andthe well-posedness of the problem and the subsequent error analysis are 
lassi
al, see eg. [2, 24, 1, 4℄. Wehere derive bounds on the �nite element error in the solution in both Lp(H1
0 (D)) and Lp(L2(D)) norms. Ourerror estimate 
ru
ially makes use of the observation that for ea
h �xed ω, we have a uniformly 
oer
ive andbounded problem (in x). The derivation of the error estimate is then based on an ellipti
 regularity resultfor 
oe�
ients supposed to be only Hölder 
ontinuous, making the dependen
e of all 
onstants on a(ω, x)expli
it. We emphasise that we work in standard Bo
hner spa
es with the usual test and trial spa
es as in thedeterministi
 setting. As su
h, our work builds on and 
omplements [26, 10, 36, 66℄ whi
h all are 
on
ernedwith the well-posedness and numeri
al approximation of ellipti
 PDEs with in�nite dimensional sto
hasti

oe�
ients that are not uniformly bounded from above and below (e.g. log-normal 
oe�
ients).Finally, applying the new �nite element error bounds, we quantify the error 
ommitted in the multilevelMonte Carlo (MLMC) method. The MLMC analysis is motivated by [12℄, where the authors re
ently de-monstrated numeri
ally the e�e
tiveness of MLMC estimators for 
omputing moments of various quantitiesof interest related to the solution u(ω, x) of an ellipti
 PDE with log-normal random 
oe�
ients. The MLMCmethod is a very e�
ient varian
e redu
tion te
hnique for 
lassi
al Monte Carlo, espe
ially in the 
ontextof di�erential equations with sto
hasti
 data and sto
hasti
 di�erential equations. It was �rst introdu
ed byHeinri
h [40℄ for the 
omputation of high-dimensional, parameter-dependent integrals, and has been analy-sed extensively by Giles [35, 34℄ in the 
ontext of sto
hasti
 di�erential equations in mathemati
al �nan
e.Under the assumptions of uniform 
oer
ivity and boundedness, as well as full regularity, 
onvergen
e resultsfor the MLMC estimator for ellipti
 PDEs with random 
oe�
ients have re
ently also been proved in [4℄.Here we 
onsider the problem without these assumptions whi
h is of parti
ular interest in subsurfa
e �owappli
ations, where log-normal 
oe�
ients are most 
ommonly used.The outline of the rest of this paper is as follows. In �2, we present our model problem and assumptions,and re
all from [10℄, the main results on the error resulting from trun
ating the Karhunen-Loéve expansionin the 
ontext of log-normal 
oe�
ients. �3 is devoted to the establishment of the �nite element error bound.



4.2. PRELIMINARIES 77We �rst prove a regularity result for ellipti
 PDEs with Hölder 
ontinuous 
oe�
ients, making expli
it thedependen
e of the bound on ω. The full proof is given in the appendix. From this regularity result we thendedu
e the �nite element error bound in the H1-seminorm, before also treating the 
ase of the L2-norm andthe 
ontribution of the quadrature error. We also improve the bound given in [10℄ for the �nite element errorin the 
ase of trun
ated KL-expansions of log-normal random �elds, ensuring uniformity in K (the numberof terms of the trun
ated expansion). In �4, we use the �nite element error analysis from �3 to furnish a
omplete error analysis of the multilevel Monte Carlo method. To begin with, we present brie�y the multilevelMonte-Carlo method for ellipti
 PDEs with random 
oe�
ients proposed in [12℄, before providing a rigorousbound for the ε-
ost. Finally, in �5 we present some numeri
al experiments, illustrating the sharpness ofsome of the results.4.2 Preliminaries4.2.1 NotationGiven a probability spa
e (Ω,A,P) and a bounded Lips
hitz domain D ⊂ Rd, we introdu
e the followingnotation. For any k ∈ N, we de�ne on the Sobolev spa
e Hk(D) the following semi-norm and norm :
|v|Hk(D) =

(∫

D

∑

|α|=k

|Dαv|2 dx
)1/2 and ‖v‖Hk(D) =

(∫

D

∑

|α|≤k

|Dαv|2 dx
)1/2

.We re
all that, sin
e D is bounded, the semi-norm | · |Hk(D) de�nes a norm equivalent to the norm ‖ · ‖Hk(D)on the subspa
e Hk
0 (D) of Hk(D). For any real r ≥ 0, with r /∈ N, set r = k + s with k ∈ N and 0 < s < 1,and denote by | · |Hr(D) and ‖ · ‖Hr(D) the Sobolev�Slobodetskii semi-norm and norm, respe
tively, de�nedfor v ∈ Hk(D) by

|v|Hr(D) =

( ∫

D×D

∫ ∑

|α|=k

[Dαv(x) −Dαv(y)]2

|x− y|d+2s
dxdy

)1/2 and ‖v‖Hr(D) =

(
‖v‖2Hk(D) + |v|2Hr(D)

)1/2

.The Sobolev spa
e Hr(D) is then de�ned as the spa
e of fun
tions v in Hk(D) su
h that the integral |v|2Hr(D)is �nite. For 0 < s ≤ 1, the spa
e H−s(D) denotes the dual spa
e to Hs
0(D) with the dual norm.In addition to the above Sobolev spa
es, we also make use of the Hölder spa
es Ct(D), with 0 < t < 1,on whi
h we de�ne the following semi-norm and norm

|v|Ct(D) = sup
x,y∈D:x 6=y

|v(x)− v(y)|
|x− y|t and ‖v‖Ct(D) = sup

x∈D

|v(x)| + |v|Ct(D).The spa
es C0(D) and C1(D) are as usual the spa
es of 
ontinuous and 
ontinuously di�erentiable fun
tionswith the standard norms.Finally, we will also require spa
es of Bo
hner integrable fun
tions. To this end, let B be a Bana
h spa
ewith norm ‖ · ‖B, and v : Ω → B be strongly measurable. With the norm ‖ · ‖Lp(Ω,B) de�ned by
‖v‖Lp(Ω,B) =

{(∫
Ω
‖v‖pB dP

)1/p
, for p <∞,

esssupω∈Ω‖v‖B, for p = ∞,the spa
e Lp(Ω,B) is de�ned as the spa
e of all strongly measurable fun
tions on whi
h this norm is �nite.In parti
ular, we denote by Lp(Ω, Hk
0 (D)) the Bo
hner spa
e where the norm on Hk

0 (D) is 
hosen to be theseminorm | · |Hk(D). For simpli
ity we write Lp(Ω) for Lp(Ω,R).The key task in this paper is keeping tra
k of how the 
onstants in the bounds and estimates depend onthe 
oe�
ient a(ω, x) and on the mesh size h. Hen
e, we will almost always be stating 
onstants expli
itly.To simplify this task we shall denote 
onstants appearing in Theorem/Proposition/Corollary x.x by Cx.x.Constants that do not depend on a(ω, x) or h will not be expli
itly stated. Instead, we will write b . c fortwo positive quantities b and c, if b/c is uniformly bounded by a 
onstant independent of a(ω, x) and of h.



78 CHAPITRE 4. FE ANALYSIS FOR PDE WITH RANDOM DATA AND MLMC METHODS4.2.2 Problem SettingWe 
onsider the following linear ellipti
 partial di�erential equation (PDE) with random 
oe�
ients :
−∇ · (a(ω, x)∇u(ω, x)) = f(ω, x), in D, (4.1)

u(ω, x) = 0, on ∂D,for almost all ω ∈ Ω. The di�erential operators ∇· and ∇ are with respe
t to x ∈ D. Let us formally de�ne,for all ω ∈ Ω,
amin(ω) := min

x∈D
a(ω, x) and amax(ω) := max

x∈D
a(ω, x). (4.2)We make the following assumptions on the input random �eld a and on the sour
e term f :A1. amin ≥ 0 almost surely and 1/amin ∈ Lp(Ω), for all p ∈ (0,∞).A2. a ∈ Lp(Ω, Ct(D)), for some 0 < t ≤ 1 and for all p ∈ (0,∞).A3. f ∈ Lp∗(Ω, Ht−1(D)), for some p∗ ∈ (0,∞].The Hölder 
ontinuity of the traje
tories of a in Assumption A2 implies that both quantities in (4.2) arewell de�ned, that amax ∈ Lp(Ω) and (together with Assumption A1) that amin(ω) > 0 and amax(ω) < ∞,for almost all ω ∈ Ω. We will here not make the assumption that we 
an bound amin(ω) away from zero and

amax(ω) away from in�nity, uniformly in ω, as this is not true for log-normal �elds a, for example. Manyauthors work with su
h assumptions of uniform ellipti
ity and boundedness. We shall instead work with thequantities amin(ω) and amax(ω) dire
tly.Note also that our assumptions on the (spatial) regularity of the 
oe�
ient fun
tion a are signi�
antlyweaker than what is usually assumed in the literature. Most other analyses of this problem assume at leastthat a has a gradient that lies in L∞(D). As we will see below, we 
ould even weaken Assumptions A1 andA2 and only assume that ‖a‖Ct(D) and 1/amin have a �nite number of bounded moments, i.e. 0 < p ≤ pa,for some �xed pa > 0, but in order not to 
ompli
ate the presentation we did not 
hoose to do this.As usual in �nite element methods, we will study the PDE (4.1) in weak (or variational) form, for �xed
ω ∈ Ω. This is not possible uniformly in Ω, but almost surely. In the following we will not expli
itly writethis ea
h time. With f(ω, ·) ∈ Ht−1(D) and 0 < amin(ω) ≤ a(ω, x) ≤ amax(ω) < ∞, for all x ∈ D, thevariational formulation of (4.1), parametrised by ω ∈ Ω, is

bω
(
u(ω, ·), v

)
= Lω(v) , for all v ∈ H1

0 (D), (4.3)where the bilinear form bω and the linear fun
tional Lω (both parametrised by ω ∈ Ω) are de�ned as usual,for all u, v ∈ H1
0 (D), by

bω(u, v) :=

∫

D

a(ω, x)∇u(x) · ∇v(x) dx and Lω(v) := 〈f(ω, ·), v〉Ht−1(D),H1−t
0 (D) . (4.4)We say that for any ω ∈ Ω, u(ω, ·) is a weak solution of (4.1) i� u(ω, ·) ∈ H1

0 (D) and satis�es (4.3). Thefollowing result is 
lassi
al. It is based on the Lax-Milgram Lemma [39℄.Lemma 4.2.1. For almost all ω ∈ Ω, the bilinear form bω(u, v) is bounded and 
oer
ive in H1
0 (D) withrespe
t to | · |H1(D), with 
onstants amax(ω) and amin(ω), respe
tively. Moreover, there exists a unique solution

u(ω, ·) ∈ H1
0 (D) to the variational problem (4.3) and

|u(ω, ·)|H1(D) .
‖f(ω, ·)‖Ht−1(D)

amin(ω)
.The following proposition is a dire
t 
onsequen
e of Lemma 4.2.1.Theorem 4.2.2. The weak solution u of (4.1) is unique and belongs to Lp(Ω, H1

0 (D)), for all p < p∗.Proof. First note that u : Ω → H1
0 (D) is measurable, sin
e u is a 
ontinuous fun
tion of a. The result thenfollows dire
tly from Lemma 4.2.1, Assumptions A1 and A3 and from the Hölder inequality.However, as usual in �nite element methods we will require more (spatial) regularity of the solution uto be able to show 
onvergen
e. We will 
ome ba
k to this in Se
tion 4.3.1. First let us look at some typi
alexamples of input random �elds used in appli
ations.



4.2. PRELIMINARIES 794.2.3 Log-normal Random FieldsA 
oe�
ient a(ω, x) of parti
ular interest in appli
ations of (4.1) is a log-normal random �eld, where
a(ω, x) = exp [g(ω, x)] with g : Ω×D → R denoting a Gaussian �eld. We 
onsider only mean zero homoge-neous Gaussian �elds with Lips
hitz 
ontinuous 
ovarian
e kernel

C(x, y) = E

[
(g(ω, x)− E[g(ω, x)])(g(ω, y)− E[g(ω, y)])

]
= k

(
‖x− y‖

)
, for some k ∈ C0,1(R+) (4.5)and for some norm ‖ · ‖ in Rd. In parti
ular, this may be the usual modulus ‖x‖ = |x| := (xTx)1/2 or the1-norm ‖x‖ = ‖x‖1 :=

∑d
i=1 |xi|. A typi
al example of a 
ovarian
e fun
tion used in pra
ti
e that is onlyLips
hitz 
ontinuous is the exponential 
ovarian
e fun
tion given by

k(r) = σ2 exp(−r/λ), (4.6)for some parameters σ2 (varian
e) and λ (
orrelation length).With this type of 
ovarian
e fun
tion, it follows from Kolmogorov's Theorem [13℄ that, for all t < 1/2, thetraje
tories of g belong to Ct(D) almost surely. More pre
isely, Kolmogorov's Theorem ensures the existen
eof a version g̃ of g (i.e. for any x ∈ D, we have g(·, x) = g̃(·, x) almost surely) su
h that g̃(ω, ·) ∈ Ct(D), foralmost all ω ∈ Ω. In parti
ular, we have for almost all ω, that g(ω, ·) = g̃(ω, ·) almost everywhere. We willidentify g with g̃ in what follows.Built on the Hölder 
ontinuity of the traje
tories of g and using Fernique's Theorem [13℄, it was shownin [10℄ that Assumption A1 holds and that a ∈ Lp(Ω, C0(D)), for all p ∈ (0,∞).Lemma 4.2.3. Let g be Gaussian with 
ovarian
e (4.5). Then the traje
tories of the log-normal �eld a =
exp g belong to Ct(D) almost surely, for all t < r, and

‖a(ω)‖Ct ≤
(
1 + 2 |g(ω)|Ct

)
amax(ω) .Proof. Fix ω ∈ Ω and t < 1/2. Sin
e the traje
tories of g belong to Ct(D) almost surely, we have

|eg(ω,x) − eg(ω,y)| ≤ |g(ω, x)− g(ω, y)|
(
eg(ω,x) + eg(ω,y)

)
≤ 2 amax(ω) |g(ω)|Ct |x− y|t.for any x, y ∈ D. Now, amax(ω) |g(ω)|Ct <∞ almost surely, and so the result follows by taking the supremumover all x, y ∈ D.Lemma 4.2.3 
an in fa
t be generalised from the exponential fun
tion to any smooth fun
tion of g.Proposition 4.2.4. Let g be a mean zero Gaussian �eld with 
ovarian
e (4.5). Then Assumptions A1�A2are satis�ed for the log-normal �eld a = exp g with any t < 1

2 .Proof. Clearly by de�nition amin ≥ 0. The proof that 1/amin ∈ Lp(Ω), for all p ∈ (0,∞), is based on anappli
ation of Fernique's Theorem [13℄ and 
an be found in [10, Proposition 2.2℄. To prove Assumption A2note that, for all t < 1/2 and p ∈ (0,∞), g ∈ Lp(Ω, Ct(D)) (
f. [10, Proposition 3.5℄) and amax ∈ Lp(Ω) (
f.[10, Proposition 2.2℄). Thus the result follows from Lemma 4.2.3 and an appli
ation of Hölder's inequality.Smoother 
ovarian
e fun
tions, su
h as the Gaussian 
ovarian
e kernel
k(r) = σ2 exp(−r2/λ2), (4.7)whi
h is analyti
 on D ×D, or more generally the 
ovarian
e fun
tions in the Matérn 
lass with ν > 1, alllead to g ∈ C1(D) and thus Assumption A2 is satis�ed for all t ≤ 1.Remark 4.2.5. The results in this se
tion 
an be extended to log-normal random �elds for whi
h theunderlying Gaussian �eld g(ω, x) does not have mean zero, under the assumption that this mean is su�
ientlyregular. Adding a mean c(x) to g, we have a(ω, x) = exp[c(x)] exp[g(ω, x)], and assumptions A1-A2 
an stillbe satis�ed. In parti
ular, the assumptions still hold if c(x) ∈ C1/2(D).
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ated Karhunen-Loève ExpansionsA starting point for many numeri
al s
hemes for PDEs with random 
oe�
ients is the approximation ofthe random �eld a(ω, x) as a fun
tion of a �nite number of random variables, a(ω, x) ≈ a(ξ1(ω), ..., ξK(ω), x).This is true, for example, for the sto
hasti
 
ollo
ation method dis
ussed in Se
tion 4.3.4. Sampling methods,su
h as Monte�Carlo type methods dis
ussed in Se
tion 4.4, do not rely on su
h a �nite�dimensional ap-proximation as su
h, but may make use of su
h approximations as a way of produ
ing samples of the inputrandom �eld.A popular 
hoi
e to a
hieve good approximations of this kind for log-normal random �elds is the trun
atedKarhunen-Loève (KL) expansion. For the random �eld g (as de�ned in Se
tion 4.2.2), the KL�expansion isan expansion in terms of a 
ountable set of independent, standard Gaussian random variables {ξn}n∈N. It isgiven by
g(ω, x) =

∞∑

n=1

√
θnbn(x)ξn(ω),where {θn}n∈N are the eigenvalues and {bn}n∈N the 
orresponding normalised eigenfun
tions of the 
ovarian
eoperator with kernel fun
tion C(x, y) de�ned in (4.5). For more details on its derivation and properties, seee.g. [31℄. We will here only mention that the eigenvalues {θn}n∈N are all non�negative with∑n≥0 θn < +∞.We shall write a(ω, x) as

a(ω, x) = exp

[ ∞∑

n=1

√
θnbn(x)ξn(ω)

]
,and denote the random �elds resulting from trun
ated expansions by

gK(ω, x) :=
K∑

n=1

√
θnbn(x)ξn(ω) and aK(ω, x) := exp

[
K∑

n=1

√
θnbn(x)ξn(ω)

]
, for some K ∈ N.The advantage of writing a(ω, x) in this way is that it gives an expression for a(ω, x) in terms of independent,standard Gaussian random variables.Finally, we denote by uK the solution to our model problem with the 
oe�
ient repla
ed by its trun
atedapproximation,

−∇ · (aK(ω, x)∇uK(ω, x)) = f(ω, x), (4.8)subje
t to homogeneous Diri
hlet boundary 
onditions uK = 0 on ∂D.Under 
ertain additional assumptions on the eigenvalues and eigenfun
tions of the 
ovarian
e operator,it is possible to bound the trun
ation error ‖u− uK‖Lp(Ω,H1
0 (D)), for all p < p∗, as shown in [10℄. We makethe following assumptions on (θn, bn)n≥0 :B1. The eigenfun
tions are 
ontinuously di�erentiable, i.e. bn ∈ C1(D) for any n ≥ 0.B2. We have ∑

n≥0

θn‖bn‖2L∞(D) < +∞.B3. There exists an r ∈ (0, 1) su
h that,
∑

n≥0

θn‖bn‖2(1−r)
L∞(D)‖∇bn‖2rL∞(D) < +∞.Proposition 4.2.6. Let Assumptions B1�B2�B3 be satis�ed, for some r ∈ (0, 1). Then Assumptions A1�A2 are satis�ed also for the trun
ated KL�expansion aK of a, for any K ∈ N and t < r. Moreover,

‖aK‖Lp(Ω, Ct(D̄)) and ‖1/amin
K ‖Lp(Ω) 
an be bounded independently of K. If, moreover, Assumptions B1�B2�B3 are satis�ed for ∂bn

∂xi
instead of bn, for all i = 1, . . . , d, then ‖aK‖Lp(Ω, C1(D̄)) 
an be bounded independentlyof K.Proof. This is essentially [10, Propositions 3.7 and 3.8℄. The Hölder 
ontinuity aK ∈ Lp(Ω, Ct(D), for all

p ∈ (0,∞), 
an be dedu
ed as in Lemma 4.2.3 from the almost sure Hölder 
ontinuity of the traje
tories of
gK proved in [10, Proposition 3.5℄.



4.3. FINITE ELEMENT ERROR ANALYSIS 81Let us re
all the main result on the strong 
onvergen
e of u to uK from [10, Theorem 4.2℄.Theorem 4.2.7. Let Assumptions B1�B2�B3 be satis�ed, for some r ∈ (0, 1). Then, uK 
onverges, for all
p < p∗, to u ∈ Lp(Ω, H1

0 (D)). Moreover, for any s ∈ [0, 1], we have
‖u− uK‖Lp(Ω,H1

0 (D)) .

( ∑

n>K

θn‖bn‖2(1−r)
L∞(D)‖∇bn‖2rL∞(D)

)1/2

︸ ︷︷ ︸
=:C4.2.7(K)

‖f‖Lp(Ω,Hs−1(D))The hidden 
onstant depends only on D, r, p. Similarly ‖u− uK‖Lp(Ω,L2(D)) . C4.2.7 ‖f‖Lp(Ω,Hs−1(D)).Assumptions B1�B2�B3 are ful�lled, among other 
ases, for the analyti
 
ovarian
e fun
tion (4.7) aswell as for the exponential 
ovarian
e fun
tion (4.6) with 1-norm ‖x‖ =
∑d

i=1 |xi| in (4.5), sin
e thenthe eigenvalues and eigenve
tors 
an be 
omputed expli
itly and we have expli
it de
ay rates for the KL�eigenvalues. For details see [10, Se
tion 7℄. In the latter 
ase, on non-re
tangular domains D, we need touse a KL-expansion on a bounding box 
ontaining D to get again expli
it formulae for the eigenvalues andeigenve
tors. Stri
tly speaking this is not a KL�expansion on D.Proposition 4.2.8. We have the following bound on the 
onstant in Theorem 4.2.7 :
C4.2.7(K) .

{
K

ρ−1
2 , for the 1-norm exponential 
ovarian
e kernel,

K
d−1
2d exp

(
− c1K

1/d
)
, for the Gaussian 
ovarian
e kernel,for some 
onstant c1 > 0 and for any 0 < ρ < 1. The hidden 
onstants depend only on D, ρ, p.4.3 Finite Element Error AnalysisLet us now 
ome to the 
entral part of this paper. To 
arry out a �nite element error analysis for (4.1)under Assumptions A1-A3, we will require �rst of all regularity results for traje
tories of the weak solution

u. However, sin
e we did not assume uniform ellipti
ity or boundedness of bω(·, ·), it is essential that wetra
k exa
tly, how the 
onstants in the regularity estimates depend on the input random �eld a. We wereunable to �nd su
h a result in the literature, and we will therefore in Se
tion 4.3.1 reiterate the steps in theusual regularity proof for the solution u(ω, ·) of (4.3) following the proof in Ha
kbus
h [39℄, but highlightingexpli
itly where and how 
onstants depend on a. A detailed proof is given in Appendix 4.7. We will need toassume that D ⊂ Rd is a C2 bounded domain for this proof. Regularity proofs that require only Lips
hitz
ontinuity for the boundary of D do exist (
f. Ha
kbus
h [39, Theorems 9.1.21 and 9.1.22℄), but we didnot 
onsider it instru
tive to 
ompli
ate the presentation even further. We do not see any obsta
les in alsogetting an expli
it dependen
e of the 
onstants in the 
ase of Lips
hitz 
ontinuous boundaries.Having established the regularity of traje
tories of u, we then 
arry out a 
lassi
al �nite element erroranalysis for ea
h traje
tory in Se
tion 4.3.2 and dedu
e error estimates for the moments of the error in u.Sin
e we only have a regularity result for C2 bounded domains and sin
e the integrals appearing in bω(·, ·) 
anin general only be approximated by quadrature, we will also need to address variational 
rimes, su
h as theapproximation of a C2 bounded domain by a polygonal domain as well as quadrature errors (
f. Se
tion 4.3.3).Let us assume for the rest of this se
tion that D ⊂ Rd is a C2 bounded domain.4.3.1 Regularity of the SolutionProposition 4.3.1. Let Assumptions A1-A3 hold with 0 < t < 1. Then, u(ω, ·) ∈ H1+s(D), for all 0 < s < tex
ept s = 1/2 almost surely in ω ∈ Ω, and
‖u(ω, ·)‖H1+s(D) . C4.3.1(ω) ‖f(ω, ·)‖Hs−1(D), where C4.3.1(ω) :=

amax(ω)‖a(ω, ·)‖Ct(D)

amin(ω)3
.If the assumptions hold with t = 1, then u(ω, ·) ∈ H2(D) and ‖u(ω, ·)‖H2(D) . C4.3.1(ω) ‖f(ω, ·)‖L2(D).



82 CHAPITRE 4. FE ANALYSIS FOR PDE WITH RANDOM DATA AND MLMC METHODSWe give here only the main elements of the proof and 
onsider only the 
ase t < 1 in detail. It follows theproof of [39, Theorem 9.1.16℄ and 
onsists in three main steps. We formulate the �rst two steps as separatelemmas and then give the �nal step following the lemmas. We �x ω ∈ Ω and to simplify the notation we willnot spe
ify the dependen
e on ω anywhere in the proof.In the �rst step of the proof we take D = Rd and establish the regularity of a slightly more general ellipti
PDE with tensor-valued 
oe�
ients.Lemma 4.3.2. Let 0 < t < 1 and D = Rd, and let A = (Aij)
d
i,j=1 ∈ Sd(R) be a symmetri
, uniformly positivede�nite n×n matrix-valued fun
tion from D to Rn×n, i.e. there exists Amin > 0 su
h that A(x)ξ ·ξ ≥ Amin|ξ|2uniformly in x ∈ D and ξ ∈ Rd, and let Aij ∈ Ct(D), for all i, j = 1, . . . , d. Consider

−div(A(x)∇w(x)) = F (x) in D (4.9)with F ∈ Hs−1(Rd), for some 0 < s < t. Any weak solution w ∈ H1(Rd) of (4.9) is in H1+s(Rd) and
‖w‖H1+s(Rd) .

1

Amin

(
|A|Ct(Rd,Sd(R)) |w|H1(Rd) + ‖F‖Hs−1(Rd)

)
+ ‖w‖H1(Rd),where |A|Ct(Rd,Sd(R)) is the Hölder seminorm on Sd(R) using a suitable matrix norm.Proof. This is essentially [39, Theorem 9.1.8℄ with the dependen
e on A made expli
it, and it 
an be provedusing the representation of the norm on H1+s(Rd) via Fourier 
oe�
ients, as well as a fra
tional di�eren
eoperator Ri

h, i = 1, . . . , d, on a Cartesian mesh with mesh size h > 0 (similar to the 
lassi
al Nirenbergtranslation method for proving H2 regularity).It is shown in the proof of [39, Theorem 9.1.8℄ that∑d
i=1 ‖(Ri

h)
∗w‖H1(Rd) is an upper bound for ‖w‖H1+s(Rd)and that it 
an itself be bounded from above in terms of ‖w‖H1(Rd) and ‖F‖Hs−1(Rd) using the weak form(4.3) of our problem. The dependen
e of this upper bound on Amin stems from the fa
t that in order to use(4.3), we have to swit
h from |(Ri

h)
∗w|H1(Rd) to the energy norm ∫

Rd A(x)|∇(Ri
h)

∗w|2 dx. The dependen
eon |Aij |Ct(Rd) 
omes from bounding the di�eren
es of Aij at two 
onse
utive grid points in the translationstep.For a de�nition of Ri
h and more details see [39, Theorem 9.1.8℄ or Se
tion 4.7.1 in the appendix.The se
ond step 
onsists in treating the 
ase where D = Rd

+ := {y = (y1, ..., yd) : yd > 0}.Lemma 4.3.3. Let 0 < t < 1 and D = Rd
+, and let A : D → Sd(R) be as in Lemma 4.3.2. Consider now(4.9) on D = Rd

+ subje
t to w = 0 on ∂D with F ∈ Hs−1(Rd
+), for some 0 < s < t, s 6= 1/2. Then any weaksolution w ∈ H1(Rd

+) of this problem is in H1+s(Rd
+) and

‖w‖H1+s(Rd
+) .

Amax

A2
min

(
|A|Ct(Rd

+,Sd(R))
|w|H1(Rd

+) + ‖F‖Hs−1(Rd
+)

)
+
Amax

Amin
‖w‖H1(Rd

+) .where Amax := ‖A‖C0(Rd
+,Sd(R))

.Proof. This is essentially [39, Theorem 9.1.11℄ with the dependen
e on A made expli
it. It uses the fa
t thatfor any s > 0, s 6= 1/2, the norm
|||v|||s :=

(
‖v‖2L2(Rd

+) +
d∑

i=1

∥∥∥ ∂v
∂xi

∥∥∥
2

Hs−1(Rd
+)

)1/2is equivalent to the usual norm on Hs(Rd
+). Then using the same approa
h as in the proof of Lemma 4.3.2,we 
an establish that, for 1 ≤ j ≤ d− 1,

∥∥∥∥
∂w

∂xj

∥∥∥∥
Hs(Rd

+)

.
1

Amin

(
|A|Ct(Rd

+,Sd(R))
|w|H1(Rd

+) + ‖F‖Hs−1(Rd
+)

)
+ ‖w‖L2(Rd

+) . (4.10)To establish a similar bound for j = d is te
hni
al. We use (4.9) and the following inequality, for any D ⊂ Rdand 0 < s < t < 1 :
‖bv‖Hs(D) . |b|Ct(D)‖v‖L2(D) + ‖b‖C0(D)‖v‖Hs(D), for all b ∈ Ct(D), v ∈ Hs(D). (4.11)



4.3. FINITE ELEMENT ERROR ANALYSIS 83We use (4.11) to bound the Hs�norm of Aij
∂w
∂xj

, for (i, j) 6= (d, d), and so by rearranging the weak form of(4.9) we 
an also bound the Hs�norm of Add
∂w
∂xd

. This leads to the additional fa
tor Amax in the bound. The�nal result 
an then be dedu
ed by applying (4.11) on
e more, with b = 1/Add and v = Add
∂w
∂xd

, leading toan additional fa
tor 1/Amin. For details see [39, Theorem 9.1.11℄ or Se
tion 4.7.2 in the appendix.Proof of Proposition 4.3.1. We are now ready to prove Proposition 4.3.1 using Lemmas 4.3.2 and 4.3.3. Thethird and last step 
onsists in using a 
overing of D by m+ 1 bounded regions (Di)0≤i≤m, su
h that
D0 ⊂ D, D ⊂

m⋃

i=0

Di and ∂D =

m⋃

i=1

(Di ∩ ∂D).Using a (non-negative) partition of unity {χi}0≤i≤m ⊂ C∞(Rd) subordinate to this 
over, it is possible toredu
e the proof to bounding ‖χiu‖H1+s(D), for all 0 ≤ i ≤ m.For i = 0 this redu
es to an appli
ation of Lemma 4.3.2 with w and F 
hosen to be extensions by 0 from
D to Rd of χ0u and of fχ0+a∇u·∇χ0+div(au∇χ0), respe
tively. The tensor A degenerates to a(x)Id, where
a is a smooth extension of a(x) on D0 to amin on Rd\D, and so Amin = amin and |A|Ct(Rd,Sd(R)) ≤ |a|Ct(D).For 1 ≤ i ≤ m, the proof redu
es to an appli
ation of Lemma 4.3.3. As for i = 0, we 
an see that
χiu ∈ H1

0 (D ∩Di) is the weak solution of the problem −div(a∇ui) = fi on D ∩Di with fi := fχi + a∇u ·
∇χi + div(au∇χi). To be able to apply Lemma 4.3.3 to the weak form of this PDE, we de�ne now a twi
e
ontinuously di�erentiable bije
tion αi (with α−1

i also in C2) from Di to the 
ylinder
Qi := {y = (y1, . . . , yd) : |(y1, . . . , yd−1)| < 1 and |yd| < 1},su
h that Di ∩D is mapped to Qi ∩ Rd

+, and Di ∩ ∂D is mapped to Qi ∩ {y : yd = 0}. We use α−1
i to mapall the fun
tions de�ned above on Di ∩ D to Qi ∩ Rd

+, and then extend them suitably to fun
tions on Rd
+to �nally apply Lemma 4.3.3. The tensor A in this 
ase is a genuine tensor depending on the mapping αi.However, sin
e ∂D was assumed to be C2, we get Amin . amin, Amax . amax and |A|Ct(Rd

+,Sd(R))
. |a|Ct(Rd

+)
,with hidden 
onstants that only depend on αi, α−1

i and their Ja
obians. For details see [39, Theorem 9.1.16℄or Se
tion 4.7.3 in the appendix.Using Proposition 4.3.1 and Assumptions A1-A3, we 
an now 
on
lude on the regularity of u.Theorem 4.3.4. Let Assumptions A1-A3 hold with 0 < t ≤ 1. Then u ∈ Lp(Ω, H1+s(D)), for all p < p∗and for all 0 < s < t ex
ept s = 1/2. If t = 1, then u ∈ Lp(Ω, H2(D)).Proof. Sin
e amax(ω) ≤ ‖a(ω, ·)‖Ct(D) and Hs−1(D) ⊂ Ht−1(D), for all s < t, the result follows dire
tlyfrom Proposition 4.3.1 and Assumptions A1�A3 via Hölder's inequality.Remark 4.3.5. Note that in order to establish u ∈ Lp(Ω, H1+s(D)), for some �xed p > 0, it would havebeen su�
ient to assume that the 
onstant C4.3.1 in Proposition 4.3.1 is in Lq(Ω) for q = p∗ p
p∗−p . In the 
ase

p∗ = ∞, q = p is su�
ient. This in turn implies that we 
an weaken Assumption A1 to 1/amin ∈ Lq(Ω) with
q > 3p, or Assumption A2 to a ∈ Lq(Ω, Ct(D)) with q > 2p, or both assumptions to Lq with q > 5p.However, in the 
ase of a log-normal �eld a and p∗ = ∞, we do have bounds on all moments p ∈ (0,∞),but in general we only have the limited spatial regularity of 1 + s < 3/2.4.3.2 Finite Element ApproximationWe 
onsider �nite element approximations of our model problem (4.1) using standard, 
ontinuous, pie-
ewise linear �nite elements. The aim is to derive estimates of the �nite element error in the Lp(Ω, H1

0 (D))and Lp(Ω, L2(D)) norms. To remain 
ompletely rigorous, we keep the assumption that boundary of D is C2,so that we 
an apply the expli
it regularity results from the previous se
tion. However, this means that wewill have to approximate our domain D by polygonal domains Dh in dimensions d ≥ 2.We denote by {Th}h>0 a shape-regular family of simpli
ial triangulations of the domain D, parametrisedby its mesh width h := maxτ∈Th
diam(τ), su
h that, for any h > 0,� D ⊂ ⋃τ∈Th

τ , i.e. the triangulation 
overs all of D, and
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es xτ1 , . . . , xτd+1 of any τ ∈ Th lie either all in D or all in Rd\D.Let Dh denote the union of all simpli
es that are interior to D and Dh its interior, so that Dh ⊂ D.Asso
iated with ea
h triangulation Th we de�ne the spa
e
Vh :=

{
vh ∈ C(D) : vh|τ linear, for all τ ∈ Th with τ ⊂ Dh , and vh|D\Dh

= 0
} (4.12)of 
ontinuous, pie
ewise linear fun
tions on Dh that vanish on the boundary of Dh and in D\Dh. Let usre
all the following standard interpolation result (see e.g. [8, Se
tion 4.4℄).Lemma 4.3.6. Let v ∈ H1+s(Dh), for some 0 < s ≤ 1. Then

inf
vh∈Vh

|v − vh|H1(Dh) . ‖v‖H1+s(Dh) h
s. (4.13)The hidden 
onstant is independent of h and v.This 
an easily be extended to an interpolation result for fun
tions v ∈ H1+s(D)∩H1

0 (D), by estimatingthe residual over D\Dh. However, when D is not 
onvex it requires lo
al mesh re�nement in the vi
inity ofany non-
onvex parts of the boundary. We make the following assumption on Th :A4 For all τ ∈ Th with τ ∩Dh = ∅ and xτ1 , . . . , x
τ
d+1 ∈ D, we assume diam(τ) . h2.Lemma 4.3.7. Let v ∈ H1+s(D) ∩H1

0 (D), for some 0 < s ≤ 1, and let Assumption A4 hold. Then
inf

vh∈Vh

|v − vh|H1(D) . ‖v‖H1+s(D) h
s. (4.14)Proof. This result is 
lassi
al (for parts of the proof see [39, Se
tion 8.6℄ or [77℄). Set Dδ := D\Dh where δdenotes the maximum width of Dδ, and let �rst s = 1. Sin
e vh = 0 on Dδ it su�
es to show that

|v|H1(Dδ) . ‖v‖H2(D) h . (4.15)The result then follows for s = 1 with Lemma 4.3.6. The result for s < 1 follows by interpolation, sin
etrivially, |v|H1(Dδ) ≤ ‖v‖H1(D),To show (4.15), let w ∈ H1(D). Using a tra
e result we get
‖w‖L2(Dδ) ≤ ‖w‖L2(Sδ) . δ1/2‖w‖H1(D),where Sδ = {x ∈ D : dist(x, ∂D) ≤ δ} ⊂ D is the boundary layer of width δ. It follows from Assumption A4that diam(τ) . h2 wherever the boundary is not 
onvex. In regions where D is 
onvex it follows from thesmoothness assumption on ∂D that the width of Dδ is O(h2). Hen
e δ . h2, whi
h 
ompletes the proof of(4.15).Now, for almost all ω ∈ Ω, the �nite element approximation to (4.3), denoted by uh(ω, ·), is the uniquefun
tion in Vh that satis�es

bω(uh(ω, ·), vh) = Lω(vh), for all vh ∈ Vh. (4.16)Sin
e bω(·, ·) is 
oer
ive and bounded in H1
0 (D) (
f. Lemma 4.2.1), we have

|uh(ω, ·)|H1(D) . ‖f(ω, ·)‖Ht−1(D)/amin(ω). (4.17)as well as the following 
lassi
al quasi optimality result (
f. [8, 39℄).Lemma 4.3.8 (Cea's Lemma). Let Assumptions A1�A3 hold. Then, for almost all ω ∈ Ω,
|u(ω, ·)− uh(ω, ·)|H1(D) ≤ C4.3.8(ω) inf

vh∈Vh

|u(ω, ·)− vh|H1(D), where C4.3.8(ω) :=

(
amax(ω)

amin(ω)

)1/2

.Combining this with the interpolation result above we get the following error estimates.



4.3. FINITE ELEMENT ERROR ANALYSIS 85Theorem 4.3.9. Let Assumptions A1�A4 hold, for some 0 < t < 1 and p∗ ∈ (0,∞]. Then, for all p < p∗,
s < t with s 6= 1/2 and h > 0, we have

‖u− uh‖Lp(Ω,H1
0 (D)) . C4.3.9 ‖f‖Lp∗(Ω,Hs−1(D)) h

s, where C4.3.9 :=

∥∥∥∥∥
a
3/2
max‖a‖Ct(D)

a
7/2
min

∥∥∥∥∥
Lq(Ω)with q = p∗ p

p∗−p . If Assumptions A2 and A3 hold with t = 1, then
‖u− uh‖Lp(Ω,H1

0 (D)) . C4.3.9 ‖f‖Lp∗(Ω,L2(D)) h .Proof. Let 0 < t < 1 in Assumptions A2 and A3. It follows from Proposition 4.3.1 and Lemmas 4.3.7 and4.3.8 that, for almost all ω ∈ Ω,
|u(ω, ·)− uh(ω, ·)|H1(D) . C4.3.1(ω)C4.3.8(ω) ‖f(ω, ·)‖Hs−1(D) h

s. (4.18)The result now follows by Hölder's inequality. The proof for t = 1 is analogous.The usual duality (or Aubin�Nits
he) �tri
k� leads to a bound on the L2�error.Corollary 4.3.10. Let Assumptions A1�A4 hold, for some 0 < t < 1 and p∗ ∈ (0,∞]. Then, for all p < p∗,
s < t with s 6= 1/2 and h > 0, we have

‖u− uh‖Lp(Ω,L2(D)) . C4.3.10 ‖f‖Lp∗(Ω,Hs−1(D)) h
2s, where C4.3.10 :=

∥∥∥∥∥
a
7/2
max‖a‖2Ct(D)

a
13/2
min

∥∥∥∥∥
Lq(Ω)with q = p∗ p

p∗−p . If Assumptions A2 and A3 hold with t = 1, then
‖u− uh‖Lp(Ω,L2(D)) . C4.3.10 ‖f‖Lp∗(Ω,L2(D)) h

2.Proof. We will use a duality argument. For almost all ω ∈ Ω, let eω := u(ω, ·)− uh(ω, ·) and denote by wωthe solution to the adjoint problem
bω(v, wω) = (eω, v) for all v ∈ H1

0 (D),whi
h, by Proposition 4.3.1 with f(ω, ·) = eω, is also in H1+s(D). By Galerkin orthogonality
‖eω‖2L2(D) = (eω, eω)L2(D) = bω(eω, wω − zh), for any zh ∈ Vh.Using the boundedness of bω(·, ·) and Lemma 4.3.7, we then get
‖eω‖2L2(D) . amax(ω) |u(ω, ·)− uh(ω, ·)|H1(D) ‖wω‖H1+s(D) h

s.Now it follows from Proposition 4.3.1 and Theorem 4.3.9 that
‖eω‖2L2(D) ≤ amax(ω)C4.3.1(ω)

2 C4.3.8(ω) ‖f(ω, ·)‖Hs−1(D)‖eω‖L2(D) h
2s.Dividing by ‖eω‖L2(D), the result follows again by an appli
ation of Hölder's inequality.Remark 4.3.11. As usual, the analysis 
an be extended in a straightforward way to other boundary 
ondi-tions, to tensor 
oe�
ients, or to more 
ompli
ated PDEs in
luding low�order terms, provided the boundarydata and the 
oe�
ients are su�
iently regular, see [39℄ for details.
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bω(wh, vh) =

∑

τ∈Th: τ∈Dh

∫

τ

a(ω, x)∇wh · ∇vh dxand in the linear fun
tional Lω(vh) involve realisations of random �elds. It will in general be impossible toevaluate these integrals exa
tly, and so we will use quadrature instead. We will only expli
itly analyse thequadrature error in bω, but the quadrature error in approximating Lω(vh) 
an be analysed analogously.In our analysis, we use the midpoint rule, approximating the integrand by its value at the midpoint xτ ofea
h simplex τ ∈ Th. The trapezoidal rule whi
h we use in the numeri
al se
tion 
an be analysed analogously.Let us denote the resulting bilinear form that approximates bω on the grid Th by
b̃ω(wh, vh) =

∑

τ∈Th: τ∈Dh

a(ω, xτ )

∫

τ

∇wh(x) · ∇vh(x) dx ,and let ũh(ω, ·) denote the 
orresponding solution to
b̃ω(ũh(ω, ·), vh) = Lω(vh) , for all vh ∈ Vh.Clearly the bilinear form b̃ω is bounded and 
oer
ive, with the same 
onstants as the exa
t bilinear form

bω and so we 
an apply the following 
lassi
al result [11℄ (with expli
it dependen
e of the bound on the
oe�
ients).Lemma 4.3.12 (First Strang Lemma). Let Assumptions A1-A3 hold. Then, for almost all ω ∈ Ω,
|u(ω, ·)− ũh(ω, ·)|H1(D) ≤ inf

vh∈Vh

{(
1 +

amax(ω)

amin(ω)

)
|u(ω, ·)− vh|H1(D)+

1

amin(ω)
sup

wh∈Vh

|bω(vh, wh)− b̃ω(vh, wh)|
|wh|H1(D)

}
.Proposition 4.3.13. Let Assumptions A1�A4 hold, for some 0 < t < 1 and p∗ ∈ (0,∞]. Then, for all

p < p∗, s < t with s 6= 1/2 and 0 < h < 1, we have
‖u− ũh‖Lp(Ω,H1

0 (D)) . C4.3.13 ‖f‖Lp∗(Ω,Hs−1(D)) h
s, where C4.3.13 :=

∥∥∥∥∥
a
5/2
max‖a‖Ct(D)

a
9/2
min

∥∥∥∥∥
Lq(Ω)with q = p∗ p

p∗−p . If Assumptions A2 and A3 hold with t = 1, then
‖u− ũh‖Lp(Ω,H1

0 (D)) . C4.3.13 ‖f‖Lp∗(Ω,L2(D)) h .Proof. We �rst note that, for all wh ∈ Vh,
∣∣∣bω(vh, wh)− b̃ω(vh, wh)

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∑

τ∈Th

∫

τ

(a(ω, x)− a(ω, xτ ))∇vh · ∇wh dx

∣∣∣∣∣

≤
∑

τ∈Th

∫

τ

|a(ω, x)− a(ω, xτ )|
|x− xτ |t

|x− xτ |t |∇vh(ω) · ∇wh| dx

≤ |a(ω)|Ct(D) h
t |vh|H1(D) |wh|H1(D) .Hen
e, it follows from Lemma 4.3.12 that, for almost all ω ∈ Ω,

|u(ω, ·)− ũh(ω, ·)|H1(D) ≤ inf
vh∈Vh

{(
1 +

amax(ω)

amin(ω)

)
|u(ω, ·)− vh|H1(D) + ht

|a(ω)|Ct(D)

amin(ω)
|vh|H1(D)

}
.
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ular 
hoi
e vh := uh(ω, ·) ∈ Vh, i.e. the solution of (4.16). Then it followsfrom (4.17) and (4.18) and the fa
t that ht < hs, for any s < t ≤ 1 and h < 1, that
|u(ω, ·)− ũh(ω, ·)|H1(D) .

((
1 +

amax(ω)

amin(ω)

)
C4.3.1(ω)C4.3.8(ω) +

|a(ω)|Ct(D)

amin(ω)2

)
‖f(ω, ·)‖Hs−1(D) h

s.The result follows again via an appli
ation of Hölder's inequality.Remark 4.3.14. To re
over the O(h2s) 
onvergen
e for the L2-error ‖u − ũh‖Lp(Ω,L2(D)) in the 
ase ofquadrature, we require additional regularity of the 
oe�
ient fun
tion a. If a(ω, ·) is at least C2s, then we
an again obtain O(h2s) 
onvergen
e even with quadrature, using duality as in Corollary 4.3.10. This isfor example the 
ase in the 
ontext of lognormal random �elds with Gaussian 
ovarian
e kernel, where
a(ω, ·) ∈ C∞(D). In the 
ontext of the exponential 
ovarian
e kernel the L2-
onvergen
e rate is alwaysbounded by O(h1/2−δ), due to the la
k of regularity in a.4.3.4 Trun
ated FieldsCombining the results from Se
tions 4.2.4 and 4.3.2 we 
an also estimate the error in the 
ase of trun
atedKL-expansions of log-normal 
oe�
ients whi
h we will use in the numeri
al experiments in Se
tion 4.5. Theseresults give an improvement of the error estimate given in [10℄ for log-normal 
oe�
ients that do not admit fullregularity, e.g. those with exponential 
ovarian
e kernel. The novelty with respe
t to [10℄ is the improvementof the bound for the �nite element error, leading to a uniform bound with respe
t to the number of termsin the KL�expansion. We will assume here that f(ω, ·) ∈ L2(D).Let a be a log-normal �eld as de�ned in Se
tion 4.2.4 via a KL expansion and let aK be the expansiontrun
ated after K terms. Now, for almost all ω ∈ Ω, let uK,h(ω, ·) denote the unique fun
tion in Vh thatsatis�es

bK,ω(uK,h(ω, ·), vh) = Lω(vh), for all vh ∈ Vh , (4.19)where bK,ω(u, v) :=
∫
D aK(ω, x)∇u · ∇v dx. Then we have the following result.Theorem 4.3.15. Let f ∈ Lp∗

(Ω, L2(D)), for some p∗ ∈ (0,∞]. Then, in the Gaussian 
ovarian
e 
ase,there exists a c1 > 0 su
h that, for any p < p∗,
‖u− uK,h‖Lp(Ω,H1

0 (D)) .

(
h + K

d−1
2d exp

(
− c1K

1/d
))

‖f‖Lp∗(Ω,L2(D)) .In the 
ase of the 1-norm exponential 
ovarian
e, for any p < p∗, 0 < ρ < 1 and 0 < s < 1/2,
‖u− uK,h‖Lp(Ω,H1

0 (D)) .

(
C4.3.15 h

s + K
ρ−1
2

)
‖f‖Lp∗(Ω,L2(D)) ,where C4.3.15 := min{η(K)h1−s, C4.3.9} and η(K) is an exponential fun
tion of K given in [10, Proposi-tion 6.3℄.Proof. It follows from Proposition 4.2.6 that aK satis�es assumptions A1�A2. Therefore we 
an apply Theo-rem 4.3.9 to bound ‖uK − uK,h‖L2(Ω,H1

0 (D)). The result then follows from Theorem 4.2.7, Proposition 4.2.8and the triangle inequality.In 
ontrast to [10, Proposition 6.3℄ this bound is uniform in K. Note that for small values of K, the
onstant C4.3.15 will a
tually be of order O(h1−s) leading to a linear dependen
e on h also in the exponential
ovarian
e 
ase (as stated in [10, Proposition 6.3℄). For larger values of K this will not be the 
ase and thelower regularity of uK will a�e
t the 
onvergen
e rate with respe
t to h.Remark 4.3.16. As we will see in Se
tion 4.5, in the exponential 
ovarian
e 
ase for 
orrelation lengthsthat are smaller than the diameter of the domain, a relatively large number K of KL-modes is ne
essaryto get even 10% a

ura
y. The new uniform error bound in Theorem 4.3.15 is therefore 
ru
ial also for theanalysis of sto
hasti
 Galerkin and sto
hasti
 
ollo
ation methods, su
h as the one given in [10℄.
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e Analysis of Multilevel Monte Carlo MethodsWe will now apply this new �nite element error analysis in Se
tion 4.4, to give a rigorous bound on the
ost of the multilevel Monte Carlo method applied to (4.1) for general random �elds satisfying AssumptionsA1�A3, and to establish its superiority over the 
lassi
al Monte Carlo method. This builds on the re
entpaper [12℄. We start by brie�y re
alling the 
lassi
al Monte Carlo (MC) and multilevel Monte Carlo (MLMC)algorithms for PDEs with random 
oe�
ients, together with the main results on their performan
e. For amore detailed des
ription of the methods, we refer the reader to [12℄ and the referen
es therein.In the Monte Carlo framework, we are usually interested in �nding the expe
ted value of some fun
tional
Q = G(u) of the solution u to our model problem (4.1). Sin
e u is not easily a

essible,Q is often approximatedby the quantity Qh := G(uh), where uh denotes the �nite element solution on a su�
iently �ne spatial grid
Th. To simplify, in this se
tion we will not 
onsider quadrature error. Thus, to estimate E [Q], we 
omputeapproximations (or estimators) Q̂h to E [Qh], and quantify the a

ura
y of our approximations via the rootmean square error (RMSE)

e(Q̂h) :=
(
E
[
(Q̂h − E(Q))2

])1/2
.The 
omputational 
ost Cε(Q̂h) of our estimator is then quanti�ed by the number of �oating point operationsthat are needed to a
hieve a RMSE of e(Q̂h) ≤ ε. This will be referred to as the ε�
ost.The 
lassi
al Monte Carlo (MC) estimator for E [Qh] is

Q̂MC
h,N :=

1

N

N∑

i=1

Qh(ω
(i)), (4.20)where Qh(ω

(i)) is the ith sample of Qh and N independent samples are 
omputed in total.There are two sour
es of error in the estimator (4.20), the approximation of Q by Qh, whi
h is relatedto the spatial dis
retisation, and the sampling error due to repla
ing the expe
ted value by a �nite sampleaverage. This be
omes 
lear when expanding the mean square error (MSE) and using the fa
t that for MonteCarlo E[Q̂MC
h,N ] = E[Qh] and V[Q̂MC

h,N ] = N−1 V[Qh], where V[X ] := E[(X − E[X ])2] denotes the varian
e ofthe random variable X : Ω → R. We get
e(Q̂MC

h,N)2 = N−1
V[Qh] +

(
E[Qh −Q]

)2
. (4.21)A su�
ient 
ondition to a
hieve a RMSE of ε with this estimator is that both of these terms are less than

ε2/2. For the �rst term, this is a
hieved by 
hoosing a large enough number of samples, N = O(ε−2). Forthe se
ond term, we need to 
hoose a �ne enough �nite element mesh Th, su
h that E[Qh −Q] = O(ε).The main idea of the MLMC estimator is very simple. We sample not just from one approximation Qhof Q, but from several. Linearity of the expe
tation operator implies that
E[Qh] = E[Qh0 ] +

L∑

ℓ=1

E[Qhℓ
−Qhℓ−1

] (4.22)where {hℓ}ℓ=0,...,L are the mesh widths of a sequen
e of in
reasingly �ne triangulations Thℓ
with Th := ThL ,the �nest mesh, and hℓ−1/hℓ ≤M∗, for all ℓ = 1, . . . , L. Hen
e, the expe
tation on the �nest mesh is equal tothe expe
tation on the 
oarsest mesh, plus a sum of 
orre
tions adding the di�eren
e in expe
tation betweensimulations on 
onse
utive meshes. The multilevel idea is now to independently estimate ea
h of these termssu
h that the overall varian
e is minimised for a �xed 
omputational 
ost.Setting for 
onvenien
e Y0 := Qh0 and Yℓ := Qhℓ

−Qhℓ−1
, for 1 ≤ ℓ ≤ L, we de�ne the MLMC estimatorsimply as

Q̂ML
h,{Nℓ} :=

L∑

ℓ=0

ŶMC
ℓ,Nℓ

=

L∑

ℓ=0

1

Nℓ

Nℓ∑

i=1

Yℓ(ω
(i)), (4.23)where importantly Yℓ(ω(i)) = Qhℓ

(ω(i))−Qhℓ−1
(ω(i)), i.e. using the same sample on both meshes.
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e all the expe
tations E[Yℓ] are estimated independently in (4.22), the varian
e of the MLMC esti-mator is ∑L
ℓ=0N

−1
ℓ V[Yℓ] and expanding as in (4.21) leads again to
e(Q̂ML

h,{Nℓ})
2 := E

[(
Q̂ML

h,{Nℓ} − E[Q]
)2]

=

L∑

ℓ=0

N−1
ℓ V[Yℓ] +

(
E[Qh −Q]

)2
. (4.24)As in the 
lassi
al MC 
ase before, we see that the MSE 
onsists of two terms, the varian
e of the estimatorand the error in mean between Q and Qh. Note that the se
ond term is identi
al to the se
ond term for the
lassi
al MC method in (4.21). A su�
ient 
ondition to a
hieve a RMSE of ε is again to make both termsless than ε2/2. This is easier to a
hieve with the MLMC estimator, as� for su�
iently large h0, samples of Qh0 are mu
h 
heaper to obtain than samples of Qh ;� the varian
e Yℓ tends to 0 as hℓ → 0, meaning we need fewer samples on Thℓ

, for ℓ > 0.Let now Cℓ denote the 
ost to obtain one sample of Qhℓ
. Then we have the following results on the ε�
ost ofthe MLMC estimator (
f. [12, 35℄).Theorem 4.4.1. Suppose that there are positive 
onstants α, β, γ > 0 su
h that α≥ 1

2 min(β, γ) andM1. |E[Qh −Q]| = O(hα)M2. V[Qhℓ
−Qhℓ−1

] = O(hβℓ )M2. Cℓ = O(h−γ
ℓ ),Then, for any ε<e−1, there exist a value L and a sequen
e {Nℓ}Lℓ=0, su
h that e(Q̂ML

h,{Nℓ}) < ε and
Cε(Q̂ML

h,{Nℓ}) .





ε−2, if β > γ,

ε−2(log ε)2, if β = γ,

ε−2−(γ−β)/α, if β < γ.For the 
lassi
al MC estimator we have Cε(Q̂MC
h ) = O(ε−2−γ/α).We 
an now use the results from Se
tion 4.3.2 to verify Assumptions M1�M2 in Theorem 4.4.1 for somesimple fun
tionals G(u). More 
ompli
ated fun
tionals 
ould then be ta
kled by duality arguments in asimilar way.Proposition 4.4.2. Let Q = G(u) := |u|qH1(D), for some 1 ≤ q < p∗/2. Suppose that D is a C2 boundeddomain and that Assumptions A1�A4 hold, for some 0 < t < 1. Then Assumptions M1�M2 in Theorem4.4.1 hold for any α < t and β < 2t. For t = 1, we get α = 1 and β = 2.Proof. We only give the proof for t < 1. The proof for t = 1 is analogous. Let Qh := |uh|qH1(D). Using theexpansion aq − bq = (a− b)

∑q−1
j=0 a

jbq−1−j , for a, b ∈ R and q ∈ N, we get
|Q(ω)−Qh(ω)| . |u(ω, ·)− uh(ω, ·)|H1(D) max

{
|u(ω, ·)|q−1

H1(D), |uh(ω, ·)|
q−1
H1(D), 1

}
, almost surely.This also holds for non-integer values of q > 1. Now, it follows from Lemma 4.2.1 and Theorem 4.3.9 that,for any α < t,

|Q(ω)−Qh(ω)| .
C4.3.1(ω)C4.3.8(ω)

aq−1
min (ω)

‖f(ω, ·)‖qHα−1(D) h
α, almost surely.Taking expe
tation on both sides and applying Hölder's inequality, sin
e q < p∗, it follows from AssumptionsA1�A3 that Assumption M1 holds with α < t.To prove Assumption M2, let us 
onsider Yhℓ

:= Qhℓ
−Qhℓ−1

. As above, it follows from Lemma 4.2.1 andTheorem 4.3.9 together with the triangle inequality that, for any s < t,
|Yhℓ

(ω)| . |uhℓ
(ω, ·)− uhℓ−1

(ω, ·)|H1(D) max
{
|uhℓ

(ω, ·)|q−1
H1(D), |uhℓ−1

(ω, ·)|q−1
H1(D), 1

}

.
C4.3.1(ω)C4.3.8(ω)

aq−1
min (ω)

‖f(ω, ·)‖qHs−1(D) h
s
ℓ , almost surely,
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|u|H1(D) ‖u‖L2(D)

d MC MLMC MC MLMC
1 ε−3 ε−2 ε−5/2 ε−2

2 ε−4 ε−2 ε−3 ε−2

3 ε−5 ε−3 ε−7/2 ε−2

|u|H1(D) ‖u‖L2(D)

d MC MLMC MC MLMC
1 ε−4 ε−2 ε−3 ε−2

2 ε−6 ε−4 ε−4 ε−2

3 ε−8 ε−6 ε−5 ε−3Tab. 4.1 � Theoreti
al upper bounds for the ε-
osts of 
lassi
al and multilevel Monte Carlo from Theorem4.4.1 in the 
ase of log-normal �elds a with Gaussian 
ovarian
e fun
tion (left) and exponential 
ovarian
efun
tion (right). (For simpli
ity we wrote ε−p, instead of ε−p−δ with δ > 0.)where the hidden 
onstant depends onM∗. It follows again from Assumptions A1-A3 and Hölder's inequality,sin
e q < p∗/2, that
V[Yhℓ

] = E[Y 2
hℓ
]− (E[Yhℓ

])2 ≤ E[Y 2
hℓ
] . hβℓ , where β < 2t.Proposition 4.4.3. Let Q := ‖u‖qL2(D), for some 1 ≤ q < p∗/2. Suppose that D is a C2 bounded domainand that Assumptions A1�A4 hold, for some 0 < t < 1. Then Assumptions M1�M2 in Theorem 4.4.1 holdfor any α < 2t and β < 4t. For t = 1, we get α = 2 and β = 4.Proof. This 
an be shown in the same way as Proposition 4.4.2 using Corollary 4.3.10 instead of Theorem4.3.9.Substituting these values into Theorem 4.4.1 we 
an get theoreti
al upper bounds for the ε-
osts of
lassi
al and multilevel Monte Carlo in the 
ase of log-normal �elds a, as shown in Table 4.1. We assume herethat we 
an obtain individual samples in optimal 
ost Cℓ . h−d
ℓ log(h−1

ℓ ) via a multigrid solver, i.e. γ = d+ δfor any δ > 0. We 
learly see the advantages of the multilevel Monte Carlo method. More importantly,note that in the exponential 
ovarian
e 
ase in dimensions d > 1, the 
ost of MLMC is proportional to the
ost of obtaining one sample on the �nest grid, i.e. solving one deterministi
 PDE with the same regularityproperties to a

ura
y ε. This implies that the method is optimal.4.5 Numeri
al ResultsIn this se
tion, we want to 
on�rm numeri
ally some of the results proved in earlier se
tions. All numeri
alresults shown are for the 
ase of a log-normal random 
oe�
ient a(ω, x) with exponential 
ovarian
e fun
tion(4.6). All results are 
al
ulated for a model problem in 1D. The domain D is taken to be (0, 1), and f ≡ 1.The sampling from the random 
oe�
ient a(ω, x) is done using a trun
ated KL-expansion, and as in theanalysis in Se
tion 4.3.3, we use the midpoint rule to approximate the integrals in the sti�ness matrix. Asthe quantities of interest we will just study the simple fun
tionals Q := ‖u‖L2(D) and Q := |u|H1(D).4.5.1 Convergen
e with Respe
t to KWe start with the results in Se
tion 4.2.4. We want to show that in the exponential 
ovarian
e 
ase arelatively large number of KL-modes are ne
essary (even in 1D) to obtain a

eptable a

ura
ies espe
iallywhen the 
orrelation length is smaller than the diameter of the domain. In Figure 4.1 we study the de
ayof the eigenvalues 
orresponding to the KL-expansion, as well as the 
onvergen
e with respe
t to K of
E
[
‖uK‖L2(D)

] to E
[
‖u‖L2(D)

]. Sin
e we do not know the exa
t solution and 
annot solve the di�erentialequation expli
itly, we approximate u by uK∗,h∗ with K∗ = 5000 and h∗ = 1/2048 and uK by uK,h∗ with
h∗ = 1/2048.In the left �gure we plot ∑n>K θn, i.e. the sum of the remaining eigenvalues when trun
ating after
K terms. We see that after a short pre-asymptoti
 phase (depending on the size of λ) this sum de
ayslinearly in K−1. On the right we plot ∣∣E [‖uK∗,h∗‖L2(D) − ‖uK,h∗‖L2(D)

]∣∣ /E
[
‖uK∗,h∗‖L2(D)

], the relativeerror. We see that the error de
ays roughly like∑n>K θn and thus also linearly in K−1. This is better than
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Fig. 4.1 � Let d = 1 and σ2 = 1 in the exponential 
ovarian
e 
ase for di�erent 
hoi
es ofthe 
orrelation length λ. Left : Plot of ∑n>K θn as a fun
tion of K, i.e. the sum of the re-maining KL eigenvalues when trun
ating after K terms. Right : The 
orresponding relative error∣∣E
[
‖uK∗,h∗‖L2(D) − ‖uK,h∗‖L2(D)

]∣∣ /E
[
‖uK∗,h∗‖L2(D)

] for problem (4.8) with K∗ = 5000 and h∗ = 1/2048.The dotted line has a gradient of −1.the bound for E [‖uK∗,h∗ − uK,h∗‖L2(D)

]
≥
∣∣E
[
‖uK∗,h∗‖L2(D) − ‖uK,h∗‖L2(D)

]∣∣ in Proposition 4.2.8, whi
hpredi
ts at most O(K−1/2) 
onvergen
e, and it is related to weak 
onvergen
e. As shown in [10, Se
tion5℄, the weak 
onvergen
e order of the PDE solution with trun
ated KL-expansion 
an be O(
∑

n>K θn) for
ertain fun
tionals. We believe that the faster 
onvergen
e of E [‖uK‖L2(D)

] to E
[
‖u‖L2(D)

] 
an be shownusing similar te
hniques.4.5.2 Convergen
e with Respe
t to hWe now move on to the results in the main Se
tion 4.3. For the referen
e solution we 
hoose again h∗ =
1/2048 andK∗ = 5000. Figure 4.2 shows the 
onvergen
e of E [|uK∗,h∗ − uK∗,h|H1(D)

] and E
[
‖uK∗,h∗ − uK∗,h‖L2(D)

]for (4.8). In the plots, a dash-dotted line indi
ates O(h1/2) 
onvergen
e and a dotted line indi
ates O(h)
onvergen
e.In both 
ases, we 
an see a short pre-asymptoti
 phase, whi
h is again related to the 
orrelation length
λ. We 
an see in the right plot that the H1�error 
onverges with O(h1/2), 
on�rming the sharpness of thebound proven in Theorem 4.3.13. The L2�error 
onverges linearly in h, and so the quadrature error does notseem to be dominant here.4.5.3 Multilevel Monte Carlo Convergen
eWe �rst want to 
on�rm Assumptions M1 and M2 in Theorem 4.4.1, for Q = ‖u‖L2(D). In otherwords, we want to 
on�rm the rate of de
ay for the quantities |E

[
‖uK∗,h∗‖L2(D) − ‖uK∗,h‖L2(D)

]
| and

V
[
‖uK∗,h‖L2(D) − ‖uK∗,2h‖L2(D)

]. Again, we 
hoose K∗ = 5000 and h∗ = 1/2048 and look at the modelproblem (4.8) for d = 1. The results are shown in Figure 4.3. A dotted line indi
ates linear 
onvergen
e, anda dashed line indi
ates quadrati
 
onvergen
e.For the varian
e V
[
‖uK∗,h‖L2(D) − ‖uK∗,2h‖L2(D)

] (right plot), we observe the quadrati
 
onvergen
epredi
ted by Proposition 4.4.3. The expe
ted value in the left plot seems to 
onverge slightly faster thanthe predi
ted linear 
onvergen
e. In our experien
e, this faster 
onvergen
e depends on the 
hoi
e of modelproblem and quantity of interest and will need to be investigated further, sin
e it dire
tly a�e
ts the 
ost ofthe multilevel Monte Carlo method through the size of the ratio β/α in the bound in Theorem 4.4.1.The a
tual performan
e of the standard MC and MLMC estimators in estimating Q = ‖u‖L2(D) is shownin Figure 4.4. In the right plot the a

ura
y is s
aled by the expe
ted value of the quantity of interest. Wesee a 
lear advantage of the multilevel Monte Carlo method. For more numeri
al results, in parti
ular resultsin 2D, we refer the reader to [12℄.



92 CHAPITRE 4. FE ANALYSIS FOR PDE WITH RANDOM DATA AND MLMC METHODS

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−1

10
0

1/h

E
xp

ec
te

d 
va

lu
e 

of
 H

 1  s
em

in
or

m
 o

f e
rr

or

10
0

10
1

10
2

10
3

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

1/h

E
xp

ec
te

d 
va

lu
e 

of
 L

 2  n
or

m
 o

f e
rr

or

Fig. 4.2 � Left : Plot of E [|uK∗,h∗ − uK∗,h|H1(D)

] versus 1/h for model problem (4.8) with d = 1, λ = 0.1and σ2 = 3. Right : Corresponding L2-error E
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]. The gradient of the dash-dotted(resp. dotted) line is −1/2 (resp. -1).
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Fig. 4.3 � Left : Plot of |E
[
‖uK∗,h‖L2(D) − ‖uK∗,h∗‖L2(D)

]
|, for model problem (4.8) with d = 1,

λ = 0.1, σ2 = 3, K∗ = 5000 and h∗ = 1/2048. Right : Corresponding plot of the varian
e
V
[
‖uK∗,h‖L2(D) − ‖uK∗,2h‖L2(D)

]. The gradient of the dotted (resp. dashed) line is −1 (resp. −2).4.6 Con
lusions and Further WorkOne of the major bottlene
ks in probabilisti
 un
ertainty quanti�
ation is the e�
ient numeri
al solutionof PDEs with random 
oe�
ients. A typi
al model problem that arises in subsurfa
e �ow is an ellipti
 PDEwith log-normal 
oe�
ients. The resulting PDE is not uniformly ellipti
 or bounded with respe
t to therandom variable ω and usually la
ks also full regularity. In this paper, we 
arry out for the �rst time a
areful �nite element error analysis under these weaker assumptions and provide optimal error estimates �with respe
t to the given regularity of the 
oe�
ients � for all �nite moments of the �nite element error(in
luding quadrature errors). This then allows us to rigorously analyse the 
onvergen
e and the 
ost ofmultilevel Monte Carlo methods, re
ently proposed for ellipti
 PDEs with random 
oe�
ients, in parti
ularin the pra
ti
ally important 
ase of log-normal 
oe�
ients with exponential 
ovarian
e whi
h has hithertobeen unproved.Via duality arguments, the results in this paper are readily appli
able also to other fun
tionals of thesolution of more pra
ti
al relevan
e. Other important aspe
ts whi
h we want to investigate in the futureare the in�uen
e of the 
orrelation length λ on the MLMC 
onvergen
e, as well as the super
onvergen
ein the expe
ted value of 
ertain model problems and quantities of interest (as highlighted in the dis
ussionof Figure 4.2). Another issue whi
h will require further resear
h is the 
hoi
e of quadrature rule. So far we
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Fig. 4.4 � Left : Number of samples Nℓ per level. Right : Plot of the 
ost s
aled by ε−2 of the MLMC andstandard MC estimators for d = 1, with λ = 0.1 and σ2 = 3. The 
oarsest mesh size in all tests is h0 = 1/16.have only used simple midpoint or trapezoidal rules. In future work we would like to also explore multis
alemethods and model redu
tion on 
oarser grids.4.7 AppendixIn this appendix, we give more detailed proofs of Proposition 4.3.1 and Lemmas 4.3.2 and 4.3.3. Theproofs follow those of Ha
kbus
h [39, Theorems 9.1.8, 9.1.11 and 9.1.16℄, making expli
it the dependen
e ofall the 
onstants that appear on the PDE 
oe�
ient a. The proof follows the 
lassi
al Nirenberg translationmethod and 
onsists in three main steps.4.7.1 Step 1 � The Case D = RdProof of Lemma 4.3.2. In this proof we will use the norm on Hs(Rd) provided by the Fourier transform,
‖u‖2Hs(Rd) := ‖û(ξ)(1 + |ξ|2)s/2‖L2(Rd), whi
h is equivalent to the norm de�ned previously and de�nes thesame spa
e.For any h > 0, we de�ne the fra
tional di�eren
e operator (in dire
tion i = 1, . . . , d) by

Ri
h(v)(x) := h−s

+∞∑

µ=0

e−µh(−1)µ
(
s

µ

)
v(x+ µhei),where ei is the ith unit ve
tor in Rd,

(s
0

)
= 1 and (

s

µ

)
(−1)µ =

−s(1− s)(2− s)...(µ− 1− s)

µ!
.Let us re
all here some properties of Ri

h from [39, Proof of Theorem 9.1.8℄ :� (Ri
h)

∗(v)(x) = h−s
∑+∞

µ=0 e
−µh(−1)µ

(
s
µ

)
v(x − µhei).� For any τ ∈ R and v ∈ Hτ+s(Rd),

‖Ri
hv‖Hτ (Rd) ≤ ‖v‖Hτ+s(Rd) and ‖(Ri

h)
∗v‖Hτ (Rd) ≤ ‖v‖Hτ+s(Rd). (4.25)
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hv(ξ) = [(1 − e−h+iξjh)/h]sv̂(ξ) and ̂(Ri

h)
∗v(ξ) = [(1 − e−h−iξjh)/h]sv̂(ξ).We de�ne for u, v ∈ H1(Rd) the bilinear form

d(u, v) :=

∫

Rd

A∇u∇Ri
h(v) dx −

∫

Rd

A∇(Ri
h)

∗u∇v dx

=
∞∑

µ=1

h−se−µh(−1)µ
(
s

µ

)∫

Rd

(A(x− µhei)−A(x))∇u(x − µhei)∇v dx.Hen
e,
|d(u, v)| . |A|Ct(Rd,Sd(R)) |u|H1(Rd) |v|H1(Rd),where the hidden 
onstant is proportional to

∞∑

µ=1

h−se−µh(−1)µ
(
s

µ

)
(µh)t,whi
h is �nite, sin
e ( s

µ

)
= O(µ−s−1) and thus∑∞

µ=1 e
−µhµt−s−1 = O(hs−t). The three spa
es H1−s(Rd) ⊂

L2(Rd) ⊂ Hs−1(Rd) form a Gelfand triple, so that we 
an dedu
e, using (4.25), that
Amin|(Ri

h)
∗w|2H1(Rd) ≤

∫

Rd

A∇(Ri
h)

∗w∇(Ri
h)

∗w dx

= −d(w, (Ri
h)

∗w) + 〈F,Ri
h(R

i
h)

∗w〉Hs−1(Rd),H1−s(Rd)

≤ |d(w, (Ri
h)

∗w)|+ ‖F‖Hs−1(Rd)‖Ri
h(R

i
h)

∗w‖H1−s(Rd)

. |A|Ct(Rd,Sd(R)) |w|H1(Rd) |(Ri
h)

∗w|H1(Rd) + ‖F‖Hs−1(Rd) ‖(Ri
h)

∗w‖H1(Rd),therefore we get
Amin‖(Ri

h)
∗w‖2H1(Rd) . |A|Ct(Rd,Sd(R)) |w|H1(Rd) |(Ri

h)
∗w|H1(Rd) +

‖F‖Hs−1(Rd) ‖(Ri
h)

∗w‖H1(Rd) + Amin‖(Ri
h)

∗w‖2L2(Rd)

. |A|Ct(Rd,Sd(R)) |w|H1(Rd) |(Ri
h)

∗w|H1(Rd) +

‖F‖Hs−1(Rd) ‖(Ri
h)

∗w‖H1(Rd) + Amin‖(Ri
h)

∗w‖H−1(Rd)‖(Ri
h)

∗w‖H1(Rd),and �nally, using (4.25) on
e more,
‖(Ri

h)
∗w‖H1(Rd) .

1

Amin

(
|A|Ct(Rd,Sd(R)) |w|H1(Rd) + ‖F‖Hs−1(Rd)

)
+ ‖w‖L2(Rd).For any 1 ≥ h > 0, sin
e |1 − e−h−iξih|2 ≥ |Im(1 − e−h−iξih)|2 = e−2h sin(ξih)

2 ≥ e−2 sin(ξih)
2, and sin
e

sin2(ξh) ≥
(
2
π ξh

)2, for all |ξ| ≤ 1/h, we have 
onversely that
d∑

i=1

‖(Ri
h)

∗w‖2H1(Rd) ≥
∫

|ξ|≤1/h

(1 + |ξ|2)
d∑

i=1

| ̂(Ri
h)

∗w(ξ)|2dξ

=

∫

|ξ|≤1/h

(1 + |ξ|2)
d∑

i=1

∣∣∣∣
1− e−h−iξih

h

∣∣∣∣
2s

|ŵ(ξ)|2dξ

≥ e−2

∫

|ξ|≤1/h

(1 + |ξ|2)
d∑

i=1

∣∣∣∣
sin(ξih)

h

∣∣∣∣
2s

|ŵ(ξ)|2dξ

&

∫

|ξ|≤1/h

(1 + |ξ|2)|ξ|2s|ŵ(ξ)|2dξ.
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e, for any 0 < h ≤ 1, we obtain
‖w‖2H1+s(Rd) ≤

∫

Rd

(1 + |ξ|2)|ξ|2s|ŵ(ξ)|2dξ +

∫

Rd

(1 + |ξ|2)|ŵ(ξ)|2dξ

≤
d∑

i=1

‖(Ri
h)

∗w‖2H1(Rd) + ‖w‖2H1(Rd)and so
‖w‖H1+s(Rd) .

1

Amin

(
|A|Ct(Rd,Sd(R)) |w|H1(Rd) + ‖F‖Hs−1(Rd)

)
+ ‖w‖H1(Rd) < +∞.4.7.2 Step 2 � The Case D = Rd

+In order to proof Lemma 4.3.3 we will need the following two lemmas.Lemma 4.7.1 ([39, Lemma 9.1.12℄). Let s > 0, s 6= 1/2, then
|||v|||s :=

(
‖v‖2L2(Rd

+) +

d∑

i=1

∥∥∥∥
∂v

∂xi

∥∥∥∥
2

Hs−1(Rd
+)

)1/2de�nes a norm on Hs(Rd
+) that is equivalent to ‖v‖Hs(Rd

+) .Lemma 4.7.2. Let D ⊂ Rd and 0 < s < t < 1. If b ∈ Ct(D) and v ∈ Hs(D), then bv ∈ Hs(D) and
‖bv‖Hs(D) . |b|Ct(D)‖v‖L2(D) + |b|C0(D)‖v‖Hs(D).The hidden 
onstant depends only on t, s and d.Proof. This is a 
lassi
al result, but we require again the exa
t dependen
e of the bound on b. First notethat trivially ‖bv‖L2(D) ≤ bmax‖v‖L2(D) where bmax := |b|C0(D). Now, for any x, y ∈ D, we have

|b(x)v(x) − b(y)v(y)|2 ≤ 2(b(x)2|v(x)− v(y)|2 + v(y)2|b(x)− b(y)|2).Continuing v by 0 on Rd and denoting this extension by ṽ, this implies
∫∫

D2

|b(x)v(x) − b(y)v(y)|2
‖x− y‖d+2s

dxdy ≤ 2b2max‖v‖2Hs(D) + 2

∫∫

D2

v(y)2|b(x)− b(y)|2
‖x− y‖d+2s

≤ 2b2max‖v‖2Hs(D) +

∫∫

x,y∈D
‖x−y‖≥1

8b2max

v(y)2

‖x− y‖d+2s
+ 2|b|2Ct(D)

v(y)2

‖x− y‖d+2(s−t)
dxdy

≤ 2b2max‖v‖2Hs(D) +

(
8b2max

∥∥∥∥
1‖z‖≥1

‖z‖d+2s

∥∥∥∥
L1(Rd)

+ 2|b|2Ct(D)

∥∥∥∥
1‖z‖≤1

‖z‖d+2(s−t)

∥∥∥∥
L1(Rd)

)
‖ṽ‖2L2(Rd)

. b2max‖v‖2Hs(D) + |b|2Ct(D)
‖v‖2L2(D).Proof of Lemma 4.3.3. First we 
ontinue the solution w by 0 on Rd \ Rd

+ and denote the extension w̃ ∈
H1(Rd). Take 1 ≤ i ≤ d− 1. Similarly to the previous se
tion, we de�ne for u, v ∈ H1(Rd)

d(u, v) :=

∫

Rd
+

A∇u∇Ri
h(v) dx−

∫

Rd
+

A∇(Ri
h)

∗u∇v dx
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e again that
|d(u, v)| . |A|Ct(Rd

+,Sd(R))
|u|H1(Rd

+) |v|H1(Rd
+) .We now note that, sin
e i 6= d, (Ri

h)
∗w ∈ H1

0 (R
d
+) and (Ri

h)
∗w̃ ∈ H1(Rd) is equal to the 
ontinuation by 0on Rd \ Rd

+ of (Ri
h)

∗w. We dedu
e, similarly to the proof in Se
tion 4.7.1 using (4.25), that
‖(Ri

h)
∗w̃‖H1(Rd) .

1

Amin

(
|A|Ct(Rd

+,Sd(R))
|w|H1(Rd

+) + ‖F‖Hs−1(Rd
+)

)
+ ‖w‖H1(Rd

+) =: B(w).(Note that we added |w|H1(Rd
+) to the bound to simplify the notation later.) Hen
e, by the same token as inthe previous se
tion, we get

∫

Rd

(1 + |ξ|2)(|ξ1|2 + ...+ |ξd−1|2)s| ̂̃w(ξ)|2dξ . B(w)2. (4.26)In parti
ular, this implies that, for 1 ≤ i ≤ d and 1 ≤ j ≤ d− 1, we have
∫

Rd

∣∣∣∣∣
∂̂2w̃

∂xi∂xj
(ξ)

∣∣∣∣∣

2

(1 + |ξ|2)s−1dξ =

∫

Rd

|ξi|2|ξj |2| ̂̃w(ξ)|2(1 + |ξ|2)s−1dξ . B(w)2,whi
h means that ∂2w̃
∂xi∂xj

∈ Hs−1(Rd) and ∥∥∥ ∂2w̃
∂xi∂xj

∥∥∥
Hs−1(Rd)

. B(w). In parti
ular, for all (i, j) 6= (d, d), thisfurther implies that ∂2w
∂xi∂xj

∈ Hs−1(Rd
+) and that ∥∥∥ ∂2w

∂xi∂xj

∥∥∥
Hs−1(Rd

+)
. B(w). Using Lemma 4.7.1 we dedu
ethat ∂w

∂xj
∈ Hs(Rd

+) and that
∥∥∥∥
∂w

∂xj

∥∥∥∥
Hs(Rd

+)

. B(w), for all 1 ≤ j ≤ d− 1. (4.27)It remains to bound ∥∥∥ ∂w
∂xd

∥∥∥
Hs(Rd

+)
, whi
h is rather te
hni
al. To a
hieve it we will use the PDE (4.9),Lemma 4.7.2 and the following result.Lemma 4.7.3. For almost all xd ∈ R, we have ∂w̃

∂xd
(., xd) ∈ Hs(Rd−1) and

∫

R

∥∥∥ ∂w̃
∂xd

(., xd)
∥∥∥
2

Hs(Rd−1)
dxd =

∫

Rd

(1 + |ξ′|2)s|ξd|2
∣∣∣̂̃w(ξ)

∣∣∣
2

dξ . B(w)2.Proof. This follows from Fubini's theorem and Plan
herel's formula, together with (4.26).From this we dedu
e that ∂w
∂xd

(., xd) ∈ Hs(Rd−1), for almost all xd ∈ R+, and that
∫

R+

∥∥∥ ∂w
∂xd

(., xd)
∥∥∥
2

Hs(Rd−1)
dxd . B(w)2.Let 1 ≤ i ≤ d − 1. Using Lemma 4.7.2 we dedu
e that Aid
∂w
∂xd

(., xd) ∈ Hs(Rd−1), for almost all xd ∈ R+,and that
∥∥∥∥
(
Aid

∂w

∂xd

)
(., xd)

∥∥∥∥
Hs(Rd−1)

. |Aid(., xd)|Ct(Rd−1)

∥∥∥∥
∂w

∂xd
(., xd)

∥∥∥∥
L2(Rd−1)

+ ‖Aid(., xd)‖C0(Rd−1)

∥∥∥∥
∂w

∂xd
(., xd)

∥∥∥∥
Hs(Rd−1)

.Therefore, sin
e by de�nition ‖Aid‖C0(Rd) ≤ Amax, we get
∫

R+

∥∥∥Aid
∂w

∂xd

∥∥∥
2

Hs(Rd−1)
dxd . |Aid|2Ct(Rd

+)
|w|2H1(Rd

+) +A2
max B(w)2 . A2

max B(w)2.



4.7. APPENDIX 97Sin
e ∂
∂xi

is linear 
ontinuous from H1−s(Rd−1) to H−s(Rd−1) (
f. [39, Remark 6.3.14(b)℄) we 
an dedu
efrom this that ∂
∂xi

(
Aid

∂w
∂xd

)
∈ Hs−1(Rd

+) and that
∥∥∥∥
∂

∂xi

(
Aid

∂w

∂xd

)∥∥∥∥
Hs−1(Rd

+)

. Amax B(w), for all 1 ≤ i ≤ d− 1. (4.28)To see this take ϕ ∈ D(Rd
+). Then

∣∣∣∣∣

〈
∂

∂xi

(
Aid

∂w

∂xd

)
, ϕ

〉

D′(Rd
+),D(Rd

+)

∣∣∣∣∣ =

∥∥∥∥Aid
∂w

∂xd
(x′, xd)

∂ϕ

∂xi
(x′, xd)

∥∥∥∥
L2(R+,Hs(Rd−1))

≤
∥∥∥∥Aid

∂w

∂xd

∥∥∥∥
L2(R+,Hs(Rd−1))

∥∥∥∥
∂ϕ

∂xi
(x′, xd)

∥∥∥∥
L2(R+,H−s(Rd−1))

≤
∥∥∥∥Aid

∂w

∂xd

∥∥∥∥
L2(R+,Hs(Rd−1))

‖ϕ‖L2(R+,H1−s(Rd−1)).Using (4.27) and Lemma 4.7.2, we dedu
e in a similar way that ∂
∂xi

(
Aij

∂w
∂xj

)
∈ Hs−1(Rd

+) and that
∥∥∥∥
∂

∂xi

(
Aij

∂w

∂xj

)∥∥∥∥
Hs−1(Rd

+)

. Amax B(w), for all 1 ≤ i ≤ d and 1 ≤ j ≤ d− 1. (4.29)We 
an now use the PDE (4.9) to get a similar bound for (i, j) = (d, d). Sin
e F ∈ Hs−1(Rd
+), it followsfrom (4.28) and (4.29) that ∂

∂xd

(
Add

∂w
∂xd

)
∈ Hs−1(Rd

+) and that
∥∥∥∥
∂

∂xd

(
Add

∂w

∂xd

)∥∥∥∥
Hs−1(Rd

+)

. Amax B(w) + ‖F‖Hs−1(Rd
+) . Amax B(w) .Analogously to (4.28) we 
an prove that

∥∥∥∥
∂

∂xi

(
Add

∂w

∂xd

)∥∥∥∥
Hs−1(Rd

+)

. Amax B(w), for all 1 ≤ i ≤ d− 1.Hen
e, we 
an �nally apply Lemma 4.7.1 to get that Add
∂w
∂xd

∈ Hs(Rd
+) and that

∥∥∥∥Add
∂w

∂xd

∥∥∥∥
2

Hs(Rd
+)

.

d∑

i=1

∥∥∥∥
∂

∂xi

(
Add

∂w

∂xd

)∥∥∥∥
2

Hs−1(Rd
+)

+

∥∥∥∥Add
∂w

∂xd

∥∥∥∥
2

L2(Rd
+)

. A2
max B(w)2 .By applying Lemma 4.7.2 again, this time with b := 1/Add and v := Add

∂w
∂xd

, we dedu
e that ∂w
∂xd

∈ Hs(Rd
+)and that

∥∥∥∥
∂w

∂xd

∥∥∥∥
Hs(Rd

+)

.

∣∣∣∣
1

Add

∣∣∣∣
Ct(Rd

+)

∥∥∥∥Add
∂w

∂xd

∥∥∥∥
L2(Rd

+)

+
1

Amin

∥∥∥∥Add
∂w

∂xd

∥∥∥∥
Hs(Rd

+)

.
|Add|Ct(Rd

+)

A2
min

Amax |w|H1(Rd
+) +

1

Amin

∥∥∥∥Add
∂w

∂xd

∥∥∥∥
Hs(Rd

+)

.
Amax

Amin
B(w) .To �nish the proof we use this bound together with (4.27) and apply on
e more Lemma 4.7.1 to show that

w ∈ H1+s(Rd
+) and

‖w‖H1+s(Rd
+) .

Amax

A2
min

(
|A|Ct(Rd

+,Sd(R))
|w|H1(Rd

+) + ‖F‖Hs−1(Rd
+)

)
+

Amax

Amin
‖w‖H1(Rd

+).
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an now prove Proposition 4.3.1 using Lemmas 4.3.2 and 4.3.3 in two su

essive steps. We re
all that
D was assumed to be C2. Let (Di)0≤i≤m be a 
overing of D su
h that the (Di)0≤i≤m are open and bounded,
D ⊂ ∪m

i=0Di, ∪m
i=1(Di ∩ ∂D) = ∂D, D0 ⊂ D.Let (χi)0≤i≤m be a partition of unity subordinate to this 
over, i.e. we have χi ∈ C∞(Rd,R+) with
ompa
t support supp(χi) ⊂ Di , su
h that ∑p

i=0 χi = 1 on D. We denote by u the solution of (4.3) andsplit it into u =
∑p

i=0 ui, with ui = uχi. We treat now separately u0 and then ui, 1 ≤ i ≤ p, using Se
tion4.7.1 and 4.7.2, respe
tively.Lemma 4.7.4. u0 belongs to H1+s(D) and
‖u0‖H1+s(D) .

‖a‖Ct(D)

a2min

‖f‖Hs−1(D) .Proof. Sin
e supp(u0) ⊂ D0, we have that u0 ∈ H1
0 (D) and it is the weak solution of the new equation

−div(a∇u0) = F on D, where
F := fχ0 + a∇u · ∇χ0 + div(au∇χ0) on D.To apply Lemma 4.3.2 we will now extend all terms to Rd, but 
ontinue to denote them the same. Theterms u0 and fχ0 + a∇u · ∇χ0 
an both be extended by 0. Their extensions will belong to H1(Rd) and

Hs−1(Rd), respe
tively. It follows from Lemma 4.7.2 that au ∈ Hs(D) and so if we 
ontinue au∇χ0 by 0on Rd, the extension belongs to Hs(Rd), sin
e supp(χ0) is 
ompa
t in D. Using the fa
t that div is linearand 
ontinuous from Hs(Rd) to Hs−1(Rd) (
f. [39, Remark 6.3.14(b)℄ and the proof of (4.28) above), we 
andedu
e that the divergen
e of the extension of au∇χ0 is in Hs−1(Rd), leading to an extension of F on Rd,whi
h belongs to Hs−1(Rd).Let ψ ∈ C∞(Rd, [0, 1]) su
h that ψ = 0 on D0 and ψ = 1 on D̃c, where D̃ is an open set su
h that D0 ⊂ D̃and D̃ ⊂ D. We use the following extension of a from D0 to all of Rd :
a(x) :=

{
a(x)(1 − ψ(x)) + aminψ(x), if x ∈ D,

aminψ(x), otherwise.This implies that a ∈ Ct(Rd), and for any x ∈ Rd, amin ≤ a(x) ≤ a(x) and |a|Ct(Rd) . ‖a‖Ct(D).Using these extensions, we have that −div(a∇u0) = F in D′(Rd). Indeed, for any v ∈ D(Rd),
∫

Rd

a(x)∇u0(x)∇v(x) =

∫

D

a(x)∇u0(x)∇v(x) for any v ∈ D(Rd),sin
e supp(u0) is in
luded in the open bounded set D0, whi
h implies that ∇u0 = 0 on Dc
0 and a = a on

D0. Sin
e u ∈ H1
0 (D), we have by Poin
aré's inequality that ‖u‖L2(D) . |u|H1(D). Therefore it follows fromLemma 4.2.1 that

|u0|H1(Rd) ≤ |u|H1(D)‖χ0‖∞ + ‖u‖L2(D)‖∇χ0‖∞ .
‖f‖Hs−1(D)

amin
.Sin
e χ0 ∈ C∞(Rd), using Lemma 4.7.2 and the linearity and 
ontinuity of div from Hs(Rd) to H1−s(Rd)we further get

‖F‖Hs−1(Rd) ≤ ‖fχ0‖Hs−1(Rd) + ‖a∇u · ∇χ0‖Hs−1(Rd) + ‖div(au∇χ0)‖Hs−1(Rd)

. ‖f‖Hs−1(D) + amax|u|H1(D) + |a|Ct(D)‖u‖L2(D) + amax‖u‖Hs(D)

.
‖a‖Ct(D)

amin
‖f‖Hs−1(D).We 
an now apply Lemma 4.3.2 with A = aId and w = u0 to show that u0 ∈ H1+s(Rd) and

‖u0‖H1+s(Rd) .
1

amin

(
|a|Ct(D)|u0|H1(Rd) + ‖F‖Hs−1(Rd)

)
+ ‖u0‖H1(Rd) .

‖a‖Ct(D)

a2min

‖f‖Hs−1(D) .



4.7. APPENDIX 99The hidden 
onstant depends on the 
hoi
es of χ0 and ψ and on the 
onstant in Poin
aré's inequality, whi
hdepends on the shape and size of D, but not on a.Let us now treat the 
ase of ui, 1 ≤ i ≤ m.Lemma 4.7.5. For 1 ≤ i ≤ m, ui ∈ H1+s(D) and
‖ui‖H1+s(D) .

amax‖a‖Ct(D)

a3min

‖f‖Hs−1(D).Proof. Similarly to the proof of the previous Lemma, ui ∈ H1
0 (D ∩Di) is the weak solution of a new problem

−div(a∇ui) = gi in D′(D ∩Di) with
gi := fχi + a∇u · ∇χi + div(au∇χi).As in Lemma 4.7.4, sin
e again div is linear and 
ontinuous from Hs to Hs−1, we 
an establish that gi ∈

Hs−1(D ∩Di) and
‖gi‖Hs−1(D∩Di) .

‖a‖Ct(D)

amin
‖f‖Hs−1(D).Now let Q = {(y′, yd) ∈ Rd−1 × R : |y′| < 1 and |yd| < 1}, Q0 = {(y′, yd) ∈ Rd−1 × {0}| ‖y′‖ < 1} and

Q+ = Q ∩ Rd
+. For 1 ≤ i ≤ p, let αi be a bije
tion from Di to Q su
h that αi ∈ C2(Di), α−1

i ∈ C2(Q),
αi(Di ∩D) = Q+ and αi(Di ∩ ∂D) = Q0.For all y ∈ Q+, we de�ne wi(y) := ui(α

−1
i (y)) ∈ H1

0 (Q+) with ∇wi(y) = J−t
i (y)∇ui(α−1

i (y)), where
Ji(y) := Dαi(α

−1
i (y))) is the Ja
obian of αi. Furthermore, for x ∈ Di ∩ D and ϕ ∈ H1

0 (Q+), we de�ne
v(x) := ϕ(αi(x)). Then v ∈ H1

0 (Di ∩D) and ∇v(α−1
i (y)) = J t

i (y)∇ϕ(y), for all y ∈ Q+, so that
∫

Di∩D

a(x)∇ui(x) · ∇v(x) dx =

∫

Q+

a(α−1
i (y))∇ui(α−1

i (y)) · ∇v(α−1
i (y)) |detJi(y))|−1 dy

=

∫

Q+

Ai(y)∇wi(y) · ∇ϕ(y) dy ,where
Ai(y) := a(α−1

i (y)) |detJi(y))|−1(Ji J
t
i )(y) ∈ Sd(R).We de�ne Fi ∈ Hs−1(Q+) by

〈Fi, ϕ〉Hs−1(Q+),H1−s
0 (Q+) := 〈gi, ϕ ◦ αi〉Hs−1(Di∩D),H1−s

0 (Di∩D), for all ϕ ∈ H1−s
0 .Indeed, sin
e we assumed that αi and α−1

i are in C2, we have ϕ ◦ αi ∈ H1−s
0 (Di ∩ D) and moreover ‖ϕ ◦

αi‖H1−s(Di∩D) . ‖ϕ‖H1−s(Q+) (
f. [39, Theorems 6.2.17 and 6.2.25(g)℄), whi
h implies that Fi ∈ Hs−1(Q+)and
‖Fi‖Hs−1(Q+) . ‖gi‖Hs−1(D∩Di).We �nally get that vi ∈ H1

0 (Q+) solves
∫

Q+

Ai∇vi · ∇ϕ dy = 〈Fi, ϕ〉Hs−1(Q+),H1−s
0 (Q+) for all ϕ ∈ H1

0 (Q+).In order to apply Lemma 4.3.3 we 
he
k �rst that Ai ∈ Ct(Q+, Sd(R)) and that it is 
oer
ive, and then de�nean extension of Ai to Rd
+. Re
alling that αi is a C2�di�eomorphism from Di∩D to Q+, with α−1

i ∈ C2(Q+),we have for any y ∈ Q+ and ξ ∈ Rd :� Coer
ivity : Ai(y)ξ · ξ = a(α−1
i (y))|detJi(y)|−1 |J t

i (y)ξ|2 & amin|ξ|2. Hen
e Amin & amin .� Boundedness :
Amax := ‖Ai‖C0(Q+,Sd(R))

= max
x∈Di∩D

a(x) ‖|detJi|−1JiJ
t
i ‖C0(Q+,Sd(R))

. amax .



100 CHAPITRE 4. FE ANALYSIS FOR PDE WITH RANDOM DATA AND MLMC METHODS� Regularity : Ai ∈ Ct(Q+, Sd(R)) and
‖Ai‖Ct(Q+,Sd(R))

≤ amax ‖|detJi|−1JiJ
t
i ‖Ct(Q+,Sd(R))

+ |a|Ct(D) ‖|detJi|−1JiJ
t
i ‖C0(Q+,Sd(R))

. ‖a‖Ct(D) .We now extend Ai to Rd
+. Sin
e we assumed that supp(χi) is 
ompa
t in Di, we 
an 
hoose Qi and Q̃i su
hthat supp(vi) ⊂ Qi ⊂ Qi ⊂ Q̃i ⊂ Q̃i ⊂ Q and 
onsider ψ ∈ C∞(Rd, [0, 1]) su
h that ψ = 0 on Qi and ψ = 1on Q̃i

c. We de�ne the extension Ai of Ai on Rd
+ by

Ai(x) :=

{
Ai(x)(1 − ψ(x)) + aminψ(x)Id if x ∈ Q+

aminψ(x)Id if x ∈ Qc
+Analogously to the 
ase of a in Lemma 4.7.4, we 
an dedu
e that, for any y ∈ Rd
+ and ξ ∈ Rd,

Ai(y)ξ · ξ & amin|ξ|2, Amax = ‖Ai‖C0(Rd
+,Sd(R))

. amax and ‖Ai(y)‖Ct(Rd
+,Sd(R))

. ‖a‖Ct(D) . (4.30)We now de�ne an extension of Fi on Rd
+. Note again that we 
an 
hoose an open set Gi su
h that supp(Fi) ⊂

Gi ⊂ Gi ⊂ Q and extend Fi to all of Rd
+ su
h that ‖Fi‖Hs−1(Rd

+) . ‖Fi‖Hs−1(Q+). Finally we 
ontinue vi by
0 on Rd

+, whi
h yields vi ∈ H1
0 (R

d
+). Moreover, sin
e Ai = Ai on supp(vi) ⊂ Qi, vi is then the weak solutionon Rd

+ of
−div(Ai(x)∇vi(x)) = Fi(x),whi
h enables us to apply Lemma 4.3.3 and to obtain that vi ∈ H1+s(Rd

+) and
‖vi‖H1+s(Rd

+) .
Amax

A2
min

(
|Ai|Ct(Rd

+,Sd(R))
|vi|H1(Rd

+) + ‖Fi‖Hs−1(Rd
+)

)
+

Amax

Amin
‖vi‖H1(Rd

+) .Re
alling that ui(x) = vi(αi(x)) for any x ∈ D ∩Di and using the bounds in (4.30), as well as the transfor-mation theorem [39, Theorem 6.2.17℄, we �nally get
‖ui‖H1+s(D) .

amax

a2min

(
‖a‖Ct(D) ‖u‖H1(D∩Di) + ‖gi‖Hs−1(D∩Di)

)
+

amax

amin
‖u‖H1(D)

.
amax ‖a‖Ct(D)

a3min

‖f‖Hs−1(D) .The result in Proposition 4.3.1 follows dire
tly from Lemmas 4.7.4 and 4.7.5, if we re
all that u =
m∑
i=0

ui.



Troisième partieAnalyse numérique del'adve
tion-di�usion d'un soluté dans desmilieux aléatoires
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Chapitre 5Numeri
al analysis of theadve
tion-di�usion of a solute in randommediaAbstra
t : We 
onsider the problem of numeri
ally approximating the solution of the 
oupling of the�ow equation in a random porous medium, with the adve
tion-di�usion equation. More pre
isely, we presentand analyse a numeri
al method to 
ompute the mean value of the spread of a solute introdu
ed at theinitial time, and the mean value of the ma
ro-dispersion, de�ned as the temporal derivative of the spread.We propose a Monte-Carlo method to deal with the un
ertainty, i.e. with the randomness of the permeability�eld. The �ow equation is solved using �nite elements. The adve
tion-di�usion equation is seen as a Fokker-Plan
k equation, and its solution is approximated thanks to a probabilisti
 parti
ular method. The spread isindeed the expe
ted value of a fun
tion of the solution of the 
orresponding sto
hasti
 di�erential equation,and is 
omputed using an Euler s
heme for the sto
hasti
 di�erential equation and a Monte-Carlo method.Error estimates on the mean spread and on the mean dispersion are established, under various assumptions,in parti
ular on the permeability random �eld.Keywords : un
ertainty quanti�
ation, ellipti
 PDE with random 
oe�
ients, adve
tion-di�usion equa-tion, Monte-Carlo method, Euler s
heme for SDE.Résumé : On s'intéresse à l'approximation numérique de la solution du 
ouplage entre l'équation d'é
ou-lement dans un milieu poreux aléatoire et l'équation d'adve
tion-di�usion. Plus pré
isément, on présente etanalyse une méthode numérique pour 
al
uler la valeur moyenne de l'extension d'un soluté introduit au tempsinitial, et la valeur moyenne de la ma
ro-dispersion, dé�nie 
omme la dérivée temporelle de l'extension. Onpropose une méthode de Monte-Carlo pour tenir 
ompte des in
ertitudes, 
'est à dire du 
ara
tère aléatoiredu 
hamp de perméabilité. L'équation d'é
oulement est alors résolue en utilisant des éléments �nis. L'équa-tion d'adve
tion-di�usion est vue 
omme une équation de Fokker-Plan
k, et sa solution est don
 appro
héegrâ
e à une méthode parti
ulaire probabiliste. L'extension peut en e�et être exprimée 
omme l'espéran
ed'une fon
tion de la solution de l'équation di�érentielle sto
hastique 
orrespondante, et est 
al
ulée grâ
eà un s
héma d'Euler pour l'équation di�érentielle sto
hastique et une méthode de Monte-Carlo. On donnedes estimations d'erreur pour l'extension moyenne et la dispersion moyenne, sous di�érentes hypothèses, enparti
ulier sur le 
hamp de perméabilité.Mots 
lés : quanti�
ation des in
ertitudes, EDP elliptique à 
oe�
ients aléatoires, équation d'adve
tion-di�usion, méthode de Monte-Carlo, s
héma d'Euler pour les EDS.
103



104 CHAPITRE 5. ADVECTION-DIFFUSION OF A SOLUTE IN RANDOM MEDIA5.1 Introdu
tionNumeri
al modeling is an important key for the management and remediation of groundwater resour
es.The heterogeneity of natural geologi
al formations has a major impa
t in the 
ontamination of groundwaterby migration of pollutants. In order to a

ount for the limited knowledge of the geologi
al 
hara
teristi
sand for the natural heterogeneity, sto
hasti
 models have been developed, see e.g. [16℄,[17℄. The permeabilityof the porous media is then a random �eld. Our aim is then to study the migration of a 
ontaminant insteady �ow. The �ow velo
ity is 
omputed by solving an ellipti
 partial di�erential equation with random
oe�
ients. The solute 
on
entration is then the solution of an adve
tion-di�usion equation, where the �owvelo
ity, whi
h is a random �eld, appears as a 
oe�
ient. The quantities we are interested in are �nally themean value of the spread of the solute, that is to say the mean value of the spatial varian
e of the solute,and the mean value of the dispersion, whi
h is de�ned as the derivative of the spread with respe
t to thetime. The determination of the large-s
ale dispersion 
oe�
ients has been widely debated in the last twenty�ve years, see e.g [5℄, [14℄, [18℄, [28℄, [65℄, [67℄ and [62℄.Here we are interested in the 
ase of a lognormal permeability �eld, whi
h is a widely used model.Moreover we 
onsider the 
ase, physi
ally pertinent, where the 
orrelation length is small and the un
ertaintyimportant. Therefore methods based on the approximation of the 
oe�
ients in a �nite dimensional sto
hasti
spa
e, su
h as sto
hasti
 galerkin methods and sto
hasti
 
ollo
ation method would be highly expensive, andhen
e do not seem to be suitable to deal with su
h 
ases. Neither seem perturbation methods, sin
e we supposethe un
ertainty to be important. As regards the adve
tion-di�usion equation, we fo
us on the adve
tion-dominated model. Therefore we 
hoose not to 
onsider an Eulerian method, in order to avoid numeri
aldi�usion. The below des
ribed method has therefore being proposed and implemented by A.Beaudoin, J.R.de Dreuzy and J.Erhel to 
ompute the mean dispersion in 2D, their numeri
al results 
an be found e.g. in[15℄. A Monte-Carlo method is used to deal with the un
ertainty. The solution of the steady �ow equationis 
omputed by using �nite elements. The solution of the adve
tion-di�usion equation is approximatedusing a probabilisti
 method. We 
onsider the sto
hasti
 di�erential equation asso
iated to this FokkerPlan
k equation and its solution is approximated with an Euler s
heme. A Monte-Carlo method provides�nally an approximation to the solution of the Fokker Plan
k equation. All these steps together lead to anapproximation of the mean spread. The mean dispersion is then approximated by the numeri
al derivativeof the 
omputed mean spread.The aim of this paper is to make the numeri
al analysis of the above des
ribed method. More pre
iselywe furnish a priori error estimates for the approximations of the spread and of the dispersion. We fo
us onthe spread and the dispersion, be
ause of their physi
al interest, but the result given here are more general.A spe
i�ty of this work is to address the 
oupling of the �ow equation with the adve
tion-di�usion equation,whereas most of the existing numeri
al analysis of methods for un
ertainty quanti�
ation are limited to the�ow equation, see e.g [1℄, [2℄. The main novelty of this work is the use of numeri
al analysis tools from twodi�erents areas : �nite elements method and weak error analysis for SDEs. Moreover, sin
e we estimate thetime derivative of the spread, we have to generalize the weak error to estimate the error for time derivativesof averages.After des
ribing the physi
al model in se
tion 2, we des
ribe in se
tion 3 the numeri
al method mentionedabove. Se
tion 4 is devoted to the numeri
al analysis of this method in the 
ase of a random permeability �eld,supposed to be almost surely periodi
, uniformly 
oer
ive and bounded under various additional regularityassumptions. We �rst give preliminary results. The �rst one is a weak error result for the Euler s
heme ona sto
hasti
 di�erential equation with additive noise and C1,α drift. The se
ond one is a 
ontinuity result onthe approximation of the solution of a sto
hasti
 di�erential equation using an Euler s
heme, with respe
tto the drift endowed with uniform norm. This result is 
ombined with a 
lassi
al W 1,∞ �nite elements errorresult. After these preliminary results, we give the two main results of this paper, namely error results onthe mean spread and on its time derivative, the mean dispersion.



5.2. PHYSICAL MODEL 1055.2 Physi
al model5.2.1 Steady �ow equationWe 
onsider an isotropi
 porous medium, we suppose the porosity to be 
onstant, equal to 1. The domain
O is a box in Rd, with d = 1, 2, or 3. The heterogeneity of the natural geologi
al formations and the la
k ofdata led us to use a sto
hasti
 model. A 
lassi
al 
ase is the homogeneous lognormal permeability �eld witha 
orrelation fun
tion of the following type :

a(ω, x) = eg(ω,x), x ∈ O, ω ∈ Ω,where g is a gaussian �eld 
hara
terized by its mean m and its 
ovarian
e fun
tion :
cov[g](x, y) = σ2exp

(
−‖x− y‖δ

lδ

)
, (5.1)for some δ > 0. The random parameter is denoted ω. The 
ase of an exponential 
ovarian
e fun
tion
orresponds to δ = 1, and furnishes a model whi
h is a reasonably good �t to some �eld data , see e.g [25℄and [42℄. Unfortunately, as we will see later, for te
hni
al reasons, we are not able to treat this 
ase rigorously.The varian
e of the log hydrauli
 
ondu
tivity σ2 is typi
ally in the interval [1, 10], the 
orrelation length

l typi
ally ranges between 0.1m and 100m, whereas the size of the domain has to be at least hundred timesthe 
orrelation length l. Classi
al laws governing the steady �ow in porous media without sour
e are mass
onservation div(v) = 0 and Dar
y law v = −a∇p, where v is the Dar
y velo
ity and p the hydrauli
 head.Boundary 
onditions are homogeneous Diri
hlet 
ondition, the hydrauli
 head on the boundary in denotedby p0. Finally, the hydrauli
 head is the solution of the following ellipti
 PDE with a random 
oe�
ient : foralmost all ω
div(a(ω, x)∇p(ω, x)) = 0 , x ∈ O. (5.2)this equation is subje
ted to mixed boundary 
onditions, and is imposed for almost all ω ∈ Ω.Here, ω is then the parameter des
ribing the randomness of the media. We re
all that the Dar
y velo
ity isthen de�ned by

v(ω, x) = −a(ω, x)∇p(ω, x).5.2.2 Adve
tion-di�usion equationAn inert solute is inje
ted in the porous medium and transported by adve
tion and di�usion. Here we
onsider only mole
ular di�usion, assumed homogeneous and isotropi
. This type of solute migration isdes
ribed by the adve
tion-di�usion equation :
∂c(ω, x, t)

∂t
+ v(ω, x).∇x(c(ω, x, t)) −D∆c(ω, x, t) = 0, (5.3)where D > 0 is the mole
ular di�usion 
oe�
ient, v the Dar
y velo
ity de�ned previously and c the solute
on
entration. We 
onsider the 
ase of adve
tion-dominated model, i.e. the 
ase where the Pe
let number

Pe = l‖v‖mean

D is large (typi
ally ≥ 100). The initial 
ondition at t = 0 is the inje
tion of the solute, i.e.
c(t = 0) = 1R where R is a box in
luded in O. Equation (5.3) should be supplemented with boundary
onditions on ∂O.5.2.3 Spread and dispersionWe now de�ne the two quantities we want to 
ompute.First we introdu
e the 
enter of mass of the solute distribution :

G(ω, t) =

∫

O

c(ω, x, t)xdx.



106 CHAPITRE 5. ADVECTION-DIFFUSION OF A SOLUTE IN RANDOM MEDIAOur aim is then to 
ompute S(t) the mean spread of mass around G, and the mean ma
ro-dispersion D(t),de�ned as its time derivative, i.e.
S(ω, t) =

∫

O

c(ω, x, t)(x −G(ω, t))(x −G(ω, t))tdx, S(t) = Eω [S(ω, t)]and
D(ω, t) =

dS(ω, t)

dt
, D(t) = Eω [D(ω, t)].5.3 Des
ription of the numeri
al method5.3.1 A Monte-Carlo method to deal with un
ertaintyAs pre
ised above, we suppose the un
ertainty to be large, typi
ally σ2 ∈ [1, 10], therefore perturbationtype methods [5℄, [18℄, [28℄, [63℄, [65℄, [57℄, [62℄ do not seem to be suitable. Moreover, sin
e we suppose l to besmall, σ2 to be large and cov[g] to be only lips
hitz, sto
hasti
 galerkin and sto
hasti
 
ollo
ation methods(see e.g. [1℄, [2℄, [31℄, [74℄ and the referen
es therein) do not seam to be adapted. Namely, in this 
ase, thepermeability �eld a 
annot be approximated 
orre
tly with a reasonable number of random variable. Inparti
ular, the eigenvalues of the Karhunen-Loève development are expli
it in this 
ase (see [76℄), and weknow that the number of term in the trun
ated Karhunen-Loève development should be mu
h greater than

100, whi
h is not possible on a pra
ti
al point of view. Therefore we 
hoose to use a Monte-Carlo method todeal with un
ertainty.More pre
isely, we 
onsiderN independent realizations of the permeability �eld a(x, ω1), ...a(x, ωN ). For ea
h
i from 1 to N , we 
ompute approximations of the spread Si(t) and of the dispersion Di(t) 
orrespondingto the permeability �eld ai as spe
i�ed below, and we approximate S(t) by 1

N

∑N
i=1 S

i(t) and D(t) by
1
N

∑N
i=1 Di(t). For simpli
ity, the index i will be omitted in the remainder of this se
tion, whi
h is devotedto the des
ription of the numeri
al method used to 
ompute the solution of a deterministi
 problem : the
omputation of spread and dispersion.5.3.2 Approximation of the �ow velo
ityThe hydrauli
 head is de�ned as the solution of the following ellipti
 partial di�erential equation :

div(a(x)∇p(x)) = 0, x ∈ O,submitted to mixed boundary 
onditions.In what follows, we work with the equivalent PDE with homogeneous mixed boundary 
onditions and a righthand side f . We de�ne then an approximation p̃ of p in a �nite elements spa
e of degree 1, with maximumspa
e mesh h. The velo
ity v is then approximated by ṽ = −a∇p̃. For readibility the maximum mesh size hwill be omitted, and the tilde will a

ount for the spa
e dis
retization approximation in this paper.5.3.3 A probabilisti
 parti
ular methodThe solute 
on
entration is de�ned as the solution of (5.3). The domain O is 
hosen so that a very smallamount of the solute rea
hes the boundary. Therefore, in pra
ti
e, it is harmless to repla
e (5.3) by :
{

∂c

∂t
(x, t) + v(x).∇c(x, t) −D∆c(x, t) = 0, x ∈ Rd and t ∈ [O, T ]

c(x, 0) = c0(x), x ∈ Rd,where v is extended to Rd. Sin
e div(v) = 0, this is a Fokker-Plan
k equation. We 
hoose to approximatethe solution of this Fokker-Plan
k equation with a probabilisti
 parti
ular method, we de�ne the asso
iatedsto
hasti
 di�erential equation :
{
dX(t) = v(X(t))dt+

√
2DdW (t)

X(0) = X0,



5.4. NUMERICAL ANALYSIS OF THE METHOD WITH ADDITIONAL ASSUMPTIONS 107where X0 is a random variable with density c0 with respe
t to the Lebesgue measure. It is 
lassi
al that X(t)admits then c(x, t)dx as density. The law of X 
an be approximated by a Monte-Carlo method. We take Mindependent realizations of approximations of X using an Euler s
heme and the approximated �ow velo
ity
ṽ : X1

n, ...X
M
n .

{
X̃j

n(tk+1) = X̃j
n(tk+1) + ṽ(X̃j

n(tk))∆t+
√
2D∆tN j

k for t ∈ [tk, tk+1],

X̃j
n(0) = Xj

0 ,where T = n∆t, tk = k∆t and N j are independent d-dimensional mean-free gaussian random ve
tor withidentity as 
ovarian
e. Finally we approximate G(t) by G̃M
n (t) = 1

M

∑M
j=1 X̃

j
n(t), the spread S(t) by

S̃M
n (t) =

1

M

M∑

j=1

(X̃j
n(t)− G̃M

n (t))(X̃j
n(t)− G̃M

n (t))t.In order to approximate the dispersion, we introdu
e a new time step ∆s, and approximate D(t) by
S̃M
n (t+∆s)− S̃M

n (t)

∆s
.Indeed we re
all that we have G(t) = E[X(t)], S(t) = E[(X(t)−G(t))(X(t) −G(t))t], and D(t) = d

dtS(t).For more details on a possible numeri
al implementation, see [15℄.5.4 Numeri
al analysis of the method with additional assumptionsWe 
onsider O a box of Rd, and (Ω,F ,P) a probability spa
e. For k ∈ N and 0 ≤ α ≤ 1, we denoteby Ck,α
b the spa
e of Ck fun
tions with bounded derivatives and su
h that any k-th derivative is α-hölder
ontinuous. For f ∈ Ck,α

b we introdu
e asso
iated norm :
‖f‖Ck,α

b
= max{‖f‖∞, ‖f ′‖∞, ..., ‖f (k)‖∞, ‖f (k)‖C0,α

b
}.The numeri
al analysis of the above algorithm requires the solution of (5.2) to be su�
iently regularwith respe
t to x ∈ O. Unfortunately, this is not the 
ase for two reasons. First, we are dealing with anellipti
 equation on a re
tangular domain with mixed boundary 
onditions. This limits the smoothness ofthe solution. Also, note that the adve
tion-di�usion equation is set on the full spa
e Rd and it is not 
learhow to extend the velo
ity �eld on O to Rd. We 
onsider that this is a te
hin
al problem and avoid it byrepla
ing the mixed boundary 
onditions by periodi
 boundary 
onditions, so that the solutions have thesmoothness naturally asso
iated to the smoothness of the permeability, and the extension to Rd is trivial.Another way 
ould be trun
ate the velo
ity �eld 
lose to the boundary and to then extend it by zero. The�nal solution would not be very di�erent, sin
e in pra
ti
e the domain O is 
hosen very large with respe
tto the box R and a very small amount of the solute rea
hes the boundary. The solution of (5.2) with mixedboundary 
onditions being smooth inside the domain, the same analysis as below gives a similar result. We
hose the periodi
 boundary 
onditions to simplify the presentation.Se
ond, and this is a mu
h deeper problem, the permeability �eld asso
iated to an exponential 
ovarian
e(i.e. δ = 1 in (5.1)), is only Cβ , for β < 1/2, yielding a velo
ity of the same regularity. Our analysis requiresat least a C1,α, α > 0 regularity, whi
h exludes exponential 
ovarian
e and we are only able to deal with

δ > 2 + 2α (or δ = 2). Furthermore, as it is often the 
ase in theoriti
al papers, we assume that thepermeability �eld is uniformly bounded and 
oer
ive. This is 
learly not the 
ase for a lognormal probability�eld, but using the argument and methodology of [10℄ (see also [66℄ and [26℄), we obtain a similar result. Notethat this would 
onsiderably 
ompli
ate the proof. To sum up, these 
onsiderations lead to the followingassumption used in all the results below.Assumption 5.4.1. The permeability �eld a ∈ L∞(Ω, C1,α
b (Rd)) for some 0 < α < 1, su
h that for almostall ω a(ω, .) is O periodi
 and su
h that for almost all ω, for any x ∈ Rd,

0 < amin < a(ω, x) < amax < +∞,



108 CHAPITRE 5. ADVECTION-DIFFUSION OF A SOLUTE IN RANDOM MEDIA5.4.1 Solution of the �ow equation and its approximation using �nite elementsWe 
onsider then the �ow equation :
{

div(a(ω, x)∇p(ω, x)) = f, on Ω× Rd,∫
∂O

p(ω, x) = 0 on Ω,
(5.4)and p is O periodi
. The right hand side f takes into a

ount non homogeneous boundary 
onditions and isassumed to be smooth.Proposition 5.4.2. Equation (5.4) admits a unique solution p ∈ L∞(Ω, C2,α

b (Rd)).Proof. For almost all ω, the appli
ation of the ellipti
 regularity theorem [33℄ yields that the equation admitsa unique solution p(ω, ·) ∈ C2,α
b (Rd), with

||p(ω, ·)||C2,α
b (Rd) ≤ C(a(ω, ·))where C(a(ω, ·)) is a 
onstant whi
h depends only on the C1,α

b (Rd) norm of a(ω, ·) and on amin(ω) and 
antherefore be 
hosen to be uniform with respe
t to ω. The appli
ation ω 7→ p(ω, ·) ∈ C2,α
b (Rd) being stronglymeasurable, the result follows.We 
onsider ph the approximation of p in a �nite elements spa
e Vh.We de�ne the Dar
y velo
ity : v(ω, x) = −a(ω, x)∇p(ω, x) and its estimate vh(ω, x) = −a(ω, x)∇ph(ω, x).Then v ∈ L∞(Ω, C1,α

b (Rd)). Hen
e, sin
e Vh is a �nite dimensional spa
e, we also have vh ∈ L∞(Ω× Rd).From now on, we make the following assumption on the �nite element spa
e.Assumption 5.4.3. We suppose that there exists a 
onstant c1 (depending on v) su
h that for any h > 0we have ‖v − vh‖L∞(Ω×Rd) ≤ C1h|ln(h)|.Remark 5.4.4. This assumption is in parti
ular full�led in the 
ase of a �nite element spa
e of pie
ewselinear fun
tions on a regular triangulation. In [21℄ for instan
e, this is proved for a C1 permeability �eld withdiri
hlet boundary 
onditions. The proof extends to periodi
 boundary 
onditions. Note that we expe
t that ifthe permeability �eld is C0,α, a similar estimate holds with hα−ε for ε > 0, instead of h|ln(h)|. We have notfound su
h a result in the litterature but it is possible that it 
ould be proved mixing the argument of [21℄ and[39℄, 
hap. 8 and 9.5.4.2 The adve
tion-di�usion equationWe de�ne c0(x) = 1R(x), where R is a box in
luded in O, and take v ∈ C1,α
b (Rd,Rd), we 
onsider thenthe following adve
tion-di�usion equation :

{
∂c
∂t (x, t) + v(x).∇c(x, t) −D∆c(x, t) = 0, x ∈ Rd and t ∈ [O, T ]

c(x, 0) = c0(x), x ∈ Rd.
(5.5)We 
onsider also the sto
hasti
 di�erential equation asso
iated to this Fokker Plan
k equation :

{
dX(t) = v(X(t))dt+

√
2DdW (t),

X(0) = X0,
(5.6)We suppose that X0 admits c0(x)dx as density. We re
all the following well known result (see [44℄ e.g).Proposition 5.4.5. The equation (5.5) admits a unique solution c ∈ C(]0, T ], C2(Rd)) and X(t) admits

c(x, t)dx as density.
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retizationWe give now the �rst preliminary result. We 
onsider (Ω′,F ′,P′) another probability spa
e, whose generi
variable is denoted by ξ. Here we give weak error results for the time dis
retization of a sto
hasti
 di�erentialequation with an additive noise and a C1,α drift.Let v ∈ C1,α
b (Rd,Rd) for some 0 < α ≤ 1.We denote by Xx the solution of the following sto
hasti
 di�erential equation :

{
dXx(t) = v(Xx(t))dt +

√
2DdW (t),

Xx(0) = x.
(5.7)We denote by Xx

n the numeri
al approximation of Xx using an Euler s
heme as in se
tion 3, where themesh of the time dis
retization is ∆t = T
n , and tk = k∆t for 0 ≤ k ≤ n. We extend Xx

n to a fun
tion de�nedfor all t ≥ 0 by : : {
dXx

n(t) = v(Xx
n(tk))dt+

√
2DdW (t), for tk ≤ t ≤ tk+1,

Xx
n(0) = x.

(5.8)We need to deal with a drift less than C2, this has been studied in [55℄. Nevertheless, we give a simpleproof in the 
ase of an additive noise for the sake of 
ompletness, whi
h moreover yields a better weak
onvergen
e order in our parti
ular 
ase (namely 1+α
2 ) than the general result of [55℄ (namely 1

2−α ).Proposition 5.4.6. Let 0 < α ≤ 1, 0 < β < 1, V > 0 and ϕ ∈ C2,β
b (Rd), then there exists a 
onstant C2su
h that for any x ∈ Rd and v ∈ C1,α

b (Rd) su
h that ‖v‖C1,α
b (Rd) ≤ V , we have

|E[ϕ(Xx(T ))− ϕ(Xx
n(T ))]| ≤ C2(∆t)

1+α
2 .Proof. We denote by C1;2

b (Rd× [0, T ]) the spa
e of fun
tions of (x, t) whi
h admit derivatives with respe
t to
t and two derivatives with respe
t to x, all these derivatives being 
ontinuous and bounded on Rd × [0, T ].For u ∈ C1;2

b (Rd × [0, T ]), we introdu
e the natural norm
‖u‖C1;2

b (Rd×[0,T ]) = max

{
‖u‖∞,

∥∥∥∥
∂u(t, x)

∂t

∥∥∥∥
∞
,

∥∥∥∥
∂u(t, x)

∂x

∥∥∥∥
∞
,

∥∥∥∥
∂2u(t, x)

∂x2

∥∥∥∥
∞

}
.We re
all now a 
lassi
al result whose proof 
an be found in [52℄ page 184. We introdu
e the followingKolmogorov equation asso
iated to the previous SDE :

{
∂u
∂t (t, x) = D∆u(t, x) + v(x).∇u(t, x),
u(0, x) = ϕ(x).

(5.9)Then for 0 < α < 1, v ∈ C0,α
b (Rd) with ‖v‖C0,α

b (Rd) ≤ V and ϕ ∈ C2,α
b (Rd), the equation (5.9) admits aunique solution u ∈ C1;2+α

b (Rd × [0, T ]) and ‖u‖C1;2+α
b (Rd×[0,T ]) 
an be bounded by a 
onstant CV dependingon d, ϕ, T and depending only on v through V . In parti
ular in our 
ase, sin
e we have v ∈ C1,α

b (Rd)with ‖v‖C1,α
b (Rd) ≤ V and ϕ ∈ C2,β

b (Rd) then the solution u of (5.9) belongs to C1;2
b (Rd × [0, T ]), with

‖u‖C1;2
b (Rd×[0,T ]) ≤ CVApplying It� formula yields 
lassi
ally u(t, x) = E[ϕ(Xx(t))]. Then the weak error

E = E[ϕ(Xx(T ))]− E[ϕ(Xx
n(T ))]

= u(T, x)− E[u(0, Xx
n(T ))]
an be split into E =

∑n−1
i=0 Ei, where :

Ei = E[u(T − ti, X
x
n(ti))]− E[u(T − ti+1, X

x
n(ti+1))]

= E[u(T − ti+1, X
Xx

n(ti)(∆t))]− E[u(T − ti+1, X
Xx

n(ti)
n (∆t))]

= E[E[u(T − ti+1, X
Xx

n(ti)(∆t)) − u(T − ti+1, X
Xx

n(ti)
n (∆t))|Xx

n(ti)]]

= E[ei(X
x
n(ti))],



110 CHAPITRE 5. ADVECTION-DIFFUSION OF A SOLUTE IN RANDOM MEDIAwhere ei(y) = E[u(T − ti+1, X
y(∆t)) − u(T − ti+1, X

y
n(∆t))], by using the Markov property of the solution

X and of the dis
retized solution Xn. Using a Taylor expansion of u at order two with respe
t to x, we get :
|ei(y)| ≤ |E[Dxu(T − ti+1, X

y(∆t)).(Xy
n(∆t)−Xy(∆t))]|

+ ‖D2
xu‖∞E

[
|Xy(∆t)−Xy

n(∆t)|2
]
.We �rst bound the se
ond term, using Cau
hy-S
hwarz inequality :

E
[
|Xy(∆t) −Xy

n(∆t)|2
]

≤ ∆tE

[∫ ∆t

0

|v(Xy(s))− v(y)|2ds
]

≤ ‖Dv‖2∞∆tE

[∫ ∆t

0

|Xy(s)− y|2ds
]
.The integrand 
an be bounded as follows :

|Xy(s)− y| =

∣∣∣∣
∫ s

0

v(Xy(t))dt +
√
2DW (t)

∣∣∣∣

≤ ‖v‖∞s+
√
2D|W (s)|,whi
h yields the following bound for the se
ond term :

E
[
|Xy(∆t)−Xy

n(∆t)|2
]

≤ ‖Dv‖2∞∆t

∫ ∆t

0

E

[(
‖v‖∞∆t+

√
2D∆t

∣∣∣∣
W (s)√

s

∣∣∣∣
)2

ds

]

≤ ‖Dv‖2∞(∆t)2
∫ ∆t

0

E

[
(‖v‖∞

√
∆t+

√
2D |W (1)|)2ds

]

≤ 2(
√
2D + ‖v‖2∞)‖Dv‖2∞(∆t)3.We now bound the �rst term, sin
e v ∈ C1,α(Rd), for any x, y ∈ Rd

|v(x) − v(y)−Dv(x).(y − x)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

(Dv(x + t(y − x)) −Dv(x)).(y − x))dt

∣∣∣∣
≤ ‖v‖C1,α

b (Rd)|y − x|α+1.Therefore, using a Taylor expansions of v and Dxu, we get
|E [Dxu(T − ti+1, X

y(∆t)).(Xy
n(∆t) −Xy(∆t))] |

=

∣∣∣∣∣E
[
Dxu(T − ti+1, X

y(∆t)).

∫ ∆t

0

(v(Xy(u))− v(y))du

]∣∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∣E
[
Dxu(T − ti+1, X

y(∆t)).

∫ ∆t

0

Dv(y).(Xy(s)− y)ds

]∣∣∣∣∣

+ ‖v‖C1,α
b (Rd)‖Du‖∞E

[∫ ∆t

0

|Xy(s)− y|α+1ds

]

≤
∣∣∣∣∣E
[
(Dxu(T − ti+1, X

y(∆t))−Dxu(T − ti+1, y)).

∫ ∆t

0

Dv(y).(Xy(s)− y)ds

]∣∣∣∣∣

+ |Dxu(T − ti+1, y).

∫ ∆t

0

Dv(y).E [Xy(s)− y] ds|

+ ‖v‖C1,α
b (Rd)‖Du‖∞E

[∫ ∆t

0

|(‖v‖∞s+
√
2D|W (s)|)|α+1ds

]
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e, we have
|E [Dxu(T − ti+1, X

y(∆t)).(Xy
n(∆t)−Xy(∆t))] |

≤ ‖D2
xu‖∞‖Dv‖∞E

[
|Xy(∆t)− y|

∫ ∆t

0

|Xy(s)− y|ds
]

+ ‖Dxu‖∞‖Dv‖∞
∫ ∆t

0

|E [Xy(u)− y] |du

+ ‖v‖C1,α
b (Rd)‖Du‖∞

∫ ∆t

0

E

[
(‖v‖∞∆t+

√
2D∆t|W (1)|)α+1

]
ds

≤ ‖D2
xu‖∞‖Dv‖∞

(
E[(Xy(∆t) − y)2]

)1/2

E



(∫ ∆t

0

|Xy(s)− y|ds
)2





1/2

+ ‖Dxu‖∞‖Dv‖∞
∫ ∆t

0

‖v‖∞udu

+ ‖v‖C1,α
b (Rd)‖Du‖∞

∫ ∆t

0

E

[
(‖v‖∞∆t+

√
2D∆t|W (1)|)α+1

]
ds

≤ C((∆t)2 + (∆t)1+
α+1
2 ).The 
onstant C whi
h appears in this bound depends only on V , ϕ, d and T . These two estimates lead tothe following bound for ei :
|ei(y)| ≤ C(∆t)1+

1+α
2 .The �nal result follows by taking the sum over i of these inequalities, re
alling that n∆t = T .Remark 5.4.7. If α = 0, the result on the weak order holds as a 
onsequen
e of the result on the strongorder, namely in this 
ase, the drift is lips
hitz and therefore it is 
lassi
al that the strong order of the Eulers
heme is 1/2 (see [56℄ and [37℄).Remark 5.4.8. If the drift only belongs to C0,α

b (Rd), we have a similar result.Let 0 < α ≤ 1, 0 < β < 1, ϕ ∈ C2,β
b (Rd), and v ∈ C0,α

b su
h that ‖v‖C0,α ≤ V , then there exists a 
onstant
C depending only on ϕ, α, d, T and V su
h that

|E[ϕ(Xx(T ))− ϕ(Xx
n(T ))]| ≤ C(∆t)

α
2 .5.4.4 Spa
e dis
retization error on the solution of the SDEWe give now the se
ond preliminary result. We 
onsider the Euler s
heme with an exa
t velo
ity v, where

v ∈ C1
b (R

d) : {
dXn(t) = v(Xn(tk))dt+

√
2DdW (t), for t ∈ [tk, tk+1],

Xn(0) = X0,and the Euler s
heme with an approximated velo
ity ṽ, where ṽ ∈ L∞(Rd) :
{
dX̃n(t) = ṽ(X̃n(tk))dt+

√
2DdW (t), for t ∈ [tk, tk+1],

X̃n(0) = X0.We give here a bound of the error between these two sto
hasti
 pro
esses.



112 CHAPITRE 5. ADVECTION-DIFFUSION OF A SOLUTE IN RANDOM MEDIAProposition 5.4.9. For any T and V , there exists a 
onstant C3 su
h that for any v su
h that ‖Dv‖∞ ≤ Vwe have almost surely
sup

t∈[0,T ]

|X̃n(t)−Xn(t)| ≤ C3||v − ṽ||L∞(Rd).Proof. For any 0 ≤ k ≤ n− 1 we de�ne uk = sup
t∈[tk,tk+1]

|X̃n(t)−Xn(t)|, and we also de�ne u−1 = t−1 = 0.Take −1 ≤ k ≤ n− 1, t ∈ [tk, tk+1], the di�eren
e between the two Euler s
hemes is then
X̃n(t)−Xn(t) = X̃n(tk)−Xn(tk) + (ṽ(X̃n(tk))− v(Xn(tk)))(t − tk),

|X̃n(t)−Xn(t)| ≤ |X̃n(tk)−Xn(tk)|
+ (|ṽ(X̃n(tk))− v(X̃n(tk))|+ |v(X̃n(tk))− v(Xn(tk))|)∆t

uk+1 ≤ uk + (||v − ṽ||L∞ + V uk)∆t

uk+1 ≤ (1 + V∆t)uk +∆t||v − ṽ||L∞ .Hen
e, the dis
rete Gronwall lemma implies that for any 0 ≤ k ≤ N − 1 :
uk ≤ (1 + ∆tV )k+1

V
||v − ṽ||L∞

≤ eV T

V
||v − ṽ||L∞ .5.4.5 Total error on the spreadWe re
all that (Ω,F ,P) and (Ω′,F ′,P′) are two probability spa
es, with generi
 variables ω ∈ Ω and

ξ ∈ Ω′. Let ϕ ∈ C3
b (R

d,Rp) and ψ ∈ C1
b (R

p,Rq) for some p, q ∈ N∗. Take a 
onstant κ su
h that ϕ, ψ andtheir derivatives are bounded by κ. For almost all ω ∈ Ω we de�ne X(ω, ξ, t) as the solution of the followingsto
hasti
 di�erential equation :
{
dX(ω, ξ, t) = v(ω,X(ω, ξ, t))dt+

√
2DdW (ξ, t), x ∈ Rd, t ≥ 0,

X(ω, ξ, 0) = X0(ξ),
(5.10)where v is de�ned as in subse
tion 4.1, W is a d-dimensional brownian motion on (Ω′,F ′,P′) and X0 admits

c0 as density, as de�ned in se
tion 4.2. Then we de�ne for any 1 ≤ i ≤ N , 1 ≤ j ≤ M and almost all ω itsapproximations X̃ i,j
n (ω, ξ, t) by :

{
dX̃ i,j

n (ω, ξ, t) = ṽi(ω, X̃ i,j
n (ω, ξ, tk))dt +

√
2DdW i,j(ξ, t), for t ∈ [tk, tk+1]

X̃ i,j
n (ω, ξ, 0) = X i,j

0 (ξ),
(5.11)where ṽi is the �nite element approximation of vi as de�ned in subse
tion 4.1. We now de�ne the error :De�nition 5.4.10. For almost all ω ∈ Ω, ξ ∈ Ω′, we de�ne :

Er(ω, ξ) = Eω[ψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))])]− 1

N

N∑

i=1

ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T ))


 .Theorem 5.4.11. There exists a 
onstant C su
h that

‖Er(ω, ξ)‖L2
ω,ξ

≤ C

(
(∆t)

1+α
2 + h|ln(h)|+ 1√

M
+

1√
N

)
.
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t that for a less regular permeability �eld, that is assumed to be only C0,α, asimilar result holds with the right hand side repla
ed by
∆t

α
2 + hα−ε +

1√
M

+
1√
N
.Reminding Remark 5.4.4 and Remark 5.4.8, the �nite element error and the bound error due to time dis-
retization generalize. The major di�
ulty is the generalization of Proposition 5.4.9. Note that Proposition5.4.9 gives a strong error, i.e. for ea
h ξ ∈ Ω′. In the proof below, only a weak error is needed. We believethat su
h a weak error of the form

|Eξ[ϕ(X̃n(t))]− Eξ[ϕ(Xn(t))]| ≤ C‖v − ṽ‖L∞(Ω×Rd)is true for a permeability �eld in C0,α, but we are not able to prove this.Remark 5.4.13. An estimate of the error on the spread follows from the 
ases where ϕ(x) = xxt, ψ(x) = xand ϕ(x) = x, ψ(x) = xxt. For simpli
ity, we treat only the 
ase where ϕ and ψ are bounded with boundedderivatives. The result 
an however be generalized to the 
ase where ϕ and ψ are respe
tively C3 and C1 withat most polynomial growth.Proof. Take V = ‖v‖L∞(Ω,C1,α
b (Rd)).We split this error into three terms :

Er(ω, ξ) = Er1 + Er2(ω) + Er3(ω, ξ).Where we de�ne :
Er1 = Eω[ψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))])]− Eω[ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))])]

Er2(ω) = Eω[ψ(Eξ[ϕ(X̃
i,j
n (ω, ξ, T ))])]− 1

N

N∑

i=1

ψ(Eξ[ϕ(X̃
i,j
n (ω, ξ, T ))])

Er3(ω, ξ) =
1

N

N∑

i=1


ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))])− ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T ))




 .The �rst error term Er1 takes into a

ount the spa
e dis
retization error and the time dis
retization error,and 
an thus be split into two terms : for almost all ω we have

|Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T )]− Eξ[ϕ(X̃n(ω, ξ, T ))]|
≤ |Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T )]− Eξ[ϕ(Xn(ω, ξ, T ))]|
+|Eξ[ϕ(Xn(ω, ξ, T )]− Eξ[ϕ(X̃n(ω, ξ, T ))]|
≤ C2(∆t)

α+1
2 + C3‖v − ṽ‖L∞(Ω×Rd)

≤ C2(∆t)
α+1
2 + C4h|ln(h)|,where we have used Proposition 5.4.6 to bound the �rst term and Propositions 5.4.9 and 5.4.3 to bound these
ond term. The 
onstant V whi
h appears in Propositions 5.4.9 and 5.4.6 is then the 
onstant V de�nedabove, i.e. V = ‖v‖L∞(Ω,C1,α

b (Rd)). This inequality holds for almost all ω, then by taking the expe
ted valueof the image by ψ we obtain :
|Er1| ≤ E[‖ψ′‖∞(C2(∆t)

α+1
2 + C4h|ln(h)|)]

≤ κ(C2(∆t)
α+1
2 + C4h|ln(h)|).The random variables (Yi)1≤i≤N de�ned by Yi(ω) = ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))] being independent, identi
allydistributed and belonging to L2(Ω), we have :

‖Er2(ω)‖L2
ω

≤ ‖Yi − E[Yi]‖L2
ω√

N

≤ 2κ√
N
.



114 CHAPITRE 5. ADVECTION-DIFFUSION OF A SOLUTE IN RANDOM MEDIAIndeed, for almost all ω, we have |Yi(ω)| ≤ ‖ψ‖∞. Analogously, for any 1 ≤ i ≤ N and almost all ω, therandom variables (Zj)1≤j≤M de�ned by Zj(ξ) = ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T )) are independent, identi
ally distributed

L2(Ω′) random variables, therefore :
∥∥∥∥∥∥
E[Zj ]−

1

M

M∑

j=1

Zj(ξ)

∥∥∥∥∥∥
L2

ξ

≤
‖Zj − E[Zj ]‖L2

ξ√
M

≤ 2κ√
M
.For all 1 ≤ i ≤ N and almost all ω,

∣∣∣∣∣∣
ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))])− ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T ))



∣∣∣∣∣∣

≤ ‖ψ′‖∞

∣∣∣∣∣∣
Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))]− 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T ))

∣∣∣∣∣∣
,thus

∥∥∥∥∥∥
ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))])− ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T ))



∥∥∥∥∥∥
L2

ξ

≤ 2κ2√
M
.This bound holds for any 1 ≤ i ≤ N and almost all ω, therefore taking the sum over i and the L2

ω normyields �nally the following bound for Er3 :
‖Er3(ω, ξ)‖L2

ωL2
ξ
≤ 2κ2√

M
.5.4.6 Total error on the dispersionWe re
all that (Ω,F ,P) and (Ω′,F ′,P′) are two probability spa
es. Let ϕ ∈ C5

b (R
d,Rp) and ψ ∈ C2

b (R
p,Rq)for some p, q ∈ N∗. Take a 
onstant κ su
h that ϕ, ψ and their derivatives are bounded by κ. X(ω, ξ, t) andits approximations X̃ i,j

n (ω, ξ, t) are de�ned as previously by respe
tively (5.10) and (5.11).In this se
tion we give a bound for the below de�ned error.De�nition 5.4.14. for almost all ω ∈ Ω, ξ ∈ Ω′, we de�ne
E(ω, ξ) =

d

dt
Eω [ψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))])]

− 1

N

N∑

i=1

ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T +∆s)


− ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T )




∆s
,where we have naturally de�ned

X̃ i,j
n (ω, ξ, T +∆s) = X̃ i,j

n (T ) + ṽ(X̃ i,j
n (T ))∆s+

√
2D∆s(W i,j(T +∆s)−W i,j(T )).



5.4. NUMERICAL ANALYSIS OF THE METHOD WITH ADDITIONAL ASSUMPTIONS 115To bound the error, we make the following additional assumption :Assumption 5.4.15. a ∈ L∞(Ω, C2,α
b (Rd)) for some 0 < α < 1.Theorem 5.4.16. There exists a 
onstant C su
h that

‖E(ω, ξ)‖L2
ω,ξ

≤ C

(
∆t+∆s+ h|ln(h)|+ 1√

N
+

1√
M∆s

)
.Remark 5.4.17. The last term in the right hand side (namely 1√

M∆s
) is due to the fa
t that we approximatethe derivative of the expe
ted value of a fun
tion of the solution of a SDE through a Monte-Carlo method (it
omes from the term E4 in the following proof), and is optimal (as we 
an see with the 
ase of a 
onstantdrift).Remark 5.4.18. An estimate of the error on the dispersion follows from the 
ases where ϕ(x) = xxt,

ψ(x) = x and ϕ(x) = x, ψ(x) = xxt. For simpli
ity, we treat only the 
ase where ϕ and ψ are bounded withbounded derivatives. The result 
an however be generalized to the 
ase where ϕ and ψ are respe
tively C5 and
C2 with growth at most polynomial.Proof. We split this error into four terms :

E(ω, ξ) = E1 + E2 + E3(ω) + E4(ω, ξ).These four terms are de�ned by :
E1 =

d

dt
Eω [ψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))])]

− Eω

[
Dψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T )]).

Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T +∆s))]− Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))]

∆s
)

]
,

E2 = Eω

[
Dψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))].

Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T +∆s))]− Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))]

∆s

]

− Eω [ψ(Eξ[ϕ(X̃
i,j
n (ω, ξ, T +∆s))]] − Eω[ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))]]

∆s
,

E3(ω) =
Eω [ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T +∆s))]] − Eω[ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))]]

∆s

−

1

N

N∑

i=1

ψ(Eξ[ϕ(X̃
i,j
n (ω, ξ, T +∆s))]) − ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))])

∆s
,

E4(ω, ξ) =

1

N

N∑

i=1

ψ(Eξ[ϕ(X̃
i,j
n (ω, ξ, T +∆s))]) − ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))])

∆s

−

1

N

N∑

i=1

ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T +∆s))


− ψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T ))




∆s
.E1 The �rst term E1 a

ounts for the approximation of the time derivative. To bound this term, we �rstprove the following lemma :Lemma 5.4.19. Take a 
onstant V , 0 < α < 1, then there exists a 
onstant CV su
h that for any v ∈

C2,α
b (Rd) with ‖v‖C2,α

b (Rd) ≤ V , the solution Y x of the sto
hasti
 di�erential equation (5.8) is su
h that forany x ∈ Rd we have
∣∣∣∣
E[ϕ(Y x(T +∆s))]− E[ϕ(Y x(T ))]

∆s
− d

dt
E[ϕ(Y x(t))]

∣∣∣∣ ≤ CV ∆s.



116 CHAPITRE 5. ADVECTION-DIFFUSION OF A SOLUTE IN RANDOM MEDIAProof. As previously we de�ne u as the solution of (5.9), then we have u ∈ C1;2
b (Rd × [0, 2T ]) as previously,and thanks to the additionnal assumptions, applying the result of [52℄ to ∂u

∂t , we have ∂u
∂t ∈ C1;2

b (Rd× [0, 2T ])with ‖∂u
∂t ‖C1;2(Rd×[0,2T ]) ≤ CV . Therefore, we have for any x ∈ Rd

∣∣∣∣
E[ϕ(Y x(T +∆s))] − E[ϕ(Y x(T ))]

∆s
− d

dt
E[ϕ(Y x(t))]

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
u(T +∆s, x)− u(T, x)

∆s
− ∂

∂t
u(T, x)

∣∣∣∣

≤ ∆s

∫ 1

0

(1 − t)

∣∣∣∣
∂2u

∂t2
(T + u∆s, x)

∣∣∣∣ du

≤ ∆s sup
x∈Rd,s∈[T,T+∆s]

∣∣∣∣
∂2u

∂t2
(s, x)

∣∣∣∣
≤ CV ∆s.We 
an now bound E1, �rst we noti
e that sin
e we have supposed that a ∈ L∞(Ω, C2,α

b (Rd)), we have
v ∈ L∞(Ω, C2,α

b (Rd)) by [33℄, as in the proof of Proposition 5.4.2. Therefore, setting V = ‖v‖L∞(Ω,C2,α
b (Rd)),then we 
an apply the previous lemma for almost all ω, and sin
e the bound CV ∆s is independent from thedeterministi
 initial 
ondition, the Markov property yields that for almost all ω :

∣∣∣∣
d

dt
Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))]− Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T +∆s))] − Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))]

∆s

∣∣∣∣
≤ CV ∆s.

E1 
an be rewritten as
E1 = Eω[Dψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))]).

d

dt
(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))])

− Eω

[
Dψ(Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T )]).

Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T +∆s))] − Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))]

∆s

]Using the previous bound, bounding ‖ψ′‖∞ by κ and taking the expe
ted value with respe
t to ω yields thefollowing bound for E1 :
|E1| ≤ κCV ∆s.E2 The termE2 
ontains the spa
e and time dis
retizations errors.We de�ne on
e again V = ‖v‖L∞(Ω,C2,α

b (Rd)).The estimate of E2 will follow from an estimate of :
A =

Eξ[ϕ(X̃n(ω, ξ, T +∆s))]− Eξ[ϕ(X̃n(ω, ξ, T ))]

∆s

− Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T +∆t))]− Eξ[ϕ(X(ω, ξ, T ))]

∆s
.A
tually A 
orresponds to the 
ase where ψ(x) = x. To simplify the variable ω will be �xed and omittedin this paragraph, ex
ept in the �nal bound, and all bounds are uniform with respe
t to ω, the index i, jwill be also omitted, sin
e the random pro
esses are identi
ally distributed and the variable ξ will be alsoomitted, all expe
ted values are impli
itly taken with respe
t to ξ.We split the error term A into a time dis
retization error B and a spa
e dis
retization error C, i.e. A = B+Cwhere

B =
E[ϕ(Xn(T +∆s))]− E[ϕ(Xn(T ))]

∆s
− E[ϕ(X(T +∆t))] − E[ϕ(X(T ))]

∆s
,

C =
E[ϕ(X̃n(T +∆s))]− E[ϕ(X̃n(T ))]

∆s
− E[ϕ(Xn(T +∆t))] − E[ϕ(Xn(T ))]

∆s
.



5.4. NUMERICAL ANALYSIS OF THE METHOD WITH ADDITIONAL ASSUMPTIONS 117We �rst bound the time dis
retization error B. For any φ ∈ Cb(Rd) we introdu
e the following notations :
P t(φ)(x) = E[φ(Xx(t))] and P t

n(φ)(x) = E[φ(Xx
n(t))] where Xx and Xx

n are de�ned by (5.7) and (5.8)respe
tively. For v ∈ C2
b (Rd), Proposition 5.4.6 in the 
ase α = 1 
an be reformulated as follows : for any

φ ∈ C2,β
b (Rd) for some 0 < β < 1 we have, re
alling that T = n∆t,

|P∆s(φ)(x) − P∆s
n (φ)(x)| ≤ C2(∆s)

2 and |PT (φ)(x) − PT
n (φ)(x)| ≤ C2∆t (5.12)where the 
onstant C2 depends only on v through V . The following inequality 
learly hold true : for any t,and φ ∈ Cb,

‖P t(φ)‖∞ ≤ ‖φ‖∞ and ‖P t
n(φ)‖∞ ≤ ‖φ‖∞.We 
an now bound B, using these notations and inequalities. The Markov property of X and Xn yields :

B = E

[
PT
n

(
P∆s
n − Id

∆s

)
ϕ(X0)− PT

(
P∆s − Id

∆s

)
ϕ(X0)

]

= E

[
PT
n

(
P∆s
n − P∆s

∆s

)
ϕ(X0) + (PT

n − PT )

(
P∆s − Id

∆s

)
ϕ(X0)

]
.For any x ∈ Rd, ∣∣∣∣

(
P∆s
n − P∆s

∆s

)
ϕ(x)

∣∣∣∣ ≤ C2∆s,when
e for any x ∈ Rd, ∣∣∣∣PT
n

(
P∆s
n − P∆s

∆s

)
ϕ(x)

∣∣∣∣ ≤ C2∆s,and ∣∣∣∣E
[
PT
n

(
P∆s
n − P∆s

∆s

)
ϕ(X0)

]∣∣∣∣ ≤ C2∆s.For any x ∈ Rd,
P∆s − Id

∆s
ϕ(x) =

u(∆s, x)− u(0, x)

∆s
,therefore ∣∣∣∣

P∆s − Id

∆s
ϕ(x) − ∂u

∂t
(0, x)

∣∣∣∣ ≤ ∆s

∣∣∣∣∣ sup
s∈[0,T ],x∈Rd

∂2u

∂t2

∣∣∣∣∣ ,where u is still de�ned by (5.9). And �nally, for any x ∈ Rd,
∣∣∣∣(PT

n − PT )

(
P∆s − Id

∆s

)
ϕ(x)

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣(PT

n − PT )

(
∂u

∂t
(0, .)

)
(x)

∣∣∣∣

+2∆s sup
s∈[0,T ],x∈Rd

∣∣∣∣
∂2u

∂t2
(s, x)

∣∣∣∣
≤ C2∆t+ 2∆sCV ,by applying (5.12) with φ = ∂u

∂t (0, .) = D∆ϕ+ v.∇ϕ ∈ C2,α
b (Rd).From the two previous bound, we dedu
e a bound for B :

|B| ≤ C2∆t+ (2CV + C2)∆s.We now give a bound for the term of spa
e dis
retization error C.We �rst introdu
e the notation P̃ t
n(ϕ)(x) = E[ϕ(X̃n(t))] and use the Markov property of Xn and X̃n :

C =
E[ϕ(X̃n(T +∆s))]− E[ϕ(X̃n(T ))]

∆s
− E[ϕ(Xn(T +∆t))]− E[ϕ(Xn(T ))]

∆s

= E

[
(P̃T+∆s

n (ϕ)(X0)− P̃T
n (ϕ)(X0))− (PT+∆s

n (ϕ)(X0)− PT
n (ϕ)(X0))

∆s

]
.



118 CHAPITRE 5. ADVECTION-DIFFUSION OF A SOLUTE IN RANDOM MEDIAThe Markov property enables us to treat the 
ase of a deterministi
 initial 
ondition. We have now to boundthe below de�ned fun
tion F (x), uniformly with respe
t to x :
F (x) =

E[ϕ(X̃x
n(T +∆s))]− E[ϕ(X̃x

n(T ))]

∆s
− E[ϕ(Xx

n(T +∆t))] − E[ϕ(Xx
n(T ))]

∆s
,sin
e

C = E[F (X0)].The following inequalities will be useful, and should be kept in mind to understand what will follow.Lemma 5.4.20. i) For almost all ξ, and all x we have :
|X̃x

n(T )−Xx
n(T )| ≤ C3‖v − ṽ‖∞.ii) For almost all ξ, and all x we have :

|Y x
n | ≤ ‖v − ṽ‖∞(1 + C3V )∆s.where we use the notation

Y x
n = Xx

n(T +∆s)−Xx
n(T )− (X̃x

n(T +∆s)− X̃x
n(T )).iii) There exists a 
onstant C5 depending only on d and V su
h that for all x, for p = 1 and p = 2 we have :

‖X̃x
n(T +∆s)− X̃x

n(T )‖Lp ≤ C5

√
∆s and ‖Xx

n(T +∆s)−Xx
n(T )‖Lp ≤ C5

√
∆s.Proof. i) It is a dire
t appli
ation of Proposition 5.4.9.ii) For almost all ξ, and all x we have, using Proposition 5.4.9 :

|(Xx
n(T +∆s)−Xx

n(T ))− (X̃x
n(T +∆s)− X̃x

n(T ))|
= |v(Xx

n(T ))− ṽ(X̃x
n)|∆s

= |v(Xx
n(T ))− v(X̃x

n(T )) + v(X̃x
n(T ))− ṽ(X̃x

n)|∆s
≤ ‖Dv‖∞C3‖v − ṽ‖∞∆s+ ‖v − ṽ‖∞∆s,where we have used the previous point.iii)

|Xx
n(T +∆s)−Xx

n(T )| = |v(Xx
n(T ))∆s+

√
2D∆sN |

|X̃x
n(T +∆s)− X̃x

n(T )| = |ṽ(X̃x
n(T ))∆s+

√
2D∆sN |,where N is a mean-free gaussian whose 
ovarian
e is equal to identity.Therefore, using that for h small enough ‖ṽ‖ ≤ 2V by Proposition 5.4.3, we get

‖Xx
n(T +∆s)−Xx

n(T )‖L1 ≤ V∆s+
√
2D∆s

‖X̃x
n(T +∆s)− X̃x

n(T )‖L1 ≤ 2V∆s+
√
2D∆s

‖Xx
n(T +∆s)−Xx

n(T )‖L2 ≤ V∆s+
√
2D∆s

‖X̃x
n(T +∆s)− X̃x

n(T )‖L2 ≤ 2V∆s+
√
2D∆s



5.4. NUMERICAL ANALYSIS OF THE METHOD WITH ADDITIONAL ASSUMPTIONS 119We 
an now bound F .
F (x) =

E[ϕ(X̃x
n(T +∆s))]− E[ϕ(X̃n(T ))]

∆s
− E[ϕ(Xx

n(T +∆t))] − E[ϕ(Xn(T )
x)]

∆s

=
1

∆s
E

[∫ 1

0

Dϕ(X̃x
n(T )) + u(X̃x

n(T +∆s)− X̃x
n(T ))).(X̃

x
n(T +∆s)− X̃x

n(T ))du

]

− 1

∆s
E

[∫ 1

0

Dϕ(Xx
n(T )) + u(Xx

n(T +∆s)−Xx
n(T ))).(X

x
n(T +∆s)−Xn(T ))du

]

= f1(x) + f2(x),where f1 and f2 are de�ned by
f1(x) =

1

∆s
E

[∫ 1

0

Dϕ(X̃x
n(T )) + u(X̃x

n(T +∆s)− X̃x
n(T ))).(X̃

x
n(T +∆s)− X̃x

n(T ))du

]

− 1

∆s
E

[∫ 1

0

Dϕ(Xx
n(T )) + u(Xx

n(T +∆s)−Xx
n(T ))).(X̃

x
n(T +∆s)− X̃n(T ))du

]
.and

f2(x) =
1

∆s
E

[∫ 1

0

Dϕ[Xx
n(T ) + u(Xx

n(T +∆s)−Xx
n(T ))].Y

x
n du

]We �rst treat f2 : the appli
ation of the se
ond point of Lemma 5.4.20 gives that for all x
|f2(x)| ≤ κ‖v − ṽ‖∞(1 + C3V ).We now treat f1

f1(x) =
1

∆s
E

[∫

[0,1]2
D2ϕ(Zx

n(u, λ)).(X̃
x
n(T )−Xx

n(T ) + uY x
n , X̃

x
n(T +∆s)− X̃x

n(T ))dudλ

]
,where we use the notation :

Zx
n(u, λ) = λ[X̃x

n(T ) + u(X̃x
n(T +∆s)− X̃x

n(T )]

+ (1− λ)[Xx
n(T ) + u(Xx

n(T +∆s)−Xx
n(T )].We split f1 into two terms, i.e. f1(x) = f3(x) + f4(x) where we de�ne :

f3(x) =
1

∆s
E

[∫

[0,1]2
D2ϕ(Zx

n(u, λ)).(X̃
x
n(T )−Xx

n(T ), X̃
x
n(T +∆s)− X̃x

n(T ))dudλ

]
,and

f4(x) =
1

∆s
E

[∫

[0,1]2
D2ϕ(Zx

n(u, λ)).(uY
x
n , X̃

x
n(T +∆s)− X̃x

n(T ))dudλ

]
.We �rst bound f4 using the se
ond and third points of Lemma 5.4.20.

|f4(x)| ≤ κ‖v − ṽ‖∞(1 + C3V )C5

√
∆s ≤ κ‖v − ṽ‖∞(1 + C3V )C5

√
T .We now bound f3, by splitting it into two terms, i.e. f3 = f5 + f6, where

f5(x) =
E

[∫
[0,1]2

D2ϕ(λX̃x
n(T ) + (1− λ)Xx

n(T )).(X̃
x
n(T )−Xx

n(T ), X̃
x
n(T +∆s)− X̃x

n(T ))dudλ
]

∆s
,
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f6(x) =

E[
∫
[0,1]3

D3ϕ(W x
n (λ, µ, u)).(Q

x
n(λ, u), X̃

x
n(T )−Xx

n(T ), (X̃
x
n(T +∆s− X̃x

n(T ))))dµdλdu]

∆s
,where

Qx
n(λ, u) = λs(X̃x

n(T +∆s)− X̃x
n(T )) + (1− λ)u(Xx

n(T +∆s)−Xx
n(T )),and

W x
n (λ, µ) = λX̃x

n(T ) + (1− λ)Xx
n(T ) + µQx

n(λ, u).We �rst bound f5, by using the independen
e of (λX̃x
n(T ) + (1 − λ)Xx

n(T ), X̃
x
n(T ) −Xx

n(T )), whi
h is FT -measurable and (W (T +∆T )−W (T )) together with the fa
t that E[W (T +∆T )−W (T )] = 0.
f5(x) =

E

[∫
[0,1]2

D2ϕ(λX̃x
n(T ) + (1− λ)Xx

n(T )).(X̃
x
n(T )−Xx

n(T ), ṽ(X̃
x
n(T ))∆s)dudλ

]

∆s

+
E

[∫
[0,1]2

D2ϕ(λX̃x
n(T ) + (1− λ)Xx

n(T )).(X̃
x
n(T )−Xx

n(T ),
√
2D(W (T +∆T )−W (T )))dudλ

]

∆s

=
E

[∫
[0,1]2

D2ϕ(λX̃x
n(T ) + (1− λ)Xx

n(T )).(X̃
x
n(T )−Xx

n(T ), ṽ(X̃
x
n(T ))∆s)dudλ

]

∆s
+0.When
e, the �rst point of Lemma 5.4.20 yields

|f5(x)| ≤ κV C3‖v − ṽ‖∞.Besides this, using the �rst and third points of Lemma 5.4.20 and Cau
hy-S
hwarz inequality we get
|f6(x)| ≤ κC3‖v − ṽ‖∞

∫
[0,1]3

E

[
|Qx

n(λ, u)||X̃x
n(T +∆s)− X̃x

n(T )‖
]
dµdλdu

∆s
≤ κC3‖v − ṽ‖∞

(‖X̃x
n(T +∆s)− X̃x

n(T )‖L2 + ‖Xx
n(T +∆s)−Xx

n(T )‖L2)‖X̃x
n(T +∆s)− X̃x

n(T )‖L2

∆s

≤ 2κC3‖v − ṽ‖∞C2
5 .Taking the sum of all these bounds yields :

|F (x)| ≤ κ‖v − ṽ‖∞(1 + C3V ) + κ‖v − ṽ‖∞(1 + C3V )C5

√
T

+ κV C3‖v − ṽ‖∞ + 2κC3‖v − ṽ‖∞C2
5 .Thus,

|C| ≤ C6‖v − ṽ‖∞.And therefore there exists a 
onstant C7 su
h that for almost all ω, we have :
|A| ≤ C7(‖v − ṽ‖∞ +∆s+∆t). (5.13)
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an now bound E2.
E2 = Dψ(E[ϕ(X(T ))]).

E[ϕ(X(T +∆s))− ϕ(X(T ))]

∆s

−ψ(E[ϕ(X̃n(T +∆s))]) − ψ(E[ϕ(X̃n(T ))])

∆s

= Dψ(E[ϕ(X(T ))]).
E[ϕ(X(T +∆s))− ϕ(X(T ))]

∆s

− Dψ(E[ϕ(X̃n(T ))]).
E[ϕ(X̃n(T +∆s))− ϕ(X̃n(T ))]

∆s

−
∫ 1

0

D2ψ(Mn(u)).
(E[ϕ(X̃n(T +∆s))− ϕ(X̃n(T ))])

2

∆s
duwhere Mn(u) = E[ϕ(X̃n(T )] + u(E[ϕ(X̃n(T +∆s))− ϕ(X̃n(T ))]]). Hen
e, we have

E2 = Dψ(E[ϕ(X(T ))]).A

+ (Dψ(E[ϕ(X(T ))]) −Dψ(E[ϕ(X̃n(T ))])).
(E[ϕ(X̃n(T +∆s))− ϕ(X̃n(T ))])

∆s

−
∫ 1

0

D2ψ(Mn(u)).
(E[ϕ(X̃n(T +∆s))− ϕ(X̃n(T ))])

2

∆s
du.In order to bound E2, we prove the following lemma :Lemma 5.4.21. There exists a 
onstant C8 su
h that for h small enough, we have for almost all ω

|E[ϕ(X̃n(T +∆s))]− E[ϕ(X̃n(T ))]| ≤ C8∆s.Proof. We re
all that
X̃n(T +∆s)− X̃n(T ) = ṽ(X̃n(T ))∆s+

√
2D∆sN.

E[ϕ(X̃n(T +∆s))]− E[ϕ(X̃n(T ))]

= E[Dϕ(X̃n(T )).(ṽ(X̃n(T ))∆s+
√
2D∆sN)]

+E

[∫ 1

0

D2ϕ(X̃n(T ) + u(X̃n(T +∆s)− X̃n(T ))).(ṽ(X̃n(T ))∆s+
√
2D∆sN)2du

]

= E[Dϕ(X̃n(T )).(ṽ(X̃n(T ))∆s)] + 0

+E

[∫ 1

0

D2ϕ(X̃n(T ) + u(X̃n(T +∆s)− X̃n(T ))).(ṽ(X̃n(T ))∆s+
√
2D∆sN)2du

]where we have used on
e again the independen
e of N and X̃x
n(T ), when
e for h small enough :

|E[ϕ(X̃n(T +∆s))]− E[ϕ(X̃n(T ))]| ≤ 2κV∆s+ κE[(2V
√
T +

√
2DN)2]∆s.We 
an now bound E2, using the Lemma 5.4.21, the bound (5.13) of A, the bound (5.12) and the �rstpoint of Lemma 5.4.20

|E2| ≤ κA+ κC8|E[ϕ(X(T ))− E[ϕ(X̃n(T ))]|+ κC2
8∆s

≤ κC7(‖v − ṽ‖∞ +∆s+∆t) + κC8(C2∆s+ κC3‖v − ṽ‖∞) + κC2
8∆s.We introdu
e a new 
onstant C9 whi
h depends only on v through V and whi
h is therefore independent of

ω, and we have then �nally
|E2| ≤ C9(∆s+∆t+ ‖v − ṽ‖∞).
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e the notation
Pi(ω) =

ψ(Eξ[ϕ(X̃
i,j
n (ω, ξ, T +∆s))])− ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))])

∆s
.The (Pi)1≤i≤N are independent and identi
ally distributed L2 random variables, therefore

‖E3(ω)‖L2
ω

=

∥∥∥∥∥E[Pi]−
1

N

N∑

i=1

Pi

∥∥∥∥∥
L2

ω

≤ ‖Pi − E[Pi]‖L2
ω√

NFor almost all ω, we have, using Markov property and Lemma 5.4.21

|Pi(ω)| ≤ ‖Dψ‖∞
|Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T +∆s))]) − Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))]|

∆s
≤ ‖Dψ‖∞C8.Thus

‖E3(ω)‖L2
ω
≤ 2κC8√

N
.E4 We use some preliminary results to bound E4.Let 1 ≤ i ≤ N and ω be �xed, then for 1 ≤ j ≤M , we introdu
e the random variables

Qi,j(ω, ξ)) = ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T +∆s))− ϕ(X̃ i,j

n (ω, ξ, T )).We re
all that if (Uj)1≤j≤M are idependant and identi
ally distributed random variables in L4, then
∥∥∥∥∥∥
E[Uj ]−

1

M

M∑

j=1

U j

∥∥∥∥∥∥
L4

ξ

≤ 2√
M

(‖Uj‖L4 + ‖Uj‖L2).The (ϕ(X̃ i,j
n (ω, ·))1≤j≤M being independent and identi
ally distributed L4 random variables, we have

∥∥∥∥∥∥
Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (ω, ξ, T ))]− 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (ω, ξ, T ))

∥∥∥∥∥∥
L4

ξ

≤ 4κ√
M
. (5.14)For almost all ω, ξ and all i, j we have

|Qi,j(ω, ξ)| ≤ κ
(
V∆s+

√
2D(W i,j(T +∆s)−W i,j(T )))

)

≤ κ
√
∆s

(
V
√
T +

√
2D

(W i,j(T +∆s)−W i,j(T ))√
∆s

)
.Therefore, for almost all ω and all i we have

‖Qi,j(ω, ξ)‖L2
ξ
≤ C9κ

√
∆s,and

‖Qi,j(ω, ξ)‖L4
ξ
≤ C10κ

√
∆s.



5.4. NUMERICAL ANALYSIS OF THE METHOD WITH ADDITIONAL ASSUMPTIONS 123Besides this, the (Qi,j(ω, ·)1≤j≤M are idependant and identi
ally distributed random variables in L4,therefore
∥∥∥∥∥∥
Eξ[Qi,j(ω, ξ)]−

1

M

M∑

j=1

Qi,j(ω, ξ)

∥∥∥∥∥∥
L4

ξ

≤ 2√
M

(C9 + C10)κ
√
∆s, (5.15)and

∥∥∥∥∥∥
Eξ[Qi,j(ω, ξ)]−

1

M

M∑

j=1

Qi,j(ω, ξ)

∥∥∥∥∥∥
L2

ξ

≤ 1√
M
C9κ

√
∆s, (5.16)Finally, for almost all ω, ξ and all 1 ≤ i ≤ N ,

ψ(E[ϕ(X̃ i,j
n (T +∆s))]) − ψ(E[ϕ(X̃ i,j

n (T ))])

∆s

−
ψ( 1

M

∑M
j=1 ϕ(X̃

i,j
n (T +∆s))) − ψ( 1

M

∑M
j=1 ϕ(X̃

i,j
n (T )))

∆s

=

∫ 1

0

Dψ(E[ϕ(X̃ i,j
n (T ))] + uE[Qi,j ]).

Eξ[Qi,j]

∆s
du

−
∫ 1

0

Dψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (, T )) +

1

M

M∑

j=1

Qi,j


 .

1
M

∑M
j=1Qi,j

∆s
du

=

∫ 1

0

Dψ(E[ϕ(X̃ i,j
n (T ))] + uE[Qi,j ]).

(
Eξ[Qi,j ]− 1

M

∑M
j=1Qi,j

∆s

)
du

−
∫ 1

0


Dψ(E[ϕ(X̃ i,j

n (T )) + uQi,j])−Dψ


 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (T )) + uQi,j)




 .

∑M
j=1Qi,j

M∆s
du.Thus, thanks to Cau
hy-S
hwarz inequality and the above preliminary results (5.14), (5.16) and (5.15), wehave for almost all ω, ξ and all 1 ≤ i ≤ N ,

‖ψ(Eξ[ϕ(X̃
i,j
n (T +∆s))]) − ψ(Eξ[ϕ(X̃

i,j
n (T ))])

∆s

−
ψ( 1

M

∑M
j=1 ϕ(X̃

i,j
n (T +∆s))) − ψ( 1

M

∑M
j=1 ϕ(X̃

i,j
n (T )))

∆s
‖L2

ξ

≤ κ

∆s

∥∥∥∥∥∥
Eξ[Qi,j ]−

1

M

M∑

j=1

Qi,j

∥∥∥∥∥∥
L2

ξ

+
κ ‖Qi,j‖L4

ξ

∆s




∥∥∥∥∥∥
E[ϕ(X̃ i,j

n (T ))]− 1

M

M∑

j=1

ϕ(X̃ i,j
n (T ))

∥∥∥∥∥∥
L4

ξ

+

∥∥∥∥∥∥
E[Qi,j ]−

1

M

M∑

j=1

Qi,j)

∥∥∥∥∥∥
L4

ξ




≤ κ

∆s

C9κ
√
∆s√

M
+ κ

(
4κ√
M

+
2√
M

(C9 + C10)κ
√
∆s

)
C10κ

√
∆s

∆s

≤ C11κ
2(1 + κ)

1√
M∆s

.Taking the sum over i of these inequalities and taking the expe
ted value with respe
t to ω yields
‖E4(ω, ξ)‖L2

ω,ξ
≤ C11κ

2(1 + κ)
1√
M∆s

.
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Résumé

Ce travail présente quelques résultats concernant des méthodes 
numériques déterministes et probabilistes pour des équations aux 
dérivées partielles à coeicients aléatoires, avec des applications 
à l’hydrogéologie.

On s’intéresse tout d’abord à l’équation d’écoulement dans un lieu
poreux en régime stationnaire avec un coeicient de perméabilité 
lognormal homogène, incluant le cas d’une fonction de covariance 
peu régulière. On établit des estimations aux sens fort et faible de 
l’erreur commise sur la solution en tronquant le développement 
de Karhunen-Loève du coeicient. Puis on établit des estimations 
d’erreurs éléments inis dont on déduit une extension de l’estima-
tion d’erreur existante pour la méthode de collocation stochasti-
que, ainsi qu’une estimation d’erreur pour une méthode de Monte-
Carlo multi-niveaux.

On s’intéresse enin au couplage de l’équation d’écoulement consi-
dérée précédemment avec une équation d’advection-difusion, 
dans le cas d’incertitudes importantes et d’une faible longueur de 
corrélation. On propose l’analyse numérique d’une méthode numé-
rique pour calculer la vitesse moyenne à laquelle la zone contami-
née par un polluant s’étend. Il s’agit d’une méthode de Monte-Carlo 
combinant une méthode d’élements inis pour l’équation d’écoule-
ment et un schéma d’Euler pour l’équation diférentielle stochas-
tique associée à l’équation d’advection-difusion, vue comme une 
équation de Fokker-Planck.

 Mots clés : quantiication des incertitudes, coeicient lognormal,
développement de Karhunen-Loève, méthode d’éléments inis, 
méthode de collocation stochastique, méthode de Monte-Carlo 
multi-niveaux, méthode de Monte-Carlo, schéma d’Euler pour des 
équations diférentielles stochastiques.

Abstract

This work presents some results about probabilistic and determi-
nistic numerical methods for partial diferential equations with 
random coeicients, with applications to hydrogeology.

We irst consider the steady low equation in porous media with 
a homogeneous lognormal permeability coeicient, including the 
case of a low regularity covariance function. We establish error es-
timates, both in strong and weak senses, of the error in the solution 
resulting from the truncature of the Karhunen-Loève expansion of 
the coeicient. Then we establish inite element error estimates, 
from which we deduce an extension of the existing error estimate 
for the stochastic collocation method along with an error estimate 
for a multilevel Monte-Carlo method.

We inally consider the coupling of the previous low equation with 
an advection-difusion equation, in the case when the uncertainty 
is important and the correlation length is small. We propose the 
numerical analysis of a numerical method, which aims at compu-
ting the mean velocity of the expansion of a pollutant. The method 
consists in a Monte-Carlo method, combining a inite element 
ethod for the low equation and an Euler scheme for the stochastic 
diferential equation associated to the advection-difusion equa-
tion, seen as a Fokker-Planck equation.

Keywords: uncertainty quantiication, lognormal coeicient, 
Karhunen-Loève expansion, inite element method, stochastic 
collocation method, multilevel Monte-Carlo method, Monte-Carlo 
method, Euler scheme for stochastic diferential equations.


