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Chapitre 1

Introduction

1.1 Préliminaires : quantification des incertitudes

1.1.1 Qu’est ce que la quantification des incertitudes ?

Dans de nombreux domaines d’applications, on est confronté & des incertitudes sur les données, par
exemple certaines propriétés physiques d’'un matériau, d’un milieu. Ces incertitudes peuvent provenir d’im-
précisions sur les mesures ou d'un nombre de mesures insuffisant, typiquement, dans le cas d’un milieu trés
hétérogene pour lequel de trés nombreuses mesures seraient nécessaires. On doit alors inclure ces incertitudes
dans les modeéles. On peut pour cela modéliser ces données par des champs aléatoires. On est alors amené a
résoudre des équations aux dérivées partielles & coefficients aléatoires. I’inconnue est alors un champ aléa-
toire, dont on souhaite connaitre la loi. En pratique, on se contente souvent de l'espérance et de I’écart-type.
On souhaite connaitre comment les incertitudes sur les données se propagent sur la solution. Ce probléme
de quantification des incertitudes apparait dans de nombreux domaines tels que 1’étude de la déformation
de matériaux inhomogenes (bois, mousses, biomatériaux), ’étude de Paction du vent sur des structures, la
sismologie, I’étude des matériaux composites, les vibrations aléatoires, la gestion des ressources en pétrole ;
voir par exemple [3, 19, 20, 31, 45, 61] et les références qui s’y trouvent. Les méthodes et résultats que I’on
présente ici ont une portée générale, néanmoins ce travail est guidé par des applications en hydrogélogie que
I’'on va maintenant préciser.

1.1.2 Un probléme de quantification des incertitudes en hydrogéologie

L’ application qui sous-tend ce travail est la modélisation numérique des écoulements dans les nappes
phréatiques et de la maniére dont les polluants s’y répandent. Nous présentons donc ici cette application.

Ecoulement

On considére donc un milieu poreux saturé, dans lequel s’écoule un fluide monophasique incompressible,
en régime stationnaire. De maniére classique, on utilise pour modéliser cet écoulement la loi de Darcy

v(z) = —a(x)Vu(z),

ol u est la pression hydraulique, a le tenseur de perméabilité et v la vitesse de Darcy. Pour simplifier,
on supposera souvent le tenseur de perméabilité scalaire, ce qui correspond & considérer un milieu poreux
isotrope. La perméabilité a traduit la facilité avec laquelle 'eau peut s’écouler pour un gradient de pression
donné. On compléte cette équation avec 'équation d’incompressibilité div(v(x)) = 0, pour obtenir I’équation
d’écoulement usuelle

—div(a(z)Vu(x)) =0, (1.1)

qu’on compléte avec des conditions aux bords. Souvent, les formations géologiques naturelles présentent de
fortes hétérogénéités, et il n’est en pratique possible de mesurer la permeéabilité qu’en un nombre trés limité
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d’endroits. Ceci est la principale source d’incertitudes dans le calcul des écoulements souterrains. Pour mo-
déliser ces incertitudes, des modéles stochastiques ont été proposés dés les années 80 par des hydrogéologues,
voir [16, 17, 14, 28] par exemple. Le champ de perméabilité a devient alors un champ aléatoire, c’est-a-dire
une fonction de la position z et d’un paramétre aléatoire w, et on remplace alors I’équation déterministe
(1.1) par I’équation aux dérivées partielles a coefficients aléatoires : pour presque tout w

—div(a(w, z)Vu(w, z)) = 0, (1.2)

que 'on compléte & nouveau par des conditions aux bords. Un modéle trés fréquemment utilisé par les
hydrogéologues est de prendre pour a un champ lognormal homogéne, c’est-a-dire a(w, ) = e9@®) o g est
un champ gaussien, dont la loi est caractérisée par son espérance et sa fonction de covariance cov(g](z,y) =
E[(g(w,z) —E[g(w, x)])(g(w,y) — E[g(w, y))]. On suppose que cov|g](z, y) ne dépend que de la distance de x &
y, c’est-a-dire que le champ est homogéne. Ce modéle simple garantit que I’équation (1.2) admet une unique
solution presque partout, et il donne des réalisations de a qui varient sur plusieurs ordres de grandeur, ce qui
est typique dans les écoulements souterrains. Dans le cadre des applications, un choix fréquent de fonction
de covariance est la covariance exponentielle [25, 42]

o _la—yl

covlgl(z,y) =oce” 7 | (1.3)

ou o est 'écart-type et [ la longueur de corrélation. Comme nous le verrons en détail par la suite, cette
fonction de covariance étant peu réguliére, les réalisations du champ de perméabilité associé sont également
peu réguliéres, ce qui en fait un bon modéle car dans les formations géologiques naturelles, le champ de
permeéablité a tendance a étre peu régulier a cause des processus de sédimentation. Des fonctions de covariance
plus générales de la forme

lz—yll \%
)

covlgl(x,y) = o2e( (1.4)
sont utilisées. Dans le cadre des applications considérées ici, on s’intéresse esentiellement au cas ot o2 > 1,
qui correspond & des incertitudes importantes et o ¢ < 1, qui correspond & une longueur de corrélation
inférieure a la taille de la zone a laquelle on s’intéresse, voire méme ¢ < 1.

Pour conclure ce paragraphe, il est important d’évoquer dés maintenant deux particularités d'un tel
choix de champ de perméabilité, qu’on reverra plus en détail ultérieurement et qui excluent I'application de
nombreux résultats qu’on peut trouver dans la littérature. Tout d’abord un champ lognormal n’est clairement,
ni uniformément borné par rapport a w, ni uniformément coercif par rapport & w. De plus, avec le choix de la
covariance exponentielle (1.3), les trajectoires de a sont peu réguliéres, elles ne sont en particulier pas C! ou
W1, Pour plus de détails sur les propriétés du champ décrit ci-dessus, on se reportera au paragraphe 1.2.1,
et pour plus de détails sur les résultats qu’on peut trouver dans la littérature, on se reportera au paragraphe
1.1.3 et aux références qui s’y trouvent.

Advection-diffusion de polluants

On s’intéresse maintenant & l'advection-diffusion d’un soluté (typiquement un polluant) dans le milieu
décrit ci-dessus. Plus précisément, on considére un soluté inerte injecté & 'instant initial dans le milieu po-
reux décrit ci-dessus et on suppose qu’il est transporté par I’écoulement de 'eau et diffusé. On considére
uniquement la diffusion moléculaire, négligeant la dispersion cinématique. On suppose que la diffusion molé-
culaire est, homogéne et isotrope et que la porosité est constante, égale & 1. Ce type de migration d’un soluté
est décrit par I'équation d’advection-diffusion suivante :

Oc(w, x,t)

T +v(w,x).Ve(w, z,t) — DAc(w, 2, t) = 0, (1.5)

ot D est le coefficient de diffusion moléculaire, v la vitesse de Darcy définie dans le paragraphe précédent,
et ¢ la concentration de soluté. On s’intéresse au cas ot I’advection est, dominante, c’est-a-dire au cas o le
nombre de Péclet dlblmean gt important (typiquement > 100). La condition initiale & ¢ = 0 est 'injection
du soluté, c’est-a-dire ¢(t = 0) = 1g, o R est un rectangle inclus dans le domaine O. L’équation (1.5) doit
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étre complétée avec des conditions aux bords. D'un point de vue applicatif, on souhaite savoir comment un
polluant injecté & un instant donné de maniére localisée dans une nappe phréatique va se propager dans
celle-ci, on peut en particulier se demander quelle taille va atteindre la zone polluée, a quelle vitesse elle va
se déplacer, combien de temps la pollution va mettre pour atteindre une zone de pompage.

On définit maintenant les deux quantités que I’on souhaite ici calculer : I'extension moyenne et la (macro)-
dispersion moyenne. Pour cela on commence par définir le centre de masse du soluté :

G(w,t):/oc(w,x,t)xdx.

L’extension du soluté S(w,t) est alors définie par

aszlfwwﬁ@fGWJfomemm

et la dispersion D(w, t) comme la dérivée temporelle de I'extension :

D(w,t) = %

On définit enfin I’extension moyenne et la dispersion moyenne.
S(t) =E[S(w,t)] et D(t) =E[D(w,1)].

La macro-dispersion traduit la vitesse a laquelle le panache de soluté s’étend. La détermination du coefficient
de macro-dispersion, et en particulier de I'influence de I'hétérogénéité du milieu sur ce coefficient, a été le
sujet de nombreux travaux ces 25 derniéres années, voir par exemple [5, 14, 18, 28, 65, 67, 62]. Néanmoins,
dans la plupart de ces travaux, la diffusion a été négligée, considérant uniquement le terme d’advection. Par
conséquent, on est entre autres intéressés par l'influence qualitative et quantitative de la diffusion moléculaire
sur la macro-dispersion (voir [15] pour des résultats numériques).

1.1.3 Meéthodes et estimations d’erreurs connues pour la quantification des in-
certitudes

Dans cette partie, on présente plusieurs des principales méthodes numériques utilisées pour la quantifica-
tion des incertitudes, ainsi qu’'un outil important d’approximation dans un espace stochastique de dimension
finie : le développement de Karhunen-Loéve, cette approximation jouant entre autres un role fondamental
dans les méthodes spectrales stochastiques. Pour simplifier cet exposé, on présente ces méthodes dans le cas
de I'équation modele suivante : pour presque tout w € Q

(j)"(m) x €D, (1.6)

{ —div(a(w, z)Vu(w, z))
x € 0D,

u(w,z) =

néanmoins les méthodes décrites ci-dessous ont une portée plus générale, certaines plus que d’autres. Afin
que le probléme soit bien posé, on suppose dans ce paragraphe que f € L?(D), et que pour presque tout
w, T+ a(w,z) est mesurable, et quiil existe a™™(w) > 0 et a™*(w) < +oo tels que pour presque tout
r € Donaa™(w) < alw,z) < a™®(w). On suppose que D est un ouvert borné convexe inclus dans RY.
On considére V}, un espace standard d’éléments finis sur D de fonctions continues, linéaires par morceaux,
associé & une famille réguliére de triangulations de D dont on note & le diamétre maximum du maillage.
Pour alléger I’exposé, on ne donnera, que les estimations d’erreur H', mais bien stir dans chaque cas on a
également des estimations d’erreur L2.
Une hypothése faite par de nombreux auteurs pour obtenir des estimations d’erreurs est la suivante :

Hypothése 1.1.1. On suppose que a € L>®(Q,CY(D)) et qu’il existe a™™ > 0 tel que pour presque tout w
on ait a™™ < a(w,x) pour tout x € D.
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Cette hypotheése contient a la fois une hypothése de régularité des réalisations de a (pour appliquer la théorie
standard d’estimations d’erreur éléments finis) et une hypothése d’existence d’une borne et d’une constante
de coercivité uniforme par rapport & w (pour pouvoir obtenir des estimations d’erreurs uniformes par rapport
a w). On notera dés a présent que les champs lognormaux définis au paragraphe “Ecoulement” de la section
1.1.2 ne vérifient pas le deuxiéme point, et que dans le cas d’une covariance exponentielle (1.3), le premier
point n’est pas vérifié non plus.

Méthodes de type Monte-Carlo

Le principe de la méthode de Monte-Carlo est simple, on considére M réalisations indépendantes du
champ de perméabilité a',...a™, pour chacune de ces réalisations on calcule une approximation uj, de la
solution u* de 'EDP déterministe correspondante

~div(a(2) Ve (z)) = f(2),

dans l'espace d’éléments finis V}, (on peut utiliser n’importe quelle autre méthode numérique pour calculer

la solution de 'EDP déterministe, on ne considérera ici que des méthode d’éléments finis mais le principe

est tout & fait général). Pour une fonction ¢ : R — R ou ¢ : H'(D) — R, on approche alors E[p(u)] par
M

1 .

i ng(u}l) On peut alors décomposer I'erreur commise en un terme correspondant & la discrétisation
i=1

spatiale et un terme correspondant au Monte-Carlo, qui est en 1/+/M. Plus précisément, on a par exemple

le résultat suivant [2] pour le cas du calcul de Pespérance.

Proposition 1.1.2. On suppose hypothése 1.1.1 vérifiée, on a alors l’estimation d’erreur suivante : il existe
une constante C' telle que pour tout h > 0 et tout M on ait

1 M
Efu] - o7 > uj,
i=1

1
<c (h n —f) T (1.7)
L2(Q,H} (D)) M

Les méthodes de type Monte-Carlo ont 'avantage d’étre faciles & mettre en oeuvre et parallélisables,
ainsi que d’avoir un cadre d’application trés général : elles peuvent s’appliquer avec n’importe quelle EDP
pour laquelle on dispose d’une méthode numeérique (déterministe), que 1’on peut alors utiliser en boite noire.
La vitesse de convergence est de plus indépendante de la “dimension stochastique de a” (voir paragraphe
“Méthodes spectrales stochastiques” ci-dessous). Néanmoins elles ont pour inconvénient d’avoir une vitesse
de convergence assez lente (1/v/M), le cout de calcul étant M fois celui du probléme déterministe (a savoir
celui de la résolution d’un systéme linéaire de taille dim(V4)).

Des améliorations de cette méthode de base sont possible, en particulier grace & des techniques de réduc-
tion de variance, ou en utilisant des méthodes de type quasi Monte-Carlo [38].

Un outil d’approximation dans un espace stochastique de dimension finie : le développement
de Karhunen-Loéve

Le point de départ des méthodes spectrales stochastiques qu’on va présenter dans le paragraphe “Méthodes
spectrales stochastiques” ci-dessous, qui est un point crucial, est I'approximation du coefficient a dans un
espace aléatoire de dimension finie, c’est-a-dire par une fonction d’un nombre fini de variables aléatoires.
Les deux méthodes fréquemment utilisées pour obtenir une telle approximation sont les développements en
polynémes de Chaos et les développements de Karhunen-Loéve. On expose ici cette derniére méthode [2, 31|
qui est celle sur laquelle on se concentrera par la suite, car elle est bien adaptée au cas d’un champ logonormal
homogéne exposé dans le paragraphe 1.1.2, pour des raisons que I'on expliquera. Le développement de
Karhunen-Loéve est également utilisé pour certaines méthodes de type petites perturbations (voir paragraphe
“Méthodes de type petites perturbations”). C’est enfin une des méthodes utilisées pour simuler le champ a,
dans le cadre des méthodes de type Monte-Carlo par exemple.
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Soit b : © x D — R un processus stochastique dont la fonction de covariance cov[b] est continue sur
D x D. On considére I'opérateur de Hilbert-Schmidt auto-adjoint positif associé défini par

h € L*(D) /Dcov[b](m, Yh(zx)dz.

On note (An, by )nen+ la suite de couples propres de cet opérateur, ou les valeurs propres A, sont rangées

dans l'ordre décroissant. On rappelle qu’elles vérifient Z Ap = / cov[b](z, z)dx et que les vecteurs propres
n>1 D
b, forment une famille orthonormale. On a alors

bw.a) E P BB (@) + 3 v Awba(@)Ya (),

n>1

ou les variables aléatoires Y;, sont centrées réduites et décorrélées (et donc forment une famille orthonormale),
définies pour A, > 0 de maniére unique par

Yo (w) = \/% /D (b(w, z) — EB)(z))bn (z)de.

N
D’aprés le théoréme de Mercer [60], si on définit la somme partielle by (w, z) = E[b](z) + Z Vb (2)Y, (w),

n>1
on a

supE[(b — bn)?](z) — 0. (1.8)

zeD N—+oco
Il est important de noter que dans le cas ot b est un champ gaussien, on a des propriétés supplémentaires trés
intéressantes. En effet si b est un champ gaussien, on connait la loi des Y,, : ce sont des gaussiennes centrées
réduites, ce qui est trés utile en pratique, de plus dans ce cas les variables aléatoires Y,, sont indépendantes,
et pas seulement décorrélées. De plus, dans le cas d'un champ gaussien avec corrélation exponentielle (définie
par (1.3)), on a des expressions quasi-explicites pour les valeurs propres dans le cas o on prend la norme 1
et se place sur un domaine rectangulaire (pour un domaine quelconque, on peut utiliser le développement de
Karhunen-Loéve sur un domaine rectangulaire contenant ce domaine). En effet, en dimension 1, considérant
I’équation caractéristique

(w? — 1) sin(w) = 20w cos(w)

et notant (wy,),>1 la suite de ses racines positives ordonnées dans 'ordre croissant, alors les valeurs propres
du développement de Karhunen-Loéve de b sont définies par

200>
n=—— 1.9
Cw? +1 (1.9)
et les vecteurs propres par
bn(z) = ay, (sin(wy, ) + bw,, cos(w,x)), (1.10)

1

V(w2 +1)/2+¢

propres sont obtenus en tensorisant les couples propres mono-dimensionnels. Des méthodes numériques effi-
caces ont été développées pour calculer les couples propres du développement de Karhuen-Loéve dans le cas
d’une covariance quelconque, voir par exemple [64, 22].

On utilise finalement le développement de Karhunen-Loéve pour approcher le processus stochastique b
dans un espace stochastique de dimension finie, c¢’est-a-dire par une fonction d’'un nombre fini de variables

ol ay = ; pour la preuve, voir [31, 76] par exemple. En dimension supérieure, les couples

N
aléatoires, en occurence par by (w, x) = E[b](z) + Z VAnbn ()Y, (w). On peut utiliser le développement de
n=1
Karhunen-Loéve pour le coefficient a de 'EDP (1.6), ou dans le cas d’un champ lognormal vu au paragraphe
“Ecoulement” de la section 1.1.2 pour le champ gaussien g = log(a). Dans ce cas, le développement de



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Karhunen-Loéve est un outil bien adapté, car g étant un champ gaussien, son développement de Karhunen-
Loeéve fait apparaitre des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes, faciles & simuler,
et de plus, dans le cas de la covariance exponentielle (1.3), les fonctions propres sont faciles a calculer. On
approche donc le coefficient lognormal a = e9 par

N
an(w,z) = eIN@  on gy(w,z) = E[g](z) + Z Vb (2) Yy (w), (1.11)

ot (An,bn)n>1 est la suite des couples propres de lopérateur de Hilbert-Schimdt de noyau la fonction de
corrélation de g = log(a).

Meéthodes spectrales stochastiques

Les méthodes spectrales stochastiques, qui comprennent les méthodes de Galerkin stochastiques [2, 46, 31,
54, 24, 72] et les méthodes de collocation stochastiques [1, 75, 73] ont suscité beaucoup d’intérét ces derniéres
années. Ces méthodes s’appliquent pour des coefficients a de dimension stochastique finie, on commence donc
par approcher le champ a par une approximation ay, fonction de N variables aléatoires, c’est-a-dire dans
un espace stochastique de dimension N. Comme on vient de le voir, le développement de Karhunen-Loéve
permet d’obtenir une telle approximation (les polynémes de Chaos sont également fréquemment utilisés, voir
par exemple [31, 72, 30, 29, 72, 46, 47]). Les méthodes spectrales stochastiques permettent alors de calculer
la solution uy de I'équation “approchée” suivante :

fx) r e D,
0 x € dD.

(1.12)

—div(an (w, z)Vuy (w, x))
un(w,x)

Une question importante est alors celle de la quantification de 'erreur commise en approchant u par uy.
Cette question est d’autant plus importante, que comme nous allons le voir, le cotit des méthodes spectrales
stochastiques croit de maniére importante avec la dimension stochastique du coefficient N (cette croissance
est typiquement exponentielle pour les versions basiques des méthodes spectrales stochastiques, voir ci-
dessous). Une premiére réponse a cette question est donnée dans [2] sous forme d’estimation d’erreur forte,
sous des hypothéses trés fortes (de décroissance des valeurs propres et d’existence d’une borne uniforme pour
les Y,, ) et via une estimation L°°(Q x D) de lerreur commise sur a, en particulier ce résultat ne s’applique
pas pour un champ lognormal.

Nous présentons maintenant les méthodes spectrales stochastiques & proprement parler. ay étant une
fonction de N variables aléatoires (Y7, ...Yx), on utilisera la notation ay (w, z) = an (Y1 (w), ..., Yn(w), ). On
suppose que le vecteur aléatoire Y = (Y1, ..., Yy) admet une densité (jointe) p par rapport a la mesure de
Lebesgue sur RY (c’est par exemple le cas pour un champ lognormal), on va pouvoir ainsi ramener la famille
d’EDP (1.12) paramétrée par w & une famille ’EDP paramétrée dans RY. En effet, si pour y appartenant
au support I' C RY de p on note @iy(y,-) la solution de 'EDP

{ —div(an (y,z)Vin(y, x)) f(z) x €D,
un(y,z) = 0 x € 0D,

(1.13)

on a alors uy(w,z) = an (Y (w),x).

Les méthodes de Garlerkin stochastiques se basent alors sur le fait que le probléme de départ (1.12) est
équivalent a la formulation variationnelle globale suivante : @y est la fonction appartenant a L2(T', Hy (D))
vérifiant pour tout v € L2(T', Hj(D))

/ / i (y,2) Viin (y, 2)Vo(y, 2)p(y)dady = / / F(@)o(y, 2)p(y)dady. (1.14)
IJD I JD

En se basant sur cette reformulation, on approche uy dans l'espace de dimension finie P ® V}, par une
méthode de Galerkin, ot P est un espace de polynémes ou de polynémes par morceaux en N variables et V},
I’espace d’éléments finis défini précédemment. Dans le cas ot P est I'espace des polynomes de degré inférieur
ou égal & p (p étant un multi-indice de longueur N), on note ﬂ}]i,’p la solution approchée par projection de
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Galerkin, et on définit u/s” (w, z) = @5 (Y (w), x). Notant P, I'espace des polynémes en N variables de degré

P, f/&;p est défini comme 'unique fonction de P, ® V}, vérifiant pour tout v € P, ® V},

/ / i (y, 2) VP (4, ) Voly, 2)p(y)dwdy = / / F(@)oly, 2)ply)dady. (1.15)
IJD JD

Sous des hypothéses légérement plus fortes que 'Hypothése 1.1.1, que 'on ne détaillera pas ici, I’estimation
d’erreur suivante est prouvée dans [2] :

Théoréme 1.1.3. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout T €]0, 1], il eziste (rn), €]0, 1[N tels que
pour tout h >0 et p € NV on ait

N
1
HE[ILN — U}]i;p]”Hl(D) <C (h + ; Z(rn)pu+1> )

n=1

Les méthodes de collocation stochastiques se basent quant a elles sur la reformulation de (1.12) sous
forme d’une famille ’EDP paramétrée par y € RV, et sur le fait que pour presque tout = € D, la loi de
w € Q— uy(w,z) est celle de y € T' — un(y,z), ot on a muni I' de la mesure ayant pour densité p
par rapport & la mesure de Lebesgue. On est donc ramené & un probléme d’intégration numérique sur RY
avec poids p. Le principe général des méthodes de collocation stochastiques est de calculer une solution
approchée @ (y,-) dans I'espace d’éléments finis V}, de la solution iy (y,-) de (1.12) pour certaines valeurs
de y : y1,...yn,, appelés points de collocation. On en déduit alors une solution approchée ﬂﬁl\;p, a partir des
valeurs obtenues en les points de collocation en utilisant une interpolation de Lagrange ou des polyndomes de
Chaos généralisés.

On détaille ici la premiére possibilité, suivant la méthode proposée dans [1]. On suppose ici les variables
aléatoires (Y;,)n=1.. N indépendantes, on peut donc écrire p sous la forme p(y) = p1(y1)...on (yn). Soit p un
multi-indice de longueur N, pour 1 < n < N, on note (Yn k,)i<k,<p.+1 1’ensemble des p,, + 1 racines du
polynome orthogonal de degré p, + 1 associé au poids p,. On tensorise ensuite les points de quadrature
choisis dans chaque direction. En associant a tout vecteur d’indices [k1, ..., kx] un indice global k, on obtient
un ensemble de points d’interpolation yx = [y1,ky, ..., YN ky) POur 1 < k < Np,. Ces points sont les noeuds de
la méthode de quadrature associée au poids p. On approche finalement @y (y, -) par Uinterpolée de Lagrange
@ de y — @ (y, ) aux points (y)r=1...n,, et on définit naturellement uh? (w, z) = @p? (Y (W), ).

Sous I'hypothése 1.1.1, l'estimation d’erreur suivante est prouvée dans [1] :

Théoréme 1.1.4. Il existe des constantes positives r1,...,rn et une constante C telles que pour tout h > 0
et pour tout p € NV

N
|E[un — U}X}p]HHl(D) <C (h + Z \/Fne_r"m) . (1.16)

n=1

En fait, on trouve dans [1] une estimation d’erreur en norme L?(Q, H'(D)) dont le résultat ci-dessus
est une conséquence, ainsi qu’une meilleure estimation d’erreur dans le cas ot I' est borné. De nombreuses
améliorations de cette méthode de collocation ont été proposées permettant de réduire trés nettement le cott
de calcul, telles que I'utilisation de grilles de points de collocation creuses ; voir par exemple [59, 58].

Dans le cas des méthodes de Galerkin stochastiques, comme dans le cas des méthodes de collocation
stochastiques, on obtient une convergence exponentielle par rapport au degré du polynéme dans chaque
direction, et donc trés rapide. Dans les deux cas (Théoréme 1.1.3 et Théoréme 1.1.4), la preuve est basée
sur un résutat d’analycité de y € RY — wu(y,-) € Hg(D). Le cofit de calcul de la méthode de Galerkin
stochastique est celui de la résolution d'un systéme linéaire de taille dim(P,)dim(V}), soit (1 + ¢)¥dim(V},)
dans le cas ol on prend des polynomes de méme degré g par rapport a chaque variable, le cotit de calcul de
la méthode de collocation stochastique est quant & lui celui de la résolution de IV, systémes linéaires de taille
dim(V},), avec N, = ¢V dans le cas ott on prend le méme nombre de points ¢ dans chaque direction. Dans
les deux cas, ce coit augmente de maniére importante avec N. Ce cotit est moindre dans les améliorations
de ces méthodes, mais reste important pour N grand. Par conséquent, ces méthodes sont trés efficaces pour
des valeurs de N relativement faibles, mais inapplicables quand N devient trop important. La question
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de I'approximation de a dans un espace stochastique de dimension finie est donc une question cruciale. On
notera d’une part que les méthodes de collocation stochastiques s’étendent naturellement & une grande classe
d’EDP, y compris non linéaires, alors que c¢’est moins évident pour les méthodes de Galerkin stochastiques.
D’autre part les méthodes de collocation stochastiques permettent d’utiliser des codes préexistants pour
I’EDP déterministe, contrairement aux méthodes de Galerkin stochastiques.

Méthodes de type petites perturbations

Les méthodes de type petites perturbations consistent a développer le champ aléatoire en série (de Taylor
ou de Karhunen-Loéve) autour de sa moyenne, et de tronquer cette série & un certain ordre ; voir par exemple
[45, 48, 51]. Ces méthodes sont donc réservées aux cas ot on a de petites incertitudes.

On va maintenant présenter les principaux résultats de cette thése, dans une premiére partie on s’intéresse
a des méthodes numériques pour I'équation d’écoulement présentée dans le paragraphe “Ecoulement” de la
section 1.1.2, dans une seconde partie on s’intéresse & des méthodes numériques pour le couplage de I’équa-
tion d’écoulement et de ’équation d’advection-diffusion présenté dans le paragraphe Advection-diffusion de
polluants de la section 1.1.2.

1.2 Analyse numérique de I’équation d’écoulement

Dans cette section on s’intéresse a ’analyse numérique de différentes méthodes pour I'équation d’écou-
lement (1.2) avec coefficient lognormal, présentée dans le paragraphe “Ecoulement” de la section 1.1.2. Les
résultats de cette section sont détaillés dans les Chapitres 2, 3 et 4. Avant de s’intéresser a I’analyse numé-
rique, on commence par définir un cadre précis, et par donner deux résultats préliminaires qui seront treés
utiles par la suite, et qui permettent en particulier d’obtenir un résultat d’existence et d’unicité de solution
dans LP(Q, H}(D)). Les résultats de cette partie sont détaillés dans les Chapitres 2, 3 et 4.

1.2.1 Présentation du probléme et résultats préliminaires

Soit D un domaine borné de R? de classe C? et (Q,F,P) un espace de probabilité. Soit f € L?(D) et a
un champ lognormal homogéne sur D, c’est-a-dire a(w,x) = e9®) on g est un champ gaussien homogéne,
de moyenne supposée nulle pour simplifier 'exposé, et de covariance

covlgl(x,y) = k([lz — y|)), (1.17)

ott k € CY1(R,R). On s’intéresse a I'équation aux dérivées partielles elliptique & coefficients aléatoires sui-
vante : pour presque tout w dans €

{ —div(a(w, z)Vu(w, z)) fl@) xeD, (1.18)

u(w,z) = 0 x € 0D.

On obtient donc une famille d’équations aux dérivées partielles paramétrée par un paramétre aléatoire w.
(C’est pourquoi, dans ce qui suit, pour montrer des propriéts d’existence et d’unicité et plus tard d’ap-
proximation spatiale, on raisonnera sur le probléme déterministe & w fixé, puis on s’intéressera a expliciter la
dépendance en w. On considére un second membre déterministe pour simplifier ’exposé, mais les résultats qui
suivent peuvent étre facilement étendus au cas ot f est également aléatoire, sous les hypothéses adéquates.
Pour commencer, on donne deux résultats préliminaires fondamentaux pour la suite. On a tout d’abord un
résultat de régularité des réalisations de g et donc de a, conséquence du théoréme de Kolmogorov.

Proposition 1.2.1. g admet une version dont les trajectoires sont a-hélderiennes, pour tout o < 1/2.

Dans ce qui suit, on identifie g & cette version. On en déduit en particulier qu’il existe pour presque tout
w, par continuité, des constantes " (w) > 0 et a™*"(w) < 400 telles que a""(w) < a(w,z) < a™*(w)
pour tout z € D. L’équation aux dérivées partielles (1.18) admet donc une unique solution pour presque
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tout w d’aprés le théoréme de Lax-Milgram. Le champ a étant lognormal, il n’est ni uniformément borné
ni coercif par rapport & w, néanmoins, on déduit du théoréme de Fernique la propriété un peu plus faible
suivante :

Proposition 1.2.2. am+‘(w) € LP(Q) et a™"(w) € LP(Q) pour tout p > 0.

Ce résultat, ainsi que des résultats similaires pour des approximations de a que I’on verra par la suite, qui
proviennent d’une application du théoréme de Fernique, nous seront trés utiles pour obtenir des bornes LP
pour la solution et par la suite pour les estimations d’erreur d’éléments finis, ayant au préalable obtenu des
majorations & w fixé, exprimées en fonctions de a™*®(w) et 1/a™™(w). Suivant cette démarche, on déduit
pour commencer le résultat d’existence et d’unicité suivant.

Proposition 1.2.3. L’équation (1.18) admet une unique solution u, qui appartient a LP (), H}(D)), pour
tout p > 0.

On notera que le caractére bien posé et la question de I'approximation numérique pour une EDP elliptique
a coeflicient lognormal ont été étudiés indépendamment dans [36], dans [26] avec une approche par bruit
blanc et récemment dans [66], qui traite du probléme inverse.

1.2.2 Erreur de troncature du développement de Karhunen-Loéve

Comme on I'a vu dans le paragraphe “Méthodes spectrales stochastiques” de la section 1.1.3, la question
de Papproximation du coefficient a dans un espace de faible dimension stochastique est cruciale pour les
méthodes spectrales stochastiques. On va donc chercher & quantifier 'erreur commise sur la solution de
I’EDP en approchant a par ay, ou ay est obtenu en tronquant le développement de Karhunen-Loéve de
log(a) a l'ordre N, défini en (1.11). Rappelant que la solution de 'EDP (1.18) avec coefficient a est notée
u, et celle de 'EDP avec le coefficient approché ay (1.12) est noté uy, on commence par donner une
estimation d’erreur forte (c’est-a-dire qu’on compare uy(w,z) et u(w,z) pour “le méme w”) puis on donne
une estimation d’erreur faible (c’est-a-dire qu’on compare la loi de uy et la loi de u, en estimant des quantités
du type Elp(un)] — E[¢(u)]). Pour obtenir ces estimations on va faire ’hypothése suivante sur les couples
propres associés au développement de Karhunen-Loéve de g = log(a).

Hypothése 1.2.4. On suppose que

i) les fonctions propres b, appartiennent a C*(D),

> AallballZ

n>0

ii) la série

est convergente,

i11) qu’il existe 0 < aw < 1 tel que la série

D Aallball 38 V0aI22

n>0
soit convergente.
On introduit alors la notation suivante :
Définition 1.2.5. Pour 0 < « < 1 vérifiant la condition de I’Hypothése 1.2. et N € N, on note
Ry = max <Z /\n”b’ﬂHgo? Z )‘n|bn||ggl_a)”v{7n|§g> :
n>N n>N

Pour obtenir de la convergence presque stire, on fait I’hypothése suivante.
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Hypothése 1.2.6. Soit a > 0 comme dans I’Hypothése 1.2.4, on suppose qu’il existe po > 0 tel que la série

> (R

N>0
soit convergente.
Sous les hypothéses 1.2.4 et 1.2.6, on peut montrer le résultat d’erreur forte suivant.

Théoréme 1.2.7. (uyx)y converge presque sirement vers u dans Hi(D) et on a lestimation d’erreur
suivante : pour tout p > 0 et o comme dans I’Hypothése 1.2.4, il existe une constante Ci o.7(a,p) telle que

lv — unll e, m1(Dy) < Cra7(a,p)y/ RS- (1.19)

On remarquera que cette estimation nous intéressera souvent pour « proche de 0. En effet, dans le cas
ou les b, sont uniformément bornés 'erreur forte est presque de l'ordre de la racine du reste de la série des
valeurs propres.

Pour montrer ce résultat, on commence par obtenir une estimation d’erreur forte sur les coefficients,
c’est-a-dire par majorer |la — an||s(q,co(py)- Pour ce faire on commence par estimer gy — g en utilisant
le caractére gaussien et le théroréme de Kolmogorov comme pour la preuve de la Proposition 1.2.1, mais
cette fois-ci on estime la norme dans l'espace de Hoélder. Pour cela on utilise la technique de la preuve
du théoréme de Kolmogorov basée sur les injections de Sobolev qu’on peut trouver dans [13] par exemple.
Ensuite, pour passer a l'estimation de ay — a, on utilise le théoréme de Fernique, comme dans la preuve
de la Proposition 1.2.2, mais en estimant les normes ; plus précisément on montre que aj** et l/aTN”m sont
bornés dans LP. On en déduit donc une estimation de ay — a, on notera que c’est une estimation uniforme
en x pour w fixé, contrairement a (1.8) avec le théoréme de Mercer. Il en résulte donc & w fixé une estimation
de uy — u en norme Hg (D), en utilisant une fois encore le caractére borné de am® et 1/a™™ dans LP et
un résultat classique de continuité de ’application qui au coefficient @ muni de la norme uniforme associe la
solution u munie de la norme H} (D). Le résultat de convergence presque-siire est obtenu & I’aide du lemme
de Borel-Cantelli.

Comme notre objectif général est de calculer la loi de u, on s’est intéressé & 'erreur faible commise en
approchant ux par u. On montre en particulier que 'ordre faible est le double de I'ordre fort, la loi de uy
converge plus vite vers la loi de u que les trajectoires de uy vers les trajectoires de u. Pour cette estimation
d’erreur faible, on se place dans le cas o la dimension spatiale d est 1,2 ou 3. Toujours sous I’hypothése
1.2.4, on a 'estimation d’erreur faible suivante :

Théoréme 1.2.8. Pour toute fonction ¢ € C*(R,R) dont les dérivées sont bornées, il eviste une constante
Ch.28(,p) telle que pour tout N € N

[Elp(un)] = Elp(u)]]l s (p) < Cr2.5(¢,p)RYy, (1.20)
pourp<oosid=1,p<oosid=2, etp< % sid=3.

On remarquera que l'erreur faible est de I'ordre de RY;, alors que Uerreur forte était presque de 'ordre de
\/@ (en supposant qu’on peut prendre « aussi proche de 0 que 1’on veut, ce qui est le cas pour les exemples
qui suivent), d’ou le fait que l'ordre faible est le double de 'erreur forte. On vérifie numériquement que cette
estimation de l'ordre faible est optimale (voir ci-dessous dans le cas d’une covariance exponentielle).

La preuve de ce résultat utilise des techniques sensiblement différentes de celles utilisées dans la preuve
du résultat pour 'erreur forte. L'indépendance des variables aléatoires Y,, joue un réle crucial dans le preuve
de ce résultat d’erreur faible, alors que I'on a seulement utilisé le caractére décorrélé de celles-ci pour I'erreur
forte. Pour obtenir I'estimation d’erreur faible, on remarque qu’on peut voir ay(y,z) — @(y,z) (avec les
notations du paragraphe “Méthodes spectrales stochastiques” de la section 1.1.3) comme la différence entre
des valeurs de u correspondant & deux valeurs de y différentes, on va donc considérer un développement de
Taylor (a Vordre 2) de @ par rapport a y et estimer les dérivées de @ par rapport a y. Les variables aléatoires
Y,, sont indépendantes, centrées et réduites, on obtient que les termes du premier ordre et ceux du second
ordre correspondant & des dérivées croisées (i # j) sont nuls en moyenne, ce qui permet de gagner par rapport
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a Dordre fort. Plus précisément, formellement et dans le cas ou ¢ est I'identité (pour simplifier 'exposé) on
a le développement & l'ordre 2 suivant :

uw(w,z) —un(w,z) = a(Yi(w ) SYN (W), Y1 (W), oo ) — @(Yi (W), ..., Y (), 0, ..., )
= Z(’? Y1 (w), ..o, YN (W), 0, ..., 2)Y; (w)
i>N
+ ,;N 8y13y] (@), o0 Y (), 0, ..., ) Y (w) Y (w) + ...

Les termes du premier ordre et ceux du second ordre avec i # j sont d’espérance nulle et finalement, le terme

dominant dans ’erreur est 02
ZE{ Yi(w), -, Yn(w ),0,...,x>}-

i>N

Pour conclure on utilise I'estimation suivante des dérivées de u par rapport aux y; : pour tout entier k, il
existe une constante C(k) telle que pour tout N € N, pour tout multi-indice a € NV de longueur k, on ait

0N a
H b,

a ax
By H < 0y B )y TT /A0
Y H}(D) )

amln
N (y JEN

C’est le méme type d’estimations que celles utilisées pour montrer Ianalyticité de u par rapport a y dans
[2, 1], ici il faut néanmoins noter qu’on ne peut pas avoir d’estimation uniforme par rapport a y, mais on
utilise le fait que aj** et 1/a7ﬁi" sont bornés dans LP qu’on avait déja utilisé pour la preuve de ’estimation
d’erreur forte. On notera que pour passer de ’argument formel & un argument rigoureux, il faut estimer le
reste intégral, ce qui n’est pas immédiat car on perd I'indépendance dans le reste intégral.

On remarque que dans 'argument briévement décrit ci-dessus on utilise la norme H{ et le résultat du
Théoréme 1.2.8 est vrai avec cette norme. Ceci est vrai car nous avons pris une fonctionnelle trés simple :
p(u(x)) = u(z). Pour des fonctionnelles plus générales, on pourrait obtenir une majoration de Perreur faible
en norme C! (et donc en norme H') mais la preuve nécessite des estimations trés fines de uy et de ses
dérivées par rapport aux y; en norme oL,

Pour conclure, on donne deux cas importants dans lesquels ces estimations s’appliquent.

Proposition 1.2.9. Les Hypothéses 1.2.4 et 1.2.6 sont vérifiées dans le cas d’une covariance exponentielle
(définie par (1§)) avec la morme 1, sur un domaine pavé, et dans le cas d’une fonction de covariance cov
analytique sur D x D.

Tout d’abord 'Hypothése 1.2.4 est vérifiée dans le cas d’une covariance exponentielle pour la norme 1.
En effet, pour le cas de la dimension 1, on a vu que les couples propres sont définis quasi-explicitement
par (1.9) et (1.10). On peut donc voir que les vecteurs propres sont continiment différentiables et vérifient
[bnlloe < 2V2 et ||[Vbn|loo < 43270 pour tout n € N. De plus

202
n ~ .
n—+oo [m2n2

2{x

Donc I'Hypothése (1.2.4) est vérifie pour tout o €]0,1/2[. On a alors R = O(N*2"). On en déduit en
particulier que I'Hypothése 1.2.6 est vérifiée. Il est important de noter que la convergence des A, se détériore
quand on diminue la longueur de corrélation ¢. En effet on remarque sur la Figure 1.1 tout d’abord que
1/¢ est en facteur dans I’équivalent de )\, de plus on peut observer numériquement que la décroissance
asymptotique des A, n’est atteinte qu’aprés un palier, dont la taille est empiriquement de 'ordre de 1/¢.

En dimension supérieure, on utlise le fait que les couples propres s’obtiennent en tensorisant les couples
propres de la dimension 1.

Les Hypothéses 1.2.4 et 1.2.6 sont également vérifiées dans le cas d’une fonction de covariance analytique
(par exemple le cas d'une covariance gaussienne, c’est-a-dire (1.4) avec ¢ = 2). Pour le montrer, on utlise le
résultat suivant qui découle d’un résultat prouvé dans [24].
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Fia. 1.1 — )\, en fonction de n, en échelle logarithmique, pour o = 1 et différentes valeurs de [ .

Théoréme 1.2.10. Supposons la fonction de covariance cov analytique sur D x D, alors les fonctions
propres b, sont C' sur D, et il existe des constantes cy,cy telles que pour tout n € N,

Ay < 016702"1/(1

Pour tout s > 0, il existe une constante cs telle que pour tout n € N,

onlloo < eslAnl ™ et [[Vbnlloo < cs|An] ™

Ce résultat implique alors que 'Hypothése 1.2.4 est veérifiée pour tout o €]0, 1] et 'Hypothése 1.2.6 est
également vérifiée.

On peut donc appliquer les Théorémes 1.2.7 et 1.2.8 dans ces deux cas. En particulier, dans le cas d'une
covariance exponentielle définie par (1.3) pour la norme 1 sur un pavé on obtient une majoration pour I’erreur
forte en O(N®~1/2) pour tout 0 < a < 1/2 et pour I'erreur faible en O(N~'). On observe numériquement
sur la Figure 1.2 une erreur faible en 1/, ce qui montre que notre estimation d’erreur faible est optimale.
On obtient des estimations similaires en dimension 2.

1.2.3 Erreur éléments finis

Dans cette partie, on présente des estimations d’erreur éléments finis pour 1’équation (1.18) qui seront
utilisées dans les deux parties suivantes pour I’analyse numérique de la méthode de collocation stochastique
et de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux qu’on définira par la suite. Dans cette partie, on reprend
les preuves des estimations d’erreur éléments finis déterministes classiques (dans le cas trés classique ou le
coefficient a est régulier, & savoir C!, et dans le cas ot le coefficient a n’est que C%%) en rendant explicite la
dépendance par rapport & w. En utilisant une fois encore des estimations sur a basées sur le théoréme de Fer-
nique, on en déduit ensuite des estimations d’erreur éléments finis en normes LP(Q, H} (D)) et LP(Q2, L?(D)),
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F1a. 1.2 ||E[u—un]||z2 en fonction de N, en échelle logarithmique, pour o0 = 1 dans les cas I =1 et [ =0, 1.
Les pointillés indiquent une pente de —1.

que l'on compléte avec I'estimation de I'erreur d’intégration numérique inhérente & la méthode d’éléments
finis. De la méme maniére, on obtient des estimations éléments finis pour le champ tronqué ay. On notera
que dans ce cas, comme le champ approché ay est plus régulier que a, on obtient a priori une estimation
d’erreur éléments finis avec I'ordre maximal, mais une constante dépendant de N. On peut obtenir une
constante indépendante de N si on a davantage de régularité sur les vecteurs propres et de décroissance sur
les valeurs et vecteurs propres, ou si on se contente d'un ordre pour les éléments finis qui correspond a la
régularité limite de a (dans le cas d’une covariance exponentielle définie par (1.3) par exemple).
Commengons par donner les résultats de régularité elliptique qui sont & la base des estimations d’erreur
éléments finis, on a choisi de travailler avec des résultats de régularité dans des espaces de Sobolev, et
on reprend donc les résulats classiques dans lesquels on détaille la dépendance par rapport au paramétre
aléatoire w qui est cruciale pour nous. On choisit un second membre dans L? pour simplifier cet exposé.

Théoréme 1.2.11. Si, pour presque tout w, a(w,-) € CY(D), alors il existe une constante Cao.1 telle que
pour presque tout w, u(w,-) € H*(D) avec

a™* (w)[la(w, )llex

aqmvin (w)S

D
lu(w, W a2(py < Coza D\ 1l 2y (1.21)

Si, pour presque tout w, a(w,-) € COY(D) pour 0 < t < 1, alors pour tout 0 < s < t avec s # 1/2, il existe

une constante Ch 5 | telle que pour presque tout w, u(w, ) € H*(D) avec

a™* (w)]law, )llco.c(p)
amin(w)S

lu(w, M gr+spy < Coay Il z2(py- (1.22)

Pour obtenir ces résultats, on a suivi les preuves classiques, qu’on peut trouver dans [9, 39], utilisant la
méthode des translations, preuves en trois étapes ot on commence par les cas de ’espace entier et du demi
espace, puis on s’y raméne a ’aide de cartes locales.

A partir de ces résultats, on va pouvoir obtenir des estimations d’erreur pour la méthode des éléments
finis appliquée a I'équation (1.18) pour presque tout w. Le domaine D étant supposé C? (pour obtenir plus
facilement les résultats de régularité), on 'approche par un domaine polygonal Dj, dont la distance & D est
inférieure a h, pour simplifier on suppose également D convexe. On considére alors comme précédemment
un espace standard d’éléments finis V3, sur D), de fonctions continues, linéaires par morceaux, associé a une
famille réguliére de triangulations de D dont on note h le diamétre maximum du maillage. Pour presque
tout w, on définit up(w,-) approximation par éléments finis de u(w,-) dans Vj,. On a alors les estimations
d’erreur suivantes, les deux premiéres dans le cadre des hypothéses faites dans le paragraphe 1.2.1, les deux
suivantes avec des hypothéses de régularité supplémentaires.



18 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Théoréme 1.2.12. Soit s < 1/2, pour tout p > 0, il existe des constantes Cs.4.3(p,s) et Cf 4 5(p, s) telles
que

lw = unll oo mipy) < Co.a3p ) fll2mh® et |lu—unllr.L2)) < Cyaslfllzmh®.  (1.23)

Cette estimation reste vraie pour 1/2 < s < 1 si on fait ’hypothése supplémentaire qu’il existe t > s tel que
a € L1(Q,C%(D)) pour tout ¢ >0 .

Si on fait ’hypothése supplémentaire que a € LY(Q,CH(D)) pour tout ¢ > 0, alors pour tout p > 0, il existe
des constantes D5 4.3(s) et Df 4 5(s) telles que

lu—unllLr@.m1 (D)) < Ds.as($)fllLzpyh et |lu—un|zr r2(p)) < Dl s()|fllzpyh®. (1.24)

On notera que dans le cas d’une covariance exponentielle (1.3), on obtient seulement un ordre inférieur
4 1/2 en norme H} et inférieur & 1 en norme L2. On peut voir que cette estimation d’erreur forte est
optimale sur la Figure 1.3 qui correspond & I'erreur éléments finis trajectorielle en norme L? dans le cas
d’une covariance exponentielle.

10
1/h

Fic. 1.3 [Ju(w,z) — u"(w, ®)| 12(0,1) en fonction de h, en échelle logarithmique. Les pointillés indiquent une
pente de —1.

Tout d’abord, pour montrer la premiére estimation, on note que les hypothéses faites dans le paragraphe
1.2.1 impliquent que pour tout s < 1/2, a € L9(,C%*(D)) pour tout ¢ > 0, la preuve de ce résultat utilise
les techniques vues pour les Propositions 1.2.1 et 1.2.2. Pour montrer les estimations, on utilise les résultats
de régularité du théoréme 1.2.11, ainsi que les techniques usuelles pour les estimations d’erreur éléments
finis : lemme de Céa, résultat d’approximation de fonctions H'** dans V},, approximation de D par Dj, et
méthode de dualité pour I’estimation L2. On conclut en utilisant que a € L9(Q,C%*(D)) et 1/a™™ € L1(Q)
pour tout ¢ > 0 et t > s.

On compléte maintenant cette estimation d’erreur éléments finis par une estimation prenant en compte
lerreur de quadrature. On note vy, (w, ) la solution approchée obtenue en utilisant une méthode du point
milieu comme méthode d’intégration numérique pour calculer les intégrales apparaissant dans la méthode
d’éléments finis, c’est-a-dire que vy, (w, -) est la fonction de V}, vérifiant : pour tout w € Vj,

Tg;ha(w,mf)/TVw(w)Vvh(w,x)dx— th(m)vh(x)da;, (1.25)

ol on a noté x, le centre du simplexe 7 € Tj,, et ot T, est la triangulation réguliére de Dy, associée a V. On
a alors 'estimation d’erreur suivante :
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Corollaire 1.2.13. Pour 0 < s < 1/2, et p > 0, il existe une constante C1.213(s,p) telle que

lw—vnllzo,m2(p)) < Cr2asl fllLzpyh® (1.26)

On notera que, comme dans le cas du Théoréme 1.2.12, on peut améliorer cette estimation si on suppose
davantage de régularité sur a. Pour montrer cette estimation, on utilise de maniére classique le premier lemme
de Strang, en explicitant la dépendance par rapport & w, puis on conclut en utilisant que a € L9(2, C%*(D))
et 1/a™™ ¢ L9(Q) pour tout ¢ > 0 et ¢t > s.

On s’intéresse maintenant aux estimations d’erreur éléments finis pour le champ tronqué a. On peut bien
entendu appliquer les estimations ci-dessus (a savoir (1.3),(1.5),(1.26)) au champ approché ay, on obtient
alors des constantes dépendant de N, qui en général n’ont aucune raison d’étre des fonctions bornées de N.
Dans le cas d’une covariance exponentielle (définie par (1.3)), cette constante augmente avec N comme on
peut le voir sur la Figure 1.4.

FiG. 1.4 — ||E[u®] — E[un]| 22 en fonction de h, pour N = 1,3,9, 14. Le trait épais indique une pente de —2.

On peut obtenir une estimation d’erreur éléments finis indépendante de N avec un ordre plus faible,
correspondant & la régularité de la limite u.

Proposition 1.2.14. On suppose I’Hypothese 1.2.4 vérifiée. Soit s < 1/2, pour tout p > 0, il existe des
constantes C1.2.14(p, 8) et C1 5 14(p, s) telles que pour tout N € N

luy —uf |l om0y < Croaa(, ) fll2pyh® et lun —ufllLo.r2(py) < Chaaallflzpyh®. (1.27)

On notera que ce résulat s’applique en particulier dans les cas d’une covariance exponentielle et d'une
covariance analytique, d’aprés la Proposition 1.2.9. Dans le cas d’une covariance exponentielle, on peut voir
sur la Figure 1.5 qu’en fait la courbe de convergence en norme L? fait apparaitre deux zones, pour des
valeurs de h supérieures & 1/N on a presque un ordre 1, conformément a (1.23) et correspondant a lordre
limite quand N tend vers I'infini, et pour des valeurs de h inférieures & 1/N on a lordre asymptotique de 2,
correspondant & l'ordre maximal car uy est réguliére.

Néanmoins, pour un covariance analytique, on peut obtenir une meilleure estimation. En effet on peut
également obtenir une estimation d’erreur indépendante de N avec l'ordre maximal en supposant davantage
de régularité et de décroissance sur les couples propres (A, by,) (ce qui implique davantage de régularité sur
la limite u).

Proposition 1.2.15. On suppose que les vecteurs propres b, appatiennent o C*(D), que la série

D Al VoalZ

n>0
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luy(@x)-up (@)l 2
llu(@x)-d" (@l 2
B
T

1h 1h

Fic. 15 [luy(w,z) —u(w,2)|/12(0,1) en fonction de h, en échelle logarithmique, pour N = 500 (& gauche)

et N = 2000 (a droite). Les pointillés indiquent une pente de —2, les pointillés larges indiquent une pente de
—1.

est convergente, et qu’il existe 0 < 0 < 1 tel que la série

D Al Va2 DD, 12
n>0

soit convergente. Alors pour tout p > 0, il existe une constante Cy 2.15(p) telle que

lun — il o (0,2 (0)) < Craas®)fllL2oyh- (1.28)

Pour montrer ce résultat, on utilise le résultat de régularité (1.24) appliqué au champ tronqué ay, et on
montre que 'hypothése supplémentaire implique que ay est borné dans LP(Q,CY(D)) et 1/a" est borné
dans LP(Q) pour tout p > 0, en utlisant des techniques similaires a celles vues précédemment. Ce résultat
s’applique en particulier dans le cas d’'une covariance analytique.

Nous allons maintenant nous intéresser a I’analyse numérique des méthodes de collocation stochastiques
et de Monte-Carlo multi-niveaux, dans laquelle les estimations d’erreur qu’on vient de voir jouent un role

important.

1.2.4 Meéthode de collocation stochastique

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la méthode de collocation stochastique telle qu’elle est présentée
dans [1] et que nous l’avons présentée rapidement dans le paragraphe “Méthodes spectrales stochastiques”
de la section 1.1.3. Nous allons étendre l’estimation d’erreur vue dans le Théoréme 1.1.4 et prouvée dans [1],
obtenue sous 'Hypotheése 1.1.1, au cas d'un champ lognormal peu régulier, c’est-a-dire sous les hypothéses de
cette partie, données dans la section 1.2.1. L’erreur peut étre découpée en trois termes, un terme correspon-
dant & lerreur de troncature, un terme correspondant a I’erreur de collocation et un terme correspondant a
Ierreur d’éléments finis. L’estimation de I'erreur de collocation & proprement parler doit alors étre adaptée a
cause du caractére non uniformément borné et coercif de a par rapport au paramétre aléatoire w. L’estima-
tion d’erreur éléments finis doit étre adpatée a cause de ce caractére non uniformément borné et coercif et
a cause du manque de régularité, elle est donnée directement par les résultats du paragraphe 1.2.3. L’erreur
de troncature est donnée directement par les résultats du paragraphe 1.2.2.

Théoréme 1.2.16. Pour tout 0 < s < 1/2, N € N, il existe une constante C1.216(s), des constantes
positives r1,...,Tn, une constante C1 5 15(N) et une constante C{ , 1 telles que

N
[Efu — u}ﬁp]HHl(D) < Ci216()R° || fll 220y + Cl.2.16(N) Z VPne VP Oy 16 RY (1.29)
n=1
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Pour prouver cette estimation, on découpe l'erreur en trois termes comme évoqué ci-dessus.

IE[u — ul?]ll oy < IElw — un]ll oy + |1 E[un — ]|z oy + |E[uly — ui?ll a (o)

Le premier terme, qui est une erreur de troncature, est majoré en utilisant le Théoréme 1.2.8. Le second
terme, qui est une erreur d’éléments finis pour le champ tronqué, est majoré en utilisant la Proposition
1.2.14. Le dernier terme est une erreur d’interpolation, pour le majorer on adapte légérement la preuve de
[1] pour tenir compte du caractére non-uniformément borné et coercif. Voici les grandes étapes de la preuve.
On commence par montrer que pour chaque variable stochastique mono-dimensionnelle y,,, ’application
Yn — Ux(Yn,y:,) & valeurs dans l'espace des fonctions continues sur RV=! & valeurs dans H{ (D), muni
d’un poids o, sur RM~! admet un prolongement analytique sur toute bande autour de I’axe réel, & distance
strictement inférieure & m de cet axe. On obtient en méme temps une estimation de la norme de
iy dans cet espace de fonctions continues sur Ry_; avec le poids o,. Pour obtenir ce résultat, on estime
les dérivées de Uy par rapport a y,. On décompose ensuite 'erreur d’interpolation pour se ramener & une
interpolation mono-dimensionnelle, I’erreur d’interpolation mono-dimensionnelle est alors majorée par une
erreur d’approximation, qu’on estime grace a un résultat de [41] en utilisant le résultat d’analyticité évoqué
précédemment.

1.2.5 Meéthode de Monte-Carlo multi-niveaux

Dans ce paragraphe, on utilise les résultats d’estimation d’erreur éléments finis du paragraphe 1.2.3 pour
obtenir I’analyse numérique de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux telle qu’elle a été proposée dans
[12]. Une méthode de Monte-Carlo multi-niveaux similaire a été proposée dans [4], ou 'analyse numérique de
la méthode est proposée sous une hypothése similaire a ’'Hypothése 1.1.1. Dans [12], on trouve des résultats
numériques 2d qui illustrent 'efficacité de la méthode dans le cas d’un champ lognormal avec covariance
exponentielle (1.3) vu dans le paragraphe “Ecoulement” de la section 1.1.2.

Commencons par présenter briévement la méthode. Notant encore u la solution de (1.18), on souhaite
calculer Pespérance d’une fonction de u & valeurs réelles, @ = G(u). Comme dans le paragraphe 1.2.3, on
note up(w, -) Papproximation par éléments finis de u(w, -) dans I'espace d’éléments finis V}, associé a la grille
Tr, (avec les méme hypotheéses et notations que dans le paragraphe 1.2.3). On peut alors approcher @ par
Qn = G(uy). Pour une estimation Q;, de E[Q], on note e(Qy) = (E[(Qn — E[Q])?])"/? Ierreur associée en
norme L2. Le e-cotit de calcul Cg(Qh) associé est alors défini comme le nombre d’opérations élémentaires
nécessaire pour obtenir une erreur L2, e(Qh) < e. Avec ces notations, la méthode de Monte-Carlo classique,
telle qu’on 1'a présentée dans le paragraphe “Méthodes de type Monte-Carlo” de la section 1.1.3 correspond

a
1 N
AMC _ ~ Qz
h,N — N h>
=1

oit les (a')1<;<n sont des réalisations indépendantes de a et les (QZ)lgigN les approximations éléments finis
de la solution associée. L’idée de base de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux est d’utiliser plusieurs
grilles (73, )i=o,...,1.. les calculs sur les grilles grossiéres permettant de réduire grandement la variance. Plus
précisément, notant hg > hy > ... > hy, les différents pas de maillage utilisés et T, = Tj, la grille la plus fine,
on commence par faire la remarque élémentaire suivante :

L
E[Qn] = E[Qno) + > _E[Qn, — Qn,_,]-

=1

Le principe de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux est maintenant d’approcher de maniére indépen-
dante ces espérances a l'aide d'une méthode de Monte-Carlo standard, tirant profit du fait que plus on utlise
des grilles fines, plus la variance de la différence correspondante est réduite ; donc la convergence de la mé-
thode de Monte-Carlo est accélérée et les calculs sur les grilles grossiéres sont peu cotteux. Plus précisément,
notant Y; = Qp, — Qn,_, pour 1 <[ < L et Yy = @Qp,, on définit 'approximation

L

L 1 N;
AML C-MC i
Qiify =D Vil =2 2V
1 ny Nl . ’
=0 =1

=0
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o les V' = Qj, — @}, sont calculés a partir d’'une méme réalisation o' de a pour les deux grilles, les
(ai’l)oglgLJgigNl étant des réalisations indépendantes de a. On peut dés & présent remarquer que I'erreur
e(QA%{LNl}) se décompose en deux termes, un terme contenant les erreurs des Monte-Carlo, et un terme
d’erreur de discrétisation spatiale correspondant & la grille la plus fine :

L

(@M =32+ (ElQ - Qi)

=0

On note par ailleurs C; le cotit pour obtenir une réalisation de @Qp,.

Nous allons maintenant établir 'analyse numérique de cette méthode, une fois encore dans un cadre
similaire a celui présenté dans le paragraphe “Ecoulement” de la section 1.1.2. Pour commencer, on rappelle
un théoréme général pour la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux, dont on peut trouver la preuve dans
[12, 35], et qui permet de majorer le e-cofit de la méthode.

Théoréme 1.2.17. On suppose qu’il existe des constantes a, B,~v > 0 telles que o > %min(ﬂ,’y) et
i) [E[Qn — Q]| = O(h?),

ii) V[Qn — Qn,_,] = O(hY),

iii) Cp = O(h; "),

alors, pour tout e < e™', il existe une valeur L et une suite {Ni}o<i<r telle que e(@%{LNl}) <cet
O(e7?), si 8>1,
C-(Qhpny) = O(e~*(loge)?), si B=1,
O(e2=0B)/ ) si B <.

Pour la méthode de Monte-Carlo classique, on a C.(QNC) = O(e=2~7/).

On notera que le nombre de réalisations N; au niveau [ qui permet d’obtenir un coit inférieur a e peut
étre approché numériquement, & partir de C; et de la variance empirique de Y;. Le nombre total de grilles L
peut quant & lui étre approché grace a I'espérance empirique de Y.

Nous allons maintenant utiliser les estimations d’erreur éléments finis obtenues dans le paragraphe 1.2.3
pour majorer le e-colit dans les cas ot on s’intéresse aux quantités Q = G(u) = Hu||H1(D) et Q =G(u) =

HuH%Z(D) pour ¢ > 1, ceci dans le cadre des hypothéses du paragraphe 1.2.1.

Proposition 1.2.18. 1. Dansle cas o1 Q = G(u) = HUH%I(D
0 —
1.2.17 sont vérifices pour o < 1/2 et 8 < 1. Si on suppose de plus que a € LP(2,C%(D)) pour tout
p>0etl/2<t<1, alors on peut prendre o < t et 3 < 2t, et si on suppose a € LP(Q,C*(D)) pour

tout p > 0, alors on peut prendre o =1 et = 2.

) pour un g > 1, les hypothéses du Théoréme

2. Dans le cas 0w Q = G(u) = ||u||‘;lé(D) pour un q > 1, les hypothéses du Théoréme 1.2.17 sont vérifiées

pour o < 1 et B < 2. Si on suppose de plus que a € LP(Q,C%(D)) pour tout p > 0 et 1/2 <t < 1,
alors on peut prendre o < 2t et 3 < 4t, et si on suppose a € LP(Q,CY(D)) pour tout p > 0, alors on
peut prendre a = 2 et f = 4.

On notera, que dans les deux cas, on peut prendre des plus grandes valeurs de « et S en supposant
davantage de régularité sur a.

On déduit entre autres de cette proposition les résultats présentés dans le tableau 1.6, en supposant que le
coiit de calcul de résolution du systéme linéaire associé & la méthode d’éléments finis est optimal, c’est-a-dire
vérifie C; < hl_dlog(hl_l).

On remarquera en particulier au vu du Tableau 1.6 que dans le cas de la covariance exponentielle en
dimension d > 1, 'ordre de ’'e-cott de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux est le méme que celui de
la résolution d’un probléme déterministe (avec méme régularité).

La Figure 1.7 montre que la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux est nettement plus efficace que la
méthode de Monte-Carlo standard.
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[ulm (D) l[ull2(p) | [ulm (D) l[ull2(p) \
d| MC  MLMC| MC MLMC| |d MC MLMC| MC MLMC |
1 e 3 e ? e 0/2 g2 | 1 e ! e 2 e 3 e |
2 g4 g2 g3 g2 ‘ 2 g6 g4 g4 g2 ‘
3 g™® g3 e~7/2 g2 ‘ 3 g8 g6 g=® e3 |

F1G. 1.6 — Majorations théoriques pour le e-cott des méthodes de Monte-Carlo classique et multi-niveaux,
d’aprés la Proposition 1.2.18 dans le cas d’'un champ lognormal avec covariance gaussienne définie par (1.4)
avec 0 = 2 (& gauche) et avec covariance exponentielle définie par (1.3) (a droite). (Pour simplifier, on note
dans ce tableau ¢ =7, au lieu de ¢ P~% pour tout § > 0.)

10
— © — ¢=0.008 —*— Std MC
~ X — £=0004 — % —MLMC
— © — ¢=0.002
10" — =% — £=0.0008 k
— 8 — £=0.0004
z
z - o 10
F ~O- Ny
S =N "
Re . B
51 ~x_ O~ *_ B
107 . %~ RV kil
O~ XLV * —
Ol % ¥ TR - -k
0 ~x — =
10’
0 2 4 6 1078
level | relative accuracy &
Fic. 1.7 A gauche : Nombre d’échantillons N, par niveau. A droite : Coiit renormalisé par =2 des

approximations par les méthodes MLMC et MC , avec A = 0.1 et ¢2 = 3. La grille la plus grossiére est
ho = 1/16.

1.3 Analyse numérique du couplage de I’équation d’écoulement et
de I’équation d’advection-diffusion

Dans cette partie, on s’intéresse au couplage de I'équation d’écoulement (1.1) avec I'équation d’advection-
diffusion (5.5) présentée dans la section 1.1.2. On rappelle qu’on souhaite calculer I'extension moyenne, et
sa dérivée la dispersion moyenne, qui représente la vitesse moyenne a laquelle le panache de soluté s’étend.
Dans un premier temps, on présente la méthode proposée dans [15], et dans un deuxiéme temps on en fait
I’analyse numérique. Les résultats de cette partie sont détaillés dans le Chapitre 5.

1.3.1 Une méthode de Monte-Carlo particulaire probabiliste

Comme on s’intéresse au cas o > 1, c’est-a-dire au cas ot les incertitudes sont importantes, les méthodes
de type petites perturbations ne semblent pas adaptées. Par ailleurs on s’intéresse particuliérement au cas
f ~ 1, ce qui implique que les méthodes spectrales stochastiques ne semblent pas non plus appropriées ; en
effet dans ce cas la convergence du développement de Karhunen-Loéve est lente, et commence par un palier
important. Une méthode de type Monte-Carlo a donc été proposée pour ce couplage d’équations.

On considére donc N réalisations indépendantes du champ de perméabilité a : (a*);<;<xn. Pour chacune
de ces réalisations, on calcule une approximation de I’extension S’ et de la dispersion D’ correspondantes,
et a la fin les valeurs moyennes de S et D sont approchées par les moyennes empiriques des S et des D?. On
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est donc ramené a calculer la solution du couplage de I’équation d’écoulement et de I’équation d’advection-
diffusion dans le cas déterministe. On utilise des éléments finis pour calculer la pression hydraulique u, et
on en déduit donc une approximation ¥ de la vitesse de Darcy v = —aVu. Ensuite, puisqu’on est intéressé
par des quantités statistiques (spatiales) et non par la concentration en tout point, et puisque le nombre
de Péclet est supposé grand (ce qui signifie que I'advection domine) on choisit une méthode particulaire
probabiliste, qui évite les phénomeénes de diffusion numérique. Pour simplifier, on suppose que ’équation
d’advection-diffusion est posée sur R? tout entier. Rappelant que div(v) = 0, 'EDP (1.5) est en fait une
équation de Fokker-Planck associée a 1’équation différentielle stochastique

dX (t) = v(X(t))dt + V2DdW (t),

ce qui signifie qu’en ajoutant & I'EDS et a 'EDP les conditions initiales correspondantes, la variable aléatoire
X (t) admet ¢(z,t) pour densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Par conséquent, le centre de masse
s’exprime comme G(t) = E[X (¢)] et Pextension comme S(t) = E[(X (t) —G(t))(X (t) —G(t))!]. On utilise donc
finalement une méthode de Monte-Carlo et un schéma d’Euler pour ’EDS afin de calculer S, ¢’est-a-dire qu’on
considére M réalisations indépendantes (X7 )1<j<n du schéma d’Euler de pas At = T/n associé a 'EDS et
on approche G par la moyenne empirique G des X et S par la moyenne empirique des (X7 — G)(X/) — G)*.
La dispersion D(t), qui est définie comme la dérivée de extension S est quant a elle approchée par le taux
d’accroissement de S entre ¢ et t + As.

1.3.2 Analyse numérique de la méthode

Malheureusement, nous n’avons pas été en mesure de faire 'analyse numérique de cette méthode dans
le cadre des hypothéses du paragraphe 1.1.2. Tout d’abord, 'analyse numérique de cette méthode requiert
que la solution de I’équation (1.1) soit suffisament réguliére par rapport a la variable d’espace x. Avec les
hypothéses de la partie 1.1.2, les trajectoires de a ne sont a priori que C%® pour o < 1/2, ce qui donne la
méme régularité pour les trajectoires de la vitesse v. Notre analyse requiert une régularité au moins C# pour
un [ > 0, ce qui exclut le cas d’une covariance exponentielle, traitant par ailleurs les cas ou la covariance est
définie par (1.4) avec 6 > 242 ou § = 2. Par ailleurs, notons que 1’équation d’advection-diffusion est posée
sur R tout entier et ce n’est a priori pas évident d’y étendre la vitesse qui n’est a priori définie que sur D, on
va donc remplacer les conditions aux bords pour Péquation d’écoulement (1.1) par des conditions périodiques.
Ceci ne modifie pas beaucoup le résultat final en pratique, car le domaine D sur lequel on calcule la pression
est choisi suffisament grand pour que quasiment aucune particule n’en sorte. Enfin, comme c’est souvent le
cas dans les travaux périodiques, on va supposer que le champ de perméabilité a est uniformément borné et
coercif. Comme on I’a déja vu ce n’est clairement pas le cas pour un champ lognormal, mais on peut imaginer
pouvoir obtenir des résultats similaires sans cette hypothése en utilisant les techniques vues précédemment.
Pour conclure ces considérations nous aménent a ’hypothése suivante utilisée pour les résultats ci-dessous.

Hypothése 1.3.1. On suppose que a € LOO(Q,C;’O‘(Rd)) pour un certain o > 0, que pour presque tout w,
a(w,-) est O-périodique et vérifie pour tout x € R,

0 < a™" < a(w,z) < a™® < +oo.
On considére alors I’équation d’écoulement modifiée suivante :

{—div(a(w,x)Vu(w,:r)) = f(=), sur Q x R?,

Joulw,z)dr = 0 sur  Q, (1.30)

et u est presque stirement O-périodique.
On a alors le résultat suivant.

Proposition 1.3.2. L’égquation (1.30) admet une unique solution u € LOO(Q,CZ?’O‘(Rd)).

La régularité de la solution est obtenue en appliquant un résultat classique de régularité Hélderienne pour
les EDP elliptiques, en vérifiant qu’on a une majoration uniforme par rapport & w. On considére maintenant
I’approximation uy, par éléments finis de u dans un espace d’éléments finis V},, et on note encore v = —aVu et,
de maniére naturelle, v, = —aVuy. On a alors v € L“(Q,C;’Q(Rd)) et v, € L°°(Q x R?). On fait dorénavant
I’hypothése suivante sur I'espace d’éléments finis V},.
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Hypothése 1.3.3. On suppose qu’il existe une constante C' telle que
[0 = vl Lo (@,ra) < Chllog(h)].

On redéfinit maintenant I’équation d’avection-diffusion.

(w,2,0) = colz), zeR% (1.31)

{ % (w,z,t) + v(w,7).Ve(w, 2, t) — DAc(w,z,t) = 0, rcRYand t € [O,T)
ol ¢o(z) = 1g(z), comme défini dans le paragraphe Advection-diffusion de polluants de la section 1.1.2 et v
est défini ci-dessus. Notant (Q', F/, ') un nouvel espace de probabilité dont la variable générique est notée
&, on définit la solution de ’EDS associée & 'EDP (1.31) par

{dX(w,g,t) = v(w, X(w, &, t))dt +2DdW (€, 1),

X(w,£,0) = Xo(6), (1.32)

ou W est un mouvement brownien d-dimensionnel et ot Xy admet ¢y pour densité. On a donc le résultat
classique suivant, :

Proposition 1.3.4. Pour presque tout w, I'équation (1.31) admet une unique solution c(w, ) € C(]0,T],C%(R%))
et Vunique solution X de (1.32) est telle que pour tout t, X (w,-,t) admet c(w,z,t) pour densité par rapport
a la mesure de Lebesque.

On rappelle que I'extension moyenne s’exprime alors comme
S(t) = ]EUJ []Ef [X(wv 57 t)X(wv fv t)t]] - ]EW [(]EE [X(wv ga t)D(Eﬁ [X(w7 ga t)Dt}

On va s’intéresser a 'estimation de quantités plus générales, de la forme :

Eu[¢(Ee[p(X (w, &, )],

ot ¢ et ¥ sont des fonctions réguliéres.

Comme présenté ci-dessus, on considére N réalisations indépendantes (ai)lgiSN du champ de perméa-
bilité a, et on note ¥ les approximations de la vitesse qui en résultent via une approximation des u’ dans
I’espace d’éléments finis V5. On définit les processus stochastiques X}LJ ,pour 1 <i< N, 1<j<M:

{ X;,j£w7£7 tk:+1) = X:{](w7§,tk) +6Z(M7X;z7j(w7§7tk:))At + \/@(Wi7j(§7tk‘+l) - Wl7j(£7tk))7 (1 33)
X (w,6,0) = Xp7(8), '

ot les Xé’j sont des variables aléatoires indépendantes de densité co(z) = Lr(z), comme défini dans le

paragraphe Advection-diffusion de polluants de la section 1.1.2, les W%/ sont des mouvements browniens

d-dimensionnel indépendants, et ot on a posé At = T'/n et t, = kAt pour 0 < k < n. On définit maintenant

I’erreur sur 'extension moyenne généralisée :

N M
Bs(w,8) = Bl Belo(X (.6 I - 5 >0 [ 17 Dol Xi (w67 |

Théoréme 1.3.5. Sous les Hypothéses 1.3.1 et 1.3.3, pour ¢ € C3 (R, RP) et 1) € CL(RP,RY) on a l’estima-
tion d’erreur suivante : il existe une constante C telle que

B Oz , <€ (80 + hl1ogn] + = + ).
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On voit naturellement apparaitre quatre termes : un terme de discrétisation temporelle, un terme de
discrétisation spatiale et deux termes de Monte-Carlo. Nous allons donner quelques éléments de preuve pour
les deux premiers, la majoration des deux derniers étant relativement immédiate. Tout d’abord notons que les
vitesses approchées ¥ ne sont en général pas continues, par conséquent il faut étre vigilant dans le découpage
de l'erreur. On doit estimer une erreur faible de discrétisation temporelle sur 'EDS avec vitesse exacte v,
c’est-a-dire avec une dérive peu réguliére (plus précisément C;’a) et avec bruit additif. Un résultat général
a été obtenu dans [55], néanmoins on a ici un meilleur ordre de convergence (1£%) au lieu de (51.) dans
le cas d’un bruit additif. On doit ensuite estimer Ierreur sur les discrétisations temporelles provenant de
I'erreur de discrétisation spatiale, on s’intéresse donc a la continuité de I'application qui a la dérive associe
le processus défini par le schéma d’Euler. Cette continuité est établie avec des estimations uniformes sur les
dérives, d’oti la nécessité d’avoir une estimation de Ierreur éléments finis en norme W, Les estimations des
trois premiers termes sont obtenues de maniére uniforme par rapport a w, grace a I’'Hypothése 1.3.1. Méme
si nous n’avons pas été en mesure de le prouver, on s’attend, dans le cadre des hypothéses du paragraphe
1.1.2, & un résultat similaire, avec une majoration par

Yppdeey L L)
C((At) +h +\/M+\/N ;
pour € > 0.

On s’intéresse maintenant & ’erreur commise sur la dispersion D définie comme la dérivée de I'extension
S. On s’intéresse donc, de maniére analogue & ce qui précéde a l'estimation de quantités plus générales, de
la forme

%Ew [ (Eelp(X (w, &, T)))],

ol ¢ et v sont des fonctions réguliéres. On définit maintenant I'erreur sur la dispersion moyenne généralisée,
par

d
Ep@,§) = L Eu[Y(Eelp(X(w,&,T))])]
1 M o 1 M o
LU M;¢<X:L*](w7£,T+As) — M;@(Xfﬂ(w,g,T)

1 , .
N Z As ’
i=1
ol on a naturellement défini la valeur du processus X7 en T + As par

X9 (w, &, T+ As) = X2 (w, &, T) + (X2 (w, €, T))As + V2DAs(WHI (€, T + As) — WHI (€, T)).

Pour estimer cette erreur qui porte sur la dérivée des quantités étudiées précédemment, on va maintenant
faire une hypothése de régularité supplémentaire.

Hypothése 1.3.6. On suppose que a € LOO(Q,CS’O‘(R”I)) pour un certain o > 0, que pour presque tout w,
a(w,-) est O-périodique et vérifie pour tout x € R?,

0 < a™™ < a(w,z) <a™7 < 400.
On a alors 'estimation d’erreur suivante.

Théoréme 1.3.7. Sous les Hypothéses 1.3.6 et 1.3.3, pour ¢ € Cp (R, RP) et 1 € C2(RP,RY) on a l’estima-
tion d’erreur suivante : il existe une constante C telle que

1 1
Bp(w,&)|2 < C (At + As+ hllog(h)| + ——= + ——— ) .
12 Ollaz, < < st U5 \/M—As)

Ici, on a un découpage naturel en cing termes : un terme de discrétisation temporelle dans le schéma
d’Euler, un terme de discrétisation temporelle pour le calcul de la dérivée, un terme de discrétisation spatiale
et deux termes de Monte-Carlo. On notera que pour le premier terme, on doit généraliser la notion d’erreur
faible du schéma d’Euler pour une EDS au calcul de la dérivée d’une espérance. On notera que le terme en
\/ﬁ provient de "approximation d’'une dérivée par une méthode de Monte-Carlo et est optimal, comme

on peut le voir dans le cas d'une EDS avec dérive constante.
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Chapitre 2

Strong and weak error estimates for the
solutions of elliptic partial differential
equations with random coefficients

Abstract : We consider the problem of numerically approximating the solution of an elliptic partial
differential equation with random coefficients and homogeneous Dirichlet boundary conditions. We focus on
the case of a lognormal coefficient, we have then to deal with the lack of uniform coercivity and uniform
boundedness with respect to the randomness. This model is frequently used in hydrogeology. We approximate
this coefficient by a finite dimensional noise using a truncated Karhunen-Loéve expansion. We give then
estimates of the corresponding error on the solution, both a strong error estimate and a weak error estimate,
that is to say an estimate of the error commited on the law of the solution. We obtain a weak rate of
convergence wich is twice the strong one. Besides this, we give a complete error estimate for the stochastic
collocation method in this case, where neither coercivity nor boundedness are stochastically uniform. To
conclude, we apply these results of strong and weak convergence to two classical cases of covariance functions
choices : the case of an exponential covariance kernel on a box and the case of an analytic covariance function,
yielding explicit weak and strong convergence rates.

Keywords : uncertainty quantification, elliptic PDE with random coefficients, Karhunen-Loéve expan-
sion, strong error estimate, weak error estimate, lognormal distribution.

Résumé : On s’intéresse & 'approximation numérique de la solution d’une équation aux dérivées partielles
elliptique & coefficients aléatoires, avec des conditions de Dirichlet homogénes au bord. On se concentre sur le
cas d’un coefficient lognormal, on est ainsi confronté au fait que ce coefficient n’est ni uniformément borné,
ni uniformément coercif par rapport a l'aléatoire. Ce modéle est fréquemment utilisé en hydrogéologie.
On approche ce coefficient dans un espace aléatoire de dimension finie, en utilisant un développement de
Karhunen-Loéve. On donne alors des estimations pour 'erreur qui en découle sur la solution, une estimation
d’erreur forte mais également une estimation d’erreur faible, c’est & dire une estimation de I’erreur commise
sur la loi de la solution. On obtient alors un taux de convergence faible double du taux de convergence
forte. De plus, on donne une estimation d’erreur compléte pour la méthode de collocation ap pliquée dans
ce cas ot le coefficient n’est ni uniformément borné, ni uniformément coercif par rapport a ’aléatoire. Pour
conclure, on applique ces résultats & deux choix particuliers de noyau de covariance : le cas d’une covariance
exponentielle sur un pavé et le cas d’une covariance analytique, donnant des taux de convergence forte et
faible explicites.

Mots clés : quantification des incertitudes, EDP elliptique a coefficients aléatoires, développement de
Karhunen-Loéve, estimation d’erreur forte, estimation d’erreur faible, distribution lognormale.
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2.1 Introduction

Many engineering applications involve uncertainty on the input data, such as material properties. This
uncertainty results from heterogeneity of the medium and incomplete knowledge on the medium properties
and can be modelled by partial differential equations with random coefficients. This work addresses elliptic
partial differential equations with random coefficients and focuses on application to hydrogeology, namely the
prediction of flow in porous media, but there are many other applications, e.g., random vibrations, composite
materials, seismic activity and deformations of inhomogeneous materials such as wood or biomaterials. The
aim is to compute the law of the solution, but in practice we are usually interested only in some moments.
Several methods have been developed : Monte-Carlo and Monte-Carlo based methods, moment equations,
perturbation methods which are adapted to the case of small uncertainty, homogenization, multiscale analysis
and stochastic spectral methods [1, 2, 6, 7, 24, 27, 30, 31, 32, 46, 47, 53, 54, 58, 59, 69, 70, 71, 75], which
regroup stochastic galerkin methods and stochastic collocation methods.

As in many previous works, we consider the model equation

—div(a(w, z)Vyu(w, x)) = f(w,z).

Both stochastic Galerkin methods and stochastic collocation methods are based on the approximation of a
in a finite dimensional probability space, i.e. using a finite number of random variables. These methods are
therefore adapted to the case where the probability space has a low dimensionality, i.e. in the case where we
have a good approximation ay of a such that ay is a function of N random variables with N small. Such
approximations ay of a can be obtained by using either a Karhunen-Loéve or a polynomial chaos expansion.
We compute then the solution uy of the approximated equation resulting from replacing a by ay. In this
paper we focus on the convergence of uy to u.

More precisely, we work here with homogeneous Dirichlet boundary conditions and a homogeneous lognormal
random field a. This is a frequently used model for flow equation in porous media. The truncated Karhunen-
Loéve expansion of log(a) at order N provides then an approximation ay of a. It is important to notice
that in such a case, unlike what is frequently assumed, neither the random filed a nor its approximations ay
are uniformly coercive with respect to w. However, such elliptic PDEs with infinite dimensionnal stochastic
coefficients, which are not supposed to be uniformly bounded from above and below, (typically lognormal
coeeficient) have been considered in [?], [26] and in the recent work [66]. The well-posedness of the equation
and Galerkin approximation have been studied in [36]. A white noise approach has been proposed in [26]. In
[66], the inverse problem is adressed, using similar techniques as the ones used in our paper.

However, up to our knowledge, the strong convergence of uy to u has never been studied under this kind of
assumptions on a, and the weak convergence has never been studied. This is the main goal of this article.
We first give a strong convergence result of uy to u, i.e. a bound for the error in LP(H¢)-norm. Then a weak
convergence result is obtained, i.e. we bound the error commited on the law of uw. We find a bound for the
weak error whose order is twice the strong order, which presents a significant interest since the number N
of random variables has to be small in order to be able to compute uy and since the law of u is what we are
interested in. For simplicity we assume that f is deterministic, but all the results can be easily extended to
the case when f is random, under adequate assumptions.

To begin with, we prove the existence and uniqueness of the solution u, remarking once again that in the
considered case, the random field a is not uniformly coercive with respect to w. Then we make assumptions
on the eigenvalues and on the eigenfunctions of the Karhunen-Loéve expansion, which enables us to prove
two preliminary results : the strong convergence of ay to a and the existence of a uniform bound in LP-norm

for ay** and a"'% We can then give a strong convergence result of uy to u, with almost sure convergence

and LP converg]gnce. The strong error is basically bounded by the squared root of the remainder of the series
of the eigenvalues. We prove next a weak convergence result, showing that the error commited on the law of u
is bounded by the remainder of the series of the eigenvalues. Besides this work gives a complete convergence
analysis of the collocation method, adapting the results of I. Babuska, F. Nobile and R. Tempone in [1], in
which uniform coercivity of a with respect to w is assumed. Finally we give examples of covariance kernels
for which these results apply. In particular the exponential case on a box and the gaussian case are studied,
these covariance functions being frequently used to model the hydraulic conductivity for the flow equation
in porous media.
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2.2 Equation, existence and uniqueness of the solution

In this section, we first define the homogeneous lognormal random field a and make some regularity
assumptions on its covariance kernel, then we define a linear elliptic partial differential equation with random
coefficients, namely a, and finally show the existence and uniqueness of the solution of this equation. Let D
be an open bounded domain in R? with C? boundary and (Q, F,P) be a probability space. We consider a
function k € C>}(R,R), and g : 2 x D — R a mean-free gaussian field with covariance function cov[g](z,y) =

k([ = yll).

Proposition 2.2.1. Under these assumptions, g admits a version whose trajectories belong to C>*(D) a.s.
for o < 1/2.

Proof. Let us denote by L the Lipschitz constant of k.

Ellg(z) —g(w)[’] = Elg(x)’] - 2E[g(x)g(y)] + Elg(y)?]
2(k(0) — k(||z —yll))
< 2Lfjz -yl

z2
We recall the existence, for any positive integer p, of a constant ¢, = 2Pe~"2 dx such that for all

1
—= |p
NoT f]R
mean-free gaussian random variable X,

B[IX*] < p B[ X )P
Therefore, since g(z) — g(y) is a mean-free gaussian random variable, we have, for any positive integer p,

Bllg(@) —g@)"] < QL) |z -y

According to the Kolmogorov continuity theorem [13|, there exists a version of g which is a.s. Holder-
continuous with any exponent § < ”2;;. Since this holds for any positive integer p, letting p — +o0, it
follows that there exists a version of g which is a.s. Holder continuous with any exponent 5 < 1/2. [

If we denote by § this version, we clearly have that for almost all w, §(w, -) and g(w, -) are equal for almost
all x. If what follows we will identifie ¢ with this version g.

We define the lognormal homogeneous random field a : Q x D — R as a(w,z) = ¢9“*). By Proposition
2.2.1, the trajectories of a are a.s. continuous on the compact set D, we can then define a.s, a”"(w) =
min a(w,z) and " (w) = max a(w, z). We now recall Fernique theorem (see [13] and [23]), which will be

e

zeD
next used of obtain integrability properties for a and a™%",

min
Theorem 2.2.2. Let FE be a separable Banach space, and jn a symmetric gaussian measure on (E,B(FE)).
Let A >0 and r > 0 be such that

1 — u(B(0,7)) 2
log <W) + 32" < —1.

Then

62

/e>‘|‘w||2u(dx) <oy
E e —1

From this Fernique theorem, we deduce then the following proposition.

Proposition 2.2.3. W € LP(Q) and a™**(w) € LP(Q) for any p > 0.

Proof. We have a™"(w) > e N19@lleos) and gmes (w) < ells@llcos) By Fernique theorem, since g defines a

— 2
mean-free gaussian measure on the Banach space C°(D), there exists A > 0 such that E[e’\ug(w)”c“@)] < +00.
Thus, for any p > 0,

E[eP!l9@lleony] < E[ekl\g(w)llio(ﬁﬁg] < 400.

Therefore ¢/l9@)lleo) ¢ Lp(Q), and finally sy € LP(Q) and a™**(w) € LP(Q), for any p > 0. O
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Proposition 2.2.4. Let f in L?(D), then the equation :

—div(a(w,z)Vu(w,z)) = f(z) on D,
u =0 on 0D,

admits a unique solution u, which belongs to LP(Q2, H}(D)), for any p > 0.

Remark 2.2.5. All the following results hold in the case where the forcing term f is stochastic, under
adequate assumptions.

Proof. For almost all w € (2, the equation admits a unique solution u(w) € H}(D), the mapping w — u(w)
is measurable and we have, a.s. :

c Il 20y (2.1)

where Cp is the constant given by Poincaré inequality. For every p > 0, by Proposition 2.2.3, am% € LP(Q),

so for any p > 0,

1 p
B [l )] < 088 [ (sranis ) | Moy <+

O

2.3 Strong convergence of ay to a

In this section, we define the approximated random field ay and study the strong convergence of ay to
a, i.e. the LP(Q,C%(D))-convergence, and the almost-sure convergence. Let {(\,,b,)} denote the sequence
of eigenpairs associated with the compact self-adjoint operator that maps

feL*D) /Dcov[g] (z,.)f(z)dz € L*(D),

where Ay > A2 > ... > 0, and the eigenfunctions are orthonormal. We recall that E[g(w,z)] = 0 and that

covlgl(z,y) = k(||Jx — yl||). Therefore >~ -, A, = |D|k(0). Then the truncated Karhunen-Loéve expansion
[49, 50] gy of the stochastic gaussian process g and its exponential ay are defined by

N
gn(w, z) = Z Vb (@)Y (W),  an(w,z) = eZnzt Vanbn(@)Yn(w)

n=1
where the real random variables (Y},),>1 are uniquely determined by

1
VAn

They are independent gaussian random variables with mean zero and unit variance. Mercer theorem [60]
gives the following convergence result :

Yo (w) = /Dg(w,x)bn(x)daz.

supE[(g — gn)?](z) — 0 as N — +oc.
xzeD

This convergence result does not actually enable us to conclude on the convergence of the solution.
From now on, we make the following assumption :

Assumption 2.3.1. i) The eigenfunctions b,, are continuously differentiable.

ii) The series > < Anllbn||% is convergent.
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iii) There exists 0 < o < 1 such that ) -, ,\n||bn\|§£1“l)||Vbn||§g is convergent.

Remark 2.3.2. Such assumptions are fulfilled in the case of an exponential covariance kernel on a rectan-
gular domain (with any o < 1/2), and in the case of a gaussian covariance kernel, and more generally in
the case of an analytic covariance function, for more details see section .

Definition 2.3.3. In the case where this assumption is fulfilled, we define
% = max (Z AnllbaliZe D An|bn||2£1a>||wn|i§> :
n>N n>N
for 0 < a < 1 such that the second series is convergent.

Proposition 2.3.4. For any « as in Assumption 2.3.1,8 < o and p > 0, there exists a constant A, g, such
that for all N in N :

1
lgn = gllrecospyy < Aapp(RY)2.
In particular, for any o as in Assumption 2.3.1 and p > 0, there exists a constant A, p such that for all N
n N,

o\ L
lgn = gllrcopy < Aap(BRy)2-

Proof. For all x,y € D, and « as in Assumption 2.3.1,

(bn(2) = bu(y))® (2[1Bnlloe)* = (IVba ool = yl)*

Al = yllPfba |28V 122 (2.2)

IN A

From this we deduce that

E[((9v — 9)(@) = (9v = 9)))*]

Z An (b (z) — bn(y))2

n>N
< 4 (Z An||bn||2§—a>|vzm|§3> |z -y
n>N
< AR ||z -y

For all z,y € D and N in N, (gn — g)(z) — (¢~ — ¢)(y) is a mean-free gaussian random variable, as a limit
in L? of a linear combination of independent gaussian random variables,
P
(gx = 9)@) = (gn —9)(y) = lim > VAYa(w)(balz) = bu(y))-
p—r—+00 N1
Arguing as in the proof of Proposition 2.2.1 yields

p

IN

E[((ov = 9)@) = (ov = 9)W)*] < &E[((on —9)@) = (o5 = 9) )]

4P ep(RY) |l =y *P.

IN

Thus, for any o as in Assumption 2.3.1, for any positive integer p, there exists a constant C), such that :

E[((gv — 9)(@) — (9n = )] < Co(RR) e — ],

We now are going to use the proof of the Kolmogorov continuity theorem based on Sobolev embeddings,
which can be found in [13]. For any « as in Assumption 2.3.1, let v be such that 2ap —d — 2pv > —d i.e.
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v < «, then using Fubini theorem and the prevous bound, we get :

2p gy = 9)(@) — (98 — 9)W)[**
/DE[(SJN*Q) (x)]der/Q/D/D o — gl = drdydP(w)

2
Elllgn — glli.20]

- / El(g — gn)* (@)} d + Gp(BY )" / / 2 = |72 dady
b DJD
< Cp/(z )\nbn(x)2)pdm+cp(R%)P/ / ||x_y||2ap7d72pydxdy
D onsN DJD
< Cp|D|(RIO\‘])p+Cp(R%)P//”z_y”Qap—d—?pudxdy
DJD
< Capu(BY)"

with Cyp = cp| D+ Cy [, [ |2 = yl|2*P~ 472 dady < +oc.

Next we use that WP is continuously embedded in C%#(D) for 8 < min{1,v — %}, let kg, denotes the
norm of this continuous embedding. For any « as in Assumption 2.3.1, for any [ such that 8 < «, there
exists pp > 1 such that for all p > pg, 8+ % < «, then we choose v such that 8 + ﬁ < v < «, finally for

p > po, gy — g € C%B(D) for almost all w, with :

Elllgy — 9lg6s5)) < kivpCamw (RY).

Therefore, for any « as in Assumption 2.3.1, for any 3 such that 3 < «, there exists py > 0 such that for
any p > po, there exists a constant C, g,, such that for any IV in N :

) .
lgn = gllzze(o,com(py) < Copp(RY)2-

Since in a probability space, if p < ¢, f € L9 implies f € LP with | f||zr < ||f]|£e, we can conclude that for
any p > 0 and « as in Assumption 2.3.1, for any  such that 8 < a, there exists a constant A, s, such that
for all N in N :

1
lgn — gllrcondy < Aapp(RY)2-

Cl

To get almost sure convergence, we need an additionnal assumption.

Assumption 2.3.5. We still suppose that Assumption 2.5.1 is fulfilled and consider a corresponding o, we
then suppose that there exists po > 0 such that the series

> (B

N>0
1§ convergent.

Proposition 2.3.6. We suppose that Assumption 2.3.5 is fulfilled and consider corresponding o and po.
Then, for any B < «, for almost all w, gy — g in C®?(D) as N — 400 and so axy — a in C°(D) as
N — +o00.

It follows that a}** converges a.s. to a min

T and o’ converges a.s. to a™"™ as N — +oo.

Proof. We use the Borel-Cantelli lemma : by the previous proposition, there exists a constant A, g2y, such
that for all N in N :

[N

lgn — gllLzvo.cos (D)) < Aa,p2p (BY)2,
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which implies by Markov inequality that for any € > 0,

2
llgn 7g||LI;270(Q7C0,5(D))

P(llgn — gllcos(py > ) 0

2po @ \Po
Aa,ﬁ,ng (RN)
52P0

Therefore we have Z P(|lgn —gllco.s > €) < 400. The Borel-Cantelli lemma yields P(lim sup(||gn —g||co.s >

N>1
g)) = 0 for all e > 0, and so gy — g a.s. in C*P(D) as N — +oo. Finally, thanks to the continuity of the
exponential function, we conclude that ay = €9V — a = e9 a.s. in C°(D) as N — +oo. O

The following results, which give uniform bounds for the random variables a7} and a,,% (and more

general quantities, which will be used in section ) in the LP-norm will be used to conclude this section and
in the next two sections.

Definition 2.3.7. For N € N, v € [0,1]V, we define g, v : @ x D — R and ayn : @ x D — R by :
gy.N(w,x) = Zgil VALY (W) Ynba(z), and ay n(w, x) = 97N (@),

Proposition 2.3.8. For any o as in Assumption 2.3.1, § < a and p > 0, there exists a constant Bg,, such
that for any N in N, and ~ in [0,1]V.

|19+, N |LP(Q7C0,[3(D)) < Bgy

Proof. Using similar techniques as in the proof of Proposition 2.3.4, we have by inequality (2.2) that, for any
NeN, yeo, 1]V

N
El(gy,n (@, 2) = gy 8 (@,9)7] = Y Auyi(ba(2) = ba(y))?
n=1
N
< 4 (Z /\n|bn|g<(>la)|Vbn”§g) o =yl
n=1
< ARG ||z — yl**.

Since, for any x,y in D, N in N, (g7""(2) — g7V (y)) is a mean-free gaussian random variable, we have :

El(gy.n(w, ) = gy n(w,9))7] < 4P, (RG) [lw —y[**7.

Therefore, for any « as in Assumption 2.3.1, for any p > 1, there exists a constant M, , such that, for any
N e N and v € [0,1]V, we have :

El(gy.N(w,2) = g3, 8(@,9))7] < Magllz —y[**",

where M, , = ¢,(R§)P. Then, for v < a and p such that we have

Elllgy 120 2] < cpl DI(BS)? + Moy /D /D i — ylPor= =2 ady.

We finally conclude as in the proof of Proposition 2.3.4. ]

Definition 2.3.9. By Assumption 2.3.1, for any N € N and v € [0,11¥, the trajectories of a, N are
continuous on the compact set D a.s, so we can define, for almost all w € 2, a:/’f‘}vz(w) = mea[g)( ay, n(w, ) and
x

a™(w) = min a w,T).
7%(w) = min o (@, 2)
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We can finally bound a7} and a:";ﬁ(; in LP-norm, independently from N and ~.

maxr

Proposition 2.3.10. For any p > 0, aT'%f and am% € LP(R2), and there exists a constant D, such that for
’ v N

any N € N, and v € [0,1]V

1

a

min
v.N

< Dy, and [T ¥ | r@) < Dy
Lr(Q)

In particular,

lanllLr.copyy < Dp

Proof. We apply Fernique Theorem 2.2.3, uniformly with respect to N and . There exists zo €]0, 1] such
that for all x € [z, 1], log (1*7””) < —2. Proposition 2.3.8 yields the existence of a constant Bs such that for
any N € N, and v € [0,1]V :

llgy.~llL2@eopyy < Be-

Bo
V1—xzo?’

Thus, setting ro = we have, for every r > rg,

Hg'Y’N”%?(Q,CU([?))

P(lgy.wlen o) 2 7) =

< —=<1-ux.

We now choose A such that 32ArZ < 1, and we denote by piy,n the law of g, n : 2 — C(D). Since the i, n
are centred gaussian measures on the Banach space C°(D), we have then, for any N € N, and ~ € [0, 1],

1 — gy, n(B(0,70)) 2
o (L )+ < 1

Use Fernique Theorem 2.2.3, set k = 1638 € 6 obtain that for all N € N, and v € [0, 1]V,

e2 1>

2
E[e)‘Hg'y-NHCO(D)] < k.

Hence, for any p >0, N € N, and v € [0,1]",
e%IE[eA”g”NHZ“(D)]

2

keax,

IN

E[epllgw,zv HCU(D)]

Sl

IN
>

2
Denoting D), = (ke%)%, we conclude that :
’ a

a3 N [ e ()

1

HeHQw,NHcU(D) ||LP(Q) < Dy,

min
7N

Lr(Q)

and

IN

He”!]%N”cO(D) HLP(Q) < D,.
O

Proposition 2.3.11. For any p > 0, and « as in Assumption 2.5.1, there exists a constant E, , such that
for any N € N,

oL
lan = allra,copy) < Eap(Ry)?
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Proof. Take p > 0, choose ¢, > 0 such that % = % + %, then the following inequality
Vr,y eR e —e¥| <[z —yl(e” +e),

together with Holder’s inequality leads to :

[ — el Loy < 9N — 9llracopplle?™ + €l Laa.copy)s
which we rewrite as
lan —allora.comy < llgv = gllLe.copyllan + allLaa.cony)
1
< Aap(BRY)? (Dg + llall Laa.cony))-
We conclude by setting Eq = Aa p(Dg + [lal|Le(a,co(py)), With p = g = 2r for instance. O

2.4 Strong convergence of uy to u

Thanks to the results of the previous section, we can now estimate the strong error commited on the
solution wu, resulting from the approximation of a by ax.
Since for all N € N and v € [0, 1]V, the random variables al'y’ and —L— belong to LP(Q) for all p > 0,

qmin
Y

{ —div(ay,n(w,z)Vul(w,z)) = f(z) onD,
ul(w,z) =0 on 0D,

the equation

(2.3)

admits a unique solution v}, € L?(, H}(D)) for all p > 0. In particular, for v = 1V, a, v = ay and we
denote by uy the solution. Let us set for (y1,...,yx) € RY and x € D, an(y1,...,yn, ) = eXn=1 VAibi(@)ys
and ay(y1,...,yn,.) be the solution of

—divy(an(y, z)Vein(y,2)) = f(z) on D,
{ ! 'fiVN(ny) =0 on dD. (2.4)

It is classical that ay is a C*° function of yi,...,yn. When we need to emphasize the dependance of uy
on yi, ..., yn, we write in(y1, ..., yn ). We have then iy € C(RY, H}(D)). We notice that a.s. ax(w,z) =
an (Y1 (w), ..., Yn(w), ), and un(w,z) = an (Y1 (w), ..., Yn(w),z) . For convenience, ay will still be denoted
by any and un by uy -

We first show the almost sure convergence of uy to u.

Proposition 2.4.1. Under Assumption 2.3.5, un(w,x) converges to u(w,x) in H} (D), for almost all w.

Proof. By Proposition 2.3.6, for almost all w, ay converges to a in C°(D) i.e. uniformly. Then we use the
continuity of the solution u with respect to the coefficient a of the equation, indeed we have a.s. :

aernHu—uNH?{é(D) < /aN\V(u—uN)Fdx
D

= /D(aN —a)VuV(u — uy)dx

IN

lla— aNHCO(D) [Ju— UNHH&(D)HUHH(}(D)'
Therefore, thanks to (2.1), we have, for almost all w :
1 D
lu = unllzy () < WHG - aN||CU(D)Hf||L2(D)W-

The right-hand side of this inequality converges a.s. to 0 as N — 400 by Proposition 2.3.6. (N

Next we give a convergence result and an error estimate in LP-norm.
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Theorem 2.4.2. For all p > 0, uy converges to u in LP(Q, HE(D)), and for any « as in Assumption 2.3.1,
there exists a constant Fy, , such that

anld
[u — UN”LP(Q,H({(D)) < Fop(RY)2.
Proof. For all p > 0, for almost all w,

1 Cp
lu—unllm(py < a%ﬁ”a —anlleop) Hf||L2W-

Hence, by choosing ¢,7,s > 0 such that ;1) = % + % + % it follows from Hélder inequality and Proposition
2.3.11 that forany 0 < a < b

1
||U—UNHLP(QVH5(D)) < min Ha_aNHLT(Q,CO)Hf”[ﬂOD qmin
AN llLao) a Ls(Q)
< Dyl fll22DsEor (RS2

O

The following results gives a bound for u}; in LP(H{)-norm independent of N and ~y, which will be useful
in the next section.

Lemma 2.4.3. For all p > 0, there ezists a constant G, such that for all N € N, and v € [0, 1]V
HU’JYV”LP(Q,H(}(D)) < Gp.
Proof. For almost all w, for any p > 0, N € N, and v € [0,1]", we have by Proposition 2.3.10 :

Cp

lunllae oy < WHfHLZ(Dﬁ
min
lunllzrmimy < Cp| x|l Iflezp)
min || [,p
<

Co Dyl fllz2(Dy-

O

2.5 Weak convergence of uy to u

In this section we are interested in the error committed on the law of u, more precisely we show that
the order of the bound for the weak convergence of uy to u is twice the order of the bound for the strong
convergence. In order to estimate the weak error, that is to say the expected value of ¢(un) — ¢(u), for some
regular function ¢, we need estimates on the growth of the derivatives of p(uy) with respect to the y;, which
follow from the following estimates on the derivatives of uy with respect to the y;. In this section, we only
consider the spatial dimension d =1, 2 or 3.

Proposition 2.5.1. For any integer k, there exists a constant C(k) such that for any N € N, for any
multi-index o € N with length k, we have the following estimate on the growth of the derivatives of ux with
respect to y :

8QUN‘ al (y) : )
< Ok -5 Cllunllmg AT oS-
‘ Iy H}(D) ahin(y) HOZ-I;I\;
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Proof. We recall that for all y € RN, u(y,.) solves the following equation

/DaN(yw)unN(y,:r)wa(:t):/Df(:r)v(x), Vv € HY(D).

We compute the derivatives of ay with respect to the y;. For all 1 <4,j5 < N :

aaN = VAbi(x)an(y, z), 8aN =V ibi(x)/ b (@)an (y, =

ayz 3yz 6%

In every point y € RY, the derivatives of v with respect to y; and with respect to y; and yj, for 1 <4,5 <N
satisfy : Vo € Hg(D)

| GVt 0090 + [ avlr. 0952 ) Volo) 0.

8 8&1\] 8UN aa]\] 8uN 82UN

N Vu + \Y + \Y +anV > ,x)Vou(x) = 0.
/D dyi0y, N dy;  0y; dy;  O0yi N Dy:0y; (y, 2)Vo(z)

Choosing v(z) = 3“N *(y,x) in the first variational formulation, we have :

ou
[V avG| < VRV Tl
i |l 12
< VR lloo e () il 1y
c’)uN ( )
b o maxr 1.
1% b S VA =Wy

Choosing v(z) = 887;2%]1; (y, ) in the second variational formulation, we obtain :
Y:9y;

82uN
[Varwavy sl < VRt Vs
Yi0Yj || 1,2
8uN
b VR IV G s A
< 3\/azxw<y>@\/AjHbiuoo||bjnoo||uzv||H5.

Therefore :

lovs

The result follows for |a| > 3 by induction. O

3UN amaz(y)
<3y [ RATEL A A |i]l oo |10 0o 1.
A PRI o NN A

Proposition 2.5.2. Let ¢ € C*(R,R), whose derivatives are bounded by a constant Cy, then for any N € N,
for any multi-index o € NV with |a| < 4, there exists a constant C'(|c|,p) such that we have the following
estimate on the growth of the derivatives of v ouyn with respect to y :

e
9*poun / Orax (V) :
— e < C'(lal,p)Cy | 1+ ¢ 222 lju | A 1B,
H aya Lr(D) ‘ a’mzn(y) Ho ZI_EI[\]

where p < oo ifd=1,p<ocifd=2, and p < % if d =3 and C'(|al,p) only depends on the length of «
and p.
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Proof. We first note that under our assumption, by Sobolev embedding we know that H}(D) c L"(D) for
r < 4p, we then denote by x, the norm of this Sobolev embedding.
For |a| = 1, we have :

Opoun ’ dun
Al = ou
99 (y) ¢l oun(y)Z m (y)

dpouy oun

N < Cul|l—

H y; ) Ly ? 0y; ®) P
o AP
< Kp0¢ )‘Z|bz|oom|uN|lHé

Then, for |a| = 2, using Holder inequality :

Ppoun , 0uy " duy ,  Ouy
—_— = ou —(y)+¢"(u —(y)—=—
iy, ¢ oun(y) D900, () +¢"(un)(y) o0 y) a9; €
|25y Sun () Ouv i) |2y
ayzay] Lp ® ayzay] Lr ® ayl L2p ayj L2p
Pun Ouy ‘ duy ‘
< K — + 12, Cy || = —
~ a2 ) 2
amlll‘ y
< (kp + K2p)Co vV Aiv/ A 1bi | oo 115 ]l oo (1 VW) |UN(y)|H01) :
The case |a| = 3,4 are treated similary. O

We are now ready to estimate the weak error, i.e. the quantity E[o(ux)—¢(v)] in LP-norm. Before stating
and proving the estimate on the weak error, we give the basic idea of the proof. To estimate the weak error,
we consider the Taylor expansion at order 2 of ¢(ux) — ¢(u) and remark that first order terms and second
order terms such that i # j are mean-free. In the case where ¢ is the identity, formally the second order
development is :

u(w,z) —un(w,z) = ui1(w),...Yn(w), Ynq1(w), ..., x) —u(Yi(w), ..., YN (w),0, ..., x)
ou
- 2 oy, (Y1(w), ..., YN (w),0, ..., 2)Y;(w)
1 92u
+ §Z_J.z>:NM(YMM),...,YN(M,O,...,I)yi(w)yj(w) L

Combining the independence of the Y; with the fact that the Y; are mean-free yields that the following terms
are mean-free :

E g—;(Y1(w)7...,YN(w),O,...,z)Yi(w)] _ E[

Jdu

('9_yi(Yl (W), eery YN (w), 0, ..., x)} E[Y;(w)]

= 0.

Analogously, for i # 7,

E {ai;yj (Y1(w), ..., YN (w),0, ... x))/z((U)}/j(w):|
2u
= |:(’)Z.(‘)yj (Y1 (w), ..., YN (w),0, ..., x)] E[Y; (w)]E[Y; (w)]
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The proof below shows that indeed the dominant in the error on the expected value is

Z]:VE[aqu W), ooy Yy (), 0, ..., )

We now give the general and precise result and its proof.

Theorem 2.5.3. For anyp < oo ifd=1,p < o0 ifd =2, and p < % if d = 3, there exists a constant

Co.5.3(¢,p) such that for all N € N, for all ¢ € C*(R,R) whose derivatives (excluding ¢ itself) are bounded
by a constant Cy,, we have :

[Eulp(un) = e()]llLop) < Cass(y, p)RY

Remark 2.5.4. More generally, the result can be extended to the case where the derivatives of p are bounded
by a polynomial, under extra reqularity assumptions on f. This is important since it enables to treat the case
of the moments of w. However, this generalization requires additionnal technical difficulties.

Remark 2.5.5. The weak error at order N is bounded by RS, whereas the strong error at order N is bounded
by \/E for any « as in Assumption 2.3.1. Therefore the weak order is indeed twice the strong order if we
can take o as close to zero as we want in Assumption 2.3.1, which is the case in the case of the examples
exposed in Section 2.7.

We give an error analysis in LP norm. This is of course a weaker result than an error in H' norm. A
similar result is true with this stronger norm, and in fact it is even true in C' norm. However, the proof
requires to have a precise estimate of the C™% norm of uy and its derivatives with respect to the y; in terms
of an. This technical estimate follows form a rather long computation.

Proof. Let M > N, and z € D, the first order Taylor theorem with integral remainder gives :
Eu[(e(unr) = p(un))(w, )]

= Eulo(un)(Yi(w), .Y (w), ) — o(up) (Y1 (w), ...YN (w), 0, ...0, x)]
= Eu[Dy(poun)(Yi(w),..Yn(w),0,..0,2).(0,...0, Yy 1(w), ..., Yar (w))]

1
+ E, |:/ (]. — t)D;((p o ’U,M)(Yl, YN tY N, ...,th\{,.Z').(07 0, YN, e Y]\/j)2dt
0

Since the random variables Y; are independent, with mean zero and unit variance, the first order term is
mean-free :

E, [Dy (¢ o upn)(Yi(w),...YNn (w),0,...0,2).(0,...0, Yn11(w), ..., Yar (w))]

M
- E., [ 3 m%y:‘m(yl(w),..y]v(w),o,...o,z)yi(w)
i=N+1

_ 5 9(p o unr) |
= i:%;-l E, { 9 (V1 (w),...Yn(w),0, ...O,J;):| E,[Yi(w)]

=0
We now bound the integral remainder term, to begin with we split it into two terms :

Ey [(p(unrr) — p(un))(w, z)]

1 2
- 3 /(1—t)IEw {M(Yh...YN,tYNH,...,tYM,a:)KY]} dt

N+1<ij<m 0 0y;0y;
ou
- Z / uJ |: (% 2 M) (Yl?"'YN7tYN+1’"'7tY]\J7‘,L.)Y;'2:| dt
N+1<i<M
(<POUM)
1*15 — (Y7, ...Yn, tY] s tYar, o) Y;Y5 | diE
T Z / [ 8ylay] ( 1, Ny, UIN+1, M ac) j

NA1<i#j<M
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First we give an estimate for the first error contribution. Using the bound of the derivatives of p o ups given
in Proposition 2.5.2, we get for N +1<i< M :

1 2
/ (1—t)E, [a(%iz;‘m(yl, YN YN ...tYM,x)Yf} dt
0 2

L»(D)
1 2
0
< /(1—t)Ew H(%OZUM)(Yl,...YN,tYNH,...tYM,x) v2| dt
0 Yi L?(D)
2
1 mazx
a
< C,(Q’p)OQGHb’LHioA’L/O EW (1+ agy,in”uM”Hé)(Y17"'7YN7tYN+1a"'7tYM7x)Yiz dt
N
1 max
a
< 20’(2,p)0w||bi\|?,o>\,»/ E. [<1+ aj\gmnumﬁ,ﬂl) (Yl,...,YN,tYN+1,...,tYM)Yf} dt.
0 N

We define, for t € [0,1], v € [0,1]™ by 44(i) = 1 for i < N and 4(7) = ¢ for i > N, then by Holder inequality
and Proposition 2.3.10 and Lemma 2.4.3 we have :

Ew |:—HUJVIHH(} (Yl, ceey Y'N7 tYN+1, ...,15}/']\47 l’)Y;

a;&in
< NS llza@) || = a3z 1280,y 1Yl 2o @)
Ye,M LA(Q)
< DiGim3.

Where mg is the moment of order 8 of a gaussian with mean zero and unit variance.
We obtain finally the following bound for the first term of the error contribution.

1 2
3 /(1—t)]Ew [M(Yh..‘,YN,tYNH,...,tYM,ac)Yf dt
0

, oy?
N+1<i<M v L»(D)
< 20'(2,p)Cp(ma+ DiGIma) > Aillbill%
N+1<i<M
< Csokl(p)R(J)w

Where k1 (p) = 2C"(2,p)C?(mq + D3G2m32). Next we give an estimate for the second term of the error
contribution, by using once again the independence of the random variables Y;, for N +1 <i < j < M we



2.5. WEAK CONVERGENCE OF Uy TOU

get :

1
1-¢E
/o( ) L Oy:0y;

1
1-9E
/0 ( ) L ayiayj

1
1-¢E
/0( ) L O0y:i0y;

E

E

-
-
//01]21—t (1—uyt—"F5—>

-82(8001&1»1)()(15,1,1
—82(99 oun) (Xt,l,l

_62(<POUM)(X1:,0,1

///[01 1-t)(1—-u)(1—29)

Where the random variables Xt #%(w) are defined by

XD (w) = (Viy oo, YN, Y N1, e

Y

By Proposition 2.5.2, we have then :

8(@0’11]\/1)
(1—t)(1 —u)(1 — s)t?

/// D= =)= a5

< (1 - 1)1 —u)(1— s)2E ‘pouM Xhsu
< I P
< CunbiIEeay [ff B <1+|uM|Ha
<

43

o oYl | de
)Yy | dt
oL a)Yiy;| dt
8 }
gp;aZM) (X5 2) VY dtdu
J
a :
T ian) (X Y2,
J
0° -
J
' (poun)
9 t,u,s 2y2
= 28y] (X7 @)V dtduds| .
7tuifz77t$}/J?7tYM)(w)

ts, 2y-2
(X7 2)YY; dtduds}

)

x)

Lr»(D)

Yfo dtduds
L?(D)

a'}\nfln Gy

4
I > (XL 2)Y2Y? | diduds

4
930" (4, ) [bal % 5512 Codi s | ma + /// (numm “%m><Xf:;’“yw>Wi@2 dtduds
1‘5 M

We define, for ¢,s,u € [0,1], V5,0 € [0, 1] by v 5.u(n) =1 for n < N, v 5.u(n) =t for n > N such that

nF# LN FE J, Yesu(t) =tu, and v 6..(7) = ts.

Then, Holder inequality combined with Proposition 2.3.10 and Lemma 2.4.3 yields the following estimate :

IN

IN

A

E,
1 2
2 Yt s,u||4
Ha’T‘Z?fu’M”Lm(Q) min Huzv} “
Vi, s,u,M L10(Q)

Dilluzg™

4
aﬁaw t,s,u 2v/2
g | (X0, )Y
M

10G20m10

2
||L20(Q Hl)mlo

DY s @IVl 2 )
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We have finally the following estimate for the second term of the error contribution :

1 2
3 / (1-t)E {%(Yl, YN YN, ...,tYM,x)mfj] dt
N1<igj<m O Yi0Y; Lo(D)
2
< 27C'(4,p)Cy(ma+ DiyGaomis) > NdgllballZlIbsl13
N+1<i£j<M
< Ceka(p) > ANlbellZ byl
N41<i#£j<M
Where ka(p) = 27C"(4, p) (ma + DiGlom?y)-
We have finally the following estimate for the total error :
Eo [(o(unr) = p(un))(w, )]
! 82uM 2
= Z (1 —t)Ew W(Yh...YN,tYN+1,...,tY]\/17I)Y; dt
N+1<i<m ”0 Yi
! 32uM
+ > (1 =8By | = (Y1, YN YN0, oy tY2r, 2) Y | dt.
~ 0 Y0y,
N+1<i#j<M
Therefore
[Ew[(p(un) — @(un))(w, )]l e (D)
< CphiRy +Coka Y A% blI%
N+1<i#j<M
2
< Cpki(p)RY + ka2 (p)Cy > xlbalz
N+1<i<M
< Culki(p) + ka(p) RO R

We define then Co53(¢, p) = Cy(k1(p) + k2(p)RY).
We are now ready to conclude, by giving a bound for E,[p(u) — ¢(un)] in LP-norm.
Let N > 1, then for all M > N, we have :

I[Ew[(e(uw) — @(un)]lle + [|Bw[(p(urr) — ©(un)))l|Le
llo(u) = (unr)l|L2 (.7 (D)) + Ca.5.3(0, )Ry
Collu — UM||L2(Q,LP(D)) =+ 02.5.3(<P,p)R(1)v~

[[Ew[io(u) = ¢(un)]llze

IANIN A

Letting M — +o00, by Proposition 2.4.2 we have :
[Eu () = o(um)lllze < Cas.3(0,p) Ry
O

Remark 2.5.6. Note that the independance of the Y; is crucial in the proof of 2.5.3. This is always the case
when one takes the Karhunen-Loéve expansion of a gaussian field.
2.6 An estimate of the total error for the collocation method

In this section, we recall the stochastic collocation method and slightly generalize the proof of the conver-
gence result given in [1] to the case considered here where the assumption of uniform coercivity with respect
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to w is not valid. Since we use many preliminary results of [1], we keep their framework and their notations.
As we will see later, it is unfortunately difficult to get a relevant estimate of the dependance with respect to
N of the constant appearing by bounding the collocation error.

With the same notations and assumptions as above, we have a regularity result for the solution uy with
respect to y. We introduce a weight o(y) = ngl on(yn), where o, (y,) = e~ *¥»| for any a € RV such
that a;, > v An||bnlleo for all 1 < n < N, and the functional space

CORN V) = {v:RYN = V, v continuous in y, sup ||o(y)v(y)|ly < +oo},
yERN

for any Banach space V. We denote by p the density of Y = (Y1, ..., Yn ), we have then p(y) = Hivzl pn(y) =

N 1/2

We‘ 2n—1 3", The following inclusion holds true :
Co(RY, Hy(D)) C L3(RY, Hy(D)),
with continuous embedding. More precisely, for any v € CO(RYN, H} (D)), we have

ol L2y, i)y < Kallvlleo v,y (D))

2
N _Yn
where ko = [[,_, —\/127 [ e 3 t2onlynlgy,

Proposition 2.6.1. The solution uy of the equation :

{ —divy(an(y,z)Veun(y,x)) = f(z) on D,
un(y,z) =0 on 0D,

satisfies uy € CO(RN, H}(D)).

Proof. We recall that y +— u(y) is continuous from RY to H}(D). For all y € R, since 1

T S
eXnm1 Viallballoolynl | by (2.1) we have :
Pl Wl < o) sl o)
< Cp||f )| a(pyeBn=1(VAnllonllos =—an)lunl
< Cbpllfllzpy-
O

We now give an analyticity result of the solution uy with respect to y, based on one-dimensional ar-
guments in each direction y,. We introduce the following notation : for any 1 < n < N and y € RV,

Yy = (yn, ), where y € RN~ We set o, (y) = [1;2, pj(y) and a7 (y) =TT, 7 ()-

Proposition 2.6.2. For any 1 < n < N, the solution un(yn,vy,,x) as a function of y,, v : R —
Co (RN HY(D)) admits an analytic extension u(z,y},x), z € C, in the region of the complex plane

X(r) ={z €C, dist(z,R) <7}, for Tt <1 = m, moreover, for all z € 3(7),
o (Re 2)un (2)lco. @v— s (y) < | fllame (2.5)
n N Cop RN=LHG (D)) = 17 2([b | oo v/ AT L2(D) : :

Proof. For any y € RY, un(y) satisfies the following variational formulation :

/aN(y,a:)VuN(y,x)Vv(x)da::/f(ﬂc)v(x)dx Vv € H}(D).
D D
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Therefore, for every y € RY, for any k > 1, the kth derivative of ux with respect to ¥, satisfies the following
variational formulation :

akuN
aN(y,x)VW(y, z)Vu(r)ds
D yn

k
k da Ok —ly
— —Z( ; ) i aygj (y,2)V ayf;;v (y,x)Vo(z)dr Yv e H&(D).

Since

(VAnllbnlloo) lan (ys )] < (VAnllbnlloo) lan (y, )1,

we obtain the recursive inequalities

k

0Fu k
H\ﬁaN<y7x>va—kN<y,x> < () Ul |[Vaxtav e
Yn LAD) =1 L3(D)
‘ y7 Y HL2(D k H V aN(ywr)V%(yvx)”L%D)
- Z b2l v/An) = .

A recurrence yields :

IVan(y, = Va e HL2(D)
k! < IWan(y 2)Vun (y, )| 2y (2110l oo VAR) -

And finally :

|25

(yv ~)||H1(D) < Cp
W X

Hf||L2(D)(2an||oo V n)k~
We now define for every y, € R the power series uy : C — CJ. (RV~1, Hj(D)) as

+oo
8 unN

2 : (2 —yn)
UN Z yn7 k'” (ynvynv )
k=0

Since

VArllbnlloo lyn |
< CD||fHL2(D)e 2 (2||bn‘|oo\//\n)k|z_yn|k

|z — yn|F OFuy
TR oy (Yns Yn» )

0
Ca;g(RNfl,H(}(D))

the radius of convergence of this series is r, = W. Moreover, take 7,, €]0,7,[, since for all z € C
such that |z — y,| < 7, 0, (Re(2)) < €* 7o, (y,) we have the following estimate :

Ch (x/mn;u [ —%) I
(R < anTn
lon(Re(Dun(er, vy, oy S Togm T M 0 e
Cp

QAnTn

< e
S T abe T\nmllf\lLZ(D)

Hence, by a continuation argument, the function uy(y) can be extended analytically on the whole region
¥(7) and estimate (2.5) follows. O

We recall here the stochastic collocation method : we seek a numerical approximation to the exact solution
upy of the equation
{ —div,(an(y,2)Veun(y,x)) = f(z) on D,
un(y,z) =0 on 0D,

in a finite dimensional subspace V}, ;, based on a tensor product, V,,, = R,(RY)® Hy, (D), where the following
hold :
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— Hy(D) C H}(D) is a standard finite element space, which contains continuous piecewise polynomials
defined on regular triangulations 7 that have a maximum mesh spacing parameter h > 0.

- R,(RY) C Lf,(RN) is the span of tensor product polynomials with degree at most p = (p1, ..., pn) i.e.,
R,(RY) = ®)_|R,, (R), with

R, (R) =span(y,',m=0,...,p,), n=1,..,N.

We first introduce the semidiscrete approximation u® : R — Hj,(D), obtained by projecting (2.6) onto the
subspace Hy(D), for each y € R, i.e.

/aN(y,ac)Vu?\,(y,x)Vv(m)dxz/ f(x)v(z)dz, Yve Hp(D). (2.6)
D D

The next step consists in collocating (2.6) on the zeros of orthogonal polynomials and building the discrete
solution u%? € R,(RN) ® Hy,(D) by interpolating in y the collocated solutions. For each dimension n =
1,..,N, let yp ., 1 < kn <p,+1, be the p, + 1 roots of the Hermite polynomial g,, 11 of degree p, + 1,
which then satisfies [, gp, +1(y)v(y)p(y)dy = 0 for all v € R, (R). To any vector of indexes [ki,..., k] we
associate the global index

k=Fki+pi(ka—1)+pip2a(ks — 1)+ ...

and we denote by yi the point yr, = [Y1,k1: Y2,ks» - YN k] € RYN. We also introduce, for each n =1,2,..., N

the Lagrange basis {ln,j}giTl of the space R, (R)

lnyj € RPn (R)7 lnyj(yn,k:) = 6]]67 j7 k = 17 :pn + 17

where 0, is the Kronecker symbol, and we set ;(y) = ngl .k, (yn). The points y;, are then the nodes of
the Gaussian quadrature formula associated to the weight p. Hence, the final approximation is given by

=

P

}%P(y7$) = u}]i](ykax)lk(y):

Uy

3
I

where u” (yx, ) is the solution of problem (2.6) for y = yj.
Equivalently, if we introduce the Lagrange interpolant operator

L, : C°(RN, Hy(D)) = R,(RY) @ Hy(D),
such that

N
Lyo(y) =D v(y)lk(y), Vo€ CORN, Hy(D)),

then we have simply uﬁ;p = LyuM.

Finally, for any continuous function ¢ : RV — R we introduce the Gauss quadrature formula E? [g] approxi-
mating the integral [ g(y)p(y)dy as

N, N
EPlg) =Y wig(y), wi= ] wk.r Whin = /Rlin (v)pn(y)dy.
k=1 n=1

This can be used to approximate the law of uy, i.e. we approximate the expected values E[¢(un (Y (w), z))]
as EF[p(uly )], for some function ¢.

Our aim is to give an a priori estimate for the total error ¢ = uy —u/y” in the natural norm L2(RY, Hj(D)).

This total error naturally splits into & = (uy — uly) + (ul — u/?).

The first term is a term of space discretization error and can be estimated easily, indeed, for all y € RY,
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the function u”;(y) is the orthogonal projection of ux(y) onto the subspace Hy, (D) with respect to the inner

product (u,v) — [, an(y,)Vu(z)Vo(z)dz. Therefore, for all y € RY,

1 B
[ f , V o 2d>
et ( [ axto. ) (ux (o) - s

ag* (y)
ai(y) veH (D)

1 (un = X)) W)Ly o

lun(y) — ’U||H1(D)

We can finally conclude for the first term, thanks to the standard approximation estimate for the finite
element space Hy,(D), there exists a constant Cy. such that for any v € H*(D) and h > 0

' - < Cyoh _
weIII}tI(lD)HU wll g (py < Crehllvllm2(p)

Since ax(y) is smooth for any y € RN, a precised form of the classical elliptic regularity yields that uy(y) €
H?(D) for all y € RY, with :

| fllz2(p) af** (y) a®(y) | IVan(y)llL=(p)
ey < g (145505 ) (14 Sy + e )
| fll 2Dy “(y)
< ka%m(y) < + mm(y)> (1+||v.gN( )||L°°(D))

where k is a constant independent of f, NV and y whose value changes. The proof of the precised form of the
elliptic regularity result is given in the appendix (section 2.9). We can then bound the spacial discretization
error, using Holder inequality and proposition 2.3.10 :

[(un — u)(y, )Lz @y, 1y (p)) <

1 [ (e
() \| apn(y) (1 T anin(y)

< kCrel fllL2(pyDs(1 + D16)* (1 + IVgn (1)l 1o e co(py) e

2
KCreh| fll 2o ) 1+ [Von @)l e())

L3(RN)

Proposition 2.6.3. There exists a constant k independent of N such that for all h > 0
lun — || 2@~ m2(0y) < kIl Fllz2oy (1 + [Von () Lis@y copy)h-

In particular, if the eigenfunctions b, are two times continuously differentiable, if the following series is
convergent

D Al VhallZ < 400

n>1

and if there exists 0 < 6 < 1 such that the following series is convergent

3 Al Vb 20O Db, |22 < 400,

n>1
then there exists a constant k' independent of N such that for all h > 0
h
lun —unllzz@y B2y < K1 fllL2)h-
Otherwise we have the following general rough bound :

2
HUN - uN||L2(RN HI(D)) < k}”_f”Lz(D)h?leeSZn 1>‘ HVbTL”oo



2.6. AN ESTIMATE OF THE TOTAL ERROR FOR THE COLLOCATION METHOD 49

Proof. The first inequality follows from what precedes. Under the additional conditions on the eigenpairs
(An,by) we can prove, similary as in proposition 2.3.8 that for any p > 0 there exists a constant B, such
that for any N € N, we have

IVan W)l Le@~ copy) < Bp-

This bound combined with the previous bound yields a bound for the finite element error independent of V.
The last bound, available without additional assumptions follows from the first bound :

N
||UN—U}M|L§(RN,H5(D)) < klfllz2py 1+ZV>\n|yn|HVbn”oo h
n=1 L})G(RN)
N P 1/16
< k||f|La<D>h< / H@w)*ﬂewmyn"mw-Tdy>
RN n=1
< k||fl|p2(pyh215 €3 Tnmt AnllVOall%

Cl

Remark 2.6.4. In the general case, the bound explodes as N — +oo. In particular in the case of an
exponential covariance (see further, section 7.1), the bound explodes, which is coherent with the fact that
the trajectories of solution u do not belong to H? since a does not belong to C'. However, in the case of
an analytic covariance (see further, section 7.2) we can obtain a bound for the finite element error which is
independent of N (see section 7.2 combined with the last point of the previous proposition). In the general
case, we can obtain a bound independent of N with a lower finite element error order (namely 1/2 — e for
any € > 0), see [43].

h . . . . h .
The second term u?\, — uy? is an interpolation error, indeed uy" = £pu§(,. First, we recall some known

results of approximation theory for functions defined on a one-dimensional domain with values in a Ba-
nach space denoted by V. We recall that the mono-dimensional weights p; and o; are defined on R by

2
p1(y) = \/%e*y? and o1 (y) = e~ ! for some a > 0, and consider a mono-dimensional weight v such that

2
there exists a constant a > 0 with v(y) > ae~ T The proof of the following three propositions can be found
in [1] and in the references therein.

Proposition 2.6.5. The operator L, : C)(R, V) — L2 (R, V) is continuous. The norm of this linear conti-
nuous operator will be denoted by C.

The following proposition, which is a consequence of a result from Uspensky [68], relates the approxima-
tion error v — £,v in the Li—norm with the best approximation error in the weighted Cgl—norm.

Proposition 2.6.6. For every function v € CO(R, V) the interpolation error satisfies

y <C, if -
lv = Lpvllz vy < 2weR1pr(1R)®VHv wlleo m,v)

with a constant Cy independent of p.

We now analyze the best approximation error for a function v : R — V which admits an analytic extension
in the complex plane, in the region X(7) = {z € C, dist(z,R) < 7} for some 7 > 0. We still denote the
extension by v; in this case, 7 represents the distance between R and the nearest singularity of v(z) in the
complex plane. The following result is a consequence of a result from Hille [41].

Proposition 2.6.7. Let v be a function in CJ (R, V). We assume that v admits an analytic extension in the
strip of the complex plane X(7) for some T > 0, and that

Vz=(y+iw) € X(r), o1()llv(z)llv < Cu(7).
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Then, for any § > 0 there exists a constant C, independent of p, and a function ©(p) = O(/p) such that

6y)?
_ 1| < CO(p)eTOVP,
weRrﬁ?u%@vgl?n? [v(y) —w(y)llve < CO(p)e

We are now ready to prove the following proposition, which gives an estimate of the total interpolation
error :

Proposition 2.6.8. For any 7 = (7,), € RN with 7, < ry, = Mo for any 1 <n < N, there exists a

2anHoc
constant C- n, independent of h and p such that

N
h, — 2 /Pn
lufy = ux” Il 2@ 20y < Crn Y v/Pre VP F L2y

n=1

Remark 2.6.9. In the case where we choose all the 1, to be equal (which is possible with T < r =

. Na? .
mlni for instance), then we can chose Crn equal to C;2Ne 35, by using a bound of ke where
neN 2[bnllooVAn ’

we have chosen the «, to be equal. In the general case, i.e. with a more optimal choice of (Tn)i1<n<n, We
could try to explicit how C; n depends on N by looking in details at the proof of Propositions 2.6.5 and 2.6.6
and especially Proposition 2.6.7 and the result of Hille from which it follows, but it is out of the scope of this

paper.
Proof. From now on, we are back to the the multi-dimensional problem, we are going to split the total
interpolation error into N partial errors linked to one-dimensional interpolation errors.

To begin with, repeating the arguments of Proposition 2.6.2, we obtain that u?\, has the same regularity with
respect to y as the exact solution uy , i.e. more precisely that u?\, verifies the same properties as proved
for uy in proposition 2.6.2. We focus on the first direction y; and define a one-dimensional interpolation

operator
Ly :CY (R, L2 (R, H}(D))) — L2 (R, L2 (R, H}(D))), by

+
Li(yr,y1. @ Z V(Y1 Y1 )k (Y1)

Then, the global interpolant £,, can be written as the composition of two interpolation operators £, = £; o
£§,1), where EI(,D is the interpolation in all the directions ys,ys, ..., yn except 1, i.e. E;l) : Cgi‘ (RN=1 H}(D)) —
L2 (RN™', Hg(D)). We have then

l[uf — ‘CPU}JLVHLE(]RN,H&) < Jlufy - ['IUN”L?(RN o+ 1L (uly £(1)UN)HL2(]R" HL)-

Let us bound the first term. We think of u% as a function of y; with values in a Banach space V, u% €
L2 (R, V), where V = L2.(RN~', Hj(D)). The following inclusions hold true :

C)(R,V)CCS (R, V)C L2 (RV)

2 2
with G1(y1) = e~'%. Since G1 > ae~ T, for some a > 0, Proposition 2.6.6 yields the following estimate

h h : h
uy — Liu n <C inf uyn —w .
|| N 1 NHL%(R JHE(D)) = 2w€Rp1(]R)®VH N ”Cgl(IR,V)
To bound the best approximation error in Cgl (R,V), we employ the fact that u? € C2 (R,V) and the

analyticity result of Proposition 2.6.2, which yields the analitycity of uﬁ(, as a function of R into V' on (1)
for every 71 < r1 and the following bound, for all z € ¥(m) :

Cp
o1(z )||UN( )”CO*(RN 1 Hl(D)) =71C 2Hb1||oo\ﬁ1 1||fHL (D)€

a17'1
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which implies, thanks to the continuous embedding of Cp. (RN-1 H}(D)) into
L2 (RN™', Hg (D)), that

Cp
h _ <kgy— 2
0-1(Z)H’U’N(Z)||Li\lk (RN=1 H}(D)) = Maj 1 2Hbl||oo //\17_1 Hf||L2(D)e

Q1T1

Recalling that we have fixed V = Lg; (RV=1 HY(D)) in this proof, we are now ready to conclude with
L

73 which gives the

the first term by applying proposition 2.6.7 to u% € CY (R,V), for 1y < ry and 61 =
following bound for the best approximation error :

inf ul —w < CO(py)e VAV,
weRpl(R)t@V” N HC%I(KV) = (pl)

It gives then the following bound for the first term :

ufy = Lvufellz2@n a1 (D)) < C2CO(pr)e” VEVP".

Let us bound the second term. By Proposition 2.6.5 applied with v = o1, we bound the second term :

h 1), h k 1), h
L1 (up — ﬁ;(; )“N)”Lf,(R",Hg(D)) < Chlluy — ﬁ;(; )UN|‘031(R_V)~
The term on the right-hand size is again an interpolation error. Thus we have to bound the interpolation
error in all the other N — 1 directions, uniformly with respect to y; (in the weighted norm C2 ). We can
proceed iteratively, defining an interpolation L2, bounding the resulting error in the direction ¥, and so on.
Ll

The result and proof for the collocation error is very similar to [1], except that the non-uniform bounded-
ness and coercivity have to be taken into account using the weight o. Moreover, we have provided a bound
for the finite element error making explicit the dependance on N.

2.7 Examples

In this section, we give examples of covariance function cov[g] and the strong and weak convergence
results corresponding.

2.7.1 The exponential kernel case on a box

. . . - . - . —_Z
In this subsection, we consider the case where the covariance kernel k is exponential, i.e. k(z) = o2e™ 7

and D is a box, the length ¢ is called the correlation length and the norm choosen on D is ||z — y|1 =
Zgzl |x; — y;|. In this case the eigenvalues and the eigenfunctions can be found analytically, we first show
that the assumptions done in section 1 are fulfilled and then give the convergence rate for the strong and
weak convergence of uy to u. We first treat the mono-dimensional case, for convenience we suppose that the
domain D is (0,1). We have then analytic expressions for the eigenvalues and eigenfunctions, the proof can
be found in [76]. We consider the characteristic equation

(%w? — 1) sin(w) = 20w cos(w)

and denote by (w,),>1 the sequence of its positive roots sorted in an increasing number, then the eigenvalues

of the Karhunen-Loéve development can be expressed as A, = % and the eigenfunctions as b, (r) =
) H

o (sin(wpx) + Lwy, cos(w,x)) where o, = Wy The sequence of the roots (w,,) satisfies wy, et

nm, which yields the following equivalents for the eigenvalues and eigenfunctions :

202

n 2.2
n—+oo f72n
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bo(z) ~ V2cos(w,z).

n——+oo

We can now show that such a covariance kernel fulfills the Assumptions 2.3.1 and 2.3.6 : k € C*1(R),
the eigenfunctions b, are continuously differentiable, and we have [|b,||oo < 2v/2, ||V, ]lco < 2v2(n +1/2)7

for every n > 0 and for any 0 < a < 1/2, the series )_, -, Ay by |28 || Vb, ||22 is convergent. Moreover, for
any 0 < o < 1/2 we have

202

A llb 2(1—a) Vb, 2a < 20-2 ~ N2a—1
D I
n>N n>N
We can then deduce that Assumption 2.3.5 is fulfilled for pg > =5-. We can therefore apply the results of

sections 3 and 4. The application of Theorem 2.4.2 gives the followmg strong convergence result :

Proposition 2.7.1. For every p > 0 and 0 < o < 1/2, un converges to u almost surely and there exists a
constant Ca.7.1(cv, p) such that for any N € N,

2a—1

lu = unllze(,ui(py) < Corale,p)N "7,

where Ca71(a,p) = WaﬁFa’p

Proof. [
On the other hand, Theorem 2.5.3 yields the following weak convergence result :

Proposition 2.7.2. For any p < co and ¢ € C*(R,R) whose derivatives are bounded, then there erists a
constant C(p,p) such that for any N € N we have :

[Elo(un) ~ o)l zo) < Cora(orp)

2
where Co.7.(p,p) = Co5.3(0,p) %2 -

We now treat the case where the spatial dimension is d = 2, the following result can be extended for any
dimension d. We choose for the sake of simplicity D = (0,1)2, but it can be immediately generalized to the
case where D is a box. We denote by (i,)n>1 the sequence of the eigenvalues sorted in a decreasing order
and by (¢,)n>1 the corresponding eigenfunctions. Since the b,, are distinct, for any n > 1, there exists a
unique (7, j) € (N*)? such that ¢, (z) = b;(z1)b;(22) and we have then fn = AiA;. Indeed the eigenvectors in
dimension 2 are obtained as the tensor product of the mono-dimensional eigenvectors, since we choose the
norm ||.||;. We can then define the following bijective function :

g+ (N)? =N
(,7) — n such that ¢, (x) = b;(z1)bj(z2)
First we notice that (n ) <w ( ) m, therefore, for any n > 1
205 80?1
Ap & ————m— < S5
2 (n— 1) x2 {n?n
and
200 200%  1

> > —.
- (2(n+%)2ﬂ'2+1 T 1+ 4n202 n?

We recall that the mono-dimensional eigenfunctions b,, are continuously differentiable and that there exists
a constant C' such that ||b,|l < C and ||b)|oc < Cn for all n > 1. Therefore, for any (i,j) € (N*)?,

Cotirg) (@) = bi(w1)bj(a2) is continuously differentiable. [|cy(; j)lloo < [|biloo|[bs]loc < C?, and

b (
Vg lloo = H( %b (z2) )H < C(i+ j) < 2C%j.
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For any 0 < o < 1/2, we have

D AiNlleg o 128 Vg 12 207 " i (ig)*

ij i

8lo?

IN

2
< 202(12 2) n?@=Nd(n).
T
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where d(n) is the number of divisors of n. Therefore, for any ¢ such that 1 — 2ac > ¢ > 0, there exists a

constant k¢ . , such that

S Al 1P Vg 128 < kegen®@ Dt
ij

This proves that Assumption 2.3.1 is fulfilled. We now bound R% to get almost sure convergence and to

bound the strong and weak errors.
Take (7,7) such that ij, then if (p, ¢) is such that ApA; > A\;A; we have :

80o2\? 1 20 \° 1
((2772) p2q? 2 Aphg 2 Aiky 2 (1 +4712€2> n2

which yields the following bound for g(i, j) :

9(i,5) < Card{(p,q)ApAq = Xihs}
A(1 + 4m2e?
< C’ard{(pﬂ)\PQS% }
< €} nlog(n),

where Cj is a constant which depends only on ¢, because

Card{(i,j)lij <n} < n+ g + g ol

< n(l+log(n+1)).

For any € > 0 there exists a constant Cy . such that for all 4,5 > 1
9(i,5) < Coelig) =

_1
Therefore g(i, j) > N implies ij > py.. = (%) ™ for any ¢ > 0.
Take 0 < @ < 1/2 and € > 0 such that 2o +¢ < 1,

Ry = Z NnHCnHiga_l)chnHQa
n>N
<2 DMl I Vegap I
N>PN.e ij
S klo’.s Z n2(a71)+5
n>pN,e
2a+te—1
< kl,a,sM
1—-2a—¢
kl, , 2a+e—1
S 2s 2ate—1 N1+

(1-2a—¢)C, "

From this bound, we also deduce that Assumption 2.3.5 is fulfilled.

We can then apply Theorem 2.4.2 which gives a strong convergence result, and Proposition 2.3.6
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Proposition 2.7.3. For every p >0 and 0 < 5 < 1/2, there exists a constant Co.7 5(5,p) such that for any
N e N,

28—1

||u — UN||L1J(Q’H6(D)) < 02.7.3(6717)]\7 )

and uy converges to u almost surely.
On the other hand, Theorem 2.5.3 yields the following weak convergence result :

Proposition 2.7.4. For any p < oo, ¢ > 0 and ¢ € C*(R,R) whose derivatives are bounded , there ezists a
constant Ca.7.4(2,p,p) such that for any N € N, we have :

IElp(un) = e(]llLe(py < Carale, o, p) N1

Remark 2.7.5. This applys only if the domain is a box. However, for a general domain D, we can use the
restriction of the Karhunen-Loéve expansion of the gaussian field on a bigger domain which is a boxr. We
notice that it is not a Karhuen-Loéve expansion anymore.

2.7.2 The analytic covariance kernel case

We suppose here that the covariance function cov[g] is analytic on D x D, which is the case of a gaussian
EE

_llz—y
covariance function covlg](z,y) = o2e” P17 in particular. Then we have the following result from Frauen-
felder, Schwab and Todor given in [24] about the eigenvalues decay and about the decay of the derivatives
of the eigenfunctions :

Proposition 2.7.6. There exists two constants c1,co > 0 such that for alln > 1

An < 016702"1/(1.

For any s > 0 there exists a constant cs such that for anyn > 1,
[brlloc < cs[An]™* and [[Vbn[loo < csAn|™".
The Assumptions 2.3.1 and 2.3.5 are fulfilled, we can then apply the results of sections 2.4 and 2.5.

Proposition 2.7.7. For any 0 < s < %, and p > 0, there exists a constant Ca7.7(s,p) such that for all

N eN
HU - UN||LP(Q,H5(D)) < 02.7.7(3717) | Z )\};%a
n>N

therefore, for any 0 < s < 1/2 and p > 0 there exists a constant C', ; -(s,p,d) depending on p, s,d,c1 and c2
such that for any N € N

d—1 _ c2(1=2s) 7r1/d
lu = unllLr,m1 (D)) < Ca.7.7(8,p,d)N 20 e N

We have also almost sure convergence.

Proposition 2.7.8. Foranyp<ocoifd=1,p< o0 ifd=2, and p < % ifd=3and 0 < s < %, and for
all ¢ € C*(R,R) whose derivatives are bounded there exists a constant Ca.75(0,p, s) such that for all N € N,
we have :

IE[p(un) = o(w)]llLr(py < Cars(e;p,s) Z A%,

n>N

erefore, for any 0 < s < 3, there exists a constan ©,p,s) depending on d, s,p,c1 and cy such tha
therefore, f 0 3, th jst tant Ch 7 g dependi d d h that
for all N € N, for all ¢ € C*(R,R) whose derivatives are bounded by a constant Cy,

d—1 _ . (1—25)N/d
Blp(un) — o(@)]llLe) < Chrs(p,p, )N a e 202N
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2.8 Conclusions

In this work we have established estimates of the error on the solution of the elliptic partial differential
equation, resulting from the approximation of the lognormal random field a through the truncature of
the Karhunen-Loéve expansion of log(a). This approximation is indeed the first step of several numerical
methods, in particular galerkin stochastic methods and collocation methods. In these methods, since the
computational cost increases very fast with the truncature order N, it is crucial to have good estimates of
the error commited on the solution w.

We first showed that the strong error decreases like the error on the Karhunen-Loéve expansion of log(a) in
the natural L?(2 x D) norm, i.e. is bounded by the squared root of the remainder of the eigenvalues series.
We next showed that this bound can be improved by looking at the weak error, which is a natural quantity
of interest since we are interested on the law of the solution. The bound for the weak error is indeed the
square of the previous bound for the strong error.

We complete then this work by generalizing the result of [1], which gives an estimate of the collocation error,
to the case considered here where the random field a is neither uniformly bounded nor uniformly coercive
with respect to w.

Finally we show that the strong and weak error results apply to two examples which are important on a
practical point of view, the case of an exponential covariance and the case of an analytic covariance, which
includes the case of a gaussian covariance in particular. We give then explicit bounds for the error in these
two cases which are among the most frequently used to model permeability fields in the context of flow
computation in porous media.

The analysis of the dependance of the error on the correlation length ¢ and on the multiplicative factor ¢ in
the covariance is the subject of ongoing research.

2.9 Appendix

In this section, we prove a result providing the dependance with respect to the coefficient of the constant
in the classical H? regularity result for a linear elliptic PDE.

Theorem 2.9.1. Let D be a C? bounded domain of R?, f € L*(D) and a € C*(D) such that for any x € D,
we have amin < a() < amaz and [|[Va(2)|| < al,q... We consider then the following elliptic partial differential
equation :

{ —div(a(z)Vu(z)) = f(x) onD

u(z) = 0 on 0D (2.7)

This equation admits a unique solution u € Ha(D) by Laz-Milgram theorem. We have then u € H?(D), with

I fllc=2p
”uHHQ(D) S 37l()(amaw + a;nax)amaam
min

In the previous bound, as in what follows, the constants are chosen independent of a and f, since we are
interested in this dependance. In particular, the symbol “<” means bounded by, up to a constant independent

of a and f.

All the remainder of this section will be devoted to the proof of this theorem. The following proof follows
the proofs of [9], [39], making explicit the dependance on a. We recall that this classical proof is based on
the Nirnenberg translation method and consists in three main steps, which correspond to the following three
subsections. In the whole proof, we will use the following notations : let (e;)1<i<q be the canonical basis
of R?, then for any function u on D we define D} u(z) = M where ut(x) = u(z + he;/2) and
u”(x) = u(z — he;/2). We notice that (D})* = —D¢ and that D! (uv) = u*D}v + v~ D}u. Moreover, for

any v € HY(D), || Divll2(p) < H v and conversely, if v € L?(D) is such that for any h > 0 we have

L2(D)
| Dj,vl|12(py < C then % € L*(D), and ) gfv (D) < C (Proposition IX.3 in [9]). Besides this, if v € C*(D)
ci zillL2(p

with bounded derivatives then || D} v||sc < [|Vv]o-

Baci
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2.9.1 The case D = R¢

Proposition 2.9.2. We need here to suppose the coefficient a ti be matriz-valued. Let [ € L2(]Rd) and
a € CLH(RY, S4(R)) such that for any z,y € R, we have amin|y||* < a(z)y.y, for any x € R, we have
la(@)|| ary®) < @maz and | Da(@)|| £, p,®)) < Gmag- If w € HY(RY) is a solution of

—div(a(z)Vu(z)) = f(x) on R
then u € H*(R?) with

1
u] 2 (rey S ag—amax(\uml(w) + 1 fll L2(ra))-

min

Proof. Tet 1 <14 <d. For any v, w € H'(R?), we introduce the following bilinear form :
dv,w) = /aVvVDzw — /aV(Dz)*vadx (2.8)

= % /D a (Vva+ - VoVw™ + VotVw — VQFVw) dx
%/[(a‘ —a)Vo~ + (a — a*) Vot Vwdz.

We have then
|d(U7 w)| < a;nax|v|H1 (R4) \w|H1 (R4)-
Amin| Djulf gay < / aV D} uV D udx
= d(Dju,u) +/ aV(D})* DiuVu
D

= d(Dju,u)+ / £ D} Dju
D

IN

Uz | D] g may [l mey + || f || £2(Re) | Dl g ray-

Therefore, for any h > 0

1
—(rnan g @ay + 1]l L2@a)),

min

| D} ul 1 (ray <

and we deduce that 2% € H*(R?) with
ou
axi

1
<

H1(Rd) T Qmin

(Graz |l g ey + | fllL2(ray)-

O

2.9.2 The case D =R%
We define R% = {y = (y1, ..., ya) € R¥|yq > 0}.

Proposition 2.9.3. Let f € L>(R%) and a € C} (@, Sa(R)) such that for any v € RS and y € RY, we have
aminlly)|? < a(z)y.y, lla(@) | aa @) < Gmaz and ||Da(w)||£(Ri,Md(R)) <al .. Ifuce Hl(Ri) is a solution of

{—div(a(x)Vu(z) = f(z) onRe
u(z) = 0 on OR?

then u € H*(R%) with

<

~
Amin

a
(1 N m_> (@Unaeltl @) + 1l 2a)).

u d
|ul 2 ra ) —
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Proof. For 1 < i < d— 1, since ]Ri is invariant through a translation by e;, the same argument as in the
previous Proposition shows that, for 1 <i¢<d—1: 577? € H'(R%) with

ou
8:z;z-

1
) < o (a mamMHl(JRd) + Hf”L?(]R ))- (2.9)
H R+ man

For 1 <i,j <d, and v € D(R?) we introduce the following notation :

ou Ov

We have then, for (i,7) # (d,d), and v € D(RZ) :

0%u da; ; Ou
F; = - i —vdr — — dz,
7 (U) /]Ri “ I 8xi8xjv v Ri 835]- a.Tiv v

hence, for instance if ¢ # d (it is similar if j # d), using (2.9), we have :

ou

52 1 )

A

IFij(W)] < @mas |\U|\L2(Rd)+amar|U|Hl(R )HUHL2(]R‘1

IN

a’mx
(22 sttty + 1 e2)) + sl ) Pllces

Gmyin

Since u solves the equation, we have, for any v € H} (Ri)

> Fi,j(v):/d fodz.

1<i,j<d RE

Therefore, for any v € D(R%)

Faa@l < 3 @]+ ol )
(4,7)#(d,d)
amax
< (1+ )( Graaltl sty + 12t 0l = e,
amin

which implies that 8% (ad d@xd) € L?(R1) with

o (o
Oxg d’daxd

Moreover, by (2.9), for 1 <i < d — 1, we have

a‘l"ﬂdX

1 ! .
ey & (14622 ) Gl 1)

‘ 0 (a 3u> < 4 ou td Tl
I a— i d
6351‘ d7d8$d LZ(IRi) ~ mae 81’1 Hl(Ri) mawx HI(R-%—)
amax
< <1+ ,)( Caaltl ety + 12 as)
amln

Finally, ag.q4% € H'(RY), with

ou
Add g~
d

aln X
< (1525 ) el + 1)

HY(RY)
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Since ag,q > amin, we deduce that E?T“d € H'(R%) with

O = |— |(@ddz—
0za | (pd) ad,d 074 ) |1 (g
< L a u a’/maz ‘ a ou
~ d,dx dd=—
Amin axd Hl(Ri) afnm axd LQ(Ri)
1 a
< 1 max / .
S Gmin ( + amin> (amaz‘ulHl(]Ri) + ||fHL2(Rd+))
This bound, combined with (2.9), yields the result. -

2.9.3 The case D bounded

We now prove the theorem, using the two previous Propositions in two successive steps. We recall that
D is supposed to be C2.
Let (D;)o<i<p be a covering of D such that the (D;)o<;<, are open and bounded, D C UY_D;, U_, (D; N
(9D) = 0D, ﬁo CD.
We define @ = {(¢/,ya) € RY [ly'|]| < 1 and |ya| < 1}, Q+ = QNRE and Qo = {(v',ya) € RY [l <
1 and yq = 0}.
For 1 < i < p, let a; be a bijection from D; to @ such that a; € C3(D;), a; ' € C*(Q), ay(D; N D) = Q4
and Oéi(Di N 8D) = Qo.

Let (;)o<i<p be an associated partition of unity, i.e. for 0 <i < p, we have x; € C*(R%,R4), >0 xi =1
on D, and for 0 <4 < d, supp(x;) is compact with supp(x;) C D;. We denote by u the solution of (2.7), u
can then be split into u = Zf:o u;, with u; = wy,;. We treat separately ug and the wu;, for 1 < i < p using
respectively the whole space case and the half-space case.

Lemma 2.9.4. ug belongs to H*(D), with

/
Amax + amaz) .

[ fllz20
o]l 2(py S =522

min

Proof. Since supp(ug) C Do, ug € HY(D) and besides, ug is the solution on D of the new equation :
—div(aVug) = g, where g € L?(D) is defined by

g = fxo+aVu.Vxo + div(auVyo)
= fxo—2aVu.Vxo—uVa.Vxo— aulxo.

We continue uo on R? by 0 on R?\ D, which yields ug € H'(R%) and g by 0 on R?\ D, which yields
g € L3(RY). Let RS C>(R%,[0,1]) such that 1 = 0 on Dy and ¥ = 1 on D¢, where D is an open set such

that Do € D and D C D. We define then a by

a(z) = { (2)(1 = Y (@) + tminti(2) ifreD
Amin () if z € D¢

We have then, a € C*(R?), and for any = € R,
Amin S a(x) S a(x) S Amax,

and

IVa(2)|| S oz = Gmaz + Gmaz-

Using these extensions, we have —div(aVug) = g on R%. Indeed, for any v € D(R?),
/ a(x)Vug(x)Vo(z) = / a(x)Vug(z)Vo(z)
Rd Do
= / a(x)Vug(z)Vo(z)
Dy
= / a(x)Vug(x)Vo(z)
D
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We have used that, since supp(uo) is included is the open bounded set Dy, we have Vug = 0 on D§ and
a=a on Dy.
We recall that, by Poincaré inequality,

llull 2(py < Cplulpi(py,

and classically, using the variational formulation,

1
lulgr(py £ —— | fllL2(D)-
Amin

Therefore
luolgrmey < Julgr(pyllxolleo + [[ull2(p) [ VX0l o
- ||fHL2(D)7
~ Amin
and
gl L2 (ray I fllz2(p)yl1x0lloo + 2amaz|ulm (p)l| VX0l oo

<
+ L2 (D) Gmae | VX0lloo + @maz|lull L2(p)l| Axolloo
1f1lz2(p)
5 T(amaz + a,lmaw)-

We can then apply Proposition 2.9.2 with @, ug and g, which yields that uy € H?(R%) with

1
lwolwz(p) < (Gmpa o] g (mey + 91l 22(D))
Amin
1 Ifllzzcoy  Ifllz2o
< (a'lmam + @maz) @) + @) (@maz + a:naz)
Amin Amin Amin
I fllz2p
'S 2 &) (a’"mm + afmaz)a
Anin

where the constants depend on g, 1 and on the constant of Poincaré inequality Cp, i.e. on D, but neither
on a or f. ]

We now treat the cases of the (u;)1<i<p.

Lemma 2.9.5. For 1 <i <p, u; € H%(D), with

I fllz2p
”ui”Hz(D) s 3 ( )(a;naz + ama1)amaz~
min

Proof. Similarly to the proof of the previous Lemma, we have that
w; € HY(D N D;) solves —div(aVu;) = g; on D N D;, where g; € L?(D N D;) is defined by

gi = fxi+aVu.Vy;+div(auVy;)
= fxi—2aVu.Vyx; —uVa.Vy; — auly;.

Analogously to the case of g, we have

< ez
P

”gi”L?(DﬁDi) ~ (@maz + a‘;'nam)'

mn

We now define, for y € Qy, vi(y) = ui(e; '(y)). Let ¢ € H{(Q+), we define for x € D; N D, v(x) =
o(ai(x)). We have then v € H}(D; N D) with Vu(z) = Dal(2)V(a;(z)) and v; € HE(Q4) with Vu,;(y) =
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(Dat)~ (a7 (1) Vus(o; (9).

/Q (07 )ply)lder(Da )y

- /D  lantis

_ /D AV () Ve(a)da

- /Q o @) e ) (V) o () et(D )l

- /Q ale )Dad (a7 (1) Veily) (Dad) (o () Vel ldet (Do )y

-/ AT Ty

with the definition A;(y) = a(a; ' (y))|det(Da; * (y))|(Da;Dat)(a;  (y)) € Sa(R). Denoting Fi(y) = gi(ca; ' (y))|det(Da

which gives F; € L2(Q. ). We get finally that v; € H}(Q) solves : for any ¢ € HE(Q4),

/ Ai(y) Vi (y). Vp(y)dy = / F(y)¢(y).
Q+

Q+

In order to apply Lemma 2.9.3, we first check that A; is C' and coercive, and then define extensions of A; and
F; toR%. For any y € Q4, Ai(y) = a( Yy ))|det(Da_1( )| (Da; Dat) (e (y)), therefore A; € CHQ,, My).
Moreover, for any y € Q4, z € R?, recalhng that a; is a C? diffeomorphism from D; N D to Q4, with
ot e C?(Q..), we have the coercivity property :

Ai(y)zz = ala; (y))ldet(Da; (y))] [(Dag)(a; (1))2]3
> amin|det(Dag ()] [[(Daf) ™ (a ;1(y))||22|\z|\2
> ammyréléﬂ{|det(Daf1(y)) 1(Daf)~ (e ()12 =13
2 a'minHZHg»

the boundedness property :

[ Ai ()| Amag max {|det(Da; " (y))] [[(DaiDaf)(a; (y)) |2}

?JEQ+

IN

<

ama.?m

and finally the bound on the derivatives :

IDAW)lceanryy < amae max{[|DBi(y)ll o sy} + @hnae max {[|Da; ()] | Bi(y)|}
yeQ, yeEQ
<

/
~ Amaz + amaz7

where we have used the notation B;(y) = |det(Dc; ' (y))|(Da;Dat)(a; ' (y)). We now extend A; to R?, for
this purpose we consider two open spaces Q; and Q; such that Supp(vz) CQ;CcQ,cC QZ C Ql C Q4+ and
consider ¢ € C>®(R%,[0,1]) such that ¢ = 0 on Q; and ¢» = 1 on Ql We define then A on R% by

i | A@)1 = Y(@)) + amin(z) g ifz€Q
Ale) = { Amint ()14 ifxe Q{

Analogously to the case of a, we have then for any y € Ri, and z € RY,

1A < amaa
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HDAi(y)”L(Rd,Md) S a/max = Qmaz + a;naac'

Then we continue F; on Ri by 0, which yields F; € LZ(JRi). Besides this we continue v; on Ri by 0, which
yields v; € HJ (]Ri). v; is then solution on ]Ri of

—div(A(z)Vv;(z)) = —F;(x),
which enables us to apply Proposition 2.9.3 to obtain that v; € HZ(Ri) with

Umaz -
Vil ey S a:j: (@maalVil ey + I1Fill 2 ge))-

In particular,
a _
vill zr2@y) < vill gy + ﬁ(ainadvﬂm(m) + 1Fill Lo e )-

We define 6 = min_ [Det(Da;(x))|, then using theorem 6.2.17 of [39], and recalling that u;(z) = v o oy ()
zeDND;
for any x € DN D; and supp(u;) C Dy, we have ||ug||g2(py < %”aiHcZ(Di)||UiHH2(Q+)- We have also the

elementary inequality : ||Fl‘HL2(]Rd+) < %ng'HL?(QQ' Similary, denoting &' = Zer%imnDJDet(Dai(x))rl, we

have il 10,y < (@)~ ez, il 2oy - Hemee,

a _
lwill 2oy S —am,m (@mnazlwill 0y + 19l L2 (D)) + il 1 oy
man
I fll2(p
< B D) (g + s )tmaz-

min
[

We can then conclude the proof of the theorem, recalling that u = Zf:o U;.
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Chapitre 3

Résultats numériques

Dans ce chapitre, on illustre numériquement les résultats du Chapitre 2. Tous les exemples numériques ci-
dessous concernent le cas 1D d’un champ logormal a avec covariance exponentielle défini dans le paragraphe
2.7.1. On utlise les expressions explicites pour les valeurs et vecteurs propres du développement de Karhunen-
Loéve de log(a) vues dans la paragraphe 2.7.1.

Dans une premiére partie, on s’intéresse a I’erreur issue de la troncature du développement de Karhuen-Loéve
de log(a). On commence par s’intéresser a la décroissance des valeurs propres qui influe bien évidemment sur
la vitesse de convergence de la solution uy de FEDP correspondant au champ tronqué ay vers la solution u
de 'EDP avec champ complet a. On retrouve numériquement ’équivalent en 1/n pour les valeurs propres.
On s’intéresse également a I'influence des paramétres ¢ et o sur la vitesse de décroissance des valeurs propres.
On observe en particulier 'existence d’un palier de taille liée & la valeur de la longueur de corrélation ¢ avant
d’atteindre cette décroissance asymptotique en 1/n; cette taille est de Pordre de 1/¢. Ensuite on s’intéresse
a I’erreur provenant de la troncature sur le coefficient a, & savoir I’erreur commise en approchant ay par a.
Et enfin on s’intéresse a I'erreur faible commise sur la solution, c’est-a-dire entre uy et u. On observe alors
que l'ordre faible obtenu dans le Théoréme 2.5.3 de la partie 2.5 est optimal, puisqu’on retrouve bien une
erreur faible en 1/N dans le cas de notre exemple. On s’intéresse également a I'influence des paramétres o
et \, retouvant bien entendu, comme pour I’étude de la décroissance des valeurs propres, une détérioration
de la convergence lorsque o augmente ou que ¢ diminue, et I'existence d'un palier avant d’atteindre une
convergence asymptotique en 1/N, la taille de ce palier étant naturellement la méme que dans le cas de la
décroissance des valeurs propres et donc liée a la valeur de /.

Dans une seconde partie, on s’intéresse a ’erreur éléments finis, & la fois pour la solution de 'EDP avec
champ complet a peu régulier (Cl/z_e pour tout € > 0) et pour la solution de 'EDP avec champ tronqué
an qui est lui trés régulier. On s’intéresse tout d’abord a l'erreur éléments finis trajectorielle, c’est-a-dire
correspondant a une réalisation fixée du coefficient, puis & l'erreur éléments finis sur la loi. On retrouve
numériquement les ordres attendus pour lerreur en norme L2, & savoir 2 pour le champ tronqué, et presque
1 pour le champ complet, montrant que les estimations obtenues dans les Propositions 4.3.10, 2.6.3 et 4.3.15
sont optimales. Il est intéressant de noter que dans le cas du champ tronqué, la convergence asymptotique
en h? est précédée d'une convergence en h dans la zone oil h est supérieur a 1/N. On note également que
dans le cas du champ tronqué, la constante multiplicative apparaissant dans ’erreur éléments finis croit
naturellement avec N. Ces deux phénoménes proviennent du fait qu’a la limite, lorsque N tend vers l'infini,
un converge vers u qui est moins régulier.

Enfin, dans une troisiéme partie, on s’intéresse a 'erreur de collocation étudiée dans le paragraphe 2.6.
Les résultats numériques semblent indiquer une convergence plus rapide que I'estimation obtenue dans le
Théoréme 2.6.8, plus proche des estimations obtenues dans [1] dans le cas de variables aléatoires & support
borné.

63
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3.1 Erreur de troncature

3.1.1 Décroissance des valeurs propres

On se place en dimension 1 ; pour simplifier on se place sur D = (0, 1), et on considére un champ lognormal
a = €9 homogene de covariance exponentielle, ie cov[g](z,y) = o?e™ e ,ou o est ’écart-type et [ la longueur

de corrélation, comme dans le paragraphe 2.7.1. On considére le développement de Karhunen-Loéve de ¢ :

g(w,r) = Z \/Ebn(x)yn(w)

n>0

On rappelle que les Y, sont des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites indépendantes, et que dans
notre cas, les valeurs propres \,, et les vecteurs propres b,, de 'opérateur de covariance peuvent étre calculés
explicitement. Plus précisément, considérant I’équation caractéristique

(P2w? — 1) sin(w) = 20w cos(w)

et notant (wy,),>1 la suite de ces racines positives ordonnées dans l’ordre croissant, alors les valeurs propres
du développement de Karhunen-Loéve de g sont définies par

2002

Ap = 5—5——
Pw2 +1

et les vecteurs propres par
by (z) = au, (sin(w, ) + lwy, cos(wyx)),
1

V(w2 1) /246"

La suite des racines (w,,) vérifie w, ~ nm, ce qui donne les équivalents suivants :
n—+oo

ol oy = On a naturellement > o, A, = 02

202
n ~ 9 o
n—+oo fm2n?

bo(z) ~ V2cos(w,z).

n——+oo

On s’intéresse 4 I'influence des paramétres ¢ et £. Pour commencer on remarque que 2 + (A, )nen est linéaire
et que les vecteurs propres (b,,) ne dépendent pas de o. La convergence des valeurs propres se ralentit donc
quand o augmente, et cette dégradation est explicitement quantifiée par le fait que les valeurs propres sont
proportionnelles & 2. La dépendance en ¢ est moins évidente. Tout d’abord, il est clair que 1/¢ apparait
comme facteur multiplicatif dans I’équivalent de \,, ce qu’on peut observer sur la Figure 3.1. La vitesse de
convergence se dégrade donc quand ¢ diminue.

Par ailleurs, on observe numériquement (voir [12] par exemple) sur la Figure 3.1, un palier dans la
décroissance des valeurs propres \,,. En effet, on observe numériquement que la décroissance asymptotique

An o~ [25’22 n’est atteinte qu’aprés un palier de taille un peu inférieure a 1/1, et les valeurs propres sont
n—+4oo T n

quasiment constantes au début du palier. En effet on peut voir sur la Figure 3.2 que dans le cas £ = 0,1 le
palier comporte environ 8 points, et dans le cas £ = 0,01 le palier comporte environ 70 points.

3.1.2 Erreur de troncature sur le coefficient

On consideére alors le développement de Karhunen-Loéve tronqué :

N
gN(wax) = Z \/rnbn(m)yn(w)z

et I'approximation du champ a correspondante ay = e9V. On s’intéresse ici & l'erreur forte commise en
approchant ay par a, en calculant |lay — allz2(ax(0,1))- Il découle directement de la Proposition 2.3.11 que
cette erreur peut étre majorée par une constante multipliée par N—1/2%+¢ pour tout e > 0. On retrouve

numériquement une convergence en 1/v/N dans la Figure 3.3, montrant que I'estimation est optimale.
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F1a. 3.1 — )\, en fonction de n, en échelle logarithmique, pour o = 1 et différentes valeurs de [ .

=01 =001

Fic. 3.2 — \, en fonction de n en échelle logarithmique, pour 0 = 1 et [ = 0,1 (& gauche) et [ = 0,01 (&
droite) .

3.1.3 Erreur faible de troncature sur la solution

On note uy et u les solutions des EDP correspondantes, ott on a considéré le cas de I’équation avec
conditions de Dirichlet homogénes et second membre égal & 1, c’est-a-dire que u est définie comme la solution
de :

{ —div(a(w, z)Vu(w, z)) = 1 sur (0,1), (3.1)

u(0) =0, u(l) =0,
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lla—agll 2 2

FiG. 3.3 — |lan — al|L2(ax(0,1)) en fonction de N, en échelle logarithmique, pour o = 1 et [ = 1. Les pointillés
indiquent une pente de —1/2.

et uy et définie comme la solution de :

{ fdiv(aN(w,x)VuN(w,x)l) 1 sur (0,1),

un(0) =0, un( ):: 0. (3.2)

On s’intéresse ici & Uerreur faible (¢’est-a-dire en loi) commise en approchant la solution u de (3.1) par
un la solution de (3.2). Pour commencer on va donc comparer x — E[p(un)](z) & = — E[p(u)](x), pour
des fonctions ¢ réguliéres, ¢ : R — R. On utilise une méthode de collocation stochastique (avec grilles
pleines) pour calculer les quantités z — E[p(un)] et une méthode de Monte-Carlo pour calculer les quantités
x +— Elp(u)](z). La taille de la grille d’éléments finis, le nombre de points de collocation et le nombre
de réalisations dans la méthode de Monte-Carlo soit choisis dans chaque cas de telle sorte que les erreurs
correspondantes soient négligeables par rapport a Ierreur de troncature. Les Figures 3.4 et 3.5 montrent des
exemples de calculs de  — Ef[uy] et 2 — E[u](z). On peut déja remarquer que la convergence est trés rapide
dans le cas £ = 1, dans ce cas il suffit de prendre quelques termes dans le développement de Karhunen-Loéve
pour avoir une bonne approximation de l’espérance. La convergence est moins rapide dans le cas ¢ =0, 1.

On va maintenant s’intéresser a la vitesse de convergence de z +— E[uy] vers z — E[u](z). On a mon-
tré dans le paragraphe 2.5, que si ¢ € C*(R,R) est a dérivées bornées, alors ||E[p(un) — @(u)]||p»(p) <
02,7,2(90,]))%, d’aprés la Proposition 2.7.2 déduite du Théoréme 2.5.3. On évalue maintenant numérique-
ment la vitesse & laquelle E[ux] converge vers E[u] dans notre cas, en tracant le logarithme de ||E[u —un]|| 12
en fonction du logarithme de V.

On retouve bien dans la Figure 3.6 une convergence en 1/N dans les deux cas, [ = 1 et [ = 0,1, ce
qui montre que notre estimation d’erreur faible de troncature est optimale. On peut voir, toujours sur la
Figure 3.6, que la constante multiplicative C est plus importante dans le cas [ = 0,1 et donc l'erreur plus
importante, comme on pouvait s’y attendre, et dans le cas [ = 0.1 on retrouve également un plateau avant
d’atteindre la convergence asymptotique en 1/N, qui correspond au plateau dans la décroissance des valeurs
propres de la Figure 3.2.

On s’intéresse maintenant au cas ot ¢ : R — R, » — z2, c’est-d-dire au cas ot ’on souhaite calculer
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Eluy(]

F1a. 3.4 — E[uy] en fonction de x, pour o = 1,1 = 1 et différentes valeurs de N.

Efuy ()

FiG. 3.5 — E[un] en fonction de x, pour o = 1,1 = 0.1 et différentes valeurs de N.

E[u?](z). On observe sur la Figure 3.7 qu’on obtient une erreur faible en 1/N pour le moment d’ordre deux
comme pour 'espérance; la convergence est néanmoins plus lente pour le moment d’ordre deux que pour
I’espérance.

Pour conclure, on s’intéresse & une forme d’erreur faible un peu différente. On considére ¢ : H:(0,1) — R,
u > |Jul|L2¢0,1), et on s’intéresse & P'erreur commise en approchant E[||u||12¢0,1)] par E[|lun]£2(0,1)]. Comme
précédemment, E[[|ul| 12¢0,1)] est calculée a 'aide d'une méthode de Monte-Carlo et E[|lun | 12(0,1)] & 'aide
d’une méthode de collocation stochastique. On peut voir sur les Figures 3.8 et 3.9 qu’on retrouve dans chaque
cas une erreur faible en 1/N comme on pouvait s’y attendre au vu du Théoréme 2.5.3 et de la Proposition



68 CHAPITRE 3. RESULTATS NUMERIQUES

F1a. 3.6 ||E[u—un]||z2 en fonction de N, en échelle logarithmique, pour o = 1 dans les cas I = 1et [ =0, 1.
Les pointillés indiquent une pente de —1.

10 !
—+— |[E[u-upil 2

o ER=I

Fia. 3.7 - |E[u — un]|| 2 et ||E[u? —u%]|| 71 en fonction de N, en échelle logarithmique, pour o = 1 et [ = 1.
Les pointillés indiquent une pente de —1.

2.7.2 qui en découle, méme si le type d’erreur faible qu’on calcule ici ne rentre pas dans le cadre des hypothéses
de ces résultats théoriques. On s’intéresse par ailleurs encore une fois a I'influence des valeurs de [ et de o.
Sur la Figure 3.8, on peut voir comme on ’a déja vu que la convergence se détériore quand ¢ diminue et
que la convergence asymptotique en 1/N n’est atteinte qu’aprés un palier de taille un peu inférieure & 1/¢,
a savoir ici pour £ = 0,1 & partir de N = 8 environ. Sur la figure 3.9, on peut voir que la convergence se
détériore rapidement quand o augmente, en effet pour o = 2 l'erreur est environ multipliée par un facteur
30 par rapport au cas o = 1.

3.2 Erreur éléments finis

Dans cette partie, on s’intéresse a 'erreur éléments finis, a la fois dans le cas du champ complet a et dans
le cas du champ tronqué ay. Comme on I'a vu dans la Proposition 2.2.1, les réalisations de a sont 1/2 — &-
Holderiennes pour tout € > 0; on en déduira dans le Théoréme 4.3.9 et le Corollaire 4.3.10 des estimations
de Perreur éléments finis en norme L2, trajectorielle (c’est-a-dire & w fixé) et forte (plus précisément en
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—— =1
—o—1=0.1

[EDlull, 2-Ellul I

Fic. 3.8 |E[||lul/z2] — E[|[un] ]| en fonction de N, en échelle logarithmique, pour o = 1 dans les cas [ =1
et [ = 0,1. Les pointillés indiquent une pente de —1.

—t+—o=1
—6—o0=2

[Edlull, 2-Elluyl 21

Fi1G. 3.9 — |E[||lul| 2] — E[||un] 2] en fonction de N, en échelle logarithmique, pour [ = 1 dans les cas 0 =1
et o0 = 2. Les pointillés indiquent une pente de —1.

norme LP(€, L%(D))) avec un ordre 1 — & pour tout € > 0. Les réalisations de ay sont quant & elles treés
réguliéres (C*). On a donc une estimation d’erreur éléments finis en norme L? théorique en cyh?, comme
on peut le déduire de la Proposition 2.6.3. On verra dans le Théoréme 4.3.15 qu’on peut également avoir une
estimation d’erreur éléments finis en norme L? indépendante de N de la forme ch'~¢ pour tout ¢ > 0, c’est-a-
dire avec l'ordre correspondant a la régularité de la limite u de uy. Toutes ces estimations d’erreurs éléments
finis sont des estimations d’erreur fortes (plus précisément en norme LP(€), L?(D))) découlant d’estimations
trajectorielles (c’est-a-dire & w fixé). On peut donc bien évidemment majorer les erreurs d’éléments finis sur
la loi par les erreurs fortes. Dans ce paragraphe, tous les résultats numériques concernent le cas o = 1 et

{=1.

3.2.1 Erreur éléments finis trajectorielle

On commence par s’intéresser a I’erreur éléments finis pour une réalisation du coefficient. Tout d’abord on
considére la cas du coefficient complet a et on s’intéresse & I’erreur commise en approchant u(w, -) par u” (w, -).
D’aprés ce qui précéde, on s’attend & un ordre presque 1 en norme L2, ce qu’on retrouve numériquement sur
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la Figure 3.10, montrant 'optimalité de I’estimation d’erreur du Théoréme 4.3.15 .

10
1/h

Fic. 3.10  |u(w,z) — u(w,z)||12(0,1) en fonction de h, en échelle logarithmique. Les pointillés indiquent
une pente de —1.

On considére ensuite le cas du coefficient tronqué a, on s’intéresse alors & I’erreur commise en approchant
un(w,-) par uf(w,-). D’aprés ce qui précéde, on s’attend a un ordre 2 d’aprés la Proposition 2.6.3, ce
qu’on retrouve numériquement sur la Figure 3.11. Néanmoins, il est intéressant de noter que la convergence
asymptotique en h2 n’est obtenue que pour h suffisament petit, environ & partir de 1/N. En effet on peut voir
sur la courbe de gauche de la Figure 3.11 qui correspond au cas N = 500 que la convergence asymptotique
d’ordre 2 commence environ pour 1/h supérieur a 500, et on peut voir sur la courbe de droite de la Figure
3.11 qui correspond au cas N = 2000 que la convergence asymptotique d’ordre 2 commence environ pour
1/h supérieur a 2000. On remarque dans les deux courbes de la Figure 3.11 qu’avant d’atteindre 'ordre
asymptotique, on a un ordre 1 environ. Ceci est cohérent avec le fait qu’a la limite, quand N tend vers
'infini, le coefficient n’est pas aussi régulier et 'ordre de convergence est plus faible ( presque égal a 1, voir
ci-dessus). Le fait que cette convergence asymptotique commence environ a partir de 1/N peut s’expliquer
par le fait que ay “ressemble” a une somme de termes en cos(nwz) pour 1 < n < N et donc une grille
d’éléments finis de pas supérieur & 1/N voit peu la différence entre un et u, alors qu'une grille de pas
inférieur & 1/N voit uy comme trés réguliére.

3.2.2 Erreur éléments finis sur la loi

On s’intéresse maintenant a erreur éléments finis sur la loi pour le champ tronqué, c¢’est-a-dire a l'erreur
commise en approchant E[p(uy)] par E[p(u%)] Cette quantité est approchée a Iaide d'une méthode de
collocation stochastique (avec grille pleine). Sous des hypothéses sur ¢ (hypothéses de régularité et caractére
borné des dérivées) on peut déduire facilement des estimations d’erreurs éléments finis faibles & partir des
estimations d’erreurs fortes évoquées ci-dessus. On s’intéresse cas du calcul de l'espérance, c’est-a-dire a
I'approximation de E[uy] par E[u®], dans le cas ¢ = 1, £ = 1.

On obtient donc numériquement une erreur faible de la forme ch? d’aprés la Figure 3.12 comme attendu
au vu de l'estimation d’erreur forte de la Proposition 2.6.3. Comme ci-dessus, on peut voir sur la Figure
3.12 que cet ordre asymptotique n’est atteint que pour 1/h supérieur a environ N. On peut également voir
sur la Figure 3.12 et plus précisément dans le Tableau 3.13 que la constante ¢y augmente avec N, ce qui
semble naturel, puisque comme on I’a déja vu, a la limite N tendant vers l'infini, le coefficient n’est pas aussi
régulier et I'ordre de convergence est plus faible .
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Fic. 3.11  |lun(w,z) —uf(w, 2)|| 12,1y en fonction de h, en échelle logarithmique, pour N = 500 (a gauche)

et N = 2000 (a droite). Les pointillés indiquent une pente de —2, les pointillés larges indiquent une pente de
—1.

Il

h
N

[[Efuy-u

F1G. 3.12 — ||E[u%] — E[un]||z2 en fonction de h, pour N = 1,3,9,14. Le trait épais indique une pente de
—2.

3.3 Erreur collocation

On s’intéresse ici & I’erreur commise en approchant E[(uy)?] par la méthode de collocation stochastique,
pour N fixé. Plus précisément, on prend N = 10,/ =1, ¢ = 1, on fixe le pas de maillage h = 1/50 et on
estime I'erreur commise en approchant E[(uf)?] par E[(u’s?)?] en fonction de p = (p1,...pn), ot p; est le
nombre de points de collocation dans la i-iéme direction. On fixe tous les p; sauf un, que I'on fait varier de
14 10.

On a obtenu dans la Proposition 2.6.8, une estimation de I'erreur de collocation de la forme

N
> Ciy/pie v,
=1

Les résultats numériques de la Figure 3.14 semblent plutot indiquer que Perreur \|E[(u§i;p)2] — E[(u%)?]|| 2
est environ de la forme Zi\il Cie P pour les valeurs de i auxquelles on s’intéresse, a savoir seulement les
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N | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14
0,01 [ 0,02 ] 0,08 | 0,17 [ 0,28 | 0,37 | 0,46 | 0,55 | 0,64 | 0,72 [ 0,80 | 0,88 | 0,95 | 1,02

Fi1c. 3.13 Valeurs de ¢y dans le cas 0 = 1, £ = 1 pour N variant de 1 a 14.

i,

h
N

hpr_
IIE[uy"I-Ely,

FiG. 3.14 - ||E[(u}]i[p)2] —E[(u®)?]||1: en fonction de p;, en échelle semi-logarithmique, pour i = 1,2, 4, 6, 10.

premiéres directions. Les valeurs des constantes k; et C; sont alors données dans le Tableau 3.15.

Dans le cas des deux premiéres directions (i = 1, 2), 'erreur n’est sous cette forme que pour p; supérieur a
5. Le fait qu’on semble obtenir pour les valeurs de i considérées (c’est-a-dire N assez faible) une convergence
plus rapide que celle attendue d’aprés le résultat de la Proposition 2.6.8 (qui étend le résultat obtenu dans
[1]) pourrait s’interpréter grace au résultat d’estimation d’erreur de collocation obtenu dans [1] dans le cas
de variables aléatoires Y,, a support borné, sous 'Hypothése 1.1.1. En effet dans ce cas, on a une estimation
d’erreur de la forme Zf\il Cie FiPi et on peut penser que les variables aléatoires gaussiennes Y;, “ressemblent”

numériquement a des variables aléatoires & support borné.

i 1 2 3] 4] 5] 6 78] 910
¢ | 1,410F [4107°3 [ 1,1 2,2 (5,8 | 4,5 | 2,4 4,5 |4,7]4,0
k| 2,6 1,0 | 3,1 42[51]55]56]6,2]6,5]6,6

F1a. 3.15 Valeurs des k; et ¢; dansle cas { =1 et 0 = 1 pour N = 10
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Chapitre 4

Finite Element Error Analysis of Elliptic
PDEs with Random Coefficients and its

Application to Multilevel Monte Carlo
Methods

Abstract : We consider a finite element approximation of elliptic partial differential equations with
random coefficients. Such equations arise, for example, in uncertainty quantification in subsurface flow mo-
delling. Models for random coefficients frequently used in these applications, such as log-normal random
fields with exponential covariance, have only very limited spatial regularity, and lead to variational problems
that lack uniform coercivity and boundedness with respect to the random parameter. In our analysis we
overcome these challenges by a careful treatment of the model problem almost surely in the random parame-
ter, which then enables us to prove uniform bounds on the finite element error in standard Bochner spaces.
These new bounds can then be used to perform a rigorous analysis of the multilevel Monte Carlo method
for these elliptic problems that lack full regularity and uniform coercivity and boundedness. To conclude, we
give some numerical results that confirm the new bounds.

Keywords : PDEs with stochastic data, non-uniformly elliptic, non-uniformly bounded, lack of full
regularity, log-normal coefficients, truncated Karhunen-Loéve expansion.

Résumé : On s’intéresse a 'approximation par éléments finis d’équations aux dérivées partielles el-
liptiques a coefficients aléatoires. De telles équations sont utilisées par exemple dans la modélisation de la
quantification des incertitudes pour les écoulements souterrains. Les modéles fréquemment utilisés dans ce
type d’applications, tels que des champs lognormaux & covariance exponentielle, ont une régularité spatiale
faible et conduisent & des formaulations variationnelles qui ne sont pas uniforméments coercives ni bornées
par rapport au paramétre aléatoire. Dans notre analyse, nous surmontons ces difficultés grace a une analyse
précise du probléme modéle réalisée presque siirement par rapport au paramétre aléatoire, ce qui nous permet
d’obtenir des majorations pour I’erreur éléments finis dans des espaces de Bochner standards. Ces nouvelles
majorations sont utilisées pour obtenir une analyse rigoureuse de la méthode de Monte-Carlo multi-niveaux
pour ces EDP elliptiques avec coefficients non uniforméments bornés et coercifs. Pour conclure, on donne
des résultats du numériques qui confirment ces nouvelles estimations d’erreur.

Mots clés : EDP avec coefficients aléatoires, non-uniformément elliptique, non-uniformément borné,
faible régularité, coefficients lognormaux, développement de Karhunen-Loéve tronqué.

75



76 CHAPITRE 4. FE ANALYSIS FOR PDE WITH RANDOM DATA AND MLMC METHODS

4.1 Introduction

Partial differential equations (PDEs) with random coefficients are commonly used as models for physical
processes in which the input data are subject to uncertainty. It is often of great importance to quantify the
uncertainty in the outputs of the model, based on the information that is available on the uncertainty of the
input data.

In this paper, we consider elliptic PDEs with random coefficients, as they arise for example in subsurface
flow modelling (see e.g. [17], [16]). The classical equations governing a steady state, single phase subsurface
flow consist of Darcy’s law coupled with an imcompressibility condition. Taking into account the uncertainties
in the source terms f and the permeability a of the medium, this leads to a linear, second-order elliptic
PDE with random coefficient a(w, z) and random right hand side f(w,x), subject to appropriate boundary
conditions.

Solving equations like this numerically can be challenging for several reasons. Models typically used for
the coefficient a(w,x) in applications can vary on a fine scale and have relatively large variances, meaning
that in many cases we only have very limited spatial regularity. In the context of subsurface flow modelling,
for example, a model frequently used for the permeability a(w, z) is a homogeneous log-normal random field.
That is a(w, z) = exp[g(w, x)], where ¢ is a Gaussian random field. We show in §4.2.3 that for common choices
of mean and covariance functions, in particular an exponential covariance function for g, trajectories of this
type of random field are only Holder continuous with exponent less than 1/2. Another difficulty sometimes
associated with PDEs with random coefficients, is that the coefficients cannot be bounded uniformly in the
random parameter w. In the worst case, this leads to elliptic differential operators which are not uniformly
coercive or uniformly bounded. This is for example true for log-normal random fields a(w,x). Due to the
nature of Gaussian random variables, a(w, z) can in this case not be bounded from above or away from zero
uniformly in w. It is, however, possible to bound a(w, x) for each fixed w.

In this paper, we consider a finite element approximation (in space) of elliptic PDEs with random coeffi-
cients as described above, with particular focus on the cases where the coefficient a(w, ) can not be bounded
from above or away from zero uniformly in w, and trajectories of a(w, z) are only Hélder continuous. Indeed,
if one assumes that the random coefficient a(w, x) is sufficiently regular and can be bounded from above and
away from zero uniformly in w, the resulting variational problem is uniformly coercive and bounded, and
the well-posedness of the problem and the subsequent error analysis are classical, see eg. [2, 24, 1, 4]. We
here derive bounds on the finite element error in the solution in both LP(HE (D)) and LP(L?(D)) norms. Our
error estimate crucially makes use of the observation that for each fized w, we have a uniformly coercive and
bounded problem (in z). The derivation of the error estimate is then based on an elliptic regularity result
for coefficients supposed to be only Holder continuous, making the dependence of all constants on a(w,x)
explicit. We emphasise that we work in standard Bochner spaces with the usual test and trial spaces as in the
deterministic setting. As such, our work builds on and complements [26, 10, 36, 66] which all are concerned
with the well-posedness and numerical approximation of elliptic PDEs with infinite dimensional stochastic
coefficients that are not uniformly bounded from above and below (e.g. log-normal coefficients).

Finally, applying the new finite element error bounds, we quantify the error committed in the multilevel
Monte Carlo (MLMC) method. The MLMC analysis is motivated by [12], where the authors recently de-
monstrated numerically the effectiveness of MLMC estimators for computing moments of various quantities
of interest related to the solution u(w, z) of an elliptic PDE with log-normal random coefficients. The MLMC
method is a very efficient variance reduction technique for classical Monte Carlo, especially in the context
of differential equations with stochastic data and stochastic differential equations. It was first introduced by
Heinrich [40] for the computation of high-dimensional, parameter-dependent integrals, and has been analy-
sed extensively by Giles [35, 34| in the context of stochastic differential equations in mathematical finance.
Under the assumptions of uniform coercivity and boundedness, as well as full regularity, convergence results
for the MLMC estimator for elliptic PDEs with random coefficients have recently also been proved in [4].
Here we consider the problem without these assumptions which is of particular interest in subsurface flow
applications, where log-normal coefficients are most commonly used.

The outline of the rest of this paper is as follows. In §2, we present our model problem and assumptions,
and recall from [10], the main results on the error resulting from truncating the Karhunen-Loéve expansion
in the context of log-normal coefficients. §3 is devoted to the establishment of the finite element error bound.
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We first prove a regularity result for elliptic PDEs with Hélder continuous coefficients, making explicit the
dependence of the bound on w. The full proof is given in the appendix. From this regularity result we then
deduce the finite element error bound in the H!'-seminorm, before also treating the case of the L?-norm and
the contribution of the quadrature error. We also improve the bound given in [10] for the finite element error
in the case of truncated KL-expansions of log-normal random fields, ensuring uniformity in K (the number
of terms of the truncated expansion). In §4, we use the finite element error analysis from §3 to furnish a
complete error analysis of the multilevel Monte Carlo method. To begin with, we present briefly the multilevel
Monte-Carlo method for elliptic PDEs with random coefficients proposed in [12], before providing a rigorous
bound for the e-cost. Finally, in §5 we present some numerical experiments, illustrating the sharpness of
some of the results.

4.2 Preliminaries

4.2.1 Notation

Given a probability space (€2, A, P) and a bounded Tipschitz domain D C R?, we introduce the following
notation. For any k € N, we define on the Sobolev space H"(D) the following semi-norm and norm :

1/2 1/2
ol oy = (/ 3 |Dav\2dx> and (o]l e () = (/ 3 |D%|2dx> .

|a|=k la|<k

We recall that, since D is bounded, the semi-norm |- | gk (py defines a norm equivalent to the norm || - || gx(py
on the subspace H}(D) of H*(D). For any real r > 0, with r ¢ N, set r =k + s with k € Nand 0 < s < 1,
and denote by | - [gr(p)y and || - || gr(py the Sobolev Slobodetskii semi-norm and norm, respectively, defined
for v € H*(D) by

Df’ “v(y)]” 12 2 2
\v|m<m:( // > oD dmdy) and uvumm:(nvnm(mﬂmm(m)

|l =k

1/2

The Sobolev space H" (D) is then defined as the space of functions v in H¥(D) such that the integral |v|§1T(D)
is finite. For 0 < s < 1, the space H*(D) denotes the dual space to H§(D) with the dual norm.

In addition to the above Sobolev spaces, we also make use of the Hélder spaces C*(D), with 0 < ¢ < 1,
on which we define the following semi-norm and norm

lv(z) = v(y)]

Pleemy = suwp = i and - ollepy = sup [o(@)] + vl ).
zeD

zyeD: xFy

The spaces CY(D) and C' (D) are as usual the spaces of continuous and continuously differentiable functions
with the standard norms.

Finally, we will also require spaces of Bochner integrable functions. To this end, let B be a Banach space
with norm || - ||5, and v : Q — B be strongly measurable. With the norm |[| - || 1»(q, ) defined by

o||% dP) for p< oo
HDHLP(Q,B) = (fﬂ H HB ) s P ’
esssup,,colv| B, for p= oo,

the space LP(Q2, B) is defined as the space of all strongly measurable functions on which this norm is finite.
In particular, we denote by LP(, H¥ (D)) the Bochner space where the norm on Hf (D) is chosen to be the
seminorm | - | (p). For simplicity we write LP(£2) for LP(Q,R).

The key task in this paper is keeping track of how the constants in the bounds and estimates depend on
the coefficient a(w, z) and on the mesh size h. Hence, we will almost always be stating constants explicitly.
To simplify this task we shall denote constants appearing in Theorem /Proposition/Corollary x.x by C ..
Constants that do not depend on a(w,x) or h will not be explicitly stated. Instead, we will write b < ¢ for
two positive quantities b and ¢, if b/c is uniformly bounded by a constant independent of a(w, x) and of h.
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4.2.2 Problem Setting

We consider the following linear elliptic partial differential equation (PDE) with random coefficients :

=V - (a(w, z)Vu(w, z)) = f(w,x), in D, (4.1)
u(w,x) =0, on 9D,

for almost all w € . The differential operators V- and V are with respect to z € D. Let us formally define,
for all w € Q,
Gmin(w) := min a(w, x) and max(w) := max a(w, ). (4.2)
zeD xeD

We make the following assumptions on the input random field a and on the source term f :

Al. apin > 0 almost surely and 1/amin € LP(Q2), for all p € (0, 00).

A2. a € LP(Q,CY(D)), for some 0 < ¢t < 1 and for all p € (0, 00).

A3. f € Lr-(Q, H"1(D)), for some p, € (0,00].

The Holder continuity of the trajectories of a in Assumption A2 implies that both quantities in (4.2) are
well defined, that apax € LP(2) and (together with Assumption A1) that amin(w) > 0 and apax(w) < o0,
for almost all w € 2. We will here not make the assumption that we can bound @, (w) away from zero and
Gmax(w) away from infinity, uniformly in w, as this is not true for log-normal fields a, for example. Many
authors work with such assumptions of uniform ellipticity and boundedness. We shall instead work with the
quantities amin(w) and amax(w) directly.

Note also that our assumptions on the (spatial) regularity of the coefficient function a are significantly
weaker than what is usually assumed in the literature. Most other analyses of this problem assume at least
that a has a gradient that lies in L>°(D). As we will see below, we could even weaken Assumptions A1 and
A2 and only assume that ||a[|c.5) and 1/amin have a finite number of bounded moments, i.e. 0 < p < pq,
for some fixed p, > 0, but in order not to complicate the presentation we did not choose to do this.

As usual in finite element methods, we will study the PDE (4.1) in weak (or variational) form, for fixed
w € Q. This is not possible uniformly in €2, but almost surely. In the following we will not explicitly write
this each time. With f(w,-) € H'7Y(D) and 0 < amin(w) < a(w,z) < amax(w) < oo, for all z € D, the
variational formulation of (4.1), parametrised by w € €, is

b (u(w,),v) = Ly(v), forall ve Hy(D), (4.3)
where the bilinear form b,, and the linear functional L., (both parametrised by w € ) are defined as usual,
for all u,v € H}(D), by

be (u,v) ::/ a(w,x)Vu(z) - Vo(z)de and L, (v) := (f(w, '),U)Htfl(D)‘Hé—t(D). (4.4)
D
We say that for any w € €, u(w,-) is a weak solution of (4.1) iff u(w,-) € H}(D) and satisfies (4.3). The
following result is classical. It is based on the Lax-Milgram Lemma [39].

Lemma 4.2.1. For almost all w € Q, the bilinear form by, (u,v) is bounded and coercive in Hg(D) with
respect to || g1 (py, with constants amax(w) and amin(w), respectively. Moreover, there exists a unique solution
u(w,-) € HY(D) to the variational problem (4.3) and

| f(w, ) re-1(p)
o ooy 50

The following proposition is a direct consequence of Lemma 4.2.1.
Theorem 4.2.2. The weak solution u of (4.1) is unique and belongs to LP (), H} (D)), for all p < p..

Proof. First note that u :  — H}(D) is measurable, since u is a continuous function of a. The result then
follows directly from Lemma 4.2.1, Assumptions A1l and A3 and from the Holder inequality. ([

However, as usual in finite element methods we will require more (spatial) regularity of the solution u
to be able to show convergence. We will come back to this in Section 4.3.1. First let us look at some typical
examples of input random fields used in applications.
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4.2.3 Log-normal Random Fields

A coefficient a(w, x) of particular interest in applications of (4.1) is a log-normal random field, where
a(w,z) = exp[g(w, x)] with g : @ x D — R denoting a Gaussian field. We consider only mean zero homoge-
neous Gaussian fields with Lipschitz continuous covariance kernel

C(z,y) = E[(g(w, z) — Elg(w, 2)])(g(w, y) — E[g(w, y)])} =k(lz—yl), for some k € C*'(RT)  (4.5)

and for some norm || - || in R%. In particular, this may be the usual modulus ||z| = |z| := (z72)'/? or the

d . . . . . .
I-norm ||z|| = ||z|j1 := >_;_; |=i|]- A typical example of a covariance function used in practice that is only
Lipschitz continuous is the exponential covariance function given by

k(r) = 0% exp(—r/)), (4.6)
for some parameters o2 (variance) and X\ (correlation length).

With this type of covariance function, it follows from Kolmogorov’s Theorem [13] that, for all t < 1/2, the
trajectories of g belong to C'(D) almost surely. More precisely, Kolmogorov’s Theorem ensures the existence
of a version § of ¢ (i.e. for any € D, we have g(-,x) = §(-, ) almost surely) such that §(w,-) € C*(D), for
almost all w € Q. In particular, we have for almost all w, that g(w,-) = g(w,-) almost everywhere. We will
identify ¢ with g in what follows.

Built on the Holder continuity of the trajectories of g and using Fernique’s Theorem [13], it was shown
in [10] that Assumption A1 holds and that a € LP(Q2, C%(D)), for all p € (0, c0).

Lemma 4.2.3. Let g be Gaussian with covariance (4.5). Then the trajectories of the log-normal field a =
exp g belong to C'(D) almost surely, for all t <r, and
la@)llee < (1+2]g(w)ler ) amax(w)

Proof. Fix w € Q and ¢ < 1/2. Since the trajectories of g belong to C*(D) almost surely, we have

[e767) — | < g, 2) = gl )] (747 + 7)< 2aman(w) lg(e)ler [ — "
for any z,y € D. Now, amax(w) |g(w)|ct < oo almost surely, and so the result follows by taking the supremum
over all z,y € D. [
Lemma 4.2.3 can in fact be generalised from the exponential function to any smooth function of g.

Proposition 4.2.4. Let g be a mean zero Gaussian field with covariance (4.5). Then Assumptions A1-A2
are satisfied for the log-normal field a = exp g with any t < %

Proof. Clearly by definition ap;, > 0. The proof that 1/ami, € LP(R2), for all p € (0,00), is based on an
application of Fernique’s Theorem [13] and can be found in [10, Proposition 2.2]. To prove Assumption A2
note that, for all t < 1/2 and p € (0,00), g € LP(Q,CY(D)) (cf. [10, Proposition 3.5]) and amax € LP(Q) (cf.
[10, Proposition 2.2]). Thus the result follows from Lemma 4.2.3 and an application of Holder’s inequality. O

Smoother covariance functions, such as the Gaussian covariance kernel
k(r) = o exp(—r?/\?), (4.7)

which is analytic on D x D, or more generally the covariance functions in the Matérn class with v > 1, all
lead to g € C*(D) and thus Assumption A2 is satisfied for all ¢ < 1.

Remark 4.2.5. The results in this section can be extended to log-normal random fields for which the
underlying Gaussian field g(w, 2) does not have mean zero, under the assumption that this mean is sufficiently
regular. Adding a mean c(x) to g, we have a(w, z) = exp[c(z)] exp[g(w, x)], and assumptions A1-A2 can still

be satisfied. In particular, the assumptions still hold if ¢(z) € C'/?(D).
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4.2.4 Truncated Karhunen-Loéve Expansions

A starting point for many numerical schemes for PDEs with random coefficients is the approximation of
the random field a(w, ) as a function of a finite number of random variables, a(w, z) = a(&1 (w), ..., Ex (W), x).
This is true, for example, for the stochastic collocation method discussed in Section 4.3.4. Sampling methods,
such as Monte—Carlo type methods discussed in Section 4.4, do not rely on such a finite-dimensional ap-
proximation as such, but may make use of such approximations as a way of producing samples of the input
random field.

A popular choice to achieve good approximations of this kind for log-normal random fields is the truncated
Karhunen-Loéve (KL) expansion. For the random field g (as defined in Section 4.2.2), the KL expansion is
an expansion in terms of a countable set of independent, standard Gaussian random variables {&, }nen. It is
given by

x) = Z \/g_nbn(x) n(w)
n=1

where {0, }nen are the eigenvalues and {b,, } nen the corresponding normalised eigenfunctions of the covariance

operator with kernel function C(x,y) defined in (4.5). For more details on its derivation and properties, see

e.g. [31]. We will here only mention that the eigenvalues {6, },en are all non-negative with > .6, < 4oc.
We shall write a(w, z) as

(wm_exp[Z\Fb )& (w }

and denote the random fields resulting from truncated expansions by

K
) = Z \/%bn(ac)&(w) and ag(w,x) := exp [Z \/_b )& (w) } , for some K € N.

The advantage of writing a(w, ) in this way is that it gives an expression for a(w, ) in terms of independent,
standard Gaussian random variables.
Finally, we denote by ux the solution to our model problem with the coefficient replaced by its truncated
approximation,
-V (ak(w,z)Vug (w,z)) = f(w,x), (4.8)

subject to homogeneous Dirichlet boundary conditions ux =0 on 9D.

Under certain additional assumptions on the eigenvalues and eigenfunctions of the covariance operator,
it is possible to bound the truncation error |[u — uk||Lr(q,m1(D)). for all p < p., as shown in [10]. We make
the following assumptions on (6, b, )n>0 :

B1. The eigenfunctions are continuously differentiable, i.e. b, € C*(D) for any n > 0.

B2. We have

> OnllballF e py < +o0.

n>0

B3. There exists an r € (0, 1) such that,

> a1l ) Vb0 |2 ) < o0
n>0

Proposition 4.2.6. Let Assumptions B1-B2-B3 be satisfied, for some r € (0,1). Then Assumptions Al-
A2 are satisfied also for the truncated KL—expansion ax of a, for any K € N and t < r. Moreover,
laxllLe o, ct(py) and Hl/ammHLp(Q) can be bounded independently of K. If, moreover, Assumptions B1-B2-

B3 are satisfied for Gon = instead of by, for alli =1,....d, then larllLeo,c1(py) can be bounded independently
of K.

Proof. This is essentially [10, Propositions 3.7 and 3.8]. The Hélder continuity ayx € LP(Q,C*(D), for all
€ (0,00), can be deduced as in Lemma 4.2.3 from the almost sure Holder continuity of the trajectories of
gk proved in [10, Proposition 3.5]. Ol
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Let us recall the main result on the strong convergence of u to ug from [10, Theorem 4.2].

Theorem 4.2.7. Let Assumptions B1-B2-B3 be satisfied, for some r € (0,1). Then, ug converges, for all
p < p«, to u € LP(Q, H3(D)). Moreover, for any s € [0,1], we have

1/2
2(1— r
lu — kel Lo,y (o)) S ( > ennbnn;w(;))uwnniw(m) £ £, me-1 (D)
n>K

=:C4.2.7(K)
The hidden constant depends only on D, r, p. Similarly ||u — uk| e r2(p)) S Ca27 | fllLe(,mo-1(D))-

Assumptions B1 B2 B3 are fulfilled, among other cases, for the analytic covariance function (4.7) as
well as for the exponential covariance function (4.6) with 1-norm |z| = Z?:l |¢;| in (4.5), since then
the eigenvalues and eigenvectors can be computed explicitly and we have explicit decay rates for the KIL.—
eigenvalues. For details see [10, Section 7]. In the latter case, on non-rectangular domains D, we need to
use a KL-expansion on a bounding box containing D to get again explicit formulae for the eigenvalues and
eigenvectors. Strictly speaking this is not a KL—expansion on D.

Proposition 4.2.8. We have the following bound on the constant in Theorem 4.2.7 :

Cyo7(K)

A

p—1 . .
{ K=, for the 1-norm exponential covariance kernel,

d—1 . .
K™= exp ( —c1 Kl/d), for the Gaussian covariance kernel,

for some constant ¢y > 0 and for any 0 < p < 1. The hidden constants depend only on D, p, p.

4.3 Finite Element Error Analysis

Let us now come to the central part of this paper. To carry out a finite element error analysis for (4.1)
under Assumptions A1-A3, we will require first of all regularity results for trajectories of the weak solution
u. However, since we did not assume uniform ellipticity or boundedness of b,(-,-), it is essential that we
track exactly, how the constants in the regularity estimates depend on the input random field a. We were
unable to find such a result in the literature, and we will therefore in Section 4.3.1 reiterate the steps in the
usual regularity proof for the solution u(w, -) of (4.3) following the proof in Hackbusch [39], but highlighting
explicitly where and how constants depend on a. A detailed proof is given in Appendix 4.7. We will need to
assume that D C R? is a C? bounded domain for this proof. Regularity proofs that require only Lipschitz
continuity for the boundary of D do exist (cf. Hackbusch [39, Theorems 9.1.21 and 9.1.22]), but we did
not consider it instructive to complicate the presentation even further. We do not see any obstacles in also
getting an explicit dependence of the constants in the case of Lipschitz continuous boundaries.

Having established the regularity of trajectories of u, we then carry out a classical finite element error
analysis for each trajectory in Section 4.3.2 and deduce error estimates for the moments of the error in w.
Since we only have a regularity result for C2 bounded domains and since the integrals appearing in b, (-, -) can
in general only be approximated by quadrature, we will also need to address variational crimes, such as the
approximation of a C? bounded domain by a polygonal domain as well as quadrature errors (cf. Section 4.3.3).

Let us assume for the rest of this section that D € R% is a C? bounded domain.

4.3.1 Regularity of the Solution

Proposition 4.3.1. Let Assumptions A1-A3 hold with 0 < t < 1. Then, u(w,-) € H'**(D), for all0 < s < t
except s = 1/2 almost surely in w € Q, and

max (W) a(w, ')Hct(ﬁ)

Amin (UJ)B

lu(w, M+epy S Caza(w)[If(w, )las-1py, where Cizi(w):=

If the assumptions hold with t = 1, then u(w,-) € H*(D) and ||u(w,")||g2(p) S Caz.1(w) || f(w,)z2(D)-
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We give here only the main elements of the proof and consider only the case ¢ < 1 in detail. It follows the
proof of [39, Theorem 9.1.16] and consists in three main steps. We formulate the first two steps as separate
lemmas and then give the final step following the lemmas. We fix w € Q and to simplify the notation we will
not specify the dependence on w anywhere in the proof.

In the first step of the proof we take D = R¢ and establish the regularity of a slightly more general elliptic
PDE with tensor-valued coefficients.

Lemma 4.3.2. Let0 <t < 1 and D = R%, and let A = (Aij)ﬁjzl € Sq(R) be a symmetric, uniformly positive
definite n x n matriz-valued function from D to R"*", i.e. there exists Aymin > 0 such that A(z)E-€ > Apinlé)?
uniformly in x € D and £ € R, and let A;j € CY(D), for all i,j =1,...,d. Consider

—div(A(z)Vw(z)) = F(z) in D (4.9)
with F € H~Y(RY), for some 0 < 5 < t. Any weak solution w € H'(R?) of (4.9) is in H'T*(R?) and

1
el res gy S - (1Alet e, sam ol oy + I Fllresen) + ol oy,

min
where |Alct(ra, s, (r)) 15 the Holder seminorm on S4(R) using a suitable matriz norm.

Proof. This is essentially [39, Theorem 9.1.8] with the dependence on A made explicit, and it can be proved
using the representation of the norm on H'**(R?) via Fourier coefficients, as well as a fractional difference
operator R}L, i =1,...,d, on a Cartesian mesh with mesh size h > 0 (similar to the classical Nirenberg
translation method for proving H? regularity).

It is shown in the proof of [39, Theorem 9.1.8] that Z‘Z:l | (R},)*w| 1 (ray is an upper bound for [Jw|| g1+« (ga)
and that it can itself be bounded from above in terms of [|wl| 1 (gey and || F||gs-1(re) using the weak form
(4.3) of our problem. The dependence of this upper bound on A,,;, stems from the fact that in order to use
(4.3), we have to switch from |(R},)*w|g: (re) to the energy norm [, A(x)|V(R},)*w|* dz. The dependence
on |Ajj|ct(ray comes from bounding the differences of A;; at two consecutive grid points in the translation
step.

For a definition of R} and more details see [39, Theorem 9.1.8| or Section 4.7.1 in the appendix. Ol

The second step consists in treating the case where D = R% := {y = (y1, ..., ya) : ya > 0}.

Lemma 4.3.3. Let 0 <t <1 and D =R%, and let A: D — S4(R) be as in Lemma 4.5.2. Consider now
(4.9) on D =R% subject to w =0 on 0D with F € H*"1(R%), for some 0 < s < t, s # 1/2. Then any weak
solution w € H'(RY) of this problem is in H'**(R%) and

< Amax Amax

||w||H1+s(]Rd+) ~ Arznin <|A|Ct(@,sd(R)) |w|H1(]Rd+) + HF”HS—l(Ri)) + m ”wHHl(Ri) .

where Amax = || Allco @ 5,z

Proof. This is essentially [39, Theorem 9.1.11] with the dependence on A made explicit. It uses the fact that
for any s > 0, s # 1/2, the norm

2 1/2

He=1(R%) )

d
lellls i= (IolZagaay + 3|
i=1
is equivalent to the usual norm on Hs(]Ri). Then using the same approach as in the proof of Lemma 4.3.2,
we can establish that, for 1 < j <d—1,

‘810 < 1

du;
To establish a similar bound for j = d is technical. We use (4.9) and the following inequality, for any D C R?
and 0<s<t<l:

Wollzeo) S Plesyllollzzy + [blleoipy Wiy, for all be €4(D), ve (D). (4.11)

v
Oz

Hs(R1) ™ Amin (|A|C‘(M’Sd(R)) ‘w|H1(Ri) + ”F”Hs—l(Ri)) + Hw”LZ(Ri)' (4.10)
+
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We use (4.11) to bound the H*-norm of Aij%, for (i,7) # (d,d), and so by rearranging the weak form of
J
(4.9) we can also bound the H* norm of Addg—:;. This leads to the additional factor A, .« in the bound. The

final result can then be deduced by applying (4.11) once more, with b = 1/A4q and v = Add%l;, leading to
an additional factor 1/Ap;,. For details see [39, Theorem 9.1.11] or Section 4.7.2 in the appendix. [

Proof of Proposition 4.3.1. We are now ready to prove Proposition 4.3.1 using Lemmas 4.3.2 and 4.3.3. The
third and last step consists in using a covering of D by m + 1 bounded regions (D;)o<i<m. such that

m m
DycD, Dc|JD; and oD =|J(DinaD).

=0 i=1

Using a (non-negative) partition of unity {x;}o<i<m C C>(R%) subordinate to this cover, it is possible to
reduce the proof to bounding ||x;u|| g1+=(py, for all 0 <i < m.

For i = 0 this reduces to an application of Lemma 4.3.2 with w and F' chosen to be extensions by 0 from
D to R of you and of fxo+aVu-Vyo-+div(auVxp), respectively. The tensor A degenerates to a(x)Iy, where
@ is a smooth extension of a(x) on Dy to ami, on RA\D, and s0 Anyin = @min and |Aletra, s, m)) < lalet(py-

For 1 < ¢ < m, the proof reduces to an application of Lemma 4.3.3. As for i = 0, we can see that
xiu € H}(D N D;) is the weak solution of the problem —div(aVu;) = f; on DN D; with f; == fx; +aVu -
Vxi + div(auVx;). To be able to apply Lemma 4.3.3 to the weak form of this PDE, we define now a twice
continuously differentiable bijection «; (with a;l also in C?) from D; to the cylinder

Qi ={y= 1, ya) :[(y1,.-.,ya—1)[ <1 and [yq| <1},

such that D; N D is mapped to @Q; N Ri, and D; N 9D is mapped to Q; N{y : ya = 0}. We use a;l to map
all the functions defined above on D; N D to Q; N Ri, and then extend them suitably to functions on ]R‘_f_
to finally apply Lemma 4.3.3. The tensor A in this case is a genuine tensor depending on the mapping «;.

However, since D was assumed to be C2, we get Amin < @min, Amax < Gmax and ‘A‘Ct(@,sd(ﬂk)) < |a‘ct(@)’

with hidden constants that only depend on «, a;l and their Jacobians. For details see [39, Theorem 9.1.16]
or Section 4.7.3 in the appendix. [

Using Proposition 4.3.1 and Assumptions A1-A3, we can now conclude on the regularity of u.

Theorem 4.3.4. Let Assumptions A1-A3 hold with 0 <t < 1. Then u € LP(Q, H'*3(D)), for all p < p.
and for all 0 < s <t except s =1/2. If t = 1, then u € LP(Q, H*(D)).

Proof. Since amax(w) < [la(w,")|c:p) and H*=Y(D) c H'™YD), for all s < t, the result follows directly
from Proposition 4.3.1 and Assumptions A1-A3 via Holder’s inequality. L

Remark 4.3.5. Note that in order to establish u € LP(Q, H'*%(D)), for some fixed p > 0, it would have
been sufficient to assume that the constant Cy4 31 in Proposition 4.3.1 is in L%(Q) for ¢ = p”* pp. In the case

*

P« = 00, ¢ = p is sufficient. This in turn implies that we can weaken Assumption A1 to 1/ami, € L9(Q2) with
q > 3p, or Assumption A2 to a € LI(Q, C*(D)) with ¢ > 2p, or both assumptions to L with ¢ > 5p.

However, in the case of a log-normal field a and p,. = co, we do have bounds on all moments p € (0, c0),
but in general we only have the limited spatial regularity of 1 + s < 3/2.

4.3.2 Finite Element Approximation

We consider finite element approximations of our model problem (4.1) using standard, continuous, pie-
cewise linear finite elements. The aim is to derive estimates of the finite element error in the LP(, H} (D))
and LP(Q, L?(D)) norms. To remain completely rigorous, we keep the assumption that boundary of D is C?,
so that we can apply the explicit regularity results from the previous section. However, this means that we
will have to approximate our domain D by polygonal domains Dj, in dimensions d > 2.

We denote by {75} r>0 a shape-regular family of simplicial triangulations of the domain D, parametrised
by its mesh width h := max,c7, diam(7), such that, for any h > 0,

- DcC UTeTh 7, i.e. the triangulation covers all of D, and
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— the vertices z7,..., 27, of any 7 € T} lie either all in D or all in RA\D.

Let D, denote the union of all simplices that are interior to D and Dj, its interior, so that Dj, C D.
Associated with each triangulation 7;, we define the space

Vi = {Uh € C(D) : vp|; linear, for all 7 € Ty, with 7 C Dy, and Uh|5\Dh = 0} (4.12)
of continuous, piecewise linear functions on D), that vanish on the boundary of D, and in D\D},. Let us
recall the following standard interpolation result (see e.g. [8, Section 4.4]).

Lemma 4.3.6. Let v € H*5(Dy,), for some 0 < s < 1. Then

iIlf |’U — vh|H1(Dh) S HUHHHFS(D;,,) hs. (413)
vp €Vh

The hidden constant is independent of h and v.

This can easily be extended to an interpolation result for functions v € H'*$(D)N HE (D), by estimating
the residual over D\ Dj,. However, when D is not convex it requires local mesh refinement in the vicinity of
any non-convex parts of the boundary. We make the following assumption on 7y, :

A4 Forall 7€T, with 7N Dy =0 and 27,...,27,, € D, we assume diam(7) < h?.

Lemma 4.3.7. Let v € H'*$(D) N HE(D), for some 0 < s < 1, and let Assumption AJ hold. Then

inf |U_Uh|H1(D) 5 HUHH1+5(D) he. (414)

vR €V

Proof. This result is classical (for parts of the proof see [39, Section 8.6] or [77]). Set Ds := D\D}, where §
denotes the maximum width of Dy, and let first s = 1. Since v, = 0 on Dy it suffices to show that

[vlar sy S vl 2oy b - (4.15)

The result then follows for s = 1 with Lemma 4.3.6. The result for s < 1 follows by interpolation, since
trivially, |v|H1(D5) S HUHHl(D):
To show (4.15), let w € H'(D). Using a trace result we get

S 51/2

[wllz2(ps) < llwllz2(sy) lwll (),

where S5 = {x € D : dist(z,0D) < §} C D is the boundary layer of width J. It follows from Assumption A4
that diam(7) < h? wherever the boundary is not convex. In regions where D is convex it follows from the
smoothness assumption on 9D that the width of Ds is O(h?). Hence § < h?, which completes the proof of
(4.15). O

Now, for almost all w € €2, the finite element approximation to (4.3), denoted by wup(w, -), is the unique
function in V}, that satisfies

be (up (w, ), vn) = Ly (vn), for all vy, € V. (4.16)
Since b, (-, -) is coercive and bounded in H}(D) (cf. Lemma 4.2.1), we have
[un(w, )|z 0y S I1f (W, ) 5e-1(D)/Amin(w)- (4.17)
as well as the following classical quasi optimality result (cf. [8, 39]).
Lemma 4.3.8 (Cea’s Lemma). Let Assumptions A1-A3 hold. Then, for almost all w € Q,

Amax (W) ) 1/2

[u(w, ") —un(w, )|g1(py < Cazsg(w) inf |u(w, ) —vn|lgi(py, where Cyizg(w):= <a ()

v €V

Combining this with the interpolation result above we get the following error estimates.
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Theorem 4.3.9. Let Assumptions A1-AJ hold, for some 0 < t < 1 and p, € (0,00]. Then, for all p < p.,
s <t uwith s #1/2 and h > 0, we have
3/2
a[Il/aXHaHCt(B)
7/2

min

lu—unllLr.m2(p)) S CrsollfllLeme-1(p)h®s where Cizg:=

a La(Q)

with ¢ = 22 If Assumptions A2 and A3 hold with t = 1, then

Px—P
lw —unllzeo,m1(D)) S CazollfllLe-.L2p)) h-

Proof. Let 0 <t < 1 in Assumptions A2 and A3. It follows from Proposition 4.3.1 and Lemmas 4.3.7 and
4.3.8 that, for almost all w € €,

[u(w, ") —un(w, )m1(p) S Cazi(w)Cass(w) || f(w,)lmge—1(p)h® (4.18)

The result now follows by Holder’s inequality. The proof for ¢ = 1 is analogous. L

The usual duality (or Aubin-Nitsche) “trick” leads to a bound on the L?-error.

Corollary 4.3.10. Let Assumptions A1 A4 hold, for some 0 <t <1 and p. € (0,00]. Then, for all p < p.,
s <t with s #1/2 and h > 0, we have

flu — uhHLP(Q,LZ(D)) < Casao ”fHLP*(Q,HS—l(D)) h257 where  Cy3.10 1=

min

La(Q)

with ¢ = 22 If Assumptions A2 and A3 hold with t = 1, then

px—p°
lu—unllLe,r2(p)) S Casollflle-o,2(py) h*

Proof. We will use a duality argument. For almost all w € Q, let e, := u(w, ) — up(w, ) and denote by w,
the solution to the adjoint problem

by (v, wy,) = (ew,v) for all v € H}(D),
which, by Proposition 4.3.1 with f(w,-) = e, is also in H'T$(D). By Galerkin orthogonality
||%H%2(D) = (ew, €w)r2(D) = buw(€w, Wy — 1), forany z, € V.
Using the boundedness of b,(+,-) and Lemma 4.3.7, we then get
HewH%Z(D) S max(w) [u(w, ) — up(w, ')|H1(D) waHHHs(D) h?.
Now it follows from Proposition 4.3.1 and Theorem 4.3.9 that
lewllZ2(py < @max(w) Caz1(w)? Cazs(w) 1 (@, a1 (p)llewl L2(p) B>
Dividing by |ew||z2(p), the result follows again by an application of Hélder’s inequality. C
Remark 4.3.11. As usual, the analysis can be extended in a straightforward way to other boundary condi-

tions, to tensor coefficients, or to more complicated PDEs including low—order terms, provided the boundary
data and the coefficients are sufficiently regular, see [39] for details.
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4.3.3 Quadrature Error

The integrals appearing in the bilinear form

be (wp,vp) = Z /a(w,x)th -V, dz
TG'T;,:‘reﬁh T

and in the linear functional L, (vy) involve realisations of random fields. It will in general be impossible to
evaluate these integrals exactly, and so we will use quadrature instead. We will only explicitly analyse the
quadrature error in b, but the quadrature error in approximating L, (v;,) can be analysed analogously.

In our analysis, we use the midpoint rule, approximating the integrand by its value at the midpoint z, of
each simplex 7 € Tj,. The trapezoidal rule which we use in the numerical section can be analysed analogously.
Let us denote the resulting bilinear form that approximates b,, on the grid 7, by

beo (wp, vp) = Z a(w,x;) / Vuwp(z) - Vo (x) da

T€THh: TED),
and let @y, (w, ) denote the corresponding solution to
Ew(ﬁh(w, -),’Uh) = LW(U]—L) , forall vy € V.

Clearly the bilinear form b, is bounded and coercive, with the same constants as the exact bilinear form
b, and so we can apply the following classical result [11] (with explicit dependence of the bound on the
coefficients).

Lemma 4.3.12 (First Strang Lemma). Let Assumptions A1-A3 hold. Then, for almost all w € €,

. . Amax (W)
) : < inf { (14 GmexW) ) — ol
ulw, ) = an(w, )| () < m}gvh{ ( +o w)> u(w, ) = vnlm o)+
1 sup b (v, 1) — b (vp, wh)| .
amin(w) wp EVh |wh|H1(D)

Proposition 4.3.13. Let Assumptions A1-A4 hold, for some 0 < t < 1 and p. € (0,00]. Then, for all
P <P, s<twiths#1/2 and 0 < h <1, we have

i _ . anexl|alle:p)
lw—tnllLe@,u2(D)) S Casas | flloe @m—1(p))h°, where Cizaz:= —opm
min La(Q)
with ¢ = p’i*f’p. If Assumptions A2 and A3 hold with t = 1, then
lu—=tnlLoo,mr 0y S Casasllflloe-.r2my)h-
Proof. We first note that, for all wy, € V3,
bey (v, W) — b (v, wh)’ = Z (a(w,z) — a(w, z;)) Vuy, - Vwy, da
TeTh "7
< Z la(w, ) — aw, z,)] |z — 2| |Vop(w) - V| da
T — x|t
Te€TR T | T
<

la(W)let(my " [onl (o) [wn| (o) -

Hence, it follows from Lemma 4.3.12 that, for almost all w € €,

_ . Amax (W) ,|a(w)|ct(5)
ful) = ne, Mooy < inf, { (14 Gy ) ) e 0 S bl -
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Let us now make the particular choice vy, := up(w,-) € Vj, i.e. the solution of (4.16). Then it follows
from (4.17) and (4.18) and the fact that h* < h*, for any s <t <1 and h < 1, that

|a(w)|ct(5)

Amin (W) Amin(w)?

[u(w, ) — tn(w, )| m1(p) < <(1 + w) Ci31(w)Cazg(w) + ) If(w, M es-1(py I

The result follows again via an application of Holder’s inequality. Ol

Remark 4.3.14. To recover the O(h?*) convergence for the L?-error ||u — @nl|1r(0,12(py) in the case of
quadrature, we require additional regularity of the coefficient function a. If a(w,-) is at least C%¢, then we
can again obtain O(h?%) convergence even with quadrature, using duality as in Corollary 4.3.10. This is
for example the case in the context of lognormal random fields with Gaussian covariance kernel, where
a(w,-) € C>®(D). In the context of the exponential covariance kernel the L?-convergence rate is always
bounded by O(h'/2~9), due to the lack of regularity in a.

4.3.4 Truncated Fields

Combining the results from Sections 4.2.4 and 4.3.2 we can also estimate the error in the case of truncated
KL-expansions of log-normal coefficients which we will use in the numerical experiments in Section 4.5. These
results give an improvement of the error estimate given in [10] for log-normal coefficients that do not admit full
regularity, e.g. those with exponential covariance kernel. The novelty with respect to [10] is the improvement
of the bound for the finite element error, leading to a uniform bound with respect to the number of terms
in the KL expansion. We will assume here that f(w,-) € L2(D).

Let a be a log-normal field as defined in Section 4.2.4 via a KL expansion and let ax be the expansion
truncated after K terms. Now, for almost all w € Q, let ug (w,-) denote the unique function in V, that
satisfies

bew(uK,h(w, -),Uh) = Lw(vh), for all vy, € Vh, (4.19)

where bg . (u,v) := [, ax(w,z)Vu - Vv dz. Then we have the following result.

Theorem 4.3.15. Let f € L? (Q, L*(D)), for some p* € (0,00]. Then, in the Gaussian covariance case,
there exists a ¢y > 0 such that, for any p < p*,

d—1
lw—uknllLr,mr (D) < (h + K27 exp(— Kl/d)) I £l Lo (2, L2(D)) -

In the case of the 1-norm exponential covariance, for any p < p*, 0<p <1 and0<s<1/2,

p—1
lw—uknllLr,m (D) < (04.3.15/13 + K 2 >||fHLP*(Q,L2(D))7

where Cy.3.15 := min{n(K)h'=%,Cy39} and n(K) is an exponential function of K given in [10, Proposi-
tion 6.5].

Proof. Tt follows from Proposition 4.2.6 that ax satisfies assumptions A1-A2. Therefore we can apply Theo-
rem 4.3.9 to bound |lux — uk nllL2(,mi(p))- The result then follows from Theorem 4.2.7, Proposition 4.2.8
and the triangle inequality. C

In contrast to [10, Proposition 6.3] this bound is uniform in K. Note that for small values of K, the
constant Cy 315 will actually be of order O(h'!~%) leading to a linear dependence on h also in the exponential
covariance case (as stated in [10, Proposition 6.3]). For larger values of K this will not be the case and the
lower regularity of ux will affect the convergence rate with respect to h.

Remark 4.3.16. As we will see in Section 4.5, in the exponential covariance case for correlation lengths
that are smaller than the diameter of the domain, a relatively large number K of KL-modes is necessary
to get even 10% accuracy. The new uniform error bound in Theorem 4.3.15 is therefore crucial also for the
analysis of stochastic Galerkin and stochastic collocation methods, such as the one given in [10].
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4.4 Convergence Analysis of Multilevel Monte Carlo Methods

We will now apply this new finite element error analysis in Section 4.4, to give a rigorous bound on the
cost of the multilevel Monte Carlo method applied to (4.1) for general random fields satisfying Assumptions
A1 A3, and to establish its superiority over the classical Monte Carlo method. This builds on the recent
paper [12]. We start by briefly recalling the classical Monte Carlo (MC) and multilevel Monte Carlo (MLMC)
algorithms for PDEs with random coefficients, together with the main results on their performance. For a
more detailed description of the methods, we refer the reader to [12] and the references therein.

In the Monte Carlo framework, we are usually interested in finding the expected value of some functional
@ = G(u) of the solution u to our model problem (4.1). Since u is not easily accessible, @ is often approximated
by the quantity Q := G(up), where uj;, denotes the finite element solution on a sufficiently fine spatial grid
Tr. To simplify, in this section we will not consider quadrature error. Thus, to estimate E[Q)], we compute
approximations (or estimators) @h to E[Qp], and quantify the accuracy of our approximations via the root

mean square error (RMSE)
1/2

e(@n) = (E[(@n - E@)?])

The computational cost Ce(@h) of our estimator is then quantified by the number of floating point operations
that are needed to achieve a RMSE of e(Q}) < e. This will be referred to as the e—cost.
The classical Monte Carlo (MC) estimator for E[Qp] is

N
~ 1 )
MY = 2 Qnlw®), (4.20)
i=1

where Q,(w?) is the ith sample of @, and N independent samples are computed in total.

There are two sources of error in the estimator (4.20), the approximation of @ by @y, which is related
to the spatial discretisation, and the sampling error due to replacing the expected value by a finite sample
average. This becomes clear when expanding the mean square error (MSE) and using the fact that for Monte
Carlo E[Q)S] = E[Q4] and V[QNS] = N~ V[Q4], where V[X] := E[(X — E[X])?] denotes the variance of
the random variable X : ) — R. We get

e(@NS)? = NTWVQu] + (ElQn - Q)% (4.21)

A sufficient condition to achieve a RMSE of ¢ with this estimator is that both of these terms are less than
€2/2. For the first term, this is achieved by choosing a large enough number of samples, N = O(¢~2). For
the second term, we need to choose a fine enough finite element mesh 7;,, such that E[Q, — Q] = O(e).

The main idea of the MLMC estimator is very simple. We sample not just from one approximation @
of ), but from several. Linearity of the expectation operator implies that

L

E[Qn] = E[Qn] + > E[Qn, — Qn,_,] (4.22)

(=1

where {hg}s—o,... 1 are the mesh widths of a sequence of increasingly fine triangulations Ty, with T;, := Ty,
the finest mesh, and hy_1/hy < M*, for all ¢ =1,..., L. Hence, the expectation on the finest mesh is equal to
the expectation on the coarsest mesh, plus a sum of corrections adding the difference in expectation between
simulations on consecutive meshes. The multilevel idea is now to independently estimate each of these terms
such that the overall variance is minimised for a fixed computational cost.

Setting for convenience Yy := Qp, and Yy := Qp, — Qpn,_,, for 1 < ¢ < L, we define the MLMC estimator
simply as

L L N,
Qitivg = D YN, = ZMZYZ(W(”), (4.23)
=0 /=0 =1

where importantly Y;(w®) = Qp,(w®) — Qp,_, (w?), i.e. using the same sample on both meshes.
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Since all the expectations E[Y;] are estimated independently in (4.22), the variance of the MLMC esti-
mator is Zszo N, ' V[Y;] and expanding as in (4.21) leads again to

(@) Ngy)? = [(Qh Ny — ])2] = ZN[W[YA + (E[Qh*Q])z- (4.24)
=0

As in the classical MC case before, we see that the MSE consists of two terms, the variance of the estimator
and the error in mean between @) and Q. Note that the second term is identical to the second term for the
classical MC method in (4.21). A sufficient condition to achieve a RMSE of ¢ is again to make both terms
less than €2/2. This is easier to achieve with the MLMC estimator, as

— for sufficiently large hg, samples of ()}, are much cheaper to obtain than samples of @y, ;

— the variance Y} tends to 0 as hy — 0, meaning we need fewer samples on 7y, for £ > 0.
Let now C,; denote the cost to obtain one sample of ()1,,. Then we have the following results on the £ cost of
the MLMC estimator (cf. [12, 35]).

Theorem 4.4.1. Suppose that there are positive constants o, 3,y > 0 such that azé min(3, ) and
ML1. [E[Qr— Q]I = O(h®)
V[Qh( _Qhe—l} = O(h’f)
M2. C, = O(h, ),
Then, for any e <e™!, there exist a value L and a sequence {Nl}eLzo; such that e(@l}\f%m}) < e and

8_2, Zf ﬂ >’77

C(Qfny) S § e (loge)?,  if B=1,
e 2=O0=Bla if B <.

For the classical MC estimator we have CE(AhMC) = 0(5_2_7/"‘).

We can now use the results from Section 4.3.2 to verify Assumptions M1-M2 in Theorem 4.4.1 for some
simple functionals G(u). More complicated functionals could then be tackled by duality arguments in a
similar way.

Proposition 4.4.2. Let Q = G(u) := \u|‘}11(D), for some 1 < q < p./2. Suppose that D is a C* bounded
domain and that Assumptions A1-AJ hold, for some 0 < t < 1. Then Assumptions M1-M2 in Theorem
4.4.1 hold for any o <t and 5 < 2t. Fort =1, we get « =1 and = 2.

Proof. We only give the proof for ¢ < 1. The proof for ¢ = 1 is analogous. Let Qp := |up|%

expansion a? — b7 = (a — b) Z?;é a’b?=177, for a,b € R and q € N, we get

(D)* Using the

Q) = Qu(@)] S fulw, ) = un(w, i oy max { Ju(w, My un @, )91y, 1} almost surely.

This also holds for non-integer values of ¢ > 1. Now, it follows from Lemma 4.2.1 and Theorem 4.3.9 that,
for any a < t,
04,3,1(w) C4<3.8(W)
Qw) = Qrw)| < T
Anin (w)

Taking expectation on both sides and applying Hoélder’s inequality, since ¢ < px, it follows from Assumptions
A1-A3 that Assumption M1 holds with « < t.

To prove Assumption M2, let us consider Y3, := Qp, — Qn,_,- As above, it follows from Lemma 4.2.1 and
Theorem 4.3.9 together with the triangle inequality that, for any s < ¢,

Il f(w, ')H‘}{aﬂ(m h*, almost surely.

Yoo @) S Tun, @0,) =y, @) oy max {Jun, 0, )y e, 0, )y 1

Cys1(w)Cyuss(w) q

min

hy, almost surely,
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[ulm (D) l[ull2(p) | [ulm (D) l[ull2(p) \
d| MC  MLMC| MC MLMC| |d MC MLMC| MC MLMC |
1 e 3 e ? e 0/2 g2 | 1 e ! e 2 e 3 e |
2 g4 g2 g3 g2 ‘ 2 g6 g4 g4 g2 ‘
3 g™® g3 e~7/2 g2 ‘ 3 g8 g6 g=® e3 |

TAB. 4.1 — Theoretical upper bounds for the e-costs of classical and multilevel Monte Carlo from Theorem
4.4.1 in the case of log-normal fields a with Gaussian covariance function (left) and exponential covariance
function (right). (For simplicity we wrote e =7, instead of ™7~ with § > 0.)

where the hidden constant depends on M*. Tt follows again from Assumptions A1-A3 and Hélder’s inequality,
since ¢ < p.«/2, that

~

V[Ya,] = E[Y2] - (E[Ys,]))? < E[Y2] < h), where B <2t -

Proposition 4.4.3. Let QQ := HUH%Q(D), for some 1 < q < p./2. Suppose that D is a C* bounded domain
and that Assumptions A1-A/J hold, for some 0 < t < 1. Then Assumptions M1-M2 in Theorem 4.4.1 hold
for any a < 2t and < 4t. Fort =1, we get « =2 and § = 4.

Proof. This can be shown in the same way as Proposition 4.4.2 using Corollary 4.3.10 instead of Theorem
4.3.9. Ol

Substituting these values into Theorem 4.4.1 we can get theoretical upper bounds for the e-costs of
classical and multilevel Monte Carlo in the case of log-normal fields a, as shown in Table 4.1. We assume here
that we can obtain individual samples in optimal cost Cp < h[d log(h, ') via a multigrid solver, i.e. v = d+§
for any 6 > 0. We clearly see the advantages of the multilevel Monte Carlo method. More importantly,
note that in the exponential covariance case in dimensions d > 1, the cost of MLMC is proportional to the
cost of obtaining one sample on the finest grid, i.e. solving one deterministic PDE with the same regularity
properties to accuracy . This implies that the method is optimal.

4.5 Numerical Results

In this section, we want to confirm numerically some of the results proved in earlier sections. All numerical
results shown are for the case of a log-normal random coefficient a(w, x) with exponential covariance function
(4.6). All results are calculated for a model problem in 1D. The domain D is taken to be (0,1), and f = 1.
The sampling from the random coefficient a(w, ) is done using a truncated KL-expansion, and as in the
analysis in Section 4.3.3, we use the midpoint rule to approximate the integrals in the stiffness matrix. As
the quantities of interest we will just study the simple functionals Q := [Ju[| 2(p) and Q := |u| g1 (p).

4.5.1 Convergence with Respect to K

We start with the results in Section 4.2.4. We want to show that in the exponential covariance case a
relatively large number of KL-modes are necessary (even in 1D) to obtain acceptable accuracies especially
when the correlation length is smaller than the diameter of the domain. In Figure 4.1 we study the decay
of the eigenvalues corresponding to the KL-expansion, as well as the convergence with respect to K of
E [[Jux|lr2py] to E [||ullL2(p)]. Since we do not know the exact solution and cannot solve the differential
equation explicitly, we approximate u by wg« p« with K* = 5000 and A* = 1/2048 and ug by wg p+ with
h* =1/2048.

In the left figure we plot > _ . 0n, ie. the sum of the remaining eigenvalues when truncating after
K terms. We see that after a short pre-asymptotic phase (depending on the size of A) this sum decays
linearly in K_l. On the right we plOt |E [HUK*,h*”LZ(D) - H’UJKJI* LZ(D)] ‘ /E [lluK*,h*HLZ(D)]7 the relative
error. We see that the error decays roughly like 6,, and thus also linearly in K ~!. This is better than

n>K
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Fic. 4.1 Let d = 1 and 0> = 1 in the exponential covariance case for different choices of
the correlation length A. Left : Plot of Zn>K 0, as a function of K, i.e. the sum of the re-
maining KL eigenvalues when truncating after K terms. Right : The corresponding relative error
|E [lurcenlr2py — lurns l2py] | /B [lwkcs n-|2(p)] for problem (4.8) with K* = 5000 and h* = 1/2048.
The dotted line has a gradient of —1.

the bound fOY E “|UK*,h* — uK’h* HLZ(D)] Z |]E [HUK*JL*

r2(p) — ||ur,ne LZ(D)H in Proposition 4.2.8, which
predicts at most O(K~'/?) convergence, and it is related to weak convergence. As shown in [10, Section
5], the weak convergence order of the PDE solution with truncated KL-expansion can be O(}, . j 0n) for
certain functionals. We believe that the faster convergence of E [||ux | r2(p)] to E[||ul12(p)] can be shown
using similar techniques.

4.5.2 Convergence with Respect to h

We now move on to the results in the main Section 4.3. For the reference solution we choose again h* =
1/2048 and K* = 5000. Figure 4.2 shows the convergence of E [|uK*7h* — uK*7h|H1(D)] and E [||uK*,h* — uK*7h|\L2(D)}
for (4.8). In the plots, a dash-dotted line indicates O(h'/?) convergence and a dotted line indicates O(h)
convergence.

In both cases, we can see a short pre-asymptotic phase, which is again related to the correlation length
A. We can see in the right plot that the H'-error converges with O(h'/?), confirming the sharpness of the
bound proven in Theorem 4.3.13. The L? error converges linearly in h, and so the quadrature error does not
seem to be dominant here.

4.5.3 Multilevel Monte Carlo Convergence

We first want to confirm Assumptions M1 and M2 in Theorem 4.4.1, for Q@ = |u|z2(py. In other
words, we want to confirm the rate of decay for the quantities |E [||ux n+|r2(p) — |luk=nllr2(p)] | and
V [lurcsnll2py = [|uk-2nlz2(py]- Again, we choose K* = 5000 and h* = 1/2048 and look at the model
problem (4.8) for d = 1. The results are shown in Figure 4.3. A dotted line indicates linear convergence, and
a dashed line indicates quadratic convergence.

For the variance V [||lug+ nllr2(p) — |[uk=2nllL2(py] (right plot), we observe the quadratic convergence
predicted by Proposition 4.4.3. The expected value in the left plot seems to converge slightly faster than
the predicted linear convergence. In our experience, this faster convergence depends on the choice of model
problem and quantity of interest and will need to be investigated further, since it directly affects the cost of
the multilevel Monte Carlo method through the size of the ratio 5/« in the bound in Theorem 4.4.1.

The actual performance of the standard MC and MLMC estimators in estimating Q = ||u/| ,2(py is shown
in Figure 4.4. In the right plot the accuracy is scaled by the expected value of the quantity of interest. We
see a clear advantage of the multilevel Monte Carlo method. For more numerical results, in particular results
in 2D, we refer the reader to [12].
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Expected value of L 2 norm of error

Expected value of H " seminorm of error

1/h 1/h

F1G. 4.2  Left : Plot of E UUK*,h* - uK*7h|H1<D)] versus 1/h for model problem (4.8) with d = 1, A = 0.1

and o2 = 3. Right : Corresponding L?-error E [||ug« p+ — tux-pnl|12(p)]. The gradient of the dash-dotted
(resp. dotted) line is —1/2 (resp. -1).
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Fic. 4.3  Left : Plot of [E [||ux-nllr2(p) — |uksn*llr2(py] |, for model problem (4.8) with d = 1,
A = 01, 62 = 3, K* = 5000 and h* = 1/2048. Right : Corresponding plot of the variance
V [lurcnll2(py = [luk=2nl z2(p)y]- The gradient of the dotted (resp. dashed) line is —1 (resp. —2).

4.6 Conclusions and Further Work

One of the major bottlenecks in probabilistic uncertainty quantification is the efficient numerical solution
of PDEs with random coefficients. A typical model problem that arises in subsurface flow is an elliptic PDE
with log-normal coefficients. The resulting PDE is not uniformly elliptic or bounded with respect to the
random variable w and usually lacks also full regularity. In this paper, we carry out for the first time a
careful finite element error analysis under these weaker assumptions and provide optimal error estimates —
with respect to the given regularity of the coefficients  for all finite moments of the finite element error
(including quadrature errors). This then allows us to rigorously analyse the convergence and the cost of
multilevel Monte Carlo methods, recently proposed for elliptic PDEs with random coefficients, in particular
in the practically important case of log-normal coefficients with exponential covariance which has hitherto
been unproved.

Via duality arguments, the results in this paper are readily applicable also to other functionals of the
solution of more practical relevance. Other important aspects which we want to investigate in the future
are the influence of the correlation length A on the MLMC convergence, as well as the superconvergence
in the expected value of certain model problems and quantities of interest (as highlighted in the discussion
of Figure 4.2). Another issue which will require further research is the choice of quadrature rule. So far we
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Fi1G. 4.4 Left : Number of samples N, per level. Right : Plot of the cost scaled by e~2 of the MLMC and
standard MC estimators for d = 1, with A = 0.1 and ¢ = 3. The coarsest mesh size in all tests is hg = 1/16.

have only used simple midpoint or trapezoidal rules. In future work we would like to also explore multiscale
methods and model reduction on coarser grids.

4.7 Appendix
In this appendix, we give more detailed proofs of Proposition 4.3.1 and Lemmas 4.3.2 and 4.3.3. The
proofs follow those of Hackbusch [39, Theorems 9.1.8, 9.1.11 and 9.1.16], making explicit the dependence of

all the constants that appear on the PDE coefficient a. The proof follows the classical Nirenberg translation
method and consists in three main steps.

4.7.1 Step 1 — The Case D = R¢?

Proof of Lemma 4.3.2. Tn this proof we will use the norm on H*(R?) provided by the Fourier transform,

Hu”?{s(Rd) = [|a(€)(1 + |€*)*/?|| p2(ra), which is equivalent to the norm defined previously and defines the
same space.
For any h > 0, we define the fractional difference operator (in direction i = 1,...,d) by

. = N s
Ry (v)(z) :==h"" e M (=1)» v(z + phe;),
h Dt () o

where ¢; is the ith unit vector in R?,

(3) =1 and <Z> (-D* = —s(1—s)(2 *Ius!)...(,u 11— s).

Let us recall here some properties of R} from [39, Proof of Theorem 9.1.8] :
(R},)*(v)(x) =h~* ::6 e Hh(—1)H (;) v(x — phe;).
— For any 7 € R and v € H™3(RY),

IR}l mr Ry < |0l rrseray and [|(R) 0]l g may < |0l zre+s (may- (4.25)
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— Riv() = [(1— e~h*i&h) /)so(e)  and  (Ry)*0(€) = [(1 — e~ —m) /h] 5 ().
We define for u,v € H'(R?) the bilinear form

d(u,v) = /AVuVR}‘l(v)dxf/ AV(R})*uVovdz
Rd

Z T (=L (Z) /R (Alz = phes) = A(2)Vu(x — phe;) Vo da.

Hence,

ld(u,v)| < |Alet(ra,s,®)) [ul g1 (me) [V] 1 (RAYS
where the hidden constant is proportional to
Z e (= <S) (uh)",

1

which is finite, since (;) = O(p~*"") and thus Y37 | e !5t = O(h*~"). The three spaces H'~*(R%) C
L?(R?) c H*1(R?) form a Gelfand triple, so that we can deduce, using (4.25), that

Amin|(R§z)*w|§{1(]Rd)

/ AV(R)*wV (R} wdx
Rd

—d(w, (R},)*w) + (F, Ry (R},) W) gro—1 ma) g1 )
|d(w, (R},) w)| + [ F[| grs-1 ra)|| B}, (B}) W] gri-s (ra)

|Alct (ga,5,R)) [W0] 1 gy |(RE) W] g may + |1F || o1 may |(RE) 0| o (rays

IZANRIA

therefore we get

Amin”(RZ)*wH%{l(Rd) S JAleega,s,R)) [WlE Ry [(R)) W] g1 Ry +

1F )| sz gy [[(B3) “wll ey + Awinll (B)*wl|7 2 a
S |Aler@a,sum)) [0l ey [(BR) w0 ey +

| s ray |(RE) wll gy 4 Amin || (R]) w1 gy [[(BR)" wl 11 ra),
and finally, using (4.25) once more,

7\ * 1
[(RL) Wl ey S T(|A|Ct(Rd,Sd(R)) |0l g1 (ray + HFHHS*l(Rd)) + [Jwl 2 ray-

For any 1 > h > 0, since |1 — e "7%h2 > |Tm(1 — e "7%i")|12 = =21 gin(&;h)? > e 2 sin(&:h)?, and since
sin?(¢h) > (%fh)Q, for all || < 1/h, we have conversely that

- d
Ri * 21 d > 1 RZ : J
ICARI R SNCECE) SICARTCIEE
¢ 1—e_h i§ih
_ (1+]¢ o s
/|s|<1/h €% ; | ©|
d : 2s
> e L) S [FREn [ o2
‘ /|£<1/h( €] ); h [w(&)|*d¢
< / (14 [€1%)[€[> b (&)[*dé.
|€1<1/n
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Hence, for any 0 < h < 1, we obtain

[wlfpeen < [ Q+IEPIEPT@PE + [ 1+ PPl
d .
< S IR W gy + lwlin @
=1
and so 1
lwll g+ may S : (|A|Ct(1Rd,Sd(1R)) |w| g1 (ay + HFHHS*l(]Rd)) + [Jwl g1 (ray < H4-00.

min

O

4.7.2 Step 2 — The Case D = Ri

In order to proof Lemma 4.3.3 we will need the following two lemmas.

9 1/2
Hs— wRd)>

Lemma 4.7.2. Let D CR? and 0 < s <t < 1. If b€ CY(D) and v € H*(D), then bv € H*(D) and

Lemma 4.7.1 ([39, Lemma 9.1.12]). Let s > 0, s # 1/2, then

lvllls := (Ivl

defines a norm on H*(R%) that is equivalent to ”U”HS(Ri) .

83:1

0ol m=py S [bleem)llvllzzpy + [bleom 10l e (p)-
The hidden constant depends only on t,s and d.

Proof. This is a classical result, but we require again the exact dependence of the bound on b. First note
that trivially [|bv|z2(p) < bmax|[v[|r2(p) Where bmax = |b|co(5)- Now, for any z,y € D, we have

[b(z)v(z) = by)v(y)]® < 2(b(x)?|v(@) = v(y)* +v(y)?[b() = b))

Continuing v by 0 on R? and denoting this extension by @, this implies

byl ? // (2) — o)
dedy < 262, [|0]%e o) + 2
//D ||x—y||d+2s ol (o) |\x—y||d+2s

v(y)? 5 v(y)?
< Wl [ SR by ey dady
He (D) 2yeD |z — yl|d+2s D) ||z — yl|dt+2=t)
le—yll>1
121 1yz<1 ~
< 202, J0l%e oy + (80P || = + 22, g, || o= 1312
H*(D) [| 2] @+2 L@ (D) ||| z]|d+2(s—1) L1 (k) L2(R9)

S b12nax||v||§~ls(D) + |b|gt(5)”UH%2(D)-
O

Proof of Lemma 4.3.3. First we continue the solution w by 0 on R?\ Ri and denote the extension w €
H'(R?). Take 1 <4 < d — 1. Similarly to the previous section, we define for u,v € H'(R?)

d(u,v) = / AVuVRZ(U)da:—/ AV (R:)*uVv dz
RY RY
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and deduce again that
ld(u,v)| < |A|Cz(Rd Sa(R)) |U|H1(Rd) |”|H1(R )

We now note that, since i # d, (R})*w € H}(RL) and (R},)*w € H'(R?) is equal to the continuation by 0
on R*\ R% of (R})*w. We deduce, similarly to the proof in Section 4.7.1 using (4.25), that

e~ 1
IR Bl S 5 (Al sy [l e + 1Flesgs) ) + lolm g = Bw).

(Note that we added |'LU‘H1(]Rd+) to the bound to simplify the notation later.) Hence, by the same token as in
the previous section, we get

Lt IP0GE + ot e PYTEORE S Blup, (4.26)

In particular, this implies that, for 1 <i<dand 1 < j <d— 1, we have

which means that

Ho ~~
02w

2
(1Pt = [ I6PIGPREOPA+ IR S B

< B(w). In particular, for all (¢, ) # (d, d), this

s— d
Bacaac € H°~'(R?) and‘ e 1(Rd)w

89026:0]

further implies that a 2 ¢ H*"'(R%) and that ’

ahalj Hoi i) < B(w). Using Lemma 4.7.1 we deduce

ow

— < B(w), forall 1<j<d-—1. (4.27)
aiL'j

He(RE)

that gT“;_ € H*(R%) and that
Home) which is rather technical. To achieve it we will use the PDE (4.9),
Hs R+

Lemma 4.7.2 and the following result.

(9:1’,‘(1

It remains to bound ’

Lemma 4.7.3. For almost all x4 € R, we have gf;(.,xd) € H*(RI1Y) and

/Haxd I... sy = /Rd(1+|£’|2)5\£d\2‘@(§)‘2d5 < Bw)?.

Proof. This follows from Fubini’s theorem and Plancherel’s formula, together with (4.26). O

From this we deduce that g;"i (.,xq) € H*(R41), for almost all 24 € R, and that

2
dzg < 2
/ﬂh H&rd xd)HHH(Rdfl) Ta 5 Bw)

Let 1 < i < d— 1. Using Lemma 4.7.2 we deduce that Aid%(.7xd) € H*(R41), for almost all 24 € R,

and that
ow
) <
H (Azd 8$d> (.7 xd)

~ |Aid(-7$d)|ct(ﬂgdfl)

ow
|t

Hs(Rd—l) LQ(]Rd—l)

ow
+  [JAia(., Ta)llcoma—1y H_axd(wxd) L
He (RA-1)

Therefore, since by definition || Ai4l|cora) < Amax, We get

J.

2 2 2 2
ademd o0 S Al g [0l gy + A B) S A Bw)”.
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Since 72 is linear continuous from H'~*(R9~1) to H~*(R41) (cf. [39, Remark 6.3.14(b)]) we can deduce
from this that % (Aui B ) € H*"1(R%) and that

S AmaxB ) f 11 1S Sd*l 4,928
H 8$'L ( 8Id> H —I(Rd) ~ (w) or a 7 ( )

To see this take ¢ € D(R?). Then

0 0 0
<7 (Aidi> ,<P> = | (@ xa) o (2 2a)
O 04 D'(R),D(RY) 04 O L?(Ry He (RY1))
< A — Ow ’ S (2', 24)
O%all 2 me 1)) 110 L2(Ry 5 (RI1))
ow
< ||Aiam— el oy, m1-s (Re-1))-
O%al2(e e ma-1))

Using (4.27) and Lemma 4.7.2, we deduce in a similar way that - (Aw g;’) € H*"'(R%) and that

9 (4,2m < AmaxB(w), forall 1<i<dand1<j<d- 1. (4.29)
61'1' j Hs 1(Rd)

We can now use the PDE (4.9) to get a similar bound for (i, j) = (d,d). Since F € H*~}(R%), it follows
from (4.28) and (4.29) that ;2 (Add ) € H*"'(R%) and that

Analogously to (4.28) we can prove that

0 ow
(a7
H O ( dd@ﬂﬂd)
Hence, we can finally apply Lemma 4.7.1 to get that Agq7 a“’ € H*(R%) and that

d 2
0 ow
> |z (4w

N
He(R}) i=1 H==1(R})

0
— | Ay < AL B + || s S Amax B .
0xq4 ( a$d> HHs 1(RY) - (w) 1E ®Y) (w)

< Apax B(w), forall 1<:i:<d-—1.

‘Hs—l(Ri)

ow
6:1:d

ow

AZ
aCL‘d

HAdd max B(w)?.

HAdd

LZ(]Rd )

By applying Lemma 4.7.2 again, this time with b := 1/Agq and v := Agq 2% 92,0 We deduce that ~en” (]Rd )
and that

‘ dw - 1 ‘A Ow N 1 ow
- N dd— -
Oxq He(RY) Aga Ct(]R) Oxq L2(R1) Amin Oxq He(RY)
|Addl oo g
< Y A < Awax iy
N Ar2nm ma |w|H1(R1)+ . H ddaxd (et S A (w)

To finish the proof we use this bound together with (4.27) and apply once more Lemma 4.7.1 to show that
w € H'*(R) and

Amax max

helmees) S 5 (Ml g s, Wl @ + IFlmaes) + F=helm ).

O
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4.7.3 Step 3 — The Case D Bounded

We can now prove Proposition 4.3.1 using Lemmas 4.3.2 and 4.3.3 in two successive steps. We recall that
D was assumed to be C2. Let (D;)o<i<m be a covering of D such that the (D;)o<;<m are open and bounded,
D cur,D;, U, (D;NdD) = dD, Dy C D.

Let (xi)o<i<m be a partition of unity subordinate to this cover, i.e. we have y; € C>® (R4, R,) with
compact support supp(y;) C D;, such that >.7_ y; = 1 on D. We denote by u the solution of (4.3) and
split it into u = Z?:o u;, with u; = uy;. We treat now separately ug and then u;, 1 < i < p, using Section
4.7.1 and 4.7.2, respectively.

Lemma 4.7.4. ug belongs to H**(D) and

Hcht(B)
||U0HH1+S(D) < 27Hf||HS*1(D)~
@nin
Proof. Since supp(ug) C Dy, we have that ug € H}(D) and it is the weak solution of the new equation
—div(aVug) = F on D, where

F = fxo+aVu-Vxo+div(auVxp) on D.

To apply Lemma 4.3.2 we will now extend all terms to R%, but continue to denote them the same. The
terms uy and fxo + aVu - Vo can both be extended by 0. Their extensions will belong to H'(R?) and
H*~1(RY), respectively. Tt follows from Lemma 4.7.2 that au € H*(D) and so if we continue auVyo by 0
on R?, the extension belongs to H*(R%), since supp(xo) is compact in D. Using the fact that div is linear
and continuous from H*(R?) to H*~'(R) (cf. [39, Remark 6.3.14(b)] and the proof of (4.28) above), we can
deduce that the divergence of the extension of auVyy is in H*~1(R%), leading to an extension of F on R
which belongs to H*~1(R%).

Let 1 € C>°(R%, [0, 1]) such that 1) = 0 on Dy and ¢ = 1 on D¢, where D is an open set such that Dy C D
and D C D. We use the following extension of a from Dy to all of R? :

alz) = { a(x)(1 — () + amm(x), if reD,

amind)(fﬂ), otherwise.

This implies that @ € C*(R?), and for any = € R?, ap, < a(x) < a(r) and lalctray S llallem)-
Using these extensions, we have that —div(aVug) = F in D'(R?). Indeed, for any v € D(R?)

/E(a:)Vuo(x)Vv(a:) = /a(z)Vuo(x)Vv(m) for any v € D(R?),
R4 D

since supp(up) is included in the open bounded set Dy, which implies that Vug = 0 on D§ and a = @ on
Dy. Since u € Hj(D), we have by Poincaré’s inequality that [|u||z2(py < |u|g1(p). Therefore it follows from
Lemma 4.2.1 that
1l zs-1(p
ol ey < Julmoyllxolleo + ull 2o [Vxolloe S 70—
Since xo € C*(R?), using Lemma 4.7.2 and the linearity and continuity of div from H*(R?) to H'~%(R%)
we further get

[Flls-1@ay < [[fX0llzs-1(may + laVu - Vxo| gs-1@ay + [[div(auVxo) || -1 ra)
S W llzs—1(p)y + amaxlul g1 oy + lalet (pyllwllL2(py + amax vl s (D)
lallc: o
S — L lla-rpy-
Amin

We can now apply Lemma, 4.3.2 with A = @l; and w = ug to show that uy € H'T*(R%) and

1 _ lallc:m
lwollzremey S ——([les oy ol ey + 1Fllzsrz0)) + luollin ey S —~2 1]

min

H‘“*l(D) .
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The hidden constant depends on the choices of y¢ and % and on the constant in Poincaré’s inequality, which

depends on the shape and size of D, but not on a. O
Let us now treat the case of u;, 1 <i < m.

Lemma 4.7.5. For 1 <i <m, u; € H'**(D) and

amaxuanct D
37() | £l 251 (Dy-

min

lwill gr+s(py S B

Proof. Similarly to the proof of the previous Lemma, u; € H} (D N D;) is the weak solution of a new problem
—div(aVu;) = g; in D'(D N D;) with

g = fxi+aVu-Vyx; +div(auVy;).

As in Lemma 4.7.4, since again div is linear and continuous from H* to H*~!, we can establish that g; €
H*~ (DN D;) and

lalle:n
lgillze-1onpy S =2 I fllse-1(0).

Now let Q = {(¢/,y4) € R xR : |y/| <1 and |yq] < 1}, Qo = {(v/,ya) € R x ﬂ)}| Iyl < 1} and
Qy = QNRL For 1 < i < p, let a; be a bijection from D; to @ such that «; € C*(D;), a7t e cQ),
CYZ(DZ N D) = Q+ and CZZ(DZ n 3D) = Qo.

For all y € Q,, we define w;(y) := wi(a; '(y)) € HH(Q4) with Vw,(y) = J; "(y)Vui(a; ' (y)), where
Ji(y) := Dai(a;'(y))) is the Jacobian of a;. Furthermore, for z € D; N D and ¢ € H}(Q,), we define
v(z) := p(ai(z)). Then v € HY(D; N D) and Vu(a; ' (y)) = Ji(y)Ve(y), for all y € Q4 so that

a(x)Vui(z) - Vo(z)de = /Q a(a; ' (y) Vui(a; ' (y)) - Vola; ' (y)) |detJi(y)| ™" dy

D;nD

/Q Ai(y) Vu(y) - Veoly) dy,

where
Aily) = ala; (y)) [det i ()| 7' (J: ) (y) € Sa(R).
We define F; € H*71(Q,) by

(Fos)erumi @) = (9690 ) gemspiap) i (piapy, forall ¢ € Hy™".

Indeed, since we assumed that a; and ;! are in C?, we have o o; € Hy *(D; N D) and moreover || o
@il -« (p;apy S Il ai-+(q,) (cf. [39, Theorems 6.2.17 and 6.2.25(g)|), which implies that F; € H*~*(Q)
and

I Fillzs—1@yy S Ngillaa—1(prp,)-
We finally get that v; € Hi(Q) solves

/Q AV - Vo dy = (Fi, 0) g1 (04,11 (@) for all p € H}(Q4).
+

In order to apply Lemma 4.3.3 we check first that A; € C*(Q, S4(R)) and that it is coercive, and then define
an extension of A; to Ri. Recalling that «; is a C?>~diffeomorphism from D; N D to Q. with ai_l €C*(Qy),
we have for any y € Q@ and £ € R? :
Coercivity : A;(y)¢ - € = a(a; ' (y))|detJi(y)| 71 |TE(Y)E? 2 aminlé]?. Hence Amin 2 @min -
Boundedness :

Amax = [[Aillco@r s.m) = Zenll)z}ﬁDa(m) H|detJ,~\’Uﬂf“co(m’sd(m) < Gmax -
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— Regularity : A; € CY(Q+, Sq(R)) and

14illec @y sumy < @max llldeti| " i ey, s, m)

+ aleimy et Ti| ~ TiTt leo @t sumy S lalleem) -

We now extend A; to ]R‘i. Since we assumed that supp(x;) is compact in D;, we can choose @Q); and Qz such

that supp(v;) C Q; C Q; C Q: C Q; C Q and consider 1 € C>(R%,[0,1]) such that ) = 0 on Q; and ¥ = 1
—~C .

on @Q; . We define the extension A; of 4; on Ri by

- f Ai(x)(1 —Y(x)) + amint(x)] ifee@
Air) = { aminw(x)lz ifze Q{

Analogously to the case of @ in Lemma 4.7.4, we can deduce that, for any y € ]Ri and ¢ € R?,
ZZ(y)f . § Z a’min|€|27 Amax = HZiHCO(@,Sd(R)) 5 Amax and ||Zi(y)||ct(@75d(ﬂg)) 5 ||a||Ct(5) . (430)

We now define an extension of F; on R‘_f_. Note again that we can choose an open set G; such that supp(F;) C
G; C G; C @ and extend F; to all of RY such that ||lii||Hsfl(Rd+> S IFill e-1(q,)- Finally we continue v; by
0 on d]Ri, which yields v; € H} (R ). Moreover, since 4; = A; on supp(v;) C @y, v; is then the weak solution
on RY of

—div(A;(z) Vv (2)) = Fi(z),
which enables us to apply Lemma 4.3.3 and to obtain that v; € Hl“‘s(Ri) and

Amax max

lvill s ey S m(lzi|ct(@,sd(R)) \Uz'\m(nai)+||Fi||Hs—1<Rd+)) + m””i“m@ai)-

Recalling that u,;(x) = v;(i(z)) for any x € D N D; and using the bounds in (4.30), as well as the transfor-
mation theorem [39, Theorem 6.2.17], we finally get

Az a
lwillvepy S —a’;"”‘ (HaHa(E) HUHHI(DmDi)+||9i\|HSfl(DmDi)) + rm'meuHHl(D)
min min
Amax ”aHCt(B)
S ———— fllg=-p) -

min
[

The result in Proposition 4.3.1 follows directly from Lemmas 4.7.4 and 4.7.5, if we recall that u = > w;.
i=0
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Chapitre 5

Numerical analysis of the
advection-diffusion of a solute in random
media

Abstract : We consider the problem of numerically approximating the solution of the coupling of the
flow equation in a random porous medium, with the advection-diffusion equation. More precisely, we present
and analyse a numerical method to compute the mean value of the spread of a solute introduced at the
initial time, and the mean value of the macro-dispersion, defined as the temporal derivative of the spread.
We propose a Monte-Carlo method to deal with the uncertainty, i.e. with the randomness of the permeability
field. The flow equation is solved using finite elements. The advection-diffusion equation is seen as a Fokker-
Planck equation, and its solution is approximated thanks to a probabilistic particular method. The spread is
indeed the expected value of a function of the solution of the corresponding stochastic differential equation,
and is computed using an Euler scheme for the stochastic differential equation and a Monte-Carlo method.
Error estimates on the mean spread and on the mean dispersion are established, under various assumptions,
in particular on the permeability random field.

Keywords : uncertainty quantification, elliptic PDE with random coefficients, advection-diffusion equa-
tion, Monte-Carlo method, Euler scheme for SDE.

Résumé : On s’intéresse a ’approximation numérique de la solution du couplage entre I’équation d’écou-
lement dans un milieu poreux aléatoire et I’équation d’advection-diffusion. Plus précisément, on présente et
analyse une méthode numérique pour calculer la valeur moyenne de I’extension d’un soluté introduit au temps
initial, et la valeur moyenne de la macro-dispersion, définie comme la dérivée temporelle de I'extension. On
propose une méthode de Monte-Carlo pour tenir compte des incertitudes, c¢’est a dire du caractére aléatoire
du champ de perméabilité. L’équation d’écoulement est alors résolue en utilisant des éléments finis. L’équa-
tion d’advection-diffusion est vue comme une équation de Fokker-Planck, et sa solution est donc approchée
grace & une méthode particulaire probabiliste. L’extension peut en effet étre exprimée comme ’espérance
d’une fonction de la solution de ’équation différentielle stochastique correspondante, et est calculée grace
a un schéma d’Euler pour ’équation différentielle stochastique et une méthode de Monte-Carlo. On donne
des estimations d’erreur pour I’extension moyenne et la dispersion moyenne, sous différentes hypotheéses, en
particulier sur le champ de perméabilité.

Mots clés : quantification des incertitudes, EDP elliptique & coefficients aléatoires, équation d’advection-
diffusion, méthode de Monte-Carlo, schéma d’Euler pour les EDS.
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5.1 Introduction

Numerical modeling is an important key for the management and remediation of groundwater resources.
The heterogeneity of natural geological formations has a major impact in the contamination of groundwater
by migration of pollutants. In order to account for the limited knowledge of the geological characteristics
and for the natural heterogeneity, stochastic models have been developed, see e.g. [16],[17]. The permeability
of the porous media is then a random field. Our aim is then to study the migration of a contaminant in
steady flow. The flow velocity is computed by solving an elliptic partial differential equation with random
coefficients. The solute concentration is then the solution of an advection-diffusion equation, where the flow
velocity, which is a random field, appears as a coefficient. The quantities we are interested in are finally the
mean value of the spread of the solute, that is to say the mean value of the spatial variance of the solute,
and the mean value of the dispersion, which is defined as the derivative of the spread with respect to the
time. The determination of the large-scale dispersion coefficients has been widely debated in the last twenty
five years, see e.g [5], [14], [18], [28], [65], [67] and [62].

Here we are interested in the case of a lognormal permeability field, which is a widely used model.
Moreover we consider the case, physically pertinent, where the correlation length is small and the uncertainty
important. Therefore methods based on the approximation of the coefficients in a finite dimensional stochastic
space, such as stochastic galerkin methods and stochastic collocation method would be highly expensive, and
hence do not seem to be suitable to deal with such cases. Neither seem perturbation methods, since we suppose
the uncertainty to be important. As regards the advection-diffusion equation, we focus on the advection-
dominated model. Therefore we choose not to consider an Kulerian method, in order to avoid numerical
diffusion. The below described method has therefore being proposed and implemented by A.Beaudoin, J.R.
de Dreuzy and J.Erhel to compute the mean dispersion in 2D, their numerical results can be found e.g. in
[15]. A Monte-Carlo method is used to deal with the uncertainty. The solution of the steady flow equation
is computed by using finite elements. The solution of the advection-diffusion equation is approximated
using a probabilistic method. We consider the stochastic differential equation associated to this Fokker
Planck equation and its solution is approximated with an Euler scheme. A Monte-Carlo method provides
finally an approximation to the solution of the Fokker Planck equation. All these steps together lead to an
approximation of the mean spread. The mean dispersion is then approximated by the numerical derivative
of the computed mean spread.

The aim of this paper is to make the numerical analysis of the above described method. More precisely
we furnish a priori error estimates for the approximations of the spread and of the dispersion. We focus on
the spread and the dispersion, because of their physical interest, but the result given here are more general.
A specifity of this work is to address the coupling of the flow equation with the advection-diffusion equation,
whereas most of the existing numerical analysis of methods for uncertainty quantification are limited to the
flow equation, see e.g [1], [2]. The main novelty of this work is the use of numerical analysis tools from two
differents areas : finite elements method and weak error analysis for SDEs. Moreover, since we estimate the
time derivative of the spread, we have to generalize the weak error to estimate the error for time derivatives
of averages.

After describing the physical model in section 2, we describe in section 3 the numerical method mentioned
above. Section 4 is devoted to the numerical analysis of this method in the case of a random permeability field,
supposed to be almost surely periodic, uniformly coercive and bounded under various additional regularity
assumptions. We first give preliminary results. The first one is a weak error result for the Euler scheme on
a stochastic differential equation with additive noise and C1'® drift. The second one is a continuity result on
the approximation of the solution of a stochastic differential equation using an Euler scheme, with respect
to the drift endowed with uniform norm. This result is combined with a classical W1 finite elements error
result. After these preliminary results, we give the two main results of this paper, namely error results on
the mean spread and on its time derivative, the mean dispersion.
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5.2 Physical model

5.2.1 Steady flow equation

We consider an isotropic porous medium, we suppose the porosity to be constant, equal to 1. The domain
O is a box in RY, with d = 1,2, or 3. The heterogeneity of the natural geological formations and the lack of
data led us to use a stochastic model. A classical case is the homogeneous lognormal permeability field with
a correlation function of the following type :

a(w,z) =9 €0, weq,

where ¢ is a gaussian field characterized by its mean m and its covariance function :

5
covlg](z,y) = o?exp (—Hxliéyu> , (5.1)
for some 0 > 0. The random parameter is denoted w. The case of an exponential covariance function
corresponds to ¢ = 1, and furnishes a model which is a reasonably good fit to some field data , see e.g [25]
and [42]. Unfortunately, as we will see later, for technical reasons, we are not able to treat this case rigorously.

The variance of the log hydraulic conductivity o2 is typically in the interval [1,10], the correlation length
[ typically ranges between 0.1m and 100m, whereas the size of the domain has to be at least hundred times
the correlation length [. Classical laws governing the steady flow in porous media without source are mass
conservation div(v) = 0 and Darcy law v = —aVp, where v is the Darcy velocity and p the hydraulic head.
Boundary conditions are homogeneous Dirichlet condition, the hydraulic head on the boundary in denoted
by po. Finally, the hydraulic head is the solution of the following elliptic PDE with a random coefficient, : for
almost all w

div(a(w, z)Vp(w,z)) =0,z € O. (5.2)

this equation is subjected to mixed boundary conditions, and is imposed for almost all w € €.
Here, w is then the parameter describing the randomness of the media. We recall that the Darcy velocity is
then defined by

v(w,z) = —a(w, z)Vp(w, z).

5.2.2 Advection-diffusion equation

An inert solute is injected in the porous medium and transported by advection and diffusion. Here we
consider only molecular diffusion, assumed homogeneous and isotropic. This type of solute migration is
described by the advection-diffusion equation :

Oc(w, x,t)

9 +v(w, x).Va(e(w, z,t)) — DAc(w, z,t) =0, (5.3)

where D > 0 is the molecular diffusion coefficient, v the Darcy velocity defined previously and ¢ the solute
concentration. We consider the case of advection-dominated model, i.e. the case where the Peclet number
Pe = Mﬁ is large (typically > 100). The initial condition at ¢ = 0 is the injection of the solute, i.e.
c(t = 0) = 1 where R is a box included in O. Equation (5.3) should be supplemented with boundary
conditions on 90.

5.2.3 Spread and dispersion

We now define the two quantities we want to compute.
First we introduce the center of mass of the solute distribution :

G(w,t):/oc(w,a:,t)xdx.
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Our aim is then to compute S(¢) the mean spread of mass around G, and the mean macro-dispersion D(t),
defined as its time derivative, i.e.

S(w,t) = /Oc(w, z,t)(z — Gw,t))(z — G(w,t)de, S(t)=E,[S(w,t)]

and

dS(w,t)

Dlw,t) = — =

5.3 Description of the numerical method

5.3.1 A Monte-Carlo method to deal with uncertainty

As precised ahove, we suppose the uncertainty to be large, typically o2 € [1,10], therefore perturbation

type methods [5], [18], [28], [63], [65]. [57], [62] do not seem to be suitable. Moreover, since we suppose [ to be
small, 0% to be large and cov[g] to be only lipschitz, stochastic galerkin and stochastic collocation methods
(see e.g. [1], [2], [31], [74] and the references therein) do not seam to be adapted. Namely, in this case, the
permeability field a cannot be approximated correctly with a reasonable number of random variable. In
particular, the eigenvalues of the Karhunen-Loéve development are explicit in this case (see [76]), and we
know that the number of term in the truncated Karhunen-Loéve development should be much greater than
100, which is not possible on a practical point of view. Therefore we choose to use a Monte-Carlo method to
deal with uncertainty.
More precisely, we consider N independent realizations of the permeability field a(z, w1), ...a(x,wy). For each
i from 1 to N, we compute approximations of the spread S%(t) and of the dispersion D(t) corresponding
to the permeability field a’ as specified below, and we approximate S(t) by %Zi\; Si(t) and D(t) by
= Zfil Di(t). For simplicity, the index i will be omitted in the remainder of this section, which is devoted
to the description of the numerical method used to compute the solution of a deterministic problem : the
computation of spread and dispersion.

5.3.2 Approximation of the flow velocity
The hydraulic head is defined as the solution of the following elliptic partial differential equation :

div(a(z)Vp(z)) =0, x € O,

submitted to mixed boundary conditions.

In what follows, we work with the equivalent PDE with homogeneous mixed boundary conditions and a right
hand side f. We define then an approximation p of p in a finite elements space of degree 1, with maximum
space mesh h. The velocity v is then approximated by v = —aVp. For readibility the maximum mesh size h
will be omitted, and the tilde will account for the space discretization approximation in this paper.

5.3.3 A probabilistic particular method
The solute concentration is defined as the solution of (5.3). The domain O is chosen so that a very small

amount of the solute reaches the boundary. Therefore, in practice, it is harmless to replace (5.3) by :

{ %(m,t) +v(z).Ve(z,t) — DAc(z,t) = 0, r€Rand t € [0,T]
co(x), z€RY,

c(x,0)

where v is extended to R?. Since div(v) = 0, this is a Fokker-Planck equation. We choose to approximate
the solution of this Fokker-Planck equation with a probabilistic particular method, we define the associated
stochastic differential equation :

{dX(t) = o(X(t)dt + V2DdW (t)
X(0) = Xo,
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where X is a random variable with density ¢y with respect to the Lebesgue measure. It is classical that X (¢)
admits then c(z, t)dx as density. The law of X can be approximated by a Monte-Carlo method. We take M
independent realizations of approximations of X using an Euler scheme and the approximated flow velocity
Xk XM

XJ(trhe1) = Xi(tkyr) +0(X3(th))At + V2DAEN] for t € [ty tryi],
- -
Xn(o) - X07

where T = nAt, t;, = kAt and N7 are independent d-dimensional mean-free gaussian random vector with
identity as covariance. Finally we approximate G(t) by GM(t) = & Zj\il XJ(t), the spread S(t) by

M
St = % Z(Xf;(t) — G )X (1) - G ()"

In order to approximate the dispersion, we introduce a new time step As, and approximate D(t) by

SM(t 4 As) — SM(¢)
As ’

Indeed we recall that we have G(t) = E[X (t)], S(t) = E[(X(t) — G(t))(X(t) — G(t))!], and D(t) = £5(t).
For more details on a possible numerical implementation, see [15].

5.4 Numerical analysis of the method with additional assumptions

We consider O a box of R? and (2, F,P) a probability space. For k € N and 0 < o < 1, we denote
by Cf’a the space of C* functions with bounded derivatives and such that any k-th derivative is a-hdlder
continuous. For f € C,’f’a we introduce associated norm :
£l = max{[| flloos 1 llsos s [LF® oo 1F 0.0}

The numerical analysis of the above algorithm requires the solution of (5.2) to be sufficiently regular
with respect to = € O. Unfortunately, this is not the case for two reasons. First, we are dealing with an
elliptic equation on a rectangular domain with mixed boundary conditions. This limits the smoothness of
the solution. Also, note that the advection-diffusion equation is set on the full space R? and it is not clear
how to extend the velocity field on O to R%. We consider that this is a techincal problem and avoid it by
replacing the mixed boundary conditions by periodic boundary conditions, so that the solutions have the
smoothness naturally associated to the smoothness of the permeability, and the extension to R? is trivial.
Another way could be truncate the velocity field close to the boundary and to then extend it by zero. The
final solution would not be very different, since in practice the domain O is chosen very large with respect
to the box R and a very small amount of the solute reaches the boundary. The solution of (5.2) with mixed
boundary conditions being smooth inside the domain, the same analysis as below gives a similar result. We
chose the periodic boundary conditions to simplify the presentation.

Second, and this is a much deeper problem, the permeability field associated to an exponential covariance
(i.e. § = 1in (5.1)), is only C?, for B < 1/2, yielding a velocity of the same regularity. Our analysis requires
at least a C1®, o > 0 regularity, which exludes exponential covariance and we are only able to deal with
0 > 2+ 2« (or 6 = 2). Furthermore, as it is often the case in theoritical papers, we assume that the
permeability field is uniformly bounded and coercive. This is clearly not the case for a lognormal probability
field, but using the argument and methodology of [10] (see also [66] and [26]), we obtain a similar result. Note
that this would considerably complicate the proof. To sum up, these considerations lead to the following
assumption used in all the results below.

Assumption 5.4.1. The permeability field a € LOO(Q,C;’C“(Rd)) for some 0 < o < 1, such that for almost
all w a(w,.) is O periodic and such that for almost all w, for any = € R?,

0 < Amin < a(w, ) < Gmaz < +00,
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5.4.1 Solution of the flow equation and its approximation using finite elements

We consider then the flow equation :

{ div(a(w,z)Vp(w,z)) = f, on QxR% (5.4)

Jooplw,z) = 0 onQ,

and p is O periodic. The right hand side f takes into account non homogeneous boundary conditions and is
assumed to be smooth.

Proposition 5.4.2. Equation (5.4) admits a unique solution p € L>=(Q,Cp*(RY)).

Proof. For almost all w, the application of the elliptic regularity theorem [33] yields that the equation admits
. . 2,a d .
a unique solution p(w,-) € C;"*(R?), with

[P, gz gy < Clale, )

where C'(a(w,-)) is a constant which depends only on the C;’O‘(Rd) norm of a(w,-) and on amyi,(w) and can
therefore be chosen to be uniform with respect to w. The application w — p(w, ) € Cp"*(R?) being strongly
measurable, the result follows. (I

We consider p* the approximation of p in a finite elements space V,.
We define the Darcy velocity : v(w, ¥) = —a(w, 1) Vp(w, z) and its estimate v"(w, 7) = —a(w, 2)Vp" (w, ).
Then v € Lm(Q,C;’a(Rd)). Hence, since V}, is a finite dimensional space, we also have v € L>(Q x R?).

From now on, we make the following assumption on the finite element space.

Assumption 5.4.3. We suppose that there exists a constant ¢1 (depending on v) such that for any h > 0
we have [|v — vp|| oo (axre)y < Crh|in(h)].

Remark 5.4.4. This assumption is in particular fullfiled in the case of a finite element space of piecewse
linear functions on a reqular triangulation. In [21] for instance, this is proved for a C* permeability field with
dirichlet boundary conditions. The proof extends to periodic boundary conditions. Note that we expect that if
the permeability field is C%%, a similar estimate holds with h®=¢ for ¢ > 0, instead of h|In(h)|. We have not
found such a result in the litterature but it is possible that it could be proved mixing the argument of [21] and
[39], chap. 8 and 9.

5.4.2 The advection-diffusion equation

We define ¢o(z) = 1r(z), where R is a box included in O, and take v € Cg’a(Rd,Rd), we consider then
the following advection-diffusion equation :

%(x, t) +v(z).Ve(z, t) — DAc(z,t) = 0, r €R%and t € [O,T] (5.5)
c(z,0) = co(x), =xeR™L ’
We consider also the stochastic differential equation associated to this Fokker Planck equation :
dX(t) = o(X(t)dt+V2DdW (t), (5.6)
X(0) = X, '

We suppose that Xy admits co(z)dz as density. We recall the following well known result (see [44] e.g).

Proposition 5.4.5. The equation (5.5) admits a unique solution ¢ € C(]0,T],C*(R%)) and X(t) admits
c(x,t)dx as density.
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5.4.3 Weak error of time discretization

We give now the first preliminary result. We consider (€', 7', P’) another probability space, whose generic
variable is denoted by &£. Here we give weak error results for the time discretization of a stochastic differential
equation with an additive noise and a C1® drift.

Let v € C;’Q(Rd,Rd) for some 0 < oo < 1.

We denote by X7 the solution of the following stochastic differential equation :

{ dX®(t) v(X®(t))dt + V2DdW (t),
X#(0) = =

(5.7)

We denote by X the numerical approximation of X* using an Euler scheme as in section 3, where the
mesh of the time discretization is At = %, and t; = kAt for 0 < k < n. We extend X to a function defined
for allt > 0 by : :

{ dXE(t) = (XZ(ty))dt +2DdW (t), for ty <t <t 1, (5.8)
Xx0) = = ’
We need to deal with a drift less than C2, this has been studied in [55]. Nevertheless, we give a simple

proof in the case of an additive noise for the sake of completness, which moreover yields a better weak
convergence order in our particular case (namely 1£2) than the general result of [55] (namely ).
Proposition 5.4.6. Let 0 < a <1,0< <1,V >0 and p € Cg’ﬁ(Rd), then there exists a constant Co
such that for any x € R? and v € C;’Q(Rd) such that [[v]|¢1.0 gay <V, we have

b

Elp(X*(T)) — @(XZ(T))]| < Ca(At) 5.

Proof. We denote by C;;Q(Rd x [0,T7]) the space of functions of (z,t) which admit derivatives with respect to
t and two derivatives with respect to z, all these derivatives being continuous and bounded on R? x [0, 7).
For u € C;;Z(Rd x [0,T7), we introduce the natural norm

’ ’ ‘ } .

oo oo

We recall now a classical result whose proof can be found in [52] page 184. We introduce the following
Kolmogorov equation associated to the previous SDE :

ou(t, z)
ot

ou(t, )
Ox

0%u(t, )
~ Ox?

e

8—7:(15,96) = DAu(t,z) +v(z).Vu(t,z),
{ Bu(O,:U) = o(x). (5.9)

Then for 0 < a < 1, v € C)*(R%) with [0l (gay < V and ¢ € CP™(R%), the equation (5.9) admits a
unique solution u € C*T*(R? x [0, T]) and HUHC;Q-%—&(RdX[O’T]) can be bounded by a constant Cy depending
on d, ¢, T and depending only on v through V. In particular in our case, since we have v € C;’Q(Rd)
with HUHC;,Q(W) <V and ¢ € Cg’ﬁ(Rd) then the solution u of (5.9) belongs to 02;2(]&(1 x [0,7T7]), with
lllepe@axgo,m) < Cv

Applying It6 formula yields classically u(t, z) = E[p(X*(t))]. Then the weak error
Elp(X*(1))] - Elp(X;(T))]
w(T, x) = E[u(0, X5(T))]

E

can be split into £ = 2?;01 E;, where :
Ei = Eu(T —t;, X5(t:))] — E[w(T — tit1, X5 (tit1))]
= E[ul(T — tis1, X 5O (A1) = E[u(T — tivr, Xa " (A1))]
= E[Eu(T — tix1, X5 (Al)) — u(T — tipr, Xo " (A8)| X2 ()]
= Ele;(XZ(t:)],
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where ¢;(y) = E[u(T — t;41, XY(At)) — w(T — tiy1, XY(At))], by using the Markov property of the solution
X and of the discretized solution X,,. Using a Taylor expansion of u at order two with respect to z, we get :

lei(y)] < |E[Dw(T — tis1, XY(AL)).(XY(AL) — XY (AL))]|
+ | D2ulloE [|XY(AL) — XY(AL)?] .

We first bound the second term, using Cauchy-Schwarz inequality :

E[|XY(At) — XY(At))] < AtE

At
/0 [0(X¥(s)) - v<y>|2ds]

At
/ | XY (s) des} .
0

IN

| Dv||2, AtE

The integrand can be bounded as follows :

| XY (s) -yl

' /0 Sv(Xy(t))dt + @W(t)‘

IN

[0]lcos + V2DI[W (s)],

which yields the following bound for the second term :

E [|XY(Af) — XY(AD[?] < |Dv||goAt/AtJE <Hv|\ooAt+\/2DAt’W\/(f) )24
0 S
At
< Dl (At / E (vl VAL + V2D W (1)])ds|
< 2V2D + vl Dl (A0

We now bound the first term, since v € CH*(R?), for any z,y € R?

[v(z) = v(y) = Do(x).(y — =)

/O (Do(z + ty — 7)) — Do())-(y — J:))dtl

IN

ol gyl — 2+,

Therefore, using a Taylor expansions of v and D,u, we get
[E[Dat(T — ti, X¥(A1).(XL(AL) — XH(AD)]|
[ At
= |E | Dyu(T - ti+17Xy(At))~/ (v(XY(u)) = v(y))dU}
0

At
Dyu(T — tiy1, XY(AL)). ; Du(y).(XY(s) — y)ds}

IN
=

At
+ ||U||C;.Q(Rd)||DuHOOIE [/0 | XY (s) — y|a+1ds]

i At
< R | (Dau(T — tig1, XY(AL) — Dypu(T — tig1,y))- | Dv(y).(Xy(s)—y)ds}
i At
+ | Du(T = tit1,y). ; Du(y).E[XY(s) — y]ds|
At
+ ollere gy [ DullooE [/0 |(||U||oo8+\/@|W(S))|a+1d5}
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Hence, we have

B [Dpu(T = tiyr, XV(AL)).(X3(AL) — XV(AD))] |

At
X0 =yl [ X y|ds]

IN

D3 oo | Dvl|oc E

At
+ Dol Dol / IE [X(u) — ] |du
0

At
+ ol 1 Dullos / E[(lvlocAt + VZDAIW 1))+ ] ds

1/2

IN

1o At 2
| D2u|oo|| Dol o (E[(XY(AL) - y)?)) E (/0 |X¥(s) — y|d5>

At
+ IDsullooll Dolloo / lolloudu

At
+ Ilollg e ze) | Dullc / E [(lollwAt + VZDAHW (1)) ] ds

C((A1)? + (Af)T+).

IN

The constant C' which appears in this bound depends only on V', ¢, d and T. These two estimates lead to
the following bound for e; :

leily)| < C(AN+E
The final result follows by taking the sum over i of these inequalities, recalling that nAt = T. Ol

Remark 5.4.7. If a = 0, the result on the weak order holds as a consequence of the result on the strong
order, namely in this case, the drift is lipschitz and therefore it is classical that the strong order of the Euler
scheme is 1/2 (see [56] and [37]).

Remark 5.4.8. If the drift only belongs to C,?’Q(Rd), we have a similar result.

Let0<a<1,0<f8<1,pe€ Cf’ﬁ(Rd), and v € Cg’a such that ||v||co.« <V, then there exists a constant
C depending only on ¢, o, d, T and V such that

[Elp(X*(T)) — o(X5(T))]| < C(At)%.

5.4.4 Space discretization error on the solution of the SDE

We give now the second preliminary result. We consider the Euler scheme with an exact velocity v, where
v e CHRY) :
{ dX,(t) = v(X,(ty))dt +V2DdW (t), for t € [ty ths1],
Xn (0) = Xo,

and the Euler scheme with an approximated velocity @, where @ € L>(R?) :

{ dX,(t) = (X (t))dt +V2DdW (t), for t € [ty, tria],
X000 = Xo.

We give here a bound of the error between these two stochastic processes.
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Proposition 5.4.9. For any T and V, there exists a constant Cs such that for any v such that |Dv|ec <V
we have almost surely
sup | X, (t) — X, (t)| < Csljlv — 17||L00(Rd).

t€(0,T]
Proof. For any 0 < k <n — 1 we define up, =  sup |Xn(t) — X, (t)], and we also define u_1 =t_1 = 0.
Take —1 <k <n-—1,t€ [ty, trt1], the differetE([:tv’:)kgtI\}veen the two Euler schemes is then
W(0) = Xalt) = Kault) = Xalti) + (0(Ka(ti) — o(Xalt))(E — ),

X _
‘Xn(t) _Xn(t)| (tk) _Xn(t/c)‘

< |Xn
+ (19X (tr) = 0(Xn ()] + [0(Xn(tr)) — v(Xn(t) ) At

upr1 < ug + (||[v = 0||pe + Vug)At
upr1 < (1+VAHug + At|jv — || po.
Hence, the discrete Gronwall lemma implies that for any 0 < k< N — 1 :

(1+ AtV)k+l

%

eVT

— v — 7|

<
-V

uy, [[v = 0f|L

O

5.4.5 Total error on the spread

We recall that (Q, F,P) and (', F',P’) are two probability spaces, with generic variables w € € and
e . Let ¢ € C3(RY,RP) and ¢ € C}(RP,R?) for some p,q € N*. Take a constant  such that ¢, and
their derivatives are bounded by . For almost all w € 2 we define X (w, &, ) as the solution of the following
stochastic differential equation :

{ dX (w, &) = v(w, X (w, &, t))dt +V2DdW (€,1), = € R%,t > 0, (5.10)

X(wagvo) = Xo(f),

where v is defined as in subsection 4.1, W is a d-dimensional brownian motion on (Q', 7',P’) and X, admits
co as density, as defined in section 4.2. Then we define for any 1 <i < N, 1 < j < M and almost all w its
approximations X%/ (w, &, t) by :

{ dX’ZLJ (w7£a t) = QN)Z(W’X#J (w7£a tk))dt + v 2DdWl’] (57 t)? for t € [tk7tk+1} (5 11)

Xi(w.6,0) = Xg7(6),
where 9 is the finite element approximation of v* as defined in subsection 4.1. We now define the error :
Definition 5.4.10. For almost all w € 0, £ € ', we define :

M

> (X (@,6,7))

J=1

N
Br(,§) = Euu(Ee(XweT -+ 20 (5

Theorem 5.4.11. There exists a constant C' such that

1Er(w, &2, <C ((At)”Ta + hlin(h)| + \/L_ n LN) .

S
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Remark 5.4.12. We expect that for a less regular permeability field, that is assumed to be only C%%, a

similar result holds with the right hand side replaced by
o 1 1
At2 + 7 — + —.
vM VN

Reminding Remark 5.4.4 and Remark 5.4.8, the finite element error and the bound error due to time dis-
cretization generalize. The magor difficulty is the generalization of Proposition 5.4.9. Note that Proposition
5.4.9 gives a strong error, i.e. for each & € Q. In the proof below, only a weak error is needed. We believe
that such a weak error of the form

|Ee [o(Xn (1)] — E¢[p(Xn ()] < Cllv — 0]l o (oxre)
is true for a permeability field in C%®, but we are not able to prove this.

Remark 5.4.13. An estimate of the error on the spread follows from the cases where p(x) = zat, (z) = x
and o(z) = z, ¥(z) = zx'. For simplicity, we treat only the case where ¢ and v are bounded with bounded
derivatives. The result can however be generalized to the case where ¢ and 1 are respectively C® and C' with
at most polynomial growth.

Proof. Take V = HUHLOO(Q’C;,Q(W)).
We split this error into three terms :

Er(w,§) = Erl + Er2(w) + Er3(w,§).
Where we define :

Erl = Eu[p(Eelo(X (@, TN — Eu[d(Eelo(Xy (w, & T))])]

N
Er2(w) = EwW(Es[so(Xi’j(M&T))D]—%ZWE&[@(X%”(M&T))D

1 & . 1
Er3w,€) = 52 | vEelp(X (@, & D) = v | 37 D w(Xi (w,€,T))

=1

The first error term Erl takes into account the space discretization error and the time discretization error,
and can thus be split into two terms : for almost all w we have

[Eelp(X (W, & T)] — Ee[o(Xn(w, & T))|
< [Eelp(X (w, &, T)] — Ee[o(Xn(w, &, T))]]
+Ee [p(Xn (W, €, T)] = Eelp(Xn(w, & )]
< Ca(AN)F + Callv = 3 = acmay
< Co(A) T + Cuhlin(h),
where we have used Proposition 5.4.6 to bound the first term and Propositions 5.4.9 and 5.4.3 to bound the

second term. The constant V' which appears in Propositions 5.4.9 and 5.4.6 is then the constant V' defined
above, i.e. V = [[v]| (g Clo (RAY)- This inequality holds for almost all w, then by taking the expected value

of the image by 1 we obtain :

Brl] < E[¢/]|oo(C2(A8)“F + Cuhlin(h)])]
< K(Co(AD) T + Cyhlin(h))).

The random variables (Y;)1<i<xn defined by Y;(w) = ¢(Ee[p(X37 (w, &, T))] being independent, identically
distributed and belonging to L2((2), we have :

[Er2(w)l 2, Wi

IN

IA

Bk
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Indeed, for almost all w, we have |Y;(w)| < [|¥)||. Analogously, for any 1 < i < N and almost all w, the
random variables (Z;)i1<;j<um defined by Z;(¢) = p(X}7(w,£,T)) are independent, identically distributed
L?(©) random variables, therefore :

M
1 1Z; — E[Z;]] 2
E[Z;] - — > Z;(¢) <
M £ p VM
< 2
M

For all 1 <7 < N and almost all w,

M
BEL(K (w0, TN) = 6 |~ 3 (X (w,6,T))

M ¢
Jj=1
o 1M
S 19" lloo |Belo (X3 (w, & T = 47 DX (w, €, 7)),
j=1
thus
L 1M
¢(E§ [(ID(X’;LL’] (w,f,T))D - 1/} M ZW(X:{] (wv évT))
j=1 Lg
~ VM

This bound holds for any 1 < i < N and almost all w, therefore taking the sum over i and the L2 norm
yields finally the following bound for Er3 :

[Er3(w, E)llzzzz < LL;Z,
ro(w, 2 S .
L2 L

L]

5.4.6 Total error on the dispersion

We recall that (Q2, F,P) and (', F’, P') are two probability spaces. Let ¢ € Cp(R?, RP) and ) € CZ(RP,RY)
for some p,q € N*. Take a constant s such that ¢, and their derivatives are bounded by k. X (w, &, ) and
its approximations X7 (w, &,t) are defined as previously by respectively (5.10) and (5.11).

In this section we give a bound for the below defined error.

Definition 5.4.14. for almost all w € Q,& € ', we define

B, = SEMH(Ep(X (& T)))
1 M o 1 M o
v G e X @ T+ ) | =0 | 2D e (w6 T)
1 j=1 j=1
N ; As ’

where we have naturally defined

X9 (w,&, T + As) = X2 (T) + 9(X2(T))As + V2DAs(W™ (T + As) — W (T)).
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To bound the error, we make the following additional assumption :
Assumption 5.4.15. a € LDO(Q,CI?’O‘(R‘{)) for some 0 < o < 1.
Theorem 5.4.16. There exists a constant C such that

1 1
IEw, )2, <C (At + As + hl|in(h)| + /i ) ,

VMAs
Remark 5.4.17. The last term in the right hand side (namely \/Nl[iAs) is due to the fact that we approximate

the derivative of the expected value of a function of the solution of a SDE through a Monte-Carlo method (it
comes from the term E4 in the following proof), and is optimal (as we can see with the case of a constant

drift).

Remark 5.4.18. An estimate of the error on the dispersion follows from the cases where p(x) = xat,
P(x) =z and o(x) =z, Y(x) = xz'. For simplicity, we treat only the case where @ and ¢ are bounded with
bounded derivatives. The result can however be generalized to the case where ¢ and 1) are respectively C° and
C? with growth at most polynomial.

Proof. We split this error into four terms :
E(w,§) = FEl+ E2+ E3(w) + F4(w,§).
These four terms are defined by :

Bl = SR [p(Elp(X (@& T)))]

dt
_ E, {Dd)(Eg[cp(X(w,g T)}).]Ef[@(X(wvg’TJrAsi)i — E¢[o(X (w,£,T))] )} 7

E2 = E, |:D¢(E§[¢(X(w,§,T))}.EE[QO(X(W7£7TJrAsi)i7EE[¢(X(W7€7T))]:|

Eo [(Eelp(X57 (@, T + As))]] — Bu [ (Ee[o( Xy (w, &, T))]]

As ’
_ B[ (Eelp(Xi @,6,T + As))]] - Bu[§ (Befp(Xy/ (w, €, T))]]
E3(w) As
1 X o o
7 2V Eelp(X) (@& T + As))]) = Y (Eelo(X) (w0, €, T))))
i=1
J— As Y
% D V(Elp(X (@, 6T + As)]) = v(Belp (X} (w, €, T))))
BAw,§) = —= s
1 N 1 M o 1 M o
~ ; vl 57 ; P (@, 6T+ 4s) | =9 | 7 ; P(X (@,6,T))

As

E1 The first term E1 accounts for the approximation of the time derivative. To bound this term, we first
prove the following lemma :

Lemma 5.4.19. Take a constant V, 0 < a < 1, then there exists a constant Cy such that for any v €
nya(]Rd) with Hchg,a(Rd) <V, the solution Y of the stochastic differential equation (5.8) is such that for

any x € R? we have
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Proof. As previously we define u as the solution of (5.9), then we have u € C;;Q(Rd x [0,277]) as previously,
and thanks to the additionnal assumptions, applying the result of [52] to ‘?)—7;, we have % € C;Q(]Rd x [0,277)
with Hg—’:nclﬂ(RdX[o’QT]) < Oy. Therefore, we have for any x € R?

‘}EMW(T + Asg)i —Elp(Y*(T)] _ %E[@(Yx(t))]‘

u(T + As,z) —u(T,z) 0
~2ur
As 8tu( @)

! 0%u
SAS/ (lft)‘?(TJruAs,x) du
0

o%u,
e

< As sup s, )

z€R? s€ [T, T+As]
< CvAS.

L]

We can now bound FE1, first we notice that since we have supposed that a € L“(Q,Cf’a(Rd)), we have
v E Lw(Q,Cgva(]Rd)) by [33], as in the proof of Proposition 5.4.2. Therefore, setting V = HUHLOC(Q’CZ,Q(W)),
then we can apply the previous lemma for almost all w, and since the bound Cy As is independent from the
deterministic initial condition, the Markov property yields that for almost all w :

%Eg[(p(x(w, e, 1)) — BelpX (@, & T+ ASE — Belp(X (w,&,T))] ‘
< CyAs.

FE1 can be rewritten as

Bl = EL[DH(Eo(X (0,6, ) (Belp(X (0, €, T)))
L R e el

Using the previous bound, bounding ||?)'||s by ~ and taking the expected value with respect to w yields the
following bound for E1 :
|E1] < kCy As.

E2 Theterm E2 contains the space and time discretizations errors. We define once again V' = Hv||Loo(Q c20 (Ra))-
Ly
The estimate of E2 will follow from an estimate of :

Ee[o(Xn(w, &, T + As))] — Ee[o(Xn(w,&,T))]
As
Ee[p(X (w, &, T + At))] — E¢[p(X (w, &, T))]
As

A

Actually A corresponds to the case where ¢(z) = z. To simplify the variable w will be fixed and omitted
in this paragraph, except in the final bound, and all bounds are uniform with respect to w, the index 4, j
will be also omitted, since the random processes are identically distributed and the variable ¢ will be also
omitted, all expected values are implicitly taken with respect to &.

We split the error term A into a time discretization error B and a space discretization error C, i.e. A= B+C

where
Elp(Xn(T + As))] — Elp(Xn(T))]  E[p(X(T + At))] — E[p(X(T))]
As As ’

Elp(Xn (T + As))] = Elp(Xn(T))]  Elp(Xn (T + At))] — E[p(Xn(T))]
As As '

B =

C =
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We first bound the time discretization error B. For any ¢ € Cp(R%) we introduce the following notations :
Pi(¢)(z) = E[p(X*(t))] and P!(¢)(x) = E[p(XZ(t))] where X* and X? are defined by (5.7) and (5.8)
respectively. For v € CZ(Rq), Proposition 5.4.6 in the case a = 1 can be reformulated as follows : for any

¢ € Cf‘ﬂ(Rd) for some 0 < B < 1 we have, recalling that T = nAt,
[P25(9)(2) — Pp*(6)(x)] < C2(As)” and [PT(¢)(x) — Py (9)(x)] < C2At (5.12)

where the constant C; depends only on v through V. The following inequality clearly hold true : for any ¢,
and ¢ € Cy,
[P ()]loc < 10l and [P ()]0 < [|¢]]oo-

We can now bound B, using these notations and inequalities. The Markov property of X and X, yields :

5 = e [er (B et - () o)

= E {P,LT (P”ASASPAS> p(Xo) + (P = PT) <PASASM) @(XO)} '

Ce

For any z € R,
< CQAS7

whence for any z € R,

As _ pAs
PT (%) p(z)| < CAs,
and N N
PAs _ pAs
E|PT (22— ) p(Xo)|| < CrASs.
e (25 o]
For any z € R%,
PAs — Id w(As,x) —u(0, x
As wl(r) = ( )As ( )7
therefore
P25 —1d ou 0%u
T - —(0 <A 3 —
‘ s o(z) 615( )| < As se[ohTU]l,I;eRd c')t?"

where v is still defined by (5.9). And finally, for any z € R9,

-0 () e

ou
<Pt — Py (0.
<[ =) (Gro0) @)
2u
+2As  sup — (s,
s€[0,T),z€R? 3752( )

< CoAt + 2AsCy,

by applying (5.12) with ¢ = %(0, J)=DAp+v.Vpe€ C?’Q(Rd).
From the two previous bound, we deduce a bound for B :

|B| S CQAt + (QCV + CQ)AS.

We now give a bound for the term of space discretization error C'. ~
We first introduce the notation P! (¢)(z) = E[p(X,(¢))] and use the Markov property of X, and X, :

Elp(Xn(T + A8))] = Elp(Xa(T))]  Elp(Xn(T + At))] = E[p(Xa(T))]
As As

(PT 2% () (Xo) = PT(¢)(Xo)) = (P72 () (Xo0) — P (#)(X0))
As

C =

E
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The Markov property enables us to treat the case of a deterministic initial condition. We have now to bound
the below defined function F'(z), uniformly with respect to x :

_ E[p(X2(T + A9))] - Elp(X2(T))]  Elp(X2(T + At))] — Ejp(X2(T))]
F(z) = As As '

since

C = E[F(X))).
The following inequalities will be useful, and should be kept in mind to understand what will follow.
Lemma 5.4.20. i) For almost all £, and all © we have :

X5 (T) = X;(T)] < Cyl|v = 0l oc-
it) For almost all &, and all x we have :
Y] < v = 0lloo(1 + C5V)As.
where we use the notation
VP = XE(T + As) — XE(T) — (XE(T + As) — X2(T)).
i11) There exists a constant Cys depending only on d and V such that for all x, for p =1 and p = 2 we have :
| XZ(T + As) — XE(T)||r < CsVAs and | XZ(T + As) — XZ(T)|z» < C5vVAs.

Proof. 1) Tt is a direct application of Proposition 5.4.9.

ii) For almost all £, and all  we have, using Proposition 5.4.9 :

(X5 (T + As) = X;(T) — (X5(T + As) — X3(T))|
= [o(X;(T)) — 9(X7)|As

= [0(X;3(T) = v(X3(T)) + (X3 (T) — 0(X;7)[As
< [[Dv]locCsllv = TllocAs + [lv = 0|0 As,

where we have used the previous point.

i)

|X2(T + As) — X(T)| = |[v(X*(T))As+ vV2DAsN)|
|X2(T + As) — X5(T)| = [6(X2(T))As + vV2DAsN|,

where N is a mean-free gaussian whose covariance is equal to identity.
Therefore, using that for h small enough ||| < 2V by Proposition 5.4.3, we get

IX2(T + As) = XE(T)|r < VAs+v2DAs
IX2(T + As) — XE(T)|r < 2VAs+V2DAs
IX2(T + As) = XE(T)|2 < VAs+V2DAs
IX2(T + As) — XE(T)|2 < 2VAs+V2DAs

O
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We can now bound F.

Elp(Xg (T + As))] - Elp(Xa(T)]  E[p(Xa(T + At))] — Elp(X,(T)")]
As

Fla) = As
= ALE [/ Dp(XE(T)) + u(XE(T 4 As) — XZ(T)).(XE(T + As) — XE(T))du
S 0

_ AL]E [/1 Do(XE(T)) + u(XE(T + As) — XX(T))).(XX(T + As) — Xn(T))du}
S 0
= fi(x) + f2(2),
where f; and f> are defined by

A = 33| [ DRI + u(RHT + As) - KR + A9 - X (D)

and

1
R) = B | [ DAXII) (KT + A9 - XED)LY ]

We first treat fs : the application of the second point of Lemma 5.4.20 gives that for all «
[f2(2)] < Kllv = 0floo (1 + C5V).
We now treat f;

1
—E
As

fi(@)

D2(Z3; (u, N)-(X5(T) = X5 (T) +uY,y, X7 (T + As) — Xif(T))dud/\} ;
(0,12

where we use the notation :

Zy(w ) = AXG(T) + w(X; (T + As) = X5(T)]
(1= N[XZ(T) + u(XE(T + As) — X2(T)].

+

We split fi into two terms, i.e. fi(z) = f3(x) + fa(z) where we define :

fs(z) = ALSE [/[0 ” D?o(Z;; (u, M) (X3 (T) = X (T), X;i(T + As) — Xﬁf(T))dudA] ;
and
fa(z) = éE - D2p(Z2 (u, N)).(uY®, XZ(T + As) — X,’L(T))dud)\] .

We first bound fy using the second and third points of Lemma 5.4.20.
|£4(@)] < K| — 0| (1 4+ C5V)Cs5VASs < k|[v — 3|00 (1 + C5V)C5VT.
We now bound f3, by splitting it into two terms, i.e. f3 = f5 + fs, where

B[ [ DXOKE(T) + (1= DX (D). (X3 (T) — X5(T), Xi(T + As) = X3 (T))dud)|
- . ,

f5(x)
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and
f@) Elfio.15 D2(WE (A, py w))-(Q5 (A, w), Xi2(T) = Xz (T), (X5 (T + As = Xi2(T)))dpdAdu]
6\T) = As ,
where
T\ u) = As(XE(T + As) — XE(T)) 4 (1 — Nu(XE(T + As) — XE(T)),
and

Wi (A ) = AX5(T) + (1= X5 (T) + uQy (A, w).

We first bound f5, by using the independence of (AXZ(T) + (1 — \)X*(T), X*(T) — X*(T)), which is Fr-
measurable and (W (T + AT) — W(T')) together with the fact that E[W (T + AT) — W(T')] = 0.

E [ [ D2OKE(T) + (1= NXE(T)). (X5 (T) ~ X3(T), o(X5(T))As)dud]
fo(@) = As
[ Jio. DA0OKE(T) + (1= X2 (D).(K2(T) = X3(T), VAD(W (T + AT) — W (T)))dud)|
As
E [ fio 2 D2OKE(T) + (1= N X3 (D). (X5(T) = X5(T), 6(X5(T))As)dud)|
N As

+0.

Whence, the first point of Lemma 5.4.20 yields
[f5(x)] < KV Cslv = V]|

Besides this, using the first and third points of Lemma 5.4.20 and Cauchy-Schwarz inequality we get

f[o 1 [‘Qn (A u)|| X2(T + As) — (T)||] dpddu

- .
fo@)] < KOl — il -
< KGfv = floo
UIXa(T + As) = X3(T)||2 + [ X5(T + As) = X0 (T)[| 2) [ X3 (T + As) = X3 (T)|| 2
As
< 2kC3)|lv — ]| CE.

Taking the sum of all these bounds yields :

|F(z)] < &l[v=10]leo(1+C3V) + &llv — 0|0 (1 + C3V)C5VT
+ KVC3]|v — 9| + 26C3]|v — 9 00 CE.

Thus,
ICl < Csllv— 0.
And therefore there exists a constant C; such that for almost all w, we have :

|A] < Co(||lv — ¥]|oo + As + AL). (5.13)
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We can now bound E2.

E[p(X (T + As)) — o(X(T))]

B2 = Dy(E[p(X(T). )
Y(E[p(Xn(T + As))]) — Y(Elp(Xn(T))))
= Dy (E[p(X(T))) E[ﬁ;{ T+ AASL) — p(X(1))]
~ Du(Ep(E, (1)) LA T2 — el
- 01 D250 (), L (T + AZ)S) oK (M)?

E2 = Dy(E[p(X(T))]).A

+ (DUEI(X TN — DUElp(X, (). e ET 28 — T
[o(Xn (T + As)) — (X (T))))?

du.
As “

- A D2¢(M7L(u))(E

In order to bound E2, we prove the following lemma :
Lemma 5.4.21. There exists a constant Cg such that for h small enough, we have for almost all w
E[p(Xo(T + As))] = Elp(Xa(T))]] < CsAs.
Proof. We recall that B B B
X (T + As) — X, (T) = 0(X,(T))As + V2DAsN.

Efeo( ~n(T~+ As))] = E[p(Xa(T))]

0
[Dp(Xn(T))-(0(Xn(T))As)] + 0

[ 1 D?*o( X (T) + u(Xn(T + As) — X, (T)).(0( X (T))As + \/QDASN)Qdu}
0

D?*o( X (T) + u(Xn(T + As) — X, (T).(0(X(T))As + \/QDASN)Qdu}

where we have used once again the independence of N and XZ(T'), whence for h small enough :
E[o(Xn (T + As))] - E[p(Xa(T))]| < 26VAs+ KE[(2VVT + V2DN)?|As.

O

We can now bound E2, using the Lemma 5.4.21, the bound (5.13) of A, the bound (5.12) and the first
point of Lemma 5.4.20
B2] < kA+wCs[E[p(X(T)) — Elp(Xn(T))]| + £CEAs
< KC7(||[v — Do + As + At) + £Cs(CaAs + kC3]|v — | o) + KOFAs.

We introduce a new constant Cy which depends only on v through V' and which is therefore independent of
w, and we have then finally

|E2| < Co(As + At + ||[v — 0|oo)-
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E3 For 1 <i < N we introduce the notation

oy P(Eelp(X3 (w0, &, T + As))]) — ¢ (Eelp(Xi (w, €, T))))
Pi(w) = As .

The (P;)1<i<n are independent and identically distributed L? random variables, therefore

N
1
IE3(w)llz = ||E[P] - N Z-Pi
=1 La
|P; — E[P]|l 2
- VN

For almost all w, we have, using Markov property and Lemma 5.4.21

[Ee[o(Xsd (w,&, T + As))]) — Belp(X (w, &, D))
As

| Pi(w)]

IN

1Dl 00
[D¢ |00 Cs.

IN

Thus

2508

[E3(w)lLz < N

E4 We use some preliminary results to bound F4.
Let 1 <i < N and w be fixed, then for 1 < j < M, we introduce the random variables

Qi’j (w7 f)) = W(X'riz’j (wa 57 T + AS)) - w(X'ri{j ((.U, §7 T))

We recall that if (U;)1<;j<n are idependant and identically distributed random variables in L, then

M
1 . 2
E[U;] = 37 2 U < —=(ITjllzs + [1Uj]2).
M & Nevi

e
The (o(X% (w, -))1<j<m being independent and identically distributed L* random variables, we have

1 M

Eg[(p(Xv;’;’j(w,&T))] - MZ@(X;’](‘U?&T)) <

Jj=1

(5.14)

For almost all w, & and all 4, j we have
Qis(@,0)) < 5 (VAs+VEDWH(T + As) = WH(T))))

/B (VT vap W80 - W,;,j(T))> |

IN

Therefore, for almost all w and all ¢ we have
1Qi.5(w, )l 2 = CorvAs,
and

Qi (w, 5)”];2 < CiorV As.
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Besides this, the (Q;;(w, )1<j<m are idependant and identically distributed random variables in L4,
therefore

M
Ee[Qi(w, §)] — % ;Qi,j(%f) ) T(CQ + Cho)sV/As, (5.15)
and
Be[Qs(w. ) — 57 ZQ” w,€) ) < \/—CQHF (5.16)
Finally, for almost all w, £ and all 1 <i < N,
P(E[p(X5 (T + As))]) — Y(Elp(Xp7 (T)])
As
ST YLy (XA (T + As))) — (47 iy (X3 (T)))
As
1 ..
— [ Do ) + i) 2
1 M M
—/0 Dip (%Zg@(xw ZQM) .M

0 As

1 M
-/ (Dw(E[so(Xf;j(T)HuQu ( > el (T +u@i»j>)>-zi4ﬁ” u

Thus, thanks to Cauchy-Schwarz inequality and the above preliminary results (5.14), (5.16) and (5.15), we
have for almost all w, { and all 1 <7 < N,

Y(Ep(X57 (T + As))]) — p(Ee[o(X27 (T))])

1 .
- DWW@MﬂHmMA([@ﬂMZH@v

As
Ular S Q(XEI(T + As))) — (5 0L, @(X2(T))) |
As L
M
< _5 EG[QH} - MZQ17
j=1 Lz
£ Qi jll pa o Mo 1Y
TR HE[‘P X(T))] - % D (X1 EQis]l — 37 > Qi)
j=1 Lg J=1 Lg
k CorvAs 4k CrokVAs
< o IR (e (O Cuon/s ) CORYES
< CuR’(1+ k)
ne VMAs'

Taking the sum over i of these inequalities and taking the expected value with respect to w yields

1
2
||E4((")7€)HL5Y5 < Cuk (1 +ﬁ)\/m
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The final result on F follows, taking the sum of the bounds of F1, E2, E3, F4.
|
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Résumé

Ce travail présente quelques résultats concernant des méthodes
numériques déterministes et probabilistes pour des équations aux
dérivées partielles a coefficients aléatoires, avec des applications
a 'hydrogéologie.

On s’intéresse tout d’abord a I'équation d’écoulement dans un lieu
poreux en régime stationnaire avec un coefficient de perméabilité
lognormal homogene, incluant le cas d’une fonction de covariance
peu réguliére. On établit des estimations aux sens fort et faible de
lerreur commise sur la solution en tronquant le développement
de Karhunen-Loéve du coefficient. Puis on établit des estimations
d’erreurs éléments finis dont on déduit une extension de I'estima-
tion d’erreur existante pour la méthode de collocation stochasti-
que, ainsi qu’une estimation d’erreur pour une méthode de Monte-
Carlo multi-niveaux.

On s’intéresse enfin au couplage de I'équation d’écoulement consi-
dérée précédemment avec une équation d’advection-diffusion,
dans le cas d’'incertitudes importantes et d’'une faible longueur de
corrélation. On propose I'analyse numérique d’'une méthode numé-
rique pour calculer la vitesse moyenne a laquelle la zone contami-
née par un polluant s’étend. Il s’agit d’'une méthode de Monte-Carlo
combinant une méthode d’élements finis pour I'équation d’écoule-
ment et un schéma d’Euler pour I'équation différentielle stochas-
tique associée a I'équation d’advection-diffusion, vue comme une
équation de Fokker-Planck.

Mots clés : quantification des incertitudes, coefficient lognormal,
développement de Karhunen-Loéve, méthode d’éléments finis,
méthode de collocation stochastique, méthode de Monte-Carlo
multi-niveaux, méthode de Monte-Carlo, schéma d’Euler pour des
équations différentielles stochastiques.
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Abstract

This work presents some results about probabilistic and determi-
nistic numerical methods for partial differential equations with
random coefficients, with applications to hydrogeology.

We first consider the steady flow equation in porous media with
a homogeneous lognormal permeability coefficient, including the
case of a low regularity covariance function. We establish error es-
timates, both in strong and weak senses, of the error in the solution
resulting from the truncature of the Karhunen-Loéve expansion of
the coefficient. Then we establish finite element error estimates,
from which we deduce an extension of the existing error estimate
for the stochastic collocation method along with an error estimate
for a multilevel Monte-Carlo method.

We finally consider the coupling of the previous flow equation with
an advection-diffusion equation, in the case when the uncertainty
is important and the correlation length is small. We propose the
numerical analysis of a numerical method, which aims at compu-
ting the mean velocity of the expansion of a pollutant. The method
consists in a Monte-Carlo method, combining a finite element
ethod for the flow equation and an Euler scheme for the stochastic
differential equation associated to the advection-diffusion equa-
tion, seen as a Fokker-Planck equation.

Keywords: uncertainty quantification, lognormal coefficient,
Karhunen-Loéve expansion, finite element method, stochastic
collocation method, multilevel Monte-Carlo method, Monte-Carlo
method, Euler scheme for stochastic differential equations.
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