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Introduction

De la modélisation par les mathématiques

C’est une évidence : une réalité qu'une science cherche a étudier est bien
trop complexe pour étre approchée dans tous ses détails simultanément. Pour
contourner cette difficulté, les scientifiques ont recours a la modélisation que
I’on pourrait décrire comme suit : la modélisation consiste, d’une part, a dé-
finir un certain nombre de principes liés & 'objet étudié et, d’autre part, a
sélectionner certaines quantités, grandeurs et variables supposées pertinentes
et finalement & étudier comment les quantités sélectionnées s’articulent avec
les principes choisis. La modélisation est par conséquent un compromis entre
la complexité de la réalité et la capacité de nos outils & en rendre compte,
qui est en général bien plus faible — que ces outils soient conceptuels, expé-
rimentaux, mathématiques ou informatiques.

Le résultat de ce processus de modélisation est un modéle qui, bien sou-
vent, se présentera sous la forme de grandeurs mathématiques reliées entre
elles par des équations plus ou moins abstraites, les mathématiques ayant
jusqu’a présent montré leur «déraisonnable efficacité dans les sciences natu-
relles» selon le mot célébre du physicien E. Wigner!. En tout état de cause, ce
sont uniquement les modéles mathématiques qui vont nous intéresser dans la
suite et uniquement dans le domaine de la physique, la biologie ou la chimie.

L’obtention d’'un modéle n’a rien de systématique, c’est donc un travail
en soi qui est par nature interdisciplinaire. Les difficultés se situent souvent
dans cette traduction des principes qui sont en général qualitatifs en leur
effet sur les grandeurs qui est donc de 'ordre du quantitatif. Un exemple
qui nous occupera dans la suite est par exemple le principe d’objectivité qui
énonce qu’'une loi constitutive d’un matériau ne doit pas dépendre du référen-
tiel dans lequel cette loi s’exprime. Nous verrons que nous pouvons traduire

! «The miracle of the appropriateness of the language of mathematics for the formula-
tion of the laws of physics is a wonderful gift which we neither understand nor deserve»
in The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural Sciences Communica-
tions in Pure and Applied Mathematics, (1960).
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quantitativement ce principe en exprimant invariance d’une grandeur (en
I'occurrence la contrainte) sous I'action d’un changement de référentiel ¢’est-
a-dire sous l'action d'un groupe. L’écriture de la loi constitutive devra alors
prendre en compte cette invariance pour respecter le principe d’objectivité.

Une fois le modéle obtenu, le travail du mathématicien ne s’arréte pas
car, d'une certaine fagon, les qualités mathématiques d’un modéle sont une
mesure de la «qualité» d’'un modéle. Prenons l'exemple du caractére bien
posé d’un modeéle. Rappelons rapidement qu’un modéle bien posé au sens
d’Hadamard est un modeéle qui a une unique solution et dont la solution est
«continuey (dans un sens qui peut étre compliqué) par rapport aux données
externes. L’idée est qu'un modéle bien posé est un modéle qui rend service :
il fournit une unique solution & comparer a la réalité expérimentale et as-
sure que, si on fait des petites erreurs de mesure sur les données externes, la
solution fournie ne sera pas trop éloignée de celle qu’on voudrait. Le carac-
tére bien posé d’un modéle devrait donc étre un pré-requis incontournable a
I'utilisation d’'un modéle. Il arrive pourtant d’entendre des remarques comme
«l'existence et 'unicité de la solution sont évidentes, puisque dans la réalité,
'eau s’écouler? (ou bien, dans un autre contexte, «la pression est positive
puisque c’est une pression»”).

En fait, les propriétés mathématiques des modéles permettent de discri-
miner les modéles : un modéle qui assure que la pression calculée est effecti-
vement positive sera préféré a un modéle qui ne permet pas de affirmer. 11
faut toutefois se garder du manichéisme : il est rare que les modéles soient
parfaits — ¢’est dans leur nature. Qu’on ne sache pas si les solutions de Navier-
Stokes incompressible développent des singularités qui montrent qu’on finit
par violer 'hypothése d’incompressibilité, n’empéche pas que ce modéle soit
trés largement utilisé, et a raison.

Enfin un bon modéle ¢’est avant tout un modéle qui reproduit fidéle-
ment les données expérimentales du phénoméne étudié. Pour cela il convient
d’extraire du modéle des simulations reproduisant les situations expérimen-
tales envisagées afin de les comparer. L’idéal est un modéle qui reproduit les
données expérimentales aux erreurs prés mais parfois on doit se contenter
d’un modéle qui reproduit le phénomeéne observé globalement ou en ordre de
grandeur, les valeurs exactes n’étant pas correctement approchées. Ce genre
de modéle est néanmoins trés utile car il apporte des preuves que les prin-
cipes envisagés peuvent en grande partie expliquer le phénoméne étudié. Dans
la réalité, de nombreux mécanismes peuvent s’ajouter mais ils ne rendront

Zrapporté d’une conférence 4 I'auteur.
3réponse envisagée comme acceptable A une épreuve de mathématique du concours
physique de ’ENS.
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compte que d’effets correctifs.

Les simulations numériques peuvent étre trés naturelles si le modéle est
initialement conc¢u pour étre un modéle discret. C’est le cas par exemple des
modeéles fondés sur les automates cellulaires. Mais, dans la plupart des cas
qui nous intéresseront dans la suite, les modéles seront des modéles dit conti-
nus car s’appuyant sur des objets non discrets (typiquement des fonctions
sur 'espace réel). Préparer des simulations numériques cohérentes avec le
modeéle continu est alors en soi un travail mathématique et parfois infor-
matique — complet. Il s’agit de calculer des approximations d’objets continus
a l'aide d’objets discrets mais surtout il s’agit de vérifier que ces objets dis-
crets respectent des propriétés issues du modéle continu. Par exemple, les
concentrations chimiques approchées doivent étre positives. Ce travail de
discrétisation n’est souvent pas indépendant du travail de modélisation et en
bénéficie souvent. On sait par expérience qu'un schéma fondé sur le splitting
a trés peu de chance de donner de bons résultats si ce splitting ne respecte
pas «la physique du probléme» (une condition nécessaire mais pas toujours
suffisante).

Nous espérons présenter dans cette thése des exemples pertinents et des
résultats intéressants liés & chacune des problématiques précédentes (modé-
lisation, analyse théorique et simulations numériques). Nous allons tirer ces
exemples de deux domaines différents : le premier est la modélisation des
matériaux dits vitreux mous ou amorphes (qui constitue la partie principale
de ce mémoire de thése) et le second de domaines comme la biomécanique ou
la chimie. Dans le domaine de la modélisation : nous aborderons les questions
de la transition vitreuse, 1’'objectivité pour les lois rhéologiques (chapitre 4),
la diffusion d’espéces chimiques a réactions infiniment rapides dans un milieu
hétérogéne (chapitre 5), la biomécanique hétérogéne comme explication du
phénomeéne d’interdigitation dans les sutures craniennes (chapitre 6). Pour ce
qui est de I’analyse théorique, les sujets abordés seront les fonctions implicites
et leur comportement au voisinage de singularités (chapitre 1), la pénalisa-
tion des équations différentielles avec approche «a la Kato» (chapitre 2), ou
par estimation d’erreur (chapitre 3), les équations elliptiques a données peu
réguliéres (chapitre 4). Enfin nous présenterons un schéma de volumes finis
relaxé (chapitre 5) ainsi qu'un code d’éléments finis pour l'interdigitation
(chapitre 6).



4 Introduction
Apports principaux de la thése

Matériaux vitreux

Commencons par présenter nos travaux en lien avec les matériaux vitreux.
A la suite des travaux de BOUCHAUD, COMTET et MONTHUS [11], SOLLICH,
LEQUEUX, HEBRAUD et CATES |68] ont proposé un premier modéle pour la
rhéologie des matériaux vitreux mous (Soft Glassy Rheology) a I'aide d’une
description de champ moyen (c’est-a-dire que I'état du matériau est repré-
senté globalement (ou macroscopiquement) par une distribution statistique
des états locaux (ou états mésoscopiques), ceux-ci étant caractérisés par leur
énergie interne et leur déformation élastique. Le modéle suivait ensuite les
principes du modéle de piége de BOUCHAUD et al.. Ce modéle donnait de
bons résultats mais souffrait d’un défaut (déja présent dans [11]) : le mo-
déle faisait entrer de fagon ad hoc la température de transition vitreuse.
HEBRAUD et LEQUEUX ont alors proposé [37] un modéle de champ moyen
fondé sur les mémes idées (distribution d’état et réorganisation locale des
états lors d’un saut) qui propose une formulation auto-consistante de la ré-
organisation. Nous renvoyons a I’annexe A et aux références qui s’y trouvent
pour plus de détails.

Une catégorie classique de matériaux vitreux mous est formée par 1'en-
semble des dispersions : il y a dispersion lorsqu’un matériau solide, liquide ou
gazeux est dispersé en bulles qui ne coalescent pas, dans un autre liquide ou
gaz. On obtient alors, selon les cas, des suspensions (certaines argiles comme
la bentonite), des émulsions (comme la mayonnaise) ou des mousses (mousses
de bains).

Notons que les modéles comme le modele SGR de SOLLICH et al. ou
le modéle d’Hébraud-Lequeux visent a décrire un matériau amorphe géné-
rique selon des principes généraux : on peut les voir comme des matériaux
amorphes idéaux. Il existe néanmoins beaucoup de modéles plus spécifiques a
certains matériaux amorphes : citons par exemple le modéle macroscopique
multidimensionnel spécifique aux mousses de BENITO, BRUNEAU, COLIN,
GAY et MOLINO [6].

Décrivons rapidement ce modéle. L’état macroscopique du matériau est
donné par une distribution p(¢, o) sur I'espace des contraintes locales o qui
sont distribuées dans R. Au cours du temps, lorsqu’il est soumis au taux de
déformation 5(¢), les contraintes locales peuvent évoluer sous I'action de trois
phénomeénes :

1. d’abord la contrainte évolue élastiquement, ce qui se traduit par un
gain local de —Go%(t)0,p;
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2. ensuite, lorsque la contrainte locale dépasse un certain seuil, la contrainte
relaxe vers 0 avec un temps de relaxation caractéristique Tg ce qui donne
un terme de perte —1/To1R\[—0. 00 + I'(t)do(0) ot 'on a noté 1x la
fonction indicatrice de X, dp la masse de Dirac en 0 et I'(¢) le taux de
saut appelé fluidité

r<t>:Ti0 oy (1)

3. enfin chaque contrainte locale est soumise a un bruit résultant des réar-
rangements qui s’opérent au voisinage des événements de relaxations.
Ce bruit est supposé brownien et d’intensité proportionnelle au taux
d’événements de relaxation c’est-a-dire proportionnel & la fluidité. On
note « cette constante de proportionnalité qui peut s’interpréter comme
une fragilité mécanique : plus « est grand et plus le matériau se brise
facilement et peut donc s’écouler.

On obtient alors le modéle d’Hébraud-Lequeux en cherchant p qui vérifie :

O = —Go¥(t)0sp — TiOlR\[—ac,acm +T()oo(0) + al()doop,  (2)

p >0, (3)

/ p(t,o)do =1, (4)
oeR

p(0,0) = po(0). (5)

Dans ce modéle la contrainte macroscopique 7 du matériau est définie &
partir de p par la formule

T(t) = /GR op(t,o)do. (6)

Le modéle d’Hébraud-Lequeux peut donc étre classé dans la famille des
modeéles cinétiqgues fondée sur une équation de type Fokker-Planck : une
équation du deuxiéme ordre portant sur la densité de probabilité p(vq, . .., v,)
de trouver une particule au voisinage du point (vy,...,v,) de 'espace des
phases, lorqu’elle suit un mouvement stochastique,

8tp:—zavi(pvi(vl,..., Z pD” U17"'7vn))7
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ou V est la tendance (le drift en anglais) et D est le tenseur de diffusion. Le
probléme peut-étre le plus emblématique de I'utilisation de ce type d’équation
est la dynamique des gaz parfaits homogénes pour lesquels

D=1d et V(v) = —v.

L’espace des phases est alors ’espace des vitesses de particules. Notons im-
médiatement que, dans ce cas, on peut réécrire le second membre de la facon
suivante (voir DESVILLETTES et VILLANI [26] ou DEGOND, LEMOU et P1-
CASSO [24| avec des développements spécialement liés aux fluides viscoélas-

tiques) :
div (pv) + Ap = div <M(v)V ( M%)) ,

o M est traditionnellement appelée mazwellienne, M(v) =

~[v]?/2
(2m)n/2 :
Dans ce cas il est facile de voir que 'unique solution de I’équation stationnaire
sous contrainte /p =lest p=M.

Dans le cas du modéle d’Hébraud-Lequeux, on peut considérer que 1'on a
affaire & une équation de Fokker-Planck dans laquelle ’espace des phases est
I'espace des contraintes de cisaillement. L’équation (2) d’Hébraud-Lequeux
présente toutefois des caractéristiques trés différentes :

— Péquation est non-linéaire car le coefficient de diffusion aI'(t) dépend

lui-méme de la solution via (1);

— l’équation est non-conservative : en effet, & cause du terme de saut
—1/To1R\[-0.,0.p + [(t)do(c), nous ne pouvons pas mettre I'équation
sous une forme ot la dérivée temporelle de p 9;p serait égale a la dérivée
par rapport a ¢ d’une certaine expression. Il en résulte notamment une
multiplicité des états stationnaires.

Enfin, pour achever cette mise en contexte du modeéle d’'Hébraud-Lequeux,
nous pouvons évoquer d’autres modéles rhéologiques s’appuyant sur une des-
cription cinétique en particulier le fameux modéle des haltéres (en anglais
dumbell) pour les solutions de polyméres diluées qui existe sous diverses
formes plus ou moins complexes (voir par exemple LE BRis [46]). Dans ce
modéle, une trés longue molécule de polyméres est réduite au vecteur X for-
mant ses deux extrémités. On décrit ensuite la distribution statistique du
vecteur X a I’aide d’une équation de Fokker-Planck (ou plutot de sa version
inhomogene 1'équation de Vlasov-Fokker-Planck) :

. 1 1
Op+u-Vup=—div x ((quX — 2W6VH(X)> p) + 2W6MAXP’ (7)
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ou II(X) décrit le potentiel de la force de rappel qui s’exerce sur 'haltére du
fait des contraintes entropiques (un vecteur trés long cache une molécule trés
dépliée qui a donc moins de marge de manceuvre pour se déformer). Suivant
la complexité du potentiel on obtient des modéles plus ou moins réalistes, les
plus connus étant :

— le cas des haltéres linéaires,

1
() = 51X

— le cas des haltéres a extension finie (FENE),

bM X|?

Bien qu’autorisant une extension infinie des polymeéres (ce qui n’est pas
réaliste) le modéle des haltéres linéaires a une trés grande importance en
rhéologie, car il est équivalent a un modéle purement macroscopique trés
utilisé : le modéle de Maxwell surconvecté (voir 'annexe A pour plus d’in-
formation sur ce modéle). C’est I'un des rares cas en rhéologie ot 'on a une
justification microscopique d’un modéle macroscopique. Pour une revue des
résultats concernant ces modéles nous renvoyons vers LE BRIS et LELIEVRE
[47]. Notons que 'un des premiers résultats mathématiques d’existence de
solution pour les modéles de fluides basés sur des descriptions cinétiques a
été donné par RENARDY [63].

Dans les chapitres 1, 2 et 3 nous nous intéressons a la version stationnaire
de (2) (5), c’est-a-dire au probléme suivant :

. 1
0= —Go¥0pp — TO]-R\[—oc,oc]p + () + al'Opep, (8)

p=0, (9)
/ Rp(a)da =1 (10)

et plus particuliérement a la composée des applications : 4 +— p la solution
de (8) (10) et de 'application p — 7 ou 7 est calculé via (6). Autrement dit,
on veut étudier les courbes de flot associées au modéle d’'Hébraud-Lequeux
stationnaire. Evidemment puisqu’on parle de LA solution de (8)—(10) il faut
s’assurer que cette solution existe et est unique dans un cadre fonctionnel
approprié, ce qui est exact dés lors que 4 # 0 d’aprés un théoréme de CAN-
cEs, CATTO et GATI |16] dont nous redonnons la démonstration au cours
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Solutions stationnaires b=3
1 T T T

—u=0.15
0.9- —u=0.3 ||
—u=0.5
0.8f —n=
—u=2.5
0.7- b
0.6 b
0.5r N
0.4r N
0.3r N
0.2r N
0.1 N
O L 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

F1G. 1: Exemples de solution du systéme (8) (10)

du chapitre 1. On peut voir quelques exemples de telles solutions dans la
figure 1.
[intérét principal de ce chapitre est la démonstration de I’énoncé suivant :

Théoréme 1. Notons n. = GoTy. Soit p(7,0) Uunique solution du probléme
(8)—(10) lorsque le tauz de cisaillement est non nul ¢’est-a-dire i # 0. Alors
les comportements possibles pour 7(§) = / op(%,0)do lorsque ¥ — 0 sont

. ceR
les suivants :

si a > 002/2 Le fluide se comporte comme un fluide newtonien de viscosité
apparente n(a/c?). Si lon définit n* (1) par la formule
3 —1+1/2(4p —1)3/2
24p(p—1/2)* 7

() =1+

alors nous avons
T(§) ~ nla/ol)y
ol la viscosité apparente n est donnée par n(a/o?) = n*(a/o?)n. ;

sia< 03/2 Le fluide présente un seuil dynamique 1y. Plus précisément : on
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définit d’abord c(p) comme la seule racine positive de [’équation

c(p)(cosh(1/e(p)) —1) "
sinh(1/c(p))

et 7" () par la formule

(1) = (1 - 1) c(p),

2

alors nous avons
(%) — mo(a/a?)
ot 7y est donné 1y(a /o) = (o )0?)0, ;
si a=02/2 le fluide suit une loi de puissance d’ezposant 1/5 ce qui signifie
qu’on a )
242 5
() ~ ?03/5 RASRAS

Ce théoréme précise donc le comportement de la courbe (¥, 7(7)) en fonc-
tion du paramétre p. Cette courbe est vraiment I'un des outils fondamentaux
en rhéologie : ce sont les courbes expérimentales que 'on obtient dans la
plupart des dispositifs expérimentaux tels que les cellules de Couette, ou les
rhéométres cone-plan (pour plus de détail sur 'expérimentation en rhéologie,
nous renvoyons a OSWALD [57|, HEBRAUD [36] ou GOYON [33]). On trouvera
des exemples de telles courbes dans I'annexe A pour quelques modéles clas-
siques tels que celui de Bingham (figure A.4 p. 242) ou d’Herschel-Bulkley
(figure A.5 p. 243).

L’énoncé en lui-méme signifie que le modéle d’Hébraud-Lequeux rend
compte du phénoméne de la transition vitreuse dans le matériau : le fluide
change de type rhéologique en fonction d'une «température» de transition
jouée ici par la fragilité o : on passe brusquement d’un comportement new-
tonien lorsque la température est suffisamment élevée a un comportement a
seuil lorsque la température est en dessous d’'une température de transition
a laquelle le fluide a un comportement intermédiaire de loi de puissance. On
trouve une illustration de cette transition vitreuse dans la figure 1.2 p. 42.

Cette propriété avait été remarquée par HEBRAUD et LEQUEUX mais &
notre connaissance n’avait pas été démontrée auparavant. La démonstration
s’appuie sur une expression analytique de la solution de (8)—(10) : celle-ci est
obtenue par intégration de I’équation différentielle et couplée avec une équa-
tion transcendante de type f(%,T") = 0 que I’on résout grace au théoréme des
fonctions implicites. L’analyse de 'asymptotique v — 0 passe par une étude
relativement compliquée du comportement de la solution implicite I'(¥) car
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la fonction f est violemment singuliére au voisinage du point d’intérét (0, 0)
(voir par exemple son expression p. 43 dans des variables adimensionnées,
étant proportionnel a I' et y proportionnel a ). Il faut donc désingulariser le
probléme par un changement de variables appropriées (certains changements
de variables pouvant paraitre naturels mais n’étant pas efficaces au final). Il
faut ensuite calculer la contrainte associée au paramétre 4 et montrer que le
comportement asymptotique de I'(§) permet de trouver le comportement de
7. Ceci nécessite de nouveau une analyse assez minutieuse méme si les outils
théoriques sont assez basiques. En effet, la différence entre la valeur exacte (a
4 fixé) et son asymptotique supposée est controlée par un produit de termes
dont certains sont singuliers dans la limite ¥ — 0.

Le chapitre 1 a fait 'objet d’une publication dans la revue Zeitschrifft fiir
Angewandte Mathematik und Physik, [53].

Alors que nous travaillions & la démonstration du premier chapitre, nous
cherchions parallelement a généraliser le modéle d’Hébraud-Lequeux a des
types d’écoulement qui ne se limitaient pas au seul cas du cisaillement simple.
En effet il est bien connu que pour un matériau méme simple, un seul type
d’écoulement n’est pas suffisant pour connaitre toutes les propriétés d'un
fluide. On peut tout simplement penser au cas des fluides newtoniens com-
pressibles qui ont deux viscosités, et le cisaillement simple ne permet d’avoir
accés qu’a une seule information (une combinaison linéaire de ces deux vis-
cosités). Bien entendu, il fallait que le modéle généralisé garde les bonnes
propriétés du modéle original. Pour décrire le modéle nous avons besoin
de quelques notations. Ce modéle est de nouveau une modélisation de type
Fokker-Planck et cette fois la densité de probabilité est définie sur 'espace
des matrices symétriques de dimension 6 en 3d et de dimension 3 en 2d. Le
point générique de cet espace est ¥ = (¥;;)i<; et p est donc une fonction des
coordonnées Y11, 2ag, 233, 212, 213, 2o3. On le munit du produit scalaire

DY = NS +2) 8%, (11)
i i<j
et on note | - | la norme associée. On définit les opérateurs
1
Agp = Z Os,2.p + 5 Z Os,;5:,Ds (12)
i i<j
et
Vep = (8Eijp)z’,j- (13)

Enfin on généralise la fluidité en,

r(p) = /E|>lp<z> T]ass (14)

i<j
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On notera dorénavant d¥ = HdZij.
i<j

Pour le champ de vitesse u on utilise les notations classiques W (Vu) et

D(Vu) pour les parties respectivement antisymétrique et symétrique de Vu.

Il nous reste a définir pour a appartenant a [—1,1]

9a(2, Vu) = XW(Vu) = W(Vu)X — a(D(Vu)X 4+ XD(Vu)). (15)

Le modéle prend alors la forme suivante,

op(t,x,X) +u-Vup — ga(3,Vu) : Vyp =
—2GoD(Vu) : Vep(t,z, %)

- 12|>T2c<2>p<t, 2,5) + D (p)(t, 2)p(Z)

+ ol'(p)(t, x)Asp(t,z,X) (16)

complété avec la condition

/ p(t,z,X)dX = 1. (17)

Dans ’équation (16), on a séparé le second membre en la somme de trois
termes, chacun correspondant aux effets 1 3 reférencés p. 4. Il est a noter
que p joue le role qui était dévolu a la masse de Dirac en 0 : ce doit étre une
mesure a support contenu dans la boule unité, invariante dans un sens qui
sera précisé dans le chapitre 4. Enfin on récupére le tenseur des contraintes
macroscopiques par intégration :

RS

Pour la conception de ce modéle la question la plus importante a été celle
de I'objectivité. Le principe est qu’'une loi physique ne doit pas dépendre de
I’observateur. En mécanique, ce principe se traduit par une indépendance des
équations par changement de référentiel. Cette question est occultée lorsqu’on
se restreint a des situations de cisaillement simple. Mais c’est un probléme
en rhéologie lorsqu’on passe d’un modéle en cisaillement simple & un modéle
général. L’exemple peut-étre le plus simple est la généralisation du modéle
de Maxwell. En cisaillement simple ce modéle prend la forme suivante :

1
T+ =7 = Goy. (19)
1o
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Si on essaie de généraliser naivement cette équation en

AT + T = GyD(Vu),
Ty

on tombe sur une équation qui n’est pas invariante par changement de réfé-
rentiel. Il est connu (voir 'annexe A et les références qui s’y trouvent) que,
pour obtenir une équation qui soit de nouveau invariante par changement
de référentiel, on peut ajouter des termes qui sont précisément g, (7, Vu). 11
existe ici un trou entre condition nécessaire et suffisante car on sait que l'on
doit changer les équations et on sait comment on peut les changer mais on
ne sait pas s’il existe d’autres facons de le faire et pourquoi on doit utiliser
9o(T', Vu). En conséquence, le sens de ce paramétre a n’est pas clair. Comme
nous I'avons mentionné, il existe une justification dans le cas des polyméres
dilués de la valeur a = 1 mais certaines expériences sur d’autres matériaux
conduisent a prendre a proche de —1 pour un meilleur accord avec les don-
nées expérimentales. Enfin citons le résultat de LIONS ett MASMOUDI dans
[48| qui montre le caractére bien posé, global en temps, des solutions faibles
d’un modeéle proche du modeéle de Maxwell (le modéle d’Oldroyd) dans le cas
a = 0. Pour les résultats mathématiques dans le cas a # 0, il n’existe essen-
tiellement que des résultats d’existence locale en temps de solution forte (voir
par exemple RENARDY [62]). Pour une revue des résultats mathématiques
associés a ce type de modéle, nous renvoyons a SAUT [67].

Nous retrouvons cette problématique pour le modéle d’Hébraud-Lequeux :
considérons ’équation (2) et 0. = 0. Dans ce cas nous avons I'(t) = 1 et
I’équation se réécrit :

1
atp = —GO"y(?gp — Tp + (50 + a@iap.
0

Nous pouvons multiplier cette équation par o et intégrer sur R. En utilisant

(6) on obtient alors :
1

atT = Go’y — TOT,
c’est-a-dire I'équation de Maxwell (19); ce qui explique I'apparition du terme
9a(X,Vu) : Vyp dans (16).

Il reste a savoir si ce modéle rend bel et bien compte d’'un phénomeéne
de type transition vitreuse et, si oui, de quelle facon la généralisation a des
situations multidimensionnelles a modifié cette transition. Plus précisément,
la question que nous nous posons est la suivante : si nous nous plagons dans un
cadre stationnaire et homogéne (plus de dépendance en temps et en espace)
avec un flot prescrit et petit (c’est-a-dire en supposant la relation Vu = e M
ou M est une matrice donnée) alors que peut-on dire de la limite de 7" lorsqu’e
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tend vers 07 Il apparait trés rapidement que la stratégie utilisée pour mener
la méme étude dans le cas 1d n’a aucune chance de fonctionner dans le cas
multidimensionnel, faute de forme analytique simple pour les solutions des
équations de transport-diffusion stationnaires. Avant de pouvoir répondre &
la question, il a donc fallu chercher une nouvelle démonstration du théoréme
1, suffisamment souple et générale pour avoir une chance de s’adapter au cas
multidimensionnel.

La démonstration donnée dans le chapitre 1 fait tout pour court-circuiter
la solution p en lui cherchant une forme analytique que 1’on sait intégrer pour
ne raisonner que sur 7, I' et 7. Nous allons présenter maintenant une nouvelle
approche, développée au chapitre 2, qui prend le parti inverse de développer
asymptotiquement la solution p de (8)-(10) pour 5 petit, et de ne raisonner
que sur elle afin d’en déduire par simple intégration le développement de 7.

Cette nouvelle méthode nous I’avons trouvée par analogie avec un pro-
bléme a priori sans rapport, celui de la pénalisation d’obstacle. Imaginons un
fluide de Stokes s’écoulant dans un domaine {2 et supposons que ce domaine
contienne un obstacle w. Les équations sur la vitesse du fluide sont alors :

—vAu+Vr = f, dans Q\w

divu =0, dans Q \ w (20)

u=0, sur OJw
complétées avec des conditions aux bords de 2. Pour des raisons de commo-
dité, on peut vouloir préférer travailler dans le domaine 2 lui-méme et non
Q\ w (par exemple si  est un canal rectiligne, on peut vouloir tirer parti

de ses symétries). Dans ce cas on peut modifier les équations précédentes en
ajoutant un terme de pénalisation :

1

—vAu* +Vr© + -1,u° = f, dans
€

divu® = 0. dans 2

(21)

L’heuristique est que, lorsque € est trés petit, on doit avoir 1,u° &~ 0 pour
éviter I'explosion du systéme, ce qui revient a dire que u® est nul dans w et
donc sur son bord. On retrouve ainsi, a la limite, le systéme initial.

Cette heuristique a été justifiée dans le cas des équations de Navier-Stokes
incompressible par ANGOT, BRUNEAU and FABRIE, |2|, pour la convergence
L? et CARBOU and FABRIE [20] pour la convergence H'. Remarquons immé-
diatement que 1’étude de la convergence H' nécessite de prendre en compte le
comportement de u° au voisinage de 'obstacle car il faut tenir compte de la
couche limite (numérique) et de son énergie. Cette approche a aussi été justi-
fiée pour des problémes d’ondes par FORNET et GUES [30] et FORNET|28, 29].
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L’analogie avec le probléme qui nous occupe est la suivante : a la suite
du chapitre 1 nous savions que dans la limite ¥ — 0 de (8)—(10) dans le cas
a < 02/2, T était équivalent a cy. Si nous remplacons dans (8)—(10) T’ par
son équivalent et que nous divisons par 7 nous obtenons I’équation suivante :

T

Cette équation est formellement la méme que (21) ou I'obstacle serait le
complémentaire du segment [—o., o.]. Nous avons donc cherché des dévelop-
pements asymptotiques qui prenaient en compte ce phénoméne de couche
limite déja mentionné.

La mise en ceuvre n’est toutefois pas immeédiate : par exemple, on ne
trouve pas le probléme vérifié par la solution fondamentale (c’est-a-dire le
terme de plus bas ordre ou la limite potentielle) simplement en remplagant
4 par 0 dans (8). La forme du développement n’est pas non plus évidente a
priori. Le meilleur point de vue est ici de postuler une forme trés générale
de développement asymptotique et ensuite de raisonner pour en expliciter
la forme nécessaire : cette méthode a pu servir de base pour une analyse
similaire sur le modéle multidimensionnel. Les chapitres 2 et 4 sont d’ailleurs
trés similaires en termes de structure. Néanmoins, les deux chapitres ont
leur intérét propre : le chapitre 2 introduit la méthode et nous nous ser-
vons du contexte unidimensionnel pour mener une analyse compléte, jusqu’a
démontrer un théoréme de convergence analytique inspiré des méthodes de
perturbation analytique «a la Kato» [43]; le chapitre 4 admet une analyse
moins poussée de la convergence mais les calculs qui y sont menés sont beau-
coup plus difficiles et il est aussi nécessaire de faire appel & des arguments
d’analyse des équations aux dérivées partielles plus fins.

Nous devons notamment étudier des équations elliptiques dans des cadres
L ot 3 peut étre strictement plus petit que 2, & données peu réguliéres (me-
sures). D’autre part, opérateur de «transport» (dans I'espace des contraintes)
se réduit en 1d a4 0, mais dans notre modéle multidimensionnel, nous obte-
nons un opérateur de transport a coefficients affine en contrainte qui dépend
du type d’écoulement imposé au matériau. Pour la bonne marche de la dé-
monstration nous avons besoin de propriétés sur les caractéristiques de cet
opérateur (caractéristiques transverses sur la sphére unité) que nous devons
vérifier pour les flots qui nous intéressent. Enfin, pour le cas de la transition,
nous devons évaluer certaines intégrales (pour en déterminer la nullité). En
1d nous pouvons le faire par la résolution explicite des équations de pro-
fils mais dans notre modéle, nous devons étudier les symétries des équations
afin d’en déduire les symétries des solutions et utiliser des fonctions tests
judicieuses inspirées par la théorie des harmoniques sphériques.

1
_acaggp + Godo-p + —/y]‘R\[*O'c,O'c]p = 050.
0
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Dans la suite, les résultats sont formulés sur le modéle adimensionné qui
prend la forme suivante :

- ¢aoap + yaop + ]-R\[—l,l]p = fj(s()(g)? (22)
p=0, (23)

/ Rp(o)da =1. (24)

Dans cette écriture y joue le role de 4, u joue le role de a et ¢/ joue le
role de T' (¢ est donc le coefficient de diffusion mécanique). Notons que nous
avons bien la relation d’autoconsistance

r=2— [ po)o (25)
M lo|>1

et que la contrainte adimensionnée se calcule toujours a I’aide de la formule

. /R op(o)do. (26)

Pour présenter les résultats du chapitre 2, le modéle (22) (24) doit étre
reformulé en distinguant la solution a I'intérieur et a 'extérieur du segment
[—1,1], et nous nommons ¢ = p_11] et 7 = pr\[-1,1]- Le systéme se réécrit
alors :

— 0054 +y0,q = %60 dans | — 1, 1], (27a)
— ¢z +yO,r +1 =0 dans R\ [-1, 1], (27b)
r(£o00) =0, (27¢)
q=20, (27d)
r =0, (27e)
r(£1) = q(£1), (27f)
Opr(£1) = Opq(£1), (27g)

1

/|a|>1 r(o)do + /_1 q(o)do =1, (27h)

sans oublier la définition de la fluidité,

o _ r(o)do. (28)

H lo]>1
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Le développement asymptotique pouvant faire apparaitre des termes de
type «couche limite» pour r, nous introduisons la fonction distance au bord
{—1,1}, 0.(c) = |o| — 1. Nous faisons alors les ansdtze suivants :

a(0) ="y Q" (o), (29a)
r(o) = . SR (o ks RF ( sign(o bel0)
0=V )+ ® (sien). (). (o)

ce qui implique, en utilisant (28), que ¢/u se développe de la fagon suivante :

+oo
o) _ S Gt (29¢)
K k=0

Ici [ et s sont des entiers inconnus. Nous devons commencer par les déterminer
ce qui se fait au moyen de la proposition suivante :

Proposition 1 (Forme nécessaire des ansdtze). Les paramétres des
ansitze sont les suivants :

sipu>1/2: alorss=1 etiln’y a pas de terme de couche limite (I n’est pas
défini et les R* sont nuls) ;

sip<1/2: alorss=2etl=1, ce qui veut dire que la couche limite a pour
taille y1/2 et le développement se fait en puissance de yl/Q. A lextérieur,

—k
les termes R sont nuls;

sipu=1/2: alorss=>5 etl =2, ce qui veut dire que la couche limite a pour
taille y2/5 et le développement se fait en puissance de y1/5. A Uextérieur,

les termes Ek sont nuls.

Cette proposition, bien que formelle (on ne donne a ce stade aucune infor-
mation sur la validité de ces ansiitze), est le coeur du chapitre car la démons-
tration de cette proposition fournit une méthode qui pourra étre appliquée
au cadre multidimensionnel. On voit d’autre part ressortir la transition vi-
treuse par le fait que 'on doit utiliser des développement différents suivant
la valeur du paramétre p (n’oublions pas toutefois que le modéle est continu
par rapport a p > 0).

Nous n’avons pas rencontré souvent ce type de comportement sur les
développements asymptotiques. On peut toutefois noter dans un article de
GERARD-VARET sur les couches limites d’origine physique [32], une transi-
tion similaire sur la couche limite d’Ekmann dans le cadre des fluides rapide-
ment tournants. Elle change de taille selon qu’on se trouve prés de ’équateur
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ou non : loin de I'équateur la couche limite est de taille £'/2, contre £%/°
lorsque I'on est a I’équateur.

Pour démontrer cette proposition, on introduit les ansitze (29a)—(29c)
dans les équations (27a) (27h) et on identifie les puissances de y. On cherche
alors a identifier le probléme fondamental (c’est-a-~dire les équations vérifiées
par les termes d’ordre le plus bas), ce qui dépend des choix de s et [. Puis
on analyse ce probléme et on montre son caractére bien posé ou non : on
montre que ce caractére bien posé dépend de p. Finalement, on identifie [ et
s en examinant les problémes d’ordre plus élevé.

Comme nous 'avons dit, on peut tirer parti du caractére 1d du modéle
pour mener une analyse compléte de la convergence, ce qui conduit au théo-
réme suivant :

Théoréme 2. La solution de (27a)—(27h) peut étre développée en une série
convergente dont les termes sont décrits de la fagon suivante :

si > 1/2, il n’y a pas de terme de couche limite (Q et R sont des fonctions
de o) et nous avons

—0 =1 —2
(=Q +yQ +y'Q +-,
r=R +yR +y’R +---,

ainsi que

Z:EO+61y+Ezy2+---;

si p < 1/2, la couche limite est de taille y'/? et nous avons

—0 —1 —2
¢=Q +y"*Q +yQ +---,
r= iR +yR:+ -

ainst que

o R depend de (|o| = 1)/y'*
si = 1/2, la couche limite est de taille y*/° et nous avons
—0 —1 _
qg=0aQ +y1/5Q +y2/5Q Foen
r :y2/5R2+y3/533+~-- :
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ainst que

%20294/5+03y+'“7

ot R* depend cette fois de (|o| — 1)/y*/®.

Notons que la convergence de la série est démontrée dans un espace de
type Sobolev a poids exponentiel de sorte que, dans cet espace, la forme
linéaire

(q,7) — oq(o)do +/ or(o)do, (30)
[-1,1] R\[-1,1]
est une forme linéaire continue. Nous avons donc gratuitement le corollaire
suivant :

Corollaire 1. Sur la contrainte, nous avons la discussion suivante :

si p > 1/2, la contrainte se développe en
T =m0y +my*+ ...,
si < 1/2, la contrainte se développe en
T=7+AYy+...,
si u=1/2, la contrainte se développe en
T= Boy1/5 + Bly2/5 + ...

Notons que dans le corollaire précédent, les constantes 79, 7 et By sont
non nulles (et qu’on retrouve alors les valeurs calculées dans le théoréme 1
une fois reformulées en constantes adimensionnées).

Le théoréme se démontre, entre autres, en utilisant la théorie des pertur-
bations analytiques d’opérateurs dans 'esprit de KATO [43]. L’idée centrale
est de considérer le probléme (27a)—(27h) comme un probléme a deux para-
meétres y et ¢. On change ces paramétres (ce qui rappelle la désingularisation
utilisée dans le chapitre 1) puis on exprime (g,7) comme la solution d'un
opérateur elliptique, dont la dépendance en ses paramétres est analytique.
On conclut en utilisant le théoréme des fonctions implicites (toujours dans
sa version analytique). Cette approche permet de montrer la convergence de
la série (par analyticité) alors que généralement pour ces problémes de type
pénalisation, on ne montre que des développements asymptotiques (éven-
tuellement a tout ordre, voir par exemple le chapitre 6 du livre de BOYER et
FABRIE [12]).
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Le chapitre 2 est tiré d'un article accepté dans SIAM J. Appl. Math., en
collaboration avec MICHAEL. RENARDY.

Pour illustrer la souplesse de la méthode mise au point au chapitre 2, nous
I’avons appliquée au probléme suivant : quel est le comportement du modéle
d’Hébraud-Lequeux lorsque, cette fois, le taux de cisaillement 4 devient trés
grand. Du point de vue mathématique, il s’agit donc d’étudier la limite du
systéme (22) (24) lorsque y tend vers I'infini. Du point de vue expérimental,
les matériaux vitreux tendent a devenir de plus en plus newtoniens lorsque le
cisaillement est grand. Dans [37], HEBRAUD et LEQUEUX affirmaient que leur
modéle reproduisait ce fait. De plus la viscosité a la limite était indépendante
de la température p. Nous avons cherché & démontrer cette affirmation et
obtenu le théoréme (on note y = 1/¢) :

Théoréme 3. Lorsque £ tend vers 0, la contrainte T donnée par (26), ot p
est solution de (22)—(24), admet l'asymptotique suivante :

ou plus précisément

En variables dimensionnées, nous obtenons que la contrainte est équi-
valente & GoTyy ce qui traduit, bel et bien, un comportement newtonien a
viscosité indépendante de la température p.

Pour montrer ce théoréme, nous utilisons le méme principe que pour
I’étude a faible cisaillement : nous développons asymptotiquement la solu-
tion de (22)—(24) dans un espace dans lequel la forme linéaire en p (26) est
continue. Ce faisant nous en déduisons par simple intégration le développe-
ment de la contrainte 7. Ce résultat se traduit dans la proposition suivante :

Proposition 2. La solution p du probléme (22)—(24) peut s’écrire p = p™P +

rem

P, ou p*PP est définie par

g

€ exp <—> st o <0,
e
app __
P = si0<o <1,

cexp(—e(c—1)) sil<o,

(31)
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et p"™ est un terme de reste vérifiant
exp (——) pren = O(e5?), (32)
2pe 12(—00,0)
1™ |p20,1 = O(%?), (33)
€
e —-—1) rem = O(*?). 34
o (561, =0E") (34)

Une illustration de ce théoréme est donné par les figures 2 et 3 ou 1'on
a représenté respectivement la solution stationnaire et son logarithme, pour
1 =1 et différentes valeurs de ¢ ainsi que le logarithme de la solution.

Solutions stationnaires u=1
1 T T T

“b=0
—b=10

0.9- ---b=50 ||

- - b=100
0.8 B

0.7+ 4

0.6 i

0.5

0.4F

0.3

0.2

0.1

F1G. 2: Solution stationnaire de (26) pour des valeurs de b = 1/e de plus en
plus grandes

Nous avons opté cette fois pour une approche par développements asymp-
totiques tronqués (ici a 'ordre 1) contrairement a ce que nous avions fait dans
le chapitre 2. En effet, ceci nous a permis d’identifier les difficultés inhérentes
a cette démarche et peut servir de marchepied a une analyse similaire sur le
modéle multidimensionnel du chapitre 4.

Ces difficultés, quelles sont-elles 7 Comme on peut le voir dans I'énoncé
de la proposition 2, le développement ne dépend pas de u. Nous n’avons
donc pas a nous soucier d'un changement de comportement comme dans le
chapitre 2. La difficulté principale réside dans I’obtention d’un développement
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Solutions stationnaires u=1

F1G. 3: Logarithme de la solution stationnaire de (26) pour des valeurs de
b = 1/e de plus en plus grandes

asymptotique de I' qui n’est défini qu’implicitement par I’équation (24). La
réponse a cette question est donnée par le lemme suivant :

Lemme 1. La fluidité I' admet le développement
['=14+0(). (35)

Ce lemme est utilisé a plusieurs reprises pour démontrer les estimations
(32)—(33) qui, elles, mesurent la qualité de I'approximation de la proposi-
tion 2. Pourtant sa démonstration nécessite a elle seule un développement
asymptotique avec son propre cortége d’estimations de reste!

Il faut noter que ce schéma de preuve n’utilise jamais le théoréme des
fonctions implicites. D’une certaine facon, le raisonnement par le théoréme
des fonctions implicites est remplacé par un argument utilisant uniquement le
théoréme des valeurs intermédiaires. Une telle preuve peut permettre de dé-
montrer un théoréme d’existence pour ¢ petit de (22) (24) (mais on n’obtient
pas 'unicité par cette méthode).

Le chapitre 3 est tiré d’un article soumis pour un numéro spécial de
Science China Mathematics, dans le cadre de la French-Chinese Summer
School sur les effets de tenseur de contraintes sur les fluides.

Nous sommes maintenant munis d’un certain nombre d’outils pour nous
attaquer a la question suivante : le modéle multidimensionnel (16) que nous
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avons concu admet-il des propriétés similaires au modéle initial de Hébraud-
Lequeux ? La réponse que nous apportons a cette question dans le chapitre 4
n’est pas encore tout a fait compléte, méme d’un point de vue formel. Nous
pensons cependant avoir apporté des éléments qui laissent a penser que c’est
bien le cas.

Rappelons que nous nous situons dans le cas d’un fluide au repos (u = 0),
stationnaire et homogéne (pas de dépendance de p en ¢ et z, et la matrice Vu
est une matrice constante) et enfin & un faible taux de déformation (Vu =
eM). La forme de I'équation (16) est agréable d’un point de vue modélisation
pour sa concision mais, pour pouvoir 'analyser, nous devons choisir une base
de I'espace des matrices symétriques et exprimer I’équation dans cette base.
Une fois ceci accompli, nous aboutissons a la formulation suivante :

— ulAp + e(AZ + A%) - Vp + h(|Z[)p = Tp,

/ p(X)dx = 2%/2, (36)

Dans cette formulation, ¥ est le point courant de R° A est le laplacien
usuel, V l'opérateur de gradient usuel, | - | la norme euclidienne sur R® et A
est 1gr\(—1,1]- A est une matrice qui regroupe les informations provenant du
terme g,(2, Vu) : Vyp dans la formulation (16) alors que A° est un vecteur
qui provient de GoD(Vu) : Vgp; A ne dépend donc que de M et a alors que
A° ne dépend que de M et de Gy.

On le voit, le probléme est formellement trés ressemblant a (22) (24), a
la différence notable que la vitesse du transport n’est plus constante.

Nous avons travaillé sous ’hypothése qu’il existait au moins une solution
au probléme (36) ce qui est loin d’aller de soi. Mais rappelons que notre ob-
jectif était uniquement d’expliciter les comportements possibles pour notre
modeéle a faible cisaillement afin de valider son potentiel : si le modéle s’écrou-
lait dans ce domaine, il fallait le modifier.

Nous allons énoncer quelques résultats qui sont valides dans au moins
deux cas qui sont intéressants du point de vue rhéologique :

cisaillement simple : c’est le cas lorsque la matrice M vaut

|
O O O
O O =
o O O

En effet nous devons retrouver les mémes résultats que pour le modéle
d’Hébraud-Lequeux qui est écrit en cisaillement ;
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flot élongationnel : c’est le cas lorsque la matrice M vaut

2 0 O 1 0 0
M=10 -1 0 ou M=10 -1 0
0 0 -1 0 0 O

Ce sont des situations classiques dans lesquelles le matériau ne subit
aucun cisaillement.

Les résultats peuvent s’étendre a d’autres cas, mais expliciter les hypothéses
nécessaires n’éclaircirait pas particulierement le probléme : il vaut mieux
parcourir la démonstration et s’assurer que chaque hypothése intermédiaire
est vérifiée pour un flot en particulier.

Pour décrire le résultat nous notons ¢ = p;p et r = pre\p ot B est la
boule unité de R°. Nous notons encore 6,(X) = |X| — 1 la distance extérieure
a la sphére unité.

Théoréme 4. 1. Les développements asymptotiques d’une solution de (36)
ne peuvent avoir que trois formes :
— premiére forme,

(2)=Q +eQ +7Q +.... (37)
r(X) :§0+5E1+52}_%2+...,
ot @k et R sont des fonctions de X2,
— deuzieme forme,
(D) =Q" +7Q +<Q" + ... (39)
r(X) = 2R + eR* + ..,

ol @k est une fonction de ¥ et R¥ une fonction de (X/|%)], 0.(X)/e'/?),
troisieme forme,
{ o(2) = Q" +°Q +2°Q" + ...,

(39)
r(X) = PR+ PR 4.,

ol @k est une fonction de Y et R* une fonction de (3|3, 0.(X)/e¥®).
2. Définissons E la solution de
—AE =p dans|X| <1,
p X[ < (40)
E=0 sur |3| =1,

et notons
o = 2‘3/2/ E(X)d%; (41)
[2<1
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Si p > pe, alors la solution ne peut avoir un développement que de type
(37) ou (38),

Si p = ey, alors la solution ne peut avoir un développement que de type
(39) ou (38),

Si b < ey alors la solution ne peut avoir un développement que de type
(38).

Comme on le voit, ce résultat est plus faible que son analogue 1d, la pro-
position 2, car il ne permet pas d’associer a une gamme de g un seul type
de développement asymptotique excepté dans le cas p < p.. La raison en est
la suivante : en 1d, le probléme fondamental de type (38) fait intervenir une
équation de type F'(¢) = u (I'inconnue est ¢) et nous savons calculer 1'ex-
pression analytique de F' : nous savons donc démontrer que cette fonction
est croissante de 0 a 1/2. Ce n’est plus le cas pour le modéle multidimen-
sionnel car la monotonie nous échappe : on sait démontrer que le probléme
fondamental associé au développement de type (38) est bien posé pour w si,
et seulement si, 23/2u est une valeur prise par une certaine fonction F'. Cette
fonction est définie de la facon suivante : notons H, la solution du probléme
suivant :

(42)

—vAH, + (AL + A%) - VH, =vp dans |¥| < 1,
H,=0 sur |X| =1,

alors F'(v) est simplement l'intégrale de H, sur la boule unité. Sous certaines
hypothéses, encore une fois vérifiées pour les cas particuliers qui nous inté-
ressent (cisaillement simple et flot élongationnel), nous sommes capables de
calculer les limites de cette fonction F':

lin% F(v) =0, (43)
liI-iI-l F(v) = 2*p,. (44)

Les hypothéses en question (celles de la proposition 4.6) précisent en fait
la structure de l'opérateur de transport AY + A° en imposant que les ca-
ractéristiques issues de points de la boule unité croisent obligatoirement la
spheére.

Remarquons au passage qu’obtenir ces limites nécessite d’étudier des per-
turbations, singuliére ou réguliére, du systéme (42). Or ici nous ne travaillons
pas nécessairement dans un cadre trés agréable pour ce faire, car p peut étre
peu réguliére (penser a p = Jy qui serait la généralisation la plus immédiate de
I'équation (2)) et seulement dans I’espace de Sobolev W1 avec 1 < 3 < 2.
Sorti du cadre variationnel classique p € W12, il faut utiliser des résultats
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un peu plus fins sur les équations elliptiques (notamment AGMON, DOUGLIS
et NIRENBERG [1] ou MEYERS [49]).

La continuité de F' étant assurée par les conditions de régularité imposée a
p, nous savons alors que F(]0, +oc[) contient au moins I'intervalle |0, 23/% ],
Par conséquent, le probléme est bien posé pour p dans lintervalle ]0, u.|.
Néanmoins, nous ne savons pas démontrer que la fonction F' est monotone,
ce qui n’exclut donc pas que le probléme fondamental du développement de
type (38) soit bien posé pour d’autres valeurs.

Le chapitre 4 est constitué d’une premiére version d’un article écrit en
collaboration avec MICHAEL RENARDY.

Biologie et chimie

Pour conclure, nous allons présenter les travaux que nous avons effectués
en dehors du cadre «math/physique» avec deux problémes issus pour I'un
de la biologie (et méme de la médecine) et pour 'autre essentiellement de la
chimie (méme si des considérations physiologiques seront présentes).

Le chapitre 5 est consacré a ’étude de la réaction-diffusion dans I'hy-
pothése ou les réactions sont infiniment rapides par rapport a la diffusion.
Le contexte initial était de décrire la balnéothérapie : dans ce mode théra-
peutique, les patients sont immergés dans un bain enrichi en COy. Ce CO,
se diffuse ensuite a travers la peau jusqu’aux capillaires sanguins ou il est
absorbé. I’objectif est d’équilibrer le niveau de C'O, dans le sang. Cette
étude avait été proposée & BEAR et BRESCH avec en vue une optimisation
des conditions du bain pour un objectif donné (rapidité de I’absorption ou
quantité absorbée, par exemple). Dans un article finalement non publié, ils
en avaient tiré un modeéle fondé essentiellement sur 'idée suivante : il y a 6
espéces chimiques a considérer (H, OH~, H,COs, C0y, HCO3 et CO3™)
et 5 relations «chimiques» (4 relations d’équilibre chimique et I’éléctroneu-
tralité). Il n’y a donc plus qu'un seul degré de liberté a fixer pour obtenir
un probléme bien posé. Ce degré de liberté est fixé par une équation de dif-
fusion : on commence par écrire une équation de diffusion sur les 6 espéces
et, sous 'hypothése que toutes ces espéces diffusent a4 la méme vitesse, en
utilisant la stoechiométrie du probléme, on en déduit que la quantité totale
d’espéces carbonatées diffuse sans terme source de réaction.

Une objection a ce raisonnement était : a-t-on le droit de passer par I’étape
«systéme de réaction-diffusion sur toutes les espéces» 7 En effet, si ces espéces
diffusent, elles n’en sont pas moins contraintes de vérifier certaines relations
algébriques. Or on sait que, génériquement, on ne peut pas diffuser sous
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contrainte. Supposons en effet qu’un vecteur X € RM suive une équation de
réaction diffusion de la forme :

9HX — AX = S(X), (45)

tout en étant contraint par les relations T'(X) =0ou ' : R — R~ Si on
écrit la courbe a laquelle appartient X de facon explicite a I'aide de ¢ et du
degré de liberté k € R, on peut écrire X (¢,x) = ¢(k(t,z)). L'équation (45)
donne alors I'information suivante sur & :

(O — AR)¢ (k) + [VE[*¢" (k) = (S 0 §)(x). (46)

Or, génériquement, ¢'(k) et ¢” (k) sont des vecteurs indépendants de 1’espace.
Voici donc ce qui peut se passer : d’abord S o ¢ peut ne pas se développer
dans la base (¢'(k), ¢"(k)), auquel cas il n’y a certainement pas de solution;
si S o ¢ ala bonne écriture, (46) donne en fait deuz équations sur £ qui est
une donnée scalaire et donc le probléme est génériquement surcontraint. Le
seul remede serait que ¢'(k) et ¢”(k) soient liés, ce qui signifie que la variété
des contraintes sur X est une droite, donc essentiellement que ces contraintes
sont toutes linéaires. Or ce n’est pas notre cas ici.

L’apport principal de ce chapitre est double. D’abord nous apportons
une réponse de modélisation a 'objection mathématique précédente. Cette
réponse peut se résumer simplement par : «oui, un tel raisonnement est cor-
rect». Il n’en reste pas moins que nous avons di retourner aux principes
de base de la diffusion et de la réaction d’espéces chimiques pour nous en
convaincre. Ce qu’il a fallu comprendre c’est que la loi de conservation de
la masse et les deux premiers principes de la thermodynamique forcent le
systéme a rester sur la variété d’équilibre implicitement par I’existence d’'un
terme source ad hoc. Ce terme peut étre vu comme un multiplicateur de
Lagrange associé aux contraintes d’équilibre. Le systéme prend la forme sui-
vante :

{ (9t5> —div (DVE')) =vlo (47)

I(C)=0

ou v € My (R) est la matrice des coefficients stoechiométriques algébriques
(chaque ligne correspond & une réaction et chaque colonne correspond a une
espéce) et D est la matrice diagonale des coefficients de diffusion. Le systéme
F(B) = 0 contient les diverses équations d’équilibre chimique. Nous obtenons
ce modéle sous I'hypothése que la cinétique chimique est infiniment plus
rapide que le processus de diffusion physique. Bien entendu s’il existe des
réactions lentes, il suffit de rajouter leur cinétique dans le second membre,
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de méme si d’autres processus physiques lents sont a I'ceuvre (présence d’un
champ éléctrique agissant sur les ions par exemple).

Il y a plusieurs avantages a évacuer la cinétique rapide de cette maniére :
nous n’avons pas a modéliser cette cinétique ce qui est un probléme diffi-
cile méme pour certaines réactions simples. D’autre part les constantes
qui peuvent apparaitre dans de tels modéles peuvent étre difficiles a
déterminer expérimentalement ;

— a contrario nous n’utilisons dans I' que les constantes d’équilibre des
réactions qui ne dépendent que de la thermodynamique et sont plus
facilement accessibles;

— nous évitons de calculer des intermédiaires réactionnels qui ne sont
présents que lors des régimes transitoires mais qui n’apparaissent pas
dans le bilan chimique aux échelles de temps macroscopiques ;
puisque la chimie préserve la masse et I’éléctroneutralité, c’est encore le
cas du systéme final, pourvu que la physique sous-jacente les préserve
elle-aussi. Remarquons tout de méme que cette question est délicate
dans la réalité pour ce qui concerne I'éléctroneutralité.

De la méme fagon qu’on peut traiter les équations de mécanique des

fluides incompressibles en éliminant la pression a I'aide du projecteur de Le-
ray, on peut éliminer I'inconnue ¢ ce qui conduit a I’équation sur 6 suivante :

— —

8,C — (Id — v(C))div (DVC) = 0, (48)

— — -1 —
ot x(C) = v’ (dF(C)yT> dI'(C') est une matrice locale de projection.

On voit que I'on tombe sur une équation non linéaire, mais surtout non
conservative. Or nous voulions simuler ce systéme de réaction-diffusion par
une démarche de type volume fini pour tirer parti de leur souplesse sur la
variation des coefficients de diffusion en espace (étant donné que la peau
est, & un niveau trés simplifié, un milieu bicouche, chaque couche ayant sa
propre porosité). Nous avons tenu compte de cette difficulté en raisonnant
plutot sur le systéme (47) : sous cette forme, un schéma volume fini serait
tout & fait classique si nous connaissions 'expression de ¢ en fonction de
5). Comme cette inconnue n’est définie qu’implicitement, il nous reste a
expliquer comment donner des approximations de ses moyennes sur chacun
des volumes finis. Nous proposons une approximation fondée sur les idées de
la modélisation.

Plusieurs problémes numériques se sont posés. Le plus important a peut-
étre été de comprendre ce que signifiait la contrainte F(E')) = 0 au niveau
numérique. Comment distinguer entre F(Ez) =107 et I‘(a) = 10" dans
un contexte ou les concentrations elles-mémes peuvent avoir des ordres de
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grandeurs trés différents (dans nos simulations la concentration de H™ varie
entre 1077 et 10 %mol- L™, la concentration de OH~ entre 107° et 10~ "mol -
L', la concentration de COy et de HCOj3 entre 0 et 10 *mol - L™')? La
contrainte est-elle «mieux» satisfaite dans un cas que dans l'autre? Notre
facon de voir a été de déterminer, si a partir d’'une composition chimique 5),
le systéme avait besoin de «faire beaucoup de chimiey.

L’autre probléme important que nous avons rencontré est : comment cal-
culer la quantité qui a traversé pour une espéce ? En effet, nous avons remar-
qué que le systéme était essentiellement non conservatif et par conséquent la
notion de flux n’est plus claire. Le probléme central est de distinguer dans
une variation locale de quantité de matiére ce qui provient de I'extérieur et
ce qui résulte de la réaction chimique qui a lieu localement. Cette question
est aussi liée au probléme des conditions aux bords : quel sens peut avoir la
prescription d'un flux diffusif ou une composition donnée ?

Nous comparons ensuite dans un cas simple notre modéle & une solution
de référence dans le cas ou 'on connait la cinétique : nous regardons I'eau
pure (c’est-a-dire uniquement les ions H et OH ) en supposant qu’un milieu
homogéne est en contact avec des solutions tamponnées de pH fixés différents
du pH initial. Nous obtenons que notre schéma est plus proche de la solution
de référence qu’un simple schéma de diffusion/projection comme on peut le
voir sur la figure 5.2 p. 203.

Le chapitre 5 présente la version initiale d’un article en collaboration avec
YANN BOURET et STEPHANE DESCOMBES.

Enfin, le chapitre 6 est issu d'un projet débuté au Cemracs 2009 consacré
a la modélisation mathématique en médecine. Ce projet a pour ambition de
comprendre la formation des sutures cranofaciales qui présentent deux par-
ticularités. La premiére est que bien que la formation osseuse soit gouvernée
par des processus de migrations cellulaires, les sutures sont en pratique extré-
mement longues a se refermer chez les sujets sains (de I'ordre de la vingtaine
d’années chez I'homme). La seconde est que la suture évolue pour passer
d’une géométrie linéaire entre ses berges a une structure complexe, presque
fractale. Ce phénomeéne est connu sous le nom d’interdigitation.

La question de la fermeture est importante car une fermeture trop pré-
coce des sutures entraine des pathologies connues sous le nom de sténose
qui se traduisent par des déformations du crane. Ce genre de pathologie
concerne a des degrés divers une personne sur environ deux mille. Pour illus-
trer 'importance du sujet, la formation des sutures et leur interdigitation
un article de 2009 [50] a été publié par MIURA, PERLYN, KINBOsHI, OGI-
HARA, KOBAYASHI-MIURA, MORRISS-KAY et SHIOTA. Dans leur article, les
auteurs modélisent la formation des sutures a I’aide de deux variables u et v,
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u représentant ’état du mélange entre os et mésenchyme, et v représentant
la concentration d'un facteur chimique régulateur du phénomeéne. En écri-
vant des équations de réaction-diffusion sur ces deux variables et en utilisant
les travaux de HAGBERG et MERON [35| MIURA et al. en tirent apparition
de motifs labyrinthiques. La fermeture des sutures est, quant a elle, traitée
par une extinction de la partie diffusive exponentielle en temps. Les auteurs
classent leur modéle dans la catégorie des «modéles-jouetsy. Cependant leur
modéle a 'avantage d’étre suffisament simple pour en permettre une ana-
lyse théorique, d'une part, et utilisent des concepts connus des biologistes du
développement, d’autre part.

Nous avions une approche différente. On s’est apergu, 64|, que les forces
subies par le crane influencaient la persistence et la complexification des
sutures. Le point de départ du projet était donc : peut-on expliquer les
phénomeénes observés a partir de considérations purement biomécaniques ?
Le principal apport du chapitre 6 est de proposer un modéle couplant des
équations de biologie du développement classiques avec de la mécanique des
milieux continus. Nous avons donc écrit un modéle qui couple mécanique et
biologie, essentiellement a travers le concept d’haptotaxis : nous postulons
que les cellules mesenchymales peuvent se déplacer plus rapidement dans des
«tubesy de fibres de collagéne, a condition que ces fibres s’alignent collecti-
vement pour former ces tubes. Cette propension a s’aligner et les directions
d’alignement collectif sont justement controlées par les effets mécaniques lo-
caux ressentis par les fibres. Ceci nous permet de coupler de fagon originale
des modeles biologiques et mécaniques qui, pris indépendamment, sont des
modéles simples et classiques.

Nous réalisons enfin des simulations numériques de ce modéle et voyons
effectivement apparaitre une instabilité d’interface qui fait nettre des tortuo-
sité ressemblant au développement des sutures réelles.

Le chapitre 6 est une premiére version d’un article en collaboration avec
HOSSEIN KHONSARI, PAUL TAFFOREAU, PAUL VIGNEAUX, DIDIER BRESCH
et VINCENT CALVEZ.
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Chapitre 1

Approche directe de la transition
vitreuse dans le modéle
d’Hébraud-Lequeux

Résumé du chapitre

Le résultat principal de ce chapitre tient aux deux propositions 1.1 et
1.2 mais, en réalité, plus a leur démonstration qu’a leur énoncé. En effet ces
deux résultats traduisent 'existence d’une transition vitreuse pour les maté-
riaux régis par le modéle d’'Hébraud-Lequeux, ce qui était déja annoncé par
HEBRAUD et LEQUEUX eux-mémes dans |[37|. En revanche il n’existait pas
de démonstration mathématique de ce fait. Dans ce chapitre nous adoptons
les notations adimensionnées de CANCES, CATTO et GATI dans [16] et donc,
par rapport au systéme (8) p. 7, le role du taux de cisaillement ¥ est joué
par le paramétre adimensionné b tandis que le paramétre de fragilité a est
adimensionné en un parametre .

Le modéle d'Hébraud-Lequeux (stationnaire) doit étre vu comme un mo-
deéle a deux inconnues, I' et p, et deux équations couplées sur ces inconnues :
une équation différentielle ordinaire a coefficients non constants (1.1) et une
équation «algébrique» (plutot non différentielle en réalité) (1.2). Ces équa-
tions sont controlées par deux paramétres qui apparaissent dans les coeffi-
cients de I’équation différentielle, b et p. Enfin la quantité physique d’intérét
dans ce modéle est la contrainte macroscopique 7 définie en fonction de p par
(1.5). Etudier I'existence d’une transition vitreuse revient a étudier le com-
portement du systéme lorsque le paramétre b tend vers 0 et en particulier le
comportement de 7 en fonction de b.

La philosophie de I'étude de ce premier chapitre pourrait se résumer
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a court-circuiter I'équation différentielle. En effet, cette équation est assez
simple pour que I’on puisse résoudre p en fonction de I' de fagon analytique.
Résoudre exactement le systéme d’Hébraud-Lequeux revient donc a résoudre
I'équation algébrique (1.2) pour obtenir la seule inconnue qui reste, I'. Ce
schéma est en fait le schéma utilisé par CANCES et al. pour montrer 1'exis-
tence et I'unicité de la solution du systéme. Nous redonnons néanmoins cette
démonstration en détail dans I'appendice pour la commodité du lecteur.

Nous cherchons maintenant a étudier la limite b — 0 du systéme. En sui-
vant le schéma précédent, il nous faut étudier I’équation qui définit I' et com-
prendre maintenant sa dépendance en b. [.’expression de cette fonction notée
f.. est donnée par (1.8) (ot x et y sont des quantités réduites, plus agréables
a manipuler, définies en fonction de I" et b respectivement) et I’existence et
I'unicité de I' ne sont données qu’a travers le théoréme des fonctions impli-
cites. Nous ne disposons donc pas d’expression analytique pour I' vu comme
fonction de b. Pire encore, la fonction (1.8) n’est bien réguliére qu’en dehors
du point (0,0) et nous voulons prouver (a la suite ’HEBRAUD et LEQUEUX)
que, dans certains cas (u < 1/2), c’est justement vers ce point que va tendre
(I'(b), b). Nous devons donc étudier I'asymptotique d’une fonction définie im-
plicitement par f, au voisinage du bord du domaine de définition de f, et
méme au voisinage d’une de ses singularités. C’est 'objet de la démonstra-
tion de la proposition 1.1, qui repose essentiellement sur des changements
de variables adaptés : on obtient ainsi un nouveau probléme de fonction im-
plicite mais cette fois réguliére au voisinage du point d’intérét, et auquel on
peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites.

Une fois cette démonstration achevée, nous sommes munis du comporte-
ment de I'inconnu I' en fonction de b pour b petit. Il nous reste & démontrer
le théoréme 1.2. Puisque nous avons court-circuité 'inconnue p on peut voir
la contrainte 7 comme étant donnée en fonction des paramétres (donc b et
1) et de I'inconnue restante I' : le comportement de la contrainte 7 & petit
cisaillement est donc le comportement d’une fonction (1.13) de (T, b) mais
que l'on doit voir en réalité comme une fonction de (I'(b),b). Malheureu-
sement, I'(b) n’est pas connu, ce que l'on connait c¢’est son développement
asymptotique au voisinage de 0. Il faut donc extraire de I'expression de 7 en
fonction de (I',b) et de I'asymptotique de I'(b) en fonction de b le compor-
tement de 7(I'(b), ) en fonction de b. Pour ce faire, on s’appuie simplement
sur I'inégalité de Taylor-Lagrange de 1.15. Néanmoins, il faut étre minutieux
dans cette analyse car d’étranges problémes peuvent survenir lorsqu’on rem-
place certaines expressions par d’autres alors qu’elles sont égales le long de
la courbe (I'(b),b). D’autres part nous devons obtenir des majorations uni-
formes ce qui nécessite d’analyser relativement finement les singularités de
certaines expressions.
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Ce chapitre a fait 'objet d’une publication dans la revue Zeitschrifft fir
Angewandte Mathematik und Physik, [53].
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1.1 Introduction

In this article we are interested in a rheological model for glassy material
in simple shear flow configuration. Glassy materials range from suspensions
(like bentonite for example) to emulsions or to foams. Among other features,
these materials exhibit a transition as a control parameter goes through a
critical value. This control is for instance, in the case of suspensions, related
to the density of solid particle in the fluid.

One model available to describe such material is the Hébraud-Lequeux
(HL) model. In Section 1.2, we rapidly review the model and the physical
quantities it involves. We prove in the following that this model exhibits
such a transition.

Let us first give some notations. We note H the Heaviside function 1g+
and h(c) = H(|o| — 1) (which is then a “switch” with value 1 outside [—1, 1]
and 0 inside); we also note by dy the Dirac measure. The real constants De
and A are given below while b is a real parameter given by the experimental
setting (it can thus vary but we can consider it a known data of the problem).
The real constant p is what we will call in the following the control parameter
and, as b, may vary but can always be considered given. Finally let us define
I'(p) = p(o)do a quantity sometimes called the fluidity. We are then

lo|>1
looking for a density of probability p that solves the following equation:

—Ab3,p — Deh(a)p + Del'(p)do(a) + uDel'(p)dZp = 0. (1.1)

This model thus presents a threshold (set to 1 in nondimensional form) and a
relaxation to a zero stress state (described by the Dirac dy) when the stress o
grows beyond the threshold. The equation is supplemented with the following
conditions:
pe H'(R), p>0, / p(o)do = 1. (1.2)
R
Indeed p represents the density of probability to find a block of material in
stress 0. We treat here b as a given independent variable (actually we shall
rather use y = A\b/De as an independent variable) and keep it unconstrained.
The variable b is the nondimensional version of the shear rate 7.
What we are really interested in is the total stress in the material given

by 7 = /dea but seen as a function of 4 and especially its behaviour at

low shear rate that is to say when the shear rate 4 tends to 0. While this
behaviour can be found in the physics literature (and also here in Section
1.3), the main result of this paper is to give a mathematical proof of it in
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Section 1.5 and is based on the study of a two variable function alongside a
curve.

However, this curve is the graph of a function ¢, only given implicitly by
(1.8) and we have first to study the behaviour of this function in a neigh-
bourhood of 0. Section 1.4 is devoted to this analysis.

Finally, the reason for the apparition of an implicit function in this prob-
lem comes from the construction of the solution of Eqs (1.1)-(1.2) itself. We
give this construction in the appendices for the sake of self-containment even
if it is not the main focus of this paper.

1.2 Hébraud-Lequeux Model

In this section we rapidly describe the rheological model that we use after-
wards. To study a material at a continuous level we have to give a constitutive
equation that links the stress with the deformation rate. For Newtonian flu-
ids this relation is simply expressing a linear relation between the stress and
the deformation rate. For non Newtonian (or complex) fluids there exists a
wide variety of nonlinear laws. For example we have Bingham fluids or more
generally Herschel-Bulkley fluids.

For the Hébraud-Lequeux (HL) model we go down to the mesoscopic scale,
a scale where we can still consider the material continuous but where we can
describe some heterogeneities in the material. The principle of this model is
that a block of material at a mesoscopic level is not in a single stress state
anymore but is described by a density of probability p over the stress space.
In a way, the block carries all possible stresses with a coefficient described by
the density of probability p. The Hébraud-Lequeux equation describes the
evolution of this density p over time. In the following equation, Gy and T
are physical constants, 7 is the shear rate, and o, is the relaxation threshold.

1

We note I'(q) = T /H(|0| —0.)q(0)do and D = al for a physical constant
0

a. We then have

) 1
atp = —Go’yaap + D(p)agp - 7H(‘0_’ - Uc>p + F(p(t>)60(0>7

T (1.3)
p(0,0) = po(o).
The solution must also verify the following conditions:
p € LZ(HL(R)) and Vip(t,.) >0, / p(t,o)do = 1. (1.4)
R
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The quantity of interest for the physicist is the total stress or macroscopic
stress since it is the one that can actually be measured in a rheometer (see
e.g OSWALD |57 for details). In the case of the HL model, the total stress 7
at time ¢ is linked to the density of probability p(¢,.) via the formula

T(p(t)) = /GR op(t,o)do (1.5)

We refer to HEBRAUD and LEQUEUX in [37] for details on the physical
interpretation of this equation. What is important to note for this paper, is
that the control parameter in the system is a and the critical value at which
the transition takes place is o2/2.

This equation has been studied from a mathematical point of view by
CaANcEs, CATTO and GATI in [16]. They have addressed the question of
well-posedness of (1.3)-(1.4). For other mathematical studies on the time-
dependent HL model we refer to the work of CANCES, CATTO, GATI and
LE BRis in [17] for the study of a micro-macro coupling of a Hébraud-
Lequeux equation with a macroscopic velocity field which aims at describing
the flow of a material in a Couette cell. These studies rely upon PDE meth-
ods. Another approach is a probabilistic approach via the theory of stochastic
processes and martingales for which we refer to the work of BEN ATLAYA and
JOURDAIN in [5].

CANCES ET AL. also looked at the stationary solutions of the equation,
proving existence by giving the solution and its form (1.7) and stating unique-
ness via the growth of a function. Since the uniqueness part was not so clear
to us and because we work with different notations (some of the nondimen-
sional constants that appear here where set to 1 in their paper) we give a
proof of uniqueness in appendix 1.7. The stationary solution solves an ODE
in o which we obtain by formally removing the term J;p in (1.3). This is the
starting point of our study. We shall actually work on the nondimensional
version (1.1) which we give again below for convenience.

What we study in the following are the flow curves given by the model,
that is to say the relation between a given shear rate 7 and the corresponding
macroscopic stress which is 7(p) with p the stationary solution corresponding
to 4. The transition we observe is in the behaviour as 4 — 0 of the flow curve.

Let us now explain how we obtain the nondimensional system (1.1) we
use in the rest of this work. We take the same notations as GATI in her
PHD thesis [31]. We have to choose a time scale T' which is the duration
of the physical experimentation (thus the material may not have the same
properties if you observe it for a long or a short time); the stress scale is
given by o, then all of the quantities appearing in (1.3) become:
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t'=t/T, o' =0/o., b=T%

and

(o) = 0p(Tt, 0u0"), T'(H(t)) = / (¥, o")do' = TyD(p(TH).
lo’|>1

and the following nondimensional constants appear in the system
De =T/T, p=ajo? A =Gy/o. (1.6)

We find here De the so-called Deborah number. Then the nondimensional
stationary Hébraud-Lequeux equation we have obtained is (we have dropped
the primes for the sake of clarity):

—Ab3,p — Deh(a)p + Del'(p)do(o) + uDel (p)d2p = 0.

The conditions on p read the same as in the time-dependent case, namely:

p € HY(R), p>0, /Rp(a)da 1.

A related topic to the study of stationary solutions of the HL. model is
the question of long-time behaviour of the solution to the time-dependent
equation. This has been addressed in some cases by CANCES and LE BRIS
in [18] by an entropy-decay method.

1.3 Presentation of the Main Results

Firstly we give again the existence and uniqueness theorem (which can partly
be found in [16]) we rely upon:

Theorem 1.1. There exists a unique solution p to equation (1.1) with con-
ditions (1.2) which is of the form:

ay exp(fy (o + 1)) if o < -1

oy (1= pBy + pBrexp((o+1)/p)) if —-1<o<0
a(1—pf-+pb-exp((c—1)/p)) if0<o<1
a_exp(f_(o—1)) ifl<o

plo,b) = (1.7)
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where o and a_ and the constants p, 3., 3_ depend on b and a variable
I'. The actual solution is the one for which we have the additional relation
g(ul', Ab/ De) = p between I' and b where

22 (cosh (%) — 1) + x cosh (%) + <— + xy) sinh (%)
\/MCosh (%r + )smh )
+Vy? + 4w ( (cosh (%) — 1) + § sinh (%) + 2 cosh (%D
(

VY2 + 4z cosh (¥) + (%—i—y) sinh ()

fizing I in terms of b. Actually we have I’ = I'(p). Moreover, since 0,g(x,y) >
0 for all x and y positive then there exists a function ¢, defined on ]0, 400
that gives I' = ¢,(A\b/De) /.

g(r,y) =

For the sake of self-containment, this proposition is proved in details in
Appendix 1.6 (See also Appendix 1.7 for details on the uniqueness part which
requires a special care). Then before we can turn to the main result of this
paper we have to prove the following

Proposition 1.1. Let ¢, the function defined in Proposition 1.1. For every
[ we introduce qgﬂ, the first non zero term of the expansion of ¢, aty = 0
that is to say we have ¢,(y) ~ ¢,(y). Then there exists a positive constant
c(p) such that when y decreases to 0 we have:

if 1> 1/2, du(y) = c(p),
if 1< 1/2, duy) = c(p)y,

if 10 =1/2, Guly) = c(1/2)y"".
These behaviours can be seen on Figure 1.1. The definition of ¢(u) in

each case is given alongside the proof of this corollary in Section 1.4. We can
now state (in physical variables) the main result of this paper:

Theorem 1.2. We note n. = GoTy. Let p(¥,0) be the unique solution given
by Proposition 1.1 at shear rate . Then we have the following behaviours

for the function 7(%) = / op(¥,0)do at 4 — 0:
ceR

If a > 02/2 the fluid behaves like a Newtonian fluid with an apparent viscos-
ity n(a/o?). Let us first define n*(u) via the formula

3u—141/2(4pu —1)%2
24p1(j1— 1/2)2

n'(p) =1+
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Figure 1.1: Numerical Representation of ¢, for = 0.3,0.5 and 0.8.

We then have
7(§) ~ na/og)
where the apparent viscosity 0 is given by n(a/o?) = n*(a/o2)ne..

If o < 02/2 the fluid presents a stress threshold 7. We first define c to be
the unique positive root of the following equation

c(cosh(1/c) —1) «

sinh(1/¢) o2

c

. o
T —<@—1)C

7(4) = To(e/o?)

with 1y given by 1o(a/o?) = 7 (a/0?)0..

and T by the formula

We then have

If a = 02/2 the fluid follows a power law with exponent 1/5 meaning that

242/5 A
: /5,1/5,:1/5
T(4) ~ ——0
(%) ~ 5oy
This theorem is important because it describes a transition which is one of
the characteristic features of glassy materials. Figure 1.2 shows the different
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Figure 1.2: Numerical Representation of 7 for g = 0.3,0.5 and 0.8.

kinds of behaviour one may find. These asymptotic results can be found
without proof in Hébraud’s PHD thesis and subsequently on several other
Physics paper. But this is actually the first time that a mathematical proof
of this theorem is given. We were also able to give the numerical constants
in the asymptotic for all g whereas only the cases © — 1/2 had been given.
The following corollary might be useful too:

Corollary 1.1. When p = a/o? is close to 1/2 we have:

1 1

if > 1/2 97 (n) ~ I =35)"

i o< 1/2 7 () ~ ——(

7 — )

!
2

1.4 Asymptotic Behaviour of ¢,(y) at y — 0

Before we can turn to the main point of this paper, that is to say the be-
haviour of the macroscopic stress as y decreases to 0, we will need the be-
haviour of ¢, (the function defined in Proposition 1.1) as y decreases to 0
explicitly. Indeed, it is easier to think of the solution to (1.1) as depending
on two parameters x and y and when looking for y dependent behaviour
to remember that = and y are linked via z = ¢,(y) (see Appendix 1.6 for
instance). Let us recall here that ¢, is defined implicitly by the relation

fu(¢u(y)7y) =0 and
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Julz,y) :; [2;22 <COSh (%) — 1) + x cosh <%) + (3;2 + azy) sinh (%)

I (l; <cosh <%> — 1) + ;jsinh <%> + x cosh (i)) ]
e () (£ o))

(1.8)

The function ¢, has different behaviours with different values of p which
is the first sign of the transition. The rest of this section is devoted to
compute these behaviours and to prove them rigorously that is to say to
prove Proposition 1.1.

1.4.1 The simplest case p > 1/2

The function f, in (1.8) has a very wild behaviour at the neigbourhood of
(0,0). However, it can be continued (with the same formula) with a C*
regularity on the domain R’ x R. We then have:

1 4de + 2
£u(e,0) = +3\/E+Mc+ c\/5_2\/5_2

for any positive ¢. The function ¢ : ¢ — (1 + 3y/c + 4c + 2¢y/c)/(2v/c + 2),
is strictly increasing over R and tends to 1/2 as ¢ — 0. Consequently, for

every p > 1/2 there exists ¢(u) > 0 such that ((c(p)) = p which amounts to
fu(e(p),0) = 0. As a matter of fact, one can excplicitly compute

clp) = p— Y=L

On the other side, 0, f,(c(p),0) cannot be zero. We can then apply the
implicit function theorem for f, at point (c(x),0) and with the uniqueness
property we have made for ¢,(y) we have that Vu > 1/2, liH(l) du(y) = c(p).

y—)

For 1 > 1/2 we pose ¢,(y) = c(p).
As a matter of fact we will need another term in the expansion of ¢, at

y = 0 which we can obtain in this case by computing the derivatives of ¢,,.
We find that we have ¢/ (0) = 0 and ¢;,(0) # 0. Thus we have

Du(y) — duly) ~ cr(pw)y® (1.9)

as y goes to zero.
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1.4.2 Preliminary computation for cases p < 1/2

We can note that as p tends to 1/2, ¢(u) tends to 0, leading us to believe
that as p tends to 1/2, ¢,(y) tends to 0 as y tends to 0. We thus need to
make a change of variable in order to alleviate the difficulty in the vicinity of
(0,0). We then pose X =z and Y =y/z. Themap T": (z,y) — (x,y/z) is a
C'-diffeomorphism of R’ x R in itself whose inverse map is 77" : (X,Y)
(X,YX).

We then get a new function:

F#(Xv Y) :(fu ° T_1><X7 Y)
1 |:2(COSh(Y) - 1)

+ X cosh(Y) + (3{ + X?Y) sinh(Y)}

1 Y?2 Y
2
- (? + Y X)sinh(Y)
+VY2X?2 +4Xx
1[cosh(Y)—1 sinh(Y)
— Xcosh(Y)| —cosh(Y) | .
<M{ v +—y — +Xcos (Y)| — cosh(Y)

Let us note that this function does not have a singularity at Y = 0. In the
p < 1/2 case we wish to show that (X,Y) = T(¢,(y),y) tends to (0,1/c(p))
with ¢() > 0 and in the g = 1/2 case we wish to show that (X,Y") tends
to (0,0). We thus need to study F}, in a neighborhood of the axis X = 0.
Indeed, F), can be continuously continued at {X = 0}. However, due to the
square root, the derivatives of F), tends to +oo as X tends to 0. It is, thus,
not possible to continue F), with a C' regularity on a neighbourhood of the
axis {X = 0} and we will not be able to apply the implicit function theorem
directly on F), as we did on f, for p > 1/2.

We remark that if we note

A(X,Y) :i {Z(COShf/? “D 4 X cosh(v) + (3% + XY sinh(Y)]
- (% + Y X)sinh(Y)

B(X,Y)=Y?X? 44X
1 [cosh(Y) —1 N sinh(Y")

CH(X’Y) :; Y2 Y

+X COSh(Y):| — cosh(Y)

F,, is in reality of the form

Fu(X,Y) = A,(X,Y) + /B(X,Y)C,(X,Y).
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We want to remove the square root to remove the problem of the conti-
nuity of the derivative. We thus introduce the function G, defined by

G.(X,Y) = A (X,Y)* - B(X,Y)C,.(X,Y)%.

The relation F},(X,Y) = 0 clearly implies G,,(X,Y) = 0. But we are inter-
ested in the reverse implication and pay attention to the signs of the terms
in the equation. We have in fact that F,(X,Y) = 0 is equivalent to:

B(X,Y)=0
A (X, Y) =0

(B(X,Y)>0
or ¢ A(X,)Y)=0

\ CL(X.Y) =0 (1.10)

([ B(X,Y)>0
or ¢ A,(X,Y)C,(X,Y)<0
| AL(X,Y)? = B(X,Y)C,(X,Y)? =0
We have plotted on Figures 1.3 and 1.4 the curves {4, = 0}, {B = 0} and
{C,, = 0} along with the parts of the (X,Y") plane where we have equivalence

between the relations F,, = 0 and G, = 0. Finally, let us note that G, is
analytic in the whole plane (X,Y).

1.4.3 The case ;< 1/2

In this case, we are interested in the points (0,1/c), for which B vanishes.

Consequently, G, vanishes at (0,1/c) if, and only if F, vanishes and if, and
only if, A, vanishes. We have:

2¢%(cosh(2) — 1 1
( =1 — 2csinh ()
1 c
The function y : ¢ — ¢(cosh(1/c) — 1)/sinh(1/c¢) is strictly increasing,
tends to 0 when ¢ tends to 0 and tends to 1/2 when ¢ tends to +o0o. Then

for all ;o < 1/2, there exists a unique ¢(p) > 0, such that A,(0,1/¢) = 0. We
remark that we have the following property:

AM(Ov 1/6) =

9G,(X,Y) = 2A(X,Y)OA(X,Y) — 9B(X,Y)C(X,Y)?
—2B(X,Y)C(X,Y)IC(X,Y).
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Figure 1.3: Setting of the A,B and C' functions in the (X,Y") plane for 4 = 0.3.
The grey area corresponds to the parts where F,(X,Y) =0 < G,(X,Y) = 0.
The curves are defined on the whole plane even if only the part X > 0 is
physically relevant.

where 0 denotes a derivative with respect to either X or Y

Now B(X,Y) = Y?X? +4X so we have dxB(0,1/c(u)) = 4. Conse-
quently, OxG(0,1/c(p)) is equal to —4C(0,1/c(x))? which is not zero (on the
contrary, Oy G(0, 1/c(p)) is clearly zero) because C,,(0,1/c(p)) = ¢* sinh(1/c)+
¢ which is positive (as c¢ is positive). We then have 1) a smooth function
(at least C*) such that ¥(1/c(p)) = 0 and G,(¥(Y),Y) = 0 for Y in
a neighbourhood of 1/c(n). Moreover we have dy¢(1/c(un)) = 0 because
Oy G(0,1/c(p)) = 0.

We now have to check if the part Y # 0 of the curve Y — (¢(Y),Y), is
really the curve F),(X,Y) = 0 so we have to check the signs of 4, (¢(Y),Y),
B((Y),Y) and C,(¢(Y),Y) and verify if we are in one of the cases of
Equivalence (1.10). We show that we are in the third case.

We said that we have C,(0,1/c(r)) > 0. Then by continuity, for ¥ not
too far from 1/c(p), C,(¥(Y),Y) is positive. We now check the sign of
Y — B(¥(Y),Y). At 1/c(p) this function is zero and one can check that its
first derivative also vanishes. Its second derivative however is

4" (1e(p)) = Oy Au(0, 1/e(1))*/(2C, (0, 1/c(1))?).

On the other hand Y — A, (¢(Y),Y") vanishes at 1/¢(p) and its first deriva-
tive is Oy A,,(0,1/c(p)). We are then going to show that dy A, (0,1/c(p)) < 0,
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which will allow us to conclude that for Y > 1/c(p), A,(¥(Y),Y) < 0,
C,(¢(Y),Y)>0and B(¢(Y),Y) > 0 and that F,(¢(Y),Y) = 0. We note ¢
instead of ¢(y) for the sake of simplicity. We now compute dy A,(0,1/c(p)):

oy A,0,1/c)) = i(c2 sinh(1/¢) — 2¢*(cosh(1/c) — 1))

— 2(ccosh(1/c) — ¢*sinh(1/c))
2¢% 2¢3
= m sinh(1/¢) — 2ccosh(1/c) — j(cosh(l/c) -1)

because (2¢®(cosh(1/c) — 1))/ — 2¢®sinh (1/c) = 0 by definition of ¢(u1). Let
us now consider the function
2t sinh(1/t)?

a:t— Heosh(L/t) = 1) 2t cosh(1/t)

we have that a(c(p)) — 2703((:osh(1/c) —1) = 0y A,(0,1/c) and that a(t) =

—2t. We can thus conclude that dy A,,(0,1/c) < 0.

The relation F,(¢(Y),Y) = 0 leads to f,(¢¥(Y),Y®¥(Y)) = 0 and the
uniqueness property we have for ¢, allows us to write ¥(Y) = ¢,(Y¥(Y)),
for all Y > 1/¢(p). By letting Y going to 1/c¢(u) we see that we must have

7@&(}/1#(3/)) = i from
Yoy) Y
which we can conclude that ¢,(y)/y — c(i). We have then shown that
¢u(y) ~ c(p)y in a neighbourhood of y = 0 for 1 < 1/2. In this case we pose
¢.(y) = c(p)y. As in the case p > 1/2 we look for more information on the
expansion of ¢,(y). We use the relation ¢,(y) = ¥(y/¢.(y)) and use that
YY) = 1/2¢"(1/c)(Y — 1/c)* + o(Y — 1/c)*>. We can conclude after some
computation that

¢u(y) — 0 as y — 0. In the same manner we have

[6u(y) = bu()| ~ /o (1/c)y*? (1.11)

as y goes to 0. Interestingly enough, we do not have a second term of the
expansion since we do not know the sign of the difference.

1.4.4 The case u=1/2

We can treat the case y = 1/2 in the same way that we did for p < 1/2 by
studying the function G/,. Firstly we notice that G1/2(0,0) = 0. What’s
more we have 0x G /2(0,0) = —16 which allows us to use the implicit function
theorem (only in this case it is simpler since we do not have constants that
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Figure 1.4: Setting of the A,B and C functions in the (X,Y) plane for
p = 0.5. The curve G15(X,Y) = 0 needs to start at (0,0) and we see that
the behaviour of A and C' at this point impose a stronger order of annulation

for ¢

depend on p). We still note 9 the function depending on Y such that ¢(0) =
0 and we have in the vicinity of (0,0), G12(X,Y) =0 < X = ¢(Y). We now
check by implicit differentiation that the first three derivative of ¢ at 0 vanish
and that w(4)(0) = 1/24. Consequently v is positive in a neighbourhood of
Y = 0. We have (' /5(0,0) = 2 which gives us the sign of C/2(¢(Y),Y") for
small Y and we next have to check the signs of B(¢(Y),Y) and A(¢(Y),Y).
We check that Y — B(¢(Y),Y) has its derivatives at Y = 0 equal to zero up
to order 3 included and that its fourth derivative is positive at Y = 0. Thus
B(y(Y),Y) is positive for small Y. On the other hand, the first derivative of
Y = Ay 5(¢(Y),Y) vanishes at Y = 0 and its second derivative is —1/3. We
thus have that A;/5(¢(Y),Y) is negative for small Y. We can now conclude
that F/2(¢(Y),Y) = 0 for Y in a neighbourhood of 0.

We have again that, ¢1/,(Y(Y)) = ¢(Y) for all Y small enough. We
conclude in the same manner that ¢/5(y) tends to 0 at y = 0. Moreover,
since we have ¥(Y) ~ coY* with ¢y = 1/24% we have that ¢, 5(y)/y*/® tends
to ¢(1/2) = ¢y/® when y decreases to 0. We pose brja(y) = c(1/2)y"".

We now check that ¢®)(0) = 0 and 4© (0) # 0 from what we can conclude
that

$1/2(y) — G1y2(y) ~ ey’ (1.12)
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1.5 Transition on 7 the Macroscopic Stress

Now that we have proved the behaviours of the function ¢, as in Proposition
1.1, our aim is to prove the behaviours of 7 the total stress. We want to show
that it exhibits a transition at © = 1/2. The path is now straightforward:
we first compute the total stress like in (1.5) by integrating p against o using
its form given by (1.7). then we try to find the behaviour of the total stress
as a function of y when y decreases to 0 using our previous results. However
some care should be taken as to why the behaviour is correct.

1.5.1 The stress 7 as a function of z and y

Using the form (1.7) of the solution one can compute the macroscopic stress
attached to the shear by the formula

/0 _ oplo)do = (z,y)

where
( ) xr 513'3
T(r,y) =y + 57— — —
2uy  py?
x? y? y
— = (L —2cosh (Z) —1
N <$ (cos (x) )) (1.13)
z? y\2 A\ y
v Y * 9 i h(—
+y4A x,y) (y(<x) +x) +esn :c)
and

Atep) = 25 (cos (£) = 1) - cost (£) + (2 4y ) s (2)
(72T (E) o)1)+ D (2) s ()]

(1.14)

We refer to Appendix 1.8 for the details of the computation.

1.5.2 Asymptotical behaviour of 7(¢(y),y)

From the previous paragraph we are now able to compute the macroscopic
stress 7 attached to a given shear rate y. Theoretically, we just have to
compute the corresponding = by x = ¢,(y) and then to compute the value of
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7(¢,(y), y) using (1.13). Now what we are really interested in is the behaviour
of the one variable function y — 7(¢,(y),y) at y = 0. Yet we do not know ¢,
since it is only given implicitly by (1.8). However we do know the behaviour
of ¢, at y = 0 given by the explicit function ¢, that we computed in Section
1.4. Our hope is to draw from the behaviour of 7(¢,(y),y) at y = 0, the
behaviour of 7(¢,(y),y). By behaviour we mean that we want to find the
first non zero term of the expansion of 7(¢,(y), ).

Theoretical inequality. We first look at the kind of inequality we are
going to use. Let us forget for a moment the origin of our problem and
say we are given a smooth two variable function 7 that we want to study
alongside a curve given by (¢(y),y). Assume ¢(y) is equivalent to ¢(y). By
using Taylor’s formula with integral remainder on 7 we get the following
inequality.

T(oWw).y) _ 1‘ _|7(0(y). y) = 7( (y),y)‘
7(0(y),v) 7(6(),y) (1.15)
o) — o) (1, ~ Y '
<=7 10,7 (s¢(y) + (1 = 5)¢(y), y)[ds
(0(y),y) [Jo

When we see this inequality we see that we need the behaviour of |¢(y)—@(y)|.
Actually we need it for two reasons. Firstly we need the precise behaviour of

(y) — o(y)

T(¢(y),y) -
an estimation of the position of the segment [(¢(y),v), (¢(y),y)] in the (z,y)

plane which is given by a second term in the expansion of ¢.
What we wanted to point out by this little study is that there is abso-

lutely no guarantee that the behaviour of 7(¢(y),y) is given by 7(o(y),y)
beforehand. We have to prove that the right hand side of (1.15) tends to 0

which is not obvious at all and can be false even if ¢(y) ~ ¢(y).

|. Secondly if we hope to control the integral we need to have

The problem with 7 given by (1.13) and the introduction of 7.  We
now want to apply (1.15) to 7 given by (1.13). As a matter of fact if we use
(1.14) and (1.13) on the curve (¢,(y),y) as we planned, we fail to recover
the correct behaviour for 7(¢,(y),y) except for p < 1/2. We can in fact
compute that in case p = 1/2, 7(¢,(y), y) follows a power law with exponent
1/5 but with a different constant than the one given by Theorem 1.2 while
in the case u > 1/2, 7(¢,(y),y) diverges as 1/y when it should converge as y
(again according to Theorem 1.2 written in (x,y) variables). This leaves us

with the question of how to prove the theorem.
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Remember that in the end what we are really interested in is the behaviour
of T(¢,(y),y) not 7(¢,(y),y). We now use the implicit definition of ¢, to
construct a two variable function 7 such that 7(¢,(y),y) = 7(¢.(y),y) and
that 7(¢,(y),y) gives the correct behaviour for ¢, that is to say that we can
prove that the right hand side of (1.15) tends to 0.

We make the following remark: the equation (1.8) which defines implicitly

¢, can be put in an equivalent form A(z,y) = A(p, z,y) with

st on )+ (o) )

and A is given by equation (1.14) and is the quantity that appears naturally
in the expression of 7(z,y) given by (1.13) (see Appendix 1.8 as to why).
This is in fact how one constructs the function f, in the first place (See
Appendix 1.6.3). Consequently if we define 7 by

3

Fla,y) =y + — — 2
T oy T P
a? y? y
(% —2(cosh (£) — 1
+2/3A(u,x,y)(w o (fﬂ) )> (1.16)

3 9 4 1/2
+ B Yy ((y) + ) + 2sinh (Q)
v Ap, z,y) v v
we know that we have 7(¢,(v),y) = T(¢.(y),y) and we will show that 7 is

the correct function to consider to study (1.15). Now this raises the question
as to why 7 works and not 7 and whether this fact was predictible.

o(y) — o(y)
(o)) | )

see that we need the behaviour of 7(¢(y),y) which we give now:

If w>1/2 7(é(y), y) ~ n(p)y.
If < 1/2 7(o(y),y) — 10().
If 1= 1/2 7(p(y),y) ~ 24°/°/12¢'/°.

In the end these behaviours will also be the respective behaviours of 7(¢,(y), ).
Using this information and the one from ¢, — ¢, given by equations (1.9),
(1.11) and (1.12) we can say that

Behaviour of To control the right hand side of (1.15) we

Proposition 1.2. We have the following behaviours :
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If p>1/2 ég{(;_)(;ﬁ(;;) behaves like y.
If p<1/2 ¢;?{;<;>€5;y)) behaves like /2.
If p=1/2 % also behaves like y.

where we have dropped the constants for the sake of clarity. All these
computations are straightforward since everything is explicit.

1
End of the proof: study of / 10,7 (sp(y) + (1 — 5)b(y), y)|ds

The case > 1/2.  As usual, Olet us start with the simplest case p > 1/2.
Using Proposition 1.1 we have that ¢, converges to a constant ¢ > 0. The
function 0,7 can be continued by continuity at (¢,0) when ¢ > 0. It is
then bounded in the vicinity of this point. Now we know that for y close
enough to 0, [(¢,(y),y), (d.(y),y)] is in any closed ball centered at (c,0). By
compactness d,7 is bounded and thus the integral is uniformly bounded as

y decreases to zero and we then have 7(¢(y),y) ~ 7(¢(y),y). As a matter of
fact if we look at (1.15) what we have really proved is the following expansion:

m(du(y),y) = nlp)y + O(y?)

For the other two cases the difficulty is increased since we have ¢, and
¢,, closing in to 0. But the dependence in y/x of 7, and thus of 9,7 leave
us no hope to ever show continuity at (0,0) and uniform boundedness of the
integral. In fact we can see numerically that the function diverges. What we
have to prove is that the divergence of the integral is somehow compensated

(o), y)

The case 1 < 1/2.  In the p < 1/2 case we know by Proposition 1.1 that
for y close to 0, the curve {(¢,(y),y)} is tangent to a ray {(c(n)y,y)}. Now
we look at the expansion of 0,7(x,y) alongside a ray (y/t,y) and we find
that its first term is of the form M (t)/y with M(¢) bounded if ¢ is in R. This
suggests that the divergence of 0,7(x,y) is uniformly in 1/y close to a ray.
Indeed, if we check the function (¢,y) — y9,7(y/t,y) we can see that it can
be continuously continued up to y = 0 as long as t is positive. This means
that as long as (z,y) is in a closed angular sector with its peak at (0,0) and
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included in the x > 0,y > 0 open quarter plane (which means that none of
its edges are axis), y0,7(z,y) is bounded.

Thus, we just have to check that as y decreases to 0, the segment (Du(y),y),

(6, (y),y)] stays in such a closed angular sector, so as to have / |0, T (50, (y)+

(1 —8)u(y),y)|ds < M/y for a given constant M which does not depend
on y (but can depend on ). This is true because of Proposition 1.1 which
states that ¢,(y)/y — ¢ > 0.

¢u(y) - Q_S,u(y>
T(0u(y), v)

we just show is enough to conclude that 7(¢,(y),y) ~ T(¢.(y),y). Again we
have proved slightly more than announced since we have the expansion

Since by Proposition 1.2 is in this case of order y*/2, what

T(6u(y),y) = 1o(1) + O(VY)

It would actually be interesting to know if 7(¢,(y), yv) — 7o(1t) ~ \/y to know
what Herschel-Bulkley fluid law best fits the behaviour of a HL fluid at low
shear rate. It seems numerically that it is actually the case.

The case ;1 = 1/2. What has been said should make us worry over the
i = 1/2 case. Indeed in this case, by looking back at Proposition 1.2, we see
that we need a divergence of the integral that is strictly weaker that 1/y and
it seems that we have shown that the divergence is of order 1/y when closing
in to (0,0). In reality, one should notice that M (t) tends to 0 as ¢ tends to 0,
that is to say when the half-line we are considering becomes close to the (Ox)
axis. In the = 1/2 case, ¢15(y) = 1/24*°y*® which means that the (Ox)
axis is tangent to the curves. The previous divergence rate does not apply
here. In fact we have 9,7(ty*°,y)) uniformly bounded by M/y*/® as long
as t is away from 0 which is the case in the region where [(¢(y),y),(0(v),y)]
lies.

We will not write the full expression of 9,7(ty*/°, y) but we will say that

it can be written as the sum of 8 terms and all of them are diverging faster
than */°. But all these terms can in fact be taken by pairs so as to alleviate
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the strong divergence. For example we have the term 1/y and the term:

1 y2/5 4 y1/5 1 y1/5 y1/5
EN N A g - g : g
Y 5\ ¢ + e cosh ; + ; + o7 sinh ;

1/5 1/5
COSh y_ sinh Y
t 4 1 y2/5 4 t
2/5153 B t2 8/5 ] o\l £ + ty4/5 y3/5t2

4/5

sinh (y_5> cosh (L/S>
1 t _<1 y1/5) t ](1.17)

92 y3/5t2 y 2 y3/5t2

which happens to be equivalent to —1/y as y tends to 0 with ¢ fixed. The sum
of these two terms is also equivalent to 1/y3/5. As in the previous paragraph
this is not enough since we want some uniformity in ¢ but it suggests that by
adding and then multiplying by y*/® we might get what we are looking for.
We first rewrite (1.17) in order to suppress any obvious singularities:
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1/5
. 2 cosh <y15> -2
Yy
t2 -

t y2/5

Now the denominator, which we note by

1 6/5 4 1/5 1 1/5
D(t, yl/S) = §y2/5 yt—Q + ? COSh (yT + (F + %) Sinh yT

(1.19)

is never 0 since sinh(u)/u is bounded away from 0 and so is t. We now

see that the part that is dominant in the numerator of 7" when taking y to 0
with ¢ fixed is cosh(y'/®/t)/y. We can then rewrite T as

e
s 2 cosh |- 2 s
12 y__ cosh L
t Tk t
T = D7) (1.20)

where S contains all the terms in the numerator of 7" of lower order (again
y tends to 0 and ¢ is fixed). It is easy to check that in fact u®S(t,u) is a
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continuous function of its arguments as long as ¢ is bounded away from 0.
In particular we have that in any rectangle [a, b] x [0,¢] for which b > a > 0
u?S(t,u) is bounded which means that y*°S(t, y*/®) is bounded.

Now for the dominant part we need to reduce to a common denominator.
We expand the denominator:

2
sinh (ﬁ)
Dit,y™*) = D(t.y"") + | — s (1.21)

so that in D(t,u) we have collected all the terms that tend to 0 as u tends to

0. In fact we can even check that 13(75, u)/u? is a countinuous function. Now
we compute y*/°(1/y + T) using (1.20) and (1.21) to see that we have:

3/5 ﬁ(t 1/5)
3/5 (1 T — Y Y S (t. 415
2 1/5
sinh yl/ ° 2 cosh LA 2
1 t 1 t y'/o
+ 5 T —g y2/5 COSh T

(1.22)

In this expression we have seen that all the terms have been accounted for
except for the last one, which was the most problematic. One can check that
in fact this last term can be seen as a continuous function of y*/®/t (it can
even be expanded in a power series of y'/°/t) and thus is also bounded as
long as t stays away from 0. The rest of y%°0,7(ty*°,y) can be treated in
the same way. and can be considered a bounded function uniformly in y
and t. Now thanks to the fact that by Proposition 1.1 for 4 = 1/2 we have
G1/2(y) = 1/24*/5y* and that by (1.12)|¢1/2(y) — b1/2(y)|/y*/ is bounded as

1
y tends to 0, we have that / 10,7 (s¢12(y) + (1= 8)12(y), y)|ds < M [y
0

and we can conclude in this case too, using again (1.15) and (1.2), that
T(d1/2(y),y) ~ T(d1/2(y), y) and we even have:

F(¢1/2(y), y) = clp)y'’® + Oy*").



Appendix to chapter 1

1.6 Construction of the Solution to Eqgs (1.1)-
(1.2)

To prove Proposition (1.1) we will in fact, only expand the computations
of [16], in our own framework (mainly we have different notations) only for
the sake of self-containment. The idea is pretty simple. First of all, the
nonlinear differential equation is decoupled as a linear differential equation
and a nonlinear consistency equation. If not for the Dirac measure (which
is zero almost everywhere anyway) the linear differential equation could be
easily solved by means of the characteristic polynomial of the equation. We
thus treat here the Dirac as zero and solve the equation on R*. This will leave
us three degree of freedom (but one will be taken care of by the consistency
equation) and we fix the other two by imposing the constraint on regularity
and integral. Finally we verify that the function we construct is a solution
to the initial problem.

We work under the assumption that b is positive. The equation (1.1)
is nonlinear because of the coefficient I'(p). To alleviate this difficulty we
simply rewrite (1.1) as (1.23)-(1.24)

0 = —A\bd,p — Deh(o)p + Del'éy(c) + uDel'd2p (1.23)
I'=T(p). (1.24)

To proceed further we attack the first equation considering that I" is a given
positive constant and we afterwards fix I" using the second equation of the
above system.

1.6.1 Solving the linear equation in D'(R")

We solve (1.23) first in D'(R*) which amounts to say that we turn the Dirac
to 0 namely we are looking at the equation:

57
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0= —Abd,p — Deh(o)p + uDel'd02p

on R*. It can easily be solved on each open interval | — oo, —1[,] — 1,0[,]0, 1]
and |1, oo[ and since the equation is of order two on each interval, we have two
degrees of freedom to tune the solution on each interval. On the unbounded
interval we set one of the constant to 0 in order to suppress an exponential
growth that would prevent the solution from being in L!. Next we fix the
constant on the other interval by enforcing C' regularity at -1 and 1. Now
one could wonder why C' while we are looking for solution in H'(R) which
are merely continuous on the real line. It is because if there were jumps
in the derivative of p at -1 or 1, this would induce Dirac measures at these
points in the second order derivative and we have nothing in the equation
that would compensate these Dirac measures.

Ezxpression of the Solution of (1.23). The functions p which solve (1.23) in
the sense of distribution on R* and which are in C'(R*) and verify

/*p2+/*(00p)2<oo

are given by the following formulae:

arexp(fi(oc+1)) ifo < -1
1 .
ay (1= pBy + pBrexp(=(c+1))) if -1<o<0
plo) = 6 (1.25)
a_ (1 —pB_+ pB_ exp(;(a—l))) if0<o<1
a_exp(f-(c —1)) ifl<o

where (., §_ are the roots (respectively positive and non positive) of the
equation
pDel' X? — \bX — De =0 (1.26)

and p is pDel'/(Ab) = 1/(B+ + (-). By the definition of 1 and p we remark
that we have:

1—pB+=pBF. (1.27)

The degrees of freedom are now o and a_.

Determination of the ax used in (1.7). To fix a; and a_ we impose
continuity at ¢ = 0 (because as we said, we are interested in solutions in
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H'(R) thus continuous) and /p = 1. These two conditions give us the

following system on o ,a_:

0= (1—pBs +pBee'?) ar — (1= pB_ + pBe™ /") a_

1 2 1/p
(E + (1= pBy) + "By (e - 1)) Ot (1.28)

1

+ (;1 + (1= pBo)+p°0- (1- e_l/p)) o

Existence of ax.. Provided that the determinant of this system is not zero
we have fixed a unique couple (g, ). Let us check that this is the case by
computing this determinant:

A =2—p*B,0_ (cosh <1> — 1) + cosh (1) + (— ! + 3p) sinh (1>
p p PO+ - p
_ 2 1 an (L) = 1 B
+ By — B-) [p (cosh <,0> 1) + psinh (p) 5.0 cosh (p)} .

(1.29)

We see that in fact A > 0 (remember that 5, > 0, /- < 0 and since b > 0,
1/p>0).

Positivity of ae. At this point let us also check that a. > 0. We have by
Cramer’s rule for linear systems:

Aay =1—pf_+pb_e VP and Aa_ =1—pBy + pfoe'/’. (1.30)

Using Remark (1.27), we have 1—pB_+pB_e~? equal to p(f,+F_e /7).
But since 5_ < 0 and p > 0 we have e™"/? < 1 and f_e”'/? > _ and thus
By +pB_e VP > B, + 3 > 0. Consequently, o, > 0 and the same holds true
for a_. Returning to equation (1.7) we see that the positivity of ay gives
the positivity of the function p on | — oo, —1[ and |1, +oc[. But since ay, [
and p are positive, it turns out that p is increasing on the interval | — 1,0]
and since its value at —1 is by construction a, > 0, p remains positive on
| = 1,0[. Again the same holds true on ]0,1[. Note that from (1.29)-(1.30),
a4 depend on p and f4 which in turn depend on b and T'.

1.6.2 Solving the nonlinear problem (1.23)-(1.24)

Fizing T' using (1.24). Let us sum up what we have obtained so far. We
have now a function p which lies in H'(R) that solve (1.23) in the space
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D'(R*) that is to say in the sense of distribution but with test functions
identically zero in a neighbourhood of zero. We also have that p > 0 and

p = 1, the second constraint being exactly the second equation of system

(1.28) and we have so, for every positive I'. We now adjust I, so that (1.24)
is satisfied. To do this we integrate p for |o| > 1 using (1.7). In terms of a,
(1.24) amounts to:

a4 a_

— ——=1T. 1.31

B+ B- (1.31)

This is a nonlinear implicit equation on I' because as we mentionned before
a4 and (4 depend on I'. Let us admit for the moment that this equation has
a unique solution which means that as long as we give a positive b we can
find a unique positive I that satisfies (1.31). Let us see now that we have
found a solution to (1.1).

Proof that p solves (1.1) in D'(R).  We now show that p verifies in fact
(1.1) on the whole real line. We note that p is continous on the real line and
differentiable except at o = 0. Its derivative in D'(R) is thus its derivative
almost everywhere. The derivative d,p being continous except at ¢ = 0 and
differentiable except at o € {0,—1,1} its derivative is its derivative almost
everywhere plus the jump at 0, [0,plodo(c). Since p verifies (1.1) almost
everywhere, it is only left to show that:

—uDel'[0,plo + Del' = pDel(a_B_e™ P — a B e'/P) + Del’
=0
which becomes
a B’ —a_pe VP =1/p. (1.32)
We multiply (1.32) by A and use (1.30) to obtain:

Bret?(1— pB_ + pBe V?) — B_e /P (1 — pBs + pBie'?) = A/p

which is equivalent to

Brelo(1 = pB_) — B_eP(1 = pBy) = Afp

and then to
p(Blelt — B2e Py = Afp.
That’s what we want to prove.
We now use (1.31) to obtain:
oy a_

R I & a,f.—a fy =T0:06-.
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Recalling that 1 are roots of equation (1.26), we have §,5_ = —1/ul’
and therefore o, f_ — a_(y = —1/p. We multiply by —A this equality and
use (1.30) to obtain:

A

" = (Do) = B-(Aay)
= By (1= pBy + pBre!?) = B (1 = pB_+ pB_e /)
= B (pB- + pBre"?) = B_(pBy + pB_e”'/?)
= p(BLe!? — pZeP).

The jump condition is thus verified. We can see in fact that (1.32) is
equivalent to (1.31). Thus the only solution in D(R) of (1.23) are in fact
solutions of (1.1). This is not that surprising since if one integrates equation
(1.23) over the real line you obtain a priori that I' = I'(p).

What is left now is to understand how we can use (1.31) to fix I and be

sure that, as we claimed, there exists a unique I' that fits the consistency
equation.

1.6.3 Implicit relations that link I' and b

To obtain an explicit function that gives implicitly I' we just have to use
(1.31) and use the value of ay given by (1.29) and (1.30) . It is easier
to use new variables defined by x = pl’ and y = Ab/De. Actually z is
the nondimensional diffusion coefficient in stress space while y = 4//4, with
Y. = GoTy/o. the critical shear rate in the system. Let us begin by rewriting
A with these variables:

) =2 (oo (2) 1) o () (%) s (4
()]G ()= g () e ()]

Now using the consistency equation (1.31) we find that

AL =(2p —1/(pB+6-)) sinh(1/p) — (B4 — B-)/(B4.5-) cosh(1/p)

which we write in the (x,y) variables using the actual values of 5 in terms
of the coefficient of (1.26)

Lt =e (2)+2) o () + (25 +0) s ().
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We now have the desired implicit function linking I" and b:

fu(,y) :% Fy—x; (COSh (%) - 1> + x cosh (%) + (37302 + xy) sinh (%)

v (3 (o () 1)+ 7 (1) o (1)
— \/MCosh (%) — (25 + y) sinh (%) .

and we want f,(z,y) = 0. Interestingly enough, this function depends on
the nondimensional control parameter.

On the open quarter plane{z > 0, y > 0} , f,(z,y) = 0 is equivalent to
9(z,y) = p with:

Zyif (cosh (%) — 1) + zcosh (%) + <% + 951/) sinh (¥)
\/MCOSh (%) + (2?:5 + y) sinh (%)
—1) + Zsinh (%) + @ cosh (%))

1)+ (2 4 y) sinh (4)

g(w,y) =

It is easy to check that for a given y > 0 the function z — g(z,y) tends to 0
as x tends to 0 and tends to infinity as x tends to infinity. Since it is obviously
continuous, this guarantees that there exists at least one I' that solves the
consistency equation and we have at least one solution to our problem. In
fact we can show that 0,g(x,y) > 0 for all z and y positive. This gives us at
the same time the uniqueness we claimed and the regularity of the function
giving x in terms of y. We now introduce ¢, the implicit function satisfying

Yy>0Yu >0 fulz,y)=0% glr,y)=ps =70y
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1.7 Proof of Uniqueness in Proposition 1.1

We give in this section some details on the computations for the uniqueness
part of Proposition 1.1. Remember that we have:

) 2y (cosh (£) — 1) +acosh (¥) + < + 551/) sinh (%)
g(w,y) =
\/MCosh <f )smh Y)
PP (5 (eosh () — 1)+ sinh (2) + 2 cosh (1)
VY2 + 4z cosh (£) + (2790 + y) sinh ()

and we want to prove that 0,g(z,y) > 0 for any given x and y both positive.
We first compute d,g(x,y):

1
\/MCosh < ) (25 + y) sinh (%) ’
[4326 (cosh (%) — 1) —5 sinh (g)%-cosh <%> —% sinh <%>+ (6; + y> sinh <%>

2

(oo O ) o )

0x9(x,y) =

7)o Vit
Y
s Zf <cosh <%> _1) _COShw<>+COSh (x) —%sinh (%) ]
_ ! .
( V2 + 4z cosh (%) + (23 + y) sinh (%))2

2 cosh 7) 2
y 2 (Y 2.y y
T ZE - ?\/ 2 + 4z sinh < > b — sinh (;) — <x + 9:2) cosh <;> X

2

27 (o (2) 1) o (2) (3% .20) son (1)

Y

T (2 o (1) 1)+ 2o (2) s ()
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To handle such an expression (whose sign is anything but obvious) we reduce
to the same denominator and write the numerator and the denominator
as polynomials of the variables x, y, ¢ = cosh(y/z), s = sinh(y/z), and

r = +/y? + 4x. We obtain:

! X
Y (rcy + 2xs + 8y2)2 r
( — day® + 4%y + 205 — 12235 — 2yts — yOe — yir + 1422y
+ 4a*res — darey — 8xyrs — 2xy’re — 8xPyre — y° + Sraesy® + 2y°cPr
+ 2y%cs + 2eytrs + 12xcry® + 342%y*cs + 16xy cs + 122y + 1627y
— 62%yr — 2xyts — S8xy?s — daxtrs + dwry 4+ 1223¢cs — 2y3rc — 6y’

0x9(x,y) =

— 122%y%s — y'rs — 202%cy — 1Oazy30)

As y and x are positive ¢, s and r are also positive. So the denominator is
positive and in the numerator, a monomial is positive if it has a plus and
negative if it has a minus. The trick to show that the numerator is positive is
to combine monomial and use the fact that c—1 > 0 and s —y/z > 0. Let us
give an example. The numerator contains 16z2y?c? + 422y + 122%cs — 8xy? —
12235 — 202%yc (expression which in facts contains the negative monomial
that were the most difficult to combine to obtain a positive quantity). One
can check that in fact this expression can be written under the form 82%yc(c—
1) +122%(c — 1)(s — y/x) + 8x%ys(s — y/x) which is now clearly positive. As
a result we obtain (we write ¢ instead of y/x):

1
a’rg(m7y): 2 2 X
y(rcy+2x3+sy) r

2zy’re(c— 1) +122° (¢ — 1) (s — t) + 2xy° (* — 1) + y°r (¢ — 1)

+y°c(c—1)+y° (= 1) + 2zy’re(s — t) 4+ 62°yrs (s — t) + 2zy’rs (c — 1)
+82x%yrc(c— 1) +y'rs(c — 1) +42r (c — 1) (s — t) + 122%9*s (c — 1)
+ 2xy°s (s — t) + 82%ys (s — t) + 22°y’c (s — t) + 8zyc (c — 1)
+ 8zy’c(c — 1) + 2zy*s (c — 1) + 6zy’r (¢* — 1) + draesy®

+y5cPr + 2y%cs + ey'rs + daxctry® + 2022 y2es + 14aytes

which is now the sum of positive term. hence the result.
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1.8 Computations for the Stress as a Two Vari-
ables Function

We first note that if we multiply (1.1) by o and integrate over the real line
we find that, / op(o)do = Ab/De = y (this can be checked by direct

lo|>1
computation on the form of p given by (1.7) but it is longer). We only have

to compute / op(o)do and thanks to (1.7) we find that:
lo|<1

T = gl; ; (—ap (1= pBy) +a_ (1 —ppo))
F a8y (1= ple' = 1) + fa_f_ (1— p(1 - 71/))

=hL+L+1I3+1

(1.33)

This formula can be simplified using the definition of p, #, and S_ and
the system (1.28) defining a; and a_:

2L = —ay(1— pBy) +a_(1 - p.)

= p(—ay - +a_f4) using (1.27)
_ o oy
P (5— ﬁ+) (1.34)
= pMiF)(—I‘) using (1.26) and (1.31)
_r
0
and
I+ I = pPa B (1= p(e"? = 1)) + p*a B (1= p(1 —e1/7))
= p* (B +a B) +p’ (a By —a ) (1.35)
—p? (04+ﬁ+€1/p _ a,ﬁ,e_l/p) '
=L+ o+ J5
Using (1.32) we have o, (.e'/? —a_f_e '/ = 1/u and thus
Jo= i (1.36)

For J; and Jy we use the values of oy and «a_ given by (1.30). We thus
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multiply J; by A (given by (1.29)) to obtain:

AJy
p—;] = (Aay)fs + (Aa-)b-

= (pBs+ + pB-e/P) B4 + (pB- + pBie/?) -
p(B% + B2) + pBe (e’ +e7/7) (1.37)
= p(By + B-)* — 2pB: 8- + 2pB4 B cosh(1/p)

:%+%mﬂ«mmum—n

because by defintion of . and p, we have G, + 3_ = 1/p. Now we turn to
Jo

AJ
FQ = (Aay)fy — (Aa-)B-
= (084 + pB-e?)Bs — (pB- + pBse'/?)B- (1.38)
= p(F5 = B2) = pBi (e — e71)
= B+ — B —2pB;f-sinh(1/p)
Let us emphasize that we use Cramer’s rule and equation (1.30). That means

that A in these expressions is the determinant of system (1.28) and given by
equation (1.29). In the end, using (1.33) to (1.38) we have:

X P
TThe o4
2 /1
+g(ﬁmwmﬁmmm»40 (1.39)

3
" % (B4 — B = 2pB4 - sinh(1/p))

Recall that we defined in Section 1.6.3 the variables + = ul’ = and y =
Ab/De and that by (1.26) we have §,(_ = —1/x. Also we have p = x/y.
We now rewrite this equality in the (z,y) variables.

3

(2,9) =y + 5-
T(T,y) =y +5———5
2uy  py?

2

e (5= 2o (Y) 1)

.
X
Fom () +2) 2 (9)



Chapitre 2

La transition vitreuse vue a
travers les développements
asymptotiques

Résumé du chapitre

Dans ce chapitre nous nous posons, comme au chapitre 1, la question de la
transition vitreuse dans le modéle d’Hébraud-Lequeux, sous un angle presque
inverse. Rappelons d’abord que le modéle d’Hébraud-Lequeux stationnaire
est constitué d’un systéme d’équation (2.1) que 'on peut voir comme un
systéeme de deux équations a deux inconnues ¢ et p. Dans le chapitre 1,
les démonstrations sont concues de facon & court-circuiter 'inconnu p du
probléme, par I'intégration de ’équation différentielle de (2.1) et & ne raison-
ner qu’avec 'inconnue scalaire ¢. Dans ce chapitre, nous ne raisonnons au
contraire que sur l'inconnue p et ¢ n’apparait qu’a travers son lien théorique
de couplage avec p. A la suite du chapitre 1 nous nous sommes apercus qu'il
était plus pratique d’utiliser le paramétre y qui est un taux de cisaillement
adimensionné plutot que le paramétre b de CANCES, CATTO et GATI,[16] car
I’analyse du systéme (8) (10) p. 7 se réduit a I'étude du systéme (2.1) qui ne
fait plus intervenir que deux paramétres; y et u (la fonction ¢ est la méme
que celle définie dans le théoréme 1.1 p. 39).

Les résultats principaux de ce chapitre sont le théoréme 2.1 ainsi que son
corollaire 2.1. Soulignons que le corollaire 2.1 est plus précis que le théoréme
analogue 1.2 du chapitre 1 : en effet, dans le corollaire 2.1, nous donnons un
développement de la contrainte 7 en série de Puiseux convergente de y alors
que dans le théoréme 1.2 nous n’en donnions qu’un équivalent.

Néanmoins, dans ce chapitre comme dans le chapitre 1, les énoncés comptent

67
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en fait moins que les schémas de preuve utilisés pour les obtenir. Guidés tout
de méme par les résultats du chapitre 1, nous avons interprété la limite y — 0
du systéme (2.1) comme pouvant étre une limite singuliére semblable & celle
qui apparait dans les problémes de mécanique des fluides avec terme de péna-
lisation d’obstacle |2, 20, 12| : ¢’est du moins ce qui apparait, si I’'on remplace
arbitrairement dans I’équation différentielle de (2.1), ¢(y) par son équivalent
obtenu dans la proposition 1.1. Dans ces modéles, 'objectif est de calculer
le champ de vitesse u d’un fluide newtonien dans un domaine Q \ w ou w
s'interpréte comme un obstacle a I’écoulement auquel le fluide, par exemple,
adhére. Pour des raisons d’efficacité numérique, on cherche & calculer un
champ de vitesse fictif dans € qui vaut idéalement u dans Q \ w mais qui en
réalité n’en n’est qu’une approximation u°. On calcule de fait u° en écrivant
une équation de mécanique des fluides sur tout le domaine 2 modifié par
un terme supplémentaire artificiel dit de pénalisation. De nombreux auteurs,
notamment FABRIE, CARBOU et GUES , ont développé des méthodes pour
étudier la qualité de 'approximation de u par u°.

Dans le modéle d’Hébraud-Lequeux, nous pouvons interpréter le terme
1R\[=1,1jp comme étant un terme de pénalisation «naturelle» de I’«obstacle»
R\ [—1, 1]. Nous avons donc décidé de nous approprier les méthodes mention-
nées précédemment qui préconisent la description de u® par des termes qui
décrivent une «couche limitey (d’origine numeérique). Dans notre contexte,
le petit paramétre € est notre nombre de Weissenberg (ou cisaillement adi-
mensionné) y, le role de «u®» est en fait joué par I'inconnu p, et u serait la
solution limite de notre probléme que nous ne connaissons pas.

Bien que nous soyons désormais guidés par des théories bien établies sur
le développement en couches limites de ces types de probléme, leur mise en
en ceuvre dans notre cas particulier ne va pas de soi, car nous ne voulons pas
nous appuyer sur la proposition 1.1 : nous voulons développer une méthode
qui puisse étre utilisée sans connaissance a priori sur le modéle, car nous
avons l'intention de I'appliquer & un modéle plus compliqué mais similaire
(dans le chapitre 4), pour lequel nous ne possédons pas cette connaissance.
Nous devons traiter en paralléle le probléme du développement de ¢ en fonc-
tion de y. Ce qui est alors intéressant c’est que, bien que l'on sache qu’il
faille regarder dans la direction des développements en couche limite, il nous
manque a priori un élément important de ces développements qui est la taille
de la couche limite. Nous ne savons pas non plus dans quelle échelle de y dé-
velopper la solution car le probléme ne s’écrit pas de facon immédiate comme
un probléme classique. Nous avons donc recours dans un premier temps a des
formes de développements asymptotiques trés générales que nous caractéri-
sons a l'aide de la proposition 2.1, et il apparait alors un changement de
taille de couche limite et d’échelle de développement suivant la valeur de p
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qui préfigure la transition vitreuse sur p. Bien que formelle, cette analyse est
déja trés importante dans 'optique du chapitre 4.

Nous concluons ce chapitre par ’analyse de la convergence des développe-
ments formels que nous avons obtenus. Cette convergence est obtenue par une
méthode de perturbation analytique d’opérateur, couplée a une application
du théoréme des fonctions implicites en version analytique. Cette méthode
trés efficace permet d’obtenir la convergence des développements, et ce, dans
des espaces fonctionnels de fonctions a décroissance exponentielle. Ceci per-
met d’utiliser la définition (2.3) et d’obtenir le développement de la contrainte
T par intégration terme a terme des différents développements. Le corollaire
2.1 est donc gratuit, ce qui est & comparer avec la démonstration de (1.2).

Ce chapitre est tiré d’un article en cours de révision pour STAM J. Appl.
Math., en collaboration avec MICHAEL RENARDY.
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2.1 Introduction

Soft glassy materials are complex fluids which by definition exhibit a transi-
tion when a parameter goes through a critical value. This behaviour is very
similar to the one of classical glasses in which case the parameter is simply
the temperature of the glass. The class of materials we are interested in is
formed of the so-called granular glasses. A granular glass is composed of
“particles” dispersed in a Newtonian fluid: this is the case for suspensions of
solid particles and for emulsions which are “particles” of a fluid dispersed in
another immiscible fluid. In this setting, the parameter is related to the con-
centration of particles: as long as the particles are not too concentrated, the
behavior of the material is Newtonian. But when the concentration reaches
a certain value, the particles are so packed that the structure has to break
before the material can flow. This leads to a stress threshold behavior similar
to Herschel-Bulkley models.

One model available in the literature to describe this kind of phenomenon
is the one introduced by HEBRAUD and LEQUEUX in [37]. At the beginning,
there was a kinetic-type of model for real glasses which was proposed by
BOUCHAUD et al. in [11]. Then considering the aforementioned analogy
between soft glasses and real glasses, a model was designed by SOLLICH et al.
in |68] for soft glasses. Finally the Hébraud-Lequeux model was introduced
as a simpler model taking the previous ideas into account.

In a previous paper [53], we mathematically proved that the Hébraud-
Lequeux model (referred to as HL for the sake of brevity) describes the glass
transition as was announced in HEBRAUD’s PHD thesis [36]. This work relied
on analytical computations of the solutions of the model which was possible
because HL. was designed to describe simple shear flow and is thus, from a
mathematical point of view, a 1d problem governed by an ODE. Thus all the
computations can be done “by hand” (note that for given y and ¢, equation
(2.1) below is just an ODE with piecewise constant coefficients, which can
be solved explicitly). But in an upcoming work 52|, we intend to extend
the model to multidimensional situations and thus study a model similar
to HL but set on several dimension of space. This means that analytical
solutions are not available anymore. This led us to search for other tools
to prove the same results, techniques that would be more easily generalized
to multidimensional situations. The tool we found to be appropriate are
asymptotic expansions.

Let us introduce the model and our notations. We are interested in the
stationary dimensionless version of the HI. model. Here the unknown is p
which is a probability density on the stress space. The stress variable will
always be denoted o. The small parameter is y. It is a dimensionless shear
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rate and is chosen to be nonnegative. The glass parameter is denoted by p.
Finally, the model uses a function ¢ of y called the fluidity. Then the model
reads:

- ¢(y)8§p +y0yp + 1[—1,1]cp = ¢Ly)5o,
p € H'(R),
p(F00) =0, (2.1)
p=0,
/ p(o)do = 1.
\ Jr

Here 1;_; jjc denotes the characteristic function of the complement of the
interval [—1, 1] and 0y is the delta function located at the origin. The fluidity
is not explicitly defined. It comes from the constraint on the integral of p.
Indeed, if instead of ¢(y) in the PDE we had a given constant I', then solving
the boundary value problem is a simple matter. But since we have in addition
the integral constraint, there is only one I" that allows for solving the equation
and the integral constraint simultaneously when y > 0. See CANCES, CATTO
and GATI [16] or |53] for further details on this question. On the other hand,
by integrating the equation, one has the following connection between p and

o :
¢ _
== p(o)do. (2.2)
K lo|>1
Finally, to connect more specifically to the physics of the phenomenon we
are trying to model, we introduce the macroscopic stress

r= /R op(o)do. (2.3)

Then 7 is only a function of y. In this setting the glass transition occurs at
the critical value 1/2: when p > 1/2; the behavior is Newtonian 7 ~ ny,
when p = 1/2, we will have a power-law fluid with exponent 1/5, that is
7 ~ y'5 and finally when px < 1/2, we obtain a Herschel-Bulkley fluid
with exponent 1/2, that is to say 7 ~ 79 + A\/y, where 75 > 0 is called
the dynamic yield stress. We note that the asymptotic expansions for p
translate into a straightforward manner into expansions for 7, as long as we
show convergence in a function space that embeds into a space for which

p+ [ opis a continuous linear form.

The paper is organized as follows: in Section 2.2, we introduce the physi-
cal background of the model and the motivation for the equations. In Section
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2.3, we discuss the limiting problem for y = 0 which provides the foundation
for the asymptotic analysis. Our main result is stated in Section 2.4. Sec-
tion 2.5 is devoted to the derivation of the asymptotic hierarchy. We explain
how to find the appropriate scales of expansions and the sizes of the relevant
boundary layers. In Section 2.6 we justify the formal expansions by an im-
plicit function argument. In doing so, we find it advantageous to introduce
a priori two small parameters a = y/¢(y) and b = \/¢(y). This allows us
to reduce our problem to a single equation of the form F'(u,a,b) = 0. The
behavior of ¢ as a function of y arises naturally from the analysis of this
function.

2.2 Physical Background

2.2.1 Description

In this section we shall review the physical features behind the Hébraud-
Lequeux model. The model describes what are called soft glassy materials.
These materials are amorphous. For example, consider an emulsion, that
is a material consisting of bubbles of one liquid plunged into another liquid
and let us imagine that the bubbles do not coalesce. Then the disposition
of the bubbles can be very complicated and does not follow any particular
order. The rheology of these materials needs to take into account some of the
complexity in the material. Indeed these kind of materials are sensitive to
what can be called the mechanical noise: because of the composition of the
material, what happens to the bubbles at some place can have have mechan-
ical repercussions throughout all the material. Nevertheless, this noise must
be taken into account in a manageable way. In the model by BOUCHAUD et
al [11] or in SGR [68] the noise is taken into account a priori as a charac-
teristic quantity of the material . In the HL model this is done by using a
statistical approach which is simple but captures the basic physics of a typ-
ical soft glassy material. The noise can then be approached by mechanical
considerations and is not “hidden” in the model. Only the intensity of the
noise is characteristic of the material.

The model is restricted to simple shear flows. In classical rheology, when
an “elementary” block of material undergoes a certain shear rate -, the con-
tinuous medium has a change in its stress ¢ to adapt to the shear rate so
that the stress and the shear rate are always linked. The nature of this
link defines the rheological properties of the material. One can then study
a macroscopic sample (assuming the shear rate is constant throughout the
sample) by mentally dividing it in “elementary” blocks. But for microscopi-
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cally inhomogeneous materials like suspensions or emulsions this procedure
is not relevant since elementary blocks are in all kinds of states.

The HL model acknowledges this difficulty by, in a sense, attributing
a distribution of stresses to the “elementary” blocks for a given macroscopic
shear rate. More accurately, the model describes a typical “elementary” block
by giving it a distribution of stress p for a given shear rate that accounts for
the distribution of stresses of all the “elementary” blocks (not typical ones
but real ones) of a macroscopic sample. The HL model gives the evolution
of this distribution in time. The quantity p(¢,o)do can be understood as the
proportion of “elementary” blocks of a macroscopic sample that are in the
stress state o (with margin do) at time ¢t. It is consequently a probability
density. The stress of the macroscopic sample at time ¢, which we denote by
7(t), is the average of all the contributions of the “elementary” blocks and is
therefore given by the equation

T(t) = /ER op(t,o)do. (2.4)

We note that formulating the model in terms of only one stress component
is an oversimplification. Even if the flow is restricted to parallel shear, stress
is a tensor with several components, and all of them have a statistical dis-
tribution. The formulation and analysis of such models will be addressed in
future work. Even in the case of simple shear flow, they do not simply reduce
to the original Hébraud-Lequeux model.

Let us now give the evolution equation of p. Suppose that at time ¢ the
shear rate throughout the sample is 4(¢). Then we have

Oip(t, o) = —Go(t)0p(t, U)—;Ol(ff)[ac,ac]cp(t, o)+L(p)(t)d(0)+al (p)(1)p(t. 0),
(2.5)

where Gy, 0., Ty and « are material constants respectively called elastic mod-

ulus, stress threshold, relaxation time and fragility. The term 1_;_, - desig-

nates the characteristic function of the complement of the segment [—o., o]

in the real line. The term I'(p)(¢) is called the fluidity and depends on the

state of the sample in the following way:

1

L(p)(t) = T

p(t, o)do. (2.6)

lo|>0c

2.2.2 Explanations of the Terms of the Equation

Let us now explain heuristically how the equation is motivated.
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We take a macroscopic sample of N “elementary” blocks and for each of
this blocks we note %;(¢) its stress. We say that under the shear rate ~(¢)
the stress of an “elementary” block will evolve because of three effects:

Elastic gain: the first possibility is that the particular block behaves elas-
tically which means that its stress will evolve linearly in time, as pre-
scribed by Hooke’s law of linear elasticity:

St + dt) — (t) = Gy (t)dt. (2.7)

Physically, we could say that the local structure withstands the shear
by increasing elastically its stress. For an emulsion it could correspond
to bubbles deforming to take in the shear rate. Of course, the actual
source of elastic forces in an emulsion is the surface tension on the
interfaces, so the assumption of linear Hookean elasticity is a rather
crude simplification.

Relaxation toward 0: when |3;| is larger than a maximal value o, then the
local structure cannot bear the shear and locally breaks. By doing this
the stress is released and we model this effect by an exponential decay
toward 0 with rate 7. For an emulsion this would be for example a
bubble that cannot deform any longer and moves away from its position
to find a place where it would be less deformed and thus less stressed.
We call this a relazation event. Note that the fluidity is thus the time
rate of relaxation events.

Rearrangements: when the structure breaks it induces rearrangements on
neighboring blocks. One can think for example that, in the case of an
emulsion, when a bubble moves away because of the relaxation event it
lets its place to another bubble which, in turn, lets its place to another
one and so on. We model this on a typical “elementary” block by
adding a Brownian motion that accounts for the contribution of all the
rearrangements around it. Of course the more relaxation events there
are, the more rearrangements there can be and the more this effect
will be important. So the intensity of the Brownian motion will be
proportional to the total number of relaxation event and we call a/Tj
the proportionality constant. When « is small, then there needs to be
a lot of relaxation events for the rearrangement to be perceived and
on the contrary, if « is large then a few relaxation events will induce
lots of rearrangements everywhere. This can be interpreted as follow:
rearrangements are by nature local (in space). If « is small then it
means that the rearrangements will take place on a very small area
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around the relaxation event. So, for a given block, the extra stress
due to rearrangement will be small because the block does not see the
blocks that are far from it. On the other hand, if « is large, then even a
few relaxation events will have consequences on a lot of blocks even far
from the origin. In this interpretation, « is a measure of the fragility
of the structure: when « is small, a break somewhere in the structure
will have little repercussions which means that the structure is robust.
On the other hand, if « is large, then a small break at some place will
induce a lot of breaks throughout the structure and the structure can
indeed be called fragile.

2.2.3 Dimensionless Equation

It is usually easier to analyze models such as (2.5) by rescaling variables. To
do that we need to choose a scale for all the variable. For the stress variable,
we choose the scale given by the stress threshold o, so we set ¢’ = o /0. The
relaxation time Tf provides a time scale.

Since p is a stress density, its dimension is the inverse of a stress. It is thus
natural to introduce p'(t',0") = o.p(t'T, 0'0..). Note also that when changing
variables we have dy(c) = (1/0.)do(0/0.). One can check that p’ follows the
following equation:

/ ! / G . ! / ! / ! / ! /
Ap (t',0') = ——2(Toy(t'To))0prp (', 0') — 1(0")_r el (', o)
/ / ! ! « ! / A / A !
+I'(p")(t")do (") + por) )2 (t,0"), (2.8)

c

where
F/(p,)<t,) — / p,(t/70'/)d0',.
lo/|>1

We also have, by this change of variables,

/ p'(t',o)de' = 1.
o’eR

We thus define two dimensionless numbers: A = Gy/0,., and what we call
the glass parameter, u = a/of. In the sequel, we drop the primes in the
variables and on the unknowns.

In this paper, we focus on the stationary equation, i.e. all variables are
independent of time. This results in the following model (in dimensionless
form):
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0 = —ATv¥)05p(0) — 1(0)—1,1ep(0) + T(p)do(0) + pl'(p)(t)02p(0).

We note that the shear rate appears only in the combination \7y%. This
dimensionless combination is referred to as a Weissenberg number, and it is
what we have denoted by y in our analysis. Also, we use ¢ = ul instead
of I", which is the diffusion coefficient of the equation. That is how we find
(2.1) from (2.5).

2.2.4 Heuristic Considerations

The essential dimensionless parameter in the equations is therefore the glass
transition parameter p. Let us assess the relevance of this parameter. If pu is
small, we have elastic behavior until |o| exceeds 1, and then we have relax-
ation. The result of this is a yield stress behavior; since a critical stress must
be reached before relaxation can occur, the fluid has to overcome this critical
stress to flow, no matter how small the shear rate is. On the other hand, if p
is large, the random effect of rearrangements can lead to stresses exceeding
the critical stress. The distribution of microstresses becomes broad, and re-
laxation always occurs. In this scenario, the yield stress disappears, and the
fluid can flow at any shear rate. Below, we shall specifically quantify these
phenomena.

2.3 Behavior at Main Order

In this section we shall briefly discuss the “fundamental" solutions that gov-
ern the limiting behavior of System (2.1) in the limit y = 0. As the glass
transition implies, there are three possible regimes. The first one is the New-
tonian regime. In this regime the material constantly undergoes breaks and
rearrangements (a process sometimes known as rejuvenation see PICARD,
AJDARI, BOCQUET and LEQUEUX [59]), even in the limit of vanishing shear
rate. We thus expect at the main order a stationary stress distribution which
is non zero for |o| > 1. The specific expression is obtained by setting y = 0
in the governing equation, while we expect a nonzero limit (which is to be
determined) for ¢(y). In the sequel we use the notations

q=Dpl-11], Tg = Plj—co,—1 Ta = Pl1,+oof;

and we use @O,ES and Eg for the leading order of ¢, 74 and r4 respectively. In
the Newtonian regime the stationary distribution at main order is governed
by the following equations:
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[ - ,@033@0 = Cy0o,
— 2R, + R) =0,
— e Ry + Ry = 0,
Q'(-1) =R (-1),
Q'(1) =TRy(1), (2.9)
9,Q"(—1) = 9, R)(~1),
9,Q(1) = 0, Ry(1),

1
@O(J)da +7¢ =1,

¢y # 0.
This problem is simply (2.1) with y = 0 and ¢/u = ¢, when split into the
three intervals | — oo, —1[, | — 1,1 and |1, +o00[. The explicit solution of this

system, which can be found in [16, 53], is
1 1 /e
T 2D <o
A0\ 2u 2V
Q (U> o 1-— g 1 EO
—|— —/— ifo>0
2V u
R 1 O exp (© + !
Ry 2V
1 Ja 0 - 1
2

where ¢, satisfies the following equation (which is a statement of the integral
constraint),

(2.10)

Gt/ =+ =1, (2.11)

and has thus the following solution
1
Co=1— 2—\/4,u— 1.
i

As announced, ES > 0 and EZ > (0 and since the function obtained by
gluing the previous pieces together is even, there is no stored stress in this
fundamental problem. Indeed applying formula (2.3) to this function gives
0. Finally we remark that if g < 1/2 then (2.11) does not have a positive
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Fundamental Solution
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Figure 2.1: Examples of fundamental solutions for p > 1/2

solution and that is why Problem (2.9) cannot be the fundamental problem
of (2.1) when p < 1/2.

The second regime is the jammed regime. In this regime, the effect of rear-
rangements is not strong enough to take the local stress beyond the threshold.
At the limit, all the blocks are trapped in states that no longer allow relax-
ation events. As y becomes smaller, the elastic mechanism becomes weaker
and cannot bring the stress high enough for relaxations to occur. In the
end the stationary distribution of stress reflects that fact since Eg = EZ = 0.
However, our analysis can give information on the inner distribution of stress
“at the limit”. This means that if we knew that a soft glassy material, in the
jammed state, had been put to rest through a sequence of decreasing shear
rate, with enough time to reach the stationary state at each step, then we
would be able to compute the complete distribution of stress in the material.
Note that without the history of the preparation of the material sample, we
would not be able to distinguish between any distributions of stress which
does not allow relaxation events. Indeed, if we set y = ¢(y) = 0, then all
the terms in (2.1) vanish in the inner region, and we obtain absolutely no
information. We can, however, obtain a meaningful limit by assuming that
¢(y) is proportional to y, and then dividing the equation by y. If we set

¢(y) = pery, we obtain the following problem for QO:
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— uclf)ﬁ@O + 8@0 = c100,
Q'(*1) =0,
1 (2.12)
/ Q'(0)do =1,
—1
\ C1 7é 0.

. —0 . . .
For this system, () can be computed in terms of ¢; and the integral constraint
gives us an equation on ¢;. Namely we have:

e
ol )
Q (o) = ne Hey

€1 (exp (i) — 1)

g

exp (L) . <_L> (1—exp (Uu;l)) if o €]0, 1]

Her Her

(2.13)
and ¢ is fixed by the following equation (which again is a statement of the
integral constraint),

tanh = 1. 2.14
o (2M01) ( )

If we multiply this equation by g and study x +— xtanh(1/(2x)) it is easy
to see that it does not have a solution if g > 1/2 and that is why Problem
(2.12) cannot serve as a fundamental problem for this range of u. Finally,

the solution is clearly not even and using (2.3) on QO instead of p one can
compute a positive value 75. This value is called the dynamic yield stress.

The final regime is the transition regime which is in between the two
previous regimes. Its governing equations would be:

- /’Lagéo - 507
Q'(=1) =0,

/_l 0°(0)do = 1.

1

(2.15)

This limit is obtained under the assumption that ¢(y) — 0, but ¢(y)/y — oo
as y — 0. The exact behavior of ¢(y) is not obtained at this level, and can
only be determined by considering higher orders in the expansion. This will
be pursued further in Section 2.5.
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Fundamental Solution
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Figure 2.2: Examples of fundamental solutions for p < 1/2

However, it is easily seen that System (2.15) can only be solved when
i = 1/2 by the function

—0, . Jo+1, ifoe[-1,0],
Qo) = {1 — o, itoeo1]. (2.16)

As we can see this solution is really in between the two previous regimes:
its support is [—1,1] so it is in a jammed state as are the fundamental solu-
tions of the the ;o < 1/2 case. However the function is even as in the p > 1/2
case and as such, does not store any stress.

2.4 Reformulation of the Problem and Main
Result

At the start of this study we were inspired by the similarity of the prob-
lem given by the system (2.1) with the problem of stationary Navier-Stokes
equations with a penalization term to take into account an obstacle in viscous
flows studied by ANGOT, BRUNEAU and FABRIE, [2|, CARBOU and FABRIE
|20], or CARBOU |19] in the context of porous materials, or the problem of
wave equations with a penalization term studied by FORNET and GUEs [30]
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and FORNET [29, 28]. This encouraged us to see if the same methods could
be adapted to our problem. In the HL setting, the obstacle would be the
exterior of the [—1, 1] interval.

The first thing to do is to separate what happens inside and outside the
obstacle. This means we rewrite (2.1) with unknowns

q=pl-11], "= pl1,1e,
and obtain
— d(y)07q + y0oq = %y)éo in]—1,1], (2.17a)
— oY) +ydyr +17 =0 in [1,1], (2.17b)
r(4o00) =0, (2.17¢)
q=>0, (2.17d)
r 20, (2.17e)
r(£1) = q(£1), (2.17f)
Opr(£1) = 0,q(£1), (2.17g)

/U>1 r(o)do + /_1 ¢(0)do = 1. (2.17h)

1

We refer to (2.17f) and (2.17g) as the transmission conditions and (2.17h) as
the integral constraint.
Now our main result can be stated:

Theorem 2.1. The solution of (2.17a)—(2.17h), for smally, can be expanded
in a convergent series whose terms can be described in terms of boundary
layers. Moreover the expansion changes if the parameter u changes, which
leads more precisely to the following discussion:

if 1 > 1/2, there is no boundary layer terms (Q and R are functions of o)
and we have

—0 —1 —2
(=Q +yQ +y'Q +--,
r=R +yR +y"R +-,

and consequently

= e

=G+ ey +ey’+--- .
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if < 1/2, the boundary layer is of size y1/2 and

—0 —1 —2
¢=Q +y"?Q +yQ +---,
r=VyR FyR

and consequently
zzcly+02y3/2+--- ,

with R* depending on (Jo| —1)/y"/>.
if = 1/2, the boundary layer is of size y1/5 and
—0 —1 —2
¢=Q +y'°Q +v¥°Q +---,
r= R+ R 4
and consequently

%=02y4/5+03y+---,

with R* depending on (|o| — 1) /y*/°.

Using the previous theorem, the following result related to the macro-
scopic stress may be deduced:

Corollary 2.1. The previous erpansions converge in a space in which the
application p — op is a continuous linear form. Thus by a simple inte-

R
gration we have the following expansions:

if > 1/2, the stress expands as

T =10y +my’ +...
if p < 1/2, the stress expands as

T="T0+ Aoy + ...
if 4 =1/2, the stress expands as

T:B0y1/5+B1y2/5+...
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The various constants (which may be 0 except for the first one of those
we have indicated) can be computed in terms of the profiles of the expansion
of ¢ and r.

Section 2.5 is devoted to understanding from a formal point of view where
the boundary layers come from, starting from an a priori unknown boundary
layer expansion (meaning that we will not prescribe the size of the boundary
layer nor the scale of the expansion). We will then obtain the equations of
the profile in each case. This method is fairly general and may be applied in
multi dimensional generalizations and the equations of profile can be useful
for numerical purposes.

Even though this section does not contain any proof of convergence, one
could follow up with a convergence proof based on existence and uniqueness
of the profiles and estimation of the remainder at a given order, in a manner
similar to FABRIE and BOYER [12]). However in Section 2.6 we shall give a
simpler proof which exploits the fact that the problem is more easily analyzed
in a two parameter setting. In this setting, a = y/¢(y) and b = \/¢(y) are
treated a priori as independent parameters. It turns out that the solution
of the differential equation is actually an analytic function of a and b. The
proof uses perturbation theory. One of the essential differences between the
one-dimensional and multi-dimensional case is that the limit b — 0 becomes
a singular perturbation problem in several dimensions. The perturbation
argument would therefore become more complicated, and the solution would
depend only smoothly, but not analytically, on b. In a second step, we
analyze the remaining equation resulting from the integral constraint. This
is a finite dimensional problem of the form F(u,a,b) = 0. The implicit
function theorem can be used to establish a relationship between a and b
which naturally yields the expansions of Theorem 2.1.

2.5 Derivation of the Asymptotic Hierarchy

In this section we shall show the formal computations that will be justified
by the next section. The formal computations are of interest in their own
right, since the appropriate ansatz is not obvious a priori. Of course the
results described by HEBRAUD and LEQUEUX in [37] and proved in [53] were
a powerful guide. Yet they do not give the actual ansatz. The transitional
case ;1 = 1/2 was especially hard to devise.
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2.5.1 Ansatz

To describe the boundary layer which lies in the exterior domain [—1,1]°,
we need the distance to the boundary {—1,1} and we call this distance 6.,
which is simply

O.(0) = |o| — 1.

We make the following ansatz for ¢ and r:

“+o00o

q(0) =3 y"Q"(0), (2.18a)
r(o) = . kSR o ks BF ( sign(o be(o)
@) =30 o R (siento). "7 ) (2.18b)

which implies that ¢/p has the following expansion in view of (2.2):

8

n
oY) =N "Gyt (2.18c¢)

i

i
[«

Here [ and s are two integers satisfying 1 <1 < s. We have also introduced:

_ Chs it0<k<l-1,
Cr =
¥ Ek+ck—la if £ Z l,

with
o = / R(o)do, ¢, — / yEHUSRE(<1, 2) + RE(L, 2)|d= (2.19)
lo|>1 0
We recall that in a boundary layer setting we have, from a formal point of
view, the property:

VEVm  lim |07 RF(+1,2)| = 0. (2.20)

zZ—00

In more details we have the following:

Proposition 2.1 (Necessary form of the ansatz). The parameters in the
previous ansatz in each case can only be:

if > 1/2: we have s =1 and no boundary layer, which means | is undefined
and all the R* are zero;
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if p < 1/2: we have s = 2 and | = 1, which means that the boundary layer

12 In the exterior all the Ek are 2ero;

is of size y
if 4 =1/2: we have s =5 and | = 2 which means that the boundary layer is
of size y2/5 while the expansion is in powers of y1/5. In the exterior all

—k ‘
the R are again zero.

What we imply by necessary conditions is that taking other parameters
will rapidly lead to ill-posed problems for the profiles, even at the leading
order. Another detail to note is that for u < 1/2 for instance one could take
s = 4 and [ = 2 but this would lead to the same expansion with a lot of
coefficients (half in fact) simply vanishing. We have indicated the choices of
parameters that lead to the minimum of “trivially zero” terms.

The interest of this proposition is that its proof gives a methodology to
find the size of the boundary layer when you have no a priori knowledge
(from physics or elsewhere) to guide you. We have of course in mind our
multidimensional generalization of the HL model for which we lack this kind
of information.

Before we can prove this proposition, we need to derive the equations
solved by the profiles.

2.5.2 Equations of Profile

We now put these ansaetze in (2.17a)-(2.17h) and assemble the terms of the
same formal order. We obtain the following hierarchy of equations.

FEquation (2.17a): We put the ansatz (2.18a) and the ansatz (2.18c) in
(2.17a):

k
0<k<s—1: —p> adQ " =ad,
o (2.21a)
S S k- — M Z 6k/a[2r@k_kl + 8J@k_s = 5k50
k'=0

FEquation (2.17b): We put the ansatz (2.18b) and the ansatz (2.18c) in
(2.17b). We can then separate in these equations the equations obeyed by the

R' and those obeyed by the R* by using the property stated in Eq. (2.20).



86 Approche asymptotique de la transition vitreuse

We then obtain:

k421

- 2l S k S —1: — ILLZ ék/ang+2l_k/ — O7
k'=0
k421

0<k<s—Il-1: —pY &R 4R =0, (2.21b)
k'=0
k421

s—I1<k: — Z ék,ang+217k/ + Rk _ _eéaszferl’
k=0

and

k
0<k<s—1: —pY &PR " +F =o,
k'=0

: (2.21¢)
s<k: —nY @R+ R’ = -0,R
k'=0
FEquation (2.17¢): With (2.20) in mind, Eq. (2.17¢) only tells us
0<k: R (+00) = 0. (2.21d)
Equation (2.17f): The continuity relation translates into
0<k: Q" (£1) = R*(£1) + RF(£1,0). (2.21e)

Equation (2.17g): The continuity of the derivative translates into (given that
6, is non zero):

0<k<Il—-1: 0=0.R"=£1,0), (2.21f)

0<k: 0,Q" (£1) = 9, R (£1) + 0. (£1)9. R*(£1,0).  (2.21g)

FEquation (2.17h): Finally we get from Eq. (2.17h) the following constraints

for the profile:

1 ~

k=0: / Q’(o)do + 2 =1,

-l . (2.21h)

k>0: / @k(a)da—kc—k = 0.
-1 H

Influence of Eqs. (2.17d) and (2.17¢): The two conditions (2.17d) and (2.17e)
translate into the positivity of the lowest order term of the expansions (2.18a)
and (2.18b). Moreover, by taking into account (2.19), this also means that
the first nonzero ¢, must be positive.
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2.5.3 Proof of Proposition 2.1

Now that we have the equations solved by the profiles, we can turn to the
proof of Prop. th:ch2:necessary. We break it down into several steps.

Lemma 2.1. If & # 0 then all the R* are necessarily zero (thus 1 is unde-

fined).

Proof. We argue by induction. Take k = —2[ in (2.21b) and k£ = 0 in (2.21f)
and in (2.20). Then the problem solved by R' is

V2 >0 —uéd?RY(£1,2) =0,
—0,R°(+1,0) =0,
R°(#1,400) = 0.

whose only solution is R° = 0. Now suppose R°,---, RP~! are identically 0

for 1 < p. Then take k = —2] 4 p in (2.21b). We find that R” satisfies the
equation
—/J,éoang = O,

i.e. 92RP = 0. But since from (2.20) 9,R” — 0 as z tends to infinity then we
find 0,R? = 0 for all z. Then again R” — 0 at infinity and R” is identically
0. O

Now we look at the other case when ¢y = 0.

Lemma 2.2. If ¢y = 0 then necessarily

1. R is identically 0 (and thus so is T ) for all k,
2. ¢1,...,¢_-1 are 0 and ¢; cannot be 0,
3. RY,...,R"" are all identically zero.

Proof. The first point is proved by induction. Taking (2.21¢) for k = 0 gives
—pEd’R + R =0,

and since ¢ = 0 we have R” = 0. The induction is then clear since all profile
Rk will satisfy the same equation.

To prove the second point, introduce m the index of the first non zero
¢x and suppose 0 < m <[ — 1. Then take (2.21b) with & = m — [ which is
the first non trivially satisfied equation for the R*. Since m < [ — 1 then we
have m — [ < —1. Provide for this equation the boundary condition given by
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(2.21f) with & = 0 and the property (2.20), and this leads to the following
problem for R’:
V2 >0 —puc,02R%(£1,2) =0,
—0,R"(£1,0) =0,
R%(£1, 4+00) = 0,

which can only be satisfied by the null function. All following R* will then
satisfy the same problem and be consequently 0 and thus so is R™. This is
contradictory since ¢, is supposed to be nonzero and the integral of R™..
Suppose now m > [ + 1. Once again we argue by induction that all R*
are identically 0 which leads to a contradiction with ¢,, # 0. Take k£ = 0
in (2.21b) and you find that R = 0 because all the coefficients in the sum
are 0 due to the fact that the first index for which ¢, is non zero is [ + m.
Then suppose R’, ..., RF~! are all identically zero and take k = p in (2.21b).

When we look at
p+21

Z G ag Rp+21—k’7

k=0
we see that if &’ < m+1—1, then ¢y = 0, and if ¥ > m+1, then p+20 -k’ <
p — (m —1), and thus 9> RPH?=* = 0, so that the sum is in fact 0. And if
p > 0, then we can conclude RP = 0.

Finally suppose m = [. By taking & = 0in (2.21b) and in (2.21f) and then

using the fact that we have ¢y = --- = ¢9_1 = 0 we find that the problem
solved by R is

V2 >0 —puqd?R(£1,2) + RY(£1,2) =0,
—0,R°(+1,0) =0,
R%(#1,+00) = 0,

which once again can only be solved by the null function. Argue by induction
to find that R',..., R'"! all satisfy the same problem as R° and are then
identically 0 O

The fact that ¢y is the first nonzero term of the expansion of ¢ is not sur-
prising since in the equation of r you would want to balance the second order
derivative with the zeroth order term to have an exponentially fast decay at
infinity and when the coefficient in front of the second order derivative is of
order y® this can only be achieved if the boundary layer size is y*/2.

Now we complete the proof of the proposition.

Lemma 2.3. If ¢o # 0 then the fundamental problem is well-posed if and
only if > 1/2. In this case s can be taken as one.
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Proof. Now we can look at the problem satisfied by @0, R’ and Co = Cg. We
take k = 0 in (2.21a) and in (2.21¢) and k = —2[ in (2.21b) for the equations
and complete with the transmission condition from (2.21e) and (2.21g) with
k = 0 and finally & = 0 in (2.21h). This leads to Problem (2.9) whose
solution is given by (2.10).

Now we show that for K =1+ ns to k = s — 1+ ns and for n > 0 the
problem solved by @k, Ek, and €, = ¢ is solved by the trivial solution (0, 0,
0). We argue by induction on n. Let us look at the case n = 0. We argue by
induction on k. The problem solved by @1, }_31, Cy, 1s

(- Méoa?f@l =100 + ,@183@0,
— 10’ R + R = 1ie,2R’,
Q' (1) =R (1),

0,Q' (£1) = 0, R (£1),

/Q do—i——zO

Now using the fundamental problem we see that ¢;0¢ + ;@8360 =0. Itis
now clear that the trivial solution satisfies this problem. We can see now

that for k=2,--- ,s — 1, @k, Ek, ¢y, satisfies

(— 1c02Q" = ey + perd’Q’ = 0
— 1eg®R" + R" = jiey 02 R,
Q" (1) = R'(£1),
0,Q"(£1) = 0,R" (£1),

which is again satisfied by the trivial (0, 0, 0) solution. Now let us assume
that we have proved our result for n = 0,--- ,p — 1. We prove that QHps
EHPS, Ci4ps 1s trivial. The other cases can be deduced by induction in the
same fashion that in the n = 0 case. The equation solved by QHps is (2.21a)

with £k = 14 ps > s which is:

1+ps

_ —1 —K —1 — _
—u Z ck,(’)?,Q +ps + aa'Q +ps—s _ Cl+p350-

k/
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Now @H(VI)S is identically 0 by hypothesis so 8,,@1”873 is zero. And if we
consider the sum, the potentially non zero coefficients are ¢, ¢, ..., ¢, and

also €14ps. But for k > 1, ¢, is multiplied by 8§§1+(p_k)5
hypothesis. So the equation on @Hps is really only:

which is zero by

_ —14ps _ _ —0
—McoagQ "= Cl+p550 + Mcl-i-psagQ = 0.
when using the fundamental problem. In the same way the equation in R
reduces to:
—=1+ps —=1+ps

—icod? R+ BT = iy 02 R

which means that once again we can take @Hps =0, R = 0 and thus

Ci+ps = 0. Finally only the multiples of s are potentially nonzero and we can
minimize the number of equations by taking s = 1. U

The fact that we use the analytical solution of the fundamental problem
seems contradictory to our intent not to compute solutions explicitly. But
what we want to avoid is computing the analytical solution of the exact initial
problem. We believe that it will be in our reach to do exact computations
on the fundamental problem even in several space dimensions.

Lemma 2.4. If ¢ = 0 and 21 > s, then p < 1/2, and one can take | = 1
and s = 2.

Proof. Since ¢y = 0, we know that we must have ¢; # 0. Once again we look
at the fundamental problem. Since R’ and R° are both 7ero, @0 must vanish
on the boundary of [—1,1]. Finally with ¢ = 0, @0 must be of integral 1.
Now there are two possibilities. If 2l > s then the first non trivial equation
featuring @O is for (2.21a) with £ = s and is simply &,GO = 0. This leads

to a contradiction because @0 would then be a constant which, given the
boundary conditions, is 0, which is incompatible with the constraint. Thus
we must have 2/ = s.

Then the equation on @0 comes from (2.21a), k = 2/ and, sums up to
System (2.12). Its solution is given by Eq. (2.13) and in particular we have
pu < 1/2.. We still have to see what [ or s is. The first boundary profile to
be non zero is R’ and it gives boundary conditions to the problem of @l. It
is then easy to see that to minimize the number of non trivial problems one
can take [ =1 and thus s = 2. O

Lemma 2.5. If ¢g =0 and 21 + 1 < s then

1. p=1/2,
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2. 1> 2 and 2s = 5,
3. one can take l =2 and s = 5.

Proof. 1f we are in the conditions of the lemma then the fundamental problem
is System (2.15). We have the fundamental solution given by (2.16), but not
c;, and the most difficult part is to find the right boundary layer size and
expansion scale. To do that, we compute the first non trivial boundary layer
profile. We take & = 2/ in (2.21b) (at this point it does not matter if 21 is
lower or greater than s—1I because all the R* are zero for k < 1) and boundary
condition (2.21g) to find that R' satisfies:

— ued?RH(*1, ) + RY(£1,-) = 0,
0,R'(—1,0) =1,
0.R'(1,0) = 1.

whose solution is R'(%1, 2) = \/uc; exp(—z/\/ucy). B
Now let us examine the equations (2.21a) obeyed by Qp. The first equa-

tion to have Q" in a nontrivial manner is for k& = 20 + p because the first
nontrivial ¢ is for &k = 2[. In this equation there are two possible “external
forces”. First are the boundary conditions (2.21e). The first non zero bound-

e —k .
ary condition for a ) are for kK = [. The second “external force” is the term
of the form 9%, The first @k to have a non trivial term of this form is when

k = s that is for the equation introducing @S_Zl
It is easy to see by induction that for 1 < k& < min(s — 2[,1) — 1 the

—k
() are zero because they have no “external force” and they actually follow a

linear equation (also (2.21h) gives the constraint / @k(a)da =0 as long as
-1

1 < k <2l — 1 which is of course satisfied by a trivial @k)

If we had [ < s — 2[ then we would have 2 +1 < s — 1 and @l would
satisty the following problem:

— ucﬁQ@l =0,
Q'(£1) = R'(£1,0),

[ 7

Since we have R'(1,0) = R'(—1,0) = \/uc; we clearly have @l(a) =
1

but this leads to a contradiction between ¢; # 0 and / @l(a)da = 0. This
-1
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means we must have s — 2[ <[ and thus the first term to have an external
. —=s—2l . . . . .
force is () ? , whose equation is given by (2.21a) with £ = s. This leads to

@#m to satisfy the problem

([~ pad2Q" " +0,Q" =0,
Q" (£1) = R'(£1,0), ifs—2 =1,
Q" (1) =0, if s — 2l <1,
1
/ @S_%(U)da = 0.
-1

\

We now prove that s — 2/ cannot be [. If it were we could decompose 68721

into a sum A + B by linearity where we have

— e 02A =0,
A(£1) = RY(£1,0),

and
0

- uclﬁgB =-0,Q,
B(£1) =0.

Since R'(1,0) = R'(—1,0) = \/uc; we once again have A = \/uc;. Now

since we have (30@0 odd we have that B is the sum of the odd primitive of

1/(ucl)@O and of an affine function and considering the boundary condition
B is in fact odd. This put together leads to a contradiction since we should
have

0= /_ 11 0" (0)do = /_ 11 Ao)do + /_ " Blo)do

1
= 2\/pc,

with ¢; 2 0. Thus s — 2] < [. From 2l +1 < s <3l —1 we get [ > 2. And
we have that the problem satisfied by Qsiﬂ is well posed. We actually need
@S_Ql. One can prove that it is the function

1

—o(oc+1), ifoe|-1,0],
o1 9

—o(l —o0), ifoe[-1,0].

C

But ¢ is still not defined! We thus push the study to the following non zero
term. From the “external force” point of view, the boundary condition still
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drives @l first. For the derivative it is &,Qs_zl which appears first in the
equation (2.21a) with k = 2s — 2] which gives the equation of @2374{

What we prove now is that both “external forces” need to be active si-
multaneously to have a well posed problem. This leads to [ = 2s — 4/ which
is equivalent to 2s = 5. If | < 2s — 4l then the problem satisfied by @l is

now l .
- uq@ﬁ@ = M%—sagaﬁ )
Q'(£1) = R'(£1,0),

/_ 11 Q'(0)do = 0.

Since 68721 is odd this “external force” does not contribute to the integral con-

straint. Moreover we can still lift the boundary condition with the constant

function /pc;. This leads to a contradiction between the integral vanishing

and ¢ being2 n;)ln zero. On the other hand if 2s — 41 < [, then the problem
el .

solved by @) is

2s—4l

. —s—2l —s—21
— 1 97Q = pes02Q T —0,Q 7,
—2s—4l

Q (+1) =0,
/1 @25_4l(o)d0 =0.

1
Once again, 85@37% being odd, / @2374l(0)d0 by linearity is really only
-1

1
/ C(o)do where C solves:

1

—s—2l

— uqd2C = -0,Q"
C(£1) = 0.

If we multiply the equation for C' by (¢ —1)/2 and integrate twice by parts
we find :

1 1
pe /1 C(o)do = —/16821(0)0(10.

1
Now using the expression of QS_QZ one finds / C(o)do = 1/(3¢}) and this

—1
cannot be 0. We then necessarily have 2s — 41 = [ that is 2s = 5[. It is left

to the reader to see that s = 5 and [ = 2 lead to the minimum of non trivial
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profiles. One also finds that ¢; satisfies the following equation,

1
2«/”0[ - @ =0

1

which leads to ¢, = 1/(3v/2)%/°. O

2.6 Justification of the Formal Expansions

2.6.1 Reformulation as a Two Parameter Problem

We shall now give a rigorous proof that the behavior of (2.17a) (2.17h) is
the one described by Theorem 2.1. For this, we first rewrite the system
in new variables. We then explain the argument of the proof using some
technical assumptions. We finally check that these assumptions are true
(unique solvability of the fundamental problem, analyticity and derivatives
of the implicit function).

Reformulation Through New Parameters. A crucial step in the analysis is to
rewrite the system with new variables: instead of having y and ¢ we set

and b = \/5

a =

y
¢

Let us remark that this kind of change of variable was also necessary in
our previous paper [53] in order to study the behavior near the singularity
(y,¢) = (0,0). However, y and ¢ have clear physical meaning (the first is
a shear rate, the second is the fluidity). We then define from the solution p
the functions

q :p|[_1a 1]7
ra(0) = p(1+ b0), for 6 > 0,
re(0) = p(=1 = 00), for 6 > 0.
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In these variables Eq. 2.1 can be written:

— 02q + ad,q = %50, in]—1,1[, (2.22a)
— Ory — abdpry + 1, =0, in 0, 00[, (2.22h)
— Org + abdpry +14 =0, in ]0,00[, (2.22¢)
r(+o0) = 0, (2.22d)
q=>0, (2.22¢)
r >0, (2.22f)
r4(0) = q(-1), (2.22¢)
ra(0) = q(1), (2.22h)
— Byry(0) = bd,yq(—1), (2.22i)
Dpr4(0) = b,q(1), (2.22))

+00 +o00 1
b/ r¢(0)d6 + b/ rq(6)do —|—/ q(o)do = 1. (2.22k)
0 0 ~1
A major advantage of this formulation is that the reformulated problem
no longer is of a singularly perturbed nature. This is the deeper reason
why in the formal expansion of the previous section there was never any
true two-parameter series; either all the R* or all the R¥ were zero. In
several dimensions, the singularly perturbed nature of the problem cannot
be removed by a mere rescaling of the independent variable, and this will
complicate the analysis. In particular, analyticity of the solution with respect
to a and b as shown below cannot be expected.

Proof of Theorem 2.1. In terms of the two parameter expansion, the three
cases encountered in the previous section are as follows:

1. p>1/2: a—0,b— by > 0.
2. n<1/2:b—0,a— ay>0.
3. ;1 =1/2: Both a and b tend to 0 and b is of the same order as a”.

The structure of our argument essentially proceeds as follows: First we
show that if either a or b is close to 0, we can solve the system (2.22a)-
(2.22j) uniquely for ¢, r4 and r, as functions of p, @ and b. The remaining
equation (2.22k) is then of the form F(p,a,b) = 0. The function I’ depends
analytically on its arguments.

Case pr > 1/2. We can show that 0F/0b(0,by, ) # 0, hence we solve the
equation F' = 0 for b: b = g(p,a). In terms of y this reads \/¢(y) =
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g(p,y/d(y)). We can now use the implicit function theorem again to solve
for ¢ as an analytical function of y.

Case pn < 1/2. We can show that 0F/0a(ag,0,p1) # 0, and hence solve
for a: a = g(p,b). In terms of the original variables, this reads y =
o(y)g(, v/ o(y)). We can now apply another implicit function argument
to solve for \/¢(y) as an analytical function of |/y; the leading order term is

Voy) ~Vy/g(p,0) = /y/ao.

Case 1 = 1/2. For p near 1/2, we can solve F' uniquely for p: p—1/2 =
g(a,b). This confirms that g = 1/2 is the only case in which a = b= 0. We
shall show that, to leading order g(a,b) = c;b — coa® with positive constants
c; and cy. Thus, at g = 1/2, we have a balance of b and a®. If we fix u at
1/2, we can solve for b in terms of a:

b= v0a*+ y3a° + ..., Yo = c2/cr.

Now we substitute b = 8y*°, leading to a = 372y"/>. We find the following
new equation for (:

B =2/B" +v3y® /3% + ...

Another implicit function argument shows that 3 is an analytical function of
y'/°, with leading term 3 ~ (7)"/°.

2.6.2 The Fundamental Problems

We are now exhibiting the three fundamental solutions we will perturb; that
is, we will uniquely solve (2.22a)—(2.22j) for specific sets of the parameters
(i, a,b). Of course we will find the three fundamental problems (2.12), (2.10)
and (2.15) rewritten in the new variables (without satisfying the integral
constraint yet).

Set a = 0 in the previous equations and let us find p and b that satisfy
the equations. We can solve the ODEs and use the various constraints to set
the integration constants. This leads to

1
—(oc+1)+—, ifoel—1,0]
q,u,O,b(U) _ 2{1, 2
@(1_0)+ , if o €]0,1],
b
rOh0) = exp(—6),

O (0) = —exp(—0). (2.23)
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This indeed gives back (2.10) when one sets b = \/;700.

On the other hand set b = 0. Then the equations of ¢ on one hand and
T4, Tq on the other hand decouple. We can set r, = rqy = 0 by linearity and
this makes the problem set on the interval [—1, 1] only, with homogeneous
Dirichlet boundary conditions. This leads to

1 —exp(—a) o (a (o - o
qu,a,()(a) _ na (eXIe)X(I()z)(a_) e_)ql) (_a)) ( p( ( + 1)) 1) , if e] 170[7
pa (exp (a) — exp (—a)) (1 —exp(a(c—1))), ifo€l0,1],
Tg,a,o — 0’
it = (2.24)

We find (2.13) again when a = 1/(uc;). Finally, taking the limit b — 0 in the
first case or a — 0 in the second one leads to the same solution fora =b =10

1
2—(04— 1), ifo€]—1,0]

¢ o) = _f(l — o), ifo€]0,1],
2p

which gives back (2.16) when we set p = 1/2.

2.6.3 Unique Solvability of the ODE system
We define the weighted Sobolev space

H?(0,00) = {u] exp(ef)u(f) € H*(0,00)}.

We fix a small € > 0, and we seek solutions (q, 74, 7,) in H'(—1,1)x (H}(0, 00))?.
We can get rid of the weight exp(efl) by setting r,4 = exp(—ef)s, 4. More-
over, we isolate the singularity of ¢ at the origin by setting G(o) = ¢q(o) —
(1 —|o|)/(2u). This leads to the new system

— i+ ad,G = % sign o in]—1,1,  (2.252)
— O35y — (ab — 2€)9psy + (1 — € + abe)s, = 0 in |0,00[,  (2.25h)
— 0354+ (ab — 2€)0psq + (1 — € — abe)sy = 0 in ]0,00[,  (2.25¢)
$4(0) = ¢(—1), (2.25d)
54(0) = q(1), (2.25€)
— 09s4(0) + €54(0) = b0,G(—1) + b/(2), (2.25f)
9psa(0) — €54(0) = b0,q(1) — b/ (2p). (2.25g)
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We now look for solutions in the function space
X ={(d.54,59) € H*(=1,1)x(H?*(0,0))?/ 54(0)=q(—1) = 0, 54(0)—q(1) = 0}.
Define Y as
Y = L*(—1,1) x (L*(0,00))* x (R)%
We define the operator L. 5 from X to Y by

Es,a,b(gv Sd, Sg) = (_q/, + ac]’,
2
—sy — (ab — 2¢)s, 4 (1 — € + abe)sy,
—sl + (ab — 2€)s, + (1 — € — abe)sy,
—5,(0) + €s4(0) — bq'(—1),
$4(0) — €sa(0) = bq'(1)).

Let us note £ = R x {0} U{0} x R;. We claim the following Proposition.

Proposition 2.2. o For every (ap,by) € E there exists an €9 > 0 and
a neighborhood V of (ag,by) in R x Ry such that for any (¢,a,b) €
[0,e0[xV the operator L. . is invertible.

. by - .
e The mapping (u, a,b) — (q“’“’b,rg’a’b, rh ) is analytic.

Proof. For the proof of the first point, it clearly suffices to consider ¢ = 0
and either a = 0 or b = 0; the rest follows from analytic perturbation theory
(see for instance KATO[43, ch VII, p. 365]). Indeed, because we removed the
singularity at 0, L. 5 is a bounded operator from X to Y. Moreover, for any
(4, 54,5¢) in X and fin Y™, (f, L. 45(q, Sa, Sg))v+y is a polynomial in (e, a, b)
and thus L. ,; is analytic as an operator.

If € = b =0, the problems for ¢, s, and sq decouple, and the decoupled
problems are easy to analyze: we solve elliptic ODEs with inhomogeneous
Neumann boundary conditions for s, and s4 and then use the values s,(0)
and s4(0) in the boundary conditions for §. Now, let e = a =0, b > 0. Note
that for (¢, sq,sy) € X we have the following Poincaré-type estimate:

1 1 +00
/ §(0)2do < 4 / (§(0)2do + 4 / ((0))2 + 5,(0)2d6.
1 —1 0

It is then easily checked that the following elliptic estimate is true:

[ (@@dr ey [T 607 + 5,07 + (540 + sal0) a0 < C 11
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The operator Loop is then invertible by standard arguments using Lax-
Milgram Theorem and regularity of elliptic operators.

The second point uses the fact that Es_clb p» as a function of a and b, is
analytic, so is N

b b

ST

and finally so are the various change of variables. O

(u,a,b) — (% signa,0,0,0,0,

2.6.4 Derivatives of F

We now set

1 00 00
F(p,a,b) :/ q(o) d0+b/ 74(0) d0+b/ rq(0) do,
~1 0 0
where ¢, rq and r, have been determined as solutions of the ODE system as
discussed in the previous subsection.

If a = 0, we compute, using (2.23),

b+w+1

20
A nonnegative solution by of the equation F'(u,0,b9) = 1 exists if and only if
w > 1/2. Moreover, we find

F(p,0,b) =

OF 1 + 2by

—(1,0,00) = >0

ob (,U,, ) 0) [ )

OF F(u,0,0 1

——(,0,by) = _M:__ < 0.

op v ju

If b =0, we calculate, using (2.24),
tanh(a/2
F(u,a,0) = M. (2.26)
afL

As a varies, this function decreases monotonically from a limit of 1/(2u) at
a = 0 to zero as a — oo. Hence the equation F'(u,ag,0) = 1 has a solution
ap if and only if u < 1/2. The derivative 0F/da(u, a,0) is negative for a > 0,
but 0F/0a(u,0,0) = 0. Moreover, we find

O*F 1

—(1,0,0) = ——— < 0. 2.27
Oa2 (/1’7 ) ) 12“ ( )

This verifies all the sign properties of derivatives of F' claimed above.
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Chapitre 3

Comportement du modéle
d’Hébraud-Lequeux a fort taux de
cisaillement

Résumé du chapitre

Ce chapitre pourrait étre considéré comme le pendant du chapitre 2
mais c’est en réalité son descendant. En effet, nous considérons le modéle
d’Hébraud-Lequeux (3.1) mais cette fois dans la limite y — 400. Nous choi-
sissons l'approche du chapitre 2 qui consiste a chercher un développement
asymptotique de p en fonction de e = 1/y pour en déduire par simple in-
tégration un développement de la contrainte 7 définie en fonction de p par
(3.4). Le résultat «physique» du chapitre est 1'équivalent de la contrainte
donné dans le théoréme 3.2 mais, de nouveau, I’énoncé existait déja dans
larticle ’HEBRAUD et LEQUEUX [37|. L’intérét de ce chapitre est donc la
démonstration de ce résultat via la proposition 3.1.

Du point de vue mathématique, la différence avec le chapitre 2 est que,
d’une part, la singularité de la limite apparait explicitement a travers le terme
(1/€)0,p mais que, d’autre part, il n’y a plus de distinction a faire suivant la
valeur de p. C’est la traduction mathématique d’un phénomeéne physique gé-
néral sur les matériaux vitreux : lorsque le matériau est suffisamment cisaillé
il finit par s’écouler de facon newtonienne, indépendamment de sa tempé-
rature. La limite singuliére est problématique car, a la limite, on devrait
trouver p constant, et étant donné que p doit décroitre a I'infini, p nul,. Ceci
est bien évidemment incompatible avec la condition d’intégrale qui apparait
dans (3.1). Il faut donc travailler sans limite mais uniquement avec des équi-
valents qui ne passent pas a la limite. Ces difficultés sont cependant assez
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classiques. En revanche, il faut, comme dans le chapitre 2, traiter l'interac-
tion entre I' et p qui existe & travers la condition d’intégrale prescrite. Ceci
permet de trouver un développement asymptotique formel pour la solution
p et pour I

Nous avons opté dans ce chapitre pour une justification «classique» du
développement asymptotique formel, qui consiste a étudier le probléme vérifié
par le reste, c’est-a-dire la différence entre la solution exacte et son asymp-
totique formelle. Nous avons en effet pensé que pour ’étude du modéle plus
compliqué du chapitre 4, la méthode de perturbation analytique employée
dans le chapitre 2 pourrait ne pas s’appliquer, faute de solutions assez fortes
au modele. La méthode d’analyse des restes, que nous employons ici, a des
chances d’étre plus versatile mais ne donne a I’évidence que des développe-
ments tronqués et non des séries convergentes. Ce qui est compliqué dans le
cas du modéle d’Hébraud-Lequeux, c¢’est d’étudier le reste du développement
de I'. Pour lever cette difficulté, 'idée est de découpler I’équation différentielle
de la contrainte. On obtient alors un systéme différentiel non contraint et on
peut créer une fonction continue F', dont les racines donnent implicitement
le paramétre de reste. On montre alors que F' a une racine dans un intervalle
controlé en fonction de € par la perturbation singuliére du systéme décou-
plé. Ce chapitre contient donc bien deux analyses de perturbation singuliére
d’équation différentielle.

Ce chapitre est tiré d’un article soumis pour un numéro spécial de Science
China Mathematics, dans le cadre de la French-Chinese Summer School sur
les effets de tenseur de contraintes sur les fluides.
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3.1 Introduction

We are interested in the behaviour at large shear rates of the Hébraud-
Lequeux model (referred to as HL in the sequel for brevity), derived by
HEBRAUD and LEQUEUX in [37]|. This model is a Fokker-Planck-like model
which aims at describing the behaviour of a generic soft glassy material. This
model has been studied by various authors, both in its nonstationary version
and its stationary one. One can cite CANCES, CATTO and GATI [16] for
a PDE approach of the well-posedness and BEN ALAYA and JOURDAIN [5]
for a stochastic analysis of the Cauchy problem. The well-posedness of the
stationary problem has been adressed in [16] and [53|. The study of the glass
transition in this model has been conducted in [53| with a direct approach
which is very specific to the 1d setting of the HL model and was revisited
in [54] with a more robust method on which this paper is modelled. The
need for a robust approach to this question arise when we try to justify a
multidimensional model generalizing the one of HEBRAUD and LEQUEUX in
[55].

Let us now review the description of the HL model. In this model the
state of a sample of the material undergoing a shear rate 7 is described by
means of a probability density p over the stress space. The stress of the
sample is noted 7. Because of the elastoviscoplastic nature of soft glassy
material, when submitted to a shear rate, we expect it to have a transitory
phase followed by a sationary phase. The HLL model can handle both regimes
but we will be interested only on the final stationary phase. In this phase, p
is a probability density which follows the following dimensionless equation:

— uLd2p + hp + yO,p = T'dy,
| vl =1, (3.1)
R

p =0,

where h stands for the characteristic function of the set R\ [—1,1]. The
term Jp is the Dirac mass. The parameter y is a dimensionless shear rate
4 /4. where 7. is a critical shear rate depending on the material. The positive
real number p is a material dimensionless constant describing the material
with respect to the glass transition.

In [54] we proved that when the shear rate is small, that means when
y < 1 we can get various behaviour for the model depensing on the value
of . More precisely, we proved that when g > 1/2 the behaviour of the
model is at main order the behaviour of a Newtonian fluid, when p < 1/2
the behaviour is the one of a threshold fluid of Hershell-Bulkley type and
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when p = 1/2 we have a power-law fluid with exponent 1/5. In the present
paper we are interested in the large shear rate behaviour of the fluid, that is
to say y > 1 and we will prove that the behaviour is the one of a Newtonian
fluid independently of the value of p, which is the experimental behaviour
expected for soft glassy materials (see for instance OSWALD [57]).

Finally T" is called the fluidity and is related to the integral constraint

p = 1. We can see by integrating the differential equation that

= /|g|>1p(a)da. (3.2)

Because p is a probability density, I' is none other than the probability to
find |o| > 1 and thus
0<I<1. (3.3)

The stress of a sample of material in this model is recovered by

. /R op(o)do. (3.4)

Our aim is to study the link between y, which is given, and 7, which is
computed via (3.4) where p is the solution of (3.1). We have already done
so in the limiting case y — 0 in another paper [54] (with M. RENARDY) and
wish to understand the other limiting case y — 4o00. For the sequel of the
paper we note y = 1/e.

We are thus interested in the behaviour of an elliptic ODE with a per-
turbation of the form 0,p/e. This problem often arises in the study of the
asymptotic behaviour of various models. One can refer for instance to the
vanishing Rossby number approximation in oceanography as described in
CHEMIN, DESJARDINS, GALLAGHER and GRENIER [22|. What is specific in
our model is first that it is set in an unbounded domain while the singular
limits we mentionned are set in bounded domains. The consequence is that,
if we try to take the naive limit € — 0, we end up with the limit equation
0,p = 0 which has only 0 as a solution on an unbounded domain. This limit
is not very rich to describe the limiting behaviour of the model. Moreover,

the second specific feature of our model is that we have /p = 1 which is true

for all € > 0 and must remain true at the limit. This is clearly incompatible
with the naive limit p = 0 that we just mentionned. This difficulty is related
to the fact that, despite appearances, our problem is truly nonlinear and the
integral constraint makes System (3.1) quite rigid.

To overcome these difficulties we must describe the solution of (3.1) more
accurately than with just the naive limit. This is why we decompose the
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solution into three parts corresponding to the intervals | — 0o, 0[, |0, 1[ and
|1, 400[ completed with transmission conditions at 0 and 1 which are given
by the expected global regularity of the solution of (3.1). We will see that
these three parts behave very differently when € — 0. The situation is a bit
different from the limit y — 0 we studied in [54| for which we divided in
| =00, —1[, | = 1,1[ and ]1, +-00[ in order to study the passage from a density
with support in R to a density with support in | —1,1][.

To conlude this introduction we would also like to point out that we
used here a standard method of a prior: estimates on the remainder of the
expansion of p to prove the “convergence” while in [54] we took advantage
of the 1d setting to use the singular perturbation theory of KATO [43] and
get directly the convergence of the asymptotic expansion. The method used
in this paper can, however, be extended fairly straightforwardly, to multi
dimensional version of the HLL model.

3.2 Main Results

Let us first recall the well-posedness theorem on which the sequel of the study
relies on:

Theorem 3.1. The stationary Hébraud-Lequeux model,

1
_Mragp+hp+ _aap: F607
c (3.5)
/pWﬂUZL
R

has a unique solution p € H(R) which decays exponentially when |o| — 400,
for every e > 0.

For the proof we refer to [16, 53]. We can now state the main result of
this paper:

Theorem 3.2. Let us note p the solution to (3.5) and T given by (3.4) then
for e = 0 we have

or more precisely
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For the material, this means that when the shear rate is large the rhe-
ological law is at main order the law of Newtonian fluid with a viscosity
independent of y. This theorem is the main goal of this paper but it will
need some intermediate results. The main idea which we have already used
in [54| is to work directly on p instead of working on 7. For p we have the
following asymptotic result:

Proposition 3.1. The solution p to the HL problem given by Theorem 3.1

can be expanded when € — 0 as p = p*P* + p"™ where p°®* has the following

ETPTESSION.:
€ exp (1> if 0 <0,
[LE
app __
P= if0<o<l, (3.6)
cexp(—e(c—1)) ifl<oa,
and p*™ wverifies the following estimations:
ow (g )| —oen (3.7
2pue L2(—00,0)
||premHL2(o,1) = 0(*?), (3.8)
exp (E( - 1) pre = 0(*?). (3.9)
2 L2(1,+00
This asymptotic expansion relies on the following estimation on I':
Lemma 3.1. The following expansion of the fluidity 1" is true:
['=1+0(¢). (3.10)

This lemma only requires p*?. The scheme of proof is then the following:

1. Compute formally the main order of p, p**? and the remainder problem
(3.25).

2. Prove Proposition 3.1 assuming Lemma 3.1. This Justifies the formal
asymptotic expansion and also gives estimation on the remainder p™™".

3. Prove Theorem 3.2.
4. Prove Lemma 3.1.

The organization of the paper follows the scheme of proof: we carry
out the formal expansions in Section 3.3 and give the remainder problem in
Section 3.4. Then we prove Estimations (3.7)-(3.8) assuming Lemma 3.1.
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Then we use the estimations obtained to prove the Theorem in Section 3.5.
Then to complete the proof we show Lemma 3.1 in Section 3.6. We prefered
to delay the proof of Lemma 3.1 because it is a bit long and we did not wish
to interrupt the proof of Theorem 3.2.

3.3 Formal Expansions

Since we are interested in what happens to the system when y is large, we
set y = 1/¢ and study the behaviour as ¢ — 07. As we did before for the
low shear rate asymptotics, we use asymptotic expansions on p instead of
working directly on 7. We get these asymptotics in a suitable space so that
we can go from p to 7 just by integrating the expansion of p against o.

3.3.1 Rewriting of the System

We are interested in the limit behaviour as ¢ — 0 of the model given by
(3.5):

1
= uL0p + hp + ~0;p = T,

/R p(o)do = 1.

For this study we have to rewrite the equations in terms of what happens on
R*.[0,1] and ]1, +00[. We note

(3.11)

- = PR*, P+ = Pjo,] P+e = P|l1,+o0:
We rewrite this system in terms of these new variables:

( 1
— pulPp_ + hp_ + g&,p_ =

1
- Mra§p+,i + anp—i—,i =0,

1
— uLOpy e+ Dy + ZOP4e =0,

er,i(O) =p-(0),
Pre(l) = p_,i(l),

ap+z(0) (O) - ;7

Oopre(1) = Oopy (1),

0 1 +o00
[ r@os [pioros [ ptoo =1
\ J_ 0 1

(3.12)
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Transmission conditions
p1s(0) = p_(0),
Pre(1) = p—i(1),
come from the fact that p is continuous. The condition

1
8ap+,i(0) = Oyp— (0) - ;,

takes into account the Dirac mass at 0 while the last transmission condition

8Up+,e<]-) = aap+,i(1)7

comes from the fact that we assume 0,p to be continuous at 1 (nothing in
(3.5) could balance a jump in the derivative at 1). Now we change variables
to find the right profiles equation. We set

p-0)=a-(%). pasl) = dut) an (7).

P+.e(0) = gye(e(o — 1)),

and we note z the variable of ¢_,qy and ¢; . (and also the one of ¢, ; for
simplicity). As gy describes a boundary layer in the neighbourhood of 0 = 1
we assume exponential decrease of ¢ and all its derivatives for all z # 0. We
finally write the system which will allow us to compute the equations of the
profile:

;

1
/J‘azq + heq- —i— (3Zq,

- MF8§Q+¢ + gaqur,z‘ =0,

— uL&qy — 0.qm = 0,
— P02y e + que + 02440 = 0,

i) +au (1) = 0-0),
q+.(0) = q1,i(1) + qu(0),

1 1
0.q+,:(0) — gaz%l <g) = .q-(0) — o

1 1
aqur,e(O) = gazq+,i(1) - 2 szl(O)a

0 1 1/e 1 +o0
6/ q(Z)dZ+/ (2 d2+8/ Qo (2)dz + = / Gt.e(2)dz =1,
\ —00 0 0 0
(3.13)
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where we have defined

he(z) = h(ez).

Note that since h = 1gr\[—1,1), We have

1 i ]s] >
11 |2 —
ho(z) = -

0 otherwise.

Now if the expansion we make is ever to be valid we must have ¢_ ex-
ponentially decreasing when z decreases to —oo. Then if we consider the
function z — h.(z) exp(z) then it is easy to see that it is exponentially small
(ie ~ exp(—A/e) for some A > 0) in any norm we could consider. Thus in
the following we will treat all terms multiplied by h. to be smaller than any
ek for any k > 0. As a remark we cannot do this on the other side and have
to break it into the interior part ¢y ; and the exterior part ¢, ..

3.3.2 Ansaetze

We make the following ansaetze:

q- =eq¢t + 2P + 3¢ + ..., (3.14)

Gri=cqi, +C +¢L + .., (3.15)

=G+t + ., (3.16)

1 2 2 33

Qte=6Q T +Eq,---. ( )

Of course we could have put terms of order 0 for ¢_, ¢; ; and ¢ . and terms
of order 0,1 and 2 for ¢,. When one deos that, by putting the ansaetze in
the equations of (3.12), we would see that these terms must be 0; because

they solve linear Dirichlet problems with no exterior forces. We recall that
we have (3.2) which is the following consistency equation between I" and p:

= /|U|>1p(0)da

which can be rewritten in terms of ¢_ and ¢,

1 +oo —1/e
['= —/ Qte(2)dz + &‘/ q-(z)dz.
0 —

€ oo
With such an expression, if we assume enough regularity of the profiles (which
will be checked after we have computed them), we can derive the following

ansatz on I
F:CO+016+02€2+63€3.... (318)
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+oo
with Vk, ¢, = / qffrel(z)dz because, as we remarked, the second term is

0
exponentially small.

3.3.3 Profiles

In this section we only compute the profiles ¢, qﬁﬂ- and qie for k =1,2 even
if we will in the end only use the approximation given by the terms of order
1. Indeed, it can be interesting to compare the terms of order 2, that we give
here, to the approximation of (3.63) given in (3.67).

All we need to do is to plug (3.14) , (3.15) and (3.17) in (3.13) and identify
the formal powers of ¢.

Order ¢.
We first look for q}he:

aqulﬁe + qil|-»7e = 07

+oo
/ ¢} (2)dz =1,
0

which leads to

qj_@(z) = exp(—2). (3.19)

We also have that ¢y = 1. Now we can look for q}m which solves the following

problem
azq}r,z =0,
q—lhz(l) = 17

whose solution is obviously given by

;=1 (3.20)

identically. Finally we compute for ¢* which solves the problem:
¢-(0) = 1,
0.4 (0) =
- s

whose solution is
q' (2) = exp(z/p). (3.21)
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Order €. Once again we start from the right:

0.4 .+ 4. =0,
+o00 1
/ ¢;(2)dz = —/ ¢, (z)dz = -1,
0 0

whose solution is 7 .(z) = —exp(—z). We also have ¢; = —1. We continue
by correcting the derivative of the previous approximation with a boundary
layer:

- Magqu - azqu =0,
0.q3y(0) = —=0.q; . (0) = —(~1),

for which we have the solution gj(z) = —pexp(—=z/u) + 1 up to an additive
constant. We choose to take this solution so that g;,(0) = 0. Only now do

we look for qiyi:
82:(].%,1 =0,
qi,i(l) = _L
whose solution is qii = —1. Now we can find the profile ¢*> by solving the
problem
d.q> (0) = 0,

whose solution is ¢* (2) = (z/p — 1) exp(z/p).

3.4 Proof of Proposition 3.1

To construct the main order of p in its behaviour as ¢ — 0 we simply truncate
the expansions of (3.14)-(3.17) at first order, replace qi,q_lhi and q}me by the
expressions given at (3.21),(3.20) and (3.19). We introduce the notation:

(o) = eqt (g) , (3.22)
P (o) = e} (o), (3.23)
P (o) = &g}  (e(o — 1)), (3.24)

and this gives the expression of p™® given in (3.6). Finally, we note p™™ =
app rem P rem P

p- —p2P p = py — pitl and piTY = py e — pite. We write the problem
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solved by the remainder terms:
( 1
= PLOZp™™ + hp!™™ 4 —0,p"" = R,
2, rem 1 rem
— ulo; Py + g&,pﬂ =0,
pLOZpiee + pie + gaapffr? = R,
pEE(0) = p™(0), (3.25)
pe(l) = rem( ),
apffrf(o) 0" (0),
(

0op'e(1) — €% = Oppi (1),

0 1 “+o00
/ P () do + / P (o) do + / P (0)do = — + ie
\ 0 1

—0o0

where we have set

1
R_ = pLo2p™™ — hp™™ — 29, P
pLOGp™" — hpZ? — —0,p2

- (Fﬂ_gl - sh) exp <:€> (3.26)

a a 1 a
Rye.= [LFanerg erp}; T ap+p§

= ul'e® exp(—e(o — 1)). (3.27)
Note, for example, that we obtain the last transmission condition by

writing:
aop—l—,e(l) = aop+,i<1)7

which becomes, using p = p*P? 4 p'™,

0,22 (1) + 0upE(L) = O, (L) + OrpE(D),

app
i

aapf:;l(l) - 5 = aapfl?( )

and thus, using the expressions of p+ P and p

We will now prove the estimations (3.7)-(3.9) of Proposition 3.1. It is
useful to introduce p™ and p'"Y defined through,

rem g ~rem (3 28)
= eX .
p_ p 2# p_—,

rem E ~rem
P = exp (=S (o — 1)) e (3.29)
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This allows us to take advantage of the exponential decay of the right-hand
sides of (3.25) and explains the form of estimations (3.7) and (3.9): we are
going to show that p" and P are bounded in L*(—00,0) and L*(1, +00)
respectively. We thus now rewrite the system we will study with the un-

~rem rem ~rem,

knowns p™™, pi™ and p77:

0,17™ () = exp (%) <3013“m(0) ¥ %ﬁ%)) |

o 1 1
OEen() = exp (5 ) (BFE0(0) 4 0™ o) + 1™ (0)).
€ ~rem 8"Tem
— (0 =1) (2Fmo) = SFm)).

0,1 (0) = exp ( —
€ 2 ~rem ~rem €2~rem
—Slo = 1) (8F(0) + 20T o) + ) )

O2p¥™ (o) = exp

We then replace in (3.25) and simplify both sides by the appropriate expo-
nential:

I 1-T ~
— plLo2pre™ + (h + o (1 - 2)) e 4 Taﬁfm =R_,

1
— pLOZPER + —0,p = 0,

~rem 1 ILLF82 ~rem 1 rem D
— pLoZpe + (5 . )m,e + (g - ,UF€) Dope = Ry,
pi(0) = p=(0),
pie(l) = pi(1),

rem _ ~rem L"Tem
0op 5 (0) = 95p™™(0) + 2 (0),

~rem € —em rem
aap—i-,e (1) - §p+,e - 82 = aop+,i (1)7

R_=R_exp (—i) = (Fu_el — €h> exp (i) , (3.31)

~

R, .= R, exp (g(a — 1)) = ul'e® exp <—g(a - 1)) : (3.32)

(3.30)

\

where

We do an energy estimate on System (3.30). We multiply each equation
by its unknown, integrate on its domain and sum all the obtained equalities:
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0 1 “+o0
([ @ o+ [ <aﬁf:>2)
0 1

’ 1 F ~rem) 2 e 1 MF82 ~rem)2
+/_OO (h+2u62 (1—§>>(p_ ) +/1 (5— 1 )(p+,e)

~Trem ~Trem F 1prem 0 2
— proem (o) + O

rem rem rem rem 1 prer;l(]_>2 prer;l(0>2
~ IO (D) + O O0) + £ (P - B

~rem ~rem ]' Fe€<1)2
e, r () - (1 - pre) P

0 +oo
_ / R 4 / Reo (3.33)
—0o0 1

Then we use the various transmission conditions to simplify the left-hand
side. For example we have:

~Trem ~Trem 1 - Fprem 0 2 rem rem 1prer71:l(0)2
— g, @) + LR a0 - 1T
~rem rem ~rem 1-T 1 plfm 0 2
T 0) @ 0) - 2, (0) + (A - 1)
€ € 2
1 I prem™(0)?
— F"‘Tem 7""1‘6111 _ Y= N7
=pl'pe™(0) (uep‘ (0)> PR
=0.
(3.34)

In the same way, the interface terms at o = 1 simplify except for a term
rem

uFe%ﬁfrg( ) which comes from the discrepancy in the derivative, d,p"7 (1)
and 0,p"’y'(1). This term is actually of a high enough order for our purpose.
Then we have the following inequality:

0 1 “+00
ur ( | @ [+ | (80131‘”?)2)
—00 0 1

0 1 r to 1 ule?
1—= ~rem)?2 - ~rem\ 2
g () e [ o

0 R +oo
< pule?|pes( )|+)/ R_pr™| + Ry DY (3.35)
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Our goal is to bound by above every term in the right-hand side by terms
appearing in the left hand side and by quantities independent of p™™. Let
us assume for now Lemma 3.1 which will be proved in Section 3.6.2. Recall
also that we have I' <1 from (3.3). We now estimate the various terms.

+oo
~rem
/ R+ ep+ el*
1

Firstly we have by (3.3) and a direct computation of the integral that:

Bound for

Ry, = O(%?), (3.36)

L2(1,+00)

‘ R ‘

so that by Holder and Young’s inequality one may write:

+oo N
JAR e Y 0t N T O
1 =
L /2 || srem
S (51/2 HR+,6‘ L2(1,+oo)) ( e H HLQ(L-"—OO)) (337)
1 5 em
< 45‘R+’6‘LQ(1+ ) e |7t HL2(1+oo)

JCOR e

0
/ R_prm|.
700 N

By a direct computation of the integral we have on the one hand

Bound for

exp (") = O(1/?), (3.38)
2M€ L2(—00,0)
and on the other hand
o —1
h(o)exp | — =0O|exp|— ). (3.39)
20 J Iz (—o0,0) pe
From Lemma 3.1 we have )
— =0(1). 3.40
— =0 (3.40)
and these three equalities gives us
R = O(e'?). 3.41
8y = 0™ (@41
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Again, this estimation and Holder and Young inequalities give:

0 R 0 1/2
R_"‘Tfm < HR—‘ / “rfm 2
/_ N < ) ( _Oo(p )
L[ A% (3.42)
B L2(—oo,0)) c (/_Oo(p ) ) .

< 0() + 1[<WW.

812

Bound for /LF€2|Z3Tfrél( -

By (3.3),ul'e® = O(g?), so all we need to do is to bound from above

[P (1)]. To do that, we of course use the embedding of H'(1,+00) into

L*°(1, +00) and note C, the constant of this embedding. We then use Young
inequality to get

] < ureene ([ oy [ @ﬁ)
1

+oo
SMF(EBC;+€(/ aﬁfnem%—/ ))
1 1

+oo +oo
<O + /ﬂ‘&/ (0-D57%)* + ,uFe/
1

Final Form of the Energy Inequality (3.35).

Since we have I' < 1 by (3.3) and h nonnegative, we have

1 r 1
h 1—-=1]2> . 3.43
* 2pe? ( 2)  Ape? (3.43)

Also, by Lemma 3.1 we have that ' — 1 when ¢ — 0 so that we may
assume I' > 1/2 for € small enough. With that we can bound from below
the left-hand side of (3.35)
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0 1 +o00
pl’ / (301338m)2+/ (0-p57)? +/ (002325?)2)
0 1
0 1 I ~rem 2 oo 1 ,U/F{-:2 ~rem 2
[ (g (mg)) o [ (-5 o
0 1 +o0
([ @y [owr+ [ )
—00 0 1
1 0 ~rem)2 e 1 /1’62 ~rem?2
ta [ [ (-0 o

We now bound from above the three terms of the right-hand side of (3.35)
using (3.37)-(3.43) to obtain that

“+o0

pren |+\ [ e[ R

<O +

/_ ) + e /m(@aﬁfr?) s [ Gmy

We can now write the final form of the energy inequality:

1 Hoo ~rem\ 2 1 ne e ~rem 2
,u<§—€)/l (0,P%) +(§—T—(M+1> )/1 (Pe)

pof? 1 ’ o 1! 3
I ~rem rem [ rem\2 - ' )
o[ o g [ e [ <o) man

82

Proof of Inequalities (3.7)-(3.8).
We can extract from (3.44) the following estimations:

[ emHL?( %0,0) = 0(?), (3.45)
= 0(*?), (3.46)

el
L2(1,+00

which are exactly (3.7) and (3.9). To complete the proof of Proposition 3.1
we need to show the estimation (3.8). Since we do not get it directly from
(3.44) we have to use some kind of Poincaré inequality. For this we write,
for o € [0,1]:

(Femy2(0) = / T20, P )P (s)ds + (PERO)2 (347)
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We can now use the transmission condition of (3.25) to write:

(Pem)2(0) = / N >\}§pff?( $)ds + (" (0))?

7 rem 1 7 rem 0 rem ’
<2 [ousneas+ [ G s+ (/ o)
0 0 00
! 1
rem) 2 rem rem
§2/0(00p+1)+2/ pER)? (/ Do ) :
We now integrate this inequality between 0 and 1 to obtain:

1
[ <a [ ([ agpmm) ()
0

Now from (3.44) we already have:

(3.48)

1
/ (B,p0)? = O(7). (3.50)
0
Moreover, we have seen that
o 1
80 rfm _ 7 aaf‘*rfm 7"*r7em )
p e () (0.570) + 5170 )
and by (3.44) we have both
1
Py A = 0(*?), (3.51)
H 2/1/8 L2(—00,0)
Haa emHL2(—oo 0 = 0("?), (3.52)

so that by Holder inequality,

0 0 o 1
/Oo Oop=™ = /OO exp <2—/~L5) (aop— (o) + %p_ (U)) do
0 o 1/2
<(Loe ()
o UE

1
< (/1,6)1/2 <Haaﬁr—em”L2(oo,0) ‘ %ﬁr_em

o ﬁrem + iﬁrem

2 (3.53)

L2(—00,0)

(/_(; agprem)2 = 0(eh). (3.54)

and thus we have:
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Consequently we have
1
| e = o, (3.59)

that is (3.8). We have thus proved Proposition 3.1.
On a side note, the two equalities,

o

0op™™ () = exp (275) <8013Tem(a) + %ﬁem(a)) ,

e
rem € -~rem gATem
Op(o) = exp (=5 (0= 1) (0F(o) = SFE(0))
the energy estimate (3.44) and (3.8) prove that we also have the estimation

lp = P [lgg1 gy = O(%?). (3.56)

3.5 Proof of Theorem 3.2

In this section, we deduce Theorem 3.2 from Proposition 3.1, which was
proved in the previous section.
Let us note first that by a direct computation we can show that:

1
/ op™P(o)do ~ —. (3.57)
ceR €
All that is left to prove is that the stress attached to the remainder is {(1/¢).

We use the symbol A < B to express that there is a positive constant C'
independent of €, such that

A<C-B.

1 rem

Since we have a weighted control of the norm of p™™ and p7, we can

use the following inequalities, which are true for small e:

0 0 - 1/2
’/_OO op™(o)do| < (/_Oo o’ exp <E) dU) HFmeLzHom

S (e

\LQ (—o00)’ (3.58)

oo too 1/2
/ opt(o)do| < (/ 0% exp (—e(o — 1))d0) Hﬁr—emHL%L—&-oo)
1 1

~T

1 em
S 27 1P |2 ocy (3.59)
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<([=)"

S ez

We also have

rem

p+z

1
/0 P ()] <

L2(0,1) (3.60)
L2(0,1)

Then it suffices to combine inequalities (3.58) with (3.7), (3.59) with (3.9)
and (3.60) with (3.8) to obtain:

/ op™(o)do| < O(1), (3.61)
ceR
so that we have the expansion
1
T=- +0(1), (3.62)

and Theorem 3.2.

3.6 Proof of Lemma 3.1

This section is devoted to the proof of Lemma 3.1. What’s interesting is that
the proof of this lemma requires the study of a singular limit by itself. Indeed
to gain an estimation on I' we need to approximate the remainder problem
(3.25) by a linear approximate remainder problem (3.63). Contrary to what
happens in the small shear rate limit we carried out in [54] the expansion of
p and 7 are uniform in g and, as such, much simpler.

Let us first introduce the approximate remainder problem and explain its
link to System (3.25): we define the functions 7, wff and 7<% to be the

solutions of the following system,

1 —
— (1 + Ce)*n + hr%* + 7807@8 =R_,
—u(1 —|—C€)827T+Z + 8 7TCE =0,

—pu(l+ 06)827r+6+7r+e+ 807T+e Ry,

“<(0),
()

(3.63)

A

7T+z

Ty, 6(1

I
RN
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R = (% - 5h) exp (%) , (3.64)

Ry.=pu(l+Ce)edexp(—e(o —1)). (3.65)

where

We also define the two variable function

0 1 +o00
F(C,e) = / 79 + /0 wfif + /1 ﬂff + e — ue. (3.66)

—00

Replace, in (3.63), C' by '™ and the system becomes (3.25) without the
integral constraint. Thus the solution to (3.63) with C' = I'™™", which is by
definition 7' € is also the solution to (3.25) p™™. Consequently the integral
constraint of (3.25) is exactly the equation F(I"*" e) = 0. Conversely, for
any C verifying F(C,e) = 0 we have that 77™¢ gsatisfies completely the
problem (3.25), including the integral constraint and thus we have C' =
™. This argument relies on the unique solvability of (3.25) for fixed ¢ or,
equivalently, on the unique solvability of (3.5). This property has already
been proved in [16] or [53].

Let us first state that we have the analogous to Proposition 3.1 for (3.63).
Since there will be a boundary layer on the left side of o = 1 we introduce
6, a C™ localization function which is 1 on [1/2,1], 0 on [0, 1/3] and strictly
increasing on ]1/3,1/2[. Then we have the following approximation result:

Proposition 3.2. The solution to the remainder problem (3.63) noted by

Ce Ce O,
(m2%, w5, me) can be expanded, when e — 0, as 7@ = gOeapp | pCerem

where: c
O () = Ce? (1 - —g> exp (E) ;
L€ €
C.e,app 2 3 o—1 (3.67)
(o) = Oe” + pef(o) [ 1 —exp - :
70" (0) = Ce?exp (—e(o — 1)),
with the following estimations:
: C.e,rem o 7/2
exp | —=— | 7= =0("?),
( 2M5) L2(—00,0)
C.e,rem _ 5/2
Hm“’ L2(0,1) (=75,
€ Cle,rem o 5/2
exp|=(-—1 ) T, =0(e
o (6= ) me] L, =0E)
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We will prove this proposition in Section 3.6.1. From this proposition we
can deduce the following result which will be detailed in Section 3.6.2.

Proposition 3.3. For a fized C' we have:
F(C,e) = (C+1)e +0O(?).

Because of the linear and elliptic nature of (3.63) it is clear that F' must
be at least continuous in C,¢ in the domain 1 + Ce > 0. Let us fix two
constant numbers € and Cy such that ¢ < —1 < Cy. Then because of
Proposition 3.3 and because F' is continuous there is an interval ]0, o[ on
which we have

Ve €]0,e0, F(Ch,e) <0< F(Cy,e).

Now for any fixed ¢ €]0,g0] we use the continuity in C' of F' and the in-
termediate value theorem to affirm that there must be a 0 of F(-,¢) on the
interval [Cy, Cs]. But as we pointed out, the only 0 that F'(-, &) has is ™™,
Consequently,

Ve €]0,°, Oy < T™™ < (b,

which is exactly what Lemma 3.1 states.

Remark. Note that C'= —1 makes F/(C,¢) vanish for ¢ — 0 faster than
any other value of C' and indeed one could prove by expanding p at a higher
order that we formally have I' = 1 — £ + O(?) and also that p*P + g~ L=2PP
is the second order expansion of p.

3.6.1 Proof of Proposition 3.2

This section is devoted to construct an approximation to System (3.63) and
to estimate the remainder of this approximation. It is very similar to Sections
3.3 and 3.4.

To find the asymptotic behaviour of 7
and set, now classically:

©¢ we once again change variable

o

9% (0) = x_ <*> : Wff(a) = X+.i(0) + X0 (1 ; U) ,

€

WEZE(O') = Xt.ele(o —1)),
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so that the functions x_. x1, xu and x4 . satisfy the following problem:

(

— (14 Ce)Px_ +e*hx_ + 0. x_ =& <S — 5h€> exp (;) ,

1
— (1 +Ce)02x4 + gaax-i-,i =0,

— ,u(l + 08)82)(1)[ - aszl = 0
— pe* (1 + Ce)2x4e + Xe + OoXse = (1 + Ce)e® exp(—2),

X+,i(0) + xu (1> = x-(0),

3.68
) (3.68)
X+e<0) X+,z()

(

1
0X+z O) = g 2 X — (O)

1
£0.x1.6(0) — € = Doy a(1) — =D,

\

and assume an expansion of the form

xo =Xt +e2 + %3 + .,
Xt = 52X1+,i + EQXi,i + 53xi,i + ...
Xor = €X' X +
X+.e = 52X1+76 + 82)(%_6 + 83)(1’8 e

Recall that, to obtain, (3.25) we used a truncation at order € of the formal
expansion of p, so that p™™ is formally of order 2. Now 7™%¢ solves (3.63),
a problem which is very similar to (3.25), and which is hopefully at the same
formal ¢ order. It is thus natural to see that the first order of 7*™¢ should
be 2. The following analysis will prove that the previous formal expansions
give the correct ansaetze.

One interesting point here is that when solving the profile equations for
(3.13), we start with ¢ > 1 because the most singular term comes from
equation

0 1 1/e 1 400
5/ q-(z)dz + / q+i(2)dz + 5/ qu(2)dz + E/ Gte(2)dz = 1.
0 0 0

—00

But such a constraint has disappeared in (3.68) and the most singular term

now comes from )

80X+,i<0) = g ZX—(())J
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and we solve from left (o0 < 0) to right (o > 1). It is then not difficult to see
that the lowest order approximation of 7€ is formally given by

7SR (5) = (e (1 . @) exp (3) , (3.69)

ue €
—1
70T (o) = Ce? + ps*d(o) (1 — exp (UM6 )) , (3.70)
ngapp( ) = Ce’exp (—e(o — 1)) . (3.71)
These expressions should be compared to the second order profiles given in
Section 3.3.3. We now again set 7&57™ = 76 _gCeapP Then 7% remﬂrff rem
and 7TCE "™ solve the following problem:
( 2 _C,e,rem C,e,rem 1 C,e,rem D
— (1 + Ce)osm"™ ™ + ha ™™ —0g7r_’ =R,
— u(1+ Ce)R2r s + a(, fjfem =R,
_ M(l 4 C(g)aQWEzrem + Ezrem 60 fzrem E_he’ (3 72)
Wff rem(o) _ 71'06 rem(0>,
C’e rem Ce ,rem
(1) = (1),
Uﬂ_f_’f rem(O) _ aaﬂ_g',a,rem(o)’
Ce,rem Cle,rem
o7T+ e (1) = aO'ﬂ-Jr,i (1)7
where
~ o Ce o 9 o o
R =-C|l—+—|exp|=—)—[|Cec*(1—— h exp
w oo 2ue JLE 24
(3.73)
D 2/ 2 _3pn 2/ o—1 30 o—1
R ;= —pe 0 + p°e’0” + 3ue”0 exp — 1?30 exp ,
e UE
(3.74)
Ry.=pe’(1+ Ce)exp <—§(a - 1)) + Ce*(1+ Ce)exp (_§<U - 1)) :
(3.75)
Let us again introduce
Cie,rem o ~C\e,rem
- = exp (2—> T ,
pe (3.76)
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We are going to prove that 7™ and %f::’;’rem, are in L?(—o0, 0) and L*(1, +-00)
~C\e,rem Cle,rem ~(Ce,rem,

respectively. Let us write the problem solved by 7~ s Ty and 77,

(

1 C C ~
o 1 C 82~C,s,rem h ~Ce,rem aava,E,rem - R
Ty (T A N 3
1 ~
— 1+ Ce)Rm s + g&fﬂfi’”m = Ry,

~C,e,rem 1 1 + Cs 52 ~C,e,rem
— 1+ Ce) BT ™ + (5 - %) e

1 ~C\e,rem D
+ (g — /L(l + 05)52) 807T_€:e’ = R+7e,

Tc,e,rem(()) _ %g’,e,rem<0)7

+,1
~C\e,rem Cle,rem
7r+,e (1> = 7T+,i (1)7
1
Ce,rem ~C\e,rem ~C\e,rem
0o (0) = 9w (0) + 2 (0),
~C,e,rem € ~Ce,rem Ce,rem
L 0oy (1) = 9 +e (1) = Opm (1)

(3.77)
Now we can obtain the same kind of energy estimate as (3.35):

0 1 400
utrrce) ([ @acemys [oasemp s [T @agemy)
0 1

—00

1 ° ¢ s 1 [ & 9
+ %7,5,rem 4+ = = 7i,rem
e / (@ / (7Cewem)

0 1 +o00
n ~Ce, Ce, D n  =Ce,
< / R_gCerempCerem o / Rii+ / Ry F5mm (3.78)
0 1

—00

Once again we can absorb the right-hand side into the left hand side by
noting that:

R = O(*? 3.79

g~ O, (3.79)
R = O(? 3.80
Ric] gy = O, (3.80)
R ‘ = O(?). 3.81
] P Cy (3.81)
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Also note that we have the following a priori estimate:
1 1
| @Sz s i)+ [ @ty
0 0
0 2 1
5 (/ ao_ﬂ_g',a,rem) +/ (aaﬂgzz;,rem)Q
-0 0
0 o . 2 1 .
S, 80 exp (_) fﬁ,s,rem)) +/ 807'( s€;rem 2
(/;oo ( 2/””5 0 ( e )
0 o 1 ?
5 / exp [ — ag;ﬁ_fg’,s,rem + _%g,s,rem
oo 2e 2ue

1
+ [ @iy
0

< 81/2 0 (a %C’,E,rem>2+ 1 0 (%C,a,rem)Q
~ . 4pe? J oo T

1
+ [ @ty
0

(3.82)

When we combine the previous estimations, we obtain for € small enough,

0 1 +oo
/ (aa%g,a,rem)z + / (aaﬂ_ff,rem)z + / (aa%gj?rem>2
o 0 1
1 0 ~(C.e,rem\ 2 1 e ~Ce,rem\2
S % + = o
MEQ . (77' ) 9 /1 (77-+7 )
<O(), (3.83)

which in turn gives the following estimate:

~C\e,rem - 7/2
_ =0 , 3.84
H7r L2(—00,0) (=) ( )
Ce,rem o 5/2
; =0 3.85
HW+71 L2(0,1) (%), ( )
~Ce,rem _ 5/2
=0 3.86
[, = O, (3.56)

and thus ends the proof of Proposition 3.2
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3.6.2 Proof of Lemma 3.1

Using the expressions in (3.67) in (3.66), we can now expand F(C,¢) :

0 1 +00
F(C,e) = / 7o 4 / 707+ / 708+ e — pe’
0 1

—00

o L oo

o \€,rem \€,rem £,rem

= / ™ + / i T / Ty
—00 0 1

0 o 1 o +o0 o
£,app £,app £,app 2
+/ T +/ Ty +/ T e —pe
- 0 1

[ee]

C € C (S C €
,€,rem ,E€,rem ,€,rem
/ / ’i / ,7:

—00 0

1
+20u53+052+53/ (o) (1 — exp (—U ;)) do + Ce+ ¢ — pe?
0 H
(3.87)

Let us first note that

oo (1o (7))

is bounded by 1 on [0, 1] so that

3 /01 0(c) (1 — exp (‘7/;1» do = O(£%). (3.88)

. . c c c .
We now estimate the integrals of 7 ="" 72" and #72"". Since
) —+.17 +,e
.. . . ~Cle,
Proposition 3.2 gives us the order of the respective L? norms of 7™ and
~C . . .
7y ", we can use them in the estimation of

e ' ¢ g
,€,rem ,€,rem ,E,rem
/ T + / T + / T
—00 0 1
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Indeed we use Hélder Inequality to get the following estimates

0 0
Cie,rem o ~C\e,rem
T = exp | — |72
—00 —00 pe

<el/? H%g,e,rem < 0O(e%),
L2(_oovo)

1
A S g, S OGP

+oo +oo
Cie,rem € 1 ~(C\e,rem
reemm = [ exp (S0 - 1) 7S
1

1
< 1 “~C,5,rem

S < 2
S T e ¥ O,
since, by explicit integration, we get
e (5 ) = ()",
2pue L2(—c0,0)

L2(4+1,00) €L/2

oo (56 1)

Finally we have

0 o 1 o +o00 o
,€,rem ,€,rem ,£,rem 2
/ _ +/ T +/ o = 0(e).
—o0 0 1

Now we use (3.88) and (3.92) in (3.87) to obtain:
F(C,e) = (C+ 1)+ O(e?),

which is exactly what Proposition 3.3 states.

(3.89)

(3.90)

(3.91)

(3.92)

(3.93)



Chapitre 4

Un modéle autoconsistant pour
les flots multidimensionnels de
matériaux vitreux

Résumé du chapitre

Dans ce chapitre, nous essayons de répondre & une question posée au
tout début de ce travail de thése, et qui était aussi I'un des points centraux
a étudier par I'équipe du projet ANR Maniphyc : quels modéles «a fluidité»
peut-on écrire pour les fluides vitreux dans des configurations d’écoulement
générales (dans la suite il nous arrivera de dire par abus de langage, mul-
tidimensionnels) 7 Beaucoup d’approches sont pertinentes pour répondre a
cette question, que ce soit I'écriture de modéles trés généraux comportant
de nombreux parameétres et d’'une approche par assimilation de données et
probléme inverse ou l’écriture de modéles phénoménologiques multidimen-
sionnels. Nous nous sommes modestement restreints a la question suivante :
peut-on écrire un modeéle basé sur les mémes idées physiques que le modéle
d’Hébraud-Lequeux, multidimensionnel et physiquement admissible ? Ce cha-
pitre présente le fruit de nos réflexions, encore incomplétes, sur le sujet.

Ce chapitre contient en fait deux parties : une partie de modélisation ot
nous construisons le modeéle multidimensionnel (4.5) en ajoutant essentielle-
ment, des ingrédients pour prendre en compte la question de 'objectivité :
nous devons écrire un modéle qui donne une loi de comportement indépen-
dante du référentiel d’observation. L’objectivité matérielle est une question
absente de 1’étude des modéles en cisaillement simple car les changements
de référentiels sont triviaux dans ce cas. Dans des géométries générales, on a
beaucoup plus de liberté de mouvement ce qui se traduit par des contraintes

129



130 Modéle multidimentionnel a transition vitreuse

supplémentaires sur les équations. Il faut noter que notre modéle répond a
ce probléme uniquement lorsque le flot ambiant est incompressible. Ce n’est
toutefois pas une restriction trés importante car c’est le cas des matériaux
auquel le modéle pourrait s’appliquer.

Fidéle a la philosophie développée dans l'introduction de ce manuscrit,
nous avons voulu démontrer mathématiquement que ce modéle, tout comme
son ainé le modéle d’Hébraud-Lequeux, rendait compte d’une transition vi-
treuse similaire. C’est a cet effet que nous avons développé les outils des
chapitres 2 et 3 : nous voulions obtenir un moyen d’étudier la transition
vitreuse suffisamment souple pour s’adapter au modeéle (4.5).

La bonne nouvelle, c’est qu’on peut dire aujourd’hui que la méthodologie
du chapitre 2 s’applique avec quelque succés dans le cas plus général du
modele (4.5) : nous réussissons a prouver qu’au niveau formel il n’existe que
trois types de développement asymptotique valables pour notre modéle et
ce sous des hypothéses qui englobent une large classe d’écoulement. C’est
I'objet du premier point du théoréme 4.1. Il est assez étonnant de voir que
ces développements ont les mémes caractéristiques en terme d’échelles de
développement et en terme de tailles de couche limite que les développements
du théoréeme 2.1. Les calculs pour obtenir ces développements sont toutefois
beaucoup plus compliqués dans le cas de la transition (4.30) et nécessitent
d’analyser finement les symétries des solutions des équations de profil.

Néanmoins le théoréme 4.1 reste, pour le moment, plus faible que son ho-
mologue d’Hébraud-Lequeux a cause de son point deux. Nous ne sommes pas
encore capables d’associer une unique forme de développement a4 un ensemble
de température. La raison de cette insuffisance est la nécessité de montrer
la monotonie d'une fonction F'(v) dont on ne connait pas 'expression ana-
lytique. Dans le cas du modéle d’"Hébraud-Lequeux, nous étions capables de
trouver 'expression analytique de 1’analogue de la fonction F'(v) et ensuite
par une simple étude de fonction de montrer sa croissance. Pour l'instant
nous ne sommes capables que de calculer les limites de la fonction F.

Enfin une autre insuffisance de I'étude est ’absence de justification des
développements asymptotiques. Notons toutefois que nous avons restreint le
cadre fonctionnel de notre étude, en vue d’effectuer cette justification dans
I’avenir.

Ce chapitre est constitué d’une premiére version d’un article écrit en
collaboration avec MICHAEL RENARDY.
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This the first version of an upcoming paper in collaboration with MICHAEL
RENARDY paper has two parts: the first part is concerned with the mod-
elling of a full tensorial model which keeps the main features of the so-
called Hébraud-Lequeux (HL) model for Soft Glassy Material (HEBRAUD
and LEQUEUX [37]); the second part is devoted to give some mathematical
justification to the relevance of our model following the method we devel-
opped for HL in [54].

4.1 Modelization

4.1.1 Historical Background

In this article we are interested in the modelling soft glassy materials. Soft
glassy materials are named after glasses because they exhibit similar be-
haviour: very complicated free energy landscapes and a transitional be-
haviour akin to phase transition. Soft glassy materials can be loosely de-
scribed as “particles” dispersed inside a Newtonian fluid which may be liquid
or gas. When the particles are solids we obtain what are called suspen-
sions, when the particles are liquid bubbles we obtain emulsions. Foams and
granular flows may also enter this category

Numerous models exist to describe specific materials: one can 