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Chapitre 1

Introduction

Le principal but de cette thése est de démontrer un critére pour l'intégralité des co-
efficients de Taylor de séries formelles appelées applications miroir. Avant de définir pré-
cisément les applications miroir traitées par ce critére, nous donnons quelques exemples
classiques ou 'intégralité de leurs coefficients de Taylor est déja connue.

On considére la série hypergéométrique (voir [27] ou le chapitre 4 de cette thése pour

la définition)
> (2n)12 1/2,1/2
F(z)zz(nli Zn=2F1( /1/ ;162)

n=0

solution de I’équation différentielle

1) d
D%y — 162 (D + 5) y =0, avecD := i (1.0.1)

D’aprés la méthode de Frobenius (voir [30]), on obtient une deuxiéme solution G(z) +
log(2)F(z) de (1.0.1) linéairement indépendante de F' ou

G(2) = i <2:!1!2 (4Hy, — 4H,,) 2"

et H, :=> "  1/i est le n-iéme nombre harmonique. La coordonnée canonique associée a
(1.0.1) est q(z) = exp ((G(z) + log(2)F(2))/F(2)) = zexp(G(2)/F(2)). On peut inverser
formellement la série ¢(z) car ¢(0) = 0. L’application miroir z(q) correspondante est 1'in-
verse de ¢(z) pour la composition des séries formelles. Il est bien connu que z(q) est une
fonction modulaire dont on constate que les coefficients sont entiers (voir [18, Section 9|
pour un exposé de nombreux exemples d’applications miroir d’origine modulaire). On a en
fait

b3(9) _ 11 (—9¢")°
z(q) = 1603(q) C.IH 1= (=) € Z{[qll,

n=1

o



ou Oy(q) =327 (3% et fs(q) = S.°° ___ ¢™ sont des fonctions théta de Jacobi. On a

n=—o0 4
alors le développement de Taylor

2(q) = q — 8¢* + 44> — 192¢™ + 718¢° — 2400¢° + 7352¢" — 20992¢° + 56549¢° + O(¢'").

Un autre exemple célébre, étudié par Candelas, de la Ossa, Green et Parkes dans [5],
est le cas de la série hypergéométrique

Py =Y ) < 1/5,2/5,3/5,4/5 -5%) ,

1,1,1 )
n=0

(5n)!
(nl)?
solution de I’équation différentielle

D*y —52(5D +1) (5D +2) (5D +3) (5D +4)y = 0. (1.0.2)

Une deuxiéme solution de (1.0.2) linéairement indépendante de F' est G(z) + log(z)F(z),

G(z) =)

n=0

[’application miroir associée est I'inverse pour la composition des applications de ¢(z) =
zexp(G(z)/F(z)). Dans ce cas, aucune origine modulaire n’est actuellement connue pour
2(q). En revanche, un résultat de Lian et Yau, exposé dans la partie 2.1, donne U'intégralité
des coefficients de Taylor a 'origine de ¢(2) et z(q) :

q(2) = 2 + 77022 + 10142752% + 17039167502 + 32865690256252° + O(2°)
et

2(q) = q — T70¢* + 171525¢* — 81623000¢" — 35423171250¢° — 54572818340154¢° + O(q").

Donnons maintenant un exemple également classique d’application miroir de plusieurs
variables, étudié dans [3|, [28] et [17]. La série

Bm+3n)
F(Zl,ZQ) = Z WZI Z9 (103)
m,n>0 o

est solution du systéme d’équations différentielles

D3y — 21 (3D1 + 3Dy + 1) (3D1 + 3Dy + 2) (3D; + 3Dy + 3) y = 0,
Dgy — 29 (3D1 + 3D2 + 1) (3D1 + 3D2 + 2) (3D1 + 3D2 + 3) Yy = 0,



ou Dy = zld;‘zll et Dy = ng;iz. On trouve deux autres solutions de ce systéme de la forme
G1(z1, 22) + log(z1) F(z1, z2) et Ga(z1, 22) + log(ze) F (21, 22) ou

3m + 3n)! S
G1<21, ZQ) = Z W(?)Hgm_,_gn - SHm)Zl Z9 (104)
m,n>0 o
et 3 30)!
m—+ on)!
GQ(Zl, Zz) = Z W(3H3m+3n — 3Hn)ZInZ§ (105)
m,n>0 ’ )

On définit les coordonnées canoniques associées qi(z1,22) = z1exp(Gi(z1, 22)/F (21, 22))
et qa(z1,22) = 22exp(G(z1,22)/F(z1, 22)). Les applications miroir correspondantes sont
définies comme étant les séries formelles z1(q1, ¢2) et 22(q1, g2) telles que Iapplication

((h, Q2) = (ZI(QL Q2), Zz(Qh Q2))

soit I'inverse pour la composition de

(21, 22) = (q1(21, 22), q2(21, 22)).-

D’aprés le corollaire 1 de [17], on obtient que les séries qi(z1, 22), q2(21,22), 21(q1,q2) et
29(q1, q2) ont tous leurs coefficients de Taylor entiers. En particulier, on a

q1(21, 22) = q2(22, 21)
= 21+ 1527 + 332125 + 33392725 + 10082, 25 + 3129032222 + O(2}) + O(23).

Dans la suite de cette thése, nous établissons une condition nécessaire et suffisante pour
I'intégralité des coefficients de Taylor des applications miroir définies par des quotients de
factorielles de formes linéaires. La forme générale des applications miroir traitées par ce
critére englobe les trois exemples précédents.

1.1 Définition des applications miroir

Nous introduisons les notations multi-indice standard suivantes. Soit d € N, d > 1,
ke {1,...,d} et des vecteurs m := (my,...,mg) et n := (ny,...,nq) dans R% on note
m-n le produit scalaire min,+---+mgngy et m®) pour my. On note m > n si et seulement
si m; > n; pour tout ¢ € {1,...,d}. De plus, si z := (21, ..., z4) est un vecteur de variables
et sin:= (ny,...,ng) € Z% on note z" le produit 27* - -- z;*. Enfin, on note 0 le vecteur
0,...,0) € 7.

Etant données e := (ey,...,e,) et f = (fi,...,f,,) deux suites de vecteurs de N, on
note le| := >-" e, |f| := D2 f; € N? de sorte que, pour tout k € {1,...,d}, on ait

|e|(k) =y egk) et |f|(k) =3r fi(k). Pour tout n € N¢, on note

(e1-m)!---(eg - m)!
(fy -n)!---(f, -n)l’

>

Q. r(n) ==




On définit les séries formelles

Foyln) = 3 R

n>0
et
G L (e1 -n)!-..(eql Il)' N (k)H 1 f(k)H n 111
e.s(2) '_Z (f, -n)! - (£, - n)! Zei ei'n_z R (1.1.1)
n>0 ) a2 T o\i=1 j=1
o k € {1,...,d} et, pour tout m € N, H,, := >, % est le m-iéme nombre harmonique.

Par exemple, on retrouve les séries (1.0.3), (1.0.4) et (1.0.5), exposées dans I'introduction,
en prenant e = ((3,3)) et f = ((1,0), (1,0), (1,0), (0,1), (0,1), (0,1)).

La série F, ;(z) est une série A-hypergéométrique (') et est donc solution d'un A-
systéme d’équations différentielles linéaires. Dans certains cas, on trouve d solutions sup-
plémentaires & ce systéme avec au plus des singularités logarithmiques a l'origine, les
G ti(z) + log(zx)F(z) pour k € {1,...,d}. Néanmoins, on peut se contenter de regar-
der Gesi(z) + log(z)F(z) formellement sans s’attacher a une équation différentielle. Tl
arrive d’ailleurs que G ;x(z) + log(zx)F (z) ne soit pas solution de I'équation différentielle
minimale de F, ¢(z) et que l'intégralité des coefficients de Taylor des applications miroir
correspondantes reste valable.

Dans le contexte de la symétrie miroir, cas ou |e| = |f], les d fonctions

Qe.ri(2) = zpexp(Ge s i(2)/ e f(2)), k € {1,...,d},

sont des coordonnées canoniques. L’inverse pour la composition de 'application

Z > (Ge,1(2); - - -5 Qe.r.a(2))

définit le vecteur (z.r1(qQ),...,2erd(q)) d’applications miroir. Lorsque d = 1, il n’y a
qu’une seule coordonnée canonique et qu'une seule application miroir que I’on note respec-
tivement g, r(2) et z r(q).

L’un des principauz résultats de cette these établit une condition nécessaire et
suffisante pour lintégralité des coefficients de Taylor des d applications mi-
roir zesr(Q), c’est-a-dire détermine sous quelles conditions, pour tout k €
{1,...,d}, on a z.;1(q) € Z[[q]]. Ce résultat est le théoréme 1 énoncé dans la
partie 2.2.

Dans le contexte de théorie des nombres de cette thése, application miroir 2. rx(q) et
la coordonnée canonique correspondante g, r(z) jouent exactement le méme role car, pour
tout k € {1,...,d}, onaq. ri(z) € 2,Z][z]] si et seulement si, pour tout & € {1,...,d},ona

!Les séries A-hypergéométriques sont aussi dénommeées séries hypergéométriques GKZ. Voir [28] pour
une introduction & ces séries, qui généralisent en plusieurs variables les séries hypergéométriques classiques.



Ze.£.6(d) € qrZ[[d]] (voir [17, Partie 1.2]). On formulera donc le critére pour les coordonnées
canoniques uniquement mais il vaut aussi pour les applications miroir.

Ce critére s’applique aux suites e et f telles que |e] = |f|. Dans le cas ou il existe
k€ {1,...,d} tel que |e|® > |f|*), nous montrons que les coefficients de Taylor de
Ze.r6(d) et g rr(2z) ne sont pas tous entiers, ce résultat est le théoréme 3 énoncé dans la
partie 2.2.

1.2 Motivations

Reprenons I'exemple présenté en introduction correspondant au choix des paramétres
d=1,e=1(2,2) et f=(1,1,1,1). On a donc

Fop(z)=)_ 2t e Z[[2]].

14
n=0 n

Comme nous I'avons mentionné plus haut, 'application miroir z. ;(¢) est d’origine modu-
laire et on a

0(a) (L")
2(q) = =) 7 ——ms € Zlldl,
1665(q) g (1= (=g

ot by(q) =>"7 q"t2)? et B5(q) = > ¢"" sont des fonctions théta de Jacobi.
Définissons 1’application ]:;(q) = F. ;(2,7(q)). Comme les coefficients de Taylor de F. ;
et z. ¢ sont entiers, ceux de F' le sont aussi. Plus précisément, d’aprés [2|, on a

F(q) = 65(q)".

L’intégralité et la faible croissance des coefficients de Taylor de F permettent & André,
dans [2], d’appliquer sa méthode d’uniformisation adélique simultanée et de redémontrer
I'indépendance algébrique sur Q de 7 et I'(1/4), ou encore de 7 et I'(1/3) (résultat da a
Chudnovski en 1974), ou T est la fonction Gamma d’Euler.

Le critére que nous démontrons dans cette thése permet de connaitre de nombreuses
nouvelles applications miroir dont les coefficients de Taylor sont entiers. En revanche, nous
n’abordons pas la question de connaitre la croissance de leurs coefficients. Cette question
a récemment était abordée par Krattenthaler et Rivoal dans [18] ou ils étudient en détail
les rayons de convergence de ¢. () et z. s(g) pour un certain type de suites e et f.

Une autre motivation est liée a 'exemple de Candelas, de la Ossa, Green et Parkes,
associé a la famille M d’hypersurfaces quintiques de P*(C) définies par

(z € C).

b
M-
)

&

x> Ot

|

(@)

N

&

=

Il

Dans [5], Candelas et al. associent & M sa famille miroir W de variétés de Calabi-Yau. On
associe alors & VW un vecteurs de périodes qui sont solutions de I’équation différentielle

(D* = 52(5D +1)(5D + 2)(5D +3)(5D 4+ 4))y = 0, ot D = zd%. (1.2.1)

7



Une solution holomorphe en 0 de (1.2.1) est la série hypergéométrique

For(z) =) (5n)!2"7

— (n!)®

n

correspondant aux paramétres e = (5) et f = (1,1,1,1,1). Une deuxiéme solution de
(1.2.1) linéairement indépendante de F, ; est G, r(z) +log(z)F. ;(2), out G, ;(2) est la série
définie par (1.1.1) :

Gusle) = 3 (o (5t = 511,) "

n=1

Dans ce cas précis, 1'accouplement de Yukawa K(q) associé a cette construction s’exprime

comme
_ 5 . 1 ‘ (qz;.f(q)
1—5%2(q) Feslzer(@)? \ zs(q)

Ecrivons K(g) = Y o0, a,q™. On peut alors écrire K(g) en série de Lambert

K(q)

) & Qllq)] (1.2.2)

0o qn
K(q) :a0+zkn1_qn7
n=1

avec ky, = >, p(n/d)aq ot p est la fonction de Mdbius. Nous renvoyons aux articles [5],
[24], [25] et [29] pour I'intérét géométrique porté a cette construction et aux nombres k,
qui sont liés aux invariants de Gromov—Witten.

D’aprés un résultat de Lian et Yau (voir partie 2.1), on sait que z. /(¢) € ¢Z][q]].
De plus, comme F, ;(z) € 1+ zZ][[z]], on obtient, d’aprés (1.2.2), que K(q) € Z[[¢]]. En
particulier, pour tout n € N, n > 1, on a k, € Z.

Dans un cadre plus général, on peut encore définir 'accouplement de Yukawa et les
nombres k,, qui lui sont associés. Dans de nombreux cas listés dans [1], il a été observé que
les nombres k,, semblent étre entiers. Nous montrons dans la partie 10.2 que notre critére
pour 'intégralité des applications miroir permet d’obtenir I'intégralité de nombreuses ap-
plications miroir de la liste [1]. Nous espérons que ce résultat puisse faciliter 'étude des
propriétés arithmétiques des accouplements de Yukawa correspondants.

1.3 Structure de la thése

Nos théorémes sont indexés par des numéros alors que ceux d’autres auteurs sont in-
dexés par des lettres capitales.

Dans le chapitre 2, nous énoncons les théorémes 1, 2 et 3, principaux résultats de
cette thése, qui sont des critéres pour I'intégralité des coefficients de Taylor a I'origine des
applications miroir et de type miroir. De plus, nous présentons les résultats antérieurs sur
I'intégralité de tels coefficients de Taylor et montrons qu’ils sont strictement contenus dans
les théorémes 1 et 2.



Le chapitre 3 traite de l'intégralité des coefficients de Taylor a l'origine de racines
d’applications miroir et de type miroir d’une variable. Nous y énoncons les théorémes 4
et 5 permettant, en particulier, de démontrer une conjecture de Zhou (conjecture 1 de
[31]). Nous énoncons ensuite les résultats antérieurs et montrons que, pour une certaine
classe d’applications miroir et de type miroir, ils améliorent les résultats obtenus par les
théorémes 4 et 5.

Dans le chapitre 4, nous caractérisons les fonctions hypergéométriques généralisées dont
les coefficients peuvent se mettre sous forme de factorielles et on décrit les sauts des appli-
cations de Landau d’une variable sur [0, 1], ce qui nous permet de conclure que, restreints
au cas d’une variable, les théorémes 1 et 2 sont effectifs.

Le chapitre 5 est consacré a I’énoncé et la démonstration du théoréme 6, qui généralise
des critéres de congruences formelles de Dwork et de Krattenthaler et Rivoal (voir théo-
rémes J et K). Ces derniers étaient cruciaux pour les résultats antérieurs sur l'intégralité
des coefficients de Taylor d’applications miroir. Le théoréme 6 est au coeur de la preuve
des théorémes 1 et 2 puisque I’on montre dans la partie 5.1 que les théorémes J et K ne suf-
fisent pas pour démontrer le point (i) du théoréme 2. De plus, a la fin de ce chapitre, nous
énoncons et démontrons le théoréme 7 qui est une généralisation alternative du théoréme
J dans le cas d’une variable.

Dans le chapitre 6, on raméne les théorémes 1 a 5 a la preuve d'un énoncé p-adique.

Le chapitre 7 est consacré a la preuve des théorémes 4 et 5 et de 'assertion (i) du
théoréme 2, ce qui est de loin la partie la plus longue et la plus technique de cette thése.
On doit en particulier démontrer un certain nombre d’estimations p-adiques fines afin d’étre
en position d’appliquer le théoréme 6.

Dans le chapitre 8, nous démontrons le théoréme 3 et 'assertion (7i) du théoréme 2 qui
découlent assez vite des reformulations de ces théorémes établies dans le chapitre 6.

Le chapitre 9 est consacré a une démonstration alternative du cas (i) du théoréme 2
restreint au cas d’'une variable, a I'aide du théoréme 7.

Dans le chapitre 10, nous présentons quelques résultats supplémentaires. La partie
10.1 est consacrée a la démonstration du point (i7) du critére de Landau dans le cas de
plusieurs variables. Dans la partie 10.2, nous montrons que les théorémes 1 et 2 permettent
d’obtenir I'intégralité des coefficients de Taylor a I'origine de nouvelles applications miroir
d’une variable, étant listées dans les tables d’équations de Calabi-Yau [1] d’Almkvist, van
Enckevort, van Straten et Zudilin. La partie 10.3 est consacrée a 1'étude de la positivité
des coefficients de Taylor a l'origine d’applications miroir et de type miroir d’une variable
inspirée par de récents travaux de Krattenthaler et Rivoal (voir [18]). Enfin, dans la partie
10.4, nous présentons un probléme ouvert sur l'intégralité des coefficients de Taylor a
I'origine d’applications miroir d’une forme plus générale que celle traitée dans cette thése.

La plupart des résultats de cette thése sont présentés dans nos trois articles [7], [8] et

[9].



Chapitre 2

Intégralité des coefficients de Taylor des
applications miroir

2.1 Reésultats antérieurs

Dans la littérature, on peut distinguer trois résultats de généralité croissante établissant
I'intégralité des coefficients de Taylor d’applications miroir d’une variable lorsque |e| = | f].
Le premier résultat a été démontré par Lian et Yau dans [21], dans le cas ou

Q. ;(n) — (pn)!

(nl)p’

ol p est un nombre premier.
Ce résultat a été généralisé par Zudilin dans [32]. Soit N € N et N = p{*...p;" sa
décomposition en facteurs premiers. On note Ay et By les multi-ensembles (') définis par
N N }
7 Dj1 Py, 7 Dj1PjsPjsPja 7 1<j1 <o <--<L

AN = {N

N _N
"Diy PiPiaPis }1§j1<j2<.--§£
avec un nombre de 1 dans B, égal & ©(N), ot ¢ est la fonction indicatrice d’Euler (?).
Zudilin a montré que si e est une suite constituée des éléments du multi-ensemble Ule An,
et si f est une suite constituée des éléments du multi-ensemble Ule By, ot les N; sont des

entiers strictement positifs ayant le méme ensemble de diviseurs premiers, alors ’application
miroir associée a e et f a tous ses coefficients de Taylor entiers (*) (par construction

)

BN = {1,,1

' Un multi-ensemble est un ensemble dans lequel on autorise les répétitions des éléments.
2Pour tout n € N, n > 1, ¢(n) est le nombre d’entiers k premiers avec n tels que 1 < k < n.
3Le cas traité par Lian et Yau correspond au choix des paramétres k = 1 et N; = p avec p premier.
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le| = |f|). Par exemple, on peut appliquer le théoréme de Zudilin aux suites

(4n)!
(2n)!(n!)?

(12n)!

Qes(n) = (3n)!(dn)!(n1)>’

et Q.r(n) =

respectivement attachées aux choix des paramétres £ = 1, Ny = 4 et k = 2, N = 6,
Ny = 12.

Enfin, Krattenthaler et Rivoal ont démontré la conjecture de Zudilin énoncée p. 605 de
[32], qui correspond a ’énoncé suivant.

Théoréme A. Soit k € N, k > 1, et Ny,..., Ny des entiers strictement positifs. Soit e
la suite constituée des éléments du multi-ensemble Ule Ap, et f la suite constituée des
éléments du multi-ensemble Ule By,. Alors l'application miroir associée a e et f a tous
ses coefficients de Taylor entiers (par construction |e| = |f]).

Nous allons reformuler le théoréeme A en portant les conditions sur la fonction A, ; de
Landau définie, pour tout x € R (%), par

q1

Acylw) = lew] =Y L fix),

i=1

ou |-] est la fonction partie entiére. Il s’avére que le cas traité par le théoréme A correspond
exactemement aux suites e et f vérifiant |e| = | f]| et telles que A, s est croissante sur [0, 1]
(°). On peut donc reformuler le théoréme A comme suit.

Théoréme A bis. Soit e et f deuzr suites d’entiers positifs vérifiant |e| = |f|. Si A¢ s est
croissante sur [0, 1], alors q.,;(2) € 2Z[[%]].

Dans le cas de plusieurs variables, Krattenthaler et Rivoal ont montré [17, Corollaire 1|
I'intégralité des coefficients de Taylor d’applications miroir appartenant a de larges familles
infinies. Afin d’énoncer ce résultat, pour tout k € {1,...,d}, on note 1; le vecteur de N?
dont toutes les coordonnées sont nulles sauf la k-iéme qui vaut 1.

Théoréme B. Soit ¢ et [ deux suites de vecteurs de N vérifiant |e| = |f| et telles que f
soit uniquement constituée de vecteurs de la forme 1y avec k € {1,...,d}. Alors, pour tout

ke{l,...,d}, on a qeri(z) € 2 Z][[z]].

Si I'on restreint le théoréme B au cas d'une variable, alors il est contenu strictement
dans le théoréme A. En effet, les suites e et f traitées par le théoréme B sont celles qui
vérifient |e| = |f] et pour lesquelles il existe N € N tel que e = (N) et f = (1,...,1), f
étant éventuellement vide. Pour tout x € [0, 1], on obtient que

A f(z) = |Nx| = N|z| = |[Nz].

4Nous donnons une définition de la fonction de Landau en plusieurs variables dans la partie suivante.
5Voir la fin de la partie 4.2 pour une explication détaillée.
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Donc A, s est bien croissante sur [0, 1.

Pour prouver les théorémes A et B, Krattenthaler et Rivoal ont introduit des ap-
plications de type miroir dont I'intégralité des coefficients de Taylor implique celle des
coefficients de Taylor des applications miroir associées. Plus précisément, pour toutes
suites e et f de vecteurs de N? et tout L € N9 on définit Papplication de type miroir
qLe.f(z) = exp(Gre r(2)/Fe. (2)), ot GL . s est la série formelle

Grayte) = S e 211

On note & s Pensemble des L € N?\ {0} tels qu’il existe d € {ey,..., ey, f1,...,f,}
vérifiant L < d. On a gr, . ¢(z) € 1 + 2?21 2;Q[z]] et

e pn(z) = <H (qez.,e,f<z))‘*5k>> / (H (qu,e,f<z))f5'“)> , (2.1.2)

i=1 j=1

de sorte que si, pour tout L € & ¢, on a qr,. ¢(z) € Z[[z]], alors, pour tout k € {1,...,d},
on a ¢ rx(z) € z,Z[[z]]. Ainsi, les théorémes C (Théoréme 2 de [17]) et D (Théoréme 1 de
[15]) impliquent respectivement les théorémes B et A.

Théoréme C. Soit e et [ deuz suites de vecteurs de N wérifiant |e| = |f| et telles que
[ soit uniquement constituée de vecteurs de la forme 1, avec k € {1,...,d}. Alors, pour
tout L € E. 1, on a que r(2z) € Z][z]].

Dans le cas d’une variable, si on note M, ; le plus grand élément des suites e et f, alors
onaéy=1{1,..., M.} et Krattenthaler et Rivoal ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme D. Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes vérifiant
le] = |f|. St Ae s est croissante sur [0, 1[, alors, pour tout L € {1,..., M. s}, onaqper(2) €

Z[[2]].

Comme précédemment, si 'on restreint le théoréme C au cas d’'une variable, alors il est
strictement contenu dans le théoréme D. Dans la partie suivante, on énonce deux critéres
qui généralisent les résultats des auteurs précédents.

2.2 Enoncés des critéres

Avant d’énoncer les critéres d’intégralité des coefficients de Taylor des ge 7.1 (2) et qr ., r(2),
nous rappelons la définition de l'application de Landau associée & un quotient de factorielles
de formes linéaires. Etant données e := (ey, ..., e, ) et f := (f1,...,f,) deux suites de vec-
teurs de N, on note A, s la fonction de Landau associée a Q. ; définie, pour tout x € R?,

par
q1

Aes(x) =) le;-x| —thj -x].

=1
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La fonction A, joue un réle important dans 'é¢tude de I'intégralité des coeflicients
de Taylor des applications miroir car elle permet de calculer les valuations p-adiques des
termes de la famille Q. ;. Précisément, pour tout premier p et tout n € N, on a

p(Qes(m) = > A, p(n/p").
(=1

En effet, on rappelle que, pour tout m € N, on a la formule v,(m!) = >2 |m/p’|.
Ainsi, on obtient bien

Q) oy ({2 )

n)!---(f, -n)!
o qn 2 00 n
-y <Z e n/p] = DL, n/pﬂ> =Y (5)
=1 \i=1 j=1 =1
Dans la suite, on note {-} la fonction partie fractionnaire. On note encore |- |, respective-
ment {-}, la fonction définie, pour tout x = (zy,- -+ ,z4) € R par |x| := (|z1], -, [24]),
respectivement par {x} := ({1}, ,{z4}). Pour tout ¢ € N*, on a |c-x] = |c-{x}|+c|x]
et donc
Acp(x) = A({x}) + (le] = [f]) - [x].
Ainsi, on a |e| = | f| si et seulement si A, f est 1-périodique en chacune de ses variables.
On note D, s I'ensemble des x € [0, 1[¢ tels qu'il existe a € {e1, - ,e,,,f1, - , £, } vérifiant

a-x > 1. L'ensemble D, ; est un polyédre privé de certaines de ses faces. L’ensemble
[0, 1[*\D, s est non vide et la fonction A, ; est nulle sur [0, 1[*\D, ;. La proposition suivante
montre que la fonction de Landau permet de caractériser les suites e et f telles que, pour
tout n € N?, Q, ;(n) est entier.

Critére de Landau. Soit e et f deuz suites de vecteurs de N¢. On a la dichotomie
suivante.
(¢) Si, pour tout x € [0,1]¢, on a A, f(x) >0, alors, pour tout n € N¢, on a Q. ¢(n) €
N.
(43) S’il existe x € [0,1]? tel que A, f(x) < —1, alors il n'eziste qu’un nombre fini de
nombres premiers p tels que tous les termes de la famille Q. s soient dans l’anneau
Z,, des entiers p-adiques.

Remarque. Le point (i) est di a Landau : il montre que c’est en fait une condition nécessaire
et suffisante dans [20]. Dans le cas ou d = 1, Bober démontre le point (i7) dans [4]. Nous
démontrons le point (ii) du critére de Landau sans restriction sur d dans la partie 10.1.

Le principal but de cette thése est de démontrer les théorémes suivants, qui caractérisent
complétement les applications miroir en plusieurs variables, associées a des quotients entiers
de factorielles de formes linéaires et qui ont tous leur coefficients de Taylor entiers a I'origine.
Nous montrons dans la partie 2.3 qu’ils contiennent les résultats des auteurs précédents.
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On s’intéresse dans un premier temps au cas |e| = | f|, puis on énonce les résultats lorsqu’il
existe k € {1,...,d} tel que |e|™ > |f|®). Lorsqu'il existe k € {1,...,d} tel que |e|® <
|f|(k), la famille Q. ; n’a pas tous ces termes entiers et la question de l'intégralité des
coefficients de Taylor des ¢., ;x(2z) reste ouverte.

Théoréme 1. Soit e et f deuz suites de vecteurs non nuls de N¢ disjointes telles que
Q..; soit une famille a termes entiers (ce qui équivaut a A, > 0 sur [0,1]¢) et vérifiant
le] = |f]. On a alors la dichotomie suivante.
(i) Si, pour tout x € Dy, on a A, f(x) > 1, alors, pour tout k € {1,...,d}, on a
e (2) € 5Z[[2].
(i1) S’il existe x € Dey tel que Acyp(x) = 0, alors il existe k € {1,...,d} tel qu’il
n’existe qu’un nombre fini de nombres premiers p tels que e i(2) € 2xZy|[2]].

Remarques. — On remarquera ’analogie entre le critére de Landau et le théoréme 1.

— On impose que les éléments des suites e et f soient non nuls et que ces suites soient
disjointes pour écarter le cas ot A, s est identiquement nulle qui correspond aux
séries formelles F, ¢(z) = (1 — z1) 7' - (1 — 24) 7", Gepi(z) =0 et qe p1(2) = 2.

— Le point (i7) du théoréme 1 est optimal dans le sens ot, si A, s’annule sur D, ; et
si d > 2, alors il peut exister k € {1,...,d} tel que g.rxr(z) € zxZ[[z]]. En effet, il
suffit de faire le choix des paramétres d = 2, e = ((3,0)) et f = ((2,0),(1,0)). On a
alors D, ; = {(z1,22) € [0,1[%: z1 > 1/3}, A 4((1/2,0)) =0 et qe p2(z) = 22.

Nous allons maintenant énoncer un critére pour l'intégralité des applications de type
miroir ¢r,. r(z). D’aprés l'identité (2.1.2), le point (i) du théoréme 2 implique le point
(7) du théoréme 1. Le point (i) du théoréme 2 précise le point (i7) du théoréme 1. En
particulier, il montre qu’il existe k € {1,...,d} tel que g rx(2z) ¢ 2xZ[[2]] et que toutes les
applications de type miroir intervenant effectivement dans l'identité (2.1.2) n’ont pas tous
leurs coefficients de Taylor entiers. Le théoréme 1 peut donc étre vu comme un corollaire
du théoréme 2.

Théoréme 2. Soit e et f deuz suites de vecteurs non nuls de N¢ disjointes telles que
Q..; soit une famille G termes entiers (ce qui équivaut a A, > 0 sur [0,1]¢) et vérifiant
le] = |f|. On a alors la dichotomie suivante.
(i) Si, pour tout x € De g, on a A f(x) > 1, alors, pour tout L € E. ¢, on a qu, e f(2z) €
2[[2).
(i1) S’il existe x € D,y tel que A, p(x) = 0, alors il existe k € {1,...,d} tel que, si
L € & 5 vérifie L"®) > 1, alors il n'existe qu’un nombre fini de nombres premiers p
tels que qu. r(z) € Z,|[2]]. De plus, il n’existe qu’un nombre fini de nombres premiers
p tels que qe £ 1(2) € 2k Zy[[2])-

Dans le cas oil il existe k € {1,...,d} tel que |e|® > |f|*¥), on dispose du théoréme
suivant.

Théoréme 3. Soit e et f deux suites de vecteurs non nuls de N¢ disjointes telles que Qe s
soit une famille a termes entiers (ce qui équivaut a A, ; > 0 sur [0,1]?) et telles qu’il existe
ke {1,...,d} vérifiant |e|®) > | f|*®). Alors,
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(a) il n'existe qu’un nombre fini de nombres premiers p tels que ge 51(2) € 2xZy[[2]] ;
(b) pour tout L € &5 vérifiant L® > 1, il n'existe qu'un nombre fini de nombres
premiers p tels que qu . ¢(z) € Z,[[z]].

Dans le cas d’une seule variable, e et f sont deux suites d’entiers naturels non nuls
disjointes et les ensembles D, ; et &, ¢ s’expriment simplement. En notant M, ; le plus grand
élément des suites e et f, on a D,y = [1/M.p,1[ et &5 = {1,..., M. s}. Le théoréme 1
restreint au cas d = 1 s’énonce alors comme suit.

Corollaire 1 (Critére pour les applications miroir en une variable). Soit e et f deux suites
d’entiers strictement positifs disjointes telles que Q. s soit une suite G termes entiers (ce
qui équivaut @ Aq g > 0 sur [0,1]) et vérifiant |e| = |f|. On a alors la dichotomie suivante.
(i) Si, pour tout x € [1/M,s,1[, on a A f(x) > 1, alors q. f(2) € 2Z][Z]].
(1) S’il existe x € [1/Me s, 1] tel que A¢ y(x) =0, alors il n’existe qu’un nombre fini de
nombres premiers p tels que g ;(z) € 2Z,[[2]].

Toujours dans le cas d’une variable, le point (i7) du théoréme 2 se reformule lui aussi
plus simplement. En effet, pour tout L € {1,..., M.}, on a LY = L > 1. De plus, le fait
que g ¢(z) € 2Z,[|z]] seulement pour un nombre fini de premiers p est déja donné par le
point (i7) du théoréme 1. Lorsque d = 1, on peut omettre cette conclusion et le théoréme
2 se reformule comme suit.

Corollaire 2 (Critére pour les applications de type miroir en une variable). Soit e et f
deuz suites d’entiers strictement positifs disjointes telles que Q. 5 soil une suite a termes
entiers (ce qui équivaut a A,y > 0 sur [0,1]) et vérifiant |e| = |f|. On a alors la dichotomie
suivante.
(i) Si, pour tout © € [1/M. s, 1], on a A. f(x) > 1, alors, pour tout L € {1,..., M.},
on a qr.r(z) € 2Z[[Z]].
(it) S’il existe x € [1/M, g, 1] tel que A, ;(z) = 0, alors, pour tout L € {1,..., M.},
il n’existe qu’un nombre fini de nombres premiers p tels que qr . ;(2) € 2Z,[[%]].

Nous montrons dans le chapitre 4 que les critéres pour les applications miroir et de
type miroir en une variable sont effectifs au sens suivant. Etant données deux suites e et f
d’entiers strictement positifs, on peut déterminer les valeurs de A, ¢ sur [0, 1] en un nombre
fini de calculs algébriques. De plus, nous montrons dans la partie 10.3 que si e et f sont
deux suites d’entiers strictement positifs disjointes telles que Q. ; soit une suite a termes
entiers, alors les coefficients de Taylor de g (2) et gr.(z) sont strictement positifs (&
I'exception du terme constant de g. f(z) qui est nul).

Le théoréme 3 restreint au cas d’une variable s’énonce aussi plus simplement.

Corollaire 3 (Cas |e| > |f| en une variable). Soit e et f deuz suites d’entiers positifs non
nuls disjointes telles que Q. ¢ soit une suite a termes entiers (ce qui équivaut G Aep > 0
sur [0,1]) et telles que |e| > |f|. Alors,
(a) il n'existe qu’un nombre fini de nombres premiers p tels que ge 51(2) € 2Zy[[2]] ;
(b) pour tout L € {1,..., M.}, il nexiste qu’un nombre fini de nombres premiers p
tels que qp . ¢(2) € Z,[[2]].
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2.3 Comparaison des théorémes 1 et 2 avec les résultats
antérieurs

Dans un premier temps, nous montrons que les théorémes 1 et 2 généralisent les théo-
rémes B et C. Il nous suffit de montrer que, si e et f sont deux suites disjointes de vecteurs
non nuls de N? vérifiant |e| = |f] et telles que f soit uniquement constituée de vecteurs de
la forme 1, avec k € {1,...,d}, alors, pour tout x € D, ¢, on a A, ¢(x) > 1. En effet, si
x € D, 4, alors x € [0, 1[% et, pour tout k € {1,...,d}, on a 1; - x = 0. Ainsi, il existe un
élement d de e tel que d-x > 1 et on a bien

q2

A s(x) = Z[ei-xj — thj x| = Z[ei-xj > 1.

j=1

Montrons maintenant que les théorémes 1 et 2 généralisent les théorémes A et D en
dehors du cas trivial ou A, est identiquement nulle. Soit e et f deux suites d’entiers
strictement positifs telles que A, est croissante sur [0,1[ et non identiquement nulle.
Le fait d’enlever un élément en commun aux suites e et f ne change pas la coordonnée
canonique ¢, r(2). Ainsi, quitte a réduire les suites e et f, on peut supposer que ces suites
sont disjointes et non simultanément vides car A, ; n’est pas identiquement nulle. Notons
M. s le plus grand élément de e et f. On a alors A s(1/M, ;) > 1 ou A, f(1/M, ) < —1.
Comme A, ;(0) = 0 et A, s est croissante sur [0, 1], on obtient que A, ;(1/M, ;) > 1. La
croissance de A, ; implique donc que A,y > 1 sur [1/M, s, 1[= D, s et les théorémes 1 et
2 donnent bien que q. () € 2Z[z] et qref(2) € Z[z] pour tout L € {1,..., M, s}.
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Chapitre 3

Intégralité des coefficients de Taylor de
racines d’applications miroir

Dans tout ce chapitre on se restreint au cas d’une variable.

3.1 Enoncés des résultats

Nous raffinons notre critére pour les applications de type miroir en une variable, ce qui
nous permet d’obtenir, dans certains cas, l'intégralité des coefficients de Taylor de racines
d’applications miroir et de type miroir. En particulier, nous démontrons une conjecture
faite par Zhou dans [31] et nous vérifions en partie une observation faite par Krattenthaler
et Rivoal dans [15].

Dans ce chapitre, nous énoncons uniquement des résultats d’intégralité pour les coef-
ficients de Taylor de racines de coordonnées canoniques. Ils valent tout autant pour les
racines d’applications miroir puisque, pour tout v € N, v > 1, on a (¢ 2. s(¢))/* € Z[q]]
si, et seulement si (27'q. ;(2))Y? € Z[[2]], voir I'introduction de [22].

Pour espérer qu'une racine de z7'¢g. t(z) ou qu'une racine d’une des ¢, f(z) ait tous
ses coefficients de Taylor entiers, les critéres d’intégralité pour les coefficients de Taylor des
applications miroir et de type miroir montrent qu’il faut que, pour tout = € [1/M, ¢, 1], on
ait A, () > 1. Avant d’énoncer nos résultats sur I'intégralité des coefficients de Taylor de
racines d’applications miroir ou de type miroir, nous donnons une précision sur les éventuels
v eN, v > 1, vérifiant (272q. ;(2))Y? € Z[[2]] ou qr. ()" € Z[[2]]. Soit q(z) € Z][[z]] et
V le plus grand entier naturel tel que q(2)'V € Z[[2]]. Le lemme 5 de [12] donne que les
entiers naturels U tels que ¢(z)/Y € Z[[2]] sont exactement les diviseurs positifs de V.

Dans la suite de cette thése, si e et f sont deux suites d’entiers positifs, alors, pour tout
élément L de e et f, on note Dy, le plus petit multiple commun des entiers allant de 1 a
| M r/L]. Le théoréme suivant raffine le point (i) du théoréme 2.

Théoréme 4. Soit e et f deux suites disjointes d’entiers strictement positifs vérifiant
le] = |f| et telles que, pour tout x € [1/M.y,1[, on a A.p(x) > 1. Alors, pour tout
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Le{l,...,M.¢}, ona
4L (2)P" € Z[[2]].

Le théoréme 4 permet, dans certains cas, d’obtenir I'intégralité des coefficients de Taylor
de racines d’applications miroir. Dans la suite, pour tous a et b entiers, on note pged(a, b)
le plus grand diviseur commun de a et b.

Théoréme 5. Soit e et f deur suites d’entiers strictement positifs disjointes vérifiant
le] = |f]| et telles que, pour tout © € [1/M. s, 1], on a A, ¢(x) > 1. Soit @ > 1 un diviseur
de M, s. Si, pour tout élément L de e et f, l'entier 8 /pged(L,0) divise Dy, alors on a

(27 (2)'7 € Z[[2]].

Dans la partie 3.2, nous montrons que les théorémes 4 et 5 ne sont pas optimaux dans
le sens ot il existe des suites e et f pour lesquelles ces théorémes ne donnent pas les entiers
maximaux V et V7, tels que (2 g, ;(2))VV € Z[[2]] et qr.s(2)V"t € Z[[2]].

Nous donnons maintenant une certaine classe de suites e et f pour lesquelles on peut
appliquer le théoréme 5 avec M, s & la place de 0. En particulier, nous démontrons la
conjecture de Zhou [31, Conjecture 1| qui s’énonce comme suit :

Soient kq,...,k, des entiers strictement positifs vérifiant kil + e+ i = 1.
Soit k le plus petit multiple commun de ki, ..., k, et, pour tout i € {1,...,n},
w; = k/k;. Alors, en notant e := (k) et f:= (wy,...,wy,), on a

(z_lqe,f(z))l/k € Z[[z]]. (3.1.1)

Corollaire 4. Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes vérifiant
le] = |f| telles que, pour tout x € [1/M. s, 1], on a A, j(x) > 1 et telles que tout élément
de e et f divise M. y. Alors, on a

(27 e (2)) Mo € Z[[2]).

En particulier, la conjecture de Zhou est vraie.

Démonstration. Montrons que le théoréme 5 implique le corollaire 4. Soit e et f deux
suites d’entiers strictement positifs disjointes vérifiant |e| = |f]| telles que, pour tout = €
[1/Mc ¢, 1], on a A, ¢(x) > 1 et telles que tout élément de e et f divise M, ;. Nous allons
appliquer le théoréme 5 avec § = M, ;. Pour tout élément L de e et f, on a |M, /L] =
M, ¢/L donc M, /L divise Dy. Ainsi 0/pged(L,0) = M, s/pged(L, M, 5) = M. /L divise
D; et on a bien

(=71 (2) 55 € 2] (3.1.2)

Démontrons maintenant la conjecture de Zhou. Soient kq, ..., k, des entiers strictement
positifs vérifiant kil 4+ -+ é = 1. Soit k le plus petit multiple commun de k..., k, et,
pour tout i € {1,...,n}, w; :== k/k;. En notant e := (k) et f := (wy,...,w,), on obtient
que le| — |f| =k —>""", w; = 0. De plus, Zhou montre dans la partie 2 de [31] que, pour
tout « € [1/k, 1], on a A, s(x) > 1. Enfin, pour tout ¢ € {1,...,n}, w; divise k. On peut
donc appliquer (3.1.2) qui donne bien (3.1.1) puisque M, ; = k. Ce qui termine la preuve
du corollaire 4. ]
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Dans la partie 3.2, nous remarquons que les résultats antérieurs connus sur l'intégralité
des coefficients de Taylor de racines d’applications miroir ou de type miroir s’appliquent
uniquement a des suites e et f telles que A, est croissante sur [0,1] et 1-périodique.
Nous montrons sur un exemple que les suites e et f traitées par la conjecture de Zhou ne
définissent pas forcément une application A, ; croissante sur [0, 1[

En effet, prenons ky = 3, ky = k3 = 4 et ky = 6, on obtient ;- ate +ki+k—14 =
Onak=12,w1:4,w2:w3—3etw4—2A1n81 (/)=3
Ac¢(1/3) =4—1—2=1donc A, n’est pas croissante sur [0, 1[.

1.

+ —
2 et

+

W=
l\')IH
[N I

3.2 Reésultats antérieurs et comparaison avec les théo-
rémes 4 et 5

Dans cette partie, nous énoncons les résultats antérieurs donnant l'intégralité des coef-
ficients de Taylor de racines d’applications miroir et de type miroir. A la suite de chaque
énoncé, nous comparons le résultat correspondant avec les théorémes 4 et 5.

Le premier résultat sur 'intégralité des coefficients de Taylor de racines d’applications
miroir est di a Lian et Yau et s’énonce comme suit.

Théoréme E (Lian, Yau, [23]). Soit p > 2 un nombre premier, e = (p) et f = (1,...,1)
avec |e| = | f|. Alors, on a
(#7 e, ()7 € Z[[]].

Ce théoréme est contenu dans le corollaire 4. Krattenthaler et Rivoal se sont intéressés,
dans [15] puis dans [16], & 'intégralité des coefficients de Taylor de racines d’applications
miroir et de type miroir associées a des suites e et f d’une forme particuliére. Leurs quatre
théorémes, énoncés plus bas, donnent toujours un meilleur exposant que celui que I'on
obtient en appliquant les théorémes 4 et 5. Nous énoncons leurs résultats par généralité
décroissante relativement a la forme des suites e et f. Le premier résultat (cf. [15, Remarque
(b), p. 181]) peut se reformuler comme suit.

Théoréme F (Krattenthaler, Rivoal, [15]). Soit e et f deuz suites d’entiers positifs véri-
fiant |e| = |f|. Si A. s est croissante sur [0,1], alors le plus grand entier naturel V' tel que

Grep(2)V € Z[[2]] est Qe f(1).

Le théoréeme F est optimal et donne donc un meilleur exposant que celui fourni par
le théoréme 4 pour ¢ . f(z). En revanche, le théoréme 4 permet d’obtenir I'intégralité des
coefficients de Taylor de racines des applications de type miroir ¢y, . f(2) avec L # 1.

Par exemple, en prenant e = (6) et f = (3,2,1), on obtient que A, ; est croissante
sur [0,1] et que Q. f(1) = 6!/(3!2!) = 60. D’apres le théoréme précédent, on obtient que
q1.0.4(2)/% € Z][[z]]. Krattenthaler et Rivoal remarquent dans [15] qu’il semblerait que les
relations suivantes soient les meilleures possibles :

1/6 1/27 q4,e,f<z)) q5,e.f(z)7 Q6,e,f(z) S Z[[Z” (321)

QQ,e,f(Z) ) Q?),e,f(Z)
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En appliquant le théoréme 4 avec e = (6) et f = (3,2,1), on obtient bien (3.2.1). De plus, en
appliquant le corollaire 4 avec e = (6) et f = (3,2, 1), on obtient que (27 q. s(2))"% € Z][[2]].

Dans le cas particulier ou f; = --- = f,, = 1 (!), Krattenthaler et Rivoal montrent
I'intégralité des coefficients de Taylor de racines d’applications de type miroir ¢, .y pour
tout L dans {1,..., M.}, 'exposant donné dans le cas ot L = 1 est I'exposant maximal

Qe t(1).

Théoréme G (Krattenthaler, Rivoal, [15]). Soit e et f:=(1,...,1) deuz suites d’entiers
positifs vérifiant |e| = |f|. Soit ©r = L!/pged(L!, L'Hy) le dénominateur de Hy, écrit
comme une fraction irréductible. Alors, pour tout L € {1,..., M.}, on a

Gres(2)7/ 97D € Z[[2]].

On remarque que, pour tout L € {1,..., M. s}, on a Q. ((1)/O, € N. En effet, pour
tout L € {1,..., M. s}, ©p divise L! qui divise e1!--- e, ! = Q. f(1).

Montrons que I'exposant donné par ce théoréme est meilleur que celui que ’on obtient
avec le théoréme 4 i.e. que, pour tout L € {1,..., M.}, Dy divise Q. (1)/O.

En effet, soit p un nombre premier et a := v,(Dy). On a alors p* < |M, /L], donc
M. s > Lp™ et on obtient bien que p® divise M, ¢!/L! qui divise M. (!/© qui enfin divise
Q.r(1)/Or.

Dansle casotie; = ---=¢, = N >2et f; =--- = f,, = 1, Krattenthaler et Rivoal
améliorent I'exposant obtenu via le théoréme précédent pour L = N, c’est le théoréme 1
de [16] qui s’énonce comme suit.

Théoréme H (Krattenthaler, Rivoal, [16]). Soit N > 2 un entier. Soit e := (N,...,N)
et f:=(1,...,1) vérifiant |e| = |f|. Soit

= .
‘:'N =

H pmln{2+£(p7N)‘”I7(HN)}7
p<N

ot &(p, N) = 1 si p est un nombre premier de Wolstenholme (*) ou si p divise N, et
&(p, N) = 0 sinon. Alors, on a

GNe.p(2) 3O € Z[[2]].

On remarque que =y n’est pas forcément un entier mais que Zx Q. ¢(1) en est un. En
effet, si on regroupe, dans la définition de =y, les premiers p pour lesquels on a v,(Hy) <
—1, on obtient que =y = wxn /Oy oit wy € N. Ainsi, on a ExyQ, ¢(1) = Qe r(1)wy/On
avec, comme on l'a vu précédemment, Q. (1)/Oy € N. En particulier, on voit que ce

'Dans ce cas, A, f est croissante sur [0, 1[ car, pour tout x € [0,1[, A, s(z) = > %, le;z].

2Un nombre premier de Wolstenholme est un premier p qui vérifie v,(H,—1) > 3. Actuellement, les
seuls premiers de Wolstenholme connus sont 16843 et 2124679, et on ne sait pas si ’ensemble des premiers
de Wolstenholme est fini ou infini.
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théoréme améliore le théoréme précédent d'un facteur wy lorsquee = (N,... , N)et L = N.
L’exposant donné par le théoréme H pour gn. s(z) est donc meilleur que celui donné par
le théoréme 4.

I1 est conjecturé dans [16] que le théoréme H est optimal lorsque e = (N), i.e. que dans
ce cas, le plus grand entier Vi tel que gy (2)Y"™ € Z[[z]] est Vy = ZEx Q. (1) = ZxN!.
Il est expliqué, toujours dans [16], que cette conjecture est impliquée par la conjecture sur
les nombres harmoniques suivante : il n’existe pas de premier p et d’entier N > 1 tels que
Up(HN) Z 4.

Toujours dans le casolte = ---=¢, =N >2et f; =--- = f,, = 1, le théoréme 2 de
[16] donne l'intégralité des coefficients de Taylor de racines d’applications miroir :

Théoréme I (Krattenthaler, Rivoal, [16]). Soit N > 2 un entier. Soit e = (N,...,N)
avec q; occurences de N, et f = (1,...,1) vérifiant |e| = |f|. Soit

QN — H pmin{2+w(p,N),v],(HN—1)}7

p<N

ot w(p, N) = 1 si p est un nombre premier de Wolstenholme ou si N = +£1 mod p, et
w(p, N) = 0 sinon. Alors, on a

(27 o p () WO € Z][2])

On remarque que Qy n’est pas forcément un entier mais que Qy Q. (1) en est un. En
effet, si on regroupe, dans la définition de QQy, les premiers p pour lesquels on a v,(Hy—1) <
—1, on obtient que Qx = my/Op, ot my € N, car Hy et Hy — 1 ont le méme dénomi-
nateur, une fois écrits sous formes irréductibles. Ainsi, on a QnQ. (1) = Q. f(1)my/On
avec, comme on I'a vu précédemment, Q. r(1)/0y € N.

En particulier, on voit que dans le cas o e = (N,...,N) et f = (1,...,1), 'exposant
donné par ce théoréme est nettement meilleur que I'exposant # obtenu par le théoréme 5
puisque ¢ est un diviseur de M, s = N.

Il est conjecturé dans [16] que le théoréme I est optimal lorsque e = (N), i.e. que dans
ce cas, le plus grand entier Vi tel que (27 1q.(2))Y"™ € Z[[2]] est Viy = QnQ.s(1)N =
QNNIN. 11 est expliqué, toujours dans [16], que cette conjecture est impliquée par la
conjecture sur les nombres harmoniques suivante : il n’existe pas de premier p et d’entier
N > 2 tels que v,(Hy — 1) > 4.
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Chapitre 4

Reésultats hypergéométriques dans le cas
d’une variable

Le but de cette partie est de caractériser les séries hypergéométriques généralisées dont
les coefficients peuvent se mettre sous forme factorielle. Cela nous permet de décrire les
sauts de I'application de Landau sur [0, 1] et de montrer que 1’'on peut déterminer le graphe
de A, s sur [0,1] en un nombre fini de calculs algébriques élémentaires. Ainsi, nous en
déduisons que les théoremes 1 et 2 restreints au cas d’une variable sont effectifs. Nous
montrons a la fin de cette partie que, si |e| = |f], alors A, ¢ est croissante sur [0, 1] si et
seulement si I’équation différentielle fuchsienne associée a F, s a tous ses exposants égaux
a 0 a Porigine. Sauf mention contraire, les résultats suivants valent aussi pour |e| # | f].

4.1 Séries hypergéométriques définies par des quotients
de factorielles

Soit e et f deux suites d’entiers positifs. La série formelle F, ;(z) = > 07 Q. ¢(n)z"
est une série hypergéométrique (voir [4, Lemma 4.1, p. 431]). Nous allons caractériser les
suites (aq,...,a;) € C" et (B1,...,0s) € (C\ Z<p)® telles qu’il existe une constante C' > 0
et deux suites d’entiers positifs e et f vérifiant

ALy ey Qo 2| = < n(al)n"'(ar)nz_ _ - (€1n)!---(eq1n)!zn: .
TFS ( ﬁl’” : 7ﬁ5 70 ) ' nz:;c (ﬁl)n T (ﬁs)n n! Z (fln)' <o (f@n)' Fe’f( )7
(4.1.1)

ou (z), :=z(x+1)---(x+n—1) pour n > 1 et (x)y = 1 (symbole de Pochhammer). Nous
allons avoir besoin du résultat d’unicité suivant.

Proposition 1. Soit C' et C" deuz constantes strictement positives, oy, ..., ., o/, ...,al,,

Bis ..., Bs €t By, ..., B, des complezes ot aucun des 3; ni aucun des B; n'est un entier négatif
tels que, pour tout (i,7) € {1,...,r} x {1,...,s}, on ait a; # B;, et, pour tout (i,j) €
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{1,y x {1,...,8'}, on ait o # B}. Si, pour tout n €N, on a

/

w (@) ()n g (@0 ()
¢ (B )n - (Bs)n = ' (B)n - (BL)n (4.1.2)

alors on a C = C", r =1', s = & et il existe une permutation o € S, et une permutation
T E SS telles que, pour tout i € {1,...,r}, on ait a; = 0‘;(@‘) et, pour tout j € {1,...,s},
on ait 3; = ﬁ;(j).

Démonstration. Soit un entier ¢ > 1. En divisant Iidentité (4.1.2) avec n =i + 1 par celle
avec n = i on obtient, pour tout ¢ dans N, ¢ > 1, que

(0 +i) (0, +0) (0 +i) o (a +3)

(Br+14) -+ (Bs +4) (Br+)--- (By +1i)

Ainsi, les deux fractions rationnelles

(a1 4+ X)) (o + X)

PO = O X (3, + X)

et
(o) + X)) (o + X)

61+ X) - (B, + X)

sont égales. Elles ont donc les mémes racines avec mémes multiplicités et les mémes poles
avec mémes ordres. D’ou le résultat. O]

QX) =

Afin de caractériser la forme des suites (ay,...,a,) et (fy,..., ;) vérifiant (4.1.1), on
définit un certain type de partition d’un multi-ensemble.

Définition. Pour N € N N > 1, on note Ry := {w/N : 1<w <N, (w,N)=1}. On
dira qu'un multi-ensemble {ay, ..., a,} de réels est R-partitionné selon le multi-ensemble
{N1,..., N} ¢’il existe des entiers strictement positifs Ny, ..., Ny et une partition £, ..., Fy
de {1,...,r} tels que, pour tout j € {1,...,k},lecardinal de E; est ¢(N;) et {o; : i € E;} =
Ry

Par exemple, le multi-ensemble {1/3,1/2,1/2,2/3} est R-partitionné selon le multi-
ensemble {2,2,3}.

Si N est un entier non nul, on note

Cy = N¢W) Hpi(*Nl) e N.

p|N

Si «v est une suite R-partitionnée selon (Ny, ..., Ni), on note Cy := Cly, ---Cy,. Si v et 3
sont deux suites R-partitionnées, on note C, 5 := C,/Cs. On note Q 'ensemble des suites
de la forme

(exn)] - (e )]
Qe (M) 3= T ()l
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ouq,q2 €N, q1g2 #0, e1,...,€q, f1,-.., f € N. On note P I'ensemble des suites de la
forme () (@)
ap)p - (Qp)p
Pa n):= Z s
) = B (B

our,s €N, rs#£0, (ag,...,0.) et (B,...,0s) sont deux suites R-partitionnées.

Proposition 2. On a P = Q et si, pour tout n € N, on a

w (a)n--(ar)n  (en)!---(eq,n)!

aﬁn!(ﬁl)n o (Bs)n B (fin)!--- (fqzn)!7

alors . .
61"'6(11

C’aﬂ:ll—qflqz et r—s—1=lel—|f]
fl o S

Cette proposition caractérise complétement les fonctions hypergéométriques dont les
coefficients peuvent se mettre sous forme de quotients de factorielles. Pour démontrer la
proposition 2, on va utiliser un lemme di & Zudilin ([32, Lemma 4, p. 609]).

Lemme 1 (Zudilin). Soit N > 2 un entier. On écrit N = p{'p5?---py* sa décomposition
en produit de facteurs premiers. Alors, pour tout n € N, on a

Mocny @n _ (i) (e, n)!

cn - ,
N ()™ (fin)! - (fn)!
ol N N
{eitiztq = {N, , } ,
Pj1Pjs PjiPj2PijsPia 1<j1<j2<...<l

N N
9 _7 ] g e
Pj1 Pj1PjaPjs 1<j1<jo<. <O

bt = {1, ol
et de plus, |e| = |f].

Démonstration de la proposition 2. Montrons que P C Q.

Soit v := (aq,...,q,) et B = (f4,...,5s) deux suites R-partitionnées respective-
ment selon (Ny,...,Ng) et (N7,...,N},). Quitte & réordonner les suites (Ny,..., Ny) et
(N{,...,N],), on peut supposer qu’il existe kg € {0,...,k} et k), € {0,...,k'} tels que,
pour tout i € {1,...,ko} et tout j € {1,... kp}, on ait N; > 2 et N} > 2, et, pour tout
i €{ko+1,...,k} et tout j € {kj+1,..., K}, onait N; =1 et N; = 1. Pour tout n € N,
on peut alors écrire

k
(@) () _ izt laery (@ o0

G~ I, T (0 413)
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C 5= Hf:l ONi _ Hfi1 CNi
o, T k! - k! )
Hj:l CN’- Hj0:1 CN’.
car Cy = 1. Ainsi, en multipliant (4.1.3) par C7, 5, pour tout n € N, on obtient

n ()0 (ar)n
Ca’ﬁn!(ﬁl) o <ﬁﬁ)n
(n!) e(N7)

aGRN ko N kg / (LY
! 22 p(Ni) =322 ‘/’(Nj) 1 k—ko—(k'—kp) 1_
(H Ni n' »(N;) > H CN/ HﬁeRV, (B) (n ) ] ( )n

On a

L (Ll Y e (B !y I.“_ ©(N;)— }?, @N/,_l
(1)2 ko—(K'—kg) =1 _ |k—ko—(k'—kj)—1 =n!21_k0+1 (Ni) =225k 11 #(N}) 7

car, pour tout 7 € {ko+1,...,k} et tout j € {ky+1,... k'}, on a (N;) = p(N}) = ¢(1) =
1. Ainsi, d’aprés le lemme 1, il existe des entiers strictement positifs e;,...,eq, f1,. .., fg
tels que

n (@)n o (@r)n (61%)!-"(%n)!(n!)zﬁ;lsouvi)—z?;lso(Ng‘)—l

Cl(B)n - (B)n (fin)!--- (fn)!
D’ou le fait que P C Q.

Montrons 'inclusion inverse Q C P. Pour tout £ € {1,...,e1}, on a
4 e 14 I 4 -1
<—> :—(—+1).--<—+n—1>=— ta Ltz le (4.1.4)
e/, er \ e €1 e € €1
Les numérateurs de (4.1.4) correspondent aux nombres dans {1,...,ne;} qui sont congrus

a ¢ modulo eq. Ainsi, si e; > 2, alors on a

o= (2) (), ()57 (2) - (552) o

et si e; = 1, alors on a simplement n! = (1),,. On peut donc écrire

o) fegm)! _ Mg (), (). (1) (4.15)
(fin)!-- - (fon)! N-Héfiqz((fij)n (f]f_;l>n) : |

ol .
€1 q1

€ Cq
f 1 ... fq2

1 q2

Onadoncr—s—1=3" (e;—1) =2, (fi—-D+a—qg+1-1=]le—|f]

1=
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Sie; > 2, alors on a

1 €1 — 1
— ... = . 4.1.
{61’ ) el } U Rd ( 6)

d|el, dZQ
En effet, notons e; = pi* - - - p% la décomposition en facteurs premiers de e;. On a
b s . — —b as—0s
{1,...,e1 — 1} = U {pitpler s (ropreeops) = 1,1 << pit Tt ple e

0<b1<az,...,0<bs<as
(01,505 )#(a1,...505)

Ainsi, on obtient

1 61—1
61,..., o
r — ,—bs
- U { a1—by : (T?pl"'ps):177§<ptll1 bl"'pgb bb}

p .. .pas—bs
0<b1<az,...,0<bs<as 1 S
(bl;"'vbb‘)#(al 7'“70'8)

= U R

dle1, d>2

En utilisant I'identité (4.1.6) dans (4.1.5), on obtient

H(zzil Hd|ei HaERd (a)n (

d>2

(ean)! o
(fln)' e (f42n>' n! H;D:l Hd|fj HﬂeRd(ﬁ)n

q1—q2+1
H (7)n> )

YER:

ot ici [ cp, (V)n = (1)n- Si g1 — g2 + 1 est positif alors on regroupe le produit des v avec
celui des a au numérateur, et si ¢ — ¢o + 1 est négatif alors on regroupe le produit des
avec celui des # au dénominateur. On indexe les o et 3 afin d’obtenir I’écriture

(@)l (eum)! _ o (@)oo (0,

ou les suites a = (a;)i=1,.» et B := (5;)j=1,.s sont R-partitionnées.
Il ne reste plus qu’a montrer que C' = C, 3. Comme P C (), il existe des entiers
strictement positifs ¢/, . .. 7(2;,1, fiy... >fé§ tels que, pour tout n € N, on ait

(4.1.7)

 (aue o) (@D ()]
aﬂn!(ﬁl)rf : (ﬁs)n B (f{n)' . (féén)' (418)

En divisant le terme de gauche de 'égalité (4.1.7) par le terme de droite de ’égalité (4.1.8),
on obtient, pour tout n € N, que

(eln)!...(eqln)!(f{n)!...(féén)!_ o\"
(ﬁm%%ﬁwwqun%ﬂﬂ_<aw)' (4.1.9)
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Raisonnons par I'absurde et supposons que C soit différent de C, g. Il existe deux suites
d’entiers strictement positifs disjointes (c1,...,cx) et (dy,...,dy) telles que, pour tout n €
N, on ait

(exn)!- - (eq)!(fin)!--- (f;;”)! ~(an)!-- - (em)!

(fin)t- - (fen)!(eqn)! -+ - (e, m)! ~ (din)! - - (dem)!

Comme C/C, 3 # 1 et d’apres l'identité (4.1.9), (c1,...,cx) et (dy, ..., dy) ne peuvent étre
simultanément vides. Soit M := max(cy, ..., ¢k, dq,...,d;). D’aprés (4.1.5) et par unicité
de Décriture sous forme de coefficients hypergéométriques (proposition 1), le symbole de
Pochhammer (1/M),, devrait apparaitre dans le terme de droite de I'égalité (4.1.9), mais
ce n’est pas le cas. D’ou la contradiction. O

4.2 Description des sauts de ’application A de Landau

Dans cette partie, nous montrons que les abscisses et les amplitudes des sauts effectués
par A, s sur [0, 1] apparaissent naturellement dans la réécriture de Q. ¢ sous la forme P, 4.
En particulier, cela nous permet d’établir que les théorémes 1 et 2 restreints au cas d’une
variable sont effectifs.

Proposition 3. Soit e et f deuz suites finies d’entiers strictement positifs. On peut écrire
de maniére unique la suite Q. y sous la forme

Qes(n) = C"(m)y" - (w)y, n = 0, (4.2.1)
ou C est une constante strictement positive, 0 < y; < --- < v < 1 sont des rationnels et
lesmy,...,my sont dans Z\ {0}. Les sauts de A,y sur [0,1] se font auz abscisses v, ...,V

avec m; pour amplitude (positive ou négative) en ;.

Démonstration. On écrit e := (e1,...,eq) et f:=(f1,..., fg,). L'existence et 'unicité de
I'écriture (4.2.1) découlent respectivement des propositions 2 et 1 de la partie 4.1. Etudions
les sauts de la fonction A, ;.

Sic €N, ¢ > 1, alors la fonction [0,1] — Z, 2 —— |cx| effectue un saut d’amplitude
len i 2 ,C;cl et 1. D’aprés (4.1.5), pour tout n > 0, on a

<1> (61 1) <1> (EQ1 1)
e o ey q o
<1> <1J 1) <1) (q2 1>()n |
h n 1 n fao n faz n

Ainsi, en simplifiant le quotient et en regroupant les symboles de Pochhammer identiques,

Qef(n) =C"

on obtient l'écriture Q. ¢(n) = C™(y1)M ... (y)p*, n > 0, ou les 33 < --+ < 7 cor-
respondent effectivement aux abscisses des sauts de A, s et les m;, 1 < i < t, a leur
amplitude. O

Remarque. Des résultats analogues a ceux de la proposition 3 sont mentionnés dans [26]
par Rodriguez-Villegas puis précisés dans [4] par Bober.
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La preuve de la proposition 3 montre que ’on peut déterminer algébriquement les sauts
de A, s sur [0, 1] et que les théorémes 1 et 2 restreints au cas d’une variable sont effectifs.
En effet, étant données deux suites e et f d’entiers strictement positifs disjointes vérifiant
le] = |f], on obtient la suite my,...,m; des amplitudes des sauts de A, sur [0,1]. On
a alors A,y > 1 sur [1/M, s, 1] si, et seulement si, pour tout 7 € {1,...,t — 1}, on a
Y p—ymg > 1. Ainsi, d’aprés les théorémes 1 et 2, un nombre fini de calculs algébriques
permet de déterminer si les applications miroir et de type miroir ont tous leurs coefficients
de Taylor a I'origine entiers.

Dans le cas de plusieurs variables, il semble vraisemblable que les théorémes 1 et 2
restent effectifs. Toutefois, pour déterminer le graphe de A,y sur D, ; en un nombre fini de
calculs algébriques, il faut connaitre un nombre fini suffisant de points de D, y ou évaluer
A. . Nous n’avons pas résolu ce probléme combinatoire.

Nous montrons maintenant que certaines propriétés analytiques de A, s donnent des
renseignements sur I’équation différentielle vérifiée par F ;.

Supposons que |e| = |f] et que, pour tout = € [0, 1], on ait A, ¢(x) > 0. Alors, comme
Aer(0) = Acp(ve) = 0, 71 correspond & un saut d’amplitude positive et 7, correspond
a un saut d’amplitude négative. On remarque grace a 'identité (4.1.5) que v = 1/M, s
et vy = (M.y—1)/M.; ou 1. Or v correspond & un saut d’amplitude positive donc
M. ; = max(ey,...,e,) := M, et v, = 1 car (M, —1)/M, correspond aussi a 'abscisse d'un
saut d’amplitude positive. En particulier, (M, — 1)/M, = ;1. De plus, on a m; = ¢1 — q2
et A, ¢(1) = 0 donc, pour tout x € [(M,—1)/M,, 1[,on a A, f(z) = ga—¢q1 > 1. En résumé,
ona~vy = 1/M, v = (M, —1)/M,, 7 = 1 et, pour tout z € [(M, —1)/M,,1[, on a
Acy(x)=q—q > 1.

Supposons de plus que, pour tout z € [1/M,, 1], on ait A, ¢(z) > 1. On sait alors que
(M, — 1)/M, correspond a I’abscisse d’un saut d’amplitude positive.

Si M, > 3, alors on a (M, — 1)/M, > 1/M, et, pour tout = € [1/M,; (M, —1)/M,| on
a A, s(x) > 1, donc pour tout z € [(M, — 1)/M,,1[ on a A, s(z) > 2. Ainsi m;, < —2, ce
qui signifie que dans I’écriture des coefficients hypergéométriques sous la forme

(1)n - ()n
(1)n(ﬁl)n ce (ﬂr—l)n’

au moins un des [3; est égal a 1. Ceci implique que I’équation différentielle fuchsienne
associée a F, ; admet une solution de type logarithmique a l'origine G ;(2) +1log(2)Fe ;(2),
ou G, s est définie par I'identité (1.1.1) donnée dans la partie 1.1.

Si M, = 2, alors Q. ¢(n) est de la forme

(2n)V _ (22]‘)” (1/2)1]1
n!% (1)’
ou j € N, j > 1. Ainsi le seul couple de suites (e, f) dont I’équation différentielle hyper-
géométrique associée n’admet pas de solution de type logarithmique a 1’origine correspond
au cas j = 1.

027 /B

Qe r(n) =
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Nous montrons maintenant que si e et f sont deux suites d’entiers strictement positifs
disjointes vérifiant |e| = |f]|, alors les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) A s est croissante sur [0, 1].

(27) 11 existe des entiers strictement positifs Ny, ..., Ny tels que e est constituée des
éléments du multi-ensemble Ule An, et f est constituée des éléments du multi-
ensemble Ule By, ot les multi-ensembles Ay, et By, sont définis comme dans la
partie 2.1.

(i12) L’équation différentielle fuchsienne associée & F, s a tous ses exposants égaux a 0
a 'origine.

Soit (ay,...,a.) et (Bi,...,0s) les suites telles que Q. ; = Pa g

Si A, s est croissante sur [0,1[ alors 3; = --- = 5 = 1 et I’équation différentielle
fuchsienne associée a F, ; a donc tous ses exposants égaux a 0 a l'origine (voir [30]). Ainsi,
on a (i) = (¢i7). De plus, comme « est R-partitionnée, il existe des entiers strictement
positifs Ny, ..., Ny tels que {aq, ..., 0.} = Ule Ry,. Ainsi, d’aprés le lemme 1, on obtient
bien (i) = (7).

Réciproquement, s’il existe des entiers strictement positifs Ny,..., N, tels que e est
constituée des éléments du multi-ensemble Ule Ap, et f est constituée des éléments du
multi-ensemble Ule By, alors le lemme 1 montre que ; = --- = 3, = 1. On a donc bien

Si I'équation différentielle fuchsienne associée a F, ¢ a tous ses exposants égaux a 0 a
origine, alors f; = - -+ = 3, = 1 et Aq¢ est croissante sur [0, 1[. On obtient bien (i) < (i77).
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Chapitre 5

Congruences formelles

Les preuves du théoréme 4 et de I’assertion (i) du théoréme 2 sont basées essentiellement
sur une généralisation d’un théoréme de Krattenthaler et Rivoal [17, Theorem 1, p. 3] qui
est une version en plusieurs variables d’un théoréme de Dwork [10, Theorem 1, p. 296| sur
des congruences formelles entre séries formelles. Ce chapitre est consacré a I’énoncé et a la
démonstration de cette généralisation.

5.1 Enoncé des résultats antérieurs

La stratégie utilisée par Lian, Yau, Zudilin, Krattenthaler et Rivoal pour démontrer
Iintégralité des coefficients de Taylor d’applications miroir et de type miroir d’une variable
consiste dans un premier temps a effectuer une réduction p-adique. On remarque que si
x € Q, alors z € Z si, et seulement si, pour tout premier p, on a € Z,. Notons a,, le n-
ieme coefficient de Taylor a l'origine de 'application miroir ¢. s(2) et fixons un premier p.
Un lemme classique de Dieudonné et Dwork permet « d’éliminer » I’exponentielle dans
I'expression de g, r(z) et de ramener la preuve de a,, € Z, a celle de b, € pZ,, ou b, est
une expression plus simple que a,,.

Aprés quelques efforts, les auteurs précédents parviennent a réécrire, modulo pZ,, les
coefficients b, comme une somme de termes de la forme S(a, K, s, p,m)d(s,p, m) dépen-
dant de paramétres K,s,m € Net a € {0,...,p—1}. L’intérét de cette décomposition est
que S(a, K,s,p,m)d(s,p,m) € pZ,, ce qui reste néanmoins le plus dur & montrer. Cette
décomposition est inspirée de I'article [10] de Dwork ou il utilise cette méthode pour dé-
montrer des propriétés arithmétiques d’exponentielles de quotients de solutions de certaines
équations différentielles hypergéométriques.

Dans le cas de plusieurs variables, Kratthenthaler et Rivoal ont aussi utilisé, dans [17],
le fait que la preuve de l'intégralité des coefficients de Taylor des applications miroir ou de
type miroir se raméne a la preuve de S(a, K, s,p, m)é(s,p,m) € pZ,, ou S(a,K,s,p,m)
et §(s, p, m) sont respectivement les analogues « naturels » de S(a, K, s,p,m) et 6(s,p,m)
dans le cas de plusieurs variables.

Pour démontrer le point (ii) du théoréme 2, cas ou A,y > 1 sur D, , nous nous
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ramenons aussi a montrer que S(a,K,s,p,m)d(s,p,m) € pZ,. Ainsi, la décomposition
inspirée par Dwork est toujours « la bonne » méme pour la classe la plus large d’applications
miroir définies par des factorielles et dont les coefficients de Taylor sont entiers.

La stratégie utilisée pour démontrer que S(a, K, s, p, m)d(s, p, m) € pZ, est d’introduire
une fonction g,(m) telle que

P gy(m)d(s, p,m) € pZ, (5.1.1)

et
S(a7 K7 S, P, m) € ps+1gp(m>Zp‘ (512)

L’appartenance (5.1.1) est relativement simple & démontrer, alors que la preuve de
(5.1.2) est assez technique. Afin de définir précisément le terme S(a, K, s, p, m), nous in-
troduisons quelques notations supplémentaires. Soit d € N, d > 1, A € R, k € {1,...,d}
et des vecteurs m := (mq,...,mg) et n := (n4,...,ng) dans R?, on note m + n pour
(my +nq,...,mg+ng), Am ou m\ pour (Amy, ..., A\mg), et m/X pour (my/A,...,mg/\)
lorsque A est non nul. On note 1 := (1,...,1) € R% et 0 := (0,...,0) € R% Dans tout ce
chapitre, on fixe un premier p et on note (2 le complété de la cloture algébrique de Q, et
O l'anneau des entiers de €.

Soit e et f deux suites de vecteurs de N%. Pour tout a € {0,...,p — 1}%, tout K € Z,
tout m € N? et tout s € N, on définit

S(a, K, s,p,m) := > (Qes@a+p(K =) Qe s(§) = Qe f(K —§)Qe s(a+jp)),

mp® <j<(m+1)p*—1

ou I'on pose Q. r(n) =0 sl existe i € {1,...,d} tel que n; <O.

Pour démontrer (5.1.2) dans le cas d’une variable, Lian, Yau, Zudilin, Krattenthaler et
Rivoal appliquent le théoréme J suivant (Théoréme 1 de [10]) avec pour (A,),>o la suite
constante de valeur Q. ;.

Théoréme J (Critére de Dwork). Soit (A,),>¢ une suite d’applications de N dans 2\ {0}
et (g)r>0 une suite d’applications de N dans O\ {0}. On suppose que, pour tout r > 0,
on a

() 1A (O], = 1;

(17) pour tout m € N, on a A,.(m) € g.(m)O;

(i13) pour tous s,m € N, tout u € {0,...,p* — 1} et tout v € {0,...,p—1}, on a

A, (v+up+mp™) A (u+mp®) c it grist1(m) )

p
A, (v+up) A, i(u) g (v + up)
Alors, pour tout a € {0,...,p— 1}, tous m,s,r € N et tout K € Z, on a

(m+1)p°—1

S,,«(CL, K,S,p, m) = Z (A,«(CL-FP(K _j))Ar+1(j) - Ar—l—l(K —j)A,,«<(l+]p))

Jj=mp?*
€ P’ gaprr1(m)O,
ot l'on pose A, (n) =0 sin <0.
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D’aprés les formes spécifiques des suites e et f étudiées par Lian, Yau et Zudilin dans
[21] et [32], la congruence (5.1.1) est vérifiée en prenant g,(m) = 1 pour tout m € N. En
particulier, ces auteurs utilisent le théoréme J avec la fonction constante de valeur 1 a la
place de g,, i.e. la fonction de valuation p-adique minimale autorisée par le théoréme .J.
En revanche, dans [17], Krattenthaler et Rivoal utilisent le théoréme J avec g, = Q. y qui
est, d’apres le point (i7) de ce critére, la fonction g, de valuation p-adique maximale.

Pour démontrer les théoréemes B et C, Krattenthaler et Rivoal ont démontré une version
du théoréme J en plusieurs variables (Théoréme 1 de [17]).

Théoréme K. Soit A une application de N dans Z,\ {0} et g une application de N? dans
Zy \ {0} vérifiant les trois propriétés :

(i) 1A, = 1;

(43) pour tout m € N, on a A(m) € g(m)Z, ;

(iii) pour tout s € N, tout m € N?, tout u € {0,...,p*—1}¢ et tout v € {0,...,p— 1},

on a
AWV +up+mp™) A+ mp’) ., g(m)

A(v +up) Aw) P )
Alors, pour tout a € {0,...,p— 1}%, tout m € N¢, tout s € N et tout K € Z¢, on a

> (Aa + p(K = j)AG) — AK - jAa + jp)) € p*Flg(m)z,

mp® <j<(m+1)p*—1
ot l'on pose A(n) =0 sl existe i € {1,...,d} tel que n; <O.

Remarque. La restriction du théoréme K au cas d’une variable est contenue dans le théo-
réme J.

Comme expliqué précédemment, pour démontrer le théoréme 4 et le point (i) du théo-
réme 2, nous démontrons les appartenances (5.1.1) et (5.1.2) avec une fonction g, adéquate
et

5<8’p’ m) = HLmPS - HL[m/PJPSH‘

Malheureusement, selon les choix des suites e et f telles que A, ; > 1 sur D, ¢, il n’existe
pas de fonction g, vérifiant (5.1.1) qui permette de démontrer (5.1.2) en appliquant les
théorémes J ou K.

En effet, prenons d = 1. Si I'on dispose de deux suites (A, ),>o et (g,),>0 vérifiant les
conditions du théoréme J et telles qu’il existe r > 0 tel que A, = A,;; = Q. ¢ et, pour
tous s,r,m € N,

p$+1g.e+r+1(m)(Hmes - HLLm/pJpS+1) S Zpa

alors (7i7) nous dit que, pour tout nombre premier p, tout v < p, tout s, et m dans N et
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tout u < p°, on a

Q. s(v+ up + mp*™) Qef(u+mps>> 1
H mpS H m s+1 - - : E O
(H Lmp Lim/plp++t) ( Qc(v + up) Q. +(u) g (v + up)
1
6 _—
Qe,f(v+up)
(5.1.3)

Or (5.1.3) n’est pas vérifiée par la suite Q. ; définie par e = (10,5) et f = (4,4,3,2,1,1).
En effet, pour p=3, L =10, v =1, s =1, m =1 et u = 2 on obtient

o (8- 31) s (k)

De plus le graphe de A, ¢ sur [0, 1] est

et on a bien A,y > 1 sur D, s = [1/10, 1].
Dans la suite de ce chapitre, on énonce et démontre les généralisations des théorémes
J et K que nous utilisons dans les preuves du théoréme 4 et du point (i) du théoréme 2.

5.2 Généralisations des théorémes J et K

Nous introduisons quelques notations. Si A est une partie de (J,-; ({0,...,p" — 1}¢ x {t}),
alors, pour tout s € N, on note W, (N) I'ensemble des u € {0,...,p* — 1}¢ tels que, pour
tout (n,t) € N, avec t < s, et tout j € {0,...,p* " —1}¢, onau#j+p*'n.

Soit u € {0,...,p°* — 1}, u:= 30" wp® avec u; € {0,...,p — 1}% Notons M,(u) le

mot ug - - - u,_; de longueur s sur Ualphabet {0, ..., p—1}9. D’aprés la définition précédente,
on a u € VU (N) si, et seulement si aucun des mots M;(n), (n,t) € N, n’est un suffixe de
M (u).

Prenons par exemple N := {(0,t) : t > 1}. Dans ce cas, ¥ (N) est 'ensemble des
u =" wp tels que u,_; # 0. On remarque que W (N) = U, (N") avec ' = {(0,1)}.
Avec ces notations, notre généralisation des théorémes J et K s’énonce comme suit.
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Théoréme 6. Soit (A,),>o une suite d’applications de N¢ dans Q \ {0} et (g.),>0 une
suite d’applications de N? dans O\ {0}. On suppose que, pour tout v >0, on a
(1) [A(0)]p =1,
(4i) pour tout m € N¢, on a A,(m) € g.(m)O;
(111) 1T ewiste Np C Uy ({0,...,p" = 1} x {t}) tel que, pour tout s dans N, on a :
(a) pour tout u € W (N,) et tout v e {0,...,p—1}%, on a
A, (v +up + mp*tt) CA(utmpt) ) geeri(m)

S
A, (v +up) A 7 A w)

9

(a1) si de plus v+ pu € U1 (N;), alors on a

A (v+up+mp™t) A (utmp’) 4 geapi(m) o

A, (v + up) A, i(u) P g, (v + up)

)

ao) en revanche, stV + pu s41 r), ALOTS, pour toutr =1, ON a
() h;A P¢W+<N);l s D tt/>;

Ar/+1(u + psm) c s+1 Bs+r'+1 (m)
P
A (u) g (v +pu)

our tout (n, S r, LOUT M € et tout r = r, on a g (N+pm) €
b) Pour tout (n,t) € N,, tout N et tout r' > ¢

ptgr’+t(m)0 5
Alors, pour tout a € {0,...,p—1}%, tout m € N%, tout s et r dans N et tout K € Z¢, on a

S, (a,K,s,p,m) :=
Z (Ar(a +p(K=])Ar1() — A (K= j)A.(a +jp)) € p" ' gsir1(m)O,

mp® <j<(m+1)p*—1

(5.2.1)
ot l'on pose A, (n) =0 sl existe i € {1,...,d} tel que n; <O0.

Montrons que ce théoréme généralise le théoréme K. Soit A : N? — Z,\ {0} et g :
N4 — Z,\ {0} deux applications qui vérifient les conditions (4), (ii) et (%) du théoréme K.
On prend pour (A,),>o la suite constante de valeur A et pour (g,),>0 la suite constante
de valeur g. Ces deux suites vérifient bien les conditions (i) et (i7) du théoréme 6. Pour
tout r > 0, on choisit N, := @ de sorte que, pour tout s et r dans N, on a W (N,) =
{0,...,p* — 1}9. En particulier, les conditions (as) et (b) du théoréme 6 sont vides. Il nous
suffit donc de montrer que les suites (A,),>¢ et (g,),>o vérifient les points (a) et (a;) du
théoréme 6. Le fait que W, (N,) = {0,...,p*"t — 1}¢, joint au point (i), démontre que
la condition (a;) implique le point (a). Or le point (a;) n’est autre que le point (i7i) du
théoréme K. Les conditions du théoréme 6 sont donc vérifiées et on a bien la conclusion
du théoréme K.

De méme, en choisissant A, = () pour tout » > 0, le théoréme 6 redonne bien le
théoréme J.
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L’intérét du théoréme 6 réside donc dans le choix d’ensembles N, non tous vides. Dans
ce cas, les points (a) et (a1), analogues des points (7ii) des théorémes J et K, doivent étre
vérifiés pour un ensemble plus petits de u et v. En revanche, le choix des fonctions g, est
fortement contraint par le point (b), ce qui permet de conserver la conclusion (5.2.1).

Le premier résultat de cette thése fut d’établir les critéres d’intégralité des coefficients
de Taylor des applications miroir et de type miroir d'une variable. En particulier, nous
avons démontré une généralisation en une variable du théoréme J qui s’énonce comme suit.

Théoréme 7. Soit (A,),>o une suite d’applications de N dans Q\ {0} et (g,).>0 une suite
d’applications de N dans O \ {0} telles que, pour tout r > 0, on ait
(i) 1A O], = 1;
(17) pour tout m € N, on a A,.(m) € g.(m)O;
et telles qu’il existe kg € N tel que
(i13) pour tout m € N et tout r > 0,
si vy(m) > ko alors, pour tous v,u,s € N tels que v < p, u < p®, on a

Ar(vtup+mp™™)  Ara(utmp®) g G (M)
— €p =0
Ar(v +up) A (u) g-(v + up)

)

si vp(m) < ko — 1, alors

A, (mp) _ A (m)) c pvp(m)+1

(iv) pour tout k € {1,... ko}, tout v € {1,...,p— 1}, tout m € N et tout r >0, on a

g (v +mp¥) € pig (mp*)O et g, (mp*) € g,1k(m)O.
Alors, pour tout a € {0,...,p— 1}, tous m,s € N, tout r > 0 et tout K € Z, on a

(m+1)p°—1
Sr(a)K78)p7m) = Z (Ar(a-i_p(K_.]))Ar-i-l(]) _AT+1(K_.7)A7”(a+jp))
J=mp*
S p5+1gs+r+1(m)0

et
ST(CL, K? S, P, mpko) S ps+k0+1g8+7"+1(m)07

ot l'on pose, pour tout r >0, A,.(¢£) =0 si £ <0.

Le théoréme J correspond au cas ou kg = 0, auquel cas la condition (ii7) est identique
a la condition (4i7) du théoréme J et la condition (iv) est vide. La preuve pour ko > 1 est
trés différente de celle donnée par Dwork pour ky = 0.

Le théoréme 7 ne semble pas étre un cas particulier du théoréeme 6. En particu-
lier, il ne semble pas possible d’obtenir une conclusion du type S,(a, K,s,p, mpko) €
psthotlg . 1(m)O a laide du théoréme 6. Méme si on peut n’utiliser que le théoréme 6
pour démontrer les critéres d’intégralité des coefficients de Taylor des applications miroir,
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le théoréme 7 ne semble pas tout a fait inutile. Dwork établit une premiére version de son
critére dans [11] lui permettant de démontrer des prolongements analytiques de certains
quotient de fonctions p-adiques. Le théoréme 7 pourrait permettre d’établir des prolonge-
ments analytiques de quotients de fonctions p-adiques plus générales.

Le but de la fin de ce chapitre est de démontrer les théorémes 6 et 7.

5.3 Démonstration du théoréme 6

La trame de la démonstration s’inspire de celles des théorémes de Dwork et de Krat-
tenthaler et Rivoal, mais elle différe assez sensiblement dans les détails.

Pour tout s € N, s > 1, on note «, 'assertion suivante : pour tout a € {0,...,p — 1}%,
tout u € {0,...,s — 1}, tout m € N tout r > 0 et tout K € Z?, on a la congruence

Sr<a7 K7 u,p, m) S pu+1gu+7'+1(m)o'

Pour tout s € N, s > 1, et tout ¢ € {0,...,s}, on note 3, s 'assertion suivante : pour
tout a € {0,...,p — 1}4, tout m € N%, tout r > 0 et tout K € Z¢, on a la congruence

ST(a7K + mps»87p7 m) =

A_ i . s—t ;
Z - 21 (J * Iflp )S7»(a7 K7 t7p7j> mod p5+1gs+r+1(m)0-
SV Ny 1)

Pour tout a € {0,...,p — 1}%, tout K € Z¢, tout r dans N et tout j € N, on pose
UT(a) Kvpvj) = A'l‘(a+p<K _j))A'l‘-‘rl(j) - A'F+1(K _j)AT(a +jp)

On a alors
S.(a,K,s,p,m)= > Uy (a,Kpj+mp)

0<j<(ps—1)1
Nous énong¢ons maintenant quatre lemmes permettant de montrer (5.2.1).

Lemme 2. L’assertion oy est vraie.

Lemme 3. Pour tous s,r € N, tout m € N, tout a € {0,...,p— 1}%, tout j € U (N,) et
tout K € Z%, on a

Ar—i-l (.] + mps)
Ar—l—l (j)

Lemme 4. Pour tout s € N, s > 1, si a est vraie, alors, pour tout a € {0,...,p — 1},
tout K € Z%, tout r > 0 et tout m € N?, on a

U,(a, K +mp°,p,j+ mp")

Ur(av K>p7.]) mOd ps+1gs+r+1 (m)(’)

S.(a.K,s,pm)= >  UiaXK,pj+mp) modp g, i(m)O;
Jev (N
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Lemme 5. Pour tout s € N, s > 1, et tout t € {0,...,s — 1}, les assertions s et By
impliquent lassertion Biyq .

Avant de prouver ces lemmes, nous vérifions que leur validité implique bien (5.2.1).
Nous montrons que «; est vraie pour tout s > 1 par récurrence sur s, ce qui donne la
conclusion du théoréme 6. D’aprés le lemme 2, oy est vraie. Supposons o, vraie pour un
s > 1 fixé. On remarque que 3y est 'assertion

ﬁO,s : Sr(aaK + mp8737p7 m) =

A ’
S AU G o K 0.p) mod p g (m)O.
JETL V) 7‘+1(J)

Comme S,(a,K,0,p,j) = U,(a,K,p,j), on a

A, (j + mp? : Ara(j + mp’ -
Z +;(‘]+Tnp )Sr(a7K707p7-]) = Z +_;(J+°Inp )U'f’(a7K’p7J)
JEV(N;) rH (J) JEW(N) rH (J)

et, d’apreés le lemme 3, on obtient

S AU My oK)
JEV (W) Aria(d)
= ) Ul(aK+mp'pj+mp’) modp*'g.(m)O
JEYs(NG)
=S,.(a, K+ mp* s,p,m) mod p* g, . 1(m)O, (5.3.1)

ou (5.3.1) est obtenue via le lemme 4.
Ainsi, I’assertion (3 s est vraie. On obtient alors la validité de ; s au moyen du lemme 5.
Par itération du lemme 5, on obtient finalement (3, ; qui s’écrit

A 1(j+m)

Sr(aa K + mps, S, P, m) = Z Sr(aa K7 Svpaj) mOd ps+1gs+7'+1<m)o

U0V As+r+1(.])
A‘S T
= L(m)sr(a,K, 5,p,0) mod p*g, .1 (m)O, (5.3.2)
As-i—r—i—l(o)
ou I'on a utilisé dans (5.3.2) le fait que ¥o(N,) = {0}.
Nous allons maintenant montrer que, pour tout a € {0,...,p — 1}%, tout r € N et

tout K € Z% on a S,(a,K,s,p,0) € p**O. Pour tout N € Z<, on note Py 'assertion :
«pour tout a € {0,...,p— 1}? et tout r € N, on a S,(a,N, s,p,0) € pO ». S’il existe
i € {1,...,d} tel que N; < 0, alors, pour tout j € {0,...,p°—1}¢ ona A,.(a+p(N—j)) =0
et A, ;1 (N —j)=0desorte que S,(a,N,s,p,0) = 0 € p* . Raisonnons par Iabsurde en
supposant qu’il existe un élément minimal N € N9 tel que Py soit fausse. Soit m € N\ {0}
et N’ := N — mp®. En utilisant (5.3.2) avec N’ & la place de K, on obtient

AS T
S.(a,N,s,p,m) = L(m)sr(a, N'.s,p,0) mod p*ge 1 (m)O.

As-i—r—i—l(o)
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Comme m € N?\ {0}, on a N’ < N, ce qui, par définition de N, donne S,(a,N’,s,p,0) €
p*1O. D’apres les conditions () et (¢4), on a |Agr41(0)], = 1et Agipy1(m) € o1 (m)O,
ce qui donne

S,.(a,N,s,p,m) € p**'g,,.1(m)O C p*TO.

Ainsi, pour tout m € N?\ {0}, on a S,(a,N,s,p,m) € p*O. Soit T € N? tel que,
pour tout i € {1,...,d} on ait (7; + 1)p* > N;. On a alors

Z S.(a,N,s,p,m)

= Z Z (Ar(a+p(N_j))Ar+l(j) _Ar+1(N_j)Ar(a+jp))
0<m<T mp*<j<(m+1)ps—1

= > (Ada+p(N=j)Ar() - Ay (N = j)A,(a+jp)) (5.3.3)

_0, (5.3.4)

ou l'on a utilisé dans (5.3.3) le fait que A, (n) = 0 §'il existe ¢ € {1,...,d} tel que n; < 0.
L’inégalité (5.3.4) a lieu car le terme de la somme (5.3.3) est changé en son opposé lorsque
I’on change l'indice j en N — j. On obtient donc

S.(a,N,s,p,0) =~ >  S,(a,N,s,p,m) € p0,

0<m<T

ce qui contredit le statut de N. Ainsi, pour tout N € Z%, Py est vraie.
De plus, les conditions (7) et (i7) donnent respectivement

[Asiri1(0)), =1 et Agpii(m) € goprp1(m)O.
On obtient alors, d’aprés (5.3.2), que
S’r’(aa K + mp57 S, P, m) € ps+1gs+'r‘+1 (m)O

Cette derniére congruence est valable pour tout a € {0,...,p — 1}¢, tout K € Z%, tout
m € N et tout » > 0, ce qui montre bien que l'assertion o, ; est vraie et achéve la
récurrence sur s. Il ne reste plus qu’a démontrer les lemmes 2, 3, 4 et 5.

Démonstration du lemme 2

Soita€{0,...,p—1}4, KeZ! meNetr>0.Ona

S,(a, K, 0,p,m) = A, (a+ p(K — m) A, (m) — A,y (K — m)A,(a+pm).  (5.35)
Si K—-m ¢ N alors on a A,(a+ p(K—m)) = 0 et A, ;(K—m) = 0 de sorte que

S,(a,K,0,p,m) = 0 € pg,,1(m)O, comme voulu. On peut donc supposer que K—m &€ N%.
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On réécrit (5.3.5) sous la forme suivante.

Sr(a’ K’ 07p7 m) = Ar(a) <Ar+1(m) (Ar(a + p(K _ Il’l)) — AT'H(K _ m))

Ar(a) Ar—i—l (O)

Ar(a + mp) Ar—i—l (m)>
— A1 (K—m — . (5.3.6
- m) (22T - S ) 630
Comme ¥ (N,) = {0}, on peut utiliser 'hypothése (a) du théoréme 6 avec 0 & la place de
u et a a la place de v, de sorte que 'on obtient

A(a+tpK-—m)) A (K-m) g1 (K-—m)

AR A T Aw
et
Ar(a + mp) Ar+1(m) r+1 (m)
A@ A0 TA@
D’ou
Aatp(K—m) A,(K-—m)
A (@) A om) (I Bl T € (0 A, )0
€ pgr11(m)O (5.3.7)
et
Ar<a + Il’lp) Ar—i—l (m)
A.(a)A, 1 (K—m) ( A @) " AL (0) > € pgrri(m)A, 1 (K—m)O
€ pg,r+1(m)0O, (5.3.8)

ou I'on a utilisé dans (5.3.7) et (5.3.8) la condition (i7) qui donne A, ;(m) € g, 1(m)O et
A, 1(K—m)eg, 1 (K—m)O C O. En utilisant (5.3.7) et (5.3.8) dans (5.3.6), on obtient
bien S,(a,K,0,p,m) € pg,,1(m), ce qui achéve la preuve du lemme.

Démonstration du lemme 3
On a

Av'—i-l (J + mps>
Ar+1 (j)
A(a+jp+mp ™) A (j+ mp)

= _Ar—i-l(K _j)Ar(a+jp) < Ar(a-l-jp) - Ar+1<j) ) : (539)

Comme j € U (N,), l'hypothése (a) implique que le terme de droite de I'égalité (5.3.9) est
dans

Ur(aaK+mpsvp7j+mps) - Ur(avapvj)

. . Es+r+1 (m)
A, (K—jA, (a+ sHI2ETT 20

De plus, d’aprés la condition (i7), on a A, 11(K —j) € g,41(K —j)O C O. Ces estimations
montrent que le membre de gauche de (5.3.9) est dans p*™'g,,,,1(m)O, ce qui termine la
preuve du lemme.
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Démonstration du lemme 4

Soit 1,5 € N, s > 1, tels que a, soit vraie. Si U (N;) = {0,...,p*—1}%, alors le lemme 4
est trivial. Dans la suite de la démonstration, on suppose que W (N,) # {0,...,p* — 1}<.

On au € {0,...,p° — 1}4\ U (N,) si et seulement s’il existe (n,t) € N,, t < s, et
j€10,...,p*"" — 1} tels que u = j + p*~'n. On note N* 'ensemble des (n,t) € N, avec
t <s. On a donc

{Oa’ps_l}d\\PS(M‘): U {j+ps_tn : je{()?"':ps_t_l}d}'
(nt)eNs

En particulier, 'ensemble N est non vide.
Nous allons montrer qu’il existe k € N, k£ > 1, et (ny,t1),..., (ng, tx) € N? tels que les
ensembles
Jm, t;) = {j+p"m; : je{0,...,p7" = 1}"}

réalisent une partition de {0,...,p* — 1}4\ W (N,). On remarque que
NiclJ{o,....p =1} x {t})
t=1

et donc que NF est fini. Ainsi, il nous suffit de montrer que si (n,t), (n',t') € N, j €
{0,....,p5t =1} et j € {0,...,p>" — 1}¢ vérifient j + p**n = j' 4+ p*¥n’, alors on a
soit J(n,t) C J(n',t') soit J(n',¢') C J(n,t). Supposons, par exemple, que t < t'. Tl existe
alors jo € {0,...,p" "t — 1} tel que j = j’ + p*"jo, de sorte que p*~!'n’ = p*“'n+ p*jj et
donc J(n',t') C J(n,t). De méme, si ¢t > t', alors on a J(n,t) C J(n’,t'). Ainsi, on obtient

S.(a,K,s,pm)= > Uia,K,pj+mp)+ > U,(a,K,p,j + mp®),
JETS(N) J€{0,...,p =1} W, (N7)
(5.3.10)

avec

k
> U aKpj+mp)=> > UlaKpj+p "n+mp).
j€{0,...,ps =13\ T (N;) =1 je{0,...,p>ti -1}
(5.3.11)
Nous allons maintenant montrer que, pour tout i € {1,...,k}, on a

Y. U@Kpj+ptni+mp’) € pTigs g (m)O. (5.3.12)
je{o,...,p5"ti—1}d

Soit i € {1,...,k}. Par définition de U,, on a

Z Ur(a7 K7p7j +ps_tini + mps> = Sr(a7 K7 s — ti>p7 n; + mptl)
0<j<(p* 1)1
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Comme t; > 1, on obtient, via as, que

Si(a, K, s —t;, p,n; +mp") € p gy (n + mp")O.

En appliquant le point (b) du théoréme 6 avec ¢; a la place de t et ' =r+s—1t; + 1, on
obtient

ps_ti+1gs_ti+r+1(n + mpt") ep’ b +1ptlgs+r+1( )O = ps+1gs+r+1(m)o'

Ainsi, pour tout ¢ € {1,...,k}, on a bien (5.3.12).
La congruence (5.3.12), jointe a (5.3.11) et (5.3.10), montre que
Sr(a7 K7 S, p, M E Z U a K7p .] + mp ) mod p8+1g8+1‘+1(m)07

JEVS(NF)

ce qui achéve la preuve du lemme 4.

Démonstration du lemme 5

Dans cette démonstration, i désigne un élément de {0,...,p — 1} et u désigne un
élement de {0,...,p* "1 — 1} Pour t < s, on écrit (3, sous la forme

ST(a7K + mps»57p7 m) =

Z Aiirpi(i+up +mp™™

) . 41
- S.(a,K,t,p,i+up) mod p*g, .. (m)O.
Aol wp) ( p p) P gotri1(m)

i+upe¥,_¢(N;)
(5.3.13)

On veut montrer la congruence (3,415, qui s’écrit

S,(a, K+ mp’, s, p,m) =
s—t—1
)Sr(a> K7 t+ ]-7 b, ll) mod p$+1gs+r+1(m)0'

Z Aipro(u+mp
wEV. o (D) Aiirgo(u)

On remarque que S,(a,K,t+1,p,u) = ZOSiS(p—l)l S,.(a,K,t,p,i+ up). Ainsi, en posant

X :=8S,(a, K+ mp® s,p,m)
s—t—l)

At+7’+2<u + mp .
— S,.(a,K.,t,p,i+ up),
Z Z Arrrra(0) ( p p)

0<i<(p—1)1ue¥, , 1(N,)

il ne reste plus qu'a montrer que X € p**'g, ., 1(m)O. On a

itupe¥, ;(N)=ue¥,, (N,). (5.3.14)
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En effet, siu ¢ W, , (N,), alors il existe (n, k) € N}, k < s—t—1,etje {0,...,p* " 17F—
1} tels que u = j + p**1"*n. On a donc i +up = i+ jp + p* **n, ce qui donne bien
i+up ¢ U, (N,). Ainsi, d’aprés (3, sous la forme (5.3.13), on obtient que

X = Z S, (a,K,t,p,i+up) (

Apprp(i+up+mp ™) Agn(ut mps_t_1)>
i+upeW,_¢(N;)

Aiprpi(i+up) Aiirio(u)

s—1—1
) Sr(av K7 t; b, i + up) mod ps+1gs+r+1 (m)o

. Z A o(u+mp

At+r+2(u)
ue\ll_g—f,—l(./\/:r‘)
i+upg ¥ (N;)

Or, d’aprés 'hypothése (a;) du théoréme 6 appliquée avec s —¢t — 1 pour set t +7+ 1 a
la place de r, on a

Ayrpi(i+up +mp*) B Avrpp(u+mp ) € pot gsrr1(m)

Aiyryi(i+ up) Aiio(u) 8i+r41(1+ up)

De plus, comme ¢ < s et puisque «a; est vraie, on a
S,.(a,K,t,p,i+up) € p g ,pi(i+up)O (5.3.15)

et on obtient
X = Z At+r+2(u + mps_t_l)

S.(a,K,t,p,i+up) mod p*g,. 1 (m)O.
At+r+2(u) ( b p) p s+ +1( )

ue\Ijs—t—l(Nr)

i+up§éq}s—t(/\/'7')

(5.3.16)

Enfin, lorsque i+ up ¢ ¥, ,(N,), on peut appliquer la condition (as) du théoréme 6
avec s —t — 1 a la place de s, i a la place de v et r +¢ + 1 a la place de 7/, ce qui donne
Y i 8srrri(m)

gi4r41(1 4 up)

Aiprp(u+mp
At+r+2(u)

En utilisant (5.3.15) et (5.3.17) dans (5.3.16), on obtient bien X € p*™'g,,,,1(m)O. Ceci
achéve la preuve du lemme 5 et donc celle du théoréme 6.

€p (5.3.17)

5.4 Démonstration du théoréme 7

Dans la suite, si kg est un entier naturel, on appellera kq-couple de Dwork tout couple
de suites ((A;),>0, (8 )r>0) ot les A, sont des applications de N dans Q \ {0}, les g, sont
des applications de N dans O \ {0}, telles que, pour tout » > 0, A, et g, vérifient les
conditions (),(i7),(4ii) et (iv) du théoréme 7.

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme 7. Pour cela, comme pour la preuve
du théoréme 6, on va avoir besoin d’'un certain nombre de résultats intermédiaires.
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5.4.1 Lemmes préparatoires

On énonce et démontre trois lemmes.

Lemme 6. Soit (g,).>0 une suite d’applications de N dans O\ {0} telle qu’il existe un
entier naturel kg > 1 tel que
(IV) pour tout k € {1,...,ko}, tout v € {1,...,p— 1}, tout m € N et tout r > 0, on
a g, (v +mp*) € pFg,(mp*)O et g, (mp*) € g, 1(m)O.
Alors, pour tout w € N, w > 1, et tout r > 0, on a g,(w) € p*O.

Remarque. — La condition (/V) du lemme 6 est la condition (iv) du théoréme 7.
— La condition w # 0 est essentielle car, pour w = 0, ’hypothése (/') ne donne pas
mieux que g,.(0) € O\ {0}.

Démonstration. On écrit w = Zif\]:o wep’ le développement p-adique de w, ot wy # 0. On
va raisonner par récurrence sur /V.
— Supposons N = 0.

Dans ce cas, on a w = wy € {1,...,p— 1}. En appliquant (IV) avec v = w,k = kq et
m = 0, on obtient bien g,.(w) € p*g,.(0)O C pO.

— Supposons N > 1.
Soit 7 le plus petit entier naturel tel que w, # 0. Si n = 0, alors wy > 1 donc, d’aprés

(IV) appliquée en v = wg, k =1 et m = Zévz_ol wes1p’, on obtient

g-(w) € pg,(mp)O C pg,+1(m)0O.

On am > wyp¥ 1 > 0. Ainsi, par hypothése de récurrence, on a g,,1(m) € pO, d’oil le
résultat.

En revanche, si n > 1, alors w = pZéV:f)l wyp’. D’aprés (IV) appliquée en k = 1
et m = Y0 wep’ > 0, on obtient g,.(w) = g.(mp) € gr11(m)O et on conclut par
I’hypothése de récurrence. Ceci achéve la preuve du lemme. O

Lemme 7. Soit ((A,)r>0, (8 )r>0) un ko-couple de Dwork avec ky > 1. Alors, pour tout
k€ {0,... ko}, tout a € {0,...,p — 1}, tout m € N, tout K € Z et tout r > 0, on a
S(a, K,0,p, mp*) € p**ig, 1 (mp*)O.

Démonstration. Soit k € {0,...,ko},a€{0,...,.p—1},meN, K €Zetr>0.0na
S (a, K,0,p,mp*) = A,(a + p(K — mp")) A1 (mp®) — Ar 1 (K —mp®) A, (a +mp™h).

Si K —mp® < 0 alors S,(a, K, 0, p, mp*) = 0 et le lemme 7 est trivialement vrai. On suppose
donc que K — mp* > 0 dans la suite de la démonstration. On va distinguer plusieurs cas.

— Supposons a # 0 et k < kg — 1.
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D’aprés (ii), on a A,(a + p(K —mp")) € g.(a+ p(K —mp*))O et, d’aprés le lemme 6,
on a g.(a+ p(K —mp*)) € p*O car a + p(K —mp*) > 1. Comme k + 1 < ko, on obtient

A, (a+ p(IKX —mp*)) € p*O. (5.4.1)

Toujours d’aprés (ii), on a
Ar-i-l(mpk) € g,n_,_l(mpk)o, (5'4'2)
A, (K — mpk) cg (K —mp"HOcO (5.4.3)

et A,(a+mp*tt) € g.(a+ mpttH)O. Comme 1 < k + 1 < kg, on peut appliquer (iv) en
k + 1 et on obtient

gr(a 4+ mpk—i-l) c pkﬂgr(mpkﬂ)(’) C pk+1gr+1(mpk)(’),

donc
A, (a+mp"™) € pig,. (mp)O. (5.4.4)

Ainsi, d’aprés (5.4.1), (5.4.2), (5.4.3) et (5.4.4), on obtient bien

Sr(av K7 07p7 mpk) € pk+1gr+l(mpk)o’

— Supposons a # 0,k = ko et K —mp*o > 0.

D’aprés (i), on a A, (a + p(K —mp*?)) € g,(a + p(K — mp*))O et, d’aprés (iv), on a
g (a+ p(K —mp*)) € pg,(p(K — mp*))O. Comme K — mp* > 0, le lemme 6 implique
donc que

A, (a+ p(K —mp*)) € p**to. (5.4.5)
D’aprés (ii), on a
A, (mp*) € g, 1 (mp™)O (5.4.6)
et
A1 (K —mph) € gy (K —mp*)O C pO, (5.4.7)

ou l'inclusion dans (5.4.7) est obtenue de nouveau via le lemme 6.
Enfin, d’aprés (ii), on a A,(a + mp™*1) € g.(a + mpk+t1)O. D’aprés (iv), on obtient

g-(a+mp™*h) = g.(a + (mp*)p) € pg, (mp™ O C pg,41(mp*)O

et donc
A, (a+mp™ ™) € pg,yq (mpF0)O. (5.4.8)

Ainsi, d’aprés (5.4.5), (5.4.6), (5.4.7) et (5.4.8), on obtient bien que

S.(a, K,0,p,mp*) € p"*'g,. .1 (mp™)O.
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— Supposons a # 0,k = kg et K —mp* = 0.
On a alors
S,(a, K,0,p, mpko) = A7,(a)A7,+1(mpk°) — A, 1(0)A (a+ mpkOH)

A, (a+mphtt)y A, (mpho
— A A (o) (B Al

avec, d’aprés (i) et (ii), A, (a)A,41(0) € g.(a)O. Comme v,(mp*) > ko, on obtient, d’aprés
(ii7) appliquée en s = 0, v = a, u = 0 et mp*® & la place de m, que

A (a+ mPkOH) _ Ar+1(mpk°) c pk0+1 gr+1(mpk0)0
A, (a) A, 1(0) g:(a)

La congruence voulue en découle.

— Il reste un seul cas : a = 0.

Dans ce cas, on a

S, (0, K,0,p,mp") = A, (p(K — mp")) A, 1 (mp*) — A, (K — mp*) A, (mp™t?)

_ A (p(K —mph)) Ari(mp*) Ay (K — mph) A, (mp™)
= A0 A(0) (ST Bl St A )

On écrit le terme de droite sous la forme

A, (p(K —mp®)) Arii(mp®) A, (K — mp®) A, (mpHth)

A0 A0 A0 A

A (mph) (Ar(p(K —mp*))  An(K - mp’“))
B Ar+1(0) A,,(O) Ar-i-l(o)
B A, (K —mph) <Ar(mpk+1) _ Ar+1(mpk))
A,11(0) A, (0) A,.1(0)
Remarquons maintenant que I'on a
k41 k
Arfzzl(]z)) ) . Alz;i(f?é)) ) c pk+1gr+1(mpk)(9. (549)

En effet, si v,(mp*) > ko alors, en appliquant (iii) avec v = u = s = 0 et mp* & la place
de m, on obtient
Ar(mp™) A (mpt) pk0+1gr+1(mp’“)o
A.(0) A,1(0) g-(0)
De plus, d’aprés (i) et (ii), g.(0) est inversible dans O et, par hypothése, on a k < ko,
donc on obtient bien (5.4.9) dans ce cas. Si en revanche v,(mp*) < ko — 1 alors, d’aprés
(ii7) avec mpF a la place de m, on obtient

A (mp™tt) A (mph)
Ar(o) Ar-i—l(o)

k
€ pr " g (mph)O C P g (mp)O,
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ce qui achéve la vérification de (5.4.9).
Ainsi, si K — mp* = 0, alors on a bien S,(0,K,0,p,mp*) € p**lg, . (mp*)O. En
revanche, si K —mp”® > 0, alors on a

A (p(K —mp¥)) A, 1 (K —mph)

A A remlE-mho (5.4.10)

En effet, si v,(K —mp"®) > kq alors, en appliquant (iii) avec v =u = s =0 et K —mp* a
la place de m, on obtient

A (p(K —mp*)) A (K —mph) c pk0+1gr+1(K - mpk)o

A’I‘(O) Ar+1(0) gr(o)

De plus, d’apreés (i) et (i), g,-(0) est inversible dans O et, par hypothése, on a kg > 1, donc
on obtient bien (5.4.10) dans ce cas. Si en revanche v,(K — mp*) < ko — 1 alors, d’aprés
(ii7) avec K —mp" a la place de m, on obtient

Ar(p(K - mpk)) Ar-i—l(K - mpk) (K—mpF)+1 k k
_ Up m r K — O " K _ O,
A, (0) A,1(0) cp gr1( mp")O C pgri1( mp")

ce qui achéve la vérification de (5.4.10).
D’aprés le lemme 6, on a g, (K —mp*) € p*O. D’aprés (i) et (ii), on a de plus

Ar-}-l(mpk) k
— g, O,
Ar+1(0) g +1(mp )
donc
A, 1 (mp) (Ar(p(K —mp*)) A (K - mp’“)) ko1 K
A (0)A,1(0 — EpTig, @
( ) +1( ) Ar+1(0) AT(O) Ar+1 0) D g +1(mp )

et comme également

A, (K —mph) k
€ g1 (K—mp")O C O,
Ar+1<0) g +1( P )

on a

AT(O)ATH(O)A’“(K —mp*) | (Ar(mp’““) A, (mph)

A, 11(0) A, (0) a A,1(0) )epkﬂgrﬂ(mpk)o-

On a donc bien S,.(0, K, 0, p, mp*) € p* g, 1 (mp*)O, ce qui achéve la preuve du lemme.
]

Enfin, on aura besoin du lemme suivant.
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Lemme 8. Soit ((A,)r>0, (& )r>0) un ko-couple de Dwork avec kg > 1. Soit a € {0,...,p—
1}, K€ Z et s eN, s> 1. Si, pour tout so < s , pour tout m € N et tout r > 0, on a

so+ko+1

S, (a, K, so,p,mp™) € p sor+1(mp™)O (5.4.11)

et
Sr(av K7 S0, D, m) € p80+1g50+7'+1 (m)07 (5412)

alors, pour tout m € N et tout r > 0, on a S,(a, K, s,p,m) € p g, 1(m)O.
Démonstration. On va d’abord montrer que, pour tout m € N, tout » > 1 et tout k <
min(s, kg), on a S,.(a, K,s,p,m) = S,(a, K, s—k,p,mp*) mod p**'g. .1 (m)O. Pour cela,
on va raisonner par récurrence sur k.

Si k=0, il n’y a rien & montrer.

Supposons que min(s, kg) > k > 1. Par hypothése de récurrence, on a

S,(a,K,s,p,m)=8S,(a, K,s —k+1,p,mp*") mod p*g.,1(m)O. (5.4.13)

Comme {mp*,...,mp* +p* ' =1} = UiZo{mp® +op**,...omp* + op*™* + p*=F — 13,

on a
p—1

S,(a, K,s —k+1,p,mp"1) = Z S,(a, K, s —k,p,v+mp"). (5.4.14)

v=0
Comme s > k > 1, ona0 < s—k < s et on obtient, d’aprés (5.4.12), que, pour tout
v€{0,...,p—1}, on aS.(a, K,s — k,p,v +mp*) € p* * g, 1.1 (v +mp*)O. Comme
également k € {1,...,ko} on obtient d’aprés (iv), que, pour tout v € {1,...,p— 1}, on a

gs—k-i—r—i—l(“ + mpk) € pkgs—k-i-r-f—l(m/pk)o - pkgs-i-r—i-l (777)0

En utilisant ces informations dans (5.4.14), on obtient (il reste seulement le terme pour
v=0):

Sr(a) K7 s — k + 17p7 mpk_l) = Sr(aa K7 s — k:7p7 mpk) mOd ps+1gs+r+1(m)07
ce qui, joint & (5.4.13), montre que
S, (a, K, 5,p,m) = S,(a, K, 5 — k. p,mp*)  mod p+ig, 1 (m)O

et achéve la récurrence sur k.
On a donc

min(s,ko))

Sr(aa K7 S, D, m) = S?‘(av K7 S — min(87 kU):pv mp mOd ps+1gs+7‘+1(m)0-

Si s < ko, alors S,(a, K, s,p,m) = S,(a, K,0,p,mp*) mod p*'g, .. 1(m)O. En appli-
quant le lemme 7 en k = s, puis (iv) en k = s, on obtient

S,(a, K,0,p,mp*) € p* g, 1 (mp*)O C p*gyyry1(m)O
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et donc S,(a, K, s,p,m) € p* g, . 1(m)O, comme voulu.
Si maintenant s > kg alors
Sr(av K7 $ D, m) = Sr(av K7 §— kOvpv mpk()) mod p8+1g5+7’+1(m)0‘

Or, comme s > kg > 1,0on a0 < s—kg < s et on obtient (d’aprés (5.4.11) et (iv) appliquée
en k = ko) que

S, (a, K, s — ko, p,mp") € p*Fothotlg 0 (mpM)O C p g1 (m)O,

ce qui achéve la preuve du lemme. O

5.4.2 Suite de la démonstration

Comme dit au début de la partie 5.1, le cas kg = 0 correspond au théoréme J. Il nous
suffit donc de démontrer le cas o il existe ky > 1 tel que les hypotheéses (iii) et (iv) soient
vérifiées. En particulier, on utilisera les lemmes 6, 7 et 8. La trame de la démonstration
s’inspire de celle du théoréme J, mais elle différe assez sensiblement dans les détails.

On doit montrer que, pour tout a € {0,...,p — 1}, tous m,s € N, tout > 0 et tout
K eZ,ona

S,(a, K, s,p,m) € g 1(m)O et S,(a, K, s,p,mp™) € p*F g4 (m)O.

(5.4.15)

Pour tout a € {0,...,p — 1}, tout 7 € N, tout r > 0 et tout K € Z, on note

Ur(a> K>p7j) = Ar(a +p(K - j))Ar+1(]> - Ar—i—l(K - ])AT(a +]p)7

de sorte que
(m+1)p°—1
S, (a,K,s,p,m)= Z U, (a,K,p,7).
J=mp*

Pour tout s € N, s > 1, on note «; 'assertion suivante : pour tout a € {0,...,p — 1},

tout u € {0,...,s — 1}, tout m € N, tout » > 0 et tout K € Z, on a les congruences

u—+ko+1

S.(a, K,u,p,m) € p" 'guiri1(m)O et S,(a, K,u,p,mp™) cp Sutri1(mp™)O.

Pour tout s € N, s > 1, et tout t € {0,...,s}, on note [, 'assertion suivante : pour
tout @ € {0,...,p — 1}, tout m € N, tout r > 0 et tout K € Z, on a la congruence

S, (a, K +mp*™ s p mph) =

psft_l

Z A (j+mp
At+r+1 (])

s—t+ko
) S.(a,K,t,p,j) mod p*TFtg i (mp")0O.

J=0

Nous allons maintenant énoncer trois lemmes permettant de montrer (5.4.15).
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Lemme 9. L’assertion oy est vraie.

Lemme 10. Pour tous s,r,m € N, tout a € {0,...,p—1}, tout j € {0,...,p° — 1} et tout
KeZ, ona

U, (a, K +mp*™ p, j + mp*TFo)
Ar—i-l(j + mps+k0)

= 5 U.(a, K,p,j) mod ps+k0+1gs+r+1<mpko)0'
Ar-l—l(j)

Lemme 11. Pour tout s € N, s > 1, et tout t € {0,...,s — 1}, les assertions o et (s
impliquent lassertion Biyq s.

Avant de prouver ces lemmes, nous allons montrer que leur validité implique bien
(5.4.15). On va montrer que «y est vraie pour tout s > 1 par récurrence sur s, ce qui
donnera la conclusion du théoréme 7. D’aprés le lemme 9, o est vraie. Supposons «g vraie
pour un s > 1 fixé. On remarque que 3y s est I’assertion

ﬁO,s . Sr(a7 K + mps+k0787p7 mpko) =

pS—1 .
AT s+ko
E +1(] * mp )Sfr(a’) K7O7p7j) mod p8+k0+1gs+r+1<mpk0)0.
=0 A,ia(j)

Comme ST(UJ, K,O,p,j) = Ur(ayKvpvj)a on a

p°—1 - stk p—1 : s+k
A, ( + mpotho) : A, (7 + mp*tho) ,
: S.(a,K,0,p,j) = : U, (a, K,p,j)
JZ:(:) Aria()) ) ]z:(:) Ari1()) (

et, d’aprés le lemme 10, on obtient

s_1 .
pg: A1 (j 4 mpstho)
Ar+1(j)

> Ui(a, K +mp™,p,j+mp™™)  mod pHotg .\ (mph)O

U, (a, K,p,j)
j=0

=
—

j=

0
S, (a, K +mp*™* s p, mp*¥) mod p*trot!

Bstr+l (mPkO)O

Ainsi, l'assertion 3 s est vraie. On obtient alors, par le lemme 11, la validité de ;. Par
itération du lemme 11, on obtient finalement §; s, qui est I’assertion

s+ko ko) — Af§+7"+1(mpk0) s+ko+1 ko
S'f'(a’7 K+mp » S, D, TP ) = —ST<G7K’S7p7 O) mOdp g8+7‘+1(mp )O
As+r+1(0)
(5.4.16)
Nous allons maintenant montrer que, pour tout a € {0,...,p — 1}, tout s € N, tout r > 0
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et tout K € Z, on a S,(a, K,s,p,0) € p***0+1 0. Soit T € N tel que (T + 1)p* > K. On a

(m+1)p*—1

Z Sr(av K?‘Svp? m) = (Ar(a +p(K _j))Ar-H(j) - Ar+1(K _j)AT(a +jp))

m=0 Jj=mps

- 1

(AT<CL +p(K - j))AH—l(]) - Ar-l—l(K - ])Ar(a’ +]p))

<
il
o

(5.4.17)
— 0, (5.4.18)

ou 'on a utilisé dans (5.4.17) le fait que A,.(¢) = 0 pour £ < 0, et (5.4.18) a lieu car le terme
de la somme (5.4.17) est changé en son opposé lorsque 1'on change l'indice j en K — j.

Comme «; est vraie, on obtient via le lemme 8 (avec so = u) : S,(a, K,s,p,m) €
P g 1(m)O, ce qui prouve la premiére partie de I'assertion ay,;. Si m > 0, alors
d’aprés le lemme 6, on a g, .1(m) € pO. Donc, on obtient, pour tout m > 0, que
S.(a, K,s,p,m) € p>™™T10. Dot également,

T
S’I“(a'7 K? S7p7 0) = - Z ST(a7 K7 87p7 m) 6 ps+k0+1o'

m=1

De plus, d’apreés les conditions (i) et (ii), pour tout m € N et tout r > 0, on a

As—i-r-i-l (mpk())
A,11(0)

Ainsi, d’aprés [ (i.e. (5.4.16)), pour tout m € N et tout K € Z, on obtient

€ Zorri1 (mp™)0.

S, (a, K +mp*™* s, p,mp*) € p**otg i (mp*)O

et donc a1 est vraie. Ceci achéve la récurrence sur s. Ainsi, pour tout s € N, s > 1, «
est vraie. Il ne reste plus qu’a démontrer les lemmes 9, 10 et 11.

Démonstration du lemme 9. En appliquant le lemme 7 avec £k = 0 et k = kg, on obtient
respectivement S, (a, K,0,p,m) € pg,1(m)O et S,.(a, K, 0, p, mp*) € p*otlg. (mpk)O,
ce qui n’est rien d’autre que l’assertion a; et termine la preuve du lemme 9. O

Démonstration du lemme 10. On a

A, 11(j + mp*th)

Ur(a7K+mpS+kOap7j+mps+k0)_ . U?‘(a7K7p7j)
Ar+1(J)
. —(Ar(a+ gp 4+ mpTtt)y A (j + mptth)
=—A, (K —j)A.(a+jp ( : — : . (5.4.19
+( JA-( ) A.(a+ jp) A 1(j) ( )
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Comme a < p,j < p° et v,(mp™) > ko, 'hypothése (iii) implique que le terme de droite
de légalité (5.4.19) est dans

. . 5 gs+r+1(mpk0)
A (K = j)A,(a+ jp)p*Thot! =20
+( VA ) g (a+ jp)

De plus, d’apreés la condition (7i), on a
A.(a+7jp) €gla+ip)O et A (K —j)€gi(K—350cCO.

Ces estimations montrent que le membre de gauche de (5.4.19) est dans

s+ko+1

p gs+r+1(mpk0)oa

comme voulu. O]
Démonstration du lemme 11. Pour t < s, on écrit 3 5 sous la forme

S, (a, K +mp*™ s, p, mp*) =

plpstll

Z Z At (0 + pp + mp* ')
- Appria (i + pip)

ST(CL?K’t?p??:—i_/l’p) mod p8+k0+1gs+r+1(mpk0)0-

(5.4.20)

On veut montrer 3,11, qui s’écrit

S, (a, K +mp ™ s p mp*) =

ps—t—l_l

Z Ao+ mpsthol)
Ayyria(p)

S,»(CL, K: t+1,p, ,U/) mod ps+k0+1gs+r+1<mpko)0_
p=0

On remarque que S,(a, K,;t+ 1,p, ) = Zf:_ol S,(a,K,t,p,i+ pp). Ainsi, en posant
ps—t—l_l _ _ p—l

A . s—t+ko—1
X :=S,(a, K+mp**™ s p, mp*o)— Z ax +2§: il m? ] ) Zsr(a7 K, t,p,i+pup),
=0 t+r+2(H =0

il ne reste plus qu’a montrer que X € p*thotlg . (mp*0)O. D’aprés B;, sous la forme
(5.4.20), on obtient que

p_lps t—1 —1

X = Z Z S,.(a,K,t,p,i+ up)

= n=0
s—t+k s—t—1+k
X (AH_T_H(Z a Iup—i_ —r - 0) - At+r+2 (Iu z - - 0>> IIlod ps+k0+1gs+r+l (mpkO)O.
A (i+ pp) Airia(p)
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Or, d’aprés I’hypothése (ii4) appliquée avec s —t — 1 pour s et mp*® pour m, on a

Avpra(i+ pp+mp ) Ay (g mpt ) € prttho 8s+r+1(mp™)
Avir (i + pip) Aprio(p) 8t+r+1(i + pp)

De plus, comme t < s et puisque oy est vraie, on a S, (a, K, t,p,i+up) € p g1 (i+up)O.
Donc on a bien X € p*thotlg . (mp*0)O. Ceci achéve la preuve du lemme 11 et donc
celle du théoréme 7. O]
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Chapitre 6

Préliminaires aux démonstrations des
théorémes 2 a 5

6.1 Une reformulation p-adique

Le but de cette partie est de donner une reformulation p-adique du probléme d’intégra-
lité des coefficients de Taylor des applications miroir, de type miroir et de leurs racines.

Soit e et f deux suites de vecteurs non nuls de N¢ disjointes telles que Q. ; soit une
famille & termes entiers. On fixe L € &4, k € {1,...,d} et @« € N, a > 1, dans cette partie.
On rappelle que I'on a (2, 'q..rx(2))Y* € Z[[z]], respectivement (qy, . ;(2z))/> € Z][[z]], si et
seulement si, pour tout nombre premier p, on a (2}, 'q. s 4(z))Y* € Z,[[z]], respectivement
(d..5(2)/" € 2,z

Nous allons définir, pour tout nombre premier p, des éléments ®, ;. (a+ pK) et &, ,(a+
pK) de Q,, ot a € {0,...,p — 1}¢ et K € N? et montrer que (2, 'q.;1(2))"* € Z,[[z]],
respectivement (qr,. ;(z))/® € Z,[[z]], si et seulement si, pour tout a € {0,...,p — 1}% et
tout K € N4 on a ®,;(a+ pK) € paZ,, respectivement &y, ,(a + pK) € paZ,.

Pour alléger les notations, on notera & := & ¢, D := Dy, A = Apy, Q1= Qe y, F =
Fe’f,Gk = Ge,f,ka GL = GL@,f, qr ‘= Ye,f,k et dL ‘= (L., f, COMINE dans toute la suite de
cette thése. On fixe un premier p dans cette partie.

Avant de donner les preuves des théorémes 2 a 5, on va les reformuler. Le résultat
suivant est di a Krattenthaler et Rivoal (voir [17, Lemma 2, p. 7]); c’est I'analogue en
plusieurs variables d’un lemme classique di & Dieudonné et Dwork (voir [14, Chap. IV,
Sec. 2, Lemma 3] ; [19, Chap. 14, Sec. 2|).

Lemme 12. Etant données deux séries formelles F(z) € 1+ Y0 27[z]] et G(z) €
S 2Ql[z]], on définit q(z) == exp(G(2)/F(z)). On a alors q(z) € 1+ 30, 2.7,[2]] si
et seulement si F(z)G(z") — pF(2")G(z) € p Y\, z:7,[z]].

Le lemme 12 va nous permettre « d’éliminer » 1’exponentielle dans les expressions

(2 qr(2))V* = exp(Gi(z)/aF (z)) et (qu(z))V* = exp(GL(z)/aF(z)). Comme A est po-
sitive sur [0, 1], on obtient, d’aprés le critére de Landau, que Q est une famille & termes
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entiers et donc F(z) € 14 Y7 | 27Z[[z]]. De plus, d’aprés les identités (1.1.1) et (2.1.1)
définissant les séries G, et G, on a G¢(0) = GL(0) = 0 et donc Gi(z)/« et GL(z)/« sont
dans 3¢ | 2Q[[z]]. Ainsi, d’aprés le lemme 12, on a (z; *qx(2)) " € Z,[[z]], respectivement
(qu(z))"* € Z,[[z]], si et seulement si on a F(z)Gy(z?) — pF(2")Gi(z) € pa XL, 2%7,[[2]],
respectivement F(z)Gy(z?) — pF(z?)GL(z) € pa Zle 2| [2])-

D’aprés identité (1.1.1) définissant Gy, le coefficient de z*™PX dans F(z)Gy(zP) —
pF(zP)G(z) est

¢, r(a+ pK) =

Z Q(K—j)Q(a+pj) <Z e (Hx—j)e; = PHatpj)e.) ka (Hk-—) 4 _pH(a+pJ)f)>

0<j<K i=1

et, d’aprés l'identité (2.1.1) définissant Gy, le coefficient de z*™PX dans F(z)Gyr(z") —
pF(z")Gy(z) est

®y,,(a+Kp) : Z QK —j)Q(a+ip)(Hi.(k—j) — PHL-(atjp))-

0<j<K

On a donc (2 'qx(2))/* € Z,[[z]], respectivement (qi(z))"/* € Z,[[z]], si et seulement
si, pour tout a € {0,...,p—1}% et tout K € N% on a &, x(a+pK) € paZ,, respectivement
1, ,(a+ pK) € paZy,.

6.2 Un lemme technique

Le but de cette partie est de démontrer le lemme suivant que nous utilisons dans les
démonstrations des points (i) et (ii) du théoréme 2.

Lemme 13. Soit ¢ et f deuz suites de vecteurs de N? telles que |e| = | f|. Alors, pour tout
seN, tout c € {0,...,p° —1}¢ et tout m € N, on a

Q.. r(c) Qe f(cp+ mptt)

€1+ p™7Z,
Qe.r(cp) Qe y(c+ mps) P

Pour démontrer le lemme 13, nous allons utiliser certaines propriétés de la fonction
. , . . N —1
Gamma p-adique définie pour n entier, par I'y(n) := (—1)"v,(n), ot ,(n) :== [[,_; k. On
(k,p)=1
peut étendre I') & tout Z, mais on n’en aura pas besoin ici.

Lemme 14. (i) Pour tout n € N, on a lidentité (n)

= p" (1 +np).
(i1) Pour tout k,n et s dans N, on a I',(k +np®) =T, (k)

mod p°.

Le point (i) du lemme 14 s’obtient en remarquant que 7,(1 + np) = (ﬁg,)f. Le point (i7)

du lemme 14 est le lemme 1.1 de [19]. Nous pouvons maintenant démontrer le lemme 13.
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Démonstration du lemme 13. On a

Qes(cp + mp™tt) 1—1[ (e - (Cp+mps+1 'ﬁ (£ - (c +mp*))!
Qe.s(c + mp?) +1 (e (c+mp?))! L2 (£ - (cp+ mpsh))!
Ly perletmrty, (1 +pe; - (¢ +mp*))
qu f;-(c+mp? )%(1 + pf; - (c + mps))
pllel=17)mp? H?q%l(Pei'c(—1)1+”e"‘(c+mps)Fp(1 + pe; - (¢ +mp*)))
2y (pfre(=1)Hrf(erm )Ly (1 + pf; - (e + mp?)))
— (= 1)el=lsDmp [TE, (pee(=1)er<P Ty(1 + pe; - (¢ + mp®))

21 (pe(=1) e Ty (1+ pfi - (c + mp?)))
(6.2.1)
e [ D tpe(ehmp) gy

e ophe(=1)tfer  TT% T,(1+ pf; - (c + mp))’

ou l'on a utilisé l'identité |e| — |f| = 0 dans (6.2.1) et (6.2.2) . D’apreés le point (i) du
lemme 14, pour tout n € N*, on a,(1+n-cp+n-mp*™)=T,(1 +n-cp) mod p*t
On obtient donc

3;1 Fp(l +e;-cp+te;- mps+1) _ ;1;1 (Fp(l te;- Cp) + O(ps+1))
;111 Fp(l + fz - Cp + fz . mp5+1) H;]il (Fp(l 4 fz . Cp) + O(ps“‘l)) )

ot 'on note z = O(p*) lorsque z € p*Z,. De plus, par définition de '), pour tout n € N¢,
on a I'y(1+n-cp) € Zy. On obtient alors

2 1 (T,(1+e;-cp) + O(p™™)) IE 11“ (1+e;- c:p)(1 oY)
i1 (Dp(L+1i - cp) + O(p**)) 2 Tp(L+ 1 - cp)
et ainsi,
Quslep-tmp™) [T pe(-)M [T Ty +ecn) | oo,
Q.. r(c + mp*) ;?il plice(—1)1+fier H;I? L(1+ 1 - cp)
q1 e;-C q1
=1 P in (1l +e-cp) s+1
. + 0
e ]2, (14 - Cp)( ("))
Qe f(Cp) 1
= =1+ 00(™)).
Qe.s(c)
C’est ce qu’il fallait démontrer. O
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Chapitre 7

Démonstration des théorémes 4 et 5 et
du cas (¢) du théoréme 2

On se place sous les hypothéses du théoréme 2. On suppose de plus que, pour tout
x € D, on a A(x) > 1. Pour démontrer le point (i) du théoréme 2, il nous faut montrer
que, pour tout L € &, on a qp(z) € Z[z]]. Pour démontrer le théoréme 4, il nous faut
montrer que, si de plus d = 1, alors, pour tout L € &, on a (q.(2))"/Pr € Z[[2]]. Fixons
un L € £ dans cette partie. D’aprés la partie 6.1, il nous suffit de montrer que, pour tout
nombre premier p, tout a € {0,...,p — 1}¢ et tout K € N, on a &1, ,(a + pK) € pasZ,,
ol ag:=Drsid=1et ag:=1 sinon.

7.1 Nouvelle reformulation du probléme

Pour tout premier p, tout s € N, tout a € {0,...,p—1}? et tous K, m € N?, on définit

S(a,K,s,p,m) := Y (Qa+ipQK—j) - Q()Qa+ (K —j)p)),

mp® <j<(m+1)p°—1

ou l'on pose Q(n) = 0 sl existe i € {1,...,d} tel que n; < 0.

Le but de cette partie est de produire, pour tout nombre premier p, une fonction g,
de N¢ dans Z, telle que : si, pour tout premier p, tout s € N, tout a € {0,...,p — 1}¢
et tout K,m € N? on a S(a,K,s,p,m) € p**tlg,(m)Z,, alors on a &1, ,(a + Kp) €
pagZ,. Démontrer le théoréme 4 et le cas (i) du théoréme 2 reviendra donc a minorer
convenablement la valuation p-adique de S(a,K,s,p,m) pour tout nombre premier p.

Cette méthode de réduction est une adaptation de 'approche du probléme faite par Dwork
dans [10].
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Une réécriture de ¢r,,(a+ Kp) modulo payZ,

Cette étape est I’analogue d’une réécriture effectuée par Krattenthaler et Rivoal dans
la partie 2 de [15]. On fixe un nombre premier p. Nous allons montrer que

brya+Kp)=— > Hy;(Qa+jp) QK —j) — Q()Qa+ (K—jp) modpasZ,.
0<j<K
(7.1.1)
Sia =K = 0, alors c’est évident. On suppose donc, dans cette partie, que a # 0 ou K # 0.
Pour tout a € {0,...,p — 1}? et tout j € N¢, on a

L-jp 1 L-a 1
PHL.(avjp) =P (; P ; m)
L.j 1 [L-a/p) 1
[L-a/p]
= Hy;+ Z Lri mod pZ,. (7.1.2)

i=1

Nous avons besoin d’un résultat, que 'on démontrera plus loin & ’aide du lemme 17
énoncé en partie 7.1 :

Pour tout a € {0,...,p — 1}4, K € N? et tout j € N%, 0 < j < K, tels que a # 0 ou
K#0,0na

[L-a/p)
Q(a+jp) ; L4 € Podl (7.1.3)
et
Q(K - j)Qla+ pj) € aiZ, (7.1.4)

En appliquant (7.1.3) et (7.1.4) a (7.1.2) on obtient que
QK —j)Q(a+jp)pHr.(atjp) = QK —j)Q(a+jp)HrL; mod pagZ,.
Cela donne

Op,(a+Kp)= Y QK —j)Qa+jp)(Huk-j — PHi(atin)

0<j<K
= Z QK —j)Q(a+jp)(Hr.k—j — Hi3) mod pagZ,
0<j<K
== Z Hyp(Q(a+jp)Q(K —j) — Q@[)Q(a+ (K —j)p)) mod pagZ,,
0<j<K

ce qui est bien I’équation (7.1.1) attendue.
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On utilise maintenant un lemme combinatoire dit & Krattenthaler et Rivoal (voir [17,
Lemma 5, p. 14]) qui nous permet d’écrire

> Hij(Qla+ip)Q(K —j) — Q(j)Qa + (K - j)p))
= Y Wr(a, K, s,p,m),

5=0 0<m<(pr——1)1
ol r est tel que p"~! > max(Ky,..., Ky) et
Wi(a, K, s,p,m) := S(a, K, s,p,m)(Hy.mps — Hr[m/p|ps+1)-

Si 'on montre que, pour tout s € N et tout m € N¢, on a Wy,(a, K, s,p,m) € payZ,, alors
on aura bien @1, ,(a + Kp) € payZ,, comme voulu.

Pour tout m € N% on pose p,(m) := > " 1p({m/p‘}) et g,(m) := p»™ ot 1p est
la fonction caractéristique de D. On utilise maintenant le lemme suivant que I’on démontre
a la fin de cette partie.

Lemme 15. Pour tout nombre premier p, tout L € &, tout m € N et tout s €N, on a

pngp(m) (HL.mps — HL.Lm/pJps+1) € pOdep.

D’apreés le lemme 15, si on montre que, pour tout a € {0,...,p — 1}d, tous K, m € N?
et tout s € N, on a S(a,K,s,p,m) € p**g,(m)Z,, alors on aura (q(z))"/* € Z,[[z]], ce
qui est la reformulation annoncée.

Démonstration de (7.1.4)

Nous allons énoncer un nouveau lemme permettant de démontrer (7.1.4) que 'on uti-
lisera aussi dans la démonstration du lemme 15.

Lemme 16. Supposons que d = 1. Soit p un nombre premier et 3 := |log,(M.y)|. Pour
tout m € N, m > 1 et tout £ € {v,(m)+1,...,v,(m)+ B}, on a {m/p'} > 1/M. ;.

Démonstration. On note m = p*™(q + pb) avec a € {1,...,p — 1} et b € N. On note
b= 1 bip¥, ou b, €{0,...,p—1}. Pour tout £ € {v,(m)+1,...,v,(m)+ B}, on a bien

m\ _ [ at+bp )| _ a+p w2y, ok Lo a1
pé - pé—vp(m) - pl—vp(m) - pe—vp(m) = p/g = Me,f'

]

Démonstration de (7.1.4). Si d > 2, alors ag = 1 et il n’y a rien & montrer car Q est une
famille & termes entiers. Supposons donc que d = 1. Dans ce cas, on a ag = Dy. Soit
Le{l,..., M}, p:= [log,(Mcy)|,a€{0,...,p—1}, K€ Net j € {0,..., K} tels que
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a # 0 ou K # 0. Par définition, Dy, est le plus petit multiple commun des entiers allant de
1 a | M, ;/L]. Ainsi, pour tout L > 1, Dy, divise D;. Comme v,(D;) = p”, il nous suffit de
montrer que

Q(K — j)Q(a+ jp) € p’Z,. (7.1.5)
Si K —j=0,alors a+ jp=a+ Kp # 0. Ainsi, on a K — j # 0 ou a + jp # 0. Supposons,
par exemple, que K — j # 0. En appliquant le lemme 16 avec K — j a la place de m, on
obtient que, pour tout £ € {v,(K —j)+1,...,v,(K —5)+ 3}, ona {(K—3)/p'} > 1/M,;.
Comme A est positive sur R et comme, pour tout « € [1/Meg, 1], on a A(z) > 1, on obtient

vp(Q(K—j))=§:A({Kp;j}> y vp(1§)+ﬁ A({Kp;j}) >3

=1 t=v,(K—j)+1

De plus, d’apres le critére de Landau, on a Q(a + jp) € N donc on a bien (7.1.5).

Si K —j =0, alors a+ jp # 0 et, de la méme maniére, le lemme 16 appliqué avec a+ jp
a la place de m et le fait que Q(K — j) € N donnent bien (7.1.5). O
Démonstration de (7.1.3)

Nous allons énoncer un résultat permettant de démontrer le résultat 7.1.3 et le lemme 15.

Lemme 17. Soit s € N, s > 1, a € {0,...,p° — 1}, m € N? et L € £. Si on a
|L-a/p*| > 1, alors, pour tout w € {1,..., |L-a/p*|} et tout £ € {s,..., s+ v,(L-m+

u) + vp(aq)}, on a
a + mp°®
7 fer
Démonstration. On rappelle que D est I'ensemble des x € [0, 1[* tels qu’il existe d €

{er,...,eq f1,... £} vérifiant d - x > 1. On a {(a+mp*)/p‘} € [0,1[% il nous suffit
donc de montrer que L - {(a+ mp®)/p’} > 1. En effet, comme L € &, il existe d €

[d

{e1,...,eq,f1,...,f,} tel que d > L, ce qui donne bien
a-+p’m a-+p°’m a-+p°’m
LS e (MR (S e,

Soit £ € {s,...,s +v,(L-m+u)}. On note m = 3 >°* m;p’ avec m; € {0,...,p—1}%.
On a

{a + mp* } _a+p’ Zﬁ;é_l m;p’
p* pt '
On a que p*~* divise (u + L - m) et donc p~* divise

> {—s—1
u+L-m—-L- (Z mjp]) =u+L- (Z mjpj>.

j=Ll—s 7=0
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Ainsi, on obtient p~* < u + L - <Z§;E ! m]p7) 1L.a+L- (Z?;g_l mjp’j) et on a

1<

s l—s—1 "]
L-a+p°L- (ZFU mjpj) — 1. {mef}‘ (7.1.6)

P P’

Sid > 2, alors oy = 1 et v,(ag) = 0. Dans ce cas, I'inéquation (7.1.6) étant valable
pour tout ¢ € {s,...,s +v,(L-m+u)}, le lemme 17 est démontré.

Supposons maintenant que d = 1. On note a := a, m := m, m; := m; et L := L. Ainsi,
on a ag = Dy. En multipliant (7.1.6) par M, ¢/L, on obtient

l—s— i

Me,f a+p Z 1mjp7

et < .
L P’

Comme v,(aq) = vp(Dy) < log, (M, ;/L), pour tout i € {0,...,v,(aq)}, onap' < M y/L
et donc

Ainsi, pour tout £ € {s,...,s+v,(Lm+u)} et tout i € {0,...,v,(aq)}, on a

651 i K—Hsl ;
a—+ % a—+ ; s
1< M., pZ pZ V_ ef{a—l—mp}

pe+z < Me s p£+z Pt

et on obtient bien que, pour tout £ € {s,...,s 4+ v,(Lm + u) + v,(ag)}, on a 1/M, y <
{(a-l—mps)/pe} €D, car D=[1/M.y,1[. ]

Nous allons maintenant appliquer le lemme 17 pour démontrer (7.1.3).

Démonstration de (7.1.3). Soit L € £, a € {0,...,p— 1}? et j € N% 1l nous faut montrer

que
|L-a/p]

j € pagly.
Qa+jp) ; L € Pl

Si |[L-a/p] = 0, c’est évident. Supposons donc que |L -a/p| > 1. En appliquant le
lemme 17 avec s = 1 et m = j, on obtient que, pour tout i € {1,...,|L-a/p|} et tout
(e{l,...;14+v,(i+L-j) +v,(ca)}, on a {(a+jp)/p'} € D et donc A((a+ jp)/p*) > 1
Comme A est positive sur R?, cela donne

at Jp 1+vp (Lej+1)+vp(ag) at jp
wearm=ya({£2))> 1 a({252})

=1
>1+v,(L-j+1) +vp(aa),

V

ce qui achéve la preuve de (7.1.3). O
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Démonstration du lemme 15
Soit L € £, m € N? et s € N. Il nous faut montrer que
pSng(m)(HL-mp‘ - HL-Lm/pJpS“) € pogL,.

On écrit m = b+qgpoub € {0,...,p—1}¢ et q € N%. On a alors L-mp® = L-bp*+L-qp***
et L. |m/p|p*™ =L - qp*™. Ainsi, on obtient

L-bp*® 1 (L-b/p) 1 1
Hinps — H 1= Y e
Lomp? L-[m/p|ps+ Z L-qpli+j ; Loqp +iptt
et donc
[L-b/p]

p5+1gp(m)(HL-mp5 — HL.Lm/pJps+1) = gp(b + qp) Z m mod pgp(m)Zp.
i=1

Il nous suffit de montrer que

[L-b/p]
b —_— Z 7.1.7
gp(b + ap) ; L g <Pl (7.1.7)
et
gp(m) € agZ,,. (7.1.8)

Si |L-b/p| =0, alors (7.1.7) est évident. Supposons que |L-b/p| > 1. En appliquant le
lemme 17 avec s = 1 et q a la place de m, on obtient que, pour tout ¢ € {1,...,|L-b/p]}
et tout £ € {1,...,1+v,(i + L-q)+v,(aq)}, on a {(b+qp)/p‘} € D, donc

Up(gp(b +ap)) = (b +ap) = le <{b+qp})

1oy (L q+z>+vp<ad> bt |
Z 1p P >1+v,(L-q+1i)+ v,(aq)

>

/=1

et on a bien (7.1.7).

Montrons maintenant (7.1.8). Sid > 2, alors oy = 1 et il n’y a rien & montrer. Supposons
donc que d = 1 et notons m := m, L := L et 8 := [log,(M.y)], de sorte que v,(caq) =
v,(Dy) < 3. D’aprés le lemme 16, pour tout ¢ € {v,(m)+1,...,v,(m)+ S}, ona {m/p'} >
1/Mes. On obtient

50 m vp(m)+p m
m)) = Z | VAPRY ({17}) > Z 1/, 40 ({F}) > 3> vp(aq).
=1

l=vp(m)+1

ce qui achéve la preuve de (7.1.8) et donc celle du lemme 15.
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7.2 Application du théoréme 6

Nous allons utiliser le théoréme 6 pour terminer les démonstrations du théoréme 4 et du
cas (¢) du théoréme 2. Nous allons montrer dans les parties suivantes qu’en posant A, = Q
et g, = g, pour tout r > 0, alors les suites (A, ),>0 et (g,),>0 vérifient les points (7), (i7) et
(iii) du théoréme 6. Ainsi, on obtiendra bien que S(a,K,s,p, m) € p**'g,(m)Z,, comme
voulu.

Dans les parties suivantes, on vérifie les hypothéses d’application du théoréme 6.

7.2.1 Vérification des conditions (i) et (7i) du théoréme 6

On fixe p un nombre premier et on note g := g, et p := p,. Pour tout r > 0, on pose
A, = Q et g = g. On va montrer dans cette partie que les suites (A,),>0 et (g )r>0
vérifient les conditions (i) et (¢) du théoréme 6.

Pour tout r > 0, on a |A,(0)|, = |Q(0)], = 1. De plus, pour tout m € N% on a
vp(g(m)) = p(m) > 0, donc on a bien g(m) € Z, \ {0}. Il ne reste plus qu’a montrer que
A(m) € g(m)Z,, ce qui revient donc & montrer qu’on a y,(m) < v,(Q(m)). C’est bien
le cas puisque, pour tout £ € N, ¢ > 1, on a A(m/p’) = A({m/p‘}) > 1p({m/p‘}), car
A(x) > 1 pour x € D.

7.2.2 Vérification de la condition (i) du théoréme 6

On fixe un nombre premier p et, pour tout » dans N, on pose

N:M::U({ne{o,...,pt—l}d:We{l,...,t},{;}eD}x{t}).

t>1

Vérification du point (b) du théoréme 6
Soit (n,t) € A et m € N% On doit montrer que g(n + p'm) € p'g(m)Z,. On a

- (255) o (f5) £ o (f377)

— i 1p ({“*pﬁ}) (7.2.1)

{=t+1

Notons m = Y~ myp*, ot les my, € {0,...,p — 1}? sont nuls sauf pour un nombre
fini de k. Pour tout £ >t + 1, on a

{—t— f—t—
{n —I—ptm} n+p' ( o mkpk> . P’ (Zk:to ' mkpk> { m }
pl J*0 = ot it

62



Ainsi, pour tout £ > t+1,si {m/p‘~'} € D, alors il existe L € £ tel que 1 < L-{m/p"~'} <
L {(n+ p'm)/p'}, ce qui donne {(n+ p'm)/p‘} € D. On obtient

5 (22 5 () S (2)) oo

{=t+1 l=t+1

ce qui, joint & (7.2.1), donne bien v,(g(n+p'm)) > t+v,(g(m)), i.e. g(n+p'm) € p'g(m)Z,,
comme voulu.

Vérification du point (a;) du théoréme 6

Soit s € N, u € U, (N) et ve{0...,p—1}tels que v+pu ¢ ¥, (N). On doit
montrer que
Q(u—i—psm) c s+1 g(m)
Q) P glv+pu)

Dans un premier temps, nous donnons une autre expression pour

Z,. (7.2.2)

U (N)={uec{0,....p°—1} : V(n,t) e N, t <5,¥j€{0,...,p" " =1}, u#j+p 'n}.
Pour cela, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 18. Soit s € N, s > 1, etu € {0,...,p° — 1}¢. On note u = ZZ;}) u,pt, avec
uy, €{0,...,p— 1} Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) On a {u/p*} € D.

(2) Il eziste (n,t) e Nt <setje{0,...,p°t — 1} tels que u = j + p*'n.

Démonstration du lemme 18. (1) = (2) : Pour tout s > 1, tout u € {0,...,p% — 1}¢
tel que {u/p°} € D et tout i € {0,...,s — 1}, on note Ay ,(u) I'assertion : pour tout
(e{l,...,s—i},ona {(Zz;i wp™) /p*} € D.

Pour tout s > 1, on note B, Iassertion : pour tout u € {0,...,p° — 1} tel que
{u/p*} € D, il existe i € {0,...,s — 1}, tel que A;;(u) est vraie.

Dans un premier temps, nous allons montrer par récurrence sur s que, pour tout s > 1,
B, est vraie.

Si s = 1, alors, pour tout u € {0,...,p — 1}¢ tel que {u/p} € D, I'assertion A; o(u)
n’est autre que {u/p} € D et est donc vraie. Ainsi, B est vraie.

Soit s > 2 tel que By, ..., By_1 soient vraies, soit u € {0,...,p*—1}¢ tel que {u/p*} € D
et tel que Agq(u),..., Ass—1(u) soient fausses. Nous allons montrer que, dans ce cas,
I'assertion A, o(u) est vraie ce qui prouvera que By est vraie et achévera la récurrence
sur s.

Raisonnons par I'absurde en supposant qu'il existe ¢ € {1,...,s} tel que
{—1 s—1
. Lak=0 u;p" - Zkzo up” D
ay = 7 = " §7_f s
p P
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i.e., pour tout L € {ey,...,e,,f1,...,f,},onaL-a, <1 On écrit

{g}:g:pfawp"ZZ;Eukp’““ _ A et
ps ps ps ps—ﬂ ps ¢

Comme {u/p°} € D, il existe L € {ey,...,e,,fi,... ,fqz} tel que

u L-a STl 1 sl
tep (Bl oL T g Tl
pS pS pg pS pg

ce qui donne que L - (Zi;z ukpk_”) >p**—1. Comme L- ( " }Zukp ) est un entier, on
obtient L - (3" yupt H>p e

s—1
u
{%} €D.
pS

En particulier, on a ¢ < s. On note v := 2;2 wp*f € {0,...,p°* — 1}% On a donc
{v/p*~*} € D et, en appliquant B,_,, on obtient qu’il existe i € {0,...,5 — £ — 1} tel que
As_gi(v) est vraie, i.e., pour tout r € {1,...,s — ¢ — i}, on a
s—0—1 k—i
. Vi
{ L } € D.
p
Or, pour tout k, on a v = ugyy, et done Y5 vyph~ " 1+1z u,p* ¢, Ainsi, I'assertion
Aé_e,L( ) devient : pour tout r € {1,...,5s —{ — z}, on a
k—i—t
uy
{Zk ZHpr p } e D:
qui n’est autre que lassertion A ;¢(u). Comme on a supposé que A;(u),..., Ass—1(u)

sont fausses, on obtient une contradiction. Ainsi A, (u) est vraie donc B, l'est aussi, ce
qui achéve la récurrence sur s.

Comme {u/p°} € D, l'assertion Bs donne qu’il existe i € {0,...,s — 1} tel que A,;(u)
est vraie, i.e. pour tout £ € {1,...,s— i}, on a {(Zz;i pk_iuk) /pf} € D. On a donc

s—1 i—1 s—1
(Z PPy, s — 2> eEN et u= Zpkuk +p' Zpk_iuk.
k=i k=0 k=i

Ainsi, le point (2) est vérifié avec s — i a la place de ¢, > ";_ }pk ‘u;, a la place de n et

22_:10 pFuy, a la place de j.

(2)=(1):Ona
J s—t
{E}:E:J—+p nz%:{ﬂt}ED
P’ P’ P’ p p

et donc {u/p°} € D, comme voulu. O
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D’apreés le lemme 18, on obtient que

U (N)={ue{0,....p°— 1} : {u/p’) ¢ D}. (7.2.3)

Ainsi, pour tout u € W (N) et tout £ > s, on a {u/p‘} = u/p* < u/p® = {u/p}, ce
qui donne que, pour tout L € {ey,... e, f1,...,f,} et tout £ > s, on a L-{u/p‘} <
L-{u/p°} <1 et donc {u/p‘} ¢ D. On obtient que, pour tout £ > s, on a A({u/p‘}) =0

et donc
038 ({5h) -2 ({5
0y (Q(u + p'm)) = eZA ({Hpﬂ}) - Z 8 <{z%}> Z;A ({Hpﬂ}) ’

ce qui donne . (Q(U‘Qﬂ) Z A ({u +p* m}) ‘ (7.2.4)

{=5+1
On note m = Y2 p*my, avec my, € {0,...,p — 1}%. Pour tout £ > s+ 1, on a

{u—irpsm} u+tpt Y phmy - itspkmk _{ m }

pZ — pl s pZ -8

et donc

ZzA ({u;#}) - ;.; o ({%}) (7.2.5)

> > w ({2 - le({ ) = s, 20

l=s+1
ou 'inégalité (7.2.5) vient du fait que, pour tout x € D, on a A(x) > 1. En utilisant (7.2.6)

dans (7.2.4), on obtient
( Qu + p'm)
Up

orr ™) = uy(g(m)

Ainsi, afin de vérifier le point (az), il nous suffit de montrer que, pour tout u € ¥ (N)
et tout v € {0,...,p— 1}¢ tels que v+ pu & V.1 (N), on a g(v + pu) € p*'Z,.
On écrit u = > 2" pFuy, avec uy € {0,...,p— 1}% On a {(v + pu)/p} = v/p et, pour

tout £ > 2, on a
{v—i—pu} _ V—|—p2i %pkuk
P’ P’
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On obtient
s+1 -2 L
VvV +pu vV + _ u
sty ) = 3to ({52 > 10 (V) + ( DRI )

Ainsi, si on montre que v/p € D et que <v+p2i_:%pkuk> /p* € D pour tout £ €
{2,...,s+ 1}, alors on aura bien v,(g(v + pu)) > s + 1.

— Montrons que v/p € D.

Comme v + pu ¢ U, 1(N), on obtient, d’aprés (7.2.3), que {(v + pu)/p*™'} € D. 1l
existe donc L € {ey,...,e,,f1,...,£,} tel que L - {(v + pu)/p*t'} > 1. On obtient

vApYioptup Zk DrmoPrug v u
pstl =L pb+1 +L p° =L pstl +L- e[ (7:2.7)

Comme u € VU (N), on a {u/p*} ¢ D et donc L - {u/p*} < 1. On a L-{u/p°} € I%N
donc L - {u/p*} < (p* — 1)/p® et on obtient, via I'inégalité (7.2.7), que L - v/p**t > 1/p°,
i.e. L-v/p>1. Ainsi, on a bien v/p € D.

1<L-

— Montrons que, pour tout £ € {2,...,s+ 1}, on a (v +p2f€ Zopkuk> /p’ € D.

On suppose que s > 1. Soit £ € {2,...,5s+ 1}. On a

v+ s pku v+ 2 ok pSETh phuy,
1<L. p%ﬁ;‘)p . o p%jlop L Zk;ﬁﬁ (7.2.8)

Onau€ U (N) et u=muy+p> i p" 'u Ainsi, en appliquant (5.3.14) avec ¢ = 0,
on obtient que S0t pFtuy, € W, (N). En itérant (5.3.14), on obtient finalement que
Zk — Py € Uy g (N). D’aprés le lemme 18, cela donne

s—1
ka:z—1pkuk Zk —— Py . {Zk —— P Hluk} ¢ D

ps+1 o ps 0+1 ps- +1

En particulier, on obtient que

k—0+1
Zk —1 P uy 1

pb —L+1 ps—f—l-lN

et donc o
+1 -
Zk —¢—1P u,  pttt -1
ps /+1 — ps—f—i-l

En utilisant cette derniére inégalité dans (7.2.8), on obtient que

LovEp w1
ps—i—l — ps—€+1'
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Ainsi, pour tout £ € {2,...,s+ 1}, on a

-2 L
L-{Vip“} :L.V“’Z’fop S > (7.2.9)
p p

et on obtient bien que, pour tout £ € {2,...,s+ 1}, on a {(V + pu) /pe} € D. Ceci achéve
la vérification du point (ay) du théoréme 6.

Vérification des points (a) et (a;) du théoréme 6

Pour tout s € N, tout v € {0,...,p — 1}% et tout u € U (N), on pose O (v + up) :=
O(v+up)siv+up ¢ Uy (N), et O5(v+up) :=g(v+up)siv+up e ¥y (N).

Le but de cette partie est de démontrer le fait suivant : pour tout s € N, tout v €
{0,...,p—1}% tout u € ¥ (N) et tout m € N on a

s+1 s
Q(v + up) Q(u) 0s(v + up)

ce qui démontrera les points (a) et (a;) du théoréme 6. En effet, pour tout v € {0,...,p—1}4
et tout u € U (N), on a Q(v +up) € g(v + up)Z, de sorte que

or1 g(m) er1 g(m)

P vru) S Qlvrup)”

et (7.2.10) implique bien (a). De plus, par définition de 6, lorsque v +up € ¥, (N), la
congruence (7.2.10) implique bien (ay).

La congruence (7.2.10) est vérifiée si et seulement si, pour tout v € {0,...,p — 1}¢,
tout u € U, (N) et tout m € N, on a

(1 _Qv+up)  Qu+mp’) > Qv +up+mp™) o gm)
Q(u)  Q(v+up+ mpstt) Q(v + up) 0,(v+up) "
Dans la suite, on pose
Q(v+up)  Qu+mp’)
Xs(v,u, = .
V)= ) O+ up )
Ainsi, pour démontrer (7.2.10), il nous suffit de montrer que
s+1
(X,(v,u,m) — 2V Tt mp) Qv w), (7.2.11)

g(m) Os(v +up)

Afin d’estimer la valuation de X,(v,u, m) — 1, posons, pour tout v € {0,...,p — 1}4,
tout u € {0,...,p° — 1}4, tout s € N et tout m € N,

fi- fi-mp*®
2T (1 )
L (1 )
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Pour s € N, m € N? et a € {0,...,p* — 1}¢, on note

me 2 a({5)

On énonce quatres lemmes, que I'on démontre dans la partie 7.2.2.

Lemme 19. Pour tout s € N, tout v € {0,...,p—1}%, tout u € U (N) et tout m € N%, on
a Xs(v,u,m) € Yi(v,u,m) (1 + p**'Z,) et v,(Ys(v,u,m)) > ns(u,m) — ns1(v + up, m).

Lemme 20. Soit s € N, v € {0,....,p—1}¥ et u € {0,...,p* — 1}4. S’il emiste j €
{1,....s + 1} tel que {(v +up)/p'} ¢ D, alors on a Y,(v,u,m) € 1+ p*7Z,.

Lemme 21. Pour tout s € N, tout a € {0,...,p*" — 1}¢ et tout m € N, on a

7]3-1—1(3-7 m) 2> M(m) (7'2'12)

vy (Q(a;(mpﬁl ) §A ({ }> (7.2.13)

Lemme 22. Soit s € N et a € U,(N). On av,(Q(a)) =>;_, A ({a/p'}).

et

Afin de montrer (7.2.11), on va maintenant différencier deux cas.

— Cas 1 : Supposons qu’il existe j € {1,...,s+ 1} tel que
{V T up } ¢ D. (7.2.14)
p}
Soit, jo le plus petit des j € {1,..., s+ 1} vérifiant (7.2.14). D’apres le lemme 20 appliqué
en jo, on obtient Y(v,u,m) € 1 4 p*70+2Z, et donc, d’aprés le lemme 19,

vp(Xs(v,u,m) —1) > s — jo + 2.

D’aprés (7.2.13), on obtient

o (6 = ) ST o ) 1) ¢ 3 a ({0

g(m) =

' s+1 v—|—up
ZS—JO+Q+ZA i .

/=1
(7.2.15)

Pour tout £ € {1,...,50 — 1}, on a {(v + up)/p’} € D et donc A({(v +up)/p‘}) > 1
On obtient 371 A({(v +up)/p’}) > jo — 1 ce qui, joint a (7.2.15), donne

v, <(Xs(v,u, m) — 2V F ;fg)mps+l>> > s+ 1. (7.2.16)
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Siv+up ¢ U, (N), alors on a 6,(v + up) = Q(v + up) et

s+1 Q(V + llp) — s+1
0s(v + up) '

Ainsi, lorsque v +up ¢ U, ;(N), I'inégalité (7.2.16) donne bien (7.2.11).

On suppose, dans la fin de la démonstration du cas 1, que v + up € ¥, (N), ainsi
0s(v +up) = g(v + up). Montrons qu’on a v,(g(v + up)) > jo — 1. En effet, pour tout
(e{l,....50—1}, on a {(v+up)/p’} € D et donc

g(v + up)) :21 ({V+“p}> > o — 1.
=1

D’aprés (7.2.15), on obtient

Uy <(X5(V, um) — 1)

> s — jo+ 2+ v,(g(v + up)) <§A<{V+up})—vp(g("+up))>

Q(v +up + mp*tt)
g(m)

>(s—jot2)+jo—1+u <H> (7.2.17)
Q(v + up)
ZSJFHfUp(Q(VHlp))

ou l'on a utilisé dans (7.2.17) le lemme 22 appliqué avec s + 1 a la place de s et v+ up a
la place de a qui donne v,(Q(v 4+ up)) = 3511 A({(v +up)/p'}). On a donc bien (7.2.11)
dans ce cas.

~ Cas 2 : Supposons que, pour tout j € {1,...,s+ 1}, on ait {(v+ up)/p’} € D.
En particulier, on a v +up ¢ V. 1 (N) et donc 65(v + up) = Q(v + up). De plus, on

obtient que
s+1 v+ up
ZA <{ }) > s+ 1.

Si v, (Ys(v,u,m)) > 0, a]ors, d aprés le lemme 19, v,(X,(v,u,m) — 1) > 0 et, d’aprés

(7.2.13), on a
Q(v + up + mp*t!) S v+ up
(B 2 e ({5 2

On a donc bien (7.2.11).
Supposons maintenant que v,(Y;(v,u,m)) < 0. Dans ce cas, d’aprés le lemme 19, on a

UP(XS(V7 u, m) - 1) = Up(}/;(vv u, m)) > ﬂs(u» m) - 77s+1(V + up, m)
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De plus,

(L + up 4 mpt*)) = i A ({v + up + mp**! })

¢
=1 p
am v+ up - v +up + mp*tt
2o ({5 XA ()
=1 p 0=s+2 p
s+1
= A ({V+gup}> +ns+1(V+uP»m)~
=1 p
Ainsi, on obtient
s+1
o (X (v, m) — 1) 2P )
g(m)

s+1

vV +up

> ns(uv m) —775+1(V+up7 m)+ZA ({ pg }) +775+1<V+up7 m) _M(m)
=1

> 5+ 1+ 7,(u,m) — p(m),

Si s =0, alors on au =0,

o -5 ({2]) =S (2}) o

et on a bien (7.2.11). En revanche, si s > 1 alors, en utilisant le lemme 21 avec s — 1 a la
place de s et a = u, on obtient n,(u, m) > x(m), ce qui donne bien (7.2.11). Ceci achéve la
preuve de I'équation (7.2.10) modulo celles des divers lemmes, ce que 1'on fait maintenant.

Démonstration des lemmes 19, 20, 21 et 22

Démonstration du lemme 19. On veut montrer que X4(v,u,m) € Y;(v,u,m)(1+p**'Z,).
On a

Qv +up) QMup+mp*™)  Qup) Qu+mp’)

Xs(v,u,m) = . 7.2.18
V) =T 0t Qv up mp ) Q) Qup rmp )
En appliquant le lemme 13 avec ¢ = u, on obtient
Qup) Q(u+ mp’) 1
€l+p ™'z,
Q(u) Q(up +mp*+) b
ce qui, joint & (7.2.18), donne
s+1
Xy(v,u,m) e 2V ) _Quptmp™) ey (7.2.19)

Q(up) Q(v+up+ mpstt)
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De plus, on a
Q(v+up) Qup+mp*t)
Qup)  Q(v +up + mp**1)
(11, 113 1<e1 up+ k) ( (- (ap+mp) + 1))
( 2 TN up+ k) (T i+ (up + mp 1) 4 k) )

s+1

)
2 I 1<1+#>
)

f;-up+k

q1 e;'v e;- mps+1
k=1 (1 + e;-up+k

Side{ey,...,eu. f1,....f, et ke {1,...,d- v}, alors d - up + k est divisible par p
si et seulement §’il existe j € {1,...,[d-v/p]} tel que k = jp. On a donc

ﬁ(H d.mps+1> :LdﬁpJ <1+%> 1+ 0.

P d-up+£k e
D’ou
[£v/p] fim
Q(v+up)  Qup+mp™t!) S (1 o uf]> (1+0(*™)
s+1) e;'v €;-m,
Qlup) Qv +up+mpiT) ngJ“0+a%)

=Y,(v,u,m)(1+ O(p°th))

et donc X (v,u,m) € Y;(v,u,m)(1 + p*'Z,), comme voulu.

On va maintenant montrer qu’on a bien aussi
’UP(Y:?(V7 u, m)) 2 775(117 m) - 775+1(V +up, m)
On a vu ci-dessus que v,(Ys(v,u,m)) = v,(Xs(v,u,m)). Or, d’aprés (7.2.19), on a aussi

Qv +up)  Qup +mp*) )
Q(up)  Q(v+up+mptt)

(X)) = o,

vp(Q(V +up)) — v,(Q(up)) + v,(Q(up + mp*™*t))
—,(Q(v + up + mp**1))

E()-Sa(l5h e (=)

Ta(ery)
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Ba(fro)) Lol

=1 p =1
o0 s+1 s+1
:ZA({v—I—gup >_ A({v—i—up}) ZA({V+up+mp })
p
(=1 /=1 l=s+2
-2 a ({5 - XA ()
(=542 l=5+2 P’
= Ns41(V +up,0) — 1511 (v + up, m)
et

(PO WN(ES)
) i A({5)- i A({* ) = w0 - ),

Up(}/S(Vv u, m)) = Ts+1 (V + up, 0) - 7]5(117 0) + TIs(U-, III) - ns+1(v + up, Il’l)

donc

Il nous reste a montrer que si u € U (N), alors on a 1,1 (v +up, 0) —ns(u,0) > 0. Comme
u € W, (N),ona{u/p‘} ¢ D. Ainsi, pour tout ¢ > s+1et tout L € {eq,...,e,,f,...,f,},

on obtient que
L-{%}:L-%gL‘E:L-{E}<1,
p p p? p?

i.e., pour tout £ > s+ 1, {u/p‘} ¢ D. On a alors ny(u,0) =372 | A ({u/p‘}) =0 et
Ns+1(V +up,0) — ns(u,0) = Ns41(v +up,0) > 0,

ce qui achéve la preuve du lemme 19. O

Démonstration du lemme 20. Soit s € N, v € {0,...,p—1}¥ et u e {0,...,p* —1}¢. On

écrit u= >~ jupp®, ou uy, € {0,...,p— 1}% Soit L € {ey,...,e,, f1,..., £, }. On définit

s+ 1 entiers naturels par les relations by, := |L-v/p| et by j+1 = [(L-ug +brk)/p| pour

k €{0,...,s—1}. On note, pour tout = € R, [x] I'entier immédiatement supérieur a z et

on définit s+ 1 entiers naturels ar, ; par les relations ar, o := 1 et ar, g1 := [(L-ug+ark)/p].
Dans un premier temps, nous allons montrer par récurrence sur r que ’assertion A, :

LL-V/pJ L X mps bL,T L . mps_,,,
Il+—— = 1 1+ 0@
1 < +L-u+n> 1 < +L'(Zzirukp’“—f)+n>( +OwT)

n=1 n=ar,r
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est vraie pour tout r € {0,...,s}.

On abry=|L-v/p|etaLp=1, donc Aj est vraie.

Soit r > 0. Supposons que A, est vraie et montrons A,.1. Sin € {ar,,...,br,}, alors
p divise L - (E?’:r ukpk_r) + n si et seulement si p divise L - u,. +n, i.e. si et seulement s’il
existe i € {[(L-u, +avr,)/pl,...,[(L-u. +br,)/p]} tel que L - u, +n = ip. On obtient
donc

blL_[ <1 + L-mp” )
L- (Z;o:r ukpk_T) +n

er+1
T L -mp™" s
- 1II <1+L( = - .)(1+0<p )

i=ar, r41 ’ Zk:'r—i—l ukpk T) + p

bL,rt1
o 7 L. mps—r—l S—7
— H (1 +1 o T Z) (14+0@p*™")). (7.2.20)

. k—r—1
1=ar, r41 2k:r+1 P

D’aprés A, et (7.2.20), on a bien A, 1, ce qui achéve la récurrence sur 7.

Soit L € {eq,....ey,fi1,...,f,}. Nous allons montrer par récurrence sur k que l’asser-
tion By, : apy > 1 ot b < [L {(v +up)/p**1}]| est vraie pour tout k € {0,...,s}.

Onaarg=1etbrg=|L-v/p| =|L-{(v+up)/p}], donc By est vraie.

Soit k > 0. Supposons que By, est vraie et montrons Bi, 1. On a

appr1 = [(L-wg +apg)/pl et bpppr = [(L-we +bog)/pl,
donc ag k41 > [(L-up+1)/p] > 1et

Lw L (v+u w v+ u;
bL i1 < { f { k+1p}J - \‘L' ( kf+2 + pzk:jﬂo v
p p p p p
VvV +up
- {5
ce qui achéve la récurrence sur k.

Soit j € {1,...,s+1} tel que {(v+up)/p’} ¢ D. Pour tout L € {ey,...,e,,f1,...,f,},
on obtient, via Bj_1, que arj—1 > 1 et by ;-1 < |L-{(v+up)/p’}] = 0. Ainsi, d’aprés
A;_i,ona

S

[L-v/p] L-mp
1 e =1 O s—j+2
H < i L-u+ n) Ol )

n=1
et donc
HLf 7 (1 i) o
B cutn /o p ) _ s—j+2
Yolv,u,m) = les: V/p 4 eimp® 14+ O(p*=9+2) =1+00 )
H e,- u+n
ce qui achéve la preuve du lemme 20. 0
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Démonstration du lemme 21. Dans un premier temps, nous allons montrer qu’on a bien
(7.2.12). Ecrivons m = > 7_ myp”, ot my € {0,...,p—1}%. On a

i 5 5(2557)) S
12(&({“%‘})—1@({“1; D)

B > a+ ZIZ s— kapk+s+1 Zi:é_2 mkpk+s+1
= Z A 7 - 1D ¢ .
{=s+2 p p

De plus, pour tout ¢ > s+ 2, on a

ﬁ—_s—z mkpk—i-s-i-l a+zﬁ 5=2 .11 k+s+1 _ (pe _ 1)1

k=0 d
0< o < o ST € [0, 1%
Donc
l—s—2 k+s+1 (—5—2 k+s+1
1D< k=0 II;kp ) =1 = k=0 II;kp €D
p p
= 5 2 k+s+1
a-—+
Z pf eD
l—s— 2 k+s+1
= A <a+ L= ) >1
pf -

et donc 7s,1(a,m) — pu(m) > 0. Ceci termine la preuve de (7.2.12).
Montrons maintenant (7.2.13). On a

(S5 S0 ({222

=§A({ 1)+ 3 a({B5)) -
= §A ({E}) + ns+1(a, m) — p(m),
i

Z§A( ) o)

ou dans (7.2.21), on a utilisé I'inégalité (7.2.12). O
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Démonstration du lemme 22. On a v,(Q(a)) => o A ({ﬁ}) Comme a € U, (N), on a
{a/p°} ¢ D et, pour tout £ > s+ 1 et tout L € {ey,...,e,,fi,...,f,}, on obtient

L{%}iD%SL“i:.{3}<L
p p p* p°

i.e. {a/p'} ¢ D. Ainsi, pour tout £ > s+ 1, on a A ({a/p‘}) = 0. D’out le résultat. O

7.3 Démonstration du théoréme 5

Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes vérifiant |e| = | f] et telles
que, pour tout x € [1/M, ¢, 1], on a A, s(z) > 1. Soit # > 1 un diviseur de M, s tel que,
pour tout élément L de e et f, on a que 6/pged(L,0) divise Dy. On doit montrer que

(=g ()7 € Z[[2]].

En notant e = (e1,...,e,) et f=(fi,..., fg), on rappelle qu'on a

2—1(1 f(Z) = Hgi1 qei,e,f(z)e"'
€, - L
L ie(2)f

11 suffit donc de montrer que, pour tout L € {ey,...,eq, f1,..., [}, ON &
QL. (2)17 = (q e, g ()P EO/0) EIEcAO) € T[],

ce qui est impliqué, comme L/pged(L, 0) € N, par le fait que, pour tout élément L de e et
F, on a gup g (z)PA0000 € Z][2]]

Soit L € {e1,...,eq, f1,---, fe} €t kr € N tel que Dy = pg+(L,®kL' D’aprés le théo-

réme 4, on a qr. ;(2)/P* € Z[[2]] donc on a bien

QL. ()N = (qp o (2)/ P20 € Z[[2]).
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Chapitre 8

Démonstration du théoréme 3 et du cas
(22) du théoréme 2

8.1 Démonstration du cas (ii) du théoréme 2

On se place sous les hypothéses du théoréme 2. On suppose de plus que A, s’annule
en Xy € D, . Dans la partie 8.1.1, nous démontrons un résultat d’analyse élémentaire qui
nous sera utile dans la preuve du point (ii) du théoréme 2.

8.1.1 Préliminaires
Un résultat d’analyse élémentaire

Le but de cette partie est de montrer qu’il existe un ouvert non vide U de D, y tel que,
pour tout x € U, tout i € {1,...,¢q;} et tout j € {1,...,¢q2}, on a |e; - x| = |e; - x¢],
ei-x 70, |fj- x| =[f; - Xo], f; - x#0ete;-x#1f;-x.

En particulier, pour tout x € U, on aura A, s(x) = A, s(xg) = 0. Nous utiliserons cet
ouvert U dans toute la suite de la démonstration.

Dans un premier temps, on démontre le lemme suivant que nous utiliserons aussi pour
la démonstration du point (iz) du critére de Landau.

Lemme 23. Soit u = (uy,...,u,) une suite de vecteurs de N¢ et xq € R?. Alors, il
existe ;1 > 0 tel que, pour tout x € R? vérifiant 0 < x < pl et tout i € {1,...,n}, on a
|u; - (x0+%x)] = |uw; - x0].

Démonstration. Pour tout y > 0, il existe v, > 0 tel que |y + v, | = |y]. Ainsi, en posant
vi=min{ry,.x, 1 <i<n}>0,
on obtient que, pour tout i € {1,...,n}, on a |w;.Xg + | = [u;.Xo]. Ainsi, en posant

po=min{v/|u| : 1 <i<n,u; #0} >0,
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on obtient que, pour tout 0 < x < pl et tout i € {1,...,n}, on a u; - x < p|u;| < v donc
|u; - (X0 +x)] = |u; - x¢]. Ce qui termine la preuve du lemme. O

En appliquant le lemme 23 avec, a la place de wu, la suite constituée des éléments
de e et f, on obtient qu’il existe g > 0 tel que, pour tout x € [0,u]? et tout L €
{e1,...,eq,f1,...£,}, on a |[L - (xo +x)] = |L-x|. Comme x, € [0,1[, il existe
> 0, uy < p, tel que, pour tout x € [0,4]% on a xp +x € [0,1[%. Comme x, € D, ,
il existe L € {ey,...,e,,f1,...,f,} tel que L - xy > 1, ce qui donne que, pour tout
x € [0, u1]% on a L+ (xg+x) > L-x > 1 et donc, comme xq + x € [0, 1[4, on obtient que
Xo +x € D, ;. Ainsi, il existe un ouvert non vide U, de D, tel que, pour tout x € U; et
tout L € {ey,...,e,,f1,...,f,},ona |L-x| =|L-x¢].

Pour tout i € {1,...,q} et tout j € {1,..., g2}, on définit les ensembles H,, := {x €
R? : e -x = 0}, He, = {x € R f;-x =0} et Heyp, = {x € R? : e -x =f; - x}.
Comme e et f sont deux suites disjointes constituées de vecteurs non nuls, on obtient que
les He,, Hs, et He, s, sont des hyperplans de R? et sont donc des fermés d’intérieurs vides
de R?. Ainsi, leurs complémentaires sont des ouverts denses dans R? et le complémentaire
Us de la réunion des He,, He, et He, g, est un ouvert dense dans R%. On obtient donc que
U :=U; NU; est un ouvert non vide de D, s et que, pour tout x € U, tout i € {1,..., ¢}
et tout j € {1,...,q},onabiene; - x#0,f; - x#0,¢e;,-x#f;-x, [e;-x| = |e;-X¢] et
f5 - x] = [f; - x0].

Un lemme technique

Le but de cette partie est de démontrer le lemme suivant.

Lemme 24. Soit E := (F,.. ., qu) et F := (Fy,.... F,,) deux suites d’entiers strictement
positifs disjointes. On note A = {F,.. qu,Fl, o Fpt ety < oo <y =1 les
rationnels qui vérifient {v1,..., %} = UaE.A o a, o —1 1} et m; € Z Uamplitude du saut
de Agr en ;. Soitb € R, b Z 0. Sl existe ig € {1 .t} tel que Ag g soit positive sur
(Y1, Yio], alors on a

i mp 10 1 my
>0 et 1+ > 1.
,;wrb H< %+b)

k=1

Démonstration du lemme 2/. Dans cette démonstration, pour tout k € {1,...,¢}, on note
Ok := Yk + 0. Les suites E et F sont disjointes donc 3 = 1/ Mg est un saut effectif de A.
Comme, pour tout x € [y1,7;,], on a A(z) > 0, on obtient A(y;) > 1, i.e. my > 1. Ainsi,
si ip = 1, alors on a bien my/d; > 0 et (1 +1/6;)™ > 1. On suppose que iy > 2 dans la
suite de la démonstration. On va maintenant montrer par récurrence sur ¢ que, pour tout
te{2,...,ip}, on a

¢ ¢ ¢ m S m
1 1 k 1 k=1
E 7:;— 5— E et I | (1+5—k> > <1+(5_g> . (8.1.1)



Ona%>--->5—1tetm121donc

_+@ _+_ et 1+ 1 mi 1+ 1 mo 1+ 1 mi1+mso
51 52 52 (52 (51 62 62 ‘

Ainsi, (8.1.1) est vraie pour £ = 2. Si ig > 3, soit £ € {2,...,ip — 1} tel que (8.1.1) soit
vraie. Par hypothése de récurrence, on a

+1 (+1 my, o1 myyq
Me+1 1 1 k=1 1
—_— > — , t 1 > 1+ — 1+ — )
Z(Sk 5€ka+ € H( +5k) < +513> +5€+1

1)
=1 t+1 k=1

Comme A est positive sur [y1,7,,], on obtient S5 my > 0 et donc

1 ‘ 1 ¢ 1 Zi:ﬂ"k 1 Zf;:lmk
— > — et 1 14— ‘
2 G 2 (1+5) 7 = (1e5m)

01

Ainsi, on a bien

+1

041 (+1 0+1 1\ ™ 1\ Skl
3 ka H(1+5—k) ><1+—) ,

7 o )
= O £+l bl 0+1

ce qui achéve la récurrence.
En utilisant (8.1.1) avec £ = iy, on obtient

0 M %0 1 mp 1 EZ():lmk
25 ka>0 et H(1+5k) >(1+5f) > 1,

k=1 ’0 k= k=1 io

ce qui achéve la preuve du lemme. O

8.1.2 Le cas des applications miroir

Le but de cette partie est de montrer qu’il existe k € {1,...,d} tel qu’il n’existe qu'un
nombre fini de premiers p tels que ¢ rx(2z) € 2xZ,[[z]]. D’aprés la partie 6.1, il nous suffit

de montrer qu’il existe k € {1,...,d} tel que, pour tout nombre premier p assez grand,
il existe a € {0,...,p — 1}¢ et K € N? tels que ®,,(a + pK) ¢ pZ,. Nous allons en
fait montrer qu’il existe k € {1,...,d} tel que, pour tout premier p assez grand, il existe

ac€{0,...,p— 1} tel que ®,(a) ¢ pZ,. Dans ce cas, on a

q2
O, (a) = —pQ(a (Ze aer fo’“)Ha.fi) (8.1.2)
=1
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Pour tout d € N? on a

|d-a/p|
PHda—pZ——p Z mod pZ,
ld- a/pJ 1
= Z = mod pZ,.
=1 J

Pour tout k € {1,...,d} et tout x € [0, 1], on pose
q1
i=1

Ainsi, pour tout k € {1,...,d} et touta € {0,...,p—1}¢, ona ®,,(a) = —Q(a)¥x(a/p)
mod pZ,. Il nous suffit donc de montrer qu’il existe k£ € {1,. .., d} tel que, pour tout premier

p assez grand, il existe a € {0,...,p — 1} tel que v,(Q(a)) = v,(¥1(a/p)) = 0. On note

M :=max{|d| : d € {ey,...,ey,f1,...,f,}} dans la suite de la démonstration.

Il existe une constante P; > M telle que, pour tout nombre premier p > Py, il existe

a, € {0,...,p— 1} tel que a,/p € U. Pour tout £ > 2, on a a,/p* < a,/p* < 1/p et donc,

pour tout L € {ey,...,e,,f1,...,f,},onaL-a,/p* <L-1/p < M/p < 1. Ainsi, pour
tout premier p > P, et tout £ > 2, on a a,/p’ & D, ;, ce qui donne

> a a
o) =3 A (—) A (—) o,
— p p

car A, s est nulle sur U et sur [0, 1[\D, ;.

Il suffit de montrer qu’il existe k € {1,...,d} et une constante P > P; tels que, pour
tout premier p > P, on a v,(¥y(a,/p)) = 0.

Pour tout premier p > Py, tout i € {1,...,¢1} et tout j € {1,...,¢2}, on note «; :=
le;-a,/p] et B; := |f;-a,/p|. Par construction de &/ et comme a,,/p € U, on a |e;-a,/p| =
le; - xo] et |f;-a,/p|] = |f; - xo]. Ainsi, les o; et 3; ne dépendent pas de p. Il existe donc
une constante P > Py telle que, pour tout premier p > P et tout k € {1,...,d}, on a

g2 |fix] f(
Sk

J=1 i=1 j=1

leix] (k)
e

a oo (k) @ B gk

RO

i=1 j=1 i=1 j=1

“U {0}

Vi(a,/p) =

I1 nous suffit donc de montrer qu’il existe & € {1,...,d} tel que ¥(a,/p) # 0. Pour
cela, nous utilisons le lemme 24 avec E, := (e; - a,,...,e, - a,) & la place de E, F,, :=
(fi-a,,....f, a,) alaplace de F et b= 0.

On doit montrer, dans un premier temps, que E, et F, sont deux suites d’entiers
strictement positifs disjointes. En effet, par construction de U, pour tout i € {1,...,¢} et

tout j € {1,...,¢q2},onae;-a,/p#0,f;-a,/p#0ete -a,/p#f- a,/p, donce;- a,#0,
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fi-a, # 0 et e;-a, # f; - a,, ce qui donne bien que E, et F, sont deux suites d’entiers
strictement positifs disjointes.

On note A :={e; - a,,...,e, - ap,fl ay,...,f,a,}, 1 < - < =1 les rationnels
qui vérifient {~y,..., %} = UaeA{a, TR %1, 1} et m; € Z I'amplitude du saut de Ag, ,
en ;. Comme a,/p € Dey, il existe a € A tel que a > p et donc max(A) > p. Ainsi, on
ay = 1/max(A) < 1/p. 1l existe donc iy € {1,...,t — 1} tel que v, < 1/p < 7ip41. De
plus, pour tout z € [0, 1], on a

q2

AE[an(x) = Zt(ei cay)r| — Zt(fj ray)z] = A, p(za,) > 0,

J=1

car Ay est positive sur [0,1]% En particulier, Ag, g, est positive sur [y, 7).
On peut donc appliquer le lemme 24 qui donne que

0 Lc/p] Ld/pJ
0<> — ZZ——ZZ— (8.1.3)
=1 Vi ceE, j=1 deF, j=1
q1 |ap-ei/p] a a2 lapfi/p] a Z
AR S
1= j= 1=

(k) @2 B f(k)

Q; d
S 9 S LR w5 i) D oL
i=1 j=1 J '] k=1

i=1 j=1

ot I'on a utilisé, dans (8.1.3), le fait que les abscisses des sauts de Ag, g, sur [0,1/p] sont
exactement les rationnels de la forme j/a avec a € A et j < |a/p], et le fait qu'une abscisse
j/a correspond a un saut d’amplitude positive si a € E, et & un saut d’amplitude négative
sia € F).

Il existe donc k € {1,...,d} tel que ¥r(a,/p) # 0 et, pour tout p > P, on a bien

Ge.sk(2) & Zp|[2]]-

8.1.3 Le cas des applications de type miroir

D’apreés la partie 8.1.2, il existe kg € {1,...,d} tel qu'il n’existe qu'un nombre fini de
premiers p tels que ge, rx,(2) € Zy[|z]]. Pour terminer la preuve du point (44) du théoréme 2,
il nous suffit de montrer que, pour tout L € & tel que L(*0) > 1, il n’existe qu'un nombre
fini de premiers p tels que g, ¢(z) € Z,[[z]]. Dans la suite de la démonstration, on fixe
un L € & tel que L% > 1 (1). Nous allons séparer la preuve en deux cas selon que
|IL-x0] =0ou |L-xq] #0.

D’apres la partie 8.1.2, on sait qu’il existe une constante P; telle que, pour tout premier
p > Py, il existe a, € {0,...,p — 1} tel que a,/p € U et v,(Q(a,)) = 0.

1Un tel L existe car qe 1k, (2) & 21,Z[[2]].
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Lorsque |L-x,] #0

Le but de cette partie est de montrer qu’il existe une constante P > P; telle que, pour
tout premier p > P, on a ¥, ,(a,) ¢ pZ,, ce qui, d’aprés la partie 6.1, montrera bien qu'il
n’existe qu’un nombre fini de premiers p tels que qr . r(z) € Z,|[z]].

On rappelle que, pour tout a € {0,...,p— 1}, on a

Ppp(a) = —pQ(a)Hya = —Q(a)H|La/p) mod pZ,. (8.1.4)

Pour tout premier p > Py, ona |L-a,/p| = |L-x¢| # 0donc Hiy.a,/p) € {H1,..., Hy}
Il existe une constante P > P; telle que, pour tout premier p > P, on a {Hi,..., Hy} C
Z). Ainsi, pour tout premier p > P, on a Q(a,)H|r.a,/, € Z; et, dapres (8.1.4), on
obtient bien que @y, ,(a,) ¢ pZ,.

On remarque que dans ce cas, nous n’avons pas utilisé I’hypothése L*0) > 1.

Lorsque |[L-x,] =0

Le but de cette partie est de montrer qu’il existe » € N, > 1 et une constante P’ > P;
tels que, pour tout premier p > P’, on a @, ,(a, + prly,) ¢ pZ,. D’aprés la partie 6.1, ceci
montrera bien qu’il n’existe qu’un nombre fini de premiers p tels que g f(z) € Z,[[z]].

Dans la suite, pour tout k € {1,...,d}, on note Ry, la fraction rationnelle définit comme
suit.

3111_[% (1 + J—X)

5 )
311 Hj:l (1 + TX>

Nous allons utiliser le lemme suivant, que nous démontrons a la fin de cette partie.

Ry (X) =

(8.1.5)

Lemme 25. Pour tout r € N, r > 1, il existe une constante P, > Py telle que, pour tout
premier p > P, et tout k € {1,...,d}, on a

P p(a, +prily) = Z 10 Q@) Q1) Q((r — j)1k) (Re(j) — Ri(r — j)) mod pZ,.

D’aprés la fin de la partie 8.1.2, on sait que
(ko f(ko

P)ILES 3 i

i=1 j=1 i=1 j=1

(8.1.6)

L’inégalité (8.1.6) donne que Ry, (X) n’est pas constante de valeur 1. Il existe donc
r € N tel que Ry, (r) # 1. Soit 7o le plus petit entier non nul vérifiant Ry, (r9) # 1. En
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appliquant le lemme 25 avec kg a la place de k et ry a la place de r, on obtient qu’il existe
une constante P,, > P; telle que, pour tout premier p > P,,, on a

(I)L»p(ap"'pri)lko)
== Z HjL(’“O) Q(ap)Q(jlko)Q((rO - j)lko) (Rko (]) — Ry, (7”0 - ])) mod pr
=1

= —H, 1,00 2(a,)Q(roly,) (Ri,(ro) — 1)  mod pZ,, (8.1.7)

ou l'on a utilisé dans (8.1.7) le fait que, pour tout j € {1,...,79 — 1}, on a Ry, (j) =
Ry, (ro — j) = 1. Comme Ry, (rg) # 1, on obtient que si L) > 1, alors il existe une
constante P > P, telle que, pour tout premier p > P, on a

HTOL(ko)Q(ap)Q(rolko) (Rko (TO) - 1) € Z;

et donc @y, ,(a,+proly,) ¢ pZ,, ce qui achéve la preuve du point (i¢) du théoréme 2 modulo
la preuve du lemme 25.

Démonstration du lemme 25. D’aprés la partie 6.1, pour tout premier p > P; et tout
K € N¢ on a

CI)Lp a, + PK) = Z 9(K ap + pj) (HL-(K—j) — pHL-(ap—i-pj)) . (8.1.8)

0<j<K
De plus, on a pHr,.(a,+pj) = H{L.ap:pL.jJ mod pZ, avec L%J =|L-a,/p|+L-j=L-j

car |L-a,/p] = |L-xo| = 0. Ainsi, pour tout K € N? et tout j € N j < K, on obtient
que

QK —j)Q(ay + p))pHL.(a,+p5) = QK —j)Q(a, + pj)Hr; mod pZ,. (8.1.9)
En utilisant (8.1.9) dans (8.1.8), on obtient que, pour tout K € N%, on a
oy, ,(a, + pK)
> QK —§)Qa, +pi) (Hr x5 — Hj) mod pZ,

=— > Huy(Qa, +p) QK —j) — Q1) Qla, +p(K - j))) mod pZ,

_ ¥ (et Qe taK-i))

= Ogg:K Hy,59(a,) Q) (K —j) (Q(ap)Q(j) Q) QK —j) > d pZ,.
(8.1.10)

En appliquant (8.1.10) avec r1; a la place de K, on obtient finalement que
CI)L p(ap + pr]—k) =

Z L(k)Q a,)Q(j1;)Q((r—75)14) <Q(ap + pjli) Qa, + (r—7)1x)

Q(a,)Q( 1) Qla,)Q((r —j)1x)

> mod pZ,.

(8.1.11)
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Nous allons maintenant montrer que, pour tout n € N et tout k € {1,...,d}, on a

Q(a, + pnly)
Q(a,)Q(nly)

ce qui nous permettra de conclure. On a

Q(a, + pnly) _ Q(a, + pnly) Q(pnly)
Qay)Q(nly)  Q(ay)Q(pnly) Qnly)
1 ;11 ) Hez ap (pne( ) +7)

= Q) 1, [ ot <) O (8.1.13)

= Ry(n)(1+O(p)), (8.1.12)

(k)

qll He, ap (1 + pne )
(1+0(p))
i-a ne®)
| g (1 + )

T
- Rk(n)(l - O(p)),

ou l'on a utilisé dans (8.1.13) le lemme 13 appliqué avec s = 0, ¢ = 0 et nl; a la place de
m, qui donne Q(pnly)/Q(nly) =1+ O(p) et, dans (8.1.14), on a utilisé le fait que, pour
tout d € {ey,...,e,,f1,....f,} et tout j€{1,...,d-a,},on a 1+M 1+ 0(p) sij
n’est pas divisible par p.

Il existe une constante P, > P; telle que, pour tout premier p > P, et tout n €
{0,...,7}, on a Ri(n) € Z) et H,po € Z,. Ainsi, en utilisant (8.1.12) dans (8.1.11), on
obtient bien que, pour tout premier p > P,, on a

Prp(a +prie) = = Y HipwQa,) QL) Q((r — j)1k) (Ri(j) — Bilr —j))  mod pZy,

=1

ce qui achéve la preuve du lemme 25. O

.2 Démonstration du théoréme 3

On se place sous les hypothéses du théoréme 3. Le but de cette partie est de montrer
qu’il n’existe qu'un nombre fini de premiers p tels que . rx(z) € z:Zy[[2]] et que, pour
tout L € & ¢ vérifiant L® > 1, il n’existe quun nombre fini de premiers p tels que
QL f(z) € Z,[[2]]. On fixe L € &, ; vérifiant L*) > 1 dans cette partie.

D’aprés la partie 6.1, il nous suffit de montrer que, pour tout premier p assez grand, il
existe a € {0,...,p— 1} et K € N tels que ®,x(a + Kp) ¢ pZ, et 1, ,(a+ Kp) & pZ,.
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En fait, nous allons montrer que, pour tout premier p assez grand, on a ®,(ply) ¢ pZ,
et @y, ,(pli) ¢ pZy. On a

Py (p1y)
1
7=0
q2
1 ) (Z e,gk)He(k) - Zfi(k)Hf_(k)> —pQ plk <Ze( )H k - Zf(k)H (k) )
=1 =1 =1
(8.2.1)
et
1
Opp(ple) = > Q((1 = 5)1k) QUipLe) (Hymwa_j) — PHyw )
=0
= Q1) Hyw — pQ(p1k) Hyw,y- (8.2.2)

Il existe une constante P; telle que, pour tout premier p > Py, on a

Ze()H() Zf() (k)EZ;U{O} et HL(k)EZ;,

i=1

car LK) > 1 Dans la suite, on note Ay, I'application de Landau associée aux suites e®) :=
(egk), e ) et f*) = (fl( ). ,féf)). On note aussi M le plus grand élément des suites

e et f("). On remarque que M est non nul car |e|®) > |f|*), et que A est nulle sur
[0,1/M][. Si p > M, alors, pour tout £ > 1, on a 1/p* < 1/M et donc

o

up(Q(Lr)) = Y A s(14/p") ZAk 1/p")

(=1

Ainsi, pour tout premier p > max(P;, M) =: P, on a

Q(1y) (Z e(k)H o~ Zf (k)) € Z; U{0} et O(1,)Hym € Z;. (8.2.3)

De plus, on a

L) L&
pHyw), = Z + Z = Hyw mod pZy,
i=1

ph

ce qui donne que, pour tout premier p > Po, on a pHy,w), € Z,;. De la méme maniére, on

obtient
q q2
Z k Z (k
p < eg )Hegk)p - f )H (k) ) Zp.
i=1 i=1
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Enfin, pour tout premier p > P», on a

1 o0 1
Q0t) = 3 der (BF) = 38 (5] = 3o () =l -1 21
/=1

d’ou I'on obtient que, pour tout premier p > Ps, on a

q1
Q(ply) (Z egk)He(k) Zf f(k) > €pZ, et pQ(ply)Hyw, € pZy. (8.2.4)
i=1

En utilisant (8.2.3) et (8.2.4) dans (8.2.2), on obtient bien que, pour tout premier
p > Pa, on a Pry(ple) & pZy.

Les appartenances (8.2.3) et (8.2.4) jointes & (8.2.1) montrent qu’il nous suffit de prouver
que > I, 1 " o) >, £ f(m # 0 pour conclure que, pour tout premier p > P,, on a

(2
bien @, 1 (p1y) §Z pZ,. Pour cela, on procéde comme suit.

On note E et F les sous- sultes respectlves de e® et f¥) obtenues de la maniére suivante.
On enléve les éléments nuls de e® et £ et, si e® et f*) ont un élément en commun, alors
on 'enléve de e et f¥) une seule fois. On répéte cette derniére étape jusqu’a ce que les
suites obtenues soient disjointes. La suite F peut étre vide mais la condition |e|*) > | f|*)
assure que la suite E est non vide. On a alors

q q2
Z egk)He(_k:) — Z fi(k)Hf_(k,) = Z CHC — Z de et Ak = AE,F- (8.2.5)
i=1 i=1

ceE deF

En particulier, si F est vide alors on a bien M ot = >k f(k)H (0 = Y eer ¢He > 0.

zlz

Dans la suite, on suppose que F est non vide.

Comme E et F sont deux suites d’entiers strictement positifs disjointes, on peut appli-
quer le lemme 24 aux suites E et F avec 0 a la place de b. En utilisant les notations du
lemme 24, on obtient que

> eH, - Zde_ZZ——ZZ Z (8.2.6)

ceE deF ceE j= 1 deF j= 1

De plus, pour tout z € R, on a Agp(z) = Ak( ) = A f(21;) > 0 donc Ag g est positive
sur [y1, V) et le lemme 24 donne que S 2 > 0. Ceci joint & (8.2.5) et (8.2.6) montre

bien que > 7', Z " o)~ e, £ H.x # 0 et achéve la preuve du théoreme 3.

7
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Chapitre 9

Démonstration alternative du cas (¢) du
théoréme 2 en une variable

Dans ce chapitre, nous montrons comment appliquer le théoréme 7 pour démontrer le
point (i) du théoréme 2 dans le cas d’une variable, cette preuve est celle présentée dans |7].
Soit e = (e1,...,eq) et f = (f1,..., fy,) deux suites d’entiers strictement positifs telles
que Q. s soit une suite & termes entiers (ce qui équivaut & A,y > 0 sur [0,1]) et vérifiant
le] = |f|. On suppose de plus que, pour tout = € [1/M. s, 1], on a A, s(x) > 1. Nous devons
montrer que, pour tout L € {1,..., M, s}, onaqr. () € Z[[z]]. Pour alléger les notations,
on note Q@ 1= Q. 5, A=A,y et qr = qres-

D’aprés la reformulation du probléme d’intégralité des coefficients de Taylor de ¢ (z)
effectuée dans la partie 7.1, il nous suffit de montrer que, pour tout premier p, tout a €
{0,...,p— 1} et tout K, s et m dans N, on a

S(a, K, s,p,m) € p*lg,(m)Z,.

Onfixe L € {1,..., M. s} et un nombre premier p dans ce chapitre. Précisons la maniére
dont nous allons utiliser le théoréme 7. Nous allons montrer dans les parties suivantes
qu’il existe un entier naturel A\, tel qu'en posant A, = Q et g, = g, pour tout r >
0, ((A})r>0,(8r)r>0) est un Ay,-couple de Dwork. En appliquant alors le théoréme 7, on
obtiendra bien S(a, K, s,p,m) € p**'g,(m)Z,, comme voulu.

Dans les parties suivantes, on vérifie les hypothéses d’application du théoréme 7.

9.0.1 Vérification des conditions (i), (i) et (iv) du théoréme 7

On note g := g, et pu := p,. Pour tout r > 0, on pose A, = Q et g, = g. On définit
A, comme étant 'unique entier naturel vérifiant p* < M, ; < p**1(}). On va montrer
dans cette partie que les suites (A,),>o et (g.),>o vérifient les conditions (7), (i) et (iv)
du théoreme 7 avec ko = A,. Pour cela, nous allons uniquement nous servir de I'inégalité

1On a bien M. s > 2 puisque, si M. = 1, alors |e| > 1 et |f| = 0, ou bien |e| = 0 et |f| > 1, ce qui
contredit I’hypothése |e| = | f|.
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p < M, ;. L'inégalité M, ; < p***! nous servira a démontrer la condition (i77) du théoréme
7 dans la partie suivante.

— Vérification de (i) et (ii).

Pour tout r et m dans N, on a [A,(0)|, = |Q(0)], = 1. De plus, v,(g,(m)) = pu(m) > 0,
donc on a bien g,(m) € Z, \ {0}. Il ne reste plus qu’a montrer que A,.(m) € g,(m)Z,, ce
qui revient donc & montrer qu'on a p(m) < v,(Q(m)). C’est bien le cas puisque, pour tout
(€N, {>1,0onaA({m/p'})> L, pa ({m/p'}), car A(z) > 1 pour 1>z > 1/M, ;.

On obtient bien
=555 () = E o ({3]) o

— Veérification de (iv) avec kg = A,.

D’ou le résultat.

Si A\, =0, il n’y a rien a vérifier. Supposons A\, > 1. Soit k € {1,..., N\, },ve {1,...,p—1}
et m € N. On a p* < M, donc p* < M, ;. Ainsi 1/M,; < 1/p* et donc, pour tout
te{l,....k}, ona

v+ mp’“ v
o ({25220 < ({2 -
On a alors

v+m > v + mpF
e = S (524) b 5 v ({52)).

l=k+1

Pour tout £ > k+ 1, on a {(v+ mp*)/p’} > {mp*/p‘}. En effet, on écrit m = cp*~* 4+ d
ot c€Netde{0,...,p"% — 1}, et on obtient bien

v+ mp” v+ dp* v+dp*  dpF dp” mp”
P R U A I B B

oo+ ) 2 5+ 3 o ({2 }) = k+ ot

{=k+1

Donc
et on a bien g(v + mp*) € p*g(mp*)Z,. De plus,

-grenl()-Eoe ()

donc g(mp*) € g(m)Z,, comme voulu.
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9.0.2 Vérification de la condition (i7i) du théoréme 7

On rappelle que ), est 'unique entier naturel vérifiant p*» < M, ; < p**1. On va
montrer que les suites (A,).>o et (g;),>0 vérifient la condition (ii7) du théoréme 7 avec
ko = \,. Pour cela, nous n’utiliserons que linégalité M, ,; < p**l. D’aprés la partie
précédente, la vérification de la condition (i74) montrera que ((A,);>0, (8:)r>0) est un \,-
couple de Dwork et ainsi achévera la preuve du point (i) du théoréme 2 dans le cas d’une
variable. Nous allons montrer que la condition (7ii) est vérifiée en deux étapes, selon que
vp(m) > A, ou que v,(m) < A\, — 1. La preuve est relativement longue et décomposée en
nombreuses étapes.

Lorsque v,(m) <\, — 1

Nous devons montrer ici que si A, > 1 et si v,(m) =k <\, — 1, alors on a

Qmp) QM) _ 11

Q) oW VY

Comme Q(0) = 1, cela revient a montrer que I'on a

(m)Zy.

Q(mp) ) k41
Qm< — 1) €p"lg(m)z,. 9.0.1
On écrit m = p*m’, ot m’ € N et (9.0.1) devient
Q(m'p"*) K
= 1] 1 Zy. 9.0.2
En appliquant le lemme 13 avec s = k, ¢ = 0 et m/ & la place de m, on obtient
Q(m'pt*1) K
=\""F 7 1 +IZ
Qmph) < TP
et donc O(miyh )
mp E+1
—_—— -1 Loy
< Q(m'pF) ) Sr

De plus, d’aprés la condition (i7) du théoréme 7, on a Q(m) € g(m)Z,, donc on a bien
(9.0.2).

Lorsque v,(m) > A,

Nous démontrons ici le fait suivant.
Soit p un nombre premier et A, 'unique entier naturel tel que p < M, < pN*1. Pour
tout s € N, tout v € {0,...,p— 1}, tout u € {0,...,p* — 1} et tout m € N, on a

Qutup +mp™™H)  Qut mp™™) iy 1y g(mp™)
O(v + up) O(u) P o rup) ™

(9.0.3)
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L’équation (9.0.3) est vérifiée si et seulement si, pour tout v € {0,...,p — 1}, tout
we{0,...,p* —1} et tout m € N, on a

(1_ Qv+up)  Qu-+mp™) ) Qv +up+mp™™ ) 1y glmp™)

Qu) Qv+ up + mp ) Qv + up) P g ap)
(9.0.4)
Dans la suite, on pose
Ss+Ap
Xs(v,u,m) = Qv+ up) Qu +mp™™) .
Q(U) Q('U + up + mps-l-)\p-‘rl)
Ainsi, pour démontrer (9.0.3), il nous suffit de montrer que
s+Ap+1
(Xo(, 4, m) — 1) 20T 0 QU uD) (9.0.5)

g(mp*») g(v + up)

Afin d’estimer la valuation de X,(v,u, m) — 1, posons, pour tout v € {0,...,p — 1}, tout
u € {0,...,p* — 1} et tous s,m € N,

Hl.fzv/pJ ( + fzmps+>\p>

fiutj
@ HLezv/pJ <1+ imp’ “P)

Yi(v,u,m) :=

1=1 e;u+j

Pour s,m € Net a € {0,...,p* — 1}, on note n,(a,m) := 32 .1 A ({(a +mp*)/p‘}). On
va énoncer un certain nombre de lemmes, que I'on démontre dans la partie 9.0.2.

Lemme 26. Pour tout v € {0,...,p— 1}, tout u € {0,...,p° — 1} et tous s,m € N, on a
X,(v,u,m) € Yy(v,u,m) (14 p™HZ,) et

vp(Ys(v,u,m)) = (s, +1(v +up, 0) — 0sin, (u, 0)) — (Mstrg+1(v + up,m) — nspp, (u, m)).

Lemme 27. Soit s € N, v € {0,...,p—1} etu € {0,....,p"=1}. Si {(v+up)/p'} < 1/M,;
pour un j € {1,...,8+ X\, + 1}, alors Yy(v,u,m) € 1 4 p*T»=i+27,

Lemme 28. Pour tout s € N, tout a € {0,...,p*"' — 1} et tout m € N, on a

Nstagt1(a,m) > p(mp™) (9.0.6)

U” <Q(a;(nn;f:wl ) Mflﬁ ({ }) (9.0.7)

Lemme 29. Pour tout s € N et tout a € {0,...,p*™ — 1}, on a : ns4r,41(a,0) =0,

_ s?le <{]%}> et vy(g(a)) = sgl La/m, pf <{]%}> :
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Remarque. Le lemme 29 repose essentiellement sur U'inégalité M, < p**1.

Afin de montrer (9.0.5), on va maintenant différencier deux cas.

— Cas 1 : Supposons qu'’il existe j € {1,...,s+ X\, + 1} tel que

v+ up 1
. < . 9.0.8
{ p] } ME?f ( )

Soit jo le plus petit des j € {1,...,s + A\, + 1} vérifiant (9.0.8). D’aprés le lemme 27
appliqué en jy, on obtient Y;(v,u,m) € 1+ p*t2»~90+27Z et donc, d’aprés le lemme 26,

Up(Xs(v,u,m) — 1) > s+ N\, — jo + 2.

Montrons qu’on a v,(g(v +up)) > jo — 1. Si jo = 1, c’est évident. Si jo > 2, alors, pour
tout £ € {1,...,jo— 1}, on a {(v+up)/p‘} > 1/M.; et donc

U+ U .
g(v +up)) 211/M€f1[({ p})Z]O—l-

D’aprés (9.0.7), on obtient

z@(Lxxmunn)—1)Q“”+“p+""ﬁ+%+w>;z%xxmvztnz -:E§f25<{”+”m}).

g(mp*»)
D’ou
Q(?} +up + mps-f—)\p-i—l)
Up ((XS(U,U, m) - 1) g(mp"p) )

> 0y (X,(0,u,m) — 1) + v,(g(v + up)) (ZA ({ - p}) — v+ up»)

. . Qv + up))
>(s+XN—Jo+2)+jo—1+ I EE—— 9.0.9
> (54 2y =+ 2) 4= 14 0y (S (9.09)
> s+ M+ 140, <M>
9(v + up)
ou l'on a utilisé l'identité v,(Q(v + up)) = Zi\”ﬂ A({(v + up)/p'}) du lemme 29 dans

(9.0.9). On a donc bien (9.0.5) dans ce cas.
— Cas 2 : Supposons que, pour tout j € {1,...,s+\,41}, on ait {(v+up)/p’} > 1/M. ;.

Ainsi, on a v,(g(v 4+ up)) = D02 1w, af({(v +up)/p'}) > s+ A + 1.
Si v, (Ys(v,u,m)) > 0, alors, d’aprés le lemme 26, v,(X,(v,u,m) — 1) > 0 et, d’aprés
(9.0.7) et le lemme 29, on a

o <Q(U+up+mp5+>\p+1 ) MflA ({v-i—up}) (g0 +up)) + v, (M)

g(mp*») g(v +up)
Qv + up))
glv+up) )’

23+)\p+1+vp<
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On a donc bien (9.0.5).
Supposons maintenant que v,(Y;s(v,u,m)) < 0. Dans ce cas, d’aprés le lemme 26, on a

Up(Xs(v,u,m) — 1) = v,(Ys (v, u,m))
= Nsrp+1(V +up, 0) = Ny, (1, 0) = Nn, 11 (v + up,m) + nsyn, (u, m).

D’aprés le lemme 29, on a 7,4y, 41(v+up,0) = 0 et, si s > 1, alors ne», (1, 0) = 0. Si s =0,
alors on a u = 0 et 7,,(0,0) = 0. Ainsi, pour tout s >0, on a

0p(Xa (00, m) — 1) = 0y, (11,) — Dy 51 (0 + up, m).
De plus,

& + + s+Ap+1
vp<Q<v+up+mpS“p+l>>=ZA<{U e D

o0 s+Ap+1
N Z A({v-l—up—i—?;’bp })

l=5+Xp+2 p
s+Ap+1 v+ up
- Z A <{ ; }) + Negr,+1(v + up, m).
=1 p
Ainsi, on obtient
s+Ap+1
oy (X)) SR
g(mp*)
= 775+Ap(u7 m) - 775+Ap+1(’0 + up, m)

s+Ap+1

v+ u
+ Z A({ p} + Ny rp+1 (0 4 up,m) — p(mp’)

Qv+u
> 5 0+ 1ty (S ) s () = ),

Sis=0,alorsonau=0et

o= £ ({2

=Xp+1




et on a bien (9.0.5). En revanche, si s > 1 alors, en utilisant le lemme 28 avec s — 1 a
la place de s et a = u, on obtient sy, (u,m) > pu(mp*), ce qui donne bien (9.0.5). Ceci
achéve la preuve de la congruence (9.0.3), modulo celles des divers lemmes.

Démonstration des lemmes 26, 27, 28 et 29

Démonstration du lemme 26. On veut montrer que X4(v, u,m) € Ys(v, u, m)(1+p*T+17Z,).
On a

Qv +up) Qup+mp ) Qup) Qlu+mp™)
Qup) Qv+ up +mp=H+l)  Q(u) Qup + mp=+ir+l)’

En appliquant le lemme 13 avec ¢ = u et s + A, pour s, on obtient

Qup) Q(u+mp*tr)
Q(u) Q(up + mps+i»tl)

ce qui, joint & (9.0.10), donne

Xs(v,u,m) = (9.0.10)

c1 +ps+Ap+1Zp7

Qv +up)  Qup+ mpet)

14+ p*™ 7). 9.0.11
O(up) Qo+ up + mpehwt) L TP ) (50.11)

Xs(v,u,m) €

De plus, on a
OQ(v+up)  Qup+mpHH)
Q(up) Q(U + up + mps—i-/\p—i-l)
(T2 TI2 s+ R) ) (T2 T (falup + mp1) + k) )

= ( 2 i} (fiup + k’)) ( M T (es(up + mpstwtl) + k))

q2 fzv 1 + Emps+>\p+1
fiup+k

q1 el 1 + e: mps+>\p+1 .
i=1 e;up+k

Side{er,....eq, f1,--- fp} et k€ {1,... dv}, alors dup + k est divisible par p si et
seulement s’il existe j € {1,..., [dv/p|} tel que k = jp. On a donc

dv [dv/p]
dmp9+>\p+1 dmpe—i—)\p
1+ — ) = 14— ) (14 O(psTre ).
||(+ [] g (1+O0( )

P dup + k ey
D’ou
I.fz / J fim s+Ap
Q(v + up) Q(up + mp* ) ST ( + e > SHAp+1
’ s+Ap+1) s+ (1 + O(p : ))
Q(up) Qv+ up + mpsti» ) HLezv/pJ (1 4 emp’ p)
e;u+j

_ Ys(v, u,m)(1+ O(p* 1))
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et donc X, (v, u,m) € Ys(v,u,m)(1 + p*™**17Z), comme voulu.

On va maintenant montrer qu’on a bien aussi
UP(}/;<U7 u, m)) = 773+/\p+1("U + up, 0) s+ (U, 0) - (7]8+/\p+1(v + up, m) — Ns+, (U, m))

On a vu ci-dessus que v,(Ys(v,u,m)) = v,(Xs(v,u,m)). Or, d’aprés (9.0.11), on a aussi

Q(v+up)  Qup+ mp*tT)
Up(Xs('Ua u, m)) = Up ( Q(up) . Q('U T up + mps—l—)\p—l—l))

= 0,(Qv +up)) — v,(Qup)) + v QLup + mp 1))
- vp(Q(’U + up + mp5+>‘p+1))

-2 ({52 (7)) e ()

=1 p

S ({) - Ea ({eepe)

© st tl 0 s+Ap+1
a5 - g A5 2 2 ()
=1 p =1 p f=s4Ap+2 p
0 0 ; s+Ap+1
- 2 25 2 )
p p
l=s+Ap+2 l=s4+Ap+2

= 773+/\p+1(v + up, 0) - 7ls+,\p+1(U + up, m)7

et
AOBNEE)
- > (7))
:i <{ }>_£:§:AP+1A({H7Z—W}>=ns+xp(u,0)—ns+xp(u,m).

DOI’IC, Up(YS(Uv u, m)) = 7)s+>\p+1(’0 +up, O) - 775+>\p (u7 O) - (ns—i-)\p—i-l (U +up, m) - 775+/\p (U, m)):
ce qui achéve la preuve du lemme. O
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Démonstration du lemme 27. Soit s € N, v € {0,...,p—1} et u € {0,...,p° — 1}. Soit
> o usp”® le développement p-adique de w et L € {e1,...,eq, [1,.-., [} On définit
s+ A, +1 entiers naturels par les relations by, o := [Lv/p] et by 41 := | (Lug+brx)/p| pour
ke€{0,...,s+A,—1}. On note, pour tout z € R, [z] 'entier immédiatement supérieur a x
et on définit s+)\,+1 entiers naturels par les relations ap o := 1l et ap py1 := [(Lug+ark)/pl-
Dans un premier temps, nous allons montrer par récurrence sur r que ’assertion A, :

LL’U/pJ bL,r _
Lmp*T» Lmp*TA»=r
1 — 1 1 19) s+ p—r+1

n=1 n=ar,

est vraie pour tout r € {0,...,54+ A, }.

On a by = [Lv/p] et arp =1, donc Ay est vraie.

Soit r > 0. Supposons que A, est vraie et montrons A,,. Sin € {ar,,...,br,}, alors
pdivise LY ;7 urp®™" +n si et seulement si p divise Lu, +n, i.e. si et seulement s’il existe
ie{[(Lu,+ar,)/pl,..., [ (Lu, +br,)/p]} tel que Lu, +n = ip. On obtient donc

br,r br,rt1
: L S+Ap—r ; L S+Ap—r
(1 reirs) = I (0 e ) (0 0 7)

LY o wph—T+n LY e ugp " 4 ip

n=ar, , 1=Qafr, r4+1

br,ry1
’ mes+)\p—r—1
= 1+ = ) (14 O(p*T=).
H ( LY o upt 41 ( v )

1=ar r+1
(9.0.12)
D’aprés A, et (9.0.12), on a bien A, 1, ce qui achéve la récurrence sur 7.
Soit L € {e1,....eq, f1,--., fs,}. Nous allons montrer par récurrence sur k que ’asser-

tion By : apr > 1et by < |L{(v+ up)/p""'}| est vraie pour tout k € {0,...,s+ A\, }.
Onaagpo=1etbro=|Lv/p] = [L{(v+up)/p}|, donc By est vraie.
Soit k£ > 0. Supposons que By, est vraie et montrons By1. On a ay, p41 = [(Lug+ark)/p]
et bp i1 = |(Lug +bry)/pl, donc ap g1 > [(Lug +1)/p] > 1 et

b o |Dm L fotwp) ||, ukp’“+1+v+p2f;§“ipi _ |l
Lk+1 > D D —pk'H - pk+2 pk+2 - pk+2 )

ce qui achéve la récurrence sur k.

Soit j € {1,...,s+ N\, + 1} tel que {(v+ up)/p’} < 1/M, ;. On obtient, via B;_1, que
ar, j—1 Z 1et

brj1 < [L{(v +up)/p'}] < [ Mep{(v+up)/p'}] = 0.

Ainsi, d’aprés A;_;, on a

[Lv/p]
Lmp+e ,
1+ —"— ) =1+0(p" 712
H ( i Lu—f—n) Ol )

n=1
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et donc
szv/ smpstAp )
2 TR <1+ Futn > B 1+ O(ps+ho—i+2)
qll HLew/pJ (1 | eamp ™ ) 14 O(pstreit2)
1=

n=1 e;u+tn

Yi(v,u,m) =

=1+ O0(p*t» 712,

ce qui achéve la preuve du lemme 27.

]

Démonstration du lemme 28. Dans un premier temps, nous allons montrer qu’on a bien
(9.0.6). Ecrivons m = >_7_ myp”®, ot my € {0,...,p—1}. On a

Nstrp+1(a,m) — p(mp™)

> s+Ap+1
Yoa({tmr Z i ({7
p [ / e f7 p
=5+Ap+2
SN LER Ao . mp et
Z o /M g,1] o
=5+Ap+2
o0 a_i_zf s=Ap—2 myph et et Zi_—so_Ap_Q mypt et et
> o — /g g — o :
L=5+Xp+2

De plus, pour tout £ > s+ A\, +2, on a

L
L

l—s—Ap—2

k+s+>\p+1 @ s— >\p 2m kst
0< =

p—1
i — 7 S VA
p p p

< 1.

Donc

l—s5—Ap—2 k+s+Ap+1 l—s—Ap—2 k+s+Ap+1

_ mgp P _ mp P 1
k=0 k=0

1[1/Me,f71[ ( 7 =1 = 1> >

p pé o A/je,f
L=s—Ap— 2 k+s+Ap+1 1
N a+> o K myp >
P e, f
l=s=2Xp 2 epkrs ATl
= A <a 2 ; b ) >1
p

et donc nyyx,+1(a, m) — p(mp) > 0. Ceci termine la preuve de (9.0.6).
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Montrons maintenant (9.0.7). On a

o (Lot Ty i A (Y )

g(mp») P’
b+>\p+1 o0
a a + mpstietl
Ea (e 5 () e
=1 p f=s+Ap+2 p
s+Ap+1

- ; A ({]%}) + Negry+1(a,m) — p(mp™),
= S:ii;lﬁ ({]%}) : (9.0.13)

ou dans (9.0.13), on a utilisé I'inégalité (9.0.6). O

Démonstration du lemme 29. On a

et

Or,sil>s+ )\, +2,0na

a <p5+1—1< 1 < 1
o= Pl = M

car M, ; < p**'. Donc A ({a/pe}) = a0 ({a/pf}) = 0. D’ou le résultat. O
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Chapitre 10

Quelques résultats supplémentaires

10.1 Démonstration du point (ii) du critére de Landau

Nous allons montrer que s'il existe x € [0,1]¢ tel que A, ¢(x) < —1, alors il n’existe
qu’un nombre fini de premiers p tels que tous les termes de la famille Q. ; soient dans Z,,.

Démonstration du point (ii) du critére de Landau. Soit xq € [0, 1]% tel que A, ;(x0) < —1.
En utilisant le lemme 23 avec, a la place de u, la suite constituée des éléments de e et
f, on obtient qu’il existe i > 0 tel que, pour tout x € R vérifiant 0 < x < pl, on a
A p(xo+x) = A r(x0) < —1. On note U := {x¢+x : 0 < x < pl} dans la suite de la
démonstration.

Il existe une constante N telle que, pour tout premier p > A, il existe n, € N? tel
que n,/p € U. 11 existe une constante N> telle que, pour tout premier p > A3 et tout
de{er,...,eq . f1,....f,},onald|(p+1)/p<l.

Ainsi, pour tout nombre premier p > N := max(N7,N3) et tout entier £ > 2, on a
A r(n,/p) < —1 et, comme n,/p €U, on an,/p < (14 pu)l et

n, _my, _ptl

pt —pr T p

On obtient que, pour tout d € {ey,...,e,,fi,...,f,}, ona

1
a- <t oy

Pt p
ce qui donne n,/p’ € [0,1["\D, s et donc A, f(n,/p") =
Ainsi, pour tout premier p > N, on a

o0
Qef np ZAefnp/p 1
=1
ce qui achéve la preuve du critére de Landau. O

97



10.2 Une conséquence des théorémes 1 et 2

Almkvist, van Enckevort, van Straten et Zudilin présentent dans [1] une liste de plus de
400 équations différentielles d’ordre 4 de type Calabi—Yau. Dans la plupart des équations
considérées, ils donnent une formule explicite pour la solution F' holomorphe en 0 de terme
constant égal a 1. Une des conditions requises pour qu’une équation soit de type Calabi—
Yau est que tous ses exposants a ’origine soient égaux a 0 (voir [1]). En particulier, d’aprés
la partie 4.3 de [3], il existe une unique série sans terme constant G(z) € C[[z]] telle que
G(2)+log(z) F(z) soit une solution de I’équation différentielle linéairement indépendante de
F. On peut alors définir le g-paramétre de I’équation (d’apreés [3]) ¢(z) := zexp(G(2)/F(2)).

Dans [17|, Krattenthaler et Rivoal remarquent que 43 équations de la liste [1] ont pour
solution F' une spécialisation d’une série F, ;(z), ou les suites e et f vérifient les conditions
du théoréme B. On entend par spécialisation de F, ;(z) toute série obtenue en remplagant
chaque z;, 1 < i < d, par z; = M2, ot M; € Z\ {0} et N; € N, N; > 1. D’aprés
le théoréme 2 de [17], on obtient que les coordonnées canoniques et les applications de
type miroir associées a e et f ont toutes leurs coefficients de Taylor entiers. Il en est
de méme pour leurs spécialisations, ce qui donne l'intégralité des coefficients de Taylor
de nombreuses nouvelles applications de type miroir en une variable. En particulier, on
peut obtenir I'intégralité des coefficients de Taylor du g-paramétre associé a I’équation
différentielle.

Nous avons trouvé 100 équations supplémentaires dans la liste [1] dont la solution F(z)
est une spécialisation d’une série F, ;(z). Parmis ces nouveaux cas, 97 correspondent a
des suites e et f telles que A, > 1 sur D, s et donc, d’apres les théorémes 1 et 2, telles
que les spécialisations des coordonnées canoniques et des applications de type miroir sont
dans zZ][[z]]. En revanche, les cas 84, 284 et 338 correspondent a des suites e et f telles
qu'il existe x € D, s tel que A, s(x) = 0, on sait alors qu’au moins une des coordonnées
canoniques n’est pas dans 2Z[[z]].

Au total on obtient donc 143 équations qui sont les cas : 1-25, 29, 3%, 4™, 10**, 13**,
1-14, 30, 34-40, 43-53, 55, 56, 5860, 62-91, 93-99, 110-112, 116, 119, 125128, 130, 149,
180, 185, 188, 190-192, 208, 209, 212, 229, 232, 233, 237241, 278, 284, 288, 292, 307, 330,
337, 338, 340 et 367.

Explicitons le cas 30 pour I'exemple. L’opérateur différentiel est

L:=0"—2"2(40+1)(40 4 3) (86 + 80 +3) +2'22%(40 + 1) (40 +3) (40 +5) (40 +7), (10.2.1)

ouf = zdiz. La fonction [’ annulée par cet opérateur est

> (4n)! Jo (20 — k) ? 12k
Z (n!)? 2n'z (n—k)(k)
En prenant e = ((4,4),(2,0),(2,0),(0,2)) et

f=1((22),(1,1),(1,1),(1,0), (1,0, (1,0), (1,0), (0, 1), (0, 1)),
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on obtient que |e| = |f]| et

2\ (4k + 4m)! (k) ((2m)Y)
Fup(222) = ) (2k+2m) )2 ) (m))?

k,m>0

-2 2 (1) (0) -

n=0 k+m=n

La solution F(z) est donc une spécialisation de F, ;(z,w). Nous allons maintenant
montrer que A,y > 1 sur D, ¢.
Pour tout (z,y) € D, s, on a

Acr(z,y) = 4o +4y] +2|22] + [2y] — [22 + 2y| — 2|z +y], (10.2.2)

car = et y sont dans [0,1[. Par définition de D, f, au moins 'une des parties entiéres de
(10.2.2) doit étre supérieure ou égale a 1. Si 2z + 2y < 1, alors on a bien A, f(z,y) > 1.
Supposons que 2x + 2y > 1. On a alors

|4z + 4y | > 2[2x +2y| > 1+ |22 + 2y],

de sorte que si z +y < 1, alors A, ¢(x,y) > 1. En revanche, si x +y > 1, alors [2z| > 1
ou |2y] > 1, et comme
|4 +4y| > (22 + 2y] + 2|z + y],

on obtient bien que A, ¢(z,y) > 1. Ainsi, d’aprés le théoréme 1, on a ¢ r1(2,42) € 2Z][[7]]
et ges2(z,4z) € 42Z][[z]]. Nous allons maintenant montrer que le g-paramétre associé a
Vopérateur (10.2.1) est égal & ¢ r1(z,4%).

Notons G(z) la série sans terme constant telle que G(z) + log(z)F(z) soit annulée par
I'opérateur (10.2.1). Pour déterminer la série G(z) nous utilisons la méthode de Frobenius
exposée dans [30].

Pour tout r € C, |r| < 1/4, et tout n et k dans N, on pose

o (PF( 11++27(1n++r7“_—k/;2)) ) ? (2:

o

b (1) == ) sir #0,

et hy,k(0) =0sik >n+ 1.

La fonction I' est méromorphe sur C\ Z<, et a un pole simple en chaque entier négatif.
Ainsi, les fonctions hy,j sont analytiques au moins sur {r € C : |r| < 1/4} et, lorsque
k > n + 1, les fonctions h,, ; ont un zéro d’ordre 2 en r = 0.

Pour tout n € N et tout r € C, |r| < 1/4, on pose

(1 + 4n + 4r) >

alr) = F(l+n+r)'(1+ 277, +2r)

=0

99



Montrons que la série ¢, (r) est bien définie. On rappelle la formule des compléments :

pour tout z € C\ Z, on a

T(1—2)(z) = —0

. 10.2.3
sin(mz) ( )
On utilisera aussi le fait que, pour tout a €]0, 7], lorsque | arg(z)| < 7 —«a et z — o0, on a
['(2) ~ e#2*"1/2\/27. En particulier, il existe une constante X > 0 telle que, si R(z) > 0

et |z] > IC, alors

1
B e 227V or| < D(2)| < 2 |e #2572V 2x|. (10.2.4)

Soit n € N fixé. Il existe une constante K' > n + 1 telle que, pour tout k& > K’ et tout
reC,|r]<1/4,ona |k —n—r| > K. Ainsi, pour tout & € N, k > K’ et tout r € C\ {0},
r < 1/4, d’aprés 10.2.3, on a

T

Fl1+2(n+r—k)) = Y TS T T Sp— (10.2.5)

et
T

'l+n+r—k)= R P e o p—— (10.2.6)

En appliquant (10.2.4) a (10.2.5) et (10.2.6), on obtient respectivement

27Te2(k—n—r)

sin(27r)(2(k — n — r))2k—n-r)=1/2

IN(1+2(n+r—Fk))| <

\/Eek:—n—r
2v/2sin(nr)(k — n — r)k—n-r=1/2

T(1+n+7r—F)| 2‘

Ainsi, on a

T(1+2(n+r—k)|° 25 sin?(7r) (1027)
F(l+n+r—4k)?2 | = |mcos?(mr)2tb—n=r)(k —n—1r)| o
De plus, d’apres (10.2.4), pour tout k € N, k > K', on a
2k\  2T'(2k) _ _ 2%
= <8 . 10.2.8
(o) - Tar == (10.28)

Ainsi, d’aprés (10.2.7) et (10.2.8), pour tout r € C, |[r| < 1/4, et tout k € N, k > K', on a

16"+ sin’(7rr)

B ()] < 28 - .
sl < cos?(mr)mz(k —n — )Wk

(10.2.9)

Il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout r € C, |r| < 1/4, on ait |sin?(7r)/ cos?(7r)| <
C, |16""| < 2-16™ et |k —n —r| > k —n — 1. Ainsi, pour tout r € C, |r| < 1/4, et tout
keN, k>K', ona

c16"

m2(k—n—1)Vk
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Ainsi la série ¢,(r) converge uniformément sur {r € C : |r| < 1/4} et elle définit une
fonction analytique.

Notons Pp(X) := X%, P(X) := —2%(4X + 1)(4X + 3)(8X? + 8X + 3) et
Po(X) :=2"(4X + 1)(4X +3)(4X +5)(4X +7),
de sorte que I'opérateur (10.2.1) s’écrive £ = Py(0) + 2P (0) + 22 Py ().

Dans un premier temps, nous montrons que, pour tout r € C, |r| < 1/4, et tout n € N,
on a

Py(n+1+42)cpi2(r) + Pi(n 471+ 1)cpia(r) + Po(n+r)e,(r) = 0. (10.2.10)

Si r = 0, alors, d’aprés [1], F(z) = >, ¢,(0)z" est annulée par £ donc on a bien
(10.2.10). Supposons que r # 0. Afin de démontrer (10.2.10), on applique la procédure
Zeilberger de Maple 12 a la suite

T(1+ 4n + 4r) o (D420 +7— )\ [(2k
(br(n,7))k>0 = 3 2 2 )
C(1+n+r)’T'(1+ 2n+ 2r) Fl4+n+r—k) k =0
Cette procédure prend en argument un terme hypergéométrique 7'(n, k) et renvoie une suite
(di)k>0 et un opérateur R = P,(n)d" + - -+ Py(n)d + Py(n) tels que RT(n, k) = d41 — di,

ou P;(X) € C[[X]] et § est Vopérateur de décalage 0T (n, k) = T'(n+ 1, k). Dans notre cas,
on obtient une suite explicite (dy)g>0 telle que, pour tout n et k dans N, on ait

Py(n+1r+42)bp(n+2,7)+ Pi(n+r+1Db(n+1,r)+ Py(n+r)bg(n,r) =d(k+1) —d(k),
(10.2.11)
avec d(0) = 0 et (vérification rapide)

kAT (2(n + 1 — k) + 1)2 (2K 1
d(k) = = —
) O( Tln+r—k+1)* \k \Vr)
lorsque £ — +oo. En sommant l'identité (10.2.11) pour k allant de 0 & 400 et en utilisant
le fait que d(0) =0 et d(k) L 0, on obtient bien (10.2.10).

Ainsi, en notant F(z,7) := 3% ¢,(r)z"*", on a

LF(z,7) = Py(r)co(r)z" + (Palr + 1)er(r) + Pi(r)co(r)) 2. (10.2.12)

Montrons que %ﬁﬁ(z, 7’)‘ = 0. La série ¢,(r) est analytique sur {r € C : |r| < 1/4}

et sa dérivée s’'obtient en dérivant termes & termes. Lorsque k > n+ 1, les fonctions hy, (r)
sont analytiques au voisinage de 0 et ont un zéro d’ordre 2 en 0. Pour tout £ > n+ 1, on
obtient que

= 0.

) U(1+ 4n + 4r) TA+2n+7r—k)\’
i ( )

or +n+r)?I(1+2n+2r) \ T(14+n+r—k)?

r=0
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En revanche, si m € N, m > 1, alors on a I["(m) = I'(m)(H,,—1 — ), ou 7 est la
constante d’Euler. Ainsi, pour tout k € {0,...,n}, on obtient que

o \TA+n+r)2TA+2n+2r) \ T +n+r—k)? B
B T(1+4n) T(1+2(n—k)\"
(1 4+n)2T(1+2n) \ T(1+n— k)2
X (4Hy, — 2H, — 2Hop, + 4Ho iy — 4H, ) -

) ( T(1 + 4n + 4r) <F(1+2(n+r—k)))2>‘

Ainsi, pour tout n € N, on a

¢(0) = Tt dan) (rmn— >>)2

I'(1+4n)?I'(1 + 2n) 1+n—k
x (4Hy, — 2H,, — 2Ha, + 4Ho( ) — 4H,—) (10.2.13)

En particulier, on obtient que

d d
— (P T — 4 T =0
ar (Pa(r)co(r)z") L , (reo(r)2") o
et, un calcul simple via Maple 12 montre que
d 1+r
o (Po(r + Der(r) + Pu(r)eo(r))z'") = 0.
r=0

= 0.
r=0

Ainsi, on a bien ,— (EF(Z r))

Comme la suite (c,(r))n>0 vérifie la récurrence (10.2.10), on peut appliquer la partie
16.2 de [30] et on obtient qu’il existe R > 0 tel que, pour tout r € C, |r| < 1/4, la série
entiére F(z,r) de la variable z a un rayon de convergence au moins égal & R. De plus, si
|z| < R, alors F(z,r) est dérivable par rapport a r et

0
5G|

4” o2k 2(n — k)\* (2k
Z nl 27’L l Z ( n—k k (4H4n - 2Hn - 2H2n + 4H2(n—k) — 4Hn—k)

=0

= log(2) F'(2)

Comme les operateurs - et L commutent, on obtient que

9 -
EEF(Z,T)




Ainsi, ZF(z, r)‘ e.f1(2,42) +log(2) F(2) est annulée par L et, par unicité de G(z),
r=0

=G
on a G(2) = Ge r1(%,4z2). Le g-paramétre associé a l'opérateur (10.2.1) est donc

q(z) = zexp (Ge,ﬂl(z,42)/Fe7f(z,42)) = qe.r1(2,42) € 2Z][7]].

Dans le cas 30, le g-paramétre est donc bien une spécialisation d’une coordonnée canonique.
Nous n’avons pas vérifié en détail les 143 cas cités plus haut mais il semble que la méthode
présentée pour le cas 30 permette de montrer dans de nombreux cas que le g-paramétre
associé a l'opérateur est une spécialisation d’une coordonnée canonique et a donc, lorsque
Acy > 1 sur Dy, tous ses coefficients de Taylor entiers. Il serait intéressant d’avoir une
méthode plus générale pour prouver cela.

10.3 Positivité des coefficients de Taylor des applica-
tions miroir

Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes. D’aprés le théoréme 1,
sile] = |f| et si Ay > 1 sur [1/M, g, 1], alors les coefficients de Taylor de la coordonnée
canonique ¢, ¢(z) sont entiers. Une question naturelle est alors de se demander si ces coef-
ficients sont positifs. Dans [18], Krattenthaler et Rivoal montrent que si, de plus, A, s est
croissante sur [0, 1], alors les coefficients de Taylor de ¢. () sont positifs. Le but de cette
partie est de démontrer le théoréme suivant qui indique qu’il suffit que A, ; soit positive
sur [0, 1] pour les coefficients de Taylor de g. ;(2) soient positifs.

Théoréme 8. Soit e et f deur suites d’entiers strictement positifs disjointes telles que
Q.. soit une suite a termes entiers (ce qui équivaut a A,y > 0 sur [0, 1]). Alors, pour tout
L eN, L >1, les coefficients de Taylor de qe s(2) et qp. () sont strictement positifs (&
Vexception du terme constant de q. ¢(z) qui est nul).

Pour démontrer le théoréme 8, nous suivons la méthode utilisée par Krattenthaler et
Rivoal dans [18].

Sia(z) == Y " a,2" € C[[z]] avec ag # 0, alors a(z) est inversible dans C[[z]] et
on peut voir a(z) := 1 — 1/a(z) comme une série formelle. Nous énongons trois lemmes
permettant de démontrer le théoréme 8.

Lemme 30 (Lemme 2.1 de [18]). Soit a(z) = > 2 an2", ag = 1, telle que les coeffi-
cients de Taylor de a(z) soient positifs. Soit b(z) =Y " hpanz"™ 0l (hy)n>o est une suite
croissante de réels positifs. Alors les coefficients de Taylor de b(z)/a(z) sont positifs.

Si, de plus, les coefficients de Taylor de a et a sont strictement positifs (a l’exception du
terme constant de a) et si la suite (hy)n>0 est strictement croissante, alors les coefficients
de Taylor de b(z)/a(z) sont strictement positifs, a l'exception du terme constant si hg = 0.

Le lemme suivant est une version précisée d’'un théoréme de Kaluza [13, Satz 3|. Initia-
lement, le Satz 3 de [13] ne traite pas le cas oul ap 10, 1 > a2.
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Lemme 31 (Lemme 2.2 de [18]). Soit a(z) = >~ ja,2", ap = 1, telle que a1 > 0 et
Opi1Qp—1 > ai pour tout n > 1. Alors les coefficients de Taylor de a(z) sont positifs.

Si, de plus, on a a,.1a,_1 > a? pour tout n > 1, alors les coefficients de Taylor de a(z)
sont strictement positifs (a lexception du terme constant).

Le lemme suivant est une adaptation du lemme 2.3 de [18].

Lemme 32. Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes telles que Q. ¢
soit une suite a termes entiers (ce qui équivaut a Ay > 0 sur [0,1]). Alors, pour tout
neN,n>1,ona

Qep(n+1)Qes(n — 1) > Qe r(n)”.

De plus, la suite (30, e¢;Hen — > iy fiH ), <, €St strictement croissante.

n>0

Démonstration du lemme 32. Soit A I'ensemble des termes des suites e et f. On note
Y < --- < 9 = 1 les rationnels qui vérifient {vi,..., %} = Upea{s,2,..., 1,1} et

a’a’

m; € Z I'amplitude du saut de A, en 7;. Pour tout n € N, n > 1, on a

Qsn+1) 1 IIE, 2’1<em+k)
Qes(1)Qeys(n)  Qey(l) qz L (fm+k)

i [, ‘sz/k)

331 k:l(l +nfi/k)

t my
=11 <1 + ﬁ) .
k=1 Tk

Ainsi, pour tout n € N, n > 1, on obtient que

Qef<n+1>gefn—1 ( 1+ n/y )m_( 1 )m
Qe.s(n) -1l L+ (n—1)/7 _,El Mogao) b

k=1

ou la derniére égalité est obtenue en appliquant le lemme 24 avec n — 1 & la place de b et
t a la place de iy car A,y est positive sur [y, 7] C [0, 1].

Il nous reste a montrer que (> 7', €;Hen — > o) fiH f,n)n>0 €st une suite strictement
croissante.
Pour tout n € N, on a

@ @ n—1 e @2 n—-1 f;
Ji
> eien - Zszfm PIDID DD D)) D e
i=1 i=1 (=0 k=1 i=1 (=0 k=1
g n—1 e @2 n—1 f;
_;;;é—l—k/e ;e 0 k= 1€+k/f'
_;; 4+



Or, en appliquant le lemme 24 avec £ a la place de b, on obtient que, pour tout ¢ € N,
onadi_, 712> 0. Ceci achéve la preuve du lemme 32.

m
En appliquant les lemmes 31 et 32, on obtient le corollaire suivant

Corollaire 5. Soit e et f deux suites d’entiers strictement positifs disjointes telles que Q. ¢
soit une suite a termes entiers (ce qui équivaut a A.y > 0 sur [0,1]). Alors les coefficients
de Taylor de F, ;(z) sont strictement positifs (a l’exception du terme constant).

Le corollaire 5 et le lemme 32 montrent que I'on peut appliquer le lemme 30 avec
F. ¢(z) ala place de a(z) et G f(z) a la place de b(z). On obtient donc que les coefficients
de Taylor de G, f(2)/F. ¢(z) sont strictement positifs & 'exception du terme constant. En
particulier, les coefficients de Taylor de g. ;(2) = zexp(Ge s(2)/Fe s(2)) sont strictement
positifs, a 'exception du terme constant.

De plus, pour tout L € N; L > 1, la suite (Hp,),>o est strictement croissante. Ainsi,
en appliquant le corollaire 5 et le lemme 30, on obtient bien que les coefficients de Taylor
de qrer(2) = exp(GpLer(2)/Fer(2)) sont strictement positifs. Le théoréme 8 est donc
démontré.

Dans [18], Krattenthaler et Rivoal utilisent la positivité des coefficients de Taylor de
¢e,f(2) pour étudier les propriétés analytiques, telles que le rayon de convergence, des séries
Qe.f(2) et ze f(2) lorsque A, f est croissante sur [0,1] et |e| = |f|. Le théoréme 8 pourrait
éventuellement permettre d’appliquer leur méthode a des suites e et f d’une forme plus
générale.

10.4 Une généralisation possible

La fonction A, ; permet de calculer la valuation p-adique des termes d’'une suite

Pelt) = G i

ou « et [ sont deux suites R-partitionnées. On a alors

Up(Pas(n)) = g: Ac s (&) . (10.4.1)

D’apreés le théoréme 1, le graphe de la fonction A, ¢ sur [0, 1] permet de caratériser I'inté-
gralité des coeflicients de Taylor a I'origine de la coordonnée canonique g, ;(2).

Dans [6], Christol introduit des fonctions ¢ permettant de calculer la valuation p-adique
de symboles de Pocchammer (a), ot a € Z, \ (—N) :

i(Sap n)
=1
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Ainsi, les fonctions 0 permettent de calculer la valuation p-adique de P, 3 d'une maniere
analogue a (10.4.1). Etant donnée une série hypergéométrique

ap,...,« o (@) () 2"
F P T’CZ>: Cn, n T —
r 5<51,,,,,ﬁ5 ; (B)n - (Bs)n 0!
ol les suites a et § ne sont pas forcément R-partitionnées, on trouve, dans certains cas,
une deuxiéme solution G(z)+log(z), Fs(z) de I’équation différentielle minimale vérifiée par
+Fs. 1l serait intéressant de savoir si 'intégralité des coefficients de Taylor a 'origine de
q(2) := zexp(G(z)/,Fs(2)) peut étre caractérisée par une propriété analytique élémentaire
des fonctions d, ce qui permettrait de prouver I'intégralité des coefficients de Taylor de
nouvelles applications miroir en une variable.

n
n
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Résumé. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour que les coefficients
de Taylor a l'origine de séries en plusieurs variables ¢;(z) = z;exp(G;(z)/F(z)) soient
entiers, avec z = (z1,...,24) et ou F(z) et Gi(z) + log(z;)F(z), i = 1,...,d, sont des
solutions particuliéres de certains A-systémes d’équations différentielles linéaires. Ce critére
est basé sur les propriétés analytiques de 1'application de Landau (classiquement associée
aux suites de quotients de factorielles de formes linéaires). Pour démontrer ce critére,
nous généralisons entre autres une version en plusieurs variables d’un théoréme de Dwork
concernant les congruences formelles entre séries formelles, démontrée par Krattenthaler et
Rivoal dans « Multivariate p-adic formal congruences and integrality of Taylor coefficients
of mirror maps »[arXiv :0804.3049v3, math.NT|. Ce critére en plusieurs variables implique
I'intégralité des coefficients de Taylor de nouvelles applications miroir d’une seule variable
dans « Tables of Calabi—Yau equations »[arXiv :math/0507430v2, math.AG| de Almkvist,
van Enckevort, van Straten et Zudilin. Dans le cas particulier d’une variable, nous affinons
notre critére et démontrons l'intégralité des coefficients de Taylor de racines d’applications
miroir. Cela nous permet de démontrer une conjecture de Zhou énoncée dans « Integrality
properties of variations of Mahler measures »[arXiv :1006.2428v1 math.AG].

Abstract. We give a necessary and sufficient condition for the integrality of the Taylor coef-
ficients at the origin of formal power series ¢;(z) = z; exp(G;(z)/F(z)), with z = (z1, ..., z4)
and where F(z) and G;(z) + log(z;)F(z), i = 1,...,d are particular solutions of some A-
systems of differential equations. This criterion is based on the analytical properties of
Landau’s function (which is classically associated to the sequences of factorial ratios). One
of the techniques used to prove this criterion is a generalization of a version of a theorem
of Dwork on the formal congruences between formal series, proved by Krattenthaler and
Rivoal in « Multivariate p-adic formal congruences and integrality of Taylor coefficients
of mirror maps »[arXiv :0804.3049v3, math.NT]. This criterion involves the integrality of
the Taylor coefficients of new univariate mirror maps listed in « Tables of Calabi-Yau
equations »[arXiv :math/0507430v2, math.AG]| by Almkvist, van Enckevort, van Straten
and Zudilin. In the particular case of one variable, we refine our criterion and demons-
trate the integrality of the Taylor coefficients of roots of mirror maps. This allows us to
prove a conjecture stated by Zhou in « Integrality properties of variations of Mahler mea-
sures »[arXiv :1006.2428v1 math.AG].
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