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Introduction

Les matériaux élastomères sont fortement répandus dans lessecteurs industriels tels que l’aéro-

nautique, l’automobile, le secteur alimentaire , le bâtiment, etc. Cette multiplicité d’utilisation

des élastomères provient de caractéristiques mécaniques très intéressantes dont : la capacité à

subir de grandes déformations, le caractère amortissant, la résistance à la fatigue, ... Ces matéri-

aux, sont de plus en plus utilisés pour des pièces techniquesnécessitant une grande maîtrise

de leur comportement. Par exemple, les rotors d’hélicoptères modernes font appel à des com-

posants élastomériques qui peuvent servir soit de palier élastique, soit d’amortisseur de vibra-

tion et qui sont étroitement liés à la sécurité. La demande croissante de ce type d’applications

pousse les industriels du secteur à développer des outils deconception de plus en plus perfor-

mants et qui nécessitent donc une meilleure compréhension de ce type de matériau. En effet, les

élastomères exhibent un comportement complexe qui est dépendant des paramètres de charge-

ment (amplitude, fréquence), de la température et qui présentent des effets bien particuliers :

effet Mullins, tixotropie, fort auto-échauffement et couplage thermo-chimio-mécanique. Cette

complexité semble principalement être due à leurs microstructures.

Afin de contrôler les propriétés mécaniques et physiques de ces matériaux, on peut jouer clas-

siquement sur deux aspects : la nature de la base élastomérique (caoutchouc naturel ou syn-

thétique) et la nature d’éventuelles charges renforçantes(noir de carbone, silice, ...). Si les

composants qui forment ces matériaux sont en apparence simples en terme de comportement,
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2 Introduction

leur association conduit à des comportements beaucoup pluscomplexes que ce que donnerait

une simple loi des mélanges. Les interactions physico-chimiques, charges-matrice et charges-

charges ainsi que la morphologie de ce type de matériau sont àl’origine de cette complexité.

En outre, ces matériaux présentent des microstructures différentes suivant l’échelle d’observa-

tion. On observe des agrégats de particules dont la taille varie de 100 à 300 nm, des agglomérats

formés d’agrégats dont la taille est supérieure à 10 microns, des réseaux de particules ou d’agré-

gats qui peuvent parcourir le matériau dans son ensemble et ce à des taux de charge relativement

faibles.

La détermination du comportement macroscopique d’une façon rigoureuse passe nécessaire-

ment par une analyse micromécanique afin de faire intervenirles phénomènes micro-structuraux

et les interactions. Cependant ce type d’analyse représenteà l’heure actuelle un défi majeur car

il faut préalablement définir les phases en présence ainsi que la microstructure considérée. En

effet, le premier aspect dépend fortement du procédé de miseen œuvre, on trouve par exem-

ple différentes natures de gommes : élastomère, élastomèrelié, élastomère occlus,... le second

aspect dépend de l’échelle considérée. Il semble donc illusoire de pouvoir prédire le comporte-

ment macroscopique dans toute sa complexité en partant directement d’images obtenues par

observations microscopiques à une échelle donnée. En effet, il est nécessaire de considérer

ce matériau comme un assemblage de structures de différentes tailles : agrégats, agglomérats,

réseaux de charge,...

L’objectif de ce travail est de déterminer le comportement macroscopique d’un élastomère sil-

icone chargé de silice en tenant en compte de certains mécanismes d’interactions, et d’aspects

multi-échelles. Nous proposons dans un premier temps, de considérer un agglomérat de charge

noyé dans une gomme élastomérique. Dans un second temps, nousconsidérons un modèle d’ag-

glomérat constitué de particules de silice interconnectéespar une fine couche de gomme. Les

simulations numériques associées à ces modèles sont réalisées à l’aide d’éléments finis et sont

basées sur des méthodes d’homogénéisation numériques en appliquant des conditions de lo-

calisation de type PBC(1), KUBC (2) et SUBC(3). Il s’agit donc d’un travail exploratoire basé

essentiellement sur ces simulations numériques afin de mieux comprendre le rôle de la mi-

crostructure et les interactions en jeux.

(1). Periodic Boundary Conditions
(2). Kinematic Uniform Boundary Conditions
(3). Static Uniform Boundary Conditions
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Ce mémoire de thèse est constitué de 4 chapitres. Le premier chapitre est consacré à la descrip-

tion des élastomères chargés, d’un point de vue physique, chimique et mécanique. On présente

les propriétés des charges renforçantes, la mise en œuvre desélastomères et les caractéristiques

de leur comportement en statique et en dynamique.

Le deuxième chapitre traite de l’état de l’art de la modélisation des élastomères. Les approches

de modélisation sont classées essentiellement en trois catégories à savoir l’approche phénoméno-

logique, l’approche micro-physiquement motivée et les approches dérivant de l’homogénéisa-

tion.

Le troisième chapitre est consacré à la modélisation micromécanique d’un élastomère silicone

chargé de silice. Il s’agit d’un élastomère idéalisé constitué d’une matrice dense élastique et

d’agglomérat(s) viscoélastique(s). On cherche à analyser l’influence des paramètres de com-

portement, de morphologie et d’interaction de ce modèle.

Le dernier chapitre est consacré à la modélisation d’un agglomérat de charge de silice à une

échelle microscopique. Ce modèle suppose que l’agglomérat est constitué de particules de

charge rigides interconnectées par une fine couche d’élastomère lié faiblement réticulé. Pour

ce faire, des motifs de VER sont générés de manière aléatoire àbase de polygones de Voronoï

représentant les grains de silice. On cherche à étudier l’influence des paramètres microstruc-

turaux et à appréhender les mécanismes de dissipation dus auconfinement.





CHAPITRE

I Généralités sur les élastomères

chargés

C
e chapitre a pour objet la description d’élastomères chargés

d’un point de vue chimique, physique et mécanique. Il re-

groupe un certain nombre d’observations expérimentales, issues de

divers travaux de recherche, nous permettant d’identifier les principaux

facteurs influant sur le comportement. Ces observations nousguideront,

dans la suite au choix d’un Volume Elémentaire Représentatifadapté à

ce type de matériau.
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I.1 Introduction

Un élastomère peut être vu comme un regroupement de chaines macromoléculaires. Une chaîne

est constituée d’une multitude de monomères. On entend par monomère un enchaînement de

motifs simples et identiques, qui sont formés d’une succession de segments carbonés. Les

atomes constitutifs d’un monomère sont essentiellement lecarbone et l’hydrogène. La com-

position du caoutchouc naturel non vulcanisé est un hydrocarbure dont le monomère de base est

(C5H8)n, nommé l’isoprène (voir figure I.1). La synthèse de cette molécule en laboratoire est à

l’origine du caoutchouc synthétique. A l’état naturel, leschaînes sont repliées sur elles mêmes.

FIGURE I.1 – Monomère de base d’une chaîne macromoléculaire

Sous sollicitations, elles ont la possibilité de s’allongerd’une façon significative en supportant

de très grandes déformations.

Les chaines polymériques sont reliées entre elles par des points de jonction appelés points de

réticulation. Ces points de réticulation sont créés suite à une réaction chimique qui est activée

par un catalyseur. Dans la plupart des cas, il s’agit de soufre.

On appelle vulcanisation le processus de création de liaisons chimiques entre les chaines macro-

moléculaires pour former un réseau tridimensionel stable.La vulcanisation et les enchevêtrements

moléculaires assurent la cohésion du matériau.

Les élastomères possèdent des propriétés physiques et chimiques très complexes. Les notions

générales de chimies relatives à ces matériaux sont assez abondantes dans la littérature. En par-

ticulier, il est communément admis que le nombre de ponts (aux points de réticulation), leur

longueur, ainsi que leur répartition influent considérablement sur les propriétés mécaniques.

La réponse mécanique de ces matériaux dépend fortement de latempérature. La figure I.2 décrit

schématiquement l’évolution du module d’élasticité en fonction de la température. En dessous

de la température de transition vitreuse, on observe un plateau qui correspond à un état vitreux

caractérisé par une forte rigidité. Une chute brusque des propriétés mécaniques se manifeste au
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voisinage de la température de transition vitreuse. Ce phénomène est du à la disparition des li-

aisons entre les molécules. Au dessus de la température de transition vitreuse, le comportement

des polymères est caoutchoutique et le matériau est souple.

FIGURE I.2 – Variation du module d’élasticité d’un élastomère vulcanisé en fonction de la

température [5]

I.2 Les charges

Afin d’optimiser l’ensemble des caractéristiques de l’élastomère, dans le cadre d’une applica-

tion donnée, de nombreux additifs peuvent être incorporés.On parle alors d’élastomère chargé,

dont la microstructure peut s’avérer complexe. On distinguegénéralement deux catégories d’ad-

ditifs : les charges actives et les charges inactives.

I.2.1 Les charges inactives

Les charges inactives n’agissent pas directement sur les propriétés mécaniques. Parmi ces charges,

on peut citer :

– le carbonate de calcium : il améliore la processabilité ;

– les kaolins : ils sont utilisés comme extenders ;
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– l’oxyde de zinc : il améliore le processus de vulcanisation;

– les talcs : ils augmentent la perméabilité ;

– les plastifiants : ils permettent essentiellement de faciliter le glissement entre les chaînes et les

différentes opérations de mise en forme et de mélangeage. Ils améliorent aussi la dispersion

des charges et diminuent la température de mélangeage. Un plastifiant peut être soit à base

d’huile minérale, soit à base de produits d’origine animaleou de synthèse.

– les agents de protection : ils permettent de maintenir le plus possible l’élastomère en bon état

en évitant la dégradation précoce. La nature du milieu (température, rayonnement, etc) est la

plupart du temps à l’origine d’une altération et/ou d’un vieillissement de l’élastomère. Des

antioxydants et antiozonants sont utilisés pour palier auxattaques de l’ozone et de l’oxygène.

Les élastomères sont aussi sensibles au rayonnement ultraviolet. De ce fait, les conditions de

stockage nécessitent certaines précautions.

I.2.2 Les charges actives ou agents renforçants

Les agents renforçants sont principalement constitués parde charges renforçantes sous forme

de particules. Le renforcement par des charges permet d’élargir le domaine d’application des

élastomères.

On distingue essentiellement deux types de charges dans le secteur de l’industrie : les noirs

de carbone et les silices. Ces deux éléments ont des rôles équivalents et sont choisis comme

éléments renforçants en fonction de leur compatibilité avecl’élastomère de base. Ces additifs

influent sur la rigidité, la dissipation d’énergie (l’amortissement) et la résistance à la rupture. Le

caractère renforçant des charges provient de l’interaction charge-charge et charge-matrice. Ces

interactions ont des origines chimiques et physiques. On distingue différents types de liaisons

telles que les liaisons covalentes et les liaisons faibles de type van der Waals et hydrogène.

Dans le paragraphe suivant, on présente les charges actives les plus utilisées pour le renforce-

ment des élastomères. Dans l’objectif de motiver les modélisations à venir, on explique les

origines de ce renforcement à travers une analyse de la structure des charges et des mécanismes

d’interaction de type charge-charge et charge-matrice.

– Les charges de silice:

On distigue deux catégories : la silice naturelle et synthétique. La silice naturelle est issue des

roches formées par sédimentation d’organismes variés. Dansle cas synthétique, on trouve

essentiellement deux familles de silice :

– la silice précipitée obtenue en milieu aqueux par l’actiond’un acide. C’est la plus répandue
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dans le renforcement des élastomères ;

– la silice thermique obtenue par réduction à haute température du tétrachlorure de silicium

et oxydation du silicium de silice.

Le procédé de réduction chimique à haute température permetd’obtenir des silices ayant

différentes caractéristiques du point de vue surface spécifique, taille des particules et présence

d’agglomération en agissant sur la concentration en tétrachlorure de silicium, la température

de fusion et le temps de la réaction. Selon le procédés de miseen œuvre, les particules de

FIGURE I.3 – Différentes structures des charges, d’après [31]

silice peuvent former différentes structures à différentes échelles. On peut trouver la particule

de silice comme structure primaire, ou comme agrégat dont lataille peut aller de 40nm à

100nm. Le regroupement de ces agrégats donne naissance à un agglomérat. Les agrégats sont

liés entre eux par des liaisons faibles de type van der Waals.La taille d’un agglomérat varie

de quelques centaines de nanomètres à 200 micromètres (voirfigure I.3).

Quand les interactions entre les particules formant l’agrégat sont très fortes, on n’obtient pas

une bonne dispersion de la silice dans la matrice. Les charges de silice peuvent faire l’objet

d’un traitement de surface durant lequel on recourt parfoisà des agents de couplage pour créer
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des liaisons covalentes de type matrice-charge. Ce traitement influe essentiellement sur les

interactions charge-charge et charge-matrice. Un moyen pour traduire le niveau d’interaction

matrice-charge est de déterminer le taux de l’élastomère lié (cette notion est définie par la

suite). La morphologie de la silice est très proche de celle du noir de carbone, c’est la nature

chimique qui les distingue. L’interaction du noir de carbone avec la matrice élastomérique est

spontanée alors qu’il faut un agent de couplage dans le cas desilice. Le silane est l’agent de

couplage communément utilisé pour assurer la compatibilité entre les propriétés surfaciques

de la silice et les chaînes d’élastomère.

– Les charges de noir de carbone:

Les charges de noirs de carbone sont très utilisées pour les pneumatiques, elles sont obtenues

par combustion incomplète d’hydrocarbures. Comme pour la silice, ces charges se présentent

sous différentes formes : particules, agrégats et agglomérats. La particule de noir de carbone

peut être assimilée à une sphère dont la taille varie de 10 à 45nm. Généralement, une particule

de noir de carbone a tendance à interagir avec une autre particule pour former un agrégat [3].

Cette interaction entre les particules au sein d’un agrégat dépend essentiellement du procédé

de fabrication (mélangeage).

La taille d’un agrégat de noir de carbone varie entre 100 et 200nm. Le nombre de particules

par agrégat varie entre 20 et 200 particules.

Les propriétés chimiques du noir de carbone et de la matrice élastomèrique sont similaires de

sorte que l’incorporation de ces charges dans la matrice estaisée [47].

I.2.3 Propriétés des charges

Certaines propriétés des particules de charge influent d’unefaçon significative sur la réponse

macroscopique de l’élastomère. Ces propriétés ont fait l’objet de nombreux travaux de recherche

qui tentent de caractériser leurs influences. Dans la littérature, les auteurs s’accordent sur l’in-

fluence prépondérante de certains paramètres :

– la surface spécifique

La surface spécifique est un paramètre important caractérisant la microstructure des charges :

c’est la surface de silice disponible pour être mise en contact avec l’élastomère rapporté à la

masse de la particule. La surface spécifique est évaluée enm2g−1. L’évaluation de la surface

spécifique nécessite un soin particulier et des techniques pointues. L’absorption d’iode est un

moyen pour mesurer la surface spécifique de la silice. Toutefois, elle n’est pas précise. La

méthode de Cethyl Trimethyl Amonium Bromide (CTAB) est une autre alternative permet-

tant d’évaluer l’aire de la surface du silice accessible parl’élastomère. Elle suppose que la
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surface de la silice est sphérique. Une autre méthode basée sur l’absorption d’azote appelée

BET mesure l’aire de la surface de contact totale en tenant compte de la porosité du noir de

carbone. On cite aussi la méthode « Statistical Thickness Surface Area »(STSA) [54]. Ces

FIGURE I.4 – Influence de la surface spécifique, cas du noir de carbone[21]

différentes méthodes ne donnent pas toujours avec précision la surface spécifique. En effet,

des caractéristiques physiques relatives aux charges peuvent être source d’erreur.

Le caractère renforçant n’est pas lié uniquement à la surface spécifique. En effet, les silices

pyrogénées ont une surface spécifique pouvant atteindre 400m2/g mais elles sont moins ren-

forçantes que les noirs de carbone de surface spécifique de quelquesm2/g à 150m2/g [4].

Des résultats présentés par J. Fröhlich et al. [21] montrent l’influence de la surface spéci-

fique sur le module dynamique pour des charges de noirs de carbone. La figure I.4 montre

l’influence de ce paramètre pour trois types de noirs de carbone désignés par N 115, N 220

et N 339 corespondant respectivement aux surfaces spécifiques suivantes : 128, 111, et 92

m2/g. La figure montre qu’à faible niveau de déformation, le module dynamique s’accroit

avec la surface spécifique. À taux de charge fixe, lorsque le diamètre moyen des particules

primaires diminue, le nombre de particules et la surface spécifique augmentent et la distance

entre agrégats diminue. Ainsi, la mise en réseau des particules est plus prononcée lorsque la

surface spécifique augmente. De ce fait, le terme « renforcement » est lié aux phénomènes
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d’interaction charge/matrice mais aussi charge/charge.

– la chimie de surface:

FIGURE I.5 – Etat chimique de la surface du silice [4]

La chimie de surface induit une activité de surface. Différents groupes chimiques se situant

sur la surface des charges conditionnent cette activité (voir figure I.5). Les interactions de

type charge-charge et charge-élastomère dépendent entre autre de l’énergie de surface. La

présence de silanols sur la surface de la silice est à l’origine de l’incompatibilité avec les

chaînes macromoléculaires de l’élastomère. Toutefois, les silanols favorisent l’interaction de

type charge-charge pour la création des agrégats et agglomérats. Dans la littérature, on men-

tionne deux types de forces de surface : les forces dispersives et les forces spécifiques. Dans l’

article de J.Fröhlich et al. [21], on trouve une analyse de l’influence de l’activité de la surface

des charges de noirs de carbone qui ont subit un traitement thermique à haute température.

– la structure :

La structure des particules de charge est un paramètre important. Elle influe sur les différentes

interactions dans l’élastomère chargé. La finesse des particules, leurs arrangements, leurs

formes et leurs dimensions sont des éléments parmi d’autresqui décrivent cette structure.

Dans le cas du noir de carbone, d’un type à un autre, on a une structure différente. Certains

travaux [28] montrent des images permettant de décrire la structure des agrégats de noir de

carbone en trois dimensions. Il s’agit d’une structure ramifiée de type « fractales » (voir figure

I.6 ) permettant une augmentation de la surface de contact avec la gomme élastomérique ce

qui améliore d’avantage l’effet de renforcement.

J. Fröhlich et al. [21] cherchent à comprendre les mécanismes de renforcement de l’élastomère.

Ils dressent une liste exhaustive des paramètres qui sont les acteurs principaux dans le mécan-

isme de renforcement. D’une manière générale, les facteurs influant le renforcement de l’élas-
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tomère sont :

– la taille des particules et/ou la surface spécifique,

– la structure ou le degré d’irrégularité de la charge qui joue un rôle essentiel lors du mouve-

ment des chaines d’élastomère sous un chargement,

– l’activité de surface, un facteur important à l’égard de l’interaction charge-charge et charge-

matrice.

FIGURE I.6 – Structure ramifiée d’agrégat de noir de carbone [28]

I.2.4 Morphologie d’un élastomère chargé

L’étude de la morphologie des charges renforçantes a fait l’objet de plusieurs études, car con-

trôler la forme des particules de charges lors de leur regroupement est un élément essentiel pour

prévoir les performances du matériau élastomérique. S. Kohjiya et al. [27] ont travaillé sur la vi-

sualisation de l’état de dispersion en 3D des charges renforçantes dans la matrice élastomérique.

Les outils d’observation ont une résolution de l’ordre de l’angström avec la technique dite 3D-

TEM.

Le renforcement par la silice donne naissance à des géométries complexes, en allant de la partic-

ule élémentaire sphérique à des agrégats ou des agglomératset des « clusters » (voir figure I.7).

Des liaisons de type électrostatique, hydrogène et chimiquesont à l’origine de ces différentes

structures dont la taille varie entre50 et 500 nm [31]. Les charges de silices se distinguent par

leurs surfaces spécifiques variant d’après J. L. Leblanc [31], entre50 et380m2g−1 mesurée par

l’absorption du nitrogène.

Les charges de silice seules mettent en place un réseau solide et une faible interaction avec la

matrice élastomérique. Plus des additifs sont utilisés, plus des liaisons chimiques entre la sur-

face des charges de silice et l’élastomère sont formées.
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FIGURE I.7 – Différentes échelles de taille des charges

Les mécanismes d’interaction charge-charge ne sont pas encore bien déterminés. Les auteurs

priviligient souvent l’hypothèse de l’existance d’une mince couche de l’ordre du nanomètre en-

tre les charges où la mobilité des chaînes moléculaires est restreinte.

Les charges interagissent chimiquement avec la gomme et forment une structure en réseau dont

la nature peut influer sur le comportement global. Parmi les paramètres influants on peut citer :

– la gomme ocluse:

La dispersion des charges dans la matrice dépend du temps de malaxage.

La microstructure montre qu’une quantité d’élastomère peut s’insérer dans les vides interpar-

ticulaires. On l’appelle partie ocluse immobilisée. Elle est a priori isolée, et ne contribue pas

à la déformation macroscopique.

Des études très fines tiennent compte de ce phénomène qui aura lieu après le malaxage par

exemple pour estimer la fraction effective de charge à partir de la fraction réelle.

FIGURE I.8 – Gomme occluse, gomme liée
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– la gomme liée:

D’autres cas sont aussi observés montrant l’existence d’unecouche d’élastomère de forte

raideur, parfaitement collée aux charges, qui ne peut être extraite : c’est le polymère lié (voir

figure I.8).

La nature des interactions entre la matrice et la charge est àl’origine de la partie d’élastomère

lié. Dans la littérature, on mentionne que la quantité d’élastomère lié dépend de la fraction

volumique, de la nature de la charge, de la surface spécifiqueet de l’énergie de surface.

Des investigations diélectriques, dans certains travaux derecherche, confirment l’existence

d’une couche d’élastomère entre les particules de charge. Cette mince couche d’élastomère

entre les particules fait l’objet d’une étude réalisée par G.Heinrich et al. [25] qui tente de

comprendre les mécanismes de renforcement et de souligner l’effet de la présence de cette

mince couche. La figure I.9 est une réprésentation schématique de cet effet avecξ, d et ∆,

FIGURE I.9 – Influence de la couche mince entre les particules de charges [25]

qui désignent respectivement la taille du réseau de charges, taille de particule élementaire et

l’épaisseur de la couche mince autour des particules

L’effet d’une telle couche immobilisée entre les particulesde charges, est prise en compte

comme renforcement par une loi de puissance du module d’élasticité proposé par G. Heinrich,

dépendant de la concentration des chargesϕ, de la taille des particuled et de l’épaisseur de

la couche en question∆ :

G
′ ∼= Gp(

(d+ 2∆)3 − 6d∆2

d3
ϕ)

3+df,B

d−df , (I.1)

avecdf , df,B : paramètres caractérisant la structure de l’aggrégat.

Johann G. Meier et Manfred Klûppel [38] signalent la présence systèmatique d’une couche

d’élastomère d’épaisseur de l’ordre de 2 à 5 nm entre les particules adjancentes de noir de
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carbone. Cette couche apparait pendant la vulcanisation. L’arrangement morphologique des

particules de noir de carbone est étudié par analyse de la dispersion de la permittivité diélec-

trique et de la conductivité électrique pour une large plagede fréquence.

– les agrégats et les agglomérats:

Dans un élastomère chargé, les particules de charges se présentent sous plusieurs formes.

Les particules peuvent être isolées comme elles peuvent se regrouper. Pendant le malax-

age, les particules de charges peuvent se regrouper en formant un agrégat. Ces derniers,

à leur tour, peuvent se regrouper et donner naissance à des agglomérats. Des observations

microscopiques mettent en évidence ces différentes structures. Les travaux de la littérature

mettent en évidence l’influence du temps de mélangeage sur ladispersion des charges de

silices et l’apparition d’un réseau de charges. Des techniques sont utilisées pour caractériser

la dispersibilité de la silice avant son incorporation dansla matrice. Elles consistent à suivre

l’évolution de la taille des agglomérats de charge en suspension dans l’eau et soumis à des

ultrasons de puissance contrôlée [4].

(a) Temps de mélangeage=4min (b) Temps de mélangeage=16min

FIGURE I.10 – Echantillons d’élastomère chargé de silices à 60% [2]

Le procédé de fabrication et le temps de malaxage influent fortement sur la dispersion des

charges dans la matrice (voir figure I.10). Ces éléments qui caractérisent la morphologie de la

microstructure influent sur la réponse macroscopique.
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Caoutchouc 36%

Protéine 1.5%

Glucides, résines, et sels2.5%

Eau 60%

TABLE I.1 – Composition du latex indépendamment du lieu de plantation [5]

I.3 Mise en œuvre

I.3.1 Obtention du caoutchouc naturel

Dans ce paragraphe, on décrit le processus d’élaboration du matériau. Le caoutchouc naturel

(NR) est extrait d’un arbre nommé l’Hevea Brasilinsis. Il est obtenu à partir du latex après avoir

réalisé des saignées profondes de l’écorce de l’arbre. Le caoutchouc est extrait du latex après co-

agulation par une solution acide. On obtient des plaques qui peuvent être vendues comme latex

concentré. Les zones humides et à basses altitudes où il y a defortes précipitations constituent

un cadre idéal pour la culture du latex. Utiliser ce matériau àbase de latex à l’état brut pose

certains problèmes d’écoulement à la température ambiante.La composition du latex est décrit

par le tableau I.1. Le caoutchouc représente une concentration égale à 36% dans une solution

aqueuse comportant des protéines, des glucides, des résines et des sels. Dans la littérature [4],

on cite deux procédés d’obtention du caoutchouc naturel à partir du latex. Le choix du procédé

dépend du type de produit fabriqué :

– l’ajout de l’acide formique ou de l’acide acétique permet la coagulation de globules de

caoutchouc qui peuvent être extraits de la solution aqueuse, ils font ensuite l’objet d’un traite-

ment spécifique avant la mise en forme ;

– les moules de certains produits sont plongés dans le latex.L’ajout d’ammoniaque stabilise le

latex dans son état liquide pour être traité avant le moulage.

Des travaux de recherche ont permis d’aboutir à un procédé permettant de stabiliser le matériau :

c’est le procédé dit la vulcanisation. La découverte de ce procédé est à la base du développe-

ment d’un secteur industriel important. Les industriels cherchent à optimiser la composition du

matériau en fonction des applications. Après le mélangeage qui consiste à ajouter les différents

additifs à la gomme, des procédés de mise en forme peuvent être utilisés. Parmi ceux-ci, on cite

le moulage par injection, l’extrusion de profilés et le calandrage pour l’obtention des plaques

minces.
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I.3.2 Vulcanisation et réticulation dans un élastomère

Les chaînes macromoléculaires sont liées entre elles par des liaisons secondaires de type van der

Waals d’énergie faible. De ce fait, le caoutchouc naturel a uncaractère de fluide très visqueux.

A l’état naturel et suite à une sollicitation, l’écoulementdes chaînes les unes par rapport aux

autres est inévitable. La découverte de Ch. Good Year (1839) duprocédé de réticulation par

le soufre, appelé vulcanisation, a permis la stabilisationdu caoutchouc naturel afin de rendre

son utilisation possible dans diverses applications. Des agents accélérateurs de vulcanisation

sont aussi utilisés avec le soufre tels que les amines ou les guanidines. La réticulation permet la

création de liaisons chimiques fortes entre les chaînes macromoléculaires donnant naissance à

un réseau tridimensionel stable. La vulcanisation et les enchevêtrements moléculaires assurent

la cohésion du matériau permettant aussi d’éviter le glissement entre chaînes tout en conservant

leur flexibilité. La distance moyenne entre deux jonctions est un paramètre qui peut aussi donner

une idée sur le taux de réticulation. Plus cette distance estfaible, plus le nombre de ponts de

jonction est important. La vulcanisation s’effectue à une température entre 150 et 200 degrés

FIGURE I.11 – Pelotes statistiques de chaînes

[37]
FIGURE I.12 – Réseau de chaînes

pendant une faible durée. C’est après la vulcanisation qu’onaboutit à un réseau tridimensionnel.

Les paramètres liés à la vulcanisation affectent les propriétés de l’élastomère.

I.4 Mécanismes de comportement

On s’intéresse dans cette section aux principales caractéristiques qui gouvernent le comporte-

ment des élastomères chargés.
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FIGURE I.13 – Vulcanisation au soufre : réseau tridimensionnel deschaînes dans l’élastomère

[54]

I.4.1 Comportement statique : élasticité caoutchoutique ou élasticité en-

tropique

Le comportement des élastomères non dissipatifs est communément modélisé par l’hyperélas-

ticité. La détermination de la loi de comportement hyperélastique se fait par le biais d’une

énergie libre spécifique notéeΨ.

L’assemblage des chaînes étant aléatoire et désordonné, une approche statistique permet de

décrire la position ou « la conformation » la plus probable dela macromolécule en pelote statis-

tique (voir figure I.11). L’énergie de déformation est directement liée à la variation de l’entropie

du réseau de chaînes. La figure I.14 montre schématiquement la courbe contrainte - déformma-

tion pour un essai de traction. Des arguments thermodynamiques permettent de montrer que la

réponse est pilotée par :

– une contribution due à la variation de l’énergie interne,

– une contribution provient de la variation de l’entropie.

La figure I.14 souligne la contribution de chaque terme. Dans le cas des élastomères, la con-

tribution de l’entropie est très importante par rapport à celle de l’énergie interne. Suite à une

sollicitation, les longues chaînes d’un réseau tridimensionnel constituant l’élastomère, se dé-

forment de façon réversible. La force moléculaire de rappeldue à la diminution de l’entropie

(diminution du nombre de conformations possibles) est à l’origine de ce retour à la forme ini-

tiale. Dans la configuration non sollicitée, l’orientation et la distribution des chaînes macro-

moléculaires sont désordonnées et aléatoires. Chacune est repliée sur elle-même au repos. Sous

sollicitation, le désordre des chaînes décroit et on obtient un arrangement orienté. Une anal-

yse basée sur un calcul statistique permet de déterminer cette entropie (mesure de désordre) du

reseau de chaînes. Dans la littérature, on parle ainsi de l’élasticité entropique.
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FIGURE I.14 – Contribution de l’entropie et de l’énergie interne à laforce de traction en fonction

de l’élongation [12]

I.4.2 Comportement endommageable, phénomènes irréversibles

On distingue principalement les effets suivants :

– l’effet mullins

Il consiste en un adoucissement du comportement après une première sollicitation. Une autre

terminologie est utilisée pour désigner ce phénomène : l’accommodation. Dès le premier

cycle de chargement, l’adoucissement apparait. Il se stabilise après trois ou quatre cycles

(voir figure I.15). Ce phénomène a été étudié pour la première fois par Mullins (1947). L’ef-

FIGURE I.15 – Effet Mullins

fet Mullins se manifeste plus ou moins fortement pour tous les élastomères chargés ou non
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chargés. Diverses explications sont proposées. Certains l’associent à un endommagement

des liaisons entre les chaînes ou une rupture des liaisons à faible énergie. D’autres proposent

des modèles phénoménologiques sans interprétation micromécanique. La figure I.16 est une

schématisation traduisant à l’échelle microscopique l’origine de l’effet Mullins.

FIGURE I.16 – Interprétation microscopique de l’effet Mullins [22]

La transformation d’une phase dite « dure » en une phase dite «molle » dans l’élastomère

est à l’origine de cet adoucissement de contraintes dès les premiers cycles de chargement.

Ce phénomène peut être expliqué également par le glissement des chaînes d’élastomère au

niveau de la surface des charges. Pour plus de détails, on oriente le lecteur vers les travaux

référencés [18],[42] et [45].

– la cristallisation

Initialement, l’élastomère vulcanisé est amorphe. À partir d’un certain seuil d’élongation,

il peut apparaître des cristallites. Il s’agit d’édifices tridimensionels ordonnés qui peuvent

occuper une bonne portion du volume du matériau. Cette phase cristalline coexiste avec une

phase amorphe. Le phénomène de cristallisation est très peuprésent dans les silicones chargés

de silice qui sont l’objet de notre étude.

– l’endommagement par fatigue

L’endommagement sous chargement cyclique est un phénomènequi peut avoir lieu dans les

élastomères chargés. La propagation de ce type d’endommagement influe énormément sur

la durée de vie de ces matériaux. Des travaux de recherche tenant compte de l’histoire des

sollicitations subies par des pièces à base d’élastomère chargé ont été réalisés par [53], [1] et

[50]. L’endommagement par fatigue des élastomères chargéslors d’un chargement cyclique

regroupe des mécanismes de concentration de contraintes, de cavitation, de coalecence et de
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propagation de fissures. Comme le montre la figure I.17, l’endommagement par fatigue peut

(a) Décohésion autour d’un aggrégat (b) Cavitation aux pôles d’une charge de silice

FIGURE I.17 – Mécanismes d’endommagement par fatigue dans un matériau chargé [22]

résulter de l’apparition à l’échelle microscopique de décohésions autour des aggrégats et/ou

de cavitations aux pôles d’une charge de silice.

I.4.3 Comportement dynamique

On recense principalement les effets suivants :

– l’effet Payne

La plupart des composants élastomériques sont sollicités en dynamique. Expérimentalement,

on constate que le module dynamique des élastomères chargésdiminue avec l’augmentation

de la déformation. Lors d’un chargement cyclique en déformation, le module de cisaille-

ment peut être exprimé comme un module complexeG∗. L’addition des charges a un fort

impact sur le comportement statique et dynamique des caoutchoucs. La figure I.18 montre

le comportement typique d’un module de cisaillement complexe en fonction de la déforma-

tion dynamique de cisaillement. Plusieurs éléments contribuent à l’évolution de la courbe

du module de cisaillement complexe à savoir le réseau de polymère (vulcanisation dans la

gomme pure), l’effet hydrodynamique, la structure de l’élastomère et l’interaction charge-

charge. On remarque qu’à forte amplitude dynamique, un modèlequi combine les effets du

réseau de polymère, l’effet hydrodynamique et la structurede la gomme capte bien la réponse

en cisaillement dynamique. Toutefois, il semble nécessaire d’associer à ce modèle les effets

d’interaction entre les charges pour capter également la réponse mécanique à faible déforma-

tion dynamique. L’effet Payne correspond à la modification de la morphologie du matériau
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FIGURE I.18 – Forme idéalisée de la courbe du module élastique [21]

FIGURE I.19 – Effet du taux de charge sur l’effet de Payen [22]

lors de la sollicitation. De nombreux auteurs attribuent ceteffet à une rupture du réseau de

charge, ou à des mécanismes liés à l’interface charge-matrice. Une destruction partielle du

réseau de charges, suite à la déformation de la matrice, engendre une chute du module dy-

namique. L’effet Payne s’accentue quand on augmente le tauxde charge des particules dans la

matrice [49], voir figure I.19. Plusieurs modèles dans la littérature sont proposés pour décrire

ce phénomène. On peut citer entre autre le modèle de Kraus. Ce modèle suppose que le taux
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de rupture dans un réseau de charge est proportionnel au nombre de contact entre les partic-

ules et à l’amplitude de déformation du réseau.

– l’effet Fletcher Gent

Le comportement est également sensible à la fréquence de sollicitation (voir figure I.20). Les

FIGURE I.20 – Influence de la fréquence de sollicitation [12]

figures I.21 et I.22 montrent que l’augmentation de la fréquence engendre une rigidification

globale et une augmentation de la dissipation. L’analyse micromécanique de ce phénomène

est beaucoup moins claire. Il n’y a pas, à ma connaissance, d’interprétations pertinentes de

ce phénomène.

FIGURE I.21 – Raideur globale [37] FIGURE I.22 – Dissipation globale [37]
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I.4.4 Influence de la température

Le comportement des élastomères dépend fortement de la température (voir figure I.23). À

FIGURE I.23 – Influence de la température [37]

faible température, le comportement de ces matériaux dépend fortement de la vitesse de sollic-

itation [34]. Pour des températures plus importantes, le module de rigidité dynamique chute, de

même que la dissipation. Les figures I.24 et I.25 décrivent l’évolution de la raideur et de la dis-

FIGURE I.24 – Raideur globale [37] FIGURE I.25 – Dissipation globale [37]

sipation suivant la température pour des essais cycliques triangulaires de double cisaillement,

réalisés à différentes amplitudes de déformation [37].
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Remarque:

Cette dépendance de la réponse mécanique des matériaux élastomériques aux conditions de

chargement (température, amplitude, fréquence, vitesse de deformation, etc) que ce soit en dy-

namique ou en statique, est directement liée à leur complexité microstructurale et leur capacité

à activer des réactions tout au long de leur vie.

I.5 Conclusion

Nous avons tenté, au cours de ce chapitre, d’illustrer la complexité du comportement de ces

matériaux et ceci que l’on se place du point de vue du chimiste, du physicien ou du mécani-

cien. Néanmoins, il semble évident que le rôle des interactions entre les différents constituants

(charge/charge, charge/matrice) est prépondérant et nécessite des investigations à une échelle

microscopique afin de mieux comprendre les phénomènes en jeux. En ce sens, il semble que

l’approche micromécanique constitue un outil d’investigation pertinent qui peut permettre d’ap-

préhender ces phénomènes. Les observations faites, dans cechapitre, vont donc nous servir de

base à la mise en place d’une telle approche.





CHAPITRE

II Outils pour la modélisation des

élastomères chargés

D
ans ce chapitre, nous présentons un bref état de l’art de la

modélisation des élastomères. Pour le dimensionnement des

structures, il est nécessaire de tenir compte de plusieurs phénomènes :

la capacité de ces matériaux à subir de grandes déformations, le car-

actère dissipatif, l’influence de la température, l’endommagement, la

fatigue et le veillissement. Les approches de modélisationpeuvent être

classées en trois familles : l’approche phénoménologique,l’approche

micro-physiquement motivée et l’approche dérivant de l’homogénéisa-

tion.
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II.1 Introduction

Les premiers modèles qui décrivent le comportement hyperélastique des caoutchoucs datent de

1940. Le modèle de Mooney (1940) est bien adapté pour représenter les essais de Treloar sur

un caoutchouc naturel. Il permet de reproduire la réponse dece matériau pour des déformations

modérées (inférieures à 300 %). En effet, à cette époque, divers modèles sont développés pour

reproduire la réponse mécanique d’un élastomère donné lorsd’un essai spécifique et pour une

plage de déformation précise. Ces limitations sont à l’origine du développement de modèles

plus génériques qui tentent à reproduire le comportement detoute une famille d’élastomères

pour une large gamme de déformation et différents types de chargements. Ces premiers mod-

èles sont basés sur des observations expérimentales et des propriétés d’isotropie et d’incom-

pressibilité. En plus de ces modèles phénoménologiques, d’autres se basant sur une description

statistique de la conformation des chaînes macromoléculaires, tel celui de Neo-Hooke, ont vu

le jour. Ces modèles ne tenant pas compte de l’extension propre de la chaîne macromoléculaire

ont été enrichis par la suite. Cependant, ils ne tiennent pas compte de l’aspect dissipatif lié à

la viscosité et la plasticité. Doi et Edwards (1986) ont proposé un modèle viscoélastique pour

ces matériaux basé sur la reconfiguration des chaînes macromoléculaires. Beaucoup de modèles

rhéologiques ont ensuite été proposés pour modéliser les comportements mécaniques des élas-

tomères en prenant en compte la dissipation. Des outils thermodynamiques et le concept des

états intermédiaires ont grandement contribués au developpement de cette famille de modèles.

Dans le courant des années 90, des modèles micro-physiquement motivés basés sur des constats

expérimentaux et le traitement statistique de chaînes macromoléculaires ont fait leur apparition.

Parmi ces modèles, on peut citer celui de Arruda-Boyce[1993] qui repose sur un modèle d’élé-

ment de volume cubique avec des chaînes issues des huit sommets se rejoignant au centre de la

cellule unitaire. Ce modèle utilise la théorie de reptation des chaînes macromoléculaires pour

tenir compte de l’effet dissipatif et la dépendance par rapport au temps. Enfin, à partir des an-

nées 2000, on a pu voir apparaître des modèles basés sur l’homogénéisation, dont celui de Ponte

Castaneda [35] et son extension par Suquet et Lahellec [30].

II.2 Quelques modèles hyperélastiques

Les modèles phénoménologiques sont basés sur des considérations mathématiques et des mesures

expérimentales. Pour modéliser le comportement hyperélastique, divers modèles phénoménologiques

sont proposés. Les modèles se différencient par la plage de déformation dont ils savent rendre

compte. Les modèles hyperélastiques sont caractérisés parla donnée d’une énergie libreψ. Pour
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un comportement isotrope, cette dernière dépend des invariants d’un tenseur des déformations

(le tenseur de Cauchy Green droit¯̄C = ¯̄F¯̄FT ou gauchē̄B = ¯̄FT ¯̄F avec¯̄F le gradient de transfor-

mation). Dans le cas incompressible, la loi de comportement s’écrit sous forme eulérienne :

¯̄σ = 2ρ ¯̄B
∂ψ

∂ ¯̄B
− p¯̄1, (II.1)

avecp la pression hydrostatique associée à l’incompressibilité, ρ la masse volumique et̄̄1 le

tenseur identité. On présente ci-après quelques exemples dechoix possibles pour l’énergie libre.

– Modèle de RIVLIN et SAUNDERS

L’énergie libre associée à ce modèle est une série polynômiale qui dépend des invariants d’un

tenseur de déformation.

ψ(I1, I2) =
∞∑

i,j=0

Ci,j(I1 − 3)i(I2 − 3)j , C00 = 0 (II.2)

avecI1 et I2 les invariants du tenseur de Cauchy-Green droit

I1 = tr( ¯̄C) = 1, I2 = 1
2
((tr( ¯̄C))2 − tr( ¯̄C2)) et I3 = det( ¯̄C) = 1

Ce modèle convient à plusieurs types d’élastomères jusqu’à un niveau important de déforma-

tion.

– Modèle de GENT THOMAS

ψ(I1, I2) = C1(I1 − 3) + C2ln(
I2
3
) (II.3)

Ce modèle permet de modéliser le comportement hyperélastique pour des déformations mod-

érées (100%).

– Modèle de OGDEN

ψ(λ1, λ2, λ3) =
N∑

p=1

µp
αp

(λ
αp

1 + λ
αp

2 + λ
αp

3 − 3) (II.4)

avec
N∑

p=1

µpαp = 2µ , λ1λ2λ3 = 1 , µpαp > 0

λ1, λ2 etλ3 : les élongations principales (les valeurs propres des tenseurs de Cauchy-Green).

– Modèle de HART-SMITH

ψ(I1, I2) = A1

∫ I1

3

exp(A3(Ĩ1 − 3)2)dĨ1 + A2ln(
I2
3
) (II.5)

Ce modèle est particulièrement adapté à des niveaux très élevés de déformation (800%).

Le choix de l’énergie libre est à effectuer au moment de la modélisation après analyse d’essais

mécaniques réalisés sur des éprouvettes. Il est souhaitable d’avoir des essais variés du point de

vue des invariants de déformation afin de couvrir une large plage de sollicitations.
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II.3 Modèles rhéologiques en grandes déformations

Les modèles rhéologiques en grandes déformations sont basés sur la théorie de l’état local et sur

la décomposition multiplicative du gradient de la transformation. Ils constituent une généralisa-

tion en grandes déformations de l’hypothèse de partition desdéformations en HPP (hypothèse

de petites perturbations).

II.3.1 Etats intermédiaires

Ce concept developpé par F. Sidoroff suppose l’existence d’un état intermédiaire notée (Ci)

pour passer de la configuration intiale (C0) à la configuration actuelle (Ct). Il a été initialement

adopté pour décrire des comportements élastoplastiques engrandes déformations. Il suppose

une décomposition de la transformation en une transformation purement élastique et une autre

anélastique comme le montre la figure II.1. Cette configuration intermédiaire est obtenue par un

relâchement élastique de la configuration actuelle.

FIGURE II.1 – Configuration intermédiaire

¯̄F = ¯̄Fe ¯̄Fa (II.6)

¯̄Fa et ¯̄Fe sont respectivement les gradients des transformations anélastique et élastique.

Pour chaque transformation, on peut redéfinir les tenseurs cinématiques : les tenseurs de Cauchy-

Green gauches élastique et anélastique¯̄Be et ¯̄Ba et le taux eulérien de déformation anélastique
¯̄Da et élastiquē̄De.
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Ce concept peut être étendu à plusieurs états intermédiaires. Pourn états intermédiaires, le mod-

èle est complètement défini par la connaissance d’un jeu den+ 2 variables [12].

L’écriture de l’inégalité de Clausius-Duhem permet de déduire la loi de comportement et les lois

complémentaires. On distingue trois formalismes pour écrire les lois constitutives : lagrangien,

eulérien et mixte.

L’approche par variables internes peut rendre la démarche d’identification des paramètres du

modèle assez lourde dans le cas de description d’un comportement complexe.

II.3.2 Quelques modèles rhéologiques

On présente ici les modèles rhéologiques de POYNTING-THOMSON et ZENER.Ces modèles

sont utilisés pour la modélisation de comportements viscoélastiques.

– Modèle de POYNTING-THOMSON

FIGURE II.2 – Modèle de POYNTING-THOMSON

On suppose une décomposition additive de l’énergie libreψ.
{

ψ = ψe(
¯̄Be) + ψv(

¯̄Bv)

ϕint = ϕint(
˙̄̄D0
v)

(II.7)

Les tenseurs̄̄B et ¯̄Bv sont choisis comme variables d’états, les équations du modèle de

POYNTING-THOMSON sont [12] :






¯̄σ = 2ρ
[
∂ψe

∂Ie
1

¯̄Be −
∂ψe

∂Ie
2

¯̄B−1
e

]

− p¯̄I

2ρ
[
∂ψe

∂Ie
1

¯̄Be −
∂ψe

∂Ie
2

¯̄B−1
e

]D

− 2ρ
[
¯̄V−1
e

(
∂ψv

∂Iv
1

¯̄B − ∂ψv

∂Iv
2

¯̄Be
¯̄B−1 ¯̄Be

)
¯̄V−1
e

]D

=
[
∂ϕv

∂ ¯̄D0
v

]D

les conditions d’incompressibilité :tr( ¯̄D) = 0 et tr( ¯̄D0
v) = 0

(II.8)

¯̄σ : tenseur de Cauchy ;
¯̄D : le taux de déformation ;
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¯̄Ve : tenseur de déformation pure obtenu par décomposition polaire :¯̄Fe = ¯̄Ve
¯̄R ;

¯̄D0
v : taux de déformation anélastique.

– Modèle de ZENER

Dans un formalisme eulérien, les tenseurs de dilatation de Cauchy-Green gauchē̄B et ¯̄Be

FIGURE II.3 – Modèle de ZENER

peuvent être choisis comme variables d’états. On suppose unedécomposition additive de

l’énergie libre telle que :
{

ψ = ψ0(
¯̄B) + ψv(

¯̄Be)

ϕint = ϕint(
˙̄̄D0
v)

(II.9)

On peut obtenir les équations constitutives et complémentaires suivantes :







¯̄σ = 2ρ
[
∂ψ0

∂I1
¯̄B − ∂ψ0

∂I2
¯̄B−1
]D

+ 2ρ
[
∂ψe

∂Ie
1

¯̄Be −
∂ψe

∂Ie
2

¯̄B−1
e

]D

− p¯̄I

2ρ
[
∂ψe

∂Ie
1

¯̄Be −
∂ψe

∂Ie
2

¯̄B−1
e

]D

=
[
∂ϕv

∂ ¯̄D0
v

]D

les conditions d’incompressibilité :tr( ¯̄D) = 0 et tr( ¯̄D0
v) = 0

(II.10)

Les modèles présentés précédemment sont complètement définis en affectant aux différentes

branches une densité d’énergie libre hyperélastiqueψ (MOONEY RIVLIN, GENT-THOMAS,...)

et un pseudo-potentiel de dissipationϕv. Le plus simple est de prendre un pseudo-potentiel

quadratique ([12]) de forme :ϕv( ¯̄D0
v) =

η
2
¯̄D0
v :

¯̄D0
v

II.3.3 Approche intégrale

Les approches pécédentes sont basées sur des modèles de comportement à variables internes.

Une autre approche consiste à utiliser des intégrales héréditaires pour déterminer la contrainte

en fonction de l’histoire de déformation. Une approche héréditaire générale permet d’écrire la
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loi de comportement sous la forme d’une série infinie qui, dans le cadre des petites déforma-

tions, peut s’écrire :

σ(t) =

∫ t

−∞

Dε(t
′

1)

Dt
′

1

µ1(t− t
′

1)dt
′

1 +

∫ t

−∞

∫ t

−∞

Dε(t
′

1)

Dt
′

1

Dε(t
′

2)

Dt
′

2

µ2(t− t
′

1, t− t
′

2)dt
′

1dt
′

2

+

∫ t

−∞

∫ t

−∞

∫ t

−∞

Dε(t
′

1)

Dt
′

1

Dε(t
′

2)

Dt
′

2

Dε(t
′

3)

Dt
′

3

µ3(t− t
′

1, t− t
′

2, t− t
′

3)dt
′

1dt
′

2dt
′

3 + · · · ,

(II.11)

avecµi des fonctions de relaxation d’ordrei et t
′

1, t
′

2 et t
′

3 des temps de référence.

Les fonctions de relaxation sont déterminées expérimentalement. Cette approche peut être général-

isée aux comportements non linéaires en grandes déformations. La méthode basée sur les séries

de Prony est une application courante de cette approche.

II.4 Modèles basés sur la physique statistique

Les approches statistiques sont basées sur des considérations de la structure macromoléculaire

des chaînes et les mécanismes de déformation. Un calcul probabiliste peut être mené en con-

sidérant une description statistique où la chaîne macromoléculaire est formée de plusieurs seg-

ments de même longueur liés entre eux donnant la possibilitéà la chaîne d’avoir plusieurs con-

figurations. La figure II.4 présente une représentation des configurations possibles de la chaîne

FIGURE II.4 – Représentation d’une chaîne de polymère [32]

qui peuvent être évaluées par la probabilité de trouver l’extrémité de la chaîne dans une coque de
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rayonr et d’épaisseurdr. Une forme gaussienne de la fonction de probabilité permet d’écrire :

p(r) =

(

1

l

√

3

2nπ

)3

exp

[

−
3r2

2nl2

]

(II.12)

avecn le nombre de segments de monomères constituant la chaîne de longueurl.

II.4.1 Modèle de Neo Hooke

Pour chaque chaîne, on peut définir une entropie élémentairepar le biais de la loi de Boltz-

mann. L’hypothèse d’une distribution gaussienne de la distance entre les extrémités des chaines

appelée aussi « vecteur longueur » aboutit à l’expression del’énergie libre spécifique néo-

hookéenne :

ψ =
1

2
NkbT (I1 − 3), (II.13)

avecN le nombre de chaîne par élément de volume,kb la constante de Boltzmann etT la

température. Ce modèle est valide dans un domaine de déformation limité de l’ordre de 50%.

II.4.2 Modèle de Arruda

Le modèle de ARRUDA et BOYCE se base sur l’étude d’un réseau constitué de huit chaînes

orientées suivant les diagonales d’un cube unité (voir figure II.5). Ce réseau est caractérisé par

l’affinité de la déformation : les chaînes se déforment identiquement suite à une deformation

macroscopique donnée. L’approche gaussienne ne peut pas décrire le phenomène d’extension

FIGURE II.5 – Modèle de huit chaînes de ARRUDA et BOYCE (1993)



38 Chapitre II. Outils pour la modélisation des élastomères chargés

limite des chaînes qui est observé expérimentalement. On peut contourner ce problème en adop-

tant les fonctions de Langevin pour décrire la densité de probabilité.

ln(p(r)) = n[
4

nl
β + ln(

β

sinh(β)
)], (II.14)

β = L−1(
r

nl
) et L(x) = coth(x)−

1

x
, (II.15)

oùn est le nombre de segments de la chaîne dont la distance entre ces deux extrémités estr, l

est la longueur de la chaîne etL est la fonction de LANGEVIN.

Cette démarche est utilisée pour le modèle micro-physiquement motivé de huit chaînes de

Arruda-Boyce qui prend en compte une extensibilité limite deschaînes.

ψ = µ
5∑

i=1

Ci
λ2i−1
m

(Ī1 − 3i) +
1

D
(
(J2
el − 1)

2
− ln(Jel)) (II.16)

Les coefficientsCi découlent d’un développement en série de l’inverse de la fonction de LANGEVIN

qui suppose un traitement statistique non-gaussien. Un développement tronqué au cinquième or-

dre, nous donne les coefficients suivants :

C1 =
1
2
, C2 =

1
20

, C3 =
11

1050
, C4 =

19
7000

, C5 =
519

673750

Le module de cisaillement initialµ0 est lié àµ par l’expression suivante :

µ0 = µ(1 + 3
5λ2m

+ 99
175λ4m

+ 513
875λ6m

+ 42039
67375λ8m

)

Jel =
J
Jth

, avecJel, Jth, J désignant respectivement la variation du volume d’origineélastique,

thermique et la variation totale du volume.

λm est l’élongation maximale,̄I1 est le premier invariant dēB (Ī1 = tr(B̄) = tr(F̄F̄T ) =

λ21 + λ22 + λ23), F̄ = J− 1

3
¯̄F,K = 2

D
, avecK le module de compressibilité.

Pour plus de détails, on peut se référer à [7], [8].

II.4.3 Modèles micro-physiquement motivés

Dans ce paragraphe, on présente une approche qui tente d’intégrer les hétérogénéités micro-

structurales du matériau. Boukamel et Martinez ont développé une approche statistique hyper-

élasto-visco-plastique qui tient compte de la microstructure. A travers des observations micro-

scopiques, ils ont défini un volume élémentaire représentatif du matériau. Des hypothèses sur

les micro-mécanismes d’interactions des différents constituants sont utilisées pour décrire ce

VER. Cette approche est basée sur un aspect statistique de sorteque le comportement de l’élas-

tomère chargé est modélisé par l’association de différentsmodèles rhéologiques caractérisant

les différentes populations de VER constituant le matériau (voir figure II.6) [12]. L’approche
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=⇒

Matrice

Interface Inclusion

ou ou

FIGURE II.6 – Modélisation rhéologique du VER [12]

statistique permet ainsi de généraliser les assemblages parallèles d’un nombre fini de branches

à un assemblage statistique à une infinité de branches. Le point de départ de cette approche est

un modèle discret constitué deN branches en parallèles, permettant de tenir compte du com-

portement deN populations d’agglomérats de charges avec différents temps caractéristiques de

retard de la réponse et différents seuils de glissement à l’interface. Chaque branche est pondérée

par un poidsPi et caractérisée par la variable aléatoireωi relative à une énergie d’activation

nécessaire à la rupture des liaisons inclusions-matrice età un temps caractéristique.

La figure II.8 présente un modèle statistique basé sur ce principe. La première branche car-

actérise le comportement de la matrice hyperélastique. Lesautres caractérisent chacune une

population d’inclusion et son interface avec la matrice. Les inclusions sont supposées hyper-

élastiques et les interfaces supposées rigides visco-plastiques. L’énergie libre spécifique et le

pseudo-potentiel de dissipation du mélange s’écrivent :
{

ψ = ψ0(
¯̄B) +

∑N
i=1 ψ̃(ωi,

¯̄Be(ωi))Pi,

ϕint =
∑N

i=1(ϕ̃p(ωi,
¯̄D0
p(ωi)) + ϕ̃v(ωi,

¯̄De(ωi)))Pi
(II.17)

Le passage au modèle statistique continu est obtenu par intégration en utilisant la densité de

probabilitéP(w) :
{

ψ = ψ0(
¯̄B) +

∫∞

0
ψ̃(ω, ¯̄Be(ω))P(ω)dω

ϕint =
∫∞

0
(ϕ̃p(ω,

¯̄D0
p(ω)) + ϕ̃v(ω,

¯̄De(ωi)))P(ω)dω
(II.18)
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Matrice

Inclusions

ψ0

ϕ̃p(ω1)

ω1,P1

ψ̃(ω1)

ϕ̃v(ω1)

ϕ̃p(ωi)

ωi,Pi

ψ̃(ωi)

ϕ̃v(ωi)

ϕ̃p(ωN)

ωN ,PN

ψ̃(ωN)

ϕ̃v(ωN)

¯̄Fp(ωi)
¯̄Fe(ωi)

FIGURE II.7 – Modèle statistique hyper-élasto-visco-plastique discret [39]

FIGURE II.8 – Modèles statistiques hyper-élasto-visco-plastique [12],[13]
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La décomposition polaire du gradient élastique :

¯̄Fe(ω) = ¯̄Ve(ω).
¯̄Re(ω), (II.19)

Le tenseur eulérien des taux de déformations viscoplastiques :

¯̄D0
p(ω) =

¯̄Re(ω).(
˙̄̄Fp(ω).¯̄F−1

p (ω))sym.
¯̄RT
e (ω), (II.20)

Le tenseur eulérien des taux de déformations viscoélastiques :

¯̄De(ω) = (
˙̄̄Fe(ω).¯̄F−1

e (ω))sym; (II.21)

Les lois constitutives en formulation eulérienne s’écrivent :






¯̄σ = ¯̄σ0 +
∫∞

0
˜̄̄σ(ω)P(ω)dω − p¯̄1,

¯̄σ0 = 2ρ[∂ψ0

∂I1
¯̄B − ∂ψ0

∂I2
¯̄B−1]D,

˜̄̄σ(ω) = 2ρ[ ∂ψ̃(ω)
∂Ie

1
(ω)

¯̄Be(ω)−
∂ψ̃(ω)
∂Ie

2
(ω)

¯̄B−1
e (ω)]D + [∂ϕ̃v(ω,

¯̄De(ω))

∂ ¯̄De(ω)
]D,

2ρ[ ∂ψ̃(ω)
∂Ie

1
(ω)

¯̄Be(ω)−
∂ψ̃(ω)
∂Ie

2
(ω)

¯̄B−1
e (ω)]D + [ ¯̄Ve(ω).

∂ϕ̃v(ω,
¯̄De(ω))

∂ ¯̄De(ω)
. ¯̄V−1

e (ω)]D = [
∂ϕ̃p(ω,

¯̄D0
p(ω))

∂ ¯̄D0
p(ω)

]D,

avec tr ¯̄D = 0 et tr( ¯̄D0
p(ω)) = 0.

(II.22)

Ce modèle nécessite l’identification d’un faible nombre de paramètres comparativement à un

modèle discret (par exemple les approches de type Maxwell généralisé).

II.5 Modèles basés sur l’homogénéisation

II.5.1 Introduction

Les modèles précédents peuvent être utilisés, dans le cadredes élastomères chargés, mais ils

ne prennent pas en compte explicitement les caractéristiques de la microstructure (fractions

volumiques et propriétés mécaniques des charges). Ainsi, ils n’ont aucun caractère prédictif

dans le sens ou un changement de microstructure entraîne uneréidentification des paramètres

matériaux. D’autre part, il est illusoire de modéliser le matériau dans toute sa complexité à

l’échelle d’une structure, vue la taille des hétérogénéités. Une voie intermédiaire consiste à

utiliser les techniques d’homogénéisation. Il s’agit alors de déterminer le comportement effec-

tif d’un matériau homogène équivalent. Ces méthodes s’appuient sur la définition d’un Vol-

ume Elémentaire Représentatif (VER), caractéristique de la microstructure, dont on cherche

la réponse moyenne en un sens qui sera défini plus tard. La description du volume élémen-

taire réprésentatif constitue l’étape de représentation.Dans cette étape, on identifie les constitu-

ants, leur fraction volumique, leur comportement et leur morphologie ainsi que les phénomènes
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physiques en jeux (mode d’interaction, endommagement, thermomécanique,...). Il s’agit d’une

description géométrique et matérielle du VER à l’échelle microscopique. Les constituants sont

supposés homogènes, leur comportement est connu, ainsi queleur distribution et le comporte-

ment des interfaces. Le chargement sur le Volume Elémentaire Représentatif est ensuite intro-

duit en terme de moyennes des déformations ou des contraintes. L’étape de localisation consiste

à relier les grandeurs locales ou grandeurs globales moyennes. Dans la suite, nous passons en

revue aux différentes approches conduisant à différentes techniques d’homogénéisation. En-

fin, l’étape d’homogénéisation consiste à construire le comportement effectif en moyennant les

champs locaux. Les méthodes d’homogénéisation se distinguent principalement au niveau de la

localisation. Les techniques d’homogénéisation sont relativement bien maîtrisées dans le cadre

des comportements linéaires. Plusieurs méthodes sont disponibles pour estimer les propriétés

effectives (estimations, bornes,...). Dans le cadre des élastomères chargés, l’aspect grandes dé-

formations et la complexité des comportements (hyperélasticité, viscosité, plasticité) rendent

difficile l’utilisation de ces techniques. C’est pourquoi nous allons rapidement nous focaliser

sur des techniques d’homogénéisation numérique.

Dans la suite, nous présentons d’abord les estimations historiquement basées sur les travaux

d’Einstein, proposant des expressions du module d’Young effectif pour un milieu macroscopique-

ment isotrope, constitué de charges infiniment rigides entourées d’un milieu élastique. Ensuite,

nous introduisons la méthode des modules effectifs qui est àla base des méthodes d’homogénéi-

sation. Un paragraphe est consacré aux cas des milieux périodiques. Dans un cadre élastique

linéaire, les estimations et bornes classiques sont présentées. Ensuite, la méthode des modules

effectifs, ainsi que la méthode d’homogénéisation périodique, sont transposées dans le cadre

des grandes déformations. Dans ce cadre, on recense enfin un certain nombre de travaux relatifs

aux élastomères chargés.

II.5.2 Estimations issues des travaux d’Einstein

Historiquement, Einstein s’est intéressé à la viscosité d’un mélange constitué de charges rigides

sphériques suffisament bien dispersées dans un milieu de viscosité constanteη0. S’appuyant

uniquement sur l’effet hydraudynamique des charges introduitent dans le milieu infini, la vis-

cosité effective peut être estimée par :

η = η0(1 + 2.5φ) (II.23)

avecφ la fraction volumique des charges. Cette équation est valable que pour les milieux très

dilués, elle ne tient pas compte des interactions entre les charges.
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Cette expression a eté extrapolée par SMALLWOOD (1944) pour décrire le module d’Young en

petites déformations d’un matériau élastique incompressible (de module d’YoungE0) renforcé

par des particules sphériques rigides à faible taux de charge, en écrivant :

E = E0(1 + 2.5φ) (II.24)

avecE est le module d’Young effectif du mélange.

D’autres expressions sont proposées par GUTH et GOLD qui font intervenir un terme quadra-

tique pour prendre en compte l’interaction entre les particules dans le cas des fortes fractions

volumiques.

E = E0(1 + 2.5φ+ 14.1φ2) (II.25)

Ces expressions sont limitées au cas de charges sphériques. Une extension de cette théorie pour

d’autres géométries consiste à faire intervenir un facteurde formef repésentant l’anisométrie

de la charge :

E = E0(1 + 0.67fφ+ 1.62(fφ)2) (II.26)

FIGURE II.9 – Facteur de forme pour deux structures de charges [54]

Dans la littérature, on trouve aussi d’autres expressions modélisant l’effet hydrodynamique

dont :

– Formule de Eilers
E

E0

= 1 + (
1.25φ

1− 2.8φ
)2 (II.27)

– Formule de Brinkman
E

E0

=
1

(1− 2.8φ)
5

2

(II.28)
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– Formule Kerner
E

E0

=
1 + 2.25φ

1− φ
(II.29)

Ces premières estimations ont été établies sous des hypothèses assez restrictives : charges

rigides, matrice élastique incompressible, petites déformations, comportement macroscopique-

ment isotrope. Nous présentons, dans la suite, des méthodes plus générales.

II.5.3 Homogénéisation en petites déformations

II.5.3.a Comportement effectif

En petites déformations, le comportement mécanique est décrit par la relation entre le tenseur

des contraintes de Cauchȳ̄σ et le tenseur des petites déformations¯̄ε = grads (u). Considérant

un Volume Elémentaire ReprésentatifV , la méthode des moyennes suggère de définir un mi-

lieu homogène équivalent dont le comportement est défini parla relation entre la moyenne des

contraintes et la moyenne des déformations. On définit alors les contraintes et les déformations

effectives :
¯̄E =

1

|V |

∫

V

¯̄εdV = 〈¯̄ε〉V (II.30)

¯̄
Σ =

1

|V |

∫

V

¯̄σdV = 〈¯̄σ〉V (II.31)

où ¯̄E et ¯̄Σ sont appélés respectivement les déformations et les contraintes macroscopiques ou

effectives. Dans le cas de phases élastiques linéaires, le comportement effectif est lui aussi

élastique linéaire et on peut définir un tenseur de souplessehomogénéisé
˜̄̄̄
S̄ ou un tenseur de

rigidité homogénéisé
˜̄̄̄
C̄ tels que :







¯̄E = 〈¯̄ε〉V =
˜̄̄̄
S̄ : ¯̄Σ

¯̄
Σ = 〈¯̄σ〉V =

˜̄̄̄
C̄ : ¯̄E

(II.32)

II.5.3.b Méthode des modules effectifs

On trouvera dans [10] tous les détails relatifs à cette méthode. Pour simplifier, on se place dans

la suite en élasticité linéaire. On distingue alors deux approches :

– une pour laquelle on impose la déformation effective〈¯̄ε(u(x))〉 = ¯̄E et on cherche la réponse

en contrainte moyenne,

– une pour laquelle on impose la déformation effective〈¯̄σ(x)〉 = ¯̄
Σ et on cherche la réponse

en déformation moyenne.
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A ce stade, le problème de localisation sur le VER s’écrit :






div¯̄σ(x) = 0

¯̄σ(x) =
¯̄̄̄
C(x) : ¯̄ε(u(x)) dansV

〈¯̄ε(u(x))〉 = ¯̄E ou 〈¯̄σ(x)〉 = ¯̄
Σ

(II.33)

Ce problème est mal posé car il n’y a pas unicité des conditionsaux limites qui respectent les

conditions de moyenne (une infinité de répartition deu sur ∂V qui conduisent par exemple

à 〈¯̄ε(u(x))〉 = ¯̄E). La théorie des modules effectifs apporte une réponse à ce problème en

supposant des conditions aux limites homogènes sur le bord∂V du VER. On distingue deux

approches, déformation ou contrainte homogène sur le bord du VER.

– Approche à déformation homogène sur le bord (KUBC)

L’approche à déformation homogène sur le bord consiste à imposeru = 〈¯̄ε〉.x sur∂V . Le

problème II.33 devient :






div¯̄σ(x) = 0

¯̄σ(x) =
¯̄̄̄
C(x) : ¯̄ε(u(x)) dansV

u = 〈¯̄ε〉.x sur ∂V

〈¯̄ε(u(x))〉 = ¯̄E ou 〈¯̄σ(x)〉 = ¯̄
Σ

(II.34)

On montre que ces conditions aux limites assurent automatiquement la relation de moyenne :

¯̄E = 〈¯̄ε〉 =
1

V

∫

V

¯̄εdv (II.35)

Dans le cas où le VER contient des pores, la déformation macroscopique doit être redéfinie :

¯̄E =
1

V

∫

∂V

(u⊗s n)dS (II.36)

– Approche à contrainte homogène sur le bord (SUBC)

On imposē̄σ.n = 〈¯̄σ(x)〉.n sur∂V . Le problème II.33 devient :







div¯̄σ(x) = 0

¯̄σ(x) =
¯̄̄̄
C(x) : ¯̄ε(u(x)) dansV

¯̄σ.n = 〈¯̄σ(x)〉.n sur ∂V

〈¯̄ε(u(x))〉 = ¯̄E ou 〈¯̄σ(x)〉 = ¯̄
Σ

(II.37)

Dans cette approche, les conditions aux limites sont aussi compatibles avec la condition de

la moyenne :
¯̄
Σ = 〈¯̄σ〉 =

1

V

∫

V

¯̄σdv (II.38)
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II.5.3.c Homogénéisation périodique (PBC)

Dans le cas d’un matériau à microstructure périodique, on peut difinir une « cellule de base » et

des vecteurs de périodicité (voir figure II.10).

FIGURE II.10 – Description d’une cellule de base

On suppose alors que les contraintes et les déformations sontpériodiques. A ce stade, le prob-

lème de localisation sur la cellule de base s’écrit :







div¯̄σ(x) = 0

¯̄σ(x) =
¯̄̄̄
C(x) : ¯̄ε(u(x)) dansV

¯̄σ est V-périodique,̄̄ε(u(x)) est V-périodique

〈¯̄ε〉 = ¯̄E ou 〈¯̄σ〉 = ¯̄
Σ

(II.39)

Ce problème peut s’écrire autrement, en écrivant des conditions aux limites mixtes.

¯̄σ est V périodique⇔ ¯̄σ.n est V anti-périodique (II.40)

¯̄ε(u(x)) est V périodique⇔ ∃ v V périodique tel queu = 〈¯̄ε〉.x+ v (II.41)
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Le problème II.39 peut s’écrire :







div¯̄σ(x) = 0

¯̄σ(x) =
¯̄̄̄
C(x) : ¯̄ε(u(x)) dansV

¯̄σ.n V anti-périodique,

u− 〈¯̄ε(u)〉.x V périodique

〈¯̄ε(u)〉 = ¯̄E ou 〈¯̄σ〉 = ¯̄
Σ

(II.42)

II.5.3.d Bornes et estimations classiques

Les problèmes KUBC, SUBC et PBC nécessitent une résolution numérique, dans la plupart

des cas, faisant appel à des techniques de discrétisation par la méthode des éléments finis par

exemple. Dans le cadre des milieux biphasés macroscopiquement isotropes, un certain nombre

de bornes et d’estimations analytiques ou semi-analytiques sont disponibles dans la littérature,

donnant les modules de compressibilité et de cisaillement effectifs k̃ et µ̃. Elles peuvent s’écrire

de façon générale à l’aide de l’estimation de Hashin et Shtrikman :

kHS = k1 + c2
k2 − k1

1 + c1
k2−k1

k∗(µ0)+k1

, µHS = µ1 + µ2
µ2 − µ1

1 + c1
µ2−µ1

µ∗(k0,µ0)+µ1

(II.43)

avec

k∗ =
4µ0

3
, µ∗ =

µ0

6

9k0 + 8µ0

k0 + 2µ0

(II.44)

où k0 et µ0 sont les modules de compressibilité et de cisaillement d’unmilieu de référence à

choisir. On retrouve les bornes classiques en effectuant deschoix particuliers pour le milieu de

référence :

– lorsqueµ0, k0 → ∞ , on obtient la borne de Voigt,

– lorsqueµ0, k0 → 0 , on obtient la borne de Reuss,

– lorsqueµ0 = sup(µ1, µ2) et k0 = sup(k1, k2), on obtient la borne supérieure de Hashin-

Shtrikman-WalpolekHS+,

– lorsqueµ0 = inf(µ1, µ2) et k0 = inf(k1, k2), on obtient la borne inférieure de Hashin-

Shtrikman-WalpolekHS−.

L’estimation de Hashin et Shtrikman permet aussi de retrouver les estimations classiques :

– dans le cas de milieux inclusionnaires, on retrouve l’estimation de Mori-Tanaka en affectant

au milieu de référence les propriétés de la matrice,

– le modèle auto-cohérent est obtenu en considérant que le milieu de référence est le milieu

recherché.
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On trouve dans la littérature un certain nombre de méthodes analytiques ou semi-analytiques

conduisant à des estimations voire des bornes pour les caractéristiques élastiques du milieu

homogène équivalent. Certains de ces modèles ont été utilisés dans le cadre des élastomères ou

des polymères chargés. Par exemple, B. Omnès et al.[5] ont développé un modèle basé sur un

schéma auto-cohérent généralisé tenant compte à la fois de la gomme ocluse, de l’élastomère lié

et des charges de noirs de carbone pour prévoir les propriétés macroscopiques du matériau. On

trouve également, dans le même travail, une comparaison despropriétés effectives avec l’étude

expérimentale et l’analyse de l’effet de la surface spécifique.

II.5.3.e Cas des comportements non linéaires

Dans le cas où les phases ont des comportements non linéaires, les méthodes présentées précédem-

ment doivent être adaptées. La loi de comportement effective devient non linéaire, dépen-

dante de l’histoire et/ou du niveau de chargement. On peut toujours, supposant l’existence d’un

Volume Elémentaire Représentatif, résoudre les problèmes d’évolutions associés aux méth-

odes KUBC, SUBC et PBC avec les comportements non-linéaires des phases, et ainsi déter-

miner numériquement la réponse moyenne. On parle alors de méthodes d’homogénéisation

numérique, sur lesquelles se basent par exemple la technique des Eléments Finis au carré

(EF2) [19]. Les méthodes TFA et NTFA ([41],[51]) utilisent aussi généralement la résolution

numérique de ces problèmes pour identifier les paramètres desmodèles. Ces méthodes con-

sistent à décomposer les champs de variables internes sur unpetit nombre de fonctions de

forme (modes). D’autres méthodes essaient de tirer parti du savoir faire acquis en homogénéi-

sation lineaire : en introduisant une méthode de linéarisation pour la loi de comportement et

la notion de composite linéaire de comparaison (CLC), on peut réutiliser les estimations pro-

posées en homogénisation linéaire citées précédemment. Cette notion de Composite Linéaire

de Comparaison est aussi utilisée par la méthode du second ordre proposée initialement par

Ponte-Castaneda.

II.5.4 Grandes déformations

II.5.4.a Comportement effectif

Dans cette section, on se restreint au comportement hyperélastique incompressible. Soit un

volume élémentaire représentatif d’un matériau hyperélastique renforcé occupant un volume

V0 dans la configuration de référence. En grandes déformations, plusieurs formulations peuvent

être adoptées : lagrangien, eulérien et mixte. En homogénéisation, c’est la formulation mixte qui
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est essentiellement utilisée ([56],[11],[14],[36], [35]). La loi de comportement est alors écrite à

l’aide du tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff et du tenseur gradient de la transformation.

La méthode des moyennes consiste alors à définir le comportement du milieu homogène équiv-

alent par la relation entre la moyenne des contraintes de Piola Kirchhoff ¯̄Π et la moyenne du

gradient de la transformation̄̄F :

¯̄F =
1

|V0|

∫

V0

¯̄f dV = 〈̄̄f〉V0 (II.45)

¯̄
Π =

1

|V0|

∫

V0

¯̄π dV = 〈¯̄π〉V0 (II.46)

où ¯̄f et ¯̄π désignent respectivement les champs de gradient de transformation et champs con-

traintes microscopiques régnant dans le VER. Si on noteu(X) le champ de déplacement d’un

point matériel repéré parX dans la configuration de référence, on a :

¯̄f = ¯̄1+
∂u(X)

∂X
(II.47)

On notera que les moyennes sont calculées par rapport à la configuration initiale.

II.5.4.b Méthode des modules effectifs

La théorie des modules effectifs peut être transposée en grandes transformations en appliquant

des conditions aux limites homogènes sur le bord∂V0 du VER. On distingue deux approches :

– Approche à déformation homogène sur le bord (KUBC)

L’approche à déformation homogène sur le bord consiste à imposeru(X) = (〈̄̄f〉 − ¯̄1).X sur

∂V0 : 





div¯̄π(X) = 0

¯̄π =
∂ψ(̄̄f)

∂¯̄f
− pCof(̄̄f)

u(X) = (〈̄̄f〉 − ¯̄1).X sur ∂V0

〈̄̄f〉 = ¯̄F ou 〈¯̄π〉 = ¯̄
Π

(II.48)

– Approche à contrainte homogène sur le bord (SUBC)

On impose alors¯̄Π.N = 〈¯̄π〉.N sur∂V0.






div¯̄π(X) = 0

¯̄π =
∂ψ(̄̄f)

∂¯̄f
− pCof(̄̄f)

¯̄
Π.N = 〈¯̄π〉.N sur ∂V0

〈̄̄f〉 = ¯̄F ou 〈¯̄π〉 = ¯̄
Π

(II.49)
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II.5.4.c Homogénéisation périodique (PBC)

De la même manière qu’en petites déformations, dans le cas de milieu périodique, on fait l’hy-

pothèse de périodicité du gradient de transformation et descontraintes de Piola Kirchhoff. Le

problème de localisation sur la cellule de base peut alors s’écrire :







div¯̄π(X) = 0

¯̄π(X) =
∂ψ(̄̄f)

∂¯̄f
− pCof(̄̄f)

¯̄π.N V anti-périodique,

u(X)− (〈̄̄f〉 − ¯̄1).X V périodique

〈̄̄f〉 = ¯̄F ou 〈¯̄π〉 = ¯̄
Π

(II.50)

II.5.4.d Quelques méthodes d’homogénéisation adaptées aux élastomères renforcés en

grandes déformations

Considérant un VER donné, les problèmes KUBC, SUBC ou PBC exposés précédemment peu-

vent être résolus numériquement par la méthode des élémentsfinis par exemple. On peut ainsi

déterminer numériquement le comportement effectif du VER soumis à un trajet de chargement

défini en termes de déformation et/ou contrainte moyenne, éventuellement avec des lois de com-

portement plus complexes que l’hyperélasticité pour les constituants.

De nombreux travaux sur l’homogénéisation des élastomères hyperélastiques renforcés ont

montré qu’il est nécessaire d’apporter un soin particulierà la détermination du comporte-

ment effectif à cause de l’apparition d’instabilités ([40][48],[36]). Il est néanmoins possible

de définir des bornes et d’obtenir des estimations, par des méthodes similaires à celles utilisées

en homogénéisation non-linéaire dans le cadre des petites perturbations (linéarisation du com-

portement, introduction d’un composite linéaire de comparaison, méthode du second ordre...

[41],[51],[14],[35]).

Certains auteurs se sont intéressés à l’homogénéisation d’élastomères visco-hyperélastiques

renforcés ([29],[23]). Lahellec se base sur une discrétisation temporelle du problème d’évo-

lution visco-hyperélastique par un schéma d’Euler et une méthode affine de linéarisation pour

se ramener à une succession de problèmes d’homogénéisationlinéaire. [23] se base sur une ap-

proche initialement proposée par Christoffersen [15] pour proposer un modèle visco-hyperélastique

adapté aux élastomères fortement chargés (fraction volumique de renforts élevée). Cette ap-
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proche repose sur une description particulière de la microstructure (voir figure II.11) et des

hypothèses cinématiques de gradient de transformation uniforme dans les renforts et dans les

couches interfaces.

Les approches mentionnées ici pour déterminer des bornes etdes estimations sont relativement

techniques et ne sont pas immédiatement transposables à tout type de comportement. C’est

pourquoi dans le cadre de ce travail exploratoire, nous aurons recours à des méthodes d’ho-

mogénéisation numériques.

FIGURE II.11 – Grains interconnectés par une couche de matériau selon Christofferson (1983)B.

Guiot et al.[24] [23] [46]

II.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a recensé quelques outils de modélisation pour le comportement des élas-

tomères chargés. Les approches utilisées peuvent être phénoménologiques, microphysiquement

motivées ou basées sur des techniques d’homogénéisation. La tendance actuelle privilégie les

approches dérivant de techniques d’homogénéisation par lefait qu’elles tiennent compte de l’-

effet de la microstructure et donne un sens physique aux différents paramètres utilisés. Dans

la littérature, de nombreux modèles rhéologiques sont utilisés pour modéliser le comportement

des élastomères chargés. Ces modèles rhéologiques sont souvent constitués de branches en par-

allèle dont le nombre et la richesse visent à capter la dépendance de la réponse mécanique à la

fréquence, à l’amplitude de chargement et à la température.La forme générale de ces modèles

rhéologiques est décrite par la figure II.12. Etablir une relation entre ces modèles rhéologiques

et la microstructure est difficile. Par ailleurs, l’identification directe des paramètres matériaux

à partir des caractéristiques micro est impossible. Une alternative consiste à faire une identifi-

cation par étage. De nombreux auteurs cherchent à découpler l’identification des paramètres en
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FIGURE II.12 – Modèles rhéologiques : groupement des branches en parallèle

associant à chaque branche l’effet d’une phase. Une tentative suppose que la première branche

représente la matrice et le reste des branches, généralement dissipatives, désignent les dif-

férentes populations de charges. Cette schématisation en parallèle revient à adopter l’hypothèse

de l’affinité (Voigt).

Cette hypothèse n’est pas prise en compte, dans les modèles développés par Miehe, par exem-

ple. Cette divergence à l’égard de l’hypothèse de l’affinité de la déformation soulève certaines

questions :

– est ce qu’elle est justifiable physiquement ?

– est ce qu’il y a des éléments qui permettent de la justifier ?

Les inconvénients majeurs des modèles rhéologiques étant les suivants :

– le nombre de paramètres à identifier ;

– le sens physique des paramètres. A titre indicatif, la raideur de la branche matrice identifiée

ne correspond pas à la raideur de la matrice seule ;

– ces modèles ne dépendent pas de la fraction volumique, ellen’apparait pas explicitement

dans les paramètres du modèle rhéologique.



CHAPITRE

III Modélisation à une échelle

mésoscopique : agglomérat +

gomme

N
ous proposons, dans ce chapitre, une analyse micromé-

canique d’un élastomère idéalisé, de type silicone/silice,

constitué d’une matrice dense et d’agglomérat(s) isolé(s). L’échelle con-

sidérée est de l’ordre de la centaine de microns. A cette échelle, la ma-

trice est considérée élastique et l’agglomérat est supposée viscoélas-

tique. Ainsi, nous analysons l’influence des paramètres de comporte-

ment, de morphologie et d’interaction de ce modèle.
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III.1 Préliminaires

Dans ce chapitre et celui qui suit, nous allons nous intéresserà un élastomère silicone chargé de

silice de l’ordre de 30 à 40% en volume. On cherche à modéliser son comportement global en

prenant en compte la nature de la microstructure et les interactions entre les différentes phases.

Ce matériau a fait l’objet des travaux de thèse de Jean-Marc Martinez [37] qui visent à mod-

éliser et caractériser son comportement hyper-visco-plastique en dynamique et à différentes

températures. Ces travaux ont été suivis par la thèse de JulieGrandcoin [22] pour investiguer et

proposer un modèle de fatigue par endommagement.

FIGURE III.1 – Différents motifs d’un silicone [26]

Le squelette d’un élastomère silicone est constitué d’une alternance d’atomes de silicium et

d’oxygène. L’arrangement des atomes de silicium et d’oxygène peut prendre la forme de quatre

motifs (voir figure III.1). Le réseau tridimenssionel qui enrésulte a des propriétés mécaniques

(rigidité, ...) qui sont fonctions du motif obtenu. D’une manière générale, les observations mi-

croscopiques(1), réalisées sur ce type de matériau montrent une structure aléatoire, la formation

d’agglomérats et une matrice dense (voir [26]). Comme signalé dans le chapitre I, les silicones

chargés de silice se distinguent des autres élastomères synthétiques par la présence d’une in-

compatibilité charge/matrice due à la présence de silanolssur la surface de la silice. Les silanols

vont plutot favoriser l’interaction de type charge-chargeet la tendance à s’agglomérer, ce qui

donne naissance à une mauvaise dispersion [4].

III.2 Introduction

Pendant son stage de DEA, S. Courtois a réalisé des observationsmicroscopiques sur le matériau

qui nous intèresse, en partenariat avec les Mines de Paris [16]. Ces observations réalisées au

(1). à une échelle de la dizaine de microns
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MEB ont visé à détecter les mécanismes d’endommagement au sein du matériau. Ainsi, il a

réalisé des clichés MEB sur matériau sain, endommagé après fatigue et une observation sous dé-

formation de traction d’un agglomérat de charge noyé dans lagomme. Les échelles concernées

par ces expérimentations sont de l’ordre de la dizaine de microns. Partant de ces résultats, et des

constats du chapitre I, nous faisons les hypothèses suivantes :

– la matrice semble dense (à l’échelle de la dizaine de microns) : absence de cavitations dans

la matrice (voir figure III.3) ;

– existence de particules de charge isolées ou d’agrégats depetite taille ;

– présence d’agglomérats de charge de taille moyenne noyés dans la matrice (voir figure III.2) ;

– existence d’un phénomène de décohésion à l’interface agglomérat/matrice (voir figure III.4).

(a) un agglomérat de silice de grande taille

FIGURE III.2 – Eprouvette vierge observée sans sollicitation (MEB)[16]
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(a) cavités apparues après 100000 cycles dans une zone de silice

(b) décohésion très nette à l’interface charge-matrice

FIGURE III.3 – Eprouvette endommagée à 100.000 cycles observée sans sollicitation (MEB)

[16]
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(a) état initial (b) 100% d’allongement (c) Décohésion résiduelle

FIGURE III.4 – Mécanismes de décohésion (MEB) [16]

En nous appuyant sur ces hypothèses, nous allons chercher à déterminer la réponse mécanique

de VER idéalisés correspondant à cette organisation : agglomérat et matrice dense. La démarche

que nous avons adopté est basée sur un modèle de VER constitué de deux phases : l’agglomérat

de charge de silice et la matrice en silicone. Nous considérons que la matrice est élastique et que

l’agglomérat est visco-élastique, ces deux phases étant faiblement compressibles. Nous nous

plaçons en grandes déformations, et nous utilisons une méthode de localisation de type KUBC.

Toutes les simulations sont effectuées en utilisant le codede calcul ABAQUS. L’objectif de cette

partie est d’analyser l’influence des paramètres matériauxet morphologiques sur la réponse

macroscopique du VER.

III.3 Modèles considérés

Nous considérons deux types de modélisations : la première est2D en déformations planes et

corespondrait à un cylindre infiniment long dans une matricecylindrique à base héxagonale

(voir figure III.5). La seconde est 3D et correspond à un agglomérat sphérique noyé dans un

cylindre à base héxagonale (voir figure III.6). Ces deux VER, quisont mono inclusion sont par

la suite déclinés en version multi-inclusions.

La matrice est supposée hyperélastique incompressible avec un potentiel d’énergie de type Neo-

Hooke (voir equation II.13), ouC10 = 1/2NkbT désigne la paramètre matériau de ce modèle.

L’agglomérat de charge est supposée hyper-viscoélastique, il est repésenté par un modèle de

Arruda-Bergestrom. Il s’agit d’une combinaison du modèle de Arruda de huit chaînes (voir

paragraphe II.4.2) et d’un modèle d’hystérésis, disponible dans la librairie matériaux d’Abaqus.

Ce dernier est basé sur un modèle de reptation des chaînes macromoléculaires. Selon cette

théorie, la chaîne macromoléculaire n’est pas libre. Elle se trouve pendant son mouvement dans

un tube, qui lui impose un nombre restreint de configurations. Dans ce cadre, la loi d’écoulement
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FIGURE III.5 – VER correspondant à l’analyse mésoscopique : 2D

FIGURE III.6 – VER correspondant à l’analyse mésoscopique : 3D

associée à la viscosité correspond à un modèle de Zener. La contrainte est constituée de deux

composantes : une composante élastique ou instantanée notée¯̄σA et une composante visqueuse

noté ¯̄σB (voir figure III.7). Le gradient de déformation est décomposé comme suit :

¯̄F = ¯̄FA = ¯̄FB = ¯̄FeB
¯̄FvB (III.1)

avec¯̄F = J1/3 ¯̄F∗,J = det(¯̄F), ¯̄B∗ = (J)−2/3 ¯̄B, de même :JeB = det(¯̄FeB),
¯̄Be∗
B = (JeB)

−2/3 ¯̄FeB
¯̄Fe

T

B

On définit :λvB =
√

1
3
¯̄I : ¯̄Cv

B

Les équations constitutives de ce modèle sont :

¯̄σA =
µ0

Jλ̄∗
L−1(λ̄∗/λlockA )

L−1(1/λlockA )
dev[B∗] + κ[J − 1]̄̄I (III.2)

¯̄σB = S
µ0

JeBλ̄
e∗
B

L−1(λ̄e∗B /λ
lock
B )

L−1(1/λlockB )
dev[ ¯̄Be∗

B ] + κ[JeB − 1]̄̄I (III.3)

avec,L(x) = coth(x)− 1
x

opérateur de Langevin,̄λ∗ =
√

tr(¯̄B∗)/3 et λ̄e∗B =

√

tr(¯̄Be∗
B )/3. Les

paramètres matériaux étant :λlock l’élongation maximale,κ, µ0 sont respectivement le module
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FIGURE III.7 – Modèle de Zener

de compressibilité et le module de cisaillement,S facteur d’amplification de la contrainte de la

branche B par rapport à la branche A.

Le taux de déformation eulérien visqueux est défini par :

¯̄Dv
B = ˙̄̄εvBNB

tel queNB =
¯̄σ
D
B

‖¯̄σD
B‖

La loi d’écoulement est définie par :

˙̄̄εvB = A[λvB − 1]C(τB)
m (III.4)

avecτB =
√

1
2
¯̄σ
D
B : ¯̄σD

B : contrainte équivalente de von Mises dans la branche B. Les paramètres

qui régissent cette loi d’écoulement sont :m qui est un exposant positif suppérieur à 1,C ∈

[−1, 0] et A qui est une constante positive. Au final, il y a 7 paramètres matériaux à définir

pour ce modèle. Pour plus de détails concernant ce modèle et la théorie qui le constitue, nous

renvoyons le lecteur vers les références [6], [7], [8].

Mise à part les analyses où l’on fera varier la rigidité de chaque phase, le tableau III.1 présente

le jeu de paramètres matériaux utilisé dans toutes les autres analyses.

matrice agglomérat

C10 (MPa) D (MPa)−1 µ0 (MPa) S λlock m C A (MPa−1s−1) k (MPa)

0.5 0 0.6 10 2.82 4 −1 0.95 ∞

TABLE III.1 – paramètres matériaux

Dans tous les calculs éléments finis qui suivent, nous utilisons des conditions de localisation de

type KUBC (voir paragraphe II.5.3.b), pour lesquelles nous imposons le gradient de déforma-

tion moyen (cas grandes déformations). Nous nous focalisonsuniquement sur des cas simples
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de chargement : extension-compression, cisaillement en quasi-statique. Nous considérons des

cas à vitesse de déformation constante et à amplitudes progressives. Typiquement, ces charge-

ments sont composés de trois cycles d’amplitudes respectives : 12.5%, 25% et 50% voir (figure

III.8).
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FIGURE III.8 – Chargement quasi-statique

Concernant le maillage, nous utilisons en déformations planes des éléments de type CPE8H

(quadratiques en déplacement et linéaires en pression), etdes élements de type C3D20H en 3D

(quadratiques en déplacement et linéaires en presion).

Après une analyse de l’influence du contraste des raideurs desphases, nous investiguons les

questions suivantes :

– L’approximation de Voigt est-elle licite ?

– L’intêret d’une modélisation en 2D : l’hypothèse des déformations planes est-elle représen-

tative ? les phénomènes en 2D et 3D sont-ils globalement identiques ?

– Le motif de VER choisi a t-il une réponse mécanique isotrope ?

– Comment varie la réponse mécanique quand on mondifie légèrement la forme du VER ?

– Quelle est l’influence du taux de charge ?

– Quelle est l’influence de la surface spécifique ?

Ces investigations sont réalisées en observant la réponse effective du VER (réponse globale

contrainte Piola-Kirchoff/élongation) et la réponse locale(déformations principales maxi).

III.4 Influence du contraste de raideur des phases

Dans cette analyse, on ne tient pas compte des effets dissipatifs, pour l’agglomérat seule la

branche hyperélastique est prise en compte. On ne s’intéresse qu’à la raideur des deux phases :
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matrice et agglomérat de charge. On définit le contraster par le rapport suivant :

r =
G

µ0

=
2C10

µ0

(III.5)

avecµ0 le module de cisaillement initial de l’agglomérat,2C10 le coefficient de cisaillement de

la matrice. Le chargement considéré correspond à un cas de glissement simple, seule la com-

posante12, notéeγ, du tenseur de déformation macro est non nulle. On imposeγ = 0.5.
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FIGURE III.10 – Ecart entre les contraintes

Π12 de Voigt et KUBC

Les figures III.9 et III.10 présentent une comparaison des résultats obtenus par deux méthodes

de localisation, à savoir KUBC et Voigt, pour différents taux decharge et différents rapports

de raideurs. On remarque, sur ces figures, que l’écart entre l’approximation de Voigt et les

conditions de type KUBC dépend à la fois du contraste entre les phases et du taux de charge.

L’hypothèse d’affinité, qui peut être vue dans les modèles associant des branches en parallèle

comme une hypothèse de Voigt est proche du résultat obtenu avec une méthode de localisation

plus riche pour une plage réduite de contraste et de taux de charge. Pour un taux de charge et

un contraste élevé, l’hypothèse d’affinité gomme/agglomérat semble difficile à justifier.

Il serait intéressant de disposer d’échantillons du matériau à différents taux de charges afin de

confronter le numérique et l’expérimental. Malheureusement cette étude n’a pas pu être menée.

Par exemple, la figure III.11 met en évidence l’influence du taux de charge de noir de carbone

sur le comportement statique d’un caoutchouc naturel pour un cas de traction (prh : « part per
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FIGURE III.11 – NR chargé de noir de car-

bone : traction[5]

FIGURE III.12 – Evolution de la contrainte

en fonction du taux de charge pourλ = 2

(d’après les résultats de [5])

hundred rubber » : partie pour cent en élastomère (pce)).

Dans la suite, on ne considère plus que des conditions de localisation de type KUBC.

III.5 Pertinence de la modélisation 2D-3D

Pour savoir si l’hypothèse de déformations planes est pertinente, dans le cas d’un agglomérat de

charge supposé sphérique mais sollicité dans le plan, nous effectuons des comparaisons avec un

modèle 3D. Les figures III.13 et III.14 présentent la géométrie et le maillage de chaque modèle.

Dans les deux cas, le taux de charge est de 40%. Le rapport de raideur retenu pour ce calcul est

de 10.

Les figures III.15 et III.16, qui présentent la réponse effective des modèles 2D et 3D dans un

cas d’extension et de glissement simple, nous montrent que qualitativement les réponses sont

proches. En glissement simple, le modèle 3D semble plus raide et plus dissipatif. A l’inverse,

en traction, le modèle 3D est plus souple et l’énergie dissipée semble identique pour les deux

modèles.

Le comportement local que ce soit en traction ou en cisaillement, montre qualitativement une

localisation des déformations assez proche en déformations planes et en 3D (voir figures III.17

et III.18).

L’analyse en déformations planes semble représentative aumoins qualitativement, du moins
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FIGURE III.13 – Maillage en 3D FIGURE III.14 – Maillage en 2D
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FIGURE III.16 – Cisaillement 2D-3D

FIGURE III.17 – Cisaillement XY, 2D FIGURE III.18 – Cisaillement XY, 3D
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FIGURE III.19 – Traction selon X, 2D FIGURE III.20 – Traction selon X, 3D

pour ce rapport de raideur et ce taux de charge.

III.6 Analyse de l’isotropie

L’analyse de l’isotropie se fait en appliquant le chargement dans différentes directions du repère

géométrique. Pour enrichir l’analyse, on a également appliqué le même chargement mais sur

une configuration initiale tournée d’un certain angle. Commedans le cas précédent, nous con-

sidérons un taux de charge de 40% et un rapport de raideur de 10. Cette étude est réalisée en

déformations planes, en tridimensionel, et pour deux typesde chargement : extension et glisse-

ment simple. Dans le cas bidimensionnel et pour un chargementde cisaillement, les réponses
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mécaniques globales du VER semblent être identiques pour les différentes directions de charge-

ment (voir figure III.22). Les réponses en traction sont légèrement différentes au fur et à mesure
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qu’on varie la direction de sollicitation (voir figure III.21). Cette différence réside essentielle-

ment au niveau de la variation de la rigidité, la dissipationétant quasi inchangée. Les résultats
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FIGURE III.23 – Traction 3D
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FIGURE III.24 – Cisaillement 3D

de l’analyse de l’isotropie en 3D sont pratiquement identiques à ceux obtenus en bidimension-

nel (voir figures III.23 et III.24). En effet, le décalage entre les réponses mécaniques suivant

les différentes directions n’est pas significatif. Les réponses en cisaillement dans les différents

plans sont identiques. On note juste un faible écart, en traction, pour les différentes directions

de chargement. Globalement, on peut considérer que la réponse mécanique de ces VER est

(a) Traction-X (b) Traction-Y (c) Traction-Z

FIGURE III.25 – coupe transversale du VER : comportement local en traction (déformation

logarithmique principale maxi)

quasiment isotrope.

III.7 Influence du taux de charge

Nous considérons uniquement le VER en déformations planes et nous faisons varier le taux de

charge de 10 à 40% avec un rapport de raideur fixé à 10.
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(a) Cisaillement-XY (b) Cisaillement-XZ (c) Cisaillement-YZ

FIGURE III.26 – coupe transversale du VER :comportement local en cisaillement (déformation

logarithmique principale maxi)

L’augmentation du taux de charge conduit à un élargissementdes boucles de l’hystérésis. En

effet plus l’élastomère est chargé plus la dissipation est importante (voir figures III.27 et III.27).

L’augmentation du taux de charge fait croitre la rigidité dumatériau d’une façon significative

en traction et en cisaillement (voir figures III.29 et III.30). On constate que cette rigidification
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est non linéaire, ce qui est classiquement observé expérimentalement.

III.8 Influence de la surface spécifique

FIGURE III.31 – Différentes surfaces spécifiques

Dans ce paragraphe, la surface spécifique est définie comme le rapport de la somme de toutes

les surfaces des charges noyées dans la matrice divisée par le volume total. Elle est exprimée en

mm−1. La figure III.31 présente des motifs de VER à différentes surfaces spécifiques.

L’idée est de saisir l’influence de l’augmentation de la zonede contact pour un même taux de

charge. Dans notre étude, on considère que la masse volumiquede la charge est fixe : seuls son

volume et sa surface varient. De même, le taux de charge est fixédans tous les cas à 40% et

le rapport des raideurs est fixé à 10. On remarque que la rigidité et l’énergie dissipée semblent

être directement reliées au confinement de la gomme. En effet, pour le cas multi-inclusions

le VER (c) est le plus raide et le plus dissipatif et il se distingue des VER (d) et (b) par la

présence d’une inclusion au centre. Il se distingue également du VER (a) par une plus faible

épaisseur de gomme entre les inclusions. Cependant, le cas mono charge conduit à une rigidité
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ment

plus importante que les cas multi-inclusions ce qui reste à expliquer. Localement (voir figures

III.38, III.39, III.40 et III.41), on constate que le cas (c)présente une localisation plus importante

que les autres cas.
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FIGURE III.38 – cas (a) FIGURE III.39 – cas (b)

FIGURE III.40 – cas (c) FIGURE III.41 – cas (d)
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III.9 Bilan de la modélisation mésoscopique

Les analyses menées, dans ce premier volet, nous ont permis de dégager les constats suivants :

– l’hypothèse d’affinité, couramment employée dans la modélisation, semble peu justifiée dans

le cas d’un agglomérat de charge sphérique noyé dans une matrice dense lorsque le contraste

des raideurs est supérieur à 10. Ceci est d’autant plus vrai que le taux de charge est élevé ;

– qualitativement, le VER retenu à cette échelle conduit à uneréponse isotrope ;

– la présence de zones de confinement de la gomme semble jouer un rôle très important sur les

caractéristiques effectives, ceci est sans aucun doute du àl’hypothèse de l’incompressibilité.

L’absence d’ordre de grandeur de la raideur de l’agglomérat, dans la littérature, ne nous permet

pas de donner une estimation précise du contraste. C’est doncun point qui reste ouvert.

Expérimentalement, nous avons constaté la présence de zones de décohésion à l’interface ag-

glomérat - matrice et qui semblent survenir pour un faible nombre de cycle de chargement et

certainement à faible déformation. De ce fait, nous avons réalisé des calculs sur ce modèle mé-

soscopique de VER en supposant que l’interface entre l’agglomérat de charge et la matrice est

décohésive. Néanmoins, dans ce cas, on obtient bien souvent un arrêt précoce des calculs et des

problèmes de convergence. Les figures III.44 et III.46 présentent un exemple de résultats de

calcul d’un cas décohésif.
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FIGURE III.43 – Cisaillement

Le comportement effectif montre que, dans le cas d’une interface décohésive, le modèle ne dis-

sipe pas en traction et la variation du coefficient du frottement n’a pas d’influence. Dans le cas

du cisaillement et pour un contact décohésif, le modèle dissipe et le coefficient de frottement

joue sur la raideur et sur la dissipation. Le comportement local montre une décohésion nette en
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traction qui est moins visible en cisaillement. Etant donnéque dans notre modèle on a supposé

que la matrice ne dissipe pas, un chargement de traction qui conduit à une décohésion très im-

portante isole l’agglomérat de la solicitation mécanique etnous n’avons plus dans notre modèle

de source de dissipation.

FIGURE III.44 – Traction
FIGURE III.45 – Cisaillement

La présence de ce phénomène de décohésion persiste même dansle cas multi-agglomérats,

comme le montre la figure III.46.

FIGURE III.46 – Traction
FIGURE III.47 – Cisaillement

Cette modélisation, n’est qu’un premier pas et il nous faudrait une étude expérimentale poussée

afin, d’une part, de mieux comprendre les mécanismes de décohésion et/ou de frottement et,

d’autre part, de déterminer des ordres de grandeur des paramètres qui gouvernent la décohé-

sion.

En ce qui concerne l’agglomérat, il nous reste à explorer quels sont les phénomènes qui pour-

raient expliquer une dissipation visqueuse au sein d’une structure qui voit à priori une faible

déformation, c’est l’objet du chapitre qui suit.



CHAPITRE

IV Modélisation à une échelle

microscopique : charges

élémentaires + élastomères liés

C
e chapitre propose un modèle d’agglomérat constitué de par-

ticules de charge interconnectées par une fine couche de

gomme. Des Volumes Elémentaires sont générés de manière aléatoire,

en se basant sur un motif de polygones de Voronoï représentant les

grains de silice, afin de dégager, d’une part, un VER et, d’autre part,

d’appréhender les mécanismes de dissipation dus au confinement de

l’élastomère lié. L’objectif, in-fine consiste à déterminer le comporte-

ment effectif d’un agglomérat.

73



PLAN DU CHAPITRE IV
IV.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 75

IV.2 Modèles considérés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . 77

IV.3 Cas de l’élasticité linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . 83

IV.3.1 Caractère homogénéisable des VER . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

IV.3.2 Isotropie dans le cas périodique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

IV.4 Cas de grandes déformations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . 87

IV.4.1 Analyse de la convergence en fonction du maillage . . . . . . . . . . 87

IV.4.2 Analyse de l’influence des paramètres matériaux . . . . . . . . . . . 89

IV.4.3 Analyse de l’influence de la morphologie . . . . . . . . . . . . . . . 94

IV.5 Bilan de la modélisation microscopique . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . 99



IV.1 Introduction

Nous proposons, dans cette partie, d’explorer une échelle plus fine en s’intéressant à la compo-

sition d’un agglomérat ou d’un ensemble d’agrégats. Dans la littérature, des observations micro-

scopiques montrent des agglomérats en abondance dans la matrice élastomérique. Ils sont con-

stitués d’un regroupement de particules de charge avec une interface de gomme élastomérique,

appelée élastomère lié et ayant des caractéristiques mécaniques différentes de la matrice. L’é-

paisseur de cette interface est fonction des interactions charge-charge et charge-matrice et des

paramètres de mise en œuvre.

(a) 20% de silice traitée à la sur-

face

(b) 40% de silice traitée à la sur-

face

(c) 20% de silice non-traitée

FIGURE IV.1 – Dispersion de la silice dans un silicone (TEM) (le traitdans chaque image

correspond à une longueur de1µm) [26]

La figure IV.1 montre la dispersion des charges de silice dansun élastomère silicone observée

par microscopie électronique à transmission (TEM). En fonction du taux de charge et des pro-

priétés surfaciques de la silice, on trouve des morphologiesdifférentes. Dans le cas (a), on

constate la formation d’agrégats et un milieu non percolé, dans le cas (b) suite au traitement

surfacique des charges de silice on obtient une plus grande dispersion des charges. Dans le cas

(c), l’absence de traitement de surface conduit à une agrégation des particules plus importante

et à la formation d’un réseau d’agrégats qui semble percolerpour un plus faible taux de charge

que dans les cas où la surface est traitée.

Ces observations et les résultats expérimentaux de Gert Heinrich et Manfred Klüppel [25],

montrent qu’il existe une mince couche d’élastomère lié entre les particules de charge. Pour un

caoutchouc naturel chargé avec des particules de noir de carbone, l’épaisseur de cette couche
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FIGURE IV.2 – Agglomérat de charge de silice (MEB) [52]

est comprise entre 2 à 5 nm (voir [25]). Ainsi, certains auteurs ont proposé des modèles qui

supposent une forme polygonale des grains interconnectés avec une fine couche d’élastomère

comme le montre la figure II.11. Les travaux de C. Nadot-Martin et A. Dragon et al., ([24], [23],

[46]) sont inspirés du modèle de particules interconnectées proposé par Christofferson.

Dans ce chapitre, nous proposons de considérer l’agglomérat de charge comme bi-phasique :

les particules de charge sont représentées à l’aide de polygones de Voronoï avec une interphase

en élastomère faiblement réticulé (qui n’a donc pas le comportement de la gomme). Nous al-

lons chercher à étudier l’influence des paramètres relatifsà la microstructure sur la réponse

macroscopique, en effectuant des tirages aléatoires de microstructure. En effet, on peut générer

plusieurs motifs de microstructures via l’algorithme de construction de notre VER. C’est essen-

tiellement les paramètres géométriques caractérisant la microstructure qui changent d’un tirage

à un autre :

– le rayon moyen des particules ;

– la distribution des particules et leurs orientations ;

– le nombre des particules (on peut avoir plusieurs microstructures pour un taux de charge

donné) ;

– l’épaisseur de l’interface qui peut être variable dans le cas où le nombre de particules et le

rayon moyen sont fixés.

Vu le contraste de raideur entre la gomme et les particules desilice, nous considérons ces

dernières comme infiniment rigides. L’élastomère lié est supposé faiblement réticulé et il est

modélisé par un comportement hyper-viscoplastique. Les différents VER sont analysés par des
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calculs utilisant différentes méthodes de localisation à savoir KUBC, SUBC ou PBC. Enfin,

nous considérons à la fois des analyses en petites et grandesdéformations.

IV.2 Modèles considérés

La génération aléatoire d’un VER est réalisée à l’aide d’une interface et de scripts python inté-

grés à ABAQUS-CAE (voir figure IV.3). Ces scripts sont basés sur l’algorithme suivant :

1. tirage aléatoire d’un nombre de germes donné par l’utilisateur avec des contraintes de

distance mini entre germes. Ce tirage est réalisé dans un domaine carré, rectangulaire,

circulaire ou ellipsoïdale ;

2. génération à partir des germes d’un diagramme de Voronoï ;

3. ajout d’une épaisseur uniforme entre chaque polygone de Voronoï. Cette épaisseur peut

être soit directement spécifiée par l’utilisateur, soit déterminée par l’algorithme de manière

à obtenir un taux de charge fixé ;

4. dans le cas de conditions KUBC ou SUBC, une épaisseur de gomme est ajoutée sur le

bord, voir figure IV.5. Dans le cas de condition PBC, le VER est périodisé comme le

montre la figure IV.4 ;

5. les propriétés de solide rigide des grains sont automatiquement générées en affectant un

point de référence à chaque grain, ces derniers correspondent aux germes initiaux.

FIGURE IV.3 – Génération automatique de la morphologie



78Chapitre IV. Modélisation à une échelle microscopique : charges élémentaires + élastomères liés

FIGURE IV.4 – Mosaïque de voronoï périodique 2D

FIGURE IV.5 – Modèle d’un agglomérat de charges à bord déformable



IV.2. Modèles considérés 79

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0  10  20  30  40  50  60  70  80

R
a
y
o

n
-m

o
y
e
n

nombre de grains

5-grains
7-grains

10-grains
15-grains
20-grains
27-grains
32-grains
80-grains

FIGURE IV.6 – Variation du rayon moyen des grains

 0.02

 0.025

 0.03

 0.035

 0.04

 0.045

 0.05

 0.055

 0.06

 0.065

 0  10  20  30  40  50  60  70  80

V
a
ri

a
ti

o
n

-E
P

nombre de grains

5-grains
7-grains

10-grains
15-grains
20-grains
27-grains
32-grains
80-grains

FIGURE IV.7 – Variation d’épaisseur de la couche d’élastomère

Les figures IV.6 et IV.7 présentent la variation du rayon moyen (1) et de l’épaisseur en fonction du

nombre de grains pour différents tirages. Ces courbes ont étéobtenues à partir de tirages où l’on

(1). le rayon moyen est défini comme la moyenne des rayons calculés à partir des cercles circonscrits aux poly-

gones de Voronoi
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a imposé un taux de charge de 60% et un nombre de grains. Elles nous permettent de remarquer

que si l’épaisseur présente bien un caractère aléatoire, lerayon moyen semble être déterminé
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par le nombre de grains. La figure IV.8 nous permet néanmoins de vérifier que l’écart type du

rayon des particules au rayon moyen (normalisé par l’épaisseur) n’est pas nul lorsque le nombre

de grains augmente. On conserve bien un caractère aléatoire sur la taille des particules pour des

tirages à grand nombre de grains et taux de charge important.Bien entendu, ces courbes ne nous

permettent pas complètement de quantifier le caractère aléatoire de la morphologie (orientation

des grains, facteur d’aspect,...). Enfin, la figure IV.9 nousdonne une caractéristique de notre

algorithme de génération de microstructures à savoir que letaux de charge ramené au nombre

de grains est quasiment linéaire en fonction du rayon moyen des grains divisé par l’épaisseur.

Le taux de charge, le rayon moyen et l’épaisseur ne sont donc pas indépendants.

On génère également d’une façon automatique les conditions aux limites relatives aux trois

techniques d’homogénéisation (voir annexe B). Cette étude sefait dans le cadre de l’hypothèse

des déformations planes, dans le soucis de limiter la tailledes calculs et en considérant que les

résultats du chapitre précédent sur la comparaison 2D et 3D restent valables. Les calculs en

petites déformations font intervenir une loi de comportement élastique pour l’élastomère lié.

Dans le cas grandes déformations, nous utilisons une loi de comportement hyper-viscoplastique

basé sur le modèle rhéologique décrit à la figure IV.10, que nous avons implémenté dans abaqus

via une subroutine UMAT. Le détail de la formulation de ce modèle et de son implémentation

numérique se trouve dans l’article [33].

FIGURE IV.10 – Modèle viscoplastique [39] [33]

Ce modèle se base sur la décomposition suivante du gradient dedéformation :

F = (J
1

3 1).F̄ = J
1

3 .F̄e.F̄i (IV.1)
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Avec F̄ la partie incompressible du gradient de déformation,F̄e la partie élastique incompress-

ible du gradient de déformation etF̄i la partie inélastique incompressible du gradient de défor-

mation. Ce modèle suppose aussi une décomposotion additive de l’énergie libre en une partie

volumique, « équilibrée » (réponse élastique instantanée)et une partie « non-équilibrée » (réponse

différée).

ψ = ψeq(B̄) + ψneq(B̄e) + ψvol(J) (IV.2)

La loi de comportement de ce modèle est défini par :

σ =

σeq

︷ ︸︸ ︷

(2ρ0J
−1B̄

∂ψeq
∂B̄

)D +

σneq

︷ ︸︸ ︷

(2ρ0J
−1B̄e

∂ψeq
∂B̄e

)D +

σvol
︷ ︸︸ ︷

ρ0
∂ψvol
∂J

1 (IV.3)

et la loi d’écoulement est donnée par :

˙̄Be = L .B̄e + B̄e.LT −
2

3
(1 : L)B̄e − 2

〈f(σneq)〉

η

σneq
‖σneq‖

B̄e (IV.4)

avecf(σneq) = ‖σneq‖ − χ, 〈.〉 est définie par :〈f〉 = f si f ≥ 0 et 〈f〉 = 0 si f < 0. On fait

les choix suivant pour les énergies libres :

ψeq(B̄) = C10(I1(B̄)− 3) + C01(I2(B̄)− 3) + C30(I1(B̄)− 3)3 (IV.5)

ψneq(B̄e) = G(I1(B̄)e − 3) (IV.6)

ψvol(J) =
k

2
(J − 1)2 (IV.7)

Les tableaux IV.1 et IV.2 présentent les jeux de paramètres matériaux utilisés dans la suite.

élastomère lié

E(MPa) ν

3 0.45

TABLE IV.1 – paramètres matériaux du modèle d’agglomérat : cas de petites déformations

élastomère lié

C10(MPa) C01 (MPa) C30 (MPa) G (MPa) K (MPa) η (MPa.s) χ (MPa)

1.e−5 0 0 0.01 200 0.6 0.012

TABLE IV.2 – paramètres matériaux du modèle d’agglomérat : cas de grandes déformations

Nous avons retenu l’hypothèse d’un élastomère lié faiblementcompressible mais avec un mod-

ule de compressibilité plus faible que celui de la gomme. Nousne disposons pas de résultats
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expérimentaux nous permettant d’avoir un ordre de grandeurde ce module. Néanmoins, nous

pensons que l’aspect faiblement réticulé peut se traduire par un module de compressibilité plus

faible. Dans le cas élastique, le coefficient de poisson a été pris à 0.45.

IV.3 Cas de l’élasticité linéaire

IV.3.1 Caractère homogénéisable des VER

Nous cherchons tout d’abord à déterminer si les VER idéalisés,que nous avons choisi pour

représenter l’agglomérat sont homogénéisables ou non. Pour ce faire, nous effectuons un grand

nombre de tirages et nous analysons la réponse effective avec les trois méthodes de localisation

retenues : PBC, KUBC et SUBC. Bien entendu le VER utilisé pour le calcul avec PBC n’est

pas strictement équivalent à ceux utilisés dans les autres cas, puisque ces derniers ne sont pas

périodiques et comprennent une fine couche d’élastomère liésur le bord. Néanmoins, dans le

cas de milieux aléatoires homogénéisables, les trois techniques de localisation tendent à donner

un résultat identique lorsque la taille du VER est suffisamment grande. Tous les tirages sont

réalisés en contraignant le taux de charge à 60%. La taille des VER ne change pas, seul le

nombre de grains évolue. Pour chaque tirage, nous effectuons trois calculs afin de déterminer

le module de cisaillement et le module de compressibilité transverse. En effet, partant de la

relation générale contraintes-déformations :
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Le module de compressibilité plan et le module de cisaillement noté successivement̃KT et µ̃T

s’écrivent (voir [10]) :

K̃T =
a1111 + a2222 + a2211 + a1122

4
(IV.8)

µ̃T =
a1111 + a2222

8
−
a1122 + a2211

8
+
a1212
2

(IV.9)

Les figures IV.11 et IV.12 présentent le module de compressibilité et de cisaillement en fonction

du nombre de grains. On retrouve bien la classification des méthodes de localisation à savoir

que KUBC est une borne sup, SUBC est une borne inf et PBC est entre les deux. D’autre part,

pour un nombre de grains supérieur à 30, il semble que les bornes commencent à converger

vers la même limite (ceci est plus vrai pourK queG) ce qui tend à montrer que nos VER
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correspondent à un milieu homogénéisable. On remarque également que les méthodes SUBC

et PBC donnent très vite la même borne et que la méthode KUBC exhibeplus fortement une

dépendance au caractère aléatoire.
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Nombre de particules : 32,Tirage 1

KUBC SUBC PBC

Nombre de particules : 32,Tirage 2

Nombre de particules : 32,Tirage 3

Nombre de particules : 32,Tirage 4

KUBC SUBC PBC

Nombre de particules : 32,Tirage 5

TABLE IV.3 – Déformation principale maxi (même échelle d’isocouleurs)
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Le tableau IV.3 présente les isocouleurs de déformation principale maxi de 5 tirages différents

à 32 grains. On remarque que le niveau de déformation local esttrès élevé par rapport à celui

imposé macroscopiquement. De plus, dans les trois cas, la déformation est trés localisée. Enfin,

il semble que les conditions de type KUBC conduisent à une localisation plus forte que les cas

PBC et SUBC.

IV.3.2 Isotropie dans le cas périodique

En partant du comportement effectif obtenu par trois calculs élémentaires (deux extensions et

un cisaillement) nous pouvons définir un écart à l’isotropietransverse en calculant l’écart relatif

entre le tenseur de comportement obtenu à partir des modulesde cisaillement et de compress-

ibilité donnés par les formules IV.8 et IV.9 et le tenseur de comportement effectif. Comme

précédemment, nous considérons un taux de charge de 60% et nous nous focalisons sur le cas

périodique. Le calcul de l’écart par rapport à l’isotropie transverse est donné par la figure IV.13.
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FIGURE IV.13 – Ecart par rapport à l’isotropie transverse

On remarque que l’écart par rapport à l’isotropie se stabilise pour un nombre de grains élevé. Par

contre, pour un faible nombre de grains, l’écart est important (jusqu’à 10%). Le cas périodique

nous permet d’obtenir une réponse quasi-isotrope pour un faible nombre de grains (à partir de

20).
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IV.4 Cas de grandes déformations

Dans ce qui suit, nous utilisons uniquement la condition de localisation de type SUBC. En effet,

les résultats obtenus, dans le cas de l’élasticité linéaire, nous ont montré que ces conditions

sont, d’une part, les moins sensibles au caractère aléatoire et, d’autre part, elles convergent plus

rapidement vers la limite asymptotique donnée par les bornes. Le taux de charge est fixé au

alentour de 60% (il peut légérement varier suivant les tirages). Hormis les calculs où l’on fait

varier explicitement le nombre de grains, on utilise des tirages de VER comprenant 80 grains.

IV.4.1 Analyse de la convergence en fonction du maillage

Les ligaments d’élastomère lié tel qu’ils sont modélisés dans le VER constituent une matière

confinée, l’aspect de grandes déformations conjugué avec lecaractère faiblement compressible

nous indique qu’il faut regarder attentivement l’effet du maillage. On va donc mener une analyse

de la convergence pour un tirage et une sollicitation donnée.On va donc faire varier la taille des

mailles et mesurer l’évolution de l’énergie de déformationtotale pour un cas de cisaillement.

(a) taille de maille=0.03 (b) taille de maille=0.013(c) taille de maille=0.011 (d) taille de maille=0.01

(e) taille de maille=0.009 (f) taille de maille=0.008 (g) taille de maille=0.004

FIGURE IV.14 – Différentes tailles de maillage
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La courbe de la figure IV.15 montre que l’énergie de déformation tend à se stabiliser avec la

finesse de maillage. Une taille de maille de0.008 nous semble donc raisonable pour les études

qui suivent. Cette taille de maille doit être adaptée en fonction de l’épaisseur de l’élastomère lié.

En effet, il semble que trois éléments dans l’épaisseur soient suffisants pour obtenir des résultats

convergés au sens de la discrétisation en espace.
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IV.4.2 Analyse de l’influence des paramètres matériaux

En considérant le cas d’un chargement cyclique triangulaire de traction avec une amplitude de

0.01 et une vitessėγ = 0.01s−1, nous faisons varier les paramètres matériaux du modèle hyper-

viscoplastique et nous comparons la réponse effective du VERavec celle d’un VER constitué

uniquement d’élastomère lié. De manière générale, on constate que le confinement de l’élas-

tomère qui conduit à des niveaux de déformations locaux importants nous donne une réponse

effective plus raide et beaucoup plus disipative que le VER homogène. La figure IV.16, nous

montre que le module de cisaillement de la branche dissipative influe essentiellement sur la

dissipation (dans la plage explorée). On le voit notamment surla figure de droite, qui mon-

tre l’influence des paramètres matériaux sur la raideur normalisée, calculée en divisant par la

raideur maximale obtenue pour chaque type de VER. On constate que lorsqu’on fait varier le

module de cisaillement de 0.35 à 0.9 MPa, le module dynamiquevarie de 13% pour le VER

non chargé et de 5% pour le VER chargé. Les figures IV.18 et IV.19nous montrent que les

paramètresη et χ jouent à la fois sur la raideur et la dissipation et cette évolution est plus

prononcée dans le cas d’un VER avec grains. Enfin, la figure IV.17 montre que le module de

compressibilité (D = 2/k) influe de manière significative sur la raideur et la dissipation dans le

cas d’un VER avec grains, ce qui n’est pas le cas d’un VER homogène en cisaillement.
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IV.4.3 Analyse de l’influence de la morphologie

Dans ce paragraphe, nous considérons un test d’extension cyclique (toujours dans la même di-

rection du plan), à vitesse constante (signal triangulaire) et sur différents tirages pour lesquelles

on a fixé l’épaisseur à une valeur de 0.015 en essayant de conserver le taux de charge compris

entre 62 et 68%. Les figures IV.20 présentent les VER correspondant aux différents tirages.

(a) tirage de 82 grains (65.9%) (b) tirage de 84 grains (63%) (c) tirage de 84 grains (67%)

(d) tirage de 84 grains (67.5%) (e) tirage de 90 grains (64.8%) (f) tirage de 94 grains (64.7%)

(g) tirage de 97 grains (65.7%) (h) tirage de 97 grains (66.4%) (i) tirage de 120 grains (62.2%)

FIGURE IV.20 – Différents tirages à épaisseur fixe (ep=0.015)

Les figures IV.21, IV.22, IV.23 et IV.24 présentent l’évolution du module dynamique en fonc-
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tion des caractéristiques morphologiques simples à calculer à savoir : le taux de charge, le rayon

moyen normalisé (rayon moyen des particules/épaisseur), l’écart type du rayon moyen, la sur-

face spécifique moyenne et l’écart type de la surface spécifique. Sur les figures IV.21, IV.22,

IV.23 et IV.24, chaque point désigne le couple nombre de grains et taux de charge (exemple sur

le figure IV.21 : le couple (120,62.20) désigne un tirage de 120 grains avec un taux de charge

de 62.20. On peut faire les constats suivants :

– le taux de charge semble directement contrôler la raideur dynamique, on remarque sur la fig-

ure IV.21 une corrélation linéaire du module en fonction du taux de charge. Il y a néanmoins

deux tirages qui ne vérifient pas cette corrélation ;

– le rayon moyen normalisé ne semble pas être un paramètre pertinent pour décrire la variation

du module dynamique, hormis le tirage à 120 grains, tous les autres tirages ont un rayon

moyen normalisé qui varie peu ;

– l’écart type sur le rayon moyen a beaucoup plus d’influence,cependant nous ne pouvons pas

dégager une tendance claire. En effet, si l’on considère lestirages qui ont le même taux de

charge (couleurs identiques) on peut les regrouper par couple. Les deux tirages de 84 grains

possèdent un écart important sur l’écart type de rayon moyenqui n’a pas d’influence sur le

module dynamique. Les tirages à 97 et 82 grains qui ont un tauxde charge aux alentours de

66% montrent qu’une diminution de l’écart type du rayon moyen engendre une diminution

du module dynamique, ce qui est contredit par les tirages de 120 et 84 grains dont le taux de

charge est au voisinage de 63%.

– la surface spécifique et son écart type agissent de la même manière sur le module dynamique,

on ne peut dégager d’influence claire de ces paramètres.

L’analyse réalisée sur le module dynamique mériterait, d’une part, d’être élargie à plus de tirages

de manière à voir si aucune tendance ne peut être dégagée en fonction du rayon moyen et de

la surface spécifique, et, d’autre part, elle devrait aussi être réalisée pour une autre sollicitation

(cisaillement par exemple) afin de confirmer ou d’infirmer l’influence du taux de charge. Nous

pouvons également nous poser la question de la pertinence des indicateurs morphologiques très

simples que nous avons utilisés : le rayon moyen normalisé etson écart type ainsi que la sur-

face spécifique n’apportent en effet aucune information concernant l’orientation des polygônes

de Voronoï ou de leur facteur d’aspect. Enfin, la détermination d’un ou plusieurs paramètres

morphologiques gouvernant l’évolution du module dynamique doit également être validée en

observant l’évolution de la dissipation globale. Dans cetteanalyse, nous avons choisi de con-

struire nos VER en fixant l’épaisseur, ce choix peut égalementêtre remis en question car il peut



96Chapitre IV. Modélisation à une échelle microscopique : charges élémentaires + élastomères liés

paraître tout aussi naturel de fixer le rayon moyen normalisé. En conclusion, le taux de charge

est le seul paramètre qui semble pertinent pour décrire l’évolution du module dynamique, parmi

tous les paramètres qui ont été explorés.
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FIGURE IV.21 – Evolution du module dynamique en fonction du taux de charge
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FIGURE IV.22 – Evolution du module dynamique en fonction du rayon moyen
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FIGURE IV.24 – Evolution du module dynamique en fonction de la surface spécifique moyenne
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IV.5 Bilan de la modélisation microscopique

Dans ce chapitre, nous avons proposé un modèle d’agglomérat constitué de particules de silices

infiniment rigides et idéalisées sous la forme de polygones de Voronoï interconnectés par une

fine couche d’élastomère supposée faiblement réticulé. Nousavons ainsi développé un plugin

rattaché à ABAQUS-CAE qui nous permet de générer de manière aléatoire un modèled’ag-

glomérat. L’algorithme de construction du VER est paramétrépar le nombre de grains, le taux

de charge et/ou l’épaisseur de la couche d’élastomère. Enfin, cet algorithme nous permet de

générer aussi bien des VER périodiques (avec particules sur le bord) que des VER adaptés aux

conditions de localisation de type KUBC ou SUBC (sans particules sur le bord).

Dans une première partie, nous avons traité le cas élastique linéaire (en petites perturbations).

Nous avons ainsi mené une campagne d’essais numériques sur différents VER à taux de charge

fixe et épaisseur d’élastomère lié fixée mais en faisant varier le nombre de grains. Nous avons pu

comparer les différentes techniques de localisation (KUBC, SUBC et PBC) à partir des modules

de cisaillement et compressibilité homogénéisés. On constate que à grand nombre de grains les

trois techniques semblent converger vers une même limite. De plus, les cas SUBC et PBC con-

vergent plus rapidement vers cette limite que le cas KUBC. Il semble donc que pour ces deux

techniques on puisse considérer des VER avec peu de grains comparativement au cas KUBC.

Enfin, le cas PBC semble être le moins sensible au caractère aléatoire des tirages. L’analyse de

l’écart à l’isotropie dans le cas PBC, nous montre que les VER à partir d’une vingtaine de grains

présentent une réponse quasi-isotrope (moins de 6% d’écartrelatif). Ces calculs en petites dé-

formations nous ont confortés dans l’idée de mener des analyses en grandes déformations en

utilisant une technique de localisation de type SUBC au vu, d’une part, de la forte localisation

des déformations observées au cours de ces calculs et, d’autre part, de la convergence des car-

actéristiques homogénéisées avec SUBC.

Dans une deuxième partie, nous avons considéré le comportement de l’élastomère lié comme

étant visco-plastique en grandes déformations. Nous avons donc implémenté un modèle de com-

portement spécifique dans ABAQUS afin de prendre en compte le caractère visco-plastique. Les

premiers calculs sur un VER de 80 grains, nous ont permis d’analyser l’influence des coeffi-

cients de la loi de comportement de l’élastomère et de comparer cette dernière à un VER ho-

mogène constitué uniquement d’élastomère lié. Tout d’abord, on constate que le confinement,

dans le cas d’un VER avec grains, induit une rigidité et une dissipation importante à faible dé-

formation moyenne (comparativement au VER homogène). Ceci nous conforte dans l’idée que
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le confinement au sein de l’agrégat peut être une explicationde son supposé caractère dissipatif.

Cette étude paramétrique nous montre notamment que le modulede compressibilité de l’élas-

tomère lié a une influence plus forte sur la rigidité effective dans le cas d’un VER chargé que

dans le cas d’un VER homogène. Il est donc clair que le confinement et le caractère faiblement

compressible jouent un rôle prépondérant sur le comportement de l’agrégat idéalisé. L’analyse

des paramètres morphologiques est beaucoup plus complexe etnous n’avons pas pu dégager

un ou plusieurs paramètres influant clairement sur le comportement effectif (hormis le taux de

charge).

Pour aller plus loin, il faudrait mener une campagne numérique plus importante et introduire

d’autres indicateurs morphologiques pour espérer dégagerun modèle d’agrégat microphysique-

ment motivé. On aurait pu notamment introduire un facteur d’aspect moyen des grains et/ou un

indicateur d’orientation des grains afin d’enrichir l’analyse actuelle. Une autre piste, pourrait

consister à enrichir le modèle d’agrégat en itroduisant de nouvelles phases qui sont constatées

expérimentalement. Ainsi, on pourrait introduire une interphase entourant l’agglomérat, elle

même étant entourée d’une zone de matrice (non dissipative), et des portions d’élastomère entre

les grains et l’élastomère lié (nommés gomme occluse). La figure IV.26 en est un exemple. En-

fin, tous les calculs de ce chapitre ont été menés en déformations planes, on peut donc se poser

la question de la représentativité de ces résulats par rapport à des calculs en 3D. Il faudrait donc

developper un algorithme de génération de VER tridimensionel.
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FIGURE IV.26 – Un modèle d’agrégat





Conclusion générale

Ce travail concerne l’étude du comportement d’un élastomèresilicone chargé de silice en

prenant en compte l’effet de la microstructure. Plus précisément, ce travail exploratoire a tenté

d’identifier un certain nombre de paramètres et de mécanismes microscopiques pouvant ren-

dre compte du comportement effectif d’un tel élastomère chargé, par le biais de modélisations

réalisées sur un volume élémentaire représentatif. L’idéeétait d’essayer d’expliquer notamment

pourquoi l’introduction de charge augmentait le caractèredissipatif du matériau.

Les élastomères chargés sont caractérisés par la complexité de leur microstructure. Ils présentent

plusieurs échelles d’hétérogénéités, allant des particules élémentaires aux réseaux de charges en

passant par les agrégats et les agglomérats. La complexité de la microstructure et les interactions

entre les différentes phases influent fortement sur le comportement macroscopique, comme le

montrent les essais expérimentaux. Diverses approches sontutilisées pour modéliser le com-

portement de ces matériaux. La plupart, s’appuient sur des modèles rhéologiques mais si on

veut intégrer dans les modèles les effets de la microstructure, les approches basées sur des méth-

odes d’homogénéisation constituent un outil d’investigation pertinent. La complexité des lois

de comportements (grandes déformations, visco-hyperélasticité, plasticité, endommagement)

rend difficile l’utilisation des méthodes d’homogénéisation classiquement utilisées pour obtenir

des bornes et des estimations. Nous avons donc choisi une approche basée sur des techniques

d’homogénéisation numériques, s’appuyant sur la résolution de problèmes posés sur un VER..
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Nous nous sommes focalisés sur deux échelles d’hétérogénéités :

– une échelle où les agglomérats de charges peuvent être considérés homogènes, permettant

d’étudier le comportement d’un élastomère chargé d’agglomérats (échelle mésoscopique),

– une échelle à laquelle on étudie le comportement d’un agglomérat, considéré comme un en-

semble de particules rigides reliées par une fine couche d’élastomère (échelle microscopique)

A l’échelle mésoscopique, le VER est constitué d’un agglomérat de charge noyé dans une ma-

trice. L’agglomérat a une forme sphérique régulière de comportement viscoélastique et une

matrice hyperélastique de forme héxagonale. Une campagne decalculs numériques a été menée

sur ce VER en appliquant des conditions de type « déformation homogène au contour » . Les

résultats montrent que la méthode de Voigt peut être utiliséejusqu’à un contraste des phases

inférieur à 10 (rapport de la plus grande raideur sur la plus petite). On notera que dans les

modèles rhéologiques constitués de branches en parallèle où chaque branche tente de rendre

compte de l’effet d’une phase, l’hypothèse liée à la méthodede Voigt (déformation uniforme

dans le VER) est sous-jacente. Des simulations numériques montrent que la présence de zones

de confinement de la gomme agit sur les caractéristiques effectives. Cet effet est du essentielle-

ment à la contrainte d’incompressibilité. A la fin de ce premier volet d’étude, nous avons tenté

de traiter le cas d’une interface décohésive entre l’agglomérat et la matrice pour son influence

sur la dissipation effective. La décohésion résiduelle observée expérimentalement est retrouvée

numériquement. Numériquement, elle est nettement plus marquée pour un chargement en trac-

tion que pour un chargement en cisaillement. En traction, ladécohésion entraîne un isolement

de l’agglomérat, seule source de dissipation, et la réponseglobale devient hyperélastique. Il est

donc difficile d’envisager que la dissipation puisse trouverson origine dans les phénomènes de

décohésion.

La seconde partie de notre travail avait l’objectif d’explorer les phénomènes micro-structuraux

qui peuvent avoir lieu au sein de l’agglomérat de charges. Nous avons proposé un modèle

d’agglomérat constitué de particules de silice infiniment rigides et idéalisées sous la forme

de polygones de Voronoi interconnectés par une fine couche d’élastomère supposée faiblement

réticulé. Ce modèle d’agglomérat est généré d’une façon aléatoire, avec comme paramètres de

contrôle le nombre de grains, le taux de charge et/ou l’épaisseur de la couche d’élastomère.

Les VER générés peuvent être périodiques ou non, permettant d’utiliser différents types de

conditions limites aux bords : homogénéisation périodique(PBC) ou conditions de contraintes

ou déformations homogènes sur le bord (respectivement SUBC et KUBC). La génération des

microstructures et la mise en données des différentes méthodes d’homogénéisation ont été au-
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tomatisés via la création d’interfaces conviviales (plugins) intégrées dans le menu de l’interface

CAE d’Abaqus. Ces développements permettent de mener simplement un grand nombre de

simulations.

Notre étude a débuté par une campagne de simulations numériques en petites déformations pour

analyser l’évolution des caractéristiques élastiques homogénéisées en fonction du nombre de

grains et de la méthode de localisation, à différents taux decharges et différentes épaisseurs de

gomme liée. On constate qu’à grand nombre de grains, les troistechniques semblent converger

vers une même limite. De plus, les approches SUBC et PBC convergent plus rapidement vers

cette limite que le cas KUBC. Il semble donc que pour ces deux premières approches, on puisse

considérer des VER avec peu de grains comparativement au cas KUBC.Enfin, le cas PBC sem-

ble être le moins sensible au caractère aléatoire des tirages. L’analyse de l’écart à l’isotropie

dans le cas PBC, nous montre que les VER à partir d’une vingtaine de grains présentent une

réponse quasi-isotrope (moins de 6% d’écart relatif). Ces calculs en petites déformations nous

ont confortés dans l’idée de mener des analyses en grandes déformations en utilisant une tech-

nique de localisation de type SUBC.

Pour l’analyse en grandes déformations, nous avons considéré un comportement plus réaliste

pour l’élastomère lié. En effet, des observations expérimentales montrent que ce dernier se

distingue de la matrice par son caractère visco-plastique.Nous avons implémenté un mod-

èle hyperviscoplatique dans Abaqus via l’utilisation d’uneSUBROUTINE UMAT. Des calculs

sur un VER de 80 grains avec des conditions de localisation de type SUBC nous ont permis

d’étudier l’influence des paramètres matériaux de cette loide comportement sur la réponse

macroscopique et de la comparer avec la réponse de l’élastomère seul. Nous constatons que le

confinement induit par la présence de grains conduit à une rigidité et une dissipation impor-

tante à faible déformation moyenne (comparativement à l’élastomère seul). Nous avons tenté

de caractériser l’influence de certains paramètres morphologiques (rayons moyens des grains et

leur écart type, surfaces spécifiques moyennes et son écart type, taux de charge). A part pour le

taux de charge, nous n’avons pas pu dégager de paramètres caractéristiques de la microstructure

gouvernant clairement la rigidité effective.

Ce travail a permis de montrer l’effet combiné du confinement etde la faible compressibil-

ité du matériau sur le caractère dissipatif du comportementeffectif. Il reste à confirmer cette

tendance avec des modèles d’agrégats tridimensionnels. A long terme, l’identification des mé-
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canismes microscopiques et la caractérisation de microstructure pertinentes devront mener à

des volumes élémentaires suffisamment représentatifs pourêtre intégrés dans une modélisation

multi-échelles (méthode des éléments finis au carré...). La définition du VER devra s’appuyer

sur une analyse fine de la microstructure, via des outils d’analyse morphologique par exemple,

et devra tenir compte des différentes échelles et populations d’hétérogénéités.
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A.1 Gradient de déformation

Supposons que le matériau occupe le domaineΩ0 à l’état initial, non déformé. Après sollici-

tation le même matériau occupe le domaineΩ
′

. Le repèreR(O,X, Y, Z) est supposé lié à la

FIGURE A.1 – Transformation d’un élément matériel en grande déformation

configuration initiale, toutes les mesures sont évaluées dans ce repère.

~x = ~X + ~u( ~X, t) (A.1)

Le vecteur infinitésimal~dX dans la configuration initiale est transformé en~dx dans la configu-

ration déformée par le gradient de transformation¯̄F.

~dx = ¯̄F. ~dX (A.2)

Cette expression peut s’écrire sous la forme suivante :
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(A.3)

Le gradient de transformation̄̄F fournit une description complète de la transformation. Le

tenseur gradient de transformation¯̄F ne mesure pas la déformation, il n’est pas nul à l’état

initial non déformé.
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A.2 Mesure de la déformation

Soit un vecteur~dX dans la configuration initiale, son image~dx dans la configuration actuelle

s’obtient par la relation suivante :

~dx = ¯̄F. ~dX, (A.4)

L’écriture indicielle donne :

Fij =
∂xi
∂Xj

=
∂ui
∂Xj

+ δij (A.5)

L’application ¯̄F est inversible et conserve l’orientation :

J = det(¯̄F) > 0. (A.6)

Localement, le transport d’un élément de volumedV dans la configuration initiale à son image

dv dans la configuration actuelle s’écrit :

dv = JdV (A.7)

Le transport d’un élément de surface~NdS dans la configuration initiale est~nds qui s’écrit :

~nds = J ¯̄F−T . ~NdS = (Cof ¯̄F). ~NdS (A.8)

– Description lagrangienne des déformations

Soit ~dX et ~dY deux vecteurs de la configuration initiale qui deviennent~dx et ~dy dans la

configuration actuelle. Le produit scalaire de ces deux vecteurs s’écrit :

~dx. ~dy = (¯̄F. ~dX).(¯̄F. ~dY ) = ~dX.¯̄FT .¯̄F. ~dY (A.9)

On introduit aussi le tenseur̄̄C des dilatations, appellé aussi tenseur de CAUCHY-GREEN

droit s’écrit :
¯̄C = ¯̄FT .¯̄F (A.10)

La variation du produit scalaire s’écrit :

~dx. ~dy − ~dX. ~dY = ~dX.(¯̄FT .¯̄F − ¯̄1). ~dY (A.11)

On définit le tenseur des déformations de GREEN-LAGRANGE par :

¯̄E =
1

2
( ¯̄C − ¯̄1) (A.12)
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– Description eulérienne des déformations

Dans la configuration actuelle, le tenseur de CAUCHY-GREEN gauche s’écrit :

¯̄B = ¯̄F.¯̄FT (A.13)

avec : ~dX. ~dY = ~dx. ¯̄B−1. ~dy

La variation de produit scalaire est définie par le tenseur d’EULER-ALMANSI ¯̄A :

¯̄A =
1

2
(¯̄1− ¯̄B−1) (A.14)

– Décomposition polaire du tenseur gradient de transformation

Le tenseur gradient de la transformation¯̄F englobe les rotations rigides et les déformations

pures. La décomposition polaire du tenseur gradient de transformation est unique, elle permet

de définir la déformation pure.
¯̄F = ¯̄V. ¯̄R = ¯̄R. ¯̄U (A.15)

avec ¯̄V et ¯̄U sont respectivement sont respectivement les tenseurs des déformations pures

droit et gauche. Ils sont symétriques définis positifs.¯̄R est le tenseur rotation.

A.3 Vitesse de déformation

Soit~v le vecteur vitesse défini comme la dérivée par rapport au temps de~x( ~X, t) :

~dv = ~̇dx =
˙̄̄F. ~dX = ¯̄L . ~dx (A.16)

Le tenseur gradient de vitesse s’écrit :

¯̄L =
˙̄̄F.¯̄F−1 (A.17)

¯̄L est décomposé en une partie symétrique¯̄D (tenseur eulérien taux de déformation) et une partie

antisymétrique¯̄W (tenseur eulérien taux de rotation).

¯̄L = ¯̄D + ¯̄W (A.18)

avec :
¯̄D =

1

2
(¯̄L + ¯̄LT ) (A.19)

¯̄W =
1

2
(¯̄L − ¯̄LT ) (A.20)
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A.4 Description des contraintes

On distingue trois descriptions de l’état de contrainte : eulérienne, mixte et lagrangienne.

– Description eulérienne

Les efforts intérieurs de cohésion~dt exercés par une partie du solide sur l’autre à travers un

élément de surface de la configuration actuelle~nds s’écrivent :

~dt = ¯̄σ.~nds (A.21)

Le tenseur des contraintes de CAUCHY¯̄σ est symétrique. Il représente les efforts de cohésion

exercés à travers un élément de surface déformée et par unitéde surface déformée.

– Description mixte

Le transport de l’élément de surface~nds dans la configuration initiale permet d’écrire autrement

la relation de l’équation A.21 :
~dt = ¯̄σ.J ¯̄F−T . ~NdS (A.22)

On défini le premier tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF ¯̄π :

¯̄π = J ¯̄σ.¯̄F−T (A.23)

avec~dt = ¯̄π. ~NdS

– Description lagrangienne

L’effort de cohésion dans la configuration initiale s’écrit:

~dT = ¯̄F−1.~dt (A.24)

Le second tenseur de PIOLA-KIRCHHOFF̄̄Ss’écrit :

¯̄S= J ¯̄F−1. ¯̄σ.¯̄F−T = ¯̄F−1. ¯̄π (A.25)

tel que : ~dT = ¯̄S. ~NdS.

A.5 Hypothèse des petites perturbations

Cette hypothèse signifie que le déplacement‖∇~u‖ est faible, et que la configuration actuelle

peut être confondue avec la configuration initiale( ~X = ~x). On a :

¯̄ε =
1

2
((∇u)T +∇u), ¯̄C = ¯̄B = ¯̄1+ 2¯̄ε et ¯̄E = ¯̄A = ¯̄ε (A.26)

et ¯̄σ = ¯̄π = ¯̄S.
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Remarque

Cette Toolbos Abaqus pour le calcul de propriétés effectives de milieux hétérogènes est dévelop-

pée par S. Lejeunes et S. Bourgeois. A long terme, elle fera l’objet de tout un module qui sera

intégré dans Abaqus pour des calculs en homogénéisation numérique.

B.1 Introduction

La mise en œuvre de problèmes d’homogénéisation numériques dans un code de calcul par élé-

ments finis requiert l’écriture de conditions aux limites spécifiques sur le contour du volume élé-

mentaire représentatif (VER) et l’imposition d’un chargement en moyenne. La mise en œuvre

de ces problèmes peut s’avérer particulièrement lourde. Lamotivation principale de l’interface

que nous proposons est d’automatiser et de simplifier au maximum cette mise en données dans

un logiciel commercial assez largement utilisé (Abaqus). Dans sa version courante, l’interface

développée offre la possibilité de mettre en œuvre les théories d’homogénéisation classique-

ment utilisées : déformation homogène au contour (KUBC(1)), contrainte homogène au contour

(SUBC(2)) et homogénéisation périodique (PBC(3)), en petites perturbations et grandes défor-

mations (2D ou 3D).

La stratégie retenue et implémentée consiste à formuler lesproblèmes de localisation associés

aux différentes méthodes en introduisant des ddls supplémentaires supportant les composantes

des déformations macroscopiques (cf. [17]). Les conditions aux limites spécifiques aux dif-

férents problèmes (KUBC, SUBC ou PBC) sont alors imposées via des relations linéaires entre

les degrés de liberté des nœuds du contour et ces ddls supplémentaires. On peut alors mon-

trer que les forces nodales associées aux ddls supportant les composantes des déformations

moyennes sont égales aux composantes de la contrainte moyenne (au volume du VER près).

Le pilotage à déformation ou contrainte moyenne imposée revient alors à imposer la valeur des

ddls supplémentaires ou les forces nodales associées. L’obtention de la réponse effective du

VER ne nécessite donc aucun post-traitement particulier. Dans Abaqus, les relations linéaires

entre ddls sont prises en compte par une méthode d’élimination. Dans la littérature, on peut

trouver d’autres méthodes. Par exemple, on peut introduireles conditions aux limites par pé-

nalisation [43, 55, 20]. Pour les problèmes périodiques, certains auteurs introduisent une dis-

crétisation des champs fluctuants plutôt que des champs totaux [9, 44]. La méthode retenue

(1). Kinematically Uniform Boundary Conditions
(2). Statically Uniform Boundary Conditions
(3). Periodic Boundary Conditions
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ici a le mérite de pouvoir être implémentée simplement dans le logiciel Abaqus et de pouvoir

profiter ainsi de l’ensemble des lois de comportement disponibles pour les constituants du VER.

B.2 Problème de localisations sur le Volume Elémentaire Représen-

tatif

B.2.1 Petites déformations

On considère un Volume Elémentaire Représentatif (VER), assimilable à une microstructure

hétérogène occupant un domaineV de frontière∂V . La loi de comportement caractérisant le

matériau en un pointx du volume, reliant le tenseur des contraintes¯̄σ (x) et le tenseur des

déformations̄̄ε (x), n’est pas précisée. On écarte cependant la présence de poreset de consti-

tuants rigides, même si ces cas peuvent être traités sous certaines conditions par l’interface. Le

comportement effectif est caractérisé classiquement par la relation entre les déformations et les

contraintes moyennes définies par :

¯̄E = 〈¯̄ε〉 =
1

|V |

∫

V

¯̄ε dV, ¯̄
Σ = 〈¯̄σ〉 =

1

|V |

∫

V

¯̄σ dV (B.1)

où |V | désigne le volume du VER. Supposant que le champ de déformationest compatible avec

un champ de déplacementu (x) continu, on peut utiliser la définition équivalente suivante pour

la moyenne des déformations
¯̄E =

1

|V |

∫

∂V

u⊗S n dV (B.2)

où⊗S désigne le produit tensoriel symétrisé etn (x) le vecteur normal sortant. Les problèmes

de localisation peuvent être menés à contrainte moyenne imposée¯̄Σ
d

ou déformation moyenne

imposée¯̄Ed. Le choix de la méthode de localisation revient ensuite à faire un choix de con-

ditions limites. On envisage dans la suite trois méthodes : déformation homogène au contour

(KUBC), contrainte homogène au contour (SUBC) et conditions périodiques. Omettant la loi

de comportement, on peut résumer le problème (KUBC) de la façon suivante :

PKUBC : div¯̄σ (x) = 0 dansV, u (x)− ¯̄E.x = 0 sur∂V, ¯̄E = ¯̄Ed ou ¯̄
Σ = ¯̄

Σ
d
. (B.3)

La résolution du problèmePKUBC à déformation imposée dans un code de calcul par éléments

finis classique peut généralement être mise en œuvre assez facilement. Il nécessite simple-

ment l’introduction de conditions limites dépendant des coordonnées des noeuds du contour.
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Il est cependant souvent nécessaire de développer un post-traitement spécifique pour calculer

la moyenne des contraintes. On remarquera aussi que le pilotage à contrainte moyenne im-

posée est plus délicat. Un moyen de contourner ces difficultés techniques liées au chargement

en moyenne est d’introduire les composantes de la déformation moyenne comme des degrés de

libertés supplémentaires du problème. La condition limiteu (x) − ¯̄E.x = 0 sur∂V se traduit

alors par des relations linéaires entre ddls. La formulation variationnelle associée au problème

PKUBC devient alors, en tenant compte des relations linéaires introduites :

PKUBC : pour tout u∗ (x) et ¯̄E∗ vérifiantu∗− ¯̄E∗.x = 0 sur ∂V,

∫

V

¯̄σ : ¯̄ε (u∗) dV = |V | ¯̄Σ : ¯̄E∗.

(B.4)

La formulation (B.4) montre que les forces nodales associéesaux nouveaux ddls sont égales aux

contraintes moyennes multipliées par le volume du VER. Avec cette formulation, le pilotage à

déformation moyenne (resp. à contrainte moyenne) s’éffectue en imposant simplement la valeur

des ddls supplémentaires (resp. la valeur des forces nodales aux ddls supplémentaires). On re-

marquera que la formulation (B.4) ne dépend pas de la loi de comportement des constituants du

VER.

Considérons maintenant le problème à contrainte homogène aucontour :

PSUBC : div¯̄σ (x) = 0 dansV, ¯̄σ (x) .n− Σ̄.n = 0 sur∂V, ¯̄E = ¯̄Ed ou ¯̄
Σ = ¯̄

Σ
d
. (B.5)

Pour le problèmePSUBC, il est naturel de mener les calculs à contrainte moyenne imposée et

de calculer en post-traitement la déformation moyenne. Le pilotage à déformation moyenne

imposée est délicat. Une approche analogue à celle exposée pour traiter le problèmePKUBC

peut être adoptée. Elle consiste de même à introduire des ddls supplémentaires supportant les

composantes de la déformation moyenne. Les relations linéaires introduites correspondent à la

version discrétisée de l’équation (B.2), permettant de définir la déformation moyenne à partir

des déplacements des noeuds du contour. La formulation variationnelle associée au problème

PKUBC s’écrit alors :

PSUBC : pour tout u∗ (x) et ¯̄E∗ vérifiant
1

|V |

∫

∂V

u
∗⊗Sn dS− ¯̄E∗ = 0,

∫

V

¯̄σ : ε (u∗) dV = |V | ¯̄Σ : ¯̄E∗.

(B.6)

Cette formulation variationnelle est équivalente aux deux premières équations de (B.5). L’intro-

duction des relations linéaires associées à l’équation (B.2) permet ainsi d’imposer par dualité

les conditions de contrainte homogène au contour.
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Pour les milieux périodiques, on choisit classiquement de mener les calculs sur une cellule de

base qui génère le milieu par périodicité. Cette périodicitéest définie par la donnée de vecteurs

permettant de construire le milieu par translation de la cellule de base le long de ceux-ci. Le

problème associé s’écrit (toujours en omettant de préciserla loi de comportement des constitu-

ants) :

PPBC : div¯̄σ (x) = 0 dansV, ¯̄σ (x) .n −# sur∂V, u (x)− ¯̄E.x # sur∂V, ¯̄E = ¯̄Ed ou ¯̄
Σ = ¯̄

Σ
d
,

(B.7)

où les symboles «# »(resp. «−# ») caractérisent des champs qui prennent des valeurs égales

(resp. opposées) en deux points qui se correspondent par translation suivant les vecteurs de

périodicités sur des parties opposées du contour. La même démarche conduit à introduire des

relations linéaires entre des ddls additionnels supportant les composantes de la déformation

moyenne et les déplacements des noeuds du bords, traduisantla conditionu (x)− ¯̄E.x # sur∂V .

La formulation variationnelle associée

PPBC : pour tout u∗ (x) et ¯̄E∗ vérifiantu∗ − ¯̄E∗.x # sur ∂V,

∫

V

¯̄σ : ε (u∗) dV = |V | ¯̄Σ : ¯̄E∗

(B.8)

permet notamment d’assurer par dualité la condition¯̄σ (x) .n −# sur∂V .

B.2.2 Grandes déformations

Contrairement au cas des petites perturbations, en grandes déformations, le choix de la mesure

des déformations et des contraintes se pose. Dans la littérature, le comportement effectif est

souvent défini à l’aide des moyennes, sur le VER, du tenseur gradient de la transformation̄̄f du

premier tenseur de Piola-Kirchoff̄̄π (cf [43, 55, 20]) :

¯̄F =
〈
¯̄f
〉

=
1

|V0|

∫

V0

¯̄f dV, ¯̄
Π = 〈¯̄π〉 =

1

|V0|

∫

V0

¯̄π dV, (B.9)

oùV0 désigne le domaine occupé par le VER dans la configuration initiale de référence et|V0|

son volume. On notex0 le vecteur position initiale d’un point matériel dans cetteconfiguration.

Introduisant le champ de déplacementu (x0) associé au tenseur gradient de la transformation,

on peut utiliser la définition équivalente suivante :

¯̄F = ¯̄1+
1

|V0|

∫

∂V0

u⊗ n0 dS, (B.10)

avec¯̄1 le tenseur identité etn0 la normale extérieure au domaine occupé par le VER dans sa

configuration initiale. Les trois méthodes de localisationclassiquement utilisées (conditons ho-

mogènes en déformations et en contraintes, conditions périodiques) peuvent être utilisées dans
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ce cadre. Le tableau B.1 précisent les conditions limites associées à chacune des méthodes et

les relations linéaires à mettre en œuvre après introductiondes ddls supplémentaires supportant

les composantes du gradient de transformation moyen.

Problèmes Conditions limites Relations linéaires

PKUBC u (x0)−
(
¯̄F − ¯̄1

)

.x0 = 0 sur∂V0 u (x0)−
(
¯̄F − ¯̄1

)

.x0 = 0 sur∂V0

PSUBC ¯̄π (x0) .n0 =
¯̄
Π.n0 sur∂V ¯̄F − ¯̄1−

1

|V0|

∫

∂V0

u⊗ n0 dS = 0

PPBC ¯̄π (x0) .n0 −# et u (x0)−
(
¯̄F − ¯̄1

)

.x0 # sur ∂V0 u (x0)−
(
¯̄F − ¯̄1

)

.x0 # sur ∂V0

TABLE B.1 – Traitements des conditions limites pour les problèmes de localisation en grandes

déformations

B.2.3 Une formulation unifiée pour la mise en oeuvre dans Abaqus

La méthode proposée pour la mise en oeuvre des problèmes de localisations, que ce soit en

petites déformations ou en grandes déformations, et quelque soit la méthode (KUBC, SUBC,

PBC), repose sur l’introduction de ddls supplémentaires et derelations linéaires entre degrés

de liberté. Dans le logiciel, les ddls supplémentaires peuvent être introduits en créant dans

l’interface CAE des points de référence (Reference Point RP). La création des relations

linéaires entre ddls, spécifiques à chaque cas, est réaliséevia une interface conviviale intégrée

au menu de l’interface CAE.

B.3 Implémentation et mode d’emploi

La "boite à outils" proposée est écrite en Python et est constituée de trois classes (trois inter-

faces) : KUBC, SUBC et PBC. Parallèlement à cette partie graphique quiest très simple, nous

avons également trois moteurs (ou classes) de génération deconditions aux limites qui sont

chargés de construire les relations linéaires propres à chaque méthode et qui peuvent être ap-

pelés par les différentes interfaces ou directement par desscripts Python(4). Concrètement, pour

l’utilisateur, ces interfaces sont disponibles dans le moduleInteraction d’Abaqus, depuis

le déroulantPlug-ins (voir fig. 1(a)).

(4). L’utilisation direct des moteurs de génération peut permettre d’automatiser une mise en données du modèle,

pour faire de l’optimisation par exemple.
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(a) le menu homogénéisation (b) l’interface pour KUBC (idem SUBC)

(c) l’interface pour le cas périodique (d) les équations linéaires

FIGURE B.1 – Le module homogénéisation

B.3.1 Utilisation

Tout d’abord, toutes les interfaces pré-supposent qu’un maillage du VER ait déjà été réalisé

et que les points de références soient déjà créés. Au démarrage de chacune des interfaces, l’u-

tilisateur doit préciser, via un menu déroulant, dans quel cadre il souhaite travailler : petites

perturbations ou grandes déformations. Ceci permet d’être informé d’une part du nombre de

points de références nécessaires et d’autre part de la signification de chaque ddl de ces points :

– en 2D HPP (deformations planes) :RP 1 { ¯̄E11,
¯̄E22}, RP 2 {2 ¯̄E12, non utilisé},

– en 2D GD (deformations planes) :RP 1 { ¯̄F11 − 1, ¯̄F12}, RP 2 { ¯̄F22 − 1, ¯̄F21},

– en 3D HPP :RP 1 { ¯̄E11,
¯̄E22,

¯̄E33}, RP 2 {2 ¯̄E12, 2
¯̄E13, 2

¯̄E23},

– en 3D GD :RP 1 { ¯̄F11 − 1, ¯̄F12,
¯̄F13}, RP 2 { ¯̄F21,

¯̄F22 − 1, ¯̄F23}, RP 3 { ¯̄F31,
¯̄F32,

¯̄F33 − 1}.

Dans le cas SUBC et KUBC (voir 1(b)), l’utilisateur doit fournir lesentrées suivantes :

– les points de références (la sélection se fait à la souris),
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– les faces, arrêtes ou nœuds formant le contour du VER (toujours à la souris).

Dans le cas périodique (voir 1(c)), l’interface doit être appelée pour chaque paire géométrique se

correspondant par périodicité (soit au minimum 2 fois en 2D et 3 fois en 3D). On doit fournir :

– les points de références (la sélection se fait à la souris),

– les faces, arrêtes ou nœuds se correspondant par périodicité (toujours à la souris),

– le vecteur de périodicité (au clavier).

Après validation de l’interface, les relations linéaires générées se retrouvent directement dans le

"Constraint Manager" d’Abaqus (voir fig. 1(d)). Le tableau B.2 résume les points forts

et les points faibles de l’interface :

Points faibles Points forts

"maillage dépendant" : à chaque

modification du maillage il faut

regénérer les conditions en re-

lançant l’interface

"sélection par nœud" : on peut

définir les conditions avec un im-

port de modèle (depuis un .odb)

"cas périodique" : le maillage doit

être périodique

"séparation GUI/Kernel" : on peut

utiliser les moteurs (kernel) in-

dépendamment de l’interface, par

exemple dérivation de nouvelles

classes thermoélasticité . . .

"post-traitement et pilotage" : les

points de référence permettent à la

fois de piloter en contrainte ou dé-

formation moyenne et de déduire

directement la réponse effective

TABLE B.2 – Points forts/point faible de l’interface

B.3.2 Moteurs de génération des conditions

Les trois moteurs (classes) de génération sont chargés de créer dans la base de données du

modèle toutes les relations et les groupes de nœuds nécessaires. Le nombre de ligne de chaque

moteur est un bon indicateur de leur complexité en terme de programmation : KUBC 132 lignes,
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SUBC 387 lignes, PBC 460 lignes. Le tableau B.3 résume les opérations effectuées par chaque

moteur.

KUBC SUBC PBC

1. vérifier la présence

d’un maillage ,

2. calculer la distance

x
i
0 − x

M
0 , où x

i
0

représente les coor-

données du nœudi

dans la configuration

de référence etxM0
les coordonnées

du premier point

de référence, pris

comme origine

des abscisses par

convention,

3. écrire les relations

linéaires.

1. vérifier la présence

d’un maillage ,

2. sur chaque arrête (cas

2D) ou chaque face

(cas 3D), calculer

la contribution de

l’intégrale de fron-

tière
∫

∂Ωe
u

i ⊗ n0dS

de l’élément Ωe au

nœud i, en tenant

compte du type

d’élément utilisé,

3. assembler les con-

tributions de chaque

élément aux noeuds

du contour,

4. simplifier le système

d’équation par une

élimination de type

pivot,

5. écrire les relations

linéaires.

1. vérifier la présence

et la périodicité du

maillage,

2. trouver les nœuds se

correspondant par

périodicité,

3. construire un arbre

de relation sans

cycles (au sens

de la théorie des

graphes) : l’objet

dictionary de

python est à la base

d’une classeTree

inclue dans la boite à

outil,

4. vérifier et gérer

la non répétition

de nœuds maîtres

dans l’ensemble des

équations (si néces-

saire : permutations

maîtres/esclaves),

5. écrire les relations

linéaires.

TABLE B.3 – Tâches de chaque moteur

Le typage dynamique et les conteneurs spécifiques de python permettent au final d’avoir un
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code succinct et lisible. Par exemple, le cœur du code de la classePeriodicBoundary reste

très simple puisqu’il contient les lignes suivantes :

# check if we have a mesh

if(len(a.allSets[nameS1].nodes)==0):

print "A mesh is needed!"

self.SuppressPickedSet(a)

return 0

# check the mesh periodicity

if(not self.VerifNodeCoord(nameS1,nameS2,a)):

self.SuppressPickedSet(a)

return 0

self.MakeNodeSetsandEquations(nameS1,nameS2,nameS3,a,dim)





Résumé: Ce travail porte sur la modélisation micromécanique des élastomères chargés. On

cherche principalement à d’une part identifier l’influence des propriétés des différentes phases

(morphologie et comportement) sur la réponse macroscopique, et d’autre part explorer les mé-

canismes d’interactions qui peuvent avoir lieu au sein de lamicro-structure. Pour ce faire, on a

mené une étude à deux échelles d’observations et ce à l’aide de simulations numériques basées

sur l’homogénéisation. Le premier niveau correspond à une échelle mésoscopique pour laque-

lle on considère un Volume Élémentaire Représentatif (VER) bi-phasique, constitué d’un ag-

glomérat de charge dissipatif, noyé dans une matrice hyperélastique. Le second niveau con-

siste, à une plus petite échelle, à explorer le comportementd’un agglomérat idéalisé, constitué

de particules de charges infiniment rigides liées entre ellespar une mince couche de gomme.

Cette micro-structure est générée de manière aléatoire par un tirage de polygones de Voronoï.

Des calculs éléments finis sont réalisés en élasticité linéaire et non-linéaire dans un contexte

d’homogénéisation numérique en utilisant diverses techniques de localisation. Les différentes

analyses menées montrent notamment que l’hypothèse d’affinité n’est pas adaptée à ce type

de micro-structures et que le caractère incompressible de la gomme ainsi que son confinement

jouent un rôle prépondérant sur le comportement mécanique de l’agglomérat.

Mots clefs: élastomère chargé, grandes déformations, homogénéisation numérique, polygones

de Voronoï.

Abstract : This work focuses on the micromechanical modeling of filledelastomers. The major

question to be identified : firstly the influence of the properties of different phases (morphology

and behavior) on the macroscopic response, and also to explore the mechanisms of interac-

tions that take place within the micro-structure. To do this, weconducted a study at two scales

of observations and using the numerical simulations based on homogenization. The first level

corresponds to a mesoscopic scale for which we consider a representative elementary volume

(REV), biphasic, consisting of a homogeneous dissipative inclusion (agglomerate) embedded in

a hyperelastic matrix. The second level is at a smaller scale, to explore the behavior of an ideal-

ized agglomerate, consisting of infinitely rigid filler particles bounded together by a thin layer

of rubber. This micro-structure is randomly generated by a random Voronoï polygons. Finite

element calculations are performed in linear elasticity and nonlinear in the context of numerical

homogenization using various localization techniques. The results show in particular that the

assumption of affinity is not suitable for this type of micro-structures and the incompressibility

of the rubber and its containment play an important role on the mechanical behavior of the ag-

glomerate.

Key words : filled rubber, large deformation, numerical homogenization, Voronoï polygons.


