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Introdution 1
IntrodutionCette thèse s'insrit dans l'étude algorithmique et struturelle des graphesin�nis de présentation �nie.Automates in�nisUn automate in�ni est un graphe simple orienté et étiqueté 1 de présentation�nie. Le terme présentation �nie signi�e que la struture de e graphe est dé-rite par une quantité �nie d'information. Cette propriété est ruiale dans leadre de l'informatique théorique puisqu'elle rend es graphes �aessibles� auxordinateurs et don au traitement automatique.Il existe deux grandes lasses de présentations �nies d'un graphe: les présen-tations internes et externes.Les représentations internes, qui sont les plus naturelles, �xent un nommageexpliite des sommets du graphe. Les sommets sont, par exemple, des mots surun alphabet �ni ou enore des termes �nis. Les ars du graphe sont alors donnéspar une mahine �nie aeptant des ouples de sommets. Des exemples de tellesmahines sont les automates à pile et les mahines de Turing. Dans les graphesainsi dé�nis, les sommets sont des on�gurations de ette mahine et les arsreprésentent les étapes de alul de la mahine.Les représentations externes ne fournissent pas de nommage expliite des som-mets mais une desription de la struture du graphe. Un exemple de présentationexterne onsiste à dérire un graphe par une suite �nie de transformations quionstruit e graphe en partant d'un graphe �ni ou d'un graphe in�ni de présen-tation �nie.La majeure partie des reherhes sur les automates in�nis onerne des pro-priétés qui sont indépendantes de la présentation hoisie. Nous parlerons de pro-priétés struturelles par opposition aux propriétés liées aux noms des sommets.Bien entendu, les propriétés algorithmiques de es automates dépendent de laprésentation adoptée. Deux grandes familles de propriétés struturelles vont gui-1. ayant un ensemble dénombrable de sommets



2 Introdutionder ette thèse: l'expressivité des logiques déidables sur les automates in�nisonsidérés et les langages aeptés par es automates.LogiqueUne logique est un langage permettant d'exprimer des propriétés struturellesdu graphe. Elle est donnée par un ensemble de formules et une relation de sa-tisfation qui lie les graphes 2 et les formules. De nombreuses logiques ont étéintroduites ave des expressivités variées; nous en onsidérerons essentiellementdeux: la logique au premier ordre (FO) et la logique au seond ordre monadique(MSO). La logique au premier ordre permet de quanti�er sur les sommets dugraphe. Ainsi nous pouvons, par exemple, exprimer que tout sommet du grapheadmet un suesseur. Du point de vue de l'expressivité, la logique au premierordre ne peut exprimer que des propriétés loales. En partiulier, il est impos-sible d'exprimer l'existene d'un hemin entre deux sommets dans la logique aupremier ordre. La logique au seond ordre monadique est un enrihissement dela logique au premier ordre où l'on autorise à quanti�er sur des ensembles desommets. Grâe à et ajout, elle peut exprimer des propriétés non-loales ommel'aessibilité et la on�uene.Une logique est déidable sur un automate in�ni s'il existe une proédureautomatique prenant en entrée une formule de la logique et déidant si l'automatein�ni satisfait ette formule.L'étude des automates in�nis ayant une logique déidable est motivée parl'intérêt qu'ils présentent pour la véri�ation des systèmes informatiques ayantun ensemble de on�gurations de taille non bornée. L'automate in�ni est uneabstration d'un tel système et les formules logiques expriment des propriétés surle omportement de e système. Si la modélisation du problème est orrete alorsle système a un omportement donné si et seulement si l'automate in�ni assoiésatisfait la formule exprimant e omportement. Un ompromis doit être trouvéentre la rihesse de la struture de l'automate in�ni et l'expressivité de la logique.En e�et une logique trop expressive ne sera déidable que sur des automatesin�nis de struture extrêmement pauvre et vie et versa.Il est ommunément admis que la logique monadique réalise un ompromissatisfaisant entre es deux aspets. En e�et d'une part, son expressivité est suf-�sante pour exprimer la plupart des propriétés que l'on souhaite véri�er sur leomportement des systèmes informatiques. D'autre part, elle est déidable sur desfamilles assez rihes d'automates in�nis. En pratique pour des raisons d'e�aitéde la proédure de déision, on onsidère des logiques moins expressives que lalogique monadique omme les logiques temporelles ou les logiques modales.2. vus omme des strutures relationnelles



Introdution 3LangagesÀ la �n des années 50, Chomsky a introduit, dans [Cho59℄, une hiérarhie defamilles de langages. Cette hiérarhie, aujourd'hui appelée hiérarhie de Chom-sky, a posé les bases de la théorie des langages formels. Elle est dé�nie à basede grammaires formelles et ontient quatre niveaux: les langages rationnels, al-gébriques, ontextuels et réursivement énumérables. Ces quatre familles ont étéoriginellement dé�nies par des restritions syntaxiques sur les grammaires les en-gendrant. Depuis elles ont donné lieu à une étude approfondie et en partiulier ade nombreuses aratérisations alternatives. En partiulier pour haune de esfamilles de langages, une famille d'aepteurs �nis orrespondante a été donnée:les automates �nis, les automates à pile, les mahines de Turing travaillant enespae linéaire et les mahines de Turing.Réemment, es familles de langages ont été aratérisés par des familles d'au-tomates in�nis (voir par exemple [CK02, Tho01℄). Pour voir les automates in�nisomme des aepteurs de langages, il su�t de leur adjoindre un ensemble de som-mets dit initiaux ainsi qu'un ensemble de sommets dit �naux. Le langage aeptépar un automate in�ni ainsi enrihi est l'ensemble des mots étiquetant un heminallant d'un sommet initial à un sommet �nal. Ce langage est appelé la trae del'automate. Cette notion généralise parfaitement la notion d'automate �ni sur unmonoïde libre; e qui justi�e la dénomination d'automate in�ni. Cette approhea permis de proposer une hiérarhie de familles d'automates in�nis aeptant lahiérarhie de Chomsky: les automates �nis, les graphes pré�xe-reonnaissables[Cau96℄, les graphes rationnels [MS01℄ et les graphes de transitions des mahinesde Turing [Cau03b℄.HistoriqueL'étude des automates in�nis a débuté ave les travaux de Muller et Shupp[MS85℄ sur les graphes enrainés des automates à pile (aussi appelés ontext-freegraphs en anglais). Un tel graphe a pour sommets les on�gurations de l'automateà pile aessibles depuis la on�guration initiale et ses ars sont donnés par lestransitions de l'automate. Muller et Shupp établissent une propriété struturellefondamentale de es graphes. Pour ela, ils onsidèrent la suite des graphes obte-nus en supprimant un sommet donné, puis les sommets à distane au plus 1 dee sommet, puis les sommets à distane au plus 2, et. Ils établissent que pour lesgraphes enrainés des automates à pile, ette suite ne ontient qu'un nombre �nide omposantes onnexes non isomorphes. Cette propriété leur permet de mon-trer que es automates in�nis ont tous une théorie au seond ordre monadique(MSO) déidable. Ils se ramènent à la déidabilité de MSO sur l'arbre binaireomplet, établie par Rabin dans [Rab69℄.



4 IntrodutionDans [Cou90℄, Courelle élargit ette propriété à la famille plus générale desgraphes HR-équationnels. Ces automates in�nis sont engendrés par les gram-maires déterministes de graphes. Là enore, la déidabilité de la théorie au seondordre monadique est obtenue en se ramenant au théorème de Rabin.Dans [Cau96℄, Caual généralise enore ette famille en dé�nissant la lasse desgraphes pré�xe-reonnaissables. Il en donne une présentation externe en montrantque es graphes sont obtenus en dépliant un graphe �ni et en appliquant unetransformation de graphes appelée substitution rationnelle inverse. Comme esdeux transformations préservent la déidabilité de la théorie monadique et queles graphes �nis ont trivialement une théorie monadique, tous les graphes de ettefamille ont don une théorie monadique déidable.Ces trois familles de graphes possèdent des aratéristiques similaires.Tout d'abord, elles admettent une présentation interne basée sur les automatesà pile. En partiulier, Stirling établit dans [Sti00℄ que les graphes pré�xe-reon-naissables sont isomorphes aux graphes des transitions des automates à pile.Les graphes de transitions sont obtenus en �masquant� les ε-transitions dansles graphes enrainés des automates à pile. Pour prolonger le parallèle entre au-tomates �nis et automates in�nis, les graphes des transitions sont obtenus par
ε-fermeture des graphes enrainés. Une onséquene immédiate de e résultat estque les traes de es trois familles d'automates in�ni entre un unique sommetinitial et un unique sommet �nal sont les langages algébriques.Ensuite pour es trois familles, la déidabilité de leur théorie au seond ordremonadique peut se réduire à la déidabilité de l'arbre binaire omplet. Plus pré-isément, tous es graphes peuvent être obtenus par interprétation monadiquedans l'arbre binaire omplet. Dans [Bar97℄, Barthelmann établit que les graphespré�xe-reonnaissables sont d'une ertaine manière maximaux pour ette pro-priété: tout graphe interprétable dans l'arbre binaire omplet est isomorphe à ungraphe pré�xe-reonnaissable.En 2002, deux pistes pour dé�nir des familles d'automates in�nis ayant unethéorie au seond ordre monadique déidable ont été proposées. La première,proposée dans [KNU02℄, onsiste à onsidérer les graphes aussoiés à des enri-hissements des automates à pile que sont les automates à pile d'ordre supérieur.La seonde proposée dans [Cau02℄, onsiste à généraliser la aratérisation ex-terne des graphes pré�xe-reonnaissables et à onsidérer les graphes obtenus enitérant le dépliage et la substitution rationnelle inverse en partant des graphes�nis. La première est basée sur une présentation interne et la seonde sur unprésentation externe.Approhe interne. Les automates à pile d'ordre supérieur ont été introduitsdans les années 70 omme une généralisation des automates à pile [Aho69, Gre70,Mas76℄. Alors qu'un automate à pile travaille sur une pile (de niveau 1) de sym-



Introdution 5boles, un automate à pile de niveau 2 travaille sur une pile ontenant des pilesde niveau 1 et non plus des symboles omme au niveau 1. Un automate à pilede niveau 2 peut (omme au niveau 1) empiler ou dépiler un symbole sur la plushaute pile de niveau 1. Les nouvelles opérations introduites au niveau 2 sont laopie de la plus haute pile de niveau 1 et sa destrution. Les automates à pile deniveau k sont dé�nis de manière similaire. Ces automates ont dans les années 80été étudiés omme des aepteurs de langages [Dam82, Eng83℄.En 2002, Knapik, Niwinski et Urzyzyn ont, dans le adre de l'étude des shé-mas réursifs d'ordre supérieur, dé�ni des arbres in�nis assoiés aux automates àpile d'ordre supérieur et ils ont montré que es arbres in�nis ont tous une théoriemonadique déidable [KNU02℄.Approhe externe. Dans [Cau98, Cau02℄, Caual dé�nit une hiérarhie épo-nyme de familles d'automates in�nis ayant une théorie monadique déidable. Leniveau 0 de ette hiérarhie ontient la lasse des graphes �nis. Les graphes duniveau n + 1 sont les graphes isomorphes aux graphes obtenus en appliquantun substitution rationnelle inverse au dépliage d'un graphe de niveau n. Commenous l'avons déjà mentionné, tous les graphes de ette hiérarhie ont un théorieau seond ordre monadique déidable. Le niveau 1 ontient la lasse des graphesisomorphes à un graphe pré�xe-reonnaissable.Ce doument s'intéresse à l'étude de es deux approhes et à leurs liens.ContributionsEn ollaboration ave Stefan Wöhrle dans [CW03℄, nous avons établi l'égalitéentre es deux approhes. Nous avons montré que les graphes du n niveau de lahiérarhie introduite par Caual sont, à isomorphisme près, les graphes des tran-sitions des automates à pile de niveau k. Nous établissons aussi que la hiérarhieobtenue en itérant dépliage et substitutions rationnelles inverses oïnide ave lahiérarhie obtenue en itérant des opérations plus générales que sont l'opérationl'itération de struture [Wal96a℄ et les transdutions monadiques [Cou94℄. Cetteéquivalene est une onséquene de résultats de ommutation partielle pour di-verses transformations de graphes préservant la déidabilité de MSO obtenus enollaboration ave Thomas Colombet dans [CC03℄.Ce résultat établit la robustesse et la pertinene de es familles d'automatesin�nis. En e�et es deux transformations (l'itération de struture et la transdu-tion monadique) sont à notre onnaissane les transformations de graphes les plusgénérales préservant la déidabilité de la logique MSO.Pour réaliser une étude détaillée des graphes assoiés aux automates à pilede niveau k, il est néessaire d'avoir une représentation �nie des ensembles de



6 Introdutionpiles de niveau k assoiés aux automates à pile de niveau k. En partiulier, ilfaut une notion permettant de apturer l'ensemble de piles apparaissant dansune on�guration aessible depuis une on�guration donnée. Pour les automatesà pile, un résultat fondamental est que l'ensemble des ontenus de pile aessiblesdepuis une on�guration donnée forme un sous-ensemble rationnel des piles vuesomme des mots sur l'alphabet de pile. Dans [Car05℄, nous dé�nissons une no-tion d'ensemble rationnel de piles de niveau k pour lesquels ette propriété estaussi véri�ée. Nous e�etuons une étude détaillée des propriétés algébriques etalgorithmiques de es ensembles. En partiulier nous donnons deux notions om-plémentaires d'aepteurs déterministes et omplets pour es ensembles et ainsique des proédures de déterminisation de omplexité minimales.Nous fournissons aussi de nombreux arguments qui établissent l'aspet ano-nique de ette notion de rationalité pour les piles de niveau k. En partiulier,nous montrons que es ensembles orrespondent aux ensembles dé�nissables enlogique sur la struture anonique assoiée aux piles de niveau k.En exploitant les liens naturels entre les automates à pile de niveau k et lesensembles rationnels de piles de niveau k, nous pouvons donner des preuves plusélémentaires des résultats obtenus dans [CW03℄. De plus, nous pouvons dé�nirune famille de graphes assoiée sans ε-fermeture struturelle plus pertinente queles graphes enrainés : les graphes des on�gurations. Ces graphes sont dé�nispar une restrition à un ensemble rationnel de on�gurations au lieu d'une res-trition par aessibilité. Ils sont aratérisés de manière externe en remplaçantles substitutions rationnelles inverses par des substitutions �nies inverses. Nousgénéralisons aussi la notion de graphe pré�xe-reonnaissable à tout niveau et éta-blissons que les graphes pré�xe-reonnaissables de niveau k sont (à isomorphismeprès) les graphes des transitions des automates à pile de niveau k.En résumé, es travaux généralisent à tous niveaux la plupart des résultatsobtenus au niveau 1 à l'exeption notable de la aratérisation géométrique deMuller et Shupp.Durant ette thèse, nous avons en ollaboration ave Antoine Meyer menéune étude systématique des aepteurs in�nis pour les langages ontextuels. Cestravaux ont été publiés dans [CM05, CM06a, CM06b℄ et ne seront pas présentésen détail dans e doument. Cependant une brève synthèse en est donnée dans lehapitre 2.PlanLe doument est struturé omme suit.Dans le hapitre 1, nous dé�nissons les notions de bases utilisées dans edoument. En partiulier, nous présentons la hiérarhie de Chomsky et la logique



Introdution 7monadique ave sa aratérisation par automates d'arbres à parité sur les arbresdéterministes.Dans le hapitre 2, nous présentons un survol des prinipales familles d'auto-mates in�nis. Ce hapitre sera en partiulier l'oasion d'une présentation plusdétaillée des résultats obtenus en ollaboration ave Antoine Meyer autour desaepteurs in�nis pour les langages ontextuels.Dans le hapitre 3, nous présentons les di�érentes transformations de graphespréservant la déidabilité de la théorie au seond ordre monadique. Nous établis-sons plusieurs résultats liant les ompositions de es di�érentes transformations.Dans le hapitre 4, nous présentons la notion de rationalité assoiée aux au-tomates à pile d'ordre supérieur et nous étudions ses propriétés algébriques, al-gorithmiques et logiques.Dans le hapitre 5, nous présentons les di�érentes familles de graphes as-soiées aux automates à pile d'ordre supérieurs et nous en donnons di�érentesaratérisations internes et externes qui généralisent le as des automates à pile.



8 Introdution



9
Chapitre 1Notions préliminairesDans e hapitre, nous introduisons quelques notions et notations prélimi-naires. Le paragraphe 1.1 ouvre les objets mathématiques de base. Le para-graphe 1.2 donne quelques éléments de la théorie des langages formels et pré-sente la hiérarhie de Chomsky. Le paragraphe 1.3 présente les notions relativesaux graphes et aux arbres. Le paragraphe 1.4 présente les logiques usuelles quesont la logique du premier ordre (FO) et la logique du seond ordre monadique(MSO). Nous rappelons en partiulier la aratérisation par automates d'arbresave onditions de parité de MSO sur les arbres déterministes.1.1 Notions de basePour tout ensemble P , nous noterons 2P l'ensemble des parties de P . Si P estun ensemble �ni, nous noterons |P | son ardinal. Si P est in�ni, nous noteronssimplement |P | = ∞. Un ensemble est dénombrable s'il est en bijetion avel'ensemble N des entiers.1.1.1 MotsPour tout ensemble Σ, nous noterons Σ∗ l'ensemble des suites �nies d'élémentsde Σ. Si Σ est �ni, nous parlerons aussi de mots sur Σ. Pour tout w ∈ Σ∗, |w|désigne la longueur de la suite w et pour tout k ∈ [1,|w|], w(k) désigne le kièmesymbole de la suite w. L'unique suite vide de Σ∗ sera notée ε. Pour deux suites uet v dans Σ∗, nous noterons u · v la onaténation des deux suites.Pour tous mots u et v ∈ Σ∗, u est un pré�xe de v (noté u ⊑ v) s'il existe un mot
w ∈ Σ∗ tel que v = u · w. Si de plus u est di�érent de v alors nous dirons que uest un pré�xe strit de v et nous érirons u < v. Un ensemble P ⊆ Σ∗ est los parpré�xe si pour tout v ∈ P et pour tout u ∈ Σ∗, u ⊑ v implique u ∈ P . Le pluslong pré�xe ommun de P est le plus long mot de l'ensemble {u | ∀v ∈ P,u ⊑ v}.



10 Notions préliminaires1.1.2 RelationsUne relation R sur un ensemble P est un sous-ensemble de P × P . Pour unouple c = (p,q) ∈ P × P , nous prenons π1(c) = p et π2(c) = q. La relation
R est symétrique si pour tous u et v ∈ P , (u,v) ∈ R implique (v,u) ∈ R. Larelation est ré�exive si pour tout u ∈ P , (u,u) ∈ R. La relation R est transitives'il existe u,v et w ∈ P tels que (u,v) ∈ R et (v,w) ∈ R alors (u,w) ∈ R. Unerelation d'équivalene R est une relation ré�exive, symétrique et transitive. Lalasse d'équivalene d'un élément p ∈ P , notée [p]R, est l'ensemble de tous leséléments de P en relation par R ave p (i.e. [p]R = {q ∈ P | (p,q) ∈ R}). Deuxlasses d'équivalenes de R sont soit égales, soit disjointes.1.1.3 Fontions et fontions partiellesL'ensemble des fontions partielles d'un ensemble P dans un ensemble Q seranoté P 99K Q. Pour toute fontion f ∈ P 99K Q, nous noterons Dom(f) (resp.Im(f)) le domaine de f (resp. l'image de f). Comme pour les relations, nousnoterons f ◦ g la omposée de la fontion partielle f puis de la fontion g. Unefontion f (ou appliation) de P dans Q est une fontion partielle f ∈ P 99K Qtelle que Dom(f) = P . Nous étendons anoniquement toute fontion partiellede P dans Q en une fontion de 2P dans 2Q. Pour tout ensemble R ⊆ P , nousnoterons f−1(P ) l'ensemble des antéédents de P par f (i.e. f−1(P ) = {q ∈Dom(f) | f(q) ∈ P})Pour toute fontion partielle f injetive de P dans Q, la fontion partielle inversenotée f−1 de Q dans P est dé�nie pour tout q ∈ Q par:

f−1(q) =

{
p s'il existe p ∈ P , f(p) = q,non dé�nie sinon.1.1.4 MonoïdesUn monoïdeM est donné par un ouple (M,·) où M est un ensemble et où ·est un produit interne sur M assoiatif et admettant un élément neutre noté 1M.L'opération de produit est étendue aux sous-ensembles de M en prenant pourtous sous-ensembles P et Q de M , P · Q égal à {p · q | p ∈ P et q ∈ Q}. Nousdé�nissons l'étoile de P ⊆M , notée P ∗, omme ⋃i∈N

P i où P 0 = {ε} et où pourtout i > 0, P i+1 = P · P i. De plus, nous noterons P+ =
⋃

i>0 P
i.Un monoïde est engendré par P ⊆ M si M = P ∗ et nous dirons qu'il est�niment engendré s'il est engendré par un ensemble �ni. De même, nous dironsque le monoïde est librement engendré par P si tout élément m ∈ M s'érit demanière unique omme p1 · · · pn pour n ≥ 0 ave p1, . . . ,pn dans P .



Notions de base 11Un morphisme ϕ d'un monoïdeM = (M,·M) dans un monoïde N = (N,·N )est une fontion de M dans N telle que ϕ(1M) = ϕ(1N ) et pour tout p et q ∈M ,
ϕ(p ·M q) = ϕ(p) ·N ϕ(q). Un isomorphisme est un morphisme qui de plus est unebijetion.L'ensemble des mots sur Σ∗ est un monoïde pour la onaténation dont l'élé-ment neutre est le mot vide ε. Ce monoïde est librement engendré par Σ.L'ensemble Σ∗×Σ∗ peut être muni d'une struture de monoïde en onsidérantla onaténation omposante par omposante. L'élément neutre est (ε,ε).Si l'on onsidère un alphabet Σ réduit à un singleton, le monoïde Σ∗ × Σ∗est isomorphe au monoïde (N2,+) où + désigne l'addition omposante par om-posante et dont l'élément neutre est (0,0). Ce monoïde est �niment engendrépar { (0,1),(1,0) }. Il n'est ependant pas librement engendré ar (1,1) est égal à
(1,0) + (0,1) et (0,1) + (1,0).1.1.5 Parties rationnellesL'ensemble des parties rationnelles Rat(M) d'un monoïde M = (M,·) estle plus petit ensemble de parties de M ontenant les parties �nies et fermé parproduit, union et étoile.Exemple 1.1.1. Considérons le monoïde libre sur Σ = { a,b }. L'ensemble desmots ontenant le fateur ab est rationnel et égal à { a,b }∗ab{ a,b }∗. Son omplé-mentaire est lui aussi un ensemble rationnel égal à b∗a∗.Les parties rationnelles du monoïde produit Σ∗×Σ∗ sont appelées les relationsrationnelles.1.1.6 Automates �nisLes automates �nis sur un monoïde M fournissent une représentation �niedes ensembles de Rat(M). Pour une présentation détaillée de ette notion, nousrenvoyons le leteur à par exemple [HU79, Sak03℄.Un automate �ni A étiqueté par un ensemble �ni P ⊆ M est donné par unquadruplet (Q,I,F,∆) où Q est l'ensemble �ni des états, I et F sont des sous-ensembles de Q orrespondant respetivement aux états initiaux et �naux, etl'ensemble ∆ ⊆ Q×P ×Q est l'ensemble des transitions. Un alul de l'automate
A est une suite de p0a1p1 . . . anpn ∈ Q(PQ)∗ telle que pour tout i ∈ [0,n − 1],la transition (pi,ai,pi+1) appartienne à ∆ et telle que p0 soit un état initial et pnun état �nal; e alul aepte l'élément a0 · · ·an de M . L'ensemble de tous leséléments deM aeptés par A sera noté L(A). Les parties rationnelles deM sontles parties aeptées par un automate �ni étiqueté par un sous-ensemble �ni de
M .



12 Notions préliminairesUn automate A = (Q,I,F,∆) étiqueté par P est déterministe si pour tout
p,q,q′ ∈ Q, si (p,a,q) et (p,a,q′) appartiennent à ∆ alors q = q′. L'automate estomplet si pour tout p et pour tout a ∈ P , il existe un état q ∈ Q tel que
(p,a,q) ∈ ∆.Exemple 1.1.2. Reprenons le langage rationnel { a,b }∗ab{ a,b }∗ présenté dansl'exemple 1.1.1. La �gure 1.1 donne deux automates aeptant e langage. Celuide gauhe n'est ni déterministe, ni omplet et elui de droite est déterministeet omplet. Les états initiaux sont marqués par une �èhe entrante et les états�naux par une �èhe sortante.

i p f
a b

a,b a,b

i p f
a b

b a a,b

Fig. 1.1 � Automates aeptant { a,b }∗ab{ a,b }∗.1.1.7 Parties reonnaissablesUne partie P ⊆ M d'un monoïde M = (M,·) est reonnaissable s'il existeun morphisme ϕ de M à un monoïde �ni tel que P = ϕ−1(ϕ(P )). L'ensembledes parties reonnaissables deM est noté Re(M). L'ensemble Re(M) est unealgèbre de Boole.Dans le as du monoïde libre Σ∗ sur un ensemble �ni Σ, les parties rationnelleset reonnaissables sont identiques [Kle56℄. Pour un monoïde �niment engendré,les parties reonnaissables sont des parties rationnelles. La réiproque n'est engénéral pas vraie. Par exemple dans le as du monoïde (N2,+), les ensemblesreonnaissables sont des unions �nies d'ensembles de la forme P × Q où P et Qappartiennent à Rat((N,+)) (f. [Kni64℄). L'ensemble {(n,n) | n ≥ 0} = (1,1)∗de Rat(N2,+) n'est don pas un ensemble reonnaissable.1.2 Hiérarhie de ChomskyDans e sous-paragraphe, nous présentons la plus onnue des hiérarhies de lathéorie des langages formels qui a été introduite par Chomsky dans [Cho59℄. Pourune présentation détaillée de es familles de langages, nous renvoyons le leteurà par exemple [HU79℄.



Hiérarhie de Chomsky 13Dans l'approhe de Chomsky, les langages sont dé�nis par des grammaires.Une grammaireG est donnée par un uplet (N,Σ,S,P ) où N est un ensemble �ni desymboles non-terminaux, Σ est un ensemble �ni de symboles terminaux, S ∈ Nest l'axiome de la grammaire et P est un sous-ensemble �ni de N∗× (N ∪Σ)∗. Unélément (u,v) de P est une prodution que nous noterons u → v. La grammaireinduit une relation de dérivation −→
G

sur (N ∪ Σ)∗ dé�nie par:
−→

G
= {(wuw′,wvw′) | w,w′ ∈ (N ∪ Σ)∗ et (u,v) ∈ P}.Un mot u ∈ Σ∗ est dérivé par G si S −→

G

∗ u. Nous noterons L(G) l'ensembledes mots de Σ dérivés par G.La hiérarhie de Chomsky ontient quatre niveaux qui sont dé�nis par desrestritions syntaxiques sur les grammaires.� Sans restritions sur la forme de la grammaire, les langages engendrés sontles langages réursivement énumérables.� Les grammaires roissantes ou ontextuelles (i.e. dont les produtions sontde la forme (u,v) ave |v| ≥ |u| engendrent les langages ontextuels.� Les grammaires algébriques (i.e. dont les produtions sont de la forme (A,v)ave A ∈ N) engendrent les langages algébriques ou hors-ontexte.� Les grammaires linéaires à droite (i.e. dont les produtions sont de la forme
(P,aQ) engendrent les langages rationnels.Toutes es familles de langages sont aeptées par des mahines possédant unnombre �ni d'états. Les langages réursivement énumérables sont aeptés parles mahines de Turing. Les langages ontextuels sont aeptés par les mahinesde Turing travaillant en espae linéaire, aussi appelées mahines linéairementbornées (LBM). Les langages algébriques sont aeptés par les automates à pileet, omme nous l'avons vu dans le paragraphe préédent, les langages rationnelssont aeptés par les automates �nis.Nous donnons ii une dé�nition de es aepteurs omme des systèmes detransitions étiquetées. Pour une dé�nition lassique, nous renvoyons le leteur à[HU79℄. L'avantage de ette présentation est de mettre en lumière le lien entrees aepteurs et les graphes in�nis qu'ils induisent. La notion de système detransitions étiquetées est une reformulation de la notion de mahine hors-ligne(voir par exemple [MS97℄).1.2.1 Systèmes de transitions étiquetéesUn système de transitions étiquetées (LTS) par Σ est donné par un ensemblede on�gurations C et par une famille de relations (

a
−→)a∈Σ∪{ τ } sur C. Le symbole



14 Notions préliminaires
τ est un symbole spéial n'appartenant pas à Σ qui orrespond aux pas internesdu système ou à ses ations inobservables. Traditionnellement dans le as desaepteurs �nis, les transitions étiquetées par τ sont étiquetées par ε et appeléesdes ε-transitions. Nous utilisons le symbole τ pour éviter toute onfusion ave lemot vide ε.Un alul du LTS est une suite c0a1c1 . . . ancn ∈ C((Σ ∪ { τ })C)∗ ave n ≥ 0et pour tout i ∈ [0,n − 1], ci ai−→ ci+1. Ce alul est étiqueté par a1, . . . ,an dans
(Σ ∪ { τ }). Pour tout w ∈ (Σ ∪ { τ })∗ et pour toutes on�gurations c et c′ ∈ C,nous érirons c w

−→ c′ s'il existe un alul de c à c′ étiqueté par w.Si nous omettons les ations internes étiquetées par τ , nous érirons, pourtout w ∈ Σ∗, c w
=⇒ c′ s'il existe un alul étiqueté par w′ ∈ (Σ∪ { τ })∗ tel que wsoit le mot obtenu en e�açant les ourrenes de τ de w′.Un système de transitions étiquetées est déterministe si pour toutes on�gu-rations c1,c2 et c3 et pour tout x ∈ Σ ∪ { τ },� c1

x
−→ c2 et c1 x

−→ c3 implique c2 = c3,� c1
τ
−→ c2 et c1 x

−→ c3 implique x = τ et don c2 = c3.Si l'on �xe un ensemble de on�gurations initiales CI et un ensemble de on�-gurations �nales CF , un mot w ∈ Σ∗ est aepté par le système de transitionsétiquetées si ci w
=⇒ cf pour une on�guration initiale ci ∈ CI et cf ∈ CF .1.2.2 Mahines de TuringUne mahine de Turing est intuitivement omposée d'une bande bi-in�nieomposée de ases ontenant haune un symbole dans Γ, d'une tête de leturepositionnée sur ette bande et d'un nombre �ni d'états de ontr�le. Les ationsque peut e�etuer la tête de leture sont lire et érire le ontenu de la la aseourante et se déplaer d'une ase vers la droite ou vers la gauhe. Nous donnonsune dé�nition adaptée de [Cau03b, Mey05℄ des mahines de Turing.Dé�nition 1.2.1. Une mahine de Turing est donnée par un uplet (Σ,Γ, [,],Q,q0,

F,δ), où Σ et Γ sont des ensembles �nis de symboles d'entrée et de bande, [ et
] 6∈ Γ sont des délimiteurs de bande, Q est un ensemble �ni d'états, q0 ∈ Q estl'état initial, F ⊆ Q est l'ensemble des états �naux et ∆ est un ensemble �ni derègles de transition de l'une des formes suivantes :

p[
x
−→ q[+ pA

x
−→ qBǫ p]

x
−→ q]−

p[
x
−→ q[ pA

x
−→ qB p]

x
−→ q]

pA
x
−→ q pA

x
−→ qBA p]

x
−→ qB]ave p,q ∈ Q, A,B ∈ Γ, ǫ ∈ {+,−} et x ∈ Σ ∪ {τ}



Hiérarhie de Chomsky 15Une on�guration d'une mahine de Turing M est un mot de la forme uqvave uv ∈ [Γ∗], v 6= ε et q ∈ Q, où uv représente le ontenu de la bande aveses délimiteurs, q est l'état de ontr�le ourant et la tête de leture pointe surla ellule qui ontient la première lettre de v. Nous noterons CM l'ensemble deson�gurations de M . L'unique on�guration initiale de M est q0[]. L'ensembledes on�gurations �nales de M est l'ensemble des on�gurations ayant un état�nal de M .La mahine de Turing M induit un système de transitions étiquetées dé�nipar pour tout x ∈ Σ ∪ { τ } par:
x
−→
M

= {(upAv,uBqv) ∈ C2 | pA
x
−→ qB+ ∈ ∆}

∪ {(upAv,uqBv) ∈ C2 | pA
x
−→ qB ∈ ∆}

∪ {(uCpAv,uqCBv) ∈ C2 | pA
x
−→ qB− ∈ ∆ et C ∈ Γ ∪ { [ }}

∪ {(upAv,uqv) ∈ C2 | pA
x
−→ q ∈ ∆}

∪ {(upAv,uqBAv) ∈ C2 | pA
x
−→ qBA ∈ ∆}.Les mahines de Turing déterministes (i.e.. qui induisent un système de tran-sitions étiquetées déterministe) aeptent les même langages que les mahines deTuring (non-déterministes). Ces langages sont fermés par union et intersetionmais pas par omplémentaire.1.2.3 Mahines de Turing linéairement bornéesLa dé�nition d'une mahine de Turing linéairement bornée omme un systèmede transitions étiquetées est plus déliate. En e�et, il faut assurer un lien linéaireentre la taille de la bande de la mahine et le nombre de lettre de Σ qui ont étélues. La dé�nition que nous présentons à été proposée dans [CM05℄.Dé�nition 1.2.2. Une mahine linéairement bornée (LBM) est une mahine deTuring M = (Σ,Γ,[,],Q,q0,F,∆) dont auune règle d'insertion pB x

−→ qAB ∈ ∆n'est étiquetée par τ .On véri�e aisément que pour toutes on�gurations c et c′ et pour tout w ∈ Σ∗tel que c w
=⇒
M

c′ alors |c′| − |c| ≤ |w|. En partiulier, si l'on peut atteindre uneon�guration c depuis la on�guration initiale en lisant un mot w (i.e. q0[] w
−→ c)alors |c| ≤ |w|+ 3: e qui assure que la mahine travaille bien en espae linéaire.Comme nous l'avons déjà mentionné, les langages aeptés par les mahineslinéairement bornées sont les langages ontextuels qui sont stritement inlusdans les langages réursivement énumérables. Ces langages forment une algèbrede Boole [Imm88℄. Les mahines linéairement bornées déterministes aeptentles langages ontextuels déterministes. Contrairement aux as des mahines de



16 Notions préliminairesTuring, nous ne savons pas si les langages ontextuels oïnident ave les langagesontextuels déterministes [Kur64℄.1.2.4 Automates à pileLes automates à pile travaillent, omme leur nom l'indique, sur une pile. Ilspeuvent lire le dernier symbole de ette pile, le dépiler ou empiler un nombre �nide symboles.Dé�nition 1.2.3. Un automate à pile P est donné par un uplet (Σ,Γ,Q,q0,I,∆)où Σ et Γ sont des ensembles �nis de symboles d'entrée et de pile, Q est unensemble �ni d'états, q0 ∈ Q est l'état initial, F ⊆ Q est l'ensemble des états�naux et où ∆ ⊆ Q × (Γ ∪ { ε }) × (Σ ∪ { τ }) × Q × Γ∗ est l'ensemble destransitions.Une on�guration de P est un ouple (p,w) où p est un état de Q et où
w ∈ Γ∗ est une pile. L'unique on�guration initiale de P est (q,ε). L'ensembledes on�gurations �nales est F × Γ∗. L'automate à pile P induit le système detransitions étiquetées dé�ni pour tout x ∈ Σ ∪ { τ } par:

x
−→

P
= {((p,wA),(q,wu)) | (p,A,x,q,u) ∈ ∆}

∪ {((p,ε),(q,u)) | (p,ε,x,q,u) ∈ ∆}.Les langages aeptés par les automates à pile sont les langages algébriques quisont stritement inlus dans les langages ontextuels. Ces langages sont fermés parunion mais ni par intersetion, ni par omplémentaire. Les langages algébriquesdéterministes (aeptés par les automates à pile déterministes) forment une sous-famille strite des langages algébriques.1.3 Graphes olorésDans tout e doument, nous �xons deux ensembles dénombrables Λ et Θ quivont jouer le r�le de réservoirs pour les ensembles d'étiquettes et de ouleurs denos graphes.Un graphe G orienté, étiqueté et oloré est un sous-ensemble de V × Λ ×
V ∪ Θ× V pour un ertain ensemble dénombrable V . L'ensemble des étiquettesde G est ΛG := {a ∈ Λ | ∃u,v ∈ V, (u,a,v) ∈ G} ⊆ Λ et son ensemble deouleurs ΘG := {c | ∃u, (c,u) ∈ G} ⊆ Θ. Nous supposerons toujours que es deuxensembles sont �nis. L'ensemble des sommets de G est le sous-ensemble VG dé�nipar:

VG = {v ∈ V | ∃u ∈ V,∃a ∈ Λ,(u,a,v) ∈ G ou (v,a,u) ∈ G},
∪ {v ∈ V | ∃c ∈ Θ,(c,v) ∈ G}.



Graphes olorés 17Pour tout u et v dans VG et pour toute étiquette a ∈ Λ, si (u,a,v) appartientà G, nous dirons qu'il existe un ar étiqueté par a de u à v. Pour tous u ∈ VGet c ∈ Θ, si (c,u) ∈ G, nous dirons que u est oloré par c. Pour simpli�er notreprésentation, nous supposerons par la suite que G ne ontient pas de sommetsisolés: tout sommet de VG est soit soure soit destination d'un ar de G.Pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ, un graphe G sur (Σ,C) ou (Σ,C)-graphe est un graphe tel que ΛG ⊆ Σ et ΘG ⊆ C. Si C = ∅, nous dirons que Gest sans ouleur et nous parlerons simplement de graphe sur Σ au lieu de graphesur (Σ,∅).Exemple 1.3.1. Nous dé�nissons un graphe G sur (Σ,C) ave Σ = { a,b } et
C = { 1,2 }. Les sommets de G sont des mots sur l'alphabet Γ = {A,B }.

G = {(An,a,An+1) | n ≥ 0}
∪ {(AnBm,b,AnBm+1) | n ≥ 0 et m+ 1 ≤ n}
∪ {(1,An) | n ≥ 0} ∪ {(2,AnBn) | n ≥ 0}.L'ensemble VG des sommets de G est égal à {AnBm | n ≥ 0 et m ≤ n}. Le graphe

G est présenté dans la �gure 1.2. Les ouleurs sont mises entre parenthèses à otédu sommet orrespondant.
ε A AA AAA AAAA

AB AAB

AABB

AAAB

AAABB

AAABBB

AAAAB

AAAABB

AAAABBB

AAAABBB

a a a a

b b

b

b

b

b

b

b

b

b

(1),(2) (1) (1) (1) (1)

(2)

(2)

(2)

(1)Fig. 1.2 � Illustration d'un graphe.Un graphe G est déterministe si pour tout a ∈ Λ et pour tout u,v et v′ ∈ VG,
(u,a,v) ∈ G et (u,a,v′) ∈ G implique que v = v′. Un graphe sur (Σ,C) est ompletsi pour tout v ∈ VG et pour tout a ∈ Σ, il existe v ∈ VG tel que (u,a,v) ∈ G.Pour tout u ∈ VG, le degré sortant (resp. entrant) est d+(u) = |{v | ∃a ∈ Λ,∃v ∈



18 Notions préliminaires
VG,(u,a,v) ∈ G}| (resp. d−(u) = |{v | ∃a ∈ Λ,∃u ∈ VG,(u,a,v) ∈ G}|). Le degréde u, noté d(u), est la somme de ses degrés entrant et sortant.Deux graphes G et H sont isomorphes (noté G ≈ H) s'il existe une bijetion
h de VG dans VH telle que pour tout a ∈ Λ et pour tout c ∈ Θ et u,v ∈ VG,
(u,a,v) ∈ G si et seulement si (h(u),a,h(v)) ∈ H et (c,u) ∈ G si et seulement si
(c,h(u)) ∈ H .Un hemin dans un graphe G partant d'un sommet u ∈ VG et arrivant à unsommet v ∈ VG est une suite v0a1v1 . . . anvn ∈ VG(ΛGVG)∗ pour n ≥ 0 telle que
v0 = u, vn = v et telle que pour tout i ∈ [1,n], (vi−1,ai,vi) appartienne à G. Dansla suite, nous noterons un tel hemin v0

a1−→
G

v1 . . . vn−1
an−→
G

vn. Nous dirons quee hemin est étiqueté par ε ∈ Λ∗
G si n = 0 et par a1 · · ·an ∈ Λ∗

G sinon. S'il existeun hemin étiqueté par w ∈ Λ∗
G de u à v nous érirons u w

−→
G

v ou simplement
u

w
−→ v lorsque G déoule du ontexte.Nous étendons ette notion pour prendre en ompte les ouleurs et les ars prisdans le sens inverse. Pour indiquer qu'un ar est pris dans le sens inverse, nousonsidérons un ensemble Λ disjoint de Λ mais en bijetion ave Λ. Pour tout

a ∈ Λ, nous noterons ā le symbole orrespondant dans Λ. Par analogie, pour toutsous-ensemble Σ ⊆ Λ, Σ désigne l'ensemble {ā | a ∈ Σ}.Pour tout graphe G et pour tout w ∈ (Λ ∪ Λ ∪ Θ)∗, nous dé�nissons parréurrene sur la longueur de w la relation w
−→

G
⊆ VG × VG par:

ε
−→

G
= {(v,v) | v ∈ VG}

wc
−→

G
= {(u,v) | u

w
−→

G
v ∧ (c,v) ∈ G}

wa
−→

G
= {(u,v) | ∃u′ ∈ VG,u

w
−→

G
u′ ∧ (u′,a,v) ∈ G}

wā
−→

G
= {(u,v) | ∃u′ ∈ VG,u

w
−→

G
u′ ∧ (v,a,u′) ∈ G}.Intuitivement, un symbole a ∈ Λ dans l'étiquette du hemin indique qu'unar étiqueté par a est traversé, un symbole ā indique qu'un ar étiqueté par aest traversé en sens inverse, et en�n une ouleur c ∈ Θ indique que le sommetourant est oloré par c.Exemple 1.3.2. Dans le graphe G présenté dans l'exemple 1.3.1, le hemin

A
a
−→

G
AA

a
−→

G
AAA

b
−→

G
AAAB

b
−→

G
AAABB part de A et arrive en AAABB.Nous avons don A aabb

−→
G

AAABB. Il est aisé de véri�er que AA bb1b̄b̄2
−→

G
AA alorsque AA 6

b1b̄2
−→

G
AA.1.3.1 ArbresUn arbre T est un graphe tel qu'il existe un sommet r ∈ VT , appelé la rainede T , tel que pour tout sommet u ∈ VT , il existe un unique hemin dans T partant



Logiques 19de r et arrivant en u. À isomorphisme près, un arbre déterministe est entièrementaratérisé par une fontion partielle t de Λ∗
T dans 2C telle que Dom(t) ne soitpas vide et soit los par pré�xe.Plus préisément, à haque arbre déterministe T de raine r ∈ VT , nous assoionsla fontion partielle tT de Λ∗

T dans 2ΛT dé�nie pour tout w ∈ Λ∗
T par:

tT (w) =

{
{c | (c,v) ∈ T} s'il existe v ∈ VT , r w

−→
T

vnon dé�nie sinonIl est aisé de véri�er que Dom(tT ) n'est pas vide et est los par pré�xe. Réipro-quement pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ, nous assoions à haquefontion t de Σ∗ dans 2C de domaine non-vide et los par pré�xe, un arbre déter-ministe Tt sur (Σ,C) dé�ni par:
Tt = {(u,a,ua) | ua ∈ Dom(t)} ∪ {(c,u) | c ∈ t(u) et u ∈ Dom(t)}.Pour tout arbre déterministe T , T est isomorphe à TtT . Dans la suite, nous nedistinguerons pas la fontion de l'arbre qui lui est assoié.Les éléments de Dom(t) sont appelés les n÷uds de l'arbre. Le n÷ud ε sera appeléla raine de l'arbre. Une branhe in�nie est une suite (xi)i∈N de n÷uds de t telleque x0 = ε et pour tout i ∈ N, xi+1 = xiai pour un ertain ai ∈ Σ. Pour toutn÷ud y de t, le sous-arbre t enrainé de y est t/y dé�ni pour tout w ∈ Σ∗, par

t/y(w) = t(yw).Exemple 1.3.3. Le graphe G présenté dans l'exemple 1.3.1 est un (Σ,C)-arbrede raine ε. La fontion partielle t de Σ∗ dans 2C assoiée à G est dé�nie pourtout w ∈ Σ∗ par:
t(w) =





{ 1,2 } si w = ε,

{ 1 } si w ∈ a∗,
{ 2 } si w = anbn pour un ertain n ≥ 1,
∅ si w = anbm pour n ≥ 1 et 1 ≤ m < n,non dé�nie sinonL'unique branhe in�nie de t est (an)n≥0.1.4 LogiquesDans e paragraphe, nous présentons la logique au premier ordre (FO) (f.sous-paragraphe 1.4.2) et la logique au seond ordre monadique (MSO) (f. sous-paragraphe 1.4.3). Le sous-paragraphe 1.4.4 introduit les automates d'arbres aveonditions de parité qui aratérise MSO sur les arbres déterministes. Le sous-paragraphe 1.4.5 présente quelques résultats de base sur les jeux de parité et les



20 Notions préliminairesonséquenes de es résultats sur les automates d'arbres ave onditions de parité.Pour une présentation détaillée de es notions, nous renvoyons le leteur à [EF95℄et [Tho97℄. En�n, le sous-paragraphe 1.4.6 présente la propriété de séletion pourMSO et quelques graphes possédant ette propriété.1.4.1 Strutures relationnellesUne signature S est un ensemble �ni de symboles possédant haun une arité.Pour tout R ∈ S, nous noterons |R| ≥ 1 l'arité du symbole R. Une struturerelationnelle R sur la signature S est donnée par un ouple (U,(RR)R∈S) où Uest l'univers de R et où pour tout R ∈ S, RR est un sous-ensemble de U |R|.À tout graphe G, nous assoions une struture relationnelle G sur la signature
SG. La signature SG est égale à {Ea | a ∈ ΛG} ∪ {Pc | c ∈ ΘG} où pour tout
a ∈ ΛG, |Ea| = 2 et où pour tout c ∈ ΘG, |Pc| = 1. La struture G a pourunivers VG et pour tout a ∈ ΛG, EG

a = {(u,v) | (u,a,v) ∈ G} et pour tout c ∈ Θ,
P G

c = {u | (c,u) ∈ G}. Dans la suite, nous ne distinguerons pas G de la struturequi lui est assoiée.1.4.2 Logique au premier ordreConsidérons un ensemble dénombrable V de variables du premier ordre. Nousutiliserons les lettres minusules x,y,z . . . pour désigner es variables du premierordre. Les formules sur une signature S sont dé�nies par réurrene. Les for-mules atomiques sont de la forme x = y ou R(x1, . . . ,x|R|) où x,y,x1, . . . ,x|R| sontdes variables de V et où R est un symbole de S. Si ϕ et ψ sont des formulessur S alors ¬ϕ et ϕ ∧ ψ sont aussi des formules sur S. En�n si ψ est une for-mule sur S alors pour toute variable x ∈ V, ∃x, ϕ est aussi une formule sur S.L'ensemble des variables libres est dé�ni de manière usuelle( f. [EF95℄). Nousérirons ϕ(x1, . . . ,xn) pour indiquer que les variables libres de ϕ appartiennentà l'ensemble { x1, . . . ,xn }. Une formule sans variables libres est aussi appelée unénoné ou une formule lose.Nous noterons R |= ϕ le fait que la struture R sur la signature S satisfaitl'énoné ϕ sur S. Cette notion est dé�nie de manière usuelle. Pour une formule
ϕ(x1, . . . ,xn), et pour des éléments u1, . . . ,un de l'univers de R, nous noterons
R |= ϕ[u1, . . . ,un] si R satisfait ϕ lorsque pour tout i ∈ [1,n], la variable libre
xi est interprétée par l'élément ui. Il n'est pas néessaire que la signature de ϕoïnide ave la signature de R. En e�et, il su�t d'adopter la onvention quetous les symboles apparaissant dans la signature de ϕ mais n'apparaissant pasdans la signature R sont interprétés dans R par l'ensemble vide.La théorie au premier ordre d'une strutureR sur la signature S est l'ensembledes énonés sur S satisfait par R. Une struture R a une théorie au premier ordre



Logiques 21déidable si sa théorie au premier ordre est un ensemble réursif. Remarquons quela théorie d'un graphe est invariante par isomorphisme.Nous utiliserons dans la suite la quanti�ation universelle ∀, la disjontion
∨, l'impliation →, et. Toutes es onstrutions peuvent s'exprimer à l'aide dela négation ¬, la onjontion ∧ et la quanti�ation existentielle ∃. Cependant sielles n'enrihissent pas le pouvoir d'expression de la logique, elles permettent uneériture plus onise.Exemple 1.4.1. Reprenons le graphe G présenté dans l'exemple 1.3.1. Ce graphe
G satisfait l'énoné ϕ = ∀x, P1(x) → (∃y,Ea(x,y)) qui exprime que tous lessommets de G olorés par 1 sont la soure d'un ar étiqueté par a. Considérons laformule ψ(x,y) = ∃z, Eb(x,z)∧Eb(z,y)∧P2(y). Pour tous u et v ∈ VG, G |= ψ[u,v]si et seulement si u bb2

−→
G

v.Intuitivement la logique au premier ordre ne peut exprimer que des propriétésloales. Par exemple, il n'existe pas de formule ϕ(x,y) exprimant l'existene d'unhemin entre x et y dans un graphe. Ce résultat peut être établi en utilisant lethéorème de Gaifman qui donne un sens préis au aratère loal de la logique dupremier ordre. Nous renvoyons le leteur à [EF95℄ pour une présentation détaillée.1.4.3 Logique au seond ordre monadiqueLa logique au seond ordre monadique (MSO) étend la logique au premierordre en ajoutant la possibilité de quanti�er sur des ensembles d'éléments del'univers de la struture.Formellement, nous onsidérons deux ensembles dénombrables et disjoints devariables V0 et V1. L'ensemble V0 orrespond aux variables du premier ordre quenous désignerons par des lettres minusules x,y,z, . . .. L'ensemble V1 orrespondaux variables du seond ordre monadique qui vont être interprétées par des en-sembles d'éléments et que nous noterons par des lettres majusules X,Y,Z, . . ..Les formules atomiques sont de la forme x = y, x ∈ X ou R(x1, . . . ,x|R|) où
x,y,x1, . . . ,x|R| sont des variables de V0, X ∈ V1 et où R est un symbole de S.Si ϕ et ψ sont des formules sur S alors ¬ϕ et ϕ ∧ ψ sont aussi des formules sur
S. En�n si ψ est une formule sur S alors pour toute variable x ∈ V0 et X ∈ V1,
∃x, ϕ et ∃X,ϕ est aussi une formule sur S. Les di�érentes notations et notionsdé�nies pour la logique au premier ordre sont adaptées à la logique au seondordre monadique.Nous utiliserons les raouris de notations habituels tels que ∅, X∪Y , X∩Y ,
X ⊆ Y , et qui peuvent tous être dé�nis en MSO.Pour tout graphe G, un sommet u ∈ VG est dé�nissable par MSO s'il existeune formule ϕ(x) telle que pour tout v ∈ VG, G |= ϕ[v] implique u = v. Cette



22 Notions préliminairesnotion s'étend naturellement aux sous-ensembles de VG.Exemple 1.4.2. Nous pouvons exprimer en logique monadique l'existene d'unhemin reliant deux sommets. Fixons la signature {Ea,Eb } orrespondant auxgraphes étiquetés par Σ = { a,b }. Considérons maintenant la formule ϕ(x,y)donnée par:
ϕ(x,y) = ∃Y, (∀Z, (ψ(Y ) ∧ ψ(Z) ∧ x ∈ Y ∩ Z)→ Y ⊆ Z) ∧ y ∈ Y,
ψ(X) = ∀x,y, (x ∈ X ∧

∨
c∈ΣEc(x,y))→ y ∈ X.Intuitivement la formule ϕ(x,y) exprime que y appartient au plus petit ensemblede sommets ontenant x et los par les ars du graphe. Pour tout graphe G sur

Σ et pour tous sommets u et v ∈ VG, G |= ϕ[u,v] si et seulement si il existe unhemin de u à v dans G.La théorie monadique d'un graphe G est l'ensemble des énonés de MSO surla signature de G et satisfaits par G. Un graphe G a une théorie monadiquedéidable si sa théorie monadique est réursive.Deux graphes notables ayant une théorie monadique déidable sont la demi-droite ∆1 [Bü62℄ et l'arbre binaire omplet ∆2 [Rab69℄ qui sont représentés à la�gure 1.3. Dans es deux as, le résultat de déidabilité est obtenu en établissantune orrespondane entre un ertain modèle d'automates s'exéutant sur des o-loriages de es graphes et les formules de la logique monadique. Les automatesapturant MSO sur les arbres déterministes sont présentés dans le paragraphesuivant.Un exemple lassique de graphe dont la théorie monadique est indéidableest la grille in�nie, notée Grid, présentée à la �gure 1.3. La preuve onsiste àonstruire pour toute mahine M déterministe à deux ompteurs et tests à zéroun énoné monadique ϕM telle Grid |= ϕM si et seulement siM s'arrête. Comme leproblème de l'arrêt de es mahines est indéidable [Min67℄, la théorie monadiquede Grid est indéidable.1.4.4 Automates d'arbres ave onditions de paritéSur les arbres déterministes olorés, la logique monadique peut être araté-risée par des automate d'arbres ave onditions de parité.Dé�nition 1.4.3. Un automate d'arbres ave onditions de parité (ou simple-ment automate d'arbres à parité) sur les (Σ,C)-arbres déterministes est donnépar un uplet (Q,I,∆,Ω) où Q est l'ensemble �ni des états, I ⊆ Q est l'ensembledes états initiaux, ∆ ⊆ Q× 2C × (Σ 99K Q) est l'ensemble des transitions et où
Ω est une fontion de Q dans N.
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Fig. 1.3 � En haut à gauhe, la demi-droite ∆1. En bas à gauhe, la grille in�nieGrid. À droite, l'arbre binaire omplet ∆2.Une exéution ρ d'un automate d'arbres à parité A = (Q,I,∆,Ω) sur un (Σ,C)-arbre déterministe t est une fontion de Dom(t) dans Q telle que ρ(ε) ∈ I et telleque pour tout u ∈ Dom(t) la transition δu = (ρ(u),t(u),fu), où fu est la fontionpartielle de Σ dans Q dé�nie par fu(a) = ρ(ua) pour a ∈ Σ, appartiennent à ∆.Nous noterons Φρ la fontion de Dom(ρ) dans ∆ qui à haque n÷ud u ∈Dom(t) = Dom(ρ) assoie la transition δu. Nous dirons que l'exéution part del'état q (resp. part de la transition δ0 ∈ ∆) si la ondition ρ(ε) ∈ I est remplaéepar ρ(ε) = q (resp. par Φρ(ε) = δ0).De plus, une exéution ρ de A sur t est aeptante si pour toute branhein�nie π = (ui)i≥0 de t, le plus petit entier apparaissant in�niment souvent dans
(Ω(ρ(ui)))i≥0 est pair. S'il existe une exéution aeptante de A sur t, nous dironssimplement que A aepte t.Dans [Rab69℄, Rabin établit la orrespondane entre la logique monadique etles automates d'arbres ave onditions d'aeptation de Rabin pour les arbresdéterministes et omplets olorés. La ondition de parité a été introduite indé-pendamment dans [EJ91, Mos91℄. L'extension aux arbres déterministes mais nonomplets est lassique; pour une preuve omplète de e résultat, on pourra voir



24 Notions préliminairespar exemple [Tho97℄.Théorème 1.4.4 ([Rab69℄). Pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Ω et pourtout énoné ϕ de MSO, il existe un automate d'arbres à parité Aϕ sur les (Σ,C)-arbres déterministes tel que pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C), t |= ϕ si etseulement si Aϕ aepte t.Remarquons que la onstrution de l'automate à partir de la formule est ef-fetive.Ce théorème peut être formulé pour prendre en ompte les formules de MSOave des variables libres. Pour toute formule ϕ(X1, . . . ,Xn), il existe un automated'arbre à parité A = (Q,I,∆,Ω) ave une famille (Qi)i∈[1,n] de sous-ensembles de
Q tel que pour tout arbre déterministe t:� s'il existe une exéution aeptante ρ de A sur t alors t |= ϕ[U1, . . . ,Un] oùpour tout i ∈ [1,n], Ui est l'ensemble des n÷uds u telle que ρ(u) ∈ Qi,� réiproquement, si pour des sous-ensembles U1, . . . ,Un de Dom(t), t |=

ϕ[U1, . . . ,Un] alors il existe une exéution aeptante ρ de A sur t telle quepour tout i ∈ [1,n], Ui soit l'ensemble des n÷uds u de t tels que ρ(u) ∈ Qi.Dans le hapitre 3, nous nous intéressons à des formules monadiques ayantune ou deux variables libres du premier ordre. Ces formules interviennent dans ladé�nition des interprétations monadiques présentées dans e hapitre. Nous pré-sentons maintenant une forme d'automates adaptée à es formules. Pour touteformule monadique ϕ(x0,x1), il existe un automate d'arbres à parité A dont l'en-semble des états est de la formeQ×2{0,1}×2{0,1} tel que toute exéution aeptante
ρ de A sur t satisfasse:� pour tout i ∈ { 0,1 }, il existe un unique n÷ud ui tel que ρ(ui) = (q,M,R)ave i ∈M ,� pour tout i ∈ { 0,1 } et pour tout n÷ud v ave ρ(v) = (q,M,R), i ∈ R si etseulement si v < ui,� et t |= ϕ[u0,u1].1.4.5 Jeux de paritéDans e paragraphe, nous introduisons les jeux de parité (f. sous-paragra-phe 1.4.5.1) et leur liens ave les automates d'arbres à parité (f. sous-paragraphe1.4.5.2). Nous onluons en rappelant quelques résultats liant la solution des jeuxde parité et la logique monadique (f. sous-paragraphe 1.4.5.3).1.4.5.1 Dé�nition et propriétésUn jeu de parité est un graphe G sur (Σ,{ 0,1,p0, . . . ,pN }) pour N ≥ 0 tel quepour tout u ∈ VG, ΘG(u) = { iu,pu } ave iu ∈ { 0,1 } et pu ∈ { p0, . . . ,pN }. Le



Logiques 25joueur 0 (resp. joueur 1) joue sur les sommets olorés par 0 (resp. olorés par 1).Nous noterons Vi l'ensemble des sommets olorés par i pour i ∈ { 0,1 }. De plus,nous supposerons toujours que G est un sous-ensemble de V0×Λ×V1∪V1×Λ×V0.Remarquons que les étiquettes ne jouent auun r�le dans le jeu mais elles nousseront utiles pour exprimer des propriétés des es jeux en logique monadique dansle sous-paragraphe 1.4.5.3.Une partie est un hemin �ni ou in�ni dans le graphe G. Une partie �nie π àpartir d'un sommet u ∈ VG jusqu'à un sommet v ∈ VG est gagnée par le joueur isi v appartient à V1−i et si le degré sortant de v est égal à 0. Une partie in�nie
(ujaj)j∈N est gagné par le joueur 0 (resp. le joueur 1) si le plus petit nombreapparaissant in�niment souvent dans (puj

)j≥N est pair (resp. impair).Une stratégie Φ pour le joueur i est une fontion partielle de l'ensemble deshemins �nis sur G terminant dans Vi et à valeur dans V1−i telle que pour touthemin �ni π terminant en v ∈ Vi appartenant à Dom(Φ), (v,a,Φ(π)) ∈ G pourun ertain a ∈ ΛG. Une partie �nie u0a1u1 . . . anun suit la stratégie Φ si pour tout
j ∈ [1,n], vj ∈ Vi−1 implique vj = Φ(πj) où πj = u0a1 . . . uj−1. Une partie in�niesuit la stratégie Φ si tous ses pré�xes �nis suivent Φ.Une stratégie Φ pour le joueur i est positionnelle si elle ne dépend que dudernier sommet du hemin (i.e. pour tous hemins �nis π et π′ terminant en
v ∈ Vi, Φ(π) = Φ(π′)). Une stratégie positionnelle pour le joueur i est entièrementdérite par une fontion partielle de Vi dans Vi−1.Une stratégie Φ pour le joueur i est gagnante à partir de u ∈ VG si toutepartie ommençant en u et suivant Φ est gagnée par le joueur i. Nous dirons quele joueur i gagne G depuis u s'il existe une stratégie gagnante pour i à partir de
u. La région gagnante du joueur i, notée Wi, est l'ensemble des sommets de G àpartir desquels le joueur i gagne le jeu. D'après [Mar75℄, nous savons que les jeuxde parité sont déterminés (i.e. VG = W0 ∪W1).La propriété fondamentale des jeux de parité est qu'ils peuvent être gagnés enutilisant uniquement des stratégies positionnelles. Ce résultat a été obtenu parMostowski dans [Mos91℄ et par Emmerson et Julta dans [EJ91℄.Théorème 1.4.5. Pour tout jeu de parité G et pour tout u ∈ VG, le joueur 0 oule joueur 1 possède une stratégie positionnelle gagnante à partir de u.1.4.5.2 Lien ave les automates d'arbres à paritéCe sous-paragraphe est adapté de [Wal02℄. À partir d'un automate d'arbresà parité A et d'un arbre déterministe t, nous onstruisons un jeu de parité Gt

Atel que le joueur 0 gagne le jeu à partir du sommet u0 si et seulement si Aaepte t. Considérons un automate d'arbres à parité A = (Q,I,∆,Ω) sur les
(Σ,C)-arbres déterministes et un arbre déterministe t sur (Σ,C). Soit N ≥ 0 telque Ω(Q) ⊆ [0,N ].



26 Notions préliminairesConsidérons le jeu de parité Gt
A étiqueté par l'ensemble Σ ∪ ∆ et oloré par

{0,1,p0, . . . ,pN}.
Gt

A = {((q,u),δ,(δ,u)) ∈ V0 ×∆× V1 | δ = (q,f)}
∪ {((δ,u),a,(q,ua)) ∈ V1 × Σ× V0 | δ = (p,f),a ∈ Dom(f) et q = f(a)}
∪ {(pi,v),(0,v) | v = (q,u) ∈ V0 ∩ VGt

A
et i = Ω(q)}

∪ {(pi,v),(1,v) | v = ((q,f),u) ∈ V1 ∩ VGt
A
et i = Ω(q)}où V0 = Q × Dom(t) et V1 = {(δ,u) | δ = (q,f),∀aΣ,ua ∈ Dom(t) ⇔ a ∈Dom(f)} ⊆ Dom(t)×∆.Par onstrution, le joueur 0 gagne Gt

A depuis (q0,ε) ∈ VG si et seulementsi A aepte t. Plus préisément, toute stratégie positionnelle Φ pour le joueur
0 depuis (q,ε) (resp. depuis (δ,ε)) induit une exéution aeptante de A sur tommençant par q (resp. par δ) telle Φ(ρ(u),u) = (Φρ(u),u) et vie-versa.Une onséquene du théorème 1.4.5 est que nous pouvons restreindre notreattention aux exéutions régulières des automates d'arbres à parité. Une exéution
ρ d'un automate A sur un arbre t est régulière si pour tous n÷uds u et v di�érentsde la raine ε, t/u ≈ t/v et ρ(u) = ρ(v) implique Φρ(u) = Φρ(v). La propositionsuivante est tirée de [Wal02℄.Lemme 1.4.6 ([Wal02℄). Si un automate d'arbres à parité aepte un arbre talors il existe une exéution aeptante régulière de A = (Q,I,∆,Ω) sur t. Pluspréisément, pour toute transition δ ∈ ∆, s'il existe une exéution aeptante de Aommençant par δ alors il existe une exéution aeptante régulière ommençantpar δ.Démonstration. Considérons la relation d'équivalene R sur Dom(t) dé�nie pourtout u,v ∈ Dom(t) par (u,v) ∈ R si et seulement si t/u ≈ t/v. Pour tout v =
(q,u) ∈ V0, nous noterons [v]R = (q,[u]R) et pour tout v = (δ,u) ∈ V1, nousnoterons [v]R = (δ,[u]R).Le quotient de Gt

A par R est le jeu Gt
A.

Gt
A = {([u]R,a,[v]R) | (u,a,v) ∈ Gt

A}
∪ {(c,[u]R) | (c,u) ∈ G}Pour tout v ∈ VGt

A
, le joueur 0 gagne Gt

A depuis v si et seulement si il gagne
Gt

A depuis [v]R. En e�et, le dépliage de Gt
A depuis v est isomorphe au dépliagede Gt

A depuis [v]R.Supposons qu'il existe une exéution aeptante de A sur t depuis δ0. Lejoueur 0 gagne Gt
A depuis (δ0,ε) et don il gagne Gt

A depuis (δ0,[ε]R). Soit Φ unestratégie gagnante positionnelle sur Gt
A pour le joueur 0 à partir de (δ0,[ε]R) (f.théorème 1.4.5). Cette stratégie induit une exéution aeptante régulière ρ de Asur t qui satisfait Φρ(ε) = δ0 et pour tout u 6= ε, Φρ(u) = δ ave Φ((ρ(u),[u]R)) =

(δ,[u]R). Par dé�nition de R, ρ est une exéution régulière.



Logiques 271.4.5.3 Lien ave MSODans [Wal02℄, l'auteur établit que la région gagnante pour le joueur i sur unjeu G est dé�nissable en logique monadique.Proposition 1.4.7. Pour tout jeu G, la région gagnante du joueur 0 (resp.joueur 1) est dé�nissable en logique monadique.Si le graphe dé�nissant le jeu est déterministe, nous pouvons a�ner e résul-tat en donnant une formule qui exprime l'existene d'une stratégie positionnellegagnante. Comme G est déterministe, une stratégie positionnelle pour le joueur iest dérite par une fontion de Vi dans ΛG = { a1, . . . ,an }. Une famille (Uj)j∈[1,n]de sous-ensembles deux à deux disjoints de VG dé�nit une stratégie positionnellepour le joueur i si l'union des Uj est égale à Vi et si pour tout u ∈ Uj , il existe
vu ∈ VG tel que (u,aj,vu) ∈ G. La stratégie positionnelle assoiée Φ est dé�nie par
Φ(u) = vu. Comme G est déterministe, la logique monadique est équivalente àla logique monadique gardée: un enrihissement de la logique monadique où l'onautorise la quanti�ation sur les ensembles d'ars [Cou03℄. Une onséquene de erésultat est que nous pouvons exprimer en logique monadique l'existene d'unestratégie positionnelle gagnante à partir d'un sommet donné. Un onstrutionexpliite de ette formule est donnée dans [Ca03a, p. 17℄.Proposition 1.4.8. Pour tout jeu déterministe G étiqueté par ΛG = {a1, . . . ,an}et oloré ΘG = {0,1,p0, . . . ,pN} et pour tout i ∈ { 0,1 }, il existe une formulemonadique Ψi(x,X1, . . . ,Xn) telle que pour tout u ∈ VG et pour tout U1, . . . ,Un ⊆
VG, G |= Ψi[u,U1, . . . ,Un] si et seulement si les ensembles U1, . . . ,Un dé�nissentune stratégie positionnelle Φ pour le joueur i gagnante à partir de u.1.4.6 Propriété de séletion pour MSODans e sous-paragraphe, nous présentons la propriété de séletion pour lalogique monadique. Cette notion est �orthogonale� à la déidabilité de la théoriemonadique. Cette propriété permet dans le as où un graphe G satisfait à uneformule existentielle ∃X,ϕ(X) de dé�nir en logique monadique un ensemble desommets U tel que G |= ϕ[U ].Un graphe G satisfait la propriété de séletion si pour toute formule ϕ(X),nous pouvons e�etivement onstruire une formule ψ(X) telle que:





G |= ∀X,ψ(X) → ϕ(X)
G |= (∃X,ψ(X)) ↔ (∃X,ϕ(X))
G |= ∃≤1X,ψ(X)La formule ψ(X) est appelée un séleteur de la formule ϕ(X) sur G. La notion deséleteur est immédiatement étendue aux formules possédant plusieurs variables



28 Notions préliminaireslibres. En fait, si nous pouvons onstruire des séleteurs pour toutes les formulesayant une variable libre, nous pouvons aussi onstruire des séleteurs pour lesformules ayant un nombre arbitraire de variables libres.Proposition 1.4.9. Si un graphe G possède la propriété de séletion alors pourtout n ≥ 1 et pour tout formule ϕ(X1, . . . ,Xn), nous pouvons onstruire un séle-teur ψ(X1, . . . ,Xn) de ϕ(X1, . . . ,Xn) sur G.Démonstration. Soit G un graphe ayant la propriété de séletion. Nous établis-sons la propriété par réurrene sur n ≥ 1. Le as de base n = 1 est immédiat.Supposons que la propriété est établie par n ≥ 1 et montrons qu'elle est vraiepour n+ 1. Soit ϕ(X1, . . . ,Xn,Xn+1) une formule monadique. Considérons la for-mule ϕ0(X1, . . . ,Xn) = ∃Xn+1, ϕ(X1, . . . ,Xn,Xn+1). Par hypothèse de réurrene,nous pouvons onstruire un séleteur ψ0(X1, . . . ,Xn) de ϕ0 sur G. Considéronsmaintenant la formule ϕ1(X) = ∃X1, . . . ,Xn, ψ0(X1, . . . ,Xn) ∧ ϕ(X1, . . . ,Xn,X).Comme G a la propriété de séletion, nous pouvons onstruire un séleteur ψ1(X)de ϕ1 sur G. Nous véri�ons aisément que la formule ψ(X1, . . . ,Xn+1) dé�nie par:
ψ(X1, . . . ,Xn+1) = ψ0(X1, . . . ,Xn) ∧ ψ1(Xn+1).est un séleteur de ϕ(X1, . . . ,Xn+1) sur G.Dans [LS98℄, Lifshes et Shelah montrent que tous les oloriages de la demi-droite possèdent la propriété de séletion et e indépendamment de la déidabilitéde la théorie monadique.Dans [Rab69℄, l'auteur établit, sur l'arbre binaire omplet ∆2 étiqueté par

{ a,b } (f. �gure 1.3), la onséquene suivante du théorème 1.4.4.Théorème 1.4.10. Pour toute formule monadique ϕ(X), si l'arbre binaire om-plet ∆2 satisfait ∃X,ϕ(X) alors il existe un ensemble rationnel Rϕ ∈ Rat({ a,b }∗)tel que ∆2 |= ϕ[Rϕ]. De plus, un automate �ni aeptant Rϕ peut être e�etive-ment onstruit à partir de ϕ.Comme l'aessibilité depuis la raine par un hemin appartenant à un en-semble rationnel est dé�nissable en logique monadique, le théorème préédentimplique que ∆2 possède la propriété de séletion.
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Chapitre 2Automates in�nisLe terme d'automate in�ni a été introduit dans [Tho01℄. Il désigne un graphein�ni de présentation �nie. Cei signi�e que e graphe in�ni est dérit par unequantité �nie d'informations. L'emploi du terme d'automate au lieu de elui degraphe souligne le fait que nous nous intéressons aux langages aeptés par esgraphes. À tout graphe in�ni G étiqueté par Σ, nous pouvons assoier un langagede mots sur Σ en �xant un ensemble I ⊆ VG de sommets initiaux et un ensemble
F ⊆ VG de sommets �naux. La trae de G entre I et F , notée L(G,I,F ), estl'ensemble des étiquettes des hemins de G partant d'un sommet i ∈ I et arrivantà un sommet f ∈ F .Un point important est que, dans ette approhe, nous onsidérons les graphesà isomorphisme près. Autant que possible, nous herhons à donner des propriétésqui soient indépendantes de l'ensemble des sommets hoisis pour dé�nir le graphe.Le langage aepté par un automate in�ni permet don de donner une mesure�grossière� de la omplexité de sa struture. Une deuxième mesure est donnéepar l'expressivité des logiques déidables sur et automate.Dans e hapitre, nous présentons des familles d'automates in�nis aeptantles di�érents niveaux de la hiérarhie de Chomsky. Nous suivons l'approhe pré-sentée dans [CK02℄ où les auteurs présentent une hiérarhie d'aepteurs in�nissimilaire à la hiérarhie de Chomsky. Cette hiérarhie d'aepteurs in�nis estprésentée à la �gure 2.1.Dans le paragraphe 2.1, nous introduisons les di�érents types de présentation�nie qui apparaissent dans la littérature. En partiulier, nous dé�nissons les di�é-rents graphes assoiés aux systèmes de transitions étiquetées: graphes enrainés,graphes des on�gurations et graphes des transitions.Dans le paragraphe 2.2, nous présentons les di�érentes familles de graphesdé�nies autour des automates à pile: les graphes enrainés des automates à pile[MS85℄, les graphes des on�gurations des automates à pile [Cau92℄, les graphesHR-equationnels [Cou89℄ et les graphes pré�xe-reonnaissables [Cau96℄.Toutes
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Graphes �nisLangages régulierGraphes pré�xe-reonnaissablesLangages algébriquesGraphes rationnelsLangages ontextuelsGraphes de TuringLangages réursivement énumérables

Fig. 2.1 � Une hiérarhie à la Chomsky de graphes in�nis.es familles d'automates in�nis ont pour traes les langages algébriques.Dans le paragraphe 2.3, nous présenterons di�érentes familles d'automatesin�nis ayant pour traes les langages ontextuels. Ce paragraphe sera l'oasionde donner un résumé des travaux e�etués durant ma thèse en ollaboration aveAntoine Meyer autour de es familles. Ces travaux se omposent de deux parties.Dans la première partie, nous nous sommes intéressés aux graphes rationnels[Mor00, MS01℄ et à leurs sous-familles. Ces travaux en ommun ont été publiésdans [CM06a℄.Dans la deuxième partie, nous avons étudié les graphes de transitions des mahinesde Turing linéairement bornées (f. sous-paragraphe 1.2.3) et en partiulier leursliens ave les graphes rationnels. Une version préliminaire de ette étude a étépubliée dans [CM05℄ et une version omplète a été publiée dans [CM06b℄. Touses travaux sont présentés dans la thèse d'Antoine Meyer [Mey05, h. 7℄.2.1 Présentations �niesEn suivant [Cau96℄, nous distinguons deux types de présentations �nies. Lespremières, dites internes, �xent un nommage des sommets du graphe et dérivent



Présentations �nies 31expliitement et ave une quantité �nie d'informations les ars du graphe. Lesprésentations internes sont toujours assoiées à des mahines ou à des automates(f. sous-paragraphe 2.1.1). Les seondes, dites externes, dé�nissent la struturedu graphe à isomorphisme près. Nous présentons brièvement deux approhes ex-ternes (f. paragraphe 2.1.2). L'une onsiste à exprimer le graphe omme la pluspetite solution d'un système d'équations et l'autre à dé�nir le graphe par unesuite de transformations appliquées à un graphe de présentation �nie.2.1.1 Graphes dé�nis par des mahinesNous présentons les di�érents types de graphes assoiés à des mahines ayantun nombre �nis d'états.2.1.1.1 Graphes de alulLa manière la plus simple de donner une présentation �nie d'un graphe est de�xer un ensemble de sommets V . Dans le adre de e doument, V sera toujoursun ensemble de mots sur un alphabet �ni. Il est ependant possible de onsidérerdes ensembles de sommets plus rihes omme par exemple des termes �nis. Unefois l'ensemble des sommets �xés, il faut pour dé�nir un graphe G étiqueté par Σdonner une famille de relations �nies (Ra)a∈Σ sur V . Un graphe G étiqueté par Σest alors dérit par une famille de mahines T = (Ta)a∈Σ aeptant des relationssur V . Le graphe dé�ni par ette famille est:
GT = {(v,a,v′) | v,v′ ∈ V et (v,v′) aepté parTa}.Les graphes rationnels (f. paragraphe 2.3.1) et les graphes pré�xe-reonnais-sables (f. paragraphe 2.2) sont des exemples de graphes de alul.2.1.1.2 Graphes assoiés aux LTSDans le paragraphe 1.2, nous avons donné pour haque niveau de la hiérarhiede Chomsky des systèmes de transitions étiquetées assoiés aux aepteurs �nisde e niveau. Il est don naturel de onsidérer les di�érents types de graphesassoiés à es systèmes.Un système de transitions étiquetées par Σ peut être vu omme un graphe éti-queté par Σ∪{ τ } dont l'ensemble des sommets est l'ensemble des on�gurationsdu système et qui est dé�ni par:
{(c,x,c′) | c,c′ ∈ C,x ∈ Σ ∪ { τ } et c x

−→ c′}.Ce graphe anonique sera dans la suite appelé graphe du LTS.



32 Automates in�nisPour faire apparaître le omportement du système, il est, en général, nées-saire d'opérer une restrition sur l'ensemble des on�gurations et de masquer lestransitions internes (i.e. étiquetées par τ) du LTS. Si nous laissons apparentes lestransitions internes du système, nous obtenons les notions de graphe enrainé oude graphe des on�gurations. En �masquant� es transitions, nous obtenons lanotion de graphe des transitions.Graphes enrainés Le graphe le plus naturel assoié à un LTS est obtenu en�xant une on�guration initiale c0 et en ne onservant que les on�gurations a-essibles depuis c0. Plus préisément, pour tout système de transitions étiquetées
S = (

x
−→)x∈Σ∪{ τ } ave un ensemble de on�gurations C et pour toute on�gura-tion c0 ∈ C, le graphe de S enrainé en c0, noté Rc0

S , est dé�ni par:
Rc0

S = {(c,x,c′) | x ∈ Σ ∪ { τ },c0 −→
∗ c et c x

−→ c′}.Nous érirons simplement RS si c0 se déduit du ontexte.Graphes des on�gurations Les graphes enrainés présentés i-dessus four-nissent une restrition naturelle de l'ensemble des on�gurations qui ne dépendpas de la nature du LTS. Cependant ette notion impose de travailler ave desgraphes dont tous les sommets sont aessibles à partir d'un sommet donné.D'un point de vue struturel, une notion plus pertinente est obtenue en re-streignant le graphe du LTS à un ensemble �régulier� de on�gurations. La notionde régularité doit être préisée pour haque type de LTS. Les graphes ainsi dé�nissont appelés les graphes des on�gurations.Graphes des transitions Le graphe des transitions est obtenu en masquantles transitions étiquetées par τ dans le graphe des on�gurations du LTS. Ladé�nition que nous présentons est tirée de [Sti00℄. Pour assurer que la suppressiondes transitions étiquetées par τ préserve le langage aepté par le système, il nousfaut nous restreindre à des LTS dits normalisés.Nous dirons qu'une on�guration c ∈ C est observable si elle n'est la soured'auune transition étiquetée par τ . Nous noterons Cobs ⊆ C l'ensemble des on�-gurations observables. Une on�guration c ∈ C est dite interne si elle est lasoure d'au moins une transition étiquetée par τ et si elle n'est la soure d'au-une transition étiquetée dans Σ. Nous noterons Cint ⊆ C l'ensemble des on�gu-rations internes. Un système de transitions étiquetées est dit normalisé si toutesses on�gurations sont soit observables, soit internes i.e. C = Cobs ∪ Cint.Exemple 2.1.1. La �gure 2.2 présente deux LTS S1 et S2 étiquetés par Σ =
{ a,b }. Le système S1 n'est pas normalisé ar la on�guration c1 n'est ni observable



Présentations �nies 33(ar c1 τ
−→ c2) ni interne (ar c1 b

−→ c4). Le système S2 est normalisé. Leson�gurations observables sont c1,c3 et c4 et l'unique on�guration interne est c2.
S1

c1 c2 c3

c4

τ a

b a

S2

c1 c2 c3

c4

a τ

b a

Fig. 2.2 � Deux systèmes de transitions étiquetées S1 et S2.Le graphe des transitions, noté GS , d'un système de transitions étiquetéesnormalisé S est dé�ni en se restreignant aux on�gurations observables de songraphe des on�gurations et en mettant un ar étiqueté par a ∈ Σ entre c et
c′ ∈ Cobs s'il existe un hemin dans CS partant de c et arrivant en c′ étiqueté par
aτ ∗.

GS = {(c,a,c′) | c,c′ ∈ Cobs,a ∈ Σ et c aτ∗

−→
CS

c′}.En terme de transformation de graphes, la transformation passant du graphedes on�gurations au graphe des transitions sera appelée la τ -fermeture.Exemple 2.1.2. La �gure 2.3 présente le graphe d'un système de transitions éti-quetées normalisé S enrainé en c1 et son graphe des transitions GS . Remarquonsqu'un système de transitions étiquetées non déterministe peut induire un graphedes transitions déterministe.2.1.2 Présentations externesLes présentations externes dérivent la struture du graphe à isomorphismeprès et ne fournissent pas un nommage expliite des sommets.2.1.2.1 Systèmes d'équationsDans ette approhe, les graphes in�nis sont dé�nis omme la solution d'unsystème �ni d'équations. Pour dé�nir ette notion, il faut un jeu d'opérateurssur les graphes. Les deux jeux usuels sont les opérateurs HR et VR. Pour uneprésentation détaillée, nous renvoyons le leteur à [Cou97℄.
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Rc1

S

c1 c2 c3

c4

a τ

b τττ

GS

c1 c3
a

b

Fig. 2.3 � Graphe enrainé d'un LTS (à gauhe) et le graphe des transitionsorrespondant (à droite).Les opérateurs HR onsistent en l'ensemble des graphes �nis olorés, l'uniondisjointe, le reoloriage (f. paragraphe 3.2) et la fusion des sommets possèdantla même ouleur. Une vision alternative naturelle des systèmes �nis d'équationssur les opérateurs HR est donnée par les grammaires déterministes de graphesque nous présenterons dans le sous-paragraphe 2.2.2.Les opérateurs VR sont le sommets isolés olorés, l'union disjointe, l'ajoutd'un ar étiqueté par a ∈ Σ de tout sommet oloré par c1 ∈ C à tout sommetolorié par c2 ∈ C et le reoloriage.Les graphes olorés (sur un univers �xé) forment pour l'inlusion un po (om-plete partial order) pour lequel les opérateurs VR sont ontinus. Il suit don quetout système �ni d'équation sur es opérateurs admet une plus petite solution.Un graphe est dit VR-équationnel s'il est isomorphe à la plus petite solution d'unsystème �ni d'équations sur les opérateurs VR.Les opérateurs VR ont été augmentés par le produit asynhrone et le pro-duit synhronisé pour obtenir les familles de graphes VRA-équationnels et VRS-équationnels dans [Col04℄.2.1.2.2 Transformation de graphesNous présenterons, dans le hapitre 3, de nombreuses transformations degraphes qui ont toutes la propriété de préserver la déidabilité de la théorieau seond ordre monadique. Nous renvoyons le leteur à e hapitre pour desdé�nitions préises de es di�érentes transformations.Dans [Cau02℄, Caual utilise l'itération de deux de es transformations: le dé-pliage et la substitution rationnelle inverse pour dé�nir une hiérarhie de graphesin�nis ayant une théorie monadique déidable. Le niveau 0 de ette hiérarhie estla lasse des graphes �nis. La lasse des graphes du niveau n + 1 est la lasse



Autour des automates à pile 35des graphes isomorphes à un graphe obtenu en appliquant un dépliage 1 suivid'une substitution rationnelle inverse à un graphe du niveau n. Cette hiérarhiede graphes in�nis est présentée en détails dans le hapitre 5.Une autre approhe par transformations de graphes est développée par Col-ombet et Löding dans [CL06℄ où les auteurs onsidèrent une transformation degraphes qui partant d'un graphe ayant une théorie monadique faible 2 déidable,produit un graphe de struture plus rihe ayant une théorie au premier ordre déi-dable. Cette transformation est une variante de l'interprétation monadique danslaquelle les sommets du graphe d'arrivée sont des ensembles �nis de sommets dugraphe de départ.Cette approhe est très rihe mais ne peut pas être itérée puisque les graphesobtenus ont uniquement une théorie au premier ordre déidable et non plus unethéorie monadique faible déidable. Cependant omme les graphes de la hiérarhiedé�nie par Caual ont une théorie monadique faible déidable, ette transforma-tion permet de dé�nir une hiérarhie de graphes ayant une théorie au premierordre déidable.2.2 Autour des automates à pile2.2.1 Graphes des automates à pileLa première famille d'automates in�nis à été étudiée par Muller et Shuppdans [MS85℄. Ils onsidèrent les graphes isomorphes aux graphes enrainés des au-tomates à pile. Ces graphes sont naturellement apparus dans l'étude des graphesde Cayley des groupes algébriques (en anglais ontext-free groups). Les automatesà pile qu'ils onsidèrent sont dit temps-réel 'est-à-dire qu'ils ne ontiennent pasde transitions étiquetés par τ .Dé�nition 2.2.1. Les graphes enrainés des automates à pile sont les graphesisomorphes au graphe enrainé d'un automate à pile temps-réel à partir de l'unede ses on�gurations.Remarquons que l'on peut supposer sans perte de généralité que ette on�-guration est la on�guration initiale q0[].Exemple 2.2.2. Considérons l'automate à pile P = (Γ,Σ,Q,q0,F,∆) où Γ =
{A,B }, Σ = { a,b }, Q = { q0,q1 } et F = { q1 } et dont les transitions sont1. depuis un sommet MSO-dé�nissable.2. Dans ette variante de la logique monadique, les quanti�ations ne portent que sur desensembles �nis de sommets.



36 Automates in�nisdonnées par:
(q0,ε,a,q0,A) (q0,A,a,q0,AA) (q0,A,b,q1,ε) (q1,A,b,q1,ε).Le langage aepté par P est l'ensemble {anbm | n ≥ 1 et m ≤ n} et songraphe enrainé à partir de la on�guration initiale (q0,ε) est donné dans la �-gure 2.4.

(q0,ε) (q0,A) (q0,A2) (q0,A3) (q0,A4) (q0,A5)

(q1,ε) (q1,A) (q1,A2) (q1,A3) (q1,A4)

a a a a a

b b b b b

b b b bFig. 2.4 � Graphe de l'automate à pile P enrainé en (q0,ε).Dans [MS85℄, les auteurs exhibent une propriété géométrique de ette famillede graphes. Nous quali�ons ette propriété de géométrique ar elle ne dépendpas du nommage des sommets. Pour e faire, ils onsidèrent la déompositionpar distane d'un graphe G par rapport à l'un de ses sommets v0 ∈ VG. Dans eas, la distane entre deux sommets u et v ∈ VG est la longueur du plus ourthemin non orienté entre u et v. La déomposition par distane est une suite degraphe (Gv0,n)n≥0. Pour n ≥ 0, Gv0,n désigne le graphe G restreint à l'ensembledes sommets à distane au moins n + 1 de v0. La déomposition par distaneest dite de type �ni si l'ensemble des omposantes onnexes apparaissant dansl'un des Gv0,n est �ni à isomorphisme près. Cette déomposition est illustrée dansla �gure 2.5 sur le graphe de l'automate à pile P enrainé en (q0,ε) et à partirde (q0,ε) . Il est aisé de véri�er que e graphe possède une déomposition pardistane de type �ni à partir de (q0,ε) ar pour tout n ≥ 2, G(q0,ε),n ≈ G(q0,ε),2.Dans [MS85℄, les auteurs établissent que les graphes enrainés d'automates àpile admettent une déomposition par distane de type �ni à partir de n'importelequel de leur sommet. Cette propriété leur permet en partiulier d'établir quetous es graphes possèdent une théorie monadique déidable.Une famille plus large de graphes est obtenue en onsidérant les graphes deson�gurations des automates à pile. Ces graphes sont dé�nis dans [Cau92℄ oùils sont appelés graphes pré�xes ave ontr�le rationnel. Comme nous l'avonsdéjà mentionné dans le paragraphe 2.1.1.2 et pour obtenir une notion pertinentede graphe des on�gurations, il est néessaire d'introduire une restrition sur
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• • • •

• • •

a a a

b b

b b b

0 1 2 3

Fig. 2.5 � Déomposition d'un graphe d'automate à pile par distane depuis saraine.l'ensemble des on�gurations. Dans le as des automates à pile, Caual onsidèredes ensembles rationnels 3 de on�gurations.Dé�nition 2.2.3. L'ensemble des graphes des on�gurations des automates àpile est l'ensemble des graphes isomorphes au graphe d'un automate à pile (tempsréel) restreint à un ensemble rationnel de on�gurations.Comme l'ensemble des on�gurations aessibles depuis une on�gurationdonnée forme un ensemble rationnel de on�gurations (odées omme des mots),les graphes enrainés des automates à pile forment une sous famille des graphesdes on�gurations.Sur ette famille plus générale, la propriété géométrique de [MS85℄ permet dearatériser les graphes de on�gurations des automates à pile.Théorème 2.2.4 ([MS85℄,[Cau92℄). Les graphes onnexes et de degré �ni admet-tant une déomposition �nie par distane à partir de haun de leurs sommets sontles graphes des on�gurations des automates à pile onnexes.2.2.2 Graphes HR-equationnelsLes graphes HR-equationnels ont été dé�ni et étudié par Courelle (f. [Cou89,Cou90℄). Ces graphes peuvent être vus omme les graphes engendrés par lesgrammaires déterministes de graphes. Une grammaire de graphes généralise auxgraphes le prinipe des grammaires de mots. Pour opérer ette généralisation,il faut onsidérer non plus des graphes mais des hypergraphes. Intuitivement,un hypergraphe est un graphes dont les ars peuvent porter sur plus de deuxsommets. Ces ars sont appelés des hyperars.De façon informelle, dans une grammaire de graphes les non-terminaux sontdes hyperars et les terminaux sont simplement des ars (i.e. des hyperars por-tant sur deux sommets). Une prodution assoie à un hyperar non-terminal un3. Une on�guration (q,w) ∈ C est représentée par le mot wq ∈ Γ∗Q.



38 Automates in�nishypergraphe. Cet hypergraphe va être substitué à l'hyperar non-terminal dansla dérivation. Pour raorder l'hypergraphe aux sommets de l'hyperar dans ettesubstitution, les sommets de et hyperar sont numérotés dans la prodution à lafois dans le membre gauhe et dans le membre droit. Les grammaires onsidéréessont déterministes 'est-à-dire que haque hyperar non-terminal n'apparaît quedans le membre gauhe d'une seule prodution.Une étape de dérivation onsiste à remplaer en parallèle haque hyperarnon-terminal par l'hypergraphe qu'il lui est assoié. Le graphe in�ni engendrépar la grammaire est la limite des étapes suessives de dérivation en partant del'axiome de la grammaire.Exemple 2.2.5. Dans la �gure, nous présentons une grammaire de graphes dé-terministes qui engendre le graphe présenté dans la �gure 2.4. Cette grammairepossède deux non-terminaux S (qui est l'axiome) et A qui sont respetivementd'arité 1 et 2. Ses terminaux sont les ars étiquetés par a et par b.
• −→

• •

•

a

Ab1 1S •

•

A −→

• •

• •

a

Ab

b

12 12
• =⇒

• •

•

a

Ab =⇒

• •

•

•

•

a

Ab

a

b

b

=⇒S Fig. 2.6 � Une grammaire de graphes et sa dérivation.Dans [Cau95℄, l'auteur établit que les graphes HR-équationnels ontiennentles graphes des on�gurations des automates à pile. Cette inlusion est strite.En e�et, les graphes des on�gurations des automates à pile sont de degré bornéet omme le montre la �gure 2.7, les graphes HR-équationnels peuvent avoir undegré in�ni. Cependant si l'on ne onsidère que les graphes de degré �ni, les deuxfamilles oïnident [CK01℄.2.2.3 Graphes pré�xe-reonnaissablesLes graphes pré�xe-reonnaissables sont introduits par Caual dans [Cau96℄.Ils sont dé�nis omme les graphes de alul des relations dites pré�xe-reonnais-sables sur les mots sur un alphabet �ni Γ. Une telle relation est une union �nie
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• −→

•

•

a1 1S

S •

• • ••••

a a a
aaa

Fig. 2.7 � Un graphe HR-équationnel de degré in�ni (à droite) et sa grammairede graphes déterministe (à gauhe).de relations de la forme (U × V ) ·W où U,V et W ∈ Rat(Γ∗). Les propriétés dees relations seront rappelées en détail dans le sous-paragraphe 4.5.1.Un graphe pré�xe-reonnaissable étiqueté par Σ est donné par une famille derelations pré�xe-reonnaissables (Pa)a∈Σ est égal à:
{(u,a,v) | a ∈ Σ et (u,v) ∈ Pa}.Ces graphes admettent de nombreuses présentations internes et externes quisont résumées dans le théorème i-dessous:Théorème 2.2.6. Les propositions suivantes sont équivalentes à isomorphismeprès:1. G est un graphe pré�xe-reonnaissable,2. G est un graphe des transitions d'un automate à pile [Sti00℄,3. G est un graphe obtenu par l'appliation suessive d'un dépliage et d'unesubstitution rationnelle inverse à un graphe �ni [Cau96℄,4. G est un graphe obtenu par interprétation monadique de l'arbre binaireomplet ∆2 [Bar97, Blu01℄,5. G est un graphe VR-équationnel [Bar97℄.Les graphes pré�xe-reonnaissables ont une théorie monadique déidable. Ceise déduit de la aratérisation 4 et de la déidabilité de la théorie monadique del'arbre binaire omplet [Rab69℄. Leurs traes d'un ensemble �ni de sommets à unensemble �ni de sommets sont les langages algébriques.Les graphes pré�xe-reonnaissables ontiennent stritement les graphes HR-équationnels et don les graphes de on�gurations des automates à pile. L'exem-
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ε A AA AAAa a a

b b b

b b

b

Fig. 2.8 � Un graphe pré�xe-reonnaissable qui n'est pas HR-equationnel.ple 2.2.7 présente un graphe pré�xe-reonnaissable qui n'est pas (à isomorphismeprès) un graphe HR-équationnel.Cependant es deux familles peuvent être naturellement aratérisées à l'inté-rieur des graphes pré�xe-reonnaissables. Dans [CK01℄, les auteurs établissentque les graphes pré�xe-reonnaissables de degré borné sont (à isomorphismeprès) les graphes des on�gurations des automates à pile, et les graphes pré�xe-reonnaissables ayant un nombre �ni de degrés (entrants et sortants) sont (àisomorphisme près) les graphes HR-équationnels.Exemple 2.2.7. Considérons le graphe pré�xe-reonnaissable G étiqueté par
Σ = { a,b } dé�ni par les relations Pa = (ε,A) ·A∗ et Pb = (A+,ε) ·A∗. Ce graphe
G, qui est présenté dans la �gure 2.8, n'est pas un graphe HR-équationnel arpour tout n ≥ 1 G a un sommet de degré sortant n. Il n'a don pas une nombre�ni de degrés sortants.2.3 Autour des langages ontextuelsNous présentons dans e paragraphe deux familles de graphes in�nis dont lestraes sont les langages ontextuels. La première famille est la famille des graphesrationnels dé�nie dans [Mor00℄. Cette famille ainsi que ertaines de ses sous-familles omme les graphes automatiques [KN94, BG00℄ sont présentées dans leparagraphe 2.3.1.2. Le paragraphe 2.3.2 présente les graphes linéairement bornésintroduits dans [CM05℄ et étudie leurs relations ave les graphes rationnels.2.3.1 Graphes rationnels et leurs sous-famillesLes graphes rationnels sont les graphes de alul des transduteurs de mots.Des sous-familles intéressantes de graphes rationnels sont obtenus en imposantdes restritions sur les transduteurs les dé�nissant. Le paragraphe 2.3.1.1 pré-



Autour des langages ontextuels 41sente les transduteurs de mots et ertaines sous-familles pertinentes. Le para-graphe 2.3.1.2 présente les graphes rationnels et leurs sous-familles en rappelantleur propriétés. La paragraphe 2.3.1.3 est onsaré aux traes de es sous-familleset résume en partiulier les travaux e�etués en ollaboration ave Antoine Meyeret publiés dans [CM06a℄.2.3.1.1 Transduteurs de motsLes transduteurs de mots sont des automates �nis aeptant les parties ra-tionnels du monoïde produit Σ∗ × Σ∗. Un transduteur est simplement un auto-mate �ni sur e monoïde. Un transduteur T sur un alphabet Σ est un automate�ni étiqueté par (Σ∪{ε})× (Σ∪{ε}). Nous ne distinguerons pas le transduteurde la relation qu'il aepte et nous érirons (w,w′) ∈ T si (w,w′) est aepté par T .Pour une présentation détaillée, nous renvoyons le leteur à [Ber79, Pri00, Sak03℄.En général, il n'existe pas de borne sur la di�érene de la taille de l'entréeet de la sortie d'un transduteur. Des sous-lasses pertinentes sont obtenues enimposant une forme de synhronisation entre l'entrée et la sortie du transduteur.C'est le as des transduteurs lettre-à-lettre ou synhrone étiquetés par Σ× Σ.Une forme plus relaxée de synhronisation a été introduite par Elgot et Mezeidans [EM65℄. Cette lasse de relations a également été étudiée dans [FS93℄ sousle nom de relations synhronisées. Une relation est synhronisée à gauhe si ellepeut s'érire omme une union �nie de produits R.S, où R est une transdutionlettre-à-lettre et S est de la forme (L,ε) ou (ε,L), ave L un langage régulier sur
Σ. De façon équivalente, les relations synhronisées sont elles qui sont aeptéespar les transduteurs dans lesquels pour tout hemin q0 (x0,y0)

−→
q 1

. . . qn−1
(xn,yn)
−→

q n

, ilexiste k ∈ [0,n] tel que pour tout i ∈ [0,k−1], xi,yi ∈ Σ et soit xk = . . . = xn = ε,soit yk = . . . = yn = ε. De tels transduteurs sont dits synhronisés à gauhe. Lesrelations et les transduteurs synhronisés à droite sont dé�nies de façon similaire.La notion lassique de déterminisme pour les automates n'a pas de sens dansle as d'un monoïde qui n'est pas libre. La notion de transduteur séquentielfournit une notion pertinente de déterminisme pour les transduteurs de mots.Nous dirons qu'un transduteur T est séquentiel si pour tous états q,q′,q′′ ∈ Q,si q (x,y)
−→ q′ et q (x′,y′)

−→ q′′ alors soit x = x′, y = y′ et q′ = q′′, soit x 6= ε, x′ 6= ε et
x 6= x′.2.3.1.2 Dé�nitions et propriétésDans e paragraphe, nous présentons la famille générale des graphes rationnelset ertaines de ses sous-familles, en partiulier les graphes rationnels synhronisés(ou automatiques) et synhrones.
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Ta =

Tb =

q0

q0

q1

q1

(A,A)

(A,A)

(ε,A)

(ε,B)

(B,B)

(B,B)

ε A A2

B AB A2B

B2 AB2 A2B2

a a

a a

a a

b b b

b b b

Fig. 2.9 � La grille et les transduteurs la dé�nissant.Les graphes rationnels sont simplement dé�nis omme les graphes de aluld'ensembles �nis de transduteurs de mots. Ainsi, tout Σ-graphe rationnel G estaratérisé par une famille (Ta)a∈Σ de transduteurs de mots sur un alphabet Γquelonque. Nous rappelons que par dé�nition des graphes de alul, il existe unar étiqueté par a dans G entre deux sommets u et v ∈ Γ∗ si (u,v) ∈ Ta.La �gure 2.9 montre un exemple de graphe rationnel, la grille bi-dimension-nelle in�nie, ainsi que les transduteurs la dé�nissant.Les graphes rationnels à transduteurs synhronisés ont été introduits dans[KN94, BG00℄ sous le nom de graphes automatiques, et par Rispal sous le nomde graphes rationnels synhronisés. Par un léger abus de langage, on parlerade graphes synhrones pour se référer à des graphes rationnels dé�nis par destransduteurs synhrones, et de graphes séquentiels synhrones dans le as or-respondant.Ces sous-familles forment une suite stritement roissante. Les graphes sé-quentiels synhrones sont stritement inlus dans les graphes synhrones ar lesgraphes séquentiels synhrones sont néessairement déterministes. Les graphessynhrones sont à leur tour stritement inlus dans les graphes synhronisés arles graphes synhrones ont un degré sortant �ni alors que les graphes synhroniséspeuvent avoir un degré sortant in�ni. L'inlusion strite des graphes synhronisésdans les graphes rationnels est obtenue en onsidérant la roissane des degrésdans es deux familles.Proposition 2.3.1 ([Mor01℄). Pour tout graphe rationnel G de degré sortant�ni et tout sommet x, il existe c ∈ N tel que le degré sortant de tout sommet àdistane n de x est au plus ccn.Cette borne supérieure peut être atteinte : onsidérons le graphe rationnel nonétiqueté G0 = {T} où T est le transduteur sur Γ = {A,B} à un état q0 à la fois



Autour des langages ontextuels 43initial et �nal et une transition q0 (X,Y Z)
−→ q0 pour tous X,Y et Z ∈ Γ. Ce graphea un degré sortant égal à 22n+1 à la distane n du sommet A. Dans le as desgraphes synhronisés de degré �ni, la borne sur le degré sortant est simplementexponentielle.Proposition 2.3.2 ([Ris02℄). Pour tout graphe synhronisé G de degré sortant�ni et tout sommet x, il existe c ∈ N tel que le degré sortant de tout sommet àdistane n de x est au plus cn.Il suit de la proposition préédente que G0 est rationnel mais n'est pas syn-hronisé.Le graphe de l'exemple 2.9 n'ayant pas une théorie monadique déidable, lesgraphes rationnels n'ont don pas une théorie monadique déidable. Dans [Mor01℄,l'auteur montre que la théorie au premier ordre des graphes rationnels est, elleaussi, indéidable. Une onstrution simpli�ée est donnée dans [Tho01℄.Théorème 2.3.3 ([Mor01℄). Il existe un graphe rationnel ayant une théorie aupremier ordre indéidable.Une première manière d'obtenir un résultat de déidabilité est de restreindrel'expressivité des transduteurs dé�nissant es graphes. Ainsi les graphes synhro-nisés ont quant à eux tous une théorie au premier ordre déidable.Théorème 2.3.4 ([BG00℄). Les graphes synhronisés ont une théorie au premierordre déidable.Dans [CM06℄ en ollaboration ave Christophe Morvan, nous avons établique la déidabilité de la théorie au premier ordre des graphes rationnels peutêtre obtenue non plus en restreignant l'expressivité des transduteurs mais enontraignant la struture des graphes. Nous avons établi que la théorie au premierordre des arbres rationnels (i.e. des graphes rationnels qui sont des arbres) estdéidable. De plus, nous avons montré que e résultat ne peut être étendu nien terme de struture ni en terme de logique. Nous avons onstruit un grapherationnel orienté sans yle ayant une théorie au premier ordre indéidable. Deplus, nous avons onstruit un arbre rationnel ayant une théorie au premier ordreave aessibilité rationnelle indéidable.Théorème 2.3.5 ([CM06℄). Les arbres rationnels ont une théorie au premierordre déidable.2.3.1.3 TraesDans [MS01℄, Morvan et Stirling établissent que les traes des graphes ration-nels d'un ensemble �ni de sommets à un ensemble à �ni de sommets sont les



44 Automates in�nislangages ontextuels. Cette propriété a été étendue aux graphes synhronisés parRispal dans [Ris02℄. Une version étendue de es deux résultats a été publiée dans[MR05℄.Les preuves fournies dans es travaux reposent sur la forme normale de Pent-tonen des grammaires ontextuelles [Pen74℄. Cette forme normale présentent deuxinonvénients majeurs: l'obtention de ette forme normale est loin d'être immé-diate et de plus il n'existe pas de aratérisation des langages ontextuels détermi-nistes à partir des grammaires. En partiulier, es preuves ne nous permettent pasde dé�nir une sous-famille des graphes rationnels traçant les langages ontextuelsdéterministes.Dans [CM06a℄, nous fournissons de nouvelles preuves de es résultats ba-sées sur la orrespondane étroite entre les systèmes de pavages et les graphessynhrones. Les systèmes de pavages ont été dé�nis à l'origine pour reonnaîtredes langages d'images (i.e. des tableaux �nis de symboles sur un alphabet �ni).Les langages d'images aeptés par es systèmes sont aussi appelés des langagesd'images loaux. Ils peuvent être vus omme des aepteurs de langages de motsen ne onsidérant que la première ligne de haque image. Dans [LS97℄, les auteursétablissent que les ensemble des premières lignes des langage loaux d'images sontles langages ontextuels.Nous exploitons ette orrespondane pour évaluer l'expressivité néessaire entermes de transduteurs et en terme de struture du graphe (nombre de sommetsinitiaux, degré des sommets) pour qu'une sous-famille des graphes rationnels traeles langages ontextuels.Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 2.1. Chaque ligne du ta-bleau orrespond à une sous-famille des graphes rationnels. Chaque olonne or-respond à une restrition struturelle portant sur le nombre de sommets initiauxet sur le degré des sommets du graphe. Dans la première olonne, nous onsidé-rons un ensemble rationnel quelonque de sommets initiaux et dans la seonde,nous onsidérons un ensemble rationnel de la forme i∗. Dans les deux dernièresolonnes, nous onsidérons un unique sommet initial et le as d'un sommet uniqueet du degré �ni respetivement.Une ase ontient un symbole d'équalité pour indiquer que les traes de lafamille orrespondante oïnident ave les langages ontextuels. De même, unsymbole d'inlusion indique que ses traes sont stritement inluses dans les lan-gages ontextuels. Une point d'interrogation dénote une onjeture.Nous aratérisons préisément les traes des graphes synhronisés de degré�ni à partir d'un unique sommet initial jusqu'à un ensemble rationnel de som-mets �naux. Ces traes sont préisément les langages aeptés par les mahineslinéairement bornées e�etuant au plus un nombre linéaire de hangements dediretions. Nous onjeturons que ette lasse de langages est stritement inlusedans les langages ontextuels. Cependant, il existe peu de résultats de séparation



Autour des langages ontextuels 45Ens. rat. Ens. i∗ Som. unique Som. unique(d◦ �ni)Rationnels [MS01℄ = = = =Synhronisés [Ris02℄ = = = ⊂ (?)Synhrones [Ris02℄ = = ⊂ ⊂Séqu. synhrones = ⊂ (?) ⊂ ⊂Tab. 2.1 � Familles de graphes rationnels et leurs langages.pour les lasses de omplexité dé�nies par des restritions en temps et en espae(voir par exemple [vM04℄). En partiulier, les tehniques de diagonalisation, uti-lisées pour montrer que la hiérarhie du temps polynomial est strite (voir parexemple [For00℄), ne peuvent être adaptées faute d'une notion pertinente de LBMuniverselle.En�n, nous dé�nissons deux sous-familles des graphes rationnels dont lestraes sont préisément les langages ontextuels déterministes. Pour une présen-tation détaillée des es résultats, nous renvoyons le leteur à [CM06a℄.2.3.2 Graphes linéairement bornésDans [CM05, CM06b℄ en ollaboration ave Antoine Meyer, nous avons étu-dié la lasse des graphes des transitions des mahines linéairement bornées (f.sous-paragraphe 1.2.3). Pour ette famille de systèmes de transitions étiquetées(LTS), les graphes des on�gurations sont simplement les graphes des LTS: iln'y a pas de restrition sur l'ensemble des on�gurations. Comme nous l'avonsvu préédemment pour pouvoir dé�nir les graphes des transitions, il nous fautonsidérer des LTS normalisés. Dans la suite, nous ne onsidérons que des LBMnormalisées 'est-à-dire des LBM qui induisent des LTS normalisés au sens dusous-paragraphe 2.1.1.2. Il est aisé de véri�er que tout langage ontextuel estaepté par une LBM normalisée.Dé�nition 2.3.6. Un graphe est dit linéairement borné s'il est isomorphe augraphe des transitions d'une mahine linéairement bornée normalisée.Une approhe similaire a été proposée dans [KP99, Pay00℄. Les auteurs dé-�nissent e que nous appelons les graphes enrainés des LBM. Cependant ils nedonnent pas de notion de graphes des transitions (où les transitions étiquetéespar τ n'apparaissent pas).
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Fig. 2.10 � Le graphe des transitions d'une LBM normalisée aeptant {(anbn)+ |
n ≥ 1}.Les graphes linéairement bornés sont los par restrition aux sommets a-essibles depuis un sommet donné et par restrition à un langage ontextuel deon�gurations observables.Exemple 2.3.7. La �gure 2.10 présente le graphe des transitions d'une LBM Mdont les transitions sont:
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b+et dont l'unique état �nal est q2. Cette mahine aepte le langage {(anbn)+ |
n ≥ 1}, qui est aussi la trae de son graphe des transitions entre le sommet
[q0] et les sommets dans [b∗q2b]. Par souis de larté, nous ne présentons dans la�gure 2.3.2 que la partie du graphe des transitions aessible depuis [q0]. Commenous l'avons déjà mentionné, les graphes linéairement bornés sont fermés parrestrition aux sommets aessibles depuis un sommet donné. Le graphe présentédans la �gure 2.10 est don un graphe linéairement borné.Les traes des graphes linéairement bornés d'un ensemble �ni de sommets àun ensemble �ni de sommets sont les langages ontextuels. En fait, on peut mon-trer que haque langage ontextuel est la trae d'un graphe linéairement bornédéterministe. Ce résultat très fort est dû au fait que l'on onsidère des LBM quine terminent pas néessairement leur alul. Ces omportements divergents sontmasqués par la τ -fermeture. Si l'on se restreint à des LBM qui terminent tou-jours, e résultat n'est plus vrai. En fait, les traes des graphes de transitionsdéterministes des LBM qui terminent sont les langages ontextuels déterministes.Ce résultat n'est pas immédiat ar omme nous l'avons remarqué dans le para-graphe 2.1.1.2, une LBM non-déterministe peut avoir un graphe des transitionsdéterministe.
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Gr. �nisLangages rationnelsGr. des onf. des automates à pileLangages algébriquesGr. rationnels d. s. b.?Gr. linéairement bornés d. s. b.Langages ontextuelsGr. des mahines de Turing d. s. b.Langages r.e.

Fig. 2.11 � Une hiérarhie à la Chomsky d'aepteurs in�nis de degré sortantborné (d.s.b)Du point de vue de la logique, les graphes linéairement bornées ont une théo-rie au premier ordre indéidable. Cependant leur graphe des on�gurations ontune théorie au premier ordre déidable. En e�et, es graphes sont des graphessynhronisés (ou automatiques) (f. théorème 2.3.4).Cette remarque, nous amène à onsidérer le lien entre les graphes linéairementbornés et les graphes rationnels. Dans le as général, es deux familles sont in-omparables. Ce résultat vient de la roissane des degrés dans les deux familles.Il est faile de véri�er que le degré sortant des graphes linéairement bornés roîtde façon au plus exponentielle. Nous pouvons aisément onstruire un graphe li-néairement borné dont le degré entrant roît de manière triplement exponentielle.Cependant si l'on se restreint au as où les graphes onsidérés ont un degrésortant borné, nous avons établi que les graphes rationnels sont stritement inlusdans les graphes linéairement bornés.Théorème 2.3.8 ([CM05℄). Les graphes rationnels de degré borné sont des gra-phes linéairement bornés. De plus, il existe un graphe linéairement borné qui n'estisomorphe à auun graphe rationnel.Ce résultat nous a amené à onsidérer une hiérarhie d'aepteurs di�érentede elle introduite dans [CK02℄ (f. �gure 2.1). Dans ette hiérarhie alternativequi est présentée dans la �gure 2.11, nous ne onsidérons que des graphes de degréborné et les traes ne sont prises que par rapport à un unique sommet initial.Cette notion nous semblent plus prohe de la notion intuitive d'automate.
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Chapitre 3Transformations de graphesUne transformation T de graphes est une appliation qui assoie à haquegraphe oloré G un graphe oloré T (G). Cette transformation est dite MSO-ompatible si pour toute formule monadique ϕ et pour tous ensembles �nis Σ et
C, nous pouvons e�etivement aluler une formule ϕT telle que pour tout graphesur (Σ,C):

T (G) |= ϕ si et seulement si G |= ϕTEn partiulier, si un graphe G a une théorie monadique déidable alors T (G) aaussi une théorie monadique déidable.Dans e hapitre, nous présentons di�érentes transformations de graphes quisont MSO-ompatibles. Nous divisons es transformations en trois atégories:� les transformations dé�nies par la logique monadique telles que les inter-prétations et les transdutions monadiques (f. paragraphe 3.1),� les transformations dé�nies à base d'automates �nis qui sont toutes des aspartiulier de transdutions monadiques (f. paragraphe 3.2),� en�n, les transformations assoiant à haque graphe G une struture arbo-resente telles que le dépliage ou le treegraph (f. paragraphe 3.3).À notre onnaissane, il n'existe pas dans la littérature de transformationde graphe plus générale que elles présentées dans e hapitre. Il est naturel des'interroger sur la pertinene de l'étude des transformations basées sur des auto-mates �nis qui omme nous l'avons dit, sont des as partiuliers de transdutionsmonadiques. Cette approhe a été initiée par Caual dans [Cau96℄ ave les sub-stitutions rationnelles inverses. Leur intérêt est de donner une vision minimale del'expressivité néessaire à la réalisation d'une transformation donnée.Dans le paragraphe 3.4, nous poursuivons ette approhe et nous établissonsdes résultats de ommutation partielle entre les interprétations monadiques et ledépliage. Ces résultats font apparaître de manière naturelle les transformationsdé�nies à base d'automates �nis. Ces résultats ont été obtenus en ollaborationave Thomas Colombet et publiés dans [CC03℄.



50 Transformations de graphesEn�n, nous onluons e hapitre, par le paragraphe 3.5, en montrant que latransformation Treegraph préserve la propriété de séletion sur les arbres déter-ministes. Ce résultat a été formalisé lors d'une visite hez Alexander Rabinovihà l'université de Tel Aviv et �nanée par le programme Automatha de l'EuropeanSiene Foundation.3.1 Interprétations et transdutions monadiquesDans e sous-paragraphe, nous présentons divers enrihissements des interpré-tations monadiques.Une interprétation monadique I est donnée par un ouple de familles de for-mules monadiques ((ϕa(x,y))a∈Σ,(ϕc(x)c∈C)) pour deux ensembles �nis Σ ⊂ Λ et
C ⊂ Θ. En appliquant I à un graphe G, nous obtenons le graphe sur (Σ,C):

I(G) = {(u,a,v) | G |= ϕa[u,v],u,v ∈ VG et a ∈ Σ}
∪ {(c,u) | G |= ϕc[u],u ∈ VG et c ∈ C}.Nous pouvons imposer que le graphe I(G) ne ontienne pas de sommet isoléen remplaçant ϕc(x) par ϕ′

c(x) = ϕc(x) ∧ ∃y
∨

a∈Σ(ϕa(x,y) ∨ ϕa(y,x)). Noussupposerons toujours que les interprétations monadiques ne produisent pas degraphes possédant des sommets isolés.Habituellement, la dé�nition d'une interprétation monadique ontient une for-mule supplémentaire δ(x) qui dé�nit l'ensemble des sommets du graphe I(G).Dans notre présentation, e omportement peut être obtenu en remplaçant les for-mules ϕa(x,y) par ϕ′
a(x,y) = ϕa(x,y)∧δ(x)∧δ(y) pour tout a ∈ Σ. Une interpréta-tion monadique I = ((ϕa(x,y))a∈Σ,(ϕc(x)c∈C)) ave ϕa(x,y) = Ea(x,y)∧δ(x)∧δ(y)et ϕc(x) = Pcx∧∃y
∨

a∈Σ(Ea(x,y)∨Ea(y,x))∧ δ(x)∧ δ(y) pour une ertaine for-mule δ(x) sera appelée une restrition monadique et sera uniquement donnéespar les deux ensembles �nis Σ and C et ave la formule δ(x).Si une interprétation I = ((ϕa(x,y))a∈Σ,(ϕc(x)c∈C)) ne modi�e pas la struturedes graphes sur (Σ,C) mais seulement les ouleurs (i.e. pour tout a ∈ Σ, ϕa(x,y) =
Ea(x,y)), nous parlerons de oloriage monadique et nous omettrons les formules
ϕa dans leur dé�nition.Une forme plus générale d'interprétation apparaît dans la littérature. Elle in-lut un quotient par une relation d'équivalene MSO-dé�nissable. Une interpréta-tion monadique ave quotient Iε est donnée par un uplet de formules monadiques
((ϕa(x,y))a∈Σ , (ϕc(x)c∈C) , ε(x,y)) pour deux ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ.Pour tout graphe oloré G, nous noterons EG ⊆ VG × VG la plus petite relationd'équivalene ontenant la relation {(u,v) | ε[u,v]} induite par la formule ε(x,y).Remarquons que la relation EG est dé�nissable dans MSO. Il su�t de onsidérerla formule ϕ(x,y) = ∃X0 ψ(X0,x)∧(∀X (ψ(X,x)∧X ⊆ X0) → X = X0)∧y ∈ X0



Interprétations et transdutions monadiques 51où ψ(X,x) = x ∈ X∧∀y,z, [y ∈ X∧(ε(y,z)∨ε(z,y))→ z ∈ X]. Pour tout sommet
u ∈ VG, nous noterons [u]E = {v | (u,v) ∈ EG} la lasse d'équivalene du sommet
u pour EG. En appliquant Iε à un graphe G, nous obtenons le graphe:

Iε(G) = {([u]E ,a,[v]E) | G |= ϕa[u,v],u,v ∈ VG et a ∈ Σ}
∪ {(c,[u]E) | G |= ϕc[u] et u ∈ VG}.Comme pour les interprétations monadiques, nous pouvons imposer syntati-quement que Iε(G) ne ontienne pas de sommet isolé. Et nous supposerons que'est toujours le as.Dans la théorie des modèles �nis, des interprétations appelées interprétationsmultidimensionnelles sont onsidérées (voir par exemple [EF95℄). Elles permettenten partiulier de dé�nir le produit synhronisé ave un graphe �ni. Pour lesgraphes, es interprétations multidimensionnelles sont appelées des transdutionsmonadiques. Nous les présentons omme la omposition d'une opération de opiepar un ensemble �ni et d'une interprétation monadique (à une seule dimension)en suivant [Cou94℄.Pour tout ensemble �ni K ⊂ Λ, l'opération de opie par K est appliquée à ungraphe G pour obtenir le graphe:

K(G) = G ∪ {(u,k,uk) | u ∈ VG,k ∈ K,uk ∈ Vk}où les ensembles (Vk)k∈K sont deux à deux disjoints et sont aussi disjoints del'ensemble VG mais sont en bijetion ave VG. Pour tout k ∈ K et pour tout u ∈
VG, nous notons uk l'élément de Vk orrespondant à u. Intuitivement, l'opérationde opie par K rée |K| opies distintes de haque sommet de G.Une transdution monadique T est dé�nie par un ouple (K,I) où K ⊂ Λ estun ensemble �ni et où I est une interprétation monadique. À haque graphe G, latransdution monadique T assoie le graphe T (G) = I(K(G)). Nous dirons qu'ungraphe H est MSO-dé�nissable dans un graphe G s'il existe une transdutionmonadique T telle que H ≈ T (G).Exemple 3.1.1. Considérons la transdution monadique T0 dé�nie omme laomposition de la opie par l'ensemble { b } et de l'interprétation I0 = (ϕx)x∈{ a,b }où ϕa(x,y) = Ea(x,y) et ϕb(x,y) = (∃z0,z1, Eb(z0,x) ∧Ea(z1,z0) ∧Eb(z1,y)) ∨
Eb(x,y). La �gure 3.1 présente le résultat de l'appliation de T0 à la demi-droite
∆1.La propriété fondamentale des transdutions monadiques est qu'elles sontMSO-ompatibles. La proposition suivante résume leurs propriétés de bases.Proposition 3.1.2. Les interprétations monadiques ave ou sans quotient et lestransdutions monadiques sont MSO-ompatibles. Les lasses des interprétations,des oloriages, des restritions, des interprétations ave quotient et des transdu-tions monadiques sont fermées par omposition.



52 Transformations de graphes
• • • • • •

a a a a a

⇓ opie par { b }

• • • • • •

• • • • • •

a a a a a

b b b b b b

⇓ I0

• • • • • •

• • • • • •

a a a a a

b b b b b b

b b b b bFig. 3.1 � La transdution T0 à la demi-droite ∆1.La notion de MSO-ompatibilité pour les transformations de graphes ne s'in-téresse qu'aux formules sans variables libres. Dans le as des transdutions mo-nadiques, ette propriété s'étend aux formules ave variables libres.Proposition 3.1.3. Pour toute transdution T et pour toute formule monadique
ϕ(X1, . . . ,Xn), nous pouvons e�etivement aluler une formule ϕT (X1, . . . ,Xn)telle que pour tout graphe G et tous ensembles U1, . . . ,Un ⊆ VG ∩ VT (G), nousavons:

T (G) |= ϕ[U1, . . . ,Un]⇔ G |= ϕT [U1, . . . ,Un]Pour les arbres déterministes, les interprétations monadiques ave quotientpeuvent être remplaées par des transdutions monadiques.Proposition 3.1.4. Pour toute interprétation monadique ave quotient Iε, ilexiste une transdution T telle que pour tout arbre déterministe t, Iε(t) ≈ T (t).Démonstration. Soit Iε = ((ϕa(x,y))a∈Γ,(ϕc(x))c∈C′ ,ε(x,y)) une interprétationave quotient et soit Σ (resp. C) l'ensemble des étiquettes (resp. ouleurs) appa-raissant dans les formules dé�nissant I. Comme nous l'avons déjà remarqué, ilexiste une formule monadique ϕε(x0,x1) telle que pour tout graphe G, la relation
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EG

ε = {(u,v) ∈ VG × VG | G |= ϕε[u,v]} est la plus petite relation d'équivaleneontenant {(u,v) ∈ VG × VG | ε[u,v]}. Nous noterons [u]ε la lasse d'équivalene
u de EG

ε . Soit A = (Q × 2{0,1} × 2{0,1},I,∆,Ω) un automate d'arbres à paritéaeptant ϕε(x0,x1) normalisé omme dérit dans le paragraphe 1.4.3.L'idée de la preuve est de donner une aratérisation unique de haque lassed'équivalene de Et
ε par un sommet de t et par une quantité d'information �-nie. Dans e but, pour tout arbre t sur (Σ,C), nous assoions à haque lassed'équivalene X ⊆ Dom(t) de Et

ε le ouple (wX ,∆X) où wX ∈ Σ∗ est le plus petitpré�xe ommun de l'ensemble X, et ∆X ⊆ ∆ est l'ensemble des transitions δpour lesquelles il existe une exéution aeptante ρ de A sur t ave Φρ(wX) = δaeptant un ouple (x,x′) d'éléments de X.Fait 1 Pour toutes lasses d'équivalene X et Y de Et
ε, si (wX ,∆X) = (wY ,∆Y )alors X = Y .Supposons que wX = wY = w et ∆X = ∆Y = D et supposons par l'absurdeque X et Y ne soient pas égales. Comme X et Y sont des lasses d'équivalene,

X et Y sont disjointes. Nous distinguons deux as.Cas w ∈ X. Il existe une exéution aeptante ρ de A pour le ouple (w,w).La transition δ = ϕρ(w) est de la forme (q,{0,1},{0,1}),c,f) et appartient pardé�nition à D = ∆Y . Par dé�nition de ∆Y , il existe une exéution aeptantede A ave Φρ = δ aepte un ouple d'éléments de Y . D'après la forme de δ, ρaepte (w,w) et don w appartient à Y e qui amène la ontradition.Cas w 6∈ X. Par dé�nition de w, il existe deux éléments de x et y dans Xtels que x = wawx et y = wbwy ave a 6= b ∈ Σ et wx,wy ∈ Σ∗. Il existeune exéution ρ de A aeptant le ouple (x,y). La transition δ = Φρ(w) est dela forme ((q,∅,{0,1}),c,f) où f(a) = (qa,Xa,{0}) et f(b) = (qb,Xb,{1}). Comme
δ appartient à ∆Y , il existe une exéution ρ′ de A aeptant un ouple (x′,y′)d'éléments de Y . Par dé�nition de δ, nous avons x′ = xaw′

x et y′ = ybw′
y.Nous pouvons onstruire une exéution σ de A aeptant le ouple (x,y′). Nousprenons simplement σ(v) = ρ(v) si wb n'est pas un pré�xe de v et σ(v) = ρ′(v)sinon. L'exéution σ est bien formée ar ρ(wb) = ρ′(wb). Elle est aeptante ar

ρ et ρ′ le sont et par onstrution, elle aepte le ouple (x,y′) Don (x,y′) ∈ Et
εet y′ ∈ X, e qui amène la ontradition.Fait 2 Pour tout sous-ensemble D ⊆ ∆, il existe une formule monadique ϕD(x,X)telle que pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C) et pour tout u ∈ Dom(t) et

U ⊆ Dom(t), t |= ϕD(u,U) si et seulement si U est une lasse d'équivalene de
Et

ε et u = wU et D = ∆U .Considérons la formule ψ(x,X) qui exprime que x est le plus petit anêtreommun des éléments de X, et la formule ξ(X) qui exprime que X est une lassed'équivalene de ε(x,y). Pour tout δ ∈ ∆, onsidérons la formule ϕδ(x,X) quia�rme qu'il existe une exéution de A aeptant un ouple d'éléments de X en



54 Transformations de graphesutilisant la transition δ sur le n÷ud x.Nous pouvons supposer sans perte de généralité que 2∆ est disjoint de Σ et de
C. La transdution T est donnée par (2∆,I). L'interprétation I est dé�nie par
(ψa(x,y))a∈Σ et (ψc(x))c∈C′ où

ψa(x,y) = ∃X,Y,x0,y0,∨
D,D′⊆∆ED(x0,x) ∧ ED′(y0,y) ∧ ϕD(x0,X) ∧ ϕD′(y0,Y )

∧(∃x′,y′, x′ ∈ X ∧ y′ ∈ Y ∧ ϕa(x
′,y′))

ψc(x) = ∃X,x0,
∨

D⊆∆ED(x0,x) ∧ ϕD(x0,X) ∧ (∃x′, x′ ∈ X ∧ ϕc(x
′))Il suit des faits 1 et 2 que pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C), T (t) ≈

Iε(t).3.2 Transformations à base d'automates �nisDans e paragraphe, nous présentons diverses transformations de graphes ba-sées sur des automates �nis.Un oloriage de graphes R est donné par un sous-ensemble �ni de Θ×Θ. Enappliquant R à un graphe G, nous obtenons le graphe:
R(G) = G ∩ VG × Λ× VG

∪ {(d,u) | (c,u) ∈ G et (c,d) ∈ R}.Intuitivement pour toute paire (c,d) ∈ R, tous les sommets oloriés par c dans Gsont reoloriés par d dans R(G).Un oloriage rationnel µ est donné par une appliation de Θ dans Rat((Λ∪Θ)∗)de support �ni (i.e. l'ensemble {c ∈ Θ | µ(c) 6= ∅} est �ni). Lorsque l'on appliquele reoloriage rationnel µ à un graphe G à partir d'un sommet s ∈ VG, nousobtenons le graphe:
µs(G) = G ∩ VG × Λ× VG

∪ {(d,u) | s
w
−→

G
u, d ∈ Θ et w ∈ µ(d)}.Comme l'aessibilité par un hemin dont l'étiquette appartient à un langagerationnel donné R ∈ Rat((Λ ∪ Θ)∗) est exprimable en logique monadique, leoloriage rationnel est un as partiulier de oloriage monadique.Une substitution rationnelle inverse h [Cau92℄ est donnée par une appliationde Λ dans Rat((Λ ∪ Λ ∪ Θ)∗) de support �ni. Elle est appliquée à un graphe Gpour donner le graphe:

h−1(G) = {(u,a,v) | u
w
−→

G
v, u,v ∈ VG, w ∈ h(a) et a ∈ Γ}

∪ {(c,u) | u ∈ Vh−1(G) et (c,u) ∈ G}.



Transformations à base d'automates �nis 55Si tous les ensembles apparaissant dans Im(h) sont �nis, nous parlerons de sub-stitution �nie.Une substitution rationnelle inverse olorée g est donnée par un ouple (R,h)où R est un reoloriage de graphe et h est une appliation rationnelle. Elle estappliquée par inverse à un graphe G pour donner le graphe, noté g−1(G), égal à
R(h−1(G)).Les substitutions rationnelles inverses et leurs variantes olorées sont des aspartiuliers d'interprétations monadiques.Sur les arbres déterministes, l'interprétation monadique peut être remplaéepar deux transformations plus simples: le oloriage monadique et la substitutionrationnelle inverse.Proposition 3.2.1. Pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ et pour toute in-terprétation monadique I, il existe un oloriage monadiqueM et une substitutionrationnelle inverse h tels que pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C),

I(t) = h−1(M(t))Démonstration. Soient Σ,Γ des sous-ensembles �nis de Λ et soient C,D des sous-ensembles �nis de Θ et I = ((ϕa(x,y))a∈Γ,(ϕc(x))c∈D) est une interprétation mo-nadique.Pour tout a ∈ Γ, il existe un automate d'arbres à parité normalisé Aa = (Qa×
2{0,1} × 2{0,1},Ia,∆a,Ωa) aeptant ϕa(x,y) (f paragraphe 1.4.4). Nous pouvonssupposer sans perte de généralité que ∆a ∩∆a′ = ∅ pour tout a 6= a′ ∈ Σ.Soit ∆̃ un sous-ensemble de Θ disjoint de C et en bijetion ave ∆ =

⋃
a∈Σ ∆a.Pour tout δ ∈ ∆, nous notons δ̃ le symbole orrespondant de ∆̃. Pour tout δ ∈ ∆a,le oloriage monadiqueM ajoute la ouleur δ au n÷ud u ∈ Dom(t) s'il existe uneexéution ρ de Aa sur t ave Φρ(u) = δ. Pour tout a ∈ Σ et pour tout δ ∈ ∆a,notons ϕδ̃(x) la formule monadique telle que pour tout arbre déterministe t sur

(Σ,C) et pour tout u ∈ Dom(t), t |= ϕδ̃[u] si et seulement si il existe une exéutionaeptante ρ de Aa sur t ave Φρ(u) = δ. Le oloriage monadique M est dé�nipar (ϕδ̃(x))δ∈∆ ∪ (ϕd(x))d∈D.Pour tout b ∈ Γ, nous dé�nissons un langage rationnel Rb ⊆ (Σ ∪ Σ̄ ∪ ∆̃)∗tel que pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C), u w
−→
M(t)

v pour w ∈ Rb si etseulement si t |= ϕb[u,v].Pour tout a ∈ Σ, b ∈ Γ et tout δ ∈ ∆a, nous dé�nissons deux langagesrationnels M b
δ,a et N b

δ,a inlus dans (Σ∪Σ∪ ∆̃)∗. Pour tout δ ∈ ∆a, nous prenons
δ = (qδ,Cδ,fδ) ave qδ = (pδ,Mδ,Nδ).Nous dé�nissonsM b

δ,a omme étant l'ensemble des mots de la forme δ̃0a0 . . . anδ̃n+1dans ∆b(Σ∆b)
∗ ave n ≥ 0 et tel que pour tout i ∈ [1,n + 1], fδi

(ai−1) = qδi−1
,

Mδ0 = {0}, Nδ0 = {0},Mδi
= ∅, Nδi

= {0} for i ∈ [1,n] et Nδn+1 = {0,1}, δ = δn+1et a = an.



56 Transformations de graphesNous dé�nissons N b
δ,a omme l'ensemble des mots δ̃0a0 . . . anδ̃n+1 dans ∆b(Σ∆b)

∗ave n ≥ 0 tels que pour tout i ∈ [0,n], fδi
(ai−1) = qδi+1

, Nδ0 = {0,1}, δ = δ0 and
a = a0, Mδi

= ∅, Nδi
= {1} pour tout i ∈ [1,n] et Mδn+1 = {1} et Nδn+1 .Pour tout b ∈ Γ, nous dé�nissons le langage rationnel Rb de mots sur (Σ∪ Σ̄∪ ∆̃)par:
Rb =

⋃
{δ | Mδ=∅}

⋃
a6=a′∈ΣM

b
δ,aN

b
δ,a′

∪
⋃

{δ | Mδ={1}}

⋃
a∈Σ M

b
δ,a

∪
⋃

{δ | Mδ={0}}

⋃
a∈Σ N

b
δ,a

∪
⋃

{δ | Mδ={0,1}} δ̃Par une réurrene immédiate sur la longueur de w, nous établissons que:� Pour tout b ∈ Γ et pour tout δ ∈ ∆b telle que Mδ = ∅, si u w
−→
M(t)

v pour unertain w ∈ ⋃a6=a′∈ΣM
b
δ,aN

b
δ,a′ alors t |= ϕb[u,v].� Pour tout b ∈ Γ et pour tout δ ∈ ∆b telle que Mδ = {1}, si u w

−→
M(t)

v pourun ertain w ∈ ⋃a∈ΣM
b
δ,a alors t |= ϕb[u,v].� Pour tout b ∈ Γ et pour tout δ ∈ ∆b telle que Mδ = {0}, u w

−→
M(t)

v pour unertain w ∈ ⋃a∈ΣN
b
δ,a alors t |= ϕb[u,v].Il s'en suit alors que pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C), si u w

−→
M(t)

v pour unertain w ∈ Rb alors t |= ϕb[u,v]. Réiproquement pour tout arbre déterministe tsur (Σ,C), si t |= ϕb[u,v] alors u w
−→
M(t)

v pour w ∈ Rb.Considérons la substitution rationnelle inverse olorée g donnée par (h,R) où
h est dé�nie pour tout b ∈ Γ par h(b) = Rb et où R est égal à {(d,d) | d ∈ D}.D'après les propriétés des langages Rb et pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C),nous avons:

I(t) = g−1(M(t)).

3.3 Dépliage et TreegraphLe dernier type de transformations MSO-ompatibles assoie à un graphe Gun arbre ou une struture arboresente basée sur G. Une transformation de etype et qui a attiré beauoup d'attention est l'itération de struture. La premièremention en est faite dans [She75℄ dans une version plus faible (qui ne fait pasintervenir le prédiat de lone cl dé�ni i-après). La version que nous présentonsest due à Muhnik et apparaît pour la première fois dans [Sem84℄.



Dépliage et Treegraph 57Pour toute struture relationnelle R = (U,(RR)R∈S) sur une signature Squi ne ontient pas cl et son, l'itération de R est la struture notée R∗ =
(U∗,(RR∗

)R∈S ,sonR∗,clR
∗

) où l'univers U∗ est l'ensemble des suites �nies d'élé-ments de U et où:� RR∗
= {(wu1, . . . ,wu|R|) | w ∈ U∗ et (u1, . . . ,u|R|) ∈ RR} pour tout R ∈ S,� sonR∗

= {(w,wu) | u ∈ U, w ∈ U∗} et où clR
∗

= {wuu | u ∈ U, w ∈ U∗}.Remarquons que l'itération d'un graphe in�ni de degré sortant borné a undegré sortant in�ni à ause de la relation sonR∗ . De plus, ette opération trans-forme un graphe non-oloré en un graphe oloré à ause du prédiat cl. C'estpourquoi nous présentons une variante due à Caual qui n'introduit pas de ou-leur supplémentaire ni de degré sortant in�ni et qui est don plus adaptée à notreétude.Le Treegraph d'un graphe G par un symbole ♯ ∈ Λ − ΛG est le graphe
Treegraph(G,♯) dont les sommets sont les suites �nies de sommets de G et telque:

Treegraph(G,♯) = {(wu,a,wv) | w ∈ V ∗
G,u,v ∈ VG et (u,a,v) ∈ G}

∪{(wu,♯,wuu) | w ∈ v∗G et u ∈ VG}
∪{(c,wu) | w ∈ V ∗

G et (c,u) ∈ G}Comme Treegraph(G,♯) |= E♯xy[u,v]⇔ G∗ |= son(x,y)∧cl(y)[u,v], l'opérationde Treegraph est toujours dé�nissable dans l'itération G∗. Réiproquement, si
G est onneté, nous pouvons dé�nir G∗ dans Treegraph(G,♯) en utilisant leséquivalenes suivantes:

G∗ |= cl(x)[u]⇔ Treegraph(G,♯) |= ∃zE♯zx[u],

G∗ |= son(x,y)[u,v]⇔ Treegraph(G,♯) |= ∃zE♯zy ∧ ReachΣ∪Σ̄(z,y)[u,v].La forme monadique ReachΣ∪Σ̄(z,x) exprime l'existene d'un hemin de z à ydans lequel les ars peuvent être pris dans les deux sens.Une opération plus naturelle que le Treegraph est l'opération de dépliage. Ledépliage d'un graphe G d'un sommet r ∈ VG, noté Unf(G,r), est l'arbre dé�nipar:
{(π,a,πau) | π,πau des hemins dans G ommençants en r}

∪ {(c,π) | π est un hemin dans G de r à v et (c,v) ∈ G}Courelle et Walukiewiz ont montré dans [CW98℄ que le dépliage Unf(G,r) àpartir d'un sommet r dé�nissable en MSO est dé�nissable dans l'itération G∗.
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•

• •
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a b

bba a
♯

a b

bba a

♯

a b

bba a

Fig. 3.2 � Le Treegraph de l'arbre binaire ∆2 par le symbole ♯.Comme elle la omposante onnexe ontenant r importe pour dé�nir le dépliageet que r est dé�nissable, Unf(G,r) est aussi dé�nissable dans Treegraph(G,♯).Exemple 3.3.1. Considérons le graphe G obtenu dans l'exemple 3.1.1 aprèsl'appliation de la transdution T0 à la demi-droite ∆1. La �gure 3.3 présente sondépliage à partir de l'unique sommet G qui n'est destination d'auun ar.Pour les arbres déterministes, nous pouvons établir le résultat réiproque. Ilest possible de dé�nir le Treegraph de G par un symbole ♯ en utilisant l'opéra-tion de dépliage et des interprétations monadiques. Cette onstrution est due àColombet et est présentée dans [Col04℄.Lemme 3.3.2. Pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ et pour tout symbole
♯ ∈ Λ−Σ, il existe deux substitutions rationnels inverses h1 et h2 et une restritionmonadique R telle que pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C),

Treegraph(t,♯) ≈ h−1
2 (R(Unf(h−1

1 (t),ε))).Démonstration. Soient Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ deux ensembles �nis et soit ♯ ∈ Λ− ΛGune étiquette. Prenons Σ̃ ⊂ Λ un ensemble d'étiquettes disjoint de Σ mais enbijetion ave e dernier. La substitution rationnelle inverse h1 ajoute les ars
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⇓ dépliage
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•

a a a a a

b b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

b

Fig. 3.3 � Exemple de dépliage d'un graphe.retours étiqueté par les éléments orrespondants de Σ̃ et des boules étiquetéespar ♯ sur haque sommet. Formellement h1(a) := {a}, h1(ã) := {ā} pour tout
a ∈ Σ et h1(♯) := {ǫ}. Ainsi h1 préserve le déterminisme de t. La restritionmonadique R ne onserve que les sommets v de Unf(h−1

1 (T ),r) dont l'uniquehemin depuis la raine ε ne ontient pas de fateurs de la forme aã ou ãa ave
a ∈ Σ. En�n, la substitution rationnelle inverse renverse les ars étiquetés par uneétiquette dans Σ̃. Formellement h2 est donnée par h2(♯) = {♯} et h2(a) = {a}∪{ã}pour tout a ∈ Σ.Exemple 3.3.3. La �gure 3.4 illustre ette onstrution. Le graphe du hautreprésente la demi-droite après l'appliation de h−1

1 . Le graphe du bas représenteson dépliage. Les sommets pleins sont eux onservés par la restrition monadique
R. Remarquons que l'énoné du lemme préédent est uniforme au sens où lessubstitutions rationnelles inverses et la restrition monadique ne dépendent quede l'ensemble des étiquettes de l'arbre et pas de l'arbre lui-même.Le théorème de Muhnik, qui apparaît pour la première fois dans [Sem84℄,
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• • • • •

♯ ♯ ♯ ♯ ♯

a a a a

ā ā ā ā

• • •

• • • •

•

•

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

•

•

a a

♯
a a a

♯

♯

ā

a a

♯ ♯ ā
♯

ā

• • • •

•

•

◦ ◦ ◦

◦ ◦ ◦

•

•

♯
a a a

♯

♯

ā

a a

♯ ♯ ā
♯

ā

• ◦ ◦

• ◦

ā

a a

♯ ♯Fig. 3.4 � Illustration de la onstrution du lemme 3.3.2sur la demi-droite. .a�rme que l'opération de Treegraph est MSO-ompatible. La première preuveomplète de e résultat est donnée par Walukiewiz dans [Wal96a, Wal02℄.Théorème 3.3.4 ([CW98, Wal02℄). Le dépliage depuis un sommet MSO-dé�nis-sable et le Treegraph sont des transformations MSO-ompatibles.Remarque 3.3.5. Le fait que le sommet à partir duquel s'e�etue le dépliage soitdé�nissable en logique monadique est ruial. En e�et, il est possible de dé�nirune forêt dénombrables de théorie monadique déidable ontenant un arbre dethéorie monadique indéidable. La raine r0 de et arbre n'est bien entendu pasMSO-dé�nissable. Si l'on déplie ette forêt à partir de r0, nous obtenons un arbrede théorie monadique indéidable.Nous allons maintenant donner la onstrution d'une telle forêt. Fixons unensemble d'étiquettes Σ et un arbre tind de théorie monadique indéidable étiquetépar Σ. À une équivalene syntaxique près (voir par exemple [EF95℄), il n'y a qu'unnombre �ni de formules monadiques de rang de quanti�ation au plus k. Nousnoterons FΣ
≤k un ensemble �ni de représentants de es lasses d'équivalene. Pourtout graphe G sur Σ, nous notons ThmΣ

≤k(G) l'ensemble des formules de FΣ
≤k



Résultats de ommutation partielle 61satisfaites par G.Intuitivement, la forêt F ontient pour tout k ≥ 1 et pour tout sous-ensemble
M ⊆ ThmΣ

≤k tel que M est réalisable par un arbre déterministe tM sur Σ, unein�nité dénombrable de opies disjointes de tM . Formellement, la forêt F estl'union disjointe suivante:
tind ⊎ ⊎

k≥1

⊎

M⊆ThmΣ
≤k

⊎

i≥1

tMoù tM est un arbre déterministe sur Σ dénombrable tel que ThmΣ
≤k(tM) = M s'ilexiste et est l'ensemble vide sinon.Fait 1. La forêt F a une théorie monadique déidable.Par [She75℄, il résulte que pour déider de la théorie monadique de F , il su�tde déider les formules ϕ≥ℓ

M ave ℓ ≥ 1 etM ⊆ ThmΣ
k qui expriment que F ontientau moins ℓ arbres distints t1, . . . ,tℓ tels que ThmΣ
k (t1) = . . . = ThmΣ

k (tn) = M .Par onstrution de F , siM est réalisable alors il existe une in�nité dénombrabled'arbres t tels que ThmΣ
k (t) = M . Il su�t don de savoir déider si un type Mest réalisable par un arbre.D'après le théorème de Rabin, pour tout k et pour tout M ⊂ ThmΣ

≤k, nouspouvons déider s'il existe un arbre déterministe t étiqueté par Σ et tel queThmΣ
≤k(t) = M . Don par onstrution de F , pour déider si F satisfait uneformule ϕ≥ℓ

M , il su�t de déider si M est réalisable par un arbre déterministe sur
Σ. Si tel est le as alors F satisfait ϕ≥ℓ

M sinon F ne satisfait pas ette formule.3.4 Résultats de ommutation partielleDans e paragraphe, nous présentons des résultats de ommutation partielleentre les interprétations et les transdutions monadiques d'un oté et le dépliageet le Treegraph de l'autre.Un premier résultat simple de ommutation, déjà présenté dans [Blu03℄, estvalable entre une lasse restreinte d'interprétations monadiques et le Treegraph.Proposition 3.4.1. Pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ, pour touteinterprétation I et pour tout symbole ♯ ∈ Λ qui n'apparaît pas dans les formulesdé�nissant I, il existe une interprétation monadique J telle que pour tout grapheonnexe G sur (Σ,C) ave ♯ 6∈ ΛG, nous avons
Treegraph(I(G),♯) = J (Treegraph(G,♯)).Démonstration. Soient Σ,Γ deux sous-ensembles �nis de Λ et C,D deux sous-ensembles �nis de Θ et I = ((ϕa(x,y))a∈Γ,(ϕc(x))c∈D) une interprétation mo-nadique. Considérons l'interprétation monadique J = ((ψa(x,y))a∈Γ,(ψc(x))c∈D)



62 Transformations de graphesoù:
ψa(x,y) = ϕa(x,y) ∧ ReachΣ∪Σ̄(x,y) for a ∈ Γ
ψc(x) = ϕc(x) for c ∈ Doù ReachΣ∪Σ̄(x,y) est une formule telle que pour toutG et tous sommets u,v ∈ VG,

G |= ReachΣ∪Σ̄[u,v] si et seulement si u w
−→

G
v pour un ertain w ∈ (Σ ∪ Σ̄)∗ etoù ϕa(x,y) (resp. ϕc) est obtenue en restreignant les quanti�ateurs de ϕa(x,y)(resp. ϕc(x)) aux ensembles de sommets qui ne ontiennent que des aessibles àpartir de x par un hemin étiqueté dans (Σ ∪ Σ̄)∗.Formellement, pour toute formule ϕ ontenant des variables libres, nous dé-�nissons par réurrene une formule ϕ ontenant le même ensemble de variableslibres ave éventuellement l'ajout de la variable x omme suit:

ϕ = ϕ pour ϕ atomique
ϕ ∨ ψ = ϕ ∨ ψ
¬ϕ = ¬ϕ
∀X ϕ = ∀X (∀z,z ∈ X → ReachΣ∪Σ̄(z,x))→ ϕ

∀z ϕ = ∀z ReachΣ∪Σ̄(z,x)→ ϕSoit G un graphe sur (Σ,C) et ♯ ∈ Λ − Σ. Pour tout u,v ∈ V +
G et a ∈ Γ,

Treegraph(G,♯) |= ψa[u,v] si et seulement si u = wu′ et v = wv′ pour w ∈ V ∗
Get u′,v′ ∈ VG et si G |= ϕa[u

′,v′]. Il s'en suit alors que J (Treegraph(G,♯)) =
Treegraph(I(G),♯).La proposition suivante montre que le oloriage rationnel �ommute� ave ledépliage.Proposition 3.4.2. Pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ et pour toutoloriage rationnel µ et pour tout graphe sur G (Σ,C) et pour tout sommet r ∈ VG,il existe une transdution monadique T telle que:

µr(Unf(G,r)) ≈ Unf(T (G),r′)pour un ertain r′ ∈ VT (G). De plus, si r est MSO-de�nissable dans G alors r′ este�etivement 1 MSO-de�nissable dans T (G). Si G est déterministe alors T (G)l'est aussi.Démonstration. Soit Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ deux ensembles �nis et soit µ un oloriagerationnel et D = Dom(µ) = {d1 . . . dn} pour n ≥ 1.Pour tout i ∈ [1,n], notons Ri l'ensemble µ(di) ∈ Rat((Λ ∪ Θ)∗) et notons
Γ ⊂ Λ (resp. E ⊂ Θ) l'ensemble �ni de symboles de Λ (resp. Θ) apparaissantdans ⋃i∈[1,n]Ri ou dans Σ (resp. ou dans C).1. La formule ψ(x) dé�nissant r′ peut être e�etivement alulée à partir de la formule ϕ(x)dé�nissant r.



Résultats de ommutation partielle 63Pour tout graphe T sur (Σ,C) qui soit un arbre de raine r ∈ VT , nousassoions à haque sommet v ∈ VT un mot τu ∈ 2E(Γ2E)∗ en prenant τr =
ΘT (r) ∩E et τu = τva(ΘT (u) ∩ E) si (v,a,u) ∈ T .Fait 1. Il existe un graphe �ni A sur (Γ,E) et des ensembles I, Fd1 , . . . ,Fdn ⊆ VAtels que pour tout arbre t sur (Σ,C) et pour tout u ∈ Dom(t) et pour tout
ℓ ∈ [1,n],

di ∈ Θµr(T )(u) ssi i τu−→
A

q pour un ertain i ∈ I et q ∈ Fdi
.Pour tout i ∈ [1,n], notons Li l'ensemble (�ni) des résidus à gauhe de Ri etnotons en�n L = 2L1 × . . .× 2Ln. Les sommets de A appartiennent à l'ensemble

V = L × 2E et le graphe �ni A sur (Γ,E) est dé�ni par :
{((V1, . . . ,Vn),F ),a,((V ′

1 , . . . ,V
′
n),F ′)) ∈ V × Γ× V | V ′

i =
⋃

w∈a(F ′)∗ w
−1Vi}

∪ {(c,(V,F )) | (V,F ) ∈ V et c ∈ F}Pour tout ensemble F ⊆ E, nous notons iF l'élément
((
⋃

w∈F ∗

w−1(R1), . . . ,
⋃

w∈F ∗

w−1(Rn)),F )de V et nous prenons I = {iF | F ⊆ E}. Pour tout i ∈ [1,n], nous dé�nissons
Fi ⊆ V omme l'ensemble de tous les ((V1, . . . ,Vn),F ) ∈ L × 2E tels qu'il existe
L ∈ Vi ave ε ∈ L.Le graphe A satisfait les propriétés suivantes:� pour tout F ⊂ E, il existe un unique u ∈ I ave ΘA(u) = F� pour tout a ∈ Γ, C ⊆ E et u ∈ VA, il existe un unique v ∈ VA tel que

(u,a,v) ∈ A et ΘA(v) = C.Fait 2. Pour tout graphe G sur (Σ,C), le graphe H dont l'ensemble des sommetsest V = {(u,v) | ΘG(u) = ΘA(v)} ⊆ VG × VA et qui est dé�ni par:
H = {((u1,v1),a,(u2,v2)) ∈ V × Σ× V | (u1,a,u2) ∈ G et (v1,a,v2) ∈ A}
∪ {(di,(u,v)) ∈ D × V | v ∈ Fdi

}est dé�nissable dans G par une transdution monadique T0. De plus, si G estdéterministe, il suit des propriétés de A que H est aussi déterministe.Fait 3. Pour tout graphe G sur (Σ,C) et r ∈ VG, si nous notons i0 l'uniqueélément de I tel que ΘA(i0) = ΘG(r) alors Unf(H,(r,i0)) ≈ µr(Unf(G,r)).Par onstrution de A et deH , nous avons pour tout sommet π = u0a1 . . . anunde VUnf(G,r), le sommet π′ = (u0,v0)a1 . . . an(un,vn) appartient à VUnf(H,(r,i0)) si etseulement si pour tout j ≤ n, i0 τπj
−→

A
vj où pj = u0a1 . . . ajuj.Si r est MSO-dé�nissable, nous modi�ons T pour qu'elle ajoute un ar entrantsur le sommet (r,i0) étiqueté par un nouveau symbole de Λ et venant d'un nouveausommet. Cet ajout ne hange pas le dépliage de H depuis (r,i0) et rend (r,i0)MSO-dé�nissable.
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•
r

G

a

•
r′

•

T (G)

•
$

•a a
a

a

• • • •

Unf(G,r)

a a a

• • •
$

•a a a

µr(Unf(G,r)) ≈ Unf(T (G),r′)Fig. 3.5 � Illustration de la proposition 3.4.2Remarque 3.4.3. Dans la proposition 3.4.2, la transdution monadique ne peutpas, dans le as général, être remplaée par une interprétation monadique. Consi-dérons, par exemple, le graphe G étiqueté par le singleton { a } présenté dans la�gure 3.5 et onsidérons le oloriage rationnel µ dé�ni par µ($) = aa(aa)+. Legraphe T (G) onstruit dans la proposition préédent est présenté. Il est évidentqu'il n'existe par d'interprétation I tel que Unf(I(G),r) ≈ µε(Unf(G,r)). Ene�et, quelque soit l'interprétation I, I(G) possède un unique sommet.Proposition 3.4.4. Pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ et tout oloriagemonadique M, il existe un oloriage monadique M′ et un oloriage rationnel µtels que pour tout graphe déterministe G sur (Σ,C) et pour tout sommet r ∈ VG,
M(Unf(G,r)) = µr(Unf(M′(G),r)).Démonstration. Soient Σ ⊂ Λ et C,D ⊂ Θ des ensembles �nis et soit M =

(ϕd(x))d∈D un oloriage monadique. Pour tout d ∈ D, notons Ad = (Qd × 2{0} ×
2{0},Id,∆d,Ωd) un automate d'arbre à parité normalisé sur les arbres déterministessur (Σ,C) aeptant ϕd(x). Nous supposons sans perte de généralité que pour tout
d 6= d′ ∈ D, ∆d ∩∆d′ = ∅ et nous notons ∆ =

⋃
d∈D ∆d. Considérons ∆̃ ⊂ Θ unensemble disjoint de ∆ et de C et en bijetion ave ∆. Pour tout δ ∈ ∆, nousnoterons δ̃ le symbole orrespondant dans ∆̃.Considérons un oloriage monadique N par ∆̃ des graphes sur (Σ,C) tel quepour tout arbre déterministe t sur (Σ,C) et pour tout u ∈ Dom(t) et δ ∈ ∆d,

(δ̃,u) ∈ N (t) si et seulement si il existe une exéution aeptante de Ad sur t/uommençant par la transition δ.La preuve proède en deux étapes. Tout d'abord, nous dé�nissons un o-loriage rationnel µ tel que pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C), M(t) =
µε(N (t)). Dans une seonde étape, nous onstruisons un oloriage monadique



Résultats de ommutation partielle 65des graphes sur (Σ,C) tel que pour tout (Σ,C)-graphe déterministe G et tout
r ∈ VG, N (Unf(G,r)) = Unf(M′(G),r).Première étape. Pour tout d ∈ D, nous dé�nissons un ensemble rationnel Rd ⊆
∆̃(Σ∆̃)∗ tel que pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C) et tout u ∈ Dom(t),
ε

w
−→
N (t)

u pour un ertain w ∈ Rb si et seulement si t |= ϕd[u].Pour tout δ ∈ ∆, nous érirons δ = (qδ,fδ) et qδ = (pδ,Mδ,Nδ). Pour tout
d ∈ D, nous prenons Rd omme l'ensemble des mots δ̃0a0 . . . anδ̃n ∈ ∆̃d(Σ∆̃)∗ave n ≥ 0 tel que pour tout i ∈ [0,n − 1], Mδi

= ∅,Nδi
= {1}, fδi

(ai) = qδi+1
,

qδ0 ∈ Id et Mδn = Nδn = {1}.Pour tout arbre déterministe t sur (Σ,C), tout d ∈ D, et pour tout u =
a1 . . . a|u| ∈ Dom(t) si t |= ϕd[u] alors il existe une exéution ρ de Ad aeptant
u. Prenons w = Φ̃ρ(u0)a1 . . . anΦ̃ρ(u|u|) où uj = a1 . . . aj pour j ∈ [0,|u|]. Paronstrution, w appartient à Rd et ε w

−→
N (t)

u.Réiproquement pour tout w ∈ Rd, s'il existe u ∈ Dom(t) tel que ε w
−→
N (t)

ualors il existe une exéution de Ad aeptant u. Cei est établi par réurrene surla longueur de w.Deuxième étape. Pour tout graphe déterministe G sur (Σ,C) et pour tout
δ ∈ ∆d, nous dé�nissons une formule ϕδ(x) telle que pour tout u ∈ VG, Ad aitune exéution aeptante sur Unf(G,u) ommençant par δ.Soient ∆ et ∆ ⊂ Λ des ensembles disjoints de Σ et de ∆ mais en bijetion ave
∆. Nous supposons que ∆ et ∆ sont disjoints et pour tout δ ∈ ∆, nous noterons
δ (resp. δ) le symbole orrespondant dans ∆ (resp. dans ∆). Nous onsidérons lejeu de parité Gd dé�ni par:
Gd = {((q,u),δ,(δ,u)) ∈ V0 ×∆× V1 | δ = (q,f)}

∪ {((δ,u),a,(q,ua)) ∈ V1 × Σ× V0 | δ = (p,f),a ∈ Dom(f) et q = f(a)}
∪ {(u,δ,(u,δ)) ∈ VG ×∆× V1 | (u,δ) ∈ V1}
∪ {(pi,v),(0,v) | v = (q,u) ∈ V0 ∩ VGd

et i = Ω(q)}
∪ {(pi,v),(1,v) | v = ((q,f),u) ∈ V1 ∩ VGd

et i = Ω(q)}
∪ {(p0,v),(0,v) | v ∈ VG}où V0 = Q × VG et V1 = {(δ,u) | δ = (q,f),∀aΣ,∃v ∈ VG(u,a,v) ∈ G ⇔ a ∈Dom(f)} ⊆ ∆d × VG.Il suit du lemme 1.4.6 que pour tout δ ∈ ∆d, le joueur 0 gagne Gd depuis

(δ,u) ∈ VGd
si et seulement si Ad admet une exéution aeptante sur Unf(G,u)ommençant par δ.Le jeu Gd est dé�nissable dans G par une transdution monadique T . Pluspréisément, T (G) est isomorphe à Gd et il existe un morphisme h de T (G) à Gdtel que pour tout sommet v ∈ VG ∈ VT (G), h(v) = v. Par la proposition 1.4.7, ilexiste une formule ϕ0(x) telle que pour tout u ∈ VG, Gd |= ϕ0[u] si et seulement



66 Transformations de graphessi le joueur 0 gagne Gd à partir de u. Considérons la formule ψδ(x) = ∃y,Eδxy ∧
ϕ0(y). Notons que pour tout u ∈ VT (G), T (G) |= ψδ[u] si et seulement si u ∈ VGet s'il existe une exéution aeptante de Ad sur Unf(G,u) ommençant par δ.Par la proposition 3.1.3, il existe une formule ψδ(x) telle que pour tout u ∈ VG,
G |= ψδ[u] si et seulement si T (G) |= ϕδ[u].En�n, nous dé�nissons le oloriage monadiqueM′ sur les graphes (Σ,C) par
(ψδ(x))δ∈∆d

.En ombinant les propositions 3.4.4 et 3.4.2, nous obtenons le résultat suivant.Corollaire 3.4.5. Pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ, et tout oloriagemonadique M des graphes sur (Σ,C), il existe une transdution monadique Ttelle que pour tout graphe déterministe G et pour tout sommet r ∈ VG,
M(Unf(G,r)) = Unf(T (G),r′)où r′ ∈ VT (G). De plus, si r est dé�nissable dans G alors r′ est e�etivementdé�nissable dans T (G).En ombinant les propositions 3.2.1, 3.4.4 et 3.4.2, nous obtenons le orollairei-dessous.Corollaire 3.4.6. Pour tous ensembles �nis Σ ⊂ Λ et C ⊂ Θ et toute in-terprétation monadique I, il existe une substitution rationnelle olorée h et unetransdution monadique T telle que pour tout graphe déterministe G et pour tout

r ∈ VG,
I(Unf(G,r)) = h−1(Unf(T (G),r′))où r′ ∈ VT (G). De plus, si r est dé�nissable dans G alors r′ est e�etivementdé�nissable dans T (G).Remarquons que omme la opie par un graphe �ni ommute ave le dépliage,l'interprétation I peut être remplaée par une transdution dans le orollairepréédent.3.5 Préservation de la propriété de séletionDans e paragraphe, nous présentons quelques as de transfert de la propriétéde séletion. Des résultats similaires ont été obtenus dans [Fra05℄.L'interprétation monadique ne préserve pas la propriété de séletion ar ellepeut par exemple introduire du non déterminisme. Cependant la proposition sui-vante donne des onditions su�santes pour que l'appliation inverse de l'inter-prétation monadique transfère la propriété de séletion.



Préservation de la propriété de séletion 67Proposition 3.5.1. Pour tous graphes G et H ave VH ⊆ VG tels que G possèdela propriété de séletion et tels qu'il existe deux interprétations monadiques I et
J ave H = I(G) et G|VH

= J (H) alors H possède la propriété de séletion.Démonstration. Soient G et H deux graphes ave VH ⊆ VG. Supposons que Gpossède la propriété de séletion et qu'il existe deux interprétations monadiques
I et J telles que H = I(G) et G|VH

= J (H). Cette dernière égalité impliqueque VH est e�etivement dé�nissable dans G. Nous pouvons don onstruire uneformule ϕ0(X) telle que G |= ∃=1X,ϕ0(X) et tel que G |= ϕ0[VH ].Montrons que H possède la propriété de séletion.Soit ϕ(X) une formule monadique. Par la proposition 3.1.3, il existe une for-mule monadique ϕJ (X) telle que pour tout U ⊂ VH , H |= ϕ[U ] si et seulement si
G |= ϕJ [U ]. Considérons la formule ϕ′(X) = ∃Y, ϕ0(Y ) ∧X ⊆ Y ∧ ϕJ (X). Nousavons:

H |= ∃X,ϕ(X) ⇔ G |= ∃X,ϕ′(X).Comme G satisfait la propriété de séletion, nous pouvons onstruire unséleteur ψ(X) pour la formule ϕ′(X). Par la proposition 3.1.3, nous pouvonsonstruire une formule ψJ (X) telle que pour tout U ⊆ VH ,
G |= ψ[U ] ⇔ H |= ψJ [U ].Il est aisé de véri�er que ψJ (X) est un séleteur de ϕ(X). Le graphe H satisfaitdon la propriété de séletion.Une onséquene de ette proposition est que si deux graphes G et H ontle même ensemble de sommets et si G est interprétable dans H et si H estinterprétable dans G alors G satisfait la propriété de séletion si et seulement si

H la satisfait.Proposition 3.5.2. Pour tout graphes G et H ave VG = VH tel qu'il existe deuxinterprétations monadiques I et J ave H = I(G) et G = J (H) alors G a lapropriété de séletion si et seulement si H a la proposition de séletion.Dans le as des arbres déterministes, le Treegraph transfère la propriété deséletion. Cette propriété repose en grande partie sur le lemme 3.3.2.Proposition 3.5.3. Pour tout arbre déterministe T possédant la propriété deséletion et tout symbole ♯ ∈ Λ\ΛT , le graphe Treegraph(T,♯) possède la propriétéde séletion.Démonstration. Soit T un arbre déterministe sur (Σ,C) de raine r possédant lapropriété de séletion et soit ♯ un symbole Λ\ΛT . Pour simpli�er la présentation,nous traitons le as où T n'est pas oloré (i.e. C = ∅). Le as oloré est similaire.



68 Transformations de graphesReprenons la onstrution du lemme 3.3.2. Il existe deux substitutions ration-nelles h1 et h2 et une restrition monadique R telle que:
Treegraph(T,♯) ≈ h−1

2 (R(Unf(h−1
1 (T ),r))).Nous notons Σ♯ l'ensemble Σ∪Σ∪{ ♯ }. Rappelons que R restreint le dépliage

Unf(h−1
1 (T ),r))) aux sommets x dont l'étiquette de l'unique hemin allant de laraine à x ne ontient pas de fateurs de la forme xx̄ ou x̄x quelque soit x ∈ Σ.Notons T le graphe h−1(T ) et T0 l'arbre R(Unf(h−1

1 (T ),r)). Ces deux graphessont étiquetés par Σ♯. À tout u ∈ VT0 , nous assoions un symbole, noté Σu, dans
Σ♯ ∪ { ε } dé�ni par:

Σu =

{
ε si u est la raine T ,
a s'il existe un n÷ud v ∈ VT0 tel que (v,a,u) ∈ T .De plus, pour tout u ∈ VT0 ⊆ V +

T , nous noterons Rep(u) le dernier sommet VTdans la suite u. Intuitivement, Rep(u) est le sommet de T dont est issu u dans ledépliage de T .En�n, nous notons G le graphe h−1
2 (T0) qui est isomorphe à Treegraph(T,♯).Avant de passer au ÷ur de la démonstration, établissons quelques propriétésliant es di�érents graphes.Fait 1. Les graphes T0 et G ont le même ensemble de sommets et il existe deuxinterprétations I et J telles que G = I(T0) et T0 = J (G).Par dé�nition de h−1

2 , VT0 = VG. Comme nous l'avons déjà mentionné, lessubstitutions rationnelles sont des as partiuliers d'interprétations monadiques.L'existene de I est don immédiate. Considérons l'interprétation monadique
J = ((ϕa(x,y))a∈Σ,(ϕc(x))c∈C) où:

ϕa(x,y) = Ea(x,y) ∧ ¬(∃z,z′,E♯(z
′,z) ∧ ReachΣ(x,z)) pour a ∈ Σ,

ϕā(x,y) = Ea(y,x) ∧ ∃z,z′,E♯(z
′,z) ∧ ReachΣ(x,z) pour a ∈ Σ,où ReachΣ(x,y) exprime l'existene d'un hemin de x à y étiqueté dans Σ∗. Il estaisé de véri�er J (G) = T0.Fait 2. Le graphe Treegraph(T,♯) possède la propriété de séletion si et seulementsi T0 la possède.Par la proposition 3.5.1 et par le fait 1, T0 possède la propriété de séletionsi et seulement si G la possède. Comme G est isomorphe à Treegraph(T,♯), lapropriété annonée est établie.Montrons maintenant que T0 satisfait la propriété de séletion. Considéronspour ela une formule monadique ϕ(X). Il existe un automate d'arbres à parité

A = (Q,{ i0 },F,∆,Ω) et QX ⊆ Q tels que:� s'il existe une exéution aeptante ρ de A sur T0 alors T0 |= ϕ[U ] où U estl'ensemble des sommets u de T0 tels que ρ(u) ∈ QX .



Préservation de la propriété de séletion 69� réiproquement, s'il existe U ⊆ VT0 tel que T0 |= ϕ[U ] alors il existe uneexéution aeptante de A sur T0 telle que U soit l'ensemble des sommets
u ∈ VT0 tels que ρ(u) ∈ QX .L'ensemble des transitions ∆ peut s'érire { δ1, . . . ,δn } pour un ertain n ≥ 0.Nous supposerons que Ω(Q) ⊆ [1,N ]. Nous noterons pour tout i ∈ [1,n], δi estégale à (pi,fi) où pi ∈ Q et fi est une fontion partielle de Σ♯

99K Q.Intuitivement pour onstruire un séleteur ψ(X) de ϕ(X) sur T0, nous allonsséletionner une stratégie gagnante de l'automate A sur T0.Fait 3. Si A aepte T0 alors il existe une exéution aeptante ρ de A sur T0telle que pour tous u,v ∈ VT0 , ρ(u) = ρ(v), Σu = Σv et Rep(u) = Rep(v) alors
Φρ(u) = Φρ(v).Considérons le jeu de parité GA étiqueté par l'ensemble Σ♯ ∪∆ et oloré par
{0,1,p0, . . . ,pN} et dé�ni par:

GA = {((q,a,u),δ,(δ,a,u)) ∈ V0 ×∆× V1 | δ = (q,f)}

∪ {((δ,b,u),a,(f(a),a,v)) ∈ V1 × Σ♯ × V0 | δ = (p,f) et u a
−→

T
v}

∪ {(pi,v),(0,v) | v = (q,a,u) ∈ V0 ∩ VGA
et i = Ω(q)}

∪ {(pi,v),(1,v) | v = (δ,a,u) ∈ V1 ∩ VGA
,f = (q,f) et i = Ω(q)}où V0 = Q×Σ♯× VT0 et V1 est l'ensemble des triplets (δ,a,u) ave δ = (q,f) ∈ ∆,

a ∈ Σ♯ ∪ { ε } et ave:Dom(f) =





{b ∈ Σ♯ | ∃v ∈ VT ,u
b
−→

T
v} si a ∈ { ε,♯ }

{b ∈ Σ♯ | b 6= ā et ∃v ∈ VT ,u
b
−→

T
v} si a ∈ Σ ∪ Σ.Il est aisé de véri�er que le joueur 0 gagne le jeu GA depuis le sommet (i0,ε,r)si et seulement si A aepte T0. En e�et, le dépliage de GA depuis e sommetest isomorphe à la omposante onnexe enrainé en (i0,r) du jeu anonique GT0

Aassoié à l'automate A sur le graphe T0. Une stratégie positionnelle gagnante pourle joueur 0 sur GA induit une exéution de A sur T0 satisfaisant les propriétésannonées.Une exéution ρ satisfaisant les onditions du fait 3 peut être entièrementdérite sur T par une famille S = (Ua
i ){ a∈Σ♯∪{ ε } et i∈[1,n]} de sous-ensembles de VTtelle que pour tout a ∈ Σ♯ ∪ { ε } et pour tous i,j ∈ [1,n], si Ua

i ∩ U
a
j 6= ∅ alors

pi 6= pj . Plus préisément, à de telle famille S de sous-ensembles est assoiée auplus une exéution ρS de A sur T0 véri�ant que pour tout u ∈ VT0 , ΦρS (u) = δiimplique Rep(u) ∈ UΣu
i .



70 Transformations de graphesFait 4. Nous pouvons onstruire une formule monadique ϕ0(X) oùX = {Xa
i | i ∈

[1,n] et a ∈ Σ♯ ∪ { ε }}) telle que pour toute famille S = (Ua
i )i∈[1,n] et a∈Σ♯∪{ ε }de sous-ensembles de VT , T |= ϕ0[S] si et seulement si S induit une exéutionaeptante ρS de A sur T0.Considérons un enrihissement du jeuGA, notéGA, dont les ars sont étiquetéspar Q× (Σ♯ ∪ { ε }) et dé�ni:

GA = GA ∪ {(u,(q,a),(q,a,u)) | u ∈ VT ,q ∈ Q et a ∈ Σ♯ ∪ { ε }}.Il existe une transdution monadique T telle que T (T ) ≈ GA. En adaptant laproposition 1.4.8, nous onstruisons ϕ0(X).Comme T possède la propriété de séletion, nous pouvons onstruire un sé-leteur de ψ0(X) de ϕ0(X).Fait 5. Nous pouvons onstruire une formule ϕ1(X1, . . . ,Xn) telle que T0 |=
∃≤1X1, . . . ,∃≤1Xn,ϕ1(X1, . . . ,Xn) et pour tous ensembles U1, . . . ,Un ⊆ VT0, T0 |=
ϕ1[U1, . . . ,Un] alors� pour tout i 6= j, Ui ∩ Uj = ∅,� il existe une exéution aeptante ρ de A sur T0 tel que pour tout i ∈ [1,n],

Φρ(u) = δi si et seulement si u ∈ Ui.Commençons par onstruire une formule ϕ2(X) telle que Treegraph(G,♯) |=
∃≥1X,ϕ2(X) et telle que:� Treegraph(G,♯) |= ∃X,ϕ2(X) si et seulement si G |= ∃X,ψ0(X),� si pour une famille S = (Ua

i )i∈[1,n] et a∈Σ♯∪{ ε }, T |= ψ0[S] alors nous avons
Treegraph(G,♯) |= ϕ2[S ′] où S ′ est la famille (V a

i )i∈[1,n] et a∈Σ♯∪{ ε } où pourtout i ∈ [1,n] et a ∈ Σ♯ ∪ { ε }, V a
i est l'ensemble de tous les sommetsde Treegraph(G,♯) (qui sont des suites de sommets de T ) dont le dernierélément appartient à Ua

i .Cette formule est onstruite par une adaptation de la méthode présentée dansla proposition 3.4.1. Comme T0 est interprétable (à isomorphisme près) dans
Treegraph(G,♯) (f. fait 2), nous pouvons onstruire une formule ϕ3(X) telle que:� T0 |= ∃≤1X,ϕ3(X)� T0 |= ∃X,ϕ3(X) si et seulement si G |= ∃X,ψ0(X),� si pour une famille S = (Ua

i )i∈[1,n] et a∈Σ♯∪{ ε }, T |= ψ0[S] alors T0 |= ϕ2[S ′] où
S ′ est la famille (V a

i )i∈[1,n] et a∈Σ♯∪{ ε } où pour tout i ∈ [1,n] et a ∈ Σ♯∪{ ε },
V a

i est l'ensemble de tous les sommets u de T0 tels que Rep(u) appartientà Ua
i .La formule ϕ1(X) est aisément onstruite à partir de ϕ3(X).



Préservation de la propriété de séletion 71Nous pouvons maintenant onstruire un séleteur pour la formule ϕ(X). Ilsu�t de onsidérer la formule ψ(X) dé�nie par:
∃X1, . . . ,Xn, ϕ1(X1, . . . ,Xn) ∧X =

⋃

{i∈[1,n] | pi∈QX}

Xi.Par le fait 5, T0 |= ∃
≤1X,ψ(X). De plus par e même fait 5, nous avons que

T |= ∃X,ψ(X) si et seulement si A aepte T0. Et don par dé�nition de A,
T0 |= ∃X,ψ(X) ↔ ∃X,ϕ(X). En�n supposons qu'il existe un ensemble U ∈ VT0tel que T0 |= ψ[U ]. Par dé�nition de ψ(X), il existe don U1, . . . ,Un ⊆ VT0 telsque T0 |= ϕ1[U1, . . . ,Un]. Par le fait 5, il existe une exéution aeptante ρ de Asur T0 telle que pour tout u ∈ VT0 , Φρ(u) = δi si et seulement si u ∈ Ui. Don pardé�nition de ψ, U est l'ensemble {u ∈ VT0 | ρ(u) ∈ QX}. Et don par dé�nitionde A, T0 |= ϕ[U ]. Nous avons établi que T0 |= ∃X,ψ(X) → ϕ(X). La formule
ψ(X) est don un séleteur de la formule ϕ(X).Nous ne savons pas si le Treegraph préserve la propriété de séletion pour ungraphe quelonque. Cette question et d'autres liées à la propriété de séletion seraabordée nous l'espérons en ollaboration ave Alexander Rabinovih.
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73
Chapitre 4Ensembles rationnels de piles depilesDans e hapitre, nous introduisons la notion d'automates à pile de pilesen tant qu'aepteurs de langages. Cette notion est apparue dans les années 70et étend les automates à pile. Au niveau 2, les piles sont remplaées par desséquenes de piles : des piles de piles. On peut omme au niveau 1 empiler oudépiler le dernier symbole de la dernière pile de niveau 1. La nouvelle opérationest la opie de la dernière pile de niveau 1 ainsi que sa destrution. Au niveau
3, les automates travaillent sur des piles de piles de piles qui sont des séquenesde piles de piles. Les opérations de niveau au plus deux sont appliquées sur ladernière pile de niveau 2 et les nouvelles opérations sont la opie et la destrutionde la dernière pile de niveau 2. Les automates à pile de piles sont ainsi dé�nis pourtout niveau k ≥ 1. Ils ont été introduits au niveau 2 omme des aepteurs pourles langages indexés, qui ontiennent stritement les langages algébriques. Nousintroduisons formellement les automates à pile de piles dans le paragraphe 4.1 oùune présentation détaillée de l'historique de ette notion est donnée.Pour les automates à pile, un résultat fondamental est que l'ensemble desontenus de pile aessibles, vus omme des mots sur l'alphabet de pile, formeun ensemble rationnel. Le but de e hapitre est d'obtenir une desription �niedes ensembles de piles de piles aessibles par un automates à pile à partir de laon�guration initiale et d'en étudier les propriétés algébriques et logiques.Pour pouvoir obtenir une notion pertinente d'ensemble rationnel de piles depiles, il faut onsidérer un jeu d'opérations où la destrution inonditionnelle despiles est remplaée par une version plus symétrique où la dernière pile de niveau ℓne peut être détruite que si elle est égale à la préédente. Nous établissons dans leparagraphe 4.1 l'équivalene (en temps qu'aepteurs de langages) les automatesà pile dé�nis sur es deux jeux d'opérations (f. théorème 4.1.23). Nous montrons,dans le paragraphe 4.6, le manque de pertinene de la notion de rationalité induite



74 Ensembles rationnels de piles de pilespar le jeu d'opérations lassiques et par là même, nous établissons la néessité deonsidérer le jeu d'opérations symétriques.Nous hoisissons de quali�er d'ensemble rationnel de piles de niveau k toutensemble qui peut être onstruit par appliation d'une suite rationnelle d'opéra-tions symétriques de niveau k à la pile vide de niveau k. Il suit de la dé�nitionque les ensembles de piles de piles aessibles par un automate à pile de pilesen partant de sa on�guration initiale est régulier à notre sens. Cette notion estformellement introduite dans le paragraphe 4.2 où une fois les diverses notationsnéessaires introduites, nous donnerons un plan détaillé du reste du hapitre.Les paragraphes 4.3, 4.4 et 4.5 présentent di�érents aepteurs �nis pour lesensembles rationnels de piles de niveau k. Nous étudions les propriétés algébriqueset algorithmiques de ette notion et montrons que es ensembles forment unealgèbre de Boole (théorème 4.4.8). Nous dé�nissons deux notions naturelles etomplémentaires d'aepteurs déterministes pour es langages ainsi que des pro-édures de déterminisation de omplexité minimale (f. théorème 4.4.15 et 4.5.21).De plus, dans le paragraphe 4.5, nous étendons à tout niveau la notion de relationpré�xe-reonnaissable introduite dans [Cau96℄ et nous montrons que pour toutniveau k, les relations pré�xe-reonnaissables de niveau k forment une algèbre deBoole (théorème 4.5.16).Le paragraphe 4.7 montre l'équivalene entre les ensembles rationnels de pilesde niveaux k et les ensembles dé�nissables en logique monadique sur la strutureanonique GStacksk assoiée à es piles (f. théorème 4.7.4). De même, nousétablissons que les relations dé�nissables dans GStacksk sont les relations pré�xe-reonnaissables de niveau k (f. théorème 4.7.5).En�n le paragraphe 4.8 applique les résultats sur les aepteurs �nis des en-sembles rationnels de niveau k à l'étude d'extensions des automates sur les motstelles que les automates bidiretionnels et les automates à galets.La notion de rationalité a été étudiée et dé�nie indépendamment par Fratanidans [Fra05℄. Son approhe est basée prinipalement sur la dé�nissabilité en lo-gique du seond ordre monadique (f. paragraphe 4.7). Une notion plus faible derationalité a été introduite dans [BM04℄ qui forme aussi un algèbre de Boole maisqui n'est pas assez rihe pour apturer les ensembles de on�gurations engendréspar un automate à pile. Nous verrons que ette notion apparaît naturellementdans notre étude (f. paragraphe 4.6).Une version préliminaire de es résultats à été présentée dans [Car05℄.4.1 Automates à pile de pilesDans e paragraphe, nous présentons les automates à pile de piles et les notionsassoiées.



Automates à pile de piles 75Dans les sous-paragraphes 4.1.1 et 4.1.2, nous dé�nissons les piles de piles etles opérations les manipulant. Ces dé�nitions sont lassiques et suivent [KNU02℄.Cependant, une di�érene notable est l'utilisation d'une version �symétrique� dela destrution des piles de niveau k notée copyk au lieu de la destrution lassiqueque nous noterons destrk et qui est notée popk+1 dans [KNU02℄.Dans le sous-paragraphe 4.1.3, nous assoions à haque opération un symboleappelé instrution. Cei nous permet de travailler de manière symbolique (i.e.dans le monoïde libre engendré par les instrutions) sur les éléments du monoïdedes opérations.Dans le sous-paragraphe 4.1.4, nous aratérisons la plus petite suite d'opérationssymétriques permettant de onstruire une pile de niveau k à partir de la pile videde niveau k. Cette suite aratéristique jouera un r�le fondamental dans tous lesrésultats de e hapitre.En�n, dans le sous-paragraphe 4.1.5, nous dé�nissons les automates à pile depiles et montrons l'équivalene, du point de vue des langages aeptés, entre lesautomates à pile de piles dé�nis ave le jeu d'opérations lassiques et eux dé�nisave le jeu d'opérations symétriques.4.1.1 Pile de pilesUne pile de niveau 1 sur un alphabet �ni Γ est représentée par un mot de Γ∗.La pile vide orrespond au mot vide ε. L'ensemble de toutes les piles de niveau1 sur l'alphabet Γ sera noté Stacks1(Γ) = Γ∗. Pour lari�er notre propos, nousérirons [ABC ]1 la pile orrespondant au mot ABC et la pile vide sera notée
[ ]1.Nous prenons pour onvention que la dernière lettre du mot représente le haut dela pile. Nous dé�nissons une fontion partielle top de Stacks1(Γ) dans Γ assoiant,à toute pile non vide, son dernier symbole (i.e. pour toute pile [w ]1, top(w) =
w(|w|) si w 6= [ ]1 et est non dé�nie sinon). Ainsi, le dernier symbole (ou symbolede haut de pile) de [ABC ]1 est top([ABC ]1) = C.Pour tout k > 1, une pile de niveau k est une suite non vide de piles deniveau k−1. La pile vide de niveau k, notée [ ]k =

[
[ ]k−1

]
k
, est la pile de niveau

k ontenant uniquement la pile vide de niveau k − 1. Nous noterons [ s1, . . . ,sn ]kla pile de niveau k orrespondant à la suite s1, . . . ,sn de piles de niveau k − 1.L'ensemble des piles de niveau k sur l'alphabet Γ est notée Stacksk(Γ) et estégal à (Stacksk−1(Γ))+. De même, nous noterons Stacks≥k(Γ) l'ensemble des pilessur Γ de niveau au moins k. En�n, l'ensemble des piles de tout niveau sur l'al-phabet Γ sera noté Stacks(Γ) =
⋃

k≥1 Stacksk(Γ). Quand l'alphabet Γ se déduitdu ontexte, nous érirons simplement Stacksk, Stacks≥k et Stacks au lieu de
Stacksk(Γ), Stacks≥k(Γ) et Stacks(Γ).Pour k > 1, l'appliation topk de Stacks>k(Γ) dans Stacksk assoie à toute



76 Ensembles rationnels de piles de pilespile de niveau plus grand que k sa dernière pile de niveau k. Elle est dé�nie par:
{

topk([s1, . . . ,sn]k+1) = sn

topk([s1, . . . ,sn]ℓ) = topk(sn) pour ℓ > k + 1De manière analogue, nous étendons top en une fontion partielle de Stacks(Γ)dans Γ.La pile de niveau 2 [ [ABC ] [ABC ] [CAB ] ]2 a pour plus haute pile de niveau1 la pile [CAB ]1 et pour plus haut symbole top([ [ABC ] [ABC ] [CAB ] ]2) =
top([CAB ]1) = B.4.1.2 Opérations sur les piles de pilesDans la suite de e sous-paragraphe, nous �xons un alphabet de pile Γ. Uneopération θ sur les piles de piles est une fontion partielle de Stacks(Γ) dans
Stacks(Γ) qui préserve les niveaux des piles (i.e. pour tout k ≥ 1, l'image d'unepile de niveau k est une pile de niveau k). Le niveau de l'opération θ, noté |θ|(s'il est dé�ni), est le plus petit k tel que Dom(θ) ∩ Stacksk(Γ) 6= ∅. La seuleopération dont le niveau n'est pas dé�ni est la fontion vide ∅ et, par onvention,nous prendrons |∅| = +∞. Ainsi, pour toutes opérations θ et θ′ nous avons
|θ · θ′| ≥ max{|θ|,|θ′|}.Toutes les opérations que nous allons onsidérer respetent la politique d'aèsaux piles de piles : dans une pile de niveau k+1, seule la plus haute pile de niveau
ℓ peut être modi�ée et e quelque soit ℓ ∈ [1,k]. Ainsi, une opération de niveau kquand elle est appliquée à une pile s =

[
s1, . . . ,s|s|

]
ℓ
de niveau ℓ > k s'appliquesur la plus haute pile de niveau k de s (i.e. θ(s) =

[
s1, . . . ,s|s|−1,θ(s|s|)

]
ℓ
).Ainsi, pour dé�nir une opération θ de niveau k, il est seulement néessaire dela dé�nir sur les piles de Stacksk. Sa dé�nition pour les niveaux ℓ > k est donnéeréursivement par l'équation:

θ([ s1, . . . ,sn ]ℓ) = [ s1, . . . ,θ(sn) ]ℓ .Opérations de niveau 1. Les opérations de niveau 1 sont les opérations pushxet popx permettant respetivement d'empiler ou de dépiler un symbole x ∈ Γ surla plus haute pile de niveau 1 et qui sont dé�nies par:
pushx([ s ]1) = [ sx ]1

popx([ s ]1) =

{
[ s(1), . . . ,s(n−1) ]1 si s(|s|) = xnon dé�nie sinon.Habituellement, les di�érentes opérations popx sont remplaées par une uniqueopération pop qui dépile le plus haut symbole de la plus haute pile de niveau 1si elle n'est pas vide. Ces deux approhes sont équivalentes si les transitions



Automates à pile de piles 77de l'automate à pile dépendent du plus haut symbole de la pile. Cependant,l'utilisation des opérations popx permet de rétablir une symétrie entre push et
pop et simpli�e la dé�nition des transitions d'un automate à piles de piles qui nedépendent plus expliitement du plus haut symbole de la pile.Opérations de niveau k + 1. Au niveau k + 1, la nouvelle opération estl'opération copyk de opie de la plus haute pile de niveau k ainsi que l'opérationde destrution de la plus haute pile de niveau k 1 notée destrk. Dans e travail,nous onsidérerons une version plus symétrique de la destrution, notée copyk,qui ne supprime la dernière pile de niveau k que si elle est égale à la préédentepile de niveau k. Ces opérations sont formellement dé�nies pour tout k ≥ 1 et
n ≥ 1 par:

copyk([ s1, . . . ,sn ]k+1) = [ s1, . . . ,sn,sn ]k+1

destrk([ s1, . . . ,sn+1 ]k+1) = [ s1, . . . ,sn ]k+1

copyk([ s1, . . . ,sn,sn ]k+1) = [ s1, . . . ,sn ]k+1Exemple 4.1.1. Considérons la pile de niveau 3 [ [ [ aab ] [ aaa ] ]2 ]3 et la suited'opérations de niveau 3 i-dessous qui la transforme:
[ [ [ aab ] [ aaa ] ]2 ]3

copy2−→ [ [ [ aab ] [ aaa ] ]2 [ [ aab ] [ aaa ] ]2 ]3
popa−→ [ [ [ aab ] [ aaa ] ]2 [ [ aab ] [ aa ] ]2 ]3

pushb−→ [ [ [ aab ] [ aaa ] ]2 [ [ aab ] [ aab ] ]2 ]3
copy1−→ [ [ [ aab ] [ aaa ] ]2 [ [ aab ] ]2 ]3

destr2−→ [ [ [ aab ] [ aaa ] ]2 ]3Si l'opération destr2 est remplaée par l'opération copy2 alors la suite n'est plusdé�nie ar les deux dernières piles de niveau 2, [ [ aab ] [ aaa ] ]2 et [ [ aab ] ]2, nesont pas égales.L'opération de destrution symétrique a été introduite pour des raisons teh-niques dans [CW03℄ et a été utilisée de manière systématique dans [Car05℄ et[Fra05℄. Nous montrerons, dans le sous-paragraphe 4.1.5, que les automates à pilede piles dé�nis en utilisant les opérations destrk ou les opérations copyk aeptentles mêmes langages. Nous verrons dans le hapitre 5, onsaré aux graphes desautomates à pile de piles, que ette équivalene est aussi valable à isomorphismeprès pour les graphes de transitions assoiés aux automates à pile de piles (f.théorèmes 5.1.21 et 5.1.23).Tests de fond de pile Pour tout niveau k ≥ 1, nous dé�nissons une opérationpermettant de tester si la dernière pile de niveau k est vide.1. Nous n'autorisons pas ette destrution dans le as où la pile de niveau k + 1 ne ontientqu'une seule pile de niveau k, onformément à la dé�nition des piles de niveau k + 1.
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T[ ]k

([s1, . . . ,sn]k) =

{
[ ]k si [s1, . . . ,sn]k = [ ]knon dé�nie sinonCes opérations sont traditionnellement évitées en utilisant des enodages despiles de piles omportant des symboles de �fond de pile�. Cependant, elles sontnéessaires dans la dé�nition de la rationalité pour les piles de piles (f. paragraphe4.2) et nous permettent de nous abstraire de e type d'enodage sur les piles depiles.Monoïde des opérations de niveau k. Le jeu d'opérations symétriques deniveau au plus k sur un alphabet Γ est noté Opsk(Γ) et est dé�ni par:

Ops1 = {popx,pushx | x ∈ Γ} ∪ {T[ ]1
}

Opsk+1 = Opsk ∪ {copyk,copyk} ∪ {T[ ]k+1
}L'ensemble des fontions partielles de Stacks(Γ) vers Stacks(Γ) forme un mo-noïde, pour la omposition de fontions, dont l'élément neutre est l'identité sur

Stacks(Γ), notée Id.Pour tout niveau k ≥ 1, nous onsidérons le sous-monoïde Ops⋆
k dé�ni par:

Ops⋆
k = {θ = θ1 · · · θn | n ≥ 1, ∀i ∈ [1,n], θi ∈ Opsk et |θ| ≥ k}.Pour la omposition des fontions, Ops⋆

k(Γ) est un monoïde dont l'élémentneutre est l'identité vue omme une opération de niveau k et notée Idk (i.e. Idkest l'identité sur Stacks≥k). La fontion vide ∅ est l'élément absorbant pour emonoïde.Il onvient de noter que Ops⋆
k n'est pas le sous-monoïde engendré par Opsk(que nous noterions Ops∗k) ar nous imposons une restrition supplémentaire surle niveau des opérations (i.e. Ops⋆(Γ) = {θ ∈ Ops∗k(Γ) | |θ| ≥ k}). Ainsi, pour

x ∈ Γ, popx n'appartient pas à Ops⋆ mais popx vue omme une opération deniveau 2 (i.e. Id2 · popx) appartient à Ops⋆
2.De manière analogue, nous dé�nissons, pour tout niveau k ≥ 1, le jeu d'opéra-tions lassiques COpsk où les opérations copyℓ sont remplaées par les opérations

destrℓ.
COps1 = {popx,pushx | x ∈ Γ} ∪ {T[ ]1

}
COpsk+1 = COpsk ∪ {copyk,destrk} ∪ {T[ ]k+1

}Nous dé�nissons de manière similaire le sous-monoïde COps⋆
k.4.1.3 InstrutionsLes instrutions permettent de travailler de manière symbolique sur le mo-noïde Ops⋆

k(Γ) des opérations de niveau k. À haque opération de Opsk, nous



Automates à pile de piles 79assoions un symbole appelé instrution. Nous dé�nissons ainsi pour haque ni-veau k un ensemble d'instrutions Γk en bijetion ave Opsk:
Γ1 = Γ ∪ Γ ∪ {⊥1 }
Γk+1 = Γk ∪ {k,k̄} ∪ {⊥k }où Γ est un ensemble disjoint de Γ mais en bijetion ave e dernier. Pour tout

x ∈ Γ, on note x̄ l'élément orrespondant dans Γ. Dans la suite, nous noterons
Γok = Γ ∪ Γ̄ ∪ {ℓ,ℓ̄ | ℓ ∈ [1,k − 1]} l'ensemble des instrutions qui orrespondent àdes �modi�ations� de la pile et Γtk = {⊥ℓ | ℓ ∈ [1,k]} l'ensemble des instrutionsqui orrespondent à des tests de fonds de piles.Pour tout k ≥ 1, nous dé�nissons la bijetion Rk de Γk dans Opsk par:

Rk(x) = pushx Rk(x̄) = popx pour x ∈ Γ
Rk(ℓ) = copyℓ Rk(ℓ̄) = copyℓ pour ℓ ∈ [1,k − 1]
Rk(⊥ℓ) = T[ ]ℓ

pour ℓ ∈ [1,k]La bijetion Rk s'étend de manière anonique en un morphisme de monoïdesentre le monoïde libre Γ∗
k et le monoïde Ops⋆

k des opérations de niveau k. Quand
k se déduit du ontexte, nous érivons simplement R au lieu de Rk. Nous dironsque ρ ∈ Γ∗

k s'interprète enRk(ρ). Ainsi, la suite d'instrutions aā1b⊥2 s'interprètepar R2 en pushapopacopy1pushbT[ ]2
= copy1pushbT[ ]2

= ∅.Nous étendons la notation barrée en une appliation involutive de Γ∗
k dans Γ∗

ken prenant pour tout x ∈ Γok , ¯̄x = x et pour tout t ∈ Γtk , t̄ = t. En�n, pour tout
ρ ∈ Γ∗

k,
ρ̄ = ρ(|ρ|) . . . ρ(1)Les opérations de Ops⋆

k sont des fontions partielles injetives. Il suit don quepour tout θ ∈ Ops⋆
k, la fontion partielle inverse est bien dé�nie et sera notée θ−1.Il faut remarquer que ette fontion inverse n'est pas l'inverse de θ dans le monoïde

Ops⋆
k. En e�et, dès le niveau 1, il su�t de onsidérer l'opération popx qui admetpour fontion inverse l'opération pushx. Nous n'avons pas popxpushx = Id1.La symétrie dans le jeu des opérations Opsk est traduite par le lemme suivant.Lemme 4.1.2. Pour tout k ≥ 1 et pour tout ρ ∈ Γ∗

k,
R(ρ̄) = R(ρ)−1.Démonstration. Soit k ≥ 1. Il su�t de remarquer que pour tout γ ∈ Γk, nousavons R(γ̄) = R(γ)−1. La propriété déoule alors d'une réurrene sur la longueurde ρ.Si, au lieu d'interpréter les instrutions de Γk dans Opsk, nous les interprétonsdans COpsk, nous obtenons l'appliation notée RC

k . Notez que RC
k ne satisfait pasde propriété analogue à elle du lemme 4.1.2.



80 Ensembles rationnels de piles de pilesNous onluons par une propriété simple des suites d'instrutions de niveau
k + 1 ne ontenant pas d'ourrene du symbole k̄.Lemme 4.1.3. Pour toute suite d'instrutions ρ dans (Γk+1 \ { k̄,⊥k })∗ et pourtoute pile s ∈ Stacksk+1(Γ), R(ρ)(s) est dé�ni si et seulement si R(ρ̃)(topk(s))l'est où la suite ρ̃ ∈ Γ∗

k est obtenue en e�açant toutes les ourrenes de l'ins-trution k dans ρ. . De plus, si es deux piles sont dé�nies, topk(R(ρ)(s)) =
R(ρ̃)(topk(s)).Démonstration. La propriété est établie par une réurrene immédiate sur la lon-geur de ρ.4.1.4 Suites d'instrutions réduitesDans e sous-paragraphe, nous introduisons la notion de suite réduite d'ins-trutions de Γk qui est une suite ne ontenant pas de fateur (non vide) w tel que
Rk(w) ⊆ Idk. En partiulier, une telle suite ne ontient pas d'instrution de testsde fonds de piles.Ainsi, une suite réduite ρ est telle que pour toute pile s de Stacksk(Γ), il n'existepas deux suites ρ′ 6= ρ′′ ∈ Γ∗

k telles que ρ′ ⊑ ρ, ρ′′ ⊑ ρ et R(ρ′)(s) = R(ρ′′)(s).Intuitivement, une suite d'instrutions (quand elle est interprétée) ne revient passur ses pas.Nous allons voir dans la proposition 4.1.8 que si l'on se restreint aux suites ρtelles que R(ρ) 6= ∅, il su�t seulement d'interdire un nombre �ni de fateurs.Dé�nition 4.1.4. Une suite ρ ∈ Γ∗
k est réduite si ρ ne ontient auun fateur dela forme t ∈ Γtk ni de la forme γγ̄ pour γ ∈ Γok .Nous onsidérerons naturellement le système de rériture →k⊆ Γ∗

k ×Γ∗
k dé�nipar l'ensemble �ni de règles suivantes:

{(t,ε),(γγ̄,ε) | t ∈ Γtk et γ ∈ Γok}Comme→k est on�uent et n÷thérien, il existe, pour tout ρ ∈ Γ∗
k, une uniqueforme normale notée ρ↓ (i.e. ρ →∗

k ρ
↓ et ρ↓ 6→k). La suite ρ↓ sera appelée suiteréduite de ρ.Exemple 4.1.5. La suite ρ = āb̄1aā1̄b1̄a1 ∈ Γ∗

2 a pour suite réduite ρ↓ = ā1̄a1.
ρ→k āb̄11̄b1̄a1→k āb̄b1̄a1→k ā1̄a1Cette approhe est identique à elle utilisée dans l'étude du groupe libre [Sak03℄.Dans le groupe libre, ette approhe est très naturelle ar le système de rééritureonsiste à éliminer des fateurs qui, quand ils sont interprétés dans le groupe libre,



Automates à pile de piles 81sont égaux à l'élément neutre. Dans notre as, ette propriété n'est pas véri�éeet le système →k ne préserve pas l'interprétation par Rk.En général, R(ρ) est di�érente de R(ρ↓) 2. Ainsi, dans notre exemple, la pile
R(ρ)([ [ a ] [ aa ] ]2) n'est pas dé�nie alors que R(ρ↓)([ [ a ] [ aa ] ]2) = [ [ aa ] [ aa ] ]2l'est.Si une suite ρ ∈ Γ∗

k ne s'interprète pas omme la fontion vide (i.e. R(ρ) 6= ∅),nous pouvons préiser la forme de sa suite réduite. À et e�et, nous dé�nissonspour tout k ≥ 1, l'ensemble Redk(Γ) ⊆ Γ∗
k omme suit:

{
Red1(Γ) =

⋃
x 6=y∈Γ Γ̄∗x̄yΓ∗ ∪ Γ∗ ∪ Γ̄∗

Redn+1(Γ) = (Rednn̄)∗Red′
n(nRedn)∗ ∪ (Rednn̄)∗Redn ∪ Redn(nRedn)∗où Red′

n désigne l'ensemble Redn \ {ε}.Remarque 4.1.6. Pour tout k ≥ 1, Redk est l'ensemble des mots sur Γk neontenant pas de fateur de la forme:� x̄x, xx̄, xȳ pour x 6= y ∈ Γ,� ℓΓ∗
ℓ ℓ̄ ou ℓ̄ℓ pour 1 ≤ ℓ < k.Avant d'établir la proposition 4.1.8 qui justi�e la dé�nition des ensembles

Redk, nous avons besoin d'un lemme tehnique.Lemme 4.1.7. Pour toute suite ρ ∈ Redk et pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ),
s = R(ρ)(s)⇒ ρ = ε.Démonstration. Nous proédons par réurrene sur le niveau k.Cas de base : k=1. Soient ρ ∈ Red1(Γ) et s ∈ Stacks1(Γ) telles que s = R(ρ)(s).Il suit immédiatement que ρ ∈ Γ∗ ∪ Γ̄∗ et don que ρ = ε.Etape de réurrene. Soient ρ ∈ Redk+1 et s = [ s1 . . . sm ]k+1 ∈ Stacksk+1(Γ)telles que s = R(ρ)(s). Par dé�nition de Redk+1, ρ est de la forme:

ρ =←−ρr k̄ . . . k̄
←−ρ1 k̄
←→ρ k−→ρ1k . . . k

−→ρtoù r ≥ 0, t ≥ 0, ←→ρ ∈ Redk et pour tout i ∈ [1,r] et tout j ∈ [1,t], −→ρ i ∈ Redk et
←−ρ j ∈ Redk. Comme R(ρ)(s) = s, les entiers r et t sont égaux et appartiennentà [0,m− 1] (sinon le nombre de piles de niveau k de s serait di�érent du nombrede piles de niveau k de R(ρ)(s)). Par dé�nition des opérations copyk et copyk, ilsuit que R(←→ρ )(sm−r) = sm−r. Par hypothèse de réurrene, il suit que ←→ρ = ε.Par dé�nition de Redk+1, il suit que r = t = 0 et don que ρ = ε.2. Cependant, R(ρ) est toujours inluse dans R(ρ↓).



82 Ensembles rationnels de piles de pilesNous allons maintenant établir que les suites réduites de niveau k dont l'in-terprétation est non vide appartiennent à Redk.Proposition 4.1.8. Pour toute suite réduite ρ ∈ Γ∗
k,

R(ρ) 6= ∅ ⇒ ρ ∈ Redk.Démonstration. Nous allons proéder par réurrene sur le niveau k.Cas de base : k=1. Soit ρ ∈ Γ∗
1 une suite réduite telle que R(ρ) 6= ∅. D'aprèsla remarque 4.1.6, il su�t, pour montrer que ρ appartient à Red1, d'établir pourtout x 6= y ∈ Γ que xȳ n'est pas un fateur de ρ. Cei suit du fait que R(xȳ) = ∅et que R(ρ) 6= ∅.Etape de réurrene. Soit ρ ∈ Γ∗

k+1 une suite réduite telle que R(ρ) 6= ∅.D'après la remarque 4.1.6 et le as de base, il su�t, pour montrer que ρ appartientà Redk, d'établir pour tout ℓ ∈ [1,k] que ρ ne ontient auun fateur de la forme
ℓΓ∗

ℓℓ. Supposons par l'absurde que ρ = ρ1ℓ0ρ2ℓ0ρ3 pour un ertain ℓ0 ∈ [1,k] etpour ρ1,ρ3 ∈ Γ∗
k+1 et ρ2 ∈ Γ∗

ℓ0
. Comme Rk(ρ) 6= ∅, il suit que Rk(ℓ0ρ2ℓ0) 6= ∅.De plus, omme ℓ0ρ2ℓ0 ∈ Γ∗

ℓ0+1, nous avons Rℓ0+1(ℓ0ρ2ℓ0) 6= ∅. Il existe don s =

[s1 . . . sm]ℓ0+1 ∈ Stacksℓ0+1(Γ) telle que s ∈ Dom(Rℓ0+1(ℓ0ρ2ℓ0)). Comme ρ2 estfateur d'une suite réduite d'interprétation non vide, ρ2 est aussi une suite réduited'interprétation non vide. Il suit, par hypothèse de réurrene, que ρ2 ∈ Redℓ0.De plus, par dé�nition des opérations copyℓ0 et copyℓ0 et omme ρ2 ∈ Γ∗
ℓ0
, il suitque Rℓ0(ρ2)(sm) = sm. Il suit, par le lemme 4.1.7, que ρ2 = ε. Don ℓ0ℓ̄0 seraitun fateur de ρ e qui ontredit le fait que ρ est réduite.Nous pouvons maintenant établir la propriété fondamentale des suites réduitesqui est l'uniité de la suite réduite transformant une pile u en une pile v de mêmeniveau.Proposition 4.1.9. Pour tout k ≥ 1 et pour toutes piles u,v ∈ Stacksk(Γ), ilexiste une unique suite réduite ρu,v ∈ Γ∗

k telle que v = R(ρu,v)(u).Démonstration. Nous allons ommener par établir l'existene d'une telle suitepuis son uniité.Soient u,v ∈ Stacksk(Γ). Montrons qu'il existe une suite réduite ρ telle que
v = R(ρ)(u).Une réurrene immédiate sur le niveau établit que pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ),il existe une suite πs ∈ Γ∗

k telle que s = R(πs)([ ]k). Par le lemme 4.1.2, il suitque v = R(πuπv)(u). Comme R(πuπv) ⊆ R((πuπv)
↓), il su�t alors de prendre lasuite réduite (πuπv)

↓.Nous allons maintenant établir l'uniité de la suite réduite transformant unepile u ∈ Stacksk(Γ) en une pile v ∈ Stacksk(Γ). Nous proédons par réurrenesur le niveau k de es piles.



Automates à pile de piles 83Cas de base : k=1. Soient u,v ∈ Stacks1(Γ). Soit ρ telle que v = R(ρ)(u).Comme R(ρ) est non vide, d'après la proposition 4.1.8 ρ ∈ Red1. On établitfailement que ρ doit être égale à u1v1 où u1,v1 ∈ Γ∗ sont les uniques mots telsque u = (u∧v)u1 et v = (u∧v)v1 où (u∧v) désigne le plus grand pré�xe ommunde u et v.Etape de réurrene. Soient u et v deux piles de niveau k + 1 et ρ ∈ Γ∗
k+1 unesuite réduite telle que v = R(ρ)(u). Les piles u et v peuvent s'érire de manièreunique omme: {

u = [ s1, . . . ,sp,u1, . . . ,um ]k+1

v = [ s1, . . . ,sp,v1, . . . ,vn ]k+1où p,m et n ≥ 0 ave p+m ≥ 1 et p+ n ≥ 1 et u1 6= v1 si n > 0 et m > 0.Par la proposition 4.1.8, ρ ∈ Redn+1(Γ) et s'érit don omme:
ρ =←−ρr k̄ . . . k̄

←−ρ1 k̄
←→ρ k−→ρ1k . . . k

−→ρtoù r ≥ 0, t ≥ 0, ←→ρ ∈ Redk (ave ←→ρ 6= ε si r > 0 et t > 0) et pour tout i ∈ [1,r]et tout j ∈ [1,t], −→ρi ∈ Redk et ←−ρj ∈ Redk.Dans la suite, on suppose que n > 0 et m > 0. Les autres as sont de simplesadaptations de e qui suit.Nous allons ommener par établir que r = m− 1 et t = n− 1.Comme u1 6= v1, on a néessairement r ≥ m−1. Supposons par l'absurde que
r ≥ m. Comme R(ρ)(u) 6= ∅, il est néessaire que p ≥ m− r + 1. Considérons lasuite ρ′ =←−ρ ′k̄←→ρ k−→ρ ′ où:

{ ←−ρ ′ = −→ρ ′ = ε si r = m
←−ρ ′ =←−ρ r−mk̄ . . . k̄

←−ρ1 et −→ρ ′ = −→ρ1k . . . k
−→ρ r−m sinonComme R(ρ)(u) = v, nous avons R(ρ′)([ s1 . . . sp ]n+1) = [ s1 . . . sp ]n+1. Comme

ρ′ est un fateur de la suite réduite ρ, ρ′ est elle aussi une suite réduite et il suit,par le lemme 4.1.7, que ρ′ = ε: e qui ontredit la dé�nition de ρ′. Nous avonsainsi établi que r = m− 1. Comme R(ρ)(u) = v, il suit que t = n− 1.Par dé�nition des opérations copyn et copyn, on montre que:




uℓ = R(←−ρℓ )(uℓ+1) pour tout ℓ ∈ [1,m− 1]
v1 = R(←→ρ )(u1)
vℓ+1 = R(−→ρℓ )(vℓ) pour tout ℓ ∈ [1,n− 1]Par hypothèse de réurrene, les suites réduites ←−ρℓ , −→ρℓ et ←→ρ sont uniques. Ilsuit don que ρ est unique.Un orollaire immédiat de la proposition 4.1.9 est que pour toute pile s ∈

Stacksk(Γ), il existe une unique suite réduite ρs ∈ Γ∗
k qui onstruit s à partir dela pile vide. Cette notion va jouer un r�le essentiel dans e hapitre.



84 Ensembles rationnels de piles de pilesDé�nition 4.1.10. Pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ), la suite réduite de s estl'unique suite réduite ρs dans Γ∗
k telle que s = R(ρs)([ ]k).Remarque 4.1.11. Pour tout niveau k ≥ 1 et pour toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ),la suite réduite ρs ∈ ΓO

k+1 de s ne ontient pas d'ourrene de l'instrution k̄.En e�et, par la proposition 4.1.8, ρs appartient à Redk+1. Si l'on suppose, parl'absurde, que ρs ontient une ourrene de k̄, il suit de la dé�nition de Redk+1que ρs a un pré�xe ρ′ dans Γ∗
kk̄. Or par dé�nition de copyk, la pile vide [ ]k+1n'appartient pas à Dom(ρ′) et don pas à Dom(ρs).De plus, nous dé�nissons, pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ), Last(s) ∈ Γok∪{ k,ε }par: Last(s) =

{
ρs(|ρs|) si s 6= [ ]k,
ε sinon.Une autre propriété de la suite réduite d'une pile s ∈ Stacksk(Γ) est d'être laplus petite suite ρ ∈ Γ∗

k telle que s = R(ρ)([ ]k). Don par la proposition 4.1.9,la plus petite suite d'instrutions, onstruisant une pile donnée à partir de la pilevide, est unique. Cette propriété n'est plus véri�ée lorsque l'on onsidère le jeud'opérations lassiques omme ela a déjà été remarqué dans [Wöh05℄. Ainsi sinous onsidérons la pile s = [ [ [ a ] [ aaa ] ]2 [ [ a ] [ a ] ]2 ]3 de niveau 3 dont la suiteréduite est a1aa2āā qui est de longueur 7. Ave le jeu d'opérations lassiques, ilexiste deux suites d'opérations de COps3 de longueur 7 qui onstruisent s à partirde la pile vide [ ]3:
{
s = pushacopy1pushapushacopy2popapopa([ ]3)
s = pushacopy1pushapushacopy2destr1copy1([ ]3)Il est raisonnable de penser qu'il n'existe pas de notion �anonique� de suited'opérations lassiques assoiée à une pile de niveau k. Nous verrons, dans le pa-ragraphe 4.6, que ette di�érene a des onséquenes sur la notion d'ensemble ra-tionnel de piles de niveau k assoiée aux opérations lassiques (f. paragraphe 4.6).Nous allons onlure par un lemme tehnique qui dérit la struture des suitesnon réduites ρ ∈ Γ∗

k telles que pour une ertaine pile s ∈ Stacksk(Γ), s = R(ρ)(s).Lemme 4.1.12. Pour toute suite non vide ρ ∈ (Γok)∗ et pour toute pile s ∈
Stacksk(Γ) telles que s = R(ρ)(s), la suite ρ se déompose de manière uniquesous la forme ρ1, . . . ,ρn ave pour tout i ∈ [1,n], ρi ∈ (Γok)+, R(ρ1 . . . ρi)(s) = set pour tout ρ′ ⊑ ρ, si R(ρ′)(s) = s alors ρ′ ∈ {ρ1 . . . ρi | i ∈ [0,n]}.De plus, pour tout i ∈ [1,n], ρi(1) = ρi(|ρi|).Démonstration. L'existene et l'uniité d'une telle déomposition sont immé-diates. Pour la dernière partie de la proposition, il su�t d'établir que pour toute



Automates à pile de piles 85suite ρ ∈ (Γok)+ telle que R(ρ)(s) = s pour une pile s ∈ Stacksk(Γ) et telle quepour tout ρ′ 6= ε < ρ, R(ρ)(s) 6= s, nous avons ρ(1) = ρ(|ρ|).Si l'on note γ = ρ(1) alors ρ = γρ′ où ρ′ ∈ (Γok)+. Par la proposition 4.1.9,
ρ↓ = ε et par on�uene de →k, (ρ′)↓ = γ̄. La suite ρ′ peut don s'érire omme
ρ1γ̄ρ2 où ρ1,ρ2 ∈ (Γok)∗ et ρ↓1 = ρ

↓
2 = ε. Pour onlure, il su�t de remarquer que

ρ2 = ε. En e�et, si e n'est pas le as γρ1γ̄ < ρ et R(γρ1γ̄)(s) = s.4.1.5 Automates à pile de piles et leurs langagesDans e sous-paragraphe, nous présentons formellement les automates à pilede niveau k sur le jeu d'opérations symétriques Opsk et sur le jeu d'opérationslassiques COpsk. Nous donnons à ette oasion un bref historique de la notiond'automate à pile de piles. En�n, nous établissons l'équivalene entre les deuxmodèles d'automates à haque niveau en tant qu'aepteurs de langages. Ce ré-sultat a été obtenu dans [CW03℄ en ollaboration ave Stefan Wöhrle. La preuveomplète apparait dans [Wöh05℄. Indépendamment, e résultat a été obtenu dans[Fra05℄.Dé�nition 4.1.13. Un automate à pile A de niveau k sur le jeu d'opérations
Opsk est donné par un septuplet (Γ,Σ,τ,Q,I,F,∆) où:� Γ et Σ sont respetivement les alphabets �nis de pile et des étiquettes,� τ ∈ Σ est une étiquette jouant le r�le d'ation silenieuse,� Q est un ensemble �ni d'états,� I ⊆ Q et F ⊆ Q sont respetivement les ensembles d'états initiaux et�naux,� et ∆ ⊆ Q× Σ×Ops⋆

k ×Q est l'ensemble des transitions.Une transition (p,a,θ,q) ∈ ∆ sera notée p a
−→ (q,θ). Une on�guration de Aest un ouple dans Q× Stacksk(Γ). L'ensemble des on�gurations initiales (resp.�nales) est I × Stacksk(Γ) (resp. F × Stacksk(Γ)). Pour tout a ∈ Σ, l'automate

A induit une relation a
−→
A

sur ses on�gurations dé�nie par:
(p,w)

a
−→
A

(q,w′)⇔ ∃(p,a,θ,q) ∈ ∆,w′ = θ(w).Cette relation induit pour tout u ∈ (Σ \ {τ})∗ une relation u
=⇒
A

dé�nie par:
ε

=⇒
A

= (
τ
−→
A

)∗

ua
=⇒
A

=
u

=⇒
A
·

a
−→
A
·(

τ
−→
A

)∗où u ∈ (Σ \ {τ})∗ et a ∈ Σ \ {τ}.



86 Ensembles rationnels de piles de pilesLe langage aepté par l'automate à pile A, noté L(A), est l'ensemble desmots u ∈ (Σ\ {τ})∗ pour lesquels il existe i ∈ I, f ∈ F et s ∈ Stacksk(Γ) tels que
(i, [ ]k)

u
=⇒
A

(f,s).Exemple 4.1.14. Nous dé�nissons un automate A = (Γ,Σ,τ,Q,I,F,∆) à pile deniveau 2 ave Σ = {a,b,$,τ} et Γ = {a,b} qui aepte le langage:
L = {w$w | w ∈ {a,b}∗}.L'ensemble des états Q est {i,p,q,f} où i est l'unique état initial et f est l'uniqueétat �nal. L'ensemble des transitions ∆ est donné par:

i
a
−→ (i,pusha) i

b
−→ (i,pushb) i

$
−→ (p,copy1)

p
τ
−→ (p,copy1popa) p

τ
−→ (p,copy1popb) p

τ
−→ (q,⊥1)

q
a
−→ (q,pushacopy1) q

b
−→ (q,pushbcopy1) q

τ
−→ (f,copy1)Le mot abb$abb est aepté par le alul:

(i, [ ]2)
abb
−→
A

(i, [ [ abb ] ]2)
$
−→
A

(p, [ [ abb ] [ abb ] ]2)
τ4

−→
A

(q, [ [ abb ] [ abb ] . . . [ ] ]2)

a
−→
A

(q, [ [ abb ] [ abb ] [ ab ] [ a ] ]2)
b
−→
A

(q, [ [ abb ] [ abb ] [ ab ] ]2)

b
−→
A

(q, [ [ abb ] [ abb ] ]2)
τ
−→
A

(f, [ [ abb ] ]2)Remarque 4.1.15. Si nous ne onsidérons que le langage aepté, nous pouvonssupposer, sans perte de généralité, que les transitions 3 de l'automate à pile sontdans ∆ ⊆ Q× Σ×Opsk ×Q.Si nous remplaçons Ops⋆
k par COps⋆

k dans la dé�nition 4.1.13, nous obtenonsla notion d'automate à pile sur COpsk qui est la notion lassique d'automate àpile de niveau k.Les automates à pile d'ordre supérieur ont été introduits dans les années 70.Dans [Gre70℄, Greibah attribue l'idée de es automates à Aho et Ullman. Cesautomates sont aussi dé�nis dans [Mas76℄. Les automates sur COpsk di�èrentlégèrement des automates onsidérés par es auteurs et de eux onsidérés dans[DG86, Eng91℄. La di�érene majeure réside dans la dé�nition des piles de piles.Les piles de niveau k sont des suites non vides de ouples formés d'un symbole depile et d'une pile de niveau k− 1. Comme remarqué dans [KNU02℄, es symbolesde pile supplémentaires peuvent être simulés dans le modèle des automates sur
COpsk.Les langages aeptées par les automates à pile sur COpsk sont onnus sousle nom de langages k-OI ou de langages indexés de niveau k. La première déno-mination vient des travaux de Damm [Dam82℄ où es langages sont introduits3. Il faudrait en toute rigueur remplaer Ops

k
par Idk ·Ops

k
.



Automates à pile de piles 87en utilisant des OI maro-grammaires de niveau k. L'équivalene entre ette pré-sentation et le formalisme des automates à pile d'ordre supérieurs est montréedans [DG86℄. La deuxième dénomination vient de la notion de grammaire in-dexée (de niveau 2) introduite par Aho dans [Aho68℄ et de sa généralisation àtout niveau par Maslov dans [Mas74℄. Pour le niveau 2, l'équivalene entre lesgrammaires indexées (de niveau 2) et les langages aeptés par les automates àpile sur COps2 est obtenue dans [Aho69℄. A tout niveau, ette équivalene a étéétablie dans [Mas76℄. Pour une présentation détaillée sur la notion d'automatesà pile de piles, nous référons le leteur à [Eng91℄.Dans [Eng91℄, l'auteur établit que les langages aeptés par les automates àpile sur COpsk sont stritement inlus dans les langages aeptés par les auto-mates à piles sur COpsk+1. Il suit don que la hiérarhie des langages indexéesd'ordre supérieur est strite.Théorème 4.1.16 ([Eng91℄). Pour tout k ≥ 1, les langages indexés de niveau ksont stritement inlus dans les langages indexés de niveau k + 1.Dans le même artile [Eng91℄, la omplexité du test du vide du langage a-epté par un automate à piles sur COpsk est étudiée et l'auteur donne une borneinférieure et une borne supérieure qui sont rappelées dans le théorème suivant.Théorème 4.1.17 ([Eng91℄). Le problème du test du vide des langages aeptéspar les automates à pile sur COpsk est omplet pour les rédutions en espaelogarithmique pour la lasse ⋃d>1 DTIME(2↑
k−1(dn2)).La �n de e sous-paragraphe est dédiée à établir l'équivalene, du point devue des langages aeptés, entre les automates à pile de niveau k ≥ 1 sur Opsket sur COpsk.4.1.5.1 Des automates sur COpsk aux automates sur OpskPour transformer un automate à piles sur COpsk en un automate à pile sur

Opsk, il su�t de remarquer que pour tout ℓ < k,
destrℓ = Ops∗ℓ · copyℓ. (4.1)Proposition 4.1.18. Tout langage aepté par un automate à pile sur COpskest aepté par un automate à pile sur Opsk de même niveau.Démonstration. Soit A = (Γ,Σ,τ,Q,I,F,∆) un automate à pile sur COpsk. Parla remarque 4.1.15, nous pouvons supposer sans perte de généralité que ∆ ⊆

Q×Σ×Opsk×Q. Pour tout ℓ ∈ [1,k−1], nous dé�nissons l'ensemble ∆ℓ = {δ ∈
∆ | δ = (p,x,destrℓ,q)} des transitions ave pour opération destrℓ. Pour haque
ℓ ∈ [1,k − 1], soit Qℓ un ensemble en bijetion ave ∆ℓ. Pour toute transition
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δ ∈ ∆ℓ, nous noterons qδ l'état orrespondant de Qℓ. De plus, nous supposonsque les Qℓ sont deux à deux disjoints et sont disjoints de Q.Nous pouvons maintenant dé�nir un automate B = (Γ,Σ,τ,QB,IB,FB,∆B) àpile sur Opsk où QB = Q ∪

⋃
ℓ∈[1,k−1]Qℓ, IB = I, FB = F et où:

∆B = ∆ \
⋃

ℓ∈[1,k−1] ∆ℓ

∪ {(p,τ,Idk,qδ) | δ = (p,x,θ,q) ∈
⋃

ℓ∈[1,k−1] ∆ℓ}

∪
⋃

ℓ∈[1,k−1]{(qδ,τ,θ,qδ) | δ ∈ ∆ℓ et θ ∈ Opsℓ}

∪
⋃

ℓ∈[1,k−1]{(qδ,x,copyℓ,p) | δ = (q,x,θ,p) ∈ ∆ℓ}Par l'équation (4.1), il suit que L(A) = L(B).4.1.5.2 Des automates sur Opsk aux automates sur COpskL'inlusion réiproque, plus déliate, utilise un enodage des piles de niveau
k. À haque pile de niveau k sur un alphabet Γ, nous allons assoier sa version�enodée�, notée [[ s ]], qui est une pile de même niveau sur l'alphabet Γok . Cetenodage permet de faire �apparaître� expliitement la suite réduite de s dansla pile enodée [[ s ]]. Nous dé�nissons ensuite pour haque θ ∈ Opsk un sous-ensemble �ni [[ θ ]]k de COps⋆

k simulant θ (i.e. [[ θ ]]k([[ s ]]) = [[ θ(s) ]]).À partir de maintenant, nous �xons l'alphabet de pile Γ. Nous ommençonspar dé�nir par réurrene sur le niveau k, une appliation [[ · ]] de Stacksk(Γ) dans
Stacksk(Γ

o
k).Au niveau 1, l'enodage est simplement l'identité. Pour tout s ∈ Stacks1(Γ),

[[ s ]] = s.Au niveau k + 1 ≥ 2, onsidérons une pile s 6= [ ]k+1 ave sa suite réduite
ρ ∈ (Γok ∪ { k })∗ (f. remarque 4.1.11). Pour tout ℓ ∈ [1,|ρ|], nous dé�nissons
ρℓ = ρ(1) . . . ρ(ℓ) et ρ̃ℓ la suite obtenue en e�açant les ourrenes de l'instrution
k dans ρℓ. La suite ρ̃ℓ appartient à (Γok)∗. En�n, nous dé�nissons, pour tout
ℓ ∈ [1,|ρ|], la pile sℓ = R(ρ̃ℓ)([ ]k).Nous pouvons maintenant dé�nir [[ · ]] pour les piles de niveau k + 1.

[[ [ ]k+1 ]] = [[[ [ ]k ]]]k+1

[[ s ]] = [ [[ [ ]k ]],pushρ(1)([[ s1 ]]), . . . ,pushρ(|ρ|)([[ s|ρ| ]]) ]k+1
(4.2)Comme par la proposition 4.1.9 la suite minimale assoiée à une pile de piles estunique, l'appliation [[ · ]] est une injetion.Remarque 4.1.19. Par dé�nition de s|ρ| et par le lemme 4.1.3, la pile s|ρ| estégale à la dernière pile de niveau k de s.Exemple 4.1.20. Considérons la pile de niveau 2 [ [ abc ] [ ad ] ]2. Sa suite réduiteest ρ = abc1c̄b̄d. Les piles de niveau 1 s1, . . . ,s7 intervenant dans la dé�nition de
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[[ s ]] sont:

s1 = [ a ]1 s3 = [ abc ]1 s5 = [ ab ]1 s7 = [ ad ]1
s2 = [ ab ]1 s4 = [ abc ]1 s6 = [ a ]1 .Don l'enodage de [ [ abc ] [ ad ] ]2 est:

[[ [ [ abc ] [ ad ] ]2 ]] =
[
[ ] [ aa ] [ abb ] [ abcc ] [ abc1 ] [ abc̄ ]

[
ab̄
]
[ add ]

]
2
.Pour tout niveau k et pour toute opération θ ∈ Opsk, nous allons dé�nir unsous-ensemble �ni [[ θ ]]k de COps⋆

k qui va �simuler� le omportement de θ surl'enodage d'une pile de niveau k. Ces ensembles auront la propriété supplémen-taire d'être non-ambigus. Un sous-ensemble �ni R ⊆ COps⋆
k est non-ambigu sipour tout θ 6= θ′ ∈ R, Dom(θ) ∩ Dom(θ′) = ∅. Il suit don que pour toute pile

s ∈ Stacksk(Γ), R(s) est soit vide soit un singleton. Nous utiliserons don la nota-tion fontionnelle et dirons que R(s) n'est pas dé�ni si R(s) = ∅ et que R(s) = s′si R(s) = { s′ }.Notre but sera don d'établir (f. lemme 4.1.21) que pour toute pile s ∈
Stacksk(Γ) et pour toute opération θ ∈ Opsk, [[ θ ]]k([[ s ]]) est dé�ni si et seulementsi θ(s) l'est et dans e as, [[ θ ]]k([[ s ]]) = [[ θ(s) ]].Comme pour l'enodage des piles, l'enodage des opérations est dé�ni parréurrene sur le niveau k 4.Au niveau 1, nous prenons pour tout θ ∈ Ops1

[[ θ ]]1 = {θ}.Au niveau k + 1 ≥ 2, nous dé�nissons pour tout θ ∈ Opsk, l'enodage ommesuit:
[[ θ ]]k+1 =

⋃
γ 6=γθ∈Γok+1

popγpushγcopykpopγ [[ θ ]]kpushγθ
(a)

∪ {popγθ
destrk} (b)

∪ T[ ]k+1
copyk[[ θ ]]kpushγθ

() (4.3)où γθ = R−1(θ) est l'instrution de Γok+1 orrespondant à θ.
[[ copyk ]]k+1 =

⋃

γ∈Γok+1

popγpushγcopykpopγpushk (4.4)
∪ {T[ ]k+1

copykpushk}

[[ copyk ]]k+1 = {popkdestrk} (4.5)
[[T[ ]k+1

]]k+1 = {T[ ]k+1
}. (4.6)4. Dans un soui de larté, pour tout θ ∈ COps⋆

k et R ⊂ COps⋆

k, nous érirons simplement
θ · R au lieu de {θ} · R.



90 Ensembles rationnels de piles de pilesL'ensemble [[ θ ]]k+1 est bien non-ambigu ar les di�érentes opérations qui leomposent ommenent par dépiler des symboles di�érents ou par tester que lapile est vide. Il en va de même pour [[ copyk ]]k+1, [[ copyk ]]k+1 et [[T[ ]k+1
]]k+1.Nous allons maintenant établir que les enodages des opérations simulent bienles opérations sur les enodages des piles.Lemme 4.1.21. Pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ) et pour tout θ ∈ Opsk,

[[ θ ]]k([[ s ]]) =

{
[[ θ(s) ]] si θ(s) est dé�ni,non dé�nie sinon.Démonstration. Nous proédons par réurrene sur le niveau k.Cas de base : k = 1. La propriété est immédiate.Etape de réurrene. Soit s une pile dans Stacksk+1(Γ). Nous allons distinguerdeux as selon que s est vide ou non.Cas s = [ ]k+1. Pour les opérations copyk, copyk et T[ ]k+1

, la propriété déoulediretement de la dé�nition de l'enodage de es opérations (f. équations (4.4),(4.5) et (4.6)).Considérons maintenant le as où θ ∈ Opsk.
[[ θ ]]k+1([[ [ ]k+1 ]]) est dé�ni

⇔ T[ ]k+1
copyk[[ θ ]]kpushγθ

([ ]k+1) l'est par Eq. (4.3.a)
⇔ [[ θ ]]k([[ [ ]k ]]) l'est ar [[ θ ]]k ⊆ Ops⋆

k

⇔ θ([ ]k) l'est par HR
⇔ θ([ ]k+1) l'est omme θ ∈ OpskSupposons que s′ = θ([ ]k+1) est dé�nie. Par la proposition 4.1.9, la suiteréduite ρ′ de s′ est R−1(θ) = γθ.
[[ θ ]]k+1([[ [ ]k+1 ]]) = T[ ]k+1

copyk[[ θ ]]kpushγθ
([ ]k+1) par Eq. (4.3.)

=
[
[ ]k ,pushγθ

([[ θ ]]k([ ]k))
]
k+1

=
[
[ ]k ,pushγθ

([[ θ([ ]k) ]])
]
k+1

par HR
= [[ s′ ]] par Eq. (4.2)
= [[ θ([ ]k+1) ]]Cas s = [ s1 . . . sm ] 6= [ ]k+1.La suite réduite ρ de s est non vide.

[[ s ]] =
[
[[ [ ]k ]],pushρ(1)([[ s1 ]]), . . . ,pushρ(|ρ|)([[ s|ρ| ]])

]
k+1

.Soit θ ∈ Opsk+1. Nous allons distinguer plusieurs as.Sous-as θ ∈ {copyk,copyk,T[ ]k+1
}.Nous allons établir le as le plus intéressant θ = copyk. Les deux autres assont similaires.



Automates à pile de piles 91Supposons que [[ copyk ]]k+1([[ s ]]) soit dé�ni et montrons que copyk(s) l'estaussi. Par dé�nition de l'enodage, il suit que ρ(|ρ|) = k. Don copyk(s) a poursuite réduite ρ(1) . . . ρ(|ρ| − 1) < ρ et don est bien dé�ni.Supposons que copyk(s) soit dé�nie. Nous avons ρ(|ρ|) = k ar sinon copyk(s)aurait pour suite réduite ρk̄. Or, par la remarque 4.1.11, la suite réduite d'une pilede niveau k + 1 ne peut ontenir d'ourrene de l'instrution k̄. Don copyk(s)a pour suite réduite ρ(1) . . . ρ(|ρ| − 1).
[[ copyk ]]k+1([[ s ]]) = popkdestrk([[ s ]])

= [ [[ [ ]k ]],pushρ(1)([[ s1 ]]), . . . ,pushρ(|ρ|−1)([[ s|ρ|−1 ]]) ]k+1

= [[ copyk(s) ]]Sous-as θ ∈ Opsk \ {R(ρ(|ρ|)) }.Nous ommençons par montrer que [[ θ ]]k+1([[ s ]]) est dé�ni si et seulement si
θ(s) l'est.

[[ θ ]]k+1([[ s ]]) est dé�ni
⇔ popρ(|ρ|)pushρ(|ρ|)copykpopρ(|ρ|)[[ θ ]]kpushγθ

([[ s ]]) l'est par Eq. (4.3.a)
⇔ [[ θ ]]k([[ sρ(|ρ|) ]]) l'est
⇔ [[ θ ]]k([[ sm ]]) l'est par Rem. 4.1.19
⇔ θ(sm) l'est par HR
⇔ θ(s) l'est ar θ ∈ OpskDans le as où les deux sont dé�nis, omme γθ est di�érent de ρ(|ρ|), il suitque la suite réduite de θ(s) est ργθ et don l'enodage de θ(s) est égal à

[[ θ(s) ]] =
[
[[ [ ]k ]],pushρ(1)([[ s1 ]]), . . . ,pushρ(|ρ|)([[ s|ρ| ]])pushγθ

([[ θ(s|ρ|) ]])
]
k+1Nous avons don:

[[ θ ]]k+1([[ s ]])
= popρ(|ρ|)pushρ(|ρ|)copykpopρ(|ρ|)[[ θ ]]kpushγθ

([[ s ]])

=
[
[[ [ ]k ]],pushρ(1)([[ s1 ]]), . . . ,pushρ(|ρ|)([[ s|ρ| ]])pushγθ

([[ θ ]]k([[ s|ρ| ]]))
]
k+1

=
[
[[ [ ]k ]],pushρ(1)([[ s1 ]]), . . . ,pushρ(|ρ|)([[ s|ρ| ]])pushγθ

([[ θ(s|ρ|) ]])
]
k+1

= [[ θ(s) ]]Sous-as θ = R(ρ(|ρ|)).Dans e as θ(s) est dé�ni et a pour suite réduite ρ(1) . . . ρ(|ρ| − 1) par laproposition 4.1.9. L'enodage de θ(s) est don:
[[ θ(s) ]] =

[
[[ [ ]k ]],pushρ(1)([[ s1 ]]), . . . ,pushρ(|ρ|−1)([[ s|ρ|−1 ]])

]
k+1

.D'après les équations (4.3.b) et (4.2), [[ θ ]]k+1([[ s ]]) est dé�ni et égal à [[ θs ]].Nous étendons de manière anonique l'enodage [[ · ]]k de Opsk à Ops⋆
k.Proposition 4.1.22. Tout langage aepté par un automate à pile sur Opsk estaepté par un automate à pile sur COpsk.



92 Ensembles rationnels de piles de pilesDémonstration. Soit A = (Γ,Σ,τ,Q,I,F,∆) un automate à pile sur Ops⋆
k. Nousdé�nissons un automate B = (Γ,Σ,τ,Q,I,F,∆B) où l'ensemble des transitions ∆Best dé�ni par:

∆B = {(p,x,η,q) | (p,x,θ,q) ∈ ∆ et η ∈ [[ θ ]]k}.Par le lemme 4.1.21, il suit que pour tout w ∈ (Σ)∗, p ∈ Q et s ∈ Stacksk(Γ):
(q0, [ ]k)

w
−→
A

(p,s) ⇔ (q0, [ ]k)
w
−→
A

(p,[[ s ]]).Don, nous avons L(A) = L(B).En ombinant les propositions 4.1.22 et 4.1.18, nous obtenons l'équivalenepréédemment annonée.Théorème 4.1.23. Les langages aeptés par les automates à pile sur Opsk etsur COpsk oïnident.Ce résultat sera a�né dans le Chapitre 5 par les théorèmes 5.1.21 et 5.1.23qui étendent ette équivalene des langages aeptés aux graphes engendrés.4.2 Ensembles rationnels de piles de pilesDans e paragraphe, nous introduisons la notion d'ensemble rationnel de pilesde niveau k induite par le jeu d'opérations symétriques Opsk. Intuitivement, ettenotion donne une représentation �nie des ensembles de piles de niveau k assoiésà un automate à pile sur Ops⋆
k. Des exemples de tels ensembles sont l'ensemblede toutes les piles apparaissant dans une on�guration (resp. on�guration �nale)aessible depuis une on�guration donnée, l'ensemble des piles apparaissant dansune on�guration permettant d'aéder à une on�guration donnée, et.Rationalité au niveau 1Au niveau 1, il est bien onnu que la notion de rationalité la plus naturelle pourles piles sur un alphabet Γ est la rationalité sur le monoïde libre Γ∗. En e�et, lesensembles assoiés aux automates à piles peuvent être dérits omme l'appliationd'un sous-ensemble rationnel de Ops⋆

1(Γ) à la pile vide [ ]1. Les ensembles ainsidé�nis sont exatement les ensembles de Rat(Γ∗). Cette propriété fondamentaledes automates à pile a été établie pour la première fois par Bühi dans [Bü64℄.Dans le adre du groupe libre 5 engendré par Γ, une propriété similaire a été5. Le monoïde Ops⋆

1
(Γ) n'est pas un groupe. En e�et, popx n'admet pas d'inverse à droite.Cependant, il véri�e les égalités popxpushx = Id1 pour tout x ∈ Γ. Cette similitude ave legroupe libre permet d'étendre la preuve du groupe libre à Rat1(Γ∗)



Ensembles rationnels de piles de piles 93établie par Benois dans [Ben69℄ sous la forme suivante: toute partie rationnelledu groupe libre engendré par Γ qui est inluse dans Γ∗ est une partie rationnelledu monoïde libre Γ∗. Cette propriété a été exploitée pour résoudre des problèmesde véri�ation symbolique pour les automates à pile dans [BEM97℄.Nous présentons une formulation de e résultat adaptée à notre formalisme.La preuve de ette propriété est un élégant méanisme de saturation. Une versionélaborée de e méanisme est à la base des résultats de normalisation présentésdans la suite de e hapitre.Théorème 4.2.1 ([Bü64, Ben69℄). Pour tout alphabet �ni Γ,Rat(Ops⋆
1(Γ))([ ]1) = Rat(Γ∗).Démonstration. L'inlusion réiproque est immédiate. Pour l'inlusion direte,onsidérons un ensemble de piles dans S égal à R([ ]1) pour un ertain ensemble

R ∈ Rat(Ops⋆
1). Il existe un ensemble I dans Rat(Γ∗

1) tel que R = R(I) et dontel que S = R(I)([ ]1).Pour tout γ ∈ Γ,R(γγ̄) est égal à l'élément neutre Idk de Ops⋆
k. L'idée est donde aluler l'ensemble des desendants de I pour le semi-système de Thue dé�nipar {(γγ̄,ε) | γ ∈ Γ}. Nous noterons et ensemble I↓. Comme le semi-système deThue préserve l'interprétation par R, il suit que R(I) = R(I↓). Comme I est unensemble rationnel, I↓ est aussi un ensemble rationnel. Ce résultat a été obtenupar Benois dans [Ben69℄. Dans [BS86℄, les auteurs établissent une onstrutionpermettant d'obtenir un automate �ni aeptant I↓ à partir d'un automate �niaeptant I travaillant en O(m3) oùm est le nombre d'états du premier automate.Nous présentons un méanisme de saturation moins e�ae, mais néanmoinspolynomial, qui réalise ette tâhe.Soit A = (Q,I,F,∆) un automate �ni étiqueté par Γ1 aeptant I. Nous dé�-nissons, par réurrene, une suite d'automates (Ai)i∈N ayant les mêmes ensemblesd'états que A et tel que pour tout i ∈ N, R(L(Ai)) = R(I). L'automate A0 estégal à A. Supposons que nous ayons dé�ni Ai = (Q,I,F,∆i), nous dé�nissons

Ai+1 = (Q,I,F,∆i+1) en prenant:
∆i+1 = ∆i ∪ {(p,ε,q) | p

γε∗γ̄
−→
Ai

q où γ ∈ Γ}.La suite des ensembles de transitions (∆i)i∈N est roissante et bornée. Il existedon un indie i0 ≤ (Γ1 +1) · |Q|2 tel que pour j ≥ i0, Aj = Ai0 . Nous noterons Bl'automate obtenu après avoir éliminé les ε-transitions de Ai0 . Par onstrution,
B aepte I↓.Pour onlure, il su�t de remarquer que pour toute pile s ∈ S, il existe
ρ ∈ I↓ ∩ ⊥∗

1Γ
∗ tel que s = R(ρ)([ ]1). L'ensemble de piles S est don égal à

π⊥1(L(B) ∩ ⊥∗
1Γ

∗) ∈ Rat(Γ∗) où π⊥1 est le morphisme alphabétique e�açant lesourrenes de ⊥1.



94 Ensembles rationnels de piles de pilesNous dé�nissons don l'ensemble des langages rationnels de piles de niveau 1,noté Rat1(Γ), omme Rat(Ops⋆
k)([ ]1) = Rat(Γ∗). Les propriétés algébriques etalgorithmiques de es ensembles sont bien onnues. En partiulier, un résultatfondamental est que es ensembles forment une algèbre de Boole. Ces ensemblesadmettent de nombreuses aratérisations: par automates �nis, par reonnais-sabilité par morphisme inverse dans un monoïde �ni, par expressions régulièresou par dé�nissabilité en logique du seond ordre monadique [Bü62℄ (pour uneprésentation synthétique de es résultats voir par exemple [Wei04℄ et pour uneprésentation détaillée voir par exemple [Sak03℄).Rationalité à partir du niveau 2Au niveau k > 1, nous dé�nissons, par analogie, les ensembles rationnels 6 depiles de niveau k omme les ensembles obtenus en appliquant un sous-ensemblerationnel de Ops⋆

k à la pile vide de niveau k. Nous noterons Ratk(Γ) l'ensemblede tous les ensembles rationnels de piles de niveau k.Nous avons don pour tout k ≥ 1 et pour tout alphabet �ni Γ,Ratk(Γ) = Rat(Ops⋆
k(Γ))([ ]k),

= R(Rat(Γ∗
k))([ ]k).Remarquons que l'utilisation du jeu d'opérations symétriques Opsk au lieudu jeu d'opérations lassiques COpsk est fondamentale. Nous verrons dans leparagraphe 4.6 que si nous remplaçons Ops⋆

k par COps⋆
k dans la dé�nition deRatk, nous n'obtenons plus une algèbre de Boole.Par dé�nition, les ensembles de Ratk(Γ) sont naturellement liés aux automatesà pile sur Opsk(Γ) omme le montre la proposition suivante.Proposition 4.2.2. Pour tout automate à pile A sur Opsk(Γ), l'ensemble despiles de niveau k apparaissant dans une on�guration �nale de A aessible depuisune on�guration initiale est un ensemble de Ratk(Γ).Réiproquement, tout ensemble R de Ratk(Γ) est l'ensemble des piles appa-raissant dans une on�guration �nale aessible depuis une on�guration initialed'un ertain automate à pile A sur Opsk(Γ).Exemple 4.2.3. Reprenons l'automate à pile A sur Ops2 de l'exemple 4.1.14.L'ensemble des piles de niveau 2 apparaissant dans une on�guration �nale a-essible depuis la on�guration initiale (i, [ ]2) est dérit par l'ensemble R deRat(Ops⋆

2) dé�ni par:
{pusha,pushb}

∗·copy1·(copy1 · {popa,popb})
∗·T[ ]1

·({pusha,pushb} · copy1)
∗ ·copy16. Le terme rationnel est légèrement abusif ar nous ne munissons pas l'ensemble des pilesde niveau k d'une struture de monoïde. Nous onsidérons la �projetion� de Rat(Ops⋆

k
).



Ensembles rationnels de piles de piles 95appliqué à la pile vide niveau 2. Cette représentation �nie n'est malheureusementpas très informative et nous préférerons la représentation �nie suivante
{ pusha,pushb }

∗([ ]2).Plan détaillé du hapitreNotre but dans la suite de e hapitre est de fournir des outils permettant detravailler ave les ensembles de Ratk(Γ). Pour ela, nous introduisons plusieursmodèles d'automates aeptant les langages de Ratk(Γ) qui nous permettent enpartiulier de dériver les propriétés de fermeture de es langages. Nous porteronsun intérêt partiulier à la omplexité des transformations permettant de passerd'un modèle d'aepteur �ni aux autres.Le paragraphe 4.3 présente di�érents aepteurs �nis pour les ensembles ra-tionnels de piles de niveau k et les transformations permettant de passer des unsaux autres. Plus préisément, nous étudierons des automates étiquetés par Γk etleurs versions alternantes (au sens de [CKS81℄), et nous établirons l'équivalenede es deux modèles.Le paragraphe 4.4 présente une notion d'aepteur �ni déterministe et ompletpour les ensembles de Ratk(Γ) qui permet de dériver les propriétés de l�ture dees ensembles et en partiulier la fermeture par omplémentaire.Le paragraphe 4.5 étudie les relations sur les piles de niveau k induites par lesensembles rationnels de suites d'instrutions de Γk et des instrutions de tests dansRatk(Γ). Nous montrons en partiulier que es relations forment à haque niveauune algèbre de Boole et nous en donnons une représentation normalisée. Cetteétude étend aux niveaux supérieurs les travaux de Caual sur les relations pré�xe-reonnaissables [Cau96, Cau03a, Cau03b℄ qui sont les relations induites par lesensembles rationnels de suites d'instrution de Γ1 et les instrutions de tests dansRat1(Γ). Nous utilisons es relations pour donner une notion d'aepteurs �nisqui dérive les ensembles rationnels de Ratk : pile de niveau k − 1 par pile deniveau k − 1 alors les notions d'aepteurs �nis étudiés dans les paragraphes 4.3et 4.4 �suivent� la suite réduite des piles de niveau k.Le paragraphe 4.6 ompare les notions de rationalité induites par les opéra-tions lassiques COpsk et par les opérations symétriques Opsk. Nous établissonsque les ensembles rationnels induits par COpsk sont stritement inlus dans euxinduits par Opsk à partir du niveau 3 et qu'ils ne forment pas une algèbre deBoole.Le paragraphe 4.7 étend la aratérisation par dé�nissabilité en logique duseond ordre monadique des ensembles rationnels de mots [Bü62℄. Cette ara-térisation peut être reformulée en utilisant le théorème de Rabin [Rab69℄ ommesuit: les ensembles rationnels de mots sur Γ = {a,b} sont les ensembles dé�nis-



96 Ensembles rationnels de piles de pilessables en logique du seond ordre monadique sur l'arbre binaire omplet étiquetépar Γ et dont les sommets sont les mots de Γ∗.Nous montrerons que les ensembles rationnels de piles de niveau k sont les en-sembles dé�nissables en logique monadique sur le graphe GStacksk(Γ) assoié auxpiles de niveau k ave les opérations de Opsk(Γ).Nous onluons e hapitre par le paragraphe 4.8 où nous appliquerons lesrésultats obtenus à l'étude de ertains enrihissements des automates �nis de motstels que les automates bidiretionnels, alternants ou automates à galets [CKS81,LLS84, GGK91, GH96℄ qui onservent la même expressivité que les automates�ni de mots. Nous verrons que les résultats obtenus dans e hapitre permettentde réobtenir ertains résultats d'équivalene entre es modèles et les automates�nis déterministes de manière uniforme et ave une omplexité minimale.4.3 Aepteurs �nisLa notion la plus naturelle d'aepteur �ni pour les ensembles de Ratk estelle d'automates �nis étiquetés par les instrutions de Γk. Pour des raisons teh-niques, nous allons introduire une forme légèrement normalisée qui distingue lesinstrutions de Γtk des instrutions de Γok . Rappelons que pour tout ensemble P ,nous désignons par Sing(P ) l'ensemble des parties de P de ardinal au plus 1.Dé�nition 4.3.1. Un automate A sur Γk est un quadruplet (Q,I,F,∆) où Q estun ensemble �ni d'états, I ⊆ Q et F ⊆ Q sont respetivement les ensemblesdes états initiaux et �naux et ∆ ⊆ Q × Γok × Sing(Γtk) × Q est l'ensemble destransitions.Une on�guration de A est un ouple (p,s) dans Q × Stacksk(Γ). Nous no-tons CA = Q × Stacksk(Γ) l'ensemble des on�gurations de A. Une transition
(p,γ,T,q) ∈ ∆ est notée p γ

−→ q,T ou simplement p γ
−→ q si T = ∅. Intuitive-ment, l'automate A peut passer de la on�guration (p,s) à la on�guration (q,r)en appliquant la transition p γ

−→ q,T ∈ ∆ si la pile r = R(γ)(s) est dé�nie et si
r ∈ Dom(R(t)) dans le as où T = { t }.Il onvient de remarquer que l'instrution de test de pile vide t est appliquéeaprès l'instrution γ.L'automate A induit, pour tout γ ∈ Γok , une relation γ

−→
A
⊆ CA × CA. Cetterelation est dé�nie, pour toutes on�gurations (p,s) et (q,r) de CA, par (p,s)

γ
−→

A

(q,r) s'il existe une transition p γ
−→ q,T ∈ ∆ telle r = R(γ)(s) et r ∈ Dom(R(t))pour tout t ∈ T .Un alul de A est une suite (p0,s0),γ1,(p1,s1), . . . ,(pn−1,sn−1),γn,(pn,sn) ∈

CA(ΓokCA)∗ telle que pour tout ℓ ∈ [0,n− 1], (pℓ,sℓ)
γℓ+1
−→

A
(pℓ+1,sℓ+1). Un alul de
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A aepte une pile s ∈ Stacksk(Γ) si p0 ∈ I, s0 = [ ]k, pn ∈ F et sn = s. S'ilexiste un alul de A aeptant une pile s, nous dirons que A aepte s et nousnoterons S(A) l'ensemble des piles de Stacksk(Γ) aeptées par A.Pour l'instant, nous avons onsidéré les automates sur Γk omme des aep-teurs de piles de niveau k. Ces automates peuvent être naturellement vus ommedes aepteurs de suites d'instrutions de Γ∗

k. L'ensemble des suites d'instrutionsde Γk aeptées par A, noté I(A), est l'ensemble des suites γ1t1 . . . tnγntn ∈ Γ∗
kave n ≥ 0 telles que pour tout i ∈ [1,n], γi ∈ Γok , ti ∈ Γtk ∪ { ε } et telles qu'ilexiste δ1, . . . ,δn ∈ ∆ où pour tout i ∈ [1,n], δi = pi−1

γi−→ pi,Ti ave p0 ∈ I,
pn+1 ∈ F , Ti = { ti } si ti 6= ε et Ti = ∅ sinon.Les deux langages aeptés par A sont liés par la relation:

S(A) = R(I(A))([ ]k).Exemple 4.3.2. Nous dé�nissons un automate A = (Q,I,F,∆) sur Γ2 (où Γ =
{ a }) aeptant le langage de piles {[ [ an ] [ an−1 ] . . . [ a ] [ ] ]2 | n > 0}. Les en-sembles d'états de A sont donnés par Q = { i,p,q,f }, I = { i }, F = { f }.L'ensemble des transitions ∆ est dérit i-dessous:

i
a
−→ i i

1
−→ p p

ā
−→ q q

1
−→ p p

ā
−→ f,⊥1.Ainsi la pile [ [ aa ] [ a ] [ ] ]2 est aeptée par le alul:

(i, [ ]2)
a
−→

A
(i, [ [ a ] ]2)

a
−→

A
(i, [ [ aa ] ]2)

1
−→

A
(p, [ [ aa ] [ aa ] ]2)

ā
−→

A
(q, [ [ aa ] [ a ] ])

1
−→

A
(p, [ [ aa ] [ a ] [ a ] ]2)

ā
−→

A
(f, [ [ aa ] [ a ] [ ] ]2).L'ensemble I(A) des suites d'instrutions aeptées par A est a+(1ā)∗⊥1.Exemple 4.3.3. Reprenons le langage de piles de niveau 2 présenté dans l'ex-emple 4.2.3. Cet ensemble est aepté par l'automate sur Γ2 présenté dans la�gure 4.1.Remarque 4.3.4. Comme dans le as des automates �nis sur le monoïde libre,nous onsidérerons l'ajout d'ε-transitions aux automates sur Γk. Cet enrihisse-ment peut être réalisé simplement en ajoutant un symbole ε à l'ensemble Γok quis'interprète par l'appliation R omme l'identité Idk de niveau k.L'ajout des ε-transitions n'augmente pas l'expressivité des automates sur Γk.En e�et, es dernières peuvent être supprimées par un méanisme lassique desaturation [Sak03℄. Cette transformation n'augmente pas le nombre d'états del'automate et peut être réalisée en temps polynomial.Cette notion servira uniquement à simpli�er la présentation de ertaines onstru-tions.
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i p q r

p1

p2

q1

q2

a,b

1 ε,⊥1 1̄
1 ā

1 b̄

a 1̄

b 1̄

Fig. 4.1 � Un automate sur Γ2 aeptant le langage de piles de niveau 2 présentédans l'exemple 4.2.3.La propriété de base des automates sur Γk est bien évidemment qu'ils a-eptent exatement les ensembles de Ratk(Γ).Proposition 4.3.5. Les automates sur Γk aeptent les ensembles de Ratk(Γ).Démonstration. Nous montrons les deux inlusions:
⊆ Soit A un automate sur Γk. Le langage de piles aepté par A est égal à
R(I(A))([ ]k). Comme I(A) appartient à Rat(Γ∗

k), il suit que S(A) appartient àRatk.
⊇ Soit R un langage de Ratk. Par dé�nition de Ratk, il existe I ∈ Rat(Γ∗

k)tel que R = R(I)([ ]k). Remarquons que pour tout ℓ,ℓ′ ∈ [1,k], nous avons
R(⊥ℓ⊥ℓ′) = R(⊥max{ℓ,ℓ′}). Il existe don un langage J ∈ Rat(Γ∗

k) tel que J ⊆
(Γtk ∪ {ε}) · (Γok · (Γtk ∪ { ε }))∗ et tel que R(I)([ ]k) = R(J)([ ]k). De plus ommenous onsidérons R(J) appliqué à la pile vide de niveau k, nous pouvons danshaque suite de J ommençant par une instrution de Γtk , supprimer ette ins-trution sans hanger R(J)([ ]k). Nous pouvons don, sans perte de généralité,supposer que J est un sous-ensemble de (Γok · (Γtk ∪ { ε }))∗.Il est aisé de onstruire un automate A sur Γ aeptant le langage de suitesd'instrutions J . Le langage de piles S(A) aepté par A est don égal à:

R(I(A))([ ]k) = R(J)([ ]k) = R(I)([ ]k) = R.Ces automates ne fournissent pas une représentation utile des ensembles deRatk omme nous l'avons vu dans les exemples 4.2.3 et 4.3.3. Nous herhons donà obtenir une représentation �nie des ensembles de Ratk permettant de prouverla fermeture par omplémentaire.



Aepteurs �nis 99L'idée lé est de se onentrer sur des automates qui engendrent les piles en�suivant� leurs suites réduites d'instrutions. De tels automates seront appelésdes automates réduits.Dé�nition 4.3.6. Un automate A sur Γk est réduit si pour tout alul:
(p0, [ ]k),γ1,(p1,s1),γ2, . . . ,γn,(pn,sn)de A, la suite γ1, . . . ,γn ∈ (Γok)∗ est réduite.De l'uniité de la suite réduite assoiée à une pile, il suit que si une pile s estaeptée par un alul:

(p0, [ ]k)
γ1
−→

A
(p1,s1) . . . (pn−1,sn−1)

γn
−→

A
(pn,sn)alors γ1 · . . . · γn est la suite réduite de s.Remarque 4.3.7. Une onséquene direte de ette propriété est que nous pou-vons, sans perte de généralité, supposer que l'instrution k̄ n'apparaît pas dansles transitions d'un automate réduit sur Γk+1 (f. remarque 4.1.11).De même, nous pouvons supposer que les automates réduits sur Γk n'utilisentpas l'instrution⊥k. En e�et, nous pouvons, sans perte de généralité, supposer queles états initiaux n'apparaissent pas omme buts d'une transition de l'automate.Sous ette hypothèse, pour tout alul de l'automate partant de la pile vide deniveau k dans un état initial et atteignant une on�guration (p,s), nous avons

s = [ ]k si et seulement si p est un état initial. Nous pouvons don supprimertoutes les transitions ontenant l'instrution ⊥k sans hanger le langage aepté.Nous pouvons don supposer sans perte de généralité que l'ensemble des étatsd'un automate réduit sur Γk+1 est de la forme QA× (Γk ∪{ k,ε }), que l'ensembled'états initiaux est de la forme IA × { ε } et que les transitions sont de la forme
(p,γ)

γ′

−→ (q,γ′),T où γ ∈ Γk ∪ { k,ε } et γ′ ∈ Γk ∪ { k } ave γ′ 6= γ̄.Au niveau 1, les automates réduits sur Γ1 sont simplement des automatesétiquetés par Γ. Nous avons déjà vu (f. théorème 4.2.1) qu'ils aeptent tous lesensembles de Rat1 = Rat(Γ∗).Dès le niveau 2, ette propriété n'est plus véri�ée. Les automates réduits sur Γ2n'aeptent pas tous les langages de Rat2 omme le montre l'exemple i-dessous.Exemple 4.3.8. Considérons par exemple le langage de piles de niveau 2

S = {[ [ ban ] [ b ] ]2 | n ≥ 0}Comme S est égal à R(ba∗1ā∗b̄b)([ ]2), S appartient bien à Rat2. Cependant, Sn'est aepté par auun automate réduit sur Γ2.



100 Ensembles rationnels de piles de pilesSupposons par l'absurde que S soit aepté par A = (QA,IA,FA,∆A) réduit sur
Γ2. Considérons la pile s =

[ [
ba|QA|

]
[ b ]
]
2
du langage S. Sa suite réduite est

ba|QA|1ā|QA|. Comme A est réduit, il existe un alul A:
(p0,s0)

b
−→

A
(p1,s1)

a
−→

A
· · ·

a
−→

A
(p|QA|+1,s|QA|+1) · · ·

· · ·
1
−→

A
(q0,s|QA|+2)

ā
−→

A
. . .

ā
−→

A
(q|QA|,s2|QA|+2)où s2|QA|+2 = s. Il existe i < j ∈ [0,|QA|], tels que qi = qj . Il suit que la pile[ [

ab|QA|
]
[ abj−i ]

]
2
est aeptée par A; e qui apporte la ontradition ave ladé�nition de S.Pour rendre les automates réduits sur Γk su�samment puissants pour aptu-rer tous les langages de Ratk(Γ), il faut les enrihir ave des opérations de tests(f. sous-paragraphe 4.3.3). Une opération de test de niveau k est donnée par unlangage de pile S ⊆ Stacksℓ(Γ) pour ℓ ≤ k. Cette opération, notée Testk

L est l'iden-tité de niveau k restreinte à l'ensemble de piles dont la plus haute pile de niveau
ℓ appartient à L. Par exemple, l'opération Test2

{[ b ]2}
est telle que Test2

{[ b ]2}
(s) = ssi top1(s) = [ b ]1 et n'est pas dé�nie sinon.Le but de e paragraphe est de montrer que tout langage de Ratk+1 est aeptépar un automate réduit sur Γk+1 ave tests dans Ratk (f. sous-paragraphe 4.3.3).Ainsi, dans le as de l'exemple 4.3.8, il su�t de rajouter le test de niveau 2 assoiéà l'ensemble {[ b ]1}. Le langage S s'exprime alors omme R(ba∗1ā∗T 2

{ b }).Pour aratériser es langages de tests, il nous faut introduire un modèled'automate plus puissant : un automate alternant sur Γk. Ce modèle d'automateest dé�ni dans le sous-paragraphe 4.3.1. Intuitivement, es automates peuventlaner plusieurs exéutions en parallèle. Muni de et outil, il est aisé de montrerque tout automate sur Γk+1 est équivalent à un automate réduit sur Γk+1 avedes tests aeptés par des automates alternants sur Γk.Pour établir le résultat voulu, il nous faut montrer que les automates alter-nants sur Γk ont la même expressivité que les automates (non-alternants) sur Γk.Pour ela, nous passons par une forme normalisée des automates alternants quiest l'objet du sous-paragraphe 4.3.2.En�n dans le sous-paragraphe 4.3.2, nous établirons que les automates alter-nants sur Γk aeptent les langages de Ratk et que don tout automate sur Γk+1est équivalent à un automate réduit sur Γk+1 ave tests dans Ratk.Le dernier sous-paragraphe 4.3.4 est onsaré à l'étude de la omplexité dutest du vide des di�érents modèles d'automates présentés dans e paragraphe.Remarque 4.3.9. Nous attaherons une attention partiulière à la omplexitédes transformations présentées. Dans les sous-paragraphes 4.3.1, 4.3.2 et 4.3.3,nous établissons de nombreuses orrespondanes entre les di�érents modèles d'au-



Aepteurs �nis 101tomates présentés. Pour évaluer, la taille des automates, nous introduisons les en-sembles de fontions suivants: exp[0] est l'ensemble des polyn�mes à une variableet à oe�ients polynomiaux en la taille de l'alphabet de pile |Γ| et le niveau ket exp[k + 1] est l'ensemble des fontions n 7→ 2f(n) pour f dans exp[k].Pour simpli�er les notations, dans une proposition qui exprime que pour toutautomate A, il existe un automate B équivalent nous dirons que |A| est bornéepar exp[k](|B|) au lieu de dire qu'il existe f ∈ exp[k] telle que pour tout automate
A, il existe un automate B équivalent de taille inférieure à f(|A|). De même nousdirons qu'un problème peut être résolu en temps exp[k] au lieu de dire qu'il existeune fontion f ∈ exp[k] et une proédure P résolvant le problème et terminanten temps au plus f(n) sur une entrée de taille n.En�n, dans une proposition qui exprime que pour haque automate A, ilexiste un automate B aeptant le même langage, la onstrution de B à partirde A est toujours e�etive. De plus, elle peut toujours être e�etuée en temps
exp[0](max(|A|,|B|)). La taille de B en fontion de la taille de A est donnée dansl'énoné de la proposition.4.3.1 Automates alternants sur Γk.La notion d'alternane a été introduite dans [CKS81℄ et a été étendue à denombreux modèles lassiques de l'informatique théorique. Elle autorise l'exéutionsimultanée de plusieurs transitions d'un automate. Pour donner un sens à ettenotion, dans notre adre, il ne faut plus engendrer les piles en partant de la pilevide omme 'est le as pour les automates sur Γk (f. dé�nition 4.3.1): il fautfaire partir l'exéution de la pile à aepter. Comme le jeu d'opérations Opsk estsymétrique, e hangement de point de vue n'a pas de onséquene. Nous verronsdans le sous-paragraphe 4.6 que e n'est pas le as si nous onsidérons COpsk aulieu de Opsk.Dé�nition 4.3.10. Un automate A alternant sur Γk est un uplet (Q,I,∆) où
Q est un ensemble �ni d'états, I ⊆ Q est l'ensemble des états initiaux et ∆ ⊆
Q× Sing(Γtk)× 2Q×Γok est l'ensemble des transitions.Une transition δ = (p,t,{(q1,γ1), . . . ,(qn,γn)}) ∈ ∆ sera notée p,T → (q1,γ1) ∧
. . . ∧ (qn,γn). Intuitivement, l'automate A dans la on�guration (q,s) où q ∈ Qet s ∈ Stacksk(Γ) peut, si s satisfait le test de T (i.e. pour tout t ∈ T , s ∈Dom(R(t))), laner n exéutions en parallèle. La ième exéution ommene dansla on�guration (qi,R(γi)(s)) (si R(γi)(s) est bien dé�nie).Nous introduisons quelques notations permettant de travailler ave es transi-tions. Pour toute transition δ = (p,T,A) ∈ ∆, nous noterons Head(δ) = p,
Test(δ) = T et Act(δ) = A.Formellement une exéution E de l'automate A est un ouple (T,C) où T est



102 Ensembles rationnels de piles de pilesun arbre �ni étiqueté par Γok et C est une appliation de VT dans l'ensemble
Q × Stacksk(Γ). Pour tout n÷ud u ∈ VT dont l'image par C est (p,s), il existeune transition δu = p,T → (q1,γ1) ∧ . . . ∧ (qn,γn) ∈ ∆ telle que:� pour tout t ∈ T , s ∈ Dom(R(t)),� pour tout i ∈ [1,n], il existe vi ∈ VT tel que C(vi) = (qi,R(γi)(s)) et u γi−→

T
vi.Nous noterons dans la suite ΦE l'appliation de VT dans ∆ qui assoie à tout

u ∈ VT , la transition δu appliquée au n÷ud u dans l'exéution E . Dans la suite,nous onsidérerons les exéutions à isomorphisme près (i.e. nous ne distingueronspas deux exéutions qui ne di�érent que par le nommage des sommets de leursarbres).Nous dirons qu'une exéution E = (T,C) ommene en s ∈ Stacksk(Γ) parl'état q ∈ Q (resp. par la transition δ ∈ ∆) si C(r(T )) = (q,s) (resp. ΦE(r(T )) =
δ). L'automate A aepte s ∈ Stacksk(Γ) s'il existe une exéution de A om-mençant en s par i ∈ I. Nous noterons S(A) l'ensemble des piles de Stacksk(Γ)aeptées par A. Par analogie nous noterons, pour tout q ∈ Q (resp. δ ∈ ∆),l'ensemble Sq(A) (resp. Sδ(A)) des piles s ∈ Stacksk(Γ) telles qu'il existe uneexéution de A ommençant en s par l'état q (resp. par la transition δ).Nous noterons Altk l'ensemble des langages de piles de niveau k aeptés par unautomate alternant sur Γk.Remarque 4.3.11. Remarquons les faits suivants :1. La taille |A| d'un automate alternant A sur Γk est borné par |Γk|22|QA||Γk|(i.e.. exp[1](|QA|)).2. Comme pour les automates sur Γk, nous ajoutons des ε-transitions en ra-joutant une instrution ε à Γok interprétée omme Idk. L'élimination des

ε-transitions se fait par un méanisme lassique de saturation qui n'aug-mente pas le nombre d'états mais qui peut produire un automate de tailleexponentielle en |QA|.Exemple 4.3.12. Pour tout entier n ≥ 1, onsidérons le langage rationnel Lnsur l'alphabet Γ = {0,1,$} dé�ni par:
Ln = {x$y$z$y | y ∈ {0,1}n et x,z ∈ Γ∗}Considérons l'ensemble Sn des piles de niveau 2 ontenant une unique pile deniveau 1 appartenant à Ln (i.e. Sn = {[ [w ] ]2 | w ∈ Ln}). Nous dé�nissons unautomate An alternant sur Γ2 qui aepte Sn.Pour tout n ≥ 1, l'automate An alternant sur Γ2 est dé�ni par le uplet

(Qn,{q0},∆n) où:
Qn = {q0,q

↓,f,v,ti,pj ,r
x
i ,s

x
i | i ∈ [1,n],j ∈ [1,n+ 1] et x ∈ {a,b}}



Aepteurs �nis 103et où l'ensemble des transitions ∆n est dé�ni par:
q0 → (t1,x̄) ∧ (q↓,1)
ti → (ti+1,x̄) tn → (v,$̄) v → (v,ȳ)
q↓ → (q↓,ȳ) q↓ → (p1,$̄) pi → (pi+1,x̄) ∧ (rx

i ,y)
pn+1 → (f,$̄) rx

i → (rx
i ,y) rx

i → (sx
i ,1̄)

s1 → (f,x̄) sx
i+1 → (sx

i ,ȳ)
v,{⊥2} → ∅ f → ∅où x ∈ {a,b}, y ∈ Γ et i ∈ [1,n].Intuitivement, l'automate lane deux exéutions. La première, utilisant lesétats ti et v, véri�e que la pile est de la forme {[ [w$y ] ]2 | w ∈ Γ∗ et y ∈ {a,b}∗}.La seonde véri�e que $y$ est bien un fateur de w$. Pour e�etuer ette seondevéri�ation, l'automate opie la pile et dépile (de manière non-déterministe) unesuite de symboles se terminant par $. Ensuite, l'automate dépile un symbole

x ∈ {a,b} et lane une exéution ave l'état rx
1 qui véri�e que le premier aratèreen partant du haut de pile est un x. Le proessus est itéré au total n fois: ledépilement du ième symbole xi lane en parallèle une exéution dans l'état rx

i quivéri�e que le ième (en partant du haut de la pile) est xi. Cette exéution se termineen véri�ant que le n+ 1ème symbole est un $. La �gure 4.2 montre une exéutionde A2 aeptant [ [ a$ab$ab ] ]2.Le langage Ln est évidement rationnel et tout automate �ni déterministel'aeptant possède au moins 22n états et don, tout automate �ni l'aeptanta au moins 2n états. Remarquons que l'automate An a lui 4n + 5 états. Nousreviendrons sur ette remarque dans le paragraphe 4.8.Une première propriété de es automates est qu'ils aeptent tous les langagesde Ratk.Plus préisément, en utilisant le lemme 4.1.2, nous pouvons établir l'équivaleneentre les automates sur Γk et les automates alternants dit élagués dont l'arbred'exéution est réduit à une branhe et qui don n'utilisent pas l'alternane.Dé�nition 4.3.13. Un automate A = (QA,IA,∆A) est élagué si pour tout δ ∈
∆A, |Act(δ)| ≤ 1.La taille d'un automate alternant sur Γk est au plus |Q|2|Γk|

2 où Q est l'en-semble des états de l'automate. Intuitivement, pour passer d'un automate sur
Γk à un automate alternant élagué sur Γk, il su�t de �renverser� les transitionsde l'automate et d'éhanger les états initiaux et �naux. Pour la transformationréiproque, il faut en plus ajouter un nouvel état ar l'exéution d'un automatealternant et élagué sur Γk ne se termine pas néessairement sur la pile vide [ ]k.
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(q0, [ [ a$ab$ab ] ]2)(q0, [ [ a$ab$ab ] ]2)

t1, [ [ a$ab$a ] ]2

t2, [ [ a$ab$ ] ]2

v, [ [ a$ab ] ]2

v, [ [ ] ]2

ā

$̄

¯

b̄

(q0, [ [ a$ab$ab ] ]2)

q↓, [ [ . . . ] [ a$ab$ab ] ]2

p1, [ [ . . . ] [ a$ab ] ]2

p2, [ [ . . . ] [ a$a ] ]2 rb
1, [ [ . . . ] [ a$ab$ ] ]2

ra
2 , [ [ . . . ] [ a$ab ] ]2 p3, [ [ . . . ] [ a$ ] ]2 sb

1, [ [ a$ab$ab ] ]2

sa
2 , [ [ a$ab$ab ] ]2 f, [ [ . . . ] [ a ] ]2 f, [ [ a$ab$a ] ]2

sa
1 , [ [ a$ab$a ] ]2

f, [ [ a$ab$ ] ]2

1

b̄
$

b

b̄

ā

ā

$̄ b̄

Fig. 4.2 � Une exéution de A2 aeptant la pile [ [ a$ab$ab ] ]2.Proposition 4.3.14. Les automates alternants élagués sur Γk et les automatessur Γk sont équivalents:1. Pour tout automate A sur Γk, il existe un automate B alternant élagué sur
Γk tel que S(B) = S(A) et |QB| = |QA|.2. Pour tout automate A alternant élagué sur Γk, il existe un automate B sur
Γk tel que S(B) = S(A) et |QB| = |QA|+ 1.Démonstration. Nous établissons les deux propriétés.1. Soit A = (QA,IA,FA,∆A) un automate sur Γk. Nous onstruisons un auto-mate B = (QA,FA,∆B) alternant élagué sur Γk aeptant S(A). L'ensembledes transitions ∆B est dé�ni par:

∆B = {q,T → (p,γ̄) | p
γ
−→ q,T ∈ ∆A}

∪ {i,⊥k → ∅ | i ∈ IA}.Par le lemme 4.1.2 et par onstrution, S(A) = S(B).2. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate alternant élagué sur Γk. Nous onstrui-sons un automate B = (QB,IB,FB,∆B) aeptant S(A). L'ensemble desétats QB = QA ∪ { • } où • est un symbole n'appartenant pas à QA. Lesétats initiaux sont IB = {q ∈ QA | q → ∅ ∈ ∆A} ∪ { • }. Les états �naux
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FB sont les états initiaux IA de A. En�n, l'ensemble des transitions de ∆Best dé�ni par:

∆B = {q
γ̄
−→ p,T | p,T → q,γ ∈ ∆A}

∪ {•
γ
−→ • | γ ∈ Γok}

∪ {•
γ
−→ p,T | γ ∈ Γok et p,T → ∅ ∈ ∆A}Par onstrution et par le lemme 4.1.2, S(A) = S(B).Exemple 4.3.15. Reprenons l'automate A sur Γ2 présenté dans l'exemple 4.3.2.L'automate B = (QB,IB,∆B) alternant élagué sur Γ2 onstruit dans la proposi-tion 4.3.14 est donné i-dessous. L'ensemble des états QB = { i,p,q,f }, I = { f },et l'ensemble des transitions ∆B est:

i,{⊥2 } → ∅ i→ (i,ā) p→ (i,1̄)
q → (p,a) p→ (q,1̄) f,{⊥1 } → (p,a).Ainsi la pile [ [ aa ] [ a ] [ ] ]2 est aeptée par l'exéution:

(f, [ [ aa ] [ a ] [ ] ]2)
a
−→ (p, [ [ aa ] [ a ] [ a ] ]2)

1̄
−→ (q, [ [ aa ] [ a ] ]2)

a
−→ (p, [ [ aa ] [ aa ] ]2)

1̄
−→ (i, [ [ aa ] ]2)

ā
−→ (i, [ [ a ] ]2)

ā
−→ (i, [ ]2).Une onséquene direte de la proposition préédente est que les ensemblesde Ratk sont aeptés par les automates alternants sur Γk.Une autre propriété de base des automates alternants est que les langagesqu'ils aeptent sont los par union et intersetion.Proposition 4.3.16. Pour tout automates A et B alternant sur Γk, les langages

S(A) ∩ S(B) et S(A) ∪ S(B) sont aeptés par des automates alternants sur ΓkDémonstration. Soit A = (QA,IA,∆A) et B = (QB,IB,∆B) deux automates al-ternants sur Γk. Nous pouvons sans perte de généralité supposer que QA et QBsont disjoints. L'automate C = (QA ∪ QB,IA ∪ IB,∆A ∪ ∆B) aepte le lan-gage S(A) ∪ S(B). Soit • un symbole n'appartenant pas à QA ∪QB. L'automate
D = (QA ∪QB ∪ { ε },{ • },∆D) d'ensemble de transitions

∆D = ∆A ∪∆B ∪ {• → (iA,ε) ∧ (iB,ε) | iA ∈ IA et ib ∈ IB}.aepte le langage S(A) ∩ S(B).Remarque 4.3.17. Nous n'obtenons pas la fermeture par omplémentaire arnous n'autorisons que l'aeptation par exéution �nie. Il est possible de dé�nirune notion d'automate alternant plus générale qui autorise l'aeptation par uneexéution in�nie et qui implique la fermeture par omplémentaire. Toutefois, ettenotion n'est pas néessaire dans le adre de notre étude.



106 Ensembles rationnels de piles de pilesNous allons maintenant présenter une propriété des exéutions des automatesalternants. La proposition i-dessous montre que nous pouvons toujours supposerque l'exéution de l'automate est telle que si à deux points de son exéution l'au-tomate arrive dans une même on�guration, alors il applique la même transition.Une telle exéution est dite positionnelle.Dé�nition 4.3.18. Une exéution E = (T,C) d'un automate alternant A sur Γkest positionnelle si pour tout u et v ∈ VT , C(u) = C(v) implique ΦE(u) = ΦE(v).Par exemple, l'exéution présentée dans la �gure 4.2 est une exéution posi-tionnelle ar tous les noeuds de T sont étiquetés par des on�gurations di�érentes.Nous allons établir que l'on peut se restreindre aux exéutions positionnellesd'un automate alternant sur Γk.Proposition 4.3.19. Pour tout automate A alternant sur Γk, toute pile aeptéepar A est aeptée par une exéution positionnelle de A.Démonstration. Soient A = (Q,I,∆) un automate alternant sur Γk et s une pilede Stacksk(Γ) aeptée par A. À haque exéution E = (T,C) de A, nous assoionsl'ensemble XE de on�gurations dé�ni par:
XE = {c ∈ Q× Stacksk(Γ) | ∃u 6= v ∈ VT ,C(u) = C(v) = c et ΦE(u) 6= ΦE(v)}.Par dé�nition, une exéution est positionnelle si et seulement si XE = ∅.Commençons par établir que pour toute exéution E aeptant s ∈ Stacksk(Γ)ave XE 6= ∅, il existe une exéution E ′ aeptant s telle que |XE ′| < |XE |.Soit E = (T,C) une exéution de A aeptant s telle que XE 6= ∅. Comme T est�ni, il existe c0 ∈ XE et u0 ∈ VT tels que C(u0) = c0 et l'image par C des autressommets de T/u0 ne ontient pas d'éléments dans XE (i.e. C(VT/u0

) ∩ XE = ∅).Soit V0 l'ensemble des n÷uds de T qui sont étiquetés par c0 et tels qu'auun deleurs anêtres ne soit étiqueté par c0:
V0 = {u ∈ VT | C(u) = c0 et ∀v 6= u ∈ VT ,v −→

T

∗ u⇒ C(v) 6= c0}.L'exéution E ′ est onstruite à partir de E en substituant, dans E ′, le sous-arbre T/u0
à tous les sous-arbres enrainés en V0. Comme par dé�nition de V0,les sous-arbres enrainés en V0 sont tous disjoints, la substitution est bien dé�nieet l'on véri�e failement que E ′ est une exéution aeptant s. Par onstrution,

X ′
E ⊆ XE et par dé�nition de T/u0 , c0 6∈ X ′

E . Don |X ′
E | < |XE |.Soit E0 une exéution de A aeptant s ave |XE0| minimale. Il suit de e quiprééde que XE0 = ∅ et don que E0 est positionnelle.Remarque 4.3.20. La proposition 4.3.19 peut être vue omme un as partiulierdu théorème 1.4.5 de détermination positionnelle des jeux de parité. En e�et,



Aepteurs �nis 107nous pouvons dé�nir la sémantique d'un automate alternant A sur Γk par un jeude parité GA = (V0,V1,E = E0 ∪ E1,Ω) à deux joueurs.
V0 = Q× Stacksk(Γ)
V1 = {(δ,s) | δ = q,T → (q1,γ1) ∧ . . . ∧ (qn,γn)et ∀j ∈ [1,n],sj = R(γj)(s) est dé�ni}
E0 = {((q,s),(δ,s)) | (q,s) ∈ V0,(δ,s) ∈ V1 et Head(δ) = q}
E1 = {((δ,s),(q,s′)) | (δ,s) ∈ V1,(q,γ) ∈ Act(δ) et s′ = R(s)et ∀j ∈ [1,n],sj = R(γj)(s) est dé�ni}La fontion Ω assoie la parité 1 à tous les sommets du jeu de telle sorte que toutepartie in�nie soit perdante pour le Joueur 0. Il est faile de véri�er que le joueur 0 aune stratégie gagnante depuis (q,s) ∈ V0 si et seulement s'il existe une exéutionde A partant de (q,s). De plus si ette stratégie est positionnelle, l'exéutionorrespondante l'est aussi. La proposition 4.3.19 suit alors du théorème 1.4.5. Ceraisonnement est une adaptation immédiate de la preuve de[Wal96a, Wal02℄ oùl'auteur montre que pour les automates d'arbres alternants ave onditions deparité il est possible de se restreindre aux exéutions positionnelles.4.3.2 Automates alternants réduits sur Γk.Dans e sous-paragraphe, nous dé�nissons un forme normalisée des automatesalternants sur Γk et nous montrons que tout automate alternant est équivalent àun automate normalisé. Intuitivement, un automate normalisé (que nous appel-lerons réduit) ne peut, dans une exéution E = (T,C), laner deux exéutions enparallèle ave la même instrution et ne peut visiter deux fois une même pile.Dé�nition 4.3.21. Un automate A alternant sur Γk est réduit si pour touteexéution E = (T,C) de A,� l'arbre T est déterministe,� pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ), il existe au plus un noeud us ∈ VT tel que

C(us) = (q,s) pour un ertain q ∈ Q.La proposition i-dessous fournit une aratérisation alternative d'un auto-mate réduit qui permet de dériver des onditions syntaxiques assurant qu'unautomate alternant sur Γk est réduit (f. remarque 4.3.23).Proposition 4.3.22. Un automate A alternant sur Γk est réduit si et seulementsi pour toute exéution E = (T,C) de A, T est déterministe et que le langage desbranhes de T est un ensemble de suites réduites d'instrutions.Démonstration. Nous prouvons les deux impliations.
⇒ Soit A un automate alternant sur Γk. Supposons, par l'absurde, qu'il existeune exéution E = (T,C) de A ave T déterministe et dont le langage des branhes



108 Ensembles rationnels de piles de pilesn'est pas réduit. Il existe, don, deux n÷uds u et v de T tels que u γγ̄
−→

T
v. Si

C(u) = (p,s) et C(v) = (q,s′), nous avons par dé�nition d'une exéution, s′ = se qui ontredit le fait que A est réduit.
⇐ Soit A un automate alternant sur Γk tel que pour toute exéution E = (T,C)de A, T est déterministe et le langage des branhes de T est un ensemble de suitesréduites.Supposons par l'absurde qu'il existe une exéution E = (T,C) ave T détermi-niste, une pile s ∈ Stacksk(Γ) et deux n÷uds u 6= v ∈ VT tels que C(u) = (qu,s) et
C(v) = (qv,s). Soit r l' anêtre ommun de u et de v ave C(r) = (qr,s

′). Il existe
ρu et ρv ∈ (Γok)∗ tels que r ρu

−→
T

u et r ρv
−→

T
v. Par dé�nition d'une exéution, nousavons s = R(ρu)(s

′) et s = R(ρv)(s
′). Par le lemme 4.1.2, s = R(ρ̄uρv)(s). Comme

u 6= v, ρ̄uρv n'est pas vide et par la proposition 4.1.9, ρ̄uρv n'est pas réduite.Comme par dé�nition de A, ρu et ρv sont réduites, il s'en suit que ρu(|ρu|) = ρv(1).Don ρu(1) = ρv(1) e qui ontredit le fait que T est déterministe.Remarque 4.3.23. Remarquons les faits i-dessous:1. Pour tout automate A = (Q,I,∆) alternant réduit sur Γk, nous pouvons,sans perte de généralité, supposer que Q = Q′×Γok∪{•} où • est un symbolen'appartenant pas à Q′ ∪ Γok , I ⊆ Q′ × {•} et que les transitions de ∆ sontde la forme:
(p,γ),T → ((q1,γ1) ,γ1) ∧ . . . ∧ ((qn,γn) ,γn)ave pour tout i 6= j ∈ [1,n], γi 6= γj et pour tout i ∈ [1,n], γi 6= γ̄ si γ 6=

•. Dans la suite, nous supposerons toujours que les automates alternantsréduits onsidérés sont de ette forme.2. Toutes les exéutions d'un automate réduit sont positionnelles.3. La taille d'un automate alternant réduit sur Γk est bornée par Γk|Q|Γk+1.Si l'on �xe Γ, |A| est don polynomial en son nombre d'états.En adaptant légèrement les onstrutions de proposition 4.3.14, nous pouvonsmontrer que, pour tout automate alternant élagué et réduit sur Γk, il existe unautomate réduit sur Γk équivalent (et vie-versa).Proposition 4.3.24. Les automates alternants élagués réduits sur Γk et les au-tomates réduits sur Γk sont équivalents:1. Pour tout automate A alternant élagué réduit sur Γk, il existe un automate
B sur Γk tel que S(B) = S(A) et |QB| = |QA|.2. Pour tout automate A réduit sur Γk, il existe un automate B alternantélagué réduit sur Γk tel que S(B) = S(A) et |QB| ≤ |Γk| · (|QA|+ 1).



Aepteurs �nis 109Démonstration. Nous établissons les deux propositions.1. Nous adaptons la onstrution 2 de la preuve de la proposition 4.3.14 demanière à garantir que l'automate sur Γk soit réduit. Soit A = (QA,IA,∆A)un automate alternant, élagué et réduit.Nous onstruisons un automate B = (QB,IB,FB,µB,∆B) réduit sur Γk équi-valent à A.L'ensemble des états QB est (QA ∪ { • })× (Γok ∪ {ε}) où • est un symbolen'appartenant pas à QA. Les états initiaux sont IB = {(q,ε) | q,T → ∅ ∈
∆A}∪{ (•,ε) }. Les état �naux sont FB = IA×(Γok ∪{ ε }). En�n, l'ensembledes transitions de ∆B est dé�ni par:

∆B = {(q,γ)
γ′

−→ (p,γ′),T | p,T → (q,γ̄′) ∈ ∆A et γ′ 6= γ̄ 6= ε}

∪ {(•,γ)
γ′

−→ (p,γ′),T | p,T → ∅ ∈ ∆A et γ′ 6= γ̄ 6= ε}

∪ {(•,γ)
γ′

−→ (•,γ′) | γ′ 6= γ̄ 6= ε}où γ et γ′ appartiennent à Γok ∪ { ε }.Par onstrution et par le lemme 4.1.2, S(A) = S(B).2. Il su�t de remarquer que la onstrution 1 de la preuve de la proposi-tion 4.3.14 produit un automate alternant et élagué réduit si l'automatesur Γk fourni en entrée est réduit.4.3.2.1 Équivalene entre automates alternants et automates alter-nants réduits.Nous établissons que les automates alternants sur Γk sont équivalents auxautomates alternants réduits sur Γk. Comme les automates alternants et réduitssont, en partiulier, des automates alternants, il su�t de onstruire pour toutautomate A alternant sur Γk, un automate B alternant réduit équivalent. Intui-tivement, une exéution aeptante de B va simuler une exéution aeptantepositionnelle de A.Proposition 4.3.25. Pour tout automate A = (QA,IA,∆A) alternant sur Γk, ilexiste un automate B = (QB,IB,∆B) alternant réduit sur Γk tel que S(A) = S(B).De plus, |QB| est bornée par exp[1](|QA|).Démonstration. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate alternant sur Γk. Nous om-mençons par éliminer les ε-transitions de A. Cette transformation n'augmentepas le nombre d'états de A et peut être réalisée en temps exp[1](|QA|).Nous onstruisons un automate B = (QB,IB,∆B) alternant réduit sur Γkéquivalent à A. L'automate B est onstruit de manière à obtenir une bijetionentre les exéutions de B et les exéutions positionnelles de A.



110 Ensembles rationnels de piles de pilesL'ensemble des états de B est:
QB = (Γok ∪ {•})× StratA × 2QA×QA × 2QA×QAoù StratA est l'ensemble des fontions partielles f de QA dans ∆A telles que pourtout q ∈ Dom(f), Head(f(q)) = q. Pour toute fontion f ∈ StratA et pour tout

γ ∈ Γok , nous dé�nissons la relation γ
−→

f
par:

γ
−→

f
= {(p,q) | p ∈ Dom(f) et (q,γ) ∈ Act(f(p))}.Les transitions de B ontiennent deux types de transitions. Une transition dela forme:
(γ0,f,R

↑,R↓),T →
∧

γ∈R

((
γ,fγ ,R

↑
γ,R

↓
γ

)
,γ
)ave γ0 ∈ Γok , R ⊆ Γok \{ γ̄0 }, f,fγ ∈ StratA et R↑,R↑

γ ,R
↓,R↓

γ ⊆ QA×QA appartientà ∆B si:1. pour tout γ ∈ Γok \ {γ̄0} et pour tout p,q ∈ QA:




p
γ
−→

f
q ⇒ γ ∈ R et q ∈ Dom(fγ)

p
γ̄
−→
fγ

q ⇒ q ∈ Dom(f)2. T = max{t ∈ Test(δ) | δ ∈ Im(f)}3.
R↓ =

(
⋃

γ∈R

(
γ
−→

f
·R↓

γ·
γ̄
−→
fγ

∪
γ
−→

f
·

γ̄
−→
fγ

)

)+4. pour tout γ ∈ R,
R↑

γ =
γ̄
−→
fγ

·




 ⋃

γ′∈R\{γ}

γ′

−→
f
·R↓

γ′ ·
γ̄′

−→
fγ′

∪
γ′

−→
f
·

γ̄′

−→
fγ′


 ∪ R↑




∗

·
γ
−→

f5.
(R↑ ∪ R↓)+ ∩ {(q,q) | q ∈ QA} = ∅.6. pour tout γ ∈ R, Dom(fγ) =

(
γ
−→

f
·(R↓

γ)
∗

)
(Dom(f)).



Aepteurs �nis 111Le deuxième type de transitions orrespond aux �transitions initiales�. Unetransition de la forme:
(•,f,∅,R↓),T →

∧

γ∈R

((
γ,fγ ,R

↑
γ,R

↓
γ

)
,γ
)où R ⊆ Γok , f,fγ ∈ StratA et R↑

γ ,R
↓,R↓

γ ⊆ QA×QA appartient à ∆B si elle satisfaitles onditions 1,2,3,4 et 5 ainsi que la ondition 7 présentée i-dessous:7. il existe i0 ∈ I ∩Dom(f) tel que pour tout p ∈ QA,
p ∈ Dom(f)⇔ (i0,p) ∈ R

↓.L'ensemble des états initiaux IB est égal à {(•,f,∅,R↓) | f ∈ StratA,R↓ ⊆
QA ×QA}.Intuitivement, si dans une exéution EB = (TB,CB), un n÷ud u de TB estétiqueté par CB(u) = ((γ,f,R↑,R↓),s) alors il existe une exéution positionnellede A qui quand elle visite la pile s adopte la �stratégie� dérite par f . Lesensembles R↑ et R↓ servent à garantir que l'exéution positionnelle de A suivantla stratégie dérite par EB est bien �nie (f. exemple 4.3.26).Nous dé�nissons maintenant une appliation Ψ entre les exéutions position-nelles aeptantes de A et les exéutions aeptantes de B.Dé�nition de Ψ.Pour toute exéution positionnelle EA = (TA,CA) de A ommençant par (i0,s0),l'exéution Ψ(EA) = EB = (TB,CB) est dé�nie omme suit. L'arbre TB est dé�nipar:

VTB
= π2(CA(VTA

))
TB = {(s,γ,s′) ∈ VTB

× Γok × VTB
| ρs0,s′ = ρs0,sγ}.où ρs0,s (resp. ρs0,s′) désigne la suite réduite transformant s0 en s (resp. s′).Par la proposition 4.1.9, il suit que TB est déterministe. Comme TA est �ni,

TB l'est aussi.Nous dé�nissons maintenant l'appliation CB. Pour tout s ∈ VTB
, nous dé�-nissons CB(s) = ((γ,f,R↑,R↓),s) par:� γ = • si s = s0 et sinon γ ∈ Γok est tel qu'il existe s′ ∈ VTB

ave s′ γ
−→
TB

s,� la fontion partielle f est la fontion de StratA dé�nie pour tout q ∈ QApar:
f(q) =

{
ΦEA

(v) s'il existe v ∈ VTA
, CA(v) = (q,s)non dé�nie sinonComme EA est positionnelle, f appartient bien à StratA.



112 Ensembles rationnels de piles de piles� si γ = •, alors R↑ = ∅ et sinon R↑ ⊆ QA × QA est l'ensemble des ouples
(p,q) ∈ QA × QA tels qu'il existe une suite u γ̄

−→
TA

u0
γ1
−→
TA

. . .
γn
−→
TA

un
γ
−→
TA

vave n > 0 telle que CA(u) = (p,s), CA(v) = (q,s) et s 6∈ π2({CA(ui) | i ∈
[0,n]}).� R↓ est l'ensemble des ouples d'états (p,q) ∈ QA × QA tels qu'il existe unalul u0

γ1−→
TA

. . .
γn
−→
TA

un ave n > 0 tel que CA(u0) = (p,s), CA(un) = (q,s)et R(γ̄)(s) n'appartient pas à π2({CA(ui) | i ∈ [0,n]}) (si γ 6= •).Il nous faut véri�er que EB est bien une exéution de B. Pour tout s ∈ VTB
,nous supposerons que C(s) = (qs,s) et qs = (γs,fs,R

↑
s ,R

↓
s). Il nous faut montrerque pour tout s ∈ VTB

, la transition δs dé�nie i-dessous appartient à ∆B.
δs = qs,{t} →

∧

γ∈R

(qsγ ,γ).où t = max{t ∈ Test(δ) | δ ∈ Im(fs)}, R = {γ ∈ Γok | s γ
−→
TB

sγ} et sγ = R(γ)(s).Par dé�nition de TB, γ̄s n'appartient pas à R.Nous distinguons deux as selon que s est égale à s0 ou non.Cas s 6= s0. Il faut établir que δs véri�e les onditions 1,2,3,4,5 et 6 de la dé�nitionde ∆B.1. Soit γ ∈ Γok \ {γ̄s} et soient p,q ∈ Q tels que p γ
−→

fs

q. Par dé�nition de
EB, il existe u ∈ VTA

tels que CA(u) = (p,s) et (q,γ) ∈ Act(ΦA(u)). Donil existe v ∈ VTA
tel que CA(v) = (q,R(γ)(s)). Don q ∈ Dom(fsγ ). L'autreimpliation est similaire.2. Immédiate par dé�nition de δs.3. Il nous faut établir que:

R↓
s =



⋃

s
γ

−→
TB

sγ

(
γ
−→

f
·R↓

sγ
·

γ̄
−→
fγ

∪
γ
−→

f
·

γ̄
−→
fγ

)




+

L'inlusion réiproque suit de la dé�nition de R↓
s et des R↓

sγ
. L'inlusiondirete est une onséquene immédiate du lemme 4.1.12.4. Cette ondition est similaire à la préédente.5. Supposons par l'absurde qu'il existe p ∈ QA tel que (p,p) ∈ (R↑
s ∪ R

↓
s)

+. Ilsuit de la dé�nition de es ensembles qu'il existe u,v ∈ VTA
tels que u −→

TA

∗ vet CA(u) = (p,s) et CB(v) = (p,s). Comme EA est positionnelle, il suit que
TA ontient une branhe in�nie; e qui ontredit le fait que TA est �ni.



Aepteurs �nis 1136. Soit γ ∈ R, montrons que Dom(fsγ ) =
γ
−→

fs

·R↓
sγ

(Dom(fs)). L'inlusionréiproque suit de la ondition 1 et de la dé�nition de R↓
sγ
. Pour l'in-lusion direte, supposons, par l'absurde, qu'il existe p ∈ Dom(fsγ ) et

p 6∈
γ
−→

fs

·R↓
sγ

(Dom(fs)). Comme p ∈ Dom(fsγ ), il existe un hemin u0
γ1−→
TA

u1 . . . un−1
γn
−→
TA

un tel que u0 = r(TA) et C(un) = (p,sγ). Comme par dé�-nition de TB ρs0,sγ = ρs0,sγ, il suit qu'il existe ℓ ∈ [1,n− 1] tel que C(uℓ) =
(pℓ,s). Soit ℓ0 le plus grand indie satisfaisant ette propriété. Par dé�nitionde fs, pℓ0 appartient à Dom(fs). Par maximalité de ℓ0, (pℓ0,p) ∈ R

↓
sγ
et don

p ∈
γ
−→

fs

·R↓
sγ

(Dom(fs)); e qui amène la ontradition.
Ψ est une injetion. Soient EA = (TA,CA) et E ′A = (T ′

A,C
′
A) deux exéutionspositionnelles de A distintes de A. Montrons que Ψ(EA) 6= Ψ(E ′A).Si CA(r(TA)) = C ′

A(r(T ′
A)) alors omme EA 6= E ′A, les stratégies assoiées auxdeux exéutions di�érent et don Ψ(EA) 6= Ψ(E ′A).Si π2(CA(r(TA))) = π2(C
′
A(r(T ′

A))) et iA = π1(CA(r(TA))) 6= π1(C
′
A(r(T ′

A))) = iA′,remarquons qu'à ause de la ondition 5, l'état i satisfaisant la ondition 7 estunique. Par la ondition 7, les images par Ψ de EA et E ′A sont di�érentes ar dansun as iA remplit la ondition 7 et dans l'autre 'est i′A.Si π2(CA(r(TA))) 6= π2(C
′
A(r(T ′

A))), par dé�nition de Ψ, Ψ(EA) 6= Ψ(E ′A).Dans tous les as, nous avons Ψ(EA) 6= Ψ(EB).
Ψ est une surjetion. Soit EB = (TB,CB) une exéution aeptante de Baeptant la pile s0. Nous allons onstruire une exéution positionnelle EA =
(TA,CA) de A telle que Ψ(EA) = EB.Intuitivement, EA est l'exéution positionnelle de A qui suit la stratégie dé�niepar l'exéution EB. Comme B est réduit, nous pouvons sans perte de généralitésupposer que VTB

⊆ Stacksk(Γ) et que pour tout s ∈ VTB
, CB(s) = (qs,s). Deplus, nous supposerons dans la suite qs = (γs,fs,R

↑
s ,R

↓
s). Par dé�nition de IB etde ∆B, il existe un unique i0 ∈ Dom(fs0) ∩ IA satisfaisant la ondition 7.Nous dé�nissons EA = (TA,CA) omme suit :

VTA
= {q0,s0,γ1,q1,s1, . . . ,γn,qn,sn | q0 = i0,

∀ℓ ∈ [0,n− 1],qi
γi+1
−→
fsi

qi+1 et si+1 = R(γi+1)(si)},

TA = {(u,γ,uγqs) ∈ VTA
× Γok × VTA

| q ∈ QA et s ∈ Stacksk(Γ)}.et pour tout uqs ∈ VTA
(où q ∈ QA et s ∈ Stacksk(Γ)),

CA(uqs) = (q,s).



114 Ensembles rationnels de piles de pilesPar onstrution TA est un arbre déterministe. Pour établir que EA est uneexéution, il su�t de montrer que TA est �ni. Comme le montre l' exemple 4.3.26,la �nitude de TA est garantie par les ensembles R↑ et R↓.Exemple 4.3.26. Considérons l'automate C = (QC ,IC ,∆C) ave QC = {i,p},
IC = {i} et ∆C = {i → (p,a),p → (i,ā)}. Le langage S(C) est vide ar uneexéution aeptante de C ne peut être �nie.Si nous omettions les ensembles R↑ et R↓ de la onstrution de l'automateréduit, nous obtiendrions un automate D ave deux transitions:

(•,f0)→ ((a,f1),a) (a,f1)→ ∅où f0 et f1 sont dé�nies par f0(i) = δ0 et f1(p) = δ1. Le langage aepté par Dest non vide.Si maintenant nous ajoutons les ensembles R↑ et R↓, le langage aepté estvide. En e�et, l'automate réduit onstruit dans ette preuve ne ontient pas de�transition initiale�. En e�et, si une transition δ = (•,f,R↑,R↓) → A appartientà l'ensemble des transitions, l'état initial i appartient à Dom(f) par la ondition
7. Par la ondition 3, il suit que R↓ ontient (i,i). Don δ ne peut satisfaire laondition 5.Avant d'établir que TA est �ni (f. fait 4), il nous faut établir des propriétésliant les ensembles R↑ et R↓ apparaissant dans Im(CB) et l'exéution EA.Fait 1. Par onstrution de TA, nous avons π2(CA(VTA

)) ⊆ VTB
et pour tout

u ∈ VTA
, CA(u) = (p,s) implique p ∈ Dom(fs).Fait 2. Pour tout u,v ∈ VTA

tels que CA(u) = (p,s), CA(v) = (q,s) et u ρ
−→
TA

vave pour tout ρ′ < ρ, R(ρ′)(s) 6= R(ρ)(s), (p,q) ∈ R↓
s.La preuve proède par réurrene sur la longueur de ρ en utilisant le lemme 4.1.12et la ondition 3.Fait 3. Pour tout s ∈ VTB

tel que γs 6= • et pour tous u,v ∈ VTA
tels que

CA(u) = (p,s), CA(v) = (q,s) et il existe u γ̄s
−→
TA

u0
γ1−→
TA

. . .
γn
−→
TA

un
γs
−→
TA

v tel que
s 6∈ π2({CA(ui) | i ∈ [0,n]}), (p,q) ∈ R↑

s.La preuve proède par réurrene sur la hauteur de s dans TB en utilisant lelemme 4.1.12, le fait 2 et la ondition 4.Fait 4. Nous pouvons maintenant établir que TA est �ni.Supposons, par l'absurde, que TA est in�ni. Comme TA est déterministe, parle lemme de König, TA a une branhe in�nie. D'après le fait 1, l'ensemble CA(VTA
)est �ni et il existe don u et v ∈ VTA

tels que CA(u) = CA(v) = (p,s) et u ρ
−→
TA

v.



Aepteurs �nis 115Par le lemme 4.1.12 et par les faits 2 et 3, il suit que (p,p) ∈ (R↓
s ∪ R

↑
s)

+ e quiontredit la ondition 6.Nous dérivons la réiproque du fait 2.Fait 5. Pour tout s ∈ Stacksk(Γ) et pour tout (p,q) ∈ R↓ tel que (p,s) ∈ CA(VTA
),il existe u,v ∈ VTA

tel que CA(u) = (p,s) et CA(v) = (q,s), u ρ
−→
TA

v ave pour tout
ρ′ < ρ, R(ρ′)(s) 6= R(γ̄)(s).La preuve proède par réurrene sur la struture de l'arbre TA (qui est �ni) enutilisant la ondition 3 et le lemme 4.1.12.Nous pouvons maintenant établir la réiproque du fait 1.Fait 6. Pour tout s ∈ VTB

et pour tout p ∈ Dom(fs), il existe u ∈ VTA
tel que

CA(u) = (p,s).La preuve proède par réurrene sur la hauteur de s dans TB en utilisant le fait4 et la ondition 6 et 7.En�n, nous pouvons établir la réiproque du fait 3.Fait 7. Pour tout s ∈ VTB
tel que γs 6= • et (p,q) ∈ R↑

s, il existe une suite
u

γ̄
−→
TA

u0
γ1−→
TA

. . .
γn
−→
TA

un
γ
−→
TA

v ave n > 0 telle que CA(u) = (p,s), CA(v) = (q,s)et s 6∈ π2({CA(ui) | i ∈ [0,n]}). La preuve proède par réurrene sur la hauteurde s dans TB en utilisant les faits 4 et 5 et la ondition 4.Par le fait 4 et par onstrution de EA, EA est une exéution aeptante de A.Et par les faits 1 à 7, EB est l'image par Ψ de EA.Conlusion. Nous avons don établi que Ψ est une bijetion des exéutionspositionnelles aeptantes de A dans les exéutions aeptantes de B. Nous avonsdon:
S(A) = S(B).Exemple 4.3.27. Considérons l'automate A2 alternant sur Γ2 présenté dansl'exemple 4.3.12. La preuve de la proposition 4.3.25 onstruit un automate B2alternant réduit sur Γ2 aeptant le même langage que A2. La �gure 4.3 présentel'exéution de B2 orrespondant à l'exéution de A2 présentée dans la �gure 4.2.4.3.2.2 Équivalene alternants et non-alternants au niveau 1.Nous onluons e paragraphe en donnant une première appliation de l'équi-valene entre les automates alternants sur Γk et les automates alternants et ré-duits sur Γk. Nous allons montrer qu'au niveau 1, les automates alternants sur

Γ1 aeptent exatement les ensembles de Rat1.
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(i, [ [ a$ab$ab ] ]2)

(d1, [ [ a$ab$a ] ]2)

(d2, [ [ a$ab$ ] ]2)

(d3, [ [ a$ab ] ]2)

(d3, [ ]2)

(e1, [ [ . . . ] [ a$ab$ab ] ]2)

(e2, [ [ . . . ] [ a$ab$ ] ]2)

(e3, [ [ . . . ] [ a$ab ] ]2)

(e4, [ [ . . . ] [ a$a ] ]2)

(e5, [ [ . . . ] [ a$ ] ]2)

(e6, [ [ . . . ] [ a ] ]2)

1

b̄

ā

$̄

$̄

b̄

ā

$̄

i = (•,fi,∅,{ (q0,s
b
1),(q0,s

a
2) })

e1 = (1,fe1,∅,{ (q↓,rb
1),(q

↓,ra
2) })

e2 = (ā,fe2 ,∅,{ (q↓,rb
1),(q

↓,ra
2) })

e3 = ($,fe3,∅,{ (p1,r
a
2) })

e4 = (b̄,fe4 ,∅,∅)
e5 = (ā,fe5 ,∅,∅)
e6 = ($̄,fe6 ,∅,∅)
d1 = ($̄,fd1 ,∅,∅)
d2 = (b̄,fd2 ,∅,∅)
d3 = (ā,fd3 ,∅,∅)
d4 = (ā,fd4 ,∅,∅)Fig. 4.3 � L'exéution de l'automate B2 aeptant [ [ a$ab$ab ] ]2.Au niveau 1, ette propriété peut être obtenue en remarquant que l'ensembledes piles aeptées par un automate alternant sur Γ1 orrespond à un ensemblede sommets de l'arbre binaire omplet ∆2 dé�nissable en logique du seond ordremonadique. Il suit alors du théorème de Rabin [Rab69℄ que et ensemble estrationnel.Nous présentons une preuve reposant sur la proposition 4.3.25. La omplexitéde la transformation est moins élevée qu'en passant par la dé�nissabilité en logiquedu seond ordre monadique. De plus, ette preuve se généralise à tout niveau (f.proposition 4.3.41).Nous savons par la propriété 4.3.25 que nous pouvons nous onentrer surles automates alternants réduits sur Γ1. Nous �élaguons� es automates. Nousdonnons l'intuition de ette transformation sur un exemple simple d'automatealternant réduit sur Γ1.Exemple 4.3.28. Considérons un automate A = (QA,IA,∆A) alternant réduitsur Γ1 où QA = { i,p,q,r }, IA = { i } et où ∆A est l'ensemble des transitions:

δ1 = i→ (i,̄b) ∧ (p,a) δ2 = i→ (i,ā) ∧ (q,b) δ3 = i,⊥1 → ∅
δ4 = p→ (p,a) ∧ (p,b) δ5 = p→ ∅ δ6 = q → (q,a)L'automate A aepte le langage {[ bn ]1 | n ≥ 0}. En e�et, il su�t de remarquerque la transition δ2 ne peut pas apparaître dans une exéution �nie de A.Nous onstruisons un automate B alternant élagué sur Γ1 équivalent à A.



Aepteurs �nis 117Pour toute transition δ = p,T → R ∈ ∆A, nous dé�nissons la transition élaguéeorrespondante δ̃ = p,T → R ∩ (QA × Γ̄). Ainsi
δ̃1 = i→ (i,̄b) δ̃2 = i→ (i,ā) δ̃3 = i,⊥1 → ∅

δ̃4 = p→ ∅ δ̃5 = p→ ∅ δ̃6 = q → ∅Nous ne pouvons nous ontenter de prendre {δ̃ | δ ∈ ∆A} omme ensemble detransitions de B. En e�et, un tel automate aepterait {[w ]1 | w ∈ {a,b}
∗}.Pour déider quelles transitions élaguées doivent être onservées, il nous fautonsidérer le reste de la transition élaguée. Pour toute transition δ = p,T → R,nous dé�nissons la transition δ′ = p→ R∩ (QA×Γ). Comme A est réduit, touteexéution de A ommençant par δ′ est entièrement étiquetée par Γ. Il est aisé demontrer que Sδ′(A) est soit vide soit l'ensemble de toutes les piles sur Γ.Pour pouvoir inlure δ̃ dans l'ensemble des transitions de B, il nous su�tdon de véri�er que Sδ′(A) est non vide. Dans notre as, on véri�e failement queseules δ′2 et δ′6 ne véri�ent pas ette ondition.L'automate B = (QA,IA,∆B) a pour ensemble de transitions:

δ̃1 = i→ (i,̄b) δ̃3 = i,⊥1 → ∅ δ̃4 = p→ ∅ δ̃5 = p→ ∅.Par onstrution, S(B) ⊆ S(A). Pour l'inlusion réiproque, il su�t de montrerque toute exéution aeptante de B peut être étendue en une exéution aep-tante de A. Cei est garanti par le fait que S ′
δ(A) est égale à Stacks1(Γ). Cetteonstrution est illustrée par la �gure 4.4.

(i, [ bb ]1)

(i, [ b ]1)

(i, [ ]1)

(p, [ bba ]1)

(p, [ ba ]1)

(p, [ a ]1)

b̄

b̄

a

a

a

(i, [ bb ]1)

(i, [ b ]1)

(i, [ ]1)

b̄

b̄

Fig. 4.4 � Une exéution de A aeptant la pile [ bb ]1 et l'exéution de B orres-pondante.Le lemme suivant permet de déider quelles transitions de l'automate élaguerdans l'automate alternant réduit sur Γ1.



118 Ensembles rationnels de piles de pilesLemme 4.3.29. Pour tout automate A = (QA,IA,∆A) alternant et réduit sur Γ1et pour toute transition δ ∈ ∆A telle que Test(δ) = ∅ et π2(Act(δ))∩Γ = ∅, Sδ(A)est soit égal à ∅ soit à Stacksk(Γ). De plus, nous pouvons en déider en O(|A|).Démonstration. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate réduit alternant sur Γ1 et
δ satisfaisant les onditions de l'énoné. Comme nous ne nous intéressons qu'à
Sδ(A), nous pouvons supposer que pour tout δ ∈ ∆A, Test(δ) = ∅ et π2(Act(δ)) ⊆
Γ. Il su�t de montrer que si Sδ(A) est non vide alors Sδ(A) est égal à Stacksk(Γ).Supposons qu'il existe une pile s appartenant à ∆A aeptée par une exéution
EA = (TA,CA) ommençant par δ en s. Par dé�nition d'une exéution, pour tout
u ∈ VTA

, la pile π2(CA(u)) étiquetant u est égale à R(ρu)(s) où ρu ∈ Γ∗
1 est telleque r(TA)

ρu
−→
TA

u. Comme TA n'est étiqueté que par Γ, il suit que ρu appartient à
Γ∗ et don π2(CA(u)) = sρu.Soit s′ ∈ Stacks1(Γ). Nous dé�nissons une exéution E ′A = (TA,C

′
A) aeptant s′.Pour tout u ∈ VTA

, C ′
A(u) = (π1(CA(u)),s′ρu). Il est faile de véri�er que E ′A estbien une exéution de A et par onstrution, E ′A ommene en s′ par δ. Don s′appartient à Sδ(A).Pour la partie e�etivité, il su�t de tester le vide de Sδ(A). D'après les res-tritions syntaxiques sur A, ela revient à tester le vide d'un automate d'arbretop-down non-déterministe. Ce test peut être fait en O(|A|) (voir par exemple[CDG+℄).Nous pouvons maintenant établir que tout automate alternant réduit sur Γ1est équivalent à un automate réduit sur Γ1.Proposition 4.3.30. Pour tout automate A alternant et réduit sur Γ1, il existeun automate réduit sur Γ1 tel que S(A) = S(B). De plus, |QB| ≤ |Γk| · (|QA|+1).Démonstration. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate alternant réduit sur Γ1. Nouspouvons, sans perte de généralité, supposer que pour toute transition δ ∈ ∆A,

|π2(Act(δ))∩Γ| ≤ 1. En e�et, pour tout x 6= y ∈ Γ, Dom(R(x̄))∩Dom(R(ȳ)) = ∅.Nous élaguons A pour obtenir un automate B = (QB,IB,∆B) élagué réduitsur Γ1. Pour toute transition δ = p,T → R ∈ ∆A, nous dé�nissons δ̃ = p,T →
R ∩ (QA × Γ̄) et δ′ = • → R ∩ (QA × Γ) où • est un symbole n'appartenantpas à QA. La transition δ′ véri�e les onditions du lemme 4.3.29. Cependant δ′n'appartient pas à ∆A. Soit Aδ′ l'automate obtenu en rajoutant δ′ à ∆A.Nous prenons QB = QA, IB = IA et ∆B est dé�ni par:

∆B = {δ̃ | δ ∈ ∆A et Sδ′(Aδ′) 6= ∅}Par onstrution B est élagué. Comme A est réduit, B l'est aussi. Par lelemme 4.3.29, B peut être onstruit en temps exp[0](|A|).



Aepteurs �nis 119Par onstrution, S(B) ⊆ S(A). Pour l'inlusion réiproque, il su�t de mon-trer que toute exéution aeptante de B peut être étendue en une exéutionaeptante de A. Cei est garanti par le fait que pour tout δ̃ ∈ ∆B, S ′
δ(A) estégale à Stacks1(Γ) (f. lemme 4.3.29).D'après la proposition 4.3.24, il existe un automate C réduit sur Γ1 équivalentà B ave |QC | ≤ |Γk|(|QB|+ 1).En ombinant la proposition 4.3.25 et la proposition 4.3.30, il suit que toutautomate alternant sur Γ1 est équivalent à un automate réduit sur Γ1.Proposition 4.3.31. Pour tout automate alternant A sur Γ1, il existe un au-tomate B réduit sur Γ1 tel que S(B) = S(A) et tel que |QB| est bornée par

exp[1](|QA|).Nous verrons dans e paragraphe 4.4.2 que nous pouvons, ave la même om-plexité, transformer un automate alternant sur Γ1 en un automate réduit déter-ministe sur Γ1
7.Par la proposition 4.3.14 et la proposition 4.3.31, il suit que Rat1(Γ) = Alt1(Γ).4.3.3 Automates sur Γk ave tests.Pour étendre la proposition 4.3.30 à tous les niveaux, il nous faut introduirela notion d'automate ave tests.Nous ommençons par dé�nir formellement les opérations de test. Pour tout ℓ ≥ 1et k ≥ ℓ, l'opération de test de niveau k assoiée à un langage L ⊆ Stacksℓ(Γ),notée Testk

L, est dé�nie pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ) par:
Testk

T (s) =

{
s si topℓ(s) ∈ L,non dé�ni sinon.En d'autres termes, l'opération Testk

L est l'identité de niveau k restreinte à l'en-semble des piles de niveau k dont la dernière pile de niveau ℓ appartient à L. Nousdé�nissons naturellement l'instrution orrespondante notée T k
L et nous étendons

R en prenant R(T k
L) = Testk

L. Quand k se déduit du ontexte, nous érivonssimplement TestL et TL.Un automate sur Γk ave tests dans un ensemble �ni L de parties de Stacksℓ(Γ)(pour ℓ ≤ k) est dé�ni en ajoutant, aux tests de fonds de piles, des instrutionsde test dans T k
L = {T k

L | L ∈ L}. Pour tout T ⊆ T k
L , nous dé�nissons Dom(T ) ⊆

Stacksℓ par:Dom(T ) =

{ ⋂
ℓ∈[1,n]Lℓ si T = { T k

L1
, . . . ,T k

Ln
} ave n > 0,

Stacksℓ(Γ) si T = ∅7. Rappelons qu'un automate réduit sur Γ1 est simplement un automate �ni sur Γ. La notionde déterminisme est don la notion lassique pour les automates �nis sur le monoïde libre Γ∗.



120 Ensembles rationnels de piles de pilesDé�nition 4.3.32. Un automate A sur Γk ave tests dans un ensemble �ni L departies de Stacksℓ(Γ) où ℓ ≤ k est un quadruplet (Q,I,F,∆) où Q est l'ensemble�ni des états, I ⊆ Q et F ⊆ Q sont respetivement les ensembles des états initiauxet �naux, et ∆ ⊆ Q× Γok × Sing(Γtk)× 2T
k
L ×Q est l'ensemble des transitions.Nous noterons p γ

−→ q,T,T ′ la transition (p,γ,T,T ′,q) ∈ ∆. Intuitivement dansune on�guration (p,s) l'automate A peut appliquer la transition p
γ
−→ q,T,T ′pour passer dans la on�guration (q,s′) si la pile s′ = R(γ)(s) est dé�nie et si s′appartient à Dom(T ′)La notion de langage aepté est dé�nie de manière analogue au as des auto-mates dans Γk. Nous pouvons dé�nir de la même manière la notion d'automatealternant sur Γk ave tests dans L. De même les notions d'automates réduits etélagués se transposent immédiatement en présene des tests.Exemple 4.3.33. Considérons le langage S de piles de niveau 2 sur Γ = { a,b }dé�ni par:

{[ [w0 ] [w1 ] . . . [wn ] ]2 | w0 ∈ Γ∗,n > 0 et pour tout i ∈ [1,n],
wi ⊑ wi−1 et |wi|a mod 2 = |wi|b mod 2 = 0}.Ainsi les piles [ [ abbaaabb ] [ abbaaa ] [ abba ] [ ] ]2 et [ [ abbaaabb ] [ abba ] ]2 appar-tiennent à S. Il est faile de véri�er que S appartient à Rat2. Nous donnonsun automate A = (Q,I,F,∆) réduit sur Γ2 ave tests dans {A,B } où A et Bsont les langages de piles de niveau 1 respetivement dé�nis par {w ∈ Γ∗ | |w|a

mod 2 = 0} et {w ∈ Γ∗ | |w|b mod 2 = 0} aeptant S. L'automate A estreprésenté dans la �gure 4.5.
i f

a,b

1

ā,̄b

(1,{ T 2
A,T

2
B })Fig. 4.5 � Un automate réduit sur Γ2 ave tests dans {A,B} aeptant S.Pour des raisons liées à la omplexité des transformations, nous allons ajouterau uplet dé�nissant l'automate A = (Q,I,F,∆) une appliation µ de I dans 2T

k
L .La sémantique de ette appliation est qu'un état initial i ∈ I peut être l'état dedépart d'un alul aeptant de A si et seulement si la pile vide [ ]k appartient àDom(R(t)) pour tout t ∈ µ(i). Du point de vue de l'expressivité, et ajout n'a



Aepteurs �nis 121auune inidene. En e�et, nous pouvons supprimer µ sans hanger le langageaepté, en prenant l'ensemble {i ∈ I | [ ]k ∈ Dom(R(t)) pour tout t ∈ µ(i)}omme nouvel ensemble d'états initiaux. Cependant, le oût de ette transforma-tion est lié au oût du test de l'appartenane de la pile vide [ ]ℓ aux langages de
L. L'ajout de l'appliation µ permet d'éviter de faire apparaître e oût dans lestransformations présentées dans la suite du hapitre.Nous prolongeons la orrespondane entre les automates alternants élaguéssur Γk et les automates sur Γk en présene de tests. La preuve est une adaptationimmédiate de la preuve de la proposition 4.3.24.Proposition 4.3.34. Les automates alternants élagués sur Γk ave tests dansun ensemble �ni L de parties de Stacksℓ(Γ) ave ℓ ≤ k et les automates réduitssur Γk ave tests dans L sont équivalents:1. Pour tout automate A alternant élagué (resp. élagué et réduit) sur Γk avetests dans L, il existe un automate B (resp. réduit) sur Γk ave tests dans

L tel que S(B) = S(A) et |QB| = |QA|.2. Pour tout automate A (resp. réduit) sur Γk, il existe un automate B al-ternant élagué (resp. élagué et réduit) sur Γk tel que S(B) = S(A) et.|QB| ≤ |Γk|(|QA|+ 1).Remarque 4.3.35. Grâe à l'ajout de l'appliation µ, ette équivalene est ef-fetive sans présumer de la déidabilité de l'appartenane de la pile vide auxlangages de L.Si nous enrihissons un automate sur Γk+1 ave des tests dans Ratk(Γ), nousn'augmentons pas l'expressivité du modèle. En e�et, soient R ∈ Ratk et I ∈Rat(Γ∗
k) telle que R = R(I)([ ]k), il est faile de véri�er que:

Testk+1
R = copyk · R(Ī · ⊥k · (Γ

o
k)∗) · copyk. (4.7)Proposition 4.3.36. Pour tout automate A sur Γk+1 ave tests dans un ensemble�ni L ⊆ Ratk, il existe un automate B sur Γk+1 tel que S(B) = S(A). De plussi haque L ∈ L est aepté par un automate AL ∈ Rat(Γk) alors nous pouvonssupposer que |QB| est bornée par exp[0](|A|+

∑
L∈L |AL|).Démonstration. Soit A = (Q,I,F,∆,µ) un automate sur Γk+1 ave tests dans unsous-ensemble �ni L de Ratk(Γ). Pour tout L ∈ L, nous notons IL un ensemblede Rat(Γk) tel que L = R(IL)([ ]k). Pour toute transition δ = p

γ
−→ q,T,T ′ ∈ ∆,nous dé�nissons un ensemble rationnel d'instrutions de Γk+1, noté Rδ, par:

{
Rδ = {ε} si T ′ = ∅,
Rδ = kIL1⊥kΓ

∗
kk̄ · · · kILn⊥kΓ

∗
kk̄ si T ′ = { TL1 , . . . ,TLn }.



122 Ensembles rationnels de piles de pilesDe la même manière, nous dé�nissons pour tout état initial p ∈ I un ensemblede Rat(Γ∗
k+1) assoié à l'ensemble µ(p) et noté Rp.Soit Aδ = (Qδ,Iδ,Fδ,∆δ) un automate sur Γk+1 aeptant le langage des suitesd'instrutions Rδ (i.e. I(Aδ) = Rδ). Nous pouvons, sans perte de généralité,supposer que A possède un unique état initial iδ et un unique état �nal fδ (enutilisant des ε-transitions). De la même manière, nous prenons pour tout étatinitial p ∈ I un automate Ap = (Qp,Ip,Fp,∆p) aeptant Ri et ave un uniqueétat initial ip et un unique état �nal fp.Nous supposons aussi que les ensembles Qδ et lesQp sont deux-à-deux disjointset disjoints de Q.Nous onstruisons maintenant l'automate B = (QB,IB,FB,∆B) sur Γk+1 enprenant:

QB = QA ∪
⋃

δ∈∆Qδ ∪
⋃

p∈I Qi

IB = {ip | p ∈ I}
FB = F

∆B =
⋃

δ∈∆ ∆δ ∪
⋃

p∈I ∆p,

∪ {fp
ε
−→ p | p ∈ I},

∪ {p
γ
−→ iδ,T , fδ

ε
−→ q | δ = p

γ
−→ q,T,T ′ ∈ ∆}.De l'équation (4.7), il suit que S(B) = S(A).Exemple 4.3.37. Nous illustrons dans et exemple le résultat de la propositionpréédente sur l'automate A présenté dans l'exemple 4.3.33. Cet automate réduitsur Γ2 ave tests dans {A,B } ⊂ Rat1(Γ) où A et B sont les langages de piles deniveau 1 respetivement dé�nis par {w ∈ Γ∗ | |w|a mod 2 = 0} et {w ∈ Γ∗ | |w|b

mod 2 = 0} aepte le langage:
S = {[ [w0 ] [w1 ] . . . [wn ] ]2 | w0 ∈ Γ∗,n > 0 et pour tout i ∈ [1,n],

wi ⊑ wi−1 et |wi|a mod 2 = |wi|b mod 2 = 0}.D'après la proposition 4.3.36, le langage S appartient à Rat2(Γ). La �gure 4.6présente un automate B sur Γ2 aeptant S.Nous pouvons déduire un résultat plus fort pour les automates alternants : lesautomates alternants sur Γk ave tests dans Altk sont équivalents aux automatesalternants sur Γk.Proposition 4.3.38. Pour tout automate A alternant sur Γk ave tests dans unensemble �ni L ⊆ Altk, il existe un automate B alternant sur Γk tel que S(B) =
S(A). De plus si haque L ∈ L est aepté par un automate AL alternant sur Γkalors nous pouvons supposer que |QB| est bornée par exp[0](|QA|+

∑
L∈L |AL|).
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1 ā,b̄
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ā

ā

b̄

b̄

ā

ā

b̄

b̄

⊥1

a,b

1̄

1Fig. 4.6 � Un automate B sur Γ2 aeptant le langage S présenté dansl'exemple 4.3.33.Démonstration. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate alternant sur Γk ave testsdans un ensemble �ni L ⊂ Altk. De plus, supposons que haque langage L ∈ Lsoit aepté par un automate AL = (QL,IL,∆L) alternant sur Γk. Nous pouvonssupposer, sans perte de généralité, que les ensembles d'états de tous es automatessont deux à deux disjoints.Nous allons onstruire un automate B = (QB,IB,∆B) alternant sur Γk aep-tant S(A).L'ensemble des états QB est QA∪
⋃

L∈LQL, les états initiaux IB sont les étatsinitiaux de A et l'ensemble des transitions ∆B est donné par:
∆B = {p,T → R ∧

∧
T k

L∈T ′(iL,ε) | δ = p,T,T ′ → R ∈ ∆A et iL ∈ IL}
∪

⋃
L∈L ∆LPar onstrution, B est équivalent à A. Remarquons qu'en général, |B| estexponentiel en |QB|.4.3.3.1 Équivalene entre automates alternants et automates non al-ternants.Dans e sous-paragraphe, nous établissons que tout automate alternant sur

Γk est équivalent à un automate sur Γk.L'étape lé est d'établir que tout automate réduit sur Γk+1 est équivalent àun automate réduit sur Γk+1 ave tests dans Altk. L'intuition de la preuve est lamême que pour le niveau 1 (f. sous-paragraphe 4.3.2.2).Nous élaguons les transitions de l'automate A = (QA,IA,∆A) alternant et réduitsur Γk+1. Pour toute transition δ = p,T → R ∈ ∆A et pour tout γ ∈ Γok+1,



124 Ensembles rationnels de piles de pilesnous dé�nissons la transition élaguée δ̃γ = p,T → R ∩ (QA × { γ }) et le reste del'élagage δγ = • → R ∩ (QA × (Γok+1 \ { γ })).Au niveau 1, l'ensemble Sδγ (A) était soit vide soit égal à Stacks1(Γ). Aux ni-veaux supérieurs, ette propriété n'est plus véri�ée. Nous allons montrer qu'ilexiste un automate alternant Aδ,γ de niveau k tel que pour toute pile s =
[ s1 . . . sn ]k+1 ave Last(s) = γ̄, s ∈ Sδγ (A) si et seulement si sn ∈ S(Aδ,γ).Ces automates et leurs propriétés sont donnés par les deux lemmes i-dessous.Lemme 4.3.39. Pour tout k ≥ 1, tout automate alternant réduit sur Γk+1, pourtout γ ∈ Γok+1 et toute transition δ ∈ ∆A telle que γ̄ 6∈ π2(Act(δ)) et telle que
Test(δ) = ∅, il existe un automate Aδ,γ alternant sur Γk tel que pour toute pile
s = [ s1, . . . ,sn ]k+1 ave Last(s) = γ,

s ∈ Sδ(A) ⇔ sn ∈ S(Aδ,γ).De plus |QAδ,γ
| et |Aδ,γ| sont respetivement bornés par exp[0](|QA|) et exp[0](|A|).Démonstration. Soit A un automate alternant réduit sur Γk+1, γ un symbole de

Γok+1 et δ0 une transition de ∆A tels que γ̄ 6∈ π2(Act(δ0)) et Test(δ0) = ∅.Nous ommençons par montrer que nous pouvons supprimer toutes les transi-tions de ∆A ontenant l'instrution k̄ et l'instrution ⊥k+1 sans hanger Sδ0(A)∩
{s ∈ Stacksk+1(Γ) | Last(s) = γ}.Soit s = [ s1, . . . ,sn ] ∈ Stacksk+1(Γ) de suite réduite ρs ave ρs(|ρs|) = γ (i.e.Last(s) = γ). Supposons que s soit aeptée par une exéution EA(TA,CA) de Aommençant en s par δ0 (i.e. s ∈ Sδ0(A)). Montrons que k̄ n'apparaît pas ommeétiquette de TA.Soit u ∈ VTA

ave CA(u) = (p,s′). Il existe ρ′ ∈ (Γok+1)
∗ tel que r(TA)

ρ′

−→
A

u.Par dé�nition d'une exéution, s′ = R(ρ′)(s). Don s′ = R(ρsρ
′)([ ]k+1). La suite

ρsρ
′ est réduite. En e�et ρ′ est réduite ar A est réduit, ρs est réduite par dé�nitionet, par dé�nition de δ, ρ′(1) 6= γ̄ = ρs(1). Don ρsρ

′ est la suite réduite de s′ et parla remarque 4.1.11, elle ne peut pas ontenir d'ourrene du symbole k̄. Il suitque k̄ ne peut apparaître omme étiquette de TA. Par un raisonnement analogue,nous établissons que [ ]k+1 n'apparaît pas dans π2(CA(VTA
))Nous supposons maintenant que pour toute transition δ ∈ ∆A, l'instrution

k̄ n'apparaît pas dans π2(Act(δ)) et que l'instrution ⊥k+1 n'apparaît pas dans
∆A.Nous allons onstruire un automate B = (QA ∪ {i0},{i0},∆B) où i0 est unsymbole n'appartenant pas à QA. L'ensemble ∆B est obtenu en remplaçant dans
∆A toutes les ourrenes de l'instrution k par ǫ.

∆B = {p,T → (p1,γ̃1) ∧ · · · ∧ (pn,γ̃n) | p,T → (p1,γ1) ∧ · · · ∧ (pn,γn) ∈ ∆A}
∪ {i0,T → (p1,γ̃1) ∧ · · · ∧ (pn,γ̃n) | δ0 = p,T → (p1,γ1) ∧ · · · ∧ (pn,γn)}



Aepteurs �nis 125où pour tout γ ∈ Γok , γ̃ = γ et k̃ = ε.Nous obtenons don par onstrution un automate alternant sur Γk ave des ε-transitions. Par onstrution et par le lemme 4.1.3, il en résulte que pour toute pile
s = [ s1, . . . ,sn ]k+1 ave Last(s) = γ, s ∈ Sδ0(A) si et seulement si sn ∈ S(Aδ0).Remarquons qu'il ne faut pas éliminer les ε-transitions à ette étape. En e�et,l'élimination des ε-transitions peut produire un automate Aδ0 de taille exponen-tielle par rapport à |A|.Le lemme préédent traite le as des piles non vides (i.e. Last(s) est dé�ni).Le lemme suivant traite le as de la pile vide du niveau k + 1. Sa preuve est uneadaptation immédiate de la preuve du lemme préédent.Lemme 4.3.40. Pour tout k ≥ 1, tout automate alternant réduit sur Γk+1, ettoute transition δ ∈ ∆A, il existe un automate Aδ,ε alternant sur Γk tel que:

[ ]k+1 ∈ Sδ(A) ⇔ [ ]k ∈ S(Aδ,ε).De plus |QAδ,ε
| et |Aδ,ε| sont respetivement bornés par exp[0](|QA|) et exp[0](|A|).En utilisant les lemmes préédents, nous pouvons onstruire à partir d'unautomate alternant réduit sur Γk+1, un automate réduit sur Γk+1 ave tests dansAltk équivalent.Proposition 4.3.41. Pour tout k ≥ 1, tout automate A sur Γk+1 alternant etréduit est équivalent à un automate B réduit sur Γk+1 ave tests dans L ⊂ Altk.De plus, la taille ∆B est polynomiale en la taille ∆A, |L| ≤ (k + 2) · |∆A| ettout L ∈ L est aepté par un automate AL alternant sur Γk ave |QAL

| et |AL|respetivement bornés par exp[0](|QA|) et exp[0](|A|).Démonstration. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate sur Γk+1 alternant et réduit.Nous onstruisons un automate B alternant élagué et réduit sur Γk+1 ave testsdans L ⊂ Altk.Pour tout δ = p,T → R ∈ ∆A et tout γ ∈ Γok+1, nous dé�nissons δ̃γ =
p,R→ R ∩ (QA × { γ }) et δγ = • → R ∩ (QA × (Γok \ { γ })) où • est un symbolen'appartenant pas à QA. Nous noterons Aδγ l'automate alternant sur Γk onstruitdans le lemme 4.3.39 pour l'automate (QA,IA,∆A ∪ {δγ}).De même, pour toute transition δ = p,T → R ∈ ∆A, nous dé�nissons δε = • → Ret notons Aδε l'automate alternant sur Γk onstruit dans le lemme 4.3.40.En�n, l'ensemble L ⊂ Altk des langages de test est:

L = {S(Aδγ ),S(Aδε) | δ ∈ ∆A et γ ∈ Γok+1}.Nous dé�nissons maintenant un automate B = (QB,IB,∆B) alternant élaguéet réduit sur Γk+1 ave tests dans L. Nous prenons QB = (QA ∪ { • }) × (Γok ∪
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{ ε,k }), IB = IA × (Γok ∪ { k,ε }) et l'ensemble des transitions est dé�ni par:

∆B = {(p,γ),T,TS(Aδγ̄ ) → ((q,γ′),γ̄) | δ ∈ ∆A et δ̃γ̄ = p,T → (q,γ̄)}

∪ {(p,γ),T,TS(Aδγ̄ ) → ((•,γ′),γ̄) | δ ∈ ∆A et δ̃γ̄ = p,T → ∅}

∪ {(p,ε),⊥k+1,TS(Aδε ) → ∅ | δ ∈ ∆A et Head(δ) = p}
∪ { (•,γ)→ ((•,γ′),γ̄) }
∪ { (•,ε),⊥k+1 → ∅}où dans tous les ensembles, γ ∈ Γok ∪ { k } et γ′ ∈ Γok ∪ {k,ε} ave γ′ 6= γ̄.Par onstrution, B est un automate alternant élagué réduit sur Γk+1 et

S(A) ⊆ S(B).Pour l'inlusion réiproque, nous montrons que toute exéution aeptante EBde l'automate B peut s'étendre en une exéution aeptante de A.Avant d'établir ette propriété, remarquons que pour toute exéution (nonnéessairement aeptante) EA = (TA,CA) de A si CA(r(TA) = ((q,γ),s) alorsLast(s) = γ. Une réurrene immédiate sur la longueur de l'exéution EA, utilisantles lemmes 4.3.39 et 4.3.40 établit que:pour toute exéution EB de B ommençant par l'état (q,γ) ∈ QA × (Γok+1 ∪ { ε })sur la pile s, il existe une exéution EA de A ommençant par q sur la pile s. Ils'en suit don que S(B) ⊆ S(A).Nous avons don établi l'existene d'un automate alternant élagué et réduit avetest dans L ⊂ Altk(Γ) équivalent à A. D'après la proposition 4.3.24, il existe unautomate C réduit sur Γk+1 ave tests dans L équivalent à B.Un orollaire immédiat de ette proposition et de la proposition 4.3.25 est quetout automate alternant sur Γk+1 est équivalent à un automate réduit sur Γk+1ave tests dans Altk.Corollaire 4.3.42. Pour tout k ≥ 1, tout automate A alternant sur Γk+1 estéquivalent à un automate B réduit sur Γk+1 ave tests dans L ⊂ Altk(Γ). De plus,
|QB| et |L| sont bornées par exp[1](|QA|) et haque langage L ∈ L est aepté parun automate AL alternant sur Γk de taille bornée par exp[1](|QA|).Nous pouvons maintenant établir, par réurrene sur le niveau k, que toutautomate alternant sur Γk est équivalent à un automate sur Γk.Théorème 4.3.43. Pour tout automate alternant A sur Γk, il existe un automate
B sur Γk équivalent. De plus, nous pouvons supposer que la taille de B est bornéepar exp[k](|QA|).Démonstration. La preuve proède par réurrene sur le niveau k.Cas de base : k = 1. Ce as a été démontré dans la proposition 4.3.31.



Aepteurs �nis 127Etape de réurrene. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate alternant sur Γk+1.Par la proposition 4.3.25, il existe un automate B = (QB,IB,∆B) alternant ré-duit sur Γk+1 équivalent à A. Par la proposition 4.3.41, il existe un automate Créduit sur Γk ave tests dans L ⊂ Altk. Comme par hypothèse de réurrene,tout automate alternant sur Γk est équivalent à un automate sur Γk, C est unautomate réduit sur Γk+1 ave tests dans Ratk. Par la proposition 4.3.36, il existeun automate D sur Γk+1 équivalent à C.Un rapide alul des omplexités mises en jeu dans haque transformationmontre que |QD| est bornée par exp[k + 1](|QA).Il en résulte immédiatement que pour tout k ≥ 1,Altk = Ratk.Un orollaire du théorème préédent et des propositions 4.3.34 et 4.3.38 estque les langages aeptés par les automates sur Γk ave tests dans Ratk(Γ) ap-partiennent à Ratk(Γ).Corollaire 4.3.44. Pour tout k ≥ 1, Ratk(Γ) = R(Rat((Γk ∪ TRatk(Γ))
∗))([ ]k).4.3.3.2 Première normalisationDans e sous-paragraphe, nous établissons la première normalisation des au-tomates sur Γk+1. Plus préisément, nous montrons que tout automate sur Γk+1est équivalent à un automate réduit sur Γk+1 ave tests dans Ratk.Ce résultat peut être déduit des résultats du sous-paragraphe préédent. Ene�et, omme tout automate sur Γk+1 est équivalent à un automate alternantsur Γk+1 (f. proposition 4.3.14), il déoule de la proposition 4.3.41 et du théo-rème 4.3.43 que tout automate sur Γk+1 est équivalent à un automate réduitsur Γk+1 ave tests dans Ratk. Cependant du point de vue de la omplexité, lesautomates sur Γk aeptant les langages de tests ont une taille (k + 1) fois ex-ponentielle en la taille de l'automate de départ. Nous allons montrer que, parune onstrution ad ho, nous pouvons réduire d'un niveau la taille de la tourd'exponentielles.Intuitivement, ette onstrution onsiste à éliminer les boules dans les exé-utions de l'automate A sur Γk+1. Nous dirons que l'automate A boule sur la pile

s ∈ Stacksk+1(Γ) en partant dans l'état p et en revenant dans l'état q s'il existeun alul (p0,s0) −→
A
· · · −→

A
(pn,sn) tel que s0 = sn = s, p0 = p, pn = q et pourtout ℓ ∈ [0,n], ρs ⊑ ρsℓ

. Pour tout p,q ∈ QA, nous noterons Lp,q ⊆ Stacksk+1(Γ)l'ensemble des piles s tel que A peut bouler sur s en partant en p et en revenanten q.



128 Ensembles rationnels de piles de pilesExemple 4.3.45. Considérons l'automate A sur Γ2 (ave Γ = { a,b }) présentédans la �gure 4.1 p. 98. Les langages des boules de et automate sont donnési-dessous:
Lp1,q1 = {[ s1, . . . ,sn ]2 | sn(|sn|) = a}
Lp2,q2 = {[ s1, . . . ,sn ]2 | sn(|sn|) = b}
Lp,q = Stacks2(Γ)
Li,r = Stacks2(Γ)Tous les autres langages de boules sont vides. Nous retrouvons bien que l'en-semble des piles aeptées par A est {[ [w ] ]2 | w ∈ Γ∗}.Nous allons montrer, dans le lemme suivant, que l'appartenane d'une pile sde niveau k + 1 à Lp,q ne dépend que de Last(s) et de topk(s) la dernière pile deniveau k de s.Lemme 4.3.46. Pour tout automate A sur Γk+1, tous p,q ∈ QA et γ ∈ Γok+1 ∪

{ ε }, il existe un automate Aγ
p,q alternant sur Γk tel que pour toute pile s =

[ s1, . . . ,sn ]k+1 ave Last(s) = γ, on a s ∈ Lp,q si et seulement si sn ∈ S(Aγ
p,q).Démonstration. Soit A = (QA,IA,FA,µA,∆) un automate sur Γk+1, γ0 ∈ Γok ∪

{ k,ε } et p0,q0 ∈ QA.Considérons le as γ0 6= ε. Le as γ0 = ε est similaire.Comme Last(s) 6= ε, la pile s est non vide. Toutes les piles intervenant dansune boule de A sur s sont di�érentes de la pile vide de niveau k+1. Nous pouvonsdon supprimer toutes les transitions de A ontenant l'instrution de test ⊥k+1.Nous ommençons par onstruire un automate B = (QB,IB,∆B) alternantréduit sur Γk+1 aeptant Lp0,q0 ∩ {s ∈ Stacksk(Γ) | Last(s) = γ0}. L'ensembledes états QB est égal à QA×QA× (Γok ∪ { k })× Sing(Γtk) et l'ensemble des étatsinitiaux IB est {(p0,q0,γ0,T ) | T ∈ Sing(Γtk)}.Intuitivement, si une on�guration ((p,q,γ,T ),s) apparaît dans une exéutionaeptante de B ommençant sur une pile s0 telle que Last(s0) = γ0 alors:� Last(s) = γ,� s ∈ Dom(R(t)) pour tout t ∈ T ,� et s appartient à Lp,q.Pour dé�nir l'ensemble des transitions ∆B, nous onsidérons des transitions δde la forme suivante:
δ = (p,q,γ,T ),T →

∧

γ′∈R

∧

(p′,q′,γ′,T ′)∈Qγ′

((p′,q′,γ′,T ′),γ′)où R ∈ (Γok ∪ { k }) \ {γ̄ | } et pour tout γ′ ∈ R, Qγ′ ⊆ QB. Pour tout γ′ ∈ R,nous dé�nissons un ensemble R′
γ ⊆ QA ×QA égal à:

{(p,q) | ∃(r,t,γ,T ′) ∈ Qγ ,p
γ′

−→ r,T1 ∈ ∆A et t γ̄′

−→ q,T2 ∈ ∆A, T1 ≤ T et T2 ≤ T ′}



Aepteurs �nis 129La transition δ appartient à ∆B si (p,q) ∈
(⋃

γ′∈RRγ′

)∗.Fait 1. Pour tout p,q ∈ QA,toute instrution γ ∈ Γok ∪ { k } et toute pile s ∈
Stacksk+1(Γ) ave Last(s) = γ, s'il existe une exéution EB = (TB,CB) de Bommençant en s par l'état (p,q,γ,T ) alors s appartient à Lp,q.La preuve proède par réurrene sur la hauteur de TB.Fait 2. Pour tout p,q ∈ QA,tout γ ∈ Γok ∪{ k } et toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ) aveLast(s) = γ, si s appartient à Lp,q alors il existe une exéution EB = (TB,CB) de
B ommençant en s par l'état (p,q,γ,T ).La preuve proède par réurrene sur la longueur de la boule de A sur s enutilisant la déomposition du lemme 4.1.12.Par onséquent et pour toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ) ave Last(s) = γ0, s ∈ S(B)si et seulement si s ∈ Lp,q.Par onstrution, B ne ontient auune ourrene des instrutions k̄ et ⊥k+1.Nous dé�nissons l'automate C alternant sur Γk en remplaçant dans B toutesles ourrenes de k par des ε. Par le lemme 4.1.3, il suit que pour tout s =
[ s1, . . . ,sn ]k+1 ∈ Stacksk+1(Γ) ave Last(s) = γ0, s ∈ S(B) si et seulement si
sn ∈ S(C). Ainsi l'automate C satisfait les onditions de l'énoné.Remarquons que bien que le nombre d'états de C soit polynomial en |A|, lataille de C est exponentielle en la taille de A.Exemple 4.3.47. Reprenons l'exemple 4.3.45. L'automate A = (QA,IA,FA,∆A)obtenu par ε-l�ture de l'automate présenté dans la �gure 4.1 est donné dans la�gure 4.7.

ip q r

p1

p2

q1

q2

a,b

1

1,⊥1 1̄
1 ā

1 b̄

a 1̄

b 1̄

ā,⊥1

b̄,⊥1Fig. 4.7 � L'ε-l�ture de l'automate présenté dans la �gure 4.1.Pour tout γ ∈ Γo1 ∪ { 1,ε }, nous onstruisons l'automate Aγ
i,r = (Q,I,∆)alternant sur Γ1 dé�ni dans la preuve du lemme 4.3.46. L'ensemble des états
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Q est QA × QA × (Γ1 ∪ { 1 }) × Sing(Γ1) et l'ensemble des états initiaux I est
{ (p,q,a,∅) , (p,q,a,⊥1) }. Voii, l'ensemble des transitions de ∆ �aessibles� de-puis l'un des états initiaux.

(i,r,γ,T ),T → ((q,q,1,⊥1),ε) (i,r,γ,T ),T → ((p,q,1,∅),ε)
(p,q,γ′,T ),T → ((p1,q1,1,∅),ε) (p,q,γ′,T ),T → ((p1,q2,1,∅),ε)
(p,q,γ′,T ),T → ((p2,q1,1,∅),ε) (p,q,γ′,T ),T → ((p2,q2,1,∅),ε)
(p1,q1,1,∅) → (p,q,ā,∅),ā) (p1,q1,1,∅) → (q,q,ā,⊥1),ā)
(p2,q2,1,∅) → (p,q,ā,∅),ā) (p2,q2,1,∅) → (q,q,ā,⊥1),ā)
(q,q,γ′,⊥1),⊥1 → ∅où T ∈ Sing(Γt1) et γ ∈ { ā,̄b,1 }. Il est faile de véri�er que S(Aγ

i,r) est égal à
Stacks1Γ. et don Li,r est égal à Stacks2(Γ).En utilisant le lemme préédent, nous pouvons transformer tout automate sur
Γk+1 en un automate réduit sur Γk+1 ave tests dans Altk.Proposition 4.3.48. Tout automate A sur Γk+1 est équivalent à un automate
B réduit sur Γk ave tests dans L ⊆ Altk. De plus, |∆B| et |L| sont bornées par
exp[0](|QA|) et haque L ∈ L est aepté par un automate AL alternant sur Γkave |QAL

| borné par exp[0](|QA|).Démonstration. Soit A = (QA,IA,FA,∆A) un automate sur Γk+1. Nous pouvons,sans perte de généralité, supposer que A ne ontient pas d'ε-transitions. Nousonstruisons un automate B = (QB,IB,FB,µB,∆B) réduit sur Γk+1 ave testsdans un ensemble �ni L ⊂ Altk.L'ensemble L ontient les langages aeptés par les automates Aγ
p,q pour tout

p,q ∈ QA et γ ∈ Γok ∪ { k }. À es langages, il faut ajouter les langages de testsassoiés aux états initiaux. Pour tout état p ∈ QA, nous noterons Sp le langage⋃
i∈IA
S(Aε

i,p). Par la proposition 4.3.16, le langage Sp appartient à Altk. Nousprenons don L égal à:
L = {S(Aγ

p,q) | p,q ∈ QA et γ ∈ Γok ∪ { k }}
∪ {Sq | q ∈ QA}où pour tout p,q ∈ QA et γ ∈ Γok+1, Aγ

p,q est l'automate alternant sur Γk dé�nidans le lemme 4.3.46. Tout langage L ∈ L est aepté par un automate alternantsur Γk de taille polynomiale en |A|.Nous pouvons maintenant dé�nir B. L'ensemble des états QB est égal à QA×
(Γok ∪ { k,ε }). Les ensembles des états initiaux et �naux sont respetivement
IB = QA × { ε } et FB = FA × (Γok ∪ { k,ε }). L'appliation µB est dé�nie pourtout (q,ε) ∈ QB par µB((q,ε)) = Sq. L'ensemble des transitions ∆B est donné
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∆B = {(p,γ′)

γ
−→ (r,γ),T,TS(Aγ

q,r) | γ
′ ∈ Γok ∪ { k,ε }γ ∈ Γok ∪ { k },γ̄ 6= γ′et p γ

−→ q,T ∈ ∆A}.Par onstrution, l'automate B est réduit (f. remarque 4.3.23). Nous établis-sons maintenant que S(B) = S(A). Par onstrution de B, nous avons S(B) ⊆
S(A). Il reste à montrer l'inlusion réiproque.Soit s une pile aeptée par A. Il existe un alul (p0,s0)

γ1
−→

A
· · ·

γn
−→

A
(pn,sn)où s0 = [ ]k+1, sn = s, p0 ∈ IA et pn ∈ FA.Notons ρs la suite réduite de s et pour tout ℓ ∈ [0,|ρs|], notons sℓ la pile deniveau k + 1 ayant pour suite réduite ρ(1) . . . ρ(ℓ).Il existe i1 < . . . < i|ρs| ∈ [0,n] tels que pour tout ℓ ∈ [1,|ρs| − 1],� γiℓ+1 = ρs(ℓ)� A boule sur sℓ partant de qiℓ+1 et arrivant en qiℓ+1

,� A boule sur s0 = [ ]k+1 partant de q0 et arrivant en qi0 ,� A boule sur s|ρs| = s partant de qi|ρs|+1
et arrivant en qnIl en résulte don par onstrution de B et par dé�nition des langages de L(f. lemme 4.3.46) que B admet le alul aeptant suivant:

((qi1 ,ε), [ ]k+1)
ρs(1)
−→

B
((qi2 ,ρ(1)),s1)

ρs(2)
−→

B
· · ·

ρs(|ρs|)
−→

B
((qn,ρs(|ρs|)),s).Nous avons établi que S(A) ⊆ S(B) et don A et B aeptent le même langage.Remarquons que omme la onstrution du lemme 4.3.46 prend un tempsexponentiel en |A|, ette onstrution est elle aussi exponentielle.Il s'en suit maintenant par la proposition préédente et par le théorème 4.3.43,que tout automate A sur Γk+1 est équivalent à un automate réduit sur Γk+1 avetest dans Ratk et que ette transformation peut être réalisée en temps exp[k](|A|).Pour un automate A alternant sur Γk+1, ette même normalisation est en temps

exp[k + 1](|QA|).Proposition 4.3.49. Tout automate A sur Γk+1 est équivalent à un automate Bréduit sur Γk+1 ave tests dans L ⊂ Ratk. De plus, |B| est bornée par exp[0](|A|)et haque L ∈ L est aepté par un automate AL sur Γk de taille bornée par
exp[k](|A|).Par le théorème 4.3.43, nous obtenons notre première étape de normalisation.Théorème 4.3.50. Les automates réduits sur Γk+1 ave tests dans Ratk a-eptent préisément les langages de Ratk+1.



132 Ensembles rationnels de piles de pilesDémonstration. Les langages aeptés par les automates réduits sur Γk+1 avetests dans Ratk appartiennent à Ratk+1 par la proposition 4.3.36.Pour l'inlusion réiproque, soit R ∈ Ratk+1. Par la proposition 4.3.5, R estaepté par un automate A sur Γk+1. Par la proposition 4.3.49 et par le théo-rème 4.3.43, il s'en suit qu'il existe un automate réduit sur Γk+1 ave tests dansRatk.Nous obtenons omme orollaire immédiat que pour tout ensemble rationnelde niveau k+ 1, l'ensemble des piles de niveau k apparaissant omme plus hautepile d'une pile de R est lui aussi rationnel.Corollaire 4.3.51. Pour tout k ≥ 1 et pour tout langage R appartenant àRatk+1(Γ), topk(R) appartient à Ratk(Γ).Démonstration. Soit R un langage de Ratk+1(Γ). Par le théorème 4.3.50, R estaepté par un automate A réduit sur Γk+1 ave tests dans Ratk(Γ). Par la re-marque 4.3.7, A ne ontient auune ourrene des instrutions ⊥k+1 ou k. Consi-dérons l'automate B sur Γk ave tests dans Ratk obtenu en remplaçant dans Atoutes les ourrenes de l'instrution k par ε. Par le lemme 4.1.3, l'automate Baepte topk(S(A)) et par le orollaire 4.3.44, S(B) appartient à Ratk(Γ).Dans le paragraphe suivant, nous nous onentrons sur les automates réduitssur Γk+1 ave tests dans Ratk.D'après la remarque 4.3.7, nous pouvons supposer que es automates n'utilisentpas l'instrution ⊥k+1. De plus pour tout ℓ ∈ [1,k], l'opération de test de pilevide de niveau ℓ peut s'exprimer par un test rationnel de niveau k. En e�et,
Rk+1(⊥ℓ) = Testk+1

Sℓ
où Sℓ est l'ensemble des piles s de niveau k telles que

topℓ(s) = [ ]ℓ. L'ensemble Sℓ est égal à Rk((Γ
o
k)∗ · ⊥ℓ)([ ]k) et don appartientà Ratk.Dans la suite, nous supposerons que les automates réduits que nous onsidé-rons n'utilisent pas les instrutions de Γtk+1 et nous les omettrons dans la dé�nitionde es automates.4.3.4 Test du videCe sous-paragraphe est dédié à l'étude de la omplexité du test du vide desdi�érents modèles d'automates introduits jusqu'à présent.Pour les automates sur Γk, le test du vide peut se réduire en temps polynomialau test du vide du langage aepté par un automate à pile sur COpsk(Γ). En e�et,par la proposition 4.2.2, le problème du test du vide des automates sur Γk estrédutible en temps polyn�mial au problème du test du vide des automates àpile sur Opsk(Γ). Par le théorème 4.1.23, e problème est rédutible en tempspolynomial au problème du test du vide des automates à pile sur COpsk(Γ).



Aepteurs �nis 133Dans [Eng91℄, l'auteur montre que le test du vide des automates sur COpsk(Γ)peut être réalisé en exp[k − 1] (f. théorème 4.1.23).Voii un algorithme de test du vide des automates sur Γk et des automates al-ternants sur Γk qui nous permet en partiulier de réobtenir le résultat de [Eng91℄.D'après les propositions 4.3.48 et 4.3.41, les automates sur Γk+1 et les automatesalternants sur Γk peuvent tous être transformés en un automate équivalent réduitsur Γk+1 ave tests dans Altk. Il nous su�t don de nous onentrer sur lesautomates réduits sur Γk ave tests dans Altk.Proposition 4.3.52. Pour tout automate A réduit sur Γk+1 ave tests dans L ⊂Altk , il existe un automate B alternant sur Γk tel que topk(S(A)) = S(B). Deplus, si pour tout L ∈ L, L est aepté par un automate AL alternant sur Γk alorsnous pouvons supposer que |QB| est borné par exp[0](|A| +
∑

L∈L |QAL
|) et |B|est bornée par exp[0](|A|+

∑
L∈L |AL|).Démonstration. Soit A = (QA,IA,FA,µA,∆A) un automate réduit sur Γk+1 avetests dans L ⊂ Altk. Comme A est réduit, nous pouvons, sans perte de généralité,supposer que k̄ n'étiquette auune transition de A et que ⊥k+1 n'apparaît pasdans ∆A (f. remarque 4.3.7). Considérons l'automate B obtenu en remplaçantdans A toutes les ourrenes de l'instrution k par ε. Par le lemme 4.1.3, ilsuit que S(B) = topk(S(A)). Par la proposition 4.3.34, il existe un automate Calternant élagué sur Γk ave test dans L équivalent à B. Finalement et par laproposition 4.3.36, il existe un automate D alternant sur Γk équivalent à C.En ombinant les omplexités des di�érentes transformations mises en jeu, nousobtenons la borne annonée.Nous pouvons don, à l'aide de ette transformation, donner une borne supé-rieure sur la omplexité du test du vide pour les di�érents modèles d'automates.Proposition 4.3.53. Les propositions suivantes sont véri�ées:1. Le test du vide d'un automate A sur Γk est réalisable en temps exp[k −

1](|A|).2. Le test du vide d'un automate alternant sur Γk est réalisable en temps
exp[k](|QA|).Démonstration. La preuve proède par réurrene sur le niveau k des automates.Cas de base : k = 1. Le test du vide d'un automate sur Γ1 se réduit en tempspolyn�mial au test du vide d'un automate 8 réduit sur Γ1. Ce test peut don êtree�etué en temps polynomial.Par la proposition 4.3.31, tout automate alternant sur Γ1 peut être transforméen temps exp[1](|QA|) en un automate sur Γ1 de taille au plus exp[1](|QA|). Le test8. En d'autres termes, un automate �ni étiqueté par Γ.



134 Ensembles rationnels de piles de pilesdu vide d'un automate A alternant sur Γ1 peut s'e�etuer en temps exp[1](|QA|).Remarquons qu'il est important d'exprimer la omplexité en fontion de |QA| etnon de |A| ar |A| peut être exponentiellement plus grand que |QA|.Etape de réurrene. Soit A un automate sur Γk+1. En ombinant les proposi-tions 4.3.48 et 4.3.52, nous pouvons onstruire un automate B alternant sur Γk telque S(A) est vide si et seulement si S(B) est vide. De plus, |QB| est bornée par
exp[0](|A|) et |B| peut être onstruit en exp[1](|A|). Par hypothèse de réurrene,le test du vide de B peut être réalisé en temps exp[k](|QB|). Le test du vide peutdon être réalisé en temps exp[k + 1](|A|).Remarquons que omme k ≥ 1, la transformation de A en B qui est exponentielleest, en terme de omplexité, masquée par le test du vide de B qui est au moinsexponentiel.Soit A un automate alternant sur Γk+1. En ombinant le orollaire 4.3.42 etla proposition 4.3.52, nous pouvons onstruire un automate B alternant sur Γktel que S(A) est vide si et seulement si S(B) est vide. De plus, |QB| est bornéepar exp[1](|QA|) et B peut être onstruit en temps exp[2](|QA|). Par hypothèsede réurrene, le test du vide de B peut être réalisé en temps exp[k](|QB|). Letest du vide de A peut don s'e�etuer en temps exp[k + 1](|QA|).Remarquons que omme k ≥ 1, la transformation de A en B qui est doublementexponentielle par rapport au nombre d'états de A est, en terme de omplexité,masquée par le test du vide B qui est lui aussi au moins doublement exponentielen le nombre d'états de A.En utilisant la borne inférieure du test du vide des automates sur COpskétablie dans [Eng91℄ et rappelée dans le théorème 4.1.17, nous montrons que lesomplexités obtenues dans le théorème préédent sont minimales.Théorème 4.3.54 ([Eng91℄).1. Pour k ≥ 2, il n'existe pas de proédure prenant en entrée un automate Asur Γk et déidant si S(A) est vide et s'exéutant en temps exp[k− 2](|A|).2. Pour k ≥ 1, il n'existe pas de proédure prenant en entrée un automate Asur Γk et déidant si S(A) est vide et s'exéutant en temps exp[k−1](|QA|).Démonstration. Nous établissons les deux propriétés.1. Raisonnons par l'absurde et supposons que pour un ertain k0 ≥ 2, il existeun algorithme testant le vide des automates sur Γk0 travaillant en temps

exp[k0−2]. Par le théorème 4.1.23 et la proposition 4.2.2, nous en déduisonsun algorithme testant le vide du langage aepté par les automates sur
COpsk0

travaillant en exp[k0 − 2]. Or par le théorème 4.1.17, le problèmedu test du vide des langages aeptés par les automates à piles sur COpsk0est omplet pour la lasse de omplexité ⋃d>1 DTIME(2↑
k0−1(dn2)). D'après



Aepteurs �nis 135le théorème 2.19 de [HU79℄, exp[k0 − 2](n) (
⋃

d>1 DTIME(2↑
k0−1(dn2)): equi amène la ontradition.2. Pour k = 1, la propriété déoule du fait que |A| peut-être exponentielle en

|QA|. Supposons par l'absurde que la propriété ne soit pas véri�ée. Pour unertain k0 ≥ 2, il existe don une proédure testant le vide des automatesalternants sur Γk0 et terminant en temps exp[k0−1](|QA|). En reprenant lapreuve de la proposition 4.3.53, nous pouvons onstruire pour tout automate
A sur Γk0+1, un automate B alternant sur Γk0 de taille polynomiale en |A| entemps exp[1](|A|). Nous en déduisons don une proédure déidant du videdes automates sur k0 + 1 terminant en temps exp[k0− 1](|A|). Remarquonsque omme k0 ≥ 2, k0 − 1 est supérieur ou égal à 1 et la omplexité de laproédure est bien en exp[k0−1](|A|). Nous obtenons don la ontraditionave la première partie de ette proposition.Nous onluons e paragraphe en montrant que le test de l'appartenane d'unepile au langage aepté par un automate sur Γk est aussi dur que le problème dutest du vide des automates sur Γk. Formellement, le problème de l'appartenanepour les automates (resp. automates alternants) sur Γk est, étant donné en entréeune pile s ∈ Stacksk(Γ) et un automate A (resp. automate alternant) sur Γk, dedéider si s appartient à S(A).Proposition 4.3.55. Le problème de l'appartenane pour les automates (resp.automates alternants) sur Γk se réduit en temps polynomial au problème du testdes automates (resp. automates alternants) sur Γk et vie-versa.Démonstration.1. Considérons le as des automates sur Γk. Pour la rédution direte, il su�tde remarquer que pour tout automate A sur Γk et pour toute pile s ∈
Stacksk(Γ), R(I(A) · ρs · ⊥k)([ ]k) est vide si et seulement si s n'appartientpas à S(A). Pour la réiproque, il su�t de remarquer que S(A) n'est pasvide si et seulement si [ ]k ∈ R(I(A) · (Γok)∗⊥k).2. Considérons le as des automates alternants sur Γk. Il su�t de remarquerque pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ) et pour tout automate A alternant sur
Γk, s ∈ S(A) si et seulement si S(A) ∩ S(As) 6= ∅ où As est un automatealternant sur Γk aeptant le singleton { s }. Remarquons que par la propo-sition 4.3.16, nous pouvons onstruire en temps polynomial un automate Balternant sur Γk et aeptant S(A) ∩ S(As). Pour la rédution réiproque,soit A = (QA,IA,∆A) un automate alternant sur Γk. Nous allons onstruireun automate B tel que S(A) n'est pas vide si et seulement si [ ]k ∈ S(B).L'automate B est égal à (QA ∪{ • },{ • },∆B) où • est un symbole n'appar-



136 Ensembles rationnels de piles de pilestenant pas à QA et où l'ensemble des transitions ∆B est dé�ni par:
∆B = ∆A ∪ {• → (•,γ) | γ ∈ Γk} ∪ { •,⊥k → (•,ε) } ∪ {• → (i,ε) | i ∈ IA}.4.4 Aepteurs �nis déterministesAu niveau 1, la fermeture par omplémentaire de Rat1(Γ) est obtenue enmontrant que tout langage de Rat1 est aepté par un automate déterministe etomplet sur Γ [Kle56℄. Dans e paragraphe, nous montrons que la fermeture paromplémentaire de Ratk+1(Γ) pour tout k ≥ 1 peut-être obtenue par un résultatsimilaire pour les automates réduits sur Γk+1 ave tests dans Ratk(Γ).Dans e but, nous dé�nissons une notion naturelle de déterminisme et deomplétude pour les automates réduits sur Γk+1 ave tests dans Ratk(Γ). Untel automate A = (QA,IA,FA,µ(A),∆A) est dit déterministe si quelque soit laon�guration (p,s) de A et l'instrution γ ∈ Γok ∪ { k }, il existe au plus un état qtel que (p,s)

γ
−→

A
(q,R(γ)(s)) et qu'il existe au plus un état initial i ∈ I telle que

[ ]k+1 ∈ Dom(µA(i)). L'automate A est dit omplet si pour toute on�guration
(p,s) de A et pour toute γ ∈ Γok ∪ { k } telle que R(γ)(s) est dé�nie et telle que
γ̄ 6= Last(s), il existe au moins une transition δ ∈ ∆A étiquetée par γ appliableen (p,s). Remarquons que pour donner formellement la dé�nition d'un automateréduit et omplet, il est naturel de onsidérer des automates réduits de la formedérite dans la remarque 4.3.7.Dé�nition 4.4.1. Un automate A = (QA × Γok × { k,ε },IA × { ε },FA,µA,∆A)réduit sur Γk+1 ave tests dans un ensemble �ni L ⊂ Ratk(Γ) est déterministe sipour tout p,q,q′ ∈ QA ave q 6= q′ et tout γ ∈ Γok ∪ { k } et γ′ ∈ Γok ∪ { k,ε }, on a

{
δ1 = (p,γ′)

γ
−→ (q,γ),T1 ∈ ∆A

δ2 = (p,γ′)
γ
−→ (q′,γ),T2 ∈ ∆A

⇒ Dom(T1) ∩Dom(T2) = ∅.et de plus il existe au plus un i ∈ IA tel que [ ]k+1 ∈ Dom(µA((i,ε))).L'automate A est dit omplet si pour tout p ∈ QA, γ′ ∈ Γok∪{ k,ε } et γ ∈ Γok∪{ k }tel que γ̄ 6= γ′, l'union ⋃
δ=(p,γ′)

γ
−→(q,γ),T∈∆A

Dom(T ) est égal à Stacksk(Γ) et ilexiste au moins un état initial i ∈ IA tel que [ ]k+1 ∈ Dom(µ((i,ε))).Remarque 4.4.2. La notion d'automate déterministe et omplet s'étend immé-diatement aux automates sur Γk ave tests dans Ratk(Γ).Dans la suite, nous dirons simplement automate déterministe et omplet sur
Γk ave tests dans L ⊂ Ratk au lieu d'automate réduit déterministe et ompletsur Γk ave tests dans un ensemble �ni L ⊆ Ratk(Γ).



Aepteurs �nis déterministes 137La propriété lé de es automates est que pour toute pile s de niveau k, ilexiste un et un seul alul de l'automate partant de la pile vide de niveau k dansun état initial et arrivant à la pile s.Lemme 4.4.3. Pour tout automate A déterministe et omplet sur Γk+1 avetests dans Ratk et pour toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ), il existe un unique alul de
A partant de la pile vide [ ]k+1 dans un état initial et arrivant en s. Nous noterons
A(s) l'état de A apparaissant dans la dernière on�guration de e alul.Démonstration. Cette propriété est une réurrene immédiate sur la longueur dela suite réduite de la pile s.Une onséquene immédiate est que les langages aeptés par les automatesdéterministes et omplets sur Γk+1 ave tests dans Ratk sont fermés par omplé-mentaire. Pour tout automate A = (QA,IA,FA,µA,∆A) déterministe et ompletsur Γk+1 ave tests dans L ⊂ Ratk, le omplémentaire de S(A) est aepté parl'automate B = (QA,IA,QA \ FA,µA,∆A).Proposition 4.4.4. Les langages aeptés par les automates déterministes etomplets sur Γk+1 ave tests dans L ⊂ Ratk sont los par omplémentaire.Nous présentons, dans le sous-paragraphe 4.4.1, une extension de la �méthodedes sous-ensembles� qui permet de déterminiser et de ompléter les automatesréduits sur Γk+1 ave tests dans Ratk. Nous en déduisons la fermeture par om-plémentaire des ensembles de Ratk(Γ). Dans le sous-paragraphe 4.4.2, nous pré-senterons une transformation permettant de passer d'un automate sur Γk+1 à unautomate déterministe et omplet sur Γk+1 ave test dans Ratk dont la omplexitéest minimale.4.4.1 Fermeture par omplémentaire de Ratk(Γ).Nous montrons, par une adaptation de la �méthode des sous-ensembles�, quetout automate réduit sur Γk+1 ave tests dans L ⊂ Ratk est équivalent à unautomate déterministe et omplet sur Γk+1 ave tests dans L∪L où L désignel'ensemble des omplémentaires des langages de L (i.e. L = {Stacksk(Γ)\L | L ∈
L}).Proposition 4.4.5. Tout automate A réduit sur Γk+1 ave tests dans L ⊂ Ratkest équivalent à un automate B déterministe et omplet sur Γk+1 ave tests dans
L∪LC. De plus, |QB| est bornée par exp[1](|QA|) et |B| est bornée par exp[1](|A|+
|L|).Démonstration. Soit A = (QA× (Γok ∪ { k,ε }),IA×{ ε },FA,µA,∆A) un automateréduit sur Γk+1 ave tests dans L ⊂ Ratk. Nous onstruisons un automate B =
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(2QA× (Γok ∪{ k,ε }),{ (I0,ε) },FB,∆B) déterministe et omplet sur Γk+1 ave testsdans L∪L. L'ensemble I0 ⊆ IA est dé�ni omme I0 = {i | [ ]k+1 ∈ Dom(µA(i))},l'ensemble des états �naux FB est égal à {(P,γ) ∈ 2Q

A×(Γok∪{ k,ε }) | P∩FA 6= ∅}.L'ensemble des transitions ∆B est donné par:
∆B = {(P,γ′)

γ
−→ (Q,γ) ,T | P ⊆ QA,γ

′ ∈ Γok ∪ { k,ε },γ ∈ Γok ∪ { k },γ̄ 6= γ′,

∃L′ ⊆ L,T = {T k+1
L | L ∈ L′} ∪ {T k+1

L | L 6∈ L′},

Q = {q ∈ QA | ∃p ∈ P,p
γ
−→ q,T ′ ∈ ∆A,T

′ ⊆ T}}.Comme A est réduit, l'automate B l'est aussi. Montrons que B est déterministeet omplet. Soient P,Q,Q′ des états de QB ave Q 6= Q′ et soit γ ∈ Γok ∪ { k }.Supposons que ∆B ontient deux transitions P γ
−→ Q,T1 et P γ

−→ Q′,T2. Comme
Q 6= Q′, il suit par dé�nition de ∆B que T1 6= T2 et don que Dom(T1)∩Dom(T2) =
∅. Soient P ∈ QB et γ ∈ Γok ∪ { k }. L'union ⋃(P,γ′)

γ
−→(Q,γ),T∈∆B

Dom(T ) est égaleà:
⋃

L′⊆L


⋂

L∈L′

L ∩
⋂

L∈L\L′

L = Stacksk(Γ).La preuve de l'égalité entre S(A) et S(B) est une adaptation immédiate dela preuve de la �méthode des sous-ensembles�.Remarquons que ette onstrution fait intervenir le test d'appartenane auxlangages de L (f. proposition 4.3.55).Remarque 4.4.6. La onstrution présentée dans la preuve préédente restevalable pour les automates sur Γk ave tests dans Ratk(Γ) (f. remarque 4.4.2).Exemple 4.4.7. La onstrution de la proposition 4.4.5 est illustrée dans la�gure 4.8. En haut à droite, nous présentons un automate A réduit sur Γ2 (oùl'alphabet Γ est réduit au singleton { a }) ave tests dans L = {E,F } ⊂ Rat1.En haut à gauhe, nous donnons un automate B réduit sur Γ2 ave tests dans
L équivalent à A qui est dans la forme introduite par la remarque 4.3.7. En�nen bas, nous donnons l'automate C déterministe et omplet sur Γ2 ave testsdans {E,F,E,F  } ⊂ Rat1 équivalent à B onstruit dans la proposition 4.4.5.Pour être onis, nous noterons, pour tout γ ∈ { ε,a,ā,1 }, (γ,XE) au lieu d'érirel'ensemble { (γ,{ TE,TF }),(γ,{ TE,TF  }) } et nous noterons simplement γ au lieude l'ensemble {(γ,{ TL1,TL2 }) | L1 ∈ {E,E } et L2 ∈ {F,F  }}.Cette proposition permet de déduire la fermeture par omplémentaire desensembles de Ratk.Théorème 4.4.8. Pour tout k ≥ 1 et pour tout alphabet �ni Γ, l'ensembleRatk(Γ) est une algèbre de Boole.
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Fig. 4.8 � Illustration de la proposition 4.4.5.Démonstration. Par dé�nition, Ratk(Γ) est los par union et ontient l'ensemblevide. Il su�t don d'établir que Ratk(Γ) est fermé par omplémentaire. La preuveproède par réurrene sur le niveau k.Cas de base : k = 1. Par le théorème 4.2.1, Rat1(Γ) = Rat(Γ∗) qui est unealgèbre de Boole.Etape de réurrene. Soit R dans Ratk+1(Γ). D'après le théorème 4.3.50, ilexiste un automate A réduit sur Γk+1 ave tests dans L ⊂ Ratk aeptant R. Parla proposition 4.4.5, il existe un automate B déterministe et omplet sur Γk+1ave tests dans L ∪ L. Par hypothèse de réurrene, L est inlus dans Ratk.Par la proposition 4.4.4, le omplémentaire de R, est aepté par un automatedéterministe et omplet sur Γk+1 ave tests dans Ratk. D'après le théorème 4.3.50,
R appartient à Ratk+1(Γ).Un orollaire immédiat du théorème préédent et de la proposition 4.3.49 estque tous les langages de Ratk+1(Γ) sont aeptés par des automates déterministes



140 Ensembles rationnels de piles de pileset omplets sur Γk+1 ave tests dans Ratk(Γ).Corollaire 4.4.9. Pour tout k ≥ 1, les automates déterministes et omplets sur
Γk+1 ave tests dans Ratk(Γ) aeptent les langages de Ratk+1(Γ).Démonstration. Par la proposition 4.3.36, les langages des automates détermi-nistes et omplets sur Γk+1 ave tests dans Ratk(Γ) appartiennent à Ratk+1(Γ).Pour l'inlusion inverse, onsidérons un langage R dans Ratk+1. Par le théo-rème 4.3.50, R est aepté par un automate réduit sur Γk+1 ave tests dans
L ⊆ Ratk. Par la proposition 4.4.5, R est aepté par un automate déterministe etomplet sur Γk+1 ave tests dans L∪L. Par le théorème 4.4.8, L∪L ⊂ Ratk(Γ)et nous avons don établi que R est aepté par un automate déterministe etomplet sur Γk+1 ave tests dans Ratk(Γ).4.4.2 Complexité de la déterminisationNous ommençons par analyser la omplexité de la transformation d'un auto-mate sur Γk+1 en un automate déterministe et omplet sur Γk+1 ave tests dansRatk qui a été présentée dans le orollaire 4.4.9.Nous introduisons pour ela la notion d'automate entièrement déterministe etomplet sur Γk. Au niveau 1, un automate entièrement déterministe et ompletsur Γ1 est simplement un automate déterministe et omplet sur Γ. Au niveau
k + 1 ≥ 2, un automate entièrement déterministe et omplet sur Γk+1 est donnépar un ouple (A,(Ai)i∈[1,n]) où (Ai)i∈[1,n] est une suite d'automates entièrementdéterministes et omplets sur Γk et où A est un automate réduit déterministe etomplet sur Γk+1 ave tests dans {S(Bi) | i ∈ [1,n]} dont la dé�nition ne faitpas intervenir la fontion µ. Le langage aepté par l'automate est simplement lelangage aepté par A et la taille de l'automate est la somme de la taille de A etde la taille des Bi.Au niveau 1, la transformation d'un automate sur Γ1 en un automate détermi-niste et omplet sur Γ1 est réalisable en temps exp[1](|A|) (f. théorème 4.2.1 et laméthode des sous-ensembles). Pour un automate alternant sur Γ1, la transforma-tion en un automate déterministe et omplet sur Γ1 est doublement exponentielleen le nombre d'états de l'automate alternant sur Γ1. Une première exponentiellevient de la transformation de l'automate en un automate réduit sur Γ (f. propo-sition 4.3.31) et la deuxième vient de la déterminisation de l'automate sur Γ.Au niveau k+1 ≥ 2, la transformation d'un automate sur Γk+1 en un automateentièrement déterministe et omplet est réalisable en temps exp[k+1](|A|). Pourles automates alternants sur Γk+1, ette transformation peut s'e�etuer en temps
exp[k + 2](|QA|).Nous allons montrer que l'on peut diminuer toutes es omplexités d'un niveau



Aepteurs �nis déterministes 141d'exponentiation 9 (f. théorème 4.4.15) et que ette omplexité est une borneinférieure pour la hauteur de la tour d'exponentielle (f. proposition 4.4.19). Pourela, nous transformons diretement un automate alternant sur Γk en un automateentièrement déterministe et omplet sur Γk.4.4.2.1 Au niveau 1Nous donnons une onstrution permettant de transformer un automate A =
(QA,IA,∆A) alternant sur Γ1 en un automate déterministe et omplet sur Γ entemps exp[1](|QA|).Si pour toute pile s ∈ Stacks1(Γ), nous notons Xs l'ensemble des états q ∈ QAtel qu'il existe un alul de A partant de la pile s dans l'état q (i.e. Xs = {q ∈
QA | s ∈ Sq(A)}). Il est aisé de véri�er que pour tout γ ∈ Γ et pour toute pile
s ∈ Stacks1(Γ), Xsγ est entièrement déterminé par γ et Xs.Nous pouvons alors dé�nir un automate B = (QB,IB,FB,∆A) déterministe etomplet en prenant QB = 2QA, IB = {X[ ]1

} et FB = {Q ⊆ QA | Q ∩ IA 6= ∅}.L'ensemble des transitions ∆B est dé�ni par:
∆B = {Xs

γ
−→ Xsγ | s ∈ Stacks1(Γ) et γ ∈ Γ}.Il vient immédiatement que B aepte le même langage de piles que A. Cetteonstrution n'est ependant pas e�etive. La proposition 4.4.11 établit que l'au-tomate B peut être onstruit à partir de A en temps exp[1](|A|). Le point lé deette onstrution est donné par le lemme tehnique suivant.Lemme 4.4.10. Pour tout automate A = (QA,IA,∆A) alternant sur Γ1, tout

γ ∈ Γ, tout Q ⊆ QA et pour tout q ∈ QA, on a :� soit pour tout s ∈ Stacks1(Γ), Xs = Q implique q ∈ Xsγ,� soit pour tout s ∈ Stacks1(Γ), Xs = Q implique q 6∈ Xsγ.De plus, nous pouvons en déider en temps exp[1](|A|).Démonstration. Soient A = (QA,IA,∆A) alternant sur Γ1, Q0 ⊆ QA, q0 ∈ QA et
γ0 ∈ Γ. Nous allons adapter la onstrution de la preuve de la proposition 4.3.25pour onstruire un automate B alternant réduit sur Γ1 tel que pour toute pile
s ∈ Stacks1(Γ) ave Xs = Q0,

sγ0 ∈ S(B)⇔ q0 ∈ Xsγ0 .Nous reprenons don la onstrution de l'automate alternant réduit B =
(QB,IB,∆B) sur Γ1 orrespondant à l'automate A, présentée dans la proposi-tion 4.3.25. La seule variation onerne l'ensemble des états initiaux IB. Nous9. Exepté bien entendu la omplexité de la transformation d'un automate sur Γ1 en unautomate déterministe et omplet sur Γ. Il est bien onnu que la déterminisation des automatessur Γ est exponentielle dans le pire as .
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IB = {(γ0,f,∅,R

↓) | R↓ ⊂ QA ×QA,q0 ∈ Dom(f) et γ0−→
f

(Dom(f)) ⊆ Q0}.Une adaptation immédiate de la preuve de la proposition 4.3.25 établit que Bsatisfait la propriété annonée. Comme nous ne nous intéressons qu'au ompor-tement de B sur des piles s ∈ Stacks1(Γ) telles que Last(s) = γ0, nous pouvonssupprimer toutes les transitions de B ontenant une instrution dans Γ ou l'ins-trution ⊥1. Il s'en suit don que S(B) est soit vide, ou soit égal à Stacks1(Γ). Deplus, nous pouvons tester le vide du langage aepté par B en O(|B|) [CDG+℄.En utilisant e lemme, nous pouvons onstruire l'automate B en temps expo-nentiel par rapport au nombre d'états de A.Proposition 4.4.11. Pour tout automate A alternant sur Γ1, il existe un auto-mate B déterministe et omplet sur Γ tel que S(A) = S(B). De plus, l'automate
B peut être onstruit en temps exp[1](|QA|).Démonstration. Par la proposition 4.3.55 et par la proposition 4.3.53, nous pou-vons alulerX[ ]1

en temps exp[1](|QA|). Par le lemme 4.4.10, nous pouvons ,pourtout Q ⊆ QA et pour tout γ ∈ Γ, aluler en temps exp[1](|QA|) l'ensemble Qγdes états q tels que pour toute pile s ∈ Stacks1(Γ), Xs = Q implique q ∈ Xsγ .L'ensemble des transitions ∆B est don égal à
∆B = {(Q,γ,Qγ) | Q ⊆ QA et γ ∈ Γ}.L'automate B est onstrutible en exp[1](|QA|) et est par onstrution déter-ministe et omplet. Par réurrene sur la longueur de la pile en utilisant lelemme 4.4.10, nous établissons que, pour toute pile s ∈ Stacks1(Γ), il existeun alul de B partant de la pile vide [ ]1 dans l'état initial et arrivant s dans unétat Q si et seulement si Xs = Q. Il en déoule don que S(A) = S(B).4.4.2.2 Aux niveaux supérieursNous allons adapter le prinipe de la preuve de la proposition 4.4.11 auxniveaux supérieurs.Rappelons qu'au niveau 1, Xsγ ne dépend que de Xs et de γ pour s ∈

Stacks1(Γ) et γ ∈ Γ. Au niveau k + 1 ≥ 2, nous montrons, dans le lemme 4.4.12,que pour toute instrution γ ∈ Γok ∪{ k } et pour toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ) telleque γ̄ 6= Last(s), si la pile s′ = R(γ)(s) est dé�nie alors Xs′ ne dépend que de de
Xs, de γ et de topk(s),. Cette dépendane est expliitée par le lemme tehniquesuivant.



Aepteurs �nis déterministes 143Lemme 4.4.12. Pour tout automate A alternant sur Γk+1, tout Q ⊆ QA, pourtout q ∈ QA et toute instrution γ ∈ Γok ∪ { k }, il existe un automate A
γ
Q,qalternant sur Γk tel que pour toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ) ave Last(s) 6= γ̄,

Xs = Q et s′ = R(γ)(s) dé�nie, nous avons:
q ∈ Xs′ ⇔ topk(s

′) ∈ S(Aγ
Q,q).De plus, Aγ

Q,q peut être onstruit en temps exp[1](|QA|).Démonstration. Soient A = (QA,IA,∆A) un automate alternant sur Γk+1, Q0 ⊆
QA, q0 ∈ QA et γ0 ∈ Γk ∪ { k }.Dans un premier temps, nous adaptons la onstrution de la preuve de laproposition 4.3.25 pour onstruire un automate B alternant réduit sur Γk+1 telque pour toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ) ayant Last(s) 6= γ0, Xs = Q0 et ave
s′ = R(γ)(s) dé�nie, nous avons :

q0 ∈ Xs′ ⇔ s′ ∈ S(B).Nous reprenons don la onstrution de l'automate alternant réduit B =
(QB,IB,∆B) sur Γk+1 orrespondant à l'automate A présentée dans la propo-sition 4.3.25. La seule variation onerne l'ensemble des états initiaux IB; nousprenons:

IB = {(γ0,f,∅,R
↓) | R↓ ⊂ QA ×QA,q0 ∈ Dom(f) et γ0−→

f
(Dom(f)) ⊆ Q0}.Une adaptation immédiate de la preuve de la proposition 4.3.25 établit que Bsatisfait la propriété annonée. Comme nous ne nous intéressons qu'au ompor-tement de B sur des piles s ∈ Stacksk+1(Γ) telles que Last(s) = γ0, nous pouvonssupprimer toutes les transitions de B ontenant les instrutions k ou ⊥k+1.L'automate Aγ0

Q0,q0
alternant sur Γk est obtenu en remplaçant les ourrenesde l'instrution k par ε dans B. Par la proposition 4.1.3, S(Aγ0

Q0,q0
) = topk(S(B)).L'automate Aγ0

Q0,q0
satisfait don la propriété annonée.Le lemme préédent traite le as des piles non-vides (i.e. Last(s) 6= ε). Lelemme suivant ouvre le as de la pile vide [ ]k+1 et est obtenu en ombinant laproposition 4.3.25 et le lemme 4.3.40.Lemme 4.4.13. Pour tout automate A alternant sur Γk+1 et pour tout q ∈ QA,il existe un automate Aε

q alternant sur Γk tel que:
[ ]k+1 ∈ Sq(A) ⇔ [ ]k ∈ S(Aε

q).De plus, l'automate Aε
q peut être onstruit en temps exp[1](|QA|).



144 Ensembles rationnels de piles de pilesEn utilisant les deux lemmes préédents, nous pouvons onstruire, pour toutautomate alternant sur Γk+1, un automate déterministe et omplet ave testsdans Altk ∪ Altk aeptant le même langage.Proposition 4.4.14. Pour tout k ≥ 1 et tout automate A alternant sur Γk+1,il existe un automate B équivalent, déterministe et omplet sur Γk+1 ave testsdans L ∪ L où L est un ensemble �ni d'éléments de Altk(Γ).De plus, les tailles de B et de L sont bornées par exp[1](|QA|) et haque L ∈ L estaepté par un automate AL alternant sur Γk de taille bornée par exp[1](|QA|).Tous es éléments sont onstrutibles en temps exp[1](|QA|).Démonstration. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate alternant sur Γk+1. Pour tout
Q ⊆ QA, q ∈ QA et γ ∈ Γok ∪ { k }, nous noterons Aγ

Q,q l'automate satisfaisant lapropriété énonée par le lemme 4.4.12 et nous noterons Aε
q l'automate satisfaisantla propriété énonée par le lemme 4.4.13.Nous prenons L = {S(Aγ

Q,q) | Q ⊆ QA,q ∈ QA et γ ∈ Γok∪{ k }}∪{S(Aε
q) | q ∈

QA}. Nous dé�nissons l'automate B = (2QA×(Γok∪{ k,ε }),2QA×{ ε },FB,µB,∆B)déterministe et omplet ave tests dans L ∪ L aeptant S(A). L'ensemble desétats �naux FB est égal à {(P,γ) ⊆ 2QA × (Γk ∪ { k,ε }) | P ∩ IA 6= ∅}. L'ap-pliation µB est dé�nie pour tout (Q,ε) ∈ IB par µ((Q,ε)) = {T k+1
S(Aε

q) | q ∈

Q} ∪ {T k+1
S(Aε

q) | q 6∈ Q}. En�n, l'ensemble des transitions est dé�ni par:
{(P,γ′)

γ
−→ (Q,γ),T | P,Q ⊆ QA,γ

′ ∈ Γok ∪ { k,ε },γ ∈ Γok ∪ { k },γ′ 6= γ̄,

T = {T k+1
S(Aγ

P,q)
| q ∈ Q} ∪ {T k+1

S(Aγ
P,q)

 | q 6∈ Q}}Par onstrution, l'automate B est réduit, déterministe et omplet sur Γk+1. Enpartiulier, il existe un unique état (I0,ε) ∈ IB tel que [ ]k ∈ Dom(µB((I0,ε)))(i.e. I0 = {q ∈ QA | [ ]k ∈ S(Aε
q)} par le lemme 4.4.13). Pour toute pile s ∈

Stacksk+1(Γ), il existe un alul de B partant de la pile vide [ ]k dans l'état (I0,ε)et arrivant en s dans l'état (Q,γ) si et seulement si Xs = Q et Last(s) = γ. Cettepropriété est établie par une réurrene immédiate sur la longueur de la suiteréduite de s. Nous avons don S(A) = S(B).Le théorème i-dessous donne une omplexité améliorée pour la transforma-tion des automates alternants et non-alternants sur Γk en des automates entière-ment déterministes et omplets sur Γk équivalents. Nous verrons dans la propo-sition 4.4.19 que ette omplexité est minimale pour e qui est de la hauteur dela tour d'exponentielles.Théorème 4.4.15.1. Au niveau 1, pour tout automate A (resp. automate alternant) sur Γ1, onpeut onstruire un automate entièrement déterministe et omplet équivalentà A en temps exp[1]([A|) (resp. en temps exp[1](|QA|)).



Aepteurs �nis déterministes 1452. Pour tout k ≥ 1 et pour tout automate A (resp. automate alternant) sur
Γk+1, on peut onstruire un automate B entièrement déterministe et om-plet sur Γk+1 équivalent à A en temps exp[k](|A|) (resp. en temps exp[k +
1](|QA|)).Démonstration. Au niveau 1, la proposition 4.4.11 établit la propriété pour lesautomates alternants sur Γ1. Comme par la proposition 4.3.14, il existe une trans-formation polynomiale des automates sur Γ1 en des automates alternants sur Γ1équivalents, la propriété est aussi établie pour les automates sur Γ1.Nous allons établir, par réurrene sur le niveau k, l'existene d'une onstru-tion prenant un automate alternant sur Γk et donnant un automate équivalententièrement déterministe et omplet sur Γk et qui termine en temps exp[k](|QA|).Le as de base a été établi dans la proposition 4.4.11. Passons à l'étape de ré-urrene. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate alternant sur Γk+1. Par la propo-sition 4.4.14, nous pouvons onstruire un automate équivalent B déterministeet omplet ave tests dans L ∪ L ave L ⊂ Altk(Γ) et où |L| est borné par

exp[1](|QA|) et où haque L est aepté par un automate AL alternant sur Γk.Les automates B et AL sont onstrutibles en temps exp[1](|QA|). Par hypothèsede réurrene, nous pouvons onstruire, pour haque L ∈ L, un automate BL en-tièrement déterministe et omplet sur Γk équivalent à AL en temps exp[k](|AL|).Par la proposition 4.4.4, nous pouvons onstruire en temps linéaire par rapportà la taille de BL un automate, noté BL entièrement déterministe et omplet sur
Γk aeptant le omplémentaire du langage aepté par BL.L'automate A est don équivalent à l'automate entièrement déterministe etomplet (B,(BL)L∈L ∪ (B

L)L∈L) onstrutible en temps exp[k + 1](|QA|).Nous allons maintenant établir que, pour tout k ≥ 2, il existe une onstrutionprenant un automate sur Γk+1 et donnant un automate équivalent entièrementdéterministe et omplet sur Γk et terminant en exp[k](|A|).Soit A un automate sur Γk+1 pour k ≥ 1. En ombinant le proposition 4.3.48et la proposition 4.4.5, nous pouvons onstruire un automate B déterministe etomplet ave tests dans L ∪ L ave L ⊂ Altk où la taille de L est bornée par
exp[0](|A|) et où haque L ∈ L est aepté par un automate AL alternant sur Γkdont le nombre d'états est polynomial en la taille de A. De plus, les automates
B et AL peuvent être onstruits en temps exp[1](|A|).Par e qui préède, nous pouvons onstruire, pour haque L ∈ L, un automate
BL entièrement déterministe et omplet sur Γk qui aepte le même langage que
S(AL) en temps exp[k](|A|). Par la proposition 4.4.4, nous pouvons égalementonstruire un automate BL entièrement déterministe et omplet sur Γk qui a-epte le omplémentaire de S(BL) en temps linéaire par rapport à la taille BL.Nous pouvons don onstruire l'automate (B,(BL)L∈L ∪ (BL)L∈L) entièrementdéterministe et omplet sur Γk+1 qui aepte S(A) en temps exp[k](|A|).



146 Ensembles rationnels de piles de pilesRemarque 4.4.16. Les automates entièrement déterministes et omplets sur Γkorrespondant aux automates A (resp. automates alternants B ) sur Γk onstruitsdans le théorème préédent sont tels que la taille de tous les ensembles de langagesde tests apparaissant dans es automates est bornée par exp[k − 2](|A|) (resp.
exp[k − 1](|QB|)).Nous onluons e sous-paragraphe en donnant la omplexité des opérationsbooléennes sur les ensembles de Ratk(Γ) quand ils sont représentés par des auto-mates entièrement déterministes et omplets sur Γk.Proposition 4.4.17. Pour tout automate A et B entièrement déterministes etomplets sur Γk, les propositions suivantes sont satisfaites:1. l'union des langages aeptés par A et B est aeptée par un automate Centièrement déterministe et omplet de taille |A| · |B|,2. l'intersetion des langages aeptés par A et B est aeptée par un automate

C entièrement déterministe et omplet de taille |A| · |B|,3. le omplémentaire du langage aepté par A est aepté par un automate Centièrement déterministe et omplet de taille |A|.Démonstration. La preuve proède par réurrene sur le niveau k des automates.Cas k = 1. Ces propriétés sont bien onnues (voir par exemple [HU79℄).Etape de réurrene.Soit (A,(Ai)i∈[1,n]) et (B,(Bi)i∈[1,m]) deux automates entiè-rement déterministes et omplets sur Γk+1. Nous noterons A = (QA,IA,FA,µA,∆A)et B = (QB,IB,FB,µB,∆B). Nous allons dé�nir un automate C = (C,(Ai)i∈[1,n] ∪
(Bi)i∈[1,m]) entièrement déterministe et omplet ave Γk+1 aeptant S(A)∩S(B).Pour ela, nous dé�nissons l'automate C = (QC ,IC ,FC ,µC ,∆C) en prenant QC =
QA ×QB, IC = IA × IB et FC = FA × FB. L'appliation µC est dé�nie pour tout
(iA,iB) ∈ IC par µC((iA,iB)) = µA(iA)∪µB(iB). En�n, l'ensemble des transitions
∆C est dé�ni par:
{(pA,pB)

γ
−→ (qA,qB),TA ∪ TB | pA

γ
−→ qA,TA ∈ ∆A et pB

γ
−→ qB,TB ∈ ∆B}.Il est aisé de montrer que omme A et B sont déterministes et omplets, C l'estaussi. De plus par onstrution, C aepte S(A) ∩ S(B).Pour l'union, il su�t de remplaer, dans la onstrution préédente, la dé�ni-tion de FC par FC = (FA ×QB) ∪ (QA × FB).Pour le omplémentaire, il su�t omme nous l'avons déjà vu de omplémenterl'ensemble des états �naux (f. proposition 4.4.4).La proposition suivante étudie le problème de l'appartenane des automatesentièrement déterministes et omplets.Proposition 4.4.18. Le problème de l'appartenane pour les automates entière-ment déterministes et omplets sur Γk+1 peut être résolu en temps polynomial.



Aepteurs �nis déterministes 147Démonstration. Avant d'établir la propriété, ommençons par montrer que nouspouvons déider si une séquene d'instrutions ρ ∈ (Γk)
∗ est telle que R(ρ)([ ]k)soit dé�nie. Pour ela nous dé�nissons la fontion partielle Suitesk de Γ∗

k dans
Πℓ∈[1,k]Γ

∗
ℓ . Cette fontion partielle est dé�nie par réurrene sur la longueur de lasuite ρ en prenant Suitesk(ε) = (ε, . . . ,ε) et pour tout ρ ∈ Γ∗

k et γ ∈ Γk tels que
Suitesk(ρ) est dé�nie et est égale à (ρ′1, . . . ,ρ

′
k), nous dé�nissons Suitesk(ργ) pardisjontion de as sur γ:Cas γ = ⊥ℓ ∈ Γtk . La fontion Suitesk(ργ) est dé�nie si ρ′ℓ = ε et dans e as estégale à Suitesk(ρ).Cas γ = γ̄. La fontion Suitesk(ργ) est dé�nie si ρ′1(|ρ′1|) = γ̄ et dans e as estégale à (ρ′′1,ρ

′
2γ, . . . ,ρ

′
kγ) où ρ′′1 = ρ′1(1) · · ·ρ′1(|ρ

′
1| − 1).Cas γ = Γ. La fontion Suitesk(ργ) est dé�nie et est égale à (ρ′1γ, . . . ,ρ

′
kγ).Cas γ = ℓ ∈ [1,k − 1]. La fontion Suitesk(ργ) est dé�nie. Elle est égale au uplet

(ρ1, . . . ,ρk) où pour tout i ≤ ℓ, ρi = ρ′i et pour tout i > ℓ, ρi = ρ′iℓ.Cas γ = ℓ̄ pour ℓ ∈ [1,k − 1]. Suitesk(ργ) est dé�nie si ρ′ℓ+1(|ρ
′
ℓ+1|) = ℓ. Danse as, elle est égale à (ρ1, . . . ,ρk) où pour tout i ≤ ℓ, ρi = ρ′i, ρℓ+1 =

ρ′ℓ+1(1), . . . ,ρ′ℓ+1(|ρ
′
ℓ+1| − 1) et où pour tout i > ℓ, ρi = ρ′iγ.Une réurrene immédiate sur la longueur de ρ établit que pour toute suited'instrutions ρ ∈ Γ∗

k, Suitesk(ρ) est dé�nie si et seulement si R(ρ)([ ]k) l'est.De plus, si s = R(ρ)([ ]k) alors Suitesk(ρ) est égal à (ρ1, . . . ,ρk) où pour tout
ℓ ∈ [1,k], ρℓ est la suite réduite de topℓ(s). Il suit que nous pouvons déider entemps polynomial si une suite ρ ∈ Γ∗

k est telle que R(ρ)([ ]k) soit dé�nie.Nous allons maintenant démontrer la propriété annonée. Pour ela, nousproédons enore une fois par réurrene sur le niveau k.Cas k = 1. La propriété est triviale.Etape de réurrene.Il nous faut onstruire un algorithme qui prenant en entréeune pile s ∈ Stacksk+1(Γ) (dérite par sa suite réduite d'instrutions ρs) et unautomate (A,(Ai)i∈[1,n]) entièrement déterministe et omplet sur Γk+1 ave A =
(QA,IA,FA,µA,∆A) déide si s ∈ S(A). L'algorithme alule par réurrene sur lalongueur de la suite réduite ρ l'unique état qρ tel que A admette un alul partantdans un état initial de la pile vide de niveau k et arrivant en R(ρ)([ ]k) dans l'état
qρ. Pour la suite vide ε, il su�t de déider pour tout i ∈ [1,k] si [ ]k appartientà S(Ai). Par hypothèse de réurrene, nous pouvons ainsi déterminer l'uniqueétat qε tel que [ ]k ∈ S(Ai) pour tout T k+1

S(Ai)
∈ µ(qε). Supposons que nous avonsalulé qρ, montrons omment aluler qργ pour γ ∈ Γok . Nous ommençons paraluler Suitesk(ργ) = (ρ1, . . . ,ρk+1) qui est néessairement dé�nie arR(ργ)([ ]k)est dé�nie. L'état qργ est l'unique état tel que qρ γ
−→ qργ ,T ∈ ∆A et tel que pourtout T k+1

S(Ai)
∈ T , la pile topk(R(ργ)([ ]k)) de suite réduite ρk appartienne à S(Ai).Par hypothèse de réurrene, qργ peut être alulé en temps polynomial. Nouspouvons don déider en temps polynomial si s ∈ S(A).



148 Ensembles rationnels de piles de pilesUne onséquene immédiate de la proposition préédente est que les omplexi-tés présentées dans le théorème 4.4.15 sont minimales en terme de la hauteur dela tour d'exponentielles. Au niveau 1, nous savons déjà que le plus petit automatedéterministe et omplet sur Γ équivalent à un automate sur Γ est dans le pire asexponentiellement plus grand que l'automate de départ. Comme les automatessur Γ sont des as partiuliers d'automates sur Γ1 et d'automates alternants sur
Γ1 (f. proposition 4.3.14), il n'existe pas de transformation polynomiale des auto-mates sur Γ1 (resp. des automates alternants sur Γ1) en des automates équivalentsdéterministes et omplets sur Γ .Proposition 4.4.19. Pour tout k ≥ 2, il n'existe pas de proédure transformantles automates (resp. automates alternants) sur Γk en des automates entièrementdéterministes et omplets sur Γk équivalents et terminant en temps exp[k−2](|A|)(resp. exp[k − 1](|QA|)).Démonstration. Commençons par établir ette borne inférieure pour les auto-mates sur Γk. Supposons par l'absurde qu'il existe un niveau k0 ≥ 2 et uneproédure transformant les automates (resp. automates alternants) sur Γk en desautomates entièrement déterministes et omplets sur Γk équivalents et terminanten temps exp[k − 2](|A|). Par la proposition 4.4.18, il existerait une proédurerésolvant le problème de l'appartenane pour les automates sur Γk terminant entemps exp[k − 2]. Par la proposition 4.3.55, ei ontredit le théorème 4.3.54.La preuve pour les automates alternants sur Γk est une simple adaptation duas préédent.Nous venons de voir que le test d'appartenane peut être réalisé en tempspolynomial pour les automates entièrement déterministes et omplets quelque soitleur niveau alors qu'il est (k−1) fois exponentiel pour les automates sur Γk. Le testdu vide, qui dans le as des automates sur Γk est aussi dur (f. proposition 4.3.55)que le problème de l'appartenane, reste oûteux pour les automates entièrementdéterministes et omplets sur Γk. En e�et, omme le montre la propriété suivante,le test du vide des automates entièrement déterministes et omplets sur Γk nepeut être réalisé en exp[k − 4](|A|).Proposition 4.4.20. Pour k ≥ 4, il n'existe pas de proédure résolvant le pro-blème du test du vide des automates entièrement déterministes et omplets sur
Γk et terminant en temps exp[k − 4](|A|).Démonstration. Pour établir ette borne inférieure, nous allons utiliser la borneinférieure sur la omplexité du test du vide des automates sur Γk rappelée dansle théorème 4.3.54.Nous allons onstruire pour tout automate A sur Γk, un automate B entière-ment déterministe et omplet sur Γk+1 ave |B| ≤ 2|A| tel que S(A) est vide si etseulement si S(B) l'est.



Aepteurs �nis déterministes 149L'automate B est obtenu en déterminisant et en omplétant l'automate Avu omme un automate sur le monoïde libre Γk et en insérant une instrution
k avant haque instrution de A. Ces insertions garantissent que l'automate sur
Γk+1 obtenu est bien réduit. Comme B ne possède pas de langages de tests, ladéterminisation et la omplétion dans le monoïde libre su�sent à garantir quel'automate B est entièrement déterministe et omplet. Par la proposition 4.1.3,
S(A) = topk(S(B)).Supposons par l'absurde que pour un ertain k0 ≥ 4, il existe une proéduredéidant du vide des automates entièrement déterministes et omplets sur Γk etterminant en temps exp[k0−4](|A|) Nous pouvons don en utilisant e qui préèdedéider du vide des automate sur Γk0−1 en temps exp[k0 − 4](exp[1](|A|)): e quiamène la ontradition ave le théorème 4.3.54.La borne supérieure sur la omplexité du vide de es automates au niveau k esten exp[k−1](|A|). Elle est donnée par la proposition 4.3.52 et la proposition 4.3.53.Avant de onlure e sous-paragraphe, nous introduisons une forme normaliséedes automates entièrement déterministes et omplets sur Γk. Cette forme va nouspermettre de simpli�er les transformations présentées dans la suite et de nouspermettre d'établir des résultats de omplexité plus préis.Dé�nition 4.4.21. Un automate entièrement déterministe et omplet sur Γk estdit normalisé si tout automate (B,(Bi)i∈[1,n]) entièrement déterministe et ompletsur Γℓ, ave 1 < ℓ ≤ k et B = (QB,IB,FB,∆B), intervenant dans A est tel quepour tout p,q ∈ QB et tout γ ∈ Γℓ−1 ∪ {ℓ | }, il existe au plus une transition
p

γ
−→ q,Tp,q appartenant à ∆B.Tout automate entièrement déterministe et omplet sur Γk est équivalent àun automate normalisé. Cei déoule immédiatement de la fermeture par uniondes Ratℓ pour ℓ ≤ k. Notons ependant que ette transformation est au moinsexponentielle dans le pire as.Remarque 4.4.22. Pour k ≥ 1, les automates entièrement déterministes etomplets sur Γk orrespondants aux automates alternants sur Γk onstruits dansle théorème 4.4.15 sont normalisés. Remarquons que les automates entièrementdéterministes et omplets sur Γk pour k ≥ 2 onstruits dans le théorème 4.4.15ne sont pas normalisés.4.4.3 Automates sur Γk ave tests dans RatkNous onluons e paragraphe en a�nant la omplexité de la transforma-tion d'un automate A sur Γk ave tests dans L ⊂ Ratk(Γ) en un automate Bentièrement déterministe et omplet sur Γk. Nous onsidérons le as où haque



150 Ensembles rationnels de piles de pileslangage L ∈ L est aepté par un automate AL entièrement déterministe et om-plet normalisé (f. dé�nition 4.4.21). Les résultats obtenus sont résumés dans lethéorème 4.4.25. Cette setion ne présente pas d'intérêt partiulier en dehors del'établissement de e théorème.Par la proposition 4.3.38 et par le théorème 4.4.15, nous obtenons un automate
B de taille bornée par exp[k](|A|+

∑
L∈L |AL|) pour k ≥ 1. Pour k ≥ 2, nous a�-nons ette omplexité et nous obtenons une borne en exp[k−1](|A|+

∏
L∈L |AL|).Avant de présenter les di�érentes étapes de ette onstrution, nous introdui-sons les notions ommunes à toutes es étapes.Soit A = (QA,IA,FA,∆A) un automate sur Γk ave tests dans L = {L1, . . . ,Ln } ⊂Ratk(Γ). Supposons de plus que pour tout ℓ ∈ [1,n], Lℓ est aepté par un au-tomate Aℓ = (Bℓ,(C

ℓ
i )i∈[1,nℓ]) entièrement déterministe et omplet normalisé ave

Bℓ = (Qℓ,{ iℓ },Fℓ,∆ℓ). Pour k ≥ 2, nous noterons L′ ⊂ Ratk−1(Γ) l'ensemble
{S(Cℓ

i ) | ℓ ∈ [1,n] et i ∈ [1,nℓ]}.Pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ), nous notons Xs le uplet (A1(s), . . . ,An(s)) ∈∏
ℓ∈[1,n]Qℓ (f. lemme 4.4.3).Il est aisé de véri�er que X[ ]k

est égal à (i1, . . . ,in) et que pour toute pile s ∈
Stacksk(Γ) ave Xs = (q1, . . . ,qn), la pile s appartient à Lℓ si et seulement si qℓappartient à Fℓ.Pour k ≥ 2, la propriété lé est que pour tout uplet e = (e1, . . . ,en) et f =
(f1, . . . ,fn) dans ∏ℓ∈[1,n]Qℓ et pour tout γ ∈ Γk−1 ∪ { k }, il existe un sous-ensemble Rγ

e,f de L′ tel que pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ) ave Last(s) 6= γ̄,
Xs = e et telle que s′ = R(γ)(s) soit dé�nie,

Xs′ = f ⇔ topk−1(s
′) ∈

⋂

R∈Rγ
e,f

R.L'ensemble Rγ
e,f est dé�ni omme suit:� R

γ
e,f = { ∅ } s'il existe ℓ ∈ [1,n] tel qu'il n'existe pas de transition de laforme pℓ

γ
−→ qℓ,T dans ∆ℓ.� R

γ
e,f =

⋃
ℓ∈[1,n] Tℓ si pour tout ℓ ∈ [1,n], il existe une transition pℓ

γ
−→ qℓ,Tℓdans ∆ℓ. Notons que omme l' automate Aℓ est normalisé, ette transitionest unique.La première étape reprend l'approhe du sous-paragraphe 4.3.3.2 et trans-forme un automate sur Γk ave tests dans Ratk(Γ) en un automate équivalentréduit sur Γk ave tests dans Ratk(Γ).Proposition 4.4.23. Pour tout automate A sur Γk ave tests dans L ⊂ Ratk(Γ),il existe un automate réduit B sur Γk ave tests dans L′ ⊂ Ratk(Γ) aeptant S(A).De plus, si haque L ∈ L est aepté par un automate AL entièrement déter-ministe et omplet normalisé, |QB| est bornée par exp[0](|A|), |B| et |L′| sont
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∏

L∈L |AL|) et haque L ∈ L′ est aepté par un au-tomate BL entièrement déterministe et omplet normalisé de taille bornée par
exp[k − 1](|A|+

∏
L∈L |AL|) si k ≥ 2 et exp[1](|A|+

∏
L∈L |AL|) si k = 1.Démonstration. Nous onsidérons le as k ≥ 2. Le as k = 1 est une adaptationimmédiate. Soit A = (QA,IA,FA,∆A) un automate sur Γk ave tests dans L =

{L1, . . . ,Ln } ⊂ Ratk(Γ). Nous reprenons les notations présentées au début dee sous-paragraphe. Pour tout p,q ∈ QA, nous reprenons aussi la dé�nition deslangages de boules Lp,q introduits dans le sous-paragraphe 4.3.3.2.Comme l'établit le lemme 4.3.46, dans le as où L = ∅, l'appartenane d'unepile s ∈ Stacksk(Γ) ne dépend que de Last(s) et topk−1(s). Par une adaptationimmédiate de la preuve du lemme 4.3.46, nous établissons que lorsque L n'estpas vide, l'appartenane d'une pile s ∈ Stacksk(Γ) ne dépend que de Last(s),
topk−1(s) et de Xs.Plus préisément, pour tout p,q ∈ QA et γ ∈ Γok−1 ∪ { k,ε } et tout d ∈∏

ℓ∈[1,n]Qℓ, il existe un automate Aγ,d
p,q alternant sur Γk−1 ave tests dans L′ telque pour toute pile s ∈ Stacksk(Γ) ave Last(s) = γ et Xs = d, s ∈ Lp,q si etseulement si topk−1(s) ∈ S(Aγ,d

p,q ).L'ensemble des états de Aγ,d
p,q est égal à (Γok−1 ∪ { k,ε })×QA × (

∏
ℓ∈[1,n] |Qℓ|).La onstrution de l'automate est une adaptation immédiate de la onstrutiondu lemme 4.3.46.Le nombre d'états de et automate est borné par exp[0](|A| +

∏
ℓ∈[1,n] |Qℓ|).Par la proposition 4.3.41, Aγ,d

p,q est équivalent à un automate alternant sur Γk−1sans tests dont le nombre d'états est borné par exp[0](|A|+
∏

ℓ∈[1,n] |Qℓ|).Par le théorème 4.4.15, il existe un automate Bγ,d
p,q entièrement déterministeet omplet sur Γk−1 de taille bornée par exp[k−1](|A|+

∏
ℓ∈[1,n]Qℓ) et équivalentà Aγ,d

p,q . Nous onsidérons Bγ,d
p,q omme un automate entièrement déterministe etomplet sur Γk.En adaptant la preuve de la proposition 4.3.41, nous onstruisons un automate

D = (QD,ID,FD,∆D) réduit sur Γk ave tests dans:
L′ = {S(Aq

ℓ) | ℓ ∈ [1,n] et q ∈ Qℓ}
∪ {S(Aγ,d

p,q ) | p,q ∈ QA,γ ∈ Γok−1 ∪ { k,ε } et d ∈∏ℓ∈[1,n] |Qℓ|}.où pour tout ℓ ∈ [1,n] et pour tout q ∈ Qℓ, Aq
ℓ désigne l'automate entièrementdéterministe et omplet sur Γk égal à ((Qℓ,{ iℓ },{ q },∆ℓ),(C

ℓ
i )i∈[1,nℓ]). Tous leslangages de L′ sont bien aeptés par des automates déterministes et ompletssur Γk de taille bornée par exp[k − 1](|A|+

∏
ℓ∈[1,n] |Qℓ|).L'ensemble des états QD est égal à QA × (Γok−1 ∪ { k,ε }). L'ensemble ID desétats initiaux est égal à {(p,ε) ∈ QA × { ε } | i ∈ IA, [ ]k−1 ∈ S(A

ε,X[ ]k
i,p )}. Parla proposition 4.4.18, l'ensemble ID peut être alulé en temps exp[k − 1](|A| +
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∏

ℓ∈[1,n] |Qℓ|). L'ensemble FD des états �naux est FD = FA × (Γok−1 ∪ { k,ε }).L'ensemble des transitions ∆B est donné par:
{(p,γ′)

γ
−→ (r,γ),T ′ | γ′ ∈ Γok−1 ∪ { k,ε },γ ∈ Γok−1 ∪ { k },γ̄ 6= γ′

p
γ
−→ q,T ∈ ∆A,d = (q1, . . . ,qn) ∈

∏
ℓ∈[1,n] |Qℓ|pour tout i ∈ [1,n], TLi

∈ T ⇒ qi ∈ Qi,et T ′ = {TS(A
qℓ
ℓ ) | ℓ ∈ [1,n]} ∪ {TS(Aγ,d

q,r ) } }.Par onstrution, l'automateD est réduit (f. remarque 4.3.23) et en adaptantla preuve de la proposition 4.3.49, nous montrons que D aepte S(A).La deuxième partie de la preuve est plus intéressante et onsiste à remplaerles tests de niveau k dans un automate réduit sur Γk ave tests L ⊂ Ratk(Γ) pardes tests de niveau k − 1.Proposition 4.4.24. Pour tout automate A réduit sur Γk ave tests dans L ⊂Ratk(Γ), il existe un automate B réduit Γk ave tests dans L′ ⊂ Ratk−1(Γ) aep-tant le même langage.De plus, si haque L ∈ L est aepté par un automate AL entièrement déter-ministe et omplet normalisé, |B| est bornée par exp[0](|A| +
∏

L∈L |AL|) et |L′|est bornée par exp[0](|A| +
∑

L∈L |AL|) et haque L ∈ L′ est aepté par un au-tomate BL entièrement déterministe et omplet normalisé de taille bornée par
exp[0](|A|+

∑
L∈L |AL|).En�n, si A est déterministe et omplet alors B l'est aussi.Démonstration. Considérons le as k ≥ 2. Le as k = 1 est une adaptationimmédiate. Soit A = (QA,IA,FA,∆A) un automate sur Γk ave tests dans L =

{L1, . . . ,Ln } ⊂ Ratk(Γ). Nous reprenons les notations introduites au début dee sous-paragraphe.Nous pouvons maintenant dé�nir un automate D = (QD,ID,FD,∆D) réduitsur Γk ave tests dans L′ équivalent à A. L'ensemble des états QD est égal à
QA × (

∏
ℓ∈[1,n]Qℓ). L'ensemble des états initiaux et �naux sont respetivement

IA ×X[ ]k
et QA × (

∏
ℓ∈[1,n]Qℓ). L'ensemble ∆D des transitions est dé�ni par :

{(p,e)
γ
−→ (q,f),TRγ

e,f
| p

γ
−→ q,{ TLi1

, . . . ,TLim
} ∈ ∆A,e,f ∈

∏
ℓ∈[1,n]Qℓet pour tout j ∈ [1,m],fij ∈ Fj}.Par onstrution, l'automate D est réduit et aepte S(A).Supposons maintenant que A soit déterministe et omplet (f. remarque 4.4.2).Montrons que D est déterministe et omplet. Comme A est déterministe, pourtout état p ∈ QA et pour tout e et f ∈ ∏ℓ∈[1,n]Qℓ, il existe au plus un état
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q ∈ QA tel que (p,e)

γ
−→ (q,f),TRγ

e,f
appartienne à ∆D. Il su�t alors de remarquerque pour tout γ et pour tout e,f et f ′ dans ∏ℓ∈[1,n]Qℓ ave f 6= f ′, nous avons⋂

R∈Rγ
e,f
R∩

⋂
R∈Rγ

e,f ′
= ∅ ar les automates AL sont déterministes. La omplétudede D se dérive de la omplétude de A et des automates AL.En ombinant les deux propositions préédentes et la proposition 4.4.5, noustransformons les automates sur Γk ave tests dans Ratk(Γ) en des automateséquivalents entièrement déterministes et omplets sur Γk.Théorème 4.4.25.1. Pour tout automate A sur Γ1 ave tests dans L ⊂ Rat1(Γ), il existe uneautomate B entièrement déterministe et omplet sur Γ1 aeptant S(A). Deplus si haque L ∈ L est aepté par un automate entièrement déterministeet omplet, la taille de B est bornée par exp[1](|A|+

∑
L∈L |AL|).2. Pour k ≥ 2 et pour tout automate A sur Γk ave tests dans L ⊂ Ratk(Γ), ilexiste une automate B entièrement déterministe et omplet sur Γk aeptant

S(A). De plus si haque L ∈ L est aepté par un automate entièrementdéterministe et omplet normalisé, la taille de B est bornée par exp[k −
1](|A|+

∏
L∈L |AL|).Démonstration. Comme nous l'avons vu, le premier point déoule de la proposi-tion 4.3.38 et du théorème 4.4.15.Établissons le seond point. Soit k ≥ 2 et A un automate sur Γk ave tests dans

L ⊂ Ratk(Γ). Pour tout L ∈ L, soit AL un automate entièrement déterministe etomplet normalisé aeptant L. Par la proposition 4.4.23, il existe un automate Bréduit sur Γk ave tests L′ ⊂ Ratk(Γ) aeptant S(A). La taille de QB est bornéepar exp[0](|A|), |B| et |L′| sont bornées par exp[0](|A| +
∏

L∈L |AL|) et haque
L ∈ L′ est aepté par un automate BL entièrement déterministe et ompletnormalisé de taille bornée par exp[k−1](|A|+

∏
L∈L |AL|). Par la proposition 4.4.5et la remarque 4.4.6, nous onstruisons un automate C déterministe et ompletsur Γk ave tests dans L′ ∪ (L′) ⊂ Ratk aeptant S(B) dont la taille est bornéepar exp[1](|A| +

∏
L∈L |AL|). Par la proposition 4.4.24, il existe un automate Dréduit déterministe et omplet sur Γk ave tests L′′ ⊂ Ratk−1(Γ) aeptant S(C).De plus, nous pouvons supposer que |D| est bornée par exp[0](|B|+

∏
L∈L′ |BL|)et |L′| est bornée par exp[0](|B|+

∑
L∈L′ |BL|) et haque L ∈ L′′ est aepté parun automate CL entièrement déterministe et omplet normalisé de taille bornéepar exp[0](|B| +

∑
L∈L |BL|). L'automate entièrement déterministe et ompletreherhé est don (D,(CL)L∈L′′) dont la taille est bornée par exp[k − 1](|A| +∏

L∈L |AL|) ar k − 1 ≥ 1.



154 Ensembles rationnels de piles de piles4.5 Relations pré�xe-reonnaissables d'ordre su-périeurCe paragraphe étudie les relations sur les piles de niveau k induites par lesensembles rationnels de suites d'instrutions dans (Γk ∪ TRatk(Γ))
∗. Ces relationsapparaissent naturellement dans l'étude des langages de Ratk+1(Γ). En e�et, enreformulant le théorème 4.3.50, il suit que tout ensemble de Ratk+1(Γ) est égal àune union �nie d'ensembles dans:

R
(Rat ((1 ·Rat ((Γk ∪ TRatk(Γ)

)∗))))
(Ratk(Γ)). (4.8)Formellement, à haque ensemble R ∈ Rat((Γk ∪ TRatk(Γ))

∗), nous assoionsune relation sur Stacksk(Γ) notée D(R) et dé�nie par:
{(s,s′) ∈ Stacksk(Γ)× Stacksk(Γ) | ∃θ ∈ R(R), s ∈ Dom(θ) et s′ = θ(s)}.En d'autres termes, l'appliation D est un morphisme de monoïdes entre le mo-noïde libre (Γk ∪ TRatk(Γ))

∗ et le monoïde (pour la omposition) des relations sur
Stacksk(Γ).Au niveau 1, es relations sur les mots ont été étudiées par Caual dans [Cau96,Cau03a, Cau03b℄ et sont onnues sous le nom de relations pré�xe-reonnaissables.Il montre en partiulier que es relations forment une algèbre de Boole et en donneune représentation normalisée.Dé�nition 4.5.1. Nous appellerons relation pré�xe-reonnaissable de niveau
k toute relation de D(Rat((Γk ∪ TRatk(Γ))

∗)) et nous noterons PRk l'ensemble
D(Rat((Γk ∪ TRatk(Γ))

∗))Le sous-paragraphe 4.5.1 rappelle les propriétés des relations pré�xe-reon-naissables de niveau 1 et fait le lien entre la présentation de Caual et notreformalisme. Dans le sous-paragraphe 4.5.2, les propriétés des relations pré�xe-reonnaissables de niveau 1 sont étendues à tout niveau. En partiulier et quelquesoit le niveau k, l'ensemble PRk est une algèbre de Boole. En�n dans le sous-paragraphe 4.5.3, nous présentons une dernière notion d'aepteurs �nis pour lesensembles de Ratk+1(Γ) basée sur les relations pré�xe-reonnaissables de niveau
k et sur l'équation 4.8.4.5.1 Relations de PR1.Dans [Cau96℄, Caual étudie la famille des relations sur les mots de Γ∗ quis'érivent omme une union �nie de relations de la forme (U × V ) ·W où U,Vet W sont des sous-ensembles rationnels de Γ∗ et où le produit d'une relation
R ⊆ Γ∗ × Γ∗ par un ensemble P ⊆ Γ∗ est une relation, notée R · P , et égale



Relations pré�xe-reonnaissables d'ordre supérieur 155à {(u · w,v · w) | (u,v) ∈ R et w ∈ P}. Ces relations orrespondent à unegénéralisation des systèmes de rériture pré�xe de mots. Comme nous avons prisla onvention que le symbole de haut de pile orrespond à la dernière lettre dumot 10, il nous faut onsidérer la version su�xe des relations pré�xe-reonnaissa-bles qui sont des unions �nies de relations de la forme W · (U × V ) où U,V et
W appartiennent à Rat(Γ∗). Cette variation n'a auun impat sur les résultatsobtenus dans [Cau96℄. Nous allons établir l'équivalene entre les relations pré�xe-reonnaissables sur Γ∗ et les relations de PR1(Γ).Les relations pré�xe-reonnaissables appartiennent à PR1. En e�et pour tout
U,V etW appartenant à Rat(Γ∗), la relationW ·(U×V ) est égale à D(U ·TW ·V )et appartient don à PR1. Comme par dé�nition PR1 est fermé par union, lesrelations pré�xe-reonnaissables appartient bien à PR1.Pour l'inlusion réiproque, Caual établit que les relations pré�xe-reonnais-sables sont fermées par union, onaténation et l�ture transitive. Il su�t pouronlure de remarquer que pour tout γ ∈ Γ, D({ γ }) = Γ∗ · ({ ε },{ γ }) ∈ PR1et D({ γ̄ }) = Γ∗ · ({ γ },{ ε }) ∈ PR1 et pour tout W ∈ Rat(Γ∗), D({ TW }) =
W · ({ ε },{ ε }).Proposition 4.5.2 ([Cau96℄). Les relations pré�xe-reonnaissables sur Γ∗ sontles relations de PR1(Γ).Exemple 4.5.3. Pour tout p ≥ 2 et pour tout q ∈ [0,p− 1], nous noterons Ap,q(resp. Bp,q) l'ensemble rationnel ontenant tous les mots w ∈ a∗ (resp. w ∈ b∗)tel que |w| = p mod q. Considérons la relation R de PR1 dé�nie par:

D




b̄∗ ·


 ⋃

i∈[0,2]

TAi,3
b∗Ta∗·Bi,3






+
 .On véri�e failement que R est égale à:

⋃

i∈[0,2]

Ai,3 · (B
∗,Bi,3).Dans notre formalisme, l'égalité de la proposition 4.5.2 se traduit par la pro-position suivante.Proposition 4.5.4. Toute relation de PR1(Γ) est égale à une union �nie derelations dans l'ensemble D(Rat(Γ∗

) · TRat1(Γ) · Rat(Γ∗)).Pour montrer la fermeture par omplémentaire, Caual montre que toute rela-tion pré�xe-reonnaissable peut s'érire omme une union �nie de relations de la10. Et non la première omme dans [Cau96℄



156 Ensembles rationnels de piles de pilesforme W · (U × V ) où U,V et W ∈ Rat(Γ∗) ave First(U)∩First(V ) ⊆ { ε }. Unetelle relation est appelée l�ture gauhe d'une relation reonnaissable irrédutibledans [Cau96℄.Exemple 4.5.5. Reprenons la relation R de l'exemple 4.5.3. Il est aisé de véri�erque R s'érit omme l'union �nie suivante:
⋃

i∈[0,2]

(
⋃

j+k=i

(Ai,3 ·Bj,3) · ({ ε },Bk,3)

)
∪ (Ai,3 · Bi,3) · (b

∗,{ ε }).La propriété lé de es relations est qu'elles orrespondent à des ensembles desuites réduites d'instrutions dans Rat((Γ1∪TRat1(Γ))
∗). En partiulier, pour toutouple (u,v) ∈ W · (U,V ), il existe une unique déomposition u = wu′ et v = wv′où w ∈ W , u′ ∈ U et v′ ∈ V . L'uniité de ette déomposition permet d'obtenirla fermeture par omplémentaire.Proposition 4.5.6 ([Cau96℄). Les relations pré�xe-reonnaissables forment unealgèbre de Boole.4.5.2 Relations de PRk.Dans e sous-paragraphe, nous étendons les propositions 4.5.4 et 4.5.6 auxrelations de PRk. Dans e but, nous dé�nissons, pour tout k ≥ 1, une familleRewk d'ensembles de Rat((Γk ∪ TRatk)∗). Notre but sera, dans un premier temps,d'établir que toute relation de PRk est égale à une union �nie de relations dans

D(Rewk) (f. théorème 4.5.12).Avant de dé�nir la famille Rewk, il nous faut introduire deux notations. Nousassoierons, à haque suite ρ ∈ (Γk ∪ TRatk)∗, un symbole dans Γok ∪ { ε } notéFirst(ρ) (resp. Last(ρ)), et valant ε si O = {i ∈ [1,|ρ|] | ρ(i) ∈ Γok} est égal à ∅ etvalant ρ(min(O)) (resp. ρ(max(O))) sinon.Norm1(Γ) = Rat(Γ∗)Rew1(Γ) = {U · TW · V | U,V ∈ Norm1(Γ),W ∈ Rat1(Γ),First(U) ∩ First(V ) ⊆ { ε } }
Normk+1(Γ) = Rew1(Γ) · Rat((1 · Rewk(Γ))∗)Rewk+1(Γ) = {U · TW · V | U,V ∈ Normk+1(Γ),W ∈ Ratk+1(Γ),First(U) ∩ First(V ) ⊆ { ε },et Last(W ) ∩ (First(U) ∪ First(V )) ⊆ { ε } }.

(4.9)
Pour pouvoir travailler ave les relations de PRk, il nous faut �xer une re-présentation �nie (et symbolique) de es relations. Nous représentons de telles



Relations pré�xe-reonnaissables d'ordre supérieur 157relations par un automate sur Γk ave tests dans Ratk(Γ). Formellement, un au-tomate sur Γk ave tests dans Ratk(Γ) aepte la relation sur Stacksk(Γ), notée
D(A), dé�nie par D(I(A)) . Une adaptation immédiate de la proposition 4.3.5établit que pour toute relation R de PRk, il existe un automate A sur Γk avetests dans Ratk(Γ) tel que D(A) = R.4.5.2.1 Représentation normalisée des relations de PRk.Dans e sous paragraphe, nous établissons le théorème 4.5.12 qui établit quetoute relation de PRk est une union �nie de relations dans D(Rewk).La première étape est d'établir que les relations de PRk sont aeptées pardes automates réduits sur Γk ave tests dans Ratk(Γ). Pour ela, nous adaptonsla preuve de la proposition 4.3.48.Considérons un automate A sur Γk ave tests dans Ratk. Comme dans le sous-paragraphe 4.3.3.2, nous allons éliminer les boules des aluls de A. L'uniquedi�érene réside dans la dé�nition des langages de boules. Pour tout p,q ∈ QA,nous noterons Bp,q l'ensemble des piles s ∈ Stacksk(Γ) telles qu'il existe un alulde A partant de la on�guration (p,s) et arrivant à la on�guration (q,s).Remarque 4.5.7. Dans le sous-paragraphe 4.3.3.2, la notion de boule utiliséeest plus restritive. Rappelons que nous disons l'automate A boule sur la pile
s ∈ Stacksk(Γ) en partant dans l'état p et en revenant dans l'état q s'il existe unalul (p0,s0) −→

A
· · · −→

A
(pn,sn) tel que s0 = sn = s, p0 = p, pn = q et pour tout

ℓ ∈ [0,n], ρs ⊑ ρsℓ
. Pour tout p,q ∈ QA, nous notons Lp,q l'ensemble des piles sde niveau k telles que A boule sur s en partant de p et en revenant en q. Cettenotion n'est pas su�sante lorsque l'on onsidère les relations aeptées par lesautomates sur Γk.Considérons l'automate A sur Γ1 présenté i-ontre.La relation aeptée est D(āa) = {(w,w) | w ∈ Γ∗a}.Le langage Li,f est vide alors que le langage Bi,f estégal à Γ∗a et nous obtenons don une représentationréduite de D(A) qui est égale à TΓ∗·a. i t f

a ā

Par une adaptation immédiate de la onstrution du lemme 4.3.46, nous mon-trons que pour tout p,q ∈ QA, le langage Bp,q est aepté par un automatealternant sur Γk. Remarquons que l'automate alternant a le même niveau quel'automate A alors que dans le lemme 4.3.46 (où la notion de boule est plusrestreinte) l'automate alternant a un niveau de moins que elui de A.Lemme 4.5.8. Pour tout automate A sur Γk ave tests dans Ratk(Γ) et pourtout p,q ∈ QA, il existe un automate Ap,q alternant sur Γk aeptant Bp,q.Démonstration. Soient A = (QA,IA,FA,µA,∆) un automate sur Γk ave tests dans
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L = {L1, . . . ,Ln } ⊂ Ratk(Γ) et p0,q0 des états de QA.Nous allons ommener par onstruire un automate B = (QB,IB,∆B) alter-nant sur Γk aeptant Bp0,q0. L'ensemble des états QB est égal QA ×QA × (Γok ∪
{ k,• })×Sing(Γtk)×2L et l'ensemble des états initiaux IB est {(p0,q0,•,T,T

′) | T ∈
Sing(Γtk) et T ′ ⊆ L}. Pour dé�nir l'ensemble des transitions ∆B, nous onsidéronsdes transitions δ de la forme suivante:

δ = (p,q,γ,T,L),T,L→
∧

γ′∈R

∧

(p′,q′,γ′,T ′,L′)∈Qγ′

((p′,q′,γ′,T ′,L′),γ′)où R ⊆ (Γok ∪{ k })\{ γ̄ } si γ 6= • et R ⊆ (Γok∪{ k }) si γ = • et pour tout γ′ ∈ R,
Qγ′ ⊆ QB. Pour tout γ′ ∈ R, nous dé�nissons un ensemble Rγ′ ⊆ QA × QA égalà:
Rγ′ = {(p,q) | ∃(r,t,γ,T ′,L′) ∈ Qγ ,p

γ′

−→ r,T1,L1 ∈ ∆A,t
γ̄′

−→ q,T2,L2 ∈ ∆A,

T1 ≤ T,T2 ≤ T ′,L1 ⊆ L et L2 ⊆ L′}.La transition δ appartient à ∆B si (p,q) ∈
(⋃

γ′∈R Rγ′

)∗. Par la proposi-tion 4.3.38, il existe un automate C alternant sur Γk équivalent à B.Grâe au lemme préédent, nous pouvons maintenant réduire les automatessur Γk ave tests dans Ratk(Γ) sans hanger la relation aeptée. La onstrutionest une adaptation de la onstrution de la proposition 4.3.48.Proposition 4.5.9. Pour tout k ≥ 1, pour tout automate A sur Γk ave testsdans L ⊆ Ratk(Γ), il existe un automate B réduit sur Γk ave tests dans L′ ⊆Ratk(Γ).Démonstration. Soit A = (QA,IA,FA,µA,∆A) un automate sur Γk ave tests dans
L ⊆ Ratk. Nous onstruisons un automate B = (QB,IB,FB,µB,∆B) réduit sur
Γk+1 ave tests dans un ensemble �ni L ⊂ Ratk+1 équivalent à A.L'ensemble L ontient les langages aeptés par les automates Aγ

p,q pour tout
p,q ∈ QA et γ ∈ Γok ∪ { k }. A es langages, il faut ajouter les langages de testsassoiés aux états initiaux. Pour tout état p ∈ QA, nous noterons Sp le langage⋃

i∈IA
S(Ai,p) ∩ (

⋂
L∈µA(i) L). Par la proposition 4.3.16 et le théorème 4.3.43, lelangage Sp appartient à Ratk+1. Nous prenons don L égal à:
L = {S(Aγ

p,q) | p,q ∈ QA et γ ∈ Γok ∪ { k }}
∪ {Sq | q ∈ QA}où pour tout p,q ∈ QA et γ ∈ Γok+1, Aγ

p,q est l'automate alternant sur Γk dé�nidans le lemme 4.3.46. Tout langage L ∈ L est aepté par un automate alternantsur Γk de taille polynomiale en |A|.



Relations pré�xe-reonnaissables d'ordre supérieur 159Nous pouvons maintenant dé�nir l'automate B. L'ensemble des états QB estégal à QA × (Γok+1 ∪ { ε }). Les ensembles d'états initiaux et �naux sont respeti-vement IB = QA × { ε } et FB = FA × (Γok+1 ∪ { ε }). L'appliation µB est dé�niepour tout (q,ε) ∈ QB par µB((q,ε)) = Sq. L'ensemble des transitions ∆B estdonné par:
∆B = {(p,γ′)

γ
−→ ((r,γ),γ),T,L ∪ TS(Aγ

q,r) | γ ∈ Γok ∪ { k },γ 6= γ̄′ et p γ
−→ q,T,L}.Par onstrution l'automate B est réduit. Une adaptation immédiate de la preuvede la proposition 4.3.48 établit que D(B) = D(A).L'étape suivante onsiste à exprimer la relation aeptée par un automateréduit sur Γk ave tests dans Ratk omme une union �nie de relations représentéespar des ensembles d'instrutions dont la �forme� orrespond aux ensembles deRewk.Proposition 4.5.10. Pour tout automate A réduit sur Γk+1 ave des langagesde tests dans Ratk+1, la relation D(R) s'érit omme une union �nie de relationsde la forme D(U · TW · V ) où U et V sont des ensembles réduits dans Rat((Γk ∪

{ k } ∪ TRatk+1(Γ))
∗) et où W appartient à Ratk+1(Γ) ave:First(U) ∩ First(V ) ⊆ { ε } et Last(W ) ∩ (First(U) ∪ First(V )) ⊆ { ε }.Démonstration. Soit A = (QA,IA,FA,µA,∆A) un automate réduit sur Γk+1 avetests dans Ratk+1(Γ). Pour tout p ∈ QA et pour tout γ ∈ Γok ∪ { k̄,ε }, nous dé-�nissons Uγ

p omme le langage des suites d'instrutions aeptées par l'automate
(QA,IA,{ p },µA,∆A) restreint aux suites d'instrutions ρ ne ontenant pas l'ins-trution k et telle que Last(ρ) = γ. De manière analogue, nous dé�nissons, pourtout p ∈ QA et pour tout γ ∈ Γok ∪ { k,ε }, V γ

p omme le langage des suites d'ins-trutions aeptées par l'automate (QA,{ p },FA,∆A) restreint aux suites d'ins-trutions ρ ne ontenant pas l'instrution k̄ et telle que First(ρ) = γ.Comme A est un automate réduit, il est aisé de voir que pour tout q ∈ QAet pour tout γ ∈ Γk, Uγ

p et V γ
p sont des ensembles réduits dans Rat((Γk ∪ { k } ∪

TRatk+1(Γ))
∗). Nous a�rmons que:

D(A) =
⋃

p∈QA

⋃

(γ1,γ2,γ3)∈I

D
(
Uγ1

p · TW γ2 · V γ3
p

)où I est le sous-ensemble de Γok ∪ { k̄,ε } × Γok ∪ { k,ε } × Γok ∪ { k̄,ε } dé�ni par:
(γ1,γ2,γ3) ∈ I ⇔ { γ1 } ∩ { γ̄3 } ⊆ { ε } et { γ2 } ∩ { γ1,γ̄3 } ⊆ { ε }.L'inlusion réiproque est immédiate. Pour l'inlusion direte, onsidéronsdeux piles s et s′ dans Stacksk+1(Γ) telles que (s,s′) ∈ D(A). Notons ρs et ρs′



160 Ensembles rationnels de piles de pilesles suites réduites des piles s et s′. Notons r la pile de Stacksk+1(Γ) dont la suiteréduite est le plus petit pré�xe ommun de ρs et ρs′.Comme (s,s′) appartient à D(A), il existe ρ ∈ I(A) tel que s′ = R(ρ)(s).Il existe deux suites d'instrutions ρ1 et ρ2 ∈ Γ∗
k+1 telles que ρ = ρ1 · ρ2 et

R(ρ1)(s) = t et R(ρ2)(t) = s′. Comme ρ ∈ I(A), il existe un état q ∈ QA tel que
i

ρ1−→
A

q et q ρ2−→
A

f où i ∈ IA et f ∈ FA. Notons γ1 = Last(ρ1), γ2 = Last(ρr) et
γ3 = First(ρ2). La suite d'instrutions ρ1 appartient à Uγ1

q et la suite ρ2 appartientà V γ3
q et r ∈W γ2 . Comme ρ = ρ1 · ρ2 est une suite réduite, { γ1 } ∩ { γ3 } ⊆ { ε }.Comme ρrρ1 est la suite réduite de s, { γ2 } ∩ { γ1 } ⊆ { ε }. Comme ρrρ2 estla suite réduite de s′, { γ2 } ∩ { γ̄3 } ⊆ { ε }. Il suit don (γ1,γ2,γ3) ∈ I. Comme

(s,s′) ∈ D
(
Uγ1

p · TW γ2 · V γ3
p

), nous avons établi l'inlusion direte.La proposition suivante est l'étape lé de la preuve.Proposition 4.5.11. Pour tout automate A réduit sur Γk+1 ave tests dans L ⊂Ratk+1(Γ) ne ontenant pas l'instrution k̄, la relation D(A) est égale à une union�nie de relations de la forme D(TRatk+1
· I(B)) où B est un automate réduit sur

Γk+1 ave tests dans Ratk(Γ) et n'utilisant pas l'instrution k̄.Démonstration. Soit A = (QA,IA,FA,µA,∆A) un automate réduit sur Γk+1 avetests dans L = {L1, . . . ,Ln } ⊂ Ratk+1(Γ). Pour tout ℓ ∈ [1,n], il existe unautomate Aℓ = (Qℓ,{ iℓ },Fℓ,∆ℓ) déterministe et omplet ave tests dans Li ⊂Ratk(Γ) aeptant Lℓ (f. théorème 4.4.15). Pour tout ℓ ∈ [1,n] et pour toutepile s ∈ Stacksk+1(Γ), nous noterons Aℓ(s) l'unique état q tel que qu'il existe unalul de Aℓ partant de la on�guration (iℓ, [ ]k+1) et arrivant dans la on�guration
(q,s). Pour toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ), nous noterons Xs le uplet (q1, . . . ,qn) ∈∏

ℓ∈[1,n]Qℓ dé�ni pour tout ℓ ∈ [1,n], qℓ = Aℓ(s).Pour tout uplet d ∈ ∏ℓ∈[1,n]Qℓ, l'ensemble Sd des piles s de niveau k + 1telle que Xs = d appartient à Ratk+1(Γ). En e�et, Sd est l'intersetion pour tout
ℓ ∈ [1,n] des {s | Aℓ(s) = qℓ} ∈ Ratk+1(Γ).Pour tout uplet d,d′ ∈ ∏ℓ∈[1,n]Qℓ et pour tout γ ∈ Γok ∪ { k }, il existe unensemble Rγ

d,d′ dans Ratk(Γ) tel que pour toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ) telle que
Xs = d et telle que s′ = R(γ)(s) est dé�ni, Xs′ = d′ si et seulement si topk(s

′) ∈
R

γ
d,d′ .Si d = (q1, . . . ,qn) et d′ = (q′1, . . . ,q

′
n), il su�t de prendre:

R
γ
d,d′ =

⋂

ℓ∈[1,n]

⋃

qℓ
γ

−→q′ℓ,TR∈∆ℓ

R.Pour tout d ∈∏ℓ∈[1,n]Qℓ, nous allons dé�nir un automate Bd réduit sur Γk+1ave tests dans Ratk(Γ) qui satisfasse pour tout s ∈ Stacksk+1(Γ) telle queXs = d,
D(A)(s) = D(Bd)(s).



Relations pré�xe-reonnaissables d'ordre supérieur 161Soit d0 = (q1, . . . ,qn) ∈
∏

ℓ∈[1,n]Qℓ. Nous onstruisons l'automate Bd0 =

(QB,IB,FB,∆B). Nous prenons QB = QA× (
∏

ℓ∈[1,n]Qℓ), IB est égal à l'ensemble:
{(i,d0) | i ∈ IA et ∀ℓ ∈ [1,n],Lℓ ∈ µA(i)⇒ qℓ ∈ Fℓ}et FB = FA × (
∏

ℓ∈[1,n]Qℓ). L'ensemble des transitions ∆ℓ est dé�ni par:
{(p,d)

γ
−→ (q,γ,d′),Rγ

d,d′ | d,d
′ = (q′1, . . . ,q

′
n) ∈ (

∏
ℓ∈[1,n]Qℓ) et p γ

−→ q,T ∈ ∆Aet ∀ℓ ∈ [1,n],Lℓ ∈ T → q′ℓ ∈ Fℓ}.Comme A est réduit, B l'est aussi. De plus par onstrution, nous avons quepour toutes piles s,s′ ∈ Stacksk+1(Γ) telles que Xs = d0 alors ((i,d0),s)
ρ
−→
Bd0

((q,d),s′) si et seulement si (i,s)
ρ
−→

A
(q,s′) et Xs′ = d. Il s'en suit don que Bd0satisfait la propriété annonée. Nous avons don:

D(A) =
⋃

d∈
Q

ℓ∈[1,n] Qℓ

D(Sd · I(Bd)).

Nous pouvons maintenant établir le résultat de normalisation pour les rela-tions de PRk.Théorème 4.5.12. Pour tout niveau k ≥ 1 et pour tout alphabet �ni Γ, touterelation R ∈ PRk(Γ) est une union �nie de relations D(Rewk(Γ)).Démonstration. La preuve proède par réurrene sur le niveau k ≥ 1.Cas de base : k = 1. Au niveau 1, ette propriété a été établie par Caual dans[Cau96℄ (f. proposition 4.5.4). Pour être omplet, nous en redonnons une preuve.Soit A un automate sur Γ1 ave tests dans Rat1. Par les propositions 4.5.9, 4.5.10et 4.5.11, la relation R est égale à une union �nie de relations de la forme U ·TW ·Voù U,V appartiennent à Rat((Γk∪{ k }∪TRatk+1(Γ))
∗)) ave First(U)∩First(V ) ⊆

{ ε }. Remarquons que la relation Last(W ) ∩ (First(U) ∪ First(V )) ⊆ { ε } esttrivialement véri�ée ar Last(W ), First(U) et First(V ) sont des sous-ensemblesde Γ ∪ { ε }.Etape de réurrene.Soient R une relation de PRk+1 et A un automate sur Γk+1ave tests dans Ratk+1(Γ) aeptant R. Par les propositions 4.5.9, 4.5.10 et 4.5.11,la relation R est égale à une union �nie de relations de la forme U · TW ·V où U,Vappartiennent à Rat((Γk ∪ { k } ∪ TRatk+1(Γ))
∗)) ave First(U) ∩ First(V ) ⊆ { ε }et Last(W ) ∩ (First(U) ∪ First(V )) ⊆ { ε }. Par hypothèse de réurrene, touterelation Rat((Γk ∪ { k } ∪ TRatk+1(Γ))

∗)) est égale à une union �nie de relationsdans Rewk(Γ) ·Rat((k · Rewk(Γ))∗).



162 Ensembles rationnels de piles de pilesUne première onséquene de e résultat est que le domaine et l'image desrelations PRk(Γ) sont des ensembles de Ratk(Γ).Proposition 4.5.13. Pour toute relation R ∈ PRk(Γ), le domaine et l'image de
R sont des ensembles de Ratk.Démonstration. Soit R une relation dans PRk(Γ). Par dé�nition de PRk(Γ), ilexiste un ensemble M ∈ Rat((Γk ∪ TRatk)∗) tel que R = D(M). Il est aisé de voirque l'image de R est égale à R(Γ∗

k ·M)([ ]k)). D'après le orollaire 4.3.44, l'imagede R appartient bien à Ratk. Pour le domaine de R, il su�t de remarquer queDom(D(R)) = Im(D(R)).4.5.2.2 Propriétés des relations de PRkDans e sous-paragraphe, nous établissons que pour tout k ≥ 1, et pour toutalphabet �ni, l'ensemble PRk est une algèbre de Boole. Par dé�nition, PRk(Γ)est fermé par union et ontient la relation vide. Il faut don montrer que PRk(Γ)est fermé par omplémentaire (i.e. pour tout R ∈ PRk, R = (Stacksk(Γ) ×
Stacksk(Γ))\R appartient à PRk). La preuve de la fermeture par omplémentaireest un adaptation de la preuve de Caual [Cau96℄ pour le niveau 1. Elle reposesur le théorème 4.5.12 et sur la propriété suivante qui généralise l'uniité de ladéomposition mentionnée dans le sous-paragraphe 4.5.1.Lemme 4.5.14. Pour toute relation R = U ·TW ·V de Rewk ave U,V ∈ Normk et
W ∈ Ratk(Γ) et pour toutes piles r et s ∈ Stacksk(Γ) telles que (s,s′) appartienneà D(R), il existe une unique pile w ∈ Stacksk(Γ) telle que w ∈W , (w,s) ∈ D(U)et (w,t) ∈ D(V ).De plus, la pile w est la pile de niveau k dont la suite réduite d'instrutions estle plus petit pré�xe ommun des suites réduites de r et s.Démonstration. Soit une relation R = U · TW · V de Rewk ave U,V ∈ Normk et
W ∈ Ratk(Γ). Par dé�nition de Rewk, nous avons First(U) ∩ First(V ) ⊆ { ε } etLast(W ) ∩ (First(U) ∪ First(V )) ⊆ { ε } }. Soient r et s deux piles de Stacksk(Γ)telles que (r,s) appartienne à D(R).L'existene de la pile w est immédiate. Montrons que ette pile est unique.Supposons qu'il existe deux piles w1 et w2 ∈ W telles que (w1,r) et (w2,r) ap-partiennent à D(U) et telles que (w1,s) et (w2,s) appartiennent à D(V ). Nousnoterons ρr, ρs, ρw1 et ρw2 les suites réduites respetives des piles r, s, w1 et w2.Comme U est un ensemble de suites d'instrutions réduites et que Last(W )∩First(U) ⊆ { ε }, nous avons ρs = ρw1 ·ρ

1
s = ρw2 ·ρ

2
s pour deux suites d'instrutions

ρ1
s et ρ2

s. Par un argument similaire, nous avons ρr = ρw1 · ρ
1
r = ρw2 · ρ

2
r pour deuxsuites d'instrutions ρ1

r et ρ2
r .



Relations pré�xe-reonnaissables d'ordre supérieur 163De plus, nous savons que les suites ρ1
s et ρ2

s appartiennent à Ũ (où Ũ estobtenu en e�açant dans toutes les suites U les ourrenes des instrutions detests). De même, nous avons que les suites ρ1
s et ρ2

s appartiennent à Ṽ . CommeFirst(U) = First(Ũ) et First(V ) = First(Ṽ ) et que First(U) ∩ First(V ) ⊆ { ε }, ils'en suit que ρw1 et ρw2 sont égales au plus petit pré�xe ommun de ρs et ρr. Ilen résulte que w1 et w2 sont égales.Avant d'établir la fermeture par omplémentaire de PRk, nous montrons queles relations de D(Rewk) sont loses par intersetion.Lemme 4.5.15. Pour tout niveau k ≥ 1 et pour toutes R1 et R2 dans D(Rewk),la relation R1 ∩ R2 appartient à D(Rewk).Démonstration. La preuve proède par réurrene sur le niveau k.Cas de base : k = 1. Soient R1 = U 1 ·TW1 ·V1 et R2 = U 2 ·TW2 ·V2 appartenantà Rew1. Nous a�rmons que la relation R = (U1∩U2) ·TW1∩W2 · (V1∩V2) de Rew1est telle que D(R) = D(R1) ∩ D(R2). L'inlusion direte est immédiate. Pourl'inlusion réiproque, soit (r,s) un ouple de piles de Stacksk(Γ) appartenant à
D(R1) et D(R2). Soit w la pile de Stacksk(Γ) dont la suite réduite est le pluspetit pré�xe ommun des suites réduites des piles s et r. Par le lemme 4.5.14,nous avons que w ∈ W1 ∩W2, (w,r) ∈ D(U1) ∩ D(U2) et (w,s) ∈ D(V1) ∩ D(V1).Il suit don que (r,s) appartient à D(R).Etape de réurrene.Par hypothèse de réurrene, nous savons que pour tous
R1 et R2 appartenant à Rewk, il existe R ∈ Rewk tel que D(R) . Pour être onis,nous désignerons R1 ⋓ R2 un élément de Rewk satisfaisant ette propriété.Nous allons tout d'abord montrer que pour tous R1 et R2 dans Normk+1, larelation D(R1) ∩ D(R2) appartient aussi à D(Normk+1). Pour i ∈ { 1,2 }, omme
Ri appartient à Normk+1, Ri est égal à Pi ·Mi ave Pi ∈ Rewk et Mi ∈ Rat((1 ·Rewk)

∗). En�n, soit Ai = (Qi,Ii,Fi,∆i) un automate étiqueté par 1 · Rewk(Γ)aeptant Mi.Considérons l'automate C = (Q1 × Q2,I1 × I2,F1 × F2,∆C) dont l'ensembledes transitions est donné par:
{(p1,p2)

1·(N1⋓N2)
−→ (q1,q2) | p1

1·N1−→ q1 ∈ ∆1 et p2
1·N2−→ q2 ∈ ∆2}.Montrons maintenant que D(Rewk) est fermé par intersetion. Soient R1 =

U 1 · TW1 · V1 et R2 = U 2 · TW2 · V2 appartenant à Rewk+1 où U1,U2,V1 et V2appartiennent à Normk+1 et où W1 et W2 appartiennent à Ratk+1(Γ). Nous af-�rmons que la relation R = (U1 ⋓ U2) · TW1∩W2 · (V1 ∩ V2) de Rew1 est telle que
D(R) = D(R1) ∩ D(R2). La preuve est similaire à elle du niveau 1.Nous pouvons maintenant établir la fermeture par omplémentaire de PRk.



164 Ensembles rationnels de piles de pilesThéorème 4.5.16. Pour tout k ≥ 1 et pour tout alphabet �ni Γ, l'ensemble PRkest fermé par union, omplémentaire, l�ture transitive, inverse et restrition enimage ou en domaine par un ensemble de Ratk(Γ).Démonstration. Exepté la fermeture par omplémentaire, toutes es propriétésdéoulent de la dé�nition de PRk. Pour la fermeture par omplémentaire de PRk,il su�t de monter que le omplémentaire d'une relation dans D(Rewk) est égal àune union �nie de relations dans D(Rewk).En e�et, onsidérons une relation R ∈ PRk. Par le théorème 4.5.12, R est égalà une union �nie ⋃i∈I Ri de relations de D(Rewk). Le omplémentaire de R estégal à ⋂i∈I R

i . Si nous avons établi pour tout i ∈ I que R

i est égal à une union�nie ⋃j∈Ij
R

j
i de relations dans Rewc, il suit alors par les lois de Morgan que

R est égal à une union �nie d'intersetions �nies de relations de D(Rewk). Lelemme 4.5.15 permet alors de onlure que R appartient à PRk.Nous établissons maintenant par réurrene sur le niveau k que le omplémen-taire d'une relation dans D(Rewk) s'exprime omme une union �nie de relationdans D(Rewk).Cas de base : k = 1. La propriété a été établie par Caual [Cau96℄ (f. 4.5.6).Etape de réurrene.Avant de passer à l'étape de réurrene, il nous faut �xerquelques notations. Nous noterons N l'ensemble de Normk+1 ontenant toutes lessuites réduites sur (Γok∪{ k })∗. Pour tout γ ∈ Γok∪{ k } et pour toutW ∈ Ratk+1,nous noterons Wγ l'ensemble W restreint aux piles s de Stacksk+1(Γ) et queLast(s) = γ. Pour tout γ ∈ Γok ∪ { k } et pour tout U ∈ Normk+1, nous noterons
Uγ l'ensembleW restreint à l'ensemble des suites d'instrutions telles que First(γ)de Stacksk+1(Γ) telles que Last(s) = γ. En�n pour toute relation R ∈ Rewk,nous noterons R⋐ un sous-ensemble de Rewk tel que D(R) =

⋃
R′∈R⋐ D(R′).L'existene de R⋐ est garantie par l'hypothèse de réurrene.Notre but est d'établir que le omplémentaire d'une relation dans D(Rewk+1)appartient à PR(Γk+1). Pour ela, nous allons tout d'abord montrer que pourtoute relation dans R ∈ D(Normk+1), la relation N \R est égale à une union �niede relations dans D(Normk+1). Nous noterons R⋐ et ensemble �ni de relations.Soit R = P ·M un élément de Normk+1 ave P ∈ Rewk et M ∈ Rat((1 ·Rewk)

∗). Soit A = (QA,IA,FA,∆A) un automate étiqueté par 1 · Rewk aeptant
M . Comme par hypothèse de réurrene PRk forme un algèbre de Boole, nouspouvons supposer que A est tel que:� pour tout p,q,q′ ∈ QA, p 1·R1−→ q ∈ ∆A, p 1·R2−→ q′ ∈ ∆A et q 6= q′ implique

D(R1) ∩ D(R2) = ∅� pour tout p ∈ QA, ⋃p
1·R
−→q∈∆A

D(R) = Stacksk(Γ)× Stacksk(Γ).Pour une onstrution détaillée de l'automate A, nous référons le leteur à laproposition 4.4.24. Considérons l'automate B obtenu à partir de A en remplaçant



Relations pré�xe-reonnaissables d'ordre supérieur 165l'ensemble des états �naux FA par son omplémentaire QA \ FA. Nous véri�onsaisément que:
D(N) \ D(R) =

⋃

V ∈P  V · (1 · Rewk)
∗ ∪ V · L(B).Soit R = U · TW · V une relation de Rewk+1 ave U,V ∈ Normk+1 et W ∈Ratk+1(Γ). Nous allons montrer que le omplémentaire de R est égal à une union�nie de relations dans D(Rewk+1).Considérons l'ensemble C qui est une union �nie de relations dans Rewk+1dé�ni par:

C =
⋃

(γ1,γ2,γ3)∈I Nγ1 · TW 
γ2
·Nγ3

∪
⋃

(γ1,γ2,γ3)∈I

⋃
U ′∈U⋐ U

′

γ1
· TWγ2

·Nγ3

∪
⋃

(γ1,γ2,γ3)∈I

⋃
V ′∈U⋐ Nγ1 · TWγ2

· Vγ3où I est l'ensemble des triplets (γ1,γ2,γ3) ∈ (Γok ∪ { k,ε })3 tels que { γ1 }∩{ γ3 } ⊆
{ ε } et tels que { γ2 } ∩ { γ1,γ3 } ⊆ { ε }.On véri�e aisément que les éléments P ∈ Rewk+1 intervenant dans C sont telsque D(P ) est inlus dans D(R). Il suit don que D(P ) ⊆ D(R). Pour l'inlusionréiproque, onsidérons deux piles r et s ∈ Stacksk+1(Γ) telles que (r,s) 6∈ D(R).Notons w la pile de niveau k + 1 dont la suite réduite est le plus petit pré�xeommun des suites réduites de r et de s. Il existe don deux suites d'instrutions
ρ′s et ρ′r telles que ρr = ρwρ

′
r et ρs = ρwρ

′
s.Par le lemme 4.5.14, nous avons soit w 6∈ W , soit w ∈ W et (w,r) 6∈ D(U) oubien w ∈W et (w,s) 6∈ D(V ).Cas w 6∈W . Le ouple (r,s) appartient don à NF irst(ρ′r) · TW Last(w)

·NFirst(ρ′s).Cas w ∈W et (w,r) 6∈ D(U) . Comme (w,r) 6∈ D(U), il existe U ′ ∈ U⋐ tel que
(w,r) ∈ D(U ′First(ρ′s)). Le ouple (r,s) appartient don à U ′First(ρ′s)·TWLast(w)

·NFirst(ρ′s).Cas w ∈W et (w,r) 6∈ D(V ) . Ce as est similaire au préédent.Dans tous les as, (r,s) appartient à D(C) et il suit don que D(R) est inlusdans D(C).4.5.3 Automates normalisésDans e sous-paragraphe, nous présentons une notion d'aepteurs �nis pourles langages de Ratk+1(Γ) basée sur les relations de PRk(Γ). Ces automates serontappelés automates normalisés de niveau k + 1. Nous verrons que es automatesadmettent une notion naturelle de déterminisme et de omplétude et qu'ils per-mettent don de réobtenir les propriétés de l�ture de Ratk+1(Γ). L'avantage deette notion est que, ontrairement à la notion d'automates réduits sur Γk+1, ellene fait pas apparaître expliitement les suites réduites des piles de niveau k + 1.



166 Ensembles rationnels de piles de pilesIntuitivement, au lieu de onstruire les piles de niveau k+ 1 en suivant leur suiteréduite, es automates les onstruisent la suite de leurs piles de niveau k de lapremière à la dernière.Dans le théorème 4.3.50, nous avons établi que les langages de Ratk+1(Γ)peuvent être dérits par des ensembles rationnels de suites d'instrutions ne onte-nant pas l'instrution k̄ si nous ajoutons les instrutions de tests dans les langagesde Ratk(Γ). Nous avons pour tout niveau k ≥ 1 que:Ratk+1(Γ) =
⋃�nieRatk(Γ) · Rat(k · Rat(Γk ∪ TRatk(Γ))

∗)∗.Par le orollaire S(Rat(Γk ∪ TRatk(Γ))
∗) = Ratk(Γ),nous obtenons donRatk+1(Γ) =

⋃�nieRat((copyk · PRk)
∗)(Ratk(Γ)).Nous en déduisons une notion d'automate �ni étiqueté par Ratk(Γ) et par

copyk · PRk aeptant les langages de Ratk+1(Γ). Au niveau 1, un automate nor-malisé est simplement un automate étiqueté par pushΓ.Dé�nition 4.5.17. Pour tout niveau k ≥ 1, un automate A normalisé de niveau
k+1 est un automate �ni (Q,I,F,∆) étiqueté par Ratk(Γ)∪ (k ·Rewk(Γ)) tel que:� les états initiaux I n'apparaissent pas omme but d'une transition de ∆,� pour toute transition p R

−→ q ∈ ∆, R ∈ Ratk(Γ)⇔ p ∈ I.Une pile s ∈ Stacksk+1(Γ) est aeptée par A s'il existe un alul de l'automate
A de la forme:

i
R
−→ p1

copyk ·P1
−→ p2 . . . pn−1

copyk·Pn−1
−→ pnoù n ≥ 1, i ∈ I, pn ∈ F , i R

−→ p1 ∈ ∆ et pour tout i ∈ [1,n−1], pi
copyk·Pi
−→ pi+1 ∈ ∆et que la pile s appartient à (copyk · P1 · . . . copykPn−1)(R). Le langage de pilesde niveau k + 1 aepté par A sera noté S(A).Exemple 4.5.18. Considérons l'automate normalisé de niveau 2 sur Γ = { a }représenté dans la �gure 4.9. Le langage de piles de niveau 2 aepté par A estl'ensemble:

S(A) = {[ [ ap1 ] . . . [ apn ] ]2 | n ≥ 2, p1 > · · · > pn,

∀i ∈ [1,n− 1],pi 6= pi+1 mod 2 et pn = 0 mod 2}.Remarque 4.5.19. Pour manipuler symboliquement un automate normalisé deniveau k, il nous faut �xer une représentation pour les ensembles et les relationsapparaissant dans sa dé�nition. Au niveau 1, nous représenterons naturellement
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i

p

q

a(aa)∗

(aa)∗

1 · R11 · R2

Fig. 4.9 � Un automate normalisé de niveau 2 où R1 et R2 appartiennent à Rew1et sont respetivement égaux à ā+ · T(aa)∗ et ā+ · Ta(aa)∗ .un automate normalisé de niveau 1 par un automate �ni étiqueté par Γ. Pour unautomate normalisé de niveau k ≥ 2, les ensembles de Ratk−1(Γ) sont donnés pardes automates réduits sur Γk−1 ave tests dans TRatk−1(Γ) et les relations PRk−1sont données par des unions �nies d'éléments de Rewk−1 (f. théorème 4.5.12).Un élément de Rewk−1 est représenté par un triplet (A,B,C) d'automates réduitssur Γk−1 ave tests dans Ratk−1(Γ) qui dé�nit l'élément L(A) · TS(B) · L(C).Il est bien entendu possible de donner une représentation symbolique des au-tomates normalisés de niveau k+1 ≥ 2 sans faire intervenir les automates réduitssur Γk ave tests dans Ratk(Γ) en le remplaçant par des automates normalisésde niveau k. Il faut ependant adapter légèrement la dé�nition des automatesnormalisés pour pouvoir dérire les ensembles de Normk apparaissant dans la dé-�nition des éléments de Rewk. Pour ela, il su�t de onsidérer dans e as desautomates normalisés non plus étiquetés par Ratk(Γ) et copyk ·PRk(Γ) mais parPRk(Γ) et copyk · PRk(Γ). Nous n'adoptons toutefois pas ette représentationpour simpli�er les preuves qui vont suivre.Théorème 4.5.20. Pour tout automate A sur Γk, il existe un automate nor-malisé B de niveau k aeptant S(A). De plus, la taille de B est bornée par
exp[k − 1](|A|).Démonstration. Au niveau 1, la propriété est immédiate. Considérons maintenantun automate sur Γk pour un niveau k ≥ 2. Nous avons établi dans la proposi-tion 4.3.48 et dans le théorème 4.4.15, qu'il existe un automate réduit B sur Γkave des tests dans un ensemble �ni L ⊂ Ratk−1(Γ) équivalent à A. De plus |B|et |L| sont bornés par exp[0](|A|) et haque langage L ∈ L est aepté par unautomate AL entièrement déterministe et omplet sur Γk−1 de taille bornée par
exp[k − 1](|A|).En ombinant les propositions 4.5.10 et 4.5.11, nous obtenons un automate



168 Ensembles rationnels de piles de pilesnormalisé C de niveau k aeptant S(A) et de taille exp[k − 1](|A|).Pour les automates normalisés de niveau 1, les notions de déterminisme et deomplétude ont déjà été présentées. Nous dirons qu'un automate A = (Q,I,F,∆)normalisé de niveau k+1 ≥ 2 est dit déterministe si l'ensemble des états initiauxest réduit à un singleton et si pour tous états p,q1,q2 ∈ Q ave q1 6= q2, tout
N1,N2 ∈ Ratk(Γ) et pour tout P1,P2 ∈ PRk(Γ),

{
p

N1−→ q1 ∈ ∆ et p N2−→ q2 ∈ ∆ ⇒ R1 ∩ R2 = ∅

p
copyk ·P1
−→ q1 ∈ ∆ et p copyk·P2

−→ q2 ∈ ∆ ⇒ P1 ∩ P2 = ∅.De même, nous dirons que A est omplet si pour tout q ∈ Q \ I et i ∈ I,
{ ⋃

i
N
−→p∈∆

N = Stacksk(Γ),⋃
q
copyk·P
−→ p∈∆

P = Stacksk(Γ)× Stacksk(Γ).En utilisant les propriétés de l�ture des relations PRk(Γ) et de Ratk(Γ),nous obtenons par la méthode lassique des sous-ensembles la déterminisationdes automates normalisés.Proposition 4.5.21. Pour tout automate A normalisé de niveau k, il existe unautomate B normalisé déterministe et omplet de même niveau aeptant S(B).Démonstration. Au niveau 1, la propriété est déjà bien onnue. Considérons unautomate A = (QA,IA,FA,∆A) normalisé de niveau k+1 ≥ 2. Comme les relationsde PRk sont loses par union, nous pouvons sans perte de généralité supposer quepour tous états p et q ∈ QA, il existe au plus une transition p Np,q
−→ q ou p copyk·Pp,q

−→ qdans ∆A. S'il n'existe pas de telle transition, nous prendrons Np,q = ∅ et Pp,q = ∅.Nous onstruisons un automate B = (QB,IB,FB,∆B) normalisé et détermi-niste de niveau k aeptant S(A). L'ensemble des états QB est égal à 2QA. L'en-semble des états initiaux IB est réduit au singleton { IA }. L'ensemble des états�naux FB est égal à {Q ⊆ QA | Q ∩ FA = ∅}. En�n, l'ensemble des transitions
∆B est dé�ni i-dessous.Pour tout Q ⊆ QA, une transition de la forme:

IA
NQ
−→ Q ∈ ∆où NQ =

⋂
p∈Q (

⋃
i∈IA

Ni,p) ∩
⋃

p∈(QA\Q) (
⋂

i∈IA
(Ni,p)

).Pour tout Q,Q′ ⊆ QA, une transition de la forme:
Q

copyk·NQ,Q′

−→ Q′ ∈ ∆où NQ,Q′ =
⋂

q∈Q (
⋃

q′∈Q′ Pq,q′) ∩
⋃

q∈(QA\Q) (
⋂

q′∈Q′ (Pq,q′)
).



Rationalité induite par COpsk. 169Comme PRk(Γ) et Ratk(Γ) sont des algèbre de Boole, B est bien un automatenormalisé. De plus par onstrution, B est déterministe et omplet. On véri�eaisément que S(B) = S(A).Les automates normalisés de niveau k permettent de réobtenir au moyen deonstrutions naturelles les propriétés de l�ture des langages de Ratk(Γ). Enpartiulier, le omplémentaire du langage aepté par un automate normalisédéterministe et omplet est obtenu en prenant le omplémentaire de l'ensembledes états �naux.Nous onluons e paragraphe en donnant la omplexité de la transformationd'un automate sur Γk en un automate normalisé déterministe et omplet de niveau
k.Théorème 4.5.22. Pour tout automate A sur Γk, il existe un automate norma-lisé B déterministe et omplet de niveau k aeptant S(A). De plus, la taille del'automate B est bornée par exp[k](|A|).4.6 Rationalité induite par COpsk.Dans e paragraphe, nous omparons la notion de rationalité induite par lejeu d'opérations Opsk à elle induite par le jeu d'opérations lassiques COpsk.Nous dé�nissons ainsi:CRatk(Γ) = Rat(COps⋆

k)([ ]k) = R(Rat(Γ∗
k))([ ]k).Nous ne nous intéressons pas aux aspets algorithmiques mais seulement à laomparaison de l'expressivité des deux notions. Le but de e paragraphe est deonvainre le leteur du manque de pertinene de la rationalité induite par COpsket de justi�er a posteriori l'emploi du jeu d'opérations symétriques Opsk.Remarquons que quelque soit le niveau k ≥ 1, l'ensemble CRatk(Γ) est inlusdans l'ensemble Ratk(Γ). En e�et, omme nous l'avons déjà remarqué pour tout

ℓ ≥ 1, nous avons:
destrℓ = Ops⋆

ℓ · copyℓ.Aux niveaux 1 et 2, l'inlusion réiproque tient et les deux notions de ratio-nalité oïnident.Proposition 4.6.1. Pour tout alphabet �ni Γ,Rat1(Γ) = CRat1(Γ) Rat2(Γ) = CRat2(Γ).Démonstration. Au niveau 1, l'égalité est immédiate ar Ops1(Γ) = COps1(Γ).



170 Ensembles rationnels de piles de pilesAu niveau 2, il nous su�t de montrer que Rat2(Γ) est inlus dans CRat2(Γ).Nous avons établi dans la proposition 4.3.49 que:Rat2(Γ) = R
(Rat ((Γ1 ∪ { 1,⊥2 } ∪ TRat1(Γ)

)∗))
([ ]2).Or, pour tout R ∈ Rat1(Γ), l'opération de test Test2

R est égale à R(1 ·R ·⊥1 · 1̄).Il en déoule que Rat2(Γ) ⊆ CRat2(Γ).Au niveau 3, nous verrons que CRat3(Γ) est stritement inlus dans Rat3(Γ)et que de plus CRat3(Γ) n'est pas une algèbre de Boole. Considérons le langage
S de piles de niveau 3 sur Γ = { a } dé�ni par:

S = {[ [ [ ap1 ] . . . [ apm ] ]2 [ [ ap1 ] . . . [ apn ] ]2 ]3 | n ≤ m et pn = pn−1}.Le langage S appartient à Rat3(Γ) ar S = R
(
(Γ∗

1 · 1)∗ · 2 · (Γ∗
1 · 1̄)

∗ · 1̄
)
([ ]3). Lasuite de e paragraphe est onsarée à établir que S n'appartient pas à CRat3(Γ).Admettons momentanément e résultat. Le langage S peut s'exprimer ommel'intersetion des deux langages S1 et S2 donnés i-dessous:

S1 = {[ [ [ ap1 ] . . . [ apm ] ]2 [ [ ap1 ] . . . [ apn ] ]2 ]3 | n ≤ m}
S2 = {

[
[ [ ap1 ] . . . [ apm ] ]2

[ [
ap′1
]
. . .
[
ap′n
] ]

2

]
3
| n ≥ 2 et p′n−1 = p′n}Ces deux ensembles appartiennent à CRat3(Γ). En e�et,

S1 = RC((Γ∗
1 · 1)∗ · 2 · 1̄∗)([ ]3)

S2 = RC
(
(Γ∗

1 · 1)∗ · 21̄∗Γ
∗
· ⊥2 · (Γ∗

1 · 1)∗ · 1
)

([ ]3).L'ensemble CRat3(Γ) n'est don pas los par intersetion. L'utilisation du jeud'opérations lassiques fait don perdre la fermeture par omplémentaire.Pour pouvoir établir que le langage S n'appartient pas à CRat3(Γ), il nousfaut tout d'abord donner une représentation normalisée de es ensembles. Lapremière étape est d'établir que les ensembles de CRat3(Γ) peuvent être déritssans utiliser l'opération destr2 si l'on ajoute des langages de tests. Comme dans leas du jeu d'opérations symétriques, es langages de tests sont dé�nis au moyend'automates alternants de niveau 2 sur les opérations lassiques. La di�érenevient du fait que sur le jeu d'opérations lassiques, les automates alternants sontmoins expressifs que les automates non-alternants.4.6.1 Automates alternants sur Γ1 et Γ2 .Ce sous-paragraphe étudie l'expressivité des automates alternants de niveau
1 et 2 sur le jeu d'opérations lassiques. Un automate alternant de niveau ksur le jeu d'opérations lassiques a la même dé�nition formelle qu'un automate



Rationalité induite par COpsk. 171alternant sur Γk (f. dé�nition 4.3.10). Cependant, la notion d'exéution di�ère.Elle est obtenue en remplaçant R par R dans la dé�nition de l'exéution d'unautomate alternant sur Γk. Dans la suite, nous parlerons d'automate alternantsur Γk pour désigner les automates alternants de niveau k sur le jeu d'opérationslassiques COpsk(Γ) et nous noterons CAltk(Γ) l'ensemble des langages aeptéspar les automates alternants sur Γk.Un premier résultat immédiat est que es nouveaux automates peuvent êtresimulés par les automates alternants sur Γk.Proposition 4.6.2. Pour tout k ≥ 1 et tout alphabet �ni Γ,CAltk(Γ) ⊆ Altk(Γ).Démonstration. Comme nous l'avons déjà remarqué, nous avons pour tout ℓ ≥ 1l'égalité suivante:
destrℓ = Ops⋆

ℓ · copyℓ.Il est don immédiat de onstruire pour tout automate alternant sur Γk, unautomate équivalent sur Γk.Au niveau 1, les deux modèles d'automates ont la même expressivité.Proposition 4.6.3. Les langages aeptés par les automates alternants sur Γ1sont les langages de Rat1.Démonstration. Comme les ensembles Ops1(Γ) et COps1(Γ) sont égaux, les en-sembles aeptés par les automates alternants sur Γ1 et Γ1 oïnident. La pro-priété annonée suit don par la proposition 4.3.31.Dès le niveau 2, les automates alternants sur Γ2 ne sont pas assez puissantspour apturer tous les langages de Rat2(Γ). En e�et, du fait de l'absene de symé-trie entre copy1 et destr1, une onstrution similaire à elle de la proposition 4.3.14ne peut être utilisée.Les langages aeptés par les automates alternants sur Γ2 sont aisémentaratérisés en introduisant l'opération new1 qui empile une pile vide de ni-veau 1 sur la dernière pile de niveau 2 (i.e. pour toute pile s = [ s1, . . . ,sn ]2,
new1(s) = [ s1, . . . ,sn, [ ] ]2). Nous noterons n1 l'instrution orrespondante. Nousdé�nissons les ensembles rationnels faibles omme les ensembles obtenus en rem-plaçant l'opération copy1 par l'opération new1 dans la dé�nition de CRat2(Γ).L'ensemble de tous les ensembles rationnels faibles de niveau 2 est noté WRat2(Γ)et est dé�ni par:WRat2(Γ) = Rat ((Ops1 ∪ { new1 })

∗) ([ ]2)
= Rat ((Ops1 ∪ { new1,destr1 })

∗) ([ ]2).



172 Ensembles rationnels de piles de pilesRemarque 4.6.4. Ces langages ont été dé�nis à tout niveau dans [BM04℄. Lesauteurs passent pas la représentation des piles de piles sur Γ par des mots surl'alphabet Γ ∪ { [ , ] }. Ainsi, à haque pile s = [ s1, . . . ,sn ]2 de Stacks2(Γ), estassoié le mot Φ(s) = [[s1] . . . [sn]] sur l'alphabet Γ ∪ { [ , ] }. Il est aisé de véri�erqu'un ensemble R ⊆ Stacks2(Γ) est faiblement rationnel si et seulement si Φ(R)est un ensemble rationnel de mots. Il s'en suit don que l'ensemble WRat2(Γ) estune algèbre de Boole.Comme new1 = copy1 · pop∗
Γ · T[ ]1

, WRat2(Γ) est inlus dans Rat2(Γ), etteinlusion est strite omme le montre l'exemple suivant.Exemple 4.6.5. L'ensemble L1 de piles de niveau 2 sur l'alphabet Γ = { a,b }dé�ni omme l'ensemble {[ [ a2n1 ] [ b2m1+1 ] , . . . , [ a2np ] [ b2mp+1 ] ]2 | p ≥ 1} appar-tient à WRat2(Γ) ar Φ(L1) est égal à [([(aa)∗][b(bb)∗])+]. Le langage S appartientbien à Rat2(Γ) ar il est égal à:
R
(
(aa)∗1ā∗⊥1b(bb)

∗
(
1b̄∗⊥1(aa)

∗1ā∗⊥1b(bb)
∗
)∗)

([ ]2).L'ensemble L2 de piles de niveau 2 sur l'alphabet Γ = { a } dé�ni omme l'en-semble {[ [ an ] [ an ] ]2 | n ≥ 1} appartient à Rat2(Γ) ar L2 = R(a∗1)([ ]2). Lelangage L2 n'est pas faiblement rationnel ar l'ensemble des mots Φ(L2) n'est pasun langage rationnel.La proposition suivante établit que les langages aeptés par les automatesalternants sur Γ2 sont les langages rationnels faibles de niveau 2.Proposition 4.6.6. Les langages aeptés par les automates alternants sur Γ2sont les langages de WRat2(Γ).Démonstration. L'inlusion réiproque est immédiate. Il su�t don de montrerl'inlusion direte. Soit A = (QA,IA,∆A) un automate alternant sur Γ2 . Nousallons montrer que S(A) est un ensemble rationnel faible.Pour toute pile s ∈ Stacks2(Γ), nous noterons Xs l'ensemble des états initiantun alul de A partant de s (i.e. Xs = {q ∈ QA | s ∈ Sq(A)}).Fait 1. Pour toutes piles s et s′ dans Stacks2(Γ) telles que Xs = X ′
s et pour toutepile r dans Stacks1(Γ), les piles s · r et s′ · r satisfont Xs·r = Xs′·r.Pour haque exéution E = (T,C) de A partant de s · r dans l'état p, nousonstruisons une exéution E ′ = (T ′,C ′) de A partant de s′ · r dans l'état p.L'exéution E ′ est obtenue en substituant aux sous-exéutions de E ommençantpar p0 en s une exéution de A ommençant par p0 en s′ (ette exéution existe ar

Xs ⊆ X ′
s) puis en remplaçant s·t par s′·t (quel que soit la pile t ∈ Stacks1(Γ)) dansl'image par C ′ des noeuds de T ′ qui n'ont pas été introduits par la substitution.Nous déduisons don que Xs·r ⊆ Xs·r′ et par symétrie, nous obtenons l'égalité.



Rationalité induite par COpsk. 173Nous assoions à haque pile r de niveau 1, une fontion partielle de 2QA dans
2QA notée fr et dé�nie par:

fr(P ) =

{
Xs·r s'il existe s ∈ Stacks2(Γ) telle que Xs = P ,non dé�nie sinon.Pour toute fontion partielle f de 2QA dans 2QA, nous noterons Xf = {r ∈

Stacks1(Γ) | f = fr}.Fait 2. Pour toute fontion partielle f de 2QA dans 2QA, l'ensemble Xf est unensemble rationnel.Soit f une fontion partielle de 2QA dans 2QA. Nous pouvons supposer, sansperte de généralité, que Dom(f) = {P | ∃s ∈ Stacks2(Γ),Xs = O}. En e�et, si en'est pas le as alors Xf est égal à l'ensemble vide. Pour tout P ∈ Dom(f), sPdésignera une pile de niveau 2 telle que XsP
= P .Il nous su�t d'établir, pour tout P ∈ Dom(f) et pour tout p ∈ QA, quel'ensemble SP,p = {r ∈ Stacks1(Γ) | sP · r ∈ Sp(A)} est rationnel. Pour ela, ilsu�t de remarquer que:

SP,p = top1 (Sp(A) ∩ {sP · r | r ∈ Stacks1(Γ)}) .En e�et omme CAlt2 ⊆ Alt2 = Rat2, le langage Sp(A) appartient à Rat2. Commele langage {sp · r | r ∈ Stacks1(Γ)} est égal à R(ρsP
1Γ∗

1)([ ]2), il appartient àRat2(Γ). Il suit don par le théorème 4.4.8 que Sp(A) ∩ {sp · r | r ∈ Stacks1(Γ)}appartient à Rat2. Par le orollaire 4.3.51, le langage SP,p appartient à Rat1(Γ).Par un raisonnement similaire, nous établissons le fait suivant.Fait 3. Pour tout ensemble P ⊆ QA, l'ensemble des piles de niveau 1, EP = {r ∈
Stacks1(Γ) | X[ r ]2

= P} appartient à Rat1.Considérons l'ensemble R de suites d'instrutions de Γ ∪ {n1 } égal à:
⋃

P0⊆QA

{EPO
n1Xf1 , . . . ,Xfℓ−1

n1Xfℓ
| ℓ ≥ 0 et (f1 · · · fℓ)(P0) ∩ IA 6= ∅}.D'après le fait 1, le langage aepté par A est égal à R(R)([ ]2). D'après les faits 2et 3, R appartient à Rat((Γ ∪ {n1 })∗). Don S(A) appartient à WRat2(Γ).Remarque 4.6.7. Cette propriété s'étend à tout niveau k et les langages aep-tés par les automates alternants sur Γk sont les langages de WRatk(Γ).Pour des raisons tehniques, nous adaptons la notion d'automate normalisé,présentée dans le sous-paragraphe 4.5.3 pour les ensembles de WRat2. La notiond'automate normalisé faible de niveau 2 est obtenue en remplaçant 1 · Rew1 parn1 ·Rat1 dans la dé�nition 4.5.17. Les notions de déterminisme et de omplétude



174 Ensembles rationnels de piles de pilessont dé�nies de manière analogue. Par une adaptation immédiate de la preuvede la proposition 4.5.21, nous établissons que les automates normalisés faibles deniveau 2 peuvent être déterminisés.Proposition 4.6.8. Tout langage de WRat2(Γ) est aepté par un automate nor-malisé faible de niveau 2 déterministe et omplet.4.6.2 Représentation normalisée de CRat3(Γ).La première étape de normalisation onsiste à donner une desription desensembles de CRat3(Γ) qui ne fasse pas intervenir l'opération destr2. Commedans le as du jeu d'opérations symétriques, il est néessaire d'introduire des testsaeptés par des automates alternants sur Γ2 (qui, d'après la proposition 4.6.6,sont les ensembles faiblement rationnels de niveau 2).Proposition 4.6.9. Pour tout alphabet �ni Γ,CRat3 = R(Rat((Γ2 ∪ { 2 } ∪ TWRat2)∗))([ ]2).Démonstration. Pour l'inlusion réiproque, il su�t de remarquer que pour tout
R ∈WRat2(Γ), il existe Test3

R appartenant à R(2 · Rat(Γ∗
2) · 2̄).Pour l'inlusion direte, nous adaptons l'approhe développée dans le sous-paragraphe 4.3.3.2. Soit A = (QA,IA,FA,∆A) un automate sur Γ3 n'ayant pas

ε-transitions. Nous adaptons la notion de boule au as des opérations lassiques.Pour tout p,q ∈ QA, nous dé�nissons l'ensemble Rp,q des piles s non-vides deniveau 3 telles que A boule sur s en partant de p et en revenant en q. Une pilenon-vide s ∈ Stacks3(Γ) appartient à Rp,q s'il existe un alul de l'automate A:
(p,s)

2
−→

A
(p0,s0)

γ1−→
A
· · ·

γn
−→

A
(pn,sn)

2̄
−→

A
(q,s)tel que n ≥ 0 et tel que pour tout i ∈ [0,n], la pile si est soit égale à s soit de laforme s · s′i pour une ertaine pile s′i ∈ Stacks3(Γ).En adaptant la preuve du lemme 4.3.46, nous onstruisons, pour tout p0,q0 ∈

QA, un automate Ap0,q0 alternant sur Γ2 tel que pour toute pile non-vide s deniveau 3, s ∈ Rp0,q0 si et seulement si top2(s) ∈ S(Ap0,q0). Comme Rp0,q0 neontient pas la pile vide [ ]3, auune pile n'intervenant dans les aluls dé�nissantles boules n'est vide, et don nous pouvons sans perte de généralité supposerque A ne ontient pas d'ourrene de l'instrution ⊥3.Soient p0,q0 deux états de QA. Nous onstruisons l'automate B = (QB,IB,∆B)alternant sur Γ2 en prenant QB = QA × QA × Γt2 ∪ { • } et IB = { • }. Nousdé�nissons maintenant l'ensemble des transitions.



Rationalité induite par COpsk. 175Pour tout T ∈ Γt2 et pour tout R ⊆ QA ×QA tel que (p0,q0) ∈ R∗,
•,T →

∧

(p,q)∈R

((p,q,Tp,q),ε) ∈ ∆Bsi pour tout (p,q) ∈ R, il existe deux transitions δ1 = p0
2
−→ p,T1 et δ2 = q

2̄
−→

q0,T2 dans ∆A ave T1 ≤ T(p,q) et T2 ≤ T .Pour tout (p1,q1,T ) ∈ QA, pour tout R ⊆ QA×QA et pour tout γ ∈ Γ∗
2∪{ ε },

(p1,q1,T ),T →
∧

(p,q)∈R

((p,q,Tp,q),ε) ∧ ((p3,q1,T
′),γ) ∈ ∆Bs'il existe p2 et p3 ∈ QA tels que (p1,p2) ∈ R∗ et tels que:� pour tout (p,q) ∈ R, il existe deux transitions δ1 = p1

2
−→ p,T1 et δ2 =

q
2̄
−→ q1,T2 dans ∆A ave T1 ≤ T(p,q) et T2 ≤ T ,� γ ∈ Γ∗

2 et si γ = ε alors p2 = p3 et sinon il existe une transition p2
γ
−→ p3,T

′′dans ∆A ave T ′′ ≤ T ′.Pour tout p ∈ QA et T ∈ Γt2 ,
(p,p,T ),T → ∅ ∈ ∆B.Par onstrution et pour toute pile non-vide s ∈ Stacks3(Γ), s ∈ Rp0,q0 si etseulement si top2(s) ∈ S(B).En adaptant la onstrution de la proposition 4.3.48 et d'après la proposi-tion 4.6.6, l'égalité annonée en déoule.L'étape suivante est de normaliser les relations induites par les ensemblesd'opérations dans R((Γ2∪TWRat2)∗). Il est possible de dé�nir une forme normaleRew2 analogue à elle de Rew2. Nous dé�nissons à et e�et:Rew

2 = Rat((TRat1 · 1̄)∗) · TWRat2 · Rew1 · Rat((1 · Rew1)
∗).Proposition 4.6.10. Toute relation de D(Rat((Γ2 ∪ TWRat2)∗)) peut s'érireomme une union �nie de relations dans D(Rew2).Démonstration. La preuve de ette égalité se déompose en plusieurs étapes.Fait 1. Toute relation de D(Rat((Γ2∪TWRat2)∗)) est une union �nie de relationsdans

D (Rat ((WR1 · 1̄)
∗) ·WR1 · Rat ((1 ·WR1)

∗)
)où WR1 désigne l'ensemble Rat((Γ1 ∪ TWRat2)∗).Cette première étape est une adaptation de la preuve de la proposition 4.5.11.Soit A un automate sur Γc

2 ave tests dans L = {L1, . . . ,Ln } ⊆ TWRat2 . Pour



176 Ensembles rationnels de piles de pilestout ℓ ∈ [1,n], nous notons Ai = (Qi,{ iℓ },Fℓ,∆ℓ) un automate normalisé faiblede niveau 2, déterministe et omplet aeptant Lℓ. Comme Aℓ est déterministeet omplet, il existe pour toute pile s ∈ Stacks2 un unique état qs ∈ Qℓ tel qu'ilexiste un alul de Aℓ partant de [ ]2 dans l'état initial iℓ et arrivant en s dansl'état qs. Nous noterons T l'ensemble de tous les langages de Rat1(Γ) étiquetantles automates Aℓ. Nous désignerons et unique état par Aℓ(s). A haque pile
s ∈ Stacks2(Γ), nous assoions le uplet Ws = (A1(s), . . . ,An(s)).Pour tout d ∈ ∏ℓ∈[1,n]Qℓ et pour tout ℓ ∈ [1,n], il existe un ensemble T ℓ

d departies de T tel que pour toute piles s ∈ Stacks2(Γ) ave Ws = c et pour toutepile r ∈ Stacks1(Γ),
s · r ∈ Lℓ ⇔ r ∈

⋃

R∈T ℓ
d

⋂

L∈R

L. (4.10)Comme dans la proposition 4.6.9, nous dé�nissons les langages de boules del'automate A. Pour tout p,q ∈ QA, nous dé�nissons l'ensemble Rp,q des piles s deniveau 2 telles que A boule sur s en partant en p et en revenant en q. Une pile
s ∈ Stacks3(Γ) appartient à Rp,q s'il existe un alul de l'automate A:

(p,s)
1
−→

A
(p0,s0)

γ1
−→

A
· · ·

γn
−→

A
(pn,sn)

1̄
−→

A
(q,s)tel que n ≥ 0 et tel que pour tout pour i ∈ [0,n], la pile si est soit égale à s soitde la forme s · s′i pour une ertaine pile s′i ∈ Stacks3(Γ).Comme A ontient des tests dans WRat2, l'appartenane d'une pile s ∈

Stacks2(Γ) dépend de top1(s) et Ws. Plus préisément, pour tout p0,q0 ∈ QAet pour tout t ∈ ∏ℓ∈[1,n]Qℓ, il existe un automate alternant At
p0,q0

sur Γ1 avetests dans T ⊆ Rat1(Γ) tel que pour toute pile s ∈ Stacks2(Γ) véri�ant Ws = c,
s ∈ Rp0,q0 si et seulement si top1(s) ∈ S(Ac

p0,q0
).La onstrution de A

p0,q0
est une adaptation immédiate de la onstrutionde Ap0,q0 dans la proposition 4.6.9 en utilisant l'équation 4.10. Par la proposi-tion 4.3.38, S(Ac

p0,q0
) appartient à Rat1(Γ) et don à WRat2(Γ).En adaptant la onstrution de la proposition 4.5.9, nous obtenons le résultatannoné.Fait 2. Toute relation de D(WR1Rat((1WR1)

∗)) est une union �nie de rela-tions de la forme D(TWRat2 ·R1Rat((1R1)
∗)) où R1 désigne l'ensemble Rat((Γ1 ∪

TRat1)∗).Toute relation de D(Rat ((WR1 · 1̄)
∗)

) est une union �nie de relations dans
D(Rat ((R1 · 1̄)

∗)
) · TWRat2 où R1 désigne l'ensemble Rat((Γ1 ∪ TRat1)∗).Nous établissons la première propriété. La preuve de la deuxième propriétéest similaire. Soit A un automate �ni étiqueté par Γ1 ∪ { 1 } ∪ TWRat2 et soit L =

{L1, . . . ,Ln } ⊂WRat2 l'ensemble des langages apparaissant dans une instrution



Rationalité induite par COpsk. 177de test étiquetant A. Pour tout ℓ ∈ [1,n], soit Aℓ = (Qℓ,{ iℓ },Fℓ,∆ℓ) un automatenormalisé faible de niveau 2 déterministe et omplet.À haque pile s = [ s1, . . . ,sn ]2 de niveau 2, nous assoions un uplet ds =
(d1, . . . ,dn) dans D =

∏
ℓ∈[1,n]Qℓ ∪

∏
ℓ∈[1,n]{ • } dé�ni par:

{
d1 = . . . = dn = • si n = 1,
dℓ = Aℓ([ s1, . . . ,sn−1 ]2),pour tout ℓ ∈ [1,n] si n > 1.Avant de ontinuer, nous établissons quelques propriétés liées à ette notion.Pour tout d ∈ D, l'ensemble Sd = {s ∈ Stacks2(Γ) | ds = d} des piles deniveau 2 est un ensemble rationnel faible.Pour tout d ∈ D et pour tout ℓ ∈ [1,n], il existe un ensemble T ℓ

d de Rat1tel que pour toute pile s ∈ Stacks2(Γ) ave ds = d, s ∈ Lℓ si et seulement si
top1(s) ∈ T

ℓ
d . Il su�t de prendre T ℓ

d égal à l'union des R tel que iℓ R
−→
Aℓ

f ave
f ∈ Fℓ si d = (•, . . . ,•) ou égal à l'union des R tels que dℓ

1·R
−→
Aℓ

f ave f ∈ Fℓsinon.Pour tout d,d′ ∈ D et pour tout ℓ ∈ [1,n], il existe un ensemble Td,d′ de Rat1tel que pour toute pile s ∈ Stacks2(Γ) ave ds = d et pour toute pile r ∈ Stacks1,
ds·r = d′ si et seulement si top1(s) ∈ Td,d′. Il su�t de prendre Td,d′ égal à l'uniondes intersetions ∩ℓ∈[1,n]Rℓ tel que pour tout ℓ ∈ [1,n], • n1·Rℓ−→

Aℓ

d′ℓ si d = (•, . . . ,•) ouégal à l'union des intersetions ∩ℓ∈[1,n]Rℓ telles que pour tout ℓ ∈ [1,n], dℓ
n1·Rℓ−→

Aℓ

d′ℓsinon.Nous onstruisons maintenant pour tout d0 ∈ D, un automate �ni Bd0 =
(Qd0 ,Id0 ,Fd0 ,∆d0) étiqueté par Γ1 ∪ { 1 } ∪ TRat1(Γ). Nous prenons Qd = QA ×QD,
IB = IA × { d } et Fd = FA ×D. L'ensemble ∆d des transitions est donné par:

∆d = {(p,d)
γ
−→ (q,d) | d ∈ D, p

γ
−→ q ∈ A et γ ∈ Γ1}

∪ {(p,d)
T 2

L−→ (q,d) | d ∈ D, p
T 2

Lℓ−→ q ∈ A,ℓ ∈ [1,n] et L ∈ T ℓ
d}

∪ {(p,d)
T 2

L·1
−→ (q,d′) | d,d′ ∈ D, p

1
−→ q ∈ A et L ∈ Td,d′}.Nous noterons Rd0 l'ensemble de Rat((Γ1 ∪ { 1 } ∪ TRat1(Γ))

∗) aepté par Bd0 .On véri�e aisément que pour toute pile s ∈ Stacks2(Γ) ave ds = d0, R(R)(s) =
R(Rd0)(s). Il suit alors que le langage R aepté par A est égal à: ⋃d∈D T

2
Sd
·Rd.Pour onlure, il su�t de remarquer par la proposition 4.5.4 que pour tout R ∈R1,D(R) = D(R) est une union �nie de relations dansD(Rew1) = D(Rew1). Deplus, pour tout R ∈ R1,R(R·1) = R(T 2Dom(R(R)) ·1) et par la proposition 4.5.13,Dom(R(R)) ∈ Rat1(Γ).



178 Ensembles rationnels de piles de pilesEn ombinant les deux propositions préédentes, nous obtenons une représen-tation normalisée des ensembles de CRat3(Γ).Proposition 4.6.11. Tout ensemble de R de CRat3(Γ) est égal à une union �nied'ensembles dans
R (Rat ((2 · Rew2)∗)) (Rat2(Γ)).4.6.3 Inlusion strite de CRat3(Γ) dans Rat3(Γ).Dans e sous-paragraphe, nous établissons que le langage S présenté au débutdu paragraphe n'appartient pas à CRat3. Ce résultat, omme nous l'avons déjàremarqué, implique que CRat3 est stritement inlus dans Rat3 et que CRat3n'est pas une algèbre de Boole.Proposition 4.6.12. Le langage sur l'alphabet Γ = { a },

S = {[ [ [ ap1 ] . . . [ apm ] ]2 [ [ ap1 ] . . . [ apn ] ]2 ]3 | n ≤ m et pn = pn−1},n'appartient pas à l'ensemble CRat3(Γ).Démonstration. Supposons par l'absurde que S appartienne à CRat3(Γ). Par laproposition 4.6.11, il existe R1, . . . ,Rn ∈ Rat2(Γ), U1, . . . ,Un ∈ Rat((TRat1(Γ) · 1̄)∗),
V1, . . . ,Vn ∈ Rew1 · Rat((1 · Rew1)

∗) et W1, . . . ,Wn ∈WRat2(Γ) tels que:
S =

⋃

ℓ∈[1,n]

R (2 · Uℓ · T
2
Wℓ
· Vℓ

)
(Rℓ).Pour tout ℓ ∈ [1,n], nous noterons Aℓ un automate normalisé faible aeptant Wℓ(f. proposition 4.6.11).Avant de pouvoir aboutir à une ontradition, il nous faut établir un ertainnombre de résultats préliminaires.Fait 1. Pour tout R ∈ Rew1, il existe une onstante kR telle que pour toute pile

s ∈ Stacks2(Γ), s'il existe une pile s′ ∈ Stacks2(Γ) telle que |s′| − |s| ≥ kR alors
(s,s′) ∈ D(R) alors R(s) est in�ni.Par dé�nition de Rew1, il existe R1,R2 et R3 ∈ Rat1(Γ) telle que R soit égaleà R1 · TR2 · R3. Il su�t de prendre kR stritement supérieur au nombre minimald'états d'un automate aeptant R3. Supposons alors qu'il existe s′ ∈ Stacks2(Γ)telle que |s′| − |s| ≥ kR et (s,s′) ∈ D(R). Il existe dans s1,s2 et s3 appartenantrespetivement à R1,R2 et R3 tels que s = s2s1 et s′ = s2s3. Nous avons |s3| ≥
|s3| − |s1| = |s′| − |s| ≥ kR et par dé�nition kR, il suit que R3 est in�ni et donque R(s) est in�ni.Fait 2. Pour toute relation V ∈ Rew1 · Rat((1 · Rew1)

∗), il existe une onstante
kV ∈ N telle que pour toute pile s =

[
s1, . . . ,s|s|

]
2
∈ Stacks2(Γ), s'il existe une



Rationalité induite par COpsk. 179pile t ∈ [ t1, . . . ,t|t| ]2 ave |t1| − |s|t|| > k0 et s · t ∈ R(V )(s) alors R(V )(s) estin�ni.Soit V ∈ R0 · P où R0 ∈ Rew1 et P ∈ Rat((1 · Rew1)
∗). L'ensemble P estaepté par un automate B = (QB,IB,FB,∆B) étiqueté par 1 ·Rew1.Nous dé�nissons pour tout q ∈ QB, l'automate Bq = (QB,{ q },FB,∆B). Larelation Rc(L(Bq)) induite par B a pour domaine un ensemble rationnel noté Dq.Pour tout R ∈ Rew1 et pour tout état q ∈ QB, la relation D(R) restreinte enimage à Dq est égale à l'union �nie ⋃i∈I D(Ri) où pour tout i ∈ I, Ri ∈ Rew1 (f.proposition 4.5.4). Nous noterons kR,q le maximum de l'ensemble {kRi

| i ∈ I}.Nous prenons kV supérieure au maximum sur tout R ∈ Rew1 apparaissantdans une étiquette de B et tout q ∈ QB des onstantes kR,q.Soit s une pile de Stacks2(Γ). Supposons qu'il existe une pile t ∈ [ t1, . . . ,t|t| ]2ave |t1| − |s|t|| > kV et telle que s · t ∈ R(V )(s). Il existe don i0 ∈ IB, q ∈ QBet i0 1·R
−→ Bq ∈ ∆B telles que s · t1 ∈ (D(1 · R))(s) et s · t ∈ (D(L(Bq)))(s · t1).En partiulier (s|s|,t1) appartient à la relation R restreinte en image à Dq (notée

R|Dq). Par dé�nition, la onstante kv est supérieure à kR,q. Il suit don par le fait
1 que R|Dq(s|s|) est don in�ni. Il suit don que R(V ) est in�ni.Nous dérivons maintenant la ontradition.Considérons l'ensemble T de tous les ensembles rationnels de Rat1(Γ) ap-paraissant dans les instrutions de tests des langages U1, . . . ,Un, ou dans lesétiquettes des automates A1, . . . ,An ou égaux à l'un des ensembles de la suite
top1(Dom(R(V1))), . . . ,top1(Dom(R(Vn))). Par dé�nition, l'ensemble T est �niet il existe don deux piles u0 et u1 telles que:� |u1| − |u0| ≥ k0 où k0 est le maximum de kVi

pour i ∈ [1,n],� {R ∈ T | u0 ∈ R} = {R ∈ T | u1 ∈ T}.Intuitivement, les deux piles u0 et u1 sont indistinguables pour les Ui et les
Wi. Nous onsidérons uniquement des piles de niveau 2 omposées de piles deniveau 1 égales à u0 ou bien u1. Nous noterons X l'ensemble de es piles (i.e.
X = {s = [ s1, . . . ,sn ]2 | pour tout ℓ ∈ [1,n],sℓ ∈ { u0,u1 }}).Par dé�nition de T et des piles u0 et u1, il suit que, pour toutes piles s et s′dans X ave |s| = |s′| et pour tout ℓ ∈ [1,n], s ∈ Wℓ si et seulement si s′ ∈ Wℓ.De même, pour toutes piles s = [ s1, . . . ,sm ]2 et s′ = [ s′1, . . . ,s

′
m ]2 dans X, pourtout p ≤ m et pour tout ℓ ∈ [1,n], [ s1, . . . ,sp ]2 = R(Uℓ)(s) si et seulement si[

s′1, . . . ,s
′
p

]
2

= R(Uℓ)(s
′).Fait 3. Il existe trois piles s =

[
s1, . . . ,s|s|

]
2
,r =

[
r1, . . . ,r|r|

]
2
, t =

[
t1, . . . ,t|t|

]
2appartenant à X ave |r| = |t| ≥ 2, s|s| = r1 = r2 = t2 = u1 et t1 = u0 pour tout

ℓ ∈ [1,n], s · t ∈ Rℓ et s · r ∈ Rℓ.À haque pile s ∈ X, nous assoions l'ensemble Ψ(s) = {ℓ ∈ [1,n] | s ∈ Rℓ}.Soit m = 2(2n + 1). Pour tout ℓ ∈ [1,2n + 1], nous dé�nissons la pile sℓ =[
sℓ
1, . . . ,s

ℓ
m

]
∈ X en prenant pour tout i 6= 2ℓ ∈ [1,m], si = u1 et s2ℓ = u0. Il



180 Ensembles rationnels de piles de pilesexiste don i < j ∈ [1,2n] tel que Ψ(si) = Ψ(sj). Il existe don trois piles s,t et
r ∈ X telles que si = s · t et sj = s · r et satisfaisant les onditions de l'énoné.Par dé�nition, la pile [ s · r,s · r1 ]3 appartient à S. Il existe don ℓ0 ∈ [1,n] etune pile s′ ∈ X tels que s · r ∈ Rℓ0, et que (s · r,s · r1) ∈ R(Uℓ0 · TWℓ0

· Vℓ0)(s · r).Il existe don une pile s′ ∈ X appartenant à R(Uℓ0)(s · r)∩ TWℓ0
et telle que

(s′,s · r1) appartient à R(Vℓ0). Nous distinguons deux as selon la valeur de s′.Cas s′ = s · r1.La pile s·t appartient aussi à Rℓ0 et t′ = s·t1 appartient à R(Uℓ0)(s·t)∩TWℓ0
.Comme r1 = u1 appartient à top1(Dom(R(Vℓ0))), il suit que u0 appartient aussi à

top1(Dom(R(Vℓ0))). Il existe don une pile t′ ∈ X telle que (s ·t1,s ·t′) ∈ R(Vℓ0).Don (s · t,s · t′) appartient à S et par dé�nition de S, t1 = t′1 = u0 et t′2 = u1. Parle fait 2 et par dé�nition de k0, il suit que R(Vℓ0)(s0) est in�ni. Ce qui ontreditla dé�nition de S.Cas s′ = [ s1, . . . ,sp ]2 pour un ertain p ≤ |s|.La pile s · t appartient aussi à Rℓ0 et s′ appartient à R(Uℓ0)(s · t) ∩ TWℓ0
. Ilsuit don que [ s · t,s · r1 ]3 que appartient S; e qui amène la ontradition.4.7 Caratérisation par dé�nissabilité logiqueDans e paragraphe, nous onsidérons un graphe �anonique� assoié aux pilesde niveau k ave le jeux d'opérations Opsk. Ce graphe, noté GStacksk, a poursommets les piles de niveau k sur Γ et est étiqueté par l'ensemble d'instrutions

Σk = Γ ∪ [1,k − 1]. Pour lari�er notre présentation, nous �xons un alphabet depile Γ égal à { a,b }.
GStacksk = {(s,i,R(i)(s) | s ∈ Stacksk(Γ) et i ∈ Σk}.Au niveau 1, GStacks1 est isomorphe à l'arbre binaire omplet étiqueté par Γ. La�gure 4.10 présente le graphe GStacks2. Il est aisé de véri�er que pour tout k ≥ 1,

GStacksk+1 = Treegraph(GStacksk,k). De plus, pour toute opération ρ ∈ Opsk, ilexiste une formule monadique ϕρ(x,y) telle que pour toutes piles s et s′ ∈ Stacksk,
GStacksk |= ϕρ[s,s

′] si et seulement si ρ(s) est dé�nie et égale à s′. Il est alorsimmédiat que les ensembles rationnels de piles de niveau k sont dé�nissables enlogique monadique sur GStacksk (i.e. pour tout R ∈ Ratk, il existe une formulemonadique ϕR telle que R soit égal à l'ensemble {s ∈ Stacksk | GStacksk |=
ϕR(s)}.Dans e paragraphe, nous établissons la réiproque : les ensembles dé�nissableen logique monadique sur GStacksk sont des ensembles rationnels de piles de ni-veau k. Au niveau 1, ette propriété déoule de la aratérisation de la logique mo-nadique par des automates d'arbres à parité (f. paragraphe 1.4.4). Pour étendre



Caratérisation par dé�nissabilité logique 181
[ [ ] ]2
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Fig. 4.10 � Le graphe GStacks2.ette propriété à tout niveau k ≥ 2, il est néessaire de onsidérer un arbre �a-nonique� assoié aux piles de niveau k. Cet arbre noté TStacksk et ses propriétéssont présentées dans le sous-paragraphe 4.7.1. Le sous-paragraphe 4.7.2 établitque les ensembles MSO-dé�nassables sur le graphe GStacksk sont les ensemblesde Ratk. À l'aide de e résultat, nous établissons que les relations (binaires) MSO-dé�nissables sur GStacksk sont les relations pré�xes-reonnaissables de niveau k(f. paragraphe 4.5). En�n dans le sous-paragraphe 4.7.3, nous étendons le lemmedes bases de Rabin (f. théorème 1.4.10) à tous les graphes GStacksk.4.7.1 L' arbre TStackskL'arbre le plus naturel assoié aux piles de niveau k, noté TStacksk, est l'arbredéterministe étiqueté par Γok ayant pour raine la pile vide de niveau k et tel quepour toute pile s ∈ Stacksk l'étiquette du hemin partant de la pile vide à s soitla suite réduite de s. Formellement, l'arbre TStacksk est dé�ni par:
TStacksk = {(s,γ,s′ | s,s′ ∈ Stacksk,γ ∈ Γok et ρs′ = ρsγ}.Par uniité de la suite réduite (f. proposition 4.1.9), TStacksk est un arbre dé-terministe de raine [ ]k.



182 Ensembles rationnels de piles de pilesPour tout niveau k ≥ 1, l'arbre TStacksk peut s'interpréter dans le graphe
GStacksk et vie et versa.Proposition 4.7.1. Pour tout niveau k ≥ 1, il existe deux interprétations mona-diques Ik et Jk telle que GStacksk = Ik(TStacksk) et TStacksk = Jk(GStacksk).Démonstration. Soit k ≥ 1. Considérons l'interprétation Ik = (ϕγ(x,y))γ∈Σk

oùpour tout γ ∈ Σk, ϕγ(x,y) = x
γ
−→ y ∧ y

γ
−→ x. Il est aisé de véri�er que

GStacksk = Ik(TStacksk).Considérons l'interprétation Jk = (ϕγ(x,y))γ∈Γok où pour tout γ ∈ Γok ,
ϕγ(x,y) = ∃r, ψ(r) ∧

∨
γ′ 6=γ∈Γok r Redγ′

k=⇒ x ∧ x
γ
−→ y

ϕγ(x,y) = ∃r, ψ(r) ∧
∨

γ′ 6=γ∈Γok r Redγ′

k=⇒ x ∧ y
γ
−→ xave γ ∈ Σk, ψ(x) une formule monadique dé�nissant la pile vide de niveau kdans GStacksk et où Redγ′

k désigne l'ensemble rationnel Redk réduit aux suites seterminant par l'instrution γ′ ou vides. On véri�e que TStacksk = Jk(GStacksk).Une onséquene immédiate de ette proposition et de la proposition 3.1.3est que les ensembles dé�nissables en logique monadique dans GStacksk et dans
TStacksk oïnidents. Il en va de même pour les relations dé�nissables dans esdeux graphes.Nous présentons maintenant une série de transformations de graphes permet-tant d'obtenir TStacksk+1 à partir de TStacksk. Cette onstrution est une simpleadaptation du lemme 3.3.2.Lemme 4.7.2. Il existe une substitution �nie inverse h−1 et une restrition mo-nadique R telles que

TStacksk+1 ≈ R(Unf(h−1(TStacksk), [ ]k)).Démonstration. Considérons la substitution h−1 dé�nie pour tout c ∈ Γok ∪ { k },par: {
h1(γ) = { γ } γ ∈ Γok
h1(k) = { ε }Pour tout ar (s,γ,s′) étiqueté par γ ∈ Γok , l'appliation de h−1 onserve et aret rajoute l'ar inverse (s′,γ,s) étiqueté par γ.La restrition monadique R ne onserve que les sommets aessibles depuis laraine par un hemin dont l'étiquette ne ontient pas de fateurs de la forme γγpour γ ∈ Γok .Il est aisé de véri�er que TStacksk+1 est isomorphe à R(Unf(h−1(TStacksk))).



Caratérisation par dé�nissabilité logique 1834.7.2 MSO-dé�nissabilité sur GStacksk.La proposition 4.7.2 permet d'utiliser les résultats du hapitre 3 pour dé�nirles ensembles dé�nissables en logique monadique sur TStacksk+1 en fontion desensembles dé�nissables en logique monadique sur TStacksk.Proposition 4.7.3. Les ensembles dé�nissables en logique monadique sur TStacksksont des ensembles rationnels de Ratk.Démonstration. La preuve proède par indution sur le niveau k ≥ 1. Au niveau
1, e résultat se déoule du théorème 1.4.10. Supposons le résultat vrai au niveau
k ≥ 1. Montrons qu'il est vrai au niveau k + 1.Par le lemme 4.7.2, il existe une substitution �nie inverse h−1 et une restritionmonadique D = (δ(x)) telles que:

TStacksk+1 ≈ D(Unf(h−1(TStacksk), [ ]k)).Soit ϕ(x) une formule monadique. Considérons le marquage monadiqueM asso-iant la ouleur $ aux sommets satisfaisant la formule ϕ(x) ∧ δ(x). Par la propo-sition 3.4.4, il existe un oloriage monadique M′ = (ϕc(x))c∈C pour un ertainsous-ensemble C ⊆ Θ et un oloriage rationnel µ dé�ni par µ($) = R pour
R ∈ Rat(Γok ∪ { k } ∪ C)∗ tels que:

M(Unf(h−1(TStacksk))) = µ[ ]k
(Unf(M′(h−1(TStacksk)))).Il existe un oloriage monadiqueM′′ = (ψc(x))c∈C tel queM′(h−1(TStacksk)) =

h−1(M′′(TStacksk)). Par hypothèse de réurrene, pour tout c ∈ C, l'ensemble
Rc = {s ∈ Stacksk | TStacksk |= ψc[s]} est un ensemble rationnel de piles deniveau k. Considérons le langage R′ dans Rat(Γok ∪ { k } ∪ {TRc | c ∈ C}) obtenuen remplaant dans R les ourenes de c par TRc pour tout c ∈ C. Il est aiséde véri�er que l'ensemble S = {s ∈ Stacksk+1 | TStacksk+1 |= ϕ[s]} est égal à
R(R′)([ ]k+1).Par la proposition 4.7.1, il suit que les ensembles dé�nissables dans GStacksksont des ensembles rationnels de piles de niveau k. Comme nous l'avons déjàmentionné, les ensembles rationnels de Ratk sont dé�nissables dans GStacksk.Théorème 4.7.4. Les ensembles dé�nissables en logique monadique sur GStacksksont les ensembles de Ratk.Nous pouvons grâe à e résultat et à la proposition 3.2.1 donner une a-ratérisation des relations dé�nissables dans GStacksk. Pour le niveau 1, ettearatérisation a été établie dans [Bar97℄.Théorème 4.7.5. Les relations dé�nissables en logique monadique sur GStacksksont les relations pré�xe-reonnaissables de niveau k.



184 Ensembles rationnels de piles de pilesDémonstration. Par dé�nition de PRk, pour toute relation R ∈ PRk, il il existeune formule monadique ϕR(x,y) telle que pour toute piles s,s′ ∈ Stacksk, (s,s′) ∈
R si et seulement si GStacks |= ϕR[s,s′].Pour la réiproque, il su�t d'établir que les relations dé�nissables dans TStackskappartiennent à PRk. Soit ϕ(x,y) une formule monadique. Par la proposition 3.2.1,il existe un oloriage monadiqueM′ = (ϕc(x))c∈C pour un ensemble �ni C ⊂ Θet un ensemble R dans Rat(Γok ∪ C)∗ tels que pour toutes piles s,s′ ∈ Stacksk,

TStacksk |= ϕ[s,s′]⇔ s
R

=⇒ s′.Par le théorème 4.7.4, pour tout c ∈ C l'ensembleRc = {s ∈ Stacksk | TStacksk |=
ϕc[s]} appartient à Ratk. Considérons le langage R′ dans Rat(Γok ∪{TRc | c ∈ C})obtenu en remplaçant dans R les ourenes de c par TRc pour tout c ∈ C. Nousavons pour toutes piles s,s′ ∈ Stacksk,

s
R

=⇒ s′ ⇔ s′ ∈ R(R′)(s).La relation dé�nie par la formule ϕ(x,y) sur TStacks appartient à PRk.4.7.3 Séletion sur GStacksk.Dans e sous-paragraphe, nous établissons que les graphes GStacksk possèdentla propriété de séletion. Ce résultat a été obtenu par Fratani dans [Fra05℄.Théorème 4.7.6 ([Fra05℄). Pour tout k ≥ 1, le graphe GStacksk possède lapropriété de séletion.Démonstration. La preuve proède par réurrene sur le niveau k ≥ 1. Commenous l'avons mentionné dans le paragraphe 1.4.6, l'arbre binaire omplet possèdela propriété de séletion; e qui établit le as de base. Supposons que la propriétéest vrai au niveau k et montrons quelle est vraie au niveau k + 1.Par la proposition 3.5.2 et la proposition 4.7.1, nous avons que GStackskpossède la propriété de séletion si et seulement si TStacksk la possède. Par hy-pothèse de réurrene, TStacksk satisfait la propriété de séletion. Par la pro-position 3.5.3, Treegraph(TStacksk,k) possède la propriété de séletion. Par laproposition 3.4.1 et la proposition 4.7.1, il existe deux interprétations mona-diques I et J telles que Treegraph(TStacksk,k) ≈ I(Treegraph(GStacksk,k)) et
J (Treegraph(TStacksk,k)) ≈ Treegraph(GStacksk,k)). Rappelons que que nousavons l'égalité Treegraph(GStacksk,k) = GStacksk+1. Par la proposition 3.5.2,
GStacksk+1 possède la propriété de séletion.



Lien ave les automates sur les mots 185En ombinant les théorèmes 4.7.4 et 4.7.6, nous obtenons l'extension suivantedu théorème 1.4.10 aux graphes GStacksk.Théorème 4.7.7. Pour tout k ≥ 1 et pour toute formule monadique ϕ(X) telleque GStacksk |= ∃X,ϕ(X), il existe un ensemble Rϕ ∈ Ratk tel que GStacksk |=
ϕ[Rϕ].4.8 Lien ave les automates sur les motsNous onluons en montrant omment les résultats de normalisation obtenusdans e hapitre peuvent être utilisés pour étudier des extensions des automatesde mots. Nous onsidérons des enrihissements des automates �nis sur les mots quiont la même expressivité mais ont une plus grande onision en terme du nombred'états. Nous présentons des enrihissements lassiques tels que la bidiretionalité[HU79℄, l'alternane [CKS81℄ et l'ajout de galets [BH67, GGK91, GH96, EH99℄.Pour une présentation détaillée des résultats sur es modèles d'automates et desomplexités des transformations passant des uns aux autres, nous renvoyons leleteur à [GH96℄. Nous onsidérons di�érentes ombinaisons de es enrihisse-ments et nous montrons omment elles peuvent être simulées par des automatessur Γk.Avant de passer à la présentation des di�érents modèles d'automates, il nousfaut préiser e que nous entendons par �simulation�. En e�et, un automate sur
Γk aeptant des langages de piles de niveaux k qui sont des mots de mots ...Il existe ependant un odage naturel, noté Ψk, d'un mot sur Γ en une pile de
Stacksk(Γ). Cet enodage est l'identité au niveau 1 et au niveau k + 1 ≥ 2,
Ψk(w) = [ Ψk−1(w) ]k pour tout w ∈ Γ∗.Pour simuler au niveau k des automates sur les mots, nous ne onsidéreronsdans les langages aeptés par les automates sur Γk que les piles orrespondantau odage par Ψk d'un mot sur Γ∗. Ainsi, pour tout automate A sur Γk, nousnoteronsM(A) le langage de mots sur Γ∗ égal à Ψ−1

k (S(A)). Dans la suite, nousne onsidérerons que des automates sur Γk tels que S(A) = Ψk(M(A)). Nousétendons ette notation aux automates alternants sur Γk et aux automates avetests. Des exemples de tels automates au niveau 2 sont donnés dans l'exemple 4.3.8Proposition 4.8.1. Pour tout automate A sur Γk, tout automate B alternantsur Γk et tout automate C sur Γk ave tests dans Ratk(Γ), les langages de mots
M(A),M(B) etM(C) sont rationnels.Démonstration. Nous avons vu dans la proposition 4.3.5, le théorème 4.3.43 etdans le orollaire 4.3.44, que les langages aeptés par es di�érents modèlesd'automates appartiennent tous à Ratk(Γ). Pour tout automate A de niveau k,
M(A) = top1(S(A)∩Ψk(Γ

∗)). Comme Ψk(Γ
∗) est égal à Rk(Γ

∗)([ ]k), il suit que
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Ψk(Γ

∗) appartient à Ratk(Γ). Don omme Ratk(Γ) est fermé par intersetion, ilsuit par le orollaire 4.3.51 queM(A) est un langage rationnel de mots sur Γ∗.En utilisant les résultats des paragraphes préédents, nous pouvons préiserla omplexité de la transformation d'un automate A de niveau k en un automate�ni sur Γ aeptantM(A).Théorème 4.8.2. Pour tout niveau k ≥ 2 et pour tout alphabet �ni Γ, nousavons:1. Pour tout automate A de mots sur Γk, il existe un automate B �ni sur Γaeptant le même langage. De plus |B| est borné par exp[k − 1](|A|).2. Pour tout automate A de mots sur Γk ave tests dans un ensemble �ni
L ⊂ Ratk(Γ), il existe un automate B �ni sur Γ aeptant le même langage.De plus, si pour tout L ∈ L, L est aepté par un automate entièrementdéterministe et omplet |B| est borné par exp[k − 1](|A|+

∏
L∈L |AL|).3. Pour tout automate A de mots alternant sur Γk, il existe un automate �nidéterministe sur Γ aeptant le même langage. De plus, |B| est borné par

exp[k](|A|).Démonstration. D'après les théorèmes 4.4.15 et 4.4.25, nous pouvons nous onen-trer sur des automates entièrement déterministes et omplets sur Γk pour k ≥ 2.Soit A = (B,(BL)L∈L) une automate déterministe et omplet sur Γk ave
k ≥ 1. Considérons l'automate C sur Γ ave tests dans {M(BL) | L ∈ L} obtenuen restreignant l'automate B aux transitions étiquetées par Γ et en remplaçant lesinstrutions de tests TS(BL) par TM(BL). Il est aisé de véri�er queM(A) est égalà S(C). Supposons que pour tout L ∈ L, M(BL) est aepté par un automate
CL déterministe et omplet sur Γ. Par la proposition 4.4.24, M(B) est aeptépar un automate déterministe et omplet sur Γ de taille bornée par exp[0](|B|+∏

L∈L |CL|).Nous allons traiter le as des automates sur Γk. Les autres as sont similaires.Soient k ≥ 2 et A un automate sur Γk. Par le théorème 4.4.15, il existe unautomate entièrement déterministe et omplet (B,(BL)L∈L) aeptant A et detaille bornée par exp[k − 1](|A|). Par la remarque 4.4.16, la taille de tous lesensembles de tests intervenant dans et automate est bornée par exp[k− 2](|A|).Une réurrene immédiate utilisant le prinipe présenté au début de ette preuveétablie l'existene d'un automate déterministe et omplet sur Γ aeptantM(A)et de taille bornée par exp[k − 1](|A|).4.8.1 Automates bidiretionnelsNous introduisons, dans e sous-paragraphe, les automates (non-déterministes)bidiretionnels [HU79℄ et nous montrons omment les simuler par des automates



Lien ave les automates sur les mots 187sur Γ2. Plus préisément, pour tout automate bidiretionnel A, nous onstruironsun automate B sur Γ2 ave tests dans L ⊂ Rat2(Γ) de taille polynomiale en lataille A tel queM(B) est le langage de mots aeptés par A. L'ensemble de tests
L ne dépend que de l'alphabet Γ et ne dépend pas de l'automate A. Par le théo-rème 4.8.2, nous déduirons que pour tout automate bidiretionnel A, il existe unautomate déterministe et omplet sur Γ aeptant L(A) de taille exponentielleen la taille de A. Ce résultat a été obtenu pour la première fois dans [She59℄.Intuitivement, un automate bidiretionnel est une mahine de Turing qui nepeut pas érire sur sa bande. Nous allons présenter une dé�nition des es auto-mates qui failite la simulation par des automates sur Γ2.Dé�nition 4.8.3. Un automate bidiretionnel sur Γ∗ est un uplet (Q,I,F,∆) où
Q est un ensemble �ni d'états, I et F ⊆ Q sont respetivement l'ensemble desétats initiaux et �naux et où ∆ est un sous-ensemble de Q× Γ×Q×I où I estl'ensemble des instrutions {Last,First,¬Last,¬First,Right,Left }.Pour des raisons tehniques, nous ne onsidérerons que des automates bidi-retionnels ne travaillant pas sur une entrée vide. Une on�guration est donun uplet (w,i,q) où w ∈ Γ+, i ∈ [1,|w|] et où q ∈ Q. Intuitivement la on�gu-ration (w,i,q) représente une bande w ave la tête de leture dans l'état q surla ième ase. Les instrutions de I sont des fontions partielles sur l'ensemble
{(w,i) | w ∈ Γ+ et i ∈ [1,|w|]}. L'instrution Right (resp. Left) déplae la têtede leture d'une ase vers la droite (resp. gauhe) si la position i n'est pas égaleà |w| (resp. n'est pas égale à 1). Les instrutions First,¬First,Last et 6= Last nemodi�ent pas la on�guration ourante mais ne sont dé�nies respetivement quesi la position ourante est égale à 1, di�érente de 1, égale à |w| ou di�érente de
|w|.Une transition (p,γ,q,ρ) peut s'appliquer à une on�guration (w,i,p) pour don-ner une on�guration (w,j,q) si w(i) est égal à γ et si l'instrution ρ appliquée à
(w,i) est dé�nie et égale à (w,j).Nous dirons qu'un automate bidiretionnel A aepte un mot w ∈ Γ+ s'ilexiste un alul de A partant d'une on�guration initiale (w,1,qi) ave qi ∈ Iet terminant dans une on�guration �nale (w,j,qf ) pour qf ∈ F . Nous noterons
L(A) le langage aepté par A.Nous présentons maintenant la simulation de es automates par des automatessur Γ2 ave tests dans Rat2(Γ). Fixons un automate bidiretionnelA = (Q,I,F,∆).Une on�guration (w,i,q) de l'automate A sera �simulée� par la on�guration
(q, [ [w ] [w(1), . . . ,w(i) ] ]2) de l'automate B. Pour tout (w,i) ave w ∈ Γ+ et i ∈
[1,|w|], nous notons [[ (w,i) ]] la pile [ [w ] [w(1), . . . ,w(i) ] ]2 de Stacks2(Γ).Avant de simuler les instrutions de I, nous introduisons des langages detests dans Rat2(Γ) qui sont Conf = {[ [w ] [w′ ] ]2 | w,w

′ ∈ Γ+ et w′ ⊑ w},First = {[ [w ] [w(1) ] ]2 | w ∈ Γ+}, Last = {[ [w ] [w ] ]2 | w ∈ Γ+} ainsi que



188 Ensembles rationnels de piles de pilesles omplémentaires de es deux derniers langages notés respetivement Firstet Last. Nous véri�ons aisément que es langages sont aeptées par des auto-mates entièrement déterministes et omplets de taille polynomiale en la taille del'alphabet Γ. Notons L2 l'ensemble de es langages.Nous assoions à haque instrution ρ ∈ I, un ensemble �ni non-ambigu
Rρ ⊂ (Γ2 ∪ TL2)

∗ simulant ρ. Nous adoptons les mêmes raouris de notationsque dans le sous-paragraphe 4.1.5.2.
RRight = {γ · TConf | γ ∈ Γ} RLeft = {γ̄ · TConf | γ ∈ Γ}
RFirst = { TFirst } R¬First = { TFirst }
RLast = { TLast } R¬First = { TLast }.Il est aisé de véri�er que pour tout ρ ∈ I et pour tout (w,i) ave w ∈ Γ+ et i ∈

[1,|w|], ρ((w,i)) est dé�ni et égal à (w,j) si et seulement si R(Rρ)([[ (w,i) ]]) estdé�ni et égal à [[ (w,j) ]].Nous pouvons don simuler les automates bidiretionnels sur Γ∗ par des au-tomates sur Γ2 ave tests dans L2.Proposition 4.8.4. Pour tout automate bidiretionnel A, il existe un automate
B sur Γ2 ave tests dans L2 de taille polynomiale en la taille A tel queM(B) =
L(A).Par le théorème 4.8.2 et omme les langages de L2 sont aeptés par desautomates entièrement déterministes et omplets de taille polynomiale en la taillede Γ, nous réobtenons le résultat de [She59℄.Proposition 4.8.5 ([She59℄). Pour tout automate A bidiretionnel sur Γ∗, ilexiste un automate B �ni déterministe et omplet de taille bornée par exp[1](|A|)et aeptant L(A).Nous onsidérons naturellement la version alternante des automates bidire-tionnels en nous basant sur la dé�nition de [CKS81℄. Il est important de remarquerque ette notion d'alternane est plus faible que elle onsidérée par exemple dans[LLS84, GGK91, GH96, EH99℄. En e�et, nous n'autorisons que des exéutions �-nies alors que es auteurs autorisent des exéutions aeptantes in�nies. Pourpouvoir simuler ette notion plus générale d'alternane, il faudrait dé�nir une no-tion d'alternane plus générale pour les automates sur Γk (f. remarque 4.3.17).Dé�nition 4.8.6 ([CKS81℄). Un automate bidiretionnel alternant sur Γ∗ est unuplet (Q,I,F,∆) oùQ est un ensemble �ni d'états, I et F ⊆ Q sont respetivementl'ensemble des états initiaux et �naux et où l'ensemble des transitions ∆ est unsous-ensemble de Q× 2Γ×Q×I .Les notions d'exéution et d'aeptation sont dé�nies de manière analogue àelles des automates alternants sur Γk. En utilisant l'enodage présenté préédem-



Lien ave les automates sur les mots 189ment, nous pouvons onstruire pour tout automate A bidiretionnel alternant sur
Γ∗ un automate B alternant sur Γ2 de taille polynomiale en la taille de A et tel que
M(B) = L(A). Remarquons que omme le montre la proposition 4.3.38, il n'estpas néessaire de faire apparaître expliitement les tests de L2 dans l'automate
B. Par le théorème 4.8.2, nous obtenons le résultat suivant.Proposition 4.8.7 ([CKS81℄). Pour tout automate A bidiretionnel et alternantsur Γ∗, il existe un automate B �ni déterministe et omplet de taille bornée par
exp[2](|QA|) et aeptant L(A).4.8.2 Automates à galetsNous onsidérons maintenant l'ajout de galets aux automates bidiretionnels.Intuitivement, un automate bidiretionnel ave un galet dispose d'un marqueurqu'il peut déposer sur sa bande et qu'il peut reprendre si la tête de leture estpositionnée sur le marqueur et dont il peut tester la présene sous la tête deleture.Une on�guration est un uplet (w,i,j,q) où w ∈ Γ+, i ∈ [1,|w|] désigne laposition de la tête de leture et j ∈ [0,|w|] désigne la position du galet si j 6= 0et son absene sinon. Nous ajoutons don aux instrutions de I des instrutionsPose1, Leve1, Galet1 et ¬Galet1 pour obtenir l'ensemble des instrutions I1. Lesinstrutions de I sont étendues de manière naturelle en des fontions partiellesde {(w,i,j) | w ∈ Γ+, i ∈ [1,|w|] et j ∈ [0,|w|]}. L'instrution Pose1 appliquéeà (w,i,0) donne (w,i,i) et est non dé�nie sinon. L'instrution Leve1 appliquée à
(w,i,j) donne (w,i,0) si j = i et est non dé�nie sinon. Les instrutions Galet1 et
¬Galet1 ne modi�e pas la on�guration est sont respetivement dé�nies si i = jou si i 6= j.Les automates bidiretionnels (resp. et alternant) ave un galet sont dé�nisen remplaçant I par I1 dans la dé�nition 4.8.3 (resp. dans la dé�nition 4.8.6).Pour simuler la position du galet, nous ajoutons un niveau de pile et noussimulons un automate ave un galet par un automate sur Γ3. Nous reprenonsl'enodage présenté dans le sous-paragraphe préédent. Pour tout (w,i,j) ave
w ∈ Γ+, i ∈ [1,|w|] et j ∈ [0,|w|], nous dé�nissons la pile de Stacks3(Γ) notée
[[ (w,i,j) ]] par:� [ [ [w ] [w(1), . . . ,w(j) ] ] [ [w ] [w(1), . . . ,w(i) ] ] ]3 si j 6= 0,� [ [ [w ] [w(1), . . . ,w(j) ] ] ]3 sinon.Une on�guration (w,i,j,q) de l'automate bidiretionnel ave un galet est simuléepar une on�guration (q,[[ (w,i,j) ]]) de l'automate sur Γ3.Avant de présenter l'enodage des instrutions de I1, nous introduisons deslangages de tests dans Rat3(Γ). Nous reprenons les langages de L2 vus omme deslangages de piles de niveau 3 (i.e. {s ∈ Stacks3(Γ) | top2(s) ∈ L} pour L ∈ L2) et



190 Ensembles rationnels de piles de pilesnous ajoutons les langages de Rat3(Γ) suivants: NPose = {[ s ]3 | s ∈ Stacks2(Γ)}, Galet = {[ ss ]2 | s ∈ Stacks2(Γ)} et leurs omplémentaires notés respetivementNPose et Galet.Les instrutions de I onservent les même simulations que dans le sous-paragraphe préédent. Pour les nouvelles instrutions ρ ∈ I1 \I, nous dé�nissonsun ensemble non-ambigu Rρ par:
RPose = { TNPose · 2 } RLeve = { 2̄ }
RGalet = { 2̄ · 2 } R¬Galet = { TGalet }Nous véri�ons aisément que es ensembles non-ambigus simulent bien les ins-trutions orrespondantes. Ainsi nous pouvons onstruire pour tout automate

A bidiretionnel ave 1 galet un automate sur Γ3 ave tests dans L2 de taillepolynomiale en la taille de A et tel queM(B) = L(A).Proposition 4.8.8. Pour tout automate bidiretionnel (resp. et alternant) ave
1 galet, il existe un automate déterministe et omplet sur Γ aeptant le mêmelangage et de taille bornée par exp[2](|A|) (resp. exp[3](|QA|)).Pour les automates bidiretionnels ave 1 galet, e résultat a été obtenu dans[BH67℄. Pour une version plus générale d'alternane, un résultat similaire a étéobtenu dans [GGK91℄.Remarque 4.8.9. Par un enodage plus élaboré, nous pouvons autoriser l'auto-mate à supprimer le galet sans que la tête de leture soit positionnée sur le galet.Pour ela, il faut mémoriser dans l'état la présene du galet sur la bande. Enleverle galet onsiste à simplement modi�er l'état. Le nombre de piles de niveau 2ontenues dans la pile de niveau 3 n'est alors plus borné et la pile de niveau 3ontient l'historique de toutes les positions sur lesquelles ont été posées le galet.Dans [GH96℄, les auteurs proposent un modèle d'automate bidiretionnel ma-nipulant k galets ave k ≥ 2 et aeptant uniquement les langages rationnels. Ene�et, sans restritions sur la manipulation de 2 galets, il est aisé de onstruire unautomate aeptant le langage algébrique {anbn | n ≥ 1}. Les auteurs de [GH96℄introduisent une �disipline de pile� dans la manipulation des k galets. Cetteondition se traduit par le fait que l'automate peut poser le ième galet que si les
i− 1 premiers galets sont déjà sur la bande et ne peut enlever le ième galet que sile i+ 1ème galet n'est plus sur la bande et que si la tête de leture se trouve surle ième galet. Dans [GH96℄ des restritions supplémentaires sont introduites quisont levées dans [EH99℄.En adaptant l'enodage présenté pour les automates, nous pouvons onstruirepour tout automate bidiretionnel ave k galets, un automate sur Γk+2 équivalentde taille polynomiale. Grâe au théorème 4.8.2, nous dérivons les résultats de



Lien ave les automates sur les mots 191omplexité suivants qui étendent les résultats obtenus dans [GH96℄.Proposition 4.8.10. Pour tout automate bidiretionnel (resp. et alternant) ave
k galets, il existe un automate déterministe et omplet sur Γ aeptant le mêmelangage et de taille bornée par exp[k + 1](|A|) (resp. exp[k + 2](|QA|)).
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Chapitre 5Graphes des automates à piles depilesDans e hapitre, nous dé�nissons et étudions les trois familles de graphes in�-nis assoiées aux automates à pile sur Opsk: les graphes enrainés, les graphes deson�gurations et les graphes des transitions. Nous donnons plusieurs aratérisa-tions internes et externes de es graphes. En partiulier, les résultats obtenus pourla lasse des graphes des transitions d'automates à piles sur Opsk sont résuméespar le théorème 5.3.6 que nous rappelons ii.Les propositions suivantes sont équivalentes à isomorphisme près:1. G est un graphe des transitions d'un automates à piles sur Opsk,2. G est un graphe des transitions d'un automates à piles sur COpsk,3. G est un graphe pré�xe-reonnaissable de niveau k,4. G est un obtenu en itérant k fois l'appliation d'une substitution rationnelleinverse suivi d'un dépliage en partant d'un graphe �ni,5. G est un obtenu en itérant k fois l'appliation d'une transdution monadiquesuivie d'une opération de Treegraph en partant d'un graphe �ni,6. G est interprétable dans GStacksk (resp. TStacksk).Une partie de es résultats a été obtenue en ollaboration ave Stefan Wöhrleet a été présentée [CW03℄ ainsi que dans sa thèse [Wöh05℄. Les preuves, que nousdonnons ii, s'appuient beauoup sur la notion de rationalité développée dansle hapitre préédent et sont (si l'on admet les résultats sur la rationalité) plussimples.5.1 Dé�nitions et propriétésDans e paragraphe, nous dé�nissons les di�érents graphes assoiés aux au-tomates à pile sur Opsk. Dans le sous-paragraphe 4.1.5, nous avons dé�ni les



194 Graphes des automates à piles de pilessystèmes de transitions étiquetés assoiés aux automates à pile sur Opsk. Commedans le sous-paragraphe 2.1.1.2, nous introduisons pour haque niveau k ≥ 1, troislasses de graphes: la lasse des graphes enrainés (notée RHPDSk), la lasse desgraphes des on�gurations (notée CHPDSk) et la lasse des graphes des transi-tions (notée GHPDSk).5.1.1 Les graphes enrainésSoit A = (Γ,Σ,τ,Q,I,F,∆) un automate à pile sur Opsk et c0 une on�gurationde et automate, le graphe deA enrainé en c0 est obtenu en restreignant le graphede son LTS aux on�gurations aessibles depuis la on�guration c0.Dé�nition 5.1.1. La lasse RHPDSk est la lasse des graphes isomorphes à ungraphe enrainé d'automate à pile sur Opsk.Exemple 5.1.2. Reprenons l'automate à pile sur Ops2 aeptant le langage
{w$w | w ∈ { a,b }∗} présenté dans l'exemple 4.1.14. Son graphe enrainé enla on�guration (i, [ ]2) est présenté dans la �gure 5.1.

(i, [ ]2)

(i, [ [ a ] ]2) (i, [ [ b ] ]2)

(i, [ [ ba ] ]2) (i, [ [ bb ] ]2)

(p, [ [ ab ] [ ab ] ]2)

(p, [ [ ab ] [ ab ] [ b ] ]2)

(p, [ [ ab ] [ ab ] [ b ] [ ] ]2)(q, [ [ ab ] [ ab ] [ b ] [ ] ]2)

(q, [ [ ab ] [ ab ] [ b ] ]2)

(q, [ [ ab ] [ ab ] ]2)

(f, [ [ ab ] ]2)

a b

a b

$

τ

τ

τ

b

a

τ

Fig. 5.1 � Graphe enrainé en (i, [ ]2) de l'automate à pile de l'exemple 4.1.14.



Dé�nitions et propriétés 195Remarque 5.1.3.1. Si nous ne onsidérons que les graphes engendrés par les automates à pilesur Opsk, nous pouvons omettre les états initiaux et les états �naux.2. Tout graphe G dans RHPDSk est isomorphe au graphe d'un automate sur
Opsk ne possèdant qu'un unique état et dont l'alphabet de pile ne ontientque deux symboles. . Pour un tel automate, une on�guration est entière-ment dérite par une pile de niveau k. Ainsi lorsque nous onsidérerons desautomates ne possédant qu'un seul état, nous supposerons qu'une on�gu-ration est simplement une pile de niveau k. Intuitivement pour se ramener àun automate ne possédant qu'un seul état, il su�t d'empiler l'état en hautde la pile. Une on�guration (q,s) est don représentée par la pile pushq(s)et une transition (p,θ,a,q) est alors remplaée par (q0,poppθpushq,q0) où p0est l'unique état de notre automate. Pour passer d'un alphabet de pile Ξ detaille arbitraire à un alphabet Γ ontenant deux symboles, il su�t d'enoderhaque symbole de Ξ par une suite de symboles de Γ de taille ⌈log2(|Γ|)⌉.Une propriété fondamentale de es graphes est que si l'on ajoute les tests ra-tionnels de niveau k aux opérations de Opsk, la lasse des graphes enrainés n'estpas enrihie. Cette propriété repose sur une version enrihie de l'enodage despiles de niveau k présenté dans le paragraphe 4.1.5.2 et sur la aratérisation deslangages de Ratk par des automates sur Γk ave tests dans Ratk−1 déterministeset omplets (f. théorème 4.4.15).Proposition 5.1.4. Les graphes enrainés des automates à pile sur Opsk ∪

{TestR | R ∈ Ratk} appartiennent à RHPDSk.Démonstration. SoitA = (Γ,Σ,τ,QA,∆A) un automate à pile sur Opsk0
∪{TestR | R ∈Ratk0} pour k0 ≥ 1.Notons Lk0 = {Lk0

1 , . . . ,L
k0
nk0
} ⊆ Ratk0 , l'ensemble des éléments de Ratk0 ap-paraissant dans A. Il existe un automate Ak0 = (Qk0 ,{ ik0 }, Fk0 ,∆k0) déterministeet omplet sur Γk ave tests dans Ratk0−1 et une relation ηk0 ⊆ QA × [1,nk0 ] telsque pour toute pile s ∈ Stacksk0(Γ) et pour tout i ∈ [1,nk0 ],

s ∈ Lk0
i ⇔ (Ak0(s),i) ∈ ηk0 .Rappelons que nous notons Ak0(s) l'unique état de Qk0 tel qu'il existe un al-ul de Ak0 partant de la on�guration (ik0 , [ ]k0

) et arrivant dans la on�gura-tion (Ak0(s),s) (f. lemme 4.4.3). L'automate Ak0 peut être onstruit en faisantpar exemple le produit omme dans la proposition 4.4.17 des automates déter-ministes et omplets ave tests dans Ratk0−1 aeptant les langages de Lk0 (f.orollaire 4.4.9).Pour tout ℓ ∈ [1,k0− 1], nous notons Lℓ = {Lℓ
1, . . . ,L

ℓ
nℓ
} l'ensemble des élémentsde Ratℓ apparaissant dansAℓ+1 et nous notons Aℓ = (Qℓ,{ iℓ },Fℓ,∆ℓ) un automate



196 Graphes des automates à piles de pilesdéterministe et omplet ave tests dans Ratℓ−1 et une relation ηℓ ⊆ QA × [1,nℓ]tels que pour toute pile s ∈ Stacksℓ(Γ) et pour tout i ∈ [1,nℓ],
s ∈ Lℓ

i ⇔ (Aℓ(s),i) ∈ ηℓ.Nous supposerons sans perte de généralité que les ensembles d'états des automates
Aℓ sont disjoints. Nous noterons Q l'union de tous les ensembles d'états desautomates Aℓ (i.e. Q =

⋃
ℓ∈[1,k0]

Qℓ).Nous allons étendre l'enodage des piles de Stacksk(Γ) présenté dans le pa-ragraphe 4.1.5.2. Rappelons que dans et enodage, une pile s ∈ Stacksk(Γ) sevoit assoier une pile de Stacksk(Γ
o
k) notée [[ s ]]. Intuitivement et enodage per-met d'aéder à la suite réduite de s et aux suites réduites des piles topℓ(s) pour

ℓ ∈ [1,k0 − 1]. Nous enrihissons et enodage pour rendre aessibles les états
Ak0(s) et Aℓ(topℓ(s)) pour tout ℓ ∈ [1,k0 − 1].Formellement, l'enodage assoie, à toute pile s de niveau n ≤ k0 sur Γ,une pile de niveau n sur Γon ∪ ∪j∈[1,n]Qj notée [[ s ]]. Cet enodage est dé�ni parréurrene sur le niveau n ∈ [1,k].Au niveau 1, l'enodage est dé�ni par l'équation de réurrene suivante:

{
[[ [ ]1 ]] = [ i1 ]1
[[ [ sa ]1 ]] = pushA1(sa)(pusha([[ s ]]1)).Au niveau n + 1 ∈ [2,k], onsidérons une pile s 6= [ ]n+1 ave sa suite réduite

ρ ∈ (Γon ∪ {n })∗ (f. remarque 4.1.11). Pour tout ℓ ∈ [1,|ρ|], nous dé�nissons
ρℓ = ρ(1) . . . ρ(ℓ) et ρ̃ℓ la suite obtenue en e�açant les ourrenes de l'instrution
k dans ρℓ. La suite ρ̃ℓ appartient à (Γon)∗. En�n, nous dé�nissons, pour tout
ℓ ∈ [1,|ρ|], la pile sℓ = R(ρ̃ℓ)([ ]n), rℓ = R(ρℓ)([ ]n) et qℓ = An+1(rℓ) ∈ Qn+1.Nous pouvons maintenant dé�nir [[ · ]] pour les piles de niveau n+ 1.

[[ [ ]n+1 ]] = [pushin+1
[[ [ ]k ]]]n+1

[[ s ]] = [ pushin+1
([[ [ ]n ]]), . . . ,pushq|ρ|

(pushρ(|ρ|)([[ s|ρ| ]])) ]n+1
(5.1)Comme dans le paragraphe 4.1.5.2, pour tout niveau k ≤ k0 et pour touteopération θ ∈ Opsk ∪ {TestL | L ∈ Lℓ et ℓ ∈ [1,k]}, il existe un ensemble �ninon-ambigu d'éléments de Ops⋆

k, noté [[ θ ]]k, tel que [[ θ ]]k([[ s ]]) est dé�ni si etseulement si θ(s) l'est et dans e as, [[ θ ]]k([[ s ]]) = [[ θ(s) ]].La dé�nition des ensembles [[ θ ]]k est une adaptation immédiate des enodagesprésentés dans le paragraphe 4.1.5.2. Une di�érene notable est que nous n'utili-sons plus les opérations de destrution inonditionnelle destrℓ mais les opérationsde destrution symétrique copyℓ. Dans l'enodage préédent, l'opération destrkétait utilisée pour passer de l'enodage d'une pile s 6= [ ]k+1 de suite réduite ρà elui de la pile s′ ayant pour suite réduite ρ(1) . . . ρ(|ρ| − 1). Ainsi l'on simule



Dé�nitions et propriétés 197l'appliation de l'opération θ = R(ρ(ρ)) à la pile s. En e�et, [[ s′ ]] = destrk([[ s ]])et s′ = θ(s).Pour passer de [[ s ]] à [[ s′ ]] sans utiliser destrk, il su�t de onsidérer l'ensemble�ni R((Γok−1)
≤4k)k). En e�et, on véri�e aisément que la suite réduite ρs,s′ est auplus de taille 4k + 1.Nous dé�nissons un automate B = (Γ,Σ,τ,QA,I,F,∆B) où l'ensemble des tran-sitions ∆B est dé�ni par:

∆B = {(p,x,θ′,q) | (p,x,θ,q) ∈ ∆A et θ′ ∈ [[ θ ]]k}.Pour toutes piles s et s′ ∈ Stacksk0(Γ) et x ∈ Σ ∪ { x }, il suit de e qui préèdeque:
(p,s)

x
−→
A

(q,s′) ⇔ (p,[[ s ]])
x
−→
B

(q,[[ s′ ]]).Pour toute on�guration (p,s) de A, le graphe de A enrainé en (p,s) est iso-morphe au graphe de B enrainé en (p,[[ s ]]).5.1.2 Les graphes des on�gurationsLe graphe des on�gurations d'un automate à pile A = (Γ,Σ,τ,Q,∆) sur
Opsk est dé�ni en restreignant le graphe de son LTS à un ensemble �ration-nel� de on�gurations. Plus préisément, un ensemble rationnel de on�gura-tions est donné par une famille (Rq)q∈Q d'ensembles de Ratk(Γ) et est égal à
{(q,s) ∈ Q × Stacksk(Γ) | s ∈ Rq}. Pour les automates à pile sur Opsk de laforme présentée dans la remarque 5.1.3, un ensemble rationnel de on�gurationsest simplement un ensemble rationnel de piles.Dé�nition 5.1.5. La lasse CHPDSk est la lasse des graphes isomorphes à ungraphe des on�gurations d'un automate à pile sur Opsk.Exemple 5.1.6. Considérons l'alphabet de pile Γ = {A }, l'alphabet d'entrée
Σ = { a,b } et l'automate A = (Γ,Σ,τ,Q,∆) à pile sur Ops2 ave Q = { q0,q1 } et

∆ = { (q0,pushA,a,q0),(q1,pushA,b,q1),(q1,pushA · copy1,b,q0) }.Son graphe des on�gurations pour la restrition:� Rq0 = {[ [An ] ]2 | n ≥ 0} = R(A∗)([ ]),� Rq1 = {[ [An ] [Am ] ] | n ≥ 1 et m < n} = R(A+1Ā+)([ ]2)est donné dans la �gure 5.2. Comme e graphe n'admet pas de raine (i.e. unsommet permettant d'aéder à tous les autres sommets), il n'appartient pas à
RHPDS2.
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(q1, [ ]2) (q1, [ [ a ] ]2) (q1, [ [ aa ] ]2) (q1, [ [ aaa ] ]2)

(q1, [ [ a ] [ ] ]2) (q1, [ [ aa ] [ a ] ]2)

(q1, [ [ aa ] [ ] ]2)

(q1, [ [ aaa ] [ aa ] ]2)

(q1, [ [ aaa ] [ a ] ]2)

(q1, [ [ aaa ] [ ] ]2)

a a a

b

b

b

b

b

b

Fig. 5.2 � Graphes des on�gurations de l'automate à pile A sur Ops2.Remarque 5.1.7. Comme pour les graphes enrainés (f. remarque 5.1.3), toutgraphe G dans CHPDSk est isomorphe à un graphe des on�gurations d'un auto-mate à pile sur Opsk ave un unique état et un alphabet réduit à deux symboles.Les graphes enrainés des automates à pile sur Opsk sont des exemples degraphes des on�gurations d'automates à pile sur Opsk. Considérons un auto-mate à pile A sur Opsk et une on�guration c0 de et automate. Pour tout q ∈ Q,l'ensemble des piles s de niveau k, noté Rq, telles que la on�guration (q,s) soitaessible depuis c0 est un ensemble rationnel (i.e. Rq = {s ∈ Stacksk | c0 =⇒
(q,s)} ∈ Ratk). Le graphe enrainé de A en c0 est don le graphe des on�gura-tions de A pour la restrition (Rq)q∈Q.Proposition 5.1.8. Pour tout k ≥ 1, RHPDSk ( CHPDSk.Exemple 5.1.9. Reprenons le graphe enrainé de l'automate à pile A présentédans l'exemple 4.1.14. Son graphe enrainé en (q0, [ ]2) est présenté dans la �-gure 5.1. Ce graphe est égal aux graphes des on�gurations de A pour la restri-tion (Rq)q∈Q où:� Ri = Rf = R({ a,b }∗)([ ]2),� Rp = Rq = R({ a,b }∗1({ ā,̄b }1)∗⊥1)([ ]2).Comme nous l'avons vu dans l'exemple 5.2, l'inlusion de la lasse des graphesenrainés dans la lasse des graphes des on�gurations est strite. Cependant lalasse RHPDSk se aratérise de manière naturelle dans la lasse CHPDSk.Proposition 5.1.10. Un graphe G de CHPDSk appartient à RHPDSk si et seule-ment si G admet au moins une raine.Démonstration. Seule l'impliation réiproque présente une di�ulté. Soit G ∈
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CHPDSk et admettant une raine r ∈ VG. Par dé�nition de CHPDSk et par laremarque 5.1.7, il existe un automate à pile A = (Γ,Σ,τ,{ q0 },∆A) et un ensemblerationnel R de piles de niveau k tels que G soit isomorphisme au graphe H deson�gurations de A pour la restrition R. Le graphe H admet une raine s0 ∈ R.Considérons l'automate à pile B = (Γ,Σ,τ,{ q0 },∆B) sur Opsk∪{TestR } dontl'ensemble des transitions ∆B est donné par:

{(q0,θ · TestR,q0) | (q0,θ,q0) ∈ ∆A}.Il est faile de véri�er que le graphe de B enrainé en s0 est égal à H . Par laproposition 5.1.4, il déoule que H (et don G) appartient à RHPDSk.Comme pour la lasse RHPDSk, l'ajout des opérations de tests rationnels deniveau k ne modi�e la lasse CHPDSk.Proposition 5.1.11. Les graphes des on�gurations des automates à pile sur
Opsk ∪ {TestR | R ∈ Ratk} appartiennent à CHPDSk.Démonstration. SoitA = (Σ,Γ,τ,QA,∆A) un automate à pile sur Opsk∪{TestR | R ∈Ratk} etR un ensemble rationnel de on�gurations donné par une famille (Rp)p∈QAd'ensembles de Ratk(Γ). Soit L = {L1, . . . ,Ln } ⊂ Ratk(Γ) l'ensemble des lan-gages de tests utilisés dans A.Nous allons montrer que le graphe des on�gurations de A pour la restritionà R, noté G, appartient à CHPDSk. Pour ela, nous onstruisons un automateà pile B sur Opsk et un ensemble rationnel de on�gurations S donné par unefamille (Sq)q∈Q tels que le graphe des on�gurations de B pour la restrition à S,noté H , soit isomorphe au graphe G.Pour ela, nous reprenons l'enodage [[ · ]] des piles de niveau k présenté dans laproposition 5.1.4 ainsi que l'automate B qui y est onstruit. Il su�t de remarquerque pour tout ensemble rationnel R ∈ Ratk(Γ), l'ensemble [[R ]] des enodagesdes piles de R est lui aussi rationnel. Il suit alors que le graphe des on�gurations
B pour la restrition ([[Rq ]])q∈QA

est isomorphe au graphe G. Don le graphe Gappartient à CHPDS.5.1.3 Les graphes de transitionsPour dé�nir la lasse des graphes des transitions des automates à pile sur
Opsk, il nous faut nous restreindre à des automates à pile sur Opsk normalisés(f. paragraphe 2.1.1.2). La restrition aux automates à pile normalisés sur Opskne hange pas la famille des langages aeptés.Proposition 5.1.12. Pour tout langage L indexé de niveau k, il existe un auto-mate à pile sur Opsk normalisé aeptant L.



200 Graphes des automates à piles de pilesDémonstration. Soit L ⊆ Σ∗ un langage indexé de niveau k. Par le théorème 4.1.23,il existe un automate à pileA = (Σ,Γ,τ,QA,IA,FA,∆A) sur Opsk aeptant L. Nousonstruisons un automate à pile B = (Σ,Γ,τ,QB ,IB,FB,∆B) normalisé aeptant
L. Prenons QB = Qτ

A ∪Q
Σ
A où Qτ

A et QΣ
A sont deux ensembles disjoints de QA eten bijetion ave QA. Pour tout q ∈ QA, nous noterons qτ (resp. qΣ) l'état orres-pondant de Qτ

A (resp. QΣ
A).De plus, nous supposons que Qτ

A et QΣ
A sont disjoints.Les ensembles d'états initiaux et �naux IB et FB sont respetivement égaux à Iτ

Aet F τ
A. L'ensemble des transitions ∆B est donné par:

∆B = {(pτ ,τ,θ,qτ ) | (p,τ,θ,q) ∈ ∆A}
∪ {(pτ ,τ,Idk,p

Σ) | p ∈ QA}
∪ {(pΣ,a,θ,qτ ) | (p,a,θ,q) ∈ ∆A et a ∈ Σ}.On véri�e aisément que A et B aeptent le même langage. De plus par onstru-tion, B est tel qu'une on�guration ne peut pas être à la fois la soure d'unetransition étiquetée par τ et d'une transition étiquetée par Σ. Il suit don que Best normalisé.Remarque 5.1.13. Nous pouvons obtenir un résultat plus préis : tout langageindexé de niveau k est aepté par un automate à pile sur Opsk normalisé à partird'une unique on�guration initiale observable jusqu'à une unique on�guration�nale observable.Proposition 5.1.14. Pour tout automate à pile normalisé A sur Opsk et pourtout ensemble rationnel de on�gurations R, les on�gurations observables (resp.internes) du graphe des on�gurations de A pour la restrition à R forment unensemble rationnel de on�gurations.Démonstration. Soit A = (Γ,Σ,τ,Q,∆A) un automate à pile normalisé sur Opsket R un ensemble rationnel de on�gurations donné par une famille (Rq)q∈Q. Nousnoterons G le graphe des on�gurations de A pour la restrition R. Soit p ∈ Q,nous allons montrer que l'ensemble, noté Op, des piles s ∈ Stacksk telles que (q,s)soit une on�guration observable est un ensemble rationnel. Le as des on�gura-tions internes est similiaire. Il existe deux relations pré�xe-reonnaissables de ni-veau k respetivement notées P τ et P σ telles que toutes piles s et s′ ∈ Stacksk(Γ),





(s,s′) ∈ P σ ⇔ ∃p ∈ Q,(q,s)
a
−→

G
(p,s′) pour a ∈ Σ,

(s,s′) ∈ P τ ⇔ ∃p ∈ Q,(q,s)
a
−→

G
(p,s′).La relation est P σ est dé�nie par l'ensemble {TestRq · θp · TestRp | (q,θ,a,p) ∈

∆A et x ∈ Σ} et P τ est dé�nie par {TestRq · θp · TestRp | (q,θ,τ,p) ∈ ∆A}.Il est aisé de véri�er que:
Os = Dom(P σ) ∪ (Stacksk(Γ) \Dom(P τ)) ∩ (Stacksk(Γ) \Dom(P σ)).



Dé�nitions et propriétés 201Par la proposition 4.5.13, Dom(P σ) et Dom(P τ ) sont des ensembles de Ratk.Comme Ratk est une algèbre de Boole, Os appartient à Ratk.Le graphe des transitions d'un automate à pile normalisé sur Opsk est obtenuen e�etuant la τ -fermeture d'un de ses graphes des on�gurations.Exemple 5.1.15. L'automate sur Ops2 présenté dans l'exemple 4.1.14 est nor-malisé. Son graphe des transitions obtenu omme la τ -fermeture de son graphedes on�gurations présenté dans la �gure 5.1 est donné dans la �gure 5.3.
(i, [ ]
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(i, [ [ a ] ]
2
) (i, [ [ b ] ]
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(i, [ [ ba ] ]
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) (i, [ [ bb ] ]

2
)

(f, [ ]
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)
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)

(q, [ [ ab ] [ ab ] [ b ] ]
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)

(f, [ [ ab ] ]
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a b

a b

$
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b
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Fig. 5.3 � Un graphe des transitions de l'automate à pile sur Ops2 del'exemple 4.3.3.Dé�nition 5.1.16. La lasse GHPDSk est la lasse des graphes isomorphes à ungraphe des transitions d'un automate à pile sur Opsk.La lasse des graphes des transitions GHPDSk ontient la lasse des graphesdes on�gurations. Cette inlusion est strite ar les graphes des transitionspeuvent avoir un degré entrant et/ou sortant in�ni. Comme nous l'avons déjàmentionné au niveau 1, les graphes des on�gurations se aratérisent de manièretrès naturelle à l'intérieur des graphes des transitions. En e�et au niveau 1, les



202 Graphes des automates à piles de pilesgraphes de CHPDS1 sont les graphes de GHPDS1 de degré borné. Nous onje-turons qu'à partir du niveau 2, ette aratérisation n'est plus valable et que parexemple, le graphe des transitions présenté dans la �gure 5.3 n'appartient pas à
CHPDS2.Comme le montre la proposition i-dessous, nous pouvons dé�nir la lasse desgraphes de transitions en ne onsidérant que la τ -fermeture des graphes enrainésdes automates à pile sur Opsk.Proposition 5.1.17. Tout graphe G dans GHPDSk est isomorphe à la τ -fermetured'un graphe normalisé de RHPDSk.Démonstration. Soit G un graphe dans GHPDSk. Par dé�nition de G et par laremarque 5.1.3, il existe un automate à pile A = (Γ,Σ,τ,{ q0 },∆A) sur Opsk et unensemble rationnel de on�gurations 1 R ∈ Ratk(Γ) tels que G soit isomorphe à la
τ -fermeture du graphe des on�gurations, noté H , de l'automate A pour la res-trition à R. Par la proposition 5.1.14, l'ensemble des on�gurations observables
O est un ensemble rationnel de piles de niveau k.Par dé�nition de Ratk, il existe un automate A = (Q,{i},F,∆) �ni étiqueté
Γk tel que S(A) = O. Nous pouvons sans perte de généralité supposer que q0n'appartient pas à Q. Considérons l'automate à pile B = (Γ,Σ,τ,Q ∪ { q0 },∆B)sur Opsk ∪ {TestR | R ∈ Ratk} dont l'ensemble des transitions est donné par:

∆B = {(p,R(ρ),τ,q) | (p,ρ,q) ∈ ∆}
∪ {(f,Idk,τ,q0) | (f ∈ F}
∪ {(q0,TestR · θ · TestR,x,q0) | (q0,θ,x,q0) ∈ ∆A}.Notons K le graphe B enrainé en (i0, [ ]k). Il est aisé de véri�er que pourtoutes on�gurations observables c1 = (p,s) et c2 = (q,s′) de K et pour tout

a ∈ Σ, nous avons:
c1

aτ∗

−→
K

c2 ⇔ c1
aτ∗

−→
H

c2Il déoule don que la τ -fermeture de H est égale à la τ -fermeture du graphe K.Le graphe G est bien don la τ fermeture d'un graphe dans RHPDSk.En utilisant les résultats du hapitre 4, nous pouvons étendre à tout niveaul'équivalene (à isomorphisme près) entre les graphes des transitions des auto-mates à piles et les graphes pré�xe-reonnaissables obtenue par Stirling dans[Sti00℄ et rappelée dans le théorème 2.2.6. Nous dé�nissons naturellement la lassedes graphes pré�xe-reonnaissables de niveau k omme la lasse des graphes de1. Rappelons que omme l'automate A ne possède qu'un seul état, une on�guration estsimplement une pile.
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Fig. 5.4 � Graphe pré�xe-reonnaissable de niveau 2.alul des relations pré�xe-reonnaissables de niveau k dé�nies dans le para-graphe 4.5.Dé�nition 5.1.18. Un graphe pré�xe-reonnaissable G de niveau k étiqueté par
Σ ⊂ Λ est donné par une famille (Pa)a∈Σ de relations dans PRk(Γ). Ce graphe apour sommets des piles de Stacksk(Γ) et est dé�ni par:

G = {(s,a,s′) | (s,s′) ∈ Pa}.Exemple 5.1.19. Considérons les deux relations pré�xes Pa et Pb sur Stacks2(Γ),ave Γ réduit au singleton {A }, dé�nies par:
{
Pa = D(TR1 ·A)
Pb = D(TR2 · 1Ā) ∪ D(TR2 · (A1̄)+).où R1 et R2 sont respetivement les ensembles rationnels de piles de niveau 2égaux à {[ [An ] ]2 | n ≥ 0} = R(A∗)([ ]2) et {[ [An ] [An−1 ] . . .

[
An−k

] ]
2
| n ≥

0 et k ≤ n} = R(A+(1Ā)∗)([ ]2). Le graphe pré�xe-reonnaissable dé�ni par
(Px)x∈{ a,b } est donné dans la �gure 5.4.Théorème 5.1.20. Un graphe G appartient à GHPDS si et seulement si il estisomorphe à un graphe pré�xe-reonnaissable de niveau k.Démonstration. Nous prouvons les deux impliations séparément.Pour l'impliation direte, onsidérons un graphe G appartenant à GHPDSk.Par dé�nition de GHPDSk et par la remarque 5.1.7, il existe un automate àpile A = (Σ,Γ,τ,{ q0 },∆) et un ensemble rationnel R ∈ Ratk(Γ) tel que G soitisomorphe à la τ -fermeture du graphe des on�gurations de A, noté H , pourla restrition R. Il est aisé de véri�er que pour tout x ∈ Σ ∪ { τ }, la relation
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Px = {(s,s′) ∈ R × R | (q0,s)

x
−→
A

(q0,s
′)} est pré�xe-reonnaissable de niveau k.Par la proposition 5.1.14, l'ensemble O des on�gurations observables du graphe

H est un ensemble rationnel de piles de niveau k.Par dé�nition de la τ -fermeture, le graphe G est égal à:
{(s,a,s′) | (s,s′) ∈ TestO · Pa · P

∗
τ · TestO et a ∈ Σ}.D'après les propriétés de fermeture des relations de PRk présentées dans le théo-rème 4.5.16, les relations TestO ·Pa ·P ∗

τ ·TestO appartiennent à PRk. Il suit donque G est un graphe pré�xe-reonnaissable de niveau k.Pour l'impliation réiproque, onsidérons un graphe pré�xe-reonnaissable
G de niveau k donné par une famille (Pa)a∈Σ de relations pré�xe-reonnaissablesdans PRk. Par dé�nition de PRk, il existe pour tout a ∈ Σ un automate �ni
Aa = (Qa,{ ia },{ fa },∆a) étiqueté par Γk ∪ TRatk tel que D(Aa) = PRa. Noussupposerons sans perte de généralité (quitte à utiliser des transitions étiquetéespar Idk) que ia n'est destination d'auune transition de Aa et que fa n'est soured'auune transition de Aa. De plus, nous supposerons que les ensembles d'étatsde es automates sont deux à deux disjoints. En�n, notons R le langage rationnel⋃

a∈Σ Dom(Pa) ∪ Im(Pa).Nous dé�nissons un automate à pile B = (Γ,Σ,τ,QB,∆B) sur Opsk∪{TestR | R ∈Ratk}. L'ensemble des états QB est égal à ⋃a∈Σ Qa∪{ q0 } et l'ensemble des tran-sitions ∆B est dé�ni par:
∆B = {(p,R(γ),τ,q) | (p,γ,q) ∈ ∆a et a ∈ Σ}

∪ {(p,Idk,τ,p) | p ∈ Qa et a ∈ Σ}
∪ {(q0,TestDom(a),a,ia) | a ∈ Σ}
∪ {(fa,TestIm(a),a,q0) | a ∈ Σ}.Considérons le graphe des on�gurations de B, noté H , restreint à l'ensemblerationnel de on�gurations dé�ni par (Rq)q∈QB

où Rq0 = R et pour tout q ∈
QB\{ q0 }, Rq = Stacksk(Γ). Par onstrution, l'automate B est normalisé. Dans legrapheH , les on�gurations observables sont {(q0,s) | s ∈ R} et ses on�gurationsinternes sont {(q,s) | q ∈ QB \ { q0 } et s ∈ Stacksk(Γ)}. On véri�e aisément quepour tout s et s′ ∈ Stacksk(Γ),

(q0,s)
aτ∗

−→
H

(q0,s
′)⇔ (s,s′) ∈ Pa.Il déoule don que la τ -fermeture de H est isomorphe au graphe G.5.1.4 Liens ave les graphes des automates à piles sur COpsk.Dans e sous-paragraphe, nous présentons quelques liens entre les graphesassoiés aux automates à pile sur le jeu d'opérations symétriques Opsk et sur le
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(q0, [ ]2) (q0, [ [ A ] ]2) (q0, [ [ AA ] ]2) (q0, [ [ AAA ] ]2)
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Fig. 5.5 � Graphe enrainé d'un automate à pile sur COps2.jeu d'opérations lassiques COpsk. Nous noterons RHPDSk la lasse des graphesenrainés des automates sur COpsk. Faute d'une notion pertinente de rationalitéinduite par les opérations de COpsk (f. paragraphe 4.6), nous ne proposons pas denotion de graphes des on�gurations. Nous dé�nissons les graphes des transitionsomme la τ -fermeture des graphes enrainés. Nous noterons GHPDSk la lassedes graphes des transitions des automates sur COpsk.Une onséquene immédiate des onstrutions présentées dans le paragraphe 4.1.5.2est que les graphes enrainés des automates sur Opsk sont isomorphes à desgraphes enrainés d'automates sur COpsk.Théorème 5.1.21. Pour tout k ≥ 1, RHPDSk ( RHPDSk.Démonstration. Soit G un graphe appartenant à RHPDSk. Il existe un auto-mate à pile A sur Opsk et une on�guration (q0,s0) de et automate tels que Gsoit isomorphe au graphe enrainé de A en (q0,s0). Reprenons l'automate B sur
COpsk onstruit dans la proposition 4.1.22. Le graphe de l'automate B enrainéen (q0,[[ s0 ]]) est isomorphe au graphe G et don G appartient à RHPDSk.L'inlusion réiproque est fausse dès le niveau 2. En e�et à ause des opéra-tions de destrution inonditionnelle destrk, les graphes enrainés des automatessur COpsk peuvent avoir un degré entrant non borné. Considérons par exemple,l'automate à pile A = ({A },{ a,b },{ q0,q1 },∆A) sur COps2 où l'ensemble destransitions ∆A est donné par:
{ (q0,pushA,a,q0) , (q0,copy1 · popA,b,q1) , (q1,popA,b,q1) , (q1,destr1,b,q0) }.Le graphe de A enrainé en (q0, [ ]2) est présenté dans la �gure 5.5. Comme ledegré entrant de e graphe est non borné, il n'appartient pas RHPDS2.



206 Graphes des automates à piles de pilesBien que la lasse RHPDSk ne soit pas inluse dans la lasse RHPDSk, lesgraphes de RHPDSk sont isomorphes à des graphes de transitions d'automatessur Opsk.Proposition 5.1.22. Pour tout k ≥ 1, RHPDSk ( GHPDSk.Démonstration. Soit G un graphe appartenant à RHPDSk. Par dé�nition de
RHPDSk et par un raisonnement similaire à elui de la remarque 5.1.3, il existeun automate à pile A = (Γ,Σ,τ,{ q0 },∆A) sur COpsk et une on�guration s0 ∈
Stacksk(Γ) de et automate tels que le graphe de l'automate A enrainé en s0,noté H , soit isomorphe au graphe G. Il est aisé de véri�er que H est un graphepré�xe reonnaissable de niveau k. En e�et pour toute opération θ ∈ COpsk,la relation sur les piles de Stacksk(Γ), notée Pθ, induite par θ est une relationpré�xe-reonnaissable de niveau k. De plus omme nous l'avons remarqué dans leparagraphe 4.6, l'ensemble des sommets de H est un ensemble de CRatk et donde Ratk.Don pour tout a ∈ Σ ∪ { τ }, onsidérons relation Pa dé�nie par:

Pa =
⋃

(q0,θ1...θn,a,q0)∈∆a

TestR · Pθ1 · · ·Pθn · TestRave θ1, . . . ,θn ∈ COpsk. Pour tout a ∈ Σ ∪ { τ }, la relation Pa appartient donà PRk et satisfait pour tout (s,s′) ∈ Stacksk(Γ) × Stacksk(Γ), (s,s′) ∈ Pa si etseulement si s a
−→

H
s′. Le graphe H est don égal au graphe pré�xe de niveau

k dé�ni par (Pa)a∈Σ. D'après le théorème 5.1.20, H (et don G) appartient à
GHPDSk.Le aratère strit de l'inlusion déoule du fait que les graphes de RHPDSkont néessairement un degré sortant borné alors que les graphes de GHPDSkpeuvent avoir un degré sortant non borné. Un exemple de graphe de GHPDS2 dedegré non borné est donné dans l'exemple 5.1.19.Les deux lasses des graphes des transitions GHPDSk et GHPDSk sont égales.Théorème 5.1.23. Pour tout k ≥ 1, GHPDSk = GHPDSk.Démonstration. Soit k ≥ 1. L'inlusion GHPDSk ⊆ GHPDSk déoule de l'in-lusion RHPDSk ⊆ RHPDSk établie dans le théorème 5.1.21. Pour l'inlusionréiproque, onsidérons un graphe G appartenant à GHPDSk. Par dé�nition de
GHPDSk, le graphe G est isomorphe à la τ -fermeture d'un graphe H apparte-nant à RHPDSk. Par la proposition 5.1.22, H appartient à GHPDSk. D'après lethéorème 5.1.20 et les propriétés de fermeture des relations de PRk données dansle théorème 4.5.12, la τ -fermeture de H appartient elle aussi à GHPDSk.



Caratérisation par transformations de graphes 2075.2 Caratérisation par transformations de graphesDans e paragraphe, nous établissons une aratérisation externe par trans-formations de graphes des lasses CHPDSk et GHPDSk. Cette approhe a étéinitiée par Caual dans [Cau98, Cau02℄ où il introduit une hiérarhie de lassesde graphes et d'arbres ayant une théorie monadique déidable. Ces lasses degraphes et d'arbres sont dé�nies en itérant le dépliage et les appliations ration-nelles inverses. Le point de départ est la lasse Tree0 des arbres �nis. Pour tout
n ≥ 0, on a ensuite:

Graphk :=
{
G | G ≈ h−1(T ),T ∈ Treek et h−1appliation rat. inv.},

Treek+1 :=
{
T | T ≈ Unf(G,r),G ∈ Graphk et r ∈ VG

}
.La lasse Graph0 est la lasse des graphes �nis. La lasse Tree1 est la lassedes arbres réguliers 'est-à-dire la lasse des arbres ayant uniquement un nombre�ni de sous-arbres non isomorphes. La lasse Graph1 est la lasse des graphesisomorphes à un graphe pré�xe-reonnaissable (f. théorème 2.2.6). Dans [CW03℄,nous avons montré en ollaboration ave Stefan Wöhrle que pour tout k ≥ 1, lalasse Graphk est en fait la lasse des graphes des transitions des automates àpiles sur Opsk ou bien de manière équivalente la lasse des graphes isomorphes àun graphe pré�xe-reonnaissable de niveau k.Dans [Cau02℄, Caual a ouvert la voie à e résultat. Dans et artile, il dé�nitune sous-hiérarhie de la hiérarhie des arbres. Cette sous-hiérarhie (Termn)n∈Nne ontient que des arbres déterministes orrespondant à des termes in�nis 2. Auniveau 0, Term0 orrespond à la lasse des termes �nis. Pour k ≥ 1, Termk+1 estla lasse des termes isomorphes à un terme obtenu par l'appliation d'une appli-ation rationnelle inverse déterministe 3 suivie d'un dépliage à un terme de Termk.L'auteur établit, pour tout k ≥ 1, que les termes de Termk+1 sont les solutionsdes shémas réursifs de niveau k dits sûrs tels qu'ils sont dé�nis dans [KNU02℄.Dans [KNU02℄, il est montré que les solutions des shémas sûrs de niveau k sontles termes aeptés par les automates à pile déterministes sur COpsk. Pour unedé�nition préise de la notion d'aeptation par un automate à pile sur COpsk,nous renvoyons le leteur à [KNU02℄. Dans notre formalisme, e résultat admetla formulation suivante:les solutions des shémas réursifs de niveau k sont les termes isomorphes à la

τ -fermeture du dépliage du graphe enrainé d'un automate à pile déterministe etnormalisé sur COpsk.2. Nous renvoyons le leteur à [Cau02℄ pour la dé�nition préise du odage des termes in�nisomme des arbres déterministes. Dans la suite, nous parlerons de termes in�nis ou �nis pourdésigner des arbres déterministes orrespondant au odage d'un terme �ni ou in�ni.3. Une appliation rationnelle inverse déterministe est dé�nie par une restrition syntaxiquequi garantit que ette opération préserve le déterminisme des graphes auxquels elle est appliquée.Pour une dé�nition préise, nous renvoyons le leteur à [Cau02℄



208 Graphes des automates à piles de pilesAvant d'établir, dans le sous-paragraphe 5.2.2, l'équivalene annonée entreles graphes des transitions des automates sur Opsk et les graphes de Graphk,nous présentons une aratérisation naturelle des graphes des on�gurations desautomates à pile sur Opsk dans le sous-paragraphe suivant.5.2.1 Graphes des on�gurationsPour aratériser, par transformations de graphes, les graphes des on�gura-tions des automates à pile sur Opsk, nous introduisons une sous-hiérarhie na-turelle où la substitution rationnelle inverse est remplaée par l'appliation �nieinverse. Le point de départ est la lasse Treef
0 = Tree0 des arbres �nis. Pour tout

k ≥ 0, on a ensuite:
Graphf

k :=
{
G | G ≈ h−1(T ),T ∈ Treef

k et happliation �nie inv.},
Treef

k+1 :=
{
T | T ≈ Unf(G,r),G ∈ Graphf

k et r ∈ VG

}
.Pour établir l'inlusion de la lasse Graphf

k dans la lasse CHPDSk, il su�td'établir les propriétés de fermeture énonées par la proposition i-dessous.Proposition 5.2.1.1. Pour tout k ≥ 1, pour tout graphe G, pour toute appliation �nie inverse
h, si G ∈ CHPDSk alors h−1(G) ∈ CHPDSk,2. Pour tout k ≥ 1, pour tout graphe G et pour tout sommet s ∈ VG, si
G ∈ CHPDSk alors Unf(G,s) ∈ CHPDSk+1.Démonstration. Soit G un graphe appartenant à CHPDSk. Pour simpli�er, noussupposons que τ n'étiquette pas G. Si τ est une étiquette de G alors elle est traitéeomme les autres symboles de ΛG.Par dé�nition de CHPDSk et par la remarque 5.1.7, il existe un automate àpile A = (Γ,Σ,τ,{ q0 },∆A) sur Opsk et un ensemble rationnel S ∈ Ratk tels que legraphe des on�gurations, noté H , pour la restrition S soit isomorphe au graphe

G. Soit h une appliation �nie inverse. Notons Ξ le support néessaire �ni de h.Considérons maintenant le morphisme ϕ du monoïde libre (Σ ∪ Σ)∗ dans lemonoïde des parties du monoïde engendré par Opsk ∪ {TestS } dé�ni, pour tout
a ∈ Σ, par:

{
ϕ(a) = {TestS · θ · TestS | (q0,θ,a,q0) ∈ ∆A},
ϕ(a) = {TestS · θ · TestS | (q0,θ,a,q0) ∈ ∆A}.Nous étendons de manière anonique ϕ de (Σ ∪ Σ)∗ aux parties de (Σ ∪ Σ)∗.



Caratérisation par transformations de graphes 209En�n, onsidérons l'automate à pile B = (Γ,Σ,τ,{ q0 },∆B) sur Opsk∪{TestS }dont l'ensemble des transitions est donné par:
∆B = {(q0,θ

′,a,q0) | θ
′ ∈ ϕ(h(a)) et a ∈ Ξ}.Notons K le graphe des on�gurations B pour la restrition à S. Il est aisé devéri�er que pour toutes piles s et s′ ∈ Stacksk(Γ) et pour tout a ∈ Ξ,

s
h(a)
−→

H
s′ ⇔ s

a
−→

K
s′.Il déoule don que K est égal à h−1(H). Par la proposition 5.1.11, le graphe Kappartient à CHPDSk: e qui établit la fermeture de CHPDSk par appliation�nie inverse.Soit s ∈ S. Nous montrons que Unf(H,s) appartient à CHPDSk+1. Considé-rons l'automate à pile B = (Γ,Σ,τ,{ q0 },∆B) sur Opsk+1∪{TestS } dont l'ensembledes transitions est donné par:

∆B = {(q0,copyk · θ · TestS,a,q0) | (q0,θ,a,q0) ∈ ∆A}.Il est aisé de véri�er que le graphe B enrainé en [ s ]k+1 est isomorphe au dépliagede Unf(H,s). Par les propositions 5.1.4 et 5.1.8, il déoule don que Unf(H,s)appartient à CHPDSk+1.Par une réurrene immédiate sur le niveau k utilisant la propriété préédente,nous obtenons l'inlusion direte.Proposition 5.2.2. Pour tout k ≥ 1, Graphf
k ⊆ CHPDSk.Considérons maintenant l'inlusion réiproque: il nous faut montrer que lesgraphes des on�gurations des automates à piles sur Opsk appartiennent à lalasse Graphf

k . Par la remarque 5.1.7, nous pouvons supposer que l'alphabet depile Γ est réduit à deux symboles. Pour le reste de e paragraphe, nous �xons
Γ = { a,b }.L'étape lé dans l'obtention de e résultat est de montrer que pour tout en-semble �ni L = {L1, . . . ,Ln } ⊆ Ratk, l'arbre TStacksk assoié aux piles de niveau
k sur Γ (f. paragraphe 4.7) �marqué� par les langages de L appartient à Treef

k .Formellement, le marquage de TStacksk par L est un arbre noté [[ TStacksk ]]L etétiqueté par Γok ∪ { $1, . . . ,$n } qui est égal à:
TStacksk ∪ {(s,$i,(i,s)) | s ∈ Stacksk,i ∈ [1,n] et s ∈ Li}.Cette dé�nition est illustrée dans la �gure 5.6.Proposition 5.2.3. Pour tout k ≥ 1 et pour tout ensemble �ni L ⊆ Ratk(Γ),l'arbre [[ TStacksk ]]L appartient à Treef

k .
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[ ]1

[ a ]1 [ b ]1

[ aa ]1 [ ab ]1 [ ba ]1 [ bb ]1(1, [ aa ]1)

(2, [ b ]1)

a b

a ba b

$1

$2

Fig. 5.6 � L'arbre [[ TStacks1 ]]L pour L = {L1 = aa+,L2 = b(bb)∗ }.Démonstration. Avant de passer à la preuve de ette propriété, remarquons quepour tout k ≥ 1 les lasses Treef
k et Graphf

k sont fermées par l'opération de opiepar un ensemble �ni (f. paragraphe 3.2).La preuve proède par réurrene sur le niveau k. Au niveau 1, il est évidentque [[ TStacks1 ]]L est un arbre régulier et don appartient à Treef
1 = Tree1. Sup-posons la propriété établie au niveau k et montrons qu'elle est vraie au niveau

k + 1.Soit L = {L1, . . . ,Ln } ⊆ Ratk+1. Il existe un automate A = (Q,{ i },F,∆)déterministe et omplet sur Γk+1 ave tests dans Ratk et une relation η ⊆ Q×[1,n]tels que pour toute pile s ∈ Stacksk+1(Γ) et pour tout i ∈ [1,n],
s ∈ Li ⇔ (A(s),i) ∈ η.Nous renvoyons le leteur à la preuve de la proposition 5.1.4 pour l'existene deet automate. Notons L′ = {L′

1, . . . ,L
′
m } ⊆ Ratk l'ensemble des langages de testsapparaissant dans A.Par hypothèse de réurrene, le graphe T = [[ TStacksk ]]L′ appartient à Treef

k .Le graphe G obtenu rajoutant à T pour tout ar (s,x,s′) ave x ∈ Γok , un ar
(s′,x,s) et rajoutant une boule étiqueté par k sur tous les sommets s ∈ Stackskappartient à Graphf

k . La onstrution que nous présentons est intuitivement unproduit synhronisé entre le graphe G et l'automate �ni A. La réalisation de eproduit synhronisé à l'aide de la opie par un ensemble �ni et de la substitution�nie inverse est adapté de [Urv03℄.Notons H le graphe obtenu en appliquant la opie par l'ensemble �ni Q puispar l'ensemble { ♯1, . . . ,♯n } au graphe G. Comme nous l'avons remarqué au débutde ette preuve, G appartient à Graphf
k .



Caratérisation par transformations de graphes 211En�n onsidérons la substitution �nie 4 inverse h dé�nie par:
{
h(x) = {p x $i1 $i1 . . . $iℓ $iℓ q | p

x
−→ q,{ TLi1

, . . . ,TLiℓ
} ∈ ∆}

h($ℓ) = {♯ℓ p p ♯ℓ | p ∈ Q et (q,ℓ) ∈ η}pour x ∈ Γok ∪ { k } et pour tout ℓ ∈ [1,n].On véri�e que le dépliage de h−1(G) à partir du sommets (i, [ ]k) est isomorpheau graphe [[ TStacksk+1 ]]L.Nous pouvons maintenant établir l'inlusion réiproque.Proposition 5.2.4. Pour tout k ≥ 1, Graphf
k ⊇ CHPDSk.Démonstration. Soit G un graphe de CHPDSk. Par dé�nition de CHPDSk etpar la remarque 5.1.7, il existe un automate à pile A = (Γ,Σ,τ,{ q0 },∆A) et unensemble rationnel R de piles de niveau k tels que G soit isomorphe au graphe

H des on�gurations de A pour la restrition R. Par la proposition 5.2.3, l'arbre
[[ TStacksk ]]L ave L = {R } appartient à Treef

k . Le graphe K obtenu rajoutant à
[[ TStacksk ]]L pour tout ar (s,x,s′) ave x ∈ Γok , un ar (s′,x,s) appartient donà Graphk.Considérons la substitution �nie inverse h dé�nie pour tout x ∈ Σ∪{ τ } par:

h(x) = {$1$1R
−1(θ)$1$1 | (p0,θ,x,p0}.Il est aisé véri�er que h−1(K) est isomorphe au graphe H . Il déoule don que Gappartient à Graphf

k .En ombinant les propositions 5.2.2 et 5.2.4, nous dérivons la aratérisationexterne suivante des graphes des on�gurations des automates sur Opsk.Théorème 5.2.5. Pour tout k ≥ 1, Graphf
k = CHPDSk.5.2.2 Graphes des transitionsDans e sous-paragraphe, nous établissons l'égalité entre les lasses Graphk et

GHPDSk. Pour établir l'inlusion de la lasse Graphk dans la lasse GHPDSk, ilsu�t d'établir les propriétés de fermeture énonées par la proposition i-dessous.Proposition 5.2.6.1. Pour tout k ≥ 1, pour tout graphe G, pour toute substitution rationnelleinverse h−1, si G ∈ GHPDSk alors h−1(G) ∈ GHPDSk,4. Pour supprimer la onfusion entre la notation barrée pour les instrutions de Γo
k
et lanotation barrée utilisée dans la dé�nition des substitutions �nies inverse, nous utiliserons lanotation a au lieu de la notation a dans la dé�nition des substitutions �nies inverses.



212 Graphes des automates à piles de piles2. Pour tout k ≥ 1, pour tout graphe G et pour tout sommet s ∈ VG, si
G ∈ CHPDSk alors Unf(G,s) ∈ GHPDSk+1.Démonstration. SoitG un graphe appartenant à GHPDSk. Par le théorème 5.1.20,

G est isomorphe à un graphe pré�xe-reonnaissable H dé�ni par (Pa)a∈Σ. Commeles relations pre�xe-reonnaissables sont fermées par inverse, onaténation, unionet fermeture transitive (f. théroème 4.5.16), les graphes pré�xe-reonnaissablessont fermés par substitution rationnelle inverse.Soit s ∈ VH . Montrons que Unf(H,s) est un graphe de GHPDSk+1. Par laproposition 4.5.13, VH est un ensemble rationnel de piles. Considérons l'ensemblerationnel R de piles de niveau k+ 1 égal à {[ s1, . . . ,sn ]k+1 | ∀i ∈ [1,n],(si,si+1) ∈
∪a∈ΣPa et s1 = s} et le graphe pré�xe-reonnaissable K dé�ni par la famille
(Qa)a∈Σ où Qa = TestR · copyk · Pa · TestR. Il est aisé de véri�er que K estisomorphe à Unf(H,s) et don Unf(H,s) appartient à GHPDSk+1.L'inlusion réiproque est une onséquene assez immédiate de la proposi-tion 5.2.4.Proposition 5.2.7. Pour tout k ≥ 1, Graphf

k ⊇ GHPDSk.Démonstration. Soit G un graphe de GHPDSk. Par dé�nition de GHPDSk et parla remarque 5.1.7, il existe un automate à pile A = (Γ,Σ,τ,{ q0 },∆A) et un en-semble rationnel R de piles de niveau k tels que G soit isomorphe à la τ -fermeturedu graphe H des on�gurations de A pour la restrition R. D'après la proposi-tion 5.1.14, l'ensemble O des on�gurations observables de H est un ensemblerationnel. Considérons l'automate à pile B obtenu en rajoutant une transition
(q0,TestO,$,q0) aux transitions de l'automate A pour $ un symbole n'apparte-nant pas à Σ. Le graphe des on�gurations, noté K, de B pour la restrition Rest égal au graphe H auxquel une boule étiquetée par $ est ajoutée sur haqueon�guration observable. Par la proposition 5.1.11, le graphe K appartient à
CHPDSk. Il est aisé de véri�er que la substitution rationnelle inverse h dé�niepar h(a) = $aτ ∗$ pour tout a ∈ Σ est telle que h−1(K) est égal à la τ -fermeturede H . Il déoule don que G appartient à GHPDSk.Théorème 5.2.8. Pour tout k ≥ 1, Graphk = GHPDSk.Nous allons maintenant établir quelques propriétés de fermeture des lasses
GHPDSk.Théorème 5.2.9. La lasse GHPDS est fermée par interprétation monadique.Démonstration. Par la proposition 5.2.3, l'arbre TStacksk appartient à Treek.Par les théorèmes 4.7.5 et 5.1.20, tout graphe G de GHPDSk est isomorphe à un



Caratérisation par transformations de graphes 213graphe interprétable dans TStacksk. Il existe don une interprétation monadique
JG telle que G ≈ JG(TStacksk).Soit I une interprétation monadique et G un graphe GHPDSk. Le graphe
I(G) est interprétable dans TStacksk (i.e. I(G) ≈ JG ◦ I(TStacksk)). D'aprèsle théorème 4.7.5, I(G) est isomorphe à un graphe pré�xe-reonnaissable de ni-veau k.Nous dérivons des résultats présentés dans le hapitre 3 les orollaires suivants.Corollaire 5.2.10. La lasse GHPDSk est fermée par transdution monadiqueet interprétation monadique ave quotient.Démonstration. Il est aisé de véri�er que la lasse GHPDSk est fermée par l'opé-ration de opie par un ensemble �ni. De plus omme elle est fermée par interpré-tation, elle est lose par transdution monadique. Soit G un graphe appartenantà GHPDSk et Iε une interprétation monadique ave quotient. Par un raison-nement similaire à elui de la preuve du théorème 5.2.9, on établit l'existened'une interprétation monadique ave quotient Jε telle que Iε(G) soit isomorpheà Jε(TStacksk). Par la propostion 3.1.4, il existe une transdution monadique
T telle que Jε(TStacksk) ≈ T (TStacksk). Don omme GHPDSk est ferméepar transdution, le graphe Iε(G) ≈ Jε(TStacksk) ≈ T (TStacksk) appartientà GHPDSk.Corollaire 5.2.11. Pour tout G ∈ GHPDSk et pour tout ♯ 6∈ ΛG, le graphe
Treegraph(G,♯) appartient à GHPDSk+1.Démonstration. Soit G un graphe de GHPDSk et soit ♯ 6∈ ΛG.D'après la proposition 4.7.1, TStacksk et GStacksk sont mutuellement inter-prétables. Par le théorème 5.2.9 et omme TStacksk appartient Treek, nous avonsque GStacksk appartient à GHPDSk.Nous avons vu dans la preuve du théorème 5.2.9 qu'il existe une interprétationmonadique IG telle que G ≈ IG(TStacksk) et don il existe une interprétationmonadique JG telle que G ≈ JG(GStacksk).Par la proposition 3.4.1, il existe une interprétation monadique J0 telle que

Treegraph(G,♯) ≈ Treegraph(JG(GStacksk),♯)
≈ J0(Treegraph(GStacksk,k))
= J0(GStacksk+1).Une onséquene de es deux orollaires est que si nous remplaçons le dé-pliage par l'opération de Treegraph et la substitution rationnelle inverse par latransdution monadique nous n'augmentons pas la hiérarhie.



214 Graphes des automates à piles de piles5.3 Générateur et propriétés logiquesPour tout k ≥ 1, tout graphe G ∈ Graphk possède une théorie monadiquedéidable. Cette propriété ne déoule pas immédiatement de la dé�nition de ettehiérarhie ar le dépliage peut s'e�etuer à partir de n'importe quel sommet etnon à partir d'un sommet MSO-dé�nissable (f. remarque 3.3.5). Cependant onne modi�e pas la hiérarhie obtenue en imposant que le dépliage ne se fasse qu'àpartir d'un sommet MSO-de�nissable. Comme le dépliage à partir d'un sommetMSO-de�nissable et la substitution rationnelle inverse sont des transformationsde graphes MSO-ompatibles, il suit alors que tous les graphes de Graphk ontune théorie monadique déidable. La omplexité de ette proédure de déisionest non-élémentaire. Dans [Ca03b℄, Cahat établit que la déision du µ-alulpour un graphe du niveau k peut être e�etuée en temps exp[k]. Au niveau 1, erésultat a été obtenu par Walukiewiz dans [Wal96b℄.Comme nous l'avons vu dans le paragraphe préédent, les deux graphes TStacksket GStacksk assoiées aux piles de niveau k jouent un r�le privilégié. En e�et, esdeux graphes sont des générateurs pour l'interprétation monadique.Théorème 5.3.1. Pour tout k ≥ 1,
GHPDSk = {G | G ≈ I(GStacksk) et I int. monadique}

= {G | G ≈ I(TStacksk) et I int. monadique}Remarque 5.3.2. Nous pouvons remplaer les interprétations monadiques pardes transdutions dans l'énoné préédent.Nous pouvons maintenant transférer les résultats obtenus sur les graphes
GStacksk et TStacksk dans le paragraphe 4.7. Comme nous allons le voir, 'estpropriété ne sont plus �à isomorphisme près� mais dépendent du nommage dessommets.Théorème 5.3.3. Pour tout automate à pile A sur Opsk, les ensembles dé�nis-sables en logique monadique sur un graphe des on�gurations (resp. un graphe destransitions) de A sont des ensembles rationnels de on�gurations. Si un graphe Gdes on�gurations de A satisfait une formule ∃X,ϕ(X) alors il existe un ensemblerationnel de on�gurations R tel que G |= ϕ[R].Remarque 5.3.4. Les graphes des on�gurations et des transitions ne satisfontpas néessairement la propriété de séletion. En e�et l'ensemble R de on�gura-tions n'est pas néessaire dé�nissable en logique monadique.Un orollaire très interessant de e résultat permet d'établir entre le détermi-nisme des graphes des transitions et le déterminisme du graphe des on�gurationssous-jaent. En e�et omme nous l'avons vu dans le paragraphe 2.1.2 le graphe



Traes 215des transitions peut-être déterministe sans que le graphes des on�gurations dontil est la τ -fermeture le soit.Corollaire 5.3.5. Un graphe déterministe de GHPDSk est isormorphe à la τ -fermeture d'un graphe déterministe de CHPDSk.Nous onluons e paragraphe en réapitulant les di�érentes aratérisationsdes graphes de GHPDSk que nous avons obtenue. À part la aratérisation pargraphes pré�xe-reonnaissables de niveau k, es résultats ont été obtenue en ol-laboration ave Stefan Wöhrle et une version préliminaire. Dans ette version, e-pendant nous n'utilisons pas la rationalité pour les piles de piles et nous n'avonsdon pas de notion de graphes des on�gurations et les preuves s'en trouventomplexi�ées.Théorème 5.3.6. Les propositions suivantes sont équivalentes à isomorphismeprès:1. G est un graphe des transitions d'un automates à piles sur Opsk,2. G est un graphe des transitions d'un automates à piles sur COpsk,3. G est un graphe pré�xe-reonnaissable de niveau k,4. G est un obtenu en itérant k fois l'appliation d'une substitution rationnelleinverse suivi d'un dépliage en partant d'un graphe �ni,5. G est un obtenu en itérant k fois l'appliation d'une transdution monadiquesuivie d'une opération de Treegraph en partant d'un graphe �ni,6. G est interprétable dans GStacksk (resp. TStacksk).5.4 TraesUne onséquene immédiate du théorème 5.1.23 est que les traes des graphesdes transitions des automates entre un unique sommet initial et un unique sommet�nal sont les langages indexés de niveau k.Proposition 5.4.1. Pour tout niveau k ≥ 1, les traes des graphes de GHPDSkentre deux sommets sont les langages indexés de niveau k.Remarquons que les traes des graphes des transitions des automates à pilesur Opsk entre deux ensembles rationnels de on�gurations sont elles aussi deslangages indexés de niveau k.Comme la hiérarhie des langages indexés est strite (f. théorème 4.1.16),nous pouvons déduire de la proposition préédente que la hiérarhie (GHPDSk)k≥1des graphes des transitions est elle aussi strite.Théorème 5.4.2. Pour tout k ≥ 1, GHPDSk ( GHPDSk+1.



216 Graphes des automates à piles de pilesLe générateur GStacksk+1 est un exemple de graphe appartenant à GHPDSk+1mais pas à GStacksk. Au vu des nombreuses propriété de lotûre de ette hiérar-hie, il est naturel de herher à donner un graphe de théorie monadique déidablen'appartenant pas à ette hiérarhie.Prenons expω(0) := 0 et expω(n) := 2expω(n−1)). L'arbre Texpω
assoié à lafontion expω est présenté à la �gure 5.7. Il est onstitué d'un demie-droite in�nide sommets reliés entre eux par des ars étiquetés par a. Du sommet nième sommetde ette demi-droite par un segment étiqueté par b de longueur expω(n).
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n

expω(n)

Fig. 5.7 � L'arbre Texpω .Proposition 5.4.3. L'arbre Texpω
a une théorie monadique déidable mais n'ap-partient pas à ⋃k∈N

GHPDS(k).Démonstration. La déidabilité de la théorie monadique Texpω
est établie parexemple dans [MP04℄. Pour montrer Texpω

n'est pas un graphe de transition d'au-tomate à pile, il su�t de montrer que le langage Lexpω
= {anbexpω(n) | n ≥ 1}n'est pas un langage indexé d'ordre supérieur. En e�et si Texpω

appartient à⋃
k∈N

GHPDS(k) alors sont langage des branhes Lexpω
est une langage indexéd'ordre supérieur.Pour ela nous utilisons une propriété des indexes rationnels des les langagesindexés de niveau k établit dans [Dam82℄.L'index rationnel d'un langage L est une fontion fL de N dans N assoiantà tout n ≥ 1 le max{d(L,R) | R ∈ Ratn et R ∩ L 6= ∅} où Ratn est l'ensembledes langages aeptés par un automate �ni ayany au plus n états et où d(L,R)désigne la longueur du plus petit élément de L ∩ R.Dans [Dam82℄, il est établit que si un langage L est indexé de niveau k alors fLest bornée par une fontion de exp[2k].Cependant pour tout n ∈ N, fLexpω

(n + 1) ≥ expω(n). En e�et, d(anb∗,Lexpω
) =

expω(n) et anb∗ ∈ Ratn+1. Don Lexpω
n'est un langage indexé d'ordre supérieuret don Texpω

n'appartient pas à ⋃k∈N
GHPDS(k).



Perspetives 217
PerspetivesPour onlure, nous présentons quelques problèmes ouverts et des perspetivesliés aux travaux présentés dans e doument.Autour des traesUne question importante dans le adre de notre étude est la plae des langagesindexés d'ordre supérieur dans la hiérarhie de Chomsky. Dans [Aho69℄, Ahoétablit que les langages indexés (i.e. aeptés par des automates à pile de niveau2) sont des langages ontextuels. Nous onjeturons que les langages indexésd'ordre supérieur sont des langages ontextuels déterministes. Nous pensons quela notion de graphe pré�xe-reonnaissable de niveau k permettra d'établir erésultat de manière uniforme.Si ette onjeture est véri�ée, nous pourrons établir que les graphes des tran-sitions des automates à pile sur Opsk de degré sortant borné sont des grapheslinéairement bornés (f. paragraphe 2.3.2). La preuve de e résultat suivrait un rai-sonnement similaire à elui développé, dans [CM05℄, pour établir que les graphesrationnels de degré sortant borné sont des graphes linéairement bornés.Cei nous amène à onsidérer un autre problème: les graphes de transitionsdes automates à pile sur Opsk de degré sortant borné traent-ils tous les langagesindexés de niveau k?Rappelons que nous onjeturons que ontrairement au niveau 1 les graphesde transitions de niveau k de degré (entrant et sortant) borné ontiennent stri-tement les graphes de on�gurations de niveau k. Du point de vue de la théoriedes langages formels, ette onjeture peut se reformuler de la manière suivante:les automates sur Opsk temps réel sont stritement moins expressifs que les au-tomates sur Opsk.Autour de la rationnalité sur les piles de pilesNous avons vu que les ensembles rationnels de piles de niveau k sont lesensembles dé�nissables en logique monadique sur GStacksk. Cependant la om-



218 Perspetivesplexité de la transformation d'une formule ϕ(x) en un automate �ni sur Γk a-eptant le langage de piles de niveau k dé�ni par ϕ est non-élémentaire. Nouspensons qu'une adaptation des tehniques présentées dans e doument permet-tra d'obtenir une omplexité élémentaire pour la onstrution d'automates �nissur Γk aeptant les ensembles dé�nis par des formules du µ-alul sur GStackskétendu ave toutes les instrutions de Γk. Plus généralement, il serait intéres-sant d'étudier les appliations des résultats présentés dans e doument au re-gular model-heking des automates à pile d'ordre supérieur (voir par exemple[BEM97, BM04℄).Dans [KNUW05℄, les auteurs introduisent la notion d'automate ave paniquequi est un enrihissement de la notion d'automate à pile de niveau 2. Ces auto-mates aeptent les solutions des shémas réursifs non-sûrs. Il serait intéressantd'étudier la notion d'ensemble rationnel de piles assoié à es automates.En ollaboration ave Didier Caual [CC06℄, nous avons proposé un adre per-mettant d'expliquer des résultats de fermeture par omplémentaire des ensemblesrationnels d'un monoïde par une notion d'aeptation déterministe par automate�ni. Il serait intéressant d'étendre e adre pour pouvoir apturer les ensemblesrationnels de piles de niveau k.Autour des graphes des automates à pile de pilesL'étude de la hiérarhie des graphes des transitions des automates à piled'ordre supérieur laisse de nombreuses questions ouvertes. En partiulier, nousdisposons de très peu d'outils pour prouver qu'un graphe n'appartient pas à unniveau donné de ette hiérarhie. Ce problème apparaît déjà pour les langagesindexés où ontrairement aux langages algébriques on ne dispose pas d'outils pourmontrer qu'un langage n'est pas indexé de niveau k. Dès le niveau 2, les lemmesde pompage deviennent impratiables (voir par exemple [Hay73℄).Au niveau 1, les graphes des on�gurations admettent une aratérisationgéométrique très élégante dûe à Muller et Shupp. Il est naturel de se demandersi ette approhe peut être étendue aux niveaux supérieurs.En�n la question qui nous semble la plus intéressante est omment obtenir unefamille d'automates in�nis ayant une théorie au seond ordre monadique déidablequi étendent la hiérarhie des automates à pile d'ordre supérieur. Réemment, il aété montré que les solutions des shémas réursifs non sûrs de tous niveaux ont unethéorie MSO déidable [KNUW05, AdMO05, Ong06℄. Les auteurs onjeturentque les solutions de es shémas n'appartiennent pas à la hiérarhie des automatesà pile d'ordre supérieur.L'étude struturelle des automates in�nis se révèle d'une grande rihesse. Bienque ette thématique en soit à ses débuts, on peut espérer qu'elle atteigne un jour



Perspetives 219le niveau de ompréhension et de �nesse de la théorie des automates �nis.
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RésuméCette thèse s'insrit dans l'étude des graphes in�nis de présentation �nie.Nous nous intéressons à la fois à leurs propriétés logiques et aux langages qui leursont assoiés. Nous nous onentrons sur l' étude des graphes in�nis assoiés auxautomates à pile d'ordre supérieur.Notre première ontribution est la dé�nition d'une notion de rationalité pourles piles d'ordre supérieur. Nous montrons que ette notion partage de nombreusespropriétés de la rationalité sur les mots : l�ture par omplémentaire, aepteursdéterministes et omplets, et aratérisation en logique du seond ordre mona-dique. Nous établissons un lien étroit entre les automates à pile d'ordre supérieuret les ensembles rationnels de piles d'ordre supérieur.Notre seonde ontribution est l'étude struturelle des graphes assoiés es au-tomates. Nous en donnons di�érentes aratérisations qui montrent la robustessede es familles de graphes in�nis.AbstratThis thesis ontributes to the study of families of �nitely presented in�nitegraphs. We investigate their logial properties as well as the languages whih areassoiated to them. We fous our attention on the in�nite graphs assoiated tohigher-order pushdown automata.Our �rst ontribution is the de�nition of a notion of regularity for higher-order pushdown staks. We show that this notion shares similar properties withthe notion of regularity on words: losure under omplementation, deterministiand omplete �nite state aeptors and haraterization by monadi seond-orderlogi. We show a tight link between higher-order pushdown automata and theregular sets of higher-order pushdown staks.Our seond ontribution is the study of the in�nite graphs assoiated tohigher-order pushdown automata. We give various equivalent haraterizationsof these graphs and therefore establish the robustness of these families of in�nitegraphs.


