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Résumé

Cette thése traite deux types de problémes algorithmique: des problémes de
triangularisation de matrices booléennes par permutation des lignes et des colonnes
et des problémes de découverte de structures secondaires ’ARN.

Nous étudions des problémes de triangularisation de matrices booléennes par
permutation des lignes et des colonnes. Ce probléme apparait, par exemple, lorsque
1'on souhaite calculer «en place» un systéme d’équations. Une fagon naturelle d’abor-
der ce probléme est de se placer dans le cadre général de la théorie des graphes et des
graphes bipartis en particulier. Nous présentons de nombreux résultats de complexité
— essentiellement de NP-complétude — 1iés & ce probléme et introduisons guelques
extensions dont nous précisons toujours la complexité.

Certaines familles d’ARN sont trés précisément définies par des motifs de séquence,
et des contraintes structurelles secondaires et tertiaires. La plupart des outils ne sont
pas adaptés puisqu’ils n’integrent pas toutes les connaissances sur la molécule lors de
1'exploration des banques de séquences. D’oti I'intérét d’algorithmes de recherche as-
surant une recherche en séquence et structure par le biais d’un descripteur défini par
|'utilisateur intégrant ’ensemble des connaissances caractérisant ’ARN A détecter.
Une nouvelle fagon d’aborder ce probléme consiste en I'étude de problémes algorith-
miques sur les graphes d’intersection d’un ensemble de 2-intervalles. Cette notion de
2-intervalles se trouve dans la lignée des études actuelles en matiére d’algorithmique
de graphes oli Yon étudie de plus en plus les structures des graphes issues de modeles
géométriques. Nous présentons plusieurs résultats de complexité et montrons en par-
ticulier que la recherche de motifs dans un ensemble de 2-intervalles est un probléme
NP-complet.

Nous nous intéressons, plus particulierement, & appliquer ces travaux pour la
prédiction de motifs biologiques structurés. Plus spécifiquement, nous avons mis
au point l'algorithme ORANGE pour la prédiction des introns auto-catalytiques de
eroupe I dans de grandes séquences génomiques. Cet algorithme est une amélioration
de lalgorithme CITRON mis au point par F. Lisacek et F. Michel du point de vue
de la rapidité d’exécution. De plus, une mise-en-ceuvre de ’algorithme ORANGE
est accessible en ligne sur Internet.
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Abstract

In this work we study two algorithmic problems: triangular forms in boolean
matrices and spatial structure search problems in molecular biology.

We first consider the following problem: Given a square boolean matrix, can we
permute its lines to yield a triangular matrix? This problem arises when we compute
in place a system of equations. One natural way to solve the problem is to use graph
theory, especially bipartite graphs. We show several NP-completeness results and
introduce some extensions of the problem.

At the RNA level, biological signals are defined by a combination of spatial
structures and sequence patterns. Until now, few attempts have been made to de-
velop general purpose search programs that take into account both sequence and
structure criteria. Therefore, there is a growing demand for search programs com-
bining both descriptive and programming approaches. With this aim in view, we
study combinatorial algorithmic problems on 2-intervals intersection graphs. Recent
research considering the topic of intersection graphs of geometric objects shows the
relevance of the 2-interval notion. We show that pattern matching in 2-intervals set
is an NP-complete problem even when restricted to constrained spatial structures.

One important goal of this thesis is to use techniques for the prediction of structu-
ral biological patterns, and especially auto-catalytic group I introns. Qur ORANGE
algorithm for predicting auto-catalytic group I introns is an improved version of the
CITRON algorithm of Lisacek and Michel. It is both time efficient and has good bio-
logical results. Moreover, an implementation of the ORANGE algorithm is available
on the Internet.
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Il poursuivit donc son chemin; mais que ce che-
min était long! BEn effet la route qui formait la rue
principale du village, ne conduisait pas ¢ la hauteur
sur laguelle s’élevait le Chdteau, elle menait & peine
au pied de cette colline, puis faisait un coude qu’on
eit dit infentionnel, et , bien qu’elle ne s’éloignat pas
d’avantage du Chdteau, elle cessait de s’en rappro-
cher. K. s’attendait toujours ¢ la voir obliquer vers
le Chateau, c’était ce seul espoir qui le faisait conti-
nuer; il hésilait & lacher la route, sans doute ¢ cause
de sa fatigue, et s’étonnait de la longueur de ce village
gui ne prenail jamais de fin; toujours ces petites mai-
sons, ces pefites vitres givrées et cetle neige et cetie
absence d’hommes. .. Finalement il s’arracha é cette
route gqui le gardait prisonnier et s’engagea dans une
ruelle étroite; la neige s’y trouvait encore plus pro-
fonde ; il éprouvait un mal horrible é décoller ses pieds
qui s’enfongaient, il se sentit ruisselant de sueur et
soudain il dut s’arréter, il ne pouvait plus avancer.

Franz Kafka, Das schloss, Schocken Verlag, Berlin, 1935,
Trad. Le chiatean, trad. Alexandre Vialaite, Editions Galli-
mard, 1938, pp 20.
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Chapitre 1

Introduction

Linformatique est devenue aujourd’hui un apport fondamental 4 1a biclogie molé-
culaire. Les traitements informatiques sont naturellement utilisés pour le stockage
ou la gestion des données, mais également pour Pinterprétation de ces données.
Le traitement informatique des séquences peut, par exemple, déceler la fonction
biologique potentielle d’un géne par la recherche de critéres spécifiques (signaux,
structures secondaires ou tertiaires, ...) ou par la recherche de similitudes entre
séquences.

Un aspect important de I'informatique en biclogie moléculaire concerne donc les
traitements systématiques que I'on peut effectuer sur les séquences afin de repérer
ou de caractériser une fonctionnalité ou un élément biologique intéressant. Ces
programmes représentent les traitements couramment utilisés dans I’analyse des
séquences comme I'identification de phases codantes sur une molécule ’ADN ou
la recherche de similitudes d'une séquence avec I’ensernble des séquences d’une base
de données. De plus, devant Ia difficulté réelle de la plupart de ces problémes, les
algorithmes mis en ceuvre se doivent d’étre les plus efficaces possible.

Je propose dans ce travail un algorithme performant pour la recherche des introns
auto-catalytiques de groupe Idans les grandes séquences génomiques. Cet algorithme
est mis en ceuvre dans un logiciel baptisé orange entiérement parameétrable qui est
librement téléchargeable. 11 est également utilisable directement sur Internet.

Le lecteur d’une version finale d’'un document est toujours plus & méme de com-
prendre ce travail s’il a connaissance des motivations, des cheoix et des errements
successifs de son auteur. C’est pourquoi je tiens & inclure ict une courte chronologie
de ma thése.

Le point de départ de mon travail fut un probléeme proposé par F. Lisacek
concernant la prédiction des introns auto-catalytiques de groupe I [MW90] dans
les séquences génomiques. La difficulté du probléme reposait essentiellement sur la
grande variabilité de taille et la faible conservation des éléments structuraux de ces
introns. Un programme de prédiction (citron) existait déja mais se heurtait a de



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

graves problemes d’explosion combinatoire. Ce probléme entrainait de nombreuses
limitations et interdisait en particulier la recherche de ces introns dans les grandes
séquences.

Apres analyse du probleéme, je décidai de partir de I'algorithme existant. Mon
objectif était double: supprimer les parties de citron qui conduisaient 4 Pexplosion
combinatoire lors de la recherche et permettre une plus grande souplesse de des-
cription. Il m’apparut rapidement cependant que je ne pourrais pas utiliser le code
source de citron et qu'une réécriture compléte du programme de prédiction était
indispensable. J'entrepris alors une analyse fine du code source pour en dégager les
éléments essentiels ainsi que les méthodes utilisées (il est toujours difficile de décrire
complétement dans un article toutes les astuces utilisées lors de la mise en ceuvre
d’un algorithme). Je m’intéressai ensuite principalement 4 la phase de recherche des
hélices (P4,P4"), Yopération la plus cotiteuse en temps et en espace dans citron. Je
croyais alors fermement que ce probléme pouvait étre résolu par un calcul préalable
des automates de recherche associés. Les résultats furent pourtant décevants, les
contraintes proposées dans [Lis95] s’avérérent trop faibles pour parvenir a4 un résultat
satisfaisant. Je décidai pourtant de poursuivre cette voie et écrivis une version
compléte du programme de prédiction des introns auto-catalytiques de groupe 1.
Les premiers tests furent totalement catastrophiques. Non seulement le programme
de prédiction était beancoup plus lent, mais la plupart des limitations de cZtron de-
meuraient en fait présentes. Une vaste opération d’optimisations fines et de chasse
aux gaspis n’améliora pas de facon significative les performances du programme.
Jestimai alors étre parvenu dans une impasse et une refonte compléete de 1’algo-
rithme de prédiction s’imposa. Je décidai en particulier d’abandonner complétement
I'ordre de recherche des hélices de citron. De plus, des algorithmes plus élaborés et
des structures de données plus adaptées devaient étre utilisés. Le nouvel algorithme
de prédiction (orenge) ne conserve aujourd’hui de citron que 'idée d’ancrer la re-
cherche initiale sur les segments J67 — P7 et J87' — P7 et de ma version initiale du
programine que trés peu de code.

Dans la continuité de ce travail, je m’intéressai également & une méthode de clas-
sification antomatique des introns auto-catalytiques de groupe I suivant la présence
ou non d'un motif (arrangement des hélices dans la structure secondaire) dans la
boucle de I’hélice (P5,P5'). Ce probléme m’a semblé suffisammment général et im-
portant pour y consacrer un chapitre. Je commencgai par un travail de recherche
bibliographique sur ce sujet : recherche de motif (au sens large), calcul de structure
secondaire d’ARN, problémes de graphe, ...La lecture d’un article de W.T. Trot-
ter de F. Harary [TII79] sur une généralisation des graphes d’intervalle m’amena
a considérer le probléme sous cet angle. Mes premiers résultats de complexité sur
ce probléme me persuadérent ensuite rapidement de la difficulté du probleme (tout
du moins dans le cas le plus général). J'estimai alors gu’une étude approfondie des
différents cas particuliers de ce problémes était nécessaire et souhaitable afin d’iden-
tifier précisément les cas «difficiles». Malheureusement, je n’ai jusqu’a aujourd’hui
pas été en mesure de donner la complexité de ce probleme dans le cas «le plus bio-
logique», & savoir le cas d’une structure secondaire sans pseudo-neceud. Il me parut
également opportun d’étudier la complexité de la généralisation la «plus naturelle
de ce probléme», c'est-a-dire la recherche d’un ensemble de cardinalité maximale
d’hélices disjointes dans un ensemble donné.



Parallélement & ce travail de prédiction dans les grandes séquences génomiques,
je m’intéressai & un probléme sur les (0,1)-matrices rencontré {dans une version
trés simplifiée) lors de I'écriture de I’algorithme de recherche en place des occur-
rences d’un ensemble reconnaissable dans un texte. L'extréme simplicité du probléme
contrastait avec ma difficulté & y apporter une réponse; pour étre tout a fait exact,
j'ai tout d’abord cru que le probléme était trivial méme dans le cas général sans
regarder plus avant et ce n’est que plus tard - par hasard ou par curiosité - que je
me suis réellement intéressé au probléme en constatant que ma premiére impres-
sion n'était finalement pas justifiée (la lecture de [BR91] guida mes premiers pas
sur ce probleme). L’étude de la complexité d'un nouveau probléme est bien souvent
un pari, certes raisonné, mais un pari tout de méme. Aussi, aprés avoir tenté en
vain de proposer un algorithme en temps polynomial pour ce probléme, je décidai
d’abandonner temporairement cette voie. J'entrepris alors un vaste et long travail de
recherche bibliographique sur les problémes de graphes et les problémes NP-complets
en particulier; [GJ79] et [Die00] me furent d’un grand secours. Cependant, je ne par-
vins pas & prouver que le probleme était NP-complet. J’examinai alors des problémes
plus généraux dans ’espoir de trouver un algorithme en temps polynomial. Mais,
toutes ces généralisation s’avérérent NP-complétes: arrangement d’une famille de
sous-ensembles, recherche de silhouette, minimisation de surface, etc. Parvenu au
terme de ma thése, le probléme est, certes mieux défini, mais toujours ouvert quant
4 sa complexité. Paradoxalement, la majeure partie de mon travaill est consacrée 3
I’étude de ce probleme.

Le probléme central abordé dans ma thése est le suivant : Pouvons-nous rendre
inférieurement triangulaire une matrice carrée par permutation des lignes et des
colonnes? Tout au long de ma thése, cette question est formulée ainsi:

Etant donnée une (0,1)-matrice A d’ordre n, existe-t-il des matrices de per-
mutation P et Q d’ordre n telles que PAQT <[\, ?

I'inégalité étant entendue composante 4 composante. En fait, j’ai tout d’abord ren-
contré ce probléme en tentant de répondre & la question suivante:

Pouvons-nous, au priz de deuz indirections, calculer «en place» un systéme
de n équations @ n inconnues ¢

Le terme «en place» est utilisé au sens de «sans utiliser une variable temporaire pour
stocker des résullats intermédiaires»

Ce probléme est résoluble en temps polynomial si le permanent de A est non nul
[BRO1]. Plus précisément, il existe des matrices de permutation P et ¢ d’ordre n
telles que I, < PAQT <[\, si et seulement si le permanent de A est 1 oi1 I, désigne
la matrice identité d’ordre n.. Si le permanent de A est supérieur & 1, la matrice
n’est pas triangularisable par permutation des lignes et des colonnes. Rappelons que
nous pouvons décider si per(A) > 0 en calculant un couplage parfait dans un graphe
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biparti avec » sommets et m arétes en temps O(m+/n) [HK73] ou O(n!-®*y/m/logn)
en utilisant des techniques plus récentes [ABMPY91]. Le probléme reste donc posé
pour per(4) < 0.

Pour I’étude de la complexité de ce probléme, j’introduis la notion d’arrengement
linéaire trianguleire A'un graphe. En termes matricielles, le probléme associé s’énonce
de la facon suivante:

Etant donnée une (0,1)-matrice A d’ordre n, eziste-t-il une matrice de per-
mutation P d’ordre n telle que PAPT < 2

La matrice de permutation étant la méme & gauche et & droite, il s’agit en fait d'un
probleéme de renumérotation des sommets d’un graphe. J'établis que si ce probléme
restreint aux matrices d’adjacence des graphes de séparation [Gol80] est NP-com-
plet, alors la triangularisation d'une (0,1)-matrice par permutation des lignes et des
colonnes est également un probléme NP-complet. En effet, pour certains graphes de
séparation de matrice d’adjacence A, il existe des matrices de permutation P et Q
telles que PAQT < [\... si et seulement si il existe une matrice de permutation R
telle que RART < Zl,.. Je montre ensuite que le probléme de décision RART < /],
est NP-complet dans le cas général et ceci méme si A est la matrice d’adjacence d'un
graphe planaire connexe de degré au plus 3. Ce résultat tranche avec la question
«symétrigue» PAPT < Bﬂ qui est, elle, résoluble en temps polynomial (il suffit en
effet de vérifier en temps ©(|V| + |E|) que le graphe orienté G = (V,E) associé 3
la (0,1)-matrice A est acyclique! [CLR92]). Cependant, je n’ai pas été en mesure
de déterminer la complexité du probleme PAPT < A, lorsque A est la matrice
d’adjacence d’un graphe de séparation.

Je me suis ensuite intéressé i la complexité du probleme PAQT < B.n lors-
qu’un parameétre K est introduit dans I'instance. Je montre que, étant donnés une
(0,1)-matrice A d’ordre n et un entier positif K, décider s’il existe des matrices de
permutation £ et ¢} d’ordre » telles que:

N & Ox -k ]

PAQT <
1ok Kk la-Kn-k

est un probléme NP-complet méme si A est la matrice d’adjacence d'un graphe de

séparation. Le cas K = n est exactement notre probléme initial.

J’aborde ensuite ce probléme dans le cadre des sous-matrices dont la taille mi-
nimale est fixée:

Etant donnés une (0,1)-matrice A et un entier positif K, existe-t-il une
sous-matrice B d’ordre K triangulerisable par permutetion des ligne et des
colonnes?

J'établis que si ce probléme est NP-complet, alors la triangularisation d’une (0,1)-
matrice carrée par permutation des lignes et des colonnes est également un probléme
NP-complet. Dans cette direction, je montre que étant donnés une (0,1)-matrice A

1. 11 s'agit donc de calculer un tri topologigue d'un graphe orienté.



de taille 7n. par » et un entier positif K, décider s’il existe les matrices de permutation
P d’ordre m et @@ d’ordre n telles que:

PAQT = [BK *]

%

est un probléme NP-complet. En relation avec ce dernier résultat, je présente les
couplages uniques restreints [GHL] dans les graphes bipartis en particulier. Je montre
que le probléme de décision associé & la recherche d’un couplage unique restreint
comportant un nombre maximal d’arétes dans un graphe biparti est un probléme
NP-corplet 2.

Pour étre complet, ce travail se poursuit dans le cadre plus restreint des sous-
matrices principales dont la taille minimale est fixée :

Etont donnés une (0,1)-matrice A et un entier positif K, existe-t-il une sous-
matrice principale B d’ordre K triangulariseble par permutation simultanée
des ligne et des colonnes?

Je donne précisément les complexités de tous les problémes abordés dans le cas des
sous-matrices quelconques.

J’introduis ensuite la notion de silhouette d'une (0,1 )-matrice. La silhouette d’une
(0,1)-matrice A = [a; ;] d’ordre n, notée Sp, est une application de [n] dans [n + 1]
telle que SA(j) = 7 si ¢ est le plus petit indice pour lequel a; ; = 1 (par convention,
Sa(7) = n + 1 si la colonne j ne contient que des éléments nuls). J'associe a cette
définition le probléme de décision suivant :

Etant données une (0,1)-matrice A d’ordre n et une application 7 de [n]
dans [n+ 1], existe-t-il des matrices de permutation P et @ d’ordre n telles
que w(j) < Spaqr(j) pour1 <j<n?

Ce probléme est équivalent 4 la triangularisation d’une (0,1)-matrice par permuta-
tion des lignes et des colonnes si 7 est une permutation de [n]. Je montre que le
probléme sous sa forme générale est NP-complet ; le probléme obtenu en imposant
P = @ est également NP-complet. Une extension naturelle de ce probléme consiste
4 imposer pour chaque colonne exactement la hauteur maximale d’'un élément non
nul:

Etant données une (0,1)-matrice A d’ordre n et une application n de [n]
dans [n+ 1], existe-t-il des matrices de permutation P et Q d’ordre n telles

que 7(j) = Spaqr(j) pour 1 <j <n?

Je montre que ce probléme est NP-complet ; le probléme obtenu en imposant P =
@ est également NP-complet. 11 faut remarquer cette fois-ci que le probléme est
résoluble en temps polynomial si 7 est une permutation de [n]>.

2. Le probléme de décision associé a la recherche d'un couplage unigue restreimt comportant un
nombre maximal de sommets dans un graphe biparti est un probléeme NP-complet [GHL].

3. Le probléeme est équivalent & la triangularisation par permutation des lignes et des colonnes
d'une (0,1)-matrice dont le permanent est 1.
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Un probléme plus général concerne la compression d'une (0,1}-matrice par per-
mutation des lignes. A ce titre, je présente la notion de surface d’une (0,1)-matrice
qui est la mesure «naturelle» associée & sa silhouette. Intuitivement, la surface d'une
matrice consiste & considérer la matrice comme un tableau et & compter pour chaque
colonne le nombre de lignes & partir du premier élément non nul. Je montre que le
probleme de décision associé & la minimisation de surface d’une (0,1)-matrice par
permutation des lignes® est un probleme NP-complet dans le cas général et ceci
méme pour les matrices qui contiennent an plus deux éléments non nuls par co-
lonne. Cependant les liens exacts entre ce probléme et la triangularisation d’une
(0,1)-matrice par permutation des lignes et des colonnes restent en grande partie &
établir.

Une nouvelle formulation du probléme de la triangularisation d’une (0,1)-matrice
par permutation des lignes et des colonnes est obtenue en considérant un couple
de (0,1)-matrices d’ordre n. Il s’agit dans ce cas de décider s’il existe une méme
permmutation des lignes telle que le cardinal de 'union des k, 1 < k < n, premieres
lignes de la matrice de gauche soit supérieur ou égal au cardinal de 'union des &
premitres lignes de la matrice de droite. Un exemple est donné ci-aprés.

] | 112
2 5 . s
3 ] ¥ al 677
4 B/7
5 3 817
6 :~.~;-1 | & : I I BiR
7 BB
8 I8 |2 e BIE
7 | | 2
5 | I 313
1 | [-1 - 443
8 fl= : 514
2 | | | 5| 5i5
4 616
3 B/7
8 i | i{ 8/

Je montre que ce probléme est NP-complet. Lorsque la matrice de gauche contient
exactement un élément non nul par colonne, le probléme est équivalent an probléme
de la triangularisation d’une (0,1)-matrice par permutation des lignes et des colonnes.
Il suffit en effet d’ordonner les colonnes de la matrice de droite suivant la position
du premier élément non nul. Par exemnple,

4. La surface d’une (0,1)-matrice est invariante par permutation des colonnes.



1 EREEE 12
2 5 214
3 | "ELT B 316
1+ 2] - 446
5 i f [=1 =] sis
6 I ® 6/8
7 Ea Ti8
8 K d Bl ] e
abcde i gh b de g fFa ¢ h
" Il 11 =
1 = k. 242 =
1 1 B E 143
8 {:.‘..’ 3 < 454 "
6 5] | : 574
2 ¥ 6/5
3 HENNNENEE 77 ; ks
5 P a J =] ass i o

Je n'al pas été en mesure de déterminer ]a complexité du probléme dans ce cas

précis®.

Motivé par le probléme de la recherche d’un motif dans les structures secondaires
d’ARN, je me suis intéressé aux familles de 2-intervalles et aux graphes d’intersection
associés. Un 2-intervalle est un couple d’intervalles et un graphe de 2-intervalle est
le graphe d’intersection d'une famille de 2-intervalles. Les graphes de 2-intervalles
sont une pénéralisation des graphes d’intervalle [Gol80]. Ils ont été introduits par
[Gol80] et étudiés dans [TH79)] et [WS84]. Je me suis intéressé & différents problémes
de recherche de sous-familles de 2-intervalles comparables.

Etant donnés deux 2-intervalles Dy = (I3,I}) et Dy = (I2,13), ils sont comparables
s’ils sont dans I’'une des trois configurations ci-aprés (ou symétriques) :

LN /0

Dy < D2 - )
n r I L
I /\ I3
D; C D»
Ia Ié
I I
Dy @ Dy
I]_ I{

5. La complexité du probléme obtenu lorsque chague ligne de la matnce «de gauche» contient
exactement un nombre borné d’éléments non nuls m'est également inconnue.
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Un modéle de comparaison R permet de resireindre le nombre de ces configurations.
Plus précisément, un modéle de comparaison est un sous-ensemble non vide de I'en-
semble des relations {< , C , (0} tel que deux 2-intervalles sont R-comparables si il
sont comparables par 1'une des relations de K.

J’ai en fait étudié deux familles de probleémes sur les familles de 2-intervalles en

relation avec les structures secondaires d’ARN:

1. calculer la plus grande sous-famille de 2-intervalles 7X-comparables relative-
ment 4 un modele de comparaison R donné;

2. recherctier un motif respectant un modeéle de comparaison R donné dans une
famille de 2-intervalles.

Je montre en particulier les résultats suivants:

1. Le calcul d’un ensemble stable de cardinalité maximale restreint A la classe
des graphes de 2-intervalles est un probleme NP-complet. Plus généralement,
la recherche d’une sous-famille de cardinalité maximale de 2-intervalles RR-
comparables est un probléme NP-complet pour les modeles de comparaison
R={<,C,0}et R={C,0}

2. La recherche d’un motif arbitraire dans une famille de 2-intervalles est un
probléme NP-complet pour les modeles de comparaison R = {<, C , (7} et
R ={C ,0}".

En complément, je présente en annexe quelques problémes classiques restreints
4 la classe des graphes de 2-intervalles. Les résultats s’appuient sur la remarque
snivante: si un probléme de décision sur les graphes est NP-complet restreint 4 la
classe des graphes d’arétes, alors il est également NP-complet restreint & la classe
des graphes de 2-intervalles 7. 11 est alors facile de prouver qu’un probléme est NP-
complet restreint 2 la classe des graphes de 2-intervalles par un simple travail de
recherche bibliographique. A titre d’exemple, je montre gue les problémes parTITION
EN CLIQUES, k-COLORIAGE® et ENSEMBLE DE COUPE sTABLE sont NP-complets restreints
3 la classe des graphes de 2-intervalles.

La dernitre partie est consacrée a la prédiction des introns anto-catalytiques de
groupe I [MW90] dans les séquence génomiques. Le but recherché est de maitriser
Iexplosion combinatoire d’un algorithme existant (eitron) [LDM94].

Je présente un nouvel algorithme orange dont je décris les différentes étapes. J'in-
siste en particulier sur les choix des structures de données et des algorithmes utilisés.
Ce nouvean programme retrouve dans la majorité des cas les solutions prédites par
citron. Il est cependant plus rapide et est complétement paramétrable via un fichier
de configuration simple.

6. Le probléme le «plus biologigue» concerne évidemment le modéle de comparaison R = {<, C}.
Je n’al cependant pas été en mesure de déterminer la complexité du probleme dans ce cas précis.

7. L'inverse n'est pas vrai en général.

8. nombre chromatique



Ce programme de prédiction est accessible en ligne sur internet.

Ma theése s’articule en six chapitres dont voici un bréve description:

1. Rappels
Les notions fondamentales de la théorie des graphes y sont briévement intro-
duites. J'insiste en particulier sur les relations entre (0,1)-matrice et graphe.

2. Recherche en place des occurrences d’un ensemble reconnaissable

Je présente dans ce chapitre un algorithme pour rechercher toutes les occurrences
d’'un ensemble reconnaissable dans un texte. Je suppose que ’ensemble reconnais-
sable est donné sous forme d'un automate déterministe.

3. Triangularisation d’une (0,1)-matrice

J'aborde dans ce troisiéme chapitre le probléme général de la triangularisation
d'une (0,1)-matrice par permutation des lignes et des colonnes. Je discute de I'im-
portance des arrangements linéaires triangulaires pour ce probléeme et montre en
particulier que décider g’il existe un arrangement linéaire triangulaire d'un graphe
est un probleme NP-complet.

J’examine ensuite le probléme général dans le cas des sous-matrices en utilisant
des techniques de couplages dans les graphes bipartis. Je montre que décider s'il
existe un sous-graphe exact-triangulaire de taille K dans un graphe biparti est un
probléme NP-complet.

Enfin, j'introduis la notion d’arrangement linéaire des voisinages dans un graphe
et discute des liens avec le probléme général. Je montre ensuite que ce probléme est
NP-complet.

4. Généralisation et résultats complémentaires

Ce chapitre est le prolongement du précédent. Je présente plusieurs problémes
qui généralisent le probléme général de la triangularisation d’une (0,1)-matrice par
permutation des lignes et des colonnes.

Jétudie dans un premier temps la complexité des problémes de silhouette. Ce
travail est prolongé par I'étude de la surface d’'une {0,1)-matrice. Je montre en par-
ticulier que le probleme de décision associé & la minimisation de surface d'une (0,1)-
matrice par permutation des lignes est NP-complet.

Ensuite, je présente une généralisation du probléme basée sur I'arrangement
d’une famille de couples de sous-ensembles. Je montre que ce probléme est NP-com-
plet dans le cas général. Enfin, j’examine plusieurs problémes de partition en «formes
triangulaires» (inférieurement triangulaire, exactement triangulaire et supérieurement
triangulaire) dans les (0,1)-matrices.

5. Structures secondaires A’ARN et famille de Z-intervalles

J’aborde dans ce chapitre différents problémes liés aux familles de 2-intervalles
en relation avec les structures secondaires d’ARN.

Je montre que la recherche d’un sous-famille de 2-intervalles de cardinalité maxi-
male pour différents modéles de comparaison est un probléme NP-complet. Je présente
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ensuite différentes variantes de ce problémne. Enfin, je montre que la recherche d'un
motif dans une famille de 2-intervalles est un probléeme NP-complet pour différents

modeles de comparalson.

6. Prédiction des introns auto-catalytiques de groupe I

Le sixieme chapitre est consacré a la prédiction des introns anto-catalytiques de
groupe I dans les séquences génomiques.

Aprés quelques brefs rappels sur la structure des ARN, je décris tout d’abord
Ialgorithme utilisé par le programme citron et je présente ensuite un nouvel al-
gorithme et le programme orenge. Pour conclure, je discute des résultats du pro-
gramme orange ainsi que quelques évolutions possibles.
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Chapitre 2

Rappels

Sommaire
21 Graphe. . .. . . . i it it ittt e e s st e e e 11
2.2 Matrice . @ . @ i i v i ittt e e e n e e e e e e 16
2.3 Grapheetmatrice . . . . . .. ... ... .0t 19
2.1 Graphe

Nous rappelons quelques notions élémentaires sur les graphes [Har71, Bol79,
GMT79, Gol80, PS82, Jun99, Die00] et précisons les notations utilisées dans la suite.

Un graphe G est représenté par un ensemble fini' de sommets, généralement noté graphe
V, et par un ensemble de paires de sommets non ordonnées généralement noté E. sommet
Un élément e = {u,v} € F est appelé une aréte dont les extrémités sont les sommets eréte
u et v. Nous disons que les sommets u et v sont incidents & 'aréte e et que u et
v sont adjacents. L’ordre d’un graphe G = (V,E) désigne son nombre de sommets,
c’est-a-dire |V|.

Par exemple, le graphe suivant est un graphe d’ordre 6. Son ensemble de sommets
V et son ensemble d’arétes E sont donnés par:

V' = {1, up,us,ua 05,06 }
E = {{u1,uz},{v1,ua b {un,us b, {u1,ue b {uz,us Fo{us,ua } {ug,us 1 {us ue} }

U] Uz

U3
@
Ug Us uyg

Une boucle dans un graphe G = (V,E} est une aréte de la forme {u,u}. Un boucle
multigrophe est un graphe ol une aréte peut étre répétée dans F (F est dans ce cas maltigraphe
un multi-ensemble). Un graphe est dit simple si: graphe simple

1. Les graphes infinis sont également étudiés en théorie des graphes. Cependant, nous ne
considérerons dans la suite que des graphes finis.



graphe orienté

arc

orientation

degré

degré sortant

degré entrant
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1. il est sans boucle;

2. il n’y a jamais plus d’une aréte entre deux sommets quelconques.

Sauf mention contraire explicite, nous ne considérons dans la suite que des
graphes (non orientés) simples.

Un graphe orienté est un graphe ot toutes les arétes sont orientées. Plus for-
mellement, un graphe orienté D est une paire D = (V,A) ou V est un ensemble de
sommets et A est un ensemble de paires ordonnées de sommets appelées arcs. Un
arc orienté de u vers v est noté (u,v) 2.

Une orientation d'un graphe (non orienté) G est obtenue en orientant toutes les
arétes de G. Par exemple, le graphe orienté suivant est une orientation du graphe
non orienté précédent.

(5 Uy
uz

Ug us Ug

2.1.1 Voisinage et degré
I’ensemble des sommets adjacents 3 un sommet u est noté N{u):
N(u) ={v|v € Vet {uv} € E}

I’ensemble N(u) est également appelé le voisinage du sommet u. Le degré d'un
sommet u, noté deg(x), est le nombre d’arétes incidentes & :

deg(u) = |V (u)|

Un sommet de degré 0 est appelé un sommet isolé. Le degré maximum de G, noté
A(G), est le degré maximum de 'un de ses sommets. De méme, le degré minimum
de G, noté 6(G), est le degré minimum de I'un de ses sommets.

A(G) = max deg(u)
8G) = mlllfldeg(u)

Dans le cas des graphes simples d’ordre n, nous avons toujours:
0<8(G)<AG)<n—-1

Si G est un graphe orienté, le degré sortant d’'un sommet u, noté d*(u), est le
nombre d’arcs sortants. De méme, le degré entrant, noté d~ (), est le nombre d’arcs
entrants.

2.1.2 Sous-graphe

Soient G = (V,E) un graphe et V' C V un sous-ensemble de sommets. I’ensemble
des arétes e € F dont les sommets extrémités appartiennent & V' est noté E[V'. Le
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graphe (V',E|V’) est appelé le sous-graphe induit par V' et est noté G|V'. Par
exemple, si G est le graphe suivant,

Uy Uz
us

Uy Uy
alors le sous-graphe induit G|V’ pour V' = {ug,u3,us,us} est donné par:

Uz
U3

Uy g

Un graphe G' = (V',E’) est un sous-graphe de G si V' C Vet E' C E. Si sous-graphe
' = (V',E') est un sous-graphe de G et V =V’ alors G est appelé un sous-graphe
couvrent de G. Par exemple, les deux graphes suivants sont des sous-graphes du couvrant
graphe G précédent; le second est un sous-graphe couvrant de G.

0 Uz U Up
*———o
U3
*«—o
us 14 Un T4

Soit G = (V,E) un graphe. Pour tout E” C E, nous notons V|E’ I'ensemble
des sommets incidents & au moins une aréte de E’' et G[E’] le sous-graphe G’ =
(V|E',E").

2.1.3 Chemin, circuit et connexité

Soit G = (V,E) un graphe d’ordre n. Un chemin P de longueur k est une séquence chemin
de k sommets:

P= {'U.].,’MQ, Tl suk}

telle que {w;,uip1} € FE pour 1 < 4 < k — 1. Les sommets u; et u, sont appelés
les sommets extrémités du chemin. Un chemin élémentaire est un chemin ot aucun
sommet n’est répété. Un chemin est fermé si k > 1 et ug = u;. Un chemin fermé ou
aucun sornrnet n’est répété (sauf v et uy) est appelé un circuit. circuit
Un chemin élémentaire est hamiltonien 5’1l passe par tous les sommets du graphe. kamiltonien
1'n circuit hamiltonien est un circuit qui passe par tous les sommets du graphe. Par

2. Certains auteurs préferent la nctations ut pour I'arc de « vers v.
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exemple, un circuit hamiltonien est représenté en pointillés sur le graphe suivant.

iy Uz

U Thg
Deux sommets v, et u; d’un graphe G sont connectés s'il existe un chemin de
sommets extrémités u; et u;. Si tous les sommets d’un graphe G sont deux & deux
conneze connectés, alors le graphe GG est appelé un graphe conneze.
Par exemple, sur les graphes suivants, celui de gauche est connexe tandis que
celui de droite ne l'est pas.

U1 Ug U1 Uz
Uz Uz
®
Us g Us U4

Pour tout sommet u, nous considérons {u} comme un chemin trivial de longueur
0, de sorte que tout sommet est connecté avec lul mérme. Aussi, la connexion est
une relation d’équivalence sur les sommets de G. Une classe d’équivalence de cette
connexe relation est appelée une composante connere de G. Le graphe G est conneze si et
seulement si son ensemble de sommets V' est une classe d’équivalence. Les compo-
santes qui ne contiennent qu'un seul sommet sont appelées les sommets isolés.
Un point d’articulation est un sommet dont la suppression sépare le graphe en
parties non connexes. Un graphe sans point d’articulation est appelé un graphe bi-
connexe.

2.1.4 Quelques graphes particuliers

graphe biparti Un graphe G = (V,E) est un graphe biparti s’il existe une bipartition V' = VUV,
telle que chaque aréte est incidente & exactement un sommet de V7 et un sommet
de V5. Lorsque la bipartition est connue, nous notons la plupart du temps le graphe
biparti G = (1] U V5, F). En général, un graphe biparti est représenté en plagant les
sommets des ensembles V7 et V5 sur deux droites paralléles.

U
1 s
Uz
Ug
Uz

U4 u7
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Un graphe complet est un graphe d’ordre © ol tous les sommets sont adjacents
deux & deux. Un graphe complet d’ordre n est noté K, (le K est en I’honneur de
Kuratowski, un pionnier de la théorie des graphes). Le graphe biparti complet Ko, 5,
est un graphe biparti de bipartition V; U Vg, |[Vi| = m, |Va| = n, tel que chaque
sommet de V; est adjacent & tous les sommets de 15, c’est-a-dire :

E={{uv}|ueVy A veVp}.

Si tous les sommets d’un graphe G ont le méme degré k, alors G est appelé un
graphe k-régulier. Le graphe K, est (n — 1)-régulier, tandis que le graphe K, est
régulier si et seulement si m = 7 (il est dans ce cas n-régulier). Un k-facteur est un
sous-graphe couvrant k-régulier.

Un arbre T = (V,E) est un graphe connexe sans cycle. Une forét est un graphe
acyclique®. Un sous-graphe couvrant connexe et sans cycle d’un graphe G est appelé
un arbre couvrant de G. Un arbre enraciné est un arbre dans lequel 'un des sommet,
généralement appelé la racine de I'arbre, se distingue des autres.

2.1.5 Définitions complémentaires

Deux graphes G = (V,E) et G' = (V',E') sont isomorphes, noté G = &,
g’il existe une bijection ¢ de V dans V' telle que {u,v} € E si et seulement si
{p(u),p(v)} € F pour tout u,v € V. Autrement dit, deux graphes sont isomorphes
g’ils sont identiques modulo un renommage des sommets.

Soit G == (V,E) un graphe. Le graphe complémentaire de G est le graphe? G =
(V,E) défini par:

E={{upv}|lueV,veV,u#vet {upv} ¢ E}

Un sous-ensemble V' C V' de g sommets est appelé une g-clique (ou plus sim-
plement une clique) si le sous-graphe induit par V' est complet. Autrement dit, V"’
est une g-clique si G|V’ = K. Un sommet est donc une l-clique. Une clique V'
est maximale s'il n’existe aucune clique V" de G qui contient strictement V'. La
cardinalité maximale d'une clique de G est notée w(G).

Une couverture par cliqgues de taille k est une partition des sommets de G':

V=WuWu.--uy

telle que V;, 1 < i < k, est une clique. La taille de la plus petite couverture par
cliques de G est notée 6(G).

Un ensemble stable est un sous-ensemble de sommets V! C V non connectés
deux & deux. La cardinalité maximale d’un ensemble stable du graphe G est notée
«(G). Remarquons qu'un sous-ensemble V' C V est un ensemble stable dans V si
et seulement si V’ est une clique dans G.

Un k-coloriage de G est une partition des sommets de G':

V=I/]U1/2U"‘UI/;¢;

telle que 1}, 1 < i < k, est un ensemble stable. Le plus petit entier k pour lequel il
existe un k-coloriage de &, noté x(G), est appelé le nombre chromatique de G.

3. Une forét est donc un ensemble d’arbres disjoints.
4. Le graphe complémentaire est parfois noté G°.

biparti complet

k-régulier
k-facteur

arbre
Jorét

arbre couvrant
enraciné

graphes
isomorphes

graphe
complémentaire

g-clique

couverture por
cliques

ensernble stable

k-coloriage

nombre
chromatigue
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2.2 Matrice

2.2.1 Introduction

Une matrice est un tableau d’éléments rectangulaire. De fagon générale, nous
notons les matrices par des lettres majuscules (A,B,---) et la composante de la ma-
trice située & la ligne i et & la colonne j par la lettre minuscule associée (a; j,b; 5, - - )-
Par exemple,

A= a1 d12 433

_0'21 Gz 093
123
14 5 6|

Si A est une matrice de m lignes et n colonnes, nous disons que A est de taille
m par n. Lorsque m = n, nous disons que A est une matrice carrée de taille n
ou, plus simplement, que A est une matrice d’ordre »n. ans la suite, nous appelons
(0,1)-matrice une matrice dont toutes les composantes ont des valeurs booléennes.

La transposée d’une matrice A de taille m par n est la matrice notée AT de taille
7 par m obtenue en échangeant les lignes et les colonnes de A. Par exemple,

an @ a13 a)nn an
1 2 T
A= A" = laiz awm
21 Qg9 433
@13 QG923

Une matrice A carrée est dite symétrique si A = AT,

Soit A = [a;,;] un (0,1)-matrice de taille m par n. La matrice complémentaire de
A, notée A = [a; ;] est une (0,1)-matrice de méme taille que A définie par @; ; = 1 si
et seulement sig; ; =0pour 1 <i<metl<j<n

2.2.2 Quelques matrices carrées particulieres

Une matrice diagonale est une matrice dont toutes les composantes hors diago-
nale sont nulles:

a;n 0 0
) 0 ayp 0
diag(a11,822, . - - ,dnn) = _ :
0 0 a5

La matrice identité d’ordre n, notée L, est la (0,1)-matrice diagonale d’ordre n
dont toutes les composantes situées sur la diagonale valent 1:

I, =diag(1,1,...,1)

10 - 0
0 1 0
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Nous utilisons également fréquemment une (0,1)-matrice, notée C, définie par:

0 --- 01
0 - 10
C, = r.»
1 - 00

Exnfin, nous notons 1,,, (resp. 0,,5) la (0,1)-matrice dont toutes les composantes
valent 1 {(resp. 0).

2.2.3 Matrice de permutation

Une matrice de permutation d’ordre n comporte exactement un élément non nu! permutation
sur chaque ligne et colonne. Par exemple, la matrice P suivante est une matrice de
permutation :

0 01
1 00
010

Une matrice de permutation P d’ordre n satisfait les équations matricielles:
PPT =PTP=1,.

Par exemple, L, et C, sont des matrices de permutation d’ordre n.

Remarquons que 'action & gauche d’une matrice de permutation P sur une
matrice A correspond & un réarrangement de ses lignes, tandis que ’action & droite
de P sur A correspond & un réarrangement de ses colonnes.

P=

2.2.4 Opérations et relations

Soient A = [a; ;] et B = [a;;] deux matrices de taille yn par n. Nous notons
A < B (resp. A > B) si et seulement si a; ; < b; ; (resp. a; ; > b, ;) pour 1 <i <m
etl<j<n.

DEFINITION 2.2.1 (ROTATIONS GAUCHE ET DROITE) Soient A = [a;;] une (0,1)-

matrice de taille m par n. La rotation gauche (resp. rotation droite) de A, notée rotation
rotg(A) (resp. rotd(A)), est une (0,1)-matrice B = [b, ;] de taille n par m définie

par by _jy1i = Gij (resp. bjn—iv1 = ai ) pour bout 1 <i<metl <j<n.

EXEMPLE 1 Soit A la matrice d’ordre 4 définie par

a b c d
h
a—|¢e T 9
i § k1
m n o p
Alors, )
d h 1l p moi e a
c g k o n 3 f b
tg{A) = t rotd(A4) =

rotg(A) b f 7 =n €l R o k g ¢
a e i m] p b d
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REMARQUE 2.2.2 Soit A une (0,1) matrice de taille m par n. Alors, rotg(A) =
(AC,)T et rotd(A) = (C,, A)T. o

2.2.5 Matrices triangulaires

Nous notons D\, et N, les (0,1)-matrices d’ordre n définies par:

all 0 P 0
a1 axz --- 0 o
Dp=|: il e a;;=1pourl <j<i<m,
LN Gnn
et
an a1z Qin
0 G99 a9n ) )
N = - »  Gij=1lpourl<j<i<m.
0 I Unn

De plus, nous notons /1, et [, les (0,1)-matrice d’ordre n définies par:
A, = rotd(N,)
[ = rotd(\ ).

Une matrice A = [a; ;] est triangulaire inférieure si a; ; = 0 pour i < j; elle est
triangulaire supérieure si a; ; = 0 pour ¢ > j. En d’autres termes, A est triangulaire
inférieure si A <\, et triangulaire supérieure si A < Np.

REMARQUE 2.2.3 Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

1. A<D

2. rotd(A4) <[7p;

3. rotg(A) < Au;

4. rotg?(4) < N, (rotd?(4) < N,).

<

DEFINITION 2.2.4 (MATRICE INF-TRIANGULAIRE SUP-TRIANGULAIRE) Soit A une
(0,1)-matrice d’ordre n. Alors, la matrice A est dite inf-triangulaire si A < T pour

T € {Bﬂ,ﬁn,?n,wn}; la matrice A est dite sup-triangulaire si A > T pour T €

(NN AN

2.2.6 Compléments

L'inverse d’une matrice A d’ordre n est une matrice (si elle existe) notée A™!
telle que AA~! =T,, = A~ A. Une matrice sans inverse est dite non inversible ou
singuliére, sinon elle est dite inversible ou non singuliére.

THEOREME 2.2.5 Une matrice A d’ordre n est non inversible si et seulement si
det(A) = 0.
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Soit A = [a; ] une (0,1)-matrice de taille m par n. Deux composantes non nulles
a;; et ap o de A sont indépendantes sii £ 14" et § # j'.

THEOREME 2.2.6 Soit A une (0,1)-matvice de taille m par n. Le nombre minimal
de lignes et de colonnes nécessaires pour couvrir tous le eléments non nuls de A est
égal au nombre mazimum de 1 indépendants dans A.

Le nombre maximum de 1 indépendants dans A est noté p(A). Peu de propriétés
sur les (0,1)-matrices sont conservées par permutation arbitraire des lignes et des
colonnes. Remarquons cependant que p(A) = p(PAQY) o1 P et @ sont des matrices
de permutation quelconques.

2.3 Graphe et matrice

2.3.1 Introduction

Nous utiliserons tout au long de cette section le graphe non orienté G et le
graphe orienté G’ définis ci-aprés (par soucis de clarté, nous identifions I'ensemble
des n» sommets aux entiers de 1 & 5.

1, 2 1, 2

€4 €4

€p €7 €6

57 4 5 4

2.3.2 DMatrice d’adjacence

Soit G = (V,E) un graphe d’ordre n stmple (c’est & dire qu’il existe au plus une
aréte entre deux sommets quelconques et sans boucle). La matrice d’adjacence®
de G est une (0,1)-matrice symétrique A = [g; ;] ou chaque ligne correspond & un
sommet de G, chaque colonne correspond & un sommet de G et a; ; = a;; = 1 si et
seulement si {4,j7} € E. Nous notons parfois A(G) la matrice d’adjacence du graphe
(. Puisque G est simple, nous avons toujours a; ; = 0.

Si G est un graphe orienté, nous avons a;; = 1 si et seulement si (u,v) € E.
Remarquons que la matrice d’adjacence d’un graphe orienté n’est en général non
symétrique.

Par exemple, les matrice d’adjacence A et A’ des graphes G et G' définis en
introduction sont données par:

01011 01010
10110 00100
A=10 10 1 0 A=looo0o1o0
11101 01000
1 0 0 1 0 1001 0

5. ou matrice d’incidence sommels-sommets.

matrice
d’edjacence
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REMARQUE 2.3.1 Soient G un graphe (orienté) et A sa (0,1)-matrice d’adjacence.
La composante (,7) de la matrice A* est le nombre de chemins (orientés) du sommet,
¢ au sommet j.

Une matrice A d’ordre n est dite irréductible s’il existe une matrice de permu-
tation P d’ordre » telle que:

A 0
PAPT = |1
[Au Az]

ou A; et As sont des matrices carrées d’ordre au moins 1. Si la matrice A n’est pas
réductible, alors elle est dite irréductible. Remarquons qu’une matrice d’ordre 1 est
irréductible.

LEMME 2.3.2 Soient G un graphe d’ordre n et A sa matrice d’adjacence. Le graphe
G est conneze si et seulement si la matrice A est irréductible.

I’isomorphisme entre deux graphes a une interprétation directe sur les matrices
d’adjacence associées.

LEMME 2.3.3 Soient G un graphe d’ordre n de mairice d’adjacence A et G' un
graphe d’ordre n de matrice d’adjacence A'. Les graphes G et G' sont isomorphes
(G = G') si et seulement si i existe une matrice de permutation P d’ordre n telle
que PAPT = A'.

2.3.3 Graphe biparti

Les graphes bipartis et les matrices d’adjacence associées satisfont un certain
nombre de propriétés intéressantes [ADH9E].

Ils sont dans un premier temps caractérisés par une forme particuliére de leur
matrice d’adjacence. Soient G un graphe d’ordre n. Le graphe G est biparti si et
seulement si il existe une matrice de permutation P d’ordre n telle que:

0 B
PAPT = |"n PP

P
ol B est une (0,1)-matrice d’ordre au moins 1 appelée la matrice d’adjacence réduite
de G. Remarquons que B est en général une matrice non symétrique.

2.3.4 Matrice d’incidence sommets-arcs

Soit G = (V,E) un graphe orienté. La matrice d’incidence sommets-arcs de G
est une (—1,0,1)-matrice A ot chaque ligne correspond & un sommet de G, chaque
colonne correspond 4 un arc de E et la colonne e = (i,7) € E a tous ses termes nuls
sauf a; = 1 et @y = —1.
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Par exemple la matrice d’incidence A sommets-arcs du graphe G' défini en in-
troduction est donnée par:

(1 1 -1 0 0 0 0]
-1 0 0 1 -1 0 O©
A=|0 0 0 -1 0 1 ©
0 -1 ¢ 0 1 -1 -1
6 0 1 0 0 0 1]

Une matrice carrée d’ordre n est dite unirnoduleire si son déterminant est soit unimodulaire
+1, soit —1. Une matrice A de taille mm par n est dite totalement unimodulaire si et
seulement si toutes les matrices carrées extraites de A sont unimodulaires.

LEMME 2.3.4 ([GMT7Y]) La matrice d’incidence sommets-arcs d’un graphe orienté
est totalement unimoduloire.

2.3.5 Matrice d’incidence sommets-arétes

Soit G = (V,E) un graphe d’ordre n. La matrice d’incidence sommets-arétes de
G est une (0,1)-matrice A ou chaque ligne correspond & un sommet % de G, chaque
colonne correspond & une aréte e = {i,7} de E et la colonne e a tous ses éléments nuls
sauf g; e aje- Autrement dit, chaque colonne contient exactement deux €léments
non nuls qui correspondent aux sommets extrémités de I'arcte.

Par exemple le graphe d’incidence somrmets-arétes A du graphe G défini en in-
troduction est donnée par:

1110000
1001100
A=|0 0010 10
0100111
001000 1

Contrairement 3 la matrice d’incidence sommets-arcs, la matrice d’incidence
sommets-arétes n'est pas en général totalement unimodulaire. Par exemple la ma-
trice A définie par:

A=

O =
N O =
B o

a pour déterminant —2. En fait, il existe une caractérisation trés précise des matrices
d'incidence sommets-arétes totalement unimodulaires.

LEMME 2.3.5 ([GMT79]) La matrice d’incidence sommets-arétes d’un grophe G est
totalement unsmodulaire si et seulement si G est biparti.
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Nous proposons dans ce chapitre un algorithme efficace pour calculer toutes les
occurrences d’un sous-ensemble reconnaissable X C X* dans un mot.

Lorsque X est un ensemble fini, plusieurs algorithmes ont été proposés. Par
exzemple, Ualgorithme de Aho et Corasick [AC75] basé sur une eztension de lal-
gorithme de Knuth, Morris et Prott [KMP77], algorithme de Comineniz et Walter
[CW79] basé sur une estension de Ualgorithme de Boyer et Moore [BM77]. Fon-
damentalement, ces deuz algorithmes utilisent un arbre & partir des mots de X ou
chague transition est étiguetée por une letlre de Palphabet. Le nombre de sommets
de ces arbres est linéaire en lo somme des longueurs des mots.

Nous proposons de trovailler directement sur une structure qui est fondamentale-
ment Uautomate fini déterministe qui reconnait X et ou chaque élat est éliqueté par
un ensemble de positions. Ce faisant, nous réduisons le nombre d’états tout en ayant
la possibilité de rechercher toutes les occurrences d’un sous-ensemble rationnel,

3.1 Définitions

3.2 Automate et recherche de motifs

3.2.1 Sous-ensemble reconnaissable

Etant donnés un sous-ensemble reconnaissable X et un mot u, le probleéme revient
4 chercher tous les préfixes de u qui appartiennent au langage ¥*X. La méthode
classique construit tout d’abord un automate reconnaissant ¥* X, puis recherche les
préfixes de u reconnus par cet automate [Aho90, CR94).

Nous notons e 1’ezpression rationnelle X = L{e). Il est possible de construire un

expression
rationnelle



normalisé
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automate déterministe pour le langage ¥*X. Cependarnt, le nombre d’états de cet
automate peut étre exponentiel en fonction de la taille de 'expression rationnelle e.
Par exemple, Pautomate déterministe minimal qui reconnait (a +b6)*{a + b)* possede
9% états. Inversement, I'utilisation d'un automate non déterministe complique la
recherche des occurrences. Aussi, une approche intermédiaire est souvent utilisée:

1. construction d’un automate non déterministe particulier qui reconnait X =
L(e) & partir de ¢;

9. recherche des facteurs de u qui appartiennent & ensemble représenté par l'ex-
pression rationnelle e & 1’aide de cet automate.

Nous décrivons tout d’abord succinctement la construction d’un automate non
déterministe particulier & partir d'une expression rationnelle. La faille d’une expres-
sion rationnelle e, notée |e|, est le nombre de symboles dans e. Un automate est dit
normalisé s'il vérifie les conditions suivantes:

1. il existe un unique état initial et un unique état terminal, et ces deux etats
sont distincts;

9. aucune transition ne pointe sur I'état initial et aucune transition ne sort de
I’état terminal;

3. tout état est soit Porigine d’exactement une transition étiquetée par une lettre
a € ¥, soit I'origine d’au plus deux transitions étiquetées par le mot vide e.

THEOREME 3.2.1 ([THO68]) Pour toute expression rotionnelle e de taille m, i
eziste un automate normalisé reconnaissant L(e) dont le nombre d’états est au plus
2m.

Remarquons que le nombre de transitions étiquetées par une lettre de X est au
plus m et le nombre de transitions étiquetées par le mot vide ¢ est au plus 4m. La
preuve du théoréme 3.2.1 est constructive et procéde par induction sur la taille de e
(voir [CH97] ou [BBC92] pour une preuve détaillée). Nous notons A(e) I'automate
normalisé qui reconnait L(e).

La recherche des occurrences des facteurs de 1 qui appartiennent a I’ensemble
représenté par 'expression rationnelle e se fait en deux étapes:

1. construction de I'automate normalisé A(e);

2. pour chaque préfixe de u, calcul des états de LA(e) accessibles depuis P'état

initial.
La premitre étape constitue le prétraitement, tandis que la seconde est la recherche
proprement dite.

Le calcul de Pautomate A(e) s’effectue en temps et en espace O(m). La taille de
I’automate A(e) est O(sn). Nous pouvons représenter LA(e) par deux tables indicées
par son ensemble d’états: la premiére table contient pour tout g € Q Plunique état
accessible par une lettre a € X, tandis que la seconde contient pour tout ¢ € Q au
plus deux états accessibles par le mot vide €. L’étape de recherche peut étre réalisée
en temps O(|Q] - |¢|), ol @ est 'ensemble des états de Pautomate A(e). Puisque
|Q] = O(|e]), Palgorithme est O(|u - |e[) en temps.

La recherche des occurrences des facteurs de v dénotés par e consiste & simuler
A I'aide de A(e) un automate déterministe qui reconnait ¥*L(e). Pour cela, nous
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conservons, pour chague étape, ’ensemnble des états accessibles depuis I'état initial
par un chemin dont Iétiquette est la partie déji lue du mot d’entrée.

De méme que pour la déterminisation d’un automate avec e-transitions, I'étape
de recherche utilise la notion de cléture d’un ensemble d’états: si Q' est un ensemble cléture
d’états, sa cloture est I'ensemble des états accessibles depuis un état de @' par un
chemin étiqueté par le mot vide € (algorithme cléture). A partir de la cléture d'un
ensemble d’états, nous pouvons facilement calculer toutes les transitions étiquetées
par une lettre ¢ € ¥ (algorithme transitions).L’algorithme de recherche des oceur-
rences des facteurs de u dénotés par ¢ utilise pour chaque lettre les fonctions cléture
et transitions pour conserver I’ensernble des états accessibles depuis I'état initial
par le préfixe courant.

Algorithm 1: Cléture de ©'.
cloture

Entrée: Un sous-ensemble Q' C Q.

Sortie: La cléture de €'

début

T«

R« @

tant que 7 # § faire

choisir ¢ dans T’

pour ¢ tel que ¢ = g - ¢ faire
si ¢ ¢ R alors

LR(—RU{(J’}

® ~ 3Gk WN e

T+« TU{}

9 retourner T
fin

Algorithm 2: Transitions de @’ par a.
transitions
Entrée: Un sous-ensemble @' C Q, et une lettre a € ¥..
Sortie: Ensemble des états accessibles de Q' par a.
début

R0

pour ¢ # ¢ faire
si il existe ¢’ € Q tel que ¢ = ¢- ¢ alors

LT-&-RLJ{q’}

B W N e

5 retourner R
fin

Comme nous ’avons vu, il est toujours possible de déterminiser ’automate qui
reconnait ¥* L(e). La recherche des occurrences se simplifie puisqu’il n’existe & tout
moment qu’'un seul état courant: i.e. chaque lettre du mot « induit au plus une
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Algorithm 3: Calcul des préfixes d’un mot v qui appartiennent & ¥*L{e), ot
e est une expression rationnelle.
recherche-occurrences

Entrée: Une expression rationnelle e, et un mot u de longueur n.
Sortie: Les préfixes de u qui appartiennent & X* L(e).
début
construction de 'automate A(e)
C « cloture(g_)
pour ¢ de 1 ¢ n faire

S « cloture(transitions(S,u;))

si gy € S alors

L afficher ¢

[ B B I

fin

transition. Plusieurs techniques ont été proposées pour réduire la taille de 'au-
tomate [ASUBE]. Par exemple, il est possible de faire une évaluation paresseuse
des transitions: les transitions sont calculées 4 la demande et conservées dans un
systtme de cache. Si le cache est plein, quelques (ou toutes) transitions sont ef-
facées. M. Mohri [Moh97] utilise une fonction d’erreur pour construire efficacement
un automate déterministe qui reconnait X*X & partir d’un automate déterministe
qui reconnait X.

3.2.2 Ensemble fini de mots

Lorsque X est un ensemble fini de mots, la recherche est dite multiple. De nom-
breux algorithmes efficaces ont été proposés pour la recherche multiple. Nous notons
| X| = Zwe}( |v].

L’algorithme le plus connu pour la recherche d'un ensemble de mots est celui
de Aho-Corasick [AC75]. Cet algorithme est basé sur une extension de I'algorithme
de Knuth-Morris-Pratt [KMP77] & la recherche multiple. Il consiste & construire un
automate AC(X) & partir de tous les mots de X, ainsi qu'une fonction d’échec f.
La structure sous-jacente de 'automate AC(X) est un arbre: chaque chemin depuis
I'état initial est étiqueté par un préfixe d’'un mot de X. Toutes les feuilles sont
terminales, et un sommet interne est terminal lorsqu’un mot de X est un facteur
propre d’un autre mot de X. La fonction d’échec est utilisée pendant 1a recherche
lorsqu’une transition n’existe pas depuis un état ¢ donné: si le chemin de l'état
initial & ¢ est étiqueté par v, elle envoie g sur I’état correspondant au plus long
suffixe propre de v qui soit préfixe d'un mot de X. La construction de 'automate
AC(X) et la calcul de la fonction d’échec f peuvent s’effectuer en temps O(|X|). La
recherche des occurrences des mots de X dans un mot u s’effectue en temps O(Ju).
Il est possible de compléter le fonction de transition de I'automate AC(X), ’étape
de recherche des occurrences est ensuite linéaire. Une optimisation de I’algorithme
de Aho-Corasick est proposée dans [AYS84].

Une autre méthode consiste & combiner 'algorithme de Aho-corasick avec I'ap-
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proche Boyer-Moore [BM77]. C’est par exemple le cas de algorithme de Comimentz-
Walter [CW79]. 11 consiste & construire un automate CW(X) du type Aho-Corasick
pour les mots inversés de X. La construction de 'automate de recherche CW(X)
peut s’effectuer en temps O(|X|). La complexité de la recherche des occurrences de
X dans un mot u est 6(|u| - | X|) en temps. Cependant, elle reste plus efficace en
pratique que lalgorithme de Aho-Corasick lorsque les motifs sont courts [Aho90].
L’algorithme de Fan-Su [FS93] utilise également une approche Boyer-Moore. Une ap-
proche Boyer-Moore-Horspool est utilisée dans I’algerithme de Wu-Mamber [WM94].
Un algorithme plus efficace que celui de Commentz-Walter est obtenu en combi-
nant 'automate de Aho-Corasick et un DAWG [CCG99]. Etant donné un mot «,
la construction d’un arbre des suffixes T sur u est O(|u|) en temps et en espace; la
recherche des occurrences des mots de X dans u s’effectue ensuite en temps O(|z|).
Cependant, cette approche est beaucoup moins rapide en pratique [Gus97).

3.3 Représentation matricielle

3.3.1 Introduction

Un automate fini A = (£,0,Q_,0%,8) est standard s'il posséde un unique état
initial et aucune transition ne pointe vers cet état.

PROPRIETE 3.3.1 Si un langage est reconnaissable, alors il existe un automate fini
standard qui le reconnait.

Il suffit d’ajouter un nouvel état initial qui devient I'unique état initial de 'au-
tomate duquel, pour chacune des transitions qui partaient des états initiaux, part
une transition de méme étiquette. '

Scit X € ¥* un sous-ensemble reconnaissable. Dans la suite, nous notens toujours
A Pautomate non nécessairement minimal déterministe standard qui reconnait X.
Nous souhaitons utiliser cet automate pour trouver toutes les occurrences de X dans
un mot.

Nous commengons par une présentation intuitive de notre construction. Etant
donnés une position i dans le mot » et un état ¢ de Pautomate déterministe A,
nous considérons Pensemble des préfixes du sous-ensemble reconnaissable X qui
sont des suffixes de ugu - - - u; et qui envoient dans A Pétat initial sur I’état ¢. Nous
sauvegardons toutes les positions de ces occurrences (la position de leur premiére
lettre) dans Pentrée ¢ d’un tableau Occ indicé par ’ensemble des états de Pautomate.

Plus précisément, aprés la lecture de la lettre u;, 0 <i < m — 1, 'entrée indicée
par ¢ du tableau Occ contient les valeurs suivantes :

OCC[Q]:{jIOSjSiet q-'ujuj+l“‘ui=q}.

Supposons maintenant que nous disposions d’autant de tableaux Oce qu'il y a
de lettres dans le mot u. Nous notons Occ;, 0 < @ < |ul, le tableau Occ associé i la
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lettre u;. Nous initialisons le tableau Occey de la fagon suivante:

Occolg-| = {1}

sig_-ug=g¢

sinon

vge Q\{o-}, Occold] = { 0

Le calcul du tableau Oce;pq, ¢ > 0, & partir du tableau Occ; est donné par:

Occiy1[g-] = {i + 2}
Vge Q\{¢-}, Occinlgl= |J Occilp]

P14

EXEMPLE 2 Considérons l'automate défini ci-apres.

a,b
QUG@?G%—
a
‘@
¥
b

Pour le mot u = abaa, les tableauzr Occ;, 0 < i < 4, sont donnés par:

qo qdt q2 Q3

Ocg [ {1} J {0} [ 0 [ 0 ]
Occt [ {2 [ 0 [ {1} [ 0 |
Occy [ {3} ({12} [ 0 [ 8 ]
Occ; ({4 [ (34 | 0 [{12}]

o]

Remarquons que pour tout état ¢ € Q, Pentrée Occyyq[g] contient I’ensemble
vide 8’il n’existe pas un état p € Q tel que p-u;y1 = ¢. Puisque le calcul du tableau
Occiy1, i > 0, n’utilise que le tableau Occ;, deux tableaux Occ suffisent.

Dans la suite, nous proposons un algorithie qui n'utilise qu'un seul tableau Occ.
Autrement dit, nous recherchons une relation de mise & jour de la forme:

Occlg_] = {i + 2}
Vge Q\{g-}, Occlgl= |J Occlp]

pe
Py 1=¢
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3.3.2 Semi-anneau

DEFINITION 3.3.2 (SEMI-ANNEAU) Un semi-anneau K est un ensemble muni de
deuzr opérations: une addition, notée @, el une multiplication, notée ®, qui sa-
tisfont les aziomes suivants.

1. K est un monoide commutatif pour @ dont ’élément neutre, appelé le zéro de
K, est noté Og (ou 0),

2. K est un moncide (non nécessairement commutatif) pour @ dont l'élément
neutre, appelé I'unité de K), est noté ig (ou 1),

3. @ est distributive ¢ gauche et ¢ droite par rapport ¢ & :
VigkeK i@(ak)=3(0)ae(ick) ¢ (i07)Rk=>:00ka&(jck)
4. L’élément neutre pour & est un 2éro pour ®:
VieK i@0=0:i=0

Un semi-anneau S est idempotent si a & a = a pour tout a € S. 1l est commutatif
si ® est une opération commutative.

EXEMPLE 3 1. Le semi-anneau de Boole, B = {0,1}, est entiérement défini par
les aziomes et par Uéquation 1 @1 = 1.

2. L’ensemble N des entiers positifs ou nul, muni des opérations d’addition et de
mulliplication ordinaires, est un semi-anneau.

Soit A = (Q,5,6,g—,9+) un automate fini déterministe. Dans la suite, K sera
toujours le semi-anneau sur les parties de N ot 'addition & est I'union ensembliste
et la multiplication ® est 'addition des parties:

XY ={zs+y|lzecXetyeY}

Par convention, X @ 00 = @ pour tout X C P(N).

Un automate déterministe étant sous-entendu, nous considérons le morphisme
de ¥ dans I'ensemble des matrices d’ordre n & coefficients dans le semi-anneau K
défini par:
{1} sip=¢=9¢-
ia)pg = {0} sip-a=g¢q, g#q
1) sinon.

Le morphisme p est étendu en un morphisme de ©* dans 'ensemble des ma-
trices d’ordre n & coefficients dans le semi-anneau K Par abus de notations, nous
continuons & noter g ce morphisme:

Vu,o €87, plue) = plu)u(v)
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EXEMPLE 4 Soit A lautomate de Uezemple 2. Alors, les matrices successives pour
le mot u = abaa sont (par convention, les lignes et les colonnes sont indicées dans

Pordre gy, q1, g2 et g3) :

(1} {0} 0 0 {2} 0 {1} ©
19 o ¢ {0} _12 o 0 {0}
M=y oy o o Hab) =19 o o ¢
0 0 0 {0} 00 0 {0}
(3} {12} 0 0 {4} {3} 0 {1,2}
19 0 o {0} _|1e o o {0}
maba) =14 g g ¢ plabaa) =1 0y g
0 0 0 {0} o 0 0 {0}

Nous interprétons la premiére ligne de la derniére matrice en remarquant que les
suffizes de abaa sont: 1 en position 4 (go sur qo), a en position 8 (Qo sur (J1) et ao
et baa en position 2 et 1 respectivement (go sur gs). ©

LEMME 3.3.3 VYueXt, p(u)q o ={lul}

PROPOSITION 3.3.4 Pour tout ¢ € Q\ {¢-} et u € ¥, p(u)q_p est Uensemble des
positions de départ des suffizes de u qui sont l’étiquette d’un chemin de ¢_ a p dans

A.

PREUVE

Par induction sur la longueur de u. La proposition est vraie pour |u| = 1. Suppo-
sons que la proposition scit vraie pour tous les mots de longueur au plus m. Soient
uw € X" et a €X. Alors,

plue)g_p = @ 1(u)g_.q ® n(a)gp

gER
= U H(U)Q—sq®p(a)q,p
geEQ
Or,
'U-_,®O s Ulg_, si a=2p
Vg€ Q, m{u)g_q® pla)gp = (g ,g ® {0} = plu)q_.q g
”(u)?—a'? ®@0=10 sSinon
Alors,
p(‘ua)Q":pz U P"(u)q_,q-
geQ
g-a=p

Par conséquent, u(u), _, est Pensemble des positions de départ des suffixes de u qui
sont 1’étiquette d’un chemin de ¢ & p dans A.

EXEMPLE 5 Nous reprenons Uautomate de Uezemple 2. Puisque 'état g3 est termi-
nal et plabaa)g, ¢, = {12}, les facteurs ujuzuz = baa ef upuz = aa appartiennent
au langage reconnu par Uautomate A.
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3.4 Résolution «en place> de systéme d’équations

3.4.1 Systeme d’affectations

Nous présentons ici la notion de «systéme d’effectations». Intuitivement, un systéme

systeme d’affectations est un ensemble de calculs sur un ensemble de variables. Par
exemple, si A = [a; ;] est une matrice d’ordre n et z = [%;], y = [1;] sont deux
vecteurs colonnes d’ordre 7, I’équation matricielle suivante:

Az =y

est un systéme d’affectations. En effet, en notant X = {z; |1 <i<n} et Y = {y; |
1 €4 < n}, la variable y;, 1 < i < n, regoit le calcul f;(X;), ot f; est une fonction
linéaire et X; est entiérement déterminé par les coefficients a; 5, 1 < j < n.

DEFINITION 3.4.1 (SYSTEME D’AFFECTATIONS) D['n systéme d’affectations S est un
ensemble :
S={y; — filX5) |1 <i<n}

oti X = {z1,%2,...,%n} et Y = {y1,42,...,Yn} sont deuz ensembles de variables,
X, C X pour tout 1 < i < n, et f;, 1 < i < n, est une fonction gquelconque.
Le systéme d’affectations S est disjoint si les ensembles de variebles X et Y sont
disjoints, 1.e. X NY = 0.

d’offectations

DEFINITION 3.4.2 (SYSTEME D’AFFECTATIONS ORDONNE) Un systéme d’affectations

S est ordonné si Uerdre des effectations est imposé.

Si un systéme d’affectations disjoint n’est pas ordonné, nous disons qu’il est
simultané ou peralléle, i.e. tout se passe comme si toutes les affectations étaient
effectuées en méme temps. Précisons maintenant les notations. Soit § = {y; +
fi(X;) | 1 < i < n} un systéme d’affectations. Dans la suite, nous notons

1+ f1{X1)
yz  f2(X2)
Yn + fu(Xn)

si aucun ordre n’est imposé, et

Ly + fi(X1)
2. yo + fo( X2)

n. yn — fu(X5)

si lordre des affectations est imposé, i.e. S est un systtme d’affectations ordonné.
De plus, afin de différencier veriable et valeur d’une variable, nous notons (v) la
valeur de la variable v € X UY.
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Nous pouvons associer une représentation matricielle (booléenne) & tout systéme
d’affectations disjoint.

DEFINITION 3.4.3 (MATRICE DE DEPENDANCE) Soit S = {y; + fi(X;) |1 <i <
n} un systéme d’offectations disjoint. La (0,1)-matrice de dépendance de S, notée
As = [ai ;] (ou plus simplement A s’il n'y o pas d ‘ambiguité), est définie par a; ; =1
si et seulement si T; € X;.

Autrement dit, ¢;; = 1,1 <i<netl <j<mn,siet seulement si la variable
z; est un parametre de la fonction f;. Chaque ligne de la matrice A correspond &
une affectation et chaque colonne & une variable. Aussi, la matrice A est la matrice
d’adjacence réduite d’un graphe biparti G = (Y U X,E) appelé graphe biparti de
dépendence. Une aréte {y;,z;} € F indique que z; est une variable nécessaire au
calcul de la fonction f;, i.e. z; est un parametre de la fonction f;. En d’autres
termes, le degré d'un sommet y; € ¥ est le nombre de paramétres de la fonction f;
et le degré d’un sommet z; est le nombre d'équations ou la variable z; apparait en
parametre.

3.4.2 Calcul en place d’un systéme d’affectations disjoint

Nous commengons par une présentation intuitive. Soit S le systéme d’aflectations
disjoint non-ordonné défini par:

1+ fi(z2,23)
y2 + fo(z1,22,23)
y3 + f3(z2)

Considérons maintenant le systéme d’affectation ordonné S’ défini par:

1) 71 + fo(z1,%2,73)
2) z3 + fi(z2,23)
3) 2 + fa(z2)

Remarquons alors que pour toute valeur initiale des variables z,, 72 et z3, apres
exécution du systéme d’affectations ordonné S', nous avons {y1) = {zs}), (y2) = {z1)
et (ys) = (z2).

Aussi, au prix d’une indirection supplémentaire, nous pouvons calculer le systéme
d’affectation S sans utiliser aucune variable de 'ensemble Y. Il suffit ensuite d’utiliser
les ordres (supposés connus) des variables et des affectations pour retrouver les

résultats du calcul.
Evidemment, ce n'est pas toujours possible. Par exemple, le systeme d’aflecta-

tions S” défini par:
1 + fi(z3)
yo ¢ folw1,%2,%3)
vz « fa(z1,92,%3)

n’est pas calculable en place. En effet, chaque variable z;, 1 < ¢ < n, est utilisée au
moins deux fois en argument dans les fonctions du systéme d’affectations.
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Nous définissons dans un premier temps plus formellement la notion de celcul
en place d'un systéme d’affectations disjoint. Ensuite, nous donnons une condition
nécessaire et suffisante pour qu’un systéme d’affectations disjoint soit calculable en
place.

DEFINITION 3.4.4 (SYSTEME D’AFFECTATIONS DISIOINT CALCULABLE EN PLACE)
Un systéme d’effectations disjoint S = {y; « fi(X;) | 1 < i < n} est calculable en
place sl existe deur permutations w et  de [n] telles gu’une exécution du systéme
d’affectations ordonné disjoint défini par:

1) 21y + forny(Xom)
2) Z(2) + fo2)(Xop@)

'n‘) Tr(n) f(p(ﬂ) (X:p(n))

vérifie (Yyuy) = (Zz() pour 1 <i<n.

En d’autres termes, si un systéme d’affectations disjoint est calculable en place,
alors aprés chaque affectation de la forme:

8) Tne) — Fotd(Xog))

pour 1 <7 < n, la variable x,; n’est plus utilisée dans les n—¢ affectations suivantes.

Rappelons que la (0,1)-matrice N, est la matrice triangulaire supérieure pleine
d’ordre n, i.e. qi,j =1 si et seulement si § > ¢ pour 1 < 4,7 < n. De plus, étant
données deux (0,1)-matrices A = [a; ;] et B = [b;;] de taille m par n, alors nous
notons A < B si et seulement si a; ; < b;; pour 1 <17, < n.

PROPOSITION 3.4.5 Seient 8§ = {y; + fi(X:) | 1 €i < n} un systéme d’affectations
disjoint et A la (0,1)-matrice de dépendance de S. Alors, S est celculable en place
si el seulement si il exziste des malrices de permutation P et () d’ordre n telles que

PAQT < \,.

PREUVE
Supposons que le systéme d’affectations S soit calculable en place. Alors, il existe
les permutations 7 et ¢ de [n] telles que dans le nouveau systéme d’affectations S’
défini par:
§' = {@ny + fon(Xp@) |1 <8 < n}

la fonction f(;) ne contient aucune occurrence de la variable ;) en parameétre
pour tout 1 < i < 7 < n. Soit P (resp. Q) la matrice de permutation d’ordre n
associée & ¢ (resp. 7). La condition précédente est équivalente & PAQT < N,..

Inversement, supposons qu’il existe les matrices de permutation P et @ d’ordre
n telles que PAQT < .. Soient ¢ (resp. 7) la permutation de [r] associée 2 P
(resp. @). Alors, le systéme d’affectations S’ défini par:

8" = {&x) ¢ fot( X)) | 1 <@ <}
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est calculable en place. En effet, la fonction f,;) ne contient aucune occurrence de
la variable z(;) en parameétre pour tout 1 <i <3 <n

La proposition précédente se traduit immédiatement sur le graphe biparti de
dépendance du systéme d’affectations disjoint S.

COROLLAIRE 3.4.6 Soient S = {y; « fi(X;) | 1 <i < n} un systéme d’affectations
disjoint et G = (Y U X,E) le graphe biparti de dépendance de S. Alors, S est colcu-
lable en place si et seulement si il eziste des permutations « et ¢ de [n] telles que
si {yi,z;} € E alors w(i) < ¢(j)-

EXEMPLE 6 Soit S le systéme d’affectations défini par:

1 — fi{z2)

Y2 + fo(za)

y3 + falz1,29,23,22)
Ya ¢ falx2,23)

La matrice de dépendance A est donnée par:

0100

0010
A=

1111

0110

Le systéme est calculable en place pour les permutetions w et ¢ de [n] définies par:
a(1)=1 @«(2)=4 #(3)=3 w(4)=2
w(1)=3 ¢(2)=4 p8)=2 ¢(4) =1

Notons P la matrice de permutation ligne associée ¢ , et QT la matrice de permu-
tation colonine associée G m:

0 010 1 000
0 001 T 00 01
P:: =
0100 ¢ 0010
10 00 01 00
En effet, nous avons:
1111 1 111
0110 : T 0011
PA=10 0 1 0 — @ =101 0
01 00 0 001

Nous vérifions PAQT < Ny. Le systéme se réécrit en:

1) z,0)=1 + fo)(Xp@)) = fa{z1,72,%3,%4)
2} Tr(9)-4 — fio(2)(Xp2)) = fa(z2,73)

3) To(ay=3 + fo(z) (X)) = faolzs)

4) Tpay=2 + foa)(Xyy) = filz2)
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Fi1c. 3.1 — En haeut, le graphe biparti de dépendance du systéme d’affectations de
Uezemple 6. En bas, le méme graphe permuté par les permutelions = et ¢ de [n].
Remarquons que dans ce dernier, les pentes de toutes les arétes sont négatives ou
nulles par suite de Vinégalité matricielle PAQT < N,,.

Les graphes bipartis de dépendance et de dépendance permuté sont donnés en figure
3.1. La figure 3.2 détaille les 4 affectations en place du systéme permuté.
<

3.5 Recherche des occurrences d’un sous-ensemble re-
connaissable dans un mot

3.5.1 Introduction

Nous avons vu (proposition 3.4.5) qu’un systéme d’affectations est calculable en
place si et seulement si il existe des matrices de permutation P et @ d’ordre n telles
que PAQT < N, o1 A est 1a (0,1)-matrice de dépendance du systéme d’aflectations.
Nous pouvons appliquer ce résultat & la recherche de toutes les occurrences d'un
sous-ensemble reconnaissable X C ¥* dans un mot u € X*.

Nous allons montrer que, étant donnée une lettre o € X, les transitions définies
par a peuvent étre appliquées en place par un systéme d’affectations ordonnées de
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£y f3(i"1,$2,$3,$4)

24 + fa(ze,z3)

z3 + fa(zs) Ty o T4 0 T3 To e

=

T2 + fi1(x2) T1o T4 0 I3 0 2@

Fi1G. 3.2 — Détails du calcul en place du systéme d’affectations de Uezemple 6. Le
caleul se décompose en guatre pas de caleul. Un arc continu d’un sommet z, vers un
sommet x; signifie que le variable z; est utilisée pour le calcul stocké dans la vaeriable
z;. Remarguons qu’une fois un calcul stocké dans une variable, cette derniére n'est
plus utilisée par la suite (sommets de couleur claire). Par exemple, la variable x4
calculée au second pas n'est plus utilisée dans les deuz pas suivants. Les arcs pointillés
représente ordonnancement des variables.
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la forme:

Vi, 1<i<(Q,  Zyw = fou(Xew)-

Les variables z;, 1 < i < |Q)|, représenteront des ensembles de positions dans un mot
et les fonctions f;, 1 < ¢ < |Q)|, décrivent 'action de la lettre a sur automate.

Nous commengons par une présentation intuitive de Palgorithme. Soient w € £*
un mot et Z une position dans u. Notons a = u;; et considérons ’action de e sur les
deux états ci-dessous. Les éléments E,; et E représentent des ensembles de positions
dans u. L’ensemble E;, 1 < ¢ < 2, est 'ensemble des positions de départ des suffixes
du upuy - - - u; qui sont I'étiquette d’un chemin de P'état initial & g;.

Nous considérons plus particuliérement 1'état ¢;. Lorsque la lettre o = u;yy
est lue, I'ensemble des positions de départ des suffixes du uguy --- 4341 qui sont
I’étiquette d’un chemin de I’état initial & ¢; est exactement ensemble des positions
de départ des suffixes du upu; - - - »; qui sont Pétiguette d’un chemin de I’état initial 3
gz La situation est symétrique pour I’état go. Il suffit donc de recopier ’ensemble E,
dans Fy et inversement. Ces recopies peuvent étre évitées en associant directement
I'ensemble E, & I'état ¢, et Pensemble E» 4 1'état, ¢; :

Autrement dit, nous associons & chaque état non plus un ensemble (de posi-
tions), mais 'indice d’un ensemble. En d’autres termes, nous introduisons un niveau
d’indirection entre les états et les ensembles. Les recopies se limitent dans ce cas &
un simple échange d’indices. Tout n’est pas si simple 8’il existe plusieurs transitions
vers un méme état par une méme lettre comme nous le verrons dans la suite.

Nous introduisons dans un premier temps les définitions nécessaires. Nous asso-
cions en particulier & chaque lettre a € X une application @. Nous montrons ensuite
que cette application est toujours une bijection de I'ensemble des états dans lui
méme. Enfin, nous expliquons comment utiliser I'approche décrite ci-dessus dans le
cas de la recherche des occurrences d’un sous-ensemble reconnaissable dans un mot.



38 CHAPITRE 3. LOCALISATION

3.5.2 Définitions

Nous notons Dom(a) et Im(a), a € Z, le domaine et 1'image de ’action de a sur
I’automate A. Plus précisément,

Vae 3, {Dom(a)={g|q€Qet3peQ, q-a=rp}
Ime) ={¢[qge QetIpeQ, p-a=gq}

Nous supposons donné un ordre total (arbitraire), noté <, sur 'ensemble des
états de 'automate. Dans la suite, cet ordre sera parfois implicitement donné par
les états eux-mémes : g; < g; si et seulement si ¢ < j. Définissons 'ensemble min(a)
pour a € X des états «minimauz> pour 'ordre <:

min(a) ={¢|ge QetVpe @, g-a=p-a=qg<p}

Autrement dit,
Ya € ¥, min(a)= U min p-a” .
p€lm(a)

ot p-a ! est 'ensemble des états g tels que ¢ - & = p. Il est immédiat par la

définition précédente qu’un état minimal appartient toujours au domaine de I’action
a, i.e. min(a) C Dom({a) pour a € %.

LEMME 3.5.1 Soient a € X et ¢ € Dom(a) \ Im(a). Alors,il existe un entier positif
k tel que ¢ - o* ¢ min(a).

PREUVE
Puisque ¢ € Dom(a) \ Im{a), il existe un état p € Im(a) tel que ¢-a = p.
Supposons par I'absurde que pour tout entier k > 1 et ¢ - ¢ définie, nous ayons
g - aF € min(a). Envisageons les deux cas suivants:
1. Il existe un plus petit entier £ > 1 pour lequel ¢ - o/ n’est pas définie. Notons
p = ¢ at~l. Alors, nous avons p ¢ Dom(a) et par suite p ¢ min(a)} car
min(a) C Dom(a) pour a € ¥, ce qui est une contradiction.
2. Pour tout k£ > 1, g+ a* est définie. Remarquons que ¢ # ¢ - a* pour k > 1 car
g € Dom(a) \ Im(a). Notons ¢’ le sous-ensemble d’états défini par:

Q' ={p|3N 21, p=g-a* =g aF*¥}.

Par hypothése, tous les états de Q' sont minimaux et ¢ ¢ ©'. Soient £ le plus
petit entier positif pour lequel nous ayons ¢ - a® € Q' et £ un entier positif
tel que g-af =g - et Notons p = ¢+ at™1 (nous avons p = ¢ si £ = 1) et
r=gq-a*t¥1 Alors,p#rcarp¢ Q et v € Q. De plus, p-a =r-q. Mais, au
plus un des deux états p et r appartient & min(a), ce qui est une contradiction.
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A chaque lettre a € X, nous associons maintenant une application @ de 'ensemble
des états dans lui-méme définie par:

g si ¢ ¢ Dom(e) UIm(a),
YaeX,Vge @, ¢-@=<{p sig €Imfa) et p=min{p' { p'-a =g},
g-a* sinon, ot k = min{¢ | ¢ - af ¢ min(a)}.

L’application @ pour ¢ € % est bien définie. En effet, il suflit de vérifier en
utilisant le lemme 3.5.1 que pour tout ¢ € Dom(e) \ Im(a), il exisie un entier positif
k tel que ¢ - a* ¢ min(a).

PROPRIETE 3.5.2 Ya € 5, Vg € Im{a), ¢-@ € min(a)

Nous étendons I'action de @ pour a € X & 1'ensemble X* par enti-homomorphisme

en posant :
Vge Q,Yup €X”, ¢-uv=¢-7T4.

3.5.3 Propriétés

Un automate & groupe est un automate réversible, déterministe et complet. Au-
trement dit, Paction de chaque lettre est une bijection de I’ensemble des états dans
lui-méme. Dans le cas des automates & groupe, pour tout a € X et ¢ € Q, nous
avons ¢ € Im(e). En reprenant la définition de I'application @ pour a € %, 1l vient:

Vo€ X,VgeQ, ¢g-a=min{p|p-a=g}.

Mais puisque 'action de @ pour a € X est une bijection de 'ensemble des états dans
lui-méme, il existe un unique état p tel que p - ¢ = ¢. La proposition suivante est
alors immédiate.

PROPOSITION 3.5.3 Soit A un eutomate d groupe. Alors,
Ve €cX,Vpg€e Q, p-a=gq sietseulement si ¢g-a= p.

Autrement dit, si A est un automate a groupe, I'application @ pour ¢ € X est la
bijection inverse de I'action de a.

EXEMPLE 7 Soit A l'automate & groupe défini par:
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Les applications @ et b sont obtenues en inversant le sens de toutes les fléches.

Nous venons de voir que, dans le cas des automates & groupe, @ pour a € X
est une bijection de I'ensemble des états dans lui-méme (en fait, @ est la bijection
inverse de ’action de ¢). Nous allons montrer que pour tout automate déterministe
A, l'application @ pour u € X* définit foujours une bijection de I'’ensemble des états
dans lui-méme.

PROPOSITION 3.5.4 Pour tout u € X%, Uapplication @ est une bijection de Uensemble
des états dans lui-méme.

PREUVE

11 suffit de montrer que la proposition est vraie pour toutes les lettres de I’alpha-
bet ¥. Puisqu’une application d’un ensemble fini dans lui méme est surjective si et
seulement si elle est injective, il suflit de montrer que I'application @ pour a € ¥ est

injective.
Soit ¢ € X. Remarquons dans un premier temps que:
1. Yg € Dom(a) UIm(a), ¢-@ € Dom(a) UIm{a);
2. Vg € Q\ (Dom(a) UIm(a)), ¢-a=gq.
Soient p,g € Dom(a) UIm(a), p # ¢, et supposons p-a =g - a.
1. Si p,g € Im(a), alors min{p’ | p' -« = p} = min{¢’ | ¢’ - @ = ¢}. Clest une

contradiction puisqu’il existe au plus une transition depuis un méme état pour
une lettre donnée.

2. Si p € Im(e) et ¢ € Dom{c) \ Im(e), alors p-& = min{p’ | p' -a = p} et
g-@=gq-a* ol k est le plus petit entier £ tel que g - af ¢ min(a). C'est une
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contradiction puisque nous avons p- @ € min(e) et ¢ - @ ¢ min(a)..

3. Si p,g € Dom(a) \ Im(e), alors p- @ = p- a* ol k est le plus petit entier £ tel
que p- o ¢ min(o) et ¢-@ = gq- a¥ ot &' est le plus petit entier £ tel que
g - ¢ min(a). Soit s le plus petit entier positif tel que p - ak~* £ g-a¥ .
Alors, au plus un des deux états p- a5 et ¢ - ¢ ~° appartient & min(a), ce
qui est une contradiction.

@~ s
-k
¥

COROLLAIRE 3.5.5 Soient a € ¥ et @ C Q tels que la vestriction de laction de o
¢ @ soit une bijection. Alors, la restriction de @ ¢ Q' est la bijection inverse de la
restriction de l'action de a & Q' si et seulement si Q' C min(a).

Nous avons vu que I'application @ pour ¢ € X est une bijection de 'ensemble des
états dans lui méme, 7.e. une permutation. Aussi, @ pour a € X se décompose en un
produit de cycles. En fait, les calculs de la forme ¢-o* ot k = min{¢ | g-af ¢ min(a)}
sont justement les processus de «fermeture des cycles». En effet, soit {g; | 1 <7 <
k} € Q un sous-ensemble d’états tel que ¢;-a = ¢4 pour 1 < ¢ < k—1 et supposons
{g:| 1 €4 <k} C min(a). Alors, gi41-@ = ¢; pour 1 <i < k— 1. Le chemin étiqueté
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par G est «fermé» par .G = g - a1 = g comme illustré sur 'automate ci-dessous.

EXEMPLE 8 Soit A Pautomate défini per:

En supposant ¢; < g; si et seulement si i < j, les ensembles min(a) et min(b) sont
définis par:

min(ae) = {g0,92,95.96}
min(b) = {¢0,92,93.91.45 }

La bijection @ de ’ensemble des états dans lui-méme est définie par:
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et lo bijection b de lensemble des états dans lui-méme est définie par:

=l

3.5.4 Calcul en place

Rappelons que notre but est, pour toute lettre ¢ € X, d’appliquer les transitions
définies par ¢ par un systéme d’affectations ordonnées de la forme:

Vi,1<i< |Q|'.- Tx(s) = f(p(i)(X:p(i))

ou les variables x;, 1 < 7 < |Q|, représentent des ensembles de positions dans un
mot et les fonctions f;, 1 <z < |Q)|, décrivent I'action de la lettre a sur I’automate.

Introduisons tout d’abord quelques notations et définitions. Etant donnée une
bijection @ de 'ensemble des états dans lui-méme, nous notons F; = [p; ;] la matrice
de permutation d’ordre n définie par:

Vgr € Q, pgr=1 sietseulementsi r-a=gq.

Pour tout ¢ € X, nous notons M, = [mp,], p.¢ € @, la (0,1)-matrice d’ordre
|©| définie par mp, = 1 si et seulement si ¢ - a = p. Cette représentation décrit
complétement les transitions étiquetées par a, i.e. chaque élément non nul mp 4 de
M, code une transition de I’état g vers p étiquetée par a. Aussi, puisque A est
déterministe, chaque colonne de la matrice M, contient au plus un élément non nul.
En d’autres termes,

VYa € X, Vp € Im(a), 3¢ € O, Mpq =1 {(3.1)
Va € X, Vp ¢ Im(a), Vg€ Q, My e =0 (3.2)

k)

et

VYa € X, Vg € Dom(a), p € O, m,
Va € X, Vg ¢ Dom(a), Vpe Q, m,

=1 (3.3)
=0 (3.4)

¢l
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LEMME 3.5.6 Soit A = [a;;] une (0,1)-matrice d’ordre n, n > 1, comportant m
gléments non nuls avec 1 < m < n + 1. Alors, il eziste une ligne indicée par 1,
1 < i < n, qui contient an moins un élément non nul et la matrice de taille n — 1
par n obtenue en supprimant la ligne ¢ a une colonne qui ne contient gue des 0.

PREUVE

Soit 4, 1 < i < m, indice d’une ligne de A qui contient le plus grand nombre
d’éléments non nuls. Cette ligne contient au moins un élément non nul car m > 1.
Soit A’ 1a matrice de taille n — 1 par n obtenue en supprimant la ligne i. Puisque la
ligne indicée par i contient au moins un é}ément non nul, la matrice A’ contient au
plus m—1 = n éléments non nuls. Supposons que toutes les colonnes de la matrice A’
contiennent au moins un élément non nul. Alors, la matrice A’ contient exactement
n éléments non nuls (un par colonne). Alors, il existe une ligne de A’ qui contient au
moins deux éléments non nuls car A’ a n — 1 lignes. Par suite, la ligne indicée par ¢
contenait un unique éiément non nul. C’est une contradiction puisque i est 'indice
d’une ligne qui contient le plus grand nombre d’éléments non nuls dans A.

PROPOSITION 3.5.7 Soit A une {0,1)-matrice d’ordre n pour n > 1 comportant au
plus n+ 1 éléments non nuls. Alors, il eziste des matrices de permutation P et
d’ordre n telles que PAQT < N

PREUVE

Si A = 0, 5, alors nous avons A < N,,. Sinon, en appliquant le lemme 3.5.6, il
existe une ligne indicée par i qui contient au moins un élément non nul et la matrice
obtente en supprimant la ligne indicée par ¢ a une colonne qui ne contient que des
0. Notons j P’indice de la colonne de A’ qui nie contient que des 0. Soient P et @ les
matrices de permutation d’ordre n qui placent I'élément o; ; dans le coin supérieur
gauche.

J K

= ) : [Ele
A= B3t L AT = |

&

La sous-matrice obtenue en supprimant la premiére ligne et la premiére colonne est
d’ordre 7 — 1 et contient au plus n éléments non nuls. Nous concluons par induction

puisque la proposition est vérifiée pour n = 2.

La matrice M, pour a € T contient au plus | Q| éléments non nuls. En appliquant
la proposition 3.5.7, nous savons qu'il existe des matrices de permutation P et Q
d’ordre |Q)| telles que PM,QT < QIQI pour ¢ € X. Autrement dit, il existe les
bijections ¢ et o' de I'ensemble des états dans lui-méme telles que PGMGQZ, < Q|Q|.
En fait, nous allons montrer que la bijection @ pour a € ¥ permet toujours de
s’affranchir d’une permutation des colonnes.

PROPOSITION 3.5.8 Va € £, FPaM, < Ng
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PREUVE
Notons B = [b, 4], pg € Q. la matrice PzM,. En utilisant (3.1) et (3.2}, il suffit
de montrer que:

Vp € Im(a), VpE Q, p-@>q = bpgqg=0.

Supposons par 'absurde que FyM, £ QIQI‘ Alors, il existe les états p € Im(a)
et ¢ € Domf{a) tels que g-a = p et p-@ > ¢. Notons ¢ = p-a. Par suite, il vient

¢ -a=¢q-a=pet g > g Cest une contradiction puisque ¢' = min{p’ | p’ - a = p}.
i

EXEMPLE 9 Reprenons Dexemple de Uoutomote de Uexemple 2 pour la lettre a.
Alors,

Nous vérifions

|l e R e B |
o o o
o = o o
o0 D
o O =D
- O O
o OO
= o O o
oo O =
o B o I = 2
o OO =

3.5.5 Application i la recherche des occurrences

Nous appliquons les résultats précédents & la recherche de toutes les occurrences
d’un sous-ensemble reconnaissable X C ¥* dans un mot « € ¥£*. Nous supposons
donné un automate déterministe A qui reconnait X. De plus, nous supposons qu’il
n’existe aucune transition dans A qui pointe vers ’état initial.

Soient ¢ € ¥ et M, = [myp ] la (0,1)-matrice associée. Rappelons que my 4 = 1
si et seulement si ¢ - @ = p. Nous avons montré précédemment que pour toute lettre
a € X, la bijection @ vérifie PzM, < Ng|.

Rappelons que pour tout p,g € Q, p{u), ¢ est 'ensemble des positions de départ
des suffixes de u qui sont l'étiquette d’un chemin de p & g. Dans P'algorithme
occ-ss-rec, nous notons 7 la position courante dans un mot u. De plus, nous no-
tons o la permutation Tg;. Nous supposons gue pour g € @, la valeur de p(u)q_g
est stockée dans le registre Reg,_,. L’algorithme parcourt le mot u séquentiellement.
Pour chaque lettre u;, il effectue les opérations suivantes:

1. mise 3 jour (réécriture) du registre associé & 1’état initial;
2. calcul des registres associés aux autres états de I'automate;
3. mise & jour de la permutation courante;
4. calcul des occurrences, i.e. les positions de départ des suffixes de «; qui sont
dans le sous-ensemble reconnaissable X.
Initialement, tous les registres sont vides (Reg, = @ pour ¢ € Q). De plus, le
registre Reg, est associé & I'état ¢ pour ¢ € Qcarqg-o=gq.



46 CHAPITRE 3. LOCALISATION

Algorithm 4: Calcul de toutes les occurrences d’un sous-ensemble reconnais-

sable dans un mot.
occ—-ss-rec

Entrée: Un automate déterministe A, et un mot u € £* de longueur m.
Sortie: [’ensemble de tous les facteurs de © qui sont reconnus par A.
début

/¥ initialisation des registres et de lo permutation courante */

pour g € Q faire

2 Reg, «- 0

g-o=gq

/* boucle principale */
4 pour ¢ de ¢ ¢ m — 1 faire

/* nous notons a = v; la lettre courante */
/¥ traitement de l’état instial */
5 Reg, ., ¢ {i +1}
/¥ Parcours des états de Ugutomate A */
6 pour g € Q suivant 'ordre < faire
7 si ¢ € min(c) alors
8 pour p € Q avec g # p tel que g-a = p- o faire
9 L Regq-a A Regq-a U Regp-a
10 sinon
11 Beg,., + 0
/* mise ¢ jour de la permutation courante */
12 Cé—ao
/? caleul des occurrences */
13 pour ¢ € Q% faire
14 pour j € Reg,, faire
15 L afficher une occurrence du facteur wju; - -y

fin
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REMARQUE 3.5.9 Soient ¢ € ¥ et p,g € Q. Considérons une itération quelconque
de lalgorithme. Si ¢- e = p- a et g € min(a), alors 'état ¢ est considéré avant I'état
p dans la boucle de I'algorithme. Il suffit pour cela de remarquer que les états de
P’automate sont considérés suivant ’ordre arbitraire <. Autrement dit, nous sommes
assurés que le registre associé 3 'état p n’a pas été initialisé (ligne 11) avant que
celui-ci n’ait été utilisé (ligne 9) pour calculer la valeur du registre associé 4 I'état q.

PROPOSITION 3.5.10 L’algorithime occ-ss—rec calcule tous les facteurs d’un mot
u qui sont Uétiquette d’un chemin de Uétal initial & un état terminal.

PREUVE
11 suffit de vérifier 'invariant suivant par induction sur %:

Vg € Q,vi,0< 1<m—1, #(UOUI X Ui)q-.q i Regq-u_,---ﬁ%'

Rappelons dans un premier temps que %; ... Uy Up = UguUi . - - Us-
Scit ¢ € Q un état quelconque. Supposons tout d’abord ¢ ¢ Im{u;,1). Alors,
nous avons p{uguy - - - Ui1)g_,q = ¢ Considérons maintenant les deux cas suivants:

1. Si ¢ ¢ Dom(uii1), alors ¢ - w1 = g. De plus, Reg, gz = 0 (ligne 11 de
P’algorithme). D’olt Reg, ey = 0.

2. Si g € Dom(u;y1), alors ¢- 77 = g-uf,; otk = min{f | ¢-uf, | ¢ min(ui;1)}.
Notons 7 = ¢ - Ty1- Mais, Reg, gomr—az = @ car 7 ¢ min(u;y1). Par suite, nous
avons Reg, wsamy = 0-

Nous supposons dorénavant ¢ € Im(z; ). Alors, nous avons:

#(UOU] 100 'U.i_‘_]_)q*’q = U :u'(uoul T ui)q— P
D 1=¢

Notons r = ¢ - Bi11. Apres les lignes 6-11 de l'algerithme, nous avons :

Regr-'uoul...ui_u . U RegQ'm

Pui41=¢

Or, r = q-U11. Doy,

RegQ°u0U1---ﬂ:+l i U Regq-unul...u,-

Pl 1—9q

Par hypothése, la valeur de I’élément
pluour - Ui)g_p  poUurpe Qetp-ui =g
est stockée dans le registre
Regpupmy POWPE Qetp-ujy =g.
Par conséquent, nous avons

p{uour - - - Uir1)g_ g = ReBamm—ariy
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qui est le résultat recherché. 3.6.10

ExeMPLE 10 Soit A Uautomate défini par:

0 a-@?a%—‘
b N a,b
@)

9
b

Les bijections @ et b de lensemble des états dans lui-méme sont données ci-aprés
(par convention, ¢; < q; sii <j):

@m

Nous détaillons Udlgorithme sur Uoutomate A pour le mot v = abba. Pour chaque
lettre, nous indiguons:

1. Les valeurs de tous les registres.

2. La permutation courante o (sous forme de cycles).

Les arétes en pointillés indiquent U'étot ussocié. Par exemple, aprés la lecture de la
premiére lellre a, le regisire Reg, est associé a Uétat g, le registre Reg, est associé
¢ Uétat g3, le registre Reg,, est associé a Uétat go et le registre Reg,, est associé a
létat qp,
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o=a=(031)(2)

Reg,, |. |
{0} g o i

>
Il

(0231)

T = (1

Reg'JO w3

fffffff

Reg,,

Rqua i e T -
{1}
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o = aba = (0123)

Reg,. | -
w -d_.-".{ i _:‘.‘:“‘- _;-‘ i

Regq1
¢

Re gﬂz

{1,2}

Regg, | .
0

o = abaa = (0) (1) (23)

Reg,,
m [ I B ..........

Regq1 ’
8} |~

Reng
{1,2}

Reg,. | ..
0

Le registre Reg,, est associé 6 Uétat g3. Puisque Reg,, = {1,2} # 0 et g3 est terminal,
les facteurs uyugus = baa et ugus = aa sont affichés. ©

3.6 Mise en ceuvre

3.6.1 Calcul de @ pour a € X

Les bijections @ pour a € £ ne dépendent que de la lettre a. Nous pouvons donc
les calculer une fois pour toutes avant 1’étape de recherche.

Le précalcul de la bijection @ pour a € X est donné ci-aprés par Dalgorithme
calcul-bijection. L’algorithme se décompose en deux étapes. Dans une premiére
étape, nous parcourons tous les états de I'automate suivant ’ordre arbitraire <. Si
g - @ n’est pas définie lorsque I'état ¢ est visité, celui-ci est ajouté i l'ensemble P.
Dans une seconde boucle, nous calculons (si nécessaire) g - @ pour tous les états de
P.
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Algorithm 5: Calcul de la bijection @ pour a € .

calcul-bijection

Entrée: Un automate déterministe .4 muni d’un ordre total < sur les états,
et une lettre a € X
Sortie: La bijection @ de I'ensemble des états Q dans lui-méme

début

/* initialisation */
1 | P+«0

/* boucle L1 */

2 pour g € Q suivant Uordre < faire

3 st i existe p € Q tel que g- a = p alors
4 si p - @ n'est pas définie alors

] pra=4q

6 G Omin = D

7 si ¢- @ n’est pas définie alors

8 P+ PuU{q}

/¥ boucle Ly */
9 tant que P # () faire

10 retirer un état g de P
11 si q- @ n'est pas définie alors
12 Si q- apin n'est pas définie alors
13 g-a=gq
14 sinon
15 p+gq
16 tant que p- amin est définie faire
17 L P+ D Omin
18 g-a<p
L
19 retourner a

fin
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Nous utilisons dans ’algorithme calcul-béjectionune injection partielle, notée
@min, définie pour tous les états minimaux. En effet, pour tout ¢ € Q, elle vérifie
q:Gmin = p = p-a = q. Elle est construite dans la boucle L; et utilisée dans la
boucle Ls.

LEMME 3.6.1 Aprés la boucle Ly, pour tout ¢ € Q, les conditions suivantes sont
équivalentes :

1. il eviste p € min{a) tel quep-a=gqelp <g;
2. q¢ P.

PREUVE

(1 = 2) S'il existe p € min(a) tel que p-a = ¢, alors p- a@ = p. Puisque p < g et
les états de 'automate sont examinés dans la boucle Ly suivant l'ordre <, alors g @
est déja définie (lignes 7-8) lors de 'examen de 1'état g. Par suite, g ¢ P.

(2=1) Siq ¢ P, alors g- @ était déja définie lors de I’examen de Iétat q. Aussi,
il existe p € min{e) avec p< gtelquep-aa=petp-a=gq.

A 1a fin de la boucle L, q - @ est définie pour tous les états ¢ pour lesquels il
existe p € Q tel que p- a = ¢ et ceci méme si ¢ < p. Autrement dit, ¢ - @ est définie
3 la fin de la boucle L; si et seulement si g € Im(e). Remarquons qu'a la fin de la
boucle L;, nous pouvons avoir 4 la fois ¢ - @ définie et ¢ € P. C’est le cas pour tous
les états ¢ tels que ¢ < min{p | p-a = g}.

PROPOSITION 3.6.2 Pour tout g € Q, Ualgorithme calcul-bijection calcule

q st ¢ ¢ Dom(a) UIm(a)
qg-a=4p si q € Im(a) et p=min{p’ | p' - a = q}
g-a* sinon, ot k = min{¢ | ¢- a® ¢ min(a)}

PREUVE
Examinons les trois cas suivants:

1. Si ¢ ¢ Dom(e) UTm(a), alors ¢ - @ n’est pas définie 4 la fin de la boucle L et
par suite g € P. Aprés la boucle Ly, nous avons ¢ - @ = ¢ car g n’est pas un
état minimal.

2. Si ¢ € Im(a), alors il existe un état p € min(a) tel que p - ad = p. Par suite,
g-@ = p dés la fin de la boucle L;. Remarquons cependant que nous pouvons
avoir ¢ € P. Le test ligne 11 de Palgorithme écarte ces états.

3. Si ¢ € Dom(a) \ Im(a), alors ¢- @ n'est pas définie 4 la fin de la boucle Iy, et
par suite g € P. Aussi, g- @ est calculée dans la boucle Lg. Si g+ amin n'est pas
définie, alors ¢ ¢ min(e). En conséquence, g-a = ¢ = ¢ - a’. Inversement, si
¢-Qmin st définie, alors ¢ € min{a). Nous calculons lignes 15-18 de I'algorithme
le plus entier k tel que ¢ - ¢ ¢ min(e) en utilisant Iinjection amin.
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3.6.2 Complexité

Iotant donnés un sous-ensemble reconnaissable X C ¥* et un mot » € X*, nous
notons:

1. n le nombre d’états de 'automate «minemal» (sans transitions entrantes pour
Pétat initial) qui reconnait X,
2. m=|ul
Nous étudions tout d’abord la complexité du calcul des bijections @ pour @ € X.
Soient p et g deux états de 'automate. Rappelons que si ¢- amin = p, alors p-a = ¢.
Autrement dit, g-a,,;y, est définie 4 la fin de la boucle L, si et seulement si ¢ € min(a).

LEMME 3.6.3 Soit g € Q. 8i g - amin est définie é la fin de la boucle Ly, alors q est
visité (lignes 16-17) au plus une fois dans la boucle L.

PREUVE

Supposons que g soit visité (lignes 16-17) au moins deux fois dans la boucle L.
Alors il existe les états p,p’ € P tels que p - @umin = P * 6min = ¢. Une contradiction
puisqu’au plus un deux deux états g et ¢’ est minimal.

PROPOSITION 3.6.4 L’algorithme calcul-bijection s’exécute en temps O(n).

PrREUVE

La boucle L) parcourt tous les états de 'automate. Nous effectuons & chaque
itération un nombre constant d’opérations. Par conséquent, la boucle L; est en
temps O(n).

L’ensemble P contient au plus n états. Pour chaque état q de P, la boucle Ly n’est
effective que si q-@ n’est pas définie. Si ¢- ay, n’est pas définie, nous effectuons une
unique opération en temps constant. Si g - @yin est définie, nous utilisons I'injection
partielle amin pour calculer g-@. Mais ce calcul n’utilise que des états minimaux. Or,
nous savons (lemme 3.6.3) que chaque état minimal est visité au plus une fois dans
la boucle Ly. Par conséquent, la boucle Lo est également en temps O(n).

Par conséquent, puisque I’algorithme calcul-bijectionest appelé pour chaque
lettre de P’alphabet, la complexité totale du calcul des bijections @ pour a € ¥ est,
en temps O(n |X|).

Nous nous intéressons maintenant & la complexité de I’algorithme de recherche
occ-ss-rec. L’algorithme de recherche nécessite un espace de travail O(m) pour
les registres. C'est par exemple le cas si 'automate A est dénoté par I'expression
rationnelle a*b et u = o™~} puisque tous les suffixes propres de  sont reconnus.

Nous pouvons représenter les registres par des listes chainées [CLR92]. Remar-
quons maintenant (ligne 9) que st nous avons une affectation de la forme:

Reg ., « Reg,, UReg, ,

alors ¢ est un état minimal, p n’est pas un état minimal et ¢-a = p - a. Aussi, le
registre associé a I'état p sera initialisé (ligne 11) lorsque ce dernier sera visité :

Reg,, + 0
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En conséquence, nous pouvons directement concaténer les listes chainées Reg,., et
Reg, ;- Cette opération s’effectue en temps constant par une simple manipulation
de pointeurs.
L’initialisation (lignes 1-3) est en temps O(n). Détaillons la complexité de la
boucle principale.
1. Le traitement de I’état initial est en temps constant puisque c’est une simple
réécriture.
2. Le parcours des états de l'automate ainsi que le calcul des registres est en
temps O(n).
3. La mise 3 jour de la permutation courante ¢ est en temps O(n).

Nous regroupons ces remarques dans la proposition suivante (k est le nombre
d’occurrences des mots du sous-ensemble reconnaissable X dans le mot u).

PROFPOSITION 3.6.5 L’algorithme occ-ss—rec s’exécute en temps O(mn + k).

3.6.3 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre un algorithme pour la recherche de toutes
les occurrences d'un sous-ensemble reconnaissable X dans un mot. Nous avons tou-
jours supposé que X était donné par un automate déterministe standard, i.e. un
automate déterministe pour lequel aucune transition ne pointe sur Funique état ini-
tial. Notre algorithme utilise un niveau d’indirection supplémentaire entre les états
et les ensembles de positions.

Remarquons qu'il est toujours possible d’associer & chaque état ¢ un ensemble
de positions E, et d’effectuer des copies ou des effacements d’ensembles pour si-
muler les transitions de I’automate. Par exemple, considérons l'automate suivant
(nous représentons par des carrés les ensembles de positions associés anx états de
Pautomate).

Pour appliquer les transitions étiquetées par la lettre a dans cet automate, nous
devons successivement :

1. effacer le contenu de Pensemble F3;
copier le contenu de ’ensemble F; dans I'ensemble Ej;
copier le contenu de I'ensemble E; dans ensemble Ej;

effacer le contenu de I’ensemble Ei;

g W

effacer le contenu de 'ensemble F5.

Les opérations se compliquent trés rapidement dés qu'une nouvelle transition est
ajoutée. La situation est encore pire lorsque 'automate contient de «grands» cycles
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étiquetés par une méme lettre. C’est avant tout dans ce cas particulier que notre al-
gorithme est préférable et surtout beaucoup plus simple 4 mettre en ceuvre. Prenons
Pexermaple de 'automate suivant.

Es

)

Une mise & jour (copies + effacement)} des ensembles de positions associés aux
états nécessite pour chaque transition étiquetée par la lettre a de sauver au moins
un des deux ensembles. Autrement dit, nous devons nécessairement utiliser une
variable supplémentaire pour stocker un ensemble de positions - ou éventuellement
stocker Vindice d'un ensemble de positions. Au contraire, en utilisant I’algorithme
occ-ss-rec que nous avons proposé, 'application de toutes les transitions étiquetées
par la lettre a se limite & un simple décalage circulaire des ensembles associés aux
états. Cette opération s'effectue tres rapidement en opérant uniquement sur le niveau



56 CHAPITRE 3. LOCALISATION

d’indirection entre les états de Pautomate et les ensembles de positions.

Ey

Lorsque le nombre d’états de I’automate considéré est petit, nous pouvons utiliser
notre algorithme et construire «d lo volée» un automate dont les états sont indicés
par des permutations distinctes de I’ensemble des états de automate initial, et il
existe une transition d’un état p indicé par une permutation o, vers un état ¢ indicé
par une permutation o, qui est étiquetée par une lettre a € X si I'application de la
permutation @ & o, correspond & oy, i.e. 0q = @ 0,. Ce nouvel automate - contruit
au fur et & mesure de la lecture du mot d’entrée - nous permet donc d’éviter le calcul
de la permutation courante 3 chaque itération lorsque celui-ci a déja été effectué une
fois. Remarquons qu’en pratique, cette construction utilisée tel quel n’est cependant
plus utilisable - sans un systéme de cache® - dés que le nombre d’états de l'automate
dépasse 6 ou 7 pour un alphabet de taille 4.

1. Nous avons utilisé pour nos tests un algorithme de cache simple qui, lorsque cela est nécessaire,
ne conserve & Pintérieur du cache que les états les plus récemment visités pour permettre 'intro-
duction de nouveaux états dans celui-ci.

-
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Ce chapitre et le suivant sont consacrés G Uétude du probléme de la triangulari-
sation d’une (0,1)-matrice par permulation des lignes et des colonnes. Etant donnée
une (0,1)-matrice A d’ordre 7, il s’agit de décider si nous pouvons réovdonner ses
lignes et ses colonnes (indépendamment) de sorte que tous les éléments non nuls
apparaissent dans le portie inférieure trionguloire. Nous avons déjé vu dans le cha-
pitre précédent qu’il ewiste pour ce probléme un elgorithme en temps polynomial
si lo (0,1)-matrice A contient au plus n + 1 éléments non nuls. Nous consacrons
Uintégralité de ce chapilre ¢ Uétude du cas général.

4.1 Introduction

Nous avons étudié dans le chapitre précédent le probléme de la mise sous forme
triangulaire d'une (0,1)-matrice par permutation des ligne et des colonnes. Nous
avons prouvé que cela est toujours possible si la matrice contient au plus n + 1
éléments non nuls ot n est 'ordre de la matrice (cf. proposition 3.5.7). Nous consa-
crons cf chapitre et une large partie du suivant & I'étude de ce probléme dans le
cas général. En d’autres termes, nous étudions le probléme de décision maTricE
INF-TRIANGULAIRE défini ci-apres.
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PROBLEME 4.1.1 (MATRICE INF-TRIANGULAIRE)

DONNEES: Une (0,1)-matrice A d’ordre n.

QUESTION : Existe-t-il des matrices de permutation P et @ ’ordre n telles
que PAQT <[\, 7

En d’autres termes, étant donnée une {0,1)-matrice A d’ordre n, pouvons-nous
permuter ses lignes et ses colonnes afin d’obtenir une matrice inférieurement tri-
angulaire? Nous nous proposons d’en étudier la complexité dans le cas général.
L’approche naive consiste 4 considérer les n! matrices de permutation P différentes,
ainsi que les n! matrices de permutation () différentes, et de vérifier & chaque fois
si la matrice PAQT obtenue est inférieurement triangulaire, i.e. PAQT < [\,,. Ceci
nous donne un algorithme en temps On! n!) (nous verrons cependant dans la suite
qu’il suffit en fait de considérer uniquement n! permutations des lignes). Nous de-
vons préciser notre question: pouvons-nous calculer (si elles existent) des matrices
de permutation P et (Q en un «temps raisonneble» 7 1l nous faut également préciser
ce que nous appelons un «temps raisonnable» : pouvons nous calculer des matrices
de permutation P et () en un temps proportionnel en un polynéme en n7 Cette
question constitue le fil directeur de ce chapitre et du suivant:

QUESTION 1 Egziste-t-il un algorithme en temps polynomial pour le probléme maTRICE
INF-TRIANGULAIRE ¥

Il est important de remarquer dans un premier temps que lorientation de la
matrice triangulaire considérée (en I'occurrence ici |\_\.n) est sans importance sur la
complexité du probleme.

PrOPOSITION 4.1.2 Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. Les conditions suivantes
sont équivalentes :
1. il existe des matrices de permutation P et Q d’ordre n telles que PAQT <[\,;
2. il eziste des matrices de permutation P et Q d’ordre n telles que PAQT < A,,;
3. il existe des matrices de permutation P et Q d’ordre n telles que PAQT < N\, ;
4. il existe des matrices de permutation P et Q d’ordre n telles que PAQT < V.

Nous avons déja rencontré ce probléme dans le chapitre précédent dans le cas par-
ticulier ol la matrice A contient au plus 7+ 1 éléments non nuls. Nous avons montré
dans ce cas qu'il est toujours possible de calculer denx matrices de permutation P
et Q telles que PAQT <[\,

Il convient également de remarquer que le probléme obtenu en imposant P = ()
est un probléme bien connu appelé #ri topologique sur un graphe orienté [CLR92].
En effet, pour P = (Q, le probléme consiste & décider si le graphe orienté associé &
la matrice A est acyclique. Par contre, il est important de noter dés i présent que
le probleme PAPT < /1., nest pas un tri topologique d’un graphe orienté (nous
montrons que ce probléeme est NP-complet : probleme 4.4.6 page 74.).

Le présent chapitre est organisé comme suit : Nous présentons dans un premier
temps quelques rappels et définitions sur les familles de sous-ensembles et mon-
trons le lien avec le probléme MATRICE 1NF-TRIANGULAIRE. Nous montrons ensuite
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Fi1G. 4.1 — Schéma des réductions polynomiales présentées dans ce chopitre.

que ce probléme est résoluble en temps polynomial lorsque le permanent de la ma-
trice A est non nul. Nous présentons ensuite un probléme sur les graphes appelé
ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE €N remarquant que si ce dernier est résoluble
en temps polynomial, alors le probléme maTRICE INF-TRIANGULAIRE est également
résoluble en temps polynomial. Malheureusement, nous montrons que ce probléme
est NP-complet dans le cas général. Nous étudions ensuite différents problémes de
couplages dans les graphes bipartis et insistons en particulier sur les relations avec le
probléme maTRICE INF-TRIANGULAIRE. Cette étude est poursuivie dans le cas des sous-
matrices principales. Enfin, nous donnons une interprétation du probléme maTrICE
INF-TRIANGULAIRE ell termes de «voisinages» dans un graphe non orienté.
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4.2 Famille de sous-ensembles

4.2.1 Définitions et notations

Soit X = {z1,%2,-..,Tn} un ensemble non vide de 7 éléments. Nous appelons
X un n-ensemble. Dans la suite, nous désignons par famille de sous-ensembles une
famille F = {S1,5z,--.,5n} de m sous-ensembles non nécessairement distincts de

X [BRY1]. La relation entre famille de sous-ensembles et (0,1)-matrice s’établit de
la fagon suivante en interprétant chaque ligne - ou colonne - comme un ensemble
caractéristique:

- g ;=1s81z;€ S

—0; 5= 0 si Tj ¢ S,;.

La (0,1)-matrice A = [a;;], de taille m par n est la mairice dincidence de
la famille de sous-ensembles F = {51,52,...,5m} du n-ensemble X. Les éléments
non nuls de la ligne ¢ représentent les éléments du sous-ensemble S;, tandis que
les éléments non nuls de la colonne j représentent les occurrences de z; parmi les
sous-ensembles.

Soient F = {51,592, ..-,5x} une famille de sous-ensembles d’'un n-ensemble X
et 7' = {$},85,...,5,} une famille de sous-ensembles d'un n-ensemble X'. Les
familles F et F' sont isomorphes il est possible de renommer les sous-ensembles
S1,Sa, . . 1Sim et les éléments du n-ensemble X de telle facon que la famille obtenue
coincide avec la famille 7' = {5},55,- ..,S;,} du n-ensemble X'.

L'isomorphisme de familles de sous-ensembles a une interprétation directe en
termes de matrices d’incidence associées aux familles de sous-ensembles. Soient A la
(0,1)-matrice d’incidence d’une famille F = {51,52,...,Sn,} de sous-ensembles d’'un
n-ensemble X et A’ la (0,1)-matrice d’incidence d’une famille ' = {S],55,....57,}
de sous-ensembles d'un n-ensemble X”’. Alors, les familles F et 7 sont isomorphes
si et seulement si il existe des matrices de permutation P d’ordre m et @ d’ordre n

telles que:
PAQT = A'.

i deux familles de sous-ensembles sont isomorphes, alors les matrices d’incidence
associées de taille mn par n satisfont un certain nombre des conditions nécessaires.
Par exemple, les sommes des lignes doivent étre les mémes pour les deux matrices.
De fagon équivalente, les sommes des colonnes doivent étre les mémes pour les deux
matrices. Remarquons également que p(4) = p(B)'. Néanmoins, méme si deux
familles de sous-ensembles satisfont un certain nombre de conditions nécessaires,
déterminer si elles sont isomorphes peut rester un probléme ouvert [BR91].

La matrice d’incidence associée i une famille de m sous-ensembles d’un n-
ensemble permet de représenter de fagon compacte les intersections des sous-ensembles.
Considérons en effet 1'équation matricielle:

U= AAT.

La matrice U = [u; ;] est une matrice symétrique d’ordre m & valeurs entiéres posi-
tives appelée matrice d’intersection de A. La composante u;,; représente le cardinal

1. Rappelons que p(A) est le nombre maximal d’éléments non nuls indépendants dans A.



4.2. FAMILLE DE SOUS-ENSEMBLES 61

de ’ensemble S; N S;. Autrement dit, nous avons:

En particulier, la diagonale principale de la matrice U représente les cardinaux des
ensembles 51,53, .. .,5,. Décider si une matrice symétrique d’ordre m & valeurs po-
sitives est la matrice d’intersection d’une famille de sous-ensembles est un probléme
NP-complet {GJ79}2 et ceci méme si u;; = 3 pour tout 1 < i < m, c’est-a-dire méme
s1 chaque sous-ensemble contient exactement trois éléments non nuls. Cependant, si
u;; = 2 pour tout 1 < ¢ < m, alors le probléme est résoluble en temps polynomial
[GJ79).

Il est également possible d’inverser 'ordre de la multiplication des matrices A et
AT Considérons P'équation matricielle suivante:

S= AT A.

La matrice S = [s; ;] est une matrice symétrique d’ordre n & valeurs entiéres positives
appelée matrice des occurrences de A. La composante s; ; représente le nombre de
fois oul les éléments z; et z; apparaissent dans les sous-ensembles 51,53, ...,54,. La
diagonale principale de S représente les occurrences de chacun des n éléments dans
les m sous-ensembles.

4.2.2 Systéme de représentants

Soient F = {S1,52,--.,5x} une famille de sous-ensembles d'un n-ensemble X
et D = (21,93, ...,%m) une séquence ordonnée de m éléments distincts de X. Si
z; € S; pour tout 1 < ¢ < m, alors 'élément z, représente 'ensemble S;. Nous
disons dans ce cas que la famille 7 posséde un systéme de représentants distincts,
abrégé SRD3. Remarquons que la définition d'un SRD impose que z; # z; si i # j,
mais les ensembles X; et X; peuvent ne pas étre distincts.

En 1935, P. Hall a donné une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
famille de sous-ensembles posseéde un SRD.

THEOREME 4.2.1 Soit F = {51,52,...,5n} une famille de sous-ensembles d’un n-
ensemble X. La famille F posséde un SRD si et seulement si Punion X; UX;,U. ..U
X; contient au moins k éléments pour tout 1 < k < m et pour tout k-sous-ensemble
{182, - . jir} des entiers 1,2,... ,m.

Une preuve détaillée de ce théoréme est donnée, par exemple, dans [BR91]. En
fait, calculer un systéme de représentants distincts se rameéne 4 la recherche d’'un
flot maximum dans un graphe. En effet, ce probléme est équivalent 4 la recherche
d’un couplage de cardinalité mazimale dans un graphe biparti G = (V; U V5,E).
I’algorithme de Ford et Fulkerson [FF62] permet de calculer ce couplage dans un
temps polynomial en |Vj| + [Vz| et |E|. L’astuce consiste & construire un réseau de
transport G' = (V',E’') de la fagon suivante. Soient s et ¢ deux sommets distincts
tels que s ¢ VUV et £ ¢ V] U V5. le sommet s est appelé la source et t le puits. Le
réseau de transport G’ est entiérernent défini par:

-V = uWnu{sth

2. La preuve est attribuée dans {GJ79] a Chvatal.
3. SDR. en anglais.

matrice des
OCCUTTENCES

SED
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~ E=EU{{su} |ueVi}U{{vit}|v e la}.
Pour compléter la construction, nous affectons une capacité unitaire & chaque aréte
de F'.

Le théoréme suivant relie le nombre de SRD distincts d’'une famille de sous-
ensembles au permanent de la matrice d’incidence associée.

THEOREME 4.2.2 Soient F = {51,52,--.,5n} une famille de sous-ensembles d’un
n-ensemble X, m < n, et A la matrice d’incidence associée. Alors, le nombre de
SRD distincts pour la famille F est donné par per(A4).

Autrement dit, nous pouvons décider en temps polynomial si per(A) > 0 car nous
pouvons calculer un SRD pour une famille de sous-ensembles en temps polynomial.
Cependant, nous verrons par la suite que calculer le nombre de SRD distincts (et
donc la valeur de per(A)) est un probléme beaucoup plus difficile.

4.2.3 Propriété de croissance

Nous allons dans cette sous-section établir un lien entre la notion de «famille
de sous-ensembles» et le probléme de la <triangularisation d’une (0,1)-matrice»
par permutation des lignes et des colonnes. Pour cela, nous introduisons dans un
premier temps une propriété, appelée propriété de croissance, sur une famille de
sous-ensembles d’un ensemble fini. Nous montrons ensuite qu'une famille de sous-
ensembles posséde la propriété de croissance si et seulement si la matrice d’incidence
associée est triangularisable par permutation des lignes et des colonnes. Enfin, nous
donnons une forme normalisée pour les matrices triangularisables par permutation
des lignes et des colonnes.

DEFINITION 4.2.3 (PROPRIETE DE CROISSANCE) Une famille F = {5;,5z,...,5m}
de sous-ensembles d’un n-ensemble posséde la propriété de croissance (resp. pro-
priété de croissance stricte) s’il existe une bijection = de F dans [m] telle que:

Vi, 1 < i< min(m,n), card ( U S) <i (resp. =1i).
w(S)<i

EXEMPLE 11 Soit F = {51,52,53,51} une famille de sous-ensembles de Pensemble
X = {&1,02,23,54} définie par S = {x1,22,23}, S2 = {=3}, Sz = {zo,23,24} et
Sy = {zz}. La famille F posséde la propriété de croissance car la bijection m de F
dans [4] définie par ©(S:) =3, 7(S2) = 2, 7(S3) = 4 et 7(8y) = 1 vérifie:

card( U S={z}) <1 card( |J S={®2,23}) <2
m{S)<1 m(S)<2

card( U S= {ml,mg,m;g}) <3 Card( U S§= {ml,wg,mg,m4}) < 4.
m(5)<3 n(S)<4

REMARQUE 4.2.4 Soit F une famille de m sous-ensembles non nécessairement dis-
tincts d'un n-ensemble X. Si F posséde la propriété de croissance par une bijection
7, alors les conditions suivantes sont satisfaites:

1. ©(S) > |S| pour tout § € F;

2. card({S | |S]| > i}) £n—i-+1pourtout 1 <i<n.
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En effet, pour tout S € F, nous avons:

|S] < card( U S') < w(S)
m(5")<n(S)

Supposons que la seconde condition ne soit pas vérifiée. Alors, il existe un entier k,
1 <k <mn,tel que:
card({S | |S| > k}) >n—k+1.

Par conséquent, il existe S € F tel que |S} > k et n(S) < k — 1. Ce qui est en
contradiction avec la premiére condition. o

La propriété de croissance est liée au probleéme de la mise sous forme triangu-
laire d’une (0,1)-matrice par permutations des lignes et des colonnes. En effet, en
reprenant I’exemple 11, nous pouvons représenter la famille 7 ainsi que la bijection
7 de la fagon suivante:

Sy={ T3

Sg = { I3
Si={ =z, w2, x3
Sz={ m, =z, w3, w4

v e g e

En ordonnant ensuite les colonnes par hauteur maximale d’un élément non nul, nous
obtenons la représentation ci-aprées:

Sa={ = }
Se = { T3 }
S1={ z3, z3 ¢ }

S3 = { e, T3, T1, T4 }-

En fait cette représentation intuitive d’une famille de sous-ensembles n’est autre
que la matrice d’incidence de cette derniére dont les lignes et les colonnes ont été
permutées. Nous pouvons formaliser cette remarque par le lemme suivant :

PROPOSITION 4.2.5 Soient F = {51,553, ...,5.} une famille de sous-ensembles d’un
n-ensemble X et A = [a;;] la (0,1)-matrice d’incidence d’ordre n associée & F. Il
eziste des matrices de permutation P et Q d’ordre n telles que PAQT <[\, si et
seulement si la famille F posséde la propriété de croissance.

La bijection « qui confere & une famille de sous-ensembles la propriété de crois-
sance n’est pas nécessairement unique. Par exemple, en reprenant 'exemple 11, nous
pouvons vérifier que la bijection #'(1) = 3, #'(2) = 1. #'(3) = 4 et #'(4) = 2 satisfait
également les conditions. Nous allons cependant donner une «forme normalisée» (ce
résultat technique est une commodité qui sera utilisée dans la suite).

PROPOSITION 4.2.6 Soit F = {5],59,...,5.} une famille de sous-ensembles d’'un
n-ensemble X. Si F posséde la propriété de croissance par une bijection m de F dans
[n], elors nous pouvons toujours supposer (pour un codt polynomial} que la bijection
7 satisfait également les deuz conditions suivantes:

1. ¥8,S5;€F, 5C8 = =n(S)<n(S;);
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2 V8;,S;,Sk € F,  w(Si)<m(S;)<m(Sk) et Si=8 = 8 =35

Preuve

Nous allons montrer qu'il existe une bijection qui confere 4 la famille F la pro-
priété de croissance qui satisfait de plus les deux conditions demandées. Dans une
premigre étape, nous construisons une nouvelle bijection qui respecte 'ordre d’in-
clusion (condition 1}. Ensuite, nous montrons que cette nouvelle bijection peut étre
modifiée afin de satisfaire également la seconde condition.

Notons I ’ensemble des bijections de F dans [n]. Pour toute bijection = € II,
considérons I’'ensemble A(w) de paires ordonnées défini par :

Alm) = {(54,5;) | 7(Si) < =(S;) et S; C Si).

Si A(w) = 0, alors la condition 1 est satisfaite. Soit (S;,S;) € A(w) une paire or-
donnée. Nous pouvons toujours supposer S; ¢ Sy et S ¢ S; pour tout Sy tel que
7(8;) < 7(Sk) < 7(S;). Considérons maintenant la bijection 7’ € IT obtenue & partir
de 7 par transposition des éléments S; et S;. En notant i = w(S;) et j = «(S;) pour
simnplifier I’écriture, il vient:

Ve, 1<€<iou j<L<m, L s= U s
WSt a(S)<t

Ve, 1 <2< g, U s=( U 9us;u( U 9)

n' (S)<£ 7' (S)<i i< (S)<e
c(Usuvsu( U 9
m(S)<i i<m{S)<P
= s
w(S)<k

Aussi, la bijection 7' confere & la famille F la propriété de croissance. Montrons que
A(r') C A(r). En effet, supposons qu’il existe une paire ordonnée (Sg,S¢) € A(n')
telle que (Si,S¢) ¢ A(w). Alors, Sp C Sk, 7'(Sk) < 7'(Se) et «{Sx) > 7(Se). Re-
marquons dans un premier temps que par construction de la bijection #’, (Sk,Se) #
(Si,5;)- Envisageons les deux autres cas possibles:

1. SiSe = S;et w(S:) < 7(Sk) < w(S;), alors S; C Sy; ce qui est une contradiction
car S; ¢ Sg-

2. Si Sy = S et w(S;) < w(8e) < 7(S;), alors S¢ C Sj; ce qui est une contradiction
car Sg ¢ ;.

En conséquence, A(n’) C A(m). Aussi, nous pouvons appliquer 'algorithme décrit
ci-dessus & la bijection 7’ elle-méme tant que A7) # 0. Nous supposons dorénavant
que la bijection 7 qui confere & la famille 7 la propriété de croissance satisfait
également I'ordre d’inclusion (condition 1).

[l reste & montrer que la seconde condition peut également étre satisfaite. Soient
Si, S; et Si trois sous-ensembles de F tels que §; = 8; # Sy et n(8;) +1 = 7(Sk) <
7(S;) (¢ils n’existent pas, la seconde condition est vérifiée). Considérons la bijection
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7' € Il définie par:

VS e F,1<a'(8) <w'(8y), ="(S)=r'(S)

VS € F, ©(8;) < #(8) <#(8;), "(S)=7(S)+1
7(S;) = 7 (Sk)

VS € F, w(S;) < #(S) <m, =(S)=(5).

En notant k = 7(Sg) et j = «(S;) pour simplifier I’écriture, il vient :

VL1<L<iV j<L<m, U s= U s
m(S)<e  n(S)<e

L=k(=i+1), U s=( U 9us;

' (S)<e 7 (S)<i

c( U syus

w(S)<i

= U S
m{(S)<E
Vok << j, Us=(U 9uvsu( UJ 9
' (S)<E ! (8)<i k<al(S)<E
=(Ususu( U 9
w(5)<i k<n(5)<é-1

c |J s

T(5)<E

Aussi, cette nouvelle bijection 7’ confere & la famille 7 la propriété de croissance et
respecte toujours I'ordre d’inclusion. En appliquant un argument identique & celui
utilisé lors de la construction de la bijection respectant 1’ordre d’inclusion, nous
concluons qu’il existe une bijection 7 qui confere 2 la famille 7 la propriété de
croissance et qui satisfait également les deux conditions énoncées. O

La proposition précédente nous permet toujours de supposer (pour un coiit po-
lynomial) que:
— un sous-ensemble S; strictement inclus dans un sous-ensemble S; est placé
avant ce dernier par la bijection ;
— les sous-ensembles égaux apparaissent consécutivement dans la bijection .

4.3 Permanent non nul

4.3.1 Introduction

Nous revenons maintenant au probléme concernant la triangularisation d’une
(0,1)-matrice par permutations des lignes et des colonnes. Plus formellement, étant
donnée une (0,1)-matrice A d’ordre n, existe-t-il des matrices de permutation P et
) d’ordre n telles que PAQT <[\, ? Nous nous intéressons dans cette section au
cas particulier ot le permanent de la matrice considérée est non nul.
Rappelons que le permanent d’une (0,1)-matrice A = [a,;]} d'ordre 7 est défini permanent
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par:

per(4) = Y ] aige)-

TESy i=1

A la différence du calcul du déterminant d’une matrice, tous les termes ont un signe
positif. Une des principales raisons de I'intérét du calcul du permanent est qu'une
(0,1)-matrice A = [a; ;] d’ordre n peut étre considérée comme la matrice d’adjacence
réduite d'un graphe biparti G = (XUY,E), ou Pensemble X = {z; %9, - ,&,} indice
les lignes de A, I'ensemble Y = {y1,42, -+ ,¥} indice les colonnes de A et a;; = 1
s'il existe une aréte entre ; et ;. La valeur de per(A) est exactement le nombre de
couplages parfaits dans G.

Malgré la similarité des définitions, permanent et déterminant sont deux notions
radicalement différentes du point de vue de la complexité du calcul. En effet, bien
qu'il existe des algorithmes en temps polynomiaux pour le calcul du déterminant,
le meilleur algorithme pour I'évaluation du permanent d’'une matrice d’ordre n
nécessite O(n2") opérations arithmétiques. En fait, L.G. Valiant [Val79] a montré
que le calcul du permanent d’une (0,1)-matrice (ou, de fagon équivalente, le nombre
de couplages parfaits distincts dans un graphe biparti) est un probléme #P-complet.
Une implication forte de ce résultat est que si P # NP, alors il n’existe aucun algo-
rithme en temps polynomial pour calculer per(A).

REMARQUE 4.3.1 Le permanent de A est invariant par permutation des lignes et
des colonnes. Autrement dit, per(PAQT) = per(A) pour toutes les matrices de
permutation P et ¢} d’ordre n. o

REMARQUE 4.3.2 Si A est une (0,1)-matrice d’ordre » telle que per(A) > 0, alors
il existe des matrices de permutation P et @@ d’ordre n telle que la matrice PAQT a
des 1 sur tous les éléments de sa diagonale principale, i.e. PAQY > I,,. En effet, il
suffit de calculer un couplage parfait dans le graphe biparti associé. o

REMARQUE 4.3.3 Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. Si per(A) = 1, alors il existe
une unique matrice de permutation R d’crdre n telle que E < A. °

Le théoréme suivant caractérise complétement les (0,1)-matrices d’ordre n dont
le permanent est 1.

THEOREME 4.3.4 ([BRU66]) Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. Alors, per(A) =1
si et seulement si il existe des matrices de permutation P et () d’ordre n telles que
PAQT <D\, et la matrice PAQT a des 1 sur tous les éléments de sa diagonale
principale, i.e. PAQT > 1.

Remarquons que nous pouvons vérifier en temps polynomial si per(4) > 0 en
recherchant un couplage parfait dans le graphe biparti associé [HK73].

COROLLAIRE 4.3.5 Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. §'il existe des matrices de
permutation P et Q@ d’ordre n telles que PAQT <\, alors per(A) <1.
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4.3.2 Algorithme

Le théoréme 4.3.4 nous permet de donner un algorithme pour calculer (si elles
existent) des matrices de permutation P et ¢} telles que PAQT <D\,,. Etant donnée
une (0,1)-matrice A, algorithme calcul-mat-PQ7 recherche & chaque itération
une ligne qui contient un unique élément non nul. Cette ligne et la colonne corres-
pondante sont ensuite supprimées. Remarquons tout de suite que 8'il existe une ligne
qui ne contient aucun €lément non nul, alors per(A) = 0.

Algorithm 6:
caleul-mat-PQ7
Entrée: Une (0,1}-matrice A d’ordre n avec per(A4) > 0

Sortie: Deux matrices de permutation P et Q7 d’ordre = (si elles existent)
telles que PAQY < B.n

début
pour k de 1 & n faire
si il existe une ligne ¢ de A qui contient un unique élément non nul
alors
Sott j la colonne de 'unique élément non nul de la ligne .
Supprimer la ligne d’indice ¢ et la colonne d’indice j.

sinon
| Retourner un échec (car per(A) > 1).

La matrice de permutation P (resp. Q1) d’ordre n est calculée & partir de
I’ordre d’élimination des lignes (resp. colonnes) dans la boucle. Retourner
les matrices de permutation P et Q7.

fin

Un exemple d’exécution de I’algorithme calcul-mat-PQT pour une (0,1)-matrice
dont le permanent est exactement 1 est donné en figure 4.2.

THEOREME 4.3.6 ([BR91]) Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. Si A a au moins
un élément non nul sur chagque ligne, alors A contient une sous-matrice principale
qui est une matrice de permutation.

Nous prouvons maintenant la validité de I'algorithme calcul-mat-PQT.

PROPOSITION 4.3.7 L’algorithme calcul-mat-PQ” calcule les matrices de permu-
tation P et QT d’ordre n telles que PAQT < D\, si per( A) =1 et retourne un échec
si per(A) > 1.

PREUVE

Par induction sur la taille de la (0,1)-matrice (voir théoréme 4.3.4 [Bru66]). I1
suffit de montrer qu’a chaque itération il existe une ligne qui contient un unique
élément non nul si per(A) = 1.

Le résultat est immédiat sin = 1. Si per(A) > 0, alors il existe au moins une suite
(41,72, - - - 1dn) d'indices telle que e;5, = 1 pour 1 < i < 5. Notons D = [d; ;] la matrice
de permutation définie par d;;, =1 pour 1 < < n. Supposons que chaque ligne de
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v \ J
1 23 45 6 263 451
> 1 1 1 1 |lEEek
2 |1 111 2 5
3 Ih 3 > 3 1
4 1 1 4 4 F 1
5 1 > 5 2 11
6 |1 1 6 6 1
k=1
L J
2 6145 3
1
5
3
4 1
2 1|1 S
> 6 1
k=4 k=5 k=6

Fic. 4.2 — Ezemple de calcul des permutations P et QT d’ordre 6 retournées par
Valgorithme calcul-mat-PQ*. Par souci de clarté, les éléments nuls ne sont pas
représentés dans la matrice. Les curseurs » et ¥ indiquent a chaque itération lo
ligne et lo colonne qui sont sélectionnées. La partie grisée représente les lignes ef les
colonnes déja troitées aux itérations précédentes.
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la matrice A contienne au moins deux éléments non nuls. Alors, la matrice A — D
contient au moins un élément non nul sur chaque ligne, et, en utilisant le théortme
4.3.6, elle contient une sous-matrice principale qui est une matrice de permutation.
Par suite, per(A) > 1, et par le théoréme 4.3.4, il n'existe pas des matrices de
permutation P et @ d’ordre n telles que PAQT <[\,.. Sinon, la matrice A posséde
une ligne ¢ qui contient un unique élément non nul en colonne j. Il suffit alors de
permuter les lignes 1 et 4, les colonnes 1 et 7, et d’appliquer 'hypothése d’induction
sur la matrice d’ordre n — 1 obtenue en supprimant la premigre ligne et la premigre

colonne.

Nous allons maintenant montrer que algorithme calcul-mat-PQ? est en temps
O(n?), ot n est Pordre de la (0,1)-matrice A. Soit f(n) la complexité du calcul
lorsqu’il est réussi. Nous supposons disposer d’un tableau T de n places ou T[4,
1 <2 < n, est le nombre d’éléments non nuls de la ligne <. La recherche d’un indice
i, 1 < i < m, vérifiant T[i] = 1 se fait en temps O(n), ainsi que les échanges
lignes et colonnes. La mise & jour aprés échange du tableau T est également O(n)
en temps. Done, avant d’appliquer I'algorithme calcul-mat-P(Q & la sous-matrice
d’ordre n — 1, le coiit des opérations est cn ou ¢ est une constante indépendante de
n. Nous cbtenons donc la récurrence f(n) = en + f(n — 1) qui admet une solution
quadratique comme énoncé.

REMARQUE 4.3.8 Siper(A) > 1, alors il existe au moins une matrice de permutation
R d’ordre n telle que R < A. Dans le cas particulier oil per{4) = 1, cette matrice
est donnée par PTQ ot P et Q sont deux matrices de permutation d’ordre n telles
que PAQT < Bn. En effet, dans un premier temps, I, < PAQT car la matrice
PAQT ades 1 sur tous les éléments de la diagonale principale. Par suite, nous avons
PTQ = PI1,Q < A. o

Nous avons dit (section 4.2.1} que deux familles F et ' de m sous-sensembles
d’un n-ensemble X sont isomorphes s'il existe des matrices de permutation P d’ordre
m et () d’'ordre n telles que:

PAQT = A,
ou A et A’ sont respectivement les matrices d’incidence associées aux familles F et
F'. Décider s'il existe des matrices P et @ telles que PAQT = A’ est un probléme
ouvert [BR91}. Nous supposons dans la suite m = n. Nous allons montrer que dans
le cas particulier oli per(4) = per(4) =1, 4 <\, et A’ <[\, le probleme est
équivalent & décider ¢’il existe une matrice de permutation R d’ordre n telle que:

RART = A'.
REMARQUE 4.3.9 Si PQT <[\, alors P = Q. o

PROPOSITION 4.3.10 Soient A et A' deuz (0,1)-matrices d’ordre n telles que per{ A) =
per(A) =1, A <D\, et A’ <D\,. %l existe des matrices de permutation P et Q
d'ordre n telles que PAQT = A, alors P = Q.

PREUVE
Notons B la (0,1)-matrice A—I,,. La matrice B est bien définie car la matrice A a
des 1 sur tous les éléments de sa diagonale principale (lemme 4.3.4). Si PAQY = A/,
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alors PBQT + PI,QT = A'. Mais, A’ <[\, et par suite PI,Q7 < [\,. Do,

P = @, par la remarque 4.3.9. 4.3.10

Remarquons que, dans le cas général, étant données deux (0,1)-matrices A et
A’ Q’ordre n, décider s’il existe une matrice de permutation R d’ordre n telle que
RART = A’ est un probléme ouvert appelé 1somorPHISME DE GRaPHES [GJT9).

4.3.3 Conclusion

Nous avons montré dans cette section que dans le cas particulier oli per(A4) > 0, le
probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE est résoluble en temps polynomial : algorithme
calcul-mat-PQT calcule en temps O(n?) des matrices de permutation P et Q7
d’ordre n telles que PAQT <[\, si per(4) = 1; si per(4) > 1, alors PAQY ¢ N
pour toutes les matrices de permutation P et @ d’ordre n. Il nous reste donc &
considérer dans la suite le cas per(A4) = 0.

THEOREME 4.3.11 ([EST73]) Le nombre de (0,1)-matrices d’ordre n dont le perma-
nent est nul est donné asymptotiquement par n2n? =241,

Une conséquence importante de ce théoréme est que presque toutes les (0,1)-
matrices d’ordre n ont un permanent non nul. Par conséquent, le probléme maATRICE
INF-TRIANGULAIRE est résoluble en temps polynomial (en utilisant par exemple l'al-
gorithme calcul-mat-PQ") pour «presque toutes» les (0,1)-matrices d’ordre n.
Signalons pour terminer que presque toutes les (0,1)-matrices d’ordre n ont un
déterminant non nul [BR91].

4.4 Arrangement linéaire triangulaire

4.4.1 Introduction

Face 4 un probléme de décision sur les (0,1)-matrices, il est naturel de tenter
de le coder comme un probléme sur les graphes. Nous pouvons en effet toujours
supposer qu'une (0,1)-matrice A = [a; ;] d’ordre n est la matrice d’adjacence d’un
graphe orienté G = (V,E) également d’ordre n défini par:

V= {UI,‘UQ, T 1“‘?‘1}
E = {(u;,u5) | a;; = 1}

Lorsque la matrice A est symétrique, le graphe associé peut étre supposé non orienté :

E = {{u,u5} | @ij = a;: = 1}

Rappelons que deux graphes G et H d’ordre n sont isomorphes, noté G = H, ¢'il
existe une matrice de permutation P d'ordre n telle que PAcPT = Ay ou Ag
(resp. Ag) est la matrice d’adjacence du graphe G (resp. H). Remarquons que la
matrice de permutation P «agit>» sur le graphe G comme une «renumérotation» des
sommets. Que faire dans le cas PAQ” ot deux matrices de permutation sont uti-
lisées comrme c’est par exemple le cas dans le probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE?
Nous pouvouns difficilement considérer ces deux matrices de permutation comme une
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«double renumérotation» des sommets du graphe (nous verrons cependant que, dans
le cas particulier des graphes bipartis et des grophes de séparation, cette opération a
un sens).

Nous allons dans cette section montrer qut’il existe un probléme de renumérotation
des sommets d’un graphe non orienté {ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE) tel que
si ce dernier est réscluble en temps polynomial, alors la triangularisation d’une (0,1)-
matrice par permutation des lignes et des colonmnes est également résoluble en temps
polynomial. Malheureusement, ce probleme est difficile et nous montrerons qu’il est
NP-complet.

Nous considérons dans la suite le probléme de décision suivant :

PROBLEME 4.4.1 (150 maTricE 1nF-ZJ)

DONNEES : Une (0,1)-matrice symétrique A d’ordre 7.

QUESTION : Existe-t-il une matrice de permutation R d’ordre n telle que
RART < /1,7

EXEMPLE 12 Soit A la matrice de permutation d’ordre 5 définie par:

(0 1 0 0 0
10011
A=10 0 0 0 1
01000
0110 0

Il eziste une matrice de permutation P d’ordre 5 telle que:

00010][o1000]f0o0100

0 0o1o00[|r 0o01 1l|ooo0o01
PAPT=l1 000 0/|lo0oo00 1|01 00 0

00001/l0o1 000{|1 00O0TO

01 000]01100|000T10

0 0 0 0 1]

00010

=0 0001

0! 001

10110

<s.

REMARQUE 4.4.2 Puisque A = [a; ;] est une (0,1)-matrice symétrique d’ordre 7, le
probléme obtenu en remplacant la condition «RARY < /,» par «RART < [\,;»
admet une solution si et seulement st a; ; =0 pour 1 <i,5 <n et i #j. o
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Nous allons maintenant montrer que le probléme 1so MATRICE nr-/] est relié
4 notre probléme initial MATRICE INF-TRIANGULAIRE. Le lemme suivant caractérise
complétement les matrices de permutation solutions du probleme 1so MaTrIcE ne-/]
dans le cas ot A est une (0,1)-matrice symétrique d’ordre 2n qui contient une sous-
matrice principale égale & 1, ,,. Rappelons que la (0,1)-matrice 1, ;, est définie par
13',3' =1 pour 1< i,j <n.

LEMME 4.4.3 Soient A une (0,1)-matrice symétrigue d’ordre 2n et P une matrice
de permutation d’ordre 2n telle que PAPT < Aaon. Si A est de la forme :

-0 . .
A - ,n
BT 1,,

ot B est une (0,1)-matrice d’ordre n, olors P est de la forme :

- -

5 1 On,n
_Oﬂ.,n P 2

F=

=

ot P et P sont des matrices de permutation d’ordre n.

PREUVE

Py Pu||BT 1,,|\PL P%
= PIZBTP]_T; + (P]_IB + P121n,n)P1’1':.> = 0
= B 1n,nP1.1; = On,n

= P99 = ﬁn,ﬂ.

PAPT < s & [P“ Py [0"’" & ] [PlTl Pg{] < Ao

Mais, si Pjs = 0, alors la matrice P; est une matrice de permutation d’ordre n. Par
conséquent, Py; = O 5 et Py est une matrice de permutation d’ordre n. Autrement
dit, s'il existe une matrice de permutation P d’ordre 2n telle que PAPT < Aoy,

alors P est de la forme
P= P 1 On,n .
Oﬂ.,ﬂ. F. 2

Nous allons montrer que, s’il existe un algorithme polynomial pour le probléme
1so matrice 1nF-Z) alors il existe également un algorithme polynomial pour le
probléme matrICE INF-TRIANGULAIRE. Plus précisément, nous associons a toute ins-
tance I du probléme MaTRICE INF-TRIANGULAIRE une instance I’ = f(I) calculable
en temps polynomial du probléme 1so maTricE ine-/J telle qu’il existe une solution
pour I si et seulement si il existe une solution pour I'.

PROPOSITION 4.4.4 Soit A une (0,1)-matrice symétrigue d’ordre 2n. 5i A est de la
forme :
re B

A=
BT 1,,
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ot B est une (0,1)-matrice d’ordre n, alors il existe une malrice de permutation
R d’ordre 2n telle que RART < Ao si et seulement si il existe des matrices de
permutation P et Q d’ordre n telles que PBQT < /,,.

PREUVE
Soit R une matrice de permutation d’ordre 2n et considérons sa décomposition

par blocs donnée par:
P P
R=
[Qzl sz]

ott Ppy1, P12, Q21 et (o2 sont des (0,1)-matrice d’ordre n. En utilisant le lernme 4.4.3,
si RART < Azn, alors R est de la forme:

R=

P Oy
On,n Q

ot P et () sont des matrices de permutation d’ordre n. D’ot,

P Onnl| |Onn B |{PT Oun| _| Oun PBQT
Onn Q|| BT Lyn| |0nn Q| |@BTPT 1.,

et par suite, PBQT < /...
Inversement, s’il existe des matrices de permutation P et (Q d’ordre n telles que
PBQT < /., alors

S AZ’H

PBQT <A, & B<PTA.Q
o BT<QT/ALP.

Or, Az = /.. Par conséquent, BT < Q7/1, P, et par suite, QBT PT < /],. Alors,

i

BTPT 1,,

En remarquant que:

[ P O

O,n B PT 0Onn| | Onn PBQT
Onn @ BT 1,,| 0., QT BTPT 1,,

il vient RART < s, pour:

P Opn
Onn Q|

!
I
| |
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4.4.2 Arrangement linéaire triangulaire

Nous avons vu précédemment que s’il existe un algorithme en temps polynomial
pour le probléme 180 MATRICE INF—A, alors il existe également un algorithme en
temps polynomial pour le probléme matrice 1nF-tRiancuLAaIrRE. Cependant, nous
allons montrer maintenant que 1so matrIce 1nF-Z] est un probléme NP-complet.
C’est-a-dire que, sauf si P = NP, il n’existe aucun algorithme en temps polynomial
pour le probleme 1so matrice 1nF-/] La définition suivante traduit le probléme en
termes de graphe.

DEFINITION 4.4.5 (ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE) Soit G = (V,E) un
graphe d’ordre n. Un arrangement linéaire triangulaire de G est une bijection o de
V dans [n] telle que o(u) + o(v) > n pour tout {u,w} € E.

Nous appelons ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE le probléme de décision as-
socié:

PROBLEME 4.4.6 (ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE)
DONNEES : Un graphe G = (V,E) d’ordre n.
QUESTION : Existe-t-il un arrangement linéaire triangulaire de G7

Etant donné un graphe G = (V,E), il existe une bijection o de V dans [r] telle
que o{u) + o(v) > n pour tout {u,v} € E si et seulement si il existe une matrice de
permutation P d’ordre n telle que PAPT < An, on A est la (0,1)-matrice d’adja-
cence du graphe G. 11 suffit donc de montrer qu’il existe un algorithme en temps po-
lynomial pour le probléme aARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE Pour prouver que le
probléme 150 maTrIce nF-Zlest également résoluble en temps polynomial. Malheu-
reusement, le probléme ARRANGEMENT LiNEaIRE TriaNGULAIRE est NP-complet comme
nous allons le montrer, et par conséquent nous ne pouvons rien conclure quant 3 la
complexité du probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE.

Nous considérons dans un premier temps une variante simple du probléme exacr
3saT: soit ¢ une formule booléenne sous forme normale conjonctive d’ordre 3 conte-
nant exactement m clauses, existe-t-il une interprétation f qui rend vraie an moins
m— 1 clauses de la formule booléenne ¢7 Nous appelons {m—1,m} Exact 3sar cette
variante du probléme exact 3sar.

PROPOSITION 4.4.7 {m —1,m} Exact 3saT est un probléme NP-complet.

PREUVE

Soit une instance arbitraire du probléme exact 3sat donnée par une formule
booléenne ¢ sous forme normale conjonctive d’ordre 3, c’est & dire avec exactement
3 littéraux par clause. Nous notons C = {C1,Cy,...,Cr} Pensemble des clauses,
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et X = {z1,22,..-,%n} 'ensemble des variables booléennes. Soient a,b et ¢ trois
nouvelles variables booléennes et

Cmy1=aVbVe Crnys=aVbVe

Crnia =aVbVE  Cpyg=aVbVE

Cnyz=aVbve  Cpyr=aVbVe

Cnya=aVbVE Cpig=aVbVe
huit nouvelles clauses. Remarquons que pour toute interprétation des variables
{a,b,c}, exactement sept des clauses C;, m +1 < i < m + 8, sont satisfaites. L'ins-
tance correspondante du probleme {m’'—1,m'} Exact 3saT est donnée par la formule
booléenne ¢’ définie par:

= N G

1<i<m+8

et m' = m+8. Il existe une interprétation satisfaisante f de la formule booléenne ¢ si
et seulemnent si il existe une interprétation f' qui rende vraie au moins m’ —1 = m+7

clauses de la formule booléenne ¢'.

PROPOSITION 4.4.8 ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE est un probléme NP-com-
plet.

PREUVE

L’appartenance du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE & NP est tri-
viale. Montrons qu’il est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme
{m — 1,m} Exact 3saT donnée par une formule booléenne ¢ sous forme normale
conjonctive d’ordre 3. Nous notons C = {c1,¢2,--. ,6m} 'ensemble des clauses et
X = {z1,x2,...,Zn} I'ensemble des variables booléennes. Soient Vi, Vi et A trois
ensembles de sommets disjoints définis par:

Ve={ea|1<i<m}
Va={M;l1<i<met 1<5<3}
A={a; |1 <i<2m}.
L’ensemble V¢ contient un sommet pour chaque clause, tandis que 'ensemble Vj
contient un sommet pour chaque littéral%. Considérons maintenant les ensembles
d’arétes Eq, B, E3 et Ey définis par:
Ey={{ci,2i;} 1 <i<m et 1<75<3}
E2={{)\i,j:)\i,k} [1<i<m et 1<i<k<3}
Ey={{ MM} |1 <i<k<m et Nj;=-)e}
Ey = {{C;’,Cj} | 1<i<3< m}
L’instance correspondante du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE TIOUS
est donnée par le graphe G = (V,F) défini par:

V=VoUVaUA
E=FEUE; UE;UE;,.

4. Par abus de notations, nous notons A, ; 2 la fois les littéraux des clauses et les sommets de V.
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Intuitivement, les ensembles E;, Eo et E; permettent de choisir exactement un
littéral par clause, tandis que ’ensemble E; garantit une interprétation satisfaisante
de la formule booléenne ¢. Clairement, |V| = 6m car les ensembles Vi, Vi et A
sont disjoints. La construction peut s’effectuer en temps polynomial. Un exemple de
construction est donné en figure 4.3

Supposons qu’il existe une interprétation f qui satisfasse au moins m — 1 clauses
de la formule booléenne ¢. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que la
clause ¢, n’est pas nécessairement satisfaite par Pinterprétation f. De méme, en
réordonnant éventuellerent 1’ordre des variables de chaque clause, nous pouvons
supposer que chaque clause est satisfaite par son premier littéral, i.e. les sommets
Ai1, 1 <4 < 9n — 1, correspondent aux littéraux qui satisfont les m — 1 premiéres
clauses. Considérons une bijection ¢ de V dans [6m] définie par:

(1< o{a;) <2m poure; € A
2m+1<o(M1) £o(r) ... < o(dm-1,1) €3m —1
o(cm) = 3m

3n+1<o(M;) <3m+3 pour1 <5<3
3nm+4<olem-1) <olem—2) <... <ofe1) <4dm +2
A4m+3<o(X;) <6bm pourl <i<m—-let2<5<3

.

Montrons que la bijection ¢ satisfait o(u) + g(v) > 6m pour tout {u,v} € E. Soit
{u,v} € E une aréte quelconque du graphe G.
— Si {u,v} € Ey, alors {u,v} est de laforme {c;,X; ;} pour1 <i<metl <j<3
Considérons les deux cas suivants:
- 8i ¢ # m. alors a(c;) + o(X;) = (2m + k) + (4m + 3 — k) > 6m pour
1<k<m—-1;
— si i =m, alors o(cm) + 0(Am ) = 3m+ (3m + 1) > 6m.

— 8i {u,v} € Es, alors o(u) + o(v) > (2m+ 1) + (4m + 3) > 6m.

— Si {u,v} € E3, alors o(u) + o(v) > (2m + 1) + (4m + 3) > 6m car f est une

interprétation satisfaisante de la formule booléenne ¢.

— Si {u,v} € Eg, alors o{u) + o(v) > 3m + (3m + 4) > 6m.

Inversement, supposons qu’il existe une bijection ¢ de V dans [6m] telle que
o(u) + o(v) > 6m pour tout {u,v} € E. Remarquons dans un premier temps que
pour tout w € Vetv eV, sil <ofu) < o(v) < 3m alors {u,v} ¢ E. En effet,
o(u) +o(v) < 3m+(3m — 1) # 6m. Autrement dit, pour tout u € V, si o(u) < 3m,
alors o(v) > 3m pour tout v € N(u}, i.e. le sous-ensemble V! = {u | u € V et o(u) <
3m} est un ensemble stable dans G. En conséquence, pour tout 4, 1 <4 < m, il existe
au plus un sommet A; ; € Va, 1 < j <3, tel que o(d;;) < 3m. 1l suffit pour cela de
remarquer que les sommets A; ;, 1 < 7 < 3, induisent un graphe complet d’ordre 3.
De méme, il existe au plus un sommet ¢;, 1 < i < m tel que oc¢;) < 3m. Il suffit cette
fois-ci de remarquer que les sommets de V¢ induisent un graphe complet d’ordre m.
Alors, nous avons:

card (Va N {Xi; | 3m +1 < o(A;) < 6m}) > 2m

et
card (Ve N {e; | 3m+ 1 <o{c;) <6m}) >m — 1.
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Fi1G. 4.3 — Ilustration de la construction utilisée dans lo prevve de la proposition
4.4.8 pour la formule booléenne ¢ = (T Vo Vas)A(z1VZ2VE3)A (21 VT2V xs). Les
sommels Ay 1, M2 et A 3 représentent la clouse ) VagVas, les sommets Az 1, Ao et
Mz3 représentent lo clause x1 VT2V T3, et les sommels A1, sz et Az 3 représentent
la clause 1 V 2 V T3.

Par suite,

card (VA N{Xiil1<o(h;) < 3m}) zm— 1

Montrons maintenant que les sommets A; ; € Vj telsquel < o(A; ;) < 3m définissent
une interprétation de la formule booléenne ¢ qui satisfait au moins m — 1 clauses.
En effet, pour tout X;; € Va et Agp € Vi, si 1 < o(N;) < o(Mge) < 3m, alors

Ai i # —Ag e (il suffit ici de remarquer que {X; 5, ¢} € E3 81 A5 = 2Ap ).

REMARQUE 4.4.9 Le probléme aARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE reste NP-com-
plet méme si nous remplagons le graphe non orienté par un graphe orienté. Rap-
pelons qu'un graphe orienté D = (V,E) consiste en un ensemble de sommets V et
un ensemble ordonné de paires de sommets appelées orcs. ARRANGEMENT LINEAIRE
TRIANGULAIRE peut étre transformé en sa version orientée ARRANGEMENT LINEAIRE
TRIANGULATRE ORIENTE en remplacant simplement chaque aréte {u,v} du graphe
non orienté par les deux arcs (u,v) et (v,u). Par essence, la version non orientée
(ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE) N’est finalement qu’un cas particulier du cas
orienté. o

Nous avons déja vu qu’associé au fri fopologigue d’un graphe orienté G = (V,E),
correspond le probleme de décision suivant: Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n,
existe-t-il une matrice de permutation P d’ordre = telle que PAPT <[\, ? Dans
les problémes tri topologique et arrangement linéoire triangulaire, seule I'orientation
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de la matrice triangulaire est modifiée. Cependant, la proposition 4.4.8 nous montre
que cette différence d’orientation modifie radicalement la complexité (si P # NP).

Remarquons cependant que la proposition 4.4.8 ne nous permet en aucun cas
de conclure que MATRICE INF-TRIANGULAIRE S0it également un probleme NP-complet.
En effet, dans la proposition 4.4.8, la matrice d’adjacence du graphe G n'est pas une
(0,1)-matrice d’ordre 2n de la forme:

A=

Onn B
BT 1,.|°

Or, la proposition 4.4.4 impose cette forme particuliere. Sous cette hypothése, si
RART < A, pour une matrice de permutation /2 d’ordre 2n, alors la matrice de
permutation R est nécessairement de la forme:

P 0

R=OQ

ol P et @ sont deux matrices de permutation d’ordre n.
Remarquons maintenant qu’aux boucles pres, si A est de la forme

0 B
A= 1,7
[BT 1,,,,,]

alors A est la matrice d’adjacence d’un graphe de séparation. Un graphe G = (V,E)
est un graphe de séparation s'il existe une partition V = § U K des sommets telle
que S est un ensemble stable et K est une clique. Remarquons qu’il n’y a aucune
restriction sur les arétes entre les sous-ensembles S et K. En général, la partition
V = SU K d’un graphe de séparation n’est pas unique. En effet, § (resp. K} n’est
pas nécessairement un ensemble stable de cardinalité maximale (resp. une clique
de cardinalité maximale). Un exemple est donné en figure 4.4. Une caractérisation
plus complete des graphes de séparation est donnée dans [Gol80] en termes de sous-
graphes induits interdits. F.R. McMorris et D.R. Shier [MS83] présentent une ca-
ractérisation des graphes de séparation en tant que graphes d’intersection.

PROPOSITION 4.4.10 Si MATRICE INF-TRIANGULAIRE est un probléme NP-complet,
alors ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE restreint d la classe des graphes de sépo-
ration est un probléme NP-complet.

En rappelant qu’un graphe de séparation est un graphe triangulé, nous obtenons
un résultat plus fort.

PROPOSITION 4.4.11 Si MATRICE INF-TRIANGULAIRE est un probléme NP-complet,
alors ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE resireint ¢ la classe des graphes trian-
gulés est un probléme NP-complet.
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Uy ug
Ug Uy
Uz Uus
/7 3
ug (
' Uy Ug
U4 Uy

{U3 ] :Uﬁ';u'?}-

4.4.3 Arrangement linéaire triangulaire et restrictions

11 est souvent intéressant en pratique de montrer qu’un probleme est NP-complet
sous certaines restrictions. Ces restrictions concernent par exemple la planarité, la
connexité, le degré maximum des sommets, . .., ou concernent une classe de graphes.
A ce titre, nous allons montrer que le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE
est NP-complet méme si G est un graphe planaire avec boucles et A(G) < 3 (rap-
pelons que A(G) désigne le degré maximum d’un sormet du graphe G).

Un ensemble steble dans un graphe G = (V,E) est un sous-ensemble V' C V tel
que pour tout u € V' et v € V', nous avons {u,v} ¢ E. Autrement dit, un ensemble
stable est un ensemble de sommets qui ne sont pas connectés deux a deux.

THEOREME 4.4.12 ([KAR72|) EnsemBLE sTaBLE est un probléme NP-complet.

Le probléme ensemeLE sTaBLE reste NP-complet pour les graphes planaires cu-
biques [GJS76]. Cependant, le probleme est résoluble en temps polynomial si G est
un graphe biparti® ou si A(G) < 2 [GI79]. Bien qu'employé fréquemment pour
montrer qu’un probléme est NP-complet, le probléme ENsEMBLE sTaBLE n'est qu’une
version différente des problémes couverTURE DES SOMMETS et CLIQUE.

PROPOSITION 4.4.13 ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE est un probléme NP-com-
plet méme si G est un graphe planaire cubique avec boucles et A(G) < 3.

PREUVE
Soit une instance arbitraire du probléme enseMBLE sTaBLE restreint & la classe
des graphes planaires cubiques donnée par un graphe G = (V,E) d’ordre n et par un

5. Konig a prouvé en 1931 que la cardinalité maximale d'un couplage dans un graphe biparti
G = (V,E) est égale 3 la cardinalité minimale d’une couverture des sommets. Or, si V' C V est une
couverture des sommets de cardinalité minimale, alors V' \ V' est un ensemble stable de cardinalité
maximale.

FiG. 4.4 — Un graphe de séparation pour les partitions V = §; U Ky avec S =
{ur,ug,u3,us} et K1 = {us,upur}, et V = Sa U Vs avec S = {u1,uz,us} et Ko =

ensemble stable
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entier positif K < n. Solent G, = (V,,E,), Gy = (Vb,Fp) et G, = (V,E.) les graphes
définis par:

- Va = {alaﬂ‘?) 800 saﬂ};
E. = {{ai,a;} | {uisu; € E};

- V= {bl,bz, = ,bK};

— Ey={{b;sbi} [1 < i < K}

. 1/(.: = {61162’ oog 1cﬂ.—K};

- E.=0.
Autrement dit, G, est une copie du graphe G, Gy, est un graphe ol les seules arétes
sont des boucles et G, est un graphe complétement déconnecté. L’'instance corres-
pondante du probléme ARRANGEMENT LINEATRE TRIANGULAIRE est donnée par le graphe
G* = (V*,E*) d'ordre m = 2n défini par V* = V,UV,UV, et E* = E,UE,UE.. Re-
marquons que G* est un graphe planaire avec boucles et A(G*) < 3. La construction
du graphe G* peut s’effectuer en temps polynomial.

Supposons qu'il existe un ensemble stable V' C V(= V) de taille K dans G.
Considérons la bijection o de V* dans {1,2,...,2n} définie par

YuelV, 1<o(u) <n-K,
VueV, n—K+1<o(u) <n;
Vu€l, n+l<o(u) <n+ K;

VueV\V, n+K+1<o(u) <2n.

Si {u,w} € e*, alors {u,v} € E, U Ep puisque G, est un graphe complétement
déconnecté. Plus précisément,

uv €V ou
{upv} € E* = u,v € Vo \ V'’ ou
ueEV'etveVa\V’

D’on,

uw €V, = of{u)+o(v) >2(n+1)>2n
uw €V \ V' = of{u)+o(v)>2(n+K+1)>2n
weVietveV\V' = ocw+o(@)>2n+K+1+n—-—K+1>2n

et donc,
V {u,w} € E*, o(u)+o(®) > 2n.

Inversement, supposons qu’il existe une bijection o de V* dans {1,2,... 2n}
vérifiant o(u) + o(v) > 2n pour tout {u,v} € E*. Remarquons dans un premier
temps que, puisque Gy, est un graphe ot chaque sommet posséde une boucle, alors
o(b;} > n pour 1 < ¢ < K. Autrement dit,

(Vi) C{n+1n+2....2n}

Donc,
lc(V*\Vo)n{n+1n+2,...2n} <n- K.
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Vo W Ve Vo Ve Ve Vs

v:l JJJJ

et - [

Fic. 4.5 — Ilustration de la preuve de lo proposition 4.4.13. La configuration de
droite n'est bien siir pas unique.

Va

Or, V, C V*\ 1, et par suite
6Va) N+ Ln+2,... 20} <n— K.

En conséquence,
|o(Va) N {L2,... n}| > K

et il existe au moins K sommets de V, qui ne sont pas connectés deux & deux.
4.4.13

Une illustration de la preuve de la proposition 4.4.13 est donnée en figure 4.5. Les
boucles sont représentées par des carrés de couleur sombre, tandis que I'ensemble
stable est représenté par un carré grisé.

Remarquons que dans les propositions 4.4.13 et 4.4.8, le graphe construit n’est ja-
mais connexe. Cependant, nous pouvons facilement montrer que le probléme arran-
GEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE reste NP-complet pour les graphes connexes. Il suf-
fit en effet pour toute instance du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE
donnée par un graphe G = (V,F) de considérer le nouveau graphe G* = (V*,E*)
défini par:

- V*=Vu{zy}

~ B*= FU{zy} U {{yu} lue V),

ol z et i sont deux nouveaux sommets (voir figure 4.6).

4.4.4 Le cas des graphes acycliques

Nous montrons dans cette sous-section que tout graphe acyclique admet un ar-
rangement linéaire triangulaire et que cet arrangement peut étre construit en temps

polynomial.
Nous commencons par deux définitions. Soit G = (V,E) un graphe. Une feuille
est un sommet u € V tel que d{(u) = 1. Deux feuilles u,v € V, u # v, sont

indépendantes si (N(u) U {u}) N (N(v) U {v}} = 0. Autrement dit, deux feuilles
u et v sont indépendantes si les arétes incidentes & u et v sont disjointes. Cette
définition est illustrée sur la figure 4.7.

Seuille

indépendant
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*o—o
Ul Ug U2 Us (7 U1 Ug Ug Us Ug

FiG. 4.6 — Il eziste un arrangement linéaire triongulaire du graphe de gauche si et
seulement si il eziste un arrangement linéaire trianguloire du graphe conneze de
droile.

Ug U7
*—@
U2 Uq

L 4
ui Uz Us

F1G. 4.7 — Les feuilles du graphe sont us, us, ug el uz. De plus, {ug,ue}, {us,ur},
{us,ue} et {us,uz}, sont des ensembles de feuilles indépendantes, tandis que {ug,u7}
et {uq,us} ne sont pas des ensembles de feudlles indépendantes.
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LEMME 4.4.14 Soient G = (V,E) un grophe d’ordre n et a,b ¢ V, a # b, deur
sommels tels que N(a) = {b}. S’il eziste un arrangement linéaire triangulaire o de
G, alors il existe un arrangement linéaire triangulaire o' de G qui vérifie o’(a) =1
et o'(b) = n.

PREUVE
Soient 7 et 7' les permutations de [n] définies par:

(i+1 sil<i<oa)
(i) = {1 si 1 = o(a)

i sic{la) <i<n

i sil<i<(moo)(b)
(@) ={n sii = (moo)}(b)

t—1 si(roo)(b) <i<n

Considérons la bijection o' de V dans [n] définie par ¢’(u) = (' o 7 o o)}{(u) pour
tout © € V. Montrons que o' est également un arrangement linéaire triangulaire de
G. Remarquons tout d’abord que o'(a) = 1 et ¢’(b) = n. Par conséquent, o'(a) +
o'(6) = n+ 1 > n. Soit {u,v} € F une aréte quelconque avec u,v # a.b. Sans
perte de généralité, supposons o(u) < o(v). Remarquons que si o(u) < o(v), alors
(m o o)(u) < (7 o ¢){v). Dans un premier temps, nous avons:

1. si o{u) < ofa) et o(v) < o(a)}, alors (mco)(u) + (o o)(v) = a(u) + o(v) + 2

2. si o(u) < ofa) et o(v) > o(a), alors (moo)(u) + (roo)(v) =c(u) + o(v) + 1;

3. si o(u) > ofe) et o(v) > o(a), alors (moo)(u) + (7o o)(v) = o(u) + o(v).
Aussi, nous avons (7 o o}{u) + (7o ¢){v) > o{u) + o(v). Envisageons maintenant les
différents cas suivants.

1. Si (moo)(u) < (moo)(b) et (moa)(v) < (moo)(d), alors

o' (u) 4+ ' (v) = (7 omo o) (u) + {7 o moo)(v)
= (moo)(u) + (7o o)(v)
> o(u) + o(v)
> n.

2. Si (meo){u) < (moo)(b) et (moo}(v) > (woo)(b), alors

o' (u) +o'(v) = (n' om0 o)(u) + (v 0 7 0 0)(v)
= (moo)(u) + (Too)(v) - L

Si o(u) < o{a), alors (7o o)(u) + (o o)(v) > o(u) + o(v) + 1. Par suite,

o' (u) + o' (v) > ol(u) + o(v)
> 1.
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Inversement, si o(u) > ofa), alors (7 o o)(u) + (7 o o){v) = o(u) + o(v).
Considérons I'ordre relatif de a et b par la bijection o. Si o(a) < o(b), alors
o(a) < o(u) < o(b) < o(v) car (7o o)(u) = o(u), (7o0o)(b) = o(b) et
(7o 0)(v) = o(v). Aussi, o(u) +o(v) > n+2 car o(a) + o(b} > n. D'oiy,

o (uv) + o' (v) = o(u) +o(v) — 1
>n+1
>n.

Si o(a) > o(b), alors o(b) < ofa) < o(u) < o(v) car o(u) > ofe). Aussi,
o(u) -+ o(v) > n +4 car o(e) + o(b) > n. D’oty,

o (u) +o'(v) =o(uw) +o(v) -1
>n+3
> n.

3. Si (7w oo){u) > (7 oo)(b) et (7w o0o)(v) > (7o c)(b), alors

o'() +0'(v) = (' o w0 O)(u) + (' 0 w0 0)(v)
= (roo)(u) + (7 oo)(v) — 2.

Si o(v) < o(a), alors (7 o o)(u) + (7 oo)(v) = o(u) + o(v) + 2. Par suite,

o' (u) + o' (v) > o(u) + o(v)
> 1.

Inversement, supposons a{v) > o(e). Nous avons toujours (7 o o){u) + (7 o
o)(v) > o(u) + o(v). Considérons une nouvelle fois Pordre relatif de a et b
par o. Si o(a) < o(b), alors o{a) < o(b) < o(u) < o(v) car (7 oo}u) =
o(w), (m o o)(b) = o(b) et (7 o 0)(v) = o(v). Aussi, o(u) +o(v} > n+4 car
o(a) + o(b) > n. D’ou,

o' (u) + o'(v) > ofu) + o(v) — 2

>n+4+2
> n.

Si o(a) > o(b), alors (7 0 0)(b) = o(b) + 1. Aussi, (7 0 o){u} > ofb) + 1 car
(7 o 0)(u) > (7 o o)(b). De plus, o(v) + o(b) > n + 1 car o(a) +o(b) > n et
o(v) > o{a). Aussi, (7 0 0)(u) + (7o 0)(v) > o(b) + 1 +o(v) >n+2. Do,

o' (u) + o' (v) > n.

En d’autres termes, si G est un graphe muni d’un arrangement linéaire triangu-
laire o et u est une feuille de G, alors nous pouvons toujours supposer que o{u) = 1.
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Cette propriété des arrangements linéaires triangulaires est & la base du lemme sui-
vant.

LEMME 4.4.15 Soient G = (V,E) un graphe d’ovdre n, ef a,b € V, a # b, deux
sommets tels que N(a) = {b}. Il existe un arrangement linéaire triangulaire de G si
et seulement si il existe un arrangement linéaire triangulaire du graphe G|V’ pour

V' =V \ {e,b}.

PREUVE
Notons G' = (V',E') le sous-graphe de G induit par 'ensemble V \ {a,b}.
Supposons qu’il existe une bijection ¢ de V dans [n] telle que {u,v} € E =
o(u) +o(v) > n. En utilisant le lemme 4.4.14, nous pouvons supposer que o{a) = 1
et o(b) = n. La bijection ¢’ de V' dans [n —2] définie par o’ (1) = o{u) — 1 pour tout
u € V' est un arrangement linéaire triangulaire de G'. En effet, pour tout {u,v} € E’,
il vient

o'(u) +o'(v) =ou) — 14 0(v) — 1
>n—2
Inversement, supposons qu’il existe un arrangement linéaire triangulaire de G'.

Alors, il existe une bijection ¢/ de V' dans [n - 2] telle que si {u,v} € E’, alors
a'(u} + ¢’ (v) > n — 2. Soit o la bijection de V' dans [n] définie par:

1 siu=a
YueV, olu)=<Sc(u)+1 siutaetu#b
n siu==b

Montrons que o est un arrangement linéaire triangulaire de G. Soit {u,v} € E. Alors,
~siu#aetvFb, alors

{u,w} € E< {uv} € E'
= dw) + @) >n -2
< o(u)+o(v) >n

—-siu=ga,alosv=betola)+o(b) =1+n>n
-sivFaetv=>b alors o(u)+o(b) >1+n > n.

COROLLAIRE 4.4.16 Soit G un graphe. Si G est un graphe acyclique, alors il existe
un arrangement linéaire triangulaire de G.

PREUVE

Si G est un graphe acyclique, alors il contient au moins une feuille ou il ne
contient que des sommets isolés. Il suffit ensuite de remarquer que le sous-graphe
induit par la suppression de deux sommets d’un graphe acyclique est toujours un

graphe acyclique. 4.4.16
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4.5 Sous-matrice et couplage

4.5.1 Introduction

Nous étudions dans cette section la complexité de différents problémes concer-
nant la triangularisation d’une sous-matrice quelconque 6. Le probléme centra) est le
calcul d’une plus grande sous-matrice triangularisable par permutation des lignes et
des colonnes. Nous appelons SoUS-MATRICE INF-TRIANGULAIRE le probléme de décision
associée.

PROBLEME 4.5.1 (SOUS-MATRICE INF~TRIANGULAIRE)

DONNEES: Une (0,1)-matrice A d’ordre n et un entier positif K.
QUESTION : Existe-t-il une sous-matrice B de A d’ordre K et des matrices
de permutation P et ) d’ordre K telles que PBQT <[\

Nous appelons dans la suite SOUS-MATRICE EXACT-TRIANGULAIRE €l SOUS-MATRICE
sup-TRIANGULAIRE les deux problémes obtenus pour PBQT =N\ g et PBQT > [\ .

L’étude de la complexité de ce probléme est motivée par la relation qui existe
entre les problémes MATRICE INF-TRIANGULAIRE € SOUS—MATRICE INF-TRIANGULAIRE.
En effet, nous montrons dans un premier temps que le probléme sous-MATRICE
INF-TRIANGULAIRE est polynomialement réductible & notre probléme initial MaTrICE
INF-TRIANGULAIRE. Autrement dit, si SOUS-MATRICE INF-TRIANGULAIREEesSt un probléme
NP-complet, alors MATRICE INF-TRIANGULAIRE est également un probléme NP-com-
plet. Nous travaillons essenticllement ensuite sur les graphes bipartis. Nous rappelons
tout d’abord quelques résultats de complexité sur le calcul de couplages particuliers
dans les graphes bipartis. Nous présentons ensuite les notions de sous-graphe in-
duit inf-triangulaire et exact-triangulaire. Nous montrons que la recherche du plus
grand sous-graphe induit exact-triangulaire dans un graphe biparti est un probléme
NP-complet. Nous n’avons cependant pas été en mesure de donner la complexité du
probléme concernant la recherche du plus grand sous-graphe induit inf-triangulaire
dans un graphe biparti.

4.5.2 Réduction

Nous montrons ici le lien entre les problémes soUs-MATRICE INF-TRIANGULAIRE €t
MATRICE INF-TRIANGULAIRE. Le lemme suivant utilise la proposition 4.2.6.

LEMME 4.5.2 Soient A une (0.1)-matrice d’ordre n, o C [n] Uensemble des indices
des lignes de A qui ne contiennent que des 0 et § C [n] U'ensemble des indices des
colonnes de A qui ne contiennent que des 0. S’il existe des matrices de permutation P
et Q@ d’ordre n telles que PAQT <\, alovs d existe des matrices de permutation R
et S d’ordre n calculobles en temps polynomial (G partir des matrices de permutation
P et Q) telles que:

1. RAST <D\,;

6. Le cas particulier des sous-matrices principales est entiérement traité dans la section suivante.
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2. les |a| premiéres lignes de RAS? sont indicées por o;

3. les |8| derniéres colonnes de RAS”T sont indicées par B.

PROPOSITION 4.5.3 5S¢ SOUS~MATRICE INF-TRIANGULAIRE est un probléme NP-com-
plet, alors vaTRICE INF-TRIANGULAIRE est également un probléme NP-complet.

PREUVE

Les problémes sous-MATRICE INF-TRIANGULAIRE €t MATRICE INF-TRIANGULAIRE ap-
partienment & NP. Nous exhibons une réduction polynomiale du probléme sous-ma-
TRICE INF-TRIANGULAIRE au probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE. Soit une instance
arbitraire du probléme sous-MaTRICE INF-TRIANGULAIREdonnée par une (0,1)-matrice
A d’ordre n et par un entier positif K. L’instance correspondante du probléme
MATRICE INF-TRIANGULAIRE est donnée par une (0,1)-matrice B d’ordre 2n — K défini
par:

B = On-K,n On—K,n—K
A On,n—K ’

ou 0; ; désigne une matrice de taille ¢ par § qui ne contient que des 0. La construction
peut s’effectuer en temps polynomial.

Supposons qu’il existe une sous-matrice A’ de A d’ordre K et des matrices de
permutation P, et (}; d’ordre K telles que P, A’ Q:rf < N . Solent, R et S les matrices
de permutation d’ordre n telles que:

A A
RAST = ol .
[Azl Az

Notons V' et W les matrices de permutation d’ordre n définies par:

V = P 1 OK n—K
O‘n—K K Hn-—K

I,,— L)
B et WT -} Sv‘T n—K 11 K
I:OK,n—K QT

et P et Q2 les matrices de permutation d’ordre 2n — K définies par:

I K 0 -K T WT | e
Po=| " KRRl et Q= i
’ [On,n—K |4 ] lonK,n P

P,BQY = DHR_KK Oﬂ;fK’ﬂ
n,n—

On—K,'n On—K,n—K WT On,n—K
A On,n—I( Oan,'n Hn—K

I-On—K,n On—K,n—K

VAWT On,n—K '
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Or,
i
B |} 7 A A I._ 0,
VAWT= 1 Kn—K 11 n—K n—K,K
0n kx  In-x | |[Ann A22| [Oxn-x Q7
_ [P An PAQT
| Az ApnQT
=
> PAn Dy
T | Az ApnQT

et par suite BBQT <[Noy_ g

Inversement, supposons qu’il existe des matrices de permutation P et (J3 d’ordre
2n — K telles que PQBQ%‘ < Bgn_ - En utilisant le lemme 4.5.2, nous pouvons
supposer que la matrice P, BQY est de la forme:

Y
PBQ: = |yt OpnK

On—K,ﬂ. On - K,n—K]

ot V et W sont deux matrices de permutation d’ordre n. Par suite,
A A
1% AWT — 11

An  Asp

avec A’ <Dg. 4.5.3

4.5.3 Couplage dans les graphes

Soit G = (V,E) un graphe d’ordre n. Deux arétes sont incidentes si elles ont un
sommet extrémité en commun. Un couplage est un sous-ensemble d’arétes M C FE
non incidentes deux & deux. Un couplage de cardinalité mazimale” est un couplage
M tel que | M| > | M| pour tout couplage AM'.

En 1973, J.E. Hopcroft et R.M. Karp[HK73] ont proposé un algorithme en temps
O(|V|% - |E|) pour calculer un couplage de cardinalité maximale dans un graphe
biparti. J. Edmonds [Edm65] a présenté un algorithme en temps O(|V|3) dans le cas
général®. Un algorithme en temps O(1/]V]- |E|) est présenté dans [MV80].

Un couplage induit ou couplage fort dans un graphe est un sous-graphe induit
composé d’arétes disjointes: 7.e. les composantes connexes sont des arétes disjointes
€1,€3,. . . ,er. Autrement dit, il n’existe aucune aréte de G qui connecte un sommet
de e; avec un sommet de e; pour ¢ # j. La taille maximale d’un couplage induit
dans un graphe G est notée ps(G). Nous associons au couplage induit le probléme
de décision suivant: Etant donné un graphe G et un entier positif K, est-ce que
ps(G) > K7

7. I1 est malheureusement d'usage d'appeler un couplage de cardinalité maximale un couplage
maximal. Or; un couplage maximal - un couplage qui ne peut pas étre étendu par 'ajout d'une
nouvelle aréte - n’est pas nécessairement un couplage de cardinalité maximale.

8. La mise en ceuvre de cet algorithme est une tiche asser difficile. Néanmoins, une analyse fine
de la complexité et des structures de données est présentée dans [Jun99].
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La recherche d’un couplage induit de cardinalité maximale dans un graphe est
un probléme NP-complet [Cam89, SV82, Lew96]. M.C. Golumbic et R.C. Lasket
[GL93] ont proposé un schéma général pour trouver un couplage induit dans un
graphe. L’idée consiste & transformer le graphe G en un graphe G* et 4 rechercher un
ensemble stable maximum dans ce dernier. Le graphe G* = (E,E*) a pour sommets
les arétes du graphe G et les arétes e = {uj,uz} et € = {uz,ua} sont adjacentes
dans G* si et seulement si elles ne forment pas un couplage induit. Autrement dit,
les arétes e = {uy,uz} et ¢ = {u3,us} sont adjacentes dans G* si et seulement si le
sous-graphe de G induit par 'ensemble {u1,u2,u3,u4} est différent de 2K;. 11 suffit
ensuite de considérer des classes de graphes C pour lesquelles:

1. GeC = G e(;

2. la recherche d'un ensemble stable maximum s’effectue en temps polynomial
pour la classe C.

Ainsi, il existe un algorithme en temps polynomial pour la recherche d’un couplage
induit de cardinalité maximale si

— G est un graphe d’intervalle ou triangulé;
- G est un graphe trapézoidal, de permutation ou a seuil;
— (G est un arbre.

Remarquons que ces graphes sont parfaits [Gol80]. Ce n’est pas toujowrs le cas
puisque la recherche d’un couplage induit de cardinalité maximale est un probléme
NP-complet si G est un graphe biparti de degré maximum 4 [SV82, Cam89).

Un couplage M dans un graphe G = (V,E) est unique restreint s'il n'existe
aucun autre couplage de méme cardinalité sur les sommets couverts par le couplage
M. La taille maximale d’un couplage unique restreint dans un graphe G est notée
1-(G). Clairement, ps(G) < p(G) puisqu’un couplage induit est un couplage unique
restreint. Néanmoins, ’écart entre ps et 1, peut étre arbitrairement grand ou petit.
En effet, nous avons par exemple:

- ps(Kp) = pr(Kr) =1;

- ps(Cp) = L%J < [% - 1] = pr(G).

Caractériser les graphes pour lesquels ps{G) = p,(G) est un probléme ouvert [GHL].
La recherche d’un couplage unique restreint de cardinalité maximale est un probléme
NP-complet méme si G est un graphe biparti avec A(G) < 7 ou un graphe de
séparation. Par suite, le probléme est également NP-complet méme si G est un
graphe triangulé ou un graphe de comparaison® {GHL]. Néanmoins, le probléme est
résoluble en temps polynomial si G est un graphe i seuil ou un graphe d’intervalle
propre.

4.5.4 Sous-graphe induit exact-triangulaire

Nous avons vu que la recherche d'un couplage induit de taille K et d’'un couplage
unique restreint de taille K dans un graphe biparti sont des problémes NP-complets.
Nous pouvons donner une interprétation matricielle de ces deux problémes. En effet,
soit G = (Vi UV, E), |Vi| = m et |Vz| = n, un graphe biparti. Notons A sa matrice

9.1l suffit de remarquer qu'un graphe de séparation est un graphe triangulé et qu'un graphe
hiparti est un graphe de comparaison.

unigue restreint
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d’adjacence réduite (A est une (0,1)-matrice rectangulaire en général). Alors, il existe
des matrices de permutation P d’ordre m et ) d’ordre n telles que:

' %

* *

PAQT = [

o1 A’ est un matrice d’ordre K qui vérifie A’ = [ ¢’il existe un couplage induit de
taille K et ou [ < A" < I\ g 91 existe un couplage unique restreint de taille K.

DEFINITION 4.5.4 (GRAPHE BIPARTI EXACT-TRIANGULAIRE) Un graphe biparti G =
(V1 U Vo,E), (V4] = {Vz| = n, est un graphe biparti exact-triangulaire sl eziste des
bijections o de Vi dans [n] et 7 de V dans [n] telles que {u,v} € E si et seulement
si o(u) > 7(v) pour tout u € V1 et v € Vo

Nous appelons SouS-GRAPHE INDUIT EXACT-TRIANGULAIRE le probléme de décision
associé & la recherche du plus grand sous-graphe induit exact-triangulaire dans un
graphe biparti. Ce probléme se formalise de la fagon suivante:

PROBLEME 4.5.5 (SOUS-GRAPHE INDUIT EXACT-TRIANGULAIRE)

DONNEES: Un graphe biparti G = (V; U Vz,E) et un entier positif K.

QUESTION: Le graphe G contient-il un sous-graphe induit G' = (V] U
=, E') exact-triangulaire avec V]| = [Vj| > K7

Etant donnés une (0,1)-matrice A de taille m par n et un entier positif K, le
probléme est équivalent & la recherche d’une sous-matrice B d’ordre K pour laquelle
il existe des matrices de permutation P et Q d’ordre K telles que PBQ7 = N K-

PROPOSITION 4.5.6 SOUS-GRAPHE INDUIT EXACT-TRIANGULAIRE est un probléme NP-
complet.

PREUVE

Le probléme SOUS-GRAPHE BIPARTI EXACT-TRIANGULAIRE appartient & NP. Mon-
trons qu'il est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme exact 3saT
donnée par une formule booléenne ¢ sous forme normale conjonctive d’ordre 3. Nous
notons C = {cy,c2, - .- ,c;n} 'ensemble des clauses et X = {z1,22,...,2,} Pensemble
des variables booléennes.

Soient X, L, C et A les ensembles de sommets disjoints définis par:

X ={z;]1<i<n}
L ={vw|1<i<n}U{fi|l<i<n}

C ={a|l1<i<m}
A ={N;|1<i<m A1<j<3}

Intuitivement, les ensembles X et L sont associés aux variables booléennes, tandis
que les ensembles C et A sont associés aux clauses. Plus précisément, ’ensemble X
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contient un sommet pour chaque variable, 'ensemble L contient un sommet pour
chaque littéral de chaque variable, 'ensemble C contient un sommet pour chaque
clause et ’ensemble A contient un sommet pour chaque littéral de chaque clause.
Soient a et b deux nouveaux sommets distincts qui n’appartiennent pas aux en-
sembles X, L, A et C. Ces deux sommets vont jouer un réle de «séparateur» dans
la suite. Plus précisément, le sommet a va séparer X d'une partie de A, tandis que
le sommet b va séparer une partie de L de C.
Définissons les ensembles d’arétes Exp, E., Eac, Fap et Ear:

Exty ={{ziwh{zife} |1 <k <i<n}

E, ={{abl}u{{ev}{a.fi}[1<i<n}

Erxe ={{Mja}|1<k<i<m et 1<j<3}
Eny ={{Mjb}|1<i<m et 1<j<3}

Pour tout 1 < ¢ < met 1 < 7 < 3, notons ind(i,7) I'indice de la variable qui
apparait en position 5 dans la clause i. Autrement dit, ind(i,7}) = k st 23 ou i
apparait en position § dans la clause i. Nous pouvons maintenant définir I’ensemble
d’arétes Epr. Pour tout 1 <72 <met 1< 3 <3, I'ensemble Epz, contient les arétes
{Xi vk} et {5 fx} pour 1 < k < n et k # ind(i,j). Notons k' = ind(i,5), si g
apparait en position 7 de la clause 4, alors ’ensemble Ep; contient de plus I'aréte
{Xi,;,ur }, sinon il contient Paréte {X; ;,fi} (T apparait en position j dans la clause
i). Remarquons alors que tout sommet X; ; € A est connecté i exactement 2n — 1
sommets de Pensemble L.
L’instance correspondante du probleme sous-GRAPHE BIPARTI EXACT-TRIANGULAIRE

est donnée par le graphe G = (V,E) définis par:

V ={ab}UXULUCUA
E =ExpUE,UE\cUEp,UEx;

et par un entier K = n+m+1. Le graphe G est biparti pour la bipartition V' = VUV,
définie par:

Vi ={a}UXUA
Vo = {b} ULucC.
La construction peut s’effectuer en temps polynomial.
Supposons qu'il existe une interprétation satisfaisante f de la formule booleenne
¢. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que chaque clause est satisfaite

par son premier littéral. Dans la suite, v/ f,;, 1 < © < n, désigne soit v; soit f;. Soient
Vi C Vj et V; C V5 les sous-ensembles de sommets définis par:

Vi ={a} U{zm:|1<i<n} U {allss<m)
Vo ={b} U{v/f;|1<i<n Avff, =wyssiflz;)) =vrai} U {¢ |1 <i<m}

Nous vérifions facilement que |V]| = |V4| = K = n + m + 1. De plus, pour tout
1 <i < n, soit v; € Vg, soit f; € V. Considérons les bijections o de V| dans [K] et
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7 de VJ dans [K] définies par:

olz;) =1 pour1 <i<n
ola)=n+1
o(Mi)=n+i+1 pourl<i<m

et

(vff;) =1 pourl <i<n et v/f, e LNVJ

7(b)=n+1

{g)=n+i+1 pourl<i<m.
Remarquons que les deux bijections utilisent 1'ordre arbitraire donné sur les variables
et les clauses. Montrons que le sous-graphe biparti induit par ¥ U V; est exact-

triangulaire.
Dans un premier temps, en remarquant que par construction :

{z:ww/f} € E powrl <k<i<netv/f, =vgouf;
{zi,b} ¢ E pour1<z<n
{zick} ¢ E pourl <i<netl<k<m
il vient
o(u) > 7(v) siet seulement si {uw} € E (4.1)

pour tout © € X NV} = X et v € V3, car les bijections o et 7 respectent P'ordre
arbitraire sur les variables et Vg contient soit vy, soit fi pour 1 < k < n. De plus,
puisque le sommet ¢ est connecté & tous les sommets de L et 4 b (mais pas aux
sommets de C}, alors

o(u) > 7(v) siet seulement si {uw} € E (4.2)
pour tout u € X U{a} et v € V. Remarquons maintenant que:
o(u) > 7(v) siet seulement si {u,w} € E (4.3)

pour tout € ANV, et v € CNVy = C. En effet, Les bijections ¢ et r utilisent
I’ordre arbitraire sur les clauses et, pour tout 1 < ¢ < m, exactement un des sommets
de {M; | 1 < j < 3} appartient & Vj. Enfin, puisque L NV, correspond & une
interprétation satisfaisante de la formule booléenne ¢, il vient

o{u) 2 7(v) sict sculement si {up} € E (4.4)
pour tout u € ANV, et v € V. Par suite (équations 4.2 et 4.4),
ofu) > 7(v) siet seulement si {u,w} € E

pour tout € V{ et v € V. Un exemple de construction est donné en figure 4.8.
Inversement supposons qu'il existe dans le graphe biparti G un sous-graphe induit
exact-triangulaire de taille K. Soit G' = (V] UVJ,E’) ce graphe. Alors, il existe des
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1 v2 fa baceec cah fou

Azt

A4z
Arz
Az
Az2
Az,
Az
Az,2
g1
A2

F1G. 4.8 — Hlustration de lo construction utilisée dans le proposition 4.5.6 pour la
formule booléenne ¢ = (1 VZ2VIZ) A (21 VZ2 V) A (T VT VE) A (TL VT2 V T3).
La figure est donnée pour Uinterprétation satisfaisente f définie par f(x1) = vrai,
flx2) = vrai et f(z3) = fouz. Remoarquons que nous ne faisons pas ici Uhypothése
que chague clouse est solisfaile par son premier littéral - les deur premiéres clouses
sont satisfailes par x1, tandis que les deuz derniéres sont satisfaites par Ts. Les cases
grisées représentent des éléments non nuls.
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bijections ¢ de V] dans [K7] et 7 de V; dans [K] telles que {v;,v5} € F si et seulement
si o(v1) > 7(v2) pour tout vy € V{ et vy € V. Notons A et A’ les sous-ensembles de
sommets définis par:

A ={u|lueV] Al<o(u)<n}
A ={ulueVY An+2<o(u)<n+m+1}

et B et B’ les sous-ensembles de sommets définis par:

B ={ulueVy A1<7(u)<n}
B ={u|luveV, An+2<7(u)<n+m+1}

Remarquons dans un premier temps que pour tout sommet u € A, alors |[N(u)| <
n+o(u) car u posséde exactement o(u) voisins dans E'. Or, |N (X 5)| > 2n +2 pour
tout A;; € Vi et [N(a)| = 2n + 1. Par conséquent, A C X. Mais |A| = |X|. Aussi,
nous avons en fait A = X. Par suite, B C L car les sommets de X ne sont connectés
qu’'aux sommets de L. De plus, LN B’ = 0.

Supposons qu'il existe i, 1 < ¢ < n, tel que v; € V3 et f; € V. Sans perte de
généralité, supposons de plus que 7(v;} < 7(f;). Alors, pour le sommet zx € X
tel que o{zx) = 7(v;), nous avons {zx,v;} € E et {zx,f;} € E. Ce qui constitue
une contradiction puisque {zx,fi} € E' et o(zx) < 7(fi). Aussi, par argument de
cardinalité, nous avons:

soit v; € V3 et f; € 13

(4-5)
soit f; € Vet v; ¢ V5.

Vi,1<i<mn, {

Cette «partition» de L définit une interprétation f de 'ensemble des variables en

posant :
f(z;) = vrai siet seulement si  v; € V5.

Montrons que f est une interprétation satisfaisante de la formule booléenne ¢.

Tout d’abord, remarquons que a € V}. En effet, si tel n’est pas le cas, soit A
le plus petit littéral par o(X; ;) = n + 1. Alors, il est relié aux éléments de L N Vg
(n éléments), 4 b et & ¢; au moins, ce qui est une contradiction. Aussi, nous avons,
o{a) = n+1. De plus, 7(b) = n+1 car le sommet a n’est connecté & aucune clause.
Par conséquent, nous avons A’ C Aet B =C.

Supposons maintenant par I’absurde que deux sommets A, j et ); ; pour 1 €4 <
m et § # k soient dans V. Alors, ils auraient méme degré dans E’ car dans le sous-
graphe induit G, ils sont reliés aux mémes clauses et au méme nombre de sommets
de L, ce qui constitue une contradiction. Ceci nous oblige & choisir un littéral et un
seul par clause.

Considérons une clause ¢; = ;1 V A2 V Aiz. Dans VJ, nous avons choisit exac-
tement un littéral, disons A;; pour simplifier. Scit z; = A; 1. Alors, f(X;1) = vrai
car dans E (et e fortiori dans E') A; ) n'est pas relié & fi. Par conséquent, puisque
cette remarque s’applique A toutes le clauses, nous en concluons que f est une in-
terprétation satisfaisante de la formule booléenne ¢.

-4.5.6
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Nous avons déja mentionné que le probléme de décision associé 4 la recherche
d’un couplage unique restreint de cardinalité maximale (probléme courLAGE uNIQUE
ResTREINT) est NP-complet [GHL]. Ce probléme mesure la taille maximale d’un cou-
plage unique M, c'est-a-dire [M|. A I'instar des problémes BrcLIQUE et BIcLIQUE
10 nous pouvons nous interroger sur la complexité du probléme courLace
uniQue RESTREINT lorsque celui-ci ne mesure plus |M|, mais le nombre d’arétes
du sous-graphe biparti induit par M. Nous appelons COUPLAGE UNIQUE RESTREINT
ARETES cette variante du probléme.

ARETES

PROBLEME 4.5.7 (COUPLAGE UNIQUE RESTREINT ARETES)

DONNEES: Un graphe biparti G = (Vi U V5,E) et un entier positif K.
QUESTION : Existe-t-il un couplage unique restreint M C F tel que le sous-
graphe biparti induit par le M comporte K arétes, i.e. G|M = (VJUV],E')
et |E'| = K7

Nous utilisons la prroposition précédente pour montrer que cette modification
de I’énoncé ne simpleifie pas le probléme.

COROLLAIRE 4.5.8 COUPLAGE UNIQUE RESTREINT ARETES est un probléme NP-com-
plet.

PREUVE

Le probléme courPLAGE UNIQUE RESTREINT AREBTES appartient & NP. Montrons qu’il
est NP-complet. Considérons de nouveau le graphe biparti G = (V3 U V,,E) utilisé
dans la preuve de la proposition 4.5.6. Nous allons montrer qu’il existe une in-
terprétation satisfaisante f de la formule booléenne ¢ si et seulement si il existe
un couplage unique restreint M € FE tel que le sous-graphe biparti induit par M
contienne 3 K (K +1) arétes pour K = n+m+1; autrement dit, GIM] = (VUV}, E')
et |E'|= S K(K +1).

S’il existe une interprétation satisfaisante de la formule booléenne ¢, nous avons
montré qu’il existe un sous-graphe biparti exact-triangulaire de taille K = m+n+1.
Ce sous-graphe induit un couplage unique restreint M qui comporte exactement
1K(K +1) arétes.

Inversement, supposons qu’il existe un couplage unique M dans G tel que le
sous-graphe induit par M comporte %K (K + 1) arétes. Clairement, |M| > K, avec
égalité si et seulement si M induit un sous-graphe biparti exact-triangulaire. Il suffit
alors de reprendre la preuve de la proposition 4.5.6 et de remarquer que tout couplage

unique restreint vérifie M| < K.

10. Soit & = (Wi U v2,E) un graphe biparti. Les sous-ensembles V{ C Vi et V; C V2 forment
une bicligue de taille |V{| + |V2] si {n,2} € E pour tout u € V{ et » € V. En utilisant des
techniques de flots, il est possible de calculer la taille de la plus grande biclique dans un graphe
biparti en temps polynomial. Néanmoins, le calcul de la biclique équilibrée (V7] = |VZ]) de taille
maximale dans un graphe biparti est un probléme NP-complet par une réduction depuis CLIQUE
[GI79] (référencé dans [GIT79] sous le nom SOUS-GRAPHE BIPARTI COMPLET EQUILIBRE). Une
biclique est maximale pour les arétes si le produit |V1]| x|V est maximum parmi toutes les bicliques.
Le calcul de la bicligue maximale pour les arétes {probléme BICLIQUE ARETES) est un probléme
NP-complet [Pee(0].
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4.5.5 Sous-graphe induit inf / sup-triangulaire

DEFINITION 4.5.9 (GRAPHE BIPARTI INF / SUP-TRIANGULAIRE) Un graphe biparti
G = (Vi UW,E), |Vi| = |Va| = n, est un graphe biparti inf-triangulaire (resp.
sup-triangulaire) s'il existe des bijections o de Vi dans [n] et 7 de Vo dans [n] telles
que, pour toutu € V] etv € Va, si o(u) 2 7(v) alors {u,v} € E (resp. sio(u) < 7(v),
alors {u,v} ¢ E).

Nous appelons Sous-GRAPHE INDUIT INF-TRIANGULAIRE (resp. SOUS-GRAPHE INDUIT
suP-TRIANGULAIRE) le probléme de décision associé 4 la recherche du plus grand sous-
graphe induit inftriangulaire (resp. sup-triangulaire} dans un graphe biparti. Il est
immédiat de vérifier que le probléme sous-GRAPHE INDUIT INF TRIANGULAIRE (resp.
SOUS-GRAPHE INDUIT SUP-TRIANGULAIRE) est équivalent au probléme de la recherche
de la plus grande sous-matrice inférieurement triangulaire (resp. supérieurement
triangulaire) par permutation des lignes et des colonnes.

Rappelons, que pour toute {0,1)-matrice A, la matrice A est obtenue en rem-
plagant dans A les composantes () par 1 et 1 par 0.

PRoOPOSITION 4.5.10 Soient A une (0,1)-metrice de taille m par n et K > 1 un
entier. Il eziste des matrices de permutation Py d’ordre m et @ d’ordre n telles

que:
N 1k ]

PAQT <
]-n-—K,K ln—K,n—K

st et seulement si il eziste des matrices de permutation Py d’ordre m et Qg d’ordre
n telles que:

PQ.A_.Q'%’ > BK—I UK—l,n—K+1 .
On-k+1.K-1 On_K+1,n—K41
Le proposition précédente se traduit immédiatement sur le graphe biparti asscoié
a la (0,1)-matrice A.

COROLLAIRE 4.5.11 Soit G un graphe biparti et K > 1 un entier. Il existe un sous-
graphe induit inf-triangulaire de taille K si et seulement si il existe un sous-graphe
nduit sup-triangulaire de taille K — 1.

COROLLAIRE 4.5.12 SOUS-GRAPHE INDUIT INF-TRIANGULAIRE est un probléme NP-com-
plet si et seulement si SOUS-GRAPHE INDUIT SUP-TRIANGULAIRE est up probléeme NP-
complet.

Nous n’avons cependant pas été en mesure de déterminer la complexité du
probléme sous-GRAPHE INDUIT INF-TRIANGULAIRE'! {ou bien, de facon équivalente,
de déterminer la complexité du probléme sousS-GRAPHE INDUIT SUP-TRIANGULAIRE).
Néanmoins, nous prouvons maintenant que la «version pondérée» de notre probléme
SOUS-GRAPHE INDUIT INF-TRIANGULAIRE est NP-compléte.

11. Rappelons (proposition 4.5.3 page 87) que si le probléme S$OUS-GRAPHE INDUIT
INF-TRIANGULAIRE est NP-complet, alors le probleme MATRICE INF-TRIANGULAIRE est
également NP-complet.
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PROBLEME 4.5.13 (SOUS-GRAPHE INDUIT INF-TRIANGULAIRE PONDERE)
DONNEES: Un graphe biparti B = (Vi U Vg, E), un entier positif W et une
fonction w de E dans Zt.

QUESTION: Existe-t-il une sous-graphe induit B’ = (V{ U VJ,E") inf-
triangulaire tel que }° v w(e}) > W7

PROPOSITION 4.5.14 sOus-GRAPHE INDUIT INF-TRIANGULAIRE PONDERE est un probléme
NP -complet.

PREUVE

Le probléme sous-GRAPHE INDUIT INF-TRIANGULAIRE PONDERE appartient a NP.
Montrons qu’il est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme crique
donnée par un graphe G = (V,E} d’ordre n et par un entier positif K. Par souci de
clarté, nous notons f(¢} = 1i(i —1). De plus, pour tout « € V et e € E, nous notons
u € e Si u est un sommet extrémité de 'aréte e. Soient X et Y deux ensembles de
sommets disjoints définis par:

X = {561,562, 000 ,:L‘n_}(+1}
Y= {ylinJ .. 1yf(K)+1}

et F] et F; les ensemble d’arétes définis par:

Fi={{ziy}[1<i<n—-K+let1<j< f(K)+1}
F={{eu}|le€c ExucV et u€ e}
L’instance correspondante du probléme sous—GRAPHE INDUIT INF-TRIANGULAIRE

pONDERE est donnée par un graphe biparti B = (V] U V5,F), un entier positif W et
une fonction w de F dans Z+ définis par:

i =EUX
Vo =VUY
F =RUF

W = (=) +DJ(K)+1)(n - K +1)

fin)+1 siee Fy
1

VYee F, wl(e)=
sie € Fy.

Clairement, nous avons |V1| = |E|+n—K+1et |Va| = n+ f(K)+1 car les ensembles
V, E, X et Y sont disjoints deux & deux. La construction peut s’effectuer en temps
polynomial.

Supposons qu'il existe une clique V' C V de taille K dans le graphe G. Soient
Vi C Vi et VJ C V; les sous-ensembles définis par:

Vi=XU{ele={uju;} € Ea; € V' et u; e V'}
V=Y U{u; |ui € V\V'}
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Remarquons dans un premier temps que, puisque V' induit une clique, il n’existe
auncune transition entre les sommets de {e | e = {u;,u;} € Eju; € Vet u; € V} et
ceux de {u; | u; € V'\ V'}. De plus, nous avons [V]| = |V = f(K)+n— K +1.
Notons B’ = (V] UVJ,F") le sous-graphe induit par les sous-ensembles V] et V5. Ce
sous-graphe biparti est inf-triangulaire. En effet, il suffit pour cela de considérer les
bijections o de V; dans [f(K)+n — K +1] et 7 de V; dans [f(K) +n— K +1]
définies par:

Ye€c VyNE, 1<o(e) < f(K)
Vz; € X, FE)+1<o(z) L f(K)+n—-K+1

et

vy €Y, 1< 7(y) < fF(K) +1
vueVyNV, fIK)+2<7(u) < f(K)+n-K+1

et de vérifier que pour tout « € V{ et v € VJ, si {u,v} € F', alors o(u) > 7(v). Enfin,

NOUSs AvVOnS :
Y wle)>W
eck’

car X CVetY CVJ.

Inversement, supposons qu'il existe un sous-graphe induit B’ = (V] UV, F') inf-
triangulaire avec Y, w(€) > W. Alors, en notant |V{| = [V3| = m pour simplifier,
il existe des bijections ¢ de V{ dans [m] et 7 de V3 dans [m] telles que si {u,v} € F”,
alors o(w) > 7(v). Notons m; (resp. mg) le nombre d’arétes de F (resp. F») présentes
dans F', i.e. my = |F1 N F'} et mg = |Fa N F’|. Puisque w(e) = f(n} + 1 pour tout
e € Fi et w(e) = 1 pour tout e € Fy, il vient :

m{fr)+1)+me > W
= (f(n) + I} (K) +1){n - K +1).

Alors,
mg > (f(n) + ((F(K) +1)(n - K 4 1) —m).
Or, ma < f(n) < f(n)+1 avec mg = f(n) siet seulement si G = K. Par conséquent,
(f(n) +1) > (f(n} + D{(f(K) + D(n - K +1) —m1).
D’o,
my > (f(K)+1)(n—K+1)
car m; est un entier positif ou nul. Mais, my < (f(K) + 1)(n — K +1) car |X| =
n—K+1let|Y| = f(K)+1. En conséquence, nous avons my = (f(K)+1)(n— K +1).

Autrement dit, X C V] et Y C V5. Mais, o(z;) > f(K) + 1 pour tout x; € X car
d(z;) = f(K) + 1 dans B’. De méme, 7(y;) < f(K) + 1 pour tout y; € ¥ car
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d(y;) = n — K + 1 dans B'. Par conséquent, |V{| = |V;| > f(K)+n - K+ 1.
Alors, il existe un sous-ensemble E' C E, |E'| = f(K), tel que o(e;) < f(K) pour
tout e; € E. De méme, il existe un sous-ensemble V! C V, |V'| = n — K, tel que
7(u;) > f(K) + 2 pour tout u; € V'. Mais, puisque le sous-graphe induit B’ est
inf-triangulaire, il vient:

Ve; € E’, Vu; € V’, {e,;,uj} ¢ F

car o(e;) < f(K) < f(K) + 2 < 7(u;)- Aussi, il existe f{K) sommets de E qui ne
sont pas adjacents & n — K sommets de V. Mais, par construction du graphe biparti
B, un sommet ¢; € E est adjacent 3 un sommet u; € V si et seulement si u; € e, i.e.
le sommet u; est un sommet extrémité de 'aréte e; dans G. Par conséquent, il existe
f(K) arétes de G incidentes & au plus K sommets de G. Puisque f{K) = %K (K-1),

nous en concluons qu'il existe une clique de taille K dans le graphe G. 4.5.14

4.6 Sous-matrice principale

4.6.1 Introduction

Nous avons étudié dans la section précédente le probléme de la triangularisation
d’une sous-matrice par permutation des lignes et des colonnes. Nous allons nous
intéresser dans cette sous-section au cas particulier ol la sous-matrice recherchée
est une sous-matrice principale. Rappelons qu'une sous-matrice d’ordre m d’une
matrice A d’ordre n est principale si elle peut étre obtenue en supprimant n — m
lignes et n — m colonnes de A, et si les indices de lignes et de colonnes supprimées
sont identiques. De fagon équivalente, une sous-matrice est principale si elle peut
étre placée dans le coin supérieur gauche de A par une méme permutation des lignes
et des colonnes.

Nous considérons un ensemble de problémes dont les noms génériques sont 1so
sous-MATRICE INF-T et 1s0 sous—-MATRICE ExacT-T. Le parametre T représente une
matrice triangulaire: i.e. T = AN K,A K,VK ou N Kk pour un entier positif K donné.

PROBLEME 4.6.1 (1so sous-MaTRICE INF-T)

DONNEES : Une (0,1)-matrice A d’ordre n, un entier positif K et une ma-
trice triangulaire T d’ordre K.

QUESTION : Existe-t-il une matrice de permutation P d’ordre n telle que:

PAPT < T 1gn K
1, xx la—kn-K

sous-maltrice
principale
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PROBLEME 4.6.2 (180 sous-MATRICE ExacT-T)

DONNEES: Une (0,1)-matrice A d’ordre n un entier positif K et une ma-
trice triangulaire T d’ordre K.

QUESTION : Existe-t-il une matrice de permutation P d’ordre n telle que:

paprt=|" *
*x  k

Nous vérifions facilement qu’il suffit de distinguer deux classes de problémes, A
savoir :

1. T=0N K Ou N K;

2. T=/] K ou |7K-
Aussi, dans la suite, nous examinerons uniquement les cas T =N\ g et T = A K.
Nous montrerons dans la suite que tous ces problémes (certains sont bien connus)

sont NP-complets. Nous étudions dans un premier temps le cas T =[N\ g {ou Ng),
puis T = Ak (oul k).

4.6.2 T=Dxg (ou Ng)

Dauns le cas des sous-matrices principales, le probléme 1s0 sous-MATRICE INF-I\
pour T = N\ k est fortement lié & I'acyclicité d’un graphe orienté. Rappelons dans
un premier temps qu'un graphe orienté &G d’ordre 2 est acyclique si et seulement si
il existe une matrice de permutation P d’ordre n telle que PAPT <[\, ou1 A est
la matrice d’adjacence de G. Le lemme suivant est immédiat.

LEMME 4.6.3 Soient G = (V,E) un graphe orienté d’ordre n, A lo matrice d’edja-
cence de G et K un entier positif. Il existe un sous-ensemble V! C V, |V| = K,
tel que le sous-graphe induit per V' soit acycligue si et seulement si il eziste une
mairice de permutation P d’ordre n telle que:

Nk 1, Kk ] _

PAPT <
1o kkx lo-kKn-K

Nous pouvons décider si un graphe orienté G = (V,E) est acyclique en temps
©(|V| + |E|) en utilisant un tri topologique [CLR92]. Par contre, étant donnés un
graphe orienté d’ordre n et un entier K, décider s’il existe un sous-graphe induit
acyclique d’ordre K est un probléme NP-complet en général [Kar72] 2.

COROLLAIRE 4.6.4 IS0 SOUS-MATRICE INF-L\ ef ISD SOUS-MATRICE INF- N soni des
problémes NP-complets.

12. Le probleéme est en général référencé sous le nom FEEDBACK VERTEX SET ou MAXIMUM
ACYCLIC SUBGRAPH PROBLEM {Kar72, GJ79, FPR99]. Dans sa définition originale, étant donné
un graphe orienté G = (V,E), il s'agit de déterminer un sous-ensemble de sommet V' C V' de cardi-
nalité minimale tel que V' contienne au moins un sommet de tout cycle orienté dans G. Récemment,
P.D. Seymour [Sey95] a proposé un algorithme d’approximation de ratio O{log nloglog n) pour ce
probleme
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Le probléme 150 sous-MATRICE InF-I\ est trivial si K = 7 et A est une (0,1)-
matrice symétrique. Nous allons montrer que le probléeme 1so0 sous-MATRICE 1NF
est NP-complet méme si la matrice A est symétrique et si chaque ligne ou colonne
contient au plus trois éléments non nuls. Nous utilisons pour cela une réduction de-
puis le probléme RECOUVREMENT EXACT PAR 3-EnsEMBLES. Rappelons dans un premier
temps 1’énoncé de ce probleme.

PROBLEME 4.6.5 {RECOUVREMENT EXACT PAR 3-ENSEMELES)

DONNEES: Une famille 7 = {51,55,...,5»} de sous-ensembles, |S;| = 3
pour tout S; € F, d’'un 3g-ensemble X.

QUESTION: : Existe-t-il une sous-famille 7' C F telle que chaque élément
de X apparait dans exactement un sous-ensemble de F'7

THEOREME 4.6.6 ([KART2]) RECOUVREMENT EXACT PAR 3-ENSEMBLES est un probléme
NP-complet.

Le probléme RECOUVREMENT EXACT PAR 3-ENSEMSLES est plus communément ap-
pelé x3c. Remarquons que puisque chague sous-ensemble contient exactement trois
éléments, alors |#'| = ¢. Le probléme reste NP-complet méme si chaque élément de
X apparait dans au plus trois sous-ensembles distincts de la famille 7. Cependant,
le probléme est résoluble en temps polynomial si chaque élément de X apparait dans
au plus deux sous-ensembles distincts de F [GJ79]. La variante RECOUVREMENT EXACT
PAR 2-ENSEMBLES est également résoluble en temps polynomial [GJ79].

PROPOSITION 4.6.7 150 SOUS-MATRICE INF-D\ est un probléme NP-complet méme si
la matrice A est symétrique et chaque ligne ou colonne contient ou plus trois éléments
non nuls.

PrREUVE

Considérons une instance arbitraire du probléme x3c donnée par une famille 7 =
{81,53,.--,Sm} de sous-ensembles, |S;| = 3 pour tout S; € 7, d'un 3g-ensemble X.
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que chaque élément de X apparait
dans au plus trois sous-ensembles de la famille F. L'instance correspondante de 1so
sous-MATRICE INF-D\ est donnée par une (0,1)-matrice symétrique A = [e; ;] d’ordre
m définie par a;; = 1 si et seulement si S; N S; # @ pour tout 1 < i < m et
1 € j <€ m, et par un entier positif K = ¢g. Remarquons que ¢;; = 1 pour tout
1 < i < m. La construction peut s’effectuer en temps polynomial.

Supposons qu’il existe une sous-famille 7/ C F de ¢ sous-ensembles disjoints.
Soit {S;,,Si,,--.,5,} cet ensemble. Considérons la sous-matrice principale B de
A correspondant aux lignes et aux colonnes indicées par I'ensemble {i1,iz,...,is}-
Autrement dit, B est la matrice d’intersection des sous-ensembles {S;, ,S;,,. . .,S; }-
Puisque les sous-ensembles de F' sont disjoints deux & deux, alors B est la matrice
identité d’ordre K = ¢. Par suite, nous avons B < D\ .

Inversement, supposons qu’il existe une sous-matrice principale B = [b;;] de A
d’ordre K telle que B <[\ k. Par construction, B est une (0,1)-matrice symétrique

x3c
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et bj; = 1 pour tout 1 < i < K. Alors, B = [ g est I'unique solution de Péquation
B < [\ k. Par conséquent, il existe K sous-ensembles de F disjoints deux 3 deux.

COROLLAIRE 4.6.8 150 sous-vaTrice 1nF- N est un probléme NP-complet méme si
la matrice A est symétrigue et chague ligne ou colonne contient au plus trois éléments
non nuls.

EXEMPLE 13 Soit F = {51,52,53,51,55,5} une famille de sous-ensembles d’un 3¢g-
ensemnble X pour g = 4 définie par:

S1 = {z1,%5,29} So = {z2,x6,%10} Sz = {we,z6,711}
S1 = {z,zn,x9} Sy ={zz,znzn}  Se = {Ta,78,712}
Remarquons que la sous-famille F' = {$),52,55,56} est composée de sous-ensembles

disjoints. La (0,1)-matrice d’intersection est notée A et lo malrice de permutation
P place les éléments indicés par {1,2,5,6} auz quatre premiéres positions :

100100 T
011000 10
011010 - 11
— PAP! =
A=l 00110 & FAP 00
001110 10
0000 O 1 01}

<

A mi-chemin entre les deux problémes scuS-MATRICE INF-TRIANGULAIRE et IS0
SDUS-MATRICE INF-\, nous considérons le probléme suivant : Etant donnée une {(0,1)-
matrice A d’ordre n, existe-t-il une sous-matrice principale B de A d'ordre K et des
matrices de permutation P et Q d’ordre K telles que PBQ7 < \g ? Autrement dit,
a la différence du probléme précédent, nous autorisons des permutations différentes
pour les lignes et les colonnes de la sous-matrice principale. Nous allons montrer que
ce probléme est égalerent NP-complet.

LEMME 4.6.9 Soit B = [b; ;] une (0,1)-matrice symétrigue d’ordre n telle que b, ; = 1
pour tout 1 < i < n. 8l existe des matrices de permutation P et Q d’ordre n telles
que PBQT <\, alors B=1, et P = (.

PREUVE
Puisque b; ; = 1 pour 1 < i < n, alors per(B) > 0. En utilisant le théoréme 4.3.4,
nous avons:

I, < PBQT <[\,

En notant C = [c; ;] la (0,1)-matrice définie par C = PBPY, il vient:

I, < C(PQT) <D\,
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Remarquons que C est également une (0,1)-matrice symétrique et ¢;; = 1 pour
1 <i < n. Alors, la matrice C est de la forme I, +D ol D = [d; ;] est une (0,1)-
matrice symétrique avec d;; = 0 pour 1 < ¢ < n. Par suite,

I, < I,PQT + DPQT <IN,

Si P # @Q, alors [,PQT £ [\,., ce qui est une contradiction. Donc nous avons
P = Q et par suite [, < PBPT <[\,,. Mais, puisque PBP? est une (0,1)-matrice
symétrique, B = I, est I'unique solution.

PROPOSITION 4.6.10 Etant donnés une (0,1)-matrice A d’ordre n et un entier po-
sitif K, décider s%l existe une sous-matrice principale B d’ordre K de A ef les
matrices de permutation P et () d’ordre K telles gue PBQT <[\g est un probléme
NP-complet.

PREUVE
Lemme 4.6.9 et proposition 4.6.7. 4.6.10

Nous avons déja montré que la recherche de la plus grande sous-matrice exacte-
ment triangulaire est un probleme NP-complet dans le cas général'®. Nous montrons
que le probléme est tout aussi difficile si nous recherchons la plus grande sous-matrice
principale exactement triangulaire relativement &4 T = Nk.

PROPOSITION 4.6.11 IS0 SOUS-MATRICE EXACT-L\ est un probléme NP-complet.

PREUVE

Le probléme 1S0 SCUS-MATRICE exacT-D\ appartient & NP. Montrons qu'il est
NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme cLigue donmée par un graphe
G = (V,E) d’ordre n et par un entier positif K. Par souci de clarté, nous notons V =
{u1,u9, - - - ,un}. L'instance correspondante du probléme 1so sous-MATRICE EXACT-IN
est donnée par une (0,1)-matrice A = [a;,] d’ordre n définie par a; ; = 1 si {u;,u;} €
E et i > j. De plus, a;; = 1 pour 1 < ¢ < n. L’entier positif K est le méme que
celui de Iinstance du probléme cLigue. La construction peut s’effectuer en temps
polynomial.

Supposons qu’il existe une clique de taille K dans le graphe G. Soit V' =
{ttiy s tkigy - - - ,uiK} cet ensemble. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
iy < ip < ... < ig. Considérons la sous-matrice principale B = [b,;] de 4 cor-
respondant aux lignes et aux colonnes indicées par ensemble {4;,ig,. .. ik }. Alors,
bi; = 1 pour 1 < j < i < K. Par conséquent, il existe une matrice de permutation

P d’ordre n telle que:
pAPT = |PK ¥
* * )

Inversement, supposons qu’il existe une matrice de permutation P d’ordre = telle

qgue:
papt = |B *
¥ ¥

13. proposition 4.5.6 page 90.
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ou B = \k. Puisque B est une sous-matrice principale, ses lignes et ses colonnes
sont indicées par un méme ensemble {i),i9,...,ix}, 71 < 22 < ... < ig- Il est facile
de vérifier par induction que le sous-ensemble V' induit un graphe complet d’ordre

K.

COROLLAIRE 4.6.12 150 sous-MATRICE ExAct- N est un probléme NP-complet.

4.6.3 T =k (oulk)

Nous étudions maintenant les problémes proposés dans le cas T = g (oul k).
Nous avons déja montré que décider s'il existe une matrice de permutation d’ordre
n telle que PAPT < /1, est un probleme NP-complet méme si la matrice A est
symétrique (probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE proposition 4.4.8 page
75). Remarquons alors que le probléme 1so sous-MATRICE 1vF-/] est équivalent au
probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE pour K = n. Le corollaire suivant est
alors immédiat.

COROLLAIRE 4.6.13 150 sous-MaTRICE INF-Z]ef 150 SOUS-MATRICE INF- sont des
problémes NP-complets méme si la matrice A est symétrique et chaque ligne et co-
lonne contient ou plus trois éléments non nuls.

Nous avons en fait déja rencontré deux extensions de ce probléme. Plus précisément,
soit A la matrice d’adjacence d’un graphe G d’ordre n, décider s'il existe une matrice

de permutation P telle que
PAPT = [B *}

L

ol B est une matrice d’ordre K qui satisfait I'une des deux conditions suivantes:
1. B=Cg
2. Ck <B<dx
est un probléeme NP-complet. En effet, la premiére condition correspond i la re-
cherche d'un couplage fort dans 7 , tandis que la seconde correspond 4 la recherche
d’un couplage unique restreint dans G. Autrement dit,
1. B = Cg si et seulement si il existe un couplage fort de taille % dans G.

2. Cx < B < Ak si et seulement si il existe un couplage unique restreint de
taille % dans G.

Nous pouvons associer au probléme 1so sous-matrice 1nF-Z] le probléme max
ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE: Etant donnés un graphe G et un entier positif
K, existe-t-il un sous-graphe induit de G de taille K pour lequel il existe un ar-
rangement linéaire triangulaire? Nous montrons dans la proposition suivante qu'il
existe un algorithme d’approximation pour le probléme MAX ARRANGEMENT LINEAIRE
TRIANGULAIRE dont le ratio dépend du meilleur ratio d’approximation disponible pour
le probléme sTaBLE.

PROPOSITION 4.6.14 Il existe un algorithme d’approzimation de ratio 2r pour le
probléme MAX ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE, ot 7 esile ratio d’epprozimation
pour le probléme sTABLE.
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PREUVE

Considérons une instance arbitraire de notre probléme MAX ARRANGEMENT LINEAIRE
TRIANGULAIRE donnée par un graphe G. Soient OP7Ts(G) la taille maximale d’un en-
semble stable dans G et OPT 5;7(G) la taille maximale d’un sous-graphe induit de G
pour lequel il existe un arrangement linéaire triangulaire. Nous vérifions facilement
que OPTs(G) et OPT , r(G) satisfont la relation suivante:

1
OPTes(G) 2 5 OPTaix(G)- (4.6)

Supposons maintenant que nous utilisions un algorithme d’approximation Agg
de ratio r pour obtenir un ensemble stable dans G. Alors, Aps(G) et OPTgs(G)
satisfont la relation suivante:

Azs(G) > ~ OPTes(G). (4.7)

Soit V' C V I'ensemble stable retourné par ’algorithme Ag<(G). Considérons main-
tenant 1’algorithme A, défini de la fagon suivante: si V' = V alors retourner V,
sinon retourner ¥V U {u} oll « est un sommet quelconque de V' \ V'. Nous vérifions
aisément qu’il existe toujours un arrangement linéaire triangulaire pour le graphe
induit par le sous-ensemble de sommets retourné par Palgorithme A r(G). Par
conséquent, nous avons Aa(G) > Ags(G) pour toute instance G. En combinant ce
résultat avec (4.6) et (4.7), nous obtenons:

1 1
-AALT(G) Z ; OPTEs(G) 2 E OPTALT(G).

Par conséquent,
OPT 11(G)

< 2r.
Apin(G) — r

Le plus petit ratio d’approximation connu pour le probléme sTABLE est - & notre
conneissence - actuellement O(n/(logn)?) [BHY2), ol n est le nombre de sommets
du graphe 4. Pour certaines classes de graphes, le probléme stasLe est résoluble en
temps polynomial; par exemple, il existe des algorithmes polynomiaux exacts pour
les graphes biparti (par couplage), les graphes triangulés et les graphes circulaires.

REMARQUE 4.6.15 Soit G un graphe pour lequel le probléme sTaeLE est résoluble en
temps polynomial et le probléme MAX ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE est NP-
complet. Alors, il existe un algorithme d’approximation de ratio 2 pour le probléme

14. 11 est toujours surprenant de comparer ce ratic avec les ratios d’approximation disponibles pour
le probléme COUVERTURE DES SOMMETS; apres tout, un sous-ensemble V' C V est une couverture
des sommets si et seulement si V' \ V' est un ensemble stable. Cependant, il existe des algorithmes
(trés simples) d’approximation de ratio 2 pour le probléme STABLE. En d’autres termes, si les
problémes de décision STABLE et COUVERTURE DES SOMMETS sont équivalents, il semble que les
probléme d’approximation associés solent radicalement différents; 'approximation d'un ensemble
stable ne nous aide que trés peu pour approximer une couverture des sommets. Considérons par
exemple un graphe G dont la plus petite couverture des sommets contient § — 1 sommets. Alors. un
algorithme d’approximation de ratio 2 pour le probléme COUVERTURE DES SOMMETS calcule une
couverture des sommets contenant au plus 2(% — 1) = n — 2 sommets. Cependant, cette couverture
des sommets ne nous donne qu’un ensemble stable de taille 2; & comparer avec le plus grand ensemble
stable qui contient § + 1 sommets.
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MAX ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE. Nous ignorons cependant si un tel graphe
existe. En effet, nous n’avons pas pu mettre en évidence un graphe pour lequel un
ensemble stable de cardinalité maximale est calculable en temps polynomial et le
probléme MAX ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE est NP-complet, o

Nous considérons maintenant le probléme de la recherche de la plus grande sous-
matrice principale exactement triangulaire.

PROPOSITION 4.6.16 150 sous-matrice Exact-Z] est un probléme NP-complet.

PREUVE

Le probléme 1s0 SOUS-MATRICE exact-Z] appartient & NP. Montrons qu’il est NP-
complet. Soit une instance arbitraire du probléeme exact 3sat donnée par une formule
booléenne ¢ sous forme normale conjonctive d’ordre 3, c’est-a-dire avec exactement
trois littéraux par clauses, Nous notons C = {c1,cs,. .. ,cm } 'ensemble des clauses,
et X = {x1,%9,...,%5} I'ensemble des variables booléennes. Comme toujours, nous
notons A;; le 7€ littéral de la clause i. L’instance correspondante du probléme
1so sous-matrIcE ExacT-Z] est donnée par une (0,1)- matrice A = [g; ;] d’ordre 4m
et par un entier positif K = 2m. Par souci de clarté, nous indigons les lignes (et
les colonnes) de A par les littéraux et les clauses de la formule booléenne ¢. Plus
formellement, nous indigons la matrice Apar A ={);}1<i<m et1<j <3}
et par ¢; (1 < ¢ <m). La matrice A est définie par:

Gee; =1 pourl1<i<metl<j<m
ﬂ;Ai,J—,Ck:ack,)\'—’jzl pOUrlSkSgSmetlsjsg

@i e = 1 si et seulement si 1 < i,k <m, 1 <5 <3et d;=)y

Remarquons que la matrice A ainsi définie est symétrique. De plus, la diagonale
principale de A contient exactement m éléments non nuls: a., ¢, pour 1 <z <. La
construction peut s’effectuer en temps polynomial.

Supposons qu’il existe une interprétation satisfaisante f de la formule booléenne
¢. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que chaque clause est satisfaite
par son premier littéral. Soit P une matrice de permutation d’ordre 4m telle que:

PAPT = [B *]

*

ot1 B est une matrice d’ordre 2m dont la ligne (colonne) ¢ est indicée par:

- Mipourl <i<m

- Com—iy1 pour m—+1 < ¢ < 2m.
La construction est détaillée en figure 4.9. Montrons que B = om. Considérons la
décomposition en matrices carrées de taille m:

B Bie
B = .
[321 Bzz]

La sous-matrice {principale) Bz est indicée par ¢;, 1 < ¢ < m. Puisque ¢, = 1
pour 1 < i,j < mm, alors nous avons By = 1,,,,. De méme, puisque Bhipon —
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m m 2m
1 1 1 1
L i ' !
) - ) 1 ]
= E E i
1R R s <1 & 8 g :
A1
Az,1
A
A'n'z,l
Cm
el
C2 Q

(5] B

e R A

FiG. 4.9 — Ilustration de la construction utilisée dans la preuve de la proposition
4.6.16.

G, =1lpourl <k <i<metl<j<3,il vient Biz = By = Ay, Enfin,
puisque f est une interprétation satisfaisante, alors B11 = 0y, ;,. Par conséquent,
nous avons B = Agm.

Inversement, supposons qu’il existe une matrice de permutation P d’ordre 4m

telle que:
PAPT — A2m ¥
* x|’

Considérons la décomposition en matrices carrées de taille m de Aom:

A2m: (Zn,m ]_Amjl

Puisque la diagonale principale de la matrice 1,,, (et donc de AQm) contient exac-
tement 7n éléments non nuls, alors les m derniéres lignes et colonnes de Aoy sont
indicées par ¢; pour 1 < i < m. En effet, il existe exactement m éléments non
nuls sur la diagonale principale de A et ses éléments correspondent aux ag, ¢, pour
1 < i < m. Par suite, les m premieres lignes et colonnes de om sont indicées par
m éléments de I'ensemble {,\i,j |1 <i<m A 1< j<3}. Remarquons maintenant
que Gy, ;¢ = Oep )iy = lpour l €k <i<metl<j<3. Par suite,

1. la i*™€ ligne {colonne), 1 < i < m, de Ao, est indicée par A, 1, A2 OU Aig,
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2. la i®™€ ligne (colonne), m + 1 <4 < 2m, de Loy, est indicée par cam—i1-

Autrement dit, les i premitres lignes (colonnes) de Ao sont indicées par exac-
tement un littéral de chaque clause. Notons A les m Littéraux qui indicent les m
premiéres lignes (colonnes) de om. Montrons que les littéraux de A déterminent
une interprétation satisfaisante de la formule booléenne ¢. Dans un premier temps, il
n’existe pas dans A deux littéraux Xy ; et Ay j tels que X ; = zg et Ay = Zg. 11 suf-
fit pour cela de remarquer que la sous-matrice (principale) indicée par les littéraux
de A ne contient que des 0; or, a),; 5, , =1 powr 1 <4k <m, 1< 45€ < 3et
Xij = A Alors, Pinterprétation f définie par:

vrai g'il existe X ; € A tel que X; ; = zp,
f(zr) = { faux s'il existe X; ; € A tel que A, ; = Ty,

vrai ou faux il existe pas X; ; € A tel que g ; =z ou X ; = Iy

est une interprétation satisfaisante de la formule booléenne ¢. 4.6.16

Nous pouvons reformuler la proposition 4.6.16 sur les graphes avec boucles.

COROLLAIRE 4.6.17 Soient G = (V,E) un graphe d’ordre n avec éventuellement des
boucles sur les sommets, et K un entier positif. Décider s’il eziste un sous-ensernble
VI CV, |V'| = K, et une bijection o de V' dans [K] tels que:

VvueV'VoeV', {up}€FE sietseulementsi o(u)+o(v) > K

est un probléme NP-complet.

4.7 Arrangement linéaire & cumul croissant

4.7.1 Introduction

Nous allons dans cette section reformuler le probléme MATRICE TRIANGULAIRE €n
termes de voisinages dans un graphe non orienté. Rappelons que, étant donné un
graphe G = (V,E), le voisinage d’un sommet v € V, noté N(u), est lensemble des
sommets adjacents a u, i.e.

vueV, Nu={v|veV A {up}€E}

Par extention, pour tout ¥/ C V, nous notons N (V') = ey N (v). Nous considérons
dans la suite le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE A cuMUL CROISsanT défini ci-apres.

PROBLEME 4.7.1 (ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROISSANT)
DONNEES: Un graphe G = (V,E) d’ordre .

QUESTION : Existe-t-il un arrangement linéaire & cumul croissant de G,
i.e. une bijection o de V dans [n] telle que card (Ua(u) <; N(u)) < i pour
1<i<n?
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Nous vérifions facilement que notre nouveau probléme ARRANGEMENT LINEAIRE A
CUMUL CROISSANT est équivalent au probléme MATRICE INF-TRIAnGULAIRE dans le cas
symétrique. En effet, soit G un graphe d’ordre n et notons A sa matrice d’adjacence.
Alors, il existe un arrangement linéaire & cumul croissant de G si et seulement si il
existe les matrices de permutation P et  d’ordre n telles que PAQY < N

REMARQUE 4.7.2 Soient G = (V,E) un graphe d’ordre n et ¢ une bijection de V
dans [n]. Si o est un arrangement linéaire triangulaire, alors ¢ est un arrangement
linéaire & cumul croissant. L'inverse n’est pas toujours vrai. o

Nous allons examiner une restriction du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL
crorssanT. Cette restriction se distingue par la présence d’un parameétre J (entier
positif) supplémentaire dans I'instance qui indique le nombre maximum de som-
mets pour lequel o est un arrangement linéaire & cumul croissant. Nous appelons
ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROISSANT MAX ce probléme.

PROBLEME 4.7.3 (ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROISSANT MAX)
DONNEES: Un graphe G = (V,E) d’ordre n et un entier positif .J.
QUESTION: Existe-t-il une bijection ¢ de V dans [n] telle que
card (Upguy<; N(w)) < ipour1<i<J?

ExXeEMPLE 14 Soit G = (V,E} le graphe défini ci-aprés:
wm Uq Ug

Lo bijection o de V' dans [8] définie por:
o{u)) =4 olug) =1 oluz) =3 ofug) =5
ofus) =2 olug) =6 olur) =7 o(ug) =8
est un arrangement linéaire a cumul croissent mazimum pour J =5 car

card( | ) N(w)) =card({ur}) <1

o' (ui)<1

card ( U N(w;)) = card({us,uz}) <2;

o' (u)<2

card ( U N{u;)) = card({us,u7}) < 3;

o' (u.)<3

card (| ) N(ws)) = card({ug,ue,ur}) < 4;
o' (u,)<4

card ( U N(u;)) = card({us,ua,u6,u7,us}) < 5.
o' (u,)<5
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4.7.2 Complexité

Nous montrons dans cette sous-section que le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE
A CUMUL CROISSANT MAX est un probléme NP-complet méme si G est un graphe de
séparation '®. Rappelons qu'un graphe G = (V,E) est un graphe de séparation s'il
existe une partition ¥V = S U K telle que S induit un ensemble stable et K induit
une clique.

PROPOSITION 4.7.4 ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROISSANT MAX est un probléme
NP-complet méme si G est un grophe de séparation.

PREUVE

Le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROISSANT Max appartient & NP. Mon-
trons qu’il est NP-complet. Soit une instance du probléme cLique donnée par un
graphe G = (V,E), {V| = n et |E| = m, et par un entier positif K. Sans perte
de généralité, nous pouvons supposer # > K + 1. Par souci de clarté, nous notons

E = {e1,€2,...,€m}- Soient Vi*, V5, V¥ et V[ les ensembles de sommets disjoints
définis par:

Vl* =F

Vi=V

Vi ={e|1<i<m}
Vy={z;|1<i<K}

et Ef, EX, E}, E} et EZ les ensembles d’arétes définis par:

rE; ={{e;u} le, €V Auw€EVS A u€ei}

Ej = {{ei,ej} |1 <é <m}

B3 ={{eei} L€V A e, eVE N e F#el}
E] ={{eiu;} | & € V5 A uj €5}

LB = {{usug} | w € V3 A wj € V5 A u # u5}

Remarquons que les sommets de V" ne sont pas connectés. L'instance correspon-
dante du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROISSANT Max est donnée par un
graphe G* = (V*,E*) et par un entier positif J définis par:

-V =Vulguiguvy

- E*=EjUE;UE; UE;UEFE;

S = %K (K +1)

15. Rappelons que nous avons établi que si le probleme MATRICE INF-TRIANGULAIRE est un
probleme NP-complet, alors le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIREest un probléme
NP-complet méme pour la classe des graphes de séparation.
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Puisque V* est une union disjointe, alors |V*| = 2m + n + K. De plus,
1
|E*| = 3m + E(n +m)(n+m —1).

Remarquons que G* est un graphe de séparation. En effet, V" UV,* est un ensemble
stable dans G*, et V5" U V7" induit une clique. La construction peut s’effectuer en
temps polynomial.

Supposons qu'il existe une clique V! C V de taille K dans G. Soit u* € V' un
sommet distingué. Réordonnons les sommets de V* par la bijection o de V* dans
[2m + n + K] définie par:

1<o(z;) <K six; € Vy
K+1<o(e) <2K -1 sie;={uv} eV u=u"etveV\{u}
2K <o(es) < J sie;={uv} eV ueV'\{u'}etveV'\{u}

J+1<o(u) <2m+a+ K sinon
Montrons que card ( Ulga(u)gz' N (u)) <4 pour 1 <i < J. Dans un premier temps,
card ( U Nu) =0 pourl<i<K
1<a{u)<i

car les sommets de V" ne sont pas connectés. Montrons par induction que

card ( U N(u)) =2(i - K) +1 pour 1 <4< 2K — 1.
1<e({u)<i

C’est vrai pour¢ = K + 1 car

card( |J N@)=3=2K+1-K)+1
1<o(w)<K+1
Supposons que P’assertion soit vraie pour tout 7 < 2K — 1. Alors,

card ( U N(u)) = card ( U N{u)) +2

1<o{u)<i+1 1<o(u)<1
=20 —-K)+1+2
=2i+1-K)+1.

Or,i<2K -1 & 2(i — K) +1 < 4. Par suite,

card( | ) N(w)<i pourl<i<2K-1
1<o(u)<i

avec égalité pour i = 2K — 1. Enfin, en remarquant maintenant que u* est connecté
4 tous les sommets de la clique V’, il vient:

card { U N(u)) =i pour 1 <3 < J.
1<o(u)<i
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Inversement, supposons qu’il existe une bijection ¢ de V* dans [2m + n + K]
telle que card(UU(u)q N (u)) <4 pour 1 £z < J. Remarquons dans un premier
temps que:

Ve' € Vi, card(N(e'})) >n+m—1
YueVy, card(N{u))>n+m—1

car V5 UV induit une clique de taille n 4+ m. Mais,

n+m—-—1>K+14+4m-—-1 carn > K +1
1 1
=J

D’ou,

ve' € V', card(N(€)) > J;
VueVy, card(N(u)) > J.

Par suite, si o(u) < J, alors v € Vi* U V}. Notons V' C V* le sous-ensemble défini
par:
Vi={u|lueV* Al1<o(u) <J}
Alors,
T2 WV > SK(K - 1)

car |V;] = K. La borne minimale (resp. maximale) est atteinte lorsque VNV’ = V§
(resp. V; NV’ = §). Puisque {e;,e}} € E* pour tout 1 < i < m, il vient

wrd (G |J Nw) =WV ZKE-1)
ueVy NV’

Par conséquent,

card (V5 N U N(u)) < K.
ueVNv?

Autrement dit, il existe dans G au moins %K (K — 1) arétes incidentes & au plus K
sommets, Nous en concluons qu'il existe une clique de taille K dans G.

En rappelant qu’un graphe de séparation est un graphe triangulé'®, nous obte-
nons immédiatement le résultat suivant.

COROLLAIRE 4.7.5 ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROISSANT Max est un probléme
NP-complet méme st G est un graphe triangulé.

16. Plus précisément, S. Foldes et P.J. Hammer ont montré gu'un graphe ¢ est un graphe de
séparation si et seulement 51 G et sont complément G sont triangulés.
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La proposition 4.7.4 se traduit immédiatement sur la (0,1)-matrice d’adjacence
associée au graphe G.

COROLLAIRE 4.7.6 Soient A une (0,1)-matrice symétrique d’ovdre n et K un entier
positif. Décider s’il existe des matrices de permutation P et Q) d’ordre n telles que:

Ng Orxn-k ]

PAQ" <
lnkI{,K ]-n—K,n—K
est un probléme NP-complet.

En fait, nous pouvons relacher la contrainte et montrer facilement que, étant
donnés une (0,1)-matrice A symétrique d’ordre n et un entier positif K, décider s’il
existe des matrices de permutation P et {} d’ordre n telles que:

PAQT <

1k x  Okup-x
Likx lukn-k

est un probléme NP-complet.
Nous avons déja signalé que MATRICE INF-TRIANGULAIRE est un probléme NP-com-
plet si et seulement si 1so matrIce 1nF-Z]17 restreint aux (0,1)-matrices symétriques

d’ordre 2n de la forme:
6.» B
BT 1,,

ol B est une (0,1)-matrice d’ordre n est un probléme NP-complet. La proposition
4.7.4 nous donne en fait un résultat «proche» de celui recherché.

COROLLAIRE 4.7.7 Soient A une (0,1)-matrice symétrique d’ordre n1+ns, ny < na
y ? ¥

de la forme:
o B
A — 1,7
[ BY 1n2,nJ

ot B est une (0,1)-matrice de taille ny pur ng et K < ny un entier positif Décider
s’il existe une matrice de permutation P d’ordre nq + ne telles que:

- Ox.x Ok ni4n.—2K Ay
PAP" < O 4ny—2k,K  Lnidng—2Kmitne—2K  luggna—2K,K
K 1xnitna—2K 1578 e

est un probléme NP-complet.

4.8 Conclusion et problemes ouverts

Le fil conducteur de ce chapitre a été I'étude de la complexité du probléme
MATRICE INF-TRIANGULAIRE, i.¢. étant donnée une (0,1)-matrice A d’ordre n, existe-
t-il des matrices de permutation P et (¢ d’ordre n telles que PAQT < [\, ? Nous

17. La version matricielle du probléme ARRRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE.
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n’avons pas été en mesure ni de proposer un algorithme en temps peolynomial, ni de
montrer que le probléme est NP-complet dans le cas général.

Nous avons tout d’abord montré que le probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE €St
résoluble en temps quadratique lorsque le permanent est non mul'® (rappelons que
nous pouvons décider en temps polynomial si per(A) > 0 en calculant un couplage
dans le graphe biparti associé). Nous avions déja vu au chapitre précédent 19 que
si la matrice A d’ordre n contient au plus » + 1 éléments non nuls, alors elle est
triangularisable par permutation des lignes et des colonnes.

Un autre cas intéressant reste sans réponse. Rappelons tout d’abord qu’une (0,1)-
matrice posseéde la propriété des 1 consécutifs pour les lignes s’il est possible de
permuter ses colonnes afin que les éléments non nuls de chaque ligne apparaissent
consécutivement (BL76, HPV99]. Un hypergraphe # est un hypergraphe d’infervalle
si et seulement si sa matrice d’incidence posséde la propriété des 1 consécutifs pour
les lignes.

QUESTION 2 Quelle est la complezité du probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE si A
est lo matrice d’incidence d’un hypergraphe d’intervalle?

La matrice d’incidence d’un hypergraphe d’intervalle est une (0,1)-matrice to-
talement unimodulaire [Ber76]. Aussi, plus généralement, nous posons la question
concernant la complexité du probléme maTrIcE INF-TRIANGULAIRE lorsque A est une
(0,1)-matrice d’ordre n totalement unimodulaire. Nous retrouverons cette question,
sous une forme différente, dans le chapitre suivant.

Nous avons ensuite introduit le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE,
Nous avons remarqué que si le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE est
résoluble en temps polynomial, alors le probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE est
également résoluble en temps polynomial. Malheureusement, nous avons prouvé
(UE ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE est un probléme NP-complet 20 11 est ce-
pendant résoluble en temps polynomial si G est un graphe acyclique 2l De plus,
Nnous avons vu Que Si MATRICE INF-TRIANGULAIRE est un probléme NP-complet, alors
ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE est un probléme NP-complet méme si G est un
graphe de séparation??.

QUESTION 3 Quelle est la complezité du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGU-
LAIRE 5i G est un graphe de séparation ?

Le cas des graphes bipartis reste également sans réponse.

QUESTION 4 Quelle est la complevité du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGU-
LaIRE 81 G est un graphe biporti?

Plus généralement, nous ignorons en fait la complexité du probleme arranGeEMENT
LINEAIRE TRIANGULAIRE lorsque le graphe G est parfuit [Ber75, Golg0).

18. proposition 4.3.7 page 67.
19. proposition 3.5.7 page 44.
20. proposition 4.4.8 page 75.
21. proposition 4.4.16 page 85.
22. corollaire 4.4.10 page 78.
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Nous avons ensuite étudié des problémes sur les formes triangulaires dans les
sous-matrices (tous ces problémes sont NP-complets dans le cas des sous-matrices
principales). Nous avons en particulier montré que décider s'il existe une sous-
matrice de taille K, K entier positif donné dans I'instance, exact-triangulaire est
un probléme NP-complet?3. De plus, nous avons montré?* que si sous-MATRICE
INF-TRIANGULAIRE €St un probléme NP-complet, alors MATRICE INF-TRIANGULAIRE est
également un probléme NP-complet. Cependant, nous n’avons pas été en mesure de
donner la complexité du probléme sous-mMaTrRICE INF-TRIANGULAIRE. Cependant, nous
avons remarqué gue la version pondérée de ce dernier probléme est NP-complete?.

QUESTION 5 Quelle est la complexité du probléme Sous-MATRICE INF-TRIANGULAIRE ¥

23. proposition 4.5.6 page 90.
24. proposition 4.5.3 page 87.
25. proposition 4.5.14 page 97.
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Chapitre 5

Résultats complémentaires
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Ce chapitre est le prolongement de l’étude de lo complezité du probléme maTrRICE
INF-TRIANGULAIRE' commencée au chapitre précédent. Nous présentons plusieurs
généralisations et extensions de ce probléme, ainsi que quelgues problémes complé-
mentaires sur les «formes triangulaires» dans les (0,1)-matrices.

Nous étudions dans la section 5.1 les silhouettes des (0,1)-matrices et présentons
un probléme NP-complet qui contient le probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE (pro-
position 5.1.7). La section 5.2 introduit lo triongularisation d’une (0,1)-matrice par
permutation des lignes et des colonnes comme un probléme de compression. En par-
ticulier, nous montrons gue la surface d’une (0,1)-matrice est lo mesure «naturelle»
associée d sa silhouette. Le probléme de décision associé ¢ lo minimisation de surface
s’avére NP-complet (proposition 5.2.18). Nous proposons ensuite en section 5.3 une
nouvelle généralisation du probléme maTrRICE INF-TRIANGULAIRE basée sur la compa-
raison des cordinaur de couples de sous-ensembles gue nous montrons NP-comp-
lete dans le cas général (proposition 5.5.2). Enfin, nous étudions dans la section
5.4 quelques problémes de partition d’une (0,1)-matrice en sous-matrices principales
inf/ exzact / sup-triengulaires.

5.1 Silhouette

5.1.1 Introduction

Soit A = [e;;] un (0,1)-matrice d’ordre n. Pour 1 < i < n, nous notons f;j(A)
Iindice de la colonne du premier élément non nul dans la partie inférieure triangulaire

1. probléeme 4.1.1 page 58.
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IARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE

| 180 INF SILHOUETTE

x3c

[1S0 SILHOUETTE |

[INF SILHOUETTE]

SILHOUETTE

[ COUVERTURE DES SDMMETS |

FRRANGEMENT LINEAIRE Max / MAx|

;

|ARRANGEMENT LINEAIRE MAX / MINl

:

|ARR.ANGEMENT LINEAIRE MIN / MAxl

MIN SURFACE

x3C

ARRANGEMENT FAMILLE COUFLES SQUS—~ENSEMBLES

| K-coLor1ace|

PARTITION SODUS-MATRICES INF—D& PARTITION SOUS—MATRICES EXACT—EL

ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE I COUPLAGE 3D

FPARTITION SOUS—MATRICES INF—Aﬂ PARTITION SOUS—MATRICES EKACT‘Zﬂ

Fic. 5.1 — Schéma des réductions polynomiales présentées dans ce chapitre.
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de la ligne %, ou ¢ s’il n’en existe aucun, i.e.:

; ..:..-1 <- .
Vil<i<n, fz-(A)zm-m{J_‘ aij=let1<j<i

(4

EXEMPLE 15 Soit A la (0,1)-matrice symétrique d’ovdre 6 définie par :

DO OO0 O -
B N e B e B
= D D e 2 e
[l e B e T e B o
=R N = = =]

0
i
0
1
0

0

Alors,

HAy=1  fi(4)=1 fr(A)=3
faA)=1  f5(A)=3 fe(A)=4

<

Soit A une (0,1)-matrice symétrique d’ordre n. La largeur de laligne i, 1 <i < n,
est définie par ¢ — f;(A). La largeur de bande de la matrice A, notée bw(A)?, est la largeur de
plus grande largeur d’une ligne de A: bande

bw(A) = max{i — f;(A) |1 <i<n}.

L’enveloppe d’une matrice symétrique A d’ordre n, notée env(A), est Pensemble des enveloppe
points de chaque ligne compris entre le premier élément non nul et la diagonale:

env(A) = {(5,7) | 1 <i<mnet fi(A) <j < i}
Le profil d’une matrice A, noté prof (A)3, est le nombre d’éléments de son enveloppe: profil
prof (A) = | env(A)].
EXEMPLE 16 En reprenont la matrice de Uexemple 15, il vient

bw(A) = max{0,1,0,3,2,2} = 3;
env(A) = {(2,1),(4,1),(4.2},(4,:3),(5,3),(5,:4),(6,4),(6,5)};
prof (A) = | env(A)| = 8.

2. pour bandwidth
3. parfois noté Fsize(A)
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La valeur de ces parameétres dépend fortement de I'ordre des lignes et des colonnes
de la matrice A. Aussi, nous définissons les bornes suivantes:

bw*(A) = min{bw(PAPT) | P est une matrice de permutation d’ordre n}
prof*(A) = min{prof (PAPT) | P est une matrice de permutation d’ordre n}.

L’espace nécessaire pour factoriser une matrice en utilisant une méthode d’enve-
loppe est proportionnel 4 1a taille de I'enveloppe. De méme, le nombre d’opérations
en virgule flottante est propotionnel & la somme des carrés des largeurs des lignes.
Pour ces deux raisons, il est important de calculer un arrangement des lignes et des
colonnes de la matrice A qui minimise la largeur de bande et la taille de ’enveloppe.

Ces problémes sont difficiles dans le cas général. En effet, décider ’il existe une
matrice de permutation d’ordre 7 telle que bw*(PAPT) < K pour un entier positif
K donné est un probléme NP-complet [Pap76]. Le probléme reste NP-complet méme
si A est la matrice d’adjacence (1) d’un arbre? dont les sommets ont pour degré au
plus 3 [GGJKT78], ou (2} d’un graphe sur une grille. De méme, il est NP-complet si
A est la matrice d’adjacence d’un caterpillor dont les brins ont pour longueur au
plus 3 [Mon86]. Cette borne est optimale puisque le probléme est résoluble en temps
O(n log n) pour les caterpillars de longueur de brins au plus 2 [APSZ81]- Le probléme
est également NP-complet si A est une matrice non-symétrique; en particutier, il est
NP-complet méme si A est la matrice d’adjacence d’un arbre orienté enraciné ot
chaque sommet & pour degré sortant au plus 2 (le probléme consiste dans ce cas, 3
minimiser la largeur de bande d’une (0,1)-matrice triangulaire) (GGIJK78]. De méme,
décider s'il existe une matrice de permutation d’ordre n telle que prof*(PAPT) < K,
pour un entier positif K donné, est un probleme NP-complet [LY93].

5.1.2 Définitions
DEFINITION 5.1.1 (SILHOUETTE) Soit A = [a; ;] une (0,1)-matrice de taille m par

n. La silhouvette de A, notée Sa, est une application de [n] dons [m+ 1] définie par:

) i sigi;=1leta; 7 =0pour1<j <j

Sa(i) = .
m+1 smon

Intuitivement, la silhouette d’une matrice consiste & considérer la matrice A

comme une tableau de taille mm par n et & fixer pour chaque colonne la «hauteur»

maximale d’un élément non nul, Plus précisément, la définition 5.1.1 donne pour

chaque colonne ezractement la hauteur maximale d’un élément non nu! {(sauf si S, =
m -+ 1, auquel cas, la colonne j ne contient que des 0).

EXEMPLE 17 En reprenant lo matrice de lezemple 15, il vient :

SA(I) =2 SA(Z) =1 Sa(3) =4
Sa(4)=1  Sald)=3  Sa(6) =4

<

4. Mentionnons que trés peu de problémes sur les graphes restent NP-complets pour les arbres.
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L’étude des silhouettes dans le cadre général du probléme de la triangularisation
des {(0,1)-matrices par permutation des lignes et des colonnes est motivée par les
trois remarques suivantes.

REMARQUE 5.1.2 Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. Si S5(7) < j (resp. Sa(j) = 7)
pour 1 € j < mn, alors A <[\, {resp. [, <K A< Bn) o

REMARQUE 5.1.3 Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. Alors, per{A) = 1 si et
seulement si il existe deux matrices de permutation P et ¢ d’ordre n telles que
Spaqr{j) =jpour1 <3< n. o

REMARQUE 5.1.4 Soient A une (0,1)-matrice d’ordre n, P une matrice de permu-
tation d'ordre m et () une matrice de permutation d’odre n. Alors, PAQT <[\, si
et seulement si Sppqr(s) 2 7 pour 1 <7 < n. o

Etants données deux applications f et g de [n] dans [+ 1], nous notons f < g
si f(i) < g(¢) pour 1 <% < n. Si A et B sont deux (0,1)-matrices de taille m par n,
nous disons que leurs sithouettes sont comparables si Sy < Sg ou Sg < Sa.

Nous nous proposons done d’étudier dans cette sous-section différentes variantes
du probléeme 1vF-siLuoveTTE dont 1'énoncé est donné ci-apres.

PROBLEME 5.1.5 (INF-SILHOUETTE)

DONNEES : Une (0,1)-matrice A de taille m par n et une application 7 de
[7] dans [m + 1].

QUESTION : Existe-t-il deux matrices de permutation P d’ordre m et Q
d’ordre 7 telle que 7 < Sppq1?

DEFINITION 5.1.6 (SILHOUETTE MONOTONE) Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n.
Alors, Sp est dite monotone croissante (resp. monotone décroissante) si Sp(7) <
Sa(i") (resp. Sa(j) 2 Sa(7")) pour 1 < j < j' < n. SiSa(j) < Sali’) (resp. Sa(f) >
Sa(f")) pour 1 < § < 7 < n, alors S, est dite monotone croissante strictement
(resp. monotone décroissante strictement ).

Nous appelons 1NF-SILHOUETTE MONOTONE CRDISSANT STRICT la variante de notre
probléme pour laquelle 7+ est une application croissante strictement. En utilisant les
remarques précédentes, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 5.1.7 MATRICE INF-TRIANGULAIRE el INF-SILHOUETTE MONOTONE CROIS-
saNT STRICT restreint ¢ la classe des (0,1)-matrices carrées sont deuz problémes
équivalents.

La monotonie stricte de I'application 7 est donc ’élément essentiel qui permet
I’équivalence entre les deux problémes. De fagon plus générale, nous considérons dans
la suite un nouveau parametre, noté |z, qui est le cardinal de I'image de Papplication
T, .62

| = card({x(j) | 1 < j < n}).
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Nous étudions dans un premier temps la complexité de deux variantes du probléme
INF-SILHOVETTE lorsque P'égalité P = () est imposée. Nous revenons ensuite au cas
général et montrons qu'il est NP-complet méme si A est une matrice avec au plus
deux éléments non nuls par ligne.

5.1.3 Isomorphisme

Nous nous intéressons ici au probléeme 1nF-siLsoverTE lorsque I'égalité P = @
est imposée dans le probléme. Nous appelons 1so 1nF-s1LHoUETTE cette variante du
probléme.

PROBLEME 5.1.8 (1S0 INF-SILHOUETTE)

DONNEKES : Une (0,1)-matrice A d’ordre n et une application 7 de [n] dans
[n+1].

QUESTION : Existe-t-il une matrice de permutation P d’ordre n telle que
< SPAPT?

PROPOSITION 5.1.9 1s0 1NF-SILHOUETTE est un probléme NP-complet méme si A
est une (0,1)-matrice syméirigue avec au plus trois éléments non nuls par ligne et
par colonne.

PREUVE

Il est facile de vérifier que le probléme appartient & NP, Montrons qu’il est
NP-complet. Soit une instance du probléme LarGEUR DE BANDE donnée par une (0,1)-
matrice symétrique d’ordre n avec au plus trois éléments non nuls par ligne et par
colonne, et par un entier positif K. L'instance correspondante du probléme 1so
1NF-SILHOUETTE est donnée (pour la méme (0,1)-matrice A) par une application 7
de [n] dans [n + 1] définie par:

1 sil<ji<K+1

Vi, 1<j<n, =w(f)=
j—K siK+2<j3<n

La construction peut s'effectuer en temps polynomial.
Puisque A est une (0,1}-matrice symétrique, nous vérifions facilement qu’il existe
une matrice de permutation P d’ordre n telle que buw(PAPT) < K si et seulement

si 7 < Sppprt-

REMARQUE 5.1.10 L’application = définie dans la preuve de la proposition 5.1.9
est monotone croissante. Par suite, 10 INF-SILHCUETTE MONOTGNE CROISSANT est un
probleme NP-complet.

Il n’est bien sur pas étonnant de vérifier que le probléme 1so INF-SILHOUETTE est
NP-complet. Ce probléme trés général contient également trivialement le probléme
COUVERTURE DES SOoMMETS pour I'application 7 de [n] dans [m + 1] définie par:

n—-K+1 sil<j<an-K

Vil<j<n, wlj)=
1 sin—-K+1<j3<n
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ot K est la taille de la couverture des sormmets.

Il est par contre plus intéressant de s’interroger sur I'impact du paramétre |7| sur
la complexité du probléme 1so 1nF siLoverTE. Pour quelles valeurs du parametre
7 le probléme est-il résoluble en temps polynomial? Le cas |7 = 1 est clairement
trivial. Le cas |#| = 2 est NP-complet puisque nous avons remarqué que le probléme
ISC INF-SILHOUETTE contient le probléme couveERTURE DEsS sommeTs. Nous montrons
maintenant que le probleme 1so 1nF s1LOUETTE est NP-complet léme si |7 = n.

PROPOSITION 5.1.11 1s0 INF-SILHOUETTE est un probléme NP-complet méme si |7 =
.

PREUVE

Soit une instance arbitraire du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE®
donnée par un graphe G d’ordre n. Soit A = A(G) la matrice d’adjacence de G. L’ins-
tance correspondante du probléme 1so 1nF-s1LhOUETTE est donnée (pour la méme
(0,1)-matrice A) par une application  de [n] dans [r+1] définie par #(5) = n—j+1
pour 1 < 7 < n. Nous vérifions |7| = n. De plus, il existe un arrangement triangu-
laire de G si et seulement si il existe une matrice de permutation P d’ordre n telle

que < SPAPT' 5.1.11

Nous considérons maintenant le cas de la recherche d’une silhouette exacte. Au-
trement dit, il s’agit de rechercher une permutation simultannée des lignes et des
colonnes de la matrice A de fagon a ce que 7(5) pour 1 < j < n coincide exactement
avec le hauteur minimale d’un élément non nul de la colonne j. Nous appelons 1so
SILHOUETTE ce probléme.

PROBLEME 5.1.12 (1s0 SILHOUETTE)

DONNEES: Une (0,1)-matrice A d’crdre =, et une application 7 de [n]
dans [n +1].

QUESTION : Existe-t-il une matrice de permutation P d’ordre n telle que
m = SPAPT?

Remarquons tout d’abord que les propositions 5.1.9 et 5.1.11 ne nous permettent
pas de conclure quant & la complexité de ce nouveau probleme. Cependant, le
probléme 1so siLHoUETTE ets NP-complet et nous donnons une réduction depuis
le probleme x3c.

Pour tout rationnel r, nous notons [r] le plus petit entier supérieur ou égal a r.

PROPOSITION 5.1.13 1s0 SILHOUETTE est un probléme NP-complet.

PREUVE

Il est facile de vérifier que le probleme 1so0 siLnoveTTE appartient & NP. Montrons
qu’il est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probleme x3¢ donnée par une
famille 7 = {51,52,...,Sx}, {Si] = 8 pour 1 < i < m, de sous-ensembles d’un 3g-
ensemble X. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que chaque élément de

5. probléme 4.4.6 page 74.
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X apparait dans au plus trois sous-ensembles de F [GJ79]. L’instance correspondante
du probléeme 1so siLHovETTE est donnée par une (0,1)-matrice A = [a;;] d’ordre
m + 3¢ et par une application 7 de [m + 3¢] dans [m + 3¢+ 1]. La (0,1)-matrice A
est définie par:

: . 1 sim+1<j3<m+43getz;,_,,, €5;
Vi, 1<i<m, aj;= . 4 ? i '
0 sinon

Vim+1<i<m+3q aj=1 pour 1<j<m+3q.

Remarquons que la (0,1)-matrice A est de la forme:

A=

O A
13q.m 13q,3q

o1 A’ est une (0,1)-matrice de taille m par 3g avec exactement trois 1 par ligne et
au plus trois 1 par colonne. L’application 7 de l'instance est définie par:

m+1 pourl <j5<m
() [J——?’ﬁ] pour m+1 < j < m+3¢.
La construction peut s’effectuer en temps polynomial.

Supposons qu’il existe une sous-famille 7' C F de ¢ sous-ensembles disjoints.
Soit {S;,,Si,,- - -5, } cet ensemble. Raisonnons dans un premier temps sur la sous-
matrice A'. Soit P la matrice de permutation d’ordre m qui place les lignes indicées
par {i1,i2,...,5;} de la matrice A sur les ¢ premiéres lignes; les autres lignes étant
placées arbitrairement. Pour tout 1 < i < g, notons j;, j! et j; les indices des
colonnes des éléments non nuls de la ligne i dans la matrice PA’. Soit Q7 la matrice
de permutation d’ordre 3¢ qui place les colonnes j;, 5! et 77 de la matrice PA’ aux
positions 3i — 2, 3¢ — 1 et 3i. Alors, les g premiéres lignes de la matrice PA'QT sont
de la forme:

111000 ...000
6o oo111...0¢00
o co00co0Q0..111

Intuitivement, les lignes correspondantes aux sous-ensembles de F' sont placées sur
g premieres lignes et les éléments non nuls de ces ¢ premiéres lignes apparaissent
consécutiverment et de gauche a droite. Remarquons maintenant que:

Sparqr(i) = [%]

pour 1 < j < 3¢. Notons R la matrice de permutation d’ordre m + 3¢ définie par:

P 0,3
R= 0
!03q,m Q ]
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Alors, nous avons :
paRT = | £ Omsq| {Omm A" || PT Oy
_03q,m Q 139,m 13q,3q 03q,m QT

| Op PA'QT
_13q,m 134,3 -

Dans un premier temps, nous avons Sgapt(j) = m+ 1 pour 1 < 7 < m. De plus,
SRART = [-7_3—m] pour m+1 < j < m + 3¢ car Sppyqr(f) = [%-I pour 1 < 5 < 3¢.
Par conséquent, nous vérifions # = Sgagr.

Inversement supposons qu’il existe une matrice de permutation R d’ordre m+ 3¢
telle que m = Sy pgr. Notons « ’ensemble des lignes de la matrice A indicées de m+1
a m+3g. Remarquons alors que toutes les lignes de o contiennent exactement m+ 3¢
éléments non nuls. Aussi, puisque w(j) =m + 1 pour 1 € 7 < m, les lignesm+1 2
m + 3¢ de 1a matrice RART sont également indicées par les lignes de I'ensemble o
(2 une permutation prés de). Autrement dit, la matrice de permutation R est de la

forme:
P 0,3
R= m3q|
[OSQ,m Q ]

| P om,3q] Omm A’ ] [PT om,gq]

Par suite,

_039,171 Q _13q,m 13q,3q 03q,m QT
[0 PAQT]
_13q,m 134,3¢ | .

Nous en déduisons que:
: i
SPA’QT(J) . [g-’

pour 1 < 7 < 3¢. Mais puisque toutes les lignes de la matrice A’ contiennent exac-
tement trois éléments non nuls, nous en concluons qu’il existe g sous-ensembles

disjoints de F.

Nous ignorons si 1so SILHOUETTE Teste un probléme NP-complet si le nombre
d’éléments non nuls sur chaque ligne et / ou colonne est borné par une constante.
De plus, nous ignorons également la complexité du probléme restreint 4 la classe des
(0,1)-matrices symétriques.

5.1.4 Cas général

Nous revenons maintenant au cas général, i.e. Etant données une (0,1)-matrice
A de taille m par » et une application 7 de [n] dans [m+ 1], existe-t-il des matrices
de permutation P d'ordre m et @ d’ordre n telles que 7 < Spagr? Nous allons
montrer que ce probléme est NP-complet.
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LEMME 5.1.14 Soient A une (0,1)-matrice de taille m par n avec au plus deuz 1 par
ligne, et J et L deuz entiers positifs. Décider s’il eziste des matrices de permutation
P d’ordre m et @ d’ordre n telles que:

PAQT S 1.I,L OJ,TL'—-L
Lngr lm—ugn-t

est un probléme NP-complet.

PREUVE
11 est facile de vérifier que le probleme appartient & NP. Montrons qu’il est NP-
complet. Soit une instance arbitraire du probléme crique donnée par un graphe
G = (V,E) d’ordre n et par un entier positif K. L’instance correspondante du
probléme considéré est donnée par une (0,1)-matrice A = [a;;] et par les entiers
positifs J et L définis par:
— A est la matrice d’incidence arétes-sommets de G: chaque ligne correspond
3 une aréte et chaque colonne & un sommet; il existe exactement deux 1 par
ligne qui correspondent aux somimets extrémités de 'aréte associée a la ligne.
- J=1K(K -1)
- L=K
La construction peut s’effectuer en temps polynomial.
11 existe une clique de taille K dans G si et seulement si il existe deux matrices
de permutation P d’ordre m et @ d’ordre n telles que:

PAQT < 151 Opn-r |
]-m—J,L lmAJ,'n—L

En effet, puisque les lignes de A sont toutes différentes, la sous-matrice [1 s Oun-r

dénote un ensemble de J = -IE-K (K —1) arétes incidentes & L = K sommets. |5.1.14-:

PROPOSITION 5.1.15 InF-siLHOUETTE est un probléme NP-complet méme si A est
une malrice avec au plus deuz éléments non nuls par ligne.

PREUVE

Soit une instance arbitraire du probléme décrit en 5.1.14. L'instance correspon-
dante du probléme 1nF-s1LHOUETTE est donnée (pour A) par une application 7 de
[»] dans [rn + 1] définie par:

1 sil1<§<L

Vi,1<3<n, 7(5) =
J+1 siL+1<5<n

Les deux problémes sont équivalents et le lemme 5.1.14 permet de conclure. [5.1.15

De méme que dans le cas P = , nous considérons maintenant le probleme de la
recherche exacte d’une silhouette donnée par permutation des lignes et des colonnes.
Nous appelons srLuoverTE ce probléme dont voici Pénoncé.
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PROBLEME 5.1.16 (SILHOUETTE)

DONNEES : Une (0,1)-matrice A de taille 7 par n et une application 7 de
[} dans [m + 1].

QUESTION : Existe-t-il deux matrices de permutation P d’ordre m et Q)
d’ordre n telles que 7 = Spygr?

Nous allons montrer qu’a Pinstar du probléme 180 SILHOUETTE, ce probléme est
également difficile. Nous utilisons pour cela la preuve de la proposition 5.1.13.

PROPOSITION 5.1.17 siLupueTTE est un probléme NP-complet méme si A a au plus
trois 1 par ligne et par colonne.

PREUVE
Nous reprenons une partie de la preuve de la proposition 5.1.13. Plus précisément,
nous ne considérons que la matrice A’ de taille m par 3¢. Soit 7 Papplication de [3¢]

dans [m+ 1] définie par #(j) = [%1 pour 1 € 5 < 3. Alors, il existe ¢ sous-ensembles
disjoints de F si et seulement si il existe deux matrices de permutation P d’ordre m

et @ d’ordre 3¢ telles que 7 = Spp.qT- 5.1.17

REMARQUE 5.1.18 Si A est une matrice carrée d’ordre n et 7 est une permutation
de [n], alors le probléme s1LHOUVETTE est résoluble en temps O(n?). En effet, dans ce
cas particulier, le probléme est équivalent & I, < PAQT < - ©

Nous avons discuté dans la sous-section précédente de I'influence du paramétre
|| sur la complexité du probléme 1so 1nF-sILHOUETTE: le probléme est résoluble
en temps polynomial si |7} = 1 et NP-complet pour |#| = 2 et {7| = n. Quelle
est U'influence de ce paramétre sur la complexité du probléme dans le cas présent?
Cette question est en effet fondamentale puisque nous avons montré que le probléme
INF-SILHOUETTE est équivalent au probléeme PAQY < [\., 8i A est une matrice carrée
d’ordre 7 et 7 est une permutation de [n], i.e. |7| =n.

Dans un premier temps, nous remarquons que le probléme 1nF-sSILHOUETTE est
NP-complet méme si |7] = ¢, ol ¢ est une constante indépendante de I'instance. En
effet, dans la preuve de la proposition 5.1.15, nous avons ¢ = 2. D'un autre coté, nous
sommes une nouvelle fois dans I'incapacité de montrer que le probléme est NP-com-
plet ou résoluble en temps polynomial dans le cas |7| = n. D’une fagon plus générale,
nous ignorons la complexité du probléme InF-s1LHOUETTE lorsque |7] = n —c, ol ¢
est une constante indépendante de I'instance.

5.2 Surface

5.2.1 Introduction

De nombreux formats de compression pour les matrices creuses ont été proposés.
Par exemple, la représentation par lignes compressées (CRS) utilise trois tableaux :
val, col_ind et row_ptr. Le tableau val contient les éléments non nuls de la matrice
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A dans l'ordre des lignes. Le tableau col_ind contient les indices des colonnes des
éléments du tableau val: si vallk] = @, alors col_ind{k] = j. Enfin, le tableau
row_ptr contient les positions de début de ligne dans le tableau val: si val[K] = a; 5,
alors rowptr < k < row.ptr[i + 1]. En notant m le nombre d’éléments non nuls de
la matrice A d’ordre n, par convention, row_ptr[n + 1] = m + 1. Ainsi, si A est une
matrice non symétrique définie par:

a 0 0O b
A 0 ¢c d 0
C e f g
h 000
Alors,
val lalb|c|dle|f|g|h
coldind |1}4|2|3!2|3|4]|1
et

[rowptr [1[3]5]8]9]

Le gain en espace est significatif, puisque 2m+n 41 éléments suffisent & représenter
la matrice. Remarquons que Paccés & un élément o;; de la matrice A n’est plus
en temps constant. La représentation par colonnes compressées (CCS ou Harwell-
Boeing) utilise une description identique au format CRS mais en représentant les
colonnes. Lorsque la matrice est & largeur de bande limitée, il est possible de ti-
rer avantage de cette structure en représentant les sous-diagonales dans un méme
tableau®.

La mise sous forme triangulaire d'une (0,1)-matrice est déja une premiére forme
de compression. En effet, au plus la moitié des éléments est non nul. Nous pouvons
stocker les éléments a;;, 1 < j < i < n, dans un tableau T en parcourant la matrice
ligne par ligne. Par exemple, si A est la (0,1)-matrice définie par:

1 0 0

S

I
O = e (D)
-0 0o
- -0 0o

-0 O O

1
1
0
1

alors,

T=[1]0 1{1 1 0/1 0 1 1{0 1 111

H est facile de vérifier que T[%z(z —1) +j] = a; ;. L'accés aux éléments de la matrice
s'effectue donc en temps constant. Cependant, espace occupé par ce codage reste
quadratique.

Nous allons tout au long de cette section envisager notre probléme de référence
MATRICE INF-TRIANGULAIRE comme un probléme de compression d’une (0,1)-matrice.

6. Rappelons que le probléeme de décision associé & la minimisation de la largeur de bande d'une
(0,1)-matrice est NP-coruplet [Pap76, GGJKT7E].
7. probleme 4.1.1 page 58.
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1 2 3 45 6 7 8 9

N r%’
-7 «
e 2

[
i

F1G. 5.2 — Soit A la (0,1)-matrice ci-dessus (par souci de clarté, seuls les premiers
1 de chaque colonne sont représentés). Alors, |SA|=9x(6+1)—(3+4+4+
1+5+5+1+74+5) =28 carm=6,n=9 et Sp(1) =3, SA(2) = 4, Sa(3) =4,
Sa(4) =1, Sa(5) =5, Sa(6) =5, SA(7) =1, SA(8) =T et SA(8) = 5.

Nous introduisons dans un premier temps quelques définitions nécessaires & notre
étude.

De méme que le profil d’une matrice est une «mesure» de son enveloppe®, nous
associons 3 la silhouette d’une matrice une «mesure» que nous appelons surface.
Rappelons que nous notons Sy, la silhouette de la (0,1)-matrice A.

DEFINITION 5.2.1 (SURFACE) Soit A = [a; ;] une (0,1)-matrice de taille m par n.
La surface de A, notée |Sa |, est définie par: surface

|Sal =n{m+1) — Z Sa(J)
1<j<m

Intuitivement, la surface d’une (0,1)-matrice A consiste donc & considérer la
(0,1)-matrice A comme un tableau de taille 7 par n et & compter pour chaque
colonne le nombre de lignes & partir du premier 1 (figure 5.2). Remarquons que si
une colonne 7 ne contient que des 0, alors cette colonne contribue pour 0 & la surface
de la matrice A. En fait, si nous considérons la silhouette d’une (0,1)-matrice A
comme une ligne de créte, alors la surface associée a cette silhouette correspond a
I’espace inférieur de la (0,1)-matrice.

Nous commengens par une remarque triviale - mais fondamentale - pour la suite
de notre étude.

REMARQUE 5.2.2 La surface d'une (0,1)-matrice est invariante par permutation des
colonnes. Autrement dit, soit A une (0,1)-matrice de taille m par n, alors

|Sal=18Saqr|
pour toute matrice de permutation ) d’ordre »n. o

Puisque la surface d’une (0,1)-matrice est invariante par permutation des co-
lonnes, nous pouvons définir deux formes stendards pour la représentation des ma- forme standasr
trices. Si A est une (0,1)}-matrice de taille m par n, nous disons que A est sous forme

8. c.f. sous-section 5.1.1.



130 CHAPITRE 5. RESULTATS COMPLEMENTAIRES

stendard croissante (resp. forme standerd décroissante) si Sp est monotone crois-
sante (resp. monotone décroissante). Autrement dit, une matrice A est sous forme
standard croissante (resp. décroissante) si ses colonnes sont triées par ordre croissant
(resp. décroissant) de leur premier élément non nul. Remarquons que les colonnes
qui ne contiennent que des 0 sont placées en derniéres (resp. premiéres) positions
lorsque la matrice est sous forme standard croissante (resp. décroissante).

Par exemple, sur les {0,1}-matrices données ci-dessous, A est sous forme standard
croissante, tandis que B est sous forme standard décroissante :

1100 0 011

0010 c10¢0
A= =

1 000 g 0 001

01180 0110

Nous pouvons maintenant établir un premier lien avec le probléme de la trian-
gularisation d'une (0,1)-matrice par permutation des lignes et des colonnes.

REMARQUE 5.2.3 Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. S'il existe des matrices de
permutation P et Q d’ordre n telles que PAQT <[\, alors |Spagr| < %n(n +1).
De plus, puisque la silhouette d'une (0,1)-matrice est invariante par permutation des
colonnes, alors PAQT <\, implique |Spal < %n(n + 1). La réciproque n’est pas
vraie. En effet, considérons la (0,1)-matrice A d’ordre 4 définie par:

1 000
1000
A=
c 111
111
Alors, nous avons |Sa| = 10 < %4(4 + 1), mais il n’existe pas des matrices de
permutation P et Q d’ordre 4 telles que PAQT <\,. )

Nous nous proposons dans cette section d’examiner le probléme consistant &
minimiser la surface d'une (0,1)-matrice par permutation des lignes. Nous montre-
rons dans la suite (sous-sections 5.2.3) que ce probléme est NP-complet dans le cas
général. Nous préciserons également que le probléme consistant 3 maximiser cette
surface est NP-complet.

5.2.2 Résultats expérimentaux

Nous présentons dans un premier temps quelques résultats expérimentaux sur
les surfaces des (0,1)-matrices aléatoires.

Soient 7 et k, 0 < k < n?, deux entiers positifs. Nous notons A Pensemble des
(0,1)-matrices d’ordre n comportant exactement k éléments non nuls. Clairement,

o)

Nnous avons :
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Nous utilisons I'algorithme avec rejet¥ (0,1)-matrice-aléatoire pour générer
aléatoirement et équiprobablement des éléments de Ag. Remarquons que si k > 3,
il est préférable d’utiliser ’algorithme pour placer les 0 plutot que les 1.

Algorithm 7: Génération aléatoire et équiprobable d’une (0,1)-matrice conte-
nant exactement & éléments non nuls.

(0,1)-matrice-aléatoire

Entrée: Les entiers positifs 7 et k avec 0 < k < n2.

Sortie: Une {0,1)-matrice A d’ordre n contenant exactement £ éléments non
muls placés aléatoirement et équiprobablement.

début
1 Soit A = 0y, 5, une (0,1)-matrice
2 L+ 0
3 tant que ¢ < k faire
4 Tirer au sort deux entiersi et javec 1 <i<metl<j<n
5 si g; ; = 0 alors
6 a;i i ¢ 1
7 [ L+ £¢4+1

fin

La figure 5.3 présente des mesures expérimentales de surface de (0,1)-matrices
aléatoires pour différentes valeurs des parameétres n et k. Nous vérifions sur la figure

que:
0 sik=0
Sal=
IS4l {'n,2 si k = n2.

La figure 5.4 donne des résultats expérimentaux pour les surfaces moyennes obte-
nues par permutation des lignes sur des (0,1)-matrices d’ordre 8. La courbe inférieure
(resp. supérieure) donne la surface minimale (resp. maximale) moyenne obtenue par
permutation des lignes. La courbe centrale indique la surface moyenne sur toutes les
permutations des lignes.

5.2.3 Minimisation de la surface d’une (0,1)-matrice

Nous montrons ici que le probleme de décision associé 4 la minimisation d’une
(0,1)-matrice par permutation des lignes est un probléme NP-complet. Nous appelons
mIn-surrack le probléme de décision associé dont voici 1’énoncé.

PROBLEME 5.2.4 {MIN-SURFACE)

DONNEES: Une (0,1)-matrice A de taille m par n et un entier positif K.
QUESTION: Existe-t-il une matrice de permutation P d’ordre m telle que
|Spa| < K7

9. Les algorithmes avec rejet présentent en particulier Pavantage d’étre relativement rapides et
faciles & mettre en ceuvre.
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500 T T T T | | T | |
450 -
400
350
300
| Sa[250
200
150
100

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
k

F1G. 5.3 - Résultats expérimentaux pour la surface de (0,1)-matrices eléatoires
de taille n. Le paramétre k est le nombre d’éléments non nuls de la matrice
(0 € k < n?). Les courbes sont oblenues en générant 1000 malrices aléatotres
pour chaque valeur du couple (n,k), n € {10,12,14,16,18,20} et 0 < k < n?.
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70 T ] T | T T

60 |- -

40 |- -
| Spa |
30 | -
20 + —

10 n

0 ! 1 1 ! | !
0 10 20 30 40 50 60 70

k

Fic. 5.4 — Résullats expérimentauzr pour les surfaces mazimales, moyennes et
minimales obtenues par permutation ezhaustives des lignes sur des (0,1)-matrices
d’ordre 8. Le paramétre k est le nombre d’éléments non nuls de la matrice. Les
courbes sont obtenues en générant 1000 matrices aléatoires pour chaque valeur du
paramétre k, 0 < 0 < 82, Pour chaque (0,1)-matrice ainsi obtenue, nous générons
les 8! permutations [Sed77] des lignes. La courbe inféricure (resp. supérieure)
représente la surface minimale (resp. maozimale) moyenne pour chaque valeur de
k. La courbe centrale représente la surface moyenne pour chaque valeur de k.
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Avant de montrer que ce probléme est NP-complet dans le cas général, nous
prouvons qu’il est résoluble en temps constant dans le cas des (0,1)-matrices carrées
dont le permanent est exactement 1.

PROPOSITION 5.2.5 Soit A une (0,1)-matrice d’ordre n. Si A vérifie per(A) = 1,
alors le probléme min-surFack est résoluble en temps constant pour A.

PREUVE

En utilisant le théoréme 4.3.4, nous avons per(A) = 1 si et seulement si il existe
deux matrices de permutation P et @ d’ordre n telles que PAQT < [\, et la matrice
PAQT a des 1 sur tous les éléments de sa diagonale principale, i.e. [, < PAQT <
[\,,. Alors, nous avons:

1
min{|Spa | | P permutation d’ordre n} = En(n +1).

Par suite, la réponse au probléme MIN-surFacE est «oui» si K > in{n+1), et «<non»
si K < in(n+1).

Nous allons maintenant montrer que MIN-SURFACE est un probléme NP-com-
plet dans le cas général. Nous considérons dans un premier temps trois nouveaux
problémes:

1. ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/MAX

2. ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/MIN

3. ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/ MAX
et montrons qu’il sont tous NP-complets. La NP-complétude du probléme min-surrace
sera ensuite une simple conséquence de ces résultats.

Nous utilisons COUVERTURE DES soMMETS comme probléme de départ pour nos
résultats. Nous rappelons tout d’abord I’énoncé de ce probléme.

PROBLEME 5.2.6 (COUVERTURE DES SOMMETS)

DONNEES : Un graphe G = (V,E) d’ordre n et un entier positif K.
QUESTION : Existe-t-il un sous-ensemble V! C V, [V'| < K, tel que u € V’
ouv € V' pour tout {u,v} € E7

Remarquons que si V'’ est une couverture des sommets dans G, alors V\ V'’ est un
ensemble stable dans G. Il est possible de montrer que couvERTURE DES SOMMETS eSt
un probléme NP-complet par une transformation polynomiale depuis 3sat ([GJ79] en
donne une preuve détaillée). Une réduction polynoriale depuis le probléme crLique
est donnée dans [CLR92]. Le probléme couveErRTURE DEs somMETs est résoluble en
temps polynomial pour les graphes parfaits (en particulier pour les graphes bipartis)
[GI79, Jungy).

Nous allons utiliser dans la suite une version restreinte du probléme couvERTURE
pes soMMeTs. Rappelons que le degré minimum des sommets d’un graphe G est noté
8(G) et le degré mazimum A(G). Un sommet de degré 0 est appelé un sommet isolé.
Si 6(G) = A(G), cest-a-dire si tous les sommets de G ont pour dégré ezactement k,
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alors le graphe G est régulier de degré k ou plus simplement k-régulier. Dans le cas
particulier oll tous les sommets de G ont pour degré exactement 3, c’est-a-dire s1 G
est un graphe 3-régulier, G est appelé un graphe cubique.

Un graphe est planaire s’il est possible de représenter le graphe dans le plan
de sorte que les sommets correspondent & des points distincts, et les arétes 4 des
courbes de Jordan entre les points extrémités [Bol79).

THEOREME 5.2.7 ([GJ79]) couverTure pES somMETs est un probléme NP-complet
méme si G est un graphe planaire cubique.

Montrer qu’un probléme sur les graphes est NP-complet méme si G est planaire
est en général une restriction trés intéressante. En effet, la planariié d’un graphe
<e retrouve souvent dans des problémes pratiques, par exemple pour le routage des
circuits intégrés. En particulier, le probléme circurt namiLtonien est NP-complet
méme si G est un graphe planaire cubique [GIT76]'°.

Nous revenons maintenant i notre probléme initial. Notre premiére réduction
concerne un nouveau probléme que nous appelons ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/MAX
et qui s’énonce de la fagon suivante.

PROBLEME 5.2.8 (ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/ MAX)
DONNEES : Un graphe G = (V,E) d’ordre = et un entier positif J.
QUESTION : Existe-t-il une bijection ¢ de V dans [r] telle que

> max{¢(u)g(v)} 2 J ?

{uv}eE

Il s’agit donc de maximiser la somime des sommets maximaux (par la bijection
¢) de chaque aréte. Dans ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/MAX, le premier max désigue
donc ce qui est comptabilisé dans le graphe, 4 savoir le sommet maximum de chaque
aréte, tandis que le second max désigne 'optimisation désirée, & savoir ici une somme
maximale.

PROPOSITION 5.2.9 ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/Max est un probléme NP-complet
méme si G est un graphe planaire et A(G) < 3.

PREUVE
Le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/mMax appartient & NP. Montrons qu’il
est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme COUVERTURE DES SOMMETS

10. En 1880, Tait avait conjecturé que tout graphe planaire cubique triples connectés {la suppres-
sion de deux sommets ne déconnecte pas le graphe) possédait un circuit hamiltonien. En 1946, Tutte
a montré que cette conjecture était fausse en construisant le premier contre-exemple connu. Dans
[GITT76], le probléme CHEMIN HAMILTONIEN est montré NP-complet sous ces mémes hypothéses.
Autrement dit, non seulement la conjecture de Tait est fausse et il existe des graphes planaires
cubiques triple connecté qui ne contiennent pas un chemin hamiltonien, mais il est probablement
impossible de donner un algorithme efficace pour décider sous ces hypothéses si un graphe contient
ou non un chemin hamiltonien.

cubique

planaire
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donnée par un graphe G; = (13,E;) planaire cubique d’ordre 7 et par un entier
positif K. Soit p = 6n(K — 1) un entier positif. Remarquons que p est un entier
positif pair. Soient V2 un ensemble de p nouveaux sommets :

sz = {ulsu2: .. 1‘“‘1)}

et F» C Vo x V5 un ensemble d’arétes défini par:
Eg = {{ui,uj} | i+j :p+ 1}.

Puisque p est pair, |Ey| = %p et tous les sommets de V; ont pour degré exacterment 1.
L’instance correspondante du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE Max/mMax est donnée
par un graphe G* = (V*,E*) et par un entier positif J définis par:

- V'=Vu¥y

- E*=FEyUEs;

~J=33p+ 1)+ ip(n - K)+3n(n—K +p+1).

Remarquons que |[V/| =n+pet |E| = %n + %p. Nous vérifions facilement que
le graphe G* est planaire. De plus, tous les sommets de G* ont pour degré au plus
3. La construction peut s’effectuer en temps polynomial.

Par souci de clarté, dans la suite, nous notons

wi(d) = Y max{¢(u),b(v)}

{u,v}€F,

pour 1 €<¢<2et

w(d) = wi(d) + wa(d)

Supposons qu’il existe dans (7 une couverture des sommets de taille K, c’est-
a-dire un sous-ensemble V' C V] tel que uz € V' ou v € V' pour tout {u,»} € E.
Considérons une bijection ¢ de V* dans [n + p] définie par:

1<¢(u)<n—K pouru €V, A ugV’
n—K+1§¢(u@)5n—K+%p pouruEVQA]Sig%p
n—K+%p+lg¢(ui)gn—K+p pourueVg/\%p+lgz'5p
n—K+p+1<dlu)<ntp pouru€ Vi A ue V.

Dans un premier temps, puisque V' est une couverture des sommets de taille K dans
G, il vient :

max{¢(u),p(v)} 2 n - K+p+1 pour tout {u,v} € F

et par suite: 3
wi(¢) 2 gnln — K +p+1)

car (G est un graphe cubique et contient donc exactement %n arétes. Ensuite, nous
Avons :

w2(d) = ip(gp +1) + %p(n - K).



5.2. SURFACE 137

3% i EViUW o ews EV

€V EVIUV; L ew e

Fic. 5.5 - Les cas ¢(u*) < ¢(u) pour tout u € N(u*) et ¢(u*) > ¢(u) pour au
moins un sommet © € N(u").

Le premier terme compte les sommets maximaux de chaque aréte de I'ensemble Es,
tandis que le second terme prend en compte le décalage induit par les n— K sommets
du sous-ensemble V; \ V. En conséquence, nous vérifions:

w(g) = wi(g) + wal4)
> %p(gp—l—l)—l— %p(n—K) + gn(n—K+p+ 1)
=J.

Inversement, supposons qu'il existe une bijection ¢ de V* dans [n + p] telle que
w(¢) > J. Notons ¢ ’ensemble des bijections de V™ dans [n+p]. Définissons Pentier
positif W* et Pensemble ®* par:

wW* = g‘é’g{wl(d’) + wa(d) }
et

O = {¢ € @ | wi(¢) +wal¢) = W7}

Nous allons montrer qu’il existe au moins une bijection ¢ € ®* telle que les images de
I’ensemble V5 par ¢ forment un ensemble d’entiers consécutifs. Pour toute bijection
¢ € ®*, notons S{¢) C V1 I'ensemble des sommets de Vi encadrés par des éléments
de V5 dans ¢, c’est-a-dire:

S(¢) ={u|ueViAJu; € Vo, Iu; € Vo, dlus) < dlu) < dlu;)}.
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Soit ¢ € ®* une bijection minimale: |S(¢)| < |S(¢)| pour toute bijection ¢ € @*.
Montrons que |S(¢)] = 0 et par suite que ¢ est la bijection recherchée. En effet,
supposons |S(¢)| # 0 et soit u* € S(¢) le sommet vérifiant $(u*) > ¢(u) pour tout
u € S(¢), u* # u. Envisageons les deux cas suivants (c.f. figure 5.5) :

1. Si ¢(uv*) < ¢(u) pour tout u € N(u*); autrement dit, tous les voisins de u*
ne sont pas encadrés par des éléments de Vo dans ¢. Soit v* € V% le sommet
vérifiant ¢(v*) < ¢(v) pour tout v € V2, v* # v. Considérons alors la bijection
¢ € @ obtenue & partir de la bijection ¢ en échangeant les valeurs des sommets
u* et v*. Alors, w(¢) > w(d) = W* et |S(¢)) < |S(¢)|, ce qui contredit le choix
de la bijection ¢.

2. Si $(u*) > ¢(u) pour au moins un sommet « € N(u*). Soit v* € V5 le sommet
vérifiant ¢(v*) > $(v) pour tout v € Va, v* # v. Considérons alors la bijection
r;b € ® obtenue & partir de la bijection ¢ en échangeant les valeurs des sommets
u* et v*. Alors, w(d) > w(g) = W* et |S(¢)| < |S(¢)|, ce qui contredit une
nouvelle fois le choix de la bijection ¢.

Par conséquent, la bijection ¢ vérifie S(¢) = (). Aussi, les images de I’ensemble V2
par la bijection ¢ forment un ensemble d’entiers consécutifs. Définissons la, partition
=V'UV” par:

= {u| u € V1 A d(u) > ¢(u;) pour tout u; € Va}
V" = {u|u € Vi Ad(u) < $(u;) pour tout u; € Va}

et notons |V’/| = ¢. Remarquons dans un premier temps que:

wa (@) < Zp(ip +1) + —p(n —-q).

Encore une fois, le premier terme compte les sommets maximaux de chaque aréte
de ’ensemble Es, tandis que le second terme prend en compte le décalage induit par
les 7 — g sommets du sous-ensemble V7. 1l est cependant facile d’obtenir la borne
maximale pour wz(¢). I suffit en effet de poser:

n—g+1<dlu)<n—K+3ip powruelVp A1<i<ipy
n—q+ap+1<du;)<n—g+p powruwels A fp+1<i<p.

Aussi, nous supposons dorénavant que:
- 1 3 1
wz(¢) = gp(5p + 1)+ op(n - q).
En reprenant le calcul de w(®), il vient:

w(P) = wi(¢) + walP)
- %p(gp +1)+ %p(ﬂ — g} +wi(4)
>J (par hypothése)

1 3 3
=1 (2p+1)+ﬁp(n K)+§n(n—K+p+1)
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D’on,
@) > e~ K)+5n(n— K +p+1)
Mais, nous avons toujours:
() < onn+)
et par suite,
Sn( 1) 2 Zplg — K)

Or, p = 6n(K —1). Dot
3
ER(K — 1) 2 3n(K - 1)(¢g — K).

Ce qui implique g < K.
Il reste & montrer que V' est une couverture des sommets pour le graphe G;.
Supposons qu'il existe {u,v} € Ej tel que v € V" et v € V", Alors,

- 1.3 1 3
wig) < (n—g)+ ZP(EP +1) + Ep(n —q)+ (§n —1)(n +p).
Mais, par hypotheése,
- 1.3 1 3

w(qb) > ZP(EP + 1) + -z-p(n - K) + En(n —K+p+ 1).

D’on,
1 1 3
(n~gq)+5p(n — @) — (n+p) 2 op(n — K) — on(K —1).

Or, g < K, et par suite nous avons:
p< gn(K—IJ—K.
Ce qui est une contradiction puisque:
p=6n(K —1)
> gn(K -1) - K.

Par conséquent, nous avons v € V/ ouv € V' pour tout {u,v} € E;. Aussi, puisque
[V’| < K, le sous-ensemble V' est une couverture des sommets de taille au plus K

du graphe Gy.

PROPOSITION 5.2.10 ARRANGEMENT LINEAIRE MaX/Max est un probléme NP-complet
méme si G est un graphe sans triangles.

PREUVE

Le probleme couverture pEs somMeTs reste NP-complet pour les graphes sans
triangles [Pol74]. Nous reprenons la preuve de la proposition 5.2.9 et nous utilisons
comme probléme de départ le probléme couvERTURE DES sOMMETS restreint a la classe
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des graphes sans triangles. Nous vérifions facilement que I'instance correspondante
du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/Max est un graphe sans triangles. |5.2.10

Nous allons maintenant montrer que le probléme aARRANGEMENT LINEAIRE MaX /MIN
est NP-complet. Il s’agit cette fois ci de minimiser la somime des sommets maximaux
de chaque aréte. Le probléme aARRANGEMENT LINEAIRE MaX/ MIN s’énonce simplement
de la fagon suivante.

PROBLEME 5.2.11 (ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/MIN)
DONNEES: Un graphe G = (V,E) d’ordre n et un entier positif K.
QUESTION : Existe-t-il une bijection ¢ de V dans [n] telle que:

3" max{¢(u)¢(v)} <K ?

{u,w}€E

En utilisant le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/MAX et en considérant le
graphe complémentaire, nous obtenons le résultat suivant.

PROPOSITION 5.2.12 ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/MIN est un probléme NP-complet.

PREUVE
Le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE Max/mMIN appartient & NP. Montrons qu’il

est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme aRRANGEMENT LINEAIRE
max / max donnée par un graphe G = (V,E) et un entier positif J. Soit f la fonc
tion définie par:

F(n) = %n(nz _1).

Remarquons que pour tout graphe G = (V,FE) d'ordre n et toute bijection ¢ de V
dans [n], nous avons toujours l'inégalité :

3 max{¢(u)$(v)} < F(n).

{u,v}eF

En particulier,

Y max{g(u),4(v)} = £(n)
{uu}eE

si et seulement si le graphe G est isomorphe & K, i.e. G est un graphe complet
d'ordre n.

L’instance correspondante du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE MAX/ MIN est donnée
par un graphe G* = (V*,E*) et par un entier positif K définis par:

- V*=YV;

B = {{u} | fur) ¢ EAu#o);

— K = f(n)—J.
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Clairement, |V*| = n et |E*| = n?
temps polynomial.

Remarquons dans un premier temps que pour toute bijection ¢ de V' dans [n],
NOUS aVONSs :

— n — |E|. La construction peut s’effectuer en

> max{p(u).¢(@)} + D max{(u),(v)} = f(n).

{uv}eE {uv}eE"

Par conséquent, il existe une bijection ¢ de V dans [n] telle que:

Y max{e(u)d)} > J

{u,v}eE

si et seulement si il existe une bijection ¢ de V dans [n] telle que:

Y max{g(w),6(v)} < f(n) - T = K.

{uv}eE*

A Paide de la proposition 5.2.12, nous sommes désormais en mesure de montrer
(UE ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/MaX est un probleme NP-complet. Ce probléme peut
étre vu cornme le dual du probléme arRrRANGEMENT LINEAIRE Max /mMIn: il s’agit ici de
maximiser la somme des sommets minimaux de chague aréte. Le probléme s’énonce
de la fagon suivante.

PROBLEME 5.2.13 (ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/MAX)
DONNEES: Un graphe G = (V,E) d’ordre 7, et un entier K.
QUESTION : Existe-t-il une bijection ¢ de V dans [n] telle que:

> min{g(u),¢(v)} > J ?

{u,v}eFE

PROPOSITION 5.2.14 ARRANGEMENT LINEAIRE MIN /Max est un probléme NP-complet.

PREUVE

Le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/mMax appartient & NP. Montrons qu’il
est NP-complet. Soient une instance arbitraire de ARRANGEMENT LINEAIRE MAX /MIN
donnée par un graphe G = (V,E)} d’ordre n et par un entier K. Nous allons montrer
qu’il existe une bijection ¢ de V dans {n] telle que:

S max{¢(u),4(v)} < K

{u,v}EE

si et seulement si il existe une bijection ¢ de V dans [n] telle que:

> min{$(u),d(v)} > |E|(n +1) - K.

{uv}eFE
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Supposons qu’il existe une bijection ¢ de V' dans [n] telle que:

> max{g(u),d(v)} < K.

{u,v}eE

Soit ¢ la bijection de V dans [n] définie par ¢(u) = n — ¢(u) + 1 pour tout u € V.
Alors,

3" min{f(u) @)} = Y n+1—max{¢(u)d()}

{u!U}EE {H,W}EE

=|El(n+1)~ ) max{d(u)$(v}}

{u,v}cE
> |E|(n+1) - K.

Inversement, supposons qu’il existe une bijection ¢ de V dans [n] telle que:

Y min{f(u),4(v)} > |El(n +1) - K.

{z,v}eE

Soit ¢ la bijection de V dans [n] définie par ¢(u) = n — ¢{u) + 1 pour tout u € V.
Alors,

Y. max{g(w)g@)}= Y n-+1-min{¢(w),d()}

{u}eE {uv}eE
=|Bl(n+1)— Y min{¢(u),d(v)}
{u,v}eE
< K.

Nous avons prouvé précédemment que les trois problémes ARRANGEMENT LINEAIRE
Max / MAX, ARRANGEMENT LINEAIRE MAX /MIN et ARRANGEMENT LINEAIRE MIN / Max sont NP-
complets (propositions 5.2.9, 5.2.12 et 5.2.14). Nous n’avons pas présenté le probléeme
ARRANGEMENT LINEAIRE MIN /MIN, mais, par extension, celui-ci consiste & minimiser la
somme des sommets minimaux de chague aréte. Nous pouvons, & partir des propo-
sitions 5.2.9, 5.2.12 et 5.2.14, établir les résultats suivants.

PROPOSITION 5.2.15 Svit G une classe de graphes. Alors, Les problémes ARRANGEMENT
LINEAIRE MAX /MAX el ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/MIN 7estreints o la classe G sont
polynomialement équivalents.

PROPOSITION 5.2.16 Seit G une classe de graphes. Alors, Les problémes sRRANGEMENT
LINEAIRE MaX /MIN el ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/mMax restreints a4 lo classe G sont
polynomialement équivalents.

La connexion entre les quatre problémes est assurée par la proposition suivante.
Pour toute classe de graphes G, nous notons G la classe des graphes complémentaires

de G, i.e. G ={G | G € G}.
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PROPOSITION 5.2.17 Soit G une classe de graphes. Alors, les problémes ARRANGEMENT
LINEAIRE MIN/MIN el ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/MIN 7estreints ¢ la classe G sont
polynomialements équivalents aux problémes ARRANGEMENT LINEATRE MAX /MIN ef AR-
RANGEMENT LINEAIRE MIN/Max restreints a la classe G.

Il nous reste maintenant 4 montrer que ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/Max se réduit
polynomialement au probléme MIN-SURFACE et prouver ainsi que MIN-SURFACE €st un
probleme NP-complet.

PROPOSITION 5.2.18 min-surrace est un probléme NP-complet méme si la matrice
A a au plus deuz éléments non nuls par colonne.

PREUVE
Le probléme min-surrace appartient & NP. Prouvons maintenant qu'il est NP-
complet. Soit une instance arbitraire de ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/Max donnée par
un graphe G = (V,E) d’ordre n et par un entier J. Posons m = |E|. Par souci de
clarté, nous identifions 'ensemble des sommets V' & I'ensemble [n] et I'ensemble des
arétes F A I’ensemble {ej,e2, ... ,em}. L'instance correspondante de MIN-SURFACE est
donnée par une (0,1)-matrice A = [a; ;] de taille » par m et par un entier K définis
de la facon suivante:
— La matrice A est la matrice d’incidence sommets-arétes de G. Autrement dit,
chaque ligne i de la matrice A correspond & un sommet i et chaque colonne
3 une aréte e = {i,j} € E de G, de plus, pour toute aréte e = {i,j} € E, la
colonne e a tous ses €léments nuls sauf a; . et g; ..
- K=nm+1)-J.
Remarquons que, par construction, chaque colonne de la matrice A contient exac-
tement deux éléments non nuls et la ligne ¢ contient exactement deg(:) élément(s)
non nul(s). La construction peut s’effectuer en temps polynomial.
Supposons qu’il existe une permutation ¢ de [n] telle que:

> min{g(@),¢(i)} > J

{i,j}€E

Soit P = [p; ;] la matrice de permutation d’ordre n définie par p; j = 1 si et seulement
si ¢(i) = j. Chaque colonne de la matrice A correspond & une aréte et contient donc
exactement deux 1. Alors,

|Spal =n(m+1)— Y Spa(i)
1<j<m
=n(m+1)— Y  min{¢(i),¢(j)}
{i.s}eE
<nlm+1) - J

Inversement, supposons qu’il existe une matrice de permutation P = [p; ;] d’ordre
n telle | Spa| < K. Soit ¢ la permutation de [n] définie par ¢(i) = j si et seulement
si Pig = 1. AlOI‘S,

Y. min{d(i)$(i)} = D Seals).

{i,jleE 1<j<m
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Dol
n(m+1)— Y. min{g(e),¢(i)} =n(m+1) - > Seals)
{i.5}eE 1<j<m
= |Spal
<n(m+1)-—J.
Par suite,

S minf¢(e) ()} > 7.

{i.j}€E

5.2.4 Le cas des graphes de séparation

Nous montrons dans cette sous-section que les problémes ARRANGEMENT LINEAIRE
MAX / MAX, ARRANGEMENT LINEAIRE MIN /MIN, ARRANGEMENT LINEAIRE MAX /MIN et ARRAN-
GEMENT LINEAIRE MIN/Max sont résolubles en temps polynomial lorsque G est un

graphe de séparation.

Rappelons qu'un graphe G = (V,E) est un graphe de séparation §’il existe une
bipartition ¥ = SU K de l'ensemble de ses sommets telle que S induit un ensemble
stable et K induit une clique. Nous commengons par deux lemmes techniques.

LEMME 5.2.19 Soient G = (S U K,E) un graphe de séparation, |S| + |K| = n,
et O Densemble des bijections ¢ de S U K dans [n] pour lesquelles la somme
> (uv)eE max{¢(u},p(v)} est mazimale. Alors, il existe une bijection ¢ € Pg telle
que 1 < ¢(u) < |S| pour tout u € S et |S| +1 < ¢(u) < n pour tout u € K.

PREUVE
Pour toute bijection ¢ € ®¢, nous notons f(¢) C S I'ensemble des sommets de
S qui sont supérieurs & au moins un sommet de K pour la bijection ¢:

fl@)y={u|ueS et Tve K, ¢{v) < Hlu)}-

Soit ¢ € g une bijection qui minimise la quantité f(¢). Nous allons montrer que
f(¢) = 0. Supposons par I'absurde que f(¢) # 0. Soient »* le plus grand sommet
du sous-ensemble f(¢) pour la bijection ¢ et »* € K le plus petit sommet du sous-
ensemble K pour la bijection ¢, i.e.:

ur = s f (¢}
»* =min K
¢

Clairement, nous avons ¢(v*) < ¢(u*). Considérons maintenant la bijection ¢’ de
S UK dans [n] obtenue & partir de ¢ par transposition des éléments «* et v*. Nous
vérifions facilement que:

> max{d@),¢(@)} > Y max{g(u)é)}.

{uv}eE {u,v}eE
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Mais, nous avons également |f(¢)| > |f(¢')|. C’est une contradiction puisque, par
hypothése, ¢ est une bijection de I’ensemble ® qui minimise la quantité | f(¢)|. Par
conséquent, nous avons f(¢) = ), ce qui satisfait la propriété demandée. 5.2.19

Soit G = (S U K,E), |S| = ns et |[K| = ng, un graphe de séparation et ¢ une
bijection de S U K dans [n] pour laquelle la somme 3"/, 1 pmax{¢(u),¢(v)} est
maximale. Alors, en notant A la matrice d’adjacence du graphe G et P la matrice de
permutation d’ordre ng +ng associée  la bijection ¢, le lemme 5.2.19 nous indique
que nous pouvons toujours supposer que la matrice PAPT est de la forme:

_ |0asns B
BT 1 L,

NKAK T

PAPT

oi1 B est une (0,1)-matrice de taille ng par ng.

LEMME 5.2.20 Soient G = (SU K,E) un graphe de séparation, |S| + |K| =n, et ¢
une bijection de SU K dans [n] pour laquelle lo somme 31, 1o pmax{¢(u),$(v)}
est mazimale avec 1 < ¢(u) < |S| pour tout u € S et |S] +1 < ¢(u) < n pour tout
u € K. Alors,

Vv € K, d(v1) < p(ve2) = d(vn) < d(v9).

Les lemmes précédents nous indiquent que nous pouvons calculer une bijection
¢ pour laquelle la somme Z{u,v}e pmax{¢(u),s(v)} est maximale (1) en plagant
tout d’abord tous les sommets S avant ceux de K et (2) en ordonnant ensuite les
sommets de K par degré croissant.

En conclusion, en rappelant que le complémentaire d’'un graphe de séparation est
encore un graphe de séparation, nous obtenons immédiatement les résultats suivants.

PROPOSITION 5.2.21 Les problémes ARRANGEMENT LINEAIRE MAX / MAX, ARRANGEMENT
LINEAIRE MaX/MAX, ARRANGEMENT LINEAIRE MAX /MIN ef ARRANGEMENT LINEAIRE MIN /MAX
sont tous résolubles en temps polynomial lorsque G est un graphe de séparation.

PREUVE
Lemmes 5.2.19 et 5.2.20 et propositions 5.2.15, 5.2.16 et 5.2.17. 5.2.21

5.2.56 Surface minimale et forme triangulaire

Nous avons introduit dans cette section la minimisation de surface d’une (0,1)-
matrice comme une forme de «compression». Le probléme de décision associé est
NP-complet dans le cas général (proposition 5.2.18). Nous avons également présenté
1a triangularisation d’une (0,1)-matrice A d’ordre n par permutation des lignes et des
colonnes (PAQT < Bn) comme une forme de «compression». Dans quelle mesure
ces deux problémes sont-ils liés?

Dans un premier temps, 8’1l existe deux matrices de permutation P et ¢ d’ordre
n telles que I, < PAQT <[\, alors |Spa| = n(n+ 1) — %n(n +1) = %n(n +1) est
minimale. Encore une fois, la présence de la diagonale principale non nulle simplifie
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grandement le probléme. Remarquons cependant que la réciproque n’est pas vraie.
En effet, 1a matrice A d’ordre 3 définie par:

0
A=]1
1

_ = O

0
1
1

vérifie |Sa| =6 = (3 x 4) — 6, mais per(4) = 0.
Abandonnons dorénavant la diagonale principale non nulle et considérons le
probléme suivant. Soit A une (0,1}-matrice d’ordre n pour laquelle:

1. il existe deux matrices de permutation P, et @; d’ordre n telles que P4 AQ'f <
Bn et
2. il existe une matrice de permutation P telle que | Sp,a | soit minimale.

Remarquons que les matrices P, @1 et I ne sont pas nécessairement uniques.
Nous nous intéressons & la question suivante: existe-t-il foujours une matrice de
permutation @y d’ordre n telle que RAQT < [\.,, ? Fondamentalement, ce probléme
se raméne 3 la question suivante: «<minimisation de surfoce» et «triangulerisation
par permutation des lignes et des colonnes» sont-ils deux problémes «équivalents»
dans un sens que nous pouvons préciser?

La réponse & la question est tout d’abord négative. En effet, soit A la (0,1)-
matrice d’ordre 5 définie par:

Nous vérifions A <DN\g et [Sa| = (5x6) — (1 +2 + 3+ 6+ 6) = 12. Remarquons
de plus que | Sa | est minimale. Cependant, il existe une matrice de permutation P
d’ordre 5 telle que:

1
1
1
0
0
2

Or, |Spal=(5x6)—(4+1+1+4+6+6) =12 =|Sa/|, mais PAQT £ I\5 pour toute
matrice de permutation ¢ d’ordre 5.

Cependant, nous ne sommes pas en mesure d’exhiber un exemple d’une (0,1)-
matrice A d’ordre n triangularisable par permutation des lignes et des colonnes
(RAQT < [\,.) pour laquelle il existe une matrice de permutation P, d’ordre n
telle que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

L |Spaal < [Spiagrls
2. PQAQEE y A BN, pour toute matrice de permutation ¢ d’ordre n.

Aussi, nous ne pouvons pas infirmer que la minimisation de surface et la tri-
angularisation par permutation des lignes et des colonnes sont deux problémes
indépendants. Remarquons de plus que méme s'il existait un algorithme en temps
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polynomial pour le probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE, celui-ci ne répondrait que
partiellement & la question.

Nous pouvons néanmoins établir une relation entre la surface d’une (0,1)-matrice
et la tailie minimale d'une sous-matrice triangularisable par permutation des lignes et
colonnes. Nous commengons par un lemme technique. Un vecteur S = (51,82, ,85)
4 valeurs entiéres positives est monotone [BR91] si 51 > 59 > +-- > sp.

LEMME 5.2.22 Soient S = (s1,52, - ,8n) un vecteur monotone & valeurs entiéres
positives avecn + 12> 81 > 82 > -+ > 5, > 1 et k un entier positif. St

Z si > n(k—1)

1<i<n

alors s; >k —i+ 1 pour 1 <i<k.

PREUVE

Supposons par 'absurde que la propriété énoncée soit fausse. Alors, il existe un
entier 7, 1 < j < k, tel que s; < k — 7 + 1. Remarquons dans un premier temps que
nous avons toujours sy > k—k+ 1 =1car s; > 1 pour 1 <2 < n. Par conséquent,
nous avons j < k. Décomposons la somme en deux parties:

Z 8 = E s; + Z 5.

1<i<n 1<i<j—1 j<ign
Nous avons,
> s< Y a4l
1<i<i—1 1<i<j—1
= -D{n+1)
et

Z 8 < Z k—j

i<i<n  j<ign
=(n—j+1)(k —j).

car S est un vecteur monotone, i.e. si 5; < k —j + 1, alors s; < kK — 5 + 1 pour
4+ 1 < i < n. Par conséquent,

D osi<(i-Dn+)+@~7+1k-j)

1<i<n
= (n+1)(k — 1) — j(k — 7).
Or,
j—k<0&(-k+1)<0 car j < k
S (-k+1)(i-1)<0 car j > 1

& k-1)-jk-7) <0
& (n+1)(k—1) - ik — j) < n(k—1).
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Par conséquent, nous obtenons:

Z 55 Sn(k—l).

1<i<n

Ce qui est une contradiction car nous avons:

> si>nk-1)

1<i<n

par hypothése. 5222

En associant & la silhouette d’une (0,1)-matrice donnée sous forme standard
décroissante un vecteur monotone, le corollaire suivant est une conséquence immédiate
du lemme 5.2.22.

COROLLAIRE 5.2.23 Soient A une (0,1)-matrice d’ordre n donnée sous forme ston-
dard décroissante et k un entier positif. Si |Sa| < n(n — k +2), alors

A< [ " lgn—tk ] .

o 1n—~k,k 1n—k,n—k

PREUVE
Dans un premier temps, nous avons

ISal <n(n—k+2) &n(n+1)— Y Sali) <nln—k+2)
1<i<n

& Y Sal) >nlk—1).

1<i<n

Considérons le vecteur S = (Sa(1),Sa(2),--- ,Sa(n)). Nous vérifions n+1 < Sp(d) <
i pour 1 < i < net, puisque A est sous forme standard décroissante, . est un vecteur
monotone. En utilisant le lemme 5.2.22, il vient Sp(i) > k~i+1pourl <z < k.
Soit A’ la sous-matrice princale de A formée des k premiéres lignes et colonnes. Nous

vérifions facilement A’ < Ak. 5.2.23

Le corollaire précédent nous donne en fait la taille minimale de la sous-matrice
triangularisable par permutation des lignes et des colonnes.

COROLLAIRE 5.2.24 Soient A une (0,1)-matrice d’ordre n et k un entier positif. Sy
|Sal < n{n — k + 2), alors il existe une sous-matrice de A d’ordre ou moins k qus
est triangulorisable par permutation des lignes et des colonnes.

5.2.6 Résultat négatif d’approximation absolue

Pour terminer cette section, nous présentons un résultat négatit d’approximation

absolue pour le probléme MIN-SURFACE. Etant donné un probléme d’optimisation 11,

approzimation un algorithme d’approzimation absolue A est un algorithme d’approximation (en
absolue temps polynomial) pour 1T qui vérifie |A(I}) — OPT(I)| < k pour une constante
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k > 0 et toute instance I. Nous commencons par un lemme trivial qui met en
évidence une propriété «multiplicative» ' du probleme Min-surrace.

LEMME 5.2.25 Soient B une (0,1)-matrice de taille m par n et B* une (0,1)-matrice
de taille m par pn, p > 1, définie par:

B'=[B B, ... By

ot B; = B pour 1 < i < p. Alors, pour toute matrice de permutation P d’ordre m,
nous avons |Spp| = ;‘ljl Spg*|-

PROPOSITION 5.2.26 Si P # NP, alors il n’existe aucun algorithme d’epprozimation
absolue pour le probléme MIN-SURFACE.

PREUVE

Supposons par 'absurde qu’il existe un algorithme d’approximation absolue A
pour le probléme min-surrace. Notons k la performance garantie par I’algorithme A.
Nous allons montrer que cet algorithme peut étre utilisé pour calculer une solution
optimale pour toute instance I du probléme MIN-suRFacE.

Soit une instance I du probléme min-surrace donnée par une (0,1)-matrice B
de taille mn par n. Considérons une nouvelle instance I’ obtenue en considérant la
(0,1)-matrice B* de taille m par (k + 1)n définie par:

B*z[Bl B, B BHI]

ou B; = Bpour 1l <:i < k+ 1. Nous utilisons notre algorithme d’approximation
absolue A sur cette nouvelle instance I’ pour obtenir une solution de valeur A(I').
Alors, par hypothese, nous avons:

|A(I") — OPT(I")| < E.
En utilisant le lemme 5.2.25, il vient :
|(k + )A(I) — (k + 1) OPT(I)| < k.
D’ot,

k
|A(I) ~ OPT(I)| < Ll

Mais puisque nous ne considérons que des entiers, nous obtenons:
|A(I) — OPT(I)| < 0.

C’est une contradiction puisque ce dernier résultat nous indique que nous avons
calculé en temps polynomial une solution optimale pour le probléme miN-SURFACE.

11. Ce type de propriété est déja employé dans [GJ79]
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5.3 Famille de couples de sous-ensembles

5.3.1 Introduction

Nous présentons dans cette section une nouvelle généralisation du probléme
maTRICE INF-TRIANGULAIRE!Z Face 3 notre réelle difficulté quant  la complexité du
probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE, I'idée que nous souhaitons développer ici est
celle d’arrangement de couples de sous-ensembles. Une des motivations de cette ap-
proche est le remplacement de la «forme friangulaire» par une notion plus générale
basée sur la comparaison des cardinaux de deux ensembles (c.f. définition 4.2.3).
Nous appelons ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SDUS-ENSEMBLES ce probléme dont voici
I'énoncé.

PROBLEME 5.3.1 (ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS-ENSEMBLES)
DONNEES : Une famille F = {(S;,T;) | 1 € ¢ < n} de couples de sous-
ensembles appartenant & § X 7, olt § et 7 sont deux ensembles disjoints de

méme cardinal.
QUESTION : Existe-t-il une permutation « de [n] telle que:

card( U Sﬂ(j)) > Ca-rd( U Tfr(j))

1<j<s 1<j<i

pour 1 <i<n?

Un exemple de résolution du probléme ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS-ENSEM-
eLEs est donné sur la figure 5.6.

Le probléme ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS-ENSEMBLES contient le probléme
MATRICE INF-TRIANGULAIRE. En effet, soit A = [a;;] une (0,1)-matrice d'ordre n.
Définissons les ensembles S et 7 par:

S= {51152: oe )Sﬂ}
T = {t1,t2,..- ,tn}
et la famille F = {(5;,T3) |1 £ <n}, 5 CSet T; CT pour 1 < i < n, de couples
de sous-ensembles par:
Si = {Si}
Ti={t|1<j<n Aay;=1}
pour tout 1 € i < n. Autrement dit, tous les S;, 1 < 4 < n, sont des singletons et
T,. 1 < i < n, contient les indices des colonnes des éléments non nuls de la ligne ¢

de la (0,1)-matrice A. Alors, il existe deux matrices de permutation P et  d’ordre
n telles que P AQT <[\, si et seulement si il existe une permutation 7 de [n] telle

que:
card( U Sﬁ(j)) > card( U Tfr(j))

1<j<i 1<5<i

12. probléme 4.1.1 page 58.
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Fic. 5.6 — Ilusiration du probléme ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS-ENSEMBLES.
La famille de couples de sous-ensembles est schématisée par deus tableauz accolés.
La permutation recherchée est représentée dans la partie inférieure de la figure. Pour
chague ligne, nous indiquons & droite les cardinouz des unions des sous-ensembles
cumulés.

pour 1 < i < n (une illustration de cette remarque est donnée en figure 5.7).

Remarquons que la famille 7/ = {T; | 1 < i < n} est la famille des sous-ensembles
associés A la matrice A. Nous avons déja montré!® qu’il existe deux matrices de
permutation P et ¢ d’ordre n telles que PAQT <\, si et seulement si il existe un
arrangement croissant de F'. Rappelons qu’un arrangement croissant de la famille
F est une permutation 7 de [n] telle que:

card ( U T;) <i
m{F)<i

pour tout 1 < i < n. Mais, puisque les sous-ensembles S;, 1 < 7 < n, sont des
singletons disjoints, nous avons:

card( U S,r(j)) zcard( U TW(J-)) = 'iZCard( U T-.-r(j))

1<i<i 1<5<i 1<5<i

pour tout 1 <z < n.

En d’autres termes, s’il existe un algorithme en temps polynomial pour le probleme
ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS—ENSEMBLES, alors il existe également un algorithme
en temps polynomial pour le probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE. Malheureuse-
ment, ce nouveau probléme est difficile et nous prouvons dans la sous-section suivante
qu'il est NP-complet.

5.3.2 Complexité

Nous avons montré précédemment que les problémes ARRANGEMENT FAMILLE CCUPLES
SOUS-ENSEMBLES et MATRICE INF-TRIANGULAIRE sont équivalents si les sous-ensembles

13. Proposition 4.2.5 page 63
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FiG. 5.7 — Illustration du probléme ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS-ENSEMBLES
dons le cas ot les sous-ensembles S;, 1 < i < n, sont des singletons disjoints. Une
permutation des colonnes de la matrice d’incidence des sous-ensembles T;, 1 <i < n,
est indiguée dans la partie droite de la figure. Nous vérifions que la matrice ainsi
obtenue est inférieurement triongulaire.

S; pour 1 < i < n sont des singletons disjoints. Nous utilisons une réduction depuis

le probléme x3c [GJ79] pour montrer que le probléme ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES
sous—ENSEMBLES est NP-complet dans le cas général.

PROPOSITION 5.3.2 ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS-ENSEMBLES est un probléme
NP-complet.

PREUVE

Le probléme ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS-ENSEMBLES appartient & NP. Mon-
trons qu’il est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme x3c donnée par
une famille € = {C;,Cs, .. .,Cn}, |Ci] =3 pour 1 < i < m, de sous-ensembles d'un
3g-ensemble X = {x1,72,...,T34}. Soient &', " et T’ les ensembles disjoints définis

par:
& ={z;;|1<i<3get1 <5 <2}
§"={a;|1<i <3(m—q)}
T ={Ci;|1<i<metl<j<3}

Les ensembles de bases S et 7 sont définis par:

S=8uvs§"
T=TUKX.
En d’autres termes, pour chaque élément z; € X, I’ensemble S contient deux copies

distinctes: les éléments z;1 et ;2. De plus, S contient les éléments a; pour 1 <
i < 3(m - q). Pour chaque sous-ensemble C; € C, I'ensemble 7 contient trois copies
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distinctes: les éléments Cj1, Ci2 et C;3. De plus, 7 contient Pensemble X. Nous
vérifions facilement que |S| = |7 = 3(m + g).

L’instance correspondante du probléme ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS—ENS-
eMBLES est donnée par une famille 7 de m + 3(m — g) couples de sous-ensembles.
Pour chaque sous-ensemble C; = {z;,,%4,,%i; }, la famille F contient le couple (S;,T;)
défini par:

Si = {mihj’miz,jsxig,j | 1< < 2}
Ty = {Ci;j | 1< < 8} U {iy,Bis,Tis }-

Pour m+ 1 < i < m+ 3(m — ¢), la famille F contient le sous-ensemble (S;,T;) o
S; = {0i_m} et T; = X. Clairement, nous avons |F| = 4m — 3¢. La construction
peut s’effectuer en temps polynomial.

Supposons qu'il existe une sous-famille C' C C de g sous-ensembles disjoints deux
3 deux. Soit ¢’ = {C;,,Ci,,-.-,Cy,} cet ensemble. Considérons une permutation
de [n] définie par:

1 < (i) < ¢ pouri € {i1ia,--.,ig}
g+1<7(d) <3(m—gqg)+¢g pourm+1<i<m+3(m—gq)
3(m—g)+qg+1< (i) <3(m—g)+m pourl <i<metig{iris,... i}

Montrons que la permutation 7 ainsi définie satisfait la propriété demandée.
1. Pourl1 £: < g,

card( U S,r(j)) = card( U Tﬁ(j)) = 6:.

1<5<i 1<5<z

car les sous-ensembles de €’ sont disjoints deux 4 deux.
2. Pourg+1<:<3(m—gq)+g,

ca.rd( U S.,.,(j)) = 6¢g+i—q > card( U T,r(j)) = 6gq.
1<5<i 1<5<i
car Ty = X.
3. Pour 3(m—g)+¢+1<i<3(m—gq)+m,

card( U S,,(j)) = 3(m+gq) > card( U T,T(j))
1<5<i 1<5<i
car || = 7] = 3(m + ).
Tnversement, supposons qu'il existe une permutation 7 de [n] telle que:

card( U S,r(j)) > card( U T.,,r(j)) (5.1)

1<5<i 1<5<a

pour 1 < 4 < mn. Soit j Pentier positif défini par j = min{r (i) | m+1 < i < m+3(m—
¢)}. Remarquons, dans un premier temps, que j > 1 car |S;| =1 < |T}| = [X| = 3¢
pour m +1 < i < m+ 3(m — g). Soit €' = {C,,,C;,,...,Ci;_, } € C la sous-famille
définie par:

{2-1,’1':2,. . .,ﬂlj_l} = {i | 1<i<m A ‘}T(Z) < _?}
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Montrons par induction que la sous-famille C’ est composée de sous-ensembles dis-
joints. Pour ce faire, nous notons n;, 1 <@ < 7, le nombre d’éléments du sous-
ensemble S, qui n’appartiennent pas & ’union des sous-ensembles Sy (k) pourk < i.
La propriété est vérifiée pour i = 2 car

(5.1)<:>6+2n22(3+3)+3+n2
& ng > 3.

Supposons que la propriété soit vérifiée pour tout ¢ < j — 1. Alors,

(51) & 6t 4+ 2ni > (3i + 32) + 3+ ni41
& Mit1 2 3

Par conséquent, la sous-famille ' est composée de sous-ensembles disjoints. Mais,
7 < g+ 1, car il existe au plus ¢ sous-ensembles disjoints dans C. Montrons que nous
avons en fait j = g+ 1. En considérant P'équation (5.1} au rang j, il vient:

(5.1)&6(j —1)+1>3(i —1)+ 3¢

2

Si2q+ .

J=4q 3

Mais, puisque j est un entier, nous avons j > [q + %] = g + 1. Par suite, la famille
C contient ¢ sous-ensembles disjoints.

Cependant, une nouvelle fois, la proposition 5.3.2 ne nous permet pas de conclure
que le probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRESOIt NP-complet. En effet, les sous-ensembles
S; pour 1 < i < n ne sont pas des singletons dans I'instance. La proposition suivante
résume lo «dépendance» entre les deux problémes.

PROPOSITION 5.9.8 MATRICE INF-TRIANGULAIRE 5t um probléme NP-complet si et
seulemnenl si ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS—ENSEMBLES est un probléme NP-
complet lorsque |T| = |S| = n et les sous-ensembles S; pour 1 < i < n sont des
singletons disjoints.

5.4 Partition

5.4.1 Introduction

Les problmes de partition sont les extensions naturelles des problemes sur les
graphes et les matrices. Dans le cas des graphes, il s’agit de partitionner Pensemble
des sommets en K sous-ensembles disjoints (I’entier positif K peut ou non faire
partie de I'instance) et de vérifier que chaque sous-ensemble de sommets vérifie une
propriété donnée. Par exemple, les problemes suivants sont tous NP-complets:

— paRTITION En TRIaNGLES [GJ79),

— PARTITION EN SOUS—GRAPHES IscMORPHES [KH7S],

— PARTITION EN SDUS-GRAPHES HAMILTONIENS [Val79],

— partrTION En FORETs (M.R. Garey et D.S. Johnson - non publié),
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-~ PARTITICN EN cLIQUES [Kar72|,
— PARTITICON EN COUPLAGES PARFAITS [Sch78].

Nous nous proposons dans cette section d’étudier les problémes de partition dans
le cadre des sous-matrices inf / exact-triangulaire.

5.4.2 Partition en sous-matrices inf-triangulaires

Nous nous intéressons au probléme de la partition d’une (0,1)-matrice en sous-
matrices inf-triangulaires. Nous appelons parTITION Sous-maTRICES INF-T le probléme
générique.

PROBLEME 5.4.1 (PARTITION SOUS-MATRICES PRINCIPALES INF-T)
DONNEES : Une (0,1)-matrice A d’ordre n, un ensemble de (0,1)-matrices
triangulaires T et un entier positif K.

QUESTION : Existe-t-il une matrice de permutation P d’ordre = telle que:

Tml 1m1 ang  C0° 1m1 AT
P A PT < lmz,ml ng lmz,mK
1mK N1 ]‘mK A2 a TmK

avec T; € Tpour1 <i< Ket ,expmi=nT?

I suffit 14 en fait de considérer uniquement ce probléme pour T = {Bi | 1<
i<n}letT= il1<i<n}u {4; | 1 € i < n}. Nous appelons respective-
Mment PARTITION SOUS-MATRICES INF-L\ et PARTITION sOus-MATRICES INF-Z]ces deux
problémes. Nous montrons maintenant qu’ils sont tous les deux NP-complets.

PROPOSITION 5.4.2 PARTITION SoUS-MATRICES 1NF-Z] est un probléme NP-complet.

PREUVE
1l suffit de remarquer que pour K = 1, le probléme est équivalent au probléme
ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE. La proposition 4.4.8 page 75 permet de conclure.

Nous utilisons pour le probléme PARTITION SOUS-MATRICES 1nF-D\ une réduction
depuis le probléme K-coLoriace: étant donnés un graphe G = (V,E) et un entier
positif K, existe-t-il une fonction ¢ de V dans [K] telle que o(u) # w(v) si {u,v} €
E? Le probléme est NP-complet [Kar72] et ceci pour tout K > 3 ousi K =3 et
G est un graphe planaire avec A(G) < 4 [GJS76]. Le probleme est également NP-
complet si G est un graphe circulaire {Ung88|. Par contre, il est résoluble en temps
polynomial si G est un graphe triangulé [Gav74al.

PROPOSITION 5.4.3 PARTITION SOUS-MATRICES INF-I\ est un probléme NP-complet
méme st K = 3.

14. c.I. section 4.6 page 99.
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PREUVE

Le probléme PARTITION SOUS-MATRICES inF-0\ appartient 3 NP. Montrons qu'il
est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme 3-coLor1acE donnée par
un graphe G = (V,E) d’ordre n. L'instance correspondante du probléme parT1TION
SOUS-MATRICES INF-\ est donnée par la matrice d’adjacence A = A(G) du graphe
G et par un entier positif K = 3.

Supposons qu’il existe un 3-coloriage du graphe G. Soit V = ViUV U W3 la
partition induite par ce coloriage et notons ny = |Vif, ny = [Va| et ny = [V3.
Considérons la matrice de permutation P d’ordre 7 telle que:

1. les n; premitres lignes et colonnes de la matrice PAPT sont indicées par les

éléments de Vp;

2. les lignes et colonnes n; + 1 & n; + n2 de la matrice PAPT sont indicées par

les éléments de Vs;

3. les ng dernitres lignes et colonnes de la matrice PAP? sont indicées par les

éléments de Va.

Alors, nous avons:

o Om 1711,712 1n1,n3 Bﬂl 1ﬂ1,ﬂz 1911 »713
PAP S ]-‘nz,ﬂl Onz 1n2,ﬂ3 < 1‘-'12 Y Ilnz 1ﬂ2 M3
1ﬂ2,ﬂ1 1”3 42 0'”’3 1”21”1 17‘-3 L2 3

Inversement, supposons qu’il existe une matrice de permutation P d’ordre n telle
que:
T Bnl 1n1 sz lnl 573
PAP —<— 1”2;”3 B7'7':2 13’32,713

1712 L3 1713;‘”2 3

Puisque A est (0,1)-matrice symétrique, alors Npys DNp, et Bna sont également
des matrices symétriques. De plus, puisque le graphe G est sans boucle, il vient
Ny = Onygy Doy = 0pp i, €t Np: = Op,ns- Par conséquent, le graphe G est

3-coloriable.

REMARQUE 5.4.4 Dans le cas des (0,1)-matrices symétriques, K = 3 est une borne
optimale pour le probléme PARTITION SOUS—MATRICES inF-D\. En d’autres termes, ce
probléme est résoluble en temps polynomial pour K = 2. En effet, dans ce dernter
cas, le probléme PARTITION SOUS-MATRICES INF-U\-MATRICE consiste & décider si A
est la matrice d’adjacence d'un graphe biparti (ou, de fagon équivalente, si A est
la matrice d’adjacence d’un graphe 2-coloriable), probléme facilement résoluble en
temps polynomial [Jun99]. o

5.4.3 Partition en sous-matrices exact-triangulaires

Nous étudions maintenant deux problémes relatifs 3 la partition en sous-matrices
exact-triangulaires. Nous appelons parTITION sous-MaTRICES ExacT-T le probléme
sous sa forme générale.
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PROBLEME 5.4.5 (PARTITION SOUS-MATRICES EXAcT-T)

DONNEES: Une (0,1)-matrice A d’ordre n, un ensemble de (0,1)-matrices
triangulaires T et un entier positif K.

QUESTION : Existe-t-il une matrice de permutation P d’ordre n telle que:

Tm1 * ca *
PAPT * Ty, *
* * - Ty

avec ;ETpour1 <i< Ket ) ,oxpmi=n?

Comme précédemment, il suffit une nouvelle fois de considérer unigquement les
casT={N;]1<i<n}eaaT={";]1<i<n}u{d;|1<i<n}). Nous appe-
lons respectivement PARTITION SOUS-MATRICES EXACT-I\ et PARTITION SOUS-MATRICES
exact-/] ces deux problémes. Nous montrons maintenant qu’ils sont NP-complets.

PROPOSITION 5.4.6 PARTITION SOUS-MATRICES EXacT-L\ est un probléme NP-com-
plet méme si K = 3.

PREUVE

Le probléme PARTITION SOUS-MATRICES EXaACT-0\ appartient & NP. Montrons qu’il
est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme 3-coLoriace donnée par
un graphe G = (V,E). Notons A = [a; ;] la matrice d’adjacence de G. L'instance
correspondante du probléme PARTITION sous-MATRICES EXACT-I\ est donnée par une
(0,1)-matrice B = [b; ;] d’ordre n définie par:

- b;=1pourtout 1 <7< n.

— b;,; =1 si et seulement si q;; =0 et ¢ > j.
La construction peut s’effectuer en temps polynomial.

Remarquons dans un premier temps que, pour toute matrice de permutation P
d’ordre n, la matrice PAPT est de la forme:

0, = *
PAPT = | « 0, *
* LI |

si et seulement si la matrice PBPT est de la forme:

‘lml * *
QBT =] + D\, =
* * Bms

avec My +ma+ms = n. Or, la matrice PAP? est de la forme proposée si et seulement
si le graphe G est 3-coloriable.
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Nous allons maintenant montrer que PARTITION SOUS-MATRICES exact-/] est un
probléme NP-complet. Considérons tout d’abord le graphe orienté G donné ci-

o Y

dessous.

En notant A(G) la matrice d’adjacence du graphe orienté GG, nous vérifions immeédia-
tement qu’il existe une matrice de permutation P d’ordre 3 telle que:

PA(GYPT =

o s B |
L=

1
1 =L]3.
1

Plus généralement, nous disons qu'un graphe orienté G d’ordre n est isomorphe
3 /)., 8'il existe une matrice de permutation P d’ordre # telle que PA(G)PT = A,
ot A(G) est la matrice d’adjacence du graphe G. Par exemple, le graphe G précédent
est isomorphe & /Js et les deux graphes suivants sont respectivernent isomorphes 4

A4 et L]s.

Nous vérifions facilement que le probléme PARTITION SOUS-MATRICES Exact-/]est
équivalent au probléme suivant : étant donnés un graphe orienté ¢ = (V,E) d’ordre
n et un entier positif K, existe-t-il une partition de V' en K sous-ensembles disjoints:

V=WuWwu---UVg

telle que le sous-graphe induit par V; pour 1 < 4 < K soit isomorphe & A|Vi| 7
Clest cette version équivalente du probléme que nous montrons NP-compléte dans
la, proposition suivante. Nous utilisons pour cela une réduction depuis le probléme

cOUPLAGE 3D.

PROBLEME 5.4.7 (coupLaGE 3D)
DONNEES: Unensemble 7 C X xY xZ,ou X, Y et Z sont trois ensembles

disjoints ayant chacun m éléments.

QUESTION : Existe-t-il un couplage dans 7, i.e. un sous-ensemble 7/ C 7,
|7| = g, tel que si (z,y,2) et (¢',3/,2") sont deux triplets de 7”, alors = # </,
y#y et z#£ 2.
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THEOREME 5.4.8 [Kar72] coupLace 3D est un probléme NP-complet.

PROPOSITION 5.4.9 PARTITION SOUS-MATRICES EXacT-Z] est un probléme NP-com-
plet.

PREUVE

Le probléme paRTITION SOUS-MATRICES Exact-Z] appartient &4 NP. Montrons qu’il
est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme courLace 3o donnée par
trois ensembles X, Y et Z de méme cardinalité (X ={z; |1 < ¢ <m}, Y = {3 |
1<i<m}letZ={z|1<i<m}) etpar un sous-ensemble 7 = {T; [ 1 <7 <
n} CUxVxW.

L’instance correspondante du probléme PARTITION SOUS-MATRICES exact-Z] est
donnée par un graphe G = (V,F) d’ordre 9n+3m et par un entier positif K = 3n+m.
Le graphe G est défini par:

V=XUYUZU{u;|1<i<metl1<j<9}

E={(giwy) | 1 <i <m}U{(zm) [1<i<mpu | Fe
1<<n

ol chaque sous-ensemble Ey, 1 < £ < 7, est associé & un triplet de 'ensemble 7 (cf.
graphe de la figure 5.8). Plus précisément, pour chaque triplet 7¢ = {%:,y;,z} € 7,
le sous-ensemble Ey est défini par:

Ep = {(zi,ue,2),(ue2:Ti),(¥5,ues)(ue5,3:) (k- ues) (ue,s,2k) }
{(ue,1e,2), (ue,20e,1)(ug2,0e,3) (g3, Ue,2) }
{(ug,a5ue,5),(ue,5.1e,4),{1e,5,u06),(Ue6,e5) }
{(ue,7,ues),(us,8,ue,7),(ue g, ue0),(ueo,uee) }
{(ue,35te,6), (1 6,ue,3),(1e,6,1e,9), (Ueg uee) }

{(ue,1,0e,1) (te,2,0e,2), (U 5,ue,5), (te,6,Ue,6), (.8, ue,8) (Ue0,ue9) }-

C CCCZcC

Remarquons que tous les sommets y; et 2; pour 1 < ¢ < m ont une boucle. Nous
vérifions facilement :

V] =90+ 3m
|E| = 28n + 2m

La construction peut s'effectuer en temps polynomial.

Supposons qu'il existe un sous-ensemble 7' C 7 telle que si (z,y,2) et (z',3/,2')
sont deux triplets de 77, alors 2 # 2’, y # ¢ et z # 2. Pour chaque sous-ensemble
Te= {.’.C,;,yj,zk} eET,

1. si Ty ¢ 77, nous formons les sous-ensembles V1], Vg[2] et V¢[3]:

W[]'] = {Uf,huf,z'}uﬂ,S}
Vil2] = {ugaue5,ue6}
Vel3] = {ug7,ue8,u00}
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zq Yi Zk

Fic. 5.8 — Le sous-graphe associé au triplet Ty = {4,y;,2k }-

2. si Ty € 7', nous formons les sous-ensembles Vg[1], V¢[2], V(3] et Vi[4]:

Vel[1] = {@i,up1,ue2}
Va2l = {yj,ua,ue5}
Val3] = {zk,ue7,ue,8)
Veld] = {ue3,ue6ue9}-

Nous vérifions facilement que les K sous-ensembles ainsi définis induisent tous des
sous-graphes isomorphes & Ag.

Inversement, supposons qu’il existe une partition de V' en K sous-ensembles
disjoints:

V=WUWKU---UVg

telle que chaque sous-ensemble V; pour 1 < ¢ < K induise un sous-graphe isomorphe
a AIVil' Remarqguons dans un premier temps gu'’il n’existe dans G aucun sous-graphe
isomorphe & i pour 7 > 4. Par conséquent, puisque |[V| =9n+43m et K = 3n+m,
chaque sous-ensemble V; pour 1 < i < K induit un sous-graphe isomorphe a4 .

Soit Gy le sous-graphe associé au triplet T; (c.f. figure 5.8). Supposons tout
d’abord que {z;,uz1,ue2} soit un élément de la partition de V. Alors, exactement
un des ensembles {ug3,us 6,020} €t {tg3,ue5,ue6} est un élément de la partition de V.
Or, {ug3,us5,ue6} Ne peut pas étre un élément de la partition de V' car le sommet ug 4
se retrouve ainsi isolé. Par conséquent, {ug3,ug6,ueg} €st un élément de la partition
de V. Par suite, {y;,ur4,ue5} et {Z,ug7,ugs} sont également des éléments de la
partition de V. Inversement, supposons que {mi,'ue,l,'ue,g} ne soit pas un élément de
la partition de V. Alors, {ug1,ue2uz3}, {teasttesitiee) et {ug7,ugg tigg} sont des
éléments de la partition de V.

En utilisant des arguments comparables pour les sommets y; et z;, nous en
déduisons que:

— soit {zi,up1,ue2}, {yueetes}) et {zkuer,ueg} sont des éléments de la parti-

ticn de V,
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— soit {zj,ue1,ue2}, {5 ueaves) et {z,up 7,108} ne sont pas des éléments de la
partition de V.

Par conséquent, puisque cette remarque s’applique & chaque triplet de 7, nous en
concluons qu’il existe un sous-ensemble 7' C 7 de m triplets disjoints composante

4 composante.

REMARQUE 5.4.10 La preuve de la proposition 5.4.9 s'inspire «librement» de la
preuve du probléme partiTION EN TRIANGLES [GJ79]. Etant donné un graphe G =
(V,E), il s’agit de décider s’il existe une partition de I’ensemble des sommets en
sous-ensembles disjoints de 3 sommets chacun telle que chaque sous-ensemble induit
un triangle. Le probléme plus général PARTITION EN SOUS-GRAPHES ISOMORPHES est
également NP-complet [KHTS8]. o

5.5 Conclusion et problemes ouverts

Nous avons présenté dans ce chapitre plusieurs extensions du probleme MaTRICE
rwF-TRIANGULAIRE 1°, Toutefois, aucun des problémes considérés ne nous a permis de
déterminer la complexité du probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE; tous les problémes
considérés s’avérent NP-complets. Ce probléeme reste donc posé.

Nous avons tout d’abord montré que les problémes MATRICE INF-TRIANGULAIRE et
INF-SILHOUETTE MONOTONE CROISSANT STRICT '° restreint i la classe des (0,1)-matrices
carrées sont équivalents (proposition 5.1.7). Par conséquent, ’étude de la complexité
du probléme 1nF-s1iLuoveTTE pour différentes valeurs du paramétre |7| semble donc
essentielle. Nous avons vu que le probléme 1nvF-siLHOUETTE est NP-complet méme
si 1| = ¢, oli ¢ est une constante (proposition 5.1.15). La question reste posée si
|| = 72, olt m est l'ordre de la matrice. Plus généralement, nous posons la question
suivante :

QUESTION 6 Quelle est la complezité du probléme INF-SILHOUETTE si |7| = n — ¢,
ot 1 est Uordre la matrice et ¢ est une constante ¢

Nous avons ensuite présenté le probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE cOMINE Un
probléme de compression d’une (0,1})-matrice et montré que MIN-SURFACE est un
probléme NP-complet dans le cas générall?. Cependant, nous n’avons donné que
des résultats partiels concernant les relations entre les problémes mMin-surrace et
MATRICE INF-TRIANGULAIRE.

QUESTION 7 Quelle est la complezité du probléme min-sURFAcE si la matrice A est
carrée et est donnée sous forme triangulaire, ie. A < N I

D’une fagon générale, les liens entre les problémes MATRICE INF-TRIANGULAIRE et
MIN-SURFACE restent & établir. Nous avons montré que le probléme min-surrace reste

15. probléme 4.1.1 page 58.
16. Le probléme INF~SILMOUETTE est NP-complet dans le cas général (proposition 5.1.15).
17. Proposition 5.2.18 page 143.



totalermnent
unimodulaire

162 CHAPITRE 5. RESULTATS COMPLEMENTAIRES

NP-complet méme si le nombre d’éléments non nuls sur chaque colonne de la matrice
A est borné par une constante.

QUESTION 8 Quelle est la complezité du probléme min-surrFAce si le nombre d’éléments
non nuls sur chague ligne de la matrice A est borné par une constante?

Une matrice A est tolalement unimodulaire si toute sous-matrice carrée de A a
pour déterminant 0 ou £1. Il est immédiat qu'une matrice totalement unimodulaire
est une (0, = 1)-matrice. Les matrices totalement unimodulaires sont, par exemple,
trés importantes en programmation linéaire. Rappelons qu'un graphe G est biparti si
et seulement si sa matrice d’incidence est totalement unimodulaire [GM79, ADH98].
Aussi, la proposition suivante est immédiate.

PROPOSITION 5.5.1 Si ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/MaX est un probléme NP-com-
plet méme si G est un graphe biparti, alors MIn-surFACE est un probléme NP-complet
méme si A est une malrice totalement unimodulaire.

Rappelons qu’un graphe est co-biparti 8’il est le complément d'un graphe biparti.
Nous avons donc également de fagon équivalente,

PROPOSITION 5.5.2 Si ARRANGEMENT LINEAIRE MaX/Max est un probléme NP-complet
méme si G est un graphe co-biparti, alors miN-surFace est un probléme NP-complet
méme st A est une matrice totalement unimodulaire.

Cependant, la question concernant la complexité du probléme ARRANGEMENT LINEAIRE
min/ max lorsque G est un graphe biparti reste poséel®. Un graphe biparti ou co-
biparti est parfait [Ber75]. Nous avons montré que dans le cas des graphes de
séparation - ces graphes sont parfaits - les problémes ARRANGEMENT LINEATRE MAX / MAX,
ARRANGEMENT LINEAIRE MAX /MIN et ARRANGEMENT LINEAIRE MIN/Max sont résolubles
en temps polynomial. Notons enfin que méme si le probléme ARRANGEMENT LINEAIRE
mIN / Max est résoluble en temps polynomial dans le cas des graphes bipartis, ceci ne
prouverait pas que le probléme min-surrace est résoluble en temps polynomial dans
le cas des (0,1)-matrices totalement unimodulaires.

Enfin, nous avons montré que ARRANGEMENT FAMILLE COUFLES SOUS-ENSEMBLES est
un probléme NP-complet. Nous avons de plus remarqué que ce probléme est équivalent
au probléme MATRICE INF-TRIANGULAIRE lorsque les sous-ensembles S; sont des sin-
gletons disjoints.

QUESTION 9 Quelle est la complezité du probléme ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES
SOUS-ENSEMBLES st les sous-ensembles S; sont des singletons disjoints ¢

Plus généralement, le probléme ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SDUS—ENSEMBLES est-il
NP-complet si les tous les sous-ensembles S; sont disjoints et de méme cardinal?

18. Remarquons que si MIN-SURFACE est un probléme NP-complet méme si A est la matrice
d’incidence d’un hypergraphe d’intervalle, alors MIN-SURFACE est un probléme NP-complet méme
si A est une matrice totalement unimodulaire.
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Chapitre 6

Structures secondaires d’ARN
et familles de 2-intervalles
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Nous présentons dans ce chopitre quelques résultats de complezité relotifs auz fo-
milles de 2-intervalles dans le cadre des structures secondaires d’ARN. Etant donnés
une famille de 2-intervalles F et un modéle d’intersection R, nous nous intéressons
essentiellement (1) au calcul d’une sous-famille F' C F de cardinalité mazimale
dont les éléments sonl comparables deuzr & deuz par une relation de R et (2) a la
recherche d’un «motif génériquer dans F.

6.1 Introduction

Au niveau de 'ARN, les signaux biologiques sont définis dans une large me-
sure par une combinaison de structures spatiales. La structure est établie par des
appariements intra-chaine. Une suite de tels appariements forme une hélice. Clest
Parrangement relatif de ces différentes hélices qui définit la forme spatiale de la
structure.

Lors de Pétude d’un génome, il est particulierement important de pouvoir lo-
caliser un signal donné. L’approche classique consiste & concevoir un programme
dédié pour chaque structure. Il existe par exemple des programmes spécialisés pour
identifier les introns auto-catalytiques de groupe I' [LDM94] ou les ARNt [EML96)
dans les banques de séquences. Nous parlons dans ce cas de programmes had hoc.
Les principaux avantages de cette approche sont :

— rapidité du programme,

1. cf. chapitre suivant « Reconnaissance automatique des introns cuto-catelytiques de groupe I»

hélice
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— spécialisation,

— facilité A traiter les «cas ezceptionnels» du probleme.
Néanmoins, les programmes had hoc souffrent d’un certain nombre de défauts parmi
lesquels nous pouvons citer:

~ temps de développement important,
faible réutilisation du code (en général),

!

peu évolutif,

manque de souplesse.

Si Papproche had hoc est toujours largement répandue aujourd’hui, d’autres tra-
vaux ont été développés permettant non plus de décrire «comment» chercher, mais
plutdét «guoi» chercher. Autrement dit, il s’agit de décrire dans un premier temps
une structure spatiale particulitre, puis de rechercher cette description dans une
séquence. Un telle approche est dite déclarative. C’est par exemple le cas du pro-
gramme Palingol [BKVY96]. Palingol est un langage de description de structure
spatiale mmni d’un algorithme de recherche. Le langage de description permet de
définir une liste de propriétés (contraintes) que doit posséder un objet pour étre
considéré comme une occurrence du motif. Ensuite, le moteur de recherche effectue
le criblage d’une banque de séquence pour trouver les occurrences du motif.

Comme nous ’avons esquissé précédemment, I’approche déclarative se décompaose
essentiellement en deux étapes indépendantes:

1. calcul de 'ensemble des hélices potentielles;

2. recherche d’un sous-ensemble d’hélices.

Le premiére étape consiste donc & calculer «toutes» les hélices dans la séquence
qui sont susceptibles d’appartenir & la structure spatiale recherchée. Bien sur, plu-
sieurs stratégies sont possibles: algorithme naif, extension de l'algorithme KMR
[KMR72], . .. Typiquement, toutes les hélices possibles dans une séquence ne doivent
pas forcément &tre considérées comme une hélice potentielle. En particulier, les
«inclusions strictes» d’hélices n'ont que peu de sens biologique et sont de fait er
général supprimées.

La deuxiéme étape utilise un algorithme de type «séparation et évaluation»
[BKV96] pour rechercher une combinaison des hélices potentielles précédemment
calculées afin de former la structure spatiale souhaitée.

Notre but n’est pas dans ce chapitre de proposer un algorithme pour ce probléme,
mais plutét d’étudier quelques problémes de complexité sous-jacents. En particulier,
nous ne nous intéresserons qu’a la seconde étape, & savoir la recherche d’'un sous-
ensemble d’hélices correspondant 3 un motif.

Nous commengons par une trés courte introduction sur les structures secon-
daires des ARN. Aprés quelques brefs rappels sur les graphes d’intersection et les
graphes d’intervalles en particulier, nous introduisons la notion de 2-intervalle. In-
tuitivement, un 2-intervalle est un couple de deux intervalles disjoints et le graphe
d’intersection d’une famille de 2-intervalles est appelé un graphe de 2-intervalles
[THT9].

Lorsque deux 2-intervalles sont disjoints?, nous disons qu’ils sont comparables.
Nous nous intéressons essentiellement aux différents «modéles de comparaison» entre

2. Deux 2-intervalles sont disjoints si 'intersection des intervalles qui les composent est I’ensemnble
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(I]_,-Il} < {12)J2)
n J Iz J2
{I2,02) C {I1,1)
h Iz Ja g
(h,J) T (T2, J2) - ' ' .
h I J1 Ja
F1G. 6.1 — Relations possibles entre 2-intervalles.

2-intervalles disjoints. Plus précisément, étant donnés deux 2-intervalles Dy = (I1,J1)

et Dy = (I5,J5), nous voyons sur la figure 6.1 que plusicurs arrangerments des inter-

valles qui les composent sont possibles. Nous introduisons donc les relations binaires ®

<, C et {1 entre 2-intervalles disjoints. Un modeéle de comparaison, généralement <, c, @
noté R dans la suite, est un sous-ensemble non vide de I'ensemble des relations

binaires {< , C , i'}. Nous disons que deux 2-intervalles sont R-comparables s'ils

sont comparables par I'une des relations binaires de R. Nous tenterons tout au long

de ce chapitre d’examiner la complexité des problémes pour différents modeles de
comparalson.

Nous étudierons le probléme de la recherche de la plus grande sous-famille de
2-intervalles R-comparables, oli R est un modéle de comparaison donné dans I'ins-
tance. Nous montrerons que le probléme est NP-complet* pour les modéles de com-
paraison R = {< , C ,10} et R = {C ,10'}. Cependant, il est résoluble en temps
polynomial pour les modéles de comparaison R = {< ,C}, R = {<}, R = {C}
et ® = {i1}. Nous n’avons pas été en mesure de déterminer la complexité de ce
probléme pour le modéle de comparaison R = {< ,0}.

Enfin, nous étudierons dans une derniére partie le probléme de la recherche d’'un
motif dans une famille de 2-intervalles pour différents modéles de comparaison. Il
s'agit cette fois-ci de déterminer s’il existe une occurrence d’un motif respectant un
modéle de comparaison dans une famille de 2-intervalles. Par exemple, dans le cas
du modéle de comparaison R = {< , C}, les motifs sont donnés par des mots de
Dyck®. Nous montrerons en particulier que la recherche d’un motif donné dans une
famille de 2-intervalles est un probléme NP-complet pour les modele de comparaison
R={<,C,0}et R={C, "} En revanche, le probleme est résoluble en

vide.

3. Mentionnons dés 4 présent que le symbole *<” sera wutilisé & la fois pour la comparaison entre
Z-intervalles et pour la précédence entre intervalle.

4. Nous présenterons néanmoins quelques cas particuliers résolubles en temps polynomial.

5. Cet exemple correspond au cas de la recherche d’une structure secondaire I’ARN particulitre
sans pseudo-nceud.
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EXACT 3SAT

i

SOUS~FAMILLE 2-INTERVALLES {< , C ,10'}-COMPARABLES

EXACT 3SAT

i

SOUS~FAMILLE 2-INTERVALLES {C , ] }-COMPARABLES

L

MOTIF 2-INTERVALLES {< , [ ,l11}-COMPARABLES

CLIQUE

L

MOTIF 2~-INTERVALLES {[C ,|0'}-COMPARABLES

F1G. 6.2 — Schémas des réductions polynomiales présentées dans ce chapitre.

temps polynomial pour les modéles d’intersection R = {<}, R = {C} et R = {i}.
Nous n’avons pas €t€ en mesure d’apporter une réponse quant 4 la complexité de ce
probléme pour les modéles d’intersection R = {< , 0} et R = {<, C}-

6.2 Structure secondaire

6.2.1 Présentation

Les interactions favorables au repliement sont principalement les liaisons hy-
drogénes entre bases complémentaires. Un ensemble de liaisons hydrogénes entre
deux bases complémentaires forme une paire de bases. Les paires de bases les plus
communément rencontrées dans les ARN sont les paires G — C et A —~ U, et, dans
une moindre mesure, G — U. D’autres éléments ont un role dans la détermination
du repliement d’énergie minimale : contraintes stéréo-chimiques, torsions des liaisons
phosphodiester, forces électrostatiques, effet de solvant, température, eic ...

Une structure secondaire d’une séquence s est un ensemble S de paires de base
(i-4) avec 1 <i < § < |s] tel que, pour tout (i - ), (¢’ - 7') € 8, nous avons:

i=i & j=j.
Autrement dit, chaque base est appariée avec au plus une base (exclusion des inter-
actions tertigires [ZS84]). Un exemple de structure secondaire est donné en figure
6.3.
Une restriction d’ordre purement technique est habituellement imposée aux struc-
tures secondaires: elles ne doivent pas contenir de pseudo-neud. Un pseudo-nceud
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F1a. 6.3 — Une structure secondaire d’ARN.
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est constitué de deux paires de bases qui se chevauchent: (i - j),(i' - ) € § avec
i < i < j < 7. En plus de limiter le nombre de structures secondaires & considérer,
cette condition a pour conséquence directe que toute paire (i - ) dans un struc-
ture secondaire sépare la molécule en deux parties indépendantes. C’est sur la base
de cette remarque que de nombreux algorithmes de programmation dynamique ont
été proposés: [NPGK78] maximise le nombre de paires de bases appariées; il a en-
suite été modifié pour minimiser énergie thermodynamique des boucles et paires
de segments [NJ80] et pour tenir corpte de contraintes structurelles [ZS81].

Une structure secondaire sans pseudo-nceud peut facilement étre générée par une
grammaire hors conteste [Sea92). Les grammaires hors contextes stochastiques ont été
utilisées pour modéliser des modéles probabilistes [SBH194, ED94]. L’algorithme de
prédiction de structures secondaires d’ARN MFOLD recherche les structures d’énergie
minimale en utilisant des parametres thermodynamiques.

Cependant, les psendo-nceuds sont des structures importantes des ARN [tDPD92].
Par exemple, les introns auto-catalytiques de groupe I contiennent un psendo-nceud
[LDM94]. I est par contre difficile de les modéliser. En particulier, ils ne peuvent pas
étre décrits par une grammaire hors-contexte, ni prédits par le programme MFOLD.
Un cadre formel plus élaboré est donc nécessaire, mais, le niveau suivant dans la
hiérarchie de Chomsky est constitué des gremmaires contertuelles dont ’analyse syn-
taxique est un probleme NP-complet. Néanmoins, plusieurs travaux sont consacrés
a la modélisation des pseudo-nceuds [Lef97].

6.2.2 Références

Un chapitre de [DEKMY8] est consacré & ’étude des structures secondaires des
ARN. Une description plus formelle est présentée, par exemple, dans [WST8, Wat78,

HSS98].

6.3 Famille de 2-intervalles

6.3.1 Ensemble partiellement ordonné

Soit P = (X, <p) un ensemble partiellement ordonné. Les éléments z,y € X sont
comparables dans P, noté = ~ y, si £ <p y ou u <p z. Inversement, les éléments z
et y sont incomparables, noté x || y, si z €p y et y £p «. Le graphe G = (X,E) ol
{z,y} € E si et seulement si z ~ y est appelé le graphe de comparaison de P. Un
élément = est couvert par y (ou y couvre ), noté x—<p y, si z <p y et si, pour
tout 2 € X tel que z <p z <p y, * = z ou y = z. Cette relation binaire définit le
diagramme de Hasse de P, et le graphe associé est appelé le graphe de couverture
de P,

Une chaine (resp. antichaine) dans P est un sous-ensemble X' de X d’éléments
deux a deux comparables (resp. incomparables}). La longueur d’une chaine X' C X
est | X'| — 1, et la largeur ’une antichaine X’ C X est | X'|. La hauteur de P, notée
k({P), est la longueur maximale d’une chaine dans P. La largeur de P, notée w(P),
est la taille maximale d’'une antichaine dans P.
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F1G. 6.4 — Relations possibles entre intervalles.

6.3.2 Intervalle

Un intervalle est 'ensemble des points sur la droite réelle compris entre deux
points extrémités. En général, si I est un intervalle, nous notons Iy (resp rr) son point
extrémité gauche (resp. droit). Deux ordres partiels sont naturellement associés aux
intervalles sur la droite réelle. Le premier, généralement noté <, est associé i la
relation de précédence entre les intervalles disjoints:

I <J sietseulement si r; <.

Autrement dit, I < J si Pintervalle I est «sirictement ¢ gauche» de l'intervalle
J. Le second, généralement noté I C J, est associé & la relation d’inclusion entre
intervalles :

ICJ sietseulementsi Iy >1f et ry>ry.

En d’autres termes, I C J si I est un sous-intervalle de 'intervalle J. Deux intervalles
I et J incomparables par < et C sont dits chevauchants.
Ces définitions sont illustrées par la figure 6.4. L’intersection et I'union de deux
intervalles I et J sont notées respectivement I N J et I U J et sont définies par:
INJ={z|lf<z<r; et I7<z<ry}
Iud={z|lf£z<rr ou l;<z<rs}

Deux intervalles I et J sont disjoints (INJ = () si et seulement si ils sont comparables
par la relation <, i.e. I < Jou J < I.

6.3.3 2-intervalle

Un 2-intervalle est un couple de deux intervalles disjoints. Par convention, nous

intervalle

précédence

inclusion

chevauchement

2-intervalle
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(11,01} < (I2,J2)

I; J1 Is J2
(I2,J2) C (11,1} ; . —5

h I Jo J1
(I, )0 (12,02)

5L I2 Ji Js

F1G. 6.5 — Relations possibles entre 2-intervalles.

notons toujours un 2Z-intervalle par un couple (I,J} avec I < J, ot < désigne ici
la relation de précédence entre intervalles. Deux 2-intervalles D) = (I;,J}) et Dy =
(I2,J2) sont comparables si leur intersection Dy N Dy définie par:

DiNDy=(LNE)U(LUJ) UL NL)U(JR U L)

est ’ensemble vide.

Soient Dy = (Ih1,J1) et Dy = (Iz,J2) deux 2-intervalles comparables. Nous
vérifions facilement sur la figure 6.5 que ces deux 2-intervalles sont dans 'une des si-
tuations (ou situations symétriques} données. Nous considérerons donc dans la suite
les relations binaires <, C et 11! entre 2-intervalles définies par:

— Dy < Dy si et sentement® si Jy < Ip;

— DoC Dy siet seulement sily < I et Jy < Jp;

- D10 Dy siet seulement si [} < Is et J; < Jo.

Remarquons que si deux 2-intervalles D, et Dy sont comparables par <, C ou [},
alors ils sont disjoints. De plus, ces trois relations sont incompatibles. Il est également
important de souligner que < et T sont des relations transitives: e, si Dy < Do
(resp. D1 C Dg) et Do < Ds (resp. D C Dg3), alors Dy < D3 (resp. D1 . Dgz).
Par suite, si F est une famille de 2-intervalles, les paires (F, <) et (F, C) sont des
ensemble partiellement ordonnés (stricts). Remarquons enfin que 17 n’est pas une
relation transitive et que, par conséquent, la paire (F, ') n’est pas un ensemble
partiellement ordonné.

Soit R € {< , C , 0} une relation, nous notons Dy ~g D, (resp. D1 ||g D2) si D;
et Dy sont comparables (resp. incomparables) par R. Remarquons que Dy N Dy = ()
si et seulement si il existe une relation R € {< , C , (I} telle que Dy ~g Ds.
Nous pouvons définir différents modéles de comparaison en ne considérant qu’un
sous-ensemble (non vide) de {<, [, 10t}

DEFINITION 6.3.1 (MODELE DE COMPARAISON) Soient F une famille de 2-interval-

6. Les deux symboles ‘<’ désignent des relations différentes. Le premier est une relation entre
2-intervalles, tandis que le second est une relation entre intervalles.
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les et R une partie non vide de Uensemble des relations binaires {< ,C ,0'}. Deuz
2-intervalles D; et D; de F sont R-comparables, noté¢ D; ~5 D;, s’ sont comnpa-
rables par une des relations binoires du sous-ensemble R -

D~z D; =0 st et seulement si AR € R, D;~g D;.

L’ensemble R est appelé un modeéle de comparaison. modéle de
comparaison
Par souci de clarté, nous dirons en général que deux 2-intervalles sont «comparables»

en lieu et place de «{< , C , 01}-comparables».

DEFINITION 6.3.2 (COUPLE D'INTERVALLES EMBOITES) Un couple d’intervalles em-
boités est un couplage d’intervalles (I,J) avec J C I. emboités

DEFINITION 6.3.3 (INTERVALLE EXTERIEUR / INTERIEUR) Soit D = (I,J) un 2-

intervelle. Lintervalle extérieur (fermé) de D, noté ext(D), est défini por: intervalle
ertérieur

ext(D) = [l7,r5]

et lintervalle intérieur (ouvert) de D, noté int(D), est défini par: intervalle
intérieur

int(D) =lrylal.

Remarquons que, pour tout 2-intervalle DD, nous avons toujours ext(D) D int(D).
Autrement dit, le couple (ext{D), ént(D)) est un couple d’intervalles emboités. Si D
est un 2-intervalle, nous notons en général D le couple d’intervalles (ext(D), int(D)).
Par extension, étant donnée une famille F de 2-intervalles, F est la famille de couples
d’intervalles emboiiés définie par:

F={D|DeF}

Soit F une famille de 2-intervalles. Le support de F, noté supp(F), est 'ensemble support
des intervalles sous-jacents & F :

supp(F) = {I,J | (I,J) € F}

La famille F est & support unitaive si tous les intervalles de son support sont de wunitaire
longueur 1; elle est & support disjoint si tous les intervalles de son support sont disjoint
disjoints:

VvI,J € supp(F), INJ#£0 = I=J
Un exemple d’une famille de 2-intervalles & support disjoint est donné sur la figure
6.6. Bien entendu, si la famille F est & support disjoint, nous pouvons toujours
supposer qu’elle est également & support unitaire.

6.4 Graphe d’intersection

6.4.1 Graphe d’intersection

Soit F une famille de sous-ensembles. Le graphe d’intersection [Gol80, MM99] graphe
de F, généralement noté G = Q(F), est obtenu en associant & chaque sommet d%ntersection
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¥l De Dy Dy Dy Dg
K Iz I3 I Iy g I
Dy Dy
F1G. 6.6 — Une famille de 2-intervalles & support disjoint.

de G un sous-ensemble de F; deux sommets sont adjacents si les sous-ensembles
correspondants intersectent. Lorsque F peut étre une famille arbitraire, la classe des
graphes d’intersection obtenus est I’ensemble des graphes (non orientés). Autrement
dit, tout graphe est un graphe d’intersection [Mar45].

Des problémes plus intéressants apparaissent lorsque certaines restrictions sont
imposées sur la famille F et/ou G. Plus formellement, soient & un ensemble de
graphes et A un ensemble d’ensembles. Nous notons F = A) si tout graphe
G € & est isomorphe & un graphe d’intersection G' = Q(F) pour un famille de sous-
ensembles F de A et, réciproquement, tout graphe G' = Q(F) pour une famille de
sous-ensembles F de A est isomorphe & un graphe G de &. Un ensemble de graphes
® est une classe d’intersection [Sch85]s’il existe un ensemble d’ensembles A tel que
& = Q(A).

Par exemple, les graphes triangulés sont les graphes d’intersection d’une famille
de sous-arbres d'un arbre [Gav74b), les graphes d’intervelle sont les graphes d’inter-
section d’une famille d’intervalles sur la droite réelle [Gol80] et les graphes circulaires
sont les graphes d’intersection d’une famille d’arcs sur un cercle, ...

Nous faisons dans un premier temps quelques brefs rappels sur les graphes d’in-
tervalle. Ensuite, nous présentons les graphes de 2-intervalles, i.e. les graphes d’in-
tersection d’une famille de 2-intervalles.

6.4.2 Graphe d’intervalles

Les graphes d’intervelles constituent sans soute la classe la plus étudiée des
graphes d’intersection. En effet, les graphes d’intervalles ont de nombreuses applica-
tions, notamment en ordennancement, en biologie moléculaire et méme en psycholo-
gie. L'ouvrage de M.C. Golumbic [Gol80] contient un chapitre consacré aux graphes
d’intervalle. Voir également [MM99].

Le graphe d’intersection d’une famille d’intervalles est appelé un graphe d’inter-
valles (c.f. figure 6.7). Si de plus tous les intervalles ont pour longueur 1, le graphe
est appelé un graphe d’intervelles unitaires. Un graphe d’intervalles propres est le
graphe d’intersection d’une famille d’intervalles ol aucun intervalle n’est strictement
inclus dans un autre. F.S. Robert a montré que les classes des graphes d’intervalles
unitaires et des graphes d’intervalles propres coincident.

Introduisons quelqgues définitions avant de caractériser les graphes d’intervalles.
Un graphe est triongulé si tout cycle dont la longueur est strictement plus grande
que 3 contient une corde. Les graphes triangulés sont importants puisque nous allons
voir que tout graphe d’intervalles est triangulé. L'inverse n’est pas vrai. Un graphe
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I 4

| Fic. 6.7 - A gauche, un graphe d’intervalles, et & droite une représentation.

G = (V,E) est un graphe de comparaison si nous pouvons donner & chaque aréte une
orientation de sorte que le graphe orienté G’ = (V; E’) obtenu vérifie:

(v,v) € E' A (vaw) € E = (uw) € E.

Une telle orientation est appelée une orientation transitive. Soit ¢ un graphe d’ordre
n, les cligues mazimales M, Ms,..., My, constituent un ensemble de cliques qui
couvrent tous les sommets de G et m est le plus petit entier possible. Par suite,
la. matrice des cliques mazimales de G est une matrice A = [a;;] dont les lignes
correspondent aux cliques maximales et les colonnes aux sommets de G a;5 = 1
s et seulement si la clique M; contient le sommet ;. Une (0,1)-matrice posséde la
propriété des 1 consécutifs pour les colonnes §'il existe une permutation des lignes
telle que, pour chaque colonne, les 1 apparaissent consécutivement. Par exemple, la
matrice A suivante a la propriété des 1 consécutifs :

[0 0 1 0
1010
A=1|0 0 1 1].
0111
0 1 0 0

THEOREME 6.4.1 ([GH64]) Soit G = (V,E) un graphe. Les conditions suivantes
sont éguivalentes.
1. G est un graphe d’intervalles;
2. G est un graphe triangulé et son complément G est un graphe de comparaison;
3. Les cligues mazimales de G peuwvent étre linéairement ordonnées telles que
pour chaque sommet v de G, les cliques mazimales contenant v apporaissent
consécutivement;
4. La matrice des cligues mazimales de G o la propriété des 1 conséculifs pour
les colonnes.

A partir de ce résultat, des algorithmes efficaces ont été proposés pour reconnaitre
les graphes d’intervalles.

THEOREME 6.4.2 ([BL76]) Les graphes d’intervalles sont reconnaissables en temps
linéaire.

comporaison

orientation
tronsitive
cligque
maximnale
matrice des
cliques
maximales

propriété des 1
consécutifs
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L’algorithme linéaire de K.S. Booth and G.S. Leuker [BL76] est basé sont 'utili-
sation de P(Q-arbres. Sa mise en ccuvre reste toutefois assez délicate et une méthode
simplifiée est présentée dans [Hsu92]. Plus récemment, un algorithme beaucoup plus
simple - sans PQ-arbres - a été proposé dans [HMPV00].

Le graphes d’intervalles sont des graphes porfaits [Ber75). Aussi, de nombreux
problémes NP-complets dans le cas général sont résolubles en temps polynomial
dans le cas des graphes d’intervalles: STABLE, CLIQUE, ISOMORPHISME, k-COLORIAGE,
... [Gol80].

6.4.3 Graphe de t-intervalle

Les graphes de t-intervalle” sont une généralisation des graphes d’intervalles. Un
graphe G = (V,E) est un graphe de t-intervalle s’il existe une fonction f qui associe &
chaque sommet u € V un ensemble de ¢ intervalles sur la droite réelle avec {u,v} € E
si et seulement si fi{u) N f;(u) # 0 pour un couple (3,5), 1 < 4,5 <. Etant donné
un graphe G = (V,E), le nombre d’intervalles , noté i(G), est le plus petit entier
positif ¢ pour lequel G est un graphe de t-intervalle. La fonction f est appelée une
t-représentation de G. Les graphes d’intervalles sont donc exactement les graphes
G pour lesquels i(G) = 1. De méme, les graphes d’arc circulaire vérifient (G} < 2.

Une attention considérable a été portée i 'estimation du nombre d’intervalles
de certaines classes de graphes.

THEOREME 6.4.3 ([TH79]) Si G est un graphe d’ordre n, alors i(G) < [%]

THEOREME 6.4.4 ([TH79]) i(Kpmn) = ['g‘gﬂ]

W.T. Trotter et F. Harary [TH79] donnent un résultat précis lorsque G est un
arbre. Rappelons qu’un arbre T est un caterpillor si Parbre T’ obtenu en supprimant
toutes les feuilles de T est un chemin®. Si 7T est un arbre, alors i(T) = 1 si T est un
caterpillar, et i(T) = 2 sinon.

En 1980, M. C. Golumbic [Gol80] proposait le probléme suivant : caractériser les
graphes GG pour lesquels i(G) = k, ou k est une constante supérieure ou égale & 2.
En 1984, D.B. West et D.B. Schmoys [WS84] ont montré que la reconnaissance des
graphes G tels que i(G) = k, k > 2, est un probleme NP-complet. Sauf si P = NP,
il n’existe donc aucune caractérisation «simple» des graphes d’intervalles multiples
(k > 2).

Etant donnée une famille F = {D; | 1 < j < m} de 2-intervalles, le graphe
d’intersection G = ((F) est un graphe de Z-intervalles. Plus précisément, G est un
graphe de 2-intervalles pour le modéle de comparaison R = {< , C , I'}; c’est-a-
dire que deux 2-intervalles D; et D; de F s’intersectent (D; N D; = 0) s’ils sont
incomparables par les relations <, C et (i':

VvD;.D; € F, D;ND;=0 sietseulementsi D;l|lg D;pour Re {<,C,0}

Nous pouvons définir des sous-classes des graphes de 2-intervalles en restreignant
le modele d’intersection. En d’autres termes, nous considérons que deux 2-intervalles

7. ou graphe d’intervalles multiples.
8. T est un caterpillar si et seulement si 7' ne contient pas une sous-division de K 3 en sous-arbre.
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s’intersectent s’ sont incomparables pour toutes les relations du modale d’intersec-
tion R. Par exemple, le graphe d’intersection d’une famille de 2-intervalles pour le
modele de comparaison R = {<} est simplement un graphe d’intervalles.

Etant donnée une famille F de 2-intervalles, le graphe G = Q(F) est dit & support
disjoint si F est une famille de 2-intervalles & support disjoint; il est dit & support
unitaire si F est & support unitaire. Si G = Q(F) est un graphe de 2-intervalles &
support disjoint, alors il est & support unitaire. En effet, puisque tous les intervalles
du support sont disjoints, nous pouvons toujours supposer gu'ils sont de longueur
1. L’inverse n’est pas vral.

6.5 Sous-famille de 2-intervalles disjoints

6.5.1 Introduction

Nous étudions dans cette section le probléme de la recherche d’une sous-famille
de cardinalité maximale de 2-intervalles R-comparables (pour un modéle de compa-
raison R donné). Autrement dit, étant donnés une famille F de 2-intervalles et un
modéle de comparaison non vide R C {< , C , "}, il s’agit de calculer une sous-
famille 7' C F de cardinalité maximale telle que pour tout D;,D; € F', il existe
une relation R € R pour laquelle nous ayons D; ~g D;. Nous appelons sous-FamiLLe

2- INTERVALLES R-COMPARABLES ce probléme sous sa forme générale dont voici I’énoncé.

PROBLEME 6.5.1 (SOUS-FAMILLE 2-INTERVALLES R~COMPARABLES)
DONNEES : Une famille 7 = {D; | 1 < i < m} de 2-intervalles, un entier
positif K et un modéle de comparaison .

QUESTION : Existe-t-il une sous-famille 7/ C F, |F'| = K, de 2-intervalles
R-comparables.

Nous étudions dans la suite ce prebléme pour différents modéles de comparaison
R obtenus & partir des combinaisons des relations <, C et I sur les 2-intervalles.
Nous avons déja vu que le modéle de comparaison R = {<, C , ('} est directement
associé aux graphes de 2-intervalles. Nous montrons en particulier dans les sous-
sections suivantes les résultats suivants:

— Le probléme sous-rFaMILLE 2-INTERVALLES TR-comparaBLES est NP-complet pour
les modéles de comparaison R = {< , C , 0} et R = {C , 7}. Le résultat
pour le premier modéle de comparaison implique que le probléme sTasLE est
NP-complet méme si G est un graphe de 2-intervalles.

— Le probléme sous-FaMILLE 2-INTERVALLES R-coMPARABLES est résoluble en temps

polynomial pour les modeéles de comparaison R = {<, C}, R = {<}, R ={C}
et ® = {i1'}. Par exemple, le cas R = {<} est équivalent & la recherche d'un
ensemble stable de cardinalité maximale dans un graphe d’intervalles.

Nous malheureusement n’avons pas été en mesure de déterminer la complexité du
problémes sous-FAMILLE 2-INTERVALLES R-COMPARABLES pour le modéle de comparai-
son R = {< ,1}. Nous igorons également la complexité du probléme sovus-ramiLLe

support disjoint
support unitaire
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Modéle de compa- | Complexité | Commentaires

raison

R={<,C,0} | NP-complet | Le probléme est NP-complet méme si F
est une famille & support unitaire. Cepen-
dant, il est résoluble en temps polynomial
st F est une famille de 2-intervalles & sup-
port disjoint.

R={C,0} NP-complet | Le probleme est NP-complet méme si F
est une famille & support unitaire. II est
polynomialement équivalent au probléeme
{C , D }-coupLacE si F est une famille de
2-intervalles & support disjoint.

R={<,C} O(n?)

R={<,0} ? Le probleéme est résoluble en temps poly-
nomial si F est une famille de 2-intervalles
{< , C , }-comparables. Il est polyno-
mialement équivalent au probléme {< 10
}-coupLace si F est une famille & support
disjoint.

R={<} O(n?)

R ={C} O(n?)

R = {1} O(n?logn)

Fic. 6.8 - Complexité de la recherche d’une sous-famille de cardinalité mazimale
pour différents modéles de comparaison K.

2-INTERVALLES R-comparasLEs pour le modele d’intersection {C , 7'} lorsque F est
une famille de 2-intervalles & support disjoint. Le tableau de la figure 6.8 résume la
complexité de ce probleme pour différents modeéles de comparaison.

6.5.2 Sous-famille de 2-intervalles R = {< , C , il }-comparables

Nous commencons par le cas le plus général. Nous montrons que sous-rFamILLE
9-INTERVALLES JX-COMPARABLES est un probléme NP-complet pour le modele de com-
paraison R = {< , C , IM}. Autrement dit, sauf si P = NP, il n’existe aucun algo-
rithme en temps polynomial qui calcule une sous-famille de cardinalité maximale de
2-intervalles {< , C , 0 }-comparables.

PROPOSITION 6.5.2 sous-FaMiLLE 2-INTERVALLES {< , C , II'}-cOMPARABLES est un
probléme NP-complet.

PREUVE

Le probléme sous-FaMILLE 2-INTERVALLES (<, [C, (1)-coMPARABLES appartient &
NP. Montrons qu’il est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme exact
3saT donnée par une formule booléenne ¢ sous forme normale conjonctive d’ordre 3,
c’est-a-dire avec exactement trois littéraux par clauses. Nous notons C1,Cy,--- ,Cy,
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F1G. 6.9 — Intervalles associés & une variable booléenne z; dans le cas par-
ticulier v N(z;) = 3 et N(Z;) = 2: le littéral z; apparait dans les clauses
Cj,, C;, et Cjy, tandis que le littéral T; apparait dans les clauses Cj, et Cj,.

les clauses et 1,29, .. . ,Z, les variables booléennes. Dans la suite de la preuve, nous
notons N(z;) et N(ZF;) respectivement le nombre de fois ou la variable z; et sa
négation apparaissent parmi les clauses. Pour chaque variable booléenne z,, nous
définissons les ensembles d’intervalles disjoints deux & deux Z{x;) et Z(7;):

I(zs) = {L;j | % € Cj}
I(%;) = {I;; | Ti € C;}-

Remarquons que les ensembles Z(z;) et Z(%;), 1 < i < n, contiennent respectivement
N(z;) et N(Z;) intervalles. De plus, toujours pour chaque variable booléenne z;, nous
définissons trois intervalles disjoints notés s;, L; et T; tels que:

1. ; < L; < Ty

2. I; ; C 1; pour tout I; ; € I(z;)

3. Tz',j C T; pour tout Ti,j c I(-:fi)
La figure 6.9 illustre cette construction pour une variable booléenne z;. Tous ces
intervalles sont placés sur la droite réelle en respectant l'ordre de précédence 1; < s;
pour 1 < ¢ < § < n. Enfin, définissons un ensemble de m intervalles disjoints
C={c1,c2,...,.cm} tels que c1 < €2 < ++- < ¢y < 510

Nous définissons maintenant I’instance correspondante du probléme sous-FamiL-
LE 2-INTERVALLES {< , [C , UI'}-comparaBLES. Elle est donnée par une famille 7 de
2-intervalles et par un entier positif K. Pour chaque variable booléenne z;, la famille
F contient les 2-intervalles (s;,L;) et (s;,T;). Remarquons que l'intervalle s; joue
ici un role de «sélecteur». En effet, une sous-famille de 2-intervalles {< , C , "}-
comparables ne peut contenir A la fois les 2-intervalles (s;,-1;) et (s;,T;) puisquils
s’intersectent en s;. Nous désignons les littéraux de la clause C; par Mg, 1 < k < 3.
Pour chaque clause C; = (A1 VAi2V Ai,3), la famille F contient les trois 2-intervalles
(€:,11), (¢, J2) et (c;,J3) ol les intervalles Iy, 1 < k < 3, sont définis par I = I,
si g =z et Iy = Tj,i si A;x = T; pour 1 < k < 3. Remarquons que l'intervalle
¢; joue lui aussi un rdle de «sélecteur» puisque toute sous-famille de 2-intervalles
{<, C ,im}-comparables ne peut contenir & la fois les 2-intervalles (c;,I1), (¢;,I2) et
(¢;,I3) puisqu’ils intersectent en ¢;. La figure 6.13 illustre cette construction pour la
formule booléenne ¢ = (1 VT2 VT3) A (Z1 V22 V z3) A (21 V 22 V 23). Enfin, nous
définissons ’entier positif K = n + m. Nous vérifions facilement que la construction
peut s'effectuer en temps polynomial.

Supposons qu'il existe une interprétation satisfaisante f de la formule booléenne
¢. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer que chaque clause est satisfaite
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Fia. 6.10 — Construction utilisée dans la preuve de lo proposition 6.5.2 pour la
formule booléenne ¢ = (21 VT2 VE3) A (T V 22 Vo3) A (21 V 22 V z3). Les boites
grisées donment une interprétation satisfoisonte f de ¢ : f (z1) = vrai, f(ze) = vrai
et f(zs) = fouz. Remarquons que le choiz f(x3) = vrai est également possible.
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par son premier littéral. Considérons la sous-famille 7' C F définie par:

— Pour chaque variable booléenne z;, la sous-famille 7' contient le 2-intervalle
(55, T;) si f(zg) = vrai et (s;,-1,) si f(z:) = faux;

— Pour chaque clause C; = (A1 V A2 V Ai3), La sous-famille 7' contient le 2-
intervalle (¢;,I;;) si A1 = z; et le 2-intervalle (¢;,1;;) si A1 = T; (rappelons
que chaque clause est satisfaite par son premier littéral).

La sous-famille 7' contient un 2-intervalle pour chaque variable booléenne et un 2-
intervalle pour chaque clause. En conséquence, nous avons |F'| = m+n. Remarquons
maintenant que les 2-intervalles de la sous-famille 7' correspondant aux variables
booléennes sont tous {< , C , I'}-comparables. De plus, pour chaque clause Cj, la
sous-famille 7' contient un 2-intervalle de la forme (c;,I}). 8i I = I;; (resp. I = Tj,i)
alors le littéral z; (resp. 7;) satisfait la clause Cj, et par suite (s;,T;) € F' (resp.
(Sj,_Lj) € F'). Mais, Ij,i NnT;= 0 (resp. Tj,i Nnl;= @). Do, (Ci,Ijﬂ') M (Sj,Tj) =0
(vesp. (ci,d;:)N{s;,1;) = 0). Aussi, puisque ce raisonnement s’applique pour chaque
clause de la formule booléenne ¢, nous en concluons que les 2-intervalles de la sous-
famille 7' sont tous {< , C , M }-comparables deux & deux.

Inversement, supposons qu'il existe une sous-famille 7 C F, |[F'| > K = m +

n, de 2-intervalles disjoints. Pour chaque variable booléenne z;, la sous-famille F'
contient au plus un des 2-intervalles (s;,T;) et (s;,-L;). De méme, pour chaque clause
C;, la sous-famille F' contient au plus un des 2-intervalles (¢;,I1), (¢i,l2) et (ci,Is).
Par suite, la sous-famille 7/ contient exactement m +n 2-intervalles disjoints. Soit f
une interprétation de la formule booléenne ¢ définie par f(z;) = vraisi (s;,T;) € F'
et f(x;) = faux si (55,1:) € F'. Nous vérifions facilement que f est une interprétation
satisfaisante de la formule booléenne ¢. En effet, pour chaque variable booléenne z;,
si (s;,T;) € F alors il n'existe pas dans F' un 2-intervalle de la forme (¢;,1; ;) car

L C Ta

Un graphe de 2-intervalles G = Q(F) est le graphe d’intersection d'une famille de
2-intervalles pour le modéle de comparaison R = {<, C ,10'}. Autrement dit, deux
sommets quelconques de G ne sont pas adjacents si et seulement si les 2-intervalles
associés sont {< , C , 0 }-comparables. Aussi, un ensemble stable dans G correspond
A une sous-famille 7' C F de 2-intervalles {< , C , Il }-comparables. En utilisant la
proposition 6.5.2, le corollaire suivant est immédiat.

COROLLAIRE 6.5.3 staBLE est un probléme NP-complet méme si G est un graphe
de 2-intervalles

Remarquons que dans la proposition 6.5.2, le probléme exact 3sat n’est utilisé
que pour simplifier la preuve. Fondamentalement, c’est le probleme saT que nous
utilisons, i.e. le nombre de littéraux par clause est sans importance. Nous partons
de cette remarque pour montrer gue le probléme reste NP-complet si F est une
famille de 2-intervalles & support unitaire. Nous rappelons dans un premier temps
un résultat concernant une version restreinte du probléme Exact 3sarT.

THEOREME 6.5.4 ([PAP94]) 3saT est un probléme NP-complet méme si chaque vo-
riable apparait au plus trois fois et chaque littéral apparait ou plus deuz fois.



180 CHAPITRE 6. STRUCTURES SECONDAIRES D’ARN

PROPOSITION 6.5.5 SOUS-FAMILLE 2-INTERVALLES {< , [T , \J'}-coMPARABLES est un
probléme NP-complet méme si F est une fomille de 2-intervalles ¢ support unitazre.

PREUVE

Remarquons tout d’abord que dans la preuve de la proposition 6.5.2, tous les
intervalles peuvent étre de longueur 1, sauf les intervalles |; et T; associés & chaque
variable z;. En effet, les intervalles 1 ; et T; contiennent respectivement les intervalles
de type I ;, et T,;,j,- Cependant, l'inclusion n’est pas nécessaire, seule I'intersection
est importante dans notre preuve. Il suffit alors de prendre comme probléme NP-
complet de départ le probléme 3saT restreint aux cas ou chaque variable apparait
au plus trois fois et chaque littéral au plus deux fois. La construction des intervalles
associés a chaque variable est alors donnée par la figure 6.11. Le reste de la preuve

est inchangé.

Pouvons-nous simplifier d’avantage le probleme et maintenir la NP-complétude?
En particulier, le probleme est-il NP-complet si F est un famille de 2-intervalles a
support disjoint? Nous allons montrer que sous cette hypothése, le probleme est
résoluble en temps polynomial.

PROPOSITION 6.5.6 Le probléme sous-FaMILLE 2-INTERVALLES {< , T ,U0'}-coMPARA-
BLES est résoluble en temps polynomial si F est une famille de 2-intervalles ¢ support
disjoint.
PREUVE

Notons supp(F) = {h,l2,--- ,I,}. Considérons le graphe G = (V,E) d’ordre
|FIl = nouV = supp(F) ei E = {{Ii,Ij} | (%;,1;) € F ou (Ij,Ii) € F}. Autre-
ment dit, chaque sommet représente un intervalle du support et il existe une aréte
enire deux intervalles du support s'ils forment un 2-intervalle de F. Nous vérifions
facilement qu’une sous-famille 7' C F de 2-intervalles {< , C , I }-comparables cor-

respond & un couplage dans le graphe . Or, un couplage de cardinalité maximale
dans G est calculable en temps O(n?), voir par exemple [Jun99] ou [PS82].

Nous retrouverons ce type d’approche pour simplifier I’étude de problémes sur
les graphes de 2-intervalles dans 'annexe B page 233.

6.5.3 Sous-famille de 2-intervalles {< , C}-comparables

Nous nous intéressons dans cette sous-section au cas particulier ot deux 2-
intervalles D; et D, sont comparables s’ils sont comparables par les relations <
ou [C. Autrement dit, les 2-intervalles D; et D; sont {< , C}-comparables si et
seulement st I'une des deux conditions suivantes est satisfaite:

1. D; < D; ou D; < D;;

2. D;C Djou Dj C D,.

Ce cas particulier est sans doute le plus intéressant du point de vue biologique
puisqu’il correspond 3 une structure secondaire sans pseudo-nceuds d’'un ARN. Nous
avons déja signalé que cette restriction (I'absence de pseudo-nceuds) n’est utilisée
dans les programmes calculant une structure secondaire optimale d'un ARN que
pour garantir une complexité en temps acceptable (le probléme est NP-complet
en toute généralité [LP00]). Il n'est donc pas vraiment étonnant de voir que le
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FIG. 6.11 - Intervalles associés & une variable booléenne x; dans le cas ot chaque
variable apparail au plus trois fois et chaque littéral apparait au plus deux fois : (i a) le
littéral z; apparait une fois et le littéral T; n'apparait pas, (b) le littéral x; n'apparait
pas et le Littéral T; apparail une fois, (c) le Littéral z; apparait une fois et le littéral
Z; apparail une fois, (d) le littéral x; apparait deus fois et le littéral T; Wapparait
pas, (e) le littéral x; n’appareit pes et le littéral T; apparait deux fois, (f) le Littéral
z; apparail deux fois et le littéral T, apparait une fois et (g) le Littéral x; apparait
une fois et le littéral T; apparait deux fois.
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FiG. 6.12 - A gauche un grophe de trapézoides circulaires, et @ droite une
représentation.

probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {< , C}-coMparabBLES est résoluble en temps
polynomial.

Nous introduisons dans un premier temps quelques définitions. Un trapézoide
circulaire est la région d’un cercle comprise entre deux cordes qui ne se croisent pas.
Le graphe d’intersection d’une famille de trapézoides circulaires est appelé un graphe
de trapézoides circulaires [FMW97] (figure 6.12). Afin de montrer que la recherche
d'un ensemble stable pondéré maximum est résoluble en temps quadratique pour les
graphes de trpézoides circulaires, S. Felsner, R. M. Miiller et L. Wernisch introduisent
une nouvelle classe de graphes appelée graphes de croisement. Soit 7 = {(S;,T3) |1 <
i < m} une famille de couples d’intervalles emboités: i.e. T; est un sous-intervalle
de S; pour 1 < i < m. Un graphe G = (V,E) d’ordre m est un graphe de croisement
g’il existe une bijection ¢ de V dans [m] telle que {u;,u;} ¢ E si et seulement si
I'une des deux conditions suivantes est satisfaite:

L. Spu) < Sew) 0 Spiw) < Sptu);

2. Sp(u) € Typ(w) 01 Sy(w) C Ty(u)-

THEOREME 6.5.7 ([FMW97]) Le calcul d’un ensemble stable pondéré mazimum
dans un graphe de croisement est résoluble en temps O(m?2), ot m est le nombre de
couples d’intervalles emboites.

Rappelons que, étant donnée une famille 7 = {D; | 1 < ¢ < m} de 2-intervalles,
la famille F est définie par F = {D | D € F} avec D = (ezt(D), int(D)). Nous avons
déja remarqué que F est une famille d’intervalles emboités: i.e. int(D;) C ext(D;)
pour 1 < i < m. Le lemme suivant est immédiat.

LEMME 6.5.8 Soit F = {D; |1 <i < m} une famille de 2-intervalles. Il existe une
sous-famille 7' C F, |F'| = K, de 2-intervalles {< , C}-comparables si et seulement
si il existe un ensemble stable de taille K dans le graphe de croisement de la famille
F.

Le théoréme 6.5.7 et le lemme 6.5.8 nous permettent de conclure quant & la
complexité du probléeme,
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COROLLAIRE 6.5.9 Le probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {< , C}-COMPARABLES
est résoluble en temps O(m?), ot m = |F.

Remarquons que le corollaire précédent est valable méme si nous associons un
poids w & chaque 2-intervalle de la famille F et si nous recherchons une sous-famille
de 2-intervalles {< , C }-comparables dont la somme des poids soit maximale. Cette
possibilité nous permet en particulier - dans le cas des structures secondaires ’ARN
- d’affecter un poids & chaque 2-intervalle - hélice potentielle - qui refléte par exemple
la qualité de ses appariements.

6.5.4 Sous-famille de 2-intervalles { , 7 }-comparables

A 1a différence du probléme abordé dans la sous-section précédente, la recherche
d’une famille de cardinalité maximale de 2-intervalles {C , i }-comparables est un
probléeme difficile dans le cas général puisque nous allons montrer qu’il est NP-com-
plet.

PROPOSITION 6.5.10 sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {C ,\0'}-COMPARABLES esf un pro-
bléme NP-complet.

PREUVE
Nous reprenons essentiellement la preuve de la proposition 6.5.2, seul I'ordre de
certains intervalles est modifié. Plus précisément :

1 s; < L;<T;pourl<i<n
3. < <---< ey < 81

Remarquons alors que si D; et D; sont deux 2-intervalles de la famille F, nous
n’avons jamais D; < D; ou D; < D;. Autrement dit, si Dy et D2 sont compa-
rables, alors ils sont {C , I }-comparables. Nous pouvons maintenant reprendre la
preuve de la proposition 6.5.2 et conclure qu'il existe une sous-famille de K = m+n
2-intervalles (T , 7 )-comparables si et seulement si il existe une interprétation satis-
faisante de la formule booléenne ¢. Une illustration de la modification de la preuve
est donnée en figure 6.13.

A Dinstar pour la proposition 6.5.5, nous pouvons utiliser une version restreinte
du probléme Exact 3saT et conclure quant & la complexité du probléme lorsque F
est une famille de 2-intervalles 4 support unitaire.

COROLLAIRE 6.5.11 sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {C",U0'}-COMPARABLES est un pro-
bieme NP-complet méme st F est une famille de 2-intervalles & support unitaire.

Nous ignorons cependant la complexité du probléme sous-FaMILLE 2-INTERVAL-
Les {C,01}-comMparasLES lorsque F est une famille de 2-intervalles & support disjoint.
Ce probleme est en fait un probléme de couplage dans un graphe.



184 CHAPITRE 6. STRUCTURES SECONDAIRES D’ARN

a
|_ il
3 I
----------------------------------------------------- 5
-
s
S0 O e S i e o i i
B e e e e P
£1
L L S e
¥ o -
il 2]
i . I
T S ST it o SRR VENPIIRPINE, ) NP SR S MUY 5. G
£
- ol
)
o R e S S A T L S e S e L e S o amidan
.=
= lel
=
wdmmmpmmm e —mmm s e Fm e S e g D
-
L o
ey
PORDRORSG: (N T
Cr e, - I - iy § SN T S T SO N, Famemmmmm e ———a e
T
G
-8 S e (e B T L S Y SR (T I L e s
.......................... S mm K
& ¥ o
Ll
X oy
HE et qummfdmmm i mmmn e ———
tem o
-y Y

81
81

FiG. 6.13 — Construction utilisée dans la preuve de la proposition 6.5.10 pour la
formule booléenne ¢ = (T VE2 VI} A (Z1 V22V x3) A (x1 V 22 V z3). Les boites
grisées donnent une interprétation satisfoisante f de ¢ : f(x1) = vrai, f(z2) = vrai
et f(x3) = faux. Remarguons que le choiz f(x3) = vrai est également possible.
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PROBLEME 6.5.12 ({C,7}-coupLacE)

DONNEES : Un graphe G = (V,E) d’ordre n, une bijection ¢ de V dans [n]
et un entier positif K.

QUESTION : Existe-t-il un couplage M C E, |[M| > K, tel que pour deux
arétes distinctes quelconques {u;,u;} et {ug,ue} de M, nous n’ayons jamais

Plwi) < Pu;) < Plug) < Plue)?

En associant & chaque sommet un intervalle (’ensemble des intervalles dis-
Joints deux & deux est ordonné sur la droite suivant la bijection ¢) et 3 chaque
aréte un 2-intervalle, nous obtenons ’équivalence entre les problémes sous-FaMILLE
2-1nTERVALLES {C ,0'}-coMParaBLES restreint A la classe des familles de 2-intervalles
a support disjoint et {C , 7 }-coupLagGE.

PROPOSITION 6.5.13 Les problémes sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {C , 1] }-coMpara-
BLES restreint aux familles de 2-intervalles & support disjoint et {C , \I'}-coupLace
sont polynomialement équivalents.

6.5.5 Sous-famille de 2-intervalles {<}-comparables

Nous avons déja remarqué que (F, <) est un ensemble partiellernent ordonné
car < est une relation transitive. Par conséquent, nous pouvons calculé une sous-
famille de 2-intervalles {<}-comparables en recherchant une clique dans le graphe
de comparaison de 'ensemble partiellement ordonné (F, <). S. Even, A. Pnueli
et A. Lempel ont donné un algorithme quadratique pour la recherche de la clique
de cardinalité maximale dans un graphe de comparaison [EPL72]. Un algorithme
linéaire pour le méme probléme est décrit dans [Gol80].En remarquant que nous
pouvons construire le graphe de comparaison de (F, <) en temps quadratique, nous
obtenons le résultat suivant.

PROPOSITION 6.5.14 Le probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {<}-COMPARABLES
est résoluble en temps O(m?), od m est le nombre de 2-intervalles de la famslle F.

Signalons qu’a 'instar du probléme sous-FaMILLE 2-1NTERVALLES {< , C"}-compa-
RABLES (sous-section 6.5.3), Yalgorithme est de méme complexité si nous associons
un poids w & chaque Z-intervalle de la famille 7. Remarquons que le probléme est
SOUS-FAMILLE 2-INTERVALLES {<}-COMPARABLES en temps linéaire si la famille F est
donnée par le graphe de comparaison de (F, <).

6.5.6 Sous-famille de 2-intervalles {C}-comparables

De méme que pour le probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {<}-COMPARAELES,
il s’agit une nouvelle fois de déterminer une clique de cardinalité maximale dans un
graphe de comparaison ([EPL72, Gol8(]).

PROPOSITION 6.5.15 Le probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {C}-COMPARABLES
est résoluble en temps O(m?), ot m est le nombre de 2-intervalles de lo famille F.
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Remarquons que le probléme sous-FaMILLE 2-INTERVALLES {["}-COMPARABLES est
résoluble en temps linéaire si la famille F est donnée par le graphe de comparaison
de (F, C). Encore une fois, l'algorithme est de méme complexité si nous associons
un poids w & chaque 2-intervalle de la famille 7.

6.5.7 Sous-famille de 2-intervalles {7 }-comparables

Nous montrons ici que la recherche d’une sous-famille de cardinalité maximale
de 2-intervalles {I7}-comparables est un probléme résoluble en temps polynomial.
Nous commencgons par quelques définitions et notations.

Rappelons qu'un trapézoide circulaire est la region d'un cercle comprise entre
deux cordes qui ne se croisent pas. Nous disons que deux trapézoides circulaires
se croisent g'ils s'intersectent & in#érieur du cercle. Nous définissons maintenant
une sous-classe des graphes de trapézoides circulaires. Un graphe G = (V,E) est un
graphe de croisement de trapézoides circuluires si nous pouvons associer a chaque
sommet un 2-intervalle et deux sommets sont adjacents si et seulement si les deux
2-intervalles associés se croisent.

REMARQUE 6.5.16 Soit 7 un ensemble de trapézoides circulaires, G = (T,E) le
graphe de trapézoides circulaires associé et G' = (7,E’) le graphe de croisement de
trapézoides circulaires associé. Alors, E' C E. °

Un exemple est donné en figure 6.14.

LEMME 6.5.17 Soit F une famille de 2-intervalles et Gx le graphe de croisement
de trapézoides circulaires associé. Alors, il existe une sous-famille F' C F de 2-
intervalles {0 }-comparables deuz & deuz si et seulement si il existe une clique de
taille | F'| dans G 7.

Une illustration de ce lemme est donnée en figure 6.15. Soient G = (V,E) un
graphe de croisement de trapézoides circulaires et v € V' un sommet quelconque.
Nous notons G{u) le graphe défini sur 'ensemble de sormmets N(u) U {u} ol deux
sommets sont adjacents si et seulement si les 2-intervalles associés ne se croisent
pas. Remarquons en particulier que u est toujours un sommet isolé dans G(u).

LEMME 6.5.18 Soient G = (V,E) un graphe de croisement de trapézoides circulaires
et u € V un sommet quelconque. Alors, le graphe G(u) est un graphe trapézoidal.

Une illustration de ce lemme est donné en figure 6.16. Soient G = (V,E) un
graphe de croisement de trapézoides circulaires et u € V un sommet quelconque.
Nous notons Gy le sous-graphe induit dans G par 'ensemble N (u) U {u}, Cest-
a-dire Gy = G | (N(u) U {u}).

LEMME 6.5.19 Soient G = (V,E) un graphe de croisement de trapézoides circulaires
et u € V un sommel quelcongue. Alors, il eziste une clique de taille K dans le graphe
induit Gy si et seulement si il eziste un ensemble stable de taille K dans le graphe
trapézoidel G{u).
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<t 5

FI1G. 6.14 — En haut, un ensemble de trapézoides circulaires. A gauche, le graphe de
croisement de trapézoides circulaires associé et a droite le graphe de trapézoides cir-
culaires associé. Remarguons que le graphe de croisement de lrapézoides circulaires
est obtenus & partir du graphe de trapézoides circulaires en supprimant des arétes.
Plus précisément, nous vérifions sur lo figure que les trapézoides circuloires Ty et Th
d’une part et Ty et Ty d’outre part s’intersectent mais ne se croisent pas.




188 CHAPITRE 6. STRUCTURES SECONDAIRES D’ARN

A g - r A

gLk T TR

F1G. 6.15 - Une cligue dans un graphe de croisement de trapézoides circulaires et
une famille de 2-intervalles {1} -comparables.

T3
LY
Fi)

T
T3

il

T,Ef 1 Ty
Al -
Trer Fil T2 T3

F1G. 6.16 — Le graphe trapézoidal G(u).
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En utilisant une représentation géométrique des graphes trapézoidaux, S. Felsner,
R. Miiller et L. Wernisch [FMW97] donnent un algorithme en temps O(n log n) pour
la recherche d’un ensemble stable de cardinalité maximale. Le lemme suivant est
immeédiat.

LEMME 6.5.20 Soient G = (V,E) un graphe de croisement de trapézoides circulaires
et V! C V un sous-ensemble de sommets. §i V' induit une cligue dans G, alors V'
induit une cligue dans Gy pour tout u € V'.

PROPOSITION 6.5.21 Le probléme cLique est résoluble en temps O(n?logn) pour
les graphes de croisement de trapézoides circulaires.

PREUVE

Nous utilisons I'algorithme 8 ci-aprés; nous supposons disposer d'une procédure
appelée maz-cligque-graphe-irapez qui prend en parametre un graphe trapézoidal
et qui retourne une clique de cardinalité maximale.

Algorithm 8:
maz-clique-graphe-croisemeni-trepez—-circ

Entrée: Un graphe de croisement de trapézoides circulaires G = (V,E)
d’ordre 7.
Sortie: Une clique de cardinalité maximale.
début
pour u € V faire
Construire le graphe trapézoidal G(u)
K, + maz-clique-graphe-trapez(G(u))

B W N -

Retourner un ensemble K, de cardinalité maximale.
fin

Pour chaque sommet u € V, la construction du graphe trapézoidal G(u) peut
g’effectuer en temps O(n} et le calcul d’une clique de cardinalité maximale dans G ()
est en temps O(n logn) [FMW97). 6.5.21

COROLLAIRE 6.5.22 Le probléme sous-FaMILLE 2-INTERVALLES {l }-COMPARABLES est
résoluble en temps O(n?logn)..

6.5.8 Sous-famille de 2-intervalles {< , 7 }-comparables

Nous n’avons malheureusement pas été en mesure de déterminer la complexité
du probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {< , I }-coMparaBLES dans le cas général.
Nous ignorons également la complexité du probléme lorsque F est une famille de
2-intervalles & support unitaire ou disjoint.

Nous montrons tout d’abord que le probleme est résoluble en temps polynomial
si F est une famille de 2-intervalles {< , C , I }-comparables. Un graphe G = (V,E)
est un graphe d’inclusion d’une famille 7 = {S,,5,...,5;,} de sous-ensembles non graphe
vides si (1) V = F et (2) {5;,S5;} € E si et seulement si S; C S; ou S; C §;. Un d’inclusion
graphe G = (V,E) est donc un graphe d’inclusion si et seulement si il est un graphe
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de comparaison d'un ensemble partiellement ordonné (X, <); i.e. (1) V = X et (2)
{x:,2;} € E siet seulement si z; < % ou z; < ;. B. Dushnik et W. Miller ont prouvé
[DM41] qu'un graphe G est un graphe d’inclusion d’une famille d’intervalles si et
seulement si G et son complement G sont des graphes d'inclusion. Une conséquence
de ce résultat est qu'un graphe G est un graphe d’inclusion d’une famille d’intervalles
si et seulement 81 G est un graphe de permutation.

PROPOSITION 6.5.23 Le probléme sous-FaMmiLLE 2-INTERVALLES {< , (1'}-compara-
BLES est résoluble en temps O(m?) i F = {D1,Ds,...,D;;} est une famille de
2-intervalles {< , C , 0'}-comparables.

PREUVE

Considérons la famille d'intervalles T = {ext(D;) | D; € F} et soit G = (V,E)
le graphe d’inclusion associé a Z. Pour tout ext(D;), ext(D;) € Z, i # j, nous avons
{ezt(D;), ext(D;)} ¢ E si et seulement si exactement une des conditions suivantes
est satisfaite:

1. D; < Dy

2. D; < Dj;

3. D,\0 Dy;

4. D; 1 D;.
1l suffit pour cela de rappeler que F est une famille de 2-intervalles {< , C , T}-
comparables, c’est-a-dire que les 2-intervalles de F sont disjoints deux 4 deux, Par
conséquent, une sous-famille 7' C F de 2-intervalles {< , Ii'}-comparables deux A
deux correspond & un ensemble stable dans le graphe G. La construction du graphe G
peut s’effectuer en temps O(m?) et la recherche d’un ensemble stable de cardinalité
maximale dans un graphe de permutation® peut s’effectuer en temps O{mlogm)

IESeel

Nous terminons en donnant un probléme de couplage dans un graphe polynomia-
lement équivalent au probléme sous-FAMILLE 2-INTERvVALLES {< , |1'}-COMPARABLES
lorsque F est une famille de 2-intervalles 4 support disjoint.

PROBLEME 6.5.24 ({<,0'}-courLacE)

DONNEES: Un graphe G = (V,E) d’ordre n, une bijection ¢ de V dans [»]
et un entier positif K.

QUESTION : Existe-t-il un couplage M C E, (M| > K, tel que pour deux
arétes distinctes quelconques {u;,u;} et {ug,ue} de M, nous n’ayons jamais

Plus) < Pplux) < ¢plue) < Pluy)?

En associant une nouvelle fois & chaque sommet un intervalle ('ensemble des
intervalles digjoints deux & deux est ordonné sur la droite suivant la bijection ¢)
et & chaque aréte un 2-intervalle, nous obtenons I'équivalence entre les problémes

9. Nous avons précédemment vu qu'un graphe est un graphe d’inclusion d’une famille d’intervalles
si et seulement il est un graphe de permutation.
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Articodon loop

Fic. 6.17 -

SOUS-FAMILLE 2~INTERVALLES {< , U7'}-coMpaRABLES restreint 3 la classe des familles
de 2-intervalles & support digjoint et {< , 17'}-coupLaGE.

PROPOSITION 6.5.25 Les problémes sous-FaMiLLE 2-INTERvALLES {<,]'}-comMPaRA-
BLES restreint aur familles de 2-intervalles & support disjoint et {< ,\D}-coupLaGE
sont polynomialement équivalents.

6.6 Recherche de motifs

6.6.1 Introduction

Nous étudions dans cette section une extension du probléme classique de la
recherche d’un motif dans un texte au cas des familles de 2-intervalles. La motiva-
tion premiére étant la recherche d’un algorithme de classification automatique des
séquences I’ARN suivant la présence ou non d’un «metif> particulier dans la struc-
ture secondaire associée (c.f. programme Palingol). Plus précisément, il s’agit de
détecter s’il existe une sous-famille d’hélices potentielles dont 'arrangement corres-
pondrait au motif désiré.

Considérons par exemple la structure secondaire d’un ARN de transfert donnée
en figure 6.17. Nous pouvons représenter cette structure par un motif sur P’alpha-
bet ¥ = {a,b,c,d} puisqu’il y a quatre hélices. Nous parcourons la séquence dans
le sens 5’ - 3’ et nous associons & chaque brin d’une méme hélice une méme lettre.
Aussi, le motif associé est ici, par exemple, abbcedda. Etant donnés un motif et un
ensemble d’hélices potentielles, nous souhaitons calculer (& I'instar d’un programme
type Palingol) un sous-ensemble d’hélices correspondant au motif. Autrement dit,
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I Ii
Dl Iz 3 = . ];— .
Do . Is I
F DS 14 l - “am - . ...1-2....,.
Dy 7 - Is IE
Ds ' 5 it

| F' = {D2.D4,De}
|

1 a b b c a [

I In I; Ig Ii Ié

|FI1G. 6.18 — Une femille de 2-intervalle et une sous-famille qui correspond au motif
| abbeac.

le probléme consiste & sélectionner un certain nombre d’hélices dont la structure se-
condaire induite correspond au motif. Notre but n’est pas ici de proposer une alter-
native aux programmes type Palingol, mais plutét de présenter quelques résultats
partiels de complexité sur le probléme sous-jacent. En effet, nous ne considérons pas
par exemple les longueurs des hélices, les contraintes structurelles sur les hélices, les
distances relatives entre hélices, etc . . . Aussi, nous ne discuterons pas de Palgorithme
type séparation et évaluation utilisé par les programme type Palingol.

Nous commengons par une présentation informelle du probléeme dans le cadre
des familles de 2-intervalles. Considérons la famille de 2-intervalles 7 = {D; | 1 <
i < 6} représentée dans la partie supérieure de la figure 6.18. Supposons maintenant
que nous recherchions un «motif> de la forme abbcac. Autrement dit, nous voulons
associer les lettres a, b et ¢ & trois 2-intervalles disjoints de F qui vérifient :

— D(b) C D(a) car les deux occurrences de la lettre b sont entre la premiere et
la seconde occurrence de la lettre ¢;

- D(b) < D(c) car les deux occurrences de la lettre b précédent les deux occur-
rences de la lettre c;

- D(e) @ D(c) car acac est un sous-mot de abbcac.
Nous associons la lettre a au 2-intervalle Dy, b & D5 et ¢ & Dg et nous vérifions sur
la figure 6.18 que:

= Do T Dy;

— Do < Dg;

— D47 De.

Nous introduisons dans un premier temps le formalisme nécessaire puis le probléme
sous sa forme générale, Nous montrons ensuite que le probléme est NP-complet dans

le cas général (pour le modeéle de comparaison R = {< , C , I'}) et dans le cas du
modéle de comparaison R = {C ,(0'}.
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6.6.2 Définitions

Soit F = {D; | 1 € i € m} une famille de 2-intervalles R-comparables pour un
modele de comparaison R donné. Remarquons dans un premier temps que tous les
intervalles du support de la famille 7 sont comparables par la relation de précédence
<10 Par exemple, sur exemple de la figure 6.18, les intervalles du support de la
sous-famille 7' satisfont: Iy < Io < I} < Ig < I} < I}.

Nous notons #nd une bijection de supp(F) dans [2m] définie par:

ind(I) = 1+ card({I' | I' € supp(F) et I' <I}).

La bijection ind est bien définie car tous les intervalles du support sont comparables
deux & deux par la relation <. Intuitivement, la bijection ind correspond & une
numérotation des intervalles du support ordonnés de gauche & droite. De plus, nous
notons 7 (ou plus simplement 7 s'il n’y a pas d’ambiguité) une application surjec-
tive de supp(F) dans F définie par «(I) = D; si I € D;. Autrement dit, n(I) = D;
si I est un des deux intervalles du 2-intervalle D;. Enfin, nous notons ¢ (ou plus
simplement ¢ §'il n’y a pas d’ambiguité) 'application surjective de [2m] dans F
définie par (i) = 7(I) avec ind(I) =i pour 1 < i < 2m.

DEFINITION 6.6.1 (REPRESENTANT CANONIQUE) Soit 7 = {D; |1 < i < m} une
famille de 2-intervalles R-comparables pour un modéle de comparaison R donné. Le
représentant canonique de la famille F est le mot p = a102 - - - aoy, sur Ualphabet F
défini par a; = (i) pour 1 <i <2m.

Afin de définir formellement le motif de recherche, nous introduisons une relation
d’équivalence notée =. Soient v = wjun--- Uy €t v = v1v2---vp, deux mots. Les
mots u et v sont équivalents modulo =, noté v = v, §’il existe une bijection f de
{u; | 1 <4 < |ul} dans {#; | 1 < v < |v}} tel que:

Flu)f(uz)--- fuz) = .

Nous notons f(u) = v en lieu et place de f(uq)f(uz2)--- f(u,) = v. La relation =
est une relation d’équivalence et nous notons [u}= la classe d’équivalence modulo =
dun mot w.

DEFINITION 6.6.2 (REPRESENTANT) Soit F un famille de 2-intervalles R-compa-
rables pour un modéle de comparaison K donné. Un mot u est un représentant de
la famille F si u = p, ou p est le représentant canonique de la famille F.

EXEMPLE 18 Reprenons Uezemple de la sous-fomille ' = {D2,D4,D¢} de la figure
6.18. Dans un premier temps, nous avons supp(F') = {I2,15,14,1},Is,I¢}. La bijection
ind est définie par:

ind(I4) =1 ind(I2) =2  ind(I)) =3
ind(le) =4  ind(I}) =5  ind(Il) =6

10. Le symbole '<' désigne ici une relation entre intervalles.

représentant
canonique

représentant
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L’application n est définie par:
w(l)=Dy  «(L)=Ds
7(ly) =Dy  w(l;) = Dy
@w(lg) = Dg 7(Ig) = Dg
Enfin, Uapplication ¢ est définie par:
¢(1)=Dy  ¢(2) =Dz  ¢(3) =D,
w4)=D¢ (8} =Ds  ¢(6) = Ds

Le représentant canonique associé & la famille F' est le mot y = DyD3DyDeDyDg.
Le mot u = abbcac est un représentant de F' en posant f(a) = Dy, f(b) = D5 et
f(c) = De. °

Un mot u est un représentant d’une famille de 2-intervalles si et seulement si
chaque lettre de u apparait exactement deux fois. Nous disons que le mot u est «bien
formé» s'll satisfait cette propriété élémentaire. Suivant le modéle de comparaison
R considéré, tous les mots bien formés ne sont pas des représentants d’une famille
de 2-intervalles R-comparables. Par exemple, si R = {< , C}, tous les représentants
sont des mots de Dyck.

La recherche d’une occurrence d’un mot « dans une famille 7 de 2-intervalles
consiste donc & calculer une sous-famille 7/ C F de 2-intervalles disjoints relative-
ment 4 un modéle de comparaison R donné telle que le mot v soit un représentant
de la sous-famille F'; i.e. u appartient 3 la classe d’équivalence modulo = du
représentant canonique de la sous-famille 7'. Nous appelons MoTIF 2-INTERVALLE
RR—comMPARABLES ce probléme.

PROBLEME 6.6.3 (MOTIF 2-INTERVALLES R-COMPARABLES)
DONNEES : Une famille 7 = {D; | 1 € i < m} de 2-intervalles, un modgle

de comparaison R et un mot w.
QUESTION: Existe-t-il une sous-famille 7/ C F de 2-intervalles R-

comparables de représentant u, i.e. pur = u?

EXEMPLE 19 Reprenons la famille 7 = {D; |1 <1i < 6} de la figure 6.18. La sous-
famille 7' est solution du probléme MoTIF 2-INTERVALLES {< , C ,J'}-COMPARABLES
pour le mot u = abbcac. La sous-famille 7" = {D3,D,} est solution du probléme
MOTIF 2-INTERVALLES {[C}-COMPARABLES pour le mot u = abba. o

De méme que pour la recherche d’une sous-famille de 2-intervalles disjoints de
cardinalité maximale, nous étudions la complexité du probléme MoTIF 2-INTERVALLES
R-comParaBLES pour plusieurs modéles de comparaisen R. Bien sur, la complexité
du probléme varie encore une fois suivant le modéle de comparaison considéré. Nous
montrons que le probléme est NP-complet pour les modéles de comparaison R =
{<,C,0} et R ={C,}, et résoluble en temps polynomial pour les modéles de
comparaison R = {<}, R = {C} et R = {M}. Cependant, les sous-sections suivantes
ne présentent que des résultats partiels. En particulier, la question concernant la
complexité du probléme moTIF 2-1nTERVALLES {< , C}-COMPARAELES reste posée.
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6.6.3 Sous-famille de 2-intervalles R-comparables et recherche de
motifs

Nous pouvons raisonnablement nous demander si les problémes MoT1F 2-INTER-
VALLES R-COMPARABELES €l SOUS-FAMILLE 2-INTERVALLES 7R-COMPARABLES ne sont pas
deux formulations différentes d’'un méme probleme. Clest en fait le cas pour les
modéles de comparaison R = {<}, R = {[[} et R = {II'} comme le montre le
lemme suivant.

LEMME 6.6.4 Soient F une famille de 2-intervalles, R € {< , [T , 1} une relation
et u un mot compatible avec R. Alors, il existe une occurrence de u dans F si et
seulement si il existe une sous-famille 7' C F, |F/| = 3|ul, de 2-intervalles {R}-
comparables dont le représentant canonigue est équivalent & u modulo =.

C’est la raison pour laquelle les problémes MoTIF 2-INTERVALLES R-COMPARABLES
et SOUS-FAMILLE 2-INTERVALLES R-COMPARABLES sont équivalents pour les modéles de
comparaison R = {<}, R ={C} et R = {I'}.

Cependant, cette équivalence cesse d’étre valide dés que [R| > 1. Mais, méme si
le fait qu’un probléme soUS-FAMILLE 2-INTERVALLES R-COMPARABLES pour un modele
d’intersection 72 donné soit NP-complet ne prouve en rien que le probléme motIF
9-INTERVALLES R-COMPARABLES pour le méme modele d’intersection 7 soit également
NP-complet, il nous laisse supposer que ce dernier est vraisemblablement tout aussi
difficile. C’est en partie la raison pour laquelle la NP-complétude des probléemes
MOTIF 2-INTERVALLES R-COMPARABLES pour les modtles de comparaison R = {< ,
,i0} et R = {C , '} est - en quelque sorte - un «résultat aftendu». Concernant
le probléme MoTiF 2-INTERVALLES {< , C , I'}-coMPaRABLES, nos résultats tendent
méme 3 prouver que le probléme est «plus difficile» que le probléme sous-FaMiLLE
2-INTERVALLES {< , C , |0'}-COMPARABLES €n Ce sens que nous prouverons qu’il est
NP-complet méme si F est une famille de 2-intervalles & support disjoint oy

La complexité du probléme MoTIF 2-INTERVALLES {< , C}-COMPARABLES €st une
question plus intéressante; le probléme pourrait étre NP-complet bien que nous ayons
déja remarqué que le probléme sous-FaMILLE 2-INTERVALLES {< , [C}-COMPARABLES
soit lui résoluble en temps polynomial.

6.6.4 Modele de comparaison R = {< ,C ,10}

Nous allons montrer que MOTIF 2-INTERVALLES R-COMPARABLES est un probléme
NP-complet. Autrement dit, sauf si P = NP, il n’existe aucun algorithme en temps
polynomial qui recherche une occurrence d'un mot u dans une famille de 2-intervalles.
Nous commencons par une notation. Pour tout mot © = @1a2 - - 6, nous notons %
le mot inverse: i.e. u = Gy, --- Gz0y.

11. Nous avons déja remarqué (proposition 6.5.6) que le probléme SOUS-FAMILLE
9-INTERVALLES {< , C , J'}-COMPARABLES est résoluble en temps polynomial si F est une
famille de 2-intervalles a support disjoint. Nous prouvercns également dans la suite que MOTIF
2- INTERVALLES {CC, '} ~COMPARABLES est un probléme NP-complet méme si 7 est une famille
de 2-intervalles A support disjoints, mais nous ignorons jusqu’a présent si le probléme SOUS-FAMILLE
2-INTERVALLES {< , C , 10} ~coMPARABLES reste ou non NP-complet sous cette hypothése.
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PROPOSITION 6.6.5 MOTIF 2-INTERVALLES {< , [, }-comMparaBLES est un probléme
NP -complet.

PREUVE

Le probléme moTIF 2-INTERVALLES {< , [ , I1'}-comparaBLES appartient & NP.
Montrons qu’il est NP-complet. Scit une instance arbitraire du probléme cLigue
donnée par un graphe G = (V,E) d’ordre n et par un entier positif K. Notons m
la nom!are d’arétes du graphe G, V' = {uy,us,... us} et u; < u; si et seulement si
i < 7. A chaque sommet = € V, nous associons un ensemble Z(u) de n + 2{mm + 1)
intervalles disjoints:

Z(u) = A(u) U B(u) U A'(u)
ou

Ay ={A() |1<i<m+1}
Bu:{Bu(i)llsiSn}
A, ={A,(d) [1<i<m+1}.

Pour tout u € V, les intervalles de Z{u) sont ordonnés sur la droite réelle par les
relations suivantes (figure 6.19) :

A (1) < < Ay(m+1) < By(1) <--- < By(n) < AL (m +1) < --- < AL(1).
De plus,
Vuiu; € V,i# 4, A (1) < Ay (1) siet seulement si ¢ < j.

L’instance correspondante du probléme MoTIF 2-InNTERVALLES {<, C,{0'}~compa-
rRaBLES est donnée par une famille 7 de 2-intervalles et par un mot p. Pour chaque
sommet u € V, la famille F contient les 2-intervalles (A, (i),A}(¢)) pour 1 < i <
m + 1. Intuitivement, ces 2-intervalles vont nous permettre d’«isoler» un certain
nombre de sommets. Pour chaque aréte e = {u;,u;} € E, i < 7, la famille F contient
le 2-intervalle (By;(7),Buy, (i))- Enfin, le mot p est défini par:

p = a1fioraefos - - - akfr Ok

oil |oz] =m+ 1et |3 =K —1pourl < i< K. De plus, Bi[j] = B41[i]*? pour
1 €17 < j < K — 1. Remarquons que chaque intervalle appartient & au plus un
2-intervalle. De plus, le mot p est bien formé. La construction peut s’effectuer en
temps polynomial.

Supposons qu'il existe une clique V' C V de taille K dans G. Soit V' =
{UsysUig, " yUip } cet ensemble. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer
i < ip € -+ < ig. Notons E' C F l'ensemble des arétes de la clique, i.e.
E' = {{uiu} | i € V' et u; € V'}. Considérons la sous-famille 7/ C F de
2-intervalles définie de la facon suivante:

1. pour chaque sommet = € V', la sous-famille 7' contient les 2-intervalles

(Au(i),AL (i) pour 1 <i < m +1;

12. Ai[j] (vesp. B;+1[i]) désigne la 75 (resp. "¢} lettre du mot §; (resp. fy41)-
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Al) Au(®  AmtD) Bu() Bul?d)  Buln)  Am+L0m)  ALQ)

F1G. 6.19 — Hlustration de lo construction utilisée dens la prevve de la proposition
6.6.5. A chague sommet u € V est associé un ensemble I(u) de n + 2(m + 1)
intervalles. Les m + 1 premiers intervalles constituent Uensemble A, les n inter-
valles suivants Uensemble By, et les m + 1 dernsers intervalles Uensemble Al. Les
2-intervalles sont représentés par des doubles fléches.

2. pour chaque aréte {u;,u;} € £, i < 7, la sous-famille 7' contient le 2-intervalle
(B‘U'i (j),B‘u.j (Z))
Nous vérifions |F'| = K(m + 1) + %K (K — 1} car nous associons & chaque sommet
de la clique un ensemble de m + 1 2-intervalles et & chaque aréte de la clique un
2-intervalle. De plus, par construction, le représentant canonique p associé a la sous-
famille 7' est de la forme:

p = fimosfeng - - o 0K

oll [o5] =m+1pourl <i< K.Deplus, |fi] =K —1pour1 <i< K car V'
est une clique de taille K dans . Montrons que le représentant cancnique g vérifie
également f;[7] = Bij+1[i] pour 1 € i < j < K — 1. Soit {u;,u;} € B avec i < j.
Alors, nous avons:

7(Buy (7)) = 7(By, (i)

car (By;(j),Bu, (i) est un 2-intervalle de 7, et a fortiori de F. Par suite,

w(ind(Buy, (7)) = p(ind(By,(7)))-

Or, il est facile de vérifier que nous avons les égalités:

w(ind(By.(7))) = Lilj]
w(ind(By, (2))) = Bj+1[i]-

Par conséquent, 3;[j] = B;41[¢]- Nous en concluons que les mots p et 2 sont équivalents
modulo =.

Inversement, supposons qu’il existe une sous-famille 7/ C F de 2-intervalles
{<, C , I}-comparables telle que p = p, on x est le motif canonique associé 4 la
sous-famille 7'. Remarquons dans un premier temps que |o;| = |@;| = m + 1 pour
1 <i < K. Or, il n’y a que m arétes dans le graphe . Par conséquent, chaque
sous-mot a;c;, 1 <1 < K, correspond & un ensemble de m + 1 2-intervalles associés
3 un méme sommet © € V, i.e. les 2-intervalles (A4,(¢),4,,(¢)) pour 1 <i < m+ 1.
Nous notons V' C V, |V'| = K, le sous-ensemble de sommets dont les 2-intervalles
sont associés & un sous-mot ey, 1 € ¢ < K. Par conséquent, chaque couple de
lettres (B;[7),8,41(i]), 1 <1 < Ket1 <j < K—1, correspond & une aréte du graphe
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G entre deux sommets de V'. Puisque |5| = K — 1 pour ¢ < ¢ < K, l'ensemble V'
induit un graphe complet d’ordre K dans G.

REMARQUE 6.6.6 Le probléme moT1F 2-INTERVALLES {< , C , I'}-COMPARABLES est
NP-complet méme si F est une famille de 2-intervalles a support disjoint. °

6.6.5 Modéle de comparaison R = {C , 0}

Nous nous intéressons ici au cas particulier ol deux 2-intervalles sont compa-
rables s'ils sont comparables par les relations CC ou (7. Nous montrons ici que le
probléeme de recherche associé est NP-complet en utilisant une nouvelle fois une
réduction depuis le probléme cr1que. Introduisons tout d’abord une notation: étant
donnés deux ensembles d’intervalles Z et Z', nous notons 7 < Z’ si et seulement si
chaque intervalle de Z précede tous les intervalles de T': Z < I si et seulement si
J<IPpourtot I€cZetI'eZ’

PROPOSITION 6.6.7 MOTIF 2-INTERVALLES {CC,\0'}-coMparaBLES est un probléme NP-
complet.

PREUVE

Le probléme mot1F 2-1nTERVALLES {C , 1'}-comparaBLES appartient & NP. Mon-
trons qu’il est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme crique donnée
par un graphe G = (V.E) d’ordre n et par un entier positif K. Nous notons
V = {u1,u2, - ,un} 'ensemble des sommets et u; < u; si et seulement si ¢ < j.
De méme, nous notons E = {eg,e2,--- ,em} et e < e; si et seulement si 1 < j.
L’ordre sur les sommets et les arétes est arbitraire. Introduisens maintenant les
différents éléments de notre construction. A chaque sommet u; € V, nous associons
un ensemble 7; de m + 2 intervalles disjoints:

I5={I,-,,-|0Sj<m+2}.

Pour des raisons de commodité, nous notons Zy ’ensemble des intervalles associés
aux sommets du graphe G':
v= | z.

wmEV
Nous ordonnons les intervalles de chaque ensemble T;, 1 < i < n, par les relations:
Lo<ILij < - <Iijmpr-
Les intervalles de Zy sont complétement ordonnés par les relations:
i<y« --<T,.
A chaque aréte e; € E, nous associons un ensemble Z; de n + 2 intervalles disjoints:
i={Ji;|0<j<n+1}
Nous notons Zg I’ensemble des intervalles associés aux arétes de G:

== |J T
e;cV
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Nous ordonnons les intervalles de chaque ensemble I, 1 < ¢ < m, par les relations:
Jip < Jip <o < Jipp1.
Les intervalles de Zg sont complétement ordonnés par les relations:
<L, < <1,
Soient Zx et Zy les ensembles d’intervalles disjoints définis par:

IX:{Xi’jIISiSn et 1 <35 <2},
IyI{n,jllﬁiSm et 15352}

Nous ordonnons les intervalles des ensembles Zx et Zy par les relations:

Xno < Xnj1 < Xp-1,0 < Xp11 <+ < Xy o < X1t
Yo < VY1 < Y10 <¥m-110 <~ <Yip < V1.

Enfin, soient Z4, Z4r, Ip et Ty quatre ensembles d’intervalles disjoints définis par:

Ta={4;11<j<nm+2(m+n)+1},
Ta={A;|1<j<nm+2(m+n)+1},
Zg ={B; |1 <j<nm+2(m+n)+1},
Ip ={B;|1<j<nm+2(m+n)+1}

et ordonnés par les relations:

Al < Ay < < Ay pour £ =mn +2(m+n) + 1,

1 <Ay < - < Ay pour £ =mn + 2(m +n) + 1,
By < By < --- < By pour £ =mn+2(m+n)+1,
B <B,<---<B; pourf=mn+2(m+n)+1.

Nous ordonnons tous les intervalles définis par les relations:
Iv < Ta<Ip<Iy <Tp<Ix <Ipg <Ig.

Considérons maintenant les familles de 2-intervalles Fvx, Fyvg, Faa, Fep €t
Fyv g définies par:

Fvx = {T;,0,Xip),(liny1,X51) | 1 < i < n},
Fre = {(Yip,Jip),(Yi1,Jims1) | 1 i < m},
Faar = {(AA) |1 <i<mn+2(m+n)+1},
Fpp ={(Bi,B]) |1 <i<mn+2(m+n) +1},
Fve={IijJji} |uic Vie; € E et u; ¢ e;}.
Ces familles ont des réles différents dans notre construction. La famille Fy x (resp.

FyE) permet de «sélectionner» un ensemble d’intervalles associés & un méme som-
met (resp. une méme aréte). Les familles F4o et Fpp - utilisées conjointement
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FvE
Fep
Faar
/ / Y
Imﬂq H is H Iy ]’(Im Ix Ip: J‘L Ir ]-
\ A \
Fvx
Fve
FiG. 6.20 — Représentation schématique des familles de 2-intervalles Fyx, FvEg,
-FAA'; -T-BB' et fVE (p?‘OpOSiti-Oﬂ 6.6. 7).

- permettent quant 3 elles d’isoler un ensemble d’intervalles. Plus précisément, la
famille 744 permet d’isoler ’ensemble Zy et la famille Fpp permet d’isoler I’en-
semble Zx. Enfin, la famille /g est le cceur de la réduction puisqu’elle «code» une
représentation du graphe G.

L’instance correspondante du probléme mMoTIF 2-INTERVALLES {C , IT}-COMPARA-
BLEs est donnée par une famille 7 de 2-intervalles et par un mot p. La famille F est
I'union des familles précédemment définies:

F=FvxUFyeUFaa UFpp UFve.

Remarquons que tous les 2-intervalles de la famill eF sont {(_ , \0'}-comparables. I
suffit de remarquer qu’il n’existe pas deux 2-intervalles Dy,Dy € F tels que Dy < Do
dans notre construction (c.f. figure 6.20).

Détaillons maintenant la construction du mot p de Pinstance. Nous procédons
une nouvelle fois en plusieurs étapes. Tout d’abord, soient px et py les mots définis

par:
! ! I
Px =317 T3239..-Tn—K Ty K
1
PY =41 Y1 Y2 ¥2---Ye Ul pour I = s K(K —1)
ol les z;, ], y; et y sont des lettres distinctes. Intuitivement, le mot px représente

n — K intervalles de I'’ensemble Ty, tandis que le mot py représente %K (K —1)
intervalles de I'ensemble Zy. De plus, solent pa, par, pe et ppr les mots définis par:

PA=0] G2--- Qg pour { =mn+2(m+n)+1,
Par =01 G- - Gg pour £ =mn + 2(m+n) + 1,
pe=1b1 bo--- by pour £ =mn+2(m +n) + 1,

pp =b by by pour £ =mn + 2(m 4+ n) + 1.
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THutwp

c.EH. T+u'1

I:.._H.n__—

—wp

XApL

M.E\m

c_E\m

FiG. 6.21 — Représentalion schématique des familles de 2-intervalles Fvx et Fve

(proposition 6.6.7). Payr souci de clarté, les intervelles I; ; pour 1 <4

<netl<

és.

ésent

»

< 7 €n ne sond pas repr

<i<metl

i <m, et J;; pour 1
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Encore une fois, les a; et b; sont des lettres distinctes. Intuitivement, les mots pa,
par, pB et pg sont associés respectivement aux ensembles Ty, Ta, Ip et Ig. Nous
définissons maintenant n — K mots p; (qui correspondent dans notre construction a
n — K sommets distincts du graphe) et %K (K — 1) mots p} (qui correspondent dans
notre construction & %K (K — 1) aréles distinctes du graphe):

i = T O T pour 1 <i<n-—K,

o1
P;:yiﬁiy; pourlngEK(K_l)

ot les o, 1 < i < n — K, sont des mots de longueur %K(K —DNetles G, 1 <
i < %K (K — 1), sont des mots de longueur n — K (les z; et y; sont les lettres
des mots px et py). Nous imposons I'égalité a;[j] = Bili] pour1 <i<n-— K et
1<3< %K (K — 1). Enfin, nous notons py et pg les mots définis par:

Pv=p1P2 " PaK,
1
PE =P Ph P pour £= ZK(K —1).

Nous pouvons maintenant définir complétement le motif p de I'instance de notre
probléme MOTIF 2-INTERVALLES {C ,U'}-COMPARABLES:

P=Ppv PAPBPY PA PX PB PE-:

Nous vérifions que le mot p est bien formé; i.e. chaque lettre de p apparait exactement
deux fois. De plus, il est compatible avec le modéle de comparaison R = {C , (1'}.
La construction peut s’effectuer en temps polynomial.
Supposons qu’il existe une clique V' C V de taille K dans G. Notons E' C E
’ensemble des arétes de la clique. Soit ' C F la sous-famille de 2-intervalles définie
de la fagon suivante:
1. pour chaque sommet u; € V \ V' et chaque aréte e; € E’, la sous-famille F
contient le 2-intervalle (Z; ;,.J;:);

2. pour chaque sommet u; € V' \ V', la sous-famille 7' contient les Z-intervalles
(L:,0,Xi,0) et (Tiym41,Xi1);

3. pour chaque aréte e; € F’, la sous-famille F' contient les 2-intervalles (¥ 0,.J; 0)
et (}fi,lv—k,n+1);

4, Fan CF;

5 Fpp CF.

Nous vérifions que le mot p est un représentant de la sous-famille F '

Inversement, supposons qu'il existe une sous-famille F ' C F de 2-intervalles
{C , M }-comparables de représentant p. Nous remarquons dans un premier temps
la présence dans p des sous-mols ps pa et pp Pp avec p4 = par, pp = pp’ €t
|pal = |pBl = mn+2(m + n) + 1. Mais, nous avons:

card(Fyg U Fvx UFyg) < mn + 2(m + n).

Par conséquent, les sous-mots pa pa et pp pp sont associés respectivement aux
familles de 2-intervalles F 44 et Fppr- De plus, en rappelant que nous avons:

Ty <Tp<Ip<Iy <ITy<Ix<Ip <Ig,
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nous en tirons immédiatement les conséquence suivantes:
1. le facteur py est associé & des intervalles de ’ensemble Zy/;
2. le facteur py est associé & des intervalles de I'ensemble 7y,
3. le facteur px est associé & des intervalles de ’ensemble T ;
4. le facteur pg est associé a des intervalles de ’ensemble Zg.

Rappelons maintenant que py = p1 pPz-- Pn—K AVEC P; = T; a,"; pour 1 € i <
n — K. Remarquons alors que le mot p contient le sous-mot z; «; =, ; & pour
1 < ¢ <n— K ol les deux premieres occurrences des lettre z;, 3:; sont associées &
des intervalles de Zy et les deux derniéres occurrences des lettres ;, @, sont associées
4 des intervalles de ZTx (c.f. remarque précédente). Par conséquent, il existe deux
2-intervalles D = (I; j, Xk ¢} et D' = (I #,Xp ¢) de la sous-famille 7’ (et a fortiori
de la famille F) avec I; ;,Iy y € Ty et Xy 0 Xprp €Ix tels que I; ; < Iy yy < Xy <
Xy p. Mals, par construction (c.f. figure 6.21), nous avons nécessairement les égalités
suivantes :

Li; = L, Xy e = Xi0,
Iy 5 = Linyy, Xpp = X;1.

En effet, nous avons D (' D' si et seulement si ¢ # 7'. Aussi, le facteur a4, 1 < i <
n — K, correspond & $ K (K — 1) intervalles d’un méme ensemble Z;. En appliquant
le méme raisonnement, nous en concluons que le facteur 8;, 1 < i < %K (K - 1),
correspond & n — K intervalles d’un méme ensemble Z;. Enfin, en remarquant que
o;li] = Bilil pour 1 <i <m—Ketl<j<iK(K —1), nous en concluons qu'il
existe n — K sommets de G que ne sont pas incidents & %K (K — 1) arétes. Par
conséquent, il existe une clique de taille K dans G.

REMARQUE 6.6.8 moTIF 2-INTERVALLES {[ , lJ}-coMParABLES est un probléme NP-
complet méme si la famille F est & support disjoint. °

6.6.6 Modele de comparaison R = {<, [}

Le probléme moTiF 2-INTERVALLES {< , [C}-COMPARABLES €st sans aucun doute
le probléme le plus intéressant (tout au moins du point de vue biologique car il
correspond & la recherche d™une structure secondaire sans pseudo-nceud dans un
ensemble d’hélices). Cependant, nous n’avons pas été en mesure de déterminer la
complexité de ce probleme.

Les résultats des sous-sections 6.6.4 et 6.6.5 ne sont pas vraiment «surprenants»
car nous avons montré précédemment que les problémes sous-FAMILLE 2-INTERVALLES
{<, T, }-comPARABLES et SOUS-FAMILLE 2~INTERVALLES {C , Ul }-comMPARABLES sont
NP-complets. Le cas du probléme MoTIF 2-INTERVALLES {< , [C}-COMPARABLES est
par contre plus intéressant car le probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {< , [
}-comparaBLES est lui résoluble en temps polynomial.

Nous présentons dans un premier temps un probléme d’intervalles qui est de
méme complexité qu’un cas particulier du probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES {<
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, C}-comparaBLES. Nous appelons APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE SPEC INTER-~
vaLLEs *? ce probléme. Dans la suite, < désigne 'ordre de précédence entre intervalles
et C désigne 'ordre d’inclusion stricte entre intervalles.

PROBLEME 6.6.9 (APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE SPEC INTERVALLES)
DONNEES : Un ensemble d'intervalles 7 comparables deux & deux par <
ou subseteq et un ensemble d’intervalles 7'.

QUESTION : Existe-t-il une application injective ¢ de Z dans 7' telle que,
pour tout I;,I; € Z et R€ {<, C}, I; RI; si et seulement si ¢(L;) Re(I;)7

Sans perte de généralité, nous pouvons supposer dans le probléme apPLICATION
INJECTIVE POLYSEMIQUE SPEC INTERVALLES gue les intervalles n’ont aucun point extré-
mité en comnmun. Nous pouvons donc associer & chaque intervalle dont les extrémités
sont z et =’ le 2-intervalle constitué des intervalles z et 2/, 1.e. nous associons a chaque
point extrémité un intervalle. La proposition suivante utilise cette construction.

PROPOSITION 6.6.10 Si APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIGQUE SPEC INTERVALLES €5¢
un probléme NP-complel, alors voTIF 2-INTERVALLES {< , C}-COMPARABLES est un
probiéme NP-complet.

PROPOSITION 6.6.11 Le probléme APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE SPEC INTER—
vaLLES est résoluble en temps polynomial si T’ est également un ensemble d’inter-
valles comparables deuzr & deuz par < ou C.

PREUVE

Si 7 et 7' sont des ensembles d’intervalles comparables deux 4 deux par < ou
subset, nous pouvons représenter ces deux ensembles par des arbres ordonnés : Nous
associons A la relation entre intervalles «est un sous-intervalle de> la relation entre
les sommets de ’arbre «est un descendant de» et a la relation entre intervalles «est
strictement & gauche de» 'ordre entre les fils d>un méme sommet dans 'arbre'4. Le
probl2me APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE SPEC INTERVALLES est - dans ce cas -
équivalent au probléeme du plongement d’un arbre ordonné dans un cutre (c.f. figure
6.22) qui est résoluble en temps polynomial. Nous renvoyons & [Kil92] pour une
présentation trés compléte du probléme - ainsi que de nombreuses autres variantes
- et de Palgorithme propose.

Si nous abandonnons le cadre des ensembles d’intervalles, le probléme est NP-
complet. Nous appelons APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE cette généralisation du
probléme APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE SPEC INTERVALLES.

13. Le terme «polysémiguer est utilisé par P.J. Tanenbaum [Tan96).

14. Plus précisément, nous obtenons ainsi deux foréts dont les fils sont ordonnés, mais il est facile
«’obtenir des arbres ordonnés en ajoutant dans chaque ensemble un intervalle qui contient tous les
autres.



6.6. RECHERCHE DE MOTIFS 205

F1G. 6.22 — Plongement d’un arbre ordonné dans un aulre. En pointillés, une appli-
cation injective ¢ solution du probléme.

PROBLEME 6.6.12 (APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE)

DONNEES : Les ensembles partiellement ordonnés P; = (X, <3), P, =
(X, <2), P| = (Y, <) et Py = (¥, <) tels que (1) les graphes de comparai-
son de P; et P, sont disjoints, (2) les graphes de comparaison de P et P
sont disjoints et (3) les éléments de X sont comparables deux 4 deux par
<1 ou <2.

QUESTION : Existe-t-il une application injective ¢ de X dans Y telle que,
pour tout x,@’ € X et 1 ¢ <2, z <; 2’ si et seulement si ¢(z) <! ¢(z')?

PROPOSITION 6.6.13 APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE est un probleme NP-com-
plet.

PREUVE
Le probléme APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE appartient & NP. Montrons

qu’il est NP-complet. Soit une instance arbitraire du probléme cL1gue donnée par un
graphe G = (V,E) d’ordre n et par un entier positif K. Notons V' = {u;,u9, ... u,}
et E = {e),e9,...,em}. Soient X et Y les ensembles disjoints définis par:

X=Xvux
Y=VUE

ou X' ={z}|1<i<n-K}et X"={z]]1<i<lK(K-1)} sont deux sous-
ensembles disjoints. L’'instance correspondante du probléeme APPLICATION INJECTIVE
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PoLYsSEMIQUE est donnée par les ensembles partiellement ordonnés P = (X, <),

P2 = (.X, 52)1 P{ = (Ys S’I) et Pé = (Y: 5’2) définis par:

Py : pour tout z;,z; € X, z; <1 z; si et seulement si z; € X' et o; € X;

Py : pour tout z;,z; € X, z; <q x; si et seulement si (1) z;,z; € X' et i < 7 ou (2)
zi,x; € X" et i < 3;

P{: pour tout y;,y; €Y, 4 <] y; si et seulement siy; €V, y; € E et y; ¢ y;;

P} : pour tout y;,y; € Y, 1 <5 y; sl et seulement si (1) y;,y; € V et ¢ < 7 ou (2)
vy EEet1<y.

Remarquons que (1) les graphes de comparaison de Py et P, sont disjoints, (2) les

graphes de comparaison de F| et P; sont disjoints et (3) les éléments de X sont

comparables deux & deux par <; ou <3. La construction peut s’effectuer en temps

polynomial.
Supposons qu’il existe une clique V' de taille K dans le graphe G. Soient V\V =
{usiy tigy -+ 5Us,_g } @VEC 3y < iy < ... < ik l'ensemble des sommets de G' qui

n’appartiennent pas 4 la clique et E' = {e;,,ei,,-- 1)} avec i) <ip < ... <

- €,
L K(x-
i 1R(K-1) Pensemble des arétes de la clique. Considérons Papplication injective ¢ de

X dans Y définie par:

$(}) =w;;, pourl<j<n-—-K,
$(=f) =e; pourl1<j<GK(K-1)

Nous vérifions facilement que I’application injective ¢ satisfait la propriété demandée.

Inversement., supposons qu’il existe une application injective ¢ de X dans Y qui
satisfasse la propriété demandée. Rappelons que, pour tout ;,y; € Y, nous avons
y; <j y;siet seulement siy; €V, y; € Eet y; ¢ y;. Par conséquent, il existe dans
G un ensemble V” de n — K sommets et un ensemble E' de LK (K — 1) arétes tels
que u; ¢ e; pour tout u; € V" et ¢; € E’. Nous en concluons que le graphe induit

par le sous-ensemble de sommets V' \ V" est une cligue de taille K. 6.6.13

6.6.7 Modele de comparaison R = {<}

Nous avons montré dans la sous-section 6.5.5 que la recherche d’une famitle de
cardinalité maximale de 2-intervalles {<}-comparables est un probléme résoluble en
temps quadratique. Remarquons maintenant qu’un motif u associé & une famille de
2-intervalles {<)-comparables est nécessairement de la forme:

i = 1010209 - .. Q0.

Aussi, il existe une occurrence du motif ajei1az0z ... agayx dans F si et senlement
si il existe une sous-famille de F de cardinalité au moins k de 2-intervalles {<}-
comparables.

6.6.8 Modéle de comparaison R = {C}

A P'instar de la sous-section précédente, nous avons montré (sous-section 6.5.6)
que la recherche d’une famille de cardinalité maximale de 2-intervalles {C }-comparables
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est un probléme résoluble en temps quadratique. Un motif u associé & une famille
de 2-intervalles {C}-comparables est nécessairement de la forme:

U =aiag...0xdx - .. 0240].

Alors, il existe une occurrence du motif ayag. .. agax . . . aze1 dans F si et seulement
si il existe une sous-famille de F de cardinalité au moins k de 2-intervalles {C}-
comparables.

6.6.9 Modele de comparaison R = {1}

Encore une fois, nous avons montré (sous-section 6.5.7) que la recherche d’une
sous-famille de cardinalité maximale de 2-intervalles {I7' }-comparables est un probléme
résoluble en temps quadratique. Un motif u associé & une famille de 2-intervalles
{i1}-comparables est nécessairement de la forme:

a16s ... 00102 .. - QK.

En conséquence, il existe une occurrence du motif ajaz . . . age103 . . . a dans F si et
seulement si il existe une sous-famille de F de cardinalité au moins £ de 2-intervalles
{{0}-comparables.

6.7 Conclusion et probléemes ouverts

Dans un premier temps, nous avons montré que SOUS-FAMILLE 2-INTERVALLES
{< , C , 1W}-comparaBLES est un probléme NP-complet 15, Nous en avons déduit
que sTaeLE est un probléme NP-complet méme si le graphe G est un graphe de 2-
intervalles (le graphe d’intersection d’une famille de 2-intervalles). Le méme probléme
pour le moddle de comparaison R = {C , 17} est également NP-complet '¢. Inver-
sement, le probléme est résoluble en temps polynomial pour les modeéles de com-
paraison R = {<}'", R = {C}® et R = {7}'°. Nous ignorons cependant la
complexité du seul cas restant, c’est-a-dire le probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES
{< ,0'}-cOMPARABLES.

QUESTION 10 Quelle est la complezité du probléme soUS-FAMILLE 2-INTERVALLES
{<,i0}-coMPARABLES ¥

Remarquons que si SOUS-FAMILLE 2-INTERVALLES {< , I}-COMPARABLES est un
probléme NP-complet, alors sous-FAMILLE 2-INTERVALLES R-COMPARABLES €St un pro-
bléme NP-complet si et seulement si [R| > 1 et (€ R. La question suivante reste
également sans réponse.

QUESTION 11 Quelle est la complezité du probléme sous-FAMILLE 2-INTERVALLES
{C ,i0}-comparaBLEs si F est une famille de 2-intervalles & support disjoint¥

15. proposition 6.5.2 page 176.
16. proposition 6.5.10 page 183.
17. sous-section 6.5.5.

18. sous-section 6.5.6.

19. corollaire 6.5.22 page 189.
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Nous avons ensuite introduit le probleme de la recherche d’un motif dans une
famille de 2-intervalles relativement 4 un modeéle de comparaison R donné (probléme
MOTIF 2-INTERVALLES R-comPARABLES). Nous avons justifié intérét de ce probléme
en relation avec la recherche des strustures secondaires d’ARN particuliéres. Nous
n’avons obtenu sur ce probléme que des résultats partiels. Néanmoins, nous avons
montré que MoTIF 2-INTERVALLES {< , C , IT}-coMPARABLES et MOTIF 2-INTERVALLES
{C , M }-comparaeLES sont des problémes NP-complets?’. Cependant, nous n’avons
pas été en mesure de donner la complexité du probléme le plus intéressant (tout
au moins du point de vue biologique), & savoir le probléme mMoTIF 2-INTERVALLES
{< , C}-comparaBLEs. Le probléme reste donc posé.

QUESTION 12 Quelle est la complezxité du probléme moTIF 2-INTERVALLES {< , [}~
~COMPARABLES ¥

Le cas du modéle d’intersection R = {< , [} reste également sans répose.

QUESTION 13 Quelle est la complezité du probléme moTIF 2-INTERVALLES {< ,i11}-
-COMPARABLES ¥

20. proposition 6.6.5 page 195 et proposition 6.6.7 page 198.
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Chapitre 7

Reconnaissance des introns
auto-catalytiques de groupe I

Nous présentons dans ce dernier chapitre un logiciel gue nous avons développé
pour la recherche des introns auto-catalytiques de groupe I dans les séquences génomi-
ques. Ces introns se distinguent en particulier par le fait qu’ils sont capables de
s’exciser sans l'aide d’aucune enzyme. La partie centrole des introns auto-catalytiques
de groupe I est composée de sixz: hélices notées (P3,P3"), (P4,P4'), (P5,P5'), (P6,P6)
(P7,PT) et (P8,P8'). La recherche de ces introns est une tiche difficile en raison
d'un grande variabilité sous forme de bases non appariées & Uintérieur des hélices, de
variations de longueur, d’erreurs et d’éventuelles insertions. De plus, les longueurs
des boucles terminales L5, L6 et L8, et les distances entre le ceeur et les points
d’épissage sont imprévisibles.

Nous décrivons un algorithme dédié d la recherche des introns auto-catalytiques
de groupe I et discutons de sa mise en euvre dans notre logiciel orange. Le logiciel
orange est librement téléchargeable et est également accessible sur Internel.

7.1 (Tres) Brefs rappels de biologie moléculaire

Nous commengons ce chapitre par quelques brefs rappels de biologie moléculaire.

L’ADN est formé de deux hélices enlacées, le long desquelles se succédent les bases
(adénosine A, cytosine C, guanine G et thymine T) liées aux groupements ribose
que joignent des liaisons phosphodiester faisant intervenir un atome de phosphore.
Le terme nucléotide désigne I’ensemble base-ribose-phosphate et est souvent utilisé
pour indiquer la longueur d'un fragment ’ADN de maniére interchangeable avec
le mot base. Les deux chaines de la double hélice sont rendues solidaires par des
«linisons hydrogénes» (liaisons chimiques assez faibles) contractées entre les bases.
Une adénosine ne peut s’associer qu’avec une thymine, une guanime seulement avec
une cytosine. L’information génétique est constituée par la succession des bases le
long d'une chaine. En raison des régles d’appariements (A avec T et G avec C), la
séquence d’une chaine se déduit directement de celle de Pautre (nous disons qu’elle
lui est complémentaire).

ADN

nucléotide



code génélique
codon

transcription

traduction

anti-codon

exon

wniron
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Un géne donné détermine la synthése d*une protéine particuliére! parce que I'en-
chainement de ses éléments dicte I'enchainement des éléments de cette derniere. Il
existe existe en effet une régle de correspondance appelée code génétique qui asso-
cie & chaque groupe de trois nucléotides successifs (codon) dans le géne un acide
aminé dans la protéine. Par exemple, le codon ATG spécifie un acide aminé appelé
méthionine. Le code génétique est un code «dégénéré» : les vingt acides aminés étant
codés 43 = 64 codons différents, un méme acide aminé a généralement plusieurs co-
dons (figure 7.1) : il existe donc des codons synonymes. La mise en ceuvre du geéne,
en vue de la synthese d’une protéine, passe par différentes phases. Tout d’abord, la
transcription au cours de laquelle est fabriquée dans le noyau une copie de travail
du géne reprenant 'information sous une forme légérement différente : une molécule
d’ARN messager (abrégé ARNm), chimiquement trés similaire & ’ADN, mais ne
comportant qu’une seule chaine. L’ARNm va alors passer dans le cytoplasme et s’as-
socier aux ribosomes qui assurent la traduction: la synthése de la protéine spécifiée
par la séquence. Plus précisément, les deux sous-unités du ribosome s’accrochent &
I'extrémité de ’ARNm, puis progressent le long de la chaine. Chaque codon, une
fois mis en position dans le ribosome, est reconnu par un ARN de transfert. Ces
petits ARN (environs 80 nucléotides) possédent une structure tridimensionnelle ca-
ractéristique. A P'une de leurs extrémités se trouve une boucle qui porte une suite
de trois nucléotides, I’anti-codon, qui est le complémentaire de I'un de ses codons. A
Pautre extrémité de 'ARN de transfert se trouve fixé I'acide aminé correspondant
au codon que reconnait 'anticodon. Le ribosome effectue la liaison entre les acides
aminés successivement apportés, de sorte que la chaine de la protéine s’allonge pro-
gressivement. Finalement, le ribosome arrive au codon «STOP» et se dissocie en
relichant ’ARNm, tandis que la protéine se replie sur elle-méme pour prendre la
forme qui la rend active.

Cependant, les choses ne sont pas toujours aussi simples. En 1977, un phénomeéne
surprenant fut découvert: certains génes possédent des portions excédentaires de
nucléotides qui ne figurent pas dans leur ARNm. Autrement dit, ces génes appa-
raissent morcelés en parties codantes? - les ezons —, séparés par des portions non
codantes — les introns. Ce phénomeéne est d’autant plus surprenant que cette frag-
mentation peut étre considérable. Par exemple, dans les génes codant pour chacune
des chaines de Phémoglobine®, il y a trois exons séparés par deux introns.

Le plus souvent, les génes des organismes supérieurs sont fragmentés. De plus,
cette fragmentation peut prendre presque tous les degrés possibles: d’un uniqgue
intron — cas du géne codant pour 'actine - & plusieurs dizaines d’introns — cas
du géne codant pour le collagéne. Encore plus surprenant, les introns sont bien
souvent plus longs que les exons : dans un géne «moyen», la somme de tous les exons
représentent environ 1000 nucléotides, tandis que la somme de tous les introns est
de Pordre de 5000 & 10000 nucléotides (et parfois beaucoup plus) [DS85).

Il est clair que, pour diriger la synthése d’une protéine, un «géne morcelé» re-
quiert une étape supplémentaire par rapport au processus que nous avons brievement
présenté précédemment. Le géne morcelé est tout d’abord recopié (transcrit) intégra-

1. ou plus exactement «code» pour cette protéine.
2. Une partie du géne est dite codante si elle est recopiée dans I’ARN messager.
3. Le pigment rouge du sang.
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vuvy UCcuU UAU UGA
Ph T
“1 vue s | UCC 1 vac Cys { UGC
er
Leu UUA UCA - UAA stop UGA
UuG | UCG Pl vac Trp UGG
cuU [ ccu s 4 CAU CGU
Lew  CUC | p ) CCC CAC A | CGC
CUA cca [ caa €9 cca
cUG | cce | “ % cac CGE
[ AUU [ ACU AAU AGU
A S
e { AUC The 4 ACC "\ aac N 66‘0
| AUA ACA i AAA " AGA
Met AUG | ACG ¥ a46 1 4cc
[ GuU (Geu | L. | GAU GGU
P

GUC Gee GAC GGC

Val 4 Ala ¢ Gly
GUA GCA | GAA GGA
| GUG | GCG "1 c4c GGG

Fic. 7.1 — Ce tableau monire comment chacun des vingt acides aminés possibles
est représenté par un ou plusieurs groupes de trois bases, les codons, dans I’ARNm.
Celui-ci est une copie fidéle de la séquence codante du géne (G cela prés que les
bases T, thymine, sont remplacées par des U, uracile. Trois codons, UAA, UAG et
UGA codent « fin de message ». Le codon AUG signifie a la fois « méthionine » et
« début de message ». Toutes les protéines, lors de leur synthése, débutent par une
méthionine.

C T ¢ C T A €C CGAOGTZ ECATCT CTTCT G
Geéne | T U T U Y Y Y S A O
G A G CATOGGCTOCOGCT G G A G A C
ARNm ... @ A G C A U GC G CUOGC GGG UG Ea A GALC
s D@

FiG. 7.2 — Une petite partie d’un géne, ’ARN messager correspondant et le début
de la protéine dont il dirige lo synthése.
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début du géne fin du géne

ADN

ARN pré-messager

inzon 1 exon2 intron2

ARN messager

protéine

exonl exonl exon 3 exon 4

F1G. 7.3 — Pour diriger la synthése d’une protéine, un géne « morcelé » requiert une
étape supplémentaire par rapport auz processus connus chez les bactéries. Le géne est
d’abord intégralement recopié (transcrit) en une molécule d’ARN pré-messager. En-
suite, intervient un processus d’ezcision des introns et de raccordement des ezons. La
molécule obtenue (ARNm) ne contient qu’une suite non interrompue de nucléotides
utilisés pour le codege de la protéine correspondant au géne.

lement? en une molécule I’ARN pré-messager. Celle-ci est ensuite débarrassée de
ses introns et les exons réassociés bout & bout de fagon 4 donner un ARN messager
comprenant uniquement les enchainements de nucléotides capables de coder pour la
protéine finale (figure 7.3).

7.2 Un intron qui s’excise tout seul

Dans le cas des ARN ribosomiques, une découverte surprenante a été faite en
1982. T.R. Cesh a observé qu’un intron d’ARN ribosomique (chez un protozaire)
pouvait s’exciser seul, c’est-3-dire sans le secours d’aucune enzyme. En d’autres
termes, les introns de certaing ARN «s’auto-découpent» [Cec87]. 1l s’agit 13 d'une
découverte importante car elle montre qu'un acide nucléique peut effectuer une ca-
talyse®, alors qu’il était communément admis que cette propriété était 'apanage des
protéines. Toutefois, cette réaction observée # witro est beaucoup plus lente que ce
qui est observé in vivo dans la cellule, ce qui pourrait impliquer la participation dans

4. C’est 3 dire avec tous ses introns et tous ses exons.
5. Une auto-catalyse en l'occurrence.
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la cellule de protéines qui accéléerent la réaction [DS85).

Les introns auto-catalytiques connus sont si variables que seules sept bases (cing
dans le coeur de lintron et deux aux extrémités) sont strictement conservées. La
structure secondaire des introns auto-catalytiques est un peu mieux conservée. En
effet, méme si la cristallisation qui permet d’étudier la structure des macromolécules
n’a pu étre réalisée Jusqu’a présent pour les introns auto-catalytiques, des hypothéses
confirmées dans d’autres contextes expérimentaux ont permis de modéliser la struc-
ture bi- et tri-dimensionnelle des introns auto-catalytiques [MW90]. La partie cen-
trale des introns auto-catalytiques est composée de six hélices notées (P3,P3'),
(P4,P4"), (P5,PY'), (P6,P6'), (PT.P7) et (P8,P8) (un exemple d’intron auto-
catalytique de groupe I est donné en figure 7.4). La structure compléte d’un intron
auto-catalytique est composée de dix hélices (de (P1,P1') a (P10,P10)). Cepen-
dant, il demeure toutefois une grande variabilité sous forme de bases non appariées
A4 intérieur des hélices, de variations de longueur, d’erreurs et d’éventuelles inser-
tion. Bien sur, les longueurs des boucles terminales et les distances entre le coeur et
les points d’épissage sont imprévisibles.

La taille des hélices qui composent la partie centrale d’un intron auto-catalytique
est donnée en figure 7.5. Les distances qui les séparent sont données en figure 7.6.
La longueur moyenne de la partie centrale est de I'ordre de quelques centaines de
nucléotides.

7.3 Le programme citron

7.3.1 Présentation générale

Le programme citron [LDM94, Lis95] est le premier logiciel capable de recher-
cher les introns auto-catalytiques de groupe I dans les séquence génomiques. Il est
composé d'un programme écrit en langage C et de cinq fichiers de configuration:

— le fichier PTFREQ contient la matrice consensus du signal P7,

— le fichier J8_7FREQ contient la matrice consensus du signal J8/7,

— le fichier PTCFREQ contient la matrice consensus du signal P7’,

— le fichier plancher contient treize paramétres seuils,

— le fichier penabonu contient cing paramétres permettant d’affiner les scores.
Une exécution du programme c¢4tron produit trois fichiers résultats:

— le fichier sequence .DRW contient la structure de tous les introns localisés dans

la séquence.

— le fichier sequence .POS contient la liste de toutes les hélices (Pi,Pi'), 3 < i <
8, dont le score est supérieur au seuil correspondant.

— le fichier sequence.TRK contient tous les ensembles {(Pi,Pi') | 4 < i < 7}
qui ont obtenu un score important mais qui ne figurent dans aucune solution
finale.

Nous décrivons maintenant les grandes lignes de I'algorithme utilisé par le pro-

gramme c¢itron pour localiser des introns auto-catalytiques de groupe I:

1. Recherche de tous les signaux J67 — P7: tous les segments de dix nucléotides
sont systématiquement évalués et retenus si leur score est supérieur & un seuil
paramétrable.

cilron
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FiG. 7.4 — Exzemple d’une structure secondaire d’un intron-aulocefalytique de groupe




7.3. LE PROGRAMME CITRON 215

rHélices l Longueur I régulier /variable |

(P3,P3') | deb54a9 variable
(P4,P4") 6 régulier
(P5,P5) | de248 variable
(P6,P6) | de 246 variable
(P7,P7) 6 régulier
(P8,P8') | de 3412 variable

Fi1G. 7.5 — La longueur d’une hélice correspond ou nombre de poaires de nucléotides
qui lo compose. Les hélices (P4,P4') et (P7,PT) ont des longueurs presque toujours
constantes. De plus, dans les hélices (P4,P4'} et (P7,PT'), certains nucléotides appa-
raissent réguliérement ou n’'appareissent presque jemois 6 des positions particuliéres
identifiées.

r inter-segment

longueur I régulier /variable

P3 - P4 de 2 4 120 variable
P4—- P35 de24a5b régulier
P5 — Py de 3 4 1400 variable
Py — p4 de2 45 régulier
P4 — P6 0

P6 — Pt de 4 4 900 variable
P¢' — P7 3 régulier
P7— P3 de 2 4 140 variable
P3 — P8 de 042 variable
P8 — pg de 3 4 2000 variable
P8 — PT7 de6a7 régulier

F1G. 7.6 — Le nombre de bases séparant deuz hélices consécutives correspond ¢ la
distance entre deuz seqgments Pi et Pi'. Trois des cing bases universelles se trouvent
entre P4 et P5, P5 et P4, et P6' et P7; les deur autres sont é I'iniérieur méme
des seqments P7 et P7'.
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2. Recherche de tous les signaux J87' —P7' : tous les segments de douze nucléotides
sont systématiquement évalués et retenus si leur score est supérieur 4 un seuil
paramétrable.

3. Construction des hélices potentielles (P7,P7') 4 partir des signaux calculés
aux étapes 1 et 2.

4. Pour chaque hélice potentielle (P7,PT'):

(a) Recherche des hélices potentielles (P4,P4").
(b) Recherche des combinaisons {P4,P5,P5,P4',P6 P¢' P7,PT'}.

5. Pour chaque combinaison { P4,P5,P5 ,P4',P6,P6' ,P7,P7'}, recherche des hélices
(P3,P3') et (P8,P8') potentielles.

7.3.2 Détails de mise en ceuvre

La recherche exhaustive des signaux J67 — P7 et J87T — PT7' constitue les deux
premiéres étapes du programme cétron. Le programme utilise pour cela une matrice
consensus, c’est-a-dire une matrice qui contient les fréquences d’apparition de chaque
base & chaque position du signal [Sta84]. L’utilisation de deux scores seuils permet
de sélectionner les segments P7 et PT' candidats.

A la suite de ces recherches, ¢4 tron construit toutes les hélices (P7,P7) poten-
tielles. Encore une fois, une hélices est retenue si elle satisfait un certain nombre
de contraintes (principalement sur le type de ses appariements) et si son score est
. supérieur 3 un seuil paramétrable.

La recherche des hélices (P4,P4') est - de trés loin - I’étape la plus cotteuse
en temps du programme citron. En effet, les hélices (P4,P4’') peuvent contenir
un renflement et sont plus ou moins proches d’une hélice (P7,P7') associée. Aussi,
citron utilise-t-il une recherche exhaustive sur la portion de la séquence qui précede
un segment P7 donné. La sélection des hélices (P4,P4’) potentielles dépend de divers
critéres:

1. la qualité désirée des appariements;

2. la position de I’hélice relativement 4 une hélice (P7,P7'} donnée;

3. la présence éventuelle d’un renflement.

Une fois une hélice (P4,P4') sélectionnée, citron tente de localiser une hélice
(P5,P5') associée. Ces hélices peuvent étre trés courtes et sont de fait relative-
ment peu contraintes. Les hélices (P4,P4') potentielles pour lesquelles aucune hélice
(P5,P5') n’a pu étre localisée sont supprimées de I'ensemble des candidats.

L’étape suivante consiste en la recherche des hélices (P6,P6') associées. La re-
cherche est cette fois-ci parfaitement localisée puisque ces hélices sont positionnées
entre deux hélices précédemment calculées, 4 savoir les hélices (P4,P4') et (P7,PT').
Une hélice (P6,P6') est sélectionnée suivant la qualité de ses appariements et la lon-
gueur de sa boucle.

Le programme citron recherche ensuite les hélices (P8,P8') dans la séquence.
Ces hélices sont positionnées entre les segments P7 et PT7’. Une insertion importante
peutl séparer le segment P7 du segment P8. Enfin, citron tente de compléter les
solutions en localisant les hélices (P3,P3'). Le segment P3’ est positionné entre les
segments P7 et P8, tandis que le segment P3 précéde le segment P4 (une grande
insertion sépare éventuellemment P3 de P4).
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L’étape finale consiste essentiellement 3 calculer le score total de la solution et
A retenir celle-ci si le score est supérieur & un seuil paramétrable (d’autres régles
de sélection concernent par exemple la longueur de la solution, la présence d'une
sous-hélice (P6a,P6a’), etc . ..

7.4 Le programme orange

7.4.1 Introduction

Nous présentons dans cette section un nouvel algorithme pour la recherche des
introns auto-catalytiques de groupe I dans les séquences génomiques. Ce travail nous
a conduit & développer un logiciel entierement écrit en langage C: orange®.

Notre but était de satisfaire - autant que possible - les contraintes suivantes:

~ éliminer ou diminuer les limitations du programme citron;

— améliorer le temps de calcul (par rapport & citron);

— permettre la recherche dans de grandes séquences génétiques.

De plus, nous tenions dans la mise en ceuvre du programme & respecter les
contraintes suivantes:

— développement modulaire;

— proposer un programme facilement paramétrable via un fichier de configura-

tion;

— disponibilité sur Internet.

Le logiciel orange est de fait un logiciel assez complet et facilement extensible.
11 comporte environ 17000 lignes de code (i} est abondamment corzmenté) dans sa
derniére version.

7.4.2 Présentation générale

La description précise d’un logiciel peut rapidement devenir quelque chose d’abs-
cons et rébarbatif pour le lecteur. En effet, le logiciel orange est truffé de cas ex-
ceptionnels, d’exceptions, d’astuces de programmation, ... Aussi, avons-nous pris
le parti de décrire essentiellernent 'algorithme utilisé; nous ne consacrons qu’une
courte partie aux structures de données du programme.

Nous commengons par une description générale de 1’algorithme utilisé par orange
(ces différentes étapes seront ensuite détaillées) :

1. Recherche de tous les signaux J67 — PT dans la séquence.

2. Recherche de tous les signaux J87 — P7' dans la séquence.

3. Calcul de I'ensemble des hélices (P7,PT) potentielles & partir des signaux

calculés aux étapes 1 et 2.

4. Pour chaque hélice (P7,P7') potentielle calculée en 3, recherche des hélices
potentielles (P8,P8') associées. Les hélices (P7,P7') pour lesquelles aucune
hélice (P8,P8') n’est retenue sont éliminées de I'ensemble des candidats.

5. Pour chaque segment P7 appartenant & au moins une hélice calculée en 3,
recherche des hélices potentielles (P6,P6’) associées.

6. Ce logiciel est librement téléchargeable et également accessible sur Internet (c.f. section 7.6).

orange
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6. Pour chaque hélice (P6,P6') calculée en 5, recherche des hélices potentielles
(P4,P4') et (P5,P5') associées.

7. Pour chaque combinaison (P4,P4'), (P5,P%'), (P6,Pt') (P7,P7) et (P8,P8)
calculée en 6, recherche des hélices potenticlles (P3,P3') associées.

8. Validation de ’ensemble des introns auto-catalytiques potentiels calculés en 7.
9. Eventuellement, calcul d’une décomposition en solutions non chevauchantes.

7.4.3 Recherche des hélices (P7,PT)

Notre algorithme de recherche est complétement déterminé & partir de I'hélice la
plus fortement contrainte, & savoir ’hélice (P7,PT'). Aussi, & I'instar du programme
citron, utilisons-nous également les signaux J67 — P7 et J87' — P7' comme «points
d’ancrage» dans la séquence. Cependant, la méthode utilisée ici differe radicalement,
de citron.

A partir de la matrice consensus d’un signal, nous pouvons calculer un certain
nombre de bases invariantes, ¢’est-a-dire les bases ayant les fréquences les plus élevées
3 des positions données et un seuil d’acceptation pour la séquence toute entiére. Clest
cette approche qui a, par exemple, été retenue par D'algorithme tRNAscan (EM96).
Nous pouvons ensuite considérer le signal comme une classe de mots sur I'alphabet
des ARN {A,C,G,U}. En d’autres termes, chaque position est définie par un sous-
ensemble non vide de {A,C,G,U}. La recherche d’un signal dans une séquence se
raméne donc & la recherche des occurrences de la classe de mots associée (a k erreurs
prés).

Nous avons choisi d*utiliser pour la recherche des segments J67 — P7 et J87 —
PT7 Palgorithme shift-add [BYG92]. L'idée principale de I'algorithme shift-add
consiste & représenter 1’état courant de la recherche par un vecteur a4 m composante,
o1 m est la longueur du motif de recherche. Pour chaque position courante dans le
texte, nous considérons le vecteur état E; qui contient, pour chaque préfixe du motif
de recherche P, le nombre d’erreurs entre ce préfixe et le facteur correspondant du
texte 7" finissant & la position j. En d’autres termes, pour 1 < i < m, Ej[] est le
nombre d’erreurs entre P[1 : ¢] et T{j — ¢+ 1 : j]. Une occurrence de P se termine
3 la position j dans T avec au plus k erreurs si E;[m] < k + 1.

Le calcul du vecteur E;41 ne dépend que de E; et du caractére T{j + 1]. Il suffit
en effet de compléter le nombre d’erreurs pour chaque préfixe de P. Aussi, pouvons-
nous calculer en prétraitement, pour toute lettre a de 1’alphabet, un vecteur, noté
Sa, & m colonnes:

0 sia=p;
pour tout i, 1 <i<m, Sofi] = 1e=n
1 sinon

Le calcul du vecteur E;i; est donné par:
Ejli] = Eji — 1] + Syjq[el-

Le principal intérét de l'algorithme shift-add est de pouvoir représenter les
vecteurs par des nombres en base 2°, ol b est le nombre de bits nécessaires pour
représenter chaque composante d’un vecteur état (la valeur du paramétre b dépend



7.4. LE PROGRAMME ORANGE 219

bien siir du nombre d’erreurs k). Pour toute position j dans le texte T' et toute lettre
@ de Palphabet, nous pouvons représenter les vecteurs £; et S, par:

Ej= ) BEjf2t-
1<i<m

Sa= ) Sofil2t1?

1<i<m

Lorsque m n’est pas trop grand, nous pouvons coder chacun de ces nombres sur un
unique mot machine. Le calcul de E; se réécrit alors en:

Ei = (B <<b)+ STU-l'l]

oll << est opérateur de décalage a gauche d’'un mot machine. 11 existe une occur-
rence de P qui se termine & la position 7 dans T avec au plus k erreurs si:

Ej_|_1 < (k‘ + 1)2(m~+1)b_

Le calcul de la table S s’effectue en ternps O([%b] (m + ¢)) et espace utilisé
est O([L]c). En pire cas comme en moyenne, Pétape de recherche est en temps
O([221n), ot O([™22] est le temps nécessaire pour effectuer un nombre constant
d’opérations sur un état de longueur mb représenté sur des mots machine de longueur
w. Lorsque qu’un unique mot machine est suffisant pour la représentation de I'état
de la recherche (mb < w), la complexité totale de Palgorithme shift-add est en
temps O(n + m + ¢) et en espace O(c). Si mb > w, plusieurs mots machines sont
nécessaires pour la représentation de I’état de recherche. Cependant, R. Baeza-Yates
et G.H. Gonnet montrent que si le nombre de mots machine nécessaires n’est pas
trop grand, alors l'algorithme shift-add reste efficace en pratique.

L’algorithme shift-add est particulierement bien adapté a la recherche d’une
classe de mots. En effet, il demeure dans ce cas tout aussi efficace que pour le cas
de la recherche d’un mot simple. Il suffit simplement de modifier 1la définition de la
table S:

0 sie€p;

pour tout £, 1 < ¢ < m, Suli] = {
1 sinon

La table S s’effectue en temps Of [%b] (m'+¢)), ot m’ est la taille de la description
de la classe de mots. L’étape de recherche est identique au cas de la recherche
d’un unique mot. Nous voyons que dans le cas des alphabets de petite taille, cette
extension ne gréve pas les bonnes performances de l’algorithme.

Nous recherchons donc dans un premier temps & 'aide de Palgorithme shifi{-add
les segments J6/7 — P7 et J8/7 — P7. L’étape suivante consiste & construire toutes
les hélices potentielles (P7,P7'). Nous utilisons pour cela les régles d’appariements
de [LDM94] et rappelées en figure 7.7 (remarquons le renfiement de la base 5 du
segment P7). Une hélice (P7,P7’) est retenue si elle satisfait & un certain nombre
de contraintes; en particulier, son score doit étre supérieur & un seuil paramétrable
et le type de chacun de ses appariements est vérifié.
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F1G. 7.7 — Régle d’oppariements des segments PT et PT'.

7.4.4 Recherche des combinaisons {(P7,P7),(P8,P8)}

Une fois toutes les hélices ( P7, PT') potentielles localisées, I'étape suivante consiste
3 associer 3 chacune d’entre elles un ensemble d'hélices (P8,P8') potentielles. Nous
décrivons I'algorithme utilisé lorsque les erreurs d’appariements ne sont pas auto-
risées T dans les hélices (P8,Pg').

Nous ramenons cette phase de recherche & la recherche d’une classe de mots sans
erreur; notre choix pour l'algorithme de recherche s’est donc naturellement porté
sur shift-or®. En effet, le segment P8 est 6 ou 7 bases avant le segment PT'.
Aussi, pour chaque segment P8 potentiel, construisons-nous une classe de mots qui
correspond & son complémentaire inverse. Par exemple,

le segment P8 potentiel
p7
...UGCUUAAUGUACAGUCGHATU...

[AGI[AG]G[C U la classe de mots associée au segment P8

La recherche du segment P8 (associé au segment P8’ courant) est parfaitement
localisée puisqu'il se situe aprés le segment P7 associé (une grande insertion peut
éventuellement étre présente) et avant le segment P8' considéré. Nous introduisons
également dans le programme des limitations sur la construction de la classe de
mots suivant la qualité des appariements désirée. Le programime permet par exemple
d’interdire - vig un fichier de configuration - la présence des appariements G — U,
la classe de mot associé au segment P8 dans I'exemple précédent serait dans ce cas
AAGC.

Clairement, la longueur de la classe de mots correspond & la longueur minimale
d’une hélice (P8,P8'). Cependant, I’hélice (P8,P8') peut étre plus grande dans la
séquence. Aussi, nous considérons en fait dans notre algorithmes deux parameétres:
la longueur minimale et maximale (notées respectivement £, €t £rax) d’une hélice
(P8,P8"). Nous construisons tout d’abord la classe de mots de longueur £,,,4 et, en
ajoutant un nouveau vecteur a P'algorithme shi ft-or, nous recherchons ensuite les
occurrences des préfixes de longueur au moins £, de cette classe de mots dans la
portion de séquence entre les segments P7 et PT7'.

7. configuration par défaut.
8. La version sans erreur de P'algorithme shift-add.
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Nous vérifions également que le score de toute combinaison {(P7,P7'),(FP8,P8')}
est supérieur & un seuil paramétrable. Toute hélice (P7,P7) pour laquelle nous
n’avons pas trouvé au moins une hélice (P8,P8') potentielle associée est supprimée
de la liste des candidats.

7.4.5 Recherche des combinaisons {{F6,P6"),(P7,P7)}

Une fois les ensembles {(P7,P7'),(P8,P8)} calculés, P'étape suivante consiste &
localiser toutes les hélices (P6,P6') potentielles. Cette hélice se situe avant 1’hélice
(P7,PT) & une distance fixe. Nous utilisons encore une fois pour cette étape une
recherche de classe de mots sans erreur. De méme que pour la recherche des hélices
(P8,Pg'), nous considérons & nouveau deux paramétres &y, et £, qui corres-
pondent respectivement & la longueur minimale et maximale d’une hélice (FP6,P6').
A noter que cette fois-ci, en raison d’une longueur minimale trop petite, les erreurs
d’appariement ne sont jamals autorisées.

Il est important de noter qu’en pratique une valeur trop petite du parametre £y,
dégrade considérablement les performances du programme. En particulier, si £, =
2, il convient alors d’imposer - via le fichier de configuration - deux appariements de
type Watson-Crick.

Remarquons que les hélices potentielles (P6,P6) et (P8,P8') associées & une
méme hélice (P7,P7’) sont «indépendantes». Rien ne nous empéche en fait de recher-
cher les hélices potentielles (P6,P6") avant les hélices potentielles (P8,P8'). Nous
justifions notre choix. Les hélices (F8,P8') sont - en général - sensiblement plus
contraintes que les hélices (P6,P6'): citron propose par exemple qu'une hélice
(P8,P8") est constituée au minimum de trois paires de bases dont deux au moins
sont des paires de Watson-Crick, tandis qu'une hélice (P6,P6') est constituée au
minimum de deux appariements de type Watson-Crick. Nous avons vérifié en pra-
tique que pour des parametres «raisonnables», la recherche des hélices potentielles
(P8,P8') avant les hélices (P6,P6') accélere le temps de calcul en éliminant d’avan-
tage de candidats (P7,P7)°.

7.4.6 Recherche des combinaisons {(P4,P4'),(P5,P5),(P6,Pt')}

Aprés la recherche des hélices (P6,P6'), nous pouvons rechercher toutes les com-
binaisons {(P4,P4'),(P5,P%),(P6,P6')}. En effet, le segment P4’ est situé A distance
fixe du segment P6 (ils sont en général adjacents mais orange autorise toute distance
fixe) et I’hélice (P5,P5') est située entre les segments P4 et P4’

La recherche des hélices ( P4,P4') est plus délicate puisque chaque hélice (P4, P4)
peut contenir un renflement '°. La figure 7.8 donne les régles des appariements entre
les segments (P4,P4').

9. Il serait intéressant en pratique de doter orange d'un module lui permettant de déterminer
dynamiquement 'ordre de recherche des hélices (I76,P6') et (P8,P8') suivant les paramétres de
configuration (les contraintes struciurelles des deux hélices).

10. Une option de configuration du programme (p4_p4c_enable_bulge p) permet d’autoriser ou
non la présence d'un renflement dans une hélice (P4,P4'). Lorsque les renflements ne sont pas
autorisés, le temps de calcul des hélices (P4,74') est au moins divisé par 5; cette option peut
donc &tre particuliérement utile pour un «premier passege» du programme, en particulier pour des
séquences longues.
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F1c. 7.8 — Régles des appariements entre les segments P4 et P4,

A partir de chaque hélice potentielle (P6,P6'), nous construisons la classe de
mots associée au segment inverse P4’. Ceci n'est bien siir possible que parce que
le segment P4’ est situé & distance fixe du segment P6. De plus, nous prenons en
compte les deux observation suivantes [LDM94] :

1. un segment P4 est suivi de AA ou GA;
2. un segment P4’ est précédé de A.

Autrement dit, nous n’effectuons dans un premier temps la recherche des hélices
(P4,P4') que si le segment P4 est précédé de AL, De plus, nous insérons [AG]A
en suffixe de la classe de mots associée & la recherche du segment P4.

Il est spécifié dans [LDM94] qu'une hélice (P4,P4’) peut contenir au plus un
appariement non conventionnel (mismatch). Ce cas est cependant relativement rare
en pratique. Aussi, une option de configuration permet de régler le nombre de ce
type d’appariement et, si celui-ci est nul, oraenge utilise shift-or & la place de
shift-add.

L’hélice (P5,P5') est localisée entre les segments P4 et P4’ & distance «fizer.
Pour chaque hélice (P4, P4’), nous recherchons une hélice (P5,P5') associée. Si au-
cune ne peut étre trouvée, I’hélice {P4,P4') est supprimée de la liste des candidats.
Nous vérifions également que le score de toute combinaison {(P4,P4'),(F5,P5')} est
supérieure & un seuil paramétrable; intuitivement, ce filtre permet de compenser une
hélice (P4,P4') «moyenne» par une «bonne» hélice (P5,P5").

Enfin, toute hélice (P6,P6') pour laquelle nous n’avons pas trouvé au moins une
combinaison {(P4,P4'),(P5,P5)} potentielle est supprimée de la liste des candi-
dats. Nous vérifions également dans un dernier temps que le score de chague com-
binaison {(P4,P4'),(P5,P5"),(P6,P6'),(P7,PT),(P8,P8')} est supérieur & un seuil
paramétrable.

11. Pour étre tout & fait exact, cette contrainte est utilisée dés la recherche des hélices (P6,P6')
afin de limiter leur nombre.
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7.4.7 Recherche des hélices (P3,P3')

Il nous reste & rechercher les hélices (P3,P3’) pour former des solutions contenant
les hélices (Pi,Pi'), 3 < i < 8. Le segment P3 est localisé avant le segment P4, tandis
que le segment P3’ est localisé entre les segments P7 et P8.1%. Le placement relatif
des segments P3 et P3’ dépend de la présence ou non de longues insertions entre
les segments P3 et P4 d’une part et P7 et P3’ d’autre part. Cependant, le segment
P3 est situé A distance fixe du segment P8. C’est donc A partir du segment P3' que
nous effectuons la recherche des hélices (P3,P3').

Encore une fois, nous utilisons une recherche par classe de mots (sans erreur par
défaut). Rappelons qu’a chaque hélice potentielle (P7,P7’) est associée un ensemble
d’hélices (P8,P8') et un ensemble de combinaisons {(P4,P4'),(P5,P5'),(P8,P6')}.
Pour chaque couple (FP7,P7'} et (FP8,P8), nous déterminons un segment P3’ et
construisons la classe de mots associée au segment P3. Nous localisons la recherche
suivant les combinaisons {(P4,P4'),(P5,P5),(P6,P6')} et vérifions la présence ou
non d'un segment P3 associé. Des options de configuration permettent d’autoriser
ou non les grandes insertions entre les segments P3 et P4 d’une part et P7 et P3
d’autre part.

7.4.8 Score d’une solution

Le score d’une solution est la somme des scores des hélices qui la composent.
Néanmoins, nous voulons privilégier les introns compacts. Aussi, calculons-nous un
bonus d’autant plus élevé que la longueur de 'intron est petite. Nous utilisons la
fonction suivante:

bonus = ¢ exp(—£/k).

oi1 £ est la longueur de la solution (c’est-a-dire la distance entre le premier nucléotide
du segment P3 et le dernier nucléotide du segment P7') et c et k sont deux pa-
ramdtres de configuration'®. Quelques courbes sont données en figure 7.9.

7.4.9 Décomposition en solutions non chevauchantes

Le programme orange localise un ensemble d’introns auto-catalytiques dans une
séquence donnée. De plus, il associe & chaque intron auto-catalytique un score qui
reflete la qualité de ses appariements et le respect des contraintes imposées. Cepen-
dant, une séquence peut contenir plusieurs introns. Par exemple, dans le génome
mitochondrial du champignon Podospore anserina, dont la taille est de 'ordre de
120 000 nucléotides, 34 introns de groupe I sont répartis dans une dizaine de génes (un
géne peut contenir plusieurs introns). Mais les introns localisés par orange ne sont
pas tous indépendants, au sens ol1 certains d’entre eux partagent une méme partie
de la séquence. Aussi, afin de fournir une décomposition en introns auto-catalytiques
de 1a séquence, est-il nécessaire de déterminer ' un sous-ensemble d’introns non che-
vauchants deux & deux. De plus, la décomposition proposée doit €tre en un certain

12. Remarquons 3 partir de I’enchainement des hélices que les introns anto-catalytiques de groupe
I contiennent un pseudo-nceud.

13. Par défaut, ¢ = 200 et & = 1000. Les valeurs de c et k sont respectivement paramétrables wvia
les options mod.len score_mult et mod_len_score_param.

14. L’option est désactivée par défaut.
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Fic. 7.9 - Courbes de modification du score d’un intron auto-catalytique de groupe
I bonus = ¢ exp(—£€/k) pour c = 200 et k allant de 100 ¢ 1000 par pas de 100 en
fonction de la longueur £ d’une solution.

sens la plus «vraisemblable» parmi toutes les décompositions possibles. Nous fai-
sons I’hypothése dans la suite que la structure la plus «wvraisemblable» est celle qui
maximise la somme des scores des introns qui la composent.

Plus formellement, nous notons Z ’ensemble des introns auto-catalytiques de
groupe I identifiés par le programme orange:

T ={Ii k.. Tk}

Pour tout I; € Z, nous notons premier (I;) et dernier(I;) respectivement la position
du premier et du dernier nucléotide de I'intron I; dans la séquence. Le score de
lintron I; est noté w(I;). Par extension, pour tout sous-ensemble Z' C Z, nous
notons w(Z') la somme des scores des introns de I”:

w(Z') = Z w(l;).

Ler

Nous disons que deux introns I, et I;, sont non chevauchants, noté Iy, N1;, =0, si
dernier(I;,) < premier(I;,) ou dernier(l;,) < premier(l;).

Etant donné un ensemble d’introns 7 = {I1,l2,. .. ,Ix}, nous pouvons calculer un
sous-ensemble d’introns non chevauchants deux a deux Z' C 7 de score maximal en
calculant un ensemble stable pondéré de poids maximum dans un graphe d’intervalle.
Plus précisément, nous associons & ensemble Z le graphe Gz = (V,E) défini par:

V=1
E = {{Ij,Ig} | LNl # 0}
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Nous vérifions facilemment que Gz est un graphe d’intervalle, i.e. le graphe d’in-
tersection des introns auto-catalytiques de ’ensemble Z. Aussi, un sous-ensemble
Z' C 7 d’introns non chevauchants deux 4 deux de score maximal correspond-il 4 un
ensemble stable pondéré de poids maximum dans le graphe G7.

Le calcul d’un stable de cardinalité maximale est un probléme NP-complet en
général [Kar72]. Cependant, la complexité est différente dans le cas des graphes
d’intervalle. Le premier algorithme en temps polynomial pour trouver un ensemble
stable de cardinalité maximale dans un graphe d’intervalles a été proposé par Ga-
vril [Gav74a]. Ensuite, Gupta, Lee et Leung ont proposé un algorithme en temps
O(nlogn) [GLL82]. Plus récemment, Asano, Asano et Imai [AAI86]} ont présenté un
algorithme en temps O(n log n) pour trouver un ensemble stable pondéré maximum.
Leug [Leu84] a proposé un algorithme pour générer tous les ensembles stables d’un
graphe d’intervalles. Basé sur lalgorithme de Gupta, Lee et Leung [GLL82], ils ont
obtenu un algorithme en temps O(n%+ ;) ot1 Pr est la somme des cardinaux des en-
sembles stables maximaux. Masuda, Nakajima, Kashiwabara et Fujisawa [KMNF92]
donnent un algorithme en temps O(nlogn + fr) pour trouver tous les ensembles
stables maximaux et un algorithme en temps O(nlogn + &r) pour trouver tous les
ensembles stables de cardinalité maximale o1 d7 est la somme des cardinalités des
ensembles stables de cardinalité maximale.

7.4.10 Configuration

Le programme orange est entierernent paramétrable vie un fichier de configura-

tion. Citons en particulier:

- configuration globale: score minirnum, longueur maximale, .. .;

— configuration des points d’ancrage: définition des classes de mots et nombre
d’erreurs autorisées;

— configuration des pénalités: il est possible d’affecter des pénalités lorsqu'une
solution contient de longues insertions entre les segments F3 et P4 d’une part
et P7 et P3’ d’autre part;

— configuration fine de toutes les hélices: longueur, types d’appariements auto-
risés, ...;

— configuration fine des segments inter-hélices: distance minimale et maximale.

Tous les paramétres ont des valeurs par défaut et sont donc facultatifs. Nous

renvoyons le lecteur au fichier intron-cfg-token.h pour la liste compléte et com-
mentée des options et au fichier intron-cfg-dflt.h pour toutes les valeurs par
défaut des options. La syntaxe est toujours la méme;

option = valeur

Le symbole # indique le début d’un commentaire qui se poursuit jusqu’a la fin de
la ligne. Une option spécifiée au lancement du programme remplace la valeur par
défaut de cette derniére.

7.4.11 Filtrage

Les sous-sections précédentes ne décrivent que grossiérement 1’algorithme que
nous utilisons; nous avons en effet passé sous silence bon nombre de tests nous
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permettant d’éliminer des sclutions potentielles non valables ou «trop proche» d'une
autre solution de score supérieur.

Par exemple , un filtre est chargé d’éliminer les «doublons». Plus précisément.
nous associons & chaque solution un intervalle (du premier nucléotide du segment
P3 au demier nucléotide du segment P7’) et si plusieurs solutions correspondent a
un méme intervalle, nous ne conservons que celle de score maximal. Le but de ce
filtre est double:

1. En pratique, il existe souvent des ensembles de solutions qui ne different les
unes des autres que par de faibles modifications. Ce filtre permet de ne conser-
ver qu’un unique représentant (le meilleur) parmi ces solutions.

2. 1l permet d’accélérer significativement la recherche en solution non chevau-
chantes qui est ’étape immédiatement apres.

Suivant le méme principe, orange utilise des filtres pour:
— éliminer les «doublons» des combinaisons {(P4,P4'),(P5,P5')};
— éliminer les «doublons» des combinaisons {(P4,P4'),(P5,P5'),(P6,P6')}.

7.5 Quelques détails de mise en ccuvre

7.5.1 Gestion des solutions partielles

Nous décrivons sommairement la structure de données que nous utilisons pour
construire les solutions partielles. Notons tout de suite que la structure de données
n'est pas optimale en espace; cependant, elle est assez efficace en pratique.

Rappelons brigvement la description du probléme. Nous associons & chaque hélice
(P7,P7) un ensemble d’hélices potentielles (F8,P8'}!% et un ensemble de combi-
naisons {(P4,P4'),(P5,P5'),(P6,P6")}. Ces deux ensembles sont indépendants. De
méme, toute combinaison {(P4,P4'),(P5,P5'),(P6,P6')} se décompose elle-méme en
une hélice {P6,P6')} et un ensemble de combinaisons {(P4,P4'),(P5,P5)}. Cette
description suggére la structure de données décrite en figure 7.10. Outre sa simpli-
cité, cette structure nous permet de plus de mettre en ceuvre trés facilement les
remarques de la sous-section suivante.

7.5.2 Recherche des combinaisons {(P4,P4'),(P5,P5'),(P6,P6')}

Nous commengons par deux remarques triviales mais importantes pour notre
propos:

1. si deux hélices {P7,P7') ne different que par leur segment P7’, alors nous
pouvons toujours associer & chacune d’entre elles le méme ensemble de combi-
naisons {(P4,P4'),(P5,P5'),(P6,P6')};

2. si deux hélices (P6,P6') ne different que par leur segment P8, alors nous
pouvons toujours associer & chacune d’entre elles le méme ensemble de combi-
naisons {(P4,P4"),(P5,P5)}.

En complément de la structure de données décrite en figure 7.10, nous utilisons
deux dictionnaires 19 le premier associe 4 chaque segment P7 ’ensemble des com-

15. Cet ensemble se limite souvent & un unique élément en pratique; ce n'est cependant pas toujours
le cas et nous devons donc maintenir une structure d’ensemble.
16. Ces deux dictionnaires sont mis en ceuvre par des tables de hachage (module cht).
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binaisons {(P4,P4"),(P5,P5),(P6,P6")} associées (si elles ont déja été calculées).
tandis que le second associe & chaque segment P6' I'ensemble des combinaisons
{(P4,P4"),(P5,P5')} associées (si elles ont déja été calculées). Nous remarquons
tout de suite que ces associations peuvent facilement étre mises en ccuvre par des
pointeurs sur les listes de la structure de données principale.

Nous utilisons ces dictionnaires de la fagon suivante :

— une fois une hélice potentielle (P7,P7') déterminée (et l'ensemble des hélices
potentielles (P8,P8')} associées}, nous consultons le dictionnaire pour vérifier
si la recherche des combinaisons {(P4,P4'},(P5,P%),(P6,P6')} n'a pas déja
été effectuée pour le segment P7 courant;

— une fois une hélice potentielle (P6,P6’') déterminée, nous consultons le diction-
naire pour vérifier si la recherche des combinaisons {(P4,P4'),(P5.P5')} na
pas déja été effectuée pour le segment P6 courant.

Remarquons alors que si une entrée du dictionnaire correspond, la recherche se limite
A4 une simple manipulation de pointeurs.

Nous avons constaté en pratique que ces dictionnaires permettent d’augmenter de
facon significative la vitesse de l'algorithme en «évitant> bon nombre de recherches
superflues. Cependant, cette accélération & un cotit : nous devons maintenir les deux
dictionnaires en mémoire (ce coiit n’est malgré tout pas prohibitif). Le programme
orange tente de limiter cet inconvénient en supprimant - si nécessaire - 4 intervalles
réguliers des entrées du dictionnaire qui ne seront plus utilisées dans la suite'?.

7.6 Internet

orange est librement téléchargeable. Il sera de plus trés bientdt accessible sur

Internet 15,

17. Précisons nos propos. Les hélices (P7,P7') sont exarinées par ordre croissant de la position du
premier nucléotide du segment P7. Aussi, pouvons-nous si nécessaire supprimer toutes les entrees
dans le dictionnaire des segments P6’ dont la distance entre son dernier nucléotide et la position
courante dans la séquence est supérieure 4 la distance maximale (calculée en début de programme

18. Adresse temnporaire http://genetique.liafa. jussien.-fr.
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Annexe A

Formes triangulaires

Nous regroupons ici la plupart des résultats concernant les problémes sur les
matrices et sous-maotrices triangulaires. Consuller les sections 2.1, 2.2 el 2.3 pour
les notations et définitions.

A.1 Matrice triangulaire

— Données : Une (0,1)-matrice A d’ordre n.

— Solution : Deux matrices de permutation P et Q d’ordre n telles que PAQT <
T pour T € {ﬁ,nVn,Bn,qn}.

— Complexité: inconmie.

- Commentaires: Le probléme est résoluble est ternps O(n?) si per(A) > 1
(théoréme 4.3.4 et proposition 4.3.7). Il est également résoluble en temps po-

lynomial si la matrice A contient au plus n + 1 éléments non nuls (proposition
3.5.7).

— Données: Une (0,1)-matrice A d’ordre n.

— Solution : Une matrice de permutation P d’ordre n telle que PAPT < T pour
T e {4} n}

— Complexité: NP-complet.

— Commentaires: Equivalent au probléme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE
(proposition 4.4.8). Le probléme est NP-complet méme si A est une matrice
symétrique avec au plus trois éléments non nuls par ligne et par colonne (pro-
position 4.4.13). 1l est également NP-complet si A est une matrice irréductible.
La complexité du probléme reste inconnue si A est la matrice d’adjacence
d’un graphe biparti ou d’un graphe de séparation. Le probléme est résoluble
en temps polynomial si A est la matrice d’adjacence d’un graphe acyclique
(corollaire 4.4.16).

— Données: Une (0,1)-matrice A d’ordre n.
- Solution : Une matrice de permutation P d’ordre = telle que PAPT < T pour

T e {Nn, N}
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— Complexité: ©(n + k) ou k est le nombre d’éléments non nuls dans A.
— Commentaires: Equivalent au tri topologique d’un graphe orienté [CLR92].

A.2 Sous-matrice principale

Nous rappelons dans cette sous-section les résultats de complexité sur les formes
triangulaires des sous-matrices principale. Etant donnés une (0,1)-matrice symétrique
A d’ordre n et un entier positif K, il s’agit de décider s’il existe une sous-matrice
principale A’ de A d’ordre K qui satisfait une propriété demandée. Autrement dit,
il faut décider s’il existe une matrice de permutation P d’ordre n telle que:

PAPT — [A' *]

* %

on A’ est une matrice d’ordre K qui satisfait une propriété demandée.

— Solution: A’ < T pour T € {Ax ! 'k}

— Complexité: NP-complet..

— Commentaires : Equivalent au probJéme ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE
pour K = n (proposition 4.4.8).

— Solution: A’ < T pour T € {‘\—\K,QK}-

— Complexité: NP-complet.

~ Commentaires : Equivalent 2 la recherche du plus grand sous-graphe acy-
clique dans un graphe orienté (corollaire 4.6.4) [Kar72].

— Solution: Cx < A <Tpour T € {AK,VK}
- Complexité: NP-complet.

_ Commentaires: Equivalent & la recherche d’un couplage unique restreint
dans un graphe [GHL).

— Solution: A’ =T pour T € {\ g, Nk}
— Complexité: NP-complet.
_ Commentaires: Probléme 1s0 sous-MATRICE ExacT-I\ (proposition 4.6.11).

~ Solution: A’ =T pour T € {Ax )} k}.
- Complexité: NP-complet.
— Commentaires: Probléme 1so sous-maTrice Exact-Z] (proposition 4.6.16).

— Solution: A’ = Cg

— Complexité: NP-complet

— Commentaires: Equivalent 3 la recherche d’un couplage fort dans un graphe
[Lew96].
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A.3 Sous-matrice

Nous présentons maintenant les résultats de complexité sur les formes triangu-
laires des sous-matrices. Etant donnés une (0,1)-matrice A d’ordre 7 et un entier
positif K, il s’agit de décider s'il existe une sous-matrice A’ de A d’ordre K qui sa-
tisfait une propriété demandée. Autrement dit, il faut décider s’il existe des matrices
de permutation P d’ordre m et @ d’ordre n telle que:

An A

PAQT =
¢ Agp  Agp

ol1 Aj1 est une matrice d’ordre K qui satisfait une propriété demandée.

— Solution: I < Aj) <TpourTe {BK,QK}_
—~ Complexité: NP-complet.

— Commentaires: Equivalent & la recherche d’un couplage unique restreint
dans un graphe biparti [GHL]. Le probléme Cx < A1 < Tpour T € {Ag )k}
est également NP-complet.

~ Solution: A;; < T pour T € {N g, Al 'k, Nk} et Arg =0gnk.
— Complexité: NP-complet.

— Commentaires: Equivalent au probléme ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROIS-
sanNT Max (proposition 4.7.4). Le probleme est NP-complet méme si chaque ligne
de la matrice A contient au plus trois éléments non nuls.

Solution: Aj; <Tpour T € {BK,AK,QK,VK}.
Complexité: inconnue.

Commentaires: Le probleme A;; > B, B € fb K,ﬂg,q K,V K}, est de
méme complexité (proposition 4.5.10).

I

I

Solution: Ay =T pour Ti € {N\ g, Ak, Nk [k}
— Complexité: NP-complet.

— Commentaires: Equivalent % la recherche d’un couplage exact-triangulaire
dans un graphe biparti (poposition 4.5.6).

— références:
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Annexe B

Compléments sur les graphes de
2-intervalles
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B.1 Introduction

En complément du chapitre 6, nous présentons ici quelques problémes classiques
restreints A la classe des graphes de 2-intervalles!. Nous avons déja montré? que
sTABLE est un probléme NP-complet méme si G est un graphe de 2-intervalles (3
support unitaire). Etant donné un graphe G = (V,E), un sous-ensemble V! C V est
un ensemble stable si et seulement si V' \ V' est une couverture des sommets de G.
Aussi, couverTuRE DES somMETS est également un probléme NP-complet restreint 3
la classe des graphes de 2-intervalles.

Nous établissons dans un premier temps une équivalence entre la classe des
graphes d’arétes et la classe des graphes de 2-intervalles & support disjoint. Cette
équivalence va nous permettre de montrer facilement que les problémes parTITION
EN CLIQUES, INDEX cHROMATIQUE €t K -coLoriace sont NP-complets méme si (7 est un
graphe de 2-intervalles. Nous étudierons ensuite la complexité des problémes coure
MAX SIMPLE €t ENSEMBLE DE COUPE STABLE. Pour terminer, nous poserons la question
concernant la complexité du probléme cLique restreint 4 la classe des graphes de
2-intervalles.

1. sous-section 6.4.3.
2. corollaire 6.5.3 page 179.
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B.2 Graphe d’arétes

DEFINITION B.2.1 Seit G = (V,E) un graphe d’ordre n. Le graphe d’arétes de G,
noté L{G)2, est le graphe dont les sommets sont les arétes de G, et deuz sommets
sont adjacents dans L(G) si les arétes associées sont incidentes dans G.

Autrement dit, le graphe d’arétes de G est le graphe d’intersection de toutes
les arétes de G: G = Q(E). Le graphe d’arétes est une structure classique et trés
étudiée [Har71, Bol79, BR91, Jun99]. Par exemple, si G est eulérien, alors L(G) est
également eulérien; l'inverse n'est pas vrai en général. De méme, si G est eulérien,
alors L{G) est hamiltonien; encore une fois, I'inverse n’est pas vrai en général [Jun99).

Il existe une relation étroite entre la classe des graphes d’arétes et la classe des
graphes de 2-intervalles. Scit F une famille de 2-intervalles & support disjoint. Le
codage de la famille F est un graphe noté Gxr = (V,E) défini par: V = supp(F)
et E = F. En d’autres termes, chaque sommet de Gz représente un intervalle du
support et chaque aréte un 2-intervalle de 7. Deux sommets sont donc adjacents
§’ils représentent un 2-intervalle de la famille F.

ExXEMPLE 20 Soit F lo famille de 2-intervalles é support disjoint de lo figure 6.6
page 172. Nous vérifions supp(F) = {I; | 1 <i < 7}. Le codage de F est donné par
le graphe Gx défini par:

I Da Ig
D
" Dg Ds
I Dy Ds D3 g Dy o
Iy I7 I I

Le graphe de 2-intervalles associé G = Q(F) est donné par:

Dy Dg

Dy

Dy & D2

Le lemme suivant caractérise les graphes de 2-intervalles qui sont associés & une
famille de 2-intervalles & support disjoint.

LEMME B.2.2 Soient F une famille de 2-intervalles & support disjoint et G = Q(F)
le graphe de 2-intervalles associ€. Le graphe d’arétes du codage de F est isomorphe
au graphe de 2-intervelles associé ¢ F, i.e. L{(GF) = G.

3. pour line graph.
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PREUVE

Si D est une famille de 2-intervalles & support disjoint, alors chaque sommet
du codage G représente un intervalle du support et chaque aréte représente un
2-intervalle. Par conséquent, chaque sommet du graphe d’arétes L(Gx) représente
un 2-intervalle, et deux sommets sont adjacents dans L(G#) si et seulement si les
deux 2-intervalles associés s’intersectent.

L’équivalence entre les deux représentations est triviale. Cependant, elle n'est pas
stérile. En effet, nous pouvons tirer partie de nombreux résultats sur une structure
classique (le graphe d’arétes) pour étudier des problémes restreints & la classe des
graphes de 2-intervalles.

COROLLAIRE B.2.3 Soit 11 un probléme de décision sur les graphes. Si Il est un
probléme NP-complet méme st G est un graphe d’arétes, alors Il est un probléme
NP-complet méme si G est un graphe de 2-intervalles.

REMARQUE B.2.4 Un probléme II peut étre résoluble en temps polynomial si G
est un graphe d’arétes et NP-complet si G est un graphe de 2-intervalles. En effet,
le corollaire B.2.3 implique uniquement que le probléme II est résoluble en temps
polynomial si G est un graphe de 2-intervalles & support disjoint. C’est par exemple
le cas pour le probléme sTaBLE o

Le corollaire B.2.3 va nous permettre dans la suite de simplifier I'étude de la
complexité de certains problemes. En effet, il suffit maintenant de montrer quun
probléme est NP-complet méme si G est un graphe d’arétes pour montrer que ce
méme probléme est NP-complet méme si G est un graphe de 2-intervalles. Nous
montrons ainsi par exemple que les problémes pARTITION EN cLIQUES, K-COLORIAGE
et ENSEMBLE DE couPe StaBLE sont NP-complets méme si G est un graphe de 2-
intervalles 4 support disjoint.

B.3 Partition

Nous considérons dans cette section les problémes parTITION EN cLIQUES et K-co-
Loriace dans le cas des graphes de 2-intervalles. Ces deux problémes sont NP-com-
plets dans le cas général [GJ79].

THEOREME B.3.1 ([GJ79]) partITION EN cLIQUES est un probléme NP-complet
méme si G est un graphe d’arétes.

La preuve est attribuée & E. Arjomandi dans une communication privée. Un
résultat plus précis est donné par le théoréme suivant.

THEOREME B.3.2 ([VRY6]) parRTITION EN cLIQUES est un probléme NP-complet
méme si G est un graphe d’arétes triparti plancire avec A(G) = 3.

Les auteurs utilisent une réduction depuis le probléeme couverTURE DES SOMMETS
dans le cas des graphes cubiques planaires [GJ79]. Soient G = (V,E) un graphe
planaire cubique et G’ le graphe obtenu & partir de G en remplagant chaque aréte
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par un chemin de longueur 3. Alors, il existe une partition en [E| + K cliques dans
L(G'") si et seulement si il existe une couverture de sommets de taille K dans G.
1l suffit maintenant d’appliquer le corollaire B.2.3.

COROLLAIRE B.3.3 partITION EN cLIQUES est un probléme NP-complet méme si G
est un graphe de 2-intervalles ¢ support disjoint.

PREUVE

Théoréme B.3.2 et lemme B.2.2.

Le nombre chromatique d’'un graphe G, noté x(G), est le nombre minimum de
couleurs nécessaires pour colorier les sommets d’un graphe de sorte que deux som-
mets adjacents n'aient pas la méme couleur. Le probleme de décision associé est
en général appelé K-coLoriace: étant donné un graphe G et un entier positif K,
avons-nous x(G) < K7 R.M. Karp [Kar72] a montré que ce probléme est NP-com-
plet dans le cas général pour K > 3. Le probkme reste NP-complet méme si K = 3
et G est un graphe planaire avec A(G) < 4 [GJS76]. Si P # NP, il n’existe méme pas
un algorithme d’approximation en temps polynomial qui nécessite au plus 2x(G)
couleurs [GJ76]- Si G est un graphe parfait, le probleme K-coLor1ack est résoluble
en temps polynomial. Par exemple, un graphe est biparti si et seulement si il est

2-coloriable.
L’index chromatique d'un graphe, noté x'(G), est le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour colorier les arétes du graphe de sorte que deux arétes adjacentes
n’aient pas la méme couleur. Remarquons que x'(G) est le nombre chromatique
x(L(G)) du graphe d’arétes de G. L’index chromatique d’un graphe G vérifie tou-
jours:
X (G) = A(G)

o1 A{G) est le degré maximum d’un sommet de G. En effet, toutes les arétes in-
cidentes & un méme sommet doivent étre coloriées avec des couleurs différentes. Le
théoréme de Vizing [Viz64]* montre que 'index chromatique d’un graphe G est soit
A(G) soit A(G) + 1. Cependant, x'(G) = A(G) si G est un graphe biparti. Bien que
le théoréme de Vizing donne A(G) < ¥'(G) < A(G) +1, 1. Hoyler [Hoy81] a montré
que décider si I'index chromatique d’un graphe G est A(G) + 1 est un probléme
NP-complet. En fait, 1. Hoyler a prouvé ce résultat sur les graphes cubiques.

THEOREME B.3.4 ([HOY81]) Décider si Uindex chromatique d’un graphe cubigue
est 3 est un probléme NP-complet.

Nous pouvons encore une fois en déduire immédiatement la complexité du calcul
du nombre chromatique d’un graphe de 2-intervalles (a support disjoint).

COROLLAIRE B.3.5 K-coLoriace est un probléme NP-complet méme st G est un

graphe de 2-intervalles & support disjoint. -
PrREUVE

Pour tout graphe G, il vient x'(G) = x(L(G))- Le théoréme B.3.4 et le lemme
B.2.2 permettent de conclure. |B.3.5

4. L'article original est en Russe, mais une preuve en anglais est donnée, par exemple, dans
[Bol79] et {Jung9].
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B.4 Coupe

Soit G = (V,E) un graphe d’ordre n et une fonction w de E dans Z*. Une coupe
est une partition V = SUT. La capacité d’une coupe, notée ¢(S,T), est définie par:

o(ST) = Y wl{ur))
{u,v}eE
uES, veT
Plusieurs problémes sont associés & cette définition. Par exemple, le probléme coure
max recherche une coupe (S,T') telle que ¢(S,T) > K, oli K est un parametre de
Pinstance. Si w(e) = 1 pour tout e € E, le probléme est appelé coure Max SIMPLE.

Le probléme coupe max a été prouvé NP-complet par R.M. Karp [Kar72| en
utilisant une réduction depuis le probléme parriTION. La variante coupeE MAX SIMPLE
est également NP-compléte [GIS76] (réduction du probléme max 2sat). Remarquons
néanmoins que ce probléme est résoluble en temps polynomial si G est un graphe
planaire [Had75].

Un graphe de k-séporation est un graphe de séparation o tous les sommets
de I’ensemble stable sont adjacents & exactement & sommets de la clique. Nous
nous intéressons en particulier aux graphes de 2-séparation en raison des résultats
suivants.

LEMME B.4.1 ([BJ94]) Tout graphe de 2-séparation est un graphe de 2-intervalles.

THEOREME B.4.2 ([BJ94]) coure Max siMpLE est un probléme NP-complet méme
st G est un graphe de 2-séparation.

Les auteurs utilisent une réduction depuis le probléme coure Max siMpLE (non
restreint) et construisent un graphe de 2-séparation G’ = (V',E’) défini par:

VI=VUE*
EF={{uv}uveV ANuFv}U{{ue} |[u€V Ne€E° Auce}

Le corollaire suivant est immédiat.

COROLLAIRE B.4.3 coure Max sIMPLE est un probléme NP-complet méme si G est
un graphe de 2-infervalles.

Un ensemble de coupe est un sous-ensemble de sommets dont la suppression
déconnecte le graphe. Par extension, un ensemble de coupe stable est un ensemble
de coupe qui est également un ensemble stable.

Un graphe G est dit décomposable s'il est possible de colorier ses sommets avec
deux couleurs de sorte que chaque couleur soit utilisée au moins une fois et le voi-
sinage de chaque sommet % colorié ¢; contient au plus un sommet de couleur cs.
Autrement dit, un graphe est décomposable s’il existe une partition V = V; U V5
des sommets telle que 'ensemble d’arétes {u,v} € E avec u € v; et v € vo forment
un couplage induit. La reconnaissance des graphes décomposables est un probléme
NP-complet dans le cas général [Chv84].

THEOREME B.4.4 ([Mo0s89]) Soit G un graphe biperti de degré minimum 2. Décider
si G est un graphe décomposable est un probléme NP-complet. -

graphe de
k-séparation

ensemble de
coupe

décomposable
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En utilisant le théoréme précédent, il a été récemment montré le résultat suivant:

THEOREME B.4.5 ([BDLS00]) Soit G un graphe biparti. Décider s’il existe un en-
semble de coupe stable dans L{G) est un probléme NP-complet.

Remarquons que ce théoréme montre également que la recherche d’un ensemble
de coupe stable dans un graphe parfait [Gol80] est un probléme NP-complet car le
graphe d’arétes d'un graphe biparti est un graphe parfait.

COROLLAIRE B.4.6 Soit G un graphe de 2-infervalles & support disjoint. Décider
s’il existe un ensemble de coupe stable dans G est un probléme NP-complet.

PREUVE
Lemme B.2.2 et théoréme B.4.5. B.4.6

B.5 Clique

Nous abordons pour terminer le probléme cLinue restreint 4 la classe des graphes
de 2-intervalles. Le complémentaire d’un graphe de 2-intervalles n’est pas nécessaire-
ment un graphe de 2-intervalles. Par conséquent, nous ne pouvons pas utiliser le fait
que sTaeLE soit un probléme NP-complet méme si G est un graphe de 2-intervalles.

PrROPRIETE B.5.1 Soit L(G) un graphe d’arétes. Il eziste une clique de taille K > 3
dans L(G) si et seulement si il existe un sommet de G de degré K.

Si F une famille de 2-intervalles A support disjoint, la clique de cardinalité maxi-
male dans Q(F) correspond donc au sommet de degré maximum dans le codage Gx°.
Autrement dit, nous pouvons calculer en temps polynomial la clique de cardinalité
maximale si F est une famille de 2-intervalles & support disjoint.

Le probléme reste posé dans le cas général, 4.e. si F est une famille de 2-intervalles

quelconque.

5. Les cliques de taille 3 dans L{G#) constituent une exception, elles se traduisent par la présence
dans G d’un triangle ou d’une 3-étoile.
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Annexe C

Description des modules du
logiciel orange

Nous décrivons trés brievement dans cette annexe les pricipaux modules du lo-
giciel Orange.

TAB. C.1 — Tableau des principaux fichiers utilisés dans le
programine orange.

dlist.h, dlist.c, dlist-node.c, dlist-iterator.c:

Définitions et gestion de listes doublement chainées. A noter que la routine
de filtrage diist_reduce est utilisée intensivement dans le programme. Le
module dlist-iterator propose un itérateur unidirectionnel sur la struc-
ture de données. Pour accélérer la manipulation des listes, un grand nombre
de routines sont également disponibles sous forme de macros.

cht.h, cht-bucket.h, cht.c

Définition et manipulation des tables de hachage. La taille de la table doit
étre spécifiée lors de sa création. A noter qu'il est possible de spécifier -
toujours lors de la création - un pointeur (éventuellement NULL)} sur une
fonction appelée automatiquement avant chaque suppression d’un élément.

str.h, strtools.h, str.c, strtools.c:

Diverses manipulations de chaines de caractéres. Les modules str et
strtools proposent en particulier différentes routines de remplissage, de
nettoyage et de conversion dédiées & notre probléme. La routine get_file
permet de projeter le contenu d’un fichier ARN dans un tampon alloué
dynamiquement.
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intron-display.h, intron-display-defs.h, intron-display.c:

Gestion de I'affichage. Le module intron-display met en ceuvre toutes les
routines d’affichage des solutions. Le nombre de colonnes utilisées pour 1’affi-
chage est déterminé par la constante symbolique INTRON_DISPLAY_COLUMNS
fichier intron-display-defs.h (80 par défaut).

intron-cfg.h, intron-cfg-token.h, intron-cfg.c:

Gestion de la configuration du logiciel. Le fichier intron-cfg-token.h
spécifie la syntaxe de tous les mots-clés ainsi que des valeurs booléennes.
Le module intron-cfg est en particulier chargé de la lecture des fichiers de
configuration; il propose également une routine d’affichage de la configura-
tion courante (intron_display config).

intron-cfg-dflt.h, intron-cfg-dflt.c

Gestion de la configuration par défaut. Le module intron-cfg-dflt initia-
lise chaque parameétre du programme; toutes ces valeurs sont définies dans
le fichier intron-cfg-dflt.h. A noter que toute valeur d’un parameétre
spécifiée & Paide du module intron-cfg remplace la valeur par défaut.

. intron-cfg-check.c:

Validation d’une configuration. Le module intron-cfg-check met en ceuvre
quelques tests - simples - de cohérence.

orange.h, orange—-infos.h, orange.c, orange-infos.c:

Programme principal et gestion des options.

ACGII.c, ACGII.h

Définition et manipulation des introns auto-catalytiques de groupe I.
Chaque solution est une instance de cet objet.

shift-class.h, shift-class.c

Création et manipulation des classes de mots. Les routines du mo-
dule shift-class sont appelées avant chaque utilisation des algorithmes

shift-add et shift-or.

bit-vector.h, bit-vector.c

Gestion dynamique des vecteurs de bits. Les algorithmes shift-add et
shift-or utilisent intensivement ce module.

shift-add.h, shift-add.c, shift-or.h, shift-or.c:

Mise en ceuvre des algorithmes shift-or et shift-add [BYG92].
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intron-MWIS.c

Calcul d’une décomposition indépendante de score maximum en utilisant nn algo-
rithme de recherche d'un ensemble stable de poids maximal dans un graphe d’inter-
valle.

factor.h, factor.c, stem.h, stem.c:

Définition et manipulation des segments et des hélices. A noter que les
modules factor et stem proposent également des versions pondérées.

memory.h, memory.c:

Gestion rapide de P'allocation mémoire. L’utilisation de cette librairie est
globalement activée par 'option de compilation USE_MEMORY_POOL..

error.h, error.c

Gestion des erreurs.

intron-search.h, intron-search.c

Recherche des introns auto-catalytiques de groupe L. En particulier, le fichier
intron-search.c contient tous les appels aux routines de recherche.

intron-search-p7-p7c.c

Gestion de la recherche des hélices (P7,P7'). Ce module met en cenvre
des routines de localisation des segments J67 — P7 et J87 — P7 en utili-
sant le module shift-add; il permet également 4 partir de ces segments de
construire une liste d’hélices potentielles (P7,P7').

intron-search-p8-p8c.c

Gestion de la recherche des hélices (£8,P8') & partir de la liste des hélices
potenticlles (P7,P7'). Le module utilise shift~addon shift-or suivant les
valeurs des parameétres de configuration.

intron-search-p4-pb6c-region.c intron-search-core.c

Gestion de la recherche des combinaisons {(P4,P4'),(P5,P5'),(F6,P6')}
pour un segment P7 donné.

intron—search—-core.c

Gestion des solutions complétes potentielles. En particulier, ce module gére
la recherche des hélices potentielles (P3,P3').
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Annexe D

Exemple d’exécution du
programine orange

Nous présentons ici un exemple d’exécution - format texte - du logiciel orange.
Nous avons volontairement choisi pour cette présentation une séquence trés courte
dont la structure secondaire est déja connue et disponible dans les banques de
séquences. Notre choix s’est porté sur Pneumocystis carinii (code GenBank L13614),
un champignon eucaryote dont la structure secondaire est donnée en figure D.1.

Le résultat du logiciel orange sur cette méme séquence est donnée ci-aprés. Nous
avons demandé pour cet exemple uniquement Paffichage de la meillenre solution.
En effet, le logiciel trouve une seconde solution qui est une variante mineure de la
premitre. Pour chaque solution, I’affichage se décompose en quatre parties:

1. Affichage de la position et du score de la solution courante. La valeur de mod.
len. refléte la compacité de ’'intron; cette quantité peut étre importante, nous
voyons par exemmple sur notre exemple que le tiers du score total provient de
ce facteur. Le booléen ins73 (resp. ins34) indique si la solution contient une
«longue» insertion entre les segments P3 et P4 (resp. P7 et P3').

2, Affichage de la portion de séquence associée & la solution courante. Des mar-
queurs ajustés en position et en longueur situent les hélices sur la portion de
séquence.

3. Affichage des informations concernant chaque hélice: position, score, compo-
sition en paires de bases, ...Les informations «ezceptionnelles» sont toujours
précédées par le mot-clé misc.

4. Affichage de différent «groupes d’hélices». Ces information sont en particuliers
utiles pour déterminer les valeurs des parameétres de filtrage.

Par souci de clarté, nous avons, sur cet exemple, produit une sortie minimale,
Cependant, le Iogiciel orange permet en plus:
— d’afficher tous les parametres de configuration;
- d’afficher les résulats partiels, y compris les combinaisons d’hélices potentielles
dont ancune solution finale n’est issue;
~ de calculer un sous-ensemble de solutions indépendantes (non chevauchantes)
dont la somme des scores est maximale;
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Preumocystis carinii [Pc2] LSU rRNA
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F1c. D.1 - Structure secondaire de Pneumocystis carinii [L.L93, DG94].
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[vialette@Qorange-0.1.1]% ./binforange --config=expl-config --max=1 L13614.seq

** this is orange versiom 0.1.1
** Copyright 1969-2001 Stephane Vialette (vialette@liafa.jussieu.fr)

corange solutions sorted by decreasing score

+
+

F o w— s

display 1 / 2 orange solutions
#1

gen. infos

Sequence: "L13614"

Score: 458 (301 + med. len. 157)

Core Len. 244 (Pos. ist nt. 70 Pos. last nt. 313)
ins34: false ins73: false

display seq.

CAGGTTGCGACACTGTCAAATTGCGGGGAAGCCCTARAGATTCAACTACTAAGCAGCTTGTGGAAACACAGCTGTGGCCE
<P3-——-- <P4---- <P5
AGTTAATAGCCCTGGOTATAGTAACAATGTTGAATATGAATCTTGATTGAAGATGAAATGGGTGATCCGCAGCCAAGTCC
P5c> -=P4c><P6

TARGGACGTATAATGTCTATGGATGCAGTTCAACGACTAGATGGCAGTGGCTGTTGTTAAGACTTAGGTTTTTACAATGC
P6c>  P7---- =~~—P3c><PB--~—-- -—--P8c

TTAAGGTATAGTCTATTCTCTATC

> --P7c>

details

[pP3/pP3°]: (70 , 77) - (261 , 268)
score: 46 (46 + mod. len. 0)
AA: O AC: O AG: O AT: 3 CC: 0 CG: 4 CT: 0 GG: O GT: 1 TT: ©
WC: 7 mismatch: 0

[P4/P4°]: (81 , 87) - {205 , 210)
score: 36 (36 + mod. len. Q)
Ah: O AC: O AG: 1 AT: 1 CC: 0 CG: 4 CT: 0 GG: O GT: 1 TT: ©
WC: 5 mismatch: 1
misc: bulge P4 pos. b

[p5/P5°]: (92 , 93) - (199 , 200)
score: 14 (14 + mod, len. 0)
AR: O AC: O AG: O AT: O CC: 0 CG: 2 CT: 0 GG: O GT: 0 TT: ©
WC: 2 mismatch: O

[p6/P6°]: (211 , 212) - (247 , 248)
score: 29 (10 + mod. len. 19)
ARh: O AC: 0 AG: O AT: 0 CC: 0 CG: 1 CT: 0GG: O GT: 1 TT: ©
WC: 1 mismatch: ©
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[p7/P7'1: (262 , 25%) - (308 , 313)
score: 74 (74 + mod. len. 0}
AA: O AC: O AG: O AT: 4 CC: 0 CG: 2 CT: 0 GG; O GT: O TT: ©
WC: 6 mismatch: O

[ps/P8*]: (269 , 276) - (293 , 300)
score: 102 (35 + mod. len. 64)
A4z O AC: O AG:; © AT: 3 CC: 0 CG: 2 CT: 0 GG: O GT: 3 TT: O
WC: 5 mismatch: O

group details

[p7/P7’] + [PB/P8']:
total score: 176 (74 + 102)

[P4/P4’] + [P5/P5’]
total score: B0 (36 + 14)

[r4/P4*] + [P5/F5°] + [P6/P6']
total score: 79 (36 + 14 + 29)

[P4/P4’'] + [P5/P5'] + [P6/P6*] + [P7/P7°] + [P8/P8’]
total score: 255 (36 + 14 + 29 + 74 + 102)

EPUNIPUE S S WU SR T SR SRR R TR A e s e et B s S B
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Index

k-facteur, 15
2-intervalle, 169

adénosine, 209
adjacent, 11
ADN, 209
anti-codon, 210
APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE, 205
APPLICATION INJECTIVE POLYSEMIQUE SPEC
INTERVALLES, 204
approximation
algorithme d’_ absolue, 148
aréte, 11
arbre, 15
couvrant, 15
enraciné, 15
arc, 12

ARRANGEMENT FAMILLE COUPLES SOUS-ENSEMBLES

150
arrangement linéaire
triangulaire, 74
ARRANGEMENT LINEAIRE MAX-Max, 135,139
ARRANGEMENT LINEAIRE Max—MIn, 140
ARRANGEMENT LINEAIRE MIN-MaX, 141
ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROISSANT,
108
ARRANGEMENT LINEAIRE A CUMUL CROISSANT
max, 109
ARRANGEMENT LINEAIRE TRIANGULAIRE, 74,
75
automate
i groupe, 39
normalisé, 24
standard, 27

base, 209
biclique, 95
boucle, 11

caterpillar, 174
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chemin, 13
élémentaire , 13
hamiltonien, 13
chromatique
index, 236
nombre, 236
circuit, 13
hamiltonien, 13
citron, 213
classe d’intersection, 172
clique, 15
CLIQUE, 79
cliques maximales d’un, 173
codage, 234
code génétique, 210
codon, 210
composante connexe, 14
cbuplage, 88
fort, voir couplage induit
induit, 88
unique restreint, 89
COUPLAGE 3D, 158
{< ,}-courLacE, 190
{C ,W'}-coupLacE, 185
COUPLAGE UNIQUE RESTREINT ARETES, 95
COUVERTURE DES SOMMETS, 79, 134
couverture par cligues, 15
cytosine, 209

degré, 12

sortant, 12
degré entrant, 12
diagramme de Hasse, 168

ensemble partiellement ordonné
antichaine, 168
chaine, 168
hanteur, 168

ensemble stable, 15
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{m —1,m} EXacT 3sar, 74
exon, 210
expression rationnelle, 23

famille de sous-ensembles, 60
forét, 15

graphe, 11

k-régulier, 15

biparti, 14
complet, 15
exact-triangulaire, 90
inf-triangulaire, 96
sup-triangulaire, 96

coloriage, 15

complémentaire, 15

complet, 15

connexe, 14

d’arétes, 234

d’inclusion, 189

d’intersection, 171

d’intervalles, 172

d’intervalles propres, 172

d’intervalles unitaires, 172

décomposable, 237

de t-intervalle, 174

de comparaison, 168, 173

de couverture, 168

de croisement, 182

de croisement de trapézoides cir-

culaires, 186

de séparation, 78

de trapézoides circulaires, 182

isomorphisme, 15

ordre, 11

orienté, 12

orientation, 12

parfait, 174

séparation, 237

simple, 11

triangulé, 172

guanine, 209

hélice, 163

incident, 11
INF-SILHOUETTE, 121

INF-SILHOUETTE MONDTOME
121
intervalle, 168
chevauchement, 169
couple d’- emboités. 171
extérienur, 171
intérieur, 171
intervalles
nombre d’, 174
intron, 210
irréductible, 20
ISD INF-SILHOUETTE, 122
IS0 MATRICE INF—A, 71
IS0 SILHOUETTE, 123
IS0 SOUS-MATRICE EXxacT-T. 100
IS0 Sous-MaTRICE INF-T, 99
isomorphisme

famille de sous-ensemnbles. 6

matrice, 16
complémentaire, 16
d’adjacence, 19
d’adjacence réduite, 20
d’incidence, 60
d’incidence sommets-arcs. 2
d’intersection, 60
de dépendance, 31
de permmtation, 17
des cligques maximales, 173
des occurrences, 61
diagonale, 16
enveloppe, 119
forme standard, 129
identité, 16
inf-triangulaire, 18
inverse, 18
largeur de bande, 119
silhouette, 120

monotone, 121
sup-triangulaire, 18
surface, 129

totalement unimodulaire, 21, 162

transposée, 16

triangulaire
inféricure, 18
supérieure, 18

unimodulaire, 21
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MATRICE INF-TRIANGULAIRE, 58

matrice:d’incidence sommets-arétes, 21

matrice:symétrique, 16

PE d’incidence sommets-somimets, voir
matrice d’adjacence

MIN-SURFACE, 131, 143

modéle de comparaison, 171

monotone, 147

MDTIF 2-INTERVALLES R-COMPARABLES, 194

multigraphe, 11

nombre chromatique, 15
nucléotide, 209

orange, 217
orientation transitive, 173

PARTITION SOUS-MATRICES ExAcT-T, 157

PARTITION SDUS-MATRICES PRINCIPALES
inF-T, 155

PQT-1s0 siLuoueTTE, 127

profil, 119

propriété de croissance, 62

stricte, 62
pseudo-neeud, 166

RECOUVREMENT EXACT PAR 3-ENSEMBLES, U0ir
xdc
repliement, 166
représentant, 193
canonique, 193
rotation
droite, 17
gauche, 17

séquence
complémentaire, 209
{m — 1,m} Exact 3sar, 74
semi-annean, 28
commutatif, 29
idempotent, 29
sommet, 11
feuille, 81
SOUS-MATRICE INF-TRIANGULAIRE, 86
SOUS-FAMILLE 2-INTERVALLES R-COMPARABLES,
175
sous-graphe, 13
couvrant, 13

induit, 13
SOUS-GRAPHE INDUIT EXACT-TRIANGULAIRE
90
SOUS-GRAPHE INDUIT INF-TRIANGULAIRE
PONDERE, 97
sous-matrice
principale, 99
SRD, voir systéme de représentants dis-
tincts
structure secondaire, 166
support, 171
disjoint, 171
unitaire, 171
systéeme d’affectations, 30, 31
disjoint, 31
systéme de représentants distincts, 61

t-repésentation, 174

thymine, 209

traduction, 210

transcription, 210

trapézoide circulaire, 182, 186

x3c, 101
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