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Introduction

L’automatisation de la production a créé de nouveaux problemes d’ordonnancement.
Ainsi, dans les cellules de production robotisées, un robot est chargé du transport
des pieces entre les machines. Ce robot est controlé par un ordinateur qui doit
fournir rapidement des instructions sur les pieces a transférer. Nous étudions la
production cyclique de pieces : une méme séquence de mouvements est répétée
pour la production d'un lot de pieces.

Un flow-shop (ou atelier en ligne) robotisé est une cellule de production dont les
machines sont disposées en arc de cercle et dont le robot central bidirectionnel est
chargé du transport des pieces entre les machines. Ce type de cellule de production
a été introduit en 1985 par Asfahl [5]. Dans ce livre, auteur décrit une cellule
d’usinage de pieces pour l'assemblage de différentiels de camions. Ce probleme est
présenté Figure 1. On remarque qu’il n’y a pas de zone de stockage dans la cellule
et que l'entrée et la sortie des pieces sont dissociées. L’objectif est d’usiner des
pieces en maximisant le taux de production.

Les problemes d’ordonnancement dans des flow-shops robotisés sont NP-difficiles
s’ il y am > 3 machines et différents types de pieces [39]. Il reste le cas d'une cellule
robotisée a m machines dans laquelle on veut produire un seul type de pieces. Il
s’agit alors de trouver une stratégie pour les mouvements du robot afin d’obtenir le
taux maximal de production. Nous supposons que le processus de production est
périodique : un certain nombre k de pieces est produit selon une séquence qui est
ensuite répétée. Ce type de production cyclique facilite la programmation du robot.
Une conjecture intéressante proposée par Sethi, Sriskandarajah, Sorger, Blazewicz
et Kubiak [66], appelée Conjecture des 1-cycles, prétend que le taux maximum de
production peut étre atteint en répétant un cycle particulier qui produit a chaque
fois une seule piece.

L’objectif de ce travail est d’étudier la validité de cette conjecture pour différents
types de cellules robotisées. Ce mémoire est divisé en trois parties. La premiere
partie permet de définir le cadre pour les parties suivantes. Les parties II et III sont
indépendantes. Les chapitres numérotés de 3 a 8 peuvent étre lus indépendamment
les uns des autres. Le contenu des chapitres est décrit au début de chaque partie.
Les preuves les plus techniques sont présentées dans les annexes A et B.

15



16 Introduction

Figure 1: Cellule robotisée a m = 3 machines (reproduit de [5])

La premiere partie a pour objectif de présenter le probleme et ses propriétés, des
outils de résolution et un module de test et de calcul (Chapitres 1 et 2). La
deuxieme partie concerne l’analyse de la production cyclique dans des flow-shops
robotisés simples, sans espace de stockage avec des durées de transfert additives.
La troisieme partie concerne d’autres types de cellules robotisées. Nous étudions,
pour chacune des variantes, la validité de la Conjecture des 1-cycles et le role des
cycles de production d'une piece. Dans certains cas, nous analysons également la
complexité de la recherche du meilleur cycle de production d’une piece.

Le probleme du flow-shop robotisé a été proposé en 1985 et a commencé a étre
étudié il y a une dizaine d’années [66]. La Conjecture des 1-cycles a été posée en
1989 et publiée en 1992 [66]. Les auteurs de ce papier n’ont prouvé la conjecture
que pour des cellules a deux machines. Ils pensaient que trouver le meilleur cycle
de production d’une piéce était déja un probleme difficile (j; quite tedious although
not impossible ;;). Depuis Crama et van de Klundert ont prouvé que ce probleme
pouvait étre résolu en temps polynomial [27]. En 1993, Hall et al. [38] ont démontré
que la conjecture est vraie pour des cellules a trois machines lorsqu’on se restreint
aux cycles de production de une ou de deux pieces. Puis, en 1996, Crama et van
de Klundert ont donné une preuve assez longue de la validité de la conjecture pour
des cellules & trois machines [74, 29].
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Nous proposons (Chapitre 3) de nouvelles preuves de la conjecture, pour des cellules
a deux et trois machines, avec des approches plus simples et plus générales qui
unifient également d’autres résultats déja connus. En 1997, nous avons prouvé que
la Conjecture des 1-cycles était fausse a partir de quatre machines [14].

La conjecture étant fausse pour le cas général, nous considérons des restrictions
sur les parametres de la cellule (Chapitre 4). Ainsi, lorsque les machines sont
équidistantes et les temps d’usinage sont identiques sur toutes les machines, la
conjecture est vraie pour des cellules a quatre machines. De plus, le meilleur cycle
de production d’une piece peut étre trouvé en temps constant quel que soit le
nombre de machines.

Nous étudions également des variantes de la cellule robotisée de base (Partie
IT). Nous proposons d’abord quelques remarques lorsque la cellule est circulaire
(Chapitre 5) : 'entrée et la sortie de la cellule sont au méme endroit. Cette config-
uration a été tres largement étudiée pour le probleme proche du Hoist Scheduling
Problem ou HSP (voir [11]) mais trés peu pour les cellules robotisées.

Nous proposons également quelques remarques sur le HSP (Chapitre 6). Pour ce
probleme, les pieces doivent rester un temps limité sur les machines, pour un traite-
ment chimique par exemple. Ce probleme est beaucoup plus connu et étudié que le
probleme des cellules robotisées. Nous montrons que des propriétés intéressantes
des cellules robotisées ne peuvent pas étre étendues au HSP.

L’absence d’espace de stockage limite beaucoup les mouvements du robot. Nous
levons cette contrainte (Chapitre 7) et nous prouvons que, si I’on rajoute un espace
de stockage unitaire derriere chaque machine, la conjecture est vraie quel que soit le
nombre de machines. Nous étudions également le gain entrainé par 1’ajout d’espaces
de stockage unitaires derriere les machines.

Enfin, nous supposons que les dures de transfert sont quelconques (Chapitre 8).
Nous prouvons que, dans ce cas, la conjecture est fausse pour des cellules a trois
machines et plus et que trouver le meilleur cycle de production d’une seule piece
est un probleme NP-difficile.

Nous concluons en résumant les résultats présentés dans ce mémoire et en proposant
des perspectives a ce travail.
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Flow-shop robotisé
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Introduction de la premiere partie

Dans cette partie, nous présentons les cellules robotisées et nous décrivons les
notations, définitions et propriétés utilisées tout au long de ce travail.

Nous commencons par situer notre probleme parmi les problemes d’ordonnancement
en décrivant le chemin qui, de 'ordonnancement en général, mene a I’ordonnancement
des mouvements du robot dans un flow-shop mono-produit (Chapitre 1).

Dans le chapitre suivant nous introduisons les cycles de production et leurs pro-
priétés (Chapitre 2). Nous décrivons d’abord une représentation générique des cy-
cles. Puis, nous discutons la stabilité des cycles de production ce qui nous permet de
définir le temps de cycle en fonction des parametres de la cellule. Nous présentons
ensuite les graphes d’état qui permettent de trouver des propriété intéressantes des
cycles lorsque le nombre de machines est petit. Nous concluons ce chapitre avec la
description d’'un module de test et de calcul qui accompagne ce travail.

21
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Chapter 1

De 'ordonnancement aux
flow-shops robotisés

Ce chapitre décrit le chemin qui, a travers les problemes d’ordonnancement, mene
aux cellules robotisées. Pour chaque étape, nous donnons quelques références bib-
liographiques. Notre propos n’est pas de décrire toute la littérature sur les sujets
mentionnés : plus le sujet est vaste et moins nous citons de références le concer-
nant. A I'inverse, en approchant du problemes précis qui nous concerne, ’état de
I’art devient plus détaillé.

Nous commengons par définir les problemes d’ordonnancement. Puis, nous nous
limitons aux problemes de flow-shop. L’étape suivante est le flow-shop avec gestion
des ressources qui se spécialise en flow-shop avec gestion des ressources de transport.

1.1 Breéve introduction a ’ordonnancement

Un probleme d’ordonnancement est généralement décrit a partir de quatre éléments
. les taches, les processeurs, les contraintes et le critere de performance.

Les taches sont des ensembles de travaux a exécuter. Les parametres d’une tache
sont le mode d’exécution (préemptif ou non. .. ), la durée d’exécution (p;), la date
de disponibilité (r;), la date au plus tard (d;). ..

Le terme processeur désigne en fait ce qui traite et transforme les taches (to process,
en anglais).

Les contraintes peuvent étre des contraintes de précédence entre les taches, des
contraintes sur la disponibilité des ressources (outil, transport). ..

Le critére de performance peut étre la durée totale de I'ordonnancement (Ci,ay),

23



24 De I'ordonnancement aux flow-shops robotisés

la durée d'un cycle de production (Cy), le retard maximum (7},4z). . -

Ordonnancer signifie affecter des processeurs aux taches et définir des dates d’exécutions
des taches en respectant les contraintes afin d’optimiser le critere de performance.

Les grandes classes de problemes d’ordonnancement sont les suivantes :
— processeurs paralleles,
— processeurs dédiés
— open-shop : gamme non fixée,
— job-shop : gamme fixée,
— flow-shop : gamme identique pour toutes les taches,

ou la gamme d’une tache est 'ordre de passage de cette tache sur les processeurs.

Nous citons quelques livres sur 'ordonnancement. Blazewicz et al. [8] proposent

une étude et un schéma de classification (hérité de Graham et al. [36]) des problemes
d’ordonnancement dans les systémes manufacturiers. Garey et Johnson [33] décrivent

la complexité des problemes combinatoires dont certains sont des problemes d’ordonnancement.
Tanaev et al. énumerent de nombreux résultats d’ordonnancement pour des systemes

a un étage (processeurs paralleles) [73] et pour des systemes a plusieurs étages (pro-

cesseurs dédiés) [72]. Pinedo [65] propose un livre assez didactique sur 'ordonnancement.

Le livre de Chrétienne et al. [22] rassemble un certain nombre d’articles sur
I'ordonnancement. Enfin, la page web de Brucker et Knust [19] permet d’avoir un

apercu relativement a jour de la complexité de nombreux problemes d’ordonnancement.

1.2 Flow-shop

Le probleme du flow-shop se rencontre en particulier dans les ateliers en ligne :
toutes les taches doivent passer sur les machines dans le méme ordre. Considérons
le probleme du flow-shop non préemptif avec, comme critere, la date d’achevement
(Cinae) ou la durée d’un cycle de production. Ces deux criteres sont assez proches.
Par exemple, pour un flow-shop a deux machines sans attente, 1’algorithme de
Gilmore et Gomory [35] minimise le temps de cycle. Puis en rajoutant une certaine
tache fictive, cet algorithme minimise également le C),4,. McCormick et Rao [60]
étudient la relation entre ces deux criteres.

Pour le flow-shop a deux machines, trouver I'ordre des pieces qui minimise le C),4,
est un probleme polynomial si le buffer intermédiaire est de capacité illimitée [47]
ou nulle [35, 41]. 1l devient NP-complet si la capacité du buffer entre les deux
machines est finie ([63] si le buffer respecte la régle "FIFO”, [70] sinon). A partir
de trois machines le probleme est NP-complet quelle que soit la capacité des buffers
(voir [34] pour des capacités illimitées et [41] pour des capacités nulles).

Citons quelques extensions du flow-shop. Hall et Sriskandarajah [41] présentent un
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état de l'art sur le flow-shop sans attente et le flow-shop sans encours. Vignier et
al. [75] exposent un état de I'art sur le probleme du flow-shop hybride (plusieurs
machines en parallele a chaque étage, au lieu d’une seule machine). Espinouse [30]
étudie quelques extensions du flow-shop comme le chevauchement des taches (lots,
préparation, remise en état. ..) ou I'indisponibilité des machines (maintenance. . .).

1.3 Flow-shop avec ressources

La production des pieces dans les ateliers en ligne requiert souvent des ressources
additionnelles (outils, opérateurs, espaces de stockage. ..). Lorsque ces ressources
sont en quantités limitées, la résolution du probleme d’ordonnancement doit tenir
compte de leur allocation.

Dans un ordonnancement admissible, les bonnes ressources doivent étre a la bonne
place, au bon moment. Les ressources peuvent étre discretes (outils) ou continues
(énergie). Elles peuvent également étre renouvelables (outils, opérateurs) ou non
(matiere brute).

Crama [24] et Blazewicz et Finke [9] proposent des états de lart sur la gestion
des ressources dans les systemes manufacturiers. Ils distinguent les ressources de
traitement (processing resources) et les ressources d’entrée/sortie (1/0 ressources).
Les ressources de traitement [7] sont bloquées pendant tout I'usinage de la piece
sur la machine. Les ressources d’entrée/sortie sont requises avant (ou au début de)
ou apres (ou a la fin de) I'usinage des pieces. Ces ressources sont, par exemple, des
ressources de transport (véhicules filoguidés, robots), des espaces de stockage, des
serveurs. . .

Concentrons nous sur les cellules avec ressources de transport [25]. Considérons
d’abord le probleme du design de la cellule de production. Certains auteurs se sont
intéressés a la configuration (layout) de la cellule afin de minimiser les déplacements
des ressources de transport [32, 48, 37, 61]. Chu et al. [23] et Blazewicz et al.
[10] ont étudié le nombre minimum de ressources de transport nécessaires pour
réaliser un plan de production. Divers problemes d’ordonnancement dans des cel-
lules robotisées ont été abordés : ordonnancement par batch [3], ordonnancement
en environnement flou [58], cas multi-robot [46, 54, 10, 6, 57].

1.4 Ordonnancement avec systeme de transport

Nous considérons maintenant les problemes d’ordonnancement dans des ateliers en
ligne munis d’un unique robot chargé du transfert des pieces entre les machines.
Le robot est une ressource bloquante. Le probleme est donc a la fois d’ordonnancer



26 De I'ordonnancement aux flow-shops robotisés

les mouvements du robot et de trouver l'ordre des pieces.

Certains auteurs considerent des cellules robotisées ou les machines sont équipées
d’espaces de stockage (ou buffers). Kise [51] étudie la minimisation du C,,,, dans
une cellule a deux machines avec des buffers infinis et un robot chargé du transfert
des pieces. Il montre que ce probleme est équivalent a un probleme de flow-shop
a trois machines et qu’il est NP-complet. Ce résultat a été repris et étendu dans
[45]. Pour des buffers infinis et un nombre de machines arbitraire, King et al. [50]
proposent un algorithme de séparation et évaluation.

Dans la suite de ce chapitre, nous considérons les flow-shops robotisés sans espace
de stockage. Les problemes d’ordonnancement dans les cellules robotisées sans
stockage peuvent étre décomposés en trois classes qui dépendent du temps pendant
lequel une piece peut rester sur une machine. Soit L le temps minimum pendant
lequel la piece i doit rester sur la machine M (temps d’usinage) et U} le temps
maximum pendant lequel la piece i peut rester sur la machine M,. Si L, = U}
pour tout i et pour tout h, alors il s’agit d'un probleme sans attente (no-wait) :
des qu’elle est préte, la piece doit étre prise par le robot pour étre transférée a la
machine suivante. Si L} < U} et si Uj n’est pas égal & +oo pour tout ¢ et pour
tout h, alors le probleme est un HSP (Hoist Scheduling Problem) : la piece doit
rester sur la machine suffisamment longtemps pour pouvoir étre traitée mais pas
trop longtemps pour ne pas étre détériorée. Si U = +oo pour tout i et pour tout
h, alors il s’agit d’un probleme d’ordonnancement dans une cellule robotisée : la
piece doit étre usinée puis peut rester sur la machine en attendant que le robot et
que la machine suivante soient libres.

Une étude des similitudes et des divergences entre ces problemes et d’autres problemes
d’ordonnancement est en cours dans le groupe de travail Bermudes.!

Probléme sans attente

Considérons d’abord le probleme sans attente. L’instant ot une piece entre dans la
cellule détermine de maniere unique I'instant ou elle en sort. Agnetis [1] a prouvé
que, si les pieces sont différentes, alors minimiser le C,,,, dans une cellule a deux
machines peut étre résolu en O(nlogn), ou n est le nombre de pieces. Agnetis
et Pacciarelli [2] ont étudié la complexité de ce probleme dans une cellule a trois
machines lorsque les mouvements du robot sont donnés. Le probleme de maximiser
le taux de production lorsque toutes les pieces sont identiques a été étudié par
Hanen et Munier [42], Song et al.[69], Agnetis [1]...Ce probleme est en général
polynomial.

LGroupe de travail Bermudes, HSP, FMSSP, HFSSP : similitudes, divergences, typologies,
notations (http://bermudes.univ-bpclermont.fr/).
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HSP

Le HSP a de trées nombreuses applications dans les industries qui utilisent des
traitements chimiques (galvanoplastie [59], industrie pharmaceutique [44]). Il existe
donc une tres vaste littérature sur ce probléme. Bloch et Manier [11, 12] proposent
une typologie et un état de 'art sur le HSP.

Considérons le HSP mono-produit, mono-robot et la recherche du plus petit cycle
de production d’une piece. Crama et van de Klundert [27] ont prouvé que, pour des
durées de transfert additives, ce probleme est NP-complet. Phillips et Unger [64],
Shapiro et Nuttle [67], Lei et Wang [55], Chen et al. [20], Ng [62], Hanen et Munier
[42] et Song et al. [68], entre autres, ont proposé des méthodes de résolution du
HSP mono-produit, mono-robot.

Cellules robotisées

Alors que le HSP s’intéresse aux traitements chimiques, le probleme des cellules
robotisées concerne 'usinage de pieces mécaniques. Ces deux problemes sont tres
proches dans leur définition mais assez différents dans leur résolution.

Si l'objectif est C),q2, Kise et al. ont prouvé que, pour des cellules a deux machines
sans buffer, trouver I'ordre des pieces est un probléeme polynomial [52, 53].

Considérons les problemes d’ordonnancement cycliques dans les cellules robotisées
: une méme séquence de mouvements du robot est répétée pour la production des
pieces. L’objectif est de maximiser le taux de production des pieces. Le probleme a
été introduit dans [66]. Crama et al. [25] proposent un état de 'art sur le flow-shop
robotisé cyclique.

Considérons le cas ot 1’on veut usiner cycliquement un ensemble de pieces différentes
et ou le nombre de types de pieces a produire est fini. Sethi et al. [66] décrivent
un algorithme efficace pour une cellule a deux machines. Hall et al. [40] précisent
ce résultat. Ils étudient également la complexité du probleme en fonction du cycle
de production considéré, dans une cellule a trois machines. Puis, ils prouvent que,
dans une cellule a trois machines, trouver le meilleur cycle de production d’une
piece pour produire des pieces différentes est un probleme NP-complet. Kamoun
et al. [48] proposent des heuristiques pour résoudre ce probleme rapidement dans
des cellule a deux et trois machines. Hall et al. [39] décrivent un algorithme pseudo-
polynomial pour un nombre quelconque de machines. Chen et al. [21] présentent
un algorithme de séparation et évaluation lorsque la séquence de mouvements du
robot est donnée. D’autres méthodes de résolution ont été abordées.

Considérons le cas mono-produit avec des durées de transfert additives. Sethi et al.
[66] ont proposé, en 1992, une conjecture sur la dominance des cycles de production
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d’une piece. Ils ont prouvé que cette conjecture était vraie pour des cellules a deux
machines. En 1993, Hall et al. [38, 40] ont prouvé que, pour des cellules a trois
machines, les cycles de production de deux pieces ne dominent pas les cycles de
production d’une piece. Leur preuve est, en fait, une démonstration informatique
: le probleme est formulé comme un programme linéaire avec 103 contraintes, 81
variables continues et 30 variables binaires. Si la valeur minimale de la fonction
objectif est strictement positive alors la Conjecture des 1-cycles est fausse pour des
cellules a trois machines. Ce programme a été résolu avec un logiciel commercial
et la valeur 0 a été obtenue pour la fonction objectif. En 1996, Crama et van de
Klundert [29, 74] ont montré que cette conjecture était vraie pour des cellules a
trois machines. Leur preuve est basée sur un graphes a 16 sommets et une étude
de cas.



Chapter 2

Activités et cycles de production

Ce chapitre présente les outils et les propriétés nécessaires dans le reste du mémoire.
La premiere section concerne la représentation des cycles de production et I’analyse
des propriétés des mouvements du robot lors de 'exécution de ces cycles (Sec-
tion 2.1). La section suivante décrit les parametres de la cellule. Nous discutons
la stabilité des cycles en fonction de ces parametres et de la phase d’initialisation
(Section 2.2). Ceci nous permet de définir le temps de cycle et de présenter la
Conjecture des 1-cycles qui est I'un des éléments centraux de ce travail. Puis, nous
présentons et analysons les graphes d’état qui permettent de décrire tous les mou-
vements possibles du robot dans la cellule (Section 2.3). Nous concluons ce chapitre
en présentant un module de test et de calcul qui permet d’observer le déroulement
des cycles, de compter le nombre de cycles et d’étudier certaines composantes du
temps de cycle (Section 2.4).

2.1 Représentation générique des cycles

On considere une cellule de production composée de m machines et d’'un robot

chargé du transfert des pieces entre les machines. Les machines sont notées My, M, . ..

Nous ajoutons deux machines auxiliaires, M, qui correspond au lieu de chargement
IN et M,,+1 qui correspond au lieu de déchargement OUT. La cellule robotisée
représente un flow-shop avec un robot central chargé du transfert des pieces entre
les machines. La matiere brute nécessaire est disponible en quantité illimitée en
My. Le robot central ne peut transporter qu'une seule piece a la fois. Une piece
est prise en My et transférée successivement, et dans cet ordre, sur My, M, ... M,,,
pour étre usinée, jusqu’a ce qu’elle atteigne finalement le lieu de sortie M,,,;. En
M, 11, les pieces finies peuvent étre stockées en quantité illimitée. Nous nous con-
centrons sur le cas classique, comme dans [66], ot les machines My, M, ... M,, sont
sans espace de stockage et de capacités unitaires. Dans ce cas, le robot doit étre

29
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vide pour prendre une piece de My(h = 0,1...m). Pour se déplacer d'une ma-
chine a 'autre, le robot prend le plus court chemin sur ’arc de cercle formé par les
machines. Par conséquent, les durées de transfert sont additives [Figure 2.1].

M Ms

M, bras de M,
robot

Figure 2.1: Cellule robotisée a quatre machines

Pour la production des pieces, nous considérons les mouvements cycliques du robot.
Y

Nous définissons un k-cycle comme un cycle de production de k pieces. Un k-cycle
peut étre décrit comme une séquence de mouvements du robot ou exactement k
pieces entrent dans le systeme en M, k pieces quittent le systeme en M, et, apres
chaque exécution du k-cycle, I'état du systeme (incidence pieces/machines) et la
position du robot sont restaurés. Ainsi, un k-cycle peut étre répété indéfiniment.
On peut remarquer que, a chaque exécution du k-cycle, seul le vecteur d’incidence
pieces/machines est restauré. L’avancement de I'usinage des pieces sur les machines
peut varier d'une exécution a ’autre.

Pour décrire un k-cycle, nous utilisons le concept d’activité. L’activité A,(h =
0,1...m) est constituée de la séquence suivante :

— Le robot vide prend une piece de M.

— Le robot transporte cette piece de My, a My 1.

— Le robot décharge cette piece sur Mp, .

Remarquons que de nombreuses séquences d’activités ne sont pas exécutables. Par
exemple, (...AgAp...) n’est pas admissible car le robot apporte une piece sur M;
qui est déja occupée.

Les k-cycles ont été représentés de différentes manieres dans la littérature avant
I'utilisation des activités. Par exemple considérons le cycle (A3A3A49A;) dans une
cellule & trois machines. Sethi et al. [66] représentent ce cycle a l'aide d’une
succession d’états de la cellule :

(0,9, 9, M) (0,9,0,0)(0,9,0, M) (0, 0,2, M37)(0,0,9,1)
(Q7 ®’ Q’ Ml_)(Q’ ®7 Q7 Ml—‘r)(®7 Q7 Q7 MQ_)(@7 Q7 Q7 M;)
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ou () signifie que la machine est vide, {2 signifie que la machine est occupée et M }JL
signifie que le robot est a la machine M), avec j = + si le robot va décharger la
machine et j = — si le robot vient de charger la machine. Hall et al. [40] utilisent
les notations suivantes plus proches de celles que nous utilisons :

{Mg", My, My, My, M3}

ou M, signifie que le robot charge une piece sur M; et M signifie que le robot
décharge une picce de M,,. Le motif M est répété pour indiquer que le cycle
recommence.

Dans [29], Crama et van de Klundert caractérisent les k-cycles comme suit.

Définition 1 Un k-cycle peut étre décrit comme une séquence d’activités telle que
chaque activité se produit exactement k fois et, entre deux occurrences consécutives
(dans le sens cyclique) de Ay, il y a exactement une occurrence de Ap_1 pour
(h=1,2...m) et exactement une occurrence de Apy1 pour (h=0,1...m —1).

Nous représentons un k-cycle comme sur la Figure 2.2. L’axe vertical représente
les machines de la cellule. Le graphe indique la position du robot dans la cellule
pendant 'exécution du cycle. Les lignes pointillées sont les mouvements a vide du
robot et les lignes pleines sont les mouvements du robot lorsqu’il transporte une
piece.

Notons my,(Ck) (h = 0,1...m) le nombre de fois ot le robot se déplace entre M), et
My, 11, dans les deux directions, pendant 'exécution du k-cycle Cj, et up(Cy)(h =
1,2...m) représente le nombre d’occurrences de la séquence d’activités Ap_1 A4,
dans Cy. Pour le 1-cycle 7 de la Figure 2.2 nous avons, par exemple, mo(m) = 4 et
uz(m) =1 et up(m) =0 pour h =1,2...6.

Proposition 1 Les équations suivantes sont valides pour tout k-cycle Cy, :

mo(Cy) = 2k (2.1)

Démonstration Pendant 'exécution du k-cycle Cy, k pieces entrent dans la
cellule en M,. Mais le robot ne fait aucun mouvement inutile. Par conséquent, il
va k fois en My afin de prendre une piece et il quitte & fois My chargé d’une piece
qui entre dans le systeme (exécution de Ag). Ainsi, le robot parcourt exactement
2k fois le chemin entre My et My : k fois vide de My a My et k fois chargé de M,
a M. La preuve pour m,,(Cy) est similaire. O

Proposition 2 Les équations suivantes sont valides pour tout k-cycle C, :
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cellule robotisée
A

Mg
My
Mg

M / | /position du robot
A

Ms

wl 7 )~
e /
M, L,

Figure 2.2: La permutation pyramidale m = (AgA4AgA7 A5 A3A5A)

Démonstration Soit C}; un k-cycle. Pendant I'exécution de CY, le robot parcourt
le chemin de My a M; dans le seul but d’exécuter A; ou de continuer vers M,
pour exécuter Ay. Juste avant chacune des k exécutions de Ay le robot vient
nécessairement de M,. De plus, pour exécuter A, le robot vient de M s’il vient
d’exécuter Ay (u1(Cy) fois) et de My sinon (k —uy (Cy) fois). Par conséquent, juste
avant (k—u;(Cy)) exécutions de Ay, le robot se déplace de My a M. Ainsi, le robot
se déplace de My a M, exactement (2k — u1(Cy)) fois (k fois pour exécuter A et
(k —uq(Cy)) fois pour exécuter A;). Mais, a chaque exécution du cycle, la position
du robot est restaurée. Donc, le robot se déplace aussi exactement (2k — u1(Cy))
fois de My a My. Ceci implique que my(Cy) = 4k — 2uy(Cy).

La preuve pour m,,_1(C}) est similaire. En effet, le robot se déplace de M, a
M,,_1, k fois apres I'exécution de A,, et (k — u,,(Cy)) fois immédiatement apres
I'exécution de A,,_1. O

Soit |S|¢, le nombre d’occurrences de la séquence d’activités S dans le k-cycle Cy.
Nous supprimons Cy dans |S|¢, lorsqu’il n’y a pas de confusion possible.

Proposition 3 Pour m > 4 et pour tout k-cycle Cy, on a

mz(Ck)
mm,g(C’k)

4k — 2|A1AOA2| — 2u2(Ck)

>
2 4k — Q‘Am,QAmAm,ﬂ - 2um,1(0k)

Démonstration Soit C} un k-cycle. Normalisons C en terminant avec I'une des
activités A,. Notons .S; la sous-séquence de '}, qui commence & la i-eéme occurrence
de A, (non comptée dans la séquence) et finit a la (i + 1)-eme occurrence de A,
(comprise dans S;).
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Soit |A1 AgAsl; (respectivement |Aj As|;) le nombre d’occurrences de Ay AgAy (A1 A,
respectivement) dans S;. Notons ms(.S;) le nombre de fois ou le robot effectue le
trajet entre My et M3 (dans les deux directions) pendant 1'exécution de S;.

La Définition 1 indique que, entre deux occurrences consécutives de A,, il v a
) )
exactement une occurrence de A;. Donc, dans .S;, il y a exactement une occurrence
de A;. Au début de I'exécution de S;, le robot est en M;. Par conséquent, le robot
parcourt au moins une fois le trajet entre Ms et M,, avant d’exécuter A;.

Considérons maintenant la séquence d’activités entre A; et Ay dans S;. Si S;
contient la séquence A;AgAs ou la séquence A; Ay, alors le trajet entre My et Mj
est parcouru seulement une fois (exécution de Ay) aprés A;. Pour toutes les autres
sous-séquences Ay — —As, le trajet entre M, et M3 est parcouru au moins trois fois.
Par conséquent, mo(S;) > 1+ 3 — 2|A1 AgAs|; — 2| A1 As);.

Donc, comme le cycle Cy contient k occurrences de As, on a

k-1
m2(0k) = Z m2<Si)

k—1 k k
> 3 4= 24404 - Y 2414
=0 i=1 i=1

> 4k — 2| Ay AgAs| — 2| A; As.

Ceci conclut la preuve pour la premiere inégalité. La preuve pour la seconde
inégalité est similaire. OJ

Un 1-cycle est compleétement défini par une permutation des activités [66]. Par
conséquent, il existe exactement m! 1-cycles. Nous normalisons, sans restriction,
les séquences 7 d’activités en commencant avec l'activité Ay. Les 1-cycles sont
donc de la forme m = (AgA;, Aiy ... A;,) ot (1,42 ... 4,,) est une permutation de
{1,2...m}. Considérons les 1-cycles m qui appartiennent a I’ensemble des per-
mutations pyramidales. La permutation m = (AgA;, As, ... A;,,) est pyramidale s'il
existe un indice p tel que 1 <4y < ... <ip, =met m > i,y > ... >4, > 1. La
Figure 2.2 donne un exemple de permutation pyramidale.

Soit m = (ApAi, A;, ... A;,) une permutation pyramidale avec ¢, = m. L’activité
Aj;; est montante si j < p et descendante sinon. On peut remarquer que, pendant
I’exécution de 7, le robot voyage deux fois entre M) et My, si A, est montante
(mp(m) = 2) et quatre fois si A, est descendante (my(m) = 4). Par définition, les
activités Ay et A,, sont toujours montantes et toutes les autres activités peuvent
étre soit montantes soit descendantes. Une partition des activités en ensembles
d’activités montantes et d’activités descendantes définit, de maniere unique, une
permutation pyramidale. Il existe donc une bijection entre ’ensemble des permu-
tations pyramidales et I’ensemble des vecteurs de taille (m — 1) dont les coeffi-
cients sont 2 ou 4. Il y a donc 2™~ ! permutations pyramidales différentes. Posons
p=2m"1—1 et notons les permutations pyramidales, 7; pour j =0,1... .
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Un ordonnancement est dit actif si le robot exécute toujours 'opération suivante
des que possible. Pour les ordonnancements actifs, tous les événements (débuts
d’activités, attentes du robot...) sont définis de maniére unique une fois que la
séquence d’activités est donnée. Les seuls temps d’attente possibles se produisent
devant des machines ou le robot vide est prét a exécuter la prochaine activité mais
rencontre une piece encore en cours d’usinage. Dans les chapitres suivants, nous
ne considérons que les ordonnancements actifs.

2.2 Instances et temps de cycle

Une instance d'un probleme de cellule robotisée a m machines est entierement
définie en indiquant les temps d’usinage, les temps de trajet et les temps de
chargement /déchargement. Le temps d’usinage d’une piece sur la machine M, (h =
1,2...m) est p,. Soit J; le temps de trajet du robot (vide ou chargé) de M, a
M,y oude My, & My(h=0,1...m). Soit €, le temps de chargement (loading)
d’une piece sur My, (h = 1,2...m+ 1) et soit €} le temps de déchargement (un-
loading) d’une piece de My, (h = 0,1...m). Les durées sont additives. En effet,
les machines sont disposées en ligne ou en arc de cercle, la vitesse du robot est
constante et pour aller d’'une machine a une autre, le robot passe par toutes les
machines intermédiaires. Ainsi, le trajet du robot de M, a My, (h # h') dure

max(h,h/)—1
Z d; unités de temps.
j=min(h,h’)

Supposons que toutes les données d’une instance soient entieres. Alors, si I'on
considere que le cycle commence a l'instant 0, tous les événements suivants se
produisent a des instants entiers. En effet, la seule opération algébrique est de
déterminer le maximum entre le temps de trajet du robot pour arriver a une ma-
chine et le temps d’usinage d’une piece sur la machine. Si la donnée dune instance
est en nombres rationnels, alors on multiplie tous les éléments de 'instance par le
plus petit commun multiple pour obtenir a nouveau des arguments entiers. Nous
restreignons donc notre étude a des instances entieres.

Normalisons, sans restriction, le k-cycle Cj en commencant avec 'une des activités
Ap. Le k-cycle Cj définit un unique vecteur initial d’incidence pieces/machines. Ce
vecteur indique les machines occupées et les machines vides au début du cycle. Le
vecteur initial des temps d’usinage restants de Cj, noté P°(C},), indique les temps
d’usinage restants des pieces sur les machines occupées au début de la premiere
exécution du cycle. Le h-eme élément de P°(C}) est égal a 0 si la machine Mj, est
vide au début du cycle et est dans l'intervalle [0, p,] sinon. Notons que tous les
vecteurs qui vérifient ces propriétés ne sont pas réalisables pour un cycle donné.
Nous n’incluons pas de phase initiale au cycle. Par exemple, on pourrait commencer



Instances et temps de cycle 35

avec un systeme vide et charger d’abord les machines comme requis par le cycle
qui est ensuite répété. En fait, la phase initiale ne change pas la durée du cycle a
long terme.

Pour une instance donnée, nous représentons les k-cycles comme sur la Figure 2.3
: I'axe horizontal représente le temps. Le graphe indique la position du robot dans
la cellule en fonction du temps. Les lignes pointillées sont les mouvements a vide
du robot et les lignes pleines sont les mouvements du robot chargé, les processus
de chargement/déchargement et les temps d’attente du robot aux machines.

_ cellule robotisée

M, J : 0/

THC) =15 T2(C)=14  T*C)=15
Figure 2.3: C' = (ApAsA;A3) pour l'instance Iy avec P°(C) = (0, 3,0)

Par exemple, dans une cellule a trois machines, considérons le 1-cycle C' = (AgAsA; A3).
Soit I I'instance suivante :

oh=1 (h=0,1,23); e =c =0 (h=01,23);
pr=6; p=9; p3=_6.

Au début du cycle C' = (AgAzA; A3), la machine My est chargée et les machines
M et Ms sont vides. Le vecteur P°(C) = (0,3,0) est un vecteur initial des temps
d’usinage restants possible pour C. A Dinstant 9, dans la Figure 2.3, le robot est
a la machine M; et attend 1 unité de temps que la piece soit préte afin d’exécuter
lactivité As.

On remarque que le cycle C' ne se répete pas de maniere identique. Etudions ce

phénomene.

Soit T%(CY) la durée de la i-eme exécution du cycle Cy. Nous décomposons T*(Cy)
en trois éléments, le temps de trajet, le temps de chargement/déchargement et le
temps d’attente :

o T (Cy) est le temps de trajet total du robot, c’est-a-dire,

m

TT(Gk) = Z mh(C'k)(Sh

h=0
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Remarquons que le temps de trajet est le méme pour toutes les exécutions
du cycle (. Par conséquent, il n’est pas indicé par 1.

o T7(Cy) est le temps total de chargement/déchargement des pieces, c’est-a-

dire,
m+1

To(Co) =k ep+kY e
h=0 h=1

T1(Cy) est contant et par conséquent il est indépendant de 7.

o T, (Cy) est le temps total d’attente du robot aux machines durant la i-eme
exécution de C.

Notons w'(Cy) = (w}(Cy), ws(Cy) . .. w! (C)), lai-éme matrice des temps d’attente
de Cj. La matrice w'(Cy,) est de taille k& x m, ot les colonnes w}, (Cy) sont les temps
d’attente (vecteurs de taille k) a la machine M, (h = 1,2...m). La matrice des
temps d’attente initiaux w'(Cy) est définie de maniere unique par le vecteur initial
PY(Cy). En effet, w'(Cy) ne dépend que de I'initialisation du cycle.

Le temps d’attente total Ty, (C) est la somme de tous les éléments de la matrice
w'(Cy). Le i-eme temps de cycle, T*(Cy,), vérifie

T'(Cy) = Tr(Cy) + T(Cr) + Ty (Cy).

Le k-cycle Cy est stationnaire pour le vecteur initial P°(Cy) et pour l'instance I,
si la séquence w'(Cy) est stationnaire, c’est-a-dire, pour i assez grand, toutes les
matrices w'(C},) sont égales. Le k-cycle Cj, est stable s'il est stationnaire pour tout
vecteur P°(Cy), et qu'il engendre le méme temps d’attente pour tous les vecteurs
PY(Cy). Si Cy est stable, nous notons le temps de cycle de Cy, T(Cy) = T(C},)
pour ¢ assez grand. Si Cj n’est pas stable, alors on a la propriété suivante pour
des instances entieres et donc pour des temps d’attente entiers. Cette proposition
peut étre étendue a des nombres rationnels.

Proposition 4 Pour toute instance et pour tout vecteur initial des temps d’usinage
restants, la suite w'(Cy) est cyclique, c’est-a-dire, il existe un entier | tel que, pour
i assez grand, wt(Cy) = w(Cy).

Démonstration Soit C} un k-cycle. Considérons une instance entiere et un
vecteur initial des temps d’usinage restants P°(Cj). Ils définissent de maniere
unique la matrice initiale, a coefficients entiers, des temps d’attente, w!'(Cy). On
peut remarquer que w’(Cy,) ne dépend que de I'instance et du vecteur w'=!(Cy).
Par conséquent, sil existe un indice i et un entier [ qui vérifient w**'(Cy,) = w*(Cy)
alors, on a w'™T(Cy) = w(Cy).

Mais, chaque composant de w} (Cy) est un nombre entier qui se situe entre 0 et p,.
Par conséquent, il existe un nombre fini de matrices des temps d’attente possibles,
w'(Cy). Ceci implique qu'’il existe un [ et un indice i tel que w*™(Cy,) = w'(Cy). O
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Notons [(Cy) la plus petite périodicité du k-cycle Cy, c’est-a-dire, [ = [(Cy) est le
plus petit entier positif qui vérifie w*(Cy,) = w’(Cy) pour i assez grand.

Proposition 5 Tout entier I' qui vérifie w" (Cy) = w'(Cy), pour i assez grand,
est un multiple de I(Cy).

Démonstration Soit I/ un nombre entier qui vérifie w't'(Cy) = wi(Cy), ou
en abrégé w't' = w’, pour i assez grand. Comme [ = [(Cy) est la plus petite
périodicité du k-cycle Cy, il existe deux entiers positifs a et § tels que I' = al +
ouf<l. Ona

. A . .
wz — wz+l — wz—l—al—l—ﬂ — UJH_B.

Comme 3 <[, on a § =0 et, par conséquent, I est un multiple de [. O

Nous avons vu que w'(C}) est cyclique, ce qui implique que T%(C}) est aussi cy-
clique. Pour I'exemple de la Figure 2.3, Tp(C) = 12 et T;,(C) = 0. Comme k = 1,
wi (C) n’a qu'une seule composante. On obtient w!'(C) = (1,1,1) ce qui donne
TL(C) =3 et T'(C) = 15. De méme, w?(C) = (2,0,0), ce qui donne T3 (C) = 2
et T?(C) = 14. Pour le cycle C, I'instance Ij et le vecteur initial P°(C') = (0, 3,0)
on a, pour tout ¢ > 1,

w1 (C) = (1,1,1) et w*(C) = (2,0,0).

Dong, le cycle C' = (AgAyA;A3) n'est pas stationnaire pour P°(Cy) = (0,3,0) et
pour l'instance [ : les durées d’exécution du cycle sont alternativement 14 et 15.
On peut vérifier que C est stationnaire pour 'instance I et pour le vecteur initial
PY(C) = (0,2.5,0) avec une durée d’exécution de 14.5 (qui est aussi la moyenne de

14 et 15).

Notons que le 1-cycle C' = (AgAzA;A3) n’est pas une permutation pyramidale.
Il semble qu'une propriété caractéristique des permutations pyramidales soit leur
stabilité. Nous ne connaissons pas de preuve pour le cas général d’une cellule a m
machines. Les preuves pour m = 2 et m = 3 peuvent étre déduites de la littérature
[66, 40]. Dans I’Annexe B (page 159), nous donnons une preuve explicite de la
stabilité des permutations pyramidales pour des cellules a deux, trois et quatre
machines.

Nous savons que la plus petite périodicité dépend de P°(C}), mais nous n’avons pas
d’exemple ol la valeur moyenne de T%(C},) pendant une période compléte change
pour des P°(Cy) différents. Nous pensons que la valeur moyenne de T%(Cj) ne
dépend pas de P°(Cy) (ergodicité). Dans ce cas, les Propositions 4 et 5 permettent
de définir le temps de cycle a long terme T(Cy) qui est une valeur moyenne de
T(Cy) pour une période, c’est-a-dire, pour i assez grand et pour [ égal & la taille

d’une période,
1

T(C) = Tr(Ch) + Tol(C) + 1 S0 Tt (Ch).

g=1
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Si la valeur moyenne de T%(Cy) dépend de P°(Cy), alors Ty (Cy) doit étre défini
plus soigneusement :

l
. 1 i
Tw(Ch) = Juf (7 2 TWH(CIC)) |

Notons T'(Cy) le temps de cycle et T(Cy)/k la longueur du cycle Cy, [55]. Le taux
de production de Cj est défini par k/T(Cy). Ainsi, le p-cycle C, est optimal s'il
maximise le taux de production ou, de maniere équivalente, minimise la longueur
du cycle T(Cy) /k parmi tous les k-cycles (k = 1,2,3...) possibles. L’approche dans
[25] est, dans un sens, différente. Une périodicité stricte est obtenue en décalant les
événements sous la forme d’un chemin critique. Ceci semble nécessiter un vecteur
initial spécifique P° et la propriété des ordonnancements actifs semble perdue.

Définition 2 Soit Sy et Sy deux ensembles de cycles de production. S; domine S
si, pour toute instance, on a la propriété suivante : pour tout k'-cycle Cys de Sy, il
existe un k-cycle Cy dans S1 qui vérifie

T(Cr) < T(Cy)
k- K

Dans [27], les auteurs prouvent que les permutations pyramidales dominent les 1-
cycles. Tls donnent un algorithme de complexité O(m?) pour déterminer la meilleure
permutation pyramidale. L’intérét porté aux 1-cycles est motivé par la conjecture
suivante proposée par Sethi, Sriskandarajah, Sorger, Blazewicz et Kubiak [66].

Conjecture des 1-cycles [66] l'ensemble des 1-cycles domine [’ensemble des
cycles de production. Ceci signifie que le taux de production mazximum sur toutes
les séquences finies de mouvements cycliques du robot peut étre obtenu en exécutant
un 1-cycle.

Cette conjecture est valide pour m = 2 [66] et m = 3 (premiere preuve dans
[26]). Dans [26], les auteurs utilisent des graphes d’état et supposent que d; =
6(h = 0,1...m) et € = ¢€,.; = 0(h = 0,1...m). Il est mentionné dans la
conclusion que la démonstration peut étre généralisée a un systeme avec des temps
de chargement/déchargement non nuls pour les machines et des valeurs arbitraires
de temps de trajet 6. L'intérét de cette conjecture est qu’elle réduit la complexité
du probleme. En effet, il suffit de trouver la meilleure permutation pyramidale
pour obtenir le meilleur 1-cycle (probléeme polynomial).

Présentons quelques propriétés des temps de cycle. Nous utilisons 'abréviation
suivante

A =261+ 20, + €y + e+ e+ e
Théoréme 1 Le temps de cycle T(Cy) d’un k-cycle Cy, arbitraire satisfait
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Démonstration Cette inégalité a été introduite pour k = 1 dans [27].

) cellule robotisée

‘ > Dh Ay,
Mpy1 1
Ap
M4+ - - -
" La piece est
Ap-1 usinée sur M;, - [Ap
Mp—1 1
T } } >
tj ljt1 temps

Figure 2.4: Hlustration du Théoreme 1

Pendant I'exécution de CY, le robot exécute k fois les activités A,_; et Ay. Ces
activités ne peuvent pas étre exécutées si la machine M), est en train d’usiner une
piece. Soit t;(j = 1,2...k+ 1) le j-éme instant dans le cycle ot M} commence a
usiner une piece. Nous supposons que le cycle commence a 'instant ¢; et finit a
I'instant ¢51. Entre t; et ¢;11(j = 1,2... k), au moins les événements suivants se
produisent séquentiellement [Figure 2.4] :

— la machine M)}, usine une piece [durée : p, unités de temps],

— la piece est transférée de M), & Mysq [€)f + 6, + €}, unités de temps],

— le robot retourne a la machine Mj_; [0,_1 + 05, unités de temps],

— une nouvelle piece est transférée de M,y a My [e€} | + dp—1 + eﬁl unités de

temps].

Donc tj41 — t; > pn + Ap. Comme T(Cy) > tpy1 — t pour tout ¢, on a, pour
chaque exécution, T(Cy) > k(Ay, + p). On obtient donc T'(Cy) > k(Ap + pr). U

Le théoreme suivant est une conséquence immédiate du Théoreme 1.

Théoreme 2 Si, pour une instance donnée I, le temps de cycle d’un k-cycle Cy,
satisfait T(Cy) = k(Anp+pr)  pour un h (1 < h < m), alors Cy, est optimal pour
I.

Nous décrivons maintenant le temps de cycle d’une permutation pyramidale qui
joue un role central : la permutation descendante, 7y = (AgAmAm_1...A1). En
effet, w4 est optimale si les temps d’usinage sont longs et, dans le cas contraire, 74
peut étre exécutée sans attente. La Proposition suivante a été énoncée dans [27].
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Proposition 6 [27] Le temps de cycle de mg = (AgAmAm—1...A1) vérifie

m—1 m
T(ma) = max(20 +4 Zl 8; + 20, + ZO@“ +€4), Ay + pr). (2.5)
Jj= Jj=

2.3 Graphes d’état

Le graphe d’état, GG,,, défini pour les cellules a m machines, permet de décrire
tous les mouvements possibles d’un robot dans la cellule. Ce type de graphes été
introduit par Crama et van de Klundert dans [74, 29].

2.3.1 Présentation

Le graphe d’état G,,, associ aux cellules robotisées m machines, est une paire
(V,E), ou V est I'ensemble des sommets et F I'ensemble des arcs. Chaque sommet
v; (0 < i < 2™ —1) représente un état de la cellule (machines vides et machines
occupées). La valeur de i, écrite en nombre binaire sur m bits, donne I’état du
systeme décrit par le sommet v; : si la machine M, (¢ = 1,2...m) est occupée,
alors le g-eme bit (de gauche a droite) est égal a 1, sinon ce bit est & 0. Par exemple,
pour m = 5, le sommet vg [Figure 2.5] représente ’état du systeme pour lequel les
machines Ms et My sont occupées et les machines M, M3 et M, sont vides puisque
la forme binaire de 9 est 01001. Les arcs de G, représentent les activités du robot
pour passer d'un état a un autre état. Chaque arc est pondéré par une activité.
Par exemple, dans G5, l'arc (vi7,v9) est pondéré par activité A;. En effet, A;
signifie que le robot avance une piece de la machine M; a la machine M, et 1’état
du systeme passe de 10001 01001. La Figure 2.5 présente le voisinage de vy dans
G5.

vy = 10001 v10 = 01010
Vo5 = 11001} i v9 = 01001 i = vg = 01000
Ag
Y
vs = 00101

Figure 2.5: Le voisinage de vy dans G5
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L’ensemble E des arcs de G,, peut étre décrit plus formellement. En effet, (v;, v;)
est un arc de G,, si et seulement si I'une des propriétés suivantes est vraie (a et b
sont des nombres binaires) :
— la représentation binaire de 7 est alOb et la représentation binaire de j est
a01b (une piece est avancée d’une machine a la suivante) ou
— la représentation binaire de 7 est Oa et la représentation binaire de j est la
(une piece est introduite dans le systeme) ou
— la représentation binaire de 7 est al et la représentation binaire de j est a0
(une piece est sortie du systeme).

Le graphe d’état G5 est donné Figure 2.6 et le graphe d’état GG5 est donné Figure 2.7.

Vg = 10
Ay Ao
V3 = 11 A1 Vo = 00
Ao Y As
v = 01

Figure 2.6: Le graphe d’état G,

Toute séquence d’activités qui représente un k-cycle admissible correspond de
maniére unique (& une rotation des activités pres) a un cycle dans G,, et réciproquement.
Or, dans un k-cycle, chacune des (m + 1) activités est répétée k fois. Ainsi, la
longueur de tout circuit de G, est un multiple de (m + 1). Dans la suite, on
représente indifféremment un k-cycle par une séquence de sommets de G, ou par
une séquence d’activités.

vg = 110 vy = 100
A3 A2 Al AO
Y Y
V7 = 111 Vs = 101 Vg = 010 Vo = 000
A1 AQ
AO Y Y A3
vy = 011 v = 001

Figure 2.7: Le graphe d’état G
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2.3.2 Propriétés générales

Les graphes d’état permettent d’établir des bornes sur les temps de cycle. De plus,
ils possedent quelques propriétés remarquables des graphes.

Le graphe d’état G,, admet deux couplages parfaits disjoints. En effet, les arcs
pondérés par Ag sont les arcs (v;,v;) tels que v; = Oa et v; = la, pour tout a
compris entre 0 et 27! — 1. Donc tout sommet est soit I'extrémité initiale, soit
I'extrémité finale de exactement un arc pondéré par Ag. Les arcs pondérés par Ay
forment donc un couplage parfait. De méme, les arcs pondérés par A,, forment un
couplage parfait. Or, un arc est pondéré par exactement une activité. Donc, les
deux couplages parfaits, celui formé par les arcs pondérés par Ay et celui formé par
les arcs pondérés par A,,, sont disjoints.

On considere les sommets qui représentent les états ou la machine M; est vide. On
les appelle sommets initiaux. En effet, par convention, on normalise les 1-cycles en
commenant par Ag. Or, avant I'exécution de Ay, il faut que la machine M; soit
vide pour que le robot puisse y apporter une piece. La proposition suivante a été
établie par Sethi et al. [66].

Proposition 7 [66] Tout 1-cycle m définit un sommet initial unique v™.

Démonstration Soit 7 un 1-cycle. L’algorithme suivant construit I'unique som-
met initial pour lequel 7 est admissible. On note v™(q) = 1 s’il y a, au début du
cycle m, une piece sur M, et v™(¢) = 0 sinon.

Algorithme [Détermination de v”]

initialisation
déja(0) := faux
pour 7 :=1 am faire
U (7) =0
déja(i) := faux
fin pour
début
pour i :=14a (m+1) faire
7 := index de l'activité en i-eme position dans m
si j # 0 et non déja(j — 1) alors

Ux(j) =1
fin si
déja(y) == vrai
fin pour
fin. UJ

Dans [27], Crama et van de Klundert ont montr que les permutations pyramidales
dominent les 1-cycles. Ils décrivent un algorithme en O(m?) qui donne la meilleure
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permutation pyramidale. Nous savons qu’il existe 2! sommets initiaux possibles

(pas de piece sur M;). Le théoreme suivant nous permet d’affirmer qu’il existe
aussi 2™~ permutations pyramidales.

Proposition 8 Il existe une bijection entre l’ensemble des permutations pyrami-
dales et l’ensemble des sommets initiaux.

Démonstration La Proposition 7 indique qu’a toute permutation pyramidale
correspond un sommet initial unique. Il nous reste donc a prouver que tout sommet
initial définit une permutation pyramidale unique.

Soit 7 une permutation pyramidale et h < h'. Si I'activité A; est apres activité
Ay dans 7, alors Aj, est une activité descendante. Si Ay précede A; dans 7, alors
A;, est une activité montante.

A partir de I’état initial v, on obtient un partitionnement en activités montantes et
descendantes de la maniere suivante. Si la machine M}, est occupée dans 'état
initial, alors 'activité Aj, est exécutée apres activité A, 1 ce qui implique que Ay,
est une activité descendante. Si M}, est initialement inoccupée, A; est exécutée
avant Ap,q et, par conséquent, Ay est une activité montante. Or, 'ensemble des
activités montantes et descendantes définit de maniére unique une permutation
pyramidale. 0

Par exemple, le sommet initial v, = 0111010 correspond a la permutation pyrami-
dale m = (AOA4A6A7A5A3A2A1).

Soit FE,, 'ensemble des arcs du graphe G,, pour lesquels toutes les machines sont
vides et le robot est en train de transporter I'unique piece présente dans le systeme.
L’ensemble FE,, est défini par

Ey = {(vy, vgm-1), (v1,v0) } U {(vaa+1,v9q) pour ¢ =0,1...m — 2}.

Par exemple, dans Gj3, Uarc (ve,v1) (v = 010 et v; = 001) est dans Fj car sur cet
arc toutes les machines sont vides et le robot transporte une piece de la machine M,
a la machine Mj3. On peut remarquer que F,, est ’ensemble des arcs qui composent
le 1-cycle identité, Id = (AgA; ... A,,). Le théoreme suivant est appelé Théoréme
d’additivité.

Théoréme 3 Si un k-cycle Cy, (k fini) couvre au moins deux fois le méme arc de
E,. alors Cy, peut étre décomposé en deux cycles Ck, et Cy, (k1 > 0 et ky > 0) tels
que

— Cy, est un ky-cycle ; Ck, est un ka-cycle ;

- lﬁ + kQ = k, 5

- Cp= (Ck170k2) ;

- T(Cy) =T(Cky) + T(Ch,).

De plus, si Cy est optimal, alors C, et Cy, sont aussi optimauz.

Démonstration Soit Cy, un k-cycle qui couvre deux fois l'arc (v;,v;) € E,
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pondéré par Ay. On peut écrire C) de la maniere suivante,
Ck = (U,‘,Uj, <o U, Uy, . )
—_——— —

C Ch

1 2

Soit t, le f-eme instant dans le cycle C ou le robot quitte le sommet v; afin
d’exécuter 'activité A,. On sait qu’a 'instant ¢, toutes les machines sont vides
et le robot transporte 'unique piece du systeme. Par conséquent, a l'instant t,,
I’état de la cellule est exactement le méme qu’a linstant ¢,.1. Supposons que
C), commence a t;. Entre deux occurrences de (v;,v;), le robot exécute un cycle
complet dans le graphe. Notons Cy, le kj-cycle qui commence a 'instant ¢, et finit
a l'occurrence suivante de (v;,v;) dans Cy. Ainsi, C}, commence a l'instant ¢;, finit
a l'instant t5 et ’état initial est exactement identique a I’état final. Donc chaque
exécution de Cy, dure T(Cy,) = ta — t;. De plus Cy finit a t,(¢ > 2). Notons
Chk, le ka-cycle qui commence a ty (le robot quitte le sommet v;) et se termine a
la fin de C). L’état final et I’état initial de Cj, sont identiques. Par conséquent,
T(Ch,) = to — ts.

On sait que T'(Cy, )+T'(Cy,) = ti—ta+ta—t;. Done, T(Cy) = T(Ck,)+T(Cy,) ou Cy,
est un kp-cycle, Cy, est un kp-cycle et C peut étre écrit comme une concaténation
de CY, et de C,.

Si Ck est optimal alors, par définition,
T(C) T(C) o T(Cy)
ki 7 ke Tk

ce qui implique
D’ou
ET(Cy) = k(T (Ck,) + T(Cry)) = (k1 + ko) T(Cy) = kT (Ch).

Donc toutes les inégalités deviennent des égalités ce qui signifie que CY, et Cy, sont
aussi optimaux. O

Corollaire 1 Pour une instance I donnée, soit p le plus petit entier tel qu’il existe
un p-cycle optimal C,. Alors G, contient au plus une fois un méme arc de E,.

Démonstration Supposons que C, contienne au moins deux fois I'un des arcs de
E,,. D’apres le Théoreme 3, C, peut étre décomposé en deux cycles optimaux Cj,
et (,, avec p; < p et py < p. Ceci est en contradiction avec la minimalité de p. [

2.3.3 Line-graphs

N

A chaque graphe G, (orienté), est associé un line-graph LG, (orienté) comme suit
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— les sommets de LG,, correspondent aux arcs de G,, ;
— (a,a’) est un arc de LGy, si et seulement si il existe dans G,, un sommet v
qui est 'extrémité finale de a et 'extrémité initiale de o’ [Figure 2.8].

donne ————
a

LG,

/

Figure 2.8: Définition d’un arc dans LG,

Les circuits de G,, et de LG, sont équivalents. On peut donc travailler avec I'un
ou l'autre graphe. Le graphe LG, est présenté Figure 2.9 et le graphe LG3 est
présenté Figure 2.10.

Figure 2.9: Le line-graph de Gs

Dans la suite, nous n’utilisons les line-graphs que pour le cas régulier, c¢’est-a-dire,
op = d et epf = €, = epour h = 0,1...m. Par conséquent, nous décrivons
les propriétés des line-graphs pour ce cas uniquement. Les arcs de LG, sont
pondérés par les durées des trajets du robot entre deux activités et par certains
temps d’attente. En effet, un sommet de LG, est étiqueté par ’activité qui pondere
l’arc correspondant dans G,,. Ainsi, les arcs (Ap, Apy1) de LG, sont pondérés par
le temps d’usinage en M} 1, c’est-a-dire pyy1 : le robot attend pp.1 unités de temps
entre A, et Aj,. 1 dans la séquence A, Ay, 1. L'arc Ay Ay avec h' # h+1 est pondéré
par 0|h" — (h + 1)|. Cette valeur correspond au temps de trajet entre la fin de Ay,
(robot en My, 1) et le début de Ay (robot en My, ).

De méme que le line-graph de G5 est un sommet entouré de deux jj oreilles j;
formées par l'identité et 'anti-identité [Figure 2.9], le line-graph de Gj peut étre
représenté comme un cube possédant deux jj oreilles j;, aussi formées par 'identité
et anti-identité [Figure 2.10].
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A3 < AQ < A3

Az Ay As

Figure 2.10: Le line-graph de G

2.4 Module de test et de calcul

Nous avons développé un module informatique en langage C afin de tester la va-
lidité des conjectures, d’exécuter des algorithmes et de calculer des résultats. Les
développements qui n’aident pas a la compréhension de ce travail ne sont pas men-
tionnés.!

Ce module est composé de trois parties. La premiere partie permet d’observer
I’évolution des cycles. La deuxieme partie concerne les graphes d’état et la troisieme
partie traite des line-graphs.

2.4.1 Evolution des cycles

La premiere partie du module prend en entrée une instance a valeurs entieres, un
cycle et le nombre de répétitions du cycle. Le programme calcule le vecteur initial
d’incidence pieces/machines et suppose qu’au début du cycle toutes les pieces sont
prétes. Cette hypothese pourrait étre supprimée, mais il faudrait alors entrer en
plus I’état initial. La sortie est un tableau au format latex des événements dans la
cellule et de I’état de la cellule a chaque instant.

Cette partie a permis de tester de nombreux cycles pour étudier, par exemple, la
dominance des 1-cycles, 'ergodicité des cycles (en changeant I’état initial) ou leur
stabilité. Le Tableau 3.4, page 82, a été généré directement par ce module.

1Ce module a été implémenté en collaboration avec Benjamin Vettier.
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2.4.2 Graphes d’état et nombre de k-cycles

La seconde partie du module permet de générer des graphes d’état. La donnée est
le nombre de machines et la sortie est le graphe d’état sous la forme

v; ¢ liste des successeurs de v; et pondération des arcs

Par exemple le graphe d’état G5 (voir Figure 2.6, page 41) est décrit comme suit

0 : 2 (A0)
1 : 0 (A2) 3 (A0)
2 : 1 (AD)
3 : 2 (A2)

Ainsi, la deuxieme ligne signifie que les successeurs de vy sont vy et v et que I'arc
(v1,v0) est pondéré par I'activité Ay et que I'arc (v, v3) est pondéré par I'activité
Ap.

Ce module nous a permis de calculer le nombre de k-cycles dans une cellule a m
machines (m et k donnés). Dans un premier temps, nous décrivons un algorithme
simple qui permet de calculer le nombre de k-cycles dans une cellule a deux ma-
chines. Puis, nous présentons une approche combinatoire qui fournit une formule
récursive pour obtenir le nombre de k-cycles pour m = 2. Enfin, nous présentons un
algorithme qui utilise les idées de 'approche combinatoire. Cet algorithme permet
de calculer le nombre de k-cycles dans une cellule & m machines.

Approche algorithmique pour m = 2

Considérons une cellule a deux machines. Pour k& donné, il s’agit de trouver le
nombre de k-cycles. Si k = 1, alors il existe deux 1-cycles différents : (AgA;As)
et (ApAzA;). Remarquons que (A;A24)) et (AsApA;) sont identiques, a une ro-
tation des activités pres, au cycle (AgA1As). De méme, toujours pour deux ma-
chines, il existe trois 2-cycles différents : (AgA;AsAgA1As), (AgA1AgAsA1A) et
(ApAyA1ApgAsAY).

En fait, pour deux machines, un k-cycle est une succession des séquences a =
A1AgAs et b = A1 A Ay (voir Figure 2.6, page 41). Il s’agit donc de compter
les mots de k lettres, sur I'alphabet {a,b}, qui sont différents. Deux mots sont
différents s’ils ne sont pas identiques a une rotation des lettres pres. Ainsi, aab est
différent de bba et est égal a aba et a baa.

L’idée de l’algorithme est de créer un tableau de taille 2¥, pour les nombres binaires
de 0 a 2¥ — 1, puis de parcourir ce tableau en éliminant les nombres identiques.
Le nombre s retourné a la fin de I'algorithme est le nombre de k-cycles dans une
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Tableau 2.1: Nombre de k-cycles pour m = 2 (approche algorithmique)

k [ 1]2]3]4]5]|6]7][8]910]|11]12]13] 14
nb de k-cycles | 23 |4 [6|8[14[20]36 (60| 108|188 | 352 | 632 | 1182

k | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
nb de k-cycles | 2192 | 4116 | 7712 | 14602 | 27596 | 52488 | 99880 | 190746

cellule a m machines.
Algorithme [Calcul du nombre de k-cycles pour m = 2]

donnée k
initialisation
K =2k
s=0;
pour i=0 K —1 faire vuli] = vrai ;
dbut
pour z=0 K —1 faire
si wvul[z] = vrai alors
s=s+1;
vu[z] = faux ;
y=;
pour =0 k& —1 faire
y=yx2;
si y>Kalorsy=y—K+1;
vuly] = faux ;
fin pour
fin si
fin pour
retourner s ;
fin.

Cet algorithme a été programmé en C et donne rapidement le nombre de k-cycles
[Tableau 2.1].

Approche combinatoire pour m = 2

L’approche combinatoire fournit une formule qui permet d’obtenir le nombre de
k-cycles pour deux machines. 2 Plus généralement, nous proposons des formules

2Ces formules ont été élaborées avec 1'aide de Sylvain Gravier et Charles Payan du laboratoire
Leibniz-IMAG a Grenoble.
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qui permettent d’obtenir le nombre de mots de k lettres différents, sur un alphabet
{ai,as...a,} (oujjdifférent ;; signifie toujours jj non identiques & une permutation
des lettres pres ;).

Notons B, (k) le nombre de mots, de longueur k, différents et M,,(d) le nombre de
mots différents de longueur d non périodiques, c’est-a-dire, les mots qui ne sont
pas la répétition d’un méme motif. Par exemple, abab est périodique, mais aaab ne
I’est pas. On a

nk— > dM,(d)
k
ou d div k signifie que jj d divise k j;, et d peut étre égal a 1 mais d est strictement
plus petit que k (d # k). Le premier terme, n* compte le nombre total de mots
de longueur k. Il faut ensuite soustraire tous les mots périodiques. Puis, il faut
diviser par k pour éliminer (k — 1) permutations de chaque mot restant.

Par exemple, pour n = 2 et k = 4, il existe 16 mots dont 2 sont périodiques de
période 1 (aaaa et bbbb) et 1 est périodique de période 2 (abab). 1l faut enlever ce
mot deux fois (pour éliminer également baba). Il reste alors 12 mots non périodiques
(aabb = abba = bbaa = baab ; aaab = aaba = abaa = baaa ; bbba = bbab = babb =
abbb). Sur ces 12 mots, 3 sont différents. On a donc My(4) = (16—2x1—1%2)/4 = 3.

Pour obtenir tous les mots différents on calcule B, (k) comme suit :

Bu(k)= > M,(d).

d div k

Pour n = 2, By(k) donne tous les k-cycles dans une cellule & deux machines
(Tableau 2.2). A partir de trois machines, le probleme se complique car on ne
peut plus décomposer les cycles en motifs intéressants.

Tableau 2.2: Nombre de k-cycles pour m = 2 (approche combinatoire)

k 11213456 |7 ]8]9 10|11 | 12 | 13
21369 1830|5356 | 99 | 186 | 335 | 630
By(k) |23[4[6|8|14]20 36|60 | 108 | 188 | 352 | 632

5
—~
N
—

Nombre de k-cycles pour m arbitraire

Nous présentons un algorithme qui calcule le nombre de k-cycles pour m quel-
conque. Cet algorithme utilise le principe présenté dans ’approche combinatoire.
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Tableau 2.3: Nombre de k-cycles dans une cellule a m machines

~n 2 3 4 5 6 7
1 |2 6 24 120 720 5040
2 | 3] 20 260 5588 175112 | 7439072
3[4 70 3656 375984 | 65117280

4 6] 300 60648 | 20222424

5 | 8 | 1350 | 1073696

6 | 14| 6580 | 19847316

7 |20 32646

8 |36 | 166620

9 |60 | 862470

L’idée est d’énumérer tous les k-cycles en parcourant le graphe d’état et de don-
ner a chaque cycle un poids. Ce poids correspond au nombre de fois ou le cycle
apparait lors de I’énumération.

Un cycle qui apparait n fois lors de I’énumération (cycle de période n) a un poids
de 1/n. Ainsi, les n occurrences du méme cycle auront ensemble un poids de 1.

Algorithme [Calcul du poids du cycle C]

début
poids = —1 ;
pour tous les diviseurs d de k a partir de 1 faire
si poids < 0 alors
p=1/d; n=(m+1) d;
fini = faux ;
pour ¢ =0 an faire
si (non fini) alors
pour j =1ap—1 faire
si (non fini) alors fini = (C(i) # C(i + jn)) ;
fin pour ;
fin si ;
fin pour ;
si (non fini) alors poids = p ;
fin si ;
fin pour ;
renvoyer(poids) ;
fin.

Pour énumérer tous les k-cycles, I'algorithme de parcours démarre de chaque som-
met initial avec 'arc pondéré par Ag. Puis il effectue un parcours en profondeur du
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graphe. Il continue le parcours sur une branche tant que, pour tout A, le nombre
de Ay rencontré est inférieur a k et que la branche ne décrit pas un k-cycle.

Le Tableau 2.3 indique que le nombre de k-cycles explose tres rapidement. Ainsi,
une analyse des conjectures en énumérant tous les k-cycles s’avere impossible.

2.4.3 Line-graphs et plus petits circuits moyens

Cette partie concerne les line-graphs des graphes d’état. Le programme prend en
entrée le nombre de machines, m, et génere le line-graph LG,,.

Dans cette partie, nous considérons le cas régulier, c’est-a-dire 6, = 0 et €} =
I
€41 = €, pour tout h.

Les arcs de LG, sont pondérés par les temps de trajet ou par les temps d’attente
engendrés par les séquences d’activités A, Ay 1. Pour obtenir la durée complete
d’un cycle il ne manque que les temps d’attente lorsque les temps d’usinage sont
grands. Ainsi, si les temps d’usinage sont petits (p, < 49, pour tout h = 1,2...m),
alors la durée d’un cycle est obtenue en additionnant les poids des arcs de LG,,
qui composent le cycle. A cette valeur, il faut ajouter ¢ + 2¢ (durée d’une activité)
pour chaque sommet visité pendant le parcours du cycle.

Comme tous les circuits de LG, correspondent a des cycles de production, ils ont
une longueur multiple de (m + 1). Ainsi, s’il n'y a pas d’attente, un cycle de
production optimal correspond a un plus court circuit moyen dans LG,,. Nous
définissons le plus court circuit moyen et décrivons un algorithme pour le trouver.

Soit G = (V, A) un graphe orienté a n sommets et ¢;;, une distance sur les arcs de
G. Le plus court circuit moyen (minimum mean cycle) C de G est le circuit qui
minimise

somme des cotits des arcs de C'

nombre de sommets dans C

Trouver le plus court circuit moyen est un probleme qui peut étre résolu en temps
polynomial. Dans la théorie des flots, il existe une tres vaste littérature sur ce sujet.
Des algorithmes de plus en plus rapides ont été congus pour résoudre ce probleme.
Nous utilisons 'algorithme de Karp [49] décrit dans [4].

Fixons un sommet s de G. Soit d*(j) la longueur, par rapport a c;;, du plus court
chemin de s a j qui contient exactement k arcs. Pour tout sommet ;7 et pour tout
k=1,2...n, on peut calculer d*(j) en utilisant la formule récursive suivante :

d*(j) = min {d* ') + ¢;;
()=, min {470 + i}

avec d°(j) = 0.
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La longueur p* du plus court circuit moyen est

S [d”(j) —d’“(j)]
p°=min max |——F——F=
JEV 0<k<n—1

n—=k

Nous avons implémenté cet algorithme pour trouver le plus court circuit moyen de
LG,,. Nous avons commencé par simplifier le graphe en utilisant des propriétés
intéressantes des k-cycles.

Pour une instance donnée, notons C* le plus court circuit moyen minimal en nombre
de sommets et k* le degré de C*, c’est-a-dire, C* passe par k*(m + 1) sommets.
Notons que C* ne passe pas deux fois par le méme sommet.

Le circuit C* passe k* fois par chaque sommet Ay, h = 1,2...m. Pour aller d’'un
sommet A;, au sommet A; suivant, C* emprunte le plus court chemin entre ces
deux sommets. En effet, les chemins entre deux sommets pondérés par A; et qui
ne passent pas par d’autres sommets pondérés par A, ont tous la méme longueur.

Chaque activité Ay, (h = 1,2...m — 1) pondere 2™ 2 sommets de LG,, et les
activités Ay et A,, ponderent 2! sommets de LG,,. Fixons h entre 1 et m — 1.
Il suffit de considérer les plus courts chemins entre tous les sommets pondérés par
Aj,. On obtient un graphe complet de 272 sommets. Il s’agit alors de trouver le
plus court circuit moyen dans ce graphe.

Remarquons que cet algorithme n’est pas polynomial car LG, possede (m+3)2m~2

sommets et que le graphe réduit en possede 2™ 2.

D’autres parties du module ont été développées mais ne sont pas présentées dans
ce mémoire. Par exemple, nous avons implémenté ’algorithme de Crama et van de
Klundert pour trouver la meilleure permutation pyramidale [27]. Cet algorithme
a été utilisé pour calculer le gain exact engendré par l'ajout d’espaces de stockage
unitaires dans la cellule et pour générer la Figure 7.2, page 125.



Part 11

Analyse de la production cyclique
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Introduction de la deuxieme
partie

Cette partie concerne I’analyse de la production cyclique dans des flow-shops robo-
tisés simples, sans espace de stockage et dont les distances inter-machines sont
additives.

Nous étudions d’abord la Conjecture des 1-cycles lorsque les machines ne sont
pas équidistantes (Chapitre 3). Dans ce cas, Sethi et al. [66] ont prouvé que la
conjecture est vraie pour des cellules a deux machines et Crama et van de Klundert
[29] ont prouvé qu’elle est vraie pour des cellules a trois machines. Nous présentons
de nouvelles preuves de ces résultats avec deux approches différentes : une approche
par les graphes et une approche algébrique. Nous utilisons cette derniere approche
pour démontrer d’autres résultats connus de la littérature comme la dominance
de certains cycles de production appelés permutations pyramidales [27]. Cette
approche nous a également permis de trouver un contre-exemple a la Conjecture
des 1-cycles pour des cellules a quatre machines et plus. Nous étudions ensuite la
performance des cycles de production d’une piece.

Dans le chapitre suivant (Chapitre 4), nous imposons des restrictions sur les parametres
de la cellule. Nous considérons d’abord le cas régulier ou toutes les machines sont
équidistantes. La Conjecture des 1-cycles avait initialement été proposée pour ce
type de configuration. Pour des cellules régulieres a quatre machines, les cycles de
production de deux pieces sont dominés par les cycles de production d'une seule
piece. Par contre, il existe des cycles de production de trois pieces meilleurs que
tous les cycles de production d’une piece. Nous étudions ensuite le cas régulier
équilibré ou les temps d’usinage des pieces sont identiques sur toutes les machines.
Dans ce cas, nous prouvons que le meilleur cycle de production d’une piece peut
étre trouvé en temps constant et que la Conjecture des 1-cycles est vraie pour des
systemes a quatre machines.
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Chapter 3

Conjecture des 1-cycles

Dans ce chapitre, nous établissons completement la validité de la Conjecture des 1-
cycles dans des cellules robotisées dont les durées de transfert sont additives. Nous
présentons deux approches différentes de 1'analyse de la production cyclique : une
approche par les graphes (Section 3.1) et une approche algébrique (Section 3.2).
Nous utilisons ces deux approches pour redémontrer la Conjecture des 1-cycles
pour des cellules a deux et trois machines. L’approche algébrique nous a permis de
trouver un contre-exemple a la conjecture pour des cellules a quatre machines et
plus (Section 3.3). Puis, la conjecture étant fausse, nous analysons la performance
des 1-cycles par rapport aux k-cycles.

3.1 Approche par les graphes

Dans cette section, nous démontrons la validité de la Conjecture des 1-cycles pour
des cellules & deux et trois machines a 'aide de graphes d’état.!

Dans [26] les auteurs donnent la premiere preuve de la validité de la conjecture
pour une cellule a trois machines. Nous présentons une nouvelle preuve, basée sur
des graphes plus simples, comportant deux fois moins de sommets que les graphes
utilisés dans [26].

Rappelons que u;,(Cy) est le nombre total d’occurrences de A, 1A, (h=1,2...m)
dans le k-cycle Cj, et notons Wj,(Cy,) attente totale en Mj pendant 'exécution de
Cy.

Les résultats présentés dans cette section ont été publiés dans la revue INFOR [15].
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3.1.1 Etude de G,

La premiere preuve de la validité de la Conjecture des 1-cycles dans une cellule a
deux machines a été donnée par Sethi et al. [66]. Nous présentons une nouvelle
preuve qui utilise les graphes d’état. Le graphe G5 est donné Figure 3.1.

Vg = 10
A, Ay
V3 = 11 Al Vo = 00
Ag Y Aoy
v = 01

Figure 3.1: Le graphe d’état G2 et son line-graph

Dans une cellule composée de deux machines, il existe exactement deux permuta-
tions pyramidales : l'identité my = (Ag, A1, A2) et I'anti-identité m = (Ag, As, A7).

Théoreme 4 La Conjecture des 1-cycles est vraie pour m = 2.

Démonstration Pour I une instance, soit p la plus petite valeur telle qu’il existe
un p-cycle G, optimal. Il suffit de prouver que p = 1.

Dans G, 'activité A, est répétée p fois. Dans G, seul I'arc (vo, v1) est pondéré par
A, [Figure 3.1]. Donc, C, contient p fois I'arc (vs,v1) qui appartient & ’ensemble
E, (sur cet arc, toutes les machines sont vides). Le Corollaire 1 (page 44) indique
que C, contient au plus une seule fois tout arc de Fy. Donc, p = 1. O

3.1.2 Etude de G;

Pour le cas de trois machines, le graphe G3 est représenté Figure 3.2.

Comme indiqué précédemment, la premiere preuve de la Conjecture des 1-cycles
pour m = 3 a été donnée par Crama et van de Klundert [26, 29]. Nous présentons
une nouvelle preuve basée sur les graphes d’état.

Théoreme 5 La Conjecture des 1-cycles est vraie pour m = 3.

Dans une cellule trois machines, il existe exactement six 1-cycles dont quatre sont
des permutations pyramidales. Or, le temps de cycle minimum pour tous les 1-
cycles est atteint pour une permutation pyramidale [27]. Les quatre permutations



Approche par les graphes 59

ve = 110 vy = 100
A3 A2 Al AO
Y Y
V7 = 111 Vs — 101 Vg = 010 Vg = 000
A1 AQ
AO Y Y AS
vg = 011 v = 001

Figure 3.2: Le graphe d’état G

pyramidales sont :

o (ApgA1 Az A3)
m = (AoA1A3Ay)
me = (AgAA34y) ;
w3 = (ApgA3zAxA;).

Les temps de cycle de ces permutations pyramidales sont donnés par [66] :

(m0) = 83+8+pi+ps+ps;

(m) = 100 4 8¢ + p1 + max(0, p3 — p; — 60 — 4e, py — 46 — 2¢) ;
T(my) = 100 4 8¢ + max(0,p; — p3 — 65 — 4e, po — 46 — 2¢€) + ps3 ;
(m3) = 120 + 8¢ + maxy(0, p, — 86 — 4e).

Considérons une instance I. Soit p la plus petite valeur telle qu’il existe un p-cycle
C, optimal. On démontre que p = 1. En utilisant les Propositions 1 et 2 (page 31)
et en posant uy,(C,) = uy, on obtient I'inégalité suivante pour un plus petit cycle
optimal G, :

T(G) = (120 — 2u1 — 2us)5 + 8pe + Wi(G) + WalG) + W5(G)  (3.1)
Nous pouvons imposer les conditions suivantes pour le reste de la démonstration :
UIP1 + UaPa + Uspsz < (2u1 + 2U3)5 (32)

max(pl,pg,pg) < 86 + 4e (33)

En effet, si T'(m3) = 40+4e+maxy(py,) alors w3 est optimale sinon, T'(m3) = 125+ 8e.
Or si I'inégalité (3.2) ou I'inégalité (3.3) n’est pas vérifiée alors T'(C,) > 12pd + 8pe
ou bien 73 est optimale. Donc dans les deux cas, m3 domine C), ce qui implique que
p =1 et donc le Théoreme 5 est vrai.
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Avec I'inégalité (3.3), le temps de cycle de la permutation pyramidale 73 satisfait
T(m3) = 128 + 8e.

Nous établissons maintenant quelques lemmes a propos du p-cycle G, (p minimal
comme expliqu ci-dessus).

Lemme 1 Pour le p-cycle C,, les propriétés suivantes sont vérifiées :
(1.1) G, contient au moins uy fois larc (v, v1) et ug fois Uarc (vy,va) ;
(1.2) up <1 pourh=1,2et3;
(1.3) siug =1 alors soit p =1 soit uy = uz = 1.

Démonstration de la propriété (1.1) Montrons d’abord que chaque fois que
C, contient la séquence ApA;, il contient I'arc (v, v1). Supposons que la séquence
ApA; soit représentée par la séquence de sommets (vg,vy,v2). L’unique arc qui
arrive en v est 1'arc (v, vg) et 'unique arc qui arrive en vy est l'arc (vg, v1). Dong,
toute séquence (vg, vy, v2) est toujours incluse dans la séquence (v, vy, vg, V4, v2) qui
contient l'arc (vq, vy).

Supposons que la séquence AgA; soit représentée par la séquence de sommets
(v1,vs,v3). L'unique arc qui arrive en v; est 'arc (vg,v1). Donc, chaque séquence
(v1,v5,v3) est toujours précédée immédiatement par I'arc (ve,v;). Par conséquent,
C, contient au moins w,; fois I'arc (vq, v1).

De la méme maniere, on peut prouver que toute séquence de sommets qui représente
la séquence A, Aj est toujours suivie par I'arc (vy, v2) avant la prochaine occurrence
de AQ. O

Démonstration de la propriété (1.2) On sait que C, ne contient pas plusieurs
fois le méme arc de E5 (Corollaire 1, page 44). La propriété (1.1) indique que pour
h =1et h =3, C, contient au moins u, fois un arc de E3 : au moins u; fois (vs, v1)
et ug fois (vy,v2). De plus, nous avons us fois la séquence de sommets (vy, va, V7).
Donc C, contient uy fois I'arc (vy, v2) et uy fois 'arc (v2, v1) qui sont tous deux dans
Es. Donc up, <1 pour h=1,2 et 3. 0

Démonstration de la propriété (1.3) Posons us = 1. On peut remarquer que le
seul arc qui arrive en vy est I'arc (v1,vg) et que le seul arc qui arrive en vy est I'arc
(vg,v1). De plus, le seul arc qui quitte vy est 'arc (vg, v4) et le seul arc qui quitte
vy est I'arc (vy, v2). Par conséquent, si C, contient le sommet vy alors C, contient la
séquence (vy,v1, Vg, Vg, U2) qui représente la séquence d’activités A; A3AgA;. Ceci
implique que u; > 1 et uz > 1. Supposons que C, ne contienne pas le sommet
vp. Comme uy = 1, G, contient la séquence o = (vs, v4, V2, v1,05). On sait que G,
ne contient pas plus d'une fois le méme arc de E3. Donc, soit C, = o, c’est--dire
p = 1, soit la séquence o est précédée par le sommet vg et suivie par le sommet
vs. Dans ce cas, C, contient la séquence (vg, vs, v4, U2, 1, U5, U3) qui représente la
séquence d’activités Ay Az A1 AsAgA;. Donc uy =1 et uz = 1. O

Lemme 2 Les trois propriétés suivantes sont équivalentes pour le p-cycle optimal
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G, :
(2.1) p=1 ou
WI(O/J) + W2<Cp) + W3(Cp) >
uip1 + Uz2p2 + us3ps
+(1 —ug) [u; max(0, p3 — 49 — 2¢, py — 49 — 2¢)
+uz max(0,p; — 40 — 2¢,py — 40 — 2¢)] ;
(2.2) p=1 ou
T(C) = (p—2)T(m)
+(1 — ug)[un T (1) + usT (o) + (2 — ug — u3)T(m3)]
+uo[T (m3) + T'(mo)];
(2.3) p=1.

La propriété (2.3) implique (2.1) de maniere évidente. Il suffit donc de prouver que
la propriété (2.1) implique la propriété (2.2) et que la propriété (2.2) implique la
propriété (2.3). On peut remarquer que cette derniere propriété est équivalente au
Théoreme 5.

Démontrons d’abord que la propriété (2.1) implique la propriété (2.2).

Démonstration En utilisant 'inégalité (3.1) et la propriété (2.1), on obtient

T(C,) > (12p — 2uy — 2u3)d + 8pe + u1py + ugpa + usps
+(1 —ug) [u; max(0,ps — 49 — 2¢, py — 49 — 2¢)
+uz max(0, py — 49 — 2¢, py — 49 — 2€)].

Or d’apres la propriété (2.1), us ne peut prendre que les valeurs 0 ou 1. Cette
égalité peut donc étre réécrite de la maniere suivante :

T(G) > 12(0— 2)5 +8(p— 2)e
+(1 —u2)(12 — 2uy + 12 — 2u3)d  + wu2(12 + 12 — 2uy — 2u3)d
+(1 — u2)(8 4 8)e + ua(8 + 8)e
+(1 — ug)(uip1 + uapa + usps) +  ug(urpr + ugpa + usps)
+(1 — ug)[ug max(0, p3 — 40 — 2€, py — 40 — 2¢)
+usz max(0,p; — 40 — 2¢, py — 40 — 2¢)].

La propriété (1.3) indique que, si us = 1, alors p = 1 (et (2.2) est valide) ou
u; = ug = 1. Ainsi, les égalités suivantes sont valides pour us = 0 et pour us =1 :

ug(12 4+ 12 — 2u; — 2u3)d = ua(12 + 8)4 ;

ug(uipr + ugps + usps) = uz(p1 + p2 + p3) ;
UQ(]_ - Ug) = 0.
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Donc, en groupant les termes par colonne, on obtient :

T(G,) > 12(p—2)0 +8(p —2)e
+(1 —ug) [(12 —2up)d + 8¢
+uypr + uy max(0, pg — 46 — 2¢, ps — 46 — 2¢)
+(12 — 2u3)d + 8¢
+uzps + ug max(0, p; — 46 — 2¢, ps — 40 — 2¢)]
+uy  [126 + 8¢ + 85 + 8¢ + pi + p2 + p3).

Comme p3 — 40 — 2¢ > p3 — 66 — 4e — py et p; — 46 — 2¢ > p; — 60 — 4e — p3, on
obtient finalement (2.2) :

T(G)> (p-2)  T(m)
+<1 — UQ) [ulT(m) -+ UgT(ﬂ'Q) + (2 — Uy — Ug)T(ﬂ'g)]
Sy [T (3) + T(0))-

On démontre ensuite que la propriété (2.2) implique (2.3).

Démonstration Posons T' = min[T'(m), T (m1), T(m2), T (73)]. La propriété (2.2)
implique que p = 1, c’est--dire T(C,) = T ou que

T(C) > (p—2)T+ (1 —u) T + usT + (2 —uy —ug)T| + ua[T + T

ce qui conduit
T(G,) > pxT.

Donc, G, est domin par I'une des quatre permutations pyramidales. La minimalité
de p implique que C, est un 1-cycle, c’est--dire p = 1. O

Afin de terminer la preuve du Théoreme 5, il reste établir la propriété (2.1).

Lemme 3 Si les inégalités (3.2) et (3.3) sont vérifiées, alors la propriété (2.1) est
valide.

Démonstration Siu, = 1, alors 'inégalité dans (2.1) se réduit W;(C,)+Wa(C,)+
W3(C,) > uip1 + usps + ugps. Or cette inégalité est toujours valide.

On peut donc poser que uy = 0. Ceci signifie que €, ne contient pas la séquence
(v4,v9,v1). Nous devons prouver que p = 1 ou que

Wi(C,) + Wa(C,) + Wi3(C,) > ui[pr +max(0, ps — 49 — 2¢, ps — 49 — 2¢))]
+us[ps + max(0, p; — 40 — 2¢,p, — 40 — 2¢)].

Nous prouvons d’abord que u3 = 1 implique que C, contient la séquence Ay AgAs Ay
ou que p = 1.

Si ug = 1, alors C, contient au moins une fois 'arc (v4,v2) ce qui implique que
C, contient la séquence d’activités A;AgA,. De plus, on sait que (), ne contient
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pas deux fois I'un des arcs de E3. Donc, soit G, = (A, A, A3, A1) et p =1, soit
lactivité A; suit la séquence A;AgAs. Donc C, contient la séquence A;AgAsA;.
La Figure 3.3 montre que, pendant I’exécution de la séquence A;AgAsA;, le robot
doit attendre au moins max(0, p; — 40 — 2¢, po — 46 — 2¢) unités de temps.

‘ cellule

My+
attente en My 7

M3+ .

> py ? \ Ay
M, - = P2 R ..
Mlaﬁ Lzm? %

Ao attente en M; 7

=

Figure 3.3: La séquence A;AgAsA;

De la méme maniere, on peut prouver que u; = 1 implique que p = 1 ou que G,
contient la séquence AsA; A3A,. D’apres l'inégalité (3.2) avec us = 0 et ug = 1, on
ap; < 20+ uz(26 —p3) < 40. Il n’y a donc pas d’attente en M; lors de I'exécution
de la séquence A A1 A3A,. La Figure 3.4 indique que le robot doit attendre au
moins max(0, p3 — 40 — 2¢, po — 40 — 2¢) unités de temps lors de 'exécution de cette
séquence.

cellule
! attente en Ms 7

My —+ \
> py ? \ Az
M, - = P3 R .
My aA A 2p? ~é
% attente en My ?
M+ :

N
pas d’attente

Figure 3.4: La séquence A A1 A3As

Nous allons maintenant étudier les quatre cas suivants qui correspondent aux
différentes valeurs possibles de uy et us : w3 = ug = 0; uy = 0 et ug = 1
uwp=1letus=0;u =uz=1.

Cas1l wu;=u3=0
Dans ce cas, la propriété (2.1) se réduit & p = 1 ou Wy (C,) + Wa(C,) + W5(C,) > 0
ce qui est toujours vrai.
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Cas2 wu;=0etuz=1

Dans ce cas, C, = (Ao, A2, A3, 41) et p = 1, ou C, contient les séquences Ay As
et Ay AgAsA,. D’apres la discussion précédente, on obtient Wi(C,) + Wa(C,) +
W3(C,) > ps +max(0, p; — 46 — 2¢, po — 46 — 2¢) ce qui conduit la propriété (2.1).

Cas3 wu; =1letu3=0

Ce cas est similaire au cas 2. En utilisant les séquences AgA; et Ay A1 A3As, on
démontre que p = 1 ou que W;(C,) + W5(C,) + W3(C,) > p1 + max(0, p; — 46 —
2¢,po — 49 — 2e¢).

Cas4 wuj=uz=1

Dans ce cas, I'inégalité (3.2) devient p; + p3 < 49. Donc la propriété (2.1) donne
p =1 ou Wi(C,) + Wa(C,) + W3(C,) > p1 + 2max(0,p — 46 — 2¢) + p3. On a
Wi (G,) + Ws(C,) > p1 + ps. De plus, on sait que C, contient les séquences A; A3 A,
et A1 AgAs. Sous la condition que p; + p3 < 49, chacune de ces séquences induit un
temps d’attente de max(0, py; — 40 — 2¢) en My. Ces attentes sont indépendantes,
c’est--dire additives. On obtient

W5(G,) > 2max(0, py — 40 — 2¢).

Ceci conclut la preuve. O

3.1.3 Remarques

Notons que pour des cellules a trois machines, nous aurions pu prouver la conjecture
des 1-cycles en utilisant les line-graphs et la théorie des plus court circuits moyens
(voir Section 2.4.3, page 51).

Nous avons tenté de poursuivre ’étude des cellules robotisées a 1’aide des graphes
d’état. Mais G4 [Figure 3.5] s’avere beaucoup plus complexe & analyser que Gs.

Dans une cellule comportant jusqu’a trois machines, ’analyse des graphes d’état
a ’aide du théoreme d’additivité donne des résultats exploitables. Toutefois, ce
théoreme peut difficilement étre utilisé pour des cellules de quatre machines et plus
puisque I'importance relative, R,,, de E,, diminue rapidement. En effet, dans le
graphe G, = (V, E), on a,

_card(E,)  m+1
~ card(E) 27 2(m+3)

Le Tableau 3.1 indique que R,, tends rapidement vers zéro. Ainsi, il semble que
pour m > 4, le théoreme d’additivité et les graphes d’état ne soient plus assez
puissants pour l'analyse de la Conjecture des 1-cycles.
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V12
V14 i (%)
V10
V13 V4
V15 Vo
V11 V2
Us
U7 l U1
U3

Figure 3.5: Le graphe d’état G,

Tableau 3.1: Quelques valeurs arrondies de R,,

m ] 2] 3 4 5 6 7
R, 0,6 0,333 0,178 | 0,094 | 0,049 | 0,025

3.2 Approche algébrique

Nous présentons une nouvelle approche de la dominance des permutations pyra-
midales et de la Conjecture des 1-cycles. Cette approche permet de prouver sim-
plement, et en utilisant un méme cadre, certains résultats connus de la littérature.
Elle permet également de trouver de nouveaux résultats. 2

Dans la section suivante, une formulation algébrique du probleme est décrite (Sec-
tion 3.2.1). Cette formulation fournit un nouvel acces unifié aux principaux résultats
connus sur l'ordonnancement de cellules robotisées. Ces résultats concernent la
dominance des permutations pyramidales sur les 1-cycles (Section 3.2.2) et la va-
lidité de la Conjecture des 1-cycles pour des cellules a deux machines (Section 3.2.3)
puis a trois machines (Section 3.2.4).

2Les résultats présentés dans les Sections 3.2.1 et 3.3 ont été soumis a la revue Mathematical
and Computer Modelling [16].
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3.2.1 Couvertures pyramidales

Nous présentons d’abord le cadre de ’approche algébrique. L’idée générale est de
décomposer le temps de cycle d'un k-cycle C} en trois composantes : le temps
de chargement/déchargement T, (Cy), le temps de transfert T (Cy) et le temps
d’attente Ty (Cy). Rappelons que les 2™~ ! permutations pyramidales sont numérotées
deQapu=2m""1-1.

L’idée de cette approche est de trouver une combinaison linéaire convexe des per-
mutations pyramidales qui couvre les temps de trajet et les temps d’attente. Ainsi,
nous cherchons un ensemble de k£ permutations pyramidales, meilleures que C}
pour le temps de trajet, puis nous déterminons si cet ensemble domine également
C) pour le temps d’attente. Cet ensemble est décrit a ’aide d'un vecteur = de
taille 4 + 1. Chaque composante x; donne le nombre de fois ou la permutation 7;
apparait dans I’ensemble.

Définition 3 Soit C}, un k-cycle. Soit x un vecteur a coefficients entiers non
oy . e
négatifs, x; avec Y i_gx; = k. | .
— Le vecteur x est une couverture pyramidale de C, st

o
T(Cr) =Y a;T(m)) (3.4)
j=0
— Le vecteur x est une T-couverture pyramidale de Cj, st

Tr(Cx) = ) z;Tr(m)) (3.5)

<
Il
=)

'Mt

— Le vecteur x est une W-couverture pyramidale de Cy, si

'Mt

<
Il
=)

Tw(Cx) > ) x;jTw(m;) (3.6)

Pour tout vecteur x tel que ) z; = k, les temps de chargement/déchargement
T (Cy) et Tp(m;) = Sy el + St el vérifient Iégalité suivante

m-+1 [ m-+1

Tr(Cy) —k26h+/{526h—2$] ZethZeh] —ZOIJ'TL(W]') (3.7)

7=0 h=0

Lemme 4 Soit Cy, un k-cycle. Si x est une T-couverture pyramidale et une W-
couverture pyramidale de Cy, alors x est une couverture pyramidale de Cy.

Démonstration Soit x une T-couverture pyramidale et une W-couverture pyra-
midale de C. On obtient 'inégalité (3.4) a partir des inégalités (3.5), (3.6) et (3.7)
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comme suit :

T(Cy) = Tr(Cy)+Tw(Cr)+TL(Ck)

p H ’
> Y aTr(m) + Y aTw(my) + Y xTu(m))
=0 =0 j=0

“w
Z Z l’jT(’YTj).
7=0
U

Lemme 5 Soit C), un k-cycle. S’il existe une couverture pyramidale de Cy, alors
Cy est dominé par ’ensemble des permutations pyramidales.

Démonstration Soient I une instance et  une couverture pyramidale de C}.
Notons 7, la permutation pyramidale dont le temps de cycle est minimal pour
I'instance [ :

T(m,) <T(m;) pour tout j € {0,1...u}.

L’inégalité (3.4) implique que

o
T(Cr) =Y a;T(m,) > KT(m).
=0
Par conséquent, pour toute instance, il existe une permutation pyramidale qui
domine Cj,. O

Rappelons que m,(Cy) est le nombre de fois ou le robot voyage entre Mj, et M}, ;.
Nous désirons définir, pour Cj, un ensemble (décrit par un vecteur z) de k per-
mutations pyramidales pour lesquelles m;,(Cy) est égal a la somme des x;my(7;).
Comme cette somme est inférieure a 4k, nous posons mj,(Cy) = min(my(Cy), 4k).
Soit S, (Cy) le systeme suivant

( n
> wymu(m) = mp(Cr)  h=0,1...m (3.8)
j=0
S (C K
AR _ ok
j=0
[ ; entier ; x; >0 J=0,1...p

ou le vecteur x est la variable. Le systeme S,,(C)) contient des équations redon-
dantes. En effet, I’équation (2.1), page 31, indique que my(Cy) = mo(Cy) = 2k et
que my(m;) = 2 pour toute permutation pyramidale 7;. Donc, I'’équation (3.8) est
toujours vraie pour h = 0 et pour h = m (équation (2.2), page 31). La Proposi-
tion 2 (page 31) indique que my(Cy) = m/(Cy) = 4k — 2u;(Cy). Par conséquent,
I’équation (3.8) pour h = 1 est équivalente a

u (Cy) = Z xjuy (7;).
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De méme my,,—1(Cy) = m!, _,(Cy) = 4k—2u,,(C}) (Proposition 2, page 31) implique
que l'équation (3.8) pour h = m — 1 devient

U (Cy) = Z%‘Um(fj)‘

Lemme 6 Toute solution de S,,(Cy) est une T-couverture pyramidale de Cy.

Démonstration Soit x une solution de 5,,(Cy). L’'inégalité (3.5) est déduite de
I'équation (3.8) de la maniere suivante : multiplier chaque équation de (3.8) par la
durée de transfert correspondante d,, et remplacer m}, (Cy) par my,(Cy) pour obtenir

m
mh(Ck)(Sh Z Z:cjmh(ﬂj)éh (h = O, 1... m)

J=0

En additionnant ces inégalités, on obtient

m mo
TT<Ck) = th(Ck)éh 2 Z ijmh(ﬂj)dh
h=0 h=0 j=0

ce qui implique
p m 1
Tr(C) =Y x; Y mu(m;)on = Y a;Tr(my).
j=0 h=0 Jj=0
0

La proposition suivante présente des conditions sur la dominance des permutations
pyramidales.

Proposition 9 Soit Cy un k-cycle. Chacune des conditions suivantes est suff-
1sante pour garantir que C est dominé par une permutation pyramidale.
(C1) Il existe une permutation pyramidale m; qui vérifie T(Cy) > kT (m;).

(C2) Il existe une permutation pyramidale 7; qui vérifie T (m;) = Ay + pp pour un
he{l,2...m}.

(C3) 11 existe une solution x de S,,(Ck) qui est une couverture pyramidale de C,.
(C4) Il existe une solution x de S, (Cy) qui est une W-couverture pyramidale de

Ck.

Démonstration Si 7(Cy) > kT'(7;) (Condition (C1)) alors la Proposition 9 est
vraie par définition. Le Théoreme 2 (page 39) indique que si (C2) est valide,
alors la permutation pyramidale 7; est optimale. Pour (C3), la Proposition 9 est
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une conséquence immédiate du Lemme 5 et (C4) peut étre déduite aisément du
Lemme 4 et du Lemme 6. U

En utilisant la Proposition 9, nous prouvons que les permutations pyramidales
dominent les 1-cycles et que la Conjecture des 1-cycles est valide pour des cellules
robotisées a deux et trois machines.

3.2.2 Dominance des permutations pyramidales

Dans [27], Crama et van de Klundert prouvent que I’ensemble des permutations
pyramidales domine I’ensemble des 1-cycles. Ils transforment pas a pas une per-
mutation non pyramidale en une permutation pyramidale et prouvent que chaque
transformation n’augmente pas le temps de cycle. Avec notre définition du temps
de cycle, la stabilité des permutations pyramidales est requise pour la validité de
la preuve. Nous établissons la dominance des permutations pyramidales sur les
1-cycles en utilisant I'approche algébrique présentée dans la section précédente.

Soit C' un 1-cycle. Le systéme S,,(C') est donné par

o
ijmh(wj) = m,(C) h=0,1...m
j=0

< H
pIE? =1
§=0

| x; entler ; x; >0 7=0,1...u

Il existe une bijection entre I’ensemble des permutations pyramidales et 1’ensemble
des vecteurs V = (vp)p=12..m—1 tels que vy, € {2,4}. En effet, soit 7 une permuta-
tion pyramidale. Dans 7, l'activité Aj est montante si et seulement si my(7) = 2
et A, est descendante si et seulement si my, (1) =4 (Ap et A,, sont toujours mon-
tantes). Pour tout 1-cycle C', on définit donc, de maniere unique, la permutation
pyramidale 7¢ comme suit,

mp(79) = m},(C) = min(my,(C),4) pour tout b =0,1...m.
Le 1-cycle 7€ est la permutation pyramidale associée a C.

Théoréme 6 [27] Supposons que les permutations pyramidales soient stables pour
les cellules robotisées a m machines. Alors, les permutations pyramidales dominent
les 1-cycles.

Démonstration Supposons que toutes les permutations pyramidales soient sta-
bles. Nous prouvons, en utilisant la Proposition 9, que tout 1-cycle C' est dominé

par sa permutation pyramidale associée 7€, c’est-a-dire

T(C) > T(x°). (3.9)
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C

La permutations pyramidales 7 associée a C' définit une solution z de S,,(C)

donnée par

r;=1 Siﬂ'jzﬂ'c et z; =0 sinon.

Nous présentons une preuve par induction sur le nombre m de machines dans la
cellule robotisée. Pour m = 2, tous les 1-cycles sont des permutations pyramidales
et 'inégalité (3.9) est satisfaite. Supposons que l'inégalité (3.9) soit vérifiée pour
tout 1l-cycle dans une cellule a ¢ machines ou ¢ < m. Nous démontrons que
I'inégalité (3.9) reste valide pour une cellule & m machines.

Considérons une cellule robotisée a m machines et un 1-cycle C'. 1l existe plusieurs
cas pour lesquels on peut prouver directement la validité de l'inégalité (3.9) sans
utiliser I’hypothese d’induction. En fait, cette hypothese n’est requise que dans le
dernier cas considéré (Cas 3).

) cellule robotisée

T
_A
My L 7 ~
M, |
Ay
My ||
My ¢+ F P1 —
MQ >t

Figure 3.6: A; est descendante dans 7 et le robot attend en M,
Considérons d’abord les hypotheses suivantes pour 7 [Figure 2.4, page 39) :
— Si A; est descendante et si le robot attend en M, [Figure 3.6] alors, comme 7

est supposée stable, T'(7%) est égal au temps qui s’écoule entre deux instants
consécutifs ou M; commence a usiner une piece. Ainsi T(wc) =p1+ A et
7¢ est optimal (la Condition (C2) de la Proposition 9 est satisfaite) ;

— Si A,,_1 est descendante et si le robot attend a la machine M,,, mais n’attend
pas a la machine M,, ; alors, de la méme facon, on peut démontrer que
T(Wc> = Pm + A ;

— Si Ap_1 et A, sont descendantes pour h € {2,3...m — 1} et si le robot
attend a la machine M, mais n’attend pas a la machine M;,_; alors, de la
méme maniere on obtient T(7%) = p;, + Ay.

c

Considérons les cas qui restent. S’il n'y a pas d’attente aux machines pendant
I'exécution de 7% alors Ty (1) = 0 < Ty (C'). Donc I'équation (3.6) est vérifiée et
(C4) est vraie. Considérons maintenant le cas o le robot attend a une machine.
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Soit 7 le plus petit indice tel que le robot attend a la machine M. lors de 'exécution
de 7%

Cas1l T1=m.

c C

Dans ce cas, A,,_1 est montante dans 7% ce qui implique que 7“ contient la
sous-séquence A, 1A,,. Comme il n'y a pas de temps d’attente aux machines
My, My ... M, _1, on a Tyy(7%) = p,,. Comme A,,_; est montante dans 7, on a
Mp_1(79) = 2 = m,,_1(C). La Proposition 2 (page 31) indique que m,,_1(C) =
4—2u,,(C) d’ot u,,(C) = 1. Donc, C contient la séquence A,,_1 A,,. Ceci implique
que Ty (C) > p = T (1) et (C4) est vraie.

s cellule robotisée 1 cellule robotisée
C ¢
Aﬁ%+1 Aﬁn+1
M,, M,,
emplacement

/de A,

- A4}+1 a
M, / M, /4
f4r— ST*} =, f4T— 1_:T k
A4}—1 /=" - A4}—1 V.
A pas T
d’attente
M, — M
M, / St M, / St
7(C) T(r%)

Figure 3.7: Hlustration du Cas 2

Cas 2 1 <7 < met A, est descendante. Par conséquent A,_; est montante

dans 7€

Comme A, ; est montante dans 7¢ (c’est-a-dire m,_1(C) = m,_1(7%) = 2) on
remarque que [Figure 3.7] :
— dans C, toutes les activités entre A,_; et A, ont un indice supérieur a 7 ;

— dans 7%, toutes les activités dont I'indice est supérieur & 7 sont entre A,_; et
A

On a donc [Figure 3.7] :

T—2 T—2
T(n) = pr + 20+ 205, 1+ €+ e+ el eb i+ Y ma(m)on+ D (e + )
h=0 h=0



72 Conjecture des 1-cycles

Par construction, my,(C) > my(7%) pour h = 0,1...m. Donc, chaque temps
d’exécution de C' est plus grand que T'(7) :

T—2 T—2
T(C) > prt+20, 420, 1+t +ebteirel  +Y ma(C)on+ D _(ehteny,) = T(xC).
h=0 h=0

Par conséquent, la condition (C3) est vraie.

Cas 3 1<7<metA, est montante dans €.

L’hypothese d’induction n’est utilisée explicitement que pour ce cas. Une illustra-
tion de l'induction et des notations suivantes est donnée dans la Figure 3.8.

Comme A, est montante dans 7% on a m,(C) = m.(7°) = 2. Donc, pendant

I’exécution du cycle C, le robot ne va qu'une fois de M, a M., a savoir quand
il exécute A,. Soit t, l'instant de début de 'activité A, dans C, lorsque le robot
prend une piece de la machine M, . Le robot se déplace aussi une seule fois de M, 4
a M,. Notons t. I'instant ou le robot passe en M, en venant de M, ;. De la méme
maniere, nous définissons les temps s, et s, pour le cycle 7€,

Soient

T = T(C)—(t —t.) et
T = T(n% — (s, —s,).

Nous calculons maintenant la valeur de T et une borne inférieure de T afin de
prouver que 7% < T. Le robot attend a la machine M, pendant I’exécution de 7¢.
Par conséquent, la durée entre la fin de A, et le début de A, est p,. Donc, si
A, est descendante dans 7¢ (dans ce cas, on a 7 # 1), alors [Figure 3.8]

T =pr +20,_ 1+ |+
et
T>p +26, 1 +e | +e.

Si A,_; est montante dans 7€ [Figure 3.9] alors, comme le robot n’attend pas aux
machines Mj, pour h < 7, T™ vérifie

T—1

T—1
T =pr+ > mn(m)on + D (6 + hpr)-
h=0

h=0

Les activités A, ; et A, sont montantes dans 7. Par conséquent m,_;(C) =
m,_1(79) = 2 et m,(C) = m,(7%) = 2. Dans ce cas, il n’y a pas d’activité entre
A, 1 et A; dans C. Donc C contient la séquence A, 1A, et my(C) > my,(7¢) et
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ALn+1

My

My

Figure 3.8: Illustration de I’étape d’induction si A,_; est descendante dans

73
, cellule robotisée C
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A~
C,
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e
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Mm+1

My

My

Figure 3.9: Illustration de I’étape d’induction si A,_; est montante dans 7

Conjecture des 1-cycles

pas d’attente

. cellule robotisée C
' -\ Y
C,
Pr)fAr P,
/ ="
t, t T
, cellule robotisée ¢
' -\ N\
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/ =7
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Nous avons prouvé que T* < T'. Soit S, la cellule robotisée réduite, composée des
m — 7 machines M., M1 ... M,,,1 ou M, correspond a la station de chargement
et M,,,1 correspond a la station de déchargement. Considérons les cycles réduits,
7¢ de ¢ et C; de C dans S,. Par construction, 7¢ est la permutation pyramidale
associée a C dans S,. Pour la cellule robotisée S;, nous conservons les données
précédentes €, €l Oy, pn excepté € qui est redéfini par €%(S,) = T. Nous pouvons
maintenant appliquer I’hypothese d’induction pour obtenir

T(C,) > T(x%).

Finalement, nous devons établir un lien entre les temps de cycle T(C,) et T(7%)
et les temps de cycle T(C) et T(7%). Supposons que C' et C, soient exécutés en
parallele, en commencant avec le robot chargé en M.. Le robot exécute la méme
activité puis voyage non chargé de M, .1 a M, au méme moment. Le cycle C' se
termine apres 1" unités de temps et le robot est retourné a sa position initiale. Dans
la cellule S;, le robot peut charger sans délai une piece en T unités de temps. Par
conséquent, les deux cycles se terminent au méme moment, c’est-a-dire T(C,) =
T(C). En utilisant, en plus, le fait que 7" > 7™, on montre de la méme maniere que
T(r¢) > T(r%). Donc, T(7¢) < T(C) et la condition (C3) de la Proposition 9 est
vraie. O

3.2.3 Cellule a deux machines

Dans une cellule a deux machines, les deux permutations pyramidales et les com-
posants de leurs temps de cycles sont donnés dans le Tableau 3.2. Les calculs
des temps de cycle des permutations pyramidales pour m = 2 sont décrits dans
I’Annexe B.

Tableau 3.2: Temps de cycle des permutations pyramidales pour m = 2

J M Tr (7)) T (7))
2
0] (ApgAAy) 2 Z o p1+ P2
h=0

2
1] (AgAzA7) |2 Z On + 201 | maz(0,py — 26, — 205 — €% — €k,
h=0

p2—250—251 —68—611)

Proposition 10 La Conjecture des 1-cycles est valide pour une cellule a deux ma-
chines.

Démonstration Nous montrons que la condition (C2) ou que la condition (C4)
de la Proposition 9 est vraie pour tout k-cycle C}. Considérons deux cas :
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Tableau 3.3: Temps de cycle des permutations pyramidales pour m = 3

j 7 Tr(m;) + Ti(m;) Ty ()

0| (AgA Ay As) Ay + Az 1+ P2+ D3

1| (AgA1A3Ay) A;+ As p1 +max(0,p3 — Ay — 25, — p,
+265 P2 — 205 — 203 — €4 — €})

2| (AgAzA3A7) A+ Aj ps + max(0,p; — 26; — Az — ps,
+24; P2 — 200 — 20; — €l — ')

3| (AgAsAxA)) A+ As max(0,p; — 207 — 20 — Ag,

426, + 205 | pa— 201 — 20y — Ay — Ag + A,
p3 — 201 — 209 — Al)

Cas 1 Tw(ﬂ'l) >0

Dans ce cas, le temps de cycle de m; satisfait T'(m) = max(p; + Ay, p2 + Ag) et
(C2) est vraie.

Cas2 Ty(m)=0

Dans ce cas, les temps d’attente des 1-cycles vérifient Ty (7)) = p1+p2 et Ty (m1) =
0. Pour tout k-cycle Cy, le systeme Sa(Cy) est donné par

ul(Ck) = Xy
UQ(Ck) = X
To+ 21 = k
x; >0 pour j =0,1
x; entler pour 57 =0, 1.

La Proposition 2 (page 31) indique que m;(Cy) = 4k—2u,(Ck) = my,—1(Cy) = 4k—
2u9(Cy), ce qui implique que u1(Ck) = uz(Cy). Le vecteur x = (u1(Cy), k—ui(Cy))
est une solution de S3(CYy) et satisfait

Z 2 Tw () = ur(Cr)p1 + uz(Cr)pa < Tw (Ci).

J=0

Donc, (C4) est vraie. O

3.2.4 Cellule a trois machines

Considérons une cellule a trois machines. Dans cette section, uy, représente u,(Cy)
pour tout h € {1,2,3}. Les quatre permutations pyramidales sont décrites dans
le Tableau 3.3. Les calculs des temps de cycle des permutations pyramidales pour
m = 3 sont décrits dans I’Annexe B.
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Le systeme S3(Cy) est donné par

w = xo+ 1 (3.10)
uz = To+ To (3.11)
k= xg+x;+ 20+ 23 (3.12)
x; entier x; >0 pour 7 =0,1,2,3.

Proposition 11 La Conjecture des 1-cycles est valide pour une cellule a trois ma-
chines.

Démonstration Considérons une instance et un k-cycle C. Nous étudions trois
cas.

Cas 1 L’une des trois conditions suivantes est vérifiée :

Tw(m) = p3— A1 —20s;
Tw(my) = p1—20; —As;
Tw(ms) # 0.

Dans ce cas, la condition (C2) est toujours vraie. Supposons, par exemple que
Tw(m) =ps — Ay — 205. Alors, on a T'(m) = p3 + As.

Cas 2 Pour tous les autres cas, les conditions suivantes sont vérifiées :

Tw(m) = m —HU% ;
Tw(m) = bp3 +w§ ;
Tw(ﬂ'g) = 0

ot wi = max (0, py — 205 — 203 — €4 — €}) et w3 = maz(0, py — 200 — 26; — €t — €}).

Nous prouvons que la condition (C4) est vraie. Soit x le vecteur suivant

xo = ming(uy) ;

r1 = wu; — ming(uy) ;

xo = uz— ming(uy) ;

T3 = k — U — usz + minh(uh).

Le vecteur x est un vecteur entier qui vérifie les équations (3.10), (3.11) et (3.12)
de S3(C%). 1l est clair que g, 1 et x5 ont des valeurs non négatives. Nous devons
seulement prouver que z3 est non négatif et que 1'équation (3.6) est vérifiée, c’est-
a-dire

Tw (Ck) = wo(p1 + p2 + ps) + z1(p1 + wy) + z2(ps + w}) (3.13)

Dans C}, considérons la séquence AgA;, si elle existe, et le premier A; qui précede
cette séquence (dans le sens cyclique). D’apres la Définition 1 (page 31), il y a
exactement une occurrence de A, entre deux occurrences de A4; :

Ar—Ay. . AgA.
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Analysons les possibilités pour la séquence A;—A, a gauche : on ne peut avoir ni
Ap, ni Ay, car chacune des ces activités ne peut se produire qu’une fois entre deux
occurrences de A; ; lactivité A; est impossible par construction. Ainsi, chacune
des u; occurrences de AgA; est précédée par une occurrence de A; A, ou par une
occurrence de A;AzA, (ou les deux A; sont consécutifs) ce qui implique que

Ul < Uy + |A1A3A2| (314)

De la méme maniere, on peut prouver que chaque séquence AsAs est suivie par
A1 Ay ou par A1 AgAy (ot les deux Ay sont consécutifs) ce qui implique que

us S U9 + |A1AOA2| (315)
En ajoutant les équations (3.14) et (3.15), on obtient
U + Usg < 2U2 + |A1A3A2’ + ’AleAQ‘.

L’activité Ay apparait k fois dans Cy. Donc |A Ag| + |A1A3As| + |A1 Ao As| < ket
uy +us < ug+ k. Siming(up) = us, alors ’équation précédente indique que x3 > 0.
De plus, si miny (uy,) est égal a uy ou a ug alors, comme uy, < k, on a aussi x3 > 0.

Nous prouvons maintenant que I'inégalité (3.13) est vérifiée. Pour cela, nous avons
besoin de I'inégalité suivante :

wy + wy < po (3.16)

Les inégalités wi < py et w3 < py sont toujours vérifies. Donc, si wy = 0 ou
w3 = 0, alors I'inégalité (3.16) est vraie. Sinon, wy > 0 et w3 > 0. Si py >
Ay + Az — Ay + 257 + 265 alors Ty (m3) > 0 ce qui est en contradiction avec

I'hypothese que Ty (m3) = 0. On a donc
po < 200 + 201 + 265 + 205 4+ €4 4+ €k + €4+ €.
En ajoutant p, des deux cotés de I'inégalité, on obtient 'inégalité (3.16) :

w;—ng:p2—2(50—251—Eg—€l1+p2—2(52—253—6§—62Spg.

La sous-séquence A;AzA; (respectivement A; AgAs) implique un temps d’attente
d’au moins w (respectivement w3) [Figure 3.10]. Donc, Ty (Cy) > uipy + ugps +
uzps+| A1 Az Ag|wi+|A; Ag Agwi. L'équation (3.13) est déduite des équations (3.14),
(3.15) et (3.16) de la maniere suivante :

2o(p1 + pa + p3) + 21(pr +w3) + xa(ps + w3)
= min(up)[p1 + p2 + ps] + [wr — min(up)|pr + [us — min(us)]ps
+[u; — min(up)|ws + [uz — min(up,)]w3
wip1 + min(up,)ps + usps
+[ug — min(up) + |Ay Az As|Jwl + [us — min(uy) + | AL AgAs||w3
wypy + min(up)pe + [ue — min(uy)]ps + usps + | A1 Az Ag|ws + | Ay Ag Ag| w3
u1p1 + usps + uzps + | A1 AsAs|wy + | A1 AgAs|w3

Ceci conclut la preuve. O

IN

VARVANIVAY
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‘cellule robotisée

Figure 3.10: La séquence A;A3As
3.3 Limites de la conjecture

Nous considérons maintenant des cellules robotisées dont le nombre de machines,
m, est supérieur ou égal a 4.

Proposition 12 La Conjecture des 1-cycles n’est pas valide pour des cellules robo-
tisées a m machines lorsque m > 4.

Nous prouvons cette proposition dans les deux sections suivantes. Nous présentons
d’abord un contre-exemple de la plus petite taille possible a la Conjecture des
1-cycles. Puis, nous étendons ce contre-exemple a des cellules robotisées a m ma-
chines pour m > 4.

3.3.1 Contre-exemple minimal

On sait que la Conjecture des 1-cycles est vraie pour des cellules robotisées a deux
et trois machines. Par conséquent, un contre-exemple a la conjecture pour m = 4
et k = 2 est minimal.

Proposition 13 Dans des cellules robotisées générales, les 1-cycles ne dominent
pas les 2-cycles pour m = 4.

Démonstration Considérons l'instance suivante I [Figure 3.11] :

i p2=10; p3=0; ps=0;

4
l=¢€ =0 pour tout A ;
6
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'6/’ M2 Mg ‘\]_A
p1=06 ps =0
M, bras de M,
robot
6 \1
MO M5

Figure 3.11: L’instance I
Soit CQ = (AOA1AOA2A1A4A3A4A2A3). Pour I'instance I4, le 2—cycle CQ domine
les 2™~ = 8 permutations pyramidales, c’est-a-dire

T(Cy)
2

< T(m;), pour toute permutation pyramidale ;.

Considérons d’abord le 2-cycle Cy = (AgA1AgAsA1A4A3A A2 As). Pour cette
représentation de (s, le seul état initial possible est décrit de la maniere suivante :
les machine My, My et M3 ne contiennent pas de piece et la machine M, contient
une piece préte (le temps d’usinage d’une piece sur My est 0). Le Tableau 3.4
décrit, pour I'instance I, 'exécution de Cy pas a pas entre deux états identiques
de la cellule qui représentent le début et la fin du cycle. La premiere colonne
décrit tous les instants ¢, un par un. La seconde colonne indique les événements en
train de se produire dans la cellule a I'instant ¢ (déplacements du robot, exécution
d’activités. .. ). La troisieme colonne donne la position du robot (pr) dans la cel-
lule lorsque le robot est a une machine. Les quatre dernieres colonnes décrivent
I’état de la cellule : elles indiquent les temps d’usinage restants s’il y a une piece
sur la machine M) a l'instant . La valeur ”-1” signifie qu’il n’y a pas de piece
sur M, a linstant t. Apres une exécution de Cy, I'état du systeme est restauré
et la piece sur My est préte. Le 2-cycle (5 est donc stationnaire et stable pour
I'instance I, et son temps de cycle est 82 unités de temps. Il reste a montrer que
T(m;) > T(Cy)/2 = 41 unités de temps.

Les temps de cycle des permutations pyramidales pour I'instance I, sont donnés
par

T(AQA1A2A3A4) =46 T(AQA1A2A4A3) =48
T(AgA; Az Ay As) = 42 T(AgA1 AsAsAs) = 42
T(AgAs Az Ay A7) = 42 T(AgAsAsAsAr) = 44
T(AOA3A4A2A1) == 4 T(AOA4A3A2A1) - 4
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Pour m = 4, il existe donc une instance pour laquelle un 2-cycle domine strictement
tous les 1-cycles. O

Si 'on n’autorise que des temps d’usinage non nuls, il suffit de multiplier tous les
éléments de I, par 10 et de poser que ps3 et py sont égaux a 1 pour obtenir

m=4;
€l =€} = 0 pour tout h ;
pr=060; pp=100; ps=1; ps=1;

Pour cette instance, T'(Cy)/2 = 411 et le plus petit temps de cycle des permutations
pyramidales est 420.

3.3.2 Extension a m machines

Le contre-exemple précédent peut étre étendu a une cellule robotisée a m machines
(m > 4).

Proposition 14 Dans une cellule robotisée, les 1-cycles ne dominent pas les 2-
cycles pour m > 4.

Démonstration Nous prouvons que, quelle que soit la valeur de m > 4, il existe
un 2-cycle qui est strictement meilleur que toutes les permutations pyramidales.
Considérons I'instance I,,, suivante [Figure 3.12] :

m ; l=¢ =0 Vh;

do=6; d1=6; 0da=1; 03=1; om =1
sim>4, 6,=0 pour4d <h<m-—1;
p=06; py=10; pn="0 pour 3 <h <m.

Notons U, la séquence composée de toutes les activités en ordre croissant dont
I'indice est plus grand que 4. Par exemple, Us = AjA5Aq. Soit Cy le 2-cycle
(AgA1 AgAs AU, AsU,, A As). Pour linstance I, nous prouvons que le 2-cycle Co
domine strictement les 2™~ permutations pyramidales, c¢’est-a-dire

T(Cy)
2

< T'(m;), pour toute permutation pyramidale 7; (j =0,1...pu).

Prouvons d’abord que 7'(Cy) = 82. Pour la méme raison que pour le cas de quatre
machines, le cycle C5 est stationnaire et stable pour 'instance I,,,. On remarque
que mo(Cy) = 4 et my(Cy) = 6 pour 1 < h < 3 et my(Cy) =4 pour 4 < h < m.
Par conséquent, on a

m

Tr(Cy) = Y mu(Ca)dy

h=0
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Tableau 3.4: Exécution pas a pas de Cy = (AgA; AgAs A1 Ay A3 AL A3 As) pour Iy
état de la cellule a ¢

t pr | temps d’usinage restant a
M1 M2 M3 M4
0 début de Ao, trajet de M() a M1 MO -1 -1 -1 0
1 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
2 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
3 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
4 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
5 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
6 | fin de Ay, attente en M; M, 6 -1 -1 0
7 | attente en M; M, 5 -1 -1 0
8 | attente en M, My 4 -1 -1 0
9 | attente en M; M, 3 -1 -1 0
10 | attente en M My 2 -1 -1 0
11 | attente en M, M, 1 -1 -1 0
12 | début de A;, trajet de My a My | M, 0 -1 -1 0
13 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
14 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
15 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
16 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
17 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
18 | fin de A;q, trajet de My a M, My | -1 10 -1 0
19 | trajet de My a M, -1 9 -1 0
20 | trajet de My a M, -1 8 -1 0
21 | trajet de My a M, -1 7 -1 0
22 | trajet de My a M, -1 6 -1 0
23 | trajet de My a M, -1 5 -1 0
24 | trajet de My a M, M| -1 4 -1 0
25 | trajet de My a M, -1 3 -1 0
26 | trajet de My a M, -1 2 -1 0
27 | trajet de My a M, -1 1 -1 0
28 | trajet de My a M, -1 0 -1 0
29 | trajet de My a M, -1 0 -1 0
30 | début de Ag, trajet de My a My | My | -1 0 -1 0
31 | trajet de My a M, -1 0 -1 0
32 | trajet de My a M, -1 0 -1 0
33 | trajet de My a M, -1 0 -1 0
34 | trajet de My a M, -1 0 -1 0
35 | trajet de My a M, -1 0 -1 0
36 | fin de Ao, trajet de M1 a M2 M1 6 0 -1 0
37 | trajet de My a My 5 0 -1 0
38 | trajet de My a Mo 4 0 -1 0
39 | trajet de My a My 3 0 -1 0
40 | trajet de My a Mo 2 0 -1 0
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état de la cellule a ¢

t pr | temps d’usinage restant a
M1 M2 M3 M4
41 | trajet de M; a My 1 0 -1 0
42 | début de A,, trajet de My a Mj M, 0 0 -1 0
43 | fin de A,, trajet de M3 a M, M; 0 -1 0 0
44 | trajet de M3 a M, M, 0 -1 0 0
45 | trajet de M3 a M, 0 -1 0 0
46 | trajet de M5 a M, 0 -1 0 0
47 | trajet de M3 a M, 0 -1 0 0
48 | trajet de M5 a M, 0 -1 0 0
49 | trajet de M3 a M, 0 -1 0 0
50 | début de A, trajet de My a My M, 0 -1 0 0
51 | trajet de M, a M, -1 -1 0 0
52 | trajet de My a M, -1 -1 0 0
53 | trajet de My a M, -1 -1 0 0
54 | trajet de My a M, -1 -1 0 0
55 | trajet de My a M, -1 -1 0 0
56 | fin de Ay, trajet de My a My My | -1 10 0 0
57 | trajet de My a My Ms; | -1 9 0 0
58 | début de A4, trajet de M4 a M5 M4 -1 8 0 0
59 | fin de Ay, trajet de My a My Ms | -1 7 0 -1
60 | trajet de My a Msj My | -1 6 0 -1
61 | début de As, trajet de M3 a M,y Ms; | -1 5 0 -1
62 | fin de Az, début de Ay, trajet de My a M5 | My | -1 4 -1 0
63 | fin de A4, trajet de M5 a MQ M5 -1 3 -1 -1
64 | trajet de M5 a M, M, | -1 2 -1 -1
65 | trajet de My a M, My | -1 1 -1 -1
66 | début de A,, trajet de My a M3 My | -1 0 -1 -1
67 | fin de Ay, début de As, trajet de M3 a My | M3 | -1 -1 0 -1
68 | fin de Ag, trajet de M4 a MO M4 -1 -1 -1 0
69 trajet de M4 a M() M3 -1 -1 -1 0
70 | trajet de My a M, My | -1 -1 -1 0
71 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
72 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
73 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
74 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
75 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
76 | trajet de My a M, M| -1 -1 -1 0
77 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
78 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
79 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
80 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
81 | trajet de My a M, -1 -1 -1 0
82 | fin du cycle My | -1 -1 -1 0
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L T
p2—10M2 M5P5=0
6'/ bras de \‘0
=6 M, robot M, ps =0
6/ \l
Mo My

Figure 3.12: L’instance I

= 4%x6+6%x(6+1+1)+4x(1)
76.

De plus, comme p, = 0, il n’y a pas d’attente aux machines M pour 3 < h < m.
Par conséquent, nous ne devons considérer que les temps d’attente a la machine M;
avant I’exécution de A; et a la machine M, avant I'exécution de Ay. La séquence
AgA; génere un temps d’attente de p; = 6 unités de temps. La séquence AgAsA;
ne génere pas de temps d’attente car le temps de transport entre la fin de Ay et le
début de A; est égal a 14 ce qui est supérieur a p;. De la méme maniere, on peut
vérifier que la séquence A; AgAs ne génere pas de temps d’attente a la machine M,.
Dans la séquence A,U,,A3U,,As, le temps de transport entre la fin de 'exécution
de A; et I'arrivée du robot a la machine M,, de maniere a exécuter 'activité A,,
est 10 ce qui est égal a p,. Par conséquent, cette séquence n’induit pas de temps
d’attente en My. De plus, comme pour tout h, € = ¢ =0, on a T(Cy) = 0. Par
conséquent, le temps de cycle de C5 vérifie

T(Cy) = Tr(Co) + Tw(Cs) + Tr(Cy) =764+ 6 + 0 = 82.

Concentrons nous maintenant sur les permutations pyramidales et prouvons que
T'(m;) > 42 pour tout j € {0,1...p}. Nous considérons deux cas en fonction de la
position de A; dans 7.

D’abord, si A; est descendante, alors m;(7;) = 4 et my(7;) > 2 pour tout h. On
a donc
Tr(m;) > 4#6+2%(6+1+1+1) > 42.

Deuxiémement, si A; est montante, alors 7; est de la forme (AgA;[...]A2) ou de la
forme (AgA;As[...]). Dans les deux cas, le robot doit

e cxécuter Aj [dp = 6 unités de temps] ;
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e attendre en M; avant d’exécuter A; [p; = 6 unités de temps] ;

e cxécuter Ay [0; = 6 unités de temps] ;

e entre la fin de A; et le début de A,, il y a au moins ps = 10 unités de temps ;
e cxécuter Ay [Jy = 1 unités de temps| ;

e revenir de M3z & My [62 + 01 + dg = 1 + 6 + 6 = 13 unités de temps].

Par conséquent, le temps de cycle de 7; vérifie

6+6+6+10+1+13
42.

T(m;) =
>

Nous avons prouvé que, pour l'instance I,,,, T(C3)/2 = 41 et que T'(7;) > 42 pour
toute permutation pyramidale 7;. Par conséquent, il existe un 2-cycle qui domine
strictement toutes les permutations pyramidales. O

3.4 Performance des 1-cycles

Nous avons vu que, a partir de quatre machines, les 1-cycles ne sont plus domi-
nants. Toutefois, dans la pratique, les 1-cycles ne semblent pas tres éloignés des
cycles optimaux. Ainsi, nous cherchons un facteur de performance des 1-cycles par
rapport aux k-cycles.

Pour une instance donnée, soit C; le meilleur 1-cycle et soit C,, le cycle optimal
parmi tous les k-cycles. Soit k. le degré du cycle C. Le facteur de performance
des 1-cycles est la plus petite valeur A qui vérifie, pour toutes les instances,

T(Com)

kopt

T(Cy) < At

Théoreme 7 Le facteur de performance des 1-cycles, A, vérifie

A< (2— % + Om ><2 (3.17)

80 4 O + S 6

Démonstration Notons & = Zmﬂ L4+ > ", ex. La Proposition 6, page 40
indique que ou bien la permutation descendante g = (AgAmAm_1... A1) est op-
timale, ce qui implique que l'inégalité (3.17) est vraie, ou bien T'(my) = 2y +
AN G 4 20, + E. Consaderons le deuxieme cas. Comme T'(C}) < T'(my), on a

(Cl) < 200 + 4371 6 + 26, + E. De plus, pendant I'exécution d’un k-cycle,
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— le robot parcourt au moins 2k deux fois le trajet entre M; et M;,, pour tout
1 entre 0 et m ;

— chaque machine M;(i = 0,1...m) est déchargée k fois ;

— chaque machine M;(i =1,2...m + 1) est chargée k fois.

Par conséquent, le temps de cycle de tout k-cycle Cj, satisfait T'(Cy,) > 2k > ", d;+
kE. On a donc

T(Cy)

200 + 4316+ 20, + €\ T(Ch)
200+ 25 6+ 20, +E) K

(2 5o + O ) T(Cy) _ ,T(Cy)

e+ a4, kT Tk

Comme cette inégalité est vraie pour tout k-cycle, elle est également vraie pour le
cycle optimal. 0

Dans [27], Crama et van de Klundert ont décrit le facteur de performance de my
par rapport aux l-cycles. En effet, ils observent que jj the algorithm that outputs
Ta, [- -], is a 2-approximation algorithm for the identical part scheduling problem

Ine
Nous pensons que le facteur de performance proposé dans le Théoreme 7 n’est pas
serré, c’est-a-dire qu’il ne peut pas étre atteint.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté deux approches différentes de la Conjecture
des 1-cycles et de la dominance des permutations pyramidales. La deuxieme ap-
proche nous a permis de décrire précisément les intervalles de validité de la conjec-
ture. Le résultat original de ce chapitre est le contre-exemple qui clot définitivement
la conjecture pour des cellules robotisées dont les durées de transfert sont additives.
Nous étudions, dans les chapitres suivants, quelques configurations spéciales de cel-
lules pour lesquelles la Conjecture des 1-cycles a un intervalle de validité plus large.



Chapter 4

Configurations spéciales :
extension de la conjecture

Nous avons vu dans le chapitre précédent que, pour le cas général, la Conjecture
des 1-cycles est fausse pour des cellules a quatre machines et plus. Dans ce chapitre,
nous imposons des contraintes supplémentaires sur les parametres de la cellule afin
d’identifier les limites de la validité de la conjecture. Nous considérons d’abord le
cas régulier ou toutes les machines sont équidistantes (Section 4.1). Dans ce cas,
la Conjecture des 1-cycles est vraie pour m = 4 et k = 2 et fausse a partir de
m = 4 et k = 3. Nous analysons ensuite le cas régulier équilibré (Section 4.2) ou
les temps d’usinage des pieces sont identiques sur toutes les machines. Dans ce
cas, la Conjecture des 1-cycles est vraie pour des cellules a quatre machines. De
plus, nous prouvons que, pour le cas régulier équilibré, le meilleur 1-cycle peut étre
trouvé en temps constant.’

4.1 Cas régulier

Dans cette section, nous étudions le cas régulier pour lequel les durées de trans-
fert sont additives, toutes les machines sont équidistantes et les temps de charge-
ment et de déchargement sont égaux. Cette configuration semble raisonnable dans
I'industrie lorsque les machines sont de dimensions similaires. Dans [66], la Con-
jecture des 1-cycles avait été proposée pour le cas régulier.

Formellement, une instance est définie par
— le nombre de machines, m,
— la durée du trajet entre deux machines consécutives, 9,
— le temps de chargement ou de déchargement, e,

1Les résultats présentés dans la Section 4.1 et dans la Section 4.2.2 ont été publiés dans les
actes de la conférence IEPM’99 [17].
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— les temps d’usinage p;(i = 1,2...m).

Les durées de transfert étant additives, le trajet pour aller de la machine M; a la
machine M dure |j — |0 unités de temps.

Nous savons que la conjecture des 1-cycles est vraie pour m = 2 et pour m = 3 dans
le cas additif [Chapitre 3]. Elle est donc également vraie dans le cas régulier pour
des cellules & deux et trois machines. A partir de quatre machines, les résultats
sont légerement différents. Nous étudions, dans le cas régulier, la Conjecture des
1-cycles pour m = 4 et k = 2. Puis, nous décrivons une instance pour laquelle un
3-cycle est strictement meilleur que tous les 1-cycles ce qui contredit la Conjecture
pour m =4 et k = 3.

Théoreme 8 Dans une cellule réguliere a 4 machines, les 1-cycles dominent les
2-cycles.

Idée de la démonstration Le fait que les 1-cycles dominent les 2-cycles nous
parait intéressant et ce résultat est dans la philosophie de ce travail. Toutefois, la
preuve de ce théoreme est tres technique. Pour cette raison, nous n’en donnons,
dans ce chapitre, que les principales idées. La preuve complete est présentée dans
I’Annexe A, page 149.

La preuve du Théoreme 8 est basée sur 'approche algébrique et plus partic-
ulierement sur la Proposition 9 (page 68). L’idée est d’éliminer d’abord les cas
tres simples. Puis, étant donné un 2-cycle C5, nous proposons une solution x du
systeme S4(Cy) en fonction de la valeur de mo(Cy) et nous prouvons que x est une
W-couverture pyramidale de C5.

Nous décrivons maintenant les principaux éléments de la preuve. Les temps de cycle
des permutations pyramidales, dans une cellule a quatre machines, sont donnés
dans le Tableau 4.1 [Annexe B|.

Le temps de chargement/déchargement de toute permutation pyramidale 7;(j =
0,1...7) vérifie Ty, (m;) = 10e. Pour le k-cycle Cy, le systeme Sy(Cy) est donné par

Tog+ Ty + T+ T3 = U1(0k>
xo + To + x4 + x5 = ug(Ck)
S4(Ck): $0+$1+$2+$3+$4+$5+$6+£B7:k’
2z + 2x1 + dxo + 4wy + 224 + 225 + 4 + 4y = min(ma(Cy), 4k)
x; entier pourt=0,1...7

La preuve est décomposée en cing étapes qui couvrent tous les cas possibles :

° Etape 0 Les cas ot une permutation pyramidale est optimale de fagon triv-
iale sont éliminés (lorsque, par exemple, le temps de cycle d’une permutation
pyramidale est égal & une borne inférieur).
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Tableau 4.1: Temps de cycle des permutations pyramidales pour m = 4

J mj Tr(m;) Ty (m;)
0| (AgA1A2A3A,) | 100 p1+ P2+ D3+ pa
1 (AOA1A2A4A3) 126 1+ pat

max (0, p3 — 40 — 2¢,pg — 89 — 66 — p; — p2)
2 (AOA1A3A4A2) 120 P1+ pat

max (0, py — 60 — 4€ — py, p3 — 65 — 4de — py)
3 (AOA1A4A3A2) 149 P1 + maX(O,pg — 80 — 46,

p3s — 100 — 6e — p1, py — 100 — 6e — p1)

4 (AOA2A3A4A1) 120 P33+ pat

max (0, p; — 80 — 6€ — p3 — pg, p2 — 46 — 2€)
5 (A0A2A4A3A1) 149 maX(O,pl — 106 — 66,])2 — 4 — 26,

s — 40 — 2, pa — 108 — B¢, ps + ps — 85 — 4e)
6| (AoA3ALAA,) | 146 ps + max (0, p; — 105 — 6€ — py,
po — 100 — 6 — py, p3 — 80 — 4e)

71 (AgAsA3A2A,) | 160 max; (0, p; — 125 — 6e)

e Etape 1  Si, pour un k-cycle Cj, ug(Cy) = k ou uy(Cy) = k alors, la
condition (C1) est vraie (dans les étapes suivantes, nous considérons donc
que u1(Cy) < k et ug(Cy) < k).

° Etape 2 Sile k-cycle Cy, vérifie mo(Cy) = 2k alors (C4) est vraie.

e Etape 3 Sile 2-cycle Cy vérifie my(Cs) = 6, alors (C1) ou (C2) ou (C4) est
vrale.

e Etape 4 Sile 2-cycle Cy vérifie ma(Cs) > 8 alors, (C2) ou (C4) est vraie.

La suite de la preuve est présentée dans I’Annexe A, page 149. U

Ainsi, la Conjecture des 1-cycles est vraie pour k = 2. Elle devient fausse a partir
de m =4 et k = 3. En effet, considérons l'instance I suivante [Figure 4.1] :

p1=0; p2 =10 ; p3 =10 ; ps = 0.

Soit 03 = (A()AlA4A3A4A2AOA1AOA3A4A2A1A3A2). Pour l'instance I, le 3—cycle

C3 domine strictement tous les 1-cycles, c¢’est-a-dire,

T(C3)
3

< T(m;), pour tous les 1-cycles ;.
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p2:10 1 p3:10

'1/’ M2 Mg ‘\]_A
pr=0 py =0
M, bras de M,
robot
1 \1
MO M5

Figure 4.1: L’instance [

Nous savons [27] qu’il est suffisant de vérifier cette inégalité pour les 2"~ = 8
permutations pyramidales 7; (j = 0,1...7) dont les temps de cycle sont donnés
dans le Tableau 4.1. Pour l'instance I, la meilleure permutation pyramidale dure
16 unités de temps. Or, le temps de cycle de C5 vérifie T'(C3) = 46. Donc, comme
T(C3)/3 = 15.3333, le 3-cycle C3 domine strictement tous les 1-cycles.

Avec la méme instance, nous pouvons construire un 4-cycle pour lequel T'(Cy)/k
est réduit a 15 unités de temps. Ce cycle est

(AgA1AgA3A A A1 AgA3As Ay Ay A3 As Ag AL Ay A3 ALAY).

Remarquons que pour le cas régulier, le Théoréme 7 (page 85) peut étre rééerit
comme suit :

Corollaire 2 Le facteur de performance des 1-cycles, A, vérifie

A< (2 - L) (4.1)

m—+1

Par exemple, dans une cellule a quatre machines, le meilleur 1-cycle est moins de
1.6 fois 'optimum. Pour quatre machines, ce facteur de performance n’est pas serré
et nous travaillons a 'améliorer. Nous savons que A est supérieur a 16/15 (voir le
contre-exemple précédent), qu’il est inférieur a 9/8 et que ce nombre n’est pas serré
non plus. Ce facteur de 9/8 a été trouvé grace a une étude de cas assez technique.
Pour cette raison, nous ne présentons pas la preuve. Finalement, 'intervalle a
réduire est [1.06666; 1.125].
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4.2 Cas régulier équilibré

Dans le cas régulier équilibré, nous montrons que l'indice de la permutation pyra-
midale optimale peut étre trouvé en temps constant.

Dans cette section, nous étudions le cas régulier équilibré, qui est un cas particulier
du cas régulier. Nous ajoutons I’hypothese que tous les temps d’usinage sont égaux
(p; = p pour tout 7). Une instance est donc définie par

— le nombre de machines, m,

— le temps de transfert, 9,

— le temps de chargement ou de déchargement, e,

— le temps d’usinage, p.

Pour le cas régulier (étudié dans la section précédente), le meilleur 1-cycle peut étre
trouvé en temps polynomial et la Conjecture des 1-cycles est vraie pour m < 3.
Pour le cas régulier équilibré, nous prouvons que l'indice du meilleur 1-cycle peut
étre trouvé en temps constant ce qui rend la Conjecture des 1-cycles encore plus
intéressante. Puis, nous présentons de nouveaux résultats sur la validité de cette
conjecture.

Nous notons [a..b] I'intervalle de tous les entiers entre a et b. Rappelons que u(m)
désigne le nombre d’activités montantes dans la permutation pyramidale 7 et w;(7)
est le nombre d’occurrences de la séquence A;_1A; dans 7.

4.2.1 Meilleur 1-cycle

Dans cette section, nous décrivons un ensemble dominant de 1-cycles.?

Considérons les 7 + 1 permutations pyramidales suivantes pour m > 4 et m pair :

T = (AOA1A2 e Am)
Ta — (AOAa+1Aa+3 . AmfaflAmAmflAme cee AmfaAmfan (42)
Amfafél <. Aa+2AaAa71Aoz72 R AQAI) pour a € [1% - 1]
7Tm/2 = (AOAmAm—l Ce AQAl)

Le lemme suivant donne les temps de cycle de ces permutations.

Lemme 7 On a

T(mg) = 2(m+1)0+2(m+ 1)e+mp
T(me) = (Bm+2a)d +2(m+ 1)e+ 2max(0,p — 4ad — 2ce) (4.3)

2Wieslaw Kubiak, de la Memorial University of Newfoundland au Canada, nous a aidé a
rédiger cette section.
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pour o € [1% —1]
T(mmp2) = 4mé +2(m+ 1)e + max(0,p — 4(m — 1)§ — 2(m — 1)e)
Démonstration Pour des raisons de clarté, nous posons € = 0 dans les preuves.
Toutefois, toutes les preuves peuvent étre généralisées a € non nul.

Le cycle 7, contient

(m—a—-1)—(a+1)
2

m

activités montantes. Donc, le temps de trajet de 7, est

TT(WQ):2(%—&+2)5+4(m+1—%+a—2)5:(3m+2a)6.

Calculons maintenant le temps d’attente de 7,. En regle générale si, dans un cycle
m, les activités A; et A1, dans cet ordre, sont comprises entre les activités A; et
A;y1, dans cet ordre, alors I'attente en M, est nulle. En effet, entre I'exécution
de A; et I'exécution de A;q, il s’écoule un temps supérieur ou égal a p (temps
minimum pendant lequel une piece doit rester sur M,;). Par conséquent entre la
fin de I'exécution de 'activité A; et I'arrivée du robot en M, pour exécuter A; 1,
il s’écoule un temps supérieur a p. Donc aucun temps d’attente n’est nécessaire a
la machine M;,, dans 7.

L’équation (4.2) indique que, dans 7,, les activités A, et A, sont entre A; et A; 1
pour: = a+2,a+4... m—a—4, m—a—2et pouri = m—a,m—a+1...m—2, m—1
et Ay_a_1 et A, sont entre A; et A;4q pour @ = 0,1...a0 — 2, — 1 et pour
t=a+1l,a+3...m—a—5m—a—3. Donc, il n’y a pas d’attente en M; pour
i #m —aeti#a+ 1. De plus, entre la fin de A,,_,_1 et le début de A,,_, (et
entre la fin de A, et le début de A,.1) le temps de trajet est 4ad et il n’y a pas
d’attente aux machines intermédiaires. Comme les temps d’attente en M,,_, et en
M, 1 n’interferent pas, on a

Tw (m,) = 2max(0, p — 4ad).

Finalement
T(7) = (3m + 2a)6 + 2 max(0, p — 4ad).

Pour T(TF%), le Lemme 7 est une conséquence immeédiate de la Proposition 2.5,
page 40. Pour my, on a de maniere immédiate :

Tr(me) = 2(m +1)5 et TW(WO):ZpZ-.
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Lemme 8 Les permutations my, m . . T dominent toutes les permutations pyra-
maidales.

Nous avons besoin des deux propriétés suivantes pour démontrer ce lemme.

Propriété 1  Pour toute permutation pyramidale 7 telle que m + 1 > wu(m) >
B +2,sip <6 alors T(m) > T(mg) sinon T'(m) > T'(my).

Démonstration Soit 7 une permutations pyramidale avec m/2 + 2 < u(w) <
m+ 1. Nous montrons que si p < 9§ alors 7 est dominée par m sinon 7 est dominée
par ;. On a

Zui(ﬂ) > 2u(m) —m — 2.

Donc le temps de cycle de 7 vérifie

T(r) > Z w;(m)p + 2u(m)6 + 4(m + 1 — u(m))d
> (Qu(r) — m — 2p+ (dm + 4 — 2u(m))s.

Si0<p<46, alors

T(r) > (2u(r)—m—2)p+ (2m+2—2u(n))d +2(m+1)0
> (2u(m) —m —2)min(p,d) + (2m + 2 — 2u(xw)) min(p, §) + 2(m + 1)
= mmin(p,0) +2(m+1)6
> min(7T(m), T(m)).

Si 40 < p, alors

T(r) > 2p+ u(r) —m—4)p+ (4m + 4 — 2u(w))d
> 2p+ (2u(m) —m —4)40 + (4m + 4 — 2u(m))o
> 2p+ (6u(m) — 12)(5
> 2p+3mo
> 2p+ (3m —6)0
> T(m).
De plus, my domine 7; pour p < § et m; domine 7y pour § < p. 0J

Propriété 2  Si u(m) = u(m,) = § — a + 2 pour une permutation 7, et o €
[1.% —1] alors T'(m) > T'(7,).

Démonstration Soit 7 une permutation pyramidale qui contient u(m,) = F —
a + 2 activités montantes. Cette propriété implique que Tp(w) = Tp(m,). Par

conséquent, si Ty (m,) = 0, alors Ty (7,) < Tw(7) et m, domine 7.
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Supposons que Ty (m,) > 0, c’est-a~dire p > 4ad. Alors Ty (7,) = 2p — 8ad.
Notons f l'indice de la premiere activité montante de m apres Ag et [ I'indice de
la derniére activité montante de m avant A,,. Comme u(mw) > 3, f et [ existent
toujours et ils peuvent étre égaux. Nous considérons les trois cas suivants.

Si(l—f)<m—2a—4,alors

Zui(ﬂ > 2u(m) =2) = (1= [) =2
> 2 —a) (I~ f) =2
> m—2a—m+2a+4—2
> 2

Par conséquent Ty (7) > 2p > Ty (7y).
Si(l—f)=m—2«a— 3, alors

m

2(u(m) =2) = (1= f) =2

™
s
£
Vv

m

> 22 -a)-(-1)-2
> m—-2a—m+2a+3—-2
> 1.

De plus, f<a+1oul>m—a—1. Donc

Tw(m) > p+ max(0,p — 4ad) > Ty (7,).

Si(l—f)>m—2a—2 alors

Tw(m) > max(0,p—4(f —1)0) + max(0,p — 4(m — 1 — 1)0)
> p—4f-1d+p—4m—-1-1))
> 2p—4(—m+2a+2—-1+m—1)6
> 2p—8ad
> Tw(ma).

Pour les trois cas considérés Ty (m) > Ty (m,). Or Tp(mw) = Tr(m,) implique que
T(m) = T(ma)
et m, domine 7. O

La preuve du Lemme 8 se poursuit comme suit.
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Démonstration du Lemme 8 La seule permutation pyramidale telle que
u(m) = 2 est mm. Si P +2 < u(m) < m+ 1, alors la Propriété 1 indique que
T(m) > min(T(mp), T(m)). Sinon, u(m) = % +2 — «a pour un o € [L.5 — 1].
Par conséquent, d’apres la Propriété 2, une permutation optimale est I'une des

permutations pyramidales mo, 7y, ..., Tm. O

Le Lemme 8 réduit la recherche d’un 1-cycle optimal & l'ensemble o,y ... 7.
L’indice opt et le temps de cycle de la permutation optimale peuvent facilement
étre calculés a partir des valeurs de m, p, 0, et €. Les détails sont donnés dans le
Théoreme 9.

Théoreme 9 Nous avons

0 si0<p<d;
si (4o —=3)0 +2(a—1)e<p< (da+1)0+20e; ac [l —1];
si (2m —3)d + (m — 2)e < p.

opt =

SRS

Nous avons besoin des deux propriétés suivantes pour prouver ce théoreme.

m

Propriété 3 Si p > (4a — 3)0 pour un o € [1..7%], alors T'(m,) < T'(my) pour
o €0..a—1].

Démonstration Sip > (da—3)det 1 < o < a—1 alors p > 4a/6. Par
conséquent, d’apres I’équation (4.3), on a

T(mo) = (3m —6a')d +2p > (3m — 6a + 6)d + 2p > (3m + 2a)4.

Donc pour a < 7, on obtient
T(7a) = max((3m + 2a)d, (3m — 6)d + 2p) < T'(7y)
et pour a = F on a
T(7a) = max(4md, 46 + p) < T(my).

De plus, on a p > § pour o = 0. Donc, d’apres la Propriété 1, m; domine 7. Par
conséquent 7, domine également 7. 0

Propriété 4 Sip < (4o +1)6 pour un v € [0..%F — 1] alors T'(m,) < T'(mr) pour
tout o’ € [a+ 1..7%].
Démonstration Sip < (4da+1)det F > o' > a+ 1 alors p < 4a'6. Par
conséquent, d’apres ’équation (4.3), on a

T(rw) = (3m+2a')0
> (3m + 2a + 2)6.

Cette inégalité est également valide pour o/ = % car p < 4(m — 1)d.
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Or, si a > 0 alors

T(7q) max((3m + 2a)0, (3m — 6c)d + 2p)
ax((3m + 2a)d, (3m + 2a + 2)9)

T(Wa/)

IA A

et si o = 0 alors

T(m) =2(m+1)d+mp < (3m+2)d < T(my).

Nous avons maintenant tous les éléments pour prouver le Théoreme 9.
Démonstration du Théoreme 9 :

Si (4 —3)6 < p < (4a +1)6 pour un « € [1..%5 — 1], alors, d’apres la Propriété 3,
T(ma) < T(my) pour o € [0, — 1] et d’apres la Propriété 4, T'(m,) < T'(m,) pour
o € [a+ 1..7]. Par conséquent, 7, est optimale.

Si p < 6, alors d’apres la Propriété 4, T'(m) < T'(my) pour o' € [1,%]. Ainsi, 7o
est optimale.

Finalement, si p > (2m — 3)d, alors, d’apres la Propriété 3, T(mm) < T'(m,) pour
o' € 0.5 —1]. Ainsi, 7= est optimal. O

Le Théoreme 9 indique que l'indice, o, du meilleur 1-cycle peut étre trouvé en
temps constant. En effet,

e sip— 0 <0 alors a vaut 0,
o sip—(2m —3)d — (m —2)e > 0 alors « vaut %,

p—20 o P+ 30 + 2¢
46 + 2e 46 + 2¢

e sinon « est I'entier compris entre

Le cas m impair est similaire. Considérons les permutations pyramidales suivantes
pour m > 3 et m impair :

™o — (AOA1A2A3 c Am)

7Té = (A(]AlAg e Am,QAmAmflAmfg N A4A2)

7Tg = (AOA2A4 .. Am—lAmAm—QAm—4 Ce A3A1)
Wé - (AOAa+lAa+3 s Amfa72AmAm71Am72 s Amfafl
Am—a—BAm—a—B s Aa+2AaAa—1Aa—2 s A2Al)

7T2 = (AOAoc+2Aa+4 cee Am—a—lAmAm—lAm—Z cee Am—oc
AmfanAmfaf4 s Aa+3Aa+1Aa71Aa72 s AQAI)
Tm—1 — (AOAmAm—l ce AQAl)
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T(mo) = 2(m+1)d+2(m+1)e+mp
T(r)) = T(r2) = Bm+1)6+2(m+ 1)e+ p+ max(0,p — 40 — 2¢)
T(ry) = T(x2) = (3m+2a+1)6+2(m+ 1)e +
max(0,p — 4ad — 2ae) + max(0,p — 4(a+ 1)d — 2(a + 1)e)
T(rm-1) = 4md+2(m+ 1)e + max(0,p — 4(m — 1)0 — 2(m — 1)e)

Lemme 9 Les permutations my, o, T ... Tk s, Tm—1 dominent toutes les permu-

2 2

tations pyramidales.

Théoreme 10 La permutation pyramidale optimale est

0 5i0<p<9;

5 si0<p<20

i st (da—2)8+2(a—1)e < p < (da+2)0 4 20 ; o € 1.7
si (2m —4)0 + (m — 3)e < p.

m
iy
opt =

T m—
2

-

4.2.2 Validité de la conjecture pour m = 4

Nous avons prouvé [Théoreme 9] que, pour le cas régulier équilibré, le meilleur
1-cycle parmi tous les 1-cycles pouvait étre trouvé en temps constant et nous avons
décrit les meilleurs 1-cycles. La dominance des 1-cycles sur les k-cycles n’en est
que plus intéressante.

Nous étudions I'extension de la Conjecture des 1-cycles et nous présentons de nou-
veaux résultats sur la validité de cette conjecture.

Théoreme 11 Dans le cas régulier équilibré, la Conjecture des 1-cycles est vraie
pour m = 4.

Démonstration
D’apres le Théoreme 9, pour m = 4, le meilleur 1-cycle est

pour 0 < p <4,

o = AOA1A2A3A4 et T(?T()) =100 + 10¢e + 4p ]
pour § < p < 56 + 2¢

m = AoAsAgAsAy et T'(m) = 146 + 10e 4+ 2max (0, p — 40 — 2¢) ;
pour 5 + 2¢ < p

o = AgA4A3AsAq et T(ms) = 166 + 10e + max (0, p — 126 — Ge).

Soit C un k-cycle. Nous montrons que Cj est dominé par le meilleur 1-cycle.
Pour des raisons de clarté, nous posons u; = u;(Cy) et |S| représente le nombre
d’occurrences de la séquence d’activités S dans Cy. La Définition 1 (page 31) et
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les Propositions 1 (page 31) et 3 (page 32) indiquent que

mg(Ck) Z 4]{? — ’A1A0A2| — Uy — |A2A4A3| — Us (44)
T(Cy) > (2k + 4k — 2uy + mao(Cy) + 4k — 2uy + 2k)8 + 10ke
+(uy + ug + uz + uqg)p (4.5)

—|—<|A1AOA2| + |A2A4A3D maX(O,p — 4 — 26)

La derniere ligne de 'inégalité (4.5) est due au fait que le temps d’attente lors de
I'exécution de la séquence A;AgA, ou de la séquence Ay AgA; est max(0,p — 46 —
2¢). Les activités Ay et Ay apparaissent chacune exactement k fois dans Cy. Par
conséquent,

| A1 AgAs| + |ApA|
| Ay Ay As| + |As Ayl

ou, par définition, |AgA1| = ui(Ck) et |AsAs| = us(C).

k>
k>

Nous considérons trois cas :

e Cas 1 0<p<4)+2¢;
e Cas 2 40 + 2e < p < 126 + 6¢ ;
e Cas 3 120 + 6e < p.

Les bornes des intervalles des différents cas correspondent aux valeurs pour lesquelles
certains temps d’attente passent de 0 a une valeur positive. En fait, dans le cas 1,
nous prouvons que pour 0 < p < 4, le cycle my domine C, et pour § < p < 49 + 2,
le cycle m; domine Cj. De méme, dans le cas 2, nous prouvons que pour 49 + 2¢ <
p < 5 + 2¢, le cycle m; domine C} et pour 50 4+ 2¢ < p < 120 + 6¢, le cycle mo
domine Cj,.

Cas 1 0<p<4+ 2
Les inégalités (4.4) et (4.5) indiquent que

T(Cr) > (16k — |A1AgAs| — ug — |Ag AL As| — uz — 2uy — 2uy)d + 10ke
+(ur + us + ug + usg)p
> 16k0 + 10ke — (JA1 AgAz| + | A2 AL Az| + ug + uy)d
+(ur + ug + ug + uy)(p — 9)
> 14k0 4 10ke + (uy 4 ug + us + ug)(p — 9).

Or les inégalités p—§ > min(0,p —§) et min(0,p—0) < 0 et uy +us +us +uy < 4k
impliquent que

T(Cy) > 14ké + 10ke + (uy + ug + us + uy) min(0, p — 0)



Cas régulier équilibré 99

> 14kS + 10ke + 4k min(0, p — 6)
> 10kd + 10ke + 4k min(6, p).

Comme min(7'(mg), T'(m1)) = 106+ 10e+4 min(p, J), I'inégalité précédente implique
o T(Ck) > kmin(T (m), T(m1)).
Cas 2 40 + 2e < p < 126 + 6¢
Supposons que mo(Cy) = 2k + a pour (a > 0). L’inégalité (4.4) devient
| A1 AgAs| + ug + |AsAyAs| + ug > 2k — a.

De plus,
|A1A0A2| + uo + |A2A4A3| + us Z 0.

Par conséquent,
|A1A0A2’ -+ U9 + ‘A2A4A3’ + us > maX(O, 2k — Oé) (46)
L’inégalité (4.5) implique que

T(Cx) > 12k + 2k + o — 2uy — 2uy)d + 10ke

+(uy + ug + ug + ug)p + (JA1 AgAs| + |A2 A4 As|) (p — 49 — 2¢)
+(ug + ug) (46 + 2¢€) — (uz + us3) (49 + 2¢)

14k6 + 10ke + ad + (ug + uz + |A1AoAs| + |A2 Ay As]) (p — 46 — 2¢)
+(uy + ug)(p — 20) + (ug + u3) (46 + 2e).

A%

Comme (uy +uq)(p—20)+ (ug +u3) (40 +2¢) > 0, et p—46 —2¢ > 0, I'inégalité (4.6)
implique que

T(Cy) > 14kd + 10ke + ad + max(0, 2k — a)(p — 46 — 2e).

Nous considérons deux cas qui dépendent des valeurs de a. Si a > 2k alors le
temps de cycle de C}, vérifie

T(Cy) 14k6 + 10ke + a6
16k6 + 10ke

kT(’YTQ).

AVARAVARAYS

Sinon, a < 2k et

T(Cy) > 14ké + 10ke 4+ ad + 2kp — 8kd — ap + 4ad — 4ke + 2ae
> 6kd + 6ke + 2kp + (55 + 2¢ — p)
>

6kd + 6ke + 2kp + amin(0, 59 + 2¢ — p).
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Comme min(0, 56 + 2¢ — p) < 0 et a < 2k, le temps de cycle T'(Cy) vérifie

T(Cy) 6kd + 6ke + 2kp 4+ 2k min(0, 50 + 2¢ — p)
k min(60 + 6€ + 2p, 166 + 10¢)

kmin(T(m ), T(m2)).

AVAR VARV

Cas 3 120 + 6e < p

Dans ce cas, T'(mg) = 46 + 4e + p. D’apres le Théoreme 2 (page 39) la permutation
pyramidale my est optimale. U



Conclusion et perspectives de la
deuxieme partie

Dans cette partie, nous avons étudié la validité de la Conjecture des 1-cycles dans
des cellules pour lesquelles les durées de transfert sont additives [Tableau 4.2].
Nous avons d’abord étudié le cas général puis, nous avons rajouté des contraintes
sur les parametres de la cellule. Pour le cas régulier ou toutes les machines sont
équidistantes, nous avons montré que la conjecture est vraie pour m = 4 et k = 2
puis qu’elle est fausse pour m = 4 et k > 3. Nous avons ensuite imposé, en plus,
I’égalité des temps d’usinage sur toutes les machines. Dans ce cas, le meilleur 1-
cycle peut étre trouvé en temps constant et la Conjecture des 1-cycles est vraie
pour m = 4.

Tableau 4.2: Validité de la Conjecture des 1-cycles

m =4
m=2|m=23 k:2\k23 m>5
durées de transfert additives | vraie [66, 29] fausse
cas régulier vraie \ fausse
cas régulier équilibré vraie \ ?

Pour le cas régulier équilibré, la validité de la Conjecture des 1-cycles est inconnue
pour m > 5. Pour les autres cas, la conjecture est fausse pour des cellules a quatre
machines et plus. Donc, plusieurs questions se posent :

— Quelle est la complexité de la recherche du meilleur cycle de production ?

— Pour un £ fixé, quel est le meilleur cycle de production ?

— Peut-on borner k£ pour la recherche du meilleur cycle ?

— Quelle est la qualité (facteur de performance) des 1-cycles 7

— Peut-on caractériser des familles d’instances pour lesquelles les 1-cycles sont

dominants ?

Concentrons-nous sur cette derniere question pour le cas régulier. En effet, on
sait que, si I'un des temps d’usinage est grand (max(p;) > 4(m — 1)J), alors la
permutation descendante est optimale. Etudions maintenant le cas ou les temps
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d’usinage sont jj petits (.

Nous avons vu (Section 2.4.3) qu’une partie du temps de cycle pouvait étre lue
sur le line-graph, LG,,. Ainsi, puisque sous cette forme la Conjecture des 1-cycles
est fausse, nous proposons une conjecture faible des 1-cycles. Définissons le temps
de cycle réduit comme la somme des temps de trajet, des temps de chargement-
déchargement et des temps d’attente générés par les séquences d’activités de la
forme AhAh—i-l'

Conjecture faible des 1-cycles : Pour les temps de cycle réduits, les 1-cycles
dominent les k-cycles.

Le temps de cycle réduit peut étre lu directement sur le line-graph LG,,. Ainsi, le
plus court circuit moyen du line-graph est le cycle de production optimal pour le
temps de cycle réduit. La conjecture faible peut donc étre reformulée comme suit :
il existe un plus court circuit moyen de LG, qui est un 1-cycle (circuit de longueur
m+1).

L’intérét de cette conjecture est que, si les temps d’usinage sont petits (p; < 40
pour tout i), alors le temps de cycle réduit est égal au temps de cycle. En effet,
pour ce cas, les seuls temps d’attente sont ceux générés par les séquences A, Ap.q.

Nous avons programmé la recherche du plus court circuit moyen dans les line-
graphs, LG,,. Le module de test permet de tester la conjecture faible pour les
instances telles que 6 = 1 et les temps d’usinage p; prennent toutes les valeurs
entieres entre la valeur minimum (min) et la valeur maximum (mazx) entrées par
I'utilisateur.

Nous avons testé la validité de la conjecture faible sur les instances suivantes

m =4 min =0 mazr = 12 ;
m=2>5 min =0 mazr = 12 ;
m=20 min = 0 max = 10 ;
m =7 min =0 mazx = 4.

Parmi toutes ces instances, nous n’avons trouvé aucun contre-exemple a la Con-
jecture faible.

Nous avons démontré la conjecture faible des 1-cycles pour des systemes a deux,
trois et quatre machines. Il s’agit en fait d’une application directe des algorithmes
décrits page 51. Par exemple, pour trois machines, les plus courtes distances entre
les sommets pondérés par A; sont données dans la matrice suivante :

min (49 + p1 + pa + p3,85 + P2, 65 + p3) min(39 + p; + pa, 50)
min (79 + p1 + ps, 90 + ps, 110) min (69 + p1, 89)

Il reste alors a prouver que

min (78 + p1 + p3, 90 + p3, 116) + min(30 + p; + p2, 59)
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> 2min(46 + p; 4 p2 + p3, 86 + pa, 6 + ps, 65 + py, 89)

La preuve pour m = 4 est similaire. Toutefois ces preuves sont tres techniques et
ne peuvent pas étre généralisées a un nombre quelconque de machines. La validité
de la Conjecture faible est donc un probleme ouvert.
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Part 111

Autres formes de cellules
robotisées
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Introduction de la troisieme partie

Dans les parties précédentes, les cellules robotisées vérifiaient les contraintes suiv-
antes : les distances entre les machines étaient additives, les séjours des pieces sur
les machines étaient de durées non limitées et il n’existait pas d’espace de stockage
dans la cellule. Toutes ces contraintes peuvent étre modifiées. Dans cette partie,
nous allons aborder quelques modifications. Chaque modification est considérée
indépendamment des autres. Pour chaque cas, nous étudions la dominance des per-
mutations pyramidales et le role des 1-cycles. D’autres propriétés sont également
décrites.

Dans le probleme initial [5], les machines étaient disposées en cercle. Pour aller
du lieu de déchargement au lieu de chargement, le robot devait passer par toutes
les machines de la cellule. En effet, un convoyeur empéchait le robot de faire un
tour complet. Dans un premier temps (Chapitre 5), nous considérons des cellules
dans lesquelles le robot est autorisé a faire un tour complet. Les distances entre
les machines restent additives mais sont définies différemment. Pour ce probleme,
nous démontrons que les permutations pyramidales ne sont pas dominantes et nous
décrivons la liste des 1-cycles dominants pour des cellules a deux, trois et quatre
machines.

Puis (Chapitre 6), nous étudions l'extension de certaines propriétés des cellules
robotisées aux problemes de type HSP (Hoist Scheduling Problem). Pour ces
problemes, le temps pendant lequel une piece peut rester sur une machine doit ap-
partenir a un intervalle. Le HSP est un probleme classique, fréquemment rencontré
dans I'industrie et pour lequel il existe une tres vaste littérature. Nous démontrons
que, pour le HSP, il n’existe pas toujours d’ordonnancement optimal actif, que les
permutations pyramidales ne dominent pas les 1-cycles et que la Conjecture des
1-cycles est fausse a partir de trois machines.

La troisieme extension considérée est ’ajout de zones de stockage entre les machines
(Chapitre 7). En effet, cette solution peut étre envisagée si le gain en production
est important et le cotit de mise en place de zones de stockage faible. Dans ce cas,
la Conjecture des 1-cycles est valide. La description du cycle optimal nous permet
d’établir le gain maximum induit par ’ajout de zones de stockage unitaires entre
les machines.
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Dans le dernier chapitre (Chapitre 8), nous considérons que les distances inter-
machines ne sont plus nécessairement additives. Le robot peut, par exemple, pren-
dre des raccourcis ou accélérer entre deux machines éloignées. Dans ce cas, les per-
mutations pyramidales ne dominent pas les 1-cycles et la Conjecture des 1-cycles
est fausse. De plus, trouver le meilleur 1-cycle est un probleme NP-complet.



Chapter 5

Remarques sur les cellules
circulaires

Dans ce chapitre, nous considérons une cellule robotisée dans laquelle les machines
sont disposées en cercle [Figure 5.1] : les pieces entrent dans la cellule et en sortent
au meéme endroit. Le robot central est bidirectionnel et prend la direction qui lui
permet de faire le moins de trajets entre les machines. Ainsi, si d est le temps de
trajet entre deux machines consécutives alors la durée du trajet entre M; et M; est
min(|i — j|,m+ 1 — |i — j|)0 unités de temps.

M
bras de
robot
M, M,y
M, M
My | Ms
|

3
Figure 5.1: Une cellule robotisée circulaire a 5 machines

L’idée de cette configuration est que, si ¢’est physiquement possible, alors, il peut
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étre intéressant d’associer ’entrée et la sortie du systeme pour diminuer les mouve-
ments du robot et pour n’avoir qu’un seul lieu de chargement et de déchargement
(arrivée des matieres premieres et sortie des pieces finies au méme endroit).

Dans ce chapitre, nous faisons quelques remarques et conjectures sur les cellules
circulaires. Notre propos est d’introduire ce nouveau type de cellules pour de
futures recherches. C’est pourquoi, certains résultats partiels ne sont pas appro-
fondis ou sont présentés sous forme de conjecture. De plus, nous nous limitons,
dans ce chapitre, aux 1-cycles. Par conséquent, jj optimal ;; signifie jj optimal
dans ’ensemble des 1-cycles ;. Pour ne pas alourdir les calculs, nous posons que
les temps de chargement et de déchargement sont nuls (e = 0).

Nous étudions les cas de deux machines (Section 5.1) puis de trois machines (Sec-
tion 5.2). Puis, nous présentons quelques résultats pour des cellules a quatre ma-
chines et nous extrapolons ces résultats pour des cellules & m machines (Section 5.3)
: nous abordons le calcul du gain par rapport a une cellule en ligne et nous faisons
quelques remarques sur les cellules circulaires dans le cas régulier équilibré, c’est-
a-dire, quand les temps d’usinage sont tous égaux.

5.1 Le cas de deux machines

Considérons d’abord le cas tres simple de deux machines. Les temps de cycle des
deux 1-cycles sont donnés par :

Ty = (AoAlAQ) T(ﬂ'g) =30 +p1+p2;
T = (A()AQAl) T(7T1) =60 + max(O,pl - 357 b2 — 35)

Théoreme 12 Sip; + py < 30, alors my est optimal, sinon m est optimal.

Démonstration Si p; + ps < 30 alors T'(my) < 69 et T'(m1) = 66. Donc T'(mg) <
T'(my). Sinon, T'(my) > max(66, p; + 39, pa + 30). O

La Conjecture des 1-cycles est vraie dans le cas d’une cellule circulaire a deux ma-
chines. En effet, le raisonnement de la preuve du Théoreme 4 (page 58) s’applique
aussi au cas circulaire.

5.2 Le cas de trois machines

Pour m = 3, dans une cellule circulaire, les temps de cycle des six 1-cycles sont
donnés par :

o = (A0A1A2A3)
T(ﬂ'o) =40 + p1 + pa + p3
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T

T2

3

Ty

5

(ApA1A3A,)

T(m1) = 85 + p1 + max(0, ps — 46, p3 — 40 — p1)
(ApAzA1A3)

T(my) = 85 + max(0, p; — 49, ps — 40, p3 —
(AgAzA3A7)

T(m3) = 85 + p3 + max(0, p; — 46 — p3, pa — 40)
(AoAsAsA,)

T(my) = 126 + max(0, p; — 89, p2 — 85, ps — 80)
(AgAzA;Ag)

T(m5) = 85 + pe + max(0, p; — 46, p3 — 40)

46, Pitpatps 60)

Théoréme 13 Pour une cellule circulaire a trois machines, l’ensemble {mq, wo, 74}
domine ’ensemble des 1-cycles.

Démonstration Comme pour le cas de deux machines, il suffit de vérifier, pour
chaque instance, que 1'un des trois 1-cycles, my, my ou 74, est dominant. La Fig-
ure 5.2 indique, pour toutes les instances, le 1-cycle dominant. Nous ne détaillons
pas plus la preuve car elle est assez calculatoire.

Par exemple, si p; + pa + p3 < 46 alors T'(my) < 80 et T(m;) > 80 pour tout

1 <0 <5,

O
condition cycle optimal

p1+p2+p3 > 40 _mon o
oui

max;(p;) < 86 _mon o,
oui

p1+p2+p3 < 206 — 20w,
oui

Up)

Figure 5.2: Les 1-cycles dominants dans une cellule circulaire a trois machines

Le Théoreme 13 indique que, pour une cellule circulaire, les permutations pyrami-
dales ne sont pas dominantes. En effet, my n’est pas une permutation pyramidale
et il existe des instances pour lesquelles mo domine strictement tous les 1-cycles.
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5.3 Et pour quatre machines et plus ?

Nous commencons par étudier les cellules a quatre machines.
Théoreme 14 Pour m = 4, il existe seize 1-cycles dominants.

Ces seize 1-cycles, ordonnés par temps de trajet croissant, sont décrits dans le
Tableau 5.1.

Tableau 5.1: 1-cycles dominants pour m = 4

trajet | 1-cycles optimaux

50 (AgA1 A A3 AY)

96 (ApAsA3ALAY) (AgALA1ALAs) (AgA1AALAS)
(A()A A3A2A4) (AOA2A1A3A4)

106 (ApAsALA 1 A3)

136 (AgA3A A AY) (AgA A AsAy) (AgAsAjAsAy) (AgAsAsALAY)
(AgA4A3A1Ay) (AgA1ALASAY) (AgAsA1ALAs) (AgAsAs A Ay)

156 (AgA4A3A5A:)

Le Théoreme 14 signifie que, pour toutes les instances possibles, I'un des seize
1-cycles donnés dans le Tableau 5.1 est optimal et que pour chacun de ces seize
1-cycles, il existe une instance pour laquelle ce cycle domine strictement tous les
autres.

Une extrapolation des résultats présentés précédemment permet de proposer la
conjecture suivante.

Conjecture Considérons une cellule circulaire a m machines avec m > 2.
— Si > p; < 46, alors le cycle identité my = (AgA; ... A,,) est optimal et son
temps de cycle est T(mp) = (m +1)0 + > ps.
— Simax; p; > (3m—1)J, alors la permutation descendante 7y = (Ao A Am—1 ... A1)
est optimale et son temps de cycle est T'(my) = 3(m+1)d +max(0, p; — (3m —
1)0).

Etudions maintenant le gain que peut entrainer le fait d’associer I'entrée et la sortie
du systéme. Pour une instance I, soit 7;([), le temps de cycle optimal pour une
cellule ou I'entrée et la sortie sont dissociées et T.(I) est le temps de cycle optimal
pour une cellule circulaire. Le gain, G(I), est

TZ(I) — Tc([)

“=""rm

Le Tableau 5.2 présente une borne inférieure au gain pour une cellule a deux ma-
chines.
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Tableau 5.2: Gain pour une cellule & deux machines

I Ti07) 7.(7] G
p1+p2—0 60 30 — 1/2
p1+p2<2) 60 +p1 +p2 | 30 +p1 + P2 3/8

20 < py +p2 <30 80 30 + p1 + po 1/4
30 < p1+pe2

et max(p;) < 36 80 60 1/4

30 < max(p;) < 49 80 max(p;) + 30 1/8
46 < max(p;) max(p;) + 40 | max(p;) + 36 | §/(max(p;) + 49)
max(p;) — oo | max(p;) + 40 | max(p;) + 39 —0

On remarque que plus les temps d’usinage sont petits par rapport aux temps de
trajet et plus le gain est important. Par contre, quand les temps d’usinage sont
grands, le layout a moins d’influence sur le temps de cycle et le gain tend vers zéro.

On peut généraliser cette remarque a des cellules a m machines. En effet quand
les temps d’usinage tendent vers zéro, le gain tend vers 50% et quand les temps
d’usinage tendent vers l'infini, le gain tend vers zéro.

Considérons maintenant le cas régulier équilibré pour une cellule circulaire : p; = p
pour ¢ = 1,2...m. Dans ce cas, la cardinalité de I’ensemble des 1-cycles dominants
est décrite dans le Tableau 5.3 (nous ne décrivons pas la preuve qui est une étude
de cas) :

Tableau 5.3: Nombre de 1-cycles dominants pour le cas régulier équilibré

m ‘ nombre de 1-cycles dominants
2 2
3
4

3
4

Pour m pair soit 7, le 1-cycle suivant

T = (AgAsAy.. Ay A1AsAs .. Apq)
et pour m impair

= (AgAsAy. . Ay 1 A1 AsAs .. AL).

Nous pensons que le temps de cycle de 7 est

T(r) = (m+1)8 + ;Z:

; max(0,p — (m + 1)9)
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ou m = 2« si m est pair et m = 2a — 1 si m est impair. Il semblerait que pour des
temps d’usinage égaux, si 0 < p < mT“ alors my est optimal et pour un intervalle
de la forme mT“ < p <77 (la deuxiéme borne de l'intervalle n’est pas connue), 7™
est optimal.

On peut remarquer que pour exécuter 7y, le robot fait une fois le tour complet de
la cellule, pour exécuter 7, il le fait deux fois, et lors de 'exécution de 74, le robot
parcourt trois fois la cellule. De plus, 7w ressemble a I'un des 1-cycles dominants
pour le cas régulier équilibré (Chapitre 4, Section 4.2) en jj retournant ;; la partie
descendante.

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé quelques remarques sur les 1-cycles optimaux
dans des cellules circulaires. Pour ce type de cellules, nous ne connaissons pas de
résultats plus détaillés et nous pensons qu’une étude approfondie peut s’avérer tres
intéressante. Ce chapitre constitue donc une ouverture vers d’autres configurations
(ou layout) de cellules robotisées.



Chapter 6

Remarques sur les problemes de
type HSP

Dans ce chapitre, nous considérons les problemes de type Hoist Scheduling Problem
(HSP). Ces problemes sont plus contraints que les problemes d’ordonnancement
dans des cellules robotisées. L’environnement est le méme, mais le temps pendant
lequel une piece peut rester sur une machine possede une borne supérieure. Ce
temps est donc compris dans un intervalle. Le HSP apparait dans les processus
chimiques comme la galvanoplastie [64]. Crama et van de Klundert ont prouvé que
pour un HSP mono-produit, trouver le meilleur 1-cycle est un probleme fortement
NP-complet méme si les durées de transfert sont additives, c’est-a-dire qu’elles
vérifient I'égalité triangulaire [27]. Nous étudions 'extension au HSP de certaines
propriétés intéressantes des cellules robotisées : existence d’ordonnancements actifs
optimaux, dominance des permutations pyramidales et Conjecture des 1-cycles. !

6.1 Présentation du HSP

Le HSP cyclique mono-produit est généralement défini comme un probleme d’ordonnancement
dans un flow-shop robotisé.

Le vocabulaire du HSP est différent de celui des cellules robotisées. Les machines
sont remplacées par des cuves qui contiennent des bains de traitement. Les pieces a
traiter sont montées sur des porteurs et le bras de robot est remplacé par un robot
qui se déplace sur un rail [Figure 6.1].

Les porteurs sont pris par le robot au lieu de chargement, noté IN ou M,. Ils doivent
passer dans toutes les cuves puis quitter la ligne au lieu de déchargement noté OUT

Nes résultat présentés dans ce chapitre font partie d’un article publié dans les actes de la
conférence IEPM’97 [13].
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robot
rail

porteurs C

/ \ - bain de traitement

IN cuve ouT

Figure 6.1: Représentation d'un HSP a trois cuves

ou M,,+1. Le temps pendant lequel une piece doit rester dans une cuve admet une
borne inférieure et une borne supérieure. Par exemple, les pieces ne doivent pas
rester trop longtemps dans certains bains chimiques. Ainsi a chaque cuve, notée
M;(i =1,2...m), est associé un intervalle ou fenétre de temps : la durée de trempe
d’un porteur dans une cuve doit appartenir a cet intervalle. Différentes formes de
lignes ont été étudiées. Ces formes sont désignées par des lettres : U, I ou O si le
rail forme un rectangle fermé. Nous considérons les lignes en 1.

Il existe une tres vaste littérature sur le HSP. Nous ne la détaillons pas dans ce

document. Un état de I’art sur ce type de probleme peut étre trouvé dans [11] ou
dans [59].

La cellule robotisée telle que nous la considérons dans les autres chapitres de ce
document peut étre définie comme un HSP cyclique mono-produit, mono-robot sur
une ligne en I avec des durées opératoires non bornées.

6.2 Ordonnancements actifs

Un ordonnancement est actif si le robot exécute la prochaine activité des que pos-
sible sans prendre en compte les mouvements futurs. Ainsi, les seules attentes du
robot se produisent a des machines occupées lorsque le robot vide attend que la
piece soit préte afin d’exécuter 'activité suivante. Pour les cellules robotisées, il
existe toujours un ordonnancement actif qui est optimal.

Si seuls les ordonnancements actifs sont considérés, alors la donnée de la séquence
d’activités est suffisante pour décrire I'ordonnancement complet des mouvements
du robot. Par contre, si on ne se restreint pas aux ordonnancements actifs, alors il
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faut préciser, en plus de la séquence d’activités, les temps d’attente du robot aux
machines ou les instants de début des activités.

Pour le HSP, il n’existe pas toujours un ordonnancement actif qui est optimal.
En effet, pour I'instance suivante on ne peut pas trouver un ordonnancement actif
optimal. On consideére la ligne a deux cuves telle que :
— le temps de trajet entre deux cuves consécutives est égal a 1 (6; = 1 ;i =
0,1...m) ;
— les temps de chargement et de déchargement des cuves sont égaux a 0 (¥ =
e€.1=0;i=0,1...m);
— la fenétre de temps de M; est [1,4], ¢’est-a-dire qu'une piece doit rester sur
M; au moins 1 unité de temps et au plus 4 unités de temps ;
— la fenétre de temps de M, est [5,5].

, cellule
Ms +

M;

M |

.
] ] K}
T

012345678 9101112 temps

My

Figure 6.2: Le 1-cycle (ApA;A2) dure 12 unités de temps

, cellule
M; +
5
My T =
4
M, L 5>
My -

0123456789 temps
Figure 6.3: L’ordonnancement actif de (A9A2A;) n’est pas admissible

11 existe deux l-cycles : (AgA;As) et (AgAzA;). Le premier dure 12 unités de
temps et est admissible et actif mais non optimal [Figure 6.2]. L’ordonnancement



118 Remarques sur les problémes de type HSP

. cellule
Ms +

My 1

M,

M, :
0123456 78 9 temps

Figure 6.4: Cet ordonnancement non actif de (AgAsA;) est admissible et optimal

actif de (AgAzA;) n’est pas admissible car la piece resterait au moins 5 unités de
temps dans la cuve My, ce qui est supérieur au temps de trempe autorisé dans M,
[Figure 6.3]. Il existe un ordonnancement optimal de (ApA2A4;) qui dure 9 unités de
temps et qui n’est pas actif car le robot attend une unité de temps avant d’exécuter
Ay alors que la piece sur My est disponible [Figure 6.4].

Ainsi, on ne peut pas se restreindre aux ordonnancements actifs et la donnée
d’un cycle comme une séquence d’activités n’est pas suffisante pour déterminer
I’'ordonnancement des mouvements du robot.

6.3 Permutations pyramidales

Dans [27], les auteurs ont prouvé que, pour des cellules robotisées, les permutations
pyramidales dominent les 1-cycles. Pour le HSP, les permutations pyramidales ne
dominent pas les 1-cycles. Dans le cas de deux cuves, tous les 1-cycles sont des
permutations pyramidales. A partir de trois cuves, certains 1-cycles ne sont pas
des permutations pyramidales. Considérons par exemple I'instance suivante a trois
cuves :
— le temps de trajet entre deux cuves consécutives est égal a 1 (6; = 1 ;¢ =
0,1...m);
— les temps de chargement et de déchargement des cuves sont égaux a 0 (e} =
€. =0;i=0,1...m);
— la fenétre de temps de M; est [6, 6] ;
— la fenétre de temps de M, est [1,1] ;
— la fenétre de temps de M3 est [6, 6].

On peut vérifier que, pour une telle cellule, les seuls 1-cycles admissibles sont ceux
qui contiennent le motif A;A,. Dans le cas contraire, une piece devrait rester
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cellule

My + /

Ms + A

M, + '

M, +

My +—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+—+~
012345678 910111213 temps

Figure 6.5: Le 1-cycle (AgA3A4;A) dure 13 unités de temps

aux moins 4 unités de temps ce qui est supérieur a la valeur autorisée sur M, qui
est de 1 unité de temps. Ainsi, les deux 1-cycles admissibles sont (AgA;AsA3) et
(ApA3A1Ay). Les temps de cycle de ces 1-cycles sont donnés par

T(AoAlAgAg) = 2]_,
T(AoAgAlAg) - 13

La Figure 6.5 décrit I'exécution du 1-cycle (AgA3A1Ay). Le meilleur 1-cycle est
donc (AgA3A;As) et ce n’est pas une permutation pyramidale. Ainsi, les permuta-
tions pyramidales ne dominent pas les 1-cycles.

6.4 Conjecture des 1-cycles

Dans [55], les auteurs présentent un contre-exemple a la Conjecture des 1-cycles
pour un HSP contenant 12 cuves. Pour le HSP, la conjecture des 1-cycles est en
fait fausse a partir de trois cuves. En effet, pour 'instance a trois cuves suivante
tous les 1-cycles sont dominés par un 2-cycle :
— le temps de trajet entre deux cuves consécutives est égal a 1 (6; = 1 ;i =
0,1...m);
— les temps de chargement et de déchargement des cuves sont égaux a 0 (¥ =
e§+1:0 ;i=0,1...m);
— la fenétre de temps de M; est [2,4]
la fenétre de temps de M, est [1,4]
— la fenétre de temps de M3 est [1, 4]

Y
)

Pour une telle cellule, il existe 3! = 6 1-cycles différents [66]. Seul 'un d’eux est
admissible et son temps de cycle est T(AgA1A3A3) = 12. Les cing autres 1-cycles
ne sont pas admissibles car, méme si on ne se limite pas aux ordonnancements
actifs, une piece resterait trop longtemps dans I'une des cuves. Par exemple pour
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le 1-cycle (AgA3A;1Ay), Vactivité Ay sépare Ay et Az. Par conséquent, entre la fin
de Ay (un porteur est déposé dans Mj) et le début de Az (le porteur est pris de
Ms), il s’écoule 6 unités de temps (durée d’un trajet de Mz a My puis de My a Ms).
Le porteur reste dans M3 un temps supérieur a 4. Donc, le 1-cycle (AgA3A;As)
n’est pas admissible. Le méme phénomene se répete pour les autres 1-cycles.

, cellule
‘\
:
.
:
.
:
Ms 8 ’ .
.
' ‘ ' .
. S . .
‘\ ’ ‘\ ‘\
M, \ g " '
:
. ’ ‘\ ‘\
M, + s .
\ )
: :
\ \
: :
\ \
:
y I I I I I I I I I I I I I I

T T T T T T

012345678 91011121314151617181920212223 temps

Figure 6.6: Le 2-cycle (AgA; AgAs A1 A3AsAz) dure 23 unités de temps

De plus, on peut remarquer que T'(AgA; AgAs A1 A3AsAs) = 23 [Figure 6.6]. Donc,
(AgA1AgAs A1 A3A5A3) est un 2-cycle qui domine tous les 1-cycles admissibles
(23/2 = 11.5 < 12).

La Conjecture des 1-cycles est donc fausse a partir de trois cuves pour les problemes
de type HSP.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu que les propriétés intéressantes des cellules robo-
tisées ne pouvaient pas étre étendues au HSP : il n’existe pas toujours un ordon-
nancement actif qui est optimal, les permutations pyramidales ne sont pas domi-
nantes et la Conjecture des 1-cycles n’est pas vraie pour trois cuves et plus.

Les quelques exemples présentés dans ce chapitre montrent que le HSP est un
probleme beaucoup plus difficile a résoudre que les problemes d’ordonnancement
dans les cellules robotisées méme si, dans leur description, les deux problemes sont
tres proches. En effet des propriétés tres intéressantes des cellules robotisées ne se
retrouvent pas dans le HSP.



Chapter 7

Ajout d’espaces de stockage

Dans ce chapitre, nous étudions l'effet, sur le temps de cycle, de 'introduction
dans l'atelier de production robotisé de zones de stockage aussi appelées buffers.
En effet, dans un atelier en ligne sans espace de stockage entre les machines, les
mouvements du robot sont contraints par le fait qu’il ne peut transporter une piece
sur une machine occupée. En ajoutant des stocks intermédiaires, nous donnons
donc plus de liberté au robot. 2

Dans la premiere section (Section 7.1), nous exposons les parametres qui décrivent
la cellule. Puis, nous identifions le cycle de production optimal pour une cellule
robotisée avec buffers (Section 7.2). Ceci nous permet d’établir le gain maximum
entrainé par I'ajout de buffers unitaires entre les machines (Section 7.3). Nous
concluons ce chapitre (Section 7.4) en montrant les similitudes entre les cellules
robotisées avec des espaces de stockage de capacités unitaires entre les machines et
d’autres configurations de cellules de production.

Ces ateliers en ligne robotisés avec espaces de stockage ont surtout été étudiés pour
la production de différents types de pieces avec comme objectif la minimisation
du temps total de production (makespan). Par exemple, Kise a démontré que
dans un flow-shop robotisé a deux machines, le robot peut étre considéré comme
une troisieme machine intermédiaire [51]. Dans ce cas, méme pour des temps
de transport identiques pour toutes les pieces et un buffer intermédiaire infini, le
probleme est NP-difficile. King et al. [50] proposent un algorithme de séparation et
évaluation pour résoudre ce probleme dans une cellule & m machines avec des buffers
intermédiaires infinis. Agnetis [3] a étudié certains cas polynomiaux de production
par lots dans une cellule ou les deux machines sont équipées d’un dispositif qui leur
permet d’échanger la piece qu’elles viennent d’usiner avec la piece apportée par le

1Les travaux présentés dans ce chapitre ont été effectués en collaboration avec Cyrille Gueguen
de P'Ecole Centrale de Paris.

2Les résultats présentés dans la Section 7.2 ont été publiés dans les actes de la conférence
ECCO IX [31]. Ceux présentés dans la Section 7.3 ont été publiés dans la revue JESA [18].
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robot.

7.1 Description de ’atelier

Dans ce travail, nous nous intéressons a l’ajout, apres chaque machine de la cellule,
de zones de stockage de la plus petite taille possible, c¢’est-a-dire unitaires. Nous
supposons que le transfert d’une piece entre une machine et le buffer de cette
machine ne nécessite pas le robot. Dans ce cas, le robot peut apporter une piece
sur une machine occupée dont le buffer est vide. Il attend alors la fin de I'usinage
pour déposer la piece.

M, B,
B, M;
M, Bras du robot 5
3
Entrée Sortie
MO M4

Figure 7.1: Cellule de production avec buffers

On considere la cellule de production robotisée classique dans laquelle on rajoute
un buffer de capacité unitaire derriere chaque machine (Figure 7.1). Les pieces a
produire sont toutes identiques. Des qu'une piece a fini d’étre usinée sur la machine
M, elle tombe instantanément dans le buffer Bj si celui-ci est vide. Sinon, elle
reste sur la machine M, jusqu’a ce que le buffer B), se libére. Le couple (M, By,)
est appelé unité d’usinage et est noté Uy. Chaque machine et chaque buffer est de
capacité unitaire.

Le processus de production est gouverné par les parametres p,(h = 1,2...m),
temps d’usinage sur la machine M, J, durée du trajet entre deux unités de pro-
duction adjacentes, et €, temps de chargement ou de déchargement d’'une unité de
production. Les temps de trajet du robot sont additifs, c¢’est-a-dire pour se déplacer
entre deux machines, le robot passe par toutes les machines intermédiaires. Lorsque
le robot charge 1'unité Uy, il dépose une piece sur la machine M, (si M, est libre)
et lorsqu’il la décharge, il prend une piece du buffer By, (si B, contient une piece).

Les résultats présentés dans ce chapitre peuvent étre étendus a un systeme ou les
temps de chargement ou de déchargement de 'unité Uy, sont respectivement ¢, et
€}, et ou le temps de transport de I'unité Uy, a 'unité Up4q est dy,.
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7.2 Cycle optimal de production

On étend la notion d’activité aux cellules de production avec buffers. L’activité
Ap(h=0,1...m) est composée de la séquence d’actions suivante :

— le robot prend une piece de I'unité Uy, ;

— le robot transporte cette piece de 'unité Uy, a 'unité Uy, ;

— le robot dépose la piece sur I'unité Uy .

L’état du systeme, a U'instant ¢ est défini par le vecteur V (¢) tel que chaque com-
posante de V(t) est un couple. Ainsi, la h-éme composante de V' (t), notée V(t),
est (my(t), by(t)), ot my,(t) est égal a 1 si, a l'instant ¢, la machine M}, est occupée
et a 0 sinon et by,(t) est égal a 1 si, a I'instant ¢, le buffer By, est occupé et est égal
a 0 sinon.

Lemme 10 Le temps de cycle, T(Cy), de tout k-cycle Cy est borné par

T(Cy) > kmax(2(m + 1)(d + €), m}?x(ph) +e€).

Démonstration Soit Cj un k-cycle. L’activité Ap(h = 0,1...m) dure 0 + 2¢
unités de temps. On exécute donc k fois toutes les activités Ay en k(m+1)(d + 2e¢)
unités de temps. On considere, sans perte de généralité, que C} commence par
Iactivité Ag. Entre deux occurrences de l'activité Ay, le robot doit parcourir au
moins une fois le trajet de U, a U,. Entre la derniere occurrence de Ay et la
fin du cycle, le robot doit retourner en M, ce qui rajoute un trajet de U1 a Uy,
Ainsi, les trajets de Up41 & Uj, durent au moins k(m + 1)J unités de temps. On a
donc

T(Cy) > 2k(m +1)(6 +€).

De plus, soit j un indice tel que p; = maxy(py). Durant I'exécution d'un k-cycle,
k pieces doivent étre usinées sur la machine M. Le temps écoulé entre deux
chargements de U; doit donc étre au moins p; +e€. Ainsi, T(Cy) > k(maxy(pp) +€).
Ce qui conclut la démonstration. O

Théoreme 15 Dans une cellule de production avec des espaces de stockage de
capacités unitaires derriere les machines, le taux maximum de production est obtenu
en exécutant le 1-cycle Id = (AgA;...An). La durée Tyg(I) du cycle Id, pour
linstance I, est donnée par

Tougr(I) = max(2(m + 1)(6 + ¢), mf?x(ph) +€). (7.1)

Démonstration Au début du cycle Id, I'unité Uy(h = 1,2...m), c’est-a-dire M,
ou By, contient une piece. Soient T3 = 2(m + 1)(0 + €),T5 = max,(pn) + € et
T = max(Ty,T3).

Cas1l T=T1T
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T est le temps nécessaire au robot pour exécuter le 1-cycle Id sans avoir a attendre
a une machine. Le temps écoulé entre deux passages a l'unité U,(h = 1,2...m)
est T'—¢€. Or T — e > p;,. Donc, la piece sur M, a fini d’étre usinée et est dans le
buffer B), lorsque le robot arrive en Uj,. Ainsi, le robot peut prendre la piece dans
Bj, sans avoir a attendre. Le cycle Id est alors admissible et son temps de cycle est
1.

Cas2 T =1,

Le Lemme 10 indique que, pour tout k-cycle Cy, T(C)) > k(pn + €). Soit j le
plus petit indice qui satisfait 7' = p; + €. Soit m = (A, ... A, Ag... A;_1) le cycle
équivalent a Id commengant par A;. On définit le vecteur d’état V (¢;) ou t; est
I'instant de début de l'activité A; lors de la premiere exécution du cycle ,
V() = (1,1) et
— Vi(t;) = (0,1) pour tout i # j.

On exécute A; une premiere fois en prenant la piece de B;. Les machines M, (h # j)
sont atteintes la deuxieme fois au bout d’un temps égal a p; + € > pj, + €. Le cycle
Id est donc admissible et son temps de cycle est égal a T5.

Le Lemme 10 permet alors d’affirmer que le taux maximum de production est
obtenu en exécutant le cycle Id. 0

Le Théoreme 15 indique que la Conjecture des 1-cycles est vérifiée pour une cellule
de production munie d’un buffer de capacité unitaire derriere chaque machine.

7.3 Gains

Pour une instance I donnée, soit T,,:(/) le meilleur temps de cycle des 1-cycles
dans un systeme sans buffer et Ty, (1) le meilleur temps de cycle dans un systeme
muni d’un buffer de capacité unitaire derriere chaque machine. Pour une instance
I, le gain G(I) est défini par :

G(I) = Topt(fT)o;g;uﬁ(f )

Dans le pire des cas, pour des instances artificielles, le gain est égal a zéro. Par
exemple, on considere une instance I, telle que les temps d’usinage sont négligeables
par rapport aux temps de trajet ou de chargement /déchargement. Dans le systeme
sans buffer, on veut minimiser le trajet. Le cycle optimal est donc I'identité Id :

T (1) = T(Id) = 2(m + 1)(5 + €) + iph = 2(m +1)(6 +€).

h=1

Pour un systeme avec buffer, on a Ty, (1) = 2(m+1)(d+€) ce qui donne G(I) = 0.
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On s’intéresse donc au gain maximum G, défini par
G = inf{g | G(I) < g pour toutes les instances I}.

On veut évaluer le gain, qui se trouve dans 'intervalle [0, G], afin de décider s'il est
rentable de rajouter un buffer derriere chaque machine. On simule les différentes
instances pour avoir une idée du gain moyen et des intervalles de gains possibles.

Figure 7.2: Nombre d’instances pour lesquelles 100 x [G(I)] a une valeur donnée

La Figure 7.2 décrit les valeurs de la partie entiere supérieure de 100 x G(/) dans
une cellule composée de trois machines pour toutes les instances possibles telles
que

— 0 et p, prennent toutes les valeurs entieres entre 1 et v ;

—€e=0;

pour différentes valeurs de v. Par exemple, le point P qui est sur la courbe “v =
207 signifie qu’il existe environ 10 000 instances I différentes, sur les v™+1 = 20?
instances possibles décrites ci-dessus, telles que la partie entiére supérieure de G(1I)
soit égale a 16%. On peut remarquer que le gain est significatif puisque G(I) est
presque toujours supérieur a 12%.

Le théoreme suivant donne la valeur exacte du gain maximum que I’on peut obtenir,
sur toutes les instances, en ajoutant au systeme une zone de stockage de ca-
pacité unitaire derriere chaque machine dans un systeme a m machines. Il donne
également des familles d’instances pour lesquelles ce gain est atteint.
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Théoreme 16 Le gain G satisfait

G 2 <3 et
= — our m e
m+3 p =

1 1
G = 3 2. pour m > 3.

Pour des raisons de clarté, la démonstration de ce théoreme est décomposée en
différentes étapes.

Lemme 11 Pour une instance I donnée, le temps de cycle optimal, T, (1), pour
un systeme sans buffer vérifie

Topt(I) < T (1) + max (40 + 3€,2(m — 1)0). (7.2)

Démonstration Si4(m —1)0+ (2m —1)e < 2(m+1)(0 +¢) alors, en comparant
les équations (2.5) (page 40) et (7.1), on obtient

T(ﬂ'd) S Tbuﬁ(f) + 49 + 3€.
Sinon, on a 4(m — 1) + (2m — 1)e > 2(m + 1)(d + ¢€) et
T(mq) < Toug(I) +4(m —1)0 + (2m — 1)e —2(m + 1)(d +€) + 40 + 3¢

ce qui implique que
T(?Td) S Tbuﬁv(l) + 2(m — 1)5

De plus, comme, Tp, (1) < T'(mq), on a

Tope(I) < Thug (1) + maz(48 + 3¢, 2(m — 1)5).

Lemme 12 Le gain G vérifie

2 3
G < p—— pourm§3+2—§ et
1 1 3€
S >3+ —.
G < 5~ 2 pour m > +2(5

Démonstration En multipliant les deux membres de I'inégalité (7.2) par 2(m +
1)(0 + €), on obtient

2(m + 1)(0 + €)Tppe(1) < 2(m + 1)(0 + €)[Tpug (1) + maz (49 + 3¢,2(m — 1)9)].
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Or, Iéquation (7.1) indique que Ty (1) > 2(m + 1)(6 + €). Donc, en reportant
dans I’équation précédente, on obtient

2(m 4+ 1)(6 + €)Tope(L) < Thug(1)[2(m + 1)(6 + €) + max(49 + 3¢,2(m — 1)9)]

ce qui donne

Ty (I) < 2(m+1)(0 +¢)

1 — o/ —

To(I) — 2(m + 1)(0 + €) + max(4d + 3¢,2(m — 1))

Or, l'inégalité 49 + 3¢ > 2(m — 1)0 est équivalente a (§ > 0)

3€
<3+ —.
m < —1—25
3
Donc, sim§3+2—§alors
1_Tbuﬁ(]) < 4(54—36
Topt(I) = 2(m+3)d+ (2m+5)e
< 2 (m+1)e
— m+3 2(m+3)20+ (2m+5)(m+ 3)e
< —2 .
- m+3
3e
LS 3€
Slm_3+26 alors
. Tougr (1) < (m—1)4
Tot(I) = 2md+ (m+ 1)e
< (m—1)4
- 2mo
1 1
< -
- 2 2m

O

Lemme 13 Soit Iy une famille d’instances telles que € = 0 et maxy(pp) = 2(m +
1)6. Pour I un élément de Fy et pour m < 3, on a

Démonstration Soit I un élément de F;. Pour m < 3, on a

T(mg) =40 + ml?x(ph).
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Or, on sait, d’apres le Théoreme 1 (page 38) que Tp,, (1) > 49 + maxy(py). Donc
7q est optimale. De plus, T,z (1) = maxy(p,) done, pour I un élément de Fi, on a

46
G(I) =
(D) 46 +2(m+1)6
B 2
 om+3
O
Lemme 14 Soit F5 la famille d’instances telles que
-e=0,
— pp=2(m +1)d, quel que soit h=1,2...m.
Pour I un élément de Fy et pour m > 3, on a
T(ma) = Toug() 1 1
T(7g) 2 2m’
Démonstration Soit I, un élément de Fy, on a , Ty (1) = 2(m+1)d et T'(my) =
4md ce qui implique
T(ﬂ'd) - Tbuﬁ<[) _ 1 _ L
T(’/Td) 2 2m
O

Pour démontrer que, pour une instance I de Fy, G(I) = 1/2 — 1/2m, il suffit de
démontrer que m; est optimale pour toute instance I de Fy dans un systeme sans
buffer. Le lemme suivant est une conséquence immédiate des Théoremes 9 et 10,
pages 95 et 97.

Lemme 15 Pour I, un élément de F5, la permutation wy est optimale dans un
systeme sans buffer.

Démonstration du Théoréme 16

Etape 1 Les Lemmes 12 et 13 indiquent que pour m < 3,

2
m—+3

G <

et que pour I, une instance de la famille Fi, on a
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, 3
Etape 2 Le Lemme 12 indique que pour 3 < m < 3 + 2—;,
2
G <
m+ 3
Or, dans ce cas,
1 1 2
- >
2 2m~ m+3
3e
Donc, pour3§m§3+%, on a
1 1
G< = ——.
2 2m

Etape 3 Le Lemme 12 implique que, pour m > 3,

et les Lemmes 14 et 15 indiquent que, pour m > 3 et pour I, une instance de la
famille F3, on a,

1 1
G(I)=-——.
(1) 2  2m
1 1
Donc, pour m >3, ona G = = — —. O
2 2m

Le temps de cycle, T, (1), dans I'expression du gain ne concerne que les 1-cycles.
Les résultats précédents peuvent étre partiellement étendus aux k-cycles. En effet,
seul le Lemme 15 ne peut pas étre étendu aux k-cycles puisqu’il dépend de la
validité de la Conjecture des 1-cycles pour le cas régulier équilibré. Or ce probleme
est encore ouvert pour m > 5. Donc, pour m > 5, on peut seulement affirmer que

1 1
G< = — —.
-2 2m

Il est a noter que le minimum de gain est atteint pour 3 machines. Pour m = 2,
le gain est inférieur a 40%, pour m = 3, il est inférieur & 33,3 %. Lorsque m > 4,
pour certaines instances, le gain augmente asymptotiquement vers 50% si on se
limite aux 1-cycles. Ces résultats montrent qu’il peut étre tres rentable de rajouter
un buffer derriere chaque machine.

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié 'effet de I'ajout de zones de stockage de ca-
pacité unitaire apres chaque machine. Nous avons démontré que le cycle optimal
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de production est 'identité et que, par conséquent, la Conjecture des 1-cycles est
vraie pour un tel systeme. Nous avons ensuite établi le gain maximum entrainé
par I'ajout de buffers unitaires aux machines.

Ces résultats sur le gain maximum peuvent étre étendus a des configurations du
systeme différentes. Par exemple, dans [71] les auteurs considerent un systéme sans
zone de stockage ou le robot possede deux pinces qui lui permettent de transporter
deux pieces a la fois. Comme pour le systeme avec zones de stockage, le cycle
optimal est 'identité.

En fait, pour les deux systemes, les mouvements optimaux du robot sont les mémes

il peut arriver chargé a une machine qui contient une piece. Les buffers des
machines ou la deuxieme pince du robot ne servent en fait qu’ permettre I’échange
d’une piece entre la machine et le robot. Les ressources bloquantes restent les
machines qui ne peuvent, dans les deux cas, usiner qu’une piece a la fois et le robot
dont le temps de déplacement n’est pas négligeable.

Pour les mémes raisons, le cycle optimal est aussi 'identité dans des cellules avec,
entre les machines, des zones de stockage de capacités supérieures ou égales a un.

Les résultats sur le gain sont donc identiques pour les systemes avec :
— des zones de stockage unitaires aux machines, ou
— des zones de stockage de capacités supérieures ou égales a un, ou
— un robot avec deux pinces, ou
— des dispositifs d’échange de pieces entre le robot et les machines (étudiés dans
[3] pour le cas non cyclique).



Chapter 8

Généralisation des durées de
transfert

Dans les chapitres précédents, les durées de transfert étaient additives et la vitesse
du robot constante. Ainsi, les temps de transfert entre les machines vérifiaient
I’égalité triangulaire. Dans ce chapitre, nous levons cette contrainte et autorisons
des temps de transfert inter-machines quelconques. Ceci se produit, par exemple,
lorsque le robot peut prendre des raccourcis dans la cellule ou a le temps d’accélérer
entre deux machines éloignées.!

Dans la section suivante, nous montrons que la Conjecture des 1-cycles est valide
pour des cellules a deux machines quels que soient les temps de transfert (Sec-
tion 8.1). Puis, nous étudions des cellules a trois machines et plus lorsque les temps
de transfert vérifient I'inégalité triangulaire (Section 8.2). Dans la derniere section
(Section 8.3), nous considérons des temps de transfert quelconques et analysons la
complexité de la recherche du meilleur 1-cycle.

La matrice des temps de transfert est notée D = (9; j)o<ij<m+1. Ainsi, d;; désigne
le temps nécessaire au robot pour se déplacer, vide ou chargé, de la machine M; a
la machine M;. On impose des durées de transfert nulles sur la diagonale (9;; = 0).
Le robot n’effectue jamais certains trajets dans la cellule. Par exemple, le robot
ne va en My que pour charger une piece puis aller en M;. Ainsi, il n’effectue
jamais le trajet de My a M; pour ¢ > 2. Par conséquent, nous ne définissons pas
systématiquement les valeurs dp,; pour ¢ > 2. De méme, les valeurs de d;,+1 pour
1 <n — 1 n’ont pas besoin d’étre définies.

Les travaux présentés dans la Section 8.3 ont été faits en collaboration avec Wieslaw Kubiak,
de la Memorial University of Newfoundland au Canada.
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8.1 Cellule a deux machines

Nous considérons, dans cette section, des cellules a deux machines dont les temps
de transfert inter-machines sont quelconques. Pour ce cas tres simple, nous mon-
trons que la généralisation des durées de transfert ne modifie pas la validité de la
Conjecture des 1-cycles.

Théoreme 17 La Conjecture des 1-cycles est valide pour une cellule a deux ma-
chines quels que soient les temps de transfert inter-machines.

Démonstration Lorsqu’il exécute l'activité Aq, le robot transporte une piece de
My a M; et ces deux machines sont vides. Ainsi, a chaque exécution de A; I'état
du systéme est le méme. On peut donc appliquer le Théoréeme 3 (page 43) qui
affirme que, dans ce cas, la durée d’un k-cycle est égale a la somme des durées des
sous-cycles qui le composent. Ceci implique que les 1-cycles sont dominants. [

Le cas de deux machines étant résolu, nous considérons, dans la suite, des cellules
de trois machines et plus.

8.2 Inégalité triangulaire

Nous considérons dans cette section des cellules robotisées pour lesquelles les temps
de transfert ne sont pas nécessairement additifs mais vérifient I'inégalité triangulaire
et sont symétriques, c’est-a-dire

0ij < 0k + Ok Vi, j, k
(Si,j - 5]‘71'.

Nous étudions d’abord la dominance des 1-cycles afin de déterminer s’il est possible
de limiter la recherche du meilleur cycle aux 1-cycles. Puis, nous restreignons le
probleme aux 1-cycles et discutons la dominance des permutations pyramidales.

Hertz [43] a prouvé que la Conjecture des 1-cycles est fausse méme si les durées de
transfert vérifient 1'inégalité triangulaire. Il propose ’exemple suivant pour lequel
tous les 1-cycles sont dominés par un 2-cycle :

— le nombre de machines, m = 3 ;

— la matrice des temps de transfert,

-
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— les temps de chargement et de déchargement ¢! 4 =€ =0pouri=0,1,2,3

— les temps d’usinage p; = 11 pour 2 = 1, 2, 3.

Les durées de transfert définies par la matrice D vérifient I'inégalité triangulaire et
sont symétriques. Pour cette instance, les durées des 1-cycles sont

T(AoAlAQAg) =54 ) T(AoAQAgAl) =37 3
T(AoAlAgAQ) =37 ) T(AoAgAlAQ) =40 X
T(A()AQAlAg) =32 ) T(AOA3A2A1) = 32.

Or, le 2-cycle (AgA3A;AgA3A1A3Ay) ne dure que 62 unités de temps et 62/2 =
31 < 32. 1l est donc strictement meilleur que tous les 1-cycles. La Conjecture des
1-cycles est donc fausse a partir de trois machines méme si les temps de transfert
vérifient I'inégalité triangulaire.

Hertz [43] a donc prouvé que les 1-cycles ne sont pas dominants. Toutefois, il
peut étre intéressant de déterminer si trouver le meilleur 1-cycle reste un probleme
facile pour lequel les permutations pyramidales sont dominantes. Pour deux ma-
chines, tous les 1-cycles sont des permutations pyramidales. Donc le probleme de
la dominance des permutations pyramidales ne se pose pas. Pour une cellule a trois
machines, nous avons modifié I'instance précédente pour obtenir un contre-exemple
a la dominance des permutations pyramidales :

— le nombre de machines, m = 3 ;

— la matrice des temps de transfert,

S
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— les temps de chargement et de déchargement, ¢! 4 =¢ =0pour:=0,1,2,3
— les temps d’usinage p; = 11 pour i = 1,2, 3.
Les durées de transfert définies par la matrice D vérifient I'inégalité triangulaire et
sont symétriques. Les temps de cycle des 1-cycles sont

T(AQAlAgAg) =53 ) T(AoAQAgAl) = 37 X
T(A(]AlAgAQ) =37 > T(AoAgAlAg) =40 3
T(AoAgAlAg) =31 ’ T(AoAgAQAl) = 32.

Ainsi, le meilleur 1-cycle est (AgA2A;1A3) et ce n’est pas une permutation pyrami-
dale. La dominance des permutations pyramidales est donc liée a 'additivité des
durées de transfert.
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Pour les cellules robotisées a partir de trois machines, la dominance des permuta-
tions pyramidales est liée au fait que les durées de transfert sont additives (c’est-a-
dire, vérifient 1’égalité triangulaire). Cette propriété ne peut donc pas étre étendue
au cas ou les durées de transfert ne vérifient que I'inégalité triangulaire.

8.3 Complexité

Dans cette section, nous étudions la complexité du probleme du meilleur 1-cycle
dans une cellule robotisée avec des durées de transfert généralisées. Nous n’imposons
donc aucune restriction sur la matrice D. Nous transformons ce probleme d’optimisation
en un probleme de décision que nous désignons comme le probleme des Cellules
Robotisées Généralisées ou CRG. Ce probleme prend en entrée

— un nombre de machines m ;

— des temps de chargement et de déchargement e s €6 pour i =0,1...m;

— une matrice D des temps de transfert ;

— des temps d’usinage p; pour : = 1,2...m ;

— une borne C.

La question est : existe-t-il un 1-cycle de durée inférieure a C' 7
Définissons ’hypothese suivante :
(H1) Le robot n’attend jamais & une machine qui contient une piece préte.

A notre connaissance, il existe deux preuves de NP-complétude dans la littérature
des cellules robotisées pour le cas mono-produit : une de Lei et Wang [56] et une
autre de Crama et van de Klundert [28]. La premiere viole I'hypothese (H1) qui est
habituellement imposée en pratique. La deuxieéme concerne le probleme du HSP
(Hoist Scheduling Problem) avec des durées de transfert additives. Ainsi, ces deux
preuves ne sont pas satisfaisantes pour le cas de production de pieces mécaniques
dans des cellules robotisées. Rappelons que Crama et van de Klundert ont prouvé
que lorsque les durées de transfert sont additives, le probleme CRG peut étre résolu
a l'optimalité en temps polynomial [27].

Théoreme 18 Le probleme CRG est fortement NP-complet.

Démonstration Dans [56], les auteurs ont prouvé que le probleme CRG est
dans NP. Pour montrer la NP-complétude forte de ce probleme, nous utilisons le
voyageur de commerce ou TSP (Traveling Salesman Problem).

Le TSP prend en entrée :

e un graphe orienté G = (V;A)ouV ={0,1...n},n>1,et ACV XV ;

e une fonction distance d : A — R, U {0} qui associe d; ; a l'arc (i,7) € A ;



Complexité 135

e une borne B > 0.

La question est : existe-t-il un circuit hamiltonien dans G' de longueur inférieure
aB?

Cette question peut étre reformulée de la maniere suivante : existe-t-il une permu-
tation p des sommets {0,1...n} telle que (p(i),p(i+1)) € Apouri=0,1...n—1,
et (p(n), p(0)) € A et

n—1

dﬂ(”)vﬂ(o) + Z dp(i),p(i+1) <B?

=0

Nous montrons dans un premier temps que le TSP reste fortement NP-complet
méme pour des graphes sans arc de la forme (7,7+1) ni arc de la forme (i —1,7+1).

meéme distances

_—que dans G —~—

Figure 8.1: Transformation de G en G’

Considérons un graphe orienté G. Chaque sommet i de G est coupé en deux
sommets 7 et n+7+ 1 comme indiqué sur la Figure 8.1. Les arcs entrants de ¢ dans
G’ sont les arcs entrants de ¢ dans G. Les arcs sortants de n + 7 + 1 dans G’ sont
les arcs sortants de ¢ dans GG. La distance associée a U'arc (i,n + 1 + 1) est égale a
0.

Les sommets de G’ sont numérotés de 0 a 2n + 1. Les arcs de G’ sont de la forme
(,j)oun+1<i<2n+1et 0 <j <noudelaforme (i,n + 1+ i) pour
0 < i < n. Ainsi, G, ne contient aucun arc de la forme (i,7 4+ 1) et aucun arc de
la forme (i — 1,7 + 1). Il est clair qu’il existe un circuit hamiltonien dans G de
longueur inférieure a B si et seulement si il existe une circuit hamiltonien dans G’
de longueur inférieure a B.
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Nous réduisons le TSP ainsi modifié au probléeme CRG. Etant donnés un graphe
G' = ({0,1...n}, A) sans arc (4,7 + 1) ni arc (i — 1,7+ 1), des distances d; ; pour
(i,7) € A, et une borne B, nous définissons une instance du probleme CRG de la
maniere suivante :

le nombre de machines, m =n ;

les temps d’usinage, p; = B+ 1 pouri=1,2...n ;

les temps de trajet, pour 7,7 =0,1...neti+1=#£j

FLTU B4+l si(i,)) €A

les temps de trajet, o1 = B+ 1 et dpymi1 = B+ 1;

les temps de chargement et de déchargement ¢! =€ =0.

i

La question est : existe-t-il un 1-cycle de longueur inférieure & C' = B+(n+1)(B+1)
?

Comme (1 — 1,i+ 1) ¢ A, la durée de transfert 9,;,; est égale & B + 1. Donc, la
durée d’'une activité est aussi B + 1.

Nous montrons d’abord que si le TSP admet une réponse positive, alors il existe
un 1l-cycle dont la durée est inférieure a C'. Considérons un circuit hamiltonien p
de G’ de longueur inférieure & B. Comme il n’existe pas d’arc (7,7 + 1) dans G, ce
circuit vérifie

p(i)+1#p(i+1) pouri=0,1...n—1.

Définissons la permutation des activités m comme suit :

7(i) = p(i) pour i = 0,1...n.

Comme la permutation p, la permutation 7 vérifie m(i + 1) # 7(i) + 1. Notons
que la durée d'une activité est égale aux temps d’usinage. Or A, ; ne suit pas
immédiatement A; dans m. Donc, le robot n’attend jamais a une machine. De
plus, la durée de I'activité Ay est B + 1 et apres I'exécution de Ar;, le robot
doit se déplacer de My(y+1 & My41). Ainsi, le temps de cycle T'(7) de 7 vérifie

m—1

T(r)=Mm+1)(B+1)+ Z Orn(i)+1,m(i4+1) T On(m)+1,7(0)-
i=0

Le premier terme correspond au temps nécessaire pour exécuter les m + 1 activités
et les termes suivants correspondent aux mouvements a vide du robot. Comme
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(w(i),m(i+ 1)) € Aet (r(m),n(0)) € A, nous pouvons réécrire T'(7w) comme suit

n—1

T(r) = (n+1)(B+1)+ Z (i) n(i+1) + Ar(n) x(0)

n—1

= (n+1)(B+1)+ Z dp(i)p(i+1) T dp(n),p(0)
i=0

< (n+1)(B+1)+B.

Supposons maintenant que le probleme CRG admette une réponse positive. Con-
sidérons une permutation des activités (Aro)Axq) - .. Arm)) dont le temps de cycle
T(m) vérifie

T(r)<(n+1)(B+1)+ B (8.1)

S’il existe ig tel que (m(ig), m(ig + 1)) € A, avec w(n + 1) = m(0), alors la durée
entre la fin de Arp)+1 et le début de My 1) est égale a B + 1 unités de temps.
Comme le robot exécute chaque activité une fois, on obtient

T(r)>(n+1)(B+1)+B+1

ce qui contredit 'inégalité (8.1). Donc, (7(i),7(i + 1)) € A, et on peut définir un
circuit hamiltonien p, dans G’ comme suit : p.(i) = 7(i) pour i = 0,1...n. Le
graphe G’ ne contient pas d’arc (4,74 1), pour tout 0 < i < n, ce qui implique que
(1) + 1 # 7(i + 1). Par conséquent, le robot n’attend jamais aux machines et le
temps de cycle T'(m) vérifie

m—1

T(r) = (m+1)(B+1)+ Z On(i)+1,m(i+1) T On(n)+1,7(0)
=0

n—1

= (+ DB+ + > deiiyrity) + duimx0):
=0

Donc, p, est un circuit hamiltonien qui vérifie

n—1

Z Ao (i) pr(i+1) T dpr(n) pr(0) < B-
i=0

Ceci conclut la preuve. O

Le Théoreme 18 reste valide si la matrice D des temps de transfert vérifie I'inégalité
triangulaire. En effet; dans la preuve précédente, il suffit de rajouter une valeur
M assez grande aux temps d’usinage, a tous les éléments de la matrice D sauf aux
¢élément de la diagonale et de rajouter 2(m + 1)M a la borne C.
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8.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons démontré que, pour des temps de transfert inter-
machines qui vérifient l'inégalité triangulaire, trouver le meilleur 1-cycle est un
probleme fortement NP-complet. Or, si les temps de transfert vérifient 1’égalité
triangulaire (c’est-a-dire, sont additives) alors ce probléme est polynomial. Reste
le cas intermédiaire ou les durées de transfert vérifient 'inégalité triangulaire et
sont symétriques mais ne sont pas additives. Dans ce cas, deés trois machines, la
dominance des permutations pyramidales n’est plus vraie et la complexité de la
recherche du meilleur 1-cycle est un probleme ouvert.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons analysé la production cyclique de pieces identiques
dans des flow-shops munis d’un robot chargé du transfert des pieces entre les ma-
chines. Les deux thémes principaux que nous avons abordés sont la validité de la
Conjecture des 1-cycles et la complexité de la recherche du meilleur 1-cycle. Ces
themes ont été analysés en fonction des durées de transfert dans les flow-shops
robotisés, en ligne, sans espace de stockage et pour des extensions de ce probleme.

Le Tableau 8.1 décrit la validité de la Conjecture des 1-cycles en fonction des
durées de transfert. Soit d; ; la durée du transfert entre les machines M; et M;. Les
durées de transfert sont quelconques lorsqu’aucune restriction sur d; ; n’est imposée
(Chapitre 8). Si les durées de transfert vérifient I'inégalité triangulaire, alors on a

Sik +0r; > 0;; pour i<k<j.

Lorsque les durées de transfert sont additives (Chapitre 3), on a I’égalité triangu-
laire :
Oip + 0 =0;; pour i<k<j.

Dans le cas régulier (Chapitre 4), on a
Oiiv1 = 0ip15 =0 et 0y =|j — i),

Enfin, le cas régulier équilibré est un cas particulier du cas régulier : les temps
d’usinage sont égaux sur toutes les machines.

Le Tableau 8.1 indique que la validité de la conjecture n’est pas connue dans le cas
régulier équilibré pour des cellule a cinq machines et plus.

Nous avons également étudié la dominance des permutations pyramidales et la
complexité de la recherche du meilleur 1-cycle en fonction des durées de transfert
[Tableau 8.2].

Nous avons étudié des extensions de la cellule de base. Nous avons énoncé quelques
remarques concernant les cellules circulaires, ¢’est-a-dire, lorsque ’entrée et la sortie
de la cellule sont associées (Chapitre 5). Nous avons identifié les meilleurs 1-cycles
pour des cellules a deux, trois et quatre machines. Nous savons que certains 1-
cycles dominent d’autres 1-cycles, mais nous ne savons pas identifier I’ensemble
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Conclusion

Tableau 8.1: Validité de la Conjecture des 1-cycles en fonction des durées de trans-

fert

m=4
m=2|m=23 /{::2\/’{;23 m>5
transferts quelconques | vraie fausse
inégalité triangulaire | vraie fausse [43]
transferts additifs vraie [66, 29] | fausse
cas régulier vraie ‘ fausse
cas régulier équilibré vraie ‘ ?

Tableau 8.2: Recherche du meilleur 1-cycle en fonction des durées de transfert

dominance des complexité de la recherche
permutations pyramidales du meilleur 1-cycle
transferts quelconques non NP-complet
inégalité triangulaire non ?
transferts additifs oui [27] O(m3) [27]
cas régulier oui O(m?)
cas régulier équilibré oui constant
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des 1-cycles dominants pour m > 5. La validité de la conjecture pour les cellules
circulaires est également un probléeme ouvert.

Pour le HSP, nous avons démontré que les permutations pyramidales ne dominent
pas les 1-cycles et que la Conjecture des 1-cycles est fausse pour des cellules de
plus de trois machines (Chapitre 6).

Nous avons prouvé que, lorsqu’on ajoute un espace de stockage unitaire derriere
chaque machine, la Conjecture des 1-cycles est vraie et nous avons analysé le
gain entrainé par l'ajout d’espaces de stockage. Nous avons identifié des types
de problemes proches pour lesquels les méthodes de résolution pour les cellules
robotisées avec zones de stockage s’appliquent également (Chapitre 7).

Pour le probleme de base, d’autres questions ouvertes comme l’ergodicité des durées
d’exécution des cycles ou la stabilité des permutations pyramidales ont été soulevées
dans ce mémoire. Nous avons également proposé une conjecture faible des 1-cycles
qui permet d’identifier le meilleur cycle de production pour des temps d’usinage
relativement petits.

Le probleme essentiel qu’il reste a résoudre est de trouver le meilleur cycle de
production. Ce travail peut également étre un point de départ pour des recherches
sur les cellules robotisées ou le nombre de types de pieces a produire est considéré
comme une donnée.
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Appendix A

Conjecture des 1-cycles
pour m = 4 et k = 2

Dans cette annexe, nous considérons les cellules régulieres a quatre machines.

Théoreme 19 Dans une cellule réguliere a quatre machines, les 1-cycles dominent
les 2-cycles.

Démonstration Pour prouver ce théoreme, nous utilisons I’approche algébrique et
plus particulierement la Proposition 9 (page 68). Comme cette preuve est longue,
nous la décomposons en cing étapes qui couvrent tous les cas possibles. Nous
montrons que

. Etape 0 certains cas triviaux pour lesquels (C2) est vraie peuvent étre
éliminés ;

e Etape 1 si, pour un k-cycle Cy, u4(Cy) = k ou uy (Ci) = k alors la condition
(C1) est vraie (dans les étapes suivantes, nous considérons donc que u; (Cy) <
ket uy(Cy) < k) ;

e Etape 2 si le k-cycle Cy, vérifie mo(Cy) = 2k, alors (C4) est vraie ;

e Etape 3 sile 2-cycle O vérifie mo(Cy) = 6, alors (C1) ou (C2) ou (C4) est
vraie ;

e Etape 4 si le 2-cycle Cy vérifie my(Cy) > 8, alors (C2) ou (C4) est vraie.

Les temps de cycle des permutations pyramidales sont donnés dans le Tableau A.1
Le temps de chargement/déchargement vérifie 77 (7;) = 10e pour toute permuta-
tion pyramidale m;(j = 0,1...7). Pour le k-cycle Cy, le systéme S;(C},) est donné

149
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Tableau A.1: Temps de cycle des permutations pyramidales pour m = 4

J mj Tr(m;) Ty (m;)
0| (AgA1A2A3A,) | 100 p1+ P2+ D3+ pa
1 (AOA1A2A4A3) 126 1+ pat

max (0, p3 — 40 — 2¢,pg — 89 — 66 — p; — p2)
2 (AOA1A3A4A2) 120 P1+ pat

max (0, py — 60 — 4€ — py, p3 — 65 — 4de — py)
3 (AOA1A4A3A2) 149 P1 + maX(O,pg — 80 — 46,

p3s — 100 — 6e — p1, py — 100 — 6e — p1)

4 (AOA2A3A4A1) 120 P33+ pat

max (0, p; — 80 — 6€ — p3 — pg, p2 — 46 — 2€)
5 (A0A2A4A3A1) 149 maX(O,pl — 106 — 66,])2 — 4 — 26,

s — 40 — 2, pa — 108 — B¢, ps + ps — 85 — 4e)
6| (AoA3ALAA,) | 146 ps + max (0, p; — 105 — 6€ — py,
po — 100 — 6 — py, p3 — 80 — 4e)

71 (AgAsA3A2A,) | 160 max; (0, p; — 125 — 6e)

par
To+ T+ T+ T3 = U1(0k>
To+ To + Ty + Tg = U4(Ck>
S4(Ck): ZL‘0+JZ1+ZL‘2+JZ3+IL‘4+JZ5+ZL‘6+JZ7:k}
2xg + 2w + 4dxo + dxs + 234 + 225 + dwg + dx7r = min(me(Cy), 4k)
x; entier pourt=0,1...7

Etape 0 Supposons que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

Tw(m) = pys— 85— 6e ;

Tw(ms) = max(ps — 106 — 6€, ps — 108 — 6e) ;
TW( ) — p1—85—6e;

Tw(ms) = max(p; — 106 — 6¢,py — 100 — 6e) ;
Tw(mg) = max(p; — 105 — 6¢, pa — 106 — 6e) ;
Tw(mr) = mlax(pi — 126 — 6e).

Dans ce cas, la condition (C2) est vraie. Supposons par exemple que Ty (m4) =
p1 — 86 — B¢, alors on a T'(my) = 46 + 4e + py.

Nous réduisons donc notre étude aux autres cas. C’est-a-dire que nous considérons
que toutes les conditions suivantes sont vérifiées :

Tw(mo) = p1+p2+ps+ps;
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Tw(m) = wsz+p+p2;
Tw(me) = max(0,py — 60 — 4e — py,p3 — 65 —4e — p1) + p1 + D4 ;
Tw(ms) = max(0,py — 80 — 4€) + py ;
Tyw(ms) = wy+ps—+ps;
Tw (7s) W + Ws ;
Tw(mg) = max(0,ps — 80 — 4€) + py ;
Tw(mr) = 0;
(

ol wy = max(0, py — 40 — 2¢) et wy = maz(0, ps — 46 — 2¢).

Etape 1 Nous montrons que dans une cellule robotisée a quatre machines si, pour
un k-cycle Ck, uy(Cy) = k ouuy(Cy) = k, alors, pour toute instance I, la condition
(C1) est vraie.

Soit C, un k-cycle tel que uy(Cy) = k. L’idée de la preuve est de se ramener a une
cellule a trois machines en remplacant, dans C}, chaque motif A3A, par activité

As.

Pour une instance donnée, définissons la cellule a trois machines S’ suivante : le
temps de trajet inter-machines est ¢ ; le temps d’usinage sur la machine M; est
pi(i = 1,2,3) ; le temps de chargement de la machine M, est ps + 2¢ + 29 et les
autres temps de chargement ou de déchargement sont e.

Soit . le cycle Cj, réduit a un systeme a trois machines en enlevant I'activité Ay.
Il est aisé de vérifier que le cycle C}, ainsi généré est bien un k-cycle. Le temps de
cycle de C}, dans S’ est égal au temps de cycle de C. Or, on sait que C}, est dominé
par une permutation pyramidale 7' (Théoreme 5, page 58). Dans 7/, remplagons
Iactivité As par le motif A3A, pour obtenir la permutation pyramidale w. Le
temps de cycle de 7’ dans S’ est égal au temps de cycle de 7. Donc la permutation
pyramidale 7 domine C} ce qui implique que la condition (C1) est vraie.

La preuve est identique si u;(Cy) = k.
Dans la suite, nous considérons que u;(Cy) < k et ug(Cy) < k.

Etape 2 Nous montrons que, dans une cellule a quatre machines, si le k-cycle Cy,
vérifie mo(Cy) = 2k alors (C4) est vraie.

Dans cette preuve, u; désigne u;(Cy). Nous prouvons que le vecteur x suivant est
une W-couverture pyramidale de Cj (Condition (C4)) :

rg = min(ug,uy);

r1 = u — min(ug, uy);

Ty = ug— min(ug, uy);

xy = k—uy — ug+ min(uq, uy);

[L‘QZZEg:ZEG:ZE?:O.
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Rappelons que |S| représente le nombre d’occurrences de la séquence d’activités S
dans C. Comme my(Cy) = 2k, pendant I'exécution de Cy, le robot fait exactement
k fois le trajet de My a Mjs et exactement k fois le trajet de M3 a M,. L’activité
Ag apparait k fois dans C} et pendant I'exécution de cette activité, le robot va de
My a Ms. Donc, le robot ne se déplace entre M, et M3 que pendant ’exécution de
A,. Par conséquent, I'activité Ay est toujours précédée soit par Az soit par As ce
qui implique que

|AgAy| + |A3Ay| = K (A.1)

Mais la Proposition 3 (page 32) indique que
| Ay Ay| + | AgAyAy| > k

qui devient une égalité car A, est répété exactement k fois dans C. Par conséquent,
As est suivie soit de Az soit de A, ce qui implique que

|AgAs| + | A2 Ay| = E. (A.2)
Les équations (A.1) et (A.2) entrainent que
| A2 As| = [A3A4]
et, par conséquent, uz = uy et |AyA4As| = k — uy.

De la méme maniere, on peut prouver que |A;AgAs| = k — uy et uy = uy. De
plus, les motifs A;AqAs et Ay A4 Az entrainent des temps d’attente de wy et ws
respectivement. On a donc

> w2 Tw(my) = xo(p1+p2+ps+pa) +21(pr + p2 + ws) +
J

T4(p3 + pa + wa) + T5(Wo + ws)

U1 + UrPa + Usp3 + usps + (b — ug)ws + (b — uy)wy
urpy + ugpa + uzps + uaps + |Ax Ay Aglws + [A1 AgAz|ws
Tw (Cy).

IN

Le vecteur x est donc une W-couverture pyramidale de C}.

Dans la suite de cette annexe, u; désigne u;(Cs) et |S| est le nombre d’occurrences
de la séquence d’activités S dans Cj.

Etape 3 Dans une cellule a quatre machines, soit Co un 2-cycle. Si ma(Cs) = 6,

alors (C1) ou (C2) ou (C4) est vraie.

Considérons le vecteur z = (x;)(i = 0,1...p), solution de S4(Cy), défini comme
suit

ro = min(u;)
(2
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xy = min(uy, ug) — min(u;)
K
To = lsiuy=1letus=1letuys=0et u3=0
= 0 sinon
r3 = wy —min(uy,ug) —
x4y = min(ug,uy) — min(u;)
1
x5 = 1 —min(uy,us) — min(us, ug) + min(u;)
7
rg = ug— min(ug,uy) — Ty
x7 = 1 —wuy + min(uy, ug) — uyg + min(usz, uy) + 9

Nous démontrons que (C1) est vraie ou que x est une W-couverture pyramidale
de Cy. D’apres la Proposition 1 (page 31) et la Proposition 2 (page 31) et comme
up < 1etuy <1etmy(Cy) =6, le temps de cycle de Cy vérifie

T(Cy) > 266 + u1py + ugps + usps + usps + | A1 AgAz|wy + |Ag Ay As|ws.

La Proposition 3 indique que ug + |[A1AgAs| > 1 et uz + |A2A4A3] > 1. Par
conséquent, comme py > wo et p3 > ws, I’équation précédente devient

T(Cy) > 266 + u1p1 + ugpy + wo + ws.

Sipe > 80+ 4e et uy = 1, alors T(Cy) > 220 + py + po et T'(m3) = 126 + 2py + 2ps.
Dans ce cas, si p; + pa > 106 alors 220 + p; + pe > 320 = 27 (7). Sinon, T(Cy) >
220 + p1 + p2 > 125 + 2py + 2py. Done, Cy est dominé par w3 ou par 77 et (C1)
est vraie. On peut donc considérer que u; max(0,py — 85 — 4e) = 0. Or z3 < uy
implique que x3Tyw (m3) < z3p;. De la méme maniére, on peut prouver que (C1)
est vraie ou 29Ty (m2) = xo(p1 + pa) et x6Tw(mg) = weps. Par conséquent, on a

7
Z%’TW(WJ') < wo(py 4 p2 + p3 + pa) + 21(p1 + P2+ w3) + 22(p1 + pa) +
§=0

T3p1 + T4(p3 + pa + wa) + x5(we + w3) + Teps
< pi(@o + 21 + T2+ 3) + p2(20 + 21) +
p3(2o + 74) + pa(wo + T2 + 14 + 26) +
wy(xy + 5) + w3z + x5)
wip1 + min(uy, ug)ps + min(us, ug)ps + ug(ps) +
wy(1 — min(uy, ug)) + wz(1 — min(usg, uy))
Zuz‘pi +
(min(uy, us) — ug)ps + (1 — min(uy, ug))ws +

(min(ug, ug) — ug)ps + (1 — min(us, uy))ws

IN

IN
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Mais ps > wy et min(uy, us) < ug et p3 > ws et min(us, uy) < ug impliquent que
7
ijTW(ﬂ—j) S Zuipi + (1 - UQ)U)Q + (1 - u3)w3.
=0

La Proposition 3 indique que |A; AgAs| > 1 —uy et |[AgAgAs| > 1 — uz. L’équation
précédente devient donc

7
Z%’TW(W]') < Zuipi + [A1 Ag Ag|wy + |Ag Ay As|ws
=0

< Tw(Cy)

ce qui implique que (C4) est vraie.

Etape 4 Dans une cellule a quatre machines, soit Co un 2-cycle. Si mo(Cy) > 8
alors (C2) ou (C4) est vraie.

Considérons le vecteur x = (z;)(i = 0,1...p), solution de S,,(Cs), défini comme
suit :
To=x1=x4=25=20

Ty = 1si (A 1 etu4 =1et [(Sl A2AOA1A3 et non AOA1A3AOA2> ou
(Si A1A3A4A2 et non A2A4A1A3) ou (Sl A1A3A2 et AgAlAg)]

0 sinon
T3 = U — X2
Tg — Ug — T2
Ty = 2—up —Uug+ T

Nous prouvons que la condition (C2) est vraie ou que x est une W-couverture
pyramidale de C5. Nous considérons les cas suivants :

Casl u1 =0 et uys=0;

Cas2 wu; =1 et wuy=0; (symétriquea u; =0etuy=1)

Cas3 up =1 et uy=1.

Cas1l u; =0 et ug =0.
Dans ce cas, t = (0000000 2) et Tyy(m;) = 0. Comme Ty (Cy) > 0, = est une
W-couverture pyramidale et (C4) est vraie.

De maniere a simplifier la preuve, nous posons € = 0.

Cas 2 u =1 et uys =0.
Dans ce cas x = (00010001). Nous prouvons que x est une W-couverture pyrami-
dale de Cy. Le cycle Cy peut étre écrit sous la forme : (AgA; ... Ay... AjyAy) ou
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y représente une séquence d’activités. La séquence y peut contenir les activités Az
et Ay. En effet, y ne peut pas contenir Ay (entre deux occurrences de Ap, il y a
exactement une occurrence de Ag) et y peut contenir au plus une fois Az (entre
deux occurrences de A, il y a exactement une occurrence de Asz). De plus, uy =0
implique que y contient au plus une fois I'activité A4. Par conséquent seuls les cas
suivants peuvent se produire :

y=~0 = Tw(Cs) > p1 + p2

y = Ajs = Tw(Cs) > p1 +max(0,py — 40)
y= A, = Tw(Cy) > p1 + maz(0,ps — 60)
y = A4z = Tw(C2) > p1 +max(0,ps — 86)

Dans tous les cas, Ty (C2) > p1 + max(0,p; — 89). Par conséquent Ty, (ms) +
Tw(mr) < Tw(Cy) ce qui implique que (C4) est vraie.

Cas3 wu=1c¢et uyy=1
Dans ce cas z = (00100001) ou z = (00010010). II suffit de prouver que Ty (7s) +
Tw(ﬂ'ﬁ) S Tw(CQ) ou Tw(ﬂ'g) + Tw(ﬂ'7) S Tw(CQ)

Entre toutes les occurrences de A; et 'occurrence suivante de A,, on peut avoir au
plus les activités Ag, Az, A3, A4 et A4. Par conséquent, il existe un motif entre A;
et Ay avec moins de deux activités. Notons y ce motif qui peut étre de la forme :

@ = W2 = pQ

Ao = Wz =maz(0, ps — 49)

Ag = Wy = JI(O P2 — 45 W3)

Ay = Wy= ma.r(() pa — 60)

ApAs = Wy =max(0,py — 8 — W)

AgAy = Tautre motif entre A; et A, est nécessairement Az Ay
AsAg = Wi =max(0,py — 85 — W)

A3A4 = Wy = max((),pg — 60 — Pg — Wé)

A4Ay = Tlautre motif entre A; et Ay est nécessairement Az Ay
A4As = w4y =0 (contradiction)

ou Wj est le temps d’attente du robot avant ’exécution de Ay dans le motif A;yAs

et W} est le temps d’attente du robot avant d’exécuter As si y contient 'activité
As.

De la méme maniere, entre A, et As, on peut avoir les activités Ag, Ag, A1, Ay et
Ay. Par conséquent, il existe un motif entre Ay et A3 avec moins de deux activités.
Notons z ce motif qui peut étre de la forme :



156 Annexe A. Conjecture des 1-cycles pour m =4 et k = 2

(Z) = W3 = P3

Ay = W3 =max(0,p3 — 69)

Ay = W5 =max(0,ps — 40)

Ay = W3 =max(0,ps — 49)

AgAy = W3 =max(0,p3 — 65 — p1)

AgA; = Tlautre motif entre Ay et As est nécessairement AgA;
A1Ay = wuy =0 (contradiction)

AAy = W3 = max((),pg — 86)

A4Ag = Tautre motif entre Ay et Az est nécessairement AgA;
AgAy = W3 =max(0,p3 — 89)

ou Wj est le temps d’attente du robot avant d’exécuter Az dans le motif Az As.
On peut remarquer que 'occurrence de Az dans A;yAs, si y contient As, peut étre
l'occurrence de Az qui finit le motif AszAs (ce qui implique que W3 = W), Ceci
ne peut pas se produire si y = AgAs. Dans ce cas, z = A1 Ag ce qui implique que
uy = 0. On a Tw(CQ) Z W2 + W3 +p1 —l—p4 ou Tw(CQ) Z W2 + Wg + Wé —|—p1 —I—p4 si
W3 et Wi ne viennent pas de la méme occurrence de Az. Nous étudions différentes
bornes possibles pour Wy + W3 puis nous décrivons le cas pertinent pour chaque
valeur de y et de z.

e Cas 1 siWy+ W3 > max(0,ps — 89) + max(0, p3 — 85) alors
Wa + Wi+ p1 + pa > Tw(73) + Tw (76) ;

e Cas 2 siWy+ W3 > max(0,ps — 65 — p1,ps — 65 — py) alors
Wo + Ws 4+ p1 + ps > Tw(m2) + Tw(nr) ;

e Cas 3 si()contient Ay AgA; Az et AgAi1A3AgA, alors Cs contient la séquence
AgAgA1A3AgAs. 11 reste a placer les activités A, Az et deux fois A4. Donc,
entre la deuxieme occurrence de A, et le A3 suivant, on ne peut avoir que Ay
ou Aj Ay ou AgA; et donc Wy + W3+ W4 > max(0, py — 89) + max(0, p3 — 89)
qui est résolu dans les cas 1.

e Cas 4 si(C,contient AjA3A A et Ay Ay A1 A3 A, alors, de la méme maniere,
entre l'autre occurrence de A; et le Ay suivant, on ne peut avoir que Ag ou
AgAs ou AszAg ce qui est également résolu dans le cas 1.

Le tableau suivant indique un cas pertinent, pour chaque valeur possible de y et de
z. Par exemple, pour z = A; et y = A3Ay, on a Wy = max(0,py — 66 — py — WJ)
et W3 = maz(0,ps — 40) ou W} peut étre W3. Donc Ty (Ca) > maxz (0, ps — 66 —
Pa, p3 — 49). Comme p3 — 40 > p3 — 60, les attentes Wy et W3 vérifient le cas 2.



ou ”inc.” signifie que les deux motifs sont incompatibles et

As peut étre commune aux deux motifs.

12 0102 132 142 01032 | 01302 | 1342
23 1 1 1 1 1 1 2
203 1 inc. 1 1 inc. inc. 2
213 1 1 2 * 1 1 1 2 *
2434 1 1 1 inc. 1 1 inc.
2013 2 inc. 2 * 2 inc. 3 * 2 *
21434 | 1 1 1 inc. 1 1 inc.
24134 | 1 1 1 inc. 1 1 4 *
9 %k
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signifie que 'activité

Pour toutes les valeurs compatibles de y et de z, nous avons montré que Ty, (73) +
Tw (1) < Tw(Cs) ou que Ty (ma) + Tw(mr) < Ty (Cs). Par conséquent, = est une

W-couverture pyramidale de Cy ce qui implique que (C4) est vraie.

O
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Appendix B

Stabilité des permutations
pyramidales

Dans cette annexe, nous considérons les cellules a deux, trois et quatre machines.
Nous analysons la stabilité (définie dans la Section 2.2 page 34) et nous calculons
les temps de cycle des permutations pyramidales.

Rappelons que wi () est le vecteur (matrice de taille 1 x m) des temps d’attente du
robot a la machine M), pendant la i-eme exécution de la permutation pyramidale
7. Dans la suite, nous supprimons 7 dans w} (m) lorsqu’il n’y a pas de confusion
possible. Pour prouver la stabilité de la permutation pyramidale 7, nous prou-
vons que les suites w! (1) sont stationnaires, et indépendantes des temps d’usinage
restants P(r), c’est-a-dire que les temps de cycle et la stabilité des permutations
pyramidales ne dépendent pas de la phase d’initialisation.

B.1 Propriétés générales

Nous présentons d’abord quelques lemmes et propriétés afin de simplifier les preuves
de stabilité et d’éliminer quelques cas triviaux ou généraux.

Définition 4 Une suite de nombres u; est dite stationnaire s’il existe un iy tel que
pour tout © > iy, ON G U; = Ujrq-

Lemme 16 Soit u; et v; des suites entiéres définies par
w; = max(0,a — v;) ; v; = max(0,b — u;_1) ; ug > 0;

ol ug, a et b sont des nombres entiers. Il existe un indice iy tel que, pour tout
i > g, les suites u; et v; sont constantes et vérifient u; + v; = max(0, a,b).

159
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Démonstration En remplagant v; par son expression dans u; on obtient

u; = max(0,a — max(0,b—u;_1))
= max(0,a + min(0, u;—1 — b)).

Nous considérons trois cas.
Cas 1 a<0

Comme min(0,u;—; —b) <0 et a <0, on a u; = max(0,a + min(0,u;—y — b)) =0,
pour tout 1.

Cas 2 a>0eta>b

Siu; > b pour un ¢, alors u; = a pour tout j > 7. Donc, si ug > b alors u; = a pour
tout 7. Siug < balors uy =up+a—>b; us = up+2(a—>b)...La séquence augmente
de a — b a chaque itération. Si a > b, alors u; dépasse b pour un 7 suffisamment
grand. Sinon (c’est-a-dire a = b), u; = ug pour tout i.

Cas 3 a>0eta<b

On a v; = max(0, b+ min(0,v;_1 —a)). En échangeant a et b dans la démonstration
précédente, on obtient v; = b pour ¢ assez grand.

La Figure B.1 résume les différentes valeurs de u; et v; (pour ¢ assez grand), en
fonction de a et b. On déduit, a partir de cette figure, que u; + v; = max(0, a, b).

O

Considérons maintenant une permutation pyramidale tres simple : 'identité, myp =

(AoA; ... Ap).

Proposition 15 L’identité 1o = (AgA; ... Ap) est stable et son temps de cycle est
donné par

= (20 +ep+eh)+ > D
h=0 h—1

Démonstration Toutes les activités de my sont montantes. Donc my(mp) = 2
pour tout h = 0,1...m. Par conséquent, le temps de trajet vérifie

TT(ﬂ'o) = th<7'l'0)5h = 225h

h=0
Or, le temps de chargement /déchargement vérifie

m

§ (€5 + Eh+1

h=0
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u; =0 \a =0
v;="b u; = min(b, ug)

v; = b — min(b, uo)

Figure B.1: Valeurs des suites u; et v;

Comme Ay, suit immédiatement A,_; pour h = 1,2...m, on a wi(my) = pp,, pour
tout h =1,2...m et pour tout 7. Par conséquent, les temps d’attente w} (o) sont

constants et
m

Tw(mo) = th-

h=1

Ceci conclut la preuve. 0

B.2 Le cas de deux machines

Dans une cellule & deux machines, il y a p+1 = 2™~ = 2 permutations pyramidales
: I'identité my = (AgA;1As) et la permutation descendante m = (AgA2A4;).

Proposition 16 Dans une cellule a deux machines les deux permutations pyrami-
dales sont stables et leurs temps de cycles sont donnés par

2
T(m) = Y (20h+ep+chpy) +p1+D2;

h=0
2

T(m) = Y (204 +ep+e€hyy) + 201
h=0
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+max(0,p; — 201 — 205 — €5 — Gé,m — 200 — 201 — €y — el).

Démonstration Pour 7, la Proposition 16 est une conséquence immédiate de la
Proposition 15. 1l reste a calculer le temps de cycle de 7, et de prouver que 7 est
stable. On peut remarquer que, pour 7, on a

wy = maz(0,p1 — 201 — 20, — € — € — w}) ;

wh = max(0,py — 26y — 26; — €l — ¢ ).

Donc, wh est constant. Comme w! ne dépend que de w}, il est aussi constant.
Donc, m; est stable. De plus,

Tw(m) = wi 4w
= max(0,p; — 201 — 205 — €y — eé,pg — 20) — 201 — € — éh).

Nous savons que
2

To(m) =) (6 + ehir).

h=0
Dans 7, seule A; est descendante. On a donc Trp(m) = 2§y + 407 + 202. Ceci
conclut la preuve. O

B.3 Le cas de trois machines

Les temps de cycles des permutations pyramidales, dans une cellule a trois ma-
chines, ont été calculés pour la premiere fois dans [66]. Rappelons que A, =
20h_1 420, + €4 + € + e + €.

Proposition 17 Dans une cellule a trois machines, les quatre permutations pyra-
midales sont stables et leurs temps de cycles sont donnés par

T(my) = A1+ As+pr+pe+ps
T(m) = A1+A3+25+p +
max(0,p3s — Ay — 209 — p1,p2 — 205 — 203 — €5 — )
T(my) = A+ Asz+26 +p3+
maz(0,p1 — 201 — Az — p3, ps — 28 — 261 — € — €})
T(ms) = Ay + Ag+ 201 + 26, + maz(0,p1 — 26 — 265 — Ag,
po — 201 — 205 — Ay — Az + Ay, p3 — 201 — 255 — Aq)

o o = (AoAlAQAg), T = (AQAlAgAQ), g = (AoAQAgAl), et Ty = (AQAgAgAl).

Démonstration Pour 7, la Proposition 17 est une conséquence immédiate de la
Proposition 15. Nous savons que, pour une permutation pyramidale m, si A est
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montante, alors my(7) = 2 et si Ay est descendante, alors my(7) = 4. Comme
Tr(m) =3 1 mu(m)ds, on calcule facilement le temps de trajet. Dans une cellule
a trois machines, on a 7%, (1) = Eizo(eZ—i—e}l +1) pour toute permutation pyramidale
7. Il reste a calculer les temps d’attente wj,(7;) pour j = 1,2, 3 et de prouver qu'ils
sont constants.

Pour 7, on a
i :
wl - pl 1)
7 u ! 7\ .
wy = max(0,py — 20y — 203 — €5 — €, — wy) ;

i i
w; = max(0,ps — Ay — 202 — wy).
Ces équations peuvent étre réécrites comme suit

wy = max(0,ps — Ay — 20, — p1) ;
wh, = max(0,py — 28y — 203 — €4 — €}, —max(0,p3 — A; — 265 — p1)).

Comme w}, w) et wi peuvent étre exprimés indépendamment de 4, il sont constants.
Les temps d’attente vérifient

= p1+ mcm:(O,p3 — Ay — 205 — p1,p2 — 209 — 203 — 65 - Ei)-

Pour 5, les temps d’attente vérifient

wi = max(0,p; — 26, — A3 — wé — wg) :
wh = max(0,py — 20g — 20, — €t — ') ;
wé = DPs.

Comme pour 71, les temps d’attente de w9 sont constants et on obtient

= P3 —l—maw(O,pl — 2(51 — Ag — P3,P2 — 250 — 251 — 68 — 61).

Pour 73, Pargument est différent car nous ne pouvons pas supprimer simplement ¢
dans Dexpression de w}. On a

wi = max(0,p; — 20; — 20y — Az — wh — w}) ;

wh = max(0,py — 201 — 20, — Ay — Az + Ay — wh) ;

wh = max(0,ps — 26; — 25, — A —wiTh).
Nous décrivons, pour wi, wh et wf, une transformation qui meéne aux suites u; et
v; et a une application du Lemme 16. Les temps d’attente de 73 vérifient :

w; = max(0,p1 — 201 — 265 — Az — (wh + w}))
wy +wy = max(wh,ps — 26 — 205 — A — Az + Ay)
= max(0,py — 201 — 205 — Ap — Az + Ao, p3 — 201 — 205 — Ay —wi™H).
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Ces temps d’attente peuvent étre écrits sous la forme de u; et v; avec les valeurs
suivantes

a:maX(O,p2—251—252—A1—A3+A2);
a:p1—2(51—252—A3—04; Ul:U)i,
b:p3—2(51—252—A1—06; vi:w2+w§—a.

Comme u; et v; sont constant  partir d’'un certain rang, w! et wi + w} deviennent
aussi constants. Comme w} est stationnaire et w} ne dépend que de wi, le temps
d’attente w} est aussi stationnaire. Comme w’ +w} et wi sont stationnaires, w? est
aussi stationnaire. Donc, la permutation pyramidale 73 est stable. Le Lemme 16
nous permet de trouver 'expression de Ty (73) :

Tw(ms) = wi+wh+wh =u; +v; + a = max(0,a,b) + «
= max(0,p; — 25 — 202 — Ags,
Pa — 201 — 202 — Ay — Az + Ao, p3 — 261 — 20 — Ay).

Ceci conclut la preuve. O]

B.4 Le cas de quatre machines

Nous considérons une cellule a quatre machines pour le cas régulier (pour alléger
les calculs). Les résultats de stabilité peuvent étre étendus au cas additif général.

Proposition 18 Les permutations pyramidales sont stables et leurs temps de cy-
cles sont donnés dans le Tableau 4.1, page 89.

Démonstration Nous savons que [27] le temps de cycle de la permutation de-
scendante 77 satisfait T'(m7) = 160+ 10e+max; (0, p; — 120 —6¢€). Donc 77 est stable.
Pour les autres permutations pyramidales, on peut calculer les temps d’attente de

(7 =0,1,...,6) et trouver les expressions suivantes
T (m) = 106 + 10€ + w} 4+ wh + wi + w)
wy = P wy = Pa
wy = p3 wy = pa
T(m) = 126 + 10e + w} 4+ wh + wi + w)
wh = p uh—p o
wh = max (0, p3 — 40 — 2¢ —w))) wj = max(0,ps — 85 — 6e — wi — wh)

T(ma) = 120 + 10€ + wi + wh + wj + wj

wi =p wy = max(0, py — 6§ — 4e — wl — w})
wh = max (0, p3 — 60 — 4e — wl) wi = py
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T(m3) = 146 + 10€ + w} + wh + w} + w}
wh = p wh = max(0,py — 80 — 4e — wh — w})
wh = max(0, p3 — 106 — 6 — w} — w})

wi = max(0, py — 106 — 6 — wi — wh ™)

(
wi = max(0,p; — 85 — 66 — wh —wh —w})  wh = max(0, py — 46 — 2¢)
5 = D3 wy = P4

T(m5) = 146 + 10e + w! + wh + wh + w}
w} = max(0,p; — 1086 — 6 — wh — wi — w!) wh = max(0, py — 46 — 2¢)
wh = max(0, p3 — 46 — 2¢ — w})

wh = max(0,py — 106 — 66 — w}™* — w)

T(m6) = 140 + 10€ + w} + wh + wh + w)

wi = max(0, p; — 108 — 6 — wh — wh — w’)
wy = max(0, py — 108 — 6 — wh — w})

wh = max(0, p3 — 85 — 4e — wi ) wy = p4

Considérons, par exemple, la permutation pyramidale 7. Afin de calculer w}, nous
considérons les événements entre la fin de la (7 — 1)-éme exécution de A; (quand
une piece est déposée sur My) et le début de la i-eme exécution de As (quand la
piece est déchargée de M,) [Figure B.2], c’est-a-dire

— le robot est en M; et va en My [20 unités de temps] ;

— le robot exécute Agy [0 4 2¢ unités de temps] ;

— le robot va de M; a Mj [2d unités de temps] ;

— le robot attend que la piece sur Mz soit préte [w} unités de temps] ;

— le robot exécute As [0 4 2¢ unités de temps] ;

— le robot attend que la piece sur M, soit préte [w! unités de temps] ;

— le robot exécute Ay [§ + 2¢ unités de temps] ;

— le robot va de M a M, [30 unités de temps].

Donc, le temps d’attente en M, pendant la i-¢me exécution de g est wh =
max (0, p, — 10§ — 66 — wl — w}).

Pour 7y, La Proposition 18 est une conséquence immeédiate de la Proposition 15.

Pour 7, on a

w; = D1 Wy = P2

max(0, p3 — 40 — 2¢ — w)

i
I

max(0, py — 80 — 6 — w' — wh)

g
W~
I

= max(0,ps — 85 — 6 — p; — pa).
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Donc, w} est stationnaire et par conséquent, w} 1’est également. Donc m; est stable.
Le temps de cycle de 7 est

Tw(m) = wi+wh+wh+w)
= p; +p2 +max(0, ps — 40 — 2 — wl) + w)
= p1+ p2 + max(wl, ps — 40 — 2¢)
= p1+ ps + max(0,p3 — 40 — 2¢,py — 80 — 6 — p; — pa).

Les preuves pour ms et m, sont similaires.

‘ cellule robotisée
M+

J

|
I
(1 — 1)-eme exécution de 74 i-eme exécution de g

Figure B.2: La permutation pyramidale mg = (AgA3A4A2A7)

Nous montrons que les temps d’attente des permutations pyramidales 73, 75 et g
peuvent étre écrites sous la forme de u; et v;.

Les temps d’attente de w3 sont :

w; = N

ax(0, py — 85 — 4e — wh — w})

Il
=

wy, p3 — 106 — 6e — py)
ax(0, p3 — 100 — 6¢ — py, ps — 105 — 6 — py — wh ).

(
wh+wi = max(0,p3 — 100 — 66 — wi — w?) + w)
= max(

(

=

On peut vérifier qu’ils peuvent étre écrits sous la forme de wu; et v; avec les valeurs
suivantes :

a = max(0, p3 — 100 — 6e — py);
a=py— 8 —4e — u; = wh;
b=rps— 100 — 66 — p; — v; = wh + wh — a.

Par conséquent, w} est stationnaire, donc wi l'est aussi. Ceci implique que w} est
également stationnaire. Pour obtenir Ty (73), il suffit d’appliquer la transformation
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précédente :

Tw(ms) = w4+ wh+wh+w)
wh + u; +v; +

p1 + max(0,a,b) + «

(
= p1 +max(0,py — 85 —4e — a,py — 10§ — 66 — p; — a) + «
p1 + max(a, po — 85 — 4e, py — 105 — 6e — py)

= p1 4 max(0, ps — 106 — 6e — p1, py — 85 — 4e, py — 106 — 6 — py).

Les preuves pour 75 et pour mg sont similaires avec les transformations suivantes
pour s,

a = max(0,py — 46 — 2¢,p3 — 46 — 2¢, py + p3 — 85 — 4e);
a=p — 106 — 6 — a; u; = wl,
b=ps— 100 — 6 — a; v; = wh + wi +w} — a.

et pour g,
a = max(0, py — 108 — 6€ — p4);

a=p; — 106 — 6e — py — «; u; = wi;
b=ps—8)— 4de — a; v; = wh + wh — a.
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Résumé : Ce travail concerne la production cyclique de pitces identiques dans un flow-shop
robotisée. La Conjecture des 1-cycles, proposée par Sethi et al., suppose que le taux raximilm ‘de
production peut &tre atteint en répétant un ceycle particulier qui produit une senle piéce. __.'_'C!'é_u;g
conjecture simplifie la recherche du meilleur cycle de production. O

Nous présentons de nouvelles preuves (approche par les graphes et approche algébrique) de 1a

validité de cette conjecture pour des cellules & 2 et 3 machines et nous montrons gu’elle est f_éi}_iss_g'é_'__ :
partir de 4 machines. Nous délimitons ensuite plus précisément son cadre de validité en imposant -~

des restrictions sur les paramétres : distances inter-machines égales ou temps d’usinage éganXe

Puis, nous étudions d’autres formes de cellules robotisées en relaxant des contraintes de la
robotisée de base. La premiére variante est 'association de I'entrée et de ia sortie de la:
Nous proposons guelques remargues sur la. recherche du meilleur cycle de production. La de

variante est le HSP (Hoist Scheduling Problem) : le temps pendant lequel une piéce peut reste
une mackine admet une borne supérieure. Nous montrons que des propriétés des cellules roﬁgti'

ne peuvent pas &tre étendues au HSP. La troisidme variante est ajout de zones de stockage entie
les machines. Nous montrons gue la Conjecture des 1-cycles est vraie et nous analysons-le gal

e

lide,
e

I'Slll

par rapport 4 une cellule sans stockage. Enfin, nous supposons que lesidistances i11ter—rqa>chm_é_s'__'_:

sont quelconques. Nous montrons que trouver le meilleur cycle de production d’une piéce ‘st un
probléeme NP-complet. o SRR

Ce travail a permis de résoudre complétement une conjecture ouverte depuis 1989 et de déctire’

fluence de la relaxation de certaines contraintes des cellules robotisées sur la recherche du meilleur -
cycle de production. La principale perspective est, pour les cas o la conjecture est fausse, de
trouver le meilleur cycle de production.

Mots-clés : ordonnancement, flow-shop, systéme de transport, production cyclique, conjecture
des 1-cycles. : ) :

Scheduling in robotic cells

Abstract: This work concerns the cyclic production of identical parts in a robotic flow-shop.
The one-cycle Conjecture, proposed by Sethi et al., claims that the repetition of the best one-unit
production cycle wili yield the maximum throughput rate in the set of all possible robotic moves.
The interest of this conjecture is that it simplifies the search of the best production cycle.

We present new proofs (using graphs and an algebraic approach) of the validity of this conjecture
for 2- and 3-machine cells and we prove that it is false for cells with 4 and more machines. We
define more precisely its validity range by imposing restrictions on the parameters: equidistant
machines or equal processing times on all machines.

Then we study other forms of robotic cells by relaxing some constraints of the initial cell. The first
modification is the association of the input and the output station. We make some remarks on the
validity of the one-cycle Conjecture and on the search of the best production cycle. The second
modification is the HSP (Hoist Scheduling Problem): the time a part can stay on a machines is
upper bounded. We prove that some interesting properties of the robotic cells cannot be extended
to the HSP. The third modification is the addition of buffer space at the machines. We show that
the one-cycle Conjecture is trae and we analyze the gain in production compared to a system with
no buffer space. Finally, we suppose that the inter-machine distances can be of any form. Then
the conjecture is false and we prove that finding the best one-unit production cycle is NP-hard.

This work allowed us to settle completely a conjecture open since 1989 and to describe how certain
relaxed constraints of robotic cells influence the search of the best production cycle. The most
challenging open question is, whenever the one-cycle Conjecture is false, to find the overall best
production cycle.

Key words: scheduling, flow-shop, material handling system, cyclic production, one-cycle conjec-
ture.
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