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Résumé



Résumé. Les gérants de portefeuille pour compte de tiers sont souvent jugés
par leur performance relative a celle d’'un portefeuille benchmark. A ce titre, ils
sont amenés tres fréquemment a utiliser des modeles internes de "risk manage-
ment” pour controler le risque de sous-performer le benchmark. Par ailleurs, ils
sont de plus en plus nombreux a adopter une politique de rémunération incitative,
en percevant une commission de sur-performance par rapport au benchmark. En
effet, cette composante variable de leur rémunération leur permet d’augmenter leur
revenu en cas de sur-performance sans contrepartie en cas de sous-performance. Or
de telles pratiques ont fait récemment ’objet de nombreuses polémiques : la période
récente de crise financiere mondiale a fait apparaitre certaines carences de plusieurs
acteurs financiers en terme de contréle de risque ainsi que des niveaux de prise
de risque et de rémunération jugés excessifs. Cependant, I’étude des implications
de ces pratiques reste un théeme encore relativement peu exploré dans le cadre de
la théorie classique des choix dynamiques de portefeuille en temps continu. Cette
these analyse, dans ce cadre théorique, les implications de ces pratiques de ”bench-
marking” sur le comportement d’investissement de 1’asset manager. La premiere
partie étudie les propriétés de la stratégie dynamique optimale pour ’asset manager
concerné par ’écart entre la rentabilité de son portefeuille et celle d'un benchmark
fixe ou stochastique (sur ou sous-performance). Nous considérons plusieurs types
d’asset managers, caractérisés par différentes fonctions d’utilité et qui sont soumis a
différentes contraintes de risque de sous-performance. Nous montrons en particulier
quel est le lien entre les problemes d’investissement avec prise en compte de ’aver-
sion & la sous-performance et avec contrainte explicite de "risk management”. Dans
la seconde partie, on s’intéresse & 1’asset manager bénéficiant d’une rémunération
incitative (frais de gestion variables, bonus de sur-performance ou commission sur
encours additionnelle). On étudie, selon la forme de ses incitations financieres et
son degré d’aversion a la sous-performance, comment sa stratégie d’investissement
s’écarte de celle de 'investisseur (ou celle de P’asset manager sans rémunération
incitative). Nous montrons que le changement de comportement de I’asset manager
peut se traduire soit par une réduction du risque pris par rapport a la stratégie sans
incitation financiere soit au contraire par une augmentation de celui-ci. Finalement,
nous montrons en quoi la présence de contraintes de risque de sous-performance,
imposées au gérant ou traduisant son aversion a la sous-performance, peut étre
bénéfique a 'investisseur donnant mandat de gestion financiere.

Mots clés : choix dynamique de portefeuille, aversion & la perte, assurance
de portefeuille, Value at Risk, espérance de perte, probleme Moyenne-Variance,
benchmarking, modele de taux d’intérét stochastique, incitation financiere.



Abstract



Abstract. It is common practice to judge third-party asset managers by look-
ing at their financial performance relative to a benchmark portfolio. For this rea-
son, they often choose to rely on internal risk-management models to control the
downside risk of their portfolio relative to the benchmark. Moreover, an increasing
number are adopting an incentive-based scheme, by charging an over-performance
commission relative to the benchmark. Indeed, including this variable component
in their global remuneration allows them to increase their revenue in case of over-
performance without any penalty in the event of underperforming the benchmark.
However, such practices have recently been at the heart of several polemics: the
recent global financial crisis has uncovered some shortcomings in terms of inter-
nal risk control as well as excessive risk-taking and compensation levels of several
financial players. Nevertheless, it appears that analysing the impact of these prac-
tices remains a relatively new issue in continuous time-dynamic asset allocation
theory. This thesis analyses in this theoretical framework the implications of these
”benchmarking” practices on the asset manager’s investment behaviour. The first
part examines the properties of the optimal dynamic strategy for the asset man-
ager who is concerned by the difference of return between their portfolio and a
fix or stochastic benchmark (over- or under-performance). Several asset manager
types are considered, defined by different utility functions and different downside-
risk constraints. In particular, the link between investment problems with aversion
to under-performance and risk management constraints is shown. In the second
part, the case of the asset manager who benefits from an incentive compensation
scheme (variable asset management fees, over-performance bonuses or additional
commission on asset under management), is investigated. We study how, depend-
ing on the choice of financial inventive structure and loss aversion level, the asset
manager’s strategy differs from that of the investor (or the strategy of the asset
manager receiving no incentive remuneration). This study shows that the change
in investment behavior of the asset manager can lead to both a reduction in the risk
taken relative to the strategy without financial incentives or conversely an increase
thereof. Finally we show that the existence of downside risk constraints, imposed
on the asset manager or corresponding to their aversion for under-performance, can
be beneficial to the investor mandating financial management.

Keywords : dynamic portfolio choice, loss aversion, portfolio insurance,
Value-at-Risk, expected loss, Mean-Variance problem, benchmarking, stochastic
interest rate model, financial incentive.
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Introduction



L’industrie de la gestion financiere peut étre définie comme I’ensemble des ac-
tivités ayant pour but d’effectuer des investissements financiers tout en respectant
certaines contraintes qui peuvent étre réglementaires, contractuelles, ou encore bi-
lancielles.

Cette industrie se divise traditionnellement en deux groupes d’activité (eux mémes
assez hétérogenes) :

— La gestion pour compte propre : dans ce cas, I'investisseur (une banque, une
assurance, un fonds de pension, un trésorier d’entreprise) effectue des place-
ments financiers dans le but de réaliser des profits en investissant ses propres
fonds; il peut dans ce cadre décider de confier tout ou partie des sommes a
investir a un gérant pour compte de tiers, par exemple dans le cadre d’un
mandat de gestion.

— La gestion pour compte de tiers : dans ce cas, l'investisseur est un gestion-
naire mandaté par des tiers (mandat de gestion, fonds commun de placement)
afin de réaliser, contre rémunération, des placements financiers pour leur
compte ; c’est le cas en particulier de toutes les sociétés de gestion de porte-
feuille (désignées communément sous la désignation anglo-saxonne de sociétés
d’”” asset management”) mais aussi des fonds spéculatifs ("hedge funds”) qui
gerent souvent a la fois leur fonds propres et ceux confiés par leurs clients.

Dans le cadre de la gestion pour compte de tiers, I'investissement se fait souvent
par référence a un portefeuille "benchmark”, le gestionnaire tentant de répliquer
ou de sur-performer le benchmark. Celui-ci sert de point de repere pour analyser la
performance du gestionnaire et définir son univers d’investissement de référence. Il
représente un panier de titres significatifs d’un segment de placement donné.

Les deux types de fonds communs de placements les plus courants sont les suivants :

— Les fonds de gestion indicielle ou 'objectif est de réaliser une performance
la plus proche possible de celle du benchmark choisi; cet objectif nécessite
la mise en ouvre d’un processus de réplication rigoureux qui doit intégrer
dans ses objectifs la minimisation des colts de transactions; c’est le cas de
la gestion des ”Exchanged Traded Funds” qui, comme leur nom l'indique,
permettent d’étre échangés en permanence sur les marchés organisés et sont
pour la plupart des produits indiciels.

— Les fonds a gestion benchmarkée ou l'objectif est de réaliser une perfor-
mance supérieure a celle du benchmark choisi. L’objectif de sur-performance
est souvent assorti d’un niveau de ”tracking error” ! maximal, ce qui permet
de controler le risque pris par rapport au benchmark. Ce type de gestion
autorise le gérant a plus de marge de manceuvre que dans que la gestion
indicielle : il a pour principaux avantages de pouvoir tenter de tirer parti
des évolutions des marchés et de pouvoir bénéficier d'une plus grande diver-
sification d’actifs; en contrepartie, il comporte un risque plus important de
sous-performance par rapport au benchmark.

1. Définie comme ’écart-type de la rentabilité de I’écart entre le portefeuille et le benchmark
sur une période donnée.



De méme, dans le cadre de la gestion pour compte propre, la référence a un por-
tefeuille benchmark revét un caractere fondamental ; si 'investissement se fait par
référence a un portefeuille ”benchmark”, il s’agit ici souvent d’un portefeuille de
réplication imparfaite du passif d’une institution financieére (une assurance ou un
fonds de pension,...), permettant & cet investisseur institutionnel de pouvoir faire
face & ses engagements (paiement de primes, pension,...), celui-ci cherchant & maxi-
miser ’écart de richesse entre son portefeuille d’actifs et la valeur de son passif, on
parle de gestion actif-passif.

En conséquence, il semble que le theme de la gestion avec contrainte de bench-
mark soit un élément central de la gestion d’actif qui recouvre un large champs
d’applications pratiques allant de la gestion financiere de Fonds Commun de Pla-
cement a la gestion Actif-Passif (” Asset Liability Management”).

Laissant de coté la question du choix du benchmark déja abondamment discutée
dans la littérature, nous nous intéressons a deux autres pratiques courantes dans
I'industrie de I'asset management et liées a celle du benchmarking que sont la prise
en compte de contraintes de risque de sous-performance et ’existence d’un mode
de rémunération variable liée a la sur-performance du gérant.

Bien que ces deux pratiques fassent actuellement 1'objet de nombreuses polémiques
(la période de crise financiere mondiale récente ayant mis & jour certaines carences
en termes de prises de risques et de rémunérations parfois jugées excessives de
certains acteurs financiers) et d’une attention toute particuliere des autorités de
tutelle des marchés financiers (par exemple ’AMF en France), il nous apparait que
les modeles d’allocation d’actifs de la théorie financiere classique ne répondent pas
ou de maniére incompléte a ces interrogations des praticiens de la gestion de por-
tefeuille.

Cela pouvant s’expliquer par le fait que les modeles classiques d’allocation d’ac-
tifs (modele de [Markowitz, 1952], de [Merton, 1971] et de [Merton, 1973]),
n’aboutissent a des formulations simples que dans le cas d’hypotheses simplifica-
trices ou restrictives fortes :

— optimisation statique ignorant la nature dynamique des marchés financiers,
non adaptée pour un horizon moyen-long terme ou optimisation dynamique
non résoluble analytiquement.

— hypothese sous-jacente d’une dynamique des actifs trop simplificatrice ne cor-
respondant pas a la nature physique des actifs sous-jacents étudiés comme
par exemple l'existence d’un taux court constant (remis en cause en pratique
par Dexistence d’une structure factorielle des taux d’intérét).

— utilisation d’un critére de maximisation de 1’espérance d’utilité trop général
et sans prise en compte de contraintes supplémentaires correspondant a des
préférences d’investisseur asymétrique : assurance de portefeuille, controle de
la VaR du portefeuille, gestion ”benchmarkée”, prise en compte de rémunérations
variables.

D’autre part, certains auteurs ( voir par exemple [Canner et al., 1997)
et [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]) ont montré que les résultats théoriques
de ces modeles aboutissaient a des regles d’investissement entrant en contradiction



avec les regles d’allocation d’actif dites de "bons sens” ?) car ils ne prennent pas
en compte un certain nombre de ces spécificités empiriques (aspect dynamique des
marchés financiers, taux stochastique).

Dans le prolongement de ces études, nous nous intéresserons a l’effet de la prise en
compte supplémentaire de contraintes de risque asymétriques et/ou de rémunération
incitative sur la dynamique des stratégies optimales au regard de ces regles de bon
sens.

Notre travail qui s’inscrit dans le cadre des problemes de choix dynamique de por-
tefeuille tentera de répondre de maniere explicite & deux questions pratiques des
professionnels de la gestion d’actifs : quelle politique de gestion du risque et de
rémunération adopter ?

Nous revisiterons la gestion ”"benchmarkée” a la lumiere de techniques d’optimisa-
tion dynamique de portefeuille et de modeles d’actifs issus des hypotheses classiques
en finance mathématique :

— Processus stochastiques d’It6 pour décrire les actifs risqués et hypothese de
marché complet.

— Probleéme d’optimisation dynamique offrant une résolution simplifiée (méthode
des martingales) par rapport & la méthode de la programmation dynamique
de Bellmann (dans le cadre de ’hypothese de marché complet).

— Prise en compte des préférences de risque de I'investisseur mais aussi de son
aversion a la sous-performance par rapport a un ”benchmark” en considérant
une classe de fonction d’utilité "HARA loss averse” que nous préciserons.

— Résolution analytique dans le cadre du modele de Black & Scholes a deux
actifs, extension a un modele & N sources de risques actions, puis & un modele
a facteur de taux stochastique de type ” Vasicek” avec un univers d’investis-
sement comprenant les trois actifs traditionnels (actif monétaire, obligataire
et action) ; recherche de I’allocation optimale et analyse de ses propriétés em-
piriques : sensibilité de I'allocation optimale aux variations de marché, aux
changements de parametres de risque et a la forme de la rémunération.

Cette these s’articule en deux parties :

La premiere partie analyse les stratégies d’'un investisseur qui est concerné par
I’écart entre la rentabilité de son portefeuille et celle d’'un benchmark fixe ou sto-
chastique (sur ou sous-performance). Nous analyserons les stratégies optimales dans

2. Ces regles au nombre de deux préconisent un niveau d’ ”actifs risqués” d’autant plus faible
que, d’une part ’aversion au risque de l'investisseur est importante et que, d’autre part I’horizon
de placement est proche, s’énoncent de la fagon suivante :

(1) Regle du profil de risque (”"Popular Advice”) : 'allocation optimale doit attribuer aux
actifs les plus risqués une pondération d’autant plus faible que ’aversion de I'investis-
seur au risque est plus grande.

(2) Regle de l'allocation temporelle (” Conventional Wisdom”) : la formule définissant ’al-
location optimale impose une baisse relative du poids des actifs les plus risqués au
cours du temps a partir d’une allocation initiale en actifs dits risqués d’autant plus
importante que ’horizon est éloigné.



les cas de différents investisseurs caractérisés par différentes fonctions d’utilité et/ou
différentes contraintes de risque.

Dans la deuxieme partie, on s’intéresse & ’asset manager bénéficiant d’une rémunération
incitative (frais de gestion variables et bonus de sur-performance, commission sur
encours additionnelle,...). On étudie comment sa stratégie s’écarte de celle de I'in-
vestisseur (ou celle de 'asset manager sans rémunération incitative) selon la forme

de ces incitations.



1. Revue de la littérature

1.1. Modéle de Merton.

Le modele d’équilibre de Merton (”Intertemporal Capital Asset Pricing Model”)
est considéré comme la référence de la théorie du choix dynamique de portefeuille
en temps continu.

Les travaux de Merton ([Merton, 1971] et [Merton, 1973]) ont posé les premiéres
pierres de cette théorie, en montrant, dans un cadre dynamique et d’investissement
en temps continu, que ’allocation optimale pour I'investisseur peut étre décomposée
comme une somme de positions élémentaires investies dans plusieurs portefeuilles
dont la composition est indépendante de ses préférences d’investissement 3.

Le cadre théorique que Merton considére dans son modele "ICAPM” est le sui-
vant

— Le marché financier est ouvert en permanence et comprend N + 1 actifs qui
se négocient sans cout de transaction :

(1) Un actif ”sans risque”, représentant un titre monétaire dont le rende-
ment instantané, noté r(t), désigne le taux de référence unique d’em-
prunt ou de prét en vigueur sur le marché financier,

(2) N actifs risqués dont les rendements espérés instantanés sont modélisés
par des processus stochastiques continus, des processus d’Ito.

— Le probléeme de 'investisseur est de maximiser une fonction objectif (spécifique
a chacun des investisseurs) & un horizon d’investissement donné. Cette fonc-
tion objective s’exprime, quelque soit I'investisseur concerné, comme la somme
des deux composantes suivantes : 1'utilité ¢ espérée du flux de consommation
d’une part, celle de la valeur finale du portefeuille d’actifs financiers d’autre
part.

— Les parametres (espérance de rendement instantané et volatilité instantanée)
définissant I’équation des processus de prix des N actifs risqués sont fonction
de K facteurs ou variables d’états qui servent a décrire la déformation de
I’état des opportunités d’investissement ®.

Partant de cette structure générale de marché financier, Merton parvient, en utili-
sant les outils de résolution de problemes de controle stochastique optimal fournis
par la théorie de la programmation dynamique de Bellmann en temps continu, a
démontrer son théoreme de décomposition en plusieurs fonds : indépendamment de
leur aversion au risque respectif, I'allocation optimale pour chacun des investisseurs

3. Ces travaux en temps continu s’inscrivent dans le prolongement des résultats de séparation
en plusieurs fonds obtenus dans le cadre de modéles financiers statiques a une seule période : voir
par exemple Tobin (1958), Black (1973) ou encore Cass et Stiglitz (1970).

4. Au sens classique de fonction d’utilité croissante et strictement concave de Von Neumann
Morgenstern.

5. Ces facteurs peuvent prendre de multiples formes selon les modeles considérés ; par exemple,
ils peuvent servir a décrire I’évolution stochastique du niveau de prime de risque ou de volatilité
d’un actif action ou bien encore correspondre & ’hypothése d’une structure par terme des taux
d’intéréts.
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admet la méme décomposition en plusieurs positions élémentaires.

En particulier, le nombre de fonds (ou de portefeuilles) de cette décomposition
est identique quelque soit 'investisseur considéré et dépend du nombre de facteurs
de risques considérés dans le modele d’actifs : il y a K + 2 portefeuilles pour K
facteurs de risque .

Cependant, malgré la force et la simplicité des résultats théoriques énoncés par
Merton dans son modele "ICAPM” | ce nouveau cadre de choix dynamique de por-
tefeuille laisse un certain nombre de questions en suspens et en particulier les deux
problématiques suivantes :

(1)

L’analyse des faits stylisés dans le cadre du modele de Merton :

Merton ne parvient a obtenir une expression explicite de 1'allocation opti-
male qu’au prix d’hypotheses spécifiques tres restrictives sur la dynamique
des actifs : il s’agit du cas particulier ot les N actifs risqués ont pour rende-
ments instantanés des mouvements browniens géométriques (i.e. I'espace
des opportunités est supposé constant avec K = 0) et Pactif sans risque
offre un rendement instantané constant qui s’identifie au taux d’intérét en
vigueur sur le marché.

Or ces deux hypotheses ne sont pas en phases avec un certain nombre de
faits stylisés observés sur les marchés : cycles économiques, effet prédictifs
de certaines variables, décomposition factorielle de la courbe des taux
d’intérét en un ou plusieurs facteurs stochastiques, processus de volatilité
stochastique des actifs considérés.

La question se pose alors de savoir s’il est possible, dans le cadre d’un
modele de Merton généralisé, d’analyser l'effet de ces faits stylisés sur
I’allocation dynamique optimale, ce qui imposerait d’obtenir des formules
fermées ou semi-fermées qui puissent étre analysables en pratique.

L’analyse du puzzle des "régles d’allocation de bon sens” (” Conventional
Wisdom” et ”Popular Advice”) :

Cette hypothese d’état des opportunités d’investissement constant (K =
0), qui correspond aussi a la généralisation & N actifs du modele & deux ac-
tifs de [Black Scholes, 1973], implique en particulier que le portefeuille
optimal de I'investisseur, quelque soit son niveau d’aversion au risque, peut
étre décomposé en deux fonds : un actif de taux sans risque et un fonds
composé d’actifs risqués dont la proportion est la méme pour tous les in-

vestisseurs 7.

Ce résultat de décomposition qui peut étre vu comme une généralisation
en temps continu du théoréme de Tobin (1958) parait cependant étre en

6. [Merton, 1973| analyse successivement le cas K = 0 (le modele d’actifs considéré étant le
modele de [Black Scholes, 1973] & deux actifs et une source de risque) puis le cas K = 1.

7. 11 s’agit du portefeuille de 'investisseur qualifié souvent dans la littérature d’investisseur
?myopique” car la composition de son portefeuille est constante et en ce sens elle ne tient pas
compte d’un éventuel changement d’états ni de la considération de son horizon d’investissement.



contradiction avec les regles de ”bon sens” suivies en pratique par les inves-
tisseurs financiers qui préconisent un ratio d’allocation action - obligation
fonction décroissante du niveau d’aversion au risque (comme mentionné
par [Canner et al., 1997]) et fonction croissante de ’horizon d’investis-
sement (voir par exemple [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]).

Ainsi, dans le cadre de cette hypothese restrictive de ’absence de fac-
teurs (espace des opportunité constant), le Modele de Merton ne peut
expliquer ces puzzles.

Comme nous allons le voir dans la suite de la revue de la littérature, c’est la
considération de modeles plus généraux, soit en terme de modélisation d’actifs
(facteurs stochastiques), soit en terme de préférence de l'investisseur (contrainte
d’aversion & la perte) qui permettent de résoudre en partie ces problémes.

1.2. Allocation dynamique d’actifs et modéles a facteurs.

C’est 'avancée récente, d’une part, dans I’étude des modeles factoriels linéaires en
temps continu ® et, d’autre part, dans le développement des techniques de résolution
des problémes d’optimisation stochastiques en temps continu (avec par exemple les
travaux de [Karatzas et al., 1987] et de [Cox Huang, 1989]%) qui a proba-
blement favorisé ’émergence d’une autre littérature, tout aussi récente, dans le
domaine de la théorie du choix dynamique de portefeuille en temps continu avec
prise en compte de facteurs stochastiques.

Dans le cadre d’'un modele d’actifs comprenant un facteur de taux stochastique
(modele & un facteur de taux de Vasicek) en complément du traditionnel risque
action, et sous I’hypothese d’'un marché financier complet, ot I'investisseur cherche
a maximiser 'utilité espérée de sa richesse finale a un horizon d’investissement fixé,
les auteurs suivants étudient I'impact de 'existence d’un facteur de taux stochas-
tique sur 'allocation dynamique optimale suivie par I'investisseur :

[Sorensen, 1999] analysent le probleme de U'investisseur ”CRRA” (” Constant Re-
lative Risk Aversion”, i.e. agent dont I’aversion relative au risque est constante, et
[Bajeux-Besnainou Portait, 1998] étudient les propriétés du probléme moyenne
variance dynamique (fonction d’utilité quadratique). Dans les deux cas, 1'alloca-
tion optimale s’obtient comme une simple combinaison du portefeuille solution du
probleme de Merton (cas de l'investisseur myopique) et de l'obligation Zéro-coupon
dont la maturité correspond a I’horizon d’investissement de l'investisseur (qui s’ap-
parente & un portefeuille de couverture contre la variation des taux d’intérét).

8. En particulier dans 1’étude des modéles linéaires de déformation de la courbe des
taux d’intérét en temps continu comme par exemple les modeles & un facteur proposés par
[Vasicek, 1977] ou encore par [John C. Cox Ross, 1985] et plus récemment la littérature
relative aux modeles multi-factoriels affines généralisés de taux d’intéréts (voir par exemple
[Dai Singleton, 2000]).

9. [Karatzas et al., 1987] et [Cox Huang, 1989] offrent un nouveau cadre de résolution
analytique de probléme d’optimisation dynamique en temps continu (méthode martingale) qui
consiste & exploiter les propriétés de martingale du prix des actifs financiers sous certaines hy-
potheses et en particulier celle d’A.O.A (d’Absence d’Opportunité d’Arbitrage) et de complétude
du marché (cas du modele de Merton ol il y a au moins autant d’actifs risqués que de sources de
risque & couvrir).
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Dans le contexte de la problématique particuliere du ” Popular Advice” introduite
par [Canner et al., 1997] (voir la section précédente), [Brennan Xia, 2000]
considerent le probleme de 'agent ”CRRA”, et [Bajeux-Besnainou et al., 2001]
celui de de l'investisseur CRRA et de l'investisseur "Moyenne Variance” (fonction
d’utilité quadratique) au regard du ratio action / obligation optimal. Dans les deux
cas, 'analyse de 'expression du ratio optimal fait ressortir un poids relatif action /
obligation qui croit avec le niveau de tolérance au risque, ce qui est consistant avec
la regle du ”Popular Advice”.

Enfin, [Bajeux-Besnainou et al., 2003b] étudient I’allocation temporelle (au re-
gard de la reégle du ” Conventional Wisdom”) issue de la stratégie dynamique op-
timale suivie par 'investisseur du probleme” Moyenne-Variance” et considerent, a
titre de généralisation, un investisseur ayant une fonction d’utilité "HARA” ("Hy-
perbolic Absolute Risk Aversion”), i.e. dont I’aversion absolue au risque est une
fonction hyperbolique décroissante. Ils aboutissent a la conclusion que ’allocation
temporelle dépend du type d’aversion considéré; pour un parametre d’aversion
relative au risque croissant (c’est le cas en particulier de la fonction d’utilité qua-
dratique), la stratégie ressemble a la regle d’allocation temporelle de "bon sens”
dictant une baisse de 1’exposition & ’actif de type action au profit des obligations
et de lactif monétaire (actifs considérés moins risqués) au fur et & mesure que ’ho-
rizon d’investissement se rapproche.

En résumé, toutes ces études montrent que la simple prise en compte d’un fac-
teur de risque supplémentaire sur la courbe des taux d’intéréts dans le probleme de
I'investisseur permet d’aboutir & une expression (explicite) de ’allocation optimale
qui, contrairement a celle de 'investisseur logarithmique ”myopique”, dépend de
son horizon d’investissement et de son degré d’aversion au risque; de plus l'ana-
lyse de cette expression permet de lever en partie le puzzle des regles de ”bon sens”.

Considérant également une dynamique de taux stochastique & la Vasicek, dans
un cadre de marché incomplet, [Sorensen, 2007] analyse la stratégie dynamique
optimale de I’agent-investisseur CRRA qui doit prendre en compte une contrainte
de poids alloué sur certains actifs (par exemple de type interdiction de vente &
découvert ou restriction sur le niveau de levier total du portefeuille).

Enfin, [Lioui Poncet, 2001], prenant en compte un processus de taux stochas-
tique dans un cadre général, considerent un investisseur CRRA et, a titre de com-
paraison, un investisseur ayant une fonction d’utilité logarithmique. Ils montrent
que la décomposition en K + 2 portefeuilles de Merton, peut, sous ’hypothese de
marché complet, se réduire a une décomposition en quatre portefeuilles compre-
nant deux portefeuilles de couverture correspondant I'un aux mouvements de taux
et lautre aux co-mouvements entre le taux court et la prime de risque des actifs
risqués.

Prolongeant les études pré-citées, [Omberg, 2000], [Brennan Xia, 2002],
[Sangvinatsos Wachter, 2003] et [Menoncin, 2003] ont comme point com-
mun de s’intéresser a 'effet de la prise en compte d’un facteur supplémentaire de
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risque inflationniste pour modéliser les variations de la courbe des taux d’intérét 1.
De plus, ces auteurs considerent comme variable du probleme de l'investisseur, la
richesse réelle (richesse nominale déflatée du niveau de l'indice d’inflation) pour
tenir compte du risque inflationniste que subit la valeur nominale de sa richesse.

Dans un cadre de marché incomplet, [Kim Omberg, 1996, [Wachter, 2002],
[Brennan Xia, 2005] ou encore [Campbell et al., 2002] analysent 'impact sur
la stratégie dynamique optimale pour 'investisseur de la prise en compte d’un effet
prédictif correspondant a I’hypothese d’une prime de risque action variable et non
parfaitement réplicable par un actif.

L’étude du choix dynamique de portefeuille dans le cadre d’'un modele multi-
factoriel linéaire gaussien plus large (& la fois prime de risque et taux d’intérét
supposés stochastiques) est abordée par [Cvitanic et al., 2003| qui, se plagant

sous 'hypothése de marché complet, résolvent numériquement le probleme d’inves-
tissement de l'investisseur par simulations de Monte-Carlo.

L’analyse du choix dynamique de portefeuille dans le cadre d’'un modele multifac-

toriel gaussien en présence de risques non parfaitement réplicables (i.e hypothese

de marché incomplet) est étudiée par [Brennan M. R., 1997],

[Campbell Viceira, 2001], [Campbell Viceira, 2002], [Campbell Viceira, 2003],
[Sorensen Trolle, 2004] et [Munk et al., 2004].

L’effet de la prise en compte d’un facteur de risque de crédit supplémentaire (risque
de défaut) sur la politique d’investissement optimale est analysé par [Walder, 2002],
[Hou, 2002], [Hou Jin, 2002] et [Basak Shapiro, 2004].

Enfin, [Liu, 2001}, [Liu Pan, 2003], [Chacko Viceira, 2005], [Liu, 2007] et
[Branger et al., 2008] consideérent des problémes d’allocation dynamique de por-
tefeuille sous I’hypothese d’un processus de volatilité action stochastique.

1.3. Allocation d’actifs avec contraintes de risque.

1.3.1. Modeéle statique d’allocation de portefeuille avec prise en compte de I’aver-
ston a la sous-performance.

Si [Markowitz, 1952] considére une mesure de risque symétrique, la variance,
non adaptée au cas ou les prix des actifs ne sont pas des processus gaussiens, c’est
[Roy, 1952] qui est le premier a proposer dans le cadre d’'un modele d’allocation
de portefeuille une mesure de risque asymétrique : il s’agit de la ” Safety First” qui
correspond a la probabilité de ruine de I'investisseur (i.e. probabilité de perdre plus
qu’un niveau de seuil pré-défini).

Dans la continuité de ces deux articles, [Markowitz, 1959] propose en guise d’al-
ternative a la variance des rendements, une autre mesure de risque de sous-performance,
la semi-variance, écart type des rendements inférieurs a un niveau de seuil donné.

10. 1I s’agit de modeles linéaires gaussiens a plusieurs facteurs de taux généralisant le modele
de Vasicek a un facteur qui incluent les deux facteurs explicatifs suivants : taux d’intérét réel
instantané et taux de croissance instantanée espérée de I'inflation, i.e. le drift du processus d’Itdé
décrivant I’évolution du niveau de 'indice d’inflation.
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[Bawa, 1975], [Bawa, 1978], [Fishburn, 1977], et [Harlow, 1991] analysent
les moments partiels inférieurs d’ordre zéro & deux '!.

Dans le cadre de sa célebre théorie des perspectives ("Prospect Theory”),
[Kahneman Tversky, 1979] proposent une fonction d’utilité, dissymétrique au-
tour d’un seuil de richesse, dont la forme est celle d’'un ”S” : celle-ci permet de
prendre en compte le fait que I'investisseur a des préférences comportementales qui
I’amenent a pénaliser plus ses pertes que ses gains.

[Jarrow Zhao, 2006] proposent une approche unifiée de I’allocation d’actifs sous
contrainte d’aversion a la perte, intégrant comme cas particulier a la fois les LPM
et la fonction d’utilité loss averse de la ” Prospect Theory” : ils considerent I’expres-
sion générale d’une fonction de perte traduisant la dissymétrie des préférences de
I'investisseur autour du seuil de richesse cible.

Finalement, [Rockafellar Uryasev, 2000], [Jorion, 2001], ou bien encore
[Alexander Baptista, 2001] et [Alexander Baptista, 2003], étudient le probleme
d’allocation de portefeuille optimale avec prise en compte d’une contrainte de risque

de perte de type VaR ou CVaR.

1.3.2. Allocation dynamique de portefeuille avec prise en compte de préférences
asymétriques de ['investisseur.

Bien que ce type de contraintes de risque ou de préférences d’investissement asymétriques
correspondent en pratique & de trés nombreux cas de figure (contrainte de passif
pour les investisseurs institutionnels, protection du capital retraite pour les parti-
culiers), elles n’ont pourtant été que peu analysées jusqu’a une époque récente dans

la littérature traitant des modeles d’allocation dynamique de portefeuilles qui s’est
plutét attaché, dans un cadre dérivé du modele de Merton, a décrire 'effet de la
prise en compte de facteurs de risques non parfaitement réplicables sur la stratégie

de l'investisseur.

Or, si ’hypothese de marché incomplet est en phase avec la réalité des marchés
financiers 2, les techniques de résolutions disponibles dans ce cadre (méthode de
programmation dynamique de Bellmann) sont assez lourdes & manipuler; le plus
souvent, elles n’aboutissent a des solutions explicites que dans certains cas parti-
culiers (investisseur CRRA, état des opportunités constant,..) et paraissent donc
mal adaptées & la complexité de la prise en compte de préférences d’investissement
asymétriques ou de contraintes de risque explicites supplémentaires.

A Tinverse, si 'hypothése de marché complet ne permet pas de prendre en compte

11. Les moments partiels inférieurs désignés couramment par I’abréviation LPM (pour ” Lower
Partial Momment”) se définissent de la maniére suivante : le LPM d’ordre 0 correspond a la
probabilité de perte, le LPM d’ordre 1 a l’espérance de perte et le LPM d’ordre 2 a la semi-
variance.

12. Comme on ’a vu dans la section précédente, cette hypotheése permet de traiter les probléemes
de choix dynamique de portefeuille en temps continu en présence de couverture imparfaite ; il s’agit
de cas aussi variés que la prise en compte d’un risque inflationniste de long terme, d’une prime de
risque ou encore de ’existence d’un facteur de volatilité stochastique. Elle correspond également
a d’autres situations particulieres comme la prise en compte dans le probleme d’investissement de
contraintes de poids ou encore de flux de revenu de salaire non parfaitement corrélés au marché.
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des problématiques de couverture financiere imparfaite '3, elle a 'avantage d’of-
frir un cadre simplifié pour la résolution de tels problemes d’investissement ; cette
hypothese rend possible I'utilisation de la méthode de résolution dite des martin-
gales 4, mentionnée dans la section précédente, voir [Karatzas et al., 1987], qui
est particulierement adaptée a la prise en compte de contraintes additionnelles de
risque de sous-performance & un horizon d’investissement pré-défini.

En effet, dans le cas particulier ou le probleme d’investissement ne fait interve-
nir que l'utilité espérée de la richesse terminale de Iinvestisseur ', Papplication
de la méthode des martingales est particulierement aisée et permet de d’aboutir a
une solution explicite pour n’importe quel type de profil de richesse optionnel ou

asymétrique 1°.

Aussi, comme une grande partie de la littérature qui s’est intéressé a ’allocation
dynamique de portefeuille en présence d’aversion au risque, c’est cette approche de
résolution en marché complet que nous adopterons.

La prise en compte d’une contrainte de protection de capital est abordée par les
auteurs suivants :

[Grossman Vila, 1989], [Basak, 1995|, [Grossman Zhou, 1996] (contrainte
explicite d’assurance de portefeuille et agent CRRA) étudient, dans un cadre de
marché complet et de temps continu, des modeles d’équilibre en présence d’assu-
rance de portefeuille.

Considérant un investisseur CARA opérant sur des contrats futures,

[Lioui Poncet, 1996] et [Lioui et al., 1996] analysent le probléme de choix dy-
namique de portefeuille en présence d’une contrainte de non-négativité sur la ri-
chesse finale et sous hypothese de couverture imparfaite de I'univers des actifs fi-
nanciers. [Nguyen Portait, 2002] analysent le probleme Moyenne Variance Dy-
namique (fonction d’utilité quadratique) avec cette méme contrainte dans un cadre
de marché complet.

Toujours dans un cadre de marché complet, [Bajeux-Besnainou Ogunc, 2006]
s’intéressent au cas particulier d’une fondation financiere (”Endowment Plan”) en

13. Elle est cependant adaptée a un grand nombre de cas de figures pratiques qui correspondent
le plus souvent & des situations de problémes purement financiers (i.e. pas de consommations ni
de flux de capitaux exogénes) ol les actifs sont soumis & des risques financiers (pas de facteurs de
risques exogenes non réplicables par des actifs financiers).

14. Pour une comparaison entre la méthode martingale et la programmation dynamique ap-
pliquée au problemes d’investissement en temps continu et une revue de la littérature complete de
leur application respective dans un cadre de marché complet ou de marché incomplet on pourra
se référer & [Runggaldier, 2003].

15. Il s’agit du cas ou l’'investisseur place, & une date initiale, I'intégralité de sa richesse dans
son portefeuille d’actifs financiers qui s’auto-finance sans sortie (i.e. sans flux de consommation)
ni entrée de nouveaux fonds (i.e. pas de considération de revenus de salaire & ré-investir) jusqu’a
un horizon d’investissement pré-défini.

16. Sous les hypothese d’A.O.A. (pas de stratégies d’arbitrages possibles) et de complétude
du marché financier, la résolution de ce type de probléme dynamique se décompose en deux
étapes élémentaires qui sont les suivantes : dans un premier temps, résolution d’un probleme
d’optimisation statique exprimé sur la richesse terminale (afin d’obtenir I’expression de la richesse
terminale optimale) et dans un second temps, obtention de la stratégie dynamique de réplication
atteignant cette richesse finale en utilisant la propriété de martingales des prix (de fagon similaire
a la réplication d’actifs contingents en temps continu utilisée pour le pricing et la couverture
d’option).
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considérant une fonction d’utilité HARA intégrant une contrainte implicite d’assu-
rance de portefeuille (fonction d’utilité puissance avec plancher implicite sur le ni-
veau de richesse) 17 identique & celle considérée par [Basak, 2002] dans son modele
d’équilibre avec agent averse a la sous-performance.

L’analyse de l’effet d’une contrainte de risque de sous-performance sur 1’alloca-
tion dynamique de I'investisseur est I'objet des études suivantes :

[Basak Shapiro, 2001] considerent l'effet d’une contrainte explicite de type VaR
(" Value at Risk”) et LEL (" Limited Expected Loss” '¥) sur le comportement de I'in-
vestisseur maximisant I'utilité espérée de sa richesse dans un cadre de marché com-
plet ; ils dérivent I’expression de la stratégie dynamique optimale sous I’hypothese
d’un taux d’intérét constant et de rendements des actifs risqués suivant des mou-
vements browniens géométriques. Dans un cadre similaire, [Cuoco et al., 2008]
proposent une contrainte de risque alternative de type VaR court terme.

[Zhao Ziemba, 2000] utilisent une mesure de risque proche de la VaR, I’Earning
at Risk et [Li et al., 2007] aboutissent & une expression analytique de ’allocation
sous contrainte d’Earning at Risk en supposant de plus que les portefeuilles sont a
poids constants (” Constant Rebalanced Portfolio”).

[Li Wu, 2008] considérent, dans un cadre dynamique et en temps continu, le
probléme dynamique de minimisation de la ”Below-Threshold Variance” (semi-
variance) et [Berkelaar Kouwenberg, 2000] analysent les problemes d’optimi-
sation moyenne downside-risque ou le risque est mesuré par les LPM d’ordre 0,1 et
2 (respectivement probabilité de perte, espérance de perte et semi-variance) .

[Berkelaar et al., 2002] et [Berkelaar et al., 2004] analysent la stratégie dy-
namique optimale dans le cas ou les préférences de l'investisseur se traduisent par
une fonction d’utilité issue de la théorie des perspectives.

Enfin, [Jalal, 2007] résout le probleme d’allocation dynamique de portefeuille d’un
investisseur averse & la perte (au sens de la théorie des perspectives) en supposant
la volatilité de I'actif risqué modélisé par un processus stochastique a saut et, plus
récemment, [Hainaut, 2009] considére un univers de taux stochastique dérivé du
modele de Hull and White dans le cadre de l'analyse du choix dynamique de por-
tefeuille avec contrainte VaR et investisseur CRRA.

17. Pour ce choix de fonction d’utilité, la stratégie dynamique optimale du probleme d’inves-
tissement de maximisation de 'utilité espérée de la richesse terminale est similaire & une stratégie
”CPPI” (”Constant Protection Portfolio Insurance”) ; voir par exemple [Perold Sharpe, 1988]
pour une description de ce type de stratégie dynamique d’assurance de portefeuille.

18. mesure de perte de sous-performance, correspondant a la valeur présente de ’espérance de
perte, similaire a la CVaR.
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1.4. Benchmarking et modeéles d’allocation dynamique d’actifs.

1.4.1. Modéles d’allocation de portefeuille avec benchmark et contrainte de risque.

Dans un cadre statique, [Roll, 1992] montre que si le benchmark considéré n’est
pas sur la frontiere efficiente, au sens traditionnel du modele "MV” (Moyenne-
Variance) de Markowitz, alors le portefeuille de l'investisseur qui cherche & minimi-
ser la valeur de la " Tracking Error Variance” (définie comme la variance de 1’écart
de rendement entre le portefeuille et le benchmark), & niveau d’espérance de sur-
performance fixé, n’est pas non plus efficient.

[Rudolf et al., 1999], analysent dans un univers relatif (richesse du portefeuille
moins benchmark), le probléme de 'investisseur qui cherche & minimiser la valeur
absolue de P'écart de richesse avec le benchmark (la mesure de risque n’est plus,
comme dans le modele de Roll, la variance de I’écart de richesse mais I'espérance
de la valeur absolue de ce méme écart).

[Wagner, 2002] étudie un critére mixte d’optimisation avec benchmark qui généralise
a la fois le critere "MV” de Markowitz et le critere "MTEV” (?Mean Tracking Er-
ror Variance ”) de Roll. [Wang, 1999] considere le cas d’un investisseur ayant a
prendre en compte plusieurs benchmark dans un critere d’optimisation "MV”.

Les problémes de minimisation de la TEV (probléme de Roll) avec prise en compte
d’une contrainte supplémentaire de risque de perte absolue (sans référence au bench-
mark), ayant pour effet de limiter I'inéfficience au sens "MV” du portefeuille, sont
traités par [Jorion, 2003] qui considére une contrainte additionnelle sur le niveau
de volatilité du portefeuille et par [Alexander Baptista, 2008], dans le cas d’une
contrainte de type VaR.

Dans un cadre de choix dynamique de portefeuille avec benchmarking et controle
du risque de sous-performance, on peut citer les références suivantes :

[Tepla, 2001] considére le probleme de l'investisseur CRRA (probléme de Mer-
ton) avec prise en compte supplémentaire d'une contrainte sur le niveau de sous-
performance par rapport au benchmark (contrainte forte d’assurance de porte-
feuille) et [Basak et al., 2003] généralisent ce probleéme en considérant une contrainte
sur le niveau de VaR et de "LEL” (”Limited Expected Loss”) relativement au bench-
mark (contrainte faible autorisant des pertes).

[Bajeux-Besnainou et al., 2003a] étudient le probléme dynamique de minimi-
sation de la Tracking Error Variance (probleme de Roll en temps continu) avec une
contrainte additionnelle d’assurance de portefeuille ou de sur-performance maxi-
male par rapport au benchmark tandis que [Zhao, 2007] analyse, pour une forme
générale de fonction d’utilité HARA, le probleme de maximisation de ’espérance
d’utilité de I’écart de richesse du portefeuille par rapport au benchmark.
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1.4.2. Allocation de portefeuille en présence d’incitations financiéres contrac-
tuelles ou implicites.

Dans le cadre de la littérature sur le lien d’incitation financiere implicite qui existe
entre les flux de souscription et le niveau de risque pris par les gérants de fonds
commun de placement, on peut citer les références suivantes :

[Chevalier Ellison, 1995] proposent une forme de relation non linéaire entre
croissance des encours (facteur d’incitation financiere indirecte) et sur-performance
ou sous-performance par rapport au benchmark. Ils montrent que cette relation de
lien de cause a effet entre une sur-performance sur I’exercice annuel et des nouveaux
flux d’investissement en fin d’exercice se traduit par un niveau accru de risque pris
par les gérants '® au cours des derniers mois de I'année.

Dans le prolongement de cette spécification de relation ”flux - performance”,
[Basak et al., 2008] proposent un modele d’allocation dynamique de portefeuille
avec prise en compte d’'un effet incitatif de flux d’investissement, qui par nature
est asymétrique?’ et [Basak Makarov, 2009] analysent un modele d’équilibre
en présence de cette méme forme d’incitation de nouveaux flux d’investissement.

Pour une analyse empirique détaillée de I'impact d’'un mode de rémunération va-
riable (comme par exemple une commission de sur-performance) sur la performance
et sur le niveau de risque relatif au benchmark des gérants de "mutual funds” (me-
suré par la variance de la ”TE”), on pourra se référer a [Elton et al., 2003].
Ceux-ci confirment le niveau de risque supérieur pour les gérants recevant une in-
citation financiere.

Pour une analyse, dans le cadre du choix dynamique de portefeuille, du probleme
d’investissement de 1’asset manager en présence d’un profil de rémunération option-
nel et convexe, typique des commissions de sur-performance en gestion de porte-
feuille, on peut citer [Carpenter, 2000].

Les papiers suivants traitent de 'effet de 'existence d’incitations financieres, in-
directes ou non, sur les performances ou les flux d’investissement des fonds dit de
"hedge funds” avec les spécificités propres a cette industrie financiere :

[Agarwal et al., 2004] valident empiriquement le résultat suivant : plus le ni-
veau d’incitation managériale, du a l’existence d’un mode de rémunération variable
de type optionnel 2!, est élevé, plus les niveaux de flux d’investissement et de per-
formances futures des gérants de "hedge funds” augmentent.

Dans la continuité de cette étude, [Agarwal et al., 2008] montrent que les fac-
teurs suivants ont tous un effet positif statistiquement significatif sur les perfor-
mances futures des gérant de ”hedge funds” : effet de delta di au contrat de

19. Le niveau de risque d’un fonds étant mesuré par ’exposition en actions des fonds communs
de placement ("mutual funds”) du panel considéré.

20. une sur-performance par rapport au benchmark asymétrique

21. défini comme le ”delta” exprimé en montant de la rémunération contractuelle du gérant ;
le profil de la rémunération est similaire & celui d’une option (dont le strike est le niveau de
performance correspondant au seuil de déclenchement du paiement de la commission variable) et
dépend de facon linéaire de la valeur du taux de la commission de gestion variable mais aussi de
fagon non linéaire de la performance des actifs gérés.
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rémunération incitative, effet de l'existence d’une période de ”lock up” (période
durant laquelle le porteur ne peut vendre ses parts), effet du degré d’investissement
personnel du gérant dans le fonds spéculatif qu'il gere (" managerial owership”) et
enfin, effet de I'inclusion d’un mécanisme de ”High Water Mark” dans le calcul des
frais de sur-performances.

[Hodder Jackwerth, 2006] et [Kouwenberg Ziemba, 2007] considérent le
probleme de choix dynamique de portefeuille du gérant de "hedge funds” qui
cherche & maximiser 'utilité espérée de sa rémunération finale, laquelle dépend du
niveau des frais de sur-performance regus (le ” pay-off” du gérant de fonds spéculatif
ayant un profil optionnel di a la composante asymétrique de la commission de sur-
performance).

Sous I'hypothese d’une forme de compensation affine ou linéaire du gérant,

[Lioui Poncet, 2006] analysent dans le cadre du probléme Principal-Agent de
la théorie de I’agence??, la stratégie optimale suivie par ’asset manager (agent),
celle de I'investisseur final (principal) et la forme du benchmark optimal (les termes
financiers du contrats étant supposés pré-définis).

1.4.3. Choiz dynamique de portefeuille en gestion actif-pasif.

Le nombre d’études portant sur I'application de modeles de choix dynamique de
portefeuille a la gestion actif-passif (en anglais ” Asset-Liabilities Management” ou
ALM), et en particulier a la gestion des fonds de pension, a considérablement pro-
gressé durant les deux dernieres décennies.

Si cette littérature se distingue de celle, plus généraliste, qui a été décrite dans
les sections précédentes, par certains aspects qui lui sont propres??, on retrouve
cependant dans les problemes d’ALM I’ensemble des problématiques déja évoquées
précédemment.

En effet, la prise en compte d’une contrainte de risque de sous-performance, celle
d’un benchmark sous 'hypothese de couverture incomplete (benchmark représenté
par le passif de I'investisseur) ou encore ’hypothese de l'existence de taux d’intérét
stochastiques comprenant un facteur de risque inflationniste 24 sont autant d’éléments
pouvant influencer considérablement la politique d’investissement d’institutions fi-
nancieres telle que les fonds de pension ou les compagnies d’assurance; ils consti-
tuent autant de thémes cruciaux pour une analyse pertinente des choix d’allocation
en ALM et en particulier pour la bonne compréhension de la gestion dynamique

”

22. Pour une revue compléte de la littérature sur le probléme ”Principal - Agent” en gestion de
portefeuille avec délégation de gestion, benchmarking et mécanisme de compensation financiere,
on pourra se référer & [Stracca, 2005].

23. Par exemple, on peut citer la prise en compte de flux de contribution au fonds de pension

en partie assurés par les revenus du salaire stochastique, de prestations de retraite (par exemple
annuités d’une pension de retraite) ou encore ’existence de deux périodes distinctes d’investis-
sement, phase d’accumulation antérieure a la date de retraite et de décumulation, qui lui est
postérieure.
Ces caractéristiques et d’autres qui sont spécifiques & 'univers des fonds de pension ne sont, a ce
titre, pas prises en compte dans la littérature qui s’intéresse au probleme d’investissement clas-
sique, i.e. celui d’un investisseur cherchant a optimiser la gestion dynamique de son portefeuille
d’actifs ”auto-financé” & un horizon d’investissement donné.

24. parameétre d’autant plus important que I’horizon de placement considéré en ALM est bien
souvent le long terme voir le trés long terme.
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des fonds de pension.

Ainsi, dans le cadre spécifique de ALM, D'aversion & la perte de l'investisseur
institutionnel se matérialise typiquement par le risque de sous-performance de ses
actifs par rapport a ses engagements de passif (par exemple si le ratio actif sur
passif est inférieur a 'unité, on dira que le fonds de pension est sous-capitalisé, en
anglais ”"unfunded”) ; en ce qui concerne le benchmark, un choix naturel s’impose
comme la valeur du passif qui n’est d’ailleurs en général pas entierement réplicable
(hypothese de marché incomplet). A titre illustratif, on peut citer les deux exemples
suivants souvent évoqués dans la littérature financiere portant sur les problemes de
fonds de pension :

— Dans le cas d’'un fonds de pension de type "DB” a régime de prestations
définies ("Defined Benefits Pension Fund”), le benchmark correspond a un
portefeuille de réplication imparfaite des flux d’engagements du passif de
Iinstitution.

— Dans le cas du probleme d’investissement & horizon (”life cycle”) typique de
Pinvestisseur et contributeur d’un fonds de pension de type ”DC” (”Defined
Contributions Pension Fund”), le benchmark peut s’identifier & un seuil mi-
nimum de richesse accumulée correspondant a la contrainte de protection du
capital-retraite & la date de départ a la retraite ou de maniere identique a
la solvabilité du fonds de pension (si cette garantie est donnée formellement).

La gestion actif-passif en présence de contrainte de sous-performance (avec ou sans
prise en compte d’un facteur stochastique de taux d’intérét) fait ’objet des contri-
butions suivantes :

[Cairns, 1996] étudie, sous 'hypothese d’état des opportunités constant, un modele
d’allocation dynamique de fonds de pension de type "DB” qui correspond a une
généralisation de la méthode d’assurance de portefeuille ” CPPI” (” Constant Pro-
tection Portfolio Insurance” 2%).

Toujours sous cette hypothese d’état des opportunités constant,

[Lucas Siegmann, 1999] considérent le probleme de gestion actif-passif d’un
fonds de pension de type "DB” ou le critere du probleme d’investissement considéré
est celui de la minimisation de I'espérance d’utilité du niveau de contribution (ou la
fonction d’utilité est CRRA, logarithmique ou CARA et représente une fonction de
perte qui mesure la dé-utilité associée & un niveau du taux de contribution donnée).

[Boulier et al., 2001] analysent le probleme d’investissement dynamique d’un
fonds de pension de type "DC” dans le cadre d’'un modele de taux stochastique
a la Vasicek et en présence d’'une contrainte de protection implicite a la fonction
d’utilité considérée?C.

[Deelstra et al., 2003] proposent un modele de fonds de pension de type "DC”
sous I’hypothese d’un modele affine de taux d’intérét plus général (qui inclut comme
cas particulier & la fois le modele de Vasicek et le modele CIR) et considerent le

25. Voir par exemple [Perold Sharpe, 1988] pour une description de ce type de stratégie
dynamique d’assurance de portefeuille.

26. fonction d’utilité puissance avec un niveau de seuil de richesse minimum appartenant a la
famille de fonctions d’utilité HARA. On montre facilement que ’expression de la stratégie optimale
du probléme d’investissement qui en découle correspond a une stratégie " CPPI” particuliére.
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méme type de fonction d’utilité (fonction d’utilité puissance ou logarithmique in-
cluant une contrainte de garantie de capital implicite).

[Battocchio et al., 2003] étudient un modele de fonds de pension mixte ("DC”
et "DB”) avec prise en compte du risque de mortalité du contributeur du fonds 7
et sous 'hypothése d’un état des opportunités d’investissement constant.

Le critere du probleme d’investissement considéré est celui de la maximisation de
Pespérance d’utilité du ”surplus” de richesse du fonds de pension (supposé étre un
investisseur CRRA) ; le surplus de richesse étant défini comme 1’écart (positif ou
négatif) entre la valeur du fonds de pension et ses réserves d’assurances 2®. Tout se
passe comme si les réserves constituaient un plancher de richesse 2 que le fonds de
pension ne souhaite pas, afin de garantir sa solvabilité, franchir a la baisse.

[Hainaut, 2005] (sous ’hypotheése que les parametres des équations de diffusion
des prix des actifs sont constants) et [Lei, 2008] (dans un cadre de taux stochas-
tique & la Vasicek) s’intéressent & des modeles de fonds de Pension avec prise en
compte d’une contrainte de risque de type VaR, tandis que [Romaniuk, 2007]
considere (dans le cadre d’'un modele d’actifs de type Black & Scholes & une seule
source de risque) un critere d’investissement avec contrainte de protection impli-
cite (stratégie de type " CPPI”) ou explicite (stratégie de type optionnelle) qui peut
a la fois s’appliquer a la gestion de fonds de pension de type "DC” et de type "DB” .

Une autre branche de cette littérature de la gestion actif-passif s’intéresse aux
problemes de choix dynamique de portefeuille en présence de risques spécifiques
liés & des facteurs exogenes (inflation, niveau de salaire,..) et considére comme va-
riable de richesse du probleme d’investissement, non plus la valeur nominale de la
richesse de l'investisseur, mais la valeur de la richesse déflatée d’un ”benchmark
numéraire”, qui reflete le niveau de risque que le facteur de risque fait courir sur la
richesse accumulée par l'investisseur.

[Cairns et al., 2000] analysent (dans le cadre d’un modele & un facteur de taux
et N actifs risqués) le probleme d’un fond de pension "DC” pour lequel le revenu
du salaire de I'investisseur est stochastique et non parfaitement corrélé au marché.
Sous I’hypotheése d’un versement final sous forme de rente ils utilisent comme va-
riable du probleme d’investissement le "Ratio de Remplacement” défini comme le
niveau de la rente achetée en proportion du niveau de salaire final.

[Cairns et al., 2006] considérent comme variable du probléme d’investissement
le "Ratio de Remplacement” (cas oll le montant de la retraite est payée sous la
forme d’une rente annuelle) et alternativement, le ratio entre la valeur de la ri-
chesse finale accumulée par le fond de pension et le niveau de salaire final (cas ol
I'investisseur recoit le montant cumulé de son épargne retraite sous la forme d’un
paiement unique).

[Menoncin Scaillet, 2003] considérent un modele de fonds de pension hybride
(qui englobe comme cas particulier les "DB” et "DC”) dans un cadre de modele de
taux stochastique avec prise en compte d’un risque inflationniste et ou la variable

27. Les auteurs considerent dans leur probleme d’investissement que la date de déces du sous-
cripteur du fonds est stochastique et que son temps de vie restant est décrit par la distribution
d’une loi de Gompertz-Makeham.

28. définies comme le niveau cumulé des prestations et des flux de contributions

29. Compte tenu de la propriété d’utilité marginale de la fonction d’utilité CRRA égale a +oo
en 0.
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du probleme d’investissement considérée est la richesse réelle du fonds de pension
(i.e. le ratio de la richesse nominale sur le processus stochastique de l'indice des
prix a la consommation).

[Martellini, 2006] considere, dans le cadre du modele d’actifs de Black & Scholes
généralisé & N actifs risqués et un actif de taux sans risque (hypothese d’état des
opportunités constant), que 'investisseur institutionnel (par exemple un fonds de
pension "DB” ou une assurance) est un agent CRRA qui cherche & maximiser
l'utilité espérée de son ”Funding Ratio” défini comme la valeur de son portefeuille
d’actifs sur un actif numéraire correspondant a la valeur de son passif non parfai-
tement réplicable.

Plus récemment, [Lim Wong, 2010] offre une approche unifiée du concept de
”benchmark numéraire” dans le cadre d’'un modele dynamique de gestion actif-
passif.

Dans un cadre dynamique en temps discret, [Hoevenaars et al., 2008] consideérent
le probleme d’une gestion actif-passif sous 'hypothese d'un modele dynamique d’ac-
tifs avec effet prédictif de type VAR (”Vector AutoRegressif”’) tandis que

[Van Binsbergen Brandt, 2007] étudient, toujours sous les hypotheses d’'un
modele VAR, l'effet d’une contrainte de risque court terme en utilisant une méthode
de résolution numérique.



20

2. Plan de la theése

2.1. Probléme du ”risk manager” avec contrainte de risque asymétrique.

Dans la premiere partie, nous analysons, dans le cadre de la théorie du choix
dynamique de portefeuille, le probleme du ”risk manager” que l'on peut définir

simplement comme un investisseur averse  la sous-performance *°.

. \ors i .. . )
Nous considérons différents choix implicites de mesure de risque de sous-performance
(par exemple la probabilité de perte, ’espérance de perte ou encore la semi-variance)

et différentes formes de préférence face au risque L.

Nous proposons une approche unifiée de la gestion dynamique avec prise en compte
du risque de sous-performance en faisant le lien entre les deux approches principales
proposées dans la littérature : probleme de ’agent averse a la sous-performance dont
la fonction d’utilité intégre une contrainte implicite de risque et probleme de 1’agent
non averse mais devant prendre en compte une contrainte explicite supplémentaire
portant sur le niveau de risque & ’horizon d’investissement.

Cette partie s’articule de la facon suivante :

(1) Dans le premier chapitre, généralisant certains cas particuliers déja étudiés
dans la littérature 2, nous analysons le probleme de l'investisseur HARA
averse a la sous-performance. Nous considérons différentes fonctions de
perte, continues ou non au niveau du seuil de richesse cible 33, pour me-
surer la dé-utilité de 'investisseur & la sous-performance. A titre de com-

paraison, nous étudions également le probleme de I'investisseur neutre au

risque mais averse & la sous-performance>* :

(a) Dans la premiere section, nous exposons le probleme de I'investisseur
HARA averse a la perte. Nous définissons I’expression générale de la
fonction d’utilité de l'investisseur avec fonction de perte considérée
(fonction d’utilité continue par morceaux avec une discontinuité au
niveau du seuil de richesse cible), puis nous explicitons I’expression
de la richesse terminale optimale du probleme d’investissement cor-
respondant.

30. On entend par investisseur averse a la sous-performance, un investisseur dont la fonction
d’utilité est dissymétrique autour du seuil de richesse cible. Cette forme asymétrique de la fonc-
tion d’utilité, relativement & la cible de performance, traduit un niveau d’aversion pour la sous-
performance plus important que I’appétit pour le gain (voir [Kahneman Tversky, 1979]).

31. On consideérera les trois cas suivants de préférences au risque : investisseur HARA dont
l’aversion relative au risque est constante, qui est CRRA, investisseur HARA dont la fonction
d’utilité est quadratique, qui est IRRA, ou encore investisseur neutre au risque.

32. Le cas de l’investisseur CRRA ”loss averse” est par exemple considéré dans un cadre de
choix dynamique de portefeuille par [Berkelaar et al., 2004] sous I’hypothése d’une fonction
d’utilité continue et asymétrique au niveau du seuil de richesse cible.

33. fonction de perte intégrée a la fonction d’utilité avec saut dans 1'utilité de la richesse (utilité
discontinue) ou avec saut dans ’utilité marginale au niveau du seuil de richesse.

34. 1l s’agit du probléme analysé par [Berkelaar Kouwenberg, 2000] qui considérent un
investisseur ayant une fonction d’utilité intégrant plusieurs type de fonction d’aversion a la perte
dont ’espérance correspond a la valeur des moments partiels inférieurs d’ordre 0,1 et 2.
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(b) Counsidérant le cas particulier de I'investisseur 7CRRA averse a la
sous-performance”, nous montrons dans la section suivante que cet in-
vestisseur s’identifie, selon la fonction de perte considérée, & un chan-
gement de parametres pres, a investisseur CRRA avec contrainte
explicite de type "VaR” (”Value at Risk”) ou "LEL” (”Limited Ex-
pected Loss”) 3 et analysons certaines propriétés de la stratégie dy-
namique optimale correspondant a ces probleme d’investissement.

(c¢) Dans la troisieme et derniere section de ce chapitre, nous analysons
le probleme de l'investisseur ”loss averse” et neutre au risque. Nous
explicitons, pour différentes mesures de perte (probabilité de perte,
espérance de perte ou semi-variance), la relation qui lie le niveau du
parametre d’aversion a la perte de cet investisseur avec la valeur de
la contrainte implicite de risque de sous-performance correspondante.

(2) Dans le second chapitre, nous analysons le probleme
moyenne-variance /downside risk.

Nous supposons que l'investisseur cherche a maximiser 1'utilité espérée
de sa richesse finale et qu’il a une fonction d’utilité ”quadratique loss
averse” ; il s’agit d’une forme de fonction d’utilité quadratique généralisée
qui prend en compte ’aversion a la perte de I'investisseur.

Nous nous intéresserons au choix implicite de deux mesures d’aversion
a la perte que sont la probabilité de perte et ’espérance du cotut d’utilité
de la perte.

Cette fonction d’utilité ” quadratique loss averse” appartient a la classe des
fonctions d’utilité HARA ”loss averse” dont I'aversion relative au risque
croit avec la richesse. Ce qui implique, pour l'investisseur, le choix d’un
profil de gain concave avec un plafond de richesse traduisant un niveau de
performance finale ou l'investisseur atteint la satiété 3.

Nous étudions les propriétés de la stratégie dynamique optimale pour
cet investisseur averse a la perte en supposant qu’il est tenu de respecter
une contrainte explicite supplémentaire de protection du capital investi®”.

Nous montrons qu’il est équivalent de considérer le probleme de l'inves-
tisseur ayant une fonction d’utilité quadratique non averse et qui doit
prendre en compte une double contrainte de risque dans le critere de son
probleme d’investissement : contrainte d’assurance de portefeuille et, selon
la forme de la mesure de perte considérée, contrainte de risque de sous-
performance, de type Value at Risk (pénalisation de la perte) ou Limited
Expected Loss (pénalisation du cotit de la perte).

35. Ces deux problemes d’investissement avec contrainte explicite ont été analysés par
[Basak Shapiro, 2001].

36. En ce sens, il s’agit d’'un cas complémentaire du profil de richesse convexe avec une
contrainte implicite de protection de la richesse qui caractérise 'investisseur CRRA "loss averse”
et dont le probleme d’investissement est analysé dans le premier chapitre.

37. contrainte stricte de protection qui assure en particulier la non-négativité de la richesse
terminale qui n’est pas garantie avec une fonction d’utilité quadratique.
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(3) Dans le troisitme et dernier chapitre, nous analyserons leffet de la prise
en compte d’un modele de taux stochastique (modele & un facteur de type
"Vasicek’) sur la stratégie dynamique optimale suivie par l'investisseur
HARA devant prendre en compte une contrainte de benchmark ; en guise
de généralisation, nous considérons ensuite le cas de I'investisseur averse
a la sous-performance par rapport au benchmark.

2.2. Probléeme de 1” asset manager” avec profil de rémunération asymétrique.

Dans la seconde partie, nous analysons le probleme de ’asset manager HARA avec
prise en compte d’incitations financieres a la performance et généralisons certains
modeles déja proposés dans la littérature.

Cette partie est organisée de la fagon suivante :

(1) Dans le premier chapitre de cette seconde partie (chapitre 4), nous mon-
trons comment l’existence d’une commission liée a la performance de
lasset manager (frais de sur-performance, bonus) peut faire diverger les
intéréts de I'asset manager de ceux de l'investisseur de référence (i.e. las-
set manager sans rémunération incitative), tous deux étant supposés cher-
cher a maximiser 'utilité espérée de leur richesse et avoir la méme fonction
d’utilité.

(a) Dans la premiere section, nous explicitons la forme générale du probleme
d’investissement considéré. Il s’agit du probleme de choix dynamique
de portefeuille pour I'asset manager HARA maximisant ['utilité espérée
de la valeur finale de sa rémunération. L’expression de cette rémunération
est une fonction linéaire par morceaux>® de la richesse totale mais
aussi de l’écart de richesse avec la valeur du benchmark (composante
incitative de la rémunération).

(b) Dans la section suivante, nous considérons le cas particulier ou le
benchmark est fixe et ot ’asset manager HARA ne recoit comme inci-
tation financiere que des frais de gestion variables de sur-performance.
Nous explicitons ensuite ’expression de la richesse terminale optimale
et nous analysons la stratégie dynamique optimale dans le cas parti-
culier ot le modele d’actifs est celui de B&S et 1’asset manager HARA
a une fonction d’utilité puissance avec seuil implicite de rémunération
minimale (profile de gain ”convexe”).

(c) Dans la troisieéme section, nous considérons & nouveau le cas par-
ticulier ou le benchmark est fixe et I’asset manager HARA a une
fonction d’utilité puissance avec seuil implicite de rémunération mi-
nimale. De plus, nous supposons que l’asset manager regoit en cas

38. la discontinuité qui a lieu au niveau de la valeur du benchmark traduit ’existence d’une
forme de rémunération incitative asymétrique.
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de sur-performance, un bonus fixe en plus des frais de gestion va-
riables 3°. Nous explicitons I’expression de richesse terminale optimale
puis nous analysons, dans le cadre du modele de B&S, 'allocation
dynamique correspondantes.

(d) Dans la quatrieme section, nous considérons le cas particulier ou le
benchmark est fixe et ’asset manager a une fonction d’utilité quadra-
tique (profil de richesse concave). De plus, on supposera qu’il ne regoit
comme incitation financiere que des frais de gestion variables de sur-
performance (méme structure de rémunération que dans la seconde
section) et qu’il doit prendre en compte une contrainte supplémentaire
d’assurance de portefeuille.

(e) Dans la cinquiéme et derniére section, nous explicitons expression
de la stratégie optimale pour I'asset manager CRRA dans le cas le
plus général o le benchmark est stochastique et o1 on suppose I’exis-
tence de plusieurs sources de risque actions.

(2) Dans le second chapitre de cette partie (chapitre 5), nous examinons en
quoi la prise en compte de contraintes de risque telles que celles étudiées
dans la premiere partie, qui correspondent a un choix de fonction d’aver-
sion a la perte continue, peut conduire & une réduction du conflit d’intérét
entre ’asset manager et 'investisseur de référence.

(a) Dans la premiere section, généralisant certains des résultats présentés
dans les sections précédentes, nous explicitons ’expression de la ri-
chesse terminale optimale associée au probleme de 1’asset manager
HARA 7averse a la sous-performance” et recevant une commission
de sur-performance.

(b) Dans la seconde section, nous plagant dans le cadre du modele a
deux actifs de B&S et dans le cas particulier ou ’asset manager est
"CRRA loss averse”, nous dérivons I’expression de la stratégie dyna-
mique optimale correspondante.

(c) Le cas de la stratégie dynamique optimale associée au probleme
moyenne variance (fonction d’utilité quadratique) en présence d’une
double contrainte de risque supplémentaire est traité dans la derniere
section ; le critere du probleme d’investissement integre a la fois une
contrainte d’aversion a la sous-performance par rapport au seuil de
richesse cible? et également une contrainte supplémentaire d’assu-
rance de portefeuille 41,

39. Comme nous le verrons, ceci est équivalent a faire I’hypotheése que ’asset manager est
CRRA et qu’il recoit des frais de gestion symétriques incitatifs en plus des deux commissions de
gestion incitatives asymétriques déja mentionnées.

40. Seuil de richesse cible au-dessus duquel D’asset manager recoit une commission de
performance.

41. assurant la non-négativité de la richesse finale de I'investisseur.






Premiere partie

Allocation dynamique avec
contrainte de ”risk management”



Nous partons du constat que de nombreux investisseurs professionnels ont un
double objectif a I'horizon d’investissement : atteindre une sur-performance par
rapport a un portefeuille ”benchmark” d’une part, maitriser le niveau de risque de
sous-performance d’autre part.

En effet, si cette problématique de gestion sous contrainte de benchmark et de
risque de sous-performance est typique de l'industrie de la gestion de fonds com-
muns de placement, on la retrouve aussi, sous des formes moins explicites, dans de
nombreux autres activités de gestion financiére :

— Dans le cadre de leur activités de gestion pour compte propre, les investis-
seurs institutionnels se doivent de définir des objectifs de rentabilité de leur
portefeuille d’actifs en phase avec un niveau de rémunération minimum. De
plus, ils doivent pouvoir démontrer qu’ils ont la maitrise de 1’évaluation du
risque de sous-performance de leurs investissements, afin de pouvoir faire face
dans n’importe quel scénario de marché a leurs engagements de passif.

— Les produits de gestion de I’épargne retraite proposés (”defined contribution
pension plan”, PERP (Plan d’Epargne Retraite Populaire) et PERCO (Plan
d’Eparge Retraite Collectif) en France, ” Variable Annuities” aux Etats-Unis,
etc) cherchent a répondre & un double objectif des épargnants : maximiser
la performance des sommes investies successivement jusqu’a ’horizon corres-
pond a la date de départ a la retraite sous contrainte de protection progressive
d’une partie du capital accumulé.

Ainsi, nous nous proposons d’étudier, dans cette premiere partie, le probleme d’al-
location dynamique de ’asset manager averse a la sous-performance ou, de fagon
alternative, de I'asset manager qui cherche & implémenter une gestion dynamique
de portefeuille sous contrainte d’un niveau pré-défini de risque de sous-performance.

En particulier, nous souhaitons analyser la question du choix d’une mesure de
risque asymeétrique. Cette question qui revét une importance toute particuliere pour
la gestion de portefeuille avec référence a un benchmark, reste, il nous semble, en-
core relativement inexplorée dans la littérature traitant de problemes de gestion
dynamique de portefeuille.

En effet, bien qu’a premiere vue, le probleme d’optimisation dynamique corres-
pondant paraisse simple & modéliser (maximiser 1’espérance de 'utilité de 1’exces
de richesse par rapport au benchmark pour un niveau de risque de sous-performance
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donné *?), la question fondamentale de savoir comment expliciter ce risque de sous-
performance maximale reste & ce jour encore relativement ouverte (voir, par exemple,
[Nawrocki, 1999]) et le champs d’analyse des implications de ce choix de mesure
de perte sur le comportement des investisseurs, dans un cadre dynamique, demeure
encore assez peu exploré.

Nous montrerons comment le choix implicite d’une mesure de risque de perte re-
lative *3 couplée & celui de la forme de la fonction d’utilité, induit de la part des
investisseurs, des comportements d’aversion au risque tres différents.

En particulier, nous montrerons qu’'une contrainte de sous-performance maximale
peut étre définie de deux manieres équivalentes et expliciterons formellement le lien
qui existe entre ces deux approches :

(1) Contrainte implicite de sous-performance :

Il s’agit du cas ou la contrainte est donnée implicitement a travers le
choix d’une forme particuliere de fonction d’utilité prenant en compte la
dissymétrie souvent observée en pratique entre I'aversion pour le risque et
Pappétit pour le gain des investisseurs, relativement & la cible de perfor-
mance.

Ce type de fonction d’utilité dissymétrique prend en compte I'aversion de
Pinvestisseur a la perte (”loss aversion”) par le biais d’un terme additionnel
dans son expression correspondant a une fonction de perte; ce qui per-
met d’introduire implicitement une mesure du risque de sous-performance
(”downside risk”) dans le probleme d’investissement considéré.

Par exemple on peut citer le probleme de ”minimisation de la semi-
variance” ; ce probléme consiste a minimiser , pour un objectif de ren-
dement fixé, la variance de I'écart négatif de richesse par rapport a la
cible de performance.

Ce probleme peut aussi s’écrire de maniere équivalente comme celui de
Iinvestisseur qui cherche & maximiser I'utilité espérée de sa richesse, avec
pour définir ses préférences, une fonction d’utilité discontinue au niveau
du seuil de richesse cible, et dont I'expression est dérivée de la fonction

42. Sans perte de généralité, nous supposerons dans les deux premiers chapitres de la these
que le benchmark s’identifie & une cible fixe de richesse finale (i.e. un objectif de performance
pour le gérant). De plus, nous considérerons le niveau absolu de la richesse finale (sans référence

a la valeur du benchmark) comme variable du probléme d’investissement.

Dans le cas ou le benchmark est stochastique, le probleme d’investissement considéré, écrit
sur ’écart de richesse finale entre le portefeuille géré et le benchmark, est indépendant de la
valeur du benchmark. Ainsi, 'expression de la stratégie optimale, dans le cas d’un benchmark
stochastique, s’obtient, par un simple changement de variable, de l’expression de la stratégie
optimale obtenue sous I’hypotheése d’un benchmark fixe.

Le probléme avec contrainte implicite de sous-performance maximale relative au niveau
d’un benchmark stochastique (i.e. contrainte non indépendante du choix de la forme du bench-
mark) sera traité dans la seconde partie de la thése, ol nous considérerons un asset manager
averse a la sous-performance et recevant une incitation financiére a la sur-performance.

43. A travers le choix de 'expression de la fonction de perte intégrée a la fonction d’utilité de
P’investisseur.
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d’utilité quadratique.

Seuls les niveaux de richesse inférieurs au niveau cible sont pénalisés par
une mesure de perte quadratique qui est intégrée a la fonction d’utilité ;
au dessus du niveau cible, la fonction d’utilité est linéaire, ce qui traduit
la neutralité face au risque de 'investisseur.

(2) Contrainte explicite :

Il s’agit du cas ou ’asset manager doit prendre en compte une contrainte
explicite de sous-performance dans le critere de son probleme d’optimisa-
tion et cela de fagon indépendante du choix de sa fonction d’utilité.

A titre d’exemple, il peut s’agir de contraindre la ”VaR” (Value At Risk)
du portefeuille & 'horizon d’investissement (ce qui revient & imposer une
contrainte sur le niveau de probabilité de perte maximum par rapport a
la cible de performance). Cette contrainte peut étre imposée & 1’asset ma-
nager par l'investisseur final, ou par un risk manager ou encore par une
entité de controle externe.

Par ailleurs, la considération de la VaR comme mesure de risque, cou-
ramment utilisée par les praticiens de la gestion de portefeuille et des
risques (gestion actif-passif, mesure du risque des stratégies dites ”alter-
natives”, gestion de mandat pour institutionnels), nous permettra de la
comparer a d’autres mesures du risques alternatives dans le cadre de la
théorie classique du choix de portefeuille optimal en temps continu.

Cette premiere partie est organisée de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, nous mettrons en lumiére 'impact de la prise en compte
de différentes mesures de perte asymétriques dans le probleme d’investissement de
I’asset manager HARA ou neutre au risque et qui est, de plus, averse a la sous-
performance. Nous établirons la correspondance qui existe entre les pratiques de
risk management (contraintes explicites de risque maximal de sous-performance) et
le profil de l’asset manager averse a la sous-performance (contraintes implicites de
pénalisation de la sous-performance intégrées a la fonction d’utilité).

Dans le second chapitre, en guise d’alternative aux critére ” moyenne-downside risk”,
nous résoudrons le probleme ”moyenne-variance-downside risk” avec contrainte
supplémentaire d’assurance de portefeuille, considérant implicitement deux mesures
de perte asymétriques : la probabilité de perte et 'espérance de perte.

Dans le troisieme et dernier chapitre, nous analyserons l'effet de la prise en
compte d’'un modele de taux stochastique (modele & un facteur de type "Vasicek’)
sur la stratégie dynamique optimale suivie par 'investisseur HARA sous contrainte
de benchmark et, le cas échéant, d’aversion a la sous-performance.



CHAPITRE 1

Allocation dynamique avec aversion a la
sous-performance

Nous étudions, dans ce chapitre, les propriétés de la solution optimale du probleme
d’investissement de l’asset manager "HARA loss averse” et de l’asset manager
neutre au risque mais averse a la sous-performance.

En particulier nous comparerons 'effet de la prise en compte de plusieurs mesures
de perte asymétriques (probabilité de perte, espérance de perte, semi-variance) et
différentes formes de contraintes de risque de sous-performance! sur le comporte-
ment d’investissement de ’asset manager.

1. Probleme de ’asset manager averse a la sous-performance

Dans cette section, nous présentons les hypotheses sous-jacentes au modele de
marché financier considéré ainsi que la forme du probléme d’investissement de ’as-
set manager ”loss averse” que nous cherchons & résoudre 2.

Nous nous intéressons a deux fonctions d’aversion a la sous-performance : la premieére
pénalisant la sous-performance de maniére uniforme et la seconde proportionnelle
au cout d’utilité de cette sous-performance.

Nous explicitons ensuite I’expression de la richesse terminale optimale correspon-
dant au probleme considéré.

1. contrainte explicite supplémentaire ou contrainte implicite intégrée a ’expression de la
fonction d’utilité.

2. On supposera que l'asset manager cherche & maximiser ’utilité espérée de sa richesse finale
pour une forme générale de fonction d’utilité ”HARA loss averse” que nous préciserons.

29
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1.1. Cadre Général.

(1) Economie de marché considérée

Nous considérons un gérant d’actifs opérant entre la date initiale d’in-
vestissement 0 et la date T' (son horizon d’investissement) sur un marché
financier qui a les propriétés suivantes :

— marché financier ouvert en permanence, dans lequel les portefeuilles
sont rebalancés de manieére continue sans arbitrages possibles (hy-
potheses d’AOA) et sans colits de transaction.

— marché financier complet : n’importe quelle richesse terminale (comme
par exemple le ”pay-off” d’une option) peut étre atteinte par une
stratégie dynamique de réplication.

Afin de décrire la structure aléatoire et informationnelle du marché fi-
nancier, nous supposons qu’il existe N sources de risques définies par un
mouvement brownien, de dimension, N, noté Z = (Zl, ceey ZN), défini
sur un espace de probabilité (Q, F,P) ou ({2, F') est un espace mesurable
et P une probabilité sur F. On suppose de plus que (2, F,P) est muni
d’une filtration (F3,0 <t < T') définie comme étant la filtration naturelle
engendrée par Z = (Z1,...,ZN)

(2) Dynamique des actifs
Le marché est constitué de N+1 actifs :

L’actif dit "ASR’, ’Actif Sans Risque’; localement sans risque, il s’in-
terprete comme un roll over d’un instrument du marché monétaire, et
a pour rendement instantané :

ds?/S? = r(t)dt

ou r(t) est un processus qui représente le taux court instantané en vigueur
sur le marché monétaire.

Les N autres actifs sont risqués et ont pour rendements instantanés des
processus d’'It6. Plus précisément, on écrit en notation vectorielle :

ott Sy = (S}, ..., SN) représente le vecteur des N actifs risqués,

wu(t) = (pi(t); 7 =1...N) représente le vecteur des rendements moyens
instantanés (taux court plus prime de risque) et ot o(t) = (0, x(t); 4,k =
1...N) représente la matrice de co-volatilité des processus de rendements
instantanés. Ainsi oo représente la matrice de variance-covariance des
rendements instantanés. Les processus r, u, o sont supposés adaptés a la
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filtration F} et satisfont aux conditions d’intégrabilité classiques ®. De plus,
o(t), est supposée inversible; ce qui implique que le marché est complet
(puisque le nombre d’actifs risqués est égal au nombre de mouvements
browniens considérés).

(3) Ensemble des stratégies considérées

Une stratégie de portefeuille est notée (W,w), ou{W;}, . représente le
processus de prix des portefeuilles et, {w;}, ., le vecteur ‘des poids de la
richesse investie sur les N actifs risqués (le poids sur PA.S.R étant donné
par 1 —w; 1 ot 1 représente le vecteur unité de dimension N).

On considere 'ensemble des stratégies qui satisfont les propriétés sui-
vantes :

— Autofinancement : pas d’apport de richesse intermédiaire autre que
le gain, qui est toujours réinvesti; ce qui s’écrit

AW, = W, {(r(t) o (ult) — r(t)1)dt + w;a(t)dzt}

— Admissibilité : la stratégie procure une richesse terminale dont le
moment d’ordre 2 est fini (on notera cet ensemble L?(P)). Dans
la suite, on notera A I’ensemble des stratégies autofinancantes et
admissibles.

(4) Valorisation

Propriété de martingale des processus de prix sous la probabilité histo-
rique : le portefeuille intitulé portefeuille “numéraire” par [Long, 1990] *

que l'on note (H, h) est tel que pour toute stratégie autofinangante et
admissible, (W, w) € A, la valeur du processus {W;/H;},-, est une mar-
tingale sous la probabilité historique P, ce qui implique qu’on a W JH; =
E.(Wr/Hr).

T T
3. [luj(t)|dt < oo, p.s. pour j=1,...,N et [ ‘traceo(t)a(t)/ dt < 0o, p.s.  voir
0 0

[Karatzas et al., 1987]

4. Le portefeuille "numéraire” est aussi appelé portefeuille & "taux de croissance optimale”
(”growth optimal”) par [Merton, 1990] car il correspond & la stratégie dynamique optimale
pour linvestisseur ”logarithmique” qui cherche & maximiser l'espérance du taux de croissance
logarithmique de sa richesse terminale.

Sous nos hypotheses, on démontre que le portefeuille "numéraire”, noté (H,h), est donné par les
expressions suivantes :

N —1
he = (U(t)a(t) ) (p(t) — r(t)1) et, en notant le vecteur des prix de marché du risque

¢ , ¢ ,
par A(t) = o(t) "1 (u(t) — r(t)l), He = exp {g (r(s) + A(s) A(s)/2)ds + Of)\(s) dZs}
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1.2.

(1)

Probléeme d’optimisation considéré.

Probleme d’optimisation

Le probleme considéré est celui de ’asset manager qui, étant donnée la
structure de marché décrite ci-dessus, cherche a maximiser ’utilité espérée
de sa richesse terminale.

L’expression de ce probleme dynamique est la suivante :

max E(v(Wr))

(D (Wyw)e A
/ s.a. Wy=1

Dans le cadre de 'hypothése de marché complet, ce probleme peut se
réduire au probléme statique suivant (voir [Karatzas et al., 1987]) :

PROBLEME 1.

i B S0

Ss.a. E(WT/HT) =1

Ou v(.) désigne la fonction d’utilité de I'investisseur dont nous préciserons
la forme et les propriétés dans les sections suivantes.

Ainsi la résolution du probleme dynamique en est simplifiée et s’effectue
en deux temps :

— lere phase : obtention de la richesse terminale optimale, solution
du probleme statique correspondant (P1).

— 2iéme phase : détermination de la stratégie financiere de réplication
a mettre en place qui permet d’atteindre la richesse terminale op-
timale dont I’expression a été trouvée précédemment ; durant cette
phase qui sera décrite dans les sections ultérieures, nous nous res-
treindrons, dans un souci de simplicité, au modele a deux actifs de

B&S (N = 1).

Fonction d’utilité avec aversion a la sous-performance

On suppose que la performance de ’asset manager est mesurée par rap-
port & un niveau de richesse cible de référence qui est ainsi pénalisé en cas
de sous-performance.

Comme nous 'avons déja évoqué, cette contrainte peut se traduire par
un cout financier pour le gérant & I’horizon d’investissement qui est fonc-
tion de I’écart de richesse entre la valeur finale des actifs du portefeuille
et celle du benchmark cible (fonds de pension sous capitalisés (" underfun-
ded”) par exemple).
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Elle peut encore s’interpréter comme une contrainte de gestion du risque
relativement & un benchmark imposé & 1’asset manager (pratique courante
en gestion de portefeuille pour compte de tiers).

Afin de prendre en compte ce facteur d’aversion a la sous-performance
du gérant dans ’expression de sa fonction d’utilité, nous considérons un
terme additionnel correspondant, a un facteur pres, a 'expression d’une
fonction de perte.

Ce qui introduit une dissymétrie dans I’expression de la fonction d’uti-
lité distinguant la zone de sur-performance (richesse supérieure a la ri-
chesse cible) de la zone de sous-performance; plus précisément, 1’expres-
sion générale du type de fonction d’utilité considérée est la suivante :

[ u(x) — C x L(2® x,7) siz <l
v(z) = { u(x) siz > a2

N

ou

— u désigne la fonction d’utilité de ’asset manager qui est neutre ou
averse au risque selon que u est une fonction linéaire ot une fonc-
tion strictement croissante, strictement concave sur son domaine de
définition.

— (' est une constante positive ou nulle qui désigne le coefficient
d’aversion a la sous-performance,

— L(2°, z,7) désigne la fonction de perte, mesurant I'amplitude de la
sous-performance qui dépend de la valeur de la richesse z, du ni-
veau de richesse cible, z°, et de la valeur du parametre d’aversion
au risque v ; la fonction de perte, L(z°, z,7), est modélisée soit par
une fonction constante positive soit par une fonction décroissante
de z qui prend des valeurs positives sur 0 < 2 < 2°. Notons que si
L(2°,2° a) > 0 alors la fonction de perte est discontinue au voisi-
nage de la richesse cible (c’est le cas en particulier de la fonction de
perte constante).

(3) Fonction d’utilité HARA ”loss Averse” (avec aversion a la sous-performance)

Nous nous intéressons maintenant a la classe de fonctions d’utilité HARA
(Hyperbolic Absolute Risk Aversion) car elle inclue la plupart des fonc-
tions d’utilité considérées dans la littérature et en pratique.

Une fonction d’utilité HARA se caractérise par un coefficient d’aver-
sion au risque absolu correspondant a une fonction hyperbolique; plus
précisément, son coefficient d’aversion absolue au risque,

Raps(z) = —u' (x)/u (z), vérifie Raps(z) = 1/(x/y+a) avec z/v+a > 0.

Nous nous restreignons aux cas ou le parametre d’aversion au risque -y
est non nul et différent de 'unité : v € R\ {0,1}; ce qui inclut en par-
ticulier le cas de la fonction d’utilité iso-élastique (ou fonction d’utilité
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puissance) dont le coefficient d’aversion relative est constant ('CRRA’)
ainsi que celui de la fonction d’utilité quadratique; ces deux cas particu-
liers seront analysés plus en détail dans les sections suivantes.

Dans les deux autres cas restant, correspondant au choix d’une fonction
d’utilité logarithmique (pour v = 1) et d’une fonction d’utilité exponen-
tielle (pour v — +00), I'expression de la solution du probleme (P1) s’ob-
tient de maniere totalement similaire.

Remarquons que la valeur de la solution optimale du probleme d’investis-
sement, dans ces deux cas particuliers, peut étre obtenue numériquement
en considérant la limite pour v — 1 (utilité logarithmique) et pour v —
+oo (utilité exponentielle) de I’expression de la solution optimale obtenue
avec la forme de fonction d’utilité que nous considérons (qui est exposée
dans le cadre du théoréme 1 ci-dessous).

Pour v € R\ {0,1}, la résolution de I'équation différentielle ci-dessus
fournit I'expression de la fonction d’utilité HARA :

u(z) = 1%7 {$+a}1_7+02 (1.1)

aveca >0,C; xv>0et Cy € R.
Enfin, nous considérons deux types de fonctions de perte :

— Une fonction de perte constante indépendante du niveau de sous-
performance qui pénalise les pertes de la méme facon quelque soit
leur niveau : Ly (x,2%,9) =1

— Une fonction de perte continue qui est proportionnelle au cotit d’uti-
lité de la sous-performance : La(z,2°,7) = {u(2®) — u(z)}

Ce qui revient a considérer les fonctions d’utilité HARA ”loss averse” sui-
vantes :

— Fonction d’utilité HARA discontinue au niveau du seuil de richesse
cible et avec fonction de perte constante :

U1 (W) = ’U,(W) —Cx 1{W<W0} (1.2)

— Fonction d’utilité HARA continue (dont 1'utilité marginale est dis-
continue) avec fonction de perte mesurant le colit d’utilité de la
sous-performance :

V(W) = u(W) — C x {u(W?) —u(W)} x Liw<woy (1.3)

ot u(z) est une fonction d’utilité HARA dont I'expression est définie par
I'équation (1.1), W désigne la richesse de I'investisseur et W9 la richesse
cible.
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(4) Expression de la richesse terminale optimale dans le cas d’une fonction
d’utilité HARA ”loss averse”

THEOREME 1. Sous les hypothéses de structure de marché décrites
dans la section précédente,

(a) ler cas : si la fonction d’utilité est donnée par lexpression (1.2),
alors la richesse terminale du probléme (P1) est donnée par lexpres-
ston suivante :

I(k/Hy) siHr>H
W, wo siH<Hr<H (1.4)
I(k/Hr) siHr<H

avec k vérifiant ’équation de budget suivante : E(W}/Hp) =1,
avec H = k/u (WO) et H est solution de I'équation suivante :
C = u(I(k/H)) = (k/H)I(k/H) = u(W") + (k/H)W"

ou H < H.

(b) 2d cas : sila fonction d’utilité est donnée par Uexpression (1.3), alors
la richesse terminale du probléme (P1) est donnée par l'expression
suivante :

I(k/HT) si Hp >F
Wi = wo siH< Hr <H (1.5)
I(H_Lc/HT) si Hp < H

avec k vérifiant l’équation de budget suivante : E(W3*/Hr) =1,
awec H=k/u (W°), H=(k/(1+C))/u (WO).

Enfin, dans les deux cas, 1(.) désigne Uinverse de la fonction u'(.).

Les résultats du theoréeme 1 montrent clairement ce qui distingue le ”pay-off” de
chacune des deux expressions ci-dessus : la richesse terminale, dont ’expression est
donnée par (1.4), exhibe une discontinuité au niveau du seuil de richesse cible; ce
qui n’est pas le cas de la richesse terminale correspondant a la forme de fonction
d’utilité continue dont I’expression est donnée par (1.5).

Nous allons a présent analyser plus en détail les propriétés des stratégies dyna-
miques correspondant a plusieurs fonctions d’utilité considérées dans la littérature
et notamment la fonction d’utilité CRRA (seconde section) et la fonction d’uti-
lité linéaire d’un agent a la fois neutre au risque et averse a la sous-performance
(troisieme et derniere section) :

Prolongeant cette analyse dans le second chapitre, nous montrerons que le criteére
moyenne variance (fonction d’utilité quadratique) étendu & la prise en compte
de D'aversion a la sous-performance peut remplacer avantageusement les criteres
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Moyenne - Risque de Perte fondés sur les mesures de risques que sont les Moments
Partiels Inférieurs d’ordre 0 a 2.

2. Investisseur CRRA ”loss averse”

Dans cette section, nous analysons le probleme d’investissement de ’agent CRRA
(Constant Relative Risk Aversion) cherchant & maximiser 'utilité espérée de sa
richesse finale avec prise en compte d’'une contrainte explicite ou implicite sur le
niveau de risque de sous-performance.

Nous considérons plusieurs problemes d’optimisation dynamique avec contraintes
de risk management proposés dans la littérature et analysons les propriétés des
stratégies dynamiques qui en découlent.

Nous montrons que ces problemes d’investissement avec contraintes de risk ma-
nagement peuvent étre vus comme des cas particuliers du probleme 1 de ’asset
manager HARA ”loss averse” défini dans la section précédente.

Nous apportons ainsi une présentation unifiée de la gestion dynamique avec contrainte
de risk management et du probleme de 'investisseur averse a la perte ; ces deux ap-
proches se révélant parfaitement équivalentes a un changement de paramétrisation
pres.

2.1. Contrainte de ”Value at Risk”.
Cette section est organisée de maniere suivante :

Nous rappelons les principales propriétés de la stratégie optimale du probleme d’op-
timisation dynamique de portefeuille pour un investisseur CRRA avec contrainte ex-
plicite sur le niveau de probabilité de sous-performance (ou de maniére équivalente
sur le niveau de la Value at Risk) proposé par [Basak Shapiro, 2001]°.

Nous montrons ensuite que ce probleme s’identifie & un probléme de maximisa-
tion de l'utilité espérée de la richesse finale avec, pour traduire les préférences de
I'investisseur en terme de risque, mais aussi d’aversion a la sous-performance, une
forme de fonction d’utilité plus générale que la fonction d’utilité CRRA ; il s’agit
du probleme d’optimisation considéré dans la section précédente dans le cas parti-
culier ou l'investisseur est ”CRRA loss averse” avec une fonction de perte constante
(fonction d’utilité discontinue au niveau du seuil de richesse cible).

Ainsi, les deux problemes sont équivalents. Le choix de la valeur du parametre
d’aversion a la sous-performance intégré a I’expression de cette fonction d’utilité
discontinue peut s’interpréter comme le choix d’un seuil de VaR imposé a ’asset
manager. Réciproquement, le probleme d’allocation dynamique de portefeuille avec

5. [Basak Shapiro, 2001] résolvent le probleme de l'investisseur maximisant I’espérance
d’une fonction d’utilité de sa richesse terminale avec une contrainte supplémentaire explicite de
type "VaR” (Value at Risk) & I’horizon d’investissement ; 'interprétation étant la suivante : 'in-
vestisseur est tenu d’intégrer dans son programme d’optimisation une contrainte réglementaire de
gestion du risque ou encore une contrainte imposée par le ”risk manager”.
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contrainte VaR revient & résoudre celui d’un investisseur CRRA ”loss averse” dont
la fonction de perte est constante.

2.1.1. Stratégie optimale avec contrainte ”VaR”.

[Basak Shapiro, 2001] considérent que la fonction d’utilité de l'investisseur est

strictement croissante, concave et exhibe une utilité marginale infinie en 0 et une

utilité marginale qui converge vers 0 en 4+o00. Le cas de la fonction d’utilité CRRA

(Constant Relative Risk Aversion) comme cas particulier est ensuite proposé pour

I'obtention de la stratégie dynamique de réplication ; son expression est la suivante :
=

u(w) = {—

ol ~y représente 'aversion relative (constante) au risque de 'investisseur,avec
v €10;+00[\ {1}

Le probleme a résoudre s’écrit :

PROBLEME 2.

S.a. E(WT/HT) :WO et P(WT Z WO) Z 1l -«

avec « une constante tel que o € [0;1],

avec WO la cible de richesse & atteindre, ot WO = K x Wy et K > 0; dans la
suite on supposera sans perte de généralité que Wy = 1.

Tout d’abord il est utile de faire quelques commentaires sur la contrainte imposée
a I'asset manager :
P(Wrp > WO) >1— « avec « fixé

(1) Contrainte de sous-performance maximale

Remarquons tout d’abord que cette contrainte de risque peut étre vue
comme une généralisation a la fois du cas particulier de I'assurance de
portefeuille et de celui d’une contrainte de gestion du budget de risque :

Pour a = 0et W? = K < e"T, on se ramene au probleme avec contrainte
d’assurance de portefeuille : le gérant n’a pas le droit de sous-performer
et la contrainte s’écrit : Wp > K p.s.

Pour a € ]0%;100%] et W% = K < e"T, la contrainte s’apparente a
une contrainte de budget de risque de sous-performance; I’asset manager
est autorisé a prendre des risques sous la condition de respecter un seuil
de probabilité de sous-performance maximum de niveau « :

PWr < K) < acavec o fixé.

(2) Objectif de rendement cible minimum

Le cas d’une contrainte de sur-performance par rapport a un rendement
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cible correspond & o € ]0%; 100%] et WO = K > e

Par exemple (voir [Basak et al., 2003]), dans le cas ou 'objectif de 1’as-
set manager est d’obtenir un rendement excédentaire par rapport au taux
monétaire, la contrainte s’écrit :

PWr>W>1-as PRY >R}Y)>1-a

Ou encore P(RY >r+¢e)>1-a
olt on a posé : WO = ¢TBr = ¢+ 5 RO = ¢ 4 £ = Log(W")/T, avec
e >0 et avec RY = Log(Wr)/T.

(3) Expression de la contrainte en terme de niveau de VaR maximum

Il est intéressant de noter que cette contrainte peut s’exprimer en terme
de niveau maximum de VaR de la facon suivante :

En supposant que W° < 1 et en imposant la contrainte suivante sur
le niveau de VaR :

VaR$ <1-WY%& 1—-VaR$ > WP

ot VaR$ est définie implicitement par I’expression suivante :
PWpr—-1>—-VaR$)=1-—a,

on en déduit ’expression de la contrainte du probleme considéré :
PWr>W% >1-a.

Ainsi cette contrainte de risque peut s’exprimer en terme de limite maxi-
mum sur le niveau de VaR.

(4) Limite de l'interprétation en terme de VaR

Notons que cette comparaison avec la ”Value At Risk” doit étre relati-
visée (voir [Cuoco et al., 2008]). En effet nous considérons ici que la
contrainte VaR est ”évaluée” une seule fois a la date initiale, qu’elle ne
s’applique qu’a l’horizon d’investissement entier (moyen ou long terme)
et qu’elle est donc insensible a I’évolution du portefeuille aux temps in-
termédiaires.

Au contraire, comme le notent [Cuoco et al., 2008] qui citent [Jorion, 2001],
dans la pratique une contrainte de limite de risque de type ”VaR” doit

étre ré-estimée & pas de temps régulier (quotidiennement pour les banques,
proposition du comité de Basle, Avril 1995, voir [Jorion, 2001], p. 64)

en se basant sur une période relativement courte qui correspond a un in-
tervalle de temps moyen au cours duquel les poids du portefeuille restent
inchangés ; par exemple, on peut considérer que cette période est de 'ordre

de un mois pour les 7 mutuals funds ”, et de un jour pour la gestion de
bilan des banques (voir [Jorion, 2001], p. 117).

Cette contrainte doit donc étre comprise non pas comme une mesure de
risque a court terme mais plutét comme une mesure de l'aversion a la
sous-performance & moyen/long terme correspondant & celle de I'investis-
seur a un horizon d’investissement donné.



2. INVESTISSEUR CRRA "LOSS AVERSE” 39

En effet, nous verrons dans la section suivante que le probleme d’in-
vestissement avec contrainte explicite sur le seuil de probabilité de sous-
performance a ’horizon d’investissement est équivalent a celui de I'inves-
tisseur averse a la sous-performance dont ’expression de la fonction d’uti-
lité est asymétrique ; ainsi le gestionnaire cherchera a répliquer la stratégie
dynamique solution optimale du probleme jusqu’a I'horizon d’investis-
sement sans avoir a effectuer une nouvelle évaluation de son parametre
d’aversion a la sous-performance.

PROPRIETE 1. Sous les hypothéses précédentes, la richesse terminale optimale
du probléme (P2) est donnée par l’expression suivante,
I(k/HT) si Hp > H
Wi=4¢ WO siH<Hr <H
avec k vérifiant 'équation de budget suivante : E(W3/Hp) =1,
avec H = k/u (W°) et H solution de I’équation :
P(Hp < H) =«

avec H < H et ou I(.) désigne linverse de la fonction u’(.).

Dans le cas d’une fonction d’utilité CRRA, ce résultat s’exprime de la fagon sui-
vante :

CONSEQUENCE 1. Dans le cas d’une fonction d’utilité CRRA, la richesse ter-
minale optimale du probléme (P2) est donnée par lexpression suivante,

(k/Hr)™ "7 siHr >H
Wr=¢ WO siH< Hp <H ,
(k/Hp)™ "7 siHp <H

avec k vérifiant Uéquation de budget suivante : E(W2/Hr) = 1, avec H = k(W)Y
et H solution de l’équation :

PHr<H)=«
ou H< H.

On remarque que la contrainte P(Wr > W% > 1 — a avec a fixé, se traduit
dans I'expression de la solution optimale par I’expression de H donnée par P(Hp <
H) = «, expression qui ne dépend ni de la valeur de W9, le niveau de performance
minimum cible, ni de «, le niveau d’aversion au risque.

Autrement dit pour une valeur de o donnée, quelque soit la valeur de W0 et de +,
Iintervalle de valeurs de H ou il se produit une sous-performance reste identique;
nous verrons dans la section suivante qu’il n’en est pas de méme si ’on considere
une paramétrisation non pas sur le niveau de o mais sur celui du parametre d’aver-
sion implicite de l'investisseur.
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Nous analysons a présent les propriétés de la stratégie dynamique optimale en
considérant le modele classique & deux actifs de [Black Scholes, 1973] (dans la
suite B&S). Dans ce cadre, on fait 'hypothese de l'existence d’une seule source de
risque (i.e. le nombre d’actifs est de deux); de plus, on suppose que tous les pa-
rametres servant a décrire la dynamique du prix des deux actifs financiers (un actif
sans rique et un actif risqué) sont constants. L’univers d’investissement se compose
donc des deux actifs suivants :

— Un actif dit sans risque (" A.S.R.”) représentant actif monétaire et dont la
valeur a la date t est notée SY ; cet actif a un rendement instantané donné
par

ds?/S? = rdt

ou r désigne le taux monétaire constant.

— Un actif dit risqué ("A.R”) représentant le portefeuille de marché ou tout
autre actif action dont la dynamique de prix est décrite par un mouvement
brownien géométrique; son rendement instantané s’écrit

dM,/M, = pdt + 0dZ, = (r + 7)dt + 0dZ,

ol le parametre u représente son rendement moyen instantané (égal au taux
court plus une prime de risque ”action” notée m = p — r) et o désigne sa
volatilité constante.

Compte tenu de 'hypothese de log-normalité du processus de prix de l'actif risqué,
qui implique en particulier la log-normalité du prix du portefeuille ” numéraire” HS,
on en déduit que la valeur de la borne basse, notée H, figurant dans l’expression
de la richesse terminale optimale, est donnée par ’expression suivante :

H— e[(7'+/\2/2)T—do)\\/T]

Avec dy, le quantile d’ordre 1 — « de la loi Normale centrée réduite N(—dp) = a.

Ainsi la zone de valeurs finales du portefeuille numéraire, H, ou il se produit une
sous-performance ne dépend que du niveau du taux sans risque, r, du prix de marché
du risque, A = £=L, de I’horizon d’investissement, T, et du niveau de probabilité

g
de sous-performance maximale, a.

On démontre facilement que la stratégie dynamique de réplication associée a la ri-
chesse terminale optimale est la combinaison de stratégies élémentaires ayant pour

sous-jacent la stratégie dynamique atteignant la richesse terminale H}/ 7 qui cor-
respond & la solution optimale du probléme de [Merton, 1971] :

6. On rapelle que le portefeuille "numéraire” noté (H, h) est aussi appelé portefeuille ”log-
optimal” ou encore ”a taux de croissance optimal” car il s’agit de la stratégie dynamique solution
optimale du probleme de maximisation de ’espérance du taux de croissance logarithmique de la
richesse terminale.

Dans le cadre du modele de B&S, le portefeuille ”numéraire” s’identifie a une stratégie dynamique
investissant un poids constant dans l’actif risqué, noté h, qui est donné par ’expression suivante
h=n/c?=)/o .

D’autre part, toujours sous les hypotheses du modele de B&S, sa dynamique de prix est décrite
par un mouvement brownien géométrique dont I’expression est la suivante :

dHt/Ht = (T’ + )\Q)dt + \dZ;

ou de fagon équivalente par Hy = exp {(r + %)\2) t+ AZ}.

Ce qui implique que H; suit une loi log normale.
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(1) Une stratégie d’assurance de portefeuille : acheteuse d’une obligation Zéro
Coupon et d’une option Call

(2) Une position vendeuse d’une option Put et d’une option put binaire

Plus précisément, nous avons le résultat suivant,

CONSEQUENCE 2. Dans le cas d’une fonction d’utilité CRRA, la valeur a la
date t, de la stratégie dynamique atteignant la richesse terminale, solution optimale
du probléme (P2), que l'on notera, W, est donnée par la formule suivante :

Wi = WoZCO(T—t)+C(yH;, W, T—t)—P(yH;, W, T—t)—(W°~W*)B(yH;, W*, T—t)

ou C(yH; WO T —t) (resp. P(yH; , W<, T —t), resp. B(yH;, W<, T —t)) désigne
la valeur d la date t, du Call européen (resp. du Put européen, resp. de l'option put
binaire) d’échéance, T —t de strike WO (resp. W, resp. W) sur le sous-jacent
yH} et ZO(T —t) la valeur de Uobligation ”Zéro-Coupon” d’échéance T —t7,

avec H; désignant la valeur & la date t du portefeuille solution du probléme de
Merton qui atteint la richesse finale (HT)I/'V 8 et avec WO = yﬂl/'y, y=k~Y7 et
wWe < WO,

Finalement, on notera que dans le cadre du modele de Black & Scholes, il existe
une relation biunivoque entre la valeur du portefeuille numéraire, H;, celle du por-
tefeuille de Merton, H} et celle de 'actif risqué, My pris deux & deux ?; ce qui nous
permet d’exprimer la valeur du portefeuille optimal en exces de celle du bench-
mark, notée Y;*, en fonction de M;; propriété que nous utiliserons dans la suite
pour l'analyse de la stratégie optimale.

On a représenté sur la figure (Fig.1), le ”"pay-off” de la stratégie optimale pour
I’asset manager cherchant & résoudre le probleme (P2) 1%, que 'on notera stratégie

7. L’expression de C(Z¢, X, T — t) est donnée dans le cadre du modele Black & Scholes
(1973) par la formule suivante : C(Z, X, T —t) = ZiN(d1(X)) + Xe "T=)N(d2(X)) avec

oe( 2ty 4 (pp T2y
di(X) = e iif*)t/% NT=Y d2(X) =di(X) —o*VT =t o*VT —t=+/Var(In(Zr/Z)) -
De plus pour Z; = yHj}, on en déduit de l'expression de H;} que ¢* = \/v. Avec
les mémes notations, on a P(Zy, X,T —t) = Xe "T-ON(—da(X)) + Z:N(—d1(X)) et

B(Z4, X, T —t) = e "T=ON(=da2(X)) et ZO(T —t) = e~ "(T—1),

8. Le portefeuille (h*, H*) correspond & une stratégie dynamique investissant un poids
constant de la richesse dans Pactif risqué qui est donné par I’expression suivante : h* = (1/7)h.
De plus, son processus de prix suit un mouvement brownien géométrique dont ’expression est la
suivante :
dH} /Hf = (r+ X2 /y)dt + (\/~)dZ,
ou de fagon équivalente, Hy = Hy exp {(r + (v — 1/2) A/t + (\/7)Z:}
avec Hy = e((1=7/7) (r+X2/2y)T

9. En effet, dans le cadre du modele de B&S, les propriétés de transformation suivantes
permettent d’exprimer la valeur du portefeuille numéraire, H¢, ou du portefeuille de Merton,
H}, en fonction de celle de Dactif risqué M; et réciproquement : on a, Hy = U(t)(Mp)h avec

W(t) = e AE=F=3N = UM+ 30t _ (=m0

2 *
et Hf = T'(t)(M¢)"* avec I'(t) = ng(lfh*)“*(é/l;‘) )t = ng(lfh*)“*%)t.
10. On désigne par ”pay-off”, la courbe de valeur de la richesse terminale exprimée en fonction
du niveau de Pactif risqué, noté M.
Comme nous l'avons évoqué ci-dessus, sous I'hypothése du modele d’actifs de B & S, il existe
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Stratégie optimale CRRA VaR - alpha = 5%
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F1GURE 1. Richesse Terminale - Stratégie CRRA VaR - Probabi-
lité de sur-performance = 95% - W° = 100%

Les valeurs numériques des autres parametres sont les sui-
vantes : r = 4%, p=10%, 0 =20%, v =75% et T = 5;

ce qui donne A\ = 30%, h = 150% et h* = 200%, et pour
WO = 100%, on trouve k = 70,31%, H = 1,30 et H = 0,51,
Mppar = 1,34 et My,r =0,71.

Stratégies optimales CRRA VaR alpha = 5%
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FIGURE 2. Richesse Terminale - Stratégie CRRA VaR - Probabi-
lité de sur-performance = 95% - W° = 100% et W° = 122%.

Les valeurs numériques des autres autres parametres sont
les suivantes : 1 = 4%, p = 10%, 0 = 20%,y =75% et T =5;

ce qui donne A = 30%, h = 150% et h* = 200%, et pour
WO = exp(rT) = 122%, on trouve k = 55,81%, H = 1,80 et
H=0,51¢et Myur =1,6 et My, =0,71.

”"CRRA VaR?”, avec un niveau cible de richesse de W° = 100%.

une correspondance biunivoque entre My, la valeur de Dactif risqué & la date t, et H¢ celle du
portefeuille numéraire ou de croissance optimale, ce qui nous permet de tracer cette courbe. En
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On notera l'effet ”Casino” ou ”Gambling Effect” illustré sur cette figure par le
fait que, dans U'intervalle de valeurs de Pactif risqué en dessous du niveau cible (in-
tervalle de sous-performance), la courbe de richesse de la stratégie ”CRRA VaR”
est située en dessous de celle de la stratégie optimale pour I'investisseur CRRA sans
aversion a la perte, solution du probleme de Merton (stratégie ”CRRA Merton”).

Autrement dit, dans le cas d’un scénario de marché défavorable, I'asset manager
subit une perte de richesse plus importante en suivant la stratégie CRRA VaR (i.e.
avec un controle sur le niveau initial de la VaR) qu’en investissant dans le por-
tefeuille de Merton (i.e. stratégie solution du probléme de Merton) qui n’intégre
pas de contrainte de risque; ce qui plaide clairement en défaveur du choix de la
contrainte VaR comme contrainte de gestion du risque.

[Basak Shapiro, 2001] interprétent cet effet par le comportement ” Joueur” de
I'investisseur ”CRRA VaR” : dans un intervalle de valeurs basses de 'actif risqué ou
I'investisseur ”CRRA VaR” garde I’espoir de pouvoir atteindre a nouveau la valeur
cible de richesse, il sur-réagit en augmentant son niveau d’exposition a ’actif risqué
qui surpasse celui de 'investisseur CRRA sans contrainte.

Cet effet ”Casino” s’explique quantitativement par la composante binaire de la
stratégie optionnelle qui introduit une discontinuité dans le ”pay-off” de cette
stratégie.

L'effet du changement de la valeur cible de W° = 100% a4 W9 = exp(rT) = 122%
est illustré sur la figure (Fig.2).

Dans la suite du chapitre, nous utiliserons ces mémes valeurs numériques des pa-
rametres pour les applications numériques.

2.1.2. Critére de mazimisation de l'utilité espérée de la richesse finale avec
fonction de perte constante.

Nous considérons a présent un investisseur ayant une fonction d’utilité CRRA et
qui, de plus, est averse a la sous-performance par rapport a une cible de richesse.
On suppose que son aversion a la perte se traduit par la forme asymétrique et dis-
continue de sa fonction d’utilité; celle-ci exhibe une discontinuité au voisinage de
la cible de richesse :

1—
T A siz< WO
v(r) =4
EA. sixz>Wo
1 -

avec A > 0 le parametre d’aversion a la sous-performance de l'investisseur, et
comme précédemment, avec 7y le parametre d’aversion au risque de l'investisseur et
WO la cible de richesse & atteindre.

Nous avons représenté graphiquement cette fonction d’utilité (que ’on note ”CRRA
Aversion”) et, a titre de comparaison, la fonction d’utilité CRRA standard, sur la
figure (Fig.3) ci-dessous.

particulier, les valeurs seuils notées Mz et My ,r correspondent aux valeurs de lactif risqué
qui s’obtiennent de celles de H et de H par cette transformation.
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Fonction d'utilitée CRRA avec Aversion

6.0
5.0 //
4.0
3.0 —— CRRA Aversion
g — CRRA standard
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FiGUuRE 3. Fonction d’utilité CRRA avec ou sans parametre d’aversion.
Le probleme statique a résoudre s’écrit :

PROBLEME 3.
ma E(v(W:
(p3y ] wilEp P
Ss.a. E(WT/HT) =1
avec v(W) = u(W) — A X Liyewoy M ot &+ u(z) désigne une fonction d utilité
CRRA (ie. u(z) = ’”11:; avec v € |0;400[\ {1}) et ou WO désigne la cible de
richesse a atteindre.

PROPRIETE 2. Sous les hypothéses précédentes, la richesse terminale optimale
du probléme (P3) est donnée par l'expression suivante,

(k/Hp)™"" siHr >H
Wr=¢ WO siH< Hr <H
(k/Hp) Y7 siHr < H

avec k vérifiant l'équation de budget suivante : E(W2/Hr) = 1, avec H = k(W)Y
et H solution de I’équation'? :

ﬁ(k/ﬂ)lfl/v - % + (k/H)W° = A

avec H < H.

11. il s’agit de 'expression donnée dans 1’équation (1.2) pour les fonctions d’utilité avec fonction
de perte constante considérées dans le probléeme d’optimisation (P1) de la section 2. Ainsi, ce
probléme correspond au probléme (P1) dans le cas particulier ot z — u(z) est la fonction d’utilité
d’un agent CRRA (non averse & la perte).

12. 1l existe une relation biunivoque entre H et A > 0 donnée par 1’équation

A=u(l(k/H)) = (k/H)I(k/H) — u(W°) + (k/ )W
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Notons maintenant que le probleme (P3) peut se ré-écrire de la fagon suivante :
max E(W}/y)— AP(Wp < WO
iy | w2y BV — AP < W)
s.a. E(WT/HT) =1

ot P(Wr < W0) s’interpréte comme la mesure de risque & minimiser/pénaliser, et
correspond au Moment Partiel Inférieur d’ordre O :

P(Wr < W) = E{(Maz (W° — Wr,0))"} = LPM (0, W, Wr)

On en déduit que ce probleme est équivalent au probleme (P2) et, pour un ni-
veau du parametre a & définir, admet I'expression suivante :
max E(W}
(P2) Wee L5(P) ( T/V)
s.a. EWg/Hr) =1et P(Wr > W% >1— a(A) avec A fixé

PROPRIETE 3. Si W est la solution du probléeme (P3)(A) avec A vérifiant

v 1-1/ (wo)— 0
A=—(k/H Vet (k/ )W
(et )
ot k est tel que E(W5/Hr) =1 et oo P(Hpr < H) = «, alors W est aussi la
solution du probléme (P2)(c) et réciproquement.

Ainsi le probleme avec contrainte explicite ”VaR” peut s’interpréter comme celui
d’un agent averse a la sous-performance; i.e. un investisseur cherchant a maximiser
une fonction d’utilité qui exhibe une dissymétrie entre gain et perte et un profil
discontinu au niveau du seuil de richesse cible.

Réciproquement, on peut interpréter le parametre d’aversion pour le risque A en
terme financier en lui faisant correspondre une probabilité de perte maximum de
niveau .

A titre illustratif, on a représenté sur la figure (Fig.4) ci-dessous la correspondance
de valeurs entre A et « pour les mémes valeurs numériques des parametres que
celles utilisées dans les figures précédentes.

Finalement, on a représenté sur la figure suivante (Fig.5) la valeur des deux ”strikes”,
M paz €t My, g, correspondant aux deux bornes séparant les trois intervalles de va-
leurs de 'actif risqué, M, pour lesquels la stratégie optimale exhibe un ”pay-off”
différent '3, en fonction du niveau de sous-performance maximum, c.

On observe que pour les valeurs de a supérieures a une valeur limite d’environ
33%, la valeur des deux ”strikes” se rejoint et la zone intermédiaire (de protection)
disparait ; en effet, & partir d’un seuil limite de probabilité (o* = P(Hr < H)), la
contrainte de protection ne joue plus dans le probleme d’optimisation et la stratégie

13. Comme nous 'avons évoqué ci-dessus, sous les hypothéses du modele d’actifs de B & S,
il existe une correspondance biunivoque entre My, la valeur de Dactif risqué & la date t, et He
celle du portefeuille numéraire ou de croissance optimale ; en particulier, les valeurs seuils notées
Mmaz €t My qr correspondent aux valeurs de 1’actif risqué qui se déduisent de celles de H et H
par cette transformation.
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Coefficient "A" d'aversion a la sous performance en fonction de
la probabilité de sous performance W° = 100%, Gamma = 75%

45

3.5

Coefficient d'aversion "A

0 T T T T T i
0.3% 1.0% 5.0% 10.0% 15.0% 20.0% 25.0% 30.0% 32.0% 33.0%
Proba (Wr<W-)

* *

FIGURE 4. Niveau du coefficient d’aversion a la sous-performance
(A) en fonction de la probabilité de sous-performance (o).
WO =100% et v = 75%.

"Strikes" des differentes zones
en fonction de la Proba de sous performance W° = 100%, Gamma
=75%
1.60

— Strike M VaR  — Strike M Max

140

1.20

1.00

0.80

Valeur des strikes

0.60
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de (g\a Qo\q S\o Qg\n

S T St S R N .
Proba (Wt<W°)

FIGURE 5. Valeurs des ”strikes” (Myqax et Myar) en fonction de
la probabilité de sous-performance («).

WO =100% et v = 75%.

"CRRA VaR” s’identifie avec la stratégie CRRA sans contrainte.

A Topposé, quand « converge vers 0% (niveau maximum d’aversion) la stratégie
”CRRA VaR” se confond avec la stratégie ”CRRA PI” (cas o o = 0%), et la zone
intermédiaire de protection est alors maximale.
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2.2. Contrainte ”Limited Expected Loss”.

Cette section est organisée de la manieére suivante :

Dans la premiere sous section, nous analysons les résultats de [Berkelaar et al., 2004]
qui proposent un critere de maximisation de ’espérance d’une fonction d’utilité
CRRA avec prise en compte de 'aversion pour la sous-performance; nous mon-
trons qu’il s’agit du cas particulier du probléeme d’optimisation considéré dans la
section 1 précédente quand la fonction d’utilité est CRRA et la fonction de perte
est continue.

Dans la seconde sous-section, apres avoir rappelé les principales propriétés de la
solution optimale correspondant au critere ”LEL RM” (”Limited Expected Loss
Risk Management”) proposé par [Basak Shapiro, 2001] 4 nous montrons que
ce probleme s’identifie au critere proposé par [Berkelaar et al., 2004].

Autrement dit, il existe une relation biunivoque entre le parametre d’aversion a
la sous-performance de U'investisseur ”loss averse” (dont le probleme d’investisse-
ment est celui proposé par [Berkelaar et al., 2004]) et le niveau de perte maxi-
male espérée (niveau de "LEL”) imposé par le ”risk manager” & l'investisseur du
probleme d’investissement de [Basak Shapiro, 2001]) puisque ces deux investis-

seurs n’en font qu’un.

Enfin, dans la troisieme sous-section, nous montrons que la mesure de risque considérée
implicitement a travers la contrainte ” LEL” s’interprete comme la mesure de risque
associée au ratio de Sharpe Omega de la stratégie dynamique optimale du probleme
sans contrainte (probleme de [Merton, 1971]).

2.2.1. critére de mazimisation de [’espérance d’utilité avec fonction de perte
non constante.

[Berkelaar et al., 2004] considérent une fonction d’utilité de type CRRA avec
prise en compte de 'aversion a la perte; partant d’une fonction d’utilité CRRA,
[Berkelaar et al., 2004] introduisent une discontinuité non pas dans l’expression
de la fonction d’utilité mais dans celle de la fonction d’utilité marginale. Ceci
leur permet de prendre en compte une dissymétrie entre I'aversion pour la sous-
performance et 'appétit pour le gain de I'investisseur tout en conservant une fonc-
tion d’utilité continue au niveau du seuil de richesse cible. L’expression de cette
fonction d’utilité est la suivante :

A (B - AT g < WO

oe) = T e we

B

1—v

14. [Basak Shapiro, 2001] considérent le probleme de I'investisseur CRRA qui est soumis &
une contrainte explicite de risque.
Cette contrainte revient a imposer un seuil maximal sur la valeur présente de I’espérance de sous-
performance a ’horizon d’investissement. A noter que cette mesure de risque de type ” Expected
Loss” est tres proche du concept de la ”CVaR” (Conditional VaR), autre mesure de risque qui
est treés utilisée par les professionnels du risk management comme alternative a I’approche de la
”?VaR”.
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ou A > B > 0 (aversion pour la sous-performance), v représente 'aversion re-
lative (constante) au risque de I'investisseur et W0 la cible de richesse & atteindre.

Nous avons représenté graphiquement cette fonction d’utilité sur la figure (Fig.6)
ci-dessous.

Fonction d'utilité CRRA Averse Continu
avec prise en compte de I'amplitude de la perte

6.0

40

20 —— CRRA Aversion —
— CRRA standard
—— CRRA Aversion continue

0.0

u(wr)

-20

-4.0 /
-6.0

O T T P R T T A Y N IR Y
o 0V e 02 o2 e o AN AP WP RO WD S N VP

Wt

FiIGURE 6. Fonction d’utilité CRRA avec fonction de perte
continue ("CRRA Aversion Continue”), avec fonction de perte
constante ("CRRA Aversion”) et sans fonction de perte (?CRRA
standard”).

"CRRA Aversion” : A = 1,59; "CRRA Aversion continue”
A=5,09 B=1e W°=122%.

Notons tout d’abord que, contrairement au profil discontinu de la fonction d’uti-
lité présentée dans la sous-section précédente, la fonction d’utilité considérée ici
est d’'une part continue et, d’autre part, elle prend en compte 'amplitude de la
sous-performance en pénalisant la sous-performance de maniere croissante avec le
niveau de perte atteinte.

Il est facile de voir que cette fonction d’utilité est un cas particulier de la famille
de fonctions d’utilité HARA ”loss averse” introduite dans la section 1 précédente
et dont I'expression est donnée par 1’équation (1.3). En effet, on peut écrire,

zt = 0 : 0

—Cx Lz, W?, <W

U(I)/B _ 11—71 (:C 'Y) S? x .
— six >W

ot C' = (A/B—1) désigne le coefficient d’aversion a la sous-performance et L(x, W0, )
est la fonction de perte mesurant le cott d’utilité de la sous-performance :

[(WO)lfA/ _ :El*“/]
1—v

Lz, W° ~) =

Ainsi, le niveau d’aversion a la sous-performance de 'investisseur est une fonc-
tion croissante de la sous-performance enregistrée; en effet, son aversion a la sous-
performance est proportionnelle au cott d’utilité engendré par cette sous-performance.
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Le probleme "statique” de maximisation de 'utilité espéré de la richesse finale,
peut donc s’écrire, avec ce choix de fonction d’utilité, de la fagon suivante :

PROBLEME 4.

Wi

(P4) WTrél%)z((P)E( 1’1;,\/ ) _CX E{L(WT7W077)1{WT<W0}}
S.a. E(WT/HT) =1

y WOty gt

oit Lz, W0,) = W77

de la sous-performance par rapport a la cible de richesse a atteindre notée WP.

est la fonction de perte mesurant le coiut d’utilité

On a le résultat suivant :

PROPRIETE 4. Sous les hypothéses précédentes, la richesse terminale optimale
du probléme (P4) est donnée par l’expression suivante,

(£/Hr)™"" siHp>H
Wr=<¢ WO siH< Hr <H
(2/Hr)™" siHr <H

avec k vérifiant I’équation de budget suivante : E(W2/Hr) = 1, avec H = (k/B)(W°)7
et avec H = (k/A)(W°)?

On retrouve, comme pour la stratégie "CRRA VaR” analysée dans la section
précédente, les deux cas limites suivants :

— Pour A — 0 (maximum d’aversion & la sous-performance), la stratégie solu-
tion du probléme avec contrainte de protection du capital de niveau W°.

— Pour A — B, la stratégie solution optimale du probleme de Merton, sans
contrainte d’aversion a la sous-performance.

Remarquons que le ”pay-off” de la stratégie optimale, est une fonction continue de
Hrp. Contrairement a la stratégie ”CRRA VaR”, la richesse terminale optimale du
probleme (P4) n’est pas discontinue au niveau du seuil H = (k/A)(W?°)7 15,

On démontre facilement que la stratégie dynamique de réplication associée a la ri-

chesse terminale optimale est la combinaison de stratégies plus élémentaires ayant
pour sous-jacent, le portefeuille, solution optimale du probleme de [Merton, 1971],

stratégie dynamique atteignant la richesse terminale H%/ 7

(1) Une stratégie d’assurance de portefeuille : acheteuse d’une obligation Zéro
Coupon et d’une option Call

(2) Une position vendeuse d'une option Put

On a le résultat suivant :

15. ce seulil correspond a la borne inférieure de 'intervalle de valeurs médianes de Hp ou il est
optimal pour l'investisseur de gérer passivement son portefeuille.
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CONSEQUENCE 3. La valeur, a la date t, de la stratégie dynamique atteignant
la richesse terminale, solution optimale du probléme (P4), que l’on notera, W;*, est
donnée par la formule suivante :

W =Wy ZC(T —t) + C(ygH; , WO, T —t) — P(yaH ,W°, T — 1)

ot C(Zy, WO, T —t) (resp. P(Zy, W°, T —t)) désigne la valeur a la date t, du Call
européen (resp. du Put européen) d’échéance, T —t de strike W° sur le sous-jacent
Z; et ol on a posé ya = 1/(k/A)Y, et yp = 1/(k/B)/7,

avec ZC(T —t) la valeur de l’obligation ”Zéro-Coupon” d’échéance T —t,

et avec H} la valeur a la date t du portefeuille solution du probleme de Merton
qui atteint la richesse finale (Hp)'/7.

On notera la différence avec ’expression, obtenue dans la section précédente, pour
la stratégie dynamique "CRRA VaR” : la stratégie dynamique optimale correspon-
dant au probléme (P4) ne comporte plus de position investie sur une option binaire
qui traduisait la discontinuité du ” pay-off” de la stratégie dynamique ”CRRA VaR”.

Finalement on notera que l'inégalité A < B, implique par voie de conséquence que
cette stratégie dynamique est, comme 1’était la stratégie ”CRRA VaR”, réductrice
du niveau de VaR par rapport a la stratégie sans contrainte du probleme de Merton.

2.2.2. Stratégie optimale avec contrainte "LEL”.

[Basak Shapiro, 2001] proposent en guise d’alternative & la contrainte de risque
basée sur le seuil de VaR, une contrainte basée sur une autre mesure de risque non
symétrique, le moment partiel inférieur d’ordre 1 qu’ils désignent sous le nom de
contrainte ”Limited Expected Loss” ; en effet, cette mesure enrichit ’analyse du
risque en tenant compte non pas seulement de la probabilité de perte mais aussi de
son amplitude ; la contrainte considérée s’exprime de la fagon suivante :

E [(1/Hp)(W® = W)l gwp<woy] <e

avec € > 0 fixé.

Cette contrainte de risque peut s’exprimer ainsi : la valeur présente (sous la pro-
babilité historique) de la sous-performance & ’horizon d’investissement doit étre
inférieure & un seuil donné, noté e.

Tout d’abord, il parait intéressant de montrer que cette contrainte est tres proche
de la mesure de risque appelé "CVaR” (Conditional VaR ou encore Mean Excess
Loss) plus connue dans la pratique :

En effet, la CVaR(«), & un horizon T donné, peut se définir comme la moyenne de la
future sous-performance au-dela de la VaR correspondant a un seuil de probabilité
a donné (par exemple o = 5%) et notée VaR(«) :

CVaR(a)=(1/a)* E [((1 - Wr) — VaR(a))l{(l,WT)ZVGR(a)}}
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ou la valeur de VaR(«) est déterminée implicitement par 1’équation suivante :
P(1-Wp <VaR(a))=1-—aaveca € [0,1]
En posant VaR(«) =1 — Wy, on obtient ’expression suivante :

CVaR(a) = (1/a) * E [(W° — Wr)Lyosw,) ] avec a fixé

Ainsi la contrainte imposée par ces auteurs est bien similaire & une contrainte de
niveau maximum sur la CvaR (au terme d’actualisation 1/Hr pres).

De plus, il est intéressant de noter que :

E[(1/Hp)(W® = Wr)lgwr<woy] = E [(1/Hp)(W° — W) | Wy < WO P(Wp < WP)

Ce qui signifie que la contrainte pénalise non seulement la probabilité de sous-
performance (comme le critére de type VaR) mais aussi un niveau élevé de sous-
performance sachant qu’il y a une sous-performance.

En revanche, ce n’est pas le cas de la CVaR, dont la valeur ne dépend que du
niveau de perte conditionnellement & une sous-performance par rapport a la cible;
en effet on a :

CVaR(a) = (1/a) « E [(W° — Wr)lwoswy| =E [(W® = Wr)| Wp < W]

puisque par construction on a P(Wr < W) = «

Revenons maintenant au probléme d’optimisation proposé par [Basak Shapiro, 2001] :

PROBLEME 5.
Wy
E T
P5) wrE o PO
S.a. E(WT/HT) =let & [(1/HT)(WO — WT)l{WTgwo}} S g avece Z 0 fixé

Avec WO la cible de richesse a atteindre.

PROPRIETE 5. Sous les hypothéses précédentes, la richesse terminale optimale
du probléme (P5) est donnée par l'expression suivante,

(k‘l/HT)_l/’y st Hp > H
Wi=< WO siH< Hr <H
((ky — ko)/Hr)™"" siHr < H

ot H = (k) (W% et H = (ky — ko)(W°)Y avec k1 > 0 et ko > 0 vérifiant le
systeme d’équations suivant :

E(W3(k1,ke)/Hr) =1 (équation de budget)
E {(1/HT)(W0 Wik, kg))1{w%(khk2>gwo}} —c ouky=0

Nous en déduisons le résultat d’équivalence suivant :
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PROPRIETE 6. Si Wi est la solution du probléme (P4)(A,B) avec A et B
vérifiant A = k/(k1 — ka) et B = k/k1 ot k1 et ky sont solutions du systéme
d’équations suivant :

E(W(ky, ks)/Hr) = 1
E {(1/HT)(W0 Wik, kg))1{w%(khk2)gwo}} —c ouky=0

Alors W est aussi la solution du probléme (P5)(c) et réciproquement

Nous nous plagons & nouveau dans le cadre restreint du modele de B & S a deux
actifs 16,

Ce qui nous permet en particulier d’exprimer la valeur du portefeuille optimal
en exces de celle du benchmark, notée Y;*, en fonction de M;; propriété que nous
utiliserons dans la suite pour 'analyse de la stratégie optimale; en effet, comme
on I'a déja mentionné, il existe, dans le cadre du modele de Black & Scholes, une
relation biunivoque entre la valeur du portefeuille numéraire, H;, et celle de Iactif
risqué, My, ou encore, entre celle du portefeuille de Merton, H; 17, et M, 8.

On a représenté sur la figure (Fig.7), le "pay-off” de cette stratégie'® que 1'on
nommera "CRRA LEL” et a titre de comparaison celui de la stratégie solution op-
timale du probléme avec contrainte VaR, (stratégie ”CRRA VaR”) et du probleme

16. L’univers d’investissement se compose des deux actifs suivants :

— Un actif dit sans risque ("A.S.R.”) représentant actif monétaire et dont la valeur a la
date t est notée S? ; cet actif a un rendement instantané donné par

ds?/SP = rdt

ou r désigne le taux monétaire constant.

— Un actif dit risqué ("A.R”) représentant le portefeuille de marché ou tout autre actif
action dont la dynamique de prix est décrite par un mouvement brownien géométrique ;
son rendement instantané s’écrit

dMi /My = pdt + 0dZy = (r + w)dt + odZ;

ol le parametre p représente son rendement moyen instantané (égal au taux court plus
une prime de risque ”action” notée m = pu — r) et o désigne sa volatilité constante.

17. On rappelle que dans le cadre du modele de B&S, le portefeuille (h*, H*) s’identifie & une
stratégie dynamique & poids constant donné par I’expression suivante : h* = (1/7)h.
De plus, son processus de prix suit un mouvement brownien géométrique dont ’expression est la
suivante :
dH} /Hf = (r+ X /y)dt + (\/~)dZ,
ou de fagon équivalente, Hy = Hgexp{(r+ (v—1/2) A7)t + (A\/7)Z:} avec Hf =
(=1 /7) (r+7%/27)T

18. En effet, dans le cadre du modele de B&S, les propriétés de transformation suivantes
permettent d’exprimer la valeur du portefeuille numéraire, H¢, ou du portefeuille de Merton,
H;, en fonction de celle de I’actif risqué M; et réciproquement : on a Hy = W(t)(M:)" avec

W(t) = T AE=F= 3N = -+ 300t _ (=m0 )t

2 *

et Hf =T(t)(My)"* avec T'(t) = ng(lfh*)“*(é/l;‘) )t = ng(l_h*)(“'%)t.

19. On rappelle que nous désignons par ”pay-off”’, la courbe de valeur de la richesse terminale
exprimée en fonction du niveau de 'actif risqué, noté M.
Comme nous l'avons évoqué ci-dessus, sous ’hypotheése du modele d’actifs de B & S, il existe
une correspondance biunivoque entre My, la valeur de actif risqué a la date t, et H; celle du
portefeuille numéraire ou de croissance optimale, ce qui nous permet de tracer cette courbe.
En particulier, les valeurs seuils (notées Mmaz €t My,in) correspondent aux valeurs de lactif

risqué qui s’obtiennent de celles de H et H par cette transformation.
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sans contrainte (stratégie ”CRRA Merton”).

Stratégies optimales CRRA VaR avec Alpha = 5%
& Stratégies optimales CRRA LEL avec Epsilon = 5%

3.0

— CRRA Merton

251 — CRRA VaR Gamma=75% W°=122%
alpha=5%

204 — CRRA LEL Gamma=75 %\W°=122%

1.0 /
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FIGURE 7. stratégies optimales "CRRA LEL” (espérance de
sous-performance ¢ = 5%), "CRRA VaR” (probabilité de sous-
performance a = 5%) et "CRRA Merton”.

Les valeurs numériques sont les suivantes : r = 4%, u = 10%,
c=20%,v=75%et T =5;

"CRRA VaR” (CRRA aversion discontinue) : o« = 5% & A =

1,59;
"CRRA LEL” (CRRA aversion continue) : ¢ = 5% < A = 5,09
avec B = 1 et W0 = 122%, et on trouve, avec les valeurs ci-

dessus des parametres : k = 214,63%, H = 2,49 et H = 0,49,
Mpaz = 2,06 et My = 0,69.

On observe sur la figure (Fig.7) que leffet ”Casino” de la stratégie ”CRRA VaR”
n’est plus présent ; dans la zone de valeurs ”basses” du portefeuille sous-jacent, pour
laquelle la richesse terminale est inférieure au niveau de richesse cible, la courbe de
la stratégie ”CRRA LEL” (en bleue) est au-dessus de celle de la stratégie standard
CRRA, solution du probléeme de Merton (courbe violette).

De plus il n’y a plus non plus, contrairement a la stratégie ”CRRA VaR” (courbe
rouge) de discontinuité entre 1’état intermédiaire de richesse et 1’état des valeurs de
richesses inférieures au niveau cible.

L’effet du changement de valeur cible de W% = 100% a W° = 122% est illustré
sur la figure (Fig.8).

On remarque que, dans un intervalle de valeurs basses a médianes du sous-jacent,
la courbe des valeurs finales de la stratégie ”CRRA LEL” pour W9 = 122, 14% est
au-dessus de celle correspondant & une cible de richesse plus basse, W0 = 100%.

Ainsi, le comportement de l'investisseur "CRRA LEL” parait cohérent avec la
réalité observée : en cas de scénario défavorable, celui-ci aura un besoin de pro-
tection d’autant plus fort que sa cible de richesse finale est élevée; ce qui n’était
pas le cas de l'investisseur "CRRA VaR”.
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Stratégies optimales CRRA VaR avec Alpha = 5%
& Stratégies optimales CRRA LEL avec Epsilon = 5%

30
—— CRRA Merton S
P10 p— CRRA LEL Gamma=75% W=100% -
—— CRRA LEL Gamma=75% W°=122% e
20 =
Eas =
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FIGURE 8. Stratégies optimales ”CRRA LEL” - € = 5%
- WO = 122%, W0 = 100% et W° = 0% (stratégie "CRRA
Merton”).

Les valeurs numériques des autres parametres sont les sui-
vantes : r = 4%, p=10%, 0 =20%, v =75% et T = 5;

Pour W0 = 100%, on trouve k = 142,03%, H = 1,42 et H = 0, 53,
Mypaw = 1,42 et M, = 0,73

Pour W0 = 122%, mémes valeurs de k, H, H, M0z €t Mpin
que pour la figure (Fig.7).

2.2.3. Expression de la mesure de perte "LEL” de la stratégie optimale.

Nous avons vu précédemment que la mesure du risque de sous-performance as-
sociée a la stratégie optimale du probleme "CRRA VaR” se ramenait au simple
calcul de la probabilité de sous-performance de 'actif H* en dessous d’un seuil
(correspondant implicitement au coiit d’acquisition d’une option binaire de couver-
ture).

Nous montrons maintenant un résultat intéressant en terme d’analyse du risque pris
par l'investisseur "CRRA LEL” : la valeur de I'expression de la mesure du risque
de sous-performance associée au critere ”CRRA LEL”, notée e(Hp, Wi, WO T),
correspond & la valeur d’une option Put de ”couverture” écrite sur le sous-jacent
H*.

Nous énongons ce résultat de fagcon détaillé dans la propriété qui suit :

PROPRIETE 7.

La mesure du risque de sous-performance pour le critére CRRA LEL notée,
e(Hp, Wi, WO T), correspond au coit d’acquisition d’une option ”Put” de couver-
ture contre la sous-performance de Uactif H* (a une constante multiplicative prés
ya) et s’identifie a la mesure de risque associée au ratio de “Sharpe Omega” du
portefeuille H* pour le niveau de richesse cible, W0.
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PREUVE DE LA PROPRIETE 7.

Par définition, on a e(Hp, Wi, WO, T) = E {(1/HT)(W0 — Wik, kz))1{w%(khk2)gwo}]

De lexpression de W2 donnée par la propriété (5), on en déduit que :
e(Hr, Wi, WO, T) = Woe " T=8) + C(yp Hy, WO, T) — E[(1/Hr)Wi(k1, k2)]
soit encore, e(Hp, W3, WO T) = P(yaH;, WO, T)

ot C(Zy, WO, T —t) (vesp. P(Z;, W°, T —t)) désigne la valeur, & la date ¢, du Call
européen (resp. Put européen) d’échéance T —t, de strike W0 sur le sous-jacent Z;,
et olt on a posé ya = 1/(k; — kg)lh et yp = 1/(/@1)1/7.

U

Ce résultat permet de simplifier I’énoncé de la propriété (6) de la fagon suivante :

CONSEQUENCE 4. Si Wi est la solution du probléme (P4)(A)avec A = k1 /(k1—
k2) 20 o0 kq et ko sont solutions du systeme d’équations suivantes :

E(W7(k1, k2)/Hr) =1
PyaHZ WO T)=couky =0

Alors W7 est aussi la solution du probléme (P5)(c) et réciproquement.

Autrement dit, en choisissant une valeur de A qui corresponde a une valeur de
'option Put égale a € (tel que P((A/k)Y/7 x HE,W° T) = ¢), le probleme (P4)(A)
s’analyse comme celui d’un investisseur CRRA avec une contrainte explicite de type
”Limited Expected Loss” (probleme (P5)(¢)).

On a représenté sur le graphique (Fig.9) la correspondance, pour « et W0 fixés,
et pour différentes valeurs de Wr, entre le niveau d’aversion a la perte,
LossAversion(C,W° Wr,v) = C x L(W°, Wr, ), et la valeur du parametre e.

On retrouve, pour une valeur de e suffisamment élevée (supérieure & 22% dans
Pexemple d’application numérique traité), le cas de la solution du probleme de
Merton sans contrainte qui correspond a A = 1.

D’autre part, on remarque que plus la valeur du parametre, € est basse, plus I’écart
du niveau d’aversion a la sous-performance obtenu pour deux valeurs de richesse
finales distinctes est élevé.

A titre complémentaire, on a représenté, sur la figure (Fig.10), en fonction du
niveau du parametre de risque maximum ¢, la valeur prise par chacun des deux
Vstrikes” (noté M,az €t M) correspondant aux deux bornes séparant les trois
intervalles de valeurs de I'actif risqué, M, pour lesquels la stratégie optimale exhibe

20. On peut supposer, sans perte de généralité, que B =1 et le probleme (P4)(A,B) ne dépend
plus du parameétre B.



56

LossAversion(C.WT.W°.Gamma)

10.0

1. ALLOCATION DYNAMIQUE AVEC AVERSION A LA SOUS-PERFORMANCE

Mesure d' aversion a la sous performance en fonction du
paramétre "Epsilon" pour différents niveaux de richesse avec
W°=100%, Gamma =75%

—=WT =0.95

—-—WT=08

- WT=05

Epsilon == E [ ( (We-WT)x 11 {W*>WT} ) / HT ]

FIGURE 9. LossAversion(C, W Wr,~) en fonction de ¢
WO = 100%, v = 75%, et Wp = 50%, 80% ou 95% .
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Valeurs des "Strikes" en fonction du parametre Epsilon
avec W’=100% et Gamma=75%

— Strike M Min

— Strike M Max

g g6 b
NN

Epsilon = E [ { (W-WT)x 11 {W°>WT} ) / HT ]
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FIGURE 10. Valeurs des "strikes” (Mq0 €t Minin) en fonction de
la probabilité de sous-performance («).
WO =100% et v = 75%.

En conclusion, le probleme avec contrainte de risque explicite " LEL” peut aussi
s’interpréter comme celui de l'investisseur averse a la perte qui cherche a4 maximiser
une fonction d’utilité continue prenant en compte un cout d’utilité supplémentaire

lié a Pamplitude de la sous-performance.

Réciproquement, on peut interpréter le choix du niveau d’aversion a la perte de

21. Comme nous ’avons évoqué ci-dessus, sous les hypotheéses du modele d’actifs de B & S, il
existe une correspondance biunivoque entre My, la valeur de I'actif risqué a la date t, et Hy celle
du portefeuille numéraire ou de croissance optimale ; en particulier, les valeurs seuils notées My, qz
et Mymin correspondent aux valeurs de Pactif risqué qui s’obtiennent de celles de H et H par cette

transformation.
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cet investisseur en terme financier en lui faisant correspondre le choix d’une mesure
de risque portant sur la valeur d’une option ”Put” de couverture associée au ratio
Sharpe Omega.

2.3. Conclusion de la section.

Dans cette section, nous avons revisité la littérature portant sur les problemes de
choix d’allocation dynamique de portefeuille avec contrainte de gestion du risque
et apporté les contributions suivantes :

Nous avons montré les deux résultats d’équivalence suivants :

Le probleme (P3) de l'investisseur ”CRRA Loss Averse”, avec une fonction d’uti-
lité CRRA généralisée qui pénalise de maniere uniforme la perte (forme de fonction
d’utilité discontinue), est équivalent au probleme (P2) de I'investisseur CRRA ayant
une contrainte de risque explicite de type ”Value at Risk” a son horizon d’investis-
sement.

Le probleme (P4) de l'investisseur ”CRRA Loss averse”, avec une fonction d’utilité
CRRA généralisée qui pénalise la perte en fonction du cott d’utilité engendré par
cette perte (forme de fonction d’utilité continue), est équivalent au probléme (P5)
de l'investisseur CRRA ayant une contrainte explicite de type ”Limited Expected
Loss” a son horizon d’investissement.

De plus, nous avons mis en lumiere le fait que l'expression de la contrainte de
perte de la stratégie optimale admet, selon la mesure de perte considérée, des pro-
priétés différentes :

(1) Cas de l'investisseur averse a la perte avec profil de gain discontinu :

Dans le cas du probleme (P2), le niveau de risque de perte de la stratégie
optimale, i.e. p(W3 < W?), s’identifie & la probabilité de perte du porte-
feuille de ”croissance optimale” en dessous d’un certain seuil noté H.

L’expression du seuil H est fonction des parametres de marché et du
niveau de probabilité de perte considéré; en revanche, il est indépendant
du niveau de richesse cible (i.e. parametre W0 de notre modele), et du
niveau d’aversion au risque de l'investisseur (i.e. parametre ).

La constante d’aversion & la perte du probleme (P3) et la valeur du seuil H
sont liés par une correspondance bi-univoque qui dépend des parametres
WO et ~.

(2) Cas de l'investisseur averse a la perte avec profil de gain continu :

Dans le cas du probleme (P5), le niveau de risque de perte de la stratégie
optimale, i.e e(W7}), s’identifie au cout d’acquisition d’une option ”Put”
de couverture contre la sous-performance relativement a la valeur cible
de richesse W©, du portefeuille sous-jacent de type "Merton”. Il s’agit de
la mesure de perte associée au ratio de Sharpe Omega de ce portefeuille
pour le niveau de richesse cible W0,
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Cette mesure de perte dépend de la valeur des parametres W0 et . De
plus, contrairement a l'investisseur avec contrainte explicite de type VaR
(i.e. probleme (P2)), la probabilité de sous-performance de la stratégie op-
timale de 'investisseur avec contrainte "LEL” (i.e probleme (P5)) dépend
implicitement de la valeur de la richesse cible, de la valeur du parametre
d’aversion au risque mais aussi du niveau d’espérance de perte considérée.

3. Investisseur ”loss averse” et neutre au risque

Nous nous intéresserons, dans cette section, aux mesures de risque ”downside risk”,
i.e. Probabilité de Perte, Espérance de Perte ou Semi-Variance, qui ont été pro-
posées dans la littérature en guise de mesures alternatives a la Variance.

Nous rappellerons les principales propriétés des stratégies solutions des probléemes
de maximisation de l'utilité espérée d’un agent loss averse neutre au risque; ces
problemes d’investissement traduisant un arbitrage entre espérance de gain et ” down-
side risk” (Moments Partiels Inférieurs d’ordre 0 & 2) ont été proposés par
[Berkelaar Kouwenberg, 2000].

Nous considérons ensuite les problemes similaires de maximisation de I'espérance
de la richesse finale sous contrainte explicite de ”downside risk” et montrons quelle
relation d’équivalence lie le choix de la valeur du parametre d’aversion a la perte
de I'agent correspondant au probléeme de [Berkelaar Kouwenberg, 2000] avec
celui du niveau de ”"downside risk” correspondant au probleme avec contrainte ex-
plicite.

3.1. Cadre général : le critere ”Moyenne / Downside Risk”.

[Berkelaar Kouwenberg, 2000] étudient le probléme de maximisation de I’espérance
d’utilité d’un agent averse a la perte cherchant & arbitrer entre espérance de per-
formance et risque de sous-performance.

Ces criteres qui consistent, pour un niveau d’espérance donnée, a pénaliser la partie
de la distribution des richesses en dessous de la cible, se fondent, d’une part, sur
des mesures de risque de perte assez populaires, les mesures ”downside risk” (telles
que la probabilité de perte, 1'espérance de perte, ou la semi-variance) et, d’autre
part, sur le choix d’une fonction d’utilité linéaire pour la mesure de I’aversion au
risque standard.

Le probleme d’investissement correspondant est le suivant :

PROBLEME 6.

(P6 { . Iélzz};{(P)E(WT) — Ax LPM(y,W° Wr)
T

S.a. E(WT/HT) =1
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avec LPM (v, W° Wr) = E { (Maa: (WO — Wr, O))’Y} qui désigne le moment par-
tiel inférieur (noté "LPM” pour ”Lower Partial Moment”),

avec v > 0, l'ordre du moment représentant attitude au risque de l’investisseur,
A, le coefficient d’aversion a la perte de Uinvestisseur et WO la cible de richesse a
atteindre.

Remarquons que le probléme (P6) peut se traduire en terme de maximisation de
Putilité espérée de I'investisseur ayant une fonction d’utilité intégrant dans son ex-
pression une fonction de perte (i.e. mesurant ’aversion a la perte) ; 'expression de
cette fonction d’utilité est la suivante :

(z) = r— AW —2) siz < WO
RS siz > WO

Nous avons représenté sur la figure (Fig.11) ci-dessous, les valeurs prises par cette
fonction d’utilité pour les trois différentes valeurs du parametre v considérées (i.e.
0,1 ou 2).

Fonction d'utilité Mean Downside Risk : A=2 - W°=1,22
30

20 /

1.0

00 // —=— Proba perte Gamma =0

-1.0 —— Espérance de Perte
/%/ Gamma=1

20 —+ Semi Variance Gamma=2

-3.0

u(wr)

N N
SISV AR PN IPNEPN N I IOEN SNCEIN NN EORCIC

Wt

FIGURE 11. Fonctions d’utilité ”Moyenne / Downside Risk”.
A=2 WY=122%,v=0,y=1ou~vy=2.

Comme lillustre la figure (Fig.11), selon le choix du parametre v, la sensibilité
au risque de l'investisseur est tres différente :

— Pour les deux plus faibles valeurs de v (v = 0, v = 1), 'investisseur est tres
sensible a de faibles déviations en dessous de la richesse cible, tandis que
pour v = 2, l'investisseur sera d’avantage préoccupé par les variations plus
larges (prise en compte de 'amplitude de la sous-performance).
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— En dessous du seuil de richesse cible WY, I'investisseur sera risque-neutre
pour v = 0, v = 1 (fonction d’utilité linéaire), ce qui implique un compor-
tement ”joueur” pour l'investisseur (c’est l'effet ”Casino” déja décrit pour
la stratégie ?CRRA VaR”) qui est prét, en cas de sous-performance in-
termédiaire, a prendre plus de risque, dans l’espoir de pouvoir minimiser
sa perte. Au contraire il sera risque averse pour v = 2 mais avec une aversion
relative au risque croissante, ce qui génere encore une exposition en actif
risqué d’autant plus importante que la sous-performance 1’est.

— au-dessus de la richesse cible, la fonction d’utilité est linéaire quelque soit le
choix du parametre v, ce qui implique que I'investisseur est neutre au risque.

La forme définitive du probleéme considéré par [Berkelaar Kouwenberg, 2000]
est la suivante 22 :

PROBLEME 7.

max E(v(Wr))
(P7) Wre L?(P)
s.a. E(WT/HT) 21; WT Z 0

ot la fonction d’utilité a maximiser est la suivante :
r—AWY —z)Y siz < WO
v(x)=¢ = siWl <z <W
w st >W
Awvec v le parametre d’aversion représentant l'attitude au risque de perte de l'inves-

tisseur, A son coefficient d’aversion d la perte, WO la cible de richesse & atteindre
et W le niveau de richesse mazimale (i.e. seuil de ”satiété” de l’investisseur).

3.2. Probabilité ou espérance de sous-performance comme mesure
de risque.

[Berkelaar Kouwenberg, 2000] obtiennent le résultat suivant (avec les mémes
notations que précédemment) :

PROPRIETE 8. Avec < v <1, la richesse terminale optimale du probléeme (P7)
est donnée par l’expression suivante,
W st Hpr > H
Wi=< W° siH<Hr<H
0 stHpr < H

oo H=k et H=k/(1+AWO)1) Avec k > 0 vérifiant Uéquation de budget
sutvante : E(W7 /Hr) =1

22. [Berkelaar Kouwenberg, 2000] proposent cette forme modifiée de fonction d’utilité
bornée pour palier au probléeme de la linéarité au-dessus de la richesse cible (qui rend le probléme
d’optimisation non borné); Cette valeur de richesse seuil, W, s'interpréte comme un niveau de
satiété au-dessus de laquelle, si atteinte, I’intégralité de la richesse de ’agent est investi dans Pactif
non risqué. L’ajout d’une contrainte supplémentaire de non négativité sur la richesse finale dans
le probléme de maximisation permet d’éviter des niveaux de richesse négative.
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Ce résultat implique que la stratégie peut s’interpréter comme un investissement
sur deux options call binaires de strike différents : la premiere, de strike H, payant
(W — W9 ou 0 et la seconde, de strike H, et payant W° ou 0.

Nous donnons ci-dessous ’expression de la valeur intermédiaire de la stratégie dy-
namique obtenue dans le cas du modele a deux actifs de B&S :

CONSEQUENCE 5. La valeur a la date, t, de la stratégie dynamique atteignant
la solution optimale du probléme (P7), notée Wi, est donnée par la formule :

Wt* = WOBC(Ht;ﬂv T— t)+(W - WO)BC(Hth T— t)

avec les mémes notations que précédemment et o B.(Hy, X, T—t) désigne la valeur,
a la date t, de loption call binaire, d’échéance T-t, de strike X, sur le sous-jacent
H;.

Nous plagant a nouveau dans le cadre restrictif du modele de B&S, nous avons
représenté sur la figure (Fig.12) ci-dessous, le "pay-off’ 23, des stratégies "mean
downside risk” (dans la suite notées "MD”) pour v =0 et v = 1.

Stratégies optimales "Mean Downside Averse" Proba de perte &
Espérance de perte avec A = 2

—— MD Proba Perte

12 /
Gamma=0

wr*

1.0 ,
08

[ - MD Esp Perte Gammas=1
04 []

06 ,
|
|

02

0.0 +rrrr T T T
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FIGURE 12. Stratégies optimales "Moyenne / Downside Risk” -
Probabilité et Espérance de Perte - A =2, W0 = 122%.

Les valeurs numériques des autres parametres sont les suivantes :
r=4%, u = 10%, o0 = 20% et T = 5.

23. On désigne par ”pay-off”’, la courbe de valeur de la richesse terminale exprimée en fonction
du niveau de Pactif risqué, noté M.
Comme nous l'avons évoqué ci-dessus, sous I'hypothése du modele d’actifs de B & S, il existe
une correspondance biunivoque entre My, la valeur de Dactif risqué & la date t, et H¢ celle du
portefeuille numéraire ou de croissance optimale, ce qui nous permet de tracer cette courbe.
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On observe que la richesse optimale exhibe un double profil ”binaire” :

— En dessous du niveau de richesse cible, la richesse optimale tombe de fagon
discontinue & un niveau de richesse nulle.

— Le passage entre la zone de sur-performance (niveau de satiété) et le niveau
intermédiaire (richesse cible) se fait également de maniere discontinue.
3.3. Choix de la ”Downside Variance” comme mesure de risque.

Dans le cas de la semi-variance, [Berkelaar Kouwenberg, 2000] obtiennent le
résultat suivant

PROPRIETE 9. Awec v > 1, la richesse terminale optimale du probléme (P7)
est donnée par l’expression suivante :

W st Hp > H
. CAVG-D) _
Wi = Wof(k/ﬁiﬂ;l) siH < Hp < H
0 siHr < H

oo H=k et H=Fk/(1+ Ay(W°)7™) Avec k > 0 vérifiant I’équation de budget
sutvante : E(W3/Hr) =1

On en déduit que, pour v = 2, la stratégie dynamique optimale, notée ”Moyenne
/ Semi-Variance”, se décompose comme la somme de trois positions optionnelles
élémentaires : une position longue sur une option Put de strike I = 1/H =
(2AWY41)/k, une position courte sur une option Put de strike I = 1/ﬁ et enfin une
position longue sur une option put binaire de strike I = 1/H, les trois options étant
écrites sur le méme sous-jacent, le portefeuille atteignant la richesse terminale I 24,

L’expression de la richesse intermédiaire dans le cas du modele a deux actifs de
B&S en découle :

CONSEQUENCE 6. La valeur a la date, t, de la solution optimale "MD” avec
v =2,W}, est donnée par la formule suivante :

Wi =W —-WB(I,I,T —t) + ak{P(I;,I,T —t) — P(I;, [, T —t)}

Avec P(Iy, X, T — t)(resp. B(Iy, X, T —t)) qui désigne la valeur du put européen
(resp. de loption put binaire) de strike X, d’échéance T-t, sur le sous-jacent I et
ot on a posé a = 1/2A

24. 1l s’agit du portefeuille solution du probléeme dynamique de minimisation de la norme de la
richesse terminale ; dans le cadre du modele B&S a deux actifs considérés, ce portefeuille corres-
pond & une stratégie dynamique investissant un poids constant de la richesse dans ’actif risqué,
noté ¢ qui est donné par la formule suivante : 1 = —h = —% = —%. De plus le processus de prix
du portefeuille, noté I+ est un mouvement brownien géométrique dont I’expression est la suivante :
dli /Iy = (r—X2) dt— X dZ;, ou encore, de fagon équivalente I; = Igexp {(r — %)\2) t— AZ} avec
Iy = e(kz—Qr)T_
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Dans le cadre des hypotheses restrictives du modele de B&S, nous avons représenté
sur la figure (Fig.13) ci-dessous, le ”pay-off” de la stratégie ”Moyenne / Semi-
Variance” (stratégie "MD” avec v = 2, notée "MSV” dans la suite de la these) et
a titre comparatif celui de la stratégie ”Moyenne / Variance” ("MV”) standard.

On observe que la richesse terminale optimale n’exhibe pas de discontinuité au
niveau du seuil de la valeur de 'actif risqué marquant le passage entre la zone in-
termédiaire de richesse et la zone basse (égale & 0); il n’y a donc pas d’effet casino
(”gambling effect” ) entre I’état intermédiaire et I’état de sous-performance (richesse
nulle) contrairement au cas v < 1.

Stratégies optimales Mean Downside Averse - Semi Variance
avec A=2, Wmax=1,66 et W°=1,22
et Mean Variance avec A=0,25 (a = 2)
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FIGURE 13. Stratégie optimale "Moyenne / Semi-Variance” &
"Moyenne / Variance”

Semi-Variance : A = 2, W° = 122% - Variance : A = 0, 25.

Les valeurs numériques des autres parametres sont les suivantes :
r=4%, u =10%, 0 =20% et T = 5.

Ce qui peut s’interpréter de la maniere suivante : 'investisseur est plus préoccupé
d’éviter les niveaux de richesses finales tres faibles ou nulles que d’atteindre ou non
la richesse cible (contrairement au cas précédent, sa richesse terminale est inférieure
a la cible dans la zone de intermédiaire).

Cependant, on observe toujours une discontinuité au niveau du passage entre ’état
de richesse haute et I’état de richesse intermédiaire du fait de la risque-neutralité
de l'investisseur au-dessus de la richesse cible.
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3.4. Expression du degré d’aversion en fonction du risque de perte
toléré.

Nous considérons ici le probleme avec contrainte explicite de ”downside risk” sui-
vant :

PROBLEME 8.
max E(Wr)
(P8)

Wre L2(P) _
s.a. E(Wr/Hp)=1; LPM(y,Wo,Wz)<e; 0<Wr <W

PROPRIETE 10. La richesse terminale optimale du probléme (P8) est donnée
par l’expression suivante,

(1) Pour <~ <1,
W SiHT>F
Wi=<¢ W siH<Hr<H
0 st Hp < H

ot H =k et H tel que P(Hp < H) = (Wg)v Avec k1 > 0 vérifiant

léquation de budget suivante : E(W3/Hr) =1
(2) Pour~y>1,
W st Hp > H
* k /H 1 1/(“/*1) . __
Wr = WO—(%) si H< Hr < H
0 st Hp < H

ot H =k et H=ki/(1+ kay(WO™Y) et avec (kyi, ko) vérifiant le
systéme d’équations suivant :

E(W;(ky, ko) /Hy) = 1
{ [/]3]\4(’}/7 WO, th(k’l, k‘g)) =&

Nous en déduisons les résultats d’équivalence suivants :

CONSEQUENCE 7.

(1) Pour <~ <1, si W7 est la solution du probléme (P7)(A) avec A vérifiant,

A= (% —1) x (WOt

ot k est tel que E(W;/Hr) =1 et ou P(Hpr < H) = oy

alors W est aussi la solution du probléme (P8)(e) et réciproquement.
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(2) Pour~y > 1, si W5 est la solution du probléme (P7)(A) avec
k=k et A=ky

ot k1 et ko sont solutions du systeme d’équations suivantes :

{ EW3(ki,ke)/Hr) =1
LPM(%WOaW;“(klakQ)) =€

alors W est aussi la solution du probléme (P8)(e) et réciproquement.

3.5. Conclusion de la section.

Malgré leur intérét pratique et leur grande simplicité, les criteres de type " Moyenne
/ Downside Risk” paraissent induire un certain nombre de comportements non sou-
haitables de la part de I'investisseur.

Il apparait ainsi nécessaire de proposer des criteres alternatifs qui puissent répondre
aux difficultés majeures qu’induisent les critéres examinés dans cette partie et no-
tamment :

— La neutralité au risque au-dessus du seuil de richesse cible.

— -La discontinuité des ”pay-offs” impliquant un comportement joueur de I’in-
vestisseur (”effet casino”).






CHAPITRE 2

Critere moyenne - variance - downside risk

Si le critére du probléme d’optimisation ”Moyenne / Variance” ("MV” dans
la suite) est tres utilisé en pratique par les praticiens de la gestion (bien plus par
exemple que 'approche du critere de maximisation de ’espérance d’utilité de I’in-
vestisseur avec une préférence CRRA), il est cependant bien connu que la mesure
de risque qu’il utilise, la variance, présente un certain nombre d’inconvénients !.

Dans ce chapitre, le défaut qu'il s’agira de palier est son caractére symétrique 2
qui le rend inadapté a la prise en compte d’une forme de préférence asymétrique
telle que 'aversion a la sous-performance.

Ainsi nous souhaitons généraliser ’approche du critére ”Moyenne /Variance” ("MV”
dans la suite) dans un cadre de choix d’allocation dynamique de portefeuille (voir
par exemple [Bajeux-Besnainou Portait, 1998] pour 'analyse de ce probléme
sans contrainte d’aversion et [Nguyen Portait, 2002] pour ’analyse de ce méme
probléeme avec une contrainte supplémentaire de non négativité sur la richesse ter-
minale).

Nous proposons pour cela d’étudier un probleme d’optimisation plus général répondant
a une pré-occupation de controle du risque de sous-performance : il s’agit du
probleme ”Moyenne-Variance / Downside Risk” pour lequel nous exposons les prin-
cipales propriétés des stratégies optimales correspondantes.

Nous résoudrons le probleme d’investissement dynamique de ’asset manager qui
cherche & maximiser 'utilité espérée de sa richesse finale pour un choix particu-
lier de fonction d’utilité appartenant a la classe HARA ”loss averse” introduite
dans le chapitre précédent. Il s’agit d’une fonction d’utilité qui généralise la forme
standard de fonction d’utilité quadratique a la prise en compte de 'aversion a la

sous-performance 3.

A ce titre, nous considérons implicitement deux mesures de perte introduites dans
le chapitre précédent :

— La probabilité de perte (niveau de VaR) pour lagent averse & la perte
cherchant & maximiser une fonction d’utilité quadratique dont I'expression
comprend une fonction de perte constante. Ce probleme sera traité dans la
premiere section.

— L’espérance de perte (niveau de LEL (”Limited Expected Loss”) similaire
& la notion de CVaR) pour l'agent averse a la perte cherchant & maximiser

1. En particulier il s’agit d’une mesure de risque incohérente.

2. Les gains extrémes sont pénalisés autant que les pertes de méme amplitude.

3. Cette fonction d’utilité ”quadratique loss averse” comprend une fonction de perte qui
pénalise la sous-performance par rapport au niveau de richesse cible.

67
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une forme de fonction d’utilité quadratique généralisée qui pénalise le cott
d’utilité de la sous-performance. Ce probleme sera analysé dans la seconde
section.

1. Stratégie optimale avec contrainte VaR

Nous considérons dans cette section un investisseur qui cherche & allouer son porte-
feuille en se fondant sur une approche "MV” dynamique : arbitrage entre espérance
de rendement et niveau de risque a ’horizon d’investissement avec rebalancements
intermédiaires possibles.

De plus, on suppose qu’il doit tenir compte d’'une contrainte supplémentaire de
type VaR imposée, par exemple, par I'investisseur final ou le "risk manager”.

Ce qui peut s’écrire en terme de maximisation de 1'utilité espérée de la richesse
finale, pour un choix de fonction d’utilité quadratique, de la fagon suivante :

PROBLEME 9.
E(u(W-
WTI»?%%{(P) (u(Wr))
(P99 s.a. E(Wr/Hr)=1; PWr>W% >1—a avec 0 < a < 1 fixé;
Wr>W

avec u(.) la fonction d’utilité quadratique donnée par la formule :
u(z) =z — (1/2a) 2% et avec W° < a (sinon la contrainte de sur-performance n’est
pas pertinente)

Comme pour les problemes d’optimisation ” moyenne-downside risk” étudiés dans la
derniere section du chapitre précédent, nous imposons une contrainte supplémentaire
de non négativité sur la richesse terminale (car l'utilité marginale de la fonction
d’utilité quadratique n’est pas infinie en ’0”).

Plus précisément, et pour refléter I’éventuelle aversion supplémentaire de I'inves-
tisseur & la sous-performance, nous considérons une contrainte de richesse finale
minimale de la forme Wy > W avec 0 < W < W0O.

Ce qui implique, par AOA, que la richesse intermédiaire de l'investisseur ne peut
étre inférieure a la valeur présente de ce seuil de richesse :

Wy > W x ZC(t,T) > 0 ou ZC(t,T) désigne la valeur, a la date ¢, de I'obliga-
tion ” Zéro-Coupon” d’échéance T 4.

Pour une valeur du coefficient d’aversion & la sous-performance, B > 0, & définir
le probleme est équivalent au probleme suivant :

4. lavaleur, & la date t, de ’obligation ” Zéro-Coupon” d’échéance T est donnée par ZC(t,T) =

1
£ ()
5. voir la propriété 11 d’équivalence dans la sous-section 1.2 qui suit, intitulée ”Choix du
niveau d’aversion a la sous-performance”.
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PROBLEME 10.
max E(u LL{] — BP LL{( < LL 0
(PlO) Wre L2(P) ( ( )) ( )

s.a. E(Wrp/Hp)=1;Wpr>W

Ce probleme d’investissement est donc celui de l'investisseur averse a la sous-
performance qui cherche & maximiser 1'utilité espérée de sa richesse finale pour
une forme de fonction d’utilité quadratique généralisée qui exhibe une discontinuité
au voisinage du seuil de richesse cible et dont I'expression est la suivante :

Il parait utile de mentionner les cas limites suivants :

— Pour a — 400 (pas d’aversion au risque), le probléme se raméne au probléme
”Moyenne / Downside Risk” (noté "MD” dans la suite) avec v = 0 présenté
dans la derniere section du précédent chapitre .

— Pour B — 0 (pas d’aversion a la sous-performance), le probleme s’identifie
au probleme "MV” avec contrainte explicite de protection de niveau W (noté
"MV PI”dans la suite de la section).

1.1. Expression de la richesse finale optimale.

THEOREME 2. La richesse terminale optimale du probléme (P10) est donnée
par l’expression suivante,

(1) Si W° > W + v2aB,
a(].*k‘/HT) SiHT>F

W wo siH< Hr <H
=) a(1-k/Hr) siHw < Hr <H
W SiHTSHm

(2) SiW° < W +V2aB

a(l1—k/Hy) siHp >H
Wq*w: wo SiHE<HT§F
w SiHT § HE

avec k vérifiant 'équation de budget suivante : E(W}/Hp) =1,
awvec H=k/(1-W%/a), H=k/(1 - (W°—+2aB)/a),” Hw = k/(1 — W/a) et
ou H>H.

6. i1  s’agit du  probleme  ”Moyenne / Downside  Risk” proposé  par
[Berkelaar Kouwenberg, 2000] pour un choix de mesure de perte correspondant a
la probabilité de sous-performance par rapport au niveau cible, i.e. v = 0. A noter que
[Berkelaar Kouwenberg, 2000], afin de palier a la neutralité au risque de l'investisseur en
cas de sur-performance, prennent en compte une contrainte technique supplémentaire de richesse
maximum ou seuil de satiété, i.e. ”Wp < W”.

7. H est solution de

u(l(k/H))~(k/H)I(k/H)~u(W)+(k/H)W° = B & (a/2) (1=k/H)*+W°(k/H) = W°—(W°/2a)+B

ou I :z — I(x) = a(l — x) désigne la fonction inverse de ', la fonction dérivée premicre de la
fonction d’utilité quadratique w.
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Nous pouvons faire les remarques suivantes sur le profil de gain final de la stratégie
optimale du probleme MV avec contrainte VaR (désignée dans la suite stratégie
"MV VaR”) :

(1) Pour a, B, W fixés, Si W% > W + +/2aB, (i.e le niveau de richesse cible
est suffisamment éloigné du niveau de la contrainte d’assurance de por-
tefeuille), on a H > Hy. Sinon, on a H < Hw et la stratégie optimale
prend la forme d’une stratégie d’assurance de portefeuille a deux niveaux
de protection donnée par la seconde expression du théoreme (2).

(2) Pour a, WO W fixés, la contrainte W° > W + +/2aB implique que
B < Buax avec Bpax = A x (W? —W)? ot A = 1/2a représente le niveau
d’aversion au risque et By.x le seuil d’aversion a la perte au-dela duquel
I’asset manager n’est plus en mesure de prendre de risque supplémentaire
de perte dans les états intermédiaires de marché®. L’expression de ce seuil
d’aversion implique que sa valeur est une fonction croissante du niveau
d’aversion au risque et de I’écart entre la richesse cible W0 et la richesse
minimale W.

(3) Le cas limite W9 = W ++/2aB implique Hy = H et correspond au niveau
d’aversion limite (i.e. B = Biax) au-dela duquel la stratégie ”MV VaR”est
indépendante du parametre d’aversion B et s’identifie & une stratégie d’as-
surance de portefeuille & deux niveaux de protection? :

— Un premier état intermédiaire ou la richesse finale est maintenue
égale au niveau de performance cible, W°.

— Un deuxiéme état ou la richesse finale est égale au niveau de ri-
chesse minimale W.

(4) On retrouve le cas limite B = 0 pour W% = W (puisque dans ce cas
Brax = Ax (WY —W)% =0); de plus, on a aussi H = H et la stratégie
optimale s’identifie & la stratégie "MV PI” a un seul état de protection
sans aversion a la perte par rapport a la cible WV,

8. Ce qui peut s’interpréter de la maniére suivante : pour B > Bmax, le niveau de perte tolérée
(imposée par exemple par le risk manager) est si faible qu’il contraint ’asset manager a suivre
une stratégie d’assurance de portefeuille, en maintenant la richesse finale au-dessus de la richesse
cible, W9, dans une zone de valeurs médianes du portefeuille sous-jacent H (Hy < Hr < H)

9. il est facile de montrer que cette stratégie peut s’interpréter comme la combinaison des
stratégies élémentaires suivantes :

— Une stratégie d’investissement s’identifiant & la solution du probleme "MV” dynamique
sans aucune contrainte de risque ni de protection (a la valeur de la constante k pres),
— Un premiere niveau de couverture comprenant une option put de strike W écrite sur ce
méme portefeuille,
— Un deuxieme niveau de couverture constitué d’une option call spread binaire payant
WY — W entre les strikes W et W9 et écrite sur le méme sous-jacent.
On notera la similitude de ce ”pay-off” avec celui de la stratégie ”MD” d’ordre 0 & 1 étudiée dans
la section précédente.
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On en déduit du théoréme (2) que la stratégie optimale peut étre décomposée en
stratégies élémentaires, résultat qui peut s’énoncer de la maniere suivante :

CONSEQUENCE 8. La stratégie dynamique atteignant la richesse terminale so-
lution du probléme (P10) et dont lexpression est donnée dans le théoréme(2) est
la combinaison des positions élémentaires suivantes :

(1) Si W° > W + v2aB,

— Une stratégie d’assurance de portefeuille consistant a détenir d’une
part un portefeuille s’identifiant (a la valeur de la constante k prés)
a la solution du probléme moyenne variance dynamique sans contraintes
et, d’autre part, une position acheteuse d’une option Put de strike
WO écrite sur le méme portefeuille.

— Une stratégie "vendeuse de couverture” sur le méme portefeuille
sous-jacent et comprenant une position vendeuse d’une option Put
de strike WO — \/2aB et une position vendeuse d’une option Put
binaire de méme strike et payant \/2aB.

— Une stratégie ”acheteuse de couverture” constituée d’une position
acheteuse d’une option Put de strike W sur le méme portefeuille
sous-jacent.

(2) Si W° < W +V2aB,

— Une stratégie d’assurance de portefeuille consistant a détenir d’une
part un portefeuille s’identifiant (a la valeur de la constante k prés)
a la solution du probléme moyenne variance dynamique sans contraintes
et, d’autre part, une position acheteuse d’une option Put de strike
WO écrite sur ce méme portefeuille.

— Une stratégie "vendeuse de couverture” comprenant une position
vendeuse d’une option Put binaire de strike W et payant WO — W
écrite sur le méme portefeuille sous-jacent.

Dans la suite de cette section , afin d’analyser les propriétés de la stratégie
optimale, nous allons nous placer dans le cadre restreint du modele a deux actifs
de [Black Scholes, 1973] (dans la suite B&S).

On rappelle que dans ce cadre, on fait ’hypothese de 'existence d’une seule source
de risque (i.e. le nombre d’actifs est de deux); de plus, on suppose que tous les pa-
rametres servant a décrire la dynamique du prix des deux actifs financiers (un actif
sans rique et un actif risqué) sont constants. L’univers d’investissement se compose
donc des deux actifs suivants :

— Un actif dit sans risque (" A.S.R.”) représentant actif monétaire et dont la
valeur & la date t est notée S ; cet actif a un rendement instantané donné
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par
dsY/Sp = rdt

ou r désigne le taux monétaire constant.

— Un actif dit risqué ("A.R”) représentant le portefeuille de marché ou tout
autre actif action dont la dynamique de prix est décrite par un mouvement
brownien géométrique; son rendement instantané s’écrit

dM,/M, = pdt + 0dZ, = (r + 7)dt + odZ,

ol le parametre u représente son rendement moyen instantané (égal au taux
court plus une prime de risque ”action” notée m = p — r) et o désigne sa
volatilité constante.

On remarquera que dans le cadre du modele de B&S, nous avons les propriétés
suivantes :

(1) Expression du portefeuille "numéraire”, noté (H, h), atteignant la richesse
finale Hyp :

-le portefeuille "numéraire” s’identifie & une stratégie dynamique inves-
tissant un poids constant dans 'actif risqué, noté h, qui est donné par
I'expression suivante : h = 7/0? = \/o .

-sa dynamique de prix est décrite par un mouvement brownien géométrique
dont ’expression est la suivante :

dH;/H; = (r 4+ \2)dt + \dZ;

ou de facon équivalente, H; = exp {(7“ + %)\Q)t + A Zt}.

(2) Expression du portefeuille ”de norme minimum” 1°

la richesse finale 1/Hp :

, noté (1, i), atteignant

-le portefeuille ”de norme minimum” correspond a une stratégie dyna-
mique investissant un poids constant de la richesse dans 'actif risqué,
noté i, qui est donné par la formule suivante :

o2 — o
-la valeur de ce portefeuille, noté I, suit un mouvement brownien géométrique
dont ’expression est la suivante :
dIt/It = (’I" — )\Q)dt — )\dZt,
ou encore, de facon équivalente, I; = Iyexp {(r - %)\2) t— )\Zt}

2
avec Iy = e —20T

(3) Expression de la relation de correspondance entre la valeur des deux por-
tefeuilles, H; et Iy, et celle de 'actif risqué notée M; :

Il existe une relation biunivoque entre la valeur du portefeuille numéraire,
H,;, et celle de 'actif risqué, M, ou encore, entre celle du portefeuille de

10. 11 s’agit du portefeuille solution du probleme dynamique de minimisation de la norme de
la richesse terminale.
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”Norme Minimum”, I; et M;. Ces relations sont données par les expres-
sions suivantes :

Hy = U(t)(My) avec W(t) = er=ME=5=2)t — o(1=m(+30)t — (=) (r+15)t,

et I, = D(t)(M,)? avec T(t) = Ioel =D +30) ¢ = [re(-0r+5) ¢,

Cette derniere propriété nous permettra d’exprimer la valeur du portefeuille opti-
mal en exces de celle du benchmark, notée Y,*, en fonction de M; ; résultat qui nous
sera utile dans la suite de cette section pour ’analyse des propriétés de la stratégie
optimale.

Enfin, notons que dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons pour toutes les
applications numériques, et sauf si cela est précisé autrement, les valeurs suivantes
des parametres : 7 = 4%, p = 10%, 0 = 20% et T = 5.

1.2. Choix du niveau d’aversion a la sous-performance.

L’équivalence entre les deux formulations du probléme (avec contrainte explicite de
VaR ot avec fonction d’utilité prenant en compte 1’aversion & la perte) est donnée
par la propriété suivante :

PROPRIETE 11. Si Wi est la solution du probléme (P10)(B) avec B vérifiant
B=Ax(W°%—a(1—k/H))? ouk est tel que E(W}/Hr)=1¢et ot P(Hr < H) =«
alors W est aussi la solution du probléeme (P9)(a) et réciproquement.

En nous placant dans le cadre du modele a deux actifs de B&S, nous pouvons en
déduire I'expression de H en fonction du niveau de probabilité de perte maximum,
Q.

Cette expression qui est indépendante du choix de la fonction d’utilité est la méme
que celle trouvée dans la section précédente ot nous avions analysé la stratégie
dynamique "CRRA VaR” L.

En revanche, la fonction, dont 'expression est donnée dans la propriété (11) et
qui donne la correspondance entre les deux paramétrisations B et a, n’est plus la
méme que dans le cas de la fonction d’utilité CRRA.

A titre d’illustration, nous avons représenté sur les figures ci-dessous la corres-
pondance de valeurs entre B et o pour a = 1,5 (fig.1) et a = 4 (fig. 2).

En comparant les deux figures ci-dessous, on observe l'effet escompté : la hausse
de la valeur du parametre de tolérance au risque, a (passant de 1,5 a 4) implique
une baisse du seuil du parametre d’aversion a la perte, Buax (qui passe de 49,7% &
18%) ou de maniere équivalente une hausse du niveau correspondant de probabilité
de perte tolérée (qui passe de 0,4% & 14,5%).

11. solution du probléme de maximisation de ’espérance d’utilité d’un investisseur CRRA ayant
une contrainte de VaR identique
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Niveau du coefficiant "B" d' aversion a la sous performance en
fonction du niveau de probabilité de sous performance maximum
(W°=122%, Wmin=0%, a=1,5)
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FIGURE 1. Niveau du coefficient d’aversion a la sous-performance,
”B”, en fonction du niveau de probabilité de sous-performance
maximum noté o = P(Wr < W0)

a=1,5W°=122%, W = 0%

Niveau du coefficiant "B" d' aversion a la sous performance en
fonction du niveau de probabilité de sous performance maximum
(W°=122%, Wmin=0%, a=4)
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FIGURE 2. Niveau du coefficient d’aversion a la sous-performance,
”"B”, en fonction du niveau de probabilité de sous-performance
maximum noté a = P(Wr < W0°)

a=4, WO =122%, W = 0%

Nous avons représenté sur les figures suivantes, pour a = 1,5 (Fig.3) et pour
a = 4 (Fig.4), les valeurs des "strikes” (Mqaz, Mvar et My, , ) correspondant

m

aux trois bornes séparant les quatre intervalles de valeurs de I'actif risqué, M, pour
lesquels la stratégie optimale exhibe un ”pay-off” différent 12, en fonction du niveau
de sous-performance maximum, c.

12. Comme nous 'avons évoqué ci-dessus, sous les hypothéses du modele d’actifs de B & S,
il existe une correspondance biunivoque entre My, la valeur de Dactif risqué & la date t, et He
celle du portefeuille numéraire ou de croissance optimale ; en particulier, les valeurs seuils notées
Mmaz, Myor et My correspondent aux valeurs de ’actif risqué qui s’obtiennent de celles de

min

H, H et Hy par cette transformation.
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Nous observons les deux cas limites déja mentionnés :

— La stratégie "MV VaR” s’identifie a la stratégie MV sans contrainte d’aver-
sion ("MV PI”) pour un niveau de probabilité de perte supérieur & un certain
seuil. Dans notre exemple d’application numérique, pour a = 1,5 (Fig.3), ce
seuil est égal & 15,8% et pour a = 4 (Fig.4), il prend la valeur 26,4%. Ce
seuil de probabilité de perte correspond implicitement au choix d’une valeur
nulle pour le parametre d’aversion, noté B. Ainsi, on observe que les courbes
de valeurs des deux 7strikes”, M,,q. et Myqgr, se rejoignent a ce seuil de
probabilité de perte (i.e la zone intermédiaire de protection disparait).

— A Popposé, pour les valeurs de « inférieures & un seuil minimum (correspon-
dant & une valeur du parametre d’aversion égale & Bpax ), la stratégie "MV
VaR” s’identifie & la stratégie ”"MV PI” & deux états de richesses fixes (W0 et
W) ; on observe que pour cette valeur du parametre «, les courbes des deux
plus petits strikes, My,r et Myw,,,,, se rejoignent.

in?

"Strikes" des différentes zones
en fonction de la Proba de sous performance (W°=122%, a=1,5)
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FIGURE 3. Valeurs des "strikes” (M2, Myvar et My,
tion de la probabilité de sous-performance («)
WO =122% et a = 1,5.

.. ) en fonc-
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"Strikes" des différentes zones
en fonction de la Proba de sous performance (W°=122%, a=4)
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FIGURE 4. Valeurs des "strikes” (Myar et Myor et My,
fonction de la probabilité de sous-performance («)
WO =122% et a = 4.

i) en

1.3. Analyse comparative du ”pay-off’ de la stratégie optimale.

Dans la suite, on s’intéresse au cas de la solution pour lequel on a W% > W ++/2aB.

Nous souhaitons comparer le profil de richesse finale de la stratégie "MV VaR”
a celui de différentes stratégies déja considérées précédemment.

(1) Comparaison avec la stratégie optimale du probleme MV avec contrainte
de protection (stratégie "MV PI”) et avec celle du probleme MV sans
contrainte (désignée dans la suite stratégic "MV”).

Sur la figure (Fig.5), nous observons les deux points suivants :

— Dans les états de richesse intermédiaire a élevée (au-dessus du seuil
de richesse cible), la stratégie MV VaR s’identifie & une stratégie
d’assurance de portefeuille. La valeur de sa performance finale est
comprise entre celle de la stratégie MV PI (& un seul niveau de pro-
tection W0 et correspondant au maximum d’aversion a la perte) et
celle de la stratégie MV sans assurance de portefeuille (minimum
d’aversion a la sous-performance).

— Dans la zone de sous-performance, la courbe de la stratégie MV VaR
est en dessous de celle de la stratégie MV sans aucune contrainte de
risque (effet ”Casino” déja mentionné dans le chapitre précédent).

(2) Comparaison avec la stratégie optimale du probleme Moyenne / Semi-
Variance ("Mean Downside Variance”), notée "MSV?”.

A premiere vue, les "pay-offs” de ces deux stratégies ont certaines si-
militudes comme le montre la figure (Fig.6) ci-dessous; en effet si 'on
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Stratégies optimales MV, MV OBPI, MV VaR (a=1,5, W°=100%)
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FIGURE 5. stratégies optimales MV, MVPI, MV VaR (a = 1,5,
WO =100%, W = 0%).

exclut la zone de sur-performance de la stratégie MV VaR, les trois autres
états de richesse de cette stratégie (état intermédiaire, bas et de richesse
nulle) sont similaires aux trois états de la stratégie ?"MSV” (état de sur-
performance, intermédiaire et de richesse nulle).

Cependant en examinant les deux ”pay-offs”, état par état de richesse
équivalente, nous en déduisons que les deux stratégies exhibent des pro-
priétés assez différentes :

— La fonction d’utilité de la stratégie MV VaR n’étant pas linéaire au-
dessus du seuil de richesse cible, il n’y a pas de discontinuité entre
I’état intermédiaire et 1’état de sur-performance; au contraire, la
stratégie MSV admet un saut entre ces deux niveaux.

— La forme de la richesse de la stratégie MV VaR correspondant a
I’état de sur-performance est similaire & celle de la stratégie MV 13,
alors que celle de la stratégie MSV correspond & une fonction constante
égale au niveau de satiété.

— La valeur de la stratégie MV VaR dans I’état intermédiaire de ri-
chesse est constante et égale & la richesse cible (la couverture contre
la sous-performance est donc totale). A Popposé, dans un intervalle
de valeurs médianes du sous-jacent, la valeur finale de la stratégie
MSV est inférieure a la richesse cible (couverture partielle).

Ces trois points semblent plaider en faveur du profil de la stratégie MV
VaR. Cependant, celle-ci a le grand inconvénient d’exhiber une disconti-
nuité dans son ”pay-off” au niveau du seuil de richesse cible, ce qui n’est
pas le cas pour la stratégie MSV.

13. la stratégie "MV” admet un profil concave avec une borne de richesse maximale égale au
parametre de tolérance au risque, a , qui s’interprete comme le niveau implicite de satiété de
I'investisseur
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En effet, la stratégie MSV prend en compte, grace a 'utilisation de la semi-
variance comme mesure du risque, 'amplitude des déviations négatives par
rapport a la cible, ce qui permet d’éviter ’effet casino de la stratégie MV
VaR dans cet état intermédiaire de richesse (provenant de 1'utilisation de
la probabilité de sous-performance comme mesure de risque).

Stratégies optimales MV VaR &
MD Semi Variance (A=1, Wmax=142%, W°=122%, Wmin=0%)

1
[ —MVVaRa=15/W =122%/alpha = 1%
T;' 0.8 =
’ — MD Semi Variance A=1
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FIGURE 6. stratégies optimales MV VaR et MSV
Stratégie MV VaR : a = 1,5, WO =122%, W = 0%, a = 1%.
Stratégie MSV : A =1, W = 142%, W% = 122%, W = 0%.

Comparaison avec la stratégie solution optimale du probleme CRRA VaR

L’exercice de comparaison entre les ”pay-offs” des stratégies, solutions
optimales des probleme CRRA VaR et MV VaR, qui correspondent a des
choix de fonctions d’utilité ayant des propriétés tres différentes, semble
difficile.

En partant de 'exemple numérique représenté sur la figure (Fig.7), et en
considérant ces deux stratégies pour le méme niveau de sous-performance
maximale « et la méme valeur de richesse cible, nous pouvons cependant
faire les remarques suivantes :

— Le profil de gain concave de la stratégie MV VaR implique une

moindre performance que celle de la stratégie CRRA VaR dans la
zone des richesses les plus élevées (dans notre exemple pour les va-
leurs de Mp supérieures a environ 2,3).
Tandis que I'asset manager "MV VaR” opére un dé-investissement
progressif au fur et & mesure que la richesse se rapproche du seuil
de satiété représenté par le niveau du parametre, a (dans ’exemple
traité a = 4), Passet manager qui suit la stratégie convexe CRRA
VaR continue d’augmenter son exposition en actif risqué.

— A Tl'opposé, a cause de son profil de gain concave, la stratégie MV
VaR sur-performe, dans une zone de richesses ”intermédiaires -
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hautes” (dans notre exemple pour les valeurs de M de 1,2 & 2,3),
la stratégie convexe CRRA VaR.

— Une discontinuité entre 1’état intermédiaire et I’état de richesse nulle
apparait dans le "pay-off” de la stratégie MV VaR ; elle résulte de
la contrainte de non-négativité imposée dans le critére d’optimisa-

tion 14,

Cette discontinuité est moins importante dans le cas de la stratégie
CRRA VaR qui converge de facon continue vers 0 quand le sous-
jacent tend vers 0 dans la zone de richesse basse.

Stratégies optimales MV VaR & CRRA VaR méme niveau de
probabilité de sous-performance

—MVVaRa=4/W=122%/
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FIGURE 7. stratégies optimales MV VaR et MV CRRA avec le
méme niveau de probabilité de sous-performnace

Stratégie MV VaR : a = 4, W° = 122%, W = 0%, o = 15%.
Stratégie CRRA VaR : v = 75%, W0 = 122%, W = 0%, o = 15%.

14. dans Pexemple traité sur la figure (Fig.7), la stratégie MV VaR prend son profil le plus

restrictif de stratégie d’assurance de portefeuille & deux états

: il n’y a pas d’état ou l’asset

manager "MV VaR” est actif et sous-performe; de plus, un seul saut de valeur se produit entre

P’état intermédiaire et 1’état de richesse nulle
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Sensibilité du ” pay-off” optimal au choix des parameétres.

Effet du changement du seuil de probabilité de sous-performance maxi-
mum «

On observe sur la figure (Fig.8) ci-dessous que la hausse de la valeur
du parametre a de tolérance a la perte entraine 1’élargissement des deux
zones de valeurs de Dactif risqué, M, pour lesquelles 'investissement est
actif (zones de sur et de sous-performance) au détriment de la zone in-
termédiaire de richesse ol s’opere une couverture totale du risque (richesse
constante égale a la richesse cible) :

— Pour a = 1% (courbe bleue), le ”pay-off” de la stratégie est proche
de celui de la stratégie, discontinue a deux états de protection
consécutifs, qui correspond au seuil d’aversion By ax.

— Pour a@ = 3% (courbe rouge), la stratégie correspond & un niveau
d’aversion intermédiaire.

— Pour a = 16% (courbe vilolette), la stratégie optimale s’identifie
avec la stratégie "MV PI” qui correspond & un niveau nul d’aver-
sion & la sous-performance (i.e. B = 0) et & une contrainte unique
de protection contre les niveaux de richesse négative.

On en déduit que plus le niveau de tolérance a la perte « est élévé, plus
la performance de la stratégie MV VaR est élevée dans les scénarios de
marché médians, et a l'inverse, plus elle est faible dans les scénarios de
marché défavorables et favorables.

Stratégies optimales MV VaR:
effet du niveau de probabilité de sous-performance
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FIGURE 8. Stratégie Optimale MV VaR : effet du niveau de
probabilité de sous-performance
a=1,5 WO =122%, W = 0%.
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(2) Effet du changement du niveau de richesse cible W9

L’analyse de la figure (Fig.9) fait ressortir les deux points suivants : pour
un seuil de probabilité de sous-performance fixé,

— La zone intermédiaire de valeurs de l'actif risqué, ou le gérant
implémente une gestion ”passive” avec protection du seuil de ri-
chesse cible, est d’autant plus large que le niveau de richesse cible
est élevé.

— A l'inverse, la zone de gestion active avec sous-performance est d’au-
tant plus étroite que la cible de richesse finale est élevée. De plus,
la hauteur du saut de richesse (discontinuité), qui a lieu entre ’état
intermédiaire et la zone de sous-performance, est une fonction crois-
sante de la cible de richesse finale.

Ainsi la stratégie MV VaR sera d’autant plus performante dans les scénarios
de marché médians et d’autant moins performante dans les scénarios plus
extrémes que le niveau de richesse cible sera élevé.

Stratégies optimales MV VaR :
effet du niveau de richesse cible
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FiGURE 9. Stratégie Optimale MV VaR : effet du niveau de
richesse cible TW°
a=1,5 a=15% W =0%.
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Stratégies optimales MV VaR:
effet du niveau d'aversion au risque
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F1GURE 10. Stratégie Optimale MV VaR : effet du niveau de
tolérance au risque a
WO =122%, o = 1,5%, W = 0%.

(3) Effet du changement du niveau de tolérance au risque a

Comme le montre la figure (Fig.10), & niveau de seuil de sous-performance
équivalent,

— La zone intermédiaire de valeur de I'actif risqué, ou le gérant implémente
une gestion ”passive” avec protection du seuil de richesse cible,
s’étend quand le niveau de tolérance au risque augmente.

— A l'inverse, la zone de gestion active avec sous-performance est d’au-
tant plus étroite et le saut de valeur (discontinuité), entre ’état in-
termédiaire et la zone de sous-performance, est d’autant plus grand
que le niveau de tolérance au risque est élevé.

Par conséquent, on en déduit que 'augmentation du niveau de tolérance
au risque implique une prise de risque plus importante, se traduisant par
une perte plus importante, resp. un gain plus important en cas de scénario
de marché défavorable, resp. favorable.

1.5. Analyse de la stratégie dynamique optimale.

En considérant ’expression de la richesse terminale optimale dans le cas ou

WY > W ++/2aB qui est donnée dans le théoreme (2), on en déduit que la stratégie
MYV VaR est la combinaison de trois stratégies plus élémentaires écrites sur le méme
sous-jacent, le portefeuille noté I atteignant la richesse finale 1/Hr ' :

15. 11 s’agit du portefeuille solution du probléeme dynamique de minimisation de la norme de
la richesse terminale. On rapelle que , dans le cadre du modele B&S & deux actifs considérés, ce
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— Une stratégie d’assurance de portefeuille de type MV PI dont la valeur in-
termédiaire est notée X; comprenant une position investie dans un Zéro-
Coupon et une position acheteuse d’une option put de strike I = 1/H.

— Une stratégie " vendeuse de couverture” dont la valeur intermédiaire est notée
Y; et comprenant une position vendeuse d’une option Put et une position
acheteuse d’une option Put binaire de méme strike I = 1/H.

— Une stratégie ”acheteuse de couverture” dont la valeur intermédiaire est
notée Z; constituée d’une position acheteuse d’une option Put de strike
Iw =1/Hw.

Plus précisément, on a le résultat suivant :

PROPRIETE 12. Pour W° > W + /2aB, la valeur a la date t, de la solution
optimale, W[, est donnée par la formule suivante :

Wr=Xt+Yt+ Zt

avec Xy = WZC(t,T)+ akP (I, I, T —t),
}/t:*ak{P(ItvIvat) (I l)B(ItaIant)};
et Zy = akP (I, Iw, T —t)

avec les mémes notations que précédemment et ov ZC(t,T) (resp. P(Iy, X, T —t),
resp. B(I;, X, T —t)) désigne la valeur du Zéro-coupon, (resp. de l'option put eu-
ropéen, resp. de l’option Put binaire de strike X ,d’échéance T —t, sur le sous-jacent
I;).

On en déduit sous les hypotheses du modele a deux actifs de type B&S les résultats
suivants :

PROPRIETE 13. Pour W° > W + v/2aB, la valeur d la date t de la solution
optimale, W[, est donnée par la formule :

Wi =We T 4 ak{P(I;, ,T —t) — P(I;,],T —t) + P(I;, Iw,T — t)}
tak(T — L)e " T=O N (—dy(T))

Avec P(Iy, X, T — t) qui désigne la valeur de l'option put européen de strike X,
d’échéance T — t, sur le sous-jacent Iy :

P(I,, X, T —t) = Xe "T"UN(=dy(X)) — [, N(—d, (X))

avec

dofw) = WCHC T gy (@) = dy(a) + WT =1
et avec [ =1/H; I =1/H; Iy = 1/Hw

portefeuille correspond & une stratégie dynamique investissant un pOidb constant de la richesse
dans D'actif risqué, noté ¢ qui est donné par la formule suivante : i = —h = 7% = 75.
De plus le processus de prix du portefeuille, noté I; est un mouvement brownlen geometrlque
dont V’expression est la suivante : dIy /Iy = (r — A2)dt — AdZ;, ou encore, de fagon équivalente

I = Ioexp{(r — %AQ)t — )\Zt} avec Ip = (A2 —2n)T
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PROPRIETE 14. Pour W9 > W +v/2aB, allocation optimale est la suivante :

wi W investi (en cash) dans U’Actif Risqué M
(1 —w)W  investi (en cash) dans I’A.S.R

avec wi Wy = BVEil, = (ak)h{N(~di(L)) + N(~di(Iw)) — N(~d(I))} ],

o (T = De T 08(—dy())

Nous analysons maintenant la sensibilité de la stratégie MV VaR aux variations de
Iactif risqué pour différentes valeurs des parametres considérés.

(1) Sensibilité a I’actif risqué sous-jacent

Nous considérons la stratégie MV VaR pour W9 = 122,14% et pour un
niveau de protection & hauteur de 90% du capital investi; & titre de com-
paraison, nous nous intéressons également au profil de gain de la stratégie
MV PI avec une protection du capital & 90% (notée "MV PI 07) et avec
une protection du capital & 100% (notée "MV PI 17).

Sur la figure (Fig.11), nous avons représenté le ”pay-off” de la stratégie
MV VaR (courbe rose) et celui de la stratégie ”MV PI10” (courbe violette)
et de la stratégie "MV PI 1”7 (courbe bleue).

On observe que la stratégie MV VaR domine les stratégies d’assurance
de portefeuille dans une zone de valeurs médianes du sous-jacent.

A Tlinverse, la stratégie MV VaR sous-performe les stratégies d’assurance
de portefeuille pour les valeurs correspondant aux zones de sous et de sur-
perfomance de la richesse cible.

Comme on peut 'observer sur la figure (Fig.12), la valeur intermédiaire
(au bout de 4,5 ans) de la stratégie MV VaR reste proche de celle de la
stratégie MV P10 et MV PI 1.

Le graphique de la figure (Fig.13) montre le poids de ’allocation op-
timale investi dans l'actif risqué pour les trois stratégies considérées.

Nous pouvons faire les commentaires suivants :

— L’investisseur de la stratégie MV VaR (courbe rose) se comporte,
dans la zone de sur-performance, de facon similaire & celui de la
stratégie MV PI 90% sans contrainte de sous-performance (courbe
violette) et a donc un profil concave (le poids de la richesse totale
investi dans 'actif risqué augmente quand la valeur de I'actif risqué
baisse).

— Dans un intervalle de valeurs de I’actif risqué ou la richesse se trouve
légérement inférieure au niveau cible (valeurs de M; comprises entre
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Valeurs Finales t=T (T=5 ans)
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FIGURE 11. Valeurs finales - Stratégie "MV VaR”, "MV PI 07,
"MV PI0”

"MV VaR” : W0 = 122%, W = 90%.

"MV PI0” : W = 90%.

"MV PI1” : W = 100%.

Valeurs intermédiaires t=4,5 ans
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FIGURE 12. Valeurs intermédiaires - Stratégie "MV VaR”, "MV
PI0”,”MV PI0”

"MV VaR” : W0 = 122%, W = 90%.

"MV PI0” : W = 90%.

"MV PI1” : W = 100%.

let 1,5), la stratégie MV VaR ressemble & une stratégie d’assurance
de portefeuille convexe (baisse de I’exposition en actif risqué au fur
et & mesure de la baisse de la valeur de actif risqué) tandis que la
stratégie MV PI 0 continue d’exhiber un profil concave.

— Dans un intervalle de valeurs encore plus basses de l'actif risqué
(valeurs de M; comprises entre 0,7 et 1), 'investisseur "MV VaR”
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décide de sur-exposer son portefeuille & lactif risqué (effet ”ca-
sino”) : le poids de la richesse totale investi dans lactif risqué
dépasse fortement celui du portefeuille de 'investisseur "MV PI
0”.

— Dans 'intervalle de valeurs de Pactif risqué les plus basses (valeurs
de M; inférieures a 0,7 dans notre exemple numérique), la stratégie
MYV VaR ressemble & nouveau a une stratégie convexe d’assurance
de portefeuille : I'exposition a Dactif risqué régresse a nouveau et
repasse en dessous de celle de la stratégie MV PI 0, en convergeant
vers 0 quand la valeur de I'actif risqué converge vers 0.

Poids intermédiaires t=4,5 ans
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FI1GURE 13. Poids intermédiaires - Stratégie "MV VaR”, "MV PI
07, ”MV PI 0”

"MV VaR” : W9 = 122%, W = 90%.

"MV PI10” : W = 90%.

"MV PI 17 : W = 100%.

Sensibilité au temps restant jusqu’a ’horizon d’investissement.

Comme le montre la figure (Fig.14), l'investisseur de la stratégie "MV
VaR” se comporte de maniére contraire aux regles de ”diversification tem-
porelle” du ” Conventional Wisdom”.

En effet, plus le temps passe et plus la stratégie "MV VaR” est sensible
au mouvement du sous-jacent M;.

Sensibilité au seuil de probabilité de sous-performance a.

Comme le montre la figure (Fig.15) ci-dessous, plus I'aversion & la sous-
performance est élevée (i.e. plus la valeur du parametre « est faible) et
plus l'investisseur de la stratégie MV VaR a tendance a ”sur-réagir” par
rapport a celui de la stratégie MV PI; ce dernier s’identifiant a 'investis-
seur MV VaR avec un niveau minimum d’aversion a la sous-performance
(obtenue dans I'exemple numérique considéré pour o = 19%).
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Poids intermédiaires: effet du temps restant a maturité
(T = 5 ans, W°=1,22)
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FiGURE 14. Effet du temps restant jusqu’a I’horizon d’investisse-
ment T — t - Poids intermédiaires - Stratégie "MV VaR”

Poids intermédiaires (t = 4,5 ans) :
effet du niveau de probabilité de sous performance
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F1GURE 15. Effet du seuil de probabilité de sous-performance « -
Poids intermédiaires - Stratégie "MV VaR”

(4) Sensibilité au niveau de tolérance au risque a.

Les figures (Fig.16) et (Fig.17) ci-dessous illustrent le fait que, pour un ni-
veau du parametre d’aversion a la sous-performance B fixé, plus le degré de
tolérance au risque de I'investisseur est élevé et moins la contrainte d’aver-
sion a la sous-performance est restrictive; par exemple dans ’exemple
numérique considéré, pour la valeur la plus élevée du parametre de tolérance
au risque , i.e. a = 2,5 (courbe rose), le niveau d’aversion & la sous-
performance considéré ne joue presque pas puisque la stratégie exhibe
le profil ”convexe-concave” typique d’une stratégie d’assurance de porte-
feuille MV PL
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Valeurs intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau d'aversion au risque (W°=1,22)
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FicURE 16. Effet du niveau de tolérance au risque a - Valeurs
intermédiaires - Stratégie "MV VaR”

Poids intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau d'aversion au risque (W°®=1,22)
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F1GUuRrE 17. Effet du niveau de tolérance au risque a - Poids in-
termédiaires - Stratégie "MV VaR”

(5) Sensibilité au niveau de protection du capital .

Plus le niveau de protection est bas et plus l'effet de ”sur-exposition”
dans la zone de sous-performance proche de la richesse cible est impor-
tante comme illustré sur la figure (Fig.19).
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Valeurs intermédiaires t = 4,5 ans:
effet du niveau de protection du capital (W°=1,22)
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FicURE 18. Effet du niveau de protection du capital W - Valeurs
intermédiaires - Stratégie "MV VaR”

Poids intermédiaires t = 4.5 ans:
effet du niveau de protection du capital (W°=1,22)
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FicURE 19. Effet du niveau de protection du capital W - Poids
intermédiaires - Stratégie "MV VaR”
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2. Stratégie optimale avec contrainte ”Limited Expected Loss”

Comme dans la section précédente, nous nous plagons dans le cadre de la problématique
suivante : nous souhaitons analyser le probleme de choix dynamique de portefeuille
pour l'investisseur averse a la perte et maximisant I'utilité espérée de sa richesse,
avec une forme généralisée de fonction d’utilité quadratique adaptée a la prise en
compte de son aversion a la sous-performance.

De plus, nous faisons ’hypothese que le terme supplémentaire, mesurant ’aver-
sion a la perte de l'investisseur et intégré a l'expression de sa fonction d’utilité,
pénalise la sous-performance non plus de manieére uniforme (comme c’était le cas
de l'investisseur dans la premiere section), mais en fonction du cotit d’utilité en-
gendré par la sous-performance '°.

Plus précisément, de fagon a décrire le profil d’utilité asymétrique mais continue de
cet investisseur averse & la sous-performance (i.e. 'aversion a la sous-performance
étant supérieure & appétit pour le gain), nous considérons une fonction d’utilité
de la forme suivante :

o(z) = { Auppy (z) + (B = Aupy (W) siz < WO
| Bumv(x) siz > WO

avec upsy () qui désigne la fonction d’utilité quadratique donnée par la formule :
upv(z) = 2 — (1/2a) 2*
17

avec A, A > B, le niveau d’aversion a la sous-performance de l'investisseur ** ,
et avec WO la cible de richesse & atteindre, ot 0 < W9 < a.

Autrement dit, nous supposons que la fonction d’aversion & la perte prend en
compte 'aversion a la sous-performance en ”pénalisant” de maniere continue les
valeurs de sous-performance en fonction de amplitude de la perte '8, ce qui per-
met d’éviter le ”gambling effect” décrit dans les sections précédentes .

Ainsi, cette formulation implique un saut dans la fonction d’utilité marginale (et
non plus dans la fonction d’utilité elle-méme comme c’était le cas pour le critere
MYV VaR), ce qui s’écrit 20 :

o[ Al —=x/a) siz < WO
v(m)_{ B(1—z/a) sixz>W°

16. Le cout d’utilité de la sous-performance est défini comme ’écart d’utilité par rapport au
niveau cible de richesse pour un investisseur non averse a la sous-performance et ayant une fonction
d’utilité quadratique avec le méme niveau d’aversion au risque que l'investisseur averse a la perte
considéré.

17. on exclut le cas particulier A = B puisqu’il se réduit au cas de 'investisseur non averse a
la sous-performance et ayant la forme standard de fonction d’utilité quadratique.

18. la fonction de perte considérée ne pénalise plus seulement le fait d’étre en sous-performance
ou non comme cela était le cas pour le probleme Moyenne Variance avec contrainte de probabilité
de perte maximale (i.e. contrainte de VaR) analysée précédemment : & présent, une forte sous-
performance sera beaucoup plus pénalisée qu’un faible niveau de sous-performance

19. Dleffet ”Casino” se traduit par un saut discontinu dans ’expression de la richesse finale
optimale et une sous-performance par rapport a la stratégie solution du probléme sans contrainte
dans les cas les plus défavorables; pour plus de détails, voir la section précédente qui traite de
I'investisseur avec contrainte de risque de type VaR

20. z — v'(z) désigne la dérivée premiere de la fonction d’utilité v(z)
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Finalement, on montre facilement que cette fonction d’utilité peut s’écrire de
la fagon suivante :

v(z) = B x [u(z) — C x Maz {L(z, W°,a),0}]

ot u(x) = uprv(z), C = (A/B — 1) désigne le coefficient d’aversion et L(z, W°,a)
la fonction de perte mesurant le cott d’utilité de la sous-performance :
(WO —2) x (2a — W° — 1)

2a

L(z,W° a) = upy (WO — unv (z) =

Il s’agit donc d’un cas particulier de lexpression donnée dans ’équation (1.3)
pour les fonctions d’utilité HARA, avec fonction de perte continue. Nous avons
considérées cette classe de fonction d’utilité dans le probleme d’investissement (P1)
analysé dans la section 1 du chapitre précédent.

Notons que cette expression de la fonction d’utilité montre que la fonction de perte
considérée pénalise 'amplitude de la sous-performance de facon similaire a la fonc-
tion de perte associée & la semi-variance 2!

Le probléme ”statique” & résoudre s’écrit 2 :

PROBLEME 11.
max  E(v(Wr))
(P11){ Wre L3(P)
s.a. E(WT/HT) =1 WT 2 M.S.

Ce qui implique en particulier les propriétés suivantes pour les valeurs limites
des parametres :

— Pour a — oo (niveau d’aversion au risque minimum), le probléme se rameéne
au probleme "MD” avec v = 1 analysé dans la derniére section du premier
chapitre 23.

— Pour C' — 0 (niveau d’aversion a la perte minimum), le probléme est équivalent
au probleme "MV PI”, avec contrainte explicite de protection W.

21. en effet la mesure de risque associée a la semi-variance est donnée par le moment partiel
dordre dews, LPM(2, WO, Wr) = E { (Maz (W° — Wr,0))*}

22. Comme précédemment, nous considérons une contrainte supplémentaire d’assurance de
portefeuille dont I’expression est la suivante : Wy > W p.s. avec 0 < W < W9; cela implique en
particulier que la richesse intermédiaire est bornée par la valeur présente de ce seuil de richesse
minimale, soit W x ZC(¢,T) > 0 ou ZC(t,T) = E¢ (1/Hr) désigne la valeur & la date, t, de
I’obligation ” Zéro-Coupon” d’échéance T-t.

23. il s’agit du probléme ”Moyenne / Downside Risk” proposé par
[Berkelaar Kouwenberg, 2000] pour un choix de mesure de perte correspondant & ’espérance
de sous-performance par rapport au niveau cible, i.e. v = 1.
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2.1. Expression de la richesse finale optimale.

THEOREME 3. La richesse terminale optimale du probléme (P11) est donnée
par l’expression suivante :

a(l 7/€/B)/HT st Hp >H

W — wo SZE<HTSF
T a(l—k;/A)/HT Si£<HT <H
w siHp < H

avec k vérifiant équation de budget suivante : E(W3/Hr) =1,
avec H = (k/B)/(1 = W°/a), H = (k/A)/(1 - W°/a), H = (k/A)/(1 — W /a)
et ot H> H > H

Dans le cas limite W° = W (respectivement A = B), on retrouve bien comme cas
particulier la stratégie d’assurance de portefeuille ”MV PI” de niveau de protection
W correspondant au niveau minimum d’aversion a la perte; en effet on a alors
H = H (respectivement H = H).

On en déduit du théoreme (3) que la stratégie optimale peut étre décomposée
en stratégies élémentaires, résultat qui peut s’énoncer de la maniére suivante :

CONSEQUENCE 9.

La stratégie dynamique atteignant la richesse terminale solution du probléme (P11)
et dont l’expression est donnée dans le théoréme(3) est la combinaison des positions
élémentaires suivantes :

— Une stratégie d’assurance de portefeuille consistant a détenir d’une part, un
portefeuille s’identifiant (a la valeur de la constante k/B prés) a la solution
du probléme moyenne variance dynamique sans contraintes et d’autre part,
une position acheteuse d’une option Put de strike WO écrite sur ce méme
portefeuille.

— Une stratégie "vendeuse de couverture” sur le méme portefeuille sous-jacent
(a la valeur de la constante k/A prés) comprenant une position vendeuse
d’une option Put de strike WVO.

— Une stratégie "acheteuse de couverture” sur le méme portefeuille sous-jacent
(a la valeur de la constante k/A prés) comprenant une position acheteuse
d’une option Put de strike W.

Dans la suite de la seconde section , nous allons étudier les propriétés de la stratégie
optimale en considérant le méme exemple d’application numérique que celui de la
premiere section, celui-ci faisant référence implicitement au modele a deux actifs de
[Black Scholes, 1973]2 (dans la suite B&S) :

24. On rappelle que dans ce cadre, on fait ’hypotheése de D'existence d’une seule source de
risque (i.e. le nombre d’actifs est de deux) ; de plus, on suppose que tous les paramétres servant
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2.2. Choix des parameétres d’aversion a la perte.

Considérons le probléme suivant (avec contrainte explicite de type "LEL” 2°) :

PROBLEME 12.

max  E(u(Wr))
(P12){ Wre L(P)
S.a. E(WT/HT) =let E [(1/HT)(WO — WT)l{WTgwo}] S g avec ¢ Z 0 fixé

avec u(.) = upv(.) la fonction d’utilité quadratique et avec WO est la cible de
richesse a atteindre.

On a le résultat suivant :

PROPRIETE 15. La richesse terminale optimale du probléme (P12) est donnée
par l’expression suivante :

(l(]. — k‘l/HT) st Hp > H
W — wo Siﬁ<HTSﬁ
T a(l—(k’l—k’g)/HT) Si£<HTSE
W SiHT Sg
avec H = ki1 /(1 —=W0/a), H = (k1 — k2)/(1 = W°/a), H = (k1 — k2)/(1 — W/a)

tels queﬁ>ﬂ>£,

avec k1 > 0 et ko > 0 vérifiant le systéme d’équations suivant :
E(W7(k1, k2)/Hr) = 1
E {(1/HT)(W0 Wk, kg))1{w;(khk2)gwo}} —colky =0

& décrire la dynamique du prix des deux actifs financiers (un actif sans rique et un actif risqué)
sont constants. L’univers d’investissement se compose donc des deux actifs suivants :

— Un actif dit sans risque ("A.S.R.”) représentant ’actif monétaire et dont la valeur & la
date t est notée S?; cet actif a un rendement instantané donné par

ds? /80 = rdt

ou r désigne le taux monétaire constant.

— Un actif dit risqué ("A.R”) représentant le portefeuille de marché ou tout autre actif
action dont la dynamique de prix est décrite par un mouvement brownien géométrique;
son rendement instantané s’écrit

dMy /My = pdt + 0dZy = (r + w)dt + odZ;

ol le parametre p représente son rendement moyen instantané (égal au taux court plus
une prime de risque ”action” notée m = pu — r) et o désigne sa volatilité constante.

25. mesure introduite par [Basak Shapiro, 2001] dans le cadre d’un probléme de maximi-
sation de l'espérance d’utilité d’un agent ayant une fonction d’utilité CRRA et une contrainte
de risque explicite se traduisant par un seuil maximum d’espérance de perte (”Limited Expected
Loss”) ; pour plus de détails voir le chapitre précédent qui traite des problémes de maximisation
de l'espérance d’utilité CRRA avec prise en compte de ’aversion a la perte de I'investisseur
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On obtient ainsi un résultat d’équivalence entre les deux problemes (P11) et (P12)
que nous formulons dans la conséquence suivante :

CONSEQUENCE 10. Si Wi est la solution du probléeme (P11)(A,B) avec B =
k/ki, A=k/(k1 — ke), et avec k1 et ko vérifiant le systéme d’équations suivant :

E(Wr (k1 k2)/Hr) =1
B [(1/Hr) (W = Wi (kt, k2L ey o <oy | = & 00z = 0

Alors Wi est aussi la solution du probléme (P12)(c) et réciproquement.

Sur la figure (Fig.20) (respectivement (Fig.21)) ci-dessous nous avons représenté
la fonction de correspondance entre le niveau d’aversion a la perte de I'asset ma-
nager, i.e. LossAversion(C,Wr,W° a) = C x L(W,W?° a), et la valeur du pa-
rametre ¢, pour différentes valeurs de Wy, pour une valeur de richesse cible égale
a la performance de I'actif monétaire, W9 = 122% (respectivement supérieure i la
performance de 'actif monétaire, W° = 135%) et un niveau du parametre d’aver-
sion au risque de a = 1, 5.

On notera que plus la valeur de € est basse, plus I’écart entre les courbes de niveau
d’aversion & la sous-performance est important ; autrement dit plus le degré d’aver-
sion & la perte est important (i.e. plus la valeur de ¢ est faible) et plus la mesure
d’aversion est sensible a I’écart de sous-performance.

Enfin, il est intéressant de souligner la différence suivante entre les deux cas considérés :

— L’aversion maximale dans le cas W° = 122, 14% parait correspondre & une
valeur de € égale & 0% ( & semble converger rapidement vers la valeur 0 quand
A augmente vers +00).

— Dans le cas W9 = 135%, I’aversion maximale est atteinte pour une valeur de
¢ strictement non nulle, approximativement égale & 10,54%. Ainsi la stratégie
”limite” correspondant au maximum d’aversion semble étre différente selon
le niveau de richesse cible choisie, ce que nous allons préciser ultérieurement.

Afin d’illustrer graphiquement l'effet du choix du niveau de risque maximum
toléré, e, sur le profil de la stratégie optimale, nous avons représenté sur la figure
(Fig.22) (respectivement (Fig.23)), pour différentes valeurs de ¢ et dans le cas par-
ticulier ot W0 = 122,14% = e"T (resp. dans le cas on W = 135%), les valeurs des
"strikes”, notées Mmax, Mmed €t Mw 26, correspondant aux trois seuils de valeur
de lactif risqué séparant les quatre états de richesse ou I’expression de la richesse
finale optimale est différente.

On peut faire les remarques suivantes :

26. Comme nous l'avons déja mentionné dans la section 1 ci-dessus, sous les hypotheses du
modele d’actifs de B & S, il existe une correspondance biunivoque entre My, la valeur de actif
risqué a la date t, et H celle du portefeuille numéraire ou de croissance optimale ; en particulier,
les valeurs seuils notées Mmaz, Mpmeq €6 My correspondent aux valeurs de 'actif risqué qui
s’obtiennent de celles de H, H et H par cette transformation.
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Mesure d' aversion a la sous performance en fonction du paramétre
Epsilon pour différents niveaux de WT (W°=122%, Wmin=0%, a=1.5, B=1)
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FIGURE 20. LossAversion(C, Wz, WY a) en fonction de & pour
différentes valeurs de la richesse terminale W
WO =12%, W =0%,a=1,5B=1

Mesure d' aversion a la sous performance en fonction du paramétre

1.00 Epsilon pour différents niveaux de WT (W°=135%, Wmin=0%, a=1.5, B=1)
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FIGURE 21. LossAversion(C, Wz, W9 a) en fonction de e pour
différentes valeurs de la richesse terminale Wy
WO =135%, W =0%,a=1,5,B=1

A la limite du seuil d’aversion maximum, la stratégie MV LEL semble se com-
porter de la méme facon quelque soit le niveau de richesse cible.

Pour les valeurs de e supérieures a un certain seuil correspondant au maximum
d’aversion C' = 0 (approximativement 5,97% pour W°=122% et 11,6% pour W°=135%),
la stratégie MV LEL s’identifie a la stratégie MV sans contrainte d’aversion a la
sous-performance : les courbes de valeur des deux strikes M,,q, et M,,cq S€ re-
joignent et la zone intermédiaire de protection disparait.

A Topposé, pour les valeurs intermédiaires et élevées du parametre ¢, la stratégie
MV LEL semble se comporter différemment selon que I'on considere le cas W° =
122,14% ou le cas W0 = 135%.
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— Pour W0 = 135%, quand ¢ diminue, les valeurs de M ,eq et M; W restent quasi
constantes et celle de M, ., croit fortement ;

— Pour W0 = 122%, les valeurs M,,cq €t My décroissent en convergent vers 0
et celle de M, 4, croit avec une vitesse qui diminue au fur et & mesure que &
diminue (profil concave de la courbe).

On vérifie que, pour les trés grandes valeurs de A, les valeurs ”limites” des strikes
Mpeq et My sont bien nulles dans le cas ou WO = 122% et non nulles pour
WO = 135%; de plus, dans les deux cas, M,,q, tend vers I'infini.

"Strikes" des différentes zones
en fonction du niveau de la valeur du paramétre "Epsilon”
(W°=122%, a=1,5)
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FIGURE 22. Valeurs des "strikes” (Mmaz, Mmea €t Mw ) en fonc-

tion du niveau d’espérance de sous-performance (¢) - W0 = 122%,
W =0%¢eta=1,5.

""Strikes" des différentes zones
en fonction de la valeur du paramétre "Epsilon"
(We=135%, a=1,5)
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FIGURE 23. Valeurs des "strikes” (Mmaz, Mmea €t Mw ) en fonc-

tion du niveau d’espérance de sous-performance (¢) - W0 = 135%,
W =0%¢eta=1,5.
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On en déduit une conjoncture importante que I’on énonce sous la forme de la
propriété suivante :

PROPRIETE 16. Pour A — oo, (cas de l'investisseur avec un degré d’aversion
a la sous-performance mazimum), la solution du probléme (P11) dont l’expression
générale est donnée dans le théoréme (3) converge vers la stratégie suivante :

(1) Pour WO =e™T et W =0,

la stratégie dont la valeur finale est une constante égale au seuil de Ti-
chesse cible, WO : Wr° = WV,

(2) Pour WO > e et W =0,
la stratégie dont la richesse finale est la solution du probléeme ”Moyenne /

Semi-Variance” " pour laquelle le seuil de richesse mazimum imposé est
fizé au niveau de la richesse cible WP ; son expression est la suivante

wo SiHT>F
Wi* =< a*(1-k/Hy) siH<Hpr<H
0 st Hp < H

avec a* = WO + 1/24* ou A* est_le coefficient d’aversion du probléme
"Moyenne / Semi-Variance”, avec H =k/(1 —W°/a*), H =k et avec k
vérifiant U'équation de budget suivante : E(W;*/Hr) = 1.

(3) Pour WO < e et W=0,

la stratégie MV PI d’assurance de portefeuille de niveau WP°.

2.3. Etude comparative du ”pay-off”’ de la stratégie optimale.

Nous souhaitons comparer le profil de gain final de la stratégie "MV LEL” a celui
de plusieurs stratégies déja analysées précédemment et en particulier a celui de la
stratégie "MV VaR” étudiée dans la section précédente.

(1) Comparaison avec la stratégie optimale du probléme MV avec contrainte
de protection (stratégie "MV PI”) et sans aucunes contraintes (strategie
” MV” ) .

En observant la figure (Fig.24), nous pouvons faire les deux remarques
suivantes :

On peut considérer la stratégie MV LEL comme une stratégie d’assurance
de portefeuille intermédiaire entre la stratégie MV PI (correspondant au
maximum d’aversion) et la stratégie MV sans contrainte d’aversion ni de
protection (minimum d’aversion & la sous-performance).

27. il s’agit du probleme de maximisation de I’espérance de gain sous contrainte de seuil sur
la semi-variance (i.e. variance des richesses en dessous du seuil de richesse cible) avec contraintes
supplémentaires de non négativité et plafond de richesse ; ce probléme a été analysé dans la derniere
section du chapitre précédent
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On notera aussi que la valeur finale de la stratégie MV LEL est au-dessus
de celle de la stratégie MV dans la zone de sous-performance (il n’y a pas
I'effet ”casino” observé sur le pay-off de la stratégie solution optimale du
probléeme MV VaR).

Stratégies optimales MV, MV OBPI, MV LEL (a=1,5, W°=100%)
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FIGURE 24. stratégies optimales MV, MV PI, MV LEL (a = 1,5,
WO =100%, W = 0%).

(2) Comparaison avec la stratégie optimale "MV VaR” et "MSV” 28

L’analyse de la figure (Fig.25) révele que pour les niveaux de richesse
correspondant & une sur-performance, les deux stratégies (MV VaR et
MV LEL) possédent les mémes caractéristiques qui les distinguent de la
stratégie MSV.

En effet, a 'opposé de la stratégie MSV, les pay-offs des stratégies MV
LEL et MV VaR ne sont pas constants dans la zone des richesses élevées
et n’exhibent pas non plus de discontinuité entre ’état des richesses in-
termédiaires et 1’état des richesses élevées; de plus, on observe que la cou-
verture dans ’état intermédiaire est parfaite contrairement au cas MSV
ou il se produit une sous-performance.

En revanche, les deux stratégies MV VaR et MV LEL correspondent a
des profils de gain tres différents dans les états de sous-performance.

La richesse finale de la stratégie MV LEL a l'avantage, par rapport a
celle de la stratégie MV VaR, de ne pas exhiber une discontinuité entre
I’état de sous-performance et 1’état de richesses intermédiaires induisant
un comportement de ”joueur” de la part de 'investisseur MV VaR.

28. On rappelle que la stratégie ”MSV” (”Moyenne / Semi-Variance”) désigne la stratégie solu-
tion optimale du probléme "MD” avec v = 2 (i.e. probléme ”Mean Downside Variance”) proposé
par [Berkelaar Kouwenberg, 2000] et dont nous avons présenté les principales propriétés dans
la derniére section du premier chapitre.
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Stratégies optimales MV VaR & MV LEL
MD Semi Variance (A=1, Wmax=142%, W°=122% , Wmin=0%)
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FIGURE 25. stratégies optimales MV VaR, MV LEL, MSV
Stratégie MV VaR : a = 1,5, W° = 100%.

Stratégie MV LEL a = 1,5, W° = 100%, W = 0%, € = 1%
Stratégie MSV : A =1, W = 142%, W° = 122%, W = 0%.

Ceci peut s’expliquer de la maniere suivante : 'investisseur MV LEL
est sensible non seulement a la déviation par rapport a la cible de ri-
chesse (tout comme 'investisseur MV VaR) mais aussi & 'amplitude des
déviations (comme 'investisseur MSV).

Finalement en terme de performance relative, la stratégie MV LEL sur-
performe la stratégie MV VaR dans les cas défavorables; ceci se produi-
sant au détriment d’une zone de couverture parfaite (état intermédiaire)
plus restreinte que dans le cas MV VaR. En ce qui concerne le niveau de
gain en cas de sur-performance, il est relativement similaire pour les deux
stratégies.

(3) Comparaison avec la valeur finale de la stratégie solution du probléme
”CRRA LEL”

Bien qu'il soit encore une fois difficile (voir la section précédente) de com-
parer les deux critéeres, CRRA LEL et MV LEL, qui sont fondés sur des
fonctions d’utilité tres différentes, en nous référant a I’exemple numérique
illustré sur la figure (Fig.26)2°, nous pouvons faire les deux remarques
suivantes :

29. on considére les deux stratégies CRRA LEL et MV LEL pour le méme niveau d’espérance
de sous-performance maximum et la méme richesse cible
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Stratégies Optimales MV LEL & CRRA LEL méme

niveau d'espérance de sous-performance
40
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FIGURE 26. stratégies optimales MV LEL et CRRA LEL pour le
méme niveau d’espérance de sous-performance

Stratégie MV LEL : a = 2, W% = 122%, W = 0%, € = 11%.
Stratégie CRRA LEL : v = 75%, W° = 122%, W = 0%, ¢ = 11%.

— Le profil de gain concave de la stratégie MV LEL implique que
cette stratégie sur-performe la stratégie convexe CRRA VaR dans
une zone de richesse ”intermédiaire - haute” (dans notre exemple
pour les valeurs de Mr allant de 1,1 & 2,1).

— On observe une discontinuité dans le ”pay-off” de la stratégie MV
LEL entre I’état bas et I’état de richesse nulle résultant de la contrainte
imposée de non négativité. Ceci n’est pas le cas pour la stratégie
CRRA LEL qui, dans la zone des richesses basses, converge de
maniere continue vers une valeur limite égale a zéro.

2.4. Sensibilité du ”pay-off” optimal au choix des parametres.

(1) Effet du changement du seuil d’espérance de sous-performance maximale

530

Les graphiques ci-dessous illustrent le fait que la sensibilité au change-
ment du parametre, €, est différente selon que ’écart considéré entre le
niveau de richesse cible, W0 et la performance finale de I'actif sans risque
est nulle, positif ou négatif.

Le cas d’une richesse cible égale a celle de ’actif sans risque est illustré
avec 'exemple numérique de la figure (Fig.27) ; le choix d’une richesse cible
plus élevée que la performance de 'actif ”monétaire” est représenté sur la
figure (Fig.28) et celui d’une richesse plus basse sur la figure (Fig.29).

30. ou de maniere équivalente du changement du parametre d’aversion a la sous-performance
A.
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(a) Intéressons nous tout d’abord au cas limite ol Paversion & la perte
est minimum A = B = 1 : ce qui correspond & ¢ = 6% pour
WO = 122% = " (Fig.27), ¢ = 11,57% pour W° = 135% > e’
(Fig.28), ¢ = 2,05% pour W° = 100% < e"T (Fig.29). Dans ce cas,
I'investisseur VaR LEL se comporte de la méme fagon quelque soit
le choix du niveau de richesse cible considérée : la stratégie MV LEL
s’identifie dans les trois cas a la stratégie MV PI de richesse minimum
W (égale & 0 dans 'exemple numérique considéré).

(b) Dans le cas limite o, au contraire, le niveau d’aversion a la perte de
I'investisseur est maximal, i.e. A — oo, nous retrouvons les propriétés
énoncées dans la propriété (16) ci-dessus.

Dans ce cas, l'investisseur VaR LEL se comporte différemment se-
lon le choix de la cible de richesse finale considérée :

— Pour W° =122% = "1, le pay-off de la stratégie MV LEL (cf. cas
e = 0,3% (courbe bleue) de la figure (Fig.27)) converge vers celui
de la stratégie "limite” constante W0,

Stratégies optimales MV LEL: effet du niveau d'espérance de sous-
performance cas W°=exp(rT)
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FIGURE 27. stratégies optimales MV LEL : effet du niveau
d’espérance de sous-performance - cas W0 = ™7

— Pour W0 > e le pay-off de la stratégie MV LEL (cf. cas ¢ =
10,54% (courbe bleue) de la figure (Fig.28)) converge vers celui
de la stratégie ”limite” "MSV” pour laquelle le seuil de richesse
maximum est fixé 4 W0.

— Pour W0 < e le pay-off de la stratégie MV LEL (cf. cas ¢ =
0,24% (courbe bleue) de la figure (Fig.29)) converge vers celui de
la stratégie limite "MV PI” avec un niveau de protection égal a
celui de la richesse cible W?0.
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Stratégies optimales MV LEL: effet du niveau d'espérance de sous-
performance cas W>exp(rT)
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FIGURE 28. stratégies optimales MV LEL : effet du niveau
d’espérance de sous-performance - cas W° > e™T

Stratégies optimales MV LEL: effet du niveau d'espérance de sous-
performance cas W°<exp(rT)
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FIGURE 29. stratégies optimales MV LEL : effet du niveau
d’espérance de sous-performance - cas W0 < e™T

(2) Effet du changement du niveau de richesse cible W°.
L’analyse de la figure (Fig.30) fait ressortir les deux points suivants :

— Comme pour la stratégie MV VaR, a niveau de seuil de probabilité
de sous-performance équivalent, la zone intermédiaire de valeurs de
I’actif risqué correspondant a une gestion ” passive”, avec protection
du seuil de richesse cible, est d’autant plus étendue que le niveau
de richesse cible est élevé.

— A Tlinverse de la stratégie MV VaR, a niveau de seuil de probabilité
de sous-performance équivalent, la zone de gestion active ou il se
produit une sous-performance est d’autant plus étendue que le ni-
veau de richesse cible est élevé (ce qui traduit simplement la forme
continue du "pay-off” de la stratégie MV LEL).
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Ainsi, le profil de gain de la stratégie MV LEL sera d’autant plus défensif
que le niveau de richesse cible sera élevé (i.e. moins de performance dans
les scénarios favorables, et plus de protection dans les scénarios de marché
médians et défavorables, quand le niveau de richesse cible augmente).

Stratégies optimales MV LEL: effet du niveau de richesse cible
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F1GURE 30. stratégies optimales MV LEL : effet du niveau de
richesse cible W°

(3) Effet du changement du niveau d’aversion au risque a.

Comme le montre la figure (Fig.31), a niveau de seuil de sous-performance
équivalent,

— La zone intermédiaire de valeur de l'actif risqué ou s’opere une ges-
tion " passive” avec protection du seuil de richesse cible est d’autant
plus large que le niveau de tolérance au risque est élevé.

— A l'inverse, la zone de gestion active avec sous-performance est d’au-
tant plus réduite que le niveau de tolérance au risque est élevé.

— Enfin, dans la zone de gestion active avec sur-performance, a partir
d’un certain seuil de performance de 'actif risqué, la stratégie est
d’autant plus performante que le niveau de tolérance au risque est
élevé.

Par conséquent, on en déduit que I'accroissement du niveau de tolérance
au risque implique une prise de risque plus importante ; i.e. une perte plus
importante, resp. un gain plus important en cas de scénario de marché
défavorable, resp. favorable.
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Stratégies Optimales MV LEL:
effet du niveau d'aversion au risque
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FIGURE 31. stratégies optimales MV LEL : effet du niveau d’aver-
sion au risque a

2.5. Analyse de la stratégie dynamique optimale.

En considérant I'expression de la richesse terminale optimale qui est fournie dans
le théoreme (3), on en déduit que la stratégie MV LEL peut s’interpréter comme la
combinaison de trois stratégies plus élémentaires écrites sur le méme sous-jacent, le
portefeuille noté I atteignant la richesse finale 1/Hp 3! :

— Une stratégie d’assurance de portefeuille de type MV PI dont la valeur in-
termédiaire est notée X; comprenant une position investie dans un Zéro-
Coupon et une position acheteuse d’une option Put de strike I = 1/H.

— Une stratégie " vendeuse de couverture” dont la valeur intermédiaire est notée
Y; constituée d’une position vendeuse d’une option Put de strike I = 1/H.

— Une stratégie "acheteuse de couverture” dont la valeur intermédiaire est notée
Z; constituée d'une position acheteuse d’une option Put de strike I =1/ H.

Plus précisément, on a le résultat suivant :

PROPRIETE 17.  La valeur d la date t, de la solution optimale, W[, est donnée
par la formule suivante : W = Xt+Yt+ Zt

avec X =WZC(t,T) + akgP (I, I, T — t),
Yy = —akaP(L,T,T — 1),
et Zt = G/]CAP(It,T,T — t)

31. pour une définition précise de ce portefeuille voir la section précédente qui traite de la
stratégie MV VaR
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avec les mémes notations que précédemment et ov ZC(t,T) (resp. P(Iy, X, T —t),
resp. B(Iy, X, T —t)) désigne la valeur du Zéro-coupon (resp. de loption put eu-
ropéen, resp. de option Put binaire de strike X ), d’échéance T —t, sur le sous-
jacent Iy.

On en déduit sous les hypotheses du modele a deux actifs de B&S les résultats
suivants :

PROPRIETE 18. La waleur a la date t de la solution optimale, W}, est donnée
par la formule :

Wy =We T 4 akgP(I,,I,T — t) — aka{P(I;,T,T —t) — P(I;,1,T — )}

avec P(I;, X, T — t) qui désigne la valeur de l'option put européen de strike X,
d’échéance T — t, sur le sous-jacent Iy :

P(I,, X, T —t) = Xe "T"UN(=dy(X)) — [, N(—d, (X))

avec

og( L) (r— 22 )(T—
do (1‘) = los( *t)J;( *T—zt )(T—t) ; dq (x) = dQ(JJ) + )\\/’_ZTt
et avec [ = 1/H,T=1/H,T=1/H, ka = k/A, kp = k/B.

Finalement, nous montrons qu’il est possible d’identifier I’expression de la mesure
du risque de sous-performance pour la stratégie optimale "MV LEL”, qu’on notera
e(Hp, Wi, WO T), & la valeur d'une option Put Spread de ”couverture” écrite sur
le portefeuille de type "MV”, a(1 — kalr).

Ce résultat est exposé dans la propriété suivante :

PROPRIETE 19 (Mesure de risque "LEL”).

(1) La mesure du risque de sous-performance associée a la solution optimale
du probléeme MV LEL, notée e(Hr, W3, WO, T), correspond au coit d’ac-
quisition d’une stratégie de couverture qui n’est autre qu’une option Put
Spread ayant pour strikes W et WO avec W < WO et écrite sur le porte-
feuille de type MV atteignant la richesse finale a(1 — kalr)

(2) La mesure de risque e(Hp, Wi, WO T) s’apparente a la mesure de risque
associée au ratio de ”Sharpe Omega”, pour le niveau de richesse cible W9,
du portefeuille de type MV PI qui atteint la richesse finale
Max {a(1 — ka/Hr); W} 32

32. En effet, on a
e(Hr, Wi, WO, T) = Fo [{W° — a(l — ka/Hr)} lgemp<a+(W = Wiy, y]

ce qui est la valeur présente d’une option Put de strike, W0, écrite sur le portefeuille sous-jacent
atteignant la richesse finale, Maz {a(1 — ka/Hr); W}, stratégie de type "PI MV”.
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PREUVE DE LA PROPRIETE (19).

Ona:e(Hr, Wi, WO, T)=E [(1/HT)(WO - Wf“)l{w;gwo}}

De lexpression de W2 donnée dans le théoreme (3), on en déduit que

e(Hp, Wi, WO, T) = W™=  akpP(Iy,I,T) — E[(1/Hy) W]
Et en utilisant la Propriété (18), on obtient alors :
e(Hp, Wi, WO, T) = We™T 4 akaP(Io, T,T) — (We T + akaP(lo, I,T))
Ainsi le niveau de risque mesuré par le parametre ¢ est égal a la différence entre la

valeur d’une stratégie MV PI de strike W0 et celle d'une stratégie MV PI de strike
W < WY associée & la méme constante k4, ce qui s’écrit encore :

e(Hp, Wi, WO T) = PPread(q(1 — kalp), W, W°,T)

ott Psrread(z, W WO T—t) désigne la valeur & la date, t, du Put Spread d’échéance,
T —t, de strikes W et WO avec W < W9 sur le sous-jacent Z; 33. On en déduit le
résultat cherché. [l

Ainsi le choix du niveau d’aversion pour le risque, A, considéré par l'investisseur
cherchant & résoudre le probléme (P11) peut se traduire en terme financier par un
choix implicite de niveau de tolérance au risque de sous-performance ; cette mesure
de risque étant identifiée comme la mesure de risque associée au ratio de ”Sharpe
Omega "de seuil W0 de la stratégie MV PI de richesse minimale W et correspon-
dant & la constante k4 3%

L’expression des poids de la stratégie optimale se déduit aisément de la Propriété

(18) :

PROPRIETE 20. L’allocation de la stratégie dynamique optimale correspondant
au probléme (P12) est donnée par l'expression suivante :

wi W investi (en cash) dans Uactif risqué M
(1 —wf)W{  investi (en cash) dans I’A.S.R

avec wiWy = %—V}?ift = ah{kpN(—di(I)) + kaN(—di(I)) — kaN(—di(I))}

Nous analysons maintenant la sensibilité de la stratégie MV LEL aux variations de
Pactif risqué pour différentes valeurs des parametres considérés.

(1) Sensibilité a 'actif risqué sous-jacent

Nous considérons la stratégie MV LEL pour W° = 122, 14% et pour un
niveau de protection & hauteur de 90% du capital investi; & titre de compa-
raison, nous considerons également la stratégie MV PI avec une protection

du capital & 90% (notée "MV PI 0”) et & 100% (notée” MV PI 17).

33. Le "pay-off” de cette option Put Spread s’écrit :
Maz {WO% — Zp;0} — Maz {W — Z7;0} avec Zr = a(l — ka/Hr).

34. ko = k/A avec k vérifiant I’équation de budget suivante E(W;/Hr) = 1 ou W désigne
la stratégie MV LEL (dont I’expression de la richesse terminale est donnée dans le théoréme (3)).
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Sur la figure (Fig.32), nous avons représenté le ”pay-off” de la stratégie
MV LEL (courbe rouge), MV VaR (courbe rose) et celui de la stratégie
"MV PI0” (courbe violette) et de la stratégie "MV PI 1” (courbe bleue).

La stratégie MV LEL domine les stratégies d’assurance de portefeuille
dans un intervalle de valeurs de l'actif risqué médianes a basses; a ’op-
posé, pour les valeurs de 'actif risqué ou elle sur-perfomance la richesse
cible, la stratégie MV LEL est dominée par les stratégies d’assurance de
portefeuille.

D’autre part, dans la zone de sous-performance par rapport a la richesse
cible, la valeur de la stratégie MV LEL est au-dessus de celles des stratégies
MV VaR et MV PI 0; de plus, le "pay-off” de la stratégie MV LEL ne
présente pas de discontinuité comme c’est le cas pour la stratégie MV
VaR.

Valeurs Finales t=T (T=5 ans et W°=1,22)
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FIGURE 32. Valeurs finales - Stratégie "MV LEL”, "MV PI 07,
"MV PI 17

"MV VaR” : W0 = 122%, W = 90%.

"MV PI10” : W = 90%.

"MV PI1” : W = 100%.

Comme on peut I'observer sur la figure (Fig.33), la valeur intermédiaire
(au bout de 4,5 ans) de la stratégie MV LEL reste proche de celle de la
stratégie MV PI 0 et MV PI 1 et les remarques faites sur le ”pay-off” de
ces stratégies reste valables.

Sur la figure (Fig.34), nous avons représenté, pour les trois stratégies
considérées, le poids de la richesse totale investi dans ’actif risqué.

Nous pouvons faire les commentaires suivants :
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Valeurs intermédiaires t=4,5 ans (W°=1,22)
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FIGURE 33. Valeurs intermédiaires - Stratégie "MV LEL”, "MV

VaR”,

"MV PI0”,”MV PI 17

"MV LEL” "MV VaR” : W° = 122%, W = 90%.
"MV PI10” : W = 90%.
"MV PI 17 : W = 100%.

— L’investisseur de la stratégie MV LEL (courbe rouge) se comporte,

dans un intervalle de valeurs élevées de 'actif risqué ou se produit
une sur-performance (valeurs de M; supérieures a 1,5 dans ’exemple
numérique considéré), de fagon similaire & celui de la stratégie MV
PI 0 sans contrainte de sous-performance (courbe violette) et a donc
un profil concave (le poids de la richesse total investi en actif risqué
augmente quand la valeur de lactif risqué baisse).

Dans un intervalle de valeurs intermédiaires de 'actif risqué ou la
richesse est légérement inférieure au niveau cible (valeurs de M,
comprises entre 1 et 1,5), la stratégie MV LEL est similaire & une
stratégie d’assurance de portefeuille convexe (baisse de 'exposition
en actif risqué au fur et a mesure de la baisse de la valeur de 'actif
risqué) tandis que la stratégie MV PI 0 continue d’exhiber un profil
concave; a noter que le niveau de désinvestissement en actif risqué
de la stratégie MV LEL est plus faible que dans le cas de la stratégie
VaR.

Dans un intervalle de valeurs encore plus basses de lactif risqué (va-
leurs de M; comprises entre 0,6 et 1), la stratégie MV VaR opere
un ré-investissement sans dépasser ’exposition a 'actif risqué de la
stratégie MV PI 0; il n’y a donc pas d’effet casino, au contraire de
la stratégie MV VaR.

Pour les valeurs les plus basses de 'actif risqué (valeurs inférieures &
0,6 dans notre exemple numérique), la stratégie MV LEL est a nou-
veau similaire a une stratégie convexe d’assurance de portefeuille :
quand D'actif risqué baisse, le niveau d’exposition & 'actif risqué
régresse, en convergeant vers 0, et sans jamais, contrairement a la
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(2)

stratégie MV VaR, repasser en dessous du niveau d’exposition de
la stratégie MV PI 0 (correspondant & une stratégie moins averse
la sous-performance).

. Poids intermédiaires t=4,5 ans (W°=1,22)
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FIGURE 34. Poids intermédiaires - Stratégie "MV LEL”, "MV
VaR”,”MV PI1 07, ”MV PI 1”7

"MV VaR” et "MV LEL” : W° = 122%, W = 90%.

"MV PI0” : W = 90%.

"MV PI 17 : W = 100%.

Sensibilité au temps restant jusqu’a 1’horizon d’investissement.

Comme on peut observer sur la figure (Fig.35), l'investisseur "MV LEL”
se comporte de maniere contraire aux regles de ”diversification tempo-
relle” du ”Conventional Wisdom” ; en effet plus le temps passe et plus la
stratégie est sensible au mouvement du sous-jacent M.

Sensibilité au seuil d’espérance de sous-performance €.

Les figures (Fig.36), (Fig.37),(Fig.38),(Fig.39) montrent que, comme dans
le cas de l'investisseur "MV VaR”, plus l'aversion a la sous-performance
est élevée (i.e. plus la valeur du parametre € est faible) plus I'investisseur
"MV LEL” a tendance a ”sur réagir” par rapport a l'investisseur MV PI
de référence (investisseur "MV LEL” avec un niveau minimum d’aversion
a la sous-performance).

Ainsi, le creux d’exposition a 'actif risqué, qui se produit dans un in-
tervalle de valeurs intermédiaires de ’actif risqué, devient plus prononcé
quand la valeur du parametre de perte, €, diminue.

A Topposé, contrairement a la stratégie VaR, le pic d’exposition a 'ac-
tif risqué qui se produit dans la zone de sous-performance est le méme
quelque soit le choix du niveau de risque de sous-performance maximale.
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(4) Sensibilité au niveau de tolérance au risque a.

Les figures (Fig.40) et (Fig.41) ci-dessous illustrent le fait que pour une
valeur donnée du parametre d’aversion a la sous-performance A, plus le
niveau de tolérance au risque est élevé, moins la contrainte d’aversion a
la sous-performance est restrictive pour ’asset manager MV LEL.

Par exemple, pour le niveau le plus élevé de tolérance au risque considéré
dans notre exemple numérique, i.e. a = 4 (courbe rose), le degré d’aver-
sion & la sous-performance ne joue presque pas puisque la stratégie exhibe
le profil ”convexe-concave” typique d’une stratégie d’assurance de porte-
feuille MV PI.

(5) Sensibilité au niveau de protection du capital .

Plus le niveau de protection est bas et plus l'effet de ”sur-exposition”
dans la zone de sous-performance proche de la richesse cible est impor-
tant comme illustré sur les figures (Fig.42) et (Fig.43).

Poids intermédiaires: effet du temps restant a maturité
(T=5 ans, W°=1,22)
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tissement 7' — ¢t - Poids intermédiaires - Stratégie "MV LEL” -
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Valeurs intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau d'espérance de sous performance (W°=1,22)
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FiGURE 36. Effet du seuil d’espérance de sous-performance ¢ -
Valeurs intermédiaires - Stratégie "MV LEL” - W° = 122%

Poids intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau d'espérance de sous performance (W°=1,22)
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Ficure 37. Effet du seuil d’espérance de sous-performance € -
Poids intermédiaires - Stratégie "MV LEL” - W9 = 122%
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Valeurs intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau d'espérance de sous performance (W°=1,35)

—10.53%
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FiGUuRE 38. Effet du seuil d’espérance de sous-performance ¢ -

Mt

Valeurs intermédiaires - Stratégie "MV LEL” - W° = 135%

Poids intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau d'espérance de sous performance (W°=1,35)
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FicUure 39. Effet du seuil d’espérance de sous-performance ¢ -
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Poids intermédiaires - Stratégie "MV LEL” - W% = 135%
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Valeurs intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau d'aversion au risque (W°=1,22)

2.8

— 1.50 — 2.00 — 4.00

23

0.8 T T — T —
O e 2 P2 O IR I, O 20 200 R Ty 2 X020 Oyt 12 2
Mt

FiGURE 40. Effet du niveau de tolérance au risque a - Valeurs
intermédiaires - Stratégie "MV LEL” W° = 122%

Valeurs intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau du niveau d'aversion au risque (W°=1,22)
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FiGURE 41. Effet du niveau de tolérance au risque a - Poids
intermédiaires - Stratégie "MV LEL” W° = 122%
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Valeurs intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau de protection du capital (W°=1,22)
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FiGURE 42. Effet du niveau de protection du capital W - Valeurs
intermédiaires - Stratégie "MV LEL” W° = 122%

Poids intermédiaires (t = 4,5 ans):
effet du niveau de protection du capital (W°=1,22)
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FicURE 43. Effet du niveau de protection du capital W - Poids
intermédiaires - Stratégie "MV LEL” W° = 122%
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3. Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressé au probleme d’allocation dynamique
de portefeuille ”Moyenne-Variance / Donwnside Risk”, en guise d’alternative aux
problémes ”Moyenne / Variance” (non prise en compte de l'aversion a la sous-
performance de l'investisseur) et " Moyenne / Donwnside Risk” (neutralité au risque
dans la zone de sur-performance).

Il s’agit du probléme d’investissement de ’asset manager qui cherche a maximiser
l'utilité espérée de sa richesse finale pour une forme généralisée de fonction d’uti-
lité quadratique adaptée a la prise en compte de son aversion a la sous-performance.

Nous avons considéré implicitement les deux mesures de risque que sont la proba-
bilité de perte et 'espérance du cout d’utilité de cette perte, et nous avons supposé
que l'investisseur doit prendre en compte une contrainte explicite supplémentaire
d’assurance de portefeuille dans son critere d’investissement.

La forme du probleme d’investissement analysé généralise un certain nombre de
problemes d’investissement déja proposés dans la littérature :

— A la limite, pour un niveau d’aversion a la perte nul, on retrouve la forme du
probleme ”"Moyenne-Variance” avec contrainte de protection du capital mais
sans aversion a la sous-performance.

— A la limite, pour un niveau de tolérance au risque maximal, on retrouve la
forme du probléeme ”Moyenne / Downside Risk” avec contrainte de protec-
tion du capital et avec une neutralité face au risque de I'investisseur dans la
zone de sur-performance.

Nous avons montré que ce probleme d’investissement peut, de maniere équivalente,
s’exprimer comme celui de l'investisseur non averse a la sous-performance, qui
cherche & maximiser 'utilité (quadratique) espérée de sa richesse finale et qui doit
prendre en compte une double contrainte explicite de risque; une contrainte d’as-
surance de portefeuille ainsi qu'une contrainte de niveau maximal de risque de
sous-performance.

Il s’agira d’une contrainte explicite de type ”Value at Risk” (si la probabilité de
perte est la mesure de risque choisie) ou d’une contrainte de type ”Limited Expec-
ted Loss” (si le choix de la mesure de risque porte sur 'espérance du cotit d’utilité
de la perte).

Nous avons montré que, selon la mesure de perte considérée, l'effet de la prise
en compte d’une contrainte supplémentaire d’assurance de portefeuille sur le profil
de gain optimal est tres différent :
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(1) La forme du profil optimal de richesse finale pour le probleme d’inves-
tissement avec fonction d’utilité discontinue (contrainte implicite sur la
probabilité de sous-performance) dépend de 1’écart entre la richesse cible
et le niveau considéré de protection du capital 3° :

-Si la cible de richesse finale est suffisamment éloignée du niveau de pro-
tection (i.e. pour un écart de valeur supérieur & un seuil de référence 3°),
le "pay-off” de la stratégie optimale admet quatre états de richesse, dont
trois sont similaires a la stratégie optimale de ce méme probleme sans
assurance de portefeuille ®” et un quatrieme état de richesse basse qui cor-
respond au niveau de protection du capital.

-Dans le cas contraire, i.e. si la cible de richesse est trop proche du ni-
veau de protection, la stratégie optimale admet une forme ”dégradée”, a
trois états de richesse finale, qui ne dépend pas du degré d’aversion a la
sous-performance de l'investisseur.

-Dans les deux cas, le profil de gain de la stratégie optimale est discon-
tinue, ce qui induit une prise de risque supplémentaire similaire a celui
d’une stratégie optionnelle binaire (option digitale).

(2) La stratégie optimale du probleme d’investissement avec fonction d’utilité
continue (contrainte implicite sur Pespérance du cotit d’utilité de la sous-
performance) admet au contraire une forme de ”pay-off” continue qui est
unique quelque soit le niveau considéré de protection du capital.

Le "pay-oft” de la stratégie optimale admet quatre états de richesse, dont
trois sont similaires a la stratégie optimale de ce méme probleme sans
assurance de portefeuille >® et un quatrieme état de richesse basse qui cor-
respond au niveau de protection du capital. Le passage entre chacun de
ces états est continu

Enfin, nous avons explicité, dans le cadre du modele a deux actifs de Black &
Scholes (1973), l'expression de la stratégie dynamique optimale; celle-ci s’identifie
a une combinaison d’options dont le sous-jacent correspond au portefeuille de type
”Moyenne Variance”, solution du probleme dynamique sans contrainte d’aversion
ni protection du capital.

35. Toute chose restant égale par ailleurs (i.e. & valeur constante des parametres d’aversion au
risque et d’aversion & la perte de l'investisseur).

36. La valeur de ce seuil de protection du capital est une fonction croissante de ’aversion au
risque et de I'aversion a la perte de l'investisseur.

37. 1l s’agit du probléme de 1’asset manager "HARA loss averse” (sans contrainte de protection)
présenté dans le premier chapitre dans le cas particulier ou la fonction d’utilité est une fonction
d’utilité quadratique discontinue et comprend une mesure de perte uniforme.

38. Il s’agit du probléme de I’asset manager "HARA loss averse” (sans contrainte de protection)
présenté dans le premier chapitre dans le cas particulier ou la fonction d’utilité est une fonction
d’utilité quadratique continue et comprend une mesure de perte non uniforme qui dépend du cotit
d’utilité de la perte.



CHAPITRE 3

Allocation dynamique avec benchmark et taux
stochastique

Nous souhaitons dans ce chapitre étudier le probleme de I’allocation dynamique
de portefeuille optimale avec benchmark et, le cas échéant, contrainte d’aversion a
la sous-performance !, dans le cadre d’un modele d’actifs avec des hypotheses moins
restrictives que celles du modele de Black & Scholes (hypothese de taux d’intérét
constant et existence d’un seul actif risqué).

Ainsi, nous considérons un marché financier élargi & deux sources de risques (un fac-
teur de risque action et un facteur de risque de taux d’intérét) et nous nous plagons
sous les hypotheéses du modele de taux stochastique & un facteur de [Vasicek, 1977]
pour décrire la déformation de la courbe des taux d’intérét.

Le choix d’un univers d’investissement comprenant les deux grandes classes d’actifs
traditionnelles que sont les actions et les obligations couplé a la prise en compte
d’une contrainte de gestion du risque de sous-performance va nous permettre d’ana-
lyser le probleme d’investissement caractéristique de l'investisseur institutionnel
(assureur, fonds de pension), & savoir :

— allouer son portefeuille de maniere dynamique entre plusieurs classes d’actifs
(action, obligation,...).

— générer, & un horizon d’investissement fixé, une sur-performance par rapport
A un benchmark définissant I’allocation ”stratégique” de son portefeuille 2,
tout en maitrisant son risque de sous-performance.

Notons que ce type de probleme d’allocation dynamique en temps continu pour
lequel la variable de richesse est la valeur du portefeuille en excés du benchmark a
déja été proposé dans la littérature.

[Bajeux-Besnainou et al., 2003a] étudient le critere de minimisation de la ” Tra-
cking Error” (définie comme ’écart type de la différence entre valeur finale du por-
tefeuille et du benchmark) pour un niveau fixé d’espérance de sur-performance?®;
ces auteurs considerent deux types de contraintes explicites supplémentaires (une
contrainte portant sur un niveau de richesse minimum fixe et une contrainte de
sous-performance maximale par rapport & un benchmark variable) et se placent

1. relativement & un portefeuille de référence ou ” benchmark”

2. le portefeuille benchmark peut aussi s’interpréter comme un portefeuille ”proxy” de cou-
verture des engagements futurs, i.e des flux du passif, de 'investisseur institutionnel.

3. Ce qui revient & considérer comme critére du probléeme d’investissement la maximisation
de l'utilité espérée du surplus de richesse avec un choix de fonction d’utilité quadratique.

117
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dans le cadre d’'un modele & trois actifs (portefeuille de marché, portefeuille bench-
mark et actif monétaire) sous ’hypothese de taux d’intérét constant.

[Zhao, 2007] propose un modele similaire (comprenant N actifs qui suivent des
Mouvements Browniens Géométriques et un taux court non stochastique) et résout
le probleme de maximisation de I'utilité espérée du ”surplus” de la richesse (écart
de richesse finale entre le portefeuille et le benchmark) en se fondant sur une forme
générale de fonction d’utilité HARA (avec comme cas particulier la fonction d’uti-
lité quadratique) mais sans prendre en compte une contrainte de risque de sous-
performance maximale.

Dans le prolongement de ces articles, nous cherchons a expliciter ’allocation dy-
namique action / obligation / monétaire optimale en supposant que l'investisseur
doit prendre en compte une contrainte supplémentaire sur le niveau du risque de
sous-performance de son portefeuille? et qu’il est soumis en plus du risque action
a une seconde source de risque liée a la variation stochastique des taux d’intérét.

Notre modele d’actifs sera celui proposé par [Bajeux-Besnainou et al., 2001]
ou [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]. Il s’agit d’'un modele & deux sources de
risques (taux et action) fondé sur la dynamique du taux court pour décrire la
courbe des taux. Ce modele implique en particulier I’existence d’un parametre de

corrélation constant négatif entre le facteur de risque lié a l'actif action et celui
provenant de la dynamique des taux d’intérét.

Dans la premiere sous-section, nous présentons les principales caractéristiques du
modele a trois actifs considéré.

Dans la seconde sous-section, nous explicitons et analysons les propriétés de la solu-
tion du probleme de maximisation de I'utilité espérée du ”surplus” de richesse par
rapport & un benchmark (investisseur HARA non averse & la sous-performance) ;
nous considérons 4 la fois 'investisseur HARA ayant un profil de gain ” concave” (si-
milaire a I'investisseur du probléme Moyenne-Variance dynamique) et I'investisseur
HARA avec profil ”convexe” (similaire & une stratégie d’assurance de portefeuille
non optionnelle de type ”Constant Proportion Portfolio Insurance” ®) .

Dans la troisieme et derniere sous-section, nous expliciterons 'allocation dyna-
mique optimale pour l'investisseur HARA, averse a la sous-performance, devant
prendre en compte une contrainte sur le niveau de risque de sous-performance du
portefeuille couplée a une contrainte explicite d’assurance de portefeuille.

4. portant sur le niveau d’espérance de sous-performance par rapport & un benchmark

5. La stratégie ”CPPI” ou encore stratégie du ”coussin” est une stratégie dynamique d’as-
surance de portefeuille consistant a investir, dans un portefeuille d’actifs risqués, une proportion
constante de I’excés de richesse par rapport au niveau cible ou benchmark (appelé couramment
?coussin” ; elle implique un dé-investissement progressif ou dynamique au fur et & mesure que le
niveau du sous-jacent baisse, i.e. que la valeur du ” Coussin” diminue.
Pour plus de détail, on pourra se référer & [Perold Sharpe, 1988] ou plus récemment, dans un
cadre de probléme d’allocation dynamique, & [Basak, 2002].
On notera enfin, que la forme de profil concave des stratégies optimales que nous considérons
(cas ou v < 0) peut étre vue comme une stratégie ”anti-coussin” qui est la stratégie opposée de
la stratégie "CPPI” ; la stratégie ” Anti-Coussin” s’apparente & une stratégie contrariante : elle
implique un réinvestissement progressif en actifs risqués au fur et & mesure que le niveau du sous-
jacent baisse, i.e. que la valeur de "’ Anti-Coussin” diminue (défini comme la différence entre la
richesse du portefeuille et le niveau cible de richesse maximale).
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1. Modéle d’actifs considéré

1.1. Expression de la dynamique des actifs considérés.

Nous nous plagons dans le cadre du modele de [Bajeux-Besnainou et al., 2001],
qui supposent que la courbe des taux est décrite par le modele de [Vasicek, 1977] et
considerent I'existence de quatre actifs (dont deux actifs obligataires redondants) :

(1) L’actif monétaire dont la dynamique de prix est décrite par ’équation
suivante :

dS? /89 = r(t)dt

ou r; désigne la valeur du taux d’intérét a court terme du marché monétaire
et suit un processus d’Orstein-Uhlenbech donné par ’équation suivante :
dry = ap(by —1)dt — op dZ}

avec a, désignant le taux de retour a la moyenne, b, le niveau moyen
du taux court & 1’équilibre et o, la volatilité du taux court.

(2) Deux actifs obligataires redondants® :

— Un Zéro-Coupon, qui a pour maturité, a la date 0, I’horizon d’in-
vestissement T (et qui a donc une duration de T — ¢, & la date
t € [0,T]); sa dynamique de prix est la suivante :

dB(t, T — t)/B(t, T — t) = (Tt + )\TO'T,t)dt +or_¢ dZZA
ou A, est le prix du risque, supposé constant.

Sa prime de risque dépend de T — t et s’écrit : Op_y = A\.or_y
avec oy = o,.(1 — e~ (Tt /g,

— Un fonds obligataire maintenant une duration constante, notée K
(en pratique K > T') modélisé par le processus suivant :

dBK/BK = (Tt + )\TJK)dt+ OK dZ{
Sa prime de risque est constante et s’écrit : g = M\.ox avec

6. Notons que le modele de Vasicek implique que o, = o (1—exp(—az))/a avec x = K ou T—t

De plus on remarque qu'on a dByp_¢/Br_ = (07_1/0x)dBk /Bx +(1—or_¢/oK)dS?/SP.

Ce qui s’interpréte de la maniére suivante : 1 Euro investi dans Bp_; , entre t et t + dt , est

équivalent & un portefeuille composé de op_¢ /oK Euros investis sur Bx et 1 — op_; /o Euros
investis sur S? .
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ox =0.(1—e"K)/a,

(3) Un actif de type action ou indice action, dont la dynamique est la sui-

vante ’ :

dS/S = (ry + 0g)dt + 01 dZ7 + o9 dZT |
avec(Wg, W,.) un mouvement brownien standard bidimensionnel,

et ou g = Agoy + \.o9 , désigne la prime de risque constante de 'in-
dice action.

On notera que les hypotheses de ce modele impliquent, d’'une part, que les prix
des instruments de taux (taux court et instrument obligataire Zéro-Coupon ) sont
modélisés par des processus stochastiques dont la volatilité est déterministe, et
d’autre part, que la déformation de la courbe des zéro-coupon est décrite entierement
par une seule variable d’état, le taux court, noté r °.

7. Sous les hypothéses de ce modele, les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
-la volatilité de 'indice action est constante, donnée par og = 1/0’% + 0’% .
-le niveau de corrélation entre la valeur de lactif de type action et le niveau des taux (dr ou
-dLnB(t,T-t)), qui provient du terme o2dW]', est négatif et constant .

8. L’expression du prix de lactif Zéro-Coupon est donnée dans le cadre du modele de
[Vasicek, 1977] par la formule suivante :

2(p_
B(t, T — ) = e~ m*(T-0+5-5=2
T
avec m x (T —t) = AT —t) + (re — b5)F(T —t), S3(T —t) = [o2  du =
t
2(T—t F(T—t F(T—t)? N . _ —t _ 1—e—ar(T-H)
U’(ag ) [1— (’(T—t)) —ar 2<(T_t)) ], ou on a posé F(T —t) = GZT’ = 1=e - et b% =

br+ Arg”
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1.2. Expression de la dynamique du portefeuille ”growth-optimal”
et du portefeuille de Merton.

LEMME 1.

(1) Le portefeuille numéraire (ou ”growth-optimal” ou encore ”log-optimal”),
noté (H,h), est une stratégie dont les poids, représentant la part de ri-
chesse investie dans les différents actifs, sont donnés par les erpressions
suivantes® :

hs = Xs/o1  sur Uactif de type action S
hx = (A\ro1 — As02) /o010 sur Uactif de type obligataire By
1—hg —hg  sur lactif monétaire S0

Ou encore,

hs sur Uactif de type action S
hxog/or—t  sur lactif Zéro-Coupon Br_q

1 —hg — hgog/op—; sur Uactif monétaire S0

(2) De plus le priz de ce portefeuille suit un processus d’Ité multidimensionnel
dont Uezpression est la suivante : dHy/Hy = (ry + | N|?) dt + X' dZ,

(3) Ezpression de l'allocation du portefeuille H en terme de prime de risque

Nous pouvons réécrire les poids, correspondant a la part de richesse totale
investie dans les actifs action et obligataire, de la fagcon suivante'C :

hs = 931/0% et hg = (91{/0%() — hg % (932/9[()

avec 051 = Ag o1 et 050 = N\, 02

9. On notera les propriétés suivantes :

-Les poids de la richesse totale investie dans les différents actifs du portefeuille H sont constants
quand on les exprime par rapport aux trois actifs S, By, et S° mais dépendent du temps restant
& courir jusqu’a maturité quand on les exprime par rapport aux trois actifs S, Br_; , et S.
-D’autre part, on note que si As = 01 et A\p = 02 ( ou de maniére équivalente si 65 = a§
et O = o2 X ok ) alors les poids du portefeuille H sont hg = 1; hx = 0 et par conséquent le
portefeuille H se réduit a l'actif, S, de type action.

10. Ce qui s’interpréte de la fagon suivante
-Plus l’anticipation sur 1’évolution de la composante pure action est positive (i.e. plus le ratio de
la prime correspondant au risque action pure, 651 , sur la partie de la variance action ”pure”, 0'%,
est élevé) et plus hg, le poids du portefeuille H investi sur 1’actif S de type action, est important.
-Plus l'anticipation sur 'évolution de 1’actif obligataire est positive (plus le ratio (0 /0% ) , de la
prime de l'actif obligataire sur sa variance est grande) et plus hg, est élevé.
-Inversement, plus hg et (6s2/0k) (rapport entre la partie de la prime de 1’actif action provenant
de la corrélation action / taux et de la prime de lactif obligataire) sont élevés et plus, hg, le
poids du portefeuille H investi sur l'actif B, est faible. Implicitement, une partie de la prime
obligataire est déja capturée par ’exposition du portefeuille a Pactif action.
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LEMME 2.

(1) Le portefeuille de Merton qui peut se définir comme la stratégie dynamique

atteignant la richesse finale (Hp)Y/7 'Y | et que l'on note (h*, H*), exhibe
des poids, correspondant a la part de richesse investie dans les différents
actifs, qui sont donnés par les formules suivantes'? :

1/y  sur le portefeuille H
{ 1—1/y sur Uactif Zéro-Coupon Br_;
Ou
hs/vy sur Uactif action S
hi /v sur Uactif obligataire By
(1 —hs — hx)/y sur Uactif monétaire S°
(1—=1/v) sur lactif Zéro-Coupon Bp_,
Ou encore
hs /vy sur Uactif de type action S
(hx/v)+ (1 —=1/v)or—t/ox  sur Uactif de type obligataire By

Le reste sur Uactif monétaire S°

Le priz du portefeuille (h*, H*) suit un processus d’Ité dont la dynamique
est la suivante :

dH} [H} = (re + | A* /9) dt + (X' /7)dZ,

La valeur intermédiaire, notée Ht*, est donnée par l’expression suivante :

Hy = HV [B(t, T — )]0 52 (0n(T=0)/7)°

avee % (T—t) = Var(Ln(Hr)) = ST+ |\ (T—t)~2p ||\ n(T—1)
T T

o L2(T —t) = [o4_,du; (T —t) = ([or_wdu) ;pg = N/ ||A| et
t t

||)\||2 =M+ A\ et ou B(t,T —t) désigne la valeur de lactif Zéro-Coupon
d’échéance T —t dans le modéle de [Vasicek, 1977].

11. a la constante de budget pres

12. On notera que les poids du portefeuille H* sont indépendants de 7" — ¢t quand ils sont
exprimés en fonction du prix des quatre actifs S, By, et S et Bp_; mais dépendent de T — ¢,
quand ils sont exprimés en fonction du prix des trois actifs S, B, et S°.
Quand ¢t — T, le vecteur des poids de H* tend vers le vecteur de poids constant, (1/7) e h.
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2. benchmarking sans aversion a la sous-performance

2.1. Probleme d’investissement considéré.
On suppose que l'investisseur cherche a maximiser, a un horizon d’investissement
pré-défini, 1'utilité espérée de I’écart de sa richesse par rapport a celle d’'un bench-

mark (ou portefeuille de référence), noté (O, o).

Nous considérons un investisseur dont la fonction d’utilité est HARA et dont 'ex-
pression est la suivante :

u(y) = (1/¢) % ol1 on suppose que cy +a >0et cx vy >0

avec
y : exces de richesse par rapport au benchmark,
~ : le parametre d’aversion au risque de l'investisseur v € R/{0; 1},
¢ : un parametre non nul qui a le méme signe que y et dépend donc du profil
de gain de Pinvestisseur 3,
—a/c : le seuil de richesse maximum, respectivement de perte maximum,
pour ~ négatif, respectivement ~ positif, ou a > 0.
Notons que pour v = —1, on retrouve le cas de 'investisseur du probleme Moyenne-

Variance, dont la fonction d’utilité est une fonction quadratique, dont le profil de
richesse est concave !4, et dont le seuil de richesse maximale est égal & a (seuil de
richesse ou I'investisseur atteint la satiété)

Enfin, pour v > 0, on retrouve le cas de I'investisseur HARA, ayant une fonction
d’utilité puissance, un seuil de richesse minimum égal & —a, et un profil convexe 1°
qui généralise le cas de 'investisseur CRRA (obtenu pour a — 0 ).

Le probleme d’investissement s’écrit de la facon suivante :

13. Sans perte de généralité, on peut supposer que ce parametre prend la valeur -1 ou +1 en
fonction du profil de gain de I'investisseur : -1 pour un profil de richesse concave correspondant a
v < 0 et +1 pour un profil convexe correspondant & un choix du parameétre y positif.

Ce qui revient a supposer que son expression est la suivante : ¢ = ﬁ .

Cette terminologie de profil convexe, resp. profil concave, fait référence a une stratégie dont ’allo-
cation ou le montant investi dans un portefeuille d’actifs risqué (que ’on précisera dans la suite)
est une fonction croissante, resp. décroissante de la valeur du portefeuille d’actifs risqués.

14. ce qui se traduit par une forme concave de la courbe de richesse finale en fonction de la
valeur du portefeuille d’actifs risqués.

15. ce qui se traduit, pour 0 < v < 1, par une forme convexe de la courbe de richesse finale
en fonction de la valeur du portefeuille d’actifs risqués et un montant alloué dans le portefeuille
d’actifs risqués croissant en fonction de sa valeur. Pour v > 1, la forme de la richesse est concave
mais le montant alloué dans le portefeuille d’actifs risqués reste croissant en fonction de sa valeur.
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PROBLEME 13.
max  FE(u(Yr))
(P13) Yre L2(P)

s.a E{YT/HT} = AO

avec Yy = Wy — Oy , la valeur de écart de richesse (ou encore le "surplus”) par
rapport a celle du benchmark, a linstant t,

et avec Ao =1— E{Or/Hr} <1 et E{Op/Hr} <11

2.2. Expression de la richesse terminale et de 1’allocation dynamique
optimale.

On obtient le résultat suivant :

PROPRIETE 21.

(1) La richesse terminale optimale du probléme (P13) est donnée par l'expres-
ston suivante :

+ = Or + (kH%M fa) Jc avec k = (aB(0,T) 4+ c¢Ao)/H{ (équation
de budget)

(2) La valeur a la date t , de la stratégie dynamique optimale, notée Wi | est
donnée par la formule suivante'” :

Wy =0, +{kH} —aB(t,T —t)}/c

avec Hf = HYV[B(t,T — )]~/ e on(T=0)/7)?

ot 0% (T —t) = Var(Ln(Hr)) ® et ou B(t,T —t) désigne la valeur d’un
Zéro-Coupon dans le modéle de [Vasicek, 1977].

(3) L’allocation optimale est donnée par le vecteur de poids, wy, dont lex-
pression est la suivante :

16. Sinon le portefeuille benchmark n’est pas une stratégie admissible.

17. La non-négativité de la richesse est garantie dans les deux cas suivants :
-le portefeuille benchmark s’identifie a I’actif Zéro-Coupon et v > 0; dans ce cas on a W} >
(1—a/e)B(t, T —t) p.s.
-le coefficient a est proportionnel a la valeur du benchmark, i.e. a = aO¢ (toujours dans I’hypothese
ou v > 0); dans ce cas, on a W;* > (1 —a/c)Oy p.s. et il n’y a plus de position élémentaire ”Buy
& Hold” investie dans ’actif obligataire Zéro-Coupon qui est remplacé par une position investie
dans le portefeuille Benchmark : W = (k/c) Hf + (1 —a/c) Oy .

18. Sous nos hypotheses, on a 0% (T — t) = Var(Ln(Hr)) = S3(T — t) + M2 (T —t) —

T T

201 [N (T = t) ot SX(T —t) = [oF_,dus (T = t) = ([ or—udu); prr = A/ [IA]| et A* =
t t

A2+ 22
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w; = (0/Wi)o + ((k/ey)Hi [Wi)h + ((k/e) (1 = 1/v)H
—(a/e) B(t,T —1))/W;)b

ou encore, avec y; = w; — (Oy/W)o,

yi = (W7 = 0)/y + (a/ey) B(t, T = )] /Wi )h
(A =1/ = O) = (afen) B(t, T = )] /Wb

ol 0 = (0s,0K,08,1 — 05 —ox —o0B) , h = (hs,hk,0,1 —hs — hg ),
b =(0,0,1,0) .

CONSEQUENCE 11.

L’allocation optimale, exprimée en montant, est la suivante :

050¢ + (hs/v)(k/c)H; sur Uactif de type action S

oxO¢ + (hx /v)(k/c)H sur Uactif de type obligataire By

ogO¢ + (1 —1/v)(k/c)Hf — (a/c)B(t,T —t) surle Zéro - coupon Br_;
(1—o0s — ok —oB)O; + (1 — hs — hx)/v)(k/c)H; sur lactif monétaire S°

2.3. Propriété de décomposition en plusieurs fonds de la stratégie
optimale.

CONSEQUENCE 12.

(1) Quelque soit le type d’investisseur considéré et son degré d’aversion au
risque, la stratégie optimale peut s’exprimer comme une stratégie de type
"Buy & Hold” qui se décompose en trois portefeuilles élémentaires : le
portefeuille benchmark O, le portefeuille de Merton H*, et Uactif obliga-
taire Zéro-Coupon.

(2) Alternativement, le portefeuille optimal peut étre vu comme la somme des
deuz stratégies suivantes :

-la premiére qui est intégralement investie sur le portefeuille benchmark
représente la partie passive ou stratégique de la stratégie optimale.

-la seconde correspond a la partie active du portefeuille optimal et cor-
respond a une stratégie “long-short” qui est indépendante de la valeur du
benchmark.

L’expression de la partie active du portefeuille montre que, pour Ag = 0, celle-
ci s’identifie a une stratégie Buy & Hold composée d’une position longue investie
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initialement dans le portefeuille H* financée par une position courte investie initia-
lement dans ’actif obligataire Zéro-Coupon pour ¢ = +1 , i.e. cas de 'investisseur
convexe (l'inverse se produisant pour ¢ = —1).

Cette stratégie active est similaire a celle correspondant a la solution optimale du
probleme sans référence au benchmark, a la différence pres qu’elle est maintenant
de type "long - short” (contrainte de budget initial nul) ou partiellement ”long -
short” (contrainte de budget initial strictement positif).

De plus, cette composante active de la stratégie optimale s’applique au surplus
de la richesse indépendamment du choix du benchmark. Ainsi, mise a part la
détermination de la taille de 'investissement initial, la stratégie optimale ne dépend
donc pas du choix du benchmark '°.

On notera aussi que ce résultat de décomposition s’interprete simplement en terme
de mesure de performance de la fagon suivante (voir [Zhao, 2007]) : toute gestion
active peut étre comparée en terme de sur-performance a un portefeuille ”long -
short” de référence, qui tire sa performance de celle du portefeuille ” Growth Opti-
mal” H.

Finalement, on peut faire les remarques suivantes :

-dans le cas de linvestisseur convexe, pour lequel v > 0 et ¢ = +1, la sous-
performance maximale est égale & —a ; autrement dit, le parametre a correspond a
une contrainte implicite d’assurance de portefeuille.

-dans le cas de 'investisseur concave pour lequel v < 0 et ¢ = —1, la sur-performance
maximale est égale a a; autrement dit, le parameétre a représente un plafond de ri-
chesse correspondant au niveau de satiété de l'investisseur au-dessus duquel son
utilité est nulle.

-dans le cas particulier ou v = —1, le portefeuille de la stratégie optimale n’est
efficient au sens du critere Moyenne-Variance que si le benchmark ’est aussi, voir
[Bajeux-Besnainou et al., 2003a].

2.4. Analyse de ’allocation dynamique en fonction du niveau de ri-
chesse, du benchmark et du prix du Zéro-Coupon.

CONSEQUENCE 13. Quelque soit le type d’investisseur considéré, ’expression
du vecteur de poids optimal est une combinaison linéaire dynamique de trois porte-
feuilles, le benchmark, le portefeuille 7 Growth Optimal 7, noté H, et l'actif Zéro-
Coupon dont les coefficients dépendent de trois variables d’états : la valeur du bench-
mark, la valeur du portefeuille optimal et celle du Zéro-Coupon.

Ce résultat généralise ainsi la propriété de décomposition en deux fonds obtenue

19. Ce qui était prévisible, compte tenu du critére d’optimisation du probléme considéré qui
est défini sur le surplus de la richesse.
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par [Zhao, 2007], dans le cadre de la résolution du probléme d’investissement simi-
laire & celui considéré ici mais sous ’hypothese plus restrictive de taux déterministe.

En effet, [Zhao, 2007] obtient, sous cette hypothese, une décomposition linéaire de
lallocation du portefeuille optimal dépendant de deux portefeuilles (le portefeuille
de croissance optimal et le benchmark) et trouve que les poids investis dans ces
deux portefeuilles dépendent de deux variables d’état que sont la valeur du porte-
feuille benchmark et celle du portefeuille optimal.

Dans le cadre du modele d’actifs que nous considérons, qui prend en compte 1’exis-
tence de taux d’intérét stochastiques, s’ajoute une troisieme composante correspon-
dant a U'investissement effectué dans ’actif obligataire Zéro-Coupon.

(1) Cas de l'investisseur ayant un profil convexe

Dans ce cas ou v > 0, le poids de la richesse totale investi dans cha-
cun des trois portefeuilles est le suivant :

(a) Le poids correspondant au benchmark O (partie passive de la stratégie)
est égal au ratio Oy /W[ .

Ainsi, plus la stratégie optimale sur-performe le benchmark et plus
le poids de la richesse allouée dans le portefeuille benchmark diminue
(composante convexe ou ”d’assurance de portefeuille”).

(b) Le poids investi dans le portefeuille ” Growth Optimal” H est pro-
portionnel a deux facteurs :

-L’excédent de richesse relativement au benchmark en % de la ri-
chesse totale, (W;* — Oy)/W;* pondéré par le coefficient, 1/ , positif
qui joue un role d’effet de levier si y < 1.

-la valeur d’une position longue investie sur l'actif Zéro-Coupon égale
a (a/v)B(t, T —t) , exprimée en % de la richesse optimale.

Ainsi, plus la stratégie optimale sur-performe le benchmark, et plus
la valeur du montant investi dans le portefeuille ” Growth Optimal”,
ie. (W —=0:)+aB(t,T —t))/v , augmente (composante ” convexe”
de la stratégie) 2°.

(¢) Le poids investi dans lactif Zéro-Coupon dont ’expression est également
une combinaison linéaire des deux mémes facteurs :

20. Notons que, dans le cas ou le coefficient a est proportionnel & la valeur du benchmark, i.e.
a = a0y (et en particulier tel est le cas si le benchmark s’identifie & 1’actif Zéro-Coupon), alors le
poids de la richesse investie dans le portefeuille ” Growth Optimal” est une fonction croissante de
Pexcédent de richesse avec le benchmark puisqu’on a : y; = ([(W; — O¢)/v + (a/cy)Oi] /WF)h +
(1= 1/7)(W; = O1) — (a/e)O1] /W )o
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-Le rapport (W} — O,)/W;* pondéré par (1 — 1/7) correspondant
a 'investissement dans 'actif Zéro-Coupon qui compense les posi-
tions investies sur les portefeuilles O et H, respectivement égale a
O /WY | et (W —Oy)/7 et qui progresse en sens inverse de celles ci.

Sa valeur est une fonction décroissante du surplus de richesse si 1’in-
vestisseur a un parametre d’aversion plus faible que l’investisseur
logarithmique (i.e. v < 1) et une fonction croissante du surplus de
richesse dans le cas contraire (pour v > 1).

-La valeur d’une position vendeuse investie sur l'actif Zéro-Coupon
exprimée en % de la richesse optimale qui est égale & (a/v)B(t, T —1).
Cette position finance la position acheteuse, de méme taille, investie
initialement sur le portefeuille H.

Ainsi, pour v < 1, une augmentation du surplus de richesse a pour ef-
fet de réduire la valeur du montant investi dans I’actif Zéro-Coupon,
ie. (1 —=1/y)(W{ — O) +aB(t, T —t))/v (composante convexe de
la stratégie) ; c’est U'inverse qui se produit pour v > 1.

(2) Cas de l'investisseur ayant un profil concave

Dans ce cas ou v < 0, 'expression du poids de la richesse totale investie
dans chacun des trois portefeuilles est la suivante :

(a)

Le poids correspondant a la partie de la stratégie optimale investie
dans le benchmark O (partie passive de la stratégie) est exactement
la valeur du ratio O;/W;* (comme pour I'investisseur ayant un profil
convexe).

Le poids correspondant a la partie de la stratégie optimale inves-
tie dans le portefeuille ” Growth Optimal”, H, est proportionnel aux
deux facteurs suivants :

-Le ratio (W} — Oy)/W;* pondéré par le coefficient négatif : 1/y < 0.

-La valeur d’une position longue sur le Zéro-Coupon, (—a/v)B(t,T —
t) , exprimée en % de la richesse optimale .

Ainsi, plus la stratégie optimale sur-performe le benchmark, plus la
valeur du montant investi dans le portefeuille ” Growth Optimal”, i.e.
(aB(t, T —t) — (W} — O4))/ || , diminue (composante ”concave” de
la stratégie) ; sa valeur converge vers 0 quand ’excédent de richesse
atteint sa valeur plafond, Y;* = W) — O, = aB(t,T — t) .

Le poids correspondant a l'actif Zéro-Coupon qui est une fonction
linéaire des deux mémes facteurs :
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-leratio (1—1/7) (W —0;) /W avec un coeflicient positif : (1—1/7) >
0 (y<0).

-La valeur d’une position courte sur le Zéro-Coupon, (a/v)B(t,T—t),
exprimée en % de la richesse optimale qui finance la position longue
de méme taille sur le portefeuille ” Growth Optimal” H.

Ainsi, plus la stratégie optimale sur-performe le benchmark et plus
le montant de la richesse investie dans 'actif Zéro-Coupon augmente
(composante ”concave”) ; sa valeur converge vers le montant plafond
aB(t,T — t) quand l'excédent de richesse atteint sa valeur plafond
Y;* = Wt* —Ot = aB(t,T—t) .

(3) Expression de l'allocation dynamique optimale en fonction de l'exces de
richesse par rapport au benchmark :

(a)

(c)

CONSEQUENCE 14.

Le vecteur yt* des sur/sous pondérations peut se ré-écrire comme une
combinaison linéaire dynamique de deux portefeuilles, le portefeuille
”Growth Optimal ” H et Uactif Zéro-Coupon dont les coefficients sont
fonctions de deux variables d’état, le ratio du surplus sur la Tichesse
(W — Oy /Wy, et le ratio Cy /WY -

yi = (Co/W)h + (W) = Or) = Ci] /Wb
avec Cy = (Wi — Oy)/v+ (a ¢y)B(t, T —t)
et avec h' = (hg,hi,0,1 —hs —hg ) et b = (0,0,1,0)

la variable Cy s’interpréte comme un ”coussin” de richesse relative
au benchmark®' qui a les propriétés suivantes :

-dans le cas ot vy > 0 et ¢ = +1 (cas de linvestisseur convezxe), le
montant investi dans le portefeuille H, Cy = (W — Oy) +aB(t,T —
t))/v , est une fonction croissante du surplus de richesse.

-a lopposé, dans le cas ou l'investisseur a un profil concave, i.e.
vy <0etc=-1,C = (aB(t, T —t) — (W} — O4))/ || est une
fonction décroissante du surplus de richesse.

Dans le cas ot le niveau implicite de richesse minimum (mazimum
dans le cas v < 0) dépend de la valeur du benchmark, i.e. a = aOy,

21. Par analogie a la stratégie dite du ”Coussin” (ou encore ”Constant Proportion Portfolio
Insurance”) (cas v > 0) qui consiste & investir dans un portefeuille d’actifs risqués une proportion
constante de I'exces de la richesse totale par rapport & un niveau de richesse minimum.

Dans le cas ou v > 0, 'analogie se fait avec la stratégie dite de 1"’ Anti-Coussin” qui consiste a
investir dans un portefeuille d’actifs risqués une proportion constante de I’écart entre un niveau
de richesse plancher et la richesse totale du portefeuille.

Pour plus de détails, voir le commentaire ci-dessus dans 'introduction de la présente section.
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le poids de la richesse investie dans le portefeuille H, Cy/W}*, est
proportionnel a ’écart de richesse par rapport a ce niveau cible, ex-
primée en % de la richesse totale :

-dans le cas ot v > 0 et ¢ = +1 (cas de Uinvestisseur convezxe),
Cy= (W= (1—a)0y)/ || et Ce /W est une fonction croissante de
la variable (W — (1 — a)Oy) /W

-dans le cas ot l'investisseur a un profil concave, i.e. v < 0 et c = —1,
Ci=((14a)Oy = W)/ || et Cy/Wi est une fonction croissante de
la variable ((1+ a)Oy — W)/ W}

2.5. Cas particulier de l’utilité quadratique (pour v = —1).

Dans ce cas, le probleme d’investissement considéré peut étre exprimé de fagon
alternative, comme celui de 'investisseur cherchant (pour un objectif de sur-performance
donné) & minimiser la " Tracking Error” de son portefeuille par rapport & un por-
tefeuille de référence?? :

min  STD(Yr)
(P) Yre L2(P)

S.a. E(YT) =Y N E{YT/HT} = Ao

avec STD(Yr) = /VAR(Yr) la ?Tracking Error” qui se définit ici comme Pécart
type de Ypr = W — Or, la différence entre la richesse finale du portefeuille et celle
du benchmark.

Notons qu'’il existe une relation biunivoque liant le parametre a et le niveau cible
d’espérance de richesse finale Y .

3. benchmarking avec aversion a la sous-performance

Nous proposons a présent d’expliciter le probleme de I'investisseur averse a la sous-
performance 2® dans le cadre du modele d’actif intégrant un facteur de taux sto-
chastique décrit dans la section 3.1 ci-dessus.

22. Notons que ce probleme peut aussi s’interpréter de facon alternative comme le probléme
de maximisation du ”Ratio d’Information” sous contrainte de rendement cible :

max I(Yr)
(py { yre L2(P)

sa. E(Yp)=Y i E{Yp/Hr} =Ap

ou I(Yr) = E(Yr)/STD(Yr) est le "Ratio d'Information” (exprimé par rapport au niveau de
surplus final de richesse, i.e. Y = Wp — Orp.

23. ou de fagon équivalente, du probleme de 'investisseur sous contrainte de risque de sous-
performance)
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3.1. Probleme considéré et expression de la richesse terminale opti-
male.

De facon a prendre en compte la dissymétrie entre I’aversion pour la sous-performance
et I'appétit pour le gain de I'investisseur, nous considérons a nouveau une fonction
d’utilité "HARA loss averse” et continue de la forme :

Au(y) + (B — A)u(0) siy<0
vl = { Buly) Gy >0

avec y qui représente ’écart de richesse par rapport a la valeur du portefeuille
benchmark,

avec D = A/B — 1 > 0 qui désigne le degré d’aversion pour la sous-performance,
ouA>DB>0,

et avec u(.) qui désigne la fonction d’utilité d’un investisseur HARA sans aversion
a la sous-performance dont ’expression est celle considérée dans la sous-section
précédente :

u(y )E(l/)(°y+a) ol on suppose que cy +a>0et cx v >0

avec

~: le parametre d’aversion au risque de 'investisseur, ot v € R/{0; 1},

¢: un parametre non nul qui a le méme signe que 24

25

—a/c: le parametre de richesse maximum ou minimum *°, ot @ > 0.

Le probleme s’écrit de la fagon suivante :

PROBLEME 14.
max F(v(Y;
(P14) q D )
s.a E{YT/HT} = A(), YT Y

ot Ag=1— E{Or/Hr} <1 et E{Or/Hr} < 1% et avec :

Yr = Wp — Or: la valeur finale de ’écart de richesse du portefeuille avec le
benchmark

24 On pourra supposer sans perte de généralité que I’expression de ce parametre est
c= |"/\ =-1y<0 + 1y>o0

25. —a/c =4/ — a désigne le seuil de richesse maximum, respectivement de perte maximum,
pour « négatif, respectivement ~ positif.

26. Sinon le portefeuille benchmark n’est pas une stratégie admissible
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Y: le niveau de sous-performance mazximale autorisée, avec Y < 0

v: une fonction d’utilité "HARA loss averse” dont l'expression est la sui-
vante : v(y) = u(y) — D x (u(0) - u(y)) x Lg,<o)

D=A/B—12>0: le degré d’aversion pour la sous-performance,
avec A > B > 0.

u(.): la fonction d’utilité d’un investisseur HARA sans aversion d la perte
définie plus haut.

Par un raisonnement identique & ceux des sections précédentes, on en déduit les
résultats suivants :

PROPRIETE 22. La richesse terminale optimale du probléme (P14) est donnée
par l’expression suivante,

(1) Dans le cas sans contrainte explicite de portefeuille : Y = —oo
k/B -1/~ .
<H/—T> —ap/c st Hr > H
WT—OT+ Siﬂ<HT§F

/ =1/~
H— —ap/c st Hr < H
, H=

% a” et ou on suppose que ¢ Xy > 0

(2) Dans le cas avec contrainte explicite de portefeuille : Y > —oo?7

Wi =0r+

Y siHr < H
avec k vérifiant Uéquation de budget suivante : E(W3/Hr) =1

etavec H= (£)a” ,H=(£)a" , et H=(£) (a + X))

27. Sans perte de généralité, nous pouvons considérer uniquement le cas de l'investisseur ayant
un profil de gain concave pour lequel v < 0; en effet dans le cas ol v > 0, correspondant au profil
convexe avec contrainte implicite de niveau —a/c, si on suppose que Y < —a/c alors la contrainte

explicite ne joue pas.
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3.2. Expression de 1’allocation dynamique optimale.
Les expressions de la valeur intermédiaire et de celle du vecteur des poids de la

stratégie de réplication, dans le cadre du modele avec taux stochastique considéré,
sont énoncées dans les propriétés suivantes :

PROPRIETE 23. La valeur d la date t, notée W[, de la stratégie, solution opti-
male du probléme (P14), est donnée par l'une des expressions suivantes :

(1) Dans le cas du probléme sans contrainte explicite de portefeuille : Y = —oo
a) Si le profil de gain de linvestisseur est convexe (y >0) :
Wi =0+ (ClygH{,a,T —t) — P(yaH;,a,T —1))/c
b) Si le profil de gain est concave (v <0) :

Wy =0y — (P(ypH},a, T —t) — C(yaHf,a, T —1))/c

(2) Dans le cas du probléme avec contrainte explicite de portefeuille : Y > —oo
ety <028

Wy =0, +YB(t,T —t)— P(ygH},a,T —t)/c

—P(yaH;.a.T —t)/c+ PlyaH;,a+ Y. T —t)/c

k)*l/“/

avec ya = (£ ’“)71/7

etyp = (&

)

avec Hy = H}V [B(t,T — )] 71/ 52 (on (T—0)/7)*

oty 04 (T —t) = Var(Ln(Ht))* et ot B(t,T —t) désigne la valeur de
Dobligation Zéro-Coupon dans le modéle de [Vasicek, 1977],

et avec C(Hf, X, T —t) , respectivement P(H}, X,T —t) , qui désigne
la valeur du call européen, respectivement du put européen de strike X,
d’échéance T —t, sur le sous-jacent H; 3.

28. Nous considérons uniquement le cas de l'investisseur ayant un profil de gain concave pour
lequel v < 0; dans le cas ol v > 0 et Y < —a/c, la contrainte explicite ne joue pas et le cas v > 0
et Y > —a/c s’obtient de fagon similaire.

N 2

29. Sous nos hypotheses, on a 0% (T —t) = Var(Ln(Hr)) = ST —t) + [A|*(T - t) —

208 |\ (T — ¢)

T T
ou 23T —t) = tfo%_udu; n(T—1t) = (thT_udu); pH =X/ ||A]| et ||)\||2 =2 +)\%

30. Sous nos hypotheses, on a C(H}, X, T —t) = HfN(d1) — X B(t,T — t)N(d2)
et P(H;, X, T—t) = X B(t,T—t)N(—d2)—H;} N(—dy) otton a posé di = (In(H; /X)—In(B(t, T—
£) + (11 (T — )/7)2/2)/ (o1 (T = £) ) et
de=di —og(T —t)/v et 0% (T —t) = Var(Ln(Hr)) définis comme précédemment.
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PROPRIETE 24.

Le vecteur, noté wy, des poids de la stratégie, solution optimale du probléme (P14),
est donné par la formule suivante :

wi = (O0g/W)o + (Ag/ Wb + ([(Wy = Or) = Ad] /W)D

avec Ay définie selon les cas par les formules suivantes
(1) Dans le cas du probléme sans contrainte explicite de portefeuille : Y = —oo
A= [{ysN {(c/le)dasys } +yaN {=(c/ lel)dasy, } } /(lclv)] Hf

(2) Dans le cas du probléme avec contrainte explicite de portefeuille : Y > —oo
et avec v <0

A= [{ysN {~dajyp }) = yaN {~dajys } + yaN{~darey) ya } } /(7)) Hf

. . -1/ -1/
ol 0N a Posé ys = (%) T yp = (%) v
* 2
n(Ey (B, T—t)+ Lea T/
et dX = X on(T—t)/~ 2 ,

ot 04 (T —t) et H} tels que définis dans la propriété 23,

et avec 0 = (0s,0K,08,1 — 05 — 0k — 0B), n o= (hs,hk,0,1 —hs — hg) et
b =(0,0,1,0)



Deuxieme partie

Allocation dynamique avec
rémunérations variables



Il s’agit d’une pratique courante que les sociétés de gestion d’actifs pour compte
de tiers percoivent non seulement une commission de gestion sur encours fixe
(prélevement d’'un pourcentage fixe de la valeur des actifs gérés) mais aussi une
commission variable liée a leur performance.

Cette seconde composante incitative de leur rémunération appelée commission de
sur-performance s’exprime le plus souvent comme un pourcentage de la sur-performance
positive du portefeuille géré par rapport & un portefeuille de référence (le ”bench-
mark”).

Ce type de rémunération asymétrique (& caractére optionnel) fait I'objet de cri-
tiques, exacerbées depuis la crise de 2007-2008, notamment parce qu’il est suscep-
tible d’inciter ’asset manager & prendre des risques excessifs. D’ailleurs, afin de
limiter ces derniers, ’asset manager est souvent soumis a des contraintes portant
sur le niveau de risque maximum de sous-performance.

Nous souhaitons dans cette partie analyser I'impact sur le comportement des gérants
de portefeuille de I'existence d’un tel mode de rémunération incitative; en outre,
dans le prolongement des chapitres précédents, nous souhaitons savoir si la prise
en compte de contraintes de risque de sous-performance supplémentaires imposées
au gérant ou traduisant son aversion a la sous-performance peut étre bénéfique a
I'investisseur donnant mandat de gestion financiere.

Au plan théorique, ces questions peuvent s’inscrire dans le cadre des modeles
principal-agent 3'. Afin d’éviter une complexité technique inadaptée & notre
problématique, ’étude des ”distorsions” impliquées par la rémunération incitative
et les contraintes de gestion, nous adoptons une approche différente et plus simple
et, & opposé de la théorie du probléeme Principal-Agent, nous ne cherchons pas a
déterminer les termes du contrat optimal.

Considérant que le contrat de rémunération et toutes les contraintes d’investis-
sement (type de benchmark et contraintes de risque) sont fizés de maniére exogeéne
avant la date d’investissement initial, nous souhaitons quantifier a postériori l'effet

de cette forme de rémunération et de ces contraintes sur la stratégie dynamique

suivie par ’asset manager 32.

31. La théorie du probléeme Principal - Agent cherche & déterminer la forme de contrat
optimal pour les deux parties et s’intéresse en particulier aux questions suivantes dans le
cadre d’une délégation de gestion financiére : déterminer sous quelles conditions (y compris le
choix du benchmark), une forme & priori donnée de structure de frais (par exemple linéaire)
est optimale ou encore, partant d’une hypotheése de structure de frais spécifique et d’un choix
exogene de benchmark, déterminer quel est le choix optimal des valeurs des parametres du contrat.

Par exemple, sous l'hypothése d’une forme de compensation financiére affine ou linéaire (les
termes financiers du contrat de rémunération étant supposés pré-définies), [Lioui Poncet, 2006]
analysent la stratégie optimale suivie par I’asset manager (agent) puis ils explicitent le choix de
la forme optimale de benchmark pour I'investisseur (principal).

Pour une revue complete de la littérature sur le probleme ”Principal - Agent” en gestion
de portefeuille avec délégation de gestion, benchmarking et mécanisme de compensation
financiére ont pourra se référer a [Stracca, 2005].

32. On peut citer deux études qui suivent la méme approche que la notre et s’intéressent plus
particulierement & certaines spécificités de ’industrie des hedge funds :
[Hodder Jackwerth, 2006] et [Kouwenberg Ziemba, 2007] considérent le probléme de
choix dynamique de portefeuille du gérant de Hedge Funds qui cherche & maximiser 1'uti-
lité espérée de sa richesse (agent CRRA pour [Hodder Jackwerth, 2006] et agent ayant



Plus précisément, nous allons montrer en quoi la stratégie suivie par un asset mana-
ger qui bénéficie d’'une rémunération incitative et qui est assujetti & des contraintes
de sous-performance se différencie de celle que lui méme suivrait en tant qu’inves-
tisseur. Nous comparerons donc la stratégie de ’asset manager (qui dépend de sa
rémunération) & la stratégie optimale de I'investisseur ayant la méme fonction d’uti-
lité, qui maximise I'espérance de I'utilité de la valeur terminale de son portefeuille
(ou de écart de cette valeur par rapport & un benchmark).

Par ailleurs, nous ferons valoir qu’en ’absence de rémunération incitative, la stratégie
optimale pour I’asset manager I’est aussi pour l'investisseur 3. Un tel asset mana-
ger (sans rémunération incitative) constituera donc 1’asset manager de ”référence”.
La comparaison des stratégies effectivement suivies par rapport & celle de ’asset
manager de référence permet, de fagon simple, d’apprécier simultanément les ” dis-
torsions ” impliquées par la rémunération incitative et les contraintes de gestion
ainsi que les conflits d’intérét qu’elles impliquent.

Notre analyse portera en particulier sur les deux éléments suivants :

(1) Impact de la prise en compte de plusieurs formes de rémunération in-
citative sur le comportement de ’asset manager en terme d’exposition
dynamique aux actifs risqués.

(2) Impact de la mise en place d’un controéle de risque additionnel (par exemple
par le risk manager de la société de gestion) sur le comportement de 1’asset
manager recevant une incitation financiere. Bénéfice retiré par I'investis-
seur.

Nous supposons que la rémunération de I’asset manager est prélevée sur la valeur

du portefeuille de I'investisseur a la date de fin du mandat, date qui correspond &

I’horizon d’investissement de Uinvestisseur 3%.

De plus, nous faisons ’hypotheése que I’asset manager/investisseur est HARA. Dans
un contexte de gestion avec benchmark, nous supposerons que 1’asset manager doit
prendre en compte des contraintes® qui peuvent étre imposées par l’investisseur

une fonction d’utilité asymétrique issue de la théorie perspectives (”Prospects Théory”) pour
[Kouwenberg Ziemba, 2007]).

La richesse du gérant de hedge funds a un profil optionnel du & la composante asymétrique de
la commission de sur-performance regue. Nous généraliserons certaines des caractéristiques de ces
modeles en considérant une forme de rémunération du gérant plus générale.

33. Nous verrons dans la suite de ce chapitre que, dans le cas ou I’asset manager ne regoit que
des frais de gestion sur encours, i.e. proportionnels & la valeur du portefeuille géré, et si ’on suppose
que l'investisseur et ’asset manager cherchent & maximiser 'utilité espérée de leur richesse finale
respective et qu’ils ont, de plus, les mémes préférences d’investissement (i.e. la méme fonction
d’utilité), alors leurs problémes d’investissement se confondent.

34. Comme nous le préciserons ultérieurement, le modele que nous considérons peut
étre interprété comme une généralisation du modele de flux de fonds ("fund flows”) de
[Basak et al., 2008]; en effet, notre modele peut prendre en compte non seulement un effet
d’incitation financiére mais aussi un effet d’incitation de flux lié & un accroissement de I’encours
dépendant de la performance & I’horizon d’investissement ; en revanche nous excluons la possibilité
de nouveaux flux d’investissements avant ’horizon d’investissement.

35. Nous ferons I’hypothese que le seuil de richesse maximum ou minimum compris dans ’ex-
pression de la fonction d’utilité HARA considérée dépend de la valeur finale du benchmark.
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ou encore motivées par des raisons financieres.

— Dans le cas ol le profil de gain de 1’asset manager HARA est convexe (fonc-
tion d’utilité avec seuil de richesse minimale), il s’agira de la prise en compte
d’une contrainte implicite de protection de la sous-performance par rapport
a un benchmark.

— Pour lasset manager HARA ayant un profil de richesse concave (fonction
d’utilité avec seuil de richesse maximale correspondant au niveau ou 1’asset
manager atteint la satiété), la contrainte implicite prendra la forme d’un ni-
veau de sur-performance maximale par rapport au benchmark.

— Nous analyserons également le cas plus général de I'asset manager HARA
loss averse qui, sans l'interdire, pénalise la sous-performance par rapport au
benchmark.

Finalement, nous considérons une fonction de frais qui généralise les structures
de rémunération les plus couramment rencontrées dans l'industrie de la gestion
financiere pour compte de tiers et qui comprend une ou plusieurs des quatre com-
posantes suivantes :

— des frais de gestion fixes indépendants de la valeur du portefeuille,

— une commission de gestion proportionnelle a la richesse du portefeuille ou a
I’écart de richesse par rapport au benchmark,

— une commission de sur-performance par rapport au benchmark (i.e. propor-
tionnelle au surplus (positif) de la richesse par rapport au benchmark).

— un bonus contractuel, montant fixe ou proportionnel a la valeur finale du
portefeuille, versé au gérant en cas de sur-performance par rapport au bench-
mark.

Cette partie est organisée de la facon suivante :

Dans le chapitre 4, nous montrons comment ’existence d’une commission
liée a la performance de ’asset manager peut faire diverger les intéréts de
I’asset manager de ceux de l'investisseur final.

— Dans le chapitre 5, nous examinons ’effet de contraintes de gestion supplémentaires
portant sur le niveau de risque de sous-performance pris par 1’asset manager.



CHAPITRE 4

Incitations financieres et benchmarking

Ce chapitre a pour but d’analyser comment ’asset manager est amené a modi-
fier sa stratégie d’investissement en fonction des termes de son contrat de rémunération
incitative.

Dans la premiére section, nous définissons le cadre général que nous considérons
dans toute la suite de ce chapitre : délégation de gestion avec structure de rémunération
asymeétrique par rapport a un benchmark, préférences d’investissement HARA avec
contraintes de ”benchmark”, structure de marché identique a celle de la premiere
partie, et enfin, probleme d’investissement de l’asset manager consistant & maxi-
miser l'utilité espérée de sa rémunération finale. Nous présentons également les
différentes formes de restriction du probléeme considéré que nous nous proposons
d’étudier dans les sections suivantes !.

Dans la seconde section, nous faisons I’hypothese que le benchmark est fixe, et
nous explicitons ’expression de la richesse terminale optimale du probleme de 1’as-
set manager HARA recevant en plus des frais de gestion fixe sur encours, des frais
de gestion variables dit de sur-performance 2. Nous analysons ensuite, dans le cadre
restrictif du modele de BéS, les propriétés de la stratégie dynamique optimale sui-
vie par I'asset manager HARA qui a une fonction d’utilité puissance avec seuil de
rémunération minimale.

Dans la troisiéme section, prolongeant les résultats de la seconde section et nous
placant toujours sous I’hypothese d’un ”benchmark fixe”, nous nous intéressons au
probleme d’investissement de 'asset manager CRRA (profil de richesse convexe)
recevant en plus des frais de gestion de sur-performance asymétrique, deux compo-
santes supplémentaires d’incitation financiere : une rémunération incitative symétrique
(gain en cas de sur-performance et perte en cas de sous-performance) et un bonus
fixe (incitation asymétrique binaire).

Dans la quatrieme section, toujours sous I’hypothese d’un ”benchmark fixe” , nous
étudions le probleme de 'asset manager ayant une fonction d’utilité quadratique
(profil de richesse concave avec plafond de richesse) et devant prendre en compte
une contrainte explicite d’assurance de portefeuille. L’allocation dynamique opti-
male sera encore une fois analysée dans le cadre du modele a deux actifs de BéS.

1. 11 s’agit, le cas échéant, d’hypothéses restrictives supplémentaires que nous ferons sur la
forme de la rémunération (benchmark fixe, forme particuliere de lincitation financiere) et sur le
choix de la fonction d’utilité HARA considérée (fonction d’utilité CRRA ou quadratique).

2. Forme de rémunération sans composante d’incitation symétrique ni bonus de sur-
performance qui est la plus courante en pratique.

139
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Dans la cinquieme et derniere section, nous généralisons les résultats obtenus dans
la troisieme section, en considérant I’hypothese plus générale d’un benchmark sto-
chastique. Nous explicitons, pour ’asset manager CRRA, 'expression de la richesse
terminale optimale du probléme dans sa forme la plus générale (pas de restriction
sur la structure de rémunération et benchmark stochastique). L’expression de 1’al-
location dynamique de portefeuille correspondante est ensuite dérivée dans le cadre
du modele d’actifs de BéS généralisé a la prise en compte de plusieurs sources de
risque actions (N + 1 actifs et N > 1 sources de risque).
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1. Probléeme de 1’asset manager avec rémunération asymétrique

Nous décrivons dans cette section, le cadre général qui est le notre dans toute
la suite de ce chapitre.

1.1. Fonction de rémunération de ’asset manager.

Dans un contexte de délégation de gestion financiere, un investisseur s’engage a
verser, a un horizon d’investissement, noté T, une rémunération au gérant a qui
il a donné mandat de gestion ; nous considérons une structure de frais linéaire par
morceaux dont expression prend la forme générale suivante? :

FT(WT) =a* WT + b* YT + 7’]* WT X 1YTZO + c® max (YT, O) (11)

ou Wrp désigne la valeur finale du portefeuille géré, Br, celle du portefeuille de
référence ou ”Benchmark”, et Y = W — By leur différence et avec :

a* Wr : le montant de la commission de gestion sur encours prélevée sur la
période avec a* = a b ou b représente le taux de chargement total sur
lactif du fonds hors commissions de sur-performance?, avec 0 < b < 1 et
0<a<l;

b* Yr : le montant de la commission symétrique d’incitation financiere ou
un effet symétrique de flux de fonds® avec b* = (1 — ) b;

3. Notons que la fonction de rémunération, Fr(Wr) dépend non seulement de W mais aussi
de Br, la valeur finale du benchmark ; celle-ci correspond & un parameétre exogeéne fixe ou variable
de la rémunération, et non a une variable du probleme.

4. b est égal au taux annuel de gestion multiplié par le nombre d’années sur la période d’inves-
tissement considérée (i.e. T années) ; en pratique, la valeur de b est fixée en fonction du niveau de
rendement attendu du portefeuille et dépend donc du type d’actif considéré dans le portefeuille ;
par exemple, en gestion collective, le taux de commission annuel (pour T' = 1) sera de l'ordre
de b = 1% & b = 2% pour un fonds action et de 'ordre de b = 0.5% & b = 1% pour un fonds
obligataire.

5. Cette composante de la rémunération, qui récompense l’asset manager pour sa sur-
performance de la méme fagon qu’elle le pénalise en cas de sous-performance, représente une
alternative a la commission, dite de sur-performance, qui est elle asymétrique et favorise ’asset
manager au détriment de ’investisseur final.

Cette notion de pénalisation en cas de sous-performance a d’ailleurs été reprise par certains acteurs
de I'industrie financiére ; voir par exemple la réglementation de la SEC en vigueur aux Etats-Unis
qui impose que les frais variables prélevés par les mutual funds soient symétriques autour du
benchmark (”les Fulcrum Fee”), structure de rémunération analysée par [Elton et al., 2003]).
Par ailleurs, cette forme de rémunération symétrique a été largement analysée dans la littérature
financiére portant sur ’application du probléeme ”Principal - Agent” & des modeles de délégation
de gestion financiére et de forme de contrat optimal (voir par exemple [Stracca, 2005] pour une
revue de cette littérature).

Une autre interprétation de cette composante de la rémunération est un effet ”symétrique” de
flux de fonds traduisant un niveau d’encours proportionnel & ’écart de performance par rapport
au benchmark, ce qui semble étre empiriquement plus le cas pour les flux de fonds de pension
que pour les mutual funds moins pénalisés par une sous-performance que récompensés en cas de
sur-performance (voir [Del Guercio Tkac, 2000]).
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n* Wr X ly;>0 : le bonus payé a I’asset manager en cas de sur-performance
(supposé proportionnel & la valeur finale du portefeuille)® ou un effet
asymétrique de flux de fonds”, avec 0 < n* <1 —a*;

c* Y; : les frais de gestion de sur-performance avec : —n* < ¢* < 1% et

0<c<1l—bouc=n*+c" désigne le taux des frais de gestion sur actif

versés en cas de sur-performance?.

Tout d’abord, il parait utile de mentionner que les contraintes imposées sur la valeur
des parametres impliquent que 'inégalité Fr(Wr) < Wr, est bien vérifiée. Ce qui
permet d’exclure les cas (non désirables) ou la rémunération du gérant excéderait
la valeur totale des actifs.

En effet,

(1) pour Wy < Bp, on a: Fp(Wp) = a* By +b Yy < bWy < Wy puisque,
par construction, on a supposé que 0 < a* < b'0;

(2) pour Wr > Br,on a: Fr(Wr) = (a*+n*) Br+ (c+b) Yr < Wrp
< Wr/Br > %; inégalité vérifiée pour Wp > Brp avec la
double contrainte suivante : 0 <n* <1 —-a*et 0 <b+c < 1.

On notera aussi que la prise en compte d'une contrainte de non négativité de la
rémunération de 1’asset manager F(Wr) > 0 est équivalente & faire une hypothese
de contrainte de protection portant sur la valeur finale du portefeuille géré puis-
quona: F(Wrp)>bWypr —b*Bret bWy —b* Br >0< Wy > (1 — ) x Br avec
b*=(1—a)b.

6. Notons que ce terme peut également s’interpréter dans le cadre d’un modele de frais de
gérant de hedge fund de la facon suivante : ’expression des deux termes de la commission dont le
paiement est conditionnel & une sur-performance, que ’on note G (Wr) avec :

Gr(Wr) = n* Wr X Ly, swo + ¢* max (Wr — W?,0)

peut se ré-écrire de la facon suivante :

GT(WT) =c [WT — Wl] X 1WTZWO

avec Wy la valeur initiale du portefeuille géré, et avec By = W0 = (14 n*/c*) x W1 la valeur du
seuil de déclenchement ("hurdle rate”) de la commission de sur-performance.

Dans le cas o n* =0 < W = WY et W! = Wy, la commission de performance sera versée des
le premier euros de performance.

Dans le cas ou n* > 0 et W1 = Wy, la commission sera également versée dés le premier euros de
performance mais uniquement si la performance est au dessus du seuil déclenchement, que ’'on
qualifiera de ”soft hurdle rate”.

Dans le cas ot n* = 0 & W! = W9 et W > W)y, 'asset manager recevra une commission
supplémentaire uniquement sur la partie de la performance au dessus du seuil de déclenchement,
que 'on qualifiera de ”hard hurdle rate”.

7. Cette composante peut s’interpréter comme un effet de flux de fonds asymétrique (voir par
exemple [Basak et al., 2008]) correspondant & une augmentation des encours & un taux de n*
en cas de sur-performance par rapport au benchmark.

8. Remarquons que dans le cas ot —n* < ¢* <0< 0 < ¢ < n*, la composante asymétrique de
la rémunération prend la forme suivante : (n**Br + cWr) X 1y, >0 avec : 0 < n** = (n* —¢) < n*.
Par exemple, dans ’hypothése ot le benchmark est fixe, i.e. By = W0, et le taux de frais de
gestion de sur-performance est nul, i.e. ¢ = 0, on obtient la structure de rémunération, avec bonus
de sur-performance fixe, dont ’expression est la suivante :

Fr(Wr) =a+bYr +1 X 1y, >0 oli on a posé a = a*WO, n=nWOl et Yy = Wp — WO,

9. On a typiquement ¢ >> b/T avec ¢ de l'ordre de 10% & 30%

10. En effet, sinon cela reviendrait & supposer que le taux de chargement de la commission
symétrique d’incitation financiére, noté b* = b — a™*, est un coefficient négatif.
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Nous analyserons plus en détail, dans la sous-section suivante, les interprétations
possibles de la prise en compte, de maniere explicite ou implicite, d’une telle
contrainte de protection dans les préférences d’investissement de ’asset manager.

Finalement, on remarquera que cette forme de rémunération généralise plusieurs
modeles de frais de gestion ou de flux de fonds exposés dans la littérature dans un
cadre de gestion dynamique de portefeuille :

(1) Dans le cas particulier ol il n’y a pas d’incitation financiere de type
asymétrique (¢ = 0), on obtient la fonction de frais ”linéaire symétrique”
du modele ”Principal-Agent” de [Lioui Poncet, 2006]

FT(WT) =a*Wr +b* (WT — BT)

(2) Dans le cas particulier ot asset manager ne regoit pas de commission sur
encours ni de bonus en cas de sur-performance (i.e. b — 0 et n* = 0), et si
nous supposons de plus que le benchmark est fixe (i.e. By = W°) et que
les parametres a* et b ne sont pas liés entre eux !, on retrouve le modele
de [Carpenter, 2000] :

Fr(Wr) =a* WO 4 ¢ (Wp —WO0)*

(3) Dans le cas particulier, o1 il n’y pas de rémunération incitative symétrique
(i.e. b* = 0) ni de bonus versé en cas de sur-performance (n* = 0), on
obtient la fonction de frais associée au modele de comportement de gérant
de hedge fund ' de [Hodder Jackwerth, 2006] '3, fonction de frais qui
peut se ré-écrire avec nos notations de la facon suivante :

Fr(Wr)=a* Wr + ¢ (Wr — Br)"

(4) Le modele de flux de fonds de [Basak et al., 2008] correspond & une
structure de frais linéaire par morceaux fonction d’une seule variable, la
valeur du portefeuille géré (b* = 0, ¢* = 0) . Ce modele suppose que

11. On consideére I'expression suivante de la rémunération du gérant :
Fr(Wr) =a* WO b Yy +¢* (W —WO)T.
Nous supposons de plus que b — 0 indépendamment de la valeur de a*, avec a* > 0.

12. Nous faisons I’hypothese supplémentaire que ’asset manager n’a pas investi une partie de sa
richesse dans le portefeuille dont il a obtenu le mandat de gestion ; bien qu’il soit facile d’intégrer
une telle contrainte en rajoutant un parametre supplémentaire a notre modele, il s’agit d’une
pratique qui est plus spécifique a I'univers des hedge funds qu’a celui de la gestion de portefeuille
traditionnelle).

13. [Hodder Jackwerth, 2006] consideérent que le gérant de hedge fund est CRRA et font
I’hypothese restrictive d’un benchmark fixe, i.e. By = W9; [Kouwenberg Ziemba, 2007]
considérent la méme structure de frais que [Hodder Jackwerth, 2006] et font I’hypothese que
le gérant a une fonction d’utilité dont I’expression est celle de la théorie des perspectives (” propect
theory”) pour modéliser son son aversion a la perte.

14. Ce modele peut s’interpréter également comme une forme réduite d’une structure de
frais de sur-performance avec plafond de commission sur encours. En effet, en supposant que
la rémunération prend la forme suivante :
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le taux de souscription augmente si une sur-performance est constatée a
I’horizon d’investissement entrainant un surcroit de rémunération pour
I’asset manager qui est récompensé, le cas échéant, de sa bonne gestion :

Fr(Wr) =a* Wr + 0" Wr X lw,>B,

1.2. Préférence d’investissement de I’asset manager.

On suppose que I’asset manager cherche & maximiser 1'utilité espérée de sa rémunération
finale et que ses préférences sont décrites par une fonction d’utilité HARA dont 'ex-
pression est la suivante 1° :

C z — 9 }1 7
0y — 1 T
v(x, ) = E— + C 1.2
( T) 1 7{ ~y 2 ( )

avec les notations suivantes :

~: le parametre d’aversion au risque de l’asset manager, avec v € R\ {0,1},
x = Fr(Wr): la valeur finale de la rémunération de ’asset manager,

x%: la valeur du plancher de rémunération (pour v > 0), respectivement du
plafond de rémunération (pour v < 0) ¢,

C1, Co: deux constantes quelconques vérifiant C; x v > 0, et Cy € R7.

On suppose que la contrainte technique suivante est vérifiée : pour v > 0, on a
x>x%20,etpour’y<0,x%>m20.

Fr(Wr) =a* Wr + min {c* (WT — WO) ,n* WT} X Ly >wo

Celle-ci peut se ré-écrire :

FT(WT) =a* Wpr +n* Wp x IWTZWl + c* (WT — WO) X IWOSWT<W1

avec W1 =WO/(1—n*/c*) > WO

Or en général dans la pratique, le ratio ”taux des frais de gestion sur encours maximum / taux des
frais de sur-performance”, i.e. n*/c*, est petit (d’autant plus que I’horizon considéré est faible).
Ce qui implique que la valeur de I’écart W1 — WO est faible et ce modele de frais peut alors étre
approximé par la forme réduite suivante : Fp(Wr) = o* Wp + n* Wp X 1WTZWO

15. Une fonction d’utilité HARA se caractérise par un coefficient d’aversion absolue pour le
risque qui s’identifie & une fonction hyperbolique ; en particulier, I’expression considérée se déduit
de I’équation différentielle suivante : R4ps(z) = —u (ac)/u/(z) =/(z — 2%) avec (z —z%)/7 >0
et v € R\ {0,1}.

16. Pour v > 0, I’asset manager admet un profil de richesse ”convexe” : sa fonction d’utilité

est DARA (’Diminishing Absolute Risk Aversion’) puisque R 4ps(z) est une fonction décroissante
de z, et elle est DRRA (’Diminishing Relative Risk Aversion’) puisque son coefficient d’aversion
relative pour le risque, Rge(z) = X Raps(x) est une fonction décroissante de z.
Pour v < 0, ’asset manager admet un profil de richesse ”concave” : sa fonction d’utilité est JARA
("Increasing Absolute Risk Aversion’) puisque R 4ps(z) est une fonction croissante de z, et elle est
également IRRA (’Increasing Relative Risk Aversion’) puisque son coefficient d’aversion relative
pour le risque, Rpe(z) est une fonction croissante de x.

17. Notons que la contrainte C; x v > 0 permet de garantir que u’ (z) > 0et o’ (z) <O.

De plus, il est utile de remarquer que si la considération d’un terme additionnel C3 non nul
ne change pas les préférences de l’asset manager HARA, en revanche, cela permet d’obtenir
algébriquement certaines formes de fonction d’utilité HARA comme la fonction d’utilité qua-
dratique ; en effet, en posant v = —1, C1 = fl/x% , Co = x%/2, I’expression de v(x,xoT) donnée
dans 'équation (1.2) devient celle d’une fonction d'utilité quadratique : v(z,z%) = z — 22 /225..
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De plus, on fait 'hypothese (” contrainte de benchmark”) que le seuil de richesse mi-
nimum ou maximum, noté 2., est proportionnel au niveau ” central” de rémunération,
Fr(Br), obtenu dans le cas ou la valeur finale du portefeuille est égale & celle du
benchmark ¥ ; ce qui s’écrit :

19 =(1—60) x Fr(Br) = (1—-a®) x bBr, otton aposé a® =1 —ax (1—6) 19 avec
Ogaoglpourfy>0eta0<0pour'y<0.

Ce choix particulier de niveau de rémunération seuil, noté 3., revient & faire I'hy-
pothese que 'asset manager doit prendre en compte, dans ses préférences, une
contrainte implicite de sous-performance (v > 0) ou de sur-performance (y < 0)
par rapport a la valeur du benchmark. En effet :

(1) pour v > 0,

Onax=Fr(Wr)>al =
aposé¢ (1—a*)=(1-«
sl1<ad+a<2.

1 —ao) X bBr & WT/BT —1> —Oé*, ou on
(1 — @) et olt on suppose que 0 < a* <1

o
—|—A

(2) pour v <0,

OnaxOT>x20@WT/BT<% @WT/BT*1<_CKI)4>_<:;_W—,
avec toujours (1—a*) = (1—a®)+(1—a) et olt on suppose que a* < —n* /b

sad+a<l-—n*/b

Cette hypothese de seuil de rémunération faisant référence au benchmark corres-
pond a de nombreux cas de figure observés dans la pratique :

(1) Contrainte de sous-performance par rapport au benchmark (y > 0)

Notons tout d’abord que, dans ce cas (v > 0), la prise en compte dans les
préférences d’investissement de ’asset manager, d’une telle contrainte de
”benchmark” revient a supposer que sa rémunération inclut une compo-
sante d’incitation linéaire symétrique.

En effet, le gérant de portefeuille ayant une rémunération (sans compo-
sante d’incitation symétrique, i.e. pour a = 1) définie par l'expression

18. La valeur finale du benchmark, notée Br, sert de seuil de richesse de référence (point
?central”) pour déterminer ’obtention ou non de la commission de sur-performance. De maniére
similaire, [Kouwenberg Ziemba, 2007] font I’hypothése d’une rémunération cible égale & ce
niveau de référence, F'r(Br), pour I’asset manager averse & la sous-performance et dont la fonction
d’utilité correspond & celle de la théorie des perspectives (”propect theory”) ; son expression (avec
nos notations) est la suivante :

o(z,zT) = {

avec © = Pr(Wr), % = Fr(Br), A,B>0,et 0 < 71,72 < 1.

19. La derni¢re expression de :vOT s’obtient en remarquant que Fp(Wrp) = a*Br = a X bBr et
en posant (1 —0) = (1 —a%)/a e a® =1—a x (1 —0), avec (comme précédemment) 0 < o < 1,
et olt on suppose de plus que 0 <6 <1 poury>0et § <1—1/a <0 pour v < 0.

—A(zh — )" siz <

+B(z —23)72 siz > %
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suivante :
Fr(Wr) = bWr + (¢ —n*) max (Y7,0) +9* Wr X ly,>0
et dont la fonction d’utilité est donnée par :
vz = Fr(Wr), 2% = (1 — a”) x bBr)

résout le méme probléeme d’investissement que le gérant, bénéficiant d’une
incitation financiere symétrique, dont la rémunération est donnée par

FA(Wrp) =’ bWr + (1 —a®) b Y7 + (¢ — %) max(Yr,0)
+n* Wr X lyz>0

et la fonction d’utilité prend la forme suivante : v(z = F2(Wr), 2% = 0).

Dans le cas particulier ol a* = 1 & o = a = 1 (niveau maximal
de risque de sous-performance), la contrainte implicite correspond & une
contrainte de non négativité de la rémunération du gérant, Frpr(Wp) > 0,
ou, de fagon équivalente, & une contrainte de non négativité de la valeur
du portefeuille géré, i.e. Wr > 0. En effet, il est facile de voir que pour

a® = a = 1, nos hypotheses se ré-écrivent de la facon suivante :

— une rémunération, sans incitation financiere symétrique, de la forme
suivante : Fp(Wr) = bWrp + (¢ — n*) max (Yr,0) +7* Wr X ly,>o0
— un seuil de rémunération minimale nul, i.e. 2% = 0 (i.e. contrainte de

non négativité)

Dans le cas o1 0 < a* < 1 & 1 < o + a < 2, la contrainte impli-
cite de ”Benchmark”, plus restrictive que la simple non-négativité, peut
provenir de la prise en compte par le gérant d’'une contrainte de sous-
performance maximale qui lui est imposée par I'investisseur (hypothese
de contrainte exogene). Une seconde hypothese, consiste & supposer que
cette contrainte implicite traduit ’aversion (stricte) a la sous-performance
du gérant (contrainte endogene) :

(a) Hypothese de contrainte exogeéne de sous-performance : pratique
de ”"benchmarking”

Dans ce cas, on suppose que le risk-manager, ou encore I'inves-
tisseur donnant mandat de gestion, impose cette contrainte de
sous-performance par rapport au benchmark a l’asset manager.
Ce dernier l'integre de maniere implicite dans I’expression de sa
fonction d’utilité 20 :

20. Nous analyserons plus en détail le cas particulier d’une fonction d’utilité puis-
sance avec plancher de richesse implicite dans les sections suivantes. Voir par exemple
[Bajeux-Besnainou Ogunc, 2006] pour l'utilisation de ce type de fonction d’utilité dans le
cadre du probléme d’investissement d’une fondation financiere ("Endowment Plan”) ou encore
[Basak, 2002] dans le cadre d’un modele d’équilibre avec agent averse & la sous-performance.
Remarquons aussi que le choix de ce type de fonction d’utilité implique que la stratégie dynamique
optimale du probléme d’investissement est similaire & une stratégie ”CPPI” (” Constant Protection
Portfolio Insurance”) ; voir par exemple [Perold Sharpe, 1988] pour une description de cette
stratégie dynamique d’assurance de portefeuille.
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(b) Hypothese de contrainte endogeéne : aversion & la sous-performance

De maniere alternative, on peut considérer que c’est ’asset ma-
nager lui-méme qui souhaite se prémunir d’une situation de sous-
performance importante.

La raison en étant que, au-dela du cott financier (il ne regoit
pas de commission de sur-performance pour Wr < Br), et
du coiit d’opportunité (perte de temps) qu'il subit, un niveau
trop important de sous-performance peut engendrer pour lui un
cout réputationnel induisant de fagon indirect une baisse de sa
rémunération (une sous-performance importante peut engendrer
moins de collecte voir méme une décollecte, ce qui au final signi-
fie moins de commission d’encours) 2L,

Finalement, dans le cas limite ott a* = 0 < o’ = 1 — a, la contrainte de
”benchmark” correspond a un niveau de risque de sous-performance nul ;
autrement dit, le gérant est contraint d’implémenter une gestion de porte-
feuille sans aucun risque de sous-performance par rapport au benchmark :
par exemple pour a’ = 0 et @ = 1, la contrainte implicite de protec-
tion s’écrit Fr(Wr) = bWyp > Fr(Br) = bBr, ou de fagon équivalente,
Wr > Br 22,

(2) Profil de richesse concave (y < 0) :

Pour v < 0 (profil concave), il s’agit du cas ot l'asset manager doit ou
souhaite prendre en compte une contrainte implicite de plafond de sur-
performance.

Cette valeur plafond s’identifie & un niveau d’exces de performance par
rapport au benchmark que ’asset manager ne souhaite jamais dépasser
car, a ce niveau de performance, il atteint la satiété et ne souhaite donc
plus étre exposé en actif risqué.

Ce seuil de satiété découle du choix du profil de gain concave de 1’asset
manager (7 < 0); de méme que dans le cas v > 0, on peut supposer que
ce profil de gain avec rémunération maximale traduit son propre appétit
pour le risque (contrainte endogene) ou lui est imposé par 'investisseur
final (contrainte exogene).

A noter que dans ce cas, la richesse du portefeuille n’étant pas bornée & la
baisse, il est nécessaire de considérer une contrainte de sous-performance
explicite dans le probleme de ’asset manager.

C’est ce que nous ferons quand nous analyserons, dans la quatrieme section

21. Nous considérons ici la forme la plus restrictive d’aversion a la perte (contrainte stricte de
sous-performance maximale) ; nous analyserons dans le chapitre suivant une forme moins restreinte
d’aversion avec pénalisation de la sous-performance.

22. Notons que cela 'oblige & opérer une gestion totalement passive si F{Br/Hr} = 1, la
gestion restant partiellement active seulement dans le cas ou E {Bp/Hr} < 1.
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de ce chapitre, le probleme moyenne-variance avec contrainte implicite de
"Tracking Error” 22 et contrainte explicite de sous-performance.

(3) Probleme de l’asset manager de "référence” ne recevant pas de commis-
sion d’incitation financiere (a =1 et ¢ =0) :

Il est facile de voir que dans le cas ot &« = 1 et ¢ = 0, 'asset mana-
ger résout le méme probleme d’investissement que l'investisseur HARA
lui donnant mandat si 'on suppose que :

— le probleme d’investissement considéré par l'investisseur final est de
maximiser 1'utilité espérée de ’écart entre la valeur finale de son porte-
feuille et celle du benchmark 2

— le budget de risque de I'investisseur (seuil de sous-performance ou de
sur-performance maximale implicite) est donné par —a® x Br.

— la fonction d’utilité de I'investisseur final est la méme que celle de I'asset
manager

Dans ce cas, les préférences des deux investisseurs sont identiques ; autre-
ment dit en ’absence d’incitation financiere il n’y a pas de conflit d’intérét
entre I'asset manager et l'investisseur avec contrainte de ”benchmark” :

En effet, pour @« = 1 et ¢ = 0, la fonction d’utilité de ’asset manager
est donnée par :

v(z = bWr,2° = (1 — a°) x bBr) 2 v(Wr — By, —a® x Br)

Finalement, notons qu’on retrouve, pour o’ = 1, le cas particulier de
Passet manager de "référence” sans incitation financiere (resp. de l'in-
vestisseur sans contrainte de ”benchmarking”) et avec contrainte de non
négativité du niveau de la rémunération finale (resp. de la valeur finale du
portefeuille) ; dans ce cas, 'équivalence des préférences s’écrit de la fagon
suivante :

v(z = bWr,2° = 0) = v(Wr,0)

1.3. Hypotheses de marché et probleme d’investissement considéré.

Nous faisons ’hypothese que la structure du marché financier est la méme que
celle décrite dans la premiere partie de la these (chapitre 1, section 1.1). Rappelons
de maniere succincte quelles sont ces hypotheses de marché qui seront les notres

23. Nous verrons que le probléme d’investissement considéré, dans le cas v = —1 est équivalent
au probleme ”Tracking Error - Moyenne Variance”, i.e. probleme Moyenne-Variance dont la va-
riable de richesse finale est la ” Tracking Error”, i.e. ’écart entre la rémunération finale de ’asset
manager et la valeur de la rémunération cible.

24. 1l s’agit typiquement de la problématique de certains investisseurs institutionnels comme
les fonds de pension qui donnent mandat de gestion a un gérant tiers sur un ou plusieurs segments
de marché, chacun représenté par un portefeuille benchmark.
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dans ce chapitre et le suivant 2° :

(1)

(2)

Le marché est supposé ouvert en permanence et les transactions se font
sans arbitrages possibles (hypotheése d’AOA) et sans cofits de transaction.

Le marché est complet et comprend N+1 actifs :

-Lactif dit ” Actif Sans Risque” (”ASR”); localement sans risque, il s’in-
terpréte comme un "rollover” d’un instrument du marché monétaire, et a
pour rendement instantané :

ds?/S? = r(t)dt

ou r(t) est un processus qui représente le taux court instantané en vigueur
sur le marché monétaire.

-Les N autres actifs sont risqués et ont pour rendements instantanés des
processus d’'It6. Plus précisément, on écrit en notation vectorielle :

ott Sy = (S}, ..., SN) représente le vecteur des N actifs risqués,

w(t) = (u;(t); 5 =1...N), représente le vecteur des rendements moyens
instantanés (taux court plus prime de risque),

et o 0(t) = (0 k(t); 4,k =1...N) représente la matrice de co-volatilité
des processus de rendements instantanés.

On considere I'ensemble des stratégies dynamiques autofinancantes et ad-
missibles :

-autofinancantes : pas d’apport de richesse intermédiaire et gain finan-
cier entierement ré-investi,

-admissibles : elles procurent une richesse finale dont le moment d’ordre
deux est fini (ensemble noté L2(P)).

Dans ce cadre de marché, le probleme d’investissement de l’asset manager (i.e. trou-
ver la stratégie dynamique optimale maximisant I'utilité espérée de la rémunération
finale) se rameéne & la résolution du probléme statique dont ’expression est la sui-
vante :

avec

Wre L2(P)
S.a. E((WT - BT) /HT) =1- E{BT/HT} Z 0

max vie=Fr(Wr), 20 =(1-a° (B
(PO){ E {v(z = Pr(Wr) (1 ) x Fr(Br))}

Wr ¢ la valeur finale du portefeuille géré,

25. Pour plus de détail voir la section 1.1 intitulée ”cadre général” dans le premier chapitre de
la premiere partie de la these.
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Br : la valeur finale du portefeuille Benchmark,

Fr(Wr) : lafonction de rémunération dont I'expression est fournie par 1’équation
(1.1) ci-dessus,

v(z,2°): 'expression de la fonction d’utilité donnée dans 1’équation (1.2) ci-
dessus,

a® : un parametre de perte maximale avec 0 < o’ < 1 pour v > 0 (profil

de gain convexe) ou un parametre servant & mesurer une cible de richesse
maximale (satiété) avec a’ < 0 pour v < 0 (profil de gain concave),

v : le niveau d’aversion au risque de l'asset manager, parametre entrant en
jeux dans l'expression de la fonction v(z,2°) (voir 1’équation (1.2) ci-
dessus).

Hrp : la valeur finale du portefeuille numéraire 26

Nous nous intéressons, dans la suite de ce chapitre, a plusieurs cas particuliers
de ce probleme d’investissement.

Nous considérons la structure de rémunération donnée par 1’équation (1.1) de la
section 1.1, avec ou sans restrictions supplémentaires sur

— la structure de rémunération incitative : hypothese de benchmark fixe ou
stochastique, commission incitative avec ou sans bonus de sur-performance,

— la fonction d’utilité HARA dont l’expression est donnée par ’équation (1.2)
de la section 1.2 : fonction d’utilité CRRA ou quadratique.

1.3.1. Hypotheése de benchmark fixe.

Dans les trois sections suivantes, nous ferons I’hypothese restrictive que la valeur
finale du benchmark est fixe 27 et analyserons la stratégie dynamique optimale dans
le cadre du modele & deux actifs de Black & Scholes 2.

26. Le portefeuille ”numéraire” est aussi appelé portefeuille de ”croissance optimale” (”growth
optimal”) par [Merton, 1990] car il correspond & la stratégie optimale pour I'investisseur loga-
rithmique.

Sous nos hypothéses de marché (les mémes que dans la premiere partie de la theése), ce portefeuille,
noté (H,h), est donné par les expressions suivantes :

-1
hi = (J(t)o(t)/) (p(t) —r(t)L) et, en désignant le vecteur des prix de marché du risque (” market
prices of risk”) par A(t) = o(t) ™ (u(t) — r(t)) :

H; = exp {Oft (r(s) + )x(s)/)\(s)/Q)ds +gt>\(s)/dZs

27. il s’agit du cas particulier ou le paiement de la commission de sur-performance dépend du
franchissement d’une cible de richesse finale qui est fixe.

28. Notons que dans le cadre particulier du modele de Black & Scholes a deux actifs ou sa
généralisation & N actifs ou on fait I’hypothese de 'existence d’un taux d’intérét constant, cela
revient a supposer, a une constante pres, que le benchmark s’identifie avec ’actif sans risque.
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Nous étudierons successivement, sous cette hypothese restrictive d’'un benchmark
fixe, les trois problématiques suivantes :

(1) Seconde section : probleme de 'asset manager HARA avec frais de gestion
variables et stratégie dynamique avec contrainte implicite de protection.

Dans cette section, nous expliciterons I'expression de la richesse terminale
optimale du probleme de I'asset manager HARA avec ”benchmarking”
dont la rémunération comprend uniquement des frais de gestion sur en-
cours et des frais de gestion variables.

Il s’agit de la forme de rémunération la plus courante en pratique dans
I'industrie de la gestion pour compte de tiers.

Elle correspond & l’expression de la fonction de rémunération, donnée
par léquation (1.1) de la section 1.1, dans le cas ou le benchmark est
fixe, i.e. By = WO, et I’asset manager ne recoit ni rémunération incita-
tive symétrique (i.e. b* = 0 < a* = b) ni bonus de sur-performance (i.e.
=0&c"=c¢):

Fr(Wr) =b Wr 4 ¢ max (WT — WO,O)

avec W0 qui désigne le seuil de richesse cible (hypothese de benchmark
fixe, i.e. By = W9).

De plus, a titre illustratif, nous analysons dans le cadre du modele de
Black € Scholes, la stratégie dynamique optimale pour 1’asset manager
HARA dont le profil de gain est convexe et qui doit prendre en compte
une contrainte implicite de protection.

La fonction d’utilité qui est choisie pour décrire les préférences d’investis-
A"

sement de cet asset manager est une fonction d’utilité ”puissance” avec
seuil de rémunération minimale qui admet la forme suivante 2 :

v( = Fr(Wr),2° = (1 — a®) x Fr(W0) = u(z — 20) = &=

avec 0 < a < 1 et avec 7y, v € |0;400[\ {1}, qui désigne le niveau
d’aversion au risque de ’asset manager.

(2) Troisieme section : probleme de l'asset manager CRRA avec prise en
compte d’un bonus fixe versé en cas de sur-performance

29. Notons que le probléme considéré est équivalent a celui de I’asset manager CRRA ayant les
caractéristiques suivantes :
— la structure de sa rémunération comprend une commission de gestion fixe et une compo-
sante symétrique de frais de gestion incitatifs et son expression est la suivante :
Fr(Wr) =a®+b (Wp — WO) + ¢ max (Wr — W°,0)
ot on a posé a® = a® b WO avec 0 < a® < b W9,
— D’expression de sa fonction d’utilité ”puissance” est la suivante (seuil de richesse minimale
égal & 0) : v(z = Fr(Wrp),20 = 0) = %, avec v, v € |0;+oo[\ {1}, qui désigne le
parametre d’aversion au risque de ’asset manager.
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Dans la troisieme section, nous généralisons les résultats de la seconde
section dans le cas ou ’asset manager est CRRA ; nous nous intéressons en
particulier & I’effet du versement d’un bonus fixe en cas de sur-performance
(en plus des frais de gestion variables le cas échéant) sur le profil de gain
de cet asset manager.

Nous plagant toujours sous I’hypothese d'un benchmark fixe (Br = W0°),
nous résolvons le probleme de l'asset manager CRRA (profil de gain
convexe) dont 'expression de la rémunération est la forme générale donnée
par 'équation (1.1) de la section 1.1 :

— Sa rémunération comprend donc a la fois une commission de gestion
fixe, une composante symétrique de frais de gestion incitatifs, des frais
de gestion variables et un bonus fixe en cas de sur-performance :
Fr(Wrp)=a®+b(Wpr — W% + 1% X 1y, >wo + ¢ max (WT — W0, O)

avec les notations suivantes a” = a* W (composante de frais de gestion
fixes), b = a* + b* (frais de gestion symétriques), n° = n* W (bonus
fixe), et ¢ = ¢* + n* (frais de gestion variables).

— sa fonction d’utilité est définie par I’expression suivante :

-
vz = Fr(Wr),2° = 0) = u(z) = %, avec v, v € ]0;4o00[\ {1},
qui désigne le niveau d’aversion au risque de ’asset manager.

(3) Quatriéme section : probléme de I’asset manager recevant des frais de ges-
tion variables avec fonction d’utilité quadratique et contrainte explicite
d’assurance de portefeuille.

Il s’agit du probleme de la seconde section, dans le cas particulier ou

la fonction d’utilité de l’asset manager est quadratique (profil de gain
concave) et ot ce dernier doit prendre en compte une contrainte supplémentaire
d’assurance de portefeuille.

Le but étant, dans le cas ou v < 0, d’éviter une situation de faillite qui
resterait possible sans la prise en compte de cette contrainte explicite dans
le probleme d’investissement : Wp > W > 0.

La structure de la rémunération considérée est celle de la seconde section :
Fr(Wp) =bWrp + ¢ max (WT — WO,O)

La fonction d’utilité prend la forme quadratique suivante :

vz = Fr(Wr),2° = (1 —a%) x Fr(W9) =u*(z — 2°) = —M

avec a¥ < 0.

Finalement, de maniere équivalente, nous pouvons considérer, dans le

probleme d’investissement, la forme de fonction d’utilité quadratique plus
connue suivante :
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u(z) =2z —22/2a
oll on a posé :
z=a—2°= Fr(Wr) — Fr(W°) = b (Wr — W°) + ¢ max (WT — WO,O)

qui représente la ” Tracking Error” de la rémunération de I’asset manager,
définie comme la différence entre sa rémunération finale et le niveau ” cen-

tral” de rémunération correspondant & une gestion passive.

a® =

de 'asset manager.

1.3.2. Hypothése de benchmark stochastique.

—a® x bWO? > 0 qui désigne le parametre de tolérance au risque

En guise de généralisation, dans la cinquieme et derniere section, nous explicitons
la solution du probleme de 'asset manager CRRA dans sa forme la plus générale :
hypothese de benchmark stochastique et forme de rémunération correspondant a
Pexpression donnée par I’équation (1.1) de la section 1.1 sans aucune restriction.

De plus, nous considérons N sources de risque, avec N > 1, pour décrire la stratégie
dynamique optimale (généralisation du modele de de Black & Scholes & deux actifs
et une seule source de risque).

La table 1 ci-dessous fait la synthese des différentes caractéristiques des problemes
considérés dans les sections suivantes, tandis que la table 2 offre un apergu de
chacune des problématiques correspondantes.

TABLE 1. Principales caractéristiques des problemes d’investisse-
ment considérés

Section | Benchmark | Rémunération]'  Utilité Profil de gain | Modele
d’actifs
Section 2 fixe spécifique : HARA quelconque? | B&S
b* = 0 et
=0
Section 3 fixe forme CRRA convexe B&S
générale
Section 4 fixe spécifique quadratique> mixte * B&S
b* = 0 et
=0
Section 5 | stochastique | forme CRRA convexe B&S  mul-
générale tidimen-
sionnel ®




154 4. INCITATIONS FINANCIERES ET BENCHMARKING

TABLE 2. Comparaison des différentes problématiques d’investis-
sement considérées

Section | Problématique

Section 2 | Etudier l'effet du changement de valeur du taux
des frais de gestion variables (parametre ¢©) sur le
comportement d’investissement de 1’asset manager
HARA dans un cadre simplifié : benchmark fixe,
forme de rémunération standard (pas de bonus de
sur-performance) et analyse de D'allocation dyna-
mique optimale pour I’asset manager ayant une fonc-
tion d’utilité puissance avec seuil de richesse mini-
male (profil de gain convexe).

Section 3 | Généraliser les résultats de la seconde section en
considérant la forme générale de rémunération : celle-
ci comprend le versement d’un bonus en cas de de
sur-performance en complément des frais de ges-
tions variables (le cas échéant). Analyser 'impact du
montant de bonus considéré (parametre n°7) sur la
stratégie dynamique de I’asset manager CRRA.
Section 4 | Résoudre le probleme d’investissement (moyenne -
variance) de I’asset manager HARA utilisant la ” Tra-
cking Error Variance” comme mesure de risque (pro-
fil de gain concave). Analyser 'impact de la prise en
compte d’'une contrainte explicite de protection sur
Peffet d”incitation financiere.

Section 5 | Généraliser les résultats de la troisieme section a la
prise en compte d’'un benchmark stochastique. Ex-
pliciter la solution optimale du probleme d’investis-
sement (forme générale) de lasset manager CRRA
avec benchmark stochastique : expression de la ri-
chesse terminale optimale et de l'allocation dyna-
mique correspondante dans le cadre du modele de
Black & Scholes étendu a N actifs risqués, avec
N > 1.

1. Les parametres b* et n* mentionnés dans la colonne ”rémunération” font référence a l’ex-
pression générale de la rémunération fournie par I’équation (1.1) de la section 1.1

2. Dans le cadre de l'obtention de la stratégie dynamique, nous ferons I’hypothese
supplémentaire du choix d’une fonction d’utilité HARA de type puissance avec seuil de richesse
minimale (profil convexe).

3. On suppose de plus que I'asset manager doit prendre en compte une contrainte explicite
d’assurance de portefeuille dans son probleme d’investissement

4. profil de richesse convexe pour les richesses faibles et concave pour les valeurs élevées

5. Généralisation & N + 1 actifs du modele de B&S

6. dans l'expression de la rémunération qui suit : Fr(Wr) =b Wr + ¢ max (Wr — W0,0).

7. dans l'expression de la rémunération suivante :
Fr(Wr) =a® +b(Wr = W% +1° X 1y syo + ¢ max (Wr — W0,0).
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2. Asset manager HARA avec frais de gestion variables

Nous nous placons sous les hypotheses qui sont décrites dans la section précédente
et supposons que le benchmark de l'investisseur est fixe (i.e. cible de richesse finale
fixe).

Dans la premiere sous-section, nous explicitons ’expression de la richesse termi-
nale optimale du probléme d’investissement de I’asset manager HARA *°, recevant
en sus d’une commission sur encours & taux fixe, des frais de gestion variables fonc-
tion de sa sur-performance par rapport a la cible de richesse de I'investisseur 3!

Dans la seconde sous-section, nous nous plagons sous les hypotheses du modele
a deux actifs de BéS, et nous supposons de plus que I'asset manager a une fonction
d’utilité puissance avec seuil de rémunération minimale (profil convexe). Nous ana-
lysons l'effet du changement de la valeur du taux des frais de gestion variables, des
parametres de risque du modele ainsi que de I’horizon d’investissement considérés
sur la stratégie dynamique suivie par cet asset manager.

2.1. Probleme d’investissement et richesse terminale optimale.

Nous reprenons les hypothéses générales décrites dans la premiere section : nous
supposons que l’asset manager est HARA et qu’il cherche a maximiser 1'utilité
espérée de sa rémunération finale dont ’expression est fournie par I’équation (1.1)
de la section 1.1. et qui peut se ré-écrire de la maniere suivante :

FT(WT) = a*BT + bYT + (U*BT =+ CYT) X 1YTZO

avec b = a* + b*, c = n* + ¢*, et les mémes contraintes sur tous les coefficients que
dans ’équation (1.1),

avec Yy = Wp — Bp D'écart de valeur entre le portefeuille géré et le benchmark
de Vinvestisseur final.

Dans cette section, nous considérons la forme restrictive de rémunération la plus
courante en pratique : il s’agit du cas particulier ou ’asset manager ne percoit ni
de rémunération incitative symétrique (i.e b* = 0 < a* = b)3?, ni de bonus de
sur-performance (n* = 0 & ¢* = ¢); I'expression de cette structure de frais prend
donc la forme suivante :

FT(WT) =bWr + ¢ max (YT, 0)

30. I1 s’agit du probleme d’investissement énoncé dans la section 1.3 sous I’hypothese
supplémentaire d’un benchmark fixe. L’expression de la fonction d’utilité de ’asset manager est
fournie par I’équation (1.2) de la section 1.2, sous cette méme hypothese de benchmark fixe.

31. La structure de rémunération considérée est celle fournie par ’équation (1.1) de la section
1.1, avec les restrictions suivantes : le benchmark est fixe (i.e. cible de richesse finale fixe), et de plus
l’asset manager ne percgoit ni rémunération symétrique incitative, ni bonus de sur-performance; il
s’agit de la forme de contrat de rémunération incitative qui est, dans la pratique, la plus courante.

32. Hypothese qui est faite sans perte de généralité, compte tenu de forme de la fonction d’utilité
HARA avec contrainte implicite de ” Benchmark” considérée, cf. section précédente.
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v , tration, . el
Notons qu’avec cette forme de rémunération, la fonction d’utilité de ’asset manager
peut étre ré-exprimée de la maniere suivante :

v(z = FPr(Wr),2% = (1 —a®) x Fr(Br)) =u(z — 2% = Zr + a® x b Br)
avec v(z,7%) = u(z — 29) la fonction définie par l'expression de 1'équation 1.2
de la section précédente,

avec Zp ”excédent de rémunération” du gérant (par rapport au niveau central
de rémunération) dont I’expression est la suivante :

Zp = Fp(Wrp) — Fr(Br) = bYp + ¢(Yp)*

Finalement, dans la suite de cette section, on fera '’hypothése supplémentaire que
le benchmark de l'investisseur correspond & une cible fixe de richesse finale 33, i.e.
Br = W% avec 0 <W° < 1/E{1/Hr} = 1/ZC(T) on ZC(T) désigne la valeur de
'obligation Zéro-Coupon d’échéance T 34,

Sans perte de généralité3® | on peut considérer la variable suivante dans le probleme
d’investissement de ’asset manager :

Zr = Zr/b=Yr+d(Yy)"
ol d = ¢/b désigne le taux de commission de sur-performance rapporté au taux de
commission sur encours et ot Y = Wy — W0,

Finalement, sous ’hypothese supplémentaire d’un benchmark fixe, la fonction d’uti-
lité a maximiser prend la forme suivante :

W(Zr +a® x bW = w(Zg)

’

avec w(z ) = u(z + Av) et Ax~y=a®x WO,

On en déduit que le probleme d’investissement de l’asset manager peut s’énoncer
de la maniere suivante :

33. Nous montrerons, dans la derniére section de ce chapitre, que les résultats obtenus dans
cette section et la suivante, sous cette hypothese restrictive, se généralisent au cas ou le benchmark
est stochastique.

34. Cette hypothese d’encadrement de la valeur de W0 est faite sans perte de généralité et
permet de conserver une simplicité d’écriture dans 1’énoncé de notre probleme.

Faire cette hypothése revient & ne considérer que les niveaux de richesse finale atteignables par
une stratégie admissible dont le montant d’investissement initial est inférieur ou égal & un (i.e.
stratégie d’assurance de portefeuille avec contrainte implicite de protection du capital).

Dans le cas contraire (stratégie avec cible de sur-performance par rapport & actif obligataire
Zéro-Coupon, actif sans risque & ’horizon d’investissement), on peut toujours, par un simple chan-
gement de variables, se ramener au cas ou la richesse cible est exactement égale a la performance
de Dactif obligataire Zéro-Coupon.

35. Les préférences d’investissement (forme de fonction d’utilité) sont invariantes par transfor-
mation linéaire.
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PROBLEME 15.

(P15) YTIED%")’((P) E {w(YT +d (YT)+)}
s.a. E(YT/HT) =1- Wo X E{]./HT}

avec Yr = Wy — WO Décart entre la valeur finale du portefeuille, Wr, et le niveau
de richesse cible, WO, avec 0 < W° < 1/E{1/Hr},

avec d le taur de commission de sur-performance rapporté au taur de commis-

S10M SUr ENcours 36,

avec w(.) la fonction d’utilité HARA donnée par lexpression suivante :

w(z) = 1%7 {% + A}l_7 +Cy (2.1)

avec y € R\ {0,1}, Oy x v > 037 | A> 0, Cy quelconque.

La solution du probleme est présentée dans le théoreme 4 qui suit :

THEOREME 4. La richesse terminale optimale du probléme (P15) admet l'ez-
pression suivante 38 ;

(ﬁldﬂ(ﬁ}%) si Hp > H*

I(k/HT)l si Hp < H* (22)

Y;—W;Wo{

ot Hy désigne la valeur finale du portefeuille numéraire>®,

avec k vérifiant I’équation de budget suivante : E(Yr/Hr) =1—-W°x E{1/Hr},
et H* 40 donné par lexpression suivante :

kv (Ad)” 1-1/y
1+d 4 (1+d)1_1/7_1

.
H* =

avec d = ¢/b, d > 0, le ratio du tauz de la commission de sur-performance, ¢, sur
celui de la commission sur encours, b,
avec y — I(y) la fonction inverse de la fonction x — w (x) et dont Uexpression est

1/
la suivante : I(y) =~ { (%) T A}_

36. Ce parameétre s’interpréte de fagon intuitive comme une mesure du degré d’incitation fi-
nanciére qui est offerte au gérant.

37. Ce qui permet de garantir que w/(z) >0etw’ (z) <O.

38. il s’agit de I’expression de la valeur terminale optimale du portefeuille en exces de celle du
benchmark

39. Sous nos hypothéses générales on rappelle que le portefeuille "numéraire ”, noté (H,h), est

donné par les expressions suivantes : hy = <0'(t)0'(t)’>7 (p(t) — r(t)1) et, en désignant le vecteur
des prix de marché du risque ("market prices of risk”) par A(t) = o(t) " (u(t) — r(t)1),
H; = exp {ft (r(s) + ()\(s)/)\(s)/2> ds) + ft <)\(s)’dZs> }
0 0
40. H* est solution de ’équation suivante : f <% ﬁ) =0 avec f (z) = g((1+d)z) — g(z) et
avec g(z) = w [I(z)] — z [I(z)] ou I(.) désigne I'inverse de la fonction w’(.).
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Ce qui implique en particulier que ’excédent de rémunération de 1’asset manager,
défini par Z% = Fp(W3) — Fp(WO) = bY5: + ¢ (Y3) ™, est donné par expression
suivante :

kY g .
Z%:{ bI(5 ) siHr>H 23)

+d Hr

Pour d = 0, on retrouve la stratégie dynamique du probléme sans commission
de performance et la rémunération de ’asset manager est proportionnel a la valeur
finale du portefeuille; en effet, on a Z} = bY7}: soit encore Fr(W3) = bWy.

Pour d > 0, le "pay off” de ’asset manager qui peut recevoir, le cas échéant,
une commission de sur-performance, n’est plus proportionnel a la valeur en exces

du portefeuille total puisqu’on a Z7 =b {Yj’f +d (YT*)+}

L’existence d’une commission de sur-performance implique que l'expression de la
valeur du portefeuille en exces du benchmark, Y (voir I’équation 2.2 ci-dessus), et
celle de la rémunération excédentaire de ’asset manager, Z3. (voir I’équation (2.3)
ci-dessus), sont toutes deux des fonctions de Hp discontinue et asymétriques par
rapport au seuil H*.

En effet, ces deux expressions ressemblent au ”pay-off’ discontinu typique d’une
option binaire. Le saut de richesse qui se produit au niveau du seuil H* traduit une
volonté de prise de risque supplémentaire de la part de ’asset manager autour de
ce seuil de valeur.

De plus, comme nous pouvons le constater, cette asymétrie provient du parametre
d. En effet, le parametre d ne figure pas dans I’expression de Y} et de Z; cor-
respondant & I’état des richesses les plus basses*!. En revanche, il intervient dans
Pexpression de la partie supérieure des richesses (Hy > H*) en créant une asymétrie
a deux niveaux :

— Tout d’abord, a travers le terme 1/(1 + d) qui agit comme un coefficient
réducteur de la valeur finale du portefeuille. Cet effet de levier inversé croit
avec le degré d’incitation financiere, d. En revanche, ce terme n’impacte pas
la rémunération du gérant (voir 'expression de Zp+* donnée par 1’équation (2.3)).

— Ensuite, par l'intermédiaire du terme (1 + d) dans ’expression [ (ﬁHLT)
Dans ce cas, le terme (1 + d) joue un role de coeflicient multiplicateur procurant
un effet de levier a ’exposition au portefeuille H. Cet effet de levier croit avec le
degré d’incitation financiere, d. De plus, on notera que, toute chose restant égal
par ailleurs, ce terme impacte positivement a la fois la valeur finale du porte-
feuille et le niveau de rémunération du gérant (voir l'expression de Z5 donnée
par I'équation (2.3)).

Remarquons enfin que, dans le cas o v > 0 et C; > 0 (profil convexe), nous
pouvons contraindre les valeurs prises par les parametres A et ~y, de fagon a nous
prémunir de la négativité de la richesse finale du portefeuille optimal, notée Wr.

41. L’expression dépend cependant implicitement du parametre d a travers la valeur de la
contrainte de budget pres, notée k.
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En effet, il est facile de voir que pour A x~y < W°*2 on a: VHr >0, Wi (Hr) > 0.

Par voie de conséquence, ceci permet également d’éviter que la valeur finale de
la rémunération de I'asset manager ne puisse étre négative. En effet, on a :
Wi (Hr) >0 = Fp(W3(Hr)) > bW;(Hr) > 0.

A linverse, dans le cas ot v < 0 et C; < 0 (profil concave), cela n’est pas possible.
Aussi, de fagon a éviter des valeurs négatives de richesse, il est nécessaire d’intro-
duire dans le probleme considéré une contrainte explicite supplémentaire de non
négativité sur la richesse finale du portefeuille, W > 0.

C’est d’ailleurs ce que nous ferons dans la quatrieme section de ce méme chapitre
ol nous étudierons le probleme d’investissement de 1’asset manager maximisant
Putilité espérée de sa rémunération pour un choix de fonction d’utilité quadratique
et sous une contrainte de protection de la richesse prenant la forme W > W avec
W > 0.

2.2. Expression de la stratégie dynamique optimale.

Afin d’illustrer les propriétés de la stratégie optimale, nous nous plagons & présent
dans le cas particulier ou la fonction d’utilité de I’asset manager est donnée par
lexpression suivante 43 :

v(z, 2°) = u(x — 2°)

= 2177

avec u(z) = 52— et avec v, v € J0;+00[\ {1}, le parametre d’aversion au risque de
I’asset manager et ou on utilise, comme dans la sous-section précédente, les nota-
tions suivantes :

x=Fr(Wp)=bWp+c (V)T et 29 = (1 —a®) x Fp(W0) = (1—a°) xbW°
avec Yr = Wpr — WO et avec W0 la cible de richesse de 'investisseur ot 0 < o < 1.

Notons tout d’abord que la fonction d’utilité prend la forme équivalente suivante 4 :

v(x, 20) = w(z/) =u(z—2"= 2+ a)

avec 2 = Zyp = Zy /b= (Fr(Wr) — Fr(W) /b= Yr +d (Yr)" et Yo = Wy — WO,

avec d = ¢/b le taux de commission de sur-performance rapporté au taux de com-
mission sur encours,

et avec —a = —a® WY, un parametre qui représente le niveau de sous-performance,

42. cette relation s’interprete de la fagon suivante : le niveau de budget de risque, A X -,
représentant la perte maximale relativement & la cible de richesse finale, ne peut excéder cette
derniere valeur.

43. cette forme de fonction d’utilité HARA généralise ’expression de la fonction d’utilité CRRA
par la prise en compte d’une contrainte implicite de protection supplémentaire de la rémunération
4 hauteur de x° > 0.

44. Cette expression est celle de la fonction d’utilité de ’asset manager HARA donnée par
I’équation (2.1) dans le cas particulier ot C2 =0, C1 =y1™ Y et a = A~y
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par rapport & la valeur cible W0, que I'investisseur ne souhaite pas dépasser >, avec

0<a<WO

On en déduit que l'expression de la fonction a maximiser dans le probleme d’inves-
tissement (P15) est la suivante :

w(Yr +d(Yp)") avec w(z) = u(z + a) , u la fonction d'utilité CRRA et les pa-
rametres a et d définis comme ci-dessus.

Remarquons également que nous pouvons de fagon alternative considérer les deux
hypotheses suivantes :

(1) L’expression de la rémunération de 'asset manager dérive de I’équation
(1.1) de la section 1.1 sous les hypotheses restrictives de benchmark fixe
et de montant de bonus nul :

Fqlﬂ (WT) =a° +bYr+c (YT)+
avec Yr = Wr — WY et o1 on a posé a® = a x b.
Soit encore, F} Wr)=a*Wr+b*Yr+c (YT)+

aveca* =ax b/Wo=a’b<betb*=b—a*=b(1—a/WY).

(2) L’asset manager est CRRA, i.e. sa fonction d’utilité est donnée par l'ex-
pression suivante :

v(z,0) = u(x) avec z = Fy (Wr).

Ainsi, on retrouve le résultat d’équivalence déja énoncé dans la section 1 : l'exis-
tence d’'un budget de risque de sous-performance ou d’'une commission de gestion
incitative symétrique sont deux notions équivalentes.

En particulier, 'asset manager CRRA sans incitation financiere symétrique (a =
W o a* = b < b* = 0) dont la rémunération est F, (Wr) = bWp 4 ¢ (Yo)©
s’identifie a I’asset manager HARA considéré plus haut dans le cas ou le budget de
risque est maximal (contrainte de non négativité de la richesse).

Nous nous plagons a présent sous les hypotheses du modele a deux actifs de
[Black Scholes, 1973]%6. L'univers d’investissement se compose donc des deux
actifs suivants :

— Un actif dit sans risque (”A.S.R.”) représentant Iactif monétaire et dont la
valeur & la date ¢ est notée SY ; cet actif a un rendement instantané donné par

45. Le parameétre a s’interpréte aussi comme un parametre de budget de risque. En effet, comme
nous le verrons avec la propriété qui suit, la taille du pari "actif” (i.e. le montant investi dans le
portefeuille ”a risque”) dépend de sa valeur.

46. On rappelle que dans ce cadre, on fait ’hypotheése de I’existence d’une seule source de risque
(i.e. N =1, le nombre d’actifs étant N + 1 = 2); de plus, on suppose que tous les parameétres
servant & décrire la dynamique du prix des deux actifs financiers (un actif sans risque et un actif
risqué) sont supposés constants.
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I’expression suivante
ds?)S? = rdt

ou r désigne le taux monétaire constant.

— Un actif dit risqué ("A.R”) représentant le portefeuille de marché ou tout
autre actif action dont la dynamique de prix est décrite par un mouvement brow-
nien géométrique; son rendement instantané s’écrit

dM,/M, = pdt + 0dZ, = (r + 7)dt + odZ,

ou le parametre p représente son rendement moyen instantané (égal au taux court
plus une prime de risque ”action” notée m = 1 — r) et o sa volatilité constante.

Dans ce cadre, le ratio de Sharpe de I'actif risqué est défini par A = (u—r) /o =
/o, et le poids du portefeuille & croissance optimal, noté H, est constant et donné

par I'expression, h = Ao = 7/a? 47 .

Nous en déduisons les résultats de la propriété suivante :

PROPRIETE 25.

Sous les deux hypothéses suivantes :

L’asset manager a une rémunération donnée par l’expression suivante :

F} (Wr) =bla+Yr+d (YT)+), avec Yp = Wy — WO et avec WO la cible de
richesse finale de l'investisseur,

avec a = a® /b, le montant de la commission five rapporté au tauz de la commission

sur encours 48,

avec d = ¢/b, le taux de la commission de sur-performance rapporté au tauz de
la commission sur encours.

L’asset manager cherche a mazimiser ['utilité espérée de sa rémunération finale et
a une fonction d’utilité CRRA dont l’expression est la suivante :

u(z) = 11:7 avec vy le paramétre d’aversion au risque de l’asset manager,
ot 7 € ]0; +00[\ {1},

Nous avons les résultats suivants :

Le probléme d’investissement considéré par cet asset manager est un cas particulier
du probléme (P15) et lexpression de la richesse terminale solution du probléme

47. Sous les hypotheéses du modele de Bé&S, la dynamique de prix du portefeuille H suit un
mouvement brownien géométrique dont ’expression est la suivante : dH;/Hy = (r+)\2) dt + \dZ¢,
ou de fagon équivalente : Hy = exp {(r + %)\2)7& + )\Zt}.

48. De fagon alternative, a s’interpréte comme le montant de la sous-performance par rapport
4 la richesse cible, W9, que l'investisseur ne souhaite pas franchir & la baisse, avec 0 < a < W0.
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(P15) prend la forme suivante :
1/ . .
Yi=Wr-W = Fld{(l%lHT) —a} siHp > H
(/' — iy < B

avec H**9 définie par Uexpression suivante :

ad 1- @1/ +a)~"]"
{1+d}/{ 1—1/ H

et avec k vérifiant I’équation de budget suivante : E(Yr/Hr) =1— W% E{1/Hr}

H* =k

La valeur a la date t de la solution optimale du probléme (P15), notée Y;*, est
donnée par la formule suivante :

AR 11_/"_idC(Ht*,(H*)1/V,T7t) —yoP(H;, (H*)'/7, T —t)

L \1/v _ _
T {walH")"/ — o} zO(T — 1)
da

R G R AR USRS

avec HY qui désigne la valeur intermédiaire du portefeuille, solution du probléme

de Merton, atteignant la richesse terminale, H%/V %0 avec yq = ((1+ d)/k)l/'y,

o = (1/k)'7,

et oo C(Zy, X, T —t), (resp. P(Zy, X, T —t), resp. B(Zy, X, T —t)) désigne la
valeur de loption d’achat européenne, (resp. de loption de vente européenne, resp.
de Doption digitale de vente) de strike X, d’échéance T —t, sur le sous-jacent Zy et

ZCO(T —t) la valeur d’une obligation Zéro-Coupon d’échéance T —t dans le cadre
du modele de Black € Scholes.®!.

Dans le cadre du modéle de Black € Scholes, l'allocation de la stratégie dynamique
optimale correspondant au probléme (P15) est donnée par lexpression suivante :

w; Wi investi (en cash) dans l’A.R.
(1 —wy)W; investi (en cash) dans UA.S.R

49. H* est la solution de f(k/H*) = 0 avec f(z) = g(z) — g(z/(1 +d)) ou
g(@) = u[l(z)] — x[I(z) —a] et  — I(z) = x—'/7 désigne la fonction inverse de la fonction
z—ou (z).

50. Le portefeuille (h*, H*) correspond & une stratégie dynamique & investissant un poids
constant de la richesse dans Dactif risqué. L’expression de ce poids est donné par l’expression
suivante : h* = (1/7)h avec h = 7/ 02 = \/o qui désigne le poids constant investi dans lactif
risqué du portefeuille numéraire, H.

De plus son processus de prix suit un mouvement brownien géométrique dont l’expression
est la suivante : dH}/H; = (r + A2/y)dt + (A\/v)dZ:, ou de fagon équivalente, H; =
Hiexp{(r+ (v —1/2) M)t + (/1) Zt} avec HE = (1=7/7) (r4A2/29)T

51. L’expression de C(Z¢, X,T — t) est donnée dans le cadre du modele Black & Scholes

par la formule suivante : C(Zy, X, T — t) = ZiN(d1(X)) + Xe "T=DN(d2(X)) avec
(e)?

Z¢

di(X) = l°g(7>(tf:j¢% =0 4y(X) = di(X) —o*VT =1 o*VT—1=+/Var I (Zr/Z0) -
De plus pour Z; = H}, on en déduit de P'expression de H; que o* = \/vy avec A = /0.

Avec les mémes notations, on a : P(Zy, X,T —t) = Xe "T=ON(—da(X)) + ZtN(—d1 (X)) et
B(Z, X, T —t) = e " (TN (=da2(X)) et ZC(T —t) = e "(T=1)_ Les formules d’évaluation de
ces options dans le cadre d’un modele & N actifs risqués, N > 2 sont données dans la derniere
section du présent chapitre qui généralise les résultats exposés.
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avec wiWy = wP B, +
wiwy = 2H; (5N (d (H97)) + 0N (~d (H27))

he (T (d2 (H*l/V))

+{( 2 —y0> ey o a}
1+d 1+d MWT — ¢t

avec N(.), resp. ®(.), la fonction de répartition, resp. la fonction de densité de la

loi normale et avec di(X) =n (%) Jo*+ o* /2 et

aw; (ﬁ

T v) H} qui est donnée par la formule suivante®? :

do(X) = dy(X) — 0* ot (6*)? = Var [In(Hr/Hy;) /4] = (%)2 x(T—t) et A=7/o.

On en déduit de 'expression de Y7:, donnée dans la propriété ci dessus, que le pa-
rametre d’incitation financiere, d = ¢/b a pour effet d’augmenter la rémunération
de l'asset manager, Z% = b Y} + ¢ Max(Y;;0), dans I’état de sur-performance
(Hr > H*) par rapport a ’état de sous-performance (dont I’expression correspond
au cas sans incitation financiere).

En effet, on peut écrire :
Z5=bx {(1 + [+ DY —1] X Lggsp-) (Hr/k)Y7 - a}

Finalement, on notera que, sous les hypotheses du modele de Black & Scholes,
il existe une relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles
suivants pris deux a deux : la valeur du portefeuille numéraire, Hy, celle du porte-
feuille de Merton, H;, et enfin, celle de I'actif risqué, M; 3.

Ceci nous permettra, a tout instant ¢, d’exprimer la valeur de la richesse opti-
male en exces de celle du benchmark, notée Y;*, en fonction de M; ; expression qui
nous sera utile pour analyser les propriétés de cette stratégie optimale.

2.3. Analyse de sensibilité du ”pay-off” optimal.

En nous fondant sur un exemple d’application numérique dans le cadre du modele
de Black € Scholes, nous analysons la sensibilité du profil de gain optimal aux va-
riations des parametres de rémunération et de risque considérés.

En particulier, nous souhaitons comparer la valeur terminale (”pay-off’) de la
stratégie avec prise en compte de frais de gestion variables (cas ¢ > 0) avec celle de
la stratégie correspondant au cas ou il n’y a pas d’incitation financiere (cas ¢ = 0);

Les valeurs numériques utilisées dans toute la suite de ce chapitre seront les sui-
vantes : r = 4%, u = 10%, 0 = 20%, v = 75%, T =5, et WO = e = 122%; ce qui

52. Dans notre cas ol le benchmark est choisi comme étant ’actif monétaire on a w? =

53. En particulier, dans le cadre du modele de Bé4S, on obtient les propriétés de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille numéraire, H¢, ou du portefeuille de
Merton, Hj, en fonction de celle de I’actif risqué M; et réciproquement : on a, Hy = W(t)(M;)"

avec W(t) = erAE=F 3Nt _ [A-r+30)t _ J(1-m)(r+ 25000

* /)2 .
et Hf = T(t)(My)"* avec T'(t) = Hge(l ™))t = prze(1=h")(r+

2
h*2(r )t.
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donne en particulier A = 30%, h = 150% et h* = 200%.

2.3.1. Sensibilité aux variations du taux des frais de gestion variables c.

Sur la figure (Fig.1), nous avons représenté, pour différentes valeurs du taux de
commission de sur-performance, noté ¢, la valeur finale du portefeuille géré en exces
de celle du benchmark en fonction de la valeur finale de I'actif risqué sous-jacent,
notée Mr.

La figure (Fig.2) montre, toujours pour les mémes valeurs du taux de commission
de sur-performance, noté ¢, la valeur finale de la rémunération de ’asset manager
(en exces de la rémunération correspondant & une gestion passive) en fonction de
la valeur de lactif risqué sous-jacent, notée Mrp.

Enfin, sur la figure (Fig.3) ci-dessous, on peut observer la courbe de excédent de
richesse finale obtenue par I'investisseur par rapport a une gestion passive, toujours
en fonction de la valeur de 'actif risqué sous-jacent, notée Mr, et pour différentes
valeurs du taux de commission de sur-performance, noté c.

D’une part, ces figures illustrent la discontinuité du profil optimal de richesse finale
du portefeuille (cf. Fig.1) et de I’asset manager (cf. Fig.2) en présence d’incitation
financiere : profil de gain qui ressemble au ”pay-off’ d’une option binaire. On re-
marquera que le saut de valeur diminue en méme temps que le niveau du taux des
frais de gestion variables, ¢, baisse. A la limite, pour ¢ = 0, on obtient le cas de la
stratégie optimale sans incitation financiere dont le pay-off est continu.

D’autre part on peut distinguer sur la figure (Fig.1) trois zones ol l'incitation
financiere a un effet différent sur le comportement de ’asset manager :

— pour les valeurs de M7 en dessous d'un seuil, que I’on notera M* %4, il se pro-
duit une sous-performance par rapport a la stratégie sans incitation financiere
(courbe rouge), qui est d’autant plus importante que le niveau du taux de com-
mission variable, ¢, est élevé (profil de moins en moins convexe dans cette zone).

— pour les valeurs de Mp dans un intervalle de valeurs médianes-hautes du
sous-jacent (au-dessus du seuil M*), nous observons une sur-performance par
rapport & la stratégie sans incitation financiere (courbe rouge), qui est d’autant
plus importante que le niveau du taux de commission variable, ¢, est élevé. De
plus on observe une discontinuité par rapport a la zone de sous-performance ; ceci
traduit la prise en compte par ’asset manager d’un niveau de budget de perte
plus faible dans la zone de sur-performance que dans la zone de sous-performance.

— pour les valeurs de My les plus élevées (scénarios de marché les plus favo-
rables), on constate une sous-performance par rapport a la stratégie sans incita-
tion financiere (courbe rouge). Celle-ci traduit un profil convexe moins fort pour
la stratégie avec incitation financiere que pour la stratégie de référence sans in-
citation financiere.

54. Sous les hypotheses du modele de Black € Scholes, ’expression de M* se déduit de celle
de H* par la fonction de correspondante bi-univoque énoncée ci-dessus qui lie la valeur de M; a
celle de Hy.
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Finalement, on notera, comme illustré sur la figure (Fig.2), que la rémunération,
pergue par ’asset manager avec incitation est, en cas de sur-performance, beaucoup
plus importante que celle du gérant sans incitation financiére (courbe rouge). De
plus, cet excédent de rémunération, pergu en cas de sur-performance, compense
largement le manque a gagner dans la zone de sous-performance.

Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢"
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FiGUure 1. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables -
excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau des frais de
gestion variables ¢

Excédent de richesse de I'asset manager
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢"
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FIGURE 2. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables -
excédent de richesse de ’asset manager - effet du niveau de taux
des frais de gestion variables ¢

A titre complémentaire, nous avons analysé la sensibilité de la valeur du ”strike”,
noté M*, aux variations du niveau de frais de gestion variables c¢. On rappelle que
M* est défini comme le seuil limite des valeurs du sous-jacent qui sépare I’état de
sous-performance par rapport au benchmark de 1’état de sur-performance.
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Excédent de richesse de I'investisseur final
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢"
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FIGURE 3. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables -
excédent de richesse de l'investisseur final - effet du niveau de
taux des frais de gestion variables ¢

Nous avons représenté sur la figure (Fig.4) ci-dessous la courbe de la valeur de
M* en fonction de celle du taux de commission variable, ¢, pour différentes valeurs
du parametre d’aversion au risque . On observe sur cette figure que, pour un ni-
veau suffisamment élevé du parametre d’aversion au risque (v > 50% dans notre
cas), la valeur du strike M* est une fonction décroissante du taux de la commission
variable, noté c.

Valeurs du "Strike" M* en fonction du niveau de frais de gestion
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FIGURE 4. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables -
valeurs du ”Strike” M™* en fonction du niveau du taux des frais de
gestion variables ¢ pour différents niveaux du parametre d’aversion
au risque y

Autrement dit, quand le parametre, ¢, augmente, I'intervalle de valeurs les plus
élevées de My, ou se produit une sur-performance par rapport au benchmark
s’étend vers des valeurs plus basses de l'actif risqué, au détriment de la zone de
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sous-performance.

Ceci est financierement positif pour ’asset manager puisque le manque a gagner
en cas de sous-performance est beaucoup plus faible que le gain en cas de sur-
performance (cf.(Fig.2)). En revanche, ce n’est pas le cas pour le portefeuille de
I'investisseur (cf. (Fig.3)).

2.3.2. Sensibilité aux variations des autres parametres : b, v et a.

Sur les figures (Fig.5), (Fig.6) et (Fig.7) ci-dessous, nous avons représenté, pour
différentes valeurs des parametres du modele, b, v et a, la valeur finale du porte-
feuille optimal en fonction de celle de 'actif risqué.

Ces trois figures illustrent leffet du changement de valeur de chacun de ces trois pa-
rametres sur le profil de gain optimal pour I’asset manager recevant une incitation
financiere. Le niveau de risque est une fonction croissante de la valeur de chacun
de ces parametres (i.e. 1/b, 1/ et a).

(1) Effet du changement de valeur du taux de la commission sur encours b :

Le niveau de risque de la stratégie optimale augmente quand la valeur
du taux des frais de gestion sur encours, b, diminue. En effet, le montant
de la perte en cas de scénarios de marché défavorables, le gain pour les
valeurs élevées du sous-jacent, et la hauteur du saut de richesse au niveau
du seuil H*, augmentent quand la valeur du parametre b diminue.

(2) Effet du changement de valeur du parametre d’aversion au risque 7 :

Quand la valeur du parametre d’aversion au risque, v, diminue, la zone de
sous-performance s’étend a des valeurs élevées du sous-jacent, 'amplitude
de la sous-performance augmente, et enfin I'effet de convexité dans la zone
de sur-performance est plus marqué.

(3) Effet du changement de valeur du niveau de budget de risque a :

Quand la valeur du budget de risque, a, augmente, ’amplitude de la sous-
performance, resp. de la sur-performance, augmente dans la zone de va-
leurs basses, resp. de valeurs élevées du sous-jacent. Notons également que
le niveau du strike M * est indépendant du choix de la valeur du parametre
a.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion sur encours "b"
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FIGURE 5. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables -
excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de frais de
gestion sur encours b.
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FIGURE 6. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables -
excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau d’aversion au
risque 7.

2.4. Analyse de la stratégie dynamique optimale.

Nous analysons a présent la sensibilité de I'allocation dynamique optimale aux
variations des parametres de rémunération et de risque du modele considéré. Nous
souhaitons en particulier comparer l’allocation dynamique mise en place par ’asset
manager recevant des frais de gestion variables (¢ > 0) avec celle du gérant ne
recevant que des frais de gestion fixes sur encours (cas sans incitation financiere
correspondant & ¢ = 0). Nous étudierons également I'effet de I’horizon d’investisse-

ment sur la valeur finale du portefeuille optimal.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau du budget de risque "a"

4.0
35 | — CRRA - y=75% - a=50% - b=5% - c=0%
3'0 | = CRRA - y=75% - a=50% - b=5% - c=20%
! — CRRA - y=75% - a=100% - b=5% - ¢=20% /./
254
Y CRRA - y=75% - a=122% - b=5% - c=20% /
L 15 /
> 10 ,(*f /

05 il
0.0 P
05 ’,,:_‘,,”“;iﬂ/

D

Q’bg\xecg%g’\ Q‘bg‘b N ,\"L,\’b ,\\X ,\‘o ,\% ,\’\ N ’\Q’LQ ,‘/’\ ,’/’L,]/’b,.vh ,L‘o "l/%’l/

MT

FIGURE 7. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables -
excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de budget de
risque a.

Nous avons illustré sur les huit figures ci dessous l'effet du changement des pa-
rametres considérés (taux de commission, budget de risque et niveau d’aversion au
risque) sur la stratégie dynamique optimale.

Sont représentés, pour plusieurs valeurs de chacun des parametres considérés, la
richesse intermédiaire du portefeuille optimal (notée Y;™) et lexposition a lactif
risqué correspondante (notée P;*), en fonction de la valeur de I'actif risqué.

(1) Effet du changement de valeur du taux des frais de gestion variables ¢ :

La figure (Fig.8) illustre l'effet de la hausse du taux des frais de gestion
variables,; ¢, sur la performance intermédiaire de la stratégie optimale :

— dans la zone de valeurs médianes du sous-jacent, cela se traduit par une
sur-performance par rapport au cas sans incitation financiere (courbe
rouge), d’autant plus importante que la valeur de c est élevée,

— dans les zones de valeurs basses et élevées du sous-jacent, la stratégie
avec incitation (¢ > 0) sous-performe la stratégie sans incitation fi-
nanciere (courbe rouge, avec ¢ = 0).

En parallele, on observe une sur-exposition a ’actif risqué, par rapport au
cas sans incitation financiere, dans une zone de valeurs médianes de I'actif
risqué (cf. (Fig.9)).

A Topposé, il y a sous-exposition relativement a la stratégie sans inci-
tation financiere dans les zones de valeurs basses et hautes de I'actif risqué.

Enfin, 'amplitude de ces écarts d’exposition par rapport a la stratégie
de référence (cas sans incitation financiére) croit avec la valeur des frais
de gestion variables, c.
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(2) Effet du changement de valeur du taux des frais de gestion sur encours, b,
et du parametre de budget de risque a :

La baisse de valeur du taux des frais de gestion sur encours, b, augmente le
montant de perte dans 1’état de sous-performance et accentue la concavité
de la courbe de richesse dans 'état des richesses médianes (cf. (Fig.10)).

D’autre part, le pic d’exposition a ’actif risqué, qui se produit dans une
zone de valeurs médianes, augmente en amplitude (en absolu mais aussi
par rapport aux cas sans incitation financiere °°), quand le niveau du taux
des frais de gestion sur encours, b, diminue (cf. (Fig.11)).

L’effet d’une hausse du parametre de budget de risque, a (voir les figures
(Fig.12) et (Fig.13)°°), est similaire & celui d’une baisse du taux fixe de
la commission sur encours, b.

Dans le cas particulier ot @ = W9, on retrouve la structure de frais
analysée par [Hodder Jackwerth, 2006]°". Celle-ci correspond, avec
notre modele de frais au choix particulier d’une fonction d’utilité CRRA
pour l'asset manager (i.e. contrainte implicite de non-négativité de la
rémunération).

Comme le montre la figure (Fig.13), Pallocation dynamique optimale s’iden-
tifie, dans une zone de valeurs basses du sous-jacent, a celle du portefeuille
de Merton, & poids constant (h* = 200% dans notre exemple d’application
numérique).

(3) Effet du changement de valeur du parametre d’aversion au risque 7 :

La figure (Fig.14) montre que, plus la valeur du parametre d’aversion
au risque, -, diminue, plus la zone de sous-performance s’étend vers des
valeurs élevées du sous-jacent, et plus le niveau de sous-performance aug-
mente.

D’autre part, quand l'aversion au risque de ’asset manager augmente,
Ieffet de concavité dans la zone des valeurs médianes de l'actif risqué
augmente tandis que 'effet de convexité dans la zone des valeurs élevées
diminue.

La figure (Fig.15) fait apparaitre une zone médiane ol se produit un pic de
sur-exposition a 'actif risqué. On remarque que la valeur de 'actif risqué
ou se produit ce pic d’exposition décroit avec la valeur du parametre ~.
De plus, 'amplitude de ce pic est également une fonction décroissante de
la valeur du parametre ~.

55. Par souci de lisibilité du graphique, seul le cas de ’asset manager sans incitation financiére
avec ¢ = 0% et b = 5% (courbe rouge) est représenté.

56. Ou, ce qui revient au méme, de la commission fixe a X b (avec b fixé).

57. [Hodder Jackwerth, 2006] résolvent numériquement le méme probléme que celui
considéré dans cette section en supposant de plus que 'asset manager est CRRA.
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Ainsi, dans un intervalle de valeurs basses & médianes de 'actif risqué,
Iallocation dynamique optimale n’est pas conforme a la regle de "bon
sens” ("Popular Advice”) qui dicte une allocation en actif risqué crois-
sante en fonction du niveau de tolérance au risque.

Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢"
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FIGURE 8. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de
taux des frais de gestion variables ¢ avec t = 4.

Valeurs intermédaires de I'exposition a l'actif risqué
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢"
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FIGURE 9. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exposition a l'actif risqué - effet du niveau de taux des
frais de gestion variables ¢ avec t = 4.
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Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion fixe sur encours "b"
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FI1GURE 10. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de

frais de gestion fixe sur encours b avec t = 4.

Valeurs intermédaires de I'exposition a l'actif risqué
Effet du hiveau de frais de gestion fixe sur encours "b"
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F1GURE 11. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exposition a l'actif risqué - effet du niveau de frais de

gestion fixe sur encours b avec t = 4.
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Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Effet du hiveau de budget de risque "a"
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FIGURE 12. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du budget de
risque a avec t =4 .

Valeurs intermédaires de I'exposition a l'actif risqué
Effet du niveau de budget de risque "a"
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FI1GURE 13. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exposition a D'actif risqué - effet du budget de risque a
avec t = 4.

173



4. INCITATIONS FINANCIERES ET BENCHMARKING

Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille

Effet du niveau d'aversion au risque "y’
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FIGURE 14. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau
d’aversion au risque v avec t = 4.
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FI1GURE 15. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables sans
bonus - exposition a l'actif risqué - effet du niveau d’aversion au
risque v avec t = 4.
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L’effet de I’horizon d’investissement, T'—t, sur le profil de gain de ’asset mana-
ger recevant une incitation financiére est représenté sur la figure (Fig.16) (excédent
de richesse) et la figure (Fig.17) (exposition a actif risqué).

Comme le montre la figure (Fig.16), 'allocation temporelle est contraire & la regle
de "bon sens” (” Conventional Wisdom”) d’une allocation en actif risqué croissante
en fonction du temps restant a courir. Ceci étant di au profil optionnel binaire de
la stratégie optimale qui traduit la discontinuité de I’expression entre les deux états
de sur et de sous-performance par rapport au benchmark.

Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Effet du temps restant a maturité "T-t"
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F1GURE 16. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables
sans bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du temps
restant a maturité T — ¢.

Valeurs intermédaires de I'exposition a I'actif risqué
Effet du temps restant a maturité "T-t"
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FiGURE 17. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables
sans bonus - exposition a l'actif risqué - effet du temps restant a
maturité T — ¢.
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Conclusion de la section.

Dans cette seconde section, nous avons résolu le probleme d’investissement de 1’as-
set manager HARA, cherchant a maximiser 1'utilité espérée de sa rémunération
finale, nous plagant sous les hypotheses suivantes :

— Hypothese de ”benchmark fixe” : I'asset manager doit prendre en compte
une contrainte implicite de sous-performance ou de sur-performance par rapport
a une cible fixe de richesse finale ; sa valeur est intégrée a ’expression de la fonc-
tion d’utilité HARA considérée.

— Forme de rémunération avec incitation financiere, la plus courante en pra-

tique :

celle-ci comprend, d’une part, des frais de gestion sur encours et, d’autre

part, des frais de gestion variables, récompensant 1’asset manager en cas sur-
performance par rapport au niveau cible de richesse finale.

2.5.1. Analyse de l’expression de la richesse terminale optimale.

Le ”pay-off” optimal pour I’asset manager °® présente les caractéristiques suivantes :

(1)

le profil de gain optimal est discontinu et asymétrique

Le 7pay-off’ de la stratégie optimale ressemble & celui d’une option bi-
naire. L’expression de la richesse finale, qui est fonction de la valeur du
portefeuille & croissance optimale ou logarithmique, exhibe un saut de
richesse au niveau d’un point ”central” de valeur de ce portefeuille sous-
jacent.

La stratégie optimale enregistre, pour les valeurs du portefeuille sous-
jacent situées en dessous (resp. au-dessus) de ce niveau central, une sous-
performance (resp. une sur-performance) par rapport & la cible de richesse
finale.

L’expression de la richesse finale optimale est asymétrique autour du point
central. La différence d’expression entre la zone de sur-performance et la
zone de sous-performance est d’autant plus prononcée que le niveau d’in-
citation financiére, mesuré par le ratio entre le taux des frais de gestion
variables et le taux de frais de gestion sur encours, est élevé.

il existe un conflit d’intérét entre le gérant et l'investisseur
L’analyse de l'expression de la rémunération finale optimale pour l'as-
set manager montre que l'existence d’une incitation financiere 'ameéne a

favoriser sa propre rémunération au détriment de la celle de I’investisseur.

En effet, la comparaison avec le cas sans incitation financiere montre que

58. dont ’expression est fournie dans le théoréme 4
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I’asset manager recevant des frais de gestion variables cherche & augmen-
ter son gain en cas de sur-performance (zone ol il regoit une rémunération
supplémentaire du fait de sa sur-performance).

L’intensité de ce ”conflit d’intérét” augmente avec le niveau d’incitation
financiere offerte (i.e. avec le ratio entre le taux des frais de gestion va-
riables et celui des frais de gestion sur encours).

2.5.2. Analyse de la stratégie dynamique optimale.

Dans un second temps, nous nous sommes placés sous les hypotheses restrictives
du modele de BéS et avons considéré le cas particulier de ’asset manager HARA
ayant une fonction d’utilité puissance avec contrainte implicite de protection (profil

convexe)

59

L’analyse du profil de gain optimal et de la stratégie dynamique de réplication
a fait ressortir les principaux résultats suivants :

(1)

Profil de gain optimal asymétrique favorable a ’asset manager :

Pour D’asset manager recevant des frais de gestion variables, la sous-
performance finale subie par rapport au cas sans incitation financiere,
en cas de scénarios de marché défavorables, est beaucoup plus faible que
la sur-performance pergue en cas de scénarios favorables.

Ce n’est pas le cas du profil optimal de richesse du portefeuille géré qui
peut subir une sous-performance par rapport au portefeuille de ’asset
manager sans incitation financiere (dans les états des richesses basses et
élevées) qui est de méme amplitude que la sous-performance observée dans
I’état des richesses médianes.

Courbe d’exposition a ’actif risqué en forme de ”cloche” asymétrique :

Quelque soit la valeur considérée des parametres de rémunération et de
risque, le profil d’exposition a I'actif risqué prend la forme d’une ”cloche”
asymétrique avec un niveau maximal atteint dans un intervalle de valeurs
médianes du sous-jacent (intervalle ou se produit le saut de richesse).

N

Sur-exposition a l’actif risqué par rapport a la stratégie sans incitation
également en forme de ”cloche” asymétrique :

La valeur centrale de l'actif risqué ou se produit le pic d’exposition a
Pactif risqué est également celle ou a lieu le pic de sur-exposition par rap-
port au cas sans incitation financiere.

59. On peut considérer de fagon équivalente, que I’asset manager est CRRA (seuil de richesse
minimale égal & zéro) et que sa rémunération comprend également une commission incitative
symétrique; il s’agit de la forme générale donnée par ’équation 1.1 de la section 1.2 sous ’hy-
pothése supplémentaire d’un benchmark fixe.
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Il y a sur-exposition a l'actif risqué par rapport a la stratégie sans in-
citation financiére dans une zone de valeurs médianes de Dactif risqué
(correspondant & la zone ou se produit le saut de richesse).

A Topposé, on observe une sous-exposition par rapport a la la stratégie
sans incitation financiere pour les niveaux les plus élevés de Pactif risqué .

Enfin, dans un intervalle de valeurs basses du sous-jacent, ’exposition
a lactif risqué est inférieure ou égale a celle observée dans le cas sans
incitation financiere %!

Niveau de risque global de la stratégie dynamique fonction croissante du
degré d’incitation financiere :

Toute chose restant égal par ailleurs, le montant de la perte subie en
cas de scénario défavorable et le niveau global d’exposition a 'actif risqué
augmente avec la valeur du parametre d’incitation financiere (i.e. mesuré
par le ratio du taux des frais de gestion variables sur celui des frais de
gestion sur encours).

De plus, le risque 1ié au ” conflit d’intérét” progresse avec le degré d’incita-
tion financiere. En particulier, la sur-exposition a ’actif risqué par rapport
a la stratégie de référence, de ’asset manager ne recevant pas d’incitation
financiere, est une fonction croissante de la valeur du parametre d’incita-
tion financiere.

”Sur-réaction” de I’asset manager fonction croissante du niveau de risque
et fonction décroissante de ’horizon d’investissement :

Toute chose restant égal par ailleurs, la ”sur-réaction” de ’asset mana-
ger, par rapport a la stratégie sans incitation, dans 1’état des richesses
médianes, augmente quand le niveau de risque considéré augmente et
quand I’horizon d’investissement diminue.

En particulier, Pamplitude du pic d’exposition / sur-exposition & ’ac-
tif risqué qui se produit dans la zone de valeurs médianes de ’actif risqué,

— est une fonction croissante du niveau de risque considéré : elle sera d’au-
tant plus élevée que le seuil de richesse minimale est bas, et/ou que le
coefficient d’aversion au risque est bas,

60. correspondant aux niveaux les plus élevés de richesse finale.
61. Dans cette zone correspondant aux niveaux de richesse finale les plus faibles, ’exposition
a Dactif risqué :

— est inférieure a celle de la stratégie sans incitation dans le cas ou ’asset manager HARA

doit prendre en compte une contrainte d’assurance de portefeuille strictement positive,

— est identique a celle de la stratégie sans incitation dans le cas ou ’asset manager est CRRA

(i.e. contrainte implicite de non négativité de la richesse finale).



2. ASSET MANAGER HARA AVEC FRAIS DE GESTION VARIABLES 179

— est une fonction décroissante du temps restant jusqu’a maturité : plus
I’horizon d’investissement est proche, plus elle sera élevée.
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3. Asset manager CRRA bénéficiant d’un bonus contractuel

L’objectif de cette section est d’étendre les résultats de la seconde section en
considérant une forme de rémunération plus générale. Nous nous plagons a nou-
veau sous les hypotheéses qui sont décrites dans la premiere section et supposons
que le benchmark de l'investisseur est fixe (i.e. cible de richesse finale fixe).

Dans la section précédente, nous avons étudié les propriétés de la stratégie dy-
namique optimale pour l'asset manager CRRA (profil de richesse convexe), maxi-
misant ['utilité espérée de sa rémunération, et qui regoit, en guise d’incitation fi-
nanciere, des frais de gestion de sur-performance.

Nous allons & présent compléter cette analyse en considérant le probleme d’in-
vestissement de l'asset manager CRRA bénéficiant, en plus de frais de gestion de
sur-performance, d’'un montant de bonus versé en cas de sur-performance (incita-
tion asymétrique binaire).

Apres avoir explicité I'expression de la richesse terminale optimale, nous étudions,
sous les hypotheses restrictives du modele de B&S, leffet du changement de va-
leur du montant de bonus de sur-performance et des autres parametres du modele
considéré sur la stratégie dynamique suivie par 1’asset manager.

3.1. Expression du probleme d’investissement considéré.

Nous nous placgons toujours sous les hypotheses générales qui sont celles décrites
dans la section 1 du présent chapitre :

Dans le cadre d’une délégation de gestion, nous supposons que,

— l'asset manager recoit une rémunération & un horizon d’investissement fixé
en accord avec l'investisseur, noté 7T, donnée par ’équation (1.1) de la section
1.1:

Fr(Wr)=a*Wp + 0" Yr+n0* Wr X lyy>0 + ¢* max(Yr,0)
avec les mémes notations et hypothéses que dans la section 1.1

— l'asset manager cherche a maximiser I'utilité espérée de sa rémunération; ses
préférences d’investissement sont décrites par une fonction d’utilité HARA dont
Pexpression générale est celle donnée par 1’équation (1.2) de la section 1.2 :

1=y
_ ¢ Jz—=)
v(x,2%) = 2 {—v T} +Cy

avec x = Fr(Wr) et 29 = (1—0)x Pr(W?) la valeur du plancher de rémunération,
les autres parametres étant définis comme dans la section 1.

De plus, nous faisons les deux hypothéses supplémentaires suivantes :
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D’une part, nous nous restreignons au cas particulier ou le benchmark s’identi-
fie & un objectif de performance fixe 52 :

Br =W° <1/E{1/Hr} = 1/ZC(T) ot ZC(T) désigne la valeur de 1'obligation
Zéro-Coupon d’échéance T %3.

Sous cette hypothese, nous pouvons reformuler I’expression de la rémunération de
Passet manager donnée par 1’équation (1.1) de la section 1.1 de la fagon suivante :

FT(WT) =q° +bYT + (7]0 + CYT) X 1YTZO (31)

avec Yr = Wp — WO qui désigne 1’écart entre la valeur finale du portefeuille géré
et la richesse finale cible de 'investisseur et avec les notations suivantes :

b=a*+b*: le taux des frais de gestion symétriques, avec 0 < b < 1,
a’ = a* x W0 le montant d’une commission de gestion fixe, avec 0 < a* < b,
c=c" +n*: le taux des frais de sur-performance, avec 0 < ¢ <1 —b,

n® = n* x W0 le montant d’un bonus contractuel qui est versé & ’asset ma-
nager en cas de sur-performance, avec 0 < n* < 1 — a*.

D’autre part, nous considérons le cas particulier ou la fonction d’utilité de ’asset
manager admet la forme suivante : v(z,2°) = u(z — 2°)

1—~v N ;. . . .
avec u(z) = 2177, ou ~ désigne le niveau d’aversion au risque de ’asset mana-

ger, avec y € ]0; +oo[\ {1},

et avec les mémes notations que celles introduites dans la section 1 du présent
chapitre :

x = Fp(Wr) désigne l'expression de la rémunération de ’asset manager,

29 = (1-0)x Fr(W0) = (1—a®) x bW? 6 est I'expression du seuil de rémunération
minimum avec W70, la cible de richesse finale de l'investisseur, ot on a posé
a®=1—-a(l—60)avec0 <a’ <1.

Finalement on suppose, sans perte de généralité, que a® = 1 ou de fagon équivalente
que 2° = 0 (contrainte de non négativité de la rémunération), ce qui signifie que
lasset manager est CRRA et sa fonction d’utilité donnée par : v(x,0) = u(x)

62. Le cas d’un benchmark stochastique sera traité dans la derniére section de ce chapitre.

63. Hypothese faite sans perte de généralité qui permet de conserver une simplicité d’écriture
dans I’énoncé de notre probleme.
Cette hypothese revient & ne considérer que les niveaux de richesse finale atteignables par une
stratégie admissible de montant d’investissement initial inférieur ou égal & un (i.e. stratégie d’as-
surance de portefeuille avec cible de protection du capital).
Dans le cas contraire (stratégie avec cible de sur-performance par rapport a ’obligation Zéro-
Coupon, actif sans risque a ’horizon d’investissement), on peut toujours, par un simple change-
ment de variables, se ramener au cas ou la richesse cible est exactement égale a la performance de
lactif Zéro-Coupon.

64. expression obtenue en remarquant que FT(WO) =a% = a* x WO = bW et en posant
1-a%=al-9).
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On vérifie facilement que sous nos hypotheses, on a 0 < F(Wrp) < Wr et
Wr > W% —a%/b > 0; autrement dit, le choix de parametres respectant les
contraintes considérées garantit que :

— le montant de la rémunération du gérant et la valeur du portefeuille géré ne
peuvent étre négatives; plus précisément la valeur finale du portefeuille ne peut
étre inférieure au seuil de richesse minimale implicite tolérée par 'investisseur,
ie. Wr>W°%—a/b>0,

— le montant final de la rémunération du gérant ne peut excéder la valeur finale
du portefeuille.

Remarquons aussi que, dans le cas particulier ot a® — bW° = n° = ¢ = 0, 'expres-
sion de I’équation (3.1) se réduit & Fp(Wr) = bWy ; autrement dit, la rémunération
de ’asset manager qui ne regoit aucune incitation financiere a la sur-performance
est proportionnelle & la valeur du portefeuille géré et son probléeme d’optimisation
s’identifie au probleme d’investissement de Merton.

Compte tenu de 'expression de la rémunération considérée ci-dessus, on en déduit
par un simple changement de variable (en posant z = x —a"), que la fonction d'uti-
lité de 'asset manager peut aussi se ré-écrire sous une forme HARA avec seuil de
rémunération minimum de niveau —a® % :

w(z) =u(z+a)

avec z = Zr = Fr(Wr) — Fr(W9) = bYr + (n+ cYr) X 1y, >0 ou Zr représente
I'excédent de rémunération par rapport au niveau central de rémunération et
Yr = Wy — WO Pécart de richesse finale entre le portefeuille et le benchmark.

Enfin, il parait utile de préciser que les hypotheses de rémunération et de préférences
d’investissement que nous faisons dans cette section peuvent se reformuler des deux
autres manieres suivantes :

(1) Premiere formulation équivalente : forme de fonction d’utilité HARA iden-
tique a celle considérée dans la seconde section

On suppose que l'asset manager ne regoit pas de commission d’incita-
tion financiere symétrique; sa rémunération prend la forme suivante :

Fp(Wr) = bWr + (n° + c¥r) x lyz>o.

De plus, on considere que I'asset manager doit prendre en compte dans ses
préférences une contrainte implicite de protection : sa fonction d’utilité, de
type HARA, est donnée par expression suivante % : v’ (z,2°) = u(z —20)
avec x = Fp(Wr) et 2 = (1 — a®) x Ep(W°) = bW —a® > 0 qui

65. 1l s’agit de l’expression de la fonction d’utilité HARA donnée par I’équation (2.1) dans le
cas particulier ot C2 = 0, C1 = v1~7 et a = A x ~; celle-ci correspond & un profil de gain convexe
(v > 0 et C1 > 0) avec contrainte implicite de perte maximum égale & —a®.

66. qui est celle de ’exemple de fonction d’utilité HARA considérée dans la seconde section

pour ’analyse des propriétés de la stratégie dynamique optimale,.
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représente le seuil de rémunération minimale 57 .

Il est facile de voir que cet asset manager résout le méme probleme d’in-
vestissement que I'asset manager CRRA recevant une commission d’in-
citation financiere symétrique (i.e dont la rémunération est donnée par
x = F(Wr) et la fonction d’utilité s’écrit u(x)) que nous avons considéré
ci-dessus %8.

Ce résultat s’interprete de la facon suivante : il est équivalent de prendre
en compte une composante d’incitation symétrique dans I’expression de
la rémunération du gérant ou de considérer I'existence d’une contrainte
implicite de protection intégrée a 1’expression de sa fonction d’utilité.

(2) Seconde formulation équivalente : hypothese de rémunération identique &
celle de la seconde section :

Une autre alternative, est de considérer que la rémunération de 1’asset
manager est donnée par ’expression suivante :

F}(WT) =bWr +cYr X 1YT20 69,

avec Yr = Wp — WO DPécart entre la valeur du portefeuille géré et le
seuil de richesse cible.

De plus, on considere que l'asset manager prend en compte dans ses
préférences une contrainte implicite de protection ainsi qu’un parametre
de budget de risque asymétrique par rapport a la valeur du seuil de ri-
chesse cible, notée W0,

Le niveau du budget de risque utilisé par ’asset manager est supposé
étre plus élevé pour les valeurs finales de richesse supérieures a celle de la
cible de l'investisseur, que pour les valeurs de richesse inférieures.

. . . K 7 ’ 4
Alinsi, nous supposons que sa fonction d’utilité, notée w (z), est une fonc-
tion d’utilité "HARA par morceaux” donnée par l’expression suivante :

w'(z) =u {z +a® x 1,00+ (ao + 770) X 1Z20}

avec u(x) = “f__;

v €]0; +oo[ \ {1},

la fonction d’utilité isoélastique, ol on suppose que

avec z = Fp(Wr)—Fp(W0) = bYp+cYr x 1y, >0 Pexcédent de rémunération
du gérant par rapport au niveau central de rémunération,

67. Il s’agit d’une contrainte implicite de ”benchmarking”, i.e. hypotheése d’aversion a la sous-
performance par rapport & un benchmark fixe. Pour plus de détail sur cette interprétation voir la
section 1.

68. En effet, on a u(Fpr(Wr)) =u {F}(WT) (A AR ao)} et par conséquent, on en déduit
que u(Fp(Wr)) = v <ac = F,;(WT),J}O =(1-a% x F;(WO) =bW0 — a0>.
69. Il s’agit de la forme de rémunération considérée dans la seconde section : elle correspond au

cas ou le gérant ne recoit ni commission incitative symétrique ni bonus de sur-performance. Son
expression est fournie par 1’équation 3.1 dans le cas particulier ott a® = b W9 et n° =
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et avec a® (respectivement a® +n°) qui désigne, & la valeur du parametre b
pres, le niveau de budget de risque utilisé par I’asset manager pour définir
la taille du ”pari actif” dans la zone de sous-performance (respectivement
dans la zone de sur-performance) °.

Par conséquent, cet asset manager HARA dont le niveau de budget de
risque est plus élévée en situation de sur-performance qu’en cas de sous-
performance et qui, par ailleurs, ne recoit ni commission incitative symétrique
ni bonus cherche a résoudre le méme probleme d’investissement que 1’asset
manager CRRA que nous considérons, qui lui recoit a la fois une commis-
sion symétrique d’incitation financiere et un bonus de sur-performance “*.

En particulier, la prise en compte d’'un budget de risque asymétrique
ou le paiement d’un bonus en cas de sur-performance sont deux notions
équivalentes et interchangeables : plus le montant de bonus, versé en cas
de sur-performance, est élevé plus le budget de risque considéré implicite-
ment l'est également, et réciproquement.

Finalement, dans un souci de simplicité d’écriture, et sans perte de généralité "%, on
considere I'expression suivante de la rémunération du gérant :

F (Yp) = F(Wr)/b=a+ Yr + (n+dYr) X 1y, >0

oton a posé a=a’/b=a*W°/b,n=n"/b=n* W°/bet d/b.

Le probleme d’investissement est le suivant :

PROBLEME 16.

(p16) | v T ula Y0+ {0+ d¥1) Lvrz0))
s.a. E(Yp/Hp)=1-WO%x E{1/Hr}

\

ou

Yr = Wr — WO écart entre la valeur finale du portefeuille, Wr, et la cible de richesse
de Uinvestisseur, W°, avec 0 < WY < 1/E{1/Hr},

u(.): fonction d’utilité CRRA de 'asset manager

a = a®/b: rapport entre le montant de la commission fize et le tauz des frais de gestion
sur encours, avec 0 < a < WO,

70. Ce qui revient a supposer que le budget de risque est une fonction binaire de 1’écart de valeur
du portefeuille avec la cible de richesse finale de I’investisseur ; son expression est la suivante :
a(z) = a® + (n°) x 1.>0.

Ceci implique en particulier que le budget de risque alloué en cas de sur-performance (i.e a® +n°)
est supérieur de  au budget de risque attribué en cas de sous-performance (i.e a®).

Finalement, on remarquera que, dans la zone de sous-performance, le montant de budget de
risque désigne le seuil maximal de perte relativement a la cible ”centrale” de rémunération que
P’asset manager est pres & supporter : bYr > —a®. Dans la zone de sur-performance la contrainte
b+ )Y > —(a® + n°) est vérifiée par construction puisque I'excédent de richesse est positif
(i.e.Yr > 0).

71. En effet, on a u(Fr(Wr)) = u { Fp(Wr) —b WO+ a® x 1y, <o + (a® +1°) x 1YT20},

ce qui implique que u(Fr(Wr)) = w/(F;(WT) — F}(WO)) .
72. Nous excluons de notre analyse le cas limite b = 0 déja étudié par [Carpenter, 2000].
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n=n°/b: rapport entre le montant du bonus payé en cas de sur-performance et le tauz

des frais de gestion sur encours, avec 0 <n < W°/b— a,

d = ¢/b: rapport entre le tauzx des frais de gestion variables et le taux des frais de

gestion sur encours, avec 0 <b<let0<c<1l-5b.

3.2. Expression de la richesse terminale optimale.

THEOREME 5. La richesse terminale solution du probléme (P16) est donnée
par Uexpression suivante™ :

Poura=0,d>0,n#0"™
% {(idHT)l/vfﬂ} st Hp > H

Y = °
T 0 siHp <H

avec H = ﬁm
Poura#0,d=0etn+#0
(Hp/k)'" —(a+n) siHp>H
Yi={0 siH* < Hr < H
(Hr/k)"" —a si Hp < H*

avec H = k(a+n)7 et avec H** solution implicite de I’équation : h(k/H**) = 0

£ —u(a+n) +az™

Poura#0 et d+#0, on pose e =n/da et pourn=0et (a=0etd#0) ou (a#0
etd=0), on posec =0

(a) caseze*zé{%—l}>0m

avec h () = —

g {(S2H)" — (1 4 de)a} siHr > T

1+d .
Yr=40 si H* < Hr <H
HT/k:)l/V—a st Hr < H**
avec H = (1de) {(1 +ed)a}?, et avec H** solution implicite de I’équation :
h(k/H**) =0 avec h(x)= f% —u((1+de)a) + ax

73. Dans le cas ou ’asset manager ne regoit pas de frais fixe ni aucunes incitations financieres a
la performance, i.e. pour a = d = 7 = 0, la solution optimale du probléeme de ’asset manager (qui
est aussi celle de I'investisseur de référence) s’identifie, & la constante W0 pres, au portefeuille de
Merton. En effet dans ce cas, la valeur finale du portefeuille optimal est donnée par :

Wi = WO 4 (Hr /K)Y/7.

74. Dans le cas limite ot W° = 1/E{1/Hr}, la contrainte de budget, i.e. E(Y;:/Hr) = 0
implique que Wy, = wo.

75. Cette expression s’obtient en posant h (z) = g () — u (a + n) avec
g@)=ull(z)] —x[I(z) — a] et avec I(z) = [u/ (x)] to z— 1/

1/v_
76. Ona0<e*<Mm{50;1}of1505%

H (¢) = H* (¢). De fagon équivalente, £* est solution implicite de I’équation g (k/ﬁ (5)) =0.
Par conséquent pour ¢ = &*, on a H (¢) = H* () = H** (¢) et la solution & (a) et 8 (b) du
théoréme 5 se confondent.

. Par ailleurs, €* est la solution de I’équation
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(b) cas0<e<e*
oo [ {5~ doa) siHr > H
T (He/)Y —a siHy < H*
avec H* 77 définie par lexpression suivante :
d 1/ +d) 7 -1
JER PP P JCACRAL)
1+d 1—1/

avec, dans tous les cas, k vérifiant [’équation de budget suivante :
E(YT/HT) =1- Wo X E{]./HT}

~

Notons que la contrainte a < W implique que : VHr > 0, on a
W (Hy) > W% —a > 0; ce qui permet de se prémunir contre la négativité de W.

L’inégalité Fp(W7) > 0 est également vérifiée puisqu'on a, VHy > 0, Fr(W3) >
b(Wi — WO) + ba > 0.

De plus, il est utile de faire la remarque technique suivante : on peut considérer
que I’énoncé du théoreme (5) se restreint aux deux seuls cas correspondant aux
expressions (3)(a) et (3)(b).

En effet, en partant de Pexpression du cas (3)(a), en remplagant Uexpression exd X a
par 7, puis en considérant le cas limite a — 0%, on retrouve 'expression du cas (1)
du théoreme (5).

L’expression du cas (2) se déduit également de celle du cas (3)(a) par le méme
changement de variable que précédemment (en remplagant 'expression € x d x a

par 7).
Les résultats du théoreme (5) peuvent s’interpréter de la maniere suivante ™ :

(1) Niveau d’incitation faible (cas (3)(b)) : £ < d x €*

3

Le rapport entre la valeur du bonus fixe versé en cas de sur-performance,
n° = n x b, et le niveau de commission fixe, a° = a x b, est inférieur au

seuil d x ¢* 80

La stratégie optimale admet une forme a deux états similaire a celle de
I’asset manager ne recevant pas de bonus de sur-performance qui a été
analysée dans la section précédente !

77. H* est la solution de f(k/H*) =0 avec f(z) = g(z) — g(z/(1 +d)) + 161?1 ol

g(x) = u[l(z)] — z[I(x) —a] et & — I(z) = x~'/7 désigne la fonction inverse de la fonction
’

78. Dans le cas W% < E{1/Hr}, on démontre que H** — 0 quand a — 0.
79. Pour la raison évoquée ci dessus, nous nous restreignons aux deux seuls cas correspondant
aux expressions (3)(a) et (3)(b) du théoréme (5).

e — [ (=10t
80. d x e :{Wfl}.

81. En effet, ’énoncé du théoréeme (5) en supposant de plus que n = 0 (pas de versement de
bonus fixe en cas de sur-performance) se réduit & I’énoncé du théoréme (4) dans le cas particulier
ou ’asset manager est CRRA. .



3. ASSET MANAGER CRRA BENEFICIANT D’UN BONUS CONTRACTUEL 187

— Un état de richesses basses (pour Hr < H*) ou l'expression de la
stratégie optimale est similaire & celle du cas sans incitation financiere.

— Un état de richesses élevées (pour Hr > H*) ou l'expression de la
stratégie se distingue de celle de ’état des richesses basses par les deux
termes suivants : le coefficient d’exposition au portefeuille numéraire,
H, (qui passe de 1 & (14 d)Y/7~1) et le niveau de budget de risque (qui
passe de a & [(1 4+ de)/(1 + d)] x a).

(2) Niveau d’incitation élevé ((cas (3)(a)) : 2 > d x €*

Le rapport entre la valeur du bonus fixe versé en cas de sur-performance,
n° = n x b, et le niveau de commission fixe, a’ = a x b, est supérieur au
seuil d x €*

Dans ce cas, il s’agit d’une forme de stratégie a trois états : deux états
(de richesses "basses” et "hautes”) similaires au cas (3)(b) plus un état
?intermédiaire” de richesse nulle correspondant a un intervalle de valeurs
médianes de Hr dans lequel il est optimal de gérer passivement le porte-
feuille.

.
On remarquera que le seuil - = dxe* est une fonction croissante de d et décroissante
de 7.

Enfin, on notera que le modele de frais exposé ici généralise certaines des formu-
lations déja analysées dans la littérature traitant de cette méme problématique de
gestion financiere avec incitation a la performance :

— Texpression (3)(b), dans le cas particulier on a = W% n =0 & a = W°
et € = 0, s’identifie & la solution du probleme d’investissement de hedge funds
étudié par [Hodder Jackwerth, 2006]%2.

— Dexpression (3)(a) dans le cas particulier ot a = W% et n = dW? & a =
WO et € = 1, s’identifie & I'expression analytique de la stratégie optimale du
probleme d’investissement avec effet incitatif de flux d’investissement analysé
par [Basak et al., 2008]%3.

On rappelle que, sous les hypothéses du modele de Black & Scholes, il existe une
relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles suivants pris

82. Remarquons les deux différences suivantes :
-[Hodder Jackwerth, 2006] considérent le cas, plus spécifique & 'industrie des hedge funds,
ou le gérant investit pour son propre compte dans le fonds qu’il geére et résolvent numériquement
le probléme d’investissement considéré.
-A l'opposé, nous explicitons la forme analytique de la solution du probléeme d’investissement mais
nous ne traitons pas du cas mentionné ci-dessus.

83. Dans le cas ou le benchmark est fixe; le cas d’un benchmark stochastique sera traité dans
la derniere section du chapitre.
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deux a deux : la valeur du portefeuille numéraire, H, celle du portefeuille de Mer-
ton, Hf 84 et enfin, celle de Iactif risqué, M, 3.

Ceci nous permettra, a tout instant ¢, de d’exprimer la valeur de la richesse op-
timale en exces de celle du benchmark, notée Y,*, en fonction de M;; expression
qui nous sera utile pour analyser les propriétés de la stratégie optimale.

3.3. Analyse de sensibilité du ”pay-off” optimal.

En nous fondant sur le méme exemple d’application numérique que dans la sec-
tion précédente®®, nous analysons, dans le cadre du modele de Black & Scholes, la
sensibilité du profil de gain optimal aux variations des parametres de rémunération
et de risque du modele considéré.

Nous souhaitons en particulier expliciter 'effet de la prise en compte d’'un mon-
tant fixe de bonus versé au gérant en cas de sur-performance; pour cela, nous
comparerons le profil de gain final ("pay-off”) de 1’asset manager recevant des frais
de gestion variables et un montant de bonus fixe en cas de sur-performance (¢ # 0
et n # 0) avec le profil de asset manager percevant des frais de gestion variables
mais pas de bonus (¢ # 0 et n = 0) qui a été analysé dans la section précédente.

3.3.1. Sensibilité auz variations des paramétres de rémunération et de risque.

Afin d’illustrer I'effet du changement du niveau de rémunération et du degré d’aver-
sion au risque sur le profil de gain de ’asset manager, nous avons représenté, sur
les cinq figures ci-dessous, la valeur finale de la stratégie optimale, en fonction de
la valeur finale de I'actif risqué, pour différentes valeurs de chacun des parametres
considérés :

(1) Sensibilité aux variations du montant de bonus fixe, ° = 7 x b (avec b
fixé), et aux variations du taux des frais de gestion variables, ¢ :

Une hausse de la valeur du montant de bonus (i.e. hausse de la valeur
du parametre n) a pour conséquence de faire baisser la richesse du por-
tefeuille dans 'intervalle des valeurs les plus élevées de lactif risqué (cf.
figure (Fig.18)).

De plus, au-dessus d’'un certain montant de bonus, et dans un intervalle

84. On rappelle que le portefeuille de Merton, noté (h*, H*), s’identifie & la stratégie dynamique

atteignant la richesse terminale, qu,/”/, Il s’agit d’une stratégie dynamique dont le poids de actif
risqué dans le portefeuille est constant et donné par ’expression suivante : h* = (1/v)h avec
h=7/02= )\ o et avec A\ = (u — ) /o qui désigne le ratio de Sharpe de lactif risqué.

85. En particulier, dans le cadre du modele de Bé4S, on obtient les propriétés de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille numéraire, H¢, ou du portefeuille de

Merton, H}, en fonction de celle de 'actif risqué My et réciproquement : on a,

Hy = U(t)(My)* avec W(t) = T ME=F=3Nt = ((1=M(+30)t _ ((A-h)(r+250)e,

2 *
et Hf = T'(t)(M¢)"* avec I'(t) = ng(lfh*)“*(é/l;‘) )t = ng(lfh*)“*%)t.
86. Sauf si cela est précisé différemment, les valeurs numériques utilisées sont les suivantes :
r=4%, p=10%, 0 = 20%, v = 75%, T =5, et W° = "7 = 122%; ce qui donne en particulier
A =30%, h = 150% et h* = 200%.
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de valeurs intermédiaires de l'actif risqué, on remarque que la stratégie
optimale s’identifie & une gestion totalement passive (i.e. la performance
relativement & la cible de richesse finale est nulle).

Enfin, I'effet d’une baisse du taux de commission variable, ¢, est similaire a
celui d’une hausse du bonus versé en cas de sur-performance (cf. (Fig.19)).

(2) Sensibilité aux variations du taux des frais de gestion sur encours, b5, et
aux variations du parametre de budget de risque, a :

Comme cela est illustré sur la figure (Fig.20), le montant de la perte, dans
la zone de sous-performance, est une fonction décroissante de la valeur du
taux des frais de gestion sur encours, b. De plus, la longueur de l'intervalle
ou il y a sous-performance et le gain dans la zone de sur-performance sont
également fonction décroissante de la valeur du parametre b.

De plus, on remarque qu’au-dessus d’une certaine valeur du taux de frais
de gestion sur encours, b, (dans notre exemple d’application numérique,
ce seuil est situé entre 5% et 10%) la stratégie optimale devient passive
dans un intervalle de valeurs intermédiaires de ’actif risqué. La longueur
de cet intervalle est une fonction croissante de la valeur du parametre b.

Finalement, ’effet d’une baisse du montant de la commission fixe a® = axb
(avec b fixé) 88, est similaire & celui d'une hausse du taux des frais de ges-
tion sur encours (cf. (Fig.21)).

(3) Sensibilité aux variations du parametre d’aversion au risque, 7 :

Comme le montre la figure (Fig.22), la baisse de la valeur de I’aversion au
risque considérée, v, implique que la zone de sous-performance s’étend a
des valeurs plus élevées de 'actif risqué, que le montant de la perte, en
cas de sous-performance, augmente, et enfin que 'effet de convexité de la
courbe de richesse, observé dans la zone de sur-performance, s’accentue.

87. A niveau fixé des parametres 70 et aP.
88. Ou ce qui revient au méme, d’une baisse du parameétre a, le niveau de budget de risque
considéré par ’asset manager.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de bonus fixe "n*b"
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FIGURE 18. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de
bonus fixe 1 x b.

Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion variable "c"
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FI1GURE 19. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de
taux des frais de gestion variables c.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion sur encours "b"
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FI1GURE 20. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de
taux des frais de gestion sur encours b.

Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de budget de risque "a"
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F1GURE 21. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau du
taux de commission fixe a x b (avec b fixé).
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion au risque "y"
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FIGURE 22. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau
d’aversion au risque 7.

3.3.2. Sensibilité des strikes aux variations des paramétres de rémunération et
de risque.

Nous partons du constat que 1’expression de la richesse terminale optimale fournie
dans le théoréme 5 ressemble au pay-off d'une combinaison d’options 5.

Nous souhaitons analyser 'effet d’une variation de la valeur des parametres du
modele sur celle des ”strikes” de ces options. A noter que ces ”strikes” sont également
les bornes des différents intervalles de valeurs de ’actif risqué qui correspondent aux
états de richesse ou I'expression de la stratégie optimale prend une forme différente.

Nous avons représenté sur la figure (Fig.23), les valeurs prises par ces ”strikes”,
notés M*, M** et Mmax®, en fonction de la valeur du bonus fixe, n° = 7 x b
(avec b fixé).

Nous pouvons faire les remarques suivantes :

(1) Pour n < % (niveau de bonus faible)

Dans ce cas (valeur du bonus en dessous de 3% dans l'exemple d’ap-
plication numérique considéré), l'expression de la stratégie optimale est
celle a deux états de richesse du théoreme 5.

De plus, il n’y a qu'un seul strike, noté M* et sa valeur est une fonc-
tion décroissante du parametre 7.

Ainsi, quand la valeur du parametre n augmente, 'intervalle de valeurs

89. ce que nous préciserons dans les sections suivantes.
90. On rappelle que, sous les hypotheses du modele d’actifs de Bé4S, il existe une correspondance
bi-univoque entre My, la valeur de 'actif risqué a la date ¢, et Hy celle du portefeuille de croissance

optimale. Les valeurs de M*, M**, Mmax se déduisent respectivement de celle de H*, H**, H
par cette transformation.
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élevées de l'actif risqué, dans lequel 'effet de I'incitation financiere est po-
sitif pour Passet manager !, s’étend au détriment de I'intervalle de valeurs
basses de I'actif risqué ou l'incitation financiere lui est défavorable.

(2) Pour n > % (niveau de bonus élevé)

Dans ce cas (valeur du bonus au-dessus de 3% dans 1’exemple considéré),
I'expression de la stratégie optimale est celle a trois états de richesse et
deux strikes du théoreme 5.

Quand la valeur du parametre n augmente, nous observons que la va-
leur de M** baisse et celle de Mmax augmente.

Autrement dit, quand le montant du bonus de sur-performance augmente,
I'intervalle des valeurs médianes de I'actif risqué, ou la stratégie optimale
est passive, s’étend au détriment des deux autres intervalles de valeurs
basses et hautes de Iactif risqué ou le gérant est actif.

Finalement, remarquons que, toute chose restant égale par ailleurs, les changements
suivants de valeur des parametres ont le méme effet sur le profil de gain optimal
que la hausse de valeur du montant de bonus de sur-performance (i.e la hausse du
parametre 7)) :

— la baisse de la valeur du taux des frais de gestion variables ¢ (voir la figure
(Fig.24)),

— la baisse du montant de la commission fixe (i.e. baisse de la valeur du pa-
rametre a, voir la figure (Fig.25) ci-dessous),

— ou encore, la hausse du taux de la commission sur encours b (voir la figure
(Fig.26)).

On en déduit que la prise en compte d’un bonus contractuel en plus de frais de
sur-performance tend & modifier de fagon considérable le comportement de ’asset
manager et 'incite a réduire son profil de risque :

— En implémentant, pour les niveaux de bonus faibles, une stratégie dont la
zone de sur-performance est d’autant plus longue (et la performance dans cette
zone d’autant plus faible) que le montant du bonus de sur-performance est élevé

— En choisissant, pour les niveaux de bonus suffisamment élevés, une gestion
passive dans un intervalle de valeurs médianes de 'actif risqué. La longueur de
cet intervalle de valeurs médianes de 'actif risqué, est une fonction croissante
du montant de bonus versé en cas de sur-performance. A l'inverse, la longueur
des intervalles de valeurs de D'actif risqué, ou il y a sur-performance, ou sous-
performance et ol une gestion active est optimale, décroit avec le niveau de bonus.

91. puisque dans ce cas, le montant de la rémunération regu par ’asset manager est supérieur
a celui qu’il obtiendrait sans incitation financiere.
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Valeurs des "Strikes" en fonction du niveau de bonus fixe "n*b"
(b=5Y% fixé)
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FIGURE 23. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau de bonus fixe
n x b (b=5% fixé).

Valeurs des "Strikes'" en fonction du niveau de frais de gestion
fixe "a*b" (pour b=5% fixé)
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FIGURE 24. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau de frais de
gestion fixe a X b (pour b=5% fixé).
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Valeurs des "Strikes" en fonction du niveau de frais de gestion

variable "'¢"
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FIGURE 25. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau du taux des
frais de gestion variables c.

Valeurs des "Strikes'" en fonction du niveau de frais de gestion sur
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FIGURE 26. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau du taux des
frais de gestion sur encours b.
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3.4. Expression de la stratégie dynamique optimale.

Nous explicitons a présent I'expression de la stratégie dynamique optimale en
considérant & nouveau le modele a deux actifs de [Black Scholes, 1973]. On
rappelle que dans ce cadre, I'univers d’investissement se compose des deux actifs
suivants :

— Un actif dit sans risque (" A.S.R.”) représentant I’actif monétaire et dont la
valeur a la date t est notée S ; cet actif a un rendement instantané donné par
I’expression suivante

ds?)S? = rdt

ou r désigne le taux monétaire constant.

— Un actif dit risqué ("A.R”) représentant le portefeuille de marché ou tout
autre actif action dont la dynamique de prix est décrite par un mouvement brow-
nien géométrique; son rendement instantané s’écrit

dMy /My = pdt + 0dZy = (r + w)dt + 0dZ;

ou le parametre p représente son rendement moyen instantané (égal au taux
court plus une prime de risque ”action” notée m = pu — r) et o désigne sa volati-
lité constante.

Nous présentons les expressions obtenues pour la valeur intermédiaire et ’allocation
dynamique de la stratégie optimale ?? dans les propriétés 26 et 27 qui suivent.

PROPRIETE 26. Pour a # 0, d # 0, la valeur a la date t de la solution optimale
du probléme (P16), notée Y,*, est donnée par la formule suivante :

Pour e > &*

v = oy, (H), T—t)—yoP(H; (B, T—t)—{a — yo(H**) /7 } BH;, (H*)"/7, T—1)

t 144

Pour 0 <e <¢e*

1
Yy = T O] (H) Y, T=t) o PH] , (H)Y7, T+ —— {ya(H*)/7 = (1 + de)a} 2C(T-1)

1+d 1+4+d

d(1—¢)a
1+d

{(1Zfd o) (H) + }B(H;,(H*)l/”,Tt)

avec HY qui désigne la valeur intermédiaire du portefeuille, solution du probléme
de Merton, atteignant la richesse terminale, H%/'Y 93,

avec e = n/da, =" = 3 { 5 — 1}, wa= (A + /07, yo = (/0.

92. Par soucis de simplicité d’écriture, nous exposons ici uniquement les résultats obtenus dans
les cas ("non dégénérés”) 3(a) et 3(b) du théoréme 5.

93. On rappelle que le portefeuille (h*, H*) s’identifie & une stratégie dynamique dont le poids
de Pactif risqué dans le portefeuille est constant et donné par I’expression suivante : h* = (1/v)h
avec h=7/ 02 = \/o et avec A = (u — ) /o qui désigne le ratio de Sharpe de actif risqué.
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H P a 14a))t-vVv_1 "
avec H = ﬁ[{(l—l—sd)a}v, H* = kz{rdd(e— 1)}/{%} et avec

H** qui désigne la solution implicite de l’équation :

=1/
I—1/y

ot C(Zy, X, T —t), (resp. P(Zy, X, T —t), resp. B(Zy, X, T —t)) désigne la valeur
de Uoption d’achat européenne, (resp. de loption de vente européenne, resp. de
Doption digitale de vente) de strike X, d’échéance T —t, sur le sous-jacent Z; et
ZC(T —t) la valeur d’une obligation Zéro-Coupon d’échéance T —t dans le cadre
du modele de Black € Scholes. .

h(k/H**)=0 avec h(x) u((1+ed)a) + ax

PROPRIETE 27. Dans le cadre du modéle de Black & Scholes, ’allocation de la
stratégie dynamique optimale correspondant au probléme (P16) est donnée par la
formule suivante :

wy Wi investi (en cash) dans I’A.R.
(1 —wp)W;  investi (en cash) dans UA.S.R

aw; . ; .
avec wiWy = wP By + s (%) H; qui est donnée par la formule suivante® :

— Poure > ¢*

wit = 5 (2 ( (1)) o (- (1) )
he—"(T=) @ (d2 (H**l/’y))

MWT —t

(a _ yoH**l/'y)

— Pour0<e<eg*

it = (2 (7)) (- ()

(T 1

n {( Ya y0> H*l/v n d(l — g)a} he— (T (dg (H /7))
1+d 1+d MWT —t

avec N(.), resp. ®(.) la fonction de répartion, resp. la fonction de densité, de la loi

) Jo* + 0% )2 et do(X) = dy(X) — o

— Hy
normale et avec di(X) = In ( 5-=rz=

5
parametres définis comme dans la propriété 26.

2
ot (6*)2 = Var|In(Hr/H;) /7] = (A) x (T'—t) et \ =m/o et avec le reste des

94. L’expression de C(Z;, X,T — t) est donnée dans le cadre du modele Black & Scholes

par la formule suivante : C(Zy, X, T — t) = ZiN(d1(X)) + Xe "T=HN(d2(X)) avec
z @2y
dy (X) = 28 Z DT (X)) = dy (X) — 0T — et 0T — & = \/Var (In (Z1/%1))

(o*)V/T—t

De plus pour Z; = H}, on en déduit de I'expression de H; que ¢* = A/v avec A = 7/o.

Avec les mémes notations, on a P(Zy, X, T —t) = Xe "T-YN(—da(X)) + ZN(—d1(X))
et B(Zt, X, T —t) = e " T N(—da(X)) et ZC(T —t) = e~ "(T=%). Les formules d’évaluation
de ces options dans le cadre d’un modele & N actifs risqués, N > 2 sont données dans la derniere
section du présent chapitre qui généralise les résultats exposés dans cette section.

95. Dans notre cas ofi le benchmark est choisi comme étant I’actif monétaire on a w® = 0.
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3.5. Analyse de I’allocation dynamique optimale.

Nous analysons la sensibilité de 'allocation dynamique optimale (niveau d’expo-
sition & Dactif risqué et performance intermédiaire) aux variations des parametres
du modele (rémunération, aversion au risque et horizon de placement) en nous ap-
puyant sur le méme exemple d’application numérique que précédemment 6.

En particulier, nous comparerons la stratégie dynamique des trois profils suivants :

— l'asset manager recevant des frais de gestion variables et un bonus fixe en cas
de sur-performance (¢ # 0 et n # 0),

— D’asset manager recevant des frais de gestion variables mais pas de bonus fixe
(¢ £ 0 et n=0), qui a été analysé dans la section précédente,

— Dlasset manager de référence sans aucune incitation financiere (¢ = 0 et
n=0).

3.5.1. Sensibilité aux variations des paramétres de rémunération.

Nous avons représenté, pour différentes valeurs de chacun des quatre parametres de
la rémunération, la valeur intermédiaire de la stratégie dynamique optimale (notée
Y: ™) ainsi que 'exposition & Pactif risqué correspondante (notée P;*), en fonction
de la valeur de l'actif risqué.

(1) Sensibilité aux variations du montant de bonus de sur-performance, n° =
nxb (avec b fixé) et aux variations du taux des frais de gestion variables ¢ :

On observe sur la figure (Fig.27) que la hausse de la valeur du bonus
(i.e. hausse du niveau du parametre 1) implique,

— dans une zone de valeurs basses a médianes du sous-jacent : une hausse
du niveau de la sur-performance du portefeuille de ’asset manager
avec incitation financiere relativement au portefeuille sans incitation fi-
nanciere. Ce qui s’accompagne d’une concavité de la courbe de richesse
finale plus marquée.

— dans une zone de valeurs hautes du sous-jacent : une hausse du montant
de la sous-performance de la stratégie avec incitation financiere relati-
vement au portefeuille sans incitation financiere.

Les effets d’'un changement du montant de bonus de sur-performance sur
lexposition & Pactif risqué sont illustrés sur la figure (Fig.28). On peut
faire les remarques suivantes

— premierement : la valeur de D’actif risqué ou a lieu le ”pic” de sur-
exposition, par rapport au cas de référence sans incitation financiere,

96. Sauf si cela est précisé différemment, les valeurs numériques utilisées sont les suivantes :
r=4%, p=10%, 0 = 20%, v = 75%, T =5, et WO = "7 = 122%; ce qui donne en particulier
A =30%, h = 150% et h* = 200%.
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est une fonction décroissante du montant de bonus.

— deuxiemement : 'amplitude du ”creux” de sous-exposition par rapport
au cas sans incitation, qui a lieu dans un intervalle de valeurs médianes
du sous-jacent, est une fonction croissante du montant de bonus.

— troisiemement : pour les valeurs du bonus au-dessus d’un seuil *7, il y a,

dans la zone de valeurs élevées du sous-jacent, sur-exposition a 'actif

risqué par rapport au cas sans incitation.

L’effet d’une baisse du taux de la commission variable, ¢, est similaire a
celui d’une hausse du bonus versé en cas de sur-performance (i.e. hausse
du parametre 7) : le niveau globale de risque diminue, voir les figures
(Fig.29) et (Fig.30).

Sensibilité aux variations du taux de frais de gestion sur encours b et aux
variations du montant de la commission fixe a’ = a x b (avec b fixé) :

La baisse de la valeur du taux des frais de gestion sur encours, b, aug-
mente le niveau global de risque de la stratégie optimale :

— d’une part, le montant de la perte dans la zone de sous-performance
et le niveau de gain dans la zone de sur-performance augmentent (cf.
figure (Fig.31)),

— d’autre part, le niveau global d’exposition a 'actif risqué augmente et
en particulier la sur-exposition qui s’opere dans une zone de valeurs
médianes du sous-jacent (cf. figure (Fig.32)).

L’effet d’une hausse du montant de la commission fixe, a® = a x b (avec

b fixé), est similaire a celui d’une baisse du taux des frais de gestion sur

encours, b (voir les figures (Fig.33) et (Fig.34)).

97. en particulier pour le niveau maximum de bonus 7 = d x W9, cf. courbe violette.
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Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau du taux de bonus fixe "n*b" (b fixé)
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FIGURE 27. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de
bonus fixe n x b (b fixé).

Valeurs intermédaires de I'exposition a I'actif risqué
Effet du hiveau du taux de bonus fixe "n*b" (b fixé)
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FI1GURE 28. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exposition a 'actif risqué - effet du niveau de bonus fixe
1 x b (b fixé).
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Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢"
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FIGURE 29. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau du
taux des frais de gestion variables c.

Valeurs intermédaires de I'exposition a I'actif risqué
Effet du niveau de frais de gestion variable "c"
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Ficure 30. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exposition a l'actif risqué - effet du niveau du taux des
frais de gestion variables c.
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Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion sur encours "b"

25— CRRA-y=75%-2=50%-b=5%-c=0%-n=0%
2.3 1 —CRRA-y=T75%-a=12%-b=20%-c=20%-n=12% =
219 CRRA-y=75%-a=17%-b=15%-c=20%-n= 17 % i
121 CRRA-y=76%-a=25%-b=10%-c=20%-n=25% .~
45 1 —CRRA-y=75%-2=50%-b=5%-c=20%-n=50% |

1.3

0.9

o7 //

05 T
03 il P

0.1 %
0.1

0.3 =

‘05 LA L L L e O

O AUOVTOONVDIO YO TDLONDRO=NVOTDOLONDODO
(sislslusloloRuiaRuNuioi i I AV VRS VS VS VRS VRSV SVES VS Vi)
Mt

F1GURE 31. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de
frais de gestion sur encours b.

Valeurs intermédaires de I'exposition a I'actif risqué

Effet du niveau de frais de gestion sur encours "b"
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F1GURE 32. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exposition a l'actif risqué - effet du niveau de frais de
gestion sur encours b.

3.5.2. Sensibilité aux variations du paramétre d’aversion au risque et aur va-
riations de l’horizon d’investissement.

L’effet du changement du niveau d’aversion au risque, -y, est représenté sur la figure
(Fig.35) et la figure (Fig.36).

Quand le parametre d’aversion au risque, 7y, baisse, ’allocation dynamique devient

plus risquée :

— d’une part, le montant de la perte dans la zone de sous-performance et du
gain dans la zone de sur-performance augmentent. De plus, la courbe de richesse
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F1GURE 33. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau du
taux de commission fixe a x b (avec b fixé).

Valeurs intermédaires de I'exposition a l'actif risqué
Effet du niveau de frais de gestion fixe "a*b" (b fixé)
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FIGURE 34. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - exposition a l'actif risqué - effet du niveau du taux de
commission fixe a x b (avec b fixé).

devient de plus en plus convexe (cf. figure (Fig.35)).

203

— d’autre part, le niveau global d’exposition a l'actif risqué augmente, et en
particulier, la sur-exposition qui s’opére dans un intervalle de valeurs médianes
de l'actif risqué. De plus, cet intervalle correspond a des valeurs de 'actif risqué
plus élevées (cf. figure (Fig.36)).

Finalement, on remarquera que, dans un intervalle de valeurs basses & médianes de
Iactif risqué, I'allocation dynamique optimale est contraire a la regle de ”bon sens”
(”Popular Advice”) qui dicte une allocation en actif risqué croissante en fonction
du niveau de tolérance au risque.
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FI1GURE 36. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau
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Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion au risque "y"
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35. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau

Valeurs intermédaires de I'exposition a I'actif risqué
Effet du niveau d'aversion au risque "y"
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d’aversion au risque 7.
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L’effet du changement de I’horizon d’investissement, T'—¢, sur le profil de risque
de I'asset manager avec frais de gestion variables et bonus de sur-performance est
illustré sur la figure (Fig.37) (excédent de richesse) et la figure (Fig.38) (exposition

a Pactif risqué).

Comme le montre
de "bon sens” ("C

stratégie optimale

la figure (Fig.38), l'allocation temporelle est contraire & la régle
onventional Wisdom”) d’une allocation en actif risqué croissante
en fonction du temps restant a courir. Ceci est di au profil d’option binaire de la
(qui traduit la discontinuité de valeur qui a lieu entre les deux

états de richesses hautes et basses).

Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Effet du temps restant a maturité "T-t"
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FiGUure 37. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables
et bonus - excédent de richesse du portefeuille - effet du temps
restant a maturité T — ¢.

Valeurs intermédaires de I'exposition a I'actif risqué
Effet du temps restant a maturité "T-t"
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FiGUure 38. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables
et bonus - exposition a 'actif risqué - effet du temps restant a
maturité T — ¢.
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3.5.3. Structures de frais particuliéres.

(1)

Structure de frais sans incitation financiere symétrique (i.e. a = W0 %),

La stratégie sans incitation financiere s’identifie au portefeuille & poids
constant h* = h/~ et on retrouve comme cas particulier de notre probleme
d’investissement avec incitation financiere, les problemes étudiés par
[Hodder Jackwerth, 2006] (a = WY et 7 = 0) et par

[Basak et al., 2008] (a = W0 et n=d x W),

Nous avons représenté, pour différentes valeurs de 7, la richesse intermédiaire
du portefeuille (cf. figure (Fig.39)) et le niveau d’exposition a lactif risqué
(cf. figure (Fig.39)), en fonction de la valeur de lactif risqué.

Dans un intervalle de valeurs élevés de D'actif risqué, le niveau d’expo-
sition a Pactif risqué de la stratégie du modele de [Basak et al., 2008|
converge vers le poids constant du portefeuille de Merton, noté h* (dans
notre exemple numérique, h* = 2)1% et cela sans jamais excéder cette
valeur (cf. figure (Fig.40)).

Cette propriété n’est plus vérifiée dans le cas ot1 a < WP, Voir par exemple
la figure (Fig.28) : dans I'exemple numérique considéré (a = 50% < W9 =
122% et n = d x W), I'exposition & lactif risqué du portefeuille avec
incitation financiere commence par excéder I’exposition du portefeuille de
référence, sans incitation financiére (qui ne s’identifie plus au portefeuille
de Merton) avant de converger tres lentement vers le poids du portefeuille
h* (convergence lente qui n’est pas visible sur la figure).

Structure de frais comprenant sans incitation financiere (a = W0) et sans
frais de gestion variables (i.e. ¢ =0) :

Nous avons représenté, pour différente valeur de 7, la richesse intermédiaire
du portefeuille (cf. figure (Fig.41)), et le niveau d’exposition a 'actif risqué
(cf. figure (Fig.42)), en fonction de la valeur de I’actif risqué 1°1.

On notera, dans un intervalle de valeurs basses et hautes de 'actif risqué,
la sur-exposition a 'actif risqué de la stratégie optimale par rapport a la
stratégie de référence sans incitation financiere (qui s’identifie au porte-
feuille de Merton) (cf. figure (Fig.42)).

98. ce qui correspond au choix d’un montant maximum de commission fixe, i.e. a® = b x a =
bx W9, ou de facon équivalente au choix d’un montant maximum de budget de risque a = W9. La
structure de frais prend la forme suivante : Fr(Wr) = bWr+{n° + ¢ x (Wp — W)} x Ly, >wo.

99. nous considérerons ici le cas ou le benchmark est fixe ; le cas ou le benchmark est stochas-
tique sera analysé dans la derniere section du présent chapitre.

100. En effet, dans le cas particulier ott a = W9, le portefeuille de Merton s’identifie & la stratégie
sans incitation financiere.

101. Autrement dit la fonction de rémunération prend la forme suivante :
F(Wr) =bWr +bn° X Ly, sypo.
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Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Budget de risque maximum (a=W°=122%)
Modéle de Hodder & al. (n=0%) et de Basak & al. (n=dW°=489%)
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F1GURE 39. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - budget de risque maximum (a = W) - excédent de
richesse du portefeuille - effet du niveau de bonus 7 x b (b fixé).

Valeurs intermédaires de I'exposition a I'actif risqué
Budget de risque maximum (a=W°=122%)
Modéle de Hodder & al. (n=0%) et de Basak & al. (1=dW°=489%)
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F1GURE 40. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - budget de risque maximum (a = WY) - exposition a l'actif
risqué - effet du niveau de bonus n x b (b fixé).

On remarquera aussi que, dans un intervalle de valeurs centrales de 'actif
risqué, la stratégie optimale tend a devenir passive avec trés peu voir plus
d’exposition a I'actif risqué.
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Valeurs intermédaires de I'excédent de richesse du portefeuille
Budget de risque maximum (a=W®=122%) avec bonus (n>=0) et
sans frais de gestion variable (c=0%)
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FIGURE 41. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - budget de risque maximum (a = WP) et frais de gestion
variables nuls (¢ = 0) - excédent de richesse du portefeuille - effet
du niveau de bonus 7 x b (b fixé).

Valeurs intermédaires de I'exposition a I'actif risqué
Budget de risque maximum (a=W°=122%) avec bonus (1>=0) et
sans frais de gestion variable (¢=0%)
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FIGURE 42. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
bonus - budget de risque maximum (a = W0) et frais de gestion

variables nuls (¢ = 0) - exposition a l'actif risqué - effet du niveau
de bonus 7 x b (b fixé).
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3.6. Conclusion de la section.

Dans cette troisieme section, nous avons étudié le probleme d’investissement de
I’asset manager CRRA qui cherche a maximiser I'utilité espérée de sa rémunération
finale. La structure de rémunération incitative considérée, plus générale que celle
analysée dans la seconde section, comprend non seulement des frais de gestion va-
riables mais également un montant de bonus versé en cas de sur-performance 92,

3.6.1. Ezxpression de la richesse terminale optimale.

Dans un premier temps, nous avons montré que ’expression de la richesse ter-
minale optimale 1%, fournie dans le théoreme 5, prend une forme différente selon
que le montant du bonus, versé en cas de sur-performance, est supérieur ou inférieur
a un seuil limite fonction des autres parametres du modele.

Les principales caractéristiques du profil de gain sont les suivantes :

(1) Un profil optimal & deux états de richesse si le montant du bonus de sur-
performance est ”faible” :

Dans le cas ou le montant de bonus de sur-performance est inférieur ou
égal au seuil limite, ’expression de la solution optimale est similaire & celle
du probleme étudiée dans la seconde section.

Il s’agit d’une stratégie a deux états avec une discontinuité de valeur entre
létat o se produit une sous-performance %4 et celui correspondant & une
sur-performance.

Seule différence avec les résultats de la section précédente : dans la zone
de sur-performance, le budget de risque est plus important et comprend
un terme supplémentaire qui est proportionnel au montant du bonus de
sur-performance.

102. 1l s’agit de la forme générale donnée par ’équation 1.1 de la section 1.2, sous I’hypothese
supplémentaire d’un benchmark fixe (i.e. la cible de richesse finale de 'investisseur est fixe).
La structure de rémunération de ’asset manager comprend les quatre composantes suivantes : des
frais de gestion sur encours, une commission de gestion incitative symétrique, des frais de sur-
performance (asymétrique), ainsi qu’une composante incitative ”binaire” prenant la forme d’un
bonus fixe payé en cas de sur-performance.

103. Expression de la richesse finale optimale en fonction de la valeur du portefeuille d’actif
risqué sous-jacent (portefeuille & croissance optimale ou logarithmique).

104. intervalle des valeurs du portefeuille d’actifs risqués sous-jacent, i.e. le portefeuille & crois-
sance optimale, pour lesquelles la richesse terminale est en dessous du niveau cible de richesse
finale.
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(2) Un profil a trois états de richesse si le montant du bonus de sur-performance
est 7élevé” :

Dans le cas ou le montant du bonus est supérieur ou égal au seuil li-
mite, I’expression de la solution optimale prend une forme a trois états.

Pour les deux intervalles de valeurs du portefeuille sous-jacent les plus
extrémes, correspondant a une sous-performance ou & une sur-performance
par rapport au niveau de richesse cible, on retrouve les mémes expressions
que celles des deux états du cas précédent (i.e. niveau de bonus ”faible”).

Dans le troisieme état de valeurs médianes du sous-jacent, la richesse
optimale pour l’asset manager est égale a cible fixe de richesse finale de
Pinvestisseur (gestion passive).

(3) Un seuil limite qui est fonction du niveau de risque et du degré d’incita-
tion financiere

Le seuil limite de bonus, au-dessus duquel il devient optimal pour ’asset
manager d'implémenter une gestion passive dans un intervalle de valeurs
médianes du sous-jacent (expression & trois états de richesse), est fonction
croissante des trois parametres suivants :

— le montant de la commission de gestion fixe ou, ce qui revient au méme,
le seuil implicite de sous-performance maximale tolérée;

— le ”7degré d’incitation financiere” représenté par le ratio entre le taux de
frais de sur-performance (commission asymétrique) et le taux de frais
de gestion sur encours (commission symétrique) ;

— le parametre de tolérance au risque de 'asset manager qui se définit
comme l'inverse du parametre d’aversion au risque.

(4) Un profil de gain qui est discontinu et asymétrique

Le ”pay-off” du portefeuille optimal 1°°, exhibe un saut de richesse au
niveau d’un point ”limite” de valeur du portefeuille sous-jacent séparant
la zone de sous-performance avec la zone de sur-performance ou de neu-
tralité par rapport a la richesse cible (selon qu’il s’agit de l'expression &
deux ou & trois états de richesse).

L’expression de la richesse finale du portefeuille optimal est asymétrique :
cette asymétrie traduit la différence entre la forme de la stratégie optimale
dans I’état de sur-performance et dans I’état de sous-performance.

L’asymétrie entre ces deux états est d’autant plus importante que le niveau
d’incitation financiere est élevé : ce dernier étant une fonction croissante,
d’une part, du ratio entre taux des frais de gestion variables et taux de
frais de gestion sur encours, et d’autre part, du montant de bonus versé

105. On rappelle que nous désignons par ”pay-off” I’expression de la richesse finale optimale en
fonction de la valeur du portefeuille d’actif risqué sous-jacent (portefeuille & croissance optimale
ou logarithmique).
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en cas de sur-performance.

(5) Une double forme de conflit d’intérét entre le gérant et I'investisseur

Une premiere forme de conflit d’intérét provient, comme dans le cadre de
la section précédente, de I’asymétrie de I’expression de la valeur terminale
optimale entre la zone de sur-performance et la zone de sous-performance ;
celle-ci traduit I’appétit accru de I'asset manager pour le risque dans une
zone de valeurs élevées du sous-jacent.

Un deuxieme type de conflit d’intérét concerne plus particulierement les
cas ou le montant du bonus est suffisamment élevé pour inciter ’asset
manager a mettre en place une stratégie partielle d’assurance de porte-
feuille ; ce qui, dans ce cas, traduit une forte aversion a la perte de ’asset
manager dans un intervalle de valeurs médianes du sous-jacent.

(6) Comparaison avec la littérature existante

Le probleme considéré généralise, par certain aspects, deux articles déja
publiées dans la littérature :

— le modele de frais de [Hodder Jackwerth, 2006 : il s’agit du probleme
considérée dans la seconde section (i.e. rémunération sans bonus de
sur-performance) dans le cas particulier ot 'asset manager est CRRA.
Dans ce cas, la stratégie optimale prend la forme a deux états décrite
précédemment.

— le modele de flux de [Basak et al., 2008] : ce modele de flux corres-
pond analytiquement a notre modele de frais dans le cas particulier ou
la structure de rémunération est linéaire par morceaux en fonction de
I’encours. Dans ce cas, la stratégie optimale prend la forme a trois états
décrite précédemment.

3.6.2. Sensibilité de la stratégie dynamique optimale auz parameétres de la rémunération
incitative.

Nous plagant sous les hypotheses restrictives du modele de BéS, nous avons dans
un second temps, étudié la sensibilité du profil de gain optimal et de ’allocation dy-
namique correspondante au changement de valeur des parametres de rémunération

(et de risque) du modele.

Les principaux résultats obtenus sont les suivants :

(1) Sensibilité du profil de gain au niveau d’incitation financiere :

La sensibilité du profil de gain aux changements de la politique de rémunération
incitative dépend de la nature de l'incitation financiére considérée :

Une augmentation du montant de bonus, toute chose restant égale par
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ailleurs, aura tendance a diminuer le niveau de risque de la stratégie opti-
male ; le niveau de perte potentielle étant réduit et 'amplitude de I'inter-
valle correspondant & une gestion passive plus grande (ceci se faisant au
détriment des deux autres intervalles ot il est optimal de gérer activement
le portefeuille).

A T'opposé un niveau de taux de frais de sur-performance plus élevé sera
synonyme d’un profil de gain plus risqué.

Impact sur le niveau d’exposition a 'actif risqué de la valeur du bonus de
sur-performance :

Pour les niveaux ”faibles” de bonus, on retrouve la courbe en forme de
”cloche” asymétrique décrite dans la section précédente (cas particulier ot
le montant du bonus versé est nul) avec une sur-exposition, par rapport
au cas sans incitation financiere, dans une zone médiane de valeurs du
sous-jacent.

Pour les niveaux de bonus ”élevé”, il s’agit d’'une courbe en forme de
?v” avec, a I'opposé du cas précédent, une sur-exposition dans les zones
de valeurs basses et hautes de 'actif risqué et une sous exposition dans
la zone médiane de valeurs du sous-jacent ou il est optimal pour ’asset
manager de gérer passivement le portefeuille de 'investisseur.
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4. Critéere Moyenne Variance avec rémunération minimale

4.1. Probleme d’investissement considéré et expression de la richesse
terminale optimale.

Nous considérons a nouveau le probleme de ’asset manager qui recoit mandat
de gérer un portefeuille pour le compte d’un investisseur en contrepartie d’une
rétribution financiere.

Le cadre d’analyse est le méme que celui décrit dans la premieére section du présent
chapitre :

(1) Nous faisons les hypotheses suivantes :

— Toutes les contraintes de gestion (le choix du benchmark et la structure
de rémunération intégrant une commission sur encours et, éventuellement,
une commission de performance) sont fixées dans le cadre d’un mandat
de gestion avant la date d’investissement.

— L’asset manager cherche a maximiser, a un horizon d’investissement
fixé, I'utilité espérée de sa rémunération.

— Cet horizon d’investissement est choisi en accord avec I'investisseur don-
nant mandat de gestion; il correspond a la date de fin de mandat de
gestion, date a laquelle le paiement de la commission du gérant de por-
tefeuille est supposé avoir lieu.

(2) Nous analysons expression de la stratégie dynamique optimale suivie par
I’asset manager avec incitation financiere et la comparons a celle de I'asset
manager de "référence” ne recevant pas d’incitation financiere %6,

De plus, nous faisons ’hypothese que le benchmark considéré est un seuil de ri-
chesse fixe (Br = W) et nous considérons le cas particulier de la structure de
rémunération la plus courante en pratique, donnée par I’expression suivante :

FT(WT) =bWr+c¢ (YT)+

avec b qui désigne les frais de gestion sur encours et ¢ les frais de gestion de sur-
performance,

avec Yr = Wy — WO DPécart entre la valeur du portefeuille et la richesse cible
et avec W0 qui désigne la cible de richesse finale de l'investisseur.

Nous nous intéressons dans cette section au cas particulier ou la fonction d’uti-
lité HARA de ’asset manager est une fonction quadratique.

106. Il s’agit du cas ou l’investisseur ne paye pas de commission de sur-performance au gérant
et que seule une commission sur encours est percue; dans ce cas particulier, la rémunération de
I’asset manager est proportionnelle a la valeur total des actifs du portefeuille géré et la stratégie
optimale pour les deux investisseurs est la méme (i.e. seul cas de figure ou il n’y a pas de conflit
d’intéreét).
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_ (a°—x)?

0 —x) = 5

Son expression est la suivante : v(x,z%) = u*(x

avec les variables et parametres de cette expression définis comme dans la sec-
tion 1 du présent chapitre :

= Fr(Wp) = bWy + ¢ (Yp)" désigne la rémunération de asset manager,

20 = (1 -a% x Fr(W% = (1 — a®) x b W° le niveau de rémunération maxi-
male cible oll on suppose que o < 0.

Soit encore, en posant z = (Fp(Wr) — Fp(WO) /b= Yy +d (Yr)T, avec d = ¢/b,
eta=—-a’xW°>0o0t1a>0:

’

v(z,20) =u* (2 —z =bla—2") 2 w(z) =u(a—2).

Finalement, de maniere équivalente, nous considérons la forme de fonction d’utilité
quadratique plus connue suivante 107 :

’ ’

ulz)=2 — (z/)2/2a
Notre motivation est double :

(1) D’une part, le choix d’une fonction d’utilité quadratique revient & considérer
implicitement que le critere d’investissement est celui du probleme moyenne
variance, critere tres répandu en gestion pour compte de tiers.

(2) D’autre part, la fonction d’utilité quadratique appartient au sous-ensemble
des fonctions d’utilité HARA ayant un profil de richesse ” concave” 1°8 qui
est complémentaire du sous-ensemble des fonctions d’utilité HARA avec
un profil ”convexe” 1% déja considéré dans les sections précédentes.

Nous partons du constat qu’une incitation financiere & la performance induit

nécessairement I’asset manager & modifier son comportement d’investissement ; cela
pouvant le conduire, dans certains cas décrits dans les sections précédentes, a un dé-
investissement en actif risqué ou au contraire a une prise de risque supplémentaire.

Nous cherchons a savoir si la prise en compte d’une contrainte d’assurance de por-
tefeuille supplémentaire peut avoir un effet correctif sur les comportements d’inves-
tissement de ’asset manager induits par 'existence d’une incitation financiére et
non souhaitables du point de vue de 'investisseur final *1°.

107. En effet, on a u(z’) =u*(a — z’)/a +a/2 w(z)=u*(a—2")

108. En effet, ’expression de la fonction d’utilité quadratique correspond a celle donnée par
I’équation (2.1) dans le cas particulier ou v = —1, C1 = —1/A, Co = A/2 et A=a > 0. Ce qui
correspond bien & un profil ”concave” puisque v < 0 et Cp < 0.

109. 11 s’agit des fonctions d’utilité HARA dont ’expression est donnée par 1’équation (2.1) dans
le casou vy >0et C1 > 0.

110. [Basak et al., 2008] suivent une approche similaire : ils analysent dans le cadre d’un
modele de flux de fonds ou la rémunération de ’asset manager est liée au montant de nouvelles
souscriptions, ’effet de I'introduction d’une contrainte de protection sur le comportement de 1’asset
manager ”CRRA” (i.e. supposé avoir une aversion pour le risque constante).



4. CRITERE MOYENNE VARIANCE AVEC REMUNERATION MINIMALE 215

Nous faisons donc ’hypothese supplémentaire que ’asset manager doit prendre en
compte une contrainte d’assurance de portefeuille sur la richesse finale (Wp > W).

Nous supposons que la valeur de cette richesse minimale est supérieure a 0, i.e.
W > 0 (cas limite d’aversion minimale correspondant & exclure la possibilité d’un
niveau de rémunération négatif pour I’asset manager ''1).

Nous supposons également que cette valeur plancher est inférieure au seuil de ri-
chesse au dela duquel une commission de sur-performance est payée a 1’asset ma-
nager, i.e. W < W9, en effet, dans le cas contraire, cela reviendrait & supposer
que l'investisseur paye des frais variables en dessous du niveau toléré de richesse
minimum.

Ce double objectif (optimisation moyenne variance et contrainte d’assurance de
portefeuille) peut s’interpréter de deux manieres :

(1) Premiere hypothese : les deux contraintes de gestion sont imposées par
I'investisseur dans le cadre du contrat de délégation de gestion qui le lie
A Passet manager 12,

Dans ce cadre, ’asset manager est tenu d’effectuer les investissements
pour lesquels il a le mandat de gestion en suivant un processus de gestion
qui integre ce double objectif :

— Objectif de maximisation de la performance sous contrainte d’un seuil
maximum de volatilité (se traduisant par le choix du parametre de
tolérance au risque, a, de la fonction d’utilité, dont le niveau est im-
posé par U'investisseur a I’asset manager).

— Contrainte d’assurance de portefeuille ; celle-ci aura pour effet de mi-
tiger, le cas échéant, la prise de risque supplémentaire de ’asset ma-
nager en cas de sous-performance (risque potentiellement pris afin de
”"maximiser” ses chances de recevoir une part de commission variable
supplémentaire).

(2) Seconde hypothese : indépendamment des choix de l'investisseur, ce double
objectif correspond aux propres choix de ’asset manager (ou lui est im-
posé par exemple par son risk manager) qui souhaite s’assurer d’un niveau
de rémunération minimum et controler ’écart type de sa richesse.

111. Cela revient également & exclure la négativité de la valeur finale du portefeuille de 'inves-
tisseur ; en effet la richesse terminale, qui correspond a la stratégie optimale du probleme Moyenne
Variance sans contrainte de protection, peut prendre des valeurs négatives, ce qui n’est pas souhai-
table en pratique quel que soit le niveau d’aversion de ’asset manager et de I'investisseur donnant
mandat de gestion.

112. Par exemple, dans le cas d’un fonds dédié, les termes définissant la gestion sont rédigées
dans le cadre d’un document juridique appelé prospectus du fonds; ce document doit inclure
non seulement la structure de tarification en vigueur, mais aussi le cas échéant les contraintes de
risque que doit respecter le gérant telles qu'un niveau de volatilité maximale ou une contrainte
d’assurance de portefeuille.
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Par conséquent, nous supposons qu’il y a, selon les cas, une ou deux sources de
conflit d’intérét entre 'investisseur et l’asset manager : la premiére étant die,
comme dans les sections précédentes, & 'existence d’une incitation financiere, la
seconde provenant, le cas échéant, de 1’écart entre le niveau de protection considéré
par I’asset manager et celui souhaité par I'investisseur final (seulement sous I’hy-
pothese (2) ci-dessus).

Quelque soit 'hypothese faite, il en résulte que ’asset manager a des préférences
d’investissement se traduisant par le profil de risque mixte suivant :

— convexe pour les valeurs de richesse faibles (provenant de la contrainte de
protection).

— concave pour les valeurs élevées de richesse provenant du choix particulier
d’une fonction d’utilité quadratique **2.

Sous ces hypotheses, le probleme de I’asset manager prend la forme suivante :

PROBLEME 17.

E{u(Y: Yr)*"
(P17) YTglgi}‘((P) {u( r+d(¥r) )}
S.a. E(YT/HT) = 1—W0E{1/HT} ; YT ZYO

avec :

Yr = Wr — WO écart entre la valeur finale du portefewille, Wr, et la cible de ri-
chesse de linvestisseur, W9, avec 0 < W° < 1/E{1/Hp} 4

YO =W — WO le niveau de sous-performance mazximale tolérée
avec — WO < Y0 < 0115,

u(z) = z — 22/2a: la fonction d’utilité quadratique de ’asset manager, avec a, a > 0,
le paramétre de tolérance au risque de l’asset manager,

113. Le choix d’une fonction d’utilité quadratique implique en particulier que les parameétres
d’aversion relative et absolue au risque sont des fonctions croissantes du niveau de richesse.

114. Hypothese faite sans perte de généralité qui permet de conserver une simplicité d’écriture
dans I’énoncé de notre probleme.
Cette hypothese revient & ne considérer que les niveaux de richesse finale atteignables par une
stratégie admissible de montant d’investissement initial inférieur ou égal & un (i.e. stratégie d’as-
surance de portefeuille avec cible de protection du capital).
Dans le cas contraire (stratégie avec cible de sur-performance par rapport & ’obligation Zéro-
Coupon, actif sans risque & ’horizon d’investissement), on peut toujours, par un simple change-
ment de variables, se ramener au cas ou la richesse cible est exactement égale & la performance de
lactif Zéro-Coupon.
Notons enfin que la résolution de ce probléme est indépendante, & la contrainte de budget pres,
du choix du benchmark (fixe ou stochastique) .

115. Remarquons si 'on pose W = px W0 avec 0 < p < 1, on a Y0 = (p— 1) x WO et la
contrainte explicite de protection se ré-écrit Wy > p x WPO.
En particulier, on a Y0 = 0 (contrainte de protection maximum) pour p = 1 (et dans ce cas
Wi = WO sauf si WO < 1/E {1/H.}).
De méme, on a YO = —W?9 (contrainte de protection minimum) pour p = 0.
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d = c¢/b: le rapport entre le tauz de la commission de sur-performance et le tauz de

la commission de gestion sur encours, avec 0 <b<1let0<c<1-—0.

Le probleme (P17) sans contrainte de protection, i.e. Y? = —oo, s’identifie au
probleme (P15) dans le cas particulier ou la fonction d’utilité est quadratique.
L’expression de la solution optimale est donnée dans le théoreme 4.

L’introduction d’une contrainte supplémentaire d’assurance de portefeuille (ou, de
fagon équivalente, de montant minimum de rémunération pour ’asset manager),
i.e. YO > —o0, rend plus complexe la résolution du probleéme.

Nous présentons dans le théoreme qui suit, 'expression de la solution optimale
du probleme (P17)

THEOREME 6. La richesse terminale solution du probléme (P17) est donnée
par l’expression suivante :

Pour ¢ > ¢* =d/(d+2) 16,

a 1 k . *
Yr = a(linT siH* < Hr < H*
YO SiHT Sﬂ*

Pour 0 < ¢ < (",

1 k . *
ve - tral—1tmmy) sifr>H
T YO SZ.HTSE*

—1
* _ k * _ _k * — _k 2(¢+1) 117
G/UBCH 7W’ﬂ 7m,£ m|:1+<+dc<1 1+ dc ):| 1

avec ( = -Y%/a

L’expression de la richesse terminale optimale donnée dans le théoréme (6) prend
une forme différente selon le niveau de sous-performance maximale considéré, YO :

(1) Cas (> (<Y< —(*xa<0

Dans ce cas, correspondant aux plus faibles niveaux de protection, la
stratégie optimale est similaire a la stratégie sans contrainte ; seule différence,
elle exhibe trois états de richesse au lieu de deux pour le cas sans contrainte
de protection. Dans le troisieme état de richesse, la contrainte de protec-
tion est active, et la richesse finale du portefeuille en exces du niveau cible
de I'investisseur est égale au niveau de perte maximale tolérée (i.e. Y°).

116. ¢* est solution de H* = k/(1+()). De fagon équivalente, ¢* = d/(d + 2) est solution de
I’équation suivante : f (1 + ¢) = 0 avec f (z) = g(z/(1 +d)) — g(1 + ¢) + AC(1 + ¢ — z) ou encore
FA+Q =9((1+¢)/(1+d) —g(1+¢) =0 avec g(z) = ull(2)] -z [[(x)] = §(1 —x)>.

117. k/H* est solution de I’équation suivante : f (hl,“*) =0avec f(z) =g(z/(1+d)) —g(1+

)+ AC(1+ ¢ —z) et avec g(z) = u[l(z)] —z[I(z)] = %(1 —x)?
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(2) Cas 0< (< (e —(C*xa<Y’<0

Dans ce cas, correspondant a une contrainte de protection plus forte,
seul deux états sur trois subsistent : 1’état des richesses élevées, ou la
stratégie suivie par ’asset manager consiste a augmenter sa rémunération
par rapport a celle percue dans le cas sans incitation financiére, et 1’état
de protection de la richesse dans lequel la richesse finale du portefeuille
en exces du niveau cible de I'investisseur est égale & Y.

On remarquera qu’il existe une discontinuité entre ces deux états de ri-

chesse puisqu’on a H* > >HO = — k118

1+d (A+d)(A+(1+a)<)

D’autre part, quand la valeur de ¢ diminue, le niveau de protection aug-
mente et la longueur de I'intervalle des valeurs basses du sous-jacent Hr,
ou la contrainte d’assurance de portefeuille est active, diminue.

A la limite, quand { — 0,ona H* — k/(1+d), et Y9 — 0. Autrement dit,
la stratégie limite s’identifie & une stratégie d’assurance de portefeuille de
niveau de protection W si W0 x E{1/Hr} < 1119,

On notera que dans le cas central correspondant a ( = (*, les deux expressions de
la stratégie se confondent : en effet, ona: (=¢*= H* = H" = H.

Finalement, on rappelle que, sous les hypotheses du modele de Black & Scholes,
il existe une relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles
suivants pris deux a deux : la valeur du portefeuille numéraire, Hy, celle du porte-
feuille de Merton, H}, et enfin, celle de I'actif risqué, M; 12°.

Cette propriété nous permettra, a tout instant ¢, d’exprimer la valeur de la ri-
chesse optimale en exces du celle du benchmark, notée Y,*, en fonction de M;;
cette expression nous sera utile dans la suite pour analyser les propriétés de la
stratégie optimale.

4.2. Analyse de sensibilité du pay-off optimal.

En nous appuyant sur le méme exemple d’application numérique que dans les sec-
tions précédentes, dans le cadre particulier du modele de Black & Scholes a deux
actifs, nous analysons la sensibilité du profil de gain aux variations des parametres
de rémunération et de risque du modele considéré.

Nous comparerons le profil de gain final (”pay-off”) de l’asset manager recevant
des frais de gestion variables (¢ # 0) avec celui de 'asset manager sans incitation

118. Ce qui implique que Y7: (H*) > Y (HO) =YY",

119. pour WO x E{1/Hr} = 1, la stratégie limite s’identifie & la stratégie passive, pour laquelle
on a Y = 0 out encore W = wo

120. En particulier, dans le cadre du modele de BéS, on obtient les propriétés de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille numéraire, H¢, ou du portefeuille de
Merton, H}, en fonction de celle de I’actif risqué M, et réciproquement son a, Hy = U(t)(My)h

avec U(t) = e AME—F 3Nt — (- W) (r+ 300t _ (1) (rt g )t

/)2 o2
et Hf ='(t)(My)"* avec T'(t) = ng(l_h Y+ et = = Hje (=R (r g0t
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financiére (¢ = 0). Nous nous intéresserons en particulier & 'effet, sur le profil de
gain optimal, d’une contrainte de protection explicite, Y7 > Y° p.s., avec Y? > —c0
couplée a l'existence d’une forme de rémunération incitative.

4.2.1. Sensibilité aux variations du taux des frais de gestion variables c.

Nous avons représenté, pour différentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, 'excédent de richesse du portefeuille (cf. figure (Fig.43)), de 'asset manager
(cf. figure (Fig.44)) et de l'investisseur final (cf. figure (Fig.45)), en fonction de la
valeur du sous-jacent, M.

Ces figures illustrent le caractere discontinu du profil de gain optimal pour 'asset
manager avec incitation financiere. En effet, celui-ci ressemble au ”pay-off” d’une
option binaire.

La stratégie dynamique suivie par l’asset manager avec incitation financiere ex-
hibe les caractéristiques suivantes :

— Dans l'intervalle de valeurs de 'actif risqué les plus basses, ou la contrainte
de protection joue, la performance de la stratégie avec incitation financiere
est en ligne avec la stratégie sans incitation financiere (courbe rouge).

— Dans un intervalle de valeurs intermédiaires/basses de l'actif risqué et uni-
quement pour les niveaux de taux de frais de gestion variables inférieur a
un seuil (dans notre exemple numérique en dessous de 7%, cf. courbe pour
c=1%) 121 1a stratégie avec incitation financiere sous-performe la stratégie
sans incitation financiere (courbe rouge).

— Dans un intervalle de valeurs médianes de ’actif risqué, le portefeuille avec
incitation financiere sur-performance le portefeuille de référence sans incita-
tion financiére (courbe rouge) (voir la figure (Fig.43)). De plus, le montant
de la rémunération de I’asset manager par rapport au cas sans incitation fi-
nanciere est considérable et croit avec la valeur du taux des frais de gestion
variables (voir la figure (Fig.44)).

— Enfin, dans un intervalle de valeurs élevées de 'actif risqué, le portefeuille
avec incitation financiere sous-performe tres nettement la stratégie sans inci-
tation financiere (courbe rouge). L’amplitude de cette sous-performance croit
avec la valeur du taux des frais de gestion la commission variable, ¢ (voir la
figure (Fig.45)).

On en déduit que, la considération d’une contrainte explicite de protection de la
richesse couplée au choix d’une fonction d’utilité quadratique, limite fortement
I’étendue de la zone de sous-performance par rapport a la stratégie sans incita-
tion ainsi que le niveau de cette sous-performance; ce qui n’est pas le cas pour le
profil convexe de I'asset manager CRRA, avec contrainte implicite de protection,
étudié dans les sections précédentes.

121. toute chose restant égale par ailleurs
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du taux de frais de gestion variables "c¢"
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FI1GURE 43. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - excédent de richesse du
portefeuille - effet du niveau du taux des frais de gestion variables ¢

Excédent de richesse de I'asset manager
Effet du taux de frais de gestion variables "c¢"
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FIGURE 44. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - excédent de richesse
de 'asset manager - effet du niveau du taux des frais de gestion
variables ¢
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Excédent de richesse de I'investisseur final
Effet du taux de frais de gestion variables "¢"
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FIGURE 45. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - excédent de richesse de
I'investisseur final - effet du niveau du taux des frais de gestion
variables ¢

A titre d’analyse complémentaire, nous avons représenté sur la figure (Fig.46)
ci-dessous les valeurs prises par les ”strikes”, notés M*, M** et My, 22, en fonction
de la valeur du taux des frais de gestion variables.

Nous distinguons le cas avec protection du capital investi (i.e. Y° = —22%) et
le cas sans protection (i.e. Y = —c0).
(1) cas sans protection du capital : Y? = —o00

Dans ce cas, on observe que, toute chose restant égale par ailleurs, la
hausse du taux des frais de gestion variables, ¢, a pour effet de faire bais-
ser le niveau du strike M* (courbe violette).

Ainsi, la zone des valeurs de richesse élevées (ou il y a sur-performance
et pour laquelle le parametre d’incitation financiere, d = ¢/b, joue un role
d’effet de levier multiplicatif dans I’expression de la richesse de 1’asset ma-
nager) s’étend au détriment de la zone de sous-performance.

(2) cas avec protection du capital : Y° = —22%

122. 11 s’agit des différents seuils de valeurs finales de I'actif risqué, M7, qui séparent les états
de la richesse finale ou l'expression prend une forme différente. Nous utilisons la terminologie
?strikes” pour désigner ces valeurs car, comme nous le préciserons dans la sous-section suivante,
la stratégie optimale peut se décomposer en position élémentaires optionnelles dont les strikes sont
justement ces valeurs a une transformation pres.

Sous ’hypotheése du modele d’actifs de Bé4S, il existe une fonction de correspondance bi-univoque
entre My, la valeur de ’actif risqué a la date t, et H celle du portefeuille de croissance optimale ;
ainsi les valeurs de M*, M**, MO se déduisent respectivement de celle de H*, H*, H* (dont les

expressions sont données dans le théoréme (6)) par cette formule de correspondance.
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Dans le cas ou l'asset manager doit tenir compte d’une contrainte de
protection, et toute chose restant égale par ailleurs, nous observons que le
changement de valeur du taux des frais de gestion variables, ¢, modifie la
forme de la stratégie de la maniere suivante :

(a)

pour les valeurs du taux des frais de gestion variables, ¢, en des-
sous d’'un seuil (correspondant dans I’exemple considéré a ap-
proximativement 8%) :

L’expression de la richesse optimale est celle a trois états de
richesse donnée dans le théoreme (6). Cette expression peut
étre vue comme celle de la richesse optimale du probleme sans
contrainte de protection a laquelle s’ajoute un troisieme état cor-
respondant aux valeurs les plus basses du sous-jacent (M < MY)
pour lesquelles la protection joue et la stratégie n’est plus inves-
tie en actif risqué.

De plus, nous observons que la valeur de M* décroit et celle
de MO croit avec le parametre c.

Autrement dit, au fur et & mesure que le niveau considéré du
taux des frais de gestion variables, ¢, augmente, la zone de va-
leurs faibles de I’actif risqué (pour laquelle la stratégie du gérant
est passive) et la zone de valeurs élevées (pour laquelle l'expres-
sion de la richesse favorise la rémunération de ’asset manager
relativement & la zone de sous-performance) s’étendent.

Cela se fait au détriment de la zone médiane de valeurs du sous-
jacent ou 'expression n’est pas favorable a la rémunération du
gérant 123,

Pour les valeurs du taux des frais de gestion variables, ¢, au-
dessus de ce méme seuil (8% dans notre exemple numérique) :

La stratégie optimale admet 1’expression a deux état donnée du
théoréme (6).

i i v
Dans ce cas, il n’y a qu’un seul strike M**, et nous observons
que la valeur de M™** est une fonction décroissante du taux des
frais de gestion variables, c.

De plus, l'intervalle de valeurs élevées de 'actif risqué, ou il y
a sur-performance (cas favorable & l’asset manager), s’étend au
détriment de 'intervalle de valeurs basses de 'actif risqué dans
lequel la stratégie optimale consiste a répliquer passivement le
benchmark.

123. En effet, dans cet intervalle de valeurs de ’actif risqué ou il y a sous-performance par rapport

au benchmark, I'expression est similaire & celle de la stratégie sans incitation (& la constante de
budget pres).
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Nous en déduisons que, la prise en compte d’une contrainte d’assurance de por-
tefeuille tend & modifier de fagon considérable le comportement de I'asset manager
recevant des frais de gestion variables en 'incitant & réduire son profil de risque de
la fagon suivante :

— En augmentant par rapport au cas sans contrainte de protection, le seuil de
valeur de M au-dessus duquel la stratégie est le plus impactée par l'incita-
tion financiere (état de richesse le plus élevé).

— En arbitrant, en partie ou intégralement (d’autant plus que la valeur du taux
des frais de gestion variables, ¢, est élevée), I’état oli 'asset manager gere ac-
tivement le portefeuille et ou se produit une sous-performance au profit d’un
état de gestion passive sans exposition a ’actif risqué.

Valeurs des strikes en fonction du taux de frais de gestion
variables "¢" avec ou sans assurance de portefeuille

1:2
— Strike M* (Y°=-inf)
11 — Strike M™ (Y*=-22%)
- ) — Strike MO (Y“=-22%)
L — Strike M* (Y°=-22%)
; \//\
[
o 0.9
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FIGURE 46. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs des strikes en
fonction du taux des frais de gestion variables ¢ avec ou sans
assurance de portefeuille (Y9 = —oc0 ou Y? = —22%)
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4.2.2. Sensibilité aux variations du paramétre de tolérance au risque, a, et aux
variations du seuil de protection du capital, YO.

Nous avons représenté sur les deux figures ci-dessous, pour différentes valeurs de
chacun des deux parametres de risque du modele, la valeur finale de la stratégie
optimale en fonction de celle de I'actif risqué.

(1)

Effet du changement de la valeur du seuil de protection du capital, Y :

Le montant de la perte dans la zone de sous-performance est une fonction
décroissante de la valeur du seuil de protection (cf. figure (Fig.47)).

Effet du changement de valeur du parametre de tolérance au risque, a :

Comme illustré sur la figure (Fig.48), quand la valeur du parametre de
tolérance au risque, a, augmente,

-le niveau de la sur-performance observée par rapport a la cible de ri-
chesse augmente,

-I'intervalle de valeurs médianes de ’actif risqué, correspondant & une sur-
performance par rapport & la stratégie sans incitation financiere, s’étend
vers des valeurs plus élevées du sous-jacent,

-I’intervalle de valeurs basses du sous-jacent, ou la contrainte de protection
joue, et oll une perte est enregistrée, s’étend également vers des valeurs
plus élevées du sous-jacent.
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FIGURE 47. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - excédent de richesse du
portefeuille - effet du niveau de protection du capital Y.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion au risque "a"
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FIGURE 48. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - excédent de richesse du
portefeuille - effet du niveau de tolérance au risque a.

4.3. Analyse de la stratégie dynamique optimale.

4.3.1. Ezpression de l’allocation dynamique optimale.
Nous pouvons en déduire ’expression de la valeur intermédiaire et de 1’alloca-

tion dynamique correspondant a la stratégie dynamique optimale dans le cadre du
modele de B&S a deux actifs (et une seule source de risque).

PROPRIETE 28. La valeur d la date t de la solution optimale du probléme (P17),
notée Y, est donnée par la formule suivante :

Pour ¢ > ¢*=d/(d+2),

1 —x% ad
Y =Y'ZC(T- — 1P, I*",T— P, I ,T— —B(I:, I*, T—
f C( t)+ak((1+d)2 VP(I4, I", T—t)+akP (L, I, t)+1+d (I, I*, T—t)
Pour 0 < ¢ < (¥,
I B i —* B (ld( —* B
Y, =Y"ZC(T t)+(1+d)2P(It,I , T t)+1+d{ 1+2(C+1)/dC}B(It,I ,T—t)

avec Iy qui désigne la valeur intermédiaire du portefeuille, atteignant la richesse
terminale, I7 = 1/ Hp 124,

124. On rappelle qu’il s’agit du portefeuille solution du probléeme dynamique de minimisation
de la norme de la richesse terminale. Dans le cadre du modele Bé&S a deux actifs considérés,
ce portefeuille s’identifie & une stratégie dynamique investissant un poids constant de la richesse
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(=Y, I =1/, T =11, T = 11",

avec P(Zy, X, T —t), (resp. B(Zs, X, T —t)) qui désigne la valeur de option put
européen, (resp. de loption Put binaire) de strike X, d’échéance T —t, sur le sous-
jacent Zy, et avec ZC(T-t) qui est le priz de 'obligation Zéro-Coupon d’échéance
T —t dans le cadre du modele de Black € Scholes.

PROPRIETE 29. Dans le cadre du modéle de Black € Scholes (d une seule
source de risque), Uallocation de la stratégie dynamique optimale correspondant au
probléme (P17) est donnée par Uexpression suivante :

wy Wi investi (en cash) dans Uactif risqué M
(1 —wf)W¢  investi (en cash) dans I’A.S.R

dw;

avec wiWy = wP B, + ar- (—h)1; est donnée par la formule suivante 125,

— Pour { > (* =d/(d+2),

1 ad e "T=Dhd(do (1))

wiW; = akhl, [(m - 1) N(—=dy(I")) + N(_dl(f*))] +

— Pour 0 < ¢ < (",

1+d AWT —t

ak —  ad¢ T

PN e " T=OR®(dy(T ))
wiWi = gt N T )+ 1 VIR A D/ e

avec N(.), resp. ®(.) la fonction de répartition, resp. la fonction de densité, de la
loi normale et avec di(X) = In(

Iy
Xe—r(T=8)/g*+0* /2
et dy(X) = dy(X) —o* ot (6%)2 = Var In(Ip/L)] = (A x (T —t).

4.3.2. Analyse de la sensibilité de [’allocation dynamique optimale aux varia-
tions des différents parameétres.

Nous analysons a présent l'effet, sur la stratégie dynamique optimale, du chan-
gement de valeur du taux des frais de gestion variables, ¢, du niveau de tolérance
au risque, a, du niveau de protection du capital, Y'°, ainsi que de la période restant
a courir avant ’échéance, T — t.

Nous avons représenté sur les huit figures ci-dessous, pour différentes valeurs de
chacun des parametres considérés, la valeur, a une date intermédiaire, du porte-
feuille optimal (notée Y; ™) et celle de I'exposition & Pactif risqué (notée P,* = wy),
en fonction de la valeur de Pactif risqué.
totale dans ’actif risqué, noté i qui est donné par la formule suivante : i = —h = —% = —%.
De plus le processus de prix du portefeuille, noté I, est un mouvement brownien géométrique
dont P’expression est la suivante : dI;/It = (r — A?)dt — AdZ;, ou encore, de fagon équivalente
Iy = Ipexp {(r — %AQ)t — )\Zt} avec Ip = (A2 —2n)T

125. avec w® qui désigne le poids de lactif risqué dans le portefeuille benchmark. Sous I’hy-
pothése qui est la notre de ”benchmark fixe”, on a w® = 0 puisque ’hypothese de ”benchmark
fixe” revient & choisir I'actif monétaire comme portefeuille benchmark.
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(1) Sensibilité aux variations du taux des frais de gestion variables ¢ :

La hausse de la valeur du taux des frais de gestion variables, ¢, a les
conséquences suivantes (voir la figure (Fig.49)) :

— dans la zone de valeurs médianes du sous-jacent, la forme concave de la
courbe de valeurs est plus marquée, et le montant de la sur-performance
par rapport au cas sans incitation financiére (courbe rouge) augmente.

— dans la zone de valeurs élevées du sous-jacent, le niveau de sous-performance
par rapport au cas sans incitation financiére augmente.

En ligne avec la forme de la courbe de valeur du portefeuille de la figure
(Fig.49), on observe sur la figure (Fig.50), un pic d’exposition a lactif
risqué qui se produit dans une zone de valeurs médianes du sous-jacent.
On peut faire les remarques suivantes :

— La valeur de 'actif risqué ou se produit le pic d’exposition est une fonc-
tion décroissante du taux des frais de gestion variables c.

— Pour les niveaux les plus faibles du taux des frais de gestion variables
(dans notre exemple numérique en dessous de ¢ = 10%), la hauteur du
pic d’exposition est légerement supérieure a celle de la stratégie sans
incitation financiere.

— Au dessus d’un certain seuil du taux de la commission variable (dans
notre exemple numérique, approximativement au dessus de ¢ = 10%),
on observe que le niveau du pic d’exposition décroit au fur et a mesure
que le parametre ¢ augmente. Il devient méme, pour les valeurs élevés
du taux des frais de gestion variables ¢, 1égerement inférieur au pic d’ex-
position de la stratégie sans incitation financiere.

Finalement, on remarquera que ’écart d’exposition a I'actif risqué relati-
vement au cas sans incitation financiere prend la forme d’une courbe en
"cloche” inversée et asymétrique 26 :

— D'existence de frais de gestion variables dans le contrat de rémunération
implique une sur-exposition par rapport au cas sans incitation financiere
dans une zone de valeurs faibles & médianes du sous-jacent.

— il se produit une sous-exposition importante relativement au cas sans
incitations, dans un intervalle de valeurs médianes a élevées de 'ac-
tif risqué. Ce ”creux” de sous-exposition traduit la forte aversion au
risque de I'asset manager dans la zone de sur-performance par rapport
au benchmark.

126. Ce qui est exactement l'inverse de ce qui se passe pour l’asset manager CRRA : pour
ce dernier, le niveau de sur-exposition par rapport au cas sans incitation financiere, exprimé en
fonction de la valeur de ’actif risqué, est une courbe en forme de ”cloche”.
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FIGURE 49. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs intermédiaires
de I’excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau du taux
des frais de gestion variables ¢ avec t = 4.

Pt*

Valeurs intermédiaires - exposition a I'actif risqué
Effet du taux de frais de gestion variables "c"

0.9 -
— MV-Y=-22%-a=50%-b=5%-c=0%

08 9~ MV-Y"=-22%-2a=50%-b=5%-c=10%

07 4 =~ MV-Y°=-22%-a=50%-b=5%-c=20%

06 (L MV-Y°=22%-a=50%-b=5%-c=30%

05 ﬁ(\

0 JAX

o //// \\

02

0.0 G

S o @ @O R 8 R g R P e

FI1GURE 50. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs intermédiaires
de D'exposition a l'actif risqué - effet du niveau du taux des frais
de gestion variables ¢ avec t = 4.

(2) Sensibilité aux variations du seuil de protection du capital Y :

Quand la valeur du seuil de protection du capital, Y, baisse, la perte
dans la zone de sous-performance augmente. En parallele, dans la zone
de valeur médiane de I'actif risqué ot se produit une sur-performance par
rapport a la stratégie sans incitation financiere, la concavité de la courbe

de richesse est plus marquée (cf. figure (Fig.51)).
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En ce qui concerne I'allocation dynamique (cf. figure (Fig.52)), il se pro-
duit un pic d’exposition a l'actif risqué dans un intervalle de valeurs
médianes de 'actif risqué. De plus son amplitude est une fonction décroissante
du seuil de protection du capital. Enfin, la valeur de I'actif risqué ou a lieu
ce pic d’exposition est une fonction décroissante du seuil de protection du

capital.
Valeurs intermédiaires - excédent de richesse du portefeuille
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FIGURE 51. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs intermédiaires
de l'excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de
protection du capital Y avec t = 4.

Valeurs intermédiaires - exposition a I'actif risqué
Effet du niveau de protection du capital "Y°*"

17
18 A MV-Y"=-22%-a=50%-b=5%-c=0%
: TR
I {[ \\ MV -Y° = -22% - 2= 50%- b =5%-c =20 %
12
17 / \\ MV~ Y® = -42%-a = 50%- b =5%-¢ =20 %
10

&83 f “\\ MV -Y°=-72%-a=50%-b=5%-c=20%
07 ——"
: [\
0.4 —
o3 7 5
02 H %
0.0 \‘I/A/\/‘ T T \\ktt\g‘\‘t'\r‘\‘\ T T T T T T
RGN I SIS SRS AN SR SR

FIGURE 52. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs intermédiaires
de D'exposition a 'actif risqué - effet du niveau de protection du

capital Y9 avec t = 4.
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Sensibilité aux variations du parametre de tolérance au risque a :

Quand la valeur du parametre de tolérance au risque, a, augmente (cf.
figure (Fig.53),

-dans une zone de valeurs médianes du sous-jacent : la convexité de la
courbe devient plus marquée et la stratégie optimale est moins perfor-
mante,

-dans la zone des valeurs du sous-jacent les plus élevées : en méme temps
que la concavité de la courbe de richesse s’accentue, le gain de la stratégie
augmente.

Quelle que soit la valeur considérée du parametre de tolérance au risque,
a, un pic d’exposition a l'actif risqué se produit dans une zone de valeurs
médianes du sous-jacent (cf. figure (Fig.54)). Le niveau d’exposition maxi-
mum est une fonction croissante de la valeur du parametre de tolérance au
risque, a. Enfin, la valeur ”centrale” du sous-jacent ou le pic d’exposition
a lieu, croit avec la valeur du parametre de tolérance au risque.

A titre de comparaison avec la stratégie de référence sans incitation fi-
nanciere, on peut faire les remarques suivantes :

-Pour un niveau identique de tolérance au risque, a : la valeur de I'actif
risqué ou a lieu le pic d’exposition est plus basse en présence d’incitation
financiére (courbe bleue, a = 50% et ¢ = 20%) que dans le cas de référence
sans incitation financiere (courbe rouge, a = 50% et ¢ = 0%).

-Pour un niveau de tolérance au risque plus élevé : la valeur de l'ac-
tif risqué ou a lieu le pic d’exposition en présence d’incitation financiere
(courbe rose, a = 200% et ¢ = 20%) est plus aligné par rapport au cas
sans incitation financiere '27. De plus, la sur-exposition par rapport au cas
sans incitation financiere ressemble a la courbe en ”cloche” obtenue pour
lasset manager CRRA (voir la seconde section).

Finalement, on peut en conclure que la hausse du niveau de tolérance au
risque de I’asset manager a un cout pour l'investisseur final. Il se traduit
par un risque accru di & une sur-exposition a ’actif risqué dans un in-
tervalle de valeurs médianes du sous-jacent. En revanche cela a également
un effet positif : compenser ’aversion au risque élevée de I'asset manager
avec incitation financiére dans la zone de sur-performance.

L’effet du changement de valeur de I'horizon d’investissement, T' — ¢, sur
I'allocation dynamique de ’asset manager avec incitation financiere est
représenté sur la figure (Fig.55) (excédent de richesse) et la figure (Fig.56)
(exposition & actif risqué).

Comme le montre la figure (Fig.56), dans un intervalle de valeurs médianes
de 'actif risqué, ’allocation temporelle est contraire a la regle dite de ”bon

127. Ce qui a pour effet de ” corriger” 'effet incitatif de la rémunération en augmentant ’aversion
au risque de l’asset manager dans la zone de sur-performance ainsi que la valeur du plafond de
richesse finale.
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FI1GURE 53. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs intermédiaires de
I’excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau de tolérance
au risque a avec t = 4.
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FIGURE 54. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - valeurs intermédiaires
de l'exposition a l'actif risqué - effet du niveau de tolérance au
risque a avec t = 4.

sens” ("Popular Advice”) qui dicte une allocation en actif risqué croissante
en fonction du temps restant a courir. Ceci est di au profil de gain optimal
de type option digitale (qui traduit la discontinuité entre les deux états
de richesses hautes et basses).
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Valeurs intermédiaires - excédent de richesse du portefeuille
Effet du temps restant a maturité, "T-t", avec T=5ans
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FIGURE 55. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - excédent de richesse du
portefeuille - effet du temps restant a maturité T — ¢.
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FIGURE 56. Stratégie Moyenne-Variance avec incitation financiere
et contrainte d’assurance de portefeuille - exposition a ’actif risqué
- effet du temps restant a maturité T — t.

4.4. Conclusion de la section.

Nous avons montré que pour une valeur suffisasamment élevée du taux des frais
de gestion variables 2%, le profil de gain optimal pour l’asset manager, ayant une
fonction d’utilité quadratique et une contrainte de protection, ressemble a celui

128. 1l s’agit du parametre ¢ de notre modele et toute chose restant égale par ailleurs : pour un
choix donné des autres parametres YO (seuil maximal de perte autorisée), a (tolérance au risque)

et b (frais de gestion sur encours).
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d’une stratégie optionnelle binaire :

— gestion passive en cas de scénario de marché défavorable : richesse finale égale
a la valeur plancher de la contrainte de protection,

— gestion active faiblement investie en actif risqué, en cas de scénario favo-
rable : richesse finale convergeant trés rapidement, quand la valeur de actif
risqué augmente, vers la valeur du seuil de rémunération maximale (niveau
de satiété).

Le niveau d’exposition a I'actif risqué relativement a la stratégie sans incitation fi-
nanciere, exprimée en fonction de la valeur de 'actif risqué, ressemble a une courbe
en forme de ”cloche” inversée et asymétrique :

— exposition nulle, identique a la stratégie sans incitation financiéere, pour les
valeurs basses de 'actif risqué,

— légere sur-exposition par rapport a la stratégie sans incitation dans un inter-
valle de valeurs basses a médianes du sous-jacent.

— sous exposition par rapport a la stratégie sans incitation dans l'intervalle
des valeurs les plus élevées du sous-jacent; apres avoir atteint rapidement
un niveau maximal, la sous-exposition diminue & nouveau en convergeant
lentement vers 0, quand la valeur de ’actif risqué continue de progresser.

Ainsi, la prise en compte d’une contrainte de protection de la richesse permet a 1’in-
vestisseur final de se prémunir, dans les scénarios de marché les plus défavorables,
d’une situation de sous-performance par rapport au cas sans incitation financiere.
En revanche, elle ne lui permet pas, dans les scénarios de marché favorables, d’éviter
le comportement fortement averse au risque de ’asset manager.

En effet, des que la valeur du portefeuille se situe dans la zone de sur-performance
par rapport au benchmark, I’asset manager va avoir tendance & diminuer tres rapi-
dement son exposition a l'actif risqué pour la porter a zéro. Ce qui se traduit, dans
un intervalle de valeurs médianes de 'actif risqué, par une forte sous-exposition
relativement au cas sans incitation financiere.

La prise en compte d’une contrainte de risque plus agressive (i.e. choix d’une valeur
plus élevée du parametre de tolérance au risque) a pour effet positif de limiter un
désinvestissement trop important de la part de ’asset manager tres averse au risque
en cas de sur-performance avec le benchmark. En revanche, cela implique également
une prise de risque supplémentaire de la part de ’asset manager : on observe une
sur-exposition a I'actif risqué par rapport au cas sans incitation financiere, dans un
intervalle de valeurs médianes de 'actif risqué.
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5. Benchmark stochastique et plusieurs sources de risque

Dans la troisieme section, nous avons résolu le probleme d’investissement de ’asset
manager CRRA recevant frais de gestion variables et bonus de sur-performance,
sous I’hypothese de ”benchmark fixe” (i.e. cible de richesse finale fixe).

Nous avons ensuite étudié les propriétés de la stratégie dynamique optimale dans
le cadre restrictif du modele de B&S a deux actifs.

Dans cette section, nous généralisons les résultats obtenus dans la troisieme section
de la fagon suivante :

(1)

Tout d’abord, nous considérons que le benchmark est stochastique. Ce
qui implique que la structure de rémunération financiere considérée ici est
plus générale que celle de la troisieme section. Il s’agit d’une structure de
frais linéaire par morceaux qui dépend a la fois de la valeur du portefeuille
et de celle du benchmark de maniere indépendante.

De plus, dans le cadre de 'obtention de la stratégie dynamique optimale,
nous nous plagons sous '’hypothése supplémentaire du modele de BéS
généralisé a N actifs risqués : le marché financier étant composé de N + 1
actifs, N sources de risque actions et un actif monétaire sans risque avec
N > 1. Cela permet en particulier de traiter le cas ou le benchmark n’est
pas parfaitement corrélé au portefeuille de marché '2°.

Comme dans les sections précédentes, nous nous plagons dans le cadre général défini
dans la section 1 ci-dessus :

(1)

Structure de rémunération :

Nous faisons ’hypothese que, dans le cadre d’un contrat de délégation de
gestion financiere, ’asset manager recoit, a un horizon d’investissement
fixé en accord avec l'investisseur, noté T, une rémunération globale qui
inteégre d’une part une commission symétrique (i.e. indépendante de ses
objectifs de performance) et d’autre part une commission non symétrique
liée a sa performance.

L’expression de cette rémunération est celle de ’équation (1.1) de la sec-
tion 1.1 :

Fr(Wrp) =a*Wp + 0" Yr +0* Wr X ly,>0 + ¢* max (Yp,0)
avec les mémes notations et hypotheses que dans la section 1.1.

Expression qui peut se ré-écrire de la facon suivante :

129. Ce qui n’était pas possible sous les hypotheéses du modele de BéS qui ne compte qu'une
seule source de risque, i.e. N = 1.
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FT(WT) =a* By +bYr + (7]* Br + CYT) X 1YTZO (51)
avec les notations b = a* + b* et c=n* + ¢*

(2) Préférences d’investissement :

Nous considérons que le probleme d’investissement de 1’asset manager est
de maximiser I'utilité espérée de sa rémunération finale, et nous suppo-
sons, comme dans la troisieme section, que 1’asset manager a une aversion
relative au risque constante (préférences ”CRRA”) 130,

Sa fonction d’utilité est de type iso-élastique et son expression est la sui-

vante : u(z) = ‘”;;: ou vy €0, 1[U]1, +oo.

avec x = Fp(Wr) qui désigne Pexpression de la rémunération de las-
set manager définie par ’équation 5.1.

Sans perte de généralité, on considere dans la suite 1’écriture suivante de la fonction
de rémunération :

F/ (YT) = FT(WT)/b =a BT + YT + (’I]BT + dYT) X 1YTZO (52)

ot on a posé a =a*/b,n=n*/b, d=c/b.

Le probleme de ’asset manager est le suivant :

PROBLEME 18.

(P18){ vre L2(p) E{u(aBr + Yr + (nBr + d¥r) 1y, >0)}
s.a. EYrp/Hr) =0

avec u(.), la fonction d’utilité CRRA de l'asset manager et avec d = (¢/b) le ratio
du tauz de la commission de sur-performance sur celui de la commission de gestion
sur encours et avec les mémes hypothéses que dans la section 1.

On en déduit le résultat suivant qui généralise le théoreme (5) (cf. troisieme
section ci-dessus) a la prise en compte d’un benchmark stochastique.

130. On généralise facilement les résultats qui vont suivre au cas ou ’aversion au risque de ’asset
manager HARA n’est plus constante mais dépend de la valeur du benchmark et ou sa fonction

1—y
d’utilité est donnée par l’expression plus générale suivante : u(z) = % {% + A x BT} + Cy
avec vy € R\ {0,1}, C1 >0et v>0, A>0,C2 >0.
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THEOREME 7. La richesse terminale solution du probléme (P18) est donnée
par Uexpression suivante 3! :

Poura # 0 etd # 0, on pose e = n/da et pour a =0 oud =0 et n =0, on pose
e=0

case >e* =14 {77((113)1(_13?_1 - 1} > (132

1 {(%HT)””—(HdE)aBT} si Hy > 11Bj

T+d
Yr=40 si II** B}, < Hy < TIBy.
(Hp/k)" — aBr si Hp < I1** B,
avec I1 = (1_]f_d) {(1 +ed)a}?, et avec II** solution implicite de l’équation :
=1/~
h(k/II**) =0 avec h(x)= Ty u((1+ed)a) + ax

cas 0 <e <¢g*

oo | ma{(2E0)" — 1+ de)aBr} siHp > 1 B]

(Hr/k)"" = aBr si Hp < 11" B],
avec I1* 133 définie par Uexpression suivante :

. ad (1/(1+d) =1
=k {m(el)}/ 1—1/~

~

De plus, afin d’obtenir la stratégie dynamique optimale, nous faisons ['hy-
pothese que le marché comprend les N + 1 actif suivants :

L’actif dit ”Actif Sans Risque” (”ASR”); localement sans risque, il s’interprete
comme un "rollover” d’un instrument du marché monétaire, et a pour rendement
instantané :

ds?)SY = rdt
ou r est le taux court instantané en vigueur sur le marché monétaire supposé
constant.

Les N autres actifs risqués (titres de société cotés sur le marché action par exemple)

131. Les cas particuliers correspondant au choix des parameétres suivants : a = 0; n # 0, et
a#0;d=0;n# 0 s’obtiennent de la méme fagon que ceux exposés ici : ils font référence directe
aux expressions de la stratégie données dans le théoréme (5) ci-dessus pour les mémes valeurs des
parametres et en considérant la variable Hr/ B;ﬁ 4 la place de Hr et Y /Bt en remplacement de
Y. _

132. &* est la solution de I’équation II (¢) = IT* (¢) avec IT* défini implicitement par f(k/II*) =0
avec f(z) = g(z) — g(z/(1 +d)) + lail:i ou g(z) = u[l(z)] —z[I(xz) —a] et ou I(z) = # —a;
apres calcul, on obtient pour IT* Iexpression suivante :

ad 1/a+a) =" —1)1]"
{m@‘”}/{ 17 H

De fagon équivalente, £* est solution implicite de I’équation h (k/IL(g)) = 0.

I =k

Par conséquent pour € = &*, on a Il (¢) = II* (¢) = II** (¢) et les solutions 8 (a) et 3 (b) du
théoreme 5 se confondent.

133. II* est la solution de f(k/II*) = 0 avec f(z) = g(z) — g(z/(1 + d)) + 1613 ou g(z) =

ull(z)]—z[I(z) —al et . = I(z) = # — a désigne la fonction inverse de la fonction z — u' (z)
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ont des rendements instantanés stochastiques qui suivent des mouvements brow-
niens géométriques; ce qui s’écrit en notation vectorielle :

dSt = St(‘LLdt + O'dZt)

avec Sy = (S}, ..., 8N) le vecteur des N actifs risqués,

avec it = (p;(t); j=1...N), le vecteur des rendements moyens instantanés,

avec 0 = (0;(t); 4,k =1...N) la matrice de co-volatilité des processus de rende-
ments instantanés.

La propriété (30) ci-dessous fournie I’expression de la valeur intermédiaire de la

stratégie dynamique optimale sous les hypotheses du modele de B&S généralisé a
N actifs risqués :

PROPRIETE 30. Pour a # 0 et d # 0, la valeur a la date t de la solution opti-
male du probléme (P18), notée Y*, est donnée par la formule suivante :

Pour e > &*

v = o { o c, MTt)yoP°<Hz,<H**>1/v,Tt>}

_B, {{ o (IT) 1/7}BO(H:7(H**)1/77T_7§)}

Pour 0 <e<e¢e*

14+d

1
Y, =B, {%CO(HL (I, = 1) = yo PO(IT;, (0)Y7, T = ) 4+ —— {ya(IT) /7 = (1 + ds)a}}

-5 {2 -y TP o ey T o)

avec 1T} = H} /By 3% ot H} désigne la valeur intermédiaire du portefeuille, solution

du probleme de Merton, atteignant la richesse terminale, H}/A’ 135

avec e = nfda, & = 5 {ZENED 1L gy = (1 + )0, o = (/R

ovee T1= ek {1+ a1 =k [{ (e = 0 {2}

HL/

B
134. II} est donnée par EtQ BTT } ou ’espérance est calculée par rapport a la mesure mar-

tingale équivalente notée QP associée au numéraire, B, le portefeuille Benchmark.

— e{f(T—t)-&-a*z/?}HtBiW

Apres calcul, on trouve 'expression explicite suivante : II¥ t

T |12 2
avec f(T —t) = (PTV)TJr @ — M — %} X (T —t), ot b = (b, ...,b) désigne le

transposé du vecteur de poids des N actifs risqués investis dans le portefeuille benchmark, B, et
avec 0*2 = Var {In(Hr /Ht)/y — In(Br/Bt)} = ||/QT/'y — bTO'H2 X (T —1t) avec k = o~ (u —rl).

135. Le portefeuille H* est défini entierement par la donnée du vecteur de poids des N actifs

risqués investis dans ce portefeuille, noté h* = (h, ..., h}*\,)T, dont I’expression est la suivante :

_INT
h* = (Ao “/) ® oou k=0"Yu—rl)
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et avec IT** qui désigne la solution implicite de I’équation :

-1/
h(k/II*™) =0 avec h(x)= ey u((1 +ed)a) + ax

avec CY(Zy, X, T —t), (resp. P°(Zy, X, T —t), resp. B(Z;, X, T —t)) qui désigne la
formule de Black € Scholes donnant la valeur de loption call européen, (resp. de
Doption put européen, resp. de l'option Put binaire) de strike X, d’échéance T —t,
sur le sous-jacent Z; ou le taux sans risque est supposé nul'3S.

Notons que CF(H}, X x B;,T—t) = By x C°(H; /By, X, T —t) est la valeur présente
du pay off d’une option call européenne d’échange entre deux actifs; le détenteur
de cette option recoit a la date de maturité de 'option, notée T', ’écart si celui-ci
est positif entre la valeur du premier sous-jacent, H}/ 7. et X fois celle du second
sous-jacent, i.e. le benchmark, soit X x Bp 37,

Il en va de méme pour PP(H;}, X x By, T —t) = By x P°(H} /B, X,T — t), resp.
BE(H}, X x B;,T—t) = By x B°(H} /By, X, T —t) qui correspond & la valeur d’une
option put européenne d’échange, resp. d’'une option put binaire d’échange, écrite
sur les mémes deux sous-jacents que 1'option call décrite précédemment.

Ainsi la stratégie optimale associée au probleme (P18) est définie par une com-
binaison de positions Buy & Hold investies sur plusieurs options d’échanges écrites
sur les mémes deux sous-jacents : le portefeuille du probleme de Merton, H*, et le
portefeuille benchmark.

Notons que dans le cas o N = 1 (existence de deux actifs risqués), I'expression des
options d’échanges se réduit & la formulation de [Margrabe, 1978].

Enfin, remarquons que 'on retrouve comme cas particulier le modele de
[Basak et al., 2008] dans lecasota=1letce=1a=1etn=d.

La propriété (31) suivante donne I’expression de l’allocation dynamique optimale.

PROPRIETE 31. Ezpression du vecteur des fractions de la richesse optimale
investis dans les N actifs risqués, propriété de décomposition en deux fonds et ex-
pression du ”Delta” de la stratégie optimale

L’allocation de la stratégie dynamique optimale correspondant au probléme (P18)
est donnée par l’expression suivante :

136. C°(Zy, X, T —t) est donnée par I’expression suivante : Z;N(d1 (X)) — X N(d2(X))
avec d1(X) = In(Zi/X)/o* + /2, d2(X) = d1(X) — 0% /2 et (¢%)% = Var(In(Z7)).
De plus avec Zp = I}, = quq 7/Br,ona:
(6*)? = Var[In(Hr)/y — In(Br)] = ||sT /v — bTO'H2 x (T —t) avec k = o~ H(u — rl).
Avec les mémes notations, on a également :
PO(Zy, X,T — t) = XN(—da(X)) — ZtN(—dy (X)) et BO(Zy, X, T — t) = N(—da(X)).
137. CF(H}, X x By, T—t) = H N(d1 (X))~ X x ByN(da(X)) avec di(X) = In(~4-) /0" +07 /2
o (0*)2 = Var [In(Hr) /vy — In(Br)] = ||sT /v — bTJH2 x (T —t) avec k = o~ H(p — rl).
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wiWi = (AcHY) h* + (W — AcHf) b dnvesti (en cash) dans les N Actifs Risqués
(1— (w))T o 1) W investi (en cash) dans I’A.S.R

avec h* = (b3, ..., hi)T : le vecteur de poids des N actifs risqués investis dans le
portefeuille H* et dont l’expression est la suivante :

_IN\T
h* = (o 'v) “oik=0"Ypu—rel),

avec b = (by,...,bx)T : le vecteur de poids des N actifs risqués investis dans le
portefeuille benchmark, noté B,

p dw;
avec 1= (1,...,1)T : le vecteur unité, et avec Ay = i
t

De maniére équivalente, [’allocation de la stratégie dynamique optimale correspon-
dant au probléme (P18) est entiérement définie par la fraction de la richesse op-
timale investie, d’une part, dans le portefeuille de Merton, noté H* 38, et d’autre
part, dans le portefeuille Benchmark, noté B :

Ay Hf W investi (en % de la richesse totale) dans le portefeuille (H*, h*)
1— Ay Hf /W investi (en % de la richesse totale) dans le portefeuille benchmark (B, b)

avec h*,b et Ay définie comme précédemment.

_ awy

Ezpression de Ay = b -
t

— Pour e > ¢*,

P {dl (H**l/'y)}

0-*

__Yd /> _ wxl/vVy wx—1/vy
A= PEEN () 4 yoN(=dy (1177)) — {all v}

— Pour 0 <e <¢e*,

14+d

0—*

a1/ ) @ 4 (1)
Ay = 1’fdN(d1(H*l/”))+yoN(—d1(H*l/”))—{(% o) + W= gall } { }

avec N(.), resp. ®(.), la fonction de répartition, resp. la fonction de densité, de la
loi mormale,

avec dy(X) = ln()?gt Y o* +0*/2 ou (6%)? = Var In(Hr/Hy) /v — In(Br/Bt))
= |7 /v — bTUH2 X (T —t) avec k =0~ (u—r1).

138. H* désigne le portefeuille, solution du probléme de Merton, qui atteint la richesse terminale,
H,;M. Le vecteur des poids (constants) des N actifs risqués investis dans ce portefeuille est donné
par ’expression suivante :

h* = h/v avec h = (0'_1)T ket k=o"Y(pu—rl).






CHAPITRE 5

Incitation financiere et aversion a la
sous-performance

Nous prolongeons 'analyse du chapitre précédent en considérant le probleme
d’investissement de ’asset manager recevant une incitation financiére a la sur-

performance et qui, de plus, est averse & la sous-performance !.

Comme nous I’avons montré dans le chapitre précédent 2, la prise en compte d’une
contrainte explicite d’assurance de portefeuille n’a pas seulement pour effet de
rendre l’asset manager (recevant une incitation financiére ou non) totalement averse
a la sous-performance dans les scénarios de marché défavorables.

En effet, 'existence d’une contrainte stricte de protection de la richesse a également
comme conséquence (positive) pour linvestisseur de réduire fortement, dans les
scénarios de marché les plus défavorables, le risque de sous-performance par rap-
port & la stratégie de référence suivie par ’asset manager sans incitation financiere.

Cependant, quel que soit le niveau de protection considéré, ’asset manager conti-
nue de gérer le portefeuille en se démarquant fortement de la stratégie optimale
pour linvestisseur (i.e. celle de I'asset manager de référence ne recevant pas de
commission de sur-performance). Le profil de gain du portefeuille optimal demeure
discontinu et asymétrique et la stratégie d’investissement suivie par ’asset manager
le favorise financierement.

En guise d’alternative, nous supposons dans ce chapitre que l'investisseur final ou
le risk manager impose une contrainte a 1’asset manager qui prend la forme d’un
montant de budget de risque de sous-performance maximum.

Nous cherchons a savoir si une telle contrainte de gestion du risque de perte, tres
courante en pratique, est plus & méme qu’une contrainte stricte d’assurance de por-
tefeuille de "rectifier” les comportements d’investissement de ’asset manager non

souhaités par l'investisseur >.

Partant des résultats exposés dans le second chapitre (premiére partie de la these),
portant sur I’analyse de I’allocation dynamique de portefeuille en présence de contrainte
de "risk management”, nous faisons I’hypothese que la fonction d’utilité de ’asset
manager integre une mesure de perte continue qui pénalise la sous-performance par

1. autrement dit, il doit prendre en compte une contrainte implicite de gestion du risque de
sous-performance dans ses préférences d’investissement. Pour plus de détails voir le chapitre 1 et
le chapitre 2 (premiere partie de la theése)

2. voir la quatrieme section du chapitre précédent qui traite du probléme d’investissement de
l’asset manager maximisant 1'utilité espérée de sa rémunération finale pour un choix de fonction
d’utilité quadratique et sous contrainte explicite d’assurance de portefeuille.

3. comportements se traduisant, par exemple, par une prise de risque trop importante ou au
contraire un niveau d’exposition en actif risqué trop faible.
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rapport & une cible de richesse?.

Nous montrons que la prise en compte d’une telle forme d’aversion a la perte permet
de réduire certains effets négatifs de I'incitation financiére sur le profil de gain du
portefeuille et en particulier la discontinuité de la courbe de valeur finale du porte-
feuille géré ainsi que la dissymétrie du profil de rémunération de ’asset manager.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante :

— Dans la premiére section, généralisant certains des résultats présentés dans les
sections précédentes, nous explicitons I’expression de la richesse terminale op-
timale associée au probleme de I’asset manager ’averse a la sous-performance’
et recevant une commission de sur-performance.

— Dans la seconde section, nous analysons ’expression de la stratégie dyna-
mique optimale obtenue dans le cadre du modele a deux actifs de B&S et
dans le cas particulier ou ’asset manager est '"CRRA loss averse’.

— Finalement, nous étudions la stratégie dynamique optimale associée au probleme
moyenne variance (fonction d’utilité de 1’asset manager supposée quadra-
tique) en présence d’une double contrainte de risque : contrainte d’assurance
de portefeuille et contrainte supplémentaire d’aversion a la sous-performance
par rapport au seuil de richesse cible.

1. Probléeme de 1’asset manager ”Loss Averse”

Nous considérons le probleme d’investissement d’un asset manager averse a la sous-
performance qui cherche a maximiser 1'utilité espérée de sa rémunération a un
horizon d’investissement pré-défini. _

Faisant 'hypothese que la structure de marché est celle introduite dans la premiere
partie de la these (section 1.1 du chapitre 1), nous explicitons Uexpression de la
richesse terminale, solution optimale du probleme considéré.

4. 1l s’agit de la fonction d’utilité "HARA loss Averse” dont I’expression comprend une me-
sure de perte équivalente & une contrainte explicite de risque de type ”Limited Expected Loss”
(cf. second chapitre). Ceci revient & supposer que l’asset manager, en plus d’étre averse au risque,
est averse a la sous-performance. Pour plus de précision sur I’équivalence entre les deux problémes
(contrainte explicite de risque et fonction d’utilité "loss averse”), on se reportera au second
chapitre.
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1.1. Structure de rémunération et préférences d’investissement.

Dans le cadre d’un contrat de délégation de gestion financiére, un investisseur s’en-
gage a verser au gérant de portefeuille recevant mandat de gestion, une rémunération
& un horizon d’investissement déterminé & Pavance, noté T (i.e. date de fin du
contrat de délégation).

La structure de rémunération considérée comprend, d’une part, une commission
de gestion sur encours et, d’autre part, une commission liée a sa performance. Son
expression est la suivante :

Pr(Wr) =bWr + ¢ max (Wy — W°,0)
avec

Wr: la valeur finale du portefeuille sous gestion,

WO la richesse finale cible de I'investisseur °,

b: le taux de commission de gestion sur encours avec 0 < b < 1,

c: le taux des frais de gestion variables dit de sur-performance avec
0<ec<1-0.

De plus, nous supposons, d’une part, que ’asset manager cherche a maximiser I'uti-
lité espérée de sa rémunération a I’horizon d’investissement pré-défini, noté T, et
d’autre part, qu’il est averse & la perte : sa fonction d’utilité '"HARA Loss averse’
admet la forme suivante % :

v*(x, 2% %) = u* (2, 2°) — (D — 1) x L*(x,2°, 2*) x Lip<a} (1.1)

avec les notations suivantes :

1=y
u*(x,2%) = 1C_—17 { z;zo } + Cy : Vexpression d’une fonction d’utilité HARA,

~ ¢ le parametre d’aversion au risque de ’asset manager, avec v € R\ {0,1},
x = Fpr(Wr) : la valeur finale de la rémunération de I’asset manager,
x* : la rémunération cible,

2%: le seuil de rémunération minimale (y > 0) ou maximale (v < 0) de I'asset
manager,

5. Nous faisons I’hypothese que le portefeuille ”benchmark” de l'investisseur s’identifie, & une

constante pres, au portefeuille composé uniquement de ’actif sans risque; ce benchmark ”fixe”
traduit un objectif implicite de performance finale pré-déterminée qui est intégrée a l’expression
de la rémunération de ’asset manager comme seuil déclencheur du paiement d’une commission
supplémentaire.
Le probleme d’investissement de 1’asset manager dans le cas plus général ou ’expression de la
rémunération inteégre un portefeuille benchmark comprenant une ou plusieurs sources de risque,
i.e. une richesse cible variable, se généralise de la méme maniére que dans le chapitre précédent.
Il suffit de considérer un changement de la variable de référence du probléme afin que celle-ci
intégre la valeur du portefeuille benchmark comme numéraire (pour plus de détails voir la derniére
section du chapitre quatre). L’expression de la richesse terminale, solution optimale du probléme
avec benchmark stochastique, est, & ce changement de variable prés, identique a celle du probléeme
avec hypothese de ”benchmark fixe”.

6. L’expression de la fonction d’utilité HARA ” Loss Averse” peut étre vue comme une fonction
d’utilité HARA standard a laquelle on retranche un terme de pénalisation de la sous-performance
par rapport a la richesse cible. Ce terme asymétrique, qui prend une valeur non nulle pour les
valeurs inférieures & la cible de richesse, s’identifie & une mesure du coiit de la perte, qui est une
fonction croissante de ’amplitude de la perte.
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D : le coefficient d’aversion a la sous-performance de 1’asset manager, avec
D >1,

C1, C5: deux constantes quelconques vérifiant C; x v > 0, et Cy € R.

x — L*(x,2°% 2*): la fonction d’aversion a la perte qui est continue et pro-
portionnelle au cotut d’utilité de la sous-performance et dont ’expression
est la suivante " : L*(z, 2%, 2%) = u*(2*,2°) — u*(x, 2°).

Nous supposons que la contrainte technique suivante est vérifiée :
pour v >0,onax > x° >0, et pour v <0, 2° >z > 0.

Nous faisons les deux hypotheses supplémentaires suivantes (contraintes de ”bench-
marking”) :

(1) o* =FrW9=bW°:

la rémunération cible de l'asset manager est égale au niveau ”central”
de sa rémunération, Fr(W?), obtenu dans le cas ou la valeur finale du

portefeuille est égale & W0, la cible de richesse choisie par 'investisseur 8,

2 2'=1-a)x2*=1-a")x Fr(W) =(1-a) xbW°:

le seuil de richesse minimum (y > 0) ou maximum (v < 0), noté z°, est
proportionnel au niveau de la cible de rémunération de I’asset manager,
i.e. le point "central” de sa rémunération, z* = Frp (WO) avec 0 < a¥ <1
pour v > 0 et a® < 0 pour v < 0.

Ces deux hypotheses couplées a la contrainte technique de seuil énnoncée ci-dessus
(i.e. > 2% ou x < 2°) et & la prise en compte du terme de pénalisation de la perte
(i.e. L*(x,2% 2*)) dans I'expression de la fonction d’utilité, s’interprétent comme
des contraintes liées a une pratique de ”benchmarking”, et correspondent & de nom-
breux cas de figure rencontrés en pratique.

Une premiere situation tres courante est celle ot des contraintes de ” Tracking Error”
(i.e. contrainte de risque portant sur I’écart entre la valeur (finale) du portefeuille
et la valeur cible, notée W) sont imposées par l'investisseur ou le risk manager

7. La forme de la fonction de perte considérée ici a déja été analysée dans la premiére partie.
Elle correspond & une fonction de perte linéaire qui mesure le cout d’utilité de la perte. Cette
fonction de perte se définit comme 1’écart entre I'utilité du niveau cible et 1'utilité de la richesse
finale atteinte.

Remarquons que, l'utilité étant une fonction croissante de la richesse, ce terme de cotut devient
positif (et pénalise I’asset manager) si le niveau de richesse atteint est inférieur a la cible finale.

8. La cible de richesse de I'investisseur, notée W0, sert de seuil de richesse de référence (point
”central”) pour déterminer 1’obtention ou non de la commission de sur-performance. De maniére
similaire, [Kouwenberg Ziemba, 2007] font I’hypothése d’une rémunération cible égale & ce
niveau de référence, Frr(W9), pour I'asset manager averse & la sous-performance et dont la fonction
d’utilité correspond & celle de la théorie des perspectives (”propect theory”) ; son expression (avec
nos notations) est la suivante :

. . —A(z* —x)" siz <=z
v*(z,z*) = . . .
( ) +B(zx—z*)? siz>x

avec © = Fr(Wr), 2* = Fr(W°), A,B >0,et 0 < v1,72 < 1.
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a l'asset manager, ce dernier devant les intégrer dans ses préférences d’investisse-
ment. Il s’agira par exemple de contrainte de seuil maximum imposé sur le montant
de la sous-performance, ou sur un indicateur de risque comme la ”Tracking Error
volatility” ou encore la ” Tracking Error Value-at-Risk” °.

Une autre interprétation est de considérer que, indépendamment des préférences
de I'investisseur, ces contraintes implicites de seuil traduisent ’aversion a la sous-
performance ou encore un profil de gain spécifique qui est propre a 1’asset manager
(convexe dans le cas v > 0 et concave dans le cas v < 0).

Dans ce cas, on supposera que ces préférences de I’asset manager sont liées au cott fi-
nancier que représente, pour lui, une situation de sous-performance : pénalisation de
la sous-performance (aversion a la sous-performance), prise de risque supplémentaire
considérée comme prohibitive au dela d’un certain niveau de sous-performance (seuil
de rémunération minimale dans le cas v > 0) ou au dela d’un certain niveau de
sur-performance (seuil de rémunération maximale pour v < 0).

Par exemple, une sous-performance trop importante par rapport a la valeur cible
de T'investisseur, W°, peut entrainer, au deld du non paiement de la commission
de sur-performance, une baisse des nouveaux flux d’investissement, ce qui indirec-
tement implique un niveau de rémunération finale plus faible.

Nous considérons a présent la variable z = z — x*, qui représente la ”richesse
excédentaire” de ’asset manager par rapport a la rémunération cible. De méme, on

pose 20 =29 — z*.

Sous nos hypotheses, on peut écrire z = Zy = Fr(Wr) — Fr(WY); la "richesse
excédentaire” de 'asset manager s’identifie a la rémunération de l’asset manager
en exces du niveau central de rémunération. On a également 20 = —a® x Fp(W?)

Nous pouvons ré-exprimer la fonction d’utilité de ’asset manager en fonction des
variables z et 20 sous la forme suivante :

v*(x, 2% %) = v*(z, 2°,0)

avec : v*(z,2°,0) = u*(2,2%) — (D — 1) x [u*(0,2°) — u*(z,2°))] x 1{.<0)

Finalement en posant z° = z/b= Zp /b, on obtient :
7 =Zp = (Pr(Wr) — Fr(W°)/b=Yr + (¢/b) (Y1)

On en déduit 'expression équivalente suivante de la fonction d’utilité de ’asset
manager 19 :

U*(szovo) = U(ZI) = U(Z/) o (D B 1) x |:’U,(O) - u(zl)i| si Z/ <0

’

u(z) siz >0

/ ! . 7’ N . 7’ 7 .
avecz = Zp=Yr+d (YT)Jr qui représente, a la constante b pres, la ”rémunération
excédentaire” de ’asset manager relativement au niveau central de rémunération,

9. On entend par ”Tracking Error volatility”, la volatilité de la Tracking Error, cette
derniere variable étant définie comme précédemment. De méme la ” Tracking Error Value-at-Risk”
représente la VaR par rapport a la cible de richesse.

10. En effet, les préférences de ’investisseur sont invariantes par transformation linéaire.
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avec ¢ — u(x) qui désigne la fonction d’utilité HARA donnée par l’expression
suivante :

c 1=y
u(e) = w(@+ A0 = 25 {244} T+ 0,
avec vy € R\ {0,1}, Cy x v >0, A=a’ x W9/y > 0, Cy quelconque,

et avec d = ¢/b, le rapport entre le taux de frais des gestion variables, noté c,
et le taux des frais de gestion sur encours, noté b, avec 0 <c<1—bet 0 <b< 1.

1.2. Expression du probléeme d’investissement et de la richesse ter-
minale optimale.

Rappelons tout d’abord succinctement les principales hypotheéses de marché qui
sont les notres dans tous ce chapitre !! :

(1) Le marché est supposé ouvert en permanence et les transactions se font
sans arbitrages possibles (hypothese d’AOA) ni cotits de transaction.

(2) Le marché est complet et comprend N+1 actifs :

L’actif dit ” Actif Sans Risque” ("ASR”); localement sans risque, il s’in-
terprete comme un “rollover” d’un instrument du marché monétaire, et a
pour rendement instantané :

dsy/SY = r(t)dt

ol 7(t) est un processus qui représente le taux court instantané en vigueur
sur le marché monétaire.

Les N autres actifs sont risqués et ont pour rendements instantanés des
processus d’'It6. Plus précisément, on écrit en notation vectorielle :

ott Sy = (S}, ..., SN) représente le vecteur des N actifs risqués,

ou pu(t) = (u;(t); 7 = 1...N), représente le vecteur des rendements
moyens instantanés (taux court plus prime de risque),

et ol 0(t) = (0 k(t); 4,k =1...N) représente la matrice de co-volatilité
des processus de rendements instantanés.

(3) On considere 'ensemble des stratégies dynamiques autofinancantes et ad-
missibles :

-autofinancantes : pas d’apport de richesse intermédiaire et gain entierement
ré-investi,

11. Pour plus de détail voir la section 1.1 intitulée ”cadre général” dans le premier chapitre
(premiére partie de la these).
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-admissibles : elles procurent une richesse finale dont le moment d’ordre
deux est fini (ensemble noté L2(P)).

Sous ces hypotheses de marché, le probleme d’investissement de ’asset manager
(i.e. trouver la stratégie dynamique optimale qui maximise 1'utilité espérée de la
rémunération finale) se ramene & la résolution du probleme statique dont I'expres-
sion est la suivante :

PROBLEME 19.

Yre L?(P)

(P19){ max E{U(YT +d(YT)+)}
s.a. E(YT/HT) =1- Wo X E{]./HT}

avec Yr = Wy — WO Uécart de la valeur finale du portefeuille par rapport au niveau
de richesse cible,

avec © — v(x) la fonction d’utilité HARA ”Loss Averse” dont l'expression est
la suivante!? :

v(a) = u(z) — (D = 1) x (u(0) —u(x))” (1.2)

avec D, D > 1, le paramétre d’aversion a la sous-performance de l’asset mana-
ger,

avec d = ¢/b, le rapport entre le taux des frais de gestion wvariables, noté c, et

le tauz des frais de gestion sur encours, noté b, avec 0 <c<1—bet0<b<1,

avec © — u(x) qui désigne Uexpression de la fonction d’utilité HARA :

C =
u(@) = - _17 {% +A} + Oy

ou v € R\{0,1}, Cy xv >0, A =a® W%~ > 0,Cy quelconque et o on a
Ogaoglpour7>0eta0<0pour'y<0.

12. Apres avoir remarquer que Z; =Yr+d (Yr)T =Yr x Liyp <oy +0YT X 11y, >0} olt on
a posé 6 = 1 + d, nous pouvons ré-écrire ’expression de la fonction & maximiser de la maniere
suivante :

! o = o(s _ ) u(y)+ ﬂu(O) siy <0
v(z (y) = w(y) =v(z (y))/D = { w(0y)/D D Gy >0

avec, comme précédemment, D, D > 1, le parametre d’aversion & la sous-performance de I’asset
N , ’ !
manager et ot on posé : z (y) = Zp et y = Yr
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et avec Hy qui désigne la valeur finale du portefeuille numéraire 3.

Pour D =1, on retrouve ’expression de la fonction d’utilité de ’asset mana-
ger HARA non averse au risque. L’expression de la solution du probleme (19) est
donnée dans le théoreme suivant :

THEOREME 8. La richesse terminale optimale du probléme (P19) est donnée
par l’expression suivante :

Pour D >0 >1,
(220 siHr > H
Yi=<¢0 siH< Hp <H
I(k/Hr) siHr<H
Pour 6 > D > 1,
yi - I(54)/0 siHp > H*
I(k/Hr) siHp < H*
avec k vérifiant l'équation de budget suivante : E(Yr/Hr) =1—W° x E{1/Hr},

avec H = k/u’ (0) = kA’CA:, H = k’%/u/ (0) = k%% et avec H* solution im-

plicite de I'équation suivante : f (£=2) = 0 avec f(z) = g(&z) — Sg(z) — (1 —
1/D)g(%A‘7) ot g(x) =ull(x)] —z[I(z)] et ou x — I(x) désigne Uinverse de la

1/~
: S — Ci1
fonction x — ' (x) et a pour expression : I(x) =~ { (71 E) — A}.

avec D, D > 1, qui désigne le paramétre d’aversion a la sous-performance,

avec d = ¢/b, le rapport entre le taux des frais de gestion wvariables, noté c, et
le taux des frais de gestion sur encours, noté b, avec 0 <c<1—-bet0<b<1.

et ot on a posé 6 =1+d .

Pour D = 1, on retrouve le probleme correspond a celui de I'asset manager HARA
non averse au risque recevant une commission de performance, analysé dans le cha-
pitre précédent.

Pour D > 1 et d = 0, il s’agit du probleme de I'asset manager HARA averse
a la sous-performance ne touchant qu’une commission de gestion sur encours. Ce
probleme est celui qui a été analysé dans le second chapitre. Ainsi, dans ce cas, la
stratégie optimale de I'asset manager s’identifie & celle d’un investisseur averse a la
sous-performance maximisant I'utilité espéré de la richesse finale de son portefeuille.

Pour D > 1 ou d > 0, I'expression de la richesse terminale de la stratégie opti-
male est fournie dans le théoreme ci-dessus.

13. Le portefeuille ”numéraire”, qui est aussi appelé portefeuille de croissance optimale
(”growth optimal”) par [Merton, 1990] car il correspond & la stratégie optimale de I'investisseur
logarithmique, noté (H,h), est donné par les expressions suivantes :

N —1
hy = (U(t)a(t) > (n(t) — r(t)l) et, en notant le vecteur des prix de marché du risque (”market
prices of risk”) par \(t) = o(t) ™1 (u(t) — r(t)l),

H; = exp {Oft (r(s) + A(s) A(s)/2)ds +£>\(s)les}
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En particulier, on a le résultat suivant :

PROPRIETE 32. Pour D =60 > 1,

La richesse terminale, solution optimale du probléme (P19) est donnée par 'expres-
ston suivante :

.| I(k/Hr)/0  siHy > 22

"\ I(k/Hr)  siHr< kyé‘:

La fonction de rémunération ”excédentaire” de l’asset manager "loss averse” cor-
respondant au probléme (P19) est donnée par lexpression suivante : Zj = bYp™™
avec Yr** = I(k/Hr).

1l s’agit, a la constante k pres, de 'expression de la rémunération de [’asset mana-
ger de référence*?.

Autrement dit, a la contrainte de budget pres, l'asset manager recevant des frais
de gestion variables a le méme profil de gain (symétrique et continu) que l'asset
manager sans incitation financiére ni aversion a la perte.

14. il s’agit de ’asset manager sans aversion & la sous-performance et sans commission de
sur-performance.
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2. Stratégie dynamique de ’asset manager "CRRA Loss Averse’

2.1. Probleme d’investissement considéré et expression de la stratégie
optimale.

Nous analysons dans cette section les propriétés de la stratégie dynamique opti-
male dans le cas ou l'asset manager a une fonction d’utilité '"HARA Loss Averse’
dont 'expression est la suivante ' :

/ u(z') + (1_—DD)u(O) siz <0

v(z) = u(z)/D siz >0

avec
2 = (Pr(Wr) — Fr(W°))/b = Y7 +d x Max (Yr,0): Iexcédent de rémunération
par rapport au niveau ”central” de rémunération (& la constante b pres),

d = c/b: le parametre d’incitation financiere 16,

Yy = Wy — WO: Décart de valeur finale entre le portefeuille géré et la cible
de richesse de 'investisseur,

e O avec y €]0, +o00 [\{1}

—a= —a’ x WY < 0: le seuil de perte maximale autorisée, avec 0 < o® < 1

D: le niveau d’aversion a la sous-performance de ’asset manager,
avec D > 1.

Considérons a présent la variable y = Y da=a+Yr+ d(YT)+. L’expression
a maximiser, v(z' = y — a), prend la forme d’une fonction d’utilité ”CRRA Loss
Averse” : 1-D)
0 —-D),0 :
0/ — v ) wy)+ —5=ul(e) siy<a 91
P =o-a={ 501 e (2.1)

'
1—y

avec u’(y) = u(y — a) =
D>1.

, ¥ €10,+00[\{1}, et olt on suppose que a > 0, et

Finalement, remarquons que les hypotheses faites sur la structure de rémunérations
et les préférences de 'asset manager peuvent se reformuler des deux manieres
équivalentes suivantes :

(1) Premiere formulation : rémunération avec commission fixe et incitation
financiere symétrique

15. il s’agit du cas particulier de ’expression de la fonction d’utilité de ’asset manager HARA
"loss averse’ donnée par I’équation (1.2) dans le cas ot C2 =0, C1 =177 et A =a/y.

16. On rappelle que le parameétre d est défini comme le rapport entre le taux des frais de gestion
variables, noté c, et le taux des frais de gestion sur encours, noté b ot on suppose que 0 < b < 1
et0<c<1—b
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— L’expression de la fonction de rémunération est la suivante :
/b= FWp)/b=a+Yp+d(Yp)"
avec b x d (YT)Jr le montant des frais de sur-performance, b x a le
montant de la commission fixe, et b X Y7 le montant de la commission
d’incitation financiere symétrique.

— la rémunération cible est donnée par I’expression suivante :
¥ /b= F(W)/b = a et la rémunération minimale par
/b= (1-a)xa2*/b=0 avec a = 1.

— La fonction d’utilité est donnée par I’expression suivante 7 :
v (2,20, 2%) 2 0" (2 — 2°) /b = 2/b — 0, (2° — 2°) /b = —a,0)
=ov(z/b—a) =1x/b=a+Yp+d(Yp)")
avec la fonction v° donnée par I’expression (2.1) ci dessus.

(2) Seconde formulation : rémunération avec commission fixe et assurance de
portefeuille

— L’expression de la fonction de rémunération est la suivante :
/b= F(Wr)/b=a+Wr+d(Yr)"
avec bxd (YT)+ le montant des frais de sur-performance, b x a le mon-
tant de la commission fixe et b x W le montant des frais de gestion sur
encours.

— la rémunération cible est donnée par I’expression suivante :
z*/b= F(W°) /b = a+ W° et la rémunération minimale par 2°/b =
(1—a)xz*/b=WY% avec (1 —a) =1/(1+aP).

— La fonction d’utilité est donnée par I’expression suivante ' :
v*(z, 20, %) = v*((z — 2%) /b, (2° — 2%) /b, 0)
= v (2 /b— (a+ W), —a,0) = v(z/b— (a+ W)
=(z/b—WO=a+Yp+d(Yp)")
avec la fonction v° donnée par I’expression (2.1) ci dessus.

Le probleme (P20) peut donc s’écrire comme suit :

PROBLEME 20.

0 +
(p20>{ max B (ot Ve +d(ve)h)}
sa. B(Yr/Hr)=1-W°x E{1/Hr}
avec

x — v9(z) : la fonction d’utilité "CRRA Loss Averse” donnée par I’équation (2.1)
ci- dessus,

17. Nous supposons que l'expression de v*(x,z%,z*) est celle de I’équation 1.1 ci-dessus avec
I’hypothése supplémentaire suivante : u*(z,2°) = u®(z — 2°) avec z — u®(x) définie comme
précédemment (fonction d’utilité isoélastique).

18. Méme hypothése faite sur la forme de la fonction d’utilité v*(x, 2%, 2*) (cf. équation 1.1
ci-dessus) que dans la premiére formulation.
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a : le rapport entre le montant de la commission fize et le taur de frais de ges-
tion sur encours'®, ot a > 0,

d : le rapport entre le taux des frais de gestion variables et le tauz fixe des frais de
gestion sur encours.

Le probléme (P20) étant un cas particulier du probleme (P19), on en déduit le
résultat suivant :

CONSEQUENCE 15. La richesse terminale optimale du probléme (P20) est donnée
par l’expression suivante :

Pour D >0 >1,
((%%)1/77@/0 si Hp > H .
Yi=¢0 siH< Hr < H
(Hr)/v —q siHpr < H
Pour 6 > D > 1,
v (%% 1/'V—a)/@ si Hr > H*
71 (&) —a si Hp < H*
avec k vérifiant Uéquation de budget suivante : E(Yr/Hr) =1—-W° x E{1/Hr},

awvec H = ka, H = %a“’ et avec H* la solution implicite de I’équation :
f(£EL) =0 avee f (z) = g(Lz) — $9(z) — (1 —1/D)g(a™7)

N , _ =1/
ot on a posé g(x) = =7

“+ ax.

avec D, D > 1, le parametre d’aversion a la sous-performance,

avec d, d > 0, le rapport entre le taux des frais de gestion variables et le tauz fize
de frais de gestion sur encours,

avec a, a > 0, le montant de la commission fize rapporté au taux des frais de gestion
sur encours,

et ot on a posé 6 =1+ d.

Par voie de conséquence, on en déduit les résultats suivants :

CONSEQUENCE 16. Pour § = D > 1,

La richesse terminale optimale correspondant au probléeme (P20) est donnée par
lexpression suivante :

)1/77(1 siHr <ka?

La fonction de rémunération ”excédentaire” de l’asset manager "loss averse” cor-

respondant au probléme (P20) est donnée par l'expression suivante : Z5 = bYp™™
1
avec Yr** = (%) M _ a

19. Ou de maniere équivalente avec —a qui désigne le seuil de perte maximale autorisée par
I'investisseur ou le risk manager.
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1l s’agit, a la constante k pres, de 'expression de la rémunération de l’asset mana-
ger de référence®°.

Autrement dit, a la contrainte de budget pres, l’asset manager recevant des frais de
gestion variables a le méme profil de gain optimal que [’asset manager sans incita-
tion financiére ni aversion a la perte.

Les expressions de la valeur intermédiaire et de ’allocation de la stratégie dy-
namique optimale sont fournies dans les propriétés (33) et (34) ci-dessous :

PROPRIETE 33. La valeur d la date t de la solution optimale du probléme (P20),
notée Y, est donnée par lune des formules suivantes :

Pour D >0 >1,
= §C(Hg, ( )1/7 - t) 7QP(H:a (ﬂ)l/va - t)

Pour 6 > D > 1,
T G(H*/7 —
Ve = SO (H)M =0~y PUg, ()0 7o) { T =2 2oy
y * ad * *
Ay S T -
avec k vérifiant léquation de budget suivante : E(Yr/Hr) =1—W° x E{1/Hr},

avec HY qui désigne la valeur intermédiaire du portefeuille, solution du probléme
de Merton, atteignant la richesse terminale, H%/A’,

avecyz( )l/w = (1/k)"/, H="%4", H=ka",
avec H* ¢ d signe la solution zmplzczte de Uéquation :

f(g=7) =0 avec f (z) = g($H2) — $9(2) — (1 -1/D)g(a™")

et enfin, avec C(Zy, X, T —t), (resp. P(Zy, X, T —t), resp. B(Zy, X, T —t)) qui
désigne la valeur de Uoption call européen, (resp. de loption put européen, resp.
de Uoption Put binaire ”Cash or Nothing”) de strike X, d’échéance T —t, sur le
sous-jacent Zy et ZC(T —t) le priz de lobligation Zéro-Coupon d’échéance T —t
dans le cadre du modéle de Black € Scholes.

PROPRIETE 34. Dans le cadre du modéle de Black & Scholes (a une seule
source de risque), lallocation de la stratégie dynamique optimale correspondant au
probléme (P20) est donnée par Uexpression suivante :

wy Wi investi (en cash) dans Uactif risqué M
(1 —wf)W¢  investi (en cash) dans I’A.S.R

Ou wiW} = dHi (%) H} est donnée par la formule suivante :

20. expression de la richesse terminale solution du probleme de ’asset manager non averse a la
sous-performance et ne recevant pas de commission de sur-performance.
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- Pour D >0>1,
* * ﬁ * g TI7\1/v _ 1/~
wiwy =2z (5 (a (1)) v (- (227
- Pour 0> D >1,
* * ﬁ * g *\1/v . *\1/v
wi Wy = " H; <9N(d1 ()7)) + N (= (1))
d\ e " TV (dy ((H*)Y7))
z_ HYY a_}
+{< g)( VTt MWT —i

avec N(.), resp. ®(.) la fonction de répartition, resp. la fonction de densité, de la
loi mormale,

<

>

et avec di(X) = ln(e_r(liit*_,,)X)/a* +0*/2 et do(X) =d1(X) — o*

ot on a posé o*? = Var [ln(g—f)/'y] = (%)2 x (T —t) .

Finalement, on rappelle que, sous les hypotheses du modele de Black & Scholes,
il existe une relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles
suivants pris deux a deux : la valeur du portefeuille numéraire, Hy, celle du porte-
feuille de Merton, H}, et enfin, celle de I'actif risqué, M; 2!,

Cette propriété nous permet en particulier, a tout instant ¢, d’exprimer la valeur de
la richesse optimale en exces du celle du benchmark, notée Y,*, en fonction de M, ;
expression qui nous sera utile pour analyser les propriétés de la stratégie optimale.

2.2. Analyse de sensibilité du ”pay-off” optimal.

En nous appuyant sur un exemple d’application numérique, nous analysons la sen-
sibilité du profil de gain optimal aux variations des parametres de rémunération et
de risque du modele, ainsi que de I’horizon d’investissement considéré.

En particulier, nous comparerons le profil de gain final ("pay-off’) de 'asset ma-
nager recevant des frais de sur-performance et qui est averse a la sous-performance
(ie.c>0et D> 1) avec:

-d’une part, le profil de gain de ’asset manager qui n’est pas averse a la sous-
performance mais qui regoit une incitation financiére (i.e. ¢ > 0 et D = 1),

-et, d’autre part, le profil de gain de I’asset manager averse & la sous-performance
mais qui ne regoit pas d’incitation financiere (i.e. c=0et D > 1) .

Les valeurs numériques utilisées dans toute la suite de ce chapitre seront les sui-
vantes : r = 4%, u = 10%, o = 20%, v = 75%, T =5, et W° = " = 122% ; ce qui
donne en particulier A = 30%, h = 150% et h* = 200%.

21. En particulier, dans le cadre du modele de B&S, on obtient les propriétés de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille numéraire, H¢, ou du portefeuille de
Merton, H}, en fonction de celle de I’actif risqué M; et réciproquement :

L a 2 LG2
on a Hy = U(t)(M)" avec U(t) = T AE=F =30t — LU=+t — (A-h)(r+23 )t
* /2 x h* o2
et Hf = D(t)(My)"* avec T'(t) = Hge( W)+ 55w)t = proe(1=h")(r+ 2770t
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2.2.1. Sensibilité auzx variations du parameétre d’incitation financiére - cas de
l’asset manager non averse a la sous-performance.

Nous avons représenté, pour différentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, ¢, I'excédent de richesse finale du portefeuille (cf. figure (Fig.1)), de 'asset
manager (cf. figure (Fig.2)) et de I'investisseur (cf. figure (Fig.3)) en fonction de la
valeur de ’actif risqué.

Il s’agit du cas analysé dans la seconde section du chapitre précédent. Ces figures
montrent que le profil de gain optimal pour I'asset manager, avec incitation fi-
nanciere et sans aversion & la sous-performance (i.e. ¢ > 0 et D = 1), admet les
caractéristiques suivantes (cf. figure (Fig.1)) :

— le pay-off de la stratégie optimale est discontinu (contrairement a la stratégie
de référence sans incitation financiere, cf. courbe rouge). De plus, 'ampli-
tude de cette discontinuité est une fonction croissante du niveau du taux des
frais de gestion variables, noté c¢. A la limite inférieure, i.e. pour ¢ = 0, on
retrouve la forme continue du pay-off de la stratégie sans incitation financiere.

— Le profil de gain de I'asset manager est d’autant plus risqué que la valeur du
taux des frais de gestion variables est élevée.
En dessous d'un certain seuil d’actif risqué (zone de sous-performance de la
stratégie relativement au benchmark), la stratégie avec incitation financiere
sous-performe la stratégie sans rémunération incitative. Le niveau de la sous
performance est une fonction croissante du taux des frais de gestion variables.
En contrepartie, pour les niveaux du sous-jacent les plus élevés (scénarios de
marché les plus favorables), il y a sur-performance par rapport a la stratégie
sans incitation financieére. Le niveau de la sur-performance est une fonction
croissante du taux des frais de gestion variables.

Finalement, on remarquera que 'existence d’une incitation financiére a pour effet
d’augmenter de maniere conséquente la richesse de ’asset manager en cas de sur-
performance alors que le manque & gagner (par rapport au cas sans incitation
financiere) en cas de sous-performance est minime (cf. figure (Fig.2)).
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion variable "c¢" pour 6>=D=1

19 —Y=T75% - a=50% - b=5% - c=20% - D=1 S
189 y=75%- a=50% - b=5Y% - c=10% - D=1 7
11 — y=T5% - a=50% - b=5% - c=5% - D=1 7

0.9 —y=T5% - a=50% - b=5% - ¢=0% - D=1 /

o /

0.5
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FIGURE 1. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
sans aversion a la sous-performance - excédent de richesse du
portefeuille - effet du niveau de frais de gestion variables ¢ pour
0>1et D=1.

Excédent de richesse de I'asset manager
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢" pour 8>=D=1

0.20 7 —y=75% - a=50% - b=5% - c=20% - D=1
- y=75% - a=50% - b=5% - c=10% - D=1 /
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0.10 -
0.05 /K
g8 "

Q’bQ\XQ‘oQ‘bQ’\ Q‘bQQv NS ,\’l/,\rb\b(,\‘o ,\"c ,\’\ NG ’\Q’LQ ,L’\,L’l/,ll’b,l/b(q/bq/‘bqj

MT

FIGURE 2. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
sans aversion a la sous-performance - excédent de richesse de
I’asset manager - effet du niveau de frais de gestion variables ¢
pour 8 >1let D =1.
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Excédent de richesse de I'investisseur final
Effet du niveau de frais de gestion variable "c¢" pour 6>=D=1

1: : —Y=75% - a=50% - b=5% - ¢=20% - D=1

14 —=y=75% - a=560% - b=5% - ¢=10% - D=1 /
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FiGURE 3. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
sans aversion a la sous-performance - excédent de richesse de

Iinvestisseur final - effet du niveau de frais de gestion variables ¢
pour § > 1let D =1.

2.2.2. Sensibilité auzr variations du parameétre d’aversion a la sous-performance
- cas de l'asset manager bénéficiant d’un niveau €levé d’incitation financiere.

Nous nous intéressons au cas ou la valeur du parametre d’incitation financiere,

0 = 1+c¢/b, est plus élevée que celle du parametre d’aversion a la sous-performance,
D:0/D>1.

Nous avons représenté, pour différentes valeurs du parametre d’aversion a la sous-
performance, D 22, I'excédent de richesse finale du portefeuille (cf. figure (Fig.4)),
de I'asset manager (cf. figure (Fig.5)) et de U'investisseur (cf. figure (Fig.6)) en fonc-
tion de la valeur de l'actif risqué.

Ces trois figures montrent que le niveau de risque de la stratégie suivie par 1’asset
manager, averse a la sous-performance et recevant une incitation financiere, est une
fonction décroissante du degré d’aversion a la sous-performance. En particulier, on
peut faire les commentaires suivants :

— le pay-off est discontinu (ce qui n’est pas le cas du pay-off de la stratégie
sans incitation financiere, cf. courbe rouge) et amplitude de cette discon-
tinuité diminue en méme temps que la valeur du parametre d’aversion, D,
augmente ; a la valeur limite, D = 6, cette discontinuité disparait.

— le profil de gain de la stratégie optimale pour I’asset manager, recevant des
frais de gestion variables, est d’autant moins risqué que le niveau d’aversion
a la sous-performance est élevé (moins de perte dans les scénarios de marché
défavorables et moins de gain dans les scénarios favorables).

22. pour un niveau du taux des frais de gestion variables c fixé, avec §/D > 1.
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— au-dessus d’un certain niveau d’aversion a la sous-performance (c’est le cas
en particulier pour D = 0), la stratégie optimale avec aversion & la perte su-
bit moins de perte que la stratégie sans aversion et sans incitation financiere
dans la zone de valeurs basses du sous-jacent.

Quand ’aversion a la perte augmente, I'intervalle de valeurs de 'actif risqué,
ou la stratégie avec incitation financiere sur-performe la cible de richesse
finale, s’étend vers des valeurs plus basses de l'actif risqué (assurance de por-
tefeuille).

D’autre part, dans I'intervalle ot se produit une sous-performance, la convexité
de la courbe de richesse s’accentue quand le niveau d’aversion a la perte aug-
mente. Le contraire se produit dans l'intervalle ou la valeur de la stratégie
est au dessus de la cible de richesse.

Finalement, on remarquera que l’aversion & la sous-performance a pour effet de
fortement diminuer 'exces de rémunération de 'asset manager avec incitation fi-
nanciére par rapport au cas sans incitation et sans aversion (cf. figure (Fig.5)). Ce
qui est bénéfique pour 'investisseur final.

On comparera la figure (Fig.2) (cas sans aversion) avec la figure (Fig.5) (cas avec
aversion). Mentionnons aussi le cas limite D = 6 (courbe rose) ou le profil de
rémunération de I'asset manager devient continu.
On en déduit que la prise en compte d’un contréle de risque tel que celui considéré
ici implique,

— pour l'investisseur final : un profil de gain moins risqué

— pour l'asset manager : un profil de rémunération moins asymétrique (le cas
limite D = 6 correspondant méme a un profil de rémunération symétrique).

Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" pour 8/D >= 1
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FIGURE 4. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a la sous-performance - excédent de richesse du porte-
feuille - effet du niveau d’aversion a la sous-performance, D , ¢
fixé, pour /D > 1.
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Excédent de richesse de I'asset manager
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" pour 8/D >= 1
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FIGURE 5. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a la sous-performance - excédent de richesse de 'asset

manager - effet du niveau d’aversion a la sous-performance, D , ¢
fixé,pour 6/D > 1.

Excédent de richesse de I'investisseur final
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" pour 8/D >= 1
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FIGURE 6. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion & la sous-performance - excédent de richesse de l'investis-
seur final - effet du niveau d’aversion a la sous-performance, D , ¢
fixé, pour /D > 1.
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2.2.3. Sensibilité aux variations du paramétre d’incitation financiére - cas ”cen-
tral” o le parameétre d’aversion a la sous-performance est égal au niveau d’incita-
tion financiére.

Nous nous intéressons au cas ou la valeur du parametre d’incitation financiere
est égale a celle du parametre d’aversion a la sous-performance : § = D > 1 avec
0=1+c/b.

Nous avons représenté, pour différentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, ¢ 23, ’'excédent de richesse finale du portefeuille (cf. figure (Fig.7)), de I'asset
manager (cf. figure (Fig.8)) et de I'investisseur (cf. figure (Fig.9)) en fonction de la
valeur de ’actif risqué.

Ces trois figures montrent que le profil de gain optimal pour l'asset manager, a
niveau d’incitation financiere et d’aversion & la sous-performance équivalent (i.e.
D = 0), reste inchangé quelque soit les valeurs considérées pour le taux des frais de
gestion variables et le niveau ”équivalent” du parametre d’aversion a la perte. En
particulier, on observe les points suivants :

— le pay-off de la stratégie optimale correspondant & § = D est continu (cf.
figure (Fig.7)).

— le niveau de risque de la stratégie optimale baisse quand le niveau d’inci-
tation financiére, 6, augmente (& ratio D/ constant égal & un). Ce qui se
traduit par plus de gain dans les scénarios de marché défavorables et moins
de plus-value dans les cas favorables (cf. figure (Fig.7)).

— Dans la zone de valeurs basses du sous-jacent, la stratégie optimale corres-
pondant & § = D > 1 sur-performe la stratégie de référence, obtenue pour
0 = D =1 (courbe rouge) (cf. (Fig.7)).

— Le niveau de la sur-performance augmente avec le degré d’incitation financiere,
0 (& ratio D/ constant égal & un). En revanche, I'intervalle de valeurs de
Pactif risqué ou se produit cette sur-performance par rapport a la stratégie
sans aversion ni incitation (valeurs les plus basses de I’actif risqué) reste qua-
siment identique (cf. figure (Fig.7)).

— le profil de rémunération de I’asset manager est symétrique et continu comme
c’est le cas pour l'asset manager sans incitation et sans aversion (cf. figure

(Fig.8)).

2.2.4. Sensibilité aur variations du parametre d’incitation financiére - cas de
l’asset manager fortement averse a la sous-performance.

Nous nous intéressons au cas ou le niveau d’incitation financiére est inférieur a
celui de l'aversion & la sous-performance : /D < 1 avec § =1+ ¢/b.

23. pour chaque valeur considérée du parametre c, la valeur du parametre d’aversion a la sous-
performance, D, est choisie de telle sorte qu’elle vérifie : D =60 =14 ¢/b > 1 avec b fixé.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢" pour 8=D>=1
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FIGURE 7. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a la sous-performance - excédent de richesse du por-
tefeuille - effet du niveau de frais de gestion variables ¢ pour D = 6.
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FIGURE 8. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a la sous-performance - excédent de richesse de 'asset
manager - effet du niveau de frais de gestion variables ¢ pour D = 6.

Nous avons représenté, pour différentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, ¢ %4, excédent de richesse finale du portefeuille en fonction de la valeur de
Pactif risqué (cf. figure (Fig.10)).

Cette figure nous montre que le profil de gain optimal pour I’asset manager averse a
la perte, et dont le niveau d’incitation financiere est plus faible que son aversion & la
sous-performance (i.e. D > 0 > 1), est semblable & celui d’un asset manager averse
a la sous-performance et qui ne bénéficie pas d’incitation financiere (i.e. D > 6 = 1,
cf. premiere partie de la these).

24. pour un niveau fixé du parametre d’aversion a la sous-performance, D.
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Excédent de richesse de I'investisseur final
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢" pour 8=D>=1
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FIGURE 9. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion & la sous-performance - excédent de richesse de l'investis-
seur final - effet du niveau du taux des frais de gestion variables
¢, pour D = 6.

Quand le degré d’incitation financiére baisse, la courbe de richesse exhibe un profil
de gain dont l'aversion a la sous-performance, par rapport a la cible de richesse,
augmente : quand la valeur du taux des frais de gestion variables diminue (toute
chose restant égale par ailleurs), "amplitude de P'intervalle des valeurs médianes de
Pactif risqué ou il est optimal de gérer passivement le portefeuille augmente.

Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢" pour 8/ D <=1
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FiGURE 10. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a la sous-performance - excédent de richesse de
I'investisseur final - effet du niveau du taux des frais de gestion
variables, ¢, pour /D < 1.
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2.2.5. Sensibilité de la valeur des strikes aux variations du parameétre d’aver-
ston a la sous-performance.

Nous analysons 'effet du changement de valeur du parametre d’aversion a la sous-
performance, D, sur les "strikes” (prix d’exercice) des options comprises dans I’ex-
pression de la stratégie optimale (cf. propriété 33 ci dessus).

Ces strikes s’identifient aux bornes des intervalles de valeurs de 'actif risqué ou
Pexpression de la stratégie optimale reste la méme (états de richesse). Il y a deux
strikes et trois états de richesse dans le cas ou le parametre d’aversion a la sous-
performance est plus élevé que le niveau d’incitation financiere; un seul strike et
deux états de richesse dans le cas contraire (voir la conséquence 15 ci-dessus).

Nous avons représenté le niveau de ces ”strikes”, notés M*, M in €t Mopmaz 2°,
en fonction de la valeur de 'aversion & la sous-performance, D, pour 6§ = 2 (cf.
figure (Fig.11)), et pour 8 =5 (cf. figure (Fig.12)).

Valeurs des "Strikes" en fonction du paramétre d'aversion a la
perte "D avec 8=2

1.6

1.5
2 1.4
x ) .
% 13 — Strike M
@ — Strike M Min
812 :
2 — Strike M Max /\
E 1.1
(d
>1.0

0.9

0.8 T T
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D

FI1GURE 11. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a la sous-performance - valeurs des ”Strikes” en fonction
du niveau d’aversion a la sous-performance, D pour 6 = 2

En-dessous d’'un certain seuil du parametre d’aversion a la perte, (i.e. pour
D < DY = 0) et toute chose restant égale par ailleurs, la stratégie optimale cor-
respond & Iexpression & deux états donnée dans la conséquence 152°, et la valeur
du strike M™ est une fonction décroissante du parametre d’aversion a la sous-
performance, D, de ’asset manager.

Autrement dit, quand I’aversion diminue, la longueur de la zone de sous-performance

25. l’expression de M™*, respectivement M ,,;n , respectivement M p,q2 , s’obtient & partir de
celle de H*, respectivement H, respectivement H, (dont les expressions sont données dans la
conséquence (16)) par la transformation donnant M; en fonction de celle de H; dans le cadre du
modele de Black & Scholes.

26. expression similaire a celle de la stratégie optimale, pour ’asset manager non averse a la
sous-performance et recevant des frais de gestion variables, qui a été étudiée dans le chapitre
précédent.
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Valeurs des "Strikes" en fonction du parametre d'aversion a la
perte "D" avec 9=5
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FIGURE 12. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a la sous-performance - valeurs des ”Strikes” en fonction
du niveau d’aversion a la sous-performance, D pour § =5

(valeurs basses du sous-jacent) augmente au détriment de la zone de sur-performance.
Ce qui traduit une probabilité de perte accrue.

A Tinverse, au-dessus de ce méme seuil du parametre d’aversion a la perte, (i.e.
pour D > DY = ), et toute chose restant égale par ailleurs, la stratégie optimale
correspond & lexpression & trois états qui est donnée dans la conséquence 1527,
Dans ce cas, la valeur du strike M, , respectivement M .., est une fonction
décroissante, respectivement croissante du niveau d’aversion a la sous-performance,

D.

Ainsi, quand la valeur du parametre d’aversion & la sous-performance, D, augmente,
Iintervalle de valeurs médianes du sous-jacent dans lequel la stratégie optimale est
une stratégie passive s’étend au détriment des deux autres intervalles de valeurs de
Pactif risqué ou il est optimal de gérer activement le portefeuille.

Quelque soit la valeur considérée du parametre d’incitation financiere, 8, 'effet
des variations du niveau d’aversion a la sous-performance sur la valeur des strikes
reste le méme (comparer la figure (Fig.11) avec la figure (Fig.12)).

2.2.6. Sensibilité aux variations des paramétres de risque.

(1) Sensibilité aux variations du parametre d’aversion au risque, 7 :

L’effet sur la stratégie optimale du changement de valeur du parametre
d’aversion a la sous-performance, noté D, reste le méme quelque soit le
niveau du parameétre, v considéré (voir les figures (Fig.13) et (Fig.14)
ci-dessous).

27. expression similaire a la forme de la stratégie optimale pour l’asset manager averse a la
sous-performance et ne recevant pas d’incitation financiére, qui a été étudiée dans la partie I.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" pour Y=50%
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FiGUure 13. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a la sous-performance - excédent de richesse du
portefeuille - effet du niveau d’aversion a la sous-performance,
pour v = 50%.

Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" pour y=200%
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FIGURE 14. Stratégies CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a la sous-performance - excédent de richesse du
portefeuille - effet du niveau d’aversion a la sous-performance,
pour v = 200%.

La baisse du parametre, -y, d’aversion au risque, a pour effet d’accroitre
le profil de risque de la stratégie optimale (cf. figure (Fig.15)). En effet,
quand la valeur de ’aversion au risque considérée, -y, baisse :

-La zone de sous-performance s’étend a des valeurs élevées du sous-jacent,
-Le niveau de sous-performance augmente,

-la convexité de la courbe de richesse finale, dans la zone de sur-performance,
s’accentue.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion au risque "y"
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F1GUurE 15. Stratégie CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a la sous-performance - excédent de richesse du porte-
feuille - effet du niveau d’aversion au risque ~.

(2) Sensibilité aux variations du montant de budget de risque a :

Quand la valeur du budget de risque, a, augmente, le niveau de la sous-
performance dans la zone de valeurs basses de lactif risqué, augmente (cf.
figure (Fig.16)). Il en va de méme du montant de la sur-performance dans
la zone de de valeurs élevées de 'actif risqué. Remarquons aussi que la
valeur du strike M* est indépendant du choix de la valeur du parametre

a. Comme cela est illustré sur la figure (Fig.16),

Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de budget de risque "a"
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FIGURE 16. Stratégie CRRA avec frais de gestion variables et
aversion a la sous-performance - excédent de richesse du porte-
feuille - effet du niveau de budget de risque a.
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2.3. Analyse de 1’allocation dynamique optimale.

Nous analysons la sensibilité de ’allocation dynamique optimale (niveau d’expo-
sition & Dactif risqué et richesse intermédiaire) aux variations des parametres du
modele considéré (taux des frais de gestion variables, ¢, niveau d’aversion a la
sous-performance, D, parametres de risque du modele considéré, a et v et horizon
d’investissement, T').

Nous souhaitons en particulier comparer I'allocation dynamique mise en place par
I’asset manager averse a la sous-performance et recevant des frais de gestion va-
riables (D > 1 et 6 > 1) avec celle du gérant non averse a la sous-performance mais
recevant des frais de gestion variables (D = 1 et § > 1, cf. chapitre précédent) et
celle du gérant averse a la sous-performance mais ne bénéficiant pas d’incitation
financiére (D > 1 et § = 1, cf. premiere partie de la these).

Nous commenterons également les résultats de notre modele dans le cas parti-
culier ot le montant de budget de risque est maximal (i.e. a = W% et D > 1).
Il s’agit d’une généralisation du modele analysé par [Hodder Jackwerth, 2006]
(i.e. a = W% et D = 1) & la prise en compte de I'aversion & la sous-performance de
lasset manager (i.e. D > 1).

2.3.1. Sensibilité aux variations du parametre d’aversion a la sous-performance
dans le cas d’un niveau élevé d’incitation financiére.

Nous considérons le cas particulier ou la valeur numérique du parametre d’inci-
tation financiere est supérieure ou égale a celle du parametre d’aversion a la sous-
performance : /D > 1.

Nous avons représenté, pour différents niveaux d’aversion a la sous-performance,
D, la richesse intermédiaire du portefeuille optimal (notée Y; *, cf. figure ((Fig.17)),
et le niveau optimal d’exposition & actif risqué (noté P;*, cf. figure ((Fig.18)), en
fonction de la valeur de l'actif risqué.

On observe (cf. figure (Fig.17)) que, dans un un intervalle de valeurs médianes a
basses de ’actif risqué, la stratégie optimale pour I’asset manager averse a la sous-
performance et bénéficiant d’un niveau élevé d’incitation financiere (i.e. /D > 1)
sur-performe la stratégie de référence de I'asset manager sans incitation et sans
aversion & la sous-performance (i.e. 8 = D = 1 cf. courbe rouge).

Cette sur-performance se traduit par une sur-exposition dont 'amplitude est une
fonction décroissante du parametre D (cf. figure (Fig.18)). De plus, quand le ni-
veau du parametre D augmente, la zone de sur-performance est translatée vers un
intervalle de valeurs plus basses du sous-jacent.

Enfin, on remarque que, quelque soit le niveau du parametre d’aversion a la perte,
il se produit, dans un intervalle de valeurs élevées de l’actif risqué, une sous-
exposition & actif risqué relativement au cas sans incitation et sans aversion (cf.

figure (Fig.18)).
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Valeurs intermédiaires - excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" avec 8/ D >= 1
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FIGURE 17. Stratégie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a la sous-performance - valeurs intermédiaires de

I'excédent

de richesse du portefeuille - effet du niveau d’aversion

a la sous-performance pour §/D > 1 et ¢t = 4.

Valeurs intermédiaires - exposition a I'actif risqué
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" avec 8/ D >= 1
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Ficure 18. Stratégie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a la sous-performance - valeurs intermédiaires de
lexposition a actif risqué - effet du niveau d’aversion a la
sous-performance pour §/D > 1 et t = 4.

2.3.2. Sensibilité auz variations du paramétre d’incitation financiére - cas de
l'asset manager fortement averse a la sous-performance.

Nous nous plagons a présent dans le cas particulier ou la valeur du parametre d’inci-
tation financiere est inférieure & celle de l'aversion & la sous-performance : /D < 1.

Nous avons représenté, pour différents niveaux du taux des frais de gestion va-
riables, ¢, la richesse intermédiaire du portefeuille optimal (notée Y;*, cf. figure
((Fig.19)), et le niveau optimal d’exposition & lactif risqué (noté P,*, cf. figure
((Fig.20)), en fonction de la valeur de actif risqué.
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Nous pouvons faire les remarques suivantes :

Dans un intervalle de valeurs médianes du sous-jacent, 1'asset manager ayant un
niveau élevé d’aversion a la sous-performance et recevant une incitation financiere
(i.e. pour /D < 1) choisit de diminuer fortement la fraction de son portefeuille
investie en actif risqué (cf. figure (Fig.20)).

L’amplitude de ce ”creux d’exposition, en absolu mais aussi relativement a la
stratégie de référence sans incitation financieére ni aversion a la sous-performance
(courbe rouge), est une fonction décroissante de ¢, le taux des frais de gestion va-
riables.

Dans un intervalle des valeurs basses de I'actif risqué, Il se produit une sur-exposition
par rapport a la stratégie de référence sans incitation ni aversion a la sous-performance

(cf. figure (Fig.20)).

Cette sur-exposition se traduit par une sur-performance de la stratégie avec aver-
sion & la perte et incitation financiere par rapport a la stratégie sans incitation
financiére ni aversion & la sous-performance (cf. figure Fig.19)) .

Valeurs intermédiaires - excédent de richesse du portefeuille
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FIGURE 19. Stratégie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a la sous-performance - valeurs intermédiaires de
I’excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau d’aversion
a la sous-performance pour /D <1 et ¢t = 4.

2.3.3. Sensibilité aux variations des autres paramétres (y et a) et aux varia-
tions de Uhorizon d’investissement considéré.

Pour 'asset manager dont l'incitation financiere est plus élevée que le niveau d’aver-
sion a la sous-performance (i.e. avec § > D), les effets, sur lallocation dynamique
optimale, du changement de valeur du parametre d’aversion au risque, 7, du seuil
de perte maximale, a, ou de 'horizon d’investissement, sont similaires au cas de
I’asset manager recevant une incitation financiere mais qui n’est pas averse a la
sous-performance (i.e. § > 1 et D =1, cf. chapitre précédent).
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Valeurs intermédiaires - exposition a I'actif risqué
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FIGURE 20. Stratégie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a la sous-performance - valeurs intermédiaires de
lexposition a actif risqué - effet du niveau d’aversion a la
sous-performance, pour /D < 1 et t = 4.

De méme, pour 'asset manager dont le niveau d’incitation financiere est moins
élevé que celui de aversion & la sous-performance (i.e. avec § < D), les effets, sur
la stratégie dynamique optimale, du changement de valeur des parametres de risque
et de I’horizon d’investissement sont les mémes que pour I’asset manager averse a la
sous-performance mais ne recevant pas d’incitation financiére (i.e. 0 =1et D > 1,
cf. premiere partie de la these).

2.3.4. Sensibilité aux variations du parametre d’aversion a la sous-performance,
D dans le cas particulier ot a = W0,

Nons analysons a présent le cas particulier ou le budget de risque est maximum :
a=W".

Dans ce cas, la stratégie de référence, i.e. optimale pour I'asset manager sans inci-
tation financiére ni aversion & la sous-performance (i.e. § = D = 1), s’identifie au
portefeuille de Merton. Ce portefeuille, noté H*, est caractérisé par une stratégie
dynamique a poids constant, noté h*.

Nous avons représenté, pour différents niveaux du parametre d’aversion a la sous-
performance, noté D, la richesse intermédiaire du portefeuille optimal (notée Y;™,
cf. figure ((Fig.21)), et le niveau optimal d’exposition a Pactif risqué (noté P;*, cf.
figure ((Fig.22)), en fonction de la valeur de l'actif risqué.

Notons tout d’abord que le cas sans aversion (i.e. D = 1, ¢ > 0) correspond au
modele de [Hodder Jackwerth, 2006).

Le niveau d’exposition a ’actif risqué est une fonction décroissante du parametre
d’aversion a la sous-performance.
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En dessous d’un certain seuil de valeur du parametre d’aversion a la perte, il y
a sur-exposition par rapport a la stratégie de référence (i.e. § = D = 1), dans un
intervalle de valeurs médianes de l'actif risqué. Le montant de la sur-exposition
décroit avec la parametre D.

Finalement, au dessus de ce méme seuil, la sous-exposition par rapport a la stratégie

de référence (i.e. 8 = D = 1) devient permanente.

Valeurs intermédiaires - excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" avec a=W°
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FiGure 21. Stratégie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a la sous-performance - valeurs intermédiaires de
I’excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau d’aversion
& la sous-performance pour a = W0 et t = 4.
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FiGURE 22. Stratégie CRRA avec frais de gestion variables
et aversion a la sous-performance - valeurs intermédiaires de
I’exposition a l'actif risqué - effet du niveau d’aversion a la
sous-performance pour a = W% et t =4 .
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3. Critéere Moyenne Variance avec double contrainte de risque

3.1. Probléeme d’investissement considéré et expression de la stratégie
optimale.

Nous considérons dans cette section ’asset manager "HARA Loss Averse” dont
la fonction d’utilité est suivante 2® :

) N, (1=D) .
o(Z) = u(z) + =p5~u(0) siz <0

= ’

u(z)/D siz >0 (8-1)

avec

2 = (Pr(Wr) — Fr(W°))/b = Y7 +d x Max (Yr,0): Iexcédent de rémunération
par rapport au niveau central de rémunération (a la constante b pres),

d = ¢/b: le parametre d’incitation financiere 2%,

Yy = Wy — WO: Décart de valeur finale entre le portefeuille géré et la cible
de richesse de l'investisseur,

): @ — 22 /2a , la fonction d’utilité quadratique,

=
=

a= —a’ x WO le seuil de sur-performance maximale autorisée,
avec o < 0,

D: le niveau d’aversion a la sous-performance de ’asset manager,
avec D > 1.

Ainsi, nous faisons I'hypotheése que 'asset manager a une forme généralisée de
fonction d’utilité quadratique adaptée a la prise en compte de son aversion a la
sous-performance.

Autrement dit, il cherche a maximiser 1’espérance de sa rémunération finale sous
la double contrainte implicite de risque suivante : contrainte de ”Tracking Error
Volatilité” maximale3° et contrainte d’espérance de sous-performance maximale 3!,

28. il s’agit de la fonction d’utilité "HARA loss averse” donnée par I’équation (1.2) dans le cas
particulier ot y = =1, C1 = —1/A , C2 = A/2 et a= A= —a® x WO > 0.

29. On rappelle que le parametre d est défini comme le rapport entre le taux des frais de gestion
variables, noté c, et le taux des frais de gestion sur encours, noté b ou on suppose que 0 < b < 1
et 0<c<1l—b

30. contrainte de niveau maximum de risque mesuré par ’écart-type de sa rémunération
excédentaire.

31. 1l s’agit de la contrainte ” Limited Expected Loss” de [Basak et al., 2008] qui est similaire
a la CVaR. Pour plus de détails sur l'intégration de cette contrainte de risque dans le cadre
d’un probléme d’investissement ”moyenne variance downside risk” (i.e. asset manager ayant une
fonction d’utilité quadratique), voir le chapitre 2 ci-dessus (premiére partie de la these).
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De plus, nous supposons que 'asset manager doit prendre en compte une contrainte
de richesse finale minimale positive ou nulle 32,

On peut supposer que ces contraintes sont imposées a ’asset manager par l'in-
vestisseur dans le cadre du mandat de gestion ou par le risk manager.

Le probleme de I’asset manager s’écrit donc de la fagon suivante :

PROBLEME 21.

Edv(Yr +d(Yr)t
(P21) YTIGH%g((P) {U( T+d(¥r) )}
S.a. E(YT/HT) =1-WO9%x E{l/HT} ;Y > YO auec YO <0

avec z = v(z) = u(2)l{zcop + u(z)/D x 11,504

avec z — u(z) = z — 2%/2a la fonction d’utilité quadratique,

avec a, a > 0, le parametre de tolérance au risque de l’asset manager,

avec D, D > 1, le degré d’aversion a la sous-performance de l’asset manager.

Notons que la stratégie optimale du probléme (P21) sans la contrainte de protection
(ie. Yr > Y% = —00) est celle du probleme (P19) dans le cas particulier ot I'ex-
pression de la fonction d’utilité HARA de I’asset manager est donnée par 1’équation
(3.1).

Dans le cas plus général ou ’asset manager doit prendre en compte une contrainte
d’assurance de portefeuille en plus de son aversion au risque, le théoreme suivant
donne ’expression de la richesse terminale optimale :

THEOREME 9. La richesse terminale solution du probléme (P21) est donnée
par l’expression suivante :

Pour 6 < D
a(1— %HLT) si Hp > k2
ve_10 sik < Hp < k%
) el - 4) si H* < Hy <k
Yo si Hp < H*

32. Ce qui implique en particulier ’exclusion des valeurs de richesses négatives qui ne sont
pas souhaitables car sinon cela reviendrait & considérer que l’asset manager peut avoir une
rémunération négative ou de maniére équivalente que la richesse finale de I'investisseur peut étre
négative.

En effet si cette contrainte de richesse non négative est naturellement vérifiée pour la fonction
d’utilité CRRA ou Iso-élastique, car elle exhibe une utilité marginale égale & +o00 en 0, ce n’est
pas le cas de la fonction d’utilité quadratique.

Ainsi la richesse terminale, solution optimale du probleme Moyenne Variance sans contrainte
supplémentaire d’assurance de portefeuille peut prendre des valeurs négatives.

33. La rémunération excédentaire exprimée en fonction de l’écart de richesse finale, Y =
Wr — W9 peut s’écrire de la maniere suivante : Yo — Z;q =Yr X lyyp<oy + 0Yr x Livp>o01s
ollon aposé §=1+d.

En remarquant de plus que u(0) = 0, on obtient I’expression suivante de la fonction & maximiser
dans le probleme d’investissement :

_ ey uw(Yr) siYr <0
w(Yr) =v(Z7)) = { u(97;< Yr)/D i Y; >0
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(2) Pour@>D et(>(*=

Y7 =

(3) Pour® > D et0<(<(*,

avec H* = H =

me I
35

(0/D=1) 34

(0/4/(D) +1) ~

s(l—-%£4=) siHp>H*
a(l—4#=) siH" < Hp < H*
YO SZHTSE*

SiHT>H*
si Hr <H*

ﬁ, avec pour > D, H* = TD [1+0C V(0

avec ( ==Y /a ot ( > 0 et ot on a posé 0 =1 +d,

et avec k vérifiant l’équation de budget suivante : E(Yr/Hr) = 1-W9x E{1/Hr},

Par voie de conséquence, on en déduit les résultats suivants :

CONSEQUENCE 17. Pour § = D,

(1) La richesse terminale optimale correspondant au probléme (P21) est donnée par

lexpression suivante :

%(1—%) st Hr > k
a(l—HLT) SiW<HT§k'
YO SZ'HTSﬁ

(2) La fonction de rémunération "excédentaire” de l’asset manager "loss averse” cor-
respondant au probléme (P21) est donnée par lexpression suivante : Zj = bYp™*

avec Yp** :

YT** =

(l(].*HiT) SiHT>ﬁ
YO SZHTgﬁ

1l s’agit, a la constante k preés, de lexpression de la rémunération de l’asset manager

de référenceS.

Autrement dzt, a la contrainte de budget preés, l’asset manager recevant des frais
de gestion wvariables a le méme profil de gain optimal que l’asset manager sans
incitation financiére et sans aversion.

Les expressions de la valeur intermédiaire et de ’allocation dynamique de la stratégie
optimale sont données dans les propriétés (35) et (36) ci-dessous :

34. ¢* est solution de H* = k/(1+ (). De fagon équivalente, ¢* est solution de 1’équation
suivante : f (14 ¢) =0 avec f (z) = g(D/0)/D — g(1 + ¢) + a{(1 + ¢ — x) ou encore
FA+¢)=9((1+D/0) —g(1+¢) =0 avec g(z) = u[l(2)] -z [I(z)] = §(1 —z)>.

35. k/H* est solution de 'équation suivante : f % =0

avec f (z) = g(xD/0)/D — g(1+¢) +aC(l + ¢ — z) et avec g(z) = u[l(x)] — z [I(z)

= %(1791:)2

36. asset manager sans aversion & la sous-performance et sans commission de sur-performance
mais soumis & la méme contrainte de protection que celle du probléme considéré.

D)¢(2+2(0—-D)¢

-1
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PROPRIETE 35. La valeur a la date t de la solution optimale du probléme (P21),
notée Y,*, est donnée par la formule suivante :

Pour 6 < D

akD 0

1+¢
62 P(It’kD’

Y =Y°ZO(T—t)+ )+ak{P(It, T = )P(It,%,Tt)}

Pour@ZDetCZ(*;%

0

Y = YOZC(Tft)Jrak(e%fl)P(It,I*,Tft)JrakP(It,T*,Tft)Jri (1 - 2) B(I,, I*, T—t)

VD
Pour > D et 0 < ( <,
QSDP(It,I T—t)+ 9{\/(02fD)CQ+2(07D)§}B(Itj*,Tft)

avec I qui désigne la valeur intermédiaire du portefeuille, atteignant la richesse
terminale, It = 1/Hrp,

Y =YZO(T—t)+

wec 0 =1+d, ¢ = —Y°a, I* = 1/H*, T = 1/H*, T = 1/H*, ou H*, H",
H* etk tels que définis dans le théoreme 9,

avec P(Zy, X, T —t), (resp. B(Zs, X, T —t)) qui désigne la valeur de option put
européen, (resp. de l'option Put binaire ”Cash or Nothing”) de strike X, d’échéance
T — t, sur le sous-jacent Z, et ZC(T — t) le priz de lobligation Zéro-Coupon
d’échéance T —t obtenus dans le cadre du modéle a deux actifs de Black € Scholes.

PROPRIETE 36. Dans le cadre du modéle de Black € Scholes (d une seule
source de risque), lallocation de la stratégie dynamique optimale correspondant au
probléme (P21) est donnée par l’expression suivante :

wy Wi investi (en cash) dans Uactif risqué M
(1 —wf)W¢  investi (en cash) dans I’A.S.R

Ou wiW} = ddﬂl.f(—h)lt est donnée par la formule suivante :
— Pour 8 < D,

W = akhl, | V(i) + N (5 5) = M)

- Pour82 D et {2 ¢* = iuEs

wiW; = akhl, [(% - 1> N(=di(I7)) + N(dl(T*))F—
— Pour 8 > D et 0 < ¢ < (¥,

akD = a e "I Dhd(dy (?*))
W = — _ Z 2 _ D2)£2 _
wi Wi = s h N (~ay (1) +5 { V07 = D& +200 ~ D)C} —— ==
avec N(.), resp. ®(.), la fonction de répartition, resp. la fonction de densité, de la
loi mormale,

avec dy(X) = ln(e{—r(T—t>}£§/a*+a*/2 et do(X) = di1(X) — o7,

a <1 _ 2> e (T Ohd(da(I7))
MWT —t
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avec (0*)? = Var [ln(ll—f)} = (N2 x (T —t),

et avec les autres paramétres et variables tels que définis dans le théoréme 9.

Finalement, on rappelle que, sous les hypotheses du modele de Black & Scholes,
il existe une relation bi-univoque entre la valeur de chacun des trois portefeuilles
suivants pris deux a deux : la valeur du portefeuille numéraire, Hy, celle du porte-
feuille de Merton, H;, et enfin, celle de I'actif risqué, M; 3.

Cette propriété nous permet en particulier, a tout instant ¢, d’exprimer la valeur de
la richesse optimale en exces du celle du benchmark, notée Y,*, en fonction de M ;
expression qui nous sera utile pour analyser les propriétés de la stratégie optimale.

3.2. Analyse de sensibilité du ” pay-off” optimal.

Nous analysons 'effet sur le profil de gain optimal de I’existence d’une rémunération
incitative couplée a une double contrainte d’aversion a la sous-performance et d’as-
surance de portefeuille.

En particulier, nous voulons comparer le profil de gain optimal pour I’asset manager
averse a la sous-performance et recevant des frais de gestion variables avec celui de
Passet manager sans incitation financiére et/ou sans aversion a la sous-performance.

En nous appuyant sur le méme exemple d’application numérique, dans le cadre
du modele de B & S a deux actifs, que celui de la section précédente>®, nous
étudions la sensibilité du profil de gain optimal aux variations des parametres de
rémunération et de risque du modele considéré.

3.2.1. Sensibilité auzr variations du parametre d’aversion a la sous-performance
- cas de l'asset manager bénéficiant d’un niveau €levé d’incitation financiere.

Nous considérons le cas particulier ou la valeur du parametre d’incitation financiere,

6 = 1+c¢/b, est plus élevée que celle du parametre d’aversion a la sous-performance,
D:0/D>1.

Nous avons représenté, pour différentes valeurs de ’aversion a la sous-performance,
D3 Texcédent de richesse finale du portefeuille (cf. figure (Fig.23)), de I'asset ma-
nager (cf. figure (Fig.24)) et de l'investisseur (cf. figure (Fig.25)) en fonction de la
valeur de 'actif risqué.

Les caractéristiques du profil de gain optimal pour ’asset manager, averse a la
sous-performance et bénéficiant d’une incitation financiere, changent en fonction

37. En particulier, dans le cadre du modeéle de B&S, on obtient les propriétés de transformation
suivantes qui permettent d’exprimer la valeur du portefeuille numéraire, H¢, ou du portefeuille de
Merton, Hj, en fonction de celle de ’actif risqué M et réciproquement :

on a Hy = W(t)(My)" avec ¥(t) = er=AME-5 =3t _ e(l’h)(”L;_i)t = (I=M)(r+ he? )t
x 2 " 2
ot Hy = T(t)(My)"* avec T(t) = Hg e+ S0 — gra (-h?) (252500,
38. On rapelle que les valeurs numériques utilisées sont les suivantes : r = 4%, p = 10%,

o =20%,v="75%,T =5, et WO =e"T =122%; ce qui donne en particulier A\ = 30%, h = 150%
et h* = 200%.
39. pour une valeur fixée du taux des frais de gestion variables ¢ vérifiant /D > 1.
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du niveau d’aversion a la sous-performance considéré.

(1) Discontinuité de la richesse terminale :

Pour D < 0, le pay-off est discontinu (ce qui n’est pas le cas de celui
de la stratégie sans incitation financiére, cf. courbe rouge) et 'amplitude
de cette discontinuité diminue en méme temps que le niveau du parametre
d’aversion a la sous-performance, D, augmente.

A la valeur seuil, D = 6, cas ou le parametre d’aversion & la sous-
performance est égal au niveau du parametre d’incitation financiere, le
pay-off de la stratégie optimale devient continu (cf. figure (Fig.23)).

(2) Profil de gain du portefeuille :

On peut observer sur la figure (Fig.23) que le niveau de risque du profil
de gain de la stratégie optimale est une fonction décroissante du niveau
d’aversion a la sous-performance; plus d’aversion & la sous-performance
implique moins de perte dans les scénarios de marché défavorables et moins
de plus-value dans les cas favorables.

(3) Profil de rémunération de ’asset manager :

Globalement, 'aversion a la sous-performance a pour effet de diminuer
Y

de maniere conséquente I'exces de rémunération pergu par l’asset mana-

ger qui est lié & l'incitation financiere (cf. figure (Fig.24)) :

— le profil de I'asset manager avec incitation et sans aversion a la perte
(courbe bleue) est discontinu et fortement excédentaire (par rapport
au cas sans inicitation financiére, courbe rouge) dans la zone de sur-
performance,

— au contraire, pour une valeur du parametre d’incitation financiere et du
parametre d’aversion a la perte identique
(ie. cas D =60 =14 c¢/b=>5 > 1, cf. courbe rose), 'asset manager a
un profil de rémunération continu et beaucoup moins excédentaire.

On en déduit que la prise en compte par ’asset manager, recevant une incitation
financiere, d’une contrainte implicite d’aversion a la perte change son comporte-
ment d’investissement de la manieére suivante :

— d’une part, le profil de gain pour l'investisseur est plus équilibré que dans
le cas sans contrainte d’aversion a la sous-performance. Cela se traduit par
plus de gain en cas de sous-performance, un faible colit d’opportunité en cas
de sur-performance, et un saut de richesse moins important entre la zone de
gain et de perte,

— d’autre part, le profil de rémunération pour ’asset manager est moins asymétrique ;
le cas D = 6 correspondant a un profil de rémunération parfaitement symétrique.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion & la perte "D" pour 8/D >= 1
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FIGURE 23. Stratégies optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance -
excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau d’aversion a
la sous-performance D pour ¢ fixé et /D > 1.

Excédent de richesse de I'asset manager
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" pour 8/D >=1
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FIGURE 24. Stratégie optimale du probleme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance -
excédent de richesse de I'asset manager - effet du niveau d’aversion
a la sous-performance, D pour ¢ fixé et §/D > 1.
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Excédent de richesse de I'investisseur final
Effet du niveau d'aversion a la perte "D" pour 8/D >= 1
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FIGURE 25. Stratégie optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance
- excédent de richesse de l'investisseur final - effet du niveau
d’aversion & la sous-performance, D pour ¢ fixé et /D > 1.

3.2.2. Sensibilité aux variations du paramétre d’incitation financiére - cas ”cen-
tral” ou le parametre d’aversion a la sous-performance est €gal au niveau d’incita-
tion financiére.

Nous nous placons dans le cas ol le parametre d’incitation financiére est égal &
celui de I'aversion & la sous-performance : 6 = D > 1 avec § = 1+ ¢/b.

Nous avons représenté, pour différentes valeurs du taux des frais de gestion variables
¢ % Texcédent de richesse finale du portefeuille (cf. figure (Fig.26)), de I’asset ma-
nager (cf. figure (Fig.27)) et de l'investisseur (cf. figure (Fig.28)) en fonction de la
valeur de ’actif risqué.

Quelque soit la valeur des parametres ¢ et D considérés, vérifiant D = 6 > 1, les
caractéristiques du profil de gain optimal pour ’asset manager restent inchangées :

— le pay-off de la stratégie optimale est continu (cf. figure (Fig.26)).

— le niveau de risque global est une fonction décroissante du parametre d’inci-
tation financiere (ou de fagon équivalente, une fonction croissante du niveau
d’aversion a la sous-performance). Ceci se traduit par plus de gain dans les
scénarios de marché défavorables et moins de plus-value dans les scénarios
favorables (cf. figure (Fig.26)).

— Le profil de rémunération de P'asset manager est symétrique et continu (cf.
figure (Fig.27)).

40. pour une valeur variable du parametre d’aversion a la sous-performance, D, vérifiant D =
0 =1+ c/b et avec b fixé.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion variable "c” pour 8=D>=1
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FIGURE 26. Stratégie optimale du probleme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance -
excédent de richesse du portefeuille - effet du niveau du taux des
frais de gestion variables ¢ pour D = 6.

Excédent de richesse de I'asset manager
Effet du niveau de frais de gestion variable "'c” pour 8=D>=1

0.02 /
0.02 /
0.01 /

[ 001 /

0.00 - Y°=-22% - a=50% - b=5% - c=20% - D=5
-0.01 /) =-22% - a=50% - b=5% - c=10% - D=3
. / — Y°=-22% - 3=50% - b=5% - ¢=5% - D=2

- Y°=-20% - a=50% - b=5% - c=0% - D=1

B € o e o o o o e e |
Q%Q‘XQOJQQ]Q/\Q‘?)QOJ,\Q,\’\,\"L\"’J\V\OJ\"O\/\ \‘b,\%q/gqj\r‘/q/q:brbvrb@quq/
MT

FIGURE 27. Stratégie optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance -
excédent de richesse de 'asset manager - effet du niveau du taux
des frais de gestion variables ¢ pour D = 6.

3.2.3. Sensibilité aux variations du parameétre d’incitation financiére - cas de
l'asset manager fortement averse a la sous-performance.

Nous nous intéressons au cas ou le niveau d’incitation financieére est inférieur a
celui de l'aversion & la sous-performance : /D <1 avec § =1+ ¢/b.
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Excédent de richesse de l'investisseur final
Effet du niveau de frais de gestion variable "'c” pour 8=D>=1
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FIGURE 28. Stratégie optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance
- excédent de richesse de l'investisseur final - effet du niveau du
taux des frais de gestion variables ¢ pour D = 6.

Nous avons représenté, pour différentes valeurs du taux des frais de gestion va-
riables, ¢!, excédent de richesse finale du portefeuille en fonction de la valeur de
Pactif risqué (cf. figure (Fig.29)).

Cette figure nous montre que le profil de gain optimal pour I’asset manager averse
a la perte, et dont le niveau d’incitation financiere est plus faible que son aversion
a la sous-performance (i.e. D > 6 > 1), est semblable & celui d’'un asset manager
averse a la sous-performance mais ne bénéficiant pas d’incitation financiere

(i.e. D > 0 =1, cf. premiére partie de la these).

Le niveau de risque du portefeuille optimal croit avec la valeur du taux des frais

de gestion variables : en particulier, quand la valeur de ¢ augmente, 'amplitude de
Iintervalle, ou il est optimal de gérer passivement le portefeuille, diminue.

41. pour un niveau fixé du parameétre d’aversion a la sous-performance, D.
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Excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau de frais de gestion variable "¢" pour 8/ D <=1
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FIGURE 29. Stratégie optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance

- effet du niveau du taux des frais de gestion variables ¢ pour
0/D < 1.

3.2.4. Sensibilité de la valeur des strikes aux variations du parameétre d’aver-
ston a la sous-performance.

Nous analysons l'effet du changement de valeur du parametre d’aversion a la sous-
performance, D, sur les "strikes” (prix d’exercice) des options comprises dans dans
Pexpression de la stratégie optimale (cf. propriété 35 ci dessus).

Ces strikes s’identifient également aux bornes des intervalles de valeurs de 'ac-
tif risqué on Pexpression de la stratégie optimale reste la méme (i.e. les différents
états de richesse), voir le théoreme 9 ci-dessus.

Nous avons représenté le niveau de ces ”strikes”, notés My, M ynin s M maz €t M** 42,
en fonction de la valeur de 'aversion & la sous-performance, D, pour Y° = —oo (cas
sans protection de la richesse finale, cf. figure (Fig.30)), et pour Y° = —22% (cas
avec protection de l'intégralité du capital investi, cf. figure (Fig.31)).

Tout d’abord commentouns le cas ou il n’y a pas de protection de richesse (voir
la figure (Fig.30)) :

(1) Pour D > 6 =5,

Pour ces valeurs les plus élevées du parametre d’aversion a la perte, D,
la stratégie optimale prend une forme a trois états similaire a celle de la
stratégie optimale pour I’asset manager averse a la perte mais ne recevant

42. ’expression de My, respectivement M ,,;y , respectivement M y,q2 , respectivement M™**
s’obtient de celle de H*, respectivement k, respectivement k x D/, respectivement H* par la
fonction de transformation donnant la valeur de M; en fonction de celle de H¢ dans le cadre du
modele de Black & Scholes.
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Valeurs des "Strikes" en fonction du parametre d'aversion a la
perte "D" sans assurance de portefeuille (Y°=-infini)
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FiGURE 30. Stratégie optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance
- valeurs des ”Strikes” en fonction du niveau d’aversion a la sous-
performance, D

Les valeurs numériques utilisées sont les suivantes : Y? = —oo,
a =50%, b =5%, ¢ =20%; ce qui implique 6 = 5.

Valeurs des "Strikes" en fonction du parametre d'aversion a la
perte "D" avec assurance de portefeuille (Y°=-22%)
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FIGURE 31. Stratégie optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance
sans assurance de portefeuille - valeurs des ”Strikes” en fonction
du niveau d’aversion a la sous-performance, D

Les valeurs numériques utilisées sont les suivantes : Y0 = —22%,
a = 50%, b = 5%, c =20%; ce qui implique 6 = 5.

pas d’incitation financiére (voir partie I de la these).

La largeur de l'intervalle de valeurs du sous-jacent dans lequel il est
optimal de gérer passivement le portefeuille est une fonction croissante
du parametre d’aversion a la perte, D. Ainsi, M,,;, est une fonction
décroissante du parametre D tandis que M,,,. est une fonction crois-
sante de ce méme parametre.
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A la valeur limite, D = 6, il n’est plus optimal de gérer passivement
le portefeuille puisqu’on a M. = Mimaz -

(2) Pour D <6 =5,

Pour ces valeurs les plus basses du parametre d’aversion a la sous-performance,
la stratégie optimale prend une forme a deux états similaire a 1’expres-
sion de la stratégie optimale pour ’asset manager non averse a la sous-
performance mais bénéficiant d’une incitation financiere (analysée dans la
quatrieme section du précédent chapitre).

Dans le cas ou I'asset manager doit tenir compte d’une contrainte de protection (cf.
figure (Fig.31), on peut faire les remarques suivantes :

(1) Pour D > 6 =5,

Pour ces valeurs les plus élevées du parametre d’aversion a la perte, D, la
stratégie optimale prend une forme a quatre états similaire a celle de la
stratégie optimale pour I'asset manager averse a la perte, sous contrainte
d’assurance de portefeuille, et ne recevant pas d’incitation financiere (voir
partie I de la these).

On observe le méme effet que dans le cas sans protection de capital :
Pamplitude de la zone ot il est optimal pour I'asset manager de gérer pas-
sivement le portefeuille est une fonction croissante du parametre d’aver-
sion a la sous-performance, D.

Ainsi, quand le parametre d’aversion & la sous-performance, D, augmente,
la zone de gestion passive s’étend au détriment des autres zones de ri-
chesses élevées et basses ou il est optimal de gérer activement le por-
tefeuille ou bien d’implémenter une stratégie d’assurance de portefeuille
(zone de valeurs de lactif risqué les plus faibles, i.e. sous- jacent en des-
sous du seuil Mp).

(2) Pour D<6#=5¢et D>1,
La stratégie optimale prend la forme & trois états du théoreme 9.

Quand le parametre d’aversion a la sous-performance, D, diminue, la
zone ol la contrainte de protection du capital est active (assurance de
portefeuille) croit au détriment de la zone de gestion active avec sous-
performance.

(3) pour D=1

La stratégie optimale admet l’expression a deux états du théoréeme 9.
La richesse finale du portefeuille passe directement d’'un état de sur-
performance o la gestion du portefeuille est active et favorise la rémunération
de ’asset manager & un état de protection de la richesse finale (il n’y a
plus d’état intermédiaire de gestion active avec sous-performance).
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Nous en déduisons que la prise en compte d’une contrainte d’aversion a la sous-
performance tend & modifier le comportement de I’asset manager recevant des frais
de gestion variables et I'incite naturellement a adopter le comportement typique
d’un investisseur averse a la sous-performance.

L’asset manager va ainsi arbitrer, en partie ou intégralement (d’autant plus que
son aversion a la sous-performance est grande), I’état de sous-performance et de
sur-performance, ol 'asset manager suit une gestion active ou d’assurance de por-
tefeuille, au profit d’un état de gestion passive sans exposition & 'actif risqué (zone
ou la richesse finale est égale a la cible de richesse de 'investisseur).

3.3. Analyse de la stratégie dynamique optimale.

Nous étudions la sensibilité de ’allocation dynamique optimale aux variations du
parametre d’aversion a la sous-performance, D, et du taux des frais de gestion va-
riables c.

En particulier nous comparerons ’allocation dynamique mise en place par 1’as-
set manager averse a la sous-performance et recevant des frais de gestion variables
(D >1etf>1)a celle du gérant sans aversion & la sous-performance et/ou sans
ne bénéficiant pas de frais de gestion variables (D =1 et/ou § = 1).

3.3.1. Sensibilité auz variations du parameétre d’aversion a la sous-performance
dans le cas d’un niveau élevé d’incitation financiére.

Nous considérons le cas particulier ou la valeur numérique du parametre d’inci-
tation financiere est supérieure ou égale a celle du parametre d’aversion a la sous-
performance : /D > 1.

Nous avons représenté, pour différents niveaux d’aversion a la sous-performance,
D, la richesse intermédiaire du portefeuille optimal (notée Y; *, cf. figure ((Fig.32)),
et le niveau optimal d’exposition & 'actif risqué (noté P;*, cf. figure ((Fig.33)), en
fonction de la valeur de l'actif risqué.

Dans une zone de valeurs médianes du sous-jacent, la stratégie avec aversion et
niveau d’incitation élevé (i.e. 8/D > 1) sur-performe la stratégie de référence sans
incitation et sans aversion (courbe rouge) (cf. figure (Fig.32)).

Cette sur-performance se traduit par une sur-exposition relativement a la stratégie
de référence sans incitation et sans aversion. L’amplitude de cette sur-exposition
est une fonction décroissante du parametre D. Finalement, quand le niveau du pa-
rametre D augmente, la zone de sur-performance est translatée vers des valeurs
plus basses du sous-jacent (cf. figure (Fig.33)) .

Enfin, on observe une sous-exposition importante par rapport au cas sans inci-
tation et sans aversion dans une zone de valeurs médianes-hautes du sous-jacent
(cf. figure (Fig.33)).
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Valeurs intermédiaires - excédent de richesse du portefeuille
Effet du niveau d'aversion & la perte "D" avec 8/ D >= 1
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FIGURE 32. Stratégie optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance -
valeurs intermédiaires de l'excédent de richesse du portefeuille -
effet du niveau d’aversion & la sous-performance pour /D > 1 et

t=4.
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Valeurs intermédiaires - exposition a I'actif risqué
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FIGURE 33. Stratégie optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance
- valeurs intermédiaires de l'exposition a 'actif risqué - effet du
niveau d’aversion & la sous-performance pour §/D > 1 et t = 4.
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3.3.2. Sensibilité aux variations du parameétre d’incitation financiére - cas de
l'asset manager fortement averse a la sous-performance.

Nous nous plagons a présent dans le cas particulier ou la valeur du parameétre d’inci-
tation financiere est inférieure & celle de l'aversion & la sous-performance : /D < 1.

Nous avons représenté, pour différents niveaux du taux des frais de gestion va-
riables, ¢, la richesse intermédiaire du portefeuille optimal (notée Y;*, cf. figure
((Fig.34)), et le niveau optimal d’exposition & lactif risqué (noté P,*, cf. figure
((Fig.35)), en fonction de la valeur de actif risqué.

Dans une zone des valeurs médianes du sous-jacent, ’asset manager avec incita-
tion financiere et ayant un niveau élevé d’aversion a la sous-performance (i.e. pour
0/D < 1) choisit de dé-investir fortement son portefeuille en actif risqué (cf. fi-
gure (Fig.35)). A noter que 'amplitude de cette sous-exposition est une fonction
décroissante du taux des frais de gestion variables, c.

D’autre part, on observe sur la figure (Fig.35) qu’une sur-exposition par rapport a
la stratégie de référence, sans incitation financiere ni aversion a la sous-performance
(courbe rouge), se produit dans la zone de valeurs les plus basses de I’actif risqué.

Dans cet état de sur-exposition a 'actif risqué, la stratégie avec aversion a la sous-
performance et incitation financiere, sur-performe la stratégie de référence sans in-
citation financiére ni aversion a la sous-performance (courbe rouge, cf.figure Fig.34).

Enfin, on notera que le niveau de risque global du profil de gain de ’asset ma-
nager averse a la sous-performance est une fonction croissante du taux des frais de
gestion variables c. En effet, quand la valeur du parametre ¢ augmente,

-il y a moins de gain / moins d’exposition risquée dans une zone de valeurs basses
de ’actif risqué,

-il y a plus de gain / plus d’exposition risquée dans une zone de valeurs médianes
de l'actif risqué,

-il y a moins de gain / moins d’exposition risquée dans une zone de valeurs élevées
de ’actif risqué.

On comparera sur la figure (Fig.35), la courbe bleue (cas sans incitation) avec
la courbe verte et la courbe rose (cas avec incitation financiere correspondant res-
pectivement a ¢ = 10% et ¢ = 20%).
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Valeurs intermédiaires - excédent de richesse du portefeuille
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FIGURE 34. Stratégie optimale du probleme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance -
valeurs intermédiaires de l'excédent de richesse du portefeuille -
effet du niveau d’aversion & la sous-performance pour /D <1 et

t=4.

Valeurs intermédiaires - exposition a I'actif risqué
Effet du taux de frais de gestion variables "¢" avec 6 / D <=1
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FIGURE 35. Stratégie optimale du probléeme Moyenne-Variance
avec frais de gestion variables et aversion a la sous-performance
- valeurs intermédiaires de l'exposition a 'actif risqué - effet du
niveau d’aversion & la sous-performance, pour §/D < 1 et t = 4.
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4. Conclusion du chapitre

Nous avons résolu le probleme d’investissement de I’asset manager HARA, bénéficiant
d’une incitation financiere sous la forme de frais de sur-performance, et qui cherche
a maximiser 1'utilité espérée de sa rémunération financiere, a un horizon d’investis-
sement donné, et sous contrainte d’aversion a la sous-performance.

Nous avons montré que le profil de gain optimal dépend du rapport entre le pa-
rameétre d’incitation financiere, noté 043, et le parametre d’aversion & la sous-
performance, noté D 44, de la maniere suivante :

(1) Pour l'asset manager qui est ” faiblement ” averse a la perte (§ > D > 1),
le profil de richesse ressemble & celui de ’asset manager non averse & la
perte et recevant une incitation financiere (§ > D = 1).

— Pour I'asset manager CRRA, il s’agit d’un profil asymétrique et discon-
tinu a deux états de richesse plus risqué que celui de I'asset manager
de référence sans aversion ni incitation financiere (cas § = D =1 ou le
pay-off est symétrique et continu).

— Pour ’asset manager ayant une fonction d’utilité quadratique et soumis
a une contrainte supplémentaire d’assurance de portefeuille, le profil est
asymétrique et discontinu a deux ou trois états de richesse. Pour un ni-
veau suffisamment élevée de la contrainte de protection*®, la stratégie
optimale prendra une forme a deux états moins risquée que la stratégie
suivie par l'asset manager de référence sans aversion ni incitation fi-
nanciere. Dans le cas contraire (i.e. niveau de protection faible), la
stratégie prendra une forme a trois états de richesse plus risquée que la
stratégie de référence.

— une courbe d’exposition a I'actif risqué en fonction de la valeur de cet
actif en forme de cloche asymétrique : il se produit un ”pic” d’exposi-
tion (qui correspond également au ”pic” de sur-exposition par rapport
au cas sans incitation financiere) dans un intervalle de valeurs basses a
médianes du sous-jacent.

43. dont I’expression exacte est la suivante : 1 + ¢/b ou ¢ est la valeur du taux des frais de
sur-performance et b celle du taux des frais de gestion sur encours

44. qui dépend implicitement du niveau maximum tolérée d’espérance de sous-performance
(”Limited Expected Loss”), voir la premiere partie de la these.

45. toute chose restant égale par ailleurs
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(2) Pour 'asset manager qui est ” fortement ” averse a la perte (D > 6 > 1),
le profil de gain est similaire & celui de ’asset manager averse & la perte
et sans incitation financiere (D > 60 =1) :

— un profil asymétrique et continu & trois ou quatre états de richesse?

6

qui est moins risqué que celui de ’asset manager de référence sans aver-
sion ni incitation financiere (cas D = 6 = 1 pour lequel le pay-off est
symétrique et continu).

un état de richesse supplémentaire, par rapport a la stratégie de référence
D =60 =1, qui correspond a un intervalle de valeurs intermédiaires de
Iactif risqué dans lequel le gérant implémente une gestion passive.

La courbe du poids de I'actif risqué investi dans le portefeuille optimal,
exprimé en fonction de la valeur de cet actif, ressemble a une forme de
cloche inversée et asymétrique : dans une zone de valeurs médianes de
Pactif risqué, I’asset manager diminue fortement 1’investissement de son
portefeuille dans I’actif risqué. Ce qui se traduit également par une sous-
exposition par rapport au portefeuille de ’asset manager de référence,
sans incitation financiére ni aversion & la sous-performance.

(3) Pour lasset manager qui est modérément averse & la perte (D =6 > 1),

— le profil de la rémunération de ’asset manager est continu et symétrique

et ressemble & celui de 'asset manager de référence (& la contrainte de
budget pres).

— le profil de gain de l'investisseur, également continu, reste asymétrique

(profil averse & la sous-performance) et plus défensif que la stratégie de
référence (sans aversion a la sous-performance ni incitation financiere a
la sous-performance, i.e. D =60 = 1).

46. trois états pour le profil de gain de ’asset manager CRRA, et quatre états pour l'asset
manager quadratique qui doit prendre en compte une contrainte supplémentaire d’assurance de

portefeuille.



ANNEXE A

Démonstrations partie 1

PREUVE DU THEOREME 1.

(a) ler cas: : Fonction d’utilité discontinue

La démonstration dans ce cas est similaire & celle de la proposition 1 dans ([Basak Shapiro, 2001]).

Ces auteurs utilisent une approche permettant de résoudre des problemes dyna-
miques non standards (pour des fonctions non concaves et non différentiables) ; la
démonstration se fait en deux étapes :

Tout d’abord, on montre que le convexe conjugué (ou transformé de Legendre-
Fenchel) du probleme (P1), défini par

U*(er) = MV((/za: {UW) — kerW}, avec ep = 1/Hrp,

a pour solution (” point par point ”) 'expression Wi telle que définie explicite-
ment dans le théoreme 1.

En considérant séparément le maximum local pour la partie supérieure et pour
la partie inférieure & W° , on peux appliquer les 7 CPO ”

(ou conditions de Khun et Tucker) localement et on trouve :

-pour W > W° | un maximum local égal & Max {WO, I(k:ET)}

-pour W < W° | un maximum local égal & Min {WO, I(keT)}

Donc le maximum global est, selon les cas, soit W = I(ker), soit Wy = W0,

Si UWT) — kepWs > U(W5) — ker Wy | W7 est le maximum globale sinon c’est
Wy

Pour A>0< H < H,
les différents sous-cas sont les suivants :
-Pourep <g,avece =1/H =« (W) /k , on trouve que I(ker) est le maximum.

-Pour ¢ < ep < €, avec € = 1/H > ¢ , solution de 'équation u(I(kg)) —

(kz)u(I(kg)) — u(W°) + (k)W = A, on trouve pour maximum W?°.

-Pour er > £ , on trouve que I(ker) est le maximum.

291
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Powr A=0& H=H",

Pexpression de W7, telle que définie explicitement dans le théoreme 1, est donnée
par I(ker), avec ep = 1/Hp.

On démontre qu’il s’agit bien de ’expression de la richesse terminale optimale du
probleme d’investissement considéré pour A = 0 : la résolution est celle du probleme
de I’asset manager HARA sans contrainte d’aversion sous ’hypothese d’une fonc-
tion d’utilité concave et différentiable.

C.Q.F.D.

Montrons maintenant que W* telle que U*(ep) = MV[(/z:c {UW) — kerW} =UW*)—

kepW™* est solution du probleme statique considéré (P1) :

Considérons une stratégie quelconque admissible vérifiant la contrainte de bud-
get et dont la valeur finale est notée Wrp.

On a

EUW7)] - E[UWr)] =

E[UW)] — E[UWr)| — E(kerW3) + E(kerWr) =
EU*(er)] — (E[UWr)] — E(kerWr)) 2 0

La premiere égalité se déduit de la contraint de budget du probléeme considérée
qui est vérifiée a la fois par Wr et par W7. L’inégalité est une conséquence directe
du résultat démontré dans le premier point.

Conclusion : Wi est solution du probleme statique considéré (P1).

(b) 2d cas: Fonction d’utilité continue

Il s’agit du probleme (P19) dans le cas particulier ou l'investisseur est averse &
la sous-performance mais ne recoit pas d’incitation financiere. La solution de ce
probleme est donnée dans le théoreme 9 (cf. chapitre 5 de la seconde partie de la
these).

Ainsi, l'expression de la richesse terminale optimale correspond a celle de la so-
lution du probleme (P19) pour un choix de la valeur du parametre d’incitation
financiere égale & 1 : # =1 (cas ou il n’y a pas d’incitations financieres).

O

1. Ce choix de valeurs seuils du portefeuille H revient a considérer un parametre, A, d’aversion
a la perte, égal & 0. Or la valeur 0 est un minorant du parametre A (cas du niveau d’aversion a
la perte minimal pour lequel la contrainte de pénalisation de la sous-performance ne joue pas), et
on peut donc considérer, sans perte de généralité que H est un majorant de H.



A. DEMONSTRATIONS PARTIE 1 293

PREUVE DE LA PROPRIETE 1 ET DE LA CONSEQUENCE 1.

Voir [Basak Shapiro, 2001] O

PREUVE DE LA CONSEQUENCE 2.

La stratégie peut étre vue comme la somme des deux stratégies suivantes :

une stratégie d’assurance de portefeuille :

Cette stratégie a pour sous-jacent le portefeuille de Merton et correspond a ni-
veau de protection égal & WY ;

une stratégie ”vendeuse de protection” :

Cette stratégie comprend une position vendeuse d’une option Put et une position
vendeuse d’une option binaire versant (W° — W®).

Ces deux options ont pour sous-jacent le portefeuille de Merton atteignant la ri-
1/~ . s . . .
chesse H;' ' et pour strike I’expression suivante :

wWe = yﬂlm avec y = k~1/7 et avec H solution de ’équation PHr< H)=a.

On en déduit 'expression cherchée :

Wy =Woe "I 4 C(yH; ,W°, T —t) — P(yH; ,W*, T —t)

+ (W =WO)B(yH;, W, T —1)
avec C(yH;,W° T —t) (vesp. P(yH;,W* T —t) , resp. B(yH; , W T —t))
la valeur, & la date t, du Call européen (resp. Put européen, resp. option Binaire)

d’échéance T —t , de strike WO | (' resp. W | resp. W ) sur le sous-jacent yH;
O

PREUVE DE LA PROPRIETE 2.

Dans le cas d'un investisseur CRRA, on a I(z) = z~ /7 | et u () = 277, et
on trouve le résultat cherché par application directe du théoreme 1.

PREUVE DE LA PROPRIETE 3.

Dans le cas ou l'investisseur considéré est CRRA, et si W7 est la solution du
probleme (P3)(A) avec A vérifiant A = u(I(k/H)) — (k/H)u(I(k/H)) — u(W°) +
(k/H)W?O et H vérifiant P(Hr < H) = «, alors il est facile de voir que W est aussi
la solution du probléme (P2)(«) dont Iexpression est donnée dans la propriété 1.
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La réciproque s’obtient de la méme maniere en partant de l'expression de Wy,

la solution du probleme (P2)(«) donnée dans la propriété 1, et en considérant I'ex-

pression de la solution optimale du probleme (P3)(A)donnée dans la propriété 2.
([l

PREUVE DE LA PROPRIETE 4.

Cette démonstration se trouve dans [Berkelaar et al., 2004] qui suivent la méme
méthode de résolution que ([Basak Shapiro, 2001]); on rappelle que celle-ci per-
met de résoudre des problemes dynamiques non standard (non concaves et/ou non
différentiables).

Elle se fait en deux étapes :

1) Les auteurs montrent dans un premier temps que le convexe conjugué du probleme
(P4), définie par U*(er) = MV‘(/zx{U(W) — kerW}, avec la notation er = 1/Hrp a

pour solution (” point par point ”) l'expression W7 telle que définie explicitement
dans la propriété 4.

2) Ils montrent ensuite que W* = U*(er) = Mvgx {U(W) — kepW} est solution

du probléme statique considéré (P4).

Ils en concluent que W7 est solution du probléme statique considéré (P4).

PREUVE DE LA CONSEQUENCE 3.

On montre que la stratégie optimale peut étre vue comme la combinaison de plu-
sieurs positions optionnelles élémentaires comprenant :

-une position acheteuse investie sur une stratégie d’assurance de portefeuille option-
nelle (” Option Based Portfolio Insurance ”) dont le sous-jacent est, & une constante

multiplicative pres, le portefeuille de Merton (sa valeur finale est yBH}/ 7) et dont
le niveau de protection est égal & WV,

-une position vendeuse sur une option Put écrite, au levier pres, sur le méme sous-
. 1 .
jacent (sa valeur finale est yAHT/ ") et de strike WO,

ot on a posé ya = 1/(k/A)Y7 et yp =1/(k/B)*/7 .
On en déduit 'expression cherchée :

Wi =Woe " T 4 C(ygH WO, T —t) — P(yaH; , W°, T —t)

Ou C(Zy, WO, T —t) (vesp. P(Z;, WO, T —t)) désigne la valeur a la date ¢, du
Call européen (resp. Put européen) d’échéance T — t, de strike W? et écrite sur le
sous-jacent Z;. ([



A. DEMONSTRATIONS PARTIE 1 295

PREUVE DE LA PROPRIETE 5.

Voir [Basak Shapiro, 2001] O

PREUVE DE LA PROPRIETE 6.

Si W7 est la solution du probleme (P4)(A, B) avec A et B vérifiant B = k/ky et A =
k/(k1 — k2) ou ky et ko sont solutions du systéme d’équations suivant :

B(Wj(ka ko) /Hr) = 1
E (1/HT)(WO — W;(kl, k2))1{W;(k1,k2)<W0} =couky =0

alors, par application directe de la propriété 5, on en déduit que Wy est aussi
la solution du probleme P5(¢).

En utilisant la propriété 4, la réciproque s’en déduit aisément.

Il
PREUVE DE LA PROPRIETE 8 ET 9 .
Voir [Berkelaar Kouwenberg, 2000] O
PREUVE DES CONSEQUENCES 5 ET 6 .
Ces résultats s’obtiennent par application directe des propriétés 8 et 9. O

PREUVE DE LA PROPRIETE 10.

La démonstration est identique a celle de [Berkelaar Kouwenberg, 2000] ;
il suffit pour cela :
- de supposer que 'investisseur n’est pas averse a la sous-performance,
- de remplacer, dans la fonction objective, le parametre d’aversion implicite 7 A”
du probleme (P7) de [Berkelaar Kouwenberg, 2000], par le coefficient de La-
grange correspondant aux contraintes explicites de risque de sous-performance que
nous avons introduites dans I’énoncé du probleme (P8). O

PREUVE DE LA CONSEQUENCE 7 .

Le résultat s’obtient par application directe de la propriété 10 et des propriétés
8 et 9. 0
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PREUVE DU THEOREME 2 .

On suit les mémes étapes que dans la démonstration du théoreme 1 pour déterminer
la solution du probleme d’investissement (P1) avec fonction d’utilité discontinue

(dont I’expression correspond au cas a) du théoréme 1, voir aussi [Basak Shapiro, 2001].

Notre démonstration se distingue de celle de [Basak Shapiro, 2001] par le fait
que nous considérons une fonction d’utilité spécifique de type quadratique et une
contrainte supplémentaire d’assurance de portefeuille dans le probleme d’investis-
sement.

Tout d’abord on montre que le convexe conjugué (ou transformé de Legendre-
Fenchel) du probleme (P10), U*(er) a pour solution (” point par point ”) I'expres-
sion W7 telle que définie explicitement dans le théoreme 2.

U*(er) est définie par 'expression U*(e7) = VJ\V4>aV:(E/ {UW) — kerW}
avec er = 1/Hrp, N

u(z) — Bsiz < W°

u(z) siz > WO et olt u(z) =z — (1/2a)2”.

et avec U(z) = {
En considérant séparément le maximum local pour la partie supérieure et pour
la partie inférieure & WP, on peux appliquer les 7 CPO ” ( ou conditions de Khun
et Tucker) localement et on trouve :

-pour W > W | un maximum local égal & W7 = Max {WO, a(l — keT)}

-pour W < W, un maximum local égal & W3 = Min {W°, Maz {W;a(l — ker)}}
Donc le maximum global est, selon les cas, soit W7 , soit W3 ;

SiU(W)—ker Wi > UW3)—kepW3 , W est le maximum globale sinon c’est W3

Pour er < g, avec ¢ = 1/H = (1 — W°a)/k , on a a(l — ker) > W° donc
Wi =a(l—ker) et Wiy =W0.

En posant g, (r) = u(z) — (ker)z = x — (1/2a)x? — (ker)z , on obtient :
UWY) = ker Wi = ger (W) = ger (a(l — ker)) et
U(W5) = ker W5 = ger (W5) = g (W)

Or ge, (x) admet pour maximum global : a(1 — ker) , donc
Ger (a(1 — ker)) > ger (WP) et le maximum cherché est a(1 — ker).

Dans la suite de la démonstration, on supposera, sans perte de généralité, que
B # 02 et on distinguera les cas selon que W° > W + v/2aB est vérifiée ou non.

2. Dans ce cas le probleme est celui de I'investisseur sans aversion et I’expression de la richesse
terminale optimale s’obtient en considérant les arguments standards sous ’hypothése d’une fonc-
tion d’utilité concave et différentiable; on obtient W = a(1 — ker).
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ler cas : W0 > W + v2aB

a)Poure <er <ew ,avecew =1/Hw = (1 —-W/a)/k > e.

OnaW < a(l—ker) < WY donc Wy = W0 et Wi = a(l — ker) .
et on obtient U(W7) — ker Wi = g (W;) = g (WO) et

UW3) = kerW3 = ger (W3) — B = ger(a(l — ker)) — B.

Donc W0 est le maximum si g.,.(W°) + B > g, (a(1 — ker)).

Soit # solution de g=(a(l — k%)) = g=(W°) + B ,
042
c’est & dire de 2(1 — kg)2 + WO (kg) = WO — % + B.

2
On a ge, (W) + B = go,(W?) + g(a(l — kE)) — g=(W)
soit encore g.,.(W°) + B = g=(a(1 — k%)) + kW (Z — er)
Posons fyo(er) = ger(a(l — ker)) + kWO = (1 — ker)? + kW%
fwo(er) est une fonction croissante pour e7 > e = (1 — W°/a)/k,
et on en déduit que pour £ < ex < E on a fyo(er) < fio(E).
et donc aussi que g.,. (W°) + B = g=(a(l — k%)) + kWO — 1) > g, (a(l — ke)).
Ce qui montre que WO est le maximum pour € < er <E.
De plus, on a par hypothese £ < ey puisque W > W + V2aB.
On en déduit donc que a(l — kep) est le maximum pour € < er < ew.
Finalement on note que H = 1/ est solution de
w(I(/ H)) — (b Hyu(I(k/H)) — u(W°) + (k/ H)W® = B

Ou encore de oo o
&1~ k/H)? + WO(k/H) = W — U2 4 B=u(k/H) + B

2a
Ce qui donne H = k/(1 — (W° —v2aB)/a)
b) Pour ep > ew
On a a(l — ker) < W donc Wy = W0 et W = W , et on obtient :
UW?) = kex Wi = gop (W) = gop (W)

et U(WQ*) - kETWQ* = Ger (WQ*) - B= Ger (w) - B
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Donc W est le maximum si g-,. (W) + B < g.,,(W) &
er < (1/K) [1 = (W + W) /20 + B/(W° - W)] =
Or W% > W + v2aB ew > ¢ donc Ver,er > Ew = €T = Ew.

Par conséquent le maximum est toujours W

2d cas : WO < W + v2aB

Dans ce cas, on a € > € > ew > £ et on obtient de la méme maniere que pour le
cas précédent :

a) Pour g <er <ew , WO est le maximum.

b) Pour ep > ew , W est le maximum.

Montrons maintenant que W* telle que
U*(er) = %gv:f/ {UW) — kerW} = UW?*) — kepW™* est solution du probleme

statique considéré (P10).

Considérons une stratégie quelconque admissible dont la richesse finale est notée
Wr et vérifiant la contrainte de budget du probleme (P10). On en déduit que :

EUWT)] - E[UWr)] =
E[UWE)] - E[UWr)] — B(ker W) + E(kerWr) =
E[U*(er)] — (E[UWr)] — E(kerWr)) > 0

La premiere égalité se déduit de la contraint de budget du probleme considérée
qui est vérifiée a la fois par Wr et par W7. La relation d’'inégalité de la derniere
ligne est une conséquence directe du résultat démontré dans le premier point.

PREUVE DE LA CONSEQUENCE 8 .

Le résultat cherché s’obtient par application directe du théoreme 2. O
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PREUVE DE LA PROPRIETE 11 .

LEMME 3.

La richesse terminale optimale du probléme (P9) est donnée par expression sui-
vante,

-SiWO > W+ V2aB

a(l—k/Hp) si Hp > H

W% siH< Hp <H

a(l1 —k/Hr) si Hy < Hr < H
W si Hp < Hw

Wi =

-Si WO < W ++/2aB , la solution est dégénérée et est donnée par lexpression
suivante :

a(l—k/Hr) si Hr > H
Wi=4q W°si Hy < Hr <H
W si Hr < Hwy
avec k vérifiant équation de budget suivante : E(W3/Hr) =1,

avec H = k/(1—W?°/a), H solution de P(Hr < H) = a,
avec Hw = k/(1 —W/a), ov H > H,

et avec B=Ax (W° —a(l — k/H))?

PREUVE DU LEMME 3.

En partant des définitions de H, solution de P(Hr < H) = «, et de
H=k/(1-W°a), dans le cas ot la contrainte du probleme P9(a) ne joue pas?,
alors on a H > H, et la solution du probleme (P9) est la richesse terminale de la
stratégie ” Option Based Portfolio Insurance”, qui est solution du probleme d’inves-
tissement avec une unique contrainte de seuil de richesse minimum W .

Dans le cas contraire, on a H < H , et P(W} < W°) = a.

Le reste de la démonstration est similaire a celle du théoreme 2 :

1) Tout d’abord on montre que le convexe conjugué (ou transformé de Legendre-
Fenchel) du probleme (P9), U*(er) , avec un terme additionnel pour tenir compte

de la contrainte VaR, a pour solution (” point par point ”) 'expression W telle
que définie explicitement dans le lemme 3 ci-dessus.

3. cest a dire si P(W} < W9) < a
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U*(er) est définie par 'expression

U*(er) = é\/i)a& {u(W) — kerW — Blywcwoy }

avec er = 1/Hy et avec B = u(I(kg)) — (k&)u(I(k8)) — u(W°) + (k2)W° >0
Ce qui donne B = 4(1—k/H)*> +WO°(k/H) — W° + %

soit encore B = A x (W° —a(1 — k/H))2.

Par conséquent U*(e) peut se réécrire de la fagon suivante :

U*(er) = Maz {U(W) ~ ker W)

u(z) — B six < W°

w(e) si x> WO ot u(x) =z — (1/2a)x?

avec U(z) = {
Le reste de la démonstration de la partie 1) du lemme est identique & celle de
la démonstration de théoreme 2.

2) Montrons maintenant que que W* telle que

U*(ET) = WM>GVQ‘T/ {U(W) — ke W — Bl{W<W0}} = ’U,(W*) — kepW™* — BI{W*<W0}

est solution du probleme statique considéré (P9)

On considere une stratégie quelconque admissible vérifiant la contrainte de bud-
get et la contrainte VaR du probléme (P9) et dont la richesse finale est notée Wr.

On en déduit que :

Elu(Wr)] — Efu(Wr)] =
E[u(Wp)] — E[w(Wr)] — E(kerW3) + E(kerWr) + Ba — Ba >
E[U*(er)] — (E[u(Wr)] = E(kerWr) — E(Bly<wo)) 20

La relation d’égalité se déduit de la contrainte de budget du probleme considéré
qui est vérifiée a la fois par Wr et par Wi.

La premiere relation d’inégalité se déduit de la contrainte VaR du probleme (P9)
vérifiée & la fois par Wr (avec une inégalité) et par W (avec une égalité).

La seconde relation d’inégalité est une conséquence directe du résultat démontré
dans le premier point.

O

Finalement, le résultat d’équivalence entre le probleme (P9) et le probleme
(P10) donné dans le cadre de la Propriété 11 s’obtient comme une conséquence
directe du lemme 3 (i.e. qui fournit Pexpression de la solution optimale du probleme
(P9)) et du théoreme 2 (qui fournit la solution optimale du probleme (P10)).

O
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PREUVE DE LA PROPRIKTE 12.

On obtient le résultat de la Propriété 12 par une décomposition, en position op-
tionnelle élémentaire, de I’expression de la richesse terminale optimale fournie dans
le théoreme 2. O

PREUVE DE LA PROPRIETE 13.
On se place dans le cas on W0 > W + /2aB.

Le résultat de la Propriété 13 est une conséquence directe de la propriété 11 en
utilisant les hypotheéses du modele a deux actifs de Black & Scholes.

On peut aussi utiliser un calcul direct en partant de ’expression donnée dans le
théoreme 2 de la richesse finale optimale.

On utilise la probabilité Risque Neutre, notée Q ; par changement de probabilité de
la probabilité historique P a Q, on en déduit que le portefeuille de norme minimum
I a une dynamique qui s’écrit

dIy /I, = rdt — NdZ} avec dZf = \dt + dZ,

Par conséquent, on obtient W;* = e 7T~ x B {Wz}

et de facon plus détaillée Wy = e "(T=8) x B [Wal + Wi2 + W3 + Wit}
avec Wil = a(1 — klr) L1/ » Wiz = WOl(l/ﬁgIT<1/ﬂ)’

Wi =a(l— k/HT)l(l/ﬂgITd/FW)’ et Wit = W1(1T21/FW)'
Apres calcul, en utilisant la log normalité de I;, on trouve l’expression cherchée :

Wy = ae”"T"N(=day(I)) + N(—dz(Ly)) — N(—do(T))}
— kL {N(=di(T)) + N(—da(Ly)) — N(—do(I))}
+ WO " T=DIN (=dy(T)) + N(—dz(I))}

+ We " TIN(dy (L)

avec I =1/H,I=1/H, Iy = 1/Hw et avec

_log(L) 4+ (= X))

i di=de+ VT —t
MWT -t P

d2 (:E)
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PREUVE DE LA PROPRIETE 14.
Partant de ’expression de W;x, donnée dans la propriété 13, et en utilisant la

théorie standard de I’évaluation des options, et le fait que le portefeuille I est une
stratégie de valeur intermédiaire, I; et de poids constant, noté i, on peut écrire :

8;th il investi (en cash) dans I'indice (M, m)
¢
Wy — 8;? il; investi (en cash) dans 'A.S.R
¢
avec :
* * 8Wt* . T
wi Wi = D4, = (aR)A N (~ds (1)) + N(~ds(Iw)) ~ N(~ds (D)}
¢
(ak)h - —r(T—t) T
+ ——————(I—-1)e " O(—dao(I
S 1= D a(—da(T)

PREUVE DU THEOREME 3.

La démonstration se fait en deux étapes :

(1) Tout d’abord on montre que le convexe conjugué (ou transformé de Legendre-
Fenchel) du probleme (P11), noté U*(er), a pour solution (”point par point”)
Pexpression W7 telle que définie explicitement dans le théoreme 3.

U*(er) est définie par I'expression U*(er) = WM>aV%/ {UW) — keprW} , avec ep =
1/Hrp, -

Au(z) + (B — A)u(W?) siz < W°
Bu(z) siz > wo

et avec U(x) = {
ou u(x) =z — (1/2a)x? désigne la fonction d’utilité quadratique.

En considérant séparément le maximum local pour la partie supérieure et pour

la partie inférieure & WP, on peux appliquer les 7 CPO ” ( ou conditions de Khun

et Tucker) localement et on trouve :

-pour W > W? | un maximum local égal & W} = Maz {W° a(1 — (k/B)er)}

-pour W < W, un maximum local égal a W5 = Min {W° Max {W;a(1 — (k/A)er)}}
Donc le maximum global est, selon les cas, soit W7 , soit W3

Si U(WY) — ker Wi > U(WS) — kepWy |, Wi est le maximum globale sinon c’est

w3

(a) Pourer < e ,avece = 1/H = (1—-W%a)/(k/B).
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On a a(1 — (k/B)er) > W° donc Wy = a(l — (k/B)er) et W5 = WO .
En posant g, () = Bu(z) — (ker)r = Bz — (1/2a)z?) — (ker)x,

on obtient : U(W7) — kep W7 = 9oy (W) = gep (a(1 — ker))

et U(W3) — ker W3 = ger (W3) = ger (WP).
Or g, () admet pour maximum global : a(l — (k/B)er),
Par conséquent, on a g.,.(a(l — (k/B)er)) > gep (W9).

Le maximum cherché est donc a(1l — (k/B)er)

Poure <er <%,avecz=1/H = (1-W%a)/(k/A) > .

On aa(l — (k/B)er) < WCet a(l — (k/A)er) = WO
par conséquent, le maximum est W} = Wy = W0,

(1]

Pourz <ep <%,avecz=1/H=(1-W/a)/(k/A) > ¢.
OnaW <a(l— (k/A)er) < W done Wi = WO

et Wi =a(l — (k/A)er).

En posant g, (r) = Au(x) — (ker)z = A(z — (1/2a)2?) — (ker)z,
on obtient :

U(WY) = ker Wy = ger (Wy) = C = g, (W°) = C

et UW5) — kerWs = ger (W3) = C = g, (W) = C

avec C' = (B — A)u(W?) .

Donc WY est le maximum si g.,.(W°) > g...(W) .

Or g, (x) admet pour maximum global : a(1 — (k/A)er).
Par conséquent, on a g..(a(l — (k/A)er)) > gr (W9).

On en déduit que le maximum cherché est a(1 — (k/A)er).

Pour ep > E.
On a a(l — (k/A)er) > W donc Wy = WY et W5 = W.

On obtient :
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UWY) = ker Wi = ger (WY) — C = g (W) — C'et
UWs) = kerW3 = ger (W5) = C = g, (W) = C

Donc W est le maximum si g.,.(W°) > g, (W).
Orona: g, (W% > g..(W)

si et seulement si e < ew = (A/k) [1 — (W + W)/24q]
De plus, on a € = (A/k)(1 — W /a) > ew.

On en déduit que Ver, er 2 = er > ew.

Par conséquent, le maximum est W.

Montrons maintenant que W* telle que U*(e7) = WM>aV%/ {UW) — kegW} =UW™*)—

kepW™ est solution du probleme statique considéré (P11).

On considere une stratégie quelconque admissible vérifiant la contrainte de bud-
get du probleme (P11) et dont la valeur finale est notée Wr.

On en déduit que :

)
E[UWE)] — E[UWz)] — BEkerWs) + E(kerWr) =
E[U*(er)] — (E[UWr)] — E(kerWr)) = 0

La premiere égalité se déduit de la contraint de budget du probléeme considérée
qui est vérifiée a la fois par Wr et par W7. La relation d’'inégalité de la derniere
ligne est une conséquence directe du résultat démontré dans le premier point.

PREUVE DE LA CONSEQUENCE 9.

On obtient le résultat de la Conséquence 9 par une décomposition en positions
optionnelles élémentaires de ’expression de la richesse terminale optimale qui est
donnée dans le théoreme 3. (]

PREUVE DE LA PROPRIKETE 15.

Si B {(1/HT)(W0 7W;i(kl,kg))l{W;(khb)gWO}} <cdonchy = 0et H=TH

et la solution du probléeme P12(e) est celle de la stratégie ” OBPI ” | de niveau de
protection W | et dont le sous-jacent est le portefeuille solution du probleme MV
dynamique sans contrainte.

Sinon E [(1/HT)(W0 — Wi (k1 k)L gy k2)<W0}} —cetonaH<H.
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Tout d’abord on montre que le convexe conjugué (ou transformé de Legendre-
Fenchel) du probleme (P12), U*(e7) , avec un terme additionnel pour tenir compte
de la contrainte ” LEL ”, a pour solution (” point par point ”) 'expression W
telle que définie explicitement dans la propriété 15.
U*(er) est définie par 'expression

_ 0
U*(ET) = é/\f)a& {’U,(W) — k’1€TW — k’Q(W — W) er X 1{W<W0}}
avec e = 1/Hrp.
En considérant séparément le maximum local pour la partie supérieure et pour
la partie inférieure & W° | on peux appliquer les 7 CPO ” ( ou conditions de Khun
et Tucker) localement et on trouve :
-pour W > W | un maximum local égal & W7 = Max {WO, a(l — klsT)}
-pour W < W un maximum local égal a W5 = Min {W° Maz {W;a(1 — (k1 — k2)er)}}

Donc le maximum global est, selon les cas, soit W7 | soit W3

En posant B = k/k1 et A =k/(k1 — k2), le reste de la démonstration de la partie
1) est identique & la démonstration de la partie 1) du Théoréme 3 .

Montrons maintenant que U* (er) = é\V4>aVJIc/ {u(W) — kierW — ko(W? — W)l <oy }

est solution du probléme statique considéré (P12).

On considere une stratégie quelconque admissible vérifiant la contrainte de bud-
get et la contrainte LEL du probléme (P12) et dont la richesse finale est notée Wr.

On a:
Elu(Wr)] = Eu(Wr)] =
FE [U(Wj*w)] - F [U(WT)] — E(]ﬁETWT*w) + E(k‘lETWT) + koe — kog >

E[U*(er)] — (E [u(Wr)] = E(kierWr) — E(k2er(W° — W) 1y, cwo)) =0

La relation d’égalité se déduit de la contrainte de budget du probleme (P12) qui
est vérifiée a la fois par Wr et par Wr.

La premiere relation d’inégalité se déduit de la contrainte LEL du probleme (P12)
vérifiée a la fois par Wr (avec une relation d’inégalité) et par W7 (avec une relation
d’égalité).

La seconde relation d’inégalité est une conséquence directe du résultat démontré
dans le premier point.
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PREUVE DE LA CONSEQUENCE 10.

La conséquence 10 est une conséquence directe du théoreme 3 et de la propriété 15.

O

PREUVE DES PROPRIETES 17, 18 ET 20.
Les expressions de la valeur, a la date ¢, de la solution optimale, W;*, et de lalloca-
tion optimale s’obtiennent de la méme fagon que pour le probléme avec contrainte
de type VaR considéré dans la section précédente (voir les démonstrations des pro-

priétés 13 et 14 ci-dessus).

O

PREUVE DE L’APPENDICE N° 8. Expression du prix de 'obligation Zéro-Coupon
dans le cadre du modele de Vasicek

En partant de la propriété de martingale des prix sous la probabilité historique :

B(t,T —t) = HyE:(1/Hr) et en en utilisant la dynamique de Hy, on en déduit que
B(t,T —t) = E¢(e™N°) ou Ny est le processus de loi normale suivant :

No = —Ln(Hp/Hy;) = _(frudw INP (T —1)/24+ X Z)

Ce qui implique que :

Ei(No) = —m(T —t) avec m(T —t) = (b+ |\|* /2)(T — t) + (1t — b)or_¢ /o,
et Var(No) = Var(Ln(Hr)) = S2(T — ) + |M|* (T — t) — 20 | A n(T — t)

ol on a posé :

2 _ T o2 (T—t) ot o,
B(T-t)= [UT—udU ="z {1 ~oT—p 202(T—t)} ,

T
IT—1) = ([ or-adu) = on(T=0)L [1= 22525 | et o = Mo/ IAL I = 2240

_ _e—ar(T—t)
et or—t _ l—e

Or ar

Par conséquent, on peut écrire

Var(Ng) a2(T—1t)
2 2

B(t7 T — t) = eEt(NO)+ — efm(T,t)Jr
ot on a posé 02(T —t) = Var(Ln(Hr)) .

Enfin, en notant que :
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(T — 1) + ZI=0 = B(T — t) + (rt — b)or—/op + S2T — £)/2 — An(T — 1)

Ce qui se ré écrit—m/(T —t) + ”z(gft) =-m*(T —t)+ 3T —t)/2

avec la notation suivante : mx (T'—t) = bx (T —t) + (rt — bx) ==L et bx = b+ \2= .

22(T—t)
2

On obtient le résultat cherché : B(t,T —t) = e*(T—t)+
(I

PREUVE DU LEMME 1. Cf. [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]

De [Merton, 1990], on a h = (gg) 6 = (¢ X avec les notations vectorielles
suivantes :

dS/S = (ry + 0)dt + odZ,

o1 02

avec S = (S,Bk) , S = (0s,0K), et avec g = (
0 OK

) et avec A = ()71
On en déduit I’expression du vecteur h cherchée.
En utilisant la propriété d’auto-financement du portefeuille H :

dH/H = (ry + b 0)dt + b’ odZ,

et 'expression de h, on en déduit I’expression de la dynamique cherchée.

PREUVE DU LEMME 2. Cf. [Bajeux-Besnainou et al., 2003b]

(1) En partant de la propriété de martingale des prix sous la probabilité histo-
rique : H = H,E(H}./Hr), et en utilisant la dynamique de Hy, on en déduit que :

Hy = HfEy(eNe)
oll on a posé ¢ = 1/~ et ot N, est le processus de loi normale suivant :
T ) ,
N, = (c—1)Ln(Hrp/Hy) = (¢ — 1)([ rudu+ | A" (T = t)/2+ X Zy)
t
Ce qui implique que :
Ey(N.) = (¢ — D)m(T — t) avec m(T — t) = (b + ||A||> /2)(T — t) + (rt — b)or_i/or

et Var(N,) = (c—1)?xVar(Ln(Hr)) = (c—1)2 {22(T ) NPT = 1) = 2pm || (T — t)}

ou X(T —t) = faQ du=2T0 ] _ore T
- 3 T—u - a? o (T—t) T202(T—t) |

T
nT—t)= [or_ydu = JT(Tft)a—lr [1 - af(g"_—tt):| et prr = A/ A AP = A2 402
t
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_ _—ap(T—t)
et gr—t _ l—e

Or ar

Ce qui implique que H;} = Hf x B (Ne)+ 2258l Heelem)m(T—t)+(c=1)* ==

ott on a posé o%(T —t) = Var(Ln(Hr)) .

or_
Par conséquent, on a Hy = Hep(t)el* ) o7 ol  est une fonction déterministe
du temps, et on en déduit que H; vérifie TEDS suivante :

dH*/H* = c(dH/H) + (¢ — 1)7 =7 + [] dt ol [] est déterministe localement.

En utilisant la dynamique de r; et de B, on en déduit que H* peut étre répliqué
par la stratégie a poids constant suivante :

¢ = 1/ sur le portefeuille H
1—c¢ sur Vactif Zéro coupon B(t,T —t).

(2) En utilisant la propriété d’auto-financement pour le portefeuille H* :

dH*/H* = (r: + h*IH)dt +h¥' 2 dZ, et I’expression de h*, on en déduit I'expression
de la dynamique cherchée.

o2(T—t
(3) Sachant que B(t, T—t) = e~™T=t)+ G et que Hy = Hfele=m(T=t)+(e—1

e

avec ¢ = 1/, on en déduit que H} = HE[B(t,T —t)]* e T (o(T-1)*

)2@

PREUVE DE LA PROPRIETE 21 .

(1) L’expression de la richesse terminale solution du probléme considéré s’obtient
par application du théoréme 1 en considérant 'investisseur HARA sans aversion a
la sous-performance.

La solution du probléeme peut aussi s’obtenir par résolution directe du probleme
statique considéré :

Le Lagrangien du probleme s’écrit : L(Yr) = E(u(Yr)) — k*E(Yr/Hr) .
94 . oL _
Les CPO s’écrivent : Yw € Q, W) = 0

Ce qui donne : Y = W; — Or =I(k*/Hr) = ((k*/H)—l/v — a) /¢,

avec y — I(y) = (y'/7 — a)/c qui désigne la fonction inverse de la fonction
z—u (2) = (cx+a)7

En posant k = (k*)_1/7 , on obtient expression cherchée : Wi = OT—l—(k:H%/A’ - a) /e

avec k vérifiant I’équation de budget :



A. DEMONSTRATIONS PARTIE 1 309

E{Y}/Hr} = Ao < k = (aB(0,T) + cAo)/H;

(2) L’expression de la valeur intermédiaire découle de l'expression de la richesse
terminale optimale trouvée en (1) et de expression de H; donnée dans
le Lemme 2.

(3) Le formule définissant ’allocation dynamique optimale résulte de Iexpression
de la valeur intermédiaire de la stratégie optimale trouvée en (2) et de I'expression
donnant D’allocation du portefeuille H* dans les différents actifs qui est exposée
dans le lemme 2.

O

PREUVE DES CONSEQUENCES 11, 12, 13, 14.

Les résultats énoncés dans les conséquences 11, 12, 13, 14 s’obtiennent par ap-
plication directe des résultats de la propriété 21.

PREUVE DE LA PROPRIKTE 22.

(1) L’expression de la richesse terminale optimale du probléeme sans contrainte
résulte d’une application directe du théoreme 1.

(2) L’expression de la richesse terminale optimale du probleme de l'investisseur
ayant un profil concave (y < 0), et devant prendre en compte une contrainte de
protection, s’obtient de la méme fagon que I’expression de la solution du probleme
de Pinvestisseur ayant une fonction quadratique (qui correspond au cas particu-
lier v = —1) donné dans le cadre du théoreme 3 ci-dessus; il suffit pour cela de
considérer la variable ep = (1/HT)71/A’ au lieu de ex = 1/Hr (voir démonstration
du théoréme 3 ci-dessus).

O

LEMME 4. Résultat énoncé dans 'appendice n” 30 : expression, dans le cadre
du modéle considéré a deuz actifs risqués et un facteur de tauz de type Vasicék, du
priz d’une option call et d’une option Put écrite dont le sous-jacent est le porte-
feuille de Merton.

Dans le cadre des hypothéses du modéle considéré, ’expression de la valeur de l’op-
tion call européen, respectivement de l'option put européen de strike WO, d’échéance
T — t, écrite sur le sous-jacent kH;, notée C(kH;,W° T —t), respectivement
P(kH;,W° T —t), avec k >0, W° > 0, et ot H}, désigne la valeur intermédiaire
du portefeuille de Merton?, est donnée par la formule suivante (qui généralise celle
du modele de Black & Scholes a un seul actif risqué et avec hypothése de tauz
d’intérét constant) :

4. On rappelle qu’il s’agit, & une constante de budget pres du portefeuille atteignant la richesse
finale (Hp)Y"
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C(kH} WO, T —t) = kH;N(dy) — WO B(t,T — t)N(d2)
et P(kH; WO, T —t) = WO B(t, T — t)N(—ds) — kH; N(—dj)

avec dy = (In(kH; /W) —In(B(t, T —t) + (o(T —t)/7)?/2)/(c(T —t)/7)
et avec do =dy —o(T —t)/y

ot les expressions de 0?(T —t) = Var(Ln(Hr)) et de B(t,T—t) sont celles données
dans le lemme 2.

PREUVE DU LEMME 4. : expression du prix d’une option call et Put sur le por-
tefeuille H;" dans le cadre du modele de Vasicek

En utilisant la propriété de martingale des prix sous la probabilité historique, on

peut écrire : C(kH; , WO, T —t) = H; x Ey {(kH$ — W°)* /Hp} avec ¢ = 1/, soit
encore,

C(kH; WO, T—t) = Hix By {RHE™ X 1 ypecrs g woya-osey J=WOH By {HZ' X Ly oy }
En utilisant la log normalité de H;fl :

1 1 N : ;
H$ ' = Hf 'eMNe ot N, est le processus de loi normal suivant :

Ne = (e = ) In(Hp/H) = (e~ )] radu + NP (7~ 1)/24 X2
t
ce qui implique que :
me = Ey(N.) = (c— 1)m(T —t) et 02 =Var(N.) = (c—1)?2 x 6*(T — t)
avee m(T —t) = (b+ ||| /2)(T — t) + (rt — b)or_¢ /o,
et o?(T — ) = Var(Ln(Hz)) = S(T ) + A2 (T — t) — 201 IN| (T — )
on en déduit que Hy x {k;H%_l X 1{kH;‘1>W0}} = kHtcEt(eNC1{Nc>Ln((k/W0)(1*C)/C)+Ln(H3_°)})

+oo u? —z2/2

+oo
N _ Mmet+ocu e /2 _ mc+af/2 e
Or Ey(e™lpnezyy) = [ e Vo du =T [ de
u z

ol on a posé,

L =ul — 0. = ((y° —me)/oe) — 0, et ¥ = (1/c— 1) x Ln(k/W°) + Ln(H} ™) ,
donc kHf x Ey(eNel{n,sy0y) = kHEemetoi/2N(—20)

et en posant dl = —2° = —u® + 0. = —((y° — m)/o.) + 0,

o) In(HEy _1n T— — o2 (T—
on obtient : d = (1/e) In(Cor )1 (]i;T{t;)+( 1/2)0”(T—t)

D’ou, en utilisant 'expression H; = Hf [B(t,T — t)](l_c)ec(cz’fl)("(T_t))2 donnée
dans le lemme 2,
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ML (B4, T—t)+((exo(T—t))2/2)

In(
Q
cxo(T—t)

dy =

En procédant de la méme fagon pour le second terme W°H; x E; {HT_l X 1{H_1<(k/W0)1/c} },
T

on obtient :
C(kH/, wo, T — t)=kH;N(d1) — B(t,T — t)WON(dg) avec do =dy —co(T —t)

L’expression de la valeur de 'option Put se déduit de celle de 'option Call (énoncée
ci-dessus) de mémes caractéristiques en utilisant la parité Call-Put. O

PREUVE DE LA PROPRIETE 23.

11 est facile de montrer que les expressions de la valeur finale de la stratégie optimale
donnée dans la propriété 22 dans les différents cas considérés correspondent & une
somme de positions élémentaires investies sur des options Call ou Put européens.

Il ne reste plus ensuite, pour trouver les résultats cherchés, qu’a utiliser 1’expression
analytique de la valeur de l'option call et put européen dans le modele considéré
qui est donnée dans le cadre du lemme 4.

O

LEMME 5.  Ezpression, dans le cadre du modele considéré a deuz actifs risqués
et a un facteur de taux de type Vasicek, de la stratégie de réplication d’une option
call européen écrite sur le portefeuille de Merton

Le "pay-off” d’une option call européen dont l’expression est Wpr = Max (O, k(HT)l/V - WO)
(call européen d’échéance T —t , de strike WO écrite sur le portefeuille de Merton),
peut étre atteinte par une stratégie de réplication :

-dont la valeur a la datet , est donnée par W) = C(kH;,W°, T—t) ou C(kH;},W° T—
t) est lexpression donnée dans le cadre du lemme 4 ci-dessus

-dont ’expression de l'allocation dynamique est la suivante :

EN (d1)H] investi (en cash) dans le portefeuille Hx
W — kN(dy)H; investi en cash dans Uactif B(t,T —t)

avec

_ () —In(B(T—)+(0(T—)/7)*/2)

(e(T=1)/7)

dq

et ou les expressions de o*(T —t) = Var(Ln(Hr)) , B(t,T —t) et H} sont définies
comme dans le lemme 2.

PREUVE DU LEMME 5. : expression de la stratégie de réplication d’une option
call écrite sur le portefeuille H; dans le cadre du modele considéré a deux actifs
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risqués et un facteur de taux de type Vasicek

Par dérivation de 'expression de W;* donnée dans le lemme 4, par rapport a H; et
a B(t,T —t), on en déduit que la stratégie de réplication de la stratégie optionnelle
considérée est celle énoncée dans le lemme 5.

O

PREUVE DE LA PROPRIETE 24.

Les expressions de 'allocation dynamique de la stratégie optimale dans les différents
cas de figure considérés qui sont énoncées dans la propriété 24 s’obtiennent par ap-
plication du lemme 5.

En effet, il suffit de remarquer que les expressions de la valeur intermédiaire de
la stratégie optimale, dans les différents cas respectifs, qui sont données dans la
propriété 23, correspondent a des sommes de positions élémentaires investies dans
des options Call et Put européens dont ’allocation dynamique est celle donnée dans
le cadre du lemme 5.



ANNEXE B

Démonstrations partie 2

PREUVE DU THEOREME 4. Le probléme de maximisation considéré (P15) peut
étre vu comme un cas particulier du probléeme (P19) pour un choix du paramétre
d’aversion, D particulier : D = 1; I’expression de la solution optimale du probleme
(P19) est énoncée dans le chapitre 5 dans le cadre du théoreme 8 (cf. démonstration

ci-dessous).
(]

PREUVE DU THEOREME 5. Notons tout d’abord que la fonction & maximiser
dans le cadre du probléme d’optimisation considéré (P16), que ’on notera y — w(y),
admet ’expression suivante :

u(la+y) siy<O0

wly) = ul=ly) = {u(a+n+(1+d)y) siy>0

1—
vestisseur CRRA), v € ]0; +00[\ {1} son parametre d’aversion au risque et z(y) =
a+y+ (n+ (1+d)y)ly>o sa fonction de frais onr les parametres 7, a et d sont des
constantes positives ou nulles et y désigne ’excédent de richesse par rapport au
benchmark.

-
avec z — u(z) = (z) 77 qui désigne la fonction d’utilité de 1’asset manager (i.e. in-

Nous cherchons & montrer que la solution du probléme (P16) est donnée par l'ex-
pression de Y fournie dans le théoreme 5. Il suffit pour cela de montrer que
le convexe conjugué (ou transformé de Legendre - Fenchel) du probleme (P16),

noté w*(Hr) = M}gx {w(Y) - HLTY}, a pour solution ”point par point” (i.e. pour

chaque valeur de Hp possible) l'expression de Y; donnée explicitement dans le
cadre du théoréme 5. 1.

Le probléme statique correspondant au convexe conjugué du probléeme (P16) peut
s’écrire de la fagon suivante : déterminer yx = argmax L(y) avec L(y) = w(y) —
y

HLTy; en considérant séparément le maximum local pour la partie supérieure et
pour la partie inférieure au benchmark (y < 0 et y > 0), on peut appliquer locale-
ment les ”CPO” (Conditions du Premier Ordre) qui dans le cadre de ce probleme
sécrivent L' (y) =0 :

1. En effet Y} = Argmax {w(Y)— HLTY} est aussi la solution du probléeme (P16)
Y

puisque pour toute stratégie quelconque admissible vérifiant la contrainte de budget du probleme
(P16), notée Y , on a E [w(Y7)] = E [w(Yr)] = E [w(Y})] = E [w(Y7)] = E(55 Yi)+ E(5-Yr) =

E [w*(Hr)] — (E [w(Yr)] = E(g;YT)) 20 .

313
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— Pour y < 0, avec L(y) = u(a+y) — HiTy, les CPO donnent :L'(y) =0«
u(a+y) = HLT ou encore L'(y) = 0 & y = I(HLT) —a, avec x — I(x)
qui désigne la fonction inverse de fonction = — u (x); par conséquent, un
premier maximum local est

k

Yy = Min {I(—) - a;()} = Min {(HT/k)l/v — a;O}

Hr

— De méme pour y > 0, on a L(y) = u(a+n+ (1+d)y) — HLTy7 ce qui implique
que L'(y) =0 < u'(a+n+ (1+d)y) = 0, et apres inversion de la fonction
y = u(y), L'y) =0 ey = Fld {I(ﬁ) —(a+ 77)} ; on en déduit
I'expression du second maximum local :

1/~
yg‘;rld ax{(%) (a+n);0}

Par conséquent il y a deux candidats possibles pour le maximum global cherché;
en fonction des valeurs des parametres 7, a, d, et de celle de Hp, la valeur finale du
portefeuille H, le maximum global cherché sera ou bien y; ou bien y3.

Notons que l'on a y3 > 0 < Iy = HLT < (1:d)u/(a +n) = @ (a+n)"" =m et

yi > 0 Ilr < uT(a) = % = m; et par conséquent on a l’équivalence suivante
T = T & nla > {(1 + d)l/7 - 1} pour a > 0 et les mémes valeurs des autres

parametres que celles décrites précédemment.

Cas1: a=0,d>0,17>0?

Dans ce cas, on a m = 400, yi = Min {I(HLT);O} =0, m = (1',:d) (n)~7 et

v = Maw { I(e) =m0} / (1 + d)

— Pour Il < w2, on a yj = 0 et y5 > 0 et donc pour ces deux valeurs, I’expression
de la fonction & maximiser est la méme : L(y) = u(n+ (1 +d)y) — HLTy ; de plus,

onalL(y) =0 y=uyset L'(y) >0 < y < y5, par conséquent 3 est le
maximum global.

— Pour Il > ma, on a y7 = y5 = 0 et 0 est le maximum global cherché. On en
déduit que 'expression de la richesse terminale optimale pour ’asset manager est
bien Pexpression du cas (1) exposée dans 1’énoncé du théoreme 5 pour ces mémes
valeurs des parameétres (i.e. a =0, d > 0 et n > 0).

Démontrons maintenant le résultat énoncé dans lemme suivant :

2. Cas particulier ol ’asset manager ne regoit pas de frais de gestion fixes (¢ = 0) mais en
revanche regoit, en cas de sur-performance, un bonus fixe (n > 0) et éventuellement des frais de
gestion variables supplémentaires (d > 0).
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LEMME 6.

V(n,a,d,v) € {(n,a,d,v)€R4\n>0,a>0,d>077>0,7¢1, n/a= [(Hd)l/”*l}},

alors la solution du probléme (P16) est donnée par l’expression suivante :

! {(lilH )1/7(a+n)} si Hp > H

1+d | k
Yr=9o0 siH"™ < Hp <H
(Hr/k)"" —a si Hp < H**

avec H = + ) {(1 +ed)a}?, avec H** solution implicite de ’équation :
h(k/H*) =0 avec h(z) = g(z) — u(a + 1),

-1/~
= u[I(@)] —x[I(z) — a] = S=75- +az®.

et avec g(x

PREUVE DU LEMME 6.

Notons qu'on a kme = (1+d)(a+n)" " < a7 = km. Il y a donc trois cas pos-
sibles :

— Pour Ily < mp < m,onay; = 0ety; > 0 et donc pour ces deux valeurs, 'expres-
sion de la fonction & maximiser est la méme : L(y) = u(a+n+ (1 +d)y) — HLTy ;

de plus, on a L’ (y) =0 y=uy; et L'(y) >0 < y < yi, par conséquent y; est
le maximum global.

— Pour m; 2 Iy > w9, on a y7 = y5 = 0 et on en déduit que 0 est le maximum.

~ Pour Iy > m > my, onayi < 0,45 =0, L(y}) = u(a+y;) — g=ui et
L(ys) =ula+n+ (1 +d)y3) — HiTy’Q" =ula+n) = % ; nous cherchons a
déterminer le sous-ensemble de IIp € ]mi;4o00[ pour lequel L(yf) > L(y3).

On vérifie que IIp € |my;+o0] pour lequel L(yy) > L(yi) est équivalent a
x = kllp € |ay;+oo] vérifiant h(x) = L(yi(z)) — L(y3(z)) >0

% % _ 21-1/ a 1—~
avec h(z) = L(i(2)) - L3 (@) = g(@) — u(a+n) = ap — T2 — b0 o
ot on a posé g(z) =ul[l(z)] —z[I(x) —a] = *1“;17;/1;7 +az ety =km =a".

Oronah'(z) >0« x>z et de plus on a h(z;) < 0 (on a h(z;) =
u(a) — u(a+mn) < 0 car u est une fonction croissante); par conséquent il existe
dans l'intervalle « € |x1; +00[, une unique racine de ’équation h(z) = 0, notée zj.

Donc, en posant knl = xf, on en déduit que pour Il € Jmy;7nf[, y3 = 0 est

le maximum global cherché et pour Iy € |ng; +o0[, y7 < 0 est le maximum glo-
bal cherché.

3. @ — I(z) = 2~ 1/7 désigne la fonction inverse de la fonction & — u/(z) =z
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Enfin en posant H = 1/my = ﬁ{(l ved)al? et H™ = 1/m5 = 1/kal avec
h(z§) = 0, on obtient I’expression de la richesse terminale optimale donnée dans le
lemme 6. O

Cas 2: a>0,d=0,7>0*

On obtient ’expression de la stratégie optimale dans ce cas par application di-
recte du lemme 6 dans le cas particulier ou d = 0 : il s’agit bien de ’expression du
cas (2) de I’énoncé du théoréme 5.

Cas 3a: ¢ >0,d>0,7>0°

Notons tout d’abord que l'on peut supposer que n > 0 puisque dans le cas ou
n = 0, on se ramene a ’expression donnée dans le théoreme 4 dans le cas particulier
ou 'asset manager est CRRA.

De plus dans la suite, afin de simplifier la résolution du probleme, nous utiliserons la
notation € = n/da > 0; en effet, avec cette notation, on peut ré-écrire 'expression
des deux maximums locaux de la fagon suivante :

Yy = Min{(HT/k:)l/”’ —a;O}

et
.1 (1+d) Hp\'"
Yy = mMax (T) —(1+¢)a;0
et onamz%}mz@(l—l—&d)_'ya_”yﬁ
e>el = [(1+d)1/”—1}/d>0

. Vv _
(i) Sous cas: 52505%>0

L’expression de la stratégie optimale énoncée dans le théoreme 5 dans ce cas
(@a>0,d>0cete>c>0) est obtenue par application directe du lemme 6
en posant 7 = eda > 0 : il s’agit de I'expression donnée dans le théoreme 5 pour
€ 2 c* 6

(ii) Sous cas: 0 <e < ¢

— Pour Il < m < mg, on a yj = 0 et y5 > 0 et donc pour ces deux valeurs,
I’expression de la fonction a maximiser est la méme :
L(y) = u((l +de)a+ (1 + d)y) — HiTy; de plus, on a L/(y) =0 y=uy; et
L/(y) > 04 y < y;, par conséquent y; est le maximum global.

4. cas particulier ou l’asset manager recoit des frais de gestion fixe (a > 0) et, en cas de
sur-performance, un bonus fixe (n > 0) mais pas de frais de gestion variables supplémentaires
(d=0).

5. cas particulier ou I’asset manager regoit a la fois des frais de gestion fixe (a > 0) et, en
cas de sur-performance, des frais de gestion variables (d > 0) plus éventuellement un bonus fixe
(n>=0)

6. Nous verrons dans la suite de la démonstration que ¥ > £* est bien vérifiée
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— Pour my > Iy > 7y, on a yi = I (kIlp) —a < 0,

1/
ygL{(%) (1+d€)a}>0,

L(yt) = uw(a+y7) — #=v7 et L(ys) = w((1 + de)a+ (1 +d)y3) — 7=v5-

Nous cherchons & déterminer le sous-ensemble de IIp € |my;me[ pour lequel
L(y7) > L(y3)-

Pour 0 <e<e’,a>0,d>0,7>0ety#1, on a le résultat d’équivalence
suivant :

VIIp € Jmy;ma| tel que L(y;) > L(ys )< Vo € |x1; 22 tel que

Wz) = L(y}) — L(ys) = w(a + i) — =y —u((l+de)a+ (1+d)ys) + 7=ys > 0
avecyf = I (z) —a <0, y5 = g {I (z/ (1 + d)) — (1 +¢)a} >0,

z=kllr = HLT, r=km=a"etay=km=(1+d) (1+ed) "a.

Soit encore

l(z) = u(l(z))—z (I(x) — a)=u(l (z/ (1 + )+ 75 L (z/ A1+ d)) — (1 +de)a] >
0.

On en déduit que VIIy € |my;ma[ tel que L(yf) > L(y3), < Va € |xy; 22 tel que

l@)zg@)fﬁmﬂl+@)—fTZx>0 (0.1)
avec g(z) =ull(z)] —z[I(x) —a] = _f”_lii/l: +ax,”.

Nous démontrons a présent le résultat suivant :

LEMME 7.

1y_
Y (e,a,d,7) € R* tel que 0 < e < €% avec £° = %
v>0ety#1,

Il existe dans lintervalle x € ]0;+00[, une racine unique de 'équation l(x) = 0,
notée xf et donnée par l'expression suivante :

T = {a(sfl)d}ﬂ X {w}v & 0<e< Min{e%1}

>0,a>0,d>0,

1+d -1/~

L’unique racine de I’équation l(x) = 0 est comprise dans intervalle x € |x1; xa|

@O<€<€*E${%—l}

avec 0 < e* < Min{e%1}, 21 =aV etwy =(1+d)(1+ed) "a™.

PREUVE DU LEMME 7.
Etude de la fonction = — I(z) :
En utilisant 1’équation (Eq. 0.1) ainsi que l'expression de la fonction z — g(x),

7. ¢ — I(z) = 2~ 1/7 désigne la fonction inverse de la fonction & — u/(z) =z
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g(x) = *1“’_17;/1: + az, nous en déduisons 'expression de la fonction = — I(x) et

par dérivation celle de sa dérivée premitre z — I (z) :
I(z) = {—(1/(1+1d,)il/;l/tl } plm1/r — aledldy

et donc [ (z) = [(1/(1 rayty - 1} a1/ - alehd
Par conséquent, on obtient les résultats suivants :

0 — (td)/7-1
- d

-Pour v > 1, ona 0 < ¢ < 1 et donc pour € < ¢% < 1, on

. / 1-1/v_177
peut écrire [ (x) >0 <z > 2] = [%} > 0.
On en déduit que la fonction  — I(z) est une fonction monotone et croissante
dex & x>a7 > 0.

De plus, la résolution de I(x) > 0 donne l'expression de l'unique racine de
Péquation I(x) = 0, que l'on notera xf; en effet, on peut écrire : I(z) > 0 <

P (CV/CE)) i | 14a 7 _ =} "
T > Ty = { -1/~ X a(stl)d} - (1—11/7)” !

Et comme on a lin})l(O) = 0, on en déduit que pour z € ]0;zf], on a l(z) < 0 et
z—

pour z € |af; +oo[ on a l(x) > 0 avec I(xf) = 0.

1y_ o e
-Pour 0 < v < 1,0on a e’ = % > 1, et on doit distinguer les deux
sous cas suivants :
pour e <1 <¢e% onal () > 0 < = > 0 et on en déduit que la fonction
x — I(x) est une fonction croissante de x < z > 0.

De plus, on a I’équivalence :

— 5 Y
l(x) >0 x>af= {(1/(1?%1/71/ —1 % a(iff)d} > 0. On en déduit que pour

x €]0;28], on a l(x) <0 et pour x € |zf; +o0[, on a l(x) > 0 avec l[(xf) =0

-finalement pour 1 < ¢ < €% on a Vo > 0, [(z) < 0 et donc, il n’existe pas,
pour z > 0, de racine & I’équation I(z) = 0.

Etude du signe de I[(x7) :

Montrons que I(z1) < 0.

Nous venons de démontrer que, pour 0 < ¢ < Min {EO; 1}, il existe une unique ra-
cine strictement positive & 'équation [(z) = 0, notée xj, dont on connait I'expres-

sion; Il suffit donc, pour montrer que I(z1) < 0, de prouver que x; = a~ 7 < z§.

En utilisant I’expression de z§, on peut écrire :

_ . 1—(1/(14d))*— 1/ d 14+d)—(14+d)/7 _
a T <ziel< (/571/)7) x(llfs)d®€>1f%:17/1(d,7)

ol on a posé A (v,d) = %

Montrons & présent que A (vy,d) > 1.

Pour v > 1, on a A(v,d) = % >1a0/y+(1-1/y) -0 >
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0< 017 > 1 avec # = (14 d) > 1, ce qui est vrai par hypothese.

PourO<7<1,0naA(’y,d)E(l+zil);;#>1®9/7+(1—1/7)—91/'7<

0< 071 <1avec§=(1+d) > 1, ce qui est vrai par hypothese.

_ /
On en déduit que 1 — A(d,vy) = 1 — M < 0 et par conséquent on
v (=1/7d
a le résultat cherché : Ve >0, a7 < .

Etude du signe de [(x2) :

En partant a nouveau de fait qu’il existe, pour 0 < ¢ < Min {50;1}, une
unique racine strictement positive & ’équation I(z) = 0, notée zfj, on en déduit
I’équivalence suivante :

l(z2) >0 22=(1+d)(1+ed) " a7 > xf.
En utilisant I’expression obtenue ci-dessus de la racine z§, on a :

zo=(14d)(1+ed) "a >af e (1+ed) < (e—1)xd(1+d)"/"! /%

Soit encore, avec la notation

B(y.d)=d(1+d)"771 mAULTT

ze > x5 (1—e)xB(y,d)—(14+ed) >0 e < (B(y,d)— 1)/ (B(y,d) +d) =

e* et apres calcul, on trouve €* = % {% — 1}

Montrons que 0 < €* < Min {60; 1}

_Onag*>0¢>%>1avec€£(1+d)>1.
Pour v > l,onac* >0< (y—1)0 <40/ 1 -1 & q) = (y—-1)0 —
YOV 1> 0avec 0 = (1+d) > 1;

en dérivant la fonction g, on trouve ¢ O)=(-1) (1—91/7) >0<6>1 avec
q(1)=0;

ce qui implique que V8 > 1 ¢ (0) > 0 et prouve donc que €* > 0.

Pour 0 < v < 1, la démonstration est similaire.

- De plus, on a e* < ¥ % < 0.
Dansle cas oty > l,onae* < ¥ & (y—1) < v =0/ 1 o gt/ < 1
avec § = (14 d) > 1; ce qui est vrai par hypothese.

Danslecasoi 0 <y < l,onac* <e e (1—7) <0/ 1 -y 0Y/771 > 1 ce
qui est également vrai par hypothese. Par conséquent, on a bien £* < &Y.

-1l ne reste donc plus qu’a montrer que pour 0 < y < 1l,onac* <1
(en effet pour v > 1, onac* <&’ < 1 puisque e’ <1 & v >1):

onac* <l& g (1-7)0

o177 < 6 < 6'/771 > 1 ce qui est vrai par hypothése.
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Conclusion :
On en déduit le résultat cherché du lemme 7 :
-Pour € € [0;¢*], avec 0 < e* < Min{e%1}, on a l(z2) > 0 et I(z1) < 0 et

il existe dans 'intervalle [z1; 2], une unique racine a ’équation I(x) = 0 donnée
par ’expression suivante :

« = fa/ara)tro1 o aga 1T
To = { 1-1/v X ale—1)d [ -
-Pour ¢ € ]5*;50[, avec 0 < e* < Min{go;l}, on al(ze) < 0etl(ry) <0
et plus généralement, on a Va € [z1;22], I(x) < 0; il n’y a donc pas de racine a
Iéquation (x) = 0 dans cet intervalle de x.
O

En utilisant les résultats du lemme précédent, on en déduit I’expression du maxi-
mum global cherché selon les deux cas de figure considérés :

-Pour ¢ € [0;¢*], avec 0 < e* < &, on a :
L(y;) > L(y;) < U(KlIp) > 0= l(kr*) & p > 7*

ou on a posé kr* = k/H* = zf ol zj est la solution de ’équation I(x) = g(x) —

(1/Q+d)' "1 144 }”
1-1/~ a(e—1)d :

glz/ (1+d)— f_‘f_‘;x = 0 donnée par 'expression suivante, = {

Par conséquent, VIIp € |mp;7*[, on a L(yf) < L(y3) et y3 > 0 est le maxi-
mum global, et VIIy € |7*;ma[, ¥} > 0 est le maximum global.

-Pour ¢ € |e*;€%, on a, VIIp € Jmy;maf, I(kll7) < 0 < L(y}) < L(y3) et par

conséquent y5 > 0 est le maximum global.

— Pour Iy > w3 > m,onays =0etyf =1 (kllr)—a <0, L(y}) = u(a—l—yf)—HLTy{
1—v
et L(ys) =u((l+ed)a+ (1+d)ys) — HLTyg =u((l+ed)a) = %.

Nous cherchons & déterminer le sous-ensemble de Il € ]ma;400[ pour lequel
L(y7) > L(y3)-

On vérifie quil est équivalent d’écrire IIp € |ma;4o00[ tel que L(yy) > L(y3)

et :
x = kllp € |xo; +o0o[ vérifie h(x) = Ly} (z)) — L(ys(x)) >
* * _ 211/
avec h(z) = L(yi(r)) — L(yz(x)) = g(z) — u((1+ed) ) = ar — =75
((ted)a)' ™7
1_7 1-1
et ot on a posé g(z) =ull(z)] —z[I(x) —a] = _1”_71/: +azx

avec 1 = km; = a7 et 1y = ko °.
Oronah'(z) >0 x>z et hiz;) < 0 (en effet on a h(z;) = u(a) —

8. & — I(x) = /7 désigne la fonction inverse de la fonction & — u/(z) =z
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u((1+ed)a) < 0 car u est une fonction croissante); par conséquent il existe
dans Uintervalle € Jz1;4+00[, une unique racine de 1’équation h(x) = 0, notée
x5

On en déduit pour zo = kme = b ((1 +ed)a)” " € |x1; +00[ I'équivalence suivante :

bV (14ed)a)! ™Y ((14ed)a)' 7
1-1/v 1—y

To > 2* & h(z2) > 0& ab((1+ed)a)” " — o,

Aprés caleul, on trouve dans le cas olt v > 1, h(zg) > 0 < v (1 +d)'~ r_1 <

(y=1)(1+d)/(1+ed) et on a donc h(zz) >0 < 5 { ((I'Ldl)l(lltii) }

€*; on aboutit au méme résultat dans le cas o1 0 < v < 1.

Notons enfin que, comme nous 'avons démontré précédemment, on a 0 < * <
Mazx {50; 1}.

Par conséquent, on en déduit qu’il y a deux sous cas de figures possibles dans le cas

(ii) :

-Soit € € [0;e*] et on a, VIIp € |mo;+o0[, h(kIly) > 0 < L(yf) > L(y3) et par
conséquent y7 = I (kIIr) — a < 0 est le maximum global cherché.

-Soit £ € |e*;°[ et en posant kng* = 23*, on a pour Iy € Jmo; 7], L( 1) < L(y3)
et donc y3 = 0 est le maximum global, et pour Iy € |7**; +oo[, yi = I (kIIp)—a <0
est le maximum global cherché.

En agrégeant les résultats obtenus pour les deux sous-cas (i) et (ii), on en conclut
que 'expression de la richesse terminale optimale pour I'asset manager dans le cas
(3) (a) considéré (a > 0,d > 0 et € > 0) est selon que € € [0;£*] ou que € € |e*; +00]
avec 0 < ¢* = é{% — 1} < Min{go;l} et ¥ = % > 0 'une
des deux expressions données dans 1’énoncé du théoreme 5 pour ces mémes valeurs
des parametres.

Cas 3b: a=0oud=0etn=0"

Puisque n = 0, Il s’agit d'un cas particulier du théoreme 4 dans le cas ou l'as-
set manager est CRRA. L’expression de la richesse terminale optimale est donc un
cas particulier de celle énoncée dans le théoreme 4 et on vérifie facilement qu’elle
correspond bien & I'expression donnée dans le théoréme 5 pour ¢ = 0 (avec a = 0
oud =0).

PREUVE DE LA PROPRIETE 25. Ils’agit d’un cas particulier des résultats donnés
dans les propriétés 26 et 27 dont la démonstration suit.

9. Cas particulier ou ’asset manager ne recoit pas de bonus fixe en cas de sur-performance
(n = 0) et regoit ou bien des frais de gestion variables supplémentaires en cas de sur-performance
mais pas de frais de gestion fixe ou 'inverse (a = 0 ou d = 0).
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PREUVE DE LA PROPRIETE 26 . En notant que pour € > £*, on a
Yy (Hr) = Max{Yy (Hr);0}—Maz {Yy" (H™") = Y1 (Hr); 0} =Y{" (H™) L{prp <y s

avec Yy* (Hr) = (Hr /k)Y" — a,

/v
— 1+d)H
et avec V5" (Hr) = 145 {(%) — (1+d€)a},
on en déduit la décomposition de la richesse terminale comme une somme de pay-off
d’une option call, d'une option put et d’une position investie sur une option put

binaire.

En considérant I’espérance par rapport au temps t de Y75, on trouve l'expression
donnée dans la propriété 26 pour Y;*.

L’expression dans le cas ou 0 < ¢ < €* s’obtient de facon similaire.

O
PREUVE DE LA PROPRIETE 27 .

Par application du lemme d’It6, on trouve :

AW} dH} 1 dH; dM;
dyy = L LdH, 4 () dt = Agx—H —+(...)dt = Ayx H} xh* o) dt

¢t = GH; dH, t+(..) txythJr() t X Hy X Mt+()

* — h _dw;

avec h* = =, et Ay = ﬁ,
AyxH]

soit encore W x wf = By x b+
awy
dH;

=X h, et apres dérivation on trouve l'ex-
pression de A; = exposée dans la propriété 27.

O

PREUVE DU THEOREME 6.

Le probleme de maximisation considéré (P17) s’identifie au probleme (P21) dans
le cas particulier ot D = 1; 'expression de la solution (plus générale) du probléme
(P21) est fournie dans le théoréme 9 du chapitre 5 (dont la démonstration se trouve
ci-dessous). O
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PREUVE DES PROPRIETES 28 ET 29. Méme type de démonstration que celles
des propriétés 26 & 27. 0

PREUVE DU THEOREME 7.

Notons tout d’abord que la fonction a maximiser dans le cadre du probleme d’op-
timisation considéré (P18), que I'on notera y — w(y), est 'expression suivante :

ulaxb+y) siy <0
wly) =u a+n b+ (1+dy) siy>0
avec ¢ — u(z) = “i — demgnant la fonction d’utilité de lasset manager (i.e.

investisseur CRRA),
ot v € ]0; +00[\ {1} est son parametre d’aversion au risque,

et avec v(y;b) = ab+y + (nb+ (1 +d)y) 1,50 sa fonction de frais qui dépend
des parameétres , a et d, des constantes positives ou nulles, et de la variable y, la
valeur finale de I’excédent de richesse par rapport au benchmark, et de celle du
benchmark, notée b.

Nous cherchons & montrer que la solution du probleme (P18) s’identifie & I'ex-
pression de Y} donnée dans le théoreme 7.

11 suffit pour cela de montrer que le convexe conjugué (ou transformé de Legendre
- Fenchel) du probleme (P18), noté w*(Hr) = Myqx {w(Y) — HLTY}, a pour solu-

tion ” point par point ” (i.e. pour chaque valeur de Hy possible) 'expression de Y
donnée explicitement dans le cadre du théoreme 7. 1°.

Le probléme statique correspondant au convexe conjugué du probleme (P18) consiste
a déterminer ’expression de

Y} = arg)r/nax {w(Y) - HLTY}

avec la fonction w qui dépend non seulement de la variable Y mais aussi de b = Br,
la valeur finale du benchmark.

Suivant la méme approche que Basak, Pavlova et Shapiro (2003), nous effectuons
un changement de variables afin de simplifier ce probleme qui peut se ré-écrire de
la fagon suivante :

déterminer Z3 = argmax L(Z) avec L(Zr) = 2(Zr) — (k/r) Z7
z
ou Zr = Yr/Br, 2(Zr) = w(Zr)) By et 1/Ily = B}./Hr.

10. En effet Y} = Argmazx {w(Y) — HLTY} est aussi la solution du probleme (P18) puisque
Y

pour toute stratégie quelconque admissible vérifiant la contrainte de budget du probleme
(P18), notée Yr , on a E[w(Y:)] — Ew(Yr)] =E [w(Y;)] — Elw(Yr)] — E(HLTYT*) +
B Yr) =B [w* (Hr)] - (B lw(Y)] - B(£Yr) >0
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La fonction z(Z) ne dépend plus que d’une seule variable, Z et donc la suite de la
démonstration est identique a la démonstration du théoreme 5 en considérant les
changement de variables suivants :

Zr = Yr/Br au lieu de Yr = Wr — Br comme variable de richesse

et 1/Ily = B)./Hr au lieu de 1/Hyp comme variable d’état.

PREUVE DE LA PROPRIETES 30.

Considérons le cas € > €*.

Notons qu'on a Z7 = E—T = (IIy)
1 d / _
1+d{ i+d —(1+d€)a} siIllp > 11
avec [ (Ilp) = . =
siII** < IIp <11
(HT/k)l/” —a si Iy < IT*

ou on a posé Il = %.
T

On en déduit que : Z; = e (T2 (E—Tt) — e r(T-ORQ (%fl (HT))

ou () désigne la probabilité risque neutre. Considérons le changement de proba-

B
bilité suivant : % = 5? = &p on QF désigne la probabilité associée au numéraire

B.

, . VA .
Par conséquent, on peut écrire la valeur de Z; = B de la fagon suivante :

Z; = e TOER (B () = BR (1)) = B (1 ().

: forow 17217
D’autre part, on a % = BT =e &r, ou b est le vecteur des
poids de la richesse totale investie dans les actifs risqués pour le portefeuille bench-
mark.

B
On en déduit par application du théoreme de Girsanov que le processus WtQ ,
B
avec thQ = thQ — Bdt et BT = bT o est un Qp -mouvement brownien.

2
{(7‘—7”1(2” )(T—t,)+KT(Wt—Wt)}
On a HT = Ay = Hie

B To|?
T ¥ 'r'fi”b 5 I (T—=t)+7bT o (W —Wy)
Ble

ou encore apres changement de mouvement brownien :

T 112
A — e { {(1;—7)“@—%%#—#0)0%} (T—t)+( K5 ~b70) (W;}’B —WtQB> }
SN

avec K =01 (n—r),

HlT/7 =
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T 2
En posant f (T —t) = [(l,ﬂ)r + 1o 20” - ”12(7”2 + (KTT - bTJ) oTb] (T —1)

et X = (KTT — bTU) (WJQB _ WtQB) ~ N (0;0*2)

2
avec 0*2 = Var (X) = Var {ln (Hr) /v — In (Br)} soit encore 0*2 = HKTT — bTO'H (T—

t), on en déduit que HIT/ 7 est une variable log-normale :
7 = ;7 eV T=DFXY In N (f (T —t);0+2).

En utilisant 'expression de la fonction [, on en déduit I’écriture suivante de Z; :
d\1/7 QP (l/ 1\ Q7 (l/
Zf = 1id (14}2 ) o (HT71HT>ﬁ) + (E) E; (HT71HT<H**)

B
— (@tde)a pO™ (11, > 1) — a PR (I < T1*%)

Et apres calcul, en utilisant la log-normalité de HlT/ 7, on trouve I’expression sui-
vante :

Zf = EtQB (1 (Tp)) = I1; /7 e(F(T=0+02/2) fp=1/ {N (58 —0")+ (1+d)1—1—1/'7N (0" = ﬂ)}
de)a T T
SN (a) —en (3)

e zg = W) gy PO g

et ol x — N (x) désigne la fonction de répartition d’une variable suivant une
loi normale centrée réduite N (0;1).

H* 1/~
En posant T} = tt = EtQB <f§3T > EQB (HlTM) = 1/ (f(T=0)+02/2)

*2

on obtient xg = ln{(H**)l/'y/H*} 4+ 92 et zy=In ((ﬁ)l/W/H;‘) + %

_ ln{H:/(H**)l/'*} i o*2

et en utilisant les notations suivantes : dj’ = o* — =0 — 55,
o o B In{11; /(T

At EI S UL

df = —22 = dfl - o* et AR déduit I ion cherché
2 = — 5 1 Ya = (133 , on en déduit l'expression cherchée

de Y

Yy = By { #5001, (DY, T — 1) — yo PO, (), T — 1)}

—By {a — yo(Il")Y/7} BO(II, (II**)Y/7, T — t)

avec

o, (MY, 7~ 1) = ;N (dlf) - (@ (df),

PO(IT;, (IT) Y, T — t) = (IT**)YIN (=di") = I N (=d),

et BO(II}, (IT*)Y7, T —t) = N (—d5)
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*

La valeur de Y;* dans le cas 0 < € < €* s’'obtient de la méme fagon que dans

le cas € > €* traité précédemment.

O

PREUVE DE LA PROPRIETE 31.
Nous pouvons réécrire les expressions données dans le théoreme 7 de la maniere
suivante Y;* = By x C (II7) avec © — C () une fonction déterministe différente

selon que € > e* ou que 0 < e < e*.

Par application du lemme d’It6, nous en déduisons que :

dYy = (C () + B3 55 ) dBy + Bifi- G-dHy + () dt

Apres calcul, on trouve

dWi = (B + C (II) By — AdL; By) dgf + % (AT} By] dgt (-..)dt

oWy

avec Ay = B -
t

Finalement, apres avoir noté que

* * dH; dH
= By + C(II) By et que Tt :% - +(1—%)rdt,
1o awy _ Af,Ht*) dB; 1 dH{ §
on en déduit que s (1 ) BT [ALH 7 et par conséquent, on
a bien

wiWg = AH b+ (W) — AHf) b

ou w; désigne le vecteur des poids investis dans les NV actifs risqués de la stratégie
optimale, b celui du benchmark et h* celui du portefeuille h*.
Nous obtenons l'expression de A; dans le cas ¢ > ¢* et dans le cas 0 < ¢ < &*
par simple dérivation de I'expression de C' (II}).

O

PREUVE DU THEOREME 8.

Le probleme de maximisation considéré (P19) étant invariant par transformation
linéaire de la fonction a maximiser, nous considérons la forme suivante de la fonc-
. R 7N . . ’

tion d'utilité & maximiser w(y) = v(z (y))/D .

/ uly) + (=52 )u(0) iy <0
11. w(y) = v(z (v))/D =
uly) o
D siy >0

avec
!
z(Y) =y xly<o+0y x1y>0.
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Nous cherchons & montrer que la solution du probleme (P19) est donnée par 'ex-
pression de Y} donnée dans le théoréme 8.

11 suffit pour cela de montrer que le convexe conjugué (ou transformé de Legendre-
Fenchel) du probleme (P19), w*(Hr) = M;lx {w(Y) — HLTY}, a pour solution ”

point par point ” (i.e. pour chaque valeur de Hr possible) 'expression de Y7 définie
explicitement dans le cadre du théoreme 8. 12.

Le probleme statique correspondant au convexe conjugué du probleme (P19) peut
donc s’écrire de la fagon suivante :

déterminer yx = argmax L(y) avec L(y) = w(y) — +=v.
y

En considérant séparément le maximum local pour la partie supérieure et pour
la partie inférieure au benchmark (y < 0 et y > 0), on peut appliquer localement

s 7 CPO ” (Conditions du Premier Ordre) qui dans le cadre de ce probleme
s'écrivent L' (y) =0 :

-Pour y < 0, avec L(y) = u(y) + %U(O) - Hi les CPO donnent :
L(y) =0 v (y) =4 oy=1#) =7 {(24)7 - a}

Donc un premier maximum local est y; = Min {I(HLT), O}

-De méme pour y > 0, on a L(y) = u(gy) — HLTy et L' (y) =0 & % =
m@yz#’(%%) avec 0 = (1 + d).

On en déduit 'expression du second maximum local : y5 = Ma:c{ I(%HLT); 0}

Par conséquent il y a deux candidats possibles pour le maximum global cherché;
selon les valeurs considérées des parametres D, 6 et la valeur finale du portefeuille,
notée Hr, le maximum global cherché sera soit yi soit y3.

Notons que pour C; x v > 0, onay; >0 & Hp > %u(o) E%%Eeg

ety{>0<:>HT>k:u/(O) Ek’%EEl

Cas1l: D>6>11"1

On donne ci-dessous la démonstration dans le casou D > 0 > 1 (lecasou D =60 > 1
se démontre de facon similaire en considérant le fait que eo = €1).

-Pour Hr > €3 > €1 ,ona yj = 0 et y5 > 0 et donc pour ces deux valeurs,

12. en effet Y} = Arg;nax {w(Y) — HLTY} est aussi la solution du probleme (P19) puisque

pour toute stratégie quelconque admissible vérifiant la contrainte de budget du probléeme
(P19), motée Yr , on a E[w(Y})] — Ew(Yr)] =E[w(Y})] — Elw(Yr)] — E(g=Y7) +
(o Yr) =B w* (Hr)] — (B [w(Yr)] — B(35 Y1) >0

13. Niveau d’aversion D plus élevé que 6, le niveau d’” incitation ” di aux frais de gestion
variables.
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I’expression de la fonction a maximiser est la méme :

— k_, _ u(6y) k..
L(y) = w(y) — 9= "D T H7YS

de plus,ona L' (y) =0 y=yiet L' (y) >0« y < yi, par conséquent
Y5 est le maximum global.

-Pour €3 > Hr > €1 , on ay; = y5 = 0 et on en déduit que 0 est le maxi-
mum. -Pour Hr < 1 <e2,onays =0et y7 <0 et donc pour ces deux valeurs,

I’expression de la fonction a maximiser est la méme :

L(y) = w(y) — HiTy = u(y) + F2u(0) — HLTy; les CPO impliquent que L' (y) =
0 & y = yj donc y] est le maximum global.

On en déduit que 'expression de la richesse terminale optimale pour ’asset mana-
ger est bien celle exposée dans ’énoncé du théoreme 8 pour D > 6 > 1 C.Q.F.D.

Cas2: cas1< D<o

Sans perte de généralité, nous supposons que 1 < D < 6 (lecas 1 < D = 6 se
démontre de fagon similaire en considérant le fait que e = 1).

-Pour Hr > €1 > e9, on a yf = 0 et y53 > 0 et donc pour ces deux valeurs,
Pexpression de la fonction & maximiser est la méme : L(y) = % — HLTy; de plus,

ona L (y) =0 y=ys et L (y) > 0 & y < y5 , par conséquent y5 est le
maximum global.

-Pour Hr < €2 < €1 ,on a y; = 0 et yj < 0 et donc pour ces deux valeurs,
Pexpression de la fonction & maximiser est la méme : L(y) = u(y) — HLTy , et les

CPO s’écrivent : L' (y) =0 < y =y7; on en déduit que y; est le maximum global.

*

-Pour eg > Hp > e onay; <0Oetys >0etonal(yy) = w(yl)—HiTyf =

* — * *\ — 0y *
u(yy) + %u(o) — HLTZA , L(ys) = —u([g)!z) - HLTI‘D .

Nous cherchons donc & déterminer la zone de valeur de Hr € Jeg;eq[ pour la-
quelle y; est le maximum global, i.e. le sous-ensemble de Hy € ]eq;e1[ pour lequel

L(yi) > L(y3) -

LEMME 8. VHr € |ey;ea| tel que L(yF) > L(y3) & Va € }%%A"y; %A‘V tel
que

m(z) = 5—79(5e) - 5—79(@) —g(—A477) >0 (0.2)

ot on a posé z = 2K et g(x) = u0 [I°(2)] — 2 [I°(z) — ar]

14. Niveau d’aversion, D plus faible que 0, le parametre d’incitation financiere.
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PREUVE DU LEMME 8.

Posons u%(y) = u(y + Ay) = 71*1/7011/7211%

ot I%(y) = I(y) + Ay =y~ 1/7C17 o

On peut ré-écrire les expressions de y; et y5 de la facon suivante :

* * A
yi =1(g5) — Av et g3 = 15 55) —

et celles de L(y}) et L(y3) comme suit :
L(ys) = 59(5 =) et L(y}) = g(7) + 152u(Av)
avec g(z) = u® [I°(z)] — z [I°(z) — an].

Posons x = %HLT onadonc ey > Hpr >e1 & %%A"y <z < %A"y
et L(y}) > L(y3) < 9(Z2) — $g9(z) — 252u’(Ay) > 0 et comme par ailleurs nous
avons u’(ay) = g(£+a™"), on en déduit le résultat cherché.

¥
O
Etude de z — g(z) et de 2 — ¢ () :
Apres calcul on obtient les expressions suivantes :
1-1/v
g(x) = Ayx — 71*1/7011/7%7 +Cy (0.3)

1-1/y
et g (z) = Ay — I°(z) = Ay — 4110 Va1

On en déduit que, V (C1;7v) € R? tel que C; x v >0, on a
g () >0z > %A‘V

Etude de z — m(z) et de z — m'(*) :
Remarquons que m(%A’”’) >0:
en effet on a m(z) >0< D [g(m%) - g(%A"y)} > g(z) — g(%A_”Y)7

par conséquent m(%A‘V) >0« D {g(%%A"y) —g(%A"y)] > 0, ce qui est

vrai par construction puisque g est une fonction croissante de r < = > %A‘V.

De méme, on montre que m(%%A’”’) < 0 . Par conséquent on en déduit qu’il

existe au moins une racine de m(z) = 0 dans lintervalle x € } %%A‘V; %A‘V .

Nous allons maintenant montrer dans le Lemme 9 que cette racine est unique.

LEMME 9.

V (C1;7) € R? tel que Cy x v > 0, il existe une unique racine de l’équation

m(z) = 0 dans lintervalle x € %%AJ’; %Aiy
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PREUVE DU LEMME 9.

En partant des équations 0.2et 0.3 et apres calcul on obtient les expressions sui-
vantes pour x — m(z) et  —» m (z) :

_ 1 Ja=erm Yyttt L gy -1 C1 o~
m(a) = 5 D, P74 S — g(Sa)

D-1
et m (z) = ﬁ {(1 _ 9171/vD1/v)7171/w011/7x71/v +(6-1) CW}

-Casy>1let C; >0:

, _pl—1/ypli—1/~17
Onam (z)>0ez>2;=% [M} A7,

-0
Ainsi m est une fonction croissante de x< x > 7.

1_gl—Y/vpl-1/v } v

De plus on montre que, pour v > 0 , %A"V >z & 1> [ 5

% > 1, ce qui est vrai par hypothese.
On en déduit qu’il existe une unique racine de m(z) = 0 pour = € } % %A’”’; %A’”’ [

-Cas0<y<1,C;>0etf " < D<@ :idem cas précédent

1—pl—1/7pl-1/v

y
’ _C —_
Onam(m)>0®x>x*{:71[ 5 AT

Ainsi m est une fonction croissante < x > x} et comme pour v > 0 et § > D
%A‘V >y,

on en déduit qu’il existe une unique racine de m(z) = 0 pour x € } % %A*V; %A*V [
Cas0<y<1,Ci>0et DL <

On a m () > 0 < = > 0, et on en déduit que, comme dans les deux cas

précédents, il existe une unique racine de m(xz) = 0 pour x € } %%A‘V; %A‘V{ .

-Casy<0et C; <0:

/ ~1/vpi-1/7 17
Ona m (x)>0¢>x>x>{zﬁ[w} A7

Y 1-6

Ainsi m est une fonction croissante de x < = > 27 .

On montre que, pour v = -8 >0,

B
%A—W >z e 1> [W} & % > 1, ce qui est vrai par hypothese.
D

On en déduit comme dans les trois autres cas qu’il existe une unique racine de
_ DC1 g—vy. C1 g—
m(z) fOpour:EG]gﬁA T ZHA “’[
O
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En utilisant les résultats du Lemme 8 et du Lemme 9 exposés ci-dessus, et en posant
H} = %xﬁ* avec z{; défini implicitement par I’équation suivante :
0

m(z) = g(Zz) — Sg(z) — (1 - %)g(%A‘V) = 0, on en déduit le résultat sui-
vant :

Pour Hy € leg; Hi[, on a L(yy) > L(y3) et par conséquent y; est le maximum
global cherché;

Pour Hr € |H§;en], on a L(yf) < L(ys) et par conséquent y; est le maximum
global cherché.

Or comme par ailleurs pour Hr € ]0;e3], y7 est le maximum global et que, pour
Hyp € [e1;400], y5 est le maximum global, on en déduit que l'expression de la ri-
chesse terminale optimale pour 1'asset manager dans le cas ou 1 < D < 0 est bien
celle qui est énoncée dans le cadre du théoreme 8.

O

PREUVE DES CONSEQUENCES 15 ET 16. On obtient les résultats cherchés par

application directe du théoreme 8.
O

PREUVE DES PROPRIETES 33 ET 34. On en déduit de I’expression donnée dans
la conséquence 15, que la richesse terminale peut se décomposer comme une somme
de pay-off de différentes options. En considérant ’espérance par rapport au temps
t de Y7, on trouve 'expression donnée dans la propriété 33 pour Y;*.

L’expression de la propriété 34 s’obtient par application direct du lemme d’Tto
en considérant I’expression de la propriété 33.
O

PREUVE DU THEOREME 9.

Nous cherchons & montrer que la solution du probléme (P21) est donnée par 'ex-
pression de Y} du théoreme 9.

Afin d’alléger 1’écriture, et sans perte de généralité nous supposons que W% = 1, ce
qui implique que Y° = p — 1 11 suffit pour cela de montrer que le convexe conjugué

du probleme (P21), w*(Hr) = %axl {w(Y) - HLTY}, avec 0 < p < 1, a pour
ZpPp—

solution ” point par point ” '’expression Y7: définie dans le cadre du théoreme 9. 15
ou la fonction d’utilité y — w(y) est donnée par l'expression suivante : w(y) =

15. En effet Y} = Argmazx {w(Y) — HLTY} est aussi la solution du probleme (P21) puisque
Y>p—1

pour toute stratégie quelconque admissible vérifiant la contrainte de budget et la contrainte de

protection du probléme (P21), notée Yr, on a E [w(Y;')] — E [w(Y7)] =F [w(Y;)] — E [w(Y7)] —

E(4-Y7) + B35 Yr) =E[w* (Hr)] = (B [w(Yr)] — B(45 1)) > 0.
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u(y) siy <0 .
v(z (y)) u(Oy) sy 30 avec u(y) =y — 2= oua > 0.

Le probléme statique correspondant au convexe conjugué du probléeme (P21) peut
donc s’écrire de la fagon suivante :
déterminer yx = argmax L(y) avec L(y) = w(y) — HLT ;

y=zp—1
en considérant séparément le maximum local pour la partie supérieure et pour
la partie inférieure au benchmark (p —1 < y < 0 et y > 0 ), on peut appliquer
localement les 7 CPO 7 (i.e. conditions de Kuhn et Tucker) : L' (y*) + A = 0;
y* = (p—1); A= 0; Axy* =0 ou A désigne le coefficient de Lagrange associé a la
contrainte d’assurance de portefeuille :

-Pour y < 0,o0n a L(y) = u(y) — HiTy et deux cas sont possibles :

ou bien A = 0 (la contrainte de protection ne joue pas) et on a L (y) = 0 <
u (y) = HLT Sy = I(HLT) = a(l — HLT) , et le maximum local est donné par
yi‘ = a(l - HLT)a

ou bien A > 0 (la contrainte est saturée) et ona y; =p—1.
Donc un premier maximum local est yj = Min {Ma:v {a (1 — HLT) 1P — 1} ;0}

-Pour y >0, ona L(y) = % - HLTy et les C.P.O. donnent

L/(y):O@L;y):HiTéy:%I(%HLT)E (1-2-L) avec 0 = (1+d)

T

le

S . . R D k).
On en déduit 'expression du second maximum local : y5 = Max {%(1 — 55 ) O}
Par conséquent il y a deux candidats possibles pour le maximum global cherché;
selon les valeurs considérées des parametres D , 6 et la valeur finale du portefeuille,

Hrp |, 'expression de la richesse terminale optimale sera yi ou y5 .

Notonsqu’onay§>0<:>HT>%ety{>O®HT>k

Cas1: D>6>116

On expose la démonstration dans le casou D > 0 > 1 (lecasou D =0 > 1
se démontre de fagon similaire en ne considérant que trois sous cas : Hy > k |
k>Hr>k/(1+& et Hr <k/(14¢)).

2 D _1—
Dans ce cas on a Tie < k < k< car on suppose que § = —aE > 0.

(1) Pour Hy > k%

On a yf =0 et y3 > 0 et donc ces deux valeurs vérifient : L(y) = u([@)y) - HLTy;

16. Niveau d’aversion D plus élevé que 6, la valeur du parametre d’ incitation financiere.
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par conséquent L' (y) =0 y =y; et L (y) >0 y < y;,ie ys estle
maximum global cherché.

Pour kz% >Hr >k

On a y7 = y5 = 0 et on en déduit que 0 est le maximum.

k

1—+§<HT<]€

Pour

Onagys =0et p—1< yf < 0 et donc pour ces deux valeurs, on a : L(y) =
u(y)— ;Ty; les CPO s’écrivent L' (y) = 0 < y = a(1— HLT) = yj et par conséquent
y; est le maximum global.

Onays =0ety} = p—1 < 0 et donc pour ces deux valeurs, on a L(y) = u(y)— oY
par conséquent L' (y) =0 <y =a(l — HLT) et L' (y) <0ey>a(l— HLT)

On en déduit comme a(l — HLT) <yl =p—-1<y; =0que L(y}) > L(v3),
i.e. yj = p — 1 est le maximum global cherché.

On en déduit que I'expression de la richesse terminale optimale pour ’asset manager
exposée est bien celle de I’énoncé du théoreme 9 pour D > 6 > 1

C.Q.F.D.

Cas2: 1< D<feté=2L> (£ -1)>0"

D

Sans perte de généralité, nous supposons que £ > (% - ) > 0 : en effet, le cas

&= (% — 1) > 0 se démontre de facon similaire en ne considérant que trois des
quatre sous-cas : Hp > k , Hp < k/(1+&) et k > Hp > kD/§ = k/(1+¢)
présentés ci-dessous.

Notons que dans I’hypotheése ou nous nous plagons, i.e. £ > (% — 1) >0, on a :
k< ED

T+€ 0 :

Pour Hr > k

Onayj = /O et y5 > 0 et donc pour c/es deux valeurs de y, on a L(y) = % — HLTy ;
deplus, L (y) =0 y=yset L (y) >0« y < ys, par conséquent y; est le
maximum global.

17. Niveau d’aversion, D plus faible que 0, le parametre d’ incitation financiére et niveau de
protection ” faible ”.
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kD

k
POUI‘m<HT<T

Onay, =0et p—1 < gy < 0 et done, pour ces deux valeurs de y, on a

L(y) = u(y) — HiTy 18 et les CPO s’écrivent : L' (y) = 0 < y = yF; on en déduit
que y; est le maximum global.

Pour Hr < ﬁ

onays =0ety; = p—1 < 0et donc pour ces deux valeurs, on a L(y) = u(y)fHLTy ;
par conséquent L' (y) =0 <y =a(l — HLT) et L' (y) <0ey>a(l— HLT)

On en déduit avec a(l — HLT) <yl =p—1<y; =0que L(y}) > L(y3), ie.
y; = p — 1 est le maximum global cherché.

Pourk:>HT>%

On a yf < 0 et y3 > 0 et la fonction & maximiser est pour Y{*, resp. pour Y7,

. o
donnée par L(yf) = u(yi) — 7=y , resp. par L(ys) = ) — kg

Nous cherchons donc a déterminer la zone de valeur de Hp € }%;kz[ pour la-
quelle y7 est le maximum global, i.e. le sous-ensemble de Hr € } %; kz[ pour lequel

L(yy) > L(y3) -

LEMME 10.
VHy € |E2: k] tel que L(y}) > L(y3) < Vo € | 2:1] tel que

m(x) = Dg(%x) —g(z) >0 (0.4)

ol on a posé x = %HLT et g(x) = ull(z)] —z [I(x)]

PREUVE DU LEMME 10.

En partant des expressions de yi et y3, il en découle que les expressions de L(y7)
et L(y3) peuvent étre écrites comme suit :

L(ys) = 59(57=) et L(y}) = g(7) avec g(x) = u[I(z)] — xl(x) .
Posonsxz%i,onadonckz>HT>%®%<m<1

et L(y}) > L(y3) & Dg(Ga) —g(z) > 0. O

18. [car L(0) =0
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Etude de z — g(z) et de z — ¢ ()

Apres calcul on obtient les expressions suivantes :
a
gl) = 5 (1 -2 (05)
et ¢ (z)=a(z—1).

On en déduit que g(z) > 0 Vz et ¢ (z) > 0 < 2 > 1 donc = 1 est un mi-
nimum global pour la fonction g.

Etude de z — m(z) et de z — m’ ()
Remarquons que m(1) > 0 puisque m(z) > 0 < Dg(z5) > g(x).

Par conséquent m(1) > 0 < Dg(%) > g(1) = 0, ce qui est vrai par construc-
tion puisque g est une fonction positive pour tout z.

De méme, on montre que m(%) <0.

Par conséquent on en déduit qu'’il existe au moins une racine de m(x) = 0 dans
Pintervalle x € } %; 1[ )

Nous allons maintenant montrer dans le Lemme 11 que cette racine est unique.

LEMME 11.

1l existe une unique racine de Uéquation m(x) = 0 dans lintervalle x € }%; 1[

P ; ) . . L% — 0—1+(0—1)/vD
notée xjj et donnée par lexpression swivante : xf = —@2/D-1)

PREUVE DU LEMME 11.

En partant des équations 0.4 et 0.5 et apres calcul on obtient les expressions sui-

vantes :

a

m(:v)i{[%l}xQJrQ(lﬂ)erDl} (0.6)

et m’ (x):a(%—l)x—l—a(l—e)

7 / p— . .
Par conséquent, on a m () > 0 & z > 2z} = 9%—11 . Ainsi m est une fonc-

tion croissante de x < x > z7 . De plus on montre que z} < % <1.

On en déduit qu’il existe une unique racine de m(z) = 0 pour = € }%; 1[, et
la résolution de m(x) = 0 avec m(x) donnée par I’équation 0.6 donne I’expression
de z.

(I

En utilisant les résultats du Lemme 10 et du Lemme 11 exposés ci-dessus, et en
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posant Hj = 197 £ avec x4 défini explicitement par xf = W, on obtient

* * = o i
Hi = W avec &* = (G — 1) = ((92//13 11)) (9/\/__

—
N———

On en déduit le résultat suivant :

Pour Hy € |22 Hy [, on a L(y}) > L(y}) et par conséquent y; est le maxi-
mum global cherché;

Pour Hr € |H§; k[, on a L(yf) < L(y3) et par conséquent y; est le maximum
global cherché.

Or comme par ailleurs, pour Hp € } } y7 est le maximum global et, pour

T+e 9
Hr € [k;+0o0], y3 est le maximum global, on en déduit, dans les deux cas, que
I’expression de la richesse terminale optimale est celle du second cas exposé dans le
théoreme 9.

C.Q.F.D.

Cas 3: casl<D<Het0<§£1—;3<(%fl)19

(1)

Dans ce cas on a 0 < et g < k car par hypothese £ > 0

1+§

Pour Hr > k

u(0y) k

D Hr Y

On a yi = 0et y; > 0 et donc pour ces deux valeurs de y, on a L(y) =

De plus, L' (y) =0 y =y5 et L (y) > 0 & y < y3 , par conséquent ys
est le maximum global.

Pour Hr < %

Onay; =0etyf = p—1 < 0 et donc pour ces deux valeurs, on a L(y) = u(y)— 7=y.

Par conséquent L (y) = 0 < y = (1——T)etL()<O<:>y>a(1—HLT)

. On en déduit avec a(l — HLT) <yif=p—-1<y; =0que L(y}) > L(y3) , i.e
y; = p — 1 est le maximum global cherché.

Pour ¥2 < Hy < 1+§

Onayi =p—1<0ety; >0 etla fonction a maximiser est pour Y;*, resp.

* 4 * * * * — 9 5
pour Yy, donnée par L(y;) = u(y;) — 7=y}, resp. par L(y;) = “02) — £ ys.
Nous cherchons a déterminer la zone de valeur de Hp € ]TD, %5 [ pour laquelle

19. Niveau d’aversion, D plus faible que 0, le parametre d’incitation financiére et niveau élevé
de protection
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kD. _k_
0

; +£[ pour lequel

Y7 est le maximum global, i.e. le sous-ensemble de Hr € }

linéquation L(y7) > L(y3) est vérifiée.

LEMME 12.

VHr € }kD [ vérifiant L(y}) > L(y3) alors Vy € }14—5'&[ avec y = -
0 1+¢ 1 2 'D

et &= % > 0 vérifie l'inéquation suivante :

)= 59(59)+ (0~ Dy —u(p—1) <0 07)

[I(z)] — z[I(z)] et réciproquement.

ot on a posé g(x) =

PREUVE DU LEMME 12.

En utilisant les expressions de yi et y; données précédemment, on peut ré-écrire
celles de L(y7) et de L(y3) de la maniére suivante :

L(ys) = 59(g ) et Lyi) =ulp—1) — g (p— 1)

avec g(z) = ul[l(z)] — zI(z).

Posons y = HL on en déduit que ﬁ > Hp > % & % >z > 1+4& et que
L(y;) > L(y3) & ly) = 59(Fy) + (p =1y —ulp—1) <0

O

Nous allons maintenant montrer, dans le Lemme 13 qui suit, sous quelles conditions
il existe dans l'intervalle y € }1 +&; %[ une racine & 1’équation I(y) = 0 et que, si
elle existe, cette racine est unique .

LEMME 13.

a) 1l existe une unique racine de l'équation l(y) = 0 dans Uintervalle y € ]1 +¢&; %[

_ . _ (0/D-1)(6/vD-1
SE=<e :W

b) Si elle existe, cette racine, notée yg5, est donnée par lexpression suivante : yi =

[1+9§ VD)@ +2(0-D)¢

PREUVE DU LEMME 13.
-Etude de z — g(z) et de z — ¢ (2) :
Apres calcul on obtient les expressions suivantes :
a 2
g(x) = 51— 2) (08)

et ¢ (z) = a(z —1) . On en déduit que g(x) > 0 Vz et que ¢ (z) >0 < x> 1
donc z =1 est un minimum globale pour la fonction g
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-Signe de (4) :

Montrons que l(%) < 0; en utilisant l'expression de I(y) donnée par I’équation
0.7, on en déduit que [() = Lg(1)+(p— 1) S —u(p—1)=(p—1) L —u(p—1) =
(p=1) (5 1) +5:(p— 1)

Donc l(z) <0 & (L-1)+54(p-1) >0« ¢ = (1=p) < 2(4-1), ce qui

est vrai puisque par hypothese & = -p) o (% - 1) .

a

-Etude de la variation de I(y) :

En utilisant les équations 0.7 et 0.8 et apres calcul on obtient les expressions sui-
vantes pour la fonction y — I(y) et la fonction y — 1 (y) :

l(y):%y2+[(P*l)*%}er%*(p*l)Jr%(pfl)Q (0.9)

et I' (y) = Ly +[(p—1)— §]
Par conséquent, on a [ (y)>0<:)y<y’{z%—(p—1)%>%>1+§>1.

On en déduit que ! est une fonction décroissante de y< y < yi et que
yi>L>14+6>1

-Etude du signe de la fonction I(y) :

La résolution de I(y) = 0, avec l(y) correspondant & lexpression de 0.9, donne
celle de la racine yg avec y5 < y7 :

2
Yo =yl — \/AX—D < yi avec

o D 2 2a
A<192)(1p)+9(19)(1p) (0.10)
et A >0 pour —p > 0.

Par conséquent [(y) est une fonction positive pour y < y et négative pour y§ <
yg% avecy5<%<yf.

-Expression de la racine de I(y) :

Apres calculs en utilisant I’équation 0.10 et Pexpression € = 12 | on en déduit

a
que l'expression de y; se ré-écrit de la facon suivante :

vi =% [1+06— VP -D)& +2(0-D)¢
-Etude du signe de [(1+¢) :

En utilisant ’équation 0.7, on peut écrire :
I(1+8&) =597 1+E) +(p-1)(1+& —ulp—1)

et avec g(z) = u[I(z)] — «I(z) , on en déduit que
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(1+8 =597 A+ +(p-1)A+8) — g1+ +1+&) (p—1)] .

Par conséquent, on a (1 + &) = g(2 (1+¢))/D — g(1 + &) et en utilisant I'ex-
pression explicite de g donnée par 0.8, on en déduit apres calcul ’écriture suivante
del(1+¢):

(1+8) = 55 {(1—GQ/D)§2+2(1fG/D)ng(lf@/D) }

Par conséquent la fonction £ — I(1 + &) est un polynéme du second ordre dont
I'unique racine, pour £ > 0 , a pour expression :

(6/D-1)(0/vD—-1
gr= WL DOND) Ly

De plus, on en déduit 'expression de la fonction dérivée :
(1+§) (1—02/D)§+(170/D)}
et donc,ona I’ (14+&)<0&E&> &= % < 0.

Ce qui implique que, pour £ > 0, la fonction & — (1 + £) est décroissante.

Par conséquent, la fonction & — (1 + &) est positive pour £ € [0;£*[ et négative
pour € € [£%;6/D — 1] .

-Conclusion :
On en déduit le résultat cherché :
-Pour £ € [0;¢*] ,ona l(1+&) > 0et (L) < 0 et comme y — I(y) est une

fonction décroissante de y sur [1 +&; %} , alors il existe dans cet intervalle une
unique racine & 1’équation [(y) = 0 donnée par 'expression :

ygz%[1+0§—\/(027D)§2+2(97D)§} .

Pour ¢ € ]¢5 & —1[,onal(l+&) <0et (L) <0et commey — I(y) est une
fonction decrmssante de y sur [1 + & %] , alors il n’y a pas de racine a 1’équation
I(y) = 0 dans cet intervalle puisqu'on a I(y) <0 Vy € [1+& 4] .

O

En utilisant les résultats du Lemme 12 et du Lemme 13 exposés ci-dessus, on en
déduit le résultat suivant :

Pour £ € ]0; £*]

En posant H* = % avec yg défini par :

=5 [1+06— @ -D)&+20-D)E
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-1

onobtientg*ETD[l—i-Hﬁ V(02 —-D)&2+2(0—-D)¢

Pour Hr € |22 H*[, on a L(y}) > L(y3) et par conséquent yi = p — 1
est le maximum global cherché;

Pour Hy € }g*, e

mum global cherché.

[ ,ona L(yy) < L(y3) et par conséquent y3 est le maxi-

Pourge]g* ——1[

On a L(yT) > L(y3) et par conséquent y7 = p — 1 est le maximum global cherché.

Pour m <Hr<k

Onap—1<y] <0ety; > 0etla fonction a maximiser est pour Y;*, resp.
pour Y5, donnée par

_ u(0y;
L(y7) = u(yi) — =i, resp. par L(yz) = “G8) — ks
Or nous avons démontré dans le cas 2 précédent que, pour k > Hp > % d’une
part, les expressions de yi < 0 et y5 > 0 sont identiques a celles du cas traité et

que, d’autre part, indépendamment de la valeur considérée pour & = I?Tp >0,le
résultat suivant est vérifié :

Pour Hy € |22 Hy[, on a L(y}) > L(y}) et par conséquent y; est le maxi-
mum global cherché;

Pour Hy € |H{; k[, on a L(yy) < L(y3) et par conséquent y; est le maximum
global cherché.

avec Hj = 1+£* ou £* = ((092//% 11)) (9/\/_— 1) >0

Puisque Fkg > % , il en résulte que, dans le cas présent, les deux sous-cas suivants
sont possibles :

-Ou bien H* = %& > H} = % & € €]0;£*] et dans ce cas, VHr € [H*; k|

,ona L(yf) < L(y3) et par conséquent y; est le maximum global cherché.
-Oubien H* < H} & € € }5*; % — 1[ et dans ce cas, on a le résultat suivant :

Pour Hr € Jk;HS[ , on a L(yt) > L(y3) et par conséquent y; est le maximum
global cherché;

Pour Hy € |H§; H*] , on a L(y}) < L(y3) et par conséquent y; est le maximum
global cherché.

On en déduit que I'expression de la richesse terminale optimale pour ’asset manager
danslecas3oul < D <fet0 <= % < (% — 1) est ou bien I'expression
(2) du théoreme 9 si £ € }5*; % - 1[ , ou bien lexpression (3) du théoréme 9 si

£€]0;¢7] .
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PREUVE DE LA CONSEQUENCE ??7. On obtient le résultat cherché par applica-
tion directe du théoreme 9.
O

PREUVE DES PROPRIETES 35 ET 36. On en déduit, de ’expression donnée dans
le théoreme 9, que la stratégie optimale peut se décomposer comme une combinai-
son de plusieurs positions optionnelles élémentaires. En considérant I’espérance par
rapport au temps t de Y%, on trouve I'expression donnée dans la propriété 35 pour

L’expression de la propriété 36 s’obtient par application directe du lemme d’Ito
en partant de I’expression de la propriété 35.
O
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