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Étude mathématique de Trous Noirs et de leurs données initiales en
Relativité Générale

Résumé : L’objet de cette thèse est l’étude mathématique de familles d’espaces-temps satisfai-
sant aux équations d’Einstein de la Relativité Générale. Deux approches sont considérées pour
cette étude. La première partie, composée des trois premiers chapitres, examine les propriétés
géométriques des espaces-temps d’Emparan-Reall et de Pomeransky-Senkov, de dimension 5.
Nous montrons qu’ils contiennent un trou noir, dont l’horizon des événements est à sections
compactes non-homéomorphes à la sphère. Nous en construisons une extension analytique, et
prouvons que cette extension est maximale, et unique dans une certaine classe d’extensions pour
les espaces-temps d’Emparan-Reall. Nous établissons ensuite le diagramme de Carter-Penrose de
ces extensions, puis analysons la structure de l’ergosurface des espaces-temps de Pomeransky-
Senkov. La deuxième partie est consacrée à l’étude de données initiales, solutions des équations
des contraintes, induites par les équations d’Einstein. Nous effectuons un recollement d’une classe
de données initiales avec des données initiales d’espaces-temps de Kerr-Kottler-de Sitter, en uti-
lisant la méthode de Corvino. Nous construisons, d’autre part, des métriques asymptotiquement
hyperboliques en dimension 3, satisfaisant les hypothèses du théorème de masse positive à l’ex-
ception de la complétude, et ayant un vecteur moment-énergie de genre causal arbitraire.

Mots clés : Géométrie Lorentzienne, géométrie riemannienne, espaces-temps, extensions
analytiques, données initiales, équations des contraintes, vecteur de moment-énergie.

Mathematical study of Black Hole spacetimes and of their initial data in
General Relativity

Summary: The aim of this thesis is the mathematical study of families of spacetimes satisfying
the Einstein’s equations of General Relativity. Two methods are used in this context. The first
part, consisting of the first three chapters of this work, investigates the geometric properties of
the Emparan-Reall and Pomeransky-Senkov families of 5-dimensional spacetimes. We show that
they contain a black-hole region, whose event horizon has non-spherical compact cross sections.
We construct an analytic extension, and show its maximality and its uniqueness within a natu-
ral class in the Emparan-Reall case. We further establish the Carter-Penrose diagram for these
extensions, and analyse the structure of the ergosurface of the Pomeransky-Senkov spacetimes.
The second part focuses on the study of initial data, solutions of the constraint equations in-
duced by the Einstein’s equations. We perform a gluing construction between a given family of
inital data sets and initial data of Kerr-Kottler-de Sitter spacetimes, using Corvino’s method.
On the other hand, we construct 3-dimensional asymptotically hyperbolic metrics which satisfy
all the assumptions of the positive mass theorem but the completeness, and which display an
energy-momentum vector of arbitry causal type.

Keywords: Lorentzian geometry, Riemannian geometry, spacetimes, analytic extensions,
initial data, constraint equations, energy-momentum vector.

Discipline : Mathématiques et Applications

Laboratoire : Institut de Mathématiques et de Modélisation de Montpellier
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Introduction

En 1915, la théorie de la Relativité Générale voit le jour grâce aux travaux et à l’in-
tuition d’Albert Einstein. Elle consiste à relier une théorie physique de la gravitation à
un objet géométrique appelé espace-temps et ce grâce aux équations connues sous le nom
d’équations d’Einstein. L’Univers à grande échelle, de même que le voisinage d’une étoile
comme le Soleil, sont décrits dans le cadre de cette théorie comme de tels espaces-temps,
de dimension 4. La Relativité Générale a connu d’importants succès en astrophysique de-
puis près d’un siècle (explication de la précession du périhélie de Mercure, observations de
la déviation de la lumière d’une étoile lointaine lors d’une éclipse de Soleil, détection de
mirages gravitationnels, etc). Son cadre mathématique, en parallèle, a été source de nom-
breux développements au cours du 20ème siècle et encore aujourd’hui. Ceux-ci concernent
la compréhension de l’ensemble des espaces-temps solutions des équations d’Einstein.

L’objet de cette thèse est d’aborder différents aspects mathématiques de la théorie de
la Relativité Générale, par l’étude géométrique et analytique de certaines de ces familles
d’espaces-temps.

Le cadre géométrique est le suivant : on part d’une variété lisse M de dimension
n + 1, où n ≥ 1, et on la suppose munie d’une métrique lorentzienne ḡ, c’est-à-dire d’un
champ ḡ de formes bilinéaires symétriques non-dégénérées, de signature (n, 1) 1. Cette
métrique induit, sur chaque espace tangent TpM à M, un cône isotrope, appelé cône de
lumière, séparant les vecteurs de l’espace tangent selon leur type causal. Ainsi, sous cette
convention de signature, un vecteur v de TpM est dit de genre temps si ḡ(v, v) < 0, de
genre lumière s’il est isotrope, c’est-à-dire si ḡ(v, v) = 0, et de genre espace si ḡ(v, v) > 0
(voir Figure 1 ci-dessous). Un vecteur v est dit causal s’il est de genre temps ou lumière,
c’est-à-dire si ḡ(v, v) ≤ 0. De même que pour les vecteurs, on définit les notions de genre
temps, de genre lumière, ou de genre espace pour une courbe Lipschitz γ suivant le genre
du champ de vecteur tangent γ̇. Enfin, ces notions se généralisent aux sous-variétés de
M : une sous-variété de (M, ḡ) est dite de genre espace si tous ses vecteurs tangents sont
eux-même de genre espace ; la métrique induite est alors riemannienne.
Comme dans le cas riemannien, on associe à une métrique lorentzienne ḡ sa connexion de
Levi-Civita, ainsi que son tenseur de courbure de Riemann, et ses contractions comme la
courbure de Ricci de ḡ et la courbure scalaire de ḡ.
Nous pouvons à présent définir la notion géométrique centrale en Relativité Générale.

1. signature aussi notée (−,+, · · · ,+).

xi
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Figure 1 – Cône de lumière dans un espace tangent TpM.
Le vecteur u est de genre espace, soit ḡ(u, u) > 0, le vecteur v est de genre temps, ḡ(v, v) <
0, et w est un vecteur de genre lumière, ou isotrope, soit ḡ(w,w) = 0. Les vecteurs v et w
sont de plus orientés vers le futur, soit ḡ(Xp, v) < 0 et ḡ(Xp, w) < 0.

Définition Une variété lorentzienne (M, ḡ) est appelée espace-temps si M est connexe,
orientée et si (M, ḡ) est orientée en temps, c’est-à-dire s’il existe un champ de vecteurs
X tangent à M de genre temps : ḡ(X,X) < 0.

Cette orientation en temps permet de définir globalement sur M une notion de futur et
de passé. En effet, si X est un champ de vecteurs de genre temps, on dit qu’un vecteur
v ∈ TpM, causal, est orienté vers le futur (resp. vers le passé) si ḡ(v,Xp) < 0 (resp. > 0).
Autrement dit, c’est la direction de Xp dans le cône de lumière de TpM qui définit le futur
(et la direction opposée le passé), c’est-à-dire qu’un vecteur causal v de TpM est orienté
vers le futur s’il est dans le même demi-cône que Xp (voir la Figure 1).

L’exemple le plus simple d’espace-temps est l’espace de Minkowski, défini par

(M, ḡ) = (R4, η) ; η = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2 .

C’est l’espace-temps de la relativité restreinte. Pour cet exemple, le champ de vecteurs
X = ∂

∂t
donne une orientation en temps.

Dans un espace-temps, cette notion d’orientation en temps s’étend aux courbes Lip-
schitz s→ γ(s), suivant la direction de γ̇. Ainsi, dans la description relativiste de l’Univers,
un signal lumineux ou un objet massif parcourent l’espace-temps selon une courbe causale
orientée vers le futur.

Parmi les espaces-temps, on s’intéressera plus particulièrement à la classe des espaces-
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temps solutions des équations d’Einstein. Celles-ci, portant sur la métrique ḡ, s’écrivent

Ric(ḡ)− 1

2
R(ḡ)ḡ + Λḡ = κT , (1)

où Ric(ḡ) est le tenseur de Ricci de ḡ, R(ḡ) est sa courbure scalaire, T est le tenseur
d’énergie-impulsion, Λ et κ sont des constantes. Le tenseur T encode les interactions phy-
siques non-gravitationnelles, telles que les interactions électromagnétiques, les interactions
d’un fluide, etc. La constante Λ est la constante cosmologique, dont le signe joue un rôle
majeur sur la structure des solutions de (1). Physiquement parlant, les équations d’Ein-
stein (1) relient la courbure de l’espace-temps (M, ḡ) (le membre de gauche de (1)) au
contenu physique de l’espace-temps.

Plus précisément, les espaces-temps à l’étude dans ce travail seront solutions des équa-
tions d’Einstein du vide, de dimension n + 1 ≥ 3, c’est-à-dire solutions des équations
d’Einstein dans le cas où T = 0. Dans ce cas, on peut réécrire (1) comme

Ric(ḡ) =
2Λ

n− 1
ḡ . (2)

Historiquement, le cas n = 3 a été – de loin – le plus étudié, pour des raisons physiques
évidentes. En effet, d’un point de vue astrophysique, l’Univers ou encore l’espace-temps
au voisinage d’étoiles sont modélisés par des espaces-temps de dimension n + 1 = 4. En
dépit de nombreux travaux et avancées, l’équation (2) et ses solutions ne sont pas encore
totalement comprises d’un point de vue mathématique.

On peut tout de même commencer par citer des solutions « triviales » de (2) suivant
le signe de Λ. Pour Λ = 0, on retrouve l’espace-temps de Minkowski défini par (Rn+1, η),
également noté R1,n et déjà mentionné ci-dessus en dimension n + 1 = 4. En dimension
n+ 1 quelconque, la métrique lorentzienne η s’écrit

η = −dt2 + δ ,

où δ est la métrique euclidienne sur Rn. Pour Λ > 0, l’espace-temps de de Sitter, noté
dSn+1, est solution de (2). Il est à la géométrie lorentzienne ce que la sphère est à la
géométrie euclidienne. En effet, il peut se définir comme étant une hypersurface de Rn+2 :

dSn+1 := {(x0, x1, · · · , xn+1) | − (x0)2 + (x1)2 + · · ·+ (xn+1)2 = 1}

muni de la métrique induite par la métrique de Minkowski de Rn+2. Pour Λ < 0, l’espace-
temps d’Anti-de Sitter, noté AdSn+1, est solution de (2). On peut le voir comme l’analogue
lorentzien de l’espace hyperbolique en géométrie euclidienne. En effet, il peut se voir lui
aussi comme une hypersurface de Rn+2 :

AdSn+1 := {(x0, x1, x2, · · · , xn+1) | − (x0)2 − (x1)2 + (x2)2 + · · ·+ (xn+1)2 = −1}

muni de la métrique induite par −(dx0)2 − (dx1)2 + (dx2)2 + · · ·+ (dxn+1)2.

D’autres familles de solutions sont connues. La plus célèbre famille parmi les « non-
triviales » est la famille de Schwarzschild, découverte en 1916, solution de (2) dans le
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cas Λ = 0. Dans le cas n + 1 = 4, ces solutions modélisent l’espace-temps autour d’un
astre immobile, isolé, à symétrie sphérique. Elles sont paramétrées par un nombre m >
0, correspondant à la masse de l’astre. En coordonnées locales, elles admettent comme
expression :

ḡm = −f 2(r)dt2 +
dr2

f 2(r)
+ r2gS2 (3)

sur R × {r > 2m} × S2, où f 2(r) = 1 − 2m
r

et où gS2 est la métrique canonique ronde
sur la sphère unité S2. Lorsque Λ est quelconque et si n ≥ 3, il suffit de remplacer f 2(r)
par 1− 2m

rn−2 − 2Λ
n(n−1)r2

dans la formule ci-dessus. On obtient alors à nouveau des solutions

de (2) définies sur un certain intervalle de r dans lequel f 2 > 0. Ces solutions sont dites
de Kottler-(Schwarzschild)-de Sitter si Λ > 0 et de Kottler-(Schwarzschild)-Anti-de Sitter
si Λ < 0. Une autre famille remarquable de solutions dans le cas Λ = 0, n = 3 est la
famille de Kerr, découverte en 1963, paramétrée par deux paramètres m (la masse) et
a (le moment angulaire par unité de masse). Elles admettent l’expression suivante en
coordonnées locales (dites de Boyer-Lindquist) :

ḡm,a = ρ2
(
dr2

∆r
+ dθ2

)
+

sin2 θ

ρ2
(
adt− (r2 + a2)dϕ

)2
(4)

−∆r

ρ2
(
dt− a sin2 θdϕ

)2
,

avec
∆r = r2 + a2 − 2mr , ρ2 = r2 + a2 cos2 θ ,

et

Mm,a = {(t, r, θ, ϕ) : t ∈ R , r > r+ , θ ∈ [0, π] , ϕ ∈ [0, 2π)} = R× (r+,∞)× S
2 ,

où r+ est la plus grande racine de ∆r. Elles constituent en astrophysique un modèle précis
de l’espace-temps autour d’une étoile en rotation, telle que le Soleil. La condition m ≥ |a|
préserve la métrique de toute singularité dans Mm,a. On retrouve d’ailleurs la famille de
Schwarzschild en imposant a = 0.

Ces espaces-temps de Schwarzschild et de Kerr admettent plusieurs propriétés remar-
quables : ainsi, elles appartiennent à la classe des solutions de (2) asymptotiquement plates.
Par définition, celles-ci contiennent une hypersurface S, de genre espace, difféomorphe au
complémentaire d’une boule de rayon R dans R3, et telle que la métrique riemannienne
induite sur S tende vers la métrique euclidienne quand la coordonnée radiale r tend vers
+∞.

Les solutions de Schwarzschild et de Kerr sont de surcroît stationnaires. Cela signifie
qu’elles admettent un champ de Killing X complet et de genre temps assez loin dans
la région asymptotiquement plate (dans le cas des métriques de Schwarzschild (3) et de
Kerr (4) écrites ci-dessus en coordonnées locales, X = ∂t convient).

Elles ont de plus la propriété d’admettre un prolongement, dans un espace-temps
strictement plus grand, lui-même solution des équations d’Einstein (2). Dans les deux cas,
cette extension a la particularité de contenir un trou noir, qui, dans ces exemples, est
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r = 0

r = 0

r = 2m

Mm

B

M′
m

W

Figure 2 – Le diagramme de Carter-Penrose de l’extension M̂m de l’espace-temps de
Schwarzschild M = Mm à travers l’horizon des événements {r = 2m}, de bifurcation.
La région B est un trou noir, W est un trou blanc, et M′

m est une deuxième région
asymptotiquement plate, isométrique à Mm. La frontière signalée par r = 0 indique le
lieu où la courbure de M̂m devient singulière. On étend ainsi r comme une coordonnée
définie globalement sur M̂m. Chaque point du diagramme peut être vu comme une sphère
de dimension 2 et de rayon r.

une partie de laquelle aucune courbe causale orientée vers le futur ne peut sortir. Dans
l’exemple de l’espace-temps de Schwarzschild ci-dessus de paramètre m > 0, l’espace-
temps initial {r > 2m} s’étend en un espace-temps lisse sur un domaine où la coordonnée
r est à valeurs dans (0,+∞), et ce malgré une singularité apparente en r = 2m. Cette
extension a la propriété d’être analytique, ce qui entraîne que la relation (2) est conservée
lors de l’extension. La région B := {0 < r < 2m} est un trou noir au sens ci-dessus, sa
frontière {r = 2m}, appelée l’horizon des événements, est une hypersurface difféomorphe
à R×S2 de l’espace-temps étendu M̂m (les sections compactes sont à topologie sphérique).

On peut visualiser à l’aide du diagramme de Carter-Penrose (Figure 2) l’espace-
temps M̂m obtenu comme extension analytique maximale de l’espace-temps de Schwarz-
schild Mm, aussi appelée extension de Kruskal-Szekeres, voir [Kru60]. On trouve sur
ce diagramme la région W, obtenue également comme une région pour laquelle on a
0 < r < 2m, tout en étant distincte de B. L’horizon total des événements, repéré par
r = 2m sur la Figure 2, est dit de bifurcation, c’est-à-dire qu’il existe des coordonnées u,
v telles que {r = 2m} = {uv = 0}. On peut obtenir ce diagramme comme une compacti-
fication conforme du quotient de M̂m par le groupe d’isométries SO(3) (voir [HE73]).

Les espaces-temps de Kerr non-dégénérés, c’est-à-dire dont les paramètres m et a
vérifient m > |a|, admettent également une extension analytique maximale, que l’on peut
visualiser par son diagramme de Carter-Penrose de la Figure 3 (voir aussi [BL67, Car68]).
Il est important de noter que ce diagramme, contrairement à celui de Schwarzschild, ne
s’obtient pas par transformation conforme d’un quotient de l’espace-temps de Kerr. Il
représente en revanche de manière exacte les relations causales entre les différentes régions
de M̂m,a et la structure des horizons (ici de bifurcation) entre ces régions.

Il est à noter que dans le cas dit dégénéré où m = |a|, la structure globale change
radicalement, puisque les deux horizons {r = rc} et {r = rh} sont alors confondus.
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Figure 3 – Diagramme de Carter-Penrose de l’extension M̂m,a de l’espace-temps de Kerr
Mm,a, coïncidant avec la région I.
Le point i0 désigne une région asymptotiquement plate, l’horizon des événements (ici de
bifurcation) du trou noir s’écrit {r = rh}, alors que{r = rc}, où rc < rh, désigne un second
horizon « intérieur ». L’ensemble singulier apparaît dans les régions (isométriques) V et
VI.
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Dans les espaces-temps stationnaires (M, ḡ), il est possible de définir les notions de
trou noir, de trou blanc et d’horizons des événements sans recours à une écriture de la
métrique en coordonnées. Pour ce faire, on définit d’abord Sext ⊂ S une région asymp-
totiquement plate sur laquelle le champ de vecteurs X est de genre temps, puis Mext, la
région extérieure de M, égale à l’union des orbites selon le flot de X des points de Sext.

Le domaine des communications extérieures, noté 〈〈Mext〉〉, est alors défini comme
l’ensemble des points de M reliés à la fois par une courbe de genre temps futur et une
courbe de genre temps passé à Mext. Autrement dit, 〈〈Mext〉〉 est l’ensemble des points
par lesquels passent des courbes de genre temps pouvant partir à l’infini vers le futur et
vers le passé.

Si U est une partie de M, on définit le futur de U , noté I+(U), comme l’ensemble des
points atteints par une courbe de genre temps, orientée vers le futur et partant de U , et
le passé de U , noté I−(U), de manière similaire en replaçant « futur » par « passé ». On
a alors

〈〈Mext〉〉 = I+(Mext) ∩ I−(Mext) .

Le trou noir B de (M, ḡ) est défini comme la partie de M dont aucun point n’est relié
par une courbe de genre temps futur au domaine des communications extérieures, soit

B = M\ I−(Mext) = M\ I−(〈〈Mext〉〉)

et son horizon des événements H+ comme sa frontière : H+ = ∂B. Physiquement parlant,
c’est la partie de l’espace-temps de laquelle aucun observateur situé « à l’infini » ne peut
recevoir de signal. On définit de la même manière le trou blanc W (parfois appelé fontaine
blanche) en remplaçant « futur » par « passé », et son horizon des événements H− = ∂W.
L’horizon des événements de M, noté H, est l’union des deux horizons précédents, soit
H := H+ ∪ H−.

Un dernier ensemble remarquable des espaces-temps stationnaires est leur ergosurface,
notée E . Celle-ci est par définition le lieu en lequel le champ de vecteur de Killing station-
naire X, c’est-à-dire celui de genre temps dans la région asymptotique, devient de genre
lumière : on écrit donc E = {ḡ(X,X) = 0}. Cet ensemble a une importance particulière
en astrophysique, puisqu’il est relié à un processus d’extraction d’énergie d’un trou noir
(le processus de Penrose) (voir [HE73], p. 327). Pour les solutions de Kerr, une telle ergo-
surface existe et est distincte de l’horizon des événements ; elle est située dans le domaine
des communications extérieures. En des termes plus physiques, aucun corps suivant une
courbe causale située en-dessous de l’ergosurface ne peut apparaître immobile pour un
observateur à « l’infini ».

Une des grandes questions de la relativité générale mathématique est de savoir si les
espaces-temps de Kerr sont les seuls espaces-temps de dimension n + 1 = 4, asymptoti-
quement plats, stationnaires, solutions de (2) avec Λ = 0. En astrophysique, cela revient
à se demander si le stade ultime de l’effondrement d’une étoile sur elle-même produit
un trou noir uniquement caractérisé par la masse et le moment angulaire de l’étoile. Des
réponses affirmatives ont été données au problème mathématique, sous des hypothèses
supplémentaires d’analyticité et de « bon comportement » de l’horizon des événements,
par différents auteurs au cours des dernières décennies. On renvoit le lecteur à [CLC08]
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pour une description de ces travaux et pour un énoncé précis. Le problème général étant
toujours ouvert (notamment en ne supposant que la lisseté au lieu de l’analyticité).

Plus récemment, le besoin de mieux connaître les solutions des équations d’Einstein en
dimension plus grande s’est fait sentir, notamment en raison des avancées en gravitation
quantique de ces dernières années. Si l’on retrouve bien les analogues des espaces-temps
de Schwarzschild (voir ci-dessus avec la formule générale (3)) et de Kerr (les solutions de
Myers-Perry, voir [MP86]), il est apparu, en dimension n+1 = 5, de nouvelles familles de
solutions. Certaines de celles-ci, découvertes en 2001 par Emparan et Reall ([ER02]), et
leurs généralisations découvertes en 2006 par Pomeransky et Senkov ([PS06]), font l’objet
de la première partie, composée des trois premiers chapitres de cette thèse.

Ces solutions ont avant tout la propriété remarquable de posséder un horizon des
événements ayant des sections compactes homéomorphes à S1 × S2, à la différence des
solutions de Myers-Perry évoquées ci-dessus, dont les sections compactes de l’horizon des
événements sont à topologie sphérique. Ces espaces-temps sont communément appelés
anneaux noirs en raison de la composante S1 dans la topologie de l’horizon des événements.
Les espaces-temps d’Emparan-Reall forment ainsi la première famille de solutions de (2)
à topologie non-sphérique des sections compactes de l’horizon des événements.

Il est intéressant de noter à ce stade que la seule topologie autorisée pour les sections
de l’horizon des événements d’un trou noir d’un espace-temps de dimension n+1 = 4 est
la topologie sphérique d’après le théorème de topologie d’Hawking ([Haw72]), alors qu’en
dimension n + 1, n ≥ 3, un résultat de Galloway et Schoen ([GS06]), généralisant celui
d’Hawking, autorise les topologies de variétés compactes orientables de dimension n − 1
de type de Yamabe strictement positif. En particulier, pour n + 1 = 5, la topologie de
S1 × S2 est bien autorisée.

D’autre part, ces espaces-temps ont la propriété d’être asymptotiquement plats et
stationnaires, tout comme les espaces-temps de Schwarzschild et de Myers-Perry de di-
mension 5. Ceci empêche donc toute généralisation naïve du théorème d’unicité de Kerr
en dimension 4 à un équivalent en dimension 5 avec les solutions de Myers-Perry.

L’objet du Chapitre 1 de cette thèse, réalisé en collaboration avec Piotr T. Chruściel,
est de poursuivre l’étude de la structure des solutions d’Emparan-Reall, formant une
famille à deux paramètres d’espaces-temps. Nous montrons que l’on peut prolonger ces
métriques sur un espace-temps strictement plus grand, solution de (2) avec Λ = 0, et
contenant un trou noir.

La question qui se pose alors est de savoir si cette extension, analytique, (M̂, ĝ) de
l’espace-temps d’Emparan-Reall (M, ḡ) est maximale. Le résultat suivant, que nous dé-
montrons dans le Chapitre 1, y apporte une réponse affirmative :

Théorème A Toute géodésique causale maximalement étendue de (M̂, ĝ) est soit com-
plète, soit rencontre une singularité de courbure à paramètre affine fini.

Dans un espace-temps, une géodésique causale vérifiant cette propriété sera dite s-complète,
et un espace-temps dont toutes les géodésiques causales sont s-complètes sera appelé s-
complet.
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Cette extension a en outre la propriété d’être globalement hyperbolique, cela signifiant
que M̂ admet une hypersurface S, de genre espace, telle que toute courbe causale in-
extensible de M̂ intersecte S une et une seule fois. Une telle hypersurface S est dite
hypersurface de Cauchy.

Cette propriété se reformule en écrivant que M̂ est égal au domaine de dépendance de
S, c’est-à-dire que M̂ est « complètement déterminée » par S.

Ces propriétés sont résumées dans le diagramme de Penrose de (M̂, ĝ), qui représente
les relations causales entre les différentes régions de l’espace-temps ajoutées à l’espace-
temps initial, cf Figure 4. Il apparait ainsi que (M̂, ĝ) a une structure analogue à celle
de l’extension de Kruskal-Szekeres de l’espace-temps de Schwarzschild représenté sur la
Figure 2.

H

MI

MII

MIII

MIV

Figure 4 – Le diagramme de Carter-Penrose de l’extension M̂ de l’espace-temps
d’Emparan-Reall M = MI à travers l’horizon des événements H.
La région MII est un trou noir, MIV est un trou blanc, et MIII est une deuxième région
asymptotiquement plate isométrique à M.

Nous prouvons ensuite le résultat d’unicité suivant (l’unicité s’entendant à isométrie
près) :

Théorème B (M̂, ĝ) est unique dans la classe des extensions analytiques de (M, ḡ) qui
sont simplement connexes, globalement hyperboliques, et s-complètes.

Il est à noter que le résultat ci-dessus est faux si l’on remplace « s-complètes » par « maxi-
males ». Il existe en effet d’autre manières pour un espace-temps d’être maximal, comme
discuté à la section 4 du Chapitre 1. La démonstration de ce théorème repose sur le ré-
sultat général suivant que nous démontrons également, et qui est une version lorentzienne
et généralisée à la s-complétude du résultat de [KN63], Théorème 6.3, p. 255 :

Théorème C Soit (M, g) et (M′, g′) deux variétés lorentziennes analytiques de dimen-
sion n + 1, n ≥ 1, telles que M est connexe et simplement connexe et telle que M′ est
s-complète de genre temps. Alors toute immersion isométrique fU : U →֒ M′, d’un ouvert
U de M dans M′, s’étend de manière unique en une immersion isométrique f : M →֒ M′.

Après avoir réalisé cette étude pour les espaces-temps d’Emparan-Reall, nous menons
dans le Chapitre 2 un travail similaire pour les métriques de Pomeransky-Senkov, for-
mant une famille à trois paramètres d’espace-temps solutions de (2). Ce travail, présenté
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dans cette thèse, a été réalisé en collaboration avec Piotr T. Chruściel et Alfonso García-
Parrado Gómez-Lobo. Les solutions de Pomeransky-Senkov décrivent des espaces-temps,
possédant eux aussi un horizon des événements homéomorphe à R×S1×S2, avec deux mo-
ments angulaires non-nuls autour de deux axes, alors que l’un de ces moments angulaires
est nul pour le cas Emparan-Reall. Pour ces raisons, les espaces-temps d’Emparan-Reall
sont parfois mentionnés sous le nom d’anneaux noirs à rotation simple, alors que ceux de
Pomeransky-Senkov sont parfois dénommés anneaux noirs à rotation double.

Une partie importante de notre travail sur ces solutions de (2), présenté au Chapitre 2
de cette thèse, consiste d’abord à prouver que ces métriques sont lisses dans les domaines
des communications extérieures de ces espaces-temps :

Théorème D Soit ḡ une métrique de Pomeransky-Senkov. Alors ḡ est analytique, lorent-
zienne sur un ouvert M de R5 et (M, ḡ) définit un espace-temps asymptotiquement plat,
stationnaire.

Nous prouvons ensuite que l’on peut étendre analytiquement ces espaces-temps en des
espaces-temps strictement plus grand :

Théorème E Soit (M, ḡ) un espace-temps de Pomeransky-Senkov. Alors (M, ḡ) s’étend

analytiquement en un espace-temps (M̂, ĝ) contenant un trou noir, un trou blanc, un
horizon des événements et un second horizon interne de bifurcation. Le domaine des com-
munications extérieures 〈〈Mext〉〉 de M̂ coïncide avec M.

Nous démontrons à cette occasion que l’horizon des événements du trou noir d’un espace-
temps de Pomeransky-Senkov a la topologie R×S1×S2, déjà vue dans le Chapitre 1 pour
l’horizon des événements d’un espace-temps d’Emparan-Reall.

Comme dans le cas des espaces-temps d’Emparan-Reall, on déduit de ces différentes
extensions la structure globale des espaces-temps de Pomeransky-Senkov, résumée dans
le diagramme de Penrose de la Figure 5, qui est semblable à celui de Kerr ; cela revient
à dire que l’extension analytique des solutions de Pomeransky-Senkov réalisée jusqu’ici
est partagée, par l’intermédiaire des horizons, en régions dont les liens de causalité sont
les même que ceux des différentes régions de l’extension maximale des espaces-temps de
Kerr.

Nous étudions ensuite le sous-ensemble de R5, noté Sing, des points correspondants à
une singularité de courbure de la métrique ḡ. Nous avons prouvé en particulier le résultat
suivant, portant sur sa localisation par rapport aux horizons, et sur sa topologie :

Théorème F L’ensemble singulier Sing d’un espace-temps (M̂, ĝ) de Pomeransky-Senkov
est situé « en-deçà » de l’horizon des événements et de l’horizon interne. De plus il est
soit homéomorphe à R × T3, soit homéomorphe à R × S1 × S2, soit, dans le cas limite,
homéomorphe à un R × S1 × S2 « pincé », suivant les valeurs des paramètres pour cet
espace-temps.

Ainsi, de manière remarquable, la topologie de l’ensemble singulier varie quand on parcourt
l’ensemble des métriques de la famille de Pomeransky-Senkov, contrairement à la topologie
de l’horizon des événements qui reste égale à celle de R× S1 × S2. Quant à la localisation
de Sing, on la retrouve illustrée dans le diagramme de la Figure 5.
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Figure 5 – Diagramme de Carter-Penrose de l’extension M̂ de l’espace-temps de
Pomeransky-Senkov M, coïncidant avec la région I.
Le point i0 désigne une région asymptotiquement plate, H l’horizon des événements (de
bifurcation) du trou noir, Hc un second horizon, interne. L’ensemble singulier apparaît
dans les régions (isométriques) V et VI.

On prouve finalement que les espaces-temps d’Emparan-Reall du Chapitre 1 sont obte-
nus comme une limite d’espaces-temps de Pomeransky-Senkov. Ce passage à la limite re-
vient à annuler l’un des deux moments angulaires de l’espace-temps. Pour un espace-temps
(M̂, ĝ) obtenu comme extension analytique d’un espace-temps de Pomeransky-Senkov, la
structure causale est différente de celle de l’extension d’un espace-temps d’Emparan-Reall,
comme l’illustrent les Figures 5 et 4, et ressemble plutôt à la structure causale de l’ex-
tension analytique maximale des solutions de Kerr illustré à la Figure 3.

Au cours de ce travail, nous avons également traité le cas dégénéré. Il s’agit, de ma-
nière très vague, d’un régime critique sous lequel la rotation est telle qu’il n’y a plus de
« gravité de surface » sur l’horizon des événements. Dans le cas de Kerr, on a vu qu’il est
atteint lorsque le paramètre de moment angulaire a prend pour valeur absolue la valeur m
du paramètre de masse. Dans le cas de Pomeransky-Senkov, il est atteint pour certaines
valeurs limites des paramètres, et comme dans le cas de Kerr, nous réalisons une exten-
sion analytique, dont la structure causale est différente de celle du cas non-dégénéré. En
particulier, l’horizon des événements H et l’horizon interne Hc sont alors confondus.

Cette thèse poursuit au Chapitre 3 l’étude des espace-temps de Pomeransky-Senkov,
plus particulièrement de l’ergosurface d’un tel espace-temps. Il est montré dans ce travail
que l’ergosurface existe, admet deux composantes, et voit sa topologie varier suivant les
valeurs prises par les paramètres de la famille d’espaces-temps, fournissant ainsi une preuve
des résultats de Durkee annoncés dans [Dur09].
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Théorème G Soit (M̂, ĝ) un espace-temps de Pomeransky-Senkov non-dégénéré et ana-
lytiquement étendu. Alors son ergosurface E existe, et admet deux parties E+ et E−, où
E+ ⊂ 〈〈Mext〉〉 et où E− est « en-deçà » de l’horizon interne Hc.
De plus, E− est homéomorphe à R×S1×S2, alors que la topologie de E+ est soit R×S1×S2,
soit R× (S3 ∪ S3), soit un R× S1 × S2 « pincé ».

Ainsi, comme pour l’ensemble singulier Sing mentionné plus haut, les sections compactes
de l’ergosurface externe voient leur topologie varier entre S1×S2 et S3∪S3 (union disjointe
de deux sphères) lorsque l’on parcourt l’ensemble des valeurs des paramètres de la famille
de Pomeransky-Senkov.

Dans tout ce qui précède, il a été question d’étudier certaines familles particulières
d’espaces-temps solutions des équations d’Einstein (2). La deuxième partie de cette
thèse est quant à elle consacrée à une approche analytique du problème d’existence de
solutions. Cette approche nous permet dans cette thèse d’établir l’existence de certaines
familles de solutions de (2), avec constante cosmologique Λ strictement positive.

L’idée générale de cette approche est de voir les équations d’Einstein comme une
équation d’évolution, portant sur une variété M de dimension n et sur une métrique
riemannienne g sur M . On se pose alors la question suivante : peut-on construire un
espace-temps (M, ḡ) de dimension n + 1, solution de (2), comme étant la trajectoire
obtenue après évolution de (M, g) sous cette équation d’évolution ? Si oui, y a t-il un
espace-temps solution maximale de ce problème ? Enfin, y a t-il unicité ?

Dans un premier temps, il faut se demander quelles sont les conditions que doit sa-
tisfaire (M, g) pour pouvoir se plonger en une hypersurface de genre espace d’un espace-
temps (M, ḡ) solution de (2). Bien sûr, il est nécessaire pour cela que g = i∗ḡ soit la
métrique induite sur M par son plongement i dans (M, ḡ), mais cela ne suffit pas. En
effet, g et la seconde forme fondamentale k de M doivent en outre satisfaire les équations
suivantes, dites des contraintes (voir [BI04, FR00]) :

Φ(g, k) :=

(
R(g)− 2Λ− |k|2g + (trg k)

2

2 (divg k − d(trg k))

)
=

(
0
0

)
. (5)

On remarque que la condition (5) porte uniquement sur (M, g, k), ne faisant pas intervenir
l’espace-temps (M, ḡ).

Réciproquement, si (M, g) est une variété riemannienne et k un (0, 2)-tenseur symé-
trique sur M vérifiant (5), alors les théorèmes de Choquet-Bruhat et Choquet-Bruhat-
Geroch (voir [FB52] et [CBG69]) assurent qu’il existe un espace-temps (M, ḡ), solution
de (2), et un plongement i :M →֒ M tels que g et k sont bien, respectivement, la première
et la seconde forme fondamentale sur M induites par ce plongement. De plus, on peut
choisir (M, ḡ) et i de sorte que (M, ḡ) soit globalement hyperbolique et que i(M) en soit
une hypersurface de Cauchy. (M, ḡ) est en outre unique à plongement isométrique près.

On a ainsi un problème d’évolution bien posé, de second ordre sur g. Les conditions
initiales sont, à l’ordre 0, le fait que i∗ḡ = g, et à l’ordre 1 le fait que (g, k) soit solution
des équations de contraintes.
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Cela nous conduit naturellement à appeler ensemble de données initiales un triplet
(M, g, k) solution de (5). Les résultats ci-dessus nous incitent donc à chercher des solu-
tions (M, g, k) aux équations des contraintes, puisque cela fournira automatiquement des
solutions aux équations d’Einstein.

Une étude d’ensembles de données initiales constitue l’objet du Chapitre 4. Diffé-
rentes méthodes existent pour résoudre (5) sous certaines hypothèses supplémentaires,
notamment la méthode conforme, développée par Choquet-Bruhat, Lichnerowicz et York.
On pourra trouver une introduction claire à cette méthode dans [Hum10], p 84-86, et
dans [BI04].

Une autre façon de procéder consiste à examiner les données initiales pour des familles
de référence bien connues d’espaces-temps, puis, étant donné un ensemble de données
initiales « proches » de l’une d’elles, de les perturber afin de les recoller en des données
initiales qui coïncident avec des données initiales de référence dans une région asympto-
tique.

Les premiers travaux utilisant cette méthode de « recollement » sont dus à Cor-
vino ([Cor00]) en 2000. Il établit ainsi l’existence de données initiales totalement géo-
désiques (k = 0), solutions des équations des contraintes à constante cosmologique nulle
(i.e. R(g) = 0), asymptotiquement plates et coïncidant avec des données initiales d’un
espace-temps de Schwarzschild dans la région asymptotique, mais ne coïncidant pas glo-
balement avec ces données initiales de Schwarzschild.

Ce résultat peut s’interpréter en termes d’espace-temps : il existe des espaces-temps
statiques (c’est-à-dire stationnaires et possédant une hypersurface de genre espace en
tout point ḡ-orthogonale au champ de Killing de genre temps), asymptotiquement plats,
solutions des équations d’Einstein (2) avec Λ = 0, coïncidant avec un espace-temps de
Schwarzschild d’une certaine masse m dans la région asymptotique, mais ne coïncidant
pas globalement avec cet espace-temps de Schwarzschild.

La méthode utilisée ici a ensuite été reprise par Chruściel-Delay ([CD03]) et Corvino-
Schoen ([CS06]) pour aboutir à un résultat analogue pour les espaces-temps de Kerr : si
Λ = 0, et si (g, k) sont des données initiales asymptotiquement plates solutions de (5),
on peut déformer (g, k) dans la région asymptotique pour les recoller avec des données
initiales d’un espace-temps de Kerr. La déformation est à support compact, et l’on obtient
à l’issu du recollement un couple (g̃, k̃) qui conserve la propriété d’être solution de (5).

Ces résultats semblent indiquer que les équations d’Einstein autorisent une certaine
« flexibilité » de leurs solutions lorsque l’on impose à celles-ci un comportement à l’infini.
Toutefois, ceci ne va pas forcément à l’encontre du théorème d’unicité de Kerr évoqué plus
haut en dimension 3, puisque l’énoncé de ce théorème impose également des conditions
sur l’horizon des événements, qui est « éloigné » de la région asymptotique.

Ces dernières années, des travaux analogues ont été entrepris en ne supposant plus
forcément la valeur 0 pour la constante cosmologique Λ. Dans le cas Λ < 0, Chruściel et
Delay ([CD09]) effectuent le recollement de données initiales asymptotiquement hyperbo-
liques avec des données initiales d’espaces-temps Kottler-Schwazschild-Anti de Sitter dans
le cas où les données initiales considérées sont de la forme (M, g, 0), c’est-à-dire correspon-
dant à une hypersurface de genre espace totalement géodésique de l’espace-temps. Comme
dans le recollement traité par Corvino ([Cor00]), il s’agit donc de déformer la métrique
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riemannienne g tout en conservant la courbure scalaire constante, ici R(g) = 2Λ.
Comme pour le cas asymptotiquement plat, un espace-temps asymptotiquement hyper-

bolique, ou plutôt asymptotiquement Anti-de Sitter, décrit physiquement l’espace-temps
autour d’un système isolé, sauf qu’il faut en plus prendre en compte le rôle joué par la
constante Λ < 0. Il contient par définition une hypersurface de genre espace, difféomorphe
au complémentaire d’une boule dans Rn, telle que la métrique g induite par ḡ tend vers
la métrique hyperbolique lorsque la coordonnée radiale r tend vers l’infini.

L’intérêt d’effectuer de tels recollements apparaît lorsque l’on étudie certains invariants
globaux des variétés riemanniennes (ou plus généralement de données initiales) asymptotes
à un modèle, tel que l’espace euclidien ou l’espace hyperbolique. Nous revenons plus loin
sur la nature de ces invariants, aussi appelés charges globales, issus d’une formulation
hamiltonienne de la relativité générale. Un problème important et toujours d’actualité est
de déduire d’une inégalité satisfaite en tout point des données initiales (correspondant à
la positivité de la densité d’énergie), une contrainte, sous forme d’une inégalité, sur la
charge globale telle que perçue par un observateur situé à l’infini. La masse ou encore
le vecteur de moment-énergie sont des exemples de charges globales Ces problèmes sont
généralement évoqués sous le nom de théorèmes de masse positive.

L’avantage d’effectuer des recollements de données initiales asymptotes à des don-
nées initiales « modèles » est d’avoir une expression simple de ces invariants globaux,
facilitant ainsi la preuve de l’inégalité voulue. Ainsi, dans les travaux mentionnés précé-
demment ([Cor00, CS06, CD03]) dans le cadre asymptotiquement plat, le recollement est
effectué sur un compact qui peut être choisi arbitrairement loin dans la région asymp-
totique. La masse des données initiales (g, k) asymptotiquement plates est alors obtenue
comme limite des masses des données initiales de référence (de Kerr) utilisées pour le
recollement, lorsque l’on fait tendre vers l’infini la zone de recollement.

Dans le cas Λ > 0, le plus simple espace-temps solution de (2) est l’espace-temps de
de Sitter. Celui-ci est à sections spatiales compactes sans bord, si bien qu’on ne peut pas
identifier de région asymptotique comme pour les espaces-temps de Minkowski ou d’AdS.
En revanche, les solutions de Kottler-Schwarzschild-de Sitter (KSdS) de (2) dans le cas Λ >
0 possèdent bien une région asymptotique. Dans ([CP08]), Chruściel et Pollack effectuent
ainsi un recollement de données initiales asymptotiques à des données initiales de KSdS.
Plus précisément, ils ne considèrent que des données initiales de la forme (M, g, 0), avec g à
courbure scalaire constante R(g) = 2Λ, et asymptotes à des données initiales (Mm0 , g̊m0 , 0)
d’un espace-temps de KSdS de paramètrem0. Ils parviennent alors à perturber ces données
initiales pour en obtenir des nouvelles de la forme (M ′, g′, 0), coïncidant exactement avec
les données initiales (Mm, g̊m, 0) de l’espace-temps KSdS de paramètre m, « proche » de
m0, dans la région asymptotique, et satisfaisant toujours R(g′) = 2Λ.

Le Chapitre 4 de cette thèse fournit une généralisation de ce recollement aux données
initiales (M, g, k), asymptotes à des données initiales de KSdS, avec k non nécessairement
nul. Comme pour le cas à Λ = 0 traité dans [CD03] et dans [CS06], nous nous restreignons
à la dimension n + 1 = 4.

Plus précisément, on montre que l’on peut déformer des données initiales (M, g, k) so-
lutions des équations des contraintes (5) avec constante cosmologique Λ > 0 et asymptotes
aux données initiales (Mm0 , g̊m0, 0) de l’espace-temps de Kottler-Schwarzschild-de Sitter
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de masse m0. On obtient sur M des nouvelles données initiales (g̃, k̃), toujours solutions
de (5) avec la même constante cosmologique Λ > 0, et ayant la propriété de coïncider
exactement avec (g, k) partout sauf dans la région asymptotique d’une part, et avec les
données initiales (Mm,a, g̊m,a, k̊m,a) de l’espace-temps de Kerr-Kottler-de Sitter de para-
mètres m et a « assez loin » dans la région asymptotique d’autre part. Cette procédure
est illustrée sur la Figure 6 ci-dessous. Quitte à changer d’échelle, on peut supposer dans

Figure 6 – Principe de recollement.
On part de la courbe (M, g, k), asymptote à la ligne horizontale pleine représentant les
données initiales (Mm0 , g̊m0, 0), et on recolle avec les données initiales de (Mm,a, g̊m,a, k̊m,a),
représentées par la ligne horizontale en pointillés, pour obtenir (M ′, g′, k′). La zone de
recollement se situe entre les deux segments pointillés verticaux.

la suite que Λ = 3. On montre alors le résultat suivant :

Théorème H Soit (M, g, k) un triplet de données initiales, où M contient une région
asymptotique E = [0,+∞)× S2 sur laquelle (g, k) est asymptote à un couple de données
initiales (̊gm0 , 0) d’un espace-temps de Kottler-Schwarzschild-de Sitter de masse m0. Alors
il existe δ0 > 0 tel que pour tout δ ∈ (0, δ0), il existe (m, a) avec |m−m0|+|a| < δ, R0 > 0,
et un couple de données initiales (g′, k′) coïncidant avec (g, k) sur le complémentaire de
[R0,+∞) × S2 dans M , et coïncidant avec les données initiales (̊gm,a, k̊m,a) d’un espace-
temps de Kerr-Kottler-de Sitter sur le complémentaire d’un compact dans E.

Comme dans tous les travaux de recollement qui ont été évoqués, le raisonnement
consiste en deux étapes ; d’abord l’étude du noyau de l’adjoint formel du linéarisé de l’opé-
rateur Φ évalué en des données de référence (g0, k0), ce que l’on note K0 := kerDΦ(g0, k0)

∗.
Ici, les données de référence sont les données initiales d’un espace-temps de Kottler-
Schwarzschild-de Sitter de masse m0. Il apparaît que ce noyau est non-trivial et de dimen-
sion finie.
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La projection du problème sur un orthogonal de K0 permet cependant d’« éliminer » ce
noyau et d’appliquer des théorèmes d’isomorphisme classiques. On peut ainsi résoudre le
problème « modulo noyau », c’est-à-dire trouver (g̃, k̃) tel que la projection de Φ(g̃, k̃) sur
cet orthogonal de K0 est nulle.

Ensuite, la dimension du noyau (ici 4) est compensée par le nombre de paramètres
indépendants d’une famille d’espaces-temps de référence (ou de leurs données initiales),
ici la famille des métriques de Kerr-Kottler-de Sitter à quatre paramètres indépendants.
Lorsque ce nombre est égal à la dimension de K0, il existe alors des valeurs de ces para-
mètres permettant d’éliminer la projection sur le noyau, fournissant ainsi une résolution
complète du problème de recollement.

Cette thèse se conclut sur l’Annexe A, qui traite d’une question liée à un cas par-
ticulier d’un problème de masse positive, brièvement évoqué ci-dessus. Ces problèmes se
rencontrent dans le cadre de variétés riemanniennes non-compactes (ou plus généralement
de triplets de données initiales non-compactes), asymptotes à un modèle comme l’espace
euclidien ou l’espace hyperbolique. Dans ce contexte, en suivant les notations de [Mic10],
une charge globale d’une variété (M, g), où g est asymptote à une métrique g0, est une
quantité de la forme ∮

S∞

U(g, g0)(ν)dSg0 ,

où S∞ est le « bord à l’infini de M », ν est le vecteur normal à S∞ pour g0, dSg0 est la
mesure induite par g0 sur S∞ et U(g, g0) est une 1-forme.

Une formulation de ces problèmes de masse positive est qu’une condition locale de
positivité (« densité d’énergie positive ») influe sur une condition globale de positivité
d’une charge globale calculée à l’infini. Mieux encore, sous les mêmes conditions, la nullité
de cette charge globale entraîne que la variété considérée est le modèle de référence (par
exemple l’espace euclidien ou l’espace hyperbolique suivant les cas).

L’exemple le plus connu d’un tel problème est le Théorème de la masse positive pour
une variété riemannienne asymptotiquement plate. Ce théorème affirme qu’un invariant
numérique, la masse, est positive si on suppose qu’en tout point, la courbure scalaire
est positive. La masse est ici calculée comme limite d’intégrales sur des sphères de rayon
tendant vers l’infini. De plus, la nullité de la masse équivaut au fait que la variété considérée
est isométrique à l’espace euclidien. Il a été prouvé par Schoen et Yau en dimension n
pour 3 ≤ n ≤ 7 ([SY79, SY81, Sch89]), et par Witten ([Wit81]) pour n = 3, sa méthode
se généralisant en toute dimension n ≥ 3 sous l’hypothèse supplémantaire que la variété
admet une structure spin.

Une conséquence immédiate et remarquable illustrant la « rigidité » de ce résultat est
la suivante : si (M, g) est une variété riemannienne complète asymptotiquement plate, à
courbure scalaire positive, et si g est isométrique à la métrique euclidienne en dehors d’un
compact de M , alors (M, g) est isométrique à l’espace euclidien.

Outre le cas asymptotiquement plat, le cas asymptotiquement hyperbolique présente lui
aussi un intérêt, puisque les espaces asymptotiquement hyperboliques apparaissent natu-
rellement comme des données initiales d’espace-temps asymptotiquement Anti-de Sitter.
Comme pour le cas asymptotiquement plat, on peut calculer des charges globales à l’in-
fini. Ces quantités ont la propriété d’êtres des invariants géométriques d’une telle variété.
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On forme ainsi le vecteur de moment-énergie, noté pg, d’une variété asymptotiquement
hyperbolique (M, g) de dimension n ≥ 3. Dans ce cadre, et si (M, g) est complète, la
conjecture de masse positive affirme, sous l’hypothèse R(g) ≥ 2Λ, que pg est un vecteur
causal orienté vers le futur dans l’espace-temps de Minkowski R1,n, et qu’il est de genre
lumière si et seulement si (M, g) est isométrique à un ouvert de l’espace hyperbolique Hn.
Sous hypothèse supplémentaire spin, cette conjecture devient un théorème, montré par
Wang, [Wan01], et indépendamment par Chruściel et Herzlich, [CH03]. Le problème est
encore ouvert sans l’hypothèse supplémentaire spin, excepté en dimension 3 puisque cette
condition est alors automatique.

L’Annexe A traite d’un problème dans ce cadre. On construit des données initiales,
de la forme (g, 0), solutions de (5) à constante cosmologique Λ = −3, asymptotiquement
hyperboliques et dont le vecteur de moment-énergie est de genre arbitraire dans l’espace-
temps de Minkowski. Plus précisément, nous démontrons le résultat suivant :

Théorème I Soit p un vecteur de l’espace-temps de Minkowski R1,3. Alors il existe une
métrique riemannienne g asymptotiquement hyperbolique définie sur un voisinage du bord
à l’infini de l’espace hyperbolique H3, ayant les propriétés d’être conformément plate, de
courbure scalaire −6, et admettant un vecteur de moment-énergie égal à p.

Une conséquence immédiate de ce résultat est que nous pouvons construire des métriques
asymptotiquement hyperboliques, satisfaisant la condition R(g) ≥ 2Λ et telles que le
vecteur pg est de genre espace. D’après le théorème démontré par Wang, Chruściel et
Herzlich, ces métriques sont nécessairement non-complètes.
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Étude des Espaces-temps
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Chapitre 1

Extensions analytiques maximales des
espaces-temps d’Emparan-Reall

Nous construisons dans ce chapitre (en anglais) une extension analytique des espaces-
temps d’Emparan-Reall de manière analogue aux constructions de Kruskal-Szekeres pour
l’espace-temps de Schwarzschild, ici en dimension 4+ 1. Nous montrons ensuite que cette
extension est maximale, globalement hyperbolique et unique dans une classe naturelle
d’extensions. La preuve de ces résultats repose sur l’étude des géodésiques causales, dont
on montre qu’elles sont complètes, ou qu’elles rencontrent une singularité de courbure à
paramètre affine fini.

Cette étude, réalisée en collaboration avec Piotr T. Chruściel, a fait l’objet d’une
publication ([CC10]) dans le Journal of Differential Geometry.
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4 Extensions analytiques maximales des espaces-temps d’Emparan-Reall

1.1 Introduction

The Emparan-Reall [ER02] metrics form a remarkable class of vacuum black hole solu-
tions of Einstein equations in dimension 4+1. Some aspects of their global properties have
been studied in [ER02], where it was shown that the solution contains a Killing horizon
with S2 × S1 × R topology. The aim of this work is to point out that the event horizon
coincides with the Killing horizon, and therefore also has this topology ; and to construct
an analytic extension with a bifurcate Killing horizon ; and to establish some global pro-
perties of the extended space-time. The extension resembles closely the Kruskal-Szekeres
extension of the Schwarzschild space-time, with a bifurcate Killing horizon, a black hole
singularity, a white hole singularity, and two asymptotically flat regions. We show that
causal geodesics in the extended space-time are either complete or reach a singularity in
finite time. This implies maximality of our extension. We also show global hyperbolicity,
present families of alternative extensions, establish uniqueness of our extension within a
natural class, and verify existence of a conformal completion at null infinity.

1.2 The Emparan-Reall space-time

In local coordinates the Emparan-Reall metric can be written in the form

g = −F (x)
F (z)

(
dt+

√
ν

ξF

ξ1 − z

A
dψ

)2

+
F (z)

A2(x− z)2
× (1.1)

[
−F (x)

(
dz2

G(z)
+
G(z)

F (z)
dψ2

)
+F (z)

(
dx2

G(x)
+
G(x)

F (x)
dϕ2

)]
,

where A > 0, ν et ξF are constants, and

F (ξ) = 1− ξ

ξF
, (1.2)

G(ξ) = νξ3 − ξ2 + 1 = ν(ξ − ξ1)(ξ − ξ2)(ξ − ξ3) , (1.3)

are polynomials, with ν chosen so that ξ1 < 0 < ξ2 < ξ3). The study of the coordinate
singularities at x = ξ1 and x = ξ2 leads to the determination of ξF as :

ξF =
ξ1ξ2 − ξ23

ξ1 + ξ2 − 2ξ3
∈ (ξ2, ξ3) . (1.4)

Emparan and Reall have established the asymptotically flat character of (1.1), as well
as existence of an analytic extension across an analytic Killing horizon 1 at z = ξ3. The
extension given in [ER02] is somewhat similar of the extension of the Schwarzschild metric
that one obtains by going to Eddington-Finkelstein coordinates, and is not maximal.
Now, existence of an analytic extension with a bifurcate horizon, à la Kruskal-Szekeres, is
guaranteed from this by an analytic version of the analysis of Rácz and Wald in [RW96].
But the global properties of an extension so constructed are not clear. It is therefore of

1. We follow the terminology of [CLC08].
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interest to present an explicit extension with good properties. This extension is constructed
in Section 1.3, and its global properties are studied in the remaining sections.

As in [ER02] we assume throughout that

ξ1 ≤ x ≤ ξ2 . (1.5)

As discussed in [ER02], the extremities correspond to a north and south pole of S2, with
a function θ defined by dθ = dx/

√
G(x) providing a latitude on S2, except for the limit

x − z → 0, x → ξ1, which corresponds to an asymptotically flat region, see [ER02] ; a
detailed proof of asymptotic flatness can be found in [Chr06]. The surface “{z = ∞}" can
be identified with “{z = −∞}" by introducing a coordinate Y = −1/z, with the metric
extending analytically across {Y = 0}, see [ER02] for details.

We will denote by (MI∪II , g) the space-time constructed by Emparan and Reall, as
outlined above, where the coordinate z runs then over (ξF ,∞]∪ [−∞, ξ1]. We will denote
by (MI , g) the subset of (MI∪II , g) in which the coordinate z runs over (ξ3,∞]∪ [−∞, ξ1] ;
see Figure 1.1.

Strictly speaking, in the definitions of (MI∪II , g) and (MI , g) we should have used
different symbols for the metric g ; we hope that this will not lead to confusions.

1.3 The extension

We start by working in the range z ∈ (ξ3,∞) ; there we define new coordinates w, v
by the formulae

dv = dt +
bdz

(z − ξ3)(z − ξ2)
, (1.6)

dw = dt− bdz

(z − ξ3)(z − ξ2)
, (1.7)

where b is a constant to be chosen shortly. (Our coordinates v and w are closely related to,
but not identical, to the coordinates v and w used in [ER02] when extending the metric
through the Killing horizon z = ξ3). Similarly to the construction of the extension of the
Kerr metric in [Car68, BL67], we define a new angular coordinate ψ̂ by :

dψ̂ = dψ − adt , (1.8)

where a is a constant to be chosen later. Let

σ :=
1

A

√
ν

ξF
. (1.9)

Using (1.6)–(1.8), we obtain

dt =
1

2
(dv + dw) , (1.10)

dz =
(z − ξ3)(z − ξ2)

2b︸ ︷︷ ︸
=:H(z)/2

(dv − dw) , (1.11)

dψ = dψ̂ +
a

2
(dv + dw) , (1.12)
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which leads to

gvv = gww = − F (x)

4F (z)

(
1 + aσ(ξ1 − z)

)2
− F (x)F (z)

4A2(x− z)2

(
a2G(z)

F (z)
+
H2(z)

G(z)

)
, (1.13)

gvw = − F (x)

4F (z)

(
1 + aσ(ξ1 − z)

)2
− F (x)F (z)

4A2(x− z)2

(
a2G(z)

F (z)
− H2(z)

G(z)

)
, (1.14)

gvψ̂ = gwψ̂ = − F (x)

2F (z)
σ(ξ1 − z)

(
1 + aσ(ξ1 − z)

)
− F (x)G(z)a

2A2(x− z)2
, (1.15)

gψ̂ψ̂ = −F (x)
F (z)

σ2(ξ1 − z)2 − F (x)G(z)

A2(x− z)2
. (1.16)

The Jacobian of the coordinate transformation is

∂(w, v, ψ̂, x, ϕ)

∂(t, z, ψ, x, ϕ)
= 2

∂v

∂z
=

2b

(z − ξ2)(z − ξ3)
.

In the original coordinates (t, z, ψ, x, ϕ) the determinant of g was

det(g(t,z,ψ,x,ϕ)) = −F
2(x)F 4(z)

A8(x− z)8
, (1.17)

so that in the new coordinates it reads

det(g(w,v,ψ̂,x,ϕ)) = −F
2(x)F 4(z)(z − ξ2)

2(z − ξ3)
2

4A8b2(x− z)8
. (1.18)

This last expression is negative on (ξF ,∞) \ {ξ3}, and has a second order zero at z = ξ3.
In order to remove this degeneracy one introduces

v̂ = exp(cv) , ŵ = − exp(−cw) , (1.19)

where c is some constant to be chosen. Hence we have

dv̂ = cv̂dv , dŵ = −cŵdw , (1.20)

and the determinant in the coordinates (ŵ, v̂, ψ̂, x, ϕ) reads

det(g(ŵ,v̂,ψ̂,x,ϕ)) = −F
2(x)F 4(z)(z − ξ2)

2(z − ξ3)
2

4A8b2(x− z)8c4v̂2ŵ2
. (1.21)

But one has v̂2ŵ2 = exp(2c(v − w)), so that

v̂2ŵ2 = exp

(
4cb

∫
1

(z − ξ2)(z − ξ3)
dz

)
(1.22)

= exp

(
4cb

(ξ3 − ξ2)
(ln(z − ξ3)− ln(z − ξ2))

)
.
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Taking into account (1.22), and the determinant (1.21), we choose the constant c to
satisfy :

2cb

(ξ3 − ξ2)
= 1 . (1.23)

We obtain

v̂ŵ = −z − ξ3
z − ξ2

, (1.24)

and

det(g(ŵ,v̂,ψ̂,x,ϕ)) = −F
2(x)F 4(z)(z − ξ2)

4

4A8b2(x− z)8c4
. (1.25)

With this choice, the determinant of g in the (ŵ, v̂, ψ̂, x, ϕ) coordinates extends to a strictly
negative analytic function on {z ∈ (ξF ,∞)}. In fact, z is an analytic function of v̂ŵ on
{v̂ŵ 6= −1} (that last set corresponds to z = ∞ ⇔ Y = 0, we will return to this shortly) :

z =
ξ3 + ξ2v̂ŵ

1 + v̂ŵ
. (1.26)

In the (ŵ, v̂, ψ̂, x, ϕ) coordinates, one obtains the coefficients of the metric from (1.20)
using

gv̂v̂ =
1

c2v̂2
gvv , gŵŵ =

1

c2ŵ2
gww , (1.27)

gv̂ŵ = − 1

c2v̂ŵ
gvw , gv̂ψ̂ =

1

cv̂
gvψ̂ , gŵψ̂ = − 1

cŵ
gwψ̂ .

In order to show that the coefficients of the metric are analytic on the set

{
ŵ, v̂ | z(v̂ŵ) > ξF

}
=
{
ŵ, v̂ | − 1 < v̂ŵ <

ξ3 − ξF
ξF − ξ2

}
(1.28)

it is convenient to write

gv̂v̂ =
1

c2v̂2ŵ2
ŵ2gvv , gŵŵ =

1

c2v̂2ŵ2
v̂2gww , (1.29)

gv̂ŵ = − 1

c2v̂ŵ
gvw , gv̂ψ̂ =

1

cv̂ŵ
ŵgvψ̂ , gŵψ̂ = − 1

cv̂ŵ
v̂gwψ̂ .

Hence, to make sure that all the coefficients of metric are well behaved at {ŵ, v̂ ∈ R | z =
ξ3} (i.e. v̂ = 0 or ŵ = 0), it suffices to check that there is a multiplicative factor (z − ξ3)

2

in gvv = gww, as well as a multiplicative factor (z − ξ3) in gvw and in gvψ̂ = gwψ̂. In
view of (1.13)–(1.16), one can see that this will be the case if , first, a is chosen so that
1 + aσ(ξ1 − z) = aσ(ξ3 − z), that is

a =
1

σ(ξ3 − ξ1)
, (1.30)

and then, if b is chosen such that

0 = −a
2νξF (ξ3 − ξ1)

ξ3 − ξF
+

1

νb2(ξ3 − ξ1)
. (1.31)
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Equation (1.31) will hold if we set

b2 =
(ξ3 − ξF )

ν2a2ξF (ξ3 − ξ1)2
. (1.32)

So far we have been focussing on the region z ∈ (ξF ,∞), which overlaps only with
part of the manifold “{z ∈ (ξ3,∞] ∪ [−∞, ξ1]}". A well behaved coordinate on that last
region is Y = −1/z. This allows one to go smoothly through Y = 0 in (1.24) :

v̂ŵ = −1 + ξ3Y

1 + ξ2Y
⇐⇒ Y = − 1 + v̂ŵ

ξ3 + ξ2v̂ŵ
. (1.33)

In other words, v̂ŵ extends analytically to the region of interest, 0 ≤ Y ≤ −1/ξ1 (and
in fact beyond, but this is irrelevant to us). Similarly, the determinant det(g(ŵ,v̂,ψ̂,x,ϕ))
extends analytically across Y = 0, being the ratio of two polynomials of order eight in z
(equivalently, in Y ), with limit

det(g(ŵ,v̂,ψ̂,x,ϕ)) →z→∞ − F 2(x)

4A8b2c4ξ4F
. (1.34)

We conclude that the construction so far produces an analytic Lorentzian metric on the
set

Ω̂ :=
{
ŵ, v̂ | − ξ3 − ξ1

ξ2 − ξ1
≤ v̂ŵ <

ξ3 − ξF
ξF − ξ2

}
× S1

ψ̂
× S2

(x,ϕ) , (1.35)

Here a subscript on Sk points to the names of the corresponding local variables.

z = ξF

z = ξF

z = ξ3

MI

MII

MIII

MIV

I
+
I

I
−
I

I
+
III

I
−
III

Figure 1.1 – M̂ with its various subsets. For example, MI∪II is the union of MI and of
MII and of that part of {z = ξ3} which lies in the intersection of their closures ; this is
the manifold constructed in [ER02]. Very roughly speaking, the various I ’s correspond
to x = z = ξ1. It should be stressed that this is neither a conformal diagram, nor is
the space-time a product of the figure times S2 × S1 : MI cannot be the product of the
depicted diamond with S2×S1, as this product is not simply connected, while MI is. But
the diagram represents accurately the causal relations between the various MN ’s, as well
as the geometry near the bifurcate horizon z = ξF , as the manifold does have a product
structure there.
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The map
(ŵ, v̂, ψ̂, x, ϕ) 7→ (−ŵ,−v̂,−ψ̂, x,−ϕ) (1.36)

is an orientation-preserving analytic isometry of the analytically extended metric on Ω̂. It
follows that the manifold

M̂
obtained by gluing together Ω̂ and two isometric copies of (MI , g) can be equipped with
the obvious Lorentzian metric, still be denoted by g, which is furthermore analytic. The
second copy of (MI , g) will be denoted by (MIII , g) ; compare Figure 1.1. The reader
should keep in mind the polar character of the coordinates around the relevant axes of
rotation, and the special character of the “point at infinity" z = ξ1 = x.

1.4 Global structure

1.4.1 The event horizon has S2 × S1 × R topology

As shortly reviewed in Section 1.2, it is shown in [ER02] how to extend the metric
(1.1) across

E := {z = ξ3}
to an analytic metric on MI∪II . Further, we have shown in Section 1.3 how to extend g
to an analytic metric on M̂. Now,

g(∇z,∇z) = gzz = −A
2(x− z)2G(z)

F (x)F (z)
(1.37)

in the region {z > ξ3}, and by analyticity this equation remains valid on {z > ξF}.
Equation (1.37) shows that E is a null hypersurface, with z being a time function on
{ξF < z < ξ3}. The usual choice of time orientation implies that z is strictly decreasing
along future directed causal curves in the region {v̂ > 0 , ŵ > 0}, and strictly increasing
along such curves in the region {v̂ < 0 , ŵ < 0}. In particular no causal future directed
curve can leave the region {v̂ > 0 , ŵ > 0}. Hence the space-time contains a black hole
region.

However, it is not clear that E is the event horizon within the Emparan-Reall space-
time (MI∪II , g), because the actual event horizon could be enclosing the region z < ξ3. To
show that this is not the case, consider the “area function", defined as the determinant,
say W , of the matrix

g(Ki, Kj) ,

where the Ki’s, i = 1, 2, 3, are the Killing vectors equal to ∂t, ∂ψ, and ∂ϕ in the asympto-
tically flat region. In the original coordinates of (1.1) this equals

F (x)G(x)F (z)G(z)

A4(x− z)4
. (1.38)

Analyticity implies that this formula is valid throughout MI∪II , as well as M̂. Now,

F (z)G(z) =
ν

ξF
(ξF − z)(z − ξ1)(z − ξ2)(z − ξ3) ,
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and, in view of the range (1.5) of the variable x, the sign of (1.38) depends only upon the
values of z. Since F (z)G(z) behaves as −νz4/ξF for large z, W is negative both for z < ξ1
and for z > ξ3. Hence, at each point p of those two regions the set of vectors in TpM
spanned by the Killing vectors is timelike. So, suppose for contradiction, that the event
horizon H intersects the region {z ∈ (ξ3,∞]} ∪ {z ∈ [−∞, ξ1)} ; here “z = ±∞" should
be understood as Y = 0, as already mentioned in the introduction. Since H is a null
hypersurface invariant under isometries, every Killing vector is tangent to H. However, at
each point at which W is negative there exists a linear combination of the Killing vectors
which is timelike. This gives a contradiction because no timelike vectors are tangent to a
null hypersurface.

We conclude that {z = ξ3} forms indeed the event horizon in the space-time (MI∪II , g)
(as defined at the end of Section 1.2), with topology R× S1 × S2.

The argument just given also shows that the domain of outer communications within
(MI , g) coincides with (MI , g).

Similarly, one finds that the domain of outer communications within (M̂, g), or that
within (MI∪II , g), associated with an asymptotic region lying in (MI , g), is (MI , g). The
boundary of the d.o.c. in (M̂, g) is a subset of the set {z = ξ3}, which can be found by
inspection of Figure 1.1.

1.4.2 Inextendibility at z = ξF

The obvious place where (M̂, g) could be enlarged is at z = ξF . To show that no
extension is possible there, consider 2 the norm of the Killing vector field ∂t :

g(∂t, ∂t) = −F (x)
F (z)

→ξF<z→ξF ∞ (recall that F (x) ≥ 1− ξ2
ξF
> 0). (1.39)

Suppose, for contradiction, that there exists a C2 extension of the metric through {z =
ξF}. Recall that any Killing vector field X satisfies the set of equations

∇α∇βXσ = RλαβσX
λ . (1.40)

But the overdetermined set of linear equations (1.40) together with existence of a C2

extension implies that ∂t extends, in C2, to {z = ξF}, contradicting (1.39).
An alternative way, demanding somewhat more work, of proving that the Emparan-

Reall metric is C2–inextendible across {z = ξF}, is to notice that RαβγδR
αβγδ is unbounded

along any curve along which z approaches ξF . This has been pointed out to us by Harvey
Reall (private communication), and has been further verified by Alfonso Garcia-Parrado
and José María Martín García using the symbolic algebra package xAct [MG] :

RαβγδR
αβγδ =

12A4ξ4FG(ξF )
2(x− z)4 (1 +O(z − ξF ))

(ξF − x)2(z − ξF )6
. (1.41)

We are grateful to Alfonso and José María for carrying out the calculation.

2. This inextendibility criterion has been introduced in [BCIM97] (see the second part of Proposition 5,
p. 139 there).
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1.4.3 Maximality

Let k ∈ R ∪ {∞} ∪ {ω}. The (n + 1)–dimensional space-time (M̃, g̃) is said to be a
Ck–extension of an (n+1)–dimensional space-time (M, g) if there exists a Ck–immersion
ψ : M → M̃ such that ψ∗g̃ = g, and such that ψ(M) 6= M̃. A space-time (M, g) is said
to be Ck-maximal, or Ck-inextendible, if no Ck–extensions of (M, g) exist.

A scalar invariant is a function which can be calculated using the geometric objects
at hand and which is invariant under isometries. For instance, a function αg which can
be calculated in local coordinates from the metric g and its derivatives will be a scalar
invariant if, for any local diffeomorphism ψ we have

αg(p) = αψ∗g(ψ
−1(p)) . (1.42)

In the application of our Theorem 1.4.6 below to the Emparan-Reall space-time one can
use the scalar invariant g(X,X), calculated using a metric g and a Killing vector X. In
this case the invariance property (1.42) reads instead

αg,X(p) = αψ∗g,(ψ−1)∗X(ψ
−1(p)) . (1.43)

A scalar invariant f on (M, g) will be called a Ck–compatibility scalar if f satisfies
the following property : For every Ck–extension (M̃, g̃) of (M, g) and for any bounded
timelike geodesic segment γ in M such that ψ(γ) accumulates at the boundary ∂(ψ(M))

(where ψ is the immersion map ψ : M → M̃), the function f is bounded along γ.
An example of a C2–compatibility scalar is the Kretschmann scalar, which writes

RαβγδR
αβγδ. As explained in Section 1.4.2, another example is provided by the norm

g(X,X) of a Killing vector X of g. Any constant function is a compatibility scalar in this
terminology, albeit not very useful in practice.

We shall need the following generalisation of a maximality criterion of [Chr91, Appen-
dix C] : 3

Proposition 1.4.1 Suppose that every timelike geodesic γ in (M, g) is either complete,
or some Ck–compatibility scalar is unbounded on γ. Then (M, g) is Ck-inextendible.

Proof: Suppose that there exists a Ck–extension (M̃, g̃) of (M, g), with immersion
ψ : M → M̃. We identify M with its image ψ(M) in M̃.

Let p ∈ ∂M and let O be a globally hyperbolic neighborhood of p. Let qn ∈ M be
a sequence of points approaching p, thus qn ∈ O for n large enough. Suppose, first, that
there exists n such that qn ∈ I+(p) ∪ I−(p). By global hyperbolicity of O there exists
a timelike geodesic segment γ from qn to p. Then the part of γ which lies within M is
inextendible within M and has finite affine length. Furthermore every Ck–compatibility
scalar is bounded on γ. But there are no such geodesics through qn by hypothesis. We
conclude that

(I+(p) ∪ I−(p)) ∩M = ∅ . (1.44)

Let q ∈ (I+(p) ∪ I−(p)) ∩ O, thus q 6∈ M by (1.44). Since I+(q) ∪ I−(q) is open, and
p ∈ I+(q) ∪ I−(q), we have qn ∈ I+(q) ∪ I−(q) for all n sufficiently large, say n ≥ n0.

3. JC acknowledges useful discussions with M. Herzlich concerning the problem at hand.
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Let γ be a timelike geodesic segment from qn0 to q. Since q is not in M, the part of γ
that lies within M is inextendible within M and has finite affine length, with all Ck–
compatibility scalars bounded. This is again incompatible with our hypotheses, and the
result is established. �

In Section 1.5 below (see Theorem 1.5.1) we show that all maximally extended causal
geodesics of our extension (M̂, g) of the Emparan-Reall space-time are either complete, or
reach the singular boundary {z = ξF} in finite affine time. This, together with Section 1.4.2
and Proposition 1.4.1 gives :

Theorem 1.4.2 (M̂, g) is maximal within the class of C2 Lorentzian manifolds.

1.4.4 Global hyperbolicity

In this section we show that (M̂, g) is globally hyperbolic. We shall need the following
standard fact (see, e.g., [O’N84, Lemma 13, p.408]) :

Lemma 1.4.3 Let α be a maximally extended causal curve in a strongly causal space-time
(M, g) meeting a compact set K. Then α eventually leaves K, never to return, both to
the future and to the past.

Recall that in the region MI , the time-coordinate t is a time-function since ∇t is
timelike ; hence ṫ > 0 along any future-directed causal curve. In terms of the coordinates
of Section 1.3 we have :

t =
1

2c
ln

(
− v̂

ŵ

)
. (1.45)

Letting v̂ and ŵ be the global coordinates of Section 1.3, we define the hypersurface

S := {v̂ + ŵ = 0} . (1.46)

(Thus, S extends smoothly the hypersurface {t = 0} ⊂ MI , across the bifurcation
surface {ŵ = v̂ = 0}, to its image in MIII under the map (1.36).) The hypersurface S is
spacelike, and we wish to show that it is Cauchy. We start by noting that it is achronal :
Indeed, on MI the function t, as well as its mirror counterpart on MIII , are time functions
on MI ∪MIII , so any connected causal curve through those regions can meet S at most
once. Next, since z is a time function on MII∪MIV , any causal curve entering MII∪MIV

from MI ∪MIII cannot leave MII ∪MIV , and therefore cannot intersect again. A similar
argument applies to those causal curves which enter MII from MIV , or vice-versa, and
achronality follows.

So, from [Ger70, Property 6], since S is closed, spacelike, and achronal, it suffices to
prove that every inextendible null geodesic in M̂ intersects S . For this, let γ be such a
geodesic, say future-directed.

Suppose, first, that γ(0) ∈ MI ; the argument in MIII follows from isometry invariance.
Choose ε > 0 sufficiently small so that the set Kε, defined using the coordinates v̂, ŵ of
Section 1.3",

Kε :=

{
v̂ ≥ ε, ŵ ≤ −ε, v̂ŵ ≥ −ξ3 − ξ1

ξ2 − ξ1
+ ε

}
× S1 × S2 , (1.47)
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Figure 1.2 – The set Kε1. Here ŵ and v̂ are the global coordinates of Section 1.3.

contains γ(0) (see Figure 1.2). Suppose, moreover, that t(γ(0)) > 0. Since Kε is compact,
and (MI , g) is strongly causal (as it has a time function), Lemma 1.4.3 implies that γ
must leave Kε, and never reenter, except perhaps after exiting from (MI , g) and returning
again. But we have already seen that γ cannot return to MI once it exited, so γ will indeed
eventually never reenter Kǫ. Choose any sequence εi tending to zero, then there exists a
decreasing sequence si such that γ leaves Kεi at γ(si), and never renters.

Now, the ratio −v̂/ŵ is a time function on MI , and therefore increasing along γ to
the future, and decreasing to the past. If γ crosses the hypersurface {−v̂/ŵ = 1} we are
done. So suppose that γ does not. Then :

1. Either γ definitively leaves ∂Kε1 at s = s1 through that part of the boundary
∂Kε1 on which ŵ = −ε1. Then γ remains in the tiled yellow triangle in Figure 1.2
until it leaves MI , and thus all subsequent definitive exit points γ(si) ∈ ∂Kǫi lie on
ŵ = −εi. So ŵ(si) → 0 and v̂(si) → 0. The argument around equation (1.122) below
shows that ŵ(s) → 0 and v̂(s) → 0 in finite time. By the analysis of Section 1.5,
γ smoothly extends through {v̂ = ŵ = 0}. But this is impossible since γ is null,
while the only null geodesics meeting {v̂ = ŵ = 0} are the generators of the Killing
horizon, entirely contained within {v̂ = ŵ = 0}.

2. Or γ definitively leaves ∂Kε1 at s = s1 through that part of the boundary ∂Kε1 on
which

ŵv̂ = −ξ3 − ξ1
ξ2 − ξ1

+ ε1 .

From what has been said, all subsequent definitive exit points take place on

ŵv̂ = −ξ3 − ξ1
ξ2 − ξ1

+ εi .

This implies that z(s) → ξ1. We need to consider two cases :
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Suppose, first, that the constant of motion cψ vanishes. Then ct = 0 is not possible
by (1.68) (recall that λ = 0), while from (1.63)

ṫ(s) approaches − F (ξ1)

F (x(s))
ct , (1.48)

which is strictly bounded away from zero. So ṫ is positive and uniformly bounded
away from zero sufficiently far to the past. This, together with Theorem 1.5.6, shows
that γ crosses {−v̂ = ŵ} ⊂ S , which contradicts our assumption.

It remains to consider the possibility that cψ 6= 0. Equation (1.68) implies that
x(s) → ξ1. Hence γ enters, and remains, within the asymptotically flat region.
There γ is forced to cross {−v̂

ŵ
= 1} by arguments known in principle, contradicting

again our assumption. �

We conclude that γ’s intersecting MI or MIII , with t(γ(0)) > 0, meet S when followed
to the past.

The proof that future directed causal geodesics γ intersecting MI or MIII , with
t(γ(0)) < 0, meet S , is identical : one needs instead to follow γ to the future rather
than to the past. Alternatively one can invoke the existence of isometries of those regions
which map t to −t and ψ to −ψ.

Suppose, finally, that γ(0) ∈ MII ∪ MIV . By Proposition 1.5.4, the null geodesic γ
exits in finite time through the bifurcate horizon {ŵv̂ = 0}. If γ exits through {ŵ = v̂ = 0}
it intersects S there, and we are done ; otherwise it enters MI ∪MIII . But we have just
seen that γ must then intersect S , and the proof of global hyperbolicity is complete. �

1.4.5 I

In this section we address the question of existence of conformal completions at null
infinity à la Penrose, for a class of higher dimensional stationary space-times that includes
the Emparan-Reall metrics ; see the Appendix in [DS90] for the 3 + 1 dimensional case.

We start by noting that any stationary asymptotically flat space-time which is va-
cuum, or electro-vacuum, outside of a spatially compact set is necessarily asymptotically
Schwarzschildian, in the sense that there exists a coordinate system in which the leading
order terms of the metric have the Schwarzschild form, with the error terms falling-off one
power of r faster :

g = gm +O(r−(n−1)) , (1.49)

where gm is the Schwarzschild metric of massm, and the size of the decay of the error terms
in (1.49) is measured in a manifestly asymptotically Minkowskian coordinate system. The
proof of this fact is outlined briefly in [BC07, Section 2]. In that last reference it is also
shown that the remainder term has a full asymptotic expansion in terms of inverse powers
of r in dimension 2k + 1, k ≥ 3, or in dimension 4 + 1 for static metrics. Otherwise, the
remainder is known to have an asymptotic expansion in terms of inverse powers of r and
of ln r, and whether or not there will be non-trivial logarithmic terms in the expansion is
not known in general.
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In higher dimensions, the question of existence of a conformal completion at null
infinity is straightforward : We start by writing the (n+1)–dimensional Minkowski metric
as

η = −dt2 + dr2 + r2h , (1.50)

where h is the round unit metric on an (n − 2)-dimensional sphere. Replacing t by the
standard retarded time u = t− r, one is led to the following form of the metric g :

g = −du2 − 2du dr + r2h+O(r−(n−2))dxµdxν , (1.51)

where the dxµ’s are the manifestly Minkowskian coordinates (t, x1, . . . , xn) coordinates for
η. Setting x = 1/r in (1.51) one obtains

g =
1

x2

(
− x2du2 + 2du dx+ h+O(xn−4)dyαdyβ

)
, (1.52)

with correction terms in (1.52) which will extend smoothly to x = 0 in the coordinate
system (yµ) = (u, x, vA), where the vA’s are local coordinates on Sn−2. For example, a
term O(r−2)dxidxj in g will contribute a term

O(r−2)dr2 = O(r−2)x−4dx2 = x−2(O(1)dx2) ,

which is bounded up to x = 0 after a rescaling by x2. The remaining terms in (1.52) are
analyzed similarly.

In dimension 4 + 1, care has to be taken to make sure that the correction terms do
not affect the signature of the metric so extended ; in higher dimension this is already
apparent from (1.52).

So, to construct a conformal completion at null infinity for the Emparan Reall metric it
suffices to verify that the determinant of the conformally rescaled metric, when expressed
in the coordinates described above, does not vanish at x = 0. This is indeed the case, and
can be seen by calculating the Jacobian of the map

(t, z, ψ, x, ϕ) 7→ (u, x, vA) ;

the result can then be used to calculate the determinant of the metric in the new co-
ordinates, making use of the formula for the determinant of the metric in the original
coordinates.

For a general stationary vacuum 4+1 dimensional metric one can always transform to
the coordinates, alluded to above, in which the metric is manifestly Schwarzschildian in
leading order. Instead of using (u = t− r, x = 1/r) one can use coordinates (um, x = 1/r),
where um is the corresponding null coordinate u for the 4 + 1 dimensional Schwarzschild
metric. This will lead to a conformally rescaled metric with the correct signature on the
conformal boundary. Note, however, that this transformation might introduce log terms
in the metric, even if there were none to start with ; this is why we did not use this above.

In summary, whenever a stationary, vacuum, asymptotically flat, (n+1)–dimensional
metric, 4 6= n ≥ 3, has an asymptotic expansion in terms of inverse powers of r, one is led
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to a smooth I . This is the case for any such metric in dimensions 3+ 1 or 2k+1, k ≥ 3.
In the remaining dimensions one always has a polyhomogeneous conformal completion at
null infinity, with a conformally rescaled metric which is Cn−4 up-to-boundary. For the
Emparan-Reall metric there exists a completion which has no logarithmic terms, and is
thus C∞ up-to-boundary.

1.4.6 Uniqueness ?

Distinct extensions

We start by noting that maximal analytic extensions of manifolds are not unique. The
simplest counterexamples are as follows : remove a subset Ω from a maximally extended
manifold M so that M\Ω is not simply connected, and pass to the universal cover ; extend
maximally the space-time so obtained, if further needed. This provides a new maximal
extension. Whether or not such constructions can be used to classify all maximal analytic
extensions remains to be seen.

One can likewise ask the question, whether it is true that (M̂, g) is unique within
the class of simply connected analytic extensions of (MI , g) which are inextendible and
globally hyperbolic. The following variation of the construction gives a negative answer,
when “inextendible" is meant as “inextendible within the class of globally hyperbolic ma-
nifolds" : Let S be the Cauchy surface {t = 0} in M̂, as described in Section 1.4.4 (see
(1.46)), and remove from S a closed subset Ω so that S \Ω is not simply connected. Let

S̃ be a maximal analytic extension of the universal covering space of S \Ω, with the ob-
vious Cauchy data inherited from S , and let (M̃, g̃) be the maximal globally hyperbolic
development thereof. Then (M̃, g̃) is a globally hyperbolic analytic extension of (MI , g)

which is maximal in the class of globally hyperbolic manifolds, and distinct from (M̂, g).
The examples just discussed will exhibit the following undesirable feature : existence

of maximally extended geodesics of finite affine length near which the space-time is locally
extendible in the sense of [R9́3]. This does not happen in (M̂, g). It turns out that there
exists at least one more maximal extension of the Emparan-Reall space-time (MI , g)
which does not suffer from this local extendibility pathology. This results from a general
construction which proceeds as follows :

Consider any spacetime (M, g), and let MI be an open subset of M. Suppose that
there exists an isometry Ψ of (M, g) satisfying : a) Ψ has no fixed points ; b) Ψ(MI) ∩
MI = ∅ ; and c) Ψ2 is the identity map. Then, by a) and c), M/Ψ equipped with
the obvious metric (still denoted by g) is a Lorentzian manifold. Furthermore, by b),
MI embeds diffeomorphically into M/Ψ in the obvious way. It follows from the results
in [Nom60] that (M/Ψ, g) is analytic if (M, g) was (compare [Chr96, Appendix A]).

Keeping in mind that a space-time is time-oriented by definition, M/Ψ will be a
space-time if and only if Ψ preserves time-orientation. If M is simply connected, then
π1(M/Ψ) = Z2.

As an example of this construction, consider the Kruskal-Szekeres extension (M, g) of
the Schwarzschild space-time (MI , g) ; by the latter we mean a connected component of
the set {r > 2m} within M. Let (T,X) the global coordinates on M as defined on p. 153
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of [Wal84]. Let Ψ̊ : S2 → S2 be the antipodal map. Consider the four isometries Ψ±± of
the Kruskal-Szekeres space-time defined by the formula, for p ∈ S2,

Ψ±±
(
T,X, p

)
=
(
± T,±X, Ψ̊(p)

)
.

Set M±± := M/Ψ±±. As Ψ++ is the identity in (T,X), M++ = M is locally asymp-
totically flat but is not asymptotically flat in the usual sense, and thus irrelevant in our
context. Next, both M−,± are smooth maximal analytic Lorentzian extensions of (MI , g),
but are not space-times. Finally, M+− is a maximal globally hyperbolic analytic exten-
sion of the Schwarzschild manifold distinct from M. This is the “RP3 geon", discussed
in [FSW93].

Similar examples can be constructed for the black ring solution ; we restrict attention
to orientation, and time-orientation, preserving maps. So, let (M̂, g) be our extension, as
constructed above, of the domain of outer communication (MI , g) within the Emparan-
Reall space-time (MI∪II , g), and let Ψ : M̂ → M̂ be defined as

Ψ(v̂, ŵ, ψ̂, x, ϕ) = (ŵ, v̂, ψ̂ + π, x,−ϕ) . (1.53)

By inspection of (1.13)-(1.15) and (1.27), the map Ψ is an isometry, and clearly satisfies
conditions a), b) and c) above. Then M̂/Ψ is a maximal, orientable, time-orientable,
analytic extension of MI distinct from M̂.

A uniqueness theorem

Our aim in this section is to prove a uniqueness result for our extension (M̂, g) of the
Emparan-Reall space-time (MI , g). The examples of the previous section show that the
hypotheses are optimal :

Theorem 1.4.4 (M̂, g) is unique within the class of simply connected analytic extensions
of (MI , g) which have the property that all maximally extended causal geodesics on which
RαβγδR

αβγδ is bounded are complete.

Uniqueness is understood up to isometry. Theorem 1.4.4 follows immediately from
Theorem 1.4.6, which we are about to prove, and from our analysis of causal geodesics of
(M̂, g) in Section 1.5 below, see Theorem 1.5.1 there.

For the record we state the corresponding result for the Schwarzschild space-time, with
identical (but simpler, as in this case the geodesics are simpler to analyse) proof :

Theorem 1.4.5 The Kruskal-Szekeres space-time is the unique extension, within the class
of simply connected analytic extensions of the Schwarzschild region r > 2m, with the
property that all maximally extended causal geodesics on which RαβγδR

αβγδ is bounded are
complete.

We continue with some terminology. A maximally extended geodesic ray γ : [0, s+) → M
will be called s–complete if s+ = ∞ unless there exists some polynomial scalar invariant
α such that

lim sup
s→s+

|α(γ(s))| = ∞ .
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A similar definition applies to maximally extended geodesics γ : (s−, s
+) → M, with

some polynomial scalar invariant (not necessarily the same) unbounded in the incomplete
direction, if any. Here, by a polynomial scalar invariant we mean a scalar function which
is a polynomial in the metric, its inverse, the Riemann tensor and its derivatives. It should
be clear how to include in this notion some other objects of interest, such as the norm
g(X,X) of a Killing vector X, or of a Yano-Killing tensor, etc. But care should be taken
not to take scalars such as ln(RijklR

ijkl) which could blow up even though the geometry
remains regular ; this is why we restrict attention to polynomials.

A Lorentzian manifold (M, g) will be said to be s–complete if every maximally exten-
ded geodesic is s–complete. The notions of timelike s–completeness, or causal s–completeness
are defined similarly, by specifying the causal type of the geodesics in the definition above.

We have the following version of [KN63, Theorem 6.3, p. 255] (compare also the Remark
on p. 256 there), where geodesic completeness is weakened to timelike s–completeness :

Theorem 1.4.6 Let (M, g), (M′, g′) be analytic Lorentzian manifolds of dimension n+1,
n ≥ 1, with M connected and simply connected, and M′ timelike s–complete. Then every
isometric immersion fU : U ⊂ M →֒ M′, where U is an open subset of M, extends
uniquely to an isometric immersion f : M →֒ M′.

Proof: We need some preliminary lemmas which are proved as in [KN63], by replacing
“affine mappings" there by “isometric immersions" :

Lemma 1.4.7 [KN63, Lemma 1, p. 252] Let M, M′ be analytic manifolds, with M
connected. Let f , g be analytic mappings M → M′. If f and g coincide on a nonempty
open subset of M, then they coincide everywhere.

Lemma 1.4.8 [KN63, Lemma 4, p. 254] Let (M, g) and (M′, g′) be pseudo-Riemannian
manifolds of same dimension, with M connected, and let f and g be isometric immersions
of M into M′. If there exists some point x ∈ M such that f(x) = g(x) and f∗(X) = g∗(X)
for every vector X of TxM, then f = g on M.

We can turn our attention now to the proof of Theorem 1.4.6. Similarly to the proof
of Theorem 6.1 in [KN63], we define an analytic continuation of fU along a continuous
path c : [0, 1] → M to be a set of mappings fs, 0 ≤ s ≤ 1, together with a family of open
subsets Us, 0 ≤ s ≤ 1, satisfying the properties :

– f0 = fU on U0 = U ;
– for every s ∈ [0, 1], Us is a neighborhood of the point c(s) of the path c, and fs is

an isometric immersion fs : Us ⊂ M →֒ M′ ;
– for every s ∈ [0, 1], there exists a number δs > 0 such that for all s′ ∈ [0, 1],

(|s′ − s| < δs) ⇒ (c(s′) ∈ Us and fs′ = fs in a neighborhood of c(s′)) ;
We need to prove that, under the hypothesis of s–completeness, such an analytic conti-
nuation does exist along any curve c. The argument is simplest for timelike curves, so let
us first assume that c is timelike. To do so, we consider the set :

A := {s ∈ [0, 1] | an analytic continuation exists along c on [0, s]} (1.54)
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A is nonempty, as it contains a neighborhood of 0. Hence s̄ := supA exists and is positive.
We need to show that in fact, s̄ = 1 and can be reached. Assume that this is not the case.
Let W be a normal convex neighborhood of c(s̄) such that every point x in W has a normal
neighborhood containing W . (Such a W exists from Theorem 8.7, chapter III of [KN63].)
We can choose s1 < s̄ such that c(s1) ∈ W , and we let V be a normal neighborhood of
c(s1) containing W . Since s1 ∈ A, fs1 is well defined, and is an isometric immersion of a
neighborhood of c(s1) into M′ ; we will extend it to V ∩I±(c(s1)). To do so, we know that
exp : V ∗ → V is a diffeomorphism, where V ∗ is a neighborhood of 0 in Tc(s1)M, hence,
in particular, for y ∈ V ∩ I±(c(s1)), there exists a unique X ∈ V ∗ such that y = expX.
Define X ′ := fs1∗X. Then X ′ is a vector tangent to M′ at the point fs1(c(s1)). Since y is
in the timelike cone of c(s̄), X is timelike, and so is X ′, as fs1 is isometric. We now need
to prove the following :

Lemma 1.4.9 The geodesic s 7→ exp(sX ′) of M′ is well defined for 0 ≤ s ≤ 1.

Proof: Let
s∗ := sup{s ∈ [0, 1] | exp(s′X ′) exists ∀s′ ∈ [0, s]}. (1.55)

First, such a s∗ exists, is positive, and we notice that if s∗ < 1, then it is not reached. We
wish to show that s∗ = 1 and is reached. Hence, it suffices to show that “s∗ is not reached"
leads to a contradiction. Indeed, in such a case the timelike geodesic s 7→ exp(sX ′) ends
at finite affine parameter, thus, there exists a scalar invariant ϕ such that ϕ(exp(sX ′)) is
unbounded as s→ s∗. Now, for all s < s∗, we can define h(exp(sX)) := exp(sX ′), and this
gives an extension h of fs1 which is analytic (since it commutes with the exponential maps,
which are analytic). By Lemma 1.4.8, h is in fact an isometric immersion. By definition
of scalar invariants we have

ϕ(exp(sX ′)) = ϕ̃(exp(sX)) ,

where ϕ̃ is the invariant in (M, g) corresponding to ϕ. But this is not possible since
ϕ̃(exp(sX)) has a finite limit when s→ s∗, and provides the desired contradiction. �

>From the last lemma we deduce that there exists a unique element, say h(y), in
a normal neighborhood of fs1(c(s1)) in M′ such that h(y) = exp(X ′). Hence, we have
extended fs1 to a map h defined on V ∩I±(c(s1)). In fact, h is also an isometric immersion,
by the same argument as above, since it commutes with the exponential maps of M and
M′. Then, since the curve c is timelike, this is sufficient to conclude that we can do the
analytic continuation beyond c(s̄), since V ∩ I±(c(s1)) is an open set, and thus contains
a segment of the geodesic c(s), for s in a neighborhood of s̄.

Let us consider now a general, not necessarily timelike, continuous curve c(s), 0 ≤ s ≤
1, with c(0) ∈ U . As before, we consider the set :

{s ∈ [0, 1] | there exists an analytic continuation of fU along c(s′), 0 ≤ s′ ≤ s}, (1.56)

and its supremum s̃. Assume that s̃ is not reached. Let again W be a normal neighborhood
of c(s̃) such that every point of W contains a normal neighborhood which contains W .
Then, let z be an element of the set I+(c(s̃)) ∩W . I−(z) ∩W is therefore an open set
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Figure 1.3 – The analytic continuation at c(s̃).

in W containing c(s̃). Hence we can choose s1 < s̃ such that the curve segment c([s1, s̃])
is included in I−(z) ∩W , see Figure 1.3. In particular, z ∈ I+(c(s1)) ∩W . Since there
exists an analytic continuation up to c(s1), we have an isometric immersion fs1 defined
on a neighborhood Us1 of c(s1), which can be assumed to be included in W . Hence, from
what has been seen previously, fs1 can be extended as an isometric immersion, ψ1, on
Uz := Us1 ∪ (I+(c(s1)) ∩W ), which contains z. We now do the same operation for ψ1

on Uz : we can extend it by analytic continuation to an isometric immersion ψ2 defined
on Uz ∪ (I−(z) ∩W ), which is an open set containing the entire segment of the curve x
between c(s1) and c(s̃). In particular, ψ1 and ψ2 coincide on Uz, i.e. on their common
domain of definition ; thus we obtain an analytic continuation of fs1 along the curve c(s),
for s1 ≤ s ≤ s̃ ; this continuation also coincides with the continuation fs, s ∈ [s1, s̃[ . This
is in contradiction with the assumption that s̃ is not reached by any analytic continuation
from fU along x. Hence s̃ = 1 and is reached, that is to say we have proved the existence
of an analytic continuation of fU along all the curve x.

The remaining arguments are as in [KN63]. �

1.5 Geodesics

We continue with a study of geodesics in (M̂, g). Our aim is to prove :

Theorem 1.5.1 All maximally extended causal geodesics in (M̂, g) are either complete,
or reach a singular boundary {z = ξF} in finite affine time.

The proof of Theorem 1.5.1 will occupy the remainder of this section. We will analyze
separately the behavior of the geodesics in various regions of interest, using coordinates
suited for the region at hand.
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1.5.1 Geodesics in the domain of outer communications away
from the horizon

Whether in MI or in M̂, the domain of outer communications1 〈〈Mext〉〉 coincides
with the set

{z ∈ (ξ3,∞] ∪ [−∞, ξ1]} .
We continue by showing that all geodesic segments in 〈〈Mext〉〉 of finite affine length which
do not approach the boundary {z = ξ3} remain within compact sets of M, with uniform
bounds on the velocity vector. This holds regardless of the causal nature of the geodesic.
To see this, let s 7→ γ(s) be an affinely parameterized geodesic,

γ(s) = (t(s), ψ(s), z(s), x(s), ϕ(s)) .

We have four constants of motion,

λ := g(γ̇, γ̇) , ct := g(∂t, γ̇) , cψ := g(∂ψ, γ̇) , cϕ := g(∂ϕ, γ̇) . (1.57)

Written out in detail, keeping in mind that σ = 1
A

√
ν
ξF

,

λ = −F (x)
F (z)

(
ṫ + σ(ξ1 − z)ψ̇

)2
+ F (z)

A2(x−z)2

[
−F (x)

(
ż2

G(z)
+ G(z)

F (z)
ψ̇2
)

(1.58)

+F (z)
(

ẋ2

G(x)
+ G(x)

F (x)
ϕ̇2
)]

;

ct = −F (x)
F (z)

(
ṫ + σ(ξ1 − z)ψ̇

)
; (1.59)

cψ = σ(ξ1 − z)ct −
G(z)F (x)

A2(x− z)2
ψ̇ ; (1.60)

cϕ =
F 2(z)G(x)

A2(x− z)2F (x)
ϕ̇ . (1.61)

This leads to

ψ̇ =
A2(x− z)2

F (x)G(z)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ) , (1.62)

ṫ = −F (z)
F (x)

ct − σ(ξ1 − z)
A2(x− z)2

F (x)G(z)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ) , (1.63)

G(x)ϕ̇ =
A2(x− z)2F (x)

F (z)2
cϕ , (1.64)

λ = −F (z)
F (x)

c2t − F (z)F (x)
A2(x−z)2G(z)

ż2 − A2(x−z)2
F (x)G(z)

(σ(ξ1 − z)ct − cψ)
2 (1.65)

+ F 2(z)
A2(x−z)2

ẋ2

G(x)
+ A2(x−z)2F (x)

G(x)F 2(z)
c2ϕ .

We have :
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1. Those geodesics for which lim infs→∞(x(s)−z(s)) = 0 can be studied by transforming
the metric to explicitly asymptotically flat coordinates as in [ER02], and using known
methods (see, e.g., [Chr88, Appendix B] and [Chr04, Appendix]). Such geodesics
eventually remain in the asymptotically flat region and are complete in the relevant
direction. So, without loss of generality we can assume in the remainder of our
analysis that

|x− z| ≥ ǫ0 (1.66)

for some 0 < ǫ0 < 1.

2. Consider those geodesic segments for which

2ξ1 ≤ z(s) ≤ ξ1 .

In this region the functions z and x are related to polar-type coordinates near axes
of rotation G(z) = 0 and G(x) = 0 ; in fact, well behaved polar-type coordinates
(θ, µ) are obtained by introducing

dθ =
dx√
G(x)

, dµ =
dz√
|G(z)|

. (1.67)

We then rewrite (1.65) as

F (x)µ̇2 + F (z)θ̇2 + A4(x−z)4F (x)
G(x)F 3(z)

c2ϕ (1.68)

+ A4(x−z)4
F (x)F (z)|G(z)| (σ(ξ1 − z)ct − cψ)

2 =
A2(x− z)2

F (z)

[
λ+

F (z)

F (x)
c2t

]
.

The right-hand-side is bounded by a constant C, while the coefficients F (x) of µ̇2 and
F (y) of θ̇2 are bounded from above and away from zero, so there exists a constant
C1 such that

µ̇2 + θ̇2 ≤ C1 . (1.69)

Inspecting (1.62)-(1.64), and noting that the zero of G(z) in the denominator of the
right-hand-side of (1.63) is canceled by the z − ξ1 factor in the numerator, we find
that there exists a constant C2 such that

ṫ2 + θ̇2 + µ̇2 +G2(z)ψ̇2 +G2(x)ϕ̇2 ≤ C2 . (1.70)

It follows from (1.68) that a non-zero cϕ prevents x from approaching ξ1 and ξ2
unless x − z → 0, similarly a non-zero cψ prevents z from approaching ξ1 unless
x − z → 0. So, under (1.66), we find a bound on |ψ̇| from (1.62) when cψ is zero
(since then a factor z− ξ1 in G(z) is cancelled by a similar factor in the numerator),
or from (1.70) otherwise. A similar analysis of ϕ̇ allows us to conclude that

ṫ2 + θ̇2 + µ̇2 + ψ̇2 + ϕ̇2 ≤ C3 . (1.71)
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3. Consider, next, geodesic segments for which

−∞ ≤ z ≤ 2ξ1 or ξ3 + ǫ ≤ z ≤ ∞ ,

where ǫ is some strictly positive number. Introducing Y = −1/z, from (1.65) we
find

|F (z)|F (x)
A2(x− z)2|G(z)|Y 4

Ẏ 2 +
F 2(z)

A2(x− z)2
θ̇2 +

A2(x− z)2F (x)

G(x)F 2(z)
c2ϕ (1.72)

= λ+
F (z)

F (x)
c2t +

A2(x− z)2

F (x)G(z)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)

2 .

By an argument similar to the above, but simpler, we obtain

ṫ2 + θ̇2 + Ẏ 2 + ψ̇2 + ϕ̇2 ≤ C4 . (1.73)

Here one has to use a cancelation in the coefficient of c2t in (1.72), as well as in the

coefficient of ct in (1.63), keeping in mind that σ = 1
A

√
ν
ξF

; e.g.,

ṫ = − 1

F (x)

(
F (z)︸︷︷︸

=1/(Y ξF )+O(1)

+ σ2(ξ1 − z)2
A2(x− z)2

G(z)︸ ︷︷ ︸
=−σ2A2/(νY )+O(1)

)

︸ ︷︷ ︸
=O(1)

ct +O(1) , (1.74)

where O(1) denotes terms which are bounded as Y → 0.

Usual considerations about maximally extended geodesics show now that :

Proposition 1.5.2 For any ǫ > 0, the geodesics which are maximally extended within
the region z ∈ [ξ3 + ǫ,∞]∪ [−∞, ξ1] are either complete, or acquire a smooth end point at
{z = ξ3 + ǫ}.

1.5.2 Geodesics in the region {ξF < z < ξ3}
In this coordinate range both F (z) and G(z) are negative, and we rewrite (1.65) as

|F (z)|
|G(z)| ż

2 − F 2(z)

F (x)
θ̇2 = χ̊+

A4(x− z)4

G(x)F 2(z)
c2ϕ , (1.75)

where we have set

χ̊ := A4(x−z)4
F 2(x)(−G(z))

(σ(ξ1 − z)ct − cψ)
2 + A2(x−z)2

F (x)

[
− λ+ |F (z)|

F (x)
c2t

]
. (1.76)
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Timelike geodesic incompleteness

The extended space-time will not be geodesically complete if one can find a maximally
extended geodesic with finite affine length. Consider, thus any future directed, affinely
parameterized timelike geodesic γ entirely contained in the region {ξF < z < ξ3} ∩ {v̂ >
0, ŵ > 0}, and maximally extended there ; an identical argument applies to past directed
timelike geodesics in the region {ξF < z < ξ3}∩{v̂ < 0, ŵ < 0}. Since z is a time function
in this region, z is strictly decreasing along γ. From (1.75) we have

F (z)F (x)

A2(x− z)2G(z)
ż2 ≥ −λ ,

which gives
√
|F (z)||ż| ≥ ǫ

√
|λ|
√
|G(z)| > 0 for some constant ǫ. The proper time para-

meterization is obtained by choosing λ = −1. Let L(γ) denote the proper length along γ ;
keeping in mind that ż = dz/ds we obtain

L(γ) =

∫ ξ3

ξF

∣∣∣∣
ds

dz

∣∣∣∣ dz ≤
1

ǫ

∫ ξ3

ξF

√
F (z)

G(z)
dz <∞ .

Hence every such geodesic reaches the singular boundary {z = ξF} in finite proper time
unless (ż, θ̇) becomes unbounded before reaching that set. We will see shortly that this
second possibility cannot occur.

Uniform bounds

We wish, now, to derive uniform bounds on timelike geodesic segments contained in
the region {ξF + ǫ < z < ξ3}, with any ǫ > 0.

We start by noting that

dψ̂

ds
=
A2(x− z)2(ξ3 − z)

F (x)G(z)(ξ3 − ξ1)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ) +

F (z)

σ(ξ3 − ξ1)F (x)
ct . (1.77)

which is well behaved throughout the region of current interest.
In the region {v̂ > 0 , ŵ > 0} we can introduce coordinates v and w using the formulae

v =
ln v̂

c
, w = − ln ŵ

c
,

and then define t and z using (1.10)-(1.11). With those definitions one recovers the form
(1.1) of the metric, so that we can use the previous formulae for geodesics :

dv̂

ds
= c

{
− v̂

F (z)

F (x)
ct −

σ

νŵ(z − ξ2)2

[
β(x, z) +

√
−F (ξ3)

dz

ds

]}
, (1.78)

dŵ

ds
= c

{
F (z)

F (x)
ctŵ +

σ

νv̂(z − ξ2)2

[
β(x, z)−

√
−F (ξ3)

dz

ds

]}
, (1.79)
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where

β(x, z) :=
A2(x− z)2

F (x)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ) ,

and we note that both right-hand-sides have a potential problem at {z = ξ3}, where v̂ŵ
vanishes. Next, from (1.78) and (1.79),

√
−F (z)dz

ds︸ ︷︷ ︸
=:α

= −
√∣∣∣∣

F (z)

F (ξ3)

∣∣∣∣
ν(z − ξ2)

2

2cσ

(
ŵ
dv̂

ds
+ v̂

dŵ

ds

)
, (1.80)

while from (1.78)-(1.79) we further have

ŵ
dv̂

ds
− v̂

dŵ

ds
= −2cF (z)

F (x)
ctv̂ŵ − 2cσ

ν(ξ2 − z)2
A2(x− z)2

F (x)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ) . (1.81)

We continue by rewriting (1.65) so that the problematic factors in (1.78)-(1.79) are grou-
ped together

F (x)

|G(z)|A2(x− z)2

[
|F (z)|

(
dz

ds

)2

− A4(x− z)4

F (x)2
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)

2

︸ ︷︷ ︸
α2−β2=(α−β)(α+β)

]
(1.82)

= −λ +
|F (z)|
F (x)

c2t +
F 2(z)

A2(x− z)2

(
dθ

ds

)2

+
A2(x− z)2F (x)

G(x)F 2(z)
c2ϕ .

By Section 1.5.2 any causal geodesic will either reach {z = ξ3} in finite affine time,
say s = s̊, or will cease to exist before that time. In what follows we therefore assume
0 ≤ s < s̊.

We continue by writing down the evolution equations for x and z, which can easily be
obtained from the Lagrangean L = g(γ̇, γ̇), and read

(1.83)

2 d
ds

(
F 2(z)

A2(x−z)2G(x)
dx
ds

)

= −F ′(x)F (z)
F 2(x)

c2t − 1
A2G(z)

∂
∂x

(
F (x)

(x−z)2

)(
F (z)ż2 + A4(x−z)4

F 2(x)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)

2
)

+ F 2(z)
A2

[
∂
∂x

(
1

G(x)(x−z)2

)
ẋ2 + ∂

∂x

(
G(x)

F (x)(x−z)2

)
A4(x−z)4F 2(x)
F 4(z)G2(x)

c2ϕ

]
.

(1.84)

−2 d
ds

(
F (x)F (z)

A2(x−z)2G(z)
dz
ds

)
= F ′(z)

F (x)
c2t

−2σA
2(x−z)2
F (x)G(z)

(σ(ξ1 − z)ct − cψ)ct +
∂
∂z

(
F 2(z)

A2(x−z)2

) [
θ̇2 + A4(x−z)4F (x)

F 4(z)G(x)
c2ϕ

]

− F (x)
A2

[
∂
∂z

(
F (z)

G(z)(x−z)2

)
ż2 + ∂

∂z

(
G(z)

(x−z)2

)
A4(x−z)4
F 2(x)G2(z)

(σ(ξ1 − z)ct − cψ)
2
]

.
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Since z is a time function, the derivative ż has constant sign. So z can be used as a
parameter along γ, and we can view (1.84) as an evolution equation in z for ż. For this
we multiply by ds/dz, obtaining

(1.85)

−2
d

dz

(
F (x)F (z)

A2(x− z)2G(z)

dz

ds

)

=
[
F ′(z)
F (x)

c2t − 2σA
2(x−z)2

F (x)G(z)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)ct

]
ds
dz

+ ∂
∂z

(
F 2(z)

A2(x−z)2

) [(
dθ
dz

)2 dz
ds

+ A4(x−z)4F (x)
F 4(z)G(x)

c2ϕ
ds
dz

]

− F (x)
A2

[
∂
∂z

(
F (z)

G(z)(x−z)2

)
dz
ds

+ ∂
∂z

(
G(z)

(x−z)2

)
A4(x−z)4
F 2(x)G2(z)

(σ(ξ1 − z)ct − cψ)
2 ds
dz

]
.

Yet another variation on (1.75) reads

|F (z)|
|G(z)| =

F 2(z)

F (x)

(
dθ

dz

)2

+

(
ds

dz

)2(
χ̊+

A4(x− z)4

G(x)F 2(z)
c2ϕ

)
. (1.86)

To obtain uniform bounds as z approaches ξ3, one can proceed as follows : Let f > 0
be defined by the formula

f :=
F (x)F (z)

A2(x− z)2G(z)

dz

ds
. (1.87)

Using the identity

− 2√
−G(z)

d

dz

(√
−G(z)f

)
= −2

df

dz
− G′(z)

G(z)
f (1.88)

we rewrite (1.85) as

(1.89)

− 2√
−G(z)

d
dz

(
F (x)|F (z)|

A2(x−z)2
√

−G(z)

dz
ds

)

=
[
F ′(z)
F (x)

c2t − 2σA
2(x−z)2

F (x)G(z)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)ct

]
ds
dz

+ ∂
∂z

(
F 2(z)

A2(x−z)2

) [(
dθ
dz

)2 dz
ds

+ A4(x−z)4F (x)
F 4(z)G(x)

c2ϕ
ds
dz

]

− F (x)
A2G(z)

[
∂
∂z

(
F (z)

(x−z)2

)
dz
ds

+ ∂
∂z

(
G(z)

(x−z)2

)
A4(x−z)4
F 2(x)G(z)

(σ(ξ1 − z)ct − cψ)
2 ds
dz

]
.

Equation (1.86) gives

(1.90)

F (x)

F 2(z)

dz

ds

[
F 2(z)

F (x)

(
dθ

dz

)2

+

(
ds

dz

)2
A4(x− z)4

G(x)F 2(z)
c2ϕ

]

=
F (x)

|F (z)G(z)|
dz

ds
− χ̊

F (x)

F 2(z)

ds

dz
,
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leading to

2√
−G(z)

d
dz

(
F (x)|F (z)|

A2(x−z)2
√

−G(z)

dz
ds

)
(1.91)

= F (x)
A2G(z)

{
∂

∂z

(
F (z)

(x− z)2

)
− ∂

∂z

(
F 2(z)

(x− z)2

)
1

F (z)︸ ︷︷ ︸
−F ′(z)/(x−z)2

}
dz
ds

− ds
dz
χ ,

where

χ :=
F ′(z)

F (x)
c2t − 2σ

A2(x− z)2

F (x)G(z)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)ct (1.92)

− ∂

∂z

(
G(z)

(x− z)2

)
A2(x− z)4

F (x)G2(z)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)

2

+
∂

∂z

(
F 2(z)

A2(x− z)2

)[
A4(x− z)4

F (x)F 2(z)G(z)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)

2

+
A2(x− z)2

F 2(z)

(
λ+

F (z)

F (x)
c2t

)]
.

Using an identity similar to (1.88) with G replaced by F , this can also be rewritten as

2
1√

|F (z)G(z)|
d

dz

(
F (x)(|F (z)|)3/2

A2(x− z)2
√
|G(z)|

dz

ds

)
= −ηχds

dz
; (1.93)

here, we have written the general formula which holds whatever the sign of F (z)G(z),
with η = ±1 being that sign ; in the current context, η = 1. Setting

h :=
F (x)(−F (z))3/2

A2(x− z)2
√

|G(z)|
dz

ds
,

we obtain

2h
dh

dz
=
dh2

dz
= −F (x)F

2(z)

A2(x− z)2
ηχ . (1.94)

>From (1.86) one has

∣∣∣∣
dθ

dz

∣∣∣∣ ≤
√

F (x)

|F (z)G(z)| . (1.95)

Since the right-hand-side is integrable in z on [ξF , ξ3], we infer that θ has finite limits both
as z → ξF and z → ξ3,

θ →z→ξ3 θ3 , x→z→ξ3 x3 , θ →z→ξF θF , x→z→ξF xF . (1.96)

In everything that follows we choose some small ǫ > 0 and assume that z ∈ [ξF +ǫ, ξ3).
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Suppose, first, that

σ(ξ1 − ξ3)ct − cψ = 0 =⇒ σ(ξ1 − z)ct − cψ = σ(ξ3 − z)ct . (1.97)

Then the right-hand-side of (1.94) is bounded, which implies that h is bounded, and has
a limit as z approaches ξ3. From the definition of h we conclude that

|ż| ≤ C
√

−G(z) .

Equation (1.75) implies, for z near ξ3,

θ̇2 +
c2ϕ
G(x)

≤ C . (1.98)

We rewrite (1.78)-(1.79) as evolution equations in z :

dv̂

dz
= cv̂

{
− F (z)

F (x)
ct
ds

dz
+
σ(z − ξ1)

G(z)

[
β(x, z)

ds

dz
+
√

−F (ξ3)
]}

, (1.99)

dŵ

dz
= cŵ

{
F (z)

F (x)
ct
ds

dz
− σ(z − ξ1)

G(z)

[
β(x, z)

ds

dz
−
√

−F (ξ3)
]}

, (1.100)

where β(x, z) has been defined as :

β(x, z) :=
A2(x− z)2

F (x)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ) .

Note that (1.97) implies that all prefactors of ds
dz

are bounded near z = ξ3.
Suppose, first, that cψ = 0, by (1.97) this happens if and only if ct = 0. Comparing

(1.99) with (1.100) one finds that

d(ln ŵ)

dz
=
d(ln v̂)

dz
⇐⇒ d(ln(ŵ/v̂))

dz
= 0 .

Thus there exists a constant ρ, different from 0 since v̂ŵ 6= 0 in the region of interest,
such that

v̂ = ρŵ .

Inserting back into (1.78) one finds
∣∣∣∣
dv̂

ds

∣∣∣∣ ≤ C
|ż|
ŵ

≤ C

√
v̂ŵ

ŵ
= C

√
v̂√
ŵ

≤ C ,

with a similar calculation for dŵ/ds using (1.79). Thus
∣∣∣∣
dv̂

ds

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
dŵ

ds

∣∣∣∣ ≤ C . (1.101)

>From (1.86), θ̇ is bounded, as well as derivatives of all coordinates functions along γ,
and smooth extendibility of the geodesic across ŵ = v̂ = 0 readily follows.
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So, still assuming (1.97), we suppose instead that ct is different from zero. From (1.86),
and since χ̊ is positive, we get ∣∣∣∣

ds

dz

∣∣∣∣ ≤
C√
|G(z)|

. (1.102)

Equation (1.99) with (1.100) gives now
∣∣∣∣
d(ln(ŵ/v̂))

dz

∣∣∣∣ ≤
C√
|G(z)|

,

which is integrable in z, so
v̂ = ρ(z)ŵ ,

for a function ρ which has a finite limit as z → ξ3. One concludes as when ct = 0.
We continue with the general case,

σ(ξ1 − ξ3)ct − cψ 6= 0 . (1.103)

Near ξ3, the x–dependence of the most singular terms in (1.94) cancels out, leading to

dh2

dz
=

F 2(ξ3)
(
σ(ξ1 − ξ3)ct − cψ

)2
+O(z − ξ3)

ν(ξ3 − ξ2)(ξ3 − ξ1)
× 1

(z − ξ3)2
(1.104)

=:
a2 +O(z − ξ3)

(z − ξ3)2
.

By integration,

h2 = − a2

z − ξ3
+O(ln |z − ξ3|) . (1.105)

Then, from the definition of h, we eventually find

dz

ds
=

A2(x3 − ξ3)
2

√
|F (ξ3)|F (x3)

(σ(ξ1 − ξ3)ct − cψ)

︸ ︷︷ ︸
=:̊a

+O((z − ξ3) ln |z − ξ3|) . (1.106)

Next, we need to know how the x–limit is attained. For this, integration of (1.95) gives

|θ(z)− θ(ξ3)| ≤ C
√
|z − ξ3| .

But, by the definition (1.67) of θ, we have, for θ1 close to θ2,

|θ1 − θ2| ≈
{ √

|x1 − x2|, G(x2) = 0 ;
|x1 − x2|, otherwise.

Hence

|x(z)− x(ξ3)| ≤
{
C|z − ξ3|, G(x3) = 0 ;
C
√
|z − ξ3|, otherwise.

.
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Inserting this into (1.75), the leading order singularity cancels out :

θ̇2 +
c2ϕ
G(x)

≤ C|z − ξ3|−1/2 . (1.107)

We pass now to the equation satisfied by ẋ. In terms of θ, (1.83) can be rewritten as

(1.108)
2√
G(x)

d
ds

(
F 2(z)

A2(x−z)2
dθ
ds

)

= −F ′(x)F (z)
F 2(x)

c2t − 1
A2G(z)

∂
∂x

(
F (x)

(x−z)2

)(
F (z)ż2 + A4(x−z)4

F 2(x)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)

2
)

+ F 2(z)
A2

[
∂
∂x

(
1

(x−z)2

)
θ̇2 + ∂

∂x

(
G(x)

F (x)(x−z)2

)
A4(x−z)4F 2(x)
F 4(z)G2(x)

c2ϕ

]
.

We can use (1.75) to eliminate ż2 from this equation, obtaining

2√
G(x)

d

ds

(
F 2(z)

A2(x− z)2
dθ

ds

)
= χ̃− F ′(x)F 2(z)

A2F (x)(x− z)2
θ̇2 , (1.109)

where

χ̃ :=

[
− ∂

∂x

(
F (x)

(x−z)2

)
+ F 2(x)

G(x)
∂
∂x

(
G(x)

F (x)(x−z)2

)]
A2(x−z)4
G(x)F 2(z)

c2ϕ (1.110)

− F ′(x)F (z)
F 2(x)

c2t +
∂
∂x

(
F (x)

(x−z)2

)
(x−z)2
F (x)

(
λ+ F (z)

F (x)
c2t

)
.

Equivalently,

2√
F (x)G(x)

d

ds

(
F 2(z)

√
F (x)

A2(x− z)2
dθ

ds

)
= χ̃ . (1.111)

Multiplying by ds/dz, taking into account that å 6= 0 by (1.103) and (1.106), from (1.107)
we are led to an evolution equation of the form

d

dz

(
F 2(z)

√
F (x)

A2(x− z)2
dθ

ds

)
= O(|z − ξ3|−3/4) . (1.112)

We note that the right-hand side of (1.112) is integrable in z near ξ3, hence |θ̇| is bounded
near ξ3.

Using arguments already given, it is straightforward to obtain now the following :

Theorem 1.5.3 Causal geodesics maximally extended in the region {ξF < z < ξ3} and
directed towards z = ξF reach this last set in finite affine time.
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In fact the conclusion holds true as well for those spacelike geodesics for which ż does
not change sign.

To get uniformity towards ξ3, we first note that, from the integrability of the right-
hand-side of (1.112),

lim
z→ξ3

θ̇ exists, in particular |θ̇| ≤ Cǫ on [ξF + ǫ, ξ3]. (1.113)

We return now to (1.78)-(1.79). From what has been said, the limit limz→ξ3 β exists.
By (1.82) multiplied by |G(z)|, or otherwise, we find that the limit limz→ξ3 α exists, and

lim
z→ξ3

α = ± lim
z→ξ3

β . (1.114)

We have limz→ξ3 β 6= 0 by (1.103). Suppose, first, that (1.114) holds with the plus sign.
We write (α− β)/G as [(α2 − β2)/G]/(α+ β), and use (1.82) to obtain that the limit

lim
z→ξ3

α− β

G(z)

exists. This implies that (1.79) can be written in the form

dŵ

ds
= φ(s)ŵ (1.115)

for some continuous function φ. By integration ŵ has a non-zero limit as z → ξ3, and
(1.115) implies that dŵ

ds
has a limit as well. It follows that v̂ tends to be zero, since v̂ŵ

does. Equation (1.78) shows now that dv̂
ds

has a limit. Hence

v̂ + ŵ +

∣∣∣∣
dŵ

ds

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
dv̂

ds

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
dz

ds

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
dθ

ds

∣∣∣∣ ≤ C . (1.116)

>From what has been said so far we conclude that those geodesics smoothly extend across
the Killing horizon {ŵv̂ = 0}.

A similar argument, with v̂ interchanged with ŵ, applies when the minus sign occurs
in (1.114).

Summarising, we have proved :

Proposition 1.5.4 Causal geodesics in the region {ξF < z < ξ3} reach the bifurcate
Killing horizon {ŵv̂ = 0} in finite affine time, and are smoothly extendible there.

1.5.3 Geodesics in the region {ξ3 < z ≤ 2ξ3}
In this coordinate range F (z) is strictly negative and G(z) is positive, so we rewrite

(1.65) as

|F (z)|
G(z)

ż2 +
F 2(z)

F (x)
θ̇2 +

A4(x− z)4

G(x)F 2(z)
c2ϕ (1.117)

=
A4(x− z)4

F 2(x)G(z)
(σ(ξ1 − z)ct − cψ)

2 − A2(x− z)2

F (x)

[
− λ+

|F (z)|
F (x)

c2t

]
.
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>From this one immediately obtains a uniform bound on ż, as well as
∣∣∣∣
dθ

ds

∣∣∣∣+
c2ϕ√
G(x)

≤ C√
|G(z)|

. (1.118)

Geodesics on which z stays bounded away from ξ3 have already been taken care of in
Section 1.5.1. So we consider a geodesic segment γ : [0, s̊) → {ξ3 < z ≤ 2ξ3}, with s̊ <∞,
such that there exists a sequence si → s̊ with z(si) → ξ3. (If s̊ = ∞ there is nothing to
prove.) But we have just seen that the function s 7→ z(s) is uniformly Lipschitz, hence
z(s) → ξ3 as s→ s̊.

The Killing vector field

X :=
∂

∂t
+

A
√
ξF√

ν(ξ3 − ξ1)

∂

∂ψ
(1.119)

is tangent to the generators of the Killing horizon E , thus light-like at E . As the horizon is
non-degenerate, X is timelike near E for small negative values of v̂ŵ. But then g(X, γ̇) < 0
for causal future directed geodesics in the domain of outer communications near E , which
shows that for causal geodesics through the region of current interest we must have

g(X, γ̇) = ct +
A
√
ξF√

ν(ξ3 − ξ1)
cψ 6= 0 ⇐⇒ σ(ξ1 − ξ3)ct − cψ 6= 0 . (1.120)

It follows that causal geodesics intersecting 〈〈Mext〉〉 for which (1.120) does not hold stay
away from a neighborhood of E , and are therefore complete by the results in Section 1.5.1.

>From what has been said we conclude that :

Proposition 1.5.5 Causal geodesics crossing the event horizon {v̂ŵ = 0} and satisfying

σ(ξ1 − ξ3)ct − cψ = 0

are entirely contained within {v̂ŵ > 0} ∪ {v̂ = 0 = ŵ}.

We continue by noting that (1.93) remains true with χ as given by (1.92) on every
interval of values of s on which ż does not change sign. We want to show, using a contra-
diction argument, that ż will be eventually negative for s close enough to s̊. So suppose
not, then there will be increasing sequences {s±i }i∈N, s±i → s̊, with s−i < s+i , such that

ż(s±i ) = 0 , ż(s) < 0 on Ii := (s−i , s
+
i ) , z

±
i := z(s±i ) ց ξ3 , z

−
i > z+i .

By inspection of (1.92) and (1.94), there exists z∗ > ξ3 and ǫ > 0 such that for all
z ∈ (ξ3, z∗) we have

dh2

dz
≤ − ǫ

(z − ξ3)2
. (1.121)

Integrating,

h2(z−i )− h2(z+i ) ≤ −
∫ z−i

z+i

ǫ

(z − ξ3)2
dz < 0 , (1.122)
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which contradicts the fact that ż(s±i ) = 0, and shows that ż is indeed strictly negative
sufficiently close to the event horizon.

As in Section 1.5.2 we obtain now (1.105). This, together with the definition of h,
implies that dz/ds is strictly bounded away from zero ; equivalently,

∣∣∣∣
ds

dz

∣∣∣∣ ≤ C .

In particular {v̂ŵ = 0} is reached in finite affine time. Moreover, from (1.118) we now find
∣∣∣∣
dθ

dz

∣∣∣∣ ≤
C√
|G(z)|

. (1.123)

Keeping in mind (1.120), one can now repeat the arguments of Section 1.5.2 (after (1.103),
with (1.95) replaced by (1.123)), to conclude that :

Theorem 1.5.6 All maximally extended causal geodesics through 〈〈Mext〉〉 are either
complete, or can be smoothly extended across the horizon {v̂ŵ = 0}.

1.5.4 The Killing horizon

Consider a causal geodesic γ such that γ(s0) ∈ {v̂ŵ = 0}. If dv̂/ds or dŵ/ds are both
different from zero at s0, then γ immediately enters the regions already covered. If γ enters
{z < ξ3} it will stay there by monotonicity of z, so Theorem 1.5.3 applies. Otherwise it
enters the region {z > ξ3} ; then either it approaches z = ξ3 again, in which case it crosses
back to {z < ξ3} by Theorem 1.5.6, and Theorem 1.5.3 applies ; or it stays away from
z = ξ3 for all subsequent times, in which case it is complete, again by Theorem 1.5.6.

So it remains to consider geodesics for which

∀ s v̂(s)ŵ(s) = 0 =
dv̂

ds
(s)

dŵ

ds
(s) .

Since the bifurcation ring S := {ŵ = v̂ = 0} is spacelike, those causal geodesics which
pass through S immediately leave the bifurcate horizon, except for the generators of the
latter. But those generators are complete by standard results [Boy69]. Since the only
causal curves on a null hypersurface are its generators, the analysis is complete.

This achieves the proof of Theorem 1.5.1. �
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Chapitre 2

Anneaux noirs de Pomeransky-Senkov

Ce chapitre, en anglais, prolonge l’étude des anneaux noirs d’Emparan-Reall, en exa-
minant la famille plus générale des espaces-temps de Pomeransky-Senkov. On montre
notamment que ces espaces-temps sont asymptotiquement plats, possède des horizons de
Killing dont l’un est l’horizon des événement d’un trou noir. On vérifie que la région sin-
gulière se trouve en deça de ces horizons, et on établit la topologie de cette région, qui se
trouve être dépendante des paramètres correspondant aux deux moments angulaires.

Cette étude a été réalisée en collaboration avec Piotr T. Chruściel et Alfonso Garcià-
Parrado, et fait l’objet d’un article ([CCGPGL09]), accepté dans Advances in Theoretical
and Mathematical Physics.
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2.1 Introduction

In [PS06] a family of five-dimensional vacuum black-hole-candidate metrics has been
presented : 1

ds2 =
2H(x, y)k2

(1− ν)2(x− y)2

(
dx2

G(x)
− dy2

G(y)

)
− 2

J(x, y)

H(y, x)
dϕdψ

−H(y, x)

H(x, y)
(dt+ Ω)2 − F (x, y)

H(y, x)
dψ2 +

F (y, x)

H(y, x)
dϕ2 , (2.1)

where

H(x, y) = λ2 + 2ν
(
1− x2

)
yλ+ 2x

(
1− ν2y2

)
λ− ν2 + ν

(
−λ2 − ν2 + 1

)
x2y2 + 1,

F (x, y) =
2k2

(x− y)2(1− ν)2
((
1− y2

) ((
(1− ν)2 − λ2

)
(ν + 1)+

+yλ
(
−λ2 − 3ν2 + 2ν + 1

))
G(x)+

+
(
−(1− ν)ν

(
λ2 + ν2 − 1

)
x4 + λ

(
2ν3 − 3ν2 − λ2 + 1

)
x3 +

(
(1− ν)2 − λ2

)
(ν + 1)x2+

+λ
(
λ2 + (1− ν)2

)
x+ 2λ2

)
G(y)

)
,

J(x, y) =
2k2 (1− x2) (1− y2)λ

√
ν (λ2 + 2(x+ y)νλ− ν2 − xyν (−λ2 − ν2 + 1) + 1)

(x− y)(1− ν)2
,

G(x) =
(
1− x2

) (
νx2 + λx+ 1

)
,

and where Ω is a 1-form given by

Ω =M(x, y)dψ + P (x, y)dϕ ,

with

M(x, y) =
2kλ

√
(ν + 1)2 − λ2(y + 1)(−λ+ ν − 2νx+ νx((λ + ν − 1)x+ 2)y − 1)

(1− λ+ ν)H(y, x)

=:

√
(ν + 1)2 − λ2M̂(x, y)

(1− λ+ ν)H(y, x)

P (x, y) =
2kλ

√
ν
√

(ν + 1)2 − λ2 (x2 − 1) y

H(y, x)

=:
2
√
νP̂ (x, y)

H(y, x)
,

where P̂ and M̂ are polynomials in all variables.

1. We use (ψ, ϕ) where Pomeransky & Senkov use (ϕ, ψ).
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Figure 2.1 – The parameters ν and λ belong to the yellow-shaded region bounded by
the vertical axis and by the two increasing graphs. The decreasing graph is the function
λk(ν) of the proof of Proposition 2.3.6.

The parameter k is assumed to be in R∗, while the parameters λ and ν have been
restricted in [PS06] to belong to the set 2

U := {(ν, λ) : ν ∈ (0, 1) , 2
√
ν ≤ λ < 1 + ν} , (2.2)

which is the region between the two increasing curves of Figure 2.1. The coordinates x,
y, φ, ψ, t vary within the ranges −1 ≤ x ≤ 1, −∞ < y < −1, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ 2π
and −∞ < t <∞.

Studies of the properties of the metric (2.1) are available in the literature : some
physical properties of this solution can be found in [ER08], and a study of some of its
geodesics has been performed in [Dur09]. However, there remain unanswered questions
dealing with global properties of the solution : causality, existence and topology of event
horizons, absence of naked singularities, and structure of the singular set.

One thus wishes to understand the global structure of the corresponding space-time,
and its possible extensions. In particular, one wishes to analyze the zeros of the denomi-
nators of the metric functions, and the zeros of the metric functions themselves, and their
consequences for the space-time. The zeros of G(y) are obvious, given by y = ±1 and

yh := −λ−
√
λ2 − 4ν

2ν
, yc := −λ +

√
λ2 − 4ν

2ν
.

These quantities are real for values of λ, ν belonging to U and we have yc ≤ yh. All these
considerations lead naturally to the definition

Ω0 ≡ {(x, y, ν, λ) ∈ R
4 ; −1 ≤ x ≤ 1 , yc ≤ y < −1 , 0 < ν < 1 , 2

√
ν ≤ λ < 1 + ν} ,

(2.3)
see Figure 2.2. One then wishes to know the following :

1. Do the denominators of the metric functions have zeros in Ω0 ?

2. Strictly speaking, ν = 0 is allowed in [PS06]. It is shown there that this corresponds to Emparan-
Reall metrics (compare Appendix 2.9), which have already been analysed elsewhere [CC10], and so we
only consider ν > 0.
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Figure 2.2 – Points in Ω0 with yc < y < yh ; the x variable has been suppressed.

2. One expects that the hypersurface {y = yh} is an event horizon, and that the
hypersurface {y = yc} is a Cauchy horizon. Is this the case ?

3. Are the space-times so defined extendible ?

4. Do they represent suitably regular black-hole spacetimes, as implicit in [PS06], so
that e.g. the usual classification theory [HY83, HY08, CLC08] applies ?

5. Are the conditions defining the set Ω0 the only possibility for the existence of regular
black hole spacetimes or is it possible to select different values for the parameters
and the coordinates such that regular black holes are present too ?

The aim of this paper is to answer some of those questions : We show that the metric
is smooth and Lorentzian in the range of coordinates and parameters defined by Ω0. We
show that the non-empty set {(x, y, ν, λ) : H(x, y) = 0} does not intersect Ω0, and that
the metric cannot be C2 continued across this set. We show that there are always singu-
larities of the Kretschmann scalar somewhere on this set, and report numerical studies
that suggest blow up of the Kretschmann scalar everywhere there. We construct Kruskal-
Szekeres type extensions of the metric across the Killing horizons y = yc and y = yh,
and we show that the set {y = yh} forms the boundary of the domain of outer commu-
nications (d.o.c.) in our extensions. We present numerical evidence for stable causality
of the d.o.c.. We construct an extension of the metric across “the set {y = −∞}", to
a region which contains singularities, causality violations, and another asymptotic end.
In the extended space-time the singular set has topology R × T3, or R × S1 × S2, or a
“pinched R×S1×S2", depending upon the values of the parameters. Three representative
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Figure 2.3 – Some global features of the solutions in (x, Y = −1/y) coordinates : a) the
T
3 singularity with ν = .1 and λ = .7 ; b) the borderline case λ = 1 − ν with ν = .121.

The boundaries x = ±1 and Y = ±1 are rotation axes for suitable Killing vectors, with
a conical singularity at Y = −1 for generic values of k, except for the black dot at
(−1, 1) which is the infinity of an asymptotically Minkowskian region, and the black dot
at (1,−1), which is the infinity of a second, non asymptotically Minkowskian, end. The
singular set {H(x, y) = 0} is the boundary of the orange (darker shaded) region, where
H(x, y) < 0. The strong-causality violations occur in the yellow (lightly shaded) region,
where det gAB < 0 (see Section 2.5.1). The black (upper) thick horizontal line corresponds
to the location of the event horizon, the blue (lower) thick horizontal line corresponds
to an interior Killing horizon and the magenta curves to the ergosurface, {H(y, x) = 0}.
These pictures indicate that when λ+ ν < 1 the ergosurface consists of two disconnected
rings R×S1×S2 (the inner ergosurface, intersecting the causality violating region, and the
outer ergosurface). When λ+ν = 1 the outer ergosurface becomes a “pinched" R×S1×S2.

(x, Y ) coordinate plots, where Y = −1/y (see Section 2.6), illustrating the behavior of the
metric are presented in Figures 2.3 and 2.4. It should be kept in mind that those figures
do not provide a representation of the global structure of the associated space-time, as the
metric is singular at Y = −1/yc and Y = −1/yh in the (x, Y ) coordinates : the space-time
is constructed from the (x, Y )–coordinates representation by continuation in appropriate
new coordinates, across every non-degenerate Killing horizon, to three distinct new re-
gions. The global structure of the resulting analytic extension resembles that of the Kerr
space-time, see Section 2.7.

Similarly to the analysis of the Emparan-Reall black rings in [CC10], one would like to
prove that the d.o.c. is globally hyperbolic, that it is I+-regular in the sense of [CLC08],
and that the extensions described in Section 2.7 are maximal. One would also like to
understand better the nature of the asymptotic end associated with (x = 1, Y = −1). All
those questions require further studies.
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Figure 2.4 – The global structure in (x, Y = −1/y) coordinates when λ + ν > 1 : the
S1 × S2 singularity with ν = .18 and λ = .9 and the ergosurface which now has three
connected components. The outer ergosurface is the union of two R× S3’s and the inner
ergosurface is a ring R× S2 × S1. Color-coding as in Figure 2.3.

An essential tool in the research reported on here was the tensor manipulation package
xAct [MG].

2.2 Generalities

In this section we establish some generic properties of the PS familiy of solutions, some
of which will be needed in the rest of the paper. First of all, the requirement that the
metric (2.1) is real-valued and well-defined enforces

0 ≤ ν 6= 1 and − (ν + 1) ≤ λ < ν + 1 . (2.4)

Next, we look for the points in the (x, y) plane in which the signature is Lorentzian.
It follows from (2.96) that, away from the sets {x = y}, {H(x, y) = 0}, {H(y, x) = 0},
{F (y, x) = 0}, {G(x) = 0} and {G(y) = 0}, the metric signature is

(
− sign(H(y, x)H(x, y)) ,−sign(G(y)H(x, y)) ,

−sign(G(x)H(x, y)F (y, x)G(y)) , sign(F (y, x)H(y, x)), sign(G(x)H(x, y))
)
.

(2.5)

However, it follows from (2.94) and (2.100) that the signature of the metric can change at
most at {G(x) = 0}, {G(y) = 0}, {x = y}, {H(y, x) = 0} and {H(x, y) = 0}. It has been
pointed out to us by H. Elvang (private communication) that the singularity of the metric
at {H(y, x) = 0} is an artifact of the parameterisation, see Section 2.3.2 for details, and
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Figure 2.5 – Killing horizons, ergosurfaces, causality violating regions, and singularities
in spacetimes with ν having the same value as in the spacetimes depicted in the left
Figure 2.3 and in Figure 2.4 (color coding as in previous figures), but with λ here equal
to −λ there. In the current spacetimes the singularity is surrounded by the causality
violating region.

therefore no signature change can occur across this set. Similarly, zeros of F (y, x) in (2.5)
(if any) are an artifact of the choice of frame in (2.96).

A numerical study of (2.5) indicates that, under the conditions of equation (2.4), the
signature is never Lorentzian if either |x| > 1, |y| > 1 or |x| < 1 and |y| < 1. Therefore,
it is likely that the coordinates x, y must vary within the set D defined by

D ≡ ({|x| < 1} ∩ {|y| > 1}) ∪ ({|x| > 1} ∩ {|y| < 1}) (2.6)

including possibly parts of its boundaries, which would e.g. correspond to lower dimen-
sional orbits of the isometry group.

At this stage it is useful to recall the Lichnerowicz theorem, which asserts in space-time
dimension four that the only stationary, with one asymptotically flat end, well-behaved
solution of the Einstein equations is Minkowski space-time. In retrospect, this theorem can
be viewed as a simple consequence of the positive energy theorem, regardless of dimension,
on those manifolds, without boundary and with one asymptotically flat end, on which the
rigid positivity of mass holds : Indeed, as is well known, the ADM mass equals the Komar
mass ; but the latter is zero as the divergence of the Komar boundary integrand is zero.
Since the positive energy theorem is true for all manifolds in dimension five [Sch89],
there are no non-trivial, five-dimensional, spatially compact asymptotically flat metrics
containing only one asymptotic end. As the existence of another asymptotically flat end
leads to an event horizon, any non-trivial such solution must either contain event horizons,
or regions with non-asymptotically-flat failure of spatial compactness (compare [And00]).
If we decide that the latter is undesirable (“naked singularities"), we conclude that the
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only solutions of interest are those with horizons. It is known that within the current
class of metrics the existence of a horizon implies existence of a Killing prehorizon (cf.,
e.g., [Car69, CC10]) ; the existence of a Killing horizon in the interesting solutions follows
then from [CG10] under the usual global conditions.

Now, Killing horizons require real zeros of the polynomials G(x) and/or G(y), keeping
in mind that the sets y = ±1 and x = ±1 are expected to be axes of rotation. One is then
led to require that the polynomial

p(ξ) ≡ νξ2 + λξ + 1 , (2.7)

where ξ represents either the variable x or y, has real zeros, denoted by ξ− ≤ ξ+ ; this will
be the case if

2
√
ν ≤ |λ|

holds, which we assume henceforth. We may distinguish now two alternative possibilities :
the case with 0 ≤ ν < 1 and the case with 1 < ν. In the first possibility it can be shown
that |ξ±| > 1 whereas the second possibility leads to |ξ±| < 1 (see Proposition 2.8.2 of
Appendix 2.8). Combining this with (2.6) one is led to consider the following coordinate
ranges :

– 0 < ν < 1, |x| < 1, |y| > 1. This is the case which we are going to study in this
paper, see below for further explanations.

– 0 < ν < 1, |x| > 1, |y| < 1. We have not been able to exclude the possibility of
existence of well behaved asymptotically flat solutions in this range of parameters
and coordinates.

– 1 < ν, |x| < 1, |y| > 1. The transformation of Proposition 2.8.1 below implies that
this case is equivalent to the previous one.

– 1 < ν, |x| > 1, |y| < 1. Again, using the transformation (2.99) we deduce that this
case is equivalent to the case of the first bullet point and hence the considerations
there also apply here.

Now, as already pointed out by Pomeransky and Senkov in [PS06], and analyzed in
detail in Section 2.5.3 below, the point x = −1, y = −1, corresponds to an asymptotically
flat region for any λ, ν such that the PS metric is defined. Anticipating the analysis
in Section 2.6, the introduction of the new variable Y ≡ −1/y leads to a polynomial
function Y 2H(x,−1/Y, λ, ν) that vanishes at the point x = 0, Y = 0, for any λ, ν ;
and it turns out that this point corresponds to a naked singularity of the metric for all
parameters for which the metric is defined. This, together with the requirement of absence
of naked singularities within the domain of outer communications, leads to the condition
of existence of a negative root of G(y) ; equivalently

0 < λ < 1 + ν .

We have therefore recovered the set (2.2).
We will say that (ν, λ) are admissible if (ν, λ) ∈ U . Unless otherwise stated, only

admissible values of λ, ν will be considered in this paper.
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We finish this section by noting that the PS metrics are C2–inextendible across {H(x, y) =
0} : this can be seen by inspection of the norm g(∂t, ∂t) of the Killing vector ∂t :

g(∂t, ∂t) = gtt = −H(y, x)

H(x, y)
.

We will see shortly, in Section 2.3.1, that H(y, x) does not vanish on the set {H(x, y) = 0}.
This shows that gtt is unbounded near this set, and standard arguments (see, e.g., [CC10,
Section 4.2]) show C2-inextendibility of the metric across the zero level set of H(x, y).
Evidence of a curvature singularity there will be presented in Section 2.5.5. As already
mentioned, points near x = y = −1, with y ≤ −1 ≤ x and (x, y) 6= (−1,−1), belong
to an asymptotically flat region, where H(x, y) is positive, and where the signature is
Lorentzian. For reasons just explained, in the associated domain of outer communications
we must thus have {H(x, y) > 0}

To summarise, we want to understand the geometry of the PS metric in those connected
components of the region

{x ∈ [−1, 1] , y 6∈ (−1, 1) , H(x, y) > 0} (2.8)

which contain (1, 1) and (−1,−1) in their closures and assume admissible values of (ν, λ).
This is the region which shall be considered in this paper.

2.3 The function H

The function H appears in the denominators of (2.1) as H(x, y) and H(y, x). We start
by eliminating the possibility that both functions vanish simultaneously.

2.3.1 H(x, y) = 0, H(y, x) = 0

First of all note the algebraic property

H(x, y)−H(y, x) = 2λ(−1 + νxy)(x− y)(−1 + ν) . (2.9)

If H(x, y) = 0, H(y, x) = 0 then (2.9) entails the alternatives

λ = 0 or x = y or y =
1

νx
or ν = 1. (2.10)

In the region x 6= y only the third alternative is compatible with admissible (λ, ν). If we
impose this condition on H(x, y) = 0, H(y, x) = 0 we get

(ν − 1) ((ν + 1)2 − λ2)

ν
= 0,

which is again not compatible with the ranges of λ, ν imposed by Pomeransky and Senkov :

0 < ν < 1 , 2
√
ν ≤ λ < 1 + ν . (2.11)
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2.3.2 H(y, x) = 0

It follows from (2.94) that the zeros of H(y, x) only occur in the denominators of the
components of the metric induced on the planes Span{∂ϕ, ∂ψ}. It has been pointed out to
us by H. Elvang (private communication) that this is an artifact of the parameterization
of the metric, as those components can be rewritten in a way which makes it clear that
their regularity is not affected by zeros of H(y, x) :

gϕϕ =
2k2(1− x2)Θϕϕ(x, y)

H(x, y)(−1 + ν)2(x− y)2
,

gϕψ =
2k2λ

√
ν(x2 − 1)(1 + y)Θϕψ(x, y)

H(x, y)(−1 + ν)2(x− y)
,

gψψ =
2k2(1 + y)Θψψ(x, y)

(1− λ+ ν)(−1 + ν)2H(x, y)(x− y)2
, (2.12)

where Θϕϕ(x, y), Θψψ(x, y) and Θϕψ(x, y) are polynomials in x, y, ν and λ :

Θϕϕ(x, y) = (−1 + ν)2(1 + νx2y2)(1 + νy2)(1 + ν) + λ(−1 + ν)×(
(−1 + x2)νy(−1 + y2)(−1 + ν) + x(1 + νy2)(−3 − ν + νy2(1 + 3ν))

)
−

−λ3
(
νx2y(−1 + y2)− x(−1 + νy2)2 + νy(1− y2)

)
+ λ2

(
1 + 2x2+

+ν
(
−1 + y2(1− 3ν + x2(−3 + ν)) + νy4(2ν + x2(−1 + ν))

))
, (2.13)

Θϕψ(x, y) = (1− y)
(
(−1 + νxy)(−1 + ν2) + λ2(1 + νxy)

)
+

+ 2λ(−x(1 + νy(−2 + ν)) + y(1 + ν(−2 + νy))). (2.14)

The explicit form of Θψψ(x, y), calculated with Mathematica and omitted because of
its length, is available upon request. Here we only report that near x = y = 1 we have

Θψψ(x, y) = −(y − 1)(ν − 1)2(λ− ν − 1)(λ+ ν + 1)3 +O
(
(x− 1)2 + (y − 1)2)

)
, (2.15)

while on {y = 1} it holds that

Θψψ(x, 1) = 4(x− 1)2λ2(ν − 1)2
(
x2ν(λ+ ν − 1)− λ+ ν − 1

)

= −4(x− 1)2λ2(1− ν)3(λ+ ν + 1) +O
(
(x− 1)3

)
. (2.16)

Since
H(1, 1) = (1− ν)(λ + ν + 1)2 > 0 ,

we see that gψψ is negative for y = 1 > x sufficiently near x = y = 1, and hence the
periodic Killing vector ∂ψ is timelike there. This shows existence of causality violations in
that region. In fact, the zeros of Θψψ(x, 1) are x = ±1 and

x = ±
√
λ− ν + 1√
ν(λ + ν − 1)

.

This is real only for λ+ ν > 1, but then always larger than one in absolute value. We will
prove that H(x, 1) is positive for admissible λ, hence causality is violated throughout a
neighbourhood of {x ∈ [−1, 1] , y = 1}.
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2.3.3 H(x, y) = 0 : formulation of the problem

The question of zeros of H(x, y) appears to be considerably more difficult. In this
section we wish to prove that the polynomial H(x, y) defined by :

H(x, y) := 1 + λ2 − ν2 + 2λν(1− x2)y + 2xλ(1− ν2y2) + x2y2ν(1− λ2 − ν2)

does not vanish on the set Ω0 defined in (2.3). Every slice of Ω0 at fixed ν and λ corres-
ponds to the region outside the “interior", presumably Cauchy, horizon of the metric with
parameters ν and λ. Equivalently, we want to show that the set

H ≡ {(x, y, λ, ν) ∈ R
4 : (ν, λ) ∈ U , yc(ν, λ) ≤ y < −1 , H(x, y) = 0} (2.17)

does not intersect Ω0.

We start by writing H as a polynomial in x,

H(x, y) = (1 + λ2 − ν2 + 2λνy) + 2λ(1− ν2y2)x + νy
(
y(1− λ2 − ν2)− 2λ

)
x2 ,

and note that the coefficient of x2 does not vanish in the ranges of interest :

Lemma 2.3.1 The highest order coefficient νy
(
y(1 − λ2 − ν2) − 2λ

)
of the polynomial

in x, H(x, y), does not vanish in the domain of interest {(y, ν, λ) : (ν, λ) ∈ U , y ∈
[yc(ν, λ),−1)}.

Proof: For νy 6= 0 the condition νy
(
y(1 − λ2 − ν2) − 2λ

)
= 0 is equivalent to the

condition

y = y0(ν, λ) :=
−2λ

ν2 + λ2 − 1
.

So, for all (ν, λ) ∈ U such that ν2+λ2 < 1, y0(ν, λ) is positive, hence outside the region of
interest for the parameter y. The simultaneous equalities ν2 + λ2 = 1 and y = y0 are also
impossible on Ω0. We claim that in the case ν2 + λ2 > 1 we have the inequality y0 < yc :
Indeed, we first note that

y0(ν, 1 + ν) = −1

ν
= yc(ν, 1 + ν) .

Next, the derivatives of y0 and yc with respect to λ read

∂y0
∂λ

(ν, λ) =
2(1 + λ2 − ν2)

(ν2 + λ2 − 1)2
,

∂yc
∂λ

(ν, λ) = −
√
λ2 − 4ν + λ

2ν
√
λ2 − 4ν

.

The first expression is positive for all {0 < ν < 1 , ν2 + λ2 6= 1} ⊂ U , thus λ 7→
y0(ν, λ) is increasing on (

√
1− ν2, 1 + ν), while the second expression is negative when

λ ∈ (2
√
ν, 1+ν) so λ 7→ yc(ν, λ) is decreasing on (2

√
ν, 1+ν). This enables us to conclude

that y0(ν, λ) is always outside the region (yc(ν, λ),−1), and therefore that the dominant
coefficient of H(x, y) is nonzero for all (ν, λ) ∈ U . �
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Then, the discriminant of the second-order polynomial in x, H(x, y), is the function
∆x, given by :

∆x(y, ν, λ) = 4
[
λ2(1− ν2y2)2 − νy(1 + λ2 − ν2 + 2λνy)(y(1− λ2 − ν2)− 2λ)

]
. (2.18)

If ∆x(y, ν, λ) ≥ 0 for some values of y, ν, λ, then the equation H(x, y) = 0 has two roots
(counting multiplicity) x = x±(y, ν, λ) which have the expression :

x±(y, ν, λ) =
−λ(1 − ν2y2)±

√
W (y, ν, λ)

νy(y(1− λ2 − ν2)− 2λ)
, (2.19)

with

W :=
1

4
∆x .

Note that the denominator has no zeros in the range of interest by Lemma 2.3.1.
In what follows, we begin with considering the restriction to the particular cases y =

−1, and x = −1. We then pass to a study of the set A, defined as the collection of all
(y, ν, λ), yc ≤ y ≤ −1, (ν, λ) ∈ U , such that W (y, ν, λ) is non-negative, in particular
its connectedness. We eventually conclude, using the continuity of the functions x± on
A, that for all such (y, ν, λ), the corresponding roots x±(y, ν, λ) lie outside the required
interval −1 ≤ x ≤ 1.

2.3.4 H(x, y) = 0, y = −1

Lemma 2.3.2 There exist values of (ν, λ) ∈ U such that x+(−1, ν, λ) < −1, and thus
x−(−1, ν, λ) < −1 as well.

Proof: Let us try values of ν and λ in the allowed ranges such that ν2 + λ2 = 1. This is
possible for ν small enough, namely ν ∈

(
0,
√
5− 2

]
. We first have that

W (−1, ν,
√
1− ν2) = (1− ν2)

(
(1− ν2)2 + 4ν(ν −

√
1− ν2)

)

is positive. Then we compute x±, and we get :

x±(−1, ν,
√
1− ν2) + 1 =

−1 + ν2 + 2ν ±
√

(1− ν2)2 + 4ν(ν −
√
1− ν2)

2ν
; (2.20)

The numerator of the right-hand side term of the last equality for x+ is negative, as can
be seen from the following equivalent inequalities :

1− ν2 − 2ν >

√
(1− ν2)2 + 4ν(ν −

√
1− ν2)

⇔ (1− ν2)2 − 4ν(1− ν2) + 4ν2 > (1− ν2)2 + 4ν2 − 4ν
√
1− ν2

⇔ −4ν(1 − ν2) > −4ν
√
1− ν2

the last one being of course true for ν ∈ (0, 1). �
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2.3.5 H(x, y) = 0, x = −1

Lemma 2.3.3 There is no solution for H(x, y) = 0 when x = −1.

Proof: We can first write

H(−1, y) = (1 + ν − λ)
(
ν(1 + λ− ν)y2 + 1− ν − λ

)
.

The first factor is positive from the definition of U . We show that the second factor cannot
vanish for any value of the parameters y, ν, λ in the allowed ranges. Indeed, this second
factor is quadratic in y, the coefficient ν(1 + λ− ν) is positive, so that the roots are

y± = ±
√

ν + λ− 1

ν(1 + λ− ν)
,

provided that ν + λ ≥ 1, otherwise there is no root and H(−1, y) is indeed positive. But
the required condition λ < 1 + ν is equivalent, for ν ∈ (0, 1), to ν + λ− 1 < ν(1 + λ− ν),
so that both solutions y± above are larger than −1, thus out of the authorized range for
the coordinate y. �

In other words, this lemma expresses that no connected component of the set H can
intersect the hypersurface {x = −1} for values of y smaller than −1.

Recall that A is the set of points (y, ν, λ), (ν, λ) ∈ U , yc ≤ y ≤ −1, such that
solutions x ∈ R of the equation H(x, y) = 0 do exist. We will show shortly that A is
connected. Then, since x+ and x− are continuous functions we deduce that x+(A) and
x−(A) are connected subsets of R and hence they must be intervals. On the other hand,
by Lemma 2.3.3 we have x+(A)∩{−1} = ∅, x−(A)∩{−1} = ∅ and hence either x+(A) ⊂
(−∞,−1) or x+(A) ⊂ (−1,∞) ; and similarly x−(A) ⊂ (−∞,−1) or x−(A) ⊂ (−1,∞).
The alternatives x+(A) ⊂ (−1,∞) and x−(A) ⊂ (−1,∞) can be ruled out because in
Lemma 2.3.2 we have proved that, for the particular case of y = −1, λ =

√
1− ν2,

and for ν small enough, both solutions x±(−1, ν,
√
1− ν2) satisfy x < −1. Therefore

necessarily x−(A) ⊂ (−∞,−1), x+(A) ⊂ (−∞,−1) which entails x−(A) ∩ (−1, 1) = ∅,
x+(A) ∩ (−1, 1) = ∅. From this result we conclude that H does not intersect Ω0.

The aim of the next section is to establish the connectedness of A, needed to complete
the proof.

2.3.6 Connectedness of A
Throughout this section, we assume that (ν, λ) ∈ U . Recall that if H(x, y) = 0 then

x = x±, where

x± =
λ− λ ν2y2 ±

√
W (y, ν, λ)

ν y ((λ2 + ν2 − 1)y + 2λ)
,

and where

W (y, ν, λ) := λ2ν4y4 + 2 λ ν2
(
λ2 + ν2 − 1

)
y3

−ν
(
1− 2 ν λ2 − λ4 + ν4 − 2 ν2

)
y2 + 2 ν λ

(
1 + λ2 − ν2

)
y + λ2 .
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For large y, whether positive or negative, W is positive so zeros of H(x, y) exist. Our task
here is to prove that the region {(ν, λ) ∈ U , x ∈ [−1, 1], yc ≤ y ≤ −1} does not contain
any of them. As just explained, this will follow from :

Theorem 2.3.4 The set

A := {(y, ν, λ) : W (y, λ, ν) ≥ 0 , (λ, ν) ∈ U , yc(ν, λ) ≤ y ≤ −1} (2.21)

is connected.

Proof: We show in Lemma 2.3.5 below that W (−1, ν, λ) > 0 on U . Next, Proposi-
tion 2.3.6 establishes that for all (λ, ν) ∈ U , the set {y ∈ [yc,−1] : W (y, λ, ν) ≥ 0} is
connected, which readily implies the result. �

We supply now the details :

Lemma 2.3.5 W (−1, ν, λ) > 0 on U .

Proof: We have

W (−1, ν, λ) =
(
1 + ν λ2 − 2 ν λ− ν2

)
︸ ︷︷ ︸

=:P (ν,λ)

(
ν3 − ν − 2 ν λ+ λ2

)
︸ ︷︷ ︸

=:Q(ν,λ)

.

The equation P = 0 is solved by

ν± =
1

2

(
λ2 − 2λ±

√
(λ2 − 2 λ)2 + 4

)
.

Clearly ν− < 0 and ν+ > [(λ− 1)2 + 1]/2. For λ ∈ [0, 2) we have

ν−(λ) < λ− 1 <
1

4
λ2 < ν+(λ) .

Indeed, the first inequality is equivalent to positivity of 3λ2 − 4λ + 4 = 2λ2 + (λ − 2)2.
The second one is always true for λ 6= 2, while the last inequality follows easily from the
already indicated inequality ν+ > [(λ− 1)2 + 1]/2. Then, we notice that :

(ν, λ) ∈ U ⇐⇒ λ ∈ (0, 2) , λ− 1 < ν ≤ λ2/4 .

Hence, for all (ν, λ) ∈ U , we have ν−(λ) < ν < ν+(λ), and we conclude that P > 0 on U .
Next, we have

Q =
(
λ− ν +

√
ν2 − ν3 + ν

)(
λ− ν −

√
ν2 − ν3 + ν

)
,

and note that the polynomial ν2 − ν3 + ν vanishes at 0 and at (1 ±
√
5)/2. We want to

show that Q is positive on U , this proceeds as follows : Straightforward algebra shows
that, for ν > 0, the inequality

2
√
ν > ν +

√
ν2 − ν3 + ν (2.22)
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is equivalent to (
(ν + 1)2 + 8

)
(ν − 1)2 > 0 .

So (2.22) holds for ν ∈ [0, 1). But the right-hand-side of (2.22) is the larger root of Q,
and we conclude that the roots of Q do not intersect the graph of ν 7→ 2

√
ν in the range

of interest. Next, (2.22) also shows that Q is positive on this graph for small positive ν.
Since Q does not change sign on U , it is positive on U . �

We continue with :

Proposition 2.3.6 For every admissible values of λ and ν, the set {y ∈ [yc,−1] :
W (y, ν, λ) ≥ 0, (ν, λ) ∈ U} is connected.

Proof: We start by a study of the variations of y 7→ W (y, ν, λ) on [yc(ν, λ),−1], for all
(ν, λ) ∈ U . To do so, we first compute the derivatives of W , with respect to y, up to third
order. We have

∂W

∂y
(y, ν, λ) = 2ν

(
2ν3λ2y3 + 3νλ(ν2 + λ2 − 1)y2

+
(
λ4 − ν4 − 1 + 2ν(ν + λ2)

)
y + λ(1 + λ2 − ν2)

)
,

∂2W

∂y2
(y, ν, λ) = 2ν

(
6ν3λ2y2 + 6νλ(ν2 + λ2 − 1)y + λ4 − ν4 − 1 + 2ν(ν + λ2)

)
,

∂3W

∂y3
(y, ν, λ) = 12ν2λ

(
2ν2λy + ν2 + λ2 − 1

)
.

Since νλ 6= 0 for all allowed ν and λ, we see that ∂3W
∂y3

(y, ν, λ) vanishes at y = y3(ν, λ),
where

y3(ν, λ) :=
1− ν2 − λ2

2ν2λ
, (2.23)

and therefore the function y 7→ ∂2W
∂y2

(y, ν, λ) reaches its minimum there, equal to :

min
y∈R

∂2W

∂y2
(y, ν, λ) = (1 + ν + λ)(1 + ν − λ)

(
λ2(3− 2ν)− (1− ν)2(3 + 2ν)

)
︸ ︷︷ ︸

k(ν,λ)

. (2.24)

The sign of the minimum is determined by the sign of the third factor k(ν, λ) in (2.24),
since the first two factors are positive for (ν, λ) ∈ U . We start by supposing that k(ν, λ) ≥
0. This corresponds to values of ν and λ such that λ ≥ λk(ν), where

λk(ν) := (1− ν)

√
3 + 2ν

3− 2ν
, (2.25)

see Figure 2.1. In this range of parameters the function y 7→W (y, ν, λ) is therefore convex.
Connectedness of {y ∈ [yc,−1] : W (y, ν, λ) ≥ 0, (ν, λ) ∈ U} in the case k(ν, λ) ≥ 0, will
be a consequence of the following :

Lemma 2.3.7 For all (ν, λ) ∈ U , W (yc(ν, λ), ν, λ) is negative.
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This result, together with the convexity of y 7→ W (y, ν, λ) and with the Lemma 2.3.5,
shows that the function y 7→W (y, ν, λ) is negative on [yc, y∗), and then positive on (y∗,−1]
for some y∗ ∈ (yc,−1), hence the proposition 2.3.6 is proved for all (ν, λ) ∈ U such that
k(ν, λ) ≥ 0.

We now turn to the proof of the Lemma :
Proof: We have

W (yc(ν, λ), ν, λ) = −1− ν

2ν

(
λ6 + λ5

√
λ2 − 4ν − 2λ4(1 + 3ν)− 2λ3

√
λ2 − 4ν(1 + 2ν)

+λ2(1 + 7ν + 9ν2 − ν3) + λ
√
λ2 − 4ν(1 + 5ν + 3ν2 − ν3)

−2ν(1− ν)(1 + ν)2
)
.

The occurrence of
√
λ2 − 4ν above leads us to introduce a change of variables (ν, λ) →

(ν, η), with η ≥ 0, defined as
λ = 2

√
ν cosh η .

Then the expression simplifies remarkably as a polynomial in eη :

W
(
yc(ν, 2

√
ν cosh η), ν, 2

√
ν cosh η

)
= −(1− ν)e−2η(e4η − ν)(1− e2ην)2 .

The factors are all positive for ν ∈ (0, 1) and η ≥ 0, except the last factor (1 − e2ην)2

which can vanish for η = − ln ν/2, which corresponds precisely to λ = 1 + ν, hence not
for (ν, λ) ∈ U . This finishes the proof of the lemma. �

We now turn attention to the case k(ν, λ) < 0. Equivalently, λ < λk(ν). Note that

λ′k(ν) = − 3− 4 ν2 + 6 ν

(3− 2 ν)
√
9− 4 ν2

,

which is negative for ν ∈ (0, 1). Since λk(0) = 1 and λk(1) = 0, the inequality λ < λk(ν) is
compatible with the allowed ranges of the parameters ν and λ only when ν ∈ (0, ν0), where
ν0 ≈ 0.207 is the unique solution in (0, 1) of the equation 2

√
ν = λk(ν) ; see Figure 2.1.

In other words, it suffices to consider 0 < ν ≤ ν0. Recall that this case corresponds to a
negative minimum for y 7→ ∂2W

∂y2
(y, ν, λ), obtained for y = y3(ν, λ) (see equation (2.23)).

To analyse the position of y3 compared to −1 we write :

y3(ν, λ) + 1 =
1− ν2 − λ2 + 2ν2λ

2ν2λ
. (2.26)

The numerator is a polynomial in λ of degree-two which has, for all ν, two real roots
λ±(ν) = ν2 ±

√
1− ν2 + ν4.

Now, for all ν in (0, ν0), one has the chain of inequalities

λ−(ν) < 0 < 2
√
ν < λk(ν) < 1 < λ+(ν) ; (2.27)

Indeed, to obtain the first inequality we note that for ν ∈ (0, 1) we have 1− ν2 + ν4 > ν4,
and negativity of λ−(ν), for all ν ∈ (0, ν0), follows. The third inequality has already been
established, ν0 being precisely the value at which the inequality is saturated. The fourth
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follows from the fact that λk is decreasing. The last inequality can be proved by noting
that 1− ν2 + ν4 = (1− ν2)2 + ν2 > (1− ν2)2.

Since y3(ν, λ)+1 is positive for λ between λ−(ν) and λ+(ν), we obtain that y3(ν, λ)+1
is positive for all ν ∈ (0, ν0) and λ ∈ [2

√
ν, λk(ν)). Thus

y3 > −1

in the range of parameters of interest. This implies that y 7→ ∂3W
∂y3

(y, ν, λ) is negative

on (−∞, y3(ν, λ)), and in particular on [yc,−1]. Hence y 7→ ∂W
∂y

(y, ν, λ) is concave on
[yc,−1], and therefore lies above its arc. So it reaches its minimum on this interval either
at y = yc(ν, λ), or at y = −1. But from Lemma 2.3.8, which will be proved shortly, we get
that ∂yW (−1, ν, λ) is non-negative for (ν, λ) ∈ U , λ < λk(ν). Then, we have again two
cases :

– If ∂yW (yc, ν, λ) is non-negative, then ∂yW (y, ν, λ) is non-negative for all y ∈ [yc,−1],
therefore y 7→ W (y, ν, λ) is increasing on this interval, and the set {y ∈ [yc,−1] :
W (y, ν, λ) ≥ 0} is connected, and contains −1.

– If ∂yW (yc, ν, λ) is negative, then, since it is concave, the function y 7→ ∂yW (y, ν, λ)
is negative on [yc, y∗) and non-negative on [y∗,−1] for some y∗(ν, λ) ∈ (−1/ν,−1].
Thus, y 7→ W (y, ν, λ) is decreasing on [yc, y∗), and increasing on [y∗,−1]. From
Lemma 2.3.7, this implies that W (y, ν, λ) is negative at least on [yc, y∗), then in-
creasing on [y∗,−1]. We can therefore conclude again that the set {y ∈ [yc,−1] :
W (y, ν, λ) ≥ 0} is connected. Thus, in order to finish the proof of the proposition,
and hence of the theorem, the following lemma remains to be proved :

Lemma 2.3.8 For 0 < ν < ν0 and 2
√
ν ≤ λ ≤ λk(ν) the function ∂W

∂y
(−1, ν, λ) is

non-negative.

Proof: The result is clear by inspection of the graph in Figure 2.6, a possible formal
proof proceeds as follows : At λ = 2

√
ν we have

∂W

∂y
(−1, ν, 2

√
ν) = 2ν(1−√

ν)3(1 + 5
√
ν + 12ν + 24ν3/2 + 15ν2 + 7ν5/2) , (2.28)

which is clearly positive for all 0 < ν < 1. We continue by noting that

∂2W

∂λ∂y
(−1, ν, λ) = 2ν

(
1− 3ν − ν2 + 3ν3 − 4ν(1 + ν2)λ+ 3(1 + 3ν)λ2 − 4λ3

)
, (2.29)

∂3W

∂λ2∂y
(−1, ν, λ) = −4ν

(
6λ2 − 3(1 + 3ν)λ+ 2ν(1 + ν2)

)
. (2.30)

For all 0 < ν < 1 the right-hand-side of (2.30) has two real roots,

λ =
1 + 3ν

4
±
√

3(27 ν2 + 2 ν + 3− 16 ν3)

12
=: λ0±(ν) . (2.31)

Then, we have the inequalities λ0−(ν) < 2
√
ν, and λ0+(ν) < λk(ν) for 0 < ν < ν0,

whereas the difference 2
√
ν−λ0+(ν) is positive on (0, ν1) and negative on (ν1, ν0) for some

ν1 ∈ (0, ν0). Indeed we have, for ν ∈ (0, 1),

λ0−(ν) =
1 + 3ν

4
−

√
3

12

√
3 + 2ν + 27ν2 − 16ν3 <

1 + 3ν

4
−

√
3

12

√
3 =

3ν

4
< 2ν < 2

√
ν .
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Figure 2.6 – The graph of ∂yW over the set {0 < ν < ν0 , 2
√
ν ≤ λ ≤ λk(ν)}.

Next, we prove that ν 7→ λ0+(ν)− 2
√
ν is decreasing on (0, ν0). Indeed,

d

dν
(λ0+(ν)− 2

√
ν) =

1

4

(
3− 4√

ν
+

1/3 + 9ν − 8ν2√
1 + 2ν/3 + 9ν2 − 16ν3/3

)
;

For ν ∈ (0, 1), we have

1/3 + 9ν − 8ν2√
1 + 2ν/3 + 9ν2 − 16ν3/3

< 1/3 + 9ν − 8ν2 ,

so that we obtain :

d

dν
(λ0+(ν)− 2

√
ν) <

1

4

(
10

3
− 4√

ν
+ 9ν − 8ν2

)
. (2.32)

Moreover, 1/3 + 9ν − 8ν2 is less than 5 for ν ∈ (0, 1/4), while 3 − 4√
ν

is less than −5

for all ν ∈ (0, 1/4) ⊃ (0, ν0). Therefore, d
dν
(λ0+(ν) − 2

√
ν) is negative for ν ∈ (0, 1/4), in

particular for ν ∈ (0, ν0).
We further note that the function ν 7→ λ0+(ν) − 2

√
ν takes the value 1/2 at ν = 0,

and that it is negative at ν = 1/8 < ν0 :

λ0+(1/8)− 2
√
1/8 =

11

32
− 1√

2
+

1

4

√
233

192
<

1

8

(
11

4
− 4

√
2 +

√
5

)
< 0 .
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This proves the existence of ν1 ∈ (0, ν0) (and more precisely ν1 ∈ (0, 1/8)) such that
λ0+(ν) > 2

√
ν for ν ∈ (0, ν1), and λ0+(ν) < 2

√
ν for ν ∈ (ν1, ν0). Moreover, integrating

the inequality (2.32), we obtain

λ0+(ν) <
1

2
+

5

6
ν +

9

8
ν2 − 2

3
ν3 ,

therefore λ0+(ν) < 5/8 for all ν ∈ (0, 1/8), whereas λk(ν) > 3/4 > 5/8 for all ν ∈ (0, 1/4).
Then, since 2

√
ν < λk(ν) for all ν ∈ (0, ν0), we obtain, combining the previous remarks,

that λ0+(ν) < λk(ν) for all ν ∈ (0, ν0). So we have again two cases :
– if ν ∈ (0, ν1) : then λ 7→ ∂2W

∂λ∂y
(−1, ν, λ) is increasing on [2

√
ν, λ0+(ν)], then decreasing

on [λ0+(ν), λk(ν)] ;
– if ν ∈ [ν1, ν0) : then λ 7→ ∂2W

∂λ∂y
(−1, ν, λ) is decreasing on [2

√
ν, λk(ν)].

So, to make sure that the function λ 7→ ∂2W
∂λ∂y

(−1, ν, λ) is positive on [2
√
ν, λk(ν)], we only

need to show that it is positive for λ = 2
√
ν and for λ = λk(ν), this for all ν ∈ (0, ν0). We

have in fact :

∂2W

∂λ∂y
(−1, ν, 2

√
ν) = 2ν(1−√

ν)2(1 + 2
√
ν + 12ν − 18ν3/2 − 13ν2 − 8ν5/2) ,

and we can write this, with ν = s2 :

∂2W

∂λ∂y
(−1, s2, 2s) = 2s2(1− s)2×
(
(1− 8s3) + (2s− 8s3) + (s2 − 2s3) + (4s2 − 16s4) + 7s2 + 3s4 − 8s5

)
,

with each term positive for s ∈ (0, 1/2), i.e. for ν ∈ (0, 1/4). Then we have

∂2W

∂λ∂y
(−1, ν, λk(ν)) =

8ν

3− 2ν

(
(1−ν)(3+4ν−5ν2−3ν3)+λk(ν)(−3+ν+3ν2−5ν3+2ν4)

)
.

Since 0 < λk(ν) < 1 on (0, 1/4), and since the factor 3 − ν − 3ν2 + 5ν3 − 2ν4 is positive
for this range of ν, we have

∂2W

∂λ∂y
(−1, ν, λk(ν)) >

8ν

3− 2ν
(2ν − 6ν2 − 3ν3 + 5ν4) ,

still positive for ν ∈ (0, 1/4). The plot of ∂2W
∂λ∂y

(−1, ν, λk(ν)) can be found in Figure 2.7.

It follows that the function λ 7→ ∂W
∂y

(−1, ν, λ) is increasing on [2
√
ν, λk(ν)] for all

ν ∈ (0, ν0). This, together with (2.28) above, finishes the proof of Lemma 2.3.8. �

2.4 Extensions across Killing horizons

In this section, we write H , F , J , etc. to mean, respectively, H(x, y), F (x, y), J(x, y),
whereas Ĥ, F̂ refer respectively to H(y, x), F (y, x).
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Figure 2.7 – The function ν 7→ ∂2W
∂λ∂y

(−1, ν, λk(ν)) ; the non-triviial zero is at, approxi-
mately, .544.

We write
G(y) = ν(1 − y2)(y − yh)(y − yc) ,

and we assume yh 6= yc. In the calculations that follow we suspend the convention yh > yc,
used elsewhere in this paper, so that the analysis below applies both to the smaller and
to the larger roots of G.

We want to construct explicitly a Kruskal-Szekeres-type extension of the metric at y =
yh and y = yc. An identical calculation applies at both values of y, so in the calculations
that follow the reader can think of the symbol yh as representing either yh or yc.

We define new coordinates (inspired from the extension of the Kerr metrics, see [Car68],
and of the Emparan-Reall metrics, see [CC10]) via the equations

du = dt+
σ

y − yh
dy ,

dv = dt− σ

y − yh
dy , (2.33)

and new angular coordinates :

dψ̂ = dψ − adt ,

dϕ̂ = dϕ− bdt , (2.34)

where a, b, σ are (ν– and λ–dependent) constants, to be chosen shortly. In terms of the
new coordinates (u, v, ψ̂, ϕ̂, x) the original coordinate differentials (t, y, ψ, ϕ, x) read :

dt =
du+ dv

2
,

dy =
y − yh
2σ

(du− dv) ,

dψ = dψ̂ + a
du+ dv

2
,

dϕ = dϕ̂+ b
du+ dv

2
.
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It is convenient to write

Ωψ =
Ω̂ψ

Ĥ
, Ωϕ =

Ω̂ϕ

Ĥ
,

where Ω̂ψ and Ω̂ϕ are polynomials in x and y, with coefficients which are rational functions
of ν and λ. One can now write the coefficients of the metric expressed in the coordinates
(u, v, ψ̂, ϕ̂, x) :

guu = gvv =
1

4

(
− Ĥ

H

(
1 + aΩψ + bΩϕ

)2 − a2
F

Ĥ
− 2ab

J

Ĥ
+ b2

F̂

Ĥ

− 2k2H(y − yh)

σ2ν(1− ν)2(1− y2)(x− y)2(y − yc)

)
,

=
1

4

(
− Ĥ + 2aΩ̂ψ + 2bΩ̂ϕ

H
+ a2gψψ + 2abgϕψ + b2gϕϕ

− 2k2H(y − yh)

σ2ν(1− ν)2(1− y2)(x− y)2(y − yc)

)
,

guv =
1

4

(
− Ĥ + 2aΩ̂ψ + 2bΩ̂ϕ

H
+ a2gψψ + 2abgϕψ + b2gϕϕ

+
2k2H(y − yh)

σ2ν(1− ν)2(1− y2)(x− y)2(y − yc)

)
,

guψ̂ = gvψ̂ = −1

2

(
Ĥ

H

(
1 + aΩψ + bΩϕ

)
Ωψ + a

F

Ĥ
+ b

J

Ĥ

)

=
1

2

(
agψψ + bgψϕ −

Ω̂ψ
H

)
,

guϕ̂ = gvϕ̂ = −1

2

(
Ĥ

H

(
1 + aΩψ + bΩϕ

)
Ωϕ + a

J

Ĥ
− b

F̂

Ĥ

)

=
1

2

(
agϕψ + bgϕϕ −

Ω̂ϕ
H

)
,

gψ̂ψ̂ = −Ĥ
H
Ω2
ψ − F

Ĥ
= gψψ ,

gϕ̂ϕ̂ = −Ĥ
H
Ω2
ϕ +

F̂

Ĥ
= gϕϕ ,

gψ̂ϕ̂ = −Ĥ
H
ΩψΩϕ −

J

Ĥ
= gψϕ ,

gxx =
2k2H

(1− ν)2(x− y)2G(x)
,

whereas the other components vanish. Recall that the potential singularity of the coeffi-
cients above at zeros of Ĥ is an artifact of the parameterization of the metric, as explained
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in Section 2.3.2, regardless of the values of a and b, and that we have proved that there are
no zeros of H in the region of interest. It should now be clear that in the new coordinate
system the metric coefficients are analytic functions of all their arguments near y = yh.

The Jacobian of the transformation relating the two coordinate systems reads

∂(u, v, ψ̂, ϕ̂, x)

∂(t, y, ψ, ϕ, x)
= − 2σ

y − yh
,

so that the determinant of the metric in the coordinates (u, v, ψ̂, ϕ̂, x) is

det
(
g(u,v,ψ̂,ϕ̂,x)

)
= − 4k8H2(y − yh)

2

σ2(1− ν)6(x− y)8
.

To get rid of the zero of the determinant at y = yh, the usual calculation is to introduce
exponential coordinates

û := eγu , v̂ := e−γv ,

hence
dû = γ û du , dv̂ = −γ v̂ dv .

We then express the metric coefficients in the coordinates (û, v̂, ψ̂, ϕ̂, x). We first notice
that, for y > yh,

ûv̂ = eγ(u−v) = exp

(
2γ

∫ y σ

y − yh
dy

)
= e2γσ ln(y−yh) = (y − yh)

2γσ ,

with an appropriate choice of the integration constant for the second equality above. The
choice

2γσ = 1 .

leads to
ûv̂ = y − yh , (2.35)

which can be used to define y as a function of the exponential coordinates û, v̂. The
Jacobian of the last coordinate transformation is

∂(û, v̂, ψ̂, ϕ̂, x)

∂(u, v, ψ̂, ϕ̂, x)
= −γ2ûv̂ = −y − yh

4σ2
,

and the determinant of the metric in the exponential coordinates has no zeros near y = yh :

det
(
g(û,v̂,ψ̂,ϕ̂,x)

)
= − 64k8σ2H2

(1− ν)6(x− y)8
.

The metric coefficient in the exponential coordinates read :

gûû =
guuv̂

2

γ2û2v̂2
, gv̂v̂ =

gvvv̂
2

γ2û2v̂2
, gûv̂ =

guv
γ2ûv̂

, gûψ̂ =
guψ̂ v̂

γûv̂
, etc.
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If we replace û, v̂ by their values in terms of the original coordinates in the first three
expressions we get

gûû =
e−2γtguu

γ2(−yh + y)
= gv̂ v̂ , gûv̂ =

guv
(−yh + y)γ2

So, from (2.35), to establish regularity of the new metric coefficients we need to check
that

– guu = gvv have a zero of order 2 at y = yh, and that
– guv, guψ̂ = gvψ̂, and guϕ̂ = gvϕ̂ all vanish at y = yh.

(If we just seek an extension through the future event horizon, then the conditions are
– guu = gvv and guv all vanish at y = yh, and that
– guψ̂ = gvψ̂, and guϕ̂ = gvϕ̂ all vanish at y = yh.)

More precisely, we wish to determine the parameters a, b and σ so that the conditions
required above are fulfilled. We start by solving the linear system in a and b :

guψ̂|y=yh = 0

guϕ̂|y=yh = 0 ,

which we write as (all functions evaluated at y = yh) :

a

(
−Ĥ
H
Ω2
ψ − F

Ĥ

)
+ b

(
−Ĥ
H
ΩψΩϕ −

J

Ĥ

)
=

Ω̂ψ
H

a

(
−Ĥ
H
ΩψΩϕ −

J

Ĥ

)
+ b

(
−Ĥ
H
Ω2
ϕ +

F̂

Ĥ

)
=

Ω̂ϕ
H

.

The determinant of this system reads

∆a,b =

(
−Ĥ
H
Ω2
ψ − F

Ĥ

)(
−Ĥ
H
Ω2
ϕ +

F̂

Ĥ

)
−
(
−Ĥ
H
ΩψΩϕ −

J

Ĥ

)2

=
1

H

(
FΩ2

ϕ − F̂Ω2
ψ − 2JΩϕΩψ

)
− FF̂ + J2

Ĥ2
,

Then, from the identity (2.95), at y = yh we have

FF̂ = −J2 , (2.36)

and so the last term −FF̂ + J2/Ĥ2 vanishes. Next, if we view the remaining part of ∆a,b

as a second-order polynomial in Ωϕ, it has discriminant 4Ω2
ψ(J

2 + F̂F ), which vanishes
again for y = yh. This leads to the simpler expression for the determinant of the system
in a, b :

∆a,b =
F

H

(
Ωϕ −

JΩψ
F

)2

.
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Next, assuming that ∆a,b does not vanish at y = yh, 3 we can write the expressions of a
and b solving the system :

a =
F̂Ωψ + JΩϕ
H∆a,b

,

b =
JΩψ − FΩϕ
H∆a,b

.

Using (2.36), this can be rewritten as

a =
J

FΩϕ − JΩψ
,

b = − F

FΩϕ − JΩψ
.

We insert in this expression the explicit values of Ωψ and Ωϕ :

a =
H(yh, x)J(x, yh)(−1 + λ− ν)

2kλ
√
(1 + ν)2 − λ2

×
(
yh
√
νF (x, yh)(−1 + x2)(−1 + λ− ν) +

+J(x, yh)(1 + yh)
(
− 1− λ+ ν + 2νx(−1 + yh) + yhνx

2(−1 + λ+ ν)
))−1

,

b =
−F (x, yh)H(yh, x)(−1 + λ− ν)

2kλ
√

(1 + ν)2 − λ2
×

(
yh
√
νF (x, yh)(−1 + x2)(−1 + λ− ν) +

+J(x, yh)(1 + yh)
(
− 1− λ+ ν + 2νx(−1 + yh) + yhνx

2(−1 + λ+ ν)
))−1

.

We need to check that a and b are x–independent. For this, we found it convenient to
replace λ by a parameter t ∈ R defined as (we hope that a conflict of notation with the
time coordinate t will not confuse the reader)

λ = 2
√
ν cosh t . (2.37)

With this redefinition we have

yh = − e
−t
√
ν
, yc = − et√

ν
.

Thus, the transition from yh to yc is obtained by changing t to its negative.

3. In fact, the vanishing or not of this determinant is irrelevant, insofar as we check that the values of
a and b that are calculated below give the answer we need.
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Using Mathematica, the expressions above, evaluated at y = yh, are indeed x–
independent as desired, and take the form

a =
(1−√

νe−t)(1−√
νet)

2k
√

1 + ν2 − 2ν cosh(2t)
,

b =
(
√
ν − e−t)(

√
ν − et)(1 + e2tν)

2k
√
ν(1 + e2t)

√
1 + ν2 − 2ν cosh(2t)

.

Note that the value of a is the same both for both horizons, but that of b is not.
We continue by checking that the remaining metric coefficients vanish with these values

of a and b. First, one finds directly that 1 + aΩψ + bΩϕ vanishes at y = yh. Next, the last
term in guu|y=yh vanishes, while the remaining term in the expression of guu|y=yh reads

−a
2F + 2abJ − b2F̂

4Ĥ
=

F (J2 + FF̂ )

4Ĥ(FΩϕ − JΩψ)2
.

This vanishes at y = yh by (2.36). The calculation also shows that both guu and guv vanish
at y = yh.

Next, a Mathematica calculation shows that guu will have a second order zero at yh
if and only if the constant σ equals

σ = ±2k
√
ν(et +

√
ν) coth(t)

(1− ν)(1− et
√
ν)

;

Reexpressing everything in terms of the original parameters, our calculations in this
section can be summarized as follows : The metric functions guu and guv vanish at y = yh
when the parameters a and b take the values

a =
1− λ+ ν

2k
√

(1 + ν)2 − λ2
, (2.38)

b =

(
(ν − 1)

√
λ2 − 4ν + λ(1 + ν)

)
(1 + ν − λ)

4kλ
√
ν((1 + ν)2 − λ2)

. (2.39)

With this choice, guu has a second order zero at y = yh if and only if σ takes the value

σ2 =
2k2λ2

(
λ2 (ν2 + 1)− λ (ν2 − 1)

√
λ2 − 4ν − 2ν(ν + 1)2

)

(ν − 1)2 (λ2 − 4ν) (−λ+ ν + 1)2
. (2.40)

At y = yc the analogous analysis leads to the same value of a, while b and σ are now

b =

(
(−ν + 1)

√
λ2 − 4ν + λ(1 + ν)

)
(1 + ν − λ)

4kλ
√
ν((1 + ν)2 − λ2)

, (2.41)

σ2 =
2k2λ2

(
λ2 (ν2 + 1) + λ (ν2 − 1)

√
λ2 − 4ν − 2ν(ν + 1)2

)

(ν − 1)2 (λ2 − 4ν) (−λ + ν + 1)2
. (2.42)

We note that the values obtained for the constants a, b and σ are all well defined under
the assumptions of eq. (2.4) together with λ2 − 4ν > 0 (yh and yc real and distinct) and
hence the extension through the Killing horizons will remain valid for any member of the
PS family of solutions whose parameters meet these requirements.
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2.4.1 Degenerate case

It was shown in [KLR07] that the near-horizon limit of the degenerate PS solutions
admits smooth extensions. Here we check that the method presented there for extending
across a degenerate horizon applies to the PS metrics, and not only their near-horizons
limits.

The first step is to define new coordinates t̂, ψ̂, ϕ̂, not to be confused with the hatted
coordinates defined previously in this section in the non-degenerate case,

We now follow for our case the method developed in [KLR07]. In the original coordi-
nates (t, y, ψ, x, ϕ), the PS metrics do not satisfy the requirement that the coefficients gtψ,
gtϕ and gtt vanish at the degenerate horizon {y = y0 := − 1√

ν
}, with cancelation at order

two for gtt. So the first step is to define new coordinates t̂, ψ̂, ϕ̂, not to be confused with
the hatted coordinates defined previously in this section in the non-degenerate case :

t̂ = t , ψ̂ = ψ − aψt , ϕ̂ = ϕ− aϕt ,

where aψ and aϕ are constants. Written in these coordinates, the conditions for the metric
coefficients gt̂ψ̂ and gt̂ϕ̂ to vanish at y0 read again :

aψ

(
−Ĥ
H
Ω2
ψ − F

Ĥ

)
+ aϕ

(
−Ĥ
H
ΩψΩϕ −

J

Ĥ

)
=

Ω̂ψ
H

aψ

(
−Ĥ
H
ΩψΩϕ −

J

Ĥ

)
+ aϕ

(
−Ĥ
H
Ω2
ϕ +

F̂

Ĥ

)
=

Ω̂ϕ
H

,

where all the functions are evaluated at y = y0 = − 1√
ν
. Here, since λ = 2

√
ν, we obtain

that

aψ =
1− ν

2k(1 +
√
ν)2

aϕ =
1− ν2

4k
√
ν(1 +

√
ν)2

are solutions, i.e. make the coefficients gt̂ψ̂ and gt̂ϕ̂ vanish at y0. The metric is then of the
form of equation (41) in [KLR07], where R is replaced by y − y0, the indices i, j = 1, 2
refer to the angular coordinates ψ̂ and ϕ̂, and t is replaced by t̂. Explicitely we have :

g = gt̂t̂dt̂
2 + 2gt̂idt̂dϕ̂

i + gijdϕ̂
idϕ̂j + gyydy

2 + gxxdx
2 , (2.43)

with

gt̂t̂ = ft(y, x)(y − y0)
2, gt̂i = fi(y, x)(y − y0), gyy =

h(y, x)

(y − y0)2
, (2.44)

for some functions ft, fψ, fϕ and h, bounded at y = y0 in their first variable.

Then, in order to remove the singularity at the horizon y = y0, we define new coordi-
nates (v, z,Ψ,Φ), such that :



Extensions across Killing horizons 61

t̂ = v − a0
z − y0

+ f(z, x) ,

y = z ,

ψ̂ = Ψ+ bψ ln(z − y0) ,

ϕ̂ = Φ + bϕ ln(z − y0) ,

where a0, bψ and bϕ are constants. Our aim is to find values of those constants for which
the PS metrics, written in the coordinates (v, z,Ψ,Φ) , are regular at z = y0. In fact, we
choose f(z, x) = a1 ln(z−y0), where a1 is a constant, as in [KLR07]. Thus, the coordinate
transformations read

dt̂ = dv +

(
a0

(z − y0)2
+

a1
z − y0

)
dz

dy = dz

dψ̂ = dΨ+
bψ

z − y0
dz

dϕ̂ = dΦ+
bϕ

z − y0
dz .

Using these coordinate transformations along with the equalities (2.43) and (2.44), we
compute the metric coefficients in the new coordinate system (v, z,Ψ, x,Φ) :

gvv = gt̂t̂ , gvz = (a0 + (z − y0)a1)ft + bifi , gvi = gt̂i ,

gzi =
(
(a0 + (z − y0)a1)fi + gijb

j
) 1

z − y0
,

for i = 1, 2 referring to the variables Ψ and Φ, and

gzz =
(
(a0 + (z − y0)a1)

2ft + 2(a0 + (z − y0)a1)b
ifi + gijb

ibj + h
) 1

(z − y0)2
.

This shows that the metric coefficients, to be smooth at z = y0, must satisfy :

(z − y0)
2gzz|z=y0 = 0 ,

∂

∂z
((z − y0)

2gzz)|z=y0 = 0 , (z − y0)gzi|z=y0 = 0

for i = 1, 2. Therefore we can derive the conditions that the constants a0, a1, bψ and bϕ

should satisfy to yield a smooth metric at z = y0. Those read :

a0fψ + gψib
i = 0

a0fϕ + gϕib
i = 0

h+ a20ft + 2a0b
ifi + gijb

ibj = 0

∂zh+ a20∂zft + 2a0b
i∂zfi + ∂zgijb

ibj + 2a1a0ft + 2a1b
ifi = 0 .
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Before making any attempt to solve this system, note that we can slightly simplify it :

a0fψ + gψib
i = 0

a0fϕ + gϕib
i = 0

h+ a20ft + a0b
ifi = 0

∂zh+ a20∂zft + 2a0b
i∂zfi + ∂zgijb

ibj − 2
a1
a0
h = 0 .

Then, we start by looking for solutions in (a0, b
ψ, bϕ) of the first three equations of the

system (2.45) above, and we begin with the special case x = 0. The calculations are then
tractable using Mathematica, and we obtain the following two triplets of solutions :

(a0, b
ψ, bϕ) ∈

{(
4k

(1−√
ν)2

, 0,−1

)
,

(
− 4k

(1 −√
ν)2

, 0, 1

)}
.

Next, we insert these values in the left-hand side of the three first equalities in (2.45) (this
time for any value of x), and we still obtain zero at the corresponding right-hand sides.
Moreover, the value of a1 is imposed by the fourth equation and the values of a0, bψ and
bϕ. Finally, we obtain two solutions :

(a0, b
ψ, bϕ, a1) ∈

{(
4k

(1−√
ν)2

, 0,−1,− 4k
√
ν(1 + ν)

(1−√
ν)2(1− ν)

)
,

(
− 4k

(1−√
ν)2

, 0, 1,
4k

√
ν(1 + ν)

(1−√
ν)2(1− ν)

)}
.

It is important to note that these are not functions of x but constants, as desired. We
may ask whether other solutions exist for this system. But the determinant of the linear
system of the first two equations in the variables bψ and bϕ, at fixed a0, is

det
(
(gij)1≤i,j≤2

)
|y=y0 =

32k4ν(1 +
√
ν)(1− x2)

(1−√
ν)3(1 + ν + 4x

√
ν + x2(1 + ν))

,

and this last expression is always positive for any allowed values of ν and x, except at the
axis x = ±1 where it vanishes. Hence, one can obtain each of bψ and bϕ in terms of a0
from the two first equations. Next, the third equation, when replacing the bi’s, becomes
a quadratic equation in a0, hence admitting no more than two solutions. Finally, a1 is
uniquely determined by the fourth equation from a0 and the bi’s.

We conclude that, when performing a transformation of the coordinates the way des-
cribed above, these values of the parameters a0, a1, bψ and bϕ give two coordinate systems
in which the metric is smooth at the degenerate horizon y = y0, and we can therefore
locally analytically extend the PS metric across the horizon in the degenerate case. One
choice corresponds to an extension through the future event horizon, the other through
the past event horizon. Note also that the values of the parameters a0, a1, bψ and bϕ are
all well-defined away from ν = 1 and hence the computations of this subsection remain
valid for any member of the PS family with a degenerate horizon and ν 6= 1.
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2.5 Some local and global properties

2.5.1 Stable causality of the domain of outer communications ?

There is a well developed theory of black hole uniqueness [HY83, HY08, CLC08] which
requires various global regularity conditions. In particular the domain of outer commu-
nications should be globally hyperbolic, and the orbits of the group generated by the
periodic Killing vectors should be spacelike or trivial. We do not know whether or not
these properties hold for the solutions at hand, and we note that the proof of global hy-
perbolicity for Emparan-Reall metrics [CC10] required a considerable amount of work,
including a detailed understanding of causal geodesics. The aim of this section is to give
numerical evidence for stable causality of the domain of outer communications. It is likely
that a proper understanding of the minimisation algorithms, used in the calculations re-
ported below, can be invoked to rigorously establish the result, at least for a “big" set of
parameters, but this lies beyond the scope of our current analysis.

We start with the question of the causal character of the orbits of the Killing vectors ∂ϕ
and ∂ψ : should a linear combination of those vectors become null, one would immediately
obtain violation of strong causality, or even causality. To analyze this, one needs to know
whether the determinant of the two by two matrix obtained by taking the scalar products
of the periodic Killing vectors has a sign on the region of interest.

This problem turns out to be closely related to the question of stable causality of the
d.o.c. Indeed, from the form of the metric together with (2.100) one finds

g(∇t,∇t) = gtt =
gxxgyy
det gµν

det

(
gψψ gψϕ
gψϕ gϕϕ

)

=
(ν − 1)2(x− y)4

4k4G(x)G(y)
det

(
gψψ gψϕ
gψϕ gϕϕ

)

=
(1 + y)(1− x2)Θ(x, y, λ, ν)

(1− λ+ ν)H(x, y)G(x)G(y)
, (2.45)

where Θ is the polynomial defined in (2.105). Recall that G(y) is negative for y ∈ (yh,−1)
while G(x) is positive for x ∈ (−1, 1), and note that the zeros of G at x = ±1 and y = −1
are canceled by factors in the numerator. We conclude that t will be a time function on
the region y > yh, and thus the d.o.c. will be stably causal, if the polynomial Θ is strictly
negative. The second line of (2.45) shows that the principal orbits of the group generated
by ∂ϕ and ∂ψ will then be spacelike, as desired. 4

Removing some obvious prefactors, this reduces the study to that of the sign of
Θ(x, y, λ, ν) on the closure of Ξ0 ∩ {y > yh}, where

Ξ0 ≡ {(x, y, λ, ν) ∈ R
4 ; −1 ≤ x ≤ 1 , yc ≤ y < −1 , 0 < ν < 1 , 2

√
ν ≤ λ < 1 + ν} ,

(2.46)
Visual inspection of various slices of its graph suggests that Θ has no zeros on Ξ0,

though there are zeros for the borderline values of ν and λ. Since Θ is a continuous

4. The strict negativity of Θ has been established in [CS10] after the research reported on here has
been completed.
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Figure 2.8 – Logarithmic graph of −G(νmin ) in terms of log10 νmin , suggesting very
strongly that Θ is strictly negative for admissible ν and λ.

function on Ξ0, we thus expect that Θ has a constant sign in int(Ξ0), which can be found
by picking an arbitrary point in int(Ξ0) and computing the value of Θ there. In our case
we have, e.g.,

Θ

(
−1

2
,
6

5
,
18

625
+
√
2,

1

2

)
≈ −23.4 < 0 ,

which in particular proves stable causality at, and near, those values of parameters.
To obtain stronger evidence about the sign throughout the region of interest we proceed

as follows : Since yc → −∞ for ν → 0, Ξ0 is unbounded, and since Θ has zeros at λ = 1+ν
(compare (2.55) below), we introduce a cut-off νmin and set

Ξνmin
:= Ξ0 ∩ {ν ≥ νmin } ∩ {λ ≤ 1 + ν − νmin } .

Define
G(νmin ) := max

Ξνmin

Θ ,

We have computed a numeric approximation to the value of the function G(νmin ) for a
series of small values of νmin . The result is shown in Figure 2.8. For example

G(1/10) = −0.0000106491106406± 10−17 .

The calculation has been done within Mathematica using the function NMaximize, and
the error above is the value given to the option AccuracyGoal. The small value obtained
is perplexing, but is consistent with our various tests and the remaining calculations.
The requirement of convergence of Mathematica’s minimisation algorithms forces the
values of G(νmin ) to be computed with greater numerical accuracies when νmin is smaller,
to account for the smaller number, and for νmin = 1/100 the accuracy parameter used
was approximately 100 digits after the decimal point. The graph suggests very strongly
that Θ is strictly negative away from the extreme vales of ν and λ. We have repeated
the computations with accuracy parameter up to 700 digits after the decimal point and
there is a clear convergence in the results, but we did not produce graphs to illustrate this
claim. One can fit the points of the graph in Figure 2.8 to a straight line defined by the
expression

log10(−G(νmin )) = −A log10 νmin +B . (2.47)
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We have successively fitted the values of A and B to all the points on the graph, then to
the last ten points on the graph, etc., with a last fit to the last four points on the graph.
The values of A obtained in this way formed an increasing sequence, with increasingly
smaller variations, with the fit for the last four points yielding

A ≈ −5.499993 , B ≈ 0.601987 . (2.48)

This suggests very strongly that the correct limiting exponent is −5.5. This half-integer
value is somewhat perplexing, but can probably be explained by the square-root behaviour
of the lower bound for λ in terms of ν. The accuracy required to obtain further points on
the graph is beyond the capabilities of the computing resources available to us. The values
of the residuals, say ri, i = 8, . . . , 11, of this linear regression are represented in Figure 2.9.

From these residuals, we get the following value for the variance σ =
√

1
4

∑11
i=8 r

2
i :

1 2 3 4

-2.´10-6

2.´10-6

4.´10-6

Figure 2.9 – Graphical representation of the residuals ri, i = 8, . . . , 11 for the nonlinear
regression of the computed values of G(νmin ) to the model shown in (2.47).

σ ≈ 3.43× 10−6.

The numerical study also indicates that the function Θ does not have any critical
points in Ξ0 (we have not been able to verify this analytically either). This is illustrated
in Figure 2.10. If this is indeed the case, then the extrema of Θ lie on the boundary of Ξ0,
which should be simpler to analyze. Indeed, the polynomial Θ(x, y, λ, ν) adopts a simpler
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Figure 2.10 – A logarithmic graph of minΞνmin
‖∇Θ‖2 in terms of − log10 νmin , suggesting

very strongly that Θ has no critical points in the region of interest, for admissible values
of ν and λ. The accuracy parameter used for the computed values of minΞνmin

‖∇Θ‖2 was
100 digits after the decimal point for νmin = 10−10.

form in certain regions of the boundary of Ξ0. These are :

Θ(x, y, 1 + ν, ν) = −8(ν + 1)2(x− y)2(xν + 1)(yν + 1)×(
x
(
y2ν2 −

(
y2 + 2y − 1

)
ν + 1

)
+ y2ν2 +

(
y2 − 2y − 1

)
ν + 1

)
, (2.49)

Θ(x, y, λ, 0) = −(xλ + 1)

(
(2x2 − 1)λ3 + (6x2 − 4x+ 1)λ2 +

+(4x− 1)λ+ y2(λ+ 1)3λ+ 1 +

+y
(
2x2(λ− 1)λ2 − 4xλ(2λ2 + λ+ 1)− λ4 + 2λ3 − 1

))
, (2.50)

Θ(1, y, λ, ν) = −(y − 1)(λ+ ν + 1)3
(
y2ν − yλ+ 1

)
×(

λ
(
y2ν − 1

)
+ (ν − 1)(y2ν + 1)

)
, (2.51)

Θ(−1, y, λ, ν) =
(
(ν − 1)(y2ν + 1)− λ(y2ν − 1)

)
×(

A(λ, ν)y3 +B(λ, ν)y2 + C(λ, ν)y +D(λ, ν)
)
, (2.52)

Θ(x,−1, λ, ν) = 2

(
x2ν

(
(λ− 2)λ+ ν2 − 1

)
+ 2xλ

(
ν2 − 1

)
− λ2 + 2λν + ν2 − 1

)
×

(
x2
(
(ν + 2)

(
λ2 + ν2

)
+ ν
)
+ xλ

(
λ2 + 3(ν + 1)2

)
+

+λ2(2ν + 1) + (ν + 1)2
)
, (2.53)

Θ(x, yc, λ, ν) =
λ2(λ+ ν + 1)2(x(xν + λ) + 1)

ν3
×

(
λν
(
x2ν (D − 1)− 2x (D + 3ν)− 2D + 3

)
+

+λ2
(
ν (x (xν + 2D − 2)− 4)−D

)
+

ν
(
D − ν (x (xD + 2xν + 2D − 4)− 2)

)

+λ3 (2xν +D − 1) + λ4
)
, (2.54)
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where
D :=

√
λ2 − 4ν ,

and where A(λ, ν), . . . , D(λ, ν) are polynomials in λ, ν. We have not been able to find a
simple form of Θ(x, y, 2

√
ν, ν).

From the first of the previous set of relations one finds

Θ(−1,−1, 1 + ν, ν) = 0 , Θ

(
x,−1

ν
, 1 + ν, ν

)
= 0 . (2.55)

The above points, at which Θ is zero, lie on the boundary of Ξ0. Our numerical analysis
suggests that these are the only points of Ξ0 on which Θ(x, y, λ, ν) vanishes. Note that
the zeros of the factor y2ν − yλ + 1 in Θ(1, y, λ, ν) are −yh and −yc, which are positive
and therefore do not lead to zeros of Θ on Ξ0.

From the expression for Θ(1, y, λ, ν) we easily deduce

lim
ν→0+

Θ(1, y, λ, ν) = (y − 1)(λ+ 1)4(1− yλ) ,

and, since yc → −∞ when ν → 0, we find

lim
νmin→0

inf
Ξνmin

Θ = −∞ .

Inspection of graphs indicates that causality violations are a typical feature of the
solutions in the region y < yc, as illustrated by Figures 2.3 and 2.4, and are always
present near y = 1 in any case.

2.5.2 No struts

In this section we verify the regularity of the metric at the rotation axes.

ψ axis : y = −1

First of all, note that
gψψ|y=−1 = 0 .

The ψ-y part of the metric can be cast in the form

ds2 = − 2k2H(x, y)(y + 1)

(ν − 1)2G(y)(x− y)2
× (2.56)



(ν − 1)2G(y)(x− y)2

(
F (x,y)
H(y,x)

+ H(y,x)M(x,y)2

H(x,y)

)

2k2(y + 1)H(x, y)
dψ2 +

dy2

y + 1


 . (2.57)

The conformal factor is regular, bounded away from zero, provided that x 6= y and yh <
y 6= yc. On the other hand

lim
y→−1

(ν − 1)2G(y)(x− y)2
(
F (x,y)
H(y,x)

+ H(y,x)M(x,y)2

H(x,y)

)

2k2(y + 1)2H(x, y)
= 4 .

This shows that the usual quadratic change of variables, y + 1 = ρ2, leads to a smooth
metric near a rotation axis ρ = 0 provided that ψ is a 2π-periodic angular coordinate.
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ϕ axis : x = ±1

Here we are interested in the behaviour of the metric near x = ±1, where again

gϕϕ|x=±1 = 0 .

Similarly to the analysis in Section 2.5.2, we write

ds2 =
2k2(x± 1)H(x, y)

(ν − 1)2G(x)(x− y)2


 dx2

x± 1
−

(ν − 1)2G(x)(x− y)2
(
H(y,x)P (x,y)2

H(x,y)
− F (y,x)

H(y,x)

)

2k2(x± 1)H(x, y)
dϕ2


 .

One finds again a well behaved conformal factor on Ω0 away from {x = y}, and

lim
x→±1

(ν − 1)2G(x)(x− y)2
(
H(y,x)P (x,y)2

H(x,y)
− F (y,x)

H(y,x)

)

2k2(x± 1)2H(x, y)
= 4 .

Imposing 2π-periodicity on ϕ, we conclude that, as long as one stays away from the set
y ∈ [−1, 1], the coordinates (x, ϕ) are coordinates on two-spheres.

ψ̂ axis : y = 1

The Killing vector

ξ̂ :=
∂

∂t
+

√
(1 + ν)2 − λ2

4kλ︸ ︷︷ ︸
=:α

∂

∂ψ
. (2.58)

is spacelike near {y = 1}, and lies in the kernel of g at y = 1, in the sense that

lim
y→1

g(ξ̂, ·) = 0 . (2.59)

If we use a new coordinate system (t̂, x̂, ŷ, ψ̂, ϕ̂), where

t̂ = t , x̂ = x , ŷ = y , ψ̂ = ψ − αt , ϕ̂ = ϕ ,

then (2.59) implies existence of functions fµ̂, smooth near y = 1, such that

gt̂µ̂ = (y − 1)fµ̂ ,

in particular gt̂t̂ vanishes at y = 1. As in the last two sections, a conical singularity at
y = 1 will be avoided if and only if

(1 + ν)2 − λ2

4k2λ2
= lim

y→1

gt̂t̂
gyy(y − 1)2

= 4 ,

the first equality above resulting from the calculation of the limit. So, there will be a
conical singularity unless k is chosen to be equal to

k =

√
(1 + ν)2 − λ2

4λ
. (2.60)

It will become clear in Section 2.6 that the axis y = 1 lies beyond event horizons, in a
region where both causality violations and naked singularities are present anyway, and
therefore there does not seem to be any significant reason for imposing (2.60).
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2.5.3 Asymptotics of the Pomeransky & Senkov solution

In this section we verify asymptotic flatness. To that end we need to write down the
line element in a suitable coordinate system. In [ER06] a coordinate system leading to
manifest asymptotic flatness was proposed, related to the ring coordinates x, y as follows

r1 := L

√
1− x2

x− y
, r2 := L

√
y2 − 1

x− y
, (2.61)

where L is a nonzero real constant. If L is positive these relations establish a diffeomor-
phism between the open region of R2 defined by the conditions −1 < x < 1, −∞ < y <
−1, and the open positive quadrant of R2 defined as 0 < r1 <∞, 0 < r2 <∞. Indeed the
inverse of (2.61) is

x =
L2 − (r21 + r22)

Σ
, y = −L

2 + r21 + r22
Σ

, (2.62)

where

Σ :=
√
L4 + 2L2(r21 − r22) + (r21 + r22)

2.

Similarly, for L negative one obtains a diffeomorphism with the region −1 < x < 1 and
y > 1 by changing both signs above

x = −L
2 − (r21 + r22)

Σ
, y =

L2 + r21 + r22
Σ

, (2.63)

with the same function Σ.
Eq. (2.62) adopts a simpler form if we make the transformation

r1 = r sin θ , r2 = r cos θ ,

where 0 < r <∞ and 0 < θ < π/2. In this case we have

x =
L2 − r2

Σ
, y = −L

2 + r2

Σ
, Σ =

√
L4 − 2L2r2 cos 2θ + r4. (2.64)

The Jacobian of this transformation is

−8L4r3 sin(2θ)

Σ4
,

which vanishes at the axes θ = 0, π/2, and therefore some care is required there.
We perform the coordinate change (2.64) in (2.1) and study the resulting expression

for large values of r. To understand the asymptotic behaviour of the metric it is convenient
to choose L as

L :=

√
2k2(1− λ+ ν)

1− ν
, or L := −

√
2k2(1 + λ+ ν)

1− ν
,
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and this choice will be made in what follows. Choosing the positive value (which corres-
ponds to points near (x = −1, y = −1)) one then obtains

gtt = −1 +
8k2λ

(1− λ+ ν)r2
+O

(
r−4
)
,

grr = 1− 4k2λ
(
(λ− 4ν + λν) cos(2θ)− (−1 + ν)2

)

(1− λ+ ν)(−1 + ν)2r2
+O

(
r−4
)
,

gθθ = r2
(
1− 4k2 cos(2θ) (−3λν2 + 2((λ− 1)λ− 1)ν + λ+ 2ν3)

(ν − 1)2(−λ + ν + 1)r2
+

+
4k2λ

(−λ + ν + 1)r2

)
+O

(
r−2
)
,

gϕϕ = r2 sin2 θ

(
1 +

2k2((ν − 1) cos(2θ)(λ− 2ν) + 3λν + λ− 2(ν − 1)ν)

r2(ν − 1)2

+O
(
r−4
))

,

gtϕ =
sin2 θ

r2

(
16k3λ

√
ν
√

(ν + 1)2 − λ2

(ν − 1)2(λ− ν − 1)
+O

(
r−2
))

,

gtψ =
cos2 θ

r2

(
− 8k3λ (λν + λ + ν2 − 6ν + 1)

√
(ν + 1)2 − λ2

(ν − 1)2(−λ + ν + 1)2
+ O

(
r−2
))

,

gϕψ =
sin2 θ cos2 θ

r2

(
− 32k4λ

√
ν (λ2(ν + 1)− 4λν + (ν − 1)2(ν + 1))

(ν − 1)4(λ− ν − 1)
+O

(
r−2
))

,

gψψ = r2 cos2 θ

(
1 +

2k2 (λ2(3ν + 1)− λ(ν(ν + 10)− 3) + 2ν (ν2 − 1))

r2(ν − 1)2(−λ+ ν + 1)
+

+
2k2 cos(2θ)(λ− 2ν)

r2(ν − 1)
+O

(
r−4
))

. (2.65)

The leading powers of r in the diagonal terms in (2.65) correspond to the metric

ds2 = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2 + cos2 θdψ2) , (2.66)

which is just the 5-dimensional Minkowski spacetime, as one checks by making the coor-
dinate transformation x0 = t and

x1 = r cos θ cosψ , x2 = r cos θ sinψ ,

x3 = r sin θ sinϕ , x4 = r sin θ cosϕ , (2.67)

which leads to

ds2 = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2 + (dx4)2 .

To avoid ambiguities, we will write ḡxµxν for the components of the metric tensor in
the manifestly asymptotically flat coordinates (2.67). One can check that the angular
prefactors in gψψ, etc., have the right structure so that in the coordinates above we have

ḡxµxν − ηµν = O(r−2) , ∂xσ ḡxµxν = O(r−3) . (2.68)
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For instance, let us define the functions hµν(r, θ) by the equations

gtt = −1 +
htt
r2

, grr = 1 +
hrr
r2

, gψψ =

(
1 +

hψψ
r2

)
r2 cos2 θ ,

gtφ =
htφ sin

2 θ

r2
, gtψ =

htψ cos
2 θ

r2
, gϕψ =

hϕψ sin
2 θ cos2 θ

r2
.

gθθ = r2
(
1 +

hθθ
r2

)
, gϕϕ = r2 sin2 θ

(
1 +

hϕϕ
r2

)
,

The prefactors have been chosen so that the functions hµν are rational functions of x and
y, smooth near {x = y = −1}. One finds

ḡx1x1 = 1 +
(x2)2r2 hψψ + (x1)2

(
(x1)2 + (x2)2

)
hrr + (x1)2

(
(x3)2 + (x4)2

)
hθθ

r4 ((x1)2 + (x2)2)

= 1 +
sin2 ψ hψψ + cos2 θ cos2 ψ hrr + sin2 θ cos2 ψ hθθ

r2
,

ḡx1x2 =

x1x2
((

(x1)2 + (x2)2
)
hrr +

(
(x3)2 + (x4)2

)
hθθ − r2 hψψ

)

r4 ((x1)2 + (x2)2)

=
cosψ sinψ

(
cos2 θ hrr + sin2 θ hθθ − hψψ

)

r2
.

Continuity of ḡx1x1 and ḡx1x2 at the rotation axis θ = π/2 requires

hθθ(r, π/2) = hψψ(r, π/2) ⇐⇒ gθθ(r, π/2) = lim
θ→π/2

gψψ(r, θ)

cos2 θ
, (2.69)

which can be checked by direct calculations. To obtain differentiability one writes

ḡx1x1 = 1 +
(x2)2 hψψ + (x1)2hrr +

(
(x3)2 + (x4)2

)
hθθ

r4

+
(x2)2

(
(x3)2 + (x4)2

)(
hψψ − hθθ

)

r4 ((x1)2 + (x2)2)
, (2.70)

A Mathematica calculation shows that

hψψ − hθθ =
1 + y

x− y
W (x, y, ν, λ) ,

where W is a rational function of its arguments, smooth near {x = y = −1}, which is
precisely what is needed to cancel the factor (x1)2+(x2)2 in the denominator of the second
line of (2.70), and make this term uniformly well behaved as claimed in (2.68) ; here it is
useful to observe that

∂x

∂xi
= O(xir−2) ,

∂y

∂xi
= O(xir−2) .
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The equality (2.69) similarly guarantees uniform derivative estimates for ḡx1x2 and
ḡx2x2 at the rotation axis θ = π/2.

We continue with

ḡx3x3 = 1 +
hrr(x

3)2 ((x3)2 + (x4)2) + hθθ(x
3)2 ((x1)2 + (x2)2) + hϕϕ(x

4)2r2

r4 ((x3)2 + (x4)2)

= 1 +
hrr(x

3)2 + hθθ(r
2 − (x3)2)

r4
+

(hϕϕ − hθθ)(x
4)2

r4 ((x3)2 + (x4)2)
.

For continuity of ḡx3x3 one thus obtains the condition

hϕϕ(r, 0) = hθθ(r, 0) ⇐⇒ gθθ(r, 0) = lim
θ→0

gϕϕ(r, θ)

sin2 θ
, (2.71)

while uniform differentiability is equivalent to uniform differentiability of

(x4)2(hϕϕ − hθθ)

r4
(
(x3)2 + (x4)2

) .

This, in turn, requires a factorization of hϕϕ−hθθ by (x3)2+(x4)2. The required regularity
ensues from the identity

hϕϕ − hθθ =
(1− x2)

x− y
Ŵ (x, y) ,

where Ŵ is a rational function regular near {x = y = −1}. The same formula takes care
of the regularity of ḡx3x4 and ḡx4x4.

The remaining components of the metric are manifestly asymptotically flat, e.g.

ḡx0x0 = −1 +
htt
r2

,

ḡx0x1 = −x
2 htψ
r4

= −cos θ sinψ htψ
r3

,

ḡx1x3 =
(hrr − hθθ)r

2x1x3 − hϕψx
2x4

r6
, (2.72)

with similar expressions for those non-zero ḡxµxν ’s that have not been listed so far.
Uniform decay estimates on higher order derivatives follow from (2.68) using ellip-

tic estimates applied to the stationary Einstein equations, which establishes asymptotic
flatness of the solutions.

It is well known that the ADM mass m of a stationary solution equals its Komar mass,
independently of dimension. One can therefore read the ADM mass from the 1/r2 term
in gtt and so, perhaps up to normalisation-dependent factors, the mass is

4k2λ

(1− λ+ ν)
.

For positive λ, positivity of the total mass is then equivalent to

λ < 1 + ν . (2.73)
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This proves that, for λ’s that do not satisfy that constraint, the domain of outer communi-
cations associated to this asymptotically flat end contains naked singularities, in the sense
that the hypotheses of the positive energy theorem with horizon boundaries are violated.
However, this does not necessarily prove that the solutions are nakedly singular for all
domains of outer communications for λ’s that do not satisfy (2.73), as the asymptotically
flat end obtained as above near {x = y = −1} could be shielded from other such ends
by a horizon. Equivalently, to show that (2.73) is necessary for regularity, one would need
to locate all asymptotically flat regions of all maximal extensions of the metric (2.1), and
analyse the associated domains of outer communication.

(x = 1, y = 1)

Near (x = 1, y = 1), the asymptotics of those components of the metric which do not
carry a ψ index can be obtained by replacing λ by −λ in (2.65). This is due to the fact
that the transformation

(x, y, λ, ν) 7→ (−x,−y,−λ, ν)
maps all the metric functions into themselves, except for M , and this last function only
affects g(∂ψ, ·). Those last components of the metric read

gψψ = r2 cos2 θ +
k2

2(ν − 1)2 ((ν + 1)2 − λ2)
×

(
(λ− ν − 1)

(
(ν − 1) cos(4θ)(λ+ ν + 1)(λ+ 2ν)−

−4λ cos(2θ)
(
(λ+ 6)ν + λ− ν2 − 1

))
+

+λ3(−(5ν + 3))− 2λ2(ν − 1)(13ν − 12)−

−λ(ν + 1)(3(ν − 8)ν + 5) + 2(ν − 1)ν(ν + 1)2

)
+O

(
r−1
)
, (2.74)

gtψ =
4kλ√

(ν + 1)2 − λ2
+O

(
cos2 θr−1

)
, (2.75)

gψφ = − 16k4λ
√
ν sin2(θ)

r2(ν − 1)4(λ+ ν + 1)
×
(
cos(2θ)

(
λ2(ν + 1) + 4λν + (ν − 1)2(ν + 1)

)
+

+λ2(ν + 1) + 4λ
(
ν2 − ν + 1

)
+ (ν − 1)2(ν + 1)

)

+O
(
cos2 θ sin2 θr−3

)
. (2.76)

2.5.4 The singular set {H(x, y) = 0}
Throughout this section we restrict attention to admissible pairs (ν, λ).
In order to understand the geometry of the singular set

Sing := {H(x, y) = 0} ,
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we proceed as follows, keeping in mind the analysis of Section 2.3, which concerned the
region {x ∈ [−1, 1] , yc < y < −1} : The equation H(x, y) = 0 can also be solved as

y±(x) :=
λν(1− x2)±

√
W̃ (x)

xν (2λν + x (λ2 + ν2 − 1))
, (2.77)

where

W̃ := ν
((
x2 − 1

)2
νλ2 + x

(
λ2 + 2xλ− ν2 + 1

) (
2λν + x

(
λ2 + ν2 − 1

)))
, (2.78)

provided the denominator xν (2λν + x (λ2 + ν2 − 1)) of (2.77) is nonzero. So, if this condi-
tion holds, at each x ∈ R there are either two real values (counting multiplicity) of y for
which a solution exists, or none. Each branch y± is a smooth function of x near any given
point x0 if and only if the other one is, except at the zeros of denominator.

We are interested in the topology of Sing in the region x ∈ [−1, 1], and Section 2.3
tells us that the graphs y± do not meet the region {yc ≤ y < −1} there. For reasons that
will become clear in Section 2.6 we need to understand both the positive and negative
branches of y±.

The denominator in (2.77) vanishes at x = 0, and at x = x∗ if ν2 + λ2 6= 1, where

x∗ := − 2λν

λ2 + ν2 − 1
. (2.79)

The pole x∗ belongs to (0, 1) for allowed ν, λ such that ν + λ < 1 ; we have x∗ > 1 for
ν + λ > 1 and ν2 + λ2 < 1, with x∗ → ∞ when (ν, λ) approaches from inside the unit
circle centered at the origin of the (ν, λ)-plane ; and finally x∗ < −1 for allowed ν, λ such
that ν2 + λ2 > 1, see Figure 2.11. At each zero of the denominator in (2.77) the graphs

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

Figure 2.11 – The regions of distinct behavior of x∗ ; the set of admissible (ν, λ) has been
shaded in yellow.

of y± split into two components, except if the numerator vanishes there as well. Given
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that there are at most two zeros, we conclude that Sing can have up to five connected
components.

The identity, in obvious notation,

y± =
−b±

√
b2 − 4ac

2a
=

2c

−b ∓
√
b2 − 4ac

shows that the numerator of one of the y±’s necessarily vanishes at a zero of the denomi-
nator. At x = 0 the expression under the square root equals λ2ν2 > 0, so there are always
precisely two real valued solutions for x 6= 0 small. Near x = 0 we have

y− = −(2xλ + λ2 − ν2 + 1)

λν(1− x2) +
√
W̃

= −λ
2 − ν2 + 1

2λν
+O (x) , y+ =

1

xν
+O (1) ,

with y− smaller than yc for |x| small and for admissible ν and λ ; this follows from the
analysis in Section 2.3 in any case, but can also be seen by a direct calculation. So, near
x = 0, the graph of y+ splits into two branches, tending to minus infinity at the left, and
plus infinity at the right, while the graph of y− continues smoothly across x = 0.

In particular the singular set Sing is never empty.
In the case ν2 + λ2 = 1, the denominator of (2.77) vanishes only at x = 0, with the

behavior just described being independent of those particular values of the parameters.
Assuming ν2 + λ2 6= 1, we have

W̃ (x∗) =

(
λν(λ− ν − 1)(λ− ν + 1)(λ+ ν − 1)(λ+ ν + 1)

(λ2 + ν2 − 1)2

)2

,

which is positive for all allowed ν and λ, except when ν + λ = 1, where W̃ (x∗) vanishes.
It follows that for ν + λ 6= 1, near x∗ the branches behave as :

y+ =
(1− ν − λ)(1 + ν + λ)(1 + λ− ν)(1 + ν − λ)

ν(x− x∗)(1− ν2 − λ2)2
+O(1) , y− = O(1)

so that y− extends smoothly across x = x∗, whereas y+ blows up. The case ν + λ = 1
requires separate attention, and will be analyzed shortly.

Next, in order to understand the behaviour of the components of the set Sing, it
is useful to study the two branches y± for all x ∈ R. Now, the top order term of the
polynomial W̃ (x) is ν2λ2x4, and so W̃ is strictly positive for large positive or negative x.
This implies that at fixed admissible ν and λ the sets

Ω̃ν,λ := {x : W̃ (x) ≥ 0} (2.80)

have one, two, or three connected components. Moreover, each branch y±, which exists
for |x| large enough, has a finite limit at infinity provided that ν2 + λ2 6= 1 :

y+ → 0 , y− → 2λ

1− ν2 − λ2
,
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when x→ ±∞. In the case ν2 + λ2 = 1, we obtain instead

y+ → 0 , y− = −x
ν
+O(1) → ∓∞

when x→ ±∞.

We now turn our attention to the roots of W̃ : at those, both branches y± meet at
that side of the root where W̃ is positive, and stop existing nearby on the side where W̃
is negative, which happens if the order of the root is odd. Such points will be referred to
as turning points. Note that there are at most four such turning points.

Recall that we have W̃ (0) = λ2ν2 > 0. Further

W̃ (1) = ν(λ− ν + 1)(λ+ ν − 1)(λ+ ν + 1)2 ,

so the sign of W̃ at one is determined by the sign of λ+ ν − 1. Next,

W̃ (−1) = 4ν(λ− ν − 1)2 (λ+ (1− ν)) (λ− (1− ν)) = 4ν(λ− ν − 1)2
(
λ2 − (1− ν)2

)
,

so the sign at minus one is the same as that at plus one, both vanishing for admissible
values of parameters if and only if λ = 1− ν :

W̃ (−1)W̃ (1) = ν2(λ− ν − 1)2(λ− ν + 1)2(λ+ ν − 1)2(λ+ ν + 1)2 ≥ 0 .

When λ+ ν 6= 1, the equations H(±1, y) = 0 have the following four solutions

x = 1 : y↑,± = ±
√

1 + λ− ν

ν(λ + ν − 1)
; x = −1 : y↓,± = ±

√
λ+ ν − 1

ν(1 + λ− ν)
.

The function under the square root in y↑,± is positive for admissible (λ, ν) if and only
if λ + ν > 1, and then it is larger than one. On the other hand, the function under the
square root in y↓,± is always smaller than 1 for the parameters of interest, non-negative if
and only if

λ > 1− ν .

We continue with a Lemma about the number of roots of W̃ :

Lemma 2.5.1 1. There exists a smooth curve γ, separating the set U of admissible
(ν, λ) into two components, which is a graph of a function χ : [0, ν∗] → [0, 1],
satisfying

1− ν ≤ χ ≤ 1− ν2 , χ(ν∗) = 2
√
ν∗

(see Figure 2.12), such that W̃ has a multiple root, for admissible (ν, λ), if and only
if

(ν, λ) ∈ γ ⇐⇒ λ = χ(ν) .

Moreover

(a) In the connected component of U \ γ where λ < χ(ν) the polynomial W̃ has
four distinct real roots, and at least one of them is bigger than x∗.
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Figure 2.12 – The curve of double zeros of W̃ , separating U in two components, is drawn
in dark blue ; γ is the intersection of that curve with U , and is the graph of a function χ.
The function λk is in magenta, a quarter of the unit circle is in light blue.

(b) In the remaining connected component the polynomial W̃ has two distinct real
roots and two distinct roots in C \ R.

2. W̃ has no third or fourth order zeros for (ν, λ) ∈ U .

Proof: 1. A necessary condition for existence of a second order zero of W̃ is the existence
of a joint zero for W̃ and its first derivative. This, in turn, is equivalent to the vanishing
of the resultant of the polynomials x 7→ W̃ and x 7→ ∂xW̃ . This resultant is

−218λ6(ν − 1)2ν9
(
λ2 − (ν + 1)2

)4
f(ν, λ) ,

where

f(ν, λ) := λ8 + 2λ6
(
1− 4ν + ν2

)
+ 15λ4(−1 + ν)2ν

−2λ2(−1 + ν)4
(
1 + 4ν + ν2

)
− (−1 + ν)6(1 + ν)2 .

Since f is a polynomial of degree four in λ2, we can define a polynomial q(ν, L) = f(ν, λ)
where L = λ2, and study q. We have

∂2q

∂L2
= 6

(
2L2 + 2(1− 4ν + ν2)L+ 5ν(1− ν)2

)
,

which is obviously positive for ν ∈ [0, 2−
√
3 ≈ 0.26] and all L, and so q is convex there.

For λ ≥ 2
√
ν we find

2L2 + 2(1− 4ν + ν2)L ≥ 32ν2 + 8(1− 4ν + ν2)ν = 8(1 + ν2)ν > 0 ,

and so q is always convex in L above the graph of 2
√
ν. Now

q(ν, 0) = −(ν − 1)6(ν + 1)2 < 0 , ∂Lq(ν, 0) = −2(ν − 1)4
(
ν2 + 4ν + 1

)
< 0 ,
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q(ν, (1 + ν)2) = 27ν(1− ν)2(1 + ν)4 > 0 .

Convexity of L 7→ q implies that, for ν ∈ [0, 2 −
√
3], the zero-level set of q is a smooth

graph.
For ν > 1/4 one can instead argue as follows : We have

∂Lq(ν, 4ν) = 2
(
−ν2 + 10ν − 1

) (
ν4 + 10ν3 − 18ν2 + 10ν + 1

)
.

The second factor is positive for ν ∈ [5 − 2
√
6, 5 + 2

√
6] ⊃ [0.102, 1]. For the last factor,

we write
10ν3 − 18ν2 + 10ν ≥ ν(10ν2 − 20ν + 10) = 10ν(1 + ν)2 > 0

and the positivity of ∂Lq(ν, 4ν) follows. Convexity gives positivity of q in the admissible
region.

To finish the proof of the point 1., we note first that the region

U1 := U ∩ {λ < χ(ν)}

contains the line λ = 1 − ν, where all roots are simple and real. Indeed, in this special
case the function H equals

H(x, y)|λ=1−ν = −2(ν − 1)(x(yν − 1)((x− 1)yν − 1) + yν + 1) ,

and the zeros are

νy± =
x2 − 1±

√
W̃

2(x− 1)x
, W̃ = ν2(1− ν)2(x− 1)(x+ 1)

(
x−

√
5− 2

)(
x+

√
5− 2

)
,

see Figure 2.13. In this case we have four simple real roots, independently of ν. Continuity

-2 -1 1 2 3 4 5

-10

-5

5

Figure 2.13 – The polynomial W̃ (green) and the set {H(x, y) = 0} (blue and magenta)
when λ = 1− ν. The vertical axis is νy.

implies that all roots of W̃ are simple and real in U1. Moreover, still in the case λ = 1−ν,
we have x∗ = 1, and the biggest root of W̃ equals 2 +

√
5 > 1. One can conclude the first

point again by a continuity argument : both the function (ν, λ) 7→ x∗ (compare (2.79))
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and the function which to (ν, λ) assigns the largest root of W̃ are continuous on U1. Since
W̃ (x∗) > 0 for (ν, λ) ∈ U1, the largest root of W̃ cannot become smaller than x∗ when
moving along paths contained in U1.

Another continuity argument, using the fact that for ν = 9/16 and λ = 7/4 the zeros
of W̃ are, approximately,

−1.09746± 0.541984i ∈ C \ R , −0.983642 , −0.678586 ,

finishes the proof (exact formulae for the roots can be given, but they are not very en-
lightening). The resulting W̃ and singular set {H(x, y) = 0} are plotted in Figure 2.14.
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Figure 2.14 – The polynomial W̃ (green) and the set {H(x, y) = 0} (blue and magenta)
when ν = 9/16 and λ = 49/32, with a zoom to the region where W̃ is negative.

2. A necessary condition for existence of a fourth-order zero is the existence of a joint
zero for the second and third derivatives. This, in turn, is equivalent to the vanishing of
the resultant of the polynomials x 7→ ∂2xW̃ and x 7→ ∂3xW̃ . This resultant is

21232λ4ν4
(
λ4(2ν − 3)− 2λ2

(
ν2 − 3

)
− (2ν + 3)

(
ν2 − 1

)2)
.

The roots of the last factor are λ = ±(1 + ν) and

λ± = ±(1 − ν)

√
2ν + 3

3− 2ν
,

and so λ+ is the only value of interest. When substituted into f , we obtain

f(ν, λ+) =
27(ν − 1)6ν (16ν4 − 40ν2 + 17)

(3− 2ν)4

which is clearly positive for ν ∈ (0,
√
17/40] ≈ 0.65] ⊃ (0, 1/4], and so there are no fourth

order roots on γ.
To exclude the possibility of third order zeros on γ, we calculate likewise the resultant

of ∂xW̃ and ∂2xW̃ , which is

216λ4ν6
(
λ2 − (ν + 1)2

)2
f̂(ν, λ) ,
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where

f̂(ν, λ) = λ8(8ν − 9) + 4λ6ν(4(ν − 4)ν + 13) + 6λ4(ν − 1)2
(
5ν2 + 3

)

−4λ2(ν − 1)4ν(4ν(ν + 4) + 13)− (ν − 1)6(ν + 1)2(8ν + 9) .

A necessary condition for a third order zero is the vanishing of the resultant of the poly-
nomials λ 7→ f and λ 7→ f̂ . That resultant is

324(ν − 1)40ν8(ν + 1)8
(
256ν4 − 864ν2 + 513

)2
,

with the last factor vanishing at

±1

4

√
27± 6

√
6

The only value in (0, 1) is 1
4

√
27− 6

√
6 ≈ 0.88.

Another necessary condition for a third order zero is the vanishing of the resultant of
the polynomials ν 7→ f and ν 7→ f̂ . That resultant is

−324(λ− 2)2(λ− 1)2λ44(λ+ 1)2(λ+ 2)2
(
λ2 + 1

)2

×
(
65536λ8 − 327680λ6 + 526848λ4 − 279296λ2 + 9025

)
,

with the last factor vanishing at approximately

±1.06033 , ±1.51468 , ±0.185775 , ±1.24376 ,

the exact values of the positive solutions being

1

4

√
20 + 3

√
6−

√
3
(
39− 4

√
6
)
,

1

4

√
20− 3

√
6 +

√
3
(
39 + 4

√
6
)
,

1

4

√
20 + 3

√
6 +

√
3
(
39− 4

√
6
)
,

1

4

√
20− 3

√
6−

√
3
(
39 + 4

√
6
)
.

One checks that f does not vanish at the above values of ν and λ, except at

1

4

√
27− 6

√
6,

1

4

√
20− 3

√
6−

√
3
(
39 + 4

√
6
)

 ≈ (0.88, 0.18) .

However, 0.19 ≈ λ < 2
√
ν ≈ 1.87 there, which is therefore not admissible. �

We wish to show, next, that all zeros of W̃ in [−1, 1] are simple. The proof of this
requires understanding of the behaviour of the branches y± in [−1, 1] ; this is the purpose
of the next lemma :

Lemma 2.5.2 In the region {−1 ≤ x ≤ 0 , y < yc}, the two branches y± which exist for
small negative values of x meet smoothly at some x̄ ∈ (−1, 0), where x̄ is a simple root of
W̃ .
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Proof: The existence of both y± at x = −ε, for small enough positive ε, comes from
the facts that W̃ (0) is positive, and that their denominator can vanish only at x = 0, or
x = x∗, and x∗ lies always outside [−1, 0], for any (ν, λ) ∈ U . Moreover, the asymptotics of
these branches studied above shows that they are both below the {y = yc}-level set. One
should recall from Section 2.3 that these branches can neither enter the region {−1 ≤ x ≤
1 , yc ≤ y ≤ −1}, nor cross the {x = −1} -axis below yc. But the functions x 7→ y±(x)
are continuous on each connected component of the set Ω̃ν,λ ∩ (−1, 0), since this set does
not intersect the lines x = 0 and x = x∗. As a consequence, there exists x̄ ∈ (−1, 0) at
which W̃ has a change of sign, that is to say an odd-order zero of W̃ . Since W̃ has degree
four, the only possibilities for the order are 1 and 3. But the existence of triple-zeros has
already been excluded in Lemma 2.5.1. �

Remark 2.5.3 From the proof of the lemma above, x̄ can be defined as the largest negative
root of W̃ , which is also the second lowest root of W̃ . Indeed, if x̄ were the biggest (of the
four) root of W̃ for some (ν1, λ1) ∈ U1, then by connectedness of the region U1 defined
earlier, it would the case for λ = 1 − ν . But the the biggest root of W̃ in this case is
positive (see the proof of Lemma 2.5.1). Moreover, since x̄(ν, λ) is always a simple root
for (ν, λ) in U , x̄ is a smooth function of the coefficients of W̃ (x), and therefore the map
(ν, λ) 7→ x̄(ν, λ) defined in U is continuous.

We now have :

Proposition 2.5.4 For all admissible (ν, λ), those roots of W̃ which belong to [−1, 1] are
simple.

Proof: We start by a proof based on Mathematica plots, an alternative analytic ar-
gument will also be given. Another necessary condition for a double zero of W̃ is the
vanishing of the resultant of the polynomials λ 7→ W̃ and λ 7→ ∂xW̃ . This resultant is

220x4
(
x2 − 1

)4
ν10
(
ν2 − 1

)5 (
x8 − 4x6 + 4x2ν2 − ν2

)
. (2.81)

So, zeros of this resultant, with a λ which is a zero of f , provide the only candidates
for solutions of the two equations W̃ = ∂xW̃ = 0. The relevant zeros are of course those
of the last factor ; it is a quadratic polynomial in x2, so explicit formulae can be given.
Mathematica plots show that, in the relevant range of ν’s, only two out of the eight
possible roots are real, and lie outside of the range of interest, as can be seen on the graph
in Figure 2.15.

The proof that does not appeal to graphs proceeds as follows :
The study of the resultants in the proof of the Lemma 2.5.1 shows that a non-simple

root xd of W̃ occurs if and only if f(ν, λ) = 0, and that in this case, it is exactly a double
root. Then, we saw that the admissible values of ν and λ which satisfy f(ν, λ) = 0 are such
that ν + λ > 1. Hence we are in the case W̃ (−1) > 0, with y±(−1) ∈ (−1, 1) ; moreover,
the pole x = x∗ lies in (1,+∞). From Lemma 2.5.2, W̃ has to change sign at some
x̂ ∈ (−1, x̄), since the branches y± cannot enter the region {−1 ≤ x ≤ 1 , yc ≤ y ≤ −1} ;
more precisely x̂ is another simple root of W̃ in (−1, x̄). So we already have two simple
roots of W̃ in (−1, 0). But we know from point 1. of Lemma 2.5.1 that one of the roots
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Figure 2.15 – One of the real zeros of the last factor in (2.81) as a function of ν ; the
other one is the negative of the first.

of W̃ must be greater than x∗ whenever f(ν, λ) < 0 : this still holds by continuity for
f(ν, λ) ≤ 0. Thus so is the double root xd, which finishes the proof. �

Now, as announced previously, we show that H(x, 1) does not vanish for any x ∈
[−1, 1] :

Lemma 2.5.5 No component of the singular set Sing can cross the segment [−1, 1]×{1}
in the (x, y)−plane.

Proof: Let us go back to the expressions of y±(x) in (2.77). If we examine the numerator
of y±(x), we always have :

|y+(x)| =
λν(1− x2) +

√
W̃ (x)

ν|x| |2νλx(λ2 + ν2 − 1)| ≥

∣∣∣∣λν(1 − x2)−
√
W̃ (x)

∣∣∣∣
ν|x| |2νλx(λ2 + ν2 − 1)| = |y−(x)| .

Then, from Section 2.3, we know that if x ∈ [−1, 1] is in the connected component of
Ω̃ν,λ which contains 0, then we have y−(x) < yc < −1. Hence, we have |y±(x)| > 1 for
x ∈ [−1, 1] in that connected component of Ω̃ν,λ. But from the analysis of the singular set
above, we know that for admissible values of the parameters ν, λ such that ν + λ ≥ 1, we
have another connected component of Ω̃ν,λ in [−1, 1], which contains −1, and is contained
in [−1, 0). Then, the denominator νx (2νλ+ x(ν2 + λ2 − 1)) of y± is always negative for
x ∈ [−1, 0). Indeed :

– if ν2+λ2 ≤ 1, then 2νλ+x(ν2+λ2− 1) is obviously positive since x < 0, hence the
denominator is negative.

– if ν2 + λ2 > 1, then one has the set of inequalities :

2νλ− (ν2 + λ2 − 1) = (1 + ν − λ)(1 + λ− ν) ≤ 2νλ+ x(ν2 + λ2 − 1) ≤ 2νλ ,

for any x in [−1, 0). Since the term at the far left is positive for allowed ν and λ,
the negativity of the denominator follows.

Therefore, we obtain the inequality y+(x) ≤ y−(x) for any x ∈ [−1, 0) as long as they
exist. Moreover, at x = −1, we already noticed that y±(−1) exist and are in (−1, 1).
Hence, again from Section 2.3 and by continuity, y+(x) has to be above −1 for all x in
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[−1, 0) and in the connected component of Ω̃ν,λ which contains −1. In conclusion, and
from the fact that |y+(x)| ≥ |y−(x)|, we have −1 < y+(x) ≤ y−(x) ≤ −y+(x) < 1 for such
x, and the Lemma follows. �

From what has been said so far we conclude :

Theorem 2.5.6 For all admissible (ν, λ) let Sing denote the set

{H(x, y) = 0 , x ∈ [−1, 1]} .

Then

Sing ∩ {y 6∈ (−1, 1)} = γ+ ∪ γ− .

where γ± are two connected differentiable curves, with γ− included within the region {y ∈
(−∞, yc)}, and γ+ included in the region {y ∈ (1,∞)}, separating each of those regions
in two connected components, such that :

1. for λ+ ν < 1 the curves γ± stay away from the axes x = ±1 and asymptote, both at
plus and minus infinity, to the vertical lines x = 0 and x = x∗ ;

2. for λ + ν > 1 each of the curves γ± intersects the vertical line {x = 1} precisely
once, stays away from the vertical line x = −1, and asymptotes to the axis x = 0 as
|y| tends to infinity.

3. for λ + ν = 1 each of the curves γ± stays away from the vertical line x = −1,
asymptotes to the vertical lines x = 0 and x = 1 as |y| tends to infinity, without
intersecting {x = 1}.

We finish this section by a short discussion of the special case λ2 + ν2 = 1, where we
set

ν = cosα , α ∈ (0, π/2) .

We then have

H(x, z/ν) = −
(
x2 − 1

)
y sin(2α)− 2 cos2(α)

(
xy2 sin(α) + 1

)
+ 2x sin(α) + 2 ,

W̃ (x) = sin2(2α)
((
x2 + 1

)2
+ 4x sin(α)

)
,

and

νy± =
±
√

(x2 + 1)2 + 4x sin(α)− x2 + 1

2x
.

We have already see that two of the roots are imaginary when λ2 + ν2 = 1. The two
remaining ones are graphed as functions of ν in Figure 2.17.
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Figure 2.16 – 3-dimensional cut of the 4-dimensional set {t = const. , H(x, y) = 0} (red
surface) for λ = 1.27, ν = 0.38, k = 2.75 in the asymptotically Euclidean coordinates
(x1, x2, x3, x4). The corresponding event horizon (in translucid blue) has also been added
to the picture.
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Figure 2.17 – The two real roots of W̃ as functions of ν when λ2+ν2 = 1, whenever they
exist. Admissible ν’s belong to the interval [0,

√
5 − 2 ≈ 0.236], the upper bound being

determined by the intersection of the circle with the lower limit λ = 2
√
ν, therefore the

double root at ν =
√

11/27 ≈ 0.638 corresponds to a non-admissible value of (ν, λ).

2.5.5 The Kretschmann scalar

Now, one expects existence of a curvature singularity on {H(x, y) = 0}. In order to
test this, we consider the Kretschmann scalar

K = RabcdR
abcd.

An xAct [MG] calculation gives 5

K =
3λ2(ν − 1)4(x− y)4Π(x, y, λ, ν)

2k4H(x, y)6
, (2.82)

where Π(x, y, λ, ν) is a huge polynomial, still tractable by computer algebra manipulations.
Indeed we can write this polynomial in a shorter form if we introduce the quantities

G̃(x) :=
G(x)

1− x2
, J̃(x, y) :=

(x− y)(1− ν)2J(x, y)

2k2 (1− x2) (1− y2)λ
√
ν
,

F̃ (x, y) :=
(−1 + νxy)(−1 + ν)2(x− y)2F (x, y)

2k2(−1 + y2)
. (2.83)

These quantities are polynomials in x, y, λ, ν as is easily checked and their explicit
expressions are

G̃(x) ≡ νx2 + λx+ 1 ,

J̃(x, y) ≡ λ2 + 2(x+ y)νλ− ν2 − xyν(−λ2 − ν2 + 1) + 1 ,

F̃ (x, y) ≡ λνx2(−1 + y2)(−x+ y)(−λ2 + (1 + ν)2)(−1 + ν) +H(x, y)×(
1 + λy + ν

(
− 1 + λx(−1 + νx2 − xy) + x(−1 + ν)

(
y + x(−1 + νxy)

)))
,

(2.84)

5. We are grateful to José M. Martín-García for his assistance in this computation.
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Figure 2.18 – The polynomial W̃ (green) and the set {H(x, y) = 0} (the blue and the
magenta curves), illustrating the behaviour of the singular set at a (non-admissible) double
root solution with ν =

√
11/27 and λ =

√
16/27.

To shorten the final form of Π(x, y, λ, ν) one computes a Gröbner basis from G̃, H , J̃
and F̃ and then one uses this basis to show that Π(x, y, λ, ν) must take the form

Π(x, y, λ, ν) = P1(x, y, λ, ν)H(x, y) + P2(x, y, λ, ν)G̃(x) +

+P3(x, y, λ, ν)J̃(x, y) + P4(x, y, λ, ν)F̃ (x, y) (2.85)

for some polynomials P1, P2, P3, P4. in x, y, λ, and ν. The Kretschmann scalar was
computed by simplifying an expression of 120Mb size for about 12 hours on a desktop
computer.

The formula for the Kretschmann scalar shows that a curvature singularity is present
in those points where the polynomial H(x, y) vanishes (the set of these points is studied in
detail in subsection 2.5.4) and Π(x, y, λ, ν) is different from zero. We give below necessary
and sufficient conditions for this to happen. First of all, we define the polynomial

Φ(x, y, λ, ν) := H(x, y)2 +Π(x, y, λ, ν)2.

Clearly, Φ(x, y, λ, ν) is non-negative at any point. Next we compute numerically the mi-
nimum of Φ(x, y, λ, ν) in the set

Nǫ := {−1 ≤ x ≤ 1 , 2
√
ν ≤ λ < 1 + ν − ǫ , 0 ≤ ν ≤ 1 , |y| ≥ 1}

for different values of ǫ. The results of these computations are represented in Figure 2.19.
The graph shown in this picture suggests that the polynomials H(x, y) and Π(x, y, λ, ν)
do not have common zeros in the set

N0 := {−1 ≤ x ≤ 1 , 2
√
ν ≤ λ < 1 + ν , 0 ≤ ν ≤ 1 , |y| ≥ 1},

and when we consider the closure of this set, the polynomials H(x, y) and Π(x, y, λ, ν)
will have a common set of zeros if and only if λ = 1 + ν holds. We have not been able
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Figure 2.19 – Logarithmic representation of the numerically calculated minimum of
Φ(x, y, λ, ν) on Nǫ (denoted by Φmin) against the parameter ǫ. The graph strongly suggests
that the Kretschmann scalar is singular everywhere on the set {H(x, y) = 0}.

to obtain an analytical proof of the necessity of this condition and we only rely on the
numerical evidence shown in Figure 2.19 for the claim. However, the sufficiency of the
condition λ = 1 + ν is easily proven analytically and to that end we just set λ = 1+ ν in
the definition of H(x, y), obtaining

H(x, y, 1 + ν, ν) = −2(x+ 1)(ν + 1)(yν + 1)(xyν − 1). (2.86)

Therefore, if H(x, y, 1+ ν, ν) = 0 at some point in N 0, then, either x = −1, y = −1/ν or
y = 1/(xν). We report the formulae

Π(x,−1/ν, 1 + ν, ν) = 0 , Π(−1, y, 1 + ν, ν) = 0 , (2.87)

Π(x, 1/(xν), 1 + ν, ν) =
64(x+ 1)10(ν + 1)4 (x3ν2 + x2ν − xν − 1)

2

x8ν2
.

(2.88)

The last expression vanishes at some point in N 0 when either x = −1 or

x3ν2 + x2ν − xν − 1 = 0 ⇒ x = −1

ν
, x =

1√
ν
, x = − 1√

ν
.

These values of x are in N 0 only if ν = 1 (and thus x = ±1).
As a summary, we conclude that the polynomials Π(x, y, λ, ν) and H(x, y) both vanish

at the following points of N 0

(x,−1/ν, 1 + ν, ν) = 0 , (−1, y, 1 + ν, ν) = 0 , (1, 1, 2, 1) = 0 ,

and these are probably the only such points.
We conclude this section by a discussion of the behavior of the Kretschmann scalar

for large |y|. Both the numerator and the denominator of the Kretschmann scalar are
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polynomials of order twelve in y. The limit |y| → ∞ of the Kretschmann scalar is a
rational function with denominator

2k4x6ν3
(
x
(
λ2 + ν2 − 1

)
+ 2λν

)6
. (2.89)

The value of the numerator at x = 0 is

192λ4(ν − 1)4ν3(ν + 1)2

The other zero of the denominator is located at

x = − 2λν

λ2 + ν2 − 1
,

and the value of the numerator there reads

192λ4(ν − 1)6ν3(λ− ν + 1)2(−λ+ ν + 1)4(λ+ ν − 1)2(λ+ ν + 1)4 (λ2(2ν + 1) + ν2 − 1)
2

(λ2 + ν2 − 1)8
.

Continuity implies that the Kretschmann scalar is singular on {H(x, y) = 0} for all y
sufficiently large positive or negative, except possibly at the zeros of the last factor above,
which for admissible parameters occur when

λ =

√
1− ν2√
2ν + 1

. (2.90)

The limit when |y| goes to infinity of the Kretschmann scalar for this value of λ is a rational
expression whose denominator zero-set coincides with the zero-set of the polynomial shown
in (2.89) also when λ is set to the value of (2.90). Therefore the Kretschmann scalar will
be singular too for all y sufficiently large positive or negative when λ takes the special
value (2.90).

2.5.6 The event horizon has S2 × S1 × R topology

In this Section we wish to prove that the set {y = yh} forms the boundary of the d.o.c.,
both in the original domain of definition of the metric of [PS06], and in our extension
here. The arguments are a (succinct) adaptation to the metric at hand of those in [CC10,
Section 4.1], the reader is referred to that last reference for more detailed arguments.

We start by noting that

g(∇y,∇y) = gyy = −(ν − 1)2G(y)(x− y)2

2k2H(x, y)

is negative for yh < y < yc, hence y is a time function there. This implies that y is
monotonous along causal curves through this region, and hence points for which yh < y <
yc lie within a black hole or a while hole region, unless some topological identifications
are introduced (for example, consider the manifold consisting of the union of the closures
of the blocs I to VII in Figure 2.20, in which blocs IV and VII are identified ; in this
space-time there is no black hole region).
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Next, consider the determinant of the three-by-three matrix of scalar products of
Killing vectors (compare (2.101)-(2.103))

det(gij) =
4k4G(x)G(y)

(ν − 1)2(x− y)4
. (2.91)

This is negative in the region {y > yh}, which implies that neither the black hole event
horizon ∂J−(Mext), nor the white hole event horizon ∂J−(Mext) can intersect this region.
We conclude that {y = yh} forms the boundary of the d.o.c., as claimed.

Keeping in mind that x and ϕ are coordinates on S2, and ψ is a coordinate on S1 as
long as one stays away from the rotation axes y = ±1, we conclude that the topology
of cross-sections of the event horizon {y = yh}, as well as that of the Killing horizon
{y = yc}, is S2 × S1.

2.6 An extension across y = −∞
We have seen in Section 2.5.5 that there always exist one or two intervals of x’s, say

Ia, included in the region for which H(x, y) is positive, such that the metric is defined for
all y ∈ (−∞,−1]. The metric is Lorentzian throughout this region, which follows from
(2.100). It turns out that the metric can be analytically extended on those intervals across
“the set {y = −∞}" to a Lorentzian metric by introducing a new variable

Y = −1/y .

To see that this is the case, we start by noting that

gyydy
2 =

1

Y 4
gyydY

2 = y4gyydY
2 .

Since

lim
y→−∞

y4gyy = −2k2x (x (λ2 + ν2 − 1) + 2λν)

(ν − 1)2
,

we see that the function

gY Y (x, Y ) :=
(
y4gyy

)
(x, y = 1/Y )

defined for x ∈ Ia and for Y < 1, is a rational function of Y which analytically extends
to negative values across the set Y = 0.

Likewise, the remaining metric functions analytically extend across Y = 0, except
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possibly at x = 0 and x = x∗ defined by (2.79), which follows immediately from

lim
y→−∞

gtt =
2λ(ν − 1)

x (λ2 + ν2 − 1) + 2λν
− 1 ,

lim
y→−∞

gtψ = −2kλ
√

(ν + 1)2 − λ2(x(λ+ ν − 1) + 2)

(λ− ν − 1) (x (λ2 + ν2 − 1) + 2λν)
,

lim
y→−∞

gtφ = 0 ,

lim
y→−∞

gxx =
2k2xν (x (λ2 + ν2 − 1) + 2λν)

(x2 − 1) (ν − 1)2(x(xν + λ) + 1)
,

lim
y→−∞

gyy = 0 ,

lim
y→−∞

gψψ = − 2k2

x(ν − 1)2(−λ + ν + 1) (x (λ2 + ν2 − 1) + 2λν)
×

(
x4(ν − 1)ν(−λ + ν + 1)

(
λ2 + ν2 − 1

)

+x3λ(λ− ν − 1)
(
λ2 − (ν − 1)2(4ν + 1)

)

+x2
(
λ3(ν(2ν − 1) + 1) + λ2(3ν − 1)(ν(2ν − 5) + 1)

−λ(ν − 1)2(ν + 1) + ν4 − 2ν2 + 1

)

+xλ
(
−λ3 + λ2(ν + 1) + 5λ(ν − 1)2 + 3(ν − 1)2(ν + 1)

)
+ 2λ2ν(−λ + ν + 1)

)
,

lim
y→−∞

gψφ = −2k2 (x2 − 1)λ
√
ν

x(ν − 1)2
,

lim
y→−∞

gφφ =
2k2 (x2 − 1) ν(x(ν − 1) + λ)

x(ν − 1)2
,

the remaining components of the metric being identically zero.
The signature remains Lorentzian, which can be seen by calculating of the limit of the

determinant of the metric in the new coordinates, equal to y4 det gµν , where gµν refers to
the original coordinates (t, x, y, ψ, ϕ) :

lim
y→−∞

y4 det gµν = −16k8x2ν2 (x (λ2 + ν2 − 1) + 2λν)
2

(ν − 1)6
.

We also note the limit

lim
y→−∞

ygtφ =
2k (x2 − 1)λ

√
(ν + 1)2 − λ2

x
√
ν (x (λ2 + ν2 − 1) + 2λν)

,

which shows that gtφ has a first order zero at Y = 0.
In the region Y < 0 one can introduce a new y variable by the formula

y = −1/Y ,
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which brings the metric back to the original form (2.1), except that y is positive now.
We have H(x,−1/Y ) = Y −2Ĥ(x, Y ), where

Ĥ(x, Y ) = 2
(
x2 − 1

)
Y λν + Y 2

(
2xλ+ λ2 − ν2 + 1

)
− xν

(
x
(
λ2 + ν2 − 1

)
+ 2λν

)
.

It follows that the singular set {H(x, y) = 0} meets the hypersurface Y = 0 at

x = 0 and x∗ = − 2λν

λ2 + ν2 − 1
.

We have
∂Y Ĥ(0, 0) = −2λν , ∂xĤ(x∗, 0) = 2λν2 ,

which shows that both branches of the singular set {H(x, y) = 0} form a manifold when
crossing {Y = 0}.

The set {H(x, y) = 0} can be thought as being timelike, in the following sense : For
any level set {H(x, y) = ǫ} the norm of the gradient of H is

gµν∂µH∂νH =
(ν − 1)2(x− y)2

2k2H(x, y)

(
G(x)(∂xH)2 −G(y)(∂yH)2

)
.

Both for y < yc and for y > 1 the function G(y) is negative, which shows that the normal
to the level sets of H is spacelike in that region. Note, however, that this discussion leaves
open the possibility of a null limiting hypersurface ; we have not attempt to quantify this
any further.

A topological space will be called a pinched S1 × S2 if it is homeomorphic to the set
obtained by rotating, around the z-axis in R3, a disc lying in the (x, z) plane and tangent
to the z axis. What has been said so far can now be summarized as follows :

Theorem 2.6.1 Suppose that

0 < ν < 1 , 2
√
ν ≤ λ < 1 + ν .

Consider the set Coords obtained by replacing the coordinate y ≤ yc by Y ∈ (−1,−1/yc]
and smoothly adjoining the hypersurface Y = 0, with the remaining coordinates x ∈
[−1, 1], t ∈ R, ϕ, ψ ∈ [0, 2π], (x, Y ) 6= (−1, 1). Set

Ĥ(x, Y ) = Y 2H(x,−1/Y ) .

Then the Pomeransky-Senkov metric extends analytically from the region 0 < Y < −1/yc
to an analytic Lorentzian vacuum metric on

Coords\{Ĥ(x, Y ) ≤ 0} ,
with an asymptotically flat region near (x = −1, Y = 1), and with strong causality violation
near Y = −1. The boundaries Y = −1 and x = ±1 are rotation axes for suitable Killing
vectors with, however, a conical singularity at Y = −1 unless

k =

√
(1 + ν)2 − λ2

4λ
. (2.92)

The metric has a C2–singularity at {Ĥ(x, Y ) = 0}, and, when viewed as a subset in
space-time, the singular set {Ĥ(x, Y ) = 0} has precisely one component homeomorphic
to :
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Figure 2.20 – A visualisation of the global structure of an extension obtained by iterating
our procedure when λ 6= 2

√
ν, very similar to that of the non-extreme Kerr space-time.

The singular set in the (isometric) regions V and VI does not separate this region in two.
This is neither a conformal diagram, nor is the manifold a topological product of the
diagram with some three dimensional manifold. However, the picture depicts correctly
the causal relations between various regions, when the light-cones are thought to have
forty-five degrees slopes. We are grateful to M. Eckstein for providing the figure.

1. R× S1 × S1 × S1 when λ+ ν < 1 ;

2. a pinched R× S1 × S2 when λ + ν = 1 ;

3. R× S1 × S2 when λ+ ν > 1.

2.7 The global structure

To pass from Theorem 2.6.1 to an analytic extension of an asymptotically flat region of
the PS solution, one needs to keep in mind that every extension across a bifurcate Killing
horizon y = yh or y = yc as in Section 2.4 leads to three distinct new regions near that
horizon. For λ 6= 2

√
ν one is then led to a space-time with global structure resembling

somewhat that of the usual maximal extension of a non-extreme Kerr black hole (cf.,
e.g., [HE73, Car68]), with the following notable differences : whereas the extended Kerr
space-time contains asymptotically Minkowskian regions with naked singularities, in our
case the corresponding asymptotic regions are not asymptotically Minkowskian, and their
exact nature has yet to be analysed. Further, except when k is appropriately chosen, in
our case the singular set has two components, corresponding to Ĥ(x, Y ) = 0, and to
the conical singularity at Y = −1, with the topology of the former depending upon the
parameters.
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Figure 2.21 – Graphical representation of the global structure of the extension for the case
λ = 2

√
ν (extremal case) obtained by iteration of the procedure explained in subsection

2.4.1 (recall that y0 = −1/
√
ν). Similar considerations as in Figure 2.20 apply.

2.8 The Pomeransky-Senkov metric

We give here some formulae needed for explicit calculations with the Pomeransky-
Senkov (PS) metric (2.1). The expression for F (x, y) can be shortened when written in
terms of H(x, y) :

F (x, y) =
2k2(−1 + y2)

(−1 + νxy)(−1 + ν)2(x− y)2
×

(
λνx2(−1 + y2)(−x+ y)(−λ2 + (1 + ν)2)(−1 + ν) +H(x, y)×

(
1 + λy + ν

(
−1 + λx(−1 + νx2 − xy) + x(−1 + ν)

(
y + x(−1 + νxy)

)))
)

(2.93)

The non-zero components of the metric tensor are

gtt = −H(y,x)
H(x,y)

gtψ = −M(x,y)H(y,x)
H(x,y)

gtϕ = −P (x,y)H(y,x)
H(x,y)

gxx =
2k2H(x,y)

(ν−1)2G(x)(x−y)2

gyy = − 2k2H(x,y)
(ν−1)2G(y)(x−y)2

gψψ = −H(y,x)2M(x,y)2−H(x,y)F (x,y)
H(x,y)H(y,x)

gϕψ = −H(x,y)J(x,y)−H(y,x)2M(x,y)P (x,y)
H(x,y)H(y,x)

gϕϕ = −H(y,x)2P (x,y)2+H(x,y)F (y,x)
H(x,y)H(y,x)

(2.94)
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We have the identity

−F (x, y)F (y, x) + J(x, y)2

H(x, y)H(y, x)
= − 4k4G(x)G(y)

(ν − 1)2(x− y)4
, (2.95)

which allows us to rewrite the metric (2.1) as

ds2 =
(F (y, x)dϕ− J(x, y)dψ)2

H(y, x)F (y, x)
− 4k4G(x)G(y)H(x, y)dψ2

(ν − 1)2F (y, x)(x− y)4
+

+
2k2H(x, y)

(1− ν)2(x− y)2

(
dx2

G(x)
− dy2

G(y)

)
− H(y, x)(dt− Ω)2

H(x, y)
. (2.96)

This provides an orthonormal frame, and is in particular convenient for studying the
signature of the metric.

There are other interesting identities fulfilled by the rational functions involved in the
definition of the PS metric. To write them we need to add to the rational functions the
explicit dependencies on the variables λ, ν in addition to x and y. If Q(x, y, λ, ν) denotes
any of the rational functions H(x, y, λ, ν), F (x, y, λ, ν) and J(x, y, λ, ν), then an explicit
computation shows the property

Q(x, y, λ, ν) = −x2y2ν3Q
(
1

x
,
1

y
,
λ

ν
,
1

ν

)
. (2.97)

In addition we also have the relations

M(x, y, λ, ν) =M

(
1

x
,
1

y
,
λ

ν
,
1

ν

)
, P (x, y, λ, ν) = P

(
1

x
,
1

y
,
λ

ν
,
1

ν

)
,

G(x, λ, ν) = −x4G
(
1

x
,
λ

ν
,
1

ν

)
, (2.98)

which again are shown by expanding explicitly all the functions involved. A straightfor-
ward consequence of these properties is contained in the following result :

Proposition 2.8.1 The PS family of metrics is invariant under the transformation

x 7→ 1

x
, y 7→ 1

y
, λ 7→ λ

ν
, ν 7→ 1

ν
, k 7→ kν. (2.99)

A direct consequence of Proposition 2.8.1 is that all the properties of the PS metric
which have been proven in this paper under the assumption that (x, y, λ, ν) ∈ Ω0 hold
mutatis mutandi when (x, y, λ, ν) belong to the set Ω̃0 defined by

Ω̃0 := {(x, y, ν, λ) ∈ R
4 ; |x| ≥ 1 , −1 ≤ y ≤ yh , 1 < ν , 2

√
ν ≤ λ < 1 + ν},

which is the image of Ω0 under the map (2.99). Since ν > 1 then we have |yh| < 1 (see
Proposition 2.8.2) and therefore for points in Ω̃0 we always have |y| < 1. We can now
localise the asymptotically flat ends, horizons and so on by just applying the map (2.99)
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to the corresponding regions in Ω0 which were discussed in the paper. In this way we
find that the point (−1,−1, λ, ν) ∈ Ω̃0 corresponds to an asymptotically flat end and
(x, yc, λ, ν) ∈ Ω̃0 is the event horizon associated to the d.o.c. of this asymptotically flat
end (note that yc is mapped to yh, yh is mapped to yc under (2.99) and their absolute
value is less than unity when ν > 1).

The determinant of the metric reads

det(gµν) = −4k4H(x, y) (J(x, y)2 + F (x, y)F (y, x))

(ν − 1)4G(x)G(y)H(y, x)(x− y)4
.

Using the identity (2.95) one obtains

det(gµν) = − 16k8H(x, y)2

(ν − 1)6(x− y)8
. (2.100)

The restriction of the metric to the hyperplanes Span{∂t, ∂ϕ, ∂ψ} is

ds2 = −2dψdtM(x, y)H(y, x)

H(x, y)
− 2dϕdtP (x, y)H(y, x)

H(x, y)
− dt2H(y, x)

H(x, y)
−

−dψ2

(
H(y, x)M(x, y)2

H(x, y)
+
F (x, y)

H(y, x)

)
−

−2dψdϕ

(
J(x, y)

H(y, x)
+
H(y, x)M(x, y)P (x, y)

H(x, y)

)
−

−dϕ2

(
H(y, x)P (x, y)2

H(x, y)
− F (y, x)

H(y, x)

)
. (2.101)

The determinant of the restricted metric is given by

det(gij) =
J(x, y)2 + F (x, y)F (y, x)

H(x, y)H(y, x)
, (2.102)

which, after replacing all the functions simplifies to

det(gij) =
4k4G(x)G(y)

(ν − 1)2(x− y)4
. (2.103)

Clearly det(gij) < 0 if yh < y < −1 or 1 < y, where {y = yh} is a Killing horizon with
respect to the following Killing vector

ξ =
∂

∂t
+

√
(ν + 1)2 − λ2

2k(λ+ ν + 1)

∂

∂ψ
+

(λ2 + (ν − 1)2)
√
ν
√

(ν + 1)2 − λ2

kλ(λ+ ν + 1)
(
λ(ν + 1)−

√
λ2 − 4ν(ν − 1)

) ∂
∂ϕ

,

and {y = yc} is a Killing horizon with respect to the Killing vector

ξ̃ =
∂

∂t
+

√
(ν + 1)2 − λ2

2k(λ+ ν + 1)

∂

∂ψ
+

(λ2 + (ν − 1)2)
√
ν
√

(ν + 1)2 − λ2

kλ(λ+ ν + 1)
(
λ(ν + 1) +

√
λ2 − 4ν(ν − 1)

) ∂
∂ϕ

.
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From the expression for the restriction of the metric to {t, ϕ, ψ} one easily gets the
expression from the restriction of the metric to {ϕ, ψ}. We denote this restricted metric
by gAB and its determinant is

det gAB =
1

H(x, y)(−1 + λ− ν)H(y, x)2
×

[
F (y, x)

{
F (x, y)H(x, y)(1− λ+ ν) +

4k2λ2(1 + y)2(1 + λ+ ν)
(
1 + λ− ν + 2νx− νxy

(
2 + x(−1 + λ+ ν)

))2
}
+

+(1− λ+ ν)

{
H(x, y)J(x, y)2+

+4k2λ2y
√
ν(−1 + x2)(1 + λ+ ν)

(
y
√
νF (x, y)(−1 + x2)(−1 + λ− ν)+

+2J(x, y)(1 + y)

(
− 1− λ+ ν − 2νx+ νxy

(
2 + x(−1 + λ+ ν)

))
)}]

, (2.104)

which can be rewritten in the form

det(gAB) =
4k4(−1 + x2)(1 + y)

(−1 + λ− ν)(−1 + ν)2(x− y)4H(x, y)
Θ(x, y, λ, ν). (2.105)

Clearly Θ(x, y, λ, ν) is a rational function of x, y, λ and
√
ν. However, a Mathematica

calculation shows that Θ(x, y, λ, ν) is a polynomial in x, y, λ and ν.

One can give an alternative form for det(gAB) if we use the parameterization of the
angular components of the metric tensor given in (2.105) :

det(gAB) =
−4k4λ2ν(−1 + x2)2(1 + y)2Θφψ(x, y)

2

(−1 + ν)4H(x, y)2(x− y)2
−

−4k4(1 + y)(−1 + x2)Θφφ(x, y)Θψψ(x, y)

(−1 + ν)4(1− λ+ ν)H(x, y)2(x− y)4
. (2.106)

Comparing (2.105) and (2.106) we deduce the relation

(ν − 1)2H(x, y)Θ(x, y, λ, ν) =

= λ2ν(x− y)2(1 + y)(1− x2)(1 + ν − λ)Θφψ(x, y)
2 −Θφφ(x, y)Θψψ(x, y).

(2.107)
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The non-zero components of gµν read

gtt = −M(x,y)(F (y,x)M(x,y)+2J(x,y)P (x,y))H(y,x)2+H(x,y)J(x,y)2+F (x,y)(F (y,x)H(x,y)−H(y,x)2P (x,y)2)
H(y,x)(J(x,y)2+F (x,y)F (y,x))

gtψ = H(y,x)(F (y,x)M(x,y)+J(x,y)P (x,y))
J(x,y)2+F (x,y)F (y,x)

gtϕ = −H(y,x)(F (x,y)P (x,y)−J(x,y)M(x,y))
J(x,y)2+F (x,y)F (y,x)

gxx = (ν−1)2G(x)(x−y)2
2k2H(x,y)

gyy = − (ν−1)2G(y)(x−y)2
2k2H(x,y)

gψψ = − F (y,x)H(y,x)
J(x,y)2+F (x,y)F (y,x)

gψϕ = − H(y,x)J(x,y)
J(x,y)2+F (x,y)F (y,x)

gϕϕ = F (x,y)H(y,x)
J(x,y)2+F (x,y)F (y,x)

Alternative forms for some of the above can be obtained using the identity (2.95)

gtt =
(ν−1)2

(

− 4k4G(x)G(y)H(x,y)2

16H(y,x)(x−y)4
−F (y,x)M(x,y)2+F (x,y)P (x,y)2−2J(x,y)M(x,y)P (x,y)

)

(x−y)4

4k4G(x)G(y)H(x,y)

gtψ = (ν−1)2(F (y,x)M(x,y)+J(x,y)P (x,y))(x−y)4
4k4G(x)G(y)H(x,y)

gtϕ = − (ν−1)2(F (x,y)P (x,y)−J(x,y)M(x,y))(x−y)4
4k4G(x)G(y)H(x,y)

gψψ = − (ν−1)2F (y,x)(x−y)4
4k4G(x)G(y)H(x,y)

gψϕ = − (ν−1)2J(x,y)(x−y)4
4k4G(x)G(y)H(x,y)

gϕϕ = (ν−1)2F (x,y)(x−y)4
4k4G(x)G(y)H(x,y)

The x− y part of the Pomeransky & Senkov metric,

ds2x,y =
2k2H(x, y)

(ν − 1)2(x− y)2

(
dx2

G(x)
− dy2

G(y)

)
,

can be written in a form which is conformally flat [PS06] by introducing new coordinates
ρ, z defined as

ρ2 = − 4k4G(x)G(y)

(−1 + ν)2 (x− y)4
, z =

k2(1− xy)(λ(x+ y) + 2xyν + 2)

(1− ν)(x− y)2
.

The line element becomes
ds2ρ,z = Λ(x, y)(dρ2 + dz2),

where

Λ(x, y) =
2(y − x)H(x, y)

k2(xyλ+ (ν + 1)(x+ y) + λ)
×
1

(λ2 (x2 (− (y2 − 1)) + 4xy + y2 − 1) + 4(ν + 1) (x2y2ν + 1) + 4λ(x+ y)(xyν + 1))
.

(2.108)

Finally, we mention a property of one of the polynomial factors in G(x) :
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Proposition 2.8.2 Let p(ξ) ≡ νξ2 + λξ + 1 and assume that 2
√
ν ≤ |λ| < 1 + ν. Then

the real roots ξ− ≤ ξ+ of the polynomial p(ξ) fulfill the inequalities |ξ±| > 1 if 0 < ν < 1
and |ξ±| < 1 if 1 < ν.

Proof: The roots of p(ξ) are given by

ξ± =
−λ±

√
λ2 − 4ν

2ν
,

and therefore, these are real if and only if 2
√
ν ≤ |λ|, as assumed. The roots ξ± can be

regarded as functions of λ and ν and these functions are continuous on the set Z :=
{(λ, ν) : ν > 0, 2

√
ν ≤ |λ| < 1 + ν}. Now the equations ξ± = 1, ξ± = −1 admit as

respective solutions the values ν = −1 − λ and ν = λ − 1, and therefore no point lying
in Z has the property that |ξ±| = 1. The conclusion is then that for any (λ, ν) ∈ Z we
have that either |ξ±| > 1 or |ξ±| < 1 and given the continuity of ξ± on Z as a function
of λ, ν only one of these alternatives will hold on each connected component of Z. These
connected components are

Z1 := {(λ, ν) : 0 < ν < 1, 0 < λ, 2
√
ν ≤ |λ| < 1 + ν},

Z2 := {(λ, ν) : 0 < ν < 1, 0 > λ, 2
√
ν ≤ |λ| < 1 + ν},

Z3 := {(λ, ν) : 1 < ν, 0 < λ, 2
√
ν ≤ |λ| < 1 + ν},

Z4 := {(λ, ν) : 1 < ν, λ < 0, 2
√
ν ≤ |λ| < 1 + ν}.

Again, by continuity, it is enough to check the values of ξ± at particular points of Z1, Z2,
Z3, Z4 to draw the desired conclusions. Our explicit choices are as follows

(
λ = 1, ν =

1

9

)
∈ Z1 ⇒

∣∣∣∣ξ±
(
1,

1

9

)∣∣∣∣ > 1,

(
λ =

16

5
, ν =

9

4

)
∈ Z3 ⇒

∣∣∣∣ξ±
(
16

5
,
9

4

)∣∣∣∣ < 1,

(
λ = −16

5
, ν =

9

4

)
∈ Z4 ⇒

∣∣∣∣ξ±
(
−16

5
,
9

4

)∣∣∣∣ < 1,

(
λ = −1, ν =

1

9

)
∈ Z2 ⇒

∣∣∣∣ξ±
(
−1,

1

9

)∣∣∣∣ > 1,

Therefore |ξ±| > 1 on Z1, Z2 and |ξ±| < 1 on Z3, Z4, which finishes the proof. �

2.9 Emparan-Reall limit of the Pomeransky & Senkov
metric

In this section we verify that the Emparan-Reall solutions are a special case of the PS
metrics. We take the Emparan-Reall metric in the form given in [ER06],

ds2 =
R2F (x)

(x− y)2

(
dx2

G(x)
− dy2

G(y)
+
G(x)

F (x)
dϕ2 − G(y)

F (y)
dψ2

)
− F (y)

F (x)

(
dt− CR(1 + y)

F (y)
dψ

)2

,

(2.109)
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where

F (z) = 1 + λz, G(z) = (1− z2)(1 + νz), C =

√
λ(1 + λ)(λ− ν)

1− λ
.

The parameters are assumed in that paper to range over

0 < ν ≤ λ < 1 .

However, the requirement that there are no struts imposes the supplementary relation

λ =
2ν

1 + ν2
.

The coordinates of (2.109) are not the ones of the original paper of Emparan & Reall [ER06].
If we denote by {t̂, x̂, ŷ, ψ̂, ϕ̂} the original coordinates of Emparan & Reall, then we have
the relation

t = t̂, x =
λ̂− x̂

−1 + λ̂x̂
, y =

λ̂− ŷ

−1 + λ̂ŷ
, ϕ =

1− λ̂ν̂√
1− λ̂2

ϕ̂, ψ =
1− λ̂ν̂√
1− λ̂2

ψ̂, (2.110)

where

ν̂ =
ν − λ

λν − 1
, λ̂ = λ, ν =

ν̂ − λ̂

λ̂ν̂ − 1
.

The transformation (2.110) brings the metric (2.109) into the form (as in [ER06] with
hats on all the coordinates and functions and R replaced by Â)

ds2 = − F̂ (x̂)
F̂ (ŷ)

(dt̂+ Â
√
λ̂ν̂(1 + ŷ)dψ̂)2 +

+
Â2

(x̂− ŷ)2

(
F̂ (ŷ)2

(
dx̂2

Ĝ(x̂)
+
Ĝ(x̂)

F̂ (x̂)
dϕ̂2

)
− F̂ (x̂)

(
F̂ (ŷ)

Ĝ(ŷ)
dŷ2 + Ĝ(ŷ)dψ̂2

))
, (2.111)

where

F̂ (z) = 1− λ̂z, Ĝ(z) = (1− z2)(1− ν̂z), Â = −R
√

(1− λ̂ν̂)

1− λ̂2
.

To check the limit as ν → 0 of PS metrics, we start by rewriting the Pomeransky &
Senkov solution in the form

ds2 =
Q
(
dx2

G(x)
− dy2

G(y)

)
H(x, y)

(x− y)2
− 2

dϕdψJ(x, y)

H(y, x)
− H(y, x)(dt+ Ω)2

H(x, y)

−dψ
2F (x, y)

H(y, x)
+
dϕ2F (y, x)

H(y, x)
. (2.112)

Here Q > 0 is a constant which can be eliminated by a rescaling of the metric together
with an appropriate rescaling of the coordinates t, ψ, ϕ. If we set Q = 2k2/(1 − ν)2 in
(2.112), we recover (2.1). One checks that the metric (2.112) reduces to the Emparan-Reall
solution (2.109) if we set ν = 0 and Q = 2k2/(1 + λ2), and if

νe = λ , Re = −
√
2k

where the Emparan-Reall independent parameters are denoted by νe and Re.
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Chapitre 3

Structure de l’ergosurface des anneaux
noirs de Pomeransky-Senkov

Ce chapitre, en anglais, constitue une suite du précédent, en étudiant l’ergosurface des
espaces-temps de Pomeransky-Senkov. On démontre que celle-ci se décompose en deux
parties, l’une située « au-dessus » de l’horizon des événements du trou noir, l’autre « en-
dessous » de tous les horizons de Killing. La topologie de l’ergosurface « extérieure » pos-
sède la propriété de varier en fonction des paramètres liés aux deux moments angulaires.

Ce chapitre a fait l’objet d’un article, soumis ([Cor10]).
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3.1 Introduction

There has been recently a lot of interest in studying higher-dimensional solutions of the
vacuum Einstein equations, especially since the discovery, in 2001 by Emparan and Reall
in [ER02], of five-dimensional black hole space-times in vacuum, whose sections of the
event horizon are not homeomorphic to a sphere. Those space-times are usually referred
to as “black rings”, since the topology of these sections is S1 × S2 instead.

In this work, we focus on a particular feature, the ergosurface, of a family of solutions
discovered in 2006 by Pomeransky and Senkov in [PS06], also known as “doubly spinning
black rings”. The Emparan-Reall space-times, also called “singly-spinning black rings”,
can be seen as a limiting case of this family (see, e.g., the appendix of [CCGPGL09]). It
has been shown in [ER02] that they possess an ergosurface homeomorphic to R × S1 ×
S2. In the remainder of this paper, we first recall some definitions and facts about the
Pomeransky-Senkov family of space-times (Section 3.2) and establish the notations. These
follow the material introduced in [CCGPGL09]. Then we study in details the ergosurface
(Section 3.3), which turns out to split into two subsets, the first one being the “usual”
ergosurface lying outside the black hole, the second lying “under” all the Killing horizons.
We finish by proving the results pointed out in [Dur09] about the existence of two distinct
regimes for the topological nature of the “upper” ergosurface.

3.2 Pomeransky-Senkov black rings

Here we follow the notations and conventions introduced in [CCGPGL09]. The Pomeransky-
Senkov family of metrics is :

ds2 =
2H(x, y)k2

(1− ν)2(x− y)2

(
dx2

G(x)
− dy2

G(y)

)
− 2

J(x, y)

H(y, x)
dϕdψ

−H(y, x)

H(x, y)
(dt+ Ω)2 − F (x, y)

H(y, x)
dψ2 +

F (y, x)

H(y, x)
dϕ2 , (2.1) (3.1)

where

H(x, y) = λ2 + 2ν
(
1− x2

)
yλ+ 2x

(
1− ν2y2

)
λ− ν2 + ν

(
−λ2 − ν2 + 1

)
x2y2 + 1,

F (x, y) =
2k2

(x− y)2(1− ν)2
((
1− y2

) ((
(1− ν)2 − λ2

)
(ν + 1)+

+yλ
(
−λ2 − 3ν2 + 2ν + 1

))
G(x)+

+
(
−(1− ν)ν

(
λ2 + ν2 − 1

)
x4 + λ

(
2ν3 − 3ν2 − λ2 + 1

)
x3 +

(
(1− ν)2 − λ2

)
(ν + 1)x2+

+λ
(
λ2 + (1− ν)2

)
x+ 2λ2

)
G(y)

)
,

J(x, y) =
2k2 (1− x2) (1− y2)λ

√
ν (λ2 + 2(x+ y)νλ− ν2 − xyν (−λ2 − ν2 + 1) + 1)

(x− y)(1− ν)2
,

G(x) =
(
1− x2

) (
νx2 + λx+ 1

)
,

and where Ω is a 1-form given by

Ω =M(x, y)dψ + P (x, y)dϕ ,
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with

M(x, y) =
2kλ

√
(ν + 1)2 − λ2(y + 1)(−λ+ ν − 2νx+ νx((λ + ν − 1)x+ 2)y − 1)

(1− λ+ ν)H(y, x)

=:

√
(ν + 1)2 − λ2M̂(x, y)

(1− λ+ ν)H(y, x)

P (x, y) =
2kλ

√
ν
√

(ν + 1)2 − λ2 (x2 − 1) y

H(y, x)

=:
2
√
νP̂ (x, y)

H(y, x)
,

where P̂ and M̂ are polynomials in all variables.
The parameter k is assumed to be in R∗, while the parameters λ and ν have been

restricted in [PS06] to belong to the set 1

U := {(ν, λ) : ν ∈ (0, 1) , 2
√
ν ≤ λ < 1 + ν} . (3.2)

The coordinates x, y, φ, ψ, t vary within the ranges −1 ≤ x ≤ 1, −∞ < y < −1,
0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ 2π and −∞ < t <∞.

We also introduce the quantities

yh := −λ−
√
λ2 − 4ν

2ν
, yc := −λ +

√
λ2 − 4ν

2ν
,

In [CCGPGL09], for every (ν, λ) ∈ U , the submanifold delimited by the coordinates
above, with the additional condition yh < y < −1, and equipped with the metric (2.1),
has been shown to be a regular asymptotically flat space-time, with the asymptotically
flat region located at (x, y) = (−1,−1). In fact, the set {y = yh} corresponds to an event
horizon, {y = yc} to another Killing horizon, and the space-time has been shown to extend
smoothly through these horizons up to the singular set Sing := {H(x, y) = 0}, where the
curvature tensor blows up at least for some values of the parameters. At this stage, it is
convenient to work with a new coordinate Y , defined as

Y = −1

y
,

because the singular set has components which blow up to infinity in (x, y)-coordinates.
Since H(x, y) is a second-order polynomial in y, we can now write Sing as the union of the
graphs of the functions y+(x) and y−(x), or, better, we write Sing in (x, Y )-coordinates
as the union of the graphs of Y+(x) and Y−(x), both defined on a subset of [−1, 1] such
that the discriminant of the polynomial H(x, y) is non-negative. Equivalently, if we define
Ĥ(x, Y ) := Y 2H(x,−1/Y ), then Y±(x) are the roots of the second order polynomial
Ĥ(x, Y ) in Y .

1. Strictly speaking, ν = 0 is allowed in [PS06]. It is shown there that this corresponds to Emparan-
Reall metrics (compare Appendix in [CCGPGL09] ), which have already been analysed elsewhere [CC10],
and so we only consider ν > 0.
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In fact, we can observe in these coordinates that the analytic extension done so far up
to Sing can be performed further across the set {Y = 0}, since the branches x 7→ Y±(x)
are not defined on the whole set [−1, 1], but only on a subinterval of (−1, 1]. Following the
notations of [CCGPGL09], we have the inequalities (wherever Y+ and Y− are defined) :

Y+(x) ≤ Y−(x) < Yc < Yh .

These confirm that the singular set Sing lies “under” both Killing horizons. On the other
hand, the singular set has the remarkable property to have a varying topology, depending
on the values of (ν, λ) ∈ U . Indeed, the topology is R× T3 when ν + λ < 1, R× S1 × S2

when ν+λ > 1, and a “pinched” R×S1×S2 when ν+λ = 1. These results are illustrated
on Figure 1.3 of [CCGPGL09]. Some other properties of the singular set have been derived
(see Theorem 5.6 in [CCGPGL09]). Most of them come from the study of the polynomial
W̃ , which is, up to a factor 1

4
, the discriminant of the second-order polynomial in x,

H(x, y) :

W̃ := ν
((
x2 − 1

)2
νλ2 + x

(
λ2 + 2xλ− ν2 + 1

) (
2λν + x

(
λ2 + ν2 − 1

)))
. (3.3)

In particular we recall the following result, which turns out to be useful for the next
section :

Lemma 3.2.1 In the region {−1 ≤ x ≤ 0 , y < yc}, the two branches y± which exist for
small negative values of x meet smoothly at some x̄ ∈ (−1, 0), where x̄ is a simple root of
W̃ .

We observed in [CCGPGL09], (see Remark 5.3) that the root x̄ is simple, and is the largest
negative one W̃ , and therefore the function (ν, λ) 7→ x̄(ν, λ) defined in U is continuous.

3.3 The ergosurface

The ergosurface of the Pomeransky-Senkov space-time is the set of zeros of

gtt = −H(y, x)

H(x, y)
.

Since this function cannot vanish on the singular set Sing for allowed values of the pa-
rameters and variables (see Section 3 of [CCGPGL09]), the ergosurface coincides with
the set of zeros of H(y, x). In this section we derive a more precise version of the results
of [Dur09] about the topology of the ergosurface, introduced below. Similarly to the sin-
gular set {H(x, y) = 0}, this topology depends upon the values of the parameters ν and
λ. In what follows, we prove that the ergosurface exists and splits into two parts which
extend over all the region x ∈ [−1, 1] (Proposition 3.3.1). Next, Proposition 3.3.5 shows
that one of these parts, referred to as the outer ergosurface, lies above the event horizon
{y = yh}, while Proposition 3.3.6 shows that the other part, referred to as the inner er-
gosurface, lies under both Killing horizons. Finally Theorem 3.3.7 discusses the topology
of the ergosurface for the allowed values of λ and ν.

We start by showing that the ergosurface is globally defined :
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Proposition 3.3.1 The equation H(y, x) = 0 has solutions ye±(x) in R ∪ {∞} for all x
in [−1, 1].

Proof: In order to see this, we begin by noting the identity

H(y, x) = H
(
νx,

y

ν

)
, (3.4)

holding for any ν 6= 0, and which enables us to use some of the properties of the singular
set Sing recalled in Section 3.2. Hence, it is sufficient to show that the polynomial W̃ (x),
defined by the formula (3.3) above, is nonnegative for x ∈ [−ν, ν]. To do so, we write

W̃ (x = ν) = ν2(λ2 + 2νλ+ ν3 − ν)(λ2ν + 1 + 2νλ− ν2) , (3.5)

W̃ (x = −ν) = ν2(λ2 − 2νλ + ν3 − ν)(λ2ν + 1− 2νλ− ν2) . (3.6)

We need two lemmata :

Lemma 3.3.2 W̃ (x = ν) and W̃ (x = −ν) are positive.

Proof of the lemma 3.3.2. For (3.5), the second factor (λ2+2νλ+ ν3 − ν) is positive
since we have λ2 ≥ 4ν > ν for admissible ν and λ, and the third factor (λ2ν+1+2νλ−ν2)
is obviously positive as well there. The proof of the positivity in (3.6) requires some more
effort. Let us begin with its second factor,

h1(ν, λ) = λ2 − 2νλ+ ν3 − ν.

We have ∂λh1 = 2(λ− ν) > 0, hence λ 7→ h1(ν, λ) is increasing on [2
√
ν, 1 + ν), and since

h1(ν, 2
√
ν) = ν(3 − 4

√
ν + ν2) = ν(1−√

ν)2(3 + 2
√
ν + ν) ,

positive for all ν in (0, 1), therefore h1 is positive on U . Then, for the third factor of (3.6) :

h2(ν, λ) = λ2ν − 2νλ+ 1− ν2 ,

The first derivative reads ∂λh2 = 2ν(λ − 1), hence the minimum on the interval
[2
√
ν, 1 + ν) of h2(ν, ·) is reached at λ = λm := max(1, 2

√
ν). From the definition above,

λm = 1 for ν ∈ (0, 1/4] (critical point), and λm = 2
√
ν for ν ∈ [1/4, 1) (h2(ν, ·) is in-

creasing in the whole interval [2
√
ν, 1 + ν) in this case). But on the one hand, we have

h2(ν, 1) = 1− ν − ν2 positive for all ν in (0, 1/4], and on the other hand,

h2(ν, 2
√
ν) = 3ν2 − 4ν

√
ν + 1 = (1−√

ν)2(3ν + 2
√
ν + 1) ,

positive in particular on [1/4, 1). This finishes to show that all the factors of (3.6) are
positive, and hence to prove the lemma. �

Next, we prove a second lemma :

Lemma 3.3.3 For the particular values (ν, λ = 1 − ν) of (ν, λ) in U , the whole interval
[−ν, ν] is included in the set Ω̃ν,λ = {x : W̃ (x) ≥ 0}, and W̃ (x) has four real valued roots.
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Proof of the lemma 3.3.3. In this case (which corresponds to ν ∈ (0 , 3 − 2
√
2)),

W̃ (x) takes the form

W̃ (x) = ν2(1− ν)2(x− 1)(x+ 1)(x− (
√
5 + 2))(x+

√
5− 2) .

Here, all the factors but the last one of W̃ are positive for x in [−ν0, ν0], where ν0 :=
3− 2

√
2 < 1. In order to determine the sign of the last factor x+

√
5− 2, we see that for

all x in [−ν0, ν0], we have

x+
√
5− 2 ≥ −ν0 +

√
5− 2 =

√
5 + 2

√
2− 5 ,

the last term being positive, as can be seen from the inequality

(
√
5 + 2

√
2)2 = 13 + 4

√
10 > 13 + 4

√
9 = 52 ,

and Lemma 3.3.3 is proved. �

These two lemmata enable us to conclude the proof of Proposition 3.3.1 : Indeed,
recall, from the Lemma 3.2.1 and the remark that follows at the end of Section 3.2, that
the map x̄ is continuous on U , and so is the map (ν, λ) 7→ x̄(ν, λ) + ν. The connectedness
of U implies that its image by the map x̄ + ν is a connected subset of R and hence an
interval. Clearly 0 cannot belong to this interval because W̃ (x = −ν) > 0 as shown in
Lemma 3.3.2 and thus, either

x̄(ν, λ) < −ν , ∀(ν, λ) ∈ U ,

or
x̄(ν, λ) > −ν , ∀(ν, λ) ∈ U .

But for λ = 1− ν, since x̄ is negative by definition, Lemma 3.3.3 entails x̄(ν, 1− ν) < −ν
and hence only the possibility x̄(ν, λ) < −ν for all (ν, λ) ∈ U remains.

Then,assume by contradiction that there exists (νq, λq) in U and xq in [−νq, νq] such
that W̃ (xq) is negative. By Lemma 3.3.2, W̃ (x = ±νq) are both positive and therefore there
is an even number of roots (counting multiplicity) of W̃ (x) inside the interval [−νq, νq],
and at least two of them or distinct. Since there cannot be four roots in [−νq, νq] (as
x̄ is outside this interval), there are exactly two distinct ones in [−νq, νq]. This implies
that, for (ν, λ) = (νq, λq), the polynomial W̃ (x) has four distinct roots ; two are in the
interval [−νq, νq], one in the interval (−∞, νq) and, given that W̃ (x) is positive for |x| large
enough, the remaining root must lie also in the interval (−∞,−νq). Therefore (νq, λq)
belongs to the connected subset U1 = U ∩ {λ < χ(ν)}, which was defined in Lemma 5.1
of [CCGPGL09] as the domain where W̃ has four distinct roots, and so does (ν, 1 − ν)
according to Lemma 3.3.3. The roots of W̃ (x), for values of (ν, λ) in U1, are simple and
thus they are smooth functions of (ν, λ) in U1.

Let us denote by x4(ν, λ) the largest of these roots. Again, x4(U1) ⊂ R is a real interval
as U1 is connected and x4 is continuous.

The previous considerations imply that the greatest root of W̃ (x) for (ν, λ) = (νq, λq)
fulfills x4(νq, λq) < νq and from Lemma 3.3.3 we deduce x4(ν, 1− ν) = 2+

√
5 > ν , ∀ν ∈

(0, 1). Hence, the continuous map (ν, λ) 7→ x4(ν, λ)− ν changes sign on U1. Therefore, by
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the intermediate value theorem, there exits some (ν, λ) ∈ U1 such that x4(ν, λ) = ν. But
this is impossible since W̃ (x4(ν, λ)) = 0 by definition of x4, whereas W̃ (ν) > 0 as shown
in Lemma 3.3.2.

This shows that W̃ (x) ≥ 0, for x in [−ν, ν], and the corresponding solutions y±(x) are
therefore defined on [−ν, ν], except y+(x) which diverges at x = 0. However, Y± are both
well defined on [−ν, ν]. The relation (3.4) finishes the proof. �

We have just shown that H(y, x) = 0 has two solutions ye−(x), ye+(x) which are
defined ∀x ∈ [0, 1] (allowing an infinite value for y+ at x = 0). Note that, from (3.4), they
are related to the solutions y±(x) of H(x, y) by

ye±(x) = νy±(νx) , (3.7)

for all x in [−1, 1]. Equivalently, we have in (x, Y )-coordinates :

Ye±(x) =
1

ν
Y±(νx) , (3.8)

which means that, in the (x, Y )-coordinates, the graphs of Ye± are obtained from the
graphs of Y± by an homothety of center (0, 0), and of ratio 1/ν. In particular, we have
Ye−(x) > Ye+(x), and we define the outer ergosurface as the set {y = ye−(x) : x ∈
[−1, 1]}, or, in (x, Y )-coordinates, {Y = Ye−(x) : x ∈ [−1, 1]}. We now prove that this
last set lies above the event horizon. To that end we need a lemma :

Lemma 3.3.4 x 7→ ye−(x) reaches its minimum at one of the ends ±1.

Proof: From the equality ye−(x) = νy−(νx) , it suffices to prove that the function
x 7→ y−(x) reaches its minimum at one of the ends −ν or ν in the interval [−ν, ν]. If
not, there would exist a strict local minimum of y− located at x = xm ∈ (−ν, ν). Let
ym := y−(xm). Then, for ε > 0 small enough, there exist two values x1 and x2 such that
y−(xi) = ym + ε, with −ν < x1 < xm < x2 < ν, and such that y− is strictly decreasing
in a neighbourhood of x1 (see figure 3.1). Furthermore, recall that the graphs of y+ and
y− join smoothly at x = x̄, where x̄ (introduced in Lemma 3.2.1) is the greatest negative
root of W̃ (in particular we have −1 < x̄ < −ν). Hence, in the interval [x̄, x1), the graphs
of y+ and y− form a smooth connected curve C (if x1 > 0, there is another connected
component of the graph of y+ which is not of interest here). Therefore the points of C can
be represented by pairs (x(s), y(s)) where x(s), y(s) are smooth functions in the interval
(0, 1) fulfilling the relations x(0) = x1, x(s) ∈ [x̄, x1), ∀s ∈ (0, 1) and

y−(x(s)) = y(s), s ∈ (0, s̄), y+(x(s)) = y(s), s ∈ (s̄, 1), (3.9)

where x(s̄) = x̄. Also if x1 < 0, one knows from subsection 5.4 of [CCGPGL09] that
y+(x) < y−(x) for any x ∈ (x̄, x1], and if x1 ≥ 0, we have y+(x) → −∞ as x → 0−.
Thus, from (3.9) it follows that there exists a real number p ∈ (0, 1) such that y(p) <
y−(x1) = y(0) and p > s̄. On the other hand the property ∂xy−(x1) < 0 implies that there
exists a real number q ∈ (0, 1), q < s̄ such that x̄ ≤ x(q) < x1 and y−(x(q)) > y−(x1)
which according to (3.9) is equivalent to y(q) > y(0). Hence we have the inequalities
y(p) < y(0) < y(q) with q < p and given that y(s) is continuous in the interval [q, p] the
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intermediate value theorem tells us that there exists a real number s∗ ∈ [p, q] such that
y(s∗) = y(0). If we define x∗ ≡ x(s∗), then eq. (3.9) implies that, either y−(x∗) = y(0) =
ym + ε if s∗ < s̄ or y+(x∗) = y(0) = ym + ε if s∗ > s̄. In any case the conclusion is that
the numbers x∗ < x1 < x2 are three distinct roots of the polynomial H(x, ym+ ε) of order
two in x, which is impossible. �

Figure 3.1 – Depiction of the geometric set-up used in the proof of lemma 3.3.4.

Proposition 3.3.5 We have the inequality ye−(x) > yh, for all x in [−1, 1].

Proof: We first write the expressions :

H(yh,−1) =
λ(1 + ν − λ)

2ν

((
λ−

√
λ2 − 4ν

)
(λ+ ν − 1)− 4ν

)
,

H(yh, 1) = −λ(1 + ν + λ)

2ν

((
λ−

√
λ2 − 4ν

)
(λ+ 1− ν)− 4ν

)
.

We will check in a moment that they are both negative. This will imply the proposi-
tion 3.3.5. In order to see this, note first that the negativity of these expressions, together
with the positivity of both H(−1,±1) (see Section 3 of [CCGPGL09]) show that both
(continuous) functions y 7→ H(y,±1) vanish on the interval (yh,−1). And since

lim
y→−∞

H(y,±1) = +∞ ,
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these two functions vanish once again in the interval (−∞, yh). Hence, we obtain that
ye−(x = ±1) belongs to the interval (yh,−1), and ye+(x = ±1) belongs to the interval
(−∞, yh). This entails yh < ye−(x = ±1) and from Lemma 3.3.4 we conclude that yh <
ye−(x), ∀x ∈ [−1, 1] as desired. We now turn to the proof of the negativity of the quantities
H(yh,±1) written above :H(yh,−1) has the sign of the second factor,

(
λ−

√
λ2 − 4ν

)
(λ+

ν − 1)− 4ν . But we have the inequalities 0 < λ−
√
λ2 − 4ν < λ < 2 and λ+ ν − 1 < 2ν

for admissible ν and λ, so the negativity of H(yh,−1) follows. Then, H(yh, 1) has the sign
of −u(ν, λ), where

u(ν, λ) =
(
λ−

√
λ2 − 4ν

)
(λ+ 1− ν)− 4ν .

With the change of variables λ = 2
√
ν cosh(η), we get

u(ν, λ) = 2
√
ν
(√

νe−2η + (1− ν)e−η −√
ν
)
;

the roots of the right-hand term, which is an order-two polynomial in e−η, are −1/
√
ν

and
√
ν. But the following equivalence holds :

e−η >
√
ν ⇔ λ < 1 + ν ,

thus u(ν, λ) is positive for any admissible (ν, λ).
�

We now turn to the inner part of the ergosurface

{y = ye+(x) : x ∈ [−1, 1]} ,

or, in (x, Y )-coordinates,
{Y = Ye+(x) : x ∈ [−1, 1]} .

We wish to prove that the inner ergosurface lies beyond the Killing horizons, and even
beyond the singular set {H(x, y) = 0}, in the sense that

Ye+ ≤ Y+ ≤ Y− < Yc < Yh

wherever these functions are defined. This is illustrated in Figures 1.3 and 1.4 of [CCGPGL09].
This inner part reaches and crosses the set {y = ±∞} = {Y = 0} at x = 0 only, we the-
refore make use of the coordinates (x, Y ) in the following :

Proposition 3.3.6 We have the inequality Ye+(x) < Yc, for all x in [−1, 1]. Moreover,
we have Ye+(x) ≤ Y+(x) for all x ∈ Ω̃ν,λ, with equality only at x = 0.

Proof: Let us first write :

H(yc,−1) =
λ(1 + ν − λ)

2ν

((
λ+

√
λ2 − 4ν

)
(λ+ ν − 1)− 4ν

)
,

H(yc, 1) = −λ(1 + ν + λ)

2ν

((
λ+

√
λ2 − 4ν

)
(λ+ 1− ν)− 4ν

)
.
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Again, these expressions are both negative. Indeed, we have the inequalities λ+
√
λ2 − 4ν <

1 + ν + (1− ν) = 2 for allowed values of λ and ν. Since λ+ ν − 1 < 2ν, the whole factor(
λ+

√
λ2 − 4ν

)
(λ+1−ν)−4ν is negative, thus H(yc,−1) is negative. Then, it is straight-

forward to see that H(yc, 1) < H(yh, 1), itself negative, when comparing both expressions.
Since we have the limits H(y,±1) → +∞ as y → −∞, the function H(y,±1) must have a
zero in the interval (−∞, yc) and therefore we are led to the inequality ye+(x = ±1) < yc

2

which in turn entails Ye+(±1) < Yc. Now, we have that the function Ye+(x) does not admit
any strict maximum on the interval (−1, 1) (the proof of this fact is similar to the proof
of Lemma 3.3.4) from which we conclude that Ye+(x) < Yc , ∀x ∈ [−1, 1].

In order to show the second part, we first compare Ye+ and Y+ in a neighbourhood of
x = 0. To do so, we write the asymptotic expansion :

Y+(x) = −νx
(
1− 1− ν

2νλ
((1 + ν)2 − λ2)x+ o(x)

)
;

so that, using the fact that Ye+(x) = Y+(νx)/ν, we obtain

Ye+(x)− Y+(x) = −(1− ν)2((1 + ν)2 − λ2)

2νλ
x2 + o(x2) .

The order-two term in the above expansion is negative for allowed values of the parameters
ν and λ. Therefore, we get Ye+ ≤ Y+ in a neighbourhood of x = 0, with equality at x = 0
only : Ye+(0) = Y+(0) = 0. Furthermore, this inequality extends globally to the set
Ω̃ν,λ = {x : W̃ (x) ≥ 0} ; otherwise, either there would exist some (x, y), with x ∈ Ω̃ν,λ
and |y| > 1 such that H(x, y) = H(y, x) = 0, which is impossible from the analysis
subsequent to Equation (3.1) in Section 3 of [CCGPGL09], or there would be an equality
Ye + (x) = Y+(x) = 0 at some x ∈ [−1, 1] \ {0}, which is again impossible. Indeed, the
only candidate for such a zero of Y+ is x = x∗, which exists if ν2 + λ2 6= 1, and reads (see
subsection 5.4 of [CCGPGL09]) :

x∗ =
−2νλ

ν2 + λ2 − 1
.

But then, it is easy to check that Ye+(x∗) = Y+(νx∗)/ν 6= 0, from the expression of y±
written in subsection 5.4 of [CCGPGL09]. �

We now have the main statement :

Theorem 3.3.7 The ergosurface always has a connected component, diffeomorphic to
R×S1×S2, lying beyond all Killing horizons, and an “outer part", lying above the event
horizon, such that :

– For (ν, λ) ∈ U such that ν + λ < 1, the outer ergosurface is diffeomorphic to R ×
S1 × S2.

– For (ν, λ) ∈ U such that ν + λ > 1, the outer ergosurface is diffeomorphic to R ×
(S3 ∪ S3), that is to say the space cross-sections have the topology of two disjoints
copies of a 3-sphere.

2. Recall from the proof of proposition 3.3.5 the inequality yh < ye−(x = ±1) which rules out the
possibility ye−(x = ±1) < yc.
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– In the limiting case ν + λ = 1, the outer ergosurface is a “pinched” R× S1 × S2.

Proof: From the previous results in this section, in particular from Proposition 3.3.6,
the inner part of the ergosurface is defined for all allowed values of the parameters, lies
under the Killing horizon {y = yc}, “under” the singular set, and meets the latter only at
(x, Y ) = (0, 0). In particular, it is smooth, connected, reaches the axis of rotation x = ±1
related to the coordinate ϕ, and is therefore diffeomorphic to R× S1 × S2.

For the outer part, we study its intersection with the set {y = −1}. To do so, recall
the formula :

H(−1, x) = (1 + ν − λ)
(
ν(1 + λ− ν)x2 + 1− ν − λ

)
.

In particular, we have H(−1,±1) = (1 − ν)(1 + ν − λ)2 > 0. Since H(yh,±1) < 0, we
obtain that ye−(±1) are both in (yh,−1).

Then, the roots x of H(−1, x) = 0 exist if and only if ν + λ ≥ 1, and read

x ∈
{
±
√

ν + λ− 1

ν(1 + λ− ν)

}
.

Those values of the roots are in (−1, 1) for all allowed values of ν and λ such that ν+λ ≥ 1,
as shown in the proof of Lemma 3.3 in Section 3 of [CCGPGL09].

From this, we conclude that if ν + λ < 1, the whole graph of ye− forms a connected
set in the spacetime, above the event horizon, and since it is smooth and defined for all
allowed values of the parameter x, it is again diffeomorphic to R× S1 × S2.

If ν+λ > 1, the intersection of the graph of ye− with the spacetime has two connected

components, {ye−(x) : x ∈ [−1,−
√

ν+λ−1
ν(1+λ−ν) ]} and {ye−(x) : x ∈ [

√
ν+λ−1

ν(1+λ−ν) , 1]}.
Therefore, after taking into account the rotations along the coordinates ϕ and ψ, we
obtain that the part of the outer ergosurface which lies in the spacetime is diffeomorphic
to R× (S3 ∪ S3) (the product of the real line with two disjoint 3-spheres). In particular,
it has two connected components.

In the limiting case ν + λ = 1, the graph of ye− intersects the set {y = −1} exactly
once, at x = 0. Otherwise, it is located in the spacetime. The ergosurface in this case is
therefore diffeomorphic to a “pinched" R× S1 × S2. �
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Chapitre 4

Problème de recollement pour les
données initiales de Kerr-de Sitter

Ce chapitre est consacré à la construction de données initiales satisfaisant les équations
des contraintes du vide avec constante cosmologique strictement positive, coïncidant avec
les données initiales des espaces-temps de Kerr-Kottler-de Sitter dans la région asympto-
tique, mais pas globalement.
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4.1 Introduction

Dans cette partie, on étudie les équations des contraintes de la relativité générale, pour
lesquelles on cherche à construire des familles de solutions. L’intérêt de cette construction,
par l’intermédiaire de la formulation de Cauchy de la relativité générale et par les résultats
de Choquet-Bruhat ([FB52, CBG69], également décrits dans [BI04]), est qu’elle revient à
construire des familles d’espaces-temps solutions des équations d’Einstein. L’objet central
de cette étude est l’opérateur Φ des contraintes, défini comme un opérateur géométrique
d’une variété lisse M :

Φ : Γ(Met × S2T ∗M) −→ Γ(R× T ∗M) , (4.1)

avec

Φ(g, k) :=

(
R(g)− 2Λ− |k|2g + (trg k)

2

2 (divg k − d(trg k))

)
.

Ici, Met désigne l’espace des métriques riemanniennes sur M , alors que S2T ∗M est le fibré
des (0, 2)-formes bilinéaires symétriques.

On s’intéressera ici plus précisément au cas où la constante cosmologique Λ est stricte-
ment positive. Au-delà de son intérêt mathématique, ce cas est particulièrement pertinent
pour les cosmologistes, puisque des observations récentes suggèrent fortement que l’espace-
temps modélisant l’Univers rentre dans ce cadre (voir par exemple [PAG+99]) .

Soit (M, g, k) un triplet formé d’une variété lisseM de dimension n ≥ 3, d’une métrique
riemannienne g sur M et d’un (0,2)-tenseur symétrique sur M . On dit que (M, g, k) est
un triplet de données initiales s’il satisfait à l’équation des contraintes

Φ(g, k) = 0 .

On dit aussi que (g, k) est un couple de données initiales dans ce cas.

La méthode générale de construction de données initiales, dite méthode de recollement,
que l’on utilise dans ce travail a été initiée en 2000 par Corvino ([Cor00]). Cette méthode
s’appuie sur le caractère « sous-déterminé » des équations d’Einstein : en effet, il est pos-
sible de produire de grandes familles de solutions aux équations des contraintes, coïncidant
exactement avec les données initiales d’espaces-temps « modèles » en dehors d’un com-
pact, mais pourtant différentes globalement des données induites par ces espaces-temps
de référence.

À l’aide de la formulation de Cauchy de la relativité générale, on obtient ainsi des
familles d’espaces-temps, coïncidant avec des espace-temps « modèles » en dehors du do-
maine de dépendance d’un compact, mais étant différents de ces espaces-temps de réfé-
rence.

Ainsi, Corvino construit, dans le cas statique, des métriques riemanniennes asympto-
tiquement plates à courbure scalaire nulle, coïncidant avec une donnée initiale de Schwar-
schild en dehors d’un compact, mais non-triviales. Plus tard, Corvino et Schoen d’une
part dans [CS06] et Chruściel et Delay d’autre part dans [CD03], généralisent le procédé
au cas non-statique et construisent des familles de données initiales asymptotiquement
plates, solutions des équations des contraintes du vide, coïncidant exactement avec les
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données initiales d’espaces-temps de Kerr en dehors d’un compact, et ne coïncidant pas
nécessairement de manière globale avec des données initiales de Kerr.

Le procédé, de recollement, pour construire ces familles est le suivant : on part de
données initiales solutions des équations des contraintes et asymptotes à des données
initiales de référence, puis on les perturbe, en imposant que les équations des contraintes
soient toujours satisfaites à l’issu de la perturbation.

Les cas à constante cosmologique non-nulle ont été traités récemment en reprenant
cette méthode, par Chruściel et Delay dans le cas Λ < 0 ([CD09]) et par Chruściel et
Pollack dans le cas Λ > 0 ([CP08]). Dans ce dernier cas, ils ont effectué ce procédé
de recollement dans le cas statique, pour des métriques asymptotes à une donnée ini-
tiale de Kottler-Schwarzschild-de Sitter (KSdS). Par la suite, Chruściel, Pacard et Pollack
ont étendu ce résultat dans [CPP09] pour des métriques génériques à courbure scalaire
constante strictement positive.

Le présent travail se propose de généraliser au cas non-statique dans le cas Λ > 0.
Le point de départ est un couple de données initiales (g, k) solution des équations des
contraintes et asymptote à des données initiales de KSdS. La première étape consiste
alors à considérer une interpolation de (g, k) avec un élément d’une famille de données
initiales d’espaces-temps de référence, à l’aide d’une fonction « cut-off ». On veut ensuite
corriger les nouvelles données initiales obtenues par une perturbation afin de retrouver des
données solutions des équations de contrainte. On est donc amené à étudier la linéarisation
DΦ(g0,k0) de l’opérateur des contraintes évalué en les données initiales (g0, k0) d’un espace-
temps de KSdS. En particulier, on s’intéresse à son co-noyau, que l’on note K0, et qui
s’avère être non-trivial et de dimension finie dans les deux cas. Le présent travail est
organisé de la manière suivante :

Après un rappel des propriétés de l’opérateur des contraintes à la section 4.2, et notam-
ment l’étude de la dimension du co-noyau de son linéarisé évalué en des données KSdS, la
section 4.3 revient sur les propriétés des espaces-temps de Kerr-Kottler-de Sitter (KKdS),
en particulier de leurs données initiales (les données initiales de KSdS ont été décrites
dans [CP08]).

La section 4.4 est consacrée à la construction d’une solution au problème de pertur-
bation projeté sur un supplémentaire du co-noyau.

La section 4.5, à l’aide des expressions des charges globales, va permettre de réaliser
l’ajustement nécessaire sur les paramètres pour obtenir la résolution complète du pro-
blème, répondant ainsi au Théorème 4.4.1, énoncé dans la section 4.5. Comme pour les
problèmes de recollement déjà effectués ([Cor00], [CD03], [CS06], [CP08]), le point-clef
consiste à utiliser une famille de données initiales de références paramétrée par autant de
variables indépendantes qu’il y a de dimensions du co-noyau.

Dans [CP08] pour le cas statique, le co-noyau (du linéarisé de la courbure scalaire en
une métrique KSdS) est de dimension 1 et la famille de métriques de références choisie est
celle des métriques de KSdS, paramétrée par la massem. Ici, en raison de la dimension plus
élevée du co-noyau K0 du linéarisé de l’opérateur des contraintes évalué en des données
initiales KSdS, on ne peut pas espérer pouvoir effectuer un recollement de données initiales
(g, k) asymptotiquement KSdS de paramètre m0 avec des données initiales exactement
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KSdS de paramètre m. On a en effet besoin d’une famille de données initiales, servant
de modèles pour le recollement, paramétrée par autant de paramètres indépendants qu’il
y a de dimensions dans le co-noyau. Celui-ci étant de dimension 4 (cf. section 4.2), un
candidat potentiel pour cette famille est la famille des données initiales des espaces-temps
de KKdS, de paramètres m et ~a = (a1, a2, a3).

4.2 Étude de l’opérateur des contraintes

On considère les équations des contraintes du vide, avec constante cosmologique Λ :

Φ(g, k) :=

(
R(g)− 2Λ− |k|2g + (trg k)

2

∇i(k
ij − (trg k)g

ij)

)
= 0 , (4.2)

portant sur g, métrique riemannienne sur une variétéM de dimension n, et k, (0,2)-tenseur
symétrique sur M . Ces équations s’obtiennent à partir des équations de Gauss-Codazzi-
Mainardi (voir [BI04]) que doivent satisfaire les quantités induites (première et seconde
formes fondamentales) sur une hypersurface de genre espace d’un espace-temps (M, ḡ)
satisfaisant les équations d’Einstein du vide (avec constante cosmologique Λ) Ric(ḡ) =
2Λ
n−1

ḡ.

On va s’intéresser dans la suite au linéarisé de cet opérateur des contraintes évalué en
un couple (g0, k0), DΦ(g0,k0), en particulier à DΦ∗

(g0,k0)
, son adjoint formel par rapport à

g0, qui s’écrit :

DΦ∗
(g0,k0)(f, Z) =

(
L∗
g0
(f)− 1

2
∇p(k

pq
0 Zq)g0 +

1
2
∇p(Z

pk0)
−1

2
LZg0 + (divg0 Z)g0 − 2fk0 + 2f(trg0 k0)g0

)
, (4.3)

où L∗
g0

est l’adjoint du linéarisé de l’opérateur courbure scalaire R en g0 :

L∗
g0f = −(∆g0f)g0 +Hessg0f − fRicg0 ,

les arguments f et Z étant respectivement une fonction et un champ de vecteur sur M .
Les données initiales de Killing, ou KIDs (pour Killing Initial Data) de (g0, k0) sont par
définition les éléments du noyau de DΦ∗

(g0,k0)
.

On s’intéresse aux données initiales de l’espace-temps de Kottler-Schwarzschild-de Sit-
ter (KSdS).

La métrique d’espace-temps peut s’écrire

ḡ = −V (r)dt2 +
dr2

V (r)
+ r2h0 , (4.4)

où V (r) = f(r)2 = 1 − 2m
r

− r2 et où h0 est la métrique ronde canonique sur la sphère
unité S2.

Les données initiales induites sur l’hypersurface d’équation {t = 0} sont de la forme
(g0, 0) (espace-temps statique), ce qui entraîne que

DΦ∗
(g0,0)(f, Z) =

(
L∗
g0
f

−1
2
LZg0 + (divg0 Z)g0

)
. (4.5)
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On veut trouver l’espace des KIDs relativement aux données de KSdS, on doit donc
calculer le noyau de l’opérateur ci-dessus.

Pour cela, il faut d’une part trouver l’espace des fonctions f sur M telles que L∗
g0
f = 0 :

cet espace est de dimension 1 pour le cas où l’espace-temps KSdS est non-trivial (avec
masse non-nulle), voir le Lemme 3.3 p 647 de [CP08] pour une preuve de ce résultat.
D’autre part, on cherche les champs de vecteurs Z tangents à M tels que −1

2
LZg0 +

(divg0 Z)g0 = 0. On montre que les solutions de cette dernière équation sont exactement
les champs de Killing pour g. En effet, rappelons que si Z est un champ de Killing, on a

(LZg0)ij = (∇iZ)j + (∇jZ)i = 0 ,

ce qui entraîne que Z est à divergence nulle en prenant la trace par rapport à g et donc
que Z annule la deuxième ligne de l’équation (4.5). Réciproquement, si Z satisfait cette
condition, alors en prenant la trace par rapport à g de la deuxième ligne, on obtient que
2 divg0 Z = 0 et finalement que LZg0 = 0, c’est-à-dire que Z est de Killing. Au vu de la
métrique ḡ, les champs de Killing de g0 forment un espace de dimension 3 (la dimension
du groupe des isométries de la sphère S2), on en déduit que la dimension de l’espace des
KIDs est

dimkerDΦ∗
(g0,0)

= 4 . (4.6)

Dans la suite, on note K0 := kerDΦ∗
(g0,0)

. On peut écrire

K0 = Vect (V0, V1, V2, V3) ,

avec V0 = (f, 0), Vi = (0, Zi), où f(r) =
√
V (r) et où Zi = xj ∂

∂xk
− xk ∂

∂xj
, pour (i, j, k)

réalisant une permutation circulaire de (1, 2, 3).

Dans la suite, on aimerait donc trouver une famille d’espaces-temps, à 4 paramètres,
dans laquelle un représentant pourrait être choisi pour un recollement avec des données
initiales solution des équations des contraintes et asymptotiquement Delaunay (i.e. asymp-
tote à une tranche espace d’un espace-temps de KSdS). Un candidat naturel pour cette
famille est la famille des espaces-temps de Kerr-Kottler-de Sitter (KKdS).

4.3 Espaces-temps de Kerr-Kottler-de Sitter

4.3.1 Métrique et extension analytique

Les espaces-temps de Kerr-Kottler-de Sitter (KKdS) forment une famille à deux para-
mètres m et a de solutions des équations d’Einstein du vide avec constante cosmologique
strictement positive (ici fixée égale à 3). Dans les coordonnées de Boyer-Lindquist (r, θ, ϕ),
on a l’écriture de ces métriques :

ḡm,a = ρ2
(
dr2

∆r
+
dθ2

∆θ

)
+ sin2 θ

∆θ

ρ2

(
adt− (r2 + a2)dϕ

1 + Λa2/3

)2

(4.7)

−∆r

ρ2

(
dt− a sin2 θdϕ

1 + Λa2/3

)2

,
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avec

∆r = (r2 + a2)(1− Λr2

3
)− 2mr , ∆θ = 1 +

Λ

3
a2 cos2 θ , ρ2 = r2 + a2 cos2 θ .

Dans la suite, on prend des valeurs des paramètres m > 0 et a suffisamment petites telles
que ∆r a 4 racines réelles distinctes, que l’on note

r1 < r2 < r3 < r4 .

Les coordonnées θ et ϕ ci-dessus sont les coordonnées usuelles sur la sphère unité, alors
que r est à valeurs dans l’intervalle (r3, r4), sur lequel ∆r > 0. Dans cette plage de valeurs
de r, la métrique ḡm,a est une métrique lorentzienne, analytique, solution des équations
d’Einstein du vide avec constante cosmologique Λ > 0. L’écriture de la métrique dans les
coordonnées (t, r, θ, ϕ) donne lieu à une singularité apparente en r = r3 et en r = r4. Il
est cependant possible de construire une extension analytique de cette solution à travers
les horizons {r = r3} (horizon des événements d’un trou noir) et {r = r4} (horizon
cosmologique). La construction, déjà discutée sommairement dans [GH77], est la suivante :
on définit une nouvelle coordonnée u et une nouvelle coordonnée ϕ̂ par :

du = dt+
λ

r − r3
dr , dϕ̂ = dϕ− µdt ,

où λ et µ sont des constantes à déterminer. En examinant maintenant les coefficients de
la métrique ḡm,a dans les coordonnées (u, r, θ, ϕ̂), le coefficient ḡrr en particulier devient :

ḡrr = − ∆r

A2ρ2
λ2

(r − r3)2
(1− aµ sin2 θ)2 +

ρ2

∆r
(4.8)

+ sin2 θ
∆θ

A2ρ2
λ2

(r − r3)2
(a− µ(r2 + a2))2 ,

où l’on a introduit A := 1 + Λ
3
a2 pour simplifier l’écriture. La première ligne de (4.8)

admet a priori un pôle d’ordre 1 en r = r3, alors que la deuxième ligne y admet a priori
un pôle d’ordre 2. Mais en choisissant

µ =
a

r23 + a2
, (4.9)

il n’y a plus de partie singulière en r = r3 à la deuxième ligne de (4.8). Quant à l’annulation
de la partie singulière de la première ligne en r = r3, elle requiert le choix de λ satisfaisant
à :

λ2 =
9

Λ2

A2(r23 + a2)2

(r4 − r3)2(r3 − r2)2(r3 − r1)2
. (4.10)

On peut vérifier que ces valeurs conviennent également pour assurer que les autres co-
efficients de la métrique ḡ dans les coordonnées (u, r, θ, ϕ̂) sont bornés au voisinage de
{r = r3}, et c’est ainsi que l’on peut étendre analytiquement ḡ en un espace-temps solution
des équations d’Einstein avec constante cosmologique Λ > 0 sur la région {r2 < r < r4}.
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On peut voir cette région comme l’union des deux régions I et II sur le diagramme de la
Figure 4.1.

On peut faire de même en introduisant une nouvelle coordonnée v par :

dv = dt− λ

r − r3
dr ,

où λ > 0 est donné par la formule (4.10) ; les coefficients de la métrique sont alors à
nouveau bornés en r = r3 lorsque qu’exprimés dans les coordonnées (v, r, θ, ϕ̂) et ḡ s’étend
analytiquement à travers l’horizon {r = r3} comme dans le cas précédent (régions I et
III de la Figure 4.1).

Il serait tentant de se placer maintenant dans les coordonnées (u, v, θ, ϕ̂) pour recouvrir
les deux extensions précédentes, mais la métrique ḡ devient dégénérée en {r = r3} dans
ces coordonnées. Un moyen classique ([Kru60, Car68, HE73]) de contourner cette difficulté
est d’introduire les coordonnées exponentielles en posant :

û := ecu , v̂ := −e−cv ,

avec c une constante à choisir ultérieurement. Dans les coordonnées (û, v̂, θ, ϕ̂), les coeffi-
cients de la métrique peuvent s’écrire

ḡûû =
ḡuu
c2û2

=
ḡuuv̂

2

c2û2v̂2
, ḡûv̂ =

ḡuv
c2ûv̂

, ḡûϕ̂ =
ḡuϕ̂v̂

cûv̂
,

et ainsi de suite. Or, on remarque d’une part l’égalité ûv̂ = −ec(u−v) = −e2cλ ln(r−r3) et
d’autre part que les coefficients ḡuu = ḡvv s’annulent à l’ordre 2 en r = r3, tandis que les
coefficients ḡuv, ḡuϕ̂ et ḡvϕ̂ s’y annulent à l’ordre 1 vu les choix précédents de λ et de µ.
En prenant

c =
1

2λ
, (4.11)

on s’assure donc que les coefficients de ḡ dans les coordonnées (û, v̂, θ, ϕ̂) sont bornés et
lisses en r = r3. De plus, r est fonction de û et v̂ par la relation

ûv̂ = −(r − r3) ,

et ḡ, initialement définie dans la région {û > 0 , v̂ < 0 , r3 < r < r4}, s’étend analyti-
quement dans la région {û ∈ R , v̂ ∈ R , r2 < r < r4} (en particulier à travers l’horizon
de bifurcation {ûv̂ = 0}) en une solution des équations d’Einstein avec constante cosmo-
logique Λ > 0. Sur le diagramme de la Figure 4.1, cette extension correspond à l’union
des quatre régions numérotées de I à IV .

On peut reproduire le procédé pour étendre à travers l’horizon {r = r4}, dit cosmolo-
gique (voir [GH77]) , la différence venant des valeurs des constantes à choisir

µ̃ =
a

r24 + a2
,

et

λ̃2 =
9

Λ2

A2(r24 + a2)2

(r4 − r3)2(r4 − r2)2(r4 − r1)2
,
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au lieu de (4.9) et de (4.10) respectivement.
On peut encore procéder de la même manière pour construire des extensions analy-

tiques à travers les horizons {r = r2} (horizon des événements « intérieur » du trou noir,
également horizon de Cauchy) et à travers {r = r1} (horizon cosmologique « intérieur »).

En itérant l’opération, on construit ainsi une extension analytique maximale (M̂m,a, ĝm,a)
de ḡm,a, dont on peut visualiser les liens de causalité entre les différentes régions à l’aide
du diagramme de Carter-Penrose (voir Figure 4.1).

Figure 4.1 – Diagramme de Carter-Penrose de l’espace-temps de Kerr-Kottler-de Sitter
illustrant les relations causales entre les différentes régions de l’extension analytique.
Les segments en pointillés verticaux représentent l’emplacement de la singularité {r =
0, θ = π/2}.

4.3.2 Données initiales induites

Il apparaît à la lecture du diagramme ci-dessus que les données initiales sur la tranche
Σ := {t = 0} (ou plus précisément son extension), à savoir la métrique induite g̊m,a et
la seconde forme fondamentale k̊m,a, sont périodiques ; on verra dans la suite qu’il existe
effectivement une coordonnée y décrivant R telle que r est une fonction lisse périodique
de y à valeurs dans [r3, r4].

Dans la suite, on ne considère que le cas Λ = 3, le cas général Λ > 0 pouvant s’en
déduire par un changement d’échelle.

Pour calculer les coefficients de k̊m,a, on commence par calculer les coordonnées du
vecteur normal ν à Σ : on a d’abord ν = νt∂t + νϕ∂ϕ (par les conditions ḡ(ν, ∂r) =
ḡ(ν, ∂θ) = 0).

La condition ḡ(ν, ∂ϕ) = 0 entraîne qu’il existe une fonction λ telle que νt = λḡϕϕ et
νϕ = −λḡtϕ.
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Enfin, la condition ḡ(ν, ν) = −1 donne la valeur (au signe près) de λ et détermine ainsi
complètement ν, par la formule :

λ2 = − 1

ḡϕϕ det
(
ḡ(t,ϕ)

) ,

où ḡ(t,ϕ) est la métrique restreinte aux seules coordonnées t et ϕ. On trouve en particulier

det
(
ḡ(t,ϕ)

)
= −∆r∆θ sin

2 θ

(1 + a2)4
.

À l’aide ensuite de la formule k j
i = (Diν)

j , on trouve les coefficients de la seconde forme
k = k̊m,a en calculant l’expression

kiϕ = −1

2

(
νt∂iḡtϕ + νϕ∂iḡϕϕ

)

pour i = r, θ, ϕ. En particulier, kϕϕ = 0, de même que tous les coefficients de k à
l’exception de krϕ et kθϕ. On donne ici l’expression de krϕ qui sera utile plus tard :

krϕ =
sin3 θam

√
∆θ (a

2(a2 − r2) cos2 θ − r2a2 − 3r4)

ρ3(1 + a2)
√
∆r

√
∆θ(r2 + a2)2 −∆ra2 sin

2 θ
. (4.12)

On souhaite maintenant mettre en évidence la périodicité des données initiales de ces
espaces-temps. Dans le cas KSdS, Chruściel et Pollack ont montré dans [CP08] que la
donnée initiale

bm =
dr2

V (r)
+ r2gS2

est égale à une métrique de Delaunay

g̊ε = u4ε(y)
(
dy2 + gS2

)
, (4.13)

où y est à valeurs sur R et où uε est solution strictement positive de

u′′ − 1

4
u+

3

4
u5 = 0 , u(0) = ε = min u ,

ε appartenant à l’intervalle (0, ε̄), où ε̄ =
(
1
3

)1/4
. Les solutions positives de cette équa-

tion ont été étudiées par Schoen dans [Sch89] et par Mazzeo, Pollack et Uhlenbeck dans
[MPU96]. Il en ressort qu’elles sont périodiques, de période dépendant de ε.

Le changement de coordonnées de r à y est le suivant :

dy

dr
=

1√
r2 − 2mr − r4

=
1

r
√
V (r)

, (4.14)

ce qui définit bien y comme fonction (intégrale elliptique) de r sur tout intervalle où V est
strictement positive, en particulier sur (rb, rc), où rb et rc sont les deux racines strictement
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positives du polynône rV (r) = r − 2m − r3. D’autre part, r s’exprime en fonction de uε
comme r = u2ε, ce qui en fait bien une fonction de y définie sur R, lisse, périodique et
paire, la période T (ε) s’obtenant alors par

T (ε) = 2

∫ rc

r=rb

dr

r
√
V (r)

.

Les paramètres ε et m sont reliés par ε2 = rb(m).
Maintenant si l’on a une autre donnée initiale de KSdS, de masse m′, alors on peut

également la caractériser par ε′ =
√
rb(m′), l’écrire dans les coordonnées (y, θ, ϕ) comme

u4ε′(y−y0)(dy2+gS2) et obtenir la coordonnée r′ en utilisant l’analogue de la formule (4.14)
ci-dessus, en rajoutant un « ′ » aux quantités r et m.

On va maintenant s’inspirer de ces résultats obtenus pour KSdS pour trouver des
coordonnées dans lesquelles on peut faire apparaître la périodicité des données initiales
des espaces-temps de KKdS. La métrique induite sur {t = 0} étant g̊m,a avec

g̊m,a = ρ2
(
dr2

∆r
+
dθ2

∆θ

)
+

sin2 θ

ρ2(1 + a2)2
[
∆θ(r

2 + a2)2 −∆ra
2 sin2 θ

]
dϕ2 ,

on pose
dy

dr
=

1√
∆r

, ρ2 =: u4a(y, θ) . (4.15)

Ce changement de variables permet de définir cette fois y comme fonction lisse de r
sur l’intervalle (r3, r4) où ∆r > 0. En rajoutant le choix de l’origine r(y = 0) = r3,
on a également r fonction (elliptique) 1 de y, qui se prolonge donc par parité, puis par
périodicité en une fonction définie sur R et qui est lisse car la quantité dy

dr
diverge quand

r tend vers les racines r3 ou r4 de ∆r, ou de manière équivalente, la quantité dr
dy

tend vers
0 quand y tend vers y(r3)(= 0) ou y(r4).

Ainsi, la métrique g̊m,a peut se réécrire dans les coordonnées (y, θ, ϕ) comme

g̊m,a = u4a(y, θ)

(
dy2 +

dθ2

∆θ

)
+

sin2 θ

ρ2(1 + a2)2
[
∆θ(r

2 + a2)2 −∆ra
2 sin2 θ

]
dϕ2 , (4.16)

et donc en une métrique périodique en y de période T (m, a) donnée par l’intégrale

T (m, a) = 2

∫ r4

r3

dr√
∆r

. (4.17)

Le même changement de variable permet également d’obtenir la seconde forme k̊m,a comme
étant périodique de même période en la coordonnée y.

Pour des données initiales différentes (̊gm′,a′ , k̊m′,a′), le même procédé permet à nouveau
d’exprimer celles-ci comme étant périodiques en y, de période T (m′, a′) calculée à l’aide
de la formule (4.17) où l’on aura pris soin de remplacer m et a par m′ et a′.

La formule (4.17) montre par ailleurs que T est fonction continue des paramètres m
et a (sur le domaine des paramètres admissibles).

1. L’auteur souhaite remercier Jacques Lafontaine pour une discussion sur les fonctions et intégrales
elliptiques
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4.4 Construction des données perturbées

L’objectif de cette section et de la suivante est de démontrer le théorème :

Théorème 4.4.1 Soient (g, k) ∈ Γ(Met × S2T ∗M un couple de données initiales formé
d’une métrique riemannienne et d’un (0, 2)-tenseur symétrique sur une variété lisse M
de dimension 3, et solution des équations des contraintes Φ(g, k) = 0. On suppose que
M contient une région de la forme M∞ = [R0,∞) × S2, sur laquelle les données (g, k)
sont asymptotes, ainsi que leurs dérivées jusqu’à l’ordre 4, aux données initiales (g0, k0) =
(bm0 , 0) d’un espace-temps KSdS de paramètres m0. Alors il existe un nombre m > 0,
un vecteur ~a de R3 et un couple de données initiales (g̃, k̃) solution de Φ(g̃, k̃) = 0, qui
est distinct de (g, k) seulement sur le complémentaire d’un compact de M∞ d’une part
et qui coïncide avec les données initiales (̊gm,~a, k̊m,~a) d’un espace-temps de KKdS sur le
complémentaire d’un compact dans M∞ d’autre part.

Dans cette section, on commence d’abord par projeter le problème sur un supplémen-
taire orthogonal du co-noyau K0 du linéarisé de l’opérateur des contraintes DΦ(g0,0).

Soient (g, k) vérifiant les hypothèses du théorème ci-dessus. On pourra supposer sans
perte de généralité dans toute la suite que R0 = 0.

Dans les coordonnées (y, θ, ϕ) décrites à la section précédente, T = T (m0) est la
période de g0 suivant la coordonnée y.

Pour (m,~a) ∈ R
4 et pour i ∈ N, σ ∈ [0, T ), on commence par faire une interpolation

entre (g, k) et (̊gm,~a, k̊m,~a) dans la région Ωi,σ où

Ωi,σ = (iT + σ + δ, (i+ 1)T + σ − δ)× S
2 ,

où δ est une constante, δ ∈ (0, T/3). Ωi,σ est donc une région correspondant au produit
d’un intervalle de longueur T − 2δ avec S2. Le fait d’avoir introduit cette constante δ > 0
permet de s’assurer que la fonction f(r) =

√
V (r) reste strictement positive sur Ω, ce qui

nous sera utile à la section 4.5.
L’interpolation sur cette région s’écrit :

gm,~a,i,σ := (1− χi,σ)g + χi,σg̊m,~a , (4.18)

km,~a,i,σ := (1− χi,σ)k + χi,σk̊m,~a .

Elle est illustrée à la Figure 4.2. Ici, les fonctions χi,σ sont des cut-off à support compact
dans (iT + σ + δ, (i + 1)T + σ − δ). Plus précisément, toutes ces fonctions cut-off sont
définies à partir d’une seule, dont on translate le support, c’est-à-dire qu’on prend χi,σ(y) =
χ(y− iT − σ), où χ est une fonction lisse, à valeurs dans [0, 1], nulle sur [0, T/3] et valant
1 sur [2T/3, T ]. On va ainsi pouvoir rendre l’image Φ(g′, k′) de (g′, k′) par l’opérateur des
contraintes arbitrairement petite sur les données interpolées g′ = gm,~a,i,σ et k′ = km,~a,i,σ,
cela en prenant i assez grand puis en ajustant les paramètres m,~a, σ. Le problème est que
la zone de recollement n’est pas fixe et dépend de i, ce qui empêche une utilisation directe
du Théorème 5.9 de [CD03], où la zone de recollement (compacte à bord) et la fonction
définissante doivent être fixées.
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Figure 4.2 – Principe de recollement.
On part de la courbe (M, g, k) asymptote à la ligne horizontale pleine représentant les
données initiales (Mm0 , g̊m0, 0) et on recolle avec les données initiales de (Mm,a, g̊m,a, k̊m,a)
(ligne horizontale en pointillés) pour obtenir (M ′, g′, k′), la zone de recollement se situant
entre les deux segments pointillés verticaux.

On peut contourner cette difficulté en définissant les données obtenues par translation
à partir de (g, k),

gi,σ(y, θ, ϕ) := g(y + iT + σ, θ, ϕ) ; ki,σ(y, θ, ϕ) := k(y + iT + σ, θ, ϕ) .

On définit de même g̊m,~a,i,σ et k̊m,~a,i,σ à partir de g̊m,~a et de k̊m,~a respectivement. On fait
le choix

σ := σ(i, T, T ′) := iT ′ mod T ∈ [0, T ) ,

de sorte que les métriques g̊m,~a,i,σ et g0, périodiques de périodes respectives T et T ′, soient
« en phase » en y = 0 (voir Figure 4.3).
On a alors les expressions (4.16) et (4.13) respectivement pour ces deux métriques sur
Ω := Ω0,0 = (δ, T − δ) × S2. Ainsi, avec cette condition sur σ, les données initiales
(̊gm,~a,i,σ, k̊m,~a,i,σ) ne dépendent pas de i et valent (̊gm,~a, k̊m,~a) sur Ω.

On remplace ensuite gm,~a,i,σ(y) par gm,~a,i,σ(y + iT + σ) et km,~a,i,σ(y) par km,~a,i,σ(y +
iT + σ).

La valeur imposée ci-dessus pour σ fait que σ dépend en fait de i,m,~a. On adopte
alors les définitions suivantes :

g′ := gm,~a,i := (1− χ)gi,σ + χg̊m,~a , (4.19)

k′ := km,~a,i := (1− χ)ki,σ + χ̊km,~a .

Ainsi, la zone de recollement, de même que le cut-off, est à support compact dans Ω. De
plus, Ω est une variété lisse et compacte à bord ∂Ω = ({δ}×S2)∪ ({T − δ}×S2). On fixe
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Figure 4.3 – Illustration de la définition de σ = σ(i, T, T ′).
La ligne brisée en gras représente les données de référence (g0, 0), de période T en la
variable y, alors que la ligne brisée en trait fin représente les données (̊gm,~a, k̊m,~a), de
période T ′.

une fonction x définissante du bord, par exemple

x(y) :=
T − 2δ

2π
sin

(
2π

T − 2δ
(y − δ)

)
.

Le Théorème 5.9 de [CD03] nous permet alors, pour des valeurs fixées de i,m,~a, de
trouver une déformation du couple (g′, k′) ci-dessus, de la forme (g′+δg, k′+δk) et solution
du problème projeté,

ΠK⊥g′

0
e−2s/xΦ(g′ + δg, k′ + δk) = 0 , (4.20)

où s est une constante strictement positive. Plus précisément, on a le résultat :

Proposition 4.4.2 Il existe des constantes i0 ∈ N et δ0 > 0 telles que, pour tout i ∈ N

et (m,~a) ∈ R4 vérifiant i ≥ i0 et ||(m −m0,~a)|| < δ0, il existe un couple (δg, δk) proche
de zéro et solution de (4.20).

Pour un tel triplet (i,m,~a), on note désormais (g̃i,m,~a, k̃i,m,~a), ou plus simplement (g̃, k̃)
la solution du problème projeté ainsi obtenue, c’est-à-dire (g̃, k̃) = (g′ + δg, k′ + δk).

4.5 Résolution de l’équation des contraintes

4.5.1 Projection sur le noyau K0

Nous avons vu à la section 4.4 comment construire un couple (g̃, k̃), coïncidant avec
les données initiales de départ (g, k) en dehors d’une région asymptotique, coïncidant
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avec des données initiales de Kerr-Kottler-de Sitter (̊gm,~a, k̊m,~a) dans cette région asymp-
totique, avec une zone intermédiaire où l’on a réalisé une perturbation de l’interpola-
tion initiale (g′, k′) de sorte que les données perturbées (g̃, k̃) vérifient en tout point
ΠK⊥g′

0
e−2s/xΦ(g̃, k̃) = 0.

Notons que si le noyau K0 était trivial, alors (g̃, k̃) serait bien un couple de données
initiales solution des équations de contrainte Φ(g̃, k̃) = 0 et on aurait le résultat voulu.
Or ici, le noyau K0 n’étant pas trivial, considérons les applications

Fi :
B((m0,~0), δ0) ⊂ R4 −→ R4

(m,~a) 7→
(∫

Ω
〈Φ(g̃, k̃), Vµ〉dµg0

)
µ=0...3

, (4.21)

qui sont les applications de projection L2
es/x

(g0) sur K0 de e−2s/xΦ(g̃, k̃).

Les applications Fi sont toutes bien définies pour i ≥ i0 sur la boule B((m0,~0), δ0) de
R4, où i0 ∈ N et δ0 > 0 ont été obtenus à la section 4.4.

On veut montrer l’existence, pour tout i assez grand, d’un couple (m,~a) proche de
(m0,~0) tel que Fi(m,~a) = 0 ; ceci nous donnera alors des données (g̃, k̃) dont la projection
sur K0 est nulle, ce qui, en combinant avec (4.20), nous permettra de conclure que Φ(g̃, k̃) =
0. On veut pour cela appliquer aux Fi le résultat suivant, qui est une application du
théorème de point fixe de Brouwer (voir [CD03], Lemme 3.18) :

Proposition 4.5.1 Soit G : U → V un homéomorphisme entre deux ouverts U et V de
Rd et {Gλ}λ∈R une famille d’applications continues U → Rd convergeant uniformément
vers G quand λ tend vers +∞. Alors pour tout y ∈ V , il existe λ0 tel que si λ ≥ λ0,
l’équation Gλ(x) = y admet une unique solution xλ.

La suite de cette section est consacrée au calcul des Fi, afin de pouvoir utiliser cette
proposition, i jouant le rôle du paramètre λ.

4.5.2 Calcul des charges globales

Rappelons d’abord comment on peut faire apparaître des charges globales, en sui-
vant les notations de [Mic10]. Si (g0, k0) est la donnée du « background » et (g1, k1) est
« proche » de (g0, k0), alors en notant e := (g1 − g0, k1 − k0) et en prenant V ∈ K0, on
peut écrire

∫

Ω

〈Φ(g1, k1), V 〉dµg0 −
∫

Ω

〈Φ(g0, k0), V 〉dµg0 =
∫

Ω

〈DΦ(g0,k0)(e), V 〉dµg0 +Q(V, e) ,

où Q(V, e) :=
∫
Ω
Q(e)V dµg0 et où Q(e) est obtenu comme

Q(e) = Φ(g1, k1)− Φ(g0, k0)−DΦ(g0, k0)(e) . (4.22)

Or, DΦ∗
(g0,k0)

étant l’adjoint formel L2 de DΦ(g0,k0), on a

〈DΦ(g0,k0)(e), V 〉 = 〈DΦ∗
(g0,k0)

V, e〉+ divU(V, e) , (4.23)
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et donc, comme Φ(g0, k0) = 0 et comme V ∈ K0, on a finalement
∫

Ω

〈Φ(g1, k1), V 〉dµg0 =
∮

∂Ω

U(V, e)(ν)dS +Q(V, e) , (4.24)

où ν est la normale sortante à ∂Ω et dS la mesure qui y est induite, le tout par rapport
à g0. La charge globale associée à V est le terme intégral sur le bord ∂Ω de Ω dans la
formule (4.24).

Pour V = (f, α) ∈ K0, on a la formule (voir [Mic10])

U(V, e) = f (div h− d(tr h))− ι∇fh + (tr h)df + 2 (ιαl − (tr l)α) . (4.25)

On remarque en particulier que cette dernière expression est linéaire en V = (f, α).

4.5.3 Calcul des charges dans le cas KKdS

Dans le cas présent, g0 = bm0 , k0 = 0 (données initiales de KSdS de masse m0),
Ω = (δ, T − δ) × S2. Prenons dans un premier temps g1 = g̊m,~a, k1 = k̊m,~a (données
initiales de KKdS de paramètres m,~a), on note h = g1 − g0, l = k1 − k0, c’est-à-dire
e = (h, l).

Pour V = V0 = (f, 0), on choisit de calculer U(V0, e) dans les coordonnées (r, θ, ϕ) où
g0 et g1 sont diagonales :

U(V0, e)(ν) = f 2 (grr0 ∂rhrr − ∂r (tr0 h)) + f
(
−f 2(∂rf)hrr + (tr0 h)∂rf

)
,

soit encore :

U(V0, e)(ν) = f 2
(
−∂r(f 2)hrr − ∂r

(
gθθ0 hθθ + gϕϕ0 hϕϕ

))
+ f

(
gθθ0 hθθ + gϕϕ0 hϕϕ

)
∂rf .

Or on trouve hrr =
2(m−m0)

rf4
+O(|(m−m0,~a)|2) et gθθ0 hθθ+ g

ϕϕ
0 hϕϕ = O(a2), de même que

sa dérivée par rapport à r.
On obtient donc

U(V0, e)(ν) =
−2∂r(f

2)

rf 2
(m−m0) +O(|(m−m0,~a)|2) . (4.26)

Pour que les calculs ci-dessus soient valides, on se place en r tel que f(r) 6= 0. En intégrant
sur la tranche {r} × S2, on obtient donc

∫

{r}×S2

U(V0, e)(ν)dS = −8πr∂r(f
2)

f 2
(m−m0) +O(|(m−m0,~a)|2) .

Ensuite, on se place dans les coordonnées sphériques choisies telles que ~a = a∂z. En
remarquant que V3 = (0, ∂ϕ), on a

U(V3, e)(ν) = 2fk̊rϕ ,
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où k̊ fait référence à k̊m,~a et donc d’après (4.12), on a

U(V3, e)(ν) = −6m0 sin
2 θ

r2
a+O(|(m−m0,~a)|2) , (4.27)

et donc ∫

{r}×S2

U(V3, e)(ν)dS = −16πm0a+O(|(m−m0,~a)|2) .

D’autre part, les éléments V1 = (0, X1) et V2 = (0, X2) de K0 s’écrivent, dans les coordon-
nées r, θ, φ :

X1 = − sinϕ∂θ − cot θ cosϕ∂ϕ ,

et
X2 = − cosϕ∂θ + cot θ sinϕ∂ϕ ,

ce qui va impliquer, à cause de l’intégration sur une période 2π en ϕ, que
∫

{r}×S2

U(Vi, e)(ν)dS = 0 ,

pour i = 1, 2.
Les calculs ci-dessus ont été effectués dans les coordonnées sphériques (r, θ, ϕ) relati-

vement aux coordonnées cartésiennes (x, y, z) (c’est-à-dire que θ mesure la colatitude, ϕ
le rayon...) et dans le cas où le paramètre ~a est aligné selon ∂z , ~a = a∂z.

En notant ~V = (V1, V2, V3), on a donc obtenu que
∫

{r}×S2

U(~V , e)(ν)dS = −16πm0~a+O(|(m−m0,~a)|2) .

Ceci étant vrai pour un choix arbitraire des coordonnées x, y, z, on a donc, pour tout
vecteur ~a de R3 de norme assez petite, le même résultat,

∫

{r}×S2

U(Vi, e)(ν)dS = −16πm0ai +O(|(m−m0,~a)|2)

pour tout i ∈ {1, 2, 3}.

4.5.4 Charges des données perturbées

Revenons maintenant à g1 = g̃, k1 = k̃ (dépendant de i,m,~a). Comme (g1, k1) coïncide
à tout ordre avec (̊gm,~a, k̊m,~a) en r = r(y = T − δ), on a toujours les mêmes valeurs que
ci-dessus pour les intégrales ∫

{r}×S2

U(Vµ, e)(ν)dS ,

pour µ ∈ {0, · · · , 3}. En particulier, cette expression ne dépend pas de i. D’autre part, on
sait aussi que (g1, k1) coïncide à tout ordre avec les données initiales de départ (gi, ki) en
r = r(y = δ), si bien que pour cette valeur de r, les intégrales

∫

{r}×S2

U(Vµ, e)(ν)dS
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ne dépendent pas de (m,~a) et convergent vers 0 quand le paramètre i tend vers +∞,
puisqu’alors (gi, ki) → (g0, 0).

Pour récapituler, on a

Fi(m,~a) = −8π

(
r2∂r(f

2)

f 2
(m−m0), 2m0~a

)
+O(|(m−m0,~a)|2)+o(1)+(Q(Vµ, e))µ=0...3 ,

(4.28)
où r = r(y = T − δ). Le terme o(1) ci-dessus ne dépend pas de (m,~a), donc converge bien
uniformément vers 0 quand i tend vers l’infini, alors que le terme O(|(m − m0,~a)|2) ne
dépend pas de i.

Il reste donc à évaluer les termes Q(V, e), pour V = Vµ, µ = 0 . . . 3. Plus exactement, on
souhaite montrer que ces fonctions convergent uniformément par rapport à (m,~a) quand
i→ +∞ et que la limite soit o(|(m−m0,~a)|).

Pour ce faire, on considère les données obtenues par interpolation à l’aide de la fonction
χ entre les données initiales (g0, 0) de la référence KSdS, et les données (̊gm,~a, k̊m,~a) de
KKdS ; on les écrit

(g′∞, k
′
∞) := (1− χ)(g0, 0) + χ(̊gm,~a, k̊m,~a) .

La notation avec les indices «∞ » indique que cette interpolation est limite quand i→ +∞
de l’interpolation (g′, k′) entre (gi, ki) et (̊gm,~a, k̊m,~a) donnée par la formule (4.19). Comme
réalisé précédemment dans la section 4.4, on peut également construire, pour chaque
(m,~a) ∈ B((m0,~0), δ0), un couple (δg0, δk0) tel que

ΠK⊥g′∞
0

e−2s/xΦ(g̃∞, k̃∞) = 0 ,

où g̃∞ = g′∞ + δg0, k̃∞ = k′∞ + δk0. Rappelons que ces quantités ne dépendent pas de i,
puisque σ a été choisi de sorte que les données (̊gm,~a,i,σ, k̊m,~a,i,σ) ne dépendent pas de i.

En considérant maintenant (4.24) avec (g1, k1) = (g̃∞, k̃∞). En notant e0 := (g̃∞ −
g0, k̃∞) et pour V ∈ K0, on a

∫

Ω

Φ(g̃∞, k̃∞)V dµg0 =

∮

∂Ω

U(V, e0)(ν)dS +Q(V, e0) .

De même que le calcul pour le couple (g̃, k̃) ci-dessus, on a

(∮

∂Ω

U(Vµ, e0)(ν)dS
)
µ=0...3

= −8π

(
r2∂r(f

2)

f 2
(m−m0), 2m0~a

)
+O(|(m−m0,~a)|2) ,

la dépendance en i ayant disparue. D’autre part, le reste Q(V, e0) ne dépendant pas de i,
on veut montrer qu’il est limite de Q(V, e) quand i→ +∞, la convergence étant uniforme
par rapport à (m,~a) ∈ B((m0,~0), δ0). Pour cela, remarquons que

e = e0 + (g̃ − g̃∞, k̃ − k̃∞) .

Il nous faut évaluer le deuxième terme du membre de droite de cette égalité et ensuite
conclure en écrivant :

Q(V, e) = Q(V, e0) +

∫

Ω

V [Q(e)−Q(e0)] dµg0 . (4.29)
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L’intérêt d’écrire cette décomposition est d’une part de faire apparaître le terme Q(V, e0)
qui ne dépend pas de i, et d’autre part, par définition de Q (voir (4.22)), et par régularité
de Φ, on peut écrire ponctuellement :

|Q(e)−Q(e0)| ≤ q|e− e0|
(
|e|+ |e0|

)

pour toute valeur du triplet (i,m,~a) satisfaisant i ≥ i0, |(m−m0,~a)| < δ0.
On calcule donc e− e0, ce qui nous donne

(g̃ − g̃∞, k̃ − k̃∞) = (δg, δk)− (δg0, δk0) + (1− χ)(gi − g0, ki) .

Par souci de lisibilité des formules, nous allons noter G1 le couple (g1, k1). On a donc, sous
ces nouvelles notations :

e− e0 = G̃− G̃∞ = δG− δG0 + (1− χ)(Gi −G0) .

En utilisant la propriété sur Q, on a ainsi

|Q(e)−Q(e0)| ≤ q0|δG− δG0 + (1− χ)(Gi −G0)|
(
|e|+ |e0|

)
,

avec d’une part :

|e|+ |e0| ≤ 2|e0|+ |δG− δG0|+ |(1− χ)(Gi −G0)| .
En particulier, le facteur |e|+ |e0| est borné indépendamment de i,m,~a lorsque i ≥ i0 et
|(m−m0,~a)| < δ0. D’autre part, le terme |(1−χ)(Gi−G0)| est indépendant de (m,~a) et
tend vers 0 quand i tend vers +∞. Pour déterminer la convergence de |δG−δG0|, il suffit de
remarquer que l’application G′ 7→ δG est uniformément continue, en particulier, en faisant
apparaître les paramètres i,m,~a, la suite i 7→ δGi,m,~a converge vers δG∞,m,~a uniformément
en (m,~a) avec |(m − m0,~a)| < δ0. En effet, cette propriété vient de l’application du
Théorème du point fixe de Picard avec paramètre permettant de résoudre le problème
projeté (4.20), voir par exemple la Proposition G.1 de [CD03].

En récapitulant, on a majoré |Q(e)−Q(e0)| par un terme convergeant vers 0 quand i
tend vers l’infini de manière uniforme en les paramètres (m,~a) tels que |(m−m0,~a)| < δ0.
La formule (4.29) permet alors d’affirmer que, pour V ∈ K0 quelconque, Q(V, e) converge
vers Q(V, e0) quand i→ +∞, uniformément en (m,~a) pour (m,~a) ∈ B((m0,~0), δ0).

Ainsi, on peut appliquer la proposition 4.5.1 pour la famille de fonctions (Fi)i≥i0,
convergeant uniformément vers une F , qui s’écrit sous la forme :

F (m,~a) = −8π

(
r2∂r(f

2)

f 2
(m−m0), 2m0~a

)
+O(|(m−m0,~a)|2) .

Donc quitte à diminuer δ0, en prenant U = B((m0,~0), δ0) et V = F (U), F est un ho-
méomorphisme entre U et V avec 0 ∈ V puisque F (m0,~0) = 0 et donc, au besoin en
augmentant encore i0, on obtient que pour tout i ≥ i0, il existe un unique (mi,~ai) ∈ U
tel que Fi(mi,~ai) = 0. Le couple (g̃, k̃) correspondant aux paramètres (mi,~ai) est solution
des équations des contraintes, ce qui termine la preuve du Théorème 4.4.1.

On note que les données initiales obtenues ne sont en général pas triviales (c’est-à-
dire ne coïncident avec les données initiales de KKdS que dans la région asymptotique,
mais pas globalement), puisqu’elles coïncident avec les données initiales de départ (g, k),
asymptotes à (g0, k0) = (bm0 , 0).



Annexe A

Construction de métriques
asymptotiquement hyperboliques à
masse de genre espace

On construit une famille à un paramètre de variétés riemanniennes de dimension 3,
asymptotiquement hyperboliques, définies sur un voisinage de leur bord conforme (ici
sphérique) à l’infini, qui sont conformément plates et de courbure scalaire constante stric-
tement négative. Le vecteur de moment-énergie est bien défini pour ces métriques, et
peut être de genre temps, de genre lumière ou de genre espace en tant que vecteur de
l’espace-temps de Minkowski R1,3 suivant la valeur prise par le paramètre.
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A.1 Introduction

On s’intéresse dans ce chapitre à une certaine classe de variétés riemanniennes non-
compactes, dont on étudie certains invariants géométriques, qui apparaîtront de manière
récurrente sous les noms de “masse” et de “moment-énergie”. Plus précisément, ces inva-
riants exigent que la métrique riemannienne (respectivement le couple formé de la mé-
trique riemannienne et d’un (0, 2)-tenseur symétrique) soient proches d’une métrique de
référence (resp. d’un couple de référence). Ces références peuvent être la métrique eucli-
dienne (données initiales de l’espace-temps de Minkowski), ou, ce qui nous intéresse ici, la
métrique hyperbolique (données initiales de l’espace-temps d’Anti de Sitter). La particu-
larité et l’intérêt de ces invariants sont qu’ils proviennent d’une formulation hamiltonienne
de la relativité générale ([ADM61, BI04]). Si (g0, k0) est un couple de données initiales de
référence sur une variété M0 de dimension n, on définit l’espace des données initiales de
Killing, ou espace des KIDs, par

K0 := kerDΦ∗
(g0,k0)

,

où Φ est l’opérateur des contraintes. Si (g, k) est un autre couple formé d’une métrique
riemannienne g et d’un (0, 2)-tenseur symétrique k, asymptote à (g0, k0), on note e =
(g − g0, k − k0) l’écart entre les données (g, k) par rapport à la référence (g0, k0).

Formellement, le moment-énergie est une forme linéaire sur K0, calculée par une “in-
tégrale sur le bord à l’infini” S∞

V ∈ K0 7→
∮

S∞

U(V, e)(ν)dS =: m(V, e, g0, k0) , (A.1)

où U(V, e) est définie par (4.23), tandis que son expression est donnée par (4.25).

Le premier cas à avoir été étudié est celui où l’on se restreint à des données de la
forme (g, 0) , où g est asymptotiquement plate (ce qui revient à considérer l’opérateur
courbure scalaire en g à la place de l’opérateur Φ en (g, 0)). Il est prouvé dans [Bar86]
qu’on obtient bien ainsi un invariant numérique, appelé “masse”, que l’on peut retrouver
en prenant V = (1, 0) dans la formule (A.1) ci-dessus (et où “l’intégrale à l’infini” est en
fait une limite d’intégrales sur des sphères de rayon de plus en plus grand).

Dans le cas où g est asymptotiquement hyperbolique, tout se passe comme si Φ était
remplacé par l’opérateur g 7→ R(g)−2Λ, où Λ < 0. Dans ce cas, le noyau K0 est alors de di-
mension n+1, et l’invariant obtenu est le vecteur de moment-énergie pg = (p0, p1, · · · , pn),
où l’on prend à l’aide de la formule (A.1) pi = m(V(i), e, g0, 0), et où

(
V(i)
)
0≤i≤n est une

base de K0 (voir [CH03, Mae06b] pour les définitions précises et les conditions d’existence
de pg).

Dans les deux cas, les mathématiciens et physiciens, depuis quelques décennies, tentent
d’établir des résultats de positivité de ces invariants lorsqu’une hypothèse locale est sa-
tisfaite. Le plus célèbre de ce résultat est le théorème de masse positive pour les variétés
complètes, asymptotiquement plates (M, g), à courbure scalaire R(g) positive. Il affirme
que la masse de (M, g), si elle existe, est positive, et nulle si et seulement si (M, g) est iso-
métrique à l’espace euclidien. En réalité, il n’est prouvé que pour 3 ≤ n ≤ 7 ([SY79, Sch89],
et en toute dimension n ≥ 3 sous hypothèse spin ([Wit81]).



Introduction 135

Dans le cas où (M, g) est complète, asymptotiquement hyperbolique, les dix dernières
années ont vu l’émergence de tentatives de résolution similaires concernant des énoncés
de “moment-énergie positif”, sous l’hypothèse R(g) ≥ 2Λ, avec Λ < 0. Les premiers
résultats importants dans ce sens ont été obtenus par Chruściel et Herzlich dans [CH03]
et par Wang dans [Wan01] ; ils ont prouvé que le vecteur de moment-énergie est bien
défini et constitue un invariant géométrique global de la variété (ce qui est confirmé de
manière plus algébrique dans [Mic10]), et ils ont montré un résultat de positivité en faisant
l’hypothèse topologique supplémentaire que la variété admet une structure spin, (et sous
des hypothèses plus contraignantes dans [Wan01]). Cette “positivité” s’exprime par le fait
que le vecteur moment-énergie pg, vu comme vecteur de l’espace-temps de Minkowski
R1,n, est de genre causal, dirigé vers le futur, et est de genre lumière si et seulement si
(M, g) est isométrique à l’espace hyperbolique Hn.

En l’absence de l’hypothèse spin, le problème reste essentiellement ouvert. Un résultat
partiel intéressant a cependant été obtenu par Andersson, Cai et Galloway (cf [ACG08]) ;
ils ont ajouté pour cela une hypothèse sur une quantité liée à la masse, appelée fonction
masse-aspect qui entraîne automatiquement que le vecteur de moment-énergie est de genre
temps, ou alors nul dans l’espace-temps de Minkowski. Le résultat obtenu dans [ACG08]
est que, sous des hypothèses raisonnables, ce vecteur, s’il est non-nul, est en fait orienté
vers le futur.

On aimerait toutefois assouplir les hypothèses sur la métrique asymptotiquement hy-
perbolique qui n’empêcheraient pas, a priori, le vecteur de moment-énergie d’être de genre
lumière ou espace. Ceci est motivé par le fait que dans le contexte asymptotiquement plat,
il est particulièrement intéressant de considérer la région asymptotique d’une tranche de
genre espace d’une métrique de Schwarzschild de masse négative afin de construire un
raisonnement par l’absurde pour le théorème de masse positive ; il s’agit bien de cette
démarche qui est adoptée dans [SY79].

Dans le cas asymptotiquement hyperbolique, il serait ainsi intéressant de contruire
des familles de métriques modèles, asymptotiquement hyperboliques, telles que le vecteur
d’énergie-moment existe et est de genre espace ou lumière. La construction de telles fa-
milles pourrait rendre envisageable un recollement, selon le procédé décrit dans [CD09],
entre métriques asymptotiquement hyperboliques de moment-énergie de genre espace
d’une part, et un représentant d’une telle famille d’autre part.

Nous construisons dans ce travail des exemples de telles métriques : dans la sec-
tion A.2, nous rappelons d’abord les définitions de variété asymptotiquement hyperbo-
lique, du vecteur moment-énergie et de la masse. Sans perte de généralité, on supposera
que Λ = −n(n− 1)/2.

Le reste de ce travail, à la section A.3 , traite uniquement le cas de la dimension 3. Le
résultat d’existence est le suivant :

Théorème A.1.1 Soit p un vecteur de l’espce de Minkowski R1,3. Il existe un compact
K ⊂ R

3 et une métrique riemanienne asymptotiquement hyperbolique g définie sur R3\K,
à courbure scalaire Rg ≥ −6, telle que le vecteur de moment-énergie de g est bien défini,
et coïncide avec p.

En fait, la métrique g que nous allons construire a la propriété supplémentaire d’être
conformément plate, et à courbure scalaire constante −6. La preuve consiste à construire
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des solutions, en particulier non-radiales, à l’équation de Yamabe lorsque la référence est
la métrique hyperbolique. Ces solutions sont exprimées en séries entières, dont on montre
la stricte positivité du rayon de convergence.

Enfin, nous discuterons d’un exemple d’application de ce théorème, permettant de
construire des contre-exemples au Théorème 4.7 de [CH03] lorsqu’une des hypothèses est
retirée.

A.2 Métriques asymptotiquement hyperboliques et moment-
énergie

A.2.1 Métriques asymptotiquement hyperboliques

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n, éventuellement à bord. On s’in-
téresse au cas où la variété M possède une région asymptotique dans laquelle g approche
la métrique hyperbolique.

Outre leur intérêt propre, ces variétés apparaissent naturellement en Relativité Géné-
rale comme des données initiales des espaces-temps asymptotiquement AdS, de même que
l’espace hyperbolique apparaît comme donnée initiale de l’espce-temps d’Anti-de Sitter
(AdS).

On adopte les définitions suivantes (voir [Gic09] par exemple) :

Définition A.2.1 On dit que (M, g) est conformément compacte s’il existe :
– une variété compacte M̄ lisse, d’intérieur M̊ et à bord ∂M tel que ∂M est l’union

de deux composantes ∂0M et ∂∞M , avec M = M̊ ∪ ∂0M ;
– une fonction définissante, i.e. une fonction lisse ρ : M̄ → R+ satisfaisant les condi-

tions ρ ≡ 0 sur ∂∞M et là seulement, la forme dρ ne s’annule pas sur ∂∞M̄ , et la
métrique ḡ := ρ2g de M s’étend en une métrique lisse sur M̄ .

Définition A.2.2 On dit qu’une variété conformément compacte (M, g) est asymptoti-
quement hyperbolique (A.H.) si l’on a de plus |dρ|ḡ = 1 sur ∂∞M .

Remarque A.2.3 – En suivant les notations ci-dessus, on a en particulier secg → −1
quand ρ→ 0 : la courbure sectionnelle tend vers −1 quand on s’approche du bord à
l’infini.

– Sous ces mêmes hypothèses, il existe une unique fonction définissante ρ et un voisi-
nage U de ∂∞M , qui s’écrit comme (0, ε]× ∂∞M (où le premier facteur est l’inter-
valle de ρ) tel que, sur U , la métrique s’écrit

g =
dρ2 + hρ
(sinh ρ)2

,

où (hρ) est une famille de métriques sur ∂∞M , lisse par rapport à ρ, telle que la
limite quand ρ → 0 est une métrique h0 sur ∂∞M à courbure scalaire constante
Rh = k(n− 1)(n− 2), k ∈ {−1, 0, 1}.



Métriques asymptotiquement hyperboliques et moment-énergie 137

Il existe une notion plus forte d’hyperbolicité asymptotique, qui peut être trouvée dans
[Wan01, ACG08] :

Définition A.2.4 Une variété asymptotiquement hyperbolique (M, g) est fortement asymp-
totiquement hyperbolique (F.A.H.) si :

– L’infini conforme ∂∞M est la sphère unité de dimension n − 1, Sn−1, munie de la
métrique ronde h0 ;

– si ρ est une fonction définissante définie sur un voisinage U de l’infini conforme,

et telle que l’on puisse écrire g = dρ2+hρ
(sinh ρ)2

, on a alors le développement limité quand
ρ→ 0 :

hρ = h0 +
ρn

n
h+O(ρn+1) ,

où les termes du développement peuvent être dérivés deux fois.

Le tenseur h apparaissant dans la définition ci-dessus est un tenseur d’ordre 2 symé-
trique sur Sn−1, appelé tenseur de masse-aspect.

A.2.2 Masse et Moment-Énergie des variétés asymptotiquement
hyperboliques

Comme mentionné dans l’introduction avec la formule (A.1), le vecteur de moment-
énergie d’une variété A.H. (M, g) (de bord à l’infini noté ∂∞M) est par définition le vecteur
(p0, p1, · · · , pn), où pour 0 ≤ µ ≤ n, on a

pµ =

∮

∂∞M

U(V(µ), e)(ν)dS ,

où e = g − g0, g0 est la métrique hyperbolique sur H
n, dS est la forme volume induite

sur ∂∞M par g0, ν étant la normale unitaire pour g0 à ∂∞M . U(V, e) est alors donné
par la formule (4.25) du chapitre précédent, tandis que les V(µ) sont les coordonnées du
plongement isométrique standard de l’espace hyperbolique Hn dans l’espace-temps de
Minkowski R1,n (voir aussi [Mic10], chapitre 3, ou encore [CH03]).

A noter que lorsqu’on qu’on considère des données initiales (g, k) d’un espace-temps
asymptotiquement AdS, on peut également définir le vecteur de moment-énergie associé,
voir [Mae06a, Mae06b] pour plus de détails.

Une autre approche existe pour définir les notions de masse et de moment-énergie pour
une variété F.A.H. (M, g).

En suivant les notations de la définition (A.2.4) ci-dessus, on définit la notion de
fonction masse-aspect de g, définie sur l’infini conforme de (M, g) (ici Sn−1), par :

µh0 := trh0(h) = hAB0 hAB ,

où h est le tenseur masse-aspect. On peut maintenant définir le vecteur moment-énergie
(voir aussi [Wan01]) pg comme le vecteur de R1,n :

pg :=

(∫

Sn−1

µh0(x)dσh0 ,

∫

Sn−1

µh0(x) x dσh0

)
,



138
Construction de métriques asymptotiquement hyperboliques à masse de genre

espace

où dσh0 est la forme volume associée à la métrique ronde h0 de S
n−1. Cette définition

coïncide avec la définition précédente de [CH03] à un facteur constant strictement positif
près, ce qui n’affecte pas le genre causal du vecteur dans l’espace-temps de Minkowski.

Wang ([Wan01]) pour les variétés F.A.H., et Chruściel et Herzlich ([CH03]) pour les
variétés asymptotiquement hyperboliques en général, ont prouvé de manière indépendante
la version suivante du théorème du “moment-énergie positif” :

Théorème A.2.5 Soit (M, g) une variété riemannienne complète, asymptotiquement hy-
perbolique et spin, de dimension n ≥ 3, dont la courbure scalaire vérifie Rg ≥ −n(n− 1).
Alors, le vecteur de moment-énergie pg, s’il existe et est non-nul, est de genre temps
orienté vers le futur. Il est nul si et seulement si (M, g)est isométrique à l’espace hyper-
bolique Hn.

“pg = pµ est de genre temps orienté vers le futur” signifie que p0 > 0 et que (p0)2 −∑n
i=1(p

i)2 > 0. En l’absence de l’hypothèse spin, seuls des résultats partiels sont connus,
l’un d’eux est le suivant, de Andersson, Cai and Galloway, voir [ACG08] :

Théorème A.2.6 Soit (M, g) une variété riemannienne complète, F.A.H., de dimension
n avec 3 ≤ n ≤ 7, dont la courbure scalaire vérifie Rg ≥ −n(n− 1). Si de plus la fonction
masse-aspect ne change pas de signe (au sens strict) sur le bord conforme à l’infini, alors
ce signe est strictement positif, ou nul si et seulement si la variété (M, g) est isométrique
à l’espace hyperbolique Hn.

Remarque A.2.7 L’hypothèse sur le signe constant de la fonction masse-aspect impose
que le vecteur de moment-énergie soit causal.

En effet, pour une fonction masse-aspect u0 de signe strict constant et pour tout i, on
a : (∫

xi
|u0|dσh0∫
|u0|dσh0

)2

≤
∫
x2i

|u0|dσh0∫
|u0|dσh0

,

par l’inégalité de Jensen appliqué à la mesure |u0|dσh0 et à la fonction convexe X 7→ X2.
Les intégrales sont calculées sur la sphère conforme à l’infini {x21 + · · ·+ x2n = 1}, ce qui
entraîne, en faisant la somme sur i, le résultat

n∑

i=1

(∫
xiu0(x)dσh0

)2

≤
(∫

u0(x)dσh0

)2

.

Ce résultat nous incite à rechercher une fonction u0 non-radiale, afin d’espérer construire
des métriques A.H. dont le vecteur de moment-énergie est de genre espace, avec pour fonc-
tion masse-aspect la fonction u0.

A.3 Théorème d’existence

Théorème A.3.1 Soit p un vecteur de l’espace-temps de Minkowski R1,3. Il existe un
compact K ⊂ R3 et une métrique riemannienne g, asymptotiquement hyperbolique, confor-
mément plate définie sur R3 \K, à courbure scalaire constante Rg = −6, tel que le vecteur
de moment-énergie de g existe, et coïncide avec p.
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Preuve: Remarquons d’abord que si g est une telle métrique, on peut écrire g = ψ4b
dans un voisinage du bord à l’infini, où b est la métrique hyperbolique. La condition sur
la courbure scalaire impose que ψ résolve l’équation :

∆bψ +
3

4
ψ =

3

4
ψ5 , (A.2)

où ∆b est l’opérateur de Laplace-Beltrami de b. On choisit de considérer les coordonnées
“sphériques” (r, θ, ϕ), dans lesquelles on a

b =
dr2

1 + r2
+ r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) ,

et où r est reliée à la fonction définissante ρ par r−1 = sinh ρ. On recherche ψ, solution
de (A.2) s’écrivant sous forme de série entière en r :

ψ = 1 +
∞∑

k=0

uk(θ, ϕ)

r3+k
.

Ceci est motivé par le fait qu’avec une telle écriture de ψ, si la série converge près du bord
conforme à l’infini, la métrique g est alors F.A.H., avec une fonction masse-aspect qui est
égale à u0(θ, ϕ) à un facteur constant positif près.

On cherche d’abord des coefficients uk(θ) ne dépendant pas du paramètre ϕ. Dans ce
cas, le vecteur de moment-énergie de g s’écrit :

pg = λ

(∫ π

θ=0

u0(θ)dθ , 0 , 0 ,

∫ π

θ=0

u0(θ) cos θdθ

)
, (A.3)

où λ est une constante strictement positive. Lorsque ψ ne dépend que de r et de θ, on a :

∆bψ = (1 + r2)
∂2ψ

∂r2
+

2 + 3r2

r

∂ψ

∂r
+

1

r2

(
∂2ψ

∂θ2
+

cos θ

sin θ

∂ψ

∂θ

)
,

ce qui entraîne, en dérivant terme à terme dans la série :

∆bψ =

∞∑

k=0

wk(θ)r
−(3+k) ,

où

wk = (k + 1)(k + 3)uk + k(k + 1)uk−2 + u′′k−2 +
cos θ

sin θ
u′k−2 , (A.4)

pour tout k ≥ 0, avec la convention u−1 = u−2 = 0, et où les symboles ′ et ′′ indiquent les
dérivées première et seconde par rapport à θ. (A.2) peut se réécrire en

∆bψ =
3

4
(ψ5 − ψ) ,
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et en développant ψ5, on peut identifier les coefficients des séries des deux côtés de l’égalité :

wk = 3uk +
15

2

∑

l1+l2+6=k+3

ul1ul2 +
15

2

∑

l1+l2+l3+9=k+3

ul1ul2ul3 (A.5)

+
15

4

∑

l1+l2+l3+l4+12=k+3

ul1ul2ul3ul4 +
3

4

∑

l1+l2+l3+l4+l5+15=k+3

ul1ul2ul3ul4ul5 ,

où les indices li sont positifs. (A.5) peut alors se réécrire comme

wk = 3uk + Pk(u0, · · · , uk−3) . (A.6)

Finalement, en comparant (A.4) et (A.6), on obtient

k(k + 4)uk = −
(
u′′k−2 +

cos θ

sin θ
u′k−2 + k(k + 1)uk−2

)
+ Pk(u0, · · · , uk−3) , (A.7)

pour tout k ≥ 0, avec encore la convention ul = 0 si l < 0. En particulier, le choix de u0
est libre, et on constate que u1 = 0. Pour tout k ≥ 2, uk déterminé de manière unique par
u0, · · · , uk−2, d’après (A.7). Dans la suite, on fait le choix

u0(θ) = β + cos θ ,

où β ∈ R. Nous verrons qu’en faisant ce choix, nous allons obtenir des vecteurs de moment-
énergie qui sont de genre temps, de genre lumière ou de genre espace suivant les valeurs
de β. Nous avons le fait suivant, valable pour tout β :

Lemme A.3.2 Avec ce choix de u0, pour tout k ≥ 1, uk(θ) est un polynôme en cos θ, de
degré inférieur ou égal à k − 1.

Preuve: Cette propriété est vraie pour k = 1 ; soit k ≥ 2, tel que deg(ul)|cos θ ≤ l − 1,
∀l ∈ {1, · · · , k− 1}. Alors

(
u′′k−2 +

cos θ
sin θ

u′k−2 + k(k + 1)uk−2

)
est un polynôme en cos θ, de

degré ≤ k − 1 d’après les hypothèses, et car deg(u0)|cos θ = 1.
En ce qui concerne la partie Pk(u0, · · · , uk−3), le terme

∑
l1+l2+6=k+3 ul1ul2 est constitué

de produits ul1ul2, qui sont, par hypothèse, de degré ≤ (l1 +1)+ (l2 +1) = k− 1, et ainsi
de suite dans les autres termes de la forme

∏j
i=1 uli, avec

∑j
i=1 li = k − 3(j − 1), et qui

sont donc de degré ≤∑j
i=1(li + 1) = k − 2j + 3 ≤ k − 1 pour tout 2 ≤ j ≤ 5. La formule

(A.7) permet de conclure la preuve du lemme.
�

Dans tout ce qui suit, si v =
∑

i vi(cos θ)
i est un polynôme en cos θ, on note |v|1 =∑

i |vi|.

Lemme A.3.3 Il existe un nombre α > 0 tel que pour tout entier positif k, on a

|uk|1 ≤
αk

(k + 1)2
. (A.8)
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Preuve: Si v =
∑

i vi(cos θ)
i est un polynôme en cos θ, on a cos θ

sin θ
v′ =

∑
i−ivi(cos θ)i et

v′′ =
∑

i vi(−i(cos θ)i + i(i− 1) sin2 θ(cos θ)i−2).
On obtient ainsi les bornes suivantes sur les normes |.|1 de cos θ

sin θ
v′ et de v′′ :

∣∣∣∣
cos θ

sin θ
v′
∣∣∣∣
1

≤ d|v|1

et
|v′′|1 ≤ d(d− 1)|v|1 ,

où d est le degré de v en tant que polynôme en cos θ.
Supposons maintenant que l’on ait trouvé un α convenable, tel que l’énoncé du lemme

soit satisfait aux rangs l ∈ {0, · · · , k − 1} (c’est évidemment le cas pour k = 1). Du
résultat sur le degré de ul obtenu ci-dessus, on déduit :
∣∣∣∣u′′k−2 +

cos θ

sin θ
u′k−2 + k(k + 1)uk−2

∣∣∣∣
1

≤ αk−2

(k − 1)2
((k−1)(k−2)+(k−1)+k(k+1)) . (A.9)

On a d’autre part :
∣∣∣∣∣
∑

l1+l2=k−3

ul1ul2

∣∣∣∣∣
1

≤ αk−3
k−3∑

l1=0

1

(l1 + 1)2
1

(k − 3− l1 + 1)2
≤ αk−3 C

(k − 1)2
, (A.10)

où C > 0 est telle que pour tout p ≥ 0, on a
∑p

q=0
1

(q+1)2(p−q+1)2
≤ C

p+2
. De même, on

obtient pour j = 2, · · · , 5
∣∣∣∣∣∣

∑

l1+···+lj=k−3(j−1)

ul1 · · ·ulj

∣∣∣∣∣∣
1

≤ αk−3(j−1) Cj−1

k − 2j + 3
. (A.11)

Ainsi, en utilisant la formule (A.7) et les résultats qui précèdent, on obtient

|uk|1 ≤
αk

k(k + 4)

[
2k2 − k + 1

α2(k − 1)2
+

15

2

C

α3(k − 1)2
+

15

2

C2

α6(k − 3)2
+

15

4

C3

α9(k − 5)2
+

3

4

C4

α12(k − 7)2

]
.

(A.12)
Ainsi, si on choisit α assez grand (indépendemment de k) on a

|uk|1 ≤
αk

(k + 1)2
, (A.13)

ce qui nous permet de conclure la preuve du lemme par récurrence sur k, d’après ce qui
précède.

�

On déduit de ce résultat que |uk|∞ := supθ |uk(θ)| ≤ αk

(k+1)2
pour tout k, puisque les uk

polynômiaux en cos θ. On a ainsi obtenu ψ(r, θ), solution de (A.2), s’exprimant comme
une série entière en 1/r, avec un rayon de convergence plus grand que α−1 ; en d’autre
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termes on a construit une métrique g = ψ4b définie sur un voisinage de la sphère conforme
à l’infini de la forme

Mext = (α,+∞)× S2 ,

et ayant les propriétés voulues, et non-radiale.
Pour β = 0, par la formule (A.3), le vecteur moment-énergie pg est de genre espace,

alors qu’il est de genre temps pour des valeurs de |β| assez grandes. On peut maintenant
atteindre tout vecteur p de R1,3 en utilisant l’action des isométries “à l’infini”, c’est-à-dire
celles de l’espace-temps de Minkowski.

�

A.4 Une application

Le résultat obtenu dans la section précédente illustre que le Théorème 4.7 de [CH03]
est optimal dans un certain sens.

Rappelons d’abord l’énoncé de ce théorème :

Théorème A.4.1 (Chruściel-Herzlich 03) Soit (M, g) une variété riemannienne de
dimension n, complète, spin, où g est une métrique C2, où M possède un bord compact
non-vide de courbure moyenne

Θ ≤ n− 1 ,

et où la courbure scalaire de la métrique g satisfait

Rg ≥ −n(n− 1) .

Sous des hypothèses asymptotiques convenables, et si l’infini conforme est la sphère unité
de dimension (n− 1) munie de sa métrique ronde standard, alors le vecteur de moment-
énergie pg est de genre temps, orienté vers le futur.

Nous allons voir que ce résultat n’est plus valable si l’on supprime l’hypothèse sur la
courbure moyenne Θ du bord.

Le premier contre-exemple évident est fourni par l’espace hyperbolique Hn, puisque le
vecteur moment-énergie est trivial dans ce cas, la courbure scalaire est −n(n−1) et vérifie
donc l’inégalité ci-dessus, mais en revanche, il n’existe pas d’hypersurface compacte de H

n

à bord lisse de courbure moyenne Θ ≤ n− 1. En effet, soit K un tel compact Hn à bord
non-vide. Prenons une n−1 sphère contenant K, et tangente à ∂K en au moins un point.
Soit p un de ces points. Alors la courbure moyenne de ∂K au point p est supérieure à la
courbure moyenne de cette n− 1-sphère, elle-même strictement plus grande que n− 1.

De manière plus générale, considérons une variété F.A.H. de dimension n, (M, g),
munie d’une fonction définissante ρ. En-dehors d’un certain compact de M , la métrique
peut s’écrire, dans la limite ρ→ 0 :

g = sinh−2 ρ

(
dρ2 + g0 +

ρn

n
h+ o(ρn)

)
,
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où g0 est la métrique canonique sur la sphère unité de dimension (n − 1). On souhaite
maintenant calculer la courbure moyenne de grandes sphères dans M , centrées à l’origine
du système de coordonnées de la carte à l’infini considérée ici.

En définissant la coordonnée s par sinh s = sinh−1 ρ, la métrique s’écrit, quand s→ ∞,

g = ds2 + sinh2 s hs ,

où hs = h0 + 2n

n
e−nsh + o(e−ns). La seconde forme fondamentale de la sphère Ss de

paramètre s centrée en l’origine de ce système de coordonnées se lit :

IISs =
1

2

∂

∂s

(
sinh2 s hs

)
= 2 sinh s cosh s hs + sinh2 s

∂hs
∂s

,

et sa courbure moyenne est donc

ΘSs =
(
sinh2 s hs

)−1
IISs = (n− 1)

cosh s

sinh s
+

1

2
h−1
s

∂hs
∂s

.

Or, on a ∂shs = −2ne−nsh+ o(e−ns) quand s→ +∞, et donc

ΘSs = (n− 1)
cosh s

sinh s
− 2n−1e−nsµh0 + o(e−ns) ,

où l’on retrouve la fonction masse-aspect µh0 ne dépendant pas de s. Ainsi, pour n ≥ 3,
on obtient le comportement suivant de la courbure moyenne des (n− 1)-sphères de grand
rayon :

ΘSs = (n− 1)
(
1 + 2e−2s

)
+O(e−3s) ,

donc strictement supérieur à n − 1 pour s assez grand. On note que le développement
ci-dessus est valable pour toute métrique F.A.H., indépendamment des hypothèses sur la
courbure scalaire ou sur µh0.

En particulier, les métriques construites à la section précédente dans le cas n = 3
fournissent des métriques F.A.H. dont le vecteur moment-énergie est de genre espace ou
lumière, de courbure scalaire −6, et telles qu’il existe des ouverts relativement compacts
à bord de courbure moyenne strictement plus grande que n − 1. D’après le théorème de
Chruściel-Herzlich, on sait de plus que ces variétés ne peuvent admettre nulle part un
bord à courbure moyenne inférieur à n− 1.
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