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Abstract

Title: The periodicity in teaching science in France and Vietnam: a didactical engineering for an
introduction to periodic functions by modeling

The focus of the study is mathematical modeling of periodic phenomena in secondary education,
particularly that of temporal periodic phenomena.

The study starts from an observation by comparing the French and Vietnamese secondary
education: either they avoid the teaching of mathematical modeling in designing the relationship
of mathematics to other scientific disciplines as an applicable connection (Vietnam) or they
advocate the consideration of mathematical modeling without empower mathematics teachers to
teach it (France).

The periodicity is the central concept in the modeling process of cyclical and oscillatory
phenomena. In the scientific genesis of this concept, the periodic functions especially
trigonometric functions, was established gradually as models of variable quantities which return
regularly and indefinitely in the same state over time.

From an epistemological investigation of the temporal periodic phenomena studied by physics,
we identify two mathematical models, C (uniform circular movement) and O (harmonic
oscillations) with their different registers, graphic and algebraic. Institutional analysis examines
and compares the presence of these two models in secondary education of mathematics and
physics in France and Vietnam. This analysis shows the weakness of the articulation between
these two models and the absence of technique to make the transition from one model to another
which is one of the stakes of modeling itself.

The experimental way consists of a questionnaire to Vietnamese pupils and a didactical
engineering that organizes in a dynamic geometrical environment by articulating both models C
and O, for the construction of periodic functions as models of phenomena of periodic co-
variations.

Keywords: periodicity and periodic function, modeling, dynamic geometry



A la mémoire de mon pere






REMERCIEMENTS

Voila, mes 3 ans de thése s’achévent avec plein de souvenirs ...

Mes remerciements les plus vifs s’adressent a mes directeurs de thése sans lesquels ce travail n’aurait pas abouti. Je
remercie tout particuliérement Alain Birebent pour son encadrement, ses multiples idées, la disponibilité qu’il a eue
pour moi. Merci également a Muriel Ney, tant pour ses conseils et encouragements que pour les fructueuses
discussions scientifiques que nous avons eues ensemble. Je remercie chaleureusement Lé Vin Tién qui m’a apporté
de précieux conseils pour les expérimentations au Viét Nam et qui m’a aidée a perfectionner les traductions en
vietnamien.

J'ai bénéficié en France d'une direction scientifique collégiale a laquelle Claude Comiti et Annie Bessot ont participé
activement. Je souhaite leur dire ma trés grande reconnaissance pour leur enthousiasme et leur disponibilité durant
les trois années de ma thése, pour toutes leurs idées et leur aide a la rédaction du manuscrit en francais.

J’exprime ma profonde gratitude a Lé Thi Hoai Chau, Nguyén Chi Thanh, Maggy Schneider-Gilot et Luc Trouche
pour avoir accepté d’étre membres de mon jury et notamment aux rapporteurs Maggy Schneider-Gilot et Nguyen
Chi Thanh pour leurs commentaires constructifs sur le manuscrit.

Mon projet de thése s'est inscrit dans la réalisation du projet MIRA « Modélisation mathématique de phénomenes
variables dans l'enseignement a l'aide de la géométrie dynamique ». J’ai donc eu la chance et le plaisir de collaborer
avec de nombreuses personnes engagées dans ce projet MIRA que je tiens a remercier ici : Sophie Soury-Lavergne —
responsable francaise de ce projet franco-vietnamien, Colette Laborde, Bernard Genevés, Lé Thi Hoai Chau et L&
Théi Bao Thién Trung. Je remercie également la société CABRILOG qui m’a fourni le logiciel Cabri II Plus pour
effectuer mes expérimentations en France et au Viét Nam.

Je souhaite ici remercier tous les membres des équipes DIAM et MeTAH du laboratoire LIG pour la chaleureuse
ambiance de travail et pour 1’aide que chacun a toujours été prét a m’accorder. Je pense en particulier a Sophie,
Colette, Jean-Frangois, Zilora, Joris, Bernard, Huong, Celso, Claire, José-Louis, Henry, Jacky, Hamid, Marie-
Caroline et Péricles.

J’ai regu une aide précieuse de collégues physiciens en France — Claire Wajeman, Jean-Claude Guillaud et Daniel
Lacroix. Merci aussi aux professeurs vietnamiens qui ont gentiment accepté de répondre & mes questions, parfois
naives — Nguyen Tran Trac et Tran Van Hao.

Je remercie vivement les éléves frangais - Ana, Cicera, Marine, Margherita - et les éléves vietnamiens du lycée
Truong Chinh de Ho Chi Minh ville pour avoir accepté de participer a I'expérimentation de l'ingénierie didactique.
Je n'oublie pas pour autant les éléves des lycées Nguyén Chi Thanh et Nguyén Hitu Cau de Ho Chi Minh ville qui
ont répondu avec attention au questionnaire qui leur a été présenté.

J’adresse mes remerciements a mes colléges du département de mathématique et informatique de 1’Université de
Pédagogie de Ho Chi Minh ville. Merci a Huong, Trung, Diing pour leurs soutiens dans 1’organisation des
expérimentations au Viét Nam.

Je garde un souvenir reconnaissant pour mes amies qui m’ont apporté de bons moments en France quand j’étais loin
de ma famille. Je pense particuliérement a Ngoc, Huong, Phudc, Bau, Serge, Bernadette, Emile, Thanh Huong,
Raquel, la famille de monsieur Ptic et de madame Son.

Je tiens a remercier 1’Agence Universitaire de la Francophonie (AUF) par m'avoir fait bénéficier d'une bourse
d’étude qui m’a aidée financierement a réaliser cette thése.

Jexprime ma plus profonde gratitude a ma mére, a mes beaux parents et a toute ma famille, pour m’avoir
encouragée et soutenue moralement dans mon projet de thése et durant les années passées a le réaliser. Sans leur
aide, ce projet n’aurait pas pu aboutir. Je leur serai toujours redevable de tous les efforts qu’ils ont fournis 8 mon
égard.

Enfin, un immense merci @ mon mari, Duy Trong, et 4 ma fille, Minh Ngoc, qui ont ét¢ soumis a rude épreuve
pendant ces trois années et qui ont supporté avec patience ces longs moments d’absence.






TABLE DES MATIERES

INEFOAUCEION ...ttt st st sttt st st st 13
I. Des rapports différents a la modélisation ..........cccoiieeeeeeiiiiiiiiiiiiiiccccceenn e eeeeen 14
L L. AU VIBE INGM 1ottt ettt sttt s e et e s bt e st e e bt e saseebeesareeabeesneesareenneens 14
2. EN FranCe ettt e 15
Il. Le choix de la périodicité et des fonctions périodiques ..........ccevveueeiiiiiiiiiriennnnscciiiininnennne. 17
lll. Questionnement initial et méthodologie de recherche..........ccuuurrireiiirrrciirrrrccrreeeens 18
[11.1. ENQUEtE EPIStEMOIOZIQUE ..eeeiiiiiiieiiiiiee ettt st e e s sbre e e s saaae e s sanees 18
1.2, Etude inSEItUTIONNEIIE ..o s 19
[11.3. QUESTIONNAITE EIEVES......oiiiiiiiiie it 19
1.4, INgENiIerie didaCtiQUe........uuiiiiiiiieeiiiiee ettt e s e e e s re e e e sbaee e s sanes 20
IV. Organigramme de 12 th@Se........ciiiiiiiiiiiriiiiiiiiiiiiinrriinnrrssssessees e esssssssssssssnnsesnes 20

Chapitre 1. Enquéte épistémologique sur la modélisation mathématique de

phénomenes périodique tEMPOTElS ... s s e seaens 23
IR 04 o T [0 o 4o T 23
Il. Le temps et 1a PEriodiCite......ccuviiiiiiiiiiiinimnniiiiiiiiiiieriniiiiiniinreesssesssssesnneesssssssssssssneesnes 25
[1.1. Le tEMPS €N PRYSIQUE...ciiiiiiieiiiiiee ettt st e e st e e e s sbba e e s sabaeeeenabaaeessnsees 25
[1.2. La représentation dU tEMPS ...cocuiiii ittt e e s s e s s srre e e e saaae e e sanes 26
[1.3. L2 MESUIE AU LEMPS ..tviieiiiiiieieiite ettt e et e e s ae e e s st e e e s nabae e e s sabaaeesssbaeesenabaeeesnnneas 27
lll. Des phénomeénes périodiques teMPOrels........cccuiiirerumniiiiiiiiiinnien.. 28
[1l.1. Les mouvements oscillatoires et [e modele O .......coooviiiiiiiiiiiiiiieeeee e 30
[11.1.1. Les fonctions périodiques en mathématiques........ccceevieiiieeiiiiiee e 30
[11.1.2. Les fonctions sinusoidales en Mathématiques .........cocccvvveeeeiiiecciinieeee e, 31
[11.1.3. Les fonctions sinusoidales dans la théorie du signal ........cccceeeeveciivieieee e, 33

I11.1.4. Les fonctions sinusoidales en Physique des phénoménes périodiques temporels...35

[11.1.5. Le mouvement oscillatoire harmoniquUe ..........ceeeeeeiieiiiiieeeeeec e 39
[11.1.6. Le pendule — exemple du mouvement oscillatoire harmonique..........ccccecvveeeenneenn. 41

[1.2. Les mouvements circulaires et e modele C.......ocueeiiiiniieiiieeeeeecee e 43
[11.3. L'articulation entre les deux Modeles C et O .....cccueeiiieiriiienieeeieeeiieeree e 46
IV. Modélisation mathématique de phénomeénes physiques.......ccccceerreeeecerreeenceereenneereennneenne 48
IV.1. Ce qu’en disent [€S PRYSICIENS ....ccccuriviiiiii ittt et e e e s sesabbereeeeeesenanns 48

IV.2. Le processus de modélisation de phénomenes physiqUES...........coovvvriveeeieeiiiiciiveeeeeeeen, 50



V. CONCIUSION euurenirenirenirenirenseesereseresereseresssesssesssessssssssssssssssssssssssasssasssassssssssssssssssnsssssssnsesnnene 54

Chapitre 2. Analyse institutionnelle comparative France - Viét Nam.................... 57
Partie A. Institutions d’enseignement des mathématiques ......cccccccceiiiiiiirrennniiiiiiinnineeenneennee. 59
I oo - - SIS 59
0 I [ S A UL o T B =Y oF- 1] < TP UPRPRSTUSR 59
1.2, INSTITUTION VIETNAMIENNE. ..o e e e e e 62
I.3. Comparaison France - Viét Nam et conclusion pour le coll€ge........ceeevvvcvrveeeeieeiecicnnnnnen.. 65
Il LE IYCBE «.eeeeeereeeeieeereeencettennneeeteenssesenensseessesnssessesnnsssssesnsssssssnnsssssesnsssssssnnsssssssnnssssssnnsssenannn 67
[1.1. INSEIEULION FranGaiSe coouuvieei et e e e e e e s saae e e e s abae e e snnaeeeenns 67
I1.1.1. Parties du programme pouvant impliquer la notion de périodicité.............cceeuverennns 67
11.1.2. Analyse de manuels (collection Déclic 2004 et 2005) ........coovvrrrrerreeeieieiirrreeeeeeeeiennnns 68
11.1.3. Praxéologies ponctuelles liées a 1a pEriodiCite ........ccccvvvivviccirvereiieiieiirreeeeee e 76
11.1.4. Conclusion sur I'institution franGaiSe.........eiiieiiiiiiieeiieeceieeeee e 78

[1.2. INStItUtion VIETN@mMIENNE......c.uiiiiiiiiiiri e 79
11.2.1. Parties du programme pouvant impliquer la notion de périodicité............cccceeevrnnnnns 79
11.2.2. ANAIYSE dE MANUEIS ..ottt e e et e e e e e e e ernabaneeeee s 81
11.2.3. Praxéologies liées a 1a PEriodiCIte.......ccouvevieiiiiiiiiirieiee e 87
[1.2.4. Conclusion sur l'institution vietnamienne ........cccccceeviiiiiiiiniieineee e 97

lll. Comparaison France — Viét Nam et conclusion pour I’enseignement des mathématiques.98

Partie B. Institutions d’enseignement de la physSique.........cccvrrrrveeiiiiiiiiiiinnenniiiinneeneen. 103
L. INSitUtions frangaisSes .....cuuueiiiiiiiiiiiiiuiiiiiiiiiiirrrenr st ss s s s e sssssssssssssssneessansssssns 103
0 O I ol | =Y - PP PPRPPPPPR 103

0 I I =T o oY= = [ 1 4 = RN 103
[.1.2. @S MANUEIS ..ottt et st sat e st e e st e e saneeesaneesnnee e 103

10 W Yol <1< TR 111
00 I =T o T 0 =4 = 10 4 =R 111
[.2.2. @S MANUEIS ..ottt ettt st sab e st e e s e e sabeeesaneesnnneenas 113

(18 2 @ a Tol [V 1Yo o PSPPSR TPPRROTPPROPI 117
Il. Institutions vietnamiennes.........ccccvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiin 118
1RO = oo 1 =Y =L TR UPP P 118
|0 = Yol < TS S U RURRO PP 119
[1.2.1. Le mouvement circulaire uniforme en classe 10.........ccocerieenienieineenieeeeee e 119

11.2.2. Notion de périodicité dans le manuel Physique de classe 12 .........cccoevvuvveereeeeinennns 120



110C 0 0o Y Vo] 1V 1Yo ] o HP T 126

lll. Comparaison France — Viét Nam et conclusion pour la physique......ccccccetreeneerreenncereennn. 126

Partie C. Modélisation des phénomeénes périodiques dans I’enseignement mathématique. 129

IV E T LU= £ =T Tor- | £ O 129
Il. Manuels VIetNami@NS........eueeueeemeeeieeiiieiiiieiiieieiiieeeieeeiieeeeeeeeeiteeeeeeeeeeeteeeeeetreeeseeeseseeeseseeeee 130
1.1, ManUel @lEMENTAINE .....coouiiiieeiieete ettt st sbe e s sbe e s aeeeeeas 130
[1.2. MaNUEI @QVANCE ...ttt ettt et st e et e b e st e e b e e sneeeanean 131

L LR T 1] 11 o 133
Chapitre 3. Questionnaire pour I'éleVe...........euereceerceerecreer e sreere e e e eenaees 135
I. Objectif de I'eXpérimentation ........cccccceiieeeiiiiiieieeiieeneetieenneeteennneeseeenssesseensseesssnnsssssennsnns 135
Il. Forme de 'eXpérimentation ........ccccceeeeieenieeieienieeriennneereeenneereeennessesnssssesnnssessssssssesssnannes 136
lll. Présentation des exercices composant le qUEStIONNAITE ......ccceeereerereneerreennreceeeenneeereennns 136
IV. Analyse a priori du qUESTIONNAITE ......cceeurieerieenieeiieeneerteennieereeeeneereeensseeseenssecssensssesssnannes 139
IV.1. Construction du QUESLIONNGITE .....uuvuuuriiiiiiiiiiiiirirrirrererererererereerreeeereeererererrreerrrrerrerrrreree 139
IV.2. Les variables et le choix de [eurs valeurs.............cooeeeiiiiiiniieieeseeeeee e 140
IV.3. Analyse détaillée du qUESTIONNGITE .....eeeiiiiieiiiiiiiiec e e e e 142
V. Analyse a posteriori des résultats OBtENUS ........ccccceveeeiietieeeieeiieenieeeeeeneereeennneereeenseeeseenes 162
V.1. Conditions de I'eXpérimentation .........ccccccuiiieiiiiiei e e 162
V.2. Analyse des résultats OBTENUS .......cccuiii i 162
V.2.1. Présentation synthétique des résultats.........ccccceeeiiieiiciiiee e 162
V.2.2. Analyse détaillée des productions des éleVes ...........eeeecuieeeeiiieeicccieee e, 165
V.2.3. CONCIUSION 1ttt et sne e e 181
Chapitre 4. Ingénierie didactiqUe.........ccccerveereiceirecercccer e e e s se e e eenaes 185
Partie A. Présentation de l'ingénierie didacCtiqUe.........ccceeeeeverrererrensseecseeesseeeseeeesneeesseesseessseeenes 187
I. Les principaux choix de I'ingénierie didactique ......cccceeerreeenerreeenncereeennceereennnecerennnceeeennnees 187
I.1. Favoriser une modélisation intermédiaire gEomMEtriquUe......cccvvvieeivviccrvveeeeee e, 187
[.2. Travailler dans un environnement de géométrie dynamique ........ccoeevvvveereeeeeiciinreeeneenn. 187
I.3. Passer d’une conception dynamique des fonctions a une conception statique............... 188
I.4. Se centrer sur la modélisation de phénomeénes PEriodiqUES ..........coeevvvveereeeeiiciinvreneeeeen, 189

I.5. Un probléme de la périodicité : celui de la coincidence de deux phénomeénes périodiques

I.6. Prendre en compte les contraintes des institutions d’enseignement, frangaises et
VIBENAMIBNNES ...ttt ettt et e e e s e bbbttt e e e e e e s bbbt e eeeeeeesassbaeeeeeeeesannnnee 191

[.7. Une situation de départ issue de problemes habituels ..........ccccoeevieeieiiieeeeciie e, 191



Il. Contraintes et ressources instrumentales de la géométrie dynamique.......ccccceeeerreenneennnee 193

[1.1. Eléments d’analyse inStrumentale........c..oeeieciiie i 193
| o =Y o] F= Yol =T =T o | PR 195

1 T e =Y o Yo o e [ 4 T=TY U PRSP 197
lll. Processus de conception de I'ingénierie didactique....cccccevveeeeeirreenccirrennncceereeneeenennneeennes 199
I1I.1. Expérimentation 1 au Viét Nam (décembre 2009).......eeeeeeeieiicrivrereeeeeiiiiirreeeeeeeeeeennnnees 199
111.2. Expérimentation 2 en France (juillet 2010) .......cooveireiieeiiiiiiieeeeee e 201
I11.3. Expérimentation 3 au Viét Nam (Septembre 2010) ......ceeeevveiicireeeeeeeeeiiirreeeeeeeeeeeinnnee 206
IV. Conditions de I'’expérimentation finale et du recueil des données........c..cceeeverreerreennecnnnen 208
Partie B. Etude de 12 SEANCE L.t s s e s s s s s e 211
I. Analyse a priori et prévision du déroulement............cccoirrrrrrrniiiiiiiiiiinnnnn. 211
I.1. Présentation et analyse de la situation d’initiation @ Cabri.......cccccceeviieiiniiieeiniiee e, 211
I.2. Situations 0 et 1 : analyse a priori et prévision du réle de I'enseignant........ccccccceeeenneee. 213
1.2.1. Situation O : notion « point pilote un autre POINt M.....cccceeviviiiieiiniieee e 213
1.2.2. Situation 1 : construction d’un modele intermédiaire ........ccoceeeveeriieeniieinieennnenn. 216

I.3. Situation 2 : analyse a priori et prévision du réle de I'enseignant ........ccccccevevviveeeinnnen. 220
1.3.1. Analyse a priori de 13 SitUQtion 2.......ccccuieiiiiiiiie e s 220
1.3.2. Déroulement prévu et réle de I'enseignant .........ccceeeviiveieiciiieeieciee e 223

Il. Déroulement effectif et analyse a posterioride laséance 1 ........cccceeerremericerreencerrennneenens 224
II.1. Quelques constats sur la situation d’initiation @ Cabri.......ccccccceviviiiiiiiiciee e, 225
1.2, STEUATION O it e s e e e e s e s r e e e e e s e snnreeeeeeeeas 225
1.3 SHEUATION Lot e e s e e e e s e s r e e e e e s e snnrreeeeeeeas 227
1.4, STEUBTION 2 ittt e s e e e e e s e s e r e e e e e s s s nnnrreeeeeeeas 232
lll. Conclusion de I'étude de la séance 1.........cccovumerieiiiiiiiiiinnnnneiiiinireeassseeeen 235
Partie C. Etude de 1a SEANCE 2..........eeieeiiiiieiicnntitc s st s s s sas st s s asaass e 239
I. Analyse a priori du probléme mathématique central de la séance ........cccccccccceciirrrreennnnee. 240
I.1. Présentation du probleme mathématique ........cccoocuvieeiciiiie e 240
[.2. Analyse a priori dU ProbIEME..........uvii i e 240
Il. Analyse de la phase 1 (entrée dans 1€ JeU)....ccuuueuueeciiiiiiiiieienecicieineeneeeenneceeeeeeseesnnnnsssnaes 247
II.1. Les choix des valeurs des variables dans cette phase .......ccccovvveviiiiieiiinciiee e, 247
[1.2. Les Stratégies POSSIDIES .....couuiiiiiiiiee e e 247
[1.3. Les Stratégies atteNAUES ........ueviiiiiiieicee e e s s aaee e 251

I1.4. Déroulement prévu et réle de 'enseignant .......coocvieeiviiieeiiiiiiee e 252



[1.5. Déroulement effectif et analyse @ POStEIiori.....ccovveeiieiieiiiiieeeec e 252

lll. Analyse de la phase 2 (anticipation du chemin de M’) ......ceeeeeeeeeeeeeneeenneneneenneenneneeennnennne 258
[11.1. Présentation de [a Phase 2.ttt aae e e 258
[11.2. ANQlyse deS FESUIATLS....ccceiiieieiiiiee e e e e e s e e e searaeeeennes 259

IV. Analyse de la phase 3 (validation de I'anticipation et construction du chemin de M’) .... 260

IV.1. Présentation de 1@ Phase 3.ttt e e seeabaee e e e s sesabbaeeeeeessennes 260
IV.2. ANGIYSE S FESUITALS ...uuvvvrreeiiiiiiiiieieee e eererre e e e e s ebbb e e e e e e e eesasbbeeeeeeessennnes 263
V. Analyse de la phase 4 (mise en concurrence des deux modeéles C et O).....cccceeeerrrennnerrennnee 266
V.1. Les choix des valeurs des variables dans cette phase .......cccccceveeiieicireeeeeec e, 266
V.2, Les Strat@Zies POSSIDIES ....uvveeiiiiiiectieeeee e e e e e e e e bbb r e e e e e e seanes 268
V.3, Les Strat@Zies attENUUES ......eeiieiiiiirieeiee ettt e e ebbree e e e e e e e seastraeeeeeessenanns 271
V.4. Déroulement prévu et role de I'enseignant ....ccveeeveeieeiciiiiieeee e 271
V.5. Déroulement effectif et analyse @ POStEriOri.....ccceviiiiiicciiiieeeee e 272
VI. Analyse de la phase 5 (conception de la fonctiont > h = f(t)).cccoveereeecciiiiiiiniiiinccccceens 285
VI.1. Présentation de 1a Phase 5.ttt et e e e e 285
V1.2, ANAlYSE dES MESUITALS ..ocueveiieiciiiee et e e e tre e e e e aae e e e ennas 286
VII. Analyse de la phase 6 (construction de la formule algébrique de la fonction t — h = f(t))
............................................................................................................................................ 287
VII.1. Présentation de 1a Phase B.........coouiiie i ettt 287
VI1.2. ANAlYSE @S FESUITALS .....uviieiciiiee ettt e e e e e e arae e e e na e e e e e are e e e ennnas 288
VIII. Conclusion de 12 S6aNCe 2.........cceeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiii s 289
Conclusions et perspectives de recherche...........eiiciciicciceencicenicenencceeeesenes 293
(271 o1 Lo Y=4 =T o1 {5 303
Résumé de la thése en vietnamien............cccicnsecscsnsnsn e 311

A NN XS . ieeeueireeiteeeensanerteesesssnersssasessssessssssessnssssnassssenssssnansssensssssasssssssssssssssssssssnsssnnns 333






INTRODUCTION

Les mathématiques et les autres disciplines scientifiques, en particulier la physique, entretiennent
des relations existentielles au sens ou elles se nourrissent les unes des autres, comme le souligne
le rapport de la commission Kahane (2000) :

Le lien entre mathématiques et applications est fait d’allers et retours nombreux, les
mathématiques se nourrissant des problémes venant des autres sciences et leur fournissant en
retour les cadres théoriques appropriés. Il y a des exemples de trajet dans les deux sens :

+ de nombreux domaines des mathématiques sont issus de la physique : les équations aux
dérivées partielles, I'analyse de Fourier, les distributions, etc.

+ il y a aussi des exemples, moins nombreux, mais fondamentaux d’un point de vue
épistémologique, de théories mathématiques « pures» qui se sont développées
indépendamment des applications et qui ont eu de telles applications longtemps aprés.
(Kahane (2000), p. 37)

Le rapport de la commission Kahane décrit le travail de modélisation en ceuvre dans les relations
entre mathématiques et autres disciplines : modéliser est une des principales modalités de
I’interaction entre les mathématiques et les autres disciplines.

Elles [les mathématiques| permettent d’abord de formuler les problémes en termes
mathématiques : il s'agit d'établir un modéle a partir d’hypotheses (par exemple de lois
physiques clairement énoncées). Puis, une fois ce modele adopté, il faut le traiter, au moyen
d'outils mathématiques (suites, fonctions, équations différentielles, équations aux dérivées
partielles, probabilités, statistiques, etc.). Ce travail permet de tirer des conséquences des
modeles (qualitatives ou quantitatives) et de les confronter a la réalité (ce qui peut amener a
les remettre en question).

Ce que peuvent apporter les mathématiques dans ce travail de modélisation c’est notamment
le fait de dégager, de données initiales diverses, abondantes et complexes provenant a priori
de domaines différents, des raisonnements similaires menant au méme modele. (Ibid., p. 37)

Ce rapport recommande la mise en place dans I’enseignement de ce processus de modélisation et
insiste pour que la modélisation fasse partie des préoccupations des enseignants de
mathématiques.

Nous souhaitons dire ici avec une certaine solennité que nous considérons que cette
ouverture aux autres disciplines, notamment via la modélisation, fait partie de la mission du
professeur de mathématiques. (Ibid., p. 38)

De fait, la modélisation prend une place de plus en plus importante dans les programmes de
mathématiques dans de nombreux pays. La modélisation permet de montrer [’utilit¢ des
mathématiques, de développer chez les jeunes des capacités critiques par rapport a la résolution
des situations de la vie réelle, de préparer les jeunes a diverses activités professionnelles et de
relier les mathématiques a d’autres disciplines (Blum et Niss 1991, Kaiser 1991).

Un indice de cette prise en compte de la modélisation dans 1’enseignement des mathématiques
est le choix de I’étude internationale PISA, pour évaluer les éléves sur leurs connaissances

mathématiques, de les confronter essenticllement a des problémes dans lesquels les
mathématiques sont outils de modélisation.
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[...] enquéte PISA soumet essentiellement aux €léves des problémes qui s’inscrivent dans
des situations s’inspirant du monde réel. Ces situations sont congues pour que des aspects
mathématiques soient véritablement utiles a la résolution des problémes. L’objectif de
I’enquéte PISA est de déterminer dans quelle mesure les €léves sont capables d’exploiter
leurs savoirs et savoir-faire mathématiques pour résoudre des problémes qui leur sont
soumis. (OCDE 2003, p. 40)

Cette étude met en évidence, ainsi que d’autres recherches, I’intérét récurrent dans tous les
systemes éducatifs pour la modélisation mathématique.

Qu’en est-il dans deux systemes éducatifs aux traditions profondément différentes, ceux du Viét
Nam et de la France ?

I. Des rapports différents a 1a modélisation

1.1. Au Viét Nam

L’interdisciplinarité, associée au rdle d’outil des mathématiques, est mentionnée explicitement
dans le programme de mathématiques au secondaire :

Le programme est construit et développé selon les points de vue suivants :

[...]

+ choisir des connaissances mathématiques fondamentales, mises a jour, nécessaires,
systématiques, selon les orientations réduites, convenables au niveau cognitif des éléves,
exprimant I’interdisciplinarité, intégrant des contenus didactiques, exprimant le role d’outil
de la mathématique.

+ intensifier la pratique et I’application, enseigner les mathématiques reliées a la réalité.

[...] (Extrait du programme du lycée, 2006)

Le premier objectif du programme est I’obtention des significations et des applications des
connaissances mathématiques dans la vie et dans les autres disciplines.
(Extrait du programme de la classe 11, 2006)

L’un des effets de cette injonction a été par exemple, d’introduire dans le programme de la classe
11 les deux chapitres « Combinaison et probabilité » et « Dérivée » pour « fournir a temps des
outils mathématiques nécessaires aux autres disciplines (biologie, physique,...)» (ces
connaissances ¢€taient placées en classe 12 dans les anciens programmes).

Cependant, dans les manuels et dans 1’enseignement en classe, la cohérence entre les disciplines
n’est pas toujours prise en compte. Pour I’attester, nous nous sommes entretenus avec M.
Nguyen Tran Trac, un enseignant de physique, auteur des manuels de physique, sur I'utilisation
de connaissances mathématiques dans la résolution des problémes physiques. Voici un extrait de
cet entretien :

+ pour les connaissances précédemment enseignées en mathématiques, 1’enseignant de
physique va les rappeler avant de les utiliser.

+ pour les connaissances qui ne sont pas encore enseignées en mathématiques, 1’enseignant
de physique les enseigne lui-méme. Par exemple, avec les fonctions périodiques, quand il
rencontre des équations périodiques, il va diriger la résolution des éléves. Quand on étudie le
mouvement du pendule, les fonctions périodiques sont nécessaires. L’enseignant va donc
enseigner d’abord les savoirs mathématiques nécessaires, et aprés les appliquer aux
phénomeénes physiques.

(Extrait de I’entretien avec M. Nguyen Tran Trac)
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Les termes de I’entretien montrent que les enseignements de la physique et des mathématiques
au Viét Nam peuvent s’envisager comme indépendants I’un de 1’autre. L’enseignant de physique
a méme la responsabilit¢ d’enseigner des connaissances mathématiques nécessaires aux
problémes physiques traités. Les connaissances mathématiques sont introduites en physique
comme des outils tout faits pour résoudre des problémes de physique.

De plus, selon I’auteur de manuels avec lequel nous nous sommes entretenus, 1’utilisation des
problémes de physique pour introduire des connaissances mathématiques n’est jamais envisagée.
L’enseignant de physique « doit présenter directement les connaissances mathématiques pour les
appliquer a la physique. Par exemple, quand on étudie la composition de deux oscillations
harmoniques, 1’enseignant de physique la présente directement a 1’¢léve (somme de deux
fonctions périodiques par la méthode algébrique ou par la méthode de Fresnel) et ensuite 1’¢leve
I’applique pour résoudre des exercices ».

La relation entre les mathématiques et la physique est a sens unique, les mathématiques
n’intervenant que comme savoirs a appliquer qu’il suffit de fournir dans des cas déterminés par
les physiciens. De ce point de vue le décalage entre les programmes de mathématiques et de
physique n’a pas de grandes conséquences. Or c’est ce décalage qui est souvent, pour les éléves,
une cause d’incompréhension.

Le probléme de I’enseignement de la modélisation n’est donc pas posé dans la construction des
programmes et des manuels au Viét Nam. On en trouve quelques traces de modélisation dans
I’application des connaissances mathématiques a certains problémes issus de la réalité. Dans les
manuels mathématiques secondaires, les rares exercices de ce type se placent souvent dans la
partie complémentaire ou au début de certains chapitres avec comme rdle principal d’amener a
une nouvelle connaissance (voir I’entretien avec I’auteur des manuels mathématiques au lycée en
annexe 1). D’aprés le rapport de la commission Kahane (2000), de tels exercices sont
dommageables pour I'image des mathématiques et des autres disciplines :

Ce type d'exercice n'est, en réalité, qu'un prétexte pour faire des mathématiques avec un
habillage dont on ne se soucie pas de la pertinence. Nous considérons que de tels exercices
sont catastrophiques pour l'image de notre discipline. En effet, ils la font apparaitre comme
un domaine ou ’on a des données dont on ne maitrise pas la provenance, ou I’on fait des
calculs sans comprendre ce qu'ils signifient et ou I’on ne se préoccupe pas de savoir si les
résultats ont un sens.

(Kahane (2000), p. 38)

I.2. En France

A Tinstar de nombreux autres pays, il y a une volonté institutionnelle d’introduire de la
modé¢lisation dans ’enseignement des mathématiques et des autres disciplines scientifiques. Par
exemple, dans la loi d'orientation et de programme pour l'avenir de I'Ecole (23 avril 2005),
concernant le cadre de la culture scientifique et technologique, la pratique d’une « démarche
scientifique » est exigible comme une capacité de I’éléve. Cette démarche est décrite comme
suit :

- savoir observer, questionner, formuler une hypothese et la valider, argumenter, modéliser
de facon élémentaire ;

- comprendre le lien entre les phénoménes de la nature et le langage mathématique qui s'y
applique et aide a les décrire.
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L’institution francaise d’enseignement secondaire préconise la mise en place d’un enseignement
de la modélisation mathématique pour les raisons suivantes :

Les mathématiques sont une discipline exigeante. [...] Les éléves peuvent y pratiquer la
démarche critique qui exige de chacun des arguments probants et ainsi apprécier les
certitudes que ceux-ci fournissent. Ils peuvent encore expérimenter la capacité de
modélisation des mathématiques, tout en comprenant que le modéle, le sondage, 1’équation
ne sont pas la réalité et doivent sans cesse y étre confrontés.

(Document d’accompagnement des programmes des classes Terminale S, ES, p. 5)

Toujours dans ce document d’accompagnement des programmes, on découvre une partie
« Mathématique et modélisation ». On trouve la des indices concernant ’enseignement de la
modélisation au lycée :

Au niveau du lycée, on initiera les éléves a la modélisation grace a 1’étude de certaines
situations réelles, qu’on simplifiera volontairement a 1’extréme et pour lesquelles le modéle
grossier ainsi établi devient éclairant ou permet une prévision : la difficulté est alors de
garder sens et consistance au probléme simplifié. (Ibid., p. 25)

Si en France, on parle bien d’enseignement de la modélisation dans les programmes du second
degré et plus encore dans les plus récents, il semble ne pas étre réellement mis en ceuvre dans le
systeme d’enseignement. Plusieurs raisons de cet état de fait peuvent étre dégagées par le rapport
de la commission Kahane (2000).

1) Les manuels n’ont pas encore pris la mesure de ces problémes.

Les exercices qu'on y trouve pechent souvent de deux cotés :

- On ne discute pas l'origine des formules fournies (c'est souvent le cas pour les exercices
issus de I'économie).

- Le modele méne a une absurdité sans que le texte ne s'en inquicte. Ainsi, une population
qui suit une loi exponentielle croissante sans qu’on discute ce qui se passe en temps grand.
[...]

2) La réalité est plus complexe qu’il n’y parait.

Le probléme que rencontrent les enseignants, trés souvent, c’est que les modéles abordables
du point de vue mathématique, sont trop simples et qu’ils ne rendent pas compte de la réalité.
[...]

3) Les programmes sont mal adaptés.

Un seul exemple : 1'oscillateur harmonique, base de la physique de terminale, correspond aux
équations différentielles linéaires du second ordre a coefficients constants qui ne sont plus au
programme de mathématiques de terminale.

C’est ce genre de décalage, trés fréquent, entre les programmes de mathématiques et de
physique qui est souvent, pour les éléves, une cause d’incompréhension.

[...]

4) Les méthodes sont différentes.

Les physiciens utilisent les mathématiques pour décrire les phénomenes : « les lois physiques
s'expriment a l'aide de formules mathématiques ». Cependant, cette description peut
nécessiter une adaptation et un effort pour étre dite dans le langage des mathématiques d’une
classe donnée. Selon les classes, I’époque, les programmes, cette tiche d’adaptation peut-étre
plus ou moins difficile. [...]

(Rapport de la commission Kahane (2000), p. 38-39)

Il y a bien la un probleme d’enseignement : soit on évite I’enseignement de la modélisation en
concevant le rapport des mathématiques aux autres disciplines scientifiques comme un rapport
d’application (Viét Nam) soit on préconise la prise en compte de la modélisation sans donner les
moyens aux enseignants de 1’enseigner (France).
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Quels effets ont ces conditions et ces contraintes différentes sur la vie dans ’enseignement
secondaire de savoirs mathématiques issus d’un processus de modélisation ?

Nous décidons de travailler cette question en choisissant la périodicité et les fonctions
périodiques comme savoirs mathématiques issus d’un processus de modélisation.

I1. Le choix de la périodicité et des fonctions périodiques

Le phénomene (systéme) étudié dans un processus de modélisation mathématique peut étre intra
ou extra-mathématique et le terme « modélisation mathématique » évoque le plus souvent ce que
Chevallard (1989) qualifie d’emplois extra-mathématiques :

[...] des emplois intra-mathématiques, en ce sens qu'ils se rapportent a 1'étude d’objets
mathématiques [...]. D'autres emplois concernent l'étude mathématique d'objets extra-
mathématiques : systémes physiques, biologiques, sociaux, etc. Et c'est d'ordinaire a
I'étude mathématique de tels systémes non mathématiques que l'on réserve le nom de
modélisation mathématique. (Chevallard (1989), p. 53)

L’insistance des institutions d’enseignement secondaire des mathématiques a « comprendre le
lien entre les phénomenes de la nature et le langage mathématique qui s'y applique et aide a les
décrire » nous incite a faire 1’étude de phénoménes non-mathématiques, les phénomeénes
périodiques étudiés par de nombreuses sciences.

La périodicité est un concept central dans le processus de modélisation des phénomenes
cycliques et des phénomeénes oscillatoires. Dans la genése scientifique de ce concept, les
fonctions périodiques, notamment les fonctions trigonométriques, se sont constituées
progressivement comme modeles de grandeurs variables qui retournent réguliérement et
indéfiniment au méme état, en général en fonction du temps.

Les fonctions ont une place importante comme outils de modélisation car elles permettent de
modéliser les phénomenes variables ou évolutifs qui sont a la fois trés présents dans la réalité
quotidienne et objets d’¢tude des disciplines scientifiques (finance, biologie, physique,
économie, etc.). Nous parlerons de modélisation fonctionnelle.

Selon Krysinska et Schneider (2010), dans I’institution « cours de mathématiques », le processus
de modélisation fonctionnelle consiste principalement « [a] construire et/ou [a] identifier un
modele fonctionnel par une formule paramétrée, a partir d’ostensifs associés tels que des
tableaux numériques, graphiques cartésiens ou équations fonctionnelles et adapter ce modele aux
spécificités du phénomene étudié » (p. 33).

La réforme de 1902 a introduit la notion de fonction dans 1’enseignement des mathématiques en
France en arguant de sa nécessité pour I’enseignement de la physique et donc en se référant a des
problémes extra-mathématiques.

D’un autre c6té, le nouvel enseignement de la physique doit abandonner les méthodes
descriptives et dogmatiques qui réduisaient I’expérimentation a la démonstration d’appareils.
La physique expérimentale s’efforce de dégager des lois a partir des faits et ces lois doivent
pouvoir s’exprimer sous forme mathématique. La représentation graphique fait apparaitre, a
partir des mesures expérimentales, des relations fonctionnelles entre variables et constantes
physiques. Le professeur, précisent les instructions, « utilisera fréquemment les
représentations graphiques, non seulement pour mieux montrer aux ¢€leves 1’allure des
phénomenes, mais pour faire pénétrer dans leur esprit les idées si importantes de fonction et
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de continuité ». La notion de fonction s’introduit ainsi naturellement dans 1’enseignement de
la physique. Pour cette raison, la commission décide de D’introduire également dans
I’enseignement des mathématiques. C’est 1’innovation majeure des programmes du second
cycle. L’étude des fonctions, en mathématiques, reste marquée par ses origines physiciennes.
Elle est pratique, quasi-expérimentale : pas de définitions générales et abstraites, mais un
crayon et du papier millimétré pour construire les graphes des quelques fonctions simples
que le programme prévoit d’étudier. (Belhoste (1995), p. 58)

La raison d’étre de la notion de fonction est ainsi identifié¢e comme réponse a un probléme de
modélisation des phénomeénes issus de la physique. Cependant, la modélisation fonctionnelle
pose aux ¢léves plusieurs difficultés d’ordre épistémologique et didactique repérées par
Krysinska et Schneider (2010), difficultés a :

- percevoir la variation d’une grandeur dés que celle-ci est liée a une autre grandeur constante

- percevoir comme fonctions ou méme grandeurs « variables » des grandeurs qui ne varient
pas dans le temps

- identifier et choisir une variable indépendante et exprimer la grandeur a optimiser en
fonction de cette variable et d’elle seule (dans le domaine des problémes d’optimisation)

- comprendre la signification de la notion de variable

La fonction périodique présente, en tant que fonction et en tant qu’outil de modélisation, les
caractéristiques générales des fonctions numériques et d’autres caractéristiques (période, phase,
amplitude, etc.) qui lui sont propres et qui rendent son enseignement et son apprentissage plus
complexes.

II1. Questionnement initial et méthodologie de recherche

Nous plagons donc notre étude dans le champ de la modélisation extra-mathématique par des
fonctions périodiques. Voici des questions qui ont initié notre travail de recherche.

Comment les phénoménes périodiques sont-ils étudiés et modélisés par les sciences physiques et
mathématiques ? Avec quels modéles mathématiques ?

Comment 1’étude des phénomeénes périodiques vit-elle dans 1’enseignement secondaire de la
physique et des mathématiques au Viét Nam et en France ? Comment s’articulent les différentes
significations données au concept de périodicité par les différentes disciplines ?

Est-il possible d’organiser un enseignement des fonctions périodiques par la modélisation qui
tienne compte des conditions et des contraintes institutionnelles ?

II1.1. Enquéte épistémologique

Nous commengons notre étude par une enquéte épistémologique afin d’examiner les
phénomenes périodiques ¢étudiés en sciences physiques et de déterminer les modéles
mathématiques représentant ces phénomenes. Cette enquéte nous permet de formuler des
hypotheses sur le role et la portée de plusieurs formalisations mathématiques utilisées dans les

modeles de phénomeénes périodiques présents en physique.

Les résultats de cette enquéte seront les éléments de référence pour notre analyse institutionnelle.
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Dans cette enquéte, une synthése des processus de modélisation en physique (du point de vue
épistémologique ou didactique) est aussi effectuée pour justifier notre choix du processus de
modélisation retenu dans notre dispositif expérimental.

II1.2. Etude institutionnelle

Pour trouver des ¢léments de réponse aux questions initiales, nous utilisons le cadre théorique de
la Transposition Didactique (Chevallard, 1991) et de la Théorie Anthropologique du Didactique
(Bosch et Chevallard, 1999).

La transposition didactique met en évidence le probléme de la l1égitimation des objets de savoir
enseignés et étudie I’écart existant entre un savoir enseigné et les références qui le 1égitiment,
¢écart dQi aux contraintes pesant sur le fonctionnement du systéme d'enseignement.

La Théorie Anthropologique du Didactique montre 1’importance du rapport institutionnel a un
objet de savoir et introduit la notion de praxéologie pour le caractériser :

Ce qui fait défaut, c’est 1’élaboration d’une méthode d’analyse des pratiques institutionnelles
qui en permette la description et 1’étude des conditions de réalisation. Les derniers
développements de la théorisation viennent combler ce manque. La notion clé qui apparait
alors est celle d’organisation praxéologique ou praxeéologie.

(Bosch et Chevallard, 1999, p. 85)

Nous utilisons cette notion de praxéologic comme outil d’une analyse institutionnelle
comparative entre les institutions d’enseignement des mathématiques et de la physique en
France et au Viét Nam.

En identifiant les différents types de taches mettant en ceuvre la périodicité dans 1’enseignement
des mathématiques ainsi que les praxéologies qui leur sont attachées, cette analyse nous permet
de dégager les rapports institutionnels des deux pays concernant la périodicité, les fonctions
périodiques et la modélisation mathématique des phénomeénes périodiques. Elle nous permet
aussi de comprendre les raisons des choix institutionnels, les contraintes qui pésent sur ces choix
et les possibilités de les modifier.

Cette analyse débouche sur des questions didactiques, relatives a la pratique de la démarche de
modélisation chez 1’éleéve, qui nous amenent a proposer un questionnaire aux éléves vietnamiens.

I11.3. Questionnaire éleves

Le questionnaire est concu autour de types de taches emblématiques repérés dans I’analyse
institutionnelle des enseignements des deux pays. Un jeu sur les valeurs de variables didactiques
provoque ou non une rupture des contrats institutionnels a la modélisation de la périodicité
propres a chacune des institutions.

Le questionnaire est expérimenté dans plusieurs classes de lycée au Viét Nam. Les analyses des
réponses des €léves nous permettent d’approfondir 1I’étude institutionnelle en précisant le rapport
institutionnel en position d’éléves a la notion de périodicité et de fonction périodique et
d’éclairer leurs difficultés a entrer dans un processus de modélisation.

Les résultats obtenus nous fournissent ainsi des éléments complémentaires pour la conception
d’une ingénierie didactique.
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II1.4. Ingénierie didactique

Dans la suite de notre travail, nous cherchons a mettre en place des conditions, sous les
contraintes institutionnelles, qui permettent aux ¢léves d’entrer dans un processus de
modé¢lisation de phénomenes périodiques.

Pour cela, nous ¢élaborons une ingénierie didactique pour introduire les fonctions périodiques
comme mod¢les de phénomeénes de co-variations périodiques.

Pour ce faire, nous nous référons a la méthodologie d’ingénierie didactique ainsi décrite par
Artigue (1989) :

L’ingénierie didactique, vue comme méthodologie de recherche, se caractérise en premier
lieu par un schéma expérimental basé sur des « réalisations didactiques » en classe, c'est-a-
dire sur la conception, la réalisation, I’observation et I’analyse de séquence d’enseignement.
[...]

La méthodologie d’ingénierie didactique se caractérise aussi, par rapport a d’autres types de
recherche basés sur des expérimentations en classe, par le registre dans lequel elle se situe et
les modes de validation qui lui sont associés. (Artigue (1989), p. 285-286)

La conception de cette ingénierie s’appuie sur les résultats de I’analyse épistémologique
I’analyse institutionnelle comparative des systémes d’enseignements :

La réalisation d’une ingénierie didactique dans I’un des systémes et son analyse permettent
non seulement de poser des questions sur ce systéme mais aussi sur I’autre systéme, et
favorisent ainsi 1’émergence de questions génériques dont la pertinence est attestée dans
I’autre systéme. De plus, cela pose le probleme général de la reproductibilité de I’ingénierie
non seulement dans I’institution ou elle a été réalisée mais aussi dans 1’autre.

(Bessot et Comiti, p. 22)

IV. Organigramme de la these
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CHAPITRE 1

UNE ENQUETE EPISTEMOLOGIQUE SUR LA MODELISATION
MATHEMATIQUE DE PHENOMENES PERIODIQUES TEMPORELS

I. Introduction

Sensevy & Mercier (1999) énoncent deux « raisons d’étre » des mathématiques :

- faire des mathématiques, c’est fabriquer des modeles qui permettront de maitriser des
phénomeénes dans la réalité ;

- faire des mathématiques, c’est utiliser des outils pour résoudre des problémes et donc aussi,
construire des outils permettant de résoudre des problémes ou encore, étudier des outils et les
problémes qu’ils permettraient de résoudre.

(Sensevy & Mercier (1999), p. 70)

Ces deux raisons d’étre des mathématiques suffisent pour expliquer que les mathématiques
interviennent dans toutes les sciences. Leur capacité a fabriquer des modéles pour les
phénomeénes que les différentes sciences reperent et étudient crée des relations tres fortes avec
elles. C’est particulierement vrai pour la physique, comme le déclare Klein (2000) :

Les mathématiques offrent incontestablement a la physique une voie privilégiée vers
I’unification. L’existence d’une relation trés particuliere entre la physique et les
mathématiques est universellement reconnue. [...] Comment concevoir la mécanique
classique sans calcul différentiel et intégral, 1’électromagnétisme sans équations aux dérivées
partielles, la relativité générale sans calcul tensoriel, la physique quantique sans espaces de
Hilbert ? (Klein (2000), p. 179)

Selon lui, il y a trois types d’efficacité des mathématiques en physique liés a la modélisation :

- les mathématiques peuvent anticiper les résultats d’expérimentation ou reproduire les
données obtenues précédemment. Elles peuvent fournir des résultats numériques qui dans les
limites d’une certaine borne d’erreur tolérée, reproduisent les données expérimentales ;

- elles mettent en évidence des structures « explicatives » ;

- elles permettent d’engendrer de nouvelles idées, de nouveaux concepts, des stratégies
inédites ou des solutions originales a des problémes anciens.

Exprimer et exploiter une propriété physique sous forme numérique exige non seulement qu’on
se serve des mathématiques pour indiquer les relations entre les différentes grandeurs mesurées,
mais aussi qu’on soit capable d’utiliser ces relations. Pour Gruber et Benoit (1998), les
mathématiques sont, au-dela du langage de la physique, la maniére de penser du physicien :

- ¢’est le langage de la nature que I’homme doit assimiler ;

- ¢’est le langage de I’homme pour traduire les faits de la nature

C’est cette deuxiéme interprétation, reliée du reste a la description moderne, qu’adopte
Heisenberg quand il affirme : « Les formules mathématiques ne représentent plus la Réalité,
mais la connaissance que nous possédons ».

Finalement, on remarquera que les mathématiques sont beaucoup plus qu’un langage : c’est
la maniére de penser du physicien. (Gruber et Benoit (1998), p. 8)
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A son tour, la physique avec la résolution mathématique de ses problemes conduit a développer
des connaissances nouvelles et importantes en mathématiques.

Par I’expérimentation ou I’analyse théorique, le physicien essaie d’établir des relations
mathématiques, appelées lois, entre les grandeurs physiques. Les mathématiques forment le
langage naturel de la physique parce qu’elles nous permettent d’énoncer ces relations de
facon concise. Une fois établi, I’énoncé mathématique peut étre manipulé selon les régles
mathématiques. Si les équations initiales d’une analyse sont correctes, la logique
mathématique peut alors déboucher sur de nouvelles idées et de nouvelles lois.

(Benson (1991), p. 4)

Ces liens épistémologiquement tres forts qu’entretiennent les sciences physiques et les sciences
mathématiques nous incitent a restreindre a la physique notre enquéte sur la modélisation des
phénomenes périodiques méme si d’autres sciences, telles les sciences de la vie ou celles de
I’économie par exemple, étudient elles aussi des phénomenes qu’elles qualifient de périodiques.
Quels sont les phénomenes que la physique étudie et qu’elle considére comme périodiques ? Ce
sera notre premiere question.

Nous trouvons des phénomenes périodiques dans plusieurs branches de la physique : Mécanique,
Electromagnétisme, Ondes, et Cristallographie, etc. Parmi ces phénoménes périodiques, trois
d’entre eux prennent une grande place dans les traités de physique : le mouvement circulaire (tel
le mouvement de la terre autour de son axe et autour du soleil), le mouvement oscillatoire (tel le
mouvement d’un pendule simple) et le mouvement ondulatoire (tel le mouvement d’une corde
vibrante).

Ces phénomenes se déroulent, pour la physique, dans un cadre appelé « espace-temps ».
L’espace y est considéré, par les physiciens, comme un continu a trois dimensions (il faut trois
nombres pour repérer la position d’un point) et le temps comme un continu linéaire, orienté par
la « fleche du temps » qui distingue le futur du passé, la longueur et le temps étant des concepts
premiers.

Nous verrons dans notre enquéte sur ces mouvements que, a la différence du mouvement
circulaire et du mouvement oscillatoire, les ondes progressives sont des phénomenes qui
possédent une double périodicité dans le temps et dans I’espace. En effet, a I’instant t donné [en
un point fixe x de I’espace], les ondes sont oscillantes dans I’espace [dans le temps].

nx= ta) L L. (b

Fig. 1.11 Double périodicité : (a) périodicité temporelle, (b} périodicité spatiale.

(Balland (2007), p. 14)

Israel (1996) utilise le terme « mathématique du temps » pour parler de 1’outil mathématique de
modélisation de phénomenes temporels :

Par I’expression de « mathématique dynamique » ou de « mathématique du temps », nous
nous référons a une conception des mathématiques en tant qu’instrument dont le role
principal est de décrire 1’évolution des phénomeénes au cours du temps, et donc les
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changements. D’un point de vue technique, cela signifie que toutes les variables en jeu
dépendent d’un parametre qui représente justement le temps. (Israel (1996), p. 222)

Avant d’examiner de plus prés dans les traités de physique chacun des trois mouvements cités ci-
dessus, nous voulons éclairer I’importance du temps en physique et son lien avec la notion de
périodicité.

I1. Le temps et la périodicité

I1.1. Le temps en physique

Le temps apparait dans beaucoup de phénomenes étudiés par la physique comme la cause du
changement, de la variation des états. Situation paradoxale pour le physicien, comme le souligne
Klein (2000) :

Les scientifiques de toute discipline sont confrontés au temps. Il peut sembler curieux
d'associer le temps et la physique. Celle-ci cherche en effet, sans se l'avouer toujours, a
¢éliminer le temps. Le temps est associé au variable, a l'instable, a 1'éphémeére, tandis que la
physique, elle, est a la recherche de rapports qui soient soustraits au changement. Lors méme
qu'elle s'applique a des processus qui ont une histoire ou une évolution, c'est pour y discerner
soit des substances et des formes, soit des lois et des régles indépendantes du temps. Dans
son désir d'accéder a un point de vue quasi divin sur la nature, la physique prétend a
I'immuable et a I'invariant. Mais dans sa pratique, elle se heurte au temps.

(Klein (2000), p. 242-243)

Mais qu’est-ce que le temps ? Quelles sont ses représentations ? Pourquoi la progression
périodique des aiguilles d’une montre sur 1’espace circulaire de son cadran, rend-elle possible
une mesure du temps? Quel lien existe-t-il entre le temps et les phénomenes
périodiques temporels ?

D’aprés Feynman (1963), « un temps » est défini dans le dictionnaire Webster', comme « une
période », et cette derniere comme « un temps », ce qui ne nous avance guere. Examinons sa
conception du temps :

Peut-étre est-il aussi bien d’accepter le fait que « le temps est une des choses que nous ne
pouvons probablement pas définir, (au sens du dictionnaire), et de dire simplement que c’est
ce que nous savons déja de lui : combien nous attendons ! (Feynman (1963), p. 55)

La méme idée est présente chez Klein (Ibid.) :

On peut tenter de définir le temps : dire qu'il est ce qui passe quand rien ne se passe ; qu'il est
ce qui fait que tout se fait ou se défait ; qu'il est 'ordre des choses qui se succeédent ; qu'il est
le devenir en train de devenir ; ou, plus plaisamment, qu'il est le moyen le plus commode
qu'a trouvé la nature pour que tout ne se passe pas d'un seul coup. Mais toutes ces
expressions présupposent ou contiennent déja 1idée du temps. Elles n'en sont que des
métaphores, impuissantes a rendre compte de sa véritable intégrité. (Klein (Ibid.), p. 237)

' Le Dictionnaire Webster est le nom donné a un type de dictionnaire de langue anglaise aux Etats-Unis et faisant
autorité concernant 1’anglais américain.
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Ainsi quand on utilise une expression pour définir le temps, celle-ci présuppose ou contient déja
I’idée du temps ! Cependant les physiciens s’accordent tous sur la nécessité de mathématiser le
temps :

Le temps est un outil mathématique qui permet de mettre en équation 1’observation de
phénomenes physiques (observables) et d’en tirer ainsi un certain nombre d’informations.
Cet outil existe car il existe des étres pour observer (et mesurer) la nature et ses changements
(principe socratique) et de la matiére et du mouvement pour qu’il y ait des changements.
(Isoz, 2011)

Donc le probléme qui doit nous préoccuper ici n’est pas de trouver une définition du temps mais
de savoir comment les physiciens le représentent et comment ils le mesurent.

I1.2. La représentation du temps

Le temps s'incarne en physique sous la forme d'un nombre réel, le paramétre . Il n'a donc
qu'une dimension (un seul nombre suffit a déterminer une date) et on peut fixer sa direction
d'écoulement (il est orientable). Une telle figuration du temps postule implicitement qu'il n'y
a qu'un temps a la fois et que ce temps est continu.

[...]

Contrairement a celle de 'espace, la topologie du temps est trés pauvre. Elle n'offre que deux
variantes, la ligne ou le cercle, c'est-a-dire le temps linéaire, qui va de l'avant, ou le temps
cyclique, qui fait des boucles. Ce dernier favorisé par le caractére magique du cercle, a
prévalu dans les mythes mais il est aujourd’hui délaiss¢ par la physique parce qu’il ne
respecte pas le principe de causalité. [...]. (Klein (ibid.), p. 243-244)

Avec sa forme linéaire qui s’est imposée aux dépends de sa forme circulaire, le temps est
classiquement représenté par une droite orientée composée d'une suite d'instants infinitésimaux
que les mathématiciens appellent la droite réelle R. Le temps intervient donc dans les équations
de la physique comme une variable réelle indépendante et graphiquement représentée par un axe,
le plus souvent I’axe des abscisses.

Muni de sa représentation mathématique sous la forme d’une droite réelle, le temps posséde une
structure ordonnée : sur une droite, un point se situe nécessairement avant ou apres un autre
point.

Le cours du temps est représenté par 1’axe du temps sur lequel on place traditionnellement
une petite fleche qui n’est précisément pas ce qu’on appelle d’ordinaire la « fleche du
temps ». Elle est mise la pour signifier d’ une part que le sens d’écoulement du temps, méme
s’il est arbitraire, peut étre défini, et d’autre part que les voyages dans le temps sont
impossibles : sur I’axe du temps, on ne peut pas revenir en arriére ni passer deux fois par un
méme instant.

Cette représentation mathématique du cours du temps invite a définir le temps comme étant
ce qui organise et ordonne la continuité des instants, et, ce faisant, ce qui produit de la durée,
rien de plus (et donc pas nécessairement du changement). A défaut de produire de la
nouveauté phénoménale, le temps produit des instants qui sont tous des instants radicalement
« neufs », originaux, méme s’ils sont ouverts a 1’accueil de phénoménes répétitifs.

(Klein (2006), p. 18)

Cette représentation mathématique du temps pose la question de la différenciation entre le passé

et le futur. Le temps des Mathématiques se sépare-t-il, sur cette question, du temps de la
Physique ? C’est ce que pense Israel (1996) :
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Le paramétre mathématique t permet de définir conventionnellement le « présent » comme
I’instant t = 0, le « passé » comme ’ensemble des valeurs négatives t < 0, et le futur comme
I’ensemble des valeurs positives t > 0. Cette définition est trés éloignée de 1’intuition
commune du temps. Pour cette dernicre, le passé et le futur présentent une évidence
dissymétrie : une inversion du temps est inimaginable. [...] Dans le temps mathématique, il
est possible de remonter le temps, ce qui parait impensable (méme en principe) dans la
réalité. (Israel (1996), p. 222-223)

Pourtant la lecture graphique habituelle sur un axe « horizontal » de gauche a droite ne
privilégie-t-elle pas le passage du passé vers le futur tendant a transformer, dans le modele
mathématique, la droite du temps en une demi-droite ?

A cette premicre question sur la représentation mathématique du temps on peut en ajouter une
seconde, soulevée en ces termes par Krysinska, Mercier & Schneider (2009) :

Seules les grandeurs qui varient dans le temps semblent évoquer chez les éléves” une
quelconque idée de variation. (Krysinska, Mercier & Schneider (2009), p. 253)

Schneider (1998) dit avoir observé chez les mémes éleves, « la propension a associer variation et
références au temps méme 1a ou la variable temps est absente : par exemple, les rares éléves qui
parviennent a interpréter pourquoi dériver 1’aire d’un disque par rapport a son rayon conduit a
I’expression de son périmétre, parlent de cercles ajoutés successivement comme « accroissement
instantané » du disque ».

Ainsi la variable « temps » outrepasserait sa fonction de représentation du temps pour prendre en
charge I’appréhension de tout phénomene de variation. Schneider se refuse a ne voir dans ce
phénomeéne qu’un obstacle didactique a I’apprentissage de la notion de variation. Selon elle, la
notion de variable temporelle « grandeur que 1’on pergoit intuitivement comme variable au cours
d’un temps non numérisé » [...] « renvoie a ’ambiguité dont la notion de variable a fait I’objet
dans I’histoire des mathématiques ». Cette notion a donc des ressorts épistémologiques et
Schneider, a I’appui de cette thése cite les travaux de Serfati (2005) qui voit dans la notion de
variable introduite par Leibniz des « connotations cinématiques ».

I1.3. La mesure du temps
Selon Feynman (1965), n’importe quel mouvement périodique peut servir a la mesure du temps :

Une manicre de mesurer le temps est d’utiliser quelque chose qui se passe et se répéte d’une
manicre réguliére — quelque chose qui est périodique. Par exemple, un jour.
(Feynman (1965), p. 55)

Mais comment reconnaitre un phénomene périodique ? Par exemple, y a-t-il quelque manicre de
vérifier si les jours ont la méme longueur — soit d’un jour a 1’autre, ou du moins en moyenne ?

Feynman (ibid.) indique une méthode, celle qui consiste a comparer ce phénoméne a d’autres
phénomenes périodiques. En effet, pour vérifier si les jours ont la méme longueur, on peut faire
une comparaison avec un sablier. Nous pouvons « créer » un événement périodique avec un
sablier si nous avons quelqu’un qui se trouve a c6té midi et midi (midi ici n’est pas défini
comme douze heures d’horloge, mais cet instant ou le soleil est a son point le plus élevé), pour le

* De I’enseignement mathématique secondaire
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retourner chaque fois que le dernier grain de sable est tombé. Nous pourrions alors compter le
nombre de fois que 1’on tourne le sablier, de chaque midi suivant. Nous trouverions que le
nombre « d’heures » (c'est-a-dire le nombre de rotation du sablier) est le méme pour chaque
«jour ».

Nous avons maintenant une certaine confiance dans le fait que a la fois « I’heure » et le
«jour » ont une périodicité régulicre, c'est-a-dire découpent des intervalles de temps égaux
successifs. [...] Nous pouvons dire que nous trouvons qu’une régularité d’une certaine sorte
s’adapte a une régularité d’une autre sorte. Nous pouvons simplement dire que nous fondons
notre définition du temps sur la répétition d’un certain événement apparemment périodique.
(Ibid., p. 56)

Donc cette appréhension du temps est fondée sur la répétition d’un certain événement

J R . 3 ’ .y . . . .
apparemment périodique” et accepté comme une unité de mesure. Ceci montre I’imbrication des
concepts de temps et de périodicité pour la mesure du temps.

[...] tant qu'un systéme observable produit un phénomene périodique stable et suffisamment
petit pour que toute mesure physique puisse y €tre réduite, celui-ci peut-étre utilisé comme
étalon d’intervalle temporel. (Isoz, 2011)

Pour mesurer plus précisément des fractions d’un jour et des fractions d’une heure, on utilise un
pendule donné qui oscille toujours dans des intervalles de temps €gaux, aussi longtemps que
I’amplitude de I’oscillation est maintenue petite. Si ce pendule oscille 3600 fois en une heure (et
s’il y a 24 de ces heures dans un jour), chaque période du pendule sera appelée une « seconde ».

Le temps se découpe dés lors en unités de plus en plus petites. En le « matérialisant » par la
succession des engrenages de roues ou les oscillations de pendules, on le mathématise au
moyen d’une suite numérique. Le temps acquiert ainsi le statut de grandeur mesurable.
(Luminet (1995), p. 61)

En conclusion, les mesures de durées nécessitent de se référer a des phénomenes périodiques qui
permettent de les ramener a un décompte de périodes. Nous voyons la une raison de nous
concentrer sur les phénoménes périodiques temporels pour étudier la mathématisation des
phénoménes périodiques.

III. Des phénoménes périodiques temporels
Choix des documents analysés

Pour repérer et examiner les phénomenes périodiques temporels étudiés en physique, nous
choisissons en plus du cours de physique de Feynman deux autres ouvrages qui se présentent
aussi comme des traités de physique générale pour une vision unifiée de la physique.

- «Le cours de physique» de Feynman (1963), Version francaise de G. Delacote,
Intereditions, 1979. Ce cours connait encore un succes de grande ampleur comme en
témoigne ’article de wikipedia qui lui est consacré :
http://fr.wikipedia.org/wiki/Cours_de_physique_de_Feynman

* Dans un article sur « la mesure du temps » publi¢ dans La Valeur de la Science en 1905, cité par Barreau (1996),
Henri Poincaré montrait que le postulat relatif a la mesure du temps, sur lequel repose toute la physique, ne se réduit
pas a I’affirmation fondamentale selon laquelle « la durée de deux phénomenes identiques est le méme ; ou si I’on
préfere, que les mémes causes mettent les mémes temps a produire les mémes effets ».
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-« Physique* », Harris Benson, Adaptation de Marc Séguin, Benoit Villeneuve, Bernard
Marcheterre, Richard Gagnon, De Boeck, 2009, que nous noterons dans la suite [P1] ;

- «Physique générale’ », Marcelo Alonso, Edward J. Finn, Texte francais de Michel
Daune, Dunod, Paris, 2001, que nous noterons dans la suite [P2].

On trouve dans ces ouvrages les principes fondamentaux des phénomenes physiques, leurs
conséquences et leurs limites, notamment les idées fondamentales constituant 1’essentiel de la
physique contemporaine. Ceci est nécessaire pour divers utilisateurs.

Les futurs physiciens et les ingénieurs ne sont pas les seuls qui doivent avoir parfaitement
compris ces idées fondamentales, mais tous ceux qui envisagent une carriere scientifique (y
compris les étudiants qui se spécialisent en biologie, en chimie et en mathématiques),
doivent avoir acquis la méme compréhension. ([P2], page de préface).

[P1] est une traduction de 1’édition révisée de University Physics, de Harris Benson, publié¢e et
vendue a travers le monde avec I’autorisation de John Wiley & Sons, Inc, 1991. Ce manuel est
un ouvrage d’introduction a la physique destiné aux étudiants de sciences de la nature. Selon
I’auteur, son objectif est de donner une représentation claire et correcte des notions et des
principes fondamentaux de la physique.

L’édition originale de [P2] a été publiée au Etats-Unis par Addison-Wesley Publishing
Company, Reading, Masse, sous le titre Fundamental university Physics, Second Edition, 1967
by Addison-Wesley Publishing Company, Inc. Comme I’indique la préface des traducteurs, ce
livre, consacré a la physique générale, est écrit a I’intention d’étudiants qui se destinent a des
¢tudes scientifiques ou a une formation d’ingénieur. Dans ce livre, la physique est présentée
« comme un tout, non comme un corps de doctrines ou un ensemble figé de régles, de principes
et de lois, mais bien comme une attitude d’esprit et un mode de pensée face au monde qui nous
entoure ».

Dans le déroulement de notre étude, nous utiliserons également d’autres manuels de
I’enseignement supérieur, plus spécialisés ou d’ambition plus restreinte que les trois traités.

Dans les ouvrages [P1] et [P2], la définition d’un mouvement périodique s’appuie sur sa
répétition réguliére en fonction du temps :

Un mouvement périodique est un mouvement qui se répete a intervalles réguliers.
([P1], p. 461)

Ou comme dans [P2], sa définition s’appuie sur une représentation graphique de fonction.
Cependant, la répétition est toujours mise en avant (ici, la répétition d’un morceau du graphique).

Un mouvement périodique quelconque de période P est décrit par x = f(t), ou la fonction f(t)
est périodique et posséde la propriété que f(t) = f(t+kP), comme I’indique la Fig.12-35. La
courbe de f(t) se répéte donc identique a elle-méme a intervalles égaux a P.

*Tome I : Mécanique, Tome II : Electricité et magnétisme, Tome III : Ondes, optique et physique moderne
Tome I : Mécanique et thermodynamique, Tome II : Champs et ondes, Tome III : Physique quantique et physique
statistique
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' Fig. 12-35. Une fonction périodigui il

P ! temps.

/0

([P2], p. 362)

Ces définitions se trouvent dans [P1] et [P2] au début du chapitre sur le mouvement oscillatoire
(ou oscillation). Ceci montre que le mouvement oscillatoire est un objet d’étude prioritaire pour
introduire les mouvements périodiques.

1I1.1. Les mouvements oscillatoires et le modele O

III.1.1. Les fonctions périodiques en mathématiques

D’une part certains manuels de I’enseignement supérieur sont consacrés a la présentation de
méthodes mathématiques pour les sciences physiques. D’autre part dans beaucoup de manuels de
physique, il y a des parties qui résument un outillage mathématique qu’ils jugent nécessaires a la
résolution des problémes physiques.

En nous appuyant sur tels ouvrages universitaires, nous cherchons a éclairer 1’habitat et le role
des fonctions périodiques en physique. Examinons la définition d’une fonction périodique
caractérisée par I’égalité f(x + T) = f(x) pour tout nombre réel x, donnée par Schwartz (1965) :

On appelle période d’une fonction f(x) tout nombre réel T tel que f(x + T) = f(x). Le nombre
0 est toujours une période ; I’opposé d’une période de f, la somme de deux périodes de f,
sont des périodes de f; donc les périodes de f forment un sous-groupe du groupe additif R
des nombre réels. Ce sous-groupe est appelé groupe des périodes de f.

(Schwartz (1965), p. 161)

Schwartz (1965) démontre que les périodes d’une fonction constituent un sous-groupe de R. Si f
est continue, son groupe des périodes est un sous-groupe fermé de R, car toute limite T d’une
suite de période Tj de f est encore une période de f. Ensuite, la notion de période fondamentale
est introduite.

Or il n’y a que trois catégories de sous-groupes fermés de R :

- Le sous-groupe réduit a 0. Une fonction f n’ayant pas de période T #0 est dite non-
périodique

- Le groupe R tout entier. Une fonction ayant tout nombre réel T comme période est
constante.

- L’ensemble des multiples LT, (£ entier > 0, < 0, ou = 0), d’un nombre T, > 0.

Si le groupe des périodes de f est de I'une des deux derniéres catégories, f est dite
périodique ; dans le troisiéme cas, T, est appelée la période fondamentale de f.

(Ibid., p. 162)

De plus, la notion de période peut étre généralisée pour les fonctions sur R" (fonction de n
variables). C’est un vecteur 7" tel que f(;c +T)= f(;c ).

Les fonctions périodiques sont caractérisées par la répétition régulicre des valeurs apres des
intervalles égaux a la période. Parmi elles, se trouvent les fonctions trigonométriques qui sont
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généralement les premicres fonctions périodiques présentes dans I’enseignement mathématique
secondaire. Plus précisément, les fonctions périodiques les plus étudiées sont les fonctions
sinusoidales.

I11.1.2. Les fonctions sinusoidales en mathématiques

Dans le document de 1’encyclopédie scientifique en ligne®, les roles des fonctions sinusoidales
sont soulignés comme suit :

Les fonctions sinus et cosinus apparaissent dans la description d'un mouvement harmonique
simple, un concept important en physique. Dans ce contexte les fonctions sinus et cosinus
sont utilisées pour décrire les projections sur un espace a une dimension d'un mouvement
circulaire uniforme, le mouvement d'une masse au bout d'un ressort, ou une approximation
des oscillations de faible écart angulaire d'un pendule.

harmonics: 1

Animation mantrant la décompostion additive d'une onde carrée larsque
le nombre d'harmonigues s'accroit

harmonics: 12

oo e

Animation mortrant la décomposition additive d'un signal carré lorsgue le nombre
d'harmanigques s'accroit

Sont périodiques les fonctions trigonométriques dont les représentations graphiques
correspondent aux mode¢les caractéristiques d'ondes, utilisés pour modéliser des phénomeénes
oscillatoires tels que le bruit ou les ondes de la lumiére. Tout signal vérifiant certaines
propriétés, peut €tre décrit par une somme (généralement infinie) de fonctions sinus et
cosinus de différentes fréquences. C'est l'idée de base de I'analyse de Fourier, dans laquelle
les séries trigonométriques sont utilisées pour résoudre de nombreux problémes aux valeurs
limites dans des équations aux dérivées partielles. Par exemple une onde carrée, peut étre
décrite par une série de Fourier :

:rcarre

4 i sin ((2k — 1)t)
(Lt (2k — 1)
(L’encyclopédie scientifique en ligne)

Donc les fonctions sinusoidales sont associées aux mouvements harmoniques simples, des
mouvements importants en physique car ils participent, d’aprés I’auteur a la modélisation de
phénomenes sonores et lumineux. Elles seraient les ¢léments de base qui permettent d’étudier

% Ce document est disponible sur le site: http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=4938,
consulté le 15 janvier 2011
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tous les phénomenes oscillatoires. En effet, le texte précédent mentionne que tout signal vérifiant
certaines propriétés, peut étre décrit par une somme (généralement infinie) de fonctions sinus et
cosinus de différentes fréquences. Dans 1’exemple ci-dessus, 1’onde carrée (une onde de la

forme /) peut étre écrite en somme des fonctions sinusoidales, c'est-a-dire son graphique
peut étre interprété algébriquement par des séries de fonctions sinusoidales.

Cette conclusion est a la base de l'analyse de Fourier qui est appliquée dans plusieurs domaines.
L’analyse de Fourier ou analyse harmonique permet de décomposer une fonction périodique en
une somme d’une infinité de fonctions sinusoidales. Voici le théoréme de Fourier présenté par
Lecerf (1996) :

Toute fonction périodique y(t), de période T, de fréquence N = 1/T bornée, est équivalente a
une somme infinie de sinusoides de fréquences f = mN, m étant un entier appelé
« harmonique ».

y(t)=A, +Z(Amcos(m2 zNt)+B,_sin(m?2 ﬂNt)) . (Lecerf (1996), p. 25)

m=1

Par exemple, pour la fonction

3 0<x<5 .
fi(x) = période =10
-3 -5<x<0

La série de Fourier correspondante est la suivante (Spiegel, 1974) :

3(1-cosnx) . nmx
sin

f(x)=§+i )

o nrx 5
3 6(. nx 1. 3zx 1 . S#xx
= —+—|sin—+—sin——+—sin——+...
2 7 5 3 5 5 5

On voit que la fonction initiale n’est pas une fonction trigonométrique. Cependant, le théoréme
de Fourier permet de I’écrire sous une somme infinie qui ne contient que des fonctions
sinusoidales et une constante.

Le développement en série de Fourier n’existe que pour des fonctions définies sur R tout entier
et périodiques. De plus, ce développement est unique. A priori, une fonction complexe f définie
sur un intervalle borné (a, b) n’en admet pas. Cependant, on peut prolonger f a R par périodicité
avec une période b-a pour avoir des développements en série de Fourier. Regardons un exemple
donné par Gasquet & Witomski (2000) :

Par exemple, pour la fonction f définie sur I’intervalle (0, a), on peut avoir le développement
de f en série de sinus ou de cosinus.

Dans le premier cas, on prolonge f a (-a, a) par imparité. Ensuite, on prolonge f a R avec la
période 2a. On obtient un développement en série ne comportant que des sinus.
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t{t)

FIG. 6.2. - Exemple pour f(t) = t/a

Par une facon analogue, on prolonge f a (-a, a) par parité et on obtient un développement en
série ne comportant que des cosinus.

FIG. 6.3, = Exemple pour f(t) = t/a

(Gasquet & Witomski (2000), p. 44-45)

On prolonge la fonction initiale par la parité et c’est le choix sur la parité qui permet de choisir
entre les sinus ou les cosinus dans le développement en série de Fourier. Ensuite, la périodicité
est utilisée pour prolonger la fonction sur R. C’est une méthode pour obtenir un développement
en série de Fourier d’une fonction définie sur un intervalle borné. Ce développement n’est pas
unique parce qu’il dépend essenticllement de la fagon dont on effectue le prolongement
périodique a toute la droite réelle.

Les séries de Fourier sont donc un outil fondamental dans I'¢tude des fonctions périodiques.
Elles se rencontrent usuellement dans la décomposition de signaux périodiques, dans 1'étude des
courants électriques, des ondes cérébrales, dans la syntheése sonore, le traitement d’images, etc.
On va voir I'importance des fonctions trigonométriques et des séries de Fourier dans 1’étude des
signaux périodiques dans la partie suivante.

I11.1.3. Les fonctions sinusoidales dans la théorie du signal
Qu’est-ce qu’un signal ?

La notion de signal est trés extensive. Il ressort de 1’observation d’un phénoméne certaines
quantités qui dépendent du temps (de 1’espace, d’une fréquence, ou d’autre chose !). Ces
quantités, supposées mesurables, seront appelées des signaux. Elles correspondent, en
mathématiques, a la notion de fonction (d’une ou plusieurs variables : temps, espace, etc.)
qui constitue donc une modélisation. (Ibid., p. 6)

Ainsi le signal est une notion commune a plusieurs domaines qui correspond a la notion de
fonction en mathématique. Pour le physicien, c’est une quantité physique mesurable qui évolue
en fonction d’une ou plusieurs variables (I’espace, le temps, la fréquence,...). Pour le
mathématicien, un signal est une fonction de plusieurs variables (de R") a wvaleurs
multidimensionnelles (dans RP). Ce qui signifie qu’un signal est un élément de F, ;) (ensemble
des fonctions de R" dans RP). L’idée de modélisation d’un phénoméne temporel est ici centrale
dans la présentation de 1’objet signal. On trouve dans ce manuel quelques exemples concrets des
signaux en physique.
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Exemples de signaux :

- intensité d’un courant électrique ;

- différence de potentiel entre deux points d’un circuit ;

- position d’un mobile, repéré par sa position dans le temps, M = M(t), ou dans I’espace M =
M(x,y, 2) ;

- niveau de gris des points d’une image g(i, j) ;

- composantes d’un champ V(Xx, y, z) ;

- un son. (Ibid., p. 6)

Comment étudier un signal ? Quels sont les outils mathématiques pour le modéliser ? Différentes
facons pour considérer un signal sont présentées par Gasquet & Witomski (Ibid.).

1) On peut le modéliser de facon déterministe ou aléatoire [...]

ii) La variable peut étre continue, on dit alors qu’on a un signal analogique x = x(t). Si elle
est discrete, on a un signal discret x = (x,),_, . Un signal discret sera le plus souvent le
résultat de la discrétisation (appelée aussi échantillonnage) d’un signal analogique.

iii) Les valeurs x = x(t) du signal seront ici considérées comme des valeurs exactes, réelles
ou complexes. Pour le traitement en ordinateur, il est, par contre, nécessaire de les stocker
sous forme finie, par exemple de multiples d’une quantit¢ élémentaire q. Cette
approximation des valeurs exactes est appelée quantification [...]. (Ibid., p. 6)

Le travail de mod¢lisation s’amplifie et se complexifie. Mais 1’é¢tude d’un signal périodique est
simplifié¢ par la référence au signal sinusoidal pur (ou monochromatique) qui est considéré
comme signal élémentaire.

Signal sinusoidal pur (monochromatique)

C’est un signal de la forme x(t) = a cos (ot+).
|a| = max |x(t)| est I’amplitude du signal

 est la pulsation

2
a =— est la (plus petite) période
w

1
A =— est la fréquence
a

@ est la phase initiale. (Ibid., p. 9-10)

Le signal sinusoidal pur correspond a la fonction sinusoidale en mathématiques. Chaque élément
dans la formule x(t) = a cos(ot+¢) a une signification physique définie, par exemple o est
I’amplitude et o est la pulsation, etc. Ici la fonction cosinus est choisie pour représenter la classe
des fonctions sinusoidales.

Les signaux sinusoidaux purs [...] sont aussi les signaux périodiques les plus simples. Ceci
explique leur importance. Nous allons voir dans les deux legons suivantes qu’ils entrent dans
la structure de tous les signaux périodiques. (Ibid., p. 24)

Ce paragraphe montre le role élémentaire et important des signaux sinusoidaux parce que « ils
entrent dans la structure de tous les signaux périodiques ». Ceci correspond au théoréme de
Fourier cité¢ précédemment : toutes les fonctions périodiques peuvent étre représentées par une
somme qui ne contient que des fonctions sinus (ou cosinus).
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I11.1.4. Les fonctions sinusoidales en Physique des phénomeénes périodiques temporels

Les fonctions sinusoidales sont donc les fonctions de base qui permettent d’étudier en physique
tous les phénoménes périodiques temporels. Par 1’application du théoréme de Fourier, un
mouvement périodique, quel qu’il soit, peut &tre considéré comme la superposition de
mouvements sinusoidaux. Quelles sont les caractéristiques physiques d’une fonction sinusoidale
du temps ? Quelles sont ses représentations en Physique ?

Renault (1994) nous présente 1’intérét en physique des fonctions sinusoidales :

1.1 Origine physique
Les fonctions sinusoidales du temps s'introduisent

— soit dans I'étude d’un oscillateur harmonique régi par I'équation diffé-
rentielle

&x/df+ofx =0
dont la solution s'écrit, compte-tenu des conditions initiales
x = x,cos0i+ (4 ®) sinw! ;

— soit comme réponse d'un systéme linéaire soumis 4 une excitation
sinusoidale. La figure 1 en donne un exemple,

wl
I

I—D—\‘mb*-l- L
e(”f c|u(t) Em
e(t)= Eycos ot

L cireuit “RLC” est le systéme lingaire alimenté par la tension alternative
¢(1) . e{r) estici "excitation”, «(#) est la réponse.

[n régime permanent (CF § 5), cette réponse sera de la forme

u(l) = v,c08 (00}

(Renault (1994), p. 222-223)

Les fonctions sinusoidales apparaissent ici comme des descriptions mathématiques pour des
oscillateurs dits harmoniques ou pour les réponses de systemes dits linéaires soumis a une

excitation sinusoidale. Ajoutons que si I’on connait la « réponse » du systéme linéaire a une
excitation sinusoidale, on pourra alors former sa réponse a une excitation quelconque.

Selon Lecerf (1996), il y a trois « représentations symboliques » possibles des fonctions

sinusoidales en physique : représentation trigonométrique, représentation vectorielle et
représentation par une image complexe.
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+ Représentation trigonométrique :

1.2.1. Représentation trigonométrique

{1-11}

a a ; amplitude, homogéne 2 y, en principe scalaire positif. Dans certaines ap-
plications, cependant, 'ampiitude pourra étre algébrique ou vectorielle
0 (wt+g) : phase, homogéne a un angle

O ¢ : phase & l'origine des temps
a o : pulsation {w = 2nf)
Dérivation
8y - - awsin(et+g) = amcos(0l+@+w2) (1-12)
dt

(Lecerf (1996), p. 4)

C’est une représentation algébrique de la fonction sinusoidale y = a cos (ot+@). On la voit
souvent dans la définition des oscillateurs harmoniques. Cette représentation donne aux
différents ¢léments existant dans une fonction sinusoidale des significations physiques associées
aux phénomeénes périodiques, comme 1’amplitude, la phase et la pulsation mises en valeur
comme des grandeurs physique avec leur unité. Grace a ces significations physiques, cette
représentation permet d’apporter des informations physiques sur le phénomeéne d’aprés son

modele mathématique.

+ Représentation vectorielle : vecteur de Fresnel

1.2.2, Représentation vectorielle : vecteur de FRESNEL

Définition

imagg ;

- retour

(1-14}

M
wt+g \+
N O m }A’
O, origine axe de référence
arbitraire arbitraire

M décrit fe cercle (O,a) avac la vitesse angulaire @

(Ibid., p. 5)

Une fonction sinusoidale y = a cos (ot+¢) peut étre représentée par un vecteur OM (M décrit le
cercle (O,a) avec la vitesse angulaire o) avec des reégles de correspondantes précises : (OA4,OM )

= ottoe et HOM H = a. La valeur instantanée est égale a la projection de M sur un axe arbitraire

passant par O.

Cette représentation vectorielle fait venir une vision circulaire du phénoméne périodique bien
différente de la vision oscillatoire que fournit la représentation trigonométrique. On peut méme
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remarquer le changement de vocabulaire puisque ce qui est pulsation dans la premiere
représentation devient la vitesse angulaire dans la deuxieme.

L’intérét de la représentation vectorielle est de transformer des calculs trigonométriques assez
pénibles sur les grandeurs sinusoidales en constructions géométriques simples sur les vecteurs de
Fresnel. C’est particuliérement frappant pour trouver la somme de plusieurs fonctions
sinusoidales. En effet, la somme de fonctions sinusoidales de méme fréquence, trés complexe sur
le plan calcul algébrique, est alors remplacée par une addition de vecteurs beaucoup plus simple.

Somme de vecteurs de FRESNEL
image —_—
¥y =3y os(ot +¢,) e OM;

Yo = 8, cos{wgt + @y} ———m=  OMp

Y=Y+,

OM=OMy +OM,
0111=Om1 +0m2 —

'
i
;
i ——
retour
-—— OM O mz n'I,

]

1

I

|

i

i

:
m  référence

‘ Gér_téral!satlon. Le vecteur de FRESNEL représentant la somme de plusieurs fonc-
tions sinusoidales est égal & la somme des vecteurs de FRESNEL images de ces fonctions.

(Ibid., p. 5)

=Asin (eit+a)

Diagramme de Fresnel =8 sin (wt+f)

_-‘\ \
x=Csin (wt+y)

Qscillation résultante

Addition de deux oscillations harmoniques
de mémeas direction et fréquence,
mais d'amplitude et de phase (f, ) différentas

(Breuer (1987), p. 80)

+ Représentation par une image complexe :

Cette représentation montre qu’une fonction sinusoidale est considérée comme une image
complexe du point M qui tourne dans le plan complexe sur le cercle (O,a) avec la vitesse

angulaire .

Chapitre 1 : Enquéte épistémologique

37



1.2.3. Représentation d'une fonction sinusoidale par une image complexe

J Définition |

image |
(1-16)
our
3 | axe imaginaire  j=-1 Trois écritures possibles :

(1-17)
axe réel
"

Le point M tourne dans le plan complexe sur le cercle {O,a) avec la vitesse angulaire o,

(Lecerf (1996), p. 6)

L’intérét de cette représentation vient essentiellement du fait que dans toute opération linéaire
portant sur une (ou plusieurs) grandeur fonction sinusoidale du temps de pulsation ® donnée, il
peut s’avérer plus économique de passer par I’écriture complexe méme pour obtenir des résultats
en nombre réel.

C’est ce que fait remarquer Lecerf (Ibid.) dans le schéma ci-dessous.

1.2.4. Intérét de la représentation symbolique

La manipulation des fonctions sinusoidales est souvent plus aisée quand on ulilise leur
image symbolique : image ou amplitude complexe, vecteur de FRESNEL. Suivant le genre du
probiéme, on préférera 'une ou I'autre des représentations.

Schématiquement :

Fonctions sinusoidales Vecteur de FRESNEL
1 de départ ou

o Image complexe

{

Résolution directe Opérations permises :

- addition

3 - franstormations lindaires
- dérivation

- intégration

Fonctions sinusoidales ]

résultantes *—4 fmages résultantes

En général, le processus {1, 2, 3, 4, 5) est plus rapide que le processus direct (1, 5).

(Ibid., p. 8)
Dans ce schéma, Lecerf montre 1’intérét de la transformation d’une fonction sinusoidale en un

vecteur de Fresnel ou en un point du plan complexe pour des étapes intermédiaires. Notamment,
suivant le genre du probléme, on préférera I’une ou I’autre des représentations.
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II1.1.5. Le mouvement oscillatoire harmonique

Comme nous venons de le voir, les fonctions sinusoidales apparaissent dans la présentation
d’oscillateurs harmoniques. Comment ces oscillateurs harmoniques sont-ils introduits dans les
traités de physique [P1] et [P2] ?

Une particule oscille quand elle se déplace périodiquement autour d’une position d’équilibre.

En général, une oscillation est une fluctuation périodique de la valeur d’une grandeur
physique au-dessus et au-dessous d’une certaine valeur d’équilibre, ou valeur centrale.
([P1], p. 461)

Voici quelques exemples des oscillations présentées dans [P1] :

Certains mouvements périodiques sont des mouvements de va-et-vient entre deux positions
extrémes sur une trajectoire donnée. La vibration d’une corde de guitare ou d’un cone de
haut-parleur, ’oscillation d’un pendule, le mouvement du piston d’un moteur et les
vibrations des atomes dans un solide sont des exemples que 1’on appelle oscillations.

([P1], p. 461)

Dans [P1], une oscillation harmonique simple est définie comme oscillation qui a lieu sans perte
d’¢énergie. Elle est représentée par la fonction x(t) = A sin (wt+ ¢).

Cette oscillation est aussi appelée oscillation sinusoidale comme dans [P2] :

Par définition, nous disons qu’une particule se déplacant le long de I’axe des x a un
mouvement sinusoidal lorsque son déplacement x, compté a partir de 1’origine des
coordonnées, est donné en fonction du temps par la relation : x = A cos (ot+a).

([P2], p- 330)

Ici sa périodicité est expliquée grace a la formule représentant le mouvement :
La fonction cosinus se répete chaque fois que 1’angle augmente de 2n. Donc le déplacement

de la particule se répcte aprés un intervalle de temps de 2m/®w. Par conséquence, le
mouvement sinusoidal est périodique et sa période est P = 21/w.

Cinématique du Mouvement Sinusoidal 331
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([P2], p. 331)
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Quelles sont les caractéristiques physiques d’une oscillation harmonique simple ? [P1] en
présente 3 caractéristiques principales comme suit :

1. L’amplitude A est constante (1’oscillation est simple).

2. La fréquence et la période sont indépendantes de 1’amplitude : pour un méme systeme, les
grandes oscillations ont la méme période que les oscillations plus petites (propriété
d’isochronisme).

3. La dépendance en fonction du temps de la grandeur qui fluctue peut s’exprimer par une
fonction sinusoidale de fréquence unique (oscillation en harmonique). ([P1], p. 464)

[P1] et [P2] proposent donc une premiére description mathématique d’une oscillation
harmonique par une fonction sinusoidale. Ils ajoutent une deuxi¢éme description mathématique,
que nous avons déja rencontrée dans Renault (1994), par une équation différentielle.

Equation différentielle caractérisant les oscillations harmoniques simples :
2

dr’
Cette forme d’équation différentielle caractérise tous les types d’oscillations harmoniques
simples, qu’elles soient mécaniques ou non. Les techniques utilisées pour résoudre cette

équation sont valables pour tous les exemples d’oscillation harmonique simple.
([P1], p. 464)

+@*x=0

L’équation différentielle (12.12)” apparait en de nombreuses occasions en physique. Chaque
fois qu’on la rencontre, elle indique que le phénomeéne correspondant est vibratoire suivant la
loi Acos (wtt+a), qu’elle décrive le déplacement linéaire ou angulaire d’une particule, un
courant dans un circuit électrique ou la concentration dans un plasma, la température d’un
corps, ou I’'un de nombreux autres phénomeénes physiques.

([P2], p. 335)

Dans son cours de physique, tome Mécanique 1, Feynman (1963) débute le chapitre consacré a
I’oscillateur harmonique par un paragraphe intitulé « équations différentielles linéaires » dans
lequel il explique longuement que les équations différentielles linéaires a coefficients constants
modélisent de nombreux phénomenes qui ne relévent pas tous de la mécanique :

L’oscillateur harmonique que nous allons étudier possede des équivalents trés proches dans
beaucoup d’autres domaines ; bien que partant de I’exemple mécanique d’un poids au bout
d’un ressort, ou de petites oscillations d’un pendule, ou encore d’autres appareils
mécaniques, nous ne faisons en réalité qu’étudier une certaine équation différentielle. Cette
équation apparait trés souvent en physique comme dans d’autres sciences, et de fait, elle est
sous-jacente a tant de phénoménes que cela vaut bien la peine de 1’étudier. Parmi ces
phénomenes il y a les oscillations d’une masse accrochée a un ressort ; les oscillations des
charges allant et venant dans un circuit électrique ; les vibrations d’un diapason créant des
ondes sonores, les vibrations analogues des électrons dans un atome engendrant des ondes
lumineuses ; les équations de fonctionnement d’un servo-mécanisme, comme un thermostat
régulant la température ; des interactions compliquées au sein de réactions chimiques ; la
croissance d’une population de bactéries en interaction avec 1’apport de nourriture et les
poisons produits par ces bactéries ; des renards mangeant des lapins mangeant de I’herbe,
etc. (Feynman (ibid.), p. 278)

T%x/d + 0 x =0

40 Chapitre 1 : Enquéte épistémologique



Rappelons que la solution générale d’une équation différentielle linéaire homogene a coefficients
réels constants est une combinaison de fonctions exponentielles et trigonométriques. Feynman
met ainsi en avant la capacité des fonctions trigonométriques a servir une modélisation de
phénomenes physiques variés via une équation différentielle (ou une équation aux dérivées
partielles).

Pour conclure, les oscillations harmoniques forment une classe importante des phénomeénes
périodiques dont elles constituent une premiere modélisation mathématique que nous appellerons
dorénavant modéle O : les registres (au sens de Duval, 1993) de ce mod¢le sont soit algébriques
soit graphiques.

e Deux registres algébriques :

+ expression algébrique de la fonction sinusoidale : x = Acos(wt+¢) ou A est ’amplitude
du mouvement, o est la pulsation et ¢ est la phase initiale.

2

+ équation différentielle : % +@'x=0
t

e Registre graphique : courbe sinusoidale

AT

Le mode¢le O est un modele fonctionnel au sens ou 1’objet mathématique central du modele est
une fonction.

Ce modele O est complexifié pour mener I’étude du mouvement ondulatoire. On retrouve a cette
occasion dans les traités physiques les deux registres algébriques (f(x, t) = A cos (kx - wt) et une
. . L, . d’u 1 d’u
équation aux dérivées partielles ———

——-=0) et un registre graphique a deux ou trois
dx*> V' dr’

dimensions.

(Bonnet, 2006)

I11.1.6. Le pendule — exemple du mouvement oscillatoire harmonique

Apres 1’étude générale sur le mouvement oscillatoire, les traités [P1] et [P2] donnent une place a
I’étude des pendules, le pendule simple, le pendule composé et le pendule de torsion.
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Le mouvement du pendule simple est un exemple de mouvement sinusoidal. Un pendule
simple est défini comme une particule de masse m suspendue a un point O par un fil de
longueur 1 et de masse négligeable.

Mouvement oscillatoire d’un pendule
([P2], p- 337)

Si I’angle 6 est petit, ce qui est vrai si I’amplitude de [’oscillation est petite, 1’équation
2
différentielle relative au mouvement du pendule est

9+§0=0.

dt?

C’est une équation différentielle identique a 1’équation (12.12) ou x est remplacé par 0, et ce
qui se rapporte au mouvement angulaire et non plus au mouvement linéaire. Ainsi, nous
pouvons conclure que, dans les limites de notre approximation, le mouvement angulaire du
pendule est sinusoidal avec o” = g/I. L’angle 0 peut étre écrit sous la forme 6 = 0, cos (ot +
). ([P2], p. 337)

La période d’oscillation du pendule simple est P = 2n \/% . Elle est indépendante de la masse du

pendule. Le modele du pendule simple prédit donc la propriété d’isochronisme que Galilée avait
estimée a propos des chandeliers de la cathédrale de Pise.

Pour allumer ces chandeliers, on devrait les tirer vers une galerie. Lorsqu’on les lachait, ils
oscillaient pendant un certain temps. Un jour, Galilée mesura la durée des oscillations en
utilisant les battements de son pouls en guise de chronometre et constata avec surprise que la
durée des oscillations ne variait pas, méme si leur amplitude diminuait. Cette propriété
d’isochronisme (iso = identique, chronos = temps) fut a la base des premicres horloges a
pendule. ([P1], p. 462)

De maniere similaire, pour le pendule composé et le pendule de torsion, en supposant que les
oscillations sont de faible amplitude, les mouvements oscillatoires angulaires sont sinusoidaux.

Si l’amplitude de D’oscillation d’un pendule est grande, les oscillations ne sont plus des
oscillations sinusoidales et la période augmente au fur et a mesure que I’amplitude 6,.

Outre I’application du pendule simple pour la régulation des horloges, il est utilisé pour mesurer
2

avec précision 1’accélération de la pesanteur, g = l.

2
T

Depuis Huygens, la notion de pendule a joué un role important dans le développement de la
mécanique, d'une part dans la définition des durées égales en chronométrie, d'autre part
comme exemple d'application des principes de la dynamique. De plus, on a souvent tendance
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a dénommer pendule un ensemble de solides animés de mouvements vibratoires assez
geénéraux. (Encyclopédie universalis en ligne)

Ainsi le pendule est une réalisation mécanique du modele O qui est repris en Acoustique, en
Optique et en Electricité.

II1.2. Les mouvements circulaires et le modéle C

Intéressons-nous maintenant aux mouvements circulaires qui constituent d’autres formes de
mouvements périodiques. Comment les mouvements circulaires sont-ils étudiés dans les traités
de physique [P1] et [P2] ? Quels liens ces traités font-ils entre le mouvement circulaire et
I’oscillation harmonique ?

Disons tout de suite que les ouvrages [P1] et [P2] ne placent pas le mouvement circulaire dans
I’étude des mouvements périodiques. En fait, le mouvement périodique n’est abordé qu’a travers
I’oscillation harmonique. Par contre, le mouvement circulaire est présenté avant la définition
d’un mouvement périodique. Dans les mouvements circulaires, le mouvement circulaire
uniforme est le plus étudié. [P1] le définit en s’appuyant sur la notion de vitesse (linéaire) tandis
que [P2] le définit grace a la vitesse angulaire. Notons qu’entre la vitesse linéaire v et la vitesse
angulaire o existe une relation simple : v=R.® (R est le rayon du cercle).

e [.e mouvement circulaire uniforme dans [P1]
C’est le mouvement d’une particule se déplacant a une vitesse de module constante v sur un

cercle de rayon R ([P1], p. 102). Regardons la figure suivante qui présente la direction et la
module du vecteur de vitesse v.

Figure 4.23p

Une particule se déplace sur un cercle

de rayon r avec une vitesse de module
constant. Durant un intervalle de temps
quelconque At, les orientations du vecteur
position I et de la vitesse ¥ varient selon
le méme angle A8. Le déplacement AF
pendant At est perpendiculaire  la variation
de vitesse AV. Les triangles OPQ et ABC
sont deux triangles isocéles dont les angles
sont identiques.

([P1], p.102)

L’accélération du mouvement est constante en module mais pas en direction :
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Figure 4.24 &

Lorsqu'une particule est animée

d'un mouvement circulaire uniforme,
son accélération centripéte est constante
en module mais pas en direction.

La période T est le temps nécessaire pour effectuer une révolution, c'est-a-dire pour parcourir
une distance égale a 2zr, T = 2xr/v. ([P1], p. 103)

Donc, ici pour le mouvement circulaire uniforme, on n’étudie brievement que la vitesse,
I’accélération et la période. Bien que la définition du mouvement périodique ne soit pas encore
introduite, on donne ici la définition de la période d’un mouvement circulaire uniforme. La
notion de vitesse angulaire n’est pas abordée.

Ce mouvement se retrouve dans [P1] dans la partie d’étude de la rotation d’un corps rigide
autour d’un axe fixe. En effet, lorsqu’un corps tourne autour d’un axe fixe en O, chaque particule
décrit une trajectoire circulaire.

Figure 1.2 A

Lorsqu’un corps tourne autour d’un axe fixe
en O, chaque particule décrit une trajectoire
circulaire. En radians, A@ = s/r.

([P1], p. 322)
Juste & ce moment, on introduit la notion de vitesse angulaire :
La vitesse angulaire est le taux de variation de la position angulaire 6 par rapport au temps.

[..]

On peut aussi définir la vitesse angulaire comme une grandeur vectorielle orientée le long de
I’axe de rotation (Figure 11.3).
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Figure 11.3 A
L’orientation du vecteur vitesse angulaire @
est donnée par la régle de la main droite,

([P1], p. 323)

Quand la vitesse angulaire est constante, les mouvements des particules sont circulaires
uniformes. Cependant, [P1] n’aborde pas ce probléme, seules les définitions de la période et de
la fréquence sont présentées :

On définit alors la période T comme la durée d’une révolution compléte, mesurée en
secondes, et la fréquence f comme le nombre de révolution, ou tours, par seconde (tr/s).
w = 2n/T = 2zf ([P1], p. 323)

On trouve ici I’image de la grande roue présentée comme un exemple de la rotation autour d’un
axe fixe.

([P1], p. 101)
e e mouvement circulaire uniforme dans [P2]

Le mouvement circulaire est un mouvement ou la trajectoire est un cercle.

[..]
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Particuliérement intéressant est le cas du mouvement circulaire uniforme, c'est-a-dire le
mouvement ou ® = constante (o = d0/dt est la vitesse angulaire).

Dans ce cas, le mouvement est périodique et la particule passe en un point quelconque du
cercle a intervalles de temps réguliers. La période P est le temps pour faire un tour complet
ou révolution, et la fréquence v est le nombre de révolution par unité de temps. ([P2], p. 97)

Le mouvement circulaire uniforme est donc un mouvement périodique caractéris€ par une
trajectoire circulaire et une vitesse angulaire constante. Pour [P2], c’est un mod¢le de base car les
notions de période et de fréquence s’appliquent d’aprés lui, a tous les phénomenes périodiques
cycliques :

Les notions de période et de fréquence s’appliquent a tous les phénoménes périodiques qui
se présentent sous la forme cyclique, c'est-a-dire qui se répeétent identique une fois chaque
cycle terminé. Par exemple, le mouvement de la terre autour du soleil n’est ni circulaire ni
uniforme, mais périodique. C’est un mouvement qui se répete a chaque fois que la terre
acheéve une orbite. La période est le temps nécessaire pour achever un cycle, et la fréquence
est le nombre de cycle par seconde. ([P2], p. 98)

Dorénavant, nous considérons le mouvement circulaire uniforme comme un modéle de

phénoméne périodique, modéle C, lequel est caractérisé par une trajectoire circulaire et une
vitesse angulaire constante. Le registre graphique privilégié par ce modele est le cercle.

M

Trajectoire circulaire et w constant

I1 existe aussi un registre algébrique pour ce modele que Feynman (1963) présente ainsi :
Nous savons également que la composante X, a un certain moment, vaut le produit du rayon
par cos 0, et que y vaut celui du rayon par sin 0.
x =R cos0,y=Rsin 0
(Feynman (1963), p. 282)
Notons que 6 = ot avec o est la vitesse angulaire du mouvement.

Ce registre algébrique sert a Feynman pour démontrer que :

Le mouvement d’une masse attaché un ressort est en fait le méme mouvement que celui de la
composante x de la position d’un objet tournant sur un cercle a la vitesse angulaire o.
(Ibid., p. 283)

II1.3. L’articulation entre les deux modeéles C et O

Dans les ouvrages [P1] et [P2], I’articulation entre les deux modeles C et O n’est pas présentée
explicitement. Nous ne trouvons qu’une seule remarque dans [P2] qui fait un rappel du

46 Chapitre 1 : Enquéte épistémologique



mouvement circulaire uniforme quand il aborde la notion de fréquence de [’oscillation
sinusoidale :

La quantité o, appelée pulsation (ou fréquence angulaire) de la particule oscillante, est liée a
la fréquence par: ® = 2n/P = 2nv, une relation semblable a 1’équation (5.48)° pour le
mouvement circulaire. ([P2], p. 330)

Cette remarque n’insiste que sur la ressemblance entre le mouvement circulaire uniforme et
’oscillation harmonique pour les relations mathématiques entre la fréquence, la période et la
vitesse angulaire.

Dans « Atlas de la Physique », Breuer (1987) aborde cette articulation plus amplement :

L’oscillation harmonique peut étre représentée comme la projection sur un plan d’un
mouvement circulaire uniforme.

mouvement circulaire x| L

ascillation harmonigue

i
S

- i

P

=
— e -

|
|
T
|
1
1
i

poinlE en phasa

Projection sur un plan d'un mouvemant circulaine unilorme

(Breuer (1987), p. 38-39)

Ce schéma nous montre que ’oscillation harmonique et le mouvement circulaire uniforme
peuvent étre tous deux décrits par une méme fonction mathématique (fonction sinusoidale).

Cependant, a 1’analyse des manuels précédents nous découvrons que le mouvement circulaire
uniforme n’est qu’une partie de la branche Mécanique peu développée par les manuels eux-
mémes. En effet, les manuels universitaires en viennent tout de suite a 1’oscillation harmonique
et sa représentation par des fonctions périodiques. Ils insistent particulierement sur les
oscillations harmoniques parce qu’elles leur permettent d’étudier tous les autres phénomenes
périodiques. Dans cet esprit, le mouvement circulaire uniforme n’est abordé que comme un
modele intermédiaire pour 1’étude de 1’oscillation harmonique.

Par exemple, dans son cours, Feynman (1979) étudie d’abord I’oscillation harmonique qui est
construite & partir de 1’équation différentielle : md”x/dt* = - kx. Ensuite, est établi le lien entre ce
mouvement et le mouvement circulaire uniforme.

Le fait d’utiliser des cosinus dans la solution de 1’Eq.(21.2)° nous suggére qu’il pourrait bien
y avoir une relation avec des cercles. C’est artificiel, bien siir, car on ne peut dire qu’un
cercle soit vraiment 1i¢ au mouvement lin€aire — la masse ne fait que monter et descendre.
[...]

On peut vérifier expérimentalement que le mouvement ascendant et descendant d’une masse
liée a un ressort est le méme que celui d’un point tournant sur un cercle. La Fig.(21-3)
montre un arc lumineux projetant sur un écran 1’ombre portée d’un ergot sur une roue et

8 0 =2n/P=2nv
? md*x/dt? = - kx
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d’une masse oscillant verticalement, mis ’'un a c6té de 1’autre. Si nous laissons partir la
masse au bon endroit et au bon moment, et si la vitesse de la roue est correctement ajustée a
I’égalité des fréquences, les deux ombres doivent se suivre exactement.

R

LY
F

iumiére m ) o
P— i e
ganant
' Ombres
d_EB..—.;.— ————

- Fig. 21-3. Démonstration de égui-
FiRlecteur o valence entre le mouvement harmonigue
E:]k

simple et ke mouverment circulaire uniformae.

(Feynman (1979), p. 282)

Ici, Feynman rapproche les deux mouvements par les représentations mathématiques et aussi par
I’expérimentation. Pour lui selon les problémes posés il y a intérét a passer d’un modéle a
Iautre :

Nous pouvons remarquer que le mouvement circulaire uniforme et le mouvement oscillatoire
vertical sont trés proches mathématiquement parlant, et que nous pouvons donc étudier le
mouvement oscillatoire d’une maniére plus simple en ’imaginant comme la projection de
quelque chose qui se déplace sur un cercle.

[...]

Ce faisant nous serons en mesure d’étudier notre oscillateur a une dimension par
I’intermédiaire du mouvement circulaire, ce qui est bien plus facile que de résoudre une
équation différentielle. (Ibid., p. 283)

Ainsi, Feynman propose la transformation de modele O en modele C pour étudier le modéle O
d’une maniere plus simple et plus facile. Nous avons vu déja cette idée a I’ceuvre chez Lecerf
(1996) quand il aborde les diverses représentations d’une fonction sinusoidale (cf. partie I1I.1.4).
Le modele C y est considéré comme un modele intermédiaire pour étudier des modeles O,
notamment dans la décomposition de plusieurs oscillations.

Nous retrouverons ce role d’intermédiaire du modele C dans I’enseignement mathématique
secondaire lors qu’il s’agira d’introduire les notions d’arcs et d’angles trigonométriques. La
définition d’un arc ou d’un angle trigonométrique s’appuiera alors sur le mouvement d’un point
M sur un cercle (implicitement a vitesse constante pour éliminer le temps). De plus, le travail sur
les fonctions trigonométriques reviendra souvent a un travail sur le cercle appelé dans ce
contexte cercle trigonométrique (cf. I’analyse institutionnelle du chapitre 2).

Nous venons d’enquéter sur les modéles mathématiques de phénoménes périodiques et de
constater que les modeles C (les mouvements circulaires uniformes) et O (les oscillations
harmoniques) sont pour les physiciens les modeles ¢lémentaires pour étudier les phénoménes

périodiques temporels. Ces modeles sont le résultat d’un processus de modélisation sur la genese
duquel nous allons nous interroger.

IV. Modélisation mathématique de phénomeénes physiques
IV.1. Ce qu’en disent les physiciens
Différentes références sur lesquelles nous nous appuyons sont citées par Smyrnaiou (2003) :
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Une partie essentielle de I’activité scientifique consiste a utiliser des modeles, a les modifier,
a les valider voire a en créer de nouveaux. C’est pourquoi de nombreux auteurs s’accordent a
penser que la modélisation devrait étre au centre de 1’enseignement scientifique (Riley,
1990 ; Martinand, 1992, 1994 ; Lemeignan & Weil-Barais, 1993 ; Bliss, 1994; Kurtz dos
Santos & Ogborn, 1994 ; Mellar et al., 1994 ; Teodoro, 1994 ; Tiberghien, 1994 ; Hestenes,
1996 ; Jackson, Stratford, Krajcik, et Soloway, 1996; Dimitracopoulou et al., 1999 ; Komis
et al., 1998 ; Gobet, 2000).

(Smyrnaiou (2003), p. 17-18)

Selon Von Neumann, cité¢ par Smyrnaiou (Ibid.), la science ne doit pas essayer d’expliquer, ni
méme interpréter mais doit construire des modeles. Pour lui, le cceur d’un modele est une
construction mathématique :

The sciences do not try to explain, they hardly even try to interpret; they merely make
models. By a model is meant a mathematical construct which, with the addition of certain
verbal interpretations, describes observed phenomena. The justification of such a
mathematical construct is solely and precisely that it is expected to work.

(John von Neumann, 1947, p. 180-196, cité par Smyrnaiou (2003), p. 17-18)

Allaire (2005) précise :

La modélisation mathématique est 1’art (ou la science, selon le point de vue) de représenter
(ou de transformer) une réalité physique en des modéles abstraits accessibles a 1’analyse et
au calcul. (Allaire (2005), p. 1)

Henry (2001) évoque les registres de représentation pour caractériser les modéles
mathématiques :

Ce modéle peut étre représenté dans différents systémes de signes: images, schémas,
langages ou symbolismes, s’inscrivant dans différents registres de représentations, plus ou
moins isomorphes.

[...]

Parmi les différents registres de représentations, le langage et le symbolisme mathématique
permettent des descriptions puissantes sur lesquelles peuvent opérer des propriétés et des
algorithmes généraux. Nous les appellerons « modéles mathématiques ».

(Henry (2001), p. 152)

Le modéle mathématique exprime les propriétés et les relations physiques par des équations et
des graphiques. Par exemple, le modele quantitatif fonctionne sur des grandeurs mesurables et
les relations régissant les grandeurs sont exprimées par des formules algébriques.

C’est ce que dit Israel (1996) en parlant du langage mathématique :

Pour traduire en langage mathématique un phénomene, il faut déterminer une ou plusieurs
variables décrivant 1’état du phénomeéne a un instant donné (dans le cas évidemment ou il
s’agit d’un phénoméne dynamique, c'est-a-dire d’un phénoméne qui évolue dans le temps).
(Israel (Ibid.), p. 24)

Les mathématiques permettent ainsi de formuler les lois fondamentales mais aussi de prédire de
nouveaux phénomenes, d’en calculer 1’évolution, etc. Au-dela d’une description, ils enrichissent
notre connaissance de la réalité. Cohen-Tannoudji (2002) insiste sur 1’exigence de maitriser
I’évolution temporelle d’un systéme physique :
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Dans I’infiniment complexe, la modélisation consiste a remplacer une réalité trop complexe
pour que ’on puisse rendre compte de 1’évolution de tous ses degrés de liberté, par un
modele (concret ou mathématique) ou une simulation informatique, dont 1’évolution est
prédictible ou calculable. L’anticipation, qui est au temps ce que l’extrapolation est a
I’espace, est le mode de raisonnement qui s’appuie sur la modélisation.

(Cohen-Tannoudji (2002), p. 30)

Ainsi méme si tous les physiciens ne limitent pas la modélisation a ses formes mathématiques
(I’exemple des modeles analogiques est souvent évoqué), tous reconnaissent que la modélisation
nécessite un processus cognitif qui mette en relations deux « mondes » de connaissances, l'un
relatif a la théorie (et ses modeles mathématiques si elle en a) et I'autre au monde réel.

IV.2. Le processus de modélisation de phénoménes physiques

Quel est le processus de modélisation en science physique ? Comment construit-on un modele
pour un phénomeéne physique ?

On sait que dans de nombreux de cas, le modele n’est pas préétabli, ou bien qu’il faut
sélectionner un modele pertinent parmi plusieurs disponibles, ou encore qu’il faut simplifier des
modeles connus mais trop complexes.

Cette idée est présente dans la définition suivante du modele :

Un mode¢le est une construction abstraite destinée a représenter de maniére simplifiée et
sélective certains spécifiques d’un objet technique ou d’un processus réel qui, du fait de sa
trés grande complexité, ne peut étre appréhendé dans sa globalité.

(Union des professeurs de sciences et techniques industrielles (1993), p. 10)

Dans le processus de modélisation, on cherche a construire une image simplifiée de la réalité qui
en conserve certains aspects caractéristiques lesquels semblent étre pertinents et en néglige
d’autres en fonction de questions que I’on se pose sur la réalité. De plus, la validation d’un
modele, c'est-a-dire I’évaluation du degré d’approximation des résultats théoriques obtenus avec
les valeurs expérimentales correspondantes pour choisir le modéle le plus adapté a la situation
¢tudiée, est une étape délicate qui reléve d’une connaissance spécialisée des phénomenes étudiés
et des allers-retours expérimentaux :

Lorsqu’on modélise, on retient seulement certains aspects du réel et on décide arbitrairement
de négliger tous les autres. Les résultats que peut fournir 1’exploitation d’un modéle
dépendent évidemment de ce choix, et il est par conséquent indispensable d’en vérifier la
validité expérimentalement, a posteriori. Il peut arriver qu’un modele se révele tout a fait
impropre a 1’usage que I’on espérait en faire : il faut le reconstruire en prenant d’autres
hypothéses. (Ibid., p. 13)

Voici un exemple d’un modeéle qui est valide pour certaines questions mais non valide pour
d’autres :

[...] ’hypothése du solide indéformable, utilisée couramment en mécanique, consiste a
négliger la déformabilité des objets. Ce modele est valable pour étudier le mouvement de
picces rigides sur lesquelles s’appliquent des efforts modérés, mais ne permettra jamais de
prévoir des phénomeénes vibratoires [...]. (Ibid., p. 14)

S’appuyant sur les points de vue développés par des didacticiens de la physique a partir de 1994
(Tiberghien, 1994 ; Tiberghien & Magalakaki, 1995 ; Tiberghien, 1996 ; Tiberghien & de Vries,
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1997, Lacroix, 1996 ; Collet, 1996 ; Pateyron, 1997 ; Bécu-Robinault, 1997 ; Quintana-Robles,
1997 ; Guillaud 1998), Buty (2000) décrit le processus de modélisation en physique par quatre
ensembles de choix :

- 1l faut d’abord choisir la théorie applicable au champ des phénomeénes étudiés. [...]

- Le phénomeéne qu’on traite est par essence complexe et multiforme ; sa modélisation oblige
donc ensuite a désigner quels sont les éléments pertinents, quels sont au contraire ceux qu’il
faut négliger. En ce sens, le physicien construit son champ expérimental.

- Puis il faut associer aux éléments retenus les représentations externes les plus commodes
dans le cadre du mode¢le. Ces deux opérations définissent la « sémantique » du mode¢le, ce
qui donne sens a ses éléments.

- Enfin il faut préciser les relations qu’entretiennent les éléments du modéele les uns avec les
autres. Ces relations constituent la « syntaxe » du mode¢le. (Buty (2000), p. 14-15)

Buty (ibid.) présente aussi deux niveaux de modélisation qui sont associés aux deux grandes
catégories : ce qui releve de la réalité expérimentale, le monde des objets et des événements ; et
ce qui reléve des outils qui permettent d’agir sur la réalité, le monde des théories et des modeles.
Discutant sur les conditions d’un enseignement de la modélisation, il propose un niveau
intermédiaire qui devra tenir un peu des deux niveaux : ce sera une représentation du modele,
mais elle aura un aspect matériel, réifié. Il avance 1’idée de constituer un « modele matérialisé »
qui soit une représentation du modele de la physique qu’on souhaite voir mis en ceuvre par les
¢léves mais une représentation sensible et non conceptuelle, et méme dans certains cas une
représentation sur laquelle ils puissent agir. Les guillemets employés par 1’auteur prouvent que le
modele matérialisé auquel il fait référence pourrait étre un modele mathématique (géométrique
ou algébrique, par exemple) avec ses ostensifs manipulables comme des objets matériels. Le
niveau intermédiaire mobiliserait alors un ou des modeles intermédiaires qui pourraient étre des
modeles mathématiques.

Lorsque nous voulons prédire ou décrire un phénomeéne physique concret, nous pouvons
généralement passer par un modele analytique ou les différentes grandeurs sont exprimées
par des indéterminées (valeurs abstraites) et les lois de la physique par des fonctions, dans la
mesure ou elles sont connues (le cas échéant, nous pouvons faire une hypothése et la tester).
En mettant en équation un phénomene physique, nous traduisons la réalité en une expérience
mathématique, virtuelle, selon certaines régles. Nous procédons a une simulation de la réalité
portée sur des grandeurs exprimées. (Isoz, 2011)

Buty (ibid.), suite aux travaux de Tiberghien, aboutit au schéma suivant :
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THEORIE
THEORIE MODELE MODELE

A
r h’lODELE MATERIALISE

CHAMP
EXPERIMENTAL

CHAMP EXPERIMENTAL

Figure 1-5 : I’aide apportée par le modéle matérialisé

Dans le schéma de droite, le modéle matérialisé est présenté comme un niveau &
part ; cette présentation correspond bien & son statut d’intermédiaire entre le modéle théorique
et le champ expérimental. Cependant, si on affine I’analyse, on peut le décomposer en deux
¢léments : I'un qui appartient au champ expérimental dans la mesure ot des informations
perceptives peuvent en étre extraites par les éléves, et ou ils peuvent éventuellement le
manipuler ; I'autre qui est une représentation du modéle théorique et appartient donc
pleinement au monde théorie/modéle.

(Buty (2000), p. 26)

Une autre approche sur le processus de modélisation est proposée par Martinand (1992). Nous
reprenons les analyses de Smyrnaiou (2003) pour présenter cette approche du processus de
modélisation du point de vue épistémologique présenté par Martinand :

Dans une approche épistémologique Martinand (1992) propose un schéma de la modélisation
a deux niveaux (figure 4) distinguant le modéle et son référent. Il s’agit d’une représentation
graphique et synthétique influencée par les réflexions de Vergnaud, Walliser et des
linguistes. Le niveau phénoménologique concerne 1’étude des objets, des phénomenes, des
relations entre objets et phénomenes et les connaissances pratiques (niveau du « référent
empirique »).

ELABORAT]ON Modé]e - “Sémanﬁque” et«pragnaﬁque”
MODELISANTE Systémes signifiants (“syriaxe”)
tache ou
frobléme “application” du
impliquant modéle
modélisation
REFERENT Phénom énographie
EMPIRIQUE Phénom énotechnique Phénoméndlogie
olyet phénoménes, procédés

Figure 4: Le schéma de modélisation selon Martinand (1992)

La phénoménologie est la description de 1I’ensemble des situations expérimentales en termes
d’objets, d’action et d’événements. En sciences physiques, selon Martinand la construction
de la phénoménologie implique la mobilisation de concepts, de représentations symboliques,
de procédures et de régles de manipulation. Lors de la construction d’un modéele, on peut
identifier les régles entre le plan phénoménologique, le plan des opérations mentales et les
représentations symboliques. On distingue deux types de régles : les reégles de
fonctionnement entre les différents systemes de représentations symboliques (syntaxe du
modele) et les régles de correspondance entre le référent et les représentations symboliques
(sémantique du mod¢le) (Chomat et al., 1991). La phénoménographie est la description
empirique déja conceptualisée (dessins, courbes, graphiques) et la phénoménotechnique
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correspond aux regles d’action et aux savoir-faire nécessaires pour utiliser le matériel
expérimental. (Smyrnaiou (2003), p. 27-28)

On retrouve cette méme approche chez Cohen-Tannoudji (2002) discutant la notion de mod¢le
en physique théorique. 11 distingue deux significations a donner au terme de mode¢le :

Dans le développement de toute théorie physique, il semble bien que les modéles jouent des
roles qui sont distincts et qui dépendent de 1’état d’avancement de la théorie. Dans la phase
exploratoire, alors qu’il s’agit de défricher les informations observationnelles ou
expérimentales, les modeles sont qualifiés de « phénoménologiques » ou « heuristiques ».
Les modeles ressemblent a ce que les ingénieurs appellent un « modele réduit» ou une
« maquette ». Ils sont une maquette d’une théorie qui n’existe pas encore, qui est en cours
d’élaboration. En ce sens, les modéles jouent un rdle transitoire: je les qualifie de
catalyseurs heuristiques. Au fur et a mesure que se renforce la théorie en construction, les
modeles sont perfectionnés, puis délaissés et remplacés par d’autres plus performants. Arrive
un moment ou la théorie semble bien établie et ou elle recueille un consensus qui s’élargit.
Mais, méme arrivée a ce stade, la théorie doit étre complétée par des données extérieures, par
des « parametres libres » ce qui signifie qu’elle comporte encore une part de modélisation. A
ce stade, on parlera de modele standard pour évoquer le cadre théorique de référence
comportant le formalisme le plus général ainsi que les paramétres, fixés grace a I’expérience,
qui permettent la confrontation des prédictions théoriques aux données expérimentales.
(Cohen-Tannoudji (2002), p. 31)

Les qualificatifs de transitoire ou d’heuristique viennent souligner qu’un processus de
modé¢lisation en vue de répondre a des questions sur une réalit¢é comporte des modeles non
aboutis mais qui font progresser la modélisation. Cette idée concorde avec celle de niveau
intermédiaire de I’approche précédente.

Dans les deux approches, 1’accent est mis sur le contexte expérimental dans lequel apparaissent
les phénomenes étudiés que I’on cherche a modéliser et le recours a 1’expérimental pour valider
ou invalider le pas de modélisation. « Les différentes lois sont élaborées historiquement trés
souvent sur des faits d’abord empiriques et sont vérifiées expérimentalement par la suite »
rappelle Isoz (2011).

Mais ce contexte expérimental n’est pas le plus souvent celui de la réalité elle-méme, mais
renvoie déja a un certain niveau d’abstraction mathématique que nous appellerons modeéle
intermédiaire. C’est le cas par exemple des simulations, notamment des simulations
informatiques.

Nous retenons finalement le qualificatif d’intermédiaire pour qualifier un modéle en
développement ne présentant pas encore toutes les qualités d’'un modele mathématique capable
de fournir les réponses aux questions que le modélisateur se pose sur la réalité qu’il étudie. Voici
le schéma que nous adoptons pour résumer le processus de modélisation :
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SYSTEME EXTRA-MATHEMATIQUE Réponses aux questions
Questionsrelatives au systéme de départ

I 3

r

Réduction du systéme 4 des aspects pertinents par rapport
aux questions

Modéle(s) intermédiaire(s) gardant des liens sémantiques avec le
systéme de la réalité que I’on cherche 4 modéliser

F 3

Y Y

Formulation des questions Travail mathématique Réponses au probléme
en un probléme mathématique mathématique
MODELE MATHEMATIQUE

Figure 1. Schéma du processus de modélisation (Bessot (2010))
Ce schéma découpe le processus de modélisation en 4 phases :
Phase 1. Passage du systéme extra mathématique a un mode¢le intermédiaire

Le mode¢le intermédiaire entre la situation extra mathématique et le modele mathématique a
construire représente un premier niveau d'abstraction de la « réalité ». Ce modele évolue au fur et
a mesure du travail de modélisation : un modele intermédiaire peut étre plus ou moins proche
sémantiquement de la situation réelle considérée ou du modele mathématique a construire.

Phase 2. Passage du modele intermédiaire au modele mathématique
Phase 3. Phase de travail mathématique dans le modéle mathématique

Phase 4. Retour a la situation étudiée pour transformer les réponses au probléme mathématique
en des réponses aux questions initiales et les confronter a la réalit¢ modélisée.

V. Conclusion

Nous avons montré 1I’importance du temps dans 1’étude de la science physique et 1’imbrication
des concepts de temps et de périodicité a travers la mesure du temps. Les fonctions sinusoidales
prennent une place essentielle dans la modélisation des phénomenes périodiques temporels. Ces
fonctions sinusoidales sont d’aprés les physiciens les acteurs mathématiques principaux de la
modélisation a travers des modeles C et O ainsi définis :

- Modele O (oscillations harmoniques) avec deux registres (algébrique : X = A cos (ot+o)
2

X . . .
ou 7+ @°x =0 ; graphique : courbe sinusoidale).
t
- Mode¢le C (mouvements circulaires uniformes) caractérisé par une trajectoire circulaire et
une vitesse constante avec deux registres (graphique : cercle ; algébrique : x =R cos 0, y
=R sin 0, 6 = ot).
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Nous allons maintenant enquéter sur les institutions d’enseignement des mathématiques et de la
physique en France et au Viét Nam avec les questions suivantes :

- Quels sont les habitats de la périodicité dans les programmes et les manuels scolaires en
France et au Viét Nam ?

- Comment la périodicité y est-elle présentée ? Avec quelles significations ?

- Comment la modélisation des phénomenes périodiques est-elle enseignée en
mathématiques et en physique ?

- Quelles places les fonctions sinusoidales occupent-elles dans I’étude de la périodicité et
de phénomeénes périodiques ?

- Les deux modeles C et O apparaissent-ils dans les manuels scolaires ? Et si oui,
comment apparaissent-ils ? Quelle articulation existe-t-elle entre eux ? Dans quelles
mesures ces modeles C et O participent-ils au processus de modélisation mathématique
de phénomeénes périodiques ? Font-ils partie des modeles intermédiaires que nous
mettons en évidence dans notre schéma du processus de modélisation ?

Pour trouver des éléments de réponses a ces questions, 1’analyse « institutionnelle » que nous

menerons sera comparative des deux institutions d’enseignement, francaise et vietnamienne.
Cette analyse est présentée dans le prochain chapitre.
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CHAPITRE 2

ANALYSE INSTITUTIONNELLE COMPARATIVE
FRANCE - VIET NAM

Introduction

Notre objectif dans ce chapitre est de décrire, en les caractérisant, les rapports institutionnels aux
notions de périodicité et de fonction périodique dans les enseignements secondaires frangais et
vietnamien de mathématique et de physique. Cette analyse veut éclairer les conditions et les
contraintes institutionnelles de la modélisation de phénomeénes périodiques dans 1’enseignement
mathématique secondaire des deux pays.

Pour ce faire, nous allons :

e Repérer, dans les programmes et manuels de mathématiques des deux pays, les praxéologies
mathématiques a enseigner, en leur donnant des significations épistémologiques et
didactiques ;

e Repérer, dans les programmes et manuels de physique des deux pays, les phénomenes
périodiques traités par les enseignements secondaires de la physique dans les deux pays ;

e Expliciter et expliquer les différences et les ressemblances entre les deux pays quant a la
modé¢lisation mathématique des phénomenes périodiques.

Pourquoi une analyse comparative ?

En prenant appui sur les différences et les ressemblances entre les deux institutions, la méthode
comparative permet :

- une dénaturalisation du regard sur le fonctionnement scolaire d’une institution didactique ;
- la prise en compte de niveaux de détermination plus avancés que celui du domaine ;

- la constitution d’un répertoire de praxéologies a enseigner et 1’évaluation des praxéologies
mathématiques et didactiques. (Bessot & Comiti (2008), p.191)

L’analyse est menée a partir de I’examen de divers documents dont principalement les
programmes et des manuels d’avant 2008, date de la derniére réforme du collége en France (celle
du socle commun de connaissances et de compétences), en privilégiant les années 2000 a 2008.
Pour I’institution frangaise les exemples cités ici sont extraits de quelques manuels que nous
jugeons représentatifs de 1’ensemble (trés fourni) des manuels possibles. Pour I’institution
vietnamienne, nous examinons les deux manuels actuels possibles (parcours élémentaire et
parcours avancé) ainsi que les livres d’exercices associés et les livres de 1’enseignant. Dans ces
derniers, on trouve des notes sur le programme, des recommandations pédagogiques et des
corrigés d’exercices du manuel. Pour compléter cette analyse, on trouvera en annexe 1 des
comptes-rendus d’interviews, menées par nos soins en 2010, de noosphériens vietnamiens qui
ont participé a I’écriture des manuels de mathématiques et de physique. On trouvera ¢galement
en annexe 2 des interviews des formateurs d’enseignants francais réalisé par nous en 2008.
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Partie A. INSTITUTIONS D’ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES

Rappelons les questions auxquelles cette analyse institutionnelle cherche a répondre :

- Quels sont les habitats de la notion de périodicité dans les programmes et les manuels
scolaires en France et au Viét Nam ?

- Comment la périodicité y est-elle présentée ? Avec quelles significations ?

- Quelles places les fonctions sinusoidales occupent-elles dans I’étude de la périodicité et
de phénomeénes périodiques ? Dans quelles praxéologies sont-elles engagées ?

- Les deux modéles C et O apparaissent-ils dans les institutions d’enseignement de
mathématique ? Et, si oui, comment y apparaissent-ils ? Quelle articulation existe-t-il
entre eux dans 1’enseignement mathématique secondaire ?

I. Le college

I.1. Institution francaise

Notons d’abord qu’en France, au collége, en mathématiques, la notion de périodicité n’apparait
que dans I’écriture du quotient de la division d’un entier par un autre.

Par exemple, dans le manuel Maths 6° (Collection cinq sur cing, 1994'%). au chapitre 6 :
« Diviser deux entiers », nous repérons la présence de la périodicité comme suit :

[...] On continue apres la virgule au quotient :
-1¥ cas : la division « s’arréte » [...]
2™ cas : la division « ne s’arréte pas »

942
6‘1 7
2, 22

1180
| 40 bl
(18071 | 42i31818.
!___—lg i i i
180

On ne peut donner que des valeurs approchées du quotient :
942 : 22 = 42,8 (arrondi au dixieéme)
942 : 22 ~ 42,82 (arrondi au centiéme). (Math 6°, p. 66)

La division ne s’arréte pas : ¢’est un processus infini. Le lien entre la répétition du reste et du
groupe de chiffres du quotient est montré de fagon ostensive a travers 1’'usage des pointillés. On
obtient le méme chiffre au quotient quand on a le méme reste. Par ailleurs, les pointillés « ... »
dans le quotient montrent que la répétition se poursuit et produit une infinit¢ de chiffres au
quotient.

Dans les manuels de mathématiques en France, c’est la premiere rencontre avec une opération
arithmétique qui ne s’arréte pas et cette premiére rencontre engage implicitement la périodicité.

' La réforme de I’an 2000 pour les programmes de collége a renvoyé en classes de 4° et 3° la rencontre possible
avec la division qui « ne s’arréte pas ».
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On voit que la périodicité s’exprime ici dans une répétition infinie dont I’infinité est marquée par
des points de suspension. C’est elle qui permet de montrer la possibilité d’arréter la division et
d’avoir les valeurs approchées du quotient a toute précision décimale choisie a 1’avance. Il
semble que 1’objectif du manuel soit de ramener le role de la périodicité a son utilisation dans la
production de valeurs approchées : selon la demande d’approximation décimale a 10™ prés du
quotient, on peut arréter la division a 1’étape correspondante. Bien que n’ayant pas le statut
d’objet d’¢étude, la périodicité est présente comme outil (Douady, 1986).

La notion de période n’est pas non plus explicitée. Les groupes identiques de chiffres qui se
répétent dans le quotient de la division, séparés par des pointillés marquent un méme état dans le
processus de division. Le role de la périodicité dans 1’arrét de la division n’est pas travaillé.

Quand peut-on arréter la division ? Au bout de combien de fois que les chiffres se répétent suffit-
il d’arréter la division pour avoir le quotient ? Le manuel n’aborde pas ces questions. Pourtant
nous trouvons des exercices appartenant aux types de taches Tq; : « Reconnaitre une division qui
ne s’arréte pas » et Tg « Trouver le quotient d’une division d’un entier par un autre entier
lorsque cette division ne s’arréte pas » ou intervient la périodicité.

Regardons I’exercice suivant :

Poser et effectuer les divisions suivantes :

118:66;13:52;376:5;341:3;45:8.

Parmi celles-ci, lesquelles s’arrétent ? Pourquoi est-on slir que les autres ne s’arrétent pas ?
(Ibid., p. 72)

On voit qu’il y a des divisions demandées qui ne s’arrétent pas comme 118 : 66 et 341 : 3. Le
manuel demande de poser et d’effectuer la division, c'est-a-dire que 1’utilisation de la calculatrice
n’est pas permise. Qu’est-ce qui permet a 1’¢léve d’arréter la division et de donner le résultat ?
Comment I’¢éléve peut-il répondre a la derniére question qui demande d’expliquer pourquoi une
division ne s’arréte pas ?

Selon I’exemple donné dans le cours, on peut voir que les techniques 14; et 14 pour accomplir
les types de taches Tq; et Tqy sont les suivantes :

141 : Continuer la division aprées la virgule
+ Si on rencontre un reste nul, la division s’arréte
+ Si on trouve deux fois de suite les mémes restes, la division ne s’arréte pas.

T42: + Continuer la division aprés la virgule jusqu’a ce qu’on trouve deux fois de suite les
mémes restes
+ Prolonger les chiffres du quotient apres la virgule par des pointillés.

En effet, la condition d’arrét de cette division est I’apparition d’une (premicre) répétition d’un
reste. On obtient le méme chiffre au quotient quand on a le méme reste. Ici, la périodicité est
mobilisée dans 1’accomplissement de ces types de tiches. Donc elle prend le role d’outil
implicite mais n’est pas institutionnalisée. L’élément de technologie justifiant cette technique est
le théoréme de 1’unicité du couple d’entiers (q, r > 0) dans la division euclidienne de a par b, a =
b.q +r (r <b). Cet élément technologique n’est pas présent dans le manuel.

L’absence des techniques s’appuyant explicitement sur la notion de périodicité et I’absence des
¢léments technologiques pour les types de taches Ty; et T4, dans le manuel s’ajoutent a la faible
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portée des techniques dans I’accomplissement de ces types de taches. Par exemple, avec la
division 36537 : 98 dans I’exercice suivant :

On divise 36537 par 98.

Donner un ordre de grandeur du quotient.
Vérifier a la calculatrice.

Reproduire et compléter le tableau suivant :

troncature du arrondi du
quotient au.... quotient au...
.. dixiéme
.. centiéme
.. milliéme

... cent milliéme
(Ibid., p. 74)

Ici le manuel ne demande ni de poser ni d’effectuer la division parce qu’il n’est pas facile de
connaitre sa condition d’arrét. Ne pouvant pas effectuer la division jusqu’a ce qu’on trouve deux
fois de suite les mémes restes, cet exercice installe un autre type de tdches « Donner la valeur
approchée a 10™ prés d’un quotient rationnel non décimal de deux entiers ». L’accomplissement
de ce type de taches ne différe du type de taches précédent que par la condition d’arrét de
I’effectuation de la division. Ici la condition d’arrét est le nombre de chiffres apres la virgule
obtenu au quotient, qui doit étre le méme que 0,1 ; 0,01 ; 0,001 ou 0,00001 c'est-a-dire 1, 2, 3 ou
5. L’utilisation de la périodicité pour trouver la valeur approchée a 10™ prés (quand n grand)
n’est pas proposée par les manuels. Donc la périodicité n’intervient pas dans ce type de taches.
Nous ne gardons pas ce type de taches dans nos praxéologies liées a la périodicité.

Un autre exemple que nous présentons ici est tiré du manuel Maths 4° (Collection Diabolo,
2003). Quand on parle de I’écriture fractionnaire au chapitre 2, le mot « infinité » est introduit.

. 4 L.
Le quotient 3 n’a pas de valeur décimale exacte. On peut seulement en donner une valeur

approchée. A T’aide de la calculatrice, on trouve 1,333 333 3...
(Il y a une infinité de chiffres 3 aprés la virgule). (Maths 4°, p. 32)

Nous constatons qu’ici la périodicité de 1’écriture décimale du quotient n’est pas marquée. On
met en exergue I’infinité du chiffre 3 dans le quotient qui exprime donc une périodicité sans que
le mot « périodicité » n’apparaisse ni que soit mis en évidence une période.

L’utilisation de la calculatrice dans cet exemple (et méme dans les exercices pour trouver une
valeur approchée) ne met pas en valeur le role d’outil de la périodicité. Par exemple, voici un
exercice représentatif du type de tiches « Donner la valeur approchée a 10™ prés d’un quotient
rationnel non décimal de deux entiers » dans ce manuel avec la demande d’utiliser la
calculatrice.

On considére les quotients suivants :
136 7 22 8
771171677 721
A I’aide de la calculatrice :
Donner une valeur approchée au centiéme pres par exces ;

Donner une valeur approchée au milliéme pres par défaut. (Ibid., p. 37)
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1.2. Institution vietnamienne

Dans cette partie, si nous rencontrons des types de taches, techniques ou ¢éléments
technologiques déja rencontrées lors de I’étude de I’institution frangaise, nous utiliserons les
mémes notations ; de nouvelles notations seront introduites dans le cas contraire.

Lorsque, pour un méme type de taches, la technique privilégiée n’est pas la méme au Viét Nam
qu’en France, nous le préciserons en ajoutant a la notation de la technique I’exposant v.

Au Viét Nam, le terme « périodicité » apparait pour la premicre fois dans le manuel scolaire de
classe 7 (classe de 5° du systéme frangais). Notons qu’avant son apparition, il n’y a aucun objet
en mathématiques lié¢ a la notion de périodicité.

Dans le chapitre 1: « Nombres rationnels, nombres réels », le manuel introduit la notion
« nombre décimal illimité périodique ».

Exemple 2: Ecrire la fraction % sous forme d’un nombre décimal

Ona: 5,0 12
20

80 0,4166...

80

8

Cette division n’est jamais finie. Si on continue a diviser, le chiffre 6 se répétera dans le
quotient. On dit que, I’effectuation de la division 5 par 12 nous donne un nombre (0,4166...)
appelé nombre décimal illimité périodique. Brievement, on écrit 0,41(6). La notation (6)
indique que le chiffre 6 est infiniment répété. Le nombre 6 s’appelle période du nombre
décimal illimité périodique 0,41(6).

De méme, é =0,111... =0,(1) ; 0,(1) est un nombre décimal illimité périodique de période

1.
—% =-1,5454... = -1,(54) ; -1,(54) est un nombre décimal illimité périodique de période 54.

(Manuel de classe 7, p. 32)

Ici la périodicité a le sens de répétition infinie. Le manuel prend soin de définir ce qui I’appelle
période. 1l ne définit pas une période dans le cas général mais montre une période, sans justifier
le caractére répétitif de la période choisie. Il décide d’une marque pour une période minimale
sans expliquer le caractére minimal de la période choisie. On notera que ce qui est appelé période
est le motif qui se répete dans 1’écriture.

On voit bien que la périodicité n’est pas déduite de la propriété des restes d’une division, ni de
I’observation de la répétition des restes, mais de 1’observation du comportement du quotient
décimal approché. La répétition du reste n’est pas soulignée. Elle n’est exprimée que via des
pointillés « ... ». Donc la condition d’arrét de la division semble étre la répétition du chiffre dans
le quotient. Le manuel utilise la parenthése comme un ostensif pour indiquer la période de la
répétition infinie.
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Le role de la périodicité qui permet d’arréter la division n’est pas abordé explicitement. Pourquoi
peut-on arréter la division quand on voit que le chiffre 6 se répéte deux fois dans le quotient ?

Dans ce manuel, la reconnaissance de la période d’un nombre décimal illimité périodique et
’utilisation des parentheses pour I’indiquer sont proposées via le type de taches Tq3 « Donner la

période du développement décimal d’un nombre rationnel non décimal ».

Ecrire sous forme bréve (mettre la période entre parenthéses) les nombres décimaux illimités
périodiques : 0,333...;-1,3212121... ; 2,513513513... ; 13,26535353...
(Livre d’exercices de classe 7, p. 15)

Dans cet exercice, on encourage le remplacement des pointillés « ... » par une parenthése. La
périodicité a le statut d’objet d’étude. Mais quelle est la période du nombre 0,333... ? Est-ce 3 ou
33 ou 333,... ? Est-elle donnée par le plus petit nombre de chiffres qui se répetent ?

Dans Le Thai Bao (2007), I’auteur a formul¢ la régle de contrat didactique suivante :

Dans 1’écriture décimale illimitée utilisant des pointillés « ... », une succession de chiffres
répétée 2, 3 ou 4 fois est la période. (Le Thai Bao (2007), p. 85)

La période est-elle unique ? Regardons I’exercice suivant :
Les nombres suivants sont-ils égaux ? 0,(31) et 0,3(13). (Manuel de classe 7, p. 35)

Nous trouvons la résolution dans le livre « Les formes d’exercices et les méthodes de
résolution » des mémes auteurs que le manuel de classe 7 :

En appliquant les deux régles d’écriture d’un nombre décimal illimité périodique sous forme
d’une fraction, on a :

0,(31)= 5L
’ 99
03(13)= 21223 310 _ 31

990 990 99
Donc, 0,(31) = 0,3(13).
Pour écrire 0,(31) sous forme d’une fraction, on peut faire comme suit :
Posera=0,(31) =0,313131... Donc 100a=31,313131...
100a—a=31,313131... - 0,313131...

99a =31
31

a:_
99

Pour écrire 0,3(13) sous forme d’une fraction, on peut faire comme suit :
Poser b = 0,3(13) donc 1000b =313,131313..., 10b =3,131313...

990b =310
po 31031
990 99

(Les formes d’exercices et les méthodes de résolution de mathématique 7, p. 64)

La technique utilisée ici consiste a écrire les nombres décimaux illimités périodiques sous forme
de fractions pour les comparer. Cette résolution montre qu’avec une fraction, on peut avoir deux
développements décimaux illimités périodiques avec deux périodes différentes. Cette technique
est absente du manuel destiné aux éléves. De plus, 1’élément de technologie (écritures
fractionnaires des écritures décimales illimitées périodiques de « base » 0,(1), 0,(01),...) qui la
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justifie est complétement absent. Nous trouvons seulement la remarque suivante qui donne un
exemple de transformation d’une écriture décimale illimitée périodique en fraction :

On a démontré qu’un nombre décimal illimité périodique est un rationnel.

Exemple : 0,(4) =0,(1). 4 = % 4= g (Manuel de classe 7, p. 33)

Dans ce manuel, le role d’outil de la périodicité est travaillé via le type de taches Tq, : « Ecrire
un quotient d’une division sous forme d’un nombre décimal illimité périodique ».

Expliquer pourquoi ces fractions peuvent étre écrites sous forme des nombres décimaux
illimités périodiques et trouver cette forme.

1 -5 4 -7 _.

—; —; —; — (Ibid., p. 34

6 11 9 18 ( p-34)

Voici la technique 14" d’accomplissement de ce type de taches présentée dans I’exemple 2 du
manuel :

+ Continuer la division aprés la virgule jusqu’a ce qu’on trouve une succession de chiffres
répétée 2, 3 ou 4 fois dans le quotient.
+ Noter la période entre parenthéses.

La notion de périodicité n’est pas présentée dans le manuel comme 1’¢lément technologique qui
justifie la technique. La technique s’appuie sur une répétition sans que soit vérifiée que la
périodicité soit a 1’origine de la répétition. Dans I’étude de Le Thai Bao (2007), ’auteur a
pointé I’incomplétude de la praxéologie ponctuelle autour de ce type de taches :

Dans [I’institution, 1’absence de savoirs arithmétiques sur la division euclidienne
(généralisée) ne permet pas de justifier la notion de période d’une écriture décimale illimitée
périodique : cette absence de justification théorique marque, dans [Dinstitution,
I’incomplétude de la praxéologie ponctuelle autour du type de taches de 1’écriture d’une
fraction donnée en écriture décimale illimitée périodique. (Le Thai Bao (2007), p. 81)

Dans I’exercice ci-dessus, on trouve aussi le type de taches Tq; « Reconnaitre si une fraction peut
étre écrite sous forme d’un nombre décimal illimité périodique ». C’est la décomposition du
dénominateur en diviseurs premiers qui permet d’accomplir cette tiche. Cette technique est
présentée dans la partie « cours » du manuel.

Si le dénominateur positif d’une fraction irréductible n’a pas d’autres diviseurs premiers que
2 et 5, cette fraction peut étre écrite sous forme d’un nombre décimal limité.

Si le dénominateur positif d’une fraction irréductible a d’autres diviseurs premiers que 2 et 5,
cette fraction peut étre écrite sous forme d’un nombre décimal illimité périodique.

(Manuel de classe 7, p. 33)

Avec I’étude des nombres décimaux illimités périodiques, dans ce manuel, la périodicité devient
un outil pour explorer ’ensemble des réels R. En effet, lors du cours sur les rationnels le manuel
donne la conclusion suivante :

Chaque rationnel est représenté par un nombre décimal limité ou illimité périodique. Et
réciproquement, un nombre décimal limité ou illimité périodique représente un rationnel.
(Ibid., p. 34)
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Un rationnel peut étre écrit sous forme d’un nombre décimal limité ou illimité périodique. Un
nombre décimal illimité non périodique est alors un développement décimal d’irrationnel.

[...] x*=2,...0n a démontré qu’il n’y a aucun rationnel dont le carré est égale a 2 et on a
calculé que x = 1,4142135623730950488016887...

Ce nombre est un nombre décimal dont la partie décimale n’a aucune période. C’est un
nombre décimal illimité non périodique. (Ibid., p. 40)

Ainsi la caractéristique périodique ou non périodique de la partie décimale d’un nombre décimal
illimité permet pour les manuels de séparer les rationnels des irrationnels. Le manuel va jusqu’a
présenter I’ensemble des nombres réels comme la réunion des nombres rationnels et des nombres
irrationnels.

I.3. Comparaison France - Viét Nam et conclusion pour le collége

. r 7 . 11 q:« B JoR s e \
Le tableau suivant résume une praxéologie locale " liée a la périodicité apparue au collége en
France et au Viét Nam.

Type de taches Technique Technologie Théorie
T4 « Reconnaitre une | 141 : Continuer la division aprés la virgule :
division qui ne s’arréte | Si on rencontre un reste nul, la division
pas » s’arréte
(Reconnaitre si  une | Si on trouve deux fois de suite les mémes
fraction peut étre écrite | restes, la division ne s’arréte pas
sous forme d’un nombre
déc'ima}l illimité [z v Trouver les diviseurs premiers du
périodique) dénominateur :
Si le dénominateur a d’autres diviseurs
premiers que 2 et 5, cette fraction peut étre
écrite sous forme d’un nombre décimal
illimité périodique
Si non, elle peut étre écrite sous forme | &1 (absente) : la
d’un nombre décimal limité. division euclidienne | @, .
(Théoréme de | Arithmétique
T « Trouver le | 4. Continuer la division aprés la virgule | I'unicit¢ du couple

quotient d’une division
d’un entier par un autre

entier lorsque cette
division ne s’arréte
pas »

(Ecrire  un  quotient
d’une division sous
forme d’un nombre
décimal illimité
périodique)

jusqu’a ce qu’on trouve deux fois de suite
les mémes restes, puis prolonger les
chiffres du quotient apres la virgule par des
pointillés

14" : Continuer la division aprés la virgule
jusqu’a ce qu’on trouve une succession de
chiffres répétée 2, 3 ou 4 fois dans le
quotient. Noter la  période entre
parenthéses

T4 « Donner la période
du développement
décimal d’un nombre
rationnel non décimal »

(au Viet Nam
seulement)

143 - Effectuer la division jusqu’a ce qu’on
trouve deux fois de suite les mémes restes,
la période se compose des chiffres qui « se
répétent » dans 1’écriture du quotient.

(g, r = 0) dans la
division euclidienne
a=b.q+r(r<b))

Tableau 1. Les praxéologies ponctuelles au collége en France et au Viét Nam

""" On dit qu’une praxéologie est locale, (T;, T;, 0, ©), lorsque le méme bloc de savoir (0, ©) permet de résoudre
plusieurs types de tiches par des techniques différentes se justifiant toutes par le méme élément technologique 0.
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Les deux institutions mettent en place pratiquement la méme praxéologie avec le méme degré
d’incomplétude.

En France, la périodicité introduite par cette praxéologie, quand elle est présente, n’est pas un
objet d’enseignement. Son habitat est seulement la division entre nombres entiers et plus
particulierement 1’écriture décimale du quotient d’une division d’un entier par un autre entier.
Elle exprime via des pointillés « ... » une répétition infinie d’un groupe de chiffres (le motif)
sans que les termes « périodique » et « répétition » soient formulés. A ce niveau, la périodicité
n’a que le statut d’outil. Elle permet de décider d’arréter une division d’un entier par un autre
entier pour obtenir un quotient approché. Si on trouve deux fois de suite les mémes restes, la
division ne s’arréte pas et on doit utiliser des pointillés « ... » dans I’écriture du quotient.

Au Viét Nam, la notion de périodicité est introduite explicitement des la classe 7 et elle prend
comme en France la signification d’une répétition infinie. La période est 1a aussi considérée
comme un groupe de chiffres (Ie motif) qui se répéte dans le quotient de la division. On utilise la
parenthése comme un moyen ostensif pour ’indiquer. Le role de la périodicité pour arréter la
division et pour exprimer I’infinité de 1’écriture du quotient n’est pas justifié ni méme explicité.
Notons que la répétition des restes d’une division n’est pas soulignée comme dans le manuel
francais, la condition d’arrét d’une division présente dans le manuel vietnamien semble étre la
répétition des chiffres dans le quotient. Dans I’institution vietnamienne, outre d’avoir le statut
d’objet d’étude, la périodicité est un outil pour explorer I’ensemble des réels R. Chaque réel a
une écriture décimale limitée ou illimitée soit périodique soit non périodique.

Dans les deux institutions, la périodicité rencontrée est une périodicité a caractere discret sous la
forme d’un motif constitué¢ d’un nombre fini d’éléments (des chiffres) et qui est « translaté » le
long de I’écriture décimale.

Quel est I’avenir de cette signification de la périodicité ? Quel est I’avenir de 1’écriture décimale
illimitée périodique ? Réapparait-elle au lycée ? Avec quel role ? Quels sont les habitats de la
périodicité dans I’enseignement des mathématiques au lycée ? Comment I’institution frangaise
présente-t-elle I’ensemble des réels R'> 2

121 a définition des nombres réels n’est pas prévue par le programme de collége. On rencontre dans certains manuels
la définition d’un nombre irrationnel comme nombre non rationnel. Ces manuels proposent alors de rares exercices
(jugés tres difficiles par ces manuels) sur la notion d’irrationalité (par exemple, I’irrationalité de racine de 2).
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I1. Le lycée
I1.1. Institution francaise
I1.1.1. Parties du programme pouvant impliquer la notion de périodicité

Nous les résumons dans le tableau ci-apres.

Classe | Partie Capacités attendues Commentaires

Distinguer un nombre d’une de | On admettra que !’ensemble des réels est
ses valeurs approchées. I’ensemble des abscisses des points d’une droite.
Interpréter un résultat donné par
une calculatrice.

Connaitre la  représentation | La définition de sin x et cos x pour un réel x
graphique de x > sin x et de | quelconque se fera en « enroulant R » sur le
X > cos x cercle trigonométrique. On fera le lien avec les
sinus et cosinus de 30°, 45° et 60°.

Zde
Calcul et fonction

On définira la périodicité des fonctions sinus et
cosinus. On étudiera sur un grapheur le passage
de la représentation de sinus ou cosinus a celle
d’une fonction qui s’en déduit simplement ; on
étudiera quelques exemples trés simples de
fonctions pour lesquelles on peut, par lecture sur
le cercle trigonométrique, conclure quant aux
z€ros ou au signe de la dérivée sur I’intervalle ]-mt,
7] (comme la fonction cos 2x ou cos 2X — cos X).

1S
Généralités sur les fonctions

Etude de [D’évolution de phénomenes discrets
amenant a une relation de récurrence.

Calcul des termes d’une suite sur calculatrice ou
tableur ; observation des vitesses de croissance
(resp. de décroissance) pour des suites
arithmétiques et des suites géométriques.

Suites

Tableau 2. Les parties du programme du lycée en France pouvant impliquer la périodicité

Dans la partie dite « Calcul et fonction », on constate que 1’ensemble des réels est considéré
comme |’ensemble des abscisses des points d’une droite. Il n’est pas fait référence a I’écriture
décimale périodique des nombres. L’écriture décimale des nombres est-clle étudiée dans le
manuel ?

Dans la partie « Généralités sur les fonctions » figure le graphique des fonctions sinus et cosinus
mais seulement de ces fonctions. Le programme ne mentionne pas leur périodicité. Cette
mention est par contre tres forte en classe de Premiére. Pourquoi la représentation graphique des
fonctions x> sin x et x> cos x est-elle étudiée avant I’introduction de la définition de leur
périodicité ? La périodicité des fonctions x > sin X et x> cos x est-elle abordée dans le manuel
de Seconde ?

Plus largement, sur 1’ensemble du lycée, la périodicité est-elle introduite seulement pour

qualifier et étudier les fonctions sinus et cosinus ? Des fonctions périodiques autres que les
fonctions trigonométriques sont-elles étudiées ?
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A ce propos, le programme fait la remarque suivante :

La périodicité des fonctions sinus et cosinus est définie en liaison avec 1’étude des angles
orientés. On envisagera celle des fonctions qui s’en déduisent par un changement de variable
linéaire ou affine. L’extension de cette notion a d’autres fonctions n’est pas exigible.
(Documents d’application des programmes du lycée, p. 11)

Autrement dit, le programme ne demande pas d’étendre la périodicité au-dela de la classe des
fonctions de la forme sin (ax+b) et cos (ax+b).

I1.1.2. Analyse de manuels (collection Déclic 2004 et 2005)

I1.1.2.1. Mathématiques Seconde

En début de la classe Seconde, la périodicité dans le développement décimal périodique est
présente dans le chapitre 1 : Calcul numérique et algébrique.

L’ensemble des rationnels se note Q.
Un nombre rationnel est le quotient d’un entier relatif par un entier naturel non nul. Un
rationnel non décimal a une écriture décimale périodique infinie.

_227 =-19,8636363... ; 63 se répete. (C’est le manuel qui souligne).

(Mathématique Seconde, p. 12)

C’est la premicre fois que I’on trouve le mot « périodique » dans un manuel de mathématiques
du secondaire. La périodicité a le sens de répétition comme dans le manuel de classe 7 du Viét
Nam. Mais il n’y a pas de définition de la notion de période. On dit seulement que 63 se répéte
mais on n’aborde pas la période du nombre -19,8636363... Est-ce que 63 se répete donc 63 est la
période ? Pourquoi ne serait-ce pas 6363 ou 36 ? Est-ce que la période est un nombre de
longueur minimale ? Le manuel n’en dit rien.

On voit que la périodicité est utilisée ici pour fournir une caractéristique nécessaire (mais est-elle
suffisante ?) des nombres rationnels non décimaux : « Un rationnel non décimal a une écriture
décimale périodique infinie ». Mais a quoi cela sert-il ? La périodicité a-t-elle un role
d’exploration de I’ensemble des réels R ?

Dans le manuel, I’ensemble des réels est présenté comme 1’ensemble de tous les nombres connus
en classe Seconde. D’apres lui, ce sont tous les rationnels et tous les irrationnels, comme par
exemple, dit-il, V2 , - cos(23°), m,... Pourtant 1’écriture décimale illimitée non périodique des
irrationnels n’est pas justifiée. Au contraire, le manuel n’insiste que sur la correspondance entre
un réel et un point sur la droite graduée :

Chaque nombre réel correspond a un unique point sur une droite graduée; et,
réciproquement, a chaque point d’une droite graduée correspond un unique réel, abscisse de
ce point. (Ibid., p. 12)

Donc a la lecture de la partie cours du manuel, la périodicité ne semble pas étre un objet
d’enseignement. Le role d’outil pour explorer I’ensemble des réels R n’est pas exploité.

Pourtant dans la partie exercices de ce méme manuel, nous trouvons quelques types de taches ou

intervient la périodicité. Le type de taches T4, « Reconnaitre si une fraction est un rationnel non
décimal », apparu au collége, est retrouvé.

68 Chapitre 2 : Analyse institutionnelle comparative France-Viét Nam



On considére le nombre é .
. 26 . 2.8
Justifier que ~ est un rationnel non décimal.

Effectuer la division de ? jusqu’a sept chiffres apreés la virgule. Que constate-t-on ?

Justifier.

Expliquer pourquoi le développement décimal de ? est qualifié de « périodique ». Donner

la période. (Ibid., p. 24)

Nous avons dit que dans le cours, la période d’une écriture décimale illimitée périodique n’est
pas définie. Le manuel insiste seulement sur la répétition du groupe de chiffres dans le quotient.
Pourtant, dans [’exercice ci-dessus, nous trouvons le type de taches li¢ a ce concept,
Tq3 « Donner la période du développement décimal d’un nombre rationnel non décimal ».
Qu’est-ce que la période ? Les questions posées montrent que le manuel semble vouloir insister
sur la répétition du groupe de chiffres dans le quotient. Donc la technique d’accomplissement de
ce type de taches est 143 celle du manuel de classe 7 du Viét Nam.

Par ailleurs, la période est indiquée par ostension dans I’exercice suivant :

On se propose de vérifier sur quelques exemples un théoréme admis : « tout nombre
admettant un développement décimal périodique est un rationnel ».

Soit le nombre x = 0,373737 ... dont la période 37 a deux chiffres.

Justifier que 100.x =37 + x.

Résoudre cette équation et en déduire la valeur exacte de x en fraction. Quelle est alors la
nature de x ?

En procédant de la méme facon, démontrer que : 0,999999... =1.

a) Déterminer ’écriture fractionnaire du nombre x = 0,123123123 .
b) En remarquant que 12,0909@ ...=12+ 0,0909009 ..., déterminer 1’écriture fractionnaire
de 12,090909 ... (Ibid., p. 24)

Cet exercice est centré sur la tdiche « Déterminer I’écriture fractionnaire d’un nombre décimal
illimité périodique » pour illustrer le théoréme admis cité qui représente une condition suffisante
qui manquait dans le cours. Son objectif semble étre celui de compléter 1’é¢tude de I’ensemble
des rationnels Q sans pour autant opposer explicitement nombre rationnel et irrationnel ni
préciser la place des décimaux dans I’ensemble Q.

La périodicité ne prend réellement le statut d’objet d’étude que quand elle est attachée au
concept de fonction numérique.

Dans le chapitre 11 : Trigonométrie, nous la trouvons dans la rubrique Lecture graphique
reproduite ci-dessous.
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h Lecture graphique

La courbe ¢ ci-dessous représente une  1° Donner les coordonnées des points A et C, Bet D.
fonction numérique f définie sur & . . : "
La courbe garde la méme allure en 2° Dresser le tableau des variations de la fonction f:
dehors de la fenétre. a)sur[-1;1]; b) sur [1;3].
|
B D 3° Quelle est I''mage de ‘¢ par la translation de vecteur 27 ?
& | 4% M est un point de la courbe, d'abscisse x ; N est son image par
M N la translation de vecteur 27 .
\ Par définition, quelle est l'ordonnée de M ?
/ ‘ Quelles sont les coordonnées du point N ?
\/ En deduire que, pour tout réel x, on a I'égalité :
fix+2) = f(x).
A i cC E on di . =k
Il n dit que f est périodique, de période 2
e

(Ibid., p. 276)

Au début de cette activité dite exploratoire, on demande de travailler sur le graphique d’une
fonction f pour en déduire 1’égalité f(x + 2) = f(x) pour tout x. A partir de 1a, on dit que ’on a
une fonction périodique de période 2. C’est la premicre rencontre avec une fonction périodique.
Notons que la fonction choisie est une fonction continue, donnée par un graphique, et que ce
graphique ressemble a une sinusoide.

Mais qu’est-ce qu’une courbe qui « garde la méme allure » ? C’est une courbe obtenue par la
répétition d’un méme motif géométrique. La courbe est invariante par la translation de vecteur

Ti avec T la période de la fonction. On remarquera tout de suite deux différences avec la
périodicité d’un développement décimal :

- ce qui est appelé période n’est pas le motif graphique qui se répete mais la « longueur en
abscisses » du motif.

- le motif est un ensemble continu de points (un morceau de ligne) au lieu d’un ensemble
discret de chiffres.

Du co6té algébrique, la période apparait comme le nombre T tel que f(x + T) = f(x) pour tout réel
x. Ainsi la périodicité se présente sous les deux aspects, graphique et algébrique, d’une fonction
périodique.

Toujours dans le chapitre de trigonométrie, apres la définition du cercle trigonométrique, la
notion de périodicité va apparaitre a partir de 1’enroulement de R sur le cercle destiné a établir
une correspondance entre un point sur le cercle et un nombre réel.

F4 £

W Enroulement de [R sur le cercle B [ ragudi® i

La droite d, tangente & « en A et munie du |
repére (A;l) (avec Al = 1), représente ‘
I'ensemble F des nombres réels. 4 IB L

On « enroule » la droite d autour du cercle .
La demi-droite [A/) , formée des points d'abscis- +
ses positives, s'enroule dans le sens direct, alors !
que l'autre demi-droite, formée des points d'abs- 7 ;
cisses negatives, s'enroule dans le sens indirect. TB-' i
Par exemple, / s'enrouleen J, et /" en J'.

(Ibid., p. 278)
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Ce travail conduit a 1’énoncé suivant :

Propriété : a tout réel x, correspond un unique point P de la droite d, d’abscisse x.
A tout point P correspond un unique point M sur le cercle trigonométrique.

—

x est alors une mesure de 1’arc orienté AM .

[..]

La droite d étant infinie, elle s’enroule en une infinité de tours autour du cercle, en repassant
a chaque tour par le point M. Chaque tour ayant une longueur égale a 2m, on peut associer au
point M une infinité de réels : x, X + 2w, X + 4mx,..., X - 27, X - 47,...

(Ibid., p. 278)

Ainsi, un point M sur le cercle correspond a une infinité¢ de réels qui different de 2z prés. On
retrouve la une périodicité discrete exprimée de manic¢re arithmétique méme si la notion de
modulo (congruence) n’est pas explicitée.

Outre le but de montrer une correspondance entre un nombre réel et un point sur le cercle, la
remarque précédente conduit le manuel a exposer la périodicité des fonctions sinus et cosinus.

B Périodicité B

Soit x un réel. Alors x et x + 2n sont associés au méme point M du cercle trigonométrique.
Onadonc cos(x+2n) = cosx et sin(x+2n) = sinx.

Interprétation graphique
Les points d'abscisses x et x + 2 ont la méme ordonnée.
Les courbes représentatives des fonctions cosinus et sinus sont donc inva-
rlantes par la translation de vecteur 2] .
Il suffit de les construire sur un intervalle de longueur 27, puis d'appliquer
les translations pour les connaitre entiérement.

Remargue : Pour tout réel x, ona cos(- x) = cosx et sin(-x) = - sinx,
+ La fonction cosinus est dite paire : sa courbe est symétrique par rapport & I'axe des ordonnées.
» La fonction sinus est dite impaire : sa courbe est symétrique par rapport a l'origine du repére.

Les valeurs remarquables des sinus et cosinus sur [0 ; n] permettent alors de tracer les courbes représeninlivel
de ces deux fonctions, appelées sinusoides.

(Ibid., p. 282)

Si on note f la fonction qui, dans I’enroulement de la droite sur le cercle, associe un réel x au
point M correspondant sur le cercle : x — M(x), on a : f(x) = f(x+2n) = f(x+47n) =.... C’est une
fonction périodique de période 2. Ici la périodicité est liée, comme dans le manuel de college, a
une répétition infinie marquée par des points de suspension. La période prend d’abord la
signification d’un « tour de cercle » mais cette signification est immédiatement abandonnée pour
faire venir la signification de la période « nombre ». En effet, un tour complet correspond a 2w
sur les fonctions sinus et cosinus.

On voit ici un passage du cadre géométrique au cadre analytique, respectivement un passage de
la périodicité cyclique a la périodicité oscillatoire via une formulation arithmétique. C’est le

cercle trigonométrique qui permet d’effectuer ce passage.

En effet, le cosinus de x et le sinus de x sont définis grace au cercle trigonométrique comme
suit :
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B Définition B

: : : : . M|
Soit x un nombre réel et M le point associé & x sur le cercle trigonométrique. ol e
* Le cosinus de x , noté cosx, est'abscisse du point M. i d|
* Le sinus de x , noté sinx, est l'ordonnée du point M. o JA
Lorsque cosx =0, on définit tanx = __srnx_ .

cos X

(Ibid., p. 280)

Ensuite, la fonction cosinus (respectivement fonction sinus) est définie comme une fonction qui
associe a chaque nombre réel son cosinus (respectivement son sinus). Donc la période « tour de
cercle » relative a une périodicité cyclique est transformée en la période 2n des fonctions cosinus
et sinus relative a une périodicité oscillatoire.

M Représentation graphique de la fonction cosinus

S E

(Ibid., p. 282)

Mais ici pour représenter les fonctions sinus et cosinus, le manuel utilise un repere autre que
celui du cercle trigonométrique. Il y a, cachée dans ce changement de repére, la transformation
d’une variable « circulaire » en une variable « linéaire », transformation pudiquement qualifiée
d’enroulement de R. Quelles seront les conséquences sur I’apprentissage des fonctions
trigonométriques de ce basculement de repérage ?

Au cours de ce travail d’exposition du cercle puis des fonctions trigonométriques, la périodicité
des fonctions sinus et cosinus apparait sous trois points de vue :

+ géométrique : les valeurs des fonction x > sin X et X > cos X ne changent pas quand on ajoute
a x un multiple de la longueur du cercle trigonométrique (cercle orienté avec le rayon R = 1).
Donc ces fonctions ont 2mt, un tour de cercle, pour période.

Ce point de vue n’est pas travaillé¢ dans le manuel. Est-ce ’indice d’une difficulté¢ a articuler
cyclicité et périodicité ?

On voit que le manuel préfere travailler les deux autres points de vue, algébrique et graphique.

+ algébrique : cos (x +2m) = cos x et sin (X +27) = sin X.

Ainsi, quand la variable est additionnée de 2 (la période) alors la valeur de la fonction revient a
sa valeur initiale. C’est la caractéristique algébrique d’une fonction périodique. Elle est exprimée

seulement implicitement via les égalités ci-dessus.

+ graphique : les courbes représentatives des fonctions sinus et cosinus sont invariantes par la

translation de vecteur 27i. En général, une fonction périodique est connue enticrement deés
qu’on la connait sur un intervalle ayant la longueur de la période. Donc nous trouvons un
nouveau role de la périodicité qui permet de limiter I’intervalle d’étude d’une fonction.

Ce manuel I’aborde explicitement dans la partie « Méthode » ou les étapes de construction du
graphique d’une sinusoide sont abordées.
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Pour tracer une sinusoide, il faut déterminer sa période, son maximum et son minimum.
Tracer la courbe sur une période, puis compléter par translation.

La fonction sinus a une période de 27 et varie entre -1 et 1.

La fonction x> Asinx a la méme période, mais varie entre —A et A.

La fonction x > sin(kx) a une période de 27” (Ibid., p. 283)

C’est ici que I’on donne la période de la fonction sinus, de la fonction x+> Asinx et de la
fonction x > sin(kx). Mais il n’y a pas de définition générale de la périodicité d’une fonction. Il
semble que le manuel insiste seulement sur ces deux classes des fonctions. En effet, la plupart
des fonctions abordées dans le manuel y appartient. La périodicité a deux statuts en méme
temps, le statut d’objet d’étude et le statut d’outil (tracé du graphique).

I1.1.2.2. Mathématiques Premiere S

Dans ce manuel, la définition générale d’une fonction périodique est introduite dans la partie
cours du chapitre 1 : Fonction numérique.

¥ Fonction periodique

1 4
définition : Dire que la fonction u est périodique j 7
signifie que la courbe €, est invariante par une j \ /j 7

translation de vecteur non nul colinéaire a 7,

X+T\_ ’I"

c'est-a-dire qu'il existe un réel non nul T tel que, T=2
pour tout x de %, on ait :
x+Te P,etf(x+T) = f(x). Le réel T est une période de la fonction f.

o

Exemple : La fonction f, définie sur B par f(x) = sin3x, est péniodique de péricde ge-:-‘ , car, pour tout réel x :

(o 2m coof 2my .
fl\x‘ T;l 5|n3,\x-?) = sin(3x+2mn) = sin(3x) = f(x)

(Mathématique Premiére S, p. 16)

Pour ce faire, la fonction choisie n’est pas une fonction trigonométrique. C’est une fonction
définie par intervalles avec son registre graphique. Le lien avec les fonctions trigonométriques
étudiées en classe Seconde x> sin(kx) est retrouvé dans I’exemple donné. La définition
souligne d’abord la caractéristique d’invariance du graphique par translation. Ensuite, 1’égalité
algébrique f(x + T) = f(x) en est déduite. Notons qu’ici, le caractere minimal de la période n’est
pas abordé. Pourtant, la période montrée pour le graphique dans la définition et pour I’exemple
donné est la plus petite période. Qu’en est-il dans les praxéologies enseignées ?

Dans ce manuel, la périodicité d’une fonction est regardée comme propriété d’une fonction au
méme titre que la parité et donne lieu a la restriction de I’intervalle d’étude de la fonction. Elle
n’est plus attachée aux seules fonctions trigonométriques.

Nous retrouvons la périodicité liée au tour de cercle de 2m, comme dans le manuel de Seconde
analysé précédemment, au chapitre 11 : Angle et trigonométrie, lors du cours sur la notion de
mesure des angles orientés. L’enroulement de la droite réelle sur le cercle trigonométrique est
rappelé pour définir le repérage d’un point sur le cercle comme suit :
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B Repérage d’un point sur le cercle trigonométrique

définition : L’enroulement de la droite des réels sur le cercle €a
partir de leur origine commune A, permet de repérer chaque point
M du cercle € par un unique réel f de l'intervalle ]- « ; n].

Les réels repérant M sont ceux de la forme :
t+ kx 2n, avec k entier relatif.

Exemples :

n

2

repére le point B, ainsi que — 377: gfzn .

(Ibid., p. 276)

Ensuite, les mesures de la forme t + 2k.m d’un angle orienté sont aussi présentées.

Soit t une mesure de 1’angle orienté (u;Vv) . Alors les mesures, en radian, de cet angle orienté
sont les réel de la forme t + 2k.m, avec k entier relatif, et il en existe une et une seule,
appartenant a l’intervalle |- ©; w]; on D’appelle la mesure principale de 1’angle orienté

(u;v).
On écrit (&,7) =t+ 2km, k € Z ou aussi (&,\7) =t (2n) et on lira :

L’angle orienté (;, \7) a pour mesure t « a un multiple de 2r pres » ou « modulo 27 ».
(Ibid., p. 276)

Donc un angle orienté (u;v) a une infinité de mesures de la forme t + k2n. Chaque mesure

differe d’un multiple de 2m pres, un tour de cercle. Le manuel utilise explicitement le terme
«modulo 27 » et introduit la notation. Le lien entre la notion de « modulo 27 » et la division
euclidienne présentée au collége qu’on peut voir a travers l'usage du mot multiple est-il
travaillé ?

On voit que si 0 <t < 2m, (ﬁ;\T) =t + 2km est une écriture de la division euclidienne. Cependant,
dans la définition précédente, t est une mesure quelconque de 1’angle orienté (ﬁ;;). Donc

I’écriture de modulo (u;v) = t (2m) peut ne pas coincider avec ’écriture de la division
euclidienne. Le modulo 27 est associé au cercle trigonométrique comme un tour de cercle.

Le cercle trigonométrique est alors de nouveau utilisé pour définir les sinus et cosinus des angles
orientés qui seront exploités par les notions de produit scalaire et de produit vectoriel de deux
vecteurs ainsi que par la notion de coordonnées polaires.

Les équations trigonométriques sont abordées dans le méme chapitre 11 par les deux types,
sin(kx) = a et cos(kx) = a.

Voici la méthode proposée pour résoudre 1’équation cos t = a avec a réel donné :

+ On trace la droite D d’équation x = a dans (O ; ;, }')

+ Les solutions sont les réels associés aux points communs a D et au cercle trigonométrique
C (attention a I’intervalle dans lequel on cherche les solutions). (Ibid., p. 286)

On voit que la résolution nécessite la construction du repere (O 1, }') et du cercle
trigonométrique. Les solutions des équations sont demandées dans un intervalle déterminé
comme |-t ; ], |0 ; 2mxt],... dont la longueur est égale a la période. Ainsi la périodicité ne semble
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pas intervenir dans la résolution de ces équations. En effet, c’est la périodicité qui permet de
trouver toutes les solutions d’une équation trigonométrique quand cette équation a une solution.
Pourtant, la limite des intervalles comprenant des solutions obscurcit la signification et le role de
la périodicité puisque un (ou au plus deux tours) de cercle suffisent.

La résolution d’une équation par le graphique d’une fonction n’est pas présentée ici. Donc les
fonctions périodiques ne servent pas a 1I’é¢tude des équations. Quels buts le manuel fixe-t-il a
I’¢tude des fonctions périodiques, notamment des fonctions trigonométriques ? Ont-elles un
statut d’outil ou ne sont-elles que des objets d’enseignement ?

Par ailleurs, et bien ailleurs, nous retrouvons la présence de périodicité discréte dans le chapitre 6
intitulé « Suites numériques ». La voici dans I’exercice suivant.

u, +1

Soit u une suite vérifiant la relation de récurrence : u,+ = 1
u, —

Calculer les cinq premiers termes de la suite en prenant uy = 0, puis en prenant uy = 10.
Quelle semble étre la particularité de cette suite ?

Démontrer la conjecture précédente.

Peut-on choisir ug de sorte que la suite u soit stationnaire ?

Remarque : la suite (u,) est périodique de période 2 ; plus généralement, si p est un entier
naturel, on dit que la suite u est périodique de période p, pour tout entier naturel n, u,+, = u,.
(Ibid., p. 164)

Dans la premicre question, la succession des termes produit la répétition du motif 0, -1 ce qui
nous fait dire qu’il s’agit d’une périodicité discréte. Mais dans la remarque, la définition qui est
donnée de la période est calquée sur celle d’une fonction périodique : f(n+2) = f(n), pour tout n.

Notons que la périodicité d’une suite n’est pas une propriété étudiée dans le cours. Cette
propriété a-t-elle un avenir dans la suite du curriculum ?

I1.1.2.3. Mathématiques Terminale S

Dans le manuel, les fonctions trigonométriques, notamment les fonctions sinus et cosinus,
réapparaissent avec 1’étude de la continuité et de la dérivation des fonctions numériques sans que
la propriété de périodicité serve dans cette étude. Elles réapparaissent aussi avec 1’étude des
nombres complexes pour exposer la forme trigonométrique du nombre complexe. Voici, en effet,
la définition de la forme trigonométrique d’un nombre complexe :

Soit z un nombre complexe non nul, r un réel strictement positif et 6 un réel.
z a pour module r et argument 0 si, et seulement si, z=r1 (cos 0 + i sin 0).
Cette nouvelle écriture est appelée forme trigonométrique de z.
(Mathématique Terminale S, p. 288)

Mais la périodicité n’est qu’a peine évoquée. Le nombre complexe z ne sera pas considéré
comme une fonction de la variable 6. Dans les cours, nous trouvons seulement une remarque
dans laquelle la périodicité du cercle trigonométrique intervient implicitement. La période 2n
comme un tour complet du cercle trigonométrique que 1’éléve a connue en classes 2% et 1 est
présente implicitement bien que le cercle ne soit pas la.

Deux nombres complexes non nuls sont égaux si, et seulement si, ils ont méme module et
des arguments égaux a un multiple de 27 pres. (Ibid., p. 288)
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Nous retrouvons ici la notion de modulo abordée en classe 1 lors du cours sur les angles
orientés. Par exemple :

Pour tout nombre complexe z # 0 :
arg z =argz (2m)
et arg (-z) = + argz (2n). (Ibid., p. 288)

Donc en classe Terminale, la périodicité n’est plus un objet d’enseignement. Elle y est un outil
en engageant surtout le cercle trigonométrique et quasiment pas les fonctions périodiques.

I1.1.3. Praxéologies ponctuelles liées a la périodicité

Type de taches Niveau Note
Ta Reconnaitre si une fraction est un rationnel non décimal 24 P.24
Tgs | Donner la période du développement décimal d’un nombre rationnel Hde P 24
non décimal :
T . N . " 2% | P.286,287
Placer un point associé au réel — sur le cercle trigonométrique re
P 1 P. 287
Vérifier si les réels x et y reperent le méme point du cercle ode P. 286, 287
Tp2 | trigonométrique
. o . nr
(Déterminer la mesure principale d’un arc orienté —) re
r 1 P. 288
Tps | Résoudre une équation trigonométrique (du type sint = a, cos t = a) 20 P. 289
dans un intervalle donnée I égal a une période 1 P. 294, 298
Tsi | Associer a chaque courbe une fonction trigonométrique 2de P.290
Tio | fétant une fonction trigonométrique, calculer f(a) 2de P.290
Tgp | Examiner si un nombre T est la période d’une fonction f 2de P. 289
1 P. 30
Tg2 | Montrer qu’une fonction f est périodique de période T 20 P. 290
1 P.32
Tgps | Déterminer la période d’une fonction périodique 20 P. 290,292
1 P. 32, 36
Tgps | f étant une fonction périodique de période T, calculer f(a) Hde P. 288,
connaissant f(b). 289, 290
Tgps | Dessiner la courbe représentative d’une fonction périodique donnée de P. 290
1" P.32
Tableau 3. Les types de taches au lycée en France
Type Technique Elément technologique Théories
de minimales
taches
Ta 741 : Continuer la division apres la
virgule :
Si on rencontre un reste nul, le
rationnel est décimal
Si on trouve deux fois de suite les O,:
mémes restes, le rationnel n’est pas | 0; : La division euclidienne Arithmétique
décimal
Tas 143 . effectuer la division jusqu’a ce

qu’on trouve deux fois de suite les
mémes restes, la période se compose
des chiffres qui «se répétent » dans
I’écriture du quotient.
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Tpt 1,1 : diviser le demi-cercle en r parties
égales. Compter n fois 1’arc obtenu O:
Tp2 Ty : calculer x —y 0, : La division euclidienne Arithmétique
Si x —y = k2 (k est un nombre entier), | 0, : Le cercle trigonométrique | ®,  Géométrie
x et y repérent le méme point du cercle euclidienne
trigonométrique orientée
T3 : Pour I’équation cos t =a :
Tp3 Tracer la droite D d’équation x = a
dans (O ; ;’}-) puis trouver les réels 0, : Le cercle trigonométrique | ®, s 'Géométrie
., . . euclidienne
associés aux p01’nt§ communs a D et au orientée
cercle trigonométrique C sur [
Pour I’équation sin t = a on remplace la
droite x = a par la droite y = a.
Tia Ty - T calculer £(0) O;:
+ tableau de variation 0;: Les propriétés des | Fonctions
g Taa: utiliser le cercle trigonométrique | fonetions sinus et cosinus numériques
ou les tables de valeurs remarquables
Tip1 T1 ¢+ Calculer f(x + T)
+ Si f(x + T) = f(x) pour tout x alors T
est une période
+ Ou on prend une valeur spéciale de x
et démontre que 1’égalité f(x+T) = f(x)
ne se réalise pas dans ce cas spécial
donc on peut conclure que T n’est pas ®,: Fonctions
une période de la fonction. 0, : Définition d’une fonction pér’iod.ique.s
Tep2 Tho: + Ca!culer fix+T) périodique et de la période (théorie ’ incluse
+ Démontrer que f(x + T) = f(x) d’une fonction dans 1 Analyse
pour tout x harmonique)
+ Conclure que la fonction est
périodique de période T
Tips Tgp3 ¢ + Trouver le nombre T # 0 tel que
f(x+T) = f(x) pour tout réel x
+ Conclure que T est la période de f.
T3 © Si le graphique de la fonction est
donnée :
+ Trouver le nombre T# 0 tel que le
graphique de la fonction soit invariant
par une translation de vecteur T I
+ Conclure que T est la période de la
fonction.
Tips Tips  €Xprimer a en fonction de b et de
période T
Sia=b+kT on a f(a) = f(b).
Tips Tps : + Déterminer la période, le
maximum et le minimum de la | 6,. La définition d’une | Q,: Fonctions
fonction fonction périodique et de la | périodiques
+ Tracer la courbe sur une période, | période d’une fonction
puis compléter par translation
Ts: Utiliser des transformations | 0;: Les propriétés des | ®;:  Fonctions
géométriques sur le graphique d’une | fonctions sinus et cosinus numériques
fonction connue pour trouver le | + Le théoréme sur le lien du

graphique de la fonction.

graphique entre des fonctions
associées

7’55 : Utiliser la calculatrice

Tableau 4. Les praxéologies ponctuelles au lycée en France
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Nous listons ici les classes des fonctions périodiques étudiées dans les manuels francais :

- Pour le type de taches Tgy3 « Déterminer la période d’une fonction donnée » :
+ Les fonctions données par les formules algébriques : A sin (knx), cos kx, sin X + cos X,
sin X.cos X
+ Les fonctions données par le graphique : fonction non trigonométrique
+ Les fonctions données par les formules algébriques et leurs graphiques sont demandés
de construire par la calculatrice : A sin x — cos kx

- Pour le type de taches Tys « Dessiner la courbe représentative d’une fonction périodique
donnée » :
+ en utilisant la calculatrice ou la transformation graphique : A sin x — cos kx
+ en utilisant la périodicité : A sin x, sin kx + B, cos kx + B, A sin x cos x

Dans les manuels frangais, les exercices appartenant aux types de taches sur la lecture graphique
(trouver la période) et sur I’étude d’une fonction (déterminer la périodicité, trouver la période,
construire le graphique, etc.) sont trés nombreux.

On peut distinguer quatre €léments technologiques intervenant dans 1’accomplissement des types
de taches liés a la périodicité au lycée:

+ 0, : division euclidienne

+ 0, : Le cercle trigonométrique

+ 03 : Les propriétés des fonctions sinus et cosinus

+ 04 : La définition d’une fonction périodique et de la période d’une fonction

Notons que 04 est plus générale et contient 0;. De plus, 04 et 0; peuvent étre justifiées par la
méme théorie, la théorie des fonctions périodiques au sein de I’analyse harmonique.

En particulier 05 et 04 interviennent dans plusieurs types de tiches dans les manuels frangais.
L’¢élément technologique 0; associe aux fonctions trigonométriques fondamentales notamment
les fonctions sinus et cosinus. Comme nous I’avons indiqué dans 1’enquéte épistémologique du
chapitre 1, c’est une classe de fonctions importante qui sert a étudier toutes les fonctions
périodiques via les séries de Fourier.

L’¢lément technologique 04 justifie les techniques d’accomplissement de plusieurs types de
taches Try1, Trp2, T3, Tps €t Trps. Donc la périodicité est un objet d’enseignement en France au
lycée. Le role de la périodicité qui permet de limiter I’intervalle d’étude d’une fonction
périodique est travaillé pour trouver des valeurs de la fonction et pour la construction de son
graphique, etc.

I1.1.4. Conclusion sur ’institution francaise

Bien que la périodicité soit présente au début de la classe Seconde dans 1’étude des ensembles
des nombres, elle n’est pas un objet d’enseignement pour ce théme. Notre analyse montre qu’au
lycée, la périodicité n’est en réalité attachée qu’a 1’étude des fonctions et que son introduction se
fait dans le cadre de la Géométrie euclidienne orientée grace au cercle trigonométrique. Le
concept de périodicité prend donc a ce niveau deux significations successives : la cyclicité (celle
du cercle trigonométrique) et ’oscillation (celle de la sinusoide) que I’institution a ainsi
articulées entre elles.
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Par contre l’articulation de la périodicité d’une fonction et celle d’une écriture décimale des
nombres n’est pas établie clairement bien qu’on utilise le méme mot « périodique ». Cette
articulation serait-elle possible dans I’institution ? Comment ?

Soulignons de nouveau qu’au lycée francais, la périodicité¢ est ¢tudiée comme une propriété
d’une fonction, au méme titre que la parité qui permet de limiter I’intervalle d’étude d’une
fonction. Redisons aussi que la périodicité ne se limite pas aux seules fonctions
trigonométriques. L’étude des fonctions périodiques se fait dans les deux registres, algébrique et
graphique, et I’invariant graphique par la translation est particulierement mis en avant.

Le concept de périodicité est fortement illustré par les fonctions trigonométriques. C’est,
d’ailleurs, le role principal, voire unique, des fonctions trigonométriques d’étre de bonnes
représentantes de I’ensemble des fonctions périodiques (elles sont continues, dérivables, elles
forment une classe «simple» de fonctions). Par contre, les propriétés des fonctions
trigonométriques ne sont investies dans aucun probléme intra ou extra mathématique. En
particulier, le retrait du programme des équations différentielles linéaires du second ordre a fait
disparaitre une niche pour les fonctions trigonométriques. Cette niche existe-t-elle dans
I’enseignement de la physique ?

Cette question mérite d’autant plus d’étre examinée que la présence des fonctions dans
I’enseignement secondaire mathématique est née de préoccupations liées a 1’enseignement de la
physique (cf. Introduction). Ce que I’analyse institutionnelle met en lumiere, c’est que la
fonction en devenant un objet d’enseignement mathématique central, presque emblématique,
pour 1’enseignement secondaire, s’est dans le méme temps €loignée de ces origines physiciennes.
Nous en aurons confirmation avec 1’analyse de 1’enseignement de la modélisation dans la partie
C de ce chapitre.

I1.2. Institution vietnamienne

I1.2.1. Parties du programme pouvant impliquer la notion de périodicité

Dans les programmes des classes 10 et 11, nous notons ci-dessous les sujets et les compétences
attendues relatives a la trigonométrie, seule partie du programme dans laquelle la notion de

périodicité est introduite. Il n’y a aucune différence entre le programme élémentaire et le
programme avancé dans ces parties de programmes.
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Sujets

Compétences attendues

Angle et arc trigonométrique
Degré et radian

Angle et arc trigonométrique
Mesure d’un angle ou d’un arc
trigonomeétrique

Cercle trigonométrique

+ Connaissance :

Connaitre les deux unités de I’angle et 1’arc, degré et
radian ;

Comprendre la notion de cercle trigonométrique ; angle
et cercle trigonométrique et leur mesure.

+ Savoir-faire :

Déterminer I’extrémité d’un arc et le rayon extréme
d’un angle ou un ensemble des angles sur le cercle
trigonométrique.

Formules trigonométriques
Exprimer les solutions sur le cercle
trigonométrique

Valeurs trigonométrique d’un | + Connaissance :
angle (arc) Comprendre la notion de valeur trigonométrique d’un
Valeur sin, cos, tan, cot et | angle, le tableau trigonométrique remarquable ;
signification géométrique Connaitre les relations entre les  valeurs
Tableau des valeurs | trigonométriques des angles associés ;
trigonomeétriques remarquables La signification géométrique de tangente et cotangente.
Classe | Relations entre les valeurs | + Savoir-faire :
10 trigonomeétriques Déterminer la valeur trigonométrique d’un angle
donné ;
Appliquer les identités trigonométriques fondamentales
a calculer, a démontrer des formules simples ;
Appliquer les formules trigonométriques a calculer les
Formules trigonométriques valeurs trigonométriques d’un angle quelconque et a
démontrer des égalités.
Fonctions trigonométriques + Connaissance :
Définition Comprendre la notion de fonction trigonométrique
Périodicité + Savoir-faire :
Variation Déterminer 1’ensemble de définition ; I’ensemble de
Graphique valeurs; la parité; la périodicité; la période ;
I’intervalle de croissance, de décroissance des
fonctions comme y = sin X, y = cos X, y = tan X, y = cot
X.
Equations trigonométriques + Connaissance :
Classe | Equations trigonométriques | Connaitre les équations trigonométriques
11 fondamentales fondamentales et les formules de solutions

+ Savoir-faire :
Résoudre les
fondamentales

équations trigonométriques

Tableau 5. Les parties du programme du lycée au Viét Nam pouvant impliquer la périodicité

On voit que le programme ne place pas la notion de périodicité dans les compétences attendues.
On demande seulement aux éléves de reconnaitre la périodicité et de déterminer la période des
fonctions trigonométriques fondamentales. Donc la périodicité semble étre introduite pour servir
I’é¢tude de ces fonctions et n’est pas un objet d’enseignement pour ce theme. Les formules
trigonométriques et les équations trigonométriques ont une place trés importante. En effet, les
demandes du programme insistent sur I’utilisation des formules trigonométriques et sur la

résolution des équations trigonométriques.

La notion de fonction périodique avec ses caractéristiques est-elle abordée dans les manuels ?
Quels rdles joue-t-elle ? Existe-t-il une articulation de la périodicité des fonctions avec celle des

écritures décimales illimitées périodiques étudiées au collége ?
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I1.2.2. Analyse de manuels

11.2.2.1. Manuels de classe 10

Il n’y a pas de différences notables entre le manuel élémentaire et le manuel avancé dans la
partie Trigonométrie. Au début dans 1’étude des angles orientés, la période a une signification
implicite comme un « tour de cercle » correspondant a 27t ou 360°. Le cercle trigonométrique est
bien utilisé pour définir les valeurs trigonométriques et établir les relations entre des valeurs
trigonométriques des angles associés.

Pourtant, une remarque intéressante est que dans le manuel ¢élémentaire, la notion d’arc
trigonométrique est présente en faisant référence au mouvement d’un point sur un cercle.

Chaque fois que le point M mobile sur le cercle orienté selon une direction déterminée du
point A au point B, on a un arc trigonométrique avec le point initial A et le point extréme B.
(Manuel ¢élémentaire de classe 10, p. 134)

Un modéle physique du mouvement rotatif d’un point sur le cercle est donc engagé ici. La
répétition du mouvement de ce point permet d’introduire la mesure des arcs orientés AM de la
forme AM =a+k2n, k € Z.

Au contraire, le manuel avancé utilise la rotation d’un rayon pour introduire la notion d’angle
trigonométrique. Le mouvement d’un point sur le cercle n’est donc pas présent explicitement.

Donc en classe 10, la périodicité n’est étudiée que dans le cadre de la Géométrie euclidienne
orientée dont 1’élément technologique principal est le cercle trigonométrique et elle ne prend que
la signification d’une cyclicité (tour de cercle de 2m).

11.2.2.2. Manuels de classe 11

Nous séparons dans notre analyse les deux manuels car ils présentent dans cette classe des
différences notables.

e Manuel élémentaire

Dans ce manuel, la périodicit¢ des fonctions trigonométriques est introduite a partir d’une
activité algébrique. C'est chercher les nombres T tels que f(x + T) = f(x) pour tout x appartenant
a ’ensemble de définition des fonctions y = sin x et y = tan x. Ensuite, la conclusion sur la
période des quatre fonctions trigonométriques fondamentales est aussi abordée complétement du
coté algébrique.

On peut démontrer que T = 27 est le nombre positif minimal vérifiant I’égalité : sin (x + T) =
sin X, Vxe R (1). La fonction y = sin x vérifiant (1) est appelée fonction périodique et 21
est appelé période de la fonction. De la méme maniére la fonction y = cos x est une fonction
périodique de période 27. Les fonctions y = tan x et y = cot x sont des fonctions périodiques
de période w. (C’est le manuel qui souligne).

(Manuel élémentaire de classe 11, p. 7)

Ici, la caractéristique minimale de la période est soulignée bien qu’on ne donne pas une
démonstration de ce caractére. Toutes les propriétés périodiques et la période des fonctions

trigonométriques sont des propriétés admises. La périodicité ne s’approche que du point de vue
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algébrique. L’invariant du graphique par des translations n’est pas présent dans la citation
précédente.

Cette caractéristique graphique sera mise en évidence pour construire le graphique de la fonction
y = sin x. D’abord, son graphique est construit sur I’intervalle [-7 ; 7] grace a ’imparité. Ensuite,
celui sur R est déduit a partir de la périodicité.

La fonction y = sin x est une fonction périodique de période 27, donc pour tout réel x, on a :
sin (x + k2m) =sin x, k € Z.
Donc pour avoir le graphique de cette fonction sur R, on utilise les translations successives

du graphique sur I’intervalle [-7 ; ] selon les vecteurs v = (27 ; 0) et v = (-2m; 0).
(Ibid., p. 8)

C’est la périodicité de la fonction sinus qui permet de construire son graphique entier a partir de
celui sur une période par les translations. Le manuel utilise ce résultat comme une conséquence
de I’égalité algébrique : sin (x + k2m) = sin X pour tout X.

Le graphique de cette fonction sur une demi-période [0 ; n] est construit comme suit :

s ¥
1
g B il M
[ S cmmm e B
m.\z 1; : :
i ! H
------------------------- e e i
bll‘lx]I : : |. i !
ol * X R X3 X4 T X
2
b)
Hinh 3

(Ibid., p. 7)

On trouve ici une articulation entre un cercle (modele C) et une sinusoide (modele O) présentée
dans D’enquéte épistémologique du chapitre 1 et que nous n’avons pas repérée dans
I’enseignement mathématique frangais.

Pour la fonction y = cos x, son graphique est construit par la translation du graphique de la

. . ~ V4 RSTIO -
fonction y = sin x selon le vecteur u = ( S ; 0). Cela montre que la périodicité et la période ne

sont pas des objets d’étude dans ce cas.

La définition générale d’une fonction périodique et ses caractéristiques, algébrique et graphique,
ne sont pas introduites dans la partie « cours ». Cette absence est expliquée dans le livre des
enseignants comme suit :

Auparavant, les manuels introduisaient d’une maniére assez compléte la périodicité des
fonctions trigonométriques et puis donnaient des exercices sur la détermination de la période
de différentes fonctions trigonométriques. Cette manicre est tres lourde, d’autant plus que ce
degré de détail n’est pas nécessaire pour les éleves. Ce manuel introduit cette notion d’une
maniére intuitive.

(Livre des enseignants de classe 11, ensemble élémentaire, p. 22)
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Toutes les notions générales sur la périodicité sont introduites dans la partie « Lecture
supplémentaire’® ». La définition d’une fonction périodique aborde la seule caractéristique
algébrique de la périodicité. Ensuite, la justification de la répétition du graphique sur les
intervalles ayant la méme longueur que la période est aussi présentée. On mentionne aussi des
exemples des fonctions périodiques qui ne sont pas des fonctions trigonométriques comme la
fonction constante et la fonction y = x - [x] ([x] est la partie entiére de x). Pour cette dernicre,
son graphique est introduit pour I’illustration mais la caractéristique graphique n’est pas
soulignée.

(Manuel élémentaire de classe 11, p. 15)

De plus, la périodicité et la période des fonctions y = sin x, y = tan x sont introduites dans les
théorémes accompagnés de démonstrations dans cette partie.

Le manuel consacre la plus grosse partie du chapitre a la lecon suivante - équations
trigonométriques (13 séances sur 18 du chapitre). De plus, les contenus principaux de deux
séances de révision sont aussi liés a 1’équation trigonométrique. Cela montre que 1’équation
trigonométrique est le sujet important dans ce chapitre. Les fonctions trigonométriques
semblent étre introduites pour venir étudier des équations trigonométriques.

Les solutions des équations sin X = a et cos X = a sont établies grace au cercle trigonométrique.
Par exemple, pour I’équation sin x = a, la résolution est présentée comme suit :

L’équation sin x = a (1) définit pour tout réel x.
B
M_—T~_ M
YK

A

A r! / cosin
_/

B

a) Si |a| > 1 I’équation (1) n’a pas de solution
b) Si |a| < 1 on trouve un point I sur ’axe sin pour que Ol = a. On trace une droite
perpendiculaire a I’axe sin a partir de I qui coupe le cercle trigonométrique a M et M.

On trouve que la valeur sinus des arcs trigonométriques AM et AM' est égale a a. Donc
leurs mesures sont des solutions de I’équation (1).

—

Appelons a la mesure en radian d’un arc trigonométrique AM on a :
AM =a+12net AM' =m-a+k2m k € Z

Donc I’équation sin x = a a pour des solutions x =a + k2n et x =7 - o + k2.
(Ibid., p. 19)

1 : : S .z . . .
? Les connaissances qui ont été retirés du programme et qui ne sont donc plus introduites dans les cours sont
laissées dans la partie: « Lecture supplémentaire » a ’adresse a de bons éleves. (Livre des enseignants, p. 10).
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Nous trouvons que dans les étapes de résolution de 1’équation sin x = a ci-dessus, c’est la
périodicité de la période tour de cercle qui est utilisée. C’est celle qui permet d’écrire k2m dans
les solutions (modulo 27).

Par contre, la résolution des équations tan x = a et cot X = a s’appuie sur les graphiques des
fonctions'®. Regardons 1’équation tan x = a.

La condition de 1’équation est que x # §+ kr (keZ).

En s’appuyant sur le graphique de la fonction y = tan X, nous trouvons que pour chaque
nombre a, le graphique de la fonction y = tan x coupe la droite y = a aux points dont les
abscisses différent d’un multiple entier de & pres.

|

/

L’abscisse de chaque point d’intersection est la solution de I’équation tan x = a. Appelons X,
’abscisse d’intersection satisfaisant 5 <x < bR

Notons x; = arctan a. Les solutions de 1’équation tan x = a est que x = arctan a + kn (k€ Z).
(Ibid., p. 23-24)

La propriété de périodicité et la période  de la fonction y = tan x sont utilisées grace a I’ostensif
graphique.

Pour les autres équations trigonométriques, on fait appel a des techniques algébriques pour les
transformer et en déduire les solutions a partir des équations trigonométriques fondamentales. Le
graphique n’est alors pas utilisé. Les inéquations trigonométriques sont introduites seulement
dans la partie « Lecture complémentaire » ou le cercle trigonométrique est réutilisé pour trouver
leurs solutions.

Dans les chapitres suivants, les fonctions trigonométriques réapparaissent dans 1’étude de la
limite, la continuité et la dérivée, etc. Cependant, leur périodicité n’est pas un objet d’étude.

e Manuel avancé de classe 11

A la différence du manuel élémentaire de classe 11, ce manuel va définir la propriété de
périodicité pour une fonction en dehors de I’ensemble des fonctions trigonométriques. De plus, il
prend soin de mettre en valeur cette propriété dans la résolution d’une équation. Enfin, ce manuel
présente un exemple de suite périodique.

' Signalons que dans les classes vietnamiennes, il n’y a pas de calculatrice graphique. La raison de ce choix est
peut-étre dans I’incitation formulée dans le programme a présenter des connaissances de maniére concréte. « Les
solutions des équations sin X = a et cos X = a ne sont pas présentée par ce choix parce qu’il est difficile a formuler
leurs solutions ». (Livre des enseignants de classe 11, ensemble élémentaire, p. 29).
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Ce manuel commence par la périodicité de la fonction sinus comme dans le manuel élémentaire.
La période T de cette fonction est soulignée comme le nombre positif minimal vérifiant sin (x +
T) = sin x. La périodicité est approchée du seul point de vue algébrique comme le confirme la
remarque suivante :

A partir de la périodicité de période 2w, on trouve que la valeur des fonctions y =sin x ety =
cos x est totalement définie quand on connait leurs valeurs sur un intervalle de 2.
Autrement dit, quand on connait les valeurs des fonctions y = sin X et y = cos X sur un
intervalle de 2m, alors on peut calculer leurs valeurs pour tout x. Quand la variable x est
augmentée 27, la valeur de la fonction revient a sa valeur initiale (cela explique le mot
« périodique »). (Manuel avancé de classe 11, p. 5)

Ainsi donc, le manuel souligne une signification du mot « périodicité », un phénomeéne qui
revient 2 un méme état apreés des intervalles égaux. Cette remarque montre aussi I’avantage de
I’é¢tude de la périodicité d’une fonction trigonométrique, c’est la restriction de I’intervalle
d’étude de la fonction.

Comme pour le manuel ¢élémentaire, la caractéristique graphique n’est pas abordée
explicitement. Par rapport a la fonction y = sin x, aprés avoir indiqué que sa période est 2, le
graphique sur I’intervalle [-m;7t] et celui sur R sont donnés sans aucune explication.

Pourtant, le manuel présente 1’utilisation de la périodicité pour trouver la variation de la fonction
sinus.

. . . . T .
La fonction y = sin x est croissante sur 1’intervalle [—E,Ej . Comme la période est de 2z, la

fonction y = sin x est donc croissante sur chaque intervalle [—%+k27r; %+k27rj,k eZ.

(Ibid., p. 7)

Cette volonté de démontrer dans le cadre analytique n’est présente ni dans le manuel frangais ni
dans le manuel élémentaire vietnamien. La propriété sur laquelle s’appuie la démonstration peut
étre énoncée ainsi :

Etant donné une fonction f périodique de période T.

Si f est croissante sur 1’intervalle (a ; b) donc f est croissante sur I’intervalle (a+ T ; b+ T).
Si f est décroissante sur I’intervalle (a ; b) donc f est décroissante sur I’intervalle (a+ T ; b +
T). (Encyclopédie en ligne)

Cette propriété montre bien le role de restriction de I’intervalle d’étude d’une fonction de la
périodicité.

Dans ce manuel, la définition générale d’une fonction périodique est présentée pour conclure et
synthétiser la notion de périodicité des fonctions trigonométriques fondamentales étudiées.

Une fonction y = f(x) définie sur I’ensemble D est appelée périodique s’il existe un nombre
non nul T tel que pour tout x appartenant a D, on a :

x+T € D,x-T € Detf(x + T) = f(x).
S’il existe un nombre positif minimal satisfaisant ces conditions, cette fonction est appelée
fonction périodique de période T. (Ibid., p. 13)

Chapitre 2 : Analyse institutionnelle comparative France-Viét Nam 85



La présence de cette définition dans ce manuel est expliquée par le livre des enseignants comme
suit :

Ici, c’est la premiére fois ou les éléves se familiarisent avec une fonction périodique. La
périodicité est une propriété marquante des fonctions trigonométriques, donc bien que le
programme ne demande pas d’exposer généralement la fonction périodique, les auteurs
présentent cette définition (fin de legon 1) pour rappeler aux éléves de préter attention a la
propriété de périodicité des fonctions trigonométriques.

(Livre des enseignants de classe 11, ensemble avancé, p. 16)

Donc la périodicité est installée comme propriét¢ des fonctions trigonométriques et ne vit
qu’avec ces fonctions. L’enseignement d’une définition générale n’est pas institutionnellement
attendu.

On voit aussi I’absence de référence au graphique dans la définition proposée par ce manuel.
Nous le trouvons seulement dans les exemples concrets apres la définition. Deux parmi trois

fonctions illustrées sont les fonctions y = 2 sin 2x et y = sin ) accompagnées de leurs

graphiques. Une autre fonction est représentée par un graphique « par morceaux ». Cependant,
ces graphiques ne sont 1a que pour illustrer la définition d’une fonction périodique. Ils ne sont
pas un objet d’étude. Dans la suite, le registre graphique est totalement absent.

Ensuite la présentation de contenus concernant les équations trigonométriques est identique a
celle du manuel ¢lémentaire. On utilise toujours le cercle trigonométrique pour calculer I'une des
solutions avant d’en déduire I’ensemble des solutions. Cela montre que seule est visée la
périodicité des fonctions trigonométriques, ou plutot la périodicité comme un tour de cercle dans
le cercle trigonométrique. Pourtant dans le livre des enseignants, on souligne le role de la
périodicité des fonctions dans I’étude des équations :

Une caractéristique de 1’équation trigonométrique est qu’il a une infinité de solutions (en
raison de sa périodicité). Nous le trouvons plus clairement dans une remarque suivante :

Si y = f(x) est une fonction périodique de période T et x = X, est une solution de I’équation
f(x) = 0 les nombres x = xo + kT (k € Z) sont aussi des solutions.

A partir de cette remarque, pour résoudre 1’équation f(x) = 0 ou f(x) est une fonction
périodique de période T, nous pouvons trouver ses solutions sur un intervalle ayant la
longueur de T puis en déduire toutes ses solutions.

(Ibid., p. 31)

Donc la périodicité de la fonction f(x) est considérée comme un outil permettant de prouver que,
si I’équation a une solution, alors elle en a une infinité.

Comme pour le manuel élémentaire, ce manuel présente des inéquations trigonométriques dans
la partie « Lecture complémentaire ». De plus, on donne une méthode pour résoudre une
inéquation trigonométrique fondamentale f(x) < m, f(x) > m, f(x) > m, f(x) < m (3) ou m est un
nombre connu, f(x) est sin X, cos X, tan X ou cot X comme suit :

En s’appuyant sur la périodicité des fonctions trigonométriques, nous pouvons résoudre une
inéquation fondamentale (3) selon deux étapes suivantes :

+ Etape 1. Trouver des solutions de 1’inéquation sur un intervalle ayant la longueur de méme
que celle de la période de la fonction y = f(x). Cette étape peut s’effectuer en utilisant le
graphique ou le cercle trigonométrique.

+ Etape 2. Etendre le résultat sur tout I’axe numérique en utilisant la translation du domaine
de solutions trouvé dans 1’étape 1 a droite, a gauche des intervalles ayant la longueur de
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méme que celle de la période. Cette étape peut étre accomplir grice a une remarque
suivante :

Soit y = f(x) une fonction périodique de période T. Si I’inéquation f(x) < m (respectivement
f(x) = m, f(x) > m, f(x) < m) satisfait pour tout x appartenant a I’intervalle (a ; b) elle va
satisfaire pour tout x appartenant a I’intervalle (a + kT ; b + kT), k € Z.

(Manuel avancé de classe 11, p. 43)

Ici la périodicité des fonctions est abordée comme un outil pour résoudre une inéquation.
Pourtant, la présence de cette méthode dans la partie « Lecture complémentaire » montre qu’elle
n’est pas considérée comme obligatoire pour les éleves. Comme pour [1’équation
trigonométrique, le cercle trigonométrique et le graphique sont utilisés pour trouver des solutions
d’une inéquation sur un intervalle. La périodicité est alors un élément technologique dans la
détermination de ’infinité des solutions a partir d’'une ou deux solutions de base trouvées grace
au cercle trigonométrique. Ce role est attesté par des expressions comme « en raison de la
périodicité » et « en s’appuyant sur la périodicité », etc.

Dans la partie Suite numérique, voici I’exemple d’une suite périodique proposée par le manuel :

. . L . T
Soit une suite numérique (s,) avec s, = sin (4n-1) g.

Démontrer que s, = spi3, V2> 1.
Calculer la somme des quinze premiers termes de la suite donnée.
(Ibid., p. 109)

Le terme « périodique » n’est pas utilisé. Il s’agit d’une suite donnée par une fonction
trigonométrique. Sa périodicité est mise en valeur dans 1’égalité s, = sy+3, Vn = 1 sans que soit
définie la propriété de périodicité pour une suite. La question b) est 1a pour permettre une
exploitation de la propriété de périodicité.

11.2.2.3. Manuels de classe 12

Dans le manuel de classe 12, le terme « périodicité » est utilisé uniquement quand on aborde les
¢tapes de 1’étude et de la construction graphique d’une fonction. A c6té de 1’étude de la
monotonie et 1’établissement d’un tableau de variations (une étape indispensable dans la
procédure d’étude d’une fonction), on introduit aussi I’étape de 1’étude de la périodicité de la
fonction.

Malgré cela, il semble que cette étape n’est introduite que « formellement » et pour rappel. En
effet, dans les deux manuels, ¢lémentaire et avancé, il n’y a aucun exercice ou I’on demande
d’¢étudier une fonction périodique et de construire son graphique.

Par ailleurs, dans la partie « Nombres complexes » du manuel avancé, les fonctions sinus et
cosinus sont réutilisées pour introduire la forme trigonométrique d’un nombre complexe.
Pourtant, le terme et la notation « modulo» ne sont pas présents. Notons que le manuel
¢lémentaire introduit aussi la notion de nombre complexe mais ne présente pas sa forme
trigonométrique.

I1.2.3. Praxéologies liées a la périodicité

Rappelons ici les conventions de notation que nous avons adoptées pour les éléments des
praxéologies rencontrées dans les manuels vietnamiens :
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- Si nous rencontrons des types de tiches, techniques ou éléments technologiques déja désignés
lors de I’étude des praxéologies en France, nous utiliserons bien entendu les mémes notations ;
de nouvelles notations seront introduites dans le cas contraire.

- Lorsque, pour un méme type de taches, la technique privilégiée n’est pas la méme au Viét Nam
qu’en France, nous le préciserons en ajoutant a la notation de la technique un exposant v.

e Manuel élémentaire

On rencontre les types de tiches T, Tp et Tmo en classe 10. La technique pour
. . : . , 4 NI
I’accomplissement du type de tdches T, : Placer un point associé au réel —sur le cercle

r
trigonométrique se trouve via un exemple suivant :

, . Yo , 257
Exemple. Représenter sur le cercle trigonométrique I’arc o

Résolution.

2 . 2 . . ==
7 = % +3.27 . Donc le point extréme de 1’arc % est le milieu M du petit arc AB.

1,
NI

B

(Manuel élémentaire de classe 10, p. 139)

Ici la répétition de la position des points correspondant aux arcs trigonométriques différents de

2n pres est utilisée. En effet, la technique utilisée est d’écrire — selon 27w (si possible) pour
r

réduire le réel qui doit étre placé sur le cercle trigonométrique. Nous noterons cette technique

1,1 pour la différentier de t,;. Regardons la remarque suivante dans le livre des enseignants liée

au type de taches Ty :

L’¢éléve doit déterminer justement 1’extrémité M d’un arc AM correspondant via la
présentation de a en une somme d’un multiple de 27 et un nombre appartenant a intervalle (-
n ; mt]. (Livre des enseignants de classe 10, ensemble élémentaire, p. 139)

Cette technique montre une forte efficacit¢ quand n est beaucoup plus grand que k. De plus elle
peut étre appliquée quand on doit trouver un point associé a un angle calculé en degré.

Prenons un exemple avec a = -765°.

-765° = -45° + (-2).360°. Donc le point extréme de I’arc -765° est le milieu N du petit arc
AB'. (Manuel élémentaire de classe 10, p. 139)

Le type de taches T,, apparait seulement une fois sous la forme d’une question sur la
coincidence des points extrémes des différents arcs sur le cercle.
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Quand on présente les arcs ayant des mesures différentes sur un cercle trigonométrique,
peut-il avoir lieu le cas ou leurs points extrémes se coincident ? Quand se passe-t-il ?
(Ibid., p. 140)

La réponse dans le livre des enseignants montre aussi que les points extrémes coincident quand
les mesures des arcs différent d’un multiple de 2n pres. Donc ce type de taches insiste aussi sur
la répétition de la position des points sur le cercle trigonométrique. Nous retrouvons le sens
« tour de cercle » de la périodicité comme dans le type de taches Tp.

Le type de taches Ty : f étant une fonction trigonométrique, calculer f(a) apparait implicitement
sous la forme du calcul de sin a, cos b,... avant d’aborder méme explicitement la périodicité des
fonctions. Les fonctions associées a Tpp sont seulement des fonctions trigonométriques
fondamentales.

Prenons I’exemple 1 a la page 150 suivant.

Calculer tan (13—”] .
12

Résolution.

/4 V4
tan — —tan—
On a tan Bz —tan | Ztz|=tan = =tan | Z-Z| = 3 4 :\/5_1‘
12 12 3 4

1+tan%tan£ 1++3

(Ibid., p. 150)

Le but de cet exercice n’est pas d’utiliser la périodicité et la période de la fonction. On introduit
ce type de taches pour insister sur les relations de valeurs trigonométriques entre des angles
particuliers et les formules trigonométriques. La périodicité des fonctions n’intervient pas ici.

Ensuite dans le manuel de classe 11, bien que I'utilisation de la périodicité pour construire le
graphique d’une fonction périodique générale ne soit pas explicitement abordée dans le cours, on
trouve dans le méme texte d’exercice deux types de taches a exécuter I’une apres ’autre.

Démontrer que sin 2(x + k) = sin 2x pour tout nombre entier k. En déduire le graphique de
la fonction y = sin 2x. (Manuel élémentaire de classe 11, p. 17)

Cet exercice ne parle pas de la périodicité pour la fonction donnée. Pourtant, quand on a I’égalité
f(x + kP) = f(x) pour tout nombre entier k, on peut conclure que cette fonction est périodique. La
contrainte implicite dans les tels exercices est que P est la période de la fonction. On voit que la
premicre question peut étre résolue par 1’utilisation du cercle trigonométrique ou des propriétés
des fonctions trigonométriques. Nous noterons le type de taches correspondant Ty,3. La deuxieéme
question appartient au type de taches Tps: Dessiner la courbe représentative d’une fonction
périodique. 11 est introduit aprés que le type de taches T3 est accompli.

Comment les ¢€leves peuvent déduire le graphique de la fonction apres avoir démontré 1’égalité
sin 2(x + km) = sin 2x ?

Considérons la résolution suivante dans le livre des enseignants :

On a sin 2(x + km) = sin (2x + k27) = sin 2x, k € Z.
Donc la fonction y = sin 2x est périodique de période 7.
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De plus, la fonction y = sin 2x est impaire. On trace alors le graphique de la fonction sur

V4
I’intervalle [0;5] puis on prend le symétrique central par rapport a O pour avoir le

graphique sur I’intervalle [- %; % ]. Enfin, on fait la translation paralléle a Ox de longueur T,

on obtient le graphique de la fonction y = sin 2x sur R.
(Livre des enseignants de classe 11, ensemble élémentaire, p. 25)

Comment peut-on conclure que 1 est la période de la fonction ? Est-ce qu’il suffit de prendre k =
1 pour avoir T suivant la contrainte institutionnelle ? Est-ce qu’on s’intéresse au caractére
minimal de la période ?

La résolution ci-dessus nous permet d’expliciter les techniques pour accomplir ces types de
taches. La technique 143 correspond au type de taches T3 :

+ Calculer f(x + kP)
+ Montrer que f(x + kP) = f(x) en utilisant la propriété périodique de période 2n de la
fonction y =sin x ouy = cos x

La technique liée au type de taches Tips est Trps

+Tracer la courbe sur un intervalle ayant de méme longueur que celle de la période (P)
+Compléter par translation

Selon la résolution ci-dessus, I’accomplissement du type de tiches Tg; permet de résoudre le
type de taches Tgs avec la technique tgs. Donc on peut dire que Trz est un type de taches
intermédiaire pour accomplir Tgs. Bien que la périodicité et la période de la fonction donnée ne
soient pas abordées dans la consigne, elles interviennent et sont mobilisées explicitement dans la
technique d’accomplissement du Tg,s. L’absence de la définition d’une fonction périodique et de
la période d’une fonction ne permet pas de justifier cette technique. Donc cela constitue une
incomplétude de la praxéologie ponctuelle autour du type de taches Tgs. De plus, le manuel
vietnamien insiste seulement sur les fonctions trigonométriques, notamment les fonctions sinus
et cosinus et n’introduit pas de divers types de fonctions périodiques.

Pour construire le graphique de la fonction y = |sinx

, ce manuel exige explicitement

I’utilisation de la transformation graphique.

A partir du graphique de la fonction y = sin x, construire le graphique de la fonction y =
|sin x|. (Manuel élémentaire de classe 11, p. 17)

Donc il faut utiliser la technique 1’5 pour accomplir cet exercice. L’élément de technologie qui
justifie cette technique est 03 : Les propriétés des fonctions sinus et cosinus et Le théoréme' sur
le lien entre les graphiques des fonctions associées. Ce théoréme est présent en classe 10 lors du

15 it p, q deux réels positifs et le graphique (G) d’une fonction y = f(x).

La translation de (G) vers le haut de q unités donne le graphique de la fonction y = f(x) + q
La translation de (G) vers le bas de q unités donne le graphique de la fonction y = f(x) — q
La translation de (G) a gauche de p unités donne le graphique de la fonction y = f(x + p)
La translation de (G) a droite de p unités donne le graphique de la fonction y = f(x — p)

90 Chapitre 2 : Analyse institutionnelle comparative France-Viét Nam



cours sur la notion de fonction. La définition générale d’une fonction périodique n’intervient pas
du tout.

Une remarque générale est que dans tous les exercices, le manuel évite d’aborder explicitement
la périodicité et la période des fonctions. Pourquoi ?

Une partie de la réponse se trouve dans le livre des enseignants :

La démonstration rigoureuse qu’un nombre T > 0 est la période de la fonction y = f(x) est un
travail difficile. Le programme n’exige pas une présentation théorique et générale sur les
fonctions périodiques. Cependant, I’enseignant peut aider 1’éléve a trouver la méthode pour
déterminer la période d’une fonction a partir des fonctions usuelles.

Par exemple : la fonction y = sin (3x —% ) admet pour période le nombre 2% car:

sin[3(x+2—”j—£} = sin(sx—funj =sin(3x—£j [..]
3 ) 4 4 4

(Livre des enseignants de classe 11, ensemble élémentaire, p. 10)

, 2 . . , .
Quelle est cette méthode ? Comment trouver le nombre EY ? Pourquoi n’est-il pas nécessaire de

démontrer que Y est le plus petit nombre satisfaisant 1’égalité ci-dessus ? Le livre des

enseignants ne le dit pas. Mais cette remarque nous montre que le manuel ne demande pas la
démonstration du caracteére positif minimal de la période parce que c’est un travail qu’il juge
difficile.

Pour les équations trigonométriques ce manuel présente les méthodes de résolution de certains
types d’équations usuels. Il existe 3 types de tdches suivants concernant les équations
trigonométriques.

+ Résoudre une équation trigonométrique fondamentale (sin X = a, cos X = a, tan X = a,
cotx =a)

+ Résoudre une équation concernant une fonction trigonométrique du premier ordre ou
du second ordre (asinx +b=0, asin’x +bsinx +c¢=0,...)

+ Résoudre une équation de la forme asinx +bcos x =¢

Bien que le graphique des fonctions soit utilis¢ pour établir les formules de solution des
équations tan x = a et cot X = a dans le cours, nous ne trouvons qu’un seul exercice qui demande
de résoudre une équation en utilisant le graphique (cas de la fonction sinus). Par ailleurs, tous les
types de taches sont accomplis par les techniques algébriques.

Dans le livre d’exercice, les types de taches Tr;3 et Tgps apparaissent successivement dans un seul
exercice. Au contraire, le type de tdches Tgs est présent indépendamment de Tr3 pour 10
fonctions. La technique attendue est seulement t’sys - utilisation de la transformation graphique.
La périodicité n’est pas mobilisée ici. Pour ce but, 1’activité sur le graphique est plus soulignée
dans le type de tiches Tgs. Pourtant, avec le type de tdches « Résoudre une équation », le
graphique n’est jamais utilisé dans ce livre.
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e Manuel avancé

A . . , N7
Dans ce manuel nous ne trouvons pas le type de taches T, : Placer un point associé¢ au réel —
r

sur le cercle trigonométrique. Pourtant Ty, Tro apparaissent plus fréquemment que dans le
manuel élémentaire. Les techniques utilisées ne changent pas. Mais pour Ty les angles donnés
sont choisis pour qu’on applique les propriétés sin (x + k27) = sin x, cos (x + k2m) = cos x, tan
x(x + km) = tan x et cot (x + km) = cot x. Donc le réle de réduire la mesure d’un angle est
souligné. Notons que le manuel élémentaire insiste sur les relations des angles associés et des
formules trigonométriques quand on aborde ce type de taches. Ici la période est liée au tour de
cercle.

En ce qui concerne le type de taches : Montrer qu'une fonction f est périodique de période T,
comme pour le manuel élémentaire, ne pouvant pas demander de démontrer le caractére minimal
de la période, au lieu de demander de démontrer la périodicité des fonctions, on donne des
exercices comme suit: « f étant une fonction trigonométrique, démontrer que pour chaque
nombre entier k, f(x + kP) = f(x) pour tout x ». Il s’agit donc du type de taches Tg;3. La technique
correspondante est g3 comme celle du manuel élémentaire.

Prenons 1’exercice suivant :

Soit la fonction y = A sin (ox+a) (A, ®, a constants ; A, @ non nuls). Démontrer que pour
. 2
chaque nombre entier k, on a f(x + k.—) = f(x) pour tout x.
10}

(Manuel avancé de classe 11, p. 17)

Cet exercice aborde une classe des fonctions importante y = A sin (owx+a) en physique ou la

période T = H est trés souvent utilisée. Mais ici il semble que 1’objectif de cet exercice est
@

d’appliquer la périodicité et la période de la fonction y = sin x. La période de la fonction donnée

n’est pas démontrée explicitement.

Dans le manuel, les exercices relevant de ce type de tdches sont nombreux. Les fonctions
abordées sont les fonctions trigonométriques et on utilise la périodicit¢ de période 2m des
fonctions sinus et cosinus. Cela montre que I’institution souhaite que les éléves comprennent la
périodicité et la période dans le cas de ces deux fonctions sans pour autant introduire la
définition générale de la fonction périodique et de la période.

Comme dans le manuel élémentaire, il existe des exercices proposant successivement les deux
types de taches T3 et Trps ou la périodicité n’est pas abordée explicitement. Par ailleurs, le type
de taches Tgs qui exige d’utiliser la transformation géométrique sur le graphique est aussi
présent. Nous ne les rappellerons pas ici.

En outre, dans ce manuel, nous trouvons la présence d’un nouveau type de taches Tgye : Etudier
la variation d’une fonction périodique sur l’intervalle (a; b) donné. Ce type de taches est
introduit seulement avec des fonctions trigonométriques fondamentales. Si I’intervalle (a ; b) est
donné sous forme (m+kT ; n+kT) dans laquelle T est la période et m, n sont inférieurs a T, la
technique tr,6 correspondante est la suivante :
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+ Déterminer sur le graphique la propriété de croissance (respectivement de décroissante)
de la fonction sur I’intervalle (m ; n)

+ Grace a la périodicité de la fonction, conclure sur la propriété de croissante
(respectivement de décroissante) de la fonction sur I’intervalle (a ; b)

Il s’agit de I’activité 4 suivant dans la partie cours :

L’affirmation ci-dessous est-elle correcte ? Pourquoi ?

La fonction y = cos x est décroissante sur I’intervalle (0 ; m) et est décroissante sur chaque
intervalle (k2= ; m + k2m), k est un nombre entier.

(Ibid., p. 9)

Voici la réponse trouvée dans le livre des enseignants :

En observant le graphique, on trouve que la fonction y = cos x est décroissante sur
I’intervalle (0 ; m), grace a la périodicité de période 2m de cette fonction, elle est donc
décroissante sur toutes les intervalles (k2m; n+ k27), k est un nombre entier.

(Livre des enseignants de classe 11, ensemble avancé, p. 21)

Si ’intervalle (a ; b) est abordé généralement, il faut récrire cet intervalle sous la forme (m+kT ;
n+kT) et utiliser la technique précédente.

L’¢lément technologique justifiant cette technique est 0;: Les propriétés des fonctions
trigonométriques fondamentales et 04 : La définition d’une fonction périodique et de la période
d’une fonction. Ici, la périodicité a un réle d’outil pour accomplir Tg,e. C'est-a-dire on a utilisé le
role de restriction de I’intervalle d’étude d’une fonction de la périodicité. Pourtant I’explication
est limitée aux cas des fonctions trigonométriques fondamentales. La période a la signification
d’un invariant sur un intervalle fini.

A propos de I’équation trigonométrique bien qu’on utilise le cercle trigonométrique pour établir
les formules de solution de toutes les équations trigonométriques fondamentales, nous trouvons
des exercices s’appuyant sur le graphique. Par exemple, regardons 1’exercice suivant :

Dessiner le graphique de la fonction y = sin x et indiquer sur ce graphique des points dont
I’abscisse appartient a I’intervalle (-n ; 47) qui est une solution de chaque équation suivante :

sin X = —73 ; sin x = 1. (Manuel avancé de classe 11, p. 28)

La caractéristique des exercices appartenant a ce type de taches est qu’on donne toujours un
intervalle sur lequel il faut trouver des solutions. Les fonctions concernées sont les fonctions
trigonométriques fondamentales. Donc ce type de tiches se centre sur la lecture du graphique. La
périodicité n’intervient pas dans la recherche des solutions. Mais les graphiques des fonctions
trigonométriques sont repris et utilisés.

Dans le livre d’exercices, le type de taches Ty, : Montrer qu’une fonction f est périodique de
periode T apparait explicitement. On demande de démontrer la périodicité et la période des
fonctions y = sin x et y = tan X qui ne sont pas démontrées dans le cours puis d’en déduire la
périodicité et la période d’autres fonctions comme y = A sin (ox+a) + B, y = A tan ox + B,... La
technique suivante, que nous notons Try " est utilisée.

+ Montrer que tous les nombre P tels que f(x + P) = f(x) pour tout x sont égaux a kT
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+ En déduire T est le nombre positif minimal tel que f(x + T) = f(x) pour tout x.

Le type de taches Tgy;3 : Déterminer la période d’une fonction périodique est aussi présente dans
ce livre. Selon les caractéristiques des exercices appartiennent a ce type de tiches, on a deux
techniques pour accomplir Thy;3.

Si les fonctions données peuvent étre écrites sous forme y = A sin (ox+a) + B ou 'y = A cos
(ox+a) + B, la technique utilisée est Tp3"

+ écrire la fonction sous forme y = A sin (ox+a) + B ouy = A cos (ox+a) + B
. 2

+période T = —

@]

L’¢lément technologique est que les fonctions y = A sin (ox+a) + B et y = A cos (ox+a) + B
2

]

est déduite a partir de laquelle de la fonction y = sin x.

sont des fonctions périodiques de période (exercice 1.6). Et la périodicité de ces fonctions

Pour une fonction générale qu’on ne peut pas écrire sous forme y = A sin (ox+o) + Bouy =A
cos (ox+a) + B, on va utiliser la technique 1., technique d’accomplissement du type de taches
Tfpz.

. . . . . . . .2 2 .
En particulier, le livre d’exercice introduit la fonction y = sin“x + cos“x. C’est une fonction
constante périodique mais sans avoir période.

Dans aucun des manuels précédemment examinés nous ne trouvons la présence du type de
taches T : Associer a chaque courbe une fonction trigonométrique. Mais dans ce livre
d’exercice, il existe un type de taches proche de Ts,; qui donne des fonctions par ses graphiques
pour trouver les formules correspondantes. Par exemple :

Chaque graphique ci-aprés est le graphique d’une fonction y = A sin ox (A, ® sont
constants). Déterminer A, ® pour chaque fonction.

————— !
] ¢ 0 i w2~ |1 AT f .

il il —d [ i 2 %

Hinh 1.1 Hink 1.2
(Livre d’exercices de classe 11, ensemble avancé, p. 8)

Remarquons que le graphique est donné seulement sur un intervalle ayant de méme longueur que
celle de la période. Voici la résolution trouvée dans ce livre :

La fonction y = bsinZx donc A = b, @ S
a a

La fonction y = —bsin2-x donc A = - b, o= z (Ibid., p. 24)
2a 2a
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Comment peut-on trouver les expressions des fonctions liées a ces graphiques ? Il n’y a aucune
explication. Nous ne conserverons pas dans notre analyse ce type de taches, absent de tous les
manuels, dans les praxéologies relevées au Viét Nam.

Le type de taches Tyys: Dessiner la courbe représentative d’une fonction est accompli par les
deux techniques tps et T’ps. Nous trouvons que la premiere technique est plus fréquemment
utilisée. C’est ’introduction de la définition de la fonction périodique dans ce manuel qui fait
compléter la praxéologie ponctuelle autour du type de tdches Tps. Notons que nous avons
indiqué I’incomplétude de cette praxéologie dans le manuel élémentaire en 1’absence de la
définition d’une fonction périodique.

En résumé, le tableau ci-aprés présente les types de tiches rencontrés dans I’institution
vietnamienne :

Type de tiches Note
Tp ) ) nr ) ) manuel élémentaire
Placer un point associé au réel — sur le cercle trigonométrique
r
Ty, | Vérifier si les réels x et y repérent le méme point du cercle trigonométrique manuel élémentaire
et avancé
Tps | Résoudre une équation trigonométrique (du type sin X = a, cos X = a) manuel ¢élémentaire
et avancé
Ty | fétant une fonction trigonométrique, calculer f(a) manuel ¢élémentaire
et avancé
Tis | f étant une fonction trigonométrique, démontrer que pour chaque nombre | manuel ¢élémentaire
entier k, f(x + kP) = f(x) pour tout x et avancé
Tgp2 | Montrer qu’une fonction f est périodique de période T livre d’exercice du
manuel avancé
Tgps | Déterminer la période d’une fonction périodique livre d’exercices du
manuel avancé
Tgs | Dessiner la courbe représentative d’une fonction périodique manuel ¢élémentaire
et avancé
Tgpe | Etudier la variation d’une fonction trigonométrique sur un intervalle (a; b) | manuel avancé
donné
Tableau 6. Repérage des types de tiches au lycée au Viét Nam
Type Technique Eléments technologique Théorie
de
tiches
v . . hr |
Tyt + écrire — = B+k27 ou k est un
T !
. nombre entlf:r, LN 0,: La division | @, : Arithmétique
+ représenter B sur le cercle 1 e
. . euclidienne ®,: Géométrie
trigonométrique 0, - Le cercle lidi
X euclidienne
T2 : caleuler x —y trigonométrique orientée
Si x —y =k2n (k est un nombre entier), x
T, ety repérent le méme point du le cercle
trigonométrique
Tps' : Pour I’équation sin x =a 0,: Le cercle | ®,:  Géométrie
- Trouver un angle o tel que sina=a trigonométrique euclidienne
Tp3 - Les solutions sont : x = o + k2m et orientée
x=mn-a+k2n
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T © exprimer a en fonction d’une valeur
Tz remarquable b dont f(b) est connu
T3 + Calculer f(x + kP) 0;: Les propriétés des | ®;:  Fonctions
+ Montrer que f(x + kP) = f(x) en | fonctions sinus et cosinus | numériques
Tin3 utilisant les propriétés des fonctions y = | (dont les valeurs
sin X et y = cos X remarquables)
Ty + Montrer que tous les nombres P ®,: Fonctions
tels que f(x + P) = f(x) pour tout x sont | 0,:  Définition  d’une | périodiques
T2 égaux a kT fonction périodique et de | (incluse dans
+ En déduire que T est le nombre | la période d’une fonction I’ Analyse
positif minimal tel que f(x + T) = f(x). harmonique)
Tgys o + écrire la fonction sous la forme y =
A sin (ox+a) + Bouy=A cos (ox+a) + B | 8;: Les propriétés des | ®;: Fonctions
. 27 fonctions sinus et cosinus | numériques
La période estalors : T = —
[
Tips Tge @ + Montrer que tous les nombres P
tels que f(x + P) = f(x) pour tout x sont | 0,:  Définition d’une | ®,:  Fonctions
égaux a kT fonction périodique et de | périodiques
+ En déduire que T est le nombre | la période d’une fonction
positif minimal tel que f(x + T) = f(x).
Tss : + Tracer la courbe sur un intervalle | 0,.  Définition d’une | Q,: Fonctions
de méme longueur que P fonction périodique et de | périodiques
+ Compléter par translation la période d’une fonction
Tfp5
Tgps:  Utiliser des  transformations | 0;: Les propriétés des
géométriques sur le graphique d’une | fonctions sinus et cosinus | Oj: Fonctions
fonction connue pour trouver le graphique | + Le théoréme sur le lien | numériques
de la fonction. du graphique entre des
fonctions associées
Tgpe : + Récrire a, b selon la période Tdela | 8;: Les propriétés des | O;: Fonctions
fonction sous forme (m + kT, n + kT) fonctions sinus et cosinus | numériques
+ Déterminer sur le graphique la
propriété de croissance (respectivement de | 64:  Définition  d’une
décroissante) de la fonction sur I’intervalle | fonction périodique et de | @,: Fonctions
Tipe (m;n) la période d’une fonction périodiques
+ Grace a la périodicité de la fonction,
conclure sur la propriété de croissance
(respectivement de décroissance) de la
fonction sur I’intervalle (a ; b)
Tableau 7. Les praxéologies ponctuelles au lycée au Viét Nam
Nous notons ici les classes des fonctions périodiques ¢étudiées dans les

vietnamiens concernant les types de taches repérés :

- Pour le type de tiches Tgye: « Etudier la variation d’une fonction trigonométrique sur

I’intervalle (a ; b) donné » : sin X, cos x, tan x.

- Pour le type de taches T3 : « f étant une fonction trigonométrique, démontrer que pour
chaque nombre entier k, f(x + kP) = f(x) pour tout x » : A sin (kx+m), -sin’x, sinxcosx,

. 3
Atan’x+B, sin x cos X + EX cos 2X.

- Pour le type de taches Tys « Dessiner la courbe représentative d’une fonction périodique

de période P donnée »
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+ en utilisant la transformation graphique : -sin x, [sinx

, sin|x , COS X + 2, cos (x+m)

+ en utilisant la périodicité implicitement : A sin kx, cos > sin X, tan X

- Pour le type de taches Tg,, « Montrer une fonction périodique de période T » : A sin
(ox+a) + B, A cos (ox+a) + B, A tan ox + B (livre d’exercice du manuel avancé).
- Pour le type de taches Tg,3 « Trouver la période d’une fonction périodique » : sin? 2x + 1,

cos’x — sin’x, tan’x, (livre d’exercice du manuel avancé).

sinx  cosx
Conclusion sur les praxéologies au Viét Nam

On note I'incomplétude de la praxéologie ponctuelle autour du type de taches Tgs dans le
manuel élémentaire en 1’absence de la définition d’une fonction périodique. Le manuel avancé
en introduisant cette définition semble avoir pour objectif de compléter cette praxéologie et de
présenter une praxéologie ponctuelle autour du type de taches Trye.

Dans les manuels vietnamiens, le type de taches Tgys : « Dessiner la courbe représentative d’une
fonction périodique » est souvent introduit successivement au type de taches Trs3. Ce dernier est
considéré comme un type de taches intermédiaire qui sert & accomplir Trys. Donc la périodicité et
la période ne sont pas abordées dans les énoncés. Elles sont mobilisées seulement implicitement.
De plus, on utilise souvent la technique t’ss quand Tg,s apparait indépendamment de Tr,3. Cette
technique est notamment utilisée dans le manuel élémentaire.

Notons que dans les manuels des périodes précédentes, le type de taches Tgs était toujours
accompli par la technique g5 (utilisation de la périodicité pour effectuer la translation) bien que
la technique 7’gs (transformation graphique) soit plus efficace. La, le role de la périodicité qui
permet de limiter ’intervalle d’étude d’une fonction est prépondérant. Avec les changements
intervenus dans les manuels, ce role est actuellement affaibli.

Les analyses ci-dessus nous montrent que dans le livre d’exercice du manuel avancé, la
périodicité est plus étudiée. Elle est mobilisée explicitement pour accomplir plusieurs types de
taches (Tfpz, Tfp3, Tfpj).

Dans les manuels, les exercices appartenant aux types de taches ayant 1’élément technologique 63
sont nombreux. Au contraire, la définition d’une fonction périodique (I’élément technologique
04) intervient seulement implicitement et dans peu d’exercices. Le role de la périodicité est
restreint a la limitation de D’intervalle d’étude de la fonction étudiée en vue de tracer son
graphique. Cela convient a 1’objectif affiché par le programme dans lequel la périodicité n’est
pas un objet d’enseignement.

11.2.4. Conclusion sur Pinstitution vietnamienne

Au lycée, la périodicité n’apparait que dans le cadre des fonctions numériques (sans les suites
numériques) et prend deux significations successives, la cyclicité et 1’oscillation. L’articulation
entre ces deux significations est établie grace au cercle trigonométrique.

Les contenus concernant 1’ensemble des fonctions périodiques sont introduits d’une maniére tres
succincte. Notamment, on se limite a 1’étude des fonctions trigonométriques sans susciter de lien
avec la périodicité d’une écriture décimale illimitée périodique au collége. La périodicité est
considérée comme une propriété caractéristique de ces fonctions qui ne sert qu’a construire leur
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graphique ou a justifier 'infinité des solutions d’une équation. L’invariant du graphique par la
translation n’est pas mis en lumiére. Le registre algébrique est le registre dominant dans I’étude
des fonctions trigonométriques.

III. Comparaison France — Viét Nam et conclusion pour ’enseignement des
mathématiques

Le tableau suivant présente le curriculum d’objets mathématiques attachés au concept de
périodicité dans I’enseignement secondaire des mathématiques :

En France Au Viét Nam
Collége développement décimal périodique | développement décimal périodique
- fonctions trigonométriques
Lycée - fonctions périodiques (par
(classe 10) graphique)

- période, fréquence

Lycée

fonctions périodiques fonctions trigonométriques
(classe 11) P q £ a

Tableau 8. Les objets de la périodicité en mathématiques

Tant au Viét Nam qu’en France, dans 1’enseignement secondaire mathématique, on reléve deux
habitats distincts pour la périodicité : celui des nombres réels et celui des fonctions numériques.

Dans les deux institutions, le premier habitat donne I’occasion de présenter une périodicité
discréte avec des objets de 1’Arithmétique tandis que le second habitat sert a faire valoir les
fonctions trigonométriques.

Dans aucune des deux institutions, les propriétés attachées a la périodicité ne sont développées
au-dela des exemples choisis pour les présenter : pas de notion de congruence'® qui ferait suite a
la périodicité présentée avec la division euclidienne, pas d’équations différentielles linéaires de
second ordre dont la résolution exploiterait les propriétés des fonctions trigonométriques. On
peut remarquer notamment 1’absence d’une praxéologie batie autour du type de taches « résoudre
une équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients réels constants »' . Quelle sera
la conséquence d’une telle absence dans 1’enseignement de la physique puisque nous avons mis
en ¢évidence le role des équations différentielles dans la modélisation de phénoménes
périodiques ?

Si nous revenons aux organisations mathématiques rencontrées dans les manuels frangais et /ou
vietnamiens, nous pouvons les regrouper dans les quatre praxéologies locales suivantes (voir en
annexe 3 une carte praxéologique des praxis liés a la périodicité dans les deux institutions) :

Dans @, : Arithmétique
0, : La division euclidienne
engendre :

(Ta1, Ta1), (Tar, Ta1")> (Taz> Ta2)s (Tazs T2 ) (Taas Tda)

Dans @, : Géométrie euclidienne orientée

' Sauf en spécialité « mathématique » de Terminale S en France
'7 L*étude d’une telle équation différentielle a été retirée du programme frangais de mathématiques secondaire il y a
plus de dix ans.
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0, : Le cercle trigonométrique
engendre :

(Tpl, Tpl)a (Tpl, Tplv)a (TpZ, Tp2)a (Tp3, Tp3)a (Tp3, Tp3v)

Dans @; : Fonctions numériques
03 : Les définitions et propriétés des fonctions sinus et cosinus
engendrent :

(Tp3, 73" )s (Tt Thn1)s (Tenz, Tn2)s (Ttnz, Tn3)s (Tep3, Ts)s (Tepds Tipa)s (Ttps, Ttps)

Dans @, : Analyse harmonique (ou plus modestement : les fonctions périodiques)
0,4 : La définition d’une fonction périodique et de la période d’une fonction
engendre :

(Tfpl, Tfpl)a (Tfp2, Tfp2): (Tfp2, Tfpzv)a (Tfp3, Tfp3)9 (Tfp3, TprV)a (Tfp4, Tfp4)9 (Tfps, TfpS)a (Tfp6, Tfpé)

Nous listons ci-aprés les différences essentielles entre les deux institutions, frangaise et
vietnamienne :

En France, la périodicité d’une fonction, présente dans 1’enseignement dés la classe Seconde,
est regardée comme propriété d’une fonction au méme titre que la parité sur la base d’une
définition générale et donne lieu a la restriction de I’intervalle d’étude de la fonction dans les
types de tiches « étudier une fonction numérique ». Au Viét Nam, par contre la définition
d’une fonction périodique n’est introduite que dans le manuel avancé comme une synthese
des caractéristiques des fonctions trigonométriques. Elle est donc installée comme propriété
des fonctions trigonométriques et ne vit qu’avec ces fonctions. Outre 1’absence de référence
au graphique quand on parle de la périodicité des fonctions dans I’institution vietnamienne,
le caractére minimal de la période est mis en avant alors qu’il est laissé¢ dans I’ombre de la
définition du manuel francais.

En France, les deux registres, algébrique et graphique, de la fonction périodique — comme de
toute autre fonction, sont associés : le registre graphique via la courbe représentative dans un
repere cartésien et le registre algébrique via la formule explicitant la relation entre la variable
dépendante et la variable indépendante. Au Viét Nam, par contre, le registre algébrique
domine en laissant un role de supplétif au registre graphique. De manicre similaire, la seule
caractéristique de la fonction périodique abordée dans I’institution vietnamienne est
algébrique. La caractéristique graphique est utilisée implicitement dans la construction du
graphique des fonctions trigonométriques.

Nous trouvons une apparition clairsemée des praxis associées au bloc technologico-théorique
(04, ®4) dans les manuels vietnamiens (04: Définition d’une fonction périodique et de la
période d’une fonction et ®4: Fonctions périodiques). Les types de taches Tg,, (Montrer
qu’une fonction est périodique de période T) et Tg3 (Déterminer la période d’une fonction
périodique) présents dans le manuel francais n’existent pas dans les manuels actuels sauf
dans le livre d’exercice du manuel avancé. Cela montre que leur résolution n’est pas exigible
pour les éléves. Notons qu’ils étaient présents explicitement dans les manuels qui ont précédé
le manuel actuel. Dans les manuels actuels, ils sont remplacés par le type de tiches Tas (f
¢étant une fonction trigonométrique, démontrer que pour chaque nombre entier k, f(x+kP) =
f(x) pour tout x) qui n’aborde pas explicitement la périodicité et la période de la fonction. Ce
changement permet d’éviter de démontrer le caractére minimal de la période qui est
considéré comme une démonstration difficile. Cela est confirmé par I’absence du type de
taches Ty, (Examiner si un nombre T est la période d’une fonction f) dans les manuels
vietnamiens. Nous avons vu que le manuel francais 1’évite aussi et ne définit pas la période
comme le nombre positif minimal vérifiant f(x+T) = f(x) contrairement au manuel
vietnamien.
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- Le type de tiches Tgu: « f étant une fonction périodique de période T, calculer f(a)
connaissant f(b) » n’est pas présent dans les manuels vietnamiens. On trouve seulement Ty,
(f étant une fonction trigonométrique, calculer f(a)) avant que la notion de périodicité soit
présentée. Ce type de taches insiste sur les calculs des valeurs des fonctions trigonométriques
fondamentales grace au cercle trigonométrique et aux relations entre des angles associés.

Au-dela de ces différences, a certain égards relativement minimes, on remarquera que les deux
institutions travaillent peu le passage délicat du cercle trigonométrique au graphique de la
sinusoide, c'est-a-dire [D’articulation entre le modele C et le modele O dont I’analyse
épistémologique a mis en lumiere 1’intérét pour la modélisation des phénomenes périodiques.

Nous allons justement nous interroger a présent sur 1’enseignement de la périodicité dans les
disciplines scientifiques qui ont besoin de ce concept. Comme nous 1’avons déja expliqué, nous
nous limiterons a celui de la physique.

Q1 : Comment la périodicité apparait-elle dans I’enseignement secondaire de la physique ? Quels
sont les problémes enseignés qui mobilisent la périodicité ? Quels liens cet enseignement fera-t-il

avec le concept de périodicité enseigné en mathématiques ? (partie B)

Q2 : Comment I’enseignement secondaire engage-t-il le concept de périodicit¢ dans la
modélisation mathématique d’un phénomeéne physique ? (partie C)
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Partie B. INSTITUTIONS D’ENSEIGNEMENT DE LA PHYSIQUE

Pour trouver des ¢léments de réponse a la question Q1, nous allons repérer dans les programmes
et les manuels de physique des deux institutions, frangaise et vietnamienne, 1’apparition et
’utilisation de la périodicité.

I. Institutions francaises
I.1. Le collége
I.1.1. Les programmes

Nous relevons dans le tableau suivant les objets liés a la notion de périodicité dans le programme
de physique au collége.

Classe Partie Connaissance Capacités
5¢ L’eag dans nofre Cycle de I’eau
environnement
-Construire une représentation graphique de
I'évolution  d'une tension  alternative
-Tension  alternative | périodique ; en décrire 1’évolution.
Tension continue | périodique -Reconnaitre une tension alternative
3° et tension | -Période, fréquence périodique
alternative -Relation  entre la | -Déterminer  graphiquement sa valeur
périodique période et la fréquence | maximale et sa période
-Mesurer sur un oscilloscope la valeur
maximale et la période

Tableau 9. Les objets liés a la périodicité en physique au collége en France

Le terme « périodique » apparait explicitement dans le programme de physique au collége tandis
qu’en mathématiques il n’existe pas a ce niveau. De plus, on voit que plusieurs problemes
relatifs a la fonction périodique sont étudiés. Les notions de période et de fréquence sont
définies ; de plus, le programme demande, dans les capacités attendues, la construction d’un
graphique périodique (graphique de 1’évolution d’une tension alternatif périodique) et la lecture
du graphique (détermination de la période et de la valeur maximale). La reconnaissance d’une
fonction périodique avec le registre graphique est aussi posée a I’¢éléve a travers la demande de
reconnaitre une tension alternative périodique. Comment les phénomeénes périodiques sont-ils
définis ? Les fonctions périodiques sont-elles abordées explicitement au collége ? Les relations
entre les phénomenes et leurs modeles mathématiques sont-elles établies ?

I.1.2. Les manuels
1.1.2.1. Physique-Chimie 5° (Nouveau programme 2006, Bréal)
Voici la notion de cycle de I’eau décrite dans le chapitre 6 : L eau dans la nature.

Sur la Terre, une partie de 1’eau liquide se transforme en vapeur d’eau sous l’action du
Soleil. Dans 1’atmosphere, ce gaz refroidit et se liquéfie en gouttelettes liquides, qui peuvent
dans certaines conditions devenir solides (neige ou gréle). L’eau des nuages retombe sur
Terre sous forme de précipitations. La neige ou la glace se transforme sous 1’action de la
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chaleur en liquide qui va grossir les cours d’eau. Le cycle peut recommencer. (Physique-
Chimie 5°, p.66)

Ce cycle est représenté par le schéma-bilan suivant dans la partie Essentiel.

Le cycle de I’eau sur la Terre est la circulation de I’eau entre les différents réservoirs

naturels.
schéma-bilan
Ligu - - M..
misAqes e meine, Maciers ( Lieu © mcadges de§ \
tat de I'eau : colute \ \_Euat de Feau © .furwii*/
-\'ﬂfﬂ‘f{__f’ir."u:(.s-. =)
Fusion ‘ Liguéfaction
Vaporbmﬂm
(Ibid., p. 69)

Ainsi, le cycle de I’eau est une suite de transformations qui rameénent 1’eau a I’état initial. C’est
le premier phénomene cyclique qui apparait dans les manuels scolaires. Pourtant, le lien avec la
périodicité n’est pas établi. Le mot « périodique » n’est pas cité et le manuel aborde la répétition
de ce phénomene par le terme « recommencer ».

1.1.2.2. Physique-Chimie 3° (Collection Parisi, 2008)

Le mot « périodique » apparait la premiere fois dans le chapitre 8 : « Les tensions alternatives »
de ce livre. Dans ’activité 1, le vocabulaire expliquant la périodicité est introduit.

Tension variable : tension dont la valeur change au cours du temps.

Tension périodique : tension variable dont la valeur se répete réguliérement au cours du
temps.

Tension alternative périodique : tension variable, périodique et qui prend une valeur
alternativement positive et négative. (Physique-Chimie 3°, p. 120)

Ici, la périodicité est caractérisée par une répétition réguliere au cours du temps. On remarquera
que le terme de fonction n’est pas cité bien que la grandeur « tension » puisse étre considérée
comme une fonction du temps.

Ensuite, dans I’activité 2 on donne un tableau des valeurs de tensions mesurées aux bornes du
générateur alternatif. La tension est relevée toutes les 5 secondes et les valeurs se répctent
régulierement aprés chaque 60 secondes. Le texte est accompagné d’un dessin qui est appelé
représentation graphique de la tension en fonction du temps :
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4Tension (en V) 44

Tk

Temps (en s}

(
o

Représentation graphique de la tension délivrée par le générateur
alternatif en fonction du temps
(Ibid., p. 121)

On voit que c’est une courbe sur deux « périodes ». Le graphique sur I’intervalle [60 ; 120] est la
répétition de celui-ci sur ’intervalle [0 ; 60].

A partir de 14, les notions de période et de tension sinusoidale sont introduites.
Motif élémentaire de la représentation graphique : la plus petite partie du graphique qui se
répéte identique a elle-méme.

Tension sinusoidale : tension alternative périodique dont la représentation graphique est une
sinusoide.

ANWANAW
VAAVARV

Période : durée du motif élémentaire. On note T. (Ibid., p. 121)

Ainsi la période de la tension périodique est la durée du motif élémentaire - la plus petite partie
du graphique qui se répete identique a elle-méme. Donc comme pour les manuels mathématiques
vietnamiens la période est la valeur la plus petite. Aprés chaque période le graphique se répete
régulierement. La période prend la méme signification que celle dans I’étude des fonctions dans
le manuel de mathématique au lycée.

La notion de fréquence, notion importante en physique, est aussi introduite comme suit :

La fréquence, notée f, d’une tension périodique est le nombre de motifs élémentaires par
seconde. Son unité est le hertz de symbole Hz.
La fréquence est I’inverse de la période exprimée en seconde : f = 1/T. (Ibid., p. 136)

On voit que la tension sinusoidale est définie comme une tension alternative périodique dont la
représentation graphique est une sinusoide. Mais qu’est-ce qu’une sinusoide ? Notons que les
fonctions trigonométriques et leurs graphiques sont étudiés seulement en classe de Seconde. Ici,
le manuel ne I’explique pas mais un graphique sinusoidal est présenté comme un ostensif. Donc
la reconnaissance d’une tension sinusoidale s’appuie sur son graphique. Le registre algébrique de
cette fonction n’est pas proposé.

Cela se confirme dans 1’extrait suivant de la partie « Cours » :
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On mesure la tension aux bornes d’un générateur alternatif toutes les 5 secondes et on
construit sa représentation graphique (doc 3).

| Tension (en V) i
y = s
4 * * # *
£
LEE + ¥ *
I Illr f
L s 4 Temps (en s}
P s e e == S £
20 N 40 / 80 100
\'-.‘ /
2 + * + +
—— Motif dlémentaire . '," . .
-4 *, A * A
- 44V} B L -+

On observe la répétition d’un motif élémentaire, donc la tension est périodique. Sa période
est égale a 60 s : T = 60 s. Les valeurs extrémes de la tension sont sa valeur maximale U,.x =
4,4 V et sa valeur minimale — U,,,x = -4,4 V. En raison de la forme particuliére de la courbe,
cette tension alternative est appelée une tension sinusoidale.

(Ibid., p. 123)

Pour renforcer la conception des éléves sur la tension sinusoidale, voici un contre-exemple, une
tension alternative périodique non sinusoidale, donné par le manuel :

Exemple. Détermination de la période et de la valeur maximale d’une tension alternative
périodique non sinusoidale.

=X

TensiON (EN V)

MAN - — —gp = ———— —— — — — =

TEMPS
(EN B)

I rd
T T T T

La différence entre ce graphique et le graphique sinusoidal précédent est qu’il n’a pas de
tangence aux points extrémes. (Ibid., p. 123)

L’explication du terme « sinusoidale » est trouvée dans la partie « Documents » du chapitre 9,
« Visualisation et mesure des tensions alternatives ». Il est fait référence cette fois-ci a 1’objet
mathématique « fonction ».

Pourquoi une tension « sinusoidale » ?

L’allure d’une tension sinusoidale n’est pas quelconque : elle correspond a la représentation
graphique de la fonction mathématique « sinus » (tu connais déja le sinus d’un angle). Pour
tracer une représentation graphique, on peut utiliser une calculatrice graphique ou un
ordinateur. Il suffit de saisir 1I’équation que 1’on veut tracer. Celle de la tension sinusoidale
s’écrit y = a sin (bx), avec x qui représente le temps t et y la tension U. (Ibid., p. 138)

On trouve ici une articulation possible entre la physique et les mathématiques. Pourtant, au
college, la fonction sinus n’est pas enseignée. Est-ce la raison pour laquelle le manuel de
physique propose d’utiliser la calculatrice graphique ou un ordinateur pour en tracer le
graphique ?
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L’expression mathématique d’une tension sinusoidale aurait pour forme I’équation y = a sin(bx).
Pourtant, elle n’est pas un objet d’enseignement ici. On insiste seulement sur sa représentation
graphique.

Le manuel introduit aussi des caracteéres physiques de la tension alternative :

Une tension alternative est caractérisée par :
- sa valeur maximale U,y,,, exprimée en volt ;
- sa période T, exprimée en seconde. (Ibid., p. 123)

Ces caracteres font partie des connaissances et les savoir-faire exigibles pour les éléves tels que
les résume le manuel dans la partie « Je révise ». En ce qui concerne le savoir-faire, on précise
que les €léves doivent étre capables de :

- identifier une tension continue et une tension alternative périodique

- construire une représentation graphique d’une tension alternative périodique et décrire son
évolution

- déterminer graphiquement la valeur maximale U, (en volt), la valeur minimale -U,,, (en
volt) et la période T (en seconde). (Ibid., p. 125)

Donc la reconnaissance d’une fonction périodique donnée par le registre graphique est
demandée. Le manuel insiste sur la recherche dans le graphique d’informations concernant le
phénomene. Ainsi le graphique est non seulement un moyen illustratif mais aussi un objet de
travail. Outre la demande de construction d’un graphique, il y a plusieurs activités sur le
graphique comme la lecture de la période, de la fréquence, etc.

Notamment, la technique d’exploiter un oscillogramme (technique de la lecture graphique) est
donnée explicitement dans la partie « Des outils pour vous aider » a la fin du manuel.
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2. Exploitation de l'oscillogramme

Interprétation de I'oscillogramme Tension 1 X =4 divisions

Observe l'oscillogramme (doc. 2] : c'est |a représenta-
tion de la valeur de la tension délivrée par le générateur
alternatif en fonction du temps. ¥ = 3.4 divisions
La valeur de la tension se lit sur I'axe vertical de I'écran,
La valeur du temps se lit sur I'axe horizontal de 'écran.

=

Tamps.

Oscillogramme ﬂ"

Détermination de la valeur maximale Uy,
® Surl'axe vertical, compte le nombre de divisions correspondant & la déviation maximale V..
Ici Y., = 3,4 divisions [doc 2].

max
® Surle bouton de sensibilité verticale €, lis la valeur de la sensibilité 5.
Ici, S =5 V/DIV.
® Multiplie Y, par la valeur de la sensibilité verticale 5.
Tu obtiens la valeur maximale de la tension U,,, donnée par |a relation :
Uy : valeur maximale en valt (V)

Y ax : déviation maximale du spot en nombre
e =Y S max
g de divisions [DIV)
S: sensibilité en volt par division [en V/DIV]

Détermination de |a période T
® Sur l'axe horizontal, compte le nombre de divisions correspondant & un motif élémentaire X
Ici, X = 4 divisions [doc 2].
® Surle bouton de balayage @, lis la valeur du balayage 6.
Ici, B = 5 ms/DIV.
® Multiplie X par la valeur du balayage B. Tu obtiens la période T donnée
par la relation::
| T:période en seconde s]
T=XB X: nombre de divisions horizontales du motif élémentaire en nombre de divisions (o)
| B:balayage en seconde par division [s/DIV].

(Ibid., p. 229)
On voit que le manuel cherche a éclairer le lien entre le phénomene (la variation temporelle de la
tension) et son modele mathématique (le graphique) en travaillant une « traduction » des données

du graphique en caracteéres du phénomeéne.

Nous retrouvons dans ce manuel les types de taches proches de Tgs et Trs que les éleves
rencontreront plus tard en mathématiques, en Seconde et en Premicre S :

Ttp3 : Déterminer la période d une fonction périodique
Ttys : Dessiner les courbes représentatives des fonctions périodiques
Nous noterons donc les types de taches correspondants de la méme fagon, mais avec I’indice P.

+ Tfp3P : Déterminer la période d’un phénoméne périodique. (Exercice 11/p. 126, 7/p. 140, 16/p.
141, 20/p. 141, 23/p. 142).

Avec ce type de taches, le manuel donne toujours la représentation graphique de la tension.
C'est-a-dire les fonctions représentant les phénoménes sont toujours données dans le registre
graphique.
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Par exemple, voici I’exercice 23 a la page 142.

E Vlsuallser I'allure de la tension du secteur
e Afin de visualiser I'allure

_ \ f\ de la tension du secteur
ot

'\ arloscilloscope, on utilise

' It | ) untransformateur.

o /0 \ ¢ Ce demnier abaisse la valeur
\ _ :\ ; " de la tension sans changer

vl ' v ! son allure ni sa fréquence,

B i F 11 Balayage: S ms/DIV

a, lndaque si la tension du secteur est : continue, variable,

périodique, alternative, sinusoidale. Plusieurs adjectifs

peuvent étre employés.

b. Détermine la période de la tension du secteur.

¢. Déduis-en sa fréquence.

(Ibid., p. 142)

+ Tfp5P : Construire la représentation graphique d’une oscillation harmonique. (Exercice 8/p. 126,
21/p. 128).

En ce qui concerne ce type de taches, notons que le manuel donne toujours le tableau des valeurs
de la tension. Donc le graphique est construit par la représentation des points donnés dans un
repere orthogonal a relier par une sinusoide.

Par ailleurs, la reconnaissance d’une fonction périodique qui n’est pas abordée en mathématiques
est étudiée en physique sous la forme de la reconnaissance d’un phénomene périodique. Par
exemple, regardons 1’exercice 14 a la page 127 suivant :

Apprendre a rédiger un exercice

> Enoncé :
Observe les représentations graphiques de I'évolution
de différentes tensions.

WienVv) € UfenV) &)

0_| |—| !—I gr(:ns) 0 t(ens)

UlenV) \@ UlenV) "

AN\ N\ N\ flens) /\ t(ens)
TV VYUY TNV

Dans quel(s) cas, la tension représentée est-elle :

a. continue? Justifie; b. variable 7 Justifie;

c. alternative 7 Justifie ; d. périodique? Justifie;
e. sinusoidale 7 Justifie.

(Ibid., p. 127)

Nous le noterons le type de taches T" : « Reconnaitre si un phénoméne est périodique » (Exercice
9/p. 126, 15/p. 127, 22, 23, 25/p. 128, 6/p. 140, 23/142).
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Comme pour le type de taches Tfp3P les tensions sont toujours données par leur représentation
graphique. Donc ce type de taches souligne la reconnaissance de la répétition des motifs
¢lémentaires du graphique.

On voit que les ¢€leves ont a réaliser des travaux sur les fonctions périodiques mais seulement a
partir du graphique et de la table numérique. Le registre algébrique n’est pas encore abordé.

Notamment, a la fin du chapitre 9 : Visualisation et mesure des tensions alternatives, dans la
partie « La physique au quotidien », le manuel présente 1’électrocardioscope qui enregistre la
tension électrique de l’activité cardiaque selon le temps. Cette tension va étre retrouvée en
mathématiques en classe Seconde.

L’activité électrique cardiaque d’un individu peut étre traduite par une tension variable
observable sur 1’écran d’un oscilloscope particulier : €lectrocardioscope.
(Ibid., p. 144)

Ici, on donne une figure de I’écran d’un ¢électrocardioscope qui affiche la tension cardiaque selon
le temps.

A&;

(Ibid., p. 144)
Les questions posées aux ¢€leves sont les suivantes :

- la tension affichée sur I’électrocardioscope est-elle continue ou variable ?

- ’activité cardiaque est-elle un phénomeéne périodique ?

- calcule la période T, en seconde, puis la fréquence f en hertz de 1’activité du cceur.
- calcule le nombre de battements de coeur par minute. (Ibid., p. 144)

Cet exercice exploite aussi la reconnaissance d’une tension et la lecture du graphique comme les
A P P 7 r oy
types de taches Trp3 et T abordés précédemment.

En résumé, le premier phénomene périodique étudié en physique au college en France est une
oscillation périodique. Auparavant, un phénomeéne cyclique a bien été étudié (le cycle de 1’eau)
mais il n’a pas été désigné comme un phénoméne périodique.

Bien qu’au collége, les fonctions périodiques et méme les fonctions trigonométriques ne soient

pas enseignées, [’oscillation périodique (tension périodique), notamment [’oscillation
harmonique (tension sinusoidale) est présente avec sa représentation graphique.
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I.2. Le lycée

I.2.1. Les programmes

-Ondes progressives sinusoidale,
période, fréquence, longueur
d’onde

Classe Exemples d’activité Contenus Connaissances et savoir-
faire exigibles
Sur quel principe repose | -Utilisation d’un  phénomeéne | Connaitre les définitions de
la  construction  d’un | périodique. la période et de la fréquence
calendrier ? -Phénomeénes astronomiques : d’un phénomeéne périodique.
2 I’alternance des jours et des nuits, | Savoir calculer la fréquence
des phases de la Lune, des saisons | d’'un phénoméne a partir de
permettent de régler le rythme de | sa période et réciproquement.
la vie (jour, heure, mois, année).
Ondes progressives mécaniques | Reconnaitre une onde
Exemple dans la vie | périodiques progressive mécanique
courante d’ondes | -Notion d’ondes progressives | périodique et sa période.
progressives mécaniques | périodiques Définir pour wune onde
périodiques -Périodicité temporelle, | progressive sinusoidale, la
périodicité spatiale, période période, la fréquence, la

longueur d’onde.

Déterminer la période, la
fréquence, la  longueur
d’onde

La lumiére, modéle ondulatoire
Propagation de la lumiere dans le
vide

Savoir que, étant diffractée,
la lumiére peut étre décrite
comme une onde.
Exploiter une figure de
diffraction dans le cas des
ondes lumineuses.

T¢S Enseignement obligatoire

[lustration expérimentale

Oscillations libres dans un circuit

de I’entretien des | RLC série

oscillations  (réalisation | Décharge oscillante d’un
d’un oscillateur | condensateur dans une bobine.
sinusoidal). Période propre et pseudo-période.

Expression de la période propre

T():Z TC\/LC .

Entretien des oscillations

Etude d’un mouvement circulaire

uniforme ; vitesse, vecteur
accélération ; accélération
¢élémentaire.

Définir et reconnaitre les
régimes périodique, pseudo-
périodique et apériodique.

Savoir tracer ’allure de la

tension aux bornes du
condensateur en fonction du
temps.

Dans le cas d’un
amortissement  négligeable,
effectuer la résolution

analytique pour la tension
aux bornes du condensateur.
En déduire 1’expression de
I’intensité dans le circuit.

Définir un mouvement
circulaire uniforme et donner
les caractéristiques de son
vecteur accélération.

Connaitre les  conditions
nécessaires pour observer un
mouvement circulaire
uniforme : vitesse initiale non
nulle et force radiale.

Chapitre 2 : Analyse institutionnelle comparative France-Viét Nam

111



T S Enseignement obligatoire

Application de la deuxieéme loi de
Newton au centre d’inertie d’un
satellite ou d’une planéte : force
centripéte, accélération radiale,
modélisation du mouvement des
centres d’inertie des satellites et
des planétes par un mouvement

circulaire et uniforme,
applications (période de
révolution,  vitesse,  altitude,

satellite géostationnaire).

Démontrer que le mouvement
circulaire et uniforme est une
solution des équations
obtenues en appliquant la
deuxiéme loi de Newton aux
satellites ou aux planétes.
Définir la  période de
révolution et la distinguer de
la période de rotation propre.
Exploiter les relations liant la
vitesse, la  période de
révolution et le rayon de la
trajectoire.

T S Enseignement de spécialité

stroboscopie et du son
qu’elle émet a I’aide d’un
microphone.

Mise en évidence des modes

propres de  vibration  par
excitation sinusoidale mode
fondamental,  harmoniques ;
quantification de leurs
fréquences.

Oscillations libres d’une corde
pincée ou frappée.

Exemples de systémes | Systémes oscillants Définir un pendule simple.
oscillants dans la vie | Présentation de divers systémes Définir 1’écart a 1’équilibre,
courante : suspension de | oscillants mécaniques. I’abscisse angulaire,
voiture, oscillation des | Pendule pesant, pendule simple et | I’amplitude, la  pseudo-
immeubles de grande | systéme solide-ressort en | période, la période propre et
hauteur sous I’action du | oscillation libre. les mesurer sur  un
vent, vibration du sol au | Expression de la période propre | enregistrement.

passage d’un TGV. d’un pendule simple.

Etude de la vibration | Vibration d’une corde tendue Savoir qu’il y a
d’une corde par | entre deux points fixes quantification des fréquences

des modes de vibration
rapport entre les fréquences
des harmoniques et celles du
fondamental.

Modulation d’une tension
sinusoidale

Expression mathématique d’une

Reconnaitre les différents
parametres de 1’expression
d’une tension sinusoidale

tension sinusoidale : amplitude, fréquence et/ou
u(t) = Upaxcos(2nft + ¢,) phase

Paramétres pouvant étre

modulés : amplitude, fréquence

et/ou phase

Tableau 10. Les parties du programme de physique pouvant impliquer la périodicité du lycée en France

Le programme est accompagné de commentaires :

112

La présentation de divers systémes oscillants est uniquement descriptive. Dans cette partie
aucune €quation n’est écrite et I’expression littérale de la période propre n’est pas donnée.
L’équation différentielle ne sera établie que dans le cas d’un ressort a réponse linéaire et

horizontal.

Dans le bilan des forces et dans 1’écriture de 1’équation différentielle, on tiendra compte

d’une force de frottement f dont on ne précisera pas 1’expression.

La solution de 1’équation différentielle sera donnée sous la forme x = x,,cos(2nt/To +@o) ; Po
est la phase a I’origine des dates. La pulsation propre ne sera pas introduite.

[...]

Toute expression mathématique de 1’onde progressive sinusoidale est hors programme. [...]
Sur une corde fixée a ses deux extrémités distantes de L, une onde qui se propage se retrouve
aprés un aller-retour, identique a elle-méme ; elle est donc périodique, de période T = 2L/v.
Si I’onde est sinusoidale, cela impose que 2L soit un multiple entier de la longueur d’onde :
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2L =nA, ce qui correspond aux fréquences propres d’expression nv/2L. On retrouve ainsi les
modes propres de vibration de la corde. L’expression donnant la célérité en fonction de la
tension et de la masse linéique de la corde sera donnée chaque fois qu’il sera nécessaire.
(Programme de Terminale S, p. 35-41)

On voit que plusieurs phénoménes périodiques, notamment des phénoménes d’oscillation sont
abordés dans le programme de physique au lycée. Les notions de période et de fréquence sont
visées dans tous les cas. Pourtant, les expressions mathématiques (fonctions périodiques)
représentant les phénomenes ne sont pas demandées et méme on souligne qu’elles sont hors
programme avec le cas de 1’onde progressive sinusoidale. Alors comment les phénomenes
périodiques sont-ils étudiés dans les manuels ? Sont-ils modélisés par des modéles
mathématiques ?

1.2.2. Les manuels

1.2.2.1. Physique-Chimie Seconde (Collection Hélios, 2000)

Nous trouvons certains phénoménes périodiques dans le chapitre 7 : Les astres rythment le
temps. Notons que tous ont la caractéristique de répétition comme pour le manuel Physique-
Chimie 3°. En effet, le mot « répétition » est toujours utilisé dans la description des phénoménes.

La répétition des passages du soleil dans le plan méridien d’un lieu est un phénomene
périodique. La durée séparant deux passages consécutifs constitue la période. Cette période
est le jour solaire. Sa valeur vaut environ 24 heures.

[...]

La répétition des lunaisons est un phénoméne périodique dont la période est voisine du mois.
La répétition des saisons est un phénomeéne périodique de période égal a une année.

Les trois phénomenes (rotation propre de la Terre, révolution de la Lune autour de la Terre,
révolution de la Terre autour du Soleil) se répétent a intervalles de temps réguliers : ils sont

périodiques.
21 mars . N
dquinoxe SN .
d.pn‘uhmpl"'o B et T
s =3
’ ™N
N .
350 Soleil o
1 %" 21 décembre |
" g o solstice
N e d'hiver

- 2156 tembre _
uinoxe

d‘qutomne ¢

Succession des saisons
(Physique-Chimie Seconde, p. 87)

Alors que la figure donne a voir un phénomene cyclique. Le manuel choisit le qualificatif de
périodique sans mentionner la cyclicité rencontrée au collége et y a aussi la caractéristique de
répétition. L’explication générale d’un phénomene périodique qui se trouve dans le chapitre 8 :
Les horloges fabriquées par |’Homme souligne aussi cette méme caractéristique.

Une montre, une horloge permettent de mesurer des durées mais aussi de se repérer dans le
temps.

Le fonctionnement d’une horloge utilise un phénomeéne périodique, c’est-a-dire un
phénomeéne qui se répéte de maniére identique, a intervalles de temps égaux.

La durée d’un intervalle de temps est la période T du phénomene. (Ibid., p. 98)
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Quelles différences y a-t-il entre ces phénomeénes cycliques et le cycle de 1’eau ? Pourquoi ici,
utilise-t-on le terme « périodique » ?

Comme nous I’avons montré précédemment, dans le cycle de 1’eau, la durée du cycle n’est pas
mentionnée. On s’intéresse seulement a la succession des états du phénomeéne. Mais pour les
phénomenes astronomiques abordés ici, la répétition a intervalles de temps réguliers est mise en
évidence. C’est un caractere jugé indispensable a la périodicit¢ du phénomene auquel on peut
ainsi donner une période. Ceci laisse penser que I’institution distingue cyclicité et périodicité sur
la base du facteur temps.

La modélisation mathématique des phénoménes astronomiques présentés est ignorée. Le but de
ce chapitre est d’étudier la mesure du temps par le fonctionnement des horloges.

Types de taches

Nous trouvons ici un seul type de taches concernant la périodicité. C’est le type de taches Tfp3P :
Déterminer la periode d’un phénomene périodique. Ces phénomenes cycliques ne sont pas
modélisés par des modeles mathématiques. Ils sont présentés par un langage naturel.

Déterminer la période et la fréquence des phénomeénes suivants :
- rotation de la trotteuse d’une montre ;

- rotation de 1’aiguille des minutes d’une montre ;

- parution d’un journal quotidien ;

- révolution de la Terre autour du Soleil. (Ibid., p. 102)

1.2.2.2. Physique-Chimie Premiére S (Collection Hélios, 2001)

Dans le chapitre 2 : Mouvement d’un solide, le manuel introduit le mouvement de rotation autour
d’un axe fixe dans lequel la trajectoire circulaire et la vitesse angulaire sont abordées. Pourtant,
le mouvement circulaire uniforme (ayant la propriété périodique) n’apparait pas. Donc la
périodicité n’est pas un objet d’enseignement en Physique en classe Premiere.

En effet, dans la partie « Un pas vers le Bac'® », on introduit la photographie et la figure
géométrique d’une grande roue ou la notion de vitesse est étudiée. On demande de travailler la
fréquence et la vitesse (vitesse angulaire et vitesse d’un point) mais la période n’est pas mise en
évidence.

Dans les parties suivantes intitulées « Apprendre a résoudre » et « Exercices », le mouvement
d’une balangoire et celui d’une roue de bicyclette sont abordés. Mais 1’objectif est aussi de
mettre en place la notion de vitesse. On ne s’intéresse ni a la périodicité ni méme a la répétition
du mouvement.

1.2.2.3. Physique Terminale S (Collection Durandeau, 2002)
Dans ce manuel, plusieurs phénomeénes périodiques comme le son, la tension et le pendule, etc.

sont étudiés. Par exemple, le manuel présente les ondes mécaniques et le son dans le cours du
chapitre 3 : Ondes mécaniques progressives périodiques, comme suit :

'8 C’est un exercice, dans 1’esprit de ceux qui sont proposés au Bac, qui s’appuie sur un document.
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L’onde mécanique circulaire créée par une pointe vibrante qui se propage a la surface de
I’eau est périodique.

La période temporelle T de I’onde est la durée au bout de laquelle un point du milieu de
propagation se retrouve dans le méme état.

Dans le cas de I’instrument de musique, quelle que soit la position du microphone, on
observe sur I’écran de 1’oscilloscope une courbe périodique (doc 4) de période T.

BDoc. 4 L'onde émise par I'instrument de musi-
gue est périodigue.

Dans le cas du diapason, la courbe observée est une sinusoide (doc 5). L’onde sonore émise
par le diapason est dite sinusoidale.

B Doc. 5 L'onde émise par le diapason est sinu-
soidale.

(Physique Terminale S, p. 47)

Comme pour la tension étudiée en classe 3°, les ondes périodiques, notamment les ondes
sinusoidales qui ont des oscillations harmoniques sont étudiées. La reconnaissance d’une onde
sinusoidale s’appuie aussi sur le graphique — une sinusoide. Les expressions mathématiques
représentant des ondes ne sont pas présentées conformément au programme. C’est pourquoi la
période est définie comme la durée au bout de laquelle un point du milieu de propagation se
retrouve dans le méme état. Donc, la détermination de la période n’est travaillée que sur le
graphique.

Par ailleurs, pour 1’onde sonore progressive sinusoidale, il y a encore une périodicité spatiale.
C’est un nouveau phénomene ou on a une double périodicité.

L’onde sonore progressive sinusoidale présente une double périodicité :
- une périodicité temporelle de période T ;
- une périodicité spatiale de période A. (Ibid., p. 48)

Ici la période spatiale est la plus petite distance séparant deux positions pour lesquelles les
signaux sonores sont en phase. Elle prend la méme signification de la période temporelle. Apres

chaque période, le phénomeéne se répete régulicrement.

On ne trouve d’expression mathématique décrivant 1’ondulation que dans 1’étude d’un oscillateur
harmonique. C’est le cas du circuit (R, L, C).
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Pour I’étude analytique d’un tel circuit oscillant, le manuel établit a partir des lois de la physique

d’abord I’équation différentielle d’un circuit (L, C) : q+% = 0. La fonction cosinus est donnée

comme une solution de cette équation différentielle.

On démontre, en mathématiques, que ce type d’équation différentielle admet pour solution
générale une fonction de la forme :

q(t) = qm.cos(ZT—”t +¢,), qm, @, et T, étant des constantes. (Ibid., p. 180)

0

La référence aux mathématiques évite toute démonstration de la validité de 1’énoncé dont il n’est
retenu que la forme de la solution générale. Il est vrai, comme nous I’avons vu précédemment
que ce type d’équations différentielles ne fait plus partie des programmes de mathématiques.

Ensuite, le manuel explique les éléments présents dans cette formule comme les notions relatives
au phénomene, c'est-a-dire qu’on donne la signification physique de chaque facteur dans le
modele mathématique. Cela permet d’articuler le phénomeéne et son modele mathématique.

La fonction cosinus étant périodique de période 2.

2
qt) = qm-COS(Tﬂt +¢,) a pour période T,
0
Ty est appelé période propre des oscillations
Qun est ’amplitude

@, est la phase a ’origine des dates.

M Doc. 8 Evolution, au cours du temps,
de la tension aux bornes du condensateur et de
Fintensité du courant d'un circuit (L, C).

(Ibid., p. 181)

Par ailleurs, dans ce manuel, d’autres oscillations harmoniques sont étudiées comme le
mouvement d’un pendule simple et le mouvement d’un ressort. Dans tous les cas, la formule
pour calculer la période est toujours donnée. L’expression mathématique (fonction sinusoidale)
est introduite seulement avec le mouvement du ressort comme une solution de 1’équation
différentielle.

Le mouvement circulaire uniforme est présent aussi lors du cours sur 1’étude du mouvement des
satellites et des planétes avec les deux lois de Kepler.

On peut admettre que les planétes sont animées d’un mouvement circulaire uniforme.
(Ibid., p. 245)

Mais quelles sont les caractéristiques de ce mouvement ?
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Avec un modele géométrique (un cercle), le manuel étudie le vecteur vitesse et le vecteur
accélération. De plus, des formules pour calculer ces grandeurs et la période sont introduites.
Pourtant, le lien avec I’oscillation harmonique n’est pas établi.

Le type de taches Tfp3P : Déterminer la période d’un phénomene périodique apparait dans ce
manuel avec les deux techniques suivantes :

+ en s’appuyant sur la lecture du graphique (Exercice 10/p.188, 10/p.273, 7/p.274, 10/p.295).
Ici, les phénomeénes sont toujours donnés par leurs représentations graphiques.

+ en utilisant la formule de la période (par exemple Ty = 2nVL.C, T =k \/Z) (Exercice
g

9/p.188, 8/p.274).

Donc bien qu’il y ait des formules pour calculer, la lecture de la période sur le graphique est
encore demandée comme pour le manuel de classe 3°. Cela montre que les manuels de physique
en France gardent une place importance pour 1’étude du graphique.

Par ailleurs, ce manuel installe d’autres types de taches :

- Etablir I’équation différentielle régissant 1’évolution d’une grandeur physique au cours du
temps ;

- Montrer qu'une fonction donnée est solution de 1’équation différentielle ;

- Donner I’expression générale des solutions de 1’équation différentielle ;

- Déterminer la solution de 1’équation différentielle en tenant compte des conditions initiales.

Nous trouvons ces types de tdches notamment dans trois exercices (Exercice 11, 12, 13/p.188).
L’équation différentielle y est du second ordre a coefficients constants. Ainsi la praxéologie
«résoudre une équation différentielle linéaire du second ordre » dont nous avons repéré
I’absence dans 1’enseignement mathématique est en partie présente dans 1’enseignement de la
physique.

I.3. Conclusion

Dans I’enseignement de la physique en France, la périodicité est toujours liée a la répétition des
phénomenes. La notion de périodicité¢ y est essentiellement traitée avec des phénomenes qui
varient en fonction du temps alors qu’en mathématiques, la variable temps n’intervient pas
explicitement lors de 1’¢étude des fonctions périodiques. Une cyclicité est considérée comme un
phénomene périodique quand elle se répete de manicre identique, a intervalles de temps égaux
qui déterminent la période.

Les phénomeénes d’oscillation harmonique (modéle O) caractérisés par un graphique sinusoidal
sont trés présents tant au colleége qu’au lycée. Par exemple, en électricité, I’oscilloscope fournit
les courbes représentatives des fonctions du type x — a sin (©0Xx) ou a et ® sont des nombres
réels positifs fixes. On travaille surtout sur le graphique périodique qui devient 1’ostensif
principal pour la physique d’un phénomene périodique, avec la visualisation de la répétition d’un
méme morceau de graphique. Il faut remarquer de plus que la plupart des graphiques obtenus par
des instruments physiques différent du graphique en mathématiques, notamment par 1’absence de
légende sur les axes et donc d’unité.
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Au contraire, le mouvement circulaire uniforme (modele C) n’est pas tres présent. De plus, les
deux modéles C et O apparaissent indépendamment dans les manuels. Le lien entre eux n’est pas
établi.

Nous rejoignons le constat fait par Rodriguez (2007) a propos des exercices propos€s par
I’enseignement de la physique en France :

La plupart des exercices propose aux éléves de travailler sur les étapes entre le modele
Physique vers 1’étape de modele mathématique (MM) ou d’étude Mathématique (EM). On
ne trouve pas d’exercices qui proposent de passer d’un domaine réel (ou pseudo-concret)
vers la physique. (Rodriguez (2007), p. 227)

Notons pour finir que la notion de périodicité semble importante pour la physique puisque les
manuels de troisiéme, seconde et terminale accordent une grande place a 1’étude de divers
phénoménes périodiques. On peut se demander si les raisons de cette importance de la
périodicit¢ dans les phénomenes étudiés en physique ne sont pas essentiellement liées a
I’importance du temps dans les phénomeénes physiques.

I1. Institutions vietnamiennes

I1.1. Le collége

Le cycle périodique de I’eau, étudié en France au collége en classe 5°, est étudié au Viét Nam dés
la classe 4 de 1’école primaire (équivalent du CM1 en France). Contrairement au manuel de
college francais, le terme « périodique » est utilisé explicitement. Dans 1’unité 22: Comment le
nuage est-il formeé? D ou vient la pluie?, le cycle périodique de 1’eau dans la nature est présenté
comme suit :

Le phénomeéne répétitif de la transformation de 1’eau en vapeur, puis de la vapeur condensée
a I’eau forme un cycle périodique de 1’eau dans la nature.
(Manuel de classe 4, p.47)

Plus concrétement, le terme cycle périodique est décrit comme un processus qui revient a 1’état
initial.

L’eau de la riviére vaporise a une certaine hauteur, rencontre la froideur puis se transforme
en des gouttes d’eau. En haut, plusieurs gouttes d’eau se réunissent et forment un nuage. Le
nuage s’envole a un autre niveau, plusieurs gouttes d’eau se réunissent en de plus grandes
gouttes d’eau qui retombent dans la riviere d’ou ils sont partis. (Ibid., p. 47)

Donc dans ce manuel la périodicité est considérée comme un systeéme fermé et répétitif. Notons
qu’en classe 3 (équivalent du CE2 en France), dans la discipline intitulée Nature et Social, le

cycle du sang a été présenté. La, le terme « périodique » est déja présent explicitement.

Dans le corps, le sang circule sans arrét. L organisation qui permet le transport du sang dans
le corps est appelée organisation périodique. (Manuel de classe 3, p. 14)

Pourquoi périodique ? Quelle est ici la signification de la périodicité ?

Le manuel ne donne aucune explication, mais ensuite on introduit la définition et le schéma du
grand cycle périodique et du petit cycle périodique dans lesquels il y a des fleches qui désignent
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la circulation du sang du ventricule droit a I’artére de poumon, ..., a la veine cave puis retourne
au ventricule droit.

Le grand cycle périodique : le sang y circule avec beaucoup d’oxygene et de matiéres
nutritionnelles du cceur pour nourrir les organes du corps ; le sang recoit en méme temps le
CO; et les déchets des organes puis retourne au cceur.

Le petit cycle périodique : le sang y circule du cceur au poumon pour prendre de 1’oxygéne et
libérer le CO, puis retourne au cceur. (Ibid., p. 17)

Le dessin et la description des deux cycles périodiques du manuel nous montrent que le cycle
périodique du sang est un systeme fermé de la circulation du sang qui commence au coeur et
retourne au cceur. Donc les manuels du Viét Nam identifient une cyclicité a une périodicité qui
souligne la succession infinie et répétitive des états dans un parcours fermé mais sans prise en
compte du temps de ce parcours.

I1.2. Le lycée
En classe 11, donc entre les classes 10 et 12, ’enseignement des mathématiques introduit la

notion de fonction trigonométrique. Notre étude sépare donc 1’avant et I’apres introduction des
fonctions trigonométriques.

11.2.1. Le mouvement circulaire uniforme en classe 10

Le premier phénomeéne périodique étudié en physique au Viét Nam est un phénomeéne cyclique —
un mouvement circulaire uniforme.

Dans le manuel élémentaire de clase 10, le mouvement circulaire uniforme est décrit comme
suit :

Le mouvement circulaire uniforme est un mouvement ayant une orbite circulaire qui est tel
que sa vitesse moyenne soit la méme sur tous les arcs.

M M
7N
| :I
~ / Hinh 5.2

~— .
Pt~

(Manuel élémentaire de classe 10, p. 29)
Donc ce mouvement a deux caractéristiques :

- La trajectoire est un cercle
- Lavitesse moyenne est constante

On voit ici que le terme « mouvement périodique » n’est pas utilisé. Le manuel étudie la vitesse

. Aa L. 2 , I . ..

angulaire (o = N ), la période T = — et la fréquence f = T grace au vecteur de vitesse. Voici
t 0]

la définition de la période :

La période du mouvement circulaire uniforme est le temps pour que 1’objet fasse un tour
complet. (Ibid., p. 31)
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Le passage de ce mouvement a un phénomeéne périodique avec répétition n’est abordé
explicitement que dans le manuel avancé.

La période est une caractéristique du mouvement circulaire uniforme. Aprés chaque période,
I’objet retourne a la position initiale et répete son mouvement. Ce mouvement est appelé
périodique de période T. (Manuel avancé de classe 10, p. 38)

Donc dans D’institution vietnamienne, le modele C (mouvement circulaire uniforme) apparait
comme un objet d’étude de la partie cinématique avec des caractéristiques liées a la trajectoire et
a la vitesse. La périodicité du phénoméne est représentée via la notion de période, temps pour
que I’objet fasse un tour complet.

I1.2.2. Notion de périodicité dans le manuel Physique de classe 12

11.2.2.1. L’oscillation périodique
e Manuel élémentaire
Voici la notion d’oscillation périodique et d’oscillation harmonique présentée dans ce manuel :

Une oscillation mécanique d’un objet peut étre périodique ou non-périodique. Si apres des
intervalles égaux, appelés période, 1’objet revient a la position ancienne selon le sens ancien
cet oscillation est périodique.

L’oscillation périodique la plus simple est une oscillation harmonique.

(Manuel élémentaire de classe 12, p. 4)

Donc la périodicité est ici liée a la répétition. Mais le manuel insiste sur le retour de 1’objet a la
position ancienne apres des intervalles de temps égaux. L’oscillation harmonique est considérée
comme un cas particulier de I’oscillation périodique.

Quelles sont les caractéristiques d’une oscillation harmonique, selon ce manuel ?

Pour les présenter, le manuel considére le mouvement d’un point M sur un cercle pour en
déduire 1’équation x = A cos (ot+@) exprimant I’abscisse x du point P — projection du point M
sur un axe Ox qui coincide avec le diamétre du cercle et dont 1’origine coincide avec le centre O
du cercle.

(Ibid., p. 4)

A partir de 1’équation x = A cos (ot+¢) du point P, le manuel précise la notion d’oscillation
harmonique associée a ce point :

Comme la fonction sinus ou cosinus est harmonique alors 1’oscillation du point P est appelée
oscillation harmonique. (Ibid., p. 5)
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Dans I’enseignement mathématique vietnamien, la notion de fonction harmonique n’existe pas.
La référence a la propriété d’harmonie de la fonction évite au manuel de mettre en évidence les
propriétés mathématiques et physiques sur laquelle s’appuie la modélisation. L’explication du
concept de fonction harmonique semble Etre laissée a I’enseignant de physique.

La caractéristique de l’oscillation harmonique est présentée a travers la définition (toute
mathématique) suivante :

L’oscillation harmonique est une oscillation pour laquelle 1’élongation de 1’objet est une
fonction cosinus (ou sinus) du temps. (Ibid., p. 5)

Ainsi il y a équivalence entre fonction harmonique, fonction sinus et cosinus du temps, et
oscillation harmonique sans que les lois de la physique soit intervenues dans la modélisation.

Donc I’oscillation harmonique au Viét Nam est présentée a partir du point de vue algébrique. Sa
reconnaissance s’appuie sur I’expression mathématique représentant I’¢longation de I’objet. Cela
est renforcé a la page 30 du livre des enseignants comme suit :

Une grandeur X est harmonique soit si elle est une solution de I’équation différentielle X** +
®’X =0 (ol " constant positif) soit si elle satisfait cette équation : X = A cos (ot + ¢) ou X
= A sin (ot + @) (ou A, o constant positifs et ¢ constant).

(Livre des enseignants de classe 12, ensemble élémentaire, p. 30)

Pourquoi le manuel vietnamien utilise-t-il la fonction cosinus (ou sinus) pour définir I’oscillation
harmonique ?

Nous trouvons les explications suivantes dans le livre des enseignants.

1) Sur la définition de la notion d’oscillation harmonique

Conception 1 : Quelques auteurs utilisent la fonction harmonique comme x = A sin (ot+@)
ou x = A cos (ot+) pour la définir.

L’oscillation harmonique est une oscillation pour laquelle 1’élongation de 1’objet est une
fonction cosinus (ou sinus) du temps x = A sin (ot+@) ou A, ®, ¢ sont des nombres
constants.

Conception 2 : Quelques auteurs utilisent 1’expression de la force de rappel F = -kx pour la
définir.

Le mouvement harmonique simple est un mouvement effectué par un solide de masse m par
une force qui est proportionnel avec 1’élongation mais avec le signe inverse.

Conception 3 : Quelques auteurs utilisent 1’équation différentielle a = -’ x ou x"+ @’x =0
pour la définir [...]

Les auteurs du manuel Physique 12 utilisent la conception 1 parce qu’elle convient a la
plupart des éleves et a leur approche. (Ibid., p. 24)

Ainsi les auteurs du manuel élémentaire renoncent a modéliser le phénomeéne physique
périodique via 1’équation différentielle. On peut certes s’interroger sur la vie possible de la
troisiéme « conception ». Rappelons en effet que le programme de mathématiques ne traite pas la
notion d’équation différentielle. Cette situation est la méme en France mais nous avons vu que le
choix des noospheriens frangais de la physique est différent.

Ensuit, la notion de période est définie comme pour le manuel de classe 10 :
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La période (noté T) d’une oscillation harmonique est la durée du temps pendant laquelle
I’objet effectue une oscillation compléte.
L’unité de la période est donnée en seconde. (Manuel élémentaire de classe 12, p. 6)

Cette définition se référe au mouvement circulaire uniforme ou la période est le temps pour que
I’objet fasse un tour complet. Mais qu’est-ce qu’une oscillation compléte ?

L’égalité 7 =— est introduite comme un résultat connu dans le mouvement circulaire uniforme
0]

(en classe 10). Donc la période de I’oscillation du point P est égale a celle du mouvement du
point M. Le manuel n’utilise pas ici la propriété périodique de période 2m de la fonction sinus
(ou cosinus). Le graphique sinusoidal n’est utilisé que pour introduire la notion d’oscillation
sinusoidale, un autre nom de 1’oscillation harmonique.

M~

Hirnh 1.6

La figure 1.6 est le graphique exprimant la dépendance de 1’¢longation selon le temps. C’est
une sinusoide, donc on appelle 1’oscillation harmonique une oscillation sinusoidale.
(Ibid., p. 7)

Dans ce manuel, on passe du mouvement circulaire uniforme a 1’oscillation harmonique pour
introduire I’oscillation harmonique. L’approche d’une oscillation harmonique est effectuée en
projetant un point ayant le mouvement circulaire uniforme sur une droite. C’est un modele
mathématique qui est expliqué explicitement dans le livre des enseignants a la page 26 comme
suit :

La partie II (Oscillation harmonique) est le point capital de la session. Le manuel a utilisé un
modéle mathématique, c’est la projection d’un point M qui a un mouvement circulaire
uniforme sur un diamétre, c'est-a-dire le point P. L’utilisation de ce modéle facilite
I’établissement de 1’équation du mouvement du point P et I’introduction d’une nouvelle
notion, I’oscillation harmonique. (Livre des enseignants de classe 12, ensemble élémentaire,
p- 26)

Ensuite, le lien entre le mouvement circulaire uniforme et 1’oscillation harmonique est abordé
explicitement dans la remarque suivante :

Un point P oscillant harmonique sur une droite peut étre toujours considéré comme la
projection d’un point M ayant le mouvement circulaire uniforme sur un diamétre qui est
cette droite. (Manuel élémentaire de classe 12, p. 6)

e Manuel avancé

A la différence du manuel ¢lémentaire, aprés avoir défini I’oscillation périodique et la période
oscillatoire, le manuel avancé étudie le cas particulier de I’oscillation d’un pendule élastique.
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(Manuel avancé de classe 11, p. 29)

Contrairement au manuel ¢lémentaire, le manuel avancé commence par établir a partir des lois
de la physique 1’équation différentielle x"+@’x =0 représentant I’oscillation dans laquelle x est

I’¢longation et @ = \/E (k est le facteur ¢lastique et m est la masse de la bille). Il annonce et
m

vérifie ensuite que x = A cos (ot+@) ou A, ®, ¢ sont des nombres constants, est une solution de
cette équation. Cette vérification est en tout point semblable au seul exercice présent dans le
manuel avancé de mathématiques qui évoque ce type d’équation différentielle (sans conduire la
résolution générale de I’équation proposée) :

Démontrer que si y = A sin (ot+¢) + B cos (ot+¢) oil A, B, ® et ¢ constants donc y”’+ o’y =
0. (Manuel Mathématique de classe 11, ensemble avancé, p. 219)

Ainsi selon le manuel, x = A cos (ot+@) est I’équation exprimant 1’élongation de la bille depuis
son état d’équilibre. A partir de 1a, la définition de I’oscillation harmonique s’appuie sur sa
représentation algébrique comme pour le manuel élémentaire.

L’oscillation dont 1’équation a pour la forme x = A cos (ot+@), c’est-a-dire telle que la partie
droite est une fonction cosinus ou sinus du temps multipliée par un constant est appelée
oscillation harmonique. (Manuel avancé de classe 11, p. 31)

Donc, ici l'oscillation harmonique est définie indépendamment du mouvement circulaire
uniforme. L’articulation entre eux n’est présentée qu’a travers 1’introduction du vecteur rotatif.

Pour représenter une oscillation harmonique, on utilise un vecteur OM ayant la longueur A
(amplitude), qui tourne réguliérement autour d’un point O dans le plan contenant Ox avec

une vitesse angulaire ®. Au temps t = 0, I’angle entre I’axe Ox et OM est ¢ (phase initiale).

s

Hinh 6.7 Vecta quay vao mot théi diém t
bét ki.

Au temps t quelconque, la longueur algébrique de la projection du vecteur rotatif OM sur

I’axe x est : chy OM = OP = A cos (ot+@) (6.11)

L’égalité (6.11) montre le lien entre le mouvement circulaire uniforme et 1’oscillation
harmonique : un point P, oscillant harmonique sur 1’axe Ox avec I’amplitude A et la
fréquence angulaire @, peut étre considéré comme la projection sur I’axe Ox d’un point M

ayant un mouvement circulaire uniforme avec la vitesse angulaire ® sur une orbite circulaire
du centre O et du rayon A. (Ibid., p. 33)
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11.2.2.2. Les ondes mécaniques et les ondes sonores

Les manuels vietnamiens introduisent la notion d’onde sinusoidale (onde ayant la forme
sinusoidale) qui est caractérisée par les quantités suivantes :

+ L’amplitude de I’onde

+ Période (ou fréquence) de ’onde : La période T de 1’onde est la période oscillatoire d’une
particule de I’environnement ou I’onde se propage.

+ La vitesse de propagation

L’équation d’une onde sinusoidale qui se propage selon I’axe x est introduite
X r X . T .

u, =Acosa)(t——)=Acos27r(?—Z). Ensuite, les périodicités temporelle et spatiale sont
v

déduites a partir de 1’étude de cette équation. Donc, ce phénomene est approché et étudié
complétement du point de vue algébrique.

Pour les sons, quelques graphiques périodiques qui ne sont pas sinusoidaux sont introduits.
Pourtant, c’est une simple illustration. Il n’y a pas de travail sur le graphique. Par exemple,
regardons les graphiques ci-dessous.

INAAD
Y

I
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(Manuel ¢élémentaire de classe 12, p. 53)
Ce sont les graphiques oscillatoires d’un son provenant de trois instruments différents. Tous

présentent un ostensif de la répétition de morceaux identiques. Pourtant, leur périodicité n’est pas
abordée explicitement. Ces graphiques ne sont la qu’a titre illustratif.
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I1.2.2.3. Le courant alternatif

Le courant alternatif est présent aussi avec son expression mathématique.

Courant alternatif sinusoidal (en abréviation « courant alternatif») est un courant ayant
I’intensité qui varie de maniére périodique en fonction du temps par une loi de la forme sinus
(ou cosinus) :

i=1,cos(wt+ @)

2 .
7==" estla période
@

a=wt+ @ estlaphase deiet ¢ estlaphase initiale.
(Ibid., p. 62)

Nous constatons que les termes « périodique » et « période » sont réutilisés. On donne la formule
pour calculer la période de I’intensité a partir de la fonction qui la représente i =/, cos(wt +¢).

C’est juste la période de cette fonction comme en mathématiques.

Type de taches

Nous retrouvons dans les manuels vietnamiens le type de taches Tfng : Déterminer la période
d’un phénomene, trouvé dans les manuels de physique en France. Mais ici, on donne toujours la
formule des fonctions décrivant le phénomene. Donc la technique de résolution de ce type de
taches n’est que I’application de la formule de la période.

Déterminer la période, la fréquence des courants alternatifs ayant les intensités suivantes :

a) i =5c0s(1007 + %)
b) i= 22 cos(100z¢t — Z)
3
¢) i =—5v2cos1007¢ . (Ibid., p. 62)

Le type de tiches Tfp5P : Construire la représentation graphique d’un phénomeéne périodique se
trouve seulement dans un exercice du manuel avancé de classe 12.

Construire le graphique de 1’¢élongation de ’oscillation harmonique ci-dessous (méme forme
que la courbe (2) en figure 6.5.

T

Hinh 6.5 D6 thi van t6c va dé thi li o
(pha ban dau ¢ # 0).

x =2 cos (mt - %)(cm)

Ecrire les coordonnées des points d’intersection de la courbe et ’abscisse (x) et 1’ordonnée
(t). (Manuel avancé de classe 12, p. 34)
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II.3. Conclusion

Au Viét Nam, avant I’introduction de la fonction périodique en mathématiques en classe 11,
seuls des phénomenes cycliques sont étudiés en physique. Une cyclicité est toujours considérée
comme une périodicité avec le sens d’un systéme fermé répétitif (comme cycle de I’eau, cycle du
sang). Pourtant, la période de temps n’est pas mentionnée. C’est seulement en classe 10, avec le
mouvement circulaire uniforme en cinématique, que la notion de période est introduite comme la
période de temps pour que 1’objet revienne a sa position initiale.

Les oscillations harmoniques sont toujours définies grace a leur expression mathématique, une
fonction sinusoidale. C’est pourquoi elles ne sont introduites qu’aprés 1’enseignement
mathématique des fonctions trigonométriques. L’¢tude des phénomeénes a partir de leur
représentation graphique n’est pas posée a I’¢éléve. Le graphique ne prend qu’un rdle illustratif.
La classe des fonctions A cos (wt+@) occupe une place trés importante dans les manuels de
physique.

En mathématiques, nous avons vu que le seul but de I’introduction de la notion de périodicité
semble étre d’étudier les fonctions trigonométriques, notamment les fonctions sinus et cosinus.
On peut se demander ici si le fait d’insister en mathématiques seulement sur ces fonctions n’est
pas essentiellement li¢ aux besoins de I’enseignement de la physique.

III. Comparaison France — Viét Nam et conclusion pour la physique

Le tableau ci-aprés présente le curriculum d’étude des phénomenes périodiques dans
I’enseignement secondaire de la physique :

Classe Au Viét Nam En France
939 cycle périodique de I’eau, cycle | tension périodique, tension
périodique du sang sinusoidale : période, fréquence

rotation des planétes dans le | alternance des jours et des nuits,

systtme  solaire, = mouvement | des phases de la Lune, mouvement
10 (2% circulaire  uniforme : vitesse | de rotation, vitesse angulaire
angulaire, accélération, période,
fréquence
- oscillation harmonique (pendule | - ondes progressives périodiques,
(fil, ressort), pendule simple, | onde sinusoidale, son
12 (T%) pendule physique) : période, | - circuit électrique oscillant
fréquence, amplitude, fréquence | - pendule simple
angulaire. - ressort

- son, onde sinusoidale
- courant alternatif

Tableau 11. Les phénomeénes périodiques étudiés en physique

I1 s’agit pour les deux institutions d’étudier des grandeurs variables avec le temps : des tensions
¢lectriques, des distances, des angles, etc. En arriére-plan, méme non nommeée ou non
formalisée, se trouve toujours une fonction périodique dont la variable indépendante est le temps.

La mathématisation des concepts est certes plus prégnante au Viét Nam qu’en France mais dans

les deux institutions elle va s’enrichir au cours du curriculum en s’appuyant sur deux modeles :
celui du mouvement circulaire uniforme (C) et celui de 1’oscillation harmonique (O).
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Mod¢le C Modéle O

M AVAVA

Trajectoire circulaire et @ constant x=Acos (0t +9)

Tableau 12. Deux mod¢les mathématiques de la périodicité

L’introduction de 1’oscillation harmonique en France se fait dés le collége et ce, uniquement par
des graphiques présentés comme résultant de prises de mesure (par exemple un oscillogramme).
Le role du registre graphique est nettement en retrait au Viét Nam ou c’est le registre algébrique
qui domine. Or le registre algébrique ne trouve toute sa place qu’aprés 1’étude des fonctions
trigonométriques en classe 11 de mathématiques. C’est pourquoi 1’oscillation harmonique n’est
présentée au Viét Nam qu’en fin du lycée.

Au Viét Nam, le registre graphique est la pour illustrer le phénomene dont le registre algébrique
a été donné et exploré. Au contraire, en France, outre d’avoir un réle illustratif, le graphique est
aussi un objet de travail. L’étude d’un phénomene périodique a partir de son graphique est quasi
systématique avant et méme apres 1’introduction des fonctions périodiques en mathématiques.
Ce choix didactique sur le réle du graphique dans I’étude des phénomeénes en physique et en
sciences expérimentales générales est justifié par Godement (2001) :

Pour les scientifiques expérimentaux et les ingénieurs, une fonction est tout aussi souvent
donnée par son graphe, lieu géométrique des point (x, y) du plan tels que y = f(x) avec une
fonction f que, bien souvent, on ne connait pas vraiment.

(Godement (2001), p. 20-21)

La place donnée a 1’équation différentielle est une autre grande différence entre les
enseignements de physique vietnamien et francais. La noosphéere vietnamienne écarte du topos
des éléves la modélisation du phénoméne périodique par une équation différentielle « parce que
cela convient a la plupart des ¢éleéves et a leur approche », dit le livre des enseignants du manuel
¢lémentaire (cf. page 121). Nous avons présenté la justification de ce choix faite par le manuel
¢lémentaire. Le manuel avancé quant a lui, méme si I’équation différentielle apparait dans le
cours, n’apporte pas d’explication a I’absence de cette équation du topos de 1’éléve.

Quant a I’articulation entre les deux modeles C et O, elle est faible au Viét Nam, car réduite au
topos de I’enseignant, tandis qu’en France, elle est quasiment inexistante. Dans les deux pays, on
privilégie 1’étude de ’oscillation harmonique par le modele O. Les questions que nous nous
posons maintenant concernent justement la modélisation pratiquée dans l’enseignement des
mathématiques (cf. question Q2 : Comment I’enseignement secondaire engage-t-il le concept de
périodicité dans la modélisation mathématique d’un phénomene physique ?).
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Partie C. MODELISATION DES PHENOMENES PERIODIQUES DANS
L’ENSEIGNEMENT MATHEMATIQUE

Pour compléter la réponse a la question Q2, nous allons chercher ici comment apparaissent et
interviennent dans les manuels mathématiques secondaires les deux modeles C et O. Plus
précisément, le role d’outil des fonctions périodiques permettant de résoudre des problemes
concrets est-il présent?

I. Manuels francais

Il existe des situations de modélisation ou les fonctions associées sont données par les registres
graphique ou algébrique. La lecture graphique est soulignée via la demande de la période, de la
fréquence, etc., des phénomenes comme le son et 1’électrocardiogramme. Le temps intervient
dans toutes les situations et il est I’'unité de la période. Seul le modele O est étudié tandis que le
modele C n’intervient pas.

Regardons I’exercice page 292 du manuel de classe Seconde.

Le courant utilisé dans les appareils électriques domestiques est alternatif, c'est-a-dire qu’il
circule alternativement dans les deux sens a I’intérieur des fils électriques.

L’intensité I du courant circulant dans un appareil donné est donnée par la formule :

I(t) = 2 sin (100xt), ou I’intensité I est exprimée en Ampere (A) et t, le temps, en secondes.
Quelle est la période T de la fonction : t = I(t) ?

. . 1
Quelle est sa fréquence ? (On appelle fréquence I’inverse de la période : F = = ; elle est

exprimée en Hertz : Hz)

Quelle est la valeur maximale de I ? sa valeur minimale ?

A l’instant t = 0,1025 s, quelle est I’intensité du courant ?

Représenter la fonction I dans un repére orthogonal, ou 1’on prendra pour unités : 1 cm pour
0, 01 seconde en abscisses ; 1 cm pour 1 ampere en ordonnée.

(Mathématique Seconde, p. 292)

Le modéle O (oscillation harmonique) est donné tout fait dans le registre algébrique. De plus, il
n’y a pas de justification du modele utilisé a partir d’une étude du phénomene. Donc la démarche
de mod¢lisation n’est pas I’enjeu de I’exercice.

La notion de fréquence est présente. L’institution frangaise demande d’exploiter des
informations du phénomeéne a partir de son modele mathématique (formule algébrique). La
derniére question ne sert pas 1’étude du phénomene périodique mais est un observable du contrat
didactique en ceuvre dans cet exercice : celui de 1’é¢tude d’une fonction. Il montre aussi que la
conversion entre les deux registres algébrique et graphique d’une fonction est attendue
institutionnellement.

On retrouve cette conversion entre registres dans 1’exercice 97 du manuel de Premicere S :

On observe a l’oscilloscope la tension délivrée par un générateur de tension alternative.
L’axe des abcisses est gradué en millisecondes et I’axe des ordonnées en 0,5 volts.
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Quelle est la période T en seconde ?
Quelle est la tension maximale V ?

. . .2
Sachant que la tension (en volts) est donnée en fonction du temps par v,(t) = V sin (T”t) (t

en secondes). Déterminer v(t).
Une seconde tension v, est visualisée 1’oscilloscope

05V! y= "V, (1)

\/ v/

1ms

Mémes questions que pour la premiére tension v;. (Mathématique Premiére S, p. 36)

On voit que le modele est donné tout fait et n’est pas plus questionné que dans le manuel de
Seconde. L’exploitation du registre graphique porte en fait sur la conversion entre les deux
registres. En effet, pour répondre a la question liée a la tension vy, il faut trouver la forme de la
formule représentant le graphique donné. C’est une fonction cosinus qui est attendue.

I1. Manuels vietnamiens

II.1. Manuel élémentaire

Dans le manuel de classe 10 et méme le chapitre 1 : Fonctions trigonométriques et équations
trigonométriques du manuel de classe 11, nous ne trouvons pas de situations de modélisation liés
a la périodicité. Seuls sont proposés des problémes internes aux mathématiques.

Le lien entre les mathématiques et la physique li¢ a la périodicité n’apparait qu’une fois dans le
cours sur la dérivée du second degré du manuel de classe 11. Au début de ce chapitre, on
présente quelques problémes qui emmenent la notion de dérivée. Ce sont des problémes en
physique relatifs a la vitesse instantanée et a I’intensité instantanée. Cela montre ’utilit¢ de la
mathématique dans 1’é¢tude des phénomeénes réels, notamment des phénoménes physiques.

La dérivée du second degré f°(t) est ’accélération instantanée du mouvement s = f(t) a
I’instant t. (Manuel élémentaire de classe 11, p. 173)

Cette remarque est appliquée avec I’exemple suivant relatif a I’oscillation harmonique.

Considérer un mouvement ayant I’équation s(t) = A sin (ot+) (A, ®, ¢ constants)
Trouver I’accélération instantanée a 1’instant t du mouvement. (Ibid., p. 173)

Donc le modele est donné et pas expliqué. Le seul but semble la détermination de la dérivée du
second degré d’une fonction trigonométrique et 1’application de la remarque précédente. On ne

s’intéresse pas a la périodicité.
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11.2. Manuel avancé

C’est seulement dans la partie « Lecture complémentaire » intitulée Oscillation harmonique
apres la lecon sur les fonctions trigonométriques, que le manuel s’intéresse aux phénomenes
périodiques étudiés par la physique (comme le mouvement de la planéte et la variation de
I’intensité du courant alternatif) et montre une articulation possible entre les deux modéles C et
0.

L’oscillation harmonique y est présentée comme suit :

Le phénoméne périodique le plus simple est une oscillation harmonique décrite par la
fonction y = A sin (ox+a) + B avec A, B, ®, a constantes, A, ® non nuls. C’est une fonction
2
|

(Manuel avancé de classe 11, p. 15)

périodique de période A| est appelé amplitude.

b

On fait le lien entre la physique et les mathématiques en introduisant la classe des fonctions y =

2z

A sin (ox+a) + B et sa période T = . Cela n’est pas présent dans le cours comme une

]

connaissance exigible.
Avec I’exemple de la noria est présenté¢ un mouvement circulaire uniforme :

Une noria ayant pour le rayon de 2,5 m, ayant I’axe de rotation qui est distant a la surface de
I’eau de 2 m, tourne réguliérement une minute par tour (figure 1.16). Appelons y (métres) la
« distance » de la surface de I’eau a un seau d’une noria a I’instant x (minutes) (y > 0 quand

la noria est au dessus de la surface de I’eau et y < 0 quand elle est au dessous). Apres %

minutes de son départ, le seau est a la position la plus haute. On en déduit que

y=2+2,5sin [272()6—%)}

Le graphique de cette fonction a la forme suivante :

Hiwh 1,06 Hinh 117
(Ibid., p. 15-16)

Les deux modeles C et O sont présents sur la méme figure, ce qui autorise un passage de la
cyclicité a la périodicité oscillatoire.

Ce passage est ignoré¢ dans un exercice du méme manuel qui reprend les mémes données :
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Une noria a un rayon de 2,5 m et son axe de rotation est distant de la surface de I’eau de 2 m
(figure 1.24). Quand elle tourne réguli¢rement, la distance h (metre) a la surface de I’eau

d’un seau associé a un point A de la noria est calculée par la formule : h = | y| ouy=2+2,5

o[

x est le temps en minute de rotation de la noria (x > 0) ; y > 0 quand la noria est au dessus de
la surface de I’eau et y < 0 quand elle est au dessous.

Hirh 1.24

a) Quand le seau est-il a la position la plus basse ?
b) Quand est-il a la position la plus haute ?
¢) Quand est-il distant de la surface de I’eau de 2 m pour la premiére fois ? (Ibid., p. 32)

Les modeles C (figure 1.24) et O (y =2 + 2, 5 sin {27[ (x—%ﬂ) sont donnés tout faits, ils ne

sont pas construits. Pourtant, le recours au modele C n’est pas attendu institutionnellement pour
répondre aux questions : c’est une simple illustration. Cet exercice fait rentrer 1’¢léve dans le
contrat didactique de la résolution d’équations trigonométriques.

Par ailleurs, dans la partie « Que sais-tu ? » le manuel présente le son qui a une oscillation
périodique selon le temps. C’est ici qu’on introduit la notion de fréquence de ’oscillation trés
importante en physique mais qui n’apparait pas en mathématiques. En particulier, cette remarque
nous montre aussi I’importance de la classe des fonctions sinusoidales.

Le mathématicien frangais Fourier a démontré qu’une fonction périodique de période T peut

N , . . . . T

étre écrite sous une « somme » d’une constante et de fonctions sinusoidales de période — (n
n

est un nombre entier positif). (Ibid., p. 18)

Les themes traités dans les parties « Lecture complémentaire » et « Que sais-tu ? » contribuent a
rapprocher la mathématique des autres domaines dans la vie quotidienne et permettent aux éleéves
de mieux comprendre le sens de la notion de périodicité. Ils répondent & une insistance du
programme actuel. En effet, dans ce programme on peut lire :

Assurer I’interdisciplinarité des maticres, éviter la coincidence et la contradiction entre elles.
Lier le contenu du manuel avec la vie pratique mais ne pas rendre 1’apprentissage plus lourd.
(Livre des enseignants de classe 11, ensemble avancé, p. 10)

Dans ce manuel, apres la lecon sur les fonctions trigonométriques, il n’y a pas de situation de
modélisation. Nous en trouvons seulement dans les lecons relatives aux ¢€quations
trigonométriques. C’est une différence notable avec le manuel élémentaire. En effet, on utilise
des situations de la physique, de ’astronomie, etc. pour introduire de nouvelles notions ou des
problémes. Considérons la situation suivante qui est présentée avant I’introduction des équations
trigonométriques :
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Un satellite artificiel s’envole autour de la Terre selon une orbite elliptique. Sa hauteur h
(calculée en kilomeétres) par rapport a la surface de la terre est déterminée par la formule
suivante :

h =550 + 450 cos %t ou t est le temps (calculé en minutes) a partir que le satellite s’envole

dans I’orbite. On devrait effectuer une expérimentation scientifique quand le satellite est
distant de la surface de la terre de 250 km. Trouve des instants ou on peut le faire. (Manuel
avancé de classe 11, p. 19)

C’est un probléme issu du contexte de I’astronomie. Le travail mathématique (établir une
équation trigonométrique et la résoudre) a pour but de répondre a une question relative au
contexte (instants ou on peut faire une expérimentation scientifique). En fait, le contexte sert de
prétexte a un travail mathématique dans le modéle O sans démarche de modélisation.

En effet, le modele O est 1a encore donné tout fait si bien que I’éléve n’a qu’a remplacer h par
250 dans I’équation et a résoudre celle-ci. C’est pourquoi cet exercice ne constitue pas une entrée
dans une démarche de modélisation du phénomene lui-méme.

II1. Conclusion

Que ce soit en France ou au Viét Nam, les manuels proposent peu de problémes issus de
contextes extra-mathématiques pour étudier des phénomeénes périodiques et quand ils le font,
c’est en imposant immédiatement le modele mathématique a suivre. Le travail demandé a 1’éleve
se situe alors dans ce modele mathématique. On attend aussi de lui, qu’apres ce travail, il
reformule les résultats mathématiques dans le contexte pour apporter les réponses aux questions
posées sur la réalité extra-mathématique. L’analyse des manuels nous conduit & penser que
I’éléve ne passe pas par les étapes intermédiaires qui constituent le cceur et le moteur du
processus de modélisation. Cette conclusion rejoint les constats issus d’autres études relatives a
la modélisation dans I’enseignement des mathématiques en France :

Cela nous permet de vérifier que les étapes Modele Mathématique et Etude Mathématique
sont celles que 1’éléve devra réaliser, ces deux étapes correspondant au domaine purement
mathématique. L’¢éléve devra seulement revenir au domaine pseudo-concret pour reformuler
les résultats mathématiques trouvés, en termes pseudo-concret. (Rodriguez (2007), p. 83)

Cette remarque est a rapprocher des déclarations officielles :

L’exercice de modélisation du réel est sans doute la démarche la plus importante et aussi la
plus difficile dans la démarche scientifique. Passer du concret a 1’abstrait, de 1’observation a
sa traduction formalisée demande que 1’on soit capable d’extraire du monde réel une
représentation simplifiée...

(L’enseignement des sciences au lycée, BOEN Hors série, n°6, aott 1999, p. 5)

En fait les situations proposées ne permettent généralement pas d’éclairer les liens entre les
phénomenes et leurs modeles mathématiques. Ceci montre que I’attente institutionnelle, telle que

nous pouvons l’imaginer a partir des textes des manuels et des programmes, n’est pas le
processus de modélisation complet comme le remarque Rodriguez (2007) :

Il est important de souligner que conduire un processus de modélisation n’est pas une
compétence requise en mathématiques [en France]. De plus, le terme utilisé est
« traduction » qui est trés réducteur car il implique qu’il n’y a pas de choix possible.
(Rodriguez (2007), p. 68)
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CHAPITRE 3

QUESTIONNAIRE POUR L’ELEVE

I. Objectif de I’expérimentation

Comme I’analyse institutionnelle 1’a montré, les situations de modélisation de phénoménes
périodiques présentes dans les EMS francais et vietnamien engagent en arriere-plan une fonction
dont la variable indépendante est le temps. Plus précisément, les phénomenes périodiques étudiés
renvoient le plus souvent aux modeles C (mouvement circulaire uniforme) et O (oscillation
harmonique) utilisés dans I’enseignement de la physique.

L’institution frangaise fait appel aux deux registres, graphique et algébrique, de la fonction qui
intervient dans la modélisation des phénomenes. On demande a I’éléve de rechercher des
informations sur le phénomeéne a partir d’un graphique ou de 1’étude d’une fonction donnée par
sa formule algébrique.

L’institution vietnamienne n’insiste au contraire que sur le travail algébrique. On attend que
I¢leve établisse des équations trigonométriques et les résolve mais 1’étude et la construction des
fonctions ne sont pas demandées. Le registre géométrique est quelquefois présent dans I’énoncé
sous forme d’une figure, d’un dessin ou d’une photographique mais ne joue qu’un role illustratif.
De plus, le recours au registre graphique de la fonction pour résoudre le probléme n’est pas
attendu institutionnellement.

Par ailleurs, dans les deux institutions, face a une situation concrete, on impose a 1’éleve une
modélisation mathématique déja faite. Le travail demandé a 1’¢léve se situe alors dans ce modele
mathématique. On attend aussi de lui, qu’aprés ce travail, il reformule les résultats
mathématiques dans le contexte pour apporter les réponses aux questions posées sur la réalité
extra-mathématique. L’analyse des manuels nous conduit a penser que 1’éléve ne passe pas par
les étapes intermédiaires qui constituent le cceur et le moteur du processus de modélisation (cf.
chapitre 1).

En fait les situations proposées ne permettent généralement pas d’éclairer les liens entre les
phénomenes et leurs modeles mathématiques. C’est le cas pour les situations mettant en jeu la
notion de périodicité.

Q’1 : Comment, dans les conditions institutionnelles, 1’¢léve utilise-t-il des savoirs non-
mathématiques pour travailler a ’intérieur de celui des modeles mathématiques C ou O qui lui
est imposé ?

Q’2: Comment, dans les conditions institutionnelles, 1’éléve se réfere-t-il a I'un des modeles
mathématiques C et O, dans le cas ou I’'un de ces modeles ne lui est pas imposé, pour résoudre le
probléme extra-mathématique ?

Q’3 : Dans quelles conditions I’¢léve peut-il entrer dans un processus de modélisation d’un
probléme extra-mathématique relatif @ un phénomene périodique ?

Ces trois questions sont a l’origine de la décision de monter un dispositif expérimental
comportant un questionnaire aux €leves vietnamiens de classe 12 et une ingénierie didactique.
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Outre I’ambition d’apporter des premiers éléments de réponse a ces trois questions, le
questionnaire permettra de mieux décrire le rapport institutionnel en position d’éléve a la notion
de fonction périodique et de préparer la construction de situations de modélisation la faisant
intervenir (que nous proposerons dans notre ingénierie).

II. Forme de I’expérimentation
L’expérimentation est réalisée aupres d’¢leves de début de classe 12 auxquels ont été enseignés
la notion de fonction périodique en mathématiques (en classe 11) et quelques phénomeénes

périodiques en physique (le mouvement circulaire uniforme, 1’oscillation harmonique, etc.). Le
questionnaire est composé de 4 exercices. Les éléves répondent individuellement.

I11. Présentation des exercices composant le questionnaire
Exercice 1
Ci-apres un encéphalogramme montre 1’activité du cerveau humain pendant le sommeil profond

selon le temps en secondes. Cette activité¢ est la méme durant tout le sommeil profond dont la
durée moyenne est de 20 minutes.

M
/W

0 1 2 (s)

a) Qu’est-ce que tu peux dire sur ce phénoméne ?

b) Durant la premicre seconde, dans quels intervalles 1’activité du cerveau augmente-t-elle ?
Dans quels intervalles diminue-t-elle ?

¢) Durant la premiére seconde, a quel instant 1’activité du cerveau est-elle la plus forte ? A quel
instant est-elle la plus faible ?

d) Que remarques-tu de 1’activité du cerveau durant I’intervalle de temps de 3,5 s a 4 s ? Justifie
ta réponse.

e) Evalue I’activité du cerveau au temps t=2,5 s.

f) Construis une figure permettant d’apprécier D’activité du cerveau sur les 10 premicres
secondes du sommeil profond.

Exercice 2
Les peuples montagnards du Nord utilisent souvent la noria pour apporter de I’eau aux champs

¢levés. C’est une grande roue, comme la roue d’une bicyclette, avec des seaux attachés par des
goupilles. Les seaux sont successivement immergés, remplis et vidés dans une gouttiére.
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Supposons qu’une noria ait 8 seaux attachés comme ci-dessous. Un mathématicien étudie la
« hauteur » du seau, not¢ A dans la figure, par rapport a la surface de 1’eau. Cette hauteur est
positive quand le seau est au dessus de 1’eau, négative quand il est au dessous. A chaque instant t
(calculé en minutes), le mathématicien a trouvé que cette hauteur (calculée en meétres) suit la loi
suivante :

h=2+275sin [27[(1‘—%)}

(Source : http://www.machinerylubrication.com/Read/1294/noria-history)

a) Qu’est-ce que tu peux dire sur le mouvement de la noria ?

b) Trouve le rayon de la roue et la distance du centre de la roue a la surface de 1’eau.

¢) On veut déverser dans le champ une quantité d’eau égale au déversement de 1000 seaux dans
la gouttiere. Pendant combien de temps la noria doit-elle tourner?

Exercice 3

On a relevé la hauteur d'eau au port de Saint-Malo en France les 9 et 10 mai 2009 dans les deux
tableaux ci-dessous :
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10 mai 2009

9 mai 2009
Matin Aprés-midi
0HOO 5,02m 12HOO0 5,60m
1HOO 3,38m 13HOO 3,87m
2HOO 2,30m 14HO0 2,62m
3HO0 2.12m 15H00 2.10m
4HO0 3.28m 16H00 2,84m
5H00 5.62m 17HO00 4.91m
6HO0 8.40m 18H00 7.71m
7HOO 10.64m 19H00 10.27m
8HODO 11.54m 20H00 11.64m
9HOO 11,05m 21HO0 11,51m
10HOO 9,62m 22H00 10,27m
11HOO 7,66m 23HO0 8,36m

Matin

0HOO
1HOO
2H0O
3HO0O0
4H00
5H00
6HO0O
THOO
8HOO
9H0O
10HO0
11HOO

6,22m
4,28m
2,83m
2,05m
2,39m
4.10m
6.73m
9,40m
11,15m
11,45m
10,51m
8,83m

Apres-midi

12H00
13HO0
14H00
15H00
16H00
17HOO
18H00
19H00
20H00
21H00
22H00
23H00

6,78m
4,82m
3,30m
2,33m
2.34m
3,71m
6.19m
8.96m
11,04m
11,72m
11,03m
9,46m

a) Que peux-tu dire sur ce phénomene ?
b) Combien y a-t-il de marées hautes durant ces deux jours ? Combien y a-t-il de marées

basses ?

(La marée haute est le niveau le plus élevé de chaque marée montante. Par opposition, la
marée basse est le niveau le plus bas de chaque marée descendante.)

(Source : http://maree.frbateaux.net)

c) Quelle est I’lamplitude moyenne des marées a Saint-Malo sur les deux jours ?

(L amplitude des marées dans un jour est la différence de hauteur entre le niveau de la
marée haute et celui de la marée basse suivante).

d) Le capitaine d’un bateau veut prendre la mer a Saint-Malo le 11 mai. Le tirant d’eau de son

bateau est de 7 metres. A quelles heures peut-il partir le 11 mai?

(Le tirant d’eau est la hauteur de la partie immergée du bateau qui varie en fonction de la
charge transportée. Il correspond a la distance verticale entre la ligne de flottaison d’un bateau
et le bas de la quille. Un bateau dont le tirant d’eau est de d métres peut naviguer en toute

securité quand la hauteur d’eau est supérieure a d metres).

e) Construis une figure permettant d’apprécier les hauteurs d’eau dans ce port durant la totalité

des trois jours 9, 10 et 11 mai 2009.

Exercice 4

Un parc d’attraction de Ho Chi Minh ville posséde une grande roue de 40 m de diametre dont le

centre est situé a 22 m du sol.
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La roue tourne toujours dans le méme sens de maniére uniforme. Au début du voyage, la cabine
P se trouve au plus bas et Minh s’y assoit. Il fait un voyage de 3 tours qui dure 30 minutes.

a) A quel instant Minh est-il a la position la plus haute ?

b) Calcule la hauteur de la cabine de Minh au sol aprés 2,5 minutes du voyage, aprés 7 minutes,
apres 12 minutes et aprés 22 minutes.

c) Construis une figure permettant d’apprécier les hauteurs de la cabine P durant les trois tours
du voyage.

d) A partir de 35 m de hauteur on voit la riviére Saigon. Combien de temps Minh peut-il la voir
pendant tout un voyage ?

IV. Analyse a priori du questionnaire

IV.1. Construction du questionnaire

Dans le questionnaire, tous les exercices sont choisis a partir des différences institutionnelles
mises précédemment en évidence entre les institutions frangaise et vietnamienne. En particulier,
ils sont batis sur des ruptures de contrat didactique. Par exemple, aucun énoncé ne comporte les
mots « périodicité » ou « périodique ».

L’énoncé de ces exercices renvoie, de maniere plus ou moins explicite, a une fonction numérique
dont la variable indépendante est le temps, fonction que I’éléve devra reconnaitre et utiliser pour
répondre aux questions posées.

La structure des trois exercices 1, 2 et 3 est la suivante :

- la premiére question est ouverte'” : « qu’est-ce que tu peux dire sur ce phénomeéne ? »

- les questions suivantes suggerent 1’exploitation d’un registre de la fonction participant a la
modé¢lisation : graphique, algébrique ou numérique ;

- laderniére question favorise le recours a la périodicité via I’un des deux modeles C ou O.

Bien que D’exercice 1 soit issu d’un exercice trouvé dans un manuel francais relatif a
I’¢lectrocardiogramme (cf. page 110 de ’analyse institutionnelle), nous en avons modifié¢ les
questions. Ici, nous ne demandons pas de trouver la période comme dans le manuel francais.
Mais il faut utiliser la périodicité comme un outil pour résoudre le probleme. Ces types de
questions sont trés peu présents dans les manuels vietnamiens.

1 : \ , . . .
? C’est un type de questions trés peu présent dans les exercices des manuels vietnamiens.
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Dans I’exercice 2, bien que la fonction soit donnée dans le registre algébrique, comme dans les
deux institutions vietnamienne et francaise (cf. pages 129, 133 de I’analyse institutionnelle), les
questions d’étude fonctionnelle et d’exploitation de la formule présentes dans I’institution
francaise sont en rupture avec le contrat didactique de I’institution vietnamienne. De plus, les
questions qui demandent d’articuler les deux modéles C et O (question b) et qui abordent le lien
entre la notion de période en mathématique et en physique (question c) sont absentes des deux
institutions.

Quant a I’exercice 3 qui présente un phénomene presque périodique donné par une table
numérique et 1’exercice 4 dans lequel il y a absence des registres graphique, algébrique ou
numérique de la fonction permettant la mod¢lisation, on ne les rencontre dans aucune des deux
institutions.

Comme nous I’avons souligné ci-dessus, la périodicité ne figure pas explicitement dans ces
exercices. Nous voulons savoir quels mots 1’éléve va utiliser pour parler de ces phénomenes. La
périodicité ou la quasi périodicité sont-elles pointées ? Le terme « périodicité » apparait-il ? Dans
notre mémoire de Master 2 (Nguyen Thi 2007), nous avons montré que la notion de périodicité
existe chez les éléves avec le sens de répétition. On peut donc penser que la présence de la
répétition dans les situations données va favoriser 1’apparition explicite du mot « périodicité » ou
« périodique » dans les réponses des éleves.

Les questions 1b), Ic) (respectivement 2b) ou 3b), 3¢)) demandent d’exploiter des informations
sur les phénomeénes a partir de leurs modeles mathématiques.

Les questions 1d), le), 1f) (respectivement 2¢) ou 3d), 3e)) constituent un contexte pour
appliquer la périodicité (ou la quasi périodicité) du phénoméne. Quel modele 1’¢leve va-t-il
utiliser pour répondre a ces questions ? Va-t-il expliquer ses réponses grace au phénoméne ou au
modele mathématique ?

En particulier, les questions 1f) et 3e) demandent de construire une figure qui permette
d’apprécier le phénomene en fonction du temps. Il faut utiliser la périodicité (ou la quasi
périodicité) pour prolonger le graphique par translation.

L’exercice 4, quant a lui, ne privilégie aucun des deux modeles C et O. Il a pour objectif de
motiver la modélisation d’un phénomene. L’¢léve doit participer au processus de modélisation
pour construire le modéle mathématique correspondant, puis 1’étudier et répondre aux questions
sur le phénomene.

IV.2. Les variables et le choix de leurs valeurs

Dans cette expérimentation, il s’agit de la modélisation mathématique de phénomenes
appartenant a différents domaines. Nous nous intéressons essentiellement au rapport a 1’objet
« fonction périodique ». En arriére plan, il y a toujours une « fonction périodique », et plus
précisément une « fonction sinusoidale ». Nous voulons savoir si ce type de modélisation est
disponible chez les ¢€léves et exploitable par eux pour relier les phénoménes et les modeles
mathématiques.

Rappelons que pour I’institution vietnamienne, un phénomene périodique est un phénomene qui
se répete de maniere identique, a intervalles de temps égaux. Plus précisément, dans les manuels
scolaires, la périodicité est toujours liée aux phénoménes qui reviennent réguliérement et
indéfiniment au méme état. Notamment, dans 1’enseignement de la physique, on aborde deux
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classes de phénomenes périodiques, le mouvement circulaire uniforme et [’oscillation
harmonique, que I’on étudie a I’aide des deux modéles mathématiques C et O. Dans les quatre
exercices du questionnaire, ces deux classes apparaissent comme dans le tableau ci-dessous :

Exercice V1 : Classe du phénomene périodique
Exercice 1 oscillation harmonique
Exercice 2 mouvement circulaire uniforme
Exercice 3 oscillation harmonique
Exercice 4 mouvement circulaire uniforme

Tableau 13. Valeurs de la variable V1

Concretement, dans 1’exercice 1, la périodicité est représentée via 1I’expression « la méme » dans
1’énoncé®. De plus, elle apparait dans la figure donnée qui ressemble a une sinusoide (ce qui

renvoie au modele O).

Dans I’exercice 2, la périodicité est présente d’une part dans la formule algébrique (le modele O)

. 1
représentant la hauteur du seau A a la surface de 1’eau, h = 2 + 2,5 sin {27[(‘[ _Z)] D’autre

part, le dessin de la noria montre un cercle qui donne une image de ce qui se répete
régulierement. Il renvoie au modele C.

Au contraire, dans 1’exercice 3, il n’y a pas d’indication explicite de la périodicité. Les données
des deux tableaux ne sont pas répétées completement. Mais elles montrent aussi « une
alternance » du niveau d’eau (il monte et descend, monte et descend,...).

Dans I’exercice 4, I'uniformité et I’expression « le méme » sont présentes dans 1’énoncé®'. De
plus, comme dans 1’exercice 2, la photographie de la grande roue montre aussi un cercle
représentant un phénomene qui revient a son état initial de manicre infinie (ce qui renvoie au
modele C).

En particulier, puisque une oscillation harmonique peut étre considérée comme la projection
d’un mouvement circulaire uniforme sur une droite appartenant au plan d’orbite, dans les
exercices 2 et 4, il y a concurrence entre les deux modeles C et O. Cela devrait favoriser la
reconnaissance et ’exploitation de chaque modele. De plus, une articulation entre les deux
modeles peut étre établie.

On voit que tous les exercices du questionnaire sont posés dans le domaine pseudo-concret™ car,
sans le dire, plusieurs facteurs aléatoires comme le bruit (dans I’exercice 1), la force du vent
(dans I’exercice 2), etc. sont ignorés. Parce que la périodicité apparait dans plusieurs domaines,
la construction des exercices a été basée sur le choix des valeurs de la variable V2 : Discipline du
contexte du probleme.

20 Cette activité est la méme durant tout le sommeil profond.
?! La roue tourne toujours dans le méme sens de maniére uniforme.
2 Coulange (1997)
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Dans les 4 exercices du questionnaire, nous avons choisi les valeurs de V2 comme suit :

Exercice V2 : discipline du contexte du probléme
Exercice 1 biologie

Exercice 2 physique

Exercice 3 géographie

Exercice 4 physique

Tableau 14. Valeurs de la variable V2

De plus, dans le but de faire exploiter différents registres des fonctions numériques pour faire le
lien entre les phénomenes et les modeles mathématiques qui permettent de les étudier, nous nous
avons pris en compte la variable V3 : registre de la fonction. Le choix des valeurs de cette
variable influence évidemment les stratégies (graphique, algébrique, numérique, etc.) de I’¢léve.
Voici les valeurs de V3 dans les exercices du questionnaire :

Exercice V3 : registre de la fonction
Exercice 1 graphique
Exercice 2 algébrique
Exercice 3 numérique
Exercice 4 langue naturelle

Tableau 15. Valeurs de la variable V3

En résumé, le tableau suivant présente les valeurs des variables de situation et des variables
didactiques du questionnaire :

Numéro Discipline du | Classe du phénoméne | Registre de la
exercice contexte périodique fonction
Exercice 1 biologie oscillation harmonique graphique
. . mouvement circulaire .
E 2 h; ) 1gé
xercice physique uniforme algébrique
Exercice 3 géographie oscillation harmonique numérique
. . mouvement circulaire langue
Exercice 4 physique )
uniforme naturelle

Tableau 16. Synthése des valeurs des variables de situation et des variables didactiques

IV.3. Analyse détaillée du questionnaire
e Exercice 1

Le phénoméne concerné est I’activité du cerveau pendant le sommeil profond. C’est une image

numérique qui, pour le profane, passe pour une imitation fideéle du réel, comme I’explique
Gandolfo (2009) :

C’est le cas, grace au fantastique progres technologique qu’a représenté 1’imagerie
biomédicale, de toutes ces images du cerveau qui fleurissent un peu de partout dans les
manuels ou les revues de vulgarisation, au point que le lecteur profane serait presque tenté
d’y voir de simples photographies instantanées d’un cerveau en activité, alors que le
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clinicien et le chercheur savent pertinemment qu’elles sont des images numériques
visualisant des différences de débit local de vascularisation ou d’oxygénation par un code de
couleurs. (Gandolfo (2009), p. 5)

Ici, la figure donnée peut étre approchée par une sinusoide, courbe connue en classe 11, de
période T = 0,5. Les éléves peuvent-ils modéliser mathématiquement un tel phénomene
biologique ? Vont-ils répondre aux questions grace a la figure donnée ou au modele
mathématique O ? Y a-t-il une intervention implicite de la sinusoide dans leurs réponses ?

- Pour la question a), nous prévoyons les réponses possibles suivantes :

+ 1a, : Cette activité se répete régulierement (monte et descend réguliérement)

+ la, : Cette activité est périodique

+ lap : C’est une sinusoide (oscillation harmonique)

+ lag : Nous rassemblons ici toutes les autres réponses, par exemple les réponses sur le principe
d’activité du cerveau, sur le changement de 1’activité du cerveau quand on est éveillé et quand on
est dans le sommeil, sur le changement irrégulier, etc.

Les réponses 1la,, la,, lap abordent la périodicité du phénomene implicitement ou explicitement.
Elles sont li¢es au regard global qui apporte une régularité du phénomene. Au contraire, avec le
regard local, les irrégularités vont prendre le dessus. C’est I’origine de la réponse 1ay.

La réponse souhaitée est que 1’¢léve donne les caractéristiques périodiques du phénomene qu’il
peut modéliser par une oscillation. Ici, le graphique apporte un regard concret sur la répétition.
Donc, il favorise la modélisation mathématique par une sinusoide. Les réponses la,, la, et lag
ont donc des chances d’apparaitre.

- Dans les questions b) et c¢), on demande aux éleves d’exploiter des informations du phénomene
données par le graphique. Le placement de la figure sur le papier quadrillé permet de le faire
efficacement. L’¢léve modélise-t-il le phénomeéne immédiatement par une oscillation
harmonique ? Reste-t-il dans une approche locale ou globale ?

Pour la question b), voici les réponses possibles correspondant a ces deux regards :
+ 1b, : Regard global : nous appelons les réponses liées au regard global celles qui sont données
grace a la sinusoide (modéle mathématique O). Par exemple, 1’activité augmente a partir de 0,1 s

a03setde0,6sa0,8s. Ellediminuede0sa0,1s,de0,3sa0,6setde0,8sals.

+ 1by. : Regard local : il empéche une modélisation mathématique. Les réponses s’appuyant a ce
regard prennent en compte des pics de la figure donnée.

De maniére similaire, pour la question ¢), il y a deux réponses possibles suivantes :

+ lcg : Regard global : cette activité est la plus forte aux temps correspondant aux valeurs
maximales de la sinusoide (par exemple, t = 0,3 s et t = 0,8 s). Elle est la plus faible au temps
correspondant aux valeurs minimales de la sinusoide (t=0,1 s et t = 0,6 s).

+ lc. : Regard local : cette activité est la plus forte aux temps correspondant au pic le plus haut

(par exemple la valeur de t est 0,3 s a peu pres). Elle est la plus faible au temps correspondant au
pic le plus bas (t égale a 0,1 s a peu pres).
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Dans cette approche, la réponse peut étre donnée sur la figure comme suit :

v

L’activité est la plus forte aux points A (ou B ou C). L’activité est la plus faible aux points D (ou
E).

- Dans la question d), nous voulons savoir quel modele I’éleve va utiliser. Le choix de
I’intervalle (3,5 ; 4) qui n’est pas consécutif a I’intervalle (0 ; 2) a pour but de faire faire une
translation de I’image numérique ou de la sinusoide, sur les intervalles.

Nous prévoyons deux stratégies possibles pour cette question :

+ 1dg : Stratégie liée au regard global. Il peut y avoir deux réponses pour cette stratégie. La
justification de ces réponses se base sur la répétition régulicre ou la périodicité du phénomene.

- L’¢leve peut donner une figure comme celle sur I’intervalle (1,5 ; 2) ou sur I’intervalle
(0; 0,5),... C’est la translation de I’activit¢ du cerveau sur l’intervalle (1,5; 2), (0;
0,5),.... Cette réponse est issue du point de vue graphique de la périodicité. Le graphique
d’une fonction périodique de période T reste totalement invariant par la translation selon

le vecteur Ti. Il y a deux possibilités pour cette figure selon 'utilisation du modéle
numérique donné ou du modele mathématique : une figure comme celle donnée dans
I’énoncé ou un graphique sinusoidal.

3,5 4s 3,5 4s

- Sur I’'intervalle (3,5 ; 4), I’activité du cerveau est ressemblante a celle sur I’intervalle (1,5
; 2) ou sur I’intervalle (0 ; 0,5),... Elle diminue, puis elle augmente et continue a diminuer
(diminue de 3,5 s a 3,6 setde 3,8 s a4 s, augmente de 3,6 s a 3,8 s). C’est la réponse liée
implicitement au point de vue numérique. Une fonction périodique prend les mémes
valeurs aux intervalles réguliers.

+1dy. : Stratégie liée au regard local

Avec le regard local, 1’activité du cerveau peut étre considérée comme une variation continue
qu’on ne peut pas connaitre, sauf sur I’intervalle (0 ; 2). De plus, il peut conduire aussi aux
réponses s’appuyant sur le nombre de lignes en zigzag de I’image numérique donnée. C'est-a-
dire, I’activité du cerveau augmente (ou diminue) de plus en plus parce que dans la figure, le
nombre de lignes en zigzag est de plus en plus grand.
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- La question e) demande d’évaluer I’activité du cerveau a un instant qui n’apparait pas dans la
figure. 11 est nécessaire d’utiliser la périodicit¢ du phénomene, plus concrétement la
caractéristique numérique (ou graphique) de la fonction périodique. L’activité au temps t = 2,5 s
prend la méme valeur de I’activité au temps t = 0,5 s (ou 1 s, etc.). Elle a des caractéristiques
suivantes :

+ elle n’est pas la plus haute,
+ elle est proche de la valeur la plus basse,
+ a cet instant, I’activité du cerveau est en train de diminuer.

Nous notons leg toutes les réponses qui donnent une de ces caractéristiques correctes.

-En ce qui concerne la question f), quelles significations de la périodicité vont &tre modélisées ?
Quelle figure va étre produite ? Une figure comme celle donnée dans [’énoncé ou une
sinusoide ?

Dans cette question, indépendamment de I’exploitation du modele O (utiliser la périodicité)
comme les questions d) et e), il faut réduire I’échelle de 1’axe des abscisses pour construire la
figure sur un grand intervalle. Comme pour la question d), il y a deux stratégies possibles.

+ 1fy : Stratégie liée au regard global

I1 existe deux réponses possibles dans cette stratégie.

- Sinusoide conforme au modele mathématique :

NAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAYA

- Sinusoide du méme type que le graphique donné dans 1’énoncé :
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+ 1fi.: Stratégie liée au regard local

On ne connait pas 1’activité du cerveau sur I’intervalle (2 ; 10) parce qu’elle varie continuement
et irrégulierement.

e Exercice 2

Dans cet exercice, il s’agit du mouvement circulaire uniforme de la noria (modele C) que 1’éleve
a ¢étudié en classe 10. Le phénomene est décrit par une photographie et un dessin. De plus, la
relation entre les variables est donnée par une formule algébrique. Notons que la noria avec la

1 : .
formule h=2 + 2,5 sin {27{1‘ —Zﬂ , son modele géométrique et son graphique ont été présentés

en classe 11 dans la partie complémentaire apres la lecon sur la fonction périodique dans le
manuel mathématique avancé. Nous les retrouvons, sauf le graphique, dans un exercice de ce
manuel (cf. I’analyse du manuel vietnamien page 132).

Cependant, comme nous 1’avons montré dans la partie d’analyse institutionnelle, cet exercice du
manuel fait entrer [’éléve dans le contrat didactique de la résolution d’équations
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trigonométriques. L’objectif de cet exercice du questionnaire est d’une part d’exploiter
’articulation entre le phénomene et la formule associée et d’autre part d’étudier une fonction
périodique. Quelles informations 1’¢leve peut-il lire sur la formule algébrique donnée ?

De plus, dans cet exercice, il faut articuler les deux modeles C et O et utiliser aussi le lien entre
la notion de période en physique et en mathématique.

Concrétement, c’est la formule algébrique h =2 + 2,5 sin {27[ (t —%ﬂ qui renvoie au modele O.

A partir de I’image donnée de la noria, on peut aussi penser au modele C suivant :

Donc par le modéle C, on peut représenter la noria et aussi la trajectoire d’un seau A, tandis que
par le modele O, on représente la hauteur du seau A a la surface de 1’eau.

-A propos de la question a), nous voulons savoir si I’¢léve parle du mouvement de la noria grace
a la formule de la fonction associée ? S’intéresse-t-il a la présence de cette formule et comprend-
il le choix de ce modele? Voici les réponses possibles.

+2ac : Le mouvement de la noria est circulaire uniforme (mod¢le C)

+2a, : Le mouvement de la noria est périodique

+2ap : C’est une oscillation harmonique ou une sinusoide (mode¢le O)

+2a4 : Autres réponses (la noria se met en mouvement rotatif autour d’un axe,....)

Parmi les réponses ci-dessus, la présence de la formule de la fonction exprimant la hauteur dans
I’énoncé permet de donner les réponses 2ac, 2a, et 2ap. Dans la réponse 2aq, la formule n’a pas
été prise en compte. L’articulation entre le phénomeéne et les modeles mathématiques n’est pas
¢tablie.

-La question b) demande d’exploiter des informations sur le phénoméne a partir de la formule
algébrique. Dans cette formule, la constante 2 correspond a la distance d du centre de la noria a
la surface de I’eau. Le facteur 2,5 est le rayon de la noria. Et la période T prend la valeur de 1 (T

2 C ) s r1s ) . . .
=——) donc la noria fait un tour dans une minute. L’¢éléve peut-il exploiter ces informations dans
10}

la formule donnée ? Peut-il comprendre 1’articulation entre la formule et le phénomene associé ?
Voici les deux stratégies possibles pour cette question.

+2bo : Stratégie liée au modele O

A partir de la formule donnée, le rayon est R = 2,5 m. La distance est d = 2 m. Cette stratégie est

issue des études des oscillations harmoniques dans les manuels de physique. On peut savoir la
signification des constantes dans la formule qui représente une oscillation harmonique. En effet,
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ona:h-2=235 sin [27r(t—%ﬂ. Donc, 2,5 est I’amplitude de I’oscillation ou le rayon du

cercle.

+2bco : Stratégie liée aux deux modeles C et O

2bco; : modeéle O — modele C

A partir de la formule algébrique (modele O) h=2 + 2,5 sin {27[ (t —%ﬂ ,ona:

-1 < sin {27:@—%)} < 1, donc sin [2#[1—%)} =-1, hpin=-0,5
) 1
sin {27z(z‘—zﬂ =1, hnax =4,5

Selon I’image donnée (modele C), le diamétre de la roue est : d = hypax + hpin = 0,5 +4,5=5m

Le rayon est donc R = 2,5 m. La distance du centre de la noria a la surface de I’eau est : 2,5 — 0,5
=2m

Cette stratégie s’appuie sur les connaissances des propriétés de la fonction sinus et sur les
caractéristiques du mouvement circulaire uniforme.

2bcoz : modéle C — modele O — modeéle C

Cette stratégie assimile la position initiale (correspondant au temps t = 0 selon le vocabulaire de
la physique) a une certaine position du seau A, soit la position donnée par la figure, soit une
autre position, comme la position la plus basse ou la position la plus haute. Cette stratégie est
favorisée ou défavorisée par le choix de la lettre A sur la figure donnée.

- La position initiale (correspondant au temps t = 0) est la position donnée par la figure. La

. 2 3 ..
période T = il 1, donc pour t = 2 (modulo 1), le seau A est alors a la position la plus haute
@

1 .. _
et donc hy,x =2 m et pour t = Z , le seau A est a la position la plus basse, donc hyi, = 2 m. Ainsi

le rayon vaut 0.

- La position initiale est la position la plus basse. Pour t = 0, le seau A est a la position la plus
: 1
basse et donc hyin, = -0,5 m. La période T = 1, donc pour t = ) (modulo 1), le seau A est a la

position la plus haute et donc hy.x = 4,5 m. Donc le diamétre de la roue est 0,5 +4,5 =5 m. Le
rayon est R =2,5 m. La distance du centre de la noria a la surface de I’eau est 2,5 — 0,5 =2 m.

Ici, nous voyons I’intervention de la variable didactique V3 : forme de la formule algébrique
représentant la hauteur.
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En effet, si la fonction représentant la hauteur peut étre écrite sous la forme h = A sin (ot+) (ou
h = A cos (ot+9)), la stratégie 2bp a la chance d’apparaitre plus souvent parce que 1’éléve vient
d’apprendre les oscillations harmoniques en physique qui sont caractérisées par cette formule
dans laquelle A est I’amplitude. Avec la forme h = d + A sin (ot+¢) choisie dans 1’énoncé du
probléme, cette stratégie est plus difficile. Tout cela favorise la stratégie 2bco qui demande
d’utiliser conjointement le modele algébrique et le modéle géométrique, c'est-a-dire qu’il faut
exploiter les deux modeles C et O et les articuler.

- La question ¢) permet de comprendre 1’existence de la périodicité dans les connaissances des
¢leves. De plus, elle fait le lien entre la notion de période en physique (le temps pour que 1’objet

: 2 .
fasse un tour complet) et en mathématiques (le nombre =7 dans la formule y = A sin (ox+o) +
@

B).

Nous prévoyons une stratégie 2cco possible suivante :

2
A partir de la formule, on a la période T =2 (modele O). Donc, la noria fait un tour dans
0]

une minute. De plus, 1 tour correspond a 8 seaux, donc 1000 seaux correspondent a 125 tours ou
a 125 minutes (modele C).

C’est la stratégie optimale qui fait intervenir la pulsation ® dans la formule de la fonction
représentant la hauteur. Par ailleurs, ® est aussi la vitesse angulaire constante du mouvement
circulaire. Donc cette stratégie demande aussi d’exploiter les deux modéles C et O et les
articuler.

e FExercice3

Dans cet exercice, le phénomene étudié est la marée qui est presque périodique. Les hauteurs
d’eau sont présentées dans les tables de données. La table ne donne pas autant d’informations
que le graphique ou la formule algébrique. Dans ce contexte, quel modele 1’¢leve va-t-il utiliser ?
Quels choix I’¢éleéve va-t-il faire pour intégrer la quasi périodicité ?

- Pour la question a), nous avons les réponses possibles suivantes comme pour la question 1a).
Les trois premieres réponses liées au regard global et la derniere liée au regard local.

+3a, : Monte et descend régulierement (répétition régulicre)

+3a, : C’est périodique

+3ap : C’est une sinusoide (oscillation harmonique)

+3a4 : Nous rassemblons ici toutes les autres réponses comme le changement du niveau d’eau
selon le temps, le changement irrégulier, etc.

- La question b) est relative a la lecture de la table de données. Dans ce cas, la table donne
exactement les informations demandées a condition de comprendre ce que signifie « marée
haute » et « marée basse ». Il y a 4 marées hautes et 4 marées basses dans les deux jours du
tableau.

- La question c) aborde aussi la lecture de la table. Par ailleurs, il s’agit de calculer et d’analyser
des variations. Voici les stratégies possibles.

+3cy @ Stratégie « table de données »
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La réponse s’appuie sur les tables de données.

L’amplitude de la marée le 9 mai : 11,54 - 2,10 = 9,44
L’amplitude de la marée le 10 mai : 11,45 - 2,30 = 9,15
L’amplitude moyenne : [(11,54 - 2,10) + (11,45 - 2,30)]/ 2 =9,295

On va voir que cette stratégie est optimale par rapport aux autres stratégies dans cette question
par son cott réduit.

+3cgr ¢ Stratégie « graphique »

Quand on représente les données des deux tables dans un repere orthogonal, on a des points
comme dans la figure ci-apres.
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x
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Figure 2. Représentation des points dans un repere orthogonal

Les ¢leves peuvent relier ces points pour obtenir le graphique représentant les hauteurs d’eau
dans les deux jours 9 et 10 mai. En effet, dans son mémoire de Master 2 « Notion de continuité —
Une étude épistémologique et didactique », Tran Anh Dung (2005) a montré, en ce qui concerne
la construction des fonctions au niveau de classe 11 (Premiére en France), I’existence de la reégle
de contrat suivante :

Afin de construire le graphique d’une fonction, 1’éléve n’a qu’a relier les points discrets
appartenant a une fonction afin d’obtenir une ligne continue sans tenir en compte du
caracteére connexe de I’ensemble de définition. (Tran Anh Dung, 2005)

Ici, nous prévoyons que cette régle de contrat existe chez les €éléves en expérimentation. Donc,
on peut obtenir les graphiques suivants :

+ Relier tous les points
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Figure 3. Graphique représentant la hauteur d’eau en fonction du temps (premiére forme)

+Relier les points d’extremum
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Figure 4. Graphique représentant la hauteur d’eau en fonction du temps (deuxiéme forme)
Grace au graphique, on trouve que les valeurs des amplitudes de la marée des jours de 9 et du 10
mai sont les mémes. Donc, I’amplitude moyenne est celle d’un jour (par exemple le jour 9 mai,
A=11,54-2,10=9,44 m)
- La question d) demande d’utiliser la quasi périodicité du phénoméne pour trouver les hauteurs
d’eau du jour 11 mai. Si I’on s’appuie sur la table de données du jour 9 mai ou 10 mai, on peut
obtenir les trois réponses 3d, 3d2 et 3dw; suivantes.

+3d, : utiliser le jour 9 mai

Le capitaine peut partir de 6h a 11h et de 18h a 23h (heures du 9 mai ou la hauteur d’eau est plus
de 7 m)

+3d; : utiliser le jour 10 mai

Le capitaine peut partir de 7h a 11h et de 19h a 23h (heures du 10 mai ou la hauteur d’eau est
plus de 7 m).

Nous prévoyons que la réponse 3dw, va apparaitre plus souvent parce que la comparaison sur les
deux tables montre que la réponse 3dw, donne le résultat le plus « assuré ». Elle est la partie

commune des deux jours ou la hauteur d’eau est de plus de 7 m.
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+3dyys : établir la table de données du 11 mai

L’idée que les deux tables de données suivent « une méme loi » pousse a trouver cette loi pour
établir la table du jour suivant. Par exemple, a Oh0O le 9 mai, la hauteur d’eau est 5,02 m tandis
que le 10 mai, la hauteur d’eau est 6,22 m. Donc, la différence est 1,20 m. Ainsi la hauteur d’eau
a Oh0O le 11 mai est 6,22 + 1,20 = 7,42 m. De manicre similaire, on peut établir la table de

données du 11 mai comme suit :

Matin Aprés-midi
0h00 7.44 m 12h00 7.96 m
1h00 5.18m 13h00 536 m
2h00 3.36m 14h00 3.98m
3h00 1.98 m 15h00 2.56m
4h00 1.50 m 16h00 1.84 m
5h00 2.58m 17h00 251 m
6h00 5.06 m 18h00 4.67m
7h00 8.16 m 19h00 7.65m
8h00 10.76 m | 20h00 10.44 m
9h00 11.85m | 21h00 11.93m
10h00 1140 m | 22h00 11.79 m
11h00 10.00 m | 23h00 10.56 m

Tableau 17. Table de données du 11 mai

Donc le capitaine peut partir a Oh, de 7h a 12h et de 19h a 23h.

Par ailleurs, la table de données du 11 mai peut étre établie par la moyenne arithmétique des
données des deux jours du 9 et du 10 mai.

+3d,, : utiliser le graphique

La construction du graphique représentant les hauteurs d’eau durant les trois jours peut donner
des images des intervalles de temps satisfaisant la demande de I’exercice. Ce sont les intervalles
ou le graphique est au dessus de la droite y = 7. Le capitaine peut donc partir durant les temps
marqués (sur I’axe Ox) dans la figure ci-apres.
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Figure 5. Réponse sur le graphique

En ce qui concerne la question 3e), on peut utiliser la propriété¢ de périodicité du phénomeéne
pour construire une figure pour les trois jours, une sinusoide. Nous prévoyons des stratégies

possibles suivantes :
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+3ey @ Stratégie « table de données »

Comme pour la réponse 3dg3 en question d), apres avoir €tabli la table de données du 11 mai, le
graphique est construit par la liaison des points obtenus a partir des tables de données.

+3eg: Stratégie « graphique »
Grace a la quasi périodicité du phénomene, on peut construire le graphique des 10 et 11 mai

comme celui du 9 mai. 11 suffit de faire la translation du graphique de ce jour pour avoir une
sinusoide.

Figure 6. Graphique représentant la hauteur d’eau durant trois jours

Grace a la propriété de périodicité de la marée, on peut utiliser la figure du 9 mai (ou une figure
générale d’un jour quelconque) pour apprécier les hauteurs d’eau durant la totalité des trois jours.
Par exemple, voici le graphique de la hauteur d’eau du 9 mai.

Ty

1 1 : i 5 [ P %
Figure 7. Graphique représentant la hauteur d’eau du 9 mai
+3e, : Stratégie « formule algébrique »

A partir des tables de données, notons que la hauteur d’eau est un phénoméne assimilable sur
chaque tranche d’environ 12 heures, a une loi périodique sinusoidale, c'est-a-dire régie par une

fonction de la forme : h = a sin (ot+¢) + b.

En supposant I'unicité de la solution, voici une suite de calcul qui aboutit a la formule.
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Le minimum est —a + b = 2,10 (sin (ot+¢) = -1). Le maximum est a + b = 11,64 (sin (ot+e) = 1).
A partir de 14, on obtient que a=4,77 ; b= 6,87.

Les hauteurs d’eau coincident au plus bas (environs 2,10m) a 3h et 15h, donc la période T =~ 15

—3=12.On612—7Z ~ 12. Donc a)zz.
10} 6

Remarquons que 1’on passe de la courbe (C): t > a sin ot + b a la courbe (C’): t > a sin

(ot+¢) + b par la translation de vecteur V(—£ , 0).
w

Avect=1¢et @ =0, a sin ot + b vaut 9,255. Par interpolation linéaire (proportionnalité), on
calcule I’instant t ou I’on retrouve cette méme valeur expérimentalement : c’est entre 6h et 7h.

Ce qui nous fournit t: t = 6,38. On a donc : 2 . 6,38 — 1. Ainsi, ¢ = -2,82. La hauteur d’eau
w

t
est donc mesurée par h ~ 4,77 sin (% -2,82)+ 6,87

Le graphique de cette fonction est le suivant :

-
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Figure 8. Graphique construit a partir de la formule algébrique

Nous prévoyons que cette stratégie n’apparaitra pas chez 1’¢leéve car le calcul algébrique est
lourd et qu’une telle démarche n’existe dans institution que pour les fonctions polynomiales du
premier et du second degré. En fait, il n’y pas de solution unique car il s’agit de la recherche
d’une fonction d’une certaine classe approchant au mieux un ensemble de points. Une méthode
pourrait étre c’est celle de 1’ajustement par les moindres carrés.

e Exercice 4

Il s’agit du mouvement de la grande roue qui est circulaire uniforme (modele C) comme le
mouvement de la noria dans I’exercice 2. Les deux raisons pour ce choix sont les suivantes.

- C’est un mouvement simple qui peut modéliser les grandeurs variables par une fonction
sinusoidale. Cette classe de fonction est la plus utilisée en physique au lycée au Viét Nam ;

- Quelles influences I’exercice 2, ou ’articulation entre les deux modele C et O est nécessaire,
a-t-il sur la modélisation de phénoméene dans cet exercice ? Quel modele I’éléve va-t-il
utiliser ? Est-il capable de construire et d’articuler ces deux modeles ?
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Par ailleurs, ici le phénoméne est présenté en langue naturelle. Aucun registre de la fonction
n’est donné. Pourtant, la photo de la grande roue est associée a la présence du modele C. La
période (T = 10 minutes) est donnée avec son sens en physique : c’est le temps pour que 1’objet
fasse un tour complet. La grande roue fait 3 tours dans 30 minutes donc chaque tour dure 10
minutes. Comme nous 1’avons abordé dans le choix du questionnaire, cet exercice ne privilégie
aucun des deux modeles C et O.

Les deux modé¢les mathématiques (modele C et modeéle O) du phénoméne peuvent étre utilisés
pour résoudre ce probléme.

Modele C :

Modele O : h = A cos (ot+¢) + B ou h est la hauteur d’une cabine au sol, A le rayon de la grande
roue, B la distance du centre de la grande roue au sol, o la vitesse angulaire et ¢ la phase initiale.

- La question a) demande d’utiliser la notion de période du phénomeéne - le temps pour le
mouvement d’un tour de la grande roue. A partir de I’énoncé, on a :

30 minutes » 3 tours
10 minutes » 1 tour =2x
1 minute »1/10tour=mn/5

Voici les stratégies possibles pour la question a).

+4ac : stratégie liée au modele C

le sol
Quand t = 0, la cabine P est a la position la plus basse I. Minh est donc a la position la plus
haute quand P = B. C'est-a-dire il faut faire un demi tour, donc t = 5 minutes.
Si la répétition, ou plus concrétement la périodicité est prise en compte, on a trois instants qui
different de 10 minutes ou la cabine P est a la position la plus haute, t = 5 minutes, t = 15
minutes et t = 25 minutes.

+4a : stratégie liée au modele O
La hauteur h de la cabine P en fonction du temps t satisfait la formule suivante.

h—22 = A cos (ot+¢)

aA=20 _o
2
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_2z_ 2z _x
T 10 5
h=22+20 COS(%t+¢)

Autempst=0,onah=2mdonc cos ¢ =-1. Ainsi ¢ = 1.

Onadonc h= 22+ 20 cos (%t+7z) =22 -20 cos %t

Minh est a la position la plus haute quand h prend la valeur maximale, donc cos %t =-1

@%t —n+k2mest=5+ 10k keZ

Minh fait trois tours donc t = 5 minutes (k = 0), t = 15 minutes (k = 1) et t = 25 minutes (k = 2).
Pour répondre a la question a), on voit que la stratégie liée au modele C est plus efficace. La
stratégie liée au modele O est treés colteuse avec la construction de la formule représentant la
hauteur de la cabine. La concurrence entre deux modeles est trés claire et le choix est laissé a
I¢leve.

- La question b) demande d’établir une table de valeurs. Les nombres t ont été choisis dans le but
suivant :

Les instants t = 2,5 minutes, t = 5 minutes et t = 7 minutes appartiennent au premier tour du
voyage. Cela permet a I’éléve de construire la forme du graphique représentant la hauteur de la
cabine P sur les 10 premicres minutes (un tour complet) en reliant les points trouvés selon la
régle de contrat didactique abordée précédemment.

Nous avons choisi 4 points pour que 1’éléve puisse construire le graphique sous les formes ci-
dessous.

+ +
5 10

Figure 9. Graphique représentant la hauteur de la cabine P en fonction du temps (premiére forme)
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Figure 10. Graphique représentant la hauteur de la cabine P en fonction du temps (deuxiéme forme)

La premicre forme est la plus proche de la forme exacte du graphique représentant la hauteur de
la cabine P. A partir de ces formes, 1’éléve peut construire le graphique sur les trois périodes en
utilisant la propriété périodique du phénomene.

D’autre part, les deux instants t = 12 minutes et t = 22 minutes appartiennent successivement au
deuxiéme et au troisieme tour. Les hauteurs de la cabine P a ces instants sont égales. Si I’éléve
s’intéresse a la période, il ne calcule que la hauteur a un instant. De plus, 1’égalité de la hauteur a
ces deux instants montre aussi la répétition du phénoméne. Ceci favorise 'utilisation de la
périodicité dans les questions suivantes.

Voici les stratégies possibles pour la question b).

+4bc : Stratégie liée au modele C
Apres 2,5 minutes du voyage, il fait un quart de tour, P = A, donch=22m
Apres 7 minutes, IOP =7n /5 donc A’OP=3n/2-7n/5=n/10,donc h=22+20sinn/ 10 =

28,18 m
?\
JA

le sol

Apres 12 minutes, IOP = 2w /5, donc POA =n /2 -2n/5=mn /10, donc h=22 -20sinnt/ 10 =

15,82 m
B

A

le sol

Apres 22 minutes, h = 15,82 m

+4bg : Stratégie liée au modele O
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Comme le travail en question a), on a donc h= 22 + 20 cos (%t +m) =22 —-20 cos %t

A partir de 1a, on peut calculer la hauteur de la cabine P aux temps demandés en remplagant les
valeurs de t dans la formule trouvée :

t=2,5minutes, h=22-20cosw/2=22m

t =7 minutes, h ~ 28,18 m

t =12 minutes, h = 15,82 m

t =22 minutes, h ~ 15, 82 m

+4bco : Stratégie liée aux deux modeles C et O
4bcoar : modele C — modele O (formule algébrique)

1/10tour=m=n/5
mt/5

1 minute
t minutes

vy

Tle'sol
h=22+20sin(n/2+mnt/5)=22—-20cosnat/5

Donc a partir de la formule représentant la hauteur h en fonction de t: h =22 — 20 cos wt / 5, on
peut calculer la hauteur de la cabine P aux temps demandés comme la stratégie précédente.

4bcogr : modéle C — modele O (graphique sinusoidal)

En s’appuyant sur le modele C, calculer les hauteurs de la cabine aux instants particuliers
(position A, A’, B, B’). Ensuite, le graphique représentant la hauteur peut étre construit en reliant
les points trouvés. Grace a la périodicité, on a le graphique sur trois périodes. A partir de 1a, on
trouve les hauteurs correspondant aux temps demandés.

-~
¥

Figure 11. Graphique sur trois périodes

Cette stratégie permet d’articuler les deux modeles C et O. Plus concrétement, c’est la
transformation du modele C en modele O (fonction sinusoidale, graphique sinusoidal).

+4bg : Autres stratégies (qui n’utilise ni le modele C ni le modele O)
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Dans cette stratégie, la relation entre les grandeurs variables du phénoméne est représentée par
des fonctions linéaires (explicitement ou implicitement). Plus concrétement, la hauteur h est une
fonction linéaire du temps t (h = k.t), c'est-a-dire le mouvement de la cabine est considéré
comme rectiligne uniforme, par exemple dans la réponse suivante :

5 minutes 40 m

1 minute 8 m

Apres 2,5 minutes, h=2,5.8+2=22m
Apres 7 minutes, h=40-2.8+2=26 m
Aprés 12 minutes, h=2.8+2=18 m
Apres 22 minutes, h= 18 m.

vy

Ou ceci est une autre réponse.

2,5 minutes » 22 m
7 minutes > a
a= E =61,6 m

2,5
2,5 minutes > 22 m
12 minutes » b
b= 2212 _ 105,6 m
2,5 minutes »22 m
22 minutes > C
c= 2222 _ 193,6 m

Ce dernier ne prend pas en compte la réalité (les données dans 1’énoncé comme le rayon de la
grande roue, la distance de la position la plus basse au sol et la période du mouvement). Donc, la
hauteur h trouvée est supérieure a 42 m (la hauteur maximale des cabines) et les hauteurs au
temps t = 12 minutes et t = 22 minutes ne sont pas égales.

Outre les buts précisés ci-dessus relatifs au choix des nombres t, la position de la cabine P sur le
cercle correspondant a I’instant t demandé est aussi une variable didactique avec les valeurs
possibles suivantes :

+ a ’instant t demandé, la cabine P est a la position particulier sur le cercle
+ a I’instant t demandé, la cabine P n’est pas a la position particuliere sur le cercle

Les positions particulicres sur le cercle sont celles qui correspondent aux points A, A’, B et B’

du cercle trigonométrique.
B

5

En effet, si a ’instant t choisi, la cabine P est en position A, A’, B, B’ dans la figure ci-dessus, sa
hauteur est facile a calculer. Donc, la stratégie liée au modele C va étre optimale. Par contre,
avec la position de la cabine P non-particuliére sur le cercle, les autres stratégies peuvent avoir

plus de chance d’apparaitre. Notamment, cela favorise la stratégie 4bg liée au modele O pour les
raisons suivantes :

Al A

-
.
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+ Dans DI'institution d’enseignement vietnamienne, c’est le registre algébrique de la fonction qui
est le plus souvent présent. On calcule souvent la valeur de la fonction f au point x en remplacant
x dans la formule algébrique représentant cette fonction.

+ Au début de la classe 12, les éléves ont vu qu’une oscillation harmonique est représentée par
une fonction de la forme x = A cos (ot+@).

+ De plus, dans I’exercice 2 précédent, il y a a la fois le modele C et la formule de la forme h =
A sin (ot+@) + B qui représente la relation entre les grandeurs variables du phénomene.

- La question ¢) a le méme but que les questions 1f) et 3e) des exercices précédents. Cependant,
outre une sinusoide (modele O), un cercle (modéle C) est aussi une réponse attendue dans cette
question.

+ 4cc : Stratégie liée au modele C

Pour apprécier les hauteurs de la cabine, on peut utiliser le modele C. C'est-a-dire on peut
construire un cercle représentant la grande roue et une droite représentant le sol.

le sol

Avec chaque position du point P (la cabine de Minh), on peut trouver la hauteur h
correspondante (la distance du point P a la droite représentant le sol) en projetant le point P sur
cette droite.
+ 4co : Stratégie liée au modele O

4com : Stratégie « table de donnéesy»
L’¢leve trouve quelques points sur chaque période et les relie pour avoir une courbe. Les points
peuvent étre trouvés par les stratégies abordées en question b). En particulier, il peut calculer
seulement les valeurs maximales et minimales de la hauteur et les relier par les segments ou les
courbes.

4cogr : Stratégie « graphique »

En reliant les points trouvés en question b), on a un graphique sur une période (0 ; 10). Si I’¢éleve
s’intéresse a la périodicité de la hauteur, il peut construire tout le graphique sur I’intervalle (10 ;

30) par la translation du graphique trouvé selon les vecteurs 10 iet20i.
4coa : Stratégie « algébrique »

Avec la formule algébrique représentant la hauteur h en fonction du temps t : h =22 — 20 cos nt /
5, le graphique est construit sur une période et complété par la translation.
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Selon cette stratégie, il faut étudier une fonction trigonométrique. Ceci n’est pas tres abordé dans
les manuels vietnamiens. Donc, nous prévoyons que cette stratégie a moins de chance
d’apparaitre. Les stratégies 4cc, 4com, 4Cor vont donc étre les stratégies les plus fréquentes.

- La demande en question 4d) est I’inverse de celle en question 4b). Ici I’intervalle de la hauteur
est donné pour trouver les temps correspondants. Cette question empéche la stratégie liée au
modele O et favorise celle liée au modéle C, comme nous allons le montrer ci-apres.

+ 4dc: Stratégie liée au modele C

Utiliser le cercle pour trouver les angles et les temps correspondants.

le sol

OH = 13 m, donc cos MOH =13/20=0,65
MOH ~ 49,46°

MOI ~180° —49,46° ~130,54° ~ 0,737

1 minute 1/10tour==n/5
? 0,73n

tm = 3,65 minutes
M'OI ~180° +49,46° ~229,46° ~ 1,27n

1 minute » 1/10tour==n/5

? » 1,271

tme = 6,35 minutes

Donc dans le premier tour, Minh peut voir la riviere pendant 6,35 - 3,65 =~ 2,7 minutes.
11 fait 3 tours donc il peut voir la riviere pendant 2,7 x 3 =~ 8,1 minutes.

v

v

Avec des connaissances dans le domaine de la physique, on peut avoir la réponse la plus simple.
En effet, en classe 10, dans le cours sur le mouvement circulaire uniforme, la notion de pulsation
a ¢été définie :

Le quotient de 1’angle Ag et le temps At est appelé pulsation.
o = Ag / At (Manuel Physique de classe 10, ensemble élémentaire, p. 39)

Ici, OH = 13 m, donc cos MOH = 13/20 = 0,65.
MOH =~ 0,86 (rad)
MOM" = 172 (rad)

5
At=Aop/o= 1»72-; = 2,7 (minutes)
AT =2,7 x 3 =8,1 minutes.
+ 4do : Stratégie liée au modele O

4do, : Stratégie « algébrique »

Résoudre 1’inéquation 22 —20 cosnt / 5 > 35
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< cosmt/5 < -0,65

< 073n+tk2n < wt/5 < 1270+ k2=

< 0,73+k<t/5<1,27+k

< 3,65<t<6,35(k=0)
Donc dans le premier tour, Minh peut voir la riviere pendant 6,35 - 3,65 ~ 2,7 minutes.
11 fait 3 tours donc il peut voir la riviere pendant 2,7 x 3 = 8,1 minutes.

Cependant, I’inéquation trigonométrique n’est pas un objet d’enseignement dans le programme
actuel. Elle est présentée seulement dans la partie complémentaire des manuels. Donc, la
stratégie algébrique liée au modéle O qui conduit a résoudre une inéquation va poser des
difficultés aux €léves et avoir moins de chance d’apparaitre.

4do,r : Stratégie « graphique »
Cette stratégie se base sur le graphique construit en question c¢). En construisant la droite y = 35,

les temps demandés correspondent aux valeurs sur 1’axe des abscisses pour que le graphique
représentant la hauteur de la cabine P soit plus haut que cette droite.

PS
y

10

X
: : : : : —
5 10 15 20 25 30

Figure 12. Stratégie graphique

Cependant, la résolution d’une équation ou d’une inéquation en s’appuyant sur le graphique est
trés peu abordée au Viét Nam. Donc nous prévoyons que cette stratégie sera absente ou
apparaitra trés peu chez les éleves.

+ 4d,4 : Autres stratégies
Comme dans la question 4b), si le mouvement de la grande roue est considéré comme rectiligne

uniforme, la hauteur d’une cabine est une fonction linéaire en fonction du temps. Par exemple,
ceci conduit aux réponses suivantes :

5 minutes » 40 m

1 minute > 8m

X » 7m
7

= 2 = 0,875 (minutes)

Dans un tour, Minh peut voir la riviere pendant 2 x 0,875 = 1,75 minutes
Donc, dans 3 tours, Minh peut voir la riviére pendant 3 x 1,75 = 5,25 minutes

Voici une autre réponse :
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5 minutes » 42 m
X » 35m
X = 35—25 =4,2 (minutes)

Donc, dans 3 tours, Minh peut voir la riviere pendant 3 x 4,2 = 12,6 minutes

En résumé, en question 4d), il y a aussi une concurrence entre les deux modeles C et O. Le choix
d’un modele est laissé a I’¢éleve. Pourtant 1’utilisation du modele O va rencontrer des difficultés
relatives a la résolution d’une inéquation. Dans ce cas, I’utilisation du modele C est une stratégie
optimale.

V. Analyse a posteriori des résultats obtenus

V.1. Conditions de I’expérimentation

Ce questionnaire a été€ proposé a 200 €leves en classe 12 de deux lycées a Ho Chi Minh ville (2
classes du lycée Nguyen Chi Thanh et 3 du lycée Trung Hoc Thuc Hanh). Les éléves utilisent les
manuels avancés en mathématiques et en physique. L’expérimentation a été effectuée des que les
¢léves ont eu terminé le chapitre 2 : Oscillations mécaniques en physique ou les oscillations
harmoniques sont étudiées.

Les ¢leves travaillent individuellement sur les feuilles distribuées. Pour diminuer trop de
convergence des efforts sur quelques questions, nous avons divisé les quatre exercices en deux
fiches et limité le temps pour chaque fiche.

Fiche 1, comprenant les exercices 1 et 2, durée limitée a 35 minutes.

Fiche 2, comprenant les exercices 3 et 4, durée limitée a 55 minutes.

V.2. Analyse des résultats obtenus

V.2.1. Présentation synthétique des résultats
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Question Stratégie / Nombres Question Stratégie / Nombres
Réponse d’éleves Réponse d’éleves
o 94 (47%) gl 98 (49%)
p 37 (18,5%) lc 36 (18%)
1d
la r 7 (3,5%) Autres réponses 46 (23%)
d 51 (25,5%) Pas de réponse 20 (10%)
Pas de réponse 11 (5,5%) gl 59 (29,2%)
gl 111 (55,5%) le Autres réponses 110 (55%)
1b lc 83 (41,5%) Pas de réponse 31 (15,5%)
Pas de réponse 6 (3%) gl 91 (45%)
gl 115 (57,5%) Ic 17 (9%)
1f
lc Ic 77 (38,5%)
Pas de réponse 92 (46%)

Pas de réponse

8 (4%)

Tableau 18. Les réponses a I’exercice 1

Question Strfltégie / N OEn‘bres
Réponse d’¢éleves
C 85 (42,5%)
(0] 48 (24%)
2a d 32 (16%)
p 16 (8%)
Pas de réponse | 9 (4,5%)
(0(0) 71 (35,5%)
2b (@) 57 (28,5%)
Pas de réponse | 72 (36%)
CO 72 (36%)
2c Autre réponses | 8 (4%)
Pas de réponse | 120 (60%)

Tableau 19. Les réponses a ’exercice 2
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Question Stratégie / Nombres Question Stratégie / Nombres
Réponse d’éleves Réponse d’éleves
d 92 (46%) th2 86 (43%)
p 39 (19,5%) tb3 20 (10%)
r 20 (10%) tbl 18 (9%)
3a 3d
(0] 18 (9%) gr 0
Autres réponses | 11 (5,5%)
Pas de réponse | 31 (15,5%)
Pas de réponse | 64 (32%)
tb 106 (53%) tb 49 (24,5%)
3b Autres réponses | 67 (33,5%) gr 1 (0,5%)
Pas de réponse | 27 (13,5%) al 0
tb 17 (8,5%) 3e
Autres réponses | 6 (3%)
er 0 (0%)
3c
Autre réponses | 134 (67%)
Pas de réponse | 144 (72%)
Pas de réponse | 49 (24,5%)
Tableau 20. Les réponses a 1’exercice 3
. Stratégie / Nombres . Stratégie / Nombres
Question Réponse d’éleves Question Réponse d’éleves
C 159 (79,9%) o 4 (2%)
0] 12 (6%) C 46 (21,5%)
4a 4c
Autres réponses 9 (4,5%)
Pas de réponse 150 (75%)
Pas de réponse 20 (10%)
C 45 (22,5%) C 23 (11,5%)
o 42 (21%) (0] 9 (4,5%)
4b CcO 0 4d d 30 (15%)
d 72 (34,5%)
Pas de réponse 138 (65,5%)
Pas de réponse 41 (18,5%)
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V.2.2. Analyse détaillée des productions des éleves

V.2.2.1. Les différents sens de la périodicité

La premicre question de chacun des trois premiers exercices (que nous qualifions de question
ouverte) fournissait 1’occasion aux ¢leves d’exprimer la signification qu’ils donnent a la
périodicité, au cas ou ils reconnaitraient la présence d’un phénomeéne périodique. Voici un
tableau qui synthétise les différentes réponses :

Reconnaissances de | Caractérisation dela | Exercice . Exercice
PR P Exercice 2
la périodicité périodicité 1 3
Répétition réguliere 7 0 20
C’est périodique 37 16 39
haron?g;lilasg 120) - i =
Oui quell) 94 133 18
Mouvement circulaire 0 35 0
uniforme (C)
Total 138 149 77
Non 51 42 92
Pas de réponse 11 9 31
Total 200 200 200

Tableau 22. Les réponses a la question ouverte

On voit que la périodicité est caractérisée de quatre fagons différentes : la répétition régulicre, le
terme « périodique », I’oscillation harmonique ou le mouvement circulaire uniforme. Alors que
le modéle O est le seul a apparaitre dans les réponses aux questions la et 3a, les deux modeles C
et O sont présents dans les réponses a 2a. Ceci semble montrer que les éléves sont capables
d’associer les modeles C et O, et méme de passer d’un modele a Iautre.

Dés lors que le phénomene n’est pas qualifié de périodique dans 1’énoncé, beaucoup d’¢léves
rechignent a « voir » de la périodicité, se cantonnant a une vision locale du phénomene ou les
irrégularités prennent le dessus sur la régularité qu’apporterait une vision globale. En particulier,
6 ¢éléves en question la et 27 en 3a parlent de I’irrégularité du phénomeéne comme par exemple :

H42 (en 1a) : Dans les 2 secondes de sommeil profond, ’activité du cerveau est irréguliére,
concrétement elle augmente et diminue de fagon erratique.

H120 (en 3a) : Le niveau d’eau monte et descend irréguliérement.

Le regard local existe dans les réponses aux trois questions ouvertes, notamment pour 3a. Outre
les 31 €léves qui ne donnent pas de réponses, 92 ne reconnaissent pas la périodicité. Ils décrivent
simplement un phénoméne qui change selon le temps. De plus, nous trouvons une forte
différence entre les nombres d’¢éléves qui reconnaissent la périodicité en Qla (138 ¢éleves), Q2a
(149) et en Q3a (77).

De la méme fagon, la référence aux modeles C et O est trés forte dans les exercices 1 et 2 mais

trés minoritaire dans 1’exercice 3. Ceci peut s’expliquer par I’absence simultanée de graphique et
de formule pour la fonction sous-jacente (choix de la valeur de la variable V3 : registre
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numérique de la fonction) et par le fait que ce registre est peu usité dans D’institution
vietnamienne.

V.2.2.1. Quelle articulation entre les phénoménes et les modeles mathématiques ?

Dans les exercices 1 et 2, un modele mathématique est implicitement suggéré par 1’énoncé, ce
qui n’est pas le cas de ’exercice 3. Les résultats d’expérimentation montrent que I’exploitation
des informations sur le phénomene réel a partir du modele mathématique associé pose probleme
a de nombreux éleves.

En effet, 56 ¢léves (soit 28%) en la, 51 (soit 25,5%) en 2a et 95 (soit 42,5%) en 3a ne donnent
pas de réponse ou décrivent simplement le phénomene.

Regardons les réponses suivantes :

H59 (en Qla) : Ce phénomeéne montre 1’activité du cerveau selon le temps en secondes. A
partir de celui-ci, nous savons comment le cerveau fonctionne dans le sommeil profond et si
cette personne a un bon sommeil. De plus, les docteurs peuvent diagnostiquer quelques
maladies sur le sommeil.

H191 (en Q3a) : La marée monte et descend aux différents instants.

Ces réponses montrent que ces éléves ont constaté la variation du phénomene selon le temps.
Concrétement, a partir des informations données (dans le registre graphique, algébrique ou
numérique), ils peuvent indiquer les variables et la dépendance entre elles. La premicére variable,
le temps, est toujours soulignée. La deuxiéme n’est pas indiquée concrétement mais est abordée
comme le phénoméne lui-méme (comme 1’activité du cerveau, la marée, etc.).

Cependant, ces ¢léves ne considerent pas le phénomene globalement: les propriétés
caractéristiques des phénomeénes comme la répétition réguliére, I'uniformité et 1’alternance
n’apparaissent pas dans leurs réponses. Le lien entre les phénomenes et les modéles n’est pas
fait. Dans les parties suivantes, nous proposons des analyses détaillées sur la lecture des
informations du phénomeéne a partir de chaque modele mathématique.

Etudions plus précisément comment les ¢leves exploitent les différents registres (graphique,
algébrique et numérique) qui interviennent dans les trois exercices.

- L’exploitation du registre graphique

Le graphique est une facon concrete de représenter une fonction. Au Viét Nam, dans le
programme d’avant, une fonction a été toujours représentée par une formule algébrique et I’éléve
a résolu des problémes relatifs a la fonction en utilisant cette formule (Nguyen Thi 2003).
Cependant, dans le programme actuel, les manuels scolaires mettent en relief 1’utilisation du c6té
concret du graphique. Comme nous I’avons montré dans la partie d’analyse institutionnelle, des
activités sur le graphique comme la détermination de la variation, de la parité, etc. d’une fonction
et la transformation du graphique sont recommandées. Malgré cela, les résultats des questions 1b
et 1¢ montrent encore des difficultés des éléves dans la lecture du graphique.

En effet, en 1b, bien que la plupart des ¢éleves (97%) puissent déterminer que le probléme se
ramene a la lecture du graphique, parmi ces derniers 41,5% donnent un résultat différent de la
réponse attendue. Les erreurs sont commises dans la lecture des extremums, dans la
détermination des intervalles de variation, etc.
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Considérons la réponse suivante :

H19 : L’activité du cerveau augmente sur I’intervalle (0,1 ; 0,5) et diminue sur I’intervalle
0,5;1).

Cette réponse montre des difficultés de lecture de 1’axe horizontal et par la méme de lecture du
graphique. Une fonction est croissante (respectivement décroissante) sur 1’intervalle I sur lequel
son graphique monte (respectivement descend) de gauche a droite.

D’autre part, les lignes en zigzag dans la figure donnée causent des résultats différents dans la
lecture des extremums des intervalles de variation.

H28 : L’activité du cerveau augmente sur les intervalles (0,1; 0,3) et (0,6 ; 0,8). Elle
diminue sur les intervalles (0 ; 0,09) et (0,4 ; 0,58).

H37 : L’activité du cerveau augmente sur les intervalles (0,11 ; 0,29) et (0,59 ; 0,8). Elle
diminue sur les intervalles (0 ; 0,11) et (0,29 ; 0,59) et (0,8 ; 1).

Ces réponses montrent aussi 1I’existence d’un regard local. Les intervalles sont lus avec les points
extremums locaux. Ce sont les pics du graphique. Ce regard entrave la représentation du
phénomene par une sinusoide. Ceci est présenté clairement dans la réponse de H60 :

H60 (en Qla) : A partir de I’encéphalogramme, on trouve que le cerveau fonctionne dans le
sommeil mais cette activité n’est pas réguliere. Elle fonctionne lentement aux intervalles des
lignes ou les zigzags sont rares. Elle fonctionne rapidement et fortement aux intervalles ou
les zigzags sont nombreux. Donc dans le sommeil, P’activit¢é du cerveau change
irréguliérement aux intervalles « petits » mais quand on considére les intervalles « grands »,
en général, I’activité du cerveau est réguliére selon un circuit déterminé.

Le regard local li¢ au phénomene est tout particulierement mis en relief en question lc qui
demande de trouver des moments ou I’activité du cerveau est la plus forte ou la plus faible.
38,5% des ¢éléves considerent que les pics les plus hauts correspondent a 1’activité la plus forte,
de méme pour les pics les plus bas.

H31 : L’activité du cerveau est la plus forte a I’instant 0,3 s prés et la plus faible a I’instant
0,12 s.

H97 : L’activité du cerveau est la plus forte aux instants 0,28 s et 0,8 s. Elle est la plus faible
aux instants 0,12 s et 0,58 s.

Pour ces éléves, le modéle mathématique O n’est pas mis en ceuvre bien que le schéma
numérique donné soit trés proche d’une sinusoide. Donc le modéle O n’est pas reconnu et
suffisamment exploité. On peut se demander si le processus de modélisation mathématique du
phénomene étudié n’est pas géné par la force du regard local.

- L’exploitation du registre algébrique

Comme nous 1’avons analysé dans la partie précédente, dans les réponses a la question 2a, il
semble que la présence de la formule de la fonction représentant la hauteur dans 1’énoncé n’ait

pas ¢été prise en compte par les éleves. En effet, la formule donnée h =2 + 2,5 sin {27[@—%”

montre implicitement que le mouvement de la noria est considéré comme uniforme. Cependant,
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on ne peut pas conclure que les éléves qui parlent de mouvement circulaire uniforme ou
d’oscillation harmonique du phénoméne dans leurs réponses ont utilisé ce modéle mathématique.
En effet, les explications de plusieurs éléves montrent que la formule donnée n’est pas prise en
compte.

Par exemple, voici la réponse de H28 :

H28 : Le mouvement de la noria est circulaire. I est uniforme ou non ¢a dépend de la vitesse
du courant d’eau a chaque instant.

Donc cette réponse ne s’appuie que sur la déduction réelle de 1’¢leve. L’image de la noria montre
quelque chose de tournant qui correspond au mouvement circulaire en physique. La formule h =

2+ 2,5sin {27: (t —%ﬂ n’intervient pas du tout ici.

En question 2b, 72 éleves (soit 36%) ne peuvent pas répondre et 29 (soit 14,5%) ne réussissent
pas. Leurs explications montrent qu’ils ne savent pas comment utiliser des données de 1’énoncé
pour répondre aux questions 2b et 2c.

Avec la fonction donnée h =2 + 2,5 sin {27[ (t —%ﬂ , 57 ¢éleves (soit 28,5%) utilisent le modele

O. Parmi eux, 47 donnent des réponses et 10 ne réussissent pas. A partir de la formule,
I’amplitude A = 2,5 m est plus facile a trouver parce qu’elle est apparue comme un facteur dans
la formule représentant une oscillation harmonique en physique. Par contre, la présence de la
distance du centre de la noria a la surface de 1’eau n’est pas habituelle. Dans toutes les formules
algébriques abordées dans 1’étude des oscillations harmonique en physique, la distance d
n’apparait pas. C’est pourquoi, parmi 47 éleéves ci-dessus, 19 trouvent une distance erronée : d =
2,5 -2 =0,5 m. C’est le résultat de I’effectuation d’une opération a partir des nombres donnés
dans I’énoncé. La signification des données dans la formule n’est pas exploitée.

La stratégie 2bco liée aux deux modeles C et O est utilisée par 71 éleves (soit 35,5%). Tous
donnent la réponse 2bco; tandis que la réponse 2bco, n’apparait pas. 32 €léves ne terminent pas
de calcul ou commettent des erreurs de calcul. Donc I’exploitation des deux modéles et
’articulation entre eux ne sont pas faites. Regardons la réponse suivante de H73 :

H73 : hyx quand sin{Zﬂ'(f —%ﬂ =1

M +4 _ 2+2,5

Donc le rayon de la grande roue = +A=225+A

La distance du centre de la grande roue a la surface de 1’eau = 2,25.

De maniére similaire, en question 2c¢, 120 éleéves ne répondent pas, bien que plusieurs aient
trouvé que la noria doit tourner de 125 tours. A partir de la formule donnée, ils ne peuvent pas
trouver le temps pour que la noria tourne un tour. Il semble que I’articulation entre la notion de
période en physique et en mathématiques ne soit pas établie.

En effet, en mathématiques, toutes les fonctions de la forme y = A sin (ox + ¢) + B ont pour la

L. 2 , . . L.
période T =—. Cette formule est abordée comme une relation entre la pulsation et la période
0]
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dans le cours sur I’oscillation harmonique en physique. La, la période est le temps pour que
I’objet fasse un tour complet. Ne comprenant pas bien le lien entre les deux notions de période
en mathématique et en physique, beaucoup d’¢éleéves ne peuvent pas terminer leur réponse.

Notons que parmi 72 ¢€léves qui peuvent répondre a cette question, 27 prennent une seconde
comme unité¢ de temps (T = 1 seconde et la noria doit tourner pendant 125 secondes) bien que
I’unité minute soit donnée dans 1’énoncé. C’est aussi une conséquence des connaissances que
I’¢leve vient d’apprendre en physique. En effet, quand on parle de I’oscillation harmonique et les
formules relatives, le temps est toujours pris avec la seconde pour unité.

En résumé, comme nous I’avons abordé dans la partie d’analyse institutionnelle, dans les
manuels mathématiques, le modele mathématique, notamment sous sa forme algébrique, est
toujours donné tout fait et les éléves ne travaillent que dans le domaine mathématique. La
construction du modele et I’exploitation des informations sur le phénomene a partir de ce modele
ne sont pas questionnées. Donc la signification des données dans ce modele n’est pas éclairée.
Cette conséquence est présente dans les réponses a I’exercice 2. Le registre algébrique de la
fonction et la signification des données dans ce registre ne sont pas exploités par de nombreux
¢leves.

- L’exploitation du registre numérique

Rappelons que seulement 18 €léves ont renvoy€ au modele O dans la question 3a (cf. le tableau
20). En ce qui concerne la question 3b, 106 ¢éleves (soit 53%) donnent la réponse correcte (4
fois). Le reste fournit des résultats erronés (comme 2 fois, 6 fois, 8 fois,...) ou ne peut pas
répondre. La lecture des informations sur le phénoméne a partir de la table de données est
d’autant moins facile pour les éleves qu’ils semblent rencontrer des difficultés dans la
compréhension de 1’énoncé et notamment celle des concepts de « marée haute » et « marée
basse ».

Ceci est renforcé par les résultats de la question 3c. Les résultats des calculs sont trés variés
parce que les ¢éleves utilisent plusieurs formules différentes pour calculer I’amplitude moyenne.
Il n’y a que 17 éleves (soit 8,5 %) qui la calculent selon la définition donnée dans 1’énoncé
comme H90 :

H90 : L’amplitude moyenne A= (11,54-2.1) +2(1 L45-233) _

9,28.

Le symbole A utilisé ici est la conséquence de la notion d’amplitude, notée A, en physique.

Bien que dans 1’énoncé, 1I’amplitude journaliére des marées soit définie comme la différence de
hauteur entre le niveau de la marée haute et celui de la marée basse suivante, certains €léves
utilisent le niveau d’eau le plus haut et le plus bas dans chaque table pour la calculer comme
suit :

H180 : L’amplitude du 9 mai = 11,64 — 2,1 =9,54

L’amplitude du 10 mai = 11,72 — 2,33 =9,39

L’amplitude moyenne = w =9,465

De plus, voici les formules les plus utilisées :
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1) L’amplitude moyenn ,n=2,34,... Comme on le voit sur les réponses des

n

¢éléves suivants :

H94 : hypax = 11,54, hypin = 2,12
h2max = 11,453 thin = 2903
(hlmax + h2max) B (hlmin + thin)

L’amplitude moyenne hg, = 5 =9,41
H103 - A = (11,54—2,1)+(11,64—32,05)+(11,45—2,33) 938
H108 - A= ( 1,54—2,12)+(11,64—2,10)-;—r(l 1,45-2,05)+ (11,72 -2,33) — 94375

Dh

2) L’amplitude moyenne = <=—, ou n = 24. Comme par exemple la réponse de H63 :
n

h
H163: L’amplitude moyenne du 9 mai = =— =7,03
n
: Dok
L’amplitude moyenne du 10 mai = =— = 6,73
n

Par ailleurs, d’autres éleves utilisent d’autres formules qui donnent autant de résultats différents.

Outre la non-compréhension par certains éléves des concepts de marée (haute et basse), un grand
nombre d’¢éléves ne reconnait pas dans la table de données le modéle mathématique sous-jacent
O. IlIs ne peuvent donc pas 1’utiliser pour répondre aux questions sur le phénomene.

V.2.2.2. La périodicité est-elle utilisée comme un outil ?

Comme nous I’avons montré dans la partie « Analyse a priori », la résolution des questions 1d,
le, 1f, 3d et 3e demandent d’utiliser la périodicité des phénomeénes abordés.

Dans I’exercice 1, le graphique représentant 1’activité du cerveau illustre concrétement la
périodicité du phénomene. C’est pourquoi plusieurs €léves peuvent reconnaitre que 0,5 (ou 1) est
sa période. En question 1d, 49% des ¢€leves concluent que ’activité du cerveau a l’intervalle
(3,5 ; 4) est semblable a celle sur I’intervalle (0 ; 0,5) ou sur (1 ; 1,5),...ou plus généralement sur
I’intervalle (0; 2). Donc ces ¢€léves ont reconnu la périodicité dans graphique représentant
I’activité du cerveau. Cependant, nous constatons que la caractéristique minimale de la période
n’est pas prise en compte dans les réponses de nombreux éleves.

18% des éleves donnent une réponse qui s’appuie sur le regard local : ils considérent que
I’activité du cerveau augmente ou diminue selon les lignes en zigzag sur la figure donnée.
Regardons la réponse de H5 :

HS5 : Sur ’intervalle (3,5 ; 4), ’activité du cerveau de plus en plus diminue parce qu’a partir
de la deuxiéme seconde, le cerveau de plus en plus diminue Dl’activité (les lignes sur
I’encéphalogramme de plus en plus sont serrées et épaisses).

La plupart des ¢léves dans le groupe « autres réponses » du tableau 18 concluent que sur
I’intervalle (3,5 ; 4), Pactivité du cerveau augmente et diminue aprés. Nous pensons que ces
¢leves utilisent peut-Etre aussi la périodicité du phénomene mais commettent des erreurs dans la
lecture du graphique. En effet, plusieurs éléves donnent le graphique en 1f qui commence a partir
de la valeur la plus petite a I’instant t = 0 comme la figure suivante de H82.

170 Chapitre 3 : Questionnaire pour 1’éléve



Figure 13. Figure de H82

En question le, 59 éléves (soit 28,5%) donnent la réponse attendue. C'est-a-dire qu’ils ont décrit
les propriétés exactes de 1’activité du cerveau a I’instant t = 2,5 s comme nous ’avons prévu
dans la partie d’analyse a priori. Parmi ces ¢€leves, 20 suivent le point de vue algébrique (f(x+T)
= f(x)) qui considére que I’activité du cerveau a I'instant t = 2,5 s est la méme que celle a
I’instant t = 0,5 s ou t = 1,5 s,...Les autres concluent qu’elle est en train de diminuer ou qu’elle
est pres de la valeur la plus petite. Donc la périodicité du phénomeéne est bien utilisée par ces
¢léves pour passer de 1’étude des valeurs inconnues a I’étude des valeurs données dans la figure
ou pour prolonger le graphique.

Comme pour la question 1d, parmi 110 éléves qui sont regroupés aux autres réponses (cf. tableau
18), la périodicité semble étre utilisée dans la réponse de 73 €léves qui concluent que 1’activité
du cerveau a l’instant t = 2,5 s est la plus faible. C’est la conséquence de I'utilisation d’un
graphique ayant la valeur la plus petite a I’instant t = 0 comme celui que nous avons cité
précédemment.

Mais 22 ¢€leves se trompent en disant qu’a I’instant t = 2,5 s, Pactivité du cerveau est la plus
forte. De plus, 9 éléves concluent qu’elle est en train d’augmenter. Ces réponses sont engendrées
par un regard local qui considere 1’activité du cerveau de plus en plus forte (ou de plus en plus
faible) a cause de 1’augmentation du nombre de lignes en zigzag. Ce point de vue est représenté
nettement dans les figures suivantes en réponse a la question 1f':
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Figure 15. Figure de H67

De plus, 92 ¢éleves (soit 46%) ne donnent pas de réponse dans cette question. Ceci montre qu’il
n’est pas évident pour les éleéves d’utiliser la périodicité pour prolonger le graphique d’une
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fonction. En effet, dans 1’enseignement secondaire cette activité n’est abordée implicitement que
dans 1I’¢étude des fonctions trigonométriques.

Parmi 91 ¢éléves qui fournissent un graphique périodique, 46 construisent une sinusoide
conforme au modele mathématique O et 45 construisent une sinusoide du méme type que le
graphique donné. Ces éléves reconnaissent donc bien la répétition du graphique sinusoidal.
Cependant, 21 d’entre eux ont changé la période comme le montre la figure de H3 :

Figure 16. Figure de H3

En ce qui concerne la question 3d, 86 ¢éléves donnent la réponse 3dy,, (le bateau peut partir de 7h
a 11h et de 19h a 23h). Ce résultat est déduit a partir du niveau d’eau du 10 mai ou des deux
jours 9 et 10 mai. La réponse 3dy; (de 6h a 11h et de 18h a 23h) qui s’appuie sur le 9 mai est
donnée par 18 éleves. Donc, bien que ce phénomene ne soit que presque périodique, ces €léves
ont su utiliser cette propriété comme périodique pour prolonger la table de données. 64 ¢éléves
n’ont pas de réponses a cette question.

En question 3e, malgré la présence de la table de données, registre utile pour construire le
graphique d’une fonction, dans I’énoncé, il n’y a que 56 éleves (soit 28 %) qui peuvent donner
une réponse. Parmi eux, 6 éléves construisent un graphique non-périodique.
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Figure 17. Figure de H71

Notons que cet ¢leve a répondu en question 3a que la marée augmente et diminue selon un
graphique parabolique. Il y a donc une contradiction entre ses réponses. La réponse en 3a est
pres du regard global (la marée augmente et diminue) tandis que celle en 3e est liée au regard
local.

Un seul ¢éléve (H32) a établi la table de données du 11 mai. Mais apres il ne construit pas le
graphique. Le trop grand nombre de valeurs dans ces tables peut étre a 1’origine des difficultés
des éléves. De plus, la demande de construire le graphique pour les trois jours (utiliser la
périodicité) est cause d’échec pour beaucoup d’éléves.

Parmi 49 ¢leves qui construisent un graphique périodique, 23 le donnent seulement sur une
période (ou sur une demi-période) de 24 heures (ou de 12 heures). De plus, 4 éléves construisent
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trois graphiques correspondant aux trois jours et 2 €leves utilisent les lignes brisés comme la
figure de H7 :

Figure 18. Figure de H7

Comme nous I’avons indiqué dans la partie précédente, nombreux sont les éléves qui ne
répondent pas aux questions liées a la construction du graphique (1f, 3e, 4c). On peut penser que
ceci est en partie di a I’absence des formules algébriques des fonctions associées.

Mais une deuxiéme cause de ces non-réponses se trouve peut-étre dans le fait qu’il ne suffit pas
de reconnaitre la périodicité d’un phénomene pour savoir utiliser cette périodicité. En effet, cette
conclusion est renforcée par la grande différence entre le nombre d’¢leves parlant de la
périodicité en question la et 3a mais ne pouvant répondre aux questions 1f et 3e.

En question 1f, une autre difficulté est présente dans 1’exploitation du modele O : la réduction de
I’échelle de I’axe des abscisses pour construire le graphique sur un grand intervalle. Beaucoup
d’¢leéves ont vu la répétition du graphique mais ne peuvent pas le construire sur I’intervalle
demandé¢ (0 ; 10). Par exemple, H39 a donné la réponse suivante :

H39 : La figure d’apprécier ’activité du cerveau sur les 10 secondes est similaire a celle sur
les 2 premiéres secondes.

Mais il ne donne pas la figure correspondante. Il explique que la figure est trés large et qu’il ne
peut pas la construire sur le papier.

V.2.2.3. La construction des modeles C et O — ’entrée dans le processus de modélisation

Dans les exercices 1, 2 et 3, les modeles mathématiques C et O sont suggérés implicitement par
la donnée d’une représentation graphique, d’une formule algébrique, d’une table numérique ou
d’une figure géométrique. Le travail de 1’¢léve est de les reconnaitre et les exploiter pour
répondre aux questions sur les phénomenes étudiés.

Dans I’exercice 4, il est nécessaire de construire I’un des deux modéles et de 1’utiliser. Les
productions des éléves montrent que les deux modeles C et O sont construits.

En effet, en ce qui concerne la question 4a, 121 ¢éleéves (soit 60,5%) donnent la réponse attendue
(5 minutes, 15 minutes et 25 minutes). La plupart des réponses est engendrée par le raisonnement
sur la période explicitement ou implicitement (le temps pour que la cabine fasse un tour). Le lien
entre les deux variables, période et position, a été établi, c'est-a-dire la réponse s’appuie sur le
modele C. Par exemple, voici la réponse de H34 :

H34 : Un tour prend 10 minutes
Un demi-tour prend 5 minutes
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En conséquence, la cabine de Minh est a la position la plus haute aprés 5 minutes, 15
minutes et 25 minutes du voyage.

Notamment, les connaissances de physique sont appliquées dans la réponse de H72 des la
réponse a la question 4a.

H72 : 3 tours = 67 dans 30 minutes = 30.60 = 1800 secondes

:a)=6—ﬁ=£ (rad /s)
1800 3
Minh est a la position la plus haute < 1angle tourné o satisfait:
a=r=1=%=300(s)
@
a=37r=1=%=900 (s)
1)
a
a=5r=t=—=1500 (s)
L @

Nous retrouvons ici aussi la force des formules algébriques dans 1’étude des fonctions. En effet,
12 ¢éleves s’efforcent de trouver la formule représentant la hauteur selon le temps et de résoudre
des équations pour trouver les temps correspondant a la hauteur maximale hy,,y. Cette formule est
réutilisée en question 4b dans un processus « inverse » pour trouver les hauteurs correspondant
aux instants donnés.

H8 : d=40m, donc R=20m
Trois tours prennent 30 minutes, donc T =30/ 3 = 10 minutes = 600 secondes.
wzz—ﬁzi (rad /s)

T 300
Choisissons la direction positive qui oriente au dessus.
A linstant t = 0, P est a la position correspondant a -20 m, donc x = A cos ¢ = -A
=>cosp=—-1=p=rx

L’équation du mouvement de P : h =20 cos (Lt + ﬂ'j

. cos| —t+rx =1
A la position la plus haute : 300

<1800
Lt-i—ﬂ':kzﬂ'
= <300
<1800
t =300s =5min

=<¢t=900s =15min
t =1500s = 25min

Donc les connaissances en physique et en mathématiques sont bien utilisées par cet éleve.
Cependant, au lieu d’utiliser la figure et la notion de période en physique (le temps pour que
I’objet fasse un tour complet) pour déduire les résultats (la stratégie optimale), il effectue
beaucoup de calculs pour trouver la formule de la fonction et il doit ensuite résoudre une
équation trigonométrique. Bien que cette formule puisse étre réutilisée en question 4b, elle est
trés colteuse dans cette question. Donc parmi 12 éléves qui utilisent cette stratégie, 7
commettent des erreurs et trouvent une formule erronée, comme par exemple H187.
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H187 : Le mouvement de la grande roue est circulaire uniforme.
. 2 .
T = 10 minutes, donc @ = 77[ =% (rad / minute)

A=?:20(m)

ATlinstant t =0, x =0 et Vipox = -A ® sin (ot + @)
>Ao=-Awsin@
=singp=-1

= (p:-§+k2n

A T T
L’équation du mouvement de la grande roue : x = 20 cos (—t - —J

Quand la cabine de Minh est a la position la plus haute, la hauteur de Minh au sol est 42 m.

Ona: cos zt—Z =21
5 2

zz—z =arcos2,1+k2rx
5 2

=
Zz‘—z =-—arcos2,1+ k27
5 2

t= %arcos 2,1+ k27

t= —%arcos 2,1+ k27

On voit que, comme HS, cet ¢éleve s’efforce de trouver la formule algébrique. Cependant, il
commet des erreurs dans 1’utilisation des conditions initiales et des conditions de la position la
plus haute de la cabine dans le processus de construction des équations pour trouver ¢ et t. De

plus, I’équation trigonométrique cos (Et _Ej = 2,1 trouvée ne lui pose pas probléme.

Les réponses de certains ¢léves montrent clairement le regard local dans la considération du
probléme. Regardons la réponse de H45 :

H45 : Trois tours prennent 30 minutes, donc un tour prend 10 minutes.

On a 20 cabines, donc il faut mettre % = 0,5 minutes pour tourner a.

Minh est a la position la plus haute quand il est a la position « pic » de la grande roue.
C’est a I’instant 10 — 5.0,5 = 7,5 minutes.
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Cet ¢leve a compté le nombre de cabines sur la figure et il a considéré le mouvement circulaire
comme un mouvement rectiligne. Il ne s’intéresse pas a la donnée dans 1’énoncé qu’au début du
voyage, la cabine P est a la position la plus basse. Donc la position de la cabine P dans la figure
est considérée comme la position initiale.

Dans cette question, la répétition du phénomeéne n’est pas prise en compte chez 50 éléves avec la
réponse d’un seul instant t = 5 minutes. Notamment, 29 éléves (soit 13,5 %) ne répondent pas a
cette question (20 éléves laissent leurs papiers blancs et 9 ne réussirent pas). Pour ces derniers,
regardons les réponses suivantes :

H138 : Aux instants 2,5 minutes, 12,5 minutes et 22,5 minutes, Minh est a la position la plus
haute.

HS53 : L’amplitude d = 2A, donc A =20 m
T= ¥ =600 (s)

T= = = a)zz—ﬁzi (rad/s)
@ T 300

Donc, aux instants x = A cos [ﬁt - ﬂj , Minh est a la position la plus haute.

En ce qui concerne la question 4b, le modele C n’est pas tres utilisé. En effet, nous ne trouvons
I’apparition de ce modele que dans les papiers de réponse ou dans les brouillons des 82 éleves.
Cette figure apparait des la réponse a la question 4a ou dans les réponses aux questions 4b, 4d.
La grande roue est représentée par un cercle et dans la plupart des figures, le sol apparait sous la
forme d’une droite. La cabine de Minh est un point sur ce cercle.

................................

Figure 19. Figure de H45

Ceci montre que ces ¢léves peuvent construire la représentation géométrique du probléme de la
réalité abordé. Cependant, il n’y a que 45 éléves qui calculent les hauteurs grace a cette figure
(stratégie liée au modéele C). Parmi eux, 33 trouvent un résultat erroné ou ne terminent pas.

Par exemple, la résolution de H28 est la suivante :

. . 1 . . \
H28 : Aprés 2,5 minutes, la cabine tourne 2 tour = hauteur de la cabine au sol est égale a

celle du centre de la grande roue = h =22 m

. . : . 1
7 minutes =2 + 5 minutes = la cabine passe le point le plus haut et tourne 3 tour plus
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= hauteur de la cabine : 22 + sin (% —2?7[) =22 +sin %

t = 12 minutes, la cabine passe le point le plus bas et tourne sin18° = sin % = hauteur de la

cabine : (22 —20) + sin L —o4sin Z
10 10

t = 22 minutes, position de la cabine est la méme que celle a I’instant 12 minutes = hauteur

de la cabine = 2 + sin %

Quelques éleves construisent un seul segment ou une demi-droite avec un cercle qui représente
la projection du mouvement de la cabine sur une droite, comme par exemple :

.70 o 20

Figure 20. Figure de H10 et H17

A=Jom

Figure 21. Fiche-¢léve de H73

Le modele O (dans la stratégie 4bp) est le plus utilisé par 42 éléves. Ils s’efforcent de trouver la
formule de la fonction représentant la hauteur de la cabine de Minh (stratégie 4b4). Cependant, il
n’y a que 19 éleves qui établissent exactement la formule. Le reste commet des erreurs dans le
choix de la forme de la formule ou dans le processus de calcul. Donc bien que les ¢éléves
viennent d’étudier les oscillations harmoniques en physique, la construction de I’équation n’est
pas un travail facile pour eux. Ils font des erreurs dans les calculs comme c’est le cas de H187
dont nous avons étudié la réponse précédemment.

Considérons la production de H104. Aprés avoir construit la formule : 7 = 20 cos (ﬁt+7zj

pour trouver les instants auxquels la cabine se trouve au plus haute, H104 1’utilise pour répondre
a la question 4b :

H104 : t = 2,5 minutes = 150 secondes = A = 20 cos (ﬁ.ISO-I— 7[) =0
t =7 minutes = 420 secondes = A =20 cos (3—7(;0.420 + IZ') =6,18m

t = 12 minutes = 720 secondes = A = 20 cos (ﬁ.no + 7[} =-6,18 m
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t =22 minutes = 1320 secondes = A = 20 cos (%.1320 + 72'] =-6,18 m

Cette réponse confirme la pertinence de notre analyse a priori sur 1’influence du choix des
valeurs de la variable « Forme de la formule de la fonction représentant la hauteur ». En effet,
dans le manuel de physique, quand on étudie des oscillations harmoniques, les fonctions ont
toujours pour forme x = A cos (ot + ¢) (ou x = A sin (ot + ¢)). C’est pourquoi beaucoup
d’¢leves utilisent cette forme et oublient la position du centre de la grande roue au sol.

De plus, a partir de cette réponse, nous constatons que H104 ne retourne pas a la réalité pour
vérifier sa réponse. Bien qu’il puisse répondre a la question 4a (aux instants t = 5 minutes, t = 15
minutes et t = 25 minutes, la hauteur de la cabine est la plus haute h = 42 m), il ne reconnait pas
qu’a l’instant t = 2,5 minutes, la hauteur h ne peut pas étre nulle, c'est-a-dire il ne revient pas au
modele C. L’articulation entre le modéle O et le modele C n’est pas établie.

Notamment, méme les cas t = 12 minutes et t = 22 minutes, les hauteurs trouvées sont négatives.
Ce qui est contradictoire avec la réalité. Ici, la réalité est un environnement qui permet d’accepter
ou refuser la réponse. Cependant, cette référence semble ne pas étre prise en compte par cet
éleve.

I1 est intéressant de constater que plus d’un tiers des éleves (72 sur 200) utilisent les fonctions
linéaires pour calculer les hauteurs (autres stratégies qui n’utilisent ni le modele C ni le modele
0). Ce sont des fonctions représentant le rapport linéaire entre le temps et le diamétre du cercle
ou le temps et la hauteur de la cabine. Par exemple, regardons les réponses suivantes :

H17 : A I’'instant t = 5 minutes, la hauteur de la cabine de Minh au sol est 42 m
2,5 minutes :h= =22 m

7 minutes : h=42 — (% -42)=252m

12 minutes : h = % =16,8 m

22 minutes : h= % =16,8 m

H183 : Apreés 2,5 minutes, h = ? +2=22m

Apres 7 minutes, h = % +2=26m
\ . \ . 40.2
Apres 12 minutes = aprés 2 minutes, h = e +2=18m

Apres 22 minutes = apreés 12 minutes = apres 2 minutes, h =18 m

Dans ces réponses, la formule algébrique représentant la hauteur de la cabine en fonction du
temps est établie et utilisée implicitement (via la régle de trois). De plus, les fonctions linéaires
utilisées montrent que les ¢leves ont considéré le mouvement de la cabine comme rectiligne
uniforme.

En question 4c, on demande la construction d’une figure représentant la hauteur sans donner ni
formule, ni table de données et ni une partie du graphique, 150 éléves ne donnent pas de réponse.
Parmi 50 ¢éleves donnent la figure pour répondre a cette question, 46 construisent une sinusoide
et 4 construisent un cercle.
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Comme nous 1’avons cité ci-dessus, le modele C avec un cercle représentant la grande roue et
une droite représentant le sol est donné par 82 ¢léves. Ce modele est pour ces éléves une
illustration de 1’énoncé ou un outil pour trouver des réponses aux questions 4a et 4b. Mais il
n’est pas utilisé pour apprécier la hauteur de la cabine en fonction du temps comme la demande
dans 1’énoncé. C’est pourquoi ils construisent une sinusoide ou laissent leur papier blanc en
question 4c. Il n’y a que 4 éléves qui construisent un cercle dans cette question. Donc pour les
¢leves, le terme « figure » de 1’énoncé coincide avec le graphique de la fonction représentant la
hauteur. Ceci est aussi présent dans la question « Construire une figure... » des exercices 1 et 3.

Ce résultat montre aussi que ’articulation entre les deux modeles C et O n’est pas établie. En
effet, a partir du modele C, on peut passer au modele O comme le montre la figure de H18 :

AL LIPS T YR PR TR P PR N TSR Y T

— 1
TR TR YT TTITILT) EETT T T

Figure 22. Figure de H18

Cependant il n’y a que 46 éléves qui peuvent construire une sinusoide. Parmi eux, 15
commettent des erreurs sur la période ou sur les valeurs de la fonction. Par exemple, voici la
figure de H30 :

Figure 23. Figure de H30

Notons que cet ¢éléve a bien utilisé la stratégie liée au modele C en question 4b. De plus, il
reconnait le mouvement périodique de la cabine qui est présenté dans les introductions suivantes.

H30 : Le mouvement de la grande roue est une oscillation harmonique, donc le mouvement
de la cabine est périodique et est une sinusoide.

Donc cet €léve a bien articulé les deux modeles C et O. Cependant, le retour a la réalité¢ pour

vérifier sa réponse n’est pas fait. De manicre similaire, I’éléve H2 a utilisé la stratégie liée au
modele O pour répondre a la question 4b mais il donne la figure suivante pour la question 4c :
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Figure 24. Figure de H2

Par ailleurs, 13 éleéves ne donnent que la forme du graphique sans valeurs de la fonction, méme
s’ils ont trouvé quelques valeurs en question 4b. Ces figures semblent étre engendrées par
I’oscillation harmonique de la hauteur de la cabine. Elles ne répondent pas a la question
d’apprécier la hauteur pendant trois tours du voyage. Ceci est souligné dans la réponse de H107 :

Puisque aprés 10 minutes, P retourne a la position ancienne, donc P fait une oscillation
harmonique selon 1’équation x = A cos (wt+¢). Donc le graphique a pour la forme suivante :

Figure 25. Réponse de H107

Notons une remarque intéressante : 1’¢leve H69 a utilisé une autre stratégie pour répondre a la
question 4b, mais quand il rencontre la question de construire le graphique, il change de
stratégie. Il s’efforce de trouver la formule de la fonction relative h = 2 + 20 cos (0,2nt) et ne
réussit pas a construire la figure. Ceci confirme encore une fois la force de la formule algébrique
dans I’¢étude des fonctions au Viét Nam.

De méme que pour la question 4b, en question 4d, il n’y a que 19 éléves qui utilisent la stratégie
liée au mode¢le C. Parmi eux, 10 donnent un résultat erroné.

On voit notamment une forte diminution du nombre d’¢léves qui suivent la stratégie liée au
modele O (trouver la formule algébrique représentant la hauteur) pour résoudre la question 4d. Il
n’y a que 9 éléves contre 42 en question 4b. Le probléme est la résolution d’une inéquation pour
trouver les temps correspondant aux hauteurs données. En conséquence, 69% des éleves ne
donnent pas de réponse en question 4d.
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V.2.2.4. Difficultés scientifiques de I’activité de modélisation

Dans le tableau suivant, nous résumons les questions auxquelles nombreux €léves ne répondent
pas et nous interprétons les absences de réponses.

. Numéro | Réponse Nombre de Interprétation principale :
La question . . . . s
exercice | attendue | non-réponses difficulté a
. . exploiter le modéle O notamment en
1 Sinusoide 92/200 réduisant I’échelle de ’axe des abscisses
Construire
une figure 3 Sinusoide 144/200 re’connaltre et exploiter le modéle .O en
permettant... I’absence de formule et de graphique
»
4 C.ercleuou 150/200 articuler les deux modéles C et O
sinusoide
125 . \
2 . 120/200 articuler les deux modéles C et O
minutes
« Combien de
temps... » conclure une stratégie algébrique en
4 8 minutes 138/200 résolvant une inéquation
trigonométrique

Tableau 23. Les non réponses

La confrontation des deux modéles s’érige en obstacle a la mobilisation des outils
mathématiques que constituent les modeles. En effet, en plus des difficultés comme prendre des
informations de la réalité (ou du pseudo-concret) pour les placer dans le modéle mathématique
(spécifier le modele) ou comme replacer dans la réalité les résultats du travail mathématique
obtenus du mod¢le ou les rejeter, nous faisons 1’hypothése que la concurrence des deux modeles
oblige a des conversions entre registres et au réemploi dans I'un des modeles d’objets
mathématiques qui, institutionnellement, n’y sont pas présents.

En particulier, dans les exercices 2 et 4, nous constatons des difficultés a entrer dans le processus
de modélisation :

- par le choix, selon la question, de I’un des deux mod¢les C et O
- par la spécification du modéle choisi
- par ’articulation avec 1’autre modele

V.2.3. Conclusion

- La périodicité est comprise par les éléves comme une répétition, une régularit¢ dans un
mouvement circulaire ou dans une oscillation. Cependant, les propriétés périodiques des
phénomeénes ne sont pas pour les éléves des outils pour résoudre les problémes qui leur sont
proposés. Tout se passe comme si les €léves ne parvenaient pas a relier les phénomenes
périodiques aux modeles mathématiques, comme C et O, qui permettent de les étudier.

- Les deux modeles C et O sont per¢us mais la prédominance du regard local sur la co-variation

empéche leur articulation et leur exploitation comme on peut le voir dans I’exercice 4 du
questionnaire de I’enquéte.
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- Comme on pouvait le prévoir, I’entrée dans un processus de modélisation est difficile pour la
plupart des éléves. Bien que les éléves puissent en général déterminer un ensemble de variables
dépendantes, ils rencontrent des difficultés pour la construction d’un modéle mathématique
(phases 1 et 2 dans le schéma du processus de modélisation dans le chapitre 1). Notamment,
I’étape de validation semble étre absente dans les réponses de la plupart des éléves : une fois le
travail effectué au sein du modele mathématique (phase 3 dans le schéma du processus de
modélisation), ils sont incapables d’évaluer si les résultats obtenus sont adaptés ou non a la
réalité extra mathématique étudiée (phase 4 dans le schéma du processus de modélisation).
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CHAPITRE 4

INGENIERIE DIDACTIQUE

Introduction

Cette expérimentation a été congue en liaison avec le développement du projet MIRA intitulé
« Mod¢élisation mathématique de phénoménes variables dans l'enseignement a l'aide de la
géométrie dynamique » projet de recherche commun a deux équipes de recherche : 1’équipe
DIAM du Laboratoire d’Informatique de Grenoble de 1’Université Joseph Fourier et 1’équipe
DDM de I’Universit¢ Pédagogique d’Ho Chi Minh Ville au Viét Nam. Ce projet a débuté en
décembre 2009 avec le soutien financier de la région Rhone Alpes.

Une partie de ce qui suit reprend donc certaines analyses faites précédemment en équipe et
publiées dans Soury Lavergne (2010), Bessot (2010) et Birebent & Nguyen Thi (2010).
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Partie A. PRESENTATION DE L’INGENIERIE DIDACTIQUE

I. Les principaux choix de I’ingénierie didactique
I.1. Favoriser une modélisation intermédiaire géométrique

Le premier choix pour l’ingénierie est de mettre en place des conditions favorisant une
modélisation géométrique de la situation réelle proposée et ce, avec dévolution du choix des
variables de ce modéle. Le choix d’un modele de nature géométrique est un choix clef pour
I’apprentissage. En effet, le domaine géométrique facilite I’entrée dans le travail de modélisation
car il permet d’établir un fort lien sémantique avec la situation réelle choisie, la géométrie étant
un outil habituellement utilis¢é pour modéliser I’espace qui nous environne. De plus, la
modélisation par la géométrie d’un réel spatial est une activité pratiquée par les €leves depuis
I’école primaire (une fenétre ou une table représentée par un rectangle par exemple), méme si
cela reste le plus souvent implicite.

Dans notre ingénierie, nous construisons des situations didactiques qui permettent au modele C
de jouer le role de modele intermédiaire géométrique vers le modele fonctionnel O. En
conséquence, le phénomene réel choisi est un mouvement circulaire uniforme. Comme nous
I’avons montré dans I’enquéte épistémologique du chapitre 1, le mouvement circulaire uniforme
appelle un modéele géométrique tandis que 1’oscillation harmonique, dont 1’objet mathématique
central est une fonction, est attachée aux registres algébrique et graphique.

I.2. Travailler dans un environnement de géométrie dynamique

Les professeurs se trouvent démunis pour fabriquer des situations de modélisation absentes des
manuels et pour gérer de telles situations en classe. De plus, I’entrée dans le processus de
modélisation est reconnue comme difficile pour les éleves de I’enseignement secondaire.

L’enseignant se trouve donc face a une situation paradoxale : ou bien il n’aide pas les €leves, qui
se trouvent alors en situation d’échec ou il leur donne la solution toute faite, et les éléves n’ont
rien appris. En fait, la solution adoptée par I’enseignement est de proposer aux éléves les
modeles tous faits que sont les modeles C et O, le modele O étant imposé sans modélisation
intermédiaire avec le modele C (cf. ’analyse institutionnelle du chapitre 2).

Nous faisons I’hypothése (Hy) que D’établissement du modéle mathématique O peut
s’appuyer sur une modélisation géométrique intermédiaire attachée au modéle C dans un
environnement de géométrie dynamique.

En effet, un environnement de géométrie dynamique® a 1’avantage de donner les moyens aux
¢leves d’explorer le modele en le manipulant, le modifiant et en ayant acces aux effets de ces
modifications.

Dans un environnement de géométrie dynamique, la modélisation de grandeurs variables se fait
par la création de points qui se déplacent. Un point mobile peut modéliser différentes variables
possibles (distances, aires, temps). Ainsi, 1’établissement de ce mod¢le intermédiaire grace a la

» L’environnement choisi est celui du logiciel Cabri II Plus.
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géométrie dynamique permet de matérialiser les variables tout en laissant aux éleves la
responsabilité du choix des variables pertinentes dans la situation étudiée. La notion de point
pilotant un autre point, prémisse aux notions de variables indépendante et dépendante, peut alors
étre introduite. La manipulation du modéle dynamique objective le fait que certains objets,
essentiellement des points, sont libres dans leur déplacement alors que d’autres sont contraints et
ne se déplacent que par l’intermédiaire des premiers, de facon analogue aux variables
indépendantes et variables dépendantes des relations fonctionnelles. Enfin, une modélisation
géométrique intermédiaire conserve perceptivement la trace matérielle du phénoméne de
variation qui, en revanche, disparait dans le symbolisme algébrique, ultime étape du processus de
modélisation.

1.3. Passer d’une conception dynamique des fonctions a une conception statique

Les recherches passées distinguent deux aspects fondamentaux de la notion de fonction que I’on
peut repérer comme se succédant dans 1’histoire :

- la co-variation de deux grandeurs qui nécessite une modélisation en termes de variables
dépendantes et/ou indépendantes. Euler écrit en 1755 :

Si certaines quantités dépendent d’autres quantités de telle maniére que si les autres
changent, ces quantités changent aussi, alors on a I’habitude de nommer ces quantités
fonction de ces derniéres.

Nous parlerons de conception dynamique de la notion de fonction.

- la correspondance : une fonction associe un nombre unique a un nombre donné. Hankel (1870)
définit ainsi une fonction :

On dit que y est fonction de x si a chaque valeur de x d’un certain intervalle correspond une
valeur bien définie de y sans que cela exige pour autant que y soit défini pour tout
I’intervalle par la méme loi en fonction de x, ni méme que y soit défini par une expression
mathématique explicite de x. J’appellerai cette définition du nom de Dirichlet parce que cette
définition, qui a détroné toutes les conceptions plus anciennes est fondamentale dans ses
travaux sur les séries de Fourier. (Hankel (1870), p. 49)

Nous parlerons de conception statique de la notion de fonction.

La conception statique basée sur la correspondance s’est imposée dans 1’enseignement actuel,
obscurcissant les significations de variable et de fonction. Or, les notions de variable et de
dépendance (variable indépendante et variable dépendante) posent difficulté¢ aux éleves de
I’enseignement secondaire.

Les notions de variable et de dépendance ne prennent sens que dans des situations de
variation. Le seul moyen de s’apercevoir qu'une chose dépend d’une autre est de les faire
varier chacune & leur tour afin de constater quel effet a la variation mais tant et aussi
longtemps qu’il n’y aura pas de variation, il sera presque impossible de savoir s’il y a
dépendance. (René de Cotret, 1988)

Notre ingénierie consistera a introduire d’abord une conception dynamique des fonctions qui

passe par ’asymétrie des variables opérable dans I’environnement de géométrie dynamique : une
variable indépendante et une variable dépendante. Elle aboutira ensuite a la mobilisation d’une
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conception statique de la notion de fonction, conception conforme aux attentes de 1’institution
scolaire.

I.4. Se centrer sur la modélisation de phénoménes périodiques

Dans notre travail de thése, nous nous intéressons essentiellement a la modélisation de
phénomenes périodiques (cf. I’enquéte épistémologique dans le chapitre 1).

Ce choix a pour conséquence d’introduire dans la situation la question de la modélisation du
temps. C’est un des enjeux de I’ingénierie : amener les ¢éléves a construire le temps dans le
mode¢le. L environnement de géométrie dynamique va donner lieu a différentes modélisations du
temps, le temps discret et le temps continu.

L.5. Un probléme de la périodicité : celui de la coincidence de deux phénoménes périodiques

Considérons le probléme qui consiste a déterminer la période inconnue d’un phénomene
périodique par comparaison avec celle d’un autre phénomene de période connue. Ce probleme
est soulevé par les géophysiciens qui cherchent a déterminer la période d’un pendule avec
précision pour mesurer la valeur absolue de I’accélération de la pesanteur.

En théorie, pour mesurer la période, la méthode la plus naturelle consisterait a mesurer
directement la durée t d’un nombre n d’oscillations aussi grande que possible. La période est
calculée par T = t/n. Mais certaines études critiques montrent que la précision obtenues pour T
est tres insuffisante.

Voici une méthode bien supérieure pour déterminer la période. Elle consiste a faire osciller le
pendule dans un plan vertical voisin du plan vertical d’oscillation du balancier d’une horloge
astronomique, qui, véritable étalon de temps, bat exactement la seconde (période exacte Ty = 2
secondes).

On constate que le pendule et le balancier témoin passent, ensemble et dans le méme sens,
devant un repere, a une certaine date ; ils sont alors en coincidence. Puis Tp étant, par exemple,
un peu inférieure a Ty, le pendule prend de I’avance et ne se retrouve en coincidence que
lorsqu’il a effectu¢ une oscillation de plus que le balancier. Les coincidences successives sont
séparées par une durée 0 telle que :

0=nTy=(n+1) Tp, (nest le nombre d’oscillations de 1’horloge)
A partir de la deuxieme égalité, on an = Tp/ (Ty — Tp).
Donc 0 = TP.TH / (TH — Tp)
Donc 1/0=1/Tp — 1/Ty.
La durée 0, qui peut étre de quelques dizaines de minutes, est susceptible d’une mesure tres
précise, car elle est donnée directement par I’horloge astronomique. De plus, parce que Ty est

¢gal a 2 secondes, on peut déduire Tp.

La mesure précise de la période permet de calculer la valeur de 1’accélération de la pesanteur g.
En effet, pour un pendule simple, la formule donnant la période est la suivante :
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Selon Pouillet (1836), cette méthode atteint une extréme précision.

La mesure absolue de I’accélération de la pesanteur doit €tre d’une trés grande précision, car les
résultats permettent de poursuivre les recherches sur la Physique du Globe et servent de
références pour les mesures relatives ou les déterminations de petites variations de g, précieuses
notamment dans la prospection du sous-sol.

Cette méthode est appelée méthode des coincidences. Selon Frangois (1910), la méthode des
coincidences a ¢€t¢ inventée par Mayran et ce dernier ’employa sous une forme peu précise par
les observations des concours quand les pendules étaient a 1I’extrémité de leur course. Borda et
Cassini, dans leurs observations faites a Paris en 1792 donnérent selon lui a la méthode sa forme
moderne.

Dans cette méthode, la manipulation de la périodicité est centrale. Il est nécessaire d’opérer sur
les périodes et de formaliser la périodicité numériquement, graphiquement ou algébriquement.

L’application de la méthode des coincidences permet de comparer deux phénomenes périodiques
avec précision, par exemple, les marches de deux horloges astronomiques. De plus, elle réalise
une sorte de vernier du temps comme 1’écrit Turpain (1913) :

La méthode des coincidences, qui permet de déduire la détermination de 1’audition
simultanée des tops radiotélégraphique et des battements du chronomeétre a comparer, réalise,
a vrai dire, une sorte de vernier du temps, vernier pour les secondes.

Enfin, cette méthode donne aussi des intéréts dans 1’étude de la physique nucléaire (cf. la these
de Diallot, 1993).

Outre la méthode des coincidences, en physique, il existe aussi une autre méthode permettant de
déterminer la fréquence, donc la période d’un phénomeéne. Elle permet aussi de comparer entre
elles les durées de vibration de deux diapasons ou de deux pendules. C’est la méthode de
stroboscopie.

Un stroboscope est une source de lumiére intermittente. Par un dispositif mécanique ou
¢lectronique, on produit une alternance de phases lumineuses (flashs) et de phases obscures. Ses
degrés de liberté (ou parametres) sont l'intensité de chaque flash, la durée du flash et la période
entre deux flashs.

Un stroboscope permet d'observer des phénomeénes périodiques dont la fréquence est trop élevée
pour I’ceil qui ne percoit pas la discontinuité : 1/1 seconde, saccades ; 1/24, film continu.

Notamment, un stroboscope ¢étalonné permet de mesurer la fréquence du phénoméne périodique
examiné. En effet, si on éclaire a la fréquence N’ un phénomeéne de fréquence inconnue N, on
obtient, pour le ralenti direct la fréquence n, = N — N’. Si n, est faible, elle peut étre mesurée
directement avec une bonne précision. N’ étant connu, on en déduit N. On peut d’ailleurs,
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habituellement, ajuster ensuite N’ pour réaliser 1’apparence d’immobilité ; dans ce cas, on a
exactement N =N’ ou N =p. N’ (p entier).

Dans notre ingénierie, nous n’avons pas choisi de poser aux ¢éléves le probléme de coincidence
qui donne lieu a la méthode des coincidences ou a la méthode des stroboscopies. Notre choix a
¢été de prendre deux phénomenes qui sont déja reconnus comme périodiques et pour lesquels on
cherche des coincidences. Pour cela, il est nécessaire de formaliser et d’utiliser la périodicité.
Avec ce choix, nous rencontrons les deux questions suivantes comme les pose Bichat
(1874) quand il discute sur la méthode des coincidences :

- Si on admet qu’il y ait une premiére coincidence, il y en a une infinité d’autres ?
- A quelles conditions cette premiere coincidence peut s’effectuer ?
(Bichat (1874), p. 369)

I.6. Prendre en compte les contraintes des institutions d’enseignement, francaises et
vietnamiennes

Nous avons tenu a prendre en compte les contraintes mises en évidence par [’analyse
institutionnelle (cf. chapitre 2) pour rendre possible une utilisation ultérieure dans
I’enseignement des situations de I’ingénierie produite. Par ailleurs, la confrontation des
fonctionnements de deux institutions est un outil méthodologique qui agit comme révélateur des
implicites de chacune des institutions. Ainsi, la conception d’une ingénierie compatible pour la
France et le Viét Nam nous permet de mieux comprendre les contraintes de fonctionnement de
chaque institution scolaire et également d’envisager d’autres choix possibles.

Compte tenu des curricula de physique et de mathématique au Viét Nam, nous avons décid¢ de
concevoir et d’expérimenter I’ingénierie didactique en début de classe 12 (classe terminale en
France). En effet, nous voulons que les modeles C et O puissent étre mobilisés par les éléves
avec leurs différents registres.

I.7. Une situation de départ issue de problemes habituels

Nous avons repris une idée de Burgermeister (2009), celle de modifier des énoncés de problemes
scolaires, représentatifs d’un certain rapport institutionnel a la modélisation, pour construire des
situations permettant de transférer aux ¢éleves une part de responsabilité dans le processus de
modélisation. C’est par ailleurs une pratique répandue chez les enseignants de partir d’un énoncé
issu d’un manuel ou d’une base d’exercices pour 1’adapter a leur classe et au contexte
d’enseignement. Nous avons repris cette idée et choisi 1’énoncé de la noria qui est 1'un des
exercices proposés dans le questionnaire, ce qui nous permettra de nous référer aux réponses des
¢léves a ce questionnaire.

Voici de nouveau I’énoncé initial dans le manuel vietnamien :
Une noria a un rayon de 2,5m et son axe de rotation est distant de la surface de I’eau de 2m

(figure 1.24). Quand elle tourne régulieérement, la distance h (meétre) a la surface de 1’eau
d’un seau associé¢ a un point A de la noria est calculée par la formule : h = | y| ony=2+2,5

o[of )

x est le temps en minute de rotation de la noria (x > 0) ; y > 0 quand la noria est au dessus de
la surface de I’eau et y < 0 quand elle est au dessous.
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Les modeles géométrique (figure 1.24) et algébrique (y =2+ 2, 5 sin[Zﬂ(x —%ﬂ) ne sont pas

construits mais sont donnés tout faits, de plus le recours au modéle géométrique n’est pas attendu
institutionnellement pour répondre aux questions : c’est une simple illustration. Cet exercice fait
rentrer 1’éléve dans le contrat didactique de la résolution d’équations trigonométriques (cf.

Hinh 1.24

a) Quand le seau est-il a la position la plus basse ?

b) Quand est-il a la position la plus haute ?

¢) Quand est-il distant de la surface de I’eau de 2 m pour la premiére fois ?
(Manuel mathématique de classe 11, ensemble avancé, p. 32)

’analyse institutionnelle du chapitre 2).

Voici maintenant I’énoncé de la grande roue (ou du manége) obtenu par transformation de

I’énoncé de la noria pour 1’adapter aux contrats institutionnels des deux pays :

A partir de cet énoncé, sous sa double forme, nous avons congu pour I’ingénierie didactique une
situation initiale qui évoque un réel a modéliser pour résoudre un probléme de la périodicité,

Dans P’institution vietnamienne

Un parc d’attraction de Ho Chi Minh ville
posséde une grande roue de 40 m de diamétre
dont I’axe de rotation est situé¢ a 22 m du sol
(figure 1). Au début du voyage, Minh s’assoit
dans une cabine.

e ]
2 L]

Quand la roue tourne régulicrement dans le
méme sens, la distance y (métre) au sol de la
cabine de Minh, associé au point P, est calculé
par la formule :
y = 22 — 20 cos mx/5 ou x est le temps en
minute de rotation du manége.
a) A quel instant Minh est-il a la position la
plus basse ?
b) A quel instant est-il a la position la plus
haute ?

¢) Quand est-il distant du sol de 23 m pour la
premicre fois ?

Dans Pinstitution francaise

Un parc d’attraction de Ho Chi Minh ville
posséde une grande roue de 40 m de diamétre
dont I’axe de rotation est situé a 22 m du sol.
Au début du voyage, Minh s’assoit dans une
cabine.

Quand la roue tourne réguliérement dans le
méme sens, la distance h (métre) au sol de la
cabine de Minh, est calculée par la formule :
h(t) = 22 — 20 cos 7t/5 ou t est le temps en
minute de rotation du manége.

1) Quelle est la période T de la fonction : t
— h(t) ?

2) Quelle est la valeur maximale de h? sa
valeur minimale ?

3) A I’instant t = 3 min, quelle est la distance
au sol de la cabine de Minh ?

4) Représenter la fonction h dans un repére
orthogonal, ou 1’on prendra pour unités : 1 cm
pour 1 min en abscisses ; 1 cm pour 5 m en
ordonnée.

celui de la coincidence de deux phénomeénes périodiques.

Le probléme choisi permet de générer, par des choix de variables, des connaissances liées a la

périodicité comme nous le montrerons dans 1’analyse de la séance 2.
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I1. Contraintes et ressources instrumentales de la géométrie dynamique

Le choix de concevoir notre ingénierie didactique dans un environnement de géométrie
dynamique nous a conduits a faire des choix de variables pour les taches instrumentées et a
prendre en compte les contraintes du logiciel utilisé. Nous nous basons sur 1’approche
instrumentale pour analyser les situations de notre ingénierie ou le logiciel Cabri II Plus est
considéré comme un artefact.

I1.1. Eléments d’analyse instrumentale

L’approche instrumentale est I’un des cadres théoriques développé par plusieurs chercheurs en
didactique des mathématiques (Rabardel, 1995, Guin & Trouche 2002, Trouche, 2007),
notamment dans I’étude des problémes d’intégration des TICE. Cette approche issue des travaux
de Vygotsky (1934) situe tout processus d’apprentissage dans un monde de culture ou les
instruments jouent un role essentiel.

Selon Rabardel (1995) et Trouche (2007), le point de départ essentiel de cette approche est la
distinction entre artefact et instrument. Le mot artefact d’aprés eux a le sens d’objet crée par
I’homme pour assister sa propre activité : un marteau, un compas ou une calculatrice sont des
artefacts. Un instrument n’existe pas en soi : un artefact devient un instrument quand un sujet a

pu se ’approprier pour lui-méme et 1’a intégré dans sa propre activité. Comme 1’écrit Trouche
(Ibid.) :

Un instrument est ainsi une entité mixte, constituée de 1’artefact (ou d’une partie de I’artefact
mobilisée par I’individu) et d’une composante psychologique, les schémes. Le processus de
construction de cet instrument, appelé genése instrumentale, est complexe, il nécessite du
temps et dépend des caractéristiques de 1’outil (ses potentialités et ses contraintes) et de
’activité du sujet, de ses connaissances et de ses modes de travail.

(Trouche (Ibid.), p. 23-24)

Notons qu’un schéme ici est considéré comme « une organisation invariante de 1’activité pour
une classe de situations donnée » (Vergnaud, 1990). Un schéme a trois fonctions :

- Une fonction pragmatique : il permet au sujet de réaliser une tache
- Une fonction heuristique : il permet au sujet d’anticiper et de planifier son activité
- Une fonction épistémique : il permet au sujet de comprendre ce qu’il fait.

Selon Trouche (Ibid.) et d’aprés Rabardel (Ibid.), les genéses instrumentales sont constituées a la
fois du processus d’instrumentalisation et d’instrumentation. Le processus d’instrumentation est
tourné vers le sujet, alors que le processus d’instrumentalisation est orienté vers la composante
artefactuelle de I’instrument.

- L’instrumentation :
C’est le processus par lequel 1’artefact conditionne 1’action de 1’usager.
Pour analyser ces processus, il est nécessaire d’étudier les contraintes et les potentialités d’un
artefact, relativement a un certain type de taches. Il y a plusieurs types de contraintes (Guin &

Trouche, 2002) :

+ Des contraintes internes liées a la nature des matériels (processeur, pixel de I’écran, etc.) ;
+ Des contraintes de commande liées a la disponibilité et a la syntaxe des commandes ;
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+ Des contraintes d’organisation, liées a la disposition du clavier, de 1’écran et a I’ergonomie
générale de I’artefact.

Comment initier les éléves le plus rapidement possible au logiciel de manic¢re qu’ils puissent le
maitriser suffisamment et pour qu’il devienne économique dans le travail de I’¢éleve ?

Une situation d’initiation permet de développer le processus d’instrumentation. Selon Assude &
Grugeon (2003), plusieurs choix doivent étre faits dans les séances d’initiation a un logiciel de
géométrie dynamique :

— mise en contact des éléves avec le maximum de fonctionnalités (pas de mesure) mais d’une
fagon organisée

— pas d’objets mathématiques nouveaux

— les éléves (en individuel ou en bindome) doivent expérimenter, observer et analyser les
rétroactions logicielles, confronter leurs points de vue et écrire des remarques pendant le
travail sur logiciel

— institutionnalisation de connaissances instrumentales liées aux logiciels :

- nécessité d’expliciter et de sélectionner les arguments nécessaires a la construction des
objets géométriques,

- nécessité d’indiquer le statut des points (point libre, point sur objet, point « fixe »), la
permanence des propriétés par déformation pour valider une construction.

(Assude & Grugeon, 2003)

- L’instrumentalisation :

C’est le processus par lequel I'usager met I’artefact « & sa main » avec ses connaissances et ses
modes de travail.

Ainsi les processus d’instrumentalisation sont des processus de différentiation des artefacts eux-
mémes, qui peuvent passer par différents stades : un stade de découverte et de sélection des
fonctionnalités jugées pertinentes, un stade de personnalisation (I’usager met I’artefact a sa
main), un stade de transformation de 1’outil, parfois dans des directions non prévues par le
concepteur.

Ces deux processus sont combinés par la genése instrumentale comme le montre le schéma
proposé par Trouche (2007) :

Un artefact Un individu
= i
k=] Ses contraintes, Ses connaissances,
S ses possibilités ses modes de travail
o .S
Eg —_—
g o a Instrumentation
Es¢ >
% 85 Instrumentalisation
£E =0T
w
3 o5 {
e &8
3 < = Un instrument pour réaliser un type de taches
Une partie de I'artefact + des schémes

La genése instrumentale, comme combinaison de deux processus (Trouche (Ibid.), p. 25)

194 Chapitre 4 : Ingénierie didactique



L’intérét des artefacts informatiques est souligné par Trouche (Ibid.) comme suit :

Plus de registres disponibles et plus de résultats obtenus plus rapidement, la coordination et
le contrdle, par leurs utilisateurs, des artefacts informatiques du travail mathématique
apparaissent ainsi plus nécessaires que pour les artefacts « traditionnels ». (Ibid., p. 21)

Dans notre travail de théese, le logiciel de géométrie dynamique est Cabri II plus. 11 est utilisé
pour favoriser la modélisation de phénomenes périodiques chez les €léves. Dans le cadre de
I’approche instrumentale, nous nous intéressons aux geneses instrumentales de certains outils de
I’environnement de géométrie dynamique Cabri et a la maniére dont ces geneses articulent
I’appropriation de I’artefact et la construction de connaissances mathématiques.

Le logiciel Cabri est présent dans plusieurs travaux pour construire des séquences
d’enseignement des notions relatives a la fonction (Falcade, 2007 ; Khalloufi Mouha, 2009 ;
Restrepo, 2008). Dans ces travaux, les auteurs ont étudié le fonctionnement en tant
qu’instruments de Médiation Sémiotique** de certains outils de Cabri comme « Déplacement »,
« Macro », « Report de mesure » et « Trace ».

Dans notre travail de thése, nous nous intéressons essenticllement aux deux outils
« Déplacement » et « Report de mesure ». En nous appuyant sur les travaux de these cités ci-
dessus, nous pouvons caractériser certains schémes d’utilisation susceptibles d’étre construits par
les ¢éleves lors de la genese instrumentale, ainsi que les contraintes de [’utilisation de ces
artefacts. Cela nous permettra d’anticiper les stratégies et les comportements des ¢leves lors de la
résolution des problémes proposées.

I1.2. Le déplacement

Le déplacement constitue un élément essentiel de la géométrie dynamique, nous permettant
de passer d’une géométrie statique dans laquelle les objets sur lesquels on travaille sont des
dessins dans des configurations particuliéres, a une géométrie dynamique dans laquelle les
constructions conservent les propriétés géométriques au cours du mouvement.

(Restrepo (2008), p. 12)

Dans Cabri, le déplacement des objets de base (points, droites, cercles, etc.) peut étre effectué
par artefact « Pointer ». Selon trois types de points dans Cabri : le point libre qui peut se
déplacer partout ; le point sur objet, qui ne se déplace que sur I’objet (segment, droite, cercle) ; le
point non attrapable, qui ne peut pas étre attrapé et déplacé directement mais qui dépend d’un
autre point (point d’intersection, milieu), Khalloufi Mouha (2009) a repéré les trois schémes
d’utilisation du déplacement suivants :

- Déplacement 1 : le geste associé a ce schéme consiste a déplacer un point libre ayant deux
degrés de liberté. Cela exige de 1’éleve I’identification du point qu’il faut déplacer et le
déplacement qui peut avoir lieu en une petite zone de 1’écran ou sur tout 1’écran.

24 En se fondant principalement sur les travaux en psychologie cognitive développés par Vygotsky, la Théorie de
la médiation sémiotique se présente comme un paradigme a spécifique vocation didactique, visant & une
implémentation, dans 1’enseignement - apprentissage des mathématiques, des concepts principaux élaborés par le
psychologue russe, notamment celui de la médiation sémiotique. Ce cadre théorique a été¢ développée a partir des
années quatre-vingt en particulier par Maria Grazia Bartolini Bussi et Maria Alessandra Mariotti. » (Falcade, 2006).
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- Déplacement 2 : le geste associé a ce scheme est 1’action qui consiste a déplacer un point
sur un objet c'est-a-dire un point ayant un seul degré de liberté, comme par exemple déplacer
un point M sur le cercle trigonométrique. L’invariant opératoire correspondant a ce schéme
consiste a I’identification du point a déplacer, dans 1’objectif de repérer des invariants.

- Déplacement 3 : déplacer un point construit n’ayant aucun degré de liberté. Ces points sont
des points qu’on ne déplace qu'au moyen du déplacement d’un autre point qui en dépend.
L’utilisation de ce schéme nécessite de 1’¢léve 1’identification du point a déplacer, du point
libre dont il dépend et de la relation de dépendance entre les deux points.

(Khalloufi Mouha (2009), p. 81-82)

Dans notre ingénierie, nous nous intéressons au « Déplacement 3 », celui du point non attrapable.

e 1el, L, e . 2 . . ‘ p A
Les potentialités sémiotiques > de cet outil sont aussi présentées par ce méme auteur comme
suit :

- L’utilisation de 1’outil « déplacement » permet de mettre en évidence la relation entre deux
mouvements : le mouvement de I’élément de base et le mouvement de 1’élément construit, ce
qui permet d’introduire 1’idée de relation de dépendance fonctionnelle.

- L’utilisation de 1’outil « déplacement » permet également d’évoquer de facon implicite la
variation dans le temps. Cela permet alors de définir une relation de dépendance entre
I’espace et le temps en extériorisant la variation de la position en fonction du temps.

- L’utilisation du « Déplacement 1 » peut favoriser la construction chez les éléves, du
signifi¢ de la variable indépendante représentée par le point libre.

- L’utilisation du schéme « Déplacement 2 » peut favoriser la construction du signifié relatif
a la notion de domaine puisque ce schéme consiste a déplacer un point sur un objet.

- La perception des contraintes a proposer dans la situation, a travers les degrés de liberté des
points manipulés, peut favoriser chez les ¢éléves la construction de signifiés relatifs a la
notion de relation de dépendance fonctionnelle ainsi que la distinction entre la variable
indépendante et la variable dépendante (le role asymétrique entre la variable indépendante et
la variable dépendante). (Ibid., p. 83)

Reprenons la deuxiéme potentialité relative a la variation dans le temps. On peut s’interroger sur
cette filiation directe entre la mobilit¢ du point déplacé et le temps pour le déplacer. On se
rappelle 1’analyse développée par Krysinska, Mercier & Schneider (2009) que la variable
« temps » outrepasserait sa fonction de représentation du temps pour prendre en charge
I’appréhension de tout phénomene de variation.

Le temps considéré dans la citation n’est pas le temps de la physique mais le temps de
I’observation — action. Ce qui laisse ouvert le probleme de créer une variable représentant le
temps de la physique.

Dan le travail de Restrepo (2008), I’auteur a considéré le déplacement comme rétroaction du
milieu du point de vue de la Théorie de Situations Didactiques. Dans Cabri, le déplacement
permet au sujet d’obtenir des rétroactions au cours de son activité. Lors d’une tache de
construction, le déplacement peut apporter, entre autres, des rétroactions pour invalider les
constructions erronées :

L’évolution des procédures des éléves est due, comme prévue, en grande partie au
déplacement.
On a pu distinguer deux fonctions du déplacement dans cette évolution :

BCest «le role potentiel de médiation sémiotique que cet instrument peut exercer relativement au contenu
mathématique visé ». (Khalloufi Mouha, 2009).

196 Chapitre 4 : Ingénierie didactique



- il disqualifie les procédures au jugé (regroupant ce qu’on appelle les usages au jugé et ceux
mettant en jeu ou combinés avec des primitives géométriques), ce qui entraine les éléves a
analyser le dysfonctionnement du Cabri-dessin et a le modifier en conséquence ;

- il met visuellement en évidence des invariants géométriques et suscite ainsi la rectification
de procédures erronées.

(Laborde et Capponi 1994, p. 194, cité par Restrepo (2008), p. 15)

- Déplacement pour valider une construction (dragging test) : déplacer tous les points
déplagables d’une construction pour voir si celle-ci conserve les propriétés apparentes a
I’état initial. Si c’est le cas, alors la construction est validée ; dans le cas contraire, elle est
invalidée, la construction n’avait pas été construite selon les propriétés géométriques
demandées [...].

- Déplacement pour invalider une construction : déplacer les points de base d’une
construction pour trouver une position permettant de 1’invalider [...].

- Déplacement pour valider une conjecture/propriété : déplacer les points de base d’une
construction pour tester la validité d’une conjecture ou d’une propriété, faite par 1’éléve a
partir de I’observation des invariants de la figure, ou bien qui a été¢ donnée a 1’éléve. La
conjecture/propriété est invalidée si I’on trouve une position dans laquelle elle n’est plus
réalisée, cependant si 1’on ne trouve pas de contre-exemple, elle doit étre démontrée.
(Restrepo (Ibid.), p. 44)

Nous reprenons a notre compte une hypothese de travail formulée par Restrepo (ibid.) :

Hypothése de travail : La géométrie dynamique offre un milieu potentiellement riche en
rétroactions qui peut permettre a 1’éléve d’invalider les stratégies erronées et d’étre soutenu
dans la recherche d’une stratégie gagnante. (Ibid., p. 16)

I1.3. Le report de mesure

Concretement, le déplacement permet de valider ou invalider une construction ou une conjecture
/ propriété comme le montre Restrepo (Ibid.) :

Les rétroactions obtenues grace au déplacement permettent non seulement d’invalider les
stratégies erronées des €éleves mais aussi de les faire évoluer.

La commande « Report de mesure » dans Cabri permet de reporter une mesure sur un objet

géométrique.

Report de mesure sur un vecteur
Report de mesure sur une demi-droite
Report de mesure sur un polygone
Report de mesure sur un cercle

- Report 2 : il consiste a reporter un nombre sur une demi-droite. Cela nécessite de la part de
I’¢léve I’identification de la demi-droite et de reconnaitre que le report se fait a partir de
I’origine.

- Report 4 : il consiste & reporter un nombre sur un cercle. L’utilisation de ce schéme
nécessite 1’identification de 1’origine ainsi que 1’identification d’un sens de I’orientation.
Cette idée de l’orientation est évidente dans le schéme Report 2, puisque le sens est
déterminé par la demi-droite alors que dans le cas du cercle, deux orientations sont possibles.
(Khalloufi Mouha (2009), p. 87)
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deux schémes correspondants identifiés par Khalloufi Mouha (2009) sont les suivants :
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Il y a une rupture entre la mesure linéaire sur une droite et la mesure « arc » sur un cercle dans le
passage du schéme Report 2 au schéme Report 4. Nous analyserons des contraintes de la
commande « report de mesure » liées a la disponibilité et a la syntaxe de cette commande dans la
partie suivante pour éclairer cette rupture.

La commande « report de mesure » permet de construire un point a une distance spécifié¢e. Pour
mettre le point sur un objet linéaire orienté (un vecteur, une demi-droite) ou sur un polygone, on
sélectionne un nombre puis ces objets. Le report de mesure se fait a partir de 1’origine de cet
objet qui est évidemment déterminée. La mesure reportée est la mesure du segment construit par
le point obtenu et 1’origine de la demi-droite. On parle du report de mesure « linéaire ».

Pour des objets linéaires non orientés comme pour un segment ou une droite, son origine n’est
pas déterminée. On ne peut pas utiliser la commande « report de mesure » pour reporter
directement une mesure sur une droite a partir d’un point O choisi parce que sur cette droite deux
directions sont possibles. Donc pour reporter une mesure sur une droite, soit il faut construire
une demi-droite intermédiaire, c'est-a-dire construire une demi-droite d’origine O sur la droite et
reporter la mesure sur cette demi-droite, soit il faut utiliser la commande « Compas» en
sélectionnant ce nombre et un point d’origine. Le segment construit par le point d’origine et le
point d’intersection du cercle et de I’objet linéaire a une longueur égale a la mesure reportée.

Il y a donc concurrence dans le cas du report de mesure « linéaire » entre ’utilisation de la
commande « Compas » et de la commande « Report de mesure ».

Pour reporter une mesure sur un cercle, il faut d’abord construire un point d’origine sur le cercle.
Donc a la différence du cas de la demi-droite, pour placer un point sur un cercle, on doit
sélectionner un nombre, le cercle et un point sur le cercle. Le choix de ce point d’origine est
obligatoire dans le report de mesure sur un cercle. Le report de mesure se fait a partir de 1’origine
et dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre. La longueur de 1’arc construit par le point
d’origine et le point obtenu est la mesure reportée. Nous parlerons du report de mesure « arc ».

Le report de mesure « arc» par la commande « Compas » n’est pas possible puisque cette
commande reporte toujours la corde qui sous-tend 1’arc.

Voici les potentialités sémiotiques de 1’outil « report de mesure », présentées par Khalloufi
Mouha (2009) :

- L’utilisation de I’outil « report de mesure » par 1’enseignant pourrait amener les éléves a
faire le lien entre les cadres numérique et géométrique puisque cet outil permet de construire
un objet géométrique a partir d’'un nombre [...].

- L’outil report de mesure permet aux éleéves, s’il est associé au déplacement, de se rendre
compte de la relation de dépendance. En effet, le déplacement permet la variation de la
mesure et par la suite la variation du point reporté sur I’objet géométrique [...].

- L’outil « report de mesure » peut &tre utilisé €galement pour amener les éléves a faire le
lien entre le cadre de la géométrie analytique et le cadre fonctionnel et cela a travers
I’utilisation de la représentation graphique des fonctions trigonométriques. En effet, ¢’est
grace a I’outil « report de mesure » qu’il est possible de reporter la variable indépendante sur
I’axe des abscisses ainsi que la variable dépendante sur ’axe des ordonnées.

(Ibid., p. 88)

Dans notre travail, nous nous intéressons particulicrement a la deuxiéme et la troisiéme
potentialit¢ du report de mesure dans la construction du modele intermédiaire M et dans le
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passage de ce modele au modele fonctionnel O. Cet outil est utilisé pour représenter la variable
indépendante qui est le temps sur I’axe des abscisses.

II1. Processus de conception de I’ingénierie didactique

Dans cette partie, nous présentons brievement les aspects les plus notables du processus de
conception de I’ingénierie pour le projet MIRA et pour notre travail de these.

Nous avons mis en place un processus de conception itératif. Nous entendons par 1a que nous
avons procédé a des expérimentations d’états successifs de I’ingénierie afin de pouvoir améliorer
et compléter la succession des situations qui la constituent. Au cours de I’année 2009 a 2010,
nous avons ainsi pu réaliser trois expérimentations, deux au Viét Nam et une en France. Les
analyses effectuées a l’issue de chaque expérimentation nous ont conduits a améliorer les
situations testées. Nous détaillons ci-dessous les principales évolutions des différentes phases de
I’ingénierie.

II1.1. Expérimentation 1 au Viét Nam (décembre 2009)

Test des situations 1 et 2 en classe 10.
Voici la version de I’ingénierie utilisée dans cette expérimentation.

Situation 1

Un parc d’attractions de Ho Chi Minh ville posséde une grande rous. Au début du voyage, Mimh
3’23301t dans une cabime. Ci-zprés la photo d e grands rous.

* Photo d*une grande rous

Consigne :

Construire dans Cazbri une figure géomeétrique représentant le manége et la cebine de Mimh de
facon & ce que le déplacement du point P « Pilote » permette le mouvement de la cabine du
manége.

A lowverture de Cabri ily a a 'dcran un point P placé sur une demi-droiie

Situation 2

Mmh fzit i voyage de 3 towrs qui dure 13 minutes @ pouvez-vous fzire em sort2 que le
mouvement dela cabine fasse 3 tours en 15 min en jouant sur les éléments de votrs figure 7

Figure 26. Les situations dans I’expérimentation 1
Cette premicre expérimentation a eu lieu au lycée Truong Chinh a Ho Chi Minh ville. Elle a duré
2 heures et a été réalisée aupres de 14 éléves de la classe 10A1. Cette classe est constituée d’une

sélection de « bons éléves ».

L’enseignante était Nguyen Thi Nga et deux observateurs étaient présents, Le Thai Bao Thien
Trung et Trinh Duy Trong.
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Les ¢leéves ne connaissant pas Cabri, I’enseignant a dii présenter brievement le fonctionnement
du logiciel Cabri avant de commencer la situation 1. Les éleves avaient des difficultés pour
comprendre les consignes des deux situations. L enseignant a dii expliquer plus précisément : ce
que signifie «le déplacement du point P « pilote » permet le mouvement de la cabine du
manege ? », comment montrer que je peux résoudre la situation 2 ?

Les principales modifications de l’'ingénierie et questions apres la premiere expérimentation
- Une séance d’initiation

La nécessité d’une séance d’initiation a Cabri est apparue clairement, la situation 1 ne pouvant
pas jouer simultanément le rdle de séance d’initiation et de premiere situation de I’ingénierie
(construction du modéle intermédiaire). L’objectif de la séance d’initiation est d’initier une
genese instrumentale minimale des outils Cabri nécessaires aux situations de I’ingénierie. Ce
sont les suivants : point, droite, segment, demi-droite, droite perpendiculaire, droite paralléle,
cercle, compas, calculatrice, distance ou longueur, report de mesure.

L’enjeu principal de D’initiation est de rendre disponible 1’outil report de mesure mais sans
insister spécialement dessus pour éviter un effet de contrat didactique.

Durant cette séance d’initiation, 1’institutionnalisation doit porter sur le déplacement des points
dans Cabri et en particulier montrer, sur un exemple, que des points « pilotent » le déplacement
d’autres points. Le mot point « pilote » désignera alors un point libre qui entraine le déplacement
d’un autre point : « Le point M pilote le déplacement du point M’ ».

Ainsi, nous faisons hypotheése que la consigne de la situation 1 (Construire a I’écran une figure
géométrique représentant le manege et la cabine de M de fagon a ce que le déplacement du point
P pilote le mouvement de la cabine de M) sera plus facilement comprise.

- Dans la situation 2, seconde version, a I’ouverture de la fenétre Cabri, tous les éléves ont
la méme figure institutionnalisée dans la situation 1.

+ Modification de formulations de la situation 2

Des formulations doivent étre modifiées. Par exemple une question formulée en « Pouvez-vous...
» n’est pas bien comprise car la demande « pouvez-vous » donne lieu a de multiples
interprétations. Comment les éléves sont-ils censés y répondre ? En mobilisant quels moyens ?
Qu’est-ce qui montre que « je peux » ?

+ Validation et invalidation des stratégies et modeles obtenus grace a la confrontation a la réalité

Les validations et invalidations proviennent d’une confrontation a la réalit¢ désignée a 1’étude.

De plus, a I’issue de la situation 2, la question de ce qui a été travaillé et appris lors de cette
situation est posée :

- Institutionnalisation ? Quels savoirs institutionnaliser ?
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I11.2. Expérimentation 2 en France (juillet 2010)

La version de I’ingénierie dans cette expérimentation articule une situation d’initiation a Cabri,
une situation préalable et trois situations 1, 2 et 3. Nous présentons ci-apres les fiches utilisées

dans cette expérimentation.

T e ae T
< Initiation > SURTOUT BOUGE LES POINTS !

¥* Créeretnommerun point

Construis un point. Nomme le A Déplacele. L@ l@ M

Construis un autre point. Nomme le B. Déplace le. Point  Mommer Pointer

* Créerun segment, une droite

Construis le segment [AB], d'extrémités A etB. L @ @
Construis 12 demi-droeite [AB) et 12 droite (AB). Segment Demi-draite Draite
Déplace les points A =t B.

¥ Construire un point sur une demi-droite ou un segment

Flace un point C surle segment, un pointD sur la demi-droite L@
etun point E sur la droite.

Observe les contramtes sur les déplacements du point C, du pointD Foint
et du pomt E

» Supprimerdes objets

Supprime les points C, D «tE. M
Supprime toutce que tu as construit Pointer

» Construire un rectangle

Construis un segment [AE]. r'.i—.:g |
Construis un rectangle de coté [AB] en utihsant au choix Paralléle Perpendiculaire
Iounl paralléle ou Ueutil perpendiculaire.

Déplace les points A etB. Essave aussi de déplacer les autres sommets du rectangle.

Supprime ta construction.

» Trois fagons de construire un carré

Construis un segment [AB] et une droite perpendiculaire a [AB] L
passant par A. Segment
Voici trois fagons de reporter la longueur AB sur la droite perpendiculaire.

1. Construis un cercle de centre A, passant par B. I coupe la perpendiculaire
en deux points, choisis-en un pour &tre le troisiéme sommet du carré. Cercle

Termine la construction comme pour le rectangle
Déplace les points A =t B.
Supprime cefte construction.

2. Reconstruis un segment [AB] et une perpendiculaire 4 [AB] passant par A. @l
Sélectionne 'outil « compas » et clique sur le segment [AB] puis sur le point A Compas
Tu obtiens un cercle de centrs A et de rayon la longueur AB.

Termine la construction comme pour le rectangle. Déplace A =t B.

Supprime cefte construction.
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3. Reconstruis un segment [AB] et une perpendiculzire 3 [AB] passant par A.
Sélectionne l'outil « distance ou longueur » etclique sur [AB]. Distance
Déplzce A et Bet constate que la mesure de ABs'acmalise an fur et 3 mesure du déplacement
Construis ume demi droite d'origime A et perpendiculaire a [AB]. Tu peux le faire en
sélectionnant « demi-drodte » puis A puis en cliquant sur la perpendiculzire i [AB]

Sélectionne U'outil « report de mesure s, =
Clique sur la mesure de AB puis sur la demi-droite. Report de mesure
Tu obtiens un point qui est sur la droite perpendiculaire,

exactement ala distance ABde A.

Supprime cette construction.

» Mesures delongueurs et d'aires

Eepars dela construction du carré avec un cerde.
Mesure le coté [AB] du carré avec l'outil distance Distance
Sélectionne Doutil « caleulatrice » pour caleuler are du cerré (cBté x cit€)

Pour cela tu cligues sur: Calculatrice
-lamesure AB, elle g"affiche sous la forme d'une variable «a» dans la calculette,

-puis sur Uepération x

-puis 4 nouveau sur la mesure AB

-puis sur le signe =

Lerésultat apparait dans la fenftre de la caleulatrice.

Aftrape le résultat avec la souris et place-le dans la fendtre de comstruction.

Déplace les points A et B et constate que la mesure de I'aire du carré s"acmialise quand le carré
varie.

Construis le carré avec outil « polygone »
Avec loutil « sire» affiche Pawre du carré
Constate qu'elle est toujours 2gale i celle que m as caleulée précédemment

Avec 'outil « aire », affiche 1'aire du cercle de centre A et passant par B.

Avec l'outil « caleulatrice », caleule le rapport entre 1'aire du cercle et celle du carré.
Deéplzce ton reésultat dans la fenétre de construction.

Deéplace les pomts A et B.

(Que constates-tu sur le rapport entre Uawre du cercle et celle du carré 7

Supprime cette construction.

» Unejolie trace

Construis un ssgment [AB]
Construis un cercle de centre A, passant par B.

Censtruis un point M sur le cercle, puis le triangle ABM.
Censtruis deux hauteurs du triangle ABM et leur point d'intersection H. Trace
Sélectionne I'outil « trace » et cligue sur H.

Deéplace le pont M. Tu obtiens une courbe rouge qui est la trace du pomt H.

Tu ne peux pas atiraper directement le pomnt H, maiz m peux le fare bouger en déplagant le
point M. On dira que le point M« pilote » le point H.

Situation 0
Bindme n® ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « 50-bimome fig »

Consigne 2: commencer lenregistrement: Session | Commencer 'enrepistrement /|
Enregistrer.

Consigne 3 : enrepistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer.

Sur 'écran, vous pouvez voir deux demi-droites horizontzles d’origime respective O et O et
paralléles. Surla demi-droite Ox est placé un pomt P mobdle.

Travail 4 faire : construire sur la demi-droite O°x" un point P°, piloté par le point P. te] que
0P =172x0P

Attention ! Avant de fermer le fichier, aller dans Session/ Arréter I'enregistrement.
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Situation 1
Binome n” ...

Un pare d’attractions posséde une grande roue. Aun début du voyage, M s’assoit dans ume
cabine.

" Photo dume grande roue

Consigne 1 : ouvrir le fichier « S1-bmome.fig »

Consigne 2: commencer enregistrement: Session /| Commencer lenregistrement /
Enregistrer.

Consigne 3 : enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer.

A T'écran vous pouvez voir un point P placé sur une demi-droite d’origme A.

Travail a faire : constrmre a Iécran une figure géométrique représentant le manége ef la
cabine de M de fagon i ce que le déplacement du point P pilote le mouvement de la cabme de
M.

Attention ! Avant de fermer le fichier, aller dans Session/ Arréter I’enregistrement.

Situation 2 — Fiche 1
Binémen® ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « Situation32-P1-binome fig »

Consigne 2: commencer enregistrement: Session / Commencer enregistrement /
Entegistrer.

Consigne 3 : enregistrer réguligrement votre travail : Fichier / Enregistrer.

A Téeran. vous pouvez voir un peint P sur la demi-droite dorigme O, un pomnt I fixe sur le
cercle etun point M qui se déplace sur le cercle, piloté par le point P

Travail a faire : placer sur l2 demi-droite OP le point P1 correspondant 4 1 tour de la cabine
M. le point P2 correspondant 4 2 tours de la czbine M, le point P3 correspondant 3 3 tours de
la cabme M.

Attention ! Avant de fermer le fichier, aller dans Session/ Arréter I'enregistrement.
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Situation 2 — Fiche 2
Bindme n® ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « Simation52-P2-Bmome fig »

Consigne 2: commencer l'enregistrement: Session / Commencer 1'enregistrement |
Enregistrer.

Consigne 3 : enregistrer réguliérement votre travail : Fichier | Enregistrer.

A T"écran, vous pouvez voir un pomnt P sur la demi-droite dorigine A, un point I fixe sur le
cercle etun pomt M qui se déplace sur le cercle, piloté par le pomt P.

Vous pouver voir qussi les points P1, P2 et P3 sur la demi-droite d*origine A tels que nous
venons de les construire.

On sait de plus qu'un tour complet de la grande rone dure 3 minutes.

Travail g faire : Placer le pomt U pour que le pomt P se déplace de A a U pendant la premiére
minute du voyage de M.

Attention ! Avant de fermer le fichier, aller dans Session/ Arréter Fenregistrement.

Situation 3- Fiche 1
Binéme n* ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « 53-P1-bmome fig

Consigne 2: commencer D'enrepistrement: Session | Commencer 'enregistrement |
Entegistrer.

Consigne 3 : enregistrer régulidrement votrs travail : Fichier / Enregistrer.

M entre dans sa cabine lorsqu’elle passe an plus prés du sol. zu pemnt I. La grande roue du
manége a un diamétre de 40 m =t son centre est situé 222 m du sol.

A Décranvous pouvez veir le cercle représentant le manége le pomt L un segment
représentant le sol, et 'axe du temps construit précédemment.

Travail 4 faire : trouver 2 quelle hauteur du sel se trouve la czbine M zu bout de 2.5 mmutes ?
An bout de 7 minutes ?

Ultiliser le fableou ci-dessous pour répondre

Hauteur Comment avez-vous fait ?

Pour t =25 minutes

Pour t = 7 minutes

Attention ! Avant de fermer le fichier, aller dans Session/ Arréter Penregistrement.
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Situation 3 — Fiche 2
Binémen® ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « 53-P1-binome fig

Consigne 2: commencer lenregistrement: Session /| Commencer 'enregistrement |
Enregistrer.

Consigne 3 : enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer.

Une lampe rouge eclare par mtermittence un endroit fixe (noté L) du manége o0 passent les
czbimes. Cet endroit est 2 35 métres du sel. La lampe s’allume pendant 1 minutes toutes les 3
mimutes.

51 une cabine est éclairée par la lampe rouge lors de son passage en L, son occupant gagne un
voyage gratit.

On se demande si M va gapner un voyage gratit sachent que la lampe s*2llome an moment
ol i monte dans sa cabine.

A Técramvous pouvez voir le cercle représemtant le manége, le point I, un segment
représentant le sol, et I'axe du temps construit précédemment.

Travail 4 faire
Placer 1= pomt fixe L sur l= cercle.

Duestion :
M va —t-i gagner un voyage gramit 7 Peut-il en gagner d*antres ?

Attention ! Avant de fermer le fichier, aller dans Session/ Arréter Ienregistrement.

Situation 3 - Fiche 3
Bindme n” ...
Censigne 1 : ouvrir le fichier « 53-P3-bmome fig »

Consigne 2: commencer l'enregistrement: Session / Commencer 1enregistrement |
Enregistrer.

Consigne 3 : enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enrepistrer.

Travail a faire -

Tracer |2 droite qui passe par le point M et qui est perpendiculaire au sol.
Appeler H le point 4 mtersection avec le sol.

Mesurer 12 longueur MEH.

Tracer une demi-droite d°origine P et perpendiculaire 31%axe du temps.
Reporter 1a mesure MH sur la nouvelle demi-droite .

On obtient l= pemt M.

Quection :
Sion déplace P que se passe -1 pour M™ 7

Attention ! Avant de fermer le fichier, aller dans Session [ Arréter I'enregistrement.

Figure 27. Les situations dans I’expérimentation 2

Par rapport a I’expérimentation 1, I’expérimentation 2 apporte les éléments et les modifications
suivants :

- une séance d’initiation a Cabri articulée a 1’ingénierie a été ajoutée ; son objectif est de
provoquer, chez les ¢léves, une genese instrumentale minimale des outils nécessaires a
I’ingénierie. Si les ¢léves connaissent déja Cabri, la séance d’initiation n’est pas nécessaire, on
commence directement par la situation O ;
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- la situation 0 a été extraite de la situation 1 ; en effet, il est apparu que la notion de pilotage
d’un point par un autre, instrument de modélisation de la co-variation, n’est pas traitable
directement par les éléves au cours de la résolution de la situation 1 ;

- la situation 2 a ét¢ modifiée relativement a I’introduction de I’axe du temps ;

- la situation 3 a été ajoutée ; la conception de cette situation, qui finalise 1’ingénierie, a été
délicate en raison des difficultés que nous avons rencontrées pour identifier les conditions
rendant incontournables le recours au caractere périodique des fonctions.

Cette expérimentation a été réalisée avec 2 bindmes d’éléves de fin de Seconde, a Grenoble, dans
les locaux du laboratoire LIG en juillet 2010. Elle a duré 4 heures, I’enseignant était Alain
Birebent et trois observateurs étaient présents, Annie Bessot, Nguyen Thi Nga et Le Thai Bao
Thien Trung.

Propositions d’évolution de |’ingénierie apres la deuxieme expérimentation

L’initiation a bien fonctionné. Cependant, 1’outil « trace » a eu un tel impact sur les éléves, que
dans la suite du travail, cet outil a fait ’objet de multiples tentatives d’utilisation inappropriées.
Cela souligne le fait connu que chaque situation peut orienter fortement le travail ultérieur des
¢leves et donc, la prise en charge de I’initiation par 1’enseignant doit étre faite en connaissance
de la suite du travail.

Pour la situation 1, le cercle est immédiatement proposé pour modéliser la roue, mais le modéle
construit spontanément n’est pas le modele géométrique intermédiaire attendu. Le centre choisi
pour le cercle est O (origine de la demi-droite donnée) et le rayon est OP : le cercle varie en
fonction de P. Il semble que la notation O de l’origine de la demi-droite favorise cette
construction puisque dans les habitudes scolaires, O désigne le plus souvent le centre d’un
cercle.

La situation 3 doit étre modifiée pour que I'utilisation de la sinusoide soit pertinente (moins
colteuse que les autres stratégies). La concurrence entre les deux modeles (modéle C : le cercle
dans Cabri et modéle O : la sinusoide) doit étre organisée par la situation. Cette deuxiéme
version de l’ingénierie laisse ouverte la question des savoirs a institutionnaliser en fin de
situation 3 et donc a la fin de I’ingénierie.

II1.3. Expérimentation 3 au Viét Nam (Septembre 2010)

Par rapport a I’expérimentation 2, I’expérimentation finale réalisée au Viét Nam apporte les
modifications suivantes :

- la séance d’initiation a été raccourcie car elle s’est révélée trop longue au cours de
I’expérimentation 2 et I’initiation a 1’outil « trace » a été retirée pour tenir compte de 1’impact
négatif apparu dans I’expérimentation. Cet outil va étre introduit mais plus tard dans la fiche 3 de
la situation 3.

- la situation 1 comporte deux phases avec les mémes consignes mais pas les mémes fenétres
Cabri (cf. fiches 1 et 2). L’origine de la demi-droite donnée est notée A pour éviter toute
confusion avec la désignation du centre d’un cercle. Dans la phase 2, a ’ouverture de la fenétre
Cabri apparait un cercle représentant le manége institutionnalisé par I’enseignant a la fin de la
phase 1.
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- la situation 2 a été conservée sans modification
- la situation 3 a été profondément modifiée :

+ Les questions sur la hauteur de la cabine au bout de 2,5 min et 7 min ont été supprimées, car
pour les éléves vietnamiens, cela risquait de provoquer un passage massif au cadre algébrique
comme I’attestent les réponses aux items de notre questionnaire (cf. chapitre 3).

+ A c6té du modele intermédiaire du cercle construit dans Cabri (modéele C), le modéele O (dans
le registre graphique : une sinusoide) est donné pour mettre en concurrence ces deux modeles
dans la résolution du probléme proposé. L’institutionnalisation vise 1’articulation entre les deux
modeles, souvent absente comme le montre I’analyse institutionnelle et les résultats des éleves
au questionnaire (cf. chapitres 2 et 3).

+ La périodicité doit étre formalisée dans la résolution d’un probléme de la coincidence de deux
phénomenes périodiques. Le passage a un modele algébrique est demandé comme ultime étape
du processus de modélisation d’un phénoméne périodique.

La partie la plus importante de notre étude porte sur I’expérimentation finale, notamment sur la
situation 3 relative a la périodicité. Les analyses a priori et a posteriori de 1’ingénierie utilisée
dans cette expérimentation seront présentées dans les parties qui suivent.

Nous schématisons la succession des quatre situations de notre ingénierie autour du probléme du
manege dans la figure 28. La numérotation commengant par zéro est un effet du processus de
conception de 1I’ingénierie qui a débuté par la situation 1 et qui s’est enrichi d’une situation
préalable que nous avons numérotée 0. Nous ne présentons dans ce schéma que ce qui a trait au
processus de modélisation et aux conceptions de la notion de fonction et de variable.

Situation 0
Pas de problématique de muodélisation
Situation préalable permeiiant la genése insirumeniale du point pilote

l

Situation 1
Modéle mtenmeédiaire en géomeétrie dynamnique
Ouestion de co-variation entre points géoméiriques

Situation 2
Evolution du modéle intenmédiaire
Introduction de la variable temps

Situation 3
Modéle fonctionnel : registres graphique et algébrique
Probléme de coincidence, introduction de la périodicité

Figure 28. Succession des 4 situations constituant 1’ingénierie
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IV. Conditions de I’expérimentation finale et du recueil des données

L’expérimentation finale a été réalisée au début de 1’année scolaire 2010-2011 avec 12 ¢éleves
(répartis en 6 bindmes) de classe 12 (équivalent de la terminale en France) du lycée Truong
Chinh de H6 Chi Minh ville, Viét Nam.

Rappelons 1’organisation curriculaire des savoirs liés a la périodicit¢é en physique et en
mathématiques pour un lycée vietnamien :

Connaissances Niveaux d’enseignement
Mouvement circulaire uniforme Classe 10
Fonctions trigonométriques Classe 11
Oscillations harmoniques Début de classe 12

Tableau 24. Connaissances disponibles liées a la périodicité avant de I’expérimentation

Comme les classes choisies pour 1’expérimentation sont des classes 12 aprés enseignement de
I’oscillation harmonique, on peut faire [’hypothése que la périodicité des fonctions
trigonométriques et les deux modeles C et O sont disponibles.

L’expérimentation s’est déroulée sur deux séances de 2,5 heures, avec I’enseignant Le Thai Bao
Thien Trung et trois observateurs, Nguyen Thi Nga, Tang Minh Dung et Vu Nhu Thu Huong.

+ La premiére séance (2,5 heures) comprend la situation d’initiation a Cabri, situation préalable,
situation 1 et situation 2.

+ La deuxiéme séance (2,5 heures) concerne la seule situation 3.

Chaque bindme travaille sur un ordinateur sur lequel a été installé le logiciel Cabri II Plus. La
langue du logiciel utilisée dans la séquence expérimentale est le vietnamien.

Les données recueillies dans la séquence expérimentale sont les suivantes :

- Les rapports des observateurs ;

- Les fiches de réponses des éléves et leurs brouillons ;

- Les fichiers Cabri enregistrés par les éleves apres leur travail ;

- Les enregistrements vidéos des manipulations de 1I’environnement Cabri par les éleves, a
I’aide de I’outil « enregistrement de session » dans Cabri ;

- Les enregistrements audios des bindmes ;

- L’enregistrement vidéo de I’enseignant.

208 Chapitre 4 : Ingénierie didactique









Partie B. ETUDE DE LA SEANCE 1

La séance 1 a pour but de permettre a partir d’une initiation au logiciel Cabri II Plus d’entrer
dans un processus de modélisation d’un phénoméne de co-variation périodique issu de la réalité :
le mouvement du maneége. Il s’agit de construire un modele intermédiaire géométrique de ce
phénomene et de mettre en place la variable indépendante temps.

I. Analyse a priori et prévision du déroulement

I.1. Présentation et analyse de la situation d’initiation a Cabri

Puisque le logiciel Cabri n’est pas enseigné a 1’école au Viét Nam, cette situation d’initiation a
Cabri est indispensable. Comme nous 1’avons montré précédemment, I’objectif de cette situation
est d’initier une genese instrumentale des outils nécessaires pour la séquence expérimentale.
Dans cette situation, les commandes suivantes sont introduites :

+ point, segment, droite, demi-droite

+ droite perpendiculaire, droite parallele
+ cercle, compas

+ calculatrice

+ distance ou longueur

+ report de mesure

Il s’agit ici, a partir des consignes données, d’amener 1’¢éleve a mettre en ceuvre lui-méme et a

exploiter des outils de Cabri, I’enseignant n’intervenant que lorsqu’il y a des questions de la part
de I’¢léve. Nous présentons cette situation par la figure ci-apres.
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T g e
C_ Initiation > SURTOUT BOUGE LES POINTS !

* Créeretnommerun point

Construis un point Nomme le A. Déplacele @ ﬁ 3:]

Construis un autre peint. Nomme le B. Déplace le. Point  Mommer Pointer

* Créerun segment, une droite

Construis le segment [AB], d'extrémités A =tB. - @ @
Construis 12 demi-droite [AB) et la droits (AB). Seagment Demi-droite Droite
Déplace les points A et B,

» Construire un point sur une demi-droite ou un segment

Place un peint C surlesegment. un pointD sur la demi-droite @
etun pomt E sur la droite.

Observe les contramtes sur les déplacements du peint C, du pointD Point
et du pomt E

* Supprimer des objers

Supprime les points C, D etE. E:]
Supprime toutce que tu as construit FPaointer

» Construire un rectangle

Construis un segment [AB].

Construis un rectangle de coté [AB] en utilisant au choix
Uoutil paralléle ou 'outil perpendicul zire.

Déplaceles points A etB. Essaye zussi de déplacer les autres sommets du rectangle.
Supprime tz construction.

¥ Trois fagons de construire un carré

Construis un segment [AE] et une dreite perpendiculaire 2 [AE] -
passant par A. Segment
WVoici trois fagons de reporterla longusur AB sur lz droite perpendiculaire.

1. Construis un cercle de centre A, passant par B. Il coupe la perpendiculaire
en deux peints, choisis-en un pour &tre le troisiéme sommet du carré Cercle

Termme la construction comme pour le rectangle
Déplace les pomts A =t B.
Supprime cette construction.
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2. Reconstruis un segment [AB] =t une dreite perpendiculaire 4 [AB] %

passant par A. Distance ou longueur
Sélectionne l'outil « distance ou longueur » et clique sur [AB].

Déplace A et Bet constate que la mesure de ABs’zctuzlise au fur et 2 mesure du déplacement
Construis ume demi droite dorigine A et perpendiculaire a [AB]. Tu peux le faire en
sélectionnant « demi-droite » puis A puis en cliquant sur la perpendiculaire a [AE]

[ ]
Sélectionne loutil « report de mesure».
Clique sur l2a mesure de AB puis surla demi-droite. Report de mesure

Tu obtiens un pomt qui est sur la droite perpendiculairs,
exzctement 2 la distance ABde A.
Supprime cette construction.

3. Reconstruis un segment [AE] et une droite perpendiculaire 3 [AB] passant par A

)
Sélectionne I'outil « compas » et clique sur le segment [AE] puis sur le point A. Compas
Tu obtiens un cercle de centre A et de rayon la longueur AB.
Termine la construction comme pour le rectangle. Déplace A et B.
Conserve cette construction.

» Mesures de longueurs

m

Mesurele coté [AB] du carré avec I'outil « distance ou longueur ». -
Sélectionne I'outil « calculatrice » pour calculer le périmatre Distance ou longueur
du carré (4 x coté)

Pour cela, tu cliques sur: ..EEE

-la mesure AB, elle s*affiche sous la forme d’une variable ¢ a» Calculatrice

danz la czlculstte,

-puis sur Iopération x

-puis le nombre 4

-puis sur le signe =

Le résultat apparait dans la fenétre de la calculatrice.

Aftrape le résultat avec la souris et place.]le dans la fenétre de construction.

Déplace les points A et B et constate que la mesure du périmétre du carré s’actialise quand le
carré varie.

e
Avec I'outil & distance ou longueur », affichele périmétre du -
cercle de centre A et passant par B. Distance ou longueur

Avec Uoutll « caleulatrice », caleule le rapport entre le périmétre du cercle
etcelui du careé.

Déplace ton résultat dans la femétre de comstruction. Déplace les points A et B.
Que constates-tu sur le rapport entre le périmétre du cercle et celui du carré 7
Supprime cette construction.

Lors de cette phase d’initiation, le déplacement des points dans Cabri est un élément central pour
mettre en évidence certaines propriétés géométriques comme par exemple I’invariance du
rapport entre le périmeétre du cercle et celui du carré quand on déplace les points A et B. De plus,
le déplacement des points éclaire la contrainte suivante du logiciel sur les points :

Figure 29. Situation d’initiation a Cabri

points libres et des points dont le déplacement dépend des autres.

i u 8, troi cgi u u ur u i
Dans la construction d’un carré, trois stratégies de report d’'une mesure AB sur une droite
perpendiculaire a un c6té [AB] sont introduites associées aux trois commandes : Cercle, Compas
ou Report de mesure. L’enjeu de I’initiation est de rendre disponible le report de mesure en

concurrence avec les deux autres stratégies.

I.2. Situations 0 et 1 : analyse a priori et prévision du role de I’enseignant

I.2.1. Situation 0 : notion « point pilote un autre point »

L’enjeu de cette situation est de mettre en place la notion « un point pilote un autre point »,
connaissance liée au déplacement des points dans Cabri. Un point pilote a au moins 2

caractéristiques :
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+ on peut I« attraper »
+ il fait se déplacer un autre point.

Soulignons que deux connaissances spécifiques a la notion de fonction, celles de variable
indépendante et de variable dépendante, sont sous-jacentes a la connaissance « point pilote d’un
autre ».

1.2.1.1. Analyse a priori

Voici les consignes données.

Situation 0
Binéme n® ...

Consigne 1 : ouvrir le fichier « SO-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer Ienregistrement
/ Enregistrer.

Sur 1'écran, vous pouvez voir deux demi-droites horizontales d’origine respective A et A” et
paralléles. Sur la demi-droite Ax est placé un point P mobile.

Travail d faire - construire sur la demi-droite A'x” un point P* tel que A'P*=172 x AP.

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier guand Ienseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter I'enregistrement.

Figure 30. Situation 0

Suite a I’exécution de la consigne 1, la fenétre suivante apparait.

3% Cabrill Plus - [SO-binome.env]
] Fichier Ediion Options  Session Fendlre  Aide _ & X

DEECRREEREE
. x
P
h b

Figure 31. Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « SO-binome.env »
Ci-apres les stratégies possibles pour placer le point P’.
- Stratégie perceptive :

Décrivons d’abord cette stratégie en détaillant la suite des manipulations des commandes Cabri
pour chaque action principale :

+ Mesurer AP : pointer dans le menu Cabri « Distance ou longueur », pointer A et pointer
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+ Calculer 1,72xAP : pointer dans le menu « Calculatrice », pointer le nombre indiquant
la mesure AP, cliquer sur le signe « x », puis sur le nombre 1, puis sur le signe « , », puis sur les
nombres 7 et 2 et enfin sur le signe « = » dans la calculatrice

+ Attraper le résultat et le placer sur I’écran Cabri

+ Construire le point P’ sur A’x’ : pointer dans le menu « Point », pointer sur la demi-
droite A’x’, taper P’

+ Mesurer A’P’ : pointer dans le menu Cabri « Distance ou longueur », pointer A’ et
pointer P’

+ Déplacer P’ pour que la mesure de A’P’ soit égale a la mesure 1,72xAP calculée
précédente : pointer P’ et voir le changement de la mesure de A’P’.

Pour simplifier la présentation des stratégies, nous ne présenterons désormais que les actions
principales de ces stratégies. Par exemple, la stratégie perceptive précédente est décrite en style
concis comme suit :

Mesurer AP / calculatrice : (mesure de AP) x 1,72 soit £ / Point P’ sur la demi-droite A’x’ /
Mesurer A’P’ / Déplacer P’ pour que la mesure de A’P’ soit égale a .

- Stratégie « report de mesure » :
Mesurer AP / calculatrice : (mesure de AP) x 1,72 /report de mesure sur A’x’ pour avoir P’.
- Stratégie « compas » :

Mesurer AP / calculatrice : (mesure de AP) x 1,72 / Compas : résultat calcul précédent et point
A’ / Point P’ intersection de la demi droite A’x’ avec le cercle.

Dans cette situation, le déplacement du point P organise un milieu pour la validation. En effet,
pour la stratégie perceptive, quand on déplace le point P, le point P’ ne se déplace pas : la mesure
de A’P’ ne s’actualise pas. Donc 1’égalit¢ A’P’ = 1,72xAP n’est plus vraie. Par contre, dans les
stratégies « report de mesure » et « compas », le déplacement du point P entraine le déplacement
du point P’ car la mesure A’P’ s’actualise. Ceci permet de valider les deux dernicres stratégies.

De plus, ces deux stratégies sont concurrentes, méme si la stratégie « report de mesure » est un
peu moins coliteuse en termes de nombre de manipulations dans Cabri. Cependant, la stratégie
« compas » ne permet pas le report de mesure sur un cercle.

[.2.1.2. Déroulement prévu et role de I’enseignant

Laisser les ¢€leves travailler pendant 15 minutes. Durant cette phase, 1’enseignant observe les
¢leves pour repérer ce qu’ils font, ce qui nécessite qu’il ait une bonne connaissance des stratégies
possibles dans Cabri et des observables de ces stratégies.

Lors d’une synthese collective, I’enseignant revient sur les stratégies observées et les rejoue au

vidéoprojecteur : si les deux stratégies « report de mesure » et « compas » apparaissent, il n’en
privilégie aucune. Si la stratégie « report de mesure » n’apparait pas, I’enseignant 1’ introduit.
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Puis I’enseignant institutionnalise la notion « point pilote d’un autre ». Ici, le point P se déplace
sur la demi-droite Ax et entraine le déplacement du point P’ sur la demi-droite A’x’ tels que
A’P’ = 1,72xAP. On dit que le point P pilote le point P’.

1.2.2. Situation 1 : construction d’un modéle intermédiaire

Cette situation a pour enjeu de faire apparaitre un modele intermédiaire géométrique de la co-
variation du déplacement d’un point sur une demi-droite et du déplacement de la cabine sur le

manege.

1.2.2.1. Analyse a priori de la situation 1

Voici les consignes données.

Suite a ’exécution de la consigne 1, voici ce que I’on voit a I’écran de Cabri

SITUATION 1
Fiche 1

Binéme n° ...

Un parc d’attractions posséde une grande roue. Au début du vovage, M s’assoit dans une
cabine.

Photo d’une grande roue

Consigne 1 : ouvrir le fichier « S1-P1-binome.env »

Consigne 2 - effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I'enregistrement
/ Enregistrer.

A I"écran vous pouvez voir un point P placé sur une demi-droite d origine A.

Travail d faire : construire a 'écran une figure géométrique représentant le manége et la
cabine de M de fagon a ce que le déplacement du point P pilote le mouvement de la cabine de

M.

Attention !
1) Enregistrer réguliétrement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2)Ne fermer que le fichier quand Penseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter I'enregistrement.

Figure 32. Situation 1 — Fiche 1

sur une demi-droite d’origine A.
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Figure 33. Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S1-P1-binome.env »
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Quels ¢léments de la pseudo — réalité choisir de représenter ou de ne pas représenter ? Nous
faisons I’hypothése H1 suivante :

(H1) : La grande roue du manege sera représentée par un cercle et la cabine par un point
du cercle, ce cercle changeant implicitement de statut quand il s’agira de représenter le
déplacement de la cabine : le cercle représentera alors la trajectoire de la cabine.

Les questions auxquelles répondre pour modéliser géométriquement la situation réelle invoquée
sont :

+ Ou représenter le centre du cercle : sur la droite donnée ou non ?

+ Quelle dimension pour le rayon ?

+ Faut-il représenter le sol (présent sur la photo) ? Si oui, est-ce a I’aide d’une droite
supplémentaire ou avec la demi-droite donnée ?

+ Quelle position choisir pour le cercle construit par rapport a la demi-droite donnée : extérieure,
tangente, sécante, etc. ?

Nous présentons ci-apres les stratégies possibles de modélisation dans Cabri pour la construction
d’un mode¢le représentant le manege et la relation du déplacement de P sur la demi-droite avec le
mouvement d’un point - cabine M sur le « cercle - manege ».

- Stratégies numériques « report de mesure »
+ Stratégie « report de mesure directe »

Construire un cercle image de la grande roue / Mesurer AP, P distinct de A / Choisir un point |
« origine » sur le cercle / Reporter la mesure de la distance AP sur le cercle a partir de I.

Cette stratégie consiste a transférer les points d’'une demi-droite en points d’un cercle a la fagon
de I’enroulement d’une demi-droite sur un cercle.

+ Stratégie « report de mesure principale » (en référence avec la notion de mesure
principale d’un angle : mesure comprise entre 0 et 2).

Construire un cercle image de la grande roue / Mesurer le périmétre, soit £ / Mesurer AP sur la
demi-droite, not¢ AP / Diviser ce nombre AP par { avec la calculatrice / Prendre avec la
calculatrice la valeur entiére [commande « floor »], soit n [Attention si AP < £, n=0]/ Avec la
calculatrice, calculer AP —n x £ [on obtient la mesure principale IM] / Choisir sur le cercle une
origine [ / Reporter sur le cercle la mesure principale IM a partir de 1.

Pour ces deux stratégies de report, il est nécessaire de choisir et de marquer un point « origine »
sur le cercle. Le choix qui sera vraisemblablement fait par les éléves est celui d’un point le plus
bas possible par rapport au sol supposé horizontal (qu’il soit présent ou non dans la
modélisation) qui correspondrait dans la réalité a la position de départ de la cabine de M. Mais il
y a une incertitude sur le choix des positions relatives des 2 origines, celle du cercle et celle de la
demi-droite, il peut s’agir du méme point ou pas. Ces stratégies peuvent donc produire différents
modeles de co-déplacement.

- Stratégie numérico-géométrique : stratégie « compas »
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Construire un cercle image de la grande roue / Construire un autre cercle (avec la commande
« compas ») centré en un point quelconque du cercle et de rayon AP / Le point M est une des
deux intersections de ce cercle et du cercle image de la grande roue.
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Figure 34. Stratégie « compas »

On voit que le point M est bien piloté par P mais il disparait quand le cercle a un rayon AP plus
grand que le diameétre du cercle image de la grande roue. Donc le modéle est incompatible avec
la réalité.

- Stratégies géométriques :

+ Stratégie « piston » : transmission d’un mouvement alternatif (translation de longueur t) du
point P en un mouvement circulaire d’un point M. Ceci est impossible a réaliser dans Cabri.

+ Stratégie « intersection » : Construire un cercle image de la grande roue et une droite passant
par P qui coupe perceptivement le cercle. Le point M est a I’intersection de cette droite mobile
liée a P et du cercle. Voici un exemple avec une droite mobile perpendiculaire a la demi-droite
donnée.

‘?"l:«nﬂ 1Pl - [51-81 - hisome. fig)
T Feber [an Gptors Gesson Fepfte e -

& O =] A=

Figure 35. Stratégie « intersection »
+ Stratégie « stéréographique » (projection) : Construire un cercle image de la grande roue /

Choisir un point I sur le cercle / Le point M est I’intersection de PI (P mobile sur la demi-droite
donnée) avec le cercle.
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Figure 36. Stratégie stéréographique

Le point M ne fait qu’un tour incomplet sur le cercle quand P se déplace sur la demi-droite :
quand P s’¢loigne de plus en plus a droite sur la demi-droite, PI tend vers la tangente au cercle en
L.

On voit que les stratégies numérico-géométriques ou géométriques sont soit trop coliteuses, soit
impossibles @ mener soit productives de modéles non compatibles avec la réalit¢. Donc la
stratégie « report de mesure directe » est une stratégie « optimale », les arguments étant son coft
réduit et les limites des stratégies non numériques. Mais la commande « report de mesure »
présente dans le menu Cabri est-elle pour les €éléves une connaissance instrumentale permettant
d’outiller la stratégie « report de mesure directe » ?

Les modéles géométrico — mécaniques produits doivent étre « cohérents » avec certaines
caractéristiques de la réalité : certains éléments du milieu permettent de rejeter ou d’accepter
collectivement les mod¢les intermédiaires produits, comme par exemple :

+ la cabine ne sort pas du manége

+ la cabine peut faire plusieurs tours

+ la cabine tourne toujours dans le méme sens

+ la cabine tourne a vitesse constante, cela correspond a une hypothese simplificatrice de
modélisation.

C’est donc la référence a la réalité qui permet de valider ou non les constructions produites. Par
exemple, la deuxieme caractéristique de la réalité¢ permet de rejeter la stratégie stéréographique.
Par contre, la stratégie « report de mesure » respecte chacune des quatre contraintes citées.

1.2.2.2. Déroulement prévu et role de I’enseignant

Suite aux pré-expérimentations au Viét Nam et en France, le déroulement prévu a été découpé en
deux phases.

a. Phase 1 : le cercle comme modéle du manége

Ne laisser les éléves travailler que pendant 10 minutes pour que le cercle émerge comme modele
du manege. L’enseignant observe et repere les stratégies des éleves.

Aprés D’apparition du cercle, I’enseignant ’institutionnalise comme modéele du manege. Il
souligne que son centre peut étre n’importe ou, sauf en P et que ce cercle ne peut pas passer par
P. Ceci est justifié¢ par confrontation avec la réalité : le centre du manege est fixe et le rayon ne
peut pas étre modifié en méme temps que le point P car, lorsque les cabines tournent, le manege
réel ne se déforme pas.
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b. Phase 2 : le cercle comme trajectoire de la cabine M

Apres I’institutionnalisation de 1’enseignant, une fiche 2 identique a la fiche 1 est distribuée aux
¢leves. Pour que tous les bindmes aient le méme modele du manege, & 1’écran de Cabri
apparaissent cette fois le cercle représentant le manége et la demi-droite AP. Notons que le
cercle et la demi-droite sont placés pour que la stratégie stéréographique soit possible.

wrwr fMn ptoen Geison Fegitre gl

DEEC PR PR

Figure 37. Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S1-P2-binome.env »
Dans cette phase, les éleéves travaillent individuellement pendant 15 minutes.
Apres D’observation du travail des éleves, si la stratégie « report de mesure » n’apparait pas,
I’enseignant ’introduit et 1’institutionnalise en rejetant les autres modeles (stéréographique,
compas) par confrontation a la réalité.
L’enseignant institutionnalise aussi le processus de modélisation qui consiste a chercher a
construire une image de la réalité qui en conserve certains aspects et en néglige d’autres en
fonction de questions que 1’on se pose : ici le co-déplacement du point P et de la cabine.
L.3. Situation 2 : analyse a priori et prévision du role de ’enseignant
L’objectif de cette situation est de faire évoluer le modéle intermédiaire, déja construit dans la
situation 1. L’évolution du mod¢le doit déboucher sur une représentation explicite et linéaire du
temps alors que cette variable existe implicitement dans la « mobilité » circulaire de la cabine.

1.3.1. Analyse a priori de la situation 2

Voici les consignes données.
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SITUATION 2
Fiche 1

Bindme n® ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « S2-P1-binome_env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement
/ Enregistrer.

A T"écran, vous pouvez voir un point P sur la demi-droite d’origine A, un point I fixe sur le
cercle et un point M qui se déplace sur le cercle, piloté par le point P.

Travail a faire - placer sur la demi-droite AP le point P1 correspondant i 1 tour de la cabine
M, le point P2 comrespondant a 2 tours de la cabine M, le point P3 correspondant a 3 tours de

la cabine M.

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I'enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter 'enregistrement.

Figure 38. Situation 2 — Fiche 1

Suite a I’exécution de la consigne 1, dans la fenétre Cabri, apparait le modele géométrique de co-
variation institutionnalisé a la fin de la situation 1.
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Figure 39. Ecran Cabri a I’ouverture du fichier « S2-P1-binome.env »

Quand le point P se déplace sur la demi-droite, le point M se déplace aussi sur un cercle. Le
point M ne peut étre déplacé que par I’'intermédiaire du déplacement de P et il peut faire
plusieurs tours. Un point I « origine » a été punaisé sur le cercle : il s’agit d’un point fixe. Le sol
n’est pas représenté et la demi-droite est placée a droite du cercle pour qu’il ne puisse pas y avoir
confusion.

Nous présentons d’abord les stratégies possibles, puis nous analyserons en termes de variables
didactiques les principaux choix effectués et leur incidence sur les stratégies.

a. Stratégies possibles pour obtenir une graduation P1, P2, P3 de la droite du temps
Stratégies possibles pour marquer P1 sur la demi-droite [AP) :

- Stratégie « ajustement perceptif » : Déplacer P a partir de A sur la demi-droite [AP) pour que le
point M se déplace sur le cercle une seule fois de I a I : « position P » / Construire un point P1

sur [AP) et le placer sur P en « position P » / Séparer P de la « position P » et donc de P1.

- Stratégie « report de mesure » : Mesurer le périmétre du cercle, soit £ / Report de mesure £ sur
[AP) pour avoir P1.
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- Stratégie « compas » : Mesurer le périmetre du cercle, soit £ / Compas : € et point A / P1:
intersection de la demi-droite [AP) et le cercle.

Ces trois stratégies sont concurrentes et distinctes du point de vue de la problématique
indépendance / dépendance, le temps devant se construire comme une variable indépendante.
L’indépendance du temps émergera de la confrontation des deux types de stratégies : stratégie
perceptive / stratégie report de mesure et stratégie compas. En effet, les différences entre les
deux mode¢les construits par ces deux types de stratégies sont les suivantes :

- le premier modéle, obtenu par la stratégie « ajustement perceptif », est spécifique au cercle
proposé¢ a I’ouverture de la fenétre Cabri ;

- le second modéle, obtenu par la stratégie « report de mesure » ou la stratégie « compas », n’est
pas attaché au cercle particulier proposé a I'ouverture de la fenétre Cabri : en ce sens ces
stratégies fournissent un modele plus général lié a I’indépendance du temps, comme nous allons
le montrer plus loin. La stratégie « report de mesure » est plus économique du point de vue du
nombre de commandes Cabri que la stratégie « compas ». C’est donc la stratégie optimale pour
marquer le premier point P1.

Stratégies possibles pour marquer les points P2 et P3 sur la demi-droite [AP) :

- Stratégie « ajustement perceptif » : Déplacer P a partir de A sur la demi-droite [AP) pour que le
point M se déplace sur le cercle de I a I, 2 fois (P2), puis 3 fois (P3). La graduation P1, P2 et P3
« ne résiste pas » a la modification de la taille du cercle.

- Stratégie géométrique : Utiliser la symétrie centrale ou la commande « Cercle » de Cabri.

- Stratégie « report de mesure » : Report de mesure 2{ sur [AP) pour avoir P2, report de mesure
3¢ sur [AP) pour avoir P3.

La graduation dans ces deux derniers cas « résiste » a la modification de la taille du cercle.
b. Variables didactiques prises en comptes dans cette situation
V1 : Taille du cercle a I’écran Cabri

Le cercle et le segment représentant la demi-droite [AP) placés sur I’écran de Cabri sont tels que
la longueur du segment est inférieure a deux fois le périmetre du cercle.

Figure 40. Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S2-P1-bindme.env »
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Avec ce choix, la stratégie « ajustement perceptif » permet de placer le point P1 mais ne permet
pas de construire les points P2 et P3 sans diminuer la taille du cercle.

V2 : taille du cercle modifiable ou non

Dans cette situation, la taille du cercle peut étre modifiée en attrapant son image sur I’écran, son
centre restant fixe. Ceci permet d’introduire la notion de changement d’échelle de Ia
représentation du manege, notion importante dans le processus de modélisation. En rapport avec
la réalité, si on change la taille du cercle représentant le manége, cela revient a regarder le
manege de plus loin ou de plus pres.

Par ailleurs, la réduction de la taille du cercle, permet de construire les points P2 et P3 par la
stratégie « ajustement perceptif ». Cependant, quand on change la taille du cercle, les positions
des points P1, P2 et P3 sur la demi-droite ne changent pas. Donc, ces points ne correspondent
plus a 1 tour, 2 tours et 3 tours du nouveau cercle. La stratégie « ajustement perceptif » est donc
spécifique au cercle proposé a I’ouverture de la fenétre Cabri.

La graduation P1, P2 et P3 « ne résiste pas » a la modification de la taille du cercle dans le cas de
la stratégie « ajustement perceptif» alors qu’elle résiste pour les autres stratégies. La
combinaison des choix pour V1 et V2 organise donc un milieu qui permet de rejeter la stratégie
« ajustement perceptif ».

V3 : durée d’un tour donnée ou non

Cette situation pose le probléme de la représentation du temps, via la durée d’un voyage. La non
donnée de la durée d’un tour initie une premiere graduation de 1’axe AP correspondant au temps
discret « nombre de tours ». L’unité de temps dans ce modele est celui d’un tour complet du
point M sur le cercle, c’est-a-dire un tour de la cabine sur la grande roue. Cette premicre
graduation permet de problématiser la représentation du temps par une longueur (indépendante
de la taille du mané¢ge) alors que, dans 1’enseignement secondaire que ce soit en mathématiques
ou en physique, la représentation linéaire du temps est un donné préconstruit.

L’introduction du numérique par la donnée de la durée (T) d’un voyage en minutes (c'est-a-dire
une vitesse angulaire et une référence au temps universel : le « temps-minute »), introduit une
autre unité de temps dans le modele et conduit a la construction d’une seconde graduation de
I’axe AP correspondant au temps continu mesuré¢ en minutes. Une minute correspond donc a 1/T
tour du voyage. On passe alors du temps discret « nombre de tours» au temps continu
« minute ». Dans ce cas, la stratégie « ajustement perceptive » est plus coliteuse parce qu’il faut
diviser géométriquement le cercle en T parties. Ceci favorise la stratégie report de mesure ou la
stratégie compas.

1.3.2. Déroulement prévu et role de I’enseignant
On joue sur les deux valeurs de la variable V3 pour organiser en deux phases la situation 2.
a. Phase 1 : le temps discret « nombre de tour »
Dans cette phase, les éléves travaillent pendant 15 minutes sur la fiche 1 présentée

précédemment. Si la stratégie «report de mesure » n’apparait pas, au moment du débat,
I’enseignant introduit cette stratégie comme production d’¢léves d’une autre classe.
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Il organise un débat collectif sur 1’indépendance de la représentation du temps « nombre de
tour » de la taille du cercle-manége qui se nourrit de la confrontation des deux types de stratégies
(stratégie perceptive / stratégie report de mesure et stratégie compas).

La stratégie « report de mesure » et la notion de changement d’échelle sont institutionnalisées.

b. Phase 2 : le temps continu « minute »

Dans cette phase, une deuxi¢me fiche est distribuée qui donne la durée d’un tour en minutes : un
tour complet de la grande roue dure 5 minutes.

SITUATION 2
Fiche 2

Binéme n° ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « 52-P2-binome env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer Penregistrement
/ Enregistrer.

A I"écran, vous pouvez voir un point P sur la demi-droite d origine A, un point I fixe sur le
cercle et un point M qui se déplace sur le cercle, piloté par le point P.

Vous pouvez voir qussi les points P1, P2 et P3 sur la demi-droite d’origine A tels que nous
venons de les construire.

On sait de plus qu’un tour complet de la grande roue dure 5 minutes.
Travail a faire -

Placer le point U pour que quand P se déplace de A 3 U, M se déplace dans la premiére
minute du vovage.

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter 'enregistrement.

Figure 41. Situation 2 — Fiche 2
Le travail a faire ici est de placer le point U sur (AP] correspondant a la premiére minute du
voyage de la cabine M, c'est-a-dire a 1/5 tour de la cabine M. Laisser les €leves travailler pendant
10 minutes. L enseignant observe et repére les stratégies des €leves.
Apres D’observation du travail des ¢€léves, I’enseignant organise un débat sur les stratégies

repérées et institutionnalise la stratégie « report de mesure ». La demi-droite [AP) avec le temps
« nombre de tour » et le temps « minute » est institutionnalisée comme axe du temps.

I1. Déroulement effectif et analyse a posteriori de la séance 1

Au début de cette séance, I’enseignant organise le groupe de 12 ¢€léves en 6 bindomes, chaque
binome disposant d’un ordinateur sur lequel ont ét¢ installés des fichiers Cabri-¢leve.

Rappelons que cette séance a duré 2,5 heures et qu’elle comporte la situation d’initiation a Cabri
ainsi que les situations 0, 1 et 2.
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Photo 1. Organisation de la séquence expérimentale

Nous allons analyser les données recueillies dans cette expérimentation pour identifier des
geneses instrumentales dans 1’utilisation de Cabri et les stratégies mises en ceuvre dans le
processus de modélisation des éléves.

IL.1. Quelques constats sur la situation d’initiation a Cabri

Dans cette situation, les éléves exécutent les consignes données a 1’aide des commandes de
Cabri. Au début, la plupart des actions des éléves sont guidées par la perception : par exemple,
ils construisent une droite perpendiculaire a une autre « a vue d’ceil ». Le déplacement des points
dans Cabri organise bien un milieu pour la validation qui leur permet de modifier leurs actions.
En effet, si une figure est construite par « a vue d’ceil », quand on déplace I'un des ses objets,
elle n’est plus correcte.

A partir de la construction d’un carré, les éléves utilisent les commandes des actions
¢lémentaires pour les coordonner : la genese instrumentale de ces commandes est alors amorcée.
Notamment, la commande « Pointer » de déplacement des points, devient un outil pour
reconnaitre des contraintes de leur déplacement.

Dans cette initiation, 1’outil « Report de mesure » n’est pas particulie¢rement mis en avant par
I’enseignant. Nous pouvons considérer qu’il est disponible mais pas forcément mobilisable par
les éleves.

I1.2. Situation 0
Nous présentons dans le tableau 25 les stratégies apparues dans les productions des bindmes. La

stratégie perceptive est d’abord mise en ceuvre par tous les bindmes mais suite aux rétroactions
du milieu, quatre bindmes envisagent de changer de stratégies.

Stratégie / Réponse Binomes
Stratégie perceptive initiale 1,2,3,4, 5,6
. . / /
Situation 0 —
Stratégie report de mesure 4‘ ¥
. ,5
(échec)

Tableau 25. Les stratégies apparues dans la situation 0
Pour commencer, les six bindmes utilisent la stratégie perceptive. Rappelons qu’avec cette

stratégie, apres avoir calculé 1,72xAP, les éleéves prennent un point P’ sur la demi-droite A’x’ et
le déplacent pour que la distance A’P’ soit égale a cette mesure.
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Cependant, aprés quelques minutes, tous les bindmes reconnaissent l’invalidité de cette
stratégie : le point P’ ne se déplace pas (la distance A’P’ ne s’actualise pas) quand le point P se
déplace.

Voici la discussion des deux éléves du bindme 6 :

El construit le segment AP et mesure sa longueur: 6,68 cm. Elle utilise la commande
« calculatrice » pour calculer : AP x 1,72 =11,5.

E2 : Construire un point P’ et le déplacer pour avoir une longueur de 11,5

E1l : Construire P’ sur la demi-droite ?

E2 : Oui, mesurer la longueur A’P’ par « longueur ou distance » et déplacer P’ pour avoir
une longueur de 11,5

E1 construit le segment A’P’, mesure sa longueur et déplace P’.

(...)

E2 : Déplacer P

El : Le résultat varie.

E1 : Ouais, parce que le résultat est 1,72 x AP, donc si AP est plus longue, ce nombre est
plus grand.

Quand on déplace P, la longueur AP varie, donc le résultat varie mais P’ ne se déplace
pas. Donc on a une erreur.

El efface le point P°.

E2 : 11 faut reconstruire le point P’. (Protocole du binome 6)

Cette discussion montre que les éléves ont saisi implicitement la notion de « point pilote d’un
autre point » et analysé 1’échec de leur stratégie : « Quand on déplace P, la longueur AP varie,
donc le résultat varie mais P’ ne se déplace pas. Donc on a une erreur ».

Le déplacement des points dans Cabri joue donc bien le réle de milieu pour la validation. Il
permet de refuser la stratégie perceptive.

La stratégie « compas » n’apparait pas du tout tandis que le report de mesure est utilisé par deux
bindmes (4 et 5). Cependant, le point P’ construit n’est pas exact parce qu’ils reportent la mesure
AP. Concrétement, le bindme 4 reporte la mesure AP sur Ax, donc le point obtenu est a la
position de P. Le bindme 5 reporte la mesure AP sur A’x’.

A T’aide des enregistrements audios, nous trouvons que le report de mesure est aussi discuté par
les deux bindmes 3 et 6. Cependant, ces deux bindmes ne I’essaient pas encore avec Cabri.

En résumé, aucun bindme ne réussit a construire le point P’ par le report de mesure bien qu’il a
¢été disponible dans la situation d’initiation a Cabri. Ceci montre des difficultés des ¢léves dans la
mise en ceuvre de cette commande.

Lors de la synthese collective des stratégies, 1’enseignant et les éléves se mettent d’accord sur
I’invalidité de la stratégie perceptive. Ensuite, les deux stratégies possibles pour cette situation,
stratégie « report de mesure » et stratégie « compas », sont présentées sans en privilégier une.

P : Tous les bindmes ont mesuré la distance AP. Pour calculer 1,72 x AP, qu’est-ce que vous
avez fait ?

Es : Utilisation de la calculatrice

P : Oui, on utilise la commande « Calculatrice » et attraper le résultat sur I’écran. Quand P se
déplace, qu’est-ce qui varie ?

Es : Le résultat varie
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P : Comment construire le point P’ ? Quelques bindmes construisent un point P’ sur la demi-
droite et le déplacent pour que la distance A’P’ soit égale au résultat obtenu précédent. Mais
quand P se déplace, est-ce que P’ se déplace ?

Es : Non

P: Donc cette méthode n’est pas valide. Pour construire P’, on a les deux méthodes
suivantes.

Méthode 1 : utiliser la commande « report de mesure ». On reporte cette mesure sur A’x’.
Le point obtenu est P’.

Quand P se déplace, est-ce que le point P’ se déplace et la mesure A’P’ varie ?

Es : Oui

P : P’ se déplace et A’P’ varie, mais on a toujours A’P* = 1,72 x AP.

Méthode 2 : utiliser la commande « compas », choisir le résultat comme le rayon et le
point A comme le centre. P’ est a I’intersection de la demi-droite et le cercle. Quand P se
déplace, P’ se déplace et A’P* = 1,72 x AP.

On dit que P pilote P’. (Script de la séance 1)

Les questions sur le déplacement du point P de I’enseignant permet de jeter la stratégie
perceptive et valider les deux autres stratégies : « Mais quand P se déplace, est-ce que P’ se
déplace ? ». La notion de « point pilote d’un autre » est aussi institutionnalisée.

I1.3. Situation 1
a. Phase 1 : 15 minutes

Aprés que I’enseignant a présenté le probléme général et distribué la fiche éleve, tous les
bindmes construisent comme prévu par ’hypothése (H1), un cercle pour représenter la grande
roue et un point sur le cercle pour représenter la cabine de M.

Par exemple :

E2 : 11 faut construire un cercle
El : Ou est la cabine ?
E2 : 11 faut construire un point sur le cercle. (Protocole du binome 3)

Mais comment construire un point M sur le cercle piloté par P ?

Au début, la plupart des €leves place la cabine a la position de P : un cercle du centre A passant
par P est construit par 5 bindmes sur 6. Ce modele n’est pas le modele géométrique intermédiaire
attendu.

m

DIBECEEEEPIES

Figure 42. Ecran Cabri du bindme 1
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Voici les résultats obtenus dans cette phase.

Réponses Bindmes
Cercle (A, AP) 1,3, ?75» 6
Fiche 1 Cercle (P, PA) 5
Cercle quelconque 2

Tableau 26. Les réponses apparues dans la phase 1 - Situation 1
Continuons avec le binome 3 :

E1 : La cabine est donc a la position de P, n’est-ce pas ?
E2 construit le cercle de centre A et de rayon AP. Ensuite, il déplace le point P.
El : Ce n’est pas vrai parce que le rayon du cercle change. (Protocole du binome 3)

Le cercle de centre A et de rayon AP est invalidé par référence a la réalit¢ modélisée qui agit
comme milieu pour la validation : « Ce n’est pas vrai parce que le rayon du cercle change ». Les
bindmes cherchent a modifier la position du cercle représentant la grande roue. Concrétement,
les bindmes 4 et 5 effacent le cercle (A, AP). Le bindme 5 construit le cercle (P, PA). Le bindome
4 quant a lui calcule AP et cherche a utiliser la commande « compas », c'est-a-dire a reporter une
mesure linéaire (celle de la corde) sur le cercle.

Seul le bindme 2 construit un cercle quelconque qui ne coupe pas la demi-droite donnée. Voici la
production de ce bindme a 1’écran de Cabri a la fin du travail de la phase 1 :

& Catrl 1 Pl - [$1-P1 -binome,env]
€1 Do [on oo Gewsn. Fegfive. e

R O A= AT

Figure 43. Ecran Cabri du bindme 2

La demi-droite AP est considérée implicitement comme représentant le sol. Cependant, le point
M est un point libre sur le cercle. Son mouvement n’est pas piloté par le point P.

A la fin du travail des éléves dans cette phase, I’enseignant fait une synthese des figures Cabri
produites par les binomes. C’est le retour a la réalité qui permet de refuser les modéeles invalides,
le cercle (A, AP) et le cercle (P, PA) : les ¢léves sont d’accord sur le fait que le manege réel ne
se déforme pas lorsque les cabines tournent et que le centre du manege est fixe.

L’enseignant institutionnalise une figure analogue au modele produit par le binome 2 : le centre
du cercle peut étre n’importe ou, sauf en P.

P : Qu’est-ce que vous utilisez pour représenter le manége ?
Es : Un cercle
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P : Oui. Je vois qu’un bindme a construit un cercle de centre P. Quand P se déplace, le
manege se déplace. C’est bizarre (rire).

Deux bindmes ont construit le cercle de centre A et de rayon AP. Quand P se déplace,
qu’est-ce qui se déplace ?

Es : Le rayon, le diametre

P : Le diamétre du manége peut-il changer ?

Es : Non

P : P se déplace, le diamétre varie. Donc ce cercle n’est pas satisfaisant. Je vois qu’un
binéme a construit un cercle en dessus de la demi-droite.

L’enseignant construit le cercle comme celui du binéme 2.

P : Quand P se déplace, le diamétre ne varie pas.

Donc on peut utiliser un cercle pour représenter le manége mais ce cercle n’a pas le
centre P et ne passe pas par P.

On se met d’accord qu’un tel cercle peut représenter le manege. (Script de la séance 1)

b. Phase 2 : 20 minutes

Dans cette phase, on constate que tous les bindmes essaient de construire un point M sur le
cercle piloté par P pour représenter la cabine M. Voici les résultats obtenus.

- 2 bindmes (4 et 5) utilisent la stratégie stéréographique : le point M est I’intersection du
cercle donné et de la droite passant par P et le centre du cercle. Voici la production du
bindéme 4 :

3% Cabri 11 Plus - [51 -P2-binome.env]
] Fichier Edtion Options Session Fenétre Aids BEIE

& ol = A

cm

Figure 44. Ecran Cabri du bindme 4

- 3 bindmes (2, 3 et 6) prennent un point M quelconque sur le cercle qui ne satisfait pas
parce qu’il n’est pas piloté par P. Ensuite, ils évoluent vers la stratégie stéréographique.
Regardons le fichier du binéme 2 :

% Cabri Il Plus - [$1-P2-binome.env]
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=]
[ !

LY s

|-

X*,”*—-

P

Figure 45. Ecran Cabri du binéme 2
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- 1 bindme (1) utilise la stratégie suivante : construire un cercle de centre P et de rayon
quelconque qui coupe le cercle donné. M est 1’'une des deux intersections de ces deux
cercles.

ST 2]

Figure 46. Ecran Cabri du bindme 1

Dans cette phase, le cercle représentant la roue dans un premier temps est considéré comme la
trajectoire de la cabine de M. Les modeles construits par les stratégies ci-dessus sont invalidés
par déplacement de P : le point M ne fait pas un tour complet sur le cercle, et méme de temps en
temps, disparait. C’est pourquoi les bindmes ne sont pas satisfaits de leurs stratégies. A ’aide
des sessions d’enregistrement dans Cabri et des enregistrements audios, on voit que tous les
bindmes cherchent a changer de stratégies.

Par exemple, le bindme 1 déplace le point P et il remarque que le point M n’existe plus quand P
s’¢loigne sur la demi-droite. 11 efface donc le cercle du centre P. De la méme maniére, le bindme
5 efface sa production résultant de la stratégie stéréographique.

Les deux bindmes 3 et 6 cherchent a utiliser la commande « report de mesure » mais échouent a
construire un point M piloté par P. Concrétement, le binome 6 calcule AP et parle du report de
mesure en se référant a la situation 0, sans le réaliser.

E2 : Dans la situation 0, quand P se déplace, P’ se déplace aussi. Peut-on le faire de manicre
similaire ?

E1 : Non, M doit tourner sur le cercle.

Quand P se déplace, ce point M est toujours a cette position.

(...)

El : P se déplace, M se déplace pour que AM = AP

E2 : Mais comme ¢a, M n’est pas sur le cercle

E2 : Report de mesure. D’abord, il faut utiliser « longueur ou distance » pour calculer AP
E2 calcule la distance AP

(....)

E1 construit un segment passant par P et le centre du cercle.

E1 : P se déplace, ce segment change aussi. (Protocole du bindme 6)

Le bindme 3 reporte la mesure AP sur le cercle a partir d’un point qu’il nomme
malencontreusement M et obtient un autre point qu’il ne nomme pas, sans doute parce qu’il ne
reconnait pas ce point comme le représentant de la cabine : le déplacement du point P n’est pas
utilisé pour valider sa production (correcte).
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Pour ces deux bindmes, la difficulté par rapport a la situation 0 est I’absence d’origine a partir de
laquelle reporter la longueur AP sur le cercle.

Nous résumons dans le tableau 27 les éléments de stratégies apparus dans la phase 2.

Stratégies Binomes
Stratégie stéréographique 2, \3 .4, 5,/6
Fiche 2 Stratégie autre X_ 1 /
Stratégie report de mesure '3 6
(Echec)

Tableau 27. Les stratégies apparues dans la phase 2 — Situation 1

Dans la phase d’institutionnalisation, 1’enseignant fait une synthése des productions des bindmes
et discute avec les €éleéves pour éclairer 1’invalidité de la stratégie stéréographique et de celle du
binome 1.

P : Je vois que quelques bindmes font comme suit : construire une droite passant par P et le
centre du cercle, M est a I’intersection de cette droite avec le cercle. Quand P se déplace, on
voit que le point M se déplace. Mais, est-ce que le point M fait un tour complet sur le
cercle ?

Es : Non, M ne fait pas un tour complet.

P : Donc cette méthode ne satisfait pas.

Par ailleurs, un autre bindme construit un cercle de centre P. Ce cercle coupe le cercle donné
en deux points. Prendre un point d’intersection comme M. Quand P se déplace, M se déplace
aussi. Mais le point M ne fait pas un tour complet et de temps en temps il disparait.
(Script de la séance 1)

Donc les deux caractéristiques de la réalité (la cabine ne sort pas du manege et la cabine peut
faire plusieurs tours) sont utilisées pour refuser des modéles donnés par la stratégie
stéréographique et la stratégie du binome 1. Cependant I’enseignant ne fait pas expliciter les
raisons de 1’échec de ces stratégies, par exemple celles de la disparition de M quand P s’¢loigne
dans le cas de la stratégie du binome 1.

Ensuite, le modele « report de mesure » est institutionnalisé et validé par la référence a la réalité
sans non plus que soient explicitées les raisons de sa réussite.

P : On peut construire le point M comme suit : choisir un point I sur le cercle et utiliser la
commande « report de mesure ». Pour cela, qu’est-ce qu’il faut avoir ?

Es : 1l faut avoir la mesure.

L’enseignant calcule la distance AP et reporte la mesure sur le cercle a partir de I pour avoir
le point M.

P : Vous pouvez observer que quand P se déplace, P pilote le mouvement de M. De plus,
le point M représentant la cabine de M peut faire plusieurs tours sur le cercle. (Script de
la séance 1)

On remarque que 1’enseignant introduit, comme si cela allait de soi, la construction d’un point I
sur le cercle comme origine du report de mesure, alors que cette construction a été la principale
difficulté de la genese instrumentale du report de mesure.

De plus I’enseignant ne parle pas du sens (le sens trigonométrique) de report de mesure imposé
par le logiciel.
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En conclusion, la commande « report de mesure » présente dans le menu Cabri n’est pas pour les
¢léves une connaissance instrumentale suffisante pour outiller la stratégie report de mesure qui
ne peut fonctionner en 1’absence d’un point fixe d’origine du report.

I1.4. Situation 2

a. Phase 1 : 20 minutes

Le tableau 28 présente les stratégies utilisées par les bindmes dans cette phase :

Stratégies Binomes
Stratégie (initiale) ajustement 2,6
perceptif |
Fiche 1 Stratégie Réussite / 1>
report de Réussite P1 l 3
4
mesure Echec 2,4,6

Tableau 28. Les stratégies apparues dans la phase 1 - Situation 2

- Les deux bindmes 1 et 5 reportent la mesure du périmétre du cercle sur la demi-droite donnée
pour avoir le point P1. La multiplication du périmeétre par 2 et 3 permet de construire les points
P2 et P3. Ils réduisent la taille du cercle pour rendre visible a 1’écran Cabri les points P1, P2 et
P3 : le changement d’échelle est effectué¢ implicitement. La graduation P1, P2 et P3 « résiste » a
la modification de la taille du cercle, donc le temps est construit comme une variable
indépendante. C’est une évolution marquante du processus de modélisation pour ces bindmes.

Les connaissances instrumentales relatives au report de mesure sont opératoires chez ces
bindmes. Voici, par exemple, la production du binéme 1 :

#5 Cabri Il Plus - [$2-P1-binome.env]

Fichier Edition Options Session Fentre Alde _ 5 x
LY =[O % R LS BN B
~
AP1:510cm
bl
@ A
| P P1 P2 P23

Figure 47. Ecran Cabri du binome 1

- Dans le bindme 3, I’'un des deux ¢éléves (E1) utilise la stratégie « report de mesure » pour placer
un point (non nommé¢) sans ’accord de 1’autre €léve (E2).

E1 : Mesurer le périmétre du cercle et reporter cette mesure sur la demi-droite AP

E2 : Non, ce n’est pas vrai.

El : Je vais essayer....

E1 calcule le périmétre du cercle et reporte cette mesure sur la demi-droite AP pour
avoir un point mais sans le nommer. (Protocole du bindme 3)
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La résistance de E2 ne permet pas a E1 d’achever la graduation bien que le premier point
construit soit exact.

- Le bindme 4 reporte la mesure du rayon du cercle sur la demi-droite donnée. Ensuite, il calcule
le périmétre du cercle en multipliant le rayon par 2n comme dans la situation 0. Cependant, il ne
termine pas c'est-a-dire il ne reporte pas le périmétre du cercle sur la demi-droite pour obtenir le
point P1. Leur stratégie est une variante de la stratégie optimale.

Examinons maintenant les deux binomes (6 et 2) qui ont commencé par la stratégie ajustement
perceptif : « déplacer P pour que le point M se déplace sur le cercle d’un tour de I a I pour
trouver la position P1 sur la demi-droite donnée ».

Ces bindmes essaient de marquer P2 et P3 de la méme fagon, mais quand ils déplacent P, le
cercle disparait de I’écran (variable V1) : « Avec 2 tours, le point P est trés loin. On n’a pas
assez de place. » (Protocole du bindme 6). Ceci les conduit a changer de stratégie.

- Le bindme 6 anticipe le placement de P2 et de P3 par I’utilisation de la commande report de
mesure et de la calculatrice. Leur graduation (si réussite) ne va pas résister au changement de la
taille du cercle puisque la mesure reportée n’est pas le périmeétre du cercle mais la mesure AP1
obtenue par ajustement perceptif. Faute de temps il ne reporte que la mesure « perceptive » AP1
a partir de A bien qu’il ait la tentative de multiplier AP1 par 2 pour construire P2.

El: La distance de A a P1 correspond a un tour. On la mesure et la multiplie par 2 pour
avoir la distance de A a P2.

E2 mesure la distance AP1

E2 : Report de mesure !

E1 reporte la mesure AP1 sur [AP). (Protocole du binome 6)

- Le bindme 2 utilise 1’outil « report de mesure » mais il reporte la mesure AP sur le cercle a
partir de M : il semble n’avoir compris ni la construction du point M, ni la nécessité d’une
origine fixe pour la mesure.

En résumé¢, 1’'usage de la commande « report de mesure » est donc présent dans les tentatives de
six bindmes, mais seuls 3 bindmes sur 6 reportent la mesure du périmétre du cercle sur la demi-
droite, un bindme (bindme 4) le reportant de maniere indirecte.

A la fin de cette phase, la graduation P1, P2, P3 et le changement d’échelle ne sont faits que par
les deux bindmes 1 et 5.

Dans la phase d’institutionnalisation, I’enseignant différencie les modeles produits par les
stratégies « report de mesure » (bindmes 1, 5) et « ajustement perceptif » (bindmes 2, 6) par le
changement de la taille du cercle.

P : Je vois qu’un bindme déplace le point P pour que M se déplace d’un tour sur le cercle. Le
point qui est a cette position est appelé P1. Comment construire le point P2 ? Si on continue
a déplacer P1, on ne voit plus le cercle.

Une méthode que quelques bindmes ont utilisée est de réduire le cercle. En réalité, que
signifie la réduction du cercle ?

(...)

On ne change pas le diameétre du manége parce qu’il ne peut pas changer. Mais c'est-a-dire
on voit le manége de plus loin ou plus preés.

Maintenant, est-ce que P1 correspond & un tour de M ?

L’enseignant déplace le point M pour que les éléves le voient.
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Es : Non.

P: Cette stratégie n’est donc valide que pour le cercle initial. Quand on change
I’échelle, elle est invalide.

P : Quelques bindomes calculent le périmétre du cercle et reportent cette mesure sur la demi-
droite AP pour avoir P1. Quand P se déplace de A a P1, M se déplace un tour sur le cercle.
Quand on change le rayon du cercle, le point P1 est encore correct. Comment construire le
point P2 ?

Es : On multiplie la mesure AP1 par 2 et reporte cette nouvelle mesure sur la demi-droite.

P : Oui, on peut la multiplier par 2 ou utiliser la commande « symétrie centrale ».

Es : La symétrie de A par rapport a P1 est P2. (Script de la séance 1)

Le terme « changement d’échelle » est introduit par I’enseignant. L’invalidité du mod¢le produit
par la stratégie ajustement perceptif est alors expliquée par le changement d’échelle. La
graduation de 1’axe du temps en nombre de tours est effectuée et ceci conduit a une premicre
modélisation discréte du temps.

Remarquons qu’a aucun moment la nécessité d’une origine fixe pour le report de mesure n’est
mentionnée par I’enseignant.

b. Phase 2 : 15 minutes

Pour cette phase, la stratégie optimale (report de mesure) est prédominante : tous les bindmes
sauf 1 la mettent en ceuvre. On peut analyser cette prédominance comme un effet de contrat a
son institutionnalisation répétée par 1’enseignant dans toutes les phases de cette séance. Ces
binomes utilisent la calculatrice pour diviser le périmétre (ou la mesure AP1) par 5 et ensuite
reportent cette mesure (3,08) sur la demi-droite donnée. Ceci montre aussi une avancée
marquante de la genése instrumentale de la commande « report de mesure » chez les éléves.

Par exemple, voici la figure regue sur I’écran de Cabri du bindme 5 :

#5 Cabri Il Plus - [52-P2-hinome.eny]
T Fichier Edition Options Gession Fenftre Aide _ 3 x
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Figure 48. Ecran Cabri du binome 5

Dans le binome 3, les éléves sont toujours en désaccord : E1 propose le report de mesure sur la
demi-droite AP mais E2 s’y oppose. Cette fois-ci, ¢’est I’éléve E2 qui prend les commandes : il
reporte bien la mesure du périmétre divisé par 5 mais en prenant pour origine de la mesure le
point mobile P ! Quand P se déplace, U se déplace aussi. L’erreur de E2 est révélatrice d’une
difficulté persistante dans la genése instrumentale de la commande «report de mesure »,
difficulté concernant la nécessit¢ d’une origine fixe pour la mesure, que ce soit dans Cabri ou
ailleurs.

Ainsi sauf pour le bindme 3, la graduation de I’axe du temps en minute (durée continue) a été
effectuée comme prévue. On peut conclure que I’environnement de géométrie dynamique Cabri
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permet aux ¢éléves de transformer le temps tour en temps minute et ainsi d’accéder a la variable
indépendante « temps ».

A la fin de cette séance, I’enseignant présente la stratégie optimale (stratégie report de mesure).
I1 introduit aussi la notion d’« axe du temps ».

P : La plupart des bindmes ont réussi a construire le point U. Je vois dans le fichier d’un seul
binome le point U mobile. Ce n’est pas valide.

Certains bindmes mesurent le périmétre du cercle et divisent ce périmétre par 5. Ensuite, ils
reportent cette mesure sur [AP) pour avoir le point U.

Quand P se déplace de A a U, M se déplace dans la premiére minute du voyage.

P : On dit qu’on a construit un axe du temps en minutes. Le point P pilote le mouvement
du point M et le point P1 correspond a un tour de M. (Scripte de la séance 1)

Encore une fois, I’enseignant ne profite pas de ’erreur du bindme 3 pour analyser 1’origine de
leur erreur : « Je vois dans le fichier d’un seul bindme le point U mobile. Ce n’est pas valide. »

En résumé, via la situation 2, le modele intermédiaire a évolué vers un modele « temporel » par
une modé¢lisation de I’écoulement linéaire du temps. L’axe du temps est construit avec une unité
en minute. L apparition de la variable « temps » permet de poser et résoudre plusieurs problémes
de la réalité que nous allons aborder dans la séance 2 suivante.

II1. Conclusion de I’étude de la séance 1

En s’appuyant sur I’hypotheése (H1), cette séance expérimentale vise la dévolution aux éleves de
choix significatifs quant au processus de modélisation. L’expérimentation a montré que pour
autant cette prise en charge n’est pas totale. En effet, I’enseignant a dii intervenir dans toutes les
phases de la séance 1 en particulier pour la mise en place du modele attendu.

La genése instrumentale de la commande report de mesure a contribué aux difficultés d’entrée
dans le processus de modélisation et a révélé un rapport incomplet au mesurage. La nécessité
d’une origine fixe et d’une orientation du cercle pourrait étre problématisée dans une reprise de
la conception méme de I’ingénierie. D’autre part, le déplacement propre a Cabri a permis tout au
long du processus de modélisation d’enrichir un milieu pour la validation dans le rapport du
modele a la réalité.

A la fin de cette séance, les éléves disposent d’un premier modéle fonctionnel, de nature
géométrique, ou le déplacement du point M représentant une cabine du manege se fait sur un
cercle en fonction du temps, variable indépendante dont les valeurs sont accessibles sur un axe
distinct de la trajectoire du mobile. Ce modéle est ’aboutissement d’une succession de modeles
intermédiaires :

+ un premier modele « mécanique » : un point sur une demi-droite pilote le déplacement d’un
point sur le cercle.
+ deux modeles « temporels » successifs : le point sur la demi-droite représente graphiquement
une variable indépendante, d’abord discréte puis continue, formalisant ainsi un axe du temps
gradué en minutes.

Soulignons que le processus de construction de ces modeles temporels fait participer
constamment le cercle a la représentation linéaire du temps. On peut faire I’hypothése (H2) que
le cercle sera aussi porteur d’un temps (temps circulaire) induit par le co-déplacement des
points M et P.
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Dans ce processus de modélisation, I’introduction d’informations numériques a été différée,
défavorisant les stratégies de calcul au profit de modéles mécaniques issus de stratégies
géométriques. L’introduction de données numériques a bien provoqué le passage d’un modele
temporel discret et circulaire au modele temporel continu et linéaire.

Le mode¢le construit dans cette séance est attaché¢ au modele C. 11 constitue le point de départ de

la situation 3 organisée autour du probléme de coincidence de deux phénomenes périodiques
avec I’objectif de faire émerger le modele O dans son articulation avec le modele C.
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Partie C. ETUDE DE LA SEANCE 2

La séance 1 a mis en scene des conditions qui favorisent une formalisation graphique (sur une
demi-droite) du temps comme variable indépendante. Cet axe du temps permet-il d’accéder a des
représentations bidimensionnelles de grandeurs variables avec le temps propres au modele O ?

Les grandeurs variables en relation avec la réalit¢ a modéliser pourraient étre la hauteur de la
cabine au sol, sa distance a un point fixe, sa vitesse, etc. Notre choix se porte sur la hauteur de la
cabine au sol qui dans le modéle géométrique C est la longueur d’un segment vertical,
perpendiculaire au sol et a ’axe du temps. Nous faisons I’hypothése (H3) que ce choix favorise
I’émergence du deuxiéme axe de la représentation bidimensionnelle.

Cependant, comme dit précédemment, le processus de construction des modeles temporels lors
de la séance 1 s’est appuyé constamment sur le cercle pour aboutir a I’axe du temps. Ainsi, le
cercle sera aussi porteur d’un temps (temps circulaire) induit par le co-déplacement des
points M et P (H2). Ceci peut rendre difficile I’émergence du deuxieéme axe de la représentation
bidimensionnelle.

La séance 2 est organisée autour du probléme de la coincidence des deux phénoménes
périodiques que nous avons présentés précédemment :

+ phénomeéne 1 : la cabine M est en position L (période T minutes)

+ phénomene 2 : la lampe est allumée (n minutes toutes les m minutes)

Dans ce probléme, les deux phénomenes sont définis comme périodiques. La séance 2, nommée
« situation 3 » pour les €leves, organise le passage du modele C au modele O avec comme enjeu
les opérations sur les périodes pour trouver les moments de coincidences. La séance 2 favorise la

formalisation de la périodicité et laisse ouvert le travail mathématique dans les deux cadres,
géométrique et analytique, et dans les deux registres, graphique et algébrique.
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I. Analyse a priori du probléme mathématique central de la séance

I.1. Présentation du probléme mathématique

Voici les consignes données.

Les questions ouvertes par cette situation concernent les moments de coincidences de deux
phénoménes périodiques. Elles reprennent les deux questions formulées par Bichat (1874) que
nous avons exposées lors de la présentation de la méthode des coincidences (partie A de ce
chapitre) :

A T’origine de la conception de cette situation, se trouvent deux hypothéses de recherche, H4 et

HS.

SITUATION 3
Bindme n® ...
Consigne 1 : ouvnr le fichier « $3-P1-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes - Session / Commencer I'enregistrement / Enregistrer.

M entre dans sa cabine lorsqu’elle passe au plus prés du sol, au point I. La grande roue dumanége a un ravon de
20 m et son centre est situé a 22 m du sol. Un tour dure T mimuites.

Une lampe rouge éclaire par intenmittence un endroit fixe (noté L) du manége ol passent les cabines. 5i une
cabine est éclairée parla lampe rouge lors de son passage en L. son occupant gagne un vovage gratuit. On se
demande siM va gagner un vovage gratuit sachant quelalampe s"allime aumoment oi1il meonte dans sa cabine.

A l'écran, vous pouvez volr le cercle représentant le manége, le point [, un segment représentant le sol, et 'axe
du temps construit précedemment.

Question :
M va-t-il gagner un vovage gratuit 7

S1oul, au bout de combien de tours 7 Peut-il en gagner d'autres 7

Réponse ef explications :

Attention !
1)Enregistrer régulierement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl § ».

2)Ne fermer que le fichier quand 'enseignant demande. Avant de fermer, aller dans Session / Arréter
Ienregistrement.

Figure 49. Situation 3

A quelles conditions la premiere coincidence peut-elle s’effectuer ?
S’il existe une coincidence de ces deux phénomenes, y en a-t-il une infinité d’autres ?

Pour résoudre un probléme de coincidences de deux phénoménes périodiques :

(H4) : il est nécessaire de formaliser la périodicité de chacun des phénoménes.
(HS) : les fonctions périodiques et leur registre graphique sont optimales.

I.2. Analyse a priori du probléme

Nous organisons les cas possibles des coincidences selon le schéma suivant :
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Coincidences

T~

existent n’existent pas
avec période sans période
en un groupe en plusieurs groupes

Figure 50. Les solutions possibles pour notre probléme de coincidence

Nous dirons que les coincidences sont périodiques en un seul groupe dans le cas ou elles
constituent dans le temps une suite de moments, qui est une suite arithmétique dont la raison sera
appelée la période des coincidences. Les coincidences sont périodiques en plusieurs groupes si
elles constituent plusieurs suites arithmétiques qui ne peuvent pas former une seule suite
arithmétique.

Par exemple, avec la suite 1, 3, 5, 7, 9,..., on a une périodicité en un seul groupe de période 2.
Par contre, la suite 1, 2, 5, 6,9, 10, 13, 14,... n’est pas une suite périodique. Cependant, on a une
périodicité en deux groupes : groupe 1, 5, 9, 13,... et groupe 2, 6, 10, 14, ... avec la méme
période 4.

Selon le schéma ci-dessus, il y a 4 cas de solutions possibles pour le probléme proposé :

+ Cas 1 : les coincidences n’existent pas

+ Cas 2 : les coincidences existent sans période

+ Cas 3 : les coincidences sont périodiques en un seul groupe

+ Cas 4 : les coincidences sont périodiques en plusieurs groupes

Dans le cas ou les coincidences de ces deux phénomenes existent (avec période ou sans période),
nous considérons que la premicre coincidence est proche de 1’origine du temps si elle appartient
aux 3 premiers tours de la cabine M. Dans le cas contraire, elle est considérée lointaine de
I’origine du temps.

Nous résumons ci-apres des données fixées pour la situation proposée :

+ Le départ de la cabine M se fait a la position la plus proche du sol, c'est-a-dire a 2 métres du
sol

+ Le premier allumage de L a lieu au moment du démarrage de la cabine de M.

Notons les conditions initiales suivantes : m >n > 0 et 2 <h <42 ou h est la hauteur de la cabine
M par rapport au sol.

» Les variables de situation et variables didactiques

e Variable de situation V1 : Le couple (T ; m)
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Selon le choix des valeurs de deux paramétres, T et m, les coincidences existeront ou pas et si
elles existent, elles seront périodiques ou non.

+ Le cas T/m non rationnel est écarté car T et m sont des mesures du temps en physique donc
décimales et que les mesures sur Cabri sont des nombre décimaux. De plus, ce cas peut entrainer
I’apériodicité des solutions (le cas 2 du schéma de la figure 50) et empécher la formalisation de
la périodicité. Donc notre premier choix pour le couple (T ; m) est 7/m rationnel, (c'est-a-dire il
existe p et q entiers tels que T/m = p/q irréductible (ou encore T.q = m.p)).

Nous allons montrer que dans ce cas, pour toutes les valeurs de n, s’il y a une coincidence des
deux phénomenes, il en existe une infinité d’autres et les coincidences sont périodiques (en un

seul ou plusieurs groupes) de période p.m minutes.

Notons t; le premier instant ou la cabine M est a la position L (hauteur h). Un tour durant T
minutes, tous les temps ou la cabine M est a la position L constituent 1’ensemble des nombres {tx
/t« =t + Tk, keN}.

Le point L est éclairé pendant des intervalles de temps qui durent n minutes toutes les m minutes.
Ainsi, la premiere fois ou la position L est éclairée, c’est pendant I’intervalle de temps [0 ; n]
puis I’éclairement aura lieu pendant tous les intervalles [k’m ; k’m+n] avec k’ entier naturel.
L’ensemble des coincidences, c’est a dire 1’ensemble des solutions est :

S={t/ti=t + Tk, keN} n{Inte / Inty = [kK’'m ; K’'m+n] / k’e N}

S={si/si=t;+ Tkets; € [kK’'m; k’'m+n] avec k, k’eN}

Ou encore :

S={si/si=t; + Tketk’'m <s; <k’m+n, k, kK’eN}

Supposons qu’il existe une solution dans S, notons-la s;, ona : k’m < s; <k’m+n (1).

On va démontrer qu’il y a a nouveau une coincidence en s,= s;+q.T.

En effet, s;=t; + Tk+ q.T = t;+T(k+q)

Apartirde (1),ona:k’'m+q.T <s;+q.T<k’m+n+q.T

Skm+mp<s;+q.T<k’m+n+ m.p

& (K+p)m<s;+q.T < (kK’+p).m+n

& (K+p).m <55 < (K'+p).m+n

Continuons cette méthode par récurrence, on peut démontrer qu’il y a une infinit¢ de
coincidences de période m.p minutes. On peut conclure que dans le cas ou T/m est rationnel, s’il

existe une coincidence entre les deux phénomenes, il y a une suite arithmétique de coincidences
de période m.p minutes.
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Selon le nombre de coincidences des deux phénomenes dans m.p minutes, les coincidences sont
périodiques en un seul groupe ou en plusieurs groupes.

En particulier, dans le cas ou T et m sont entiers, T/m non entier et irréductible, selon le résultat
montré précédemment, s’il y a de coincidence des deux phénomenes, les coincidences sont
périodiques en un seul ou plusieurs groupes de période égale a m tours.

On peut résumer les cas de solutions possibles selon les différents choix du couple (T ; m) dans
le tableau ci-apres.

Choix de (T, m) Solutions possibles
Cas1,3
Cas 3 : il existe une coincidence tous les tours
T et m non Cas1,3,4
entiers tous les | Cas 3, 4: Les coincidences sont périodiques de

T/m entier

T/m deux ou T/m période m.p minutes (périodiques en un seul ou
rationnel | T/m non non irréductible | plusieurs groupes) avec T/m = p/q irréductible.
entier Cas1,3,4

T et m entiers et

T/m irréductible Cas 3, 4 : Les coincidences sont périodiques de

période m tours (périodiques en un seul ou plusieurs
groupes)

Tableau 29. Les solutions possibles selon les choix du couple (T ; m)

Choix pour notre ingénierie

+ Le cas T/m entier n’est pas favorable a la formalisation de la périodicité pour résoudre le
probléme posé car s’il y a coincidence, elle a lieu tous les tours. Notre choix pour (T ; m) est 7/m
non entier.

+ D’autre part, pour favoriser les graduations arithmétiques sur la droite du temps, 7 et m sont
choisis tous les deux entiers. Et nous choisissons 7/m irréductible pour que les coincidences
soient périodiques (en un seul groupe ou plusieurs groupes) de période égale a m tours (avec m

entier).

+ Pour rendre coliteuse la graduation sur le cercle et donc favoriser 1’usage de la droite du temps,
la valeur choisie pour T est 5.

+ Finalement 7 = 5 et m est un entier non multiple de 5
e Variable de situation V2 : n

Avec le couple (T ; m) choisi ou T/m irréductible non entier et m entier, on va démontrer que si n
est entier, il existe toujours au moins une coincidence des deux phénomenes.

En effet, pendant les m.T minutes (m tours), il y a T intervalles de temps d’éclairement de la
lampe. Ce sont les suivants :

[0;n],[m;m+n],...., [(T-1)m; (T -1)m + n]

A eux tous, ils couvrent une longueur de temps égal a n.T ce qui va provoquer n coincidences a n
tours différents.

En résumé, on a le résultat suivant :
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Quand T/m irréductible, non entier, m et n entiers, il y a n coincidences des deux phénomenes.
Ces coincidences sont périodiques en n groupes de période m tours.

Valeurs de n Solutions possibles
n=1 Une coincidence tous les m tours
entier
n>2 n coincidences tous les m tours

Tableau 30. Les solutions possibles selon les choix de n
Voici des exemples avec T=5,n=1etn=2.
+ Sin=1, voici les durées d’éclairement de la lampe dans m tours.
[0; 1], [m;m+1]; [2m ; 2m+1], [3m ; 3m+1], [4m ; 4m+1]
Placer ces 5 intervalles de longueur 1 sur 5 minutes, on a toujours une seule coincidence tous les

m tours a cause de I’irréductibilité de T/m. A partir de la figure ci-dessous effectuée avec m = 6,
on peut imaginer toutes les autres valeurs possibles de m.

Figure 51. Lecas T=5,n=1etm=6
+ Sin =2, voici les durées d’éclairement de la lampe dans m tours.
[0; 2], [m; m+2]; [2m ; 2m+2], [3m ; 3m+2], [4m ; 4m+2]

Placer ces 5 intervalles de longueur 2 sur 5 minutes, on a toujours deux coincidences tous les m
tours (méme raisonnement ci-dessus).

Figure 52. Lecas T=5,n=2etm=06
Choix pour notre ingénierie
+ Pour favoriser la graduation arithmétique sur la droite du temps et pour assurer qu’il existe
toujours des coincidences aux deux phénomenes étudiés, nous avons choisi n entier. De plus,

notre choix est n = [ pour rester dans le cas d’1 coincidence tous les m tours. Le cas n > 2 est
¢carté parce que la périodicité en plusieurs groupes est hors du contrat institutionnel. En effet,
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comme nous 1’avons montré dans le chapitre 2, dans 1’enseignement secondaire, il n’existe que
des périodicités en un seul groupe.

+ Finalement 7 = 5, m est un entier non multiple de 5, n = 1.

e Variable didactique V3 : Le couple (m ; h)
Les choix de n = 1, T = 5, m entier et T/m irréductible non entier étant fixés, le choix du couple
(m ; h) va décider si la premiere coincidence sera proche ou lointaine de I’origine du temps.

Précisons que I’endroit L du manege sera donné en position montante de la cabine M.

+ Avec 2 <h < 15,82, la premiére coincidence est toujours au 1° tour pour tout m entier.
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Figure 53. Lecasm =4 et h = 6 ou 36
+ Avec 15,82 <h < 38,18 (donc 1 <t; <2), la premiére coincidence n’est pas au 1 tour.
Pour qu’elle soit au (1+t)° tour (t > 1, teN), elle devra appartenir a I’intervalle [1+5t ; 2+5t].

Par ailleurs, les drées d’éclairement de la lampe sont tous les intervalles [k’m ; k’'m+1] avec k’
naturel.

Donc la premiére coincidence de deux phénoménes est au (1+t)° si m est un diviseur de 1+5t
sans étre un diviseur de (1+5t) — Sravec 0 <r <t.

+ Avec 38,18 <h <42 (donc 2 <t; < 3), la premiére coincidence n’est pas au 1 tour.

Comme pour le cas précédent, pour que la coincidence soit au (1+t)° tour (t > 1, teN), elle devra
appartenir a I’intervalle [2+5t ; 3+5t].

Donc la premiére coincidence de deux phénoménes est au (1+t)° si m est un diviseur de 2+5t
sans étre un diviseur de (2+5t) — Sravec (0 <r <t).
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Voici les cas possibles de la premiére coincidence jusqu’a 8° tour pour T =5 et n = 1 avec les

différents choix des valeurs de m et h.

h
2<h<15,82 15,82 <h <38,18 38,18 <h<42
1" coincidence
er pour tout m entier - -
proche (3 1" tour
premiers tours) e e - pour m=2, 3,6, pourm=2,3 4,
2% ou 3" tour 11 6.7, 12
- pourm=4,7,8, pour m=3§, 11,
lointaine (au-dela de 3 tours) 9,13, 16, 21, 26, 16,17, 22,32, 37
31, 36

Tableau 31. Les cas possibles de la premiére coincidence jusqu’au 8° tour
Choix pour notre ingénierie

Nous écartons le cas 2 <h < 15,82 parce que la premiére coincidence serait toujours au 1 tour.
Dans cette séance, nous avons choisi deux valeurs (3 ; 35) et (4 ; 20) pour le couple (m ; h) dans
deux phases différentes (phases 1 et 4) avec des mises en scene du probléme différentes.

Pour le couple (3 ; 35), la premiére coincidence est proche (2° tour). Ce choix favorise I’usage de
la périodicité sans disqualifier le recours au cercle pour lire le temps en tours (temps discret).

Pour le couple (4 ; 20), la premiére coincidence est lointaine (4° tour). Ce choix rend coiiteux le
recours au cercle pour lire le temps et favorise en conséquence le déploiement du cercle sur I’axe
du temps pour utiliser un temps linéaire en minutes (temps continu).

e Variable de situation V4 : taille du cercle a I’écran modifiable ou non¢

Suite a ’exécution de la consigne 1 (figure 49), la fenétre Cabri affiche un modele géométrique
de co-variation analogue a celui de la situation 2. Cependant, nous avons fait le choix de ne pas
autoriser le changement d’échelle si bien que la taille du cercle a 1I’écran est fixe.

Justifions notre choix : les points P1, P2 et P3 sont construits, mais n’apparaissent pas dans le
méme écran que le cercle. Il faut utiliser les ascenseurs horizontaux de la fenétre pour les
découvrir mais dans ce cas le cercle du manége disparait de 1’écran. Grace a cela, on peut
accéder a la premiére coincidence si elle a lieu au 1% tour voire au 2° tour. Nous avons créé une
contrainte pour faire émerger la périodicit¢é du mouvement de la cabine comme outil dans la
recherche de la coincidence ou des coincidences.

%6 C’est la méme variable que dans la situation 2.
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Figure 54. Ecran Cabri a I’ouverture du fichier « S3-P1-binome.env »
A D’écran, un segment représentant le sol est aussi présent. La distance du centre du cercle a ce

segment estd =r + Er (r rayon du cercle), proportion identique a celle de la réalité invoquée :

22 =20+ %)QO. Nous avons fait le choix de ne pas transférer aux ¢€leves la responsabilité de

représenter le sol pour une simple question d’économie du temps de 1’ingénierie.

I1. Analyse de la phase 1 (entrée dans le jeu)

I1.1. Les choix des valeurs des variables dans cette phase

Cette phase a pour but de faire entrer dans le probléme central. Une question sur les informations
nécessaires pour savoir si M va gagner un voyage gratuit est posée (cf. la fiche 1 — Situation 3 en
annexe 5). Cette question fait I’objet d’un débat public qui a pour but d’introduire les données
précises de la situation étudiée, c'est-a-dire les choix des valeurs des variables didactiques V1,
V2 et V3.

Rappelons qu’avec le choix des valeurs T = 5 minutes, n = 1 minute, m = 3 minutes et h = 35
metres dans cette phase, les coincidences sont périodiques en un seul groupe. La premiere
coincidence est proche sans étre durant le 1¥ tour de la cabine. Ici, M va gagner au 2° tour et il va
en gagner d’autres tous les 3 tours de voyage.
Le cercle représentant le manege sur I’écran Cabri est choisi pour que I’on puisse, par
déplacement de P, repérer un point T1 a la hauteur h = 35 m, mais ensuite le déplacement de P
vers la droite fait sortir le cercle de I’écran Cabri. Comme nous ’avons dit précédemment, ce
choix a pour but de favoriser un usage de la périodicité des phénomenes.
I1.2. Les stratégies possibles

a) Graphique unidimensionnel :

e Demi-droite — cercle : repliement du temps sur I’espace fini du cercle

Dans cette stratégie, le temps linéaire sur la demi-droite est transformé en temps circulaire sur le
cercle.

+ marquer sur le cercle un point L a I’endroit éclairé par la lampe
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+ repérer sur le cercle les arcs représentant les temps d’éclairement du point L

+ relever la premiére coincidence : point L appartenant a I'un des arcs représentant les temps
d’éclairement du point L.

Dans I’environnement Cabri, en utilisant la commande « calculatrice » (pour le changement
d’échelle entre la réalité et I’écran) et la commande « report de mesure », on peut construire avec
précision le point L a la hauteur h sur le cercle. Par contre, aprés avoir construit les arcs sur le
cercle, il faut les distinguer selon qu’ils sont éclairés ou pas et selon les tours. Si le nombre de
tours augmente, cette stratégie devient coliteuse car elle doit coordonner le double comptage du
nombre de tours et des arcs éclairés sur le cercle. Dans cet environnement, il est aussi possible de
procéder perceptivement ce qui diminue le colt de la stratégie mais génere des incertitudes sur
les positions des points.

Dans I’environnement papier, soit le point L est marqué sur le cercle avec précision ce qui est
trés coliteux en calcul et tracés, soit le point L est placé perceptivement sur le cercle ce qui
provoque une incertitude sur sa position exacte.

e Cercle — demi-droite : déploiement linéaire du temps
Dans cette stratégie, le temps circulaire est transformé en temps linéaire sur la demi-droite.

+ trouver les durées d’éclairement de la lampe : [k’m ; k’m+n] (k’ naturel)

+ repérer sur I’axe du temps les segments représentant les temps d’éclairement du point L en les
distinguant de ceux ou le point L n’est pas éclairé.

Puis, en environnement papier :

+ trouver les moments ou la cabine M est a la hauteur h : t; + 5k (k naturel), ou t; est le moment
du premier passage en L (voir annexe 6)

+ trouver les coincidences entre I’ensemble de nombres {tx / ty = t; + 5k, ke N} et I’ensemble
d’intervalles {Inty / Int,: = [kK’'m ; k’m+n] / kK’ €N}, grace, implicitement ou explicitement, a leur
représentation sur la droite réelle tracés sur le papier ou simplement alignés.

Ou bien, en environnement Cabri : placer le point L sur le cercle puis en déplagant le point P sur
I’axe du temps, relever les coincidences : point M sur point L et point P appartenant a 1’un de
segments d’éclairement du point L.

# Cabri Il Plus - [MIRA-Situation3-1.fig *] X
x

v Edition Options  Zession Feptre Aide -|a

_HO] A= 2

= [l

>

Figure 55. Le marquage des temps d’éclairement sur 1’axe du temps
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Dans I’environnement Cabri, cette stratégie est coliteuse parce qu’il est nécessaire de repérer sur
I’axe du temps les segments représentant les temps d’éclairement du point L en les distinguant de
ceux ou le point L n’est pas éclairé (par différentes couleurs par exemple).

De plus, si la premiere coincidence n’appartient pas au premier tour du voyage, les limites de
I’écran Cabri que nous avons imposées ne permettent pas de visualiser simultanément le cercle et
I’axe du temps au dela de 6 — 7 minutes. Cela peut soit bloquer cette stratégie soit faire émerger
la nécessité de recourir a la périodicité pour trouver la premicre coincidence ou les autres
coincidences si la premicre a déja été trouvée. Pour cela, tirer le point P depuis A, repérer entre
A et P1 le point T1 ou M arrive au point L. Puis, lorsque le point P arrive a P1, le ramener au
point A en considérant qu’on est au 2° tour et donc qu’il s’est déja écoulé 5 minutes. Ceci revient
a replier la demi-droite du temps sur le segment [AP1] en notant le numéro du tour. On peut
prévoir les mémes difficultés que dans la premicre stratégie puisqu’il s’agit de coordonner le
comptage des tours et les moments d’éclairement de la lampe.

Cette stratégie est délicate a conduire dans I’environnement Cabri. Par contre, elle peut
s’exprimer dans un environnement papier sous la forme du graphique bidimensionnel ci-

dessous :
T1

Ip1

T2
P1t i

P2

T3
P2+ - !
P3

T4

P3 ‘
P4

Figure 56. Lecas T=5,m=3etn=1

Du fait qu’il est bidimensionnel, ce graphique a l’avantage de délivrer I’opérateur de la
coordination sur le méme espace physique (un cercle ou un segment) que nous avons décrite
dans les deux stratégies. Cependant, pour trouver la premiére coincidence, il a fallu calculer t; et
placer les points T1, T2, etc. sur le graphique.

b) Graphique bidimensionnel : temps linéaire et hauteur

hauteur

ternps

+ repérer sur I’axe du temps les segments horizontaux représentant les temps d’éclairement du
point L et construire leurs images a la hauteur h.

+ construire verticalement par rapport a I’axe du temps les segments dont 1’'une des extrémités
est le point pilote P, I’autre est le point M’ et telle que PM’ a méme mesure que HM (H :
projection de M sur le segment représentant le sol), c’est-a-dire la hauteur de la cabine. La trace
(obtenue par commande Cabri) de ’extrémité M’ du segment est alors une sinusoide.

+ les abscisses des intersections des segments avec la sinusoide sont les moments de
coincidences.
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Figure 57. Stratégie graphique bidimensionnel sur 1’écran Cabri

Le choix que nous avons fait sur la variable V4 réduit fortement le nombre d’arches” de la
sinusoide visibles a 1’écran ce qui ne sera pas le cas dans un environnement papier.

En effet, dans un tel environnement, la construction de la sinusoide fait appel a la formule
donnant la hauteur h en fonction du temps t (fort colt en calculs) ou, a une succession de
segments reliant les minimums et les maximums de la hauteur (réduction du cott).
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Figure 59. Stratégie graphique bidimensionnel sur papier (deuxiéme forme)

*7 Arche = morceau graphique sur un intervalle ayant la longueur de la période.
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Nous résumons les stratégies possibles dans le tableau suivant :

Graphique unidimensionnel

Graphique bidimensionnel

Demi-droite — cercle

Repliement du temps
en un temps circulaire

Périodicité en nombre
de tours — temps discret

Cercle — demi-droite

Déploiement du temps en
un temps linéaire

Périodicité en intervalles
- temps continu

Temps linéaire et hauteur

hauteur

ternps

Déploiement du temps en
un temps linéaire

Périodicité en nombre
d’arches de sinusoide

Temps et nombre de
tours

nuMmers di tour

Repliement du temps en un
temps « segmenté »

Périodicité en nombre de
segments — temps discret

Tableau 32. Les stratégies possibles et les savoirs impliqués
I1.3. Les stratégies attendues

Les stratégies « graphique bidimensionnel » ne sont pas attendues car elles font référence au
modele O alors que le processus de modélisation initi¢ dans la séance 1 a mis en avant le modele
C. Certes, I’axe du temps est potentiellement porteur d’un passage vers le modéle O mais
I’analyse institutionnelle a montré 1’absence de technique institutionnalisée pour effectuer ce
passage méme en classe 12 ou est enseignée 1’oscillation harmonique. Falcade (2006) a
expérimenté sur Cabri des situations visant a mettre en place le deuxieme axe d’un graphe a la
fagon d’Euler. Elle explique ci-dessous les difficultés rencontrées par les éléves dans la
conceptualisation d’un tel graphe :

Du point de vue des difficultés des éléves relativement a la notion de graphe, nous avons
déja observé que, I’interprétation dynamique du graphe d’une fonction est une expérience
mentale assez complexe. Il faut d’abord conceptualiser le graphe comme issue de la variation
d’un point P qui représente la variable dépendante, et qui bouge en fonction d’un autre point
M variable, représentant la variable indépendante. Sous-jacente a ces deux variations
corrélées, il y a la perception d’une deuxiéme relation de dépendance fonctionnelle, invisible
dans le graphe, celle que chaque point bouge dans le temps. Une telle interprétation exige
donc la réintroduction du temps et la prise en compte de la relation de co-variation de M(t) et
de P(M(t)). (Falcade (2006), p. 91)

Quant aux stratégies « graphique unidimensionnel », deux sont coliteuses en reports de mesure
(cercle — demi-droite avec Cabri ou demi-droite — cercle avec Cabri). La stratégie cercle —
demi-droite sur papier, nécessite le calcul de t;, mais ce calcul est présent institutionnellement
dans D’enseignement mathématique ou dans 1’enseignement physique sous deux formes
différentes (voir annexe 6). Reste la stratégie demi-droite — cercle sur papier : elle est peu
coliteuse en calculs et méme peut ne comporter aucun calcul si elle utilise la perception. Dans ce
dernier cas, se pose le probléme de I’incertitude de la position de L sur le cercle qui ne peut étre
invalidée que par confrontation avec la réponse calculée. Cette stratégie papier comme la
précédente s’appuie en partie sur le modele C installé a I’écran Cabri.

On peut donc conclure que les stratégies « graphique unidimensionnel » seront majoritaires et
parmi elles, la stratégie demi-droite — cercle sur papier devrait étre dominante.
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I1.4. Déroulement prévu et role de I’enseignant

Au début de cette phase, I’enseignant coopere avec les €léves dans la recherche des informations
nécessaires pour résoudre le probléme posé. Les informations importantes sont que la lampe
s’allume pendant 1 minute toutes les 3 minutes a la hauteur h = 35 métres. De plus, 1’enseignant
et les éleves se mettent d’accord pour choisir I’endroit L du manege en position montante de la

cabine M.

Les ¢leves travaillent pendant 25 minutes et écrivent leurs réponses sur leur fiche.

Apres le travail des éléves, I’enseignant doit récupérer les fiches-éléves et donner la réponse

exacte sans argumenter pour ne privilégier aucune des stratégies.

Voici les réponses que I’enseignant va donner aux éléves :

+ Oui, M peut gagner un voyage gratuit, au bout de 2 tours.
+ M peut en gagner d’autres.

IL.5. Déroulement effectif et analyse a posteriori

Voici le script du travail de coopération entre I’enseignant et les bindmes pour déterminer les

informations nécessaires a la résolution du probléme.

On voit que les informations relatives aux valeurs des quatre paramétres m, n, T et h sont bien

P : De quelles informations avez-vous besoin pour savoir si M va gagner un voyage gratuit ?
Bindme 5 : L’intervalle de temps.

Binome 1 : Le temps d’allumage et la position de L.

P : Oui, il faut donc savoir combien de temps la lampe s’allume.

Je vous donne I’information : la lampe s’allume une minute toutes les trois minutes.

P : De quelles informations avez-vous besoin en plus ?

Binome 1 : La vitesse de la grande roue.

P: La grande roue fait un tour en 5 minutes. On considére que c’est un mouvement
uniforme. Au bout d’une minute, le manége a tourné 1/5 de tour. [comme dans la situation 2
de la séance 1].

P : De quelles informations avez-vous besoin en plus ?

(....)

Binome 4 : Ou s’allume la lampe ? Ou est L ?

P : Oui, la lampe éclaire un endroit fixe (noté L) du manége, ou est L ?

Je vous donne I’information : la lampe éclaire la position du manége a la hauteur de 35
metres du sol.

Selon vous, il y a combien de points sur le cercle qui sont a la hauteur de 35 metres du sol ?
Es : 2 points.

P : Le gérant ne peut pas éclairer 2 points parce qu’il y aura plusieurs personnes qui gagnent.
Nous somme d’accord que le point L est a droite du manége quand la cabine M monte.

En résumé, le point L est & une hauteur de 35 métres par rapport au sol et a droite du
manege.

P : De quelles informations avez-vous besoin en plus ?

(....)

P : On continue a travailler pour répondre aux questions de la fiche 1. Si vous avez besoin de
plus d’informations, vous pouvez me les demander.

(Script de la séance 2)

repérées par certains bindmes comme nécessaires a la résolution du probléme.
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a. Placer le point L sur le cercle

Les sessions d’enregistrement dans Cabri et les notes des observateurs attestent que tous les
bindmes cherchent d’abord a construire dans Cabri le point L sur le cercle. Pourtant, le
changement d’échelle pour passer des données numériques de la réalité a celles du modele Cabri
pose probléme 4 la plupart des bindmes®*. Quatre bindmes (n° 2, 3, 4 et 5) sur les 6 bindmes
placent finalement un point L perceptivement sur le cercle Cabri apres leurs échecs dans le

changement d’échelle. Tous ces bindmes recopient ensuite leur cercle sur papier.

On voit clairement les idées de changement d’échelle dans le brouillon du binéme 3 :

whom 3

Zhé cuy = Zlq, 4 ‘;; 3/2%‘1

iy

Figure 60. Brouillon papier du bindme 3

L’écriture « lecm = » montre que ce bindme essaie de changer 1’échelle en opérant sur 1’unité.
Cependant, il échoue. Enfin, il place perceptivement le point L sur le cercle. De maniére
similaire, le bindbme 4 construit un segment de longueur 1 cm comme unité¢ de calcul. Mais
ensuite, il reporte cette mesure sur le cercle a partir d’un point quelconque et déplace le point
obtenu pour avoir une position approximative du point L. Ce bindme confond mesure sur le

cercle et mesure sur une droite.

&% Cabri 11 Plus - [S3-P1-biname. env]
% Pt Edlion Qplioes Sewion Feoftre fide =| = x|

NN = [0 % N = = N

7
]

1633 em Ketqua: 880 cm

Ketqua: 1306 em
Ketqua: 227 cm

327 em

“100em

Figure 61. Ecran Cabri du bindme 4

Seuls les bindmes 1 et 6 réussissent a placer le point fixe L sur le cercle dans Cabri par un
changement d’échelle. Nous présentons ci-apres des calculs et la production sur 1’écran de Cabri
du binéme 1. Voici d’abord les traces écrites du changement d’échelle dans son brouillon :

¥ Cela nous interroge sur I’enseignement de la proportionnalité dans I’institution vietnamienne.
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Figure 62. Brouillon papier du bindme 1

Et voici I’écran Cabri obtenu a la fin du travail dans la phase 1 :

& Cabri 11 Plus - [53P1_109.fig]
G Echier  Edfion Qpriors Sesson  Fepfire  fude - x

[ [ @] M B =] 2]

e L
7 R
/
/ \\
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\ /

Kot qua 455 cm

Figure 63. Ecran Cabri du binome 1
b. Trouver des coincidences

Le point L étant placé sur le cercle, le travail pour trouver les coincidences des deux
phénomenes, la cabine a la position L et I’éclairage de la lampe, est posé. Comme prévu, le choix
des valeurs entieres de T, m et n favorise la graduation du temps. En effet, tous les bindmes
graduent le temps sur le cercle ou/et sur I’axe du temps : ils divisent le cercle ou/et le segment
AP1 en 5 parties.

Graduation du temps Binomes
Avec calculs et sur le cercle dans Cabri 1
reports de mesures sur la demi-droite dans Cabri ‘\" i
. LA
sur le cercle sur papier 2,3,4,5,6
Perceptivement
sur la demi-droite sur papier -

Tableau 33. Les procédures empruntées pour graduer le temps

Voici la figure construite sur papier par le bindme 6 ou le cercle est divisé perceptivement en 5
parties et ou le crayon a effectué plusieurs tours (preuve de ’utilisation de la périodicité) :
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Figure 64. Brouillon papier du bindme 6

Et dans la figure ci-apres, on voit la graduation de 1’axe du temps dans Cabri par le bindme 5 :

5 Cabri Il Plug - [S3-P1-binome - cople.env] E
% Exhier Edtion Qptiors Sesson  Fepftrn  fide -8 x

5] - O] X ] A=

Figure 65. Ecran Cabri du binome 5

La graduation du temps a donc été effectuée soit sur le cercle soit sur I’axe du temps. Cependant,
comme nous I’avons précisé, la taille du cercle sur 1’écran de Cabri bloque la stratégie cercle —
demi-droite avec Cabri sauf a utiliser la périodicité. C'est-a-dire par déplacement de P, on peut
repérer un point T1 a la hauteur h = 35 m d’abscisse t; sur I’axe du temps mais on ne peut pas
marquer les autres points T2, T3, etc. correspondant a cette hauteur. Ceci oblige a utiliser la
périodicité¢ pour rechercher les coincidences. Cependant, nous avons mis en évidence
précédemment les difficultés a opérer la périodicité dans Cabri.

Ceci peut expliquer que le bindme 5 abandonne sa graduation sur la demi-droite pour résoudre le
probléme et recourt au cercle et a la graduation sur ce cercle réalisée sur papier puisque dans cet
environnement, il lui est possible de continuer (par la pensée et par des gestes) le mouvement de
la cabine M, selon le mod¢le C de la périodicité.

Nous présentons dans le tableau suivant les stratégies effectives (pour trouver les coincidences)
par rapport a celles prévues :

Stratégies Binomes

Demi-droite — cercle 1

Graphique
unidimensionnel

avec Cabri

Demi-droite — cercle
sur papier

2,3,5,6

Cercle — demi-droite 4
avec Cabri

Graphique bidimensionnel -

Tableau 34. Les stratégies apparues dans la phase 1 - Situation 3
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Les bindmes 1, 2, 3 et 6 utilisent le cercle comme trajectoire de la cabine M pour compter le
trajet parcouru en fonction du temps et a partir de 13, en déduisent le nombre de tours pour que M
gagne la premicre fois. Par exemple, voici la réponse du bindéme 1 :

Tra léi va gidi thich cdu tra 10i ctia em : 5 ” i y
Y fﬂuj:l -1 qua?;-cd Au‘u"wa = di U 3 pdudt + Apdudd ey Ao, chuts
{-tdd;‘?_w_w Mo theo 4uih toown f dow ) L

. TR -
""’“‘“"J 22 fj_ 0]“""""“3 - N
I) Mgb‘!fa c‘tu’ﬂ’f : +)Eﬂ'{ UO’W&Z

- ey 4 A
TR s
dvone, 4 nin o bun wo M chi i ?
(.‘{L{G,:n(’ w}»r?

N 7 g 3
o 0 z qua;ma l“tu'ofm(ﬂ . U
WE e, duid
W com thitd ﬂg guang AUy

u_\ nl ~ -
,(,M; Wy ,’ o L newn coleh din T Lo gg ooy
I)l)M jmwpe'

feine, 1 phott . Uy M o ol changy 4 vorg

Traduction en frangais :

1 minute = 1/5 trajet — aprés 3 minutes + 1 minute ou la lampe s’allume,
c’est 4/5 trajet. Selon des calculs, L est a 2/5 trajet. Donc aprés un tour, M
ne gagne pas. Dans la deuxiéme tour, il manque 1/5 trajet du 1* tour donc
la cabine de M ne passe que 2 minutes et elle est allumée. On sait que L et
I distants de 2/5 trajet qui est égale a 2 minutes. Donc M peut gagner un
voyage gratuit au bout de 2 tours. De maniére similaire, M peut en gagner
d’autres.

Figure 66. La réponse du bindme 1 sur la fiche 1

Par contre, le bindme 4 donne des raisonnements sur le trajet de la cabine M le long de la demi-
droite graduée dans Cabri :

&% Cabri Il Plus - [$3-P1-binome.eny]
%] bchier [dtion Opbons Sesson Fepitre e

_ O A% 2] A

-Aax

16,33 cm ket qua 980 cm

4 M Het qua 1306 ¢m
/ A Welqua 327 cm

3,27 em

"1 foem

Figure 67. Ecran Cabri du bindme 4

Voici sa réponse :

Tra lgi va gidi thich cdu tra loi cua em ; ]
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Traduction en frangais :
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M peut gagner un voyage gratuit aprés 1,2 tours. Il peut en gagner
d’autres.

Appelons B le point correspondant a la position de M aprés 3 minutes. C
est le point correspondant a la position de M apreés 4 minutes. Quand P se
déplace de A a U, L s’éteint. Quand P se déplace de U a B, L s’allume et
de B a C, L s’éteint. Donc aprés 6 minutes, M va gagner un voyage gratuit.

Figure 68. La réponse du bindome 4 sur la fiche 1

En bref, 5 bindomes (n° 1, 2, 4, 5 et 6) donnent la bonne réponse « 2 tours » mais ensuite deux de
ces binomes (n° 2 et 5) ’annulent ; a cause d’une confusion dans le comptage des moments
d’allumage, ils changent de réponses (bindme 2 : 4 tours et bindme 5 : M ne gagne pas). Le
bindme 3 place perceptivement le point L dans Cabri puis passe en environnement papier
(comme les bindomes 2, 5 et 6). Enfin, il conclue que M ne gagne pas.

Le tableau des stratégies montre que seule la stratégie « graphique unidimensionnel » est utilisée
par les ¢leves dans cette phase. La stratégie « graphique bidimensionnel » n’apparait pas du tout.
Bien que les ¢leves viennent d’apprendre en physique a la fois des oscillations harmoniques et le
lien avec le mouvement circulaire uniforme, aucun d’entre eux ne cherche a établir la formule
représentant la hauteur de la cabine en fonction du temps et a construire son graphique (une
sinusoide) alors que 1’axe du temps est déja la.

Aucun bindme n’emprunte la stratégie qui calcule le temps t; et ’utilise sur I’axe linéaire du
temps (en environnement papier ou Cabri). Le contexte géométrique dans lequel travaillent les
¢léves depuis la séance 1 peut expliquer cette absence.

Sans surprise, le modele C (modele déja construit dans Cabri) est privilégié. Cependant, la
gengse instrumentale minimale construite dans la séance 1 s’avére insuffisante pour exploiter les
fonctionnalités du logiciel et 4 bindmes sur 6 abandonnent 1I’environnement Cabri et transferent
sur papier la figure réalisée sur Cabri. De plus que ce soit sur papier ou sur Cabri, les procédures
perceptives pour placer le point L et découper le temps, moins coliteuses, ne sont pas invalidées
ni par rétroaction du milieu ni par intervention de 1’enseignant.

Les procédures des ¢léves montrent que le temps est considéré comme une variable indépendante
1ié au cercle ou a la demi-droite (hypothése H2) et que la périodicité du mouvement de la cabine
M est utilisée pour trouver la premiere coincidence (hypothése H3). Par contre, la périodicité est
exploitée en réduisant le temps a un espace fini et non pas en déployant complétement le temps
sur la demi-droite (& I’exception du bindme 4).

A la fin du travail dans cette phase, I’enseignant demande les réponses des bindmes et donne la
bonne réponse sans la justifier (argument d’autorit¢).

P : Quelques éleves pensent qu’il faut calculer pour qu’on gagne tout de suite quand on
commence le voyage suivant, (rire..).

P : M va-t-il gagner un voyage gratuit ?

Oui : 4 bindmes, non : 2 binémes

P : Moi, je réponds oui.

P : Il gagne au bout de combien de tours ?

2 tours : 3 bindomes, 4 tours : 1 bindme

P : Moi, je réponds 2 tours

P : M peut-il en gagner d’autres ?

Tous les bindmes : oui

P : Oui, M peut en gagner d’autres. (Script de la séance 2)
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On voit que tous les bindmes répondent que M peut gagner d’autres voyages bien que deux
d’entre eux (bindmes 3 et 5) n’aient pas trouvé le moment ou M gagne la premiere fois.
L’explication n’est pas demandée mais on peut penser que c’est la périodicité du mouvement de
la cabine qui permet aux éléves de répondre a cette question. Cette idée se trouve dans la réponse
du bindme 1 citée précédemment : « ... M peut gagner un voyage gratuit au bout de 2 tours. De
maniere similaire, M peut en gagner d’autres ».

Finalement, a ce moment de la séance 2, nous constatons 1’utilisation conjointe de 1’axe du temps
et du modéle C, mais seulement pour les deux bindmes (n’ 1 et 4). Nous constatons aussi
qu’aucun des bindomes n’a de stratégie bidimensionnelle. Pourtant, I’articulation du modéle C
avec le modele O ne peut éviter le recours a un graphique bidimensionnel. C’est pourquoi nous
décidons dans les phases 2 et 3 de la méme séance d’introduire un tel graphique avant de mettre
en concurrence les modeles C et O, dans la phase 4.

II1. Analyse de la phase 2 (anticipation du chemin de M”)

IIL.1. Présentation de la phase 2

Dans cette phase, un algorithme de construction d’un point M’ est proposé. L’objectif de cette
phase est d'obtenir le plus rapidement possible une construction correcte avant de mettre en

question la courbe qui est 1'objet visé.

Voici les consignes données.

SITUATION 3
Fiche 2

Binéme n® ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « S3-P2-binome env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement
/ Enregistrer.

Travail a faire :

Tracer la droite qui passe par le point M et qui est perpendiculaire au sol.
Appeler H le point d’intersection avec le sol.

Mesurer la longueur MH.

Tracer une droite passant par P et perpendiculaire d I'axe du temps.
Tracer une demi-droite d origine P et perpendiculaire d 1’axe du temps.
Reporter la mesure MH sur la nouvelle demi-droite.

On obtient le point M.

Question .
Si on déplace P que se passe-t-il pour M" 7 Quel est le chemin de M™ 7

Réponse et explications :

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand Ienseignant demande. Avantde fermer, aller dans
Session / Arréter 'enregistrement.

Figure 69. Situation 3 — Fiche 2
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Suite a ’exécution de la consigne 1, la fenétre Cabri affiche de nouveau le modéle géométrique
de co-variation travaillé dans la séance 1 et déja présent dans la phase 1 de cette séance.

En suivant cet algorithme, le point M’ est construit. Le point P pilote le point M’ et on a toujours
MH = PM’ comme le montre la figure ci-apres :

8% Cabri 1 Pus - [$3-P3-binome.env]
T Fichier Edtion Options  Session Fenétre  Aide _ 8 x

[ = [O) % A R A =

335cem

Figure 70. Ecran Cabri obtenu en suivant I’algorithme proposé

Le chemin de M’ est aussi le graphique représentant la hauteur de la cabine M en fonction du
temps. Nous voulons savoir si les éleves reconnaissent les caractéristiques de la courbe
construite par les points M’. Pensent-ils a une sinusoide ? L’articulation entre les deux modéles
C et O existe-t-elle chez les éléves ?

La réponse attendue dans cette phase est donc que si I’on déplace P, le point M’ se déplace et
MH = PM’ (premicre question), que le chemin de M’ monte et descend alternativement, c’est
une sinusoide (seconde question).

I11.2. Analyse des résultats

Suivant correctement 1’algorithme proposé, les éleves font apparaitre rapidement le point M’ et
déplacent le point P pour voir le déplacement du point M’ sur I’écran de Cabri. Certains
accompagnent du doigt ce déplacement mais aucun des bindmes ne produit de figure sur la fiche.
Le tableau 35 donne des caractéristiques du chemin du point M’ énoncées par écrit par les
¢éleves :

Caractéristiques du Binémes
chemin de M’
Monte et descend 1,4,6
Fiche 2 Autres (arc de cercle,
2,3,5
parabole,..)

Tableau 35. Les réponses apparues dans la phase 2 — Situation 3

Ce tableau montre que 3 bindmes reconnaissent la caractéristique « alternative » de la courbe
représentant les points M’. C’est une courbe qui monte et descend ; le terme « courbe ondulée »
est méme utilisé par les binomes 4 et 6, comme le révele la discussion des deux éléves du
bindéme 6 :

E2 : Quel est le chemin du point M’ ?
E1l : Ouais, je le connais. C’est une courbe ondulée comme ¢a (Elle utilise son doigt pour

« tracer » une courbe qui monte et descend alternativement).
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M’ constitue des courbes ondulées en dessus de I’axe du temps.
E2 : Elle s’appelle la courbe ondulée ?
E1 : Oui, courbe ondulée. (Protocole du binome 6)

Les trois autres bindmes (n” 2, 3 et 5) ne reconnaissent pas la périodicité de la courbe. Ils se
cantonnent a une vision locale de la courbe pour conclure que c’est un arc du cercle ou une
parabole.

Cette phase de I’ingénierie prévoyait que I’observation du mouvement du point M’ dans Cabri
permettrait aux ¢léves de se remémorer le modele O et son lien avec le modele C. Cependant,
certains €léves ne vont pas jusque la bien que I’enseignant ait parlé du mouvement uniforme
auparavant. Ceci confirme 1’absence d’articulation entre les deux modéles C et O chez les éleves,
absence que nous avons mise en évidence avec le questionnaire dans le chapitre 3.

IV. Analyse de la phase 3 (validation de P’anticipation et construction du
chemin de M’)

IV.1. Présentation de la phase 3

Cette phase demande d’utiliser la commande « Trace » puis de tracer la courbe obtenue sur un
papier quadrillé. Nous poursuivons deux objectifs :

+ valider ou invalider I’anticipation du chemin du point M’ dans la phase 2 précédente
+ mobiliser les connaissances des éléves sur le modele O en construction dans son articulation

avec le modele C déja en place.

Les consignes données sont présentées ci-dessous :
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SITUATION 3
Fiche 3

Bindmen® ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « S3-P3-binome env »

Consigne 2 : effectuer les mamipulations suivantes - Session / Commencer I'enregistrement
! Enregistrer.

Tranaail fair

Tracer la droits qui passa par l2 point B =t qui 2:t parpendiculaiss ao ol
Appslar H 12 peint d'intsrzaction avac 12 zol.

Mlazurar 1a lonsusur LIH.

Tracar una dopita passant par P at parpandiculaiss 4 1'axs du temps.
Tracer una demi-droits dorigina P ot parpandicelaiss 2 I'axe du tamps.
Foaportar la mazura BIH sur la nouvalls demi-droita,

Om obtisnt l2 point WO,

Cusstion de ia fiche 2 ¢
5i on déplace P qua 22 passa-t-il pour B 7 Qual 2=t la chamin da M 7

Nous allens voir 51 tu as raison. Ve
Sélectionne I'outil « trace » ot clique sur M" o
Déplace le point P. Tu obtiens une courbe rouge qui estle chemin du point M° Trace
Cruestion : que peux-m dire de cette courbe ?

Reponse :

Travailq faire :le gérant du manége n'a pas d ordinateur. Fecopie sur la feuille ci-jeints le
chemin de 1d” pour que l= gérant puisse contrdler le jen.

Attention !
1} Enregistrer régulierement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl 5 ».

1) Ne fermer que le fichier quand enseignant demande, Avant de fermer, aller dans
Session [ Arréter Ienregistrement.

Figure 71. Situation 3 — Fiche 3

Suite a I’exécution de la consigne 1, sur 1I’écran de Cabri apparait la figure géométrique
construite a la fin de la phase 2.

En demandant d’utiliser la commande « Trace », nous entendons faire produire par les éléves le
graphique sinusoidal suivant :

vl
ok
|

T et fiton_ gt

D=L

W PE]

Figure 72. Ecran Cabri avec I’utilisation de la commande « Trace »

L’outil « Trace » affiche la trajectoire suivie par le point M’ lors de son déplacement piloté par le
point P. La représentation graphique est interprétable d’une part comme la trajectoire du point
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mobile M’ et d’autre part comme le graphe de la fonction qui traduit la co-variation de la hauteur
de la cabine mesurée par PM’ et du temps mesuré par AP.

Nous avons préféré 1’outil « Trace » a ’outil « Lieu » pour que la construction du chemin de M’
soit réalisée a 1I’écran progressivement par le déplacement du point P. Ce choix a d’autres
conséquences :

+ la courbe disparait dés que 1’on recourt a I’un des ascenseurs, c’est une contrainte pour cette
phase de la situation 3 ;

+ la courbe n’est pas disponible pour une lecture des coordonnées des points de la courbe, c’est
une contrainte qui jouera dans la phase suivante (phase 4).

Notons que la courbe est ainsi tracée sans que soit présent le deuxiéme axe de ce qui pourrait étre
un repere cartésien dont 1’axe des abscisses serait I’axe du temps.

Comme pour la phase 2 précédente, la question « Que peux-tu dire de cette courbe ? » a pour but
de savoir si les éléves identifient une sinusoide ou non. Nous nous demandons si la périodicité
sera formulée par les éléves et de quelle maniere. Nous nous demandons aussi quelles
caractéristiques mathématiques de la courbe seront reconnues et soulignées.

Pour engager le travail demandé qui consiste a « recopier » sur papier le chemin du point M’, la
feuille donnée aux ¢€leves est une feuille quadrillée de format A4 paysage qui facilite le choix des
unités et le report des mesures :

Figure 73. Feuille quadrillée donnée aux éleves

Avec la consigne « pour que le gérant puisse utiliser le graphique construit pour contrdler le
jeu» nous encourageons les ¢leves a prendre des informations dans 1’énoncé (référence a la
réalité étudiée) et dans le modele C déja présent a 1’écran Cabri, a les traduire en propriétés
mathématiques de la courbe obtenue a 1’écran pour construire un graphique qui ne soit pas

seulement un « recopiage » perceptif sur papier de 1’écran Cabri.

Nous pourrons apprécier le degré de mathématisation du « recopiage » a partir des informations
suivantes :
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- Les grandeurs sont-elles 1égendées sur les deux axes qui ne le sont pas ?

- Quelles sont les unités utilisées ? Celle de 1’axe des ordonnées se référe-t-elle a la réalité
(la hauteur mesurée en métres) ou au modele Cabri (la hauteur mesurée en centimetres) ?

- La périodicité est-elle utilisée pour construire le graphique ?

IV.2. Analyse des résultats
a. Caractéristiques de la courbe

Le tableau 36 présente les réponses des ¢éleves quant aux caractéristiques de la courbe réalisée
par la commande « Trace ».

Caractéristiques -
Binomes
de la courbe
Courbe périodique 4,5,6
Courbe ondulée 1,2,6
Fiche 3
Sinusoide 4
Parabole 3

Tableau 36. Les réponses apparues dans la phase 3 — Situation 3

En comparaison avec la phase précédente, les formulations des €léves se font plus précises et
plus exactes. En effet, parmi les trois bindmes qui n’avaient pas reconnu la périodicité du chemin
du point M’ dans la phase 2, deux bindmes ont donné a la courbe un caractére périodique.
Concrétement, nous présentons ci-apres les réponses des bindmes 5 et 2 :

Cette courbe se répéte et dépend du déplacement du point M. Quand P se déplace de A a P1,
M se déplace 1 tour ; M’ et M commence et termine ensemble. M’ constitue une courbe.
Quand M se déplace de plus en plus, M’ constitue plusieurs courbes ressemblantes. (Fiche
3 du binoéme 5)

Cette courbe ne touche pas I’axe du temps. Elle est une onde réguliére alternative. (Fiche 3
du bindme 2)

La réponse du binome 5 aborde aussi I’articulation entre le cercle et la courbe, bien que ceci ne
soit pas trés clair. La périodicité est repérée de plusieurs fagons (répétition, onde réguliere,
sinusoide) par 5 bindmes sur 6. Ceci montre ’effet de la commande « Trace » dans Cabri qui
donne une image concrete du chemin du point M.

Cependant, la qualification du chemin du point M’ en sinusoide ne se trouve que dans la réponse
du bindme 4 :

Cette courbe est pareille au graphique de la fonction sinus et elle peut étre construite par
une fonction sinus : y = sin x. Elle a une période. (Fiche 3 du bindme 4)
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Figure 74. Brouillon papier du bindme 4

Dans cette réponse, la périodicité de la courbe est affirmée par le mot « période ». On trouve
aussi une telle formulation dans la réponse du bindme 6 qui quantifie la période elle-méme :

Cette courbe a la période de 5 minutes. Elle a des ondulations. Le point le plus bas est pres
de P1, ensuite il monte et le point le plus bas suivant est prés de P2,... et alors la période se
répéte. Cela va aider le gérant a controler le jeu facilement. (Fiche 3 du binome 6)

A la fin de cette premicre partie de la phase 3, les deux modéeles C et O sont présents a 1’écran
Cabri. L’articulation entre eux existe explicitement chez certains binomes. La deuxiéme partie de
la phase 3 va révéler que cette articulation reste trés qualitative et ne permet pas le transfert
mathématique des paramétres du modele C sur les paramétres du modele O.

b. Construction de la courbe sur la feuille quadrillée

Dans cette partie, les €léves travaillent individuellement. Les produits recueillis montrent que la
plupart des éléves construisent le graphique en respectant 1’allure de la courbe et réalisent au
moins deux arches (sauf un éléve du bindme 2 qui ne produit qu’une arche) alors que la trace sur
Cabri ne comporte qu’une arche et demi. Ceci prouve qu’ils prennent en compte la périodicité de
la courbe pour tracer sur papier au-dela de ce qu’ils voient a 1’écran.

Nous en trouvons la confirmation dans la discussion entre les deux éléves du bindme 6 :

E1 : Elle a une période, donc clle se répete toujours.
On peut continuer a construire la courbe parce que 1’axe du temps peut étre prolongé
perpétuellement. Mais le papier s’épuise, on la construit comme ¢a. (Protocole du bindme 6)

Par contre, leurs productions montrent de nombreuses incohérences avec les données du modéle
C. Voici par exemple les productions d’éléves des bindmes 4 et 5 :
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Figure 75. Graphiques construits par I’E1 du bindme 4 et I’E2 du bindme 5

L’allure « sinusoidale » est certes respectée mais la sinusoide est placée sur la feuille quadrillée

sans I’installer dans le repére dont les axes sont fournis par la feuille. Les axes ne sont pas
légendés.

Seuls les ¢léves du bindme 6 font exception bien qu’ils ne respectent pas les phases de convexité
et de concavité :

Chapitre 4 : Ingénierie didactique 265



Nisa §
Hy i B AW Nyee Moy
Em hily v lgi chrimg & cia didm M.

Trwe 101 104
g aat? 1 .

. T
C— — = Tt Hd qian
(eupfai” & ity by wat i)
Hidy g cbclugs Flosk dg qin sol A hink )

in

Figure 76. Graphique construit par ’E1 du binome 6

Dans cette figure, les deux axes sont légendés : I’axe des abscisses est 1égendé « axe du temps »
et ’axe des ordonnées est Iégendé « axe parallele a la demi-droite d’origine P ». Les unités et les
données de la réalité¢ sont aussi marquées sur les deux axes : 1 minute sur I’axe des abscisses et 2
m sur I’axe des ordonnées. Bien que la valeur maximale de la hauteur de la cabine M (42 m) ne
soit pas explicitée, il semble que ce bindome ait pris en compte la cohérence de cette valeur avec
la valeur minimale. La durée d’un tour du voyage (5 minutes) est rendu visible sur I’axe des
abscisses par un segment joignant deux minimas successifs.

A la fin de la phase 3, bien que ’articulation entre les deux modeles C et O soit introduite par
I’énoncé, sa mobilisation effective par les éléves ne s’appuie pas sur les cohérences
mathématiques qui permettent de passer effectivement de I'un des modeles a I’autre dans la
résolution du probléme. La séance se poursuit avec la phase 4 qui, en mettant concurrence ces
deux mod¢les, a pour ambition de renforcer les liaisons mathématiques entre eux deux.

V. Analyse de la phase 4 (mise en concurrence des deux modéles C et O)
V.1. Les choix des valeurs des variables dans cette phase
Cette phase a pour objectif de renforcer le role de la périodicité dans la résolution du probléme

initial (M va-t-il gagner un voyage gratuit ?). Pour cela, apreés deux questions qui mobilisent la
périodicité, la phase revient au probléme en offrant deux environnements : Cabri et papier.
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Voici les consignes données :

SITUATION 3
Fiche 4

Bindme n® ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier ¢ 83-P4-binome.env »

Constgne 2 effectuer les menipulations suivantss @ Session / Commencer Penregistrement
/ Enregistrer,

Vous avez recu en plus une fenille avec le chemin de AL

Fépondre zux questions suivantss dans le tzblesu oi-dessous.

Questions Reéponses Comment avez-vous fait 7
A quelle hauteur estlz czbme
subout de 22 minutss 7

A quels mements 1z czbme
eat-glls 2 une hauteur de 30
méatres 7

Legérant décide de changer la hauteur de la lampe : il la met a 20 métres a droite de la
grande roue,
Lalampe s’allume désormais 1 minute toutes les 4 minutes,

Questions Réponses Comment avez-vous fait 7
Mwva-t gagner un voyags
gratit 7

510w, 2u bout d= combizn
detours 7

Peut4l gagner d'autres

vovages 7

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl 5 »,

2)Ne fermer que le fichier quand Fenseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session/ Arréter I'enregistrement.

Figure 77. Situation 3 — Fiche 4

A TP’ouverture du fichier Cabri, I’écran affiche la méme figure que dans la phase 3 : la trace du
point M apparait directement quand le point P est déplacé.

En plus de I’écran Cabri les ¢éléves disposent d’une feuille quadrillée présentant, dans un repere

cartésien, le chemin de M’ avec 3 arches dessinées et de la place pour deux autres arches ; les
axes, du temps et de la hauteur de la cabine au sol, y sont 1égendés.
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temps en minutes

Figure 78. Graphique représentant le chemin du point M’

Sur ce graphique, la variable temps est repérée en minutes tandis que pour la variable hauteur, la
légende « hauteur en ... » laisse ouvert le choix de 1’unité et de la référence a la réalité ou au
modele Cabri.

Faisant suite a la phase 3, la distribution du graphique sinusoidal dans cette phase peut favoriser
les stratégies attachées au modele O plutdt qu’au modele C. Ce faisant, elle constitue une rupture
d’avec les phases précédentes qui avaient installé le modele C. C’est ce que nous appelons la
mise en concurrence des deux modeles.

Cette concurrence devrait pouvoir jouer des les premicres questions, bien qu’elles fassent
référence au mouvement circulaire de la cabine, avant méme la reprise du probléme des
coincidences. Dans le probléme lui-méme, les valeurs pour T et n sont inchangées par rapport a
la phase 1 (T =5 etn=1). On a par contre changé¢ la valeur du couple (m ; h) en (4 ; 20). Avec
ce choix, les coincidences sont périodiques en un seul groupe de période 4 tours. La premiere
coincidence est lointaine par rapport a I’origine du temps (au 4° tour). En utilisant dans Cabri le
déplacement du point P et la lecture sur le cercle ou bien la commande « Trace », on ne peut pas
voir la premiére coincidence (méme avec 1’ascenseur horizontal) et le recours a la périodicité est
ainsi rendu nécessaire. De maniére similaire, avec le graphique donné sur papier, il faut utiliser
la périodicité par exemple en prolongeant la sinusoide d’au moins une arche.

V.2. Les stratégies possibles
a. Premiére partie : calculs de la hauteur et du temps

La hauteur de la cabine au bout de 22 minutes est égale a celle au bout de 2 minutes. Pour la
trouver, voici les stratégies possibles :

- Stratégie « graphique unidimensionnel » dans Cabri : demi-droite — cercle
+ Trouver le point représentant 2 minutes sur I’axe du temps

+ Déplacer le point P jusqu’a ce point

+ Mesurer la hauteur de M au sol dans Cabri

+ Changer 1’échelle pour avoir la mesure de la hauteur de la cabine M dans la réalité
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- Stratégie « graphique bidimensionnel » sur papier” :

+ Trouver le point représentant 2 minutes sur 1’axe du temps

+ Tracer une droite perpendiculaire a I’axe du temps passant par ce point
+ Trouver I’intersection de cette droite avec la courbe.

+ Tracer une droite passant par ce point parallele a I’axe du temps
+ Lire la valeur de la hauteur sur I’axe représentant la hauteur de la cabine

Dans I’environnement papier, il faut commencer par choisir les unités sur les deux axes du
graphique ce qui incite a revenir aux données du probléme. La durée d’un tour de la grande roue
(5 minutes) permet de marquer 1’unité sur I’axe du temps (1 minute par carré). Par ailleurs, les
consignes « M entre dans sa cabine lorsqu’elle passe au plus pres du sol, le rayon de la grande
roue est 20 m et son centre est situé a 22 m du sol » permettent de déterminer la hauteur la plus
basse de la cabine (2 m). Donc I’unité sur I’axe des hauteurs est 2 m par carré.

hauteur en

S AN

- -
2 / | | | | \
“l | \ / - \
i EnEEs /

—

1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

temps en minutes

Figure 79. Stratégie graphique bidimensionnel

Notons que I’on peut marquer sur I’axe des ordonnées les hauteurs mesurées en centimetres en se
référence aux données Cabri. Dans ce dernier cas, apres la lecture des valeurs sur le graphique, il

faut, comme dans la stratégie « graphique unidimensionnel », changer d’échelle pour passer aux
mesures dans la réalité.

Dans cette premicre partie, la stratégie « graphique bidimensionnel » sur papier (qui releve du
modele O) est optimale dans le sens ou elle réduit le cotit de la répétition des procédures si les
valeurs numériques fournies par les questions sont modifiées (prise en charge a moindre coiit de
la généralisation a I’instar des stratégies algébriques mais sans avoir a établir de formule).

- Stratégie algébrico-numérique

%% On se rappelle qu’il n’est pas possible d’isoler un point de la courbe obtenue par la commande « Trace » en
conservant la courbe.
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Elle consiste a construire une formule reliant les deux variables numériques h et t et a utiliser les
données numériques de la réalité pour calculer h.

Cette formule peut étre : h(t) =22 — 20 cos (%)

t =2 minutes donc h =22 — 20 cos 4?71 ~ 38,18 m

Elle peut étre aussi le « produit en croix », fausse mais moins cotiteuse en calculs : h(t) = 42t/2,5
=16,8t.

2,5 minutes > 42 m
2 minutes »am
2.42

a=——=336m
2

2

Dans cette seconde formule, la hauteur de la cabine est considérée comme proportionnelle au
temps et le mouvement de la cabine comme rectiligne uniforme.

Pour la seconde question (trouver les moments de hauteur 30 m pour la cabine M), toutes les
stratégies, qu’elles soient graphiques uni et bidimensionnel ou algébriques, sont possibles en
inversant les passages. Par exemple, pour la stratégie « graphique unidimensionnel », le passage
a lieu du cercle vers la demi-droite comme suit :

+ Placer le point K sur le cercle représentant la hauteur 30 m du sol

+ Déplacer le point P sur I’axe du temps pour que M vienne a la position K, noter T la position
de P

+ Trouver le temps correspondant au point T.

b. Deuxieme partie : Probléme de coincidences

Les stratégies possibles pour cette partie sont les mémes que celles que nous avons décrites pour
la phase 1 mais la concurrence organisée entre les deux environnements devrait autoriser
I’apparition des procédures attachées a la stratégie « graphique bidimensionnel ».

Rappelons que le choix de la valeur (4 ; 20) pour le couple (m; h) en rendant la premicre
coincidence plus lointaine de I’origine du temps (au 4° tour), favorise alors 1’utilisation de la
périodicit¢ mais la rend délicate a exploiter dans I’environnement Cabri. En effet, avec le
nombre de tours qui a augmenté (4 tours), les stratégies « graphique unidimensionnel » sont plus
coliteuse que dans la phase 1 (2 tours) a cause de la coordination du double comptage du nombre
de tours et des arcs éclairés sur le cercle ou sur le segment AP1 dans Cabri.

Dans I’environnement papier il faut soit se replacer sur la premiere arche apres trois tours (15
minutes) soit prolonger le graphique avec au moins une arche comme dans la figure ci-dessous :

270 Chapitre 4 : Ingénierie didactique



ESiSeasieaary

38

A

!

|

|
IR f\
E ‘\_/Jr EREEEEe £X ey
A S S R A

e L

L T
il GasEy |

IR SN
L
\‘-—
=T
\“1-—‘
T

12 3% 4 5 8 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 X 21 22 23 24
temps en minutes

Figure 80. Stratégie graphique bidimensionnel dans la phase 4 — situation 3

De la méme maniere que dans la premiere partie de cette phase, cette stratégie est optimale car
elle prend en charge la généralisation du probléme sans répétition de toutes les procédures.

V.3. Les stratégies attendues

Dans la premiere partie, nous nous attendons a 1’utilisation prioritaire de Cabri ou de la feuille
quadrillée car 1’écran et la feuille sont mentionnés dans 1’énoncé. On peut prévoir aussi
I’apparition d’une stratégie algébrique mais plutot de la stratégie « produit en croix » parce
qu’elle est trés peu coliteuse.

Cependant, pour la question sur le temps correspondant a la hauteur 30 m, I’utilisation de la
stratégie « graphique unidimensionnel » dans Cabri est plus coliteuse car elle oblige a deux
changements d’échelle dont nous avons vu la difficulté pour les éléves vietnamiens.

Dans la deuxieme partie, nous nous demandons si les éléves vont reprendre leurs procédures de
la phase 1, en particulier celles qui étaient attachées a la stratégie « graphique unidimensionnel »
sur papier (cercle tracé a main levée et positionnement perceptif d’un point sur le cercle).

V.4. Déroulement prévu et role de I’enseignant

Les ¢leves travaillent pendant 30 minutes. A la fin du travail des éléves, 1’enseignant récupere les
fiche-¢leves et donne les réponses exactes en présentant la stratégie « graphique
bidimensionnel » sur papier. Le graphique est prolongé par la périodicité jusqu’a 5 arches. Voici
les résultats que doit présenter 1’enseignant :

+ Au bout de 22 minutes, la hauteur de la cabine au sol h ~ 38,2 m
+ La cabine est a la hauteur h = 30 m au bout de (1,6 + 5k) minutes et (3,4 + 5k’) minutes ou k,

k’ naturels.
+ M peut gagner un voyage gratuit au bout de 4 tours. Il peut en gagner d’autres tous les 4 tours.

Ensuite, I’enseignant récapitule les relations établies dans la séquence entre les deux modeles C
et O. L’axe du temps est placé sur la méme ligne que le segment représentant le sol et le
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deuxiéme axe est tracé perpendiculairement au premier a I’origine du temps, comme le montre la
figure ci-apres.

8 Cabiri M Pl [l ene]

E e o (ot gemen e

R Ol o A

Figure 81. Articulation entre les deux modeles C et O

Voici les relations a institutionnaliser :

* 1 minute = mesure de 1’arc sur le cercle parcouru en 1 minute (vitesse constante donc 1/5 de
tours = 1 minute)

* a M sur le cercle correspond le point M’ sur le graphique

* La hauteur de M au sol est égale a I’ordonnée de M’

* La variation de la hauteur h de M au sol en fonction du temps est exactement la variation de
I’ordonnée de M’ en fonction de son abscisse t. On note : t > h = f{(t).

L’institutionnalisation insiste sur la co-variation des grandeurs puis des variables numériques
mais la périodicité de cette co-variation n’est pas mentionnée. L’ introduction d’ostensifs propres
au registre algébrique des fonctions (t > h = {{(t)) vise le passage a ce registre avec I’écriture
d’une formule algébrique de la hauteur de la cabine en fonction du temps.

Enfin, pour renforcer la notion de changement d’échelle, I’enseignant pose publiquement la
question suivante : « si on fait varier le diamétre du cercle Cabri (le diamétre de la roue étant
toujours de 40 metres), que se passe-t-il pour la sinusoide ? ».

La réponse attendue est que la courbe sinusoidale se dilate ou se rétracte sans que la période ne
change. En effet, le changement d’échelle (changement d’unités) laisse invariant la réalité
modélisée. L’importance du changement d’échelle dans le processus de modélisation est ainsi
travaillée.

V.5. Déroulement effectif et analyse a posteriori

a. Premiére partie : calculs de la hauteur et du temps

Les stratégies utilisées par les éléves dans cette partie sont présentées dans le tableau 37 suivant :

Stratégies Binomes

avec Cabri 1,3, 4=/5

graphique unidimensionnel

perceptivement 2 /
57

graphique bidimensionnel fourni sur papier

Algébrique (produit en croix) 6

Tableau 37. Les stratégies apparues dans la premiere partie de la phase 4 — Situation 3
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Le tableau 37 montre que le graphique donné sur feuille quadrillée n’est utilisé que par un seul
bindme (le bindome 5) aprés abandon de la stratégie graphique unidimensionnel tentée dans
'environnement Cabri. Le fait qu'un seul bindme utilisé la sinusoide donnée peut étre analysé
comme une conséquence de la faiblesse du rapport institutionnel au graphique d’une fonction au
Viét Nam.

Examinons le graphique du bindme 5 : ’axe des ordonnées est gradué en metres (il est écrit 1
carré = 2 m sur son graphique) mais I’axe du temps n’est pas gradué. Cependant, la graduation
du temps est faite perceptivement sur la premiere arche du graphique qui est divisée en 5 parties
de longueurs jugées égales pour marquer le temps correspondant: 1 minute, 2 minutes, 3
minutes, etc. Il y a donc transfert sur la sinusoide d’une propriété du mouvement circulaire
uniforme : a temps égal, distance parcourue égale. La sinusoide serait-elle lue comme la
trajectoire du point mobile M’ mu sur cette trajectoire d’'un mouvement curviligne uniforme ?

Buimg mi didm M vach nén

Figure 82. Les marques du graphique du bindme 5
Notons que la graduation du temps est aussi effectuée sur un cercle tracé a main levée sur la
méme feuille, phénomene témoignant ainsi d’une recherche d’articulation entre les modéles C et

O et que nous avons rencontrée lors de la phase 1.

La hauteur de la cabine M au bout de 22 minutes est calculée comme suit :

Chutil cow ot cabin v M I bow nwidk soun 92 pluat !
T f3 = 52,25™ Qualt thich cou fna L

-::EQ:J{ A6-2mm,
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Traduction en frangais :

La hauteur de la cabine M au bout de 22 minutes ?
Réponse : = 32,25 m Explications :

1 carré =2 m.
M tourne dans 2 minutes

:\/(16 carres)2 +(2 carres)2
= VB’ +# (m)

Tableau 38. La réponse du bindme 5

Donc la hauteur est calculée en appliquant le théoréme de Pythagore pour un triangle rectangle
de petits cotés de 16 carrés et 2 carrés comptés sur la feuille quadrillée et dont I’hypoténuse est le
morceau de la courbe. La hauteur de la cabine au temps t est donc ici congue comme la longueur
du «morceau graphique» correspondant. Cela confirme I’existence d’erreurs dans
I’identification des grandeurs variables dans le passage du modéle O au modele C. D’ailleurs ce
bindme, avant de se rabattre sur le modele O, avait tenté de travailler dans Cabri avec le modéle

C et I’axe du temps pour répondre a cette question comme le prouve la partie effacée de sa
fiche :

Ciu héi Tra loi Gla] thich cau tra Ih‘l clia em
~Chicu cao ctia cabin clia M la f
bao nhiéu sau 22 phit ?

Traduction en frangais :

Questions Réponses Comment avez-vous fait ?

On prend 2 fois la distance de A a U.
Reporte cette mesure sur le cercle a
partir de I. Enfin, calcule la distance de
I au point obtenu.

A quelle hauteur est la
cabine au bout de 22 4,94 cm
minutes ?

Tableau 39. La réponse du bindme 5, partie effacée

Dans cette tentative, le bindme a gradué¢ I’axe du temps pour trouver le point correspondant a 2
minutes (AU x 2). Ensuite, il a utilisé le report de mesure pour trouver la position de la cabine M
sur le cercle correspondant a ce temps. Cependant, la hauteur de la cabine n’est pas la distance de
cette position au sol. Elle est calculée comme la distance de I (la position la plus basse) a cette
position. Donc ce bindme a confondu la hauteur de la cabine M avec la distance rectiligne de la
cabine a la position de départ I. C’est la méme confusion qui a produit le calcul de I’hypoténuse
du triangle rectangle sur la feuille quadrillée par identification de la distance IM dans le modéle
C a la longueur du morceau de la sinusoide dans le modele O (comme si la trajectoire circulaire
de M se déployait en la sinusoide).
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Figure 83. Ecran Cabri du binome 5

Le résultat écrit (4,94 cm) est fourni par le modele Cabri. Le bindme écrit-il ce résultat sans
procéder au changement d’échelle « modele vers réalité » ? Ou bien décide-t-il a ce moment-la
de changer de stratégie car il ne réussit pas a changer d’échelle ? En effet, la difficulté a changer

d’échelle a été rencontrée par plusieurs bindmes a partir de la phase 1.

Le binome 1 fait partie des quatre bindmes qui ont emprunté la stratégie « graphique
unidimensionnel » sur Cabri mais il est le seul des quatre a avoir fourni des réponses exactes. Il

en décrit oralement ses procédures puis écrit les réponses sur sa fiche :

El du bindme 1 : Déplacer P sur I’axe du temps au point « 2 minutes » pour trouver la

position de M sur le cercle et mesurer la distance MH.
(Protocole du bindme 1)
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Traduction en frangais :

L’échelle entre I’ordinateur et la consigne est 2,86/22 = 0,13.
Hauteur du point M au bout de 22 minutes = au bout de 2 minutes.
Selon la courbe, au bout de 2 minutes, la hauteur MH = 4,96.

4,96/0,13 = 38,15m.

Donc au bout de 22 minutes, la hauteur de la cabine M selon la consigne est

Figure 84. Brouillon papier du bindme 1

Le changement d’échelle est correct puisque 2,86 est la longueur donnée en centimetres par
Cabri du centre du cercle au sol. Ceci lui permet de poursuivre la stratégie « graphique

unidimensionnel » dans Cabri’’.

30 Ce bindme avait déja utilisé le changement d’échelle dans la phase 1.
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Revenons au changement d’échelle dans le processus de modélisation dont il est la derniére
¢tape (la phase 4 dans le schéma du processus de modélisation) pour transformer les réponses au
probléme mathématique en des réponses aux questions initiales. Les bindmes 3, 4 et 5 procedent
au changement d’échelle mais se trompent dans la réalisation mathématique de ce changement.

Le binéme 4, par exemple, ne donne pas la réponse dans sa fiche mais dans son brouillon on voit
qu’il essaie d’effectuer le changement d’échelle.

Zl,./ﬁ‘*‘- U,Oa[ﬁ cm

Y YA

B - dem 444
bh, 15 - - A8
KO

0, 02 M

Figure 85. Brouillon papier du binome 4

Contrairement au bindme 1, le bindme 4 ne maitrise pas les changements d’unités qu’il décide
d’effectuer et il ne maitrise non plus I'utilisation du rapport des longueurs (22/0,0286) qui
exprime le changement d’échelle (combien de metres dans la réalité pour 1 metre dans Cabri ?).

Le bindme 2, quant a lui, abandonne 1’environnement Cabri et délaisse la sinusoide pour donner,
en s’appuyant sur un cercle tracé a main levée, des réponses approximatives et incohérentes entre
elles :
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Traduction en frangais :

Questions Réponses Comment avez-vous fait ?
A quelle hauteur
est la cabine au

Car a la 22° minute, M gagne un voyage
35m gratuit, c'est-a-dire la cabine M est a la

bqut de 22 position L a la hauteur 35 m.

minutes ?

A 1 \ . . \
que’s Car a la 2° minute, la cabine M est a la

moments la

hauteur 30 m, c'est-a-dire la cabine
tourne 2/5 trajet et le point ayant la
hauteur 30 m appartenant a ce trajet.

cabine est-elle a | 2° minute
une hauteur de
30 metres ?

Figure 86. La réponse du binome 2
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Enfin, un bindme (bindme 6) utilise la stratégie algébrique « produit en croix » comme le
prouvent les explications et calculs présentés sur sa fiche.
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Traduction en frangais :
Questions Réponses Comment avez-vous fait ?

A quelle hauteur est la Aprés 20 minutes, M se déplace 4 tours et
cabine au bout de 22 retourne a I. Donc a I’instant 2 minutes, la
minutes ? 33,6 m hauteur de la cabine est :

2,5 minutes : 42 m
2 minutes : ? m

- 33,6 m
A quels moments la | 1 minute | 2 minutes : 33,6 m
cabine est-elle a une | et 47 | ? minutes : 30 m

hauteur de 30 meétres ? secondes | = 1 minute et 47 secondes.

Tableau 40. La réponse du binome 6

Ceci peut signifier que ce bindme confond les mouvements circulaire et rectiligne uniforme.
Ainsi ce bindme ne cherche pas a travailler dans le modele O bien qu’il ait conclu dans les
phases 2 et 3 que le chemin du point M’ était une onde régulicre et répétée, en précisant méme la
période de 5 minutes. Son choix d’une stratégie algébrique confirme le peu d’attrait chez les
¢léves du modele O et de son registre graphique.

b. Deuxieme partie : Probleme de coincidences

Le tableau 41 présente les stratégies utilisées par les €leves :

Stratégies Binomes
Demi-droite — cercle )
graphique avec Cabri
unidimensionnel | Demi-droite - cercle 2.3.4,5.6
sur papier
graphique bidimensionnel (temps segmenté 1
et tour)

Tableau 41. Les stratégies apparues dans la phase 4 — deuxi¢me partie

Seul le bindme 1 utilise la stratégie « graphique bidimensionnel » pour résoudre le probléme de
coincidence. Les autres bindmes (2, 3, 4, 5 et 6) reprennent les procédures suivies lors de la
phase 1, en empruntant les stratégies « graphique unidimensionnel », que ce soit dans Cabri ou
sur papier, malgré leur colt prohibitif comparé a celui d’une stratégie « graphique
bidimensionnel ». Notons que le bindme 5 a marqué 20 m sur la sinusoide mais sans aller plus
loin dans une stratégie graphique bidimensionnel.

Comme dans la phase 1, le choix de la stratégie se retrouve dans le choix de la graduation du
temps :
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Graduation du temps Bindmes

Avec caleuls et sur le cercle dans Cabri -
reports de mesures sur la demi-droite dans Cabri 1
Avec calculs sans . ..

sur la sinusoide 1,5
report de mesures
sur la demi-droite sur papier 1
Perceptivement
sur le cercle sur papier 2,3,4,5,6

Tableau 42. Les procédures empruntées pour la graduation du temps
Examinons les procédures du bindme 1.

Ce binome a gradué le temps dans Cabri sur le segment AP1 et ceci lui a servi a répondre aux
questions de la premiére partie. Dans la deuxieéme partie, il rencontre la nécessité de recourir a la
périodicité. Ce binome décide d’abandonner Cabri pour réaliser une graduation sur la sinusoide
en la prolongeant d’une arche.

W hovn 4

Butmg ma difm M’ vach nén

oo gian s bang phut

Figure 87. Les marques du graphique du bindme 1

Méme si les marques sont fabriquées de la méme maniere que celles du bindme 5 dans la
premi¢re partie (figure 82), leur utilisation a changé puisqu’ils indiquent des durées
d’éclairement de la lampe. La encore il y a erreur sur les grandeurs variables mises en relation
par le graphique et erreur sur la manicre de lire les valeurs des grandeurs sur le graphique, et ces

erreurs témoignent d’une articulation mathématiquement inadéquate entre les deux modeles C et
0.

Cependant, ensuite, ce bindome abandonne la sinusoide pour réaliser un repliement du temps en
segments parall¢les. Voici la figure qu’il réalise :
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Figure 88. Brouillon papier du bindme 1

Ainsi, les procédures utilisées

par ce bindme relévent d’une

stratégie

« graphique

bidimensionnel » (temps segmenté et tour) que nous avons présentée dans 1’analyse a priori de la
phase 1 (figure 56). Les erreurs sur la position de L et sur les moments d’éclairement de L se
compensent et la stratégie employée lui permet alors de trouver les bonnes réponses. Voici

comment il les formule :
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Traduction en frangais :

Questions Réponses Comment avez-vous fait ?

M va-t-il gagner Car la position de M varie

un voyage chaque 4 minutes (1 tour = 5

gratuit ? oui minutes), donc le point M peut
coincider avec des temps
éclairés.

Si oui, au bout de La hauteur de la lampe est 20 m

combien de qui correspond a la position 1/5

tours ? tour de cercle. Donc selon la

4 tours

figure et le calcul on peut
calculer le nombre de tours pour
que M gagne.

Peut-il gagner Aprées 5 tours, le jeu et les temps

d’autres . éclairés de la lampe se répétent.

oui .

voyages ? Donc M peut jouer 4 tours plus

et gagner.

Figure 89. La réponse du binome 1

Examinons la production du bindme 2 qui est I’un des 4 bindmes a réaliser sur papier brouillon

un cercle a main levée pour emprunter la stratégie « graphique unidimensionnel ».
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Figure 90. Brouillon papier du binéme 2

Le premier cercle est interprétable comme trajectoire de la cabine M avec la marque perceptive
du point D (L) a la hauteur 20 m. Les autres cercles sont utilisés pour repérer et compter les
intervalles d’éclairement de la lampe (T : éteint, S : allumé). La stratégie leur conduit a la bonne
réponse (M va gagner au bout de 4 tours). Le bindme 3 procéde de maniere similaire et trouve lui
aussi la bonne réponse. Les trois autres bindmes (4, 5 et 6) suivent aussi ces procédures mais sur
un seul cercle et ils se trompent dans le résultat sGrement a cause de la difficult¢ du double
comptage sur un méme cercle tracé sur papier.

Le tableau 43 résume les réponses des bindmes dans cette partie.

Premiére question Oui
4 tours
Deuxiéme question (réponse | 3 tours | 2 tours
correcte)
Troisiéme question Oui Oui Oui
Binomes 1,2,3 4,5 6

Tableau 43. Les réponses sur la phase 4 — deuxiéme partie

Tous les bindmes annoncent que M gagnera plusieurs voyages. Certains justifient leurs réponses
par la répétition.

Apres la répétition jusqu’au 7° tour, la cabine de M est éclairée, donc M gagne un voyage en
plus. (Réponse du binome 2)

Apres 5 tours, le jeu et les temps éclairés de la lampe se répetent. Donc M peut jouer 4 tours
de plus et gagner. (Réponse du bindme 4)

Bien que ’on trouve ici une justification par la périodicité, la période n’est pas déterminée

exactement. En effet, le bindme 2 a présenté les durées d’éclairement sur son brouillon (figure
90) dans 7 tours et il se trompe dans la réponse (7° tour).
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En conclusion, dans cette phase, malgré la disponibilité du graphique représentant la hauteur de
la cabine M en fonction du temps, on voit la domination des stratégies « graphique
unidimensionnel ». Il n’y a aucune marque sur les graphiques des binémes 2, 3, 4, et 6. Pour eux,
le graphique donné est une simple illustration non exploitable dans la résolution du probléme.

c. Institutionnalisation

L’objectif de la phase d’institutionnalisation est de montrer « par ostension » la pertinence et
« ’optimalité » de la stratégie « graphique bidimensionnel » sur papier en utilisant la périodicité
de la hauteur de la cabine. De plus, cette phase prépare la mise en place (phases 5 et 6) de la
formalisation algébrique de la co-variation périodique de la hauteur et du temps, complétant ainsi
I’articulation entre les deux modeles C et O. Elle s’appuie sur les savoirs déja enseignés relatifs a
la lecture d’un graphique de fonction et a la formalisation des solutions d’une équation
trigonométrique (cf. paragraphe IV de la partie A).

Voici quelques extraits du protocole de cette phase d’institutionnalisation :

P : Regardons les réponses des binomes pour examiner lesquelles sont exactes.

Pour la premiére question, comment avez-vous fait, le binome 1 ?

E1l du bindme 1 : Aprés 22 minutes, c’est 4 tours et 2 minutes. Et 2 minutes correspondent a
2/5 tour.

P : C'est-a-dire vous vous appuyez sur le cercle dans Cabri. 22 minutes correspondent a 2
minutes, c’est 2/5 tour. Et ensuite qu’est-ce que vous faites ?

E1l : Déplacer P sur I’axe du temps au point « 2 minutes » pour trouver la position de M sur
le cercle et mesurer la distance MH.

P : Oui, cette méthode est un peu longue. Parce qu’on voit la hauteur MH est 4,96 cm. Est-
elle la hauteur réelle ?

Es : Non, il faut changer d’échelle.

P : Oui, dans la réalité, la hauteur est mesurée en metres. Ceci n’est qu'une représentation de
la réalité. On ne peut pas construire un manege ayant le rayon de 20 m dans Cabri donc il
faut changer d’échelle pour avoir la hauteur réelle.

Le bindme 1 expose la stratégie « graphique unidimensionnel ». Il formule correctement le
changement d’échelle entre Cabri et la réalité pour trouver la hauteur réelle. Tout en validant la
stratégie empruntée par le bindme 1, I’enseignant décide de présenter la stratégie s’appuyant sur
la sinusoide donnée, ce qu’il justifie par la « longueur » de la premiere.

L’enseignant dispose de la sinusoide sur un écran public :
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Figure 91. Ecran public de I’ordinateur de 1’enseignant

Voici quelques extraits du protocole de cette phase d’institutionnalisation :

P : On sait que le gérant n’a pas d’ordinateur. Peut-il utiliser le graphique pour résoudre le
probléme ? Je ne vois qu’un seul bindme qui a utilisé le graphique.

Si cet axe est ’axe du temps calculé en minutes, un carré correspond a combien de minutes ?
Es : 1 minute

P : Oui, ona 1, 2, 3 minutes, etc.

Cet axe (il montre 1’axe des ordonnées) représente la hauteur donc il est calculé en...
Es : En metres

P : Oui, en réalité, la hauteur est calculée en métres, un carré est égal a 2 m.
Quelle hauteur correspond a 2 minutes ?

(...)
Es : Plus de 38 m

Pour obtenir I'unanimité sur la réponse attendue, 1’enseignant compléte le graphique en
légendant les deux axes et en tracant les deux droites paralléles aux axes comme ci-dessous.

£
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M
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0
8
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Q' 2 3 4 5 6 7 8 01011 12 13 U 15 Thax guan ey
Bang pret

Figure 92. Ecran public de I’ordinateur de 1’enseignant
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Cette unanimité est obtenue par les gestes et les tracés de 1’enseignant relevant des ostensifs
institutionnels de lecture du graphique.

P : Oui c’est 38,2 m a peu pres.

P : Est-ce que vous pouvez continuer la méme méthode pour la deuxiéme question ?

Es : Oui

P : A la hauteur 30 m, construire une droite parall¢le a I’axe du temps. On a combien de
points d’intersection entre cette droite et le graphique.

Es : Beaucoup

P : C'est-a-dire... combien ?

Es : Infini

Implicitement cette résolution graphique est celle d’une équation trigonométrique selon une
technique enseignée aux ¢€leves de classe 11 sans que I’enseignant fasse référence a une telle
équation. Il ne prononce d’ailleurs pas le mot « sinusoide ».

P: Il y a une infinité des points d’intersection. Le premier instant c’est 1,6 minutes. Le
deuxiéme c’est combien ?

Es : 3,4 minutes

P : Et I’instant suivant ?

Es: 6,6

P : Aprés 5 minutes, il va se répéter. Donc on a 1,6 + 5; 1,6+ 10 ; ... En général, c’est des
instants 1,6 + 5k et 3,4 + 5k’ (k, k’ naturels).
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Figure 93. Ecran public de I’ordinateur de I’enseignant

Alors que les ostensifs arithmétiques de la périodicité et de la période, 1,6 + Sk et 3.4 + 5k’ (k, k’
naturels) sont écrits, I’enseignant, intentionnellement, (cf. phase 5) ne prononce toujours pas les
termes « périodicité » et « période ».

On a vu que le gérant peut utiliser le graphique pour résoudre le probléme.
P : M peut-il gagner un voyage gratuit ?

Es : Oui, au bout de 3 tours

Es : Au bout de 4 tours
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Les ¢leves annoncent leurs solutions au probléme de coincidences. Ces résultats sont
contradictoires. Pour lever le doute, I’enseignant décide de formaliser graphiquement la
deuxieme périodicité (I’éclairement) en dessinant des segments sur la droite « hauteur = 20 m ».
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Figure 94. Ecran public de I’ordinateur de 1’enseignant
P : Les segments rouges représentent les durées d’éclairement de la lampe.
On voit sur le graphique que M va gagner au bout de 4 tours. Peut-il en gagner d’autres ?
Es : Oui
P : Au bout de combien de tours ?
Es : 9 tours, 14 tours
Es : 8 tours

Tous les ¢leves répondent oui a la premicre question de I’enseignant (Peut-il en gagner
d’autres ?) ce qui confirme que 1’existence d’une coincidence implique pour eux, a cause de la
répétition, ’existence d’autres coincidences. Par contre, certains éléves répondent avec une

période de 5 tours : « 9 tours, 14 tours ».

P : M gagne au 4° tour, le 5° non, le 6° non, le 7° non et le 8° oui. M va gagner tous les 4
tours.

L’enseignant présente ensuite les relations entre le mouvement du point M sur le cercle et le
déplacement du point P sur I’axe du temps. La fonction représentant la hauteur de la cabine M en

fonction du temps est introduite.

P : Maintenant, je fais une synthese de ce qu’on a travaillé.
Le déplacement de P entraine le déplacement du point M. Quand P se déplace de A a U, M

se déplace dans la premiére minute du voyage.

(..)

Si I’on considére que ceci est 1’axe des abscisses et cela est ’axe des ordonnées, la hauteur
M’P est ’ordonnée du point M’ qui varie en fonction du temps. Appelons h la hauteur de

la cabine en fonction du temps, on peut noter h = f(t) ou t — h = f{(t).
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_ il
Photo 2. L’enseignant écrit la fonction sur le tableau

P : Si on fait varier le diamétre du cercle (le diamétre de la roue étant toujours de 40 métres),
que se passe-t-il pour cette courbe ?

Es : La hauteur varie

P : Qu’est-ce qui ne change pas ?

Es : L’axe du temps

P : De plus, I’allure de la courbe et la période ne changent pas. (Script de la séance 2)

Les ¢leves ne répondent pas ce qu’attend 1’enseignant. L’enseignant accompagne sa réponse en
montrant publiquement sur I’écran les effets du changement d’échelle.

Cette phase d’institutionnalisation a les caractéristiques d’une maieutique ou 1’enseignant obtient

les réponses attendues a partir d’un questionnement dans lequel 1’¢leve ne prend aucune
responsabilité.

VI. Analyse de la phase S (conception de la fonction t — h = {(t))
VI.1. Présentation de la phase 5

Aprées cette phase d’institutionnalisation, nous voulons savoir ce que peut dire 1’éleve sur la
fonction présentée graphiquement, modeles C et O, et par I’ostensif t > h = {{t).
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SITUATION 3
Fiche 5
(Travail individuel)

NOmM Prénom : ....oooviininn i it it vas vas ces ces s e
Bindmen®: ...

t> h=f)

Consigne : Ecrivez individuellementtout ce que vous pouvez dire sur la fonction :
t — h=1f{1).

Réponse :

Figure 95. Situation 3 — Fiche 5
Les informations qui nous intéressent sont les suivantes :
Les termes  «sinusoidal », « trigonométrique », « mouvement circulaire uniforme» et
« oscillation harmonique » apparaissent-ils dans les réponses des éléves ? Quelles sont les
caractéristiques de la fonction qui sont retenues ? La périodicité est-elle mentionnée alors qu’elle
a été formalisée sans étre définie ? Une formule algébrique de la fonction est-elle écrite ?

VI.2. Analyse des résultats

Les caractéristiques de la fonction t > h = f{t) retenues et décrites par les éléves sont présentées
dans le tableau 44 suivant :

Caractéristiques

.
de la fonction Nombres d’éléves

Dépendance

Variation

Fiche 5
Périodicité

N | W ||

Correspondance

Tableau 44. Les réponses apparues dans la phase 5 — Situation 3

Parmi elles, la variation et la dépendance entre h et t sont les plus mentionnées. La périodicité
n’apparait que dans les réponses des deux éléves du bindme 6 et d’un éleve du bindme 5.

Pour la fonction h = f(t), h dépend de t. La fonction varie quand t varie. Elle a une période
constante. (Fiche 5 d’un éléve du binome 5)

Quand on déplace P, les points M’, M et H se déplacent mais les distances MH et PM’ sont

toujours égales. La variation du rayon du cercle entraine le déplacement de M’ mais sa
période ne change pas. (Fiche 5 de I’E1 du bindme 6)
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La hauteur h dépend du déplacement de P sur I’axe du temps. Et elle a une période. (Fiche 5
de I’E2 du bindme 6)

Notons que le bindome 4 parlait dans la phase 3 de la sinusoide et de la périodicité du chemin du
point M’ mais ici dans la question relative a la fonction, il ne cite plus ces caractéristiques.

Aucun bindme n’écrit le mot « sinusoide ». Aucun bindme ne fait référence a une fonction
trigonométrique. Aucun bindme n’écrit la formule algébrique.

Par ailleurs, comme nous 1’avons analysé auparavant, la périodicité a été utilisée par tous les
bindmes dans les phases 1, 3 et 4 de cette situation. Dans cette nouvelle phase, cette mention
n’apparait plus que minoritairement. Ce constat est a mettre en regard du rapport institutionnel
vietnamien a la notion de fonction ou la périodicité n’est pas un objet d’étude. En effet, dans les
manuels scolaires, la variation d’une fonction est trés importante dans le processus d’étude d’une
fonction mais la périodicité d’une fonction n’est pas exploitée.

VII. Analyse de la phase 6 (construction de la formule algébrique de la
fonction t — h = f(t))

VII.1. Présentation de la phase 6

Cette phase a pour objectif de passer dans un registre algébrique de la fonction représentant la
hauteur de la cabine en fonction du temps en faisant travailler sa formule algébrique. Cette phase
est prévue sous la forme d’un devoir a la maison rendu par les éléves une semaine plus tard.

SITUATION 3
Fiche 6
(Devoir d la maison)

NOM Prémom: ..o oeeece e v rre e emaemaenn
Binome 0% ..o e

t—= h=1f{)

Rappel
M entre dans sa cabine lorsgu’elle passe au plus prés du sol, au point I. La grande roue du
manége a un rayon de 20 m at son centre est situé d 22 m du sol.

Etablir que f(t) = 22-20 cos (27t/5)

Figure 96. Situation 3 — Fiche 6
Pour établir la formule de la fonction demandée, il est possible de travailler dans le modéle O ou

dans le modele C, tous les deux présents sur la fiche, en intégrant dans ces mod¢eles des données
de la réalité¢ modélisée.
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- Dans le modele O :
La courbe donnée est une sinusoide de la forme h = A cos (ot+¢) + B.
A =1 =20 (r rayon du manege)

B = 22 (la distance du centre du manége par rapport au sol)
o=2n/T=2n/5

Donc h =22+ 20 cos (%tvﬂp).
Avect=0eth=2,0ona:2=22+20cos ¢. Donc ¢ =-m.

Donc h=22—-20 cos 2?71‘['

+ Dans le modele C :

5 minutes » 21
) 27
t minutes » ?t

L,

Donc, au moment t minutes comme pour la figure ci-dessus, la hauteur de la cabine M au sol est

h=22+20sin[ 25— " | =22 20 cos 2=+,
5 2 5

VIL.2. Analyse des résultats

Tous les €leves, sauf les deux éléves du bindome 5, calculent 22-20 cos (2nt/5) dans le cas ou t =
1,t=2ett=3 comme le fait par le binome 2 :

I(Tumg minh ring : f(l)=22-20 cos (2mt/5)

¢ TE 4= 1 ¢ (0 =42 -a0cos (AnAf5)
e 4= Lo § (&) = - dbeos (0[S
et - B z["!) = L~ Dew (fin.ﬁff)

=5 J(’L_) = a9 Al ey (J_ﬂtlj_)

Figure 97. La réponse de I’E1 du bindéme 2
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Les deux éleves du bindme 5 vérifient la formule proposée pour t = 0 en s’appuyant sur les
données de la réalité.

Chimg minh ring : f(t) = 22-20 1 (2xt/5)

T o hTH=92-20=- 3 am | S R Lf) Jwn

v t=0 s 1)
e X )= h=22- 20 (et l5)
iRl f Vo nail = O
SH=PHE | (1) D e Y1) - 22-20= 2 (Piiy)
gm'!«!/mdbcautiahk 73&) 92~ 10@[2:{1?/5)
taong L@V A
m&mt =09
h=TH=2m

Qul s t) = 99-20con (§£/5)

Figure 98. La réponse de I’E2 du bindme 5

Ainsi la construction dans I'un ou I’autre des deux mod¢les d’une formule algébrique de la
fonction a partir des données n’a pas été possible. Dans 1’analyse institutionnelle, nous avons
montré que la formule algébrique d’une telle fonction est systématiquement fournie dans
I’énoncé des exercices. De plus, la construction d’une formule de fonction périodique n’est pas
travaillée, méme dans les exercices de modélisation en mathématiques et en physique. Les éléves
rencontrent une formule algébrique donnée pour résoudre un probléme sans recours a une
représentation graphique de la fonction. Il n’existe pas de tache du type « établir la formule »
d’une fonction modélisant la co-variation périodique de deux grandeurs, ni méme de tache du
type « établir que la formule est... » qui s’inscrirait dans le travail sur la famille donnée des
fonctions trigonométriques.

Cette derniere phase de la séance montre ainsi que le passage a un registre algébrique, ultime
¢tape du processus de modélisation, est inaccessible dans les conditions institutionnelles
actuelles du lycée vietnamien.

VIII. Conclusion de la séance 2

La formalisation de la périodicité est un premier enjeu de 1’ingénierie. L’expérimentation de
I’ingénierie révele que la périodicité est reconnue et utilisée par les éléves qui la formalisent de
quatre manieres différentes attachées a des ostensifs différents et a des représentations
différentes du temps :

- Lapériodicité en tours de cercle ; temps circulaire discret ; modéle C

- La périodicité en segments de demi-droite graduée ; temps linéaire continu
- Lapériodicité en arches de sinusoide ; temps linéaire continu ; modele O

- Lapériodicité en segments paralléles ; temps linéaire discret.

L’enseignant dans D’institutionnalisation qui termine la phase 4 ajoute une formalisation : la
périodicité en suite arithmétique (temps discret).

L’expérimentation valide ainsi I’hypotheése (H4) qui faisait du probléme de coincidence de deux
phénomenes périodiques un lieu possible de formalisation de la périodicité.

La richesse et la diversité des formalisations de la périodicité est a mettre a 1’acquis d’une
conception de la séance 2 de I’ingénierie didactique qui vise une rencontre avec les fonctions
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périodiques au-dela de leurs seules représentantes institutionnelles que sont les fonctions
trigonométriques. En cela, avec cette séance, I’ingénieriec peut étre qualifiée de nouvelle
rencontre avec les fonctions trigonométriques, provoquée par un processus de modélisation en
rupture avec les pratiques institutionnelles. En effet, la construction des connaissances sur la
périodicité est le produit d’un processus de mathématisation d’un phénomeéne du monde réel.

Le passage du modele C au modele O est un autre enjeu de la séance 2. Le choix du mode¢le dans
la résolution du probléme (phases 1 et 4) s’exprime d’abord dans le choix de la représentation du
temps, soit circulaire soit linéaire, soit par repliement soit par déploiement.

Relativement au choix de la représentation du temps, 1’expérimentation montre que le modéle C,
installé comme mod¢le intermédiaire vers le modéle O, favorise fortement le cercle contre la
demi-droite en transformant le déplacement linéaire du point P en temps circulaire grace au co-
déplacement du point M (cf. hypothése H2). Le choix du temps circulaire rend peu probable
I’émergence du deuxiéme axe de la représentation bidimensionnelle car il conduit a emprunter
une stratégie « graphique unidimensionnel » sur le cercle. La valeur T = 5 de la variable VI ne
permet pas une déstabilisation suffisamment forte de la stratégie « graphique unidimensionnel »
ou le temps est replié sur le cercle qui est lui-méme la trajectoire de M. D’autres valeurs de T
(par exemple, T = 11) pourraient étre plus déstabilisatrices et conduire a I’abandon de la stratégie
« graphique unidimensionnel ». L’effet déstabilisateur de T = 11 pourrait étre accentué par une
valeur de h qui placerait L proche d’une des extrémités des arcs de cercles représentant sur le
cercle les durées d’éclairement de la lampe.

Le passage du modele C au modeéle O nécessite de détacher la grandeur choisie de sa
représentation dans le modele C pour la placer sur le deuxiéme axe d’un repere cartésien dont le
premier axe est le temps. L hypotheése (H3) avance 1’idée que le choix de la hauteur de la cabine
est favorable a I’émergence du deuxiéme axe. L’expérimentation montre que cette condition est
insuffisante tant que la stratégie « graphique unidimensionnel » n’est pas bloquée (phases 1 et 4).
C’est d’autant plus vrai au Viét Nam ou le contrat institutionnel a la fonction ne met pas le
graphique en position de représentation attendue pour une fonction, lui préférant la
représentation algébrique (phases 4, 5 et 6).

L’hypotheése (HS) selon laquelle les fonctions périodiques et leur registre graphique sont
optimales dans la résolution du probléme n’est pas mise a 1’épreuve par I’ingénierie. En effet
I’optimalité ne pourrait étre validée que si le probléme des coincidences avait été¢ dévolu dans
toute sa généralité, en transformant les données numériques fournies en parametres des modeles
CetO.

Li¢ a Plarticulation des modeles C et O, un autre enjeu de 1’ingénierie est le travail sur 1’objet
fonction pour passer d’une représentation dynamique a une représentation statique. Du point P
pilotant le point M dans I’environnement de géométrie dynamique, 1’ingénierie aboutit a la
formalisation algébrique d’une fonction h = f(t). L’ingénierie didactique a mis en évidence la
triple rupture avec le contrat institutionnel sur les fonctions que nécessite ce travail sur la
fonction :

- Premiére rupture : la représentation dynamique d’une fonction dans un environnement
informatique (séance 1)

- Deuxiéme rupture: la fonction comme aboutissement du processus de modélisation
(phase 4 de la séance 2)

- Troisiéme rupture : le passage de I’ostensif graphique a I’ostensif algébrique (phases 5 et
6 de la séance 2)

290 Chapitre 4 : Ingénierie didactique



L’expérimentation montre la force des contraintes institutionnelles qui s’opposent au
fonctionnement de chacune de ces ruptures. C’est particulierement vrai pour la troisiéme rupture
puisque aucun des bindomes n’a réalisé la tiche demandée.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES DE RECHERCHE

L’objet central de notre étude est la modélisation mathématique de phénomenes périodiques dans
I’enseignement secondaire. Le choix de nous restreindre aux phénoménes périodiques temporels
nous a conduits a nous intéresser particulicrement a la modélisation par une fonction périodique
dont la variable indépendante est le temps. Rappelons le questionnement initial que notre étude a
problématisé au cours du développement de deux analyses, épistémologique et institutionnelle, et
d’un dispositif expérimental composé d’un questionnaire et d’une ingénierie didactique :

Comment les phénoménes périodiques sont-ils étudiés et modélisés par les sciences physiques et
mathématiques ? Avec quels modéles mathématiques ?

Comment 1’étude des phénomeénes périodiques vit-elle dans 1’enseignement secondaire de la
physique et des mathématiques au Viét Nam et en France ? Comment s’articulent les différentes
significations données au concept de périodicité par les différentes disciplines ?

Est-il possible d’organiser un enseignement des fonctions périodiques par la modélisation qui
tienne compte des conditions et des contraintes institutionnelles ?

Nous rassemblons ci-apres les principaux résultats des différentes analyses en les replagant dans
le cadre de I’étude et en les articulant entre eux.

I. Apports de I’étude

I.1. L’importance des modéles C et O dans la modélisation mathématique des phénoménes
périodiques

Les modéles C (les mouvements circulaires uniformes) et O (les oscillations harmoniques) sont,
pour les physiciens, les modeles ¢lémentaires pour étudier les phénomenes périodiques
temporels.

- Le modele C (mouvement circulaire uniforme) présenté dans deux registres : algébrique
(x =R cos 0, y =R sin 0, 0 = wt) et graphique (cercle)

- Le modele O (mouvement oscillatoire harmonique) présent¢ dans deux registres :
algébrique (x = A cos (ot + @) ou x”* + 0’x = 0) et graphique (sinusoide)

Le modele C est cantonné a la Mécanique comme modele de base pour I’étude des phénomenes
cycliques réductibles aux mouvements d’un mobile sur une trajectoire. Il permet de travailler en
particulier les concepts de vitesse et d’accélération.

La trajectoire du mobile est au coeur de ce modele. A chaque point de cette trajectoire on peut
associer le ou les moments du passage du mobile a ce point. En déplagant le point mobile sur la
trajectoire, on peut donc « visualiser » la co-variation avec le temps de toute grandeur associée
au mouvement (donc co-variable avec le temps), par exemple la distance du point mobile a un
autre point, a une droite ou a un plan. La trajectoire peut servir alors de graphique
unidimensionnel comme le révelent les observations des phases 1 et 4 de la séance 2.
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Le modéle O est dominant en Physique des vibrations, des oscillations et des ondes. Ce modele
est a I’origine de nombreux et importants développements mathématiques, dont 1’Analyse de
Fourier, qui donnent une place centrale aux fonctions trigonométriques.

Un graphique bidimensionnel est au coeur de ce modele O. Le temps et les grandeurs co-
variables avec le temps y sont séparés sur deux axes différents. Le passage du modéle C au
modele O consiste alors a faire apparaitre le deuxieéme axe porteur des variations de la grandeur
modélisée.

I.2. La faiblesse de D’articulation entre les modeéles C et O dans I’enseignement des
phénoménes périodiques

Par une analyse institutionnelle, nous avons montré 1’existence et 1’articulation des deux modeles
C et O dans les enseignements de mathématique et de physique secondaires en France et au Viét
Nam.

Dans I’enseignement secondaire francais, le modele O est introduit avant le modele C. En effet le
modele O apparait dés la classe de 3° dans I’enseignement de la physique avec le seul registre
graphique. Il se retrouve en classe Terminale pour I’étude de plusieurs phénomeénes oscillatoires.
Le modéle C ne prend qu’une place mineure en classe de 2% et 1™,

En revanche, dans 1’enseignement secondaire vietnamien, le modele C est introduit avant le
modele O (implicitement en Primaire et explicitement en classe 10). Le modéle O ne trouve sa
place qu’en classe 12 aprés que les fonctions trigonométriques sont enseignées en
mathématiques. Contrairement a I’institution frangaise, le modele O est systématiquement
présent dans son registre algébrique, le graphique étant limité a un role d’illustration.

Dans aucune des institutions d’enseignement secondaire, frangaise et vietnamienne, il n’existe de
praxéologie dédiée au passage de 1'un des modéles a 1’autre, ni dans I’enseignement des
mathématiques ni dans celui de la physique. Dans I’institution vietnamienne, bien qu’il existe
des exercices conjoints aux deux modeles C et O, les questions portent sur le modele O et son
registre algébrique. Le recours au modele C dans ces exercices n’est ni travaillé ni attendu.

Les réponses au questionnaire attestent des conséquences de cet état institutionnel : elles révelent
les difficultés que rencontre I’éléve vietnamien dans la modélisation de phénomenes périodiques.
Principalement, ce sont des difficultés a :

- choisir, selon le probleme a résoudre, I'un des deux modeles C ou O
- spécifier le modéle choisi (les données et les paramétres)
- passer de I'un des mod¢les a I’autre

I.3. L’imbrication des concepts de temps et de périodicité dans la modélisation des
phénomeénes périodiques temporels

Mise en évidence dans I’enquéte épistémologique, cette imbrication des concepts de temps et de
périodicité est apparue avec force dans 1I’ingénierie didactique.

Les mesures de durées nécessitent de se référer a des phénomenes périodiques qui permettent de
les ramener a un décompte de périodes. L’enquéte épistémologique montre que la topologie du
temps offre deux variantes, le cercle portant le temps circulaire qui fait des boucles ou la ligne
portant le temps linéaire qui va de 'avant.
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Le temps linéaire est classiquement représenté par une droite orientée composée d'une suite
d'instants infinitésimaux que les mathématiciens appellent la droite réelle R. Le temps intervient
alors dans les équations de la physique comme une variable réelle indépendante et
graphiquement représentée par un axe, le plus souvent I’axe des abscisses.

Le passage de I’'un des modeles C et O a I’autre se traduit, pour la variable temps, en un
déploiement ou un repliement. Or si le déploiement est institutionnalisé avec la droite du temps,
le repliement, quant a lui, n’existe qu’implicitement a travers 1’enroulement de la droite sur le
cercle trigonométrique. L’ingénierie didactique rend visible le repliement du temps sur le cercle
car, dans I’environnement Cabri de géométrie dynamique, le pilotage du point M (le mobile) par
le point P (le temps) induit la possibilité¢ de lire le temps sur le cercle. Ce repliement du temps
sur le cercle réalisé en décompte du nombre de tours, produit une discrétisation du temps avec
une formalisation sémantiquement attachée a I’ Arithmétique modulaire.

L’ingénierie didactique met en évidence un autre repliement du temps, celui en segments de
droite paralléles que nous avons qualifié de bidimensionnel discret’. Ainsi la typologie du temps
n’est-elle pas aussi pauvre que ne le déclare Klein quand il dit : « Elle n’offre que deux variantes,
la ligne et le cercle » (cf. citation a la page 26). Ce qui nous apparait fortement c’est I’absence,
dans I’institution d’enseignement secondaire, de construction des différentes représentations du
temps opérationnelles dans les différents problemes ou la variable temps intervient.

La séance 1 de I’ingénierie permet aux €léves de construire le temps linéaire et ainsi d’accéder a
la variable indépendante « temps » sur un axe différent de la trajectoire du mobile. Le temps
linéaire sur un tel axe est potentiellement porteur d’un passage vers le modéle O mais
I’ingénierie didactique dans la séance 2 a montré la difficulté¢ de 1’émergence du deuxiéme axe
de la représentation bidimensionnelle, déja pointée dans la thése de Falcade (2006).

I.4. Une situation didactique dont I’enjeu mathématique est la périodicité

Pour introduire les fonctions périodiques par la modélisation, nous avons choisi un probléme
extra-mathématique concernant les coincidences des deux phénomenes (la cabine de M est en
position L et la lampe est allumée), reconnus comme périodiques. La formalisation et
’utilisation de la périodicité sont nécessaires pour résoudre ce probleme et possibles dans des
formes institutionnelles. L’ingénierie organise en plusieurs phases de la séance 2, dont deux sont
dédiées a la résolution du probléme, le passage et I’articulation entre les deux modeles C et O.

L’expérimentation de 1’ingénierie montre que le probléme de coincidence des deux phénoménes
périodiques choisi est pertinent pour concevoir la périodicité de chacun des phénomeénes étudiés
et opérer avec elles et que les situations didactiques des phases 1 et 4 de la séance 2 permettent
aux ¢€leves de formaliser de plusieurs maniéres différentes la périodicité.

I.5. La polymorphie de la formalisation de la périodicité

La périodicité vit dans 1’enseignement secondaire des mathématiques essentiellement dans deux
domaines : celui des nombres réels et celui des fonctions numériques.

Dans le domaine des nombres réels, la période est considérée comme un motif (un groupe fini
des chiffres) qui se répete. Par contre, dans le domaine des fonctions numériques, ce qui est

3! Remarquons que ce type de repliement est présent sur les montres & affichage numérique.
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appelé période est la « longueur » d’un motif*>. La distinction et I’articulation des significations
de la notion de période dans ces deux domaines ne sont pas travaillées dans 1’enseignement
mathématique secondaire.

Dans I’enseignement de la physique, la périodicité est toujours liée a la répétition des
phénoménes qui varient en fonction du temps (ou du temps et de 1’espace pour les ondes). Pour
les phénomeénes temporels, la période est la durée du motif élémentaire (mouvements
oscillatoires, modele O) ou le temps pour que ’objet fasse un tour complet (mouvements
cycliques, modele C).

Nous avons montré, a travers 1’analyse institutionnelle et I’analyse de 1’ingénierie didactique,
I’existence de plusieurs formalisations de la périodicité dans I’enseignement.

Habitat Formalisations de la périodicité
Arithmétique Pointillés, groupe de chiffres en parentheses ou
surlignés
Fonctions trigonométriques Arches de sinusoide, segments de méme
(modele O) longueur sur une droite graduée
Cercle trigonométrique Tours, suites arithmétiques
(modele C)

Tableau 45. Les formalisations institutionnelles de la périodicité

La périodicité est formulée aussi dans le langage naturel avec les termes « répétition » ou « se
répéter », etc.

Cet ensemble de formalisations portées par des ostensifs divers montre la richesse des
significations apportées par I’institution aux concepts de périodicité et de période. Toutes ces
formalisations visent a embrasser 1’infini de 1’expression « ¢a ne s’arréte pas», lors de la
reconnaissance de la périodicité, dans un opérateur fini adapté au probléme ou la périodicité est
rencontrée.

1.6. La double nature didactique du modele intermédiaire géométrique dans le processus de
modé€lisation

L’enquéte épistémologique révele la complexité et la richesse de tout processus de modélisation.
Pour notre ingénierie, nous avons retenu I’idée d’un modele intermédiaire géométrique pour
initier et dynamiser le processus de modélisation.

L’établissement d’un modele intermédiaire géométrique est aidé par l’environnement de
géométrie dynamique qui permet, en matérialisant les variables, d’explorer le modele (ici le
modéle C comme intermédiaire vers le modéle O) et de le faire évoluer au fur et a mesure
qu’avance le travail de modélisation. Le choix de la géométrie dynamique étant arrété (avec le
logiciel Cabri II Plus), nous avons recherché des conditions qui favorisent une modélisation
géométrique d’une situation réelle et qui laissent aux éleéves la responsabilit¢ du choix des
variables pertinentes dans ’avancée de la modélisation. Les différents choix macro et méso
didactiques de 1’ingénierie exploitent les potentialités de Cabri II Plus dans 1’exploration et la
formulation de phénomenes de co-variation pour entrer et avancer dans la modélisation, initiant
ainsi a une représentation dynamique d’une fonction.

2 . . . el , L . .
32 Conception iconique de la répétition qu’on peut retrouver en géométrie (les pavages ou les cristaux)
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Malgré les difficultés instrumentales prévisibles puisque ['usage d’un logiciel de géométrie
dynamique n’est pas officialis¢ au Viét Nam, I’expérimentation de la séance 1 de 1’ingénierie
montre que les éleves peuvent prendre en charge une part de la démarche de modélisation de
phénomenes périodiques dans un environnement de géométrie dynamique.

Cependant I’expérimentation montre aussi que le modele C construit dans la séance 1 se
constitue en obstacle au passage vers le modele O visé par la séance 2. Cet obstacle didactique
est renforcé par les choix des valeurs pour les variables didactiques V1 et V3 qui ne déstabilisent
pas suffisamment les stratégies attachées au modele C.

I.7. Les difficultés a initier une genese instrumentale

Pour notre ingénierie, nous construisons une situation d’initiation a Cabri afin d’amorcer une
genese instrumentale minimale des outils Cabri nécessaires a la construction du modele
géométrique. Plusieurs commandes sont transformées en outils (point, droite, segment, demi-
droite, droite perpendiculaire, droite parallele, cercle, compas, calculatrice, distance ou longueur,
report de mesure) dans des exercices pour déclencher le processus de genése instrumentale. Afin
de dévoluer une part du processus de modélisation aux éléves, cette situation d’initiation a Cabri
mise sur la concurrence des outils « compas » et « report de mesure ».

L’expérimentation de I’ingénierie (situation 1) a montré que la commande « report de mesure »
présente dans le menu Cabri n’est pas pour les éléves une connaissance instrumentale suffisante
pour outiller la stratégie report de mesure sur la droite et encore moins sur le cercle qui ne peut
fonctionner en I’absence d’un point fixe d’origine du report et d’un sens de report.

I.8. Les contraintes institutionnelles qui pésent sur I’enseignement de la modélisation
fonctionnelle

Au Viét Nam, les enseignements de la physique et des mathématiques vivent sans nouer de liens
rigoureux. Les mathématiques n’interviennent que comme savoirs a appliquer que
I’enseignement de la physique introduit lui-méme selon besoin. Il le fait certes pour résoudre des
problémes de physique mais comme des outils préfabriqués et donc élaborés en dehors des
problémes.

Le probleme de I’enseignement de la modélisation n’est pas posé dans la construction des
programmes et des manuels au Viét Nam. Les manuels ne font mention que d’exercices
d’application des connaissances mathématiques a certains problémes pseudo-concrets. Dans ces
exercices, les modeles mathématiques (comme C ou/et O) sont fournis avec 1’énoncé et la réalité
déja modélisée sert de prétexte a un travail mathématique dans le modéle désigné. Vu la
faiblesse du graphique dans I’enseignement des mathématiques et de la physique au Viét Nam, le
travail mathématique se situe toujours dans le registre algébrique et le passage d’un graphique a
une formule algébrique est completement absent. Qui plus est, d’apres le livre des enseignants, la
résolution de ces problémes n’est pas exigible de tous les €léves.

En France, I’enseignement de la modélisation fait partie des objectifs principaux cités dans les
textes officiels comme les programmes de mathématiques et leurs documents
d’accompagnement. Cependant, pour les phénoménes périodiques, il n’y a pas de véritables
activités de modélisation. Dans les exercices, les modéles sont imposés et les questions ne
portent que sur la mathématique du modele, en attribuant une place importante au graphique.
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Ainsi, dans les deux institutions, I’enseignement de la modélisation mathématique en particulier
de la modélisation de phénomeénes périodiques se réduit a I’enseignement de 1’utilisation de
modeles. En particulier la fonction, si elle fait partie du modéle, est formulée par I’énoncé dés la
présentation de la réalit¢ a modéliser. Une telle fonction n’est jamais 1’aboutissement du
processus de modélisation, sauf, de fagon marginale, dans I’enseignement frangais de la physique
en classe terminale (circuits RLC et équation différentielle linéaire du second ordre).

Comme nous 1’avons montré dans la conclusion de la séance 2, I’ingénierie didactique met en
lumicre la force des différentes contraintes institutionnelles qui s’opposent au fonctionnement de
chacune des ruptures choisies dans la conception de la situation 3.

Une autre contrainte institutionnelle, peut-étre propre a I’institution vietnamienne est apparue
trés fortement dans la séance 2 de l’ingénierie. Il s’agit d’un rapport a la proportionnalité
inadéquat pour réussir les changements d’échelle de Cabri a la réalité, et réciproquement de la
réalité a Cabri.

I1. Perspectives de recherche

I1.1. Des retours sur ’ingénierie didactique pour une reprise de cette ingénierie

* La genése instrumentale de la commande report de mesure a contribué aux difficultés d’entrée
dans le processus de modélisation et a révélé un rapport institutionnel incomplet au mesurage. La
nécessité d’une origine fixe et d’une orientation du cercle pourrait étre problématisée dans une
reprise de la conception méme de I’ingénierie.

En effet, lors de I’expérimentation, le report de mesure sur un cercle a di étre introduit par
I’enseignant. La question de construction d’une situation, qui améne le report de mesure sur un
cercle de facon nécessaire, reste ouverte. Comment construire une situation ou les ¢éléves
prennent en charge le report de mesure sur un cercle dans le processus de modélisation ?
Comment mettre en place la genése instrumentale de la commande «report de
mesure » relativement a la nécessité d’une origine fixe ?

® Les valeurs choisies pour les variables V1 et V3 dans le probléme de coincidence n’ont pas
provoqué une déstabilisation suffisante de la stratégie « graphique unidimensionnel » qui puisse
favoriser la stratégie graphique bidimensionnel visée. La question d’améliorer la situation
permettant [’invalidation de la perception et de favoriser la stratégie « graphique
bidimensionnel » est posée. Quelles conditions sont nécessaires pour faire émerger le deuxiéme
axe de la représentation bidimensionnelle ?

*® Dans le passage du modele C au modéle O, notre choix a été d’articuler ces deux modéles par
le registre graphique et ensuite de construire le passage de ce registre graphique au registre
algébrique. Une autre direction de recherche possible pour I’ingénierie pourrait étre de passer du
modele C au modele O grace au registre algébrique avant de construire le passage au registre
graphique.

* L’ingénierie est congue pour des ¢léves ayant regu un enseignement des fonctions
trigonométriques qui a mis a leur disposition les registres graphique et algébrique de ces
fonctions. Cette ingénierie vise en fait a organiser une nouvelle rencontre avec ces fonctions par
la modélisation. Est-il possible de concevoir une premicre rencontre avec les fonctions
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trigonométriques dans un processus de modélisation de phénomeénes de co-variations
périodiques ?

* L’ingénierie met en lumicre 1’importance du changement d’échelle dans le processus de
modé¢lisation mathématique et, comme nous l’avons déja dit, elle montre les difficultés
rencontrées par les éléves vietnamiens dans 1’usage de la proportionnalité pour réaliser les
changements d’échelles qu’ils entreprenaient. Ces difficultés n’ont pas été rencontrées par les
¢léves francais lors de I’expérimentation 2 (juillet 2010) en France. Quels sont les rapports
institutionnels vietnamiens a 1’objet proportionnalité dans son lien avec la modélisation
mathématique ? Cette question pourrait faire 1’objet d’une nouvelle étude institutionnelle
comparative France-Viét Nam et déboucher sur une autre question: comment travailler les
situations didactiques de 1’ingénierie pour prendre en compte ces rapports institutionnels a la
proportionnalité ?

I1.2. La construction d’une co-disciplinarité mathématique-physique dans I’institution

La modélisation est une des principales modalités de 1’interaction entre les mathématiques et les
autres disciplines scientifiques dont la physique. L enseignement de la modélisation peut-il vivre
dans les conditions institutionnelles actuelles qui isolent I'un de [D’autre chacun des
enseignements scientifiques ou appelle-t-il la définition, dans I’institution secondaire, d’une co-
disciplinarité capable de désigner les problémes et de créer les situations susceptibles de porter
un processus de modélisation mathématique ?

Un tel enseignement [enseignement co-disciplinaire] vise a favoriser les complémentarités
de chaque discipline en portant des regards croisés sur les objets étudiés et les méthodologies
mises en ceuvre sans chercher a gommer leurs spécificités. Il nécessite un travail collaboratif
des enseignants pour organiser le travail des éléves tant sur un plan pédagogique que
scientifique. (Prieur et Aldon, 2010)

D’un certain point de vue, notre étude a essayé de répondre a ces questions mais en ne visant que
les phénomeénes périodiques présents dans 1’enseignement secondaire de la physique. D’autres
phénomenes, étudiés par la physique ou d’autres sciences, pourraient se préter a une ¢tude du
méme type. Plus généralement, quels sont les savoirs mathématiques et quels sont les savoirs de
la physique (ou d’autres sciences) qui pourraient &étre créés a partir d’un processus de
modélisation extra-mathématique dans les conditions institutionnelles actuelles ?

I1.3. La formation des enseignants de mathématiques a ’enseignement de la modélisation

Les activités d’apprentissage co-disciplinaires sont des occasions privilégi¢es de développer la
coopération scientifique et didactique entre les enseignants. Comment introduire le théme des
liens entre les mathématiques et les autres sciences dans la formation des enseignants ? En effet,
enrichir la culture mathématique et plus généralement la culture scientifique des enseignants de
mathématique est 1’une des ambitions pour la formation des enseignants. Voici comment cette
ambition est formulée par Kahane (2000) :

[...] la culture scientifique nécessaire au travail en commun avec des enseignants d’autres
disciplines, comme celui nécessité par les TPE ou les itinéraires de découverte. S’il n’est pas
question de demander aux enseignants de mathématiques d’étre omniscients, il faut qu’ils
puissent dialoguer et travailler avec des enseignants d’autres disciplines, et voir en
particulier, dans ce travail en commun, comment les mathématiques peuvent aider a formuler
des questions de maniére a les rendre accessibles a un travail scientifique puis contribuer a
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leur résolution. Tout ceci non plus ne va pas de soi car ce qui est en jeu, au-dela de I’Ecole,
c’est le rapport social aux mathématiques. (Kahane (2000), p. 71-72)

L’enseignement de co-disciplinarité au secondaire implique non seulement des interactions entre
des savoirs disciplinaires différents et entre ces savoirs et la vie réelle, mais aussi entre des
enseignants de ces disciplines de I’institution. Comment faire comprendre aux enseignants de
mathématique la différence entre application mathématique et modélisation mathématique ?
Comment organiser une formation ou la question de la modélisation fasse partie de la
préoccupation des enseignants dans leur enseignement ? Quelles praxéologies (mixtes
mathématiques-physique) 1’institution secondaire doit-elle construire pour enseigner la
modé¢lisation mathématique ?

I1.4. L’utilisation de la géométrie dynamique dans ID’enseignement mathématique
secondaire

Comme nous 1’avons écrit précédemment, 1’environnement de géométrie dynamique donne les
moyens aux ¢leves d’explorer des modeles géométriques et de faire évoluer ces modéeles au fur et
a mesure du travail de modélisation. Avec les situations de notre ingénierie, la géométrie
dynamique permet de travailler a une représentation dynamique d’une fonction, alors qu’une
telle représentation est absente de I’institution mathématique secondaire vietnamienne. La
géométrie dynamique est par contre de plus en plus utilisée en France pour enseigner non
seulement en géométrie mais aussi en Analyse.

Cependant, 1’enseignement dans un tel environnement informatique pose de nombreuses
b
questions a I’institution :

- Quelles situations didactiques, pour quels savoirs ? Quelles ressources d’enseignement ?
Quelles geneses instrumentales pour quels outils ?

- Quelle formation des enseignants ? Quels équipements informatiques a 1’école ?
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Résumé de la thése en vietnamien
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Gitra toan hoc va cdc mon khoa hoc khac, dac biét 1a vat ly tdn tai mdi quan h¢ hién sinh theo
nghia 1a mén hoc nay dugc nuodi dudng bdi moén hoc khéac. Picu nay dugc bdo céo cua iy ban
Kahane® (2000) nhan manh nhu sau

M&i lién hé gitta toan hoc va ing dung thé hién qua lai nhiéu 14n. Toan hoc dugc hinh thanh
tir cac van dé dén tir cac mon khoa hoc khac va mang lai cho chung nhitng pham vi Iy thuyét
thich dang. Cé nhiéu vi du v& mbi quan hé hai chidu nay :

+ nhiéu linh vyc cua toan hoc nay sinh tir vat 1y : cac phuong trinh dao ham riéng, bién doi
Fourier, ham suy rong,...

+ ciing ¢6 (tuy it hon nhung co ban tir quan diém khoa hoc luan) cac vi du ma toan hoc thuan
tay duoc phat trién mot cach doc lap véi cac timg dung va né chi co cac tng dung nay mot
thoi gian dai sau d6. (Kahane (2000), trang 37)

Bao cdo cua uy ban Kahane mo ta cong viéc mo hinh héa hién dién trong moéi quan h¢ gitra toan
hoc va cac moén hoc khac : mo hinh héa 1a mét trong nhitng dang thirc chinh yéu cua su tuong
tac gilra mon toan va cac mon hoc khac.

Trude hét, toan hoc cho phep trinh bay cac van dé bang thuat ngir toan : thiét 1ap mot mo
hinh tir cac gia thuyét (chang han cac dinh luat vat ly da duoc phat biéu mot cach rd rang).
Sau d6, mdi khi mo hinh nay dugc chip nhén, can phai giai quyét nd bang cic cong cu toan
hoc (chudi, ham s6, phuong trinh vi phan, phuong trinh dao ham riéng, xac suét, thong
..). Cong viéc nay cho phép rat ra cac hé¢ qua (dinh tinh va dinh luong) vé mé hinh va déi
chleu chung véi thuc té [...].
Trong cong viéc md hinh hoa, toan hoc co thé hd tro dé rut ra cac 13p luan tuwong tu tir cac dir
kién phong pht va phuc tap ban dau sinh ra tir nhitng linh vuc khac nhau ma dan dén cing
mo hinh d6. (Tai liéu di dan, trang 37)

Bao cdo nay khuyén khich vi¢c &p dung qua trinh mo hinh hoa trong day hoc va nhan manh rang
trong dao tao gido vién, can lam sao cho van d€ moé hinh hoa thudc vao nhirng moi quan tam cua
ho.

Chung t61 mudn ndi véi mot muc do trang trong nao do6 rang sy mo rdng vao cac mon hoc
khéc, dac biét thong qua md hinh hoa, thudc vao sit ménh cia gido vién toan. (Tai li€u da
dan, trang 38)

That vay, mo hinh héa giir vi tri ngdy cang quan trong trong chuong trinh mon toan cta nhiéu
nude. Mo hinh hoa cho phép chi ra lgi ich ctia toan hoc, phat trién & hoc sinh kha ning phé phan
dbi vai viée giai quyét cac van dé trong cudc song thuce tién, chuan bi cho ho vé nhimng hoat dong
nghé nghiép da dang va cudi ciing 1a nbi lién toan hoc véi cac mon hoc khac (Blum et Niss 1991,
Kaiser 1991).

Mot minh ching cho viéc quan tam dén mo hinh hoa 1a su Iya chon cua nghién ciu qudc te
PISA nhim danh gia hoc sinh vé kién thirc toan hoc cua ho, vé viéc dbi chiéu ching vé6i cac van
dé trong d6 toan hoc 1a cong cu dé mé hinh hoa.

[...] Nghién ctru PISA dua ra cho hoc sinh nhimg van dé dugc dit trong cac tinh hudng lay
tir thé gioi thuc té. Nhirng tinh huong nay dugc xay dung sao cho phuong dién toan hoc thue
su hiru ich dé giai quyét cac van dé. Muc tiéu cta diéu tra PISA 1a xéac dinh trong chimg muc
nao hoc sinh c6 kha ning khai thac cac tri thire va ki niang toan hoc ctia ho dé giai quyét cac
vén dé dugc dit ra. (OCDE 2003, trang 40)

33 Nhimg dé nghi cia tiy ban Kahane vé viéc dao tao gido vién & Phap, dugc phd bién nam 2000.
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Nghién ctru nay cling nhu nhiéu nghién ciru khac da lam néi bat loi ich to 1én cia mo hinh hoa
toan hoc trong tat ca cac hé thong gido duc.

Mo hinh hoéa toan hoc dugce dé cap nhu thé nio trong hai hé théng day hoc c6 truyén thong rat
khéc nhau, Viét Nam va Phap ?

I. Nhitng mdi quan hé khac nhau d6i v6i mé hinh héa
I.1. O Viét Nam

Sy lién mon, gin lién v&i vai trd cong cu cua toan hoc duoc dé cap tuong minh trong chuong
trinh mon todn ¢ trung hoc phd thong (THPT) :

Chuong trinh duoc xay dung va phat trién theo cac quan diém sau :

[...]

+ Lua chon céc kién thtrc toan hoc co ban, cap nhat, thiét thuc, c6 hé théng, theo hudng tinh
gian, phu hop véi trinh d6 nhan thirc cia hoc sinh, thé hién tinh lién mén va tich hop cac ndi
dung gido duc, thé hién vai tro cong cu cua mon todn.

+ Tang cuong thuc hanh va van dung, thuc hién day hoc toan gén lién véi thuce tién.

[...] (Trich chuong trinh THPT mon Toan, 2006)

Muc tiéu dau tién ctua chuong trinh can dat duoc 1a ¥ nghia, tng dung cua cac kién thirc toan
hoc vao doi song, vao viéc phuc vu cac moén hoc khac.
(Trich chuong trinh Pai so va Giai tich 11, 2006)

Chang han, mot trong nhiing két qua cta chi dao nay 1a dua vao chuong trinh 16p 11 hai chuong
« T6 hop va xéac suit » va « Pao ham » nham « kip thoi cung cap cong cu toan hoc can thiét cho
cac mon hoc khac (Sinh hoc, Vit ly,...) » (cac kién thirc nay chi dugc dé cap ¢ 16p 12 trong cac
chuong trinh trudc day).

Tuy nhién, trong sach gido khoa va trong thuc t& day hoc trén 16p, mdi lién hé giita cac mon hoc
khong phai bao gid cling duoc tinh dén. Pé minh chimg diéu nay, chung toi da phong van mot
giang vién vat ly - mot trong cdc tac gia cua sach giao khoa Vat ly 16p 11, vé viée sir dung céc
kién thirc toan hoc trong giai quyét cac van dé cua vat 1y. Sau day 1a mot doan trich cta budi
phong van :

+ d6i voi cac kién thie da dugc day trude trong mon toan, gido vién vat 1y s& nhic lai va tom
tat dé hoc sinh sir dung.

+ d6i voi cac kién thire chua dugc day trude trong mon toan, co nhiéu van dé gido vién vat ly
tu day. Vi du vé ham s tudn hoan, dén bai tap vat li ndo c6 phwong trinh tuan hoan thi gido
vién s& huong dan hoc sinh giai. Khi nghién ctru chuyén dong cta con lic cin dén ham s
tuan hoan thi gido vién s& giang vé toan hoc trudc, sau d6 ap dung vao hién tuong vat 1y.
(Trich phong van TS. Nguyén Tran Trac)

Poan trich trén cho thiy viéc giang day vat Iy va toan & Viét Nam dudng nhu doc 1ap véi nhau.
Gido vién vat 1y ¢o ca trach nhiém giang day cac kién thirc toan can thiét cho viéc giai quyét cac
van dé vat ly. Cac kién thirc toan duoc dua vao vat Iy nhu nhitng cong cu c6 sin dé giai quyét
cac van dé vat Iy.

Hon nfira, cling theo tac gia trén, viéc st dung cac van de¢ vat ly dé dua vao cac kién thirc toan

khong bao gid duoc du kién t6i. Gido vién vat 1y « s& trinh bay truc tiép cac kién thirc toan dé ap
dung vao vat ly. Vi du khi hoc vé tong hop cua hai dao dong di€u hoa thi gido vién vat ly giang
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truc tiép cho hoc sinh (cong hai ham s6 tuan hoan ’béng’ phuong phap dai sé hodc phuong phap
Fresnel) dé ho ap dung vao bai vat Iy chir khong nhat thi€t cho toan ».

Méi lién hé gitra toan va vat 1y chi theo mot chidu duy nhat : toan hoc chi tac dong nhu nhiing tri
thire can ap dung va chi can dua vao trong nhitng trudng hop duoc xac dinh boi cac nha vat 1y.
Tir quan diém nay, sy chénh léch giita chuong trinh toén va vat 1y khong gay ra nhimg hau qua
16n. Tuy vay, chinh su chénh léch nay thudng la nguyén nhan gay ra su khong thong hiéu ddi véi
hoc sinh.

Van dé day hoc mo6 hinh hoa vi vay khong hé dugc dit ra trong khi soan thdo chuong trinh va
sach gido khoa & Viét Nam. Chung t6i chi tim thdy dau vét cua sy mé hinh héa trong viéc (mg
dung céc kién thic toan hoc vao mot s6 van dé nay sinh tir thuc té. Trong sach gido khoa toan
THPT, cac bai tap loai nay rat hiém va thudng duoc dat trong phan bai doc thém hodc & phan
dau mot sd chuwong vai vai tro dan dit dén kién thic moi (xem phén trao d6i véi tac gia sach
gido khoa Toan trong phu luc 1). Theo quan diém ctua Uy ban Kahane, nhitng bai tip nhu vay
gay thiét hai cho hinh anh ctia mon todn va cdc mon hoc khac :

Trong thuc té, kiéu bai tap nay chi la mat cai cd dé 1am viéc toan hoc trong mot linh vyc ma
nguoi ta khong lo ngai gi vé tinh hop thirc cia né. Chung toi cho rang nhirng bai tap nhu vay
la tham hoa cho hinh anh mén hoc cta chiing ta. That vay, n6 lam xuét hién mén hoc nhu
mot linh viec ma ngudi ta co cac dit kién nhung khong kiém soat duoc ngudn gbe cua no,
ngudi ta thye hién cac tinh toan ma khong hiéu chiing co ¥ nghia gi va ngudi ta khong luu
tam dé biét cac két qua d6 co nghia nao d6 hay khong. (Kahane (2000), trang 38)

1.2. O Phap

Tuong ty nhu nhidu nudc khac, thé ché Phap mong mudn dua mé hinh hoa vao day hoc toan va
cac mén hoc khac. Chang han, trong ludt vé dinh hudng va chuong trinh cho tuong lai cia
truong hoc (23/05/2005), lién quan dén pham vi van héa khoa hoc va cong nghé, viéc thuc hanh
mot « phuwong phép tiép can khoa hoc » dugce yéu cau nhu mot nang luc cua hoc sinh. Phuong
phép d6 dugc mo6 ta nhu sau :

- biét quan sat, dat cau hoi, trinh bay mot gia thuyét va hop thuc hda nd, tranh luan, mé hinh
hoa theo cach co ban ;

- hiéu su lién hé gitra cac hién tugng tw nhién va ngdn ngit toan hoc dugc ap dung & d6 va hd
trg mo ta cac hién tugng nay.

Thé ché day hoc trung hoc & Phap chi dao viéc 4p dung day hoc m6 hinh hoa todn hoc vai cac ly
do sau :

To4n hoc 13 mot mon hoc ¢6 yéu cau cao. [...] Hoc sinh ¢6 thé thyc hanh & d6 phuong phap
phé phén doi hoi mdi lap luan phai cé stc thuyét phuc va vi vay c6 thé danh gia su xac thuc
ma cac 1ap luan ay mang lai. Ho ciing c6 thé thuc nghiém kha ning mé hinh héa todn hoc
bang cach hiéu rang mé hinh, sy tham do, phuong trinh khong phai 1a thyc té va phai khong
ngimg duoc ddi chiéu voi thyc té.

(Tai liéu kém theo chwong trinh 16p Terminale® S, ES, trang 5)

Ciing trong tai liéu kém theo chuong trinh nay, mét muc « Toan hoc va m6 hinh hoa » dugc dua
vao. Chung t6i tim thay ¢ day nhirng chi dan vé viéc gidng day mo hinh héa ¢ THPT :

3 Tuong duong 16p 12 cua Viét Nam
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O cap do THPT, chung ta huéng dan budc dau cho hoc sinh viéc mé “hinh héa nhd vao mot
sO tinh hubng thyc té ma chung ta ¢6 ¥ 1am don gian hoa dén muc t6i da va vi vay dbi véi
chung, mé hinh thé da dugc thiét 1ap trd nén sang sia hodc cho phép dwa ra mot du doan :
khé khan luc d6 1a viée giir lai nghia va sy nhat quan cho van dé dugc don gian hoa.

(Tai liéu da dan, trang 25)

Néu & Phap nguoi ta d& cap nhiéu dén viéc giang day mé hinh hoa trong chwong trinh trung hoc
va dic biét trong cac chuong trinh gan day thi duong nhu van dé nay khong duge ap dung thuc
su trong hé théng day hoc. Nhiéu 1y do cua thuc trang nay c6 thé duoc rut ra tir bao cao cua uy
ban Kahane (2000).

1) Céc séch gido khoa khong tinh dén nhimg van dé nay.

Cac bai tap trong sach gido khoa thuong pham 16i tir hai mit sau :

- Nguoi ta khong tranh luan vé nguon goc cua cac biéu thire duoc cho (thuong 1a truong hop
c4c bai toan sinh ra tir linh vuc kinh té).

- M6 hinh dan dén mét sy phi ly ma dé bai khong ban tdm dén no. Vi vay, mot dan s6 tuan
theo mot luét ting theo sé mil ma nguoi ta khong tranh ludn diéu gi s& xay ra trong thoi gian
16n.

bl | ,

2) Thyc t€ phue tap hon diéu ma ching ta nhin thay.

Vén d& ma cac gido vién gip phai thuong 1a nhimg mé hinh gan véi quan diém toan hoc, hét
strc don gian va chung khong tinh dén thuc té.

[...]

3) Cac chuong trinh kém thich hop v6i nhau

Mot vi du duy nhat : may dao dong diéu hoa la nén tang cua vét 1y 16p Terminale, twong tmg
v6i phuong trinh vi phan tuyén tinh cip 2 c6 hé sé hiang s6 nhung 16p cac phwong trinh d6
khong duogc dé cip nita trong chwong trinh toan cua 16p nay.

Chinh loai chénh léch rat thuong xuyén ndy gitra chuong trinh toan va vat 1y thuong la
nguyén nhan gay sy khong thau hiéu d6i véi hoc sinh.

[...]

4) Cac phuong phap rat khac nhau.

Céc nha vat 1y sir dung toan hoc dé mo ta cac hién tuong : « cac dinh luat vat ly duoc dién ta
nho vao cac biéu thie toan hoc ». Tuy nhién, sy mo ta nay co thé doi hoi su thich ung va sy
¢ gang dé duoc trinh bay bang ngdn ngit toan hoc cia mot 16p hoc cho trude. Tuy theo 16p
hoc, thoi ky, chuong trinh, nhi€ém vu thich (rng nay co thé kho khan hon hay it kho6 khan hon.
[...] (Bao cao cua uy ban Kahane (2000), trang 38-39)

Nhu vy, thuc su ton tai mot van dé day hoc : hodc ngudi ta tranh day hoc md hinh hoa bang
cach xay dung méi quan hé gitra toan hoc va cac mon khoa hoc khac nhu mébi quan hé tng dung
(Viét Nam), hoac nguoi ta khuyen khich sy quan tdm dén mé hinh hoa nhung khong cung cip
cho gido vién nhitng phuong tién dé day hoc n6 (Phap).

Nhimng diéu kién va rang budc khac nhau nay trén cudc sdng cua céc tri thirc toan sinh ra tir mot
qua trinh m6 hinh héa trong day hoc & trung hoc c6 nhiing h¢ qua gi ?

Chung t61 s€ nghién ctu cau héi nay bang cach chon sy tuan hoan va ham s6 tuan hoan nhu tri
thirc toan hoc sinh ra tr mgt qua trinh mo hinh héa.

II. Lwa chon sy tuan hoan va ham so tuan hoan
Tuan hoan 13 khéi niém trung tim trong qua trinh mo hinh héa cac hién tuong c6 tinh chu trinh

va cac hién tuong dao dong. Trong su hinh thanh khoa hoc cua khéi niém nay, cac ham s6 tudn
hoan dac biét 1a cac ham so lugng gidc dugc tao thanh trong vat 1y nhu nhitng cong cu moé hinh
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hoa céc dai luong bién thién tro lai cung mot trang thai mot cach déu dan va vo han, nhin chung
theo thoi gian.

Ham sb ¢ vi tri quan trong nhu cong cu dé mo hinh héa vi n6 cho phép mo hinh hoéa céc hién
tuong bién thién vira hién dién trong cudc séng hang ngay vua la dbi twong nghién ciru cua nhiéu
moén khoa hoc (kinh té, tai chinh, sinh hoc, vat 1y,...). O day, chung ta dang n6i vé mo hinh hoa
ham so.

Theo Krysinska et Schneider (2010), trong thé ché « gido trinh todn », qua trinh mo6 hinh héa
ham s6 chu yéu bao gom «xdy dyng va xac dinh mot mé6 hinh ham bang mot biéu thirc duoc
tham s hoéa, tir nhimng céi pho bay gan lién v6i nd nhu bang s, d6 thi trong hé toa do Dé cac hay
phuong trinh ham va thich ing cdc mé hinh nay véi déc thu cua hién tugng duge nghién ciu »
(trang 33).

Hién tugng (hé thong) dugc nghién ciru trong qué trinh md hinh hoa toan hoc c¢6 thé nam trong
linh vuc todn hoc hodc ngoai toan hoc. Thudt ngtr « m6 hinh héa toan hoc » thuong goi ra cai ma
Chevallard (1989) goi la cong vi¢c ngoai todn hoc.

[...] cac cong viéc toan hoc, theo nghia chung c6 mdi lién hé vé6i su nghién ctru cac dbi
tugng toan hoc [...]. Cac cong viée khéc lién quan dén su nghién ctru toan hoc cac dbi twong
ngoai toan hoc : hé thdng vat 1y, sinh hoc, x4 hoi,... Va thuong thudng nguoi ta danh cai tén
mé hinh héa toan hoc cho nhing nghién ciru toan hoc ciia nhitng hé théng ngoai toan hoc
nhu vay. (Chevallard (1989), trang 53)

Cudc cai cach nam 1902 ¢ Phap dua khai niém ham s6 vao giang day toan voi ly do 1a su can
thiét cuia khai ni€ém nay trong day hoc vat Iy va do d6 n6 duoc dua vao bang viéc tham chi¢u vao
cac van dé ngoai toan hoc.

T mot miat khac, day hoc vat Iy méi phai loai bo cac phwong phap mé ta va gido diéu gidi
han céc thuc nghiém ¢ viéc chimg minh bang may méc. Vat 1y thuc nghiém tim cach rat ra
nhing dinh luét tir cac sy kién va cdc dinh luét nay phai d1en ta dugc dudi dang toan hoc. Tur
cac s0 do thyc nghiém, biéu dién d6 thi lam xuat hién mdi quan hé ham giira cac bién va
hang s vat 1y. Chi thi cta chuong trinh ndi 1 rang gido vién « s& sir dung thuong xuyén cac
biéu dién d6 thi, khong chi dé chi ra cho hoc sinh rd hon hinh dang cta hién tugng ma con
dé 1am cho ho hiéu thiu y tudng rat quan trong vé ham sb va su lién tuc ». Do d6, khai niém
ham s6 duoc dua vao trong day hoc vat ly mot cach ty nhién. Cling bdi 1y do do, iy ban
chuong trinh quyét dinh dwa n6 dong thoi vao trong day hoc toan. Bay chinh la sy ddi méi
chinh yeu cua chuong trinh trung hoc. Nghién ctru ham s6 trong toan hoc hién dién rd nét
nguon gdc vat 1y ciia nd. N6 duoc thyc hanh, gan nhu 1a thyuc ‘nghiém : khong c6 dinh nghia
tong quat va triru tuong, nhung chi v6i mot cdy but chi va gidy ké milimét dé v& do thi cua
mot s6 ham s6 don gian ma chuong trinh du kién nghién ctru. (Belhoste (1995), trang 58)

Nhu vay, 1y do ton tai ctia khai niém ham sé dugc xac dinh 1a dé dap tng vin dé moé hinh hoa
cac hién tugng sinh ra tir vat 1y. Tuy nhién, mo6 hinh héa ham sb dat ra cho hoc sinh nhiéu kho
khan khoa hoc luén va su pham nhu Krysinska et Schneider (2010) da phan tich. P6 1a nhiing
khé khin dé :

- nhan thirc su bién thién cia mot dai luong ngay khi né dugc gén vo1 mot dai lugng hﬁng )
khéc

- nhan thic cac dai luong khong bién thién theo thoi gian nhu mot ham sb hay ca dén nhu
nhiing dai lugng « bién thién »

- xéc dinh va chon lua mot bién doc 1ap va dién ta dai luong can tdi wu hoa theo bién nay va
chi duy nhét né (trong linh vyc bai toan tbi wu hoa)
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- hi€u nghia cua khai ni¢ém bién

Ham s6 tuan hoan véi tu cach ham s6 va cong cu moé hinh hoéa hién dién cac dac trung tong quat
cua ham s6 so hoc va cac dac trung khac (chu ki, pha, bién d9,...). Diéu nay lam cho cic ham s6
tuan hoan tr¢ nén dac thu nén viéc day va hoc né phtrc tap hon.

III. Céu héi ban diu va phwong phéap nghién ciru

Chung t61 dat nghién clru cua minh trong linh vuc m6 hinh héa ngoai toan hoc bang cac ham so
tuan hoan. Sau day la nhiing cau hoi dinh hudng budc dau viéc nghién clru cua chung toi.

Céc hién tuong tuan hoan duoc nghién ctru va mo hinh hoéa bdi khoa hoc vat 1y va toan hoc nhu
thé nao ? Vi nhiitng mo hinh todn hoc nao ?

Viéc nghién ctru cac hién tugng tuan hoan thé hién nhu thé nao trong day hoc vat ly va toan ¢
truong pho thong trung hoc Phap va Viét Nam ? Lam thé nao dé noi khép nhiing nghia khac
nhau ma cadc mon hoc khac nhau mang lai cho khéi niém tuan hoan ?

Li€u c6 thé to chiic day hoc cac ham so tuan hoan bang mo hinh hoa trong do6 tinh dén cac dicu
kién va rang budc thé ché ?

II1.1. Piéu tra khoa hoc luin

Nghién ctru cua chung toi bat dau bfing mét diéu tra khoa hoc ludn dé xem xét cac hién tuong
tuan hoan duoc nghién ctru trong khoa hoc vat Iy va dé xac dinh cac mo hinh toan hoc biéu dién
cac hién tugng ndy. Diéu tra ndy cho phép chung t6i trinh bay cac gia thuyét vé vai tro va tim
quan trong ctia nhiéu hinh thirc hoa toan hoc duoc sir dung trong nhitng mé hinh cua cac hién
tuong tuan hoan hién dién trong vat ly.

Két qua cta diéu tra khoa hoc luan sé& 13 nhimg yéu t6 tham chiéu cho nghién ctru thé ché tiép
theo.

Trong diéu tra ndy, ching t6i ciing thuc hién mot sy téng hop cac qua trinh mo hinh héa trong
vat ly (tr quan diém khoa hoc ludn va su pham) dé gidi thich Iya chon cta chung t6i vé qua trinh
md hinh hoa duogc gitr lai.

II1.2. Nghién ciru thé ché

Pé tim yéu t6 tra 1oi cho céac cau hoi ban dau, chung toi str dung Ly thuyét Chuyén héa su pham
(Chevallard, 1991) va Ly thuyét Nhan hoc cua didactic (Bosch & Chevallard, 1999).

Su chuyén héa su pham 1am & van dé hop phap cua cac dbi tugng tri thirc duoc day va nghién
ctru sy chénh 1é€ch gitra mot tri thire duge day voi céce tri thitc tham chi€u hop phap hoa né (su

chénh I¢ch sinh ra do nhitng rang budc trén hoat dong ctia hé théng day hoc).

Ly thuyét Nhan hoc chi ra tam quan trong ciia moi quan hé thé ché véi doi tugng tri thure va dua
vao khai niém t6 chirc praxéologie dé lam rd dac trung cua moi quan hé thé che nay :

Diéu con thiéu 1a thiét 1ap mot phwong phap phan tich thuc té thé ché cho phép mo ta va
nghién ctru céac dicu kién d€ thuc thi. Nhitng phat trién mai day theo hudng 1y thuyét hoa cho
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phép giai quyét khiém khuyét nay. Khai niém chia khoa 1a khai niém 6 chirc praxéologie
hay ngan gon 1a praxéologie. (Bosch & Chevallard, 1999, trang 85)

Chung t6i st dung pham vi Iy thuyét ndy dé thuc hién mot phan tich so sanh thé ché day hoc
toan va vat ly gitra Phép va Viét Nam.

Bﬁng cach xac dinh cac kiéu nhiém vu lién quan dén su tudn hoan va céc to chue praxeéologie
gan lién véi chiing trong day hoc toan, phan tich nay cho phép ching t6i 1am rd mdi quan hé thé
che ctia hai nuéc voi sy tuan hoan, ham sé tudn hoan va sy mo hinh héa toan hoc cac hién tuong
tuan hoan. Pong thoi, né cling cho phép chung t6i hiéu hon vé 1y do cua céc lya chon thé ché,
cac rang budc trén nhing lwa chon nay va kha ning diéu chinh ching.

Céc phén tich ndy mé ra nhiing cdu hoi su pham lién quan dén viéc thuc hanh phuwong phap mé
hinh hoa ¢ hoc sinh va diéu nay dan chung t6i dén viéc dé nghi cho hoc sinh Viét Nam mot bd
cau hoi.

I11.3. B§ cau héi cho hoc sinh

Bo cau hoi dugc xay dung xung quanh cac kiéu nhiém vu tuong trung duogc rat ra tir phan tich
thé ché day hoc cua hai nude. Viée thao tac trén gid tri cua cac bién didactic gy ra hay khong su
pha v& céac hop dong day hoc dac thu & moi thé ché doi voi viéc mo hinh héa sy tuan hoan.

B cau hoi dugc thyc nghiém véi nhidu 16p THPT ¢ Viét Nam. Phén tich céu tra 101 cia hoc sinh
cho phep ching t6i dao séu nghién ciu thé ché bang cach xac dinh mdi quan hé thé ché véi khai
niém tuan hoan va ham sé tudn hoan & vi tri hoc sinh. Pong thoi, né ciing cho phép 1am rd nhitng
kho khan cta hoc sinh khi tham gia vao qua trinh mé hinh hoa.

Vi vay, két qua nhan dugc cung cip cho ching t6i nhitng yéu t6 bo sung dé xiy dung mot dd an
su pham.

I11.4. P6 an sw pham

Trong phan ti€p theo cua luan an, chung t6i soan thao mot d6 an su pham dé dua vao cac ham so
tuan hoan nhu mo hinh cta cac hién tugng dong bién thién tuan hoan.

Chung t6i tim cach dua vao cac diéu kién cho phép hoc sinh tham gia vao qua trinh mé hinh héa
cac hién tuong tuan hoan.

Pé thyc hién diéu do, chung toi tham chiéu vao phuong phap do an su pham duoc md ta boi
Artigue (1989) :

Db an su pham 13 phuong phap nghién ciru duge dic trung boi mot so d6 thuc nghiém
« thye hién day hoc » trong 16p. Noi cach khac, so dd nay bao gém vi¢c xay dung, thuc hién,
quan sat va phan tich cac cong doan day hoc.

[...]

So v6i nhimng loai nghién ctru khéc ciing duwa trén thuc nghiém trong 16p, phuong phap dd an
su pham con dugc dac trung boi hé théng biéu dat ma no duoc dat trong d6 va phuong thirc
hop thirc hda gin lién véi nod. (Artigue (1989), trang 285-286)

Viéc xdy dung dd 4n nay dua trén nhiing két qua cta phan tich khoa hoc luan va phan tich thé
ché so sanh gitra cac h¢ thong day hoc :
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Viéc thuc hién mot d6 an su pham trong mot hé théng va phéan tich n6 khong chi cho phép
dit ra cac cau hoi trén hé thong d6 ma con trén hé thong khac va vi vay thuc ddy su nay sinh
céc cau hoi ching loai ma tinh hop thirc ciia chung dugce chimg nhan trong hé thong khac.
Hon nita, diéu nay dit ra van dé tong quat vé viéc tao ra dd an khong chi trong thé ché ma né
duogc thyc hién ma con trong thé ché khac. (Bessot & Comiti, trang 22)

IV. So dd to chirc luin an
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Mé dau

Céau hoi ban dau vé viéc giang day mo hinh hoéa va vé sy tuan hoan

Chuong 1
Diéu tra khoa hoc luin vé sy mé hinh héa
toan hgc cac hién tuwgng tuan hoan theo
thoi gian

Hai mo6 hinh toan hoc cua cac hién tugng
tuan hoan theo thoi gian (C va O)

Qua trinh mo hinh hoa toan hoc la gi ?

A 4

Chuong 2
Phén tich so sanh thé ché Phap — Viét Nam

Mo hinh héa cac hién tugng tuan hoan trong
day hoc toan va vt ly ¢ trung hoc

T6 chuc praxéologie lién quan dén sy tuan
hoan va mo hinh héa

Céac mo hinh C va O trong cac thé ché

\/

Cau hoi vé viée thuc hanh mé hinh héa toan hoc su tuan hoan & hoc sinh va vé
su noi khdp gitta hai mo6 hinh C va O

A 4

Chuong 3
B9 ciu héi cho hgc sinh

Su mo nhat cua viéc ndi khép gitra hai m6 hinh C va O
Kho khan cua hoc sinh khi tham gia vao qua trinh mo hinh hoa

Nhiing cau héi mai vé viéc thuc hanh mé hinh hoa toan hoc sy tuan hoan
¢ hoc sinh va cac gia thuyét cho d6 an su pham

A 4

Chuong 4
Do an sw pham

Xay dung, thue nghiém va phan tich mot qua trinh mé hinh hoa
bdi cac ham s6 tuan hoan nham nodi khép hai mé hinh C va O

A

\ 4

Két luan va nhirng hwéng nghién ctru cé thé
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V. Nhitng két qua chinh ciia luin an

V.1. TAm quan trong ciia cic méd hinh C va O trong viéc mé hinh héa toan hoc cac hién
tuwong tuan hoan

Dbi v6i cac nha vat Iy, mé hinh C (chuyén dong tron déu) va O (dao dong diéu hoa) 1a cac md
hinh co ban d€ nghién ctru cac hién tugng tuan hoan theo thoi gian.

- M0 hinh C (chuyén dong tron déu) dugc biéu dién boi hai hé thong biéu dat : hé théng
biéu dat dai s (x=R cos 0, y=Rsin 0, 0 = wt) va h¢ thdng biéu dat do thi (duong tron)

- MO hinh O (dao dong diéu hoa) ciing duogc bleu dién badi hai hé thong biéu dat : hé théng
biéu dat dai s6 (x = A cos (ot + ¢) hodc X’ + @’x = 0) va hé théng biéu dat do thi (duong
hinh sin)

Mo hinh O chi gidi han trong Co hoc nhu mé hinh co ban dé nghién ctru cac hién tuong cé tinh
chu trinh ¢6 thé quy vé chuyén dong cua mot dlem trén mot quy dao nao do6. Pac biét, n6 cho
phép 1am viéc vé6i cac khai niém van tée va gia tdc.

Quy dao cuia vat chuyén dong 13 trung tim ctia mo hinh nay. Chung ta c6 thé gan mdi diém trén
quy dao nay voi mot hodc nhiéu thoi diém ma vat chuyén dong di qua diém d6. Vi vay, bang
cach di chuyén dlem chuyén dong trén quy dao, chung ta co thé « thay 13 » su dong bién thién
v6i thoi gian cua tat ca cac dai lugng gan lién voi chuyén dong, chang han khoang cach tir diém
chuyén dong dén mot diém khac, mot dudng thing hodc mot mit phing. Quy dao do d6 c6 thé
dong vai tro d6 thi mot chiéu nhu nhitng quan sat trong pha 1 va 4 cia budi thir 2 ¢3 minh ching
(xem chi tiét & chuong 4 cta luan 4n). Chung toi minh hoa & day d6 thi mot chiéu (duong tron)
dugc st dung boi nhom 6 trong pha 1 ctia budi thir 2

Hinh 1. Gidy nhap cta nhom 6

M6 hinh O thong tri trong Vat 1y vé cac dao dong va song. N 1a ngudn goc ctia rat nhiéu phat
trién toan hoc quan trong (trong d6 c6 Bién doi Fourier) ma ¢ d6 cac ham s6 lugng giac giit vi tri
trung tam.

Mot db thi hai chiéu 1 trung tdm ctia mo hinh O nay. Thoi gian va cac dai luong dong bién thién
v6i thoi gian dugc tach riéng trén hai truc khac nhau ctia @6 thi. Budc chuyén tir mé hinh C sang
mo hinh O do d6 bao gdm viéc 1am xuat hién tryc thir hai mang sy bién thién cta cac dai lugng
dugc mo hinh hoéa. Sau day 1a vi du vé d6 thi hai chiéu (thot gian va chiéu cao cua cabin M)
duoc xay dung trong budi thtr 2 cta dd an :
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Hinh 2. D6 thi duge vé boi nhom 6

V.2. Sw mé nhat ciia viéc ndi khép giira hai mé hinh C va O trong day hoc cac hién twong
tudn hoan

Nghién ciru thé ché da 1am rd su t6n tai va sy ndi khop gitta hai mo hinh C va O trong day hoc
todn va vat 1y ¢ trung hoc Phap va Vi¢t Nam.

Trong day hoc ¢ trung hoc Phap, mo6 hinh O duogc dua vao truéc mé hinh C. That vdy, mo hinh
O xuat hién trong day hoc vat 1y ngay tir 16p 3° (twong dwong 16p 9 & Viét Nam) v6i chi duy nhét
hé thong biéu dat dd thi. N6 xuat hién lai ¢ 16p Terminale (trong duong 16p 12) véi viéc nghién
ctru nhiéu hién tuong dao dong nhu song, con lc, dong dién xoay chiéu,... M6 hinh C chi dugc
danh cho vi trf rat khiém ton & 16p 2% va 1™ (twong duong 16p 10 va 16p 11).

Nguoc lai, trong day hoc ¢ trung hoc Viét Nam, m6 hinh C dugc dua vao truéc mé hinh O
(ngam an ¢ tiéu hoc (vong tudn hoan mau, vong tudn hoan nuéc) va tudng minh ¢ l6p 10
(chuyén dong tron déu)). M6 hinh O chi dwoc dé cap & 16p 12 sau khi cac ham s lugng giac
duoc giang day trong mén toan. Nguoc lai v6i thé ché Phap, trong thé ché Viét Nam, mo hinh O
hién dién mot cach triét dé trong h¢ théng biéu dat dai s6. PO thi chi gidi han ¢ vai trdo minh hoa
cho céac biéu thirc dai s di duoc cho sén.

Céc to chiic toan hoc danh cho budc chuyén tir mo hinh nay sang mo hinh khac khong ton tai
trong bat ki thé ché day hoc toan va vét 1y nao & trung hoc Viét Nam va Phap. Trong thé ché Viét
Nam, mic du ¢ cac bai tap két hop hai mé hinh C va O nhung cac cau hoi chi dit ra trén mé
hinh O va hé théng biéu dat dai s6 cua n6. Viéc trd lai md hinh C trong céc bai tap nay khong
can thiét va ciing khong phai 13 mong doi cta thé ché.

Nhing cau tra 101 ciia hoc sinh cho bg cau hoi (xem chuong 3) x4c nhén nhiing hé¢ qua cua tinh
trang thé ché nay, lam rd cac kho khan ma hoc sinh Viét Nam gdp phai trong qua trinh mo hinh
hoa cac hién tugng tuan hoan. Ve co ban, d6 la nhitng kho khan dé :

- chon lya mot trong hai mé hinh C hoic O tuy theo van dé can giai quyét

- xéc dinh mo6 hinh da chon (céc dir kién va cac tham s0)
- chuyén tir m6 hinh nay sang md hinh khac.
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V.3. Su chong chéo giira khai niém thoi gian va tuiin hoan trong viéc mé hinh héa cac hién
tuwong tuan hoan theo thoi gian

Su chdng chéo gilta cac khai niém thoi gian va tudn hoan da dugc 1am 13 trong phan didu tra
khoa hoc luan. Piéu nay ciing xuat hién rit manh mé trong dd an su pham cta chung toi.

Viéc do thoi gian doi hoi tham chiéu vao cac hién tuong tuan hoan cho phép quy ching vé su
phan tich thanh cac chu ki. Piéu tra khoa hoc luan chi ra rang topo thoi gian cung cap hai bién
thé, duong tron mang thoi gian vong quanh thyc hién cac duong vong hay duong thang mang
thoi gian tuyén tinh thang tién.

Thot gian tuyén tinh duoc biéu dién mot cach truyén thong bfmg mot dudng thiang dinh hudéng
bao gom mot diy cac diém cuc nho ma toan hoc goi 1a duong thang thyc R. Thoi gian tdc dong
trong cac phuong trinh vat Iy nhu mot bién thuc doc 1ap va vé mit do thi dugc biéu dién bing
mot truc, thuong la truc cac hoanh do.

Budce chuyén tir mot trong hai mé hinh C va O sang mé hinh con lai dugc dién ta ddi voi bién
thoi gian biang mot sy dan ra hay gap lai. Néu su dan ra dugc thé ché hoa véi dudng thang thoi
gian thi su gap lai chi ton tai ngam an qua viéc quan duong thang thyc quanh dudng tron luong
gidc. PO an su pham lam thiy duoc su gap lai thoi gian trén dudng tron béi vi trong méi trudng
hinh hoc dong Cabri, sy diéu khién diém M (di chuyén) boi diém P (thoi gian) tao ra kha ning
doc thoi gian trén duong tron. Viée gap lai thoi gian trén duong tron nay duoc thuc hién bang su
phan tich thanh s6 vong. Diéu nay giy ra su rdi rac clia thoi gian ma sy hinh thirc hoa gan lién
v6i modun s6 hoc vé mit ngit nghia.

Budi tht 1 ctia dd an cho phép hoc sinh x4y dung thoi gian tuyén tinh va do d6 dat t6i bién doc
1ap « thoi gian » trén mot truc khac voi quy dao chuyén dong. Thoi gian tuyén tinh trén mot truc
nhu vdy mang lai tiém ning cho budc chuyén sang moé hinh O nhung d6 an su pham trong tinh
hudng 2 da chi ra nhimg kh6 khin cta viéc xuat hién truc thir hai trong biéu dién hai chiéu. Diéu
nay da duoc nghién ctru trong luan an cua Falcade (2006).

V.4. Tinh hudng sw pham ma c4i dwoc thua toan hoc 13 sw tuin hoan

Pé dua vao cac ham sé tuan hoan béng mo hinh hoa, chiung t61 da chon lga mot van dé ngoai
todn hoc lién quan dén su trung khép cua hai hién tuong duoc thira nhan la tuan hoan (cabin cua
M ¢ vi tri L va den dugc chiéu sang). Sy hinh thirc hoa va st dung tinh tuan hoan 1a c6 thé trong
hinh thai thé ché va ching can thiét dé giai quyet van dé nay. Thong qua nhiéu pha caa bu01 thir
2, trong d6 hai pha danh cho viéc giai quyét van dé, d6 an t6 chirc budc chuyén va sy ndi khép
gitra hai mo hinh C va O.

Viéc thyc nghiém dd an da chi ra rang van dé sy tring khép gitra hai hién tuong tuan hoan duoc
chon 1a hop thuce dé xem xét tinh tudn hoan ctia mdi hién tuong dugc nghién ctru va thao tac voi
chung. Hon nira, thuc nghiém nay ciing cho thiy rang cac tinh hudng su pham & céc pha 1 va 4
ctia budi thir 2 cho phép hoc sinh hinh thirc hoa su tudn hoan bang nhiéu cach khac nhau.

V.5. Hién twong da hinh ciia viéc hinh thirc héa sy tudn hoan

Su tuan hoan ton tai trong day hoc toan ¢ trung hoc chu yéu trong hai linh vyce : linh vuc cac so
thuc va linh vuc cac ham so so hoc.
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Trong linh vyc cac sd thuc, chu ky duoc xem xét nhu mot méu hinh (nhém cac sd) lap lai.
Nguoc lai, trong linh vue cac ham s6 s6 hoc, cai duoc goi 1a chu ky 13 « 46 dai » ctia mot mau
hinh®®. Su phan biét va nbi khdp cic nghia khac nhau ciia khai niém chu ky trong hai linh vuc
nay khong dugc quan tam trong day hoc toan & trung hoc.

Trong day hoc vat 1y, tuan hoan luén gén lién voi su 1ap lai ctia cac hién tugng bién thién theo
thoi gian (hodc theo thoi gian va khong gian d6i véi khai niém song). Dbi voi cac hién tugng
tuan hoan theo thoi gian, chu ky 1a khoang thoi gian ctia mot mau hinh co ban (cac dao dong, md
hinh O) hodc thoi gian dé vat di hét mot vong (cac chuyén dong co6 tinh chu trinh, mo hinh C).

Qua phan tich thé ché va phan tich d6 4n su pham, chung toi da chi ra sy ton tai ctia nhiéu hinh
thirc hoa sy tuan hoan trong day hoc.

Linh vue Hinh thitc héa sy tuin hoan
£ Nét chdm chdm, nhom cac sb dat trong dau
S6 hoc < o e e 14
ngodc hodc dat dudi dau gach ngang
Ham s0 lugng giac Céc cung cua do thi hinh sin, cac doan thang
(mo6 hinh O) cung d¢ dai trén mot duong thang duogc chia do

Duodng tron lugng giac L L oax o A
(mé hinh C) Céc vong, cac day so

Béng 46. Cac hinh thirc hoa sy tudn hoan

Su tuan hoan ciing duoc trinh bay bai ngdn ngit tu nhién véi cac thuat ngit « 1ap lai » hay « lap
di lap lai »,...

Toan bd cac hinh thirc hda nay dya trén nhiing cai pho bay da dang chi ra sy phong pht céac
nghia ma thé ché mang lai cho khai niém tudn hoan va chu ky. Tat ca cac hinh thic hoéa nay
nhim dén viéc bao quat sy v han ctia cum tir « khong ngimg » khi nhan biét sy tuan hoan, trong
mot todn tur hitu han thich Gng véi van dé c6 sy tudn hoan trong do.

V.6. Bin chit sw pham kép ciia mé hinh hinh hoc trung gian trong qua trinh mé hinh héa
Diéu tra khoa hoc luan chi 1 tinh phtc tap va phong phu cua ca qué trinh mé hinh héa. Dbi véi

dd an su pham, chiing toi da gitr lai ¥ twong mo hinh hinh hoc trung gian dé dan dét va kich hoat
qua trinh mo hinh hoéa. Sau day la so d6 mo ta qua trinh mé hinh hoéa :

33 Thiét ké mang tinh biéu twong cua sy lap lai ma ta c6 thé gap lai trong hinh hoc (cac 14t cét va cac tinh thé)
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HE THONG NGOAI TOAN HOC Trd I3 cho nhitng céu hoi

Nhirng céu hdi lién quan dén hé théng ban dau

b

Y

Thu hep hé théng vao nhitg khia canh thich

ding doi v&i cdc cau hoi

(Nhémg)mé hinh trung gian git nhimg méi lién hé ngi nghia véi
mo hinh ma ngwai ta tim cach mad hinh hoa

¥ hd

Trinh bay cic cau hoi Lam vi¢c todn hoc

thanh mét vin dé todn hoc

o Tralsi cho van dé
toan hoc

MO HINH TOAN HOC

Hinh 3. So d0 qué trinh md hinh héa (Annie 2010)
So dd nay chia qué trinh mé hinh hoéa thanh 4 pha:
- Pha 1. Chuyén tir hé théng ngoai toan hoc thanh mot mé hinh trung gian

Mo hinh trung gian gitra tinh huéng ngoai toan hoc va mé hinh toan hoc can xay dung biéu thi
mot cip do triru twong hoa dau tién cua “thuc tién”. Mo hinh ndy tién trién tir tir qua viéc mo
hinh héa : mot mé hinh trung gian ¢ thé gan vé ngir nghia it hodc nhiéu hon véi tinh hudng thyc
té duoc xem xét hodc véi mé hinh toan hoc can xay dung.

- Pha 2. Chuyén tir md hinh trung gian thanh mé hinh toan hoc

- Pha 3. Hoat dong toan hoc trong mé hinh toan hoc

- Pha 4. Tr6 lai tinh hudng dugc nghién ctru dé chuyén cau tra 1oi clia van dé toan hoc
thanh cau tra 161 ctua nhimg cau hoi ban dau va ddi chiéu chung véi thuc tién duoc mé
hinh hoa.

Viéc thiét 12p mdt mo hinh hinh hoc trung gian dugc hd tro boi méi truong hinh hoc dong cho
phép khai thac mo hinh bang viéc cu thé héa cac bién (¢ ddy mé hinh C dugc khai thac nhur mo
hinh trung gian hudng t6i moé hinh O) va cho phép 1am tién trién mo hinh tir tir theo cong viée
mo hinh héa. Sy lua chon hinh hoc dong dugc an dinh v6i phan mém Cabri II Plus. Chung t6i
nghién ctru cac diéu kién khuyén khich sy m6 hinh héa hinh hoc mét tinh huéng thuc té va dé lai
cho hoc sinh trach nhiém chon lya cac bién hop thic trong sy tién trién cua viéc md hinh hoa.
Nhing lya chon su pham khac nhau vé cau tric va gia trj cac bién didactic trong céc tinh huéng
ctia d6 4n khai thac tiém ning cua Cabri trong viéc kham pha va trinh bay cac hién tugng dong
bién thién dé tham gia va lam tién trién sy mo hinh héa, do d6 dan dit vao mot biéu dién dong

r
A

cua ham so.

Mic du c6 nhitng khé khan c6 thé dy kién vé mat cong cu vi viéc dung cac phan mém hinh hoc
dong khong dugce chinh thuc hoa ¢ Viét Nam, thuc nghiém cia dd an su pham & budi thtr 1 chi
ra rang hoc sinh c¢6 thé nhan ldy mot phan trach nhiém trong phuong phép tién hanh mo hinh hoa
cac hién twong tuan hoan trong mot méi truong hinh hoc dong.

Tuy vy, thuc nghiém ciing chi ra ring mé hinh C duoc xdy dung trong budi thir 1 tao thanh
chudng ngai cho budc chuyén vao md hinh O nhiam dén trong budi thir 2. Chudng ngai su pham
nay dugc cung ¢ béi su lua chon gia tri cua cac bién didactic V1 va V3 vi khong du loai bé céc
chién luoc gan lién v6i mo hinh C.
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V.7. Kh6 khin dé din dit vao sy hinh thanh cong cu ban dau

Véi @6 an su pham, chung t61 xay dung mét tinh huong dan dit vao Cabri dé khoi dau su hinh
thanh cong cu t6i thiéu ciia mot s6 cong cu trong Cabri can thiét cho viéc xay duyng mé hinh hinh
hoc. Nhiéu cong cu (diém, duong thing, doan thang, tia, dudng thing vudng goc, duong thang
song song, duong tron, compa, mdy tinh, khoang cach hodc d6 dai, chuyen s0 do) dugc dé cap
dén. Dé chuyén giao cho hoc sinh mot phan qué trinh mé hinh héa, tinh huéng dan dit vao Cabri
dé md sy canh tranh giita cac cong cu « compa » va « chuyén sé do ».

Thyc nghiém d6 an (budi thir 1) di chi ra rang cong cu « chuyén s6 do » hién dién trong Cabri
khong phai 1a mot kién thirc cong cu day du d6i voi hoc sinh dé trang bi chién luoc chuyén sé do
trén duong thang va hon nira 14 trén dudng tron. Sy chuyén s do trén duong tron khong thé hoat
dong néu thiéu ving mot diém cb dinh lam gbc va mot hudng dé chuyén sé do.

V.8. Nhitng rang budc thé ché trén viéc day hoc mé hinh héa ham s6

Van dé day hoc mé hinh hoa khong hé dugc dé cap trong chuong trinh va sach gido khoa ¢ Viét
Nam. Sach giao khoa chi dua vao cac bai tap ap dung kién thirc toan dé giai quyét mot s6 van dé
thuc té. Trong cac bai tap, nhimg mo hinh toan hoc (nhu C va/hoac O) duoc cung cép trong dé
bai va thuc t& dd dugc mo hinh hoa chi 1a cai cé dé 1am viéce toan hoc trong mo hinh da dugc xac
dinh r5. D thi ¢6 vi tri md nhat trong day hoc vat 1y va toan hoc ¢ Viét Nam. Cong viéc toan
hoc luén dugc dat trong hé théng biéu dat dai s6 va bude chuyén tir dd thi sang biéu thuc dai sb
hoan toan ving mit. Hon nita, theo huéng dan trong sach gido vién, viéc giai cac bai tap nay
khong yéu cau véi tit ca hoc sinh.

O Phap, viéc day hoc md hinh hoéa thudc vao cac muc tiéu chinh dugc din ra trong céc tai liéu
chinh thirc nhu chuong trinh va tai liéu kém theo n6. Tuy nhién, véi céc hién tugng tuan hoan,
khong c6 hoat dong mé hinh hoa thuc su. Trong cac bai tap, cdc md hinh dugce ap dat va chi cé
cac cau hoi vé mit toan hoc cia md hinh. Thé ché Phap gan cho do thi mét vi tri quan trong.

Trong ca hai thé ché, viéc day hoc mo6 hinh hoa, dac biét 1a moé hinh hoéa cac hién tuong tuan
hoan thu hep thanh day hoc st dung cdc mé hinh. Pac biét, néu ham s6 thudc vao mé hinh thi n6
s& dugc trinh bay trong dé bai ngay khi gi6i thi¢u thyc té can mo hinh hoa. Mot ham s6 nhu vay
khong bao gio 1a két qua cta qué trinh mo hinh héa trix truong hop day hoc vat ly ¢ 1op
Terminale Phap (dong dién RLC va phuong trinh vi phan tuyén tinh cép 2).

Do an da tao ra ba su pha v& hop dong thé ché trén cac ham s6, 6 1a
- Biéu dién dong cta ham s6 trong mot moi trudng tin hoc (budi thir 1)
- Ham s6 1a két qua ctia qua trinh m6 hinh hoéa (pha 4 cta budi thir 2)

- Budc chuyén tir do thi sang biéu thtc dai sd (pha 5 va 6 cua budi 2)

Thyc nghi¢m d6 an chung té hi¢u luc cua cac rang bude thé ché trén hoat dong cta moi su phé
vO nay.

Mot rang budc thé ché khéc, c6 thé 1a dic thu & thé ché Viét Nam, xuat hién rat rd trong budi thir
2 ctia d6 an. b6 1a moéi quan hé vai su ty 1€ khong thich dang dé thanh cong trong viéc doi ty 1€
tur Cabri sang gia tri thyc t€ va nguoc lai.
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VI. Mot s6 hwéng nghién ciru c6 thé

VI.1. Xem xét lai 6 an sw pham va tiép tuc phat trién

* Sy hinh thanh céng cu ban dau cia céng cu chuyén s do gop phf?m vao cac kho khan khi tham
gia vao qua trinh md hinh hoéa va t6 rd moi quan hé thé ché khong day du doi voi viée do. Su can
thiét mot diém gdc ¢d dinh va mot hudng cua dudng tron c6 thé dugc dat van dé trong khi xay
dung lai dd an.

That véy, trong thuc nghiém, viéc chuyen s6 do trén duong tron phai duge gido vién dua vao.
Cau hoi vé viéc xay dung mét tinh hubng dan dén sy can thiét chuyén sb do trén dudng tron van
con dé mo. Lam thé nao dé xay dung mot tinh huéng ma hoc sinh nhan 1y trach nhiém chuyén
s6 do trén duong tron trong qua trinh mo hinh héa ? Lam thé nao dé dua vao su hinh thanh cong
cu ban dau cta cong cu « chuyén sd do » lién quan dén su can thiét cia mot diém gde cb dinh ?

* Cic gia trj lira chon cho cac bién V1 va V3 trong bai toan vé su trung khép khong goi ra du sy
bat On cua chién lugc dd thi mot chiéu dé tao didu kién cho chién lugc hai chiéu nhim dén.
Chung t61 dat ra cau hoi vé viée cai thién tinh huéng cho phép loai bo su tri gidc va tao diéu kién
cho chién luoc do thi hai chiéu. Pau 1a nhitng diéu kién can thiét dé 1am xuat hién tryc thtr hai
ctia biéu dién hai chiéu ?

* Trong budc chuyén tir mo hinh C sang md hinh O, ching t6i lwa chon ndi khép hai mé hinh
nay bang hé thong biéu dat do thi va sau d6 1a xay dung budc chuyén tir hé thong biéu dat dd thi
sang h¢ thong biéu dat dai s6. Mot huéng nghién ctru khac co thé cho do 4n 1a chuyén tir mo
hinh C sang mé hinh O nh¢ vao hé thong biéu dat dai s6 trudc khi xdy dung budc chuyén vao hé
thng biéu dat do thi.

* P an duogc xay dung cho hoc sinh da hoc cac ham sb lugng gidc véi nhitng hé théng biéu dat
dai sb va do thi cua chuang. Do do, dd 4n nhiam dén viéc td chirc mot su gap gbd moi voi cac ham
s0 nay bang mo hinh hoa. Liéu co thé xay dung su gap g lan dau tién v6i cac ham sb luong giac
trong mot qua trinh mo hinh héa cac hién twong déng bién thién tudn hoan ?

* P6 4n lam sang té tim quan trong cua viéc doi ty 1é trong qua trinh mo hinh héa toan hoc va
nhu ching t6i da ndi, n6 cling chi ra nhitng kho khan ma hoc sinh Viét Nam gédp phai trong viéc
dung ty 18 dé thuc hién d6i ty 16 ma ho mong mudn. Khé khin nay khong gip phai boi cac hoc
sinh Phap trong thuc nghiém 2 dugc t6 chirc ¢ Phap (thang 7 ndm 2010). Pau 1a mdi quan hé thé
ché Viét Nam véi doi tuong ty I¢ trong mdi 1ién hé véi sy mo hinh hoa toan hoc ? Cau héi nay co
thé 1a d6i twong ctia mot phan tich so sanh méi vé thé ché Phap - Viét Nam va mé ra mot cau hoi
khac : 1am thé nao dé 1am hoat dong cac tinh hudng su pham cta d6 an trong d6 cé tinh dén
nhimg mdi quan hé nay véi su ty 1¢ ?

VI.2. Xy dung su lién mén giira toan va vét Iy trong thé ché

Mo hinh hoéa 13 mét trong nhitng dang thic chinh yéu cia su twong tac giita toan va cac mén
khoa hoc khac trong d6 c6 vat 1y. Day hoc mé hinh héa cé thé ton tai hay khong trong nhitng
diéu kién thé ché hién tai & d6 viéc day hoc mdi mén khoa hoc thi tach roi voi nhau ? Viée day
hoc mé hinh héa trong thé ché trung hoc c6 doi hoi hay khong viéc dinh nghia sy lién mén cé
kha ning chi rd vin dé va tao ra cac tinh hudng c6 thé chuyén dén mot qua trinh mo hinh hoa
toan hoc ?
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Mot sy day hoc nhu vay [day hoc li€én mon] nhim dén tao diéu kién bd sung cho mdi moén
hoc bang viéc mang dén nhimg cai nhin chéo vé cac ddi twong dugce nghién ctru va cac
phuong phap dugc ap dung ma khong tim cach xo6a di dic thu cua ching. Dé t chirc cong
viéc cho hoc sinh trén phuong dién su pham cling nhu trén phuong dién khoa hoc, viéc hop
tac gitra cac gido vién 1a can thiét. (Prieur et Aldon, 2010)

Tir mot quan diém nao do, nghién ctru cua chung toi da cb gang tra 10i cho cac cdu hoi trén
nhung chi nham dén céac hién tuong tuan hoan hién dién trong day hoc vat 1y ¢ trung hoc. Nhiing
hién tugng khac, dugc nghién ctru boi vat Iy hodc cac mon khoa hoc khac, cé thé 1am tién dé cho
mot nghién ctru cung loai. Téng quat hon, nhing tri thirc toan hoc va vat 1y (hodc cac khoa hoc
khac) nao cé thé duoc tao nén tir mot qué trinh mo6 hinh héa ngoai todn hoc trong cac diéu kién
thé ché hién tai ?

VI1.3. Dao tao giao vién toan day hoc mo hinh ho6a

Céc hoat dong hoc tip lién mon 1a co hoi dugce uu tién dé phat trién su hop tac khoa hoc va su
pham giita cac gido vién. Lam thé nao dé dua vao chii dé lién hé giita toan hoc va cac khoa hoc
trong ddo tao gido vién ? That vay, 1am phong pht vin héa toan hoc hay tong quat hon van hoa
khoa hoc cua gido vién 1a mdt trong nhitng tham vong cua viéc dao tao gido vién. Tham vong
nay dugc trinh bay bdi Kahane (2000) nhu sau :

[...] van hoa khoa hoc can thiét cho cong viéc chung véi gido vién ciac mon hoc khac, chang
han su can thiét boi cac TPE*® (cong viée ca nhan c6 hudéng dan) hay hanh trinh kham pha.
Do khong phai 1a van dé yéu cau giao vién toan thong sudt moi viée, ho can phai co6 kha
nang trao ddi va 1am viéc véi giao vién cac mon hoc khac. Tham chi dac biét trong cong viéc
chung, toan hoc c6 thé hd trg trinh bay cac ciu hoi theo cach dé hiéu voi cong viée khoa hoc
nhu thé nao, sau d6 dong gop vao viée giai quyét ching. Tét ca nhiing diéu nay khong phai
14 tit nhién nhu thé vi cdi nhim dén vuot ra ngoai truong hoc 1a mdi quan hé xa hoi véi mén
toan. (Kahane (2000), trang 71-72)

Viée day hoc 1ién moén & trung hoc khong chi bao ham sy tuong tac gitra cac tri thirc cia cac mon
hoc khac nhau va giira cac tri thirc nay voi doi séng thuc t& ma con giita cac gido vién cac mon
hoc ndy trong thé ché. Lam thé nao 1am cho gido vién toan hiéu su khac nhau giira ap dung toan
hoc va m6 hinh héa toan hoc ? Lam thé nao t6 chirc viée dao tao trong do cau hoi m6 hinh hoa
thudc vao mdi ban tm cua gido vién trong viée giang day cua ho ? Nhiing t6 chirc praxéologie
(hdn hop toan-vat 1y) nao ma thé ché ¢ trung hoc can xdy dung dé day hoc mé hinh hoa toan
hoc ?

VI1.4. Sir dung hinh hoc dong trong day hoc toan & trung hoc

Nghién ctru cta ching t61 cho thay kha nang ap dung cong ngh¢ thong tin vao day hoc toan, dac
biét 14 tiém ning cta cac phan mém hinh hoc dong (cu thé 1a Cabri) trong viéc day va hoc mé
hinh hoa cac hién tuong bién thién. O day, cong nghé thong tin khong chi 1a cong cu giang day
clia giao vién ma chinh hoc sinh ding cong nghé thong tin dé tiép cén tri thirc.

Nhu ching t61 dé trinh bay ¢ trén, moi truong hinh hoc dong cung cap cho hoc sinh nhiing
phuong tién dé khai thac cac mo hinh hinh hoc va lam tién trién cac mé hinh nay tir tir theo viéc
mo hinh hoéa. Sy thao tac véi hinh hoc dong s€ cho phép hoc sinh hop thirc hda hay khong nhiing

36 Travaux personnels encadrés
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san pham duoc tao ra boi ho. Sy phan hdi ctia méi truong khong chi cho phép loai bé cac chién
lugc khong phu hop ma con lam tién trién no.

Pac biét, voi cac tinh huéng ctia d6 4n, hinh hoc dong cho phép dat t61 mot biéu dién dong cua
ham s0 - vang mat trong thé ché day hoc toan ¢ Viét Nam. Nguoc lai, hinh hoc dong ngay cang
duoc st dung nhicu ¢ Phap dé day hoc khong chi Hinh hoc ma con dé day hoc Giai tich.

Tuy nhién, day hoc trong moi trudng tin hoc nhu vay dat ra cho thé ché nhiéu cau héi nhu sau :

- Cac tinh huéng didactic nao, cho nhiing tri thirc nao ? Phuong tién day hoc nao ? Sy hinh thanh
cong cu ban dau nao cho nhirng cong cu nao ?

- Viée dao tao gido vién nhu thé ndo ? Nhiing trang thiét bi tin hoc ndo & truong hoc ?
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Annexe 1

Traduction en francais des entretiens avec des noosphériens vietnamiens

I.1. M. Tran Van Hao : auteur de manuels mathématiques

Légende : Qj : question posée par nous méme ; R : réponse de M. Tran Van Hao

1) Points de vue sur I’enseignement des problémes réels

Q) : Quels sont les principaux points différents entre le programme actuel et le programme
précédent ?

R : A propos du programme, il n’y a pas de grandes différences en ce qui concerne les objets
étudiés. Mais le programme réduit la place des probleémes, notamment il ne se centre pas sur les
problémes complexes, non plus que sur les savoir-faire de résolution de problemes
mathématiques. Il met I’accent sur les notions et les différents types de problémes. Il garde du
temps pour 1’application et I’étude de contextes réels.

Exemple : auparavant, dans I’enseignement des équations trigonométriques, beaucoup de types
d’équation étaient introduits. Maintenant, ils sont réduits et simplifiés. On n’insiste pas sur les
savoir-faire de résolution des problémes.

Q;11: A la page 11 du livre des enseignants, on écrit : « Le premier objectif du programme est
["obtention des significations et des applications des connaissances mathématiques dans la vie et
dans les autres disciplines ». Selon vous, cela est-il un objectif important ?

R : En réalité, ceci n’est pas beaucoup effectué¢ par manque de temps. Bien que le programme ait
été simplifié, trois séances chaque semaine, c’est trés peu. Il n’y a pas beaucoup de temps pour
les applications. Elles sont placées dans les parties complémentaires mais personne ne les
regarde.

Q12 L'observation du manuel actuel montre qu’il y a plus de parties complémentaires et de
problemes réels par rapport aux manuels précédents. Est-ce que ceci a pour but de servir
l"objectif abordé ci-dessus ?

R : Oui. Mais en réalité cet objectif n’est pas encore atteint parce que les sujets d’examen ne
contiennent pas ce type de problémes. De plus, le temps étant limité, la plupart des enseignants
les abandonnent. L’objectif de 1’étude est le succeés aux examens, ce n’est pas I’apprentissage de
connaissances !

0> : Dans le manuel de classe 9, au début du chapitre sur le systeme d’équation du premier
degré a deux variables, le manuel présente un probleme réel « il y a 36 animaux : des chiens et
des poulets. Le nombre total de pieds est égal a 100. Combien y a-t-il de chiens et de poulets? ».
Selon vous, quels sont les objectifs de ce probleme ?

R : L’objectif principal est I’introduction de problémes issus de la vie. Ce n’est pas I’introduction
d’une application. Au lycée, ceci serait trop simple. Donc on trouve tres peu de telles
introductions.

0> Dans la partie « Equations trigonométriques », le manuel avancé de classe 11 introduit
quelques problemes réels comme la noria, le nombre d’heures de lumiere dans un jour,... Selon
vous, quels sont les objectifs de ces problemes ?

R : IIs n’ont pour objectif que 1’introduction d’applications. Ce sont des problémes simples, pas
difficiles. Le programme ¢élémentaire ne laisse pas le temps de les étudier.
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05, Je vois que le manuel semble ne pas encourager les enseignants a faire étudier ces
problemes puisque le livre du professeur souligne que c’est a [’enseignant de décider s’il
libérera ou non du temps pour les résoudre. Sont-ils introduits comme une « formalité » ?

R : Ils sont presque introduits pour rire, comme une formalité. L enseignant ne les aborde pas et
le livre du professeur ne demande pas de les résoudre, donc I’objectif n’est pas atteint.

Les sujets des examens des pays étrangers contiennent beaucoup de problémes réels et insistent
sur la construction des équations, il ne s’agit pas de résolution d’équations difficiles. Si nos
sujets d’examens changent, I’enseignant se mettra a enseigner la résolution de problémes réels.

Q;: Selon vous, comment développer chez les éleves la capacité d’utiliser des connaissances
mathématiques dans la résolution de problemes réels ?

R: Selon moi, au secondaire, fournir des connaissances et des méthodes de penser est
fondamental.

A propos des connaissances, il faut présenter ou surgissent les connaissances, quelles sont leur
applications et pas seulement donner des définitions.

La méthode de pensée n’est pas seulement la méthode de résolution mathématique mais aussi
comment appliquer, a quels types de problémes a-t-on affaire et comment connecter avec la
réalité.

Le programme actuel est fix¢é avec des normes de connaissance claires. Les auteurs des manuels
doivent les appliquer.

;1. Comment est présenté dans les manuels secondaires le développement de la capacité a
utiliser des connaissances mathématiques dans la résolution des problemes réels chez les
¢éleves ? Sur quels contenus sont-ils centrés ?

R : Les manuels actuels ne le font qu’un peu parce qu’il n’y a pas assez de temps. On ne le
trouve que dans les parties complémentaires.

Qq4: Dans le programme actuel, ou est présent le lien entre les mathématiques et les autres
disciplines ?

R : Il est présent dans la partie d’introduction. Par exemple, pour les fonctions trigonométriques,
on parle de I’oscillation harmonique qui présente le lien entre la physique et la trigonométrie. Il
faut avoir plutdt une partie d’applications qui présente des applications en physique, en chimie...
mais il n’y a pas assez de temps. L’introduction d’applications enrichit les contenus
d’enseignement, donc les sujets des examens peuvent contiennent des applications.

2) Enseignement de la modélisation

Qs : En mathématique et en plusieurs disciplines, on rencontre souvent le processus suivant pour
résoudre un probleme réel :

Probleme réel 2 construire un modeéle mathématique =2 résoudre le probléeme mathématique >
répondre aux questions du probleme réel.

En didactique des mathématiques, c’est ce que [’on appelle : le processus de modélisation
mathématique.

Lors de [’élaboration du programme et des manuels mathématiques, est-ce que les auteurs
abordent la modélisation selon la signification précédente ? Si oui, ou et comment apparait-elle?
Quel est leur role ? Est-il important ou non ?
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R : En général, on ne I’aborde pas par manque de temps. Il n’y a pas beaucoup de problémes
relatifs a la réalité, il n’existe que des problémes mathématiques purs. Donc le role de la
modé¢lisation est tres faible.

Si I’objectif de traiter des applications devient important, alors on insistera sur les problémes
réels. Ici, les normes de connaissances ne les mentionnent jamais, il n’y a que des connaissances
mathématiques donc les auteurs ne peuvent pas les aborder beaucoup. Si non, on va étre en
dehors du programme.

Os; - A propos de la modélisation, au Viet Nam, on voit souvent le processus suivant :

Enseigner des connaissances mathématiques = appliquer ces connaissances pour résoudre des
problemes réels, c'est-a-dire les appliquer pour construire un modele de la réalité.

Dans quelques pays, le processus suivant apparait tres souvent :

Probléme réel 2 construire un modéle mathématique = la réponse au probléme réel =2 savoirs
a enseigner =2 appliquer ces connaissances pour résoudre d’autres problémes réels. Les savoirs
a enseigner sont introduits via le processus de résolution des problemes réels.

Selon vous, les manuels mathématiques vietnamiens insistent sur quels processus ?

R : Dans les deux processus, le probléme réel a un but d’introduction. Il faut enseigner aux
¢leéves les méthodes de construction d’un modele mathématique. Au Viét Nam, les contenus li€s
a la modélisation sont trés faibles parce qu’ils prennent beaucoup de temps. L’objectif principal
est I’introduction et on enseigne tout de suite la notion mais I’introduction est tres rapide.

Du point de vue de la pensée, le deuxieéme processus est bon mais il faut avoir du temps.

QOs,: Selon vous, le point crucial de [’enseignement de la modélisation au secondaire est la
construction d’'un modéle mathématique ou [ utilisation d 'un modele mathématique tout fait ?

R : Ca dépend de notre demande. Si on demande des pensées synthétiques, la construction d’un
modele mathématique est importante. Si on demande des pensées de résolution mathématique,
elle n’est pas importante.

Pour I’objectif de renforcer des pensées synthétiques, il faut consacrer du temps. Selon moi, ceci
est plus important que la résolution mathématique ¢lémentaire. On ne devrait pas se centrer sur
les problemes difficiles. On devrait introduire des problémes réels dans les sujets des examens.

3) Modélisation mathématique des phénoménes périodiques

Qs: Selon vous, quels sont les objectifs de [’enseignement des fonctions périodiques au
secondaire ?

R: Les fonctions périodiques servent a fournir les formules de solutions des équations
trigonométriques : c’est un ensemble infini (contient krt, knt/2,..) grace a la périodicité.

Pourtant, selon les auteurs, la notion de périodicité est plus large. Elle apparait beaucoup dans la
réalité, pas seulement en trigonométrie. Donc, dans les parties complémentaires, nous présentons
quelques fonctions périodiques non trigonométriques. Ceci a pour but de montrer que les
fonctions périodiques ne se limitent pas seulement aux fonctions trigonométriques. On les trouve
dans plusieurs phénomenes réels.

Qs - La périodicité apparait beaucoup en physique, en biologie, ... Est-ce que [’enseignement
des fonctions périodiques a pour but de servir a [’enseignement de contenus relatifs a d’autres
domaines ?

R : Il ne sert qu’a I’enseignement des oscillations harmoniques. En réalité, les phénomenes en
physique et en biologie ne sont pas périodiques de maniére mathématique. Donc, si on veut les
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présenter, il faut introduire la périodicité ayant une variation,... La périodicité réelle n’existe que
dans les oscillations harmoniques.

QOs: : Est-ce que le manuel de la classe 11 encourage les éléves a travailler avec la période et la
construction de graphiques périodiques pour les préparer a étudier des oscillations harmoniques
en classe 12 ?

R : Les ¢éleves de classe 11 ne se centrent que sur la résolution des équations trigonométriques.
La période n’est pas introduite dans les normes de connaissance du programme parce que c’est
une notion difficile (La tache « Trouver la période » demande de démontrer le caractére minimal,
ce qui est tres difficile).

Qgss - Pourquoi le manuel choisit la définition d 'une période comme la plus petite ?

R : Le manuel définit comme ¢a parce que les mathématiques demandent des définitions exactes.
Si on veut en parler, il faut déterminer une seule notion de période, celle qui est la plus petite. Au
Viét Nam, toutes les définitions doivent étre cohérentes.

Q¢4 : En mathématique, on ne demande pas que les éleves sachent trouver la période mais je vois
qu’en physique en classe 12, le probleme de trouver la période d’une oscillation ou de
construire un graphique est présent. Les éleves ne vont-t-ils pas rencontrer de difficultés ?

R : L’enseignant doit le faire pour les ¢leves. 11 doit introduire des formules et les ¢léves devront
les appliquer.

Qgss: Est-ce que [’apparition des fonctions périodiques au secondaire a un but relatif a
[’enseignement de la modélisation ?

R : Tres peu. La trigonométrie est divisée en deux parties, en classe 10 et 11, ce qui la réduit
beaucoup. Donc, les relations réelles et la modélisation sont trés peu présentes. On en trouve un
peu dans les parties complémentaires.

Avec ce contenu, on peut explorer trés bien la réalité parce qu’il existe de nombreux
phénomenes périodiques dans la réalité. Pourtant, on ne peut pas le faire a cause du manque de
temps. Peut-€tre on va utiliser les séances non officielles ou les éléves travaillent en groupe. Si
on veut présenter des bons problémes réels relatifs a la périodicité, il faut avoir beaucoup de
temps parce que c’est une notion difficile.

QOss - Au secondaire, est-ce que la fonction périodique est utilisée comme un outil pour résoudre
des problemes réels ? Si oui, lesquels ?

R : En réalité, elle n’est pas beaucoup utilisée. Elle apparait seulement en physique en classe 12.

Q7 : Selon vous, pourquoi au secondaire la notion de périodicité n’est lice qu’a des fonctions
trigonométriques ?

R: Le manuel ne présente que la propriété périodique des fonctions trigonométriques. La
définition d’une fonction périodique est hors programme. Quelques fonctions périodiques non
trigonométriques ne sont introduites que dans les parties complémentaires.

Qs : Est-ce que la périodicité est considérée comme propriété d’une fonction comme la parité qui
permet de réduire ['intervalle d’étude d’une fonction ?

R: Non. La périodicit¢ n’est considérée que comme une caractéristique des fonctions
trigonométriques. On la présente quand on étudie les fonctions trigonométriques tandis que la
parité est introduite au début avec des fonctions générales. Si on voulait la prendre en compte
comme une propriété, il faudrait présenter la définition d’une fonction périodique et ensuite
¢tudier des fonctions trigonométriques comme fonctions périodiques.

Dans le programme et le sujet des examens, on ne demande jamais de construire le graphique
d’une fonction trigonométrique ou périodique, donc I’enseignant abandonne ces questions. La

338 Annexe 1



construction du graphique n’a pour but que de prendre les solutions des équations
fondamentales. On ne demande pas de construire le graphique d’une fonction trigonométrique.
En réalité, c’est un probleme difficile parce que la fonction trigonométrique est une fonction
transcendante.

Qo : Pourquoi le manuel insiste-t-il sur les fonctions sinus et cosinus ? Sont-elles introduites
pour étudier des phénomenes périodiques ou d’autres problemes ? Quel est le role de la classe
des fonctions y = A cos (wx+¢) ?

R : Sinus et cosinus sont les plus utilisées, comme le graphique sinusoidal, onde sinusoidale,....

Tangente et cotangente ont moins d’applications. De plus, elles ne sont pas continues donc du
point de vue de la pensée, elles sont plus difficiles. Le manuel les présente schématiquement. Les
principales applications en physique utilisent le sinus et le cosinus.

Les fonctions sinus et cosinus sont considérées comme les mémes. Parce qu’on ne se centre pas
sur les applications, on n’insiste pas sur la fonction cosinus. Si on donne de I’importance aux
applications, il faut regarder quelle fonction est la plus importante et la plus utilisée pour la
souligner.

Qi1 Pourquoi auparavant la trigonométrie et la fonction périodique avaient une place
importante en mathématique au secondaire alors que maintenant elles sont réduites de
beaucoup ?

R : Auparavant, un livre entier de classe 10 était consacré a présenter la trigonométrie (il y avait
3 livres: Géométrie, Algebre et Trigonométrie). Maintenant, la trigonométrie n’est pas
considérée comme ayant le méme rdle que I’Algebre, 1’Analyse et la Géométrie. Son rdle est
d’introduire un autre type de fonction, une autre équation, c’est pourquoi elle est considérée
comme une partie de 1’Algebre. Auparavant, on pouvait présenter plusieurs types de problémes.
Maintenant, le temps d’enseignement est moindre, donc on doit réduire les contenus
d’enseignement.
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I.2. M. Nguyen Tran Trac : auteur de manuels de physique

Légende : Qj; : question posée par nous méme ; R : réponse de M. Nguyen Tran Trac

1) Le point de vue interdisciplinaire dans I’enseignement de la physique

Q;: L’enseignement de la physique au secondaire est-il relié a d’autres disciplines ? Si oui,
lesquelles ? Comment est présent dans les manuels actuels le point de vue interdisciplinaire dans
[’enseignement de la physique ?

R : Bien stir a I’étape de I’élaboration du programme on aborde le point de vue interdisciplinaire
mais en réalité, les différentes disciplines ne sont pas rigoureusement et logiquement associées
au Viét Nam.

Par exemple : Dans la physique du mouvement, quand on étudie les notions de vitesse et
d’accélération, il faut s’appuyer sur les calculs de dérivée mais ils ne sont pas encore enseignés
en mathématique. C’est pourquoi ces notions ne sont pas présentées de maniere rigoureuse et
logique. On les explique approximativement pour que les éléves puissent les comprendre (par
exemple, introduction de la vitesse moyenne). Les €léves ne savent pas ce qu’est la valeur
instantanée.

Auparavant (avant 1975), les disciplines (mathématiques et physique) étaient associées tres
rigoureusement.

Qi1 En physique, quels contenus demandent d utiliser des connaissances mathématiques ? De
quelles connaissances s agit-il ?

R : La notion la plus importante est la dérivée. Dans les exercices, de temps en temps on utilise
la notion d’intégrale mais dans les parties cours elle n’est pas aussi nécessaire que la notion de
dérivée.

0,: A propos des problemes de physique qui demandent d’utiliser des connaissances
mathématiques, comment se passe cette utilisation ?

- pour les connaissances précédemment enseignées en mathématiques ?
R : L’enseignant va les rappeler avant de les utiliser.
- pour les connaissances qui ne sont pas encore enseignées en mathématiques ?

R : Il y a plusieurs connaissances que 1’enseignant de physique doit enseigner lui-méme. Par
exemple, avec les fonctions périodiques, quand il rencontre des équations périodiques, il va
diriger la résolution des éléves. Quand on étudie le mouvement du pendule, les fonctions
périodiques sont nécessaires. L’enseignant va donc enseigner d’abord les savoirs mathématiques
nécessaires, et apres les appliquer aux phénomenes physiques. En classe 12, on rencontre
beaucoup de fonctions périodiques.

Q;: Lutilisation des problemes de physique pour introduire des connaissances
mathématiques est-elle abordée ? Si oui, comment est-ce présenté ?

R : Non, on va présenter directement des connaissances mathématiques pour appliquer a la
physique. Par exemple, quand on étudie la composition de deux oscillations harmoniques,
I’enseignant de physique la présente directement a 1’¢léve (somme de deux fonctions périodiques
par la méthode algébrique ou par la méthode de Fresnel) et aprés 1’¢léve I’applique pour résoudre
des exercices.
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2) Enseignement de la modélisation

Qy: Le livre du professeur du manuel de la classe 12 a la page 6 présente [’objectif suivant du
programme: « faire obtenir les éléves des méthodes générales de cognition scientifique et des
méthodes spécifiques de la physique, notamment la méthode expérimentale et la méthode des
modeles ». Qu’est-ce que la méthode des modeéles ? Est-elle soulignée dans les manuels de
physique au secondaire ?

R : En réalité, les manuels ne soulignent aucune de ces deux méthodes. Il n’y a pas assez de
moyens, donc la méthode des modeles est tres peu utilisée.

Par exemple, quand on ¢tudie la production d’électricité dans une usine ¢€lectrique, 1’enseignant
présente la théorie et I’explique par des figures, rarement par un modele. L’enseignant peut
trouver sur Internet comment présenter le fonctionnement des usines électriques mais c’est
I’effort de quelques personnes. La méthode expérimentale est trés peu abordée en réalité.

Os: En physique et en plusieurs disciplines, on voit souvent le processus suivant pour résoudre
un probleme réel :

Probléme réel =2 construire un modele mathématique 2 résoudre le probleme mathématique >
répondre des questions du probléeme réel.

En didactique des mathématiques, c’est ce qu’on appelle: processus de modélisation
mathématique.

Quand on élabore le programme et les manuels de physique, est-ce que les auteurs abordent la
modélisation mathématique des phénomenes physiques ? Si oui, ou et comment apparait-elle ?
Quels est son role ? Est-il important ou non ?

R : Non, elle n’est jamais abordée dans le processus d’élaboration du programme et des manuels
physiques. Son role n’est pas mentionné.

Qs: Dans la partie « Suggestions des méthodes et des organisations des activités
d’enseignement » de la session « Oscillation harmonique » du livre des enseignants
correspondant au manuel de la classe 12, page 26 il est écrit: « La partie Il (Oscillation
harmonique) est le point capital de la session. Le manuel a utilisé un modeéle mathématique,
c’est la projection d’un point M qui a un mouvement circulaire uniforme sur un diametre, c'est-
a-dire le point P. L utilisation de ce modele rend facile a établir [’équation du mouvement du
point P et a introduire une nouvelle notion, oscillation harmonique ».

Donc le terme « modele mathématique » est utilisé explicitement dans le livre des enseignants.
Une telle utilisation des modeles mathématiques est-elle présente dans les manuels ? Dans quels
contenus ? Avec quel réle ?

R : Quand on étudie I’oscillation harmonique, la physique introduit la fonction x = A cos (ot+),
c'est-a-dire si un objet se met en mouvement avec la coordonnée x qui dépend du temps selon
cette équation, il a une oscillation harmonique. Du point de vue des mathématiques, qu’est-ce
que c’est une oscillation harmonique, qu’est-ce que ¢’est son mod¢le ?

Son modele est la projection d’un mouvement circulaire uniforme sur un diameétre. Ceci est
totalement mathématique, pas physique mais cela conduit a I’équation x = A cos (ot+@). Si le
mouvement circulaire avec une vitesse angulaire ® sur une orbite circulaire de rayon A est
projeté sur un diametre, le mouvement de la projection est une oscillation harmonique. C’est un
mod¢ele mathématique de 1’oscillation harmonique pour la physique. Lors de son enseignement,
I’enseignant va expliquer que c’est le lien entre une oscillation harmonique et un mouvement
circulaire uniforme.
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Donc le modele mathématique est un modéle qui permet de savoir ce qu’est une oscillation
harmonique. C’est la projection d’un mouvement circulaire uniforme sur un diamétre.
L’utilisation des mathématiques pour présenter un probléme de physique constitue un modele
mathématique. Par exemple, cette sinusoide est un simple modele mathématique de I’oscillation
harmonique. X = A cos (ot+@) n’est pas un modele, c’est seulement une équation de 1’oscillation
de la physique. Pourquoi ce graphique est-il un modele mathématique ? Parce que quand on le
regarde, on peut comprendre [’équation physique, c'est-a-dire c’est la représentation
mathématique d’un phénomene physique.

Q7: Les modeles mathématiques sont-ils abordés dans les exercices ? Le graphique est-il
présent ?

R : Il y a trés peu d’exercices qui sont liés a un modele mathématique. Dans les examens, il est
sir que cela n’existe pas. Aujourd’hui, les tests objectifs concernent essentiellement des calculs
pour trouver des résultats.

3) Modélisation mathématique des phénoménes périodiques
Qs : Selon vous, qu’est-ce que c’est un phénomene périodique ?
R : Le mouvement périodique est un mouvement qui se répete dans des temps déterminés.

I1 faut expliquer a 1’éléve comment la répétition est et qu’est-ce qui se répete. C’est la répétition
de la vitesse, de la position et de la direction du mouvement.

QOs; - Quelles sont les différences entre les phénomenes cycliques et les phénomenes périodiques
en physique ? Au secondaire ?

R : Les phénomeénes périodiques en biologie n’insistent que sur les cercles, a partir d’un point de
départ on retourne a la position initiale.

En physique, la demande est plus rigoureuse avec la répétition de plusieurs grandeurs comme la
vitesse, I’accélération, la position,... ou I’instant et I’intensité en électricité.

Qo : Quelles sont les classes de phénomenes périodiques étudiées en physique ? Quelles sont
leurs caractéristiques ?

R : Parmi les oscillations périodiques, on étudie 1’oscillation harmonique et 1’oscillation non
harmonique.

+ l’oscillation harmonique : le pendule, un objet attaché¢ a un ressort, un courant électrique
sinusoidal, les phénomeénes optiques comme les ondes, les interférents et les diffractions.

+ Doscillation non harmonique : le battement (la composition de deux ou plusieurs oscillations
harmoniques de différentes périodes). Dans le programme, on 1’aborde schématiquement et elle
n’est pas soulignée.

Le mouvement circulaire uniforme est un phénomeéne périodique mais non harmonique.

Q1o: Le manuel élémentaire utilise le mouvement circulaire uniforme pour décrire et définir
l’oscillation harmonique. Les notions de période et de fréquence sont introduites en s appuyant
sur ces notions dans le mouvement circulaire uniforme. Au contraire, le manuel avancé définit
["oscillation harmonique directement (en construisant son équation a partir des lois de physique)
et ensuite on aborde son lien avec le mouvement circulaire uniforme. Selon vous, quels sont les
intéréts et les défauts de ces deux approches ?

R : Ce sont des phénomenes physiques qui sont des oscillations harmoniques du point de vue
mathématique. Leur présentation dépend du point de vue des auteurs. Selon moi, le manuel
¢lémentaire accorde trop d’importance aux mathématiques tandis que notre but est la physique.
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Selon moi, voici une autre présentation plus intéressante. Au début, on présente la physique et
ensuit on introduit le modele mathématique : observer ’oscillation d’un pendule de I’horloge
pour trouver la répétition autour de la position d’équilibre et définir 1’oscillation harmonique.
Ensuite, présenter 1’équation d’oscillation et le modéle mathématique. Du point de vue de la
méthodologie d’enseignement, c’est le mieux.

Q11 Quels sont les indices pour savoir si une grandeur est une variable harmonique ?

R : L’oscillation harmonique est une fonction de la forme sinus (ou cosinus). Par exemple, une
lumiére monochromatique présente une oscillation harmonique. Une lumiére non
monochromatique est une synthese de plusieurs oscillations harmoniques.

Q1> Le manuel de la classe 12 présente [’équation ondulatoire a la page 39. « L’équation
ondulatoire est une fonction périodique temporelle et spatiale ». Quels sont les objectifs de cette
presentation ? Est-elle importante ?

R : L’¢équation ondulatoire est trés importante dans I’optique. Les éléves doivent saisir I’équation
et comprendre la périodicité temporelle et spatiale. La composition de deux ondes est relative a
I’interférence.

Q13 Quels sont les outils mathématiques pour étudier les phénomenes périodiques ?

- Quel est le role de la formule et du graphique ? (Le graphique sinusoidal semble n’apparaitre
que dans le cours comme une illustration de la formule donnée). Existe-t-il des exercices relatifs
au graphique ?

R : L’outil nécessaire est la dérivée et le savoir-faire d’additionner des oscillations (la méthode
algébrique ou la méthode de Fresnel).

Les exercices s’appuient principalement sur des calculs, le graphique est rarement abordé. Il
n’est que le modele mathématique. Une méthode qui utilise le graphique et une autre qui utilise
I’équation, ce sont les deux méthodes de présenter un probléme.

Q131 L’enseignement des fonctions périodiques en mathématique est-il nécessaire ?

R: Non, I’enseignant de physique peut les enseigner dans les cours de physique. Les
connaissances mathématiques devront étre enseignées d’abord, ce qui permettra a
I’enseignement de la physique de s’appuyer sur elles.

Q14 En mathématiques, on ne s’intéresse ni a la recherche de la période ni a la construction de
graphique périodique. En physique, est-ce que le probléme de trouver la période et de construire
le graphique d’une oscillation périodique est posé a l’éleve ? Quels sont alors des difficultés ?

R : En physique, on demande que I’¢éléve puisse trouver la période et la longueur d’onde, en
utilisant les formules par exemple, nous trouvons souvent des questions comme « Apreés combien
de période,... ». Quand on étudie I’interférence en optique, pour trouver la position des phases
semblables, il faut déterminer la longueur d’onde A.
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Annexe 2

Comptes-rendus d’entretiens, en France, avec des formateurs d’enseignants
de physique

Grille de questionnement

1. Pour vous, physicien, c’est quoi, la périodicité ?

2. Pouvez-vous donner des exemples de phénomenes périodiques, en précisant, a chaque
fois comment intervient la périodicité ?

3. Dans l’enseignement secondaire, on étudie, dés la classe de 3° un phénoméne
périodique : le courant alternatif, alors que la notion de périodicité n’est pas introduite
avant la classe de Seconde en mathématiques.

+ Pourquoi ? Comment ?
+ Quel est le lien pour vous entre la périodicité en physique et la périodicité en
mathématiques ?

4. En Seconde et en Terminale, on étudie de nombreux phénomenes périodiques. Cela

signifie-t-il que la périodicité a une grande importance en physique ?

5. Sur le plan épistémologique,

+ quelle est la place de la périodicité dans les sciences physiques ?
+ quels sont les champs de signification de cette périodicité ?
+ quels modeles les physiciens utilisent-ils de la périodicité ?

I.1. M. Jean-Claude Guillaud

- Est-ce qu'il y a eu une volonté¢ de faire travailler les éléves en science physique sur la
périodicité ? Sur les phénomenes périodiques ?

Il ne s’agit pas de hasard. Le phénomeéne périodique a une place en physique et est nécessaire.
On le voit paraitre en classe de 3° par exemple avec la tension alternative.

- Peut-on parler de périodicité a propos des cycles ? Exemple du cycle de I'eau (5° en physique et
6° en SVT). Est-ce que la période a un intérét dans ce cas ?

I1y a deux manicres de définir la périodicité :

(1) on obtient des mesures de tension avec un générateur de tres basses fréquences (1/100e hertz)
ce qui permet de voir la construction de la courbe, point par point, on voit une sinusoide
apparaitre sur le graphique (construit par I'¢leve) : périodique = « reproduction du motif ou
signal »

(2) Plus tard, quand on connait la définition mathématique : périodique = « période dans une
fonction sinusoide : sin ot » avec ® =2n/T

En chimie :

Dans le tableau de classification périodique : les éléments sont classés par masse atomique
croissante (nombre de protons dans le noyau = nombre d'électrons) : on revient a la ligne pour
retrouver verticalement (dans une méme colonne) des propriétés chimiques identiques.

Explication : les propriétés chimiques sont déterminées par les électrons de la couche
périphérique. En colonne, on trouve des éléments ayant le méme nombre d'électrons sur la
couche périphérique. Elle est saturée a 8 électrons donc on a 8 colonnes. Ce raisonnement ne
fonctionne que pour les 18 premiers ¢léments : 2 ¢léments isolés + 8 + 8.
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Autres manifestations périodiques en chimie :

Certaines réactions chimiques sont périodiques : « horloge chimique »
En physique :

En 3°: Electricité, fonctions sinusoidales

Difficile pour les éléves car la tension n'a pas beaucoup de sens pour eux (donc encore moins sa
variation avec le temps). La tension est introduite en 4éme sans définition (juste comme résultat
d'une mesure) puis la notion de tension alternative apparait en 3°. La notion de périodicité n'est
pas centrale : le but est d'aborder la sécurité a la maison ou en société (c'est la raison pour
laquelle on introduit la tension alternative) et non d'introduire la périodicité.

En 2% : Le pendule

On étudie ce phénomene non pas pour introduire la fonction sinusoidale mais pour faire une
horloge et un travail sur la mesure du temps.

En Terminale : le théme général est « les phénomenes qui dépendent du temps ». Ce n’est pas
pour étudier les systémes périodiques.

On étudie les périodicités spatiales et temporelles dans les ondes, la décroissance radioactive.
En conclusion :

La place de la périodicité est anecdotique en 3° et devient importante seulement en Terminale.
Autres exemple que la sinusoide : Signaux électriques carrés ou triangulaires.

Premiéres notions sur la propagation des signaux (ondes mécaniques) au niveau universitaire.

1.2. M. Daniel Lacroix
En primaire et maternelle, on introduit la notion de cycle (travail sur le temps des la maternelle) :
- Pour étudier un phénomene temporel, tel un cycle, on a besoin de trois notions reliées =

(1) événement (exemple : début, milieu, fin)

(2) ordre / chronologie (ordre dans les événements),

(3) structure temporelle (par exemple, structure linéaire).

Par exemple, pour un objet qui descend une pente ou une roue avec un point de couleur, les
« événements » sont les différentes positions (de 1'objet ou du point).

Difficulté des ¢éleéves = identifier et dissocier des événements et les ordonner, percevoir le local et
pas seulement le global.

Quelques solutions = chaque événement est représenté par une image, faire le paralléle entre les
structures spatiales et les structures temporelles (la structure chronologique et la structure en
bandes)

Un cycle : les éleves disent « ¢a se répete »

En biologie : les cycles de la vie

Dans le cas de la roue, le point termine son cycle avant de commencer le second.
En biologie, les cycles souvent se chevauchent.

Les deux notions, cycle en physique et cycle en biologie, ne sont donc pas tout a fait identiques.
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En physique, on connait plusieurs cycles périodiques dont on peut définir la période. Par
exemple, le travail sur le temps en CE1/CE2 ou l'astronomie (cycle de la lune, alternance
jour/nuit).

- Quels sont les problémes qui mobilisent la notion de périodicité ?:

Voir les travaux historiques sur la mesure du temps (sablier, clepsydre) et sur les structures
temporelles.

Le probléme = comment arriver a reproduire des périodes identiques. Le probléme d'assurer une
périodicité a été important surtout dans le contexte de la mesure du temps.

Exemple : la construction des Horloges ou la détermination des longitudes pour la navigation
(éviter les récifs).

Voir Harrison http://fr.wikipedia.org/wiki/John Harrison_ (horloger) qui est le premier a avoir
construit une horloge marine.

Le probléme = construire une horloge qui soit capable de ne pas dévier de sa période pendant un
grand laps de temps.

Aujourd'hui, ces problémes se retrouvent pour les satellites : pour se repérer avec un GPS, on
doit utiliser un satellite en orbite. (La périodicité de cette orbite ne peut pas étre définie avec la
mécanique classique... Les orbites sont elliptiques...)

Quand on demande aux étudiants qui préparent le CAPES de définir ce que sont les phénomenes
périodiques : ils s'embrouillent. Ils ont vu ces phénomenes tres tot mais ils ont peu d'outils pour
en parler. Certains confondent fonction sinusoidale et fonction périodique d'autres confondent
courant alternatif et courant sinusoidal ou courant variable.

Suggestion :

On pourrait construire des questions pieges sur cette notion et montrer qu'il n'y a pas beaucoup
de différences entre ¢leéves de college/lycée et étudiants de I'TUFM.

- Présence de cette notion dans les anciens programmes :

Décomposer un phénomeéne périodique en série de Fourier permet de se ramener a des
sinusoides. C'était propos€, a une époque, au lycée (section Sciences de I'Ingénieur ?), grace a un
logiciel (par exemple pour reconstituer une fonction triangle a partir de sinusoides).

Etude des phénomenes vibratoires, au niveau du lycée.

Circuit oscillant sans résistance étudié en Terminale comme un phénoméne périodique.
Pendule pesant.

- Importance de cette notion en physique :

- Phénomenes ou il faut entretenir une vibration (ou oscillation), exemple = une montre.

- Phénomeénes transitoires : on s'intéresse a la réponse du systeme a une perturbation, a la
période de transition entre deux états d'équilibre.

- Mesure du temps.

Le probléme du temps est surtout abord¢ en maternelle/primaire puis en Terminale.
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Annexe 3

Carte praxéologique des praxis liés a la périodicité dans les deux institutions
francaise et vietnamienne

(01, ©y) (02, ©,) (03, ©3) (04, ©,)
(Tar, ta1) || (Tar, tar’) (Tpi, to1) || (Tp1, Tp1") (Ttat, Ta1) (Ttp1, Trp1)
Fcoll: Zde Vcoll dee’lre VIO élémentaire dee dee’lre
N Calculer f(a)
(Ta, ) || (Taz, 2) (Tp2, T2) (Trzs Ti2) [l ol (Tipa, Tepa)
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Feonn Vet F,", Vi F,", Mg F
(Ta3, Ta3) (Tp3, Tp3) || (T, Tp3") (Ttuz, Tr3) || (Tip2, ) (Th2, T2’
de re
VCOH) dee dee,lre Vll Vll F2 51 Vlivre d’exercice

(T3, Thp3")

ensemble avancé

Vlivrc d’exercice

ensemble avancé

(Ttps, T'tps)

de
F,™, Vi

(T3, T53), (T,

(Tfp35 Tfpzv)

b

T fp3)

de re
F2 sl Vlivrcd’cxcrcicc
ensemble avancé

(Teps, Thps)
F de re erm AV
2 -1 ,T M1l

(Tfp6, Tfp6)

Vl 1 avancé

Nous citons dans la carte des habitats des praxis, en jaune pour I’institution frangaise et en vert
I’institution vietnamienne. Les trois praxis entourés en rouge n’apparaissent que dans le livre
d’exercice du programme avancé du Viét Nam.
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Annexe 4

Questionnaire

Fiche 1
Nom et Prénom : .....ceeveeeveneenenennns
ClASSC tereuneereneeerenesersnesessscscnsnnnne
J DTV 1) [
Résoudre les problémes suivants
Durée : 35 minutes
Exercice 1

Ci-apres un encéphalogramme montre 1’activité du cerveau humain pendant le sommeil profond
selon le temps en secondes. Cette activité est la méme durant tout le sommeil profond dont la
durée moyenne est de 20 minutes.

0 1 2 (s)

g) Qu’est-ce que tu peux dire sur ce phénomene ?

h) Durant la premicre seconde, dans quels intervalles 1’activité du cerveau augmente-t-elle ?
Dans quels intervalles diminue-t-elle ?

1) Durant la premiére seconde, a quel instant 1’activité du cerveau est-elle la plus forte ? A quel
instant est-elle la plus faible ?

7)  Que remarques-tu de I’activité du cerveau durant I’intervalle de temps de 3,5s a 4s ? Justifie
ta réponse.

k) Evalue I’activité du cerveau au temps t = 2,5s.

1) Construis une figure permettant d’apprécier 1’activité du cerveau sur les 10 premiéres
secondes du sommeil profond.

Exercice 2
Les peuples montagnards du Nord utilisent souvent la noria pour apporter de I’eau aux champs

¢levés. C’est une grande roue, comme la roue d’une bicyclette, avec des seaux attachés par des
goupilles. Les seaux sont successivement immergges, remplis et vidés dans une goutticre.
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Supposons qu’une noria ait 8 seaux attachés comme ci-dessous. Un mathématicien étudie la
« hauteur » du seau, not¢ A dans la figure, par rapport a la surface de 1’eau. Cette hauteur est
positive quand le seau est au dessus de ’eau, négative quand il est au dessous. A chaque instant t
(calculé en minutes), le mathématicien a trouvé que cette hauteur (calculée en métres) suit la loi
suivante :

h=2+25sin [2ﬂ(f—%ﬂ

(Source : http://www.machinerylubrication.com/Read/1294/noria-history)

d) Qu’est-ce que tu peux dire sur le mouvement de la noria ?

e) Trouve le rayon de la roue et la distance du centre de la roue a la surface de 1’eau.

f) On veut déverser dans le champ une quantité d’eau égale au déversement de 1000 seaux dans
la gouttiere. Pendant combien de temps la noria doit-elle tourner?
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Fiche 2

Nom et Prénom : ......cccevvveennn...
ClaSSE teerrrnnireeeerennnneseceerennnnes
) DT 1)

Résoudre les problémes suivants
Durée : 55 minutes

Exercice 3

On a relevé la hauteur d'eau au port de Saint-Malo en France les 9 et 10 mai 2009 dans les deux
tableaux ci-dessous :

9 mai 2009 10 mai 2009

Matin A-prés-midi Matin Aprés-midi
OHOO 5.02m 12H00  5,60m OHOO 6.22m 12H00 6,78m
1HOO  3,38m 13HO00 3,87m 1HOO 4.28m 13HOO 4,82m
2HOO 2.30m  14HO0 2,62m 2HO0  2.83m  14HO0 3,30m
3HO0 2.12m  15H00 2.10m 3HOO  2,05m  15HO0  2,33m
4HOO 3,28m  16H00 2.84m 4H00  2.39m  16HO0  2.34m
5H00 5.62m  17HO00 4.91m SHOO  4.10m  17H00  3.71m
6HOO 8,40m  18HO0 7.71m 6HO0 6.73m  18H00 6.19m
7HOO 10,64m  19HDO 10.27m 7HOO 9.40m  19HO0 8.96m
8HOO 11.54m  20HO00 11.64m 8HOO0 11,15m  20H00 11,04m
9HOD 11,05m  21HO0 11,51m 9HOO 11,45m  21HO0 11.72m
10HOO ©9,62m  22HO0 10,27m 10H00 10,51m  22HO0 11,03m
11H00  7,66m  23H00 8,36m VUAYY  Becln el 2 iati

(Source : http.//maree.frbateaux.net)

f) Que peux-tu dire sur ce phénomene ?
g) Combien y a-t-il de marées hautes durant ces deux jours ? Combien y a-t-il de marées
basses ?

(La marée haute est le niveau le plus élevé de chaque marée montante. Par opposition, la
marée basse est le niveau le plus bas de chaque marée descendante.)

h) Quelle est I’amplitude moyenne des marées a Saint-Malo sur les deux jours ?

(L amplitude des marées dans un jour est la différence de hauteur entre le niveau de la
marée haute et celui de la marée basse suivante).

1) Le capitaine d’un bateau veut prendre la mer a Saint-Malo le 11 mai. Le tirant d’eau de son
bateau est de 7 metres. A quelles heures peut-il partir le 11 mai?

(Le tirant d’eau est la hauteur de la partie immergée du bateau qui varie en fonction de la
charge transportée. Il correspond a la distance verticale entre la ligne de flottaison d’un bateau
et le bas de la quille. Un bateau dont le tirant d’eau est de d metres peut naviguer en toute
securité quand la hauteur d’eau est supérieure a d metres).
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j) Construis une figure permettant d’apprécier les hauteurs d’eau dans ce port durant la totalité
des trois jours 9, 10 et 11 mai 2009.

Exercice 4

Un parc d’attraction de Ho Chi Minh ville possede une grande roue de 40m de diamétre dont le
centre est situé a 22m du sol.

La roue tourne toujours dans le méme sens de manicre uniforme. Au début du voyage, la cabine
P se trouve au plus bas et Minh s’y assoit. Il fait un voyage de 3 tours qui dure 30 minutes.

e) A quel instant Minh est-il a la position la plus haute ?

f) Calcule la hauteur de la cabine de Minh au sol apres 2,5 minutes du voyage, apreés 7 minutes,
apres 12 minutes et aprés 22 minutes.

g) Construis une figure permettant d’apprécier les hauteurs de la cabine P durant les trois tours
du voyage.

h) A partir de 35m de hauteur on voit la riviere Saigon. Combien de temps Minh peut-il la voir
pendant tout un voyage ?
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Annexe 5

Fiches de I’ingénierie didactique

Initiation I. Surtout bouge les points !

VII. Créer et nommer un point

. Al
Construis un point. Nomme le A. Déplace le. ._I _I M

Construis un autre point. Nomme le B. Déplace le. Pointer Point Nommer

VIII. Créer un segment, une droite

Construis le segment [AB], d’extrémités A et B.
Construis la demi-droite [AB) et la droite (AB). Segment  Demi-droite Droite
Déplace les points A et B.

IX. Construire un point sur une demi-droite ou un segment

Place un point C sur le segment, un point D sur la demi-droite ..._I
et un point E sur la droite. Point
Observe les contraintes sur les déplacements du point C, du point D

et du point E.

X. Supprimer des objets

Supprime les points C, D et E. M
Supprime tout ce que tu as construit. Pointer

XI. Construire un rectangle

Construis un segment [AB]. - -

Construis un rectangle de c6té [AB] en utilisant au choix Paralléle Perpendiculaire

’outil parallele ou I’outil perpendiculaire.
Déplace les points A et B. Essaye aussi de déplacer les autres sommets du rectangle.
Supprime ta construction.

X11. Trois fagcons de construire un carré

Construis un segment [AB] et une droite perpendiculaire a [AB] .il
passant par A. Segment
Voici trois facons de reporter la longueur AB sur la droite perpendiculaire.

1. Construis un cercle de centre A, passant par B. Il coupe la perpendiculaire Q
en deux points, choisis-en un pour étre le troisieme sommet du carré. Cercle
Termine la construction comme pour le rectangle.

Déplace les points A et B.

Supprime cette construction.
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2. Reconstruis un segment [AB] et une droite perpendiculaire a [AB] HeE
passant par A. Distance ou longueur

Sélectionne I’outil « distance ou longueur » et clique sur [AB].
Déplace A et B et constate que la mesure de AB s’actualise au fur et 4 mesure du déplacement.
Construis une demi droite d’origine A et perpendiculaire a [AB]. Tu peux le faire en

sélectionnant « demi-droite » puis A puis en cliquant sur la perpendiculaire a [AB].

21
g

Sélectionne I’outil « report de mesure ». =
Clique sur la mesure de AB puis sur la demi-droite. Report de mesure
Tu obtiens un point qui est sur la droite perpendiculaire,

exactement a la distance AB de A.

Supprime cette construction.

—

C)

3. Reconstruis un segment [AB] et une droite perpendiculaire a [AB] passant par A. -
Sélectionne I’outil « compas » et clique sur le segment [AB] puis sur le point A. Compas
Tu obtiens un cercle de centre A et de rayon la longueur AB.

Termine la construction comme pour le rectangle. Déplace A et B.

Conserve cette construction.

XII1. Mesures de longueurs

Mesure le coté [AB] du carré avec 1’outil « distance ou longueur ». .
Sélectionne I’outil « calculatrice » pour calculer le périmetre Distance ou longueur
du carré (4 x coté)

Pour cela, tu cliques sur :

- la mesure AB, elle s’affiche sous la forme d’une variable « a » Calculatrice
dans la calculette,

- puis sur ’opération x

- puis sur le nombre 4

- puis sur le signe =

Le résultat apparait dans la fenétre de la calculatrice.

Attrape le résultat avec la souris et place-le dans la fenétre de construction.

Déplace les points A et B et constate que la mesure du périmetre du carré s’actualise quand le
carré varie.

cm

Avec I’outil « distance ou longueur », affiche le périmétre du e
cercle de centre A et passant par B. Distance ou longueur

Avec I’outil « calculatrice », calcule le rapport entre le périmetre du cercle

et celui du carré.

Déplace ton résultat dans la fenétre de construction. Déplace les points A et B.
Que constates-tu sur le rapport entre le périmetre du cercle et celui du carré ?
Supprime cette construction.
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SITUATION 0
Bin6me n° ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « SO-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement /
Enregistrer.

Sur I’écran, vous pouvez voir deux demi-droites horizontales d’origine respective A et A’ et
paralléles. Sur la demi-droite Ax est placé un point P mobile.

Travail a faire : construire sur la demi-droite A’x’ un point P’ tel que A’P” = 1,72 x AP.

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter I’enregistrement.
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Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « SO-binome.env »

#% Cabri Il Plus - [S0-binome.env]

Fichier Edition ©ptions Session Fenétre  Aide 8 x
7 |em i
‘% .#®#|.\.X4QH'AI£
-
A
F)
A
4
< >
Pairter
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SITUATION 1
Fiche 1

Binome n° ...

Un parc d’attractions posséde une grande roue. Au début du voyage, M s’assoit dans une cabine.

* " Photo d’une grande roue

Consigne 1 : ouvrir le fichier « S1-P1-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement /
Enregistrer.

A I’écran vous pouvez voir un point P placé sur une demi-droite d’origine A.

Travail a faire : construire a I’écran une figure géométrique représentant le manege et la cabine
de M de facon a ce que le déplacement du point P pilote le mouvement de la cabine de M.

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter I’enregistrement.
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Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S1-P1-binome.env »

#% Cabri Il Plus - [81-P1 -binome.env]

ichier Edition ©Options Session Fenfltre  Aide _ 8 x
I 5
K] - O[]\ x-|: Al
”~
A
P =
4
< b4
Fainter
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SITUATION 1
Fiche 2

Binome n° ...

Un parc d’attractions posséde une grande roue. Au début du voyage, M s’assoit dans une cabine.

“ Photo d’une grande roue

Consigne 1 : ouvrir le fichier « S1-P2-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement /
Enregistrer.

Travail a faire : construire a I’écran une figure géométrique représentant le manege et la cabine
de M de facon a ce que le déplacement du point P pilote le mouvement de la cabine de M.

A D’écran vous pouvez voir un point P placé sur une demi-droite d’origine A et un cercle.

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter I’enregistrement.
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Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S1-P2-binome.env »

#% Cabri Il Plus - [$1-P2-binome.env]

ichier  Edition  Options  Session  Fengtre  Aide _ 9 =
? lem
K] - O]\ x): Al
-~
A
P
A
< >
Fainter
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SITUATION 2
Fiche 1

Binome n° ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « S2-P1-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement /
Enregistrer.

A T’écran, vous pouvez voir un point P sur la demi-droite d’origine A, un point I fixe sur le
cercle et un point M qui se déplace sur le cercle, piloté par le point P.

Travail a faire : placer sur la demi-droite AP le point P1 correspondant a 1 tour de la cabine M,
le point P2 correspondant a 2 tours de la cabine M, le point P3 correspondant a 3 tours de la
cabine M.

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter I’enregistrement.
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Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S2-P1-binome.env »

# Cabri Il Plus - [$2-P1-binome.env]

Fichier Edition Options Session Fenétre  Aide .8 x
2 |lem
K] - 0O\ [x|: Al
~
il
A
P =
b
< ]
Painter
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SITUATION 2
Fiche 2

Binome n° ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « S2-P2-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement /
Enregistrer.

A T’écran, vous pouvez voir un point P sur la demi-droite d’origine A, un point I fixe sur le
cercle et un point M qui se déplace sur le cercle, piloté par le point P.

Vous pouvez voir aussi les points P1, P2 et P3 sur la demi-droite d’origine A tels que nous
venons de les construire.

On sait de plus qu’un tour complet de la grande roue dure 5 minutes.

Travail a faire :
Placer le point U pour que quand P se déplace de A a U, M se déplace dans la premiére minute
du voyage.

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter ’enregistrement.
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Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S2-P2-binome.env »

#% Cabri Il Plus - [52-P2-binome.eny]

Eichier Edition Options Session  Fenétre  Aide n" ®
? cm .

& O A ) I A

A

il
A
=] P1

o
a3 >
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SITUATION 3
Fiche 1

Binome n° ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « S3-P1-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement /
Enregistrer.

M entre dans sa cabine lorsqu’elle passe au plus prés du sol, au point I. La grande roue du
manege a un rayon de 20 m et son centre est situ¢ a 22 m du sol.

Une lampe rouge éclaire par intermittence un endroit fixe (not¢ L) du manége ou passent les
cabines. Si une cabine est éclairée par la lampe rouge lors de son passage en L, son occupant
gagne un voyage gratuit.

On se demande si M va gagner un voyage gratuit sachant que la lampe s’allume au moment ou il
monte dans sa cabine.

A D’écran, vous pouvez voir le cercle représentant le manege, le point I, un segment représentant
le sol, et ’axe du temps construit précédemment.

De quelles informations avez-vous besoin pour savoir si M va gagner un voyage gratuit ?

Question :
M va-t-il gagner un voyage gratuit ?
Si oui, au bout de combien de tours ? Peut-il en gagner d’autres ?

Réponse et explications :

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter I’enregistrement.
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Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S3-P1-binome.env »
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SITUATION 3
Fiche 2

Binome n° ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « S3-P2-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement /
Enregistrer.

Travail a faire :

Tracer la droite qui passe par le point M et qui est perpendiculaire au sol.
Appeler H le point d’intersection avec le sol.

Mesurer la longueur MH.

Tracer une droite passant par P et perpendiculaire a I’axe du temps.
Tracer une demi-droite d’origine P et perpendiculaire a I’axe du temps.
Reporter la mesure MH sur la nouvelle demi-droite.

On obtient le point M’.

Question :
Si on déplace P que se passe-t-il pour M’ ? Quel est le chemin de M” ?

Réponse et explications :

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter I’enregistrement.
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Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S3-P2-binome.env »
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SITUATION 3
Fiche 3

Binome n° ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « S3-P3-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer I’enregistrement /
Enregistrer.

Travail fait :

Tracer la droite qui passe par le point M et qui est perpendiculaire au sol.
Appeler H le point d’intersection avec le sol.

Mesurer la longueur MH.

Tracer une droite passant par P et perpendiculaire a I’axe du temps.
Tracer une demi-droite d’origine P et perpendiculaire a I’axe du temps.
Reporter la mesure MH sur la nouvelle demi-droite.

On obtient le point M’.

Question de la fiche 2 :
Si on déplace P que se passe-t-il pour M’ ? Quel est le chemin de M’ ?

Nous allons voir si tu as raison.
Sélectionne I’outil « trace » et clique sur M. ;
Déplace le point P. Tu obtiens une courbe rouge qui est le chemin du point M’.

Question : que peux-tu dire de cette courbe ?

Réponse :

Travail a faire : le gérant du manége n’a pas d’ordinateur. Recopie sur la feuille ci-jointe le
chemin de M’ pour que le gérant puisse controler le jeu.

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter I’enregistrement.
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Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S3-P3-binome.env »
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Feuille quadrillée pour recopier le chemin du point M’

Y
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SITUATION 3
Fiche 4

Binéme n° ...
Consigne 1 : ouvrir le fichier « S3-P4-binome.env »

Consigne 2 : effectuer les manipulations suivantes : Session / Commencer ’enregistrement /
Enregistrer.

Vous avez recu en plus une feuille avec le chemin de M.

Répondre aux questions suivantes dans le tableau ci-dessous.

Questions Réponses Comment avez-vous fait ?
A quelle hauteur est Ia
cabine au bout de 22
minutes ?

A quels moments la cabine
est-elle a une hauteur de 30
metres ?

Le gérant décide de changer la hauteur de la lampe : il la met a 20 meétres a droite de la
grande roue.
La lampe s’allume désormais 1 minute toutes les 4 minutes.

Questions Réponses Comment avez-vous fait ?
M va-t-il gagner un voyage
gratuit ?

Si oui, au bout de combien
de tours ?

Peut-il  gagner d’autres
voyages ?

Attention !
1) Enregistrer réguliérement votre travail : Fichier / Enregistrer ou « Ctrl S ».

2) Ne fermer que le fichier quand I’enseignant demande. Avant de fermer, aller dans
Session / Arréter ’enregistrement.
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Ecran Cabri a ’ouverture du fichier « S3-P4-binome.env »
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Le chemin du point M’

temps en minutes

N
L
L
L

\\\
L

NP
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SITUATION 3
Fiche 5
(Travail individuel)

NOM Prénom : ....cocvvviniiinniiinriineieinrcnnnccnnens
Bindme n®: ...oeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeneenenn

i 7

t > h=1f(t)

Ecrivez individuellement tout ce que vous pouvez dire sur la fonction : t > h = f(t).

Réponse :
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SITUATION 3
Fiche 6
(Devoir a la maison)

Nom Prénom: .....cccevveiiiniiineiinniennecinnsenncens
Bindme n®: ...oeieieiiiiiiiiiiiiieeeeeenenenenenns

t = h=1(t)

Rappel

M entre dans sa cabine lorsqu’elle passe au plus pres du sol, au point 1. La grande roue du
manege a un rayon de 20 m et son centre est situé a 22 m du sol.

Etablir que f(t) = 22-20 cos (2nt/5)
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Annexe 6

Stratégies possibles dans la situation 3 de I’ingénierie didactique

I. Stratégies possibles pour trouver la formule algébrique représentant la hauteur de la
cabine M en fonction du temps

e Stratégie liée au modele C :

5 minutes > 27
) 27T
t minutes > ?t

L,

Donc, au moment t minutes comme pour la figure ci-dessus, la hauteur de la cabine M au sol est

h=22+20sin[ 25— " | =22 20 cos 2=+,
5 2 5

e Stratégie liée au modele O

La formule représentant la hauteur de la cabine M en fonction du temps a pour la forme : h = A
cos (ot+e) + B.

A =r1=20 (r rayon du manege)
B =22 (la distance du centre du manege par rapport au sol)
o=2n/T=2n/5

Donc h =22+ 20 cos (%EtwL(p).
Avect=0eth=2,0ona:2=22+20cos ¢. Donc ¢ = -m.

La formule algébrique représentant la hauteur de la cabine M en fonction du temps est : h =22 —

20 cos 2—Tct.
5
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I1. Stratégies possibles pour trouver le moment t; ou la cabine M est a la hauteur h =35 m
dans phase 1

e Stratégie liée au modele C :

L

Avec h=35m, ona OC = 13 m. Donc cos MOC =13/20 = 0,65
MOC =~ 0,86 (rad)

5
At=Aop/ o= 0’86'5 ~ 0,68 minutes
t1 ~2,5-0,68 ~ 1,82 minutes

e Stratégie liée au modele O :

Avech=35m,ona:22-20 cos (2at,/5) = 35
< cos (2mt/5) = - 0,65
& 2nt/5= 0737w
< 24/5~0,73
& 2t = 3,65
<t ~ 1,83 minutes
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Tém tit

Twa dé ludn an: Khai niém tuan hoan trong day hoc khoa hoc ¢ Phép va Viét Nam : d6 an su
pham dua vao cac ham s6 tuan hoan bang mo hinh hoa

béi tuong trung tdm cua nghién ctru 1a sy mo hinh hoa toan hoc céac hién tuong tuan hoan trong
day hoc ¢ trung hoc, dac biét 1a m6 hinh héa toan hoc cac hién tugng tuin hoan theo thoi gian.

Nghién ctru khoi dau tir mot ghi nhan do su so sanh viéc day hoc giita Phap va Viét Nam: hoic
ngudi ta tranh day hoc mé hinh hoa bang cach xay dung mdi quan hé giita toan hoc va cac mon
khoa hoc khac nhu mot méi quan hé ing dung (Viét Nam), hodc nguoi ta khuyén khich sy quan
tam dén mo hinh héa nhung khéng cung cép cho gido vién nhitng phuong tién dé day hoc n6
(Phap).

Tuan hoan 1a khéi niém trung tim trong qua trinh mo hinh hoa céc hién tuong c6 tinh chu trinh
va cac hién tuong dao dong. Trong su hinh thanh khoa hoc cua khai niém nay, cdc ham s6 tudn
hoan, dic biét 1a cac ham sb lugng giac duoc hinh thanh nhu nhitng cong cu mo hinh héa cac dai
lugng bién thién tro lai cung mot trang thai mot cach déu dan va vo han theo thoi gian.

Tir mot diéu tra khoa hoc luan vé cac cac hién twong tudn hoan theo thoi gian duoc nghién ctru
boi Vit ly, chiung toi xac dinh hai mé hinh toan hoc C (cac chuyen dong tron déu) va O (cac dao
dong diéu hoa) voi nhimg hé théng biéu dat dd thi va dai sb khac nhau. Viéc phan tich thé ché
cho phép xem xét, so sanh sy hi¢n dién ctia hai mo hinh trén trong day hoc toan, vat ly ¢ trung
hoc Phéap va Vi¢t Nam. Két qua phan tich thé ché chi rd sy mo nhat cua viéc ndi khép hai mo
hinh d6 trong day hoc. N6 ciing cho thay sy thiéu ving cac ki thuat dé thyc hién budc chuyén tir
mo hinh nay sang mé hinh khac trong khi day 1a mot trong nhitng céai dugc thua cua chinh viéc
mo hinh hoa.

Phan thuc nghiém bao gé)m mot bd cau hoéi cho hoc sinh Viét Nam va mot d6 an su pham. Do 4n
nay to chirc viéc xay dung (trong mdt moi truedng hinh hoc dong) cac ham so6 tuan hoan nhu mod

hinh cta cac hién tugng dong bién thi€n tuan hoan nho sy ndéi khép gitra hai mé hinh C va O.

Twr khoa: tudn hoan va ham s6 tuin hoan, mé hinh hoa, hinh hoc dong.



Résumé

L’objet central de I’étude est la modélisation mathématique de phénomeénes périodiques dans
I’enseignement secondaire, plus particulierement celle des phénomenes périodiques temporels.

L’étude part d’un constat établi en comparant les enseignements secondaires francais et
vietnamien : soit on évite I’enseignement de la modélisation mathématique en concevant le
rapport des mathématiques aux autres disciplines scientifiques comme un rapport d’application
(Viét Nam), soit on préconise la prise en compte de la modélisation mathématique sans donner
les moyens aux enseignants de mathématiques de I’enseigner (France).

La périodicité est le concept central dans le processus de modélisation des phénomenes cycliques
et des phénomeénes oscillatoires. Dans la genése scientifique de ce concept, les fonctions
périodiques, notamment les fonctions trigonométriques, se sont constituées progressivement
comme modeles de grandeurs variables en général en fonction du temps, qui retournent
régulierement et indéfiniment au méme état.

A partir d’une enquéte épistémologique sur les phénomenes périodiques temporels étudiés par la
Physique, nous repérons deux modeles mathématiques, C (mouvements circulaires uniformes) et
O (oscillations harmoniques) avec leurs différents registres, graphique et algébrique. Une analyse
institutionnelle examine et compare la présence de ces deux modeles dans les enseignements
secondaires de mathématiques et de physique, en France et au Viét Nam. Cette analyse met en
¢vidence la faiblesse de I’articulation entre ces deux modeles et 1’absence de technique pour
effectuer le passage de 1’'un des modeles a ’autre, alors qu’il s’agit d’un des enjeux de la
modélisation elle-méme.

Le dispositif expérimental se compose d’un questionnaire aux éléves vietnamiens et d’une
ingénierie didactique qui organise, dans un environnement de géométrie dynamique et en
articulant les deux modeles C et O, la construction de fonctions périodiques comme modeles de
phénomeénes de co-variations périodiques.

Mots clés : périodicité et fonction périodique, modélisation, géométrie dynamique



