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Introdution
Cei n'est pas un manhot

René Magritte l'aurait peut-être dit : � Cei n'est pas un manhot �1.Pourtant, au premier regard, haun d'entre nous a sans doute onjeturé, sans plusde ré�exion, qu'il s'agissait d'un manhot, ou peut-être d'un pingouin. Mais peu seseront instantanément dit � Cei n'est pas un manhot, ei est l'image d'un manhot,sa représentation �. Car assurément, ei n'est pas un manhot. Tout omme la pipe deMagritte qui ne pouvait être ni bourrée ni fumée, e manhot ne peut se nourrir, nousne pouvons l'entendre rier.Cette image, qui se trouve être une photographie, n'est qu'un ensemble d'élémentsgraphiques évoquant le réel. Et 'est l'observateur qui l'analyse et y assigne un sens,omme l'expliquait Umberto Eo [Eo, 1970℄ en parlant d'une annone publiitaire :� Mais en réalité, quand je vois un verre de bière (vieille question psyhologique quiemplit l'histoire de la philosophie) je perçois bière, verre et fraîheur, mais je ne lessens pas : je sens au ontraire quelques stimuli visuels, ouleurs, rapports spatiaux,inidenes de lumière, et. (don déjà oordonnés dans un ertain hamp pereptif),et je les oordonne (dans une opération transitive omplexe) jusqu'à e que s'engendreune struture perçue qui, sur la base d'expérienes aquises, provoque une série desynesthésies et me permet de penser : � bière glaée dans un verre �. �Les représentations des hoses deviennent les hoses : l'homme interprète les élé-ments qu'il reçoit, et leur assigne une signi�ation en les mettant en orrespondaneave ses onnaissanes. Par notre expériene ommune, nous pouvons donner un sens àdes éléments �guratifs : Eo parle de odes de reonnaissane. Quotidiennement, nousperevons, sans avoir onsiene de ette méanique sous-jaente.1Référene au tableau La Trahison des images de René Magritte (1929, huile sur toile, 59 x 65 m,Art Institute of Chiago), légendé "Cei n'est pas une pipe".5



6 IntrodutionConfronté à ette image, l'ordinateur, lui, serait sans doute plus prohe de la visionde Magritte. Il ne nous répondrait bien sûr pas que ei n'est pas un manhot, maisenore moins que ei est un manhot. Par ontre, il en resterait à e qu'il sait : eiest une image, 'est-à-dire un ensemble de pixels, ayant haun des aratéristiques etformant un tout. Ce que le tout représente, il ne le sait pas.Pour l'homme, la pereption des images va enore plus loin : onfrontés à un ensembled'images, nous avons la apaité de les lasser en atégories. Cette lassi�ation peut, parexemple, être déduite du genre des images : s'agit-il de photographies, de peintures, deshémas ? Mais le lassement est souvent bien plus subtil, liant signi�ation et hiérarhie.Dans la atégorie mammifères, nous délimiterons les oiseaux, avant de nous restreindreà eux qui ne peuvent voler, pour aboutir (probablement après d'autres subdivisions)aux manhots. Sans ompter que nous pourrons également faire intervenir des notionsde taille, ouleur, texture, orientation, forme, éhelle...S'il est impossible pour un ordinateur de savoir, sans information extérieure, quel'image représente un manhot, on peut par ontre espérer le lui faire déduire, et e dela même façon que nous : en utilisant des onnaissanes antérieures. Ainsi, si nous luifournissons un ensemble d'exemples, lui apprenant que telles images représentent desmanhots, telles autres des arbres, et telles autres des biylettes, alors, nous pouvonsensuite lui donner pour règle que � tout e qui ressemble plus à un manhot qu'au resteest un manhot � (les exemples d'apprentissage devant ouvrir le hamp des possibilités).Reste pour ela à lui donner les moyens de pouvoir quanti�er ette ressemblane.Bien entendu, la tâhe est plus omplexe que ela peut paraître. Tout d'abord, nousl'avons dit, pour un ordinateur, toute image est un ensemble de pixels. Pour lui, don,pas de di�érene entre le dessin et la photographie ; ni entre le manhot et la biylette.D'autant plus que graphiquement, il existe une in�nité de moyens pour représenter unmanhot, le suggérer, le symboliser. Et il existe une in�nité de manhots possibles :manhot de pro�l, debout, nageant, la tête baissée, adulte ou jeune. . . Pour répondre àes di�ultés, deux sortes de méthodes existent : la première vise à travailler diretementsur la représentation par pixels et à l'exploiter au mieux. La seonde se propose plut�tde dé�nir des représentations alternatives des images, qui intègrent la sémantique. C'estette seonde voie que nous emprunterons dans e manusrit.En e�et, les pixels sont une forme de représentation obtenue par un dispositif phy-sique (par exemple, un appareil photo). Mais e n'est qu'une possibilité de représentationparmi d'autres, qui a priori n'a pas à être privilégiée pour exploiter une image. Toutautre forme de représentation est légitime sous réserve qu'elle soit intéressante et puisseapporter des informations omplémentaires. Le but �nal n'est don pas d'opposer lesmatries de pixels à d'autres modèles symboliques, mais bien, dans l'idéal, d'être apabled'allier les deux pour tirer parti de leur omplémentarité.Le nouveau modèle de représentation se doit de pouvoir être extrait de toute image,tout en évitant d'être trop omplexe : sa réation, son stokage, son analyse doiventpouvoir être réalisés en temps raisonnable. Mais, e ritère de simpli�ation n'est pasréellement une ontrainte en soi. En e�et, omme l'explique Eo, l'homme n'a pas be-soin de tous les détails pour assigner un sens : � [...℄ nous avons dit aussi qu'un signepeut dénoter globalement un perçu, réduit à une onvention graphique simpli�ée. C'est



Introdution 7préisément pare que, parmi les onditions de la pereption, nous hoisissons les traitspertinents, que e phénomène de rédution se véri�e dans la quasi-totalité des signesioniques [...℄. � L'image est information, ependant une partie d'entre elle est super�uedans le sens où elle n'est pas néessaire à sa ompréhension, et peut être perdue ouignorée au pro�t de la mise en exergue des informations pertinentes et néessaires.Puis vient la mise en orrespondane des modèles : puisqu'ils renferment l'informa-tion fondamentale des images qu'ils représentent, 'est désormais diretement sur euxqu'il faut onentrer les e�orts. Cei passe par l'élaboration d'une proédure appropriéeet e�ae permettant de véri�er d'une part si des modèles sont les mêmes (e qui signi�eque les images sous-jaentes ont une sémantique prohe), s'ils sont inlus les uns dansles autres (le onept représenté sur telle image fait partie de eux ontenus dans telleautre image) ou s'ils se ressemblent (les images dont ils sont issus ont une sémantiqueprohe).Un mode de représentation intégrant la sémantiqueLe travail présenté dans e manusrit va s'attaher à s'abstraire de la représentationd'images basée sur des pixels, et à se donner un autre modèle de représentation. Celui-i devra, dans la mesure du possible, être dépourvu d'information super�ue, tout enonservant elle qui est essentielle. Il sera en outre néessaire de s'assurer que e modèlepuisse être extrait de façon universelle, quelque soit l'image onsidérée. En�n, il nousfaudra trouver une solution e�ae pour pouvoir assoier entre eux les modèles � ouparties de modèles � et mettre en avant leur similarité.Parmi les représentations alternatives possibles, nous baserons notre travail surune théorie informatique et mathématique onnue, la théorie des graphes. Les graphessont des modèles de représentation souvent utilisés. Ils peuvent ainsi �gurer des ré-seaux (informatiques, életriques, soiaux, éonomiques, de transport. . . [Milgram, 1967,Hong et al., 2004℄), être utilisés en logistique (plani�ation, stokage, routage), en bio-logie et en himie [Bonhev et Rouvray, 1991℄, en artographie [Dent et al., 2008℄, enarhiteture [Franz et al., 2005℄, en linguistique [Nivre et MDonald, 2008℄, en basesde données, mais aussi pour modéliser des problèmes (problème des quatre ouleurs[Robertson et al., 1997℄, du voyageur de ommere [Applegate et al., 2006℄. . .). L'at-tention s'est portée depuis plusieurs années sur la modélisation d'images sous formede graphes et sur leur utilisation pour la reonnaissane de formes [Conte et al., 2007℄.En outre, on assiste à la réation de bases de données de graphes, soit générés arti�-iellement [De Santo et al., 2003℄, soit issus de données réelles [Riesen et Bunke, 2008℄(lettres manusrites, empreintes digitales, symboles, objets, doument Web, moléuleset protéines) dédiées au développement d'algorithmes.Les graphes peuvent être omplexes. Mais nous l'avons dit, le modèle hoisi nedoit pas l'être trop, e pour des raisons d'e�aité. En outre, utiliser un modèle troprihe risque d'avoir un autre désavantage : masquer le graphe lui-même, et utiliser dondavantage les données ajoutées que le graphe.Nous onsidérerons don des graphes onstitués de deux entités : les sommets et les



8 Introdutionarêtes, dénotant respetivement des éléments, et les relations entre eux. De tels graphesont été � et sont � l'objet d'études algorithmiques notoires (reherhe de plus ourthemin, oloration, détermination de �ux maximal, parours en profondeur et largeur,fermeture transitive. . . [Cormen et al., 1990℄). Les graphes que nous étudierons aurontune partiularité supplémentaire, elle de la planarité. Plus préisément, il s'agira degraphes plans, 'est-à-dire de graphes plongés dans le plan, de façon à e qu'auune deleurs arêtes ne se roise. Nous le verrons, ette partiularité est en fait assez naturellelorsqu'il s'agit de représenter des images.La reonnaissane de formes est un des domaines d'appliation prinipaux de la re-présentation d'images sous forme de graphes. Elle vise à identi�er des motifs présentsdans des images, de façon à pouvoir les mettre en rapport les unes ave les autres.Il s'agit don de onsidérer tout graphe omme étant un ensemble de motifs, et deherher à retrouver tout ou partie de es motifs (rigoureusement identiques ou légère-ment modi�és) dans d'autres graphes. Cette tâhe est intimement liée à la lassi�ationd'images, qui vise à onstituer des lasses d'images selon des ritères prédé�nis (on pour-rait don arriver à réer automatiquement la lasse des manhots), ou enore à assignerde nouvelles images à des lasses existantes (tout e qui serait plus prohe de la lassedes manhots que des autres lasses serait un manhot). Ces appliations peuvent êtreonsidérées omme des sous-domaines de l'apprentissage automatique, où l'ordinateurapprend à généraliser à partir des onnaissanes et règles fournies et déduites de son ex-périene. De nombreuses appliations de tels travaux existent. Il peut par exemple s'agirde reherhe d'information (nous le verrons dans la partie suivante pour les moteurs dereherhe), d'analyse d'images médiales a�n de déteter des anomalies (diagnosti as-sisté), de ontr�les qualité industriels, de détetion automatique de ontrefaçons (parreherhe de motifs), ou enore de reonnaissane de visages ou d'attitudes.Une autre étape importante est elle de la mise en relation des modèles et de ladéouverte de aratéristiques ommunes. Pour deux graphes donnés, il peut s'agir demettre en orrespondane les sommets du premier graphe ave eux du seond. Une telleassoiation dépend à la fois des attributs des sommets, et des arêtes pouvant exister.Elle peut être envisagée omme un alignement des sommets (semblable à l'alignement deséquenes d'ADN pour la déouverte de ressemblanes struturelles en bioinformatique,voir la �gure 0.i) ontrainte par le respet des arêtes existant entre eux.
Fig. 0.i � Alignement de trois séquenes d'ADN : ertaines bases sont en trop, oumanquantes, ou di�érentes.Cette mise en orrespondane des sommets en aord ave les arêtes qui les relientest appelée appariement de graphes (graph mathing). Il est évident que pour deuxgraphes, de nombreux appariements de sommets sont possibles. Parmi eux, ertains



Introdution 9sont meilleurs que d'autres, pare qu'ils respetent mieux les attributs des sommets,ou les arêtes. Dans l'idéal, 'est le meilleur appariement que l'on souhaite trouver, a�nde dire ave préision si les graphes � et don les images � se ressemblent. Étudier lesritères entrant en ompte dans le alul de la qualité d'un appariement sera une destâhes dérites dans ette thèse.En fait, l'appariement de graphes est un terme qui englobe plusieurs problématiques.Parmi elles, nous onentrerons nos e�orts en partiulier sur le développement d'algo-rithmes d'isomorphisme de graphes et de sous-graphes, permettant de onlure sur lefait que deux graphes puissent être les mêmes (les images ont la même sémantique), ouque l'un puisse être inlus à l'intérieur de l'autre (le onept d'une image est un desonepts d'une autre image).Intérêt et utilité d'un mode de représentation intégrant lasémantique des imagesPourquoi veut-on amener un ordinateur à être apable de raisonner sur la sémantiquedes images ? Car elles nous entourent, et, onstituant plus qu'un détail, elles prennentpeu à peu le pas sur le texte, bien qu'ils restent omplémentaires2 . Utilisées pour la pé-dagogie, elles visent à transmettre des onnaissanes, expliquer, illustrer, ompléter. Lesimages journalistiques tendent elles à informer, dérire des faits, transmettre des don-nées en représentant le réel (e qui n'exlut pas des hoix de omposition ou d'instants).Les publiitaires les utilisent pour attirer le regard, mettre en situation, argumenter etonvainre...Or, toutes es images nous sont présentées à la fois de façon tangible, réelle (dansdes magazines, des prospetus, des a�hes, des atalogues, des livres...) mais aussivirtuelle, et 'est sans doute à e niveau qu'elles sont de plus en plus présentes. Lesordinateurs personnels, mais surtout Internet, ouvrent des possibilités et véhiulentun nombre roissant d'images numériques. Et es dernières ne sont plus un simpleomplément : la reherhe d'information, qui auparavant ne se basait que sur les donnéestextuelles, les intègre aujourd'hui [Barnard et al., 2003, Moulin et al., 2010℄. D'autrepart, nous le savons, ertains moteurs de reherhe onsarent une partie de leurs serviesà la reherhe d'images. Le très usité Google3 propose ainsi de retrouver des images àpartir de mots-lés (voir la �gure 0.ii), puis de les �ltrer par taille, ouleur, mais ausside ne séletionner que des visages, des photographies, ou des dessins.Mais ertains moteurs vont enore plus loin, omme TinEye 4 qui renvoie, à partird'une image ou de son URL, la même image et/ou des versions modi�ées (meilleuredé�nition, hangement de adrage, de ouleur, obstrution...) ; ou enore GazoPa 5 quirenvoie des images similaires (selon des ritères tels que la ouleur ou la forme) et propose2Claude Cossette, Les images fontionnelles http://www.omviz.om.ulaval.a/module1/1.4_fontion.php3http://www.google.om4http://www.tineye.om/5http://www.gazopa.om/

http://www.comviz.com.ulaval.ca/module1/1.4_fonction.php
http://www.comviz.com.ulaval.ca/module1/1.4_fonction.php
http://www.google.com
http://www.tineye.com/
http://www.gazopa.com/


10 Introdution

Fig. 0.ii � Premiers résultats de Google à la requête � manhot � (auun ritère parti-ulier spéi�é).même aux utilisateurs de dessiner leur requête. L'image n'est don plus seulement lerésultat d'une reherhe, mais également sa donnée (voir la �gure 0.iii).

Fig. 0.iii � Premiers résultats de TinEye (1ère ligne) et de Gazopa (2nde ligne) à larequête orrespondant à l'image du manhot.Les résultats de es outils6 sont intéressants mais restent limités. TinEye ne permetque très peu de généralisation puisqu'il renvoie exatement la même image modi�ée :auune possibilité, don, de trouver l'image d'un autre manhot. Quant à GazoPa, lesritères utilisés n'intègrent visiblement pas � ou peu � de sémantique : les résultats sontohérents vis-à-vis des ouleurs, mais pas des objets représentés. L'intérêt du dévelop-pement d'une méthode unissant les points forts de es approhes est ertain.6Ces images sont présentées à titre d'illustration seulement. Les résultats varient en fontion de ladate de la reherhe et de ses paramètres.



Introdution 11Contexte de l'étudeLe sujet de ette étude est au ÷ur des préoupations du projet ANR blan SAT-TIC7, mené en partenariat ave le Laboratoire Hubert Curien de Saint-Étienne et leLIRIS de Lyon. Le postulat de départ est qu'il est néessaire de développer un systèmede représentation rihe permettant de dérire les images, tout en étant mathématique-ment bien dé�ni et exploitable informatiquement de façon e�ae. Initialement, nousnous sommes essentiellement foalisés sur les images de type vignette, de faible dé�ni-tion (omme elles renvoyées par une reherhe sur Google Images, par exemple) et surl'utilisation de points d'intérêt. En e�et, même si ette question dépasse le adre de emanusrit, il semble que dans e ontexte, les méthodes numériques utilisées en imagesoient pénalisées. Les méthodes symboliques peuvent onstituer alors une alternative àétudier.Plusieurs étapes ont ainsi été dé�nies :� hoix de strutures symboliques et dé�nitions de mesures permettant d'évaluerles distanes entre images ;� aratérisation statistique de es strutures symboliques ;� dé�nition d'algorithmes sur es strutures permettant le alul de mesures dedistanes.Le travail présenté dans e manusrit a prinipalement ÷uvré pour atteindre lespremier et troisième buts.Organisation du manusritCe manusrit est organisé en inq hapitres.Le premier est onsaré à la représentation d'images sous diverses formes onsti-tuant des alternatives aux matries de pixels. Pour ela, nous évoquerons les prinipalesnotions sur les images numériques qui seront utiles à notre étude. Nous aborderonsnotamment la segmentation et l'extration de aratéristiques. Puis nous nous foalise-rons sur les représentations struturées d'images, des histogrammes aux haînes, et auxarbres, pour aboutir aux graphes.Le deuxième hapitre sera entré sur les appariements de graphes, et plus préisé-ment sur l'étude de ritères permettant d'élaborer une fontion de oût d'appariements.Nous verrons que ette approhe, devant permettre de disriminer un mauvais apparie-ment d'un meilleur, et don d'entrer en possession de moyens permettant d'optimiserles appariements de graphes, n'a pas abouti. Nous réorienterons nos travaux dans leshapitres suivants, pour nous reentrer sur la struture des graphes.Nous montrerons dans le troisième hapitre e que la théorie des graphes peut appor-ter au domaine de l'image. Nous introduirons la terminologie néessaire sur les grapheset la planarité. Puis nous aborderons plus partiulièrement l'isomorphisme de grapheset de sous-graphes. Nous expliquerons omment les utiliser dans le ontexte de la re-onnaissane de formes. En�n, nous évoquerons également les problèmes de plus grand7http://labh-urien.univ-st-etienne.fr/wiki-satti/index.php/Main_Page

http://labh-curien.univ-st-etienne.fr/wiki-sattic/index.php/Main_Page


12 Introdutionsous-graphe ommun et de distane d'édition de graphes, témoins de la similarité entreimages.Le hapitre quatre sera onsaré à la présentation d'une nouvelle méthode d'extra-tion de graphes plans à partir d'images. Nous y exposerons notre ahier des harges,et e qui fait l'originalité et l'intérêt de la méthode. Nous aborderons ensuite ha-une des étapes menant à l'élaboration d'un graphe plan, avant de présenter une sé-rie d'expérimentations. Les travaux de e hapitre ont donné lieu à une publiation[Samuel et al., 2010℄.En�n, le dernier hapitre onernera l'élaboration d'algorithmes polynomiaux per-mettant de répondre aux problématiques d'isomorphisme de graphes et de sous-graphespartiuliers : les graphes plans à trous. Nous dé�nirons es graphes, et nous intéresseronsaux di�érents isomorphismes les onernant. Puis nous introduirons la notion d'équiva-lene de graphes plans à trous, et mettrons en évidene ses liens ave l'isomorphisme.Nous présenterons ensuite des algorithmes d'isomorphisme d'une part, et de reherhede motifs d'autre part, avant de proposer quelques expérimentations préliminaires dansle domaine de l'image. Les travaux de e hapitre ont été publiés dans deux onférenes[Damiand et al., 2009b, Damiand et al., 2009a℄, et un journal [Damiand et al., 2011℄.



1Représentation d'images sous forme struturée
Sommaire1.1 Préambule sur les images numériques . . . . . . . . . . . . . 131.1.1 Dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141.1.2 Deux opérations usuelles de traitement d'images . . . . . . . 191.2 Premières représentations struturées d'images . . . . . . . 221.2.1 Représentation sous forme d'histogrammes . . . . . . . . . . 231.2.2 Représentation sous forme de haînes . . . . . . . . . . . . . 241.2.3 Représentation sous forme d'arbres . . . . . . . . . . . . . . . 261.3 Représentation struturée d'images sous forme de graphes 281.3.1 Graphes d'images segmentées . . . . . . . . . . . . . . . . . . 291.3.2 Graphes et points d'intérêt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31Ave les appareils photo numériques, les sanners, les logiiels de retouhe d'images,Internet et les ordinateurs en général, il est devenu fréquent, voire quotidien, de mani-puler e que l'on appelle des images numériques. Dans e but, elles sont stokées sousla forme d'ensembles de pixels. Cependant, si aujourd'hui es images nous entourent, ilest devenu néessaire, pour les étudier plus attentivement, d'envisager des modèles dereprésentation alternatifs. En e�et, des domaines de reherhe tels la reonnaissane deformes ou la lassi�ation d'images requièrent une modélisation plus rihe, plus stru-turée, pour donner automatiquement du sens à une image.Dans e premier hapitre, nous exposerons tout d'abord les notions de base sur lesimages numériques. Ainsi, après en avoir donné les prinipales aratéristiques, nousnous intéresserons à deux opérations de traitement d'images : la segmentation et l'ex-tration de aratéristiques. Par la suite, nous porterons notre attention sur plusieursmodèles symboliques de représentation des images numériques, permettant de strutu-rer l'information qu'elles ontiennent. Il s'agira des histogrammes, des haînes, et desarbres. Nous terminerons notre étude par la représentation sous forme de graphes, quisera le modèle privilégié de ette thèse.1.1 Préambule sur les images numériquesDans ette première partie, nous nous proposons de développer ertaines notions debase sur les images numériques. Il s'agit de onepts, parfois ommuns pour un leteur13



14 Chapitre 1. Représentation d'images sous forme struturéefamilier du domaine, qui nous permettront d'appréhender au mieux les travaux exposésdans ette thèse. Nous nous intéresserons tout d'abord aux prinipales dé�nitions en lamatière, avant de détailler deux opérations usuelles de traitement d'images.1.1.1 Dé�nitionsCe qu'est une image numériqueUne image numérique désigne une image aquise (par exemple par un appareil photoou un sanner. . .), ou bien réée (notamment par un programme informatique ou unetablette graphique. . .), qui est ensuite stokée sur un support (omme un disque dur ouune lé USB. . .) et qui peut, par la suite, subir divers traitements (e peut être une modi-�ation de taille, de ouleur, ou bien d'autres hoses enore). Cette image représente unesène qui, pour les besoins pré-ités de stokage, de représentation sur ordinateur, de ma-nipulation ou d'analyse, se trouve déomposée en un ensemble de ellules dénombrables.On peut ainsi faire un parallèle entre ette façon de représenter des images et les mo-saïques ou les vitraux, omparaison notamment proposée dans [Coeurjolly et al., 2007℄(voir �gure 1.i pour une illustration1). Cependant, e rapprohement a des limites : dansle as des mosaïques et vitraux, les di�érentes pièes omposant la sène ont une formequi s'ajuste à elle des objets représentés. Chaque pièe peut don avoir sa propre formepour mieux respeter les ontours des objets.

Fig. 1.i � Déoupe d'une mosaïque et d'un vitrail : exemple de sènes déomposées enun nombre �ni d'éléments.Le déoupage n'est pas aussi libre pour les images numériques : elles sont omposéesd'un nombre �ni d'éléments de même dimension formant la plus petite unité d'uneimage, appelés pixels (abréviation de la loution anglaise piture element, attribuée àF. C. Billingsley [Billingsley, 1965℄), ayant haun une position spatiale et une valeur.Cette déomposition est visible sur la �gure 1.ii2.1Ces deux images sont sous liene Creative Commons, libres de reprodution, distribution et modi-�ation, et aessibles aux URLs suivantes : http://www.flikr.om/photos/jfgornet/4124350882/et http://www.flikr.om/photos/dalbera/2131300627/.2Cette image est sous liene Creative Commons, libre de reprodution, distribution et modi�ation,

http://www.flickr.com/photos/jfgornet/4124350882/
http://www.flickr.com/photos/dalbera/2131300627/


1.1. Préambule sur les images numériques 15

Fig. 1.ii � Une image numérique : zoom sur la déomposition en pixels.On peut don, de façon plus formelle, onsidérer une image numérique omme étantune matrie de pixels. Dans la suite de ette thèse, nous utiliserons le terme imagenumérique pour désigner toute image véri�ant ette déomposition (par opposition,par exemple, aux images vetorielles qui sont dérites par des formules géométriquesmodélisant le traé, et peuvent s'a�her sans perte à di�érentes éhelles). De plus, nousnous intéresserons uniquement aux images en deux dimensions.Notions assoiéesDe nombreuses notions sur les images matriielles ont été introduites. Considéronstout d'abord les onepts de voisinage et d'adjaene de pixels [Coeurjolly et al., 2007℄.Un pixel p de oordonnées (x, y) a quatre voisins horizontaux et vertiaux, qui dé�nissentson 4-voisinage. Il s'agit des pixels de oordonnées (x + 1, y), (x − 1, y), (x, y + 1) et
(x, y − 1). De façon formelle, deux pixels p1 et p2 sont 4-voisins, ou 4-adjaents, si
|xp1
− xp2

|+ |yp1
− yp2

| = 1. Quant aux quatre pixels voisins en diagonale de p, ils ontpour oordonnées (x + 1, y + 1), (x + 1, y − 1), (x − 1, y + 1) et (x − 1, y − 1). Cesquatre pixels, assoiés aux 4-voisins, forment les 8-voisins. Ainsi, deux pixels p1 et p2sont 8-voisins, ou 8-adjaents, si max(|xp1
− xp2

|, |yp1
− yp2

|) = 1.On peut penser toute image numérique omme étant une fontion f ayant deux ar-guments disrets : la position spatiale des pixels, 'est-à-dire la largeur et la hauteur. Paronvention, le pixel (0, 0) se trouve en haut à gauhe de l'image (la première oordonnéeétant la largeur, la seonde la hauteur) ; pour une image ayant m pixels en largeur et
n pixels en hauteur, les oordonnées des pixels varient don de (0, 0) à (m− 1, n − 1).Cette fontion renvoie la ouleur du pixel désigné :

f : N× N→ CL'ensemble des ouleurs possibles dépend du type d'images onsidéré (se référer à la�gure 1.iii pour une illustration) :et aessible à l'URL suivante : http://www.flikr.om/photos/arnolouise/3046105408/. Elle serareprise tout au long de e hapitre.

http://www.flickr.com/photos/arnolouise/3046105408/


16 Chapitre 1. Représentation d'images sous forme struturée� C = {noir, blanc} pour les images binaires (en général, noir = 0 et blanc = 1) ;� C = R pour les images en niveaux de gris. Dans e as, seule l'intensité lumineuseest odée, en général sur 1 otet, ave 256 valeurs possibles (0 pour le noir, 255pour le blan) ;� C = R
3 pour les images ouleur (en général). La valeur de la ouleur résulte alorsd'une ombinaison linéaire des valeurs de trois omposantes.

Fig. 1.iii � Trois modes de représentation d'une même image : binaire (à gauhe),niveaux de gris (au entre), ouleurs (à droite, image originelle).Résumons simplement quelques modes de odage informatique des ouleurs. Le plusfréquent est le mode RVB (Rouge Vert Bleu, ou RGB � Red Green Blue � en anglais). Ilse base sur la synthèse additive des ouleurs (de façon identique à la lumière), et admetles trois ouleurs primaires éponymes. Chaune a une valeur omprise entre 0 et 255, leurmélange permettant d'obtenir les ouleurs intermédiaires (par exemple, [255,0,0℄ dénotele rouge, [255,255,0℄ le jaune, et [60,60,60℄ un gris foné). Le mode de représentation desouleurs utilisé préférentiellement pour l'impression est CMJN (Cyan Magenta JauneNoir, ou CMYK � Cyan Magenta Yellow Key � en anglais). Il se base sur la synthèsesoustrative des ouleurs (de façon identique à la peinture). Citons en�n le mode TSL(Teinte Saturation Luminane, ou HSL � Hue Saturation Lightness � en anglais), quisemble plus prohe de la façon dont l'esprit humain appréhende les ouleurs. Il reposesur un erle des ouleurs, dont l'angle donne la teinte, le taux de pureté étant quant àlui re�été par la saturation, et la luminosité par la luminane. Notons qu'il existe desformules permettant de passer d'un mode de représentation ouleur à un autre.La qualité visuelle d'une image numérique résulte en grande partie du nombre depixels qui la omposent, e que l'on nomme ouramment dé�nition de l'image. Unenotion onnexe est elle de résolution. Il s'agit du nombre de pixels par unité de longueur.Plus elui-i est élevé et plus la quantité d'information, et don le degré de détail, sontimportants. Ainsi, plus la résolution est élevée (le déoupage est �n), et mieux la sènereprésentée l'est �dèlement (on dit ouramment que l'image a une meilleur qualité).Notons qu'il est possible, et usité, de modéliser une même image à plusieurs résolutionssous la forme d'une pyramide [Burt et Adelson, 1983℄ (voir �gure 1.iv). Cette pyramidepeut ensuite être utilisée en traitement d'images pour travailler à di�érents niveaux dedétail.Nous pouvons rapproher es onsidérations sur la résolution du onept des imagesvignettes. Ces imagettes, de petite dé�nition, qui sont très largement utilisées sur In-
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Fig. 1.iv � Une représentation multi-résolution d'une image : la pyramide.ternet, résultent souvent du redimensionnement d'images originelles plus grandes. Ceredimensionnement engendre une perte d'information. Considérons pour illustrer nospropos la �gure 1.v. L'image de gauhe a vu sa dé�nition réduite de moitié à réso-lution onstante, omme on peut le voir sur l'image du entre. En l'a�hant alors àsa dimension d'origine, on obtient l'image de droite : on onstate lairement qu'uneperte d'information a eu lieu. L'image vignette est don un ondensé d'information,selon un ertain algorithme de redimensionnement, de l'image d'origine. Notons qu'ilexiste évidemment des méthodes d'interpolation pour tenter de permettre le retour à ladimension de l'image d'origine ave une perte minimisée.
Fig. 1.v � Création d'une image vignette et perte d'information engendrée.On assoie à une image numérique une taille, en otets, qui est fortement dépen-dante de la façon dont les informations sont représentées en mémoire. Il existe ainsi denombreux formats, ouleur ou non, propriétaires ou non, et ave ou sans ompression(par exemple, JPEG, GIF, PNG, PPM. . .).



18 Chapitre 1. Représentation d'images sous forme struturéeLors de l'aquisition d'une image numérique, ou lors de traitements qui lui sont ap-pliqués, de nombreux paramètres entrent en jeu. Il peut s'agir de onditions d'élairageou de luminosité, de hangement d'éhelle, de rotation, de l'existene de bruit, de l'o-ultation de ertaines zones ou de readrage, de modi�ation de ontraste. . . (voir la�gure 1.vi pour une illustration). Ces éléments sont largement à prendre en ompte pourles problématiques de reonnaissane de formes : l'enjeu est de parvenir à reonnaîtreun objet, en passant outre es obstales.

Fig. 1.vi � Di�érents traitements apportés à une image numérique. De haut en bas etde gauhe à droite : image originelle, hangement de luminosité, rotation et readrage,modi�ation de ontraste, oultation, ajout de bruit.
Le ontrasteLa dernière notion que nous détaillerons est elle de ontraste. Il s'agit d'une mesurede pereption de la di�érene de luminosité entre deux zones de ouleur. Plus sa valeurest élevée et plus grande est la di�érene. Nous avons déjà fait remarquer qu'une imageouleur pouvait être odée selon trois omposantes RVB (toute image ouleur, binaireou à niveaux de gris peut-être ramenée sur e modèle � pour les deux derniers as,haune de ses omposantes aura alors la même valeur). En réalité, il est égalementpossible de représenter une image par trois autres valeurs (on peut passer à e mode dereprésentation en appliquant de simples formules de onversion) :� la luminane Y ;� et deux valeurs de hrominane : U (di�érene de bleu) et V (di�érene de rouge).Considérons une image ou une partie d'une image : il s'agit don d'une matrie. Ennotant Y la luminane assoiée à un pixel, on peut aluler le ontraste C assoié à la ma-trie de nombreuses façons, dont les suivantes [Mihelson, 1927, Kukkonen et al., 1993℄.



1.1. Préambule sur les images numériques 19Contraste dit �simple� C
C =

Ymax

YminContraste de Weber CW

CW =
Ymax − Ymin

YminCette mesure est onseillée lorsque l'arrière plan est uniforme et de grande taille, aveun petit objet net au-dessus.Contraste de Mihelson CM

CM =
Ymax − Ymin

Ymax + YminCette mesure est onseillée si l'arrière plan et le premier plan ne sont pas bien délimités,et se partagent équitablement l'image.Contraste RMS CRMS Soit n le nombre total de pixels onstituant la matrie. Dansla suite, Yp et Ȳ orrespondent respetivement à la luminane normalisée du pixel p dela matrie et à la moyenne des luminanes normalisées des pixels de la matrie. Leontraste RMS est l'éart type des luminanes des pixels :
CRMS =

√√√√ 1

n− 1

n∑

i=1

(Yi − Ȳ )2Ces di�érentes dé�nitions abordées, nous pouvons nous intéresser dans la partiesuivante au traitement d'images numériques.1.1.2 Deux opérations usuelles de traitement d'imagesL'étude des images numériques et de leurs transformations, ou enore l'extrationd'information, sont souvent désignées par le terme traitement d'images. La frontièren'est pas toujours laire entre ette disipline et d'autres omme l'analyse d'images oula vision par ordinateur. Il est admit que l'on peut distinguer trois types de traitementd'images [Gonzalez et Woods, 2006℄ :� les traitements bas niveau : les entrées et les sorties sont toutes deux des images('était par exemple le as des modi�ations illustrées sur la �gure 1.vi) ;� les traitements mi-niveau : les entrées sont des images, et les sorties des attributsextraits de es images ('est le as, omme nous allons le voir, de la segmentationd'images et de l'extration de aratéristiques) ;� les traitements haut niveau : il s'agit de donner du sens à l'information dénotéepar l'image, pour des appliations telles que la reonnaissane de formes.Nous nous intéresserons dans ette partie à deux opérations usuelles de traitementd'images de mi-niveau : la segmentation et l'extration de aratéristiques. Ces deuxopérations s'inséreront, par la suite, dans la problématique de la représentation d'imagessous forme struturée.



20 Chapitre 1. Représentation d'images sous forme struturéeSegmentation d'imageUn proessus de segmentation vise à dé�nir un ensemble de régions disjointes pourune image donnée, régions qui sont onstituées de pixels voisins et homogènes se-lon un ritère prédé�ni. Soit R l'ensemble des pixels d'une image. Une segmenta-tion partitionne R en n régions R1, R2, . . . , Rn telles que [Horowitz et Pavlidis, 1976,Gonzalez et Woods, 2006℄ :� ⋃n
i=1Ri = R (tout pixel appartient à une région) ;� Ri ∩Rj = ∅ ∀i, j ∈ {1, 2, . . . n}|i 6= j (les régions sont disjointes) ;� Ri est un ensemble onnexe ∀i = 1, 2, . . . , n (les pixels d'une région sont 4-adjaents ou 8-adjaents, selon des onditions prédé�nies) ;� Q(Ri) = V RAI ∀i = 1, 2, . . . , n ;� Q(Ri ∪Rj) = FAUX pour tout ouple de régions adjaentes Ri et Rj.Pour les deux derniers points, Q désigne un prédiat logique dé�ni sur les pixels desrégions. Ainsi, tous les pixels d'une même région respetent au moins une propriété om-mune qui est le ritère de la segmentation ; et les pixels de régions adjaentes di�èrentselon ette (es) même(s) propriété(s).Le hallenge prinipal posé par la segmentation d'une image est elui du niveau dedétail : idéalement, le proessus de partitionnement doit s'arrêter lorsque les objets ouzones d'intérêt de l'image ont été détetés. Cette tâhe est omplexe, et de nombreusesapprohes existent [Bolon et al., 1995℄. Parmi elles, l'approhe frontière part du prinipequ'au niveau des frontières des régions doivent se produire des hangements d'intensité.On herhe alors à déteter e qui peut s'assimiler à un ontour. L'approhe région tenteelle un regroupement de pixels similaires. Il peut s'agir d'une modi�ation d'une pre-mière partition (en divisant ou regroupant des régions), ou d'une roissane de régionsen inorporant peu à peu de nouveaux pixels. Le résultat est évidemment largementdépendant de l'algorithme (et de ses éventuels paramètres) utilisé. De plus, omme onpeut le voir sur la �gure 1.vii, obtenue par un algorithme de split and merge3, un mêmeobjet peut se retrouver segmenté di�éremment si e qui l'entoure est modi�é. Ii, lefond a hangé, et les ronds orange, motifs de la tasse, ne sont pas toujours onsidérésomme des régions à part entière. Ce problème de sur et sous-segmentation est un desdé�s de ette opération de traitement d'images.Extration de aratéristiquesUne autre solution onsiste à dérire l'image par un ensemble d'éléments araté-ristiques de ses di�érentes parties. Ces éléments aratéristiques, qui sont des pixels oudes ensembles de pixels, sont bien souvent appelés points d'intérêt et ont été introduitspour la première fois par H. P. Morave ([Morave, 1977℄). Dans l'idéal, ils se doiventd'être robustes à diverses modi�ations appliables à une image (omme déjà évoqué,il s'agit par exemple de hangement de luminosité, de point de vue, de rotations. . .).3Cette illustration a été obtenue en utilisant la version de démonstration de Desartes, un pro-gramme de segmentation interative d'images disponible en ligne : http://www.grey.ensiaen.fr/~lu/SEGMENTE/segmente.html

http://www.greyc.ensicaen.fr/~luc/SEGMENTE/segmente.html
http://www.greyc.ensicaen.fr/~luc/SEGMENTE/segmente.html


1.1. Préambule sur les images numériques 21

Fig. 1.vii � Une image de tasse ave deux fonds di�érents et les ontours des régionsorrespondantes obtenues après segmentation.De plus, ils doivent être su�samment disriminants pour permettre l'identi�ation desobjets de l'image.La première étape de ette approhe est l'extration des aratéristiques, et ela enutilisant un déteteur de points d'intérêt. Parmi les plus élèbres, on peut iter : Har-ris ([Harris et Stephens, 1988℄) et Harris A�ne ([Mikolajzyk et Shmid, 2004℄), Susan([Smith et Brady, 1995℄), ou, plus réemment et de nos jours largement utilisé, SIFT([Lowe, 1999, Lowe, 2004℄). En règle générale, on estime qu'un bon déteteur doit êtrerépétable et préis, déteter su�samment de régions pour ouvrir tous les objets del'image, et fournir des régions rihes en information. Plusieurs études ont été menées a�nde omparer les déteteurs existants ([Shmid et al., 2000, Mikolajzyk et al., 2005℄). Laseonde étape est l'assignation d'information aux points détetés, par l'utilisation d'undesripteur. Celui-i est également très important, et doit être répétable, ompat etdisriminant, et rapide à aluler. Il peut s'agir d'histogrammes (que nous détailleronsdans la partie 1.2.1), de moments, ou d'informations sur le voisinage des points (SIFT[Lowe, 2004℄, qui s'intéresse à l'orientation des gradients, est là aussi une référene).Cependant, tout omme la segmentation, l'extration de aratéristiques n'est pasexempte d'inonvénients. Intéressons-nous à la �gure 1.viii : il s'agit d'une image detasse, ave deux fonds di�érents4. Les �èhes indiquent la position, l'éhelle, et l'orien-tation des points d'intérêt. On remarque que le déteteur reste assez stable sur la tasse4Cette illustration a été obtenue en utilisant la version de démonstration de SIFT, disponible enligne : http://www.s.ub.a/~lowe/keypoints/

http://www.cs.ubc.ca/~lowe/keypoints/


22 Chapitre 1. Représentation d'images sous forme struturéeelle-même, même si ertains points ne sont pas détetés (ertains déteteurs ont desrésultats bien moins onvainants et ne déteteront que peu de points en ommun).Par ontre, il y a beauoup plus de points détetés sur le fond herbe que sur le fondiel. Il faut don faire attention à la façon dont es points seront utilisés par la suite,si l'on souhaite pouvoir reonnaître automatiquement qu'il s'agit de la même tasse,indépendamment du fond.

Fig. 1.viii � Utilisation du déteteur SIFT sur une même image de tasse ave deuxfonds di�érents.1.2 Premières représentations struturées d'imagesNous venons d'étudier des traitements bas niveau (rehaussement de ontraste, han-gement de luminosité. . .) et mi-niveau (segmentation et extration de aratéristiques)appliqués aux images numériques. Dans beauoup d'appliations, dont la reonnaissanede formes, la reherhe ou la lassi�ation d'images, le but est de déteter automatique-ment les objets représentés sur l'image, et d'y assigner éventuellement une signi�ation.Il s'agit alors de traitement d'images haut niveau. Or, il est très di�ile d'attribuer auto-matiquement un sens à une image si elle-i est uniquement onsidérée par l'ordinateuromme étant une matrie de pixels. Il est don néessaire de passer à une autre repré-sentation, que l'on appellera représentation struturée, puisqu'elle organise d'une façonou d'une autre l'information ontenue dans l'image. Le but est, dans l'idéal, double :parvenir à distinguer les di�érents objets de l'image et représenter les relations spatialesqui les lient. Pour ela, on n'a pas besoin de onserver toute l'information ontenue dans



1.2. Premières représentations struturées d'images 23l'image d'origine, mais on doit préserver au mieux elle qui est importante.Nous onsidérerons ii quatre formes de représentation, par ordre roissant de stru-turation : les histogrammes, les haînes, les arbres et en�n les graphes. Cette partie n'estévidemment pas exhaustive, de nombreux autres modèles existent, omme l'approhepar sas de mots visuels qui a pour but de onstruire un voabulaire sur les images([Nowak et al., 2006℄), qui peut par la suite être pondéré selon des ritères de fréqueneet de disrimination. On peut également iter les travaux portant sur les automates quivisent à dé�nir des langages sur les images [Culik II et Kari, 1997, Kari, 2006℄ (e quiest partiulièrement bien adapté aux fratales) et peuvent aussi servir dans des butsde ompression. Une autre approhe est elle des squelettes [Blum, 1967℄, où les objets(préalablement détetés) d'une image sont représentés par un ensemble de points équi-distants de sa frontière (il peut s'agir des entres des erles de rayons maximaux inlusdans l'objet, mais plusieurs dé�nitions mathématiques existent).1.2.1 Représentation sous forme d'histogrammesLes histogrammes sont parfois utilisés par les algorithmes de segmentation ou enorede ompression d'images, mais peuvent également être onsidérés omme une représen-tation struturée � ertes simple � à part entière [Swain et Ballard, 1991℄. Un histo-gramme est une représentation alternative d'une image, de type statistique. C'est undiagramme en bâton représentant en ordonnées le nombre de pixels de l'image véri�antla propriété de l'axe des absisses. La �gure 1.ix montre ainsi les trois histogrammesRVB d'une image.
histogramme rouge

histogramme vert histogramme bleuFig. 1.ix � Trois histogrammes RVB d'une image. En absisse : valeur de la omposante(de 0 à 255), en ordonnées : nombre de pixels de ette valeur.



24 Chapitre 1. Représentation d'images sous forme struturéeIl s'agit ii de reproduire la répartition des intensités des ouleurs. Si l'on onsidèreune image en niveaux de gris, si elle est sombre son histogramme sera onentré surla gauhe du graphique, inversement si elle est lumineuse il se trouvera à droite. Siette image est fortement ontrastée, l'histogramme sera bien réparti tout au long del'axe des absisses. On peut évidemment hoisir d'autres informations que l'intensitédes ouleurs, pour obtenir des histogrammes plus rihes et plus disriminants.Une fois les histogrammes obtenus, enore faut-il pouvoir les omparer pour évaluersi les images dont ils sont les représentants sont semblables ou non. Plusieurs méthodesde alul de distanes entre histogrammes ont été développées dans e but. Il peuts'agir de mesures d'intersetion ([Swain et Ballard, 1990℄), de distane eulidienne oude distane quadratique [Smith et fu Chang, 1996℄. Cependant, l'utilisation des histo-grammes pour des tâhes de reonnaissane de formes a des limites. Considérons la �gure1.x : elle représente deux images, qui ont exatement le même histogramme (la seondeimage n'est en fait qu'une permutation des pixels de la première). Cet histogramme, quireprésente les valeurs des pixels, n'est don pas disriminant : une simple omparaisondes distributions n'est pas adaptée à la pereption visuelle. Pour pouvoir représenter lasémantique d'une image il faut don utiliser au minimum un histogramme plus évolué.Une autre ritique à l'enontre des histogrammes est la suivante : en tant que mesureglobale, ils n'intègrent pas d'information spatiale sur la façon dont les objets de l'imagesont agenés ar ils ne permettent pas de les distinguer les uns des autres. Plusieursautres approhes ont depuis été développées, qui se basent sur des histogrammes loaux,ou sur des méthodes d'apprentissage [Chapelle et al., 1999℄.
Fig. 1.x � Une limite des histogrammes : deux images de sémantique très di�érenteayant le même histogramme.1.2.2 Représentation sous forme de haînesUne haîne est une suite ordonnée d'éléments qui permet, de par es données sé-quentielles, d'apporter des informations supplémentaires à elles fournies par exemplepar les histogrammes. Étant donné une image, plusieurs méthodes ont été développéespour en extraire une représentation sous forme de haîne. L'une d'entre elles, ourante,se base sur l'utilisation des odes de Freeman [Freeman, 1961℄. Il s'agit de parourir leontour d'un objet de l'image, en odant sa forme spatiale. Ainsi, en partant du premierpixel de ontour de l'objet renontré en haut à gauhe de l'image, et en visitant tour àtour ses voisins (ii on utilise ouramment le 8-voisinage), on peut oder sous forme de



1.2. Premières représentations struturées d'images 25haîne l'ensemble des diretions prises. Cei est illustré par la �gure 1.xi qui représentele odage du hi�re 3. À haque diretion est assoié un entier. La haîne obtenue estla onaténation de es entiers, dans l'ordre du ontour. Cei implique don d'avoirauparavant déteté le ontour des objets de l'image (e qui a pu être mené à bien parune phase de segmentation).

Fig. 1.xi � Représentation sous forme de haîne de l'image d'un hi�re manusrit, viale ode de Freeman.Une autre possibilité est d'extraire de l'image un ensemble de points d'intérêts, quipeuvent ensuite être ordonnés sous forme de haîne selon un ritère prédé�ni. Dans[Ros et al., 2005, Solnon et Jolion, 2007℄, les auteurs proposent d'ordonner les pointsselon leur ontraste, par ordre déroissant.Une fois la représentation sous forme de haîne obtenue, il s'agit d'être en possessionde moyens pour les omparer. Outre la distane de Hamming, omptant le nombre depositions où deux haînes di�èrent, la distane d'édition, introduite par Levenshtein[Levenshtein, 1966℄, dé�nit des opérations sur les haînes. On onsidère qu'il est pos-sible de supprimer un élément de la haîne, d'en insérer un, ou enore d'en substituer unpar un autre. La suite d'opérations permettant de passer d'une haîne à une autre estappelée sript d'édition. Pour obtenir la distane d'édition entre deux haînes, il fauttrouver quel sript d'édition est le moins oûteux. Pour ela, à haune des opérations(insertion, suppression, substitution) est assoié un oût, qui indique si la modi�ationest bénigne ou non, et selon quel degré. La distane d'édition entre deux haînes or-respond alors au oût du sript d'édition optimal. Cette approhe a été utilisée dans[Bunke et Csirik, 1995, Solnon et Jolion, 2007℄, es derniers ayant aussi étudié des dis-tanes entre histogrammes prenant en ompte ertaines données séquentielles.Les haînes trouvent aussi toute leur utilité lorsque l'on onsidère des lasses d'images.En e�et, d'autres mesures, telles que la haîne médiane (généralisée ou non) ou lahaîne moyenne ont été dé�nies [Bunke et al., 2002, Jiang et al., 2004℄. Ces haînes, quiminimisent la somme des distanes aux haînes de la lasse, peuvent servir de repré-sentantes de lasses pour des travaux en lassi�ation supervisée. Pour savoir à quellelasse d'images appartient un nouvel exemple, il s'agit alors de le onvertir en haîne,puis de trouver de quelle représentante de lasse il est le plus prohe.



26 Chapitre 1. Représentation d'images sous forme struturée1.2.3 Représentation sous forme d'arbresUn arbre est une représentation hiérarhique. Il s'agit d'une struture de donnéesarboresente onstituée d'une raine et de branhes liant les n÷uds entre eux, voie parlaquelle la hiérarhie est dénotée. Si l'on hoisit l'exemple d'un arbre généalogique, ledépart de l'arbre, don l'anêtre dont on étudie la desendane, est appelé la raine ;ses desendants ave enfants sont les n÷uds internes de l'arbre, et les desendants sansenfants sont appelés feuilles.Les arbres peuvent être utilisés pour représenter les images de façon struturée.L'exemple le plus onnu est elui des quadtrees [Finkel et Bentley, 1974, Samet, 1984℄.Il s'agit d'arbres, basés sur un prinipe similaire à elui de diviser pour régner, onstruitsde façon à e que haque n÷ud représente une partie de l'image initiale.
A B C DA B

C D
Fig. 1.xii � Une image simple et le quadtree orrespondant.Considérons la �gure 1.xii, qui illustre le quadtree d'une image simple (l'arbre estii sindé en quatre sous-arbres pour des besoins de visibilité). Il résulte de subdivisionssuessives de l'image : l'arbre débutant à la raine ontient l'information de l'imageomplète. Chaun de ses quatre sous-arbres ordonnés représente un quart de ette image(A : quart en haut à gauhe, B : quart en haut à droite, C : quart en bas à gauhe, D :



1.2. Premières représentations struturées d'images 27quart en bas à droite). Tout n÷ud interne non homogène selon un ritère prédé�ni (ii,la ouleur) est à son tour subdivisé en quatre �ls. Pour �nir, les feuilles de l'arbre sontétiquetées par leur valeur.On se rend rapidement ompte que la taille de l'arbre peut devenir très importante,et au pire des as atteindre le nombre de pixels de l'image. Il existe pour pallier elades méthodes permettant de le simpli�er (on peut supprimer les �ls d'un n÷ud s'ilssont homogènes à un ertain seuil près, par exemple). Cei onduit à des tehniquesde ompression d'images si l'on reonstruit une image d'après le quadtree obtenu. Demême, on peut également prééder la onstrution du quadtree par une étape de seg-mentation de l'image. Notons que d'autres partitionnements d'images sont possibles,ainsi les kd-trees [Bentley, 1975℄, les BSP trees (subdivision selon des axes arbitraires)[Qiu et Sudirman, 2001℄ et les arbres de partition [Salembier et Garrido, 1998℄ (repré-sentation hiérarhique de régions de segmentation, permettant une vision à di�érenteséhelles par fusion de n÷uds).Le ode de Freeman, déjà évoqué pour la représentation d'images sous forme dehaînes, a également été adapté pour permettre une représentation sous forme d'arbres([Bernard et al., 2008℄). Comme l'illustre la �gure 1.xiii, il s'agit en fait d'extraire lahaîne odant le ontour de l'image. Celle-i est, en parallèle, onvertie en arbre : onrée une raine, d'étiquette −1, puis haque nouveau ode engendre un �ls. Si e odeest répété plusieurs fois à la suite, des �ls sont réés pour le n÷ud ourant.
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Fig. 1.xiii � Exemple d'une image d'un hi�re manusrit représentée sous forme d'arbre,via l'utilisation du ode de Freeman.Étant donné des arbres représentant des images, il s'agit alors de pouvoir les ompa-rer. Une possibilité est l'utilisation de la distane d'édition entre arbres. Déjà évoquéedans la partie préédente 1.2.2 sur les haînes, la distane d'édition entre arbres admetprinipalement trois opérations [Bille, 2005℄ : la substitution du label d'un n÷ud par



28 Chapitre 1. Représentation d'images sous forme struturéeun autre, la suppression d'un n÷ud interne (ses �ls deviennent les �ls de son père) etl'insertion d'un n÷ud. L'alignement d'arbres peut être onsidéré omme une variante dela distane d'édition [Jiang et al., 1994℄. Il s'agit tout d'abord d'insérer des n÷uds delabels vides jusqu'à e que les deux arbres aient une struture identique, puis d'assignerun oût à ette suite d'opérations et aux substitutions de labels. On peut égalementiter les travaux sur l'inlusion d'arbres [Chen, 1998℄, un arbre étant inlus dans unautre si une suite de suppressions de n÷uds permet de le retrouver.1.3 Représentation struturée d'images sous formede graphesDes histogrammes aux arbres, en passant par les haînes, nous avons gagné en stru-turation des données de l'image. Un modèle supplémentaire, plus omplexe, permetd'aroître enore l'information odée : le graphe. Les graphes extraits d'images utilisésen reonnaissane de formes et vision par ordinateur sont dans la grande majorité desas non orientés.Dé�nition 1.1 (Graphe non orienté)Un graphe non orienté G est un ouple (V,E) ave :� V un ensemble �ni non vide d'éléments appelés sommets ou n÷uds ( verties enanglais) de G ;� E ⊆ V × V un ensemble �ni d'arêtes ( edges en anglais), qui sont des ensemblesà deux sommets.Le graphe non orienté représenté sur la �gure 1.xiv se dé�nit en extension de lafaçon suivante :� V = {A,B,C,D} ;� E = {{A,B}, {B,C}, {C,C}, {C,D}, {B,D}}.
A B

D CFig. 1.xiv � Un graphe non orienté.Nous verrons plus en détails le voabulaire ommunément assoié à la théorie desgraphes dans la partie 3.1.1. Pour le moment, nous nous ontenterons d'indiquer qu'unearête ontenant deux fois le même sommet est appelée boule ('est le as de l'arête
{C,C} sur la �gure 1.xiv), et que la taille d'un graphe G, notée |V |, orrespond à son



1.3. Représentation struturée d'images sous forme de graphes 29nombre de sommets. Par la suite, on désignera les graphes non orientés par le simpleterme graphes.Il est fréquent, et e notamment lorsque les graphes représentent des images, deleur assigner des étiquettes, enore appelées labels (les n÷uds du quadtree présentédans la partie préédente étaient également étiquetés, par des informations de ouleur).Appliquées aux sommets et/ou aux arêtes, e sont des données qui permettent d'enrihirle graphe. Cela revient à ajouter à la dé�nition générale d'un graphe deux fontiond'étiquetage :Dé�nition 1.2 (Graphe étiqueté)Soient LV et LE deux ensembles d'étiquettes (respetivement pour les sommets et lesarêtes de G). Un graphe non orienté étiqueté G est un quadruplet (V,E, α, β) ave :� V un ensemble �ni non vide d'éléments appelés sommets ou n÷uds ( verties enanglais) de G ;� E ⊆ V × V un ensemble �ni d'arêtes ( edges en anglais), qui sont des ensemblesà deux sommets ;� α : V → LV la fontion d'étiquetage des sommets ;� β : V × V → LE la fontion d'étiquetage des arêtes.1.3.1 Graphes d'images segmentéesNous avons étudié la segmentation d'images dans la partie 1.1.2 et vu qu'elle per-mettait de subdiviser une image en régions. Il est possible, à partir de e résultat,de onstruire des graphes de plusieurs façons (nous ne serons pas exhaustifs et nousontenterons d'introduire les prinipaux modèles).Le premier modèle à avoir été dé�ni est le RAG (Region Adjaeny Graph en anglais)[Rosenfeld, 1974℄. Il permet de dérire les relations d'adjaene entre les régions assezsimplement. Illustrons nos propos par la �gure 1.xv : il s'agit d'une image segmentée,et du RAG assoié. Nous pouvons remarquer que haque région est représentée par unsommet, et qu'il existe une arête entre deux sommets si les régions orrespondantessont adjaentes. Remarquons qu'un sommet supplémentaire a été ajouté : il orrespondà une région in�nie, qui représente l'extérieur de l'image, 'est-à-dire tout e qui nelui appartient pas. Sur l'illustration, nous avons hoisi de labelliser les sommets par laouleur de la région qu'ils dénotent. En e�et, pour ette atégorie de graphes dont lessommets représentent les régions, il est fréquent de les enrihir en indiquant des labelsinformatifs sur les régions : ouleur, forme, surfae, oordonnées du baryentre. . . pours'adapter au mieux à l'image originelle. Il est également possible d'étiqueter les arêtes(par la longueur de la frontière ommune entre les deux régions, par exemple).On peut ependant faire plusieurs remarques négatives à l'enontre des RAG. Lapremière est qu'ils ne permettent pas de di�érenier si des régions sont adjaentes ouinluses les unes dans les autres. De même, on ne peut pas savoir s'il existe une adjaenesimple ou multiple entre elles. En�n, étant donné que le modèle est simple, plusieursimages très di�érentes peuvent avoir le même RAG.Une extension a depuis été proposée : il s'agit des graphes duaux [Kropatsh, 1994,
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Fig. 1.xv � Une image simple et le RAG orrespondant.Kropatsh et Maho, 1995℄. Il s'agit en fait de deux graphes, le premier étant une évo-lution du RAG, et le seond son dual. Pour obtenir le dual G′ d'un graphe G, il s'agitde hoisir, pour haque fae de G (le dessin de G délimite l'espae en régions appeléesfaes, omme nous le verrons dans la partie 3.1.2), un point � points qui onstituerontles sommets de G′. Pour haque arête de G, on rée une arête dans G′, qui relie les deuxsommets assoiés aux deux faes séparées par l'arête de G. Le RAG devient égalementun multigraphe pour dénoter les adjaenes multiples entre deux régions ('est-à-direque l'on peut réer plusieurs arêtes entre les deux mêmes sommets), et on introduit desboules pour gérer les régions inluses (mais il faut alors être apable de déteter uneboule qui entoure géométriquement une autre région. . .). L'inonvénient des graphesduaux est qu'ils néessitent de onserver deux graphes par image, mais aussi et surtoutqu'il faut dé�nir géométriquement les arêtes et les boules.Par la suite, d'autres évolutions ont vu le jour, et ont mené à l'introdution desartes ombinatoires, qui permettent de représenter toutes les relations d'adjaeneet d'inidene entre les régions [Edmonds, 1960, Tutte, 1963, Cori, 1975℄. Nous nouslimitons dans ette thèse aux images en deux dimensions, mais notons que les artesombinatoires peuvent être dé�nies en dimension quelonque.Une arte ombinatoire peut être vue omme une struture de données représentanthaune des faes d'un graphe. Elle est onstituée d'un ensemble de brins qui orres-pondent aux arêtes des faes (toute arête partiipant deux fois pour dé�nir les faesd'un graphe, il existe deux fois plus de brins que d'arêtes). On dé�nit, sur es brins, unepermutation (il s'agit d'une bijetion de l'ensemble des brins dans lui-même). Celle-ipermet de parourir haque fae et représente don la relation d'adjaene entre lesarêtes. Par la suite, les faes ainsi représentées sont mises en relation par une involution(qui est une bijetion b de l'ensemble des brins dans lui-même, telle que b = b−1) quipermet de représenter l'adjaene entre les faes. Plus formellement, on a la dé�nitionsuivante [Lienhardt, 1991℄ :Dé�nition 1.3 (Carte ombinatoire 2D)Une arte ombinatoire 2D M = (D,β1, β2) est dé�nie par :



1.3. Représentation struturée d'images sous forme de graphes 311 2 3 4 5 6 7 8
β1 2 3 4 5 6 7 1 9
β2 15 14 18 17 10 9 8 7Tab. 1.1 � Données de β1 et β2 pour la arte ombinatoire 2D de la �gure 1.xvi.� un ensemble de brins D ;� une permutation β1 sur D, permettant de dé�nir les faes ;� une involution β2 sur D, permettant de hanger de fae.Considérons ainsi la �gure 1.xvi représentant une arte ombinatoire en dimension2. Les données assoiées à β1 et β2 sont expliitées sur le tableau 1.1.
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151Fig. 1.xvi � Une arte ombinatoire 2D.Les artes ombinatoires o�rent la possibilité de retrouver, par les fontions βi,les faes ou les sommets des graphes qu'elles représentent. De plus, elles peuvent êtreaompagnées de strutures d'inlusion (rendant ompte de l'inlusion de régions lesunes dans les autres), dont il existe plusieurs types.1.3.2 Graphes et points d'intérêtD'autres méthodes de onstrution de graphes à partir d'images ne néessitent pasde phase préalable de segmentation. À la plae, elles font appel à un déteteur de pointsd'intérêt (voir la partie 1.1.2 sur l'extration de aratéristiques), qui vont ensuite êtrereliés par des arêtes pour former un graphe. Une méthode ommunément admise pourela est de réer des graphes de voisinage. Il peut s'agir :� de l'arbre ouvrant de longueur minimale EMST (Eulidean Minimum SpanningTree), dont la somme des longueurs eulidiennes des arêtes est minimisée (on peutvoir un arbre omme étant un graphe partiulier) ;� du graphe des voisins relatifs RNG (Relative Neighbourhood Graph) pour lequel ilexiste une arête entre deux sommets v1 et v2 si l'intersetion des erles de entre
v1 et v2 et de rayon v1v2 ne ontient pas d'autre sommet ([Toussaint, 1980℄) ;



32 Chapitre 1. Représentation d'images sous forme struturée� le graphe de Gabriel GG (Gabriel Graph) pour lequel il existe une arête entre deuxsommets v1 et v2 si le erle de diamètre v1v2 ne ontient pas d'autre sommet([Gabriel et Sokal, 1969℄) ;� le graphe de Delaunay, ou enore la triangulation de Delaunay T , dont les proprié-tés sont expliquées en détail dans la partie A. Il s'agit d'une subdivision planairedont les faes sont des triangles, et telle que le erle ironsrit à tout trianglene ontienne auun autre sommet.On peut remarquer que les arêtes de es graphes de voisinage véri�ent [Fortune, 1992℄
EMST ⊆ RNG ⊆ GG ⊆ T (pour une illustration, voir la �gure 1.xvii5).Les triangulations sont fréquemment utilisées pour représenter des images en deuxdimensions ([Kohout, 2007℄) ou pour modéliser des objets en 3D ([Garia et al., 1999℄),en intégrant, si e ne sont des points d'intérêt, au moins des pixels dits signi�atifs. Onparle alors souvent de maillages. Ces modélisations sont aussi un moyen de ompresser etapproximer les images ([Taubin et Rossigna, 1998, Rossigna, 1999, Alliez et al., 2008℄).

Ensemble de points
Arbre ouvrant de longueur minimale Graphe des voisins relatifs

Graphe de Gabriel Triangulation de DelaunayFig. 1.xvii � Di�érents graphes de voisinage d'un même ensemble de points.Comme pour les graphes issus de segmentation, l'étiquetage des sommets et arêtesest possible. Cependant, eux-i n'ont plus du tout la même signi�ation. Un sommet est5Cette illustration a été obtenue en utilisant l'applet suivante disponible en ligne : http://www.im.mgill.a/~sveta/g/applet1.html

http://www.cim.mcgill.ca/~sveta/cg/applet1.html
http://www.cim.mcgill.ca/~sveta/cg/applet1.html


1.3. Représentation struturée d'images sous forme de graphes 33une région d'un �té, et un ou plusieurs pixels signi�atifs de l'autre. Une arête dénoteune adjaene de régions pour l'un, et une notion de plus prohe voisin de l'autre.L'étiquetage des sommets est on�é au desripteur de points d'intérêt, elui des arêtesest enore à étudier.De façon analogue aux histogrammes, haînes et arbres, une fois les graphes obtenus,il faut pouvoir les omparer. C'est là tout l'objet des problématiques d'isomorphismede graphes, que nous étudierons en détail dans le hapitre 3.
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36 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphesoptimiser. Nous ommenerons par présenter les prinipes qui régissent les appariementsde graphes, les onepts de qualité et oût assoiés, et nous montrerons qu'il s'agit d'unproblème ombinatoire. Puis, nous porterons notre attention sur les ritères permettantde dé�nir une fontion de oût d'appariements de graphes. Nous verrons que es ri-tères sont liés aux graphes, mais aussi intimement au domaine de l'image (desripteursattahés aux sommets). Nous présenterons en�n un ompte rendu des expérimentationsque nous avons menées pour analyser notre fontion. En partiulier, nous disuteronsles idées et variantes que nous avons imaginées.Malgré nos e�orts, nous n'avons pas obtenu les résultats esomptés, e qui nousa onduit à remettre en ause notre approhe. En e�et, nos résultats se sont avérésdéevants, e qui est en partie dû à notre inexpériene dans le domaine de l'image, maiségalement à la multipliité des ritères que nous avons herhé à optimiser. Aussi, dansles hapitres ultérieurs, nous avons réorienté nos travaux a�n de nous onentrer sur unseul de es ritères : le respet de la struture des graphes.2.1 Appariements de graphesCommençons par étudier les di�érents types possibles d'appariements de graphes,et demandons-nous si, étant donné un de es appariements, il existe un moyen de jugerde sa pertinene.2.1.1 Dé�nitionsUn appariement de graphes (graph mathing en anglais) est une relation liant deuxgraphes, onsistant en la mise en orrespondane des sommets du premier ave eux duseond.Dé�nition 2.1 (Appariement de graphes)Soient G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) deux graphes. Un appariement de G1 et G2 estune relation r ⊆ V1 × V2 telle que, si (v1, v2) ∈ r, alors v1 est apparié à v2.Auune ontrainte a priori n'est �xée sur les graphes : ils peuvent don avoir unetaille di�érente. De même, rien n'oblige à e que tous les sommets soient appariés. Ondistingue ainsi plusieurs types d'appariements, en fontion des ontraintes imposées(voir également les illustrations de la �gure 2.i) :� appariement bijetif : tout sommet de G1 (respetivement G2) est apparié à exa-tement un sommet di�érent de G2 (respetivement G1). Les deux graphes ontdon la même taille, et la ardinalité de la relation est (1, 1) ;� appariement injetif de G1 dans G2 (ardinalité (1, 0/1)) : tout sommet de G1 estapparié à exatement un sommet di�érent de G2 (on a don |V1| ≤ |V2|) ;� appariement univoque, de ardinalité (0/1, 0/1) : haque sommet apparié de G1et G2 l'est ave au plus un sommet ;� appariement multivoque, de ardinalité (0 . . . |V2|, 0 . . . |V1|) : auune ontraintepartiulière n'est imposée, haque sommet peut être apparié à zéro, un ou plusieurssommets.
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Appariement bijetif
Appariement injetif
Appariement univoque
Appariement multivoqueFig. 2.i � Types d'appariements (les ouleurs dénotent les sommets appariés. Les som-mets blans sont non appariés).



38 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphesLa notion d'appariement de graphes est intimement liée à elle d'isomorphisme degraphes, et nous étudierons di�érentes méthodes pour les obtenir dans le hapitre 3.2.1.2 Conepts de qualité et oûtEn présene d'un appariement potentiel entre deux graphes, il faut pouvoir jugerde sa pertinene, dans le but de trouver le meilleur possible, de rejeter un mauvaisappariement, ou de l'améliorer.Pour mettre en plae un moyen de juger de sa qualité, il est néessaire de dé�nire que nous appelons le oût d'un appariement, ritère qui doit permettre de disrimi-ner un bon appariement d'un moins bon : son oût sera plus faible. Sur quoi e oûtpeut-il se baser ? Sur des ontraintes que l'appariement doit respeter. Ces ontraintespeuvent être dures, 'est-à-dire qu'il doit être obligatoire de les respeter, ou souples,'est-à-dire que l'appariement doit les satisfaire au mieux. Le r�le de la fontion deoût est d'assigner des pénalités aux ontraintes dures non respetées, mais aussi auxontraintes souples, en fontion de leur degré de satisfation. Dans le adre des graphes,intuitivement, es ontraintes se portent sur les sommets (Est-il juste d'apparier tel ettel sommets ? Cela importe-t-il si je n'apparie pas tel autre sommet ?) et sur les arêtes(Si j'apparie es deux sommets à es deux autres, l'arête qui existe entre eux dans lepremier graphe existe-t-elle aussi dans le seond ?). Interviennent alors les étiquettesassignées aux sommets et/ou aux arêtes.2.1.3 Un problème ombinatoireComme nous venons de l'indiquer, la fontion de oût doit être disriminante : unbon appariement aura un oût plus faible qu'un appariement de moins bonne qualité.Ainsi, plus la qualité de l'appariement est élevée et plus son oût diminue. L'appariementoptimal aura don un oût minimal. Un appariement parfait ('est-à-dire que toutes lesontraintes dures et souples auront été parfaitement respetées) aura quant à lui un oûtde 0. Ces onsidérations portent à analyser les graphes en tant qu'objets ombinatoires :parmi tous les appariements possibles, quel est elui qui minimise le oût ? Commentl'obtenir ? On se ramène alors à un problème d'optimisation : trouver r ⊆ V1 × V2 quiminimise le oût.S'il n'est pas raisonnablement possible d'obtenir un très bon appariement de façondirete, il peut être néanmoins envisageable, à partir d'un appariement de base (ob-tenu par des méthodes ayant pour but de fournir un appariement vraisemblable à l'aided'heuristiques) et du alul de son oût, d'e�etuer des modi�ations sur l'appariement(désappariements de sommets, éhanges d'appariements, réation de nouveaux appa-riements. . .) a�n de diminuer son oût et d'obtenir, à terme, un appariement, s'il n'estoptimal, tout du moins suboptimal. On peut alors faire appel à des tehniques d'optimi-sation, les approhes par voisinage ([Kwang Y. Lee, 2008℄). Citons parmi elles les algo-rithmes génétiques et la reherhe loale ([Emile Aarts, 2003℄). Il s'agit d'explorer parvoisinage l'espae des ombinaisons d'un problème d'optimisation ombinatoire, dans lebut de trouver des solutions parmi les meilleures. L'idée est la suivante : à partir d'une,



2.2. Critères de qualité 39ou de plusieurs, ombinaisons initiales, on se propose de générer à haque étape une ouplusieurs ombinaisons voisines des ombinaisons ourantes. Les algorithmes génétiquess'inspirent de la théorie de l'évolution en biologie, qui dénote les transformations su-bies par les espèes vivantes au �l des générations, et qui explique la diversi�ation desformes de vie. Les algorithmes génétiques prennent en onsidération trois méanismesévolutifs : la séletion naturelle (les organismes les mieux adaptés à leur environnementont la plus grande probabilité de survie), les réarrangements hromosomiques liés à lareprodution par roisements et les phénomènes de mutation. L'idée est de faire évoluerun ensemble de ombinaisons selon es trois méanismes, en herhant à optimiser leurapaité d'adaptation à leur environnement, e qui orrespond à la fontion que l'onherhe à optimiser. Pour la reherhe loale, il s'agit de partir d'une ombinaison ini-tiale et d'explorer son voisinage de prohe en prohe, en séletionnant à haque étapeune nouvelle ombinaison. On onsidère don qu'une ombinaison donnée possède un en-semble de voisins obtenables par des modi�ations élémentaires (hangement de valeur,éhange de valeurs. . .). L'opérateur de voisinage est déterminant pour les résultats del'algorithme, et devrait permettre, quelque soit le point de départ, d'obtenir la meilleuresolution. Ainsi, les travaux présentés dans [Petrovi et al., 2002, Sorlin et Solnon, 2005℄utilisent la reherhe tabou pour améliorer des appariements fournis par une méthodegloutonne : il s'agit d'explorer les solutions du voisinage, tout en gardant en mémoireles dernières modi�ations e�etuées, a�n de ne pas bouler sur des optima loaux.En�n, itons également les approhes onstrutives qui ont pour but de onstruireinrémentalement des solutions en utilisant en général un modèle stohastique pourhoisir à haque étape le prohain élément. Parmi elles, l'optimisation par olonies defourmis ([Solnon, 2008℄) s'inspire du omportement olletif de es insetes : la proba-bilité de hoix d'un élément est proportionnelle à la quantité de phéromone déposéepréédemment. Celle-i évolue à la fois par un méanisme de renforement pour lesmeilleures ombinaisons, et d'évaporation pour privilégier la nouveauté.2.2 Critères de qualitéNous nous proposons dans ette partie de détailler l'élaboration d'une fontion deoût d'appariements de graphes. À et e�et, nous avons onsidéré les trois niveaux deoût suivants :1. le niveau du point. On herhe ii à répondre aux questions suivantes : queoûte le fait d'apparier tel sommet ave tel autre ? Que oûte le fait de ne pasapparier tel sommet ?2. la struture du graphe. Ce niveau de oût s'intéresse à la onservation desarêtes des graphes. Que oûte le fait d'apparier deux sommets d'un graphe à deuxd'un autre graphe, alors qu'il existe une arête entre eux dans le premier graphe,mais pas entre leurs images dans le seond ?3. le maintien de l'ordre. Il est question de l'ordre de ontraste des sommets, etde la préservation de et ordre par l'appariement. Que oûte le fait d'apparier unsommet très ontrasté à un moins ontrasté ?



40 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphesCes ritères partent de plusieurs onstats. Premièrement, il semble évident que lesdesripteurs assoiés aux points d'intérêt entrent en jeu lorsque l'on apparie deux som-mets. Pour autant, le but n'est pas de mettre au point un desripteur le plus performantpossible : e n'est pas notre domaine, et nous souhaitons nous foaliser sur le graphe, quirisquerait d'être masqué si le desripteur seul su�sait à apparier les points entre eux.Nous verrons don que nous hoisirons un desripteur simple. Deuxièmement, véri�erle respet de la struture du graphe est tout aussi logique : tout l'apport des graphesréside dans l'existene d'arêtes entre les sommets, qui sont une soure d'information.D'autres travaux ont ainsi intégré le respet de la struture, omme dans [Ta, 2010℄ oùles auteurs véri�ent la ohérene des angles de rotation ave les sommets adjaents lorsde l'appariement. En�n, le troisième niveau de oût se base sur le ontraste, ar 'est unedonnée qui nous a semblé entrer souvent en jeu lors de l'extration de aratéristiques.Ce ritère est lié au domaine de l'image, mais des travaux antérieurs l'ont utilisé dansle adre de aluls de distanes entre représentations struturées d'images, et semblenten avoir amélioré les résultats [Solnon et Jolion, 2007℄.Intéressons-nous aux graphes que nous allons utiliser. Dans le adre de notre travail,auune ontrainte n'est �xée a priori sur e que représentent les images, ni sur le typede �hier onsidéré (qu'il soit en noir et blan, en niveaux de gris, en ouleur, et quelquesoit son extension). Cependant, nous ne onsidérerons que le as des appariements uni-voques. De plus, nous nous plaçons dans le adre d'images dites vignettes (introduitesdans la partie 1.1.1), images que l'on trouve fréquemment sur Internet, par exemplelors d'une reherhe d'images sur un moteur de reherhe. Leur taille en pixels et leurrésolution sont don faibles. Nous partons du postulat que les tehniques de segmenta-tion ne sont alors pas totalement adaptées (les régions risquant d'être mal dé�nies depar la faible dé�nition). Nous avons don hoisi de baser la réation des graphes surl'extration de points d'intérêt, et de les relier par la triangulation de Delaunay, quifournit un graphe de voisinage rihe, tout en étant planaire (voir l'annexe A pour desinformations sur la triangulation de Delaunay, et la partie 3.1.2 pour des détails sur lespropriétés des graphes planaires). Ces arêtes ne seront pas étiquetées, a�n de traiter desgraphes épurés dans un premier temps.Le déteteur de points d'intérêt utilisé [Bres et Jolion, 1999℄ se base sur la notionde ontraste. Cette méthode s'appuie sur une représentation multirésolution de l'imageonsidérée sous la forme d'une pyramide (voir la partie 1.1.1), ave rehaussement itératifdu ontraste à tous les niveaux de résolution. Il s'en suit une reonstitution de l'imagerehaussée sous la forme d'une image binaire, qui onserve au mieux l'information deontraste tout en réduisant l'entropie de l'image de départ. Les points d'intérêt sontalors les maxima loaux de la mesure de ontraste umulée dans la base de la pyramide.Sont retenus les pixels en question, et leur voisinage immédiat V8 en binaire, que l'onappellera masque (les valeurs possibles des pixels d'un masque sont don 0 : pixel noir ou1 : pixel blan). Il existe ainsi, selon la taille de e voisinage, 29 = 512 masques possibles.Des exemples de masques sont présentés sur la �gure 2.ii. On onserve également pourhaque point sa valeur de ontraste, réel ompris entre 0 et 1, qui exprime, si e n'estune forte information séquentielle, au moins un degré d'importane.
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Fig. 2.ii � Exemples de masques 3 × 3 de points d'intérêt2.2.1 Apparier deux sommets : le niveau du pointNous pouvons ii distinguer deux as : deux points ont été appariés, ou un point n'apas été apparié.Lorsque deux points sont appariésNous avons mentionné que tout point d'intérêt était étiqueté par son masque.Lorsque deux sommets sont appariés, il est don néessaire de pouvoir aluler si lesdeux masques sont prohes l'un de l'autre ou non. Il s'agit ainsi de dé�nir une mesurede distane entre masques (il est lair que la taille du voisinage des masques peut êtremodi�ée, pour prendre en ompte un voisinage plus étendu si néessaire).Distane de Hamming Étant donné deux suites de symboles de même longueur,la distane de Hamming dH [Hamming, 1950℄ se dé�nit omme le nombre de positionspour lesquelles les symboles ne sont pas les mêmes. Ainsi, si l'on onsidère des suitesbinaires, on a le résultat suivant : dH(01101, 00111) = 2. De même, pour des haînesde aratères : dH(”tasse”, ”pacte”) = 3. Cette distane peut s'appliquer aux masquesbinaires aisément, en omptant le nombre de pixels qui di�èrent d'un masque à l'autre.Alors :

dH( , ) = 2Pour les masques, dH est un entier ompris entre 0 (tous les pixels sont identiques)et 9 (tous les pixels sont di�érents). La normalisation est aisée pour obtenir un réelompris entre 0 et 1. Notons que la distane de Hamming est une métrique. En e�et,quelque soit la nature de l'ensemble X, dH : X ×X → R véri�e :� dH(x, y) ≥ 0∀x, y ∈ X : non-négativité ;� dH(x, y) = 0∀x, y ∈ X si et seulement si x = y : uniité ;� dH(x, y) = dH(y, x)∀x, y ∈ X : symétrie ;� dH(x, y) ≤ dH(x, z) + dH(z, y)∀x, y, z ∈ X : inégalité triangulaire.La distane de Hamming sur les masques peut être adaptée, si l'on onsidère quele fait d'appliquer ertaines transformations aux masques (par exemple, rotation ousymétrie) ne doive pas être pris en ompte par la mesure de distane. Lors du alul de
dH , on peut don hoisir d'être aux rotations près ou aux symétries près.Classes de masques Outre la distane de Hamming, il est possible de dé�nir deslasses de masques, qui seraient déterminées par rapport à la struture formée par leurs



42 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphespixels. Une lassi�ation en 100 lasses a ainsi été proposée [Jolion et Simand, 2004℄,aratérisant des oins, des zones uniformes, des ontours à 45 degrés. . . Les distanesentre masques peuvent alors être apprises sur un jeu d'exemples. Le prinipe est lesuivant : ordonnons les masques de deux images sous forme de haîne, par ordre deontraste déroissant. Étant donné deux haînes dont on extrait un ouple de masquesà une position donnée, si les deux images appartiennent à la même lasse alors la dis-tane entre les deux masques est diminuée d'un ertain alpha, sinon elle est augmentée.Le proessus est répété jusqu'à onvergene des distanes ou jusqu'à un nombre �xed'itérations. Plus simplement, on peut aussi onsidérer que si deux masques font partiede la même lasse alors ils ont une distane de 0, et une distane de 1 sinon.Lorsqu'un point n'est pas appariéLe fait de pénaliser les sommets que l'on apparie si leurs masques di�èrent ne doitpas induire en erreur la fontion de oût. En e�et, il su�rait alors de n'apparier au-un sommet pour obtenir un oût minimal au niveau du point. Pour éviter et e�etindésirable, il nous faut également santionner les points non appariés.Il s'agit de s'interroger sur le oût des points non appariés : de nouveau, nous allonsnous intéresser à leurs masques, et plus préisément à l'existene de masques qui, depar la disposition de leurs pixels, seraient plus importants que d'autres, et pour lesquelsle oût de non appariement doit être plus élevé. On se demande alors s'il existe unou plusieurs masques dits �moyens�, aux rotations près, à partir desquels on pourraitaluler le oût des masques non appariés.En pratique, en utilisant omme distane entre masques le minimum de la distane deHamming aux rotations près, on obtient les masques moyens (minimisant la somme desdistanes aux autres masques) de la �gure 2.iii. Celle-i ontient 32 masques, nombre ré-duit à 8 aux rotations près. Ces masques moyens sont à une distane minimale moyennede Hamming aux rotations près de 2.9 de tous les autres masques.

Fig. 2.iii � Masques moyens selon la distane de Hamming aux rotations prèsIl est désormais possible de aluler le oût de non appariement d'un masque en lui



2.2. Critères de qualité 43assignant la plus petite distane de Hamming (à ertaines transformations près si nées-saire), entre lui-même et l'ensemble des masques moyens. Cette distane peut ensuiteêtre normalisée, a�n d'obtenir une valeur omprise entre 0 et 1 (la borne supérieuren'étant jamais atteinte).2.2.2 Apparier deux graphes : le respet de la strutureLe seond point que nous souhaitons aborder est elui de la onservation des arêteslors de l'appariement. En e�et, il ne s'agit pas seulement de faire oïnider les masquesentre eux. Il faut également que la on�guration spatiale des points d'intérêt soit priseen ompte. Celle-i est diretement re�étée par la triangulation de Delaunay utiliséepour relier les points entre eux. Deux graphes de la même lasse doivent don avoir unetriangulation assez prohe. Lors de l'appariement, on va alors véri�er si deux sommetsadjaents dans le premier graphe sont appariés à deux sommets adjaents dans le seond.Une première possibilité est don de pénaliser toute arête non diretement onservéepar l'appariement par un oût de 1. Néanmoins, même si une arête peut ne pas êtrediretement préservée, elle peut tout de même l'être par une haîne ('est-à-dire unesuite d'arêtes onséutives, dont le nombre dé�nit la longueur � ette notion sera dé�niedans la partie 3.1.1). Le oût de la struture du graphe peut don être amélioré, ens'intéressant à la façon dont la onnexité est préservée. La non préservation d'une arêteaura alors un oût pondéré par la longueur de la haîne qui la remplae (la triangulationde Delaunay étant onnexe, il existe une haîne entre toute paire de sommets).Ce niveau de oût implique don le alul préalable de la fermeture transitive desdeux graphes étudiés (ela revient à aluler la longueur de la haîne entre toute pairede sommets de haun des graphes). Celui-i peut se réaliser en O(n3) ave l'algorithmede Roy-Warshall [Cormen et al., 1990℄. Pour haque arête non diretement onservéepar l'appariement mais remplaée par une haîne de longueur l, le oût de la struturedu graphe csg est augmenté de :
csg+ = ln(|1− l|)Ainsi, omme on peut le voir sur la �gure 2.iv où les arêtes existantes dans haundes deux graphes sont représentées par des ars de erle et où les appariement sontdénotés par des ouleurs :� assoier une arête à une haîne de longueur 2 oûte ln(|1− 2|) = ln(1) = 0 : nousn'introduisons auune pénalisation, pour parer par exemple à du bruit ou de l'in-stabilité dans la détetion des points d'intérêt ou sur l'image, ou pour ompenserle fait que nous ne onsidérons que des appariements univoques ;� assoier une arête à une haîne de longueur 3 oûte ln(|1− 3|) = ln(2) = 0.69 ;� assoier une arête à une haîne de longueur 4 oûte ln(|1− 4|) = ln(3) = 1.1 ;� . . .2.2.3 Intégrer la notion de ontrasteDans l'introdution de ette partie, nous avons évoqué le fait qu'à tout masqueétait assoiée sa valeur de ontraste. Cette donnée est la base d'un postulat que nous



44 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphes
csg = 0l'arête est diretementpréservée csg = 0l'arête est préservée parune haîne de longueur2 csg = 0.69l'arête est préservée parune haîne de longueur3Fig. 2.iv � Coûts de préservation des arêtes par des haînes de di�érentes longueurs.établissons : les points d'intérêt n'ont pas tous la même importane, les plus ontrastésle sont plus que les autres. Dans e niveau de oût rentre don préisément en omptela valeur de ontraste des points d'intérêt.Niveau du pointCei signi�e tout d'abord que les erreurs ommises au niveau du point sont plusgraves pour eux qui sont le plus ontrastés. Il semble alors juste de onsidérer que,lorsque l'on apparie deux sommets ensemble, la distane entre leurs masques soit pon-dérée par l'importane des sommets. Pour ela, on ordonne les masques par ordre deontraste déroissant et on utilise leur position p dans ette haîne. Notons G1 et G2les graphes que l'on représente sous forme de haînes, m1 et m2 les masques que l'onapparie, et p1 et p2 leurs positions respetives dans la haîne à laquelle ils appartiennent.Alors, par exemple pour la distane de Hamming, on obtient :

dH(m1,m2)×
1+|G1|−p1

|G1|
+ dH(m1,m2)×

1+|G2|−p2

|G2|

2Soient les deux graphes dont les sommets ont été ordonnés de la �gure 2.v. Alors onobtient les pondérations suivantes :� apparier a et α : dH(a, α) × 1 ;� apparier d et γ : dH(d, γ) × 0.65 ;� apparier h et α : dH(h, α) × 0.56 ;� apparier h et η : dH(h, η) × 0.15.L'intégration de l'information de ontraste se retrouve également pour les pointsnon appariés. Une nouvelle fois, la position dans la liste ordonnée des points peut êtreprise en ompte : le oût doit être plus important si le masque non apparié se situeparmi les points les plus ontrastés, et inversement. On peut don pondérer le oût denon appariement obtenu préédemment par un fateur wm :
wm =

|G| − p+ 1

|G|



2.2. Critères de qualité 45
α β γ δ ǫ η

a b  d e f g h
Fig. 2.v � Deux graphes dont on a ordonné les points d'intérêt : exemples de sommetsappariés en fontion de leur position.ave G le graphe auquel appartient le point non apparié de position p et de masque m.Ainsi, wm est ompris entre 1 (le point se situe en début de haîne) et 1

|G| (le point sesitue en �n de haîne).Ces pondérations peuvent évidemment être également d'un autre ordre (par exemple,inverse ou logarithmique), ou prendre en ompte les di�érenes entre les valeurs deontraste et non entre les positions des points dans la haîne ordonnée.Struture du grapheLe raisonnement est identique en e qui onerne la préservation des arêtes. Soit unearête entre deux points de position p1 et p2 dans G1 (le raisonnement est le même pour
G2). Alors, si es deux points sont appariés à deux point non adjaents de G2, le oûtde la struture du graphe csg est augmenté de :

csg+ =

1+|G1|−p1

|G1|
+ 1+|G1|−p2

|G1|

2Des exemples de oûts d'arêtes sont représentés sur la �gure 2.vi.
0.79 0.570.50.93 0.43 0.21

Fig. 2.vi � Coûts de non préservation des arêtes en fontion de leur position.On pourrait pondérer de façon similaire le oût des arêtes préservées par des haînes.Le maintien de l'ordre de ontrasteRappelons-nous que nous partons du postulat que les points les plus ontrastés sontles plus importants. Cela signi�e également que si deux images font partie d'une mêmelasse, alors les points d'intérêt les plus ontrastés devraient aratériser les mêmes



46 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de grapheszones. On onsidère don qu'un bon appariement doit respeter l'ordre de ontraste despoints : points fortement ontrastés appariés entre eux, et vie versa. En représentant,omme préédemment, les graphes par une haîne de points ordonnés par ordre deontraste déroissant, ela revient à pénaliser tout roisement symboliquement réé parl'appariement.Intéressons-nous à la distane de Kendall Tau [Kendall, 1970℄, qui, étant donné deuxlistes des mêmes éléments, évalue le nombre de paires n'étant pas dans le même ordre.Cette distane, pour deux listes τ1 et τ2, se dé�nit omme suit :
K(τ1, τ2) = |(i, j) : i < j, (τ1(i) < τ1(j) ∧ τ2(i) > τ2(j)) ∨ (τ1(i) > τ1(j) ∧ τ2(i) < τ2(j))|Par exemple, si τ1 = {3, 1, 4, 5, 2} et τ2 = {1, 4, 5, 3, 2} alors K(τ1, τ2) = 3 (les paires(1,3), (3,4) et (3,5) ne sont pas dans le même ordre dans τ1 et τ2).La distane de Kendall Tau a ainsi une valeur de 0 si les deux listes sont identiques,et de n×(n−1)

2 si elles sont en ordre inverse.Il est possible d'adapter ette distane au as de l'appariement des points ordonnéspar ordre déroissant de ontraste. Soit P l'ensemble des points du premier graphe étantappariés à Q, ensemble des points appariés du seond graphe (on a don |P | = |Q|).Pour tout point de rang p ∈ P , on note a(p) le rang du point de Q qui lui est apparié.Alors, le oût co de l'appariement, au niveau du maintien de l'ordre, se dé�nit ommesuit :
co = |(p, q) ∈ P × P : p < q, a(p) > a(q)|Les exemples de la �gure 2.vii présentent :� un oût c0 = 1 (a(2) > a(3)) ;� un oût c0 = 3 (a(1) > a(4), a(2) > a(4), a(3) > a(4)).

1 2 3 41 2 3 4 1 2 3 41 2 3 4
co = 1 co = 3Fig. 2.vii � Exemples de oûts de maintien de l'ordre non normalisés.Cette adaptation de la distane de Kendall Tau, même si elle possède les mêmesbornes (omprise entre 0 et n×(n−1)

2 , pour les mêmes as partiuliers), ne ompte pas lamême hose : il s'agit ii de omptabiliser le nombre de roisements réés par l'apparie-ment. Ainsi, sur l'exemple de Kendall Tau ave K(τ1, τ2) = 3, on a par ontre co = 5,omme représenté sur la �gure 2.viii.Cependant, ette adaptation ne permet pas de prendre en ompte l'étendue desroisements (S'agit-il d'un roisement réé par deux points prohes ou très éloignés ?),ni la position des points onernés dans la haîne ordonnée (S'agit-il d'un roisement
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3 1 4 5 21 4 5 3 2 1 2 3 4 51 2 3 4 5

K = 3 co = 5Fig. 2.viii � Comparaison de Kendall Tau et de son adaptation, co.onernant des points très ontrastés ou non ?). La �gure 2.ix permet de e fait devisualiser plusieurs roisements de même oût, co = 1.

Fig. 2.ix � Plusieurs on�gurations ave co = 1.Il est don souhaitable de modi�er le alul de co, pour qu'il prenne en ompte laposition des points réant les roisements. Soient les points de rangs p1 et p2 ∈ P ,respetivement appariés aux points de rang a(p1) et a(p2) ∈ Q. Alors, le nouveau oûtdu roisement co vaut :
1+|P |−p1

|P | + 1+|Q|−a(p1)
|Q| + 1+|P |−p2

|P | + 1+|Q|−a(p2)
|Q|

4Des exemples de tels oûts de maintien de l'ordre peuvent être visualisés sur la �gure2.x. Ainsi, plus les roisements ont lieu au niveau de points fortement ontrastés et plusleur oût est élevé. L'étendue du roisement est elle prise en ompte non seulement parla position des points entrant en jeu, mais également de par le fait qu'un roisementtrès étendu en engendrera de nombreux autres dans la suite de l'appariement.Il est bien sûr possible de mettre en plae d'autres pondérations (inverse ou loga-rithmique, par exemple) en fontion de la position, ou d'utiliser les valeurs de ontrasteau lieu de la position de points.2.2.4 Bilan sur la fontion de oûtSoient deux graphes G1 et G2 que l'on apparie. Intéressons-nous aux bornes desdi�érents niveaux de oûts :



48 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphes0.6 0.45
0.75 0.9 0.7 0.5 0.3Fig. 2.x � Coûts de roisements en fontion de leur position.� le niveau du point (pondéré ou non par le ontraste) : lairement, qu'un pointsoit apparié ou non, le oût est ompris entre 0 et 1. Le pire as intervient quandauun des points des deux graphes n'est apparié. Le oût total au niveau du pointpeut alors atteindre |G1|+ |G2| (borne n'étant jamais atteinte, puisque la distaneaux masques moyens ne peut atteindre 1) ;� la struture du graphe (pondérée ou non par le ontraste) : nous nous intéressonsà la version utilisant la fermeture transitive, qui est plus évoluée. son oût n'estthéoriquement pas borné, étant donné que limx→+∞ ln(x) = +∞. Cependant, enpratique, dans le as de graphes issus d'images, les arêtes sont toujours préservéespar des haînes relativement ourtes. Notons que dans la triangulation de Delau-nay, le nombre d'arêtes est stritement inférieur à 3 fois le nombre de sommets,ii il sera don au total inférieur à 3× |G1|+ 3× |G2|.� le maintien de l'ordre : haque roisement a un oût ompris entre 0 et 1. Dans lepire des as, le nombre de roisement est de min(|G1|,|G2|)×(min(|G1|,|G2|)−1)

2 , e quiorrespond à la borne supérieure du oût total de maintien de l'ordre ;Intéressons-nous aussi aux propriétés que la fontion de oût véri�e, étant donnédeux graphes G1 et G2, leur appariement A(G1, G2) et le oût assoié c(A(G1, G2)) :� la non-négativité : lairement, c(A(G1, G2)) ≥ 0. En e�et, haun des trois niveauxne peut qu'augmenter le oût d'un appariement : tout est pénalité ;� la symétrie : c(A(G1, G2)) = c(A(G2, G1)). Le niveau du point prend en omptetous les points appariés ou non des deux graphes, le maintien de l'ordre ne s'in-téresse qu'à l'appariement, et la struture du graphe véri�e la préservation desarêtes pour les deux graphes ;� l'uniité : c(A(G1, G2)) = 0 si et seulement si A(G1, G2) est un appariementparfait entre deux graphes totalement identiques.2.3 Analyse de la fontion de oûtNous présentons dans ette partie les expérimentations menées pour analyser lafontion de oût. Il s'agira tout d'abord de tests portant sur le bruitage d'appariements,



2.3. Analyse de la fontion de oût 49puis de aluls de oûts d'appariements obtenus sur des bases de données d'images.2.3.1 Bruitage d'appariementsPour étudier le omportement de la fontion de oût, nous avons mis en plae unprotoole de bruitage d'appariements. Ainsi, en partant d'un appariement parfait entreles deux mêmes graphes, don de oût 0, et en ajoutant du bruit, il est possible devisualiser la progression des di�érents niveaux de oût a�etés par des modi�ations del'appariement. Cei permettra de visualiser dans quelle mesure haque niveau entre enjeu dans le oût total. Dans l'idéal, la fontion de oût doit être résistante à un bruitmodéré, puisqu'elle doit être valide pour des appariements imparfaits mais prohes,'est-à-dire que le oût ne doit pas augmenter de façon trop rapide.Tout au long de ette partie, le oût au niveau du point orrespond pour les pointsappariés à la distane de Hamming aux rotations près pondérée par la position despoints ordonnés par ontraste déroissant, pour les points non appariés il s'agit de ladistane de Hamming aux masques moyens aux rotations près, pondérée également ;pour le respet de la struture nous utilisons le oût basé sur la fermeture transitive desgraphes ; en�n, pour le maintien de l'ordre, il s'agit de l'adaptation de la distane deKendall Tau pondérée.ProtooleLe bruit, omme nous le verrons par la suite, peut intervenir à deux niveaux : auniveau des graphes eux-mêmes, ou au niveau de l'appariement. Pour haque expérimen-tation, le protoole est le suivant :� extration de 250 points d'intérêt orrespondant à la �gure 2.xi ;� triangulation de Delaunay des points, puis réation de deux graphes identiques etd'un appariement parfait entre eux ;� ajout de bruit omme dérit dans les paragraphes suivants, haque bruit étant ap-pliqué 250 fois (e qui orrespond au nombre de sommets de haun des graphes) ;� réitération de l'opération 20 fois ;� alul des 3 niveaux de oûts moyens pour haque appliation de bruit sur les 20itérations et réation d'une ourbe des résultats.Modi�ation des masques des points d'intérêtCe bruit onsiste à hoisir aléatoirement un sommet de haque graphe dont le masquen'a pas enore été modi�é, et à assigner à haun un nouveau masque, hoisi aléatoi-rement lui aussi. Lorsque l'on modi�e les masques des points d'intérêt, on s'intéressediretement au niveau du point, et aux points appariés seulement (l'appariement dedépart étant parfait, tous les points sont appariés). Les résultats peuvent être visualiséssur la �gure 2.xii. Pour es 250 masques modi�és, le oût atteint 45. Les autres niveauxde oût ne sont, en toute logique, pas atteints.
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Fig. 2.xi � Image utilisée pour les expérimentations sur le bruit, et les points d'intérêtorrespondant.
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Fig. 2.xii � Ajout de bruit par modi�ation des masques.Désappariement de deux pointsIl s'agit, à haque itération, de tirer au hasard un sommet enore apparié, et desupprimer son appariement au sommet orrespondant du seond graphe. Comment ledésappariement de deux points peut-il a�eter la fontion de oût ? L'appariement dedépart étant parfait, le désappariement provoque seulement une élévation du oût despoints non appariés. Le omportement de la fontion de oût suite au désappariementrépété de deux points peut être visualisé sur la �gure 2.xiii : le oût atteint 50.Modi�ation de l'ordre de ontraste des points d'intérêtDans ette expérimentation, on tire au sort à haque itération deux sommets dehaque graphe, dont on éhange la position dans la haîne ordonnée des points par ordrede ontraste déroissant. Lorsque l'on modi�e l'ordre de ontraste des points d'intérêt,on s'intéresse diretement au niveau du maintien de l'ordre et don à la réation de
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Fig. 2.xiii � Ajout de bruit par désappariement de sommets.nouveaux roisements. Le omportement de e niveau de oût peut être visualisé sur la�gure 2.xiv : le oût se rapprohe de 8000, e qui est bien supérieur au niveau du point.Une pondération des oûts pourrait don être envisagée.
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Fig. 2.xiv � Ajout de bruit par modi�ation de l'ordre de ontraste.Réappariement de deux pointsDans ette expérimentation, nous hoisissons aléatoirement deux sommets du pre-mier graphe, puis réupérons et éhangeons les sommets du seond graphe auxquels ilsétaient appariés. Que se passe-t-il lorsque l'on réapparie deux points ?� au niveau du point : le oût des points appariés est soit augmenté (les masques



52 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphessont moins semblables qu'ils ne l'étaient), soit diminué (les masques sont plussemblables qu'auparavant), soit non modi�é (pas de hangement au niveau desmasques). Le oût des points non appariés n'est pas modi�é ;� au niveau de la struture du graphe : on rappelle qu'une arête non préservée n'estoûteuse que si ses deux sommets sont appariés à deux points reliés par une haînede longueur minimale 3 (version ave la fermeture transitive). Enore une fois, leoût peut être augmenté (arête n'étant plus préservée), être diminué (longueur dela haîne raourie) ou ne pas être modi�é (ompensation des longueurs) ;� au niveau du maintien de l'ordre : il est soit augmenté (on a réé un ou plusieursroisement), soit diminué (on a supprimé un ou plusieurs roisements), soit nonmodi�é (les roisements se ompensent).Le omportement de la fontion de oût suite au réappariement répété de deux pointspeut être visualisé sur la �gure 2.xv. Les oûts de maintien de l'ordre et de la struturedu graphe se rapprohent respetivement de 4000 et 3000, tandis que elui du niveaudu point reste très faible en omparaison.
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Fig. 2.xv � Ajout de bruit par réappariement de sommets.2.3.2 Algorithmes GraphM et bases d'images COIL-100 et SIMPLI-ityCette partie présente des expérimentations réalisées sur des bases d'images, dansle but d'obtenir des appariements et de aluler leurs oûts. Deux images d'une mêmelasse devraient avoir un oût d'appariement plus faible que si elles appartenaient àdeux lasses di�érentes.Deux bases d'images ont été utilisées. Il s'agit d'une part de COIL-1OO, qui se om-pose de 100 lasses d'objets [Nene et al., 1996℄. Chaun d'entre eux a été photographiéen gros plan, par une améra ouleur, sur fond noir. Pour haque objet, 72 poses, ayantentre elles 5 degrés de rotation, sont disponibles. Chaque image a une dé�nition de



2.3. Analyse de la fontion de oût 53128 × 128 pixels. Pour un extrait, on peut onsulter la �gure 2.xvi. La seonde baseutilisée est SIMPLIity, qui ontient dans sa version omplète plus de 200000 imagesorganisées en lasses [Wang et al., 2001℄. 10 lasses sont disponibles librement et ontété utilisées pour les expérimentations. Pour haune, 100 images de dé�nition 384 ×256 sont aessibles, en format portrait ou paysage (se référer à la �gure 2.xvii pourquelques extraits).
Fig. 2.xvi � Extraits de la base d'images COIL-1OO (lasses 1, 12, 2 et 28).Pour obtenir des appariements entre graphes, nous avons porté notre attention surle pakage d'algorithmes GraphM1, qui met à disposition un ensemble de méthodesfontionnant ave des heuristiques et fournissant en sortie un appariement entre deuxgraphes d'entrée. Les algorithmes du pakage que nous avons utilisés retournent des ap-pariements univoques, et approhés : e sont des isomorphismes tolérants qui ombinentle respet des arêtes et des étiquettes des sommets. Il s'agit de :� I, algorithme d'identité (dans notre as, l'appariement se fait don dans l'ordrede ontraste des points) ;� U, algorithme d'Umeyama [Umeyama, 1988℄ basé sur les valeurs absolues des va-leurs propres des matries d'adjaene des graphes à apparier ;� RANK [Singh et al., 2007℄ originalement utilisé pour l'alignement de protéines,et algorithme fontionne en deux étapes : la première assoie un sore pourhaque appariement possible de sommets , la seonde séletionne le meilleur ali-gnement global qui peut être loalement sous optimal ;� QCV et PATH [Zaslavskiy et al., 2008℄ tous deux basés sur une méthode de mi-nimisation de fontions onvexes mais di�érant par leurs paramètres ;� rand, appariement aléatoire.Nous avons, pour débuter, testé uniquement deux lasses d'images par base : obj1et obj2 pour COIL-100, �eur et dinosaure pour SIMPLIity. Le protoole des expéri-mentations, pour es deux bases, est le suivant :� extration de 50 points d'intérêt par image via [Bres et Jolion, 1999℄ ;� triangulation de Delaunay des points ;� pour haque ouple d'images possible, appliation des 6 algorithmes d'apparie-ment pré-ités. Pour ela, nous avons fourni des données d'entrée orrespondant1http://bio.ensmp.fr/graphm/

http://cbio.ensmp.fr/graphm/
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Fig. 2.xvii � Extraits de la base d'images SIMPLIity (lasses Afrique, heval et �eur).d'une part à la matrie d'adjaene de haque graphe (ei signi�e qu'auune arêten'a de poids partiulier), et d'autre part aux oûts de substitution des sommets(dans le as présent, nous avons utilisé le minimum de la distane de Hammingentre les masques, modérée par leur position dans l'ordre de ontraste). Tous lespoints ont été appariés ;� alul des distanes intra et inter-lasses, ave le détail de haque niveau de oût.Ii, le niveau du point orrespond à la distane de Hamming en fontion de laposition des points, elui du maintien de l'ordre à l'adaptation de la distane deKendall Tau et elui de la struture du graphe à la pénalisation des arêtes nondiretement préservées (oût divisé par 2 pour une préservation par un hemin delongueur 2).Les résultats onernant COIL-100 sont visibles dans le tableau 2.1, eux de SIM-PLIity sur le tableau 2.2. Ces résultats ne sont pas pertinents : ils ne permettent pasde diserner de di�érene notable entre les distanes inter et intra-lasses. Le détail desniveaux de oût n'apporte pas d'information supplémentaire permettant de véri�er sil'un d'entre eux semble être disriminant.



2.3. Analyse de la fontion de oût 55I U RANK QCV PATH randobj1 : distane intra-lasseminimum 285 531 527 391 311 587niveau point 12 13 7 6 13 8maintien ordre 0 223 233 295 258 331struture graphe 274 296 287 90 41 248maximum 454 771 790 759 551 778niveau point 11 9 10 11 10 12maintien ordre 0 401 361 368 400 331struture graphe 443 362 418 379 141 435moyenne 368 650 659 588 423 700niveau point 10 10 10 10 10 10maintien ordre 0 311 309 310 313 331struture graphe 358 329 312 268 100 359obj2 : distane intra-lasseminimum 275 481 530 276 198 629niveau point 8 7 10 5 5 10maintien ordre 0 224 217 201 162 331struture graphe 268 249 304 69 32 288maximum 441 772 784 662 544 769niveau point 9 10 10 9 12 11maintien ordre 0 409 388 328 400 331struture graphe 432 353 385 326 132 428moyenne 359 629 654 517 388 702niveau point 8 9 10 8 8 10maintien ordre 0 307 312 286 295 331struture graphe 351 313 332 223 85 361distane inter-lassesminimum 294 506 506 430 302 623niveau point 9 10 10 14 10 11maintien ordre 0 219 219 250 238 331struture graphe 285 277 277 166 54 281maximum 451 790 800 743 572 795niveau point 12 11 12 11 11 11maintien ordre 0 422 401 399 414 331struture graphe 439 357 387 333 147 453moyenne 370 650 661 589 428 703niveau point 11 11 11 11 11 11maintien ordre 0 314 312 315 311 331struture graphe 359 325 338 262 105 361Tab. 2.1 � Résultats sur deux lasses de la base COIL-100.



56 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphesI U RANK QCV PATH rand�eur : distane intra-lasseminimum 283 482 494 406 277 610niveau point 10 10 9 11 11 11maintien ordre 0 229 204 251 218 331struture graphe 273 243 281 145 48 269maximum 425 755 748 734 525 757niveau point 9 11 13 11 16 11maintien ordre 0 378 356 393 334 331struture graphe 416 367 379 330 175 416moyenne 357 634 647 573 414 691niveau point 11 11 11 11 11 11maintien ordre 0 309 310 311 311 331struture graphe 347 314 326 252 93 349dinosaure : distane intra-lasseminimum 283 533 548 445 293 632niveau point 12 10 11 11 11 10maintien ordre 0 263 199 283 204 331struture graphe 271 260 338 151 78 291maximum 449 800 779 732 530 779niveau point 11 13 11 12 12 11maintien ordre 0 407 360 384 371 331struture graphe 438 381 408 336 147 437moyenne 369 648 664 586 424 701niveau point 11 11 11 11 11 11maintien ordre 0 312 315 311 311 331struture graphe 358 325 338 263 101 358distane inter-lassesminimum 292 521 536 407 285 627niveau point 15 16 15 11 14 14maintien ordre 0 259 237 289 216 331struture graphe 278 246 284 107 55 282maximum 436 783 798 726 554 784niveau point 14 15 15 14 15 13maintien ordre 0 381 389 387 420 331struture graphe 422 387 393 325 119 440moyenne 368 646 658 583 423 699niveau point 15 14 14 15 14 14maintien ordre 0 312 312 312 311 331struture graphe 353 319 332 257 98 354Tab. 2.2 � Résultats sur deux lasses de la base SIMPLIity.



2.3. Analyse de la fontion de oût 57Pourquoi de tels résultats ? Tout d'abord, onernant SIMPLIity, on peut noter queles lasses sont parfois très hétérogènes, e qui omplique notre tâhe : les graphes seressemblent très peu pour ertaines lasses. Conernant COIL-100, même si les objetssont di�érents les uns des autres, le fait qu'ils soient tous mis en sène de la même façonrend sans doute l'approhe par graphes mal adaptée. De plus, les rotations allant jus-qu'à 360°, il serait illusoire de roire que les graphes n'en soient pas fortement modi�és àl'intérieur d'une même lasse. Outre es points, plusieurs hoses peuvent être remises enause : la façon d'extraire les graphes, notre fontion de oût, et les algorithmes utilisés.Il est di�ile de savoir d'où provient réellement le problème : ainsi nos oûts ne sontpeut-être pas assez disriminants (le niveau du point, notamment, est assez pauvre eninformation, et nous pourrions utiliser des étiquettes plus rihes : les travaux ayant debons résultats sur es bases d'images se basent généralement sur des informations deouleur). Dans notre approhe, nous avons souhaité rester plus prohe de la théorie desgraphes, prenant en ompte leur struture avant tout, et ne onsidérant les labels queomme un enrihissement. Or, il semblerait que dans le as de l'image, es enrihisse-ments, loin d'être aessoires, soient primordiaux, bien que nuisant à la généralité desméthodes.2.3.3 Algorithme SoftAssign et images de maisons de HanokPour aller plus loin, nous avons mené de nouvelles expérimentations, ave un autrealgorithme et une autre base d'images. Il s'agit d'une part de l'algorithme SoftAssign[Gold et Rangarajan, 1996℄, qui fontionne ave l'heuristique dite d'assignement gradué.Il s'agit de satisfaire à la ontrainte d'un appariement univoque, en évitant de tomberdans un minimum loal, le tout ombiné à une méthode visant à aroître l'e�aité.Cet algorithme a déjà été utilisé et adapté dans le adre de l'appariement de surfaesprotéiques [Lozano et Esolano, 2006℄. Pour les images, nous avons porté notre hoixsur une base ayant déjà donné lieu à des travaux sur des représentations sous forme degraphes de Delaunay et sur des méthodes d'appariements [Luo et al., 2003℄. Il s'agit detrois lasses d'images en niveaux de gris, de dé�nition 159 × 159 pixels, représentantdes maisons, parfois entourées d'objets, soumises à de faibles rotations. Chaque lasseomporte 10 images, dont les points d'intérêt ont déjà été extraits (voir la �gure 2.xviiipour des exemples de telles images).Le protoole des expérimentations est le suivant :� utilisation des points d'intérêt fournis ave haune des trois lasses ;� triangulation de Delaunay des points ;� pour la première image de haque lasse, appliation de l'algorithme SoftAssignave les 9 autres images de sa lasse. Nous avons pour ela fourni un oût desubstitution des sommets orrespondant au minimum de la distane de Hammingentre les masques pondérée par leur position, et omme oût de substitution desarêtes la matrie d'adjaene de la triangulation de Delaunay ;� alul des oûts des appariements. Ii, le niveau du point orrespond à la distanede Hamming en fontion de la position des points, elui du maintien de l'ordre àl'adaptation de la distane de Kendall Tau et elui de la struture du graphe à la
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Fig. 2.xviii � Extraits d'images des lasses mu, movi et york.
version utilisant la fermeture transitive des graphes.Les tableaux 2.3, 2.4 et 2.5 présentent les résultats obtenus sur la lasse mu (lalasse movi donne des résultats similaires mais di�ilement visualisables à l'÷il ar lenombre de points est plus important, la lasse york fournit quant à elle des résultatsde moins bonne qualité). Ces résultats ont été arrondis à l'entier le plus prohe. Misà part deux appariements, la majorité est visuellement orrete, e qui est un pointpositif : SoftAssign semble être moins dépendant des étiquette assignées aux graphes, etattaher une plus grande importane à l'obtention d'un appariement se rapprohant leplus possible d'un isomorphisme. Les informations des di�érents niveaux de oûts sontimportantes : on se rend ompte une nouvelle fois, omme pour COIL-100 et SIMPLIity,que le niveau du point et le maintien de l'ordre ne sont pas disriminants. Par ontre,la struture du graphe l'est : son oût est largement plus faible quand l'appariement estbon. La version utilisant la fermeture transitive des graphes semble don plus probante.De plus, on peut aussi en déduire que les arêtes semblent e�etivement apporter uneinformation disriminante.



2.3. Analyse de la fontion de oût 59
points appariés : 9points non appariés : 0maintien de l'ordre : 94struture du graphe : 121total : 223mu 1 mu 2 points appariés : 8points non appariés : 0maintien de l'ordre : 70struture du graphe : 1total : 79mu 1 mu 3 points appariés : 7points non appariés : 0maintien de l'ordre : 77struture du graphe : 0total : 84mu 1 mu 4 points appariés : 8points non appariés : 0maintien de l'ordre : 88struture du graphe : 1total : 97mu 1 mu 5Tab. 2.3 � Appariements sur la lasse mu (1/3).
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points appariés : 7points non appariés : 0maintien de l'ordre : 94struture du graphe : 0total : 101mu 1 mu 6 points appariés : 6points non appariés : 0maintien de l'ordre : 104struture du graphe : 0total : 111mu 1 mu 7 points appariés : 7points non appariés : 0maintien de l'ordre : 87struture du graphe : 15total : 110mu 1 mu 8 points appariés : 8points non appariés : 0maintien de l'ordre : 106struture du graphe : 0total : 114mu 1 mu 9Tab. 2.4 � Appariements sur la lasse mu (2/3).



2.4. Modi�ations envisageables 61
points appariés : 7points non appariés : 0maintien de l'ordre : 103struture du graphe : 46total : 157mu 1 mu 10Tab. 2.5 � Appariements sur la lasse mu (3/3).2.4 Modi�ations envisageablesDans ette partie, nous analysons et ritiquons les ritères que nous avons utilisés.2.4.1 Réévaluation du niveau du pointLes expérimentations ont mis en avant le fait que e niveau de oût était, de parsa borne supérieure, négligeable par rapport aux deux autres. Mais il semble égale-ment qu'en ne onsidérant que e niveau de oût, on ne parvienne pas à distinguer sil'appariement est bon ou non.Clustering de points d'intérêtUne première modi�ation a onsisté à remettre en ause l'assignation d'un sommetdu graphe par point d'intérêt. En e�et, il est possible que le déteteur de points d'intérêtreste sensible à un ertain bruit. Or, l'existene de sommets supplémentaires ou en moinspeut modi�er assez fortement le graphe de Delaunay orrespondant, e qui omprometdès le départ l'appariement futur. De plus, les points d'intérêt semblent souvent dé�nire qu'on peut appeler des zones d'intérêt, où ils sont le plus souvent onentrés. Ces deuxonsidérations nous ont amenés à expérimenter le lustering de points d'intérêt, donton peut visualiser un exemple sur la �gure 2.xix. Chaque luster est alors représentépar un entroïde, obtenu par une moyenne pondérée par le ontraste des oordonnéesdes points le omposant, e qui permet de donner plus de poids aux points les plusontrastés et de limiter l'importane des points orrespondant à du bruit. Un entroïde,qui est un sommet du graphe, est alors étiqueté par l'histogramme de ses masques etpar la somme des ontrastes de ses points.Des expérimentations ave l'utilisation de lusters de points d'intérêt ont égalementété menées sur des lasses de COIL-100. Le oût au niveau des lusters appariés aété basé sur la di�érene entre les histogrammes de masques des lusters. Ces expé-rimentations n'ont pas permis d'obtenir des résultats signi�ativement meilleurs quepréédemment.
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Fig. 2.xix � Clustering de points d'intérêt.Distane d'édition de masquesNous avons également souhaité véri�er la robustesse de l'extration des points d'in-térêt en e qui onerne leur position spatiale dans l'image. En e�et, la façon dontnous alulons le oût au niveau du point part du prinipe que les points d'intérêt que,à l'÷il, nous voudrions apparier, ont des masques très semblables. Deux exemples demasques que l'on voudrait voir appariés peuvent être visualisés sur la �gure 2.xx. Onremarque lairement que les points que nous désirons assoier l'un à l'autre n'ont pas lemême masque : l'extration des points d'intérêt est robuste, mais pas au pixel près. Undéalage d'un pixel sur le entre du masque peut engendrer un masque très di�érent,alors que e sont pourtant bien es deux points qu'il faut apparier. C'est peut-être bienet aspet qui est déterminant et non pris en ompte par notre fontion de oût.
Fig. 2.xx � Deux voisinages de points que l'on souhaiterait assoier et les masques 3 ×3 orrespondant.Pour ela, une piste que nous souhaitons étudier est elle de la distane d'éditionentre masques. Rappelons que la distane d'édition, introduite sur les haînes par Leven-shtein [Levenshtein, 1966℄, se dé�nit omme la plus petite (ou la moins oûteuse) suited'opérations permettant de passer d'une haîne à l'autre. Les trois opérations possibles



2.4. Modi�ations envisageables 63sur les lettres de l'alphabet qui onstituent la haîne sont la suppression, l'insertion oula substitution d'une lettre. En e qui onerne les points d'intérêt, la non onservationau pixel près nous mène à onsidérer une opération d'édition spéiale, la translationd'un masque. En e�et, prenons en ompte deux points que l'on apparie, mais dont lesmasques di�èrent à ause d'un léger déalage dans la détetion du point d'intérêt. Or,si l'on translate les masques dans les images dont ils sont respetivement issus, on doitpouvoir retrouver les deux masques très semblables qui orrespondent. Il s'agit don dealuler une nouvelle distane entre masques, en trois temps (voir la �gure 2.xxi) :� translation du premier masque dans son image ;� transposition de e masque dans la seonde image ;� translation de la position où le masque a été transposé à la position initiale duseond masque.
Fig. 2.xxi � Prinipe de la distane d'édition entre masques.Le alul de ette distane d'édition fera don intervenir deux matries de oûtsde translation de masques, une pour haque image. Ces matries donneront le oût depassage du masque initial à un autre masque de la même image, par translation (onpeut pour ela utiliser la distane de Manhattan ou la distane eulidienne). La phasede transposition, quant à elle, peut faire intervenir une opération de substitution despixels d'un masque (on peut pour ela utiliser la distane de Hamming). Une autresolution est de onsidérer une distane d'édition entre haînes de deux dimensions (ii,les masques), omme 'est le as de ertains travaux [Baeza-Yates, 1998℄.Taille des masques et étiquetageEn�n, outre es reherhes sur le lustering de points d'intérêt ou leur distaned'édition, nous pouvons enore envisager d'augmenter la taille des masques, qui pourl'instant a toujours été de 3 × 3 pixels. En e�et, omme on peut se demander si l'éti-quetage d'un point par son seul masque est assez signi�atif ou disriminant, la priseen ompte d'un voisinage plus grand pourrait apporter plus d'information. De plus, lataille des masques pourrait être variable à l'intérieur d'une même image, en fontion dupoint d'intérêt onsidéré (par exemple, si la zone ontient beauoup de points d'intérêt,ils pourraient être résumés par un masque de taille importante). De plus, nous pourrions



64 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphes1 2 3 4 5 6 7 8obj1, 0 41,119 47,42 43,23 51,28 45,71 44,119 47,83 51,121obj1, 5 43,117 55,33 43,57 49,82 42,19 51,74 46,47 55,29obj1, 10 49,34 41,25 43,78 43,76 49,24 43,61 41,19 47,59Tab. 2.6 � Points d'intérêt de trois images par ordre de ontraste : voisinage et oor-données.enrihir les labels des sommets, ave un desripteur tel que SIFT, plus usité de nos jours(voir la partie 1.1.2).2.4.2 Prise en ompte de l'information de ontrasteTout omme elui du point, le oût de maintien de l'ordre ne donne pas des résultatsprobants lors des expérimentations d'appariement que nous avons menées. On peut sedemander également si la pondération des niveaux de oût par l'information de ontrasteest pertinente. Ces interrogations nous ont onduit à remettre en ause deux hoses :la dé�nition du ontraste et la façon dont nous l'interprétons, mais aussi la méthodeutilisée pour aluler le oût de maintien de l'ordre.Retour sur la notion de ontrasteNous avons tout d'abord souhaité véri�er si les points d'intérêt ordonnés par ontrastedéroissant orrespondaient aux zones de l'image que l'on souhaiterait, visuellement, ap-parier. Le tableau 2.6 présente les premiers points d'intérêt de trois images onséutivesde la base COIL-100, par ordre de ontraste déroissant. Il permet de visualiser leurvoisinage et leurs oordonnées. Dans ette base et dans e as préis d'images onsé-utives, les oordonnées des points hangent peu, deux points aux oordonnées prohessont don très probablement appariés par un appariement parfait. Or, on remarque dèsle premier point que elui de l'objet ayant eu un rotation de 10° (troisième ligne) a desoordonnées assez éloignées (rappelons que es images ont une dé�nition de 128 × 128pixels) de elles du premier point des deux autres objets. Des di�érenes sont égalementvisibles pour les autres points. Partir du postulat que l'ordre de ontraste doit être for-tement pénalisé semble don peu judiieux. Peut-être faudrait-il plut�t utiliser la valeurde ontraste, et non l'ordre. Mais ei reste à on�rmer.Le ontraste, rappelons-le, se dé�nit omme une mesure de pereption de la di�érenede luminosité entre deux zones de ouleur. Plus sa valeur est élevée et plus grande est la
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Fig. 2.xxii � Capture d'éran de l'appliation sur la notion de ontraste fournie auxétudiants.di�érene. Parmi les mesures les plus ourantes, on peut iter (voir la partie 1.1.1 pourplus de détails) : le ontraste �simple�, le ontraste de Weber, le ontraste de Mihelson,et le ontraste RMS. Pour omparer es mesures, nous avons hoisi, à la main, quelquespoints d'intérêt sur des images, et avons omparé l'ordre de ontraste ainsi obtenu (enprenant un voisinage V8). Les mesures fournissent des ordres relativement similaires, etil est di�ile de déteter une mesure qui serait plus adaptée qu'une autre au as desvignettes.Nous avons ependant souhaité mesurer la ohérene entre es dé�nitions et la no-tion de ontraste que peut ressentir une personne. Nous avons don mis au point uneexpérimentation, en demandant à des étudiants de séletionner, sur une image vignetteayant été agrandie, les 5 pixels qui leur semblaient être les plus ontrastés, sans no-tion d'ordre (voir la �gure 2.xxii pour une apture d'éran de l'appliation). Auunedé�nition préise ne leur a été fournie, la seule indiation étant que par ontraste, onentendait une opposition entre deux hoses.Nous avons ensuite réupéré les points séletionnés et les avons dessinés sur lesimages dont ils provenaient (voir la �gure 2.xxiii pour une illustration). Les résultats,visuellement, étaient très disparates, et il était rare que ertains points aient été séle-tionnés par plus d'un étudiant. La notion de ontraste et son mode de alul restentdon �ous et il est di�ile de s'assurer qu'elle doive être prise en ompte par la fon-tion de oût. Contrairement à notre approhe, le ontraste est peut-être plus signi�atiflorsque l'on onsidère une zone, plut�t qu'un masque 3× 3.
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Fig. 2.xxiii � Vignettes (légèrement agrandies) et points d'intérêt extraits par les étu-diants. rang G1 rang G2 di d2
i1 4 3 92 2 0 03 1 2 44 5 1 15 3 2 4Tab. 2.7 � Corrélation d'un appariementCoe�ients de orrélation de rangsOutre la notion de ontraste en elle-même, le oût mis en plae est lui aussi àritiquer. En e�et, il atteint des valeurs très élevées, même si peu d'erreurs sont ommiseslors de l'appariement : une seule erreur peut engendrer min(|G1|, |G2|)− 1 roisements.Or, on peut onsidérer que le maintien de l'ordre doit être une notion plus globale quine pénalise pas diretement haque roisement, mais qui juge de la ohérene globale del'appariement par rapport aux données de ontraste possédées. On peut ainsi s'intéresserà des oe�ients de orrélation de rangs.Le oe�ient de orrélation de Spearman ρ, de valeur omprise entre -1 (orrélationinverse) et 1 (totale orrélation) s'intéresse aux rangs pris par deux variables :

ρ = 1−
6
∑
d2

i

n(n2 − 1)ave di la di�érene entre les rangs des valeurs orrespondantes. Ainsi, si l'on reprendl'exemple de la �gure 2.viii, on obtient les données du tableau 2.7. Alors, ρ = 1 −
6×18

5(25−1 ) = 0.1, e qui indique une très faible orrélation et juge don d'une mauvaisequalité au niveau du maintien de l'ordre. La façon d'intégrer un oe�ient de orrélationde rangs à la fontion de oût pour le maintien de l'ordre est à étudier.



2.5. Remise en ause de l'approhe 672.4.3 Apparier deux graphes de taille di�érenteNous avons déjà indiqué que, pour éviter que l'appariement de meilleur oût ne soitelui où auun point n'est apparié, il est néessaire de pénaliser également les pointsnon appariés. Cei se justi�e également si l'on apparie deux graphes de taille di�érente.Or, seul le niveau du point en est a�eté. Comment pouvons-nous intégrer les pointsnon appariés au maintien de l'ordre et à la struture du graphe ?Maintien de l'ordreConernant le maintien de l'ordre, la question est la suivante : soient deux graphes
G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) que l'on a appariés, ayant respetivement |V1| et |V2|sommets, ave |G1| > |G2|. Combien réerait-on en moyenne de roisements si l'onajoutait, après l'appariement initial, |V1| − |V2| sommets au seond graphe ? Plusieurssolutions sont envisageables. On peut tout d'abord onsidérer que les sommets �tifsseraient moins importants que les sommets pré-existants, puisqu'ils n'ont pas été extraitspar le déteteur de points d'intérêt. Dans e as, leur ontraste étant inférieur, ils seraientdon ajoutés en �n de la haîne des points ordonnés par ordre de ontraste déroissant.Une autre possibilité est d'estimer que les points ajoutés étaient manquants lors del'appariement initial, et qu'ils auraient don dû se trouver à la bonne plae dans lahaîne. Dans e as, ils sont insérés à la plae des non appariés orrespondants. En�n,on peut tenir ompte du fait qu'en moyenne, dans une liste de n éléments, le nombred'inversions est de n(n−1)

4 . On pourrait don ajouter d'une façon ou d'une autre au oûtinitial du maintien de l'ordre e nombre moyen de roisements qui seraient réés par les
n = |V1| − |V2| points.Struture du grapheLa prise en ompte de points supplémentaires dans un des deux graphes pour alulerle oût de la struture du graphe est plus déliate, puisque l'ajout de points néessitel'introdution de oordonnées - le oût étant diretement basé sur la onservation deshemins dans la triangulation de Delaunay. Auune propriété sur la longueur moyennedu hemin (en nombre d'arêtes) entre deux points dans la triangulation de Delaunay nesemble exister.2.5 Remise en ause de l'approheNous sommes en mesure de reonnaître que l'approhe que nous avons mise en plaeest sans doute trop naïve. Par exemple, le respet strit de la relation d'ordre sur lespoints d'intérêt, que nous avons liée à leur valeur de ontraste, est largement disutable.Ainsi, nous ne sommes pas parvenus à mettre au jour une quelonque stabilité qui puisseêtre exploitée.Le prinipal enseignement que nous en retirons est que, dans le adre des alignementsde graphes issus d'images, il ne s'agit sans doute pas de déouvrir des bijetions (ouquasi-bijetions) entre les sommets. En e�et, un graphe est ertes rihe en information,



68 Chapitre 2. Vers une fontion de oût d'appariements de graphesmais 'est également une struture omplexe, qui impose, pour que des appariements detous les sommets aient un sens, que des images semblables aient un graphe semblable.Or, imaginons tout simplement que nous herhions à reonnaître un monument, ave unfond représentant le iel. Même en onservant exatement les mêmes paramètres de prisede vue, éhelle, et., il su�t que le temps hange (présene de nuages, par exemple) pourque de nouveaux points d'intérêt soient détetés. Cei mène, une fois la triangulationde Delaunay réalisée, à deux graphes très di�érents. On peut penser que l'appariementen est d'ores et déjà fortement ompromis. Les limites de notre approhe sont ii trèslaires : en vérité, le nombre de points d'intérêt à apparier est sans doute très restreint.La logique est l'inverse de la n�tre : au lieu de herher à tout apparier et pénaliserles erreurs de l'appariement, le bon hoix serait plut�t de réompenser les quelqueséléments justes détetables [Deng et al., 2006, Sidibé et al., 2007, Sidibe et al., 2008℄.En tout état de ause, nous attaquer à e problème intimement lié à l'image de la fa-çon dont nous l'avions envisagé est di�ile. Néanmoins, es onsidérations ont in�uenénotre ré�exion, et parmi les nombreux hoix de travaux futurs possibles, nous avonsdéidé de restreindre le problème, a�n de le reentrer sur l'isomorphisme de graphes.Nous verrons ainsi, dès le hapitre suivant (hapitre 3), que les problèmes de reon-naissane de formes que nous souhaitons résoudre sont analogues à ertaines questionsposées dans la théorie des graphes. Nous développerons ensuite, dans le hapitre 4, uneméthode d'extration de graphes à partir d'images. Nous verrons pourquoi nous jugeonses graphes intéressants à la fois pour représenter des images, mais aussi pour répondreaux problématiques d'isomorphismes. Ainsi, dans le hapitre 5, nous tirerons parti dela planarité de es graphes pour proposer des algorithmes d'isomorphismes e�aes.



3Théorie des graphes au servie de l'image
Sommaire3.1 Graphes et images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 693.1.1 Dé�nitions et terminologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 703.1.2 Images et planarité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 733.2 Problématiques d'isomorphismes et reonnaissane de formes 753.2.1 Isomorphisme de graphes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 753.2.2 Isomorphisme de sous-graphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 783.2.3 Plus grand sous-graphe ommun . . . . . . . . . . . . . . . . 803.3 Distane d'édition de graphes et similarité entre images . . 81Nous avons montré dans le hapitre 1 qu'il était possible de représenter les imagesnumériques sous forme struturée, et notamment sous forme de graphes. Par ailleurs,nous proposerons dans ette thèse une nouvelle méthode d'extration de graphes plansà partir d'images, qui sera détaillée dans le hapitre 4. Nous avons ainsi fait le hoixde e modèle symbolique pour une double raison : en e�et, les graphes ne se ontententpas d'être rihes en information. Comme nous l'étudierons dans e hapitre, plusieursproblématiques permettent de omparer deux graphes entre eux : il s'agit prinipale-ment de l'isomorphisme de graphes et de sous-graphes, mais aussi de distane d'éditionentre graphes. Nous verrons que es problématiques prennent tout leur sens lorsqu'ils'agit de omparer des graphes issus d'images. Nous ommenerons ainsi par exposerles prinipales dé�nitions liées aux graphes, avant de nous intéresser aux isomorphismesde graphes et à l'aide qu'ils peuvent apporter dans des domaines de reonnaissane deformes ou de lassi�ation d'images. La littérature dans e domaine étant très fournie,nous ne pourrons aborder toutes les méthodes existantes (le leteur pourra se référernotamment à [Bunke, 2000, Conte et al., 2004, Conte et al., 2007℄).3.1 Graphes et imagesDébutons e hapitre par les dé�nitions usuelles liées à la théorie des graphes. Nousne serons pas exhaustifs et nous limiterons aux onepts qui seront utiles tout au longde ette thèse. 69



70 Chapitre 3. Théorie des graphes au servie de l'image3.1.1 Dé�nitions et terminologieRappelons la dé�nition d'un graphe non orienté introduite dans la setion 1.3 :Dé�nition 3.1 (Graphe non orienté)Un graphe non orienté G est un ouple (V,E) ave :� V un ensemble �ni non vide d'éléments appelés sommets ou n÷uds ( verties enanglais) de G ;� E ⊆ V × V un ensemble �ni d'arêtes ( edges en anglais), qui sont des ensemblesà deux sommets.Dans la même setion, nous avions noté qu'il était fréquent d'assigner des labels ouétiquettes au sommets et/ou arêtes des graphes, pour les enrihir et obtenir e que nousnommons un graphe étiqueté.Dé�nition 3.2 (Graphe étiqueté)Soient LV et LE deux ensembles d'étiquettes (respetivement pour les sommets et lesarêtes de G). Un graphe non orienté étiqueté G est un quadruplet (V,E, α, β) ave :� V un ensemble �ni non vide d'éléments appelés sommets ou n÷uds ( verties enanglais) de G ;� E ⊆ V × V un ensemble �ni d'arêtes ( edges en anglais), qui sont des ensemblesà deux sommets ;� α : V → LV la fontion d'étiquetage des sommets ;� β : V × V → LE la fontion d'étiquetage des arêtes.Comment sont onstitués de tels labels ? Les étiquettes des sommets sont des des-ripteurs des parties qu'ils représentent : s'ils indiquent des régions, on peut leur assignerdes informations de ouleur (moyenne, variane. . .), de texture, de taille, de forme ; s'ilssont des points d'intérêt, on leur assigne des aratéristiques (ontraste, orientation desgradients, informations sur le voisinage. . .). Quant aux étiquettes des arêtes, qui repré-sentent les relations entre les sommets, elles peuvent dénoter la longueur des frontièresommunes, la distane entre les sommets. . .Pour ompléter notre voabulaire sur les graphes, ajoutons les éléments de termino-logie suivants [Wilson, 1996℄ :� la taille d'un graphe G est son nombre de sommets, noté |V | ;� un sommet v ∈ V est inident à une arête e ∈ E si v est une extrémité de e ;� deux sommets sont adjaents s'ils sont inidents à une même arête ;� le degré d'un sommet v ∈ V est le nombre d'arêtes inidentes, noté δ(v) ;� un sommet de degré 1 est appelé sommet pendant ;� une arête inidente à un sommet de degré 1 est une arête pendante ;� une haîne v0v1 . . . vl est une suite d'arêtes onséutives du graphe ({v0v1}, {v1, v2},
. . . , {vl−1vl}) ;� la longueur d'une haîne est le nombre d'arêtes la omposant ;� un graphe G est onnexe s'il existe une haîne entre toute paire de sommets de
G ;



3.1. Graphes et images 71� un yle est une haîne dont les sommets des extrémités sont identiques.La �gure 3.i nous permet d'illustrer es di�érentes notions : le graphe non orientéqui y est représenté est étiqueté. Les labels des sommets sont des entiers de 1 à 6, euxdes arêtes sont des lettres de a à e. Ce graphe est de taille 6, ar il a six sommets. Lessommets 1 et 2 sont inidents à l'arête a, ils sont don tous deux adjaents. Le degré dusommet 1 est δ(1) = 3 : il possède 3 arêtes inidentes, qui sont a, b et c. La haîne abd(ou ({2, 1}, {1, 4}, {4, 5})) est de longueur 3. aec (ou ({2, 1}, {1, 3}, {3, 2})) est un ylede longueur 3. On remarque que e graphe n'est pas onnexe : le sommet 6 est isolé.1 2 34 ab  56 d e
Fig. 3.i � Exemple de graphe non orienté étiqueté.Un graphe peut également être déomposé en un ensemble d'éléments. De e fait,on dé�nit les notions de sous-graphe, graphes partiel et sous-graphe partiel.Dé�nition 3.3 (Sous-graphe (induit))Le graphe G′ = (V ′, E′) est le sous-graphe de G = (V,E) induit par V ′ si :� V ′ ⊂ V ;� et E′ = {{u, v} ∈ E | u ∈ V ′, v ∈ V ′}.Ainsi, on obtient un sous-graphe en enlevant des sommets et toutes les arêtes ini-dentes à eux-i. Un sous-graphe (induit) de G peut don être uniquement dé�ni parun sous-ensemble de sommets de G, les arêtes étant une onséquene de e hoix.Dé�nition 3.4 (Graphe partiel)Soit G = (V,E) un graphe. Alors, le graphe G′ = (V,E′) est un graphe partiel de G si

E′ ⊂ E.On onstruit un graphe partiel en enlevant des arêtes au graphe d'origine, maisen onservant tous les sommets. Un graphe partiel peut se dé�nir uniquement par sesarêtes.Dé�nition 3.5 (Sous-graphe partiel)Un sous-graphe partiel est un graphe partiel d'un sous-graphe.Ces di�érents types de graphes obtenus par modi�ation des sommets et/ou arêtessont illustrés sur la �gure 3.ii.



72 Chapitre 3. Théorie des graphes au servie de l'image
1 2 34 56

1 24 5(a)
G = (V,E)
V = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
E = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 6},
{3, 5}, {4, 5}}

(b)
G′ = (V ′, E′) sous-graphe in-duit de (a)
V ′ = {1, 2, 4, 5}
E′ = {{1, 2}, {1, 4}, {4, 5}}1 2 34 56

1 24 5()
G′′ = (V,E′′) graphe partiel de(a)
E′′ = {{1, 2}, {1, 3}, {2, 6}, {4, 5}}

(d)
G′′′ = (V ′, E′′′) sous-graphe partielde (a) : graphe partiel de (b)
E′′′ = {{1, 4}}Fig. 3.ii � Illustration des notions de graphe, sous-graphe, graphe partiel et sous-graphepartiel.



3.1. Graphes et images 733.1.2 Images et planaritéLorsque les graphes représentent des images, ils ont une propriété supplémentairenon négligeable, qui est elle de la planarité. En d'autres termes, leur représentation dansle plan est plane : on peut les dessiner de façon à e que leurs arêtes ne se renontrentjamais, sauf aux extrémités [Fusy, 2007℄.Dé�nition 3.6 (Représentation plane)Une représentation plane d'un graphe G = (V,E) est un plongement η dans le plan telque :� ηV est une appliation injetive liant les sommets de G à des points dans le plan ;� ηE est une appliation liant les arêtes de G à des ourbes du plan, telle que haqueextrémité d'arête e ∈ E soit liée par ηV aux extrémités de la ourbe ηE(e) ;� ∀e, e′ ∈ E, les ourbes ηE(e) et ηE(e′) ne se renontrent jamais, sauf aux extré-mités qui leur sont ommunes.Dé�nition 3.7 (Graphe planaire)Un graphe G est planaire s'il admet au moins une représentation plane.Dé�nition 3.8 (Graphe plan)Un graphe plan est une représentation plane d'un graphe planaire.La �gure 3.iii illustre le as d'un graphe non planaire : il est impossible de le dessinersans que ses arêtes ne se renontrent. Par opposition, le graphe de la �gure 3.iv, lui, estplanaire. Sur ette illustration, trois plongements dans le plan possibles sont représentés :sur le premier, le graphe n'est pas plan (i.e. sa représentation n'est pas plane : deuxarêtes se roisent). Les deux autres représentations sont planes, ependant elles di�èrentpar une autre propriété : sur la deuxième, une arête est sous la forme d'une ourbe alorsque sur la troisième, toutes les arêtes sont des segments. Il a été montré [Fáry, 1948℄que tout graphe planaire simple sans boule peut être dessiné de façon à e que toutesses arêtes soient des segments.

Fig. 3.iii � Un graphe non planaire.



74 Chapitre 3. Théorie des graphes au servie de l'imageA
B

C
D

WXY Z
Fig. 3.iv � Trois représentations d'un même graphe planaire : une représentation nonplane et deux représentations planes.Dans un graphe plan, on peut dé�nir un objet supplémentaire, qui sont les faes.Toute représentation plane d'un graphe divise l'espae en régions, appelées faes. L'en-semble des arêtes limitant la fae, qui forme un yle, est ouramment appelé frontière.Ainsi, sur les deux représentations de droite de la �gure 3.iv, on trouve respetivementles faes suivantes : ABC, BCD, ABD et ACD (qui est la fae externe ou in�nie) ; et
WXY , WXZ, XY Z et WYZ (qui onstitue également la fae externe). De plus, laformule d'Euler indique que, quelque soit le plongement onsidéré d'un graphe planaire,le nombre de faes est onstant et répond à une formule simple :Théorème 3.1 (Formule d'Euler) Soit η une représentation plane d'un graphe pla-naire onnexe G = (V,E), et soit |F | son nombre de faes. Alors

|V | − |E|+ |F | = 2. (3.1)Ainsi, pour les deux graphes plans de droite de la �gure 3.iv, on a |V | = 4, |E| = 6,
f = 4 et |V | − |E| + f = 4 − 6 + 4 = 2. De plus, si |V | ≥ 3, alors le orollaire suivantest véri�é :Corollaire 3.1 (Nombre d'arêtes d'un graphe planaire)Soit G = (V,E) un graphe planaire onnexe, ave |V | ≥ 3. Alors

|E| ≤ 3|V | − 6. (3.2)Une des onséquenes de e orollaire est que, lorsque l'on s'intéresse à la omplexitéd'algorithmes mettant en jeu des graphes planaires, il est possible de ne tenir ompteque de |V |.



3.2. Problématiques d'isomorphismes et reonnaissane de formes 753.2 Problématiques d'isomorphismes et reonnaissane deformesEn reonnaissane de formes, ou dans d'autres domaines tels la lassi�ation super-visée ou non d'images, les buts, bien que divers, restent semblables. Il peut s'agir toutd'abord de déider si deux images représentent le/les même(s) objet(s), ou des objetstrès ressemblants. Si des graphes sont extraits de es images, ela revient à se demanders'ils sont isomorphes. Savoir si une image est inluse dans une autre (par exemple, dansquelles images puis-je retrouver e heval ?) est une autre interrogation possible. Cettefois, ela orrespond à retrouver un sous-graphe dans un graphe : 'est l'isomorphismede sous-graphe. En�n, on pourrait également vouloir déterminer quelles hoses deuximages ont en ommun, et en partiulier, quelle est la plus grosse partie ommune. Ils'agit de la reherhe de plus grand sous-graphe ommun. Dans ette partie, nous allonsnous intéresser tour à tour à es trois problématiques.3.2.1 Isomorphisme de graphesNous voii en possession de deux graphes issus d'images. Nous souhaitons savoir sies images sont identiques : nous voulons don omparer les deux graphes. Déider sideux graphes sont ou non struturellement identiques est une problématique appeléeproblème de l'isomorphisme de graphes.Dé�nition 3.9 (Isomorphisme de graphes)Deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) sont isomorphes s'il existe une bijetion
φ de V1 dans V2 telle que

{i, j} ∈ E1 ⇔ {φ(i), φ(j)} ∈ E2. (3.3)Cette dé�nition signi�e simplement que deux graphes sont isomorphes s'il existe uneorrespondane entre leurs deux ensembles de sommets, telle que toutes les arêtes soientrespetées (voir par exemple la �gure 3.v). L'isomorphisme de graphes peut ainsi êtrediretement relié à l'appariement de graphes (voir la partie 2.1.1) : deux graphes sontisomorphes s'il existe entre eux un appariement bijetif, ave une ontrainte dure surles sommets et les arêtes.
Fig. 3.v � Deux graphes isomorphes : l'appariement est dénoté par les ouleurs.



76 Chapitre 3. Théorie des graphes au servie de l'imagePour e qui est de l'appliation aux images, prenons pour exemple l'illustration dela �gure 3.vi1 qui représente deux images, pour lesquelles les graphes ont été superposés(en noir). Il s'agit de graphes simples, des RAG, pour permettre une meilleure visua-lisation. Ces deux graphes sont parfaitement isomorphes : on peut trouver au moinsun appariement bijetif entre eux (ii, représenté par des ars bleus) qui respete lessommets et les arêtes. Cet appariement, si on lui assignait un oût, serait parfait etdon de oût 0.
Fig. 3.vi � Deux graphes issus d'images (en noir) qui sont isomorphes : l'appariementdes sommets est représenté par des ars bleus.Cela paraît tout à fait orret de onlure que les deux images sont identiques,ou tout du moins très prohes. Pourtant, il est possible d'enrihir es graphes, en leurassignant des labels : 'est le as présenté par la �gure 3.vii, où la ouleur des régions a étéassignée omme étiquette aux sommets. Même si les graphes sont toujours isomorphes,ette fois l'appariement n'est pas parfait, puisque les labels des sommets appariés nesont pas les mêmes : le oût assoié serait supérieur à 0. Il existe don potentiellementplusieurs isomorphismes, ertains étant meilleurs que d'autres.

Fig. 3.vii � Deux graphes isomorphes, mais dont les labels des sommets di�èrent.Qu'en est-il de la omplexité du problème de l'isomorphisme de graphes ? Cela resteun problème ouvert [Fortin, 1996℄ :1Les images de e hapitre représentant des graphes issus d'images ont été réalisées en utilisant lalibrairie de lipart http://www.openlipart.org/, qui est de domaine publi.

http://www.openclipart.org/


3.2. Problématiques d'isomorphismes et reonnaissane de formes 77Complexité de l'isomorphisme de graphes Le problème d'isomorphisme de gra-phes dans le as général appartient à la lasse NP. Cependant, ela reste un problèmeouvert : on ne sait pas s'il appartient à P ou s'il est NP-omplet, ni même s'il appartientà o-NP. L'existene d'un isomorphisme entre deux graphes a ainsi sa propre lasse deomplexité : 'est un problème isomorphique-omplet.Cependant, même si auun algorithme pour les graphes généraux ne fontionne entemps polynomial dans le pire des as, il est en pratique non trivial de trouver desgraphes pour lesquels le problème de l'isomorphisme soit di�ile à résoudre, même s'ilsont une taille importante [Fortin, 1996℄. De plus, ertaines lasses de graphes partiulierspeuvent avoir des omplexités polynomiales. Néanmoins, la plupart de es algorithmespolynomiaux dédiés à des lasses de graphes partiulières ont des onstantes les rendantprohibitifs en pratique. D'autant plus qu'il est souvent non trivial de déterminer si ungraphe appartient à une lasse donnée.Beauoup d'approhes de résolution d'isomorphismes se basent sur des invariantsassoiés aux sommets, a�n de réduire l'espae de reherhe (pour un graphe de taille
n, il y a en e�et n! appariements possibles). Un invariant est un nombre i(v) lié à unsommet v (par exemple, le degré, invariant de base souvent utilisé pour les graphes nonréguliers) tel que, s'il existe un isomorphisme qui apparie v et v′, alors i(v) = i(v′)(notons que l'inverse ne tient pas : si deux sommets ont le même invariant, il n'existepas forément d'isomorphisme les appariant). Ainsi, l'algorithme nauty [MKay, 1981℄propose plusieurs invariants : un nombre basé sur les sommets atteignables par unehaîne de longueur 2, un nombre basé sur le nombre de sommets à distane 1 à n de
v. . . En fait, en pratique, les invariants sont souvent ombinés les uns aux autres pourêtre plus disriminants. Leur temps de alul peut alors devenir non négligeable dansle temps d'exéution de l'algorithme d'isomorphisme, le alul de l'invariant idéal etperformant pour un graphe donné étant, en outre, une tâhe non triviale.Une première méthode pour résoudre le problème de l'isomorphisme de deux graphesest de tenter d'en onstruire un inrémentalement, par essais-erreurs. À un petit sous-graphe du premier graphe, isomorphe à un du seond, on ajoute peu à peu des sommetstout en onservant le sous-isomorphisme [Cordella et al., 1999, Cordella et al., 2001℄.Les invariants sont alors utilisés pour séletionner les sommets à ajouter et permettrede rejeter rapidement le plus possible de possibilités. Une autre approhe onsiste àaluler un identi�ant unique par graphe. Deux graphes sont alors isomorphes s'ils ontle même identi�ant. C'est également le as de nauty, qui examine tous les automor-phismes d'un graphe (qui sont des isomorphismes ave lui-même) et alule un iden-ti�ant anonique. Mais il est également possible de penser l'isomorphisme de graphesomme étant un problème portant sur les matries d'adjaenes des graphes onsi-dérés. Une matrie d'adjaene est une des possibilités de strutures de données re-présentant des graphes. Pour un graphe G = (V,E), il s'agit d'une matrie boo-léenne A de taille |V | × |V | qui véri�e, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . , |V |}, aij = 1 si {i, j} ∈ E,et aij = 0 sinon. Certains algorithmes travaillent ainsi diretement sur les matriesd'adjaene, se ramenant à un problème d'optimisation sur l'ensemble des permu-tations, en inluant parfois des notions de probabilité d'appariements de sommets,ou des noyaux [Gold et Rangarajan, 1996, Lozano et Esolano, 2004, Singh et al., 2007,



78 Chapitre 3. Théorie des graphes au servie de l'imageZaslavskiy et al., 2008, Leordeanu et Hebert, 2009℄. Une autre possibilité est de s'inté-resser aux valeurs propres et veteurs propres des matries d'adjaene, invariants auxpermutations [Umeyama, 1988, Shapiro et Brady, 1992, Caelli et Kosinov, 2004℄. Ainsi,si deux graphes sont isomorphes, les valeurs et veteurs propres seront les mêmes (maisl'inverse n'est pas forément vrai). D'autres méthodes font elles appel à des arbres de re-herhe [Messmer et Bunke, 1999℄ utilisant des heuristiques pour élaguer l'espae de re-herhe, ou à une approhe par programmation par ontraintes [Sorlin et Solnon, 2004℄.En fait, beauoup de es méthodes alulent un isomorphisme dit tolérant, 'est-à-dire que ertaines ontraintes dures sur les sommets et arêtes peuvent ne pas êtrerespetées. En e�et, ils est rare que deux images prohes aient exatement le mêmegraphe. Être tolérant permet une meilleure généralisation. Nous y reviendrons dans lapartie 3.3, et verrons que ei peut être onçu omme étant un alul de distane entregraphes, pour lequel on souhaite minimiser une fontion de oût.Revenons à des onsidérations de planarité. Il a été montré [Hoproft et Wong, 1974℄que pour la lasse des graphes planaires, le problème de l'isomorphisme pouvait serésoudre en temps linéaire, ependant et algorithme reste inexploitable en pratique,à ause d'une importante onstante. Il fut par la suite amélioré en intégrant de laprogrammation parallèle [Jaja et Kosaraju, 1988℄, mais reste rédhibitoire. Nous avonsdéjà indiqué que dans le as d'images, les graphes extraits étaient planaires. Mais ilssont surtout plans : leur plongement est donné. Dans e as, que penser par exempledes graphes de la �gure 3.viii ? Ils sont bien isomorphes dans le sens de la dé�nition,mais souhaitons-nous, dans le as d'images, qu'ils le soient ?
Fig. 3.viii � Deux graphes issus d'images isomorphes.Ainsi, il existe une dé�nition di�érente de l'isomorphisme, pour le as plan. Nousy reviendrons en détails dans le hapitre 5 et proposerons un algorithme polynomiald'isomorphisme de graphes s'appliquant à e as partiulier.3.2.2 Isomorphisme de sous-grapheOn peut également vouloir savoir si un objet apparaît ou non dans ertaines zonesd'images. Cette fois, on herhe plut�t à retrouver un graphe (le motif que l'on reherhe)dans un autre, plus grand (l'image où l'on reherhe le motif). Déider si un graphe estou non inlus dans un autre est appelé problème de l'isomorphisme de sous-graphe.



3.2. Problématiques d'isomorphismes et reonnaissane de formes 79Dé�nition 3.10 (Isomorphisme de sous-graphe)Il existe un isomorphisme de sous-graphe entre deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 =
(V2, E2) s'il existe une injetion φ de E1 dans E2 telle que

{i, j} ∈ E1 ⇔ {φ(i), φ(j)} ∈ E2. (3.4)Un isomorphisme de sous-graphe de G1 dans G2 est en fait un isomorphisme de
G1 dans un sous-graphe de G2 : il existe une orrespondane entre les sommets de G1et eux de G2, telle que toutes les arêtes de G1 soient respetées (voir par exemple la�gure 3.ix qui illustre un as possible d'isomorphisme de sous-graphe). L'isomorphismede sous-graphe peut ainsi être diretement relié à l'appariement de graphes (voir la partie2.1.1) : G1 est isomorphe à un sous-graphe de G2 s'il existe entre eux un appariementinjetif, ave une ontrainte dure sur les sommets et les arêtes si l'on onsidère un sous-graphe induit (e qui est le as ii) ; dure sur les sommets et souple sur les arêtes si l'ononsidère un sous-graphe partiel.

Fig. 3.ix � Isomorphisme de sous-graphe : l'appariement est dénoté par les ouleurs.Illustrons es onsidérations dans le domaine de l'image, ave la �gure 3.x qui re-présente deux images, pour lesquelles les graphes ont été superposés (en noir). À droite,il s'agit du motif que l'on herhe à retrouver dans l'image de gauhe. Il existe bienun isomorphisme de sous-graphe entre eux : on peut trouver au moins un appariementinjetif (ii, représenté par des ars bleus) qui respete les sommets et les arêtes. Cetappariement, si on lui assignait un oût, serait parfait et don de oût 0.Il est évident qu'un sous-graphe pourrait se retrouver plusieurs fois dans le grapheible, e qui est souvent le as si leur nombre de sommets est limité (le graphe n'est pasassez disriminant). Les étiquettes assignées aux sommets et/ou arêtes peuvent alorsservir à di�érenier un bon appariement d'un mauvais.Quant à la omplexité de l'isomorphisme de sous-graphe, il s'agit d'un problèmedi�ile [Garey et Johnson, 1979℄ :Complexité de l'isomorphisme de sous-graphe Le problème d'isomorphisme desous-graphe est NP-omplet.La plupart des méthodes et algorithmes, utilisant des heuristiques, ités dans la par-tie préédente (3.2.1) s'appliquent également à l'isomorphisme (tolérant) de sous-graphe,



80 Chapitre 3. Théorie des graphes au servie de l'image

Fig. 3.x � Isomorphisme de sous-graphe entre un motif (à droite) reherhé dans uneimage (à gauhe). L'appariement est représenté par les ars bleus.omme les arbres de reherhe [Ullmann, 1976℄. On peut également iter l'approhe pargraphe d'assoiation [Levi, 1972℄, où haque appariement de deux sommets est dénotépar un sommet dans un nouveau graphe, dont les arêtes dénotent les ompatibilitésd'appariements.Conernant les graphes planaires, omme pour le as de l'isomorphisme, il a étémontré que l'isomorphisme de sous-graphe pouvait se résoudre en temps linéaire, maislà aussi ave une onstante rendant son utilisation pratique di�ile [Eppstein, 1995℄.3.2.3 Plus grand sous-graphe ommunUne autre possibilité est de reherher e qu'ont en ommun deux images, et pluspréisément quelle est leur plus grande partie ommune. Il s'agit, dans la théorie desgraphes, de la reherhe de plus grand sous-graphe ommun.Dé�nition 3.11 (Sous-graphe ommun)Soient G, G1 et G2 trois graphes. G est un sous-graphe ommun à G1 et G2 s'il existeun isomorphisme de sous-graphe entre G et G1 d'une part, et G et G2 d'autre part.Dé�nition 3.12 (Plus grand sous-graphe ommun)Un sous-graphe ommun G = (V,E) à G1 et G2 est maximal ( i.e. il s'agit du plusgrand sous-graphe ommun) s'il n'existe pas d'autre sous-graphe ommun G′ = (V ′, E′)à G1 et G2, tel que |V ′| > |V |.Un plus grand sous-graphe ommun de G et G′ est un graphe G′′ qui est un sous-graphe de G et G′ et qui, parmi tous les sous-graphes possible de G et G′, a le plus grandnombre de sommets. Notons que le plus grand sous-graphe ommun de deux graphespeut ne pas être unique. Le problème du plus grand sous-graphe ommun peut lui aussis'interpréter en terme d'appariement : il orrespond à un appariement univoque de taillemaximale en le nombre de sommets, ave une ontrainte dure sur les sommets et les



3.3. Distane d'édition de graphes et similarité entre images 81arêtes. La �gure 3.xi illustre l'appariement d'un plus grand sous-graphe ommun dedeux graphes.

Fig. 3.xi � Plus grand sous-graphe ommun : l'appariement est dénoté par les ouleurs.Complexité du plus grand sous-graphe ommun Le problème de reherhe duplus grand sous-graphe ommun est NP-di�ile.Le plus grand sous-graphe ommun a été utilisé pour dé�nir une distane entregraphes [Bunke et Shearer, 1998℄. Soient G = (V,E) et G′ = (V ′, E′) deux graphes, deplus grand sous-graphe ommun gsc(G,G′), alors leur distane d(G,G′) vaut
d(G,G′) = 1−

|gsc(G,G′)|

max(|V |, |V ′|)
. (3.5)Cette formule a été la base d'une étude alulant la distane entre deux graphes enpassant par leur union [Wallis et al., 2001℄.3.3 Distane d'édition de graphes et similarité entre imagesAllons plus loin. Il est peu fréquent, dans des as où les graphes sont plus omplexes,e qui orrespond souvent à la réalité, qu'ils soient parfaitement isomorphes. Même siles images sont très prohes, ertaines petites di�érenes peuvent modi�er la struturedes graphes, omme l'illustre la �gure 3.xii. En outre, les images du monde réel sontsouvent bruitées (hangement de onditions de prise de vue. . .), et les graphes extraitsen sont don modi�és. Pour ette raison, il est généralement néessaire d'introduireune ertaine tolérane [Bunke, 1998℄ lors de l'appariement des graphes (par exemple,on peut imaginer des isomorphismes à k sommets près, à m arêtes près. . .). Un grandnombre de méthodes des référenes déjà itées dans e hapitre résolvent en fait un



82 Chapitre 3. Théorie des graphes au servie de l'imageisomorphisme approximatif : à défaut de trouver un isomorphisme parfait (pare qu'iln'existe pas, ou pare qu'il est trop fastidieux à trouver), les solutions renvoyées sontdes appariements tolérants optimaux (qui trouvent la meilleure solution, dans le piredes as en temps exponentiel), ou suboptimaux (qui trouvent un minimum loal, engénéral en temps polynomial). Cei peut être rapprohé du alul de distanes entregraphes.
Fig. 3.xii � Ces deux graphes ne sont plus isomorphes. Pourtant : ils sont prohes, ilexiste entre eux un isomorphisme tolérant.Nous avons évoqué, dans le hapitre 1 l'existene d'une mesure de distane entrehaînes, la distane d'édition. Nous avons ajouté qu'elle avait été adaptée pour permettrede aluler la distane entre arbres. Ce fut également le as pour la distane entregraphes. Ainsi, on dé�nit un ensemble d'opérations permettant de passer d'un grapheà l'autre [Sanfeliu et Fu, 1983℄. En général, il s'agit de la suppression, de l'insertionou de la substitution d'un sommet ou d'une arête. À haune de es opérations estassignée un oût, qui peut être toujours le même, ou dépendre des sommets et arêtesonsidérés. La suite des opérations d'édition permettant de passer d'un graphe à l'autreest appelé sript d'édition. Il est évident qu'il existe une in�nité de sripts, mais ladistane d'édition orrespond à elui de oût minimal :Dé�nition 3.13 (Distane d'édition de graphes)La distane d'édition de deux graphes G1 et G2 orrespond au oût du sript d'éditionoptimal.La valeur de la distane nous informe sur la dissemblane entre les deux graphes :plus elle est petite et plus ils sont similaires. La distane d'édition de graphe est en faitun appariement univoque ave des ontraintes souples sur les sommets et les arêtes.Dans le domaine de l'image (voir la �gure 3.xiii), ela revient à se demander ommentmodi�er le graphe de gauhe pour obtenir elui de droite. Parmi toutes les solutionspossibles, une se trouve être la moins oûteuse (plusieurs solutions optimales peuventexister).Bunke [Bunke, 1997℄ a montré que, dans le as où toutes les opérations d'édition ontun oût unitaire (la distane est alors égale à la longueur du plus petit sript d'éditionpossible), distane d'édition et plus grand sous-graphe ommun sont intimement liés.En e�et, si G′′ = (V ′′, E′′) est le plus grand sous-graphe ommun de G = (V,E) et
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Fig. 3.xiii � Distane d'édition de graphes : quelles opérations pour passer de l'un àl'autre ?
G′ = (V ′, E′), alors leur distane d'édition de(G,G

′) est la suivante
de(G,G

′) = |V |+ |V ′| − 2|V ′′|. (3.6)On peut également rapproher isomorphisme de sous-graphe et distane d'édition[Zeng et al., 2009℄. En e�et, étant donné deux graphes G = (V,E) et G′ = (V ′, E′),ave |V | < |V ′| et |E| < |E′|, alors G est un sous-graphe de G′ si et seulement si
de(G,G

′) = (|E′| − |E|) + (|V ′| − |V |). (3.7)Dans e as, les opérations d'édition ont aussi un oût unitaire. Ainsi, on peut utiliserla distane d'édition pour résoudre l'isomorphisme de sous-graphe, que nous avons déjàdit être NP-omplet. Par onséquent, la omplexité de la distane d'édition de graphesest la suivante :Complexité de la distane d'édition de graphes Le alul de la distane d'éditionde deux graphes est NP-di�ile.Les travaux portant sur la distane d'édition de graphes font don appel à desheuristiques. Dans [Riesen et al., 2007℄, les auteurs herhent tout d'abord un appa-riement optimal des sommets, avant d'y ajouter le oût des arêtes (la solution �naleest don suboptimale), en utilisant l'algorithme d'assignement des sommets de Mun-kres [Munkres, 1957℄ basé sur une matrie de oûts. Ils est aussi possible de faire appelà des arbres de reherhe [Neuhaus et al., 2006℄, où les auteurs adaptent l'algorithme
A∗ [Hart et al., 1968℄ (onstrution dynamique d'un arbre de reherhe ave à haqueétape séletion du sommet le moins oûteux) ou a des probabilités [Myers et al., 2000℄.Certains auteurs ont également proposé de nouvelles opérations d'édition, omme lafusion de deux sommets ou la division d'un sommet en deux [Ambauen et al., 2003,Berretti et al., 2004℄ (ei trouve tout son sens lorsque les graphes représentent desimages, pour pallier des problèmes de sur ou sous-segmentation). D'autres enore ontétudié l'apprentissage des oûts d'édition [Neuhaus et Bunke, 2007℄.





4Une méthode d'extration de graphes plansà partir d'images
Sommaire4.1 Finalité et moyens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 864.2 Constrution du graphe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 884.2.1 Segmentation de l'image . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 884.2.2 Extration de pixels d'intérêt et a�nage . . . . . . . . . . . . 914.2.3 Des pixels aux pointels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 934.2.4 Triangulation par région . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 964.3 Reonstrution des images . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 984.4 Expérimentations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1014.4.1 Analyse des pertes engendrées par la méthode d'extration . 1024.4.2 Comparaison ave une autre méthode d'extration de graphes 1054.4.3 In�uene des paramètres sur la taille du graphe . . . . . . . . 1064.5 Disussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107Dans le premier hapitre de ette thèse (se référer aux parties 1.2 et 1.3), nous avonspu déouvrir pourquoi il était utile de herher à représenter les images numériques sousune autre forme qu'une simple matrie de pixels, et nous avons exposé ertaines de esreprésentations alternatives : les histogrammes, les haînes, les arbres et les graphes.Les graphes, que nous privilégions dans ette thèse, sont en e�et rihes en information,mais onstituent également des modèles symboliques liés à des problématiques tellesl'isomorphisme de graphes, qui trouvent tout leur sens dans un domaine d'appliationtel que l'image (voir le hapitre 3). De même, nous avons pu onstater, dans le hapitre2, que l'appariement de graphes, et les fontions de oût assoiées, permettaient euxaussi de travailler dans e sens.Dans e hapitre, nous présenterons notre méthode d'extration de graphes à partird'images numériques. Après avoir exposé le ahier des harges assoié, nous détailleronsles di�érentes étapes permettant d'obtenir es graphes. Nous montrerons également quees graphes permettent de oder une ertaine version des images, ave moins d'infor-mation qu'à l'origine. Nous terminerons par des expérimentations visant à analyser lespertes engendrées par l'extration de graphes, à nous omparer à d'autres méthodes, et85



86 Chapitre 4. Une méthode d'extration de graphes plans à partir d'imagesnous porterons également notre attention sur la taille de es graphes. Nous onluronse hapitre sur une disussion.4.1 Finalité et moyensDeux étapes de prétraitement d'une image peuvent mener à la onstrution d'ungraphe : la segmentation et l'extration de aratéristiques (ou points d'intérêt). Pour lapremière, on obtient par exemple un RAG (voir la partie 1.3.1). Outre les inonvénientsde e genre de modèles ités dans la partie orrespondante, on peut ajouter que lastruture du graphe ainsi obtenu n'a le plus souvent que peu de rapport ave e quereprésentait l'image à l'origine, surtout si la segmentation est grossière. D'un autre �té,si l'on onstruit un graphe par extration de points d'intérêt qui seront ensuite reliésentre eux, il est possible que ertains points engendrent du bruit dans le graphe, ouenore que l'on doive en extraire un trop grand nombre pour être ertain d'avoir touseux qui sont important. Cei engendre des graphes de trop grande taille, hose néfastepour des problèmes omplexes omme l'isomorphisme. De plus, assoier un sommet parpixel (voire même groupe de pixels) pose un problème de géométrie disrète, puisqu'ilsont dans e as une épaisseur.Demandons-nous alors e que doit être un bon graphe. Premièrement, il doit pouvoirêtre extrait de tout type d'images, et être robuste : si l'image est un peu déformée (parexemple par modi�ation légère de la prise de vue, ou de l'éhelle, une oultation rai-sonnable, un hangement de luminosité ou bien une modi�ation d'autres paramètres),le graphe doit, lui, rester le plus stable possible. En outre, la sémantique de l'imagedevrait être respetée par le graphe. Cei signi�e qu'une fois dessiné, le graphe soit bienune représentation des objets de l'image (par exemple, que les frontières des objets del'image oïnident ave les arêtes du graphe) : une personne n'ayant pas vu l'image doitreonnaître, sur le dessin du graphe, ses prinipaux objets ou au moins les deviner. Ene sens, les faes du graphe auront toute leur importane. De plus, il doit respeter er-taines propriétés pour être raisonnable vis-à-vis de ertains algorithmes : les problèmesd'isomorphisme de graphes, et eux, liés, d'isomorphisme de sous-graphes, de plus grandsous-graphe ommun et de distane d'édition de graphes (voir le hapitre 3) devraientêtre solvables en temps polynomial. En�n, nous souhaiterions être en possession degraphes à partir desquels il serait possible de reonstruire l'image assoiée, et que, deplus, ette image soit une bonne approximation de l'image d'origine. Cette perte est enoutre néessaire, pour permettre la généralisation : des images similaires doivent avoirdes graphes très prohes. De plus, ette vision peut être rapprohée du prinipe du mi-nimum desription length [Rissanen, 2007℄, régit par le fait que la meilleure hypothèsereprésentant un ensemble de données est elle qui mène à la meilleure ompression.Nous répondrons à e ahier des harges de la façon suivante :� pour obtenir une ertaine robustesse, nous ferons appel non à une seule opérationde traitement d'images, mais à deux : nous ombinerons à et e�et la segmentationet l'extration de aratéristiques ;� ombiner es deux prétraitements assurerait l'obtention de graphes sémantique-



4.1. Finalité et moyens 87ment semblables aux images d'origine [Pardo, 2002, Jiten et Mérialdo, 2007℄ ;� pour que le graphe soit algorithmiquement raisonnable, nous limiterons sa taille(don son nombre de sommets) tout en respetant les deux points pré-ités, etnous ajouterons deux ontraintes qui le rendront fort intéressant : il devra êtreplan, et onnexe ;� en�n, pour pouvoir reonstruire une image, nous assoierons aux graphes quelquesdonnées supplémentaires, outre les sommets et les arêtes.Dans la suite de e hapitre, nous utiliserons les notations suivantes :� I désignera une image numérique ;� p(I, i, j) désignera un pixel de l'image I, de oordonnées i et j ;� Ir sera l'image de la segmentation de I en r régions (il s'agit d'une image donthaque région a une ouleur orrespondant à la moyenne des ouleurs de ses pixels,omme nous le verrons dans la partie 4.3) ;� G(Ir, p) sera le graphe obtenu en extrayant p pixels d'intérêt sur les ontours desegmentation de l'image Ir ;� P sera la fontion de position qui, à tout sommet d'un graphe assoie ses oor-données spatiales ;� C sera la fontion de ouleur qui, à toute fae d'un graphe assoie sa ouleur ;� I(G(Ir, p), P,C) désignera l'image de la reonstrution du graphe G(Ir, p) à l'aidedes données de P et C (nous traiterons le as partiulier des pixels traversés parles arêtes du graphe dans la partie 4.3).De plus, nous analyserons la perte engendrée par les di�érentes étapes de notreméthode d'extration de graphes plans à partir d'images. Il s'agira de omptabiliser lesdi�érenes entre les images : image originelle I, image de la segmentation en r régions
Ir et image du graphe de p pixels d'intérêt I(G(Ir, p), P,C). Pour ela, nous dé�nissonsune distane dp entre tout pixel p1 d'une image I1 et tout pixel p2 d'une image I2 ommeétant la distane normalisée entre leurs veteurs de ouleur. Ainsi, si la ouleur de p1dans I1 est cI1(p1) = (r1, v1, b1) et la ouleur de p2 dans I2 est cI2(p2) = (r2, v2, b2) (iinous prenons don le odage RVB), alors :

dp(p1, p2) =
|r2 − r1|+ |v2 − v1|+ |b2 − b1|

3 ∗ 255Et nous dé�nissons, pour toutes images I1 et I2 de dé�nition n×m pixels :
perte(I1, I2) =

∑i=n−1
i=0

∑j=m−1
j=0 dp(p(I1, i, j), p(I2, i, j))

n×mRevenons pour terminer sur le problème évoqué en début de partie, portant sur laorrespondane entre pixels et sommets du graphe. En e�et, si un pixel est désigné pourdevenir sommet du graphe, ela pose un problème de géométrie disrète : un sommet n'apas d'épaisseur, un pixel si. Pour pallier ela, nous utiliserons par la suite la terminologieet ertains objets de l'interpixel [Françon, 1996, Fiorio, 1995℄. En e�et, onsidérer uneimage omme une matrie de pixels pose ertains problèmes. Notamment, si l'on parlede frontières entre deux régions, désigne-t-on des pixels ? Si oui, lesquels ? Intuitivement,



88 Chapitre 4. Une méthode d'extration de graphes plans à partir d'imagespar frontière, on désignerait plut�t des lignes entres les régions, don entre les pixels.On dira ainsi que les pixels sont séparés par des lignels, et que les extrémités des lignelssont des pointels (pour une illustration, on pourra se référer à la �gure 4.i). Il existedon quatre lignels par pixel, et deux pixels adjaents au sens du 4-voisinage ont unlignel (et don deux pointels) en ommun.
Fig. 4.i � Terminologie de l'interpixel.

4.2 Constrution du grapheDans ette partie, nous détaillons les di�érentes étapes de notre méthode de onstru-tion d'un graphe à partir d'une image. Celle-i se base sur les deux opérations usuellesde traitement d'images introduites dans la partie 1.1.2 : la segmentation et l'extrationde pixels d'intérêt. Combiner es deux opérations permet de tirer pro�t de leurs avan-tages respetifs et d'obtenir ainsi des graphes préservant l'information sémantique ettopologique ontenue dans l'image originale ('est-à-dire une représentation ohérentevis-à-vis de la disposition spatiale des objets représentés sur l'image, leurs frontières, etleurs relations d'adjaene ou d'inlusion). De plus, es graphes onstituent alors uneapproximation valide de l'image originelle qui minimise la fontion de perte présentéedans la partie 4.1. De façon plus formelle, la méthode d'extration permet d'obtenirpour toute image I, un graphe G et des fontions P et C, tels que perte(I, I(G,P,C))soit minimisée.Dans la suite, nous illustrerons nos propos en onsidérant le manhot de la �gure 4.ii,qui servira d'exemple, tout au long de ette setion, à la onstrution de graphes. Elleprovient de la base de données d'images segmentées de Berkeley1, que nous utiliseronségalement pour nos expérimentations (partie 4.4).4.2.1 Segmentation de l'imageLe proessus de segmentation d'une image, détaillé dans la partie 1.1.2, vise à dé�nirun ensemble de régions disjointes, onstituées de pixels homogènes selon un ritèreprédé�ni. De nombreuses segmentations sont possibles pour une même image, ommeon peut le voir sur la �gure 4.iii.1http://www.ees.berkeley.edu/Researh/Projets/CS/vision/grouping/segbenh/

http://www.eecs.berkeley.edu/Research/Projects/CS/vision/grouping/segbench/
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Fig. 4.ii � Image originelle dont on herhe à extraire un � ou des � graphe(s).

(a) (b)
() (d)Fig. 4.iii � Di�érentes segmentations possibles d'une même image. Les bordures desrégions sont délimitées par des pixels noirs. (a) 7 régions, (b) 10 régions, () 12 régionset (d) 18 régions.



90 Chapitre 4. Une méthode d'extration de graphes plans à partir d'imagesL'information essentielle fournie par e proessus est diretement liée à es régions :haune d'entre elles a une dimension sémantique, en e qu'elle représente un desonepts, ou une partie d'un des onepts, �gurant sur l'image originale. C'est ettedimension sémantique que l'on herhe tout d'abord à préserver lors de l'extration dugraphe. Intuitivement, la signi�ation des régions est onservée si les arêtes du grapheonordent au mieux ave les bordures des régions. Celles-i sont omposées des pixelsadjaents au omplément de haune des régions.Pour atteindre e but, nous nous intéressons aux pointels et lignels introduits dansla partie 4.1 : les quatre oins d'un pixel sont appelés pointels, et haque ouple depixels adjaents est séparé par un lignel (pour un rappel, voir la �gure 4.i). Si esdeux pixels n'appartiennent pas à la même région, on peut onsidérer que le lignelséparateur onstitue une frontière. Une région est alors délimitée par une suite de lignelsde frontière, qui doivent être onséutifs.Ainsi, onsidérons la �gure 4.iv, qui est issue de la segmentation en sept régionsdistintes numérotées de l'image originelle du manhot. Les lignels séparant des pixelsde régions di�érentes y sont représentés, tout omme eux orrespondant aux bords del'image (pour les représenter graphiquement, il a fallu leur assigner une épaisseur, alorsque, pour rappel, ils n'en ont pas en réalité). Chaune des régions peut alors être dériteen terme de lignels onséutifs, qui forment des yles. Ainsi, les régions 1, 2, 3, 4, 5et 7 sont haune dérites par un seul yle de lignels. Cependant, il arrive égalementque les régions ne soient pas onnexes, et que ertaines soient inluses les unes dans lesautres : 'est le as de la 7, inluse dans la 6. Dans e as, la région dite englobante (i.e.,dans le as présent, la 6), est dérite par plusieurs yles de lignels (ii, deux yles), unpour la région englobante, les autres pour la ou les régions englobées (ii, uniquementla 7).

Fig. 4.iv � Ensemble de lignels dépeignant les frontières des régions obtenues par seg-mentation.Il faut désormais trouver les sommets du graphe nous permettant de respeter aumieux les lignels. Spontanément, la solution serait de onsidérer que haque pointel



4.2. Constrution du graphe 91appartenant à un lignel séparant deux régions di�érentes onstitue un sommet du graphe(et tout lignel deviendrait alors arête). Cependant, le graphe ainsi obtenu ontiendraitun nombre assez onséquent de sommets, e qui n'est pas reommandé pour des raisonsde ombinatoire (notamment pour les problèmes d'isomorphismes de graphes évoquésdans le hapitre 3). Inversement, un nombre trop faible de sommets engendrerait desarêtes formant des segments trop éloignés des frontières des régions : l'approximationde l'image originelle serait trop importante, e qui est rédhibitoire pour des tâhes dereonnaissane de formes, par exemple. Par onséquent, il s'agit de hoisir les sommetsde façon à ompresser ave le moins de perte possible l'information fournie par les lignels(qui se trouve être déjà une ompression de l'image originelle) : en e�et, e n'est pasla on�guration exate des régions, pixel par pixel, qui nous est utile, mais leur formeglobale.La question se pose désormais en es termes : omment bien approximer les ré-gions, pour que la perte soit minimale ? De nombreuses approximations d'une régionsont possibles, et ei orrespond notamment à des travaux de simpli�ation polygo-nale [Bhowmik et Bhattaharya, 2007, Damiand et Coeurjolly, 2008℄. Nous souhaitonsprivilégier une méthode garantissant une faible distane par rapport à la véritable fron-tière de la région, tout en produisant un graphe de taille raisonnable. Notre postulat estque e but sera atteint si l'on hoisit omme sommets du graphe un sous-ensemble despointels des lignels séparateurs de régions, et e ave l'aide d'un extrateur de pointsd'intérêt.4.2.2 Extration de pixels d'intérêt et a�nagePour séletionner les pointels qui onstitueront les sommets du graphe, nous faisonsappel à la seonde opération de traitement d'images présentée dans la partie 1.1.2 : ladétetion de pixels d'intérêt. Bien qu'usuellement diretement appliqués sur les imagesoriginelles, nous hoisissons d'exéuter les déteteurs de pixels d'intérêt sur les imagesbinaires représentant les bordures des régions (omme on a pu le voir sur la �gure 4.iii).Un tel hoix se justi�e pour plusieurs raisons. Tout d'abord, ei permet de supprimertotalement la détetion de pixels d'intérêt dus à du bruit sur l'image. Ce hoix nousassure également de ne pas extraire de pixels internes aux régions et orrespondantpar exemple à des zones de fort ontraste, des oins ou enore à des zones fortementtexturées. En�n, ela nous garantit d'obtenir des pixels assez bien répartis sur l'ensembledes bordures des régions et ainsi de représenter haune d'entre elles. On obtient donun ensemble de pixels d'intérêt situés diretement sur, ou très prohes, de la frontièredes régions. La �gure 4.v permet de omparer l'extration de pixels d'intérêt sur l'imageoriginelle, l'image segmentée en 7 régions, et en 18 régions.Cependant, malgré es préautions, et ensemble de pixels d'intérêt n'est pas enoresatisfaisant, et ela pour deux raisons. Premièrement, il est possible que ertains despixels extraits ne soient pas réellement intéressants pour l'usage que l'on souhaite enfaire, s'ils sont trop éloignés des frontières des régions. Il faut don supprimer eux quivéri�ent e ritère. Pour ela, nous prenons en onsidération, pour haque pixel déteté,un masque formé de lui-même et de ses huit voisins (ou de ses inq ou trois voisins si
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(a) (b) ()Fig. 4.v � Extration de 50, 100 et 200 pixels d'intérêt. Colonne (a), sur l'image origi-nelle, seule la zone du manhot est bien représentée. Colonnes (b) et () sur des imagessegmentées : dès 100 pixels, toutes les régions sont disernables.le pixel est sur un bord ou un oin de l'image). S'il s'avère que e masque ne ontientque des pixels appartenant à la même région (i.e. le masque est uniforme), alors le pixeldéteté orrespondant est supprimé de l'ensemble des pixels d'intérêt. La seonde étaped'a�nage de l'ensemble des pixels d'intérêt vise à assurer que toutes les intersetionsentre régions soient orretement représentées. On va don potentiellement ajouter despixels à l'ensemble. L'avantage de et ajout est bien sûr de suivre les frontières desrégions, mais il existe également un béné�e majeur qui sera expliité dans la setionsuivante 4.2.3. Cette fois-i, on analyse le masque de haun des pixels de l'image, et onajoute omme pixel d'intérêt tout pixel dont le masque reouvre au moins trois régions(ou au moins deux, si le pixel appartient au bord de l'image). Pour terminer, nousajoutons également les quatre oins de l'image. Un exemple de résultat d'extration depixels d'intérêt et de leur a�nage est représenté sur la �gure 4.vi.
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Fig. 4.vi � Extration et a�nage des pixels d'intérêt le long des bordures d'une partied'une image segmentée. Aux pixels détetés automatiquement (en noir), on ajoute lespixels d'intersetion manquants (spirales blanhes) et les oins de l'image (étoile). Onsupprime également les masques uniformes (roix rouge).4.2.3 Des pixels aux pointelsNous sommes désormais en possession d'un ensemble de pixels d'intérêt adéquat. Laprohaine étape onsiste en la séletion, parmi les quatre pointels possibles pour haquepixel d'intérêt, des plus pertinents. Nous les appellerons par la suite pointels d'intérêt.La règle de séletion est la suivante :1. on onsidère haque pointel π de haque pixel d'intérêt indépendamment ;2. soient p0, p1, p2 et p3 les quatre pixels ayant en ommun le pointel π (numérotésen tournant autour du pointel) ;3. si ∃pi tel que cI(pi−1) 6= cI(pi) et cI(pi) 6= cI(pi+1) (modulo 4) alors π est unpointel d'intérêt. Rappelons que cI(p) est la ouleur du pixel p de l'image I ; iil'image est segmentée, la ouleur est don en fait la région d'appartenane dupixel.En fait, il s'agit de onserver en tant que pointels d'intérêt les pointels dont lesrégions des pixels adjaents ont des on�gurations en diagonale, ou en oins. Des illus-trations de tels as sont visibles sur la �gure 4.vii.Les pointels d'intérêt forment dès lors les sommets du graphe. Le résultat d'une telleséletion est visible sur la �gure 4.viii : les pointels blans sont les pointels d'intérêt.Il s'agit maintenant de réer les arêtes du graphe, et ela en reliant les sommets touten suivant les bordures des régions pour respeter leur forme. La �gure 4.ix représente,en noir, les arêtes du graphe et, en blan, ses sommets. L'approximation des borduresdes régions, en gris foné, est alors visible. De plus, haque fae du graphe orrespondbien à une région de la segmentation (si des régions sont dérites par plusieurs yles delignels, elles sont alors dérites par plusieurs faes : une englobante, et une ou plusieursenglobées).
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Fig. 4.vii � Règle de séletion des pointels d'intérêt : à gauhe, les 4 pixels adjaentsau pointel onsidéré. Au entre, des exemples de on�guration dénotant un pointeld'intérêt. À droite, des exemples de on�guration ne dénotant pas un pointel d'intérêt.

Fig. 4.viii � Des pixels d'intérêt aux pointels d'intérêt : tous les pointels possibles (rondsnoirs et ronds blans), et les 15 pointels d'intérêt onservés (ronds blans).Revenons maintenant sur l'avantage primordial apporté par l'ajout des pixels d'in-tersetion évoqué dans la partie 4.2.2. Reonsidérons la �gure 4.viii et imaginons quenous n'ayons pas ajouté les pixels d'intersetion non détetés automatiquement (pixelsave une spirale blanhe). Certains pointels d'intérêt peuvent alors ne plus être sommetsdu graphe (dans l'exemple, il s'agit du seul pointel entral aux quatre pixels d'intérêt àspirale du entre de l'image). La première onséquene est évidemment que l'approxima-tion des régions est dès lors plus importante. Mais la réperussion la plus remarquableest représentée sur la �gure 4.x : il peut y avoir réation de nouvelles faes dans legraphe (des triangles ou des quadrilatères) au niveau de l'intersetion des régions. Surl'image, 'est le as du triangle grisé. Ces nouvelles faes ont le double désavantage de nepas appartenir à une région propre et, ainsi, de n'avoir auun sens sémantique. Elles nesont don pas souhaitables en regard du ahier des harges que nous nous sommes �xédans la partie 4.1 pour extraire des graphes à partir d'images. L'ajout de tous les pixelsd'intersetion néessaires à une bonne représentation des régions est don essentiel.
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Fig. 4.ix � Les pointels d'intérêt sont reliés en suivant les bordures des régions, formantainsi les arêtes du graphe. L'approximation des bordures est alors visible.

Fig. 4.x � Si les pixels d'intersetion n'étaient pas tous détetés : réation de faes dansle graphe n'appartenant pas à une région donnée, et n'ayant auun sens sémantique (ii,en gris).



96 Chapitre 4. Une méthode d'extration de graphes plans à partir d'imagesLa dernière remarque de ette partie onerne la taille des graphes obtenus. Commenous l'étudierons en détail par des expérimentations dans la partie 4.4.3, elle est inti-mement liée au nombre de pixels d'intérêt. On peut ainsi extraire des graphes de tailleplus ou moins grande, et qui approximent plus ou moins les régions de la segmentation(en toute logique, moins le nombre de pixels d'intérêt détetés est important et plusles régions sont approximées). Des exemples de graphes de di�érentes tailles obtenusd'après la segmentation de la �gure 4.iv sont représentés sur la �gure 4.xi. On remarqueque la région 7, qui est inluse dans la 6 (orps du manhot), n'est déelée, ave ledéteteur utilisé, que lorsque la taille du graphe devient plus importante (dans le asprésent, pour 200 pixels d'intérêt extraits, soit un graphe de taille 334).
Fig. 4.xi � Plusieurs graphes obtenus d'après la même segmentation d'une image, enfaisant varier le nombre de pixels d'intérêt extraits. De gauhe à droite, on a respe-tivement 35, 80 et 200 pixels extraits, auxquels ont été ajoutés par a�nage 43, 43 et41 pixels d'intersetion et/ou oins de l'image, pour arriver à 81, 145 et 334 pointelsd'intérêt formant les sommets des graphes.4.2.4 Triangulation par régionNous sommes dorénavant en possession de graphes qui peuvent être onsidérésomme des ensembles de faes représentant des objets ou parties d'objets. Ces graphesont notamment pour aratéristique, et non des moindres, d'être des représentationsplanes de graphes planaires. Nous souhaitons néanmoins leur apporter plus de robus-tesse, tout en onservant ette propriété importante de planarité.Par augmenter la robustesse, nous entendons renforer la struture des graphes.Par là-même, puisque nos graphes doivent pouvoir répondre à des problématiques dereonnaissane de formes, il s'agit de renforer la struture des faes, qui sont les objets.Dans e but, nous hoisissons d'insérer des arêtes supplémentaires dans haune desfaes, en faisant appel à la triangulation de Delaunay (plus de détails sur ette struturegéométrique sont disponibles dans l'annexe A). Cette triangulation est unique pourun ensemble de points donné. Ainsi, même si la position des sommets est légèrementmodi�ée à ause de transformations appliquées à l'image originelle, la triangulation,elle, restera stable ; 'est-à-dire que les deux graphes orrespondant à es triangulationsseront les mêmes : ils auront les mêmes sommets et les mêmes arêtes. De plus, onfrontéeaux problèmes évoqués d'isomorphismes de graphes, la triangulation permettra d'éviterde mettre en relation des faes ayant des bordures similaires, mais des formes di�érentes.



4.2. Constrution du graphe 97Cei est illustré par la �gure 4.xii : les deux graphes de la première ligne sont isomorphes.Pourtant, leur forme est très di�érente, et ela n'aurait pas de sens de les apparier dansune appliation de reonnaissane de formes. La ligne en-dessous représente es mêmesgraphes, auxquels a été appliquée une triangulation de Delaunay : ils ne sont alors plusisomorphes.

Fig. 4.xii � Sur la première ligne, deux graphes isomorphes, qui ne le sont plus lorsqu'unetriangulation de Delaunay leur est appliquée (seonde ligne).Sur ette même �gure, on remarque que le graphe de droite, de par sa représentationplane, est onave. Pour obtenir la triangulation de Delaunay représentée, nous avonshoisi de supprimer les arêtes n'étant pas à l'intérieur de la fae. En e�et, la triangulationde Delaunay engendrant des graphes onvexes, ertaines arêtes peuvent alors ne plusappartenir à l'intérieur des faes. La sémantique de es faes en serait ainsi modi�ée,voire perdue. Il est don néessaire d'ajouter à notre méthode une phase de orretionde la triangulation pour éliminer de telles arêtes. Le proessus de triangulation desgraphes se déroule don en deux étapes : la première met en jeu une triangulation faepar fae, dont les arêtes extérieures aux faes sont supprimées lors de la seonde étape.En fusionnant l'ensemble des faes triangulées, on obtient le graphe �nal, omme onpeut le voir sur la �gure 4.xiii.
Fig. 4.xiii � Triangulation des graphes de la �gure 4.xi : 145 et 334 sommets.



98 Chapitre 4. Une méthode d'extration de graphes plans à partir d'imagesL'insertion des arêtes de la triangulation apporte un seond avantage. On a remarquéque ertaines régions de la segmentation pouvaient être inluses les unes dans les autres.Il en déoule que le graphe que l'on obtient en suivant la proédure dérite jusqu'ii peutne pas être onnexe, e qui n'est pas souhaitable pour des questions de ombinatoire.L'utilisation de la triangulation va nous permettre de résoudre e problème. L'obtentionde graphes onnexes est une propriété importante pour les algorithmes d'isomorphisme.4.3 Reonstrution des imagesNous voii désormais en possession d'un graphe. Il nous reste à dé�nir les fontions
P et C introduites dans la partie 4.1, qui nous permettront de reonstruire les imagesorrespondant aux graphes.

P est l'ensemble des oordonnées des pointels d'intérêt. Le passage des oordonnéesd'un pixel à elui de ses pointels est représenté sur la �gure 4.xiv. Ainsi, si une image aune dé�nition en pixels de m×n, ave des oordonnées allant de (0, 0) à (m− 1, n− 1),alors les pointels ont des oordonnées allant de (0, 0) à (m,n).
Fig. 4.xiv � Coordonnées : des pixels aux pointels.Il nous reste à �xer C. Il s'agit des valeurs des ouleurs dé�nissant les faes du graphe.Le prinipe est le suivant : pour haque fae, nous assoions une ouleur orrespondantà la moyenne des pixels la omposant, ela sur ses trois omposantes RVB. Cei estsimple lorsqu'il s'agit d'une image segmentée (se référer par exemple à la �gure 4.xv).Cependant, lorsque l'on passe aux graphes, un as partiulier est à soulever : eluides pixels traversés par des arêtes. Ces derniers sont traités à part, ils n'interviennentdon pas dans la moyenne d'une fae. La ouleur de haun d'entre eux est �xée selon larègle suivante : nous prenons en onsidération ses quatre pointels et faisons la moyennede leur ouleur. La ouleur de haque pointel orrespond elle à la ouleur de la régiondans laquelle il se trouve. Si un pointel est entre plusieurs régions, sa ouleur est alorsune moyenne des ouleurs des régions auxquelles il appartient. Pour illustrer nos propos,onsidérons la �gure 4.xvi : en haut à gauhe, il s'agit d'une partie de la reonstru-tion d'une image segmentée. Les pixels d'une région ont une ouleur orrespondant àla moyenne des pixels la omposant. Après appliation de notre méthode d'extrationde graphe, on obtient, par exemple, les arêtes représentées en haut à droite. En bas àgauhe : la ouleur des faes orrespond alors elle aussi à la moyenne des ouleurs despixels la omposant (on ignore les pixels traversés par des arêtes). Ainsi, la fae bleue
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Fig. 4.xv � Reonstrution d'une image segmentée : la ouleur d'une région est lamoyenne des ouleurs de ses pixels.reste identique, tandis que les ouleurs des faes rouge et jaunes sont très légèrementmodi�ées par la présene, due à l'approximation, d'un pixel d'une autre ouleur (res-petivement bleu et rouge). Les pixels traversés par des arêtes sont traités à part : onommene par aluler la ouleur de leurs pointels, que l'on moyenne (voir le zoom enbas à droite).En outre, notons que nous hoisissons de olorier les faes sans tenir ompte desarêtes de la triangulation : en e�et, elles-i ont pour but prinipal de renforer lastruture des graphes, et n'ont pas de sens sémantique. En toute logique, étant internesaux faes, elles ne modi�eraient pas leur ouleur, mais pourraient omplexi�er le alulinutilement par l'introdution d'autres pixels traversés par des arêtes. Des illustrationsde reonstrutions de graphes issus de l'image originelle du manhot sont visibles surla �gure 4.xvii. Notons qu'une version de démonstration de notre méthode d'extrationde graphes plans à partir d'images a été développée, et est disponible en ligne à l'URLsuivante : http://labh-urien.univ-st-etienne.fr/EPG/.Le graphe permet don de reoder une ertaine version de l'image d'origine, avemoins d'information. Notons, de plus, que l'enodage d'un graphe néessite une tailleinférieure à l'enodage de l'image originelle. En e�et, on sait que pour stoker une imagede dé�nition m×n pixels, odée selon un ertain modèle de ouleur qui orrespond à unveteur de taille K, la taille néessaire est de m×n×K bits (soit m×n×K/8 otets).Ainsi, pour un odage en trois omposantes (par exemple RVB), la taille néessaire est de
m×n×24 bits. Or, ii nous avons à oder le graphe plan, 'est-à-dire les oordonnées deses sommets, ses arêtes, et la ouleur des faes. Les oordonnées néessitent, pour haundes sommets, une taille de log n+ logm bits, soit un total de |V | × (log n+ logm) bits.Qu'en est-il des arêtes ? Nous avons vu dans la partie 3.1.2 que pour un graphe planaire,l'inégalité suivante était véri�ée : |E| ≤ 3|V | − 6. On peut don onsidérer 3|V | ommeétant une borne supérieure du nombre de bits néessaires pour stoker les arêtes. En�n,intéressons-nous aux ouleurs des faes. Une nouvelle fois, la formule d'Euler indiqueque pour un graphe planaire, le nombre de faes f est tel que : |V | − |E| + f = 2. Onen déduit que 2|V | × K est une borne supérieure du nombre de bits néessaires pour

http://labh-curien.univ-st-etienne.fr/EPG/
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Fig. 4.xvi � Reonstrution des images : alul de C. En haut à gauhe, une partie d'uneimage segmentée : la ouleur d'une région est la moyenne des ouleurs de ses pixels. Enhaut à droite, en noir, le graphe orrespondant. En bas à gauhe, la valeur de C pourle graphe : les ouleurs des faes sont la moyenne des ouleurs de leurs pixels, les pixelstraversés par des arêtes sont la moyenne des ouleurs de leurs pointels. En bas à droite :zoom sur une setion de la reonstrution.

Fig. 4.xvii � Reonstrution des images des graphes de la �gure 4.xi : 81, 145 et 334sommets.



4.4. Expérimentations 101stoker les ouleurs des faes, sur un veteur de taille K. Finalement, on obtient unetaille d'enodage d'un graphe valant :
|V | × (log n+ logm+ 3 + 2K)Ce hi�re n'est pas une borne supérieure, puisqu'il faut lui ajouter les ouleurs des pixelstraversés par des arêtes.4.4 ExpérimentationsA�n d'analyser notre méthode d'extration de graphes plans à partir d'images, nousavons réalisé plusieurs expérimentations. L'intégralité a été menée sur des images pro-venant de la base d'images segmentées de Berkeley [Martin et al., 2001℄. La partie pu-blique de ette base ontient 300 images, de dé�nition 481 × 321 pixels, en mode RVB(pour des expliations sur es termes, se référer aux dé�nitions de la partie 1.1.1). Ils'agit de la représentation en ouleur de photos mettant en sène des êtres humains,des animaux, des paysages, des onstrutions. . . Pour une illustration non exhaustive,onsulter la �gure 4.xviii. Chaune des images de la base ontient, au minimum, un objetdisernable. Elles sont en fait toutes extraites de la base d'images COREL2, largementutilisée dans le domaine de la reherhe d'image par le ontenu.

Fig. 4.xviii � Exemples d'images provenant de la base de données de Berkeley.Pour haque image sont également fournis plusieurs résultats de segmentation, aveplus ou moins de régions, dans des �hiers au format texte. Des représentations sousforme d'images de es segmentations sont visibles sur la �gure 4.xix (il s'agit de seg-mentation des premières images de haque ligne des exemples de la �gure 4.xviii). Lessegmentations ont été faites à la main par des volontaires, sans qu'auune instrution2http://wang.ist.psu.edu/dos/related/

http://wang.ist.psu.edu/docs/related/


102 Chapitre 4. Une méthode d'extration de graphes plans à partir d'imagespartiulière quant au type de ritère à utiliser pour séparer les régions ne leur soit four-nie (à l'exlusion du fait que haque région doive représenter une hose distinte del'image originelle). Chaque image a été segmentée par plusieurs personnes, à des degrésde �nesse di�érents, selon leur propre pereption. Les �hiers ontiennent un minimumde deux régions, pour une moyenne de vingt. Pour les 300 images, un total de 1633segmentations di�érentes sont disponibles.

Fig. 4.xix � Exemples d'images montrant des résultats de segmentation et provenantde la base de données de Berkeley.Quant à l'extration de pixels d'intérêt, nous avons pour nos expérimentations uti-lisé la méthode présentée dans [Bres et Jolion, 1999℄. Elle part du prinipe qu'un pixeld'intérêt est aratérisé par une information loale de ontraste signi�ative (se référerà la partie 1.1.1 pour la notion de ontraste dans une image) et se base sur une analysemultirésolution de l'image (représentée sous la forme d'une pyramide). Celle-i subitalors une étape de rehaussement de ontraste qui vise à réduire l'entropie, et qui en-gendre une image binaire. Les pixels d'intérêt orrespondent alors à des maxima loauxde la mesure de ontraste umulée dans la base de la pyramide.Nous présentons dans la suite un ensemble d'expérimentations mettant en ÷uvre labase de données d'images segmentées et l'extrateur de pixels d'intérêt pré-ités. Toutd'abord, il s'agit d'étudier les pertes engendrées par la onstrution du graphe, parrapport à l'image originelle et à l'image segmentée. Ensuite, on ompare es pertes àune autre méthode d'extration de graphes. En�n, on s'intéresse également à l'in�uenede di�érents paramètres (nombre de régions, nombre de pixels d'intérêt) sur la tailledu graphe obtenu. Nous onserverons les notations introduites dans la partie 4.3, et lafontion perte introduite dans 4.1.4.4.1 Analyse des pertes engendrées par la méthode d'extrationNous analysons tout d'abord les pertes dues aux phases de segmentation et deonstrution du graphe.



4.4. Expérimentations 103Analyse de perte(I, Ir)Nous étudions en premier lieu la perte ausée par la segmentation d'une image Ien r régions, 'est-à-dire à la valeur de perte(I, Ir). Pour l'ensemble des segmentationsdisponibles, la perte moyenne est de 0.1004, soit environ 10%. Cei soulève toutefoisune interrogation intéressante : existe-t-il une orrélation entre le nombre de régions dela segmentation d'une image et perte(I, Ir) ? Pour y répondre, nous avons séletionné,pour un nombre de régions allant de 3 à 30, 10 résultats de segmentation (soit untotal de 280 �hiers), et alulé les pertes moyennes orrespondantes. Les résultatssont représentés sur la �gure 4.xx, ave les éarts-types orrespondants. On remarquelairement qu'il n'existe auun lien entre le nombre de régions et perte(I, Ir). Ceipeut être expliqué par la façon dont les images ont été segmentées : n'ayant eu auuneinstrution partiulière pour réer les régions, les personnes ayant segmenté les imagesn'ont pas néessairement utilisé des ritères liés à des zones de ouleur uniformes. Ilest même fort probable qu'elles se soient plut�t basé sur des données sémantiques. Iln'y a alors auune justi�ation pour que es zones sémantiques soient homogènes, et equelque soit la �nesse de la segmentation. Les éarts-types, qui sont assez importantsquelque soit le nombre de régions, renforent ette impression.
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104 Chapitre 4. Une méthode d'extration de graphes plans à partir d'imagesavons mis en plae le protoole suivant : pour toutes les segmentations, nous avonsextrait 10 à 500 pixels d'intérêt, ensemble que nous avons a�né selon la démarhedérite dans la partie 4.2.2. Par la suite, les pointels d'intérêt orrespondant ont étéalulés, et haque graphe onstruit. Une fois les images des graphes reonstituées,les valeurs moyennes de perte(Ir, I(G(Ir , p), P,C)) ont été obtenues, ave les éarts-types orrespondants. Les résultats sont représentés sur la �gure 4.xxi : la perte déroîtfortement et rapidement lorsque le nombre de pixels d'intérêt extraits augmente. Celaest logique, puisque plus le nombre de pixels est grand, plus les arêtes délimitant les faessuivent les bordures des régions, et don plus la perte devient faible. Cei est on�rmépar le fait que la valeur des éarts-types diminue nettement ave l'augmentation dunombre de pixels d'intérêt. En�n, notons que perte(Ir, I(G(Ir, p), P,C)) a une valeurmoyenne omprise entre 3.12% (pour 10 pixels d'intérêt extraits) et 0.19% (pour 500pixels d'intérêt extraits), e qui semble assez faible.
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perte(I, I(G(Ir , p), P,C)) ≤ perte(I, Ir) + perte(Ir, I(G(Ir, p), P,C))Sahant ela, il est intéressant d'étudier la part de es deux étapes dans la perte to-tale. Nous avons vu qu'en moyenne, perte(I, Ir) = 10%, et que perte(Ir, I(G(Ir , p), P,C))



4.4. Expérimentations 105
p r |V | perte(I, Ir) perte(Ir, I(G(Ir, p), P,C)) somme50 3 104 0.084 0.006 0.08950 6 146 0.083 0.006 0.08950 7 123 0.084 0.005 0.08950 9 175 0.084 0.006 0.09050 13 149 0.084 0.007 0.09150 18 248 0.076 0.013 0.08950 20 207 0.083 0.007 0.090Tab. 4.1 � Pour une image donnée, pertes orrespondant à di�érents niveaux de seg-mentation.varie, en fontion du nombre de pixels d'intérêt, de 3% à 0.2% environ. Clairement, laperte la plus importante a toujours lieu lors de la première étape, 'est-à-dire la seg-mentation de l'image. La méthode que nous utilisons pour ensuite onstruire un grapheause largement moins de perte. De plus, elle déroît rapidement pour atteindre 1% dès100 pixels d'intérêt extraits.Pour plus de détails, nous avons souhaité étudier le as d'une image donnée, àdi�érents niveaux de segmentation, as représenté dans le tableau 4.1. Pour un mêmenombre de pixels d'intérêt extraits (p = 50), et pour un nombre roissant de régions(de 3 à 20), e tableau apporte en premier lieu des informations sur la taille |V | dugraphe obtenu. Comme nous le verrons dans la partie 4.4.3, elle-i augmente ave lenombre de pixels extraits. Ce sont les trois dernières olonnes qui nous intéressent pluspartiulièrement. Tout d'abord, elles on�rment que la perte a majoritairement lieu lorsde la segmentation de l'image. De plus, es olonnes montrent une nouvelle fois que lesdeux pertes intermédiaires, et don la perte totale, sont indépendantes du nombre derégions de l'image.4.4.2 Comparaison ave une autre méthode d'extration de graphesDans ette partie, nous avons souhaité omparer notre méthode d'extration degraphes à partir d'images à une autre, plus lassique et usitée. Dans ette dernière,il s'agit d'extraire les pixels d'intérêt diretement sur l'image originelle (il n'y a donpas intervention d'une phase préalable de segmentation), auxquels on ajoute les quatreoins de l'image s'ils n'ont pas été détetés. Ces pixels sont alors, par nos ritères,onvertis en pointels d'intérêt, puis reliés par une triangulation de Delaunay globale.Auune information sémantique sur les objets �gurant sur l'image originelle n'est dona priori onservée. Nous notons G(I, Tp) e graphe à p pixels d'intérêt extraits, et

I(G(I, Tp), P,C) l'image reonstruite (selon les mêmes prinipes que I(G(Ir, p), P,C).Les pertes engendrées par es deux méthodes, en fontion du nombre de pixels d'intérêtextraits, sont représentées sur la �gure 4.xxii (la valeur de perte(I, I(G(Ir , p), P,C))est obtenue en sommant perte(I, Ir) et perte(Ir, I(G(Ir , p), P,C)), ei est don unemajoration). On remarque que notre méthode induit toujours une perte légèrement



106 Chapitre 4. Une méthode d'extration de graphes plans à partir d'imagesmoindre, e qui la rend ompétitive, d'autant plus qu'elle a pour avantage de onserverla sémantique de l'image originelle.
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Fig. 4.xxii � perte(I, I(G(Ir , p), P,C)) et perte(I, I(G(I, Tp), P,C)) en fontion dunombre de pixels d'intérêt extraits.4.4.3 In�uene des paramètres sur la taille du grapheIntéressons-nous désormais à la taille des graphes obtenus suite à notre méthode deonstrution.Comment obtenir un graphe de taille |V | ?Étant donné une image, si l'on désire obtenir un graphe d'une taille donnée |V |, onpeut pour ela se servir des deux paramètres de la méthode : le niveau de segmentation('est-à-dire le nombre de régions) et le nombre de pixels d'intérêt extraits. Il est e-pendant utile de savoir lequel de es deux paramètres doit être utilisé de préférene : ilfaut pour ela étudier la perte induite par haun d'entre eux. Dans e but, nous avonsomparé perte(I, I(G(Ir , p), P,C)), pour une même image, et di�érentes valeurs de r et
p menant à un nombre sensiblement égal de pointels d'intérêt. Ainsi, pour deux graphesde même taille issus d'une même image, on peut évaluer s'il est préférable d'avoir unfaible nombre de régions et un grand nombre de pixels d'intérêt, ou inversement. Lesrésultats sont regroupés dans le tableau 4.2 : il s'agit de la situation pour deux imagesnotées A et B. On remarque que la perte totale, perte(I, I(G(Ir, p), P,C)), a une valeurassez stable, que l'on agisse sur le nombre de régions ou le nombre de pixels d'intérêt.Cela signi�e que haque paramètre peut être ajusté pour obtenir un graphe d'une tailledonnée. Cependant, on peut indiquer une légère préférene pour le as où le nombre de



4.5. Disussion 107Image p r |V | perte(I, Ir) perte(Ir, perte(I,
I(G(Ir, p), P,C)) I(G(Ir, p), P,C))A 80 7 182 0.084 0.004 0.08820 18 188 0.076 0.023 0.098B 80 11 146 0.166 0.009 0.17520 25 145 0.166 0.022 0.188Tab. 4.2 � In�uene de r et s sur les pertes lors de l'extration d'un graphe de taille

|V |.pixels d'intérêt est supérieur au nombre de régions. E�etivement, dans ette on�gu-ration, perte(Ir, I(G(Ir , p), P,C)) diminue puisque, omme nous l'avons déjà expliquédans la partie 4.4.1, les arêtes représentent alors de façon plus juste les bordures desegmentation. On pourrait estimer que pour extraire un graphe de taille approhant
|V |, il faudrait �xer r = |V |/20 et p = |V |/2.Relation entre le nombre de pixels d'intérêt extraits et |V |.Soyons plus préis. Nous souhaitons mettre en relation le nombre de pixels d'intérêtextraits et le nombre de pointels obtenus a�n d'évaluer lairement l'in�uene de lavaleur de p. Dans e but, nous avons extrait 10 à 500 pixels d'intérêt sur les 1633images de segmentation disponibles, nous avons a�né et ensemble omme dérit dansla partie 4.2.2 et alulé le nombre de pointels d'intérêt orrespondant. Les résultats sontvisibles sur la �gure 4.xxiii : |V | est quasi-linéairement dépendant de p, et on pourraitapproximer ette ourbe par une droite d'équation y = 1.4 × x+ 135.Relation entre le nombre de régions et |V |.Pour �nir, nous foalisons notre attention sur l'in�uene de r sur la taille du graphe.Pour ela, nous avons séletionné, pour un nombre de régions allant de 3 à 30, 10 imagesde segmentation (soit un total de 280 �hiers). Pour haune, nous avons extrait 50,100, 150 et 200 pixels d'intérêt, qui ont été a�nés puis transformés en pointels d'intérêt.Les résultats sont représentés sur la �gure 4.xxiv : bien que la roissane des ourbesne soit pas régulière, on remarque que, pour une valeur p donnée, plus le nombre derégions augmente et plus le nombre de pointels d'intérêt augmente lui aussi. Cei esten majorité lié à l'augmentation du nombre de pixels d'intersetion de régions, qui sontajoutés lors de la phase d'a�nage (partie 4.2.2).4.5 DisussionNous avons présenté une méthode d'extration de graphes plans à partir d'images,qui nous permet d'obtenir e que nous jugeons être de �bons� graphes pour des tâhes
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4.5. Disussion 109de reonnaissane de formes : ils sont à la fois intéressants algorithmiquement parlant,de par leur taille modérée et le fait qu'ils soient onnexes et plans ; mais ils ont égale-ment une dimension sémantique qui aratérise en grande partie l'originalité de notreméthode et son intérêt pour des domaines d'appliations liés à l'image. Cette méthodepermet également de reonstruire les images assoiées aux graphes, ave une perte d'in-formation. Les expérimentations ont montré que les pertes engendrées étaient limitées.Plusieurs pistes de travail intéressantes pourraient être explorées. En premier lieu,d'autres fontions de pertes pourraient être proposées : la distane L1 sur le odage RVBdes pixels n'est peut-être pas la plus adaptée pour juger d'une perte visuelle. Ainsi, lamesure de distorsion PSNR (Peak Signal to Noise Ratio) est plus fréquemment utilisée,notamment en ompression d'images. Elle est dé�nie par : PSNR = 10. log10

(
d2

EQM

),où d est la plus grande valeur d'un pixel (e qui orrespond à 255 s'il est odé sur 8 bits).EQM est l'erreur quadratique moyenne, dé�nie pour deux images I1 et I2 de taille m×nomme suit : EQM = 1
mn

∑m−1
i=0

∑n−1
j=0 ||I1(i, j) − I2(i, j)||

2. On peut également iterla mesure de similarité entre images SSIM, qui a été développée en s'intéressant pluspartiulièrement à la di�érene de struture entre les deux images [Wang et al., 2004℄.En outre, les tehniques de simpli�ation polygonales évoquées à la �n de la partie4.2.1 pourraient être utilisées pour simpli�er les ontours des régions, à la plae desdéteteurs de points d'intérêt, dont l'utilisation est peu naturelle sur des images binaires.Citons également les travaux sur les alpha shapes [Stelldinger et al., 2006℄.De plus, la phase d'a�nage visant à ompléter l'ensemble des pixels d'intérêt, avantde les transformer en pointels, pourrait avoir lieu diretement sur les pointels, a�nd'éviter de déteter de multiples pixels d'intérêt menant au même pointel.D'autre part, la triangulation de Delaunay n'est pas la seule possibilité pour donnerplus de robustesse au graphe et le rendre onnexe. Il est par exemple possible d'ajouterdes arêtes aux graphes en assoiant plusieurs opérations de traitement d'images, ommeillustré sur la �gure 4.xxv. La première phase onsiste, lassiquement, en la détetion desbordures des régions (image (a), ii obtenues par dilatation). Ensuite, il s'agit de réaliserla arte géodésique des distanes aux bords pour haque région : on alule la distanede haun des pixels par rapport aux bords de la région à laquelle il appartient. Ainsi,plus l'on s'éloigne du bord et plus la distane augmente (graphiquement, on se rapprohedon de plus en plus d'une teinte laire, omme sur l'image (b)). Cette arte géodésiqueest ensuite inversée (image ()) pour permettre le alul de la dernière étape : la lignede partage des eaux. Il s'agit de onsidérer l'image de la arte géodésique omme unesurfae en trois dimensions, hauteur, largeur et niveau de gris. Ensuite, on peut imaginerque l'on fait monter un niveau d'eau, en partant du niveau de gris 0. Ainsi, on va peu àpeu remplir des �bassins� (ou des uvettes). Ave la montée de l'eau, lorsque deux bassinsvont se renontrer pour n'en former plus qu'un, on onserve la ligne de démaration,qui forme don un segment à l'intérieur de la région. L'image (d) illustre et ajout desegments : le ontour est désormais onnexe. Cependant, ertains segments ajoutés nesont pas forément pertinents, omme on peut le voir à gauhe du ou du manhot. Ilssont dus à l'existene de petits bassins rapprohés, sortes de minima loaux. Pour palliere problème, on peut hoisir de prééder la phase de détetion des lignes de partage des



110 Chapitre 4. Une méthode d'extration de graphes plans à partir d'imageseaux par une suppression de es minima loaux (en fait, il s'agit de ombler les bassinsde hauteur inférieure à un seuil donné). Sur l'image (e), on a hoisit de ombler toutbassin de hauteur inférieure à 1. Cei a permis de supprimer plusieurs segments quin'étaient pas forément pertinents. Cependant, nous avons perdu la onnexité. Il estdon une nouvelle fois question de ompromis, en sahant qu'une solution unique pourtoutes les images n'existe pas.
(a) (b) ()

(d) (e)Fig. 4.xxv � Ajout de robustesse aux graphes : une autre approhe.En outre, les expérimentations pourraient être omplétées par des omparaisonsutilisant di�érents algorithmes de segmentation (bien que le but ne soit pas d'évalueres algorithmes). En e�et, les segmentations utilisées proviennent d'une base de donnéeonstituée manuellement : la qualité de la segmentation est don élevée, sémantiquementparlant. Or, il serait bien di�ile d'obtenir les mêmes résultats ave des algorithmesautomatiques. Une omparaison des pertes atuelles ave elles engendrées par de algo-rithmes automatiques de segmentation serait judiieuse. D'autre part, nous pourrionségalement omparer notre extration à d'autres méthodes de onstrution de graphes,omme le RAG.Finalement, il serait évidemment intéressant d'utiliser es graphes en reonnaissanede formes, pour évaluer leur intérêt.
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112 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousCe hapitre est onsaré à l'étude de graphes plans partiuliers, qui résultent de lareprésentation d'images sous forme de graphes et de la reherhe de motifs. Il s'agit desgraphes plans à trous, qui sont aratérisés avant tout par leurs faes. Nous reviendronspour ela sur les plongements des graphes planaires. Puis nous dé�nirons di�érentesnotions d'isomorphismes de graphes plans à trous, avant de mettre en avant le fait qu'ilpeut exister des graphes qui, bien que non isomorphes, sont équivalents, notion que nousapprofondirons. Nous dérirons alors un proessus permettant, étant donné un grapheplan à trous, d'obtenir une forme irrédutible équivalente : la normalisation. Par lasuite, nous donnerons plusieurs algorithmes permettant de résoudre isomorphismes etéquivalene en temps polynomial. Nous nous intéresserons également à des sous-graphespartiuliers et dé�nirons pour ela la notion de motif. Nous verrons que reherher unmotif dans un graphe reste un problème polynomial, et présenterons quelques expéri-mentations portant sur la reherhe de motifs dans des images. En�n, nous ouvrironssur ertaines pistes onernant la onnexité des graphes onsidérés.5.1 Reherhe de motifsNous l'avons déjà évoqué : lorsque les graphes représentent des images, ils ont pouraratéristiques d'être planaires, et surtout plans. C'est-à-dire que leur plongement estdonné, et qu'ils sont dessinés de façon à e qu'auune de leurs arêtes ne se renontre,sauf aux extrémités. Cei signi�e que visuellement, on peut onsidérer un tel grapheomme étant un ensemble de faes ayant un agenement donné.Les appliations en reonnaissane de formes ou en lassi�ation d'images s'attahentà reherher des graphes ou des sous-graphes. En fait, il s'agit souvent de retrouver desensembles de faes. C'est e que nous appellerons des motifs. Lors de es reherhes,deux as sont envisageables.Motifs ompatsDans le as général, qui peut être quali�é de simple, le motif à trouver peut êtrequali�é de ompat : il orrespond à un ensemble de faes, qui sont toutes reherhées.C'est par exemple le as représenté sur la �gure 5.i : si l'on reherhe dans une autreimage le sous-graphe orrespondant à la �eur, ou à l'un de ses boutons, on souhaiteretrouver toutes les faes de e sous-graphe.Motifs à trousCependant, les motifs reherhés peuvent être plus omplexes. Sur la même image,on peut vouloir retrouver ensemble les parties du graphe orrespondant à la �eur et auxboutons, mais pas elles orrespondant au fond. Dans e as, on herhe ertaines faes,mais pas d'autres : il s'agit d'un motif à trous. Le graphe qui le dénote est, lui aussi,à trous, 'est-à-dire que l'on peut distinguer deux types de faes : les faes reherhéesqui sont visibles et les autres, qui sont invisibles. Ce sont es dernières qui onstituentles trous.
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Fig. 5.i � Cas général d'un graphe issu d'une image : le motif est ompat.Le as des motifs à trous est en fait fréquent et assez intuitif, dans le domaine del'image. En e�et, beauoup de motifs, qui ne représentent pourtant qu'un seul objet,peuvent être à trous. Cei se véri�e par exemple pour l'image 5.ii. Si l'on souhaiteretrouver le graphe orrespondant au mug uniquement, alors on voit lairement qu'ilest à trous : toutes les faes de l'intérieur de l'anse sont invisibles. Le mug doit pouvoirêtre loalisable dans une autre image, indépendamment des hangements qui peuventavoir lieu dans l'anse (pour ause de hangement de fond, par exemple).
Fig. 5.ii � Le graphe orrespondant au mug est à trous : les faes grises sont visibles,mais elles de l'intérieur de l'anse, en blan, sont invisibles : on ne souhaite pas lesprendre en ompte pour la reherhe du mug dans des images.Outre le domaine de l'image, la notion de faes visibles et invisibles peut égalements'appliquer à la modélisation de l'environnement de robots. Ceux-i ont e�etivementbesoin de artes pour savoir omment et où se déplaer dans l'espae. Ces artes sontévidemment modélisables par des graphes [Choset, 2005℄ : si l'on onsidère par exempleun appartement, les sommets peuvent alors être les angles des pièes, et les arêtes leursmurs (d'autres types de artes sont évidemment possibles). Cei permet de onserverà la fois la forme des pièes et la façon dont elles sont agenées les unes par rapportaux autres : 'est la géométrie et la topologie de l'appartement. Or, il est possible quel'on souhaite empêher le robot de pénétrer dans ertaines pièes de l'appartement. Enterme de graphe à trous, ei revient à dé�nir des faes visibles, qui seront les pièesaessibles par le robot, et des faes invisibles, étant elles qui lui sont interdites. Un



114 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousexemple est représenté sur la �gure 5.iii.

Fig. 5.iii � Modélisation d'un appartement sous forme de graphe pour un robot : lespièes interdites d'aès sont les faes invisibles (en blan) du graphe à trous.Nous reviendrons largement sur es notions dans la suite de e hapitre, et nousnous intéresserons partiulièrement à la reherhe des motifs à trous dans des graphes.5.2 Retour sur les graphes plansUn graphe plan est une représentation plane d'un graphe planaire (la partie 3.1.2omporte les dé�nitions néessaires). Dans ette partie, nous reviendrons plus en détailssur les di�érentes représentations planes d'un même graphe planaire. Puis nous intro-duirons plusieurs dé�nitions et notations nous permettant de aratériser et manipulerles graphes plans à trous.5.2.1 Graphes planaires, plongements et isotopiesUn graphe planaire admet une in�nité de représentations planes : il su�t pour elade modi�er légèrement les oordonnées de ses sommets pour en obtenir une nouvelle.Mais le nombre de représentations planes redevient �ni si les plongements onsidéréssont isotopes [Fusy, 2007℄, 'est-à-dire si l'on peut déformer l'un pour obtenir l'autre, defaçon ontinue, sans qu'auun roisement d'arêtes n'ait lieu. Ainsi, les deux plongementsdu graphe planaire de la �gure 5.iv sont isotopes, e qui n'est pas le as des plongementsdu graphe planaire de la �gure 5.v : pour obtenir l'un d'eux à partir d'un autre endéplaçant les sommets, il faut obligatoirement que des intersetions entre arêtes aientlieu à un moment donné.À e stade, il est partiulièrement important de distinguer les notions d'isomor-phismes, qui onernent les graphes en tant qu'objets mathématiques, et les isotopies,qui portent sur les plongements (dessins) de es graphes. On peut par exemple observer
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Fig. 5.iv � Deux plongements isotopes d'un même graphe planaire.
Fig. 5.v � Trois plongements non isotopes d'un même graphe planaire.que la notion d'isotopie garde un sens quelque soit la surfae sur laquelle on réalise leplongement (un plan, une sphère, un tore. . .), mais que la omparaison de plongementssur des surfaes di�érentes n'a pas de sens. À l'inverse, la dé�nition habituelle de l'iso-morphisme de graphes ne tient pas ompte du dessin. Ainsi, les graphes de la �gure 5.vsont isomorphes dans le sens strit de la dé�nition, mais leurs plongements ne sont pasisotopes.Or, si es plongements de graphes sont des représentations d'images, alors ils nereproduisent assurément pas les mêmes objets. Au ontraire, les plongements du grapheplanaire de la �gure 5.iv appartiennent à la même lasse d'isotopie, et visuellementil est e�etivement plus probable qu'ils soient issus d'images semblables à quelquesdéformations près (hangements d'éhelle, rotations ou autres déformations limitées).Ainsi, 'est bien la notion d'isotopie de plongements de graphes planaires qui nousintéresse en pratique.Pourtant, nous aspirons à travailler sur les graphes eux-mêmes. Aussi, en premierlieu, nous allons enrihir la dé�nition des graphes planaires, en y intégrant des informa-tions sur les faes, permettant de apturer syntaxiquement toute une lasse d'isotopiede ses plongements ; nous parlerons alors de système de desription d'un graphe plan(SDGP) (voir la partie 5.2.3). En seond lieu, nous dé�nirons l'isomorphisme plan, éten-dant la notion habituelle d'isomorphisme ave des ontraintes de préservation des faes(voir la partie 5.3).



116 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousNous avons déjà fait remarquer, dans la partie 3.1.2, que pour un graphe planaireonnexe G = (V,E), ayant |F | faes, l'égalité suivante se véri�e
|V | − |E|+ |F | = 2.Le nombre de faes d'un graphe planaire donné est don invariant, quelque soit la lassed'isotopie de son plongement. Ce n'est don pas le nombre de faes qui permet dedistinguer une lasse d'isotopie d'une autre, mais bien les faes elles-mêmes. Ainsi, lesplongements de la �gure 5.vi ne sont pas les mêmes aux isotopies près, et ela se véri�ede par la on�guration de leurs 3 faes : elui de gauhe est formé de yles de longueur4 (f2), 5 (f3, les arêtes pendantes partiipant deux fois lors du parours de la fae) et 5(f1, fae externe), tandis que elui de droite est omposé de yles de longueur 4 (f2),3 (f3) et 7 (f1, fae externe).

v1

v2

v3

v4

v5v6f1 f2 f3

f1

f2 f3

Fig. 5.vi � Deux plongements d'un même graphe planaire, qui di�èrent par les faes :yles de longueur 4 (f2), 5 (f3) et 5 (f1) pour elui de gauhe, et 4 (f2), 3 (f3) et 7(f1) pour elui de droite.Cependant, les yles seuls ne su�sent pas toujours à distinguer une lasse d'isotopied'une autre. Ainsi, les plongements des graphes de la �gure 5.v ne peuvent pas êtredi�éreniés uniquement par les ontours des faes. En fait, la seule manière de lesdi�érenier est de distinguer la fae externe des autres faes.Par onséquent, ette vision des graphes plans nous amène à les dé�nir non plusomme de simples plongements de graphes planaires, mais bien omme un modèle sym-bolique aratérisé avant tout par ses faes.5.2.2 Notions de onnexité et de faes ontiguësDans la suite de e hapitre, nous poserons sur les graphes étudiés des ontraintesde onnexité. En e�et, nous verrons dans la partie 5.7.2 que nous ne savons pas étendreentièrement nos résultats aux graphes planaires non onnexes pour l'instant.Dé�nition 5.1 (Graphe onnexe)Un graphe G = (V,E) est onnexe si, pour tout ouple de sommets (v, v′) ∈ V , il existe



5.2. Retour sur les graphes plans 117une séquene de sommets v = v0, v1, . . . , vn = v′ ∈ V telle que, ∀i ∈ {0, 1, . . . , n − 1},
{vi, vi+1} ∈ E.Ainsi, le graphe de la �gure 5.vii n'est pas onnexe : le sommet 5 est isolé (son degrévaut 0), le 6 et le 7, bien que reliés entre eux, ne sont pas aessibles depuis les autressommets du graphe. 1 2 6 735 4Fig. 5.vii � Un graphe non onnexe.Cependant, si l'on en revient à l'analogie des robots, le fait qu'un graphe soit onnexene su�t pas à lui permettre de se déplaer dans toutes les faes autorisées, quel quesoit son point de départ. À et e�et, onsidérons le graphe de la �gure 5.viii. Si le robota la possibilité de se déplaer dans l'ensemble de faes {f1, f3, f5}, alors, quelle quesoit la fae de départ, il ne pourra atteindre auune des deux autres puisque es pièesne ommuniquent pas entre elles. Nous dirons que et ensemble n'est pas onstitué defaes ontiguës. À l'inverse, si l'ensemble est {f1, f4, f5}, alors tous les déplaementssont possibles et les faes sont ontiguës.

f1 f2 f3

f4 f5 f6

Fig. 5.viii � {f1, f3, f5} n'est pas un ensemble de faes ontiguës, à l'inverse de
{f1, f4, f5}.Dé�nition 5.2 (Ensemble de faes ontiguës)Soit K un ensemble de faes. Les faes de K sont ontiguës si, pour tout ouple de



118 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousfaes f, f ′ ∈ K, il existe une séquene de faes f = f0, f1, . . . , fn = f ′ ∈ K telle que,
∀i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, fi et fi+1 ont au moins une arête ommune.5.2.3 Système de desription d'un graphe planIntroduisons tout d'abord quelques notations permettant de aratériser et manipu-ler les graphes planaires onnexes que nous allons dé�nir. Il s'agit surtout de dénoterles faes.Soit V un ensemble �ni non vide de symboles. Un mot u sur V est une onaténationde tels symboles. L'ensemble des mots possibles est dénoté par V ∗, et le mot vide par
ε. Un mot irulaire [u] est un mot dont le dernier symbole est suivi par le premier :en réalité il n'y a don pas de notion de premier ou dernier symbole, mais une fontionassoiant à tout symbole le symbole suivant. Ainsi, si u et v sont deux mots, alors
[uv] = [vu]. L'ensemble des mots irulaires possibles sur V sera noté V C . Chaque faed'un graphe plan peut désormais être désignée par un mot irulaire sur ses sommets,tel que deux sommets onséutifs soient reliés par une arête, ainsi que le dernier et lepremier sommet (rappelons que nous ne manipulons que des graphes onnexes : un seulmot irulaire est don su�sant pour dénoter une fae).Il nous reste à dé�nir le sens d'un heminement le long d'une fae. Par onvention,nous parourrons une fae en laissant e qui ne lui appartient pas sur notre droite(omme si nous marhions le long de ses arêtes, ave l'intérieur de la fae à notregauhe : on peut visualiser une fae omme étant un la possédant des pontons quiforment les sommets, et que l'on parourrait dans un sens donné). De e fait, en prenantpour exemple le graphe plan de la gauhe de la �gure 5.vi, la fae f2 a pour frontièrele mot irulaire [v2v4v3v1], ou, de façon équivalente, [v3v1v2v4], la frontière de f3 est
[v5v3v6v3v4] et elle de f1 est [v1v3v5v4v2].Nous pouvons désormais dé�nir le système de desription d'un graphe plan :Dé�nition 5.3 (Système de desription d'un graphe plan)Un système de desription d'un graphe plan (SDGP) est un quadruplet G = (V, F, e,D)tel que :� V est un ensemble �ni non vide de symboles appelés sommets ;� F est un ensemble �ni non vide de symboles appelés faes ;� e ∈ F est la fae externe ;� D : F → V C est une fontion de desription des frontières des faes, qui à toutefae assoie son mot irulaire.Nous noterons f la valeur de D(f) pour plus de larté. Nous pourrons alors laisserla fontion D impliite, et dénoter un SDGP par le triplet (V, F, e). Illustrons notredé�nition ave le graphe de gauhe de la �gure 5.vi : il orrespond au triplet (V, F, e)ave V = {v1, v2, . . . , v6}, F = {f1, f2, f3}, e = f1 et

f1 = [v1v3v5v4v2],

f2 = [v1v2v4v3],

f3 = [v4v5v3v6v3].



5.2. Retour sur les graphes plans 119Tout graphe plan onnexe peut être dérit sous la forme d'un SDGP. Le ontrairen'est pas forément vrai : tout SDGP ne dérit pas forément un graphe plan onnexe.Il faut pour ela que ertaines onditions supplémentaires soient respetées.Pour les énoner, nous ommençons par introduire les notions d'ars et arêtes. Celles-i déoulent du parours des faes : e dernier se fait en laissant e qui ne leur appartientpas sur la droite. Cei signi�e que lorsque l'on dérit toutes les faes d'un graphe, toutearête {x, y} ∈ E intervient deux fois, le sens du trajet le long de l'arête étant inversé.En fait, tout se passe omme si haque arête était déomposée en deux ars orientés(voir la �gure 5.ix).
Fig. 5.ix � Notions d'arêtes et d'ars : haque ouleur désigne la frontière d'une fae,dont le parours s'e�etue dans le sens des �èhes.Dé�nition 5.4 (Ars et arêtes)Soit G = (V, F, e) un SDGP. On dé�nit :� l'ensemble A des ars, ave A = {xy ∈ V 2 : ∃f ∈ F, ∃u ∈ V ∗ | f = [xyu]} ;� l'ensemble E des arêtes, ave E = {{x, y} | xy ∈ A et yx ∈ A}.Disposant d'une dé�nition formelle des arêtes dans le adre des SDGP, on peutmaintenant redé�nir les notions de faes adjaentes et d'ensembles de faes ontiguësde la façon suivante :Propriété 5.1 (Ensemble de faes ontiguës)Soit G = (V, F, e) un SDGP.� deux faes f et f ′ sont adjaentes si f = [xyu] et f ′ = [yxv] ave x, y ∈ V et

u, v ∈ V ∗ ;� les faes d'un ensemble K ⊆ F sont dites ontiguës si, pour tout ouple de faes
f, f ′ ∈ K, il existe une séquene de faes f = f0, f1, . . . , fn = f ′ ∈ K, telle que
∀i ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, fi et fi+1 sont adjaentes.Nous pouvons désormais dé�nir un SDGP bien fondé :Dé�nition 5.5 (Système de desription d'un graphe plan bien fondé)Un système de desription d'un graphe plan G = (V, F, e) est dit bien fondé (SDGPbien fondé) si les onditions suivantes sont véri�ées :



120 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trous1. tout ar intervient dans une fae et une seule : ∀x, y ∈ V, f, g,∈ F, u, v ∈ V ∗,

f = [xyu] et g = [xyv] =⇒ u = v et f = g2. à tout ar orrespond une arête du graphe plan assoié : ∀x, y ∈ V ,
xy ∈ A =⇒ {x, y} ∈ E,ou, de façon équivalente, (xy ∈ A =⇒ yx ∈ A) ;3. F est un ensemble de faes ontiguës (au sens de la dé�nition 5.1) ;4. tout sommet onourt à la desription d'au moins une fae : ∀v ∈ V , ∃f ∈ F telleque f = [vu] pour un ertain u ∈ V ∗.Ce qui nous mène au résultat suivant :Conjeture Soit G = (V, F, e) un SDGP. Si G est bien fondé, alors il existe un uniqueplongement, aux isotopies près, tel que G′ = (V,E) soit un graphe plan onnexe formédes faes de F et ayant pour fae externe e.Le prinipe de l'algorithme onstruisant le plongement du graphe est le suivant : lapremière étape onsiste à dessiner la frontière de la fae externe e. Ensuite, il s'agit dehoisir un des ars xy de ette dernière, puis de séletionner l'ar yx opposé. Celui-iexiste (ondition 2.) et orrespond à la frontière d'une fae qui existe également et qui estunique (ondition 1.). On peut alors dessiner ette fae à l'intérieur de la fae externe,en fusionnant les ars opposés. On répète le proessus, en séletionnant à haque fois unar déjà dessiné, et dont l'ar opposé n'a pas enore été onsidéré, jusqu'à e que toutesles faes soient dessinées. La ondition 3. assure que tous les éléments de F sont biensur le plongement puisqu'aessibles par un hemin de faes depuis la fae externe. Deplus, par la ondition 4., tous les sommets de V sont également dessinés. Tout au longdu proessus, il faut également veiller à e qu'auune des arêtes ne se roise : il peut êtrealors néessaire d'utiliser des ourbes plut�t que des segments de droites. La dernièreétape de l'algorithme peut onsister à déplaer les sommets a�n d'obtenir uniquementdes segments (onformément au théorème évoqué dans la partie 3.1.2 [Fáry, 1948℄).5.2.4 Graphes plans à trousNous l'avons rappelé dans la première partie de e hapitre : lorsque les graphesreprésentent des images (ou enore l'environnement de robots), ertaines faes peuventfaire partie du fond, ou même être oultées (une partie de l'objet reherhé peut êtredissimulée). C'est la raison pour laquelle nous introduisons les graphes plans à trous,pour lesquels haque fae se trouve être visible ou invisible.Dé�nition 5.6 (Graphe plan à trous)Un graphe plan à trous est un quintuplet G = (V,E, F, Fv , e) tel que :� (V, F, e) est un SDGP bien fondé, omme aratérisé par la dé�nition 5.5 ;� E est l'ensemble des arêtes (voir la dé�nition 5.4) ;



5.2. Retour sur les graphes plans 121� Fv ⊆ F est un sous-ensemble de faes ontiguës, qui sont appelées faes visibles ;� toute fae appartenant à F\Fv sera désignée omme étant invisible ;� e est la fae externe.Notons que l'ensemble des arêtes E pourrait rester impliite, omme 'est le asdans la dé�nition d'un SDGP, et être déduit des faes. De plus, remarquons que F\Fvn'est pas forément onnexe ni formé de faes ontiguës (le graphe pris dans sa globalitéest bien, lui, onnexe). Ainsi, le graphe de l'image 5.x est un graphe plan à trous,pour lequel les faes visibles sont grisées (e sera toujours le as dans les illustrationsde e hapitre). Ces dernières sont ontiguës. Les faes invisibles n'ont elles pas deontrainte de onnexité partiulière. La fae externe peut être visible ou invisible, nousy reviendrons. La �gure 5.xi montre, elle, une séletion de faes visibles qui ne onduitpas à un graphe plan à trous.

Fig. 5.x � Exemple de graphe plan à trous.5.2.5 Notations omplémentairesNous terminons ette partie par quelques notations. Considérons un ar xy ∈ A.Nous notons xy
−→

la fae unique f telle que f = [xyu] pour un ertain u ∈ V ∗. De plus,étant donné une arête a = {x, y} ∈ E, nous dénoterons par faces(a) l'ensemble desfaes inidentes à a, 'est-à-dire : faces({x, y}) = {xy
−→
, yx
−→
}. Notons que faces(a) peutne ontenir qu'une seule fae si xy

−→
= yx
−→

. De plus, étant donné un sommet v ∈ V ,nous dé�nissons le voisinage de v omme étant un mot irulaire, noté Γ(v), formé dessommets adjaents à v, renontrés dans le sens inverse des aiguilles d'une montre. |Γ(v)|orrespond ainsi au degré de v. Pour illustrer es notations, onsidérons la �gure 5.xii.Soient les ars xy en rouge, yx en vert, yz en bleu et zy en jaune. Alors, xy
−→

= f3, yx
−→

= f1,
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Fig. 5.xi � Une séletion de faes visibles qui n'est pas ontiguë et ne orrespond donpas à un graphe plan à trous.
yz
−→

= f3 et zy
−→

= f3. On a également faces({x, y}) = {f3, f1}, et faces({y, z}) = {f3}.En�n, Γ(y) = [xvwz] et |Γ(y)| = 4.
x

v y

w

z
f1

f2
f3

Fig. 5.xii � Illustration des notations.5.3 Isomorphisme de graphes plans à trousLes graphes à trous que nous venons de dé�nir, et leur intérêt dans le domainede l'image, nous onduisent à distinguer et dé�nir plusieurs types d'isomorphismes.Nous reviendrons brièvement sur l'isomorphisme lassique, avant de nous foaliser pluspartiulièrement sur de nouvelles notions : l'isomorphisme sphérique et l'isomorphismeplan.



5.3. Isomorphisme de graphes plans à trous 1235.3.1 Isomorphisme lassiqueCommençons don par rappeler la dé�nition lassique de l'isomorphisme de graphes(voir la partie 3.2.1), qui s'intéresse au respet des arêtes existant entre les sommets.Dé�nition 5.7 (Isomorphisme de graphes)Deux graphes G1 = (V1, E1) et G2 = (V2, E2) sont isomorphes s'il existe une bijetion
φ de V1 dans V2 telle que

{i, j} ∈ E1 ⇔ {φ(i), φ(j)} ∈ E2. (5.1)Cei signi�e que les deux graphes de la �gure 5.xiii sont isomorphes, puisque l'appa-riement dénoté par les ouleurs respete toutes les arêtes. Mais nous l'avons dit : pournos domaines d'appliation, il faut que les faes soient respetées, e qui n'est pas le asii. En e�et, le graphe de gauhe a trois faes, de longueurs respetives 3, 6 et 5, tandisque elui de droite est omposé de faes de longueurs 3, 4 et 7. Cet isomorphisme n'estdon pas assez ontraint.

Fig. 5.xiii � Deux graphes isomorphes au sens lassique du terme.5.3.2 Isomorphisme sphériqueLa néessité de préservation des faes nous amène à dé�nir un isomorphisme quenous quali�erons de sphérique. Nous verrons la raison de ette nomenlature par la suite.Dé�nition 5.8 (Isomorphisme sphérique)Deux SDGP bien fondés G = (V, F, e) et G′ = (V ′, F ′, e′) sont sphères-isomorphes, eque nous noterons G ≡s G
′, s'il existe :1. une bijetion χ : V → V ′ sur les sommets ;2. un appariement ξ : F → F ′ sur les faes tel que :(a) ξ est une bijetion ;



124 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trous(b) ∀f ∈ F , f ′ ∈ F ′, si ξ(f) = f ′ et que f = [v0v1 . . . vn],alors f ′ = [χ(v0)χ(v1) . . . χ(vn)].Les deux graphes de la �gure 5.xiii ne sont pas sphères-isomorphes. En e�et, legraphe de droite a une fae de degré 4, alors que elui de gauhe n'en a auune. Parontre, les graphes de la �gure 5.xiv le sont. E�etivement, on remarque que le paroursdes faes (e�etué en laissant e qui ne leur appartient pas sur la droite) est bien toujoursle même, quelque soit le plongement onsidéré (par exemple, la fae de longueur 3 apour mot irulaire [rouge bleu jaune] dans tous les as).

Fig. 5.xiv � Trois graphes sphères-isomorphes.Néanmoins, l'isomorphisme sphérique n'est pas enore su�samment ontraint pouraborder nos problèmes de reherhe de motifs. En fait, omme notre dé�nition n'imposepas de ontrainte de préservation de la fae extérieure, toutes les faes jouent le mêmer�le. Don tout se passe omme si les graphes étaient dessinés sur des sphères, plut�tque sur un plan. De fait, si l'on dessine l'un d'eux sur une sphère, on obtient la �gure5.xv. Or, il su�t de hanger de point de vue en tournant autour de la sphère pourobtenir les représentations des deux autres graphes. C'est pour ette raison que l'onemploie le terme d'isomorphisme sphérique.5.3.3 Isomorphisme planFinalement, la notion d'isomorphisme la plus intéressante est elle qui préserve à lafois les faes et la fae externe. Nous le dé�nissons de la manière suivante :Dé�nition 5.9 (Isomorphisme plan)Deux SDGP bien fondés G = (V, F, e) et G′ = (V ′, F ′, e′) sont plans-isomorphes, eque nous noterons G ≡p G
′, s'il existe :1. une bijetion χ : V → V ′ sur les sommets ;2. un appariement ξ : F → F ′ sur les faes tel que :
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Fig. 5.xv � Graphe à trois faes (rouge, jaune et bleue) dessiné sur une sphère.(a) ξ est une bijetion ;(b) ∀f ∈ F , f ′ ∈ F ′, si ξ(f) = f ′ et que f = [v0v1 . . . vn],alors f ′ = [χ(v0)χ(v1) . . . χ(vn)] ;() ξ préserve la fae externe : ξ(e) = e′.Les graphes de la �gure 5.xiv sont sphères-isomorphes, mais pas plans-isomorphes,au ontraire des graphes de la �gure 5.xvi. Sur es derniers, toutes les faes, y omprisla fae externe, sont préservées.

Fig. 5.xvi � Deux graphes plans-isomorphes.



126 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trous5.3.4 Extension aux graphes plans à trousLorsque l'on onsidère des graphe plans à trous, on s'attend à e que les isomor-phismes préservent la propriété de visibilité des faes. Nous adaptons don les dé�nitionsd'isomorphisme sphérique et d'isomorphisme plan de façon adéquate.Dé�nition 5.10 (Isomorphisme sphérique de graphes plans à trous)Deux graphes plans à trous G = (V,E, F, Fv , e) et G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′) sont sphères-isomorphes, e que nous noterons G ≡s G

′, si :1. les deux SDGP G = (V, F, e) et G′ = (V ′, F ′, e′) sont sphères-isomorphes par lesbijetions χ et ξ ;2. ξ préserve les faes visibles : ξ(Fv) = Fv
′ (et par onséquent, ξ(F\Fv) = F ′\Fv

′).Dé�nition 5.11 (Isomorphisme plan de graphes plans à trous)Deux graphes plans à trous G = (V,E, F, Fv , e) et G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′) sont plans-isomorphes, e que nous noterons G ≡p G

′ si :1. les deux SDGP G = (V, F, e) et G′ = (V ′, F ′, e′) sont plans-isomorphes par lesbijetions χ et ξ ;2. ξ préserve les faes visibles : ξ(Fv) = Fv
′ (et par onséquent, ξ(F\Fv) = F ′\Fv

′).Clairement, deux graphes plans-isomorphes sont également sphères-isomorphes, maisle ontraire n'est pas forément vrai.5.4 Équivalene de graphes plans à trousRevenons sur les notions de visibilité et invisibilité des faes. Nous avons déjà expli-qué le fait que les faes visibles orrespondent au(x) motif(s) reherhé(s). Cei signi�equ'il est primordial que les faes visibles, ainsi que leur agenement, soient identiquespour déréter que deux motifs sont les mêmes. Par ontre, les faes invisibles, elles, nesont pas soumises aux mêmes ontraintes. Or, nous n'avons pas fait ette distintiondans les dé�nitions d'isomorphismes de graphes plans, pour lesquels les faes invisiblesdoivent être isomorphes entre elles, tout omme les faes visibles. Pour y remédier, nousallons dans ette partie dé�nir l'équivalene de graphes plans à trous, qui serait unisomorphisme de graphes plans ne tenant pas ompte des faes invisibles.5.4.1 Dé�nitionConsidérons les graphes plans de la �gure 5.xvii. Ces deux graphes plans à trousne sont pas plans-isomorphes. Plusieurs di�érenes sont remarquables : des arêtes etdes sommets (en vert) ont été ajoutés (ou supprimés) et le nombre de faes n'est pasle même. Pourtant, il faut signaler que toutes es di�érenes n'ont a�eté que les faesinvisibles. En e�et, si l'on ne onsidère que les faes visibles (ensemble des faes grises,bleue et jaune), alors les graphes sont identiques : ils sont équivalents.
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Fig. 5.xvii � Ces deux graphes plans à trous sont plans-isomorphes si l'on ne onsidèreque les faes visibles : ils sont équivalents.Dé�nition 5.12 (Équivalene de graphes plans à trous)Deux graphes plans à trous G = (V,E, F, Fv , e) et G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′) sont équi-valents, e que nous noterons G ∼= G′, s'il existe une paire 〈φ, (ψf )f∈Fv
〉 telle que :1. φ : Fv → Fv

′ est une bijetion sur les faes visibles ;2. (ψf )f∈Fv
est une famille d'appliations telle que si φ(f) = f ′ pour deux faes

f ∈ Fv, f
′ ∈ Fv

′, alors :(a) ψf : Vf → V ′
f ′ est une bijetion des sommets de la frontière de f aux sommetsde la frontière de f ′, et(b) si f = [v0v1 . . . vn], alors f ′ = [v′0v

′
1 . . . v

′
m], ave n = m et ∀i ∈ {0, 1, . . . , n},

v′i = ψf (vi).3. Deux faes visibles de G ayant une arête ommune auront une image ayant unearête ommune orrespondante dans G′. Ainsi, soit a = {x, y} ∈ E une arête. Si
faces({x, y}) = {f1, f2}, ave f1 ∈ Fv, alors� soit f2 ∈ Fv et ψf1

(x) = ψf2
(x) et ψf1

(y) = ψf2
(y), et don

faces({ψf1
(x), ψf1

(y)}) = {φ(f1), φ(f2)},� soit f2 /∈ Fv et faces({ψf1
(x), ψf1

(y)}) = {φ(f1), g} ave g /∈ Fv
′.4. la fae externe est préservée :� si e ∈ Fv, alors φ(e) = e′ et e′ ∈ Fv

′ ;� si e ∈ F \ Fv, alors e′ ∈ F \ Fv
′.Ainsi, les graphes de la �gure 5.xviii sont équivalents : toutes les faes visibles sontrespetées, ainsi que leurs arêtes ommunes. On notera ependant que la fae extérieuredu premier graphe ne peut pas être mise en orrespondane ave elle du seond graphe.Néanmoins, un robot qui se déplaerait à l'intérieur des faes visibles du premier grapheet du seond n'a auun moyen de les distinguer.
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5
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289 67
1 6 9

7 8
23 45110

Fig. 5.xviii � Deux graphes plans à trous équivalents.Les graphes de la �gure 5.xix ne sont, eux, pas équivalents : toutes les arêtes om-munes des faes visibles ne sont pas respetées, ni même les faes externes qui, ii,doivent être prises en ompte, puisqu'elles sont visibles.
5
4 3

289 67
1 6 9

7 8
23 451

Fig. 5.xix � Deux graphes plans à trous non équivalents.Quant aux graphes de la �gure 5.xx, ils sont équivalents, puisqu'on peut dé�nir unebijetion sur les faes visibles dont on peut déduire, pour haque fae, une bijetion surles sommets, et qui satisfont toutes les ontraintes de la dé�nition.En�n, les graphes de la �gure 5.xxi ne sont pas équivalents ar un robot évoluantsur les faes visibles est en mesure d'observer la di�érene entre les deux.On a le résultat suivant :Théorème 5.1 La relation ∼= est une relation d'équivalene.Preuve : La ré�exivité et la transitivité sont évidentes. Conernant la symétrie, suppo-sons que le graphe G = (V,E, F, Fv , e) est équivalent au graphe G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′)
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Fig. 5.xx � Deux graphes plans à trous équivalents.

Fig. 5.xxi � Deux graphes plans à trous non équivalents.
par 〈φ, (ψf )f∈Fv

〉. Nous dé�nissons la paire 〈φ′, (ψg)g∈Fv
′〉 pour prouver que G′ ∼= G.Comme φ : Fv → Fv

′ est une bijetion sur les faes visibles, on pose φ′ = φ−1.Maintenant, pour toute fae g ∈ Fv
′, nous dé�nissons ψg. La fae g a un uniqueantéédent f par φ, et omme ψf est une bijetion de sommets de f vers les som-mets de g, on pose ψ′

g = ψ−1
f . Clairement, ψ′

g est une bijetion des sommets de
g vers les sommets de f qui préserve la frontière de g. Finalement, soit une arête
a′ = {x, y} ∈ E′ et soit {g, g′} = faces(a′) ave g ∈ Fv

′. On a {ψ′
g(x), ψ

′
g(y)} = a ∈ Eet faces(a) = {φ′(g), f ′} ; de plus, g′ ∈ Fv

′ si et seulement si f ′ ∈ Fv. Finalement, onsait que si f ′ ∈ Fv alors ψf (ψ′
g(x)) = ψf ′(ψ′

g(x)), 'est-à-dire, x = ψf ′(ψ′
g(x)), ainsi

ψ′
g′(x) = ψ′

g(x). Et, pour la même raison, ψ′
g(y) = ψ′

g′(y). �



130 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trous5.4.2 Passerelles, harnières et arêtes pendantesIl existe manifestement des liens étroits entre isomorphisme et équivalene. En fait,es notions seront les mêmes lorsque les faes invisibles auront été vidées de leur ontenu,et les graphes normalisés (en un sens à préiser). Revenons à l'appliation de modé-lisation de l'environnement pour des robots. Le postulat est le suivant : deux graphessont équivalents si un robot se déplaçant de pièe en pièe (don de fae visible en faevisible) n'est pas apable de les distinguer. Autrement dit, si l'on vide le ontenu desfaes invisibles, alors deux graphes équivalents le resteront.Nous étudions maintenant le ontenu des faes invisibles, et pour ela nous intro-duisons deux entités partiulières : les passerelles et les harnières.Dé�nition 5.13 (Passerelle)Une passerelle d'un graphe plan à trous G = (V,E, F, Fv , e) est une arête a ∈ E telleque |faces(a)| = 2 et faces(a) ∩ Fv = ∅.Les graphes de la �gure 5.xvii ontiennent plusieurs passerelles, représentées enouleur verte. La �gure 5.xxii met en avant leur r�le : elles délimitent deux faes invisibles(délimitation des faes f1 et f2). Pourquoi distinguer les passerelles des autres arêtes ?Clairement, un robot ne voit pas l'intérieur des faes invisibles, il ne sait don pas sielles sont divisées ou non en plusieurs faes. L'ajout ou la suppression de passerelles nemodi�e en rien sa pereption de l'espae. Ce sont don des arêtes dont l'(in)existenelui est indi�érente.
f1

f2

Fig. 5.xxii � Délimitation de deux faes invisibles par deux passerelles (arêtes vertes).Le seond objet, appelé harnière, onerne les sommets des graphes plans à trous.Dé�nition 5.14 (Charnière)Un sommet v ∈ V d'un graphe plan à trous G = (V,E, F, Fv , e) est une harnière sison voisinage Γ(v) = [y1y2 . . . yn] est tel qu'il existe 1 ≤ i < j < k < l ≤ n tels que
vyi
−→
∈ Fv , vyj

−→
∈ F\Fv , vyk

−→
∈ Fv , vyl

−→
∈ F\Fv.



5.4. Équivalene de graphes plans à trous 131Ainsi, les graphes de la �gure 5.xvii page 127 ont tous deux la même harnière,qui est le sommet de ouleur rouge. Tout sommet devient harnière dès qu'il existe aumoins deux faes invisibles non onséutives autour de lui (voir par exemple la �gure5.xxiii). Pourquoi distinguer les harnières des autres sommets ? Imaginons que le robotse trouve dans la fae bleue (�gure 5.xvii). Il onnaît don le sommet rouge, qui estpour lui un des angles de la pièe. En se déplaçant de fae visible en fae visible, il peutatteindre la fae jaune. Or, il n'a auun moyen de savoir que le sommet rouge est lemême que elui de la fae bleue (les faes invisibles empêhent une bonne visibilité) :pour lui, tout se passe omme s'il s'agissait d'un nouveau sommet.
v

y9

y8

y6

y11

y10

y1

y2 y3

y4

y5

y7

Fig. 5.xxiii � Le sommet rouge est une harnière.Terminons par la dé�nition d'une arête pendante :Dé�nition 5.15 (Arête pendante)Un sommet v ∈ V est dit pendant s'il est inident à une seule arête : δ(v) = 1. Unearête a ∈ E est pendante si elle est inidente à un sommet pendant.5.4.3 Normalisation des graphes à trousLes passerelles et les harnières nous permettent de mettre en relation l'isomorphismeet l'équivalene des graphes plans à trous. En e�et, éliminer, par un proessus que nousallons étudier, es deux objets, maintient l'équivalene des graphes onsidérés. Mais, sie proessus est de plus ouplé à la suppression des arêtes pendantes des faes invisibles,alors il nous permet d'obtenir une forme irrédutible unique pour une lasse de graphes



132 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trouséquivalents. En dé�nitive, tester si deux graphes plans à trous sont équivalents se ramèneà tester si leurs formes irrédutibles véri�ent un des isomorphismes que nous avonsdé�nis. Nous ommençons dans ette partie par expliiter le proessus d'éliminationdes harnières, passerelles, et arêtes pendantes des faes invisibles.Soit la dé�nition d'un graphe irrédutible suivante :Dé�nition 5.16 (Graphe irrédutible)Un graphe plan à trous G = (V,E, F, Fv , e) est irrédutible s'il ne ontient ni harnière,ni passerelle, ni arête pendante dans une fae invisible.La forme irrédutible d'un graphe plan à trous G sera notée Ĝ. Nous allons proposerun algorithme qui, étant donné un graphe plan à trous, retourne le graphe irrédutibleorrespondant. Ce graphe est une forme normale unique, et lui est équivalent. Ce pro-essus est appelé normalisation, et onsiste dans un premier temps à supprimer lesharnières, dans un deuxième temps les passerelles, et �nalement à éliminer les arêtespendantes des faes invisibles.Nous avons fait une distintion entre les arêtes pendantes et les passerelles. Rappe-lons que es dernières sont des arêtes séparant deux faes invisibles. Il reste néanmoinsun as que nous n'avons pas évoqué, elui des pseudo-passerelles, 'est-à-dire des arêtesqui ne sont adjaentes qu'à une fae invisible sans être pendantes pour autant (ommepar exemple l'arête jaune de la �gure 5.xxiv).
y x

Fig. 5.xxiv � Une pseudo-passerelle (en jaune).En fait, grâe au résultat suivant, es pseudo-passerelles ne seront pas gênantes dansle proessus de normalisation, quand nous éviderons le ontenu des faes invisibles. Defaçon plus préise, toute pseudo-passerelle est appelée à devenir une arête pendante enours de normalisation, et sera don éliminée par la proédure :Proposition 5.1 Soit G un graphe plan à trous, f une fae invisible et a = {x, y} unearête telle que faces(a) = {f}. Alors soit G admet une arête pendante dans une faeinvisible, soit G admet une passerelle.



5.4. Équivalene de graphes plans à trous 133Preuve : S'il existe u ∈ V ∗ tel que f = [xyuy] ave u ∈ V ∗, alors {x, y} est une arêtependante ('est le as représenté sur la �gure 5.xxiv). Sinon, il existe u, u′ ∈ V ∗ telsque f = [xyuyxu′] (omme sur la �gure 5.xxv). Or, il existe au moins une zone du plandélimitée par [yu] ou [xu′] qui ne ontienne pas de fae visible, sinon es dernières neseraient pas ontiguës. Supposons sans perte de généralité qu'il s'agisse de [yu], et que
u = v1v2 . . . vn. Alors il y a deux as. (1) Soit toutes les lettres (sommets) de u sontdistintes, e qui est le as de l'illustration du haut de la �gure 5.xxv. Alors [yu] désigneun yle élémentaire du graphe. Aussi, la fae g = v1y

−→
est une fae invisible distintede f = yv1

−→
. Don l'arête {y, v1} est une passerelle de G. (2) Sinon (illustration du basde la �gure 5.xxv), on peut déomposer u sous la forme u1vv

′u2vu3 ave v, v′ ∈ V et
u1, u2, u3 ∈ V

∗, de sorte que toutes les lettres de u2 soient distintes. Alors lairement,soit u2 est vide, et dans e as {v, v′} est une arête pendante dans la fae invisible f ,soit u2 n'est pas vide, et dans e as {v, v′} est une passerelle, omme dans le as (1).
�

x

y

vn

v1

u

x

y
v′v

u3
u2

u1

Fig. 5.xxv � Illustration du seond as de la preuve. En haut, (1), en bas, (2).Nous nous intéressons maintenant plus en détails aux di�érentes étapes de la nor-malisation, réalisées par l'algorithme 1.Élimination des harnièresLorsque l'on élimine une harnière, on ouvre ette dernière, 'est-à-dire que l'ondésunit les faes qui étaient liées par elle. Ce proessus engendre plusieurs modi�ations



134 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousAlgorithme 1: normaliserGraphe(G)Données : un graphe plan à trous G = (V,E, F, Fv , e)Résultat : le graphe irrédutible orrespondant1 tant que il existe une harnière dans G faire2 soit v la harnière;3 eliminerCharniere(G, v) ;4 tant que il existe une passerelle dans G faire5 soit p = {x, y} la passerelle;6 eliminerPasserelle(G, p) ;7 tant que il existe une arête pendante dans une fae invisible de G faire8 soit a = {x, y} l'arête pendante;9 eliminerAretePendante(G, a) ;10 retourner le graphe irrédutible Ĝdu graphe : à haque harnière supprimée, les ensembles des sommets, des arêtes et desfaes hangent. C'est le prinipe de l'algorithme 2.Ainsi, onsidérons le graphe plan à trous de la �gure 5.xxiii. La harnière (en rouge)est v, et Γ(v) = [y1y2 . . . y11] (on a bien vy1
−→
∈ Fv et vy11

−−→
∈ F \ Fv). La �gure 5.xxviprésente le résultat de l'élimination de ette harnière. Le sous-mot le plus long sé-letionné (lignes 2 à 5 de l'algorithme) est [y1y2y4y7y8y9]. La nouvelle fae réée est

h = [y1v1y2v2y4v4y7v7y8v8y9v9].On remarque que la suppression d'une harnière engendre la réation de nombreusespasserelles. De plus, ei peut paraître paradoxal, mais notons que l'élimination desharnières rée de nouveaux sommets. Cela signi�e que la forme irrédutible d'un graphepeut avoir une taille supérieure au graphe non normalisé.Lemme 5.1 Soit G = (V,E, F, Fv , e) un graphe plan à trous et v ∈ V une harnière.Alors le graphe G′ obtenu après l'appel à l'algorithme 2 pour éliminer v est équivalentà G.Preuve : Chaque fae visible f = vyj
−→

ave j ∈ {1, 2 . . . n} est transformée en une fae
f ′ dont la frontière f ′ est déduite de f en remplaçant toutes les ourrenes de v par
vp. Don pour de telles faes, on �xe φ(f) = f ′ et ψf (v) = vp et ψf (y) = y pour tout
y 6= v. En e qui onerne les autres faes visibles, on �xe φ(f) = f et ψf (y) = ypour tout y ∈ Vf . Clairement, la ondition 1. de la dé�nition 5.12 est véri�ée pare quel'algorithme 2 ne modi�e pas le statut (visibilité ou invisibilité) des faes existantes. Laondition 2. est véri�ée ar tous les vp sont de nouveaux sommets, don tous les ψf sontbien des bijetions qui préservent les frontières. Pour la même raison, la ondition 4. estvéri�ée.Considérons maintenant une arête a et soit {f, g} = faces(a). La ondition 3. estimmédiate dans tous les as, exepté elui où f = vyj

−→
et g = vyj+1

−−−→
et a = {v, yj+1} pour



5.4. Équivalene de graphes plans à trous 135Algorithme 2: eliminerCharniere(G, v)Données : un graphe plan à trous G = (V,E, F, Fv , e), une harnière v ∈ VRésultat : le graphe modi�é G1 soit [y1y2 . . . yn] = Γ(v) le voisinage du sommet v, tel que vy1
−→
∈ Fv et

vyn
−→
∈ (F \ Fv);2 séletionner le sous-mot le plus long [yi1yi2 . . . yik ] de Γ(x) tel que3 1 = i1 < i2 < i3 < . . . ik ≤ n, et ∀s ∈ {1, 2, . . . , k − 1}4 soit (vyis−−→

∈ Fv et vyis+1
−−−−→

∈ (F \ Fv))5 soit (vyis−−→
∈ (F \ Fv) et vyis+1

−−−−→
∈ Fv) ;// haque arête {v, yis} sépare une fae visible et une fae invisible6 V ← V \ {v} ∪ {vi1 , vi2 , . . . vik};7 pour haque fae f = vyj

−→
ave j ∈ 1, 2 . . . n faire8 soit p le plus grand indie dans {i1, i2, . . . ik} tel que p ≤ j;9 remplaer toutes les ourrenes de v par vp dans D(f) ;10 h← [yi1vi1yi2vi2 . . . yikvik ];11 F ← F ∪ {h} ;// h est une fae invisible12 mettre à jour E en parourant F ;13 retourner le graphe modi�é G
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Fig. 5.xxvi � Graphe résultant de l'élimination de la harnière de la �gure 5.xxiii page131. Les nouveaux sommets sont en bleu.



136 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousun ertain j. On suppose, sans perte de généralité, que f est visible, et que le sommet vde f est remplaé par un ertain vp dans la frontière de f ′. Dans e as, l'arête {v, yj+1}est transformée en une arête {vp, yj+1}. Alors il y a deux as. Soit g est elle aussi visible,et alors p est le plus grand indie dans {i1, i2, . . . ik} tel que p ≤ j+1 ; alors v va aussi êtreremplaé par vp dans g. Don on a ψf (v) = vp = ψg(v) et ψf (yj+1) = yj+1 = ψg(yj+1).Dans le seond as, g n'est pas visible ; alors {vp, yj+1} est une arête de la nouvelle faeinvisible h qui est ajoutée au graphe. En d'autres termes, faces({vp, yj+1}) = {φ(f), h}et h est bien invisible. �Élimination des passerellesRappelons qu'une passerelle est une arête qui sépare deux faes invisibles distintes.La supprimer ave l'algorithme 3 revient à fusionner es deux faes pour n'en obtenirqu'une seule dont on doit aluler la nouvelle frontière.Algorithme 3: eliminerPasserelle(G, p)Données : un graphe plan à trous G = (V,E, F, Fv , e), une passerelle
p = {x, y} ∈ ERésultat : G modi�é1 soient {f, f ′} = faces({x, y}) ave f = [yxu] et f ′ = [vxy] pour u, v ∈ V ∗ ;2 f ← [yvxu];3 F ← F \ {f ′} ;4 si e = f ′ alors5 e← f ;6 E ← E \ {x, y} ;7 retourner le graphe modi�é GLa �gure 5.xxvii montre le résultat de la suppression d'une des deux passerelles dela �gure 5.xxii. La fae f2 n'existe plus, et a fusionné ave f1. Avant e proessus, egraphe omptait deux passerelles. Après la suppression de l'une d'entre elles, il n'enontient plus auune : la seonde passerelle est devenue une arête pendante.Lemme 5.2 Soit G = (V,E, F, Fv , e) un graphe plan à trous et p = {x, y} ∈ E unepasserelle. Alors le graphe G′ obtenu après l'appel à l'algorithme 3 pour éliminer p estéquivalent à G.Preuve : L'algorithme 3 n'a auune in�uene sur les faes visibles. En e�et, auunsommet n'est éliminé. Conernant les arêtes, seule elle orrespondant à la passerelleest supprimée. Or, par dé�nition, une passerelle est adjaente à deux faes invisibles.Sa suppression engendre don l'élimination d'une fae invisible et la modi�ation d'uneautre. Les faes visibles ne sont pas onernées. De même, e ne hange que si elleorrespond à la fae invisible modi�ée, mais reste dans tous les as invisible. On �xedon φ (bijetion sur les faes visibles) omme étant l'identité, et on a bien G′ équivalentà G. �
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f1

Fig. 5.xxvii � Graphe résultant de l'élimination d'une des passerelles de la �gure 5.xxii.Il n'y a plus auune passerelle, mais une arête pendante a été réée (en bleu). Les deuxfaes ont fusionné.On notera que l'élimination d'une passerelle n'introduit pas de nouvelle harnière.En e�et, la seule façon de réer une harnière est de désolidariser deux faes visiblesontiguës, e que ne fait en auun as le proessus d'élimination des passerelles.Élimination des arêtes pendantes des faes invisiblesIl peut exister des arêtes pendantes à l'intérieur des faes invisibles. De plus, nousl'avons vu, la suppression des passerelles peut aussi en réer. Or, l'(in)existene d'arêtespendantes à l'intérieur des faes invisibles n'a, tout omme les passerelles, auun impatsur la pereption de l'environnement du robot. L'algorithme 4, dernière phase de lanormalisation, vise à les supprimer pour obtenir la forme normalisée.Algorithme 4: eliminerAretePendante(G, a)Données : un graphe plan à trous G = (V,E, F, Fv , e), une arête pendante d'unefae invisible a = {x, y} ∈ E ave |Γ(x)| = 1Résultat : G sans l'arête pendante a1 soit f = faces({x, y}) ;2 on suppose que f = [uyxy] ave u ∈ V ∗ ;3 f ← [uy];4 V ← V \ {x} ;5 E ← E \ {x, y} ;6 retourner le graphe modi�é GLemme 5.3 Soit G = (V,E, F, Fv , e) un graphe plan à trous et a = {x, y} ∈ E une



138 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousarête pendante d'un fae invisible. Alors le graphe G′ obtenu après l'appel à l'algorithme4 pour éliminer a est équivalent à G.Preuve : L'algorithme 4 n'a auune in�uene sur les faes visibles. Don de nouveau,le résultat est immédiat. �Notons que l'élimination des arêtes pendantes ne rée pas de harnière (pour lamême raison que l'élimination des passerelles), et ne rée pas non plus de passerelle,puisque la seule façon d'introduire une passerelle serait de diviser une fae invisible endeux, e qui n'est pas le as de e proessus.Résultat �nalLa �gure 5.xxviii représente le résultat de la normalisation des graphes de la �gure5.xvii : tous deux mènent au même graphe irrédutible, qui leur est équivalent.

Fig. 5.xxviii � Le graphe normalisé orrespondant aux graphes de la �gure 5.xvii.Théorème 5.2 Soit G = (V,E, F, Fv , e) un graphe plan à trous. L'algorithme norma-liserGraphe(G) permet d'obtenir un graphe irrédutible équivalent à G en temps po-lynomial.Preuve : Chaque étape de la normalisation préserve l'équivalene. Par ailleurs, l'élimi-nation d'une harnière introduit de nombreuses passerelles mais l'élimination d'une pas-serelle n'introduit pas de nouvelle harnière. De même, l'élimination des passerelles in-troduit des arêtes pendantes, mais l'élimination des arêtes pendantes n'introduit ni pas-serelle ni harnière. En�n, haque élimination d'une arête pendante diminue le nombred'arêtes de 1, don l'algorithme termine, en temps polynomial. �



5.4. Équivalene de graphes plans à trous 1395.4.4 Normalisation et onnexitéNous l'avons vu : la normalisation, et en partiulier l'élimination d'une harnière,détruit ertaines onnexions du graphe d'origine. Cependant, le graphe normalisé resteonnexe : la ontrainte de ontiguïté des faes visibles dans les graphes plans à trousest préservée à haque étape du proessus de normalisation. Au ontraire, les faesvisibles du graphe de la �gure 5.xxix sont onnexes mais non ontiguës : dans e as, lanormalisation le rendrait non onnexe.

Fig. 5.xxix � En haut : un graphe dont les faes visibles ne sont pas ontiguës, avantnormalisation. En-dessous : le graphe irrédutible orrespondant, qui n'est plus onnexe.5.4.5 Relation entre équivalene et isomorphismeComme nous l'avons déjà évoqué, deux graphes plans équivalents seront isomorpheslorsqu'ils auront été normalisés. Néanmoins, la situation est un peu plus omplexe, aril faut tenir ompte du statut des faes externes.Cas des faes externes invisiblesOn a le résultat suivant :Théorème 5.3 Soient G1 = (V1, E1, F1, Fv1, e1) et G2 = (V2, E2, F2, Fv2, e2) deuxgraphes plans à trous. Si leurs faes externes sont invisibles, alors G1 et G2 sont équiva-



140 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trouslents si et seulement si leurs formes irrédutibles sont sphères-isomorphes, 'est-à-dire
G1
∼= G2 ⇔ Ĝ1 ≡s Ĝ2.Ce résultat peut surprendre le leteur : il s'agit bien d'un isomorphisme sphérique,et non pas d'un isomorphisme plan. En e�et, onsidérons de nouveau la situation de la�gure 5.xviii page 128 : les deux graphes sont bien équivalents, leurs formes irrédutiblessont bien sphères-isomorphes mais leurs faes externes ne sont pas en bijetion ; elles nesont don pas planes-isomorphes.Commençons par le sens le plus simple :Lemme 5.4 Soient G1 = (V1, E1, F1, Fv1, e1) et G2 = (V2, E2, F2, Fv2, e2) deux graphesplans à trous dont les faes externes sont invisibles. Si Ĝ1 et Ĝ2 sont sphères-isomorphes,alors G1 et G2 sont équivalents.Preuve : Si Ĝ1 ≡s Ĝ2, et que les faes externes sont invisibles, alors Ĝ1

∼= Ĝ2. Deplus, d'après le théorème 5.2, Ĝ1
∼= G1 et Ĝ2

∼= G2. Don, G1
∼= Ĝ1

∼= Ĝ2
∼= G2. Partransitivité (théorème 5.1), on obtient : G1

∼= G2. �Conentrons-nous maintenant sur la réiproque :Lemme 5.5 Soient G1 = (V1, E1, F1, Fv1, e1) et G2 = (V2, E2, F2, Fv2, e2) deux graphesplans à trous dont les faes externes sont invisibles. Si G1 et G2 sont équivalents alors
Ĝ1 et Ĝ2 sont sphères-isomorphes.Preuve : Pour démontrer e lemme, nous avons besoin de plusieurs notations. Nousdisposons des graphes G1 = (V1, E1, F1, Fv1, e1) et G2 = (V2, E2, F2, Fv2, e2). Nousnoterons Ĝ1 = (V̂1, Ê1, F̂1, F̂v1, ê1) et Ĝ2 = (V̂2, Ê2, F̂2, F̂v2, ê2) les formes irrédutiblesorrespondantes. De plus, omme G1

∼= G2, soient φ : Fv1 → Fv2 et (ψg)g∈Fv1
lesbijetions issues de la dé�nition 5.12. Par ailleurs, on sait que Ĝ1

∼= G1 d'après lethéorème 5.2 ; don il existe des bijetions φ′1 : F̂v1 → Fv1 et (ψ′
1f )

f∈dFv1

. En�n, omme
G2
∼= Ĝ2, il existe des bijetions φ : Fv2 → F̂v2 et (ψ2h)h∈Fv2

.Maintenant, on veut prouver que Ĝ1 ≡s Ĝ2, don il nous faut dé�nir ξ : F̂1 → F̂2 et
χ : V̂1 → V̂2 qui satisfont les onditions de la dé�nition 5.8. La situation est représentéedans la �gure 5.xxx.Conernant la bijetion ξ sur les faes, il y a deux as. Logiquement, pour toute faevisible f de Ĝ1, on pose ξ(f) = (φ2 ◦φ◦φ

′
1)(f). Comme φ′1, φ et φ2 sont des bijetions, ξest une bijetion des faes visibles de Ĝ1 vers les faes visibles de Ĝ2. Malheureusement,on ne peut pas dé�nir ξ sur les faes invisibles de la même façon, puisque φ′1, φ et φ2ne sont pas dé�nies pour es faes-là. La seule alternative est don de passer par lesfrontières des faes invisibles, don d'utiliser la bijetion χ sur les sommets.Aussi, nous nous attahons maintenant à la dé�nition de χ : V̂1 → V̂2. Pour ela, etompte tenu des données du problème, il nous faut utiliser ertaines bijetions parmi

(ψ′
1f )

f∈dFv1

, (ψg)g∈Fv1
et (ψ2h)h∈Fv2

. Rappelons qu'elles sont attahées à des faes vi-sibles uniquement.
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G1 G2

Ĝ1 Ĝ2

〈φ′1, (ψ
′
1f )

f∈dFv1

〉

〈φ, (ψg)g∈Fv1
〉

〈φ2, (ψ2h)h∈Fv2
〉

〈χ, ξ〉

Fig. 5.xxx � Notations pour la preuve du lemme.Soit v un sommet. Comme Ĝ1 est normalisé, v partiipe à la frontière de (1) aumoins une fae visible, et (2) au plus une fae invisible. En e�et, le point (1) est véri�éar Ĝ1 ne ontient ni passerelle ni arête pendante dans des faes invisibles, et le point(2) l'est aussi, ar Ĝ1 ne ontient pas de harnière. Soit don f une fae visible adjaenteà v. On pose g = φ′1(f) et h = φ(g). On dé�nit maintenant χ(v) = (ψ2h ◦ ψg ◦ ψ
′
1f )(v).Montrons que ette dé�nition est indépendante de la fae f hoisie. Supposons dansun premier temps que v partiipe à la frontière de deux faes visibles f et f ′ et que fet f ′ sont adjaentes : il existe une arête {v, y} séparant f et f ′. Par la ondition 3. dela dé�nition 5.12, on a ψ′

1f (v) = ψ′
1f ′(v), et don ψφ′

1
(f)(ψ

′
1f (v)) = ψφ′

1
(f ′)(ψ

′
1f ′(v)), etdon χ(v) orrespond bien à un unique sommet, que l'on hoisisse f ou f ′ omme faevisible initiale. Plus généralement, si f et f ′ ne sont pas adjaentes, alors il existe uneséquene de faes visibles f = f1, f2, . . . , fn = f ′ adjaentes à v et séparées deux à deuxpar des arêtes ommunes. Don, par réurrene, l'image de χ(v) est là enore unique,quelle que soit la fae visible hoisie.À e stade, nous avons montré que χ était une fontion : tout sommet a bien uneimage unique. Pour montrer que 'est une bijetion, il su�t de rappeler que ∼= estune relation d'équivalene. Aussi, toutes les �èhes du diagramme de la �gure 5.xxxpourraient être inversées en utilisant les bijetions réiproques sur les faes visibles etles sommets. On obtiendrait don de la même façon une dé�nition de χ−1 : V̂2 → V̂1qui satisferait les mêmes propriétés que χ. Ainsi, pour tout sommet v′ de Ĝ2, il existeune unique image de v′ par χ−1. Autrement dit, tout sommet v′ de Ĝ2 a bien un uniqueantéédent par χ. En�n, si f, f ′ sont des faes visibles et ξ(f) = f ′, alors χ préservebien les frontières de f : pour haque sommet v de la frontière de f , on peut utiliser fomme fae visible de base pour aluler χ(v) ; aussi, la ondition 2.(b) de la dé�nition5.12 nous permet de onlure.Il nous reste à dé�nir ξ(f) pour les faes invisibles de Ĝ1. Supposons que f =

[v0v1 . . . vn]. Nous prétendons que [χ(v0)χ(v1) . . . χ(vn)] est la frontière d'une fae invi-sible de Ĝ2. En e�et, onsidérons les arêtes a0 = {v0, v1} et a1 = {v1, v2}. a0 séparela fae invisible f d'une fae visible g0 ar Ĝ1 est normalisé. Par la ondition 3. de



142 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousla dé�nition 5.12, {χ(v0), χ(v1)} est une arête de Ĝ2 qui sépare une fae invisible h0de la fae visible ξ(g0). De même, a1 sépare la fae invisible f d'une fae visible g1, et
{χ(v1), χ(v2)} est une arête qui sépare une fae invisible h1 de la fae visible ξ(g1). Or, ilexiste au plus une fae invisible adjaente au sommet χ(v1) dans Ĝ2. Don h0 = h1. Enrefaisant le même raisonnement ave toutes les arêtes de la frontière de f (qui ne ontientpas d'arête pendante), on en déduit que [χ(v0)χ(v1) . . . χ(vn)] est bien la frontière d'uneunique fae invisible dans Ĝ2, qu'on peut don noter ξ(f).Ave ette dé�nition, ξ est bien une bijetion sur l'ensemble des faes invisibles(en plus d'être une bijetion sur les faes visibles), et χ préserve leurs frontières, paronstrution.

�Cas des faes externes visiblesLorsque les faes externes sont visibles, par ontre, on ne peut plus � retourner � lesgraphes (omme dans la �gure 5.xviii page 128) en utilisant une fae interne invisibledu premier graphe omme fae externe du seond. Aussi, dans e as on a :Théorème 5.4 Soient G1 = (V1, E1, F1, Fv1, e1) et G2 = (V2, E2, F2, Fv2, e2) deuxgraphes plans à trous. Si leurs faes externes sont visibles, alors G1 et G2 sont équiva-lents si et seulement si leurs formes irrédutibles sont planes-isomorphes, 'est-à-dire
G1
∼= G2 ⇔ Ĝ1 ≡p Ĝ2.Preuve : La preuve est identique en tout point à elle du théorème 5.3. Il su�t deremarquer que lorsque les faes externes sont visibles, tant la dé�nition d'équivaleneque elle d'isomorphisme plan imposent de les mettre en bijetion. �5.5 Algorithmique des problèmes d'équivalene et d'iso-morphisme5.5.1 Algorithme d'isomorphisme planOn onsidère tout d'abord le problème suivant :Problème : isomorphisme plan de graphes plans à trous(ipgpt)Instane : deux graphes plans à trous G = (V,E, F, Fv , e) et

G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′)Question : G et G′ sont-ils plans-isomorphes : G ≡p G

′ ?L'objetif de ette partie est de montrer le résultat suivant :Théorème 5.5 Le problème ipgpt est polynomial ( i.e., ipgpt ∈ P). Plus préisément,on peut déider, en temps O (|E′| · |E|), de l'isomorphisme plan de deux graphes plansà trous G = (V,E, F, Fv , e) et G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′).



5.5. Algorithmique des problèmes d'équivalene et d'isomorphisme 143Pour montrer e théorème, nous allons développer et prouver un algorithme quirésout le problème ipgpt. Le prinipe est de parourir les deux graphes en parallèle, enutilisant les ars (voir la dé�nition 5.4). Pour ela, on dé�nit deux fontions succ : A→
A et opp : A → A qui permettent de se déplaer le long des ars1. La fontion succpermet, étant donné un ar, d'obtenir le suivant le long de la frontière de la même fae,et la fontion opp permet, étant donné un ar, d'obtenir l'ar de sens opposé sur la faeadjaente. Ainsi, sur la �gure 5.xxxi, succ(a) = b, succ(c) = d, opp(e) = f , opp(a) = g.

a

b
c

e

g

f
d

Fig. 5.xxxi � Parours des ars : succ(a) = b, succ(c) = d, opp(e) = f , opp(a) = g.Introduire es deux fontions est partiulièrement intéressant, pare qu'elles per-mettent de réérire la dé�nition d'isomorphisme plan sous une forme probablement plusryptique, mais opérationnelle :Lemme 5.6 Soient G = (V,E, F, Fv , e) et G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′) deux graphes plansà trous, ayant A et A′ pour ensembles respetifs d'ars. G et G′ sont plans-isomorphessi et seulement si il existe une bijetion ρ : A→ A′ telle que1. ρ ommute ave les fontions succ et opp : ∀a ∈ A

ρ(succ(a)) = succ(ρ(a)) ∧ ρ(opp(a)) = opp(ρ(a)) ;2. ρ préserve les faes visibles et la fae externe : ∀a ∈ A
( a−→ ∈ Fv si et seulement si ρ(a)

−−→
∈ Fv

′) ∧ ( a−→ = e si et seulement si ρ(a)
−−→

= e′).Preuve : (⇒) Comme G ≡p G
′, il existe une bijetion χ : V → V ′ d'après la dé�nition5.9. Pour tout ar a = xy ∈ A, on dé�nit ρ(a) = χ(x)χ(y) et les onditions sont véri�ées.

(⇐) Tout sommet v1 ∈ V est l'extrémité d'une arête {v1, v2} ∈ E pour un ertain
v2 ∈ V (ar les graphes sont onnexes). Don, v1 est également l'extrémité d'un ar
v1v2 ∈ A. En supposant que ρ(v1v2) = v′1v

′
2, on �xe χ(v1) = v′1 et χ(v2) = v′2, et on abien G ≡p G

′. �1Ii, il est important de faire le lien ave les artes ombinatoires introduites dans la dé�nition 1.3du hapitre 1 : les fontions succ et opp orrespondent respetivement aux fontions β1 et β2.



144 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousNous pouvons maintenant porter notre attention sur les algorithmes 5 et 6 quipermettent de déider si deux graphes sont plans-isomorphes ou non. Dans l'algorithme5, on �xe tout d'abord un ar ao ∈ A, ave a−→ = e (ette restrition n'est pas obligatoiremais permet de réduire le nombre de tests à e�etuer). Puis, pour haque ar a′0 ∈ A′tel que a′0−→ = e′ (la fae externe doit être préservée), on appelle l'algorithme 6 a�n deonstruire une fontion f : A→ A′. Ensuite, si f satisfait les onditions du lemme 5.6,alors l'algorithme renvoie Vrai. Et si auune fontion f ne satisfaisant les onditions dulemme n'est trouvée, alors l'algorithme renvoie Faux. Quant à l'algorithme 6, il permetde parourir les graphes, en ommençant par a0 et a′0. Les fontions succ et opp sontutilisées l'une après l'autre pour déouvrir de nouveaux ars. À haque déouverte d'unnouvel ar a1 ∈ A à partir d'un ar a ∈ A ave la fontion succ (respetivement opp),la valeur de f [a1] est l'ar succ(f [a]) (respetivement opp(f [a])).Algorithme 5: verifierIsomorphismePlan(G,G′)Données : deux graphes plans à trous G = (V,E, F, Fv , e) et
G′ = (V ′, E′, F ′, Fv

′, e′) ayant respetivement A et A′ ommeensembles d'arsRésultat : Vrai si G ≡p G
′, Faux sinon1 hoisir a0 ∈ A tel que a0−→

= e ;2 pour haque a′0 ∈ A′ tel que a′0−→ = e′ faire3 f ← parourirEtConstruireAppariement(G,G′ , a0, a
′
0) ;4 si f satisfait les onditions du lemme 5.6 alors5 retourner Vrai6 retourner FauxPreuve : (preuve du théorème 5.5) Si verifierIsomorphismePlan retourne Vrai,alors il existe f : A → A′ qui satisfait les onditions du lemme 5.6, et par onséquent

G ≡p G
′.Réiproquement, supposons que G ≡p G

′. Alors il existe une fontion ρ : A → A′qui satisfait les onditions du lemme 5.6. Soit a0 l'ar hoisi à la ligne 1 de l'algorithmeverifierIsomorphismePlan (a0−→
= e). Comme la boule des lignes 2 à 5 parourttous les ars de la fae externe de G′, il existe une itération pour laquelle a′0 = ρ(a0).Nous a�rmons alors que pour ette itération préise, parourirEtConstruireAp-pariement retourne f telle que ∀a ∈ A, f [a] = ρ(a). En e�et, on a les deux propriétéssuivantes :1. Lorsque l'on empile un ar a dans P , f [a] = ρ(a). On le montre par indution.Initialement (ligne 5), on a bien f [a0] = a′0 = ρ(a0) (du fait de la ligne 3).Cela est également vrai pour la ligne 10 puisque la valeur de f [succ(a)] est �xée à

succ(f [a]) (en ligne 9), et à la ligne 13 puisque f [opp(a)] = opp(f [a]) (ligne 12). Orpar hypothèse d'indution, f [a] = ρ(a), don omme (ρ(a) = a′ ⇒ ρ(succ(a)) =



5.5. Algorithmique des problèmes d'équivalene et d'isomorphisme 145Algorithme 6: parourirEtConstruireAppariement(G,G′ , a0, a
′
0)Données : deux graphes plans à trous G = (V,E, F, Fv , e) et

G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′), et deux ars a0 ∈ A et a′0 ∈ A′Résultat : un tableau f : A→ A′1 pour haque a ∈ A faire2 f [a]← nil3 f [a0]← a′0 ;4 soit P une pile vide ;5 empiler a0 dans P ;6 tant que P n'est pas vide faire7 dépiler un ar a de P ;8 si f [succ(a)] = nil alors9 f [succ(a)]← succ(f [a]) ;10 empiler succ(a) dans P11 si f [opp(a)] = nil alors12 f [opp(a)]← opp(f [a]) ;13 empiler opp(a) dans P14 retourner f

succ(a′)) et (ρ(a) = a′ ⇒ ρ(opp(a)) = opp(a′)), par les onditions du lemme 5.6,on a bien f [succ(a)] = ρ(succ(a)) et f [opp(a)] = ρ(opp(a)).2. Tout ar a ∈ A est empilé une et une seule fois dans P . En e�et, omme nousne onsidérons que des graphes onnexes, tout sommet a est aessible depuis a0par au moins une haîne a0, . . . , an telle que an = a et, ∀k ∈ {1, 2, . . . , n}, soit
ak = succ(ak−1), soit ak = opp(ak−1). Ainsi, à haque fois qu'un des ars ai estdépilé de P (ligne 7), ai+1 est empilé dans P (lignes 10 et 13) s'il n'a pas déjà étédéouvert par un autre hemin (lignes 8 et 11).Par onséquent, verifierIsomorphismePlan retourne Vrai.Conernant la omplexité, l'algorithme parourirEtConstruireAppariementest en O(|A|) : la boule de la ligne 6 est répétée |A| fois ar, d'une part, exatementun ar est dépilé à haque itération, et, d'autre part, haque ar a ∈ A est empilé uneet une seule fois (tests des lignes 8 et 11, suivis des assignations des lignes 9 et 12).Conernant l'algorithme verifierIsomorphismePlan, le test de la ligne 4 peut êtreréalisé en O(|A|) (le lemme 5.6 onsistant uniquement à véri�er tous les ars, et le statutdes faes adjaentes). La boule de la ligne 2 est répétée au plus |A′| fois. Finalement,la omplexité globale de l'algorithme 5 est en O(|A′| · |A|), ou enore en O(|E′| · |E|).

� Remarquons qu'il peut exister des algorithmes plus e�aes : nous montrons que leproblème est polynomial, mais nous ne donnons ertainement pas d'algorithme optimal.Par exemple, il est possible de faire appel à des informations topologiques, qui sont



146 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousvalidées par des données géométriques [Sommellier, 1997℄.5.5.2 Algorithme d'isomorphisme sphériqueOn aborde maintenant le problème de l'isomorphisme sphérique :Problème : isomorphisme sphérique de graphes plans à trous(isgpt)Instane : deux graphes plans à trous G = (V,E, F, Fv , e) et
G′ = (V ′, E′, F ′, Fv

′, e′)Question : G et G′ sont-ils sphères-isomorphes : G ≡s G
′ ?On souhaite démontrer le résultat suivant :Théorème 5.6 Le problème isgpt est polynomial. Plus préisément, on peut déider,en temps O (|E′| · |E|), de l'isomorphisme sphérique de deux graphes plans à trous G =

(V,E, F, Fv , e) et G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′).Ce résultat déoule diretement de eux établis dans la partie 5.5.1 : le lemme 5.6,sans la ondition sur les faes externes, reste vrai ; par onséquent il su�t de réutiliserl'algorithme 5 en omettant, ligne 4, le test de préservation des faes externes.5.5.3 Algorithme d'équivalenePour �nir, nous nous intéressons au problème suivant :Problème : équivalene de graphes plans à trous (egpt)Instane : deux graphes plans à trous G = (V,E, F, Fv , e) et

G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′)Question : G et G′ sont-ils équivalents : G ∼= G′ ?On obtient alors le résultat suivant, qui est, à notre sens, la prinipale ontributionde e hapitre :Théorème 5.7 Le problème egpt est polynomial.Preuve : Dérivons la proédure qui permet de résoudre e problème. La premièreétape onsiste à véri�er le statut des faes externes. En e�et, si es dernières n'ontpas le même statut, alors on peut d'ores et déjà onlure que les graphes ne sont paséquivalents. Dans le as ontraire, on normalise les graphes en utilisant l'algorithme1 a�n d'obtenir leurs formes irrédutibles. Ensuite, on peut distinguer deux as. Siles deux faes externes sont invisibles, alors d'après le théorème 5.3, les deux graphessont équivalents si et seulement si leurs formes irrédutibles sont sphères-isomorphes,e que l'on sait déider en temps polynomial d'après le théorème 5.6. Si les deux faesexternes sont visibles, alors 'est le théorème 5.4 qui s'applique, et les deux graphes sontéquivalents si et seulement si leurs formes irrédutibles sont planes-isomorphes, e quiest également déidable en temps polynomial d'après le théorème 5.5. �



5.6. Reherhe de motifs dans les graphes plans à trous 1475.6 Reherhe de motifs dans les graphes plans à trousNous nous intéressons maintenant à l'isomorphisme plan de sous-graphe : il s'agitde retrouver un motif dans une image.5.6.1 Dé�nitionCommençons par dé�nir un motif.Dé�nition 5.17 (Motif)Soient M et G = (V,E, F, Fv , e) deux graphes plans à trous. On dit que M est un motif(ou sous-graphe) de G s'il existe un graphe G′ = (V,E, F, Fv
′, e) tel que1. Fv

′ ⊆ Fv ;2. les faes de Fv
′ sont ontiguës ;3. M ≡p Ĝ′.En d'autres termes, un motif s'obtient en rendant ertaines faes du graphe d'origineinvisibles, puis en normalisant. Le raisonnement pour obtenir un motif est une nouvellefois intimement lié aux faes, et non plus aux sommets et/ou aux arêtes, omme 'estle as dans les dé�nitions lassiques des sous-graphes (voir la partie 3.1.1).Cette dé�nition a plusieurs onséquenes. Tout d'abord, un motif est néessairementirrédutible. En onséquene, il s'avère qu'un motif M peut avoir une taille plus im-portante que le graphe G dont il est issu, 'est-à-dire qu'on peut avoir |M | > |G|, suiteà la normalisation. C'est le as sur la �gure 5.xxxii, puisqu'il existait une harnière auniveau des pattes du manhot. En�n, tous les motifs ne sont pas possibles ar les faesvisibles doivent rester ontiguës.

Fig. 5.xxxii � Un graphe plan à trous (à gauhe) et un motif possible (à droite).



148 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trous5.6.2 Algorithme de reherhe de motifsOn onsidère le problème suivant :Problème : motif d'un graphe plan à trous (mgpt)Instane : deux graphes plans à trous M = (V,E, F, Fv , e) et
G = (V ′, E′, F ′, Fv

′, e′)Question : M est-il un motif de G ?Dans ette partie, on montre :Théorème 5.8 Le problème mgpt est polynomial. Plus préisément, on peut déider,en temps O (|E′| · |E|), si le graphe plan à trous M = (V,E, F, Fv , e) est un motif de
G = (V ′, E′, F ′, Fv

′, e′).Pour montrer e théorème, on utilise l'algorithme 7 qui se base sur la dé�nition 5.17.Il onsiste à :1. mettre en orrespondane les faes visibles de M ave des faes visibles de G.C'est le but de l'algorithme 8 sur lequel nous reviendrons ;2. disposant des faes visibles andidates dans G, on normalise G par rapport àelles-i, de façon à obtenir le graphe noté Ĝ′ de la dé�nition 5.17 ;3. il ne reste plus qu'à véri�er que M et Ĝ′ sont plans-isomorphes.Algorithme 7: verifierMotif(M,G)Données : deux graphes plans à trous M = (V,E, F, Fv , e) et
G = (V ′, E′, F ′, Fv

′, e′) ayant respetivement A et A′ ommeensembles d'arsRésultat : Vrai si M est un motif de G, Faux sinon1 hoisir a0 ∈ A tel que a0−→
∈ Fv ;2 pour haque a′0 ∈ A′ tel que a′0−→ ∈ Fv

′ faire3 ρ←parourirFaesVisiblesEtConstruireAppariement(M,G, a0 , a
′
0) ;4 Fv

′′ ← ∅ ;5 pour haque a ∈ A tel que a−→ ∈ Fv faire6 Fv
′′ ← Fv

′′ ∪ {ρ[a]
−−→
}7 si Fv

′′ ⊆ Fv
′ et Fv

′′ est un ensemble de faes ontiguës alors8 G′′ ← (V ′, E′, F ′, Fv
′′, e′) ;9 G′′ ← normaliserGraphe(G′′) ;10 si verifierIsomorphismePlan(M,G′′) alors11 retourner Vrai12 retourner Faux



5.6. Reherhe de motifs dans les graphes plans à trous 149Conernant le premier point, visant à mettre en orrespondane les faes visiblesde M ave ertaines de G, il est naturel de passer par les ars, omme on le fait dansl'algorithme 8. Ce dernier fontionne de façon analogue à la proédure 6 mise en ÷uvredans le adre du test de l'isomorphisme plan. Notons d'ailleurs que es deux algorithmessont très similaires. En e�et, seules les lignes 11 hangent, ar le premier ne onsidèreque les faes visibles, alors que le seond porte sur toutes les faes. Néanmoins, ommela fontion que l'on réupère onerne uniquement des ars délimitant des faes visibles,elle nous permet ensuite, dans l'algorithme 7 lignes 4-6, de les apparier entre elles.Quant aux deux derniers points de normalisation et de test d'isomorphisme plan,on réutilise les résultats détaillés dans les parties 5.4.3 et 5.5.1. Il va de soit ii quede nombreuses optimisations pourraient être apportées dans la mesure où la fontion
f retournée par l'algorithme 8 pourraient probablement être diretement exploitée parverifierIsomorphismePlan. Cependant, il onviendrait d'une part d'être vigilantssur les onditions devant être véri�ées par f , puisqu'en l'état, f ne donne auune in-formation sur les faes invisibles. D'autre part, la lasse de omplexité du problèmeresterait inhangée : il est polynomial, e qu'on souhaitait démontrer.Algorithme 8:parourirFaesVisiblesEtConstruireAppariement(G,G′, a0, a

′

0
)Données : deux graphes plans à trous G = (V,E, F, Fv , e) et

G′ = (V ′, E′, F ′, Fv
′, e′), et deux ars a0 ∈ A et a′0 ∈ A′ tels que

a0−→
∈ Fv et a′0−→ ∈ Fv

′Résultat : un tableau f : A→ A′1 pour haque a ∈ A faire2 f [a]← nil3 f [a0]← a′0 ;4 soit P une pile vide ;5 empiler a0 dans P ;6 tant que P n'est pas vide faire7 dépiler un ar a de P ;8 si f [succ(a)] = nil alors9 f [succ(a)]← succ(f [a]) ;10 empiler succ(a) dans P11 si f [opp(a)] = nil et opp(a)
−−−−→

∈ Fv alors12 f [opp(a)]← opp(f [a]) ;13 empiler opp(a) dans P14 retourner f5.6.3 Expérimentations préliminairesDans la mesure où les résultats de e hapitre sont relativement réents, ette partieprésente plusieurs expérimentations préliminaires portant sur la reherhe de motifs



150 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousdans des images. Il onviendrait de les ompléter par la suite.À haque fois, les graphes utilisés sont plans et orrespondent à la dé�nition desgraphes plans à trous que nous avons présentée. Cependant, pour des questions pra-tiques, F\Fv = ∅. En e�et, une reherhe de motifs à trous impose de spéi�er aupréalable les faes visibles. Or, l'introdution de faes invisibles devrait se faire manuel-lement pour s'assurer que les motifs reherhés aient un sens. Cependant, ette façonde proéder est inompatible ave des expérimentations à grande éhelle. Néanmoins,fondamentalement, les algorithmes sont les mêmes, et seule la phase de normalisationdevient inutile.Graphes plans et artes ombinatoiresLes expérimentations de ette setion proviennent de travaux ayant porté, en pre-mière intention, sur les artes ombinatoires. Les résultats que nous présentons ont donété obtenus sur les artes ombinatoires (nous préiserons les protooles par la suite)et non sur les graphes. Cependant, es dernières, que nous avons préalablement dé�-nies (dé�nition 1.3), peuvent être vues omme une struture de données permettantde représenter des graphes plans ('est alors une alternative aux matries d'adjaene,ou enore aux tableaux de listes d'adjaene). À et e�et, on ne stoke qu'un triplet
M = (D,β1, β2) qui ontient un ensemble de brins (darts) D qui orrespondent auxars que nous avons utilisés pour le parours des faes. β1 est une permutation permet-tant, étant donné un brin, d'obtenir le brin suivant le long de la frontière d'une fae.C'est l'équivalent de notre fontion succ(). β2 est, elle, une involution retournant, étantdonné un brin, le brin opposé. Elle permet don de passer d'une fae à une autre, defaçon analogue à la fontion opp() que nous avons utilisée. La ondition 1. du lemme5.6 se ramène ainsi à trouver une fontion f : D → D′ telle que ∀d ∈ D, ∀i ∈ {1, 2},
f(βi(d)) = β′i(f(d)).Cependant, dans une arte ombinatoire, auune fae ne joue le r�le de fae externe,et 'est don l'isomorphisme sphérique qui est résolu. Pour pallier ette aratéristique,on autorise β2 à être partiellement dé�nie (on parle de arte ombinatoire ouverte) enintroduisant un nouvel élément dans l'ensemble des brins, ǫ. Les ars opposés à la faeexterne sont alors liés à ǫ par β2 (toute fae du graphe peut don être assoiée à unefae de la arte, à l'exeption de la fae externe).Reherhe de motifs dans des imagesUne première expérimentation a onsisté en la reherhe de motifs dans des images.Pour ela, nous avons onsidéré la base d'images MOVI [Luo et al., 2003℄, qui est onsti-tuée d'images 2D d'objets 3D (des maisons parfois entourées de divers objets, voir lapartie 2.3.3 page 57 pour une illustration). Pour haque maison, plusieurs images, prisessuivant di�érents points de vue, sont disponibles.Nous avons utilisé deux approhes pour es expérimentations. Premièrement, nousavons extrait diretement des images des artes ombinatoires, selon la méthode déritedans [Damiand et al., 2004℄. La seonde approhe onsista à utiliser les points d'intérêts



5.6. Reherhe de motifs dans les graphes plans à trous 151fournis ave les images a�n de onstruire des graphes plans, par une triangulation deDelaunay, puis de les onvertir en artes ombinatoires.Quelque soit l'approhe onsidérée, nous avons ensuite extrait des images des motifs,puis utilisé nos algorithmes pour les reherher. La �gure 5.xxxiii fournit un exemple : enhaut (ligne (a)) se trouve l'image d'origine ; le motif reherhé orrespond à la voitureen bas à gauhe de la maison. La ligne (b) montre, à gauhe, la arte ombinatoireorrespondant à l'image entière (8114 brins et 1700 faes) et, à droite, elle du motifseul (362 brins et 132 faes). Au ours des expérimentations, le motif a été retrouvédans l'image d'origine, en 60ms, après avoir été soumis à une rotation. La dernière ligneonerne le graphe de Delaunay des points d'intérêt (140 sommets, 404 arêtes et 266faes), et le sous-graphe orrespondant au motif (16 sommets, 38 arêtes et 23 faes).Une nouvelle fois, e motif a été retrouvé dans l'image d'origine, et en 10ms.
(a) Image d'origine

(b) À gauhe : arte ombinatoire ; à droite : motif reherhé
() À gauhe : graphe de Delaunay des points d'intérêt ; à droite : motif reherhéFig. 5.xxxiii � Reherhe de motifs dans des images.Les expérimentations menées sur la base montrent que les motifs ont toujours étéretrouvés dans les images dont ils avaient été extraits, et uniquement dans elles-i, nos



152 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trous
sgi,5% sgi,10% sgi,20% sgi,33% sgi,50%

gi vf2 map vf2 map vf2 map vf2 map vf2 map
g500 0.08 0.07 0.04 0.10 0.47 0.03 0.7 0.02 10.4 0.10
g1000 4.7 0.21 2.54 0.07 0.55 0.05 7.31 0.06 12.7 0.06
g5000 12.3 0.28 156.5 0.31 > 3600 0.31 > 3600 0.31 > 3600 0.31Tab. 5.1 � Résultats des expérimentations sur le passage à l'éhelle. Dans haque ellulese trouvent les temps de résolution du problème, en seonde, par V�ib2 (vf2) et notreapprohe (map).algorithmes reherhant des isomorphismes non tolérants. Notons que nous n'avons pasnon plus eu de faux-positifs, e qui peut être le as lorsque les motifs reherhés sont detaille trop petite.Passage à l'éhelleLa seonde série d'expérimentations a onsisté à étudier les propriétés de passage àl'éhelle des algorithmes, et à les omparer ave l'état de l'art.Pour ela, nous avons généré aléatoirement trois graphes plans g500, g1000 de taille500, 1000 et 5000. Ils ont été obtenus en hoisissant aléatoirement n points dans le plan,puis en reliant es points par une triangulation de Delaunay. Pour haque graphe gi,nous avons ensuite généré 5 sous-graphes notés sgi,k%, qui ontiennent k% des sommetsde gi, ave k ∈ {5, 10, 20, 33, 50}.Notre algorithme a été omparé à V�ib2 [Cordella et al., 2001℄, approhe permet-tant de résoudre le problème de l'isomorphisme de sous-graphes (nous ne présentons queet algorithme qui, dans nos expérimentations, a toujours été plus rapide que V�ib etUllman2). Le tableau 5.1 réapitule les résultats obtenus : il est vite plus e�ae d'utili-ser nos algorithmes lorsque les graphes ont une taille importante. Notons en partiulierque pour le graphe g5000, nous résolvons toujours le problème en moins de 1 seonde,alors que V�ib2 ne donne toujours auun résultat après 1h.Il faut ependant noter que notre algorithme ne résout pas exatement le mêmeproblème que V�ib2. En e�et, e dernier reherhe des sous-graphes induits (voir la dé-�nition 3.3 de la partie 3.1.1), 'est-à-dire que le sous-graphe est dé�ni par ses sommets,et que toutes les arêtes adjaentes en font partie. Pour notre part, omme nous raison-nons sur les faes, nous n'obtenons pas forément des sous-graphes induits. De plus,nous tirons parti du fait que les graphes soient plans, tandis que V�ib résout le pro-blème sur les graphes généraux. Une onséquene est que le nombre de résultats trouvéspeut ne pas être le même (V�ib peut ne pas trouver un sous-graphe ar il lui manquedes arêtes pour être induit, mais il peut également trouver un sous-graphe que nous netrouvons pas ar l'organisation des faes est di�érente). Par exemple, sg5000, 10% a ététrouvé deux fois par V�ib, et seulement une fois par notre approhe.2Ces algorithmes font partie de la librairie VFLib Graph Mathing http://amalfi.dis.unina.it/graph/vflib-2.0/do/vflib.html.

http://amalfi.dis.unina.it/graph/vflib-2.0/doc/vflib.html.
http://amalfi.dis.unina.it/graph/vflib-2.0/doc/vflib.html.


5.7. Disussion 1535.7 DisussionDans ette partie, nous ommençons par nous positionner par rapport aux travauxde Cori (1975) sur les artes ombinatoires. Nous présenterons ses dé�nitions et sonproessus de numérotation des brins d'une arte, avant de nous intéresser aux pointsommuns et aux di�érenes ave notre approhe. Dans un seond temps, nous revenonssur le as des graphes plans non onnexes et tentons d'esquisser une liste des di�ultésqu'ils ajoutent.5.7.1 Positionnement par rapport aux travaux de Cori (1975)Dans ette partie, nous nous positionnons par rapport aux travaux de Robert Cori,portant notamment sur l'isomorphisme de artes ombinatoires. Il les a publiés dans sathèse [Cori, 1973℄, qui parut ensuite dans un numéro de la olletion Astérisque de laSoiété Mathématique de Frane [Cori, 1975℄. Les numéros de pages que nous donnonsproviennent de ette dernière référene.Commençons par donner quelques dé�nitions. Page 12, l'auteur dé�nit les hyper-artes omme suit :Dé�nition 5.18 (Hyperarte)Une hyperarte est un ouple (σ, α) de permutations opérant sur un ensemble �ni B(ensemble de brins), tel que le groupe engendré par {σ, α} opère transitivement sur B.Ajoutons qu'une hyperarte est dite pointée si on distingue un élément b∗ de l'en-semble des brins. En outre, il s'avère que, sous une ondition partiulière, les hyperartesdeviennent des artes. Ainsi, page 13, on a :Dé�nition 5.19 (Carte)Une hyperarte (σ, α) est une arte si α est une involution sans point �xe.Cei signi�e que α ne ontient que des yles de longueur 2. Par onséquent, ette dé-�nition est identique à elle de arte ombinatoire 2D de [Lienhardt, 1991℄, donnée page30. De plus, par rapport aux notations que nous utilisons dans [Damiand et al., 2009b,Damiand et al., 2011℄, σ orrespond à β1, et α à β2. En�n, dans ette thèse, σ est lafontion succ() sur les ars, et α la fontion opp().Cori propose ensuite une dé�nition de l'isomorphisme d'hyperartes page 28 :Dé�nition 5.20 (Isomorphisme de deux hyperartes)Deux hyperartes (σ1, α1) opérant sur B1 et (σ2, α2) opérant sur B2 sont dites iso-morphes s'il existe une bijetion λ entre B1 et B2, telle que α1 = λ−1α2λ et σ1 =
λ−1σ2λ.Une nouvelle fois, restreinte aux artes, ette dé�nition est similaire à elle de[Lienhardt, 1994℄, que nous avons utilisée dans notre artile [Damiand et al., 2009b℄ :Dé�nition 5.21 (Isomorphisme de artes ombinatoires 2D)Deux artes ombinatoires M = (D,β1, β2) et M ′ = (D′, β′1, β

′
2) sont isomorphes s'ilexiste une bijetion f : D → D′, telle que ∀d ∈ D, ∀i ∈ {1, 2}, f(βi(d)) = β′i(f(d)).



154 Chapitre 5. Algorithmes polynomiaux d'isomorphismes de graphes plans à trousCette dé�nition est également prohe de elle que nous donnons page 126 pour lesgraphes plans à trous, omme nous l'établissons dans le lemme 5.6 page 143.Notons que deux hyperartes pointées (σ1, α1, b
∗
1) et (σ2, α2, b

∗
2) sont isomorphes sielles sont isomorphes en tant qu'hyperartes, et si de plus λb∗1 = b∗2.Par la suite, pages 41-42, Cori donne un proessus de numérotation ζ des brinsd'une hyperarte. Ce proessus, qui vise à assoier un numéro unique à haque brin,est fondamental dans sa thèse, puisqu'elle porte sur l'étude de es odes. Il permetégalement de résoudre le problème d'isomorphisme de artes, et il s'avère que nousavons suivi la même idée, omme nous allons le voir.Conernant le proessus de numérotation de Cori, il est dérit de la manière sui-vante :� b0 est hoisi quelonque (si l'hyperarte est pointée par b∗, alors b0 = b∗) ;� supposons dé�nis b0, b1 = ζb0, b2 = ζ2b0, . . ., bp = ζpb0, on dé�nit ζbp = bp+1omme suit :� Proédure A : - Si αbp appartient à un sommet (yle de σ) sur lequel auunebrin n'appartient à {b0, b1, b2, . . . , bp}, alors ζbp = αbp.� Proédure B : - Si αbp appartient à un sommet sur lequel un brin appartient à

{b0, b1, b2, . . . , bp}, alors ζbp = σbp si σbp n'appartient pas à {b0, b1, b2, . . . , bp},sinon :� Proédure C : - ζbp est le premier élément de la suite σbp−1, σbp−2, σbp−3, . . . ,
σb2, σb1, σb0 qui n'appartient pas à {b0, b1, b2, . . . , bp}.Un exemple de résultat obtenu est représenté sur la �gure 5.xxxiv.

6 745 1718
1 13 1415

163 8122 91011
Fig. 5.xxxiv � Numérotation de Cori.De la même façon, l'algorithme que nous avons donné page 145 peut-être rééritpour numéroter les ars. Il s'agit de l'algorithme 9 : numerotationArs(G, a0). Danse as, on obtient la numérotation de la �gure 5.xxxv.Au-delà de la di�érene de numérotation qu'on obtient, il onvient de remarquer que



5.7. Disussion 155Algorithme 9: numerotationArs(G, a0 )Données : un graphe plan à trous G = (V,E, F, Fv , e) et un ar a0 ∈ ARésultat : un tableau ζ : A→ {1, 2, . . . , |A|}, numérotation des ars de G1 pour haque a ∈ A faire2 ζ[a]← 03 ζ[a0]← 1 ;4 i← 2 ;5 soit P une pile vide ;6 empiler a0 dans P ;7 tant que P n'est pas vide faire8 dépiler un ar a de P ;9 si ζ[succ(a)] = 0 alors10 ζ[succ(a)]← i ;11 i← i+ 1 ;12 empiler succ(a) dans P13 si ζ[opp(a)] = 0 alors14 ζ[opp(a)]← i ;15 i← i+ 1 ;16 empiler opp(a) dans P17 retourner ζnotre approhe onduit à un algorithme linéaire en le nombre d'ars. Or, si le proessusde numérotation de Cori n'est pas su�samment préis pour établir une omplexité (dansla mesure où auune struture de données n'est préisée), le fait de véri�er si un brinappartient à un yle de σ dont un brin a déjà été numéroté, dans les proédures A etB, sous-entend que l'algorithme est quadratique.En terme d'isomorphisme, maintenant, l'auteur onlut, page 44, en indiquant que,étant donné α̃ = λ−1αλ et σ̃ = λ−1σλ, et λb = 1, alors (σ̃, α̃, 1) et (σ, α, b) ont la mêmenumérotation. Cei signi�e don que deux hyperartes sont isomorphes si et seulement sion peut les exprimer sous la forme de deux hyperartes pointées ayant une numérotationidentique.C'est la même onlusion à laquelle nous arrivons ave notre algorithme : de fait,nous avons suivi la même idée (Cori a d'ailleurs étendu ses travaux en proposant unalgorithme d'automorphisme de artes, que l'on pourrait étendre à l'isomorphisme deartes [Cori, 1985℄). Néanmoins, il faut remarquer que les motivations du travail de Coriet les n�tres sont di�érentes. En e�et, par la suite, l'étude de Cori se poursuit sur les pro-priétés ombinatoires et analytiques de sa numérotation. De notre �té, nous obtenonsun algorithme sur les graphes plans à trous (qu'on peut di�ilement modéliser ave desartes [Damiand et al., 2011℄) et qui nous permet également d'attaquer l'isomorphismede sous-graphe, qui n'est pas abordé par Cori.
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8 1067 119

1 2 1817
124 5133 141516

Fig. 5.xxxv � Notre numérotation.5.7.2 Retour sur la onnexitéTout au long de e hapitre, nous avons exigé des graphes plans à trous qu'ils soientonnexes, et que leurs faes visibles soient ontiguës. Or, omme nous l'avons annoné,lever es hypothèses soulève de nombreux problèmes (et perspetives de reherhe) quenous souhaitons développer maintenant.Considérons don le plongement d'un graphe planaire non onnexe omme elui dela �gure 5.xxxvi. Clairement, plusieurs de ses faes omme f1 (ou f2) n'ont plus unefrontière unique, mais plusieurs ; on parle alors de faes omposées. Plus préisément,
f1 a deux frontières qui sont [v1v2v3v4] et [v10v11v12]. En onséquene, on ne peut plusdérire un tel plongement ave les SDGP de la dé�nition 5.3. Clairement, d'un pointde vue syntaxique, on peut failement étendre ette dé�nition. Mais d'un point de vuesémantique, par ontre, nous ne onnaissons pas atuellement les onditions néessairespermettant d'établir un analogue à la onjeture 5.2.3 permettant de montrer qu'unSDGP orrespond bien à un graphe plan. Dit autrement, nous ne savons pas dé�nir lesSDGP bien fondés dans e adre.Conernant maintenant l'isomorphisme plan, nous savons par ontre qu'il est poly-nomial. Cependant, la proédure est plus sophistiquée que elle que nous avons présentéedans e hapitre : elle onsiste à tester l'isomorphisme entre les omposantes onnexesde haque graphe, puis à véri�er que haque omposante du premier graphe est bienappariée à une unique omposante du seond et réiproquement. Cependant, la di�-ulté de la preuve vient de la notion même de omposante onnexe, dans la mesureoù es omposantes sont en elles-mêmes des graphes plans à trous, munis de faes ex-ternes, et dérits par des SDGP. Ainsi, 'est l'algorithme de déomposition d'un SDGPen omposantes onnexes qui n'est pas trivial.Conernant l'équivalene, utiliser des graphes non onnexes pose également des dif-
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Fig. 5.xxxvi � Un graphe ayant des faes omposées.�ultés. En partiulier, si la proédure de normalisation que nous avons dérite dans lapartie 5.4.3 peut s'étendre, le théorème 5.4 stipulant que deux graphes plans équivalentsont des formes irrédutibles planes-isomorphes n'est plus vrai, omme le montrent les�gures 5.xxxvii et 5.xxxviii. En e�et, sur haque image est représenté un graphe planà trous, dont les faes externes sont visibles. Ces deux graphes sont équivalents (on neonsidère alors que les faes visibles). Cependant, leurs formes normales ne sont pasplanes-isomorphes.

Fig. 5.xxxvii � Graphe plan à trous non onnexe, dont la fae externe est visible. Il estéquivalent au graphe de la �gure 5.xxxviii, mais leurs formes irrédutibles ne sont pasplanes-isomorphes.Ainsi, pour faire le lien entre équivalene et isomorphisme plan, il ne faut pas utiliserles formes irrédutibles telles que nous les avons dé�nies, mais passer, de nouveau, parleurs omposantes onnexes.
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Fig. 5.xxxviii � Graphe plan à trous non onnexe, dont la fae externe est visible. Il estéquivalent au graphe de la �gure 5.xxxvii, mais leurs formes irrédutibles ne sont pasplanes-isomorphes.En�n, la reherhe de motifs pose elle aussi de nouvelles di�ultés. En e�et, si lareherhe de motifs onnexes dans des graphes plans non onnexes est une extension desrésultats préédents, nous onjeturons en revanhe que le problème est NP-ompletlorsque les motifs eux-mêmes ne sont pas onnexes.5.8 ConlusionDans e hapitre, nous avons dé�ni une syntaxe ohérente et omplète permettant demanipuler les graphes plans à trous. En outre, nous avons proédé à une distintion �neentre isomorphisme lassique, sphérique et plan. De plus, nous nous sommes attahés àdé�nir l'équivalene de graphes plans, et avons mis en plae une proédure de normalisa-tion permettant de mettre au jour les liens existant entre isomorphismes et équivalene.En�n, nous avons proposé des algorithmes polynomiaux permettant de résoudre, dansle adre des graphes plans à trous, les problèmes d'isomorphismes, d'équivalene, et dereherhe de motifs.



Conlusion et perspetives
Cei non plus n'est pas un manhot

Mais ei est un graphe plan, et nous avons désormais les moyens de l'extraireautomatiquement de toute image d'une part, et d'y appliquer un algorithme polynomiald'isomorphisme ou de reherhe de motif d'autre part.Notre démarhe onsistait initialement à dé�nir une fontion de oût sur les ap-pariements de graphes issus d'images, permettant de distinguer un bon appariementd'un mauvais. Dans l'idéal, nous aurions alors disposé de ritères pour la mise en plaed'une méthode d'optimisation d'appariements pouvant porter ses fruits, notamment enlassi�ation d'images.Les résultats présentés dans le hapitre 2 sont en demi-teinte, et indiquent quenos tentatives n'ont pas abouti. En e�et, ils ne nous ont pas permis de mettre aujour des ritères signi�atifs, bien que le respet de la struture du graphe puisse êtredans ertains as disriminant. Cei est sans nul doute dû au fait que notre approheprivilégie le graphe seul, en faisant abstration des spéi�ités du domaine de l'image.Cela onstituait ependant une volonté de notre part, a�n de ne pas masquer le graphe,qui reste notre sujet d'étude privilégié.En onséquene, nous avons reonsidéré nos objetifs, qui étaient peut-être tropambitieux, et reentré nos e�orts sur des problèmes qui semblaient plus abordables : lesisomorphismes de graphes.En e�et, omme expliqué dans le hapitre 3, on peut onstater l'existene d'un lienétroit entre les problèmes théoriques d'isomorphismes de graphes d'une part (isomor-phisme de graphes et de sous-graphes, plus grand sous-graphe ommun, voire distanesentre graphes), et plusieurs appliations liées à l'image d'autre part.Aussi, nous avons dans le hapitre 4 développé une méthode d'extration de graphesà partir d'images, ave pour intention première le respet de la sémantique. En e�et,nous appuyant sur le fait que les graphes issus d'images sont plans, nous avons onsidéré159



160 Conlusion et perspetivesqu'il était raisonnable de s'attaher à donner un sens aux arêtes et aux faes, et derendre la struture du graphe la plus signi�ative possible. Pour ela, nous avons estiméque le plongement d'un graphe devait, visuellement, permettre une identi�ation mêmepartielle de l'image sous-jaente. La méthode expliitée dans e hapitre répond demanière satisfaisante à es ontraintes, bien qu'elle reste dépendante de la segmentationet de l'extration des points d'intérêt. Cependant, lorsque la segmentation respete lasémantique, alors nous avons vu que le graphe obtenu était adéquat. Rappelons qu'ilest également possible, étant donné le graphe, de revenir à l'image d'origine, ave uneperte limitée.Néanmoins, la représentation d'images par de bons graphes n'a pas onstitué une�nalité en soi, et le hapitre 5 a onsisté à développer des algorithmes e�aes permet-tant de résoudre des problème intéressants à la fois pare qu'ils sont di�iles à mettreen ÷uvre sur les graphes, qui sont des objets théoriquement omplexes, mais aussi pourleur intérêt vis-à-vis de l'image, qui reste notre domaine d'appliation privilégié.Ainsi, les algorithmes présentés dans le dernier hapitre de ette thèse répondent auxproblématiques d'isomorphismes de graphes et de sous-graphes plans exats ; 'est-à-direque l'on peut e�aement reherher un motif dans un graphe, sans auune variation.PerspetivesUn outil pour l'extration de graphes à partir d'imagesNous avons évoqué, dans la partie 4.3 du hapitre 4, l'existene d'une version dedémonstration de notre méthode d'extration de graphes à partir d'images, disponibleen ligne3. Dans l'état atuel des hoses, le adre d'utilisation de ette démonstration esttrop ontraint : l'utilisateur n'est pas libre de hoisir son algorithme de segmentation oud'extration de points d'intérêt, les graphes n'ont pas format de sortie dé�ni, et on nepeut pas traiter les images par lots. Une perspetive serait don de refondre l'appliation,a�n d'obtenir un programme pouvant être mis à disposition de la ommunauté, sous laforme d'un logiiel libre. De plus, il pourrait être intéressant d'enrihir les graphes desortie par des labels (par exemple, des données numériques sur les sommets ou arêtes).En outre, puisque la triangulation a lieu par région de segmentation, haque fae dugraphe appartient a une et une seule région, et pourrait alors être étiquetée par desdonnées de la région.Où est Charlie ?Quant aux algorithmes du hapitre 5, ils s'avéreront très performants si nous lessoumettons au jeu � Où est Charlie ? �4. Dans e jeu, il s'agit prinipalement de retrou-ver le même personnage à l'identique, Charlie, dans une sène. La di�ulté est liée aufait que les sènes sont très hargées et remplies de nombreux objets et de personnagesfort ressemblants à Charlie. Aussi, si le graphe représentant notre ami est orretement3http://labh-urien.univ-st-etienne.fr/EPG/4http://findwally.o.uk/
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Conlusion et perspetives 161extrait, s'il est assez aratéristique, alors Charlie sera rapidement trouvé, et nous netomberons pas dans les pièges des nombreux faux positifs possibles.Ces travaux ont permis de onstruire des bases intéressantes et onstituent un trem-plin vers de nombreuses autres problématiques. En e�et, outre les perspetives évoquéesde la prise en ompte des graphes non onnexes, les appliations visées peuvent être plusdiversi�ées : bien souvent, dans la vie et non dans les jeux, on ne souhaite pas retrouverCharlie, mais plut�t quelqu'un qui ressemble à Charlie (e qui est bien tout le ontrairedu prinipe du jeu). C'est en e point que nos travaux méritent d'être poursuivis. E�e-tivement, nous savons retrouver la tasse dans une image, et non pas une tasse dans uneimage. Pour des appliations de la vie réelle, une perspetive est don de développerd'autres versions de es algorithmes, qui nous permettraient de résoudre des isomor-phismes tolérants. Il s'agirait par exemple de reherhes à k faes, arêtes, sommets près.Dans ette optique, e travail onstitue un premier pas vers le développement d'unemesure de distane entre graphes. En e�et, deux graphes isomorphes à k faes prèspeuvent dès lors être onsidérés omme plus similaires que deux graphes isomorphes à
k + 1 faes près. Ainsi, il est envisageable de onevoir plusieurs ritères permettantde mesurer la similarité entre graphes, ritères pouvant être enrihis par l'introdutionde labels (sur les faes, arêtes, sommets). Cette perspetive n'est pas sans rappelerla distane d'édition entre graphes (étudiée dans la partie 3.3), qui a pour valeur lasomme des oûts de suppressions, insertions et substitutions de faes, arêtes, sommets,permettant de passer d'un graphe à un autre.En outre, on peut établir un parallèle entre la mise en plae d'une mesure de distaneentre graphes et le problème du plus grand sous-graphe ommun (voir la partie 3.2.3), quiest une autre perspetive de ette thèse. De e point de vue, étant donné trois graphes,'est par exemple la taille de leurs plus grands sous-graphes ommuns respetifs quipeut nous amener à déteter les ouples de graphes les plus similaires.En�n, une autre piste à envisager onerne la reherhe de motifs (sous-graphes)plans fréquents. En e�et, les motifs (à ondition que leur taille ne soit pas trop petite)portent en eux une partie de la sémantique des images dont ils sont issus. Dès lors, onpeut penser que déouvrir, dans des ensembles d'images, des groupes d'images ayantles mêmes motifs fréquents peut onstituer un premier pas vers le développement deméthodes de lassi�ation.
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ADiagramme de Voronoi ettriangulation de DelaunayDans ette annexe, nous nous proposons de détailler les prinipes régissant la onstru-tion d'un diagramme de Voronoi et de son dual, la triangulation de Delaunay.A.1 Diagramme de VoronoiComme nous le proposent [de Berg et al., 2000℄, imaginons que nous gérons unehaîne de magasins : nous possédons ainsi la arte de leurs emplaements géographiquesrespetifs. Pour estimer le nombre de lients que haun peut attirer, on peut suppo-ser que tout lient se rendra dans le magasin le plus prohe de son domiile (voir la�gure A.i1). De même, si nous souhaitons onstruire un nouveau magasin, e que nousappellerons les zones d'in�uenes de eux déjà onstruits, mais aussi de eux de nosonurrents, sont à prendre en ompte. Le diagramme de Voronoi répond à e genre deproblématiques.Soyons plus formels. Soit P un ensemble de n points, que l'on appellera sites, dansun espae eulidien Ed de dimension d (par la suite, nous posons d = 2). La problé-matique à laquelle se propose de répondre la struture géométrique que onstitue lediagramme de Voronoi est liée à elle de reherhe du plus prohe voisin. Étant donnéun point quelonque de l'espae, quel est le site qui en est le plus prohe ? Ce modèle,où l'on assigne à haque point le site le plus prohe, est appelé modèle d'assignation deVoronoi. La subdivision induite par es assignations est appelée diagramme de Voronoi[Dirihlet, 1850, Voronoi, 1907, Voronoi, 1908℄.Dé�nition A.1 (Diagramme de Voronoi)Soit P un ensemble de n sites et soit d(pi, pj) une distane entre deux sites pi et pj(ordinairement, il s'agit de la distane eulidienne). Le diagramme de Voronoi se dé�nitomme la subdivision de l'espae en n ellules, une pour haque site de P , ave lapropriété suivante : un point q appartient à une ellule orrespondant à un site pi si1La plupart des diagrammes de Voronoi et triangulations de Delaunay illustrant e hapitre ontété réalisées ave l'applet Voroglide disponible en ligne http://www.pi6.fernuni-hagen.de/GeomLab/VoroGlide/index.html.en 165

http://www.pi6.fernuni-hagen.de/GeomLab/VoroGlide/index.html.en
http://www.pi6.fernuni-hagen.de/GeomLab/VoroGlide/index.html.en


166 Diagramme de Voronoi et triangulation de Delaunay

Fig. A.i � Zones d'in�uenes de magasins (points rouges) dénotées par le diagrammede Voronoi.et seulement si d(q, pi) < d(q, pj) pour tout j ∈ P , ave i 6= j. On note V or(P ) lediagramme de Voronoi de P .
V or(P ) désigne les sommets et les arêtes de la subdivision. La ellule orrespondantà un site pi est notée V(pi).Soit la médiatrie de deux sites pi et pj. Celle-i déoupe l'espae en deux demi-plans, notés h(pi, pj) (demi-plan ontenant pi) et h(pj , pi) (demi-plan ontenant pj).Ainsi, un point q ∈ h(pi, pj) si et seulement si d(q, pi) < d(q, pj). On obtient don :

V(pi) = ∩1≤j≤n, j 6=i h(pi, pj)

V(pi) est ainsi l'intersetion de n − 1 demi-plans, et onstitue un polygone (bornéou non) onvexe, d'au plus n− 1 sommets et n− 1 arêtes.Le théorème suivant est prouvé dans [de Berg et al., 2000℄ :Théorème A.1 Soit P un ensemble de n sites. Si tous sont olinéaires, alors V or(P )est formé de n − 1 lignes parallèles. Sinon, V or(P ) est onnexe et ses arêtes sont dessegments ou des demi-droites.La �gure A.ii représente un diagramme de Voronoi d'un ensemble de sites en di-mension 2. Les ellules non bornées orrespondent aux régions des sites de l'enveloppeonvexe de P , qui est représentée en vert.Dé�nition A.2 (Enveloppe onvexe)L'enveloppe onvexe d'un ensemble de points P est le plus petit polygone onvexe onte-nant P . Un polygone est onvexe si tout segment joignant deux des ses points est entiè-rement inlus dans le polygone.
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Fig. A.ii � Diagramme de Voronoi d'un ensemble de sites en dimension 2 et enveloppeonvexe assoiée (en vert).Outre des sites, un diagramme de Voronoi ontient don également des arêtes, etdes sommets (qui se trouvent aux intersetions des extrémités des arêtes). Sommets etarêtes peuvent être aratérisés omme suit :Théorème A.2 Soit P un ensemble de sites et CP (q) le plus grand erle de entre q(point de l'espae) ne ontenant auun site de P .i q est un sommet de V or(P ) si et seulement si CP (q) ontient au moins 3 sitessur sa frontière ;ii la médiatrie de deux sites pi et pj est une arête de V or(P ) si et seulement siil existe un point r sur ette médiatrie, tel que CP (r) ontient pi et pj sur safrontière, à l'exeption de tout autre site.Toute médiatrie des sites de n ne fait don pas forément partie du diagramme deVoronoi orrespondant. On a les informations suivantes :Théorème A.3 Pour n ≥ 3, le nombre de sommets d'un diagramme de Voronoi d'unensemble de n sites est au plus de 2n− 5, et le nombre d'arêtes est au plus de 3n− 6.Le diagramme de Voronoi d'un ensemble de site peut se aluler, par l'algorithmeplane sweep de Fortune, en O(n log n) [Fortune, 1992℄.Notons qu'il existe des variantes du diagramme de Voronoi : ertaines proposentde hanger la fontion de distane utilisée entre les sites, ou d'assoier des poids àes derniers. D'autres enore proposent de partitionner l'espae en fontion des k plusprohes voisins, ou en fontion du site le plus éloigné.



168 Diagramme de Voronoi et triangulation de DelaunayA.2 TriangulationLe diagramme de Voronoi possède une struture duale, la triangulation de Delaunay.A.2.1 Dé�nitions et propriétésSoit P un ensemble de n points appelés sites, dans un espae eulidien E2. On dé�nitune triangulation T de P omme suit :Dé�nition A.3 (Triangulation)Une triangulation T de P est une subdivision planaire dont les faes bornées sont destriangles, et dont les sommets sont les sites de P .Une triangulation T est ainsi onstituée de faes bornées et d'une fae non bornée(fae extérieure ou in�nie), qui est le omplément de l'enveloppe onvexe de P . Chaquefae bornée est un triangle.La notion de triangulation peut également être liée à elle de subdivision planairemaximale : il s'agit d'une subdivision planaire maximale dont les sommets sont lespoints de P [de Berg et al., 2000℄ :Dé�nition A.4 (Subdivision planaire maximale)Une subdivision planaire maximale est une subdivision S telle que tout ajout d'arête à
S détruise sa planarité.De plus, toute arête de l'enveloppe onvexe de P est une arête de T , et e quelle quesoit la triangulation. En e�et, il existe généralement plusieurs triangulations possiblesd'un même ensemble de points. Certaines possèdent des propriétés partiulières, quiles font être préférables à d'autres selon les domaines d'appliation. C'est le as de latriangulation de Delaunay, que nous étudierons dans la partie A.2.3. Cependant, quelleque soit la triangulation de P , les nombres de triangles et d'arêtes, eux, ne hangent pas.Ils varient uniquement en fontion du nombre de points de P qui sont sur l'enveloppeonvexe :Théorème A.4 Soit P un ensemble de n points n'étant pas tous olinéaires, et soit kle nombre de points de P étant sur son enveloppe onvexe. Alors, toute triangulation de
P a 2n− 2− k triangles et 3n− 3− k arêtes.Supposons que T , une triangulation de P , ait t triangles. On peut ainsi ordonner les
3t angles résultants dans un veteur d'ordre roissant A(T ) = (α1, α2, . . . , α3t), où,
∀i < j, αi ≤ αj. Soit T ′ une autre triangulation de P , ave A(T ′) = (α′

1, α
′
2, . . . , α

′
3t).On dit que A(T ) est plus grand que A(T ′) si A(T ) est lexiographiquement plus grandque A(T ′), 'est-à-dire qu'il existe i, ave 1 ≤ i ≤ 3t, tel que :

αj = α′
j ∀j < i, et αi > α′

i.Cei se note A(T ) > A(T ′). Une triangulation A(T ) est angle-optimale si A(T ) ≥ A(T ′)pour toute triangulation A(T ′) de P .



Diagramme de Voronoi et triangulation de Delaunay 169Il existe parfois, lors de la onstrution d'une triangulation, plusieurs possibilitéspour plaer une arête entre deux sommets. Ce as est illustré sur la �gure A.iii.

Fig. A.iii � Deux triangulation possibles d'un même quadrilatère. Celle de gauheontient une arête illégale.La triangulation T de gauhe fait apparaître une arête dite illégale, e qui est le as sil'on peut loalement augmenter le plus petit angle en intervertissant l'arête en question.Ainsi, la triangulation T ′ de droite ne ontient pas d'arête illégale et A(T ′) > A(T ). Lelemme suivant préise le as où une arête est illégale [de Berg et al., 2000℄ :Lemme A.1 (Arête illégale) Soit une arête pipj inidente aux triangles pipjpk et
pipjpl, et soit C le erle ironsrit aux points pi, pj et pk. L'arête pipj est illégale si etseulement si pl est à l'intérieur de C. De plus, si les points pi, pj , pk et pl forment unquadrilatère onvexe et ne sont pas oirulaires, alors exatement une des deux arêtes
pipj et pkpl est illégale.On dé�nit alors une triangulation légale omme ne ontenant auune arête illégale.Il s'en suit que toute triangulation angle-optimale est légale.A.2.2 Graphe de DelaunayNous avons étudié dans la partie A.1 le diagramme de Voronoi V or(P ) d'un ensemble
P de n sites. Ce diagramme subdivise l'espae en n régions, une pour haque site de
P , de façon à e que la région V(p) d'un site p (aussi appelée ellule) orresponde àl'ensemble des points plus prohes de p que de tout autre site.Dé�nition A.5 (Graphe de Delaunay)Soit G le dual du diagramme de Voronoi : à haque site de P orrespond un sommetde G, et il existe une arête entre deux sommets si leurs ellules de Voronoi ont unefrontière ommune. Cei signi�e également qu'à toute arête de V or(P ) orrespond unearête dans G. Alors, G est appelé le graphe de Delaunay de P , et noté DG(P ).



170 Diagramme de Voronoi et triangulation de DelaunayD'après le théorème A.3, la dualité de es deux strutures engendre le fait que legraphe de Delaunay possède au plus 3n− 6 arêtes.Le théorème suivant est prouvé dans [de Berg et al., 2000℄ :Théorème A.5 Le graphe de Delaunay d'un ensemble de points planaires est un grapheplanaire.Le graphe de Delaunay est onstitué de polygones onvexes aux nombres de sommetsvariables. Un exemple est illustré sur la �gure A.iv : si plus de 3 points sont oirulaires,alors le graphe n'est pas formé uniquement de triangles. Sur l'exemple présent, inqpoints sont oirulaires et forment don un pentagone. Cei signi�e que le diagrammede Voronoi orrespondant a un sommet de degré inq.

Fig. A.iv � Graphe de Delaunay d'un ensemble de points en dimension 2.A.2.3 Triangulation de DelaunayL'éventualité d'un ensemble de sites où plus de trois d'entre eux sont oirulairesonstitue un as dit dégénéré. Dans la situation ontraire, on dit que les sites sont enposition générale. Le diagramme de Voronoi de sites en position générale ne ontientque des sommets de degré 3, et le graphe de Delaunay dual est formé uniquement detriangles. On parle alors de triangulation de Delaunay.La �gure A.v présente la triangulation de Delaunay de l'ensemble de points orres-pondant au diagramme de Voronoi de la �gure A.ii.Dé�nition A.6 (Triangulation de Delaunay)On dé�nit la triangulation de Delaunay omme étant toute triangulation obtenue enajoutant des arêtes au graphe de Delaunay. La triangulation de Delaunay est unique siet seulement si P est en position générale.La �gure A.vi représente ainsi une triangulation du graphe de Delaunay de la �gureA.iv.
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Fig. A.v � Triangulation de Delaunay orrespondant au diagramme de Voronoi A.ii.
Fig. A.vi � Triangulation du graphe de Delaunay A.iv.Plusieurs théorèmes sont assoiés à la triangulation de Delaunay [de Berg et al., 2000,Hjelle et Dæhlen, 2006℄ :Théorème A.6 Soit P un ensemble de sites.i trois points pi, pj et pk ∈ P sont les sommets d'une fae de la triangulation deDelaunay si et seulement si le erle ironsrit aux sommets ne ontient auunautre site ;ii deux points pi et pj ∈ P sont reliés par une arête dans la triangulation de Delaunaysi et seulement si il existe un erle ayant pi et pj sur sa frontière, et ne ontenantauun autre site.Le entre du erle ironsrit à une fae de le triangulation de Delaunay orrespondà un sommet du diagramme de Voronoi dual.Théorème A.7 Soit P un ensemble de sites, et T une triangulation de P . Alors Test une triangulation de Delaunay de P si et seulement si le erle ironsrit à touttriangle de T ne ontient auun point de P .



172 Diagramme de Voronoi et triangulation de DelaunayThéorème A.8 Soit P un ensemble de sites. Une triangulation T de P est légale (neontient auune arête illégale) si et seulement si T est une triangulation de Delaunayde P .Ce dernier théorème implique que toute triangulation angle-optimale de P est unetriangulation de Delaunay de P . De plus, toute triangulation de Delaunay de P maxi-mise le plus petit angle vis-à-vis de toute triangulation possible de P . Cette araté-ristique rend préférable l'utilisation de la triangulation de Delaunay dans ertains do-maines, notamment en reonstrution d'image. Il s'agit alors de représenter une imagepar une triangulation de Delaunay ayant pour sommets les pixels les plus importantsde elle-i. En partant de la triangulation, il est ensuite possible de reonstruire l'imagede départ (ave perte) en interpolant les valeurs des pixels à l'intérieur des triangles.L'interpolation est rendue plus aisée et le résultat est généralement plus probant lorsqueles angles ne sont pas trop aigus [Barnhill, 1977℄.La triangulation de Delaunay est également partiulière vis-à-vis des rayons des pluspetits erles ontenant les faes de elle-i. Si un triangle est aigu (ses trois angles sontinférieurs à 90°), alors le plus petit erle le ontenant est son erle ironsrit. Parontre, s'il est obtus (un de ses angles est supérieur à 90°), alors le plus petit erlele ontenant a son entre au milieu de l'arête la plus longue. Pour les triangles re-tangle, le plu petit erle véri�e les deux propriétés. Appelons e erle le plus petiterle ontenant. Soit maxray(T ) le plus grand rayon des plus petits erles onte-nant de la triangulation T . Alors, la triangulation de Delaunay minimise maxray(T )[Fortune, 1992℄.En�n, omme nous l'avons évoqué dans la partie 1.3.2, la triangulation de Delaunaypeut être mise en relation ave ertains graphes remarquables, que sont :� l'arbre ouvrant de longueur minimale EMST (Eulidean minimum spanningtree) qui minimise la somme des longueurs eulidiennes des arêtes de l'arbre ;� le graphe des voisins relatifs RNG (relative neighbourhood graph) pour lequel ilexiste une arête entre deux sommets s1 et s2 si l'intersetion des erles de entre
s1 et s2 et de rayon s1s2 est vide ;� le graphe de Gabriel GG pour lequel il existe une arête entre deux sommets s1 et
s2 si le erle de diamètre s1s2 est vide.Les arêtes de es graphes véri�ent [Fortune, 1992℄ :

EMST ⊆ RNG ⊆ GG ⊆ TLa onstrution du diagramme de Voronoi d'un ensemble de n sites requiert uneomplexité de alul de O(n log n) et de stokage de O(n). Il est possible, à partir dudiagramme de Voronoi, d'en déduire la triangulation de Delaunay duale, en O(n). Enoutre, il existe des algorithmes, omme le randomized inremental [Guibas et al., 1990,Guibas et al., 1992℄, qui permettent le alul diret de la Triangulation de Delaunay de
n sites ave une omplexité de alul de O(n log n) et de stokage de O(n).
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RésuméLa reonnaissane de formes s'intéresse à la détetion automatique de motifs dansdes données d'entrée, a�n de pouvoir, par exemple, les lasser en atégories. La matièrepremière de es tehniques est bien souvent l'image numérique. Cette dernière, dans saforme la plus ourante, est odée sous la forme d'une matrie de pixels.Néanmoins, la question du développement de représentations plus rihes se pose.Ainsi, la struturation de l'information ontenue dans l'image devrait permettre la miseen évidene des di�érents objets représentés, et des liens les unissant.C'est pourquoi nous proposons de modéliser les images numériques sous forme degraphes, pour leur rihesse et expressivité d'une part, et pour exploiter les résultatsde la théorie des graphes en reonnaissane de formes d'autre part. Nous développonspour ela une méthode d'extration de graphes plans à partir d'images, basée sur lerespet de la sémantique. Nous montrons que nous pouvons, étant donné un graphe,reonstruire ave perte limitée l'image d'origine.Par la suite, nous introduisons les graphes plans à trous, graphes dont les faespeuvent être visibles ou invisibles. Leur justi�ation trouve sa plae dans la reherhe demotifs notamment, pour laquelle les éléments onstituant l'arrière plan d'une image nedoivent pas être retrouvés. En dirigeant notre attention sur la planarité de es graphes,nous proposons des algorithmes polynomiaux d'isomorphisme de graphes plans et demotifs ; nous traitons également leur équivalene, qui se trouve être un isomorphismeaux faes invisibles près.AbstratPattern reognition deals with automatially deteting patterns in input values, soas to, for example, lassify them into ategories. Digital images often onsitute the rawmaterial for these appliations. The term digital images usually refers to bitmap images,i.e. images represented as matries of pixels.However, alternative representations an be onsidered. Thus, struturing the infor-mation ontained in the image should underline the di�erent objets depeted in theimage, as well as the links existing between them.This is the reason why we propose to use graph-based representations. Indeed, on theone hand, graphs are omplex data strutures with important expressive power and, onthe other hand, we should bene�t from graphs theory results and apply them to patternreognition tasks. To this extent, we develop a method for extrating semantially well-founded plane graphs from images. We show that it is possible to rebuild the originalimage from this kind of graphs, with limited loss.Furthermore, we introdue open plane graphs, i.e. graphs whose faes an be vi-sible or invisible. These graphs are useful in pattern reognition, when it is needed tosearh for patterns independently of the bakground. Fousing on the planarity of thesegraphs, we propose polynomial algorithms for plane graphs isomorphism and subgraphsisomorphism. We also address the equivalene issue, whih is an isomorphism variantnot taking into aount visible faes.
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