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Résumé - Abstract

Principe local-global pour les zéro-cycles

Résumé. Dans cette thése, nous nous intéressons a I’étude de 'arithmétique (le prin-
cipe de Hasse, 'approximation faible, et I'obstruction de Brauer-Manin) des zéro-cycles
sur les variétés algébriques définies sur des corps de nombres.

Nous introduisons la notion de sous-ensemble hilbertien généralisé. En utilisant la
méthode de fibration, nous démontrons que 'obstruction de Brauer-Manin est la seule
au principe de Hasse et a ’approximation faible pour les zéro-cycles de degré 1, et éta-
blissons I'exactitude d’une suite de type global-local concernant les groupes de Chow des
zéro-cycles, pour certaines variétés qui admettent une structure de fibration au-dessus
d’une courbe lisse ou au-dessus de ’espace projectif, ol les hypothéses arithmétiques
sont posées seulement sur les fibres au-dessus d’un sous-ensemble hilbertien généralisé.
De plus, nous relions 'arithmétique des points rationnels et I'arithmétique des zéro-
cycles de degré 1 sur les variétés géométriquement rationnellement connexes.

Comme application, nous trouvons que l'obstruction de Brauer-Manin est la seule
au principe de Hasse et a 'approximation faible pour les zéro-cycles de degré 1 sur

- les espaces homogénes d'un groupe algébrique linéaire & stabilisateur connexe,

- certains fibrés en surfaces de Chatelet au-dessus d’une courbe lisse ou au-dessus
de I'espace projectif (en particulier, les solides de Poonen).

Mots clés : zéro-cycle de degré 1, principe de Hasse, approximation faible et forte,
obstruction de Brauer-Manin, groupe de Chow des zéro-cycles, variété rationnellement
connexe, espace homogéne, méthode de fibration.

Classification AMS 2010 : 14G25 (11G35, 14D10).

Local-global principle for zero-cycles

Abstract. This Ph. D. thesis studies the arithmetic properties (the Hasse principle,
the weak approximation, and the Brauer-Manin obstruction) for zero-cycles on algebraic
varieties defined over number fields.



iv Résumé - Abstract

We introduce the notion of generalized Hilbertian subset. By using the fibration
method, we prove that the Brauer-Manin obstruction is the only obstruction to the
Hasse principle and to the weak approximation for zero-cycles of degree 1, and establish
the exactness of a sequence of global-local type concerning Chow groups of zero-cycles,
for certain varieties which admit a fibration structure over a smooth curve or over the
projective space, where the arithmetic hypotheses are only posed on the fibers over a
generalized Hilbertian subset. Moreover, we relate the arithmetic of rational points and
that of zero-cycles of degree 1 on geometrically rationally connected varieties.

As an application, we find that the Brauer-Manin obstruction is the only obstruction
to the Hasse principle and to the weak approximation for zero-cycles of degree 1 on

- homogeneous spaces of a linear algebraic group with connected stabilizer,

- certain varieties fibered into Chatelet surfaces over a smooth curve or over the
projective space (in particular, Poonen’s threefolds).

Keywords: zero-cycle of degree 1, Hasse principle, weak and strong approximation,
Brauer-Manin obstruction, Chow group of zero-cycles, rationally connected variety, ho-

mogeneous space, fibration method.

2010 Mathematical Subject Classification: 14G25 (11G35, 14D10).
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Introduction générale

Cette thése se concentre sur le principe local-global, I’approximation faible, et ’obs-
truction de Brauer-Manin, pour les zéro-cycles sur les variétés algébriques définies sur
des corps de nombres.

Soit k£ un corps de nombres et soit X une variété (supposée toujours projective lisse
et géométriquement connexe) sur k. On note € I'ensemble des places de k et k, le
complété de k en v € . On se demande s’il existe un zéro-cycle de degré 1 sur X. Une
condition nécessaire évidente est que pour chaque v € il existe un zéro-cycle z, de
degré 1 sur X, = X xy ky. Le principe local-global (de Hasse)/ I approzimation faible
signifient respectivement que

(PH) il existe un zéro-cycle de degré 1 sur X lorsqu’il existe un zéro-cycle z, de
degré 1 sur X, pour chaque v € {0y,

(AF) soit z, un zéro-cycle de degré 1 sur X, pour chaque v € €, soit n un entier
non nul, et soit S C 2 un ensemble fini, il existe un zéro-cycle z de degré 1 sur X tel
que z et z, alent la méme image dans C'Hy(X,)/n pour toute v € S.

Mais, souvent ces propriétés ne sont pas valables. Le groupe de Brauer Br(X) =
HZ(X,G,,) donne une obstruction. En fait, il existe un accouplement

[loeq, CHo(X,) x Br(X) — Q/Z,

ot C'Hy(+) désigne le groupe de Chow des zéro-cycles. D’aprés la suite exacte provenant
de la théorie du corps de classes global

0 — Br(k) — EB Br(k,) — Q/Z — 0,
vEQ

I'image d’un zéro-cycle de degré 1 sur X dans Hver CHy(X,) est toujours contenue
dans le noyau & gauche de cet accouplement.

Question. Demandons de plus dans les propriétés (PH) et (AF) que la famille {z, },cq,
soit orthogonale & Br(X), est-ce que ces deux propriétés modifiées sont valables ?

Si c’est le cas, on dit que 1’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de
Hasse/a I'approximation faible. Le but de cette thése est de répondre (affirmativement)
a cette question pour certaines fibrations au-dessus d’une courbe lisse ou au-dessus de
I’espace projectif et pour certains espaces homogénes d’un groupe algébrique linéaire.



2 Introduction générale

Points rationnels. La question similaire, le principe local-global pour les points ra-
tionnels, remonte & Hasse pour les quadriques, pour lesquelles deux types principaux de
généralisations sont les variétés de Severi-Brauer et les espaces homogénes d’un groupe
algébrique. Dans son exposé [Man71|, Yu. I. Manin a introduit l'obstruction liée au
groupe de Brauer, qui a expliqué tous les contre-exemples connus alors au principe de
Hasse pour les points rationnels. La méme obstruction a été considérée pour l'approxi-
mation faible par Colliot-Théléne et Sansuc dans [CTS77]. Jusqu’a maintenant, on a
vérifié que 'obstruction de Brauer-Manin est la seule pour certaines variétés (principale-
ment de types mentionnés ci-dessus) ; d’un autre coté, on a trouvé quelques (familles de)
variétés sur lesquelles I'obstruction de Brauer-Manin n’est pas la seule pour les points
rationnels. On référe au livre de Skorobogatov [Sko01| pour une introduction compléte
a ce sujet.

Beaucoup d’auteurs ont contribué a ce sujet ; mentionnons les travaux directement
liés a cette these :

- Dans son article [Sko90], Skorobogatov a montré le principe de Hasse/’approximation
faible pour les points rationnels sur X, ott X admet une structure de fibration X — P!
a fibres géométriquement intégres telle que les fibres au-dessus d’un sous-ensemble hil-
bertien de P! satisfont le principe de Hasse/I’approximation faible pour les points ra-
tionnels. C’est la premieére fois qu’il y avait un théoréme de fibration général avec une
condition sur les sous-ensembles hilbertiens.

- Dans sa série d’articles [Har94|, [Har97], et [Har07], Harari a montré que 'obstruc-
tion de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a 'approximation faible pour
les points rationnels sur X, ou X admet une structure de fibration X — P™ & fibres
géométriquement intégres telle que la fibre générique est géométriquement rationnelle-
ment connexe, et telle que 'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de
Hasse/a I'approximation faible pour les points rationnels sur les fibres au-dessus d’un
sous-ensemble hilbertien de P™.

- Dans [CTSSD98|, Colliot-Théléne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer ont montré, en
supposant 1'hypothése de Schinzel, que 1'obstruction de Brauer-Manin est la seule au
principe de Hasse/a lapproximation faible pour les points rationnels sur X, ou X ad-
met une structure de fibration X — P! a fibre générique géométriquement intégre,
satisfaisant 'hypothése

(ABELIENNE-SCINDEE)

pour tout point 6 de P!, la fibre Xy posséde une composante irréductible de
multiplicité un, dans le corps des fonctions de laquelle la fermeture algébrique de
k(0) est une extension abélienne de k().

et telle que toutes les fibres fermées au-dessus d’un ouvert dense de P! satisfont le
principe de Hasse/I’approximation faible pour les points rationnels. Ce résultat a été
généralisé a P (au lieu de P!) par Wittenberg dans sa thése [Wit07].

- En généralisant le travail de Sansuc [San81]|, Borovoi a montré dans [Bor96] que
sur les (compactifications lisses des) espaces homogénes d’un groupe algébrique linéaire
connexe G a stabilisateur géométrique connexe (ou a stabilisateur géométrique abélien
si G est simplement connexe), 'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de
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Hasse/a 'approximation faible pour les points rationnels.

D’un autre coté, on peut citer le contre-exemple suivant :

- Poonen a trouvé dans [Pool0| une variété de dimension 3, qui est un fibré en
surfaces de Chéatelet au-dessus d’une courbe, telle que I'obstruction de Brauer-Manin
(méme appliquée aux revétements étales) au principe de Hasse disparait mais il n’existe
pas de point k-rationnel.

Zéro-cycles. On revient a la question pour les zéro-cycles. L’obstruction de Brauer-
Manin au principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 a été également définie, et
elle a été conjecturée étre la seule obstruction, par Colliot-Théléne dans [CT95]. On va
préciser plus tard la notion d’approximation faible/forte pour les zéro-cycles de degré 1
et Pobstruction de Brauer-Manin correspondante. L’exactitude d’un complexe (expliqué
plus tard) lié & Papproximation forte

(E) CHy(X) — CH&A(X) — Hom(Br(X),Q/Z)

a été essentiellement conjecturée par Colliot-Théléne/Sansuc [CTS81| pour les surfaces
rationnelles, par Kato/Saito [KS86| et Colliot-Théléne [CT95] pour les variétés lisses gé-
nérales ; elle a été reformulée sous la forme ci-dessus par van Hamel [vH03] et Wittenberg
[Wit]. Jusqu'a cette thése, les résultats suivants étaient connus.

- Une série de travaux a commencé avec Salberger [Sal88], elle a été continuée
par Colliot-Théléne/Swinnerton-Dyer [CTSD94| et par Colliot-Théléne /Skorobogatov/
Swinnerton-Dyer [CTSSD98]. Ils ont montré que 'obstruction de Brauer-Manin est la
seule au principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 sur X, ot X admet une
structure de fibration X — P! a fibre générique géométriquement intégre, satisfaisant
I’hypothése (ABELIENNE-SCINDEE) mentionnée ci-dessus, et telle que toutes les fibres
fermées au-dessus d’un ouvert dense de P! satisfont le principe de Hasse pour les points
rationnels.

- Sur une courbe lisse C, Saito a été le premier & montrer que, en supposant la
finitude du groupe de Tate-Shafarevich III(Jac(C)), obstruction de Brauer-Manin est
la seule au principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1, [Sai89b|. Dans [ES0S],
Eriksson/Scharaschkin ont donné un résultat plus précis et une démonstration plus
simple du méme résultat. Dans [CT99|, Colliot-Théléne a discuté aussi 'approximation
pour les zéro-cycles, en particulier, il a redémontré le résultat de Saito.

- Frossard [Fro03| et van Hamel [vHO3| ont démontré que I'obstruction de Brauer-
Manin est la seule au principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 sur X; la suite
exacte (E) pour X a été aussi établie par van Hamel, ot X admet une structure de
fibration X — C, a fibre générique une variété de Severi-Brauer d’indice sans facteur
carré, au-dessus d’une courbe lisse C' telle que III(Jac(C')) soit fini.

- Le travail récent de Wittenberg [Wit| contient et généralise les résultats ci-dessus
sur les zéro-cycles. Il a montré que 'obstruction de Brauer-Manin est la seule au prin-
cipe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 sur X, et l'exactitude de (E) pour X,
ol X admet une structure de fibration X — C a fibre générique géométriquement
rationnellement connexe, satisfaisant (ABELIENNE-SCINDEE) mentionnée ci-dessus, au-
dessus d’une courbe lisse C' (en supposant la finitude de II(Jac(C))), et telle que
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toutes les fibres fermées au-dessus d’un ouvert dense de P! satisfont le principe de
Hasse/I’approximation faible pour les points rationnels.

- D’un autre c6té, dans 'exemple de Poonen, Colliot-Théléne a montré qu’il existe
un zéro-cycle de degré 1, [CT10].

Résultats principaux de cette thése. Les résultats principaux de cette thése
concernent les trois aspects suivants, qui répondent partiellement & la question au début
de l'introduction.

* On établit une version pour les zéro-cycles de degré 1 des résultats mentionnés
ci-dessus sur les points rationnels.

— En particulier, I'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a l'ap-
proximation faible pour les zéro-cycles de degré 1 sur les espaces homogénes d’un groupe
algébrique linéaire & stabilisateur connexe.

* On introduit la notion de sous-ensemble hilbertien généralisé, et on montre les
mémes conclusions pour les zéro-cycles de degré 1 que celles mentionnées ci-dessus, ot
les hypothéses arithmétiques sont posées seulement sur les fibres au-dessus d’un sous-
ensemble hilbertien généralisé.

— En particulier, le solide de Poonen n’est pas un contre-exemple & 1’assertion “I’obstruction
de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a ’approximation faible” pour les zéro-
cycles de degré 1.

* On relie Parithmétique (plus précisément, le principe de Hasse, 'approximation
faible, et l'obstruction de Brauer-Manin) des points rationnels et l'arithmétique des
zéro-cycles de degré 1 sur les variétés géométriquement rationnellement connexes.

Notamment, dans la littérature connue, on trouve peu de chose sur cette derniére
considération, cette thése comporte probablement la premiére discussion de ce type sur
une famille assez générale de variétés.

Plus précisément, on obtient les théorémes suivants.

Théoréme 0.0.1 (Théoréme 2.3.7). Sur une fibration X — P! 4 fibres géométri-
quement intégres, on fait les hypothéses suivantes :

(i) Il existe un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil de P, tel que, pour tout point
fermé 6 € Hil, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a
Uapproximation faible) pour les zéro-cycles de degré 1 sur la fibre Xg.

(ii)Le groupe Br(Xy) est fini, le groupe PicX; est sans torsion, ot Xy = X, xpk(P1)
désigne la fibre générique géométrique.

Alors, l'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a l'ap-
prozimation faible) pour les zéro-cycles de degré 1 sur X.

Théoréme 0.0.2 (Théoréme principal du Chapitre III). Soit 7 : X — B un
morphisme dominant entre des variétés projectives lisses et géométriquement intéegres,
a fibre générique X, géométriquement integre sur le corps des fonctions k(B) de B. On
suppose

( ABELIENNE-SCINDEE )

pour tout point fermé 6 de B, la fibre Xy posséde une composante irréductible de
multiplicité un, dans le corps des fonctions de laquelle la fermeture algébrique de
k(0) est une extension abélienne de k(0).
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Soit Hil un sous-ensemble hilbertien généralisé de B. Supposons respectivement que

(1) pour tout point fermé 6 € Hil, la fibre Xy satisfait le principe de Hasse (pour les
points rationnels ou pour les zéro-cycles de degré 1) ;

(2) pour tout point fermé 0 € Hil, la fibre Xy satisfait approzimation faible (pour
les points rationnels ou pour les zéro-cycles de degré 1) ;

(3) Uhypothese (2) et de plus la fibre générique X, est géométriquement rationnelle-
ment conneze.

Alors, dans chacun des cas suivants

- la base B = C est une courbe de groupe de Tate-Shafarevich HUI(Jac(C)) fini,

- la base B =P" est l’espace projectif,
on a pour les zéro-cycles de degré 1 sur X

(1) Uobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse ;

(2) Uobstruction de Brauer-Manin est la seule a l’approzimation faible ;

(8) lobstruction de Brauer-Manin est la seule a l'approximation forte, et de plus, la
suite (E) est exacte.

Théoréme 0.0.3 (Théorémes 2.5.1, 2.5.2). Soit X une variété projective lisse et
géométriquement intégre sur un corps de nombres k. On considére les assertions sui-
vantes :

(a) Pour toute extension finie k' de k, la k'-variété Xy = X x k' satisfait le principe
de Hasse (resp. 'approzimation faible) pour les points rationnels.

(a’) Pour toute extension finie k' de k, l'obstruction de Brauer-Manin est la seule au
principe de Hasse (resp. a lapproximation faible) pour les points rationnels sur X =
X Xk K.

(b) La variété X satisfait le principe de Hasse (resp. l’approzimation faible au niveau
du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1.

(b’) L’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a 'ap-
prozimation forte au niveau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1 sur
X.

Alors, (a) implique (b). Si de plus X est géométriquement rationnellement conneze,
alors (a’) implique (b’).

Comme application, on trouve le corollaire suivant des théorémes précédents.

Corollaire 0.0.4 (Théorémes 2.6.2; 2.6.5; §1.2.2, §3.5). L obstruction de Brauer-
Manin est la seule au principe de Hasse/a l'approximation forte au niveau du groupe de
Chow pour les zéro-cycles de degré 1 sur les familles de variétés suivantes :

(1) les fibrés en variétés de Severi-Brauer au-dessus de P";

(2) les compactifications lisses des espaces homogenes d’un groupe algébrique linéaire
connezxe G 4 stabilisateur géométrique conneze (ou & stabilisateur géométrique abélien
si G est simplement conneze).

(3) les solides de Poonen (en supposant la finitude du groupe de Tate-Shafarevich de
certaines variétés abéliennes).
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Sommaire. En résumé, on compare les résultats dans le formulaire suivant.

PH : le principe de Hasse

AF : I'approximation faible

(Ab-Scin) : 'hypothése (ABELIENNE-SCINDEE)

(E) : l'exactitude du complexe (E)

Hil : un sous-ensemble hilbertien (généralisé) de la base B

ouvt : un ouvert non vide de la base B

ind(—) : 'indice d’une variété

var. SB : variété de Severi-Brauer

var. SBY : variété de Severi-Brauer d’indice sans facteur carré

RC : géométriquement rationnellement connexe

géo. int. : géométriquement intégre

[T < oo : le groupe HI(Jac(C)) est fini

Schinzel : 'hypothése de Schinzel

espace homog. : espace homogéne d’un groupe algébrique linéaire connexe

stabilisateur : une condition sur stabilisateur (- connexe, ou - abélien si le groupe
est simplement connexe)

Th. p. Ch. : Théoréme principal du Chapitre

Th. (en gras) : résultat obtenu dans cette thése
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Questions ouvertes, avenir prochain. Un certain nombre de questions se posent
naturellement. L’auteur croit que les questions mentionnées ci-dessous sont assez inté-
ressantes et elles ne sont pas trop loin d’étre atteintes & partir de cette thése.

- Pour (toute compactification lisse de) tout espace homogéne d’un groupe algé-
brique linéaire connexe a stabilisateur connexe (ou a stabilisateur abélien si le groupe
est simplement connexe), nous avons montré que l'obstruction de Brauer-Manin est la
seule a 'approximation faible pour les zéro-cycles de degré 1. La suite (E) (qui concerne
des zéro-cycles de tout degré) est trés probablement exacte pour un tel espace homo-
géne, ceci sera expliqué dans [Liang4|. Dans le méme ordre d’idées que la suite exacte de
Cassels-Tate pour les variétés abéliennes (avec la finitude du groupe de Tate-Shafarevich
supposée), nous envisageons une possibilité de démontrer I'exactitude de (E) pour les
(compactifications lisses des) espaces homogénes d’un groupe algébrique pas nécessai-
rement linéaire.

- Pour une fibration au-dessus d’une courbe, quelques résultats sur 'arithmétique
des zéro-cycles sont obtenus dans cette thése. Est-ce que nous pouvons affaiblir encore
plus les hypothéses géométriques et arithmétiques sur les fibres? Méme pour le cas le
plus simple oti la base est P!, avancer dans cette direction nous fournirait la connaissance
de l'arithmétique des zéro-cycles sur certaines variétés d’un nouveau type, par exemple,
la k-variété définie par Ng /i (2) = P(z) ot K/k est une extension galoisienne de groupe
7,)2 x ZL/2. L’auteur croit que la méthode de cette thése est suffisante a traiter au moins
cet exemple.

La derniére question ci-dessous est peut-étre plus loin des méthodes de cette thése,
mais son importance est incontestable :

- Pour les variétés construites par Skorobogatov [Sko99| (resp. par Varilly-Alvarado
/Viray [VAV11]), qui ne vérifient pas que l'obstruction de Brauer-Manin (resp. ’obs-
truction de Brauer-Manin algébrique) est la seule au principe de Hasse pour les points
rationnels, nous ne pouvons pas trouver dans la littérature de résultats sur les zéro-cycles
pour de telles variétés. Est-ce que, dans ce cas, I'arithmétique des points rationnels nous
fournit certaines informations de I’arithmétique des zéro-cycles 7

Ces questions sont encore ouvertes au moment de ’écriture de cette thése, nous
espérons des avancées dans un futur proche.

Organisation de thése. Cette thése se divise en trois chapitres, chacun référe a
un article d’auteur, respectivement, [Liangl|, [Liang2|, et [Liang3].
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Introduction

Soit X une variété (i.e. un schéma séparé de type fini) projective lisse géométri-
quement intégre sur un corps parfait k. On note Br(X) = HZ(X,G,,) le groupe de
Brauer cohomologique de X. Pour tout point fermé P de corps résiduel k(P), on note
b(P) l'image d’'un élément b € Br(X) dans Br(k(P)). On note Zy(X) le groupe des
zéro-cycles de X et CHy(X) le groupe de Chow des zéro-cycles de X. On peut ainsi
définir un accouplement

(v9k: Zo(X) x Br(X) — Br(k),
(2 pnpP , b)) = Y pnpcoresyp)r(b(P)),

qui se factorise a travers C Hyp(X).
Lorsque k est un corps de nombres, on définit I’accouplement de Brauer-Manin pour
les zéro-cycles :

<'7'>k:Hv€QkZO(XU) X BT(X) - Q/Za
({ZU}’UEQk ) b) = Zveﬂk inUU(<ZU7b>ku)7

ou QU est U'ensemble des places de k, inv, : Br(k,) — Q/Z est I'invariant local en v,
et X, = X Xy ky. Grace a la théorie du corps de classes global, I'image de Zy(X) dans
[l,eq, Z0(Xy) est orthogonale au groupe Br(X). La notion d’obstruction de Brauer-
Manin au principe de Hasse pour les zéro-cycles sur X est alors définie. Dans son article
[CT99], les conjectures suivantes sont énoncées par Colliot-Théléne pour une variété X
supposée projective lisse et géométriquement intégre de dimension d sur un corps de
nombres k.

Conjecture 1.0.1. L’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour les zéro-
cycles de degré 1 sur X est la seule. Autrement dit, s’il existe une famille de zéro-cycles
{zv} € Hveﬂk Zy(Xy) de degré 1 orthogonale au groupe de Brauer Br(X), alors il existe
un zéro-cycle global de degré 1 sur X.

Conjecture 1.0.2. Soit § un entier. Soit {2z} € [[,cq, Z0(Xy) une famille de zéro-
cycles de degré § orthogonale au groupe de Brauer Br(X). Alors, pour tout entier stric-
tement positif m, il existe un zéro-cycle z, € Zo(X) de degré & tel que, en chaque
place v, les zéro-cycles zy, et z, ont la méme image par application cycle CHy(X,) —

H?Y(X,,7/mZ(d)).

La conjecture 1.0.1 pour une courbe est premiérement montrée par Saito [Sai89b] (en
supposant la finitude du groupe HI(Jac(C))). Pour les variétés de dimension supérieure,
peu de résultats en toute généralité sont établis. Quand X admet une structure de
fibration au-dessus d’une courbe, Colliot-Théléne, Skorobogatov, et Swinnerton-Dyer
ont montré, dans [CTSSDI8], la conjecture 1.0.1 pour une fibration X — P! A fibres
satisfaisant le principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1, en faisant une hypothése
(ABELIENNE-SCINDEE) sur les fibres singuliéres; dans son article [Fro03], Frossard a
montré la conjecture 1.0.1 pour une fibration X — C en variétés de Severi-Brauer
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d’indice sans facteur carré au-dessus d’une courbe C' (en supposant la finitude du groupe
I(Jac(C))) si k est totalement imaginaire. Des variantes de la conjecture 1.0.2 sont
également discutées dans ces articles.

Dans le présent travail, notre résultat principal est le suivant (voir le texte (1.1.3
et 1.1.2) pour les notions de « approximation faible au niveau de la cohomologie » et
« sous-ensemble hilbertien généralisé », et pour les énoncés plus précis avec plus de
détails).

Théoréme principal (Théorémes 1.2.1, 1.2.2).
Soit 7 : X — C une fibration a fibres géométriquement intégres avec II(Jac(C)) fini.
Soit Hil un sous-ensemble hilbertien généralisé de C. Supposons que pour tout point
fermé 0 € Hil, la fibre Xy satisfait le principe de Hasse (resp. ’approximation faible au
niveau de la cohomologie aux places finies) pour les zéro-cycles de degré 1.

Alors, lobstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe 7*Br(C) C Br(X)
au principe de Hasse (resp. a 'approximation faible au niveau de la cohomologie aux
places finies) est la seule pour les zéro-cycles de degré 1 sur X.

Pour une fibration au-dessus d’une courbe vérifiant les hypothéses du théoréme, ce
résultat démontre la conjecture 1.0.1, et il démontre une version faible de la conjecture
1.0.2. Dans le cas particulier ou toutes les fibres sont géométriquement intégres, le
théoréme 0.3 de Frossard [Fro03] est généralisé par le théoréme principal ici. Avec une
hypotheése plus forte sur les fibres, le théoréme principal étend le théoréme 4.1 de Colliot-
Théléne /Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [CTSSD98| au cas ou la courbe en bas C' est
de genre quelconque (avec III(Jac(C)) fini) au lieu de P!. Le théoréme principal est
aussi une version pour les zéro-cycles de degré 1 sur X — C paralléle au théoréme 1
de Skorobogatov [Sko90].

Comme application, on considére certaines fibrations en surfaces de Chéatelet au-
dessus d’une courbe sur un corps de nombres k. Dans [Pool0], Poonen a trouvé une
variété X de dimension 3, qui est une fibration en surfaces de Chéatelet au-dessus d’une
courbe, telle que l'obstruction de Brauer-Manin! au principe de Hasse pour les points
rationnels disparait mais il n’existe pas de point k-rationnel. Dans ce cas-1a, a fortiori,
il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour les zéro-cycles
de degré 1. Récemment, dans son article [CT10], Colliot-Théléne a démontré 'existence
d’un zéro-cycle de degré 1 sur les solides de Poonen. Le théoréme principal ici retrouve le
résultat de Colliot-Théléne si I’on suppose la finitude de III(Jac(C')), et de plus affirme
qu’il y a beaucoup de zéro-cycles de degré 1 au sens de I'approximation faible.

Dans son travail en cours [Wit|, Wittenberg démontre aussi un théoréme paralléle a
1.2.1 et 1.2.2 sous ’hypothése (ABELIENNE-SCINDEE), qui est plus faible que “toute fibre
est géométriquement intégre”, mais 1a il doit faire les hypotheéses arithmétiques sur toutes
les fibres lisses, ceci 'empéche d’appliquer & ’exemple de Poonen. On va généraliser les
résultats de Wittenberg et de ce travail dans les chapitres II et 111, certaines fibrations
au-dessus de P" sont aussi considérées.

'De plus, il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin appliquée aux revétements étales, cf. [Pool0]
pour plus de détails.
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Le texte est organisé comme suit. Dans la premiére partie de ce chapitre, on intro-
duit les notions nécessaires pour ce travail. Ensuite, on explique en détails un résultat
important sur ’approximation pour les zéro-cycles sur une courbe quelconque. Dans la
seconde partie, on énonce les théorémes plus précis 1.2.1, 1.2.2, et on discute en dé-
tails quelques applications du théoréme principal, y compris ’application aux solides
de Poonen. Dans la derniére partie, on montre ces théorémes. Premiérement, on rap-
pelle des lemmes de déplacement et ’estimation de Lang-Weil. Ensuite, on établit un
lemme d’irréductibilité de Hilbert pour certains zéro-cycles effectifs. Enfin, on montre
une proposition clé, ainsi que les théorémes principaux avec l’aide de ’application de
Gysin.

Remerciements. Je remercie J.-L. Colliot-Théléne de m’avoir bien expliqué tous les détails de
son article [CT99], pour m’avoir permis de présenter ici sa preuve du théoréme 1.1.5, et pour
ses suggestions précieuses. Je remercie O. Wittenberg de sa patiente explication de son travail

en cours [Wit], et pour ses commentaires pertinents aprés la lecture de la premiére version de
ce travail.

1.1 Préliminaires

On introduit les notions nécessaires pour ce chapitre, plus particuliérement la no-
tion de sous-ensemble hilbertien généralisé est introduite et la notion d’approximation
faible /forte au niveau de la cohomologie est discutée en détails. Ensuite, on explique un
résultat sur les courbes, qui sera utile pour la preuve des théorémes principaux.

1.1.1 Notions générales

Dans ce travail, k est toujours un corps de nombres, on note € (ou simplement
Q) Iensemble des places de k, on note Qf (resp. Q°°) le sous-ensemble des places non
archimédiennes (resp. archimédiennes). On note k, le complété v-adique de k pour
chaque v € Q. On fixe une cloture algébrique k (resp. k,) de k (resp. de k), telle que
le diagramme suivant soit commutatif pour toute place v.

k—k,
T 7

k— k,

On ne considére que les fibrations m : X — C au-dessus une courbe, i.e. X et C
sont des variétés projectives lisses et géométriquement intégres sur k, dim(C) = 1, le
morphisme 7 est non constant (donc plat et surjectif), et on suppose toujours que
* la fibre générique X, est une variété géométriquement intégre sur K, ot n = Spec(K)
est le point générique de C' avec K = k(C') le corps des fonctions de C.

Il existe un ouvert de Zariski non vide U de C tel que pour tout point 8§ € U
la fibre Xy soit lisse et géométriquement intégre sur k(#), on note D = C \ U son
complémentaire, D est alors un ensemble fini de points fermés. L’expression “presque
tout" signifie “tout a l’exception d’un nombre fini".
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Définition 1.1.1. (1)Soit z = Y n;P; € Zp(C) un zéro-cycle de C' (avec les points
fermés P; différents deux a deux). On dit qu’il est séparable si n; € {0,1,—1} pour tout
i, 1l est déployé (relativement a une fibration fixée 7 : X — C) s'il existe un k(FP;)-point
rationnel sur la fibre X p, pour tout 7. (On pourrait dire que z est déployé lorsqu'’il existe
un zéro-cycle de degré 1 sur chaque fibre Xp, /k(P;), mais dans ce chapitre on trouvera
toujours qu’il existe vraiment un point rationnel dans chaque fibre.)

(2)Soit y € Zp(C') un zéro-cycle, on pose
Zo(X/y) ={z € Zo(X);mi(2) ~ y},

ou dans ce travail ~ dénote I’équivalence rationnelle.

(3)Etant donné P un point fermé de X, = X xj k,, on fixe un k,-plongement
ky(P) — k,, P est vu comme un point k,(P)-rationnel de X,. On dit qu'un point
fermé @ de X, est suffisamment proche de P (par rapport a un voisinage Up de P dans
I'espace topologique X, (k,(P))), si @ a corps résiduel k,(Q) = k,(P) et si I'on peut
choisir un k,-plongement k,(Q) — k, tel que @, vu comme un k,(Q)-point rationnel
de X, soit contenu dans Up. En étendant Z-linéairement, cela a un sens de dire que
2l € Zy(X,) est suffisamment proche de z, € Zy(X,) (par rapport a un systéme de
voisinages des points qui apparaissent dans le support de z,), et on note 2, & 2, dans ce
cas. En particulier, deg(z])) = deg(zy) si 2}, & z,. D’aprés la continuité de ’accouplement
de Brauer-Manin, cf. [Duc97| Partie II (0.31), pour un sous-ensemble fini B C Br(X,),
on a (z},b), = (zy,b), € Br(k,) pour tout b € B si z] ~ z, (par rapport a B).

1.1.2 Sous-ensembles hilbertiens généralisés

On généralise la notion de sous-ensemble hilbertien des points rationnels & des points
fermés.

Définition 1.1.2. Soit X une variété géométriquement intégre sur un corps de nombres
k. Un sous-ensemble Hil C X de points fermés de X est dit un sous-ensemble hilbertien
généralisé §’il existe un morphisme étale fini Z 2, U c X avec U un ouvert non vide
de X et Z intégre tel que Hil soit ’ensemble des points fermés M de U pour lesquels
p (M) est connexe.

Si Hil est un sous-ensemble hilbertien généralisé de X, Hil N X (k) est alors un sous-
ensemble hilbertien (classique), cf. [Har94], 3.2. Les points fermés d’un ouvert non vide
de X forment un sous-ensemble hilbertien généralisé de X.

Si X est une variété normale, soit Hil; (i = 1,2) un sous-ensemble hilbertien géné-
ralisé de X défini par Z; — U; C X, on note K (resp. K;) le corps des fonctions de X
(resp. de Z;) et L = K1 K5 la composition de K; et Ko dans K. L’extension L définit
alors un revétement fini Z — X, qui est étale au-dessus d’un ouvert non vide U de
Uy NUy C X, ainsi définit un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil C Hil; N Hils.
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1.1.3 Approximation faible/forte au niveau de la cohomologie

On rappelle la discussion dans [CT99|. Soit X une variété propre géométriquement
intégre. On a un complexe de groupes abéliens

CHo(X) —2 Tlyeq, CHo(Xo) — Hom(Br(X),Q/Z)
ou l'application ~ est induite par ’accouplement de Brauer-Manin

1] ¢Ho(x.) x Br(X) — Q/Z.

VEN

Pour un entier strictement positif m, on a l'application cycle ¢,, : CHy(X) —
H?Y(X,7Z/mZ(d)) qui se factorise a travers CHy(X)/m, ot d = dim(X).

Pour chaque place v, on a la cohomologie modifice H24(X,, Z/mZ(d)) et une appli-
cation canonique H?*(X,,Z/mZ(d)) — H?**(X,,Z/mZ(d)), qui est un isomorphisme
(resp. une fleche nulle) si v est une place non archimédienne (resp. une place complexe),
voir [Sai89al et [CT99] §1 pour plus d’'informations. On note ¢y, , le composé de cette
fléche et 'application cycle pour X,,.

Pour un entier strictement positif m, on trouve le diagramme commutatif suivant,
dont la premiére ligne est un complexe et la deuxiéme ligne est une suite exacte de
groupes abéliens (cf. [Sai89a|, [CT99] §1).

CHy(X) ———— 1,0 CHo(X,) —— Hom(Br(X),Q/Z)

| Mo |

(X, ZJmZ(d)) 2 [Teey H2(X,, Z/mZ(d) — HA(X, ZjmZ(1))*

Ici, le groupe H;eQ H?(X,, 7./mZ(d)) est défini comme le produit restreint des groupes
H?!(X,,Z/mZ(d)) par rapport aux sous-groupes H>4(X,, Z/mZ(d)) ¢ H**(X,,Z/mZ(d)),
ot X est un modéle entier de X au-dessus d’un ouvert non vide de Spec(Oy). Le
groupe H?(X,Z/mZ(1))* = Hom(H?*(X,Z/mZ(1)),Q/Z) est le dual de Pontryagin de
H?(X,7./mZ(1)).

Définition 1.1.3. Soit S C Q) un ensemble (pas forcément fini) de places de k.

(%)On dit que X satisfait [’approximation au niveau de la cohomologie en S pour les
zéro-cycles, si pour tout m € Zx et pour toute famille {2,} € [, cq CHo(X,), il existe
une classe de zéro-cycle global z = z,, € CHy(X) tel que z et {2, }yes ont méme image
dans [[,cq H*4( Xy, Z/mZ(d)).

(%%)On dit que [’obstruction de Brauer-Manin est la seule a 'approzimation au
niveau de la cohomologie en S, si pour tout m € Zq et pour toute famille {z,} €
[I,cq CHo(X,) orthogonale a Br(X), il existe une classe de zéro-cycle global z = 2z, €
CHy(X) tel que z et {2, }yes ont méme image dans [[, g H?(X,, Z/mZ(d)).

- On dit Uapprozimation forte (rvesp. l'approximation forte auzx places finies) si (%)
vaut pour S = Q (resp. S = QF).
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- On dit l’approzimation faible (resp. l'approximation faible auz places finies) si (%)
vaut pour tout sous-ensemble fini S C Q (resp. S € QF).

- De maniére similaire, on définit [’obstruction de Brauer-Manin est la seule a ’ap-
proxzimation faible/forte (resp. aux places finies) en utilisant (xx).

Remarque 1.1.4.
(1)On peut également définir 'obstruction associée a un sous-groupe B C Br(X) en
remplacant ’application v par la composition de v avec la surjection

Hom(Br(X),Q/Z) - Hom(B,Q/Z).

Ici, pour une fibration 7 : X — C, on considére souvent I’obstruction de Brauer-Manin
associée au sous-groupe 7 Br(C) C Br(X).

(ii)On peut restreindre le diagramme & sous-ensemble CHy(X)? = deg™'(8) C
CHy(X) pour définir la notion d’approximation pour les zéro-cycles de degré §, ou
deg : CHy(X) — Z est I'application degré.

En remplagant les groupes H?4(X,, Z/mZ(d)) (resp. H*}(X,7Z/mZ(d))) par CHo(X,)/m
(resp. CHy(X)/m), on peut aussi définir la notion d’approximation faible/forte au ni-
veau du groupe de Chow.

(iii)Soit m un entier strictement positif fixé, si 2], est suffisamment proche de z, pour
v e S C Qf pour tout élément b du groupe fini? ,,, Br(X,), on a (2,,b), = (z,,b), €
mBr(ky) pour toute v € S C QF, leurs images dans [, g H?(X,,7Z/mZ(d)) coincident
car le morphisme

Gmyw : CHo(X,) — H*(X,, Z/mZ(d))

se factorise comime
CHy(X,)/m — (mBr(X,))* ¢ H*(X,,Z/mZ(1))* = H* (X, Z/mZ(d))

pour toute v non archimédienne (cf. §2 de [CT99] et 2.1(3) de [Sai89al)(on ne peut pas
dire grand-chose sur les places réelles).

(iv)Il n’y a pas de raison que l'approximation faible pour les points rationnels au
sens classique implique I'approximation faible au niveau de la cohomologie pour les
zéro-cycles (de degré 1).

1.1.4 Cas ou X = C est une courbe

Les résultats pour X = C une courbe viennent principalement des articles de S.
Saito [Sai89b| et de Colliot-Théléne [CT99]. Dans son article [Sai89b|, S. Saito a été le
premier & montrer que, en supposant la finitude de III(Jac(C)), obstruction de Brauer-
Manin est la seule au principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1. Dans [ES0§],
Eriksson et Scharaschkin ont donné un résultat plus précis et une démonstration plus
simple du méme résultat. Dans [CT99|, Colliot-Théléne a discuté ’approximation pour
les zéro-cycles, en particulier, il a redémontré le résultat de Saito. Avec un argument

2La finitude de mBr(Xy) se déduit de la suite de Kummer sur X, plus le théoréme de finitude de
la cohomologie étale et la suite spectrale d’Hochschild-Serre.
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supplémentaire di a Colliot-Théléne, on a le résultat plus utile et plus précis suivant,
qui implique que 'obstruction de Brauer-Manin est la seule & I’approximation forte au
niveau du groupe de Chow pour les zéro-cycles de degré 1.

Théoréme 1.1.5 (Colliot-Théléne). Soit C' une courbe projective lisse géométrique-
ment intégre sur un corps de nombres k avec UI(Jac(C)) fini. On suppose qu’il existe
une famille de zéro-cycles {z, }peq de degré 0 telle que {z,} LBr(C).

On fait ’hypothese qu’il existe un zéro-cycle de degré 1 sur C.

Alors, pour tout entier strictement positif m, il existe un zéro-cycle z,, € Zy(C) de
degré § et pour chaque v € Q un zéro-cycle t,, de degré 0, tels que zy, ~ zy+mt, € Zy(Cy)
pour toute v € €.

Démonstration. On fixe un zéro-cycle de degré un zy € Zp(C'). On trouve une immersion
fermée C' — J définie par P — P — 2y, ou J = Jac(C) est la jacobienne de C. On
identifie le groupe des classes de zéro-cycles de degré zéro CHy(C)? avec J(k) (resp.
CHy(C,) avec J(k,) pour toute v € ().

D’aprés le théoréme 0.2 (appliqué aid : C' — C') de van Hamel [vHO3]| (et la remarque
1.1(ii) de [Wit]), on trouve le diagramme suivant dont la premicre ligne est une suite
exacte.

p——

J(k) ——— Iyeq J(kv)e ———— Hom(Br(C),Q/Z)

L l

—

J(k)/mJ (k) — oeq I (ko)e/mJ (ky)e

Ici~est le complété profini, d’apres le théoréme de Mordell-Weil J (k) /mJ (k) ~ J/(-E) / mJ/(E)

Le groupe J(ky)e est le groupe compact J(k,) si v est une place non archimédienne, il
est le groupe des composantes connexes mo(J(ky)) si v est une place archimédienne.

Maintenant, soit {z,} une famille de zéro-cycles de degré § orthogonale a Br(C'), on
note 2’ = dzp un zéro-cycle global de degré ¢. On considére {z' — z,} € [],cq J(kv)e,
il donne 0 dans Hom(Br(C),Q/Z) car {z' — z,} LBr(C). Avec le diagramme ci-dessus,
pour Chaque m entier strictement positif, on trouve une classe de zéro-cycles cl(z],) €
CHy(C)° J(k) telle que les images de z/, et de 2’ — z, solent les mémes dans
( v)e /mJ( v)e DouUr toute v € . Si v est une place complexe, J(ky)e/mJ(ky)e =
ky)/mJ(k,) = 0 car J(C) est m-divisible. Si v est une place réelle, J(ky,)e/mJ(ky)e =
(J(kv)/Q)/m = J(ky)/mJ (ky) car J(R)® = N¢/r(J(C)) = 2J(R) est m-divisible. Si v
est une place non archimédienne, c’est clair que J(ky)e/mJ (ky)e = J(ky)/mJ (k). Donc
zy et zy, = 2/ — 2/, ont méme image dans J(k,)/m.J(k,) pour toute v € €, ceci démontre
I’énoncé voulu. On remarque que cet argument ne marche que pour une courbe. ]

Remarque 1.1.6. (i)D’apreés [CT99], Proposition 3.3, I'hypothése qu'il existe un zéro-
cycle de degré 1 sur C' est automatiquement satisfaite lorsque’il existe une famille de
zéro-cycles locaux de degré 1 orthogonale & Br(C') (en supposant la finitude du groupe
I(Jac(C))). Cest le cas si C = P! ousi § = 1.

(ii)Sans supposer qu’il existe un zéro-cycle de degré 1 sur C, la méme conclusion
du théoréme 1.1.5 reste valable quand k est totalement imaginaire. En fait, on peut
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faire I’argument suivant. On fixe un zéro-cycle global zg de C' et on note §g son degré.
Etant donnés {z,} 1 Br(C) et m € Z~o comme dans le théoréme 1.1.5, vu l'injectivité
CHy(Cy)/m — H?*(Cy, Z/mZ(1)) = H*(Cy, Z/mZ(1)) pour toute v € Qf, la proposi-
tion 3.3 de [CT99] (appliquée au mdg) donne un zéro-cycle global 2, 5 et un zéro-cycle
local 2/, pour chaque v € QF, tels que Zinse ~ Zv + Mo, pour toute v € Qf. On note
&' le degré de !, (qui ne dépend pas de v € QF), on vérifie que 2, = 2/
ty = doxl, — md'zy pour toute v € Of satisfont la conclusion du théoréme 1.1.5. Pour
une place complexe v, le zéro-cycle 2z, — 2, est de degré 0, puisque CHy(C,)? = J(C)
est m-divisible, ot CHy(C,)? = ker(deg : CHy(C,) — Z) et ou J est la jacobienne de
C, le zéro-cycle z,, — z, s’écrit alors comme mt, pour un certain t, € Zo(Cy).

(iii)Soit {2y }yeq une famille de zéro-cycles locaux sur C, 'hypothése {z,}LBr(C)
implique que deg(z,) = 0, = ' ne dépend pas de v € QF. En fait, soient v1,v9 € Qf
deux places non archimédiennes différentes, on considére {a,} € @, Br(ky) tel que
Ny, () = 1/n, invy, (aw,) = —1/n, et inv,(a,) = 0 pour toutes les autres places v.
D’aprés la suite exacte 0 — Br(k) — @,cq Br(k,) — Q/Z — 0, la famille {ay}yen
provient d’élément o € Br(k), on note encore a son image dans Br(C'). La condition
{{zy},a) = 0 implique que &,, = dy,(mod n). En variant n € Z~g, on trouve d,, = dy,.
De la méme maniére, on a deg(z,) = 6f(mod 2) pour toute place réelle v. Cet argument
reste valable pour une variété quelconque au lieu d’une courbe C.

- md'zg et

1.2 Enoncés des théorémes principaux et quelques applica-
tions

Premiérement, on énonce les théorémes plus précis 1.2.1, 1.2.2. Ensuite, on donne
quelques applications.

1.2.1 Théorémes principaux

Principe de Hasse pour les zéro-cycles sur X

Théoréme 1.2.1. Soit m : X — C une fibration a fibres géométriquement intégres
avec II(Jac(C)) fini. Soient Hil un sous-ensemble hilbertien généralisé de C' et § un
entier. Supposons que pour tout point fermé 0 € Hil, la fibre Xy satisfait le principe de
Hasse (pour les zéro-cycles de degré 1 ou pour les points rationnels).

Alors, lobstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe w*Br(C) C Br(X)
est la seule a existence d’un zéro-cycle de degré 1 sur X.

Approximation faible/forte pour les zéro-cycles sur X

Théoréme 1.2.2. Soit 7 : X — C une fibration & fibres géométriquement intégres
avec I (Jac(C)) fini. Soient Hil un sous-ensemble hilbertien généralisé de C et § un
entier.
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On suppose, lorsque k a une place réelle, qu’il existe une famille de zéro-cycles locauz
de degré 1 orthogonale & 7 Br(C').

(1)On suppose que pour tout point fermé 0 € Hil, la fibre Xy satisfait I’approximation
faible pour les points rationnels (ou l’approzimation faible au niveau de la cohomologie
auzx places finies pour les zéro-cycles de degré 1).

Alors, l'obstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe w*Br(C) C Br(X)
est la seule a l'approximation faible au niveau de la cohomologie aux places finies pour
les zéro-cycles de degré 6.

(2)On suppose, de plus, que
(H CHO) lapplication CHy(X,) — CHy(Cy) est injective pour presque toute place
v € Q.

Alors, lobstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe w*Br(C) C Br(X)
est la seule a 'approrimation forte au niveau de la cohomologie auz places finies pour
les zéro-cycles de degré .

Remarque 1.2.3. L’hypothése (H CHO) que CHy(X,) — CHy(C,) soit injective
pour presque toute place v € {2y, est vérifiée pour certaines fibrations. Par exemple, si la
fibre générique X, est une quadrique sur k£(C') de dimension d > 3, la fibration X — C
vérifie (H CHO), voir [PS98], Théoréme 5.2, et les références de cet article-la. Si la fibre
générique X, est une variété de Severi-Brauer d’indice sans facteurs carrés, la fibration
X — C vérifie également (H CHO), voir [Fro98|, Théoréme 4.8. Plus généralement,
dans son article [Wit], Wittenberg démontre que I'hypothése (H CHO) est vérifiée si la
fibre générique X, est rationnellement connexe sur k(C), cf. le corollaire 2.2 de [Wit].

Remarque 1.2.4. En concernant le théoréme 1.2.1, la démonstration ci-dessous uti-
lise un argument de type d’approximation pour les zéro-cycles sur C' (Théoréme 1.1.5,
Lemme 1.3.7). Donc, méme si I'on suppose qu'il existe un zéro-cycle global de degré
1 sur C, ’hypothése sur la finitude de III(Jac(C)) est inévitable. Cependant, Colliot-
Théléne montre dans [CT10] ce théoréme pour les solides de Poonen (ot C(k) # 0 cf.
les applications ci-dessous) sans supposer la finitude de II(Jac(C)).

Corollaire 1.2.5. Avec les méme notations des théoréemes 1.2.1 et 1.2.2, soit C = P!
la droite projective. Supposons la méme hypothése que celle du théoréme 1.2.1 (resp.
du théoréeme 1.2.2) sur les fibres. Alors le principe de Hasse (resp. lapprozimation
faible/forte au niveau de la cohomologie aux places finies) vaut pour les zéro-cycles de
degré 1 (resp. de degré 6) sur X.

La partie concernant le principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 dans ce co-
rollaire (avec Hil ’ensemble des points fermés d’un certain ouvert non vide de C') est éga-
lement une conséquence du théoréme 4.1 de Colliot-Théléne/Skorobogatov/Swinnerton-

Dyer [CTSSD9g|.

1.2.2 Applications
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Surfaces réglées et fibrations en variétés de Severi-Brauer

Les résultats de ce paragraphe ont été montrés par Colliot-Théléne [CT00]|, Frossard
[Fro03], et van Hamel [vHO3|.

Soit X — C une surface réglée (i.e. une surface fibrée en coniques : sa fibre gé-
nérique est un conique) a fibres géométriquement intégres, en supposant la finitude du
groupe III(Jac(C)), d’apres les théorémes 1.2.1, 1.2.2, Pobstruction de Brauer-Manin
associée a 7* Br(C') est la seule au principe de Hasse et a I’approximation forte au niveau
de la cohomologie aux places finies pour les zéro-cycles de degré 1.

Plus généralement, soit X — C une fibration en variétés de Severi-Brauer (resp.
d’indice sans facteur carré) a fibres géométriquement intégres, en supposant la finitude
du groupe II(Jac(C)), d’aprés les théorémes 1.2.1, 1.2.2, obstruction de Brauer-Manin
associée & 7*Br(C) est la seule au principe de Hasse et a I’approximation faible (resp.
forte) au niveau de la cohomologie aux places finies pour les zéro-cycles de degré 1 sur
X. En fait, lorsqu’une variété de Severi-Brauer a une famille de zéro-cycles de degré 1
locaux, elle a un point adélique (par 'argument de restriction-corestriction du groupe de
Brauer), ainsi un point global (par la suite exacte 0 — Brk — @, . Brk, — Q/Z — 0),
elle est alors isomorphe a un espace projectif qui satisfait ’approximation faible au
niveau de la cohomologie pour les zéro-cycles de degré 1.

On remarque que, dans Frossard [Fro03], on ne demande pas qu’une fibration en va-
riétés de Severi-Brauer soit & fibres géométriquement intégres, dans ce cas-1a, I'obstruc-
tion de Brauer-Manin associée au groupe Br(X) est nécessaire, le sous-groupe 7* Br(C)
ne suffit pas. Dans son article récent |Wit], Wittenberg montre que 'obstruction de
Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a I’approximation forte au ni-
veau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1 sur toute fibration en variétés
de Severi-Brauer au-dessus une courbe (en supposant la finitude du groupe de Tate-
Shafarevich).

Fibrations en surfaces de Chéatelet - Solides de Poonen

Dans un article récent [Pool0], Poonen construit une fibration en surfaces de Chéa-
telet X au-dessus d’une courbe C, telle que
(1) X n’a pas de point k-rationnel et

(2) il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin®

au principe de Hasse pour les points
rationnels.

On rappelle que la fibration X — C est le pull-back de V' — P! via un morphisme
dominant C' — P!, ot V est la compactification standard de son ouvert Vj défini par
I’équation

y? — az? = u? Py (r,w) + 02 Py(r, w)

dans P! x P! x A! x Al, et ou la fibration est donnée par la premiére projection
(w:v;r:w;y,2) — (u:v). Ici a € k* \ k*2, Pyo(r,w) et Py(r,w) sont les homogénéisa-

3De plus, il n’y a pas d’obstruction de Brauer-Manin étale, voir [Pool0] pour plus des détails.
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tions des polynémes Py (z), Po(z) € k[x] de degré 4. On a une factorisation

(u:vr:w;y,z)

K\ 1

Pl ¢—P! x P! (u:v)e——(u:v;r:w)
Une courbe lisse intégre Z; C P! x P! est définie par
0 = u? Py (1, w) + v2Py(r, w),

7y — P! est alors un morphisme fini plat. On restreint & l'ouvert ot v # 0,w # 0,
I'équation de la fibration V — P! s’écrit (avec t = u/v, z = r/w)

V:iy? —az? = P(x);V — P (tz,y,2) —t,

ot Py(z) = t?Px(x) + Py() € k(t)[z]. (En fait, 'argument suivant marchera bien pour
un polynéme P;(x) quelconque de degré 4 en z, lorsque Z; C P! xP! défini par Pi(x) = 0
est une courbe intégre.) Pour un morphisme dominant quelconque ¢ : C — P!, le
produit fibré Z = C' xp1 Z; est une courbe intégre si les lieux de branchement de Z; —
P! et de C — P! ne se rencontrent pas (cf. Lemme 7.1 de [Pool0]). Le revétement
7 — C définit alors un sous-ensemble hilbertien généralisé Hilc de C. Pour tout point
fermé 6 de O, la fibre Xy est définie par y? — az? = Py(z) avec Py(z) = ¥(0)?Pxo(x) +
Py(x) € k(0)[z]. La condition 6 € Hilc signifie que le polynéome Py(x) est irréductible
sur k(0), la fibre Xy satisfait donc le principe de Hasse et I’approximation faible pour
les points rationnels, c¢f. Théoréme 8.11 de Colliot-Théléne/Sansuc/Swinnerton-Dyer
[CTSSD8&7|. On sait aussi que toutes ses fibres sont géométriquement intégres.

Dans [CT10], Colliot-Théléne a montré qu’il existe un zéro-cycle global de degré 1
sur une telle X avec quelques hypothéses supplémentaires, disons

(i) la fibre V, est lisse possédant les points rationnels localement partout,

(ii) Pensemble C(k) est non vide fini,

(iii) Pimage de C(k) par C — P! est contenue dans {oc}.

(Le point (iii) avec la finitude de C(k) assure que l'obstruction au principe de Hasse
associée a " Br(C) disparait, cf. [Pool0].)

En fait, méme si 'on n’a plus ces hypothéses supplémentaires, en supposant la fini-
tude de III(Jac(C)), le théoréme 1.2.1 (resp. 1.2.2) assure que 'obstruction de Brauer-
Manin associée au sous-groupe 7*Br(C) C Br(X) est la seule au principe de Hasse
(resp. & I’approximation forte au niveau de la cohomologie* aux places finies) pour les
zéro-cycles de degré 1 sur X. Ceci redémontre le résultat principal de Colliot-Théléne
[CT10] en supposant la finitude de III(Jac(C)).

Autres exemples
(1)On considére une fibration X — P! définie comme suit. Sa restriction a P!\ oo
est définie dans P? x A! par

Xo: A@t)2® + B(t)y? + C(t)22 =0

4Ceci devrait également valoir au niveau du groupe de Chow, si I’énoncé (F) dans la remarque a la
fin de ce chapitre était établi.
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Xg— Al =P\ oo;(z:y:2t)—t

ou A(t), B(t),C(t) € k[t] sont des polynomes sans racines communes, on suppose que
deg(A(t)) = deg(B(t)) = deg(C(t))(mod 2). On pose

A(t) = ag + art* + - - + ag,t4,

B(t) = by + bit! + - + by, %2,

C(t) = co + crt! + - + g t®.
On peut supposer que di > do > d3. La fibration restreinte a P! \ 0 est définie par

Xoo 1 Aso (12 4+ Boo(t)y? + Cos(t)2? =0
Xoo — AV =PI\ 0; (2 19/ : 2/ 1) = 1,

ou
Aoo(t/) = Qq, —+ adl_ltll —+ -+ aot/dl,
Boo(t') = bgy + bgy— 1t + - - - + bot'?2,
Ooo(t/) = Cdz + Cdg—ltl1 4+t COtld?’-

do—d
Si 'on recolle Xg et Xo, via Iisomorphisme donné par t/ = 1/t, 2/ =2,y =yt 2z , et

2= zt@, on définit alors un morphisme X — P!. C’est une fibration (& fibre géné-
rique géométriquement intégre) si le polynéme A(t)z? + B(t)y? + C(t)2? € k(t)[z,y, 2]
est irréductible sur k(t), c’est toujours le cas si A(t), B(t),C(t) € k(t) sont non nuls.
On peut vérifier que toutes les fibres contiennent une composante irréductible de multi-
plicité un qui est géométriquement intégre si les conditions suivantes sont vérifices (les
théorémes concernés sont encore valables avec I’hypothése sur les fibres, c¢f. les lemmes
2.2 et 2.3 de Skorobogatov [Sko96]),

(i) -1 € k%

(ii-a) B(a)/C(a) € k(a)*?, pour tout a € k tel que A()

(ii-b) C(a)/A() € k(a)*?, pour tout o € k tel que B(a) =

(ii-c) A(a)/B(a) € k(a)*?, pour tout a € k tel que C(a) = 0.

D’aprés le corollaire 1.2.5, le principe de Hasse/I’approximation faible au niveau de la
cohomologie aux places finies vaut pour les zéro-cycles de degré § sur X.

Soit C' — P! un morphisme non constant quelconque, si ’on suppose que II1(Jac(C))
est fini, 'obstruction de Brauer-Manin associée a 7*Br(C) est la seule au principe de
Hasse/a I'approximation faible au niveau de la cohomologie aux places finies pour les
zéro-cycles de degré 1 sur X xp1 C' d’apres le théoréme 1.2.1, 1.2.2.

Pour un exemple explicite, on pose k = Q(v/—1,v5,v6,V7), A(t) =t + 3, B(t) =
(t? —2)(t +2), C(t) =t — 3, et on suppose que C est une courbe hyper-elliptique, dont
le groupe I11(Jac(C)) est fini, définie par u? = P(v) avec P(v) € k[v]. Alors, le principe
de Hasse/I’approximation faible au niveau de la cohomologie aux places finies vaut pour
les zéro-cycles sur la variété projective définie par I’équation affine

0;

(t+3)2% + (2 = 2)(t +2)y* + (t — 3) = 0.
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L’obstruction de Brauer-Manin (associée a 7* Br(C')) au principe de Hasse/a 1’approxi-
mation faible au niveau de la cohomologie aux places finies pour les zéro-cycles de degré
1 est la seule pour la variété projective définie sur k par I’équation affine

(VP() +3)a® + (P(v) = 2)(VP(v) +2)y° + (v/P(v) = 3) =0,

si I (Jac(u? = P(v))) est un groupe fini.
(2)Pour une fibration au-dessus de P* dont la fibre générique est définie par I’équation

avec a;(t) € k(t) de degré pair (ou impair) tels que les divpi(a;) sont différents deux
a deux et n > 4, de la méme fagon que (1), on trouve facilement un modéle projectif
explicite X — P!, qui est une fibration a fibre générique géométriquement intégre si au
moins trois des a;(¢) sont non nuls. On vérifie que toutes les fibres sont scindées. Pour
un morphisme non constant entre des courbes C — P! avec II(Jac(C)) un groupe
fini, on pose X¢ = X xp1 C. D’apres le théoréme 1.2.1, le principe de Hasse vaut pour
les zéro-cycles de degré ¢ sur X, I'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse
pour les zéro-cycles de degré 1 sur X¢ est la seule.

1.3 Preuves des théorémes

On va démontrer les théorémes 1.2.1 et 1.2.2. Un outil important consiste en les
lemmes de déplacement, qui permettent de ramener les questions sur les zéro-cycles aux
questions sur les points rationnels. On applique la méthode de Colliot-Théléne [CT00],
voir aussi [Fro03], avec le théoréme des fonctions implicites et le théoréme de Lang-
Weil, on obtient Iexistence d’un zéro-cycle global. A 1'aide de I’application de Gysin en
cohomologie étale, on arrive aux énoncés autour de 'approximation pour les zéro-cycles.

1.3.1 Lemmes de déplacement

Les lemmes de ce type sont connus depuis longtemps, on les énonce ici pour le confort
du lecteur.

Lemme 1.3.1. Soient X une variété intégre réguliére sur un corps parfait infini k, et
U un ouvert non vide de X. Alors tout zéro-cycle z de X est rationnellement équivalent,
sur X, a un zéro-cycle 2’ a support dans U.

Démonstration. On trouve une démonstration en détails dans [CTO05] §3. t

Lemme 1.3.2. Soit 7 : X — C' un morphisme propre non constant au-dessus d’une
courbe C sur un corps parfait infini k. On suppose que X et C sont des variétés lisses
projectives géométriquement intégres sur k. Soit D un ensemble fini de points fermés de
C, on fize zg un zéro-cycle effectif non nul de X.
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Alors, pour tout z € Zy(X), il existe un entier positif ro tel que, pour tout r > 1,
z + 1z soit rationnellement équivalent sur X a un zéro-cycle effectif z, tel que m.(2,)
soit séparable a support en dehors de D et de m,(20).

Démonstration. Voir [CT00] Lemme 3.2, la méme démonstration fonctionne pour zp
remplagant un point fermé. O

1.3.2 Lang-Weil + Hensel

Quand on applique la méthode des fibrations, on a besoin d’estimations de Lang-
Weil avec le lemme de Hensel pour assurer que des fibres ont des points rationnels locaux
pour presque toutes les places.

Lemme 1.3.3. Soit X — C' une fibration a fibres géométriquement intégres, il existe
alors un sous-ensemble fini T de places de k tel que pour tout point fermé 8 € C avec
Xy lisse on ait Xg(k(0)y) # 0 pour toute place w au-dessus d’une place v € Q \ T.

Démonstration. La preuve suivante suit une partie de la preuve du lemme 1.2 de Colliot-
Théléne /Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [CTSSDYS].

Il existe un sous-ensemble fini T" de places de k et un modéle entier II : X — C au-
dessus de O de 'application 7w : X — C avec II un morphisme projectif plat. On pose
U = C\ D et on note Y un modele de U au-dessus de O, ot D est le sous-ensemble des
points fermés correspondant & une fibre non lisse. En augmentant 7', on peut demander
également que toutes les fibres de la restriction II|;; soient géométriquement intégres
lisses. Le polynome de Hilbert est constant pour une famille projective plate d’espace
de paramétre connexe. Toutes les fibres de II|y; sont alors géométriquement intégres
projectives lisses de dimension d fixée et de degré n (pour la famille entiére) dans un
espace projectif de dimension r fixée. La fibre en un point fermé u de U est projective
lisse géométriquement intégre sur un corps fini k(u). D’aprés les estimations de Lang-
Weil [LW54], si la cardinalité de k(u) est plus grande qu’une constante ¢, qui ne dépend
que de d, n et r, une telle fibre a un k(u)-point (lisse). Le lemme de Hensel assure que
Xo(k(0)w) # 0 (6 € U) ot u est dans I'adhérence de 6 dans C définissant une place non
archimédienne de k(). En augmentant T, on peut supposer que pour toute w € Qo)
en dehors de T on ait |k(6)(w)| > c. O

1.3.3 Lemme d’irréductibilité de Hilbert

Avec le lemme suivant, qui est en un certain sens une version effective du théoréme
d’irréductibilité de Hilbert, on peut approximer certains zéro-cycles effectifs locaux par
un point fermé global appartenant & un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil. C’est la
version pour les zéro-cycles du théoréme 1.3 de Ekedahl [Eke90].

Lemme 1.3.4. Soit C' une courbe projective lisse géométriquement intégre de genre g
sur un corps de nombres k. Soit Hil un sous-ensemble hilbertien généralisé de C. Soit
y € Zp(C) un zéro-cycle effectif de degré d > 2g. On fize S un sous-ensemble fini de
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Qk. On suppose que z, € Zy(Cy) est un zéro-cycle effectif séparable de degré d a support
disjoint de supp(y) rationnellement équivalent & y Xy k, sur C, pour tout v € S.

Alors il existe un point fermé 0 de C de degré d, tel que

(1) 6 € Hil,

(2) 6 soit rationnellement équivalent a vy,

(3) 0 soit suffisamment proche de z, pour tout v € S.

Démonstration. Pour chaque v € S, on écrit z, —y = dive, (f,) avec une certaine fonc-
tion f, € kX(Cy)/k}. Comme deg(y) = d > 2g, d’aprés le théoréme de Riemann-Roch,
I'(C,Oc(y)) est un espace vectoriel de dimension = d+1—g > g+ 1. 'approximation
faible appliquée & 'espace projectif P"~! nous donne une fonction f € k(C)*/k* tel que

(i) f soit suffisamment proche de f, pour tout v € S,

(ii) dive(f) =y — y avec 3y un zéro-cycle effectif & support hors de supp(y).

D’aprés une version convenable du lemme de Krasner, (i) implique que, pour tout
v € S, le zéro-cycle ' est suffisamment proche de z, et donc séparable.

La fonction f définit alors un k-morphisme ¢ : C — P! tel que ¥*(c0) = y
et 1*(0) = 3. Supposons que le sous-ensemble hilbertien généralisé Hil est défini par
un morphisme fini étale 7 — U C C avec Z une variété intégre. La composition
¢ : Z — C — P! définit un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil’ de P! de la facon
suivante : En enlevant un ensemble fini ¢(C'\ U) de points fermés et les points ramifiés,
on trouve un ouvert non vide U’ de P* tel que ¢ ~1(U’) C U et tel que ¢ soit étale sur
Z' = ¢~ 1(U'), le morphisme ¢z : Z' — U’ C P! définit alors Hil'. Une fois qu’un point
fermé 6’ de P! appartient & Hil’, 'image réciproque § = ¢~1(¢’) est un point fermé de C
appartenant a Hil. D’aprés le théoréme d’irréductibilité de Hilbert (de version effective
par Ekedahl [Eke90], Théoréme 1.3), il existe un point k-rationnel §’ de P! appartenant &
Hil' et suffisamment proche de 0 € P!(k,) pour chaque v € S. Comme y' = ¥*(0) est un
zéro-cycle séparable, le morphisme v est alors étale en chaque point fermé apparaissant
dans o/, d’ott § = *(¢') = ~1(#") € Hil est un zéro-cycle suffisamment proche de
Yy X} ky pour tout v € S. Vus comme zéro-cycles sur C, on a 6 ~ y. O

1.3.4 Proposition clé
La proposition suivante joue un role crucial.

Proposition 1.3.5. Soient w: X — C une fibration a fibres géométriquement intégres
et D un sous-ensemble fini de points fermés de C. Soit Hil un sous-ensemble hilbertien
généralisé de C. Soit y € Zy(C) un zéro-cycle (pas nécessairement effectif) a support
en dehors de D. Supposons qu’il existe une famille {z,} de zéro-cycles de X, telle que
zy € Zo(Xy/y) pour toute v € Q. Alors,

(0)Pour tout sous-ensemble fini S de 2, il existe un entier positif so tel que, pour
tout entier s > sg, il existe les données suivantes :

(i)un zéro-cycle effectif zy € Zo(X) tel que yo = m(20) € Zo(C) est a support hors
de D;

(ii)pour chaque v € S, un zéro-cycle effectif T, € Zy(X,) rationnellement équivalent
a zy + (s 4 1)zp sur X, tel que m.(1,) soit séparable & support hors de D;
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(iii)un point fermé 6 € Hil de degré d tel que 6 soit déployé localement partout, et
tel que comme zéro-cycle 0 soit suffisamment proche de m.(T,) pour toute v € S, et
0 — (s + 1)yo soit rationnellement équivalent a m.(zy) sur C, pour toute v € Q.

(1)De plus, on suppose que pour tout point fermé 6 € Hil, la fibre Xy satisfait le
principe de Hasse pour lezistence de points rationnels (ou ’existence de zéro-cycles de
degré 1). Alors il existe un zéro-cycle z € Zy(X) tel que m.(z) soit suffisamment proche
de i (Ty) — (s + 1)yo € Zo(Cy) pour toute v € S et tel que T (2) ~ mi(2y) pour toute
v € .

(2)De plus, on suppose que pour tout point fermé 0 € Hil, la fibre Xy satisfait I’ap-
prozimation faible pour les points rationnels. Alors on peut choisir z € Zy(X) tel que z
soit suffisamment proche de T, — (s+ 1)zq et tel que 7, — (s + 1)zo ~ 2z, € Zp(Xy), ainsi
T« (2) soit suffisamment proche de mi(7Ty) — (s + 1)yo et mu(Ty) — (s + 1)yo ~ m(2y) €
Zy(Cy) pour toute v € S.

Démonstration. D’aprés les estimations de Lang-Weil et le lemme de Hensel (cf. Lemme
1.3.3), il existe un sous-ensemble fini T C 2 tel que pour tout point fermé z € C'\ D la
fibre X ait un k(z),-point rationnel pour toute place w au-dessus d’une place v € Qi \T.

On peut supposer que S 2 7.

On prend un zéro-cycle effectif zy qui est un multiple d’'un point fermé de X tel
que deg(zg) soit suffisamment grand, et tel que yg = m«(20) € Zo(C) soit a support
hors de D. Le lemme 3.1 de [CT00] implique qu’il existe un zéro-cycle effectif séparable
y1 ~y+yo € Zp(C) a support en dehors de D.

On pose t, = zy+20 € Zp(Xy/y1). D’apreés le lemme de déplacement 1.3.2, on trouve
alors un entier sy suffisamment grand (qui dépend de S) tel que pour tout s > sg et
toute v € S il existe un zéro-cycle effectif 7, ~ t, + sz = 2z, + (s + 1)20 € Zp(X,) tel
que 7, (7,) soit séparable, déployé, et a support en dehors de D U supp(yo) U supp(y1).

On a alors, pour toute v € S, 7. (7,) ~ y1 + syo € Zo(Cy), deg(m (7)) suffisamment
grand. On applique le lemme 1.3.4 et on trouve 6 € Hil. Pour v € S 'image de # dans
Zy(Cy) est déployée par le théoréme des fonctions implicites, pour v ¢ S c’est aussi le
cas par les estimations de Lang-Weil. Donc 6 est déployé localement partout.

On sait que 0 ~ y1 + syo, y1 ~ ¥y + Yo et z, € Zo(X,/y) pour toute v € £,
donc 6 — (s + 1)yo ~ m«(2y) pour toute v € Q. On sait aussi que pour toute v € S,
0 ~ y1 + syo ~ m«(7y) € Zo(Cy). Ceci compléte la preuve de I'assertion (0).

(1)De plus, si pour tout point fermé appartenant a Hil, la fibre en ce point satisfait
le principe de Hasse, alors il existe un zéro-cycle global de degré 1 sur la k(6)-variété
Xy, i.e. il existe 2/ € Zy(X) tel que m.(2') = 0, on pose z = 2/ — (s + 1)z alors
m(2) = 0 — (s + 1)yo.

(2)De plus, si pour tout point fermé appartenant a Hil, la fibre en ce point satis-
fait 'approximation faible pour les points rationnels, alors on peut choisir 2’ € Zy(X)
suffisamment proche de 7, pour v € S par le théoréme des fonctions implicites, alors
z = 2/ —(s+1)2g est suffisamment proche de 7, — (s+1)zg et 7, — (s+1)20 ~ 2, € Zp(Xy)
pour toute v € S. O

Remarque 1.3.6. Dans l'assertion (2), il semble qu’on ne peut pas avoir z ~ 7, — (s +
1)z0 ~ 2z, € Zp(X,) généralement. Dans des cas particuliers d’une fibration en coniques
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au-dessus d’une courbe ou une fibration en variétés de Severi-Brauer au-dessus d’une
courbe, on peut assurer dans les assertions respectivement a (2) que le zéro-cycle global
obtenu est localement rationnellement équivalent aux zéro-cycles locaux donnés.

1.3.5 Preuves des théorémes

Afin de montrer les théorémes, on a besoin d’'un lemme.

Lemme 1.3.7. Soit X — C une fibration avec U1(Jac(C)) fini. Soit {2y} € [ cq Zo(Xv)
une famille de zéro-cycles de degré § a support en dehors de D telle que {my(2y)} LBr(C).
On suppose, lorsque k a une place réelle, qu’il existe une famille de zéro-cycles locauz
de degré 1 orthogonale a 7 Br(C).

Alors pour tout entier strictement positif m, il existe {x,} € [[,cq Z0(Xv) de degré
0 et il existe y € Zy(C) de degré 6 a support en dehors de D tel que pour toute v € 2
on ait z, = z, + mx, € Zo(Xy/y).

Démonstration. Il existe toujours un zéro-cycle de degré positif sur la k(C)-variété X,
on note son degré n. On fixe un nombre entier positif a. Comme {m.(z,)}LBr(C),
d’aprés le théoréme de Colliot-Théléne 1.1.5, on trouve y € Zy(C) de degré 6 et t, €
Zy(Cy) de degré 0 tels que y ~ m.(zy) + mant, € Zy(Cy).

On peut supposer que y et t, ont leurs supports en dehors de D d’aprés le lemme
de déplacement 1.3.1.

Il existe un ouvert non vide U de C tel que pour tout @) € U, il existe un zéro-cycle
de degré n sur Xg/k(Q). On peut supposer aussi que les ¢, ont leurs supports dans U
par le lemme 1.3.1, il existe alors, pour toute v € Q, x] € Zy(X,) tel que m.(x)) = nt,.
On pose z, = az), et 2|, = z, + My, alors m(z]) = m(2y) + mant, ~y € Zy(C,), i.e.

quj € ZO(Xv/y)' O

du théoréeme 1.2.1. On note D I’ensemble fini des points fermés @ de C tel que la fibre
X@ ne soit pas lisse. Soit 2z, € Zy(X,) de degré § tels que {z,}L7*Br(C), on peut
supposer que les supports de 7, (z,) sont disjoints de D d’aprés le lemme de déplacement
1.3.1.

Pour m un entier strictement positif fixé, le lemme 1.3.7 donne z, € Zy(X,) de
degré 0 et y € Zy(C) de degré ¢ a support en dehors de D tels que pour toute v € 2 on
ait zl, = z, + mxy, € Zo(Xy/y).

La proposition 1.3.5 (1), appliquée a {z] } avec S = {v} une place non archimédienne,
dit qu'il existe z € Zp(X) tel que . (z) soit suffisamment proche de m.(7,) — (s + 1)yo
et tel que m. (1) — (s + Dyo ~ y € Zp(Cy). Alors deg(z) = deg(m(2)) = deg(m«(1y) —
(s +1)yo) = deg(y) = 0. O

du théoréme 1.2.2.
(1)Grace a la dualité locale entre la cohomologie H?¥(X,,Z/mZ(d)) et la cohomo-
logie H%(X,,,Z/mZ(1)) pour v € QF (cf. [Sai89a] 2.9) et le diagramme commutatif pour
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veQf

CHy(X,) — Hom(mBr(X,),Q/Z)

l m,v

H*!(X,, Z/mZ(d)) —— H*(Xy, Z/mZ(1))",

ot d = dim(X), il suffit de montrer ’assertion suivante :

Etant donnée une famille {z,} de zéro-cycles de degré § telle que {z,}L7*Br(C),
pour tout entier m et S C QFf un ensemble fini de places non archimédiennes, il existe
z = 2zms € Zo(X) de degré § tel que (z,b)x, = (z,b)x, pour tout b € ,,Br(X,) et
toute v € S.

On note D I'ensemble fini des points fermés () de C' tel que la fibre Xg ne soit pas
lisse.

Soit z, € Zy(X,) tel que {z,} L7*Br(C), on a alors {m(z,)} LBr(C). Par le lemme
de déplacement 1.3.1, on peut supposer que les m,(z,) sont & supports en dehors de D
pour toute v € (.

Le lemme 1.3.7 donne z,, 2], € Zy(X,) de degrés 0 et ¢ respectivement et y € Zy(C')
de degré § a support en dehors de D, tels que 2, = z, +max, € Zo(X/y). En particulier,
pour tout b € ,, Br(X,) et toute v € Qf on a (2!, b)x, = (2,,b)x,.

- Si Xy satisfait approximation faible pour les points rationnels pour tout 6 € Hil,
la proposition 1.3.5(2) donne z € Zy(X) tel que, pour v € S, z soit suffisamment proche
de 7y, — (s+1)z0 et 7y — (s + 1)z0 ~ 2z, € Zp(Xy), d'ott m.(2) est suffisamment proche
de (1) — (s + Dyo et m(m) — (s + )yo ~ me(2)) ~ y € Zy(Cy), en particulier,
deg(z) = deg(z)) = § et (z,b)x, = (z},b)x, = (2v,b)x, pour tout b € ,,,Br(X,) et
toute v € Q.

- On suppose que Xy satisfait I’approximation faible au niveau de la cohomologie
aux places finies pour les zéro-cycles de degré 1 pour tout # € Hil. On peut supposer
que Hil et D sont disjoints.

Pour un point fermé P de C tel que Xp soit lisse, Xp est alors de dimension

*
Ty

d — 1, on pose K = k(P). Le zéro-cycle P, défini comme I'image de P € Zy(C) —>
Zo(Cy) est séparable, ot i, : C, — C. On sait que i, 1(P) = Spec(K) xi, k, =
wloweN K Spec(Ky), P, = i5(P) = Zwluweﬂk P, ou P, = Spec(K,) est un point

fermé de C,, de corps résiduel K,,. On a aussi Xp Xj ky, = | | Xpw, ol Xpy =

w|v,weN K

Xp xg Ky ~ X,p, est la fibre de X,, — C,, au point fermé P,,. On pose CHy(Xp X
kv) = Hw‘vwaQK OHO(X’UPw) On trouve

que H24=D(Xp x} ko, %(d— 1) = [Tupwenx H24-)(X,p., %(d—l)). On considére
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le diagramme commutatif suivant

CHy(Xp) Hvle CHo(Xp xp. ky)

X K
P

$P.m CHO(X) Hvle CHO(XU)
¢P,'m,1/
2(d—1) z Yimp / 772(d—1) z
H (Xp,ﬁ(d—l))' HUGQfH (XP X ko W(d_ ]‘))
K b Bpw bm,v
2d z Y ' 7rod z
H (X, m(d)) HUth‘ o (X1J7 m(d))

Dans ce diagramme, les ¢ sont des applications cycle, par exemple ¢p, , = meweQK op,
ol
~ Z
op, : CHy(X,p,) — H*V(X,p , —(d—=1)).
m

L’application ap, est définie par ap, = Hw‘v weQy Pw,; O
apy : CHy(Xyp,) — CHy(X,).

L’application Bp, est définie par Bp, = Hwh) weQye BPw, ol

. Fr2(d—1 Z Fr2d
Bpaw : HX )(Xvayﬁ(d— 1)) — H (Xwﬁ(d))
est I'application de Gysin pour le k,-couple lisse (X,p,,Xy), qui est bien définie au
moins pour une place non archimédienne (cf. [Tho84| et [AGV 73| XVI §3). L’application
Bp est lapplication de Gysin pour le k-couple lisse (Xp, X) de codimension 1. Les 1
sont des applications de type local-global.

Comme les applications cycle commutent avec les applications de Gysin (c¢f. [Mil80]
V1.9.3), le diagramme ci-dessus est commutatif.

La proposition 1.3.5 donne un point fermé 6 € Hil, vu comme zéro-cycle effectif
séparable 0 € Zy(C) qui est suffisamment proche de 7,(7,) pour toute v € S C Qf. On
pose P = 6, c’est un point fermé de corps résiduel K = k(6). On pose P, = i};(P) =
th},weQK P, € Zy(Cy) on le corps résiduel k(P,) = K,,. Chaque P, est suffisamment
proche d’un point fermé (unique) Q,, (de corps résiduel K,,) de C, qui apparait dans
T4 (Ty). Comme 7, (7,) est séparable, il y a exactement un point fermé R,, (de corps
résiduel K,,)) de X, qui apparait dans 7, contenu dans la fibre X, ¢, . Le théoréme des
fonctions implicites donne un point fermé 7T, (de corps résiduel K,,) de X, contenu
dans la fibre X, p , suffisamment proche de R, tel que (Ty,,b) = (Ry,b) pour tout
b € ,,Br(X,), autrement dit, T, et R, ont la méme image dans H?*(X,, %(d)), i.e.
dmw(apw([Tw])) = dmu([Rw]) ot [—] dénote la classe d’'un zéro-cycle dans le groupe de
Chow. Par hypotheése, il existe un zéro-cycle P’ € Zy(Xp) de degré 1 tel que, pour toute
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wlv,v € S C Qf et tout b € ,,, Br(Xp,,) (on rappelle que Xp,, = X, p, ), on ait (P',b) =
(T, b). Autrement dit, P’ et T, ont méme image dans H2V(X,p , L (d - 1)), i.c.
op, (Wp([P']) = ¢p,([Tw]). Grace au diagramme commutatif ci-dessus, ap([P’]) €
CHy(X) et R, ont donc méme image dans H2%(X,, -Z_(d)) pour toute v € S. Avec
les notations de la proposition 1.3.5, on pose 2/ = P’ et z = 2/ — (s + 1)zp € Zp(X),
avec un calcul simple, on trouve finalement que z et {z,} ont la méme image dans
[Lcs H?*(X,, %(d)), ceci compléte la preuve de (1).

(2)De plus, avec I’hypothése (H CHO), on peut supposer que pour toute v ¢ S
lapplication CHy(X,) — CHy(C,) est injective. D’aprés 'argument ci-dessus, il reste
a vérifier que pour v € Qf\ S on a : z et z, ont méme image dans H24(X,, Z/mZ(d)),
pour le zéro-cycle global z € Zp(X) obtenu dans (1). Avec l'injectivité de 'application
CHy(X,) — CHy(C,y), il suffit de vérifier que z et z, ont méme image dans CHy(Cy).
Or, avec les notations dans (1) et dans la proposition 1.3.5, on sait alors que z =
2= (s+ 1Dzg et mu(2) = m(2) — (s + Dyo = 0 — (s + 1)yg ~ 7«(2,) pour toute
v e Q. O

Remarque 1.3.8. Dans le théoréme 1.2.2, en comparant avec le cas o X est une
courbe, on ne peut rien dire autour des places réelles, les difficultés sont les suivantes.
(1)Est-ce que la surjection H?(Xg,Z/mZ(1)) —» ,Br(Xg) se factorise a travers
H?(Xg,Z/mZ(1)) — H*(Xg,Z/mZ(1))? (La réponse a la méme question sur C est
négative.)
(2)Existe-t-il une application de Gysin

Y (Xpg, Z/mZ(d — 1)) — H*(Xg, Z/mZ(d))
pour la paire lisse (Xpgr, Xr), commutant avec les applications cycle ?

Remarque 1.3.9. Dans le théoréme 1.2.2; on part d’une hypothése arithmétique sur
les fibres au niveau de la cohomologie, et on obtient une conclusion sur ’espace total au
niveau de la cohomologie. Sans modifier les détails des preuves, une fois qu’on a établi
I’énoncé (F) suivant, on peut partir d’'une hypothése d’approximation faible au niveau
du groupe de Chow et obtenir une conclusion d’approximation faible/forte au niveau
du groupe de Chow sur 'espace total. L’énoncé (F) est montré par Wittenberg dans
[Wit], lemme 1.8.

(F) “proche = équivalence rationnelle modulo m” : Soit X une variété projective lisse
sur un corps local de caractéristique 0, et soit m un entier strictement positif. Alors
deux zéro-cycles effectifs z, 2’ € Zy(X) sont rationnellement équivalents modulo m (i.e.
ils ont méme image dans CHy(X)/m), lorsque z est suffisamment proche de z’.
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Introduction

Soit X une variété projective lisse géométriquement intégre sur un corps de nombres
k. Le principe de Hasse et ’approximation faible pour les points rationnels sur une telle
variété ont été considérés depuis longtemps. L’obstruction de Brauer-Manin au prin-
cipe de Hasse (resp. a I'approximation faible) pour les points rationnels a été introduite
par Yu. I. Manin dans son exposé [Man71| (resp. par Colliot-Théléne et Sansuc dans
[CTST77]). Parallélement, pour les zéro-cycles, l'obstruction de Brauer-Manin est égale-
ment définie dans l'article de Colliot-Théléne [CT95|. On se demande si I'obstruction
de Brauer-Manin est la seule obstruction au principe de Hasse (resp. & 'approximation
faible) pour les zéro-cycles de degré 1, voir [CT99| pour quelques conjectures explicites
par Colliot-Théléne.

Pour le cas oit X = C est une courbe de jacobienne Jac(C'), on trouve des résultats
satisfaisants sur le principe de Hasse et sur 'approximation faible dans les articles de
S. Saito [Sai89b|, Colliot-Théléne [CT99], Eriksson/Scharaschkin [ES08], ils démontrent
que l'obstruction de Brauer-Manin est la seule en supposant la finitude du groupe de
Tate-Shafarevich III(Jac(C)) de Jac(C). Pour le cas ou dim(X) > 1, ce n’est que
si X est muni d’une structure de fibration au-dessus d’une courbe qu’on a des résul-
tats positifs par Salberger [Sal88|, Colliot-Théléne/Swinnerton-Dyer [CTSD94|, Colliot-
Théléne /Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [CTSSD9S8|, Colliot-Théléne [CT00|, Frossard
[Fro03], van Hamel [vHO3|, Wittenberg [Wit|, et 'auteur Chapitre I, voir I'introduction
du Chapitre I pour plus d’informations.

D’autre part, autour du probléme paralléle de 'obstruction de Brauer-Manin pour
les points rationnels sur une fibration a fibres géométriquement intégres au-dessus de
P!, les meilleurs résultats généraux sont dus a Harari dans sa série d’articles [Har94],
[Har97], et [Har07|. Il impose une hypothése arithmétique moins forte sur les fibres de
la fibration concernée, & savoir que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule sur les
fibres d’un sous-ensemble hilbertien (I’hypothése (3'.i) ci-dessous en version pour les
points rationnels), voir les théorémes 4.2.1, 4.3.1 de [Har94| pour les énoncés précis. Les
fibrations au-dessus de P sont également considérées dans [Har07], Théoréme 1.

En outre, 'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a
Papproximation faible) pour les points rationnels sur les deux familles de variétés sui-
vantes : (1) en admettant I’hypothése de Schinzel, les fibrés en variétés de Severi-Brauer
au-dessus de P" (montré par Wittenberg [Wit07], Corollaire 3.6) ; (2) les espaces homo-
génes d’un groupe algébrique linéaire connexe, sous une hypothése sur le stabilisateur
(montré par Borovoi [Bor96], Corollaire 2.5).

Le but de ce travail est de continuer les travaux autour des zéro-cycles sur une
fibration au-dessus d’une courbe, et d’établir une version pour les zéro-cycles de degré
1 de chaque résultat mentionné ci-dessus sur les points rationnels.

Dans ce chapitre, qui est une continuation du Chapitre I, on considére principalement
une fibration 7 : X — ' au-dessus d’une courbe, i.e. on suppose que X et C sont des
k-variétés projectives lisses géométriquement intégres, dim(C') = 1, le morphisme 7 est
dominant, la fibre générique notée toujours par X, est géométriquement intégre. Dans
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I'introduction, « I’approximation faible/forte pour les zéro-cycles de degré 1 » signifie
Papproximation faible/forte au niveau de la cohomologie aux places finies ou au niveau
du groupe de Chow lorsqu’on ne précise pas, cf. §2.2.3. On rappelle le résultat principal
du Chapitre I :

Théoréme principal. Soit X — C une fibration. On suppose que

(1) I(Jac(C)) est un groupe fini;

(2) toutes les fibres de m sont géométriquement intégres ;

(8) il existe un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil de C' tel que pour tout point
fermé 0 € Hil la fibre Xy satisfait le principe de Hasse (resp. approximation faible)
pour les zéro-cycles de degré 1.

Alors,

(x) Dobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a lap-
prozimation faible) pour les zéro-cycles de degré 1 sur X.

Dans le présent travail, on va modifier les hypothéses (2) et/ou (3), afin que la
conclusion (x) reste valable. On va discuter deux directions possibles, soit remplacer (2)
par (2’) (ou (27)), soit remplacer (3) par (3’).

Apreés quelques rappels (§2.1), le reste de ce chapitre se divise en cing parties. Dans
la premiére partie (§2.2), on montre

Théoréme A (Théorémes 2.2.1, 2.2.5). Sur une fibration X — C, on fait les
hypotheses (1), (2°)(ou (27)), et (3).

(1) II(Jac(C)) est un groupe fini.

(2°) 1l existe un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil de C, tel que, pour tout point
fermé 0 € Hil, il existe un zéro-cycle de degré 1 sur la k(0)-variété Xg.

(2”) L’indice de la fibre générique ind(X,/k(C)) = 1, i.e. sur la k(C)-variété X, il
existe un zéro-cycle de degré 1.

(8) 1l existe un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil de C' tel que pour tout point
fermé 0 € Hil la fibre Xy satisfait le principe de Hasse (resp. approzimation faible)
pour les zéro-cycles de degré 1.

Alors, (x) Uobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a
Uapproximation faible) pour les zéro-cycles de degré 1 sur X.

D’ailleurs, pour le principe de Hasse, en imposant une restriction légére sur Hil, on
permet une fibration au-dessus d’une base plus générale (Théoréme 2.2.3). Cette partie
est un complément du Chapitre 1.

Dans la deuxiéme partie (§2.3), on ne considére qu'une fibration X — P! au-
dessus de la droite projective, ot ’hypothése (1) est automatiquement vérifiée. Inspiré
par larticle de Harari [Har94|, on montre le théoréme suivant qui est la version pour
les zéro-cycles de degré 1 des théorémes principaux 4.2.1 et 4.3.1 de [Har94]. C’est le
résultat principal de ce travail.

Théoréme B (Théorémes 2.3.2, 2.3.7). Sur une fibration X — P on fait les
hypotheses (2)(ou (27)) et (3°).
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(2) Toutes les fibres de m sont géométriquement intégres.

(27) Lindice de la fibre générique ind(X,/k(P')) = 1, i.e. sur la k(P')-variété X,
il existe un zéro-cycle de degré 1.

(3°)(i) Il existe un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil de P', tel que, pour tout
point fermé 0 € Hil, 'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse
(resp. & Uapprozimation faible) pour les zéro-cycles de degré 1 sur la fibre Xy. (ii)Le
groupe Br(Xpy) est fini, le groupe PicXy est sans torsion, ot Xz = Xy, X, k(P') désigne
la fibre générique géométrique.

Alors, (x) lobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a
Papprozimation faible) pour les zéro-cycles de degré 1 sur X.

La troisiéme partie (§2.4) se concentre sur les fibrations au-dessus de 'espace pro-
jectif. On montre la version suivante (et ses variantes) pour les zéro-cycles de degré 1 du
théoréme 1 de Harari [Har07], la démonstration utilise seulement les résultats de §2.3.

Théoréme C (Théorémes 2.4.2, 2.4.4, 2.4.6). Soit X — P™ un fibré en variétés géo-
métriguement rationnellement connexes. Supposons que 'obstruction de Brauer-Manin
est la seule pour les fibres lisses et que le lieu dégénéré est de codimension au moins 2.

Alors l'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a lap-
prozimation forte au niveau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1 sur

X.

La partie §2.5 est une conséquence remarquable de §2.3. On discute le lien entre
I'arithmétique sur les points rationnels et sur les zéro-cycles de degré 1, le théoréme
suivant qu’on obtient est probablement le premier résultat général de ce type. C’est le
résultat le plus important de ce travail.

Théoréme D (Théoréme 2.5.2). Soit X une variété projective lisse et géométri-
quement rationnellement connexe sur un corps de mombres k. On considére les deux
assertions suivantes :

(a’) Pour toute extension finie k' de k, l'obstruction de Brauer-Manin est la seule
au principe de Hasse (resp. l'approzimation faible) pour les points rationnels sur Xy =
X Xk K.

(b’) L’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a Uap-
prozimation forte au niveau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1 sur
X.

Alors, (a’) implique (b’).

Sans considérer 'obstruction de Brauer-Manin, on montre aussi un résultat (Théo-
réme 2.5.1, essentiellement dit & Wittenberg) du méme type sur le principe de Hasse et
I'approximation faible pour une variété projective lisse et géométriquement intégre.

Dans la derniére partie de ce chapitre (§2.6), parmi d’autres applications on montre
la version suivante pour les zéro-cycles de degré 1 des résultats de Wittenberg et de
Borovoi.
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Théoréme E (Théorémes 2.6.2, 2.6.5). L’obstruction de Brauer-Manin est la seule
au principe de Hasse/a lapprozimation forte au niveau du groupe de Chow pour les
zéro-cycles de degré 1 sur deux familles de variétés :

(1) les fibrés en variétés de Severi-Brauer au-dessus de P";

(2) les compactifications lisses des espaces homogenes d’un groupe algébrique linéaire
connexe G 4 stabilisateur géométrique conneze (ou a stabilisateur géométrique abélien
si G est simplement conneze).

A la fin de ce texte, on pose la question ouverte : généralisation du théoréme B au
cas ol la base est une courbe de genre quelconque, et on présente quelques difficultés
concernant la méthode utilisée dans ce chapitre.

Remerciements. La section 4 toute entiére est inspirée par une conversation avec J.-
L. Colliot-Théléne sur un fibré en coniques au-dessus du plan projectif, je tiens a le
remercier vivement. Je remercie également O. Wittenberg pour sa contribution dans la
section 5.

2.1 Notations et rappels

On rappelle quelques notions détaillées dans le Chapitre 1.

Dans tout ce travail, k est toujours un corps de nombres. On note € (resp. Qi,
7°) 'ensemble des places (resp. places finies, places archimédiennes) de k. Pour chaque
place v € Q, on note k, le corps local associé. On fixe une cléture algébrique k de k,
k, de k, pour toute v € €. L’expression « presque tout » signifie toujours « tout a
I’exception d’un nombre fini ».

Soit X une variété projective lisse et géométriquement intégre sur un corps k, le
composé de la corestriction et de I’application d’évaluation définit un accouplement

() Zo(X) x Br(X) — Br(k),
(>pnpP , b) = Y pnpcoresyp)k(b(P)),

qui se factorise a travers 1’équivalence rationnelle ~, ott Br(-) = HZ (-, G,,) est le groupe
de Brauer cohomologique. Lorsque k est un corps de nombres, on définit I’ accouplement
de Brauer-Manin pour les zéro-cycles :

<'7'>k:Hv€QkZO(XU) X BT‘(X) - @/Z7
({zobvear » b)) = Xeq, vo((20,D)1,),

ou invy, : Br(k,) — Q/Z est I'invariant local en v. On peut définir, pour les zéro-cycles
de degré 1, I'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse, ou & ’approximation
faible en divers sens, cf. [CT95] pour plus d’informations. On renvoie les lecteurs a
la section 2.2.3 ci-dessous et §1.1.3 du Chapitre I pour les notions d’approximation
faible/forte au niveau de la cohomologie/du groupe de Chow et 'obstruction de Brauer-
Manin & ce niveau-la.
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Soit X une variété intégre sur un corps k, un sous-ensemble Hil € X de points
fermés est un sous-ensemble hilbertien généralisé s’il existe un morphisme étale fini
Z 25 U ¢ X avec U un ouvert non vide de X et Z intégre tel que Hil soit I'ensemble
des points fermés 6 de U pour lesquels p~1(#) est connexe. De plus, si 'on demande
que Z soit géométriquement intégre, Hil est dit un sous-ensemble hilbertien généralisé
strict. Si X est une variété normale, soit Hil; (¢ = 1,2) un sous-ensemble hilbertien
généralisé, on peut trouver un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil C Hily N Hily, ¢f.
Chapitre I, §1.1.2, en général on ne peut pas demander que Hil soit un sous-ensemble
hilbertien généralisé strict méme si Hil; et Hily sont stricts. Un sous-ensemble hilbertien
généralisé Hil est toujours non vide si k est un corps de nombres. En fait, en restreignant
U, on trouve un morphisme étale fini U — V ot V est un ouvert non vide de P? avec
d = dim(X). Son composé avec Z — U définit un sous-ensemble hilbertien généralisé
Hil" de P9. Le théoréme d’irréductibilité de Hilbert dit que Hil' NP(k) # 0, qui implique
immédiatement que Hil # 0.

Sur un corps local k,, soient z, et 2] deux zéro-cycles sur X, = X xj ky, on peut
définir la notion que 2! soit suffisamment proche de z,, voir §1.1.1 du Chapitre I pour la
définition précise, on note z), & z, si ¢’est le cas. Pour un sous-ensemble fini B C Br(X,),
on a (z,,b)k, = (zv,b)k, € Br(k,) pour tout b € B si z, est suffisamment proche de z,.

2.1.1 Groupe de Brauer localement constant

Soit X une variété propre lisse et géométriquement intégre sur un corps de nombres k.
Comme d’habitude, on pose Bri(X) = ker[Br(X) — Br(X)] C Br(X),ou X = X xk.
On remarque que 'application naturelle

Br(Xy)

B ~
ker[Bri(X H rl — ker[Br(X) — W]

VEQ

est un isomorphisme. En fait, I'image d’un élément b de Br(X) localement constant (en
une certaine place v) est nulle dans Br(Xp, ), ainsi nulle dans Br(X) une fois qu’on a

un isomorphisme ¢, : Br(X) = Br(X %,) de groupes de torsion, alors b est un élément
de Bri(X), ce qui montre I'isomorphisme voulu. D’aprés la suite de Kummer et la
divisibilité de Pic°X, la partie de n-torsion de Br(X) est le quotient de H?(X, u,,) par
NS(X)/n, elle est donc invariante par extension de corps de base k,/k. On obtient alors
I'isomorphisme c,.

On note ce sous-groupe B(X) des éléments localement constants de Br(X). Le
groupe B(X)/Br(k) est fini, dés que les groupes de Tate-Shafarevich de certaines
variétés abéliennes sont finis, ¢f. la proposition 2.14 de 'article de Borovoi/Colliot-
Théléne/Skorobogatov [CTBS08]. Parfois, pour le principe de Hasse, 'obstruction de
Brauer-Manin associée & cette partie conjecturalement finie suffit.

2.1.2 Lemmes de déplacement

On dit qu’un zéro-cycle est séparable s’il est écrit comme une combination finie Z-
linéaire de points fermés sans multiplicité. On va appliquer plusieurs fois les lemmes de
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déplacement suivants.

Lemme 2.1.1. Soient X une variété intégre réguliére sur un corps parfait infini k, et
U un ouvert non vide de X. Alors tout zéro-cycle z de X est rationnellement équivalent,
sur X, a un zéro-cycle 2’ a support dans U.

Démonstration. On trouve une démonstration détaillée dans [CT05] §3. O

Lemme 2.1.2. Soit m : X — C un morphisme non constant entre des variétés lisses
projectives géométriqguement intégres sur un corps parfait infini k. Supposons que C' est
de dimension 1. Soit D un ensemble fini de points fermés de C, on fize zg un zéro-cycle
effectif de X.

Alors, pour tout z € Zy(X), il existe un entier positif ro tel que, pour tout r > r,
z + rzo soit rationnellement équivalent sur X a un zéro-cycle effectif z, tel que m.(2;)
soit séparable a support en dehors de D et de . (20).

Démonstration. Voir [CT00] Lemme 3.2, la méme démonstration fonctionne pour zg
remplacant un point fermé. O

Lemme 2.1.3. Soit 7 : X — P! un morphisme non constant au-dessus de la droite
projective sur R, C ou sur un corps p-adique, avec X une variété lisse intégre. Soient
D un ensemble fini de points fermés de P', Xy un ouvert de Zariski non vide de X.
Alors, pour tout zéro-cycle z a support dans X, il existe un zéro-cycle séparable 2’ a
support dans X tel que 2’ soit suffisamment proche de z et tel que m.(2") soit séparable a
support en dehors de D. Les zéro-cycles m.(z) et i (2') sont rationnellement équivalents.

Démonstration. Essentiellement, ce résultat se déduit du théoréme des fonctions im-
plicites. On trouve les arguments a la page 19 de [CTSSD98| et 89 de [CTSD94]. Les
zéro-cycles m,(2) et m.(2') sont automatiquement rationnellement équivalents sur P! car
ils ont le méme degré. O

2.1.3 Lemme d’irréductibilité de Hilbert pour les zéro-cycles

Pour le confort du lecteur, on rappelle le lemme clé du Chapitre I, il joue aussi un role
crucial dans ce travail. Avec ce lemme, qui est en un certain sens une version effective du
théoréme d’irréductibilité de Hilbert pour les zéro-cycles, on peut approximer certains
zéro-cycles effectifs locaux par un point fermé global appartenant & un sous-ensemble
hilbertien généralisé Hil. C’est la version pour les zéro-cycles du théoréme 1.3 de Ekedahl
[Eke90]. On trouve la démonstration dans le Chapitre I, Lemme 1.3.4.

Lemme 2.1.4. Soit C une courbe projective lisse et géométriquement intégre sur un
corps de nombres k, on note g = g(C) le genre de C. Soit Hil un sous-ensemble hilbertien
généralisé de C. Soit y € Zy(C) un zéro-cycle effectif de degré d > 2g. On fize S un
sous-ensemble fini de Q.. On suppose que z, € Zy(C,) est un zéro-cycle effectif séparable
de degré d a support disjoint de supp(y) rationnellement équivalent a y X ky sur C,
pour toute v € S.

Alors il existe un point fermé 0 de C' de degré d, tel que
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(1) 6 € Hil,
(2) 0 soit rationnellement équivalent a vy,
(3) 0 soit suffisamment proche de z, pour toute v € S.

2.1.4 Injectivité de ’application CHy(X,) — CHy(C,)

Grace a Wittenberg, [Wit], Corollaire 2.2, on a le résultat suivant.

Proposition 2.1.5 (Wittenberg). Soit X — C une fibration au-dessus d’une courbe
sur un corps de nombres k. Si la fibre générique est géométriquement rationnellement
connexe, alors

(H CHO) Uapplication induite C Ho(X,) — CHy(C,) est injective pour presque toute
place v de k.

2.2 Quand le principe de Hasse et 'approximation faible
valent pour les fibres

2.2.1 Conditions (2’) et (27)

On considére une fibration X — C et on suppose que l'indice de la fibre générique
ind(X,/k(C)) =1, autrement dit il existe un zéro-cycle de degré 1 sur la k(C)-variété
X;,. Il existe alors

- un ensemble fini 7,

- un ouvert non vide U de C,

- une multi-section pour chaque ¢ € I, i.e. une immersion fermée G; : Z; — Xy =
X xo U avec Z; une k-variété intégre munie d’un morphisme fini étale «; : Z; — U de
degré d;,
tels que D, nyd; = 1 pour une certaine famille d’entiers {n;};c7. Pour tout point fermé
0 €U, Y icrniBix(a;(0)) est alors un zéro-cycle de degré 1 sur la fibre Xy. La condition
(2”) implique alors la condition (2’).

On remarque que si la condition (2’) est vérifiée, la partie sur le principe de Hasse
de (3) est automatiquement vérifiée.

On rappelle que, dans le Chapitre I, la condition (2) permet d’appliquer les estima-
tions de Lang-Weil afin d’obtenir un zéro-cycle local de degré 1 sur la fibre Xy pour
presque toute place de k(6). En remplagant (2) par (2°) (ou (27)), cela devient trivial
une fois qu’on peut choisir # € Hil.

2.2.2 Principe de Hasse

Dans les théorémes suivants 2.2.1, 2.2.3, on fait I’hypothése (2°) que ind(Xg/k(0)) =
1(0 € Hil) pour un certain sous-ensemble hilbertien généralisé (strict) Hil. Sil’on suppose
I'hypothése plus forte (27) que ind(X,/k(C)) = 1 au lieu de (2’), on n’a plus besoin
des arguments suivants, les démonstrations deviennent triviales. C’est le sous-ensemble
hilbertien généralisé qui apporte des difficultés.
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Théoréme 2.2.1. Soit m : X — C une fibration avec U1(Jac(C)) fini. Soit Hil un
sous-ensemble hilbertien généralisé de C. On suppose que pour tout point fermé 6 € Hil,
la fibre Xy (vue comme une k(0)-variété) admet un zéro-cycle de degré 1.

Alors, lobstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe B(X) (plus précisé-
ment, limage de B(C) dans B(X) suffit) est la seule au principe de Hasse pour les
zéro-cycles de degré 1 sur X.

Remarque 2.2.2. Pour U'existence, la partie localement constante B (conjecturalement
finie modulo Br(k)) suffit car on n’a plus besoin d’approximation faible/forte en bas
(afin d’appliquer le théoréme des fonctions implicites).

Démonstration. On suppose qu'il existe {z, }yeq, une famille de zéro-cycles locaux de
degré 1, telle que {z,} L B(X) (ou I'image de B(C') dans B(X)), on a alors m.(z,) LB(C).
D’aprés le théoréme 1.1 d’Eriksson et Scharaschkin [ES08], il existe un zéro-cycle global
y de degré 1 sur C. On fixe un point fermé de P de X de degré d(P), m«(P) est alors
un zéro-cycle effectif de degré d(P) sur C. Le lemme de déplacement 2.1.2 appliqué a
I'identité C' — C' donne un entier positif n; tel que y + nim(P) soit rationnellement
équivalent & un zéro-cycle effectif séparable y(, sur C. Par le méme argument, il existe un
entier positif ng tel que yo = yy+nam,(P) soit rationnellement équivalent a un zéro-cycle
effectif séparable yo, & support disjoint de supp(y() Um(P). On écrit yp — Yoo = dive (1)
pour une fonction 1 € k(C)*, ceci définit un morphisme fini plat 1 : C — P! tel que
Yo = ¥*(0) et Yoo = ¥*(00). On note d = deg(y)) = deg(yo) = deg(yoo) = 1+ (m1 +
ny)d(P). D’autre part, en enlevant quelques points fermés si nécessaire, on trouve un
sous-ensemble hilbertien généralisé Hil' de P! tel que pour tout point fermé ¢’ € Hil’,
I'image réciproque 6 = ¢p~1(#') est un point fermé de C appartenant & Hil. Le théoréme
d’irréductibilité de Hilbert dit que le sous-ensemble hilbertien Hil' NP (k) est non vide.
On prend #" € Hil' NPY(k) et on note 6 = 1»~1(#’) son image réciproque, alors 6 € Hil et
0 ~ Yo ~ Yoo st un zéro-cycle de degré d de C. Par ’hypotheése, sur la fibre Xy/k(0) il
existe un zéro-cycle 2’ de degré 1, c’est un zéro-cycle de degré d sur X. On trouve alors
z =2’ — (n1 + n2) P un zéro-cycle de degré 1. O

Si de plus on suppose que le sous-ensemble hilbertien généralisé Hil est strict, on
peut étendre le résultat précédent & une base plus générale qu'une courbe.

Théoréme 2.2.3. Soit m: X — Y un morphisme dominant entre des variétés projec-
ties lisses géométriquement intégres sur k avec la fibre générique X, géométriquement
integre sur K = k(Y), tel que l'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse pour
les zéro-cycles de degré 1 sur'Y associée au groupe B(Y') est la seule. Soit Hil un sous-
ensemble hilbertien généralisé strict de Y. On suppose que pour tout point fermé 6 € Hil,
la fibre Xg (vue comme une k(0)-variété) admet un zéro-cycle de degré 1.

Alors, Dobstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe B(X) (plus précisé-
ment, l'image de B(Y) dans B(X) suffit) est la seule au principe de Hasse pour les
zéro-cycles de degré 1 sur X.

Démonstration. On suppose que le sous-ensemble hilbertien généralisé strict Hil est dé-
fini par Z7 — U C Y avec Z géométriquement intégre, Z — U étale fini et U un
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ouvert non vide de Y. En restreignant U si nécessaire, on peut supposer que 7 se sur-
jecte sur U. On suppose qu’il existe une famille de zéro-cycles locaux {z,} de degré 1
telle que {z,} LB(X) (ou {z,} soit orthogonale a I'image de B(Y') dans B(X)), alors
{me(20) } LB(Y) et il existe un zéro-cycle global y € Zy(Y) de degré 1. On prend un
point fermé P de X de degré d(P) tel que m(P) soit dans U, et on choisit une k-
courbe projective lisse et géométriquement intégre C' passant par tout point fermé de
supp(y) U {m(P)}, de plus, on peut choisir C telle que Z¢ = Z xy C soit géométri-
quement intégre sur k (il existe une telle courbe d’aprés une variante des théorémes de
Bertini, ¢f. [Jou83| 1.6.3). Le morphisme Zo — UNC = U xy C C C définit un sous-
ensemble hilbertien généralisé strict Hilo de C' contenu dans Hil. Par le méme argument
que celui du théoréeme 2.2.1 appliqué & X = X xy C — C, on trouve un zéro-cycle de
degré 1 sur X¢ C X. O

Remarque 2.2.4. On doit demander que le sous-ensemble hilbertien généralisé Hil soit
strict, sinon C' ne peut pas toujours étre choisie telle que Z¢ soit intégre quand on
suppose seulement que Z est intégre.

2.2.3 Approximation faible/forte

Soit X une variété projective lisse et géométriquement intégre de dimension d sur
un corps de nombres k. Pour une place v € €, on pose X, = X X k. On considére,
pour un entier m positif non nul, la composition

CHo(Xy) 2™ H?(X,,Z/mZ(d)) 2™ H?(X,,7/mZ(d)),

ol ¢, est lapplication de cycle, et on H24(X,,Z/mZ(d)) est la cohomologie modi-
fite munie d’une application canonique j,,. Le groupe H?¥(X,,Z/mZ(d)) est égal a
H?Y(X,,7Z/mZ(d)) si v est une place non archimédienne; il est nul si v est une place
complexe ; c’est un certain groupe annulé par 2 si v est une place réelle, cf. [Sai89a] pour
la définition précise.

Dans le Chapitre I, on introduit I’approximation faible/forte au niveau de la co-
homologie. On dit que X satisfait 1'approzimation faible (resp. forte) au niveau de la
cohomologie aux places finies pour les zéro-cycles de degré 4, si pour tout entier positif
non nul m, pour tout ensemble fini S C QF (resp. pour S = QF), et pour toute famille
{2 }veq, de zéro-cycles locaux de degré 9, il existe un zéro-cycle global z sur X de degré
§ tel que z et z, aient la méme image dans H?*(X,,Z/mZ(d)) pour toute v € S. On
dit que l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a l'approximation faible (resp. forte)
au niveau de la cohomologie auz places finies pour les zéro-cycles de degré § sur X, si
lon a l'existence de z ci-dessus pour toute famille {z,} L Br(X). De la méme fagon, on
dit « au niveau du groupe de Chow » lorsqu’on remplace les groupes H24(X,,, Z/mZ(d))
par CHy(X,)/m, cf. §1.1.3 du Chapitre I pour plus d’informations.

Théoréme 2.2.5. Soit X — C une fibration avec III(Jac(C)) fini. Soit Hil un sous-
ensemble hilbertien généralisé de C tel que pour tout point fermé 6 € Hil, la fibre Xy
(vue comme une k(6)-variété) admet un zéro-cycle de degré 1. Soit 6 un entier.
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On suppose que pour tout point fermé 6 € Hil, la fibre Xy satisfait l’approzimation
faible au niveau de la cohomologie aux places finies pour les zéro-cycles de degré 1.

Alors, obstruction de Brauer-Manin est la seule & l'approximation faible au niveau
de la cohomologie auz places finies pour les zéro-cycles de degré § sur X.

De plus, on suppose que
(H CHO) lapplication CHy(X,) — CHy(Cy) est injective pour presque toute place
v € Qy, par exemple, la fibre générique X, est une k(C)-variété géométriquement ra-
tionnellement connexe.

Alors, lobstruction de Brauer-Manin est la seule a l'approximation forte au niveau
de la cohomologie aux places finies pour les zéro-cycles de degré § sur X.

Démonstration. La démonstration fonctionne bien comme dans le théoréme 1.2.2 du
Chapitre I une fois que la proposition clé suivante 2.2.7 est établie. O

Remarque 2.2.6. (i)L’hypothése que la fibre Xy(6 € Hil) satisfait ’approximation
faible pour les points rationnels ne suffit pas, parce que dans la preuve on ne peut
obtenir que des zéro-cycles locaux de degré 1 (pas des points rationnels locaux pour
v ¢ S) sur la fibre Xp.

(ii)En comparant avec le Chapitre I, pour le cas o k a une place réelle et § # 1, on
n’a plus besoin de ’hypothése (du théoréme 1.2.2 du Chapitre I) qu’il existe une famille
de zéro-cycles locaux de degré 1 orthogonale & 7* Br(C). En fait, dans le Chapitre I, on
doit appliquer les estimations de Lang-Weil afin d’arriver au fait que Xy a des zéro-cycles
de degré 1 localement pour les places hors de S. Il est alors obligatoire d’augmenter S
afin de contenir les places réelles et ensuite approximer les zéro-cycles locaux en S par
§ sur C. Pour cela, on doit avoir la conclusion du théoréme 1.1.5 (qui utilise cette
hypothése) du Chapitre I pour les places réelles.

(iii) L’auteur ignore si ce résultat vaut pour une base plus générale.

Proposition 2.2.7. Soient 7 : X — C une fibration et Hil un sous-ensemble hilbertien
généralisé de C. Soit y € Zy(C) un zéro-cycle (pas nécessairement effectif ). Supposons
qu’il existe une famille de zéro-cycles {zy}veq, de X, telle que z, € Zo(Xy/y) = {2z €
Z0(X,); 7w (2) ~ y} pour toute v € Q.

Alors, pour tout sous-ensemble fini S de QF, il existe un entier positif so tel que, pour
tout entier s > sq, il existe les données suivantes :

(i) un zéro-cycle effectif zo € Zo(X) et yo = m(20) € Zo(C);

(ii) pour chaque v € S, un zéro-cycle effectif 7, € Zy(X,) rationnellement équivalent
a zy+ (s+1)z0 sur X, tel que (1) soit séparable;

(#i) un point fermé 6 € Hil de degré d = deg(zy) + (s + 1)deg(zo) tel que comme
zéro-cycle 0 soit suffisamment proche de m.(1,) pour toute v € S, et 0 — (s + 1)yo soit
rationnellement équivalent a T4(z,) sur C, pour toute v € .

Supposons de plus que pour tout point fermé 6 € Hil, la fibre Xy (vue comme une
k(0)-variété) admet un zéro-cycle de degré 1. Alors, il existe des zéro-cycles de degré 1
localement partout sur Xg/k(0).
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Démonstration. On prend un zéro-cycle effectif 2y qui est un multiple d’un point fermé
de X tel que deg(zp) soit suffisamment grand, et on pose yo = m.(z0) € Zy(C). Le lemme
3.1 de [CT00] implique qu’il existe un zéro-cycle effectif séparable y; ~ y+ yo € Zo(C).

On pose t, = zy+20 € Zp(Xy/y1). D’apres le lemme de déplacement 2.1.2, on trouve
alors un entier sy suffisamment grand (qui dépend de S) tel que pour tout s > sg et
toute v € S il existe un zéro-cycle effectif 7, ~ t, + s20 = 2z, + (s + 1)20 € Zp(X,) tel
que 74(7y) soit séparable et a support en dehors de supp(yo) U supp(y1).

On a alors, pour toute v € S, m(7y) ~ y1 + syo € Zo(Cy), deg(ms(7y)) suffisamment
grand. D’aprés le lemme 2.1.4 on trouve 6 € Hil suffisamment proche de 7. (7,) pour
toute v € S tel que 6 ~ y; + syp. Puisque y1 ~ y + yo et 2z, € Zy(X,/y) pour toute
veonaf—(s+ 1)y ~ m(z,) pour toute v € QF. On sait aussi que pour toute
veS, 0~y + sy~ m(1y) € Zo(Cy). Ceci compléte la preuve. O

2.3 Quand l'obstruction de Brauer-Manin est la seule pour
les fibres

Dans cette section, on ne considére qu'une fibration X — P!. L’obstruction de
Brauer-Manin pour les points rationnels est discutée dans une série d’articles de Harari
[Har94|, [Har97|, [Har07], au lieu de supposer que « beaucoup de » fibres satisfont le
principe de Hasse (resp. I'approximation faible) on suppose seulement que 1’obstruction
de Brauer-Manin est la seule pour ces fibres. Dans cette section, on développe une
version considérant les zéro-cycles de degré 1 paralléle aux théorémes de Harari, disons
en supposant la condition (3’) au lieu de (3). Dans article [Har94|, deux situations ont
été considérées. Dans le théoréme 4.2.1 de [Har94|, on suppose que toutes les fibres sont
géométriquement intégres (sauf la fibre au-dessus de co € P!(k)), le théoréme paralléle
2.3.7 est montré dans la sous-section 2.3.2. Dans le théoréme 4.3.1 de [Har94|, on suppose
qu’il existe un k(C')-point rationnel sur la fibre générique, pour les zéro-cycles on montre
dans la sous-section 2.3.1 le théoréme paralléle 2.3.2, ot on suppose qu’il existe un zéro-
cycle de degré 1 sur la fibre générique. Premiérement, avant les théorémes principaux
de cette section, on donne des résultats sur la spécialisation du groupe de Brauer.

On considére une fibration X — P!, on note K = k(P') le corps des fonctions,
n = Spec(K) le point générique de P!, et X; = X Xk K. Pour un élément b de
Br(K(X,)) = Br(k(X)), il existe un ouvert non vide Xy de X tel que b € Br(Xj).
Pour presque tout point fermé 6 de P!, la fibre Xy est lisse géométriquement intégre et
son point générique 7n(Xy) est dans X, la spécialisation de b au point 7(Xy) est alors
un élément de Br(k(6)(Xy)). Lorsque Br(X,)/Br(K) est un groupe fini, ceci définit la
fleche de spécialisation :

Br(Xy) Br(Xg)
Br(K)  Br(k(0))

Spe -

pour presque tout point fermé @ de P!, voir la section 3.3 de [Har94| pour plus d’infor-
mations.
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Proposition 2.3.1 (Harari). Soit X — P! une fibration sur k un corps de nombres.
On suppose que Br(Xp) est fini et que PicXy est sans torsion.

Alors, il existe un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil de P! tel que pour tout
0 € Hil, la fleche de spécialisation

Br(X,) R Br(Xy)
Br(K) Br(k(9))

Spg :

est un isomorphisme de groupes abéliens finis.

Démonstration. Les preuves du théoréme 3.5.1 de [Har94| et du théoréme 2.3.1 de
[Har97| fonctionnent bien pour un point fermé 6 au lieu d’un point k-rationnel. Dans
le théoréme 3.5.1 de [Har94|, on suppose que Br(Xj) est nul, tandis que dans Iarticle
[Har97|, le théoréme concerné est renforcé avec I’hypothése que Br(Xpy) est fini. O

2.3.1 Supposons (27)

Pour une fibration X — P!, si I'on suppose les conditions (27) et (3’), le principe
de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 vaut pour X, ce cas est déja contenu dans le
théoréme 2.2.1.

Théoréme 2.3.2. ! Soient 7 : X — P! une fibration et Hil un sous-ensemble hilbertien
généralisé de P*. On suppose que

- lindice de la fibre générique ind(X,/K) =1, ot K = k(P'),

- le groupe Br(Xy) est fini, le groupe PicXy est sans torsion,

- pour tout point fermé 6 € Hil, I'obstruction de Brauer-Manin est la seule a l'ap-
proximation faible au niveau de la cohomologie aux places finies pour les zéro-cycles de
degré 1 sur la fibre Xy.

Alors lobstruction de Brauer-Manin est la seule & 'approximation faible au niveau
de la cohomologie auz places finies pour les zéro-cycles de degré 1 sur X.

De plus, on suppose que
(H CHO) lapplication CHy(X,) — CHo(PL) est injective pour presque toute place
v € Q, par exemple, la fibre générique X, est une k(PY)-variété géométriquement ra-
tionnellement connexe.

Alors Uobstruction de Brauer-Manin est la seule & l'approximation forte au niveau
de la cohomologie auz places finies pour les zéro-cycles de degré 1 sur X.

Remarque 2.3.3. Le cas particulier ou la fibration est triviale a déja une conséquence
trés intéressante : le théoréme 2.5.2 et son application 2.6.5, voir la remarque 2.3.4 aprés
la preuve pour plus d’informations.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.3.1, il existe un sous-ensemble hilbertien géné-
ralisé Hily tel que pour tout 6 € Hily 'application de spécialisation soit un isomorphisme
de groupes finis. On peut supposer que les fibres Xy(6 € Hily) sont lisses géométri-
quement intégres. Soit A = {A;,..., A} C Br(k(X)) un ensemble de représentants

Woir aussi la discussion 4 la fin de ce texte pour le cas otl la base est une courbe de genre quelconque.
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du groupe fini Br(X,)/Br(k(P')). Les éléments Ay = spy(A) € Br(k(0)(Xq))(A € A)
engendrent Br(Xy)/Br(k(6)) pour tout 6 € Hily.

Par I'hypothése, il existe un zéro-cycle zg de degré 1 sur X, on écrit zg = Zj n;iR;(n)
avec K; = K(Rj(n)) le corps résiduel du point R;j(n). On pose d; = [K(R;(n)) : K].
Il existe alors un ouvert non vide U de P!, un morphisme étale fini Zj — U de degré
d;, ou Z; est une sous-variété fermé intégre de X xp1 U de corps des fonctions K; pour
chaque j.

Pour chaque 7, on pose A} = > njcoresg, /i (Ai(R;(n))) € Br(K). En remplagant
A; par A; — Al, on peut supposer que (A;, Zj n;R;j(n))x = 0. Soit X un ouvert non
vide de X tel que A C Br(Xy). En restreignant U, on peut supposer que Tx, : Xo — U
est surjectif. On fixe Ny un point fermé de Xy de degré ng. On choisit a un entier positif
tel que les éléments de A soient tués par a et tel que a est un multiple de m (si 'on
considére I’approximation au niveau de la cohomologie & coefficients dans Z/mZ).

On part d’une famille de zéro-cycles de degré 1, {z, } L Br(X), on va 'approximer aux
places dans un sous-ensemble fini S C Q. Pour 'approximation forte, on doit prendre
S un sous-ensemble fini qui contient toutes les places telles que C'Hy(X,) — CHo(P})
ne soit pas injective. On peut supposer que les supports des z, sont dans Xy par le
lemme de déplacement 2.1.1.

Le lemme formel de Harari (cf. le lemme 4.5 de [CTSSD98] pour la version pour les
zéro-cycles, le corollaire 2.6.1 de [Har94| pour la version originale) dit qu’il existe un
ensemble fini S” de places de k contenant S et il existe z], € Zy(Xo,)(v € S') de degré
1 avec 2|, = z,(Vv € S) tels que

Z invy((Aj, 22)) = 0 pour tout A; € A.
ves’

Pour v € ', on écrit 2], = 27—z, ou z et 2, sont des zéro-cycles effectifs & supports

distincts dans Xo. On pose 2! = 2/ + angz, = 2z} + (ang — 1)z, alors deg(z}) =

1(mod ang), (A;, 2y = (A;, 2L), pour tout A; € A. On a aussi que (A;,aNg), = 0
car les A; € A sont tués par a. On ajoute un multiple positif convenable de alNy a
chaque z}(v € S') et trouve z2 de méme degré 6 = 1(mod ang) pour v € S’. On a
(Ai, 2E)y = (A4, 22), pour A; € A. Donc

Z invy((Ay, 22),) = 0 pour tout A; € A.
veS’

D’aprés le lemme de déplacement 2.1.3, il existe, pour v € S’, un zéro-cycle effectif 23
de degré & a support dans Xg tel que 7. (z3) soit séparable et tel que 23 soit suffisamment
proche de z2. D’otl

Z invy((Ay, 23),) = 0 pour tout A; € A.
ves’

Par le lemme 2.1.4, il existe un point fermé § € Hil’, ot Hil' est un sous-ensemble
hilbertien généralisé contenu dans Hil N Hily N U, tel que 0 soit suffisamment proche de
7. (23) pour toute v € .
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Comme 0 xp1 PL = | |

s’écrit comme 60, = >

wloweDy ) Spec(k(6),) pour v € Q, 'image de § dans Zy(P})

P, ot P, = Spec(k(0),,) est un point fermé de P} de
3

w|v,wENy (o)
corps résiduel k(). Pour v € S’, 6, est suffisamment proche de m,(z5), ot le zéro-cycle
effectif séparable 7,(23) est de la forme Zw|v,’w€9k(9> Qw avec les @y, deux & deux dis-

tincts. Alors k(0)w = ky(Py) = ky(Qu), Py est suffisamment proche de Q,, € PL(k(0))-
D’otl on sait que 22 = ZwlvﬂwEQk(e) MY avec k,(M2) = k(0), et M2 € X,(k(0)y) se
trouve dans la fibre au-dessus du point fermé @,,. Le théoréme des fonctions implicites
implique qu'il existe un k(6),-point lisse M,, de Xy N X suffisamment proche de MY
pour toute w € S’ ®j, k().

On a donc, pour 4; € A,

> invy((Ai, My)w)

wES'@ik(0)

= ) invy(Ai(My))

weS' @rk(0)

= ) invn(A(MY))

wES'@1k(6)

= > inwy(Ai(M)))
veS" wlv

= Z Z z’nvv(coresk(g)w/kv (AZ(MB;)))

veS’ wlv

— Z vav«Ai,MBM
veS’ wlv

= Z invy((Ag, 23),)

veS’
= 0

- Pour v € S’, on pose z} =5 M,,, c’est un zéro-cycle effectif de degré 1

weﬂk(g),wh)
sur Xy X ky. Vu comme un zéro-cycle (de degré §) de X, il est suffisamment proche de

3
z5.

- Pour v ¢ S’ on pose z} = 2R (0p) =3, anj(ZU’EQk(G)vU)W P,)
= Zweﬂk(8)7w|” > niRj(Py), ot la spécialisation R;(Py) = Zj Xy Py est un zéro-
cycle effectif de degré d; dans la fibre X, p,. Alors My, = > ;n;R;(Py) est un zéro-
cycle effectif de degré 1 dans la fibre X,p,. Comme (A,-,Zj njR;j(n))k = 0, on a
(Ai, M)y = 0, donc
> vy ((Aiy My)w) = 0.
we(Q\S)®rk(0)

On arrive a

Z invy ((Ai, Miy)w) = 0, pour tout A; € A.
wER(o)
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Pour chaque w € Qyg), My est un zéro-cycle effectif local de degré 1 sur la k(0)-
variété Xy, donc

Z invy ((Aig, Miw)w) = 0, pour tout A; € A.
wer(g)

Comme 6 € Hilg, les A;p engendrent le groupe Br(Xy)/Br(k(6)), on trouve donc
{ My }weay, o L Br(Xg). Comme ¢ € Hil, I'obstruction de Brauer-Manin est la seule a
I’approximation faible au niveau de la cohomologie aux places finies pour les zéro-
cycles de degré 1 sur la fibre Xy, il existe alors un zéro-cycle global 2/, € Zy(Xy) de
degré 1 (sur k(0)), tel que pour toute wlv € §' N Qf, 2/ et 2z} ont la méme image
dans H2(d_1)(vaw,%(d — 1)), ou d = dim(X). Donc z,, € Zy(X) est de degré
d = 1(mod any), alors z,, = 2/, — %N@ est un zéro-cycle global de degré 1. Ensuite
on procéde comme dans la preuve du théoréme 1.2.2 du Chapitre I avec I'application
de Gysin au niveau de la cohomologie, en notant que 671—701 est un multiple de a (a
fortiori de m), on vérifie que les zéro-cycles z = z,, et z, ont la méme image dans

H?(X,,Z/mZ(d)) pour toute v € SN QL. O

Remarque 2.3.4. Dans le cas particulier d’une fibration triviale 7 : X = X’ xP! — P!,
la preuve devient plus simple. En fait, Br(X’) = Br(X) — Br(X,) induit un isomor-
phisme ]‘gg()]i;) = 1]337;(()1({"))’ tout élément de %7;(()[({"))
b € Br(X’), qui est partout non ramifié¢ dans Br(k(X’)), on n’a plus besoin d’appliquer
le lemme formel de Harari, et en dehors d’un certain ensemble fini S de places de k
I’évaluation de b en tout zéro-cycle de X donne 0 € Br(k,)(v ¢ S). De plus, on n’a plus
besoin de supposer ind(X,/K) = 1, car toutes les fibres de m sont géométriquement
intégres, d’aprés les estimations de Lang-Weil, on obtient automatiquement des points
rationnels locaux en dehors d’un certain ensemble fini de places de k dans les fibres
Xy. D’oti, on voit aussi qu’il suffit de supposer que 'obstruction de Brauer-Manin est
la seule pour les points rationnels (au lieu de “pour les zéro-cycles de degré 1”7, com-
parer avec la remarque 2.2.6(i)) sur les fibres Xp(6 € Hil) car la famille de zéro-cycles
locaux {Mw}wer(Q) obtenue dans la preuve est vraiment une famille de points ration-
nels locaux sur la fibre Xy. En outre, on obtient que 'obstruction de Brauer-Manin &
Papproximation faible/forte au niveau du groupe de Chow est la seule d’aprés le lemme
1.8 de Wittenberg [Wit], voir la remarque 2.3.10.

On arrive rapidement & un résultat intéressant : le théoréme 2.5.2 et son application
2.6.5.

provient alors d’un certain élément

2.3.2 Supposons (2)

On suppose que toutes les fibres de la fibration considérée X — P! sont géométrique-
ment intégres (’hypothése (2)). Dans [Har94|, afin de démontrer le théoréme principal
4.2.1, on ne peut pas éviter le lemme 4.1.1, qui est un lemme technique assez compliqué.
Ce lemme est expliqué encore une fois dans la section 2 de [Har07], dont la troisiéme re-
marque de la section 1 explique pourquoi on a besoin de ce lemme. Pour la méme raison,
on va démontrer la proposition suivante, qui est une version du lemme 4.1.1 de [Har94|
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pour les zéro-cycles. Le plan de la preuve est exactement le méme que dans le lemme
4.1.1 de [Har94|. Dans la preuve suivante, on conserve presque les mémes notations
(une différence légére est expliquée dans la remarque 2.3.9); on ne va pas inclure tous
les détails (par exemples, on omet la construction de 'ensemble E et on n’explique pas
comment F fonctionne afin d’arriver a la conclusion de la proposition) ; on se concentre
sur les détails différents (par exemple, on fait les calculs sur le corps résiduel k(6) au
lieu de k). Pour les lecteurs qui s’intéressent a la preuve compléte, il est conseillé de lire
la preuve du lemme 4.1.1 de [Har94| (ou la section 2 de [Har07]) avant la lecture de la
preuve suivante.

Proposition 2.3.5. Soit 7 : X — P! une fibration a fibres géométriquement intégres.
On suppose que U est un ouvert non vide de X et A C Br(U) un sous-ensemble fini
d’éléments de Br(k(X)).

Alors, pour un entier positif d fixé, il existe un ensemble fini S C €y, et un ensemble
fini E d’éléments de Br(K)NBr(U) C Br(k(X)) tels que si 8" D S est un ensemble fini
de places de k, il existe un nombre fini de places vy, ..., v hors de 8" et ; € Zo(Py,)(1 <
i < 1) zéro-cycles effectifs de degré d ayant la propriété suivante :

si 0 est un point fermé de P* de degré d suffisamment proche de chaque 6;(1 < i < 1)
comme zéro-cycles locauz et si la fibre Xog NU posséde des k(0)y-points lisses My, pour
toute w € 5" ®y k(0), vérifiant 3, o0, k() MVw(A(My)) = 0 pour A € AUE, alors
Xo NU possede des k(0),-points lisses M, pour w € (Q\ S") @ k(0) vérifiant

Z invy (A(My)) =0 pour A€ AUE.
wEQk(g)

Remarque 2.3.6. Dans cette proposition, les mémes S et E fonctionnent pour tout
entier positif d, méme si 'on va fixer un entier positif d avant 'application de cette
proposition dans la preuve du théoréme 2.3.7.

Démonstration. (esquisse) Cette proposition est assez subtile, la différence principale
entre cette preuve et le lemme 4.1.1 de [Har94] est que 6 est un point fermé au lieu d’un
point rationnel. On rappelle les notations du lemme 4.1.1 de [Har94| (voir la remarque
2.3.9 sur une différence légére). On note Z = X \ U = Z; U Z3 ou les composantes
irréductibles du fermé Z; dominent P! tandis que Zs est contenu dans la réunion d’un
ensemble fini de fibres X, (1 < ¢ < [) et on peut supposer que Zy = |_|§:1 Xpm,;. On
peut supposer que m; # oo € PL, on écrit Al = P\ oo = Spec(k[T]), on note P;(T)
le polyndéme irréductible unitaire définissant le point fermé m; € Al, k; = k(m;) =
E[T]/P;(T) le corps résiduel de m; et K; = k;(X,,,) le corps des fonctions de X,,,. Le
corps k; est alors algébriquement fermé dans K;. Pour A € Br(k(X)), on pose 04, son
image par Papplication de résidu Br(k(X)) — H'(K;, Q/Z). Les éléments 4 ;(A € A)
engendrent un sous-groupe fini abélien de la forme G; = H(Gal(K!/K;),Q/Z) ot K]
est une extension finie abélienne galoisienne de K;. On note k] la fermeture intégrale
de k; dans K|. En considérant la suite exacte de Faddeev, on trouve un ensemble fini
E C Br(k(PY))NBr(U). (Cet ensemble E est construit tel qu'on peut arriver a 1’égalité

> weq, Mvw(A(My)) = 0 pour A € AU E et 1 < i <[ qui apparait plus tard, ici on
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omet sa construction et ses propriétés, qui seront utilisées afin d’arriver a la conclusion
de cette proposition, cf. la preuve du lemme 4.1.1 de [Har94| pour plus de détails.)

On peut trouver un modéle entier U (resp. X, Xy, et Z1) de U (resp. X, Xy, et
Zy) sur Wi = Spec(Oy, 5,) avec 'ensemble fini S; contenant toutes les places archimé-
diennes et toutes les places ramifiées dans les extensions k./k. On peut trouver pour
chaque i € {1,...,l} un ouvert lisse U; de &, disjoint de 2, tel que les éléments de
HY(Gal(K!/K;),Q/Z) soient dans H (U;,Q/Z). On peut supposer également, quitte a
augmenter S1, que U est lisse, que X et Z7 sont plats sur IP’,l/Vl, que X, et toutes les com-
posantes irréductibles de X, \U; sont plates sur Wi, que toutes les fibres de X — Pll/vl
sont géométriquement intégres, que les réductions modulo v ¢ Sy des fibres X,,, sont
deux a deux disjointes, avec en plus X,,, NU = (), que les éléments de AU E C Br(U)
s’étendent en des élément de Br(U), que le polynome P;(T') est a coefficients dans Oy, g, ,
et que sa réduction modulo v ¢ Sy est un polynéme séparable.

L’estimation de Lang-Weil (cf. par exemple le lemme 1.3.3 du Chapitre I) dit qu’il
existe un ensemble fini S O S; de places de k (et on pose W = Spec(Oy,s)) contenant
toutes les places archimédiennes tel que

(i) siie{1,...,0} et sivf € Q, \ S ® ki, le schéma Z/Z-vg (réduction modulo v)
posséde un k;(vy)-point.

(ii) si 0 € PV et si w € Qieo) \ S @y k(0), alors le schéma Xy (réduction modulo
w de Xp) posséde un k(0)(w)-point hors de Z.

Ainsi, si 6 € AN(k(0)) et w € Qyp)\ SR1k(H), X, possede toujours un k(0)(w)-point
lisse M (w)

e soit dans l'un (unique) des U;, si w(P;(0)) > 0 (a fortiori w(#) > 0),

e soit dans U, si w(P;(0)) = 0 (a fortiori w(#) = 0) ou si w(f) < 0.

On peut le relever, par le lemme de Hensel, en un k(6),,-point lisse M,, de U N Xy
dés que 0 # m; pour tout .

On peut aussi supposer qu’il existe un revétement étale fini galoisien (connexe) ); de
U; de groupe Gal(K]/K;), qui se factorise par un revétement étale fini galoisien V; — )
de groupe Gal(K|[/K;k.). La fibre générique de ); est une variété géométriquement
intégre sur k.

Le théoreme de Cebotarev géométrique (le lemme 2.3.1 de [Har94]) dit que, pour
tout élément o € Gal(K]/K;k]) et pour presque toute place v; de k], Y/ posséde des
kL (v})-point Q(v}) tels que le Frobenius en Q(v]) soit o, on peut supposer que ceci vaut
pour v; € Qs \ S ®y ki

11 suffit de montrer le résultat voulu avec S’ = S.

D’aprés le théoréme de Cebotarev, on choisit des places v;(1 < ¢ < [) deux a deux
distinctes de k, hors de S, et totalement décomposées dans k] /k. Le polynome P;(T) = 0
a alors une racine simple dans k(v;) se relevant en un élément 0§1) de k,, = Al(k,,)
vérifiant vi(Pi(Hl(l))) = 1. On fixe 91(2) un point fermé de A} de degré d — 1 différent de
01(1) (sur un corps p-adique, il existe un nombre infini de polynomes irréductibles de degré
fixé, cf. [Ser68], Proposition 17 et son corollaire). On définit 6; = 91(1) + 91(2) € Zo(Py,)
un zéro-cycle local de degré d.
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Si # € Al est un point fermé de degré d suffisamment proche de 6;, par définition
il existe donc une place w) de k(f) au-dessus de v; telle que les extensions k(6),0/k,

et k(0)(w?)/k(v;) soient triviales et 'image de 6 € k() = Al(k(0)) dans k(6),0 soit
suffisamment proche de 6" Donc wd(P(0)) = vi(P;(0)) = vi(Pi(GZ(I))) =1.

(2 (2

On veut évaluer A(M,) pour A € AUE et w € Q) \ S @ k(0). On sait que le
point M,, est dans U mais sa réduction M (w) peut étre dans I'un (unique) des U; ou
dans U. Soient €2 le sous-ensemble des w € gy \ S @ k() tel que M (w) soit dans U
et ;(1 < i <) le sous-ensemble des w € Qg \ S @4 k(0) tel que M (w) soit dans U;.
Alors, Q9,1 ..., forment une partition de Q) \ S @4 k(0), et on sait que w? € Q.
En notant que w(P;(6)) = 1, selon le méme argument (qui utilise les propriétés de
I'ensemble E) de la preuve du lemme 4.1.1 de [Har94| avec le théoréme de Cebotarev
géométrique, en modifiant les points Mw?(l < ¢ < 1) si nécessaire, on trouve une famille

{M,,} vérifiant

Z invy(A(My)) =0pour Ac AUFE et 1 <i<l,

weN;
et
invy (A(My)) =0 pour A € AUE et w € Q.
Maintenant, étant donnés 6 et { My, }yes0,k(e) comme dans I'hypothése, i.e.
Z invy (A(My)) =0 pour A€ AUE,
weSRLK(O)
on a
Z invy (A(My)) =0 pour A€ AUE,
wEQk(Q)
ceci termine la preuve. O

Théoréme 2.3.7. 2 Soit 7 : X — P! une fibration a fibres géométriquement intégres.
On suppose que Br(Xy) est fini et que PicXy est sans torsion.

Supposons qu’il existe un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil de P! tel que pour
tout 8 € Hil, respectivement,

(i) Uobstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse (pour les zéro-cycles de degré
1 ou pour les points rationnels) est la seule pour Xy;

(ii) Uobstruction de Brauer-Manin a l’approzimation faible pour les points rationnels
(ou Uapproximation faible au niveau de la cohomologie auzx places finies pour les zéro-
cycles de degré 1) est la seule pour Xy;

(iii) on suppose (i), et de plus, (H CHO) l’application CHy(X,) — CHy(PL) est
injective pour presque toute place v € €, par exemple, la fibre générique X, est une
k(PY)-variété géométriquement rationnellement conneze.

Alors, respectivement,

2Voir aussi la discussion & la fin de ce texte pour le cas ol la base est une courbe de genre quelconque.
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(i) Uobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse pour les zéro-
cycles de degré 1 sur X;

(ii) l'obstruction de Brauer-Manin est la seule & l’approximation faible au niveau de
la cohomologie auz places finies pour les zéro-cycles de degré 1 sur X;

(iii) l'obstruction de Brauer-Manin est la seule a l'approximation forte au niveau de
la cohomologie aux places finies pour les zéro-cycles de degré 1 sur X.

Remarque 2.3.8. La preuve montre qu’il suffit de supposer que toute fibre contient
une composante irréductible de multiplicité un qui est géométriquement integre.

Démonstration. L’idée est d’imiter la preuve du théoréme 4.2.1 de 'article de Harari
[Har94]. Il faut premiérement généraliser les lemmes cruciaux sur les k-points rationnels
dans [Har94| a la version sur les points fermés, ceci a été fait dans les propositions 2.3.1,
2.3.5. Il reste a ramener les questions sur les zéro-cycles aux questions sur les points
fermés, ceci sera fait par le lemme de déplacement.

Soit A = {A4,..., A} C Br(k(X)) un ensemble fini qui engendre Br(X,)/Br(K).
D’aprés la proposition 2.3.1, il existe un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil' C Hil
tel que pour tout point fermé 6 € Hil’, la fleche de spécialisation

Br(X,)  Br(Xp)
" Br(K) Br(k(9))

SPo

soit un isomorphisme. Les éléments Ag = spp(A)(A € A) engendrent Br(Xy)/Br(k(9)).

Soit U un ouvert de X tel que A C Br(U). On pose Z = X \ U = Z, U Zy avec
Zy = Uli:1 Xm,; comme dans la proposition 2.3.5. On peut supposer que co # m;
pour tout ¢ € {1,...,l} et que X est lisse. On pose D = {m;;1 < i < [} U{oo} U
{6; Xy n’est pas lisse}. En restreignant Hil’, on peut supposer que D N Hil’ = 0.

Soit S un ensemble fini de places de k. La proposition 2.3.5 donne un ensemble fini
S1 de places de k contenant S et un ensemble fini E C Br(K) N Br(U) possédant la
propriété décrite dans 2.3.5. On choisit Ny un point fermé de U et a un entier positif
tel que les éléments de A U E soient tués par a. On note ng le degré du point Nj.

On part d’une famille de zéro-cycles z, € Zy(X,) de degré 1 telle que

Zz’m}v((b, Zy)v) = 0 pour tout b € Br(X).
vEQ

On peut supposer que les z, sont & support dans U par le lemme de déplacement 2.1.1.
Le lemme formel de Harari (¢f. le lemme 4.5 de [CTSSD98| pour la version pour les
zéro-cycles, le corollaire 2.6.1 de [Har94] pour la version originale) dit qu’il existe un
ensemble fini Sy de places de k contenant Sy et z), € Zo(Uy)(v € S2) de degré 1 avec
zl, = zy(v € S1) tels que

Z invy((A, 2))) = 0 pour tout A € AUE.
vESy

P ro_ o+
Pour v € Sy, on écrit 2z, = 2z —

a supports disjoints dans U. On pose z

ou z; et z, sont des zéro-cycles effectifs

= 2z + angz;, = 2z} + (ang — 1)z, , alors

v
1
v v
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deg(zl) = 1(mod ang), (A, 2), = (A, zL), pour tout A € AU E. On a aussi que
(A,aNp), = 0 car les A € AUE sont tués par a. On ajoute un multiple positif convenable
de aNy & chaque z}(v € S3) et trouve un zéro-cycle z2 de méme degré d = 1(mod ang)
pour v € Sy. On a (A, z1), = (A, 22), pour A € AU E. Donc

Z invy((A, 22),) = 0 pour tout A € AU E.
vES2

D’aprés le lemme de déplacement 2.1.3, il existe, pour v € Sy, zéro-cycle effectif 23
de degré d a support dans U tel que 7, (z3) soit séparable et tel que 23 soit suffisamment
proche de z2. Dol

Z invy((A, 23),) = 0 pour tout A € AU E.
VE Sy

Avec lentier d, la proposition 2.3.5 donne les places vy, ..., v € Q\ 52 et le zéro-cycle
0; € Zo(Py,)(1 < i < 1) effectif & support hors de {oo} satisfaisant la propri¢té décrite
dans 2.3.5.

D’aprés le lemme 2.1.4 appliqué a SoU{vy, ..., v}, on trouve € Hil’ un point fermé
de degré d, tel que 6 soit suffisamment proche de 7. (23)(v € S2) et de 6;(1 < i <1).

Comme 6 xp1 P! = |

s’écrit comme 60, = >

wlowED o) Spec(k(6)y) pour v € Q, 'image de § dans Zy(P?)
P, ou P, = Spec(k(#),) est un point fermé de P}
de corps résiduel k(6),. Pour v € S, 6, est suffisamment proche de m,(z3), ou le
zéro-cycle effectif séparable m,(z3) est de la forme Zw|v,w€Qk(9) Quw avec les Q,, deux
a deux distincts. Alors k(6)w = ky(Py) = ky(Qu), Py est suffisamment proche de
Quw € PL(k(0)y). Dot on sait que 25 = Zwlv,weﬁkw) MY avec k,(MD) = k(0), et
MY € X, (k(6)y) se trouve dans la fibre au-dessus du point fermé Q. Le théoréme des
fonctions implicites implique qu'il existe un k(6),,-point lisse M,, de XyNU suffisamment
proche de MY pour toute w € Sy @ k(6).

wlv,wE gy

On a donc, pour A € AUE,
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> inwy(A(M,))

wES2@kk(0)

= D invu(A(M)
wWES2@k(6)

= > ) inwy(A(M))
veS2 wlv

= ZZinvv(coresk(g)w/kv(A(Mg)))

vES2 wlv

= Z Zinvv(<A, M?2).,)
vES2 wlv

= > invy((A,28))

vESy
=0

(Un calcul similaire pour les points rationnels apparait dans la preuve du théoréme 4.2.1
de l'article de Harari [Har94], ici le calcul est sur le corps résiduel de 6, c’est la seule
différence.)

La proposition 2.3.5 donne des k(f),-points lisses M,, de Xy N U pour w € Q) \
So ®y, k(6) tels que

Z invy (A(My)) = 0 pour tout A € AUE.
we(o)

Les points rationnels M, € (Xg N U)(k(0),) définissent une famille de zéro-cycles
de degré 1 de Xy vue comme une k(6)-variété. On a

Z invy ((Ag, My)w) = Z invy(A(My)) = 0 pour tout A € AUE.
weﬂk(g) ’weﬂk(g)

Comme 6 € Hil', les Ay engendrent le groupe Br(Xy)/Br(k(f)), on trouve que
{Muw}weayq L Br(Xp). Comme 6 € Hil, la fibre Xy satisfait 'hypothese (i) (resp.
(i), (iii)), il existe alors un zéro-cycle global 2’ € Zy(Xp) de degré 1 (sur k(6)), donc
2/ € Zp(X) est de degré d = 1(mod any), alors z = 2/ — dn;olNo est un zéro-cycle global
de degré 1 sur X. Pour 'approximation faible/forte au niveau de la cohomologie, pour
chaque m entier positif fixé, au début de cette preuve on doit choisir a un multiple de
m, et on prend S le sous-ensemble fini considéré pour l'approximation (resp. le sous-
ensemble fini qui contient toutes les places telles que C Hy(X,) — CHo(PL) ne soit pas
injective), ensuite on fait fonctionner I'argument ci-dessus avec 'application de Gysin
au niveau de la cohomologie et obtient le zéro-cycle global z = z,, voulu, cf. la preuve
du théoréme 1.2.2 du Chapitre 1. 0
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Remarque 2.3.9. L’hypothése sur la fibration 7 : X — P! est un peu différente
de celle de Harari [Har94|. Ici, toutes les fibres de 7 sont géométriquement intégres,
tandis que dans [Har94] la fibre au-dessus d'un k-point, disons co € P!(k), peut étre
géométriquement non integre. Dans la preuve ci-dessus, la notation U est différente de
celle de [Har94|, ici 'ouvert U contient la fibre en oo, un k(#)(w)-point M (w) de Xp'
(réduction modulo w de Xy) se trouve au-dessus de 00’ (réduction modulo v du point
oo € PY(k)), en particulier dans U, si et seulement si w(#) < 0. Dans [Har94], on doit
faire la réduction modulo v du point § € A'(k), on a besoin effectivement d’un point
entier, c’est la raison pour laquelle on utilise I'approximation forte pour A', mais ici,
I'approximation faible pour P! suffit. Alors I’hypothése du théoréme 4.2.1 de [Har94]
que X, admet un k(P1)-point lisse est superflue pour nous, cf. [Har07], Section 2.

2.3.3 Quelques remarques sur §2.2 et §2.3

Remarque 2.3.10. On peut remplacer partout la phrase « ’approximation faible/forte
au niveau de la cohomologie aux places finies » par « Papproximation faible/forte au
niveau du groupe de Chow » d’aprés un lemme de Wittenberg, [Wit|, Lemme 1.8.

Remarque 2.3.11. Comme indiqué par Harari dans [Har07|, dans cette section, on
peut considérer 'obstruction de Brauer-Manin associée & un certain sous-groupe, ce
sera plus flexible. Soit B un sous-groupe de Br(X,) contenant I'image de Br(k(P!))
tel que B/Br(k(P')) soit fini. Pour presque tout point fermé 6 de P!, la fleche de
spécialisation spf : B/Br(k(P')) — Br(Xg)/Br(k(0)) est bien définie, on pose By
I'image de B. Si sur la fibre Xy(6 € Hil) l'obstruction de Brauer-Manin associée au
sous-groupe By est la seule, on peut conclure sans difficulté que 1'obstruction associée
au sous-groupe B N Br(X) est la seule sur X. En particulier, si I'hypothése (3.ii) est
vérifiee, Br(X,)/Br(k(P')) est un groupe fini, en prenant B = Br(X,), on rentre (via
la proposition 2.3.1) dans le cadre des théorémes principaux 2.3.2, 2.3.7.

Remarque 2.3.12. Concernant I’hypothése arithmétique supposée dans §2.3, en pra-
tique, on vérifie souvent que 'obstruction de Brauer-Manin est la seule sur la fibre Xy
pour tout € dans un ouvert non vide (au lieu d’un certain sous-ensemble hilbertien gé-
néralisé) de la base. Cependant, méme si I'on suppose cette hypothése pour les 6 dans
un ouvert non vide, les preuves ne deviennent pas plus simple, parce que la proposition
2.3.1 est valable seulement pour les 6 € Hil.

2.4 Fibrations au-dessus de ’espace projectif

Le théoréme 2.3.7 nous permet de démontrer par récurrence les résultats sur une
fibration au-dessus de ’espace projectif P ou une base un peu plus générale.
2.4.1 Une remarque et un lemme

On fait la remarque suivante, qui est souvent utilisée dans cette section : comme le
groupe de Chow des zéro-cycles et le groupe de Brauer sont des invariants birationnels
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pour les variétés propres lisses ([Ful98|, Exemple 16.1.11, et [Gro68|, 111 §7), d’aprés
la fonctorialité de I'accouplement de Brauer-Manin, la propriété que I'obstruction de
Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a 'approximation faible/forte au
niveau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1 est aussi birationnellement
invariante pour les variétés propres lisses.

Le lemme suivant est connu depuis longtemps, on inclut une preuve ici pour le
confort du lecteur. Il nous permet de vérifier I’hypothése du théoréme 2.3.7 sur la fibre
générique géométrique d’une certaine fibration, c’est-a-dire que PicXj; est sans torsion,

Br(Xj) est fini.

Lemme 2.4.1. Soit V' une variété projective conneze et lisse sur un corps k algébrique-
ment clos de caractéristique nulle. Si 'V est rationnellement connexe, alors son groupe
de Picard Pic(V') est sans torsion, et son groupe de Brauer Br(V') est fini.

Démonstration. La connexité rationnelle implique que H*(V,0y) = 0(i = 1,2), cf. le
corollaire 4.18(a) de [Deb01]| et sa preuve, ceci permet de conclure. On donne une preuve
alternative.

Comme V' est rationnellement connexe, son groupe fondamental 71 (V) est nul,
[Deb01], Corollaire 4.18(b). Il existe une suite exacte

0 — (NS(V)iors)* — n§(V)/nni®(V) — (Pic*(V)5)* — 0
pour tout entier positif n suffisamment divisible, ot —* est le dual de Pontryagin
Hom(—,Q/Z), cf. la preuve du corollaire I11.4.19(b) de [Mil80]. On trouve alors que
le groupe de Néron-Severi NS(V) est sans torsion, et que Pic®(V), = 0 pour n suffi-
samment divisible, le groupe de Picard Pic(V') est donc sans torsion.

Montrons la finitude de Br(V) avec une astuce du point générique proposée par
Colliot-Théléne. On note 7 le point générique de V' et K = k(n) le corps des fonctions
de V, on pose Vg = V x; K. On évalue I'image b’ de b € Br(V) dans Br(Vk) en le
point 7 € Vg (K), on obtient un élément de Br(K) qui est exactement I'image de b par
I'inclusion naturelle Br(V) < Br(K). D’un autre coté, on évalue b’ en un point P €
V(k) C V(K), on obtient 0 € Br(K) car I’évaluation se factorise a travers Br(k) = 0.
Comme V est rationnellement connexe, la classe du zéro-cycle n — Px € CHy(Vik) est
annulée par un certain nombre entier m # 0 d’aprés la proposition 11 de Colliot-Théléne
[CT05]. L’évaluation de b’ en cette classe donne mb = 0 dans Br(K), donc Br(V) est
annulé par m. Comme Br(V) est de type cofini, cf. pages 80-81 de [Gro68| , il est alors
fini. O

2.4.2 Fibrations au-dessus de P"

On considére une variété X projective lisse et géométriquement intégre sur un corps
de nombre k. On suppose que X admet un morphisme dominant 7 : X — P™ x...xP""
a fibre générique X, (lisse) géométriquement intégre. On définit le lieu dégénéré D
comme l’ensemble des points (schématiques) P au-dessus desquels la fibre Xp n’est
pas géométriquement intégre. Comme le point générique 1 de X n’appartient pas a
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I'ensemble constructible D, la codimension codim (D) de I'adhérence de Zariski D dans
Pt x ... x P™ est au moins 1.

Dans le théoréme suivant, le cas ot n = 1 est montré par Colliot-Théléne /Skorobogatov/
Swinnerton-Dyer dans [CTSSD98|, Théoréme 4.1.

Théoréme 2.4.2. Soit m : X — P™ un morphisme dominant sur un corps de nombres k
avec X une variété projective lisse et géométriqguement intégre. On suppose que la fibre
générique X,, de m est géométriquement intégre et géométriquement rationnellement
conneze.

On fait Uhypothése qu’il existe un ouvert non vide U de P™ tel que pour tout point
fermé 6 € U, la fibre Xy satisfait le principe de Hasse (pour les points rationnels ou
pour les zéro-cycles de degré 1)(resp. l'approzimation faible (pour les points rationnels
ou pour les zéro-cycles de degré 1 au niveau du groupe de Chow)).

De plus on fait ’hypothése

( ABELIENNE-SCINDEE )

pour tout point fermé 6 € P™ il existe une composante irréductible Y de la fibre Xy
de multiplicité 1 tel que la fermeture algébrique de k(0) dans le corps de fonctions
E(Y) est une extension abélienne de k(0).

Alors, l'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a l'ap-
prozimation forte au niveau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1 sur
X.

Démonstration. Montrons le théoréme par récurrence sur n, cette idée a été utilisée par
Harari dans son article [Har07].

Pour le principe de Hasse, le cas ot n = 1 a été fait dans [CTSSD98|, Théoréme 4.1.
Pour I'approximation forte, le cas ot n = 1 peut étre montré de la méme facon avec
laide des résultats de Wittenberg [Wit], Lemme 1.8 et Corollaire 2.2.

A partir de maintenant, on fixe un entier n > 2, et on admet le théoréme pour P 1.
En restreignant 'ouvert U dans I’hypothése du théoréme si nécessaire, on peut supposer
de plus que toute fibre au-dessus d’un point schématique de U est non vide, projective,
lisse, géométriquement intégre, et géométriquement rationnellement connexe ([Kol96],
3.11). On fixe un sous-espace linéaire O ~ ]P’Z_2 de P™ tel que son point générique soit
dans U (par convention, P? est un point k-rationnel), et on fixe un sous-espace linéaire
L ~ P! de P" disjoint de O. On définit 'application rationnelle ¢’ : P* --» L ~ P!
comme la projection de centre O dans P", d’oit on obtient un morphisme g : A — P! tel
que g = g’ o€ avec € : A — P" ’éclatement de P" de centre O. La variété X' = X xpn A
est projective, géométriquement intégre, et birationnelle a la variété X. Si n = 2, la
variété X’ est lisse, car les lieux de singularité de 7 et de € ne se rencontrent pas, mais
ce n’est pas toujours le cas si n > 2. Afin de simplifier les notations, on suppose pour
I'instant que X’ est une variété lisse, a la fin de la preuve, on explique comment compléter
I’argument sans cette hypothése supplémentaire. D’aprés la remarque au début de cette
section, on se raméne & démontrer que I'obstruction de Brauer-Manin est la seule pour
les zéro-cycles de degré 1 sur X'.
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On va appliquer le théoréme 2.3.7(iii) & la fibration gon’ : X’ — P! ou 7' : X' — A
est la projection naturelle, on vérifie toutes les hypothéses comme suit. Pour tout
point schématique 6 € P!, la fibre Ay est isomorphe a l'espace projectif P! sur
k(0), son point générique n(Ay) est contenu dans 'ouvert ¢ 1(U) C A par construc-
tion. La fibre de 7’ : X’ — A au-dessus du point n(Ay) est alors projective, lisse,
géométriquement intégre, et géométriquement rationnellement connexe. LLe morphisme
Tyt Xy — Ny IP’Z(;; est alors dominant & fibre générique géométriquement intégre
et géométriquement rationnellement connexe. La k(f)-variété X elle-méme est alors
géométriquement intégre sur k() (car k(6) est algébriquement fermé dans k(6)(Ag)
qui est algébriquement fermé dans k(6)(Xp)); et est géométriquement rationnellement
connexe d’aprés un résultat de Graber/Harris/Starr [GHS03|, Corollaire 1.3, pour tout
point schématique 6. En particulier, pour 6 = 7; le point générique de la base P!, les hy-
pothéses sur la fibration gon’ : X’ — P! que Pic(X, ) est sans torsion, que Br(X7, ) est
fini, et (H CHO) sont vérifiées, cf. le lemme 2.4.1 et la proposition 2.1.5. Comme X' est
lisse, d’aprés le théoréme de Bertini, pour presque tout point fermé 6 € P!, la fibre X, 9
est une variété lisse. Pour ces points fermés 6, on considére mj : X) — Ag =~ IPZ(_Q; L’hy-
pothése (ABELIENNE-SCINDEE) est automatiquement vérifiée, et toute fibre au-dessus
d’un point fermé de 'ouvert non vide Ay N e 1 (U \ {O}) C Ay vérifie le principe de
Hasse (resp. 'approximation faible). D’aprés ’hypothése de récurrence, 'obstruction de
Brauer-Manin est la seule pour les zéro-cycles de degré 1 sur Xj pour ces points fermés
f. On arrive & la conclusion d’aprés le théoréme 2.3.7.

Généralement X’ n’est pas une variété lisse, d’aprés Hironaka, il existe un mor-
phisme birationnel o : X" — X’ tel que X" soit une variété lisse, et tel que o soit un
isomorphisme au-dessus de ouvert X’ xa e }(U) de X’. On fait le méme argument
avec X" au lieu de X’. En comparant avec X, — Ay, on trouve que X — Ay satisfait
aussi ’hypothése (ABELIENNE-SCINDEE). En comparant avec X’ — P!, on trouve que
toute fibre fermée de X — P! contient une composante irréductible de multiplicité un
qui est géométriquement intégre, le théoréme 2.3.7 s’applique également, cf. la remarque
2.3.8. L’argument fonctionne bien pour X”, ceci compléte la preuve. O

Remarque 2.4.3. (i)Il n’est pas vrai que toutes les fibres de la fibration X — Ay
sont géométriquement intégres. En fait, une fois que Ay rencontre e_l(D) (ot D est
le lieu dégénéré défini au début de la section 2.4.2), il existe au moins une fibre de
X, — Ay qui n’est pas géométriquement intégre. Si codim(D) = 1, il est possible que
pour tout point fermé 6 € P! on ait Ag N e 1(D) # 0. A cause de ceci, 'argument ci-
dessus ne fonctionne plus si I'on suppose seulement que I'obstruction de Brauer-Manin
est la seule pour “beaucoup" de fibres fermées de X — P" (au lieu du principe de
Hasse/I’approximation faible sur “beaucoup" de fibres), parce qu’on n’a un résultat
de ce type pour le cas o n = 1 qu’en supposant que toutes les fibres sont géomé-
triquement intégres (au moins, que toute fibre contient une composante irréductible
de multiplicité un qui est géométriquement intégre), cf. le théoréme 2.3.7. Au lieu de
cela, on suppose ici que “beaucoup" de fibres fermées de X — P™ satisfont le prin-
cipe de Hasse/I’approximation faible plus I'hypothése (ABELIENNE-SCINDEE), & 'aide
des résultats de Colliot-Théléne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer et de Wittenberg, la
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premiére étape (n = 1) de la récurrence est assurée.

(ii) Wittenberg a montré un théoréme analogue pour les points rationnels en admet-
tant 'hypothése de Schinzel, cf. le corollaire 3.5 de [Wit07], 1a il ne suppose pas la
connexité rationnelle de la fibre générique, et il utilise seulement la partie verticale du
groupe de Brauer de X. Il a aussi remarqué (sans preuve détaillée, page 135 de [Wit07])
un énoncé analogue pour les zéro-cycles, la preuve ici avec ’aide indispensable du théo-
réme 2.3.7 confirme sa remarque. Il a informé également 'auteur d’une autre approche
prossible & ce résultat.

(iii) Comme indiqué dans la remarque 2.3.11, on peut également démontrer un énoncé
similaire aux théorémes 2.4.4 et 2.4.2 avec un sous-groupe B C Br(X,,) (satisfaisant
une condition sur la finitude), sans supposer que la fibre générique X, est géométrique-
ment rationnellement connexe. Pour ceci, on doit adapter cet argument de la récurrence
avec un controle de B, voir la section 3 de l'article de Harari [Har07| pour plus de détails.

(iv)Dans le méme article, Harari a déja aussi adapté cet argument de la récurrence
avec un sous-ensemble hilbertien, qui fonctionne encore pour un sous-ensemble hilbertien
généralisé. Pour une version énoncée avec un sous-ensemble hilbertien généralisé de ce
théoréme, il manque seulement le résultat pour le cas ot n = 1 pour démarrer, i.e.
on doit généraliser les théorémes 1.3, 1.4 de [Wit] & un énoncé avec un sous-ensemble
hilbertien généralisé. Ceci sera résolu dans le Chapitre II1.

Si 'on veut un résultat avec I’hypothése arithmétique moins forte sur les fibres :
I'obstruction de Brauer-Manin est la seule pour presque que toutes les fibres fermées,
on doit soit permettre plus de restriction sur le lieu dégénéré D, soit supposer que la
fibre générique admet un zéro-cycle de degré 1. Ce sont respectivement les théorémes
2.4.4 et 2.4.6 suivants.

Dans le théoréme suivant, le cas ou n = 1 est exactement le théoréme 2.3.7 (avec la
remarque 2.3.10).

Théoréme 2.4.4. Soit m : X — P™ x ... x P un morphisme dominant sur un
corps de nombres k avec X une variété projective lisse et géométriquement intégre. On
suppose que la fibre générique X, de m est géométriquement intégre et géométriquement
rationnellement conneze.

On fait Uhypotheése qu’il existe un ouvert non vide U de P™ x ... x P™ tel que pour
tout point fermé 0 € U on ait : sur la fibre Xy 'obstruction de Brauer-Manin est la
seule au principe de Hasse (pour les points rationnels ou pour les zéro-cycles de degré
1)(resp. a Uapproximation faible (pour les points rationnels ou pour les zéro-cycles de
degré 1 au niveau du groupe de Chow)).

On suppose de plus que codim(D) > 2.

Alors, l'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a l'ap-

prozimation forte au niveau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1 sur
X.

Démonstration. Le cas oil la base est P! a été montré dans le théoréme 2.3.7. En remar-
quant la seule situation différente suivante, la méthode de la preuve du théoréme 2.4.2
montre également le cas oil la base est P pour tout n > 1. En fait, soit g : A — P! le
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morphisme obtenu via ’éclatement € : A — P™ de centre O comme dans la preuve du
théoréme 2.4.2. Afin d’appliquer le théoréme 2.3.7 & la fibration go 7’ : X’ — A — P!,
dont toutes les fibres ont été vérifiées géométriquement intégres, il reste & vérifier que
pour presque tout point fermé 6 € P, la fibration 7j : X, — Ay ~ PZ(_G; satisfait 1’hy-
pothése de récurrence. Le théoréme de Bertini dit que pour presque tout point fermé
6 de P!, la fibre g71(0) = Ay et e (D) se rencontrent transversalement, donc D N Ag

reste de codimension au moins 2 dans Ay ~ IP’Z(_@; Ceci nous permet de faire la récur-

rence. De plus, dans le cas ou on doit remplacer X’ par sa résolution de singularité X",
les différences de X; et X se trouvent au-dessus d'une sous-variété fermé de Ag de
codimension au moins 2, alors I’hypothése sur les fibres conserve bien. L’argument pour
X" fonctionne également, ceci compléte la preuve pour le cas ou la base est P™.

Montrons ici seulement le cas ou la base est P¥ x P!, on peut le généraliser sans
difficulté au cas ot la base est P x ... x P par récurrence.

On note p : P x; P! — P* la projection sur le premier facteur. On va appliquer le
théoréme pour la fibration pow : X — P, on vérifie toutes les hypothéses comme suit.
On note Dy le lieu dégénéré de P°. Pour tout point schématique 0 € P?, la fibre Xy
admet un morphisme 7y : Xy — p~1(0) = 0 x;, Pt. Comme codim(D) > 2, si 6 € P est
de codimension 0 ou 1, le point générique de p~!(#) n’est pas contenu dans D. La fibre
générique de g est alors géométriquement intégre, d’otl, en regardant leurs corps des
fonctions, Xy est géométriquement intégre sur k(). Autrement dit, # n’appartient pas
a Dy, donc codim(Dyg) > 2.

De plus, soit 1, le point générique de la base P*, la fibre générique de m,, : X, —
ns X1 P! est exactement la fibre générique de 7 qui est supposée géométriquement ra-
tionnellement connexe, d’aprés un résultat de Graber/Harris/Starr [GHS03], Corollaire
1.3, X, est une variété géométriquement rationnellement connexe sur k().

Afin de conclure, il reste & vérifier que
(%) il existe un ouvert non vide Us de P* tel que 'obstruction de Brauer-Manin soit la
seule pour les zéro-cycles de degré 1 sur Xy pour tout point fermé 6 € Us.

A la fibration 7y : Xy — p~1(6) ~ PZ(Q)(Q € Uy), on va appliquer encore une fois ce
théoréme pour obtenir (x). Vérifions les hypothéses sur Xy — p~1() comme suit.

Par le théoréme de Bertini, il existe un ouvert non vide Ug de P?, tel que pour tout
point fermé 6 € Us la fibre Xy soit une k(#)-variété lisse, et tel que p~1(0) et D se
rencontrent transversalement, d’ott p~1(#) N D reste de codimension au moins 2 dans
pH(0) ~ PZ(Q)'

Quitte a restreindre I'ouvert non vide U C P* x;, P* mentionné dans I’hypothése, on
peut supposer que toute fibre au-dessus d’un point schématique de U est lisse et géomé-
triquement intégre et géométriquement rationnellement connexe. Quitte & restreindre
Us, on peut supposer que pour tout point fermé 6 € Uy, Uy = U Np~1(f) est un ouvert
non vide de p~!(#). Donc le point générique de p~1() = 6 x P! dans P* x P! appar-
tient a U, la fibre générique de 7y : X9 — p~'(#) est alors géométriquement intégre et
géométriquement rationnellement connexe, par conséquent Xy est aussi géométrique-
ment intégre sur k(6) pour tout point fermé 6 € Us. De plus, on sait que toute fibre
de mp : Xg — p~1() au-dessus d'un point fermé de Up satisfait alors I’hypothése arith-
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métique : I'obstruction de Brauer-Manin est la seule pour les points rationnels ou pour
les zéro-cycles de degré 1. Ceci nous permet d’appliquer ce théoréme & chaque fibration
9 : Xg — p H(0) ~ PZ(G) (0 € Us) et obtenir (x), qui compléte la preuve. O

Remarque 2.4.5. Le point (iii) de la remarque 2.4.3 s’applique. Le point (iv) de la
méme remarque s’applique aussi, mais ici on peut vraiment remplacer 'ouvert U dans
I’hypothése par un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil grace au théoréme 2.3.7 ap-
pliqué a l'étape (n =1).

En comparant avec le théoréme 2.4.4, si au lieu de supposer la condition sur codim(D),
on suppose que la fibre générique contient un zéro-cycle de degré 1, on a le résultat si-
milaire suivant. Dans ce cas-1a, seulement 1’approximation faible/forte est intéressante,
I’obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse est déja discutée dans le théoréme
2.2.3. Le cas ot la base Y est la droite projective est exactement le théoréme 2.3.2 (avec
la remarque 2.3.10).

Théoréme 2.4.6. Soit m : X — Y un morphisme dominant sur un corps de nombres
k avec X wune variété projective lisse et géométriquement intégre et Y une variété k-
rationnelle de dimension au moins 1 (i.e. son corps des fonctions est purement trans-
cendant sur k). On suppose que la fibre générique X, de m est géométriquement intégre
et géométriquement rationnellement connexe.

On fait Uhypothése qu’il existe un ouvert non vide U de Y tel que pour tout point
fermé 8 € U on ait : sur Xy l'obstruction de Brauer-Manin est la seule a l'approximation
faible au niveau du groupe de Chow pour les zéro-cycles de degré 1.

On suppose de plus que ind(X,/k(n)) = 1.

Alors, l’obstruction de Brauer-Manin est la seule a ['approximation forte au niveau
du groupe de Chow pour les zéro-cycles de degré 1 sur X.

Démonstration. Premiérement, on se rameéne au cas ol Y = P™ pour un certain n > 1.
En fait, il existe un ouvert non vide U; (resp. Uz) de Y (resp. de P" oun = dim(Y) > 1),
et un isomorphisme U; = Us. D’apreés Nagata et Hironaka, il existe une compactification
7+ X’ — P"™ du morphisme non propre X xy Uy — Uy ~ Uy — P" telle que X' est
une variété réguliére. Les variétés X’ et X sont birationnellement équivalentes, les fibres
génériques de 7 et de 7’ s’identifient, il donc suffit de démontrer le théoréme pour le cas
ouyY =P

Le cas ot n = 1 est le théoréme 2.3.2. La méthode de la récurrence de la preuve du
théoréme 2.4.2 fonctionne. En fait, on peut choisir 'ouvert non vide U de P" tel que de
plus toute fibre au-dessus d’un point schématique de U soit d’indice 1 d’aprés le méme
argument que le paragraphe 2.1, la fibre générique de 7 : Xj — Ay est donc d’indice 1
pour tout point fermé # de la base PL. On conclut en appliquant le théoréme 2.3.7(iii)
a la fibration go 7’ : X' — P O

Remarque 2.4.7. (i)Le point (iii) de la remarque 2.4.3 s’applique. Le point (iv) de
la méme remarque s’applique aussi, mais ici on peut vraiment remplacer 'ouvert U
dans 'hypothése par un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil grace au théoréme 2.3.2
appliqué a I'étape (n = 1).
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(ii)Harari a montré sans faire la récurrence un énoncé analogue pour les points
rationnels avec une base plus générale qu’'une variété k-rationnelle, [Har94|, Théoréme
4.3.1.

2.5 Points rationnels versus zéro-cycles de degré 1

2.5.1 Contexte

Sur une variété X projective lisse et géométriquement intégre sur un corps de
nombres k, on considére 'arithmétique de X, disons le principe de Hasse, ’approxi-
mation faible, 'obstruction de Brauer-Manin etc.. Pour 'objet qu’on va considérer, on
a deux choix, soit pour les points rationnels, soit pour les zéro-cycles (de degré 1),
on pose toujours deux questions paralléles, par exemple on se demande : soit si l'ap-
proximation faible pour les points rationnels vaut, soit si 'approximation faible pour
les zéro-cycles de degré 1 vaut. Malheureusement, les deux questions sont loin d’étre
équivalentes, méme trés loin d’étre comparables, généralement, on ne sait pas si I'une
implique 'autre ou réciproquement. On peut trouver une discussion de cette question
pour un espace homogéne dans la section suivante. C’est encore une question difficile
méme pour une certaine famille particuliére de variétés. Bien sir, si I'une est valable, on
espére que l'autre est également valable. Dans la littérature, on trouve peu de discussions
sur le lien entre ces deux questions, les théorémes suivants dans cette section peuvent
étre probablement la premiére discussion de ce type sur une famille assez générale de
variétés.

2.5.2 Lien entre l'arithmétique sur les points rationnels et sur les
zéro-cycles de degré 1

A l'aide d’un argument ingénieux remarqué par Wittenberg, qui nous permet d’ob-
tenir une assertion sur les zéro-cycles de degré 1 sur X a partir de celle sur X x; P!, on
déduit le théoréme suivant 2.5.1. De plus, en appliquant les théorémes principaux 2.3.2,
2.3.7 de ce travail, on obtient le théoréme 2.5.2. Ces deux théorémes donnent un lien de
maniére trés générale entre 'arithmétique sur les points rationnels et sur les zéro-cycles
de degré 1.

Théoréme 2.5.1 (Wittenberg). Soit X une variété projective lisse et géométrique-
ment intégre sur un corps de nombre k. On considére les deuz assertions suivantes :

(a) Pour toute extension finie k' de k, la variété Xy = X x k' satisfait le principe
de Hasse (resp. 'approzimation faible) pour les points rationnels.

(b) La variété X satisfait le principe de Hasse (resp. l'approzimation faible au niveau
du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1.

Alors, (a) implique (b).

Démonstration. On considére la fibration a fibres géométriquement intégres = : Y =
X x3P! — P! Le théoréme 1.4 de Wittenberg [Wit] ou le théoréme 1.2.2(1) du Chapitre
I implique que l'obstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe Brye+(Y) est
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la seule au principe de Hasse (resp. Iapproximation faible au niveau du groupe de
Chow) pour les zéro-cycles de degré 1 sur Y. Or dans ce cas, toutes les fibres de 7 sont
géométriquement intégres, d’ott Bryeq+(Y) ~ Br(P') ~ Brk, il n’y a pas d’obstruction.
La variété Y satisfait donc le principe de Hasse (resp. I'approximation faible au niveau
du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1.

Soit {zy}veq une famille de zéro-cycles locaux de degré 1 sur X, {(z,,0)},eq est
alors une famille de zéro-cycles locaux de degré 1 sur Y = X x P!, ou1 0 est un point k-
rationnel de P!. I existe, pour tout entier non nul m, un zéro-cycle global y (qui dépend
de m) de degré 1 sur Y, tel que y et (z,,0) aient la méme image dans C Hy(Y,)/m. On
pose z = pri(y) ot pr: Y = X x P! — X est la premiére projection. On vérifie que z
et z, ont la méme image dans CHy(X,)/m pour toute place v. O

Théoréme 2.5.2. Soit X une variété projective lisse et géométriqguement intégre sur
un corps de nombre k. On suppose de plus que X est géométriquement rationnellement
connexe. On considére les deux assertions suivantes :

(a’) Pour toute extension finie k' de k, l'obstruction de Brauer-Manin est la seule
au principe de Hasse (resp. Uapprozimation faible) pour les points rationnels sur Xy =
X Xk K.

(b’) L’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp. a ap-
prozimation forte au niveau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1 sur
X.

Alors, (a’) implique (b’).

Démonstration. En remarquant les points différents suivants, la méme preuve que le
théoréeme 2.5.1 fonctionne bien si 'on applique le théoréme 2.3.7 (alternativement, le
théoréme 2.3.2 avec 'aide de la remarque 2.3.4). La projection pr : ¥ = X x P! — X
induit un isomorphisme pr* : Br(X) = Br(Y). D’aprés la fonctorialité de ’accouple-
ment de Brauer-Manin, la famille de zéro-cycles locaux {(z,,0)} sur Y est orthogonale
a Br(Y) lorsque {z,} est orthogonal & Br(X). Les hypothéses du théoréme 2.3.7 sur la
fibre générique de 7 : Y — P! sont vérifiées car X est géométriquement rationnellement
connexe. O

Remarque 2.5.3. Dans les conditions (a) et (a’), on doit demander 1’hypothése arith-
métique sur toute extension finie k' de k. Quand on applique le théoréme 2.3.7, le
théoréeme 1.4 de [Wit], ou le théoréme 1.2.2(1) du Chapitre I, il faut vérifier ’hypo-
thése arithmétique considérée pour des points fermés de P! qui ont pour corps résiduels
des extensions finies de k. Théoriquement, (a) et (a’) ne sont pas faciles a vérifier :
Pour les points rationnels, le fait que X satisfait le principe de Hasse/l’approximation
faible /I’obstruction de Brauer-Manin est la seule n’implique pas que Xy ait la méme
propriété pour une extension finie &’ de k. Néanmoins on a une application trés intéres-
sante, voir le théoréme 2.6.5.

Remarque 2.5.4. On rappelle un peu plus de détails pour mieux comprendre les
preuves ci-dessus. La question concernée est sur X, or on introduit X x P! qui est de
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dimension 1 de plus que X, ceci nous apporte plus de flexibilité pour bouger les zéro-
cycles. A partir d'une famille de zéro-cycles {z,} sur X, on ne sait pas si 'on peut les
bouger le long de X. On considére les zéro-cycles associés {(2,,0)} sur X x P!, ses pro-
jections dans P! se concentrent en 0 € P, elles ne sont pas du tout séparables. Ensuite
on applique le théoréme 2.3.7, le théoréme 1.4 de Wittenberg [Wit], ou le théoréme
1.2.2(1) du Chapitre I, qui utilisent le lemme de déplacement, on bouge {(z,,0)} afin
que ses projections dans P! soient séparables, i.e. on les bouge horizontalement le long
de la direction de P'. L'utilisation de P! est alors cruciale dans les preuves.

2.6 Quelques applications et un probléme ouvert

2.6.1 Applications

Fibrés en variétés de Severi-Brauer/en coniques
On commence par un lemme.

Lemme 2.6.1. Tout fibré X — Y en variétés de Severi-Brauer (i.e. sa fibre générique
est une variété de Severi-Brauer) au-dessus d’une base projective lisse et géométrique-
ment intégre satisfait ’hypothése ( ABELIENNE-SCINDEE ).

Démonstration. On peut le voir par récurrence sur n = dim(Y') : on trouve une preuve
aux pages 117-118 de Wittenberg [Wit07] pour le cas ot n = 1; en général, pour un
point fermé 6 € Y, d’aprés le théoréme de Bertini, on choisit une hypersurface lisse et
géométriquement intégre Y’ C Y contenant le point 6 tel que la fibre de X — Y au-
dessus du point générique n(Y’) € Y de Y’ soit une variété de Severi-Brauer, la fibre Xy
est alors une fibre fermée du fibré en variétés de Severi-Brauer X xy Y’ — Y’ comme

dim(Y"') < dim(Y) on conclut par récurrence?®. O

Il résulte du théoréme 2.4.2 la conséquence suivante.

Théoréme 2.6.2. L’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse et
a Uapproximation forte au niveau du groupe de Chow pour les zéro-cycles de degré 1
sur toute variété propre lisse et géométriqguement intégre birationnellement équivalente
a un fibré en variétés de Severi-Brauer (en particulier, fibré en coniques) au-dessus de
l’espace projectif sur un corps de nombres.

Un fibré en surfaces de Chéatelet au-dessus de P" est une variété projective lisse et
géométriquement intégre X munie d’un morphisme dominant X — P" & fibre générique
une surface de Chatelet. Sa fibre générique X, est définie par une équation (affine)
y? — athm,tnzz =Py (@) ot ay 1, €k(tr,....th)" et Py 1 (x) € k(t1,...,ty)[x]
est un polyndme de degré 3 ou 4. La variété X peut-étre vue comme un fibré en coniques
au-dessus de P"*! via les coordonnées (t1, . .. ,t,; ) € P?xP! 4 équivalence birationnelle
pres.

30n ne peut pas appliquer directement le résultat de Wittenberg montré aux pages 117-118 de
[Wit07], qui est un énoncé sur la méme propriété pour les points de codimension 1.
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Corollaire 2.6.3. L’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse et
a Uapproximation forte au niveau du groupe de Chow pour les zéro-cycles de degré 1
sur tout fibré en surfaces de Chdatelet au-dessus de l’espace projectif sur un corps de
nombres.

La premiére étude du principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 sur un fibré
en coniques au-dessus de P! est due a Salberger [Sal88]|, il montre que s’il existe des
zéro-cycles de degré 1 localement partout avec le groupe de Brauer algébrique nul,
il existe un zéro-cycle de degré 1 global. Le cas particulier d’un fibré en variétés de
Severi-Brauer au-dessus de P! est montré par Colliot-Théléne/Swinnerton-Dyer dans
[CTSDY4]. 11 est généralisé ensuite par Colliot-Théléne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer
[CTSSDO98|, Frossard [Fro03|, Wittenberg [Wit|. D’autre part, la proposition analogue
pour les points rationnels est établie par Wittenberg dans [Wit07], Corollaire 3.6, en
admettant ’hypothése de Schinzel.

L’obstruction de Brauer-Manin pour les points rationnels sur certains fibrés en sur-
faces de Chatelet au-dessus de P" est discutée par Harari dans [Har97|, Proposition
4.2.1. Dans [Har97|, on suppose que le lieu dégénéré D (défini au début de la section
2.4.2) est de codimension au moins 2, ici on n’a pas besoin de cette hypothése.

Surfaces de Del Pezzo de degré 6

Les surfaces de Del Pezzo de degré 6 sur un corps de nombres satisfont le principe
de Hasse et 'approximation faible pour les points rationnels, [Sko01], 6.3.3. D’aprés le
théoréme 2.5.1, on trouve :

Théoréme 2.6.4. Soit X une surface de Del Pezzo de degré 6 sur un corps de nombres.
Alors, X satisfait le principe de Hasse et l'approximation faible pour les zéro-cycles de
degré 1.

Espaces homogénes

Soient G un groupe algébrique linéaire connexe sur un corps de nombres k et Y
un espace homogéne de G. Dans son article [Bor96], Borovoi considére le principe de
Hasse et 'approximation faible pour les points rationnels sur une compactification lisse
X de Y, il a démontré que l'obstruction de Brauer-Manin est la seule pour les points
rationnels sur X sous une des deux hypothéses suivantes, cf. [Bor96|, Corollaire 2.5.

(1) Le stabilisateur d’un point géométrique de Y est connexe (c’est le cas en parti-
culier si Y est un espace principal homogéne).

(2) G est un groupe simplement connexe, et le stabilisateur d’un point géométrique
de Y est abélien.

On se pose la question analogue : est-ce que I'obstruction de Brauer-Manin est la
seule pour les zéro-cycles de degré 1 sur X 7

En appliquant les résultats dans ce travail, on peut répondre & cette question en tout
généralité. Comme tout groupe linéaire connexe G est géométriquement unirationnel,
Y et X le sont, X est alors géométriquement rationnellement connexe. Les hypothéses
(1) et (2) sont stables par rapport & une extension finie du corps de base. D’apres le
théoréme 2.5.2, on obtient :
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Théoréme 2.6.5. Soient G un groupe algébrique linéaire connere sur un corps de
nombres k et Y un espace homogéne de G. On fait une des hypothéses suivantes :

(1) Le stabilisateur d’un point géométrique de Y est connexe (c’est le cas en parti-
culier si'Y est un espace principal homogéne).

(2) G est un groupe simplement conneze, et le stabilisateur d’un point géométrique
de Y est abélien.

Alors, lobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse et a 'ap-
prozimation forte au niveau du groupe de Chow pour les zéro-cycles de degré 1 sur toute
compactification lisse X deY.

En particulier, ’obstruction de Brauer-Manin est la seule a l’approximation forte
au nweay du groupe de Chow pour les zéro-cycles de degré 1 sur toute compactification
lisse d’un groupe algébrique linéaire conneze.

Pour le principe de Hasse, comme dans le cas des points rationnels (Borovoi [Bor96],
Corollaire 2.5), I'obstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe B(X) des élé-
ments localement constants de Br(X) suffit. Méme si elle n’apparait pas encore dans
la littérature, la proposition suivante était déja connue de certains experts, on men-
tionne quelques approches de cet énoncé. Le cas particulier pour les espaces principauz
homogenes de I'énoncé (i) est montré par Sansuc dans [San81], 4.8.

Il n’est pas clair si la méthode du théoréme 2.5.2 peut arriver a cet énoncé. Mais
I’approximation faible pour les zéro-cycles n’était pas connue méme pour les zéro-cycles
sur un tore algébrique (de dimension au moins 4). Par contre, le théoréme 2.6.5 répond
complétement & cette question de I’approximation faible.

Proposition 2.6.6. Soit Y un espace homogéne d’un groupe linéaire connexe G sur un
corps k satisfaisant les hypothéses (1) ou (2) du théoréeme 2.6.5. Soit X une compacti-
fication lisse de Y.

(i) Si k est un corps local de caractéristique nulle ou un corps de nombres, alors
Uexistence d’un zéro-cycle de degré 1 sur'Y implique existence d’un point k-rationnel
sur'Y.

(i) Si k est un corps de nombres, alors l'obstruction de Brauer-Manin associée a
B(Y) = B(X) est la seule au principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 sur'Y
(ou sur X ).

Démonstration (esquisse). Puisque 'existence de I'obstruction de Brauer-Manin asso-
ciée au sous-groupe des éléments localement constants pour les points rationnels est
toujours équivalente a celle pour les zéro-cycles de degré 1, I’énoncé (ii) se déduit immé-
diatement de ’énoncé (i) pour k un corps local d’apres le résultat de Borovoi [Bor96],
Corollaire 2.5, (a 'aide du lemme de déplacement 2.1.1).

Compte tenu de 'exemple de Florence [Flo04], I’énoncé (i) est le meilleur qu’on peut
espérer. Il y a plusieurs approches & (i). Premiérement, on remarque que I’énoncé (i)
pour k un corps de nombres se déduit du cas local grace au résultat de Borovoi [Bor96],
Corollaire 2.5. Le cas ol k est R ou C est évident.

L’énoncé (i) a été montré par Sansuc pour les espaces principauzr homogeénes, [San81],
4.8. Alternativement, on peut y arriver en appliquant l’abélianisation de Borovoi de
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H' et argument classique de restriction-corestriction sur la cohomologie abélienne
H} (k,G), voir [Bor98], 5.4.1.

Dans le reste, on se concentre sur le cas général de (i) pour k£ un corps p-adique.

Pour un espace homogéne Y de G & stabilisateur géométrique H connexe, comme
indiqué par C. Demarche, d’aprés la résolution flasque de Colliot-Théléne [CT08|, Prop.-
Déf. 3.1, la variété Y peut étre vu comme un espace homogéne d’un groupe linéaire quasi-
trivial G’ a stabilisateur connexe, [CTBS08], 3.1. L’argument de restriction-corestriction
sur ’abélianisation H gb implique la nullité de la classe de Springer associée 4 Y ([Bor93],
5.5), ceci assure que Y est dominé par un espace principal homogéne de G’ ([Bor93],
7.7), alors il existe un k-point sur Y car G’ est quasi-trivial ainsi H!(k,G’) = 0. Une
preuve alternative proposée par J. Starr et M. Borovoi : avec I’argument de restriction-
corestriction on voit que 'existence d’un zéro-cycle de degré 1 implique qu’il n’y a pas
d’obstruction élémentaire, le théoréme 3.3 (ou 3.8) de Borovoi/Colliot-Théléne /Skorobogatov
[CTBSO08| permet de conclure. Cette approche marche méme si G n’est pas linéaire pour
k plus généralement un bon corps de dimension cohomologique au plus 2 au sens de
[CTBS08]. Pour le cas ott G est supposé simplement connexe et H est supposé abélien, on
peut aussi appliquer le théoréme 3.5 de [CTBS08| pour conclure. Une troisiéme approche
est de répéter le dévissage de Borovoi [Bor96], on démarre en supposant l'existence d’'un
zéro-cycle de degré 1 sur Y, on vérifie sans difficulté que la construction? de Borovoi
[Bor96] nous donne ’existence d’un point k-rationnel. Cette derniére approche fonc-
tionne également pour le cas oil le stabilisateur abélien H n’est pas forcément connexe,
et méme pour k un corps de nombres. O

Fibrés en espaces homogénes

Comme application, on considére la question proposée par Colliot-Théléne a la fin
de [CT95]. Soit X — P! une fibration dont la fibre générique est une compactification
lisse d'un espace homogéne d’un groupe algébrique linéaire connexe. On demande si
Pobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a ’approximation faible
pour les zéro-cycles de degré 1 (resp. points rationnels).

Proposition 2.6.7. Soit 7 : X — P! une fibration dont la fibre générique X, est une
compactification lisse d’un espace homogéne Y d’un groupe algébrique réductif connexe
G sur k(PY). On suppose que toute fibre de m contient une composante irréductible de
multiplicité un qui est géométriquement intégre. On fait une des hypothéses suivantes

(1) le stabilisateur d’un point géométrique de Y est connexe,

(2) G est un groupe simplement conneze, et le stabilisateur d’un point géométrique
de Y est abélien,

Alors lobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse/a l'approxi-
mation forte au niveau du groupe de Chow pour les zéro-cycles de degré 1 (resp. au
principe de Hasse/a l'approximation faible pour les points rationnels).

4La construction ne dépend essentiellement pas du corps de base k sauf dans la proposition 3.5 de
[Bor96] il faut utiliser H*(k, G*") = 0 pour un corps p-adique.
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Démonstration. En notant le résultat principal (Corollaire 2.5) de Borovoi [Bor96], 1’as-
sertion résulte du théoréme 2.3.7 pour les zéro-cycles de degré 1 (resp. théoréme 4.3.1
de Harari [Har94| pour les points rationnels). En fait, la fibre générique X, est géomé-
triquement unirationnelle, car le groupe réductif G est une variété unirationnelle, elle
satisfait alors toutes les hypothéses du théoréme 2.3.7 (resp. théoréme 4.3.1 de [Har94]).
Voir la remarque 2.3.8 pour 'information sur 'hypothése que toute fibre contient une
composante irréductible de multiplicité un qui est géométriquement intégre. O

Remarque 2.6.8. L’hypothése, que toute fibre de la fibration contient une composante
irréductible de multiplicité un qui est géométriquement intégre, est assez forte. Si I'on
suppose seulement que toute fibre de la fibration contient une composante irréductible
de multiplicité un, le probléme devient beaucoup plus difficile, les fibres dégénérées
entrainent de grosses difficultés, cf. [CT98] pour connaitre I'histoire concernant cette
difficulté. Par ailleurs, si I’on suppose que la fibre générique admet un zéro-cycle de degré
1 (resp. un k(P!)-point), I'existence des fibres dégénérées est permise, on a également une
proposition analogue en appliquant le théoréme 2.3.2, dans ce cas, seule ’approximation
faible/forte est intéressante.

Hypersurfaces cubiques

La méthode des fibrations appliquée aux problémes arithmétiques sur les hypersur-
faces a été discutée par Harari dans §5.2 de [Har94|. En remplagant les théorémes 4.2.1
et 4.3.1 de [Har94] par les théorémes 2.3.7 et 2.3.2, on a un analogue pour les zéro-cycles
de degré 1 de presque tous ces résultats. On laisse le lecteur vérifier les détails : il faut
vérifier I'irréductibilité géométrique de la fibre au point infini co de la base P! quand on
applique le théoréme 2.3.7, voir la remarque 2.3.9. Par exemple, on a ’énoncé suivant.

Proposition 2.6.9. Soit X une hypersurface cubique lisse de dimension au moins 3. Si
la congecture que ’obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse (resp.
a Uapproxzimation faible au niveau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1
sur les surfaces cubiques lisses est vraie, alors X satisfait le principe de Hasse (resp.
Uapprozimation faible au niveau du groupe de Chow) pour les zéro-cycles de degré 1.

2.6.2 Un probléme ouvert

Quand on considére un probléme sur les zéro-cycles, d’aprés le travail recent de
Wittenberg [Wit], il est probable qu’on peut remplacer la base P! dans les théorémes
2.3.2,2.3.7 par une courbe C' avec II(Jac(C)) fini ; ceci est plausible car 'approximation
forte au niveau du groupe de Chow vaut pour les zéro-cycles sur une telle courbe.

Question. Soient m : X — C une fibration sur un corps de nombres k et Hil un sous-
ensemble hilbertien de C. On suppose que

(1) II(Jac(C)) est un groupe fini;

(2) toutes les fibres de w sont géométriquement intégres; ou (27) il existe un zéro-
cycle de degré 1 sur la fibre générique X, /k(C);
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(3°)(i) pour tout 6 € Hil, lobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de
Hasse (resp. a Uapproximation faible) pour les zéro-cycles de degré 1 sur la fibre Xg; (ii)
le groupe Br(Xpy) est fini, le groupe PicXy est sans torsion.

FEst-ce que l'obstruction de Brauer-Manin au principe de Hasse (resp. a l'approxi-
mation faible) est la seule pour les zéro-cycles de degré 1 sur X7

La proposition 2.3.1 est facilement généralisée au cas ou la base est une courbe, ou
plus généralement, une base quelconque en supposant (27).

La premiére difficulté (en supposant (2)) est la généralisation de la proposition 2.3.5
au cas ou la base est une courbe quelconque C. Le point clé est la construction de
I’ensemble E, qui utilise la suite exacte de Faddeev. Mais sur une courbe C' de genre
non nul, on n’a qu’un complexe (exact en Br(k(C)))

Br(C) < Br(k(C)) % @ H' (k(P),Q/Z) — H'(k,Q/Z)
P

qui ne suffit pas pour construire F.

Deuxiémement, les démonstrations des théorémes précédents ne fonctionnent pas
trés bien si la base n’est pas PL. La difficulté se trouve dans la suite. Quand on applique
le lemme formel de Harari, on trouve un ensemble fini S’ de places contenant S et
une égalité d’'une somme des évaluations locales sur les places dans S’. Afin d’utiliser
la méthode des fibrations, il faut premiérement bien déplacer les zéro-cycles locaux
pour les places dans S’ et ensuite appliquer le théoréme des fonctions implicites. On a
donc besoin d’approximer des zéro-cycles locaux en bas sur C' par 6, or dans le lemme
2.1.4 les zéro-cycles locaux doivent étre rationnellement équivalents & un zéro-cycle
global, cela ne devient pas un probléme seulement si le lemme de déplacement utilisé
préserve 1'équivalence rationnelle en bas. Pour C = P!, le lemme de déplacement 2.1.3
est assez bon, mais il semble que c’est difficile de le généraliser & C' générale en préservant
I’équivalence rationnelle en bas. Par contre, le lemme de déplacement 2.1.2 préserve bien
I’équivalence rationnelle en bas, mais quand on applique le lemme formel de Harari, il
faut considérer 'évaluation d’un élément de Br(k(X)) qui peut étre ramifié, I’évaluation
est donc probablement variable méme dans une classe d’équivalence rationnelle (sur X),
c’est-a-dire que la somme des termes locaux sur S’ peut étre changée dans ce cas, et
I'orthogonalité avec le groupe de Brauer est alors perdue.
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Introduction

Soit X une variété projective lisse et géométriquement intégre sur un corps de
nombre k. On considére le principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 sur X. On
considére également, en un certain sens (précisé dans §3.0), 'approximation faible/forte
pour les zéro-cycles de degré 1 sur X. L’obstruction associée au groupe de Brauer Br(X),
dite de Brauer-Manin, est introduite par Manin dans son exposé [Man71] pour les points
rationnels sur X, et est étendue aux zéro-cycles par Colliot-Théléne dans [CT95]. Il a été
conjecturé par Colliot-Théléne/Sansuc [CTS81], Kato/Saito [KS86], et Colliot-Théléne
[CT95], que la suite suivante (cf. §3.4) soit exacte

(E) CHy(X) — CHOAA(X) — Hom(Br(X),Q/Z),

qui signifie qu’une famille de zéro-cycles locaux orthogonale au groupe de Brauer Br(X)
de X provient (modulo un entier donné) d’un zéro-cycle global.

Supposons toujours que X admet un morphisme dominant 7 : X — B & fibre
générique X, géométriquement intégre sur le corps des fonctions k(B), ot B est une
variété projective lisse et géométriquement intégre. Soit H un sous-ensemble (& préciser
ci-dessous) de points fermés de B. On fait les hypothéses suivantes :

(HP/AF) le principe de Hasse/l’approximation faible (pour les points rationnels ou
pour les zéro-cycles de degré 1) vaut pour la k(f)-variété Xy pour tout point fermé
f € H C B;

(ABELIENNE-SCINDEE) pour tout point fermé 6 de B, la fibre Xy posséde une compo-
sante irréductible de multiplicité un, dans le corps des fonctions de laquelle la fermeture
algébrique de k() est une extension abélienne de k().

L’hypothése (ABELIENNE-SCINDEE), introduite par Colliot-Théléne /Skorobogatov/
Swinnerton-Dyer [CTSSD98|, est automatiquement vérifiée si toutes les fibres de 7 sont
géométriquement integres.

En utilisant I’astuce de Salberger (|Sal88], §6), dans leur article [CTSSD98], Colliot-
Théléne/ Skorobogatov/Swinnerton-Dyer montrent que 'obstruction de Brauer-Manin
est la seule au principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1 sur X si B = P! et si
H est un ouvert dense de B. Ce résultat a été généralisé (au moins partiellement) dans
deux directions différentes : en généralisant la base B et en affaiblissant I’hypothése sur
le sous-ensemble H.

- Initié¢ par Colliot-Théléne [CTO00], suivi par les travaux de Frossard [Fro03] et de
van Hamel [vHO3|, on arrive au résultat récent de Wittenberg [Wit|, il montre la méme
assertion pour le cas ou B = C est une courbe lisse de genre quelconque en supposant la
finitude du groupe de Tate-Shafarevich III(Jac(C)) de sa jacobienne, avec H un ouvert
dense de C; de plus, il montre 'exactitude de (E) lorsque X, est géométriquement
rationnellement connexe. Un énoncé similaire pour le cas o B = P" avec H un ouvert
dense est montré par 'auteur dans le Chapitre II, Théoréme 2.4.2.

- Dans l'autre direction, afin d’appliquer le résultat aux solides de Poonen construits
dans [Poo10], 'auteur montre dans le Chapitre I que 'obstruction de Brauer-Manin est
la seule au principe de Hasse et & I'approximation faible pour les zéro-cycles de degré
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1 sur X, si 'on suppose que toutes les fibres de 7w sont géométriquement intégres, si
B = C est une courbe lisse de groupe III(Jac(C)) fini, et si H est un sous-ensemble
hilbertien généralisé (cf. §3.0, en particulier un ouvert dense est un tel sous-ensemble)
de C.

Le but de ce travail est de montrer le théoréme principal suivant qui généralise
simultanément les résultats des deux types ci-dessus.

Théoréme principal. Soit 7 : X — B un morphisme dominant entre des variétés
projectives lisses et géométriquement intégres, a fibre générique X, géométriquement
intégre sur k(B). On suppose

(ABELIENNE-SCINDEE)

pour tout point fermé 6 de B, la fibre Xy posséde une composante irréductible de
multiplicité un, dans le corps des fonctions de laquelle la fermeture algébrique de
k(0) est une extension abélienne de k().

Soit Hil un sous-ensemble hilbertien généralisé de B. Supposons respectivement que

(1) pour tout point fermé 6 € Hil, la fibre Xy satisfait le principe de Hasse (pour les
points rationnels ou pour les zéro-cycles de degré 1) ;

(2) pour tout point fermé 6 € Hil, la fibre Xy satisfait ’approximation faible (pour
les points rationnels ou pour les zéro-cycles de degré 1);

(3) I'hypothése (2) et de plus la fibre générique X, est géométriquement rationnel-
lement connexe.

Alors, dans chacun des cas suivants

- la base B = C' est une courbe de groupe de Tate-Shafarevich III(Jac(C)) fini,

- la base B = P" est ’espace projectif,
on a pour les zéro-cycles de degré 1 sur X

(1) 'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse ;

(2) V'obstruction de Brauer-Manin est la seule a ’approximation faible;

(3) Pobstruction de Brauer-Manin est la seule & ’approximation forte, et de plus, la
suite (E) est exacte.

On montre d’abord dans §3.1 le cas particulier du théoréme, hormis ’exactitude de
(E), o B = P! sous I'hypothése plus forte que (ABELIENNE-SCINDEE) :

- toutes les fibres de 7 sont géométriquement intégres.
Ensuite, dans §3.2, on adapte cette preuve a ’astuce de Salberger et on montre le théo-
réme pour le cas ot B = P! sous I’hypothése (ABELIENNE-SCINDEE). C’est une générali-
sation du théoréme 4.1 de Colliot-Théléne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [CTSSD9S].
A partir de ceci, en appliquant les méthodes de Wittenberg [Wit] et de Iauteur dans le
Chapitre II, on traite le cas ot B = C' est une courbe dans §3.3.1 et le cas ou B = P"
dans §3.3.2. Puis, on explique I'exactitude de la suite (F) dans §3.4. Enfin, on discute
I’application aux fibrations en surfaces de Chéatelet.
Remerciements. Je remercie O. Wittenberg de sa patiente explication de son travail récent

[Wit] et de ses commentaires sur la premiére version de ce texte. Je remercie également J.-L.
Colliot-Théléne pour ses suggestions.
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3.0 Conventions et rappels

Conventions. Dans tout ce travail, une variété désigne un schéma séparé de type
fini sur un corps. Une fibration m : X — B signifie un morphisme dominant entre des
variétés lisses et géométriquement intégres a fibre générique géométriquement intégre.
Le corps de base k est toujours un corps de nombres. Comme d’habitude, on note €
(resp. ka, 72°) I'ensemble des places (resp. places finies, places archimédiennes) de k.
Pour chaque place v € Q, on note k, le corps local associé, et k(v) le corps résiduel
si v est non-archimédienne. On fixe une cloture algébrique & de k, k, de k, pour toute
v € Q. L’expression « presque tout » signifie toujours « tout a ’exception d’un nombre
fini ». Soit &’ une extension finie de k, pour un sous-ensemble S de places de k, on note
S ®y, k' 'ensemble des places de &’ au-dessus des places dans S.

Accouplement de Brauer-Manin. Soit X une variété projective lisse géométri-
quement intégre sur un corps k, le composé de la restriction et 'application d’évaluation
définit un accouplement

(-, : Zo(X) x Br(X) — Br(k),
(XpnpP , b)) = Y pcoresypyk(b(P)),

qui se factorise & travers 1'équivalence rationnelle ~, ott Br(-) = HZ (-, G,,) est le groupe
de Brauer cohomologique. Lorsque k est un corps de nombres, on définit 1’accouplement
de Brauer-Manin pour les zéro-cycles :

<"'>k:Hv€QkZU(XU) X BT(X) - Q/Za
({zo}vear b) = Zveﬂkinvv(<zvab>kv)a

ou invy : Br(k,) — Q/Z est I'invariant local en v et ou X, = X X, ky.

Principe de Hasse et ’approximation faible/forte. On considére le principe
local-global pour les zéro-cycles de degré 1. On dit que X satisfait le principe de Hasse
(resp. lobstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse pour X) s'il
existe un zéro-cycle global de degré 1 lorsqu’il existe une famille de zéro-cycles locaux
de degré 1 (resp. une famille de zéro-cycles locaux de degré 1 orthogonale a Br(X)).
On dit que X satisfait [’approximation faible (resp. forte) au niveau du groupe de Chow,
si pour tout entier strictement positif m, pour tout ensemble fini S C Q (resp. pour
S = ), et pour toute famille {z,},cq, de zéro-cycles locaux de degré 1, il existe un
zéro-cycle global z = z,, tel que z et z, aient la méme image dans CHy(X,)/m pour
toute v € S. On dit que [’obstruction de Brauer-Manin est la seule a l'approximation
faible/forte au niveau du groupe de Chow, si 'on demande de plus {z,}yeq, LBr(X)
dans la définition précédente. Pour simplifier la terminologie, pour les zéro-cycles on dit
simplement « l’approzimation faible/forte » au lieu de « approximation faible/forte
au niveau du groupe de Chow ».

Sous-ensemble hilbertien généralisé. On rappelle la notion de sous-ensemble
hilbertien généralisé. Soit X une variété sur un corps k, un sous-ensemble Hil € X
de points fermés est un sous-ensemble hilbertien généralisé s’il existe un morphisme
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étale fini Z -2 U C X avec U un ouvert non-vide de X et Z intégre tel que Hil
soit I’ensemble des points fermés 6 de U pour lesquels p~!(#) est connexe. Si X est
une variété normale, soit Hil; (¢ = 1,2) un sous-ensemble hilbertien généralisé, on peut
trouver un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil C Hil; N Hily, ¢f. Chapitre I, §1.1.2.

Zéro-cycles. Soit z = Y n;P; un zéro-cycle de X (avec les points fermés P; dis-
tincts). On dit qu’il est séparable si n; € {0,1,—1} pour tout i.

Soit 7 : X — B un morphisme dominant, le zéro-cycle z = > n;P; est dit déployé
(relativement a la fibration 7w : X — B) s’il existe un k(P;)-point rationnel sur la fibre
Xp, pour tout i.

Etant donné P un point fermé de X, on fixe un k,-plongement k,(P) — k,,, P est
vu comme un point k,(P)-rationnel de X,,. On dit qu’un point fermé @ de X, est suf-
fisamment proche de P (par rapport a un voisinage Up de P dans l'espace topologique
Xy(ky(P))), si Q a corps résiduel &, (Q) = ky(P) et si 'on peut choisir un k,-plongement
ko(Q) — kK, tel que Q, vu comme un k,(Q)-point rationnel de X, soit contenu dans
Up. En étendant Z-linéairement, cela a un sens de dire que z, € Zyp(X,) est suffisam-
ment proche de z, € Zy(X,) (par rapport & un systéme de voisinages des points qui
apparaissent dans le support de z,), en particulier deg(z]) = deg(z,) si c’est le cas.
Wittenberg a montré le lemme suivant (en remarquant que si z, et z, sont effectifs de
degré d et suffisamment proches, ils définissent des k,-points sur le produit symétrique
Sym?(X), suffisamment proches par rapport a la k,-topologie).

Lemme 3.0.1 (Wittenberg [Wit], Lemme 1.8). Soient m un entier strictement
positif et X une variété lisse sur k. Pour v € Qy, soient z, et zl, des zéro-cycles de X,,.
Alors ils ont la méme image dans CHy(Xy)/m lorsqu’ils sont suffisamment proches.

Groupe de Brauer vertical. Soit 7 : X — B un morphisme dominant entre des
variétés lisses connexes. Le groupe de Brauer Br(X) est vu comme un sous-groupe de
Br(k(X)). La partie verticale Bryert(X) C Br(X) consiste en les éléments de Br(X)
provenant de Br(k(B)) par le morphisme 7* : Br(k(B)) — Br(k(X)) induit par 7. Le
quotient Brye,+(X)/7*Br(B) est fini si B est une courbe et si ’hypothése (ABELIENNE-
SCINDEE) dans U'introduction est vérifice, ¢f. [CTS00], Lemme 3.1.

3.1 Cas particulier ou les fibres sont géométriquement in-
tégres et B = P!

Dans cette section, on montre un cas particulier du théoréme principal (sauf I'exacti-
tude de la suite (E)) ot B = P! et on suppose que toutes les fibres sont géométriquement
intégres au lieu de I'hypothése (ABELIENNE-SCINDEE), les conclusions qu’on va montrer
deviennent beaucoup plus simples, respectivement :

(1) le principe de Hasse pour les zéro-cycles de degré 1;

(2) 'approximation faible pour les zéro-cycles de degré 1;

(3) 'approximation forte pour les zéro-cycles de degré 1.

Ce cas est aussi un cas particulier du théoréme principal du Chapitre I, la preuve
présentée ici est plus compliquée que le Chapitre I, mais 'avantage est qu’on peut
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adapter cette preuve a I'astuce de Salberger pour montrer une généralisation dans §3.2.
Cette preuve fait une partie essentielle de la preuve entiére du théoréme principal.

Premiérement, on admet la proposition suivante et montre le cas particulier consi-
déré, ensuite, on montre la proposition.

Proposition 3.1.1. Soient m : X — P! une fibration et D un sous-ensemble fini de
points fermés de P*. Soit Hil un sous-ensemble hilbertien généralisé de P'. Supposons
qu’il existe une famille {z,}y,cq, de zéro-cycles locaux de X de degré 1.

Alors, pour tout entier strictement positif a et pour tout ensemble fini S C §y, il
eziste les données suivantes :

(a) pour chaque v € S, un zéro-cycle effectif 22 € Zo(X,) tel que z, — 22
divisible dans Zo(X,); et pour tout tel z2, un zéro-cycle effectif 7, € Zo(X,) tel que
7. (Ty) soit séparable a support hors de D, et tel que T, soit suffisamment proche de z2;

(b) un point fermé 6 € Hil de degré d = 1(mod a) tel que 6 soit déployé localement
partout, tel que comme zéro-cycle 0 soit suffisamment proche de 7. (T,) pour toute v € S,
et tel que 0 et m,(z,) soient rationnellement équivalents' modulo a, i.e. ils ont la méme
image dans CHy(PL)/a pour toute v € Q.

soit a-

Démonstration du théoréeme principal sous les hypothéses au début de §3.1. On part d’une
famille {2, }yeq, de zéro-cycles de degré 1 sur X, la proposition 3.1.1 donne un point
fermé 0 € Hil qui satisfait (a) et (b) de la proposition. Si Xj satisfait le principe de Hasse
(pour les points rationnels ou pour les zéro-cycles de degré 1), il existe un zéro-cycle
global zp de degré 1 sur la k(0)-variété Xy, c’est un zéro-cycle de degré d = 1(mod a)
sur X. Si l'on prend pour a le degré dg d'un certain point fermé @) de X, le zéro-
cycle z = 29 — h@ est alors de degré 1 sur X pour un certain entier convenable h,
ceci montre (1). On fixe un entier strictement positif m et un sous-ensemble fini S de
places de k. On suppose que la k(f)-variété X, satisfait 'approximation faible (pour
les points rationnels ou pour les zéro-cycles de degré 1), d’apreés le théoréme des fonc-
tions implicites et le lemme 3.0.1, on peut choisir le zéro-cycle zy ci-dessus tel que zg
et 7, ont la méme image dans [],,, CHo((Xp)w)/m pour toute v € S. De l'autre coté,
grace au lemme 3.0.1, la proposition 3.1.1(a) implique que 7, et 22 ont la méme image
dans CHy(X,)/a. Si l'on prend a un multiple de dgm, les zéro-cycles z et z, ont la
méme image dans C'Ho(X,)/m pour toute v € S, ceci montre (2). Puisque X, est géo-
métriquement rationnellement connexe, d’aprés le corollaire 2.2 de Wittenberg? [Wit],
CHy(X,) — CHy(Pl) est injective pour presque toute v. Quitte & augmenter S, on
peut supposer U'injectivité pour toute v ¢ S. Pour une telle v, on a § ~ m.(2,) + ac,
pour un certain ¢, € Zo(PPL). Si 'on prend a = a’m tel que o’ soit un multiple de I'in-
dice de la fibre générique X, le zéro-cycle ac, s’écrit comme mm.(z)) pour un certain
20 € Zo(Xy), of. [Wit], Lemme 2.4. D’otl 29 ~ 2, + m2) sur X,, ceci montre (3). O

v

LCette derniére assertion est automatiquement satisfaite d’aprés un calcul de degré si la base est P!,
on énonce de la méme maniére que la proposition 3.3.1 ou la base est une courbe quelconque C.

2Ici, pour linjectivité de CHo(X,) deg CHy(PY) = Z, il suffit d’appliquer le théoréme 5 de
Kollar/Szabo [KS03]. Afin que cette preuve reste valable pour I'implication Prop. 3.3.1 = Théoréme
principal, on cite Wittenberg [Wit], Corollaire 2.2.
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Lemme 3.1.2. Soit D un ensemble fini de points fermés de P,lg, ot k est un corps local
non-archimédien. Alors, pour tout nombre entier strictement positif n, il existe un point
fermé de P*\ D de degré n.

Démonstration. Comme k est un corps local non-archimédien, il existe alors un poly-
néme irréductible de degré n, qui va définir un point fermé de Spec(k[T]) = A' C P! de
degré n. Il y a un nombre infini de tels polynomes, par exemple les polynémes d’Eisen-
stein, on peut donc le choisir tel que le point fermé associé soit en dehors de I’ensemble

fini D. O

Démonstration de la proposition 3.1.1. L’idée de cette démonstration est contenue dans
la preuve du théoréme 1.3 d’Ekedahl [Eke90] et la preuve de la proposition 3.2 de Harari
[Har94].

On note K = k(P!) et Kz = k(Z) I'extension finie de K associée au revétement fini
Z — P! définissant Hil, qui est étale au-dessus d’un ouvert dense U C P'. On prend
K’ la cloture galoienne de Kz dans K une cloture algébrique de K fixée au début. Soit
Z' la courbe intégre normale projective de corps des fonctions K’ avec les morphismes
finis Z/ — Z — P! associés aux extensions des corps K C Kz C K’, on note U’ I'image
réciproque de U dans Z’. On note k' la fermeture algébrique de k dans K’, I’extension
k' /k est finie, on note h son degré.

Lemme 3.1.3. Les donnés ci-dessus satisfont : (quitte a restreindre U et U’ si néces-
saire)

(1) le k-morphisme U' — U est étale fini surjectif galoisien,

(2) U’ est une courbe géométriquement intégre au-dessus de k',

(3) le diagramme suivant est commutatif, ot U — Uy est un k'-morphisme.

U/
[
U Uy =U x, k'

(4) les fibres de 7w : X — P! au-dessus de U sont lisses et géométriquement intégres.

Démonstration. Comme lextension k'/k est finie et car(k) = 0, on écrit k' = k(e)
avec e € k'. Son image par le k-plongement ¢ : k¥ — K’ est une fonction rationnelle
t(e) sur la courbe projective Z’. On note P I'ensemble fini des poles de c(e). Quitte
a restreindre U et U’, on peut supposer que U' N P = () et que U’ se surjecte sur U
par le morphisme Z’ — P!. Le morphisme des k-algébres k' — Oz (U') C K’ est alors
bien défini, qui donne un k-morphisme U’ — Spec(k’). On peut supposer de plus que
les fibres de 7 : X — P! au-dessus de U sont lisses et géométriquement intégres, et
que U' — U est étale galoisien (en enlevant l'orbite de P sous I'action de Gal(K'/K)
et les points ramifiés), pour plus de détails sur la théorie de Galois pour une courbe
algébrique intégre normale cf. [Sza09], Chapitre 4. La courbe U’ est géométriquement
intégre sur k', car k' est algébriquement fermé dans K’ = k'(U’). Le k’-morphisme
canonique U — Uy = U xy, k' satisfait le diagramme commutatif dans (3). O
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Pour trouver un point fermé 6 € Hil ¢ P!, il suffit de trouver € tel que la fibre de
U’ — U en 6 soit connexe.

Quitte & augmenter D, on peut supposer que ’ensemble fini D contient tout point
fermé 6 de P! dont sa fibre Xy n’est pas lisse.

On note G = Gal(K'/K), ¢’est le groupe de Galois du revétement fini étale U’ — U,
le revétement fini étale U’ — Uy est aussi galoisien, de groupe noté par H, qui est
un sous-groupe de G. On définit I C € comme 'ensemble des places de k qui sont
totalement décomposées dans (la cloture galoisienne de) k', c’est un ensemble infini
d’aprés le théoréme de Cebotarev.

On étend le k'-revétement fini étale galoisien U’ — Uy & un modéle entier U’ — V
au-dessus de Oy, s, qui reste un revétement fini étale galoisien de groupe H, ou S C Qy
est un ensemble fini, c¢f. le théoréme 2.1 de [Mar07] et (8.4.4) de [Gro64]. En augmentant
S’ si nécessaire, on peut supposer que S7 = 51 ®k k' pour un certain ensemble fini
S1 C Qy et qu’il existe un modele U de U sur Oy, g, satisfaisant le diagramme commutatif
suivant, dont &’ — V est un Oy, s;-morphisme et les autres deux fleches sont des O, g,-
morphismes.

ul
a| \H
UV

L’estimation de Lang-Weil avec le lemme de Hensel donne un sous-ensemble fini S
de Q4. tel que pour tout point fermé 6 de P! tel que Xy soit lisse, on ait Xg(k(6)y) # 0
pour toute w € (2 \ S2) ® k(0), cf. Chapitre I, Lemme 1.3.3.

En augmentant S si nécessaire, on peut supposer que S O S1 U So U Q. Quitte &
remplacer U'entier a par a[k’ : k|, on peut supposer que a est un multiple de [k’ : k].

On fixe un point fermé zp € Zp(X) de degré dy tel que yo = m.(20) soit séparable et
a support en dehors de D. On choisit un k-point noté par oo de P! hors de DUsupp(yo).
On part d’une famille de zéro-cycles {z, }yeq,. Pour v € S, on écrit z, = 27 — 2z on 21
et 2, sont effectifs & supports disjoints. On pose 2} = z, +adyz, = 2z + (ado — 1)z, de
degré = 1(mod adp), mais ils ne sont pas nécessairement de méme degré quand v € S
varie. On leur ajoute un multiple convenable de azy pour chaque v, et on obtient 22
effectif de méme degré assez grand d = 1(mod adp). D’aprés le lemme 2.1.3 du Chapitre
I1, on bouge 22 un peu et obtient 7, € Zy(X,) effectif suffisamment proche de 22 tel que
7«(Ty) soit séparable & support en dehors de D U {supp(yo)} U {o0}.

On trouve une fonction f, € k,(P!)*/k? telle que divp: (fy) = m(7y) — doo, pour
toute v € S.

Lemme 3.1.4. Soit E l’ensemble fini des classes de conjugaison du groupe H. Alors, il
existe une injection

v E— (% \S)NT) @k

qui satisfait les conditions suivantes,
- pour tout ¢ € E il existe un point de corps résiduel fini T, € V(K'(v(c))) tel que le
Frobenius associé Frobz, soit contenu dans la classe c;
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- les places ve, , v, € Q. sont distincts si c; # ca € E, ot v, est la place de k au-dessous
de v(c) € Qi pour ¢ € E.

De plus, si l'on note v = v, et w' = ~(c), les extensions k., [k, et k'(w')/k(v) sont
triviales, donc U(k(ve)) = V(K (v(c))) et U(ky,) = Uk’(k?;(c)) pour tout ¢ € E.

Démonstration. On remarque que Y’ — V est un revétement galoisien de groupe H
ot la fibre générique U’ de U" — Spec(Oy, Si) est une variété géométriquement intégre
au-dessus de &, le théoréme de densité de Cebotarev géométrique ([Eke90], Lemme 1.2)
donne l'injection ~ vérifiant la premiére condition. L’infinité de I’ensemble I assure que
la deuxiéme condition peut simultanément étre vérifiée. La derniére assertion provient
de la construction de I. O

D’aprés le lemme de Hensel, pour chaque ¢ € E; le point Z. se reléve en un point
ze € V(Oyr) C Up(K.,) oit Oy est 'anneau d’entiers du corps local k!, avec w' = ~(c).
D’aprés le lemme 3.1.2, on trouve alors un point fermé !, de U, de degré d — 1 en
dehors de D U supp(yo) U {00, zc}. On a z. + x, ~ doo € Zy(P} ) et on obtient une
fonction fy, € ky, (P')*/k} telle que divpr (fy,) = (zc 4 xL.) — doo € Zy(P,, ) pour tout
cc E.

De méme, on prend vy € Qf \ S\ {ve, ¢ € E} et obtient un point fermé z,, de
Uy, C Py, de degré d en dehors de DUsupp(yo)U{oo} et une fonction fy, € kyo (P1)* /K
telle que dZ.UP%O (foo) = @yy — doo € Zo(Py,)).

D’aprés le théoréme de Riemann-Roch I'(P!, Op:(doo)) est un espace vectoriel de
dimension d. On applique I'approximation faible pour P41, on trouve une fonction
f € k(PY)* qui est suffisamment proche des f, pour v € SU {v.,c € E} U{vp}. On a
alors divpi (f) = 6 — doo avec 6 un zéro-cycle effectif séparable & support en dehors de
D U supp(yo) U {0}, de plus,

(i) @ est suffisamment proche de m,(7,) pour v € S,

(ii) 0 est suffisamment proche de z. + 2/, pour ¢ € E,

(iii) @ est suffisamment proche de x,.

Le zéro-cycle 6 est en fait un point fermé de U C P! de degré d par (iii).

Le zéro-cycle 6 est déployé localement partout. En fait, pour les places dans (£ \
S) @y k(0) lassertion suit de I'estimation de Lang-Weil mentionnée précédemment, pour
les places dans S ®j, k() P'assertion suit du théoréme des fonctions implicites.

Pour conclure, il reste & montrer que la fibre de U’ — U au point 6 est connexe.

On note L = k(#), on a alors [L : k] = d. Le point fermé 6, vu comme un L-point
rationnel, est suffisamment proche de z. + 2. pour ¢ € E, ceci implique qu’il existe
w € Qp au-dessus de v, tel que L, /k,, soit une extension triviale et I'image de 6
par application U(L) — U(L,,) est suffisamment proche de z. € U(O,) C U(Ly) =
U (ky,). Donc 6 est un point entier de U (pour le modéle &) dont la réduction modulo w
est exactement Z. € U(L(w)) = U(k(v.)) = V(K'(v(c))), ot la deuxiéme égalité provient
du lemme 3.1.4.

On considére le revétement (fini étale) ¢ : Uy — U. Le point fermé 6 de U donne
un zéro-cycle ¢*(0) = Spec(L) xy Uy ~ Spec(L @y k') de Uy de degré d. Comme
d = 1(mod a), d est premier a [k’ : k|, Dalgébre étale L' = L @, k' reste alors un
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corps, le zéro-cycle ' = ¢*(#) est donc un point fermé de Uy de corps résiduel £/'(6') =
L'. En notant w’ = 7(c)|v., on rappelle que dans le lemme 3.1.4 on sait k, = k,,,
K (w') = k(ve), U(k(ve)) = V(K (w')), et U(ky,) = Up (K., ). Le point §' € Uy (L)) définit
en fait un point entier de Uy (pour le modeéle V) de réduction modulo \ exactement
Ze € V(L'(N)) = V(K (w')), ot Ave est une des places de L' au-dessus de w’ = y(c) € Qs
et au-dessus de w € Qp a la fois (A est alors déployée au-dessus de v.). Ceci signifie
que, pour tout ¢ € E, 'automorphisme de Frobenius Frobz,, & conjugaison prés, est
dans I'image de I'application Gal(L'/L') — H, qui est induite par le point fermé ¢’ de
U via le choix d'un relévement du composé Spec(L') — 6" = Spec(L') — Uy a U'.
L’application Gal(L'/L') — H est donc surjective d’aprés un argument de la théorie
des groupes finis, ¢f. [Eke90], Lemme 1.1. La fibre de U’ — U en 6 est exactement la
fibre de U’ — Uy en 6 = ¢~1(6), elle est alors connexe, ainsi 0 € Hil. O

Remarque 3.1.5. La méthode de la preuve présentée ici ne fonctionne que pour P!.
Si 'on part d’une courbe en bas C' de genre quelconque, on va obtenir 6 un zéro-cycle
global séparable de C' qui n’est pas nécessairement un point fermé. On écrit § = » i 6 ou
6; ~ Spec(L;) sont des points fermés districts de C. On va trouver que H est engendré

par les images de Gal(Lj/L;) — H. Ceci ne suffit pas pour déduire que la fibre de
Z' — C en chaque 0; est connexe.

3.2 Cas particulier ott (ABELIENNE-SCINDEE) est vérifiée et
B =P!

Dans cette section, on montre un cas particulier du théoréme principal (sauf I'exac-
titude de la suite (E)) ott B = P! et on fait I'hypothése (ABELIENNE-SCINDEE). Dans ce
cas, l'obstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe Brye.(X) suffit, les conclu-
sions qu’on va montrer deviennent respectivement : pour les zéro-cycles de degré 1 sur
X

(1) Pobstruction de Brauer-Manin associée au groupe Brye.+(X) est la seule au
principe de Hasse;

(2) Vobstruction de Brauer-Manin associée au groupe Brye.+(X) est la seule a I'ap-
proximation faible;

(3) 'obstruction de Brauer-Manin associée au groupe Bryert(X) est la seule a 'ap-
proximation forte.

Ce cas est une généralisation du théoréme 4.1 de Colliot-Théléne /Skorobogatov/Swinnerton-
Dyer [CTSSD98] au sens que Hil est un sous-ensemble hilbertien généralisé au lieu d’un
ouvert dense de P!. La preuve suit la méthode utilisée dans [CTSSD98], I'outil principal

est 'astuce de Salberger, a laquelle 'argument de §3.1 est adapté. Afin de baisser la dif-
ficulté de la lecture, au lieu de montrer ce cas directement, on le divise en deux étapes :
§3.1 et §3.2, la preuve ci-dessous ne répéte pas I'argument pour la partie précédente
§3.1.

Du méme argument que §3.1, on se raméne a la proposition suivante, qui joue le role
de la proposition 3.1.1. Dans le reste de cette section, on montre la proposition.
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Proposition 3.2.1. Soit 7 : X — P! une fibration qui satisfait I’hypothése
( ABELIENNE-SCINDEE )

pour tout point fermé 6 de P, la fibre Xy posséde une composante irréductible de
multiplicité un, dans le corps des fonctions de laquelle la fermeture algébrique de
k(0) est une extension abélienne de k(6).

Soient Hil un sous-ensemble hilbertien généralisé de P! et D un ensemble fini de
points fermés de P1. Supposons qu’il existe une famille {2, }yeq, de zéro-cycles de X de
degré 1 orthogonale au groupe Bryeri(X).

Alors, pour tout entier strictement positif a et pour tout ensemble fini S C Qy, il
existe les données suivantes :

(a) pour chaque v € S, un zéro-cycle effectif 22 € Zo(X,) tel que z, — 22 soit a-
divisible dans Zo(X,); et pour tout tel 22, un zéro-cycle effectif T, € Zo(X,) tel que
7.(y) soit séparable a support hors de D, et tel que T, soit suffisamment proche de z2;

(b) un point fermé 6 € Hil de degré d = 1(mod a) tel que 6 soit déployé localement
partout, tel que comme zéro-cycle 6 soit suffisamment proche de 7. (T,) pour toute v € S,
et tel que 0 et . (z,) soient rationnellement équivalents modulo a, i.e. ils ont la méme

image dans CHy(PL)/a pour toute v € Q.

Démonstration. On considére la fibration 7 : X — P'. Soit U un ouvert dense de
P! tel que toute fibre Xy au-dessus d’un point # € U est lisse et géométriquement
intégre. On note Dy I’ensemble des points au-dessus desquels les fibres sont non lisses
ou géométriquement non intégres, on écrit Dy = {P1,..., P;, ..., P,} ou P; est un point
fermé de P! de corps résiduel k; = k(P;). On choisit un k-point de P! \ Dy noté par
oo tel que la fibre X, soit lisse et géométriquement intégre, alors Dy C Al = P!\ oo,
quitte & restreindre U, on peut supposer que U C Al. Chaque point fermé P; donne
un point k;-rationnel e; € k; = Al(k;), on note g =t—e € ki(t) = ki(PY) et g; =
Ny, 1) /ity (9)) € k(t) = k(P'). Le point P; est localement défini par g;.

Soient P!, X, et U des modéles entiers lisses et projectifs sur Spec(Oy,s) de P!, X,
et U, pour un sous-ensemble fini S C €, suffisamment grand tel qu’il existe un Oy, s-
morphisme lisse projectif IT : X — P! dont la fibre générique au-dessus de Spec(k) est
m, et tel que g; € Oy 5[U]. On note, pour tout 1 < i < n, T; 'adhérence de Zariski
de P; dans P!, c’est aussi 'adhérence de Zariski dans P! du sous-schéma fermé de I
défini par ¢g; = 0. Quitte & augmenter .S, on peut supposer que les points schématiques
de P!, au-dessus desquels les fibres de II sont géométriquement non intégres, sont tous
contenus dans T’ = |JT;, que T; NT; = 0 si i # j, et que T; est étale sur Spec(Oys).

Comme la fibration X — P! vérifie 'hypothése (ABELIENNE-SCINDEE), on fixe une
composante irréductible Z; de multiplicité un de la fibre Xp,. La fermeture algébrique
K; de k; dans le corps des fonctions de Z; est une extension abélienne de k;. On peut
écrire K;/k; comme un composé d’un nombre fini d’extensions cycliques K ;/k;.

Comme dans la preuve de la proposition 3.1.1, lorsqu’on a la fibration X — P! et
le sous-ensemble hilbertien généralisé Hil, on choisit un revétement étale fini galoisien
U’ — U C P! et un modéle entier U’ — U au-dessus de Op,s, qui se factorise a travers
Y un modéle entier de Uy, oul k' est une extension finie de k£ qui ne dépend que de
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Hil. Comme il y a des fibres géométriquement non intégres, on ne peut pas appliquer
directement l’estimation de Lang-Weil, I'ensemble S5 dans la preuve de la proposition
3.1.1 n’existe plus.

Quitte & augmenter S, on peut supposer que S O S7UQ*. On va redéfinir I’ensemble
I C Q qui joue un role crucial dans la preuve de la proposition 3.1.1.

On fixe un caractére primitif x du groupe cyclique Gal(K; ;(P')/k;(P')) = Gal(K; ;/k:),
I'élément (x, i) du groupe de Brauer Br(k;(P!)) est noté simplement par (K; ;/ki, L),
on note A;j = coresy,p1y/ker)(Kij/ki, gi) € Br(k(P')), pour la construction de ces
éléments cf. [CTSD94] §1.1.

Alors A; ; € Br(P!\ D) pour tout i,j, ot D est un certain ensemble fini de points
fermés de P! contenant Dy. Quitte a remplacer a par un multiple, on peut supposer que
a annule tous les A; ; et que a est un multiple de [k : k].

On choisit un zéro-cycle effectif global zg € Zy(X) de degré dy tel que yp = m«(20)
soit & support hors de D U {o0}.

On part d'une famille {2, },eq, L Bryert(X), on peut supposer que les z,, sont suppor-
tés hors des fibres au-dessus de D d’aprés le lemme 1.3.1 du Chapitre 1. Le lemme for-
mel de Harari (¢f. 2.6.1 de [Har94] ; pour la version pour les zéro-cycles, cf. [CTSSD9S|,
Lemme 4.5) dit, en modifiant z, pour v € S’ \ S si nécessaire, qu’il existe un sous-
ensemble fini S’ C € contenant S tel que

D {Aij m(z0)) = 0.

veS’

Pour simplifier les notations, on suppose que S’ = S et on approxime les zéro-cycles
locaux pour v € S8’ = S.

On utilise le procéde de la preuve de la proposition 3.1.1, pour chaque v € S on
trouve des zéro-cycles effectifs 22, 7, € Zo(X,) de degré assez grand d = 1(mod ady) tel
que 22 — z, soit a-divisible dans Zy(X,), tel que . (7,) soit séparable & support hors de
D U supp(yo) U {oc}, et tel que 7, soit suffisamment proche de z2.

On rappelle le lemme suivant.

Lemme 3.2.2 ([CTSSD98|, Lemme 1.2). Soit k un corps de nombres, on note
Spec(O) un ouvert non-vide de Spec(Oy). Soit 1 : X — P un morphisme plat,
projectif avec X régulier et lisse sur O. On note m : X — P! la restriction & la fibre
générique de I1. Soit T C P! un sous-schéma fermé fini étale sur O tel que les fibres
de I1 au-dessus des points qui ne sont pas dans T sont géométriquement intégres. Soit
T =UT; la décomposition des composantes irréductibles, soit k; le corps des fonctions
de T;.

Quitte a restreindre 'ouvert Spec(O) C Spec(Oy), on a les assertions suivantes.

(a) Etant donné un point fermé u de Pl si la fibre X, sur le corps fini k(u) est
géométriquement intégre, alors elle contient un k(u)-point lisse.

(b) Etant donné un point fermé 6 de P! avec son adhérence de Zariski Spec(O) ~
6 C P, 0w O/O est fini avec Frac(O) = k(8), on note O’ la cloture intégale de O dans
k(9). siu € 6 C Pl est un point fermé tel que X, /k(u) soit géométriquement integre,
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alors Xy contient un k(6),-point lisse ot v est une place de k() (associée a un point
fermé de Spec(0')) au-dessus de w.

(c) Soit u dans un des T;, il définit alors une place v; de k;. Supposons qu’il existe
une composante irréductible Z de la fibre de f en T; xo k = Spec(k;) de multiplicité
un. On note K; la cloture algébrique de k; dans le corps des fonctions de Z. Si la
place v; décompose totalement dans l’anneau des entiers O; C K;, alors X, /k(u) est
géométriquement intégre.

(d) On suppose que, pour chaque i, il existe au moins une composante irréductible de
= (Spec(k;)) de multiplicité un. Alors, étant donné M/k une extension finie, il existe
une extension finie M' de M, telle que pour presque toute place v € €y décomposant
totalement dans M’ on ait l’assertion suivante :

L application f : X (L) — PY(L) est surjective pour toute extension finie L de k, .

Démonstration. Voir le lemme 1.2 de Colliot-Théléne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer
[CTSSDO98| pour la démonstration, on remarque que c’est une version pour les points
fermés, comme indiqué dans la page 20 de [CTSSD98| la méme preuve fonctionne dans
ce cas. O

On fixe une extension (non-triviale) finie galoisienne M de k qui contient tous les
k; et K, ;, d’aprés le lemme 3.2.2 (d), il existe une extension finie M’ D M - k' de k
et I un sous-ensemble infini de € en dehors de S contenant presque toutes les places
qui sont décomposées totalement dans M’. On a alors, pour toute extension finie L/k,
(v € I), Iapplication X (L) — P}(L) est surjective, les places dans I sont décomposées
totalement dans M et dans k'.

On fixe l'application (Lemme 3.1.4)

v E— (% \S)NI) @ K

comme dans la preuve de la proposition 3.1.1 et on fixe une place vg € I\ S\ {v, c € E}
(pas simplement dans Q \ S\ {v., ¢ € E}). On a ensuite les f, € k,(P!)*/k} pour toute
v € SU{ve,c € E} U{vp} décrites comme suit.

Pour chaque ¢ € E, on trouve, comme dans la preuve de la proposition 3.1.1, un zéro-
cycle x.+ !, séparable de degré d a support hors de DU supp(yo)U{oo}. De méme, pour
v, on trouve un zéro-cycle x,,, séparable de degré d a support hors de DUsupp(yo)U{oo}.
On écrit divpy (fy) = ms(7y) — doo pour v € S, divpy_(fy,) = (zc+ () — doo pour ¢ € E,
et div]p%o (fuy) = Tv, — doo pour v = vy.

Pour toute v € S U {ve,c € E} U{vp}, on pose pip = fu(F5) € k], = (ki @k ko)™
Puisque I\ {v.,c € E}\ {vo} est infini, le théoréme de Dirichlet généralisé (|San81|, Co-
rollaire 4.4) permet de trouver, pour chaque ¢, un élément p; € k; qui soit suffisamment
proche de p;, € (ki ® ky)* pour v € SU {v.,c € E} U{vp} et qui soit une unité en
dehors de (SUT) ®y k; U{w;}, ot w; est une place finie de k; en dehors de (SUT) ® k;
telle que de plus w;(p;) = 1.

Comme d peut étre choisi assez grand, d’aprés le théoréme de Riemann-Roch (pour
les détails cf. les preuves des lemmes 5.1 et 5.2 de Colliot-Théléne [CTO00]), on obtient
une fonction f € Oy surld] telle que f soit suffisamment proche de f, pour toute
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v € SU{ve,c € EYU{u}, et telle que f(FP;) = p; pour tout i. En écrivant divp: (f) =
0 — doo, on obtient un zéro-cycle effectif 8, de plus 6 est un point fermé dans U hors
de D U supp(yo) U {oo} car il est suffisamment proche de x,,. Puisque le zéro-cycle 6
est suffisamment proche de z. + ., pour ¢ € E, le point fermé 6 € Hil d’aprés le méme
argument de la proposition 3.1.1 (ici on utilise le fait que d et [k” : k| sont premiers entre
eux). Le zéro-cycle 0 est aussi suffisamment proche de m,(7,) pour v € S,

Il reste a vérifier que 6 est déployé localement partout. On suit principalement 1’idée
de Colliot-Théléne/Skorobogatov /Swinnerton-Dyer [CTSSDIS|.

Pour w € () au-dessus de v € (. :

Siv e S, le théoréme des fonctions implicites implique que 6, est déployé.

Si v € I, le lemme 3.2.2 (d) implique que X (k(6)y) — PY(k(6),) pour toute w
au-dessus de v.

Siv ¢ SUI, on note § ~ Spec(A) 'adhérence de Zariski de § dans P', ot A/Oy, 5 est
fini avec Frac(A) = k(0), on sait alors que Oy g) g est la cloture intégale de A dans k(0).
On fixe une place w de k() au-dessus de v, il définit un point fermé w € Spec(Ok(g) 5)s

ce point se trouve au-dessus d’un certain point fermé wy € 6. On remarque que 6 et T}
sont définis localement par f et g; respectivement. Il y a deux cas possibles.

(i) Si wy est contenue dans un (et alors un seul) des T;. On sait que g;(0) € k(0)
et pi = f(F;) € O, sur- On rappelle que pour v’ € Q. \ (SUI) ®p ki, w'(p;)) =1
si w' = w;, w(p;)) = 0 si w # w;. Done, en restrelgnant au-dessus de Q \ (S U

I) C Spec(Oy,s), l'intersection T; N 6 ne contient quun point noté par w; € Tj, et le
multiplicité d’intersection de T; et 0 en w; égale 1 car wl(pz) = 1. Alors w;, vu comme
un point fermé wy de 6, doit étre un point régulier de 6. On a alors w = wy = wj,
Kiw, = k(0)w et w(gi(0)) = wi(p;) = 1.

(ii) Si wp ¢ T; pour tout i, alors X, /k(ws) est géométriquement intégre par la
construction de T;, on a donc Xp(k(0),) # 0 d’apres le lemme 3.2.2(b). On sait que
9i(6) est une unité (modulo wg) dans k(wg) C k(w) car g;(0) ¢ T;NA, donc w(gi(6)) = 0.

Pour vérifier que 0 est déployé localement partout, il reste la place w dans le cas
(i) ot w = w; € T;. On note E; = k; ®; k(0), Fi; = K;j @5 k(0). On a (A;;,0)p =
coresyg) /kcoresg, k(o) (Fij/ Ei, 9;(0)) € Br(k) par définition.

On rappelle que

Z<Ai,j’ﬂ'*(zv)>v =0

veS
et (A;j, 7 (20))o = (Aij, m(22))y pour toute v € S. Alors

D (Aigym(m))e = Y (@0 (Aig) mo)o = D (T (Aig), 2000 = Y _(Aijimul(25))o = 0,

veS veES veS veS

}E:¢4Lj70>v:: 0

vES

donc

par continuité de l'accouplement de Brauer-Manin (pour v € S, 6 est suffisamment
proche de 7,(7,), T, est suffisamment proche de 22, on remarque que z, — z2 est a-
divisible, et a annule A; ;).
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On a donc

> (A 0y =0

veEQE\S

car 6 est global. Donc

Z invy (coresy gy xcoresg, uo) (Fij/ Ei, 9i(0))) = 0,
vEQE\S

Z invw(COTGSEi/k(g)(Fi,j/Ei792(0))) =0.
wEQk(g)\S(@kk(Q)

A partir de maintenant on suppose que w € (4, \ S) @y, k(8).

Siw € I ®y k(0), soit v la place de k au-dessous de w, par construction I’extension
des corps locaux associés aux Kj; j/k; au-dessus de v est triviale, 'extension Fj j/E; est
alors triviale au-dessus de w, on trouve

invy (coresg, /u9) (Fij/ Ei, 9i(9))) = 0.

Siw ¢ I ®k(0) et w# w; (plus précisément, le point wy associé & w n’est pas
dans T;), on rappelle que dans ce cas w(g;(0)) = 0, alors g;(f) est une unité en w, d’ou
invy(coresg, i) (Fij/ Ei, g;(0))) = 0.

On trouve finalement

(%) invy, (COT@SEi/k(Q)(Fi,j/Eivg;(‘g))) =0.

On considére la flecche E; — E; ®y9) E(0)w,, ou E; () k(0)w, est un produit
d’extensions de k(). En remarquant que w(Ng, /x9)(9;(0))) = w(gi(0)) égale soit 0
si w # w; soit 1 si w = wy, il y a donc seulement une de ces extensions, notée par
E; ., dans laquelle 'image de g}(#) n’est pas une unité mais une uniformisante, de plus,
Eiw/k(0)w, est triviale. L’égalité (x) implique que (F; j/E;, gi(0)) @p, Eiw = 0, on a
alors pour tout j l'extension cyclique K; ;/k; est triviale aprés ®p, F;,, car gi(0) est
une uniformisante de Ej ,,, on trouve que K;/k; est triviale aprés ®p, E; .. D’aprés le
lemme 3.2.2(c), la réduction X, /k(w;) de Xy modulo w; est géométriquement intégre,
Xp contient donc un k(6),,-point d’aprés le lemme 3.2.2(b). O

Remarque 3.2.3. Puisque la preuve compléte de la proposition 3.2.1 est trop longue
et assez difficile & comprendre, on la sépare en deux parties. La premiére partie §3.1 se
concentre sur les problémes que comment assurer que 6 est un point fermé au lieu d’un
zéro-cycle effectif et comment contréler 6 tel que il soit contenu dans Hil. La deuxiéme
partie §3.2 se concentre sur le traitement de ’hypothése (ABELIENNE-SCINDEE), i.e.
I’astuce de Salberger, et comment ’adapter avec la premiére partie. Cette preuve peut
étre vue comme une interprétation géométrique de ’astuce de Salberger, comparer avec
la preuve du théoréme 3.1 de [CTSSD9S|.
Comme indiqué dans §3 de Colliot-Théléne/Skorobogatov/Swinnerton-Dyer [CTSSD9Sg|,

'astuce de Salberger est un énoncé sur P! (avec la condition de I'ensemble hilbertien



86 1. Astuce de Salberger et zéro-cycles

généralisé), elle est indépendante du probléme des fibrations, il est possible de séparer
cette partie. Wittenberg a proposé une preuve alternative en utilisant seulement 'argu-
ment sur des polynémes, qui semble raisonnable. Pour la méthode présentée ici, on doit
définir la fleche v : E — ((Qx \ S)NI) @ k', d’un coté, on utilise la fléche pour assurer
que @ € Hil qui est une condition posée sur P', de l'autre coté, le choix de I dépend des
K; j qui viennent du probléme des fibrations. Il ne semble pas facile de séparer I'astuce
de Salberger (avec la condition de I’ensemble hilbertien généralisé) du probléme des
fibrations avec notre méthode.

3.3 Cas général

3.3.1 Fibrations au-dessus d’une courbe de genre quelconque

Dans cette sous-section, on montre le théoréme principal (sauf 'exactitude de la suite
(E)) pour le cas ot B = C' est une courbe lisse de groupe II(Jac(C)) fini. Dans ce cas,
lobstruction de Brauer-Manin associée au sous-groupe Bryer(X) suffit, les conclusions
qu’on va montrer deviennent respectivement : pour les zéro-cycles de degré 1 sur X

(1) lobstruction de Brauer-Manin associée au groupe Brye+(X) est la seule au
principe de Hasse;

(2) 'obstruction de Brauer-Manin associée au groupe Bryert(X) est la seule a lap-
proximation faible ;

(3) 'obstruction de Brauer-Manin associée au groupe Bryert(X) est la seule a lap-

proximation forte.
Ce cas est une généralisation des théorémes principaux de Wittenberg [Wit| au sens que
Hil est un sous-ensemble hilbertien généralisé au lieu d’un ouvert dense de C. La preuve
applique la méthode de Wittenberg développée dans [Wit]. Comme expliqué précédem-
ment (le passage de la proposition 3.1.1 au théoréme principal fonctionne encore pour
une courbe de genre quelconque) , il suffit de montrer la proposition suivante, qui joue
le role de la proposition 3.1.1.

Proposition 3.3.1. Soit m: X — C une fibration qui satisfait hypothése
( ABELIENNE-SCINDEE )

pour tout point fermé 6 de C, la fibre Xy posséde une composante irréductible de
multiplicité un, dans le corps des fonctions de laquelle la fermeture algébrique de
k(0) est une extension abélienne de k(0).

Soient Hil un sous-ensemble hilbertien généralisé de C' et D un ensemble fini de
points fermés de C. Supposons qu’il existe une famille {zy}yeq, de zéro-cycles de X de
degré 1 orthogonale au groupe Bryer(X).

Alors, pour tout entier strictement positif a et pour tout ensemble fini S C Qy, il
eziste les données suivantes :

(a) pour chaque v € S, un zéro-cycle effectif 23 € Zo(X,) tel que z, — 25 soit a-
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divisible’ dans CHy(X,); et pour tout tel z3, un zéro-cycle effectif T, € Zo(X,) tel que
7. (Ty) soit séparable a support hors de D, et tel que T, soit suffisamment proche de zJ;

(b) un point fermé 0 € Hil de degré d = 1(mod a) tel que 6 soit déployé localement
partout, tel que comme zéro-cycle 0 soit suffisamment proche de 7. (1,) pour toute v € S,
et tel que 0 et m.(zy) soient rationnellement équivalents modulo a, i.e. ils ont la méme
image dans CHy(Cy)/a pour toute v € €.

D’abord, on montre le lemme suivant.

Lemme 3.3.2. Soit k une extension finie de Q, ou de R. Soient X1 et Xo des variétés
intégres lisses sur k.

(1)Soit ¢ : X1 — Xy un morphisme. Soient z,z' des zéro-cycles de Xy. Suppo-
sons que p«(2) et pi(2') sont séparables. Alors @.(z) est suffisamment proche de . (z")
lorsque z est suffisamment proche de 2.

(2)Soit ¢ : X1 — Xo un morphisme fini plat. Soient z,z" des zéro-cycles de Xs.
Supposons que @ est étale en chaque point du support de p*(z). Alors, ©*(2') est suffi-
samment proche de p*(2) si 2’ est suffisamment proche de z.

Remarque 3.3.3. Dans le cas (1) du lemme, on écrit 2 = > npP et 2/ = > np P/,
si les corps résiduels k(P) = k(p(P)), k(P') = k(¢(P')) pour tout P, P’, la méme
conclusion reste valable (par linéarité) méme si p.(2) et ¢.(z’) ne sont pas séparables.
Supposons que les variétés Xq, Xo admettent des morphisme 71, vo vers une variété Y et
que le morphisme ¢ est un Y-morphisme, i.e. y1 = y2 0 . Si 'image de z (resp. 2’) par
71 est isomorphe a z (resp. 2z’), alors la condition ci-dessus est vérifiée, (1) s’applique.
Ce sera le cas pour 'application dans la preuve de la proposition 3.3.1.

Démonstration du lemme 3.3.2. (1) C’est clair car les morphismes ¢ @ Xi(L) —
Xo(L) induits par ¢ sont continus pour toute extension finie L de k.

(2) On peut supposer que z = P et 2/ = P’ sont des points fermés de méme
corps résiduel K. Pour chaque point fermé () appartenant a I’ensemble de points fermés
@ Y(P), en fixant un plongement L = k(Q) — k compatible avec K = k(P) — k, le
point @ est vu comme un L-point rationnel de X; au-dessus de P € Xo(K) C Xa(L).
L’application ¢ induit un isomorphisme analytique d’un voisinage Ué) C Xy(L) de @
sur un voisinage Vy, C X»(L) de P € Xy(L) car ¢ est étale en Q. On pose Uy =
Uy \Ug X1(E) et Vg = p(Ug) ot E parcourt les extensions de k strictement incluses
dans L (il n’y a qu'un nombre fini de telles extensions), alors Ug (resp. V) est un
voisinage ouvert de @ (resp. P) dans X;(L) (resp. X2(L)). En restreignant les Ug si
nécessaire, on peut supposer que si (J1, Q2 sont deux points fermés distincts de méme
corps résiduel (noté par L = Ly = Lo) de ¢ '(P), pour tout o,0’ € Autg (L), les
o(Ug,)’s et o'(Ug,)’s sont tous disjoints. L’ensemble VQK = Vo N X3(K) est alors un
voisinage ouvert de P dans X5(K), on définit Vp = erwl( P) Vé{ , ¢’est un voisinage
ouvert de P dans X3(K). Si P’ est suffisamment proche de P, il est contenu dans Vp,
par construction pour chaque @ € ¢~ !(P) il existe un (unique) Q' € X1(k(Q)) NUg

31 a-divisibilité dans CHy(Xy) est plus faible que l'a-divisibilité dans Zy(X,), mais elle est encore
suffisant pour impliquer le théoréme principal.
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qui provient d’un unique point fermé (de corps résiduel exactement k(Q)) de X situé
au-dessus de P’, le point @’ est suffisamment proche de Q. Ceci compléte la preuve. [

Démonstration de la proposition 3.3.1. On résume la méthode de Wittenberg dans [Wit]
(avec les notations un peu différentes). On part d’une fibration X — C et d’une famille
de zéro-cycles de degré un {z, }ycq, L Bryert(X). Quitte & augmenter D, on peut suppo-
ser que D contient tout point fermé au-dessus duquel la fibre est non lisse ou géométri-
quement non intégre. On montre qu’on peut supposer qu’il existe un zéro-cycle global
y de degré 1 de C' tel que mi(z,) ~ y pour toute v € Q, cf. le paragraphe avant §4
de [Wit]. A I'aide des lemmes d’effectivité (§4.1 de [Wit]), on obtient deux zéro-cycles
effectifs séparables yp, Yoo € Zo(C), & supports disjoints et en dehors de D, tels que
Yo ~ Yoo soient rationnellement équivalents a y modulo a, et pour chaque v € ;. un
certain zéro-cycle effectif sur X, noté par z., et un ensemble fini de places Sy O S tel
que

- {2} veq, LBryert(X),

- pour toute v € So, T(2}) = yo Xk kv € Zo(Cy), (cf. (iv) avant le lemme 4.5 de
[Wit])

- pour toute v € 2 \ So, T (2)) = Yoo Xk kv € Zo(Cy). (cf. (vi) avant le lemme 4.5
de [Wit])

Chaque fois on applique un des lemmes d’effectivité mentionnés ci-dessus, on ajoute
un multiple assez grand d’un certain point fermé de X pour obtenir z!, on peut donc
demander de plus que les z! — z, soient a-divisibles dans C'Hy(X,). On a alors un
morphisme dominant ¢ : C — P! de degré dy, = 1(mod a) tel que yo = ¥*(0) et

Dans la construction on peut aussi demander que 1)(D)NB = @, o B C P! est le lieu
de branchement de v, et que ¢ induit un isomorphisme D = ¥(D), cf. le paragraphe
avant le lemme 4.5 de [Wit].

On définit p : R = Reoyp(X) — P! comme la restriction & la Weil de X — C
le long de 1. La variété R est lisse et géométriquement intégre sur k (|[Wit], Lemme
4.5). Le morphisme p restreint au-dessus de I'ouvert U = P!\ (7(D) U B) est propre et
lisse. D’aprés la compactification de Nagata et la résolution de singularité de Hironaka,
il existe alors une compactification lisse p’ : ¥ — P! de p : R — P!, telle que les
morphismes p et p’ coincident au-dessus de U. De plus, la fibration p’ vérifie I’hypothése
(ABELIENNE-SCINDEE), cf. [Wit], Lemme 4.6.

Par la propriété universelle de la restriction a la Weil, il existe un morphisme cano-
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nique 0 : Ro = R xp1 €' — X satisfaisant le diagramme commutatif suivant.

xpl c g

W@;}}M

C—>IP’1

En restreignant a la fibre au-dessus de 'ouvert U (resp. V = ¢~ }(U)), on trouve le
diagramme suivant,

Yy
Ry — Ry
TV pb
pv pu,
v

ou Xy =X x¢V, Ry = Rxp V, R, = R’ xp1 V avec oy un morphisme propre et 1,
un morphisme plat. La variété Ry est intégre. En fait, on trouve que Ry est réguliére
par lissité de py, donc réduite, elle est également irréductible car la fibre générique de
Ry — V est le changement de base de R, qui est géométriquement irréductible, par
ne — 1 = Spec(k(P')).

Le zéro-cycle 2z} est supporté dans Xy car yo et 9o sont des zéro-cycles séparables ; en
remarquant le fait que la restriction a la Weil commute avec le produit fibré (|BLRIO],
§7.6), il définit un k,-point (vu comme un zéro-cycle de degré 1) noté par [z}] de R
(et alors de R') au-dessus de I'un des deux points oo (si v € Sp) et 0 (si v ¢ Sp)
de P!, autrement dit z; = ov.(¥5([2}])). De plus, la famille de zéro-cycles locaux
{[zi]}veq,, L Broert(R') (JWit], Proposition 4.7)%.

Soit ’ensemble hilbertien généralisé Hil défini par le morphisme dominant fini Z —
C, le composé Z — C Y, pt définit un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil; C P!,
Quitte a remplacer Hil; par son intersection avec un certain ouvert de P!, on peut
supposer que 6 = )~ 1(f;) est un point fermé de C contenu dans Hil lorsque 6; € Hil;.

La proposition 3.2.1 donne les données suivantes :

4Quand k est un corps de nombres totalement imaginaire, ’argument ci-dessus suffit. Sinon, pour
que 'énoncé de la proposition 4.7 de [Wit] soit vrai, il faut modifier les z, pour v € Q> tel qu’ils
satisfont de plus la condition (v) de §4.2 de [Wit], pour cet argument on référe au corollaire 5.8 et §5.4
de [Wit] au lieu de présenter les détails ici.
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(a1) pour chaque v € Sy un zéro-cycle effectif 71, € Zy(R),) tel que pl(7T14) = ps(T10)
soit séparable a support dans U et tel que 71, soit suffisamment proche d’un certain
zéro-cycle 22, ot 22 — [2}] est a-divisible dans Zy(R.). (En fait, un peu mieux, on peut
demander 'a-divisibilité dans Zy(Ry,) car 0,00 € U.)

(b1) un point fermé #; de U C P! contenu dans Hil; de degré dy = 1(mod a) tel
que Ry, (Ays,)) = Ry, (Agg,)) # 0, tel que 6 soit suffisamment proche de pf(71,) pour
v € Sy et tel que O; et pi([zl]) = p.([z}]) aient la méme image dans CHy(P')/a pour
toute v € Q.

On trouve donc 6 = 1)~1(#1) est un point fermé de V' C C contenu dans Hil de degré
d = dyd; = 1(mod a) avec Xg(Ay@g)) = Rg, (Agg,)) # 0 par la propriété universelle de
la restriction a la Weil. On vérifie par construction que 6 et m,(z,) sont rationnellement
équivalents modulo a sur C' pour toute v € . Pour toute v € Sy, on pose 7, =
oV (T1o), 25 = ovifi(22) € Zo((Xv)w) C Zo(X,). Comme 1py est un morphisme
étale, 7, (7y) = ¥ *p«(T1,) est séparable a support dans V, il est suffisamment proche de
6 pour toute v € Sy d’aprés le lemme suivant 3.3.2. Puisque 23 — 2} est a-divisible dans
Zo((Xv)), le zéro-cycle z3 — z, est alors a-divisible dans C'Hp(X,).

Finalement, on applique le lemme 3.3.2 pour vérifier que les zéro-cycles 23 et 7, sont
suffisamment proches pour v € Sp. On fait attention que le zéro-cycle p,(z2) est dans
U mais généralement il n’est pas nécessairement séparable. Heureusement, le [z}] est
effectivement un k,-point de R/ au-dessus de 0 € U C P!, comme zéro-cycle il est effectif
séparable. En passant au 22, on ajoute un multiple de azg & [2}] pour que le degré soit
assez grand (cf. 'argument avant le lemme 3.1.4 dans la preuve de la proposition 3.1.1).
Le 2 ici est un point fermé dont I'image par p’ est un zéro-cycle séparable dans U, dans
ce cas z2 et son image par p’ sont isomorphes, alors w{}‘(zg) et son image par 7 sont

aussi isomorphes. D’aprés la remarque 3.3.3, le lemme 3.3.2 s’applique. Ceci compléte
la preuve. ]

3.3.2 Fibrations au-dessus de P"

Dans cette sous-section, on montre le théoréme principal (sauf 'exactitude de la
suite (E)) dans le cas ot B = P™ est 'espace projectif. Le résultat a été presque établi
dans le Chapitre II, Théoréme 2.4.2; la seule différence est de remplacer 'ouvert dense
U C P"™ de ce théoréme par un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil € P". 11 suffit de
vérifier que la condition liée & le sous-ensemble hilbertien généralisé se comporte bien
dans la récurrence. On rappelle, dans la preuve du théoréme 2.4.2 du Chapitre I, qu’on
étend une projection rationnelle bien choisie P* --» P! & un morphisme A — P! qui est
un fibré en P! au-dessus de P!, oit A est un éclatement de P" de centre une certaine
sous-variété fermée. Il faut vérifier que, si Hila C A est I'image réciproque de Hil C P™,
il existe un sous-ensemble hilbertien généralisé Hily C P! tel que pour tout § € Hily
I’ensemble Ag N Hila contient un sous-ensemble hilbertien généralisé de Ag.

Quitte a restreindre & un ouvert dense, a I’aide du lemme 1 de Harari [Har07]| (qui
marche encore pour les sous-ensembles hilbertiens généralisés) pour conclure il suffit de
montrer le lemme suivant, déja mentionné dans [Har07| §1.2 sans preuve.
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Lemme 3.3.4. Soient k un corps de nombres et Hil C A% un sous-ensemble hilbertien
généralisé. Alors pi(Hil) contient un certain sous-ensemble hilbertien généralisé de A",
ot pp : AT = AT x A® — A" est la projection canonique.

Démonstration. On note py : A" = A" x A® — A% la deuxiéme projection. Soit Hil
défini par V LU C A" ou U est un ouvert non vide et ol p est un morphisme
étale fini. La projection Wy = pa(U) est un ouvert non vide de A?, il existe un ouvert
non vide W4 C Wa tel que pour tout point fermé 6o € W5, U, = U N p, ' (62) soit
lisse sur k(f2), la variété Vp, est alors lisse. Comme A"15(k) N Hil est Zariski dense
dans A™"5, ¢f. [Eke90], on trouve que po(A™T5(k) N Hil) N W # ), il existe alors un
k-point 02 € pa(Hil) N W3, Liouvert Up, de py ' (62) est alors non vide lisse, on définit
Z = p~1(Uy,), c’est une variété lisse. Par construction, il existe un point fermé ¢; € A"
tel que (61, 02) soit contenu dans Hil, i.e. p~1(01,62) est connexe, la variété Z est alors
aussi connexe, donc intégre. Puisque 03 est un k-point, le morphisme Z — Uy, définit
un sous-ensemble hilbertien généralisé de A™ x 5 ~ A", contenu dans p; (Hil). O

3.4 La suite exacte (E)

Dans cette section, on explique la suite (E) et établit son exactitude pour les fibra-
tions considérées dans le théoréme principal.

Tout d’abord, on note Ay(X) = ker[deg : CHy(X) — Z]. La théorie du corps de
classes global implique que 'image diagonale de Ay(X) dans Hver Ap(Xy) est contenue
dans le noyau de ’accouplement de Brauer-Manin. Ceci donne un complexe

A0(X) = [ Ao(x.) — Hom(Br(X),Q/2),
vEQ

ou la deuxiéme fléche est induite par I'accouplement de Brauer-Manin. On considére le
complexe complété

(Eo) Ag(X) — ] AglX.) — Hom(Br(X),Q/Z),

'UEQk

ot M désigne @n>0 M /n pour un groupe abélien M.

L’exactitude de la suite (Ep) a été conjecturée par Colliot-Théléne/Sansuc [CTS81|,
Conjectures A, C, pour les surfaces rationnelles; par Kato/Saito [KS86]|, §7, et par
Colliot-Théléne [CT95], Conjecture 1.5, pour les variétés lisses générales.

La formulation suivante est due & van Hamel [vHO3|, développée par Wittenberg
[Wit]. On définit CHg 4 (X) comme le groupe

I[ CHo(x.) x [] Coker[N, )y, : CHo(X,) — CHo(X,)].

UEQQ veNe
De méme, on trouve un complexe

(E) CHy(X) — C'HOTA(X) — Hom(Br(X),Q/7),
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et on espére que (F) soit exact pour toute variété lisse et géométriquement connexe X.
Il est remarqué par Wittenberg que 'exactitude de (E) implique I'exactitude de (Ep), et
implique que l'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse pour les
zéro-cycles de degré 1 sur X, cf. [Wit], Remarques 1.1 (ii)(iii). Par définition, I’exactitude
de (E) implique aussi que I'obstruction de Brauer-Manin est la seule a 'approximation
forte au niveau du groupe de Chow auz places finies pour les zéro-cycles de degré 1.
Généralement on ne sait pas si I'exactitude de (E) implique que 'obstruction de Brauer-
Manin est la seule a I'approximation forte pour les zéro-cycles de degré 1 a cause des
places infinies (sauf le cas des courbes, c¢f. Chapitre I, Théoréme 1.1.5). Réciproquement,
c’est possible mais ce n’est pas évident que "approximation forte pour les zéro-cycle de
degré 1 implique 'exactitude de (E) qui concerne les zéro-cycles de tout degré.

On remarque que, pour les places réelles, le conoyau Coker[Nc/r : CHo(Xc) —
CHy(Xr)] est calculé par Colliot-Théléne/Ischebeck [CTIS1].

Dans le reste de cette section, on va établir 'exactitude de la suite (E) pour les
fibrations considérées dans le théoréme principal.

3.41 Lecas B=C

Dans son article |[Wit|, Wittenberg établit I'exactitude de la suite (E) pour une
fibration X — C' satisfaisant (ABELIENNE-SCINDEE), en supposant que

- pour presque tout point fermé 6 de C, pour tout entier n > 0 et tout ensemble
fini S C Qpp), 'image de CHy(Xy) dans [[,cqg CHo((Xg)w)/n contient I'image de
[L,cs Xo(k(0)w) dans ce méme groupe.

Cette hypothése est vérifice si Xy satisfait I'approximation faible pour les points ra-
tionnels ou pour les zéro-cycles de degré 1. On rappelle que, dans [Wit|, on part d’une
fibration X — C, Wittenberg construit un morphisme dominant v : C' — P! et réduit
le probléme considéré & un probléme sur la fibration W’ — P!, ott W’ est une compac-
tification lisse de la restriction a la Weil W — P! de X — C' le long de 1. On remarque
que la condition qu'un point fermé appartient a un sous-ensemble hilbertien généralisé
donné passe bien avec la réduction §4.2 de [Wit]. Plus précisément, si Z — U C C
définit un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil de C, son composé avec v définit un
sous-ensemble hilbertien généralisé Hil; de P! tel que pour tout § € Hil; on ait auto-
matiquement =1 () € Hil. Maintenant, pour W’ — P!, on applique le théoréme 4.9
de [Wit], qui est essentiellement le théoréme 4.1 de [CTSSDI8|. Précédemment §3.2
généralise ce dernier résultat combiné avec la condition sur Hil; € P!, qui va assurer
lexactitude de la suite (E) pour le cas B = C' dans le théoréme principal. On remarque
que pour la validité de la combinaison du théoréme 4.9 de [Wit] avec la condition sur
Hily, il doit supposer de plus que le degré des {z,}veq, (pas nécessairement de degré
1 dans le théoréme 4.9 de [Wit]) est premier a [k’ : k] (cf. la preuve dans §3.2). Ceci
est aussi suffisant pour déduire 'exactitude de (E), ¢f. la discussion apreés la preuve du
théoréeme 4.9 de [Wit].
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3.4.2 Lecas B=P"

Comme expliqué dans §2.4.2 du Chapitre II, on part d'une fibration X — P", et on
se raméne au probléme sur X’ — A ou X' est rationnellement équivalent a X et ou
A muni d’une structure d'un fibré en P"~! au-dessus de P'. On considére la fibration
n'og: X' — P! a fibres géométriquement intégres, qui a fortiori satisfait (ABELIENNE-
SCINDEE). D’aprés la proposition 3.1 de Wittenberg [Wit|, afin d’é¢tablir (E) pour X’
(donc pour X), il suffit de vérifier la propriété suivante pour tout ensemble fini S C Qy,
pour la fibration f = 7’0 g: X’ — P! (comme C = P! les conditions sont simplifiées).

(Ps) Soit {zy}veq, une famille de zéro-cycles de degré o. Si elle est orthogonale a
Br(X'), alors pour tout entier n > 0, il existe un zéro-cycle z de X’ de degré
J, tel que pour toute v € S on ait z = 2, dans CHy(X])/n si v est finie et
z = zy + Ny, i, (uy) dans CHo(X})) pour un u, € CHy(X]) si v est réelle.

La propriété (Ps) est impliquée par la propriété suivante.

(P§) Soit {zy}veq, une famille de zéro-cycles de degré ¢. Si elle est orthogonale a
Br(X'), alors pour tout entier n > 0, il existe un zéro-cycle z de X’ de degré
d, tel que pour toute v € S on ait z = 2z, dans CHy(X])/2n.

Cette derniére propriété est vérifice par f : X’ — P! grace® au théoréme 2.3.7 du

Chapitre II et le fait que les fibres de f au-dessus d’un certain sous-ensemble hilbertien
généralisé satisfont 'approximation faible pour les zéro-cycles de degré 1 (déja montré
dans §3.3.2 pour le cas B = P"~1). Ceci établit I'exactitude de (E) pour le cas B = P"
dans le théoréme principal.

3.5 Fibré en surfaces de Chéatelet

La notion de sous-ensemble hilbertien généralisé nous permet d’appliquer le résultat
principal a certaines fibrations, par exemple, les fibrations en surfaces de Chéatelet (ou
encore plus général) au-dessus d'une courbe sous ’hypothése (ABELIENNE-SCINDEE).

D’abord, on rappelle la notion de p-fold de Chételet. Soient K un corps et L une
extension finie de degré n. On fixe une K-base linéaire wy, ..., w, de L. Soit P(z) € K|z]
un polynéme de degré dn ot d > 0 est un entier. L’équation normique

est un polynome dans K[xy,...,2p, 2], elle définit une variété lisse et géométriquement
intégre dans A"t1. 11 existe un modéle projectif lisse X = X7, /K,P(z) de cette variété
([VAV], Proposition 2.1). Un tel modéle est appelé un p-fold de Chéatelet si L/K est une
extension cyclique de degré premier p et si d = 2, c’est une surface de Chatelet si p = 2.
Si K est un corps de nombres, la variété X vue comme un fibré en coniques au-dessus
de P! via l'indéterminée z, vérifie que I'obstruction de Brauer-Manin est la seule au

®La conclusion du théoréme 2.3.7 du Chapitre IT considére seulement les zéro-cycles de degré 1, la
méme démonstration assure la validité de la conclusion pour les zéro-cycles de degré 9.
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principe de Hasse/a lapproximation faible pour les zéro-cycles de degré 1 (Théoréme
principal, ou [Wit], Théoréme 1.3).

Fait. Si K est un corps de nombres, le groupe de Brauer Br(X) est égal & im[Br(K) —
Br(X)] lorsque P(z) est un polynoéme irréductible sur K. En particulier, le principe
de Hasse et 'approximation faible pour les zéro-cycles de degré 1 sont valables pour
X =X1/K P(z)-

Ce fait se déduit de la proposition 2.5 de Colliot-Théléne/Harari/Skorobogatov
[CTHSO03], voir aussi le corollaire 3.3 de Varilly-Alvarado/Viray [VAV]. Récemment,
Wei obtient un résultat plus général, une fois que L/K est une extension cyclique (pas
nécessairement de degré premier) et P(z) est irréductible sur K (de degré quelconque),
on a encore le fait ci-dessus, c¢f. [Wei|, Théoréme 1.4.

Soit k£ un corps de nombres. On considére une fibration en p-folds de Chételet au-
dessus d’une courbe 7 : X — (), i.e. sa fibre générique est un p-fold de Chéatelet au-dessus
de K = k(C) définie par I'équation Ny, x(z1w1 + --- + zpwy) = P(z) ot P(z) € K[z]
est un polynome de degré 2p supposé irréductible sur K. Le polynéme P(z) définit une
extension finie K’ de K, a laquelle il associe une courbe normale Z et un morphisme
fini dominant Z — C. Ce morphisme est étale au-dessus d’un ouvert non vide, il définit
alors un sous-ensemble hilbertien généralisé Hil C C' tel que pour tout € € Hil la fibre
Xy vérifie le principe de Hasse et 'approximation faible pour les zéro-cycles de degré
1 (le fait ci-dessus). D’aprés le théoréme principal, si IlII(Jac(C')) est fini et si 7 vérifie
(ABELIENNE-SCINDEE), l'obstruction de Brauer-Manin est la seule au principe de Hasse
et a 'approximation faible pour les zéro-cycles de degré 1 sur X, la suite (E) est exacte
pour X (avec la finitude de III(Jac(C')) supposée).

Il reste & vérifier (ABELIENNE-SCINDEE). Dans le cas particulier ou le terme gauche

NL/k(C) (:z:lwl +---+ xpwp)

ne varie pas le long de C, on peut vérifier directement ’hypothése (ABELIENNE-SCINDEE).
Plus précisément, dans ce cas L = [(C') ou [/k est une extension cyclique de degré p,

et wi,...,wp, est une k-base linéaire de [ (donc c’est une K-base linéaire de L car C

est une courbe géométriquement intégre sur k). Soit € un point fermé de C, la fibre Xy,

définie par Nyg, x(9)/k(0) (T1w1 + - - + Tpw)y) = Pp(2),

- est géométriquement intégre, a fortiori satisfait (ABELIENNE-SCINDEE), si Py(z) €
k(0)[z] est un polynéme non nul;

- satisfait (ABELIENNE-SCINDEE), si Py(z) est un polynéme nul. En fait, la fibre
Xp a p composantes irréductibles (toute de multiplicité un) aprés I'extension abélienne
[(0)/k(0), dont chacune est géométriquement intégre sur [(6).

En résumé, on trouve :

Proposition 3.5.1. Soient k un corps de nombres et | une extension cyclique. Soit
K une extension finie de k(t). Supposons que II(Jac(C)) est fini, ou C est la courbe
projective lisse et géométriquement intégre de corps des fonctions K. Soit X une variété
projective, lisse, géométriquement intégre, et k-rationnellement équivalente a la k-variété
définie par 'équation (en variables (z1,...,xp,2))

Nioyre)(Tiwr + -+ + zpwp) = P(z),
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ou P(z) € K|[z] est un polynome irréductible sur K.
Alors, la suite (E) est exacte pour X.

On remarque que si I'extension L/k(C') ne provient pas simplement d’une extension
finie I/k, a priori, on ne sait pas si, pour tout modéle X — C de X,,/k(C), les fibres
satisfont ’hypothése® (ABELIENNE-SCINDEE). Généralement, on part d'un p-fold de
Chatelet Y/k(C) défini par Ny, jic)(z1w1 + - - - + mpwp) = P(2), et on veut trouver un
modele X — C' a fibre générique X, isomorphe a Y sur k(C'), tel que les fibres fermées
satisfont (ABELIENNE-SCINDEE). Comme k(C) est un Cj-corps d’aprés le théoréme de
Tsen, la variété Y admet toujours un k(C)-point car elle est définie par un polynéme
homogene, 'homogénéisation de Np oy (z1w1 + - - +apwp) = P(2), de degré p en p+1
variables xg, x1, ..., x,. D’oll on obtient une k-section de 7z pour n’importe quel modéle
m: X — C de Y/k(C), alors toute fibre Xy posséde une composante irréductible de
multiplicité un. Mais on ne sait pas si Y/k(C) admet un modéle X — C vérifiant la
condition d’abélianité de (ABELIENNE-SCINDEE).

SPar contre, toutes les fibres du solide de Poonen [Pool0] sont géométriquement intégres, dans ce
cas-1a, le théoréme principal du Chapitre I suffit & conclure. Les solides de Poonen sont aussi dans le
cadre de la proposition 3.5.1.
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