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Introduction

Le but de cette thése est d’étudier certains opérateurs de Schrodinger sur les variétés
complétes non-compactes, ainsi que quelques problémes en lien avec ces opérateurs. On
distingue deux parties. Dans la premiére, on étudiera un probléme de théorie spectrale
pour les opérateurs de Schrédinger : on se demandera a quelle condition leur spectre ne
comporte qu'un nombre fini de valeurs propres négatives. La seconde partie est consacrée
a I’étude de la transformée de Riesz sur les variétés Riemanniennes. On montrera d’abord
une estimée Gaussienne pour le noyau de la chaleur de certains opérateurs de Schrodin-
ger généralisés, agissant sur les sections d’un fibré vectoriel — le cas le plus important de
tels opérateurs, et la source de notre intérét pour ceux-ci, étant le Laplacien de Hodge-
De Rham agissant sur les formes différentielles. Cela nous permettera de montrer que sur
des variétés vérifiant une inégalité de Sobolev et dont la courbure de Ricci n’est pas trop
négative a l'infini dans un sens intégral, la transformée de Riesz est bornée sur LP pour
tout 1 < p < oo en 'absence de 1-formes harmoniques L? non-nulle. Puis, en utilisant des
techniques de perturbation, on montrera que méme en présence de formes harmoniques L?
non-nulles, la transformée de Riesz est bornée sur LP pour 1 < p < n, n étant la dimension
de Sobolev. Enfin, on établira un résultat de perturbation visant & étudier la transformée
de Riesz sur LP pour p > n.
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Chapitre 1

Un probléme de théorie spectrale

1.1 Introduction au probléme

1.1.1 Opérateurs de Schrodinger

Sur une variété Riemannienne compléte non-compacte M, on considére un opérateur
de Schrédinger :

H:=A+YV,

ou V est une fonction a valeurs réelles sur M, qu'on appellera le potentiel de H. Si 'on
suppose H borné inférieurement, alors H est essentiellement auto-adjoint sur C§°(M ). Il est
naturel de chercher & comprendre comment le spectre de H dépend de V : plus précisément,
étant donné que A est positif, le spectre négatif de H provient de la partie négative du
potentiel V| et il est donc intéressant d’essayer de comprendre ce spectre négatif. En fait,
sous certaines hypothéses sur V, par exemple si V' tend vers 0 & l'infini, alors le spectre
essentiel de H est inclus dans [0, 00), et donc le spectre négatif est constitué uniquement
de valeurs propres isolées, de multiplicité finie.

Exemple 1.1.1 Sur R™, pourn >3, si V(z) = — CHQ, alors H est positif si et seulement

(|
sic < "772 Cela vient de l'inégalité de Hardy :

n—2\* [ (f@)? 2 -
< 2 ) /n EE d S/RnHVfHd ,Vf € CE(R™). (1.1)

Citons déja le résultat suivant, qui donne une caractérisation de ’absence de spectre négatif.

Théoréme 1.1.1 Supposons H borné inférieurement et V€ L. Alors H est positif si

loc®
et seulement si il existe une fonction ¢ strictement positive, dans W1H2(M), telle que

Hp=0

au sens faible.

En fait, on a méme le résultat plus précis suivant, di a Fischer-Colbrie et Schoen, qui est
valable pour les domaines d’une variété (voir [29] et le Lemme 3.1 de [48]) :

Théoréme 1.1.2 Soit M une variété Riemannienne, 8 C M un ouvert lisse, et V € LS.
Notons Hq Uopérateur de Schridinger H := A+ V sur Q, avec conditions de Dirichlet
au bord, et supposons qu’il soit borné inférieurement. On l'identifie avec son extension de
Friedrichs, qui est auto-adjointe. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
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1. 1l existe p € I/Vl})f solution strictement positive de

Hyp =0 sur Q.

2. M(Hgq) >0, ou A\ est Uinfimum du spectre.

A la vue de ces résultats, une question naturelle est la suivante :

Question 1 : peut-on trouver une condition équivalente, semblable & celle du Théoréme
1.1.1} & ce que H ait un nombre fini (en comptant les multiplicités) de valeurs propres
strictement négatives ?

Fischer-Colbrie [28] a montré un résultat dans cette direction :

Théoréme 1.1.3 Soit M une variété Riemannienne compléte, et H un opérateur de
Schrodinger borné inférieurement sur M, avec potentiel dans L7;.. Si H a un nombre fini
(en comptant les multiplicités) de valeurs propres strictement négatives, alors il existe une

fonction strictement positive ¢ dans Wlif solution de

Hp=0

en-dehors d’un compact.

Idée de la preuve : La stratégie consiste & montrer que ’hypothése de finitude du spectre
strictement négatif entraine l’existence d’un compact K de M tel que si @ = M \ K,

)\1 (Q) Z 07

ot A1(2) est la premiére valeur propre de H avec conditions de Dirichlet sur 2. En appli-
quant ensuite le Théoréme on aura le résultat. On procéde par I’absurde : si pour tout
compact K de M, A\;(M\ K) < 0, alors on pourrait trouver une fonction ¢ lisse & support
compact inclus dans M \ K telle que g(¢) < 0, ot g est la forme quadratique associée a H.
En prenant une suite de compacts disjoints, on pourrait ainsi trouver une suite de fonctions
(pi)ien lisses & support compacts disjoints, sur lesquelles la forme quadratique associée a
H serait strictement négative. Ceci impliquerait que le spectre strictement négatif de H
est infini, ce qui est absurde.

0

Remarque 1.1.1 Mentionnons que le but de Fischer-Colbrie et Schoen lorsqu’ils s’in-
téressaient aux opérateurs de Schridinger sur les variétés, était de montrer des résultats
concernant les surfaces minimales. En effet, pour une surface minimale M dans une va-
rieté N de dimension 3, on peut considérer 'opérateur de Schrodinger, appelé opérateur
de stabilité sur M :

H::A+S—K+%]A\2,

ot S est la courbure scalaire de N, K est la courbure de Gauss de M et A est la seconde
forme fondamentale de Uimmersion. H est opérateur linéaire de variation seconde de la
fonctionnelle locale d’aire sur la surface M ; puisque M est minimale, tout point de M est
point critique pour la fonctionnelle locale d’aire, et dire que M est stable, ou que H est
positif, signifie qu’au second ordre les déformations de M font croitre [’aire. Les propriétés
spectrales de H, par exemple le fait que H ait un spectre strictement négatif fini, ont des

conséquences premierement pour la géométrie de M, et deuriémement pour la topologie de
N.
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1.1.2 La méthode de Bochner

Nous allons donner une motivation géométrique a I’étude des opérateurs de Schrodinger
sur les variétés Riemanniennes : cette motivation provient de ce qui est appelé la méthode
de Bochner. On verra que cette approche sera d’une importance fondamentale pour la
deuxiéme partie de cette thése. On considére une variété Riemannienne M, et un fibré
Riemannien E au-dessus de celle-ci, muni d’une connexion V compatible avec la métrique.
On suppose donné sur E un Laplacien géométrique A agissant sur les sections de F, relié
au Laplacien brut A = —Tr(V?) = V*V par une formule de Bochner :

A=A+TR, (1.2)

ol R € End(FE) est un champ d’endomorphismes symétriques (dépendant typiquement de
la courbure de V). Remarquons que selon Gilkey, tout opérateur du second ordre symé-
trique L, agissant sur les sections de F/, a symbole principal

o(L)(€) = —[¢[*1d,

est de ce type. Des exemples de tels opérateurs sont le Laplacien de Hodge dd* + d*d
agissant sur les k-formes différentielles, et le Laplacien de Dirac agissant sur les spineurs.
Dans le cas du Laplacien de Hodge agissant sur les 1-formes, la formule de Bochner est
particuliérement simple :

&:A—i—Ric,

ol Ric est le champ d’endomorphismes symétriques associé au tenseur de Ricci. Revenons
au cas général. Etant donné un tel Laplacien géométrique, un probléme intéressant est
alors d’étudier I’espace des sections harmoniques, défini comme ’espace des sections & de
FE telles que &5 = 0. Une question naturelle est la suivante :

Question 2 : quand l'espace des sections harmoniques, satisfaisant certaines conditions
d’intégrabilité (par exemple, I’espace des sections harmoniques L?), est-il de dimension
finie ?

Le théoréme de Bochner classique nous apprend que c’est le cas lorsque R est positif.
Que se passe-t-il lorsqu’on autorise une certaine négativité pour R 7 Un résultat dans ce
sens est le suivant : pour z € M, on définit un potentiel V(x) comme étant la partie néga-
tive de la plus petite valeur propre de ’endomorphisme symétrique R(z). Une conséquence
de l'inégalité de Kato est que si € est une section harmonique, alors

Algl+ VI < 0. (1.3)

On est donc amené a considérer 'opérateur de Schrodinger H := A + V sur M. Utilisant
I’équation , Pigola-Rigoli-Setti ont obtenu dans [48] une condition suffisante a ce que
'espace des sections harmoniques L? soit de dimension finie : il suffit qu’il existe une
fonction strictement positive ¢ solution de

Hp=0

en-dehors d’un compact. Pour apporter une réponse partielle & la deuxiéme question, on
doit donc se demander & quelles conditions sur H une telle fonction ¢ existe.
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1.1.3 Enoncé des résultats

On voit que les deux questions que nous avons soulevées sont liées. Dans cette partie,
notre résultat principal sera le suivant :

Théoréme 1.1.4 Soit M une variété Riemannienne compléte, et soit H = A+ V un
opérateur de Schrodinger sur M avec potentiel V' dans L7;.. On suppose H borné inférieu-

rement. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. La partie strictement négative du spectre de H consiste en un nombre fini (en comp-
tant les multiplicités) de valeurs propres.

2. 1l existe une fonction strictement positive ¢ dans VV;)’CQ, solution de Hyp = 0 en-dehors
d’un compact.

De plus, si l’on est dans l'un de ces deux cas, alors Kerp2(H) est de dimension finie.

Nous prouverons d’abord ce théoréme pour un potentiel V' lisse. Nous indiquerons a la fin
comment modifier la preuve dans le cas d’un potentiel dans L} .
L’idée de la preuve sera de définir un nouvel opérateur L = o~ 'Ho : la transformée de

Doob de H par ¢. Cet opérateur L sera de type Schrodinger :

L:A¢2+‘7,

mais avec un potentiel Va support compact (sz étant un Laplacien a poids). Pour traiter
le cas d’un potentiel & support compact, on montrera le résultat suivant, intéressant par
ailleurs :

Théoréme 1.1.5 Soit L un opérateur du type : L = A, + W avec W > 0, ot A, =
fidiv(,u grad) est un Laplacien & poids, avec p une fonction O strictement positive. Soit
V' un potentiel a support compact dans LP pour un certain 5 < p < oco. Alors

sup{dim(F) : F C C{° et q|r < 0},

ot q est la forme quadratique associée a L + V', est fini. Si de plus V € L? (ce qui est le
cas sin > 4), alors Kerp2(L+V) = {p € L?: (L+V)p =0} est de dimension finie.

Il y aura deux ingrédients pour la preuve de ce résultat : tout d’abord, suivant une idée
qui remonte & Birman et Schwinger (voir par exemple [53], p.98-99), on peut majorer
sup{dim(F') : F C C§° et ¢q|r < 0} par le nombre de valeurs propres supérieures ou égales
alde L~=Y?(—V)L~'/2. Ensuite, la deuxiéme idée, qui provient de [I1], Proposition 1.2, est
que l'inégalité de Sobolev, et plus généralement la non-parabolicité de (M, g) a des consé-
quences pour l'opérateur A~Y2VA=1/2 : dans le cas ot V est a support compact, cet opé-
rateur est compact si (M, g) est non-parabolique. Nous étendrons ceci a L~Y2(=V)L~1/?
lorsque M est non-parabolique pour L. Enfin, nous utiliserons une astuce pour traiter le
cas ou L est parabolique.

Remarque 1.1.2 Comme nous l’avons déja mentionné, le résultat concernant la finitude
de la dimension du noyau de L + V peut aussi s’obtenir en appliquant le Théoréme 5.1
de [18], dans le cas ou L = A et V est continu. Notre preuve est différente, et s’obtient
comme conséquence relativement directe des résultats préliminaires.

Remarque 1.1.3 Dans le cas ot M vérifie une inégalité de Sobolev de dimension v :

1] 2 < ClIV fl2, Vf € G (M),
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la borne de Cwickel-Lieb-Rosenbljum nous dit que N_(V'), le cardinal du spectre stric-
tement négatif de A + 'V, vérifie :

N_(V) gc/ (V)2
M

ou V_ = —inf(V,0) est la partie négative de V' (voir [50]). C’est une estimée quantitative
sur N_(V'), contrairement au Théoréme qut est de nature qualitative ; cependant, nous
nous placons dans un cadre plus général en ne supposant pas que M wvérifie l'inégalité de

Sobolewv.

Cette partie de la thése est organisée comme suit. Dans les deux premiéres sections, nous
mettons au point les techniques qui seront utiles pour prouver nos résultats; dans la pre-
micre, nous faisons des rappels sur la parabolicité d’opérateurs de la forme L := A, + W.
Dans la seconde, nous nous intéressons & certaines conséquences de la non-parabolicité de
I'opérateur L. Dans une troisiéme section, nous prouvons les résultats présentés ci-dessus,
dans le cas d'un potentiel lisse pour le Théoréme Dans une quatriéme, nous nous
intéressons au cas d’un potentiel dans L7 , et enfin dans une cinquiéme, nous présentons
une autre preuve des Théorémes [1.4.2] et [I.1.5

1.2 Parabolicité sur une variété Riemannienne

Dans cette partie, on passe en revue certains aspects de la notion de parabolicité.
Comme références, citons [3], [34] et [35].
Notations : Dans toute cette partie de la thése, (M, g) sera une variété Riemannienne
compléte, dxr sa mesure Riemannienne et C5°(M) (ou méme C§°) 'espace des fonctions
lisses a support compact sur M.
On considére sur M un opérateur L du type L = A, + W, W potentiel positif dans Lys,.
Il est bien connu que L est un opérateur auto-adjoint positif sur L?(M, udzx), associé a la
forme quadratique fermable :

q(u) = /M(\dulz + Wu?)pdz.

Des exemples de tels opérateurs sont :

1. Le Laplacien naturel A = —div grad, ou divX = Ej g_l/Qaj(gl/QXj) en coordon-
nées.

2. Le p-Laplacien A, = —idiv(u grad), ot p est une fonction C! strictement positive
sur M.

3. Les opérateurs de Schrodinger H = A 4+ W, avec W € L$°. une fonction positive.

loc

Retournons au cas général. On a une formule de Green :

Proposition 1.2.1 Siu et v sont des fonctions lisses a support compact,

/M(uLv),u,d:c = /M((du, dv) + Wuv)pudx

Notation : on notera dv la mesure udzx.

Remarque 1.2.1 La restriction aux potentiels W positifs sert a assurer que L satisfasse
av principe du, mazimum.
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Etant donné €2 C M un ouvert relativement compact, soit Lo 'opérateur auto-adjoint
associé a la restriction de la forme quadratique ¢ a I’espace de Sobolev I/VO1 ’Q(Q, dv) (c’est-
a-dire avec conditions de Dirichlet au bord). On peut considérer le noyau de Green Gq de
L sur  avec conditions au bord de Dirichlet, prolongé par zéro en-dehors de 2 x Q; il
posséde les propriétés suivantes :

1. G >0,
2. Ggq est fini en-dehors de la diagonale.

3. G lpaxo)=0,
4. Pour tout f € L*(Q,dv), g := Gaf (ou Gof(z) = o Ga(z,y)f(y)dv(y)) satisfait :
g € D(Lq), et Lag = f

Par le principe du maximum, G¢ est croissante par rapport a € :

si Q0 C Qo, GQ2 > GQI,

de sorte qu’on peut définir une limite ponctuelle :
G(z,y) := lim Gq(z,y) pour tous = # y
QM

Définition 1.2.1 On dit que (M, g) est non-parabolique pour L si G(x,y) < oo pour un
certain couple (x,y).

En appliquant l'inégalité de Harnack, on voit que c’est équivalent a ce que G(z,y) < oo
pour tous x # y (pour un exposé sur la notion de parabolicité pour le Laplacien usuel
et une preuve de ce résultat, on renvoit a larticle de Grigor’yan [34]). Il y a aussi une
caractérisation de la non-parabolicité en terme de la « forme de Dirichlet » ¢ de L, dont
nous ferons un usage constant (pour une preuve et des références, voir [3], p.46-47) :

Théoréme 1.2.1 Les assertions suitvantes sont équivalentes :
1. (M,g) est non-parabolique pour L.

2. Il existe un ouvert relativement compact Q0 de M et une constante C > 0 tels que
pour tout f € C§°(M),

/ Fdv < Cq(f)
Q

3. La propriété (2) est vraie pour tout ouvert relativement compact 2 de M.

Preuve :

On le montre pour L = A.
(1) = (2) : Soit v € C§°(M), et ¢ € C*°(M), alors en intégrant par parties

/&A(@?) :4/w<du,d¢>.

On pose x = ¢, et on choisit y de telle sorte que Ay = |dx|?. Pour cela, on fixe Q, et un
certain x en-dehors de . On prend x = log G, ou G, = G(z,.) est la fonction de Green
(qui est par hypothése finie en-dehors du point x). En fait, sur M \ {z}, on a AG, =0, et
donc

_ |dG,)?

Alog(Gy) o2

= ]dlog(Gm)|2.
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Pour ce choix de y, on obtient :

/ oPldx]? = 4 / o(dv, dy),

et il suffit d’appliquer Cauchy-Schwarz au membre de droite pour obtenir que

/v2\dx|2 < 16/|dv|2.

Il reste a justifier qu’on peut trouver un domaine 2 sur lequel |dx| > € > 0, et pour cela il
suffit de montrer que G, est non-constante. Mais GG, est solution de

AGx = 5:1:;

la mesure de Dirac en x, au sens des distributions, donc GG, est non-constante au voisinage
de z, d’ou, puisque G, est continue sur M \ {x}, Pexistence d’'un domaine {2 convenable.

(3) = (1) : (2) implique que la capacité de tout ouvert relativement compact non vide
est strictement positive, ol la capacité d’un ouvert €2 est définie par :

Cap(Q) = inf {/ |Vul? 1 u € C°(M) telle que ulq = 1} .
M

De plus, d’aprés [34], Proposition 4.1, pour tout ouvert relativement compact U et pour
tout y € U,

inf G(z,y) < cap(U)™! < sup G(z,y).
zedlU xedU

On en déduit que si x et y sont distincts, G(x,y) < oo.

(2) = (3) sera montré, dans un cadre plus général, dans la deuxiéme partie de cette
theése (plus précisément dans la Proposition [2.7.1)) ; nous n’écrivons donc pas la preuve a
présent.

O

Corollaire 1.2.1 S’il existe un € > 0 tel que W > ¢ sur un ouvert, alors (M,g) est
non-parabolique pour A, + W.

Exemple 1.2.1 R"™ est non-parabolique pour A si et seulement si n > 2. Plus générale-
ment, toute variété Riemannienne compléte satisfaisant une inégalité de Sobolev d’indice
n>2:

171l 22, < CIIV I, Vi € CF

est non-parabolique pour A (c’est une conséquence facile du Théoréme . Un exemple
de telle variété autre que R™ est la somme connexe de plusieurs copies de R™, pour n > 2

(cf [10]).

1.3 Conséquences pour L1772

Dans cette partie, on considére comme précédemment un opérateur L = A, + W, W
positif, qui est non-parabolique, et on passe en revue quelques propriétés de l'opérateur
L~Y2 qui viennent de la non-parabolicité de L. On conserve les notations de la partie
précédente. Nous allons définir un opérateur L~/2 de deux facons différentes. Nous devrons
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montrer & la fin que ces deux définitions sont consistantes, c’est-a-dire qu’elles coincident
dans un certain sens.

Définition 1.3.1 On définit deux opérateurs non bornés L;/2 et L;1/2 par le calcul fonc-
tionnel : si f est borélienne sur R, on peut définir

(L) = /0 TN

ot dPy est la mesure-projection associée 4 'opérateur auto-adjoint L (voir ([51)])).
Alors LY? .= f(L) avec f(z) = z'/?, et L;Y? = g(L) avec g(x) = /2.

Remarque 1.3.1 1. Puisque (M, g) est non-parabolique pour L, les inégalités du Théo-
réeme|[1.2.1) impliquent que Kerpz(L) = {0} : siu € Kerp2(L), g(u) = 0 par définition
de q ; par conséquent, Pygy = 0 et on a bien le droit de prendre g(xz) = Y2 dans la
définition ci-dessus, méme si g n’est pas définie en 0.

2. L’indice « s » signifie « spectral ».

3. Par construction, D(L;m) = D(q) (ou D est une notation pour le domaine d’un

opérateur).

La non-parabolicité de (M, g) pour L nous permet de définir L2 Q’une autre maniére,

que nous décrivons & présent. Soit H& la cloture de C§°(M) pour la norme

1/2
N(u) = || LY2ul)s = </ (|du!2+Wu2)du) .
M

C’est un espace de Hilbert, et on a la paraphrase suivante de 'implication (1) = (3) du
Théoréme m, qui nous permet d’interpréter H& comme un espace de fonctions :

Proposition 1.3.1 Si M est non-parabolique pour L, alors 'injection C§° (M) — VV;’?(M)
se prolonge contindment en :

H} — W (M, dv),

loc

c’est-a-dire que pour tout U ouvert relativement compact, la restriction a U des éléments
de Hol est incluse dans W12, et il existe une constante Cyr telle que

F1o |l yr20) < Coll fll, VS € Hg,
ou de fagon équivalente
/Uf2 < Cullfl%. Vi € H}.
On définit alors :
Définition 1.3.2 L’opérateur Li/2, restreint a C§°(M), s’étend en une isométrie :
LY?: H} — L2(M,dv)
(rappelons que dv est la mesure pdx).
1/2

La proposition suivante montre que les deux opérateurs Li/ % et Ly~ sont en fait égaux :

Proposition 1.3.2 1. C§°(M) est un coeur pour LY
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2. D(Li/Q) = H} N L2, et les restrictions a H} N L? des deuz opérateurs L,l/2 et L§/2

sont égales.
Preuve :
(1) : Soit A la restriction de L% a C§°(M). On doit montrer que

Im(A+4)*t = {0}.

Soit f € Im(A +4)*. Alors pour toute fonction g € C§°(M),

(f,(A+i)g) = 0.
On peut écrire f = ( ;/2 + i)u, ot u € L2, puisque L;/Q est auto-adjoint. Alors si g €
C° (M),
0= (f,(A+1)g) = (Ly* + D)u, (LY + i)g) = (u, (Ls + 1)g),

par le Théoréme Spectral. Mais C§°(M) est un coeur pour Lg + 1, et donc u € D(Ls + 1)
et (Ls 4+ 1)u = 0. Puisque Lg > 0, —1 n’est pas valeur propre de L, et on en déduit que
u = 0, puis que f =0.

La preuve pour A — i est identique.

(2) : Définissons une nouvelle forme quadratique @ sur C§° par
QU =I5+ (LS 1y = 15+ 1L FII3,
et une forme quadratique @ sur H& N L? par

Q) = 1F1I3 + 1L £115 = I 115 + 1£11Zs-
Par une conséquence facile de la non-parabolicité dans la Proposition Q est fermée.
C’est donc une extension fermée de @, qui est associée a un opérateur auto-adjoint S tel
que D(S'/?) = D(Q) et pour toute fonction f € D(Q),
Q) = (S f) = 1152 f115.

Mais puisque L est essentiellement auto-adjoint sur C§°(M), il posséde une unique exten-
sion auto-adjointe, et on obtient donc que S = L + 1. En se servant du fait que

VLIs<\VLs+1<+Ls+1,
on obtient que D(v/Ls + 1) = D(v/Ly), et donc D(Q) = D(L;ﬂ). D’apreés la premiére
partie de la Proposition vLs+ 1|Cg°( M) est essentiellement auto-adjoint, et puisque
—_ 2 -
Q(f) = ||V Ls + 1f|;, Vf € D(Q),

on conclut que C§°(M) est dense dans D(Q) = H{ N L? pour la norme donnée par VaQ.
Puisque L}z/ % et L;/ ? coincident sur C3°(M), par un argument de densité ils coincident
aussi sur H} N L2.

On en déduit le Lemme suivant :
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Lemme 1.3.1 Siu et v sont dans H& N L2, alors
(La/*u,v) = (u, L?v)
Preuve :

Cela vient du fait que L}l/ % and L;/ % coincident sur H& N L? (d’aprés la Proposition
7 et que L;/ % est auto-adjoint.
0

Proposition 1.3.3 L(11/2 : H& — L? est un isomorphisme.

Preuve :

1/2 . . . . e 7 1/2
La/ est I'unique extension continue de l'isométrie LS/ : C§°(M) — L2 donc cest
aussi une isométrie ; elle est donc injective.

Pour la surjectivité : puisque I'image de L(ll/ % est fermée (car Lcl/ % est une isométrie), il

suffit de montrer que (I'm L(I/Z)l = {0}. Soit donc w € (Im LCIL/Q)L C L2. Alors pour tout

u e C§e (M),
(w, LM?u) = 0.

Puisque C§°(M) est un coeur pour L2, on obtient :

w e D(LY?) et LY ?w = 0.
On en déduit par le Lemme m que w € H& et L(11/2w = 0. Puisque L}/Z est injective,
w = 0 dans H} et donc dans L? par le Théoréme m

En résumé, on a donc défini un opérateur :

—-1/2 —1/2 —1/2
l / = ls / — l / ,
qui vérifie les pI'OpI‘iétéS suivantes :

1. C’est une isométrie bijective de L? dans H&.

2. En tant qu’opérateur non borné, il a pour domaine Ll/Q(H& N L?).

Notation : pour 1 < p < oo, on notera L{, 'espace des fonctions LP pour la mesure dv, qui
sont a support compact.

Plus tard, on s’intéressera a I'opérateur L~1/2V L=12 lorsque V est & support compact
(ici, on a identifié V' avec l'opérateur « multiplication par V' »). Pour montrer qu’il est
compact, on aura besoin de la Proposition suivante :

Proposition 1.3.4 L’espace des fonctions L? & support compact, L(Q), est inclus dans
D(LS_I/Q). Plus précisément, étant donné un ouvert relativement compact K, 1l existe une

constante C'i telle que pour toute fonction v € Lg a support inclus dans K,

1L51%0]]2 < Okl [l
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Plus généralement, si n est la dimension de M, alors pour tout n < p < oo, il existe une
2p

constante C(p, K) telle que pour toute fonction v € Lé’? a support inclus dans K,
1251 %0]l2 < Clp, K)Jv]] 2 -
P2

Preuve de la Proposition :
La preuve est par dualité. On utilisera le Lemme suivant :

2p_
Lemme 1.3.2 A chaque v € L{*, on associe la forme linéaire

2
cpv:wEH&ﬂLpr? — (v, w)

Alors pour tout n < p < 00, @, s’étend de facon unique en un élément de (H&)’, avec

l|oull < C(p, K)||v]| 20, ot K est un ouvert relativement compact contenant le support de
P2

v.

Le Lemme [1.3.2] est une conséquence de la non-parabolicité de L ; on le prouve plus loin.
Achevons la preuve de la Proposition Im Soit u € H& tel que L}/ u e L(Q). On doit montrer
que u € L?. Soit v € L(Z) défini par v := La/zu. D’aprés le Lemme il existe h € H} tel
que ¢, = (h, -)Hé = (L'/2h, L'/2)). On pose f = LY?h, et puisque D(L;/Q) = H}NL? on
obtient que f € D((L;m)*) avec (L;/Q)*f — v. Mais LY/? est auto-adjoint, donc f € HNL?
et L}/Qf = L§/2f =v= LCIL/2u. Lcll/2 étant injective, u = f € L2.

Pour I'inégalité sur la norme, on remarque que |[uf|z2 = [|f[[z2 = [|hl[g2 = [l¢p1/2,]], et
on applique le Lemme

0

Preuve du Lemme[1.3.9 :
Soit K un ouvert relativement compact contenant le support de v dans son intérieur. Soit
p € C§°(M) tel que p =1 sur le support de v, et p = 0 en-dehors de K. Si w € C§°(M),

< .
fouw)] < Il z lpwl], 2,

20 — 2P — 9. Dans ce cas, on majore ||pwl||o par

On traite d’abord le cas p = oo, i.e. 25 = =5
||pl|oo]|w]|2. Par non-parabolicité, il existe Cx tel que

w2y < Crlw]|az

indépendemment de w.
Par conséquent,

|po(w)] < Crellv]] 2][w]| g,

ce qui prouve le résultat dans ce cas-la.

Pour n < p < o0, on se sert du fait que K satisfait 'inégalité de Sobolev : il existe une
constante C'k telle que

llul| 2 < Ck||Vull2, Vu € C5°(M) tel que suppu C K.
p—2

Donc

HPwHL%(K) < CxllV(pw)llz < Ck (llwllz2(x) + IVwllz2(x)) -
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Puisque L = A, + W avec W > 0 et p est bornée inférieurement par une constante
strictement positive sur K, on a pour toute fonction u € Cg°(M) :

IVl L2 (r) < Cllul |-

On conclut alors comme précédemment.

On obtient immédiatement

1/2

Corollaire 1.3.1 Pour V € L} avec n < p < oo, lopérateur T := Ls """V est borné sur

L2
Preuve :

Si K est un ouvert relativement compact contenant le support de V', 'opérateur « mul-
2
tiplication par V' » est borné de L? dans Lotz (K). On applique alors la Proposition

O

De plus, la non-parabolicité de M donne :

Proposition 1.3.5 Soit M non-parabolique pour L. Si 'V est un potentiel dans Lf pour
un n < p < +oo, l'opérateur

VL;V? 12— 12
est compact.

Preuve :

Soit K un ouvert relativement compact & bord lisse contenant le support de V. Soit
p € Cg° tel que p|x = 1. Le critére de non-parabolicité du Théoréme se traduit par :
L\V?. 12— wh?

loc
On considére les compositions suivantes :

W2 S WY2(K) < Ltz (K) — LA(K),

loc

ou la fleche & gauche est la multiplication par p, celle du milieu est I'inclusion de Sobolev
compacte (c’est 1a qu’on se sert du fait que p > n), et celle de droite est la multiplication
par V. La composition de ces trois opérateurs est donc compacte, et est en fait égale
a lopérateur « multiplication par V », envoyant V[/lloc2 dans L?(K). On obtient ainsi le
résultat.

O

Finalement, le résultat principal de cette partie est :

n

Théoréme 1.3.1 Soit V € L{ pour un certain 5 < q < 400 un potentiel a support
compact.
Alors Uopérateur

LVPVLY? 12— 1P

est auto-adjoint, compact.
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Preuve :
On écrit :

LV Y2 = (L2 (Wa L M),

avec Wi =Wy = VY2 € LP et p=2¢ > n. Soit T} = L;1/2W1, et Tr = W2L51/2. D’aprés
le Corollaire m, Ty : L? — L? est borné, et d’aprés la Proposition m Ty : L? — L?
est compact. Ainsi, T := Ls_l/QVL;l/2 = T1T5 est compact.

Pour montrer que T est auto-adjoint, on considére tout d’abord le cas ou V' € L§°; comme
précédemment, on décompose V = W1 Wy, avec W1 = Wy = V1/2 11 suffit de montrer que
dans ce cas, T} = Ty, c’est-a-dire que pour tous u,v € L?,

(L7V2Wu,v) = (u, WL Y?0).

C’est une conséquence d’une adaptation du Lemme m : posons f = L2

—~1/2
Lg / v, alors on veut montrer que

Wu et g =

(f,L*?g) = (LY2f,g)

Le Lemme nous dit que cest vrai si f,g € L?nN H(}, ce qui se produit lorsque
v € D := L'?(H} N L?). Maintenant, D contient L'/2(C5°), et donc est dense dans L?, et
on conclut par continuité de T} et de T5.

Retournons au cas général. On prend une suite d’approximations (V) :

Vi := inf(k, V)
Pour tout k, Vj, € Lg® et Vi = V en norme L?; de plus, le support de V}, est contenu dans le
support de V. Posons T j, := kl/ngl/Q et To ), 1= L;1/2Vk1/2. On a Vk,l/2 — V1/2 en norme

L?, donc par la preuve de la Propositionm (resp. par la preuve de la Proposition [1.3.5]),

T ) (resp. Tpy) converge vers 17 (resp. vers Tp) pour la topologie forte des opérateurs.
On en déduit que la suite d’opérateurs (Ls_l/QVkL;l/Q)k converge vers Ls_l/QVL;l/2 pour
la topologie forte des opérateurs. Puisque chacun des opérateurs L;l/ szLg /2 et auto-

adjoint, Ly 2V L7 Y% Vest aussi.

1.4 Résultat principal

1.4.1 Un résultat préliminaire

On prouve maintenant le Théoréme m Pour un potentiel V', définissons N_(V)
comme étant le cardinal (en comptant les multiplicités) de Spec(L + V') [)(—o0,0). Rap-
pelons deux autres définitions de N_(V), la seconde utilisant le fait que L 4+ V' est essen-
tiellement auto-adjoint sur C3°(M) (pour une preuve, voir par exemple [53]). Rappelons
aussi que nous notons ¢ la forme quadratique associée a L + V.

Proposition 1.4.1

N_(V) = sup{dim(F): F C D(q) et q|r définie négative}
= sup{dim(F) : F C C§°(M) et q|r définie négative}
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Remarquons que la définition

N_(V) =sup{dim(F) : F C C° et q|r définie négative}

a un sens méme si L 4+ V n’est pas essentiellement auto-adjoint sur C§°(M). En fait, on va
montrer qu’avec cette définition de N_(V') et sans supposer que L + V soit auto-adjoint,
'existence d’une solution strictement positive ¢ de (L + V)¢ = 0 en-dehors d'un compact
implique que N_(V') est fini. On va a présent montrer le Théoréme (potentiel support
compact), dont nous rappelons 1’énoncé :

Théoréme 1.4.1 Soit L un opérateur du type : L = A, + W avec W > 0, ot A, =
—idiv(,u grad) avec p une fonction O strictement positive est un Laplacien & poids. Soit
V' un potentiel dans LP a support compact, ot p > 5. Alors

sup{dim(F) : F C C{° et q|r <0},

ot q est la forme quadratique associée a L+ V, est fini. Si de plus V € L? (ce qui est le
cas sin>4), Kerp2(L+V):={p € L?: (L+V)p =0} est de dimension finie.

Preuve :

Puisque N_(V) < N_(=V_), ou V_ = —inf(V,0) est la partie négative de V, on peut
supposer que V est négatif. On distingue deux étapes dans la preuve :
Etape 1 : cas ou L est non-parabolique :
Pour ce cas-ci, nous avons besoin des deux Lemmes suivants :

Lemme 1.4.1 Comme précédemment, on note H& lespace naturellement associé a L. Soit
u e C(M), tel que (L + V)u,u) < 0. Posons v := L'/?u.
Alors

][5 < (L2 (=V)L™H20,0).

Preuve :
L’hypothése est que
(Luyuy < ((=V)u,u)

En utilisant le fait que (Lu,u) = (LY?u, L'/?u) = ||v||3, on obtient :

lol[3 < (=V)L™?0, L720),
et il reste & montrer que

(V)L™ Y20, L7Y20) = (L7V2(—V) L7120, v) (1.4)

Soit w := L=Y2(=V)L= Y2y = L=Y2(=V)u. L’égalité est équivalente a :

(LM w,u) = (w, LM ?u).

Maintenant, u appartient a H& N L2, et puisque Popérateur L~Y2VL=1/2 : [2 — L2 est
borné, on obtient w € L2. De plus, par l'inégalité de Hélder, Vu € L? (puisque u € cso),
donc w € HS. On conclut en appliquant le Lemme m

O
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Lemme 1.4.2 Si S est un sous-espace de L? tel que S C {v € L? : ||[v|3 < (Tw,v)},
ot T := L™Y2(=V)L=Y2, alors la dimension de S est inférieure ou égale au nombre de
valeurs propres (avec multiplicité) de T qui sont supérieures ou égales a 1.

Preuve :

C’est une conséquence du principe du min-max classique.

Fin de la preuve de ’étape 1 :

Soit F C C§° tel que L +V < 0 sur F. On a, par définition, F C Hj N L?. Po-
sons S := L'?F ¢ L?. D’aprés le Lemme S c{vell?:|} < (Tvv)}, ot
T = L™'2(=V)L="2. Donc par le Lemme on obtient que la dimension de S est
inférieure au nombre de valeurs propres supérieures ou égales a 1 de 1. Puisque LY/2 est
injective, dim(F') = dim(S), donc dim(F’) est inférieure au nombre de valeurs propres de
T supérieures & 1. D’aprés le Théoréme T est un opérateur auto-adjoint compact,
donc le nombre de valeur propres de T supérieures ou égales a 1 est fini. Puisque par la
Proposition N_(V) est inférieur au nombre de valeurs propres de T supérieures ou
égales a 1, N_(V) est fini, ce qui achéve la premiére étape.

Etape 2 : cas général (L n’est plus supposé non-parabolique) :

On écrit :

L+V=(L+p)+V-p),

ou p € C§° est une fonction positive telle que ,0|U > 1 pour un certain ouvert U. Posons
L:=L+p, etV :=V —p,detellesorteque L+ V =L+V.d ‘apres le Corollaire
L est non-parabolique, on peut donc appliquer étape 1 a L + V, pour conclure que cet
opérateur & un nombre fini de valeurs propres strictement négatives.

Il reste & montrer la seconde partie du Théoréme, a savoir montrer que Kerp2(L+V) est de
dimension finie. Comme précédemment, il suffit de traiter le cas ott L est non-parabolique.
Le résultat est alors une conséquence du Lemme suivant :

Lemme 1.4.3 SiV € Lg N L? pour un certain p > 2, alors
K@TLQ(L+ V) C H&, et L1/2K€TL2(L+V) C K@TLZ(I+L_1/2VL_1/2),

Si ce Lemme est vrai, étant donné que L/2 : H& — L? est injective, et que L~Y/2VL~1/2
L? — L? est compact d’aprés le Théoréme on obtient que Kerr2(L + V) est de

dimension finie.
O

Preuve du Lemme[1.7.3 :

La preuve qu’on en donne s’inspire de celle de la Proposition 1.4 de [I1]. Soit ¢ € Kerp2(L+
V). On a Ly = —V, qui est dans L? puisque ¢ € L™ par régularité elliptique et V € L2
On montre d’abord que ¢ € H{. Soit p € C§°(M), alors pour tout u € C*°(M)

ILY2(pu)|3 = (L(pu), pu)

= Ju (p2uLu - <d(52),d(u2)) + ,OuQA#p) dv

= [y (P*uLu + |dp|*u?) dv
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ol nous avons utilisé une intégration par partie pour la derniére égalité. On prend ¢y €
Cs (M) telle que ¢ — o dans L? et Ly, — L dans L? lorsque k — 0o (ceci est possible
puisque L est essentiellement auto-adjoint sur C§°(M)). Alors, si on applique la formule
précédente, on trouve que :

lim 122000 B = [ ((0P(-V) + o) o,
—00 M

et puisque L? — limy_,o poi = pp et que la forme quadratique associée a LY/? est fermee,
on peut faire £ — oo dans la formule précédente :

1LY2(pg)| 2 = / (p0)2(~V) + |dp[2u?) d.
M

Fixons maintenant un point o € M, et prenons une suite p, € Cg°, telle que pp, = 1
sur B(o,k), pr = 0 en-dehors de B(o,k + 1) et ||dpk|loc < 2. En appliquant la formule
précédente & (pr, — pp), on obtient que pour tous [ > k tels que supp(V') C B(o, k),

lim [|LY2((px — )|} < 4 lim )
k,l—00 kl=00 J M\ B(o,k)
ce qui montre que L1/2g0 e L2
Etant donné cela, on a :
(o, (L+V)w) =0, Vw € C§°.

On écrit (L+V)w = LY2(LY2 4+ L7122V )w ; (LY?+ L1V )w € L? puisque L~V : L2 —
L? est borné. De plus, LY2(LY? + L=Y2V)w = (L+V)w € L?, donc (L2 + L=12V)w €
D(Ll/z) = H& N L?. Puisque ¢ € H& N L2, on peut appliquer le Lemme m pour avoir :

() (L+ V)w) = (L2, (L2 4+ L7V )w).
Maintenant (L'/2 + L=Y2V)w = (I + L~Y2V L=Y2)(L'/?w). Posons u = LY/?w € L?, on
a alors :
(LY@, (14 L7Y2VLY?)u) = 0.

Puisque L/ 2C§° est dense dans L?, I’égalité précédente est valable pour toute fonction
u € L2, et puisque (I 4+ L~Y2V LY/?) est auto-adjoint, on en déduit que LY/2¢ € Ker2(I+
L2y L2,

0

1.4.2 Preuve du résultat principal

Le but de cette partie est de prouver le résultat annoncé (Théoréme [1.4.2)) lorsque le
potentiel est lisse :

Théoréme 1.4.2 Soit M une variété Riemannienne compléte, et soit H = A+ V un
opérateur de Schrodinger sur M avec potentiel V' lisse. On suppose que H est borné infé-
rieurement. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. La partie strictement négative du spectre de H consiste en un nombre fini (en comp-
tant les multiplicités) de valeurs propres.

2. 1l existe une fonction strictement positive ¢ dans C*°(M), solution de Hp = 0 en-
dehors d’un compact.

De plus, si l’on est dans l'un de ces deuz cas, alors Kerp2(H) est de dimension finie.
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Preuve :

Comme nous I'avons déja dit, le fait que N_(V') < oo implique l'existence d’une solution
strictement positive ¢ de Hyp = 0 en-dehors d’un compact a déja été montré par Fischer-
Colbrie dans [28]. Le fait que cette solution soit lisse lorsque V est lisse vient de la régularité
elliptique de 'opérateur H. La fonction ¢ peut étre étendue de fagon lisse en une fonction
strictement positive sur M. Supposons maintenant 1’existence d’une telle solution ¢, et on
veut montrer que Card(Spec(H) N (—o0,0]) est fini. Si u € L? est une fonction propre de
H,ie. Hu = Au pour un certain A, on peut écrire (puisque ¢ > 0) :

u = vp,

alors

(" Hp)v = v

De plus, si on note dv la mesure ¢?dr, on a v € L?(dv). Nous sommes donc amenés a
considérer la transformée de Doob, qui est la transformation unitaire suivante :

L*(dv) — L*(dx)
w = pw

Par cette transformation, l'opérateur sur L?(dv) associé & H est L := o~ 'Hy. Puisque
les opérateurs H et L sont conjugués par une transformation unitaire, ils ont le méme
spectre. Il se trouve que L a une expression explicite trés simple, diie au fait que ¢ satisfait
I’équation Hy = 0 en-dehors d’un compact :

Lemme 1.4.4
L= sz +q,

comme opérateurs agissant sur les distributions, ot q := @~ "Hy est un potentiel ¢ support
compact.

Preuve :
Sive Cgr(M),
H(pv) = A(pv)+ Vv
= (Ap)v + p(Av) — 2(dp, dv) + Vv

= (Hp)v+ p(Av) — 2(dyp, dv)

Ainsi

d 2
Lv:qv+Av—< (ﬂ),dv>.
2
Mais pour une fonction strictement positive u, on a :
1. 1
Ayv = —;dw(u gradv) = Av — ;(du, dv),

d’ou le résultat.
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Fin de la preuve du Théoréeme|1.4.9 :

En appliquant le Théoréme(l.1.5(4 L, on en déduit que L a un nombre fini de valeurs propres
négatives. Par conséquent, la méme chose est vraie pour H. La conclusion concernant le
noyau de H est une conséquence directe du Théoréme [I.4.] appliqué a L.

O

1.4.3 Questions de régularité

Dans cette partie, on considére le cas d’un potentiel non-régulier V. On montre que le
résultat que nous avons prouvé reste vrai sous une hypothése de régularité plus faible :

Théoréme 1.4.3 Soit M une variété Riemannienne complete. Soit V € L7 un potentiel
tel que H := A+ 'V soit borné inférieurement.

S’il existe une fonction strictement positive @ € VV;C2 telle que Hp = 0 au sens faible
en-dehors d’un compact, alors Card(Spec(H)[(—0o0,0]), le cardinal du spectre négatif de
H, est fini.

Preuve :

Nous utiliserons le résultat suivant (cf [30], Théoréme 8.34) :

Lemme 1.4.5 Soit V € Ly, un potentiel, et H := A+ V. Soit u € Wlicg qui satisfait
Hu =0 au sens faible dans l'intérieur d’un ouvert lisse ).
Alors pour tout a € (0,1) et tout Q' CC Q, u € CH*(Y).

Ceci étant donné, expliquons d’abord pourquoi on peut supposer, quitte & modifier ¢ sur
un compact, que ¢ € Cllo’g. Soit K un compact tel que Hy = 0 en-dehors de K, et soit Q
un ouvert tel que Q& cc M \ K. Soit p € C§°(M) une fonction de coupure positive telle
que p=1sur K = M\ Q. Posons u = p.1+ (1 —p)p; u e Co* N W2 et u > 0. De plus,

loc
on a :

Lemme 1.4.6 En tant que distribution, Hu € L*°, et Hu = 0 en-dehors d’un compact.

Preuve :
On a:

Hu = H(p) + H((1-p)p),
et donc, étant donné que p € C 1’0‘((2) d’aprés le Lemme il suffit de montrer que la

loc
formule suivante est vraie au sens des distributions :

H((1 = p)p) = (A(l = p))¢ + 2(dp, dp)
Soit ¢ € C§°(M), alors par définition

(H((1=p)p)) = (1 —p)p, HY)

= ((1=p)p,Av) +((1 = p)p, V1))

Puisque par hypothése Hy = 0 en-dehors de K, on peut soustraire 0 = (¢, H((1 — p)v))
au terme de droite. De plus,

(0, H(1 = p)1)) = (¢, (AL = p))ib) + (@, (1 = p) Ath) = 2(pd(1 — p), dyp) + (1 — p)ip, V).
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On obtient ainsi :

(H((L=p)p)) = —(o, (A1 = p))Y) + 2{pd(1 — p), dy))

Etant donné que ¢ est dans C’llo’g en-dehors de K, on peut intégrer par parties :

(pd(1 — p), dyp) = (d"(pd(1 — p)), ),

et de plus la formule usuelle :

d*(pd(1 — p)) = pA(1 — p) — {dp,d(1 — p))

est valide. D’ou

(H((1 = p)p), ) = (¢, (A1 = p))) + 2{(dep, dp), V),

qui est ce qu’on voulait.

Au vu du Lemme on peut supposer qu’il existe une fonction ¢ € chen w2

loc loc

19

0

satisfaisant Hy = 0 en-dehors d’un compact et telle que Hp € L*. On veut suivre la
preuve du Théoréme dans le cas d'un potentiel régulier, et pour ce faire on doit
montrer que le résultat du Lemme est toujours vrai. La difficulté est que les calculs

de la preuve du Lemme nécessitent que ¢ soit Cl2087
Le Lemme suivant résout cette difficulté :

Lemme 1.4.7 Pour toutes fonctions v € C§°, et ¢ € C}

loc?

H(pv) = (Hp)v + ¢(Av) — 2(dyp, dv)

au sens des distributions.
Preuve :
Soit ¢ € C§°(M). Par définition,
(H(pv), ) = (pv, H)
= (¢, H(vy)) — (o, Y Av) + 2(pdv, dy))

= (vH(p),¥) — (0, Y Av) + 2{d"(pdv), )

Puisque ¢ € C1®, on a la formule suivante

d* (pdv) = v — (dp, dv),

et on obtient donc

(H(pv), ) = (vH(p), ) + (pAv,P) = 2((dp, dv), ),

d’ou le résultat.

1
alors qu’on a seulement ¢ € C ¢
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Par conséquent, si I'on pose L := ¢~ H¢p, on a pour toute fonction v € cse,

Lv = (A<P2 + q) v,

ot ¢ = ¢ 'Hy. On obtient donc I'égalité L = A2 + g en tant qu'opérateurs agissant sur
les distributions.

Si le potentiel g est dans L alors la preuve que nous avons donnée du Théoréme [1.4.2
dans le cas régulier fonctionne. Mais le fait que ¢ soit dans L> est une conséquence (d’aprés
le Lemme de nos hypothéses : en effet, Hp € L™ et ¢ est continue.

O

1.4.4 Deux preuves alternatives du résultat principal

Premiére preuve alternative Dans ce paragraphe, nous expliquons comment démon-
trer le Théoréme [1.1.5] sans I'assertion concernant le noyau, par une méthode différente.
Nous devons Iidée de la preuve a Philippe Castillon. Soit H := L + V. Nous introduisons
tout d’abord quelques notations.

Nous noterons Ny (H) le cardinal de Spec(H) N (—o0, A), i.e. sup{dim (W)}, pour W sous-
espace de C§° sur lequel la forme quadratique g — X est strictement négative (rappelons que
q est la forme quadratique associée & H). Pour K C M la cloture d’'un ouvert lisse relati-
vement compact de M, on note Ng x (resp. Nyp ) le cardinal de Spec(Hf) N (—00, A)
(resp. Spec(Hpp\ ) N (=00, A)), ot Hg (resp. Hyp ) est H sur K (resp. M \ K) avec
conditions au bord de Neumann. De facon équivalente, Nx y = sup{dim(W)} (resp.
Nangn = sup{dim(W)}), ot W est un sous-espace de C*°(K) (resp. de Cg°(M \ K))
sur lequel la forme quadratique ¢ — A (resp. Hyp g — A) est strictement négative. Avec ces
notations, on a le résultat classique suivant (voir [53], Chapitre 15, bien que le résultat ne
soit pas écrit exactement tel que nous le présentons) :

Lemme 1.4.8 Pour tout X\ € R,

Ny < Nga+ N

Preuve :

Soit W un sous-espace de Cg° sur lequel la forme quadratique associée & H — X soit
strictement négative. Soit ¢ € W\ {0}. On a

2
q(p) < Allellz-
Soit 1 = @[k et w2 = plank. Alors o1 € C(K) et w2 € C§°(M \ K). Si l'on peut
montrer soit que "fg(;fhé < A, soit que ﬁ;iﬁ)? < A, alors on a le résultat. Supposons que ce ne
2 2

soit pas le cas, alors

(1) > Aler|f3,
et
q(p2) = Ale2l]3.

Mais ¢ = @1+ @2, et puisque p; et @3 ont des supports disjoints, ¢(¢) = q(¢1) + q(p2)
et ||¢|2 = |l¢1]3 + ||#2|3. En conséquence, on obtient

() < Alelf3,

ce qui est impossible.
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0

Maintenant, par la théorie elliptique standard, N » est fini, pour tout K comme ci-dessus
et tout A € R. Ainsi, pour montrer le Théoréme|[l.1.5 on a seulement besoin de trouver un
K convenable tel que Ny o soit fini. Prenons K lisse contenant le support de V. Alors
Hyp i est juste Vopérateur L avec conditions de Neumann sur le bord K. Mais L est un
opérateur positif, ce qui implique que NV Mm\k,0 = 0.

O

Remarque 1.4.1 De prime abord, on pourrait penser que le Lemmell.4.8, combiné avec
le Théoréme devrait donner une preuve du Théoréme dans le cas général (c’est-
a-dire sans supposer V' a support compact) : en effet, Nk o est toujours fini, et on pourrait
croire que le Théoréme donne que Nyp\ o = 0 si K est choisi de telle sorte que Hp =
0 en-dehors de K. Le probléme est que le Théoréeme donne seulement la positivité de
H restreint a M \ K avec conditions au bord de Dirichlet, et pas de Neumann. En général,
Uinfimum du spectre pour les conditions au bord de Dirichlet est supérieur a 'infimum
du spectre pour les conditions au bord de Neumann, donc l’opérateur de Neumann n’est
pas nécessairement positif. Bien sir, si la fonction ¢ satisfait les conditions de Neumann
au bord, alors une petite adaptation du Lemme [I.1.4 montre que l'opérateur L +V avec
conditions au bord de Neumann est positif. Cependant, la méthode de Fischer-Colbrie [28]
ne donne pas l’existence d’une telle fonction ¢ sous U’hypothése que le spectre strictement
négatif est fini.

Deuxiéme preuve alternative Nous expliquons comment adapter certains de nos argu-
ments pour ne pas a avoir recours a la transformée de Doob. Soit ¢ une fonction strictement
positive telle que Hy = 0 en-dehors d’un compact. On peut supposer que ¢ est définie sur
M. Soit V un potentiel positif & support compact, dans L, tel que ch > |Hepl|. Alors

(H+V)p >0,

ce qui implique par le Théoréme que H+V >0.Soit L:= H + V, qui est donc un
operateur de Schrodinger positif :

L=A,+W,WelLf,.
La différence avec ce qu’on a fait avant, est que W n’est plus supposé positif. Nous devons
a Yehuda Pinchover la remarque selon laquelle la théorie de la parabolicité fonctionne aussi
pour ce type d’opérateurs : le résultat principal de [49] dit que
Théoréme 1.4.4 Soit q la forme quadratique associée & L. On a la dichotomie suivante :

1. Soit L a un trou spectral a poids, c’est-a-dire qu’il existe une fonction strictement
positive x telle que pour tout u € C§°(M),

/M u2x < q(u).

Dans ce cas, on dit que L est non-parabolique, ou sous-critique. De plus, L admet
des fonctions de Green.

2. Soit il existe une fonction i positive, & support compact, et une fonction strictement
positive x telles que pour tout u € C§°(M),

/M u?x < q(u) + (/M W)Z-

Dans ce cas, on dit que L est parabolique, ou critique.
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Par Cauchy-Schwarz,

(L)'= (f5) (o) - f o

donc on peut supposer, au besoin en prenant V plus grand, que L est non-parabolique. On
est donc dans la situation ott L a un trou spectral a poids : il existe une fonction strictement
positive y telle que pour tout u € C§°(M),

/M u2X < q(u).

Ceci implique que la caractérisation de la non-parabolicité du Théoréme [1.2.1] est valable
pour L, méme si W n’est pas positif. Cela nous permet de faire fonctionner les preuves de
la section [1.3| pour L, et donc de prouver le Lemme suivant :

Lemme 1.4.9 Pour tout potentiel R a support compact, dans LP avec 5 <p < oo, L+ R
a un nombre fini (en comptant les multiplicités) de valeurs propres négatives.

Puisque L et H different d’un potentiel a support compact V dans L, cela donne le
résultat pour H.

0



Chapitre 2

La transtformée de Riesz

Cette partie sera consacrée a I’étude de la transformée de Riesz sur certaines variétés
complétes non-compactes. Tout d’abord, en guise de motivation, nous présentons la théorie
classique de Calderon-Zygmund, qui permet I’étude de la transformée de Riesz sur R™. Puis
nous décrivons les généralisations qui en ont été faites sur les variétés Riemanniennes, et
donnons un certains nombre d’exemples pour lesquels le comportement de la transformée
de Riesz est connu. Ces exemples joueront par la suite un réle important, & la fois comme
sources d’inspiration, et comme tests pour la validité de nos résultats. Nous passons alors
a la description de nos résultats, et enfin & leurs preuves.

2.1 Théorie de Calderé6n-Zygmund

Nous allons présenter la théorie de Calderén-Zygmund dans R"™, ainsi que les généra-
lisations qui en ont été faites sur les variétés. Nous donnerons les conséquences de cette
théorie pour I'étude de la transformée de Riesz.

2.1.1 La théorie classique

Commencons par présenter la théorie classique dans (R", eucl). La présentation que
nous en faisons est tirée de [47]. Notons D l'espace des fonctions lisses & support compact,
et D’ I'espace des distributions. Soit T : D — D’ un opérateur continu. Par le Théoréme
des noyaux de Schwartz, il existe un noyau S € D'(R"™ x R"), tel que :

(Tf,g)= (S, f®g),V(f,g) €D xD.

Considérons Q = {(z,y) € R" x R" : © # y}, et soit K la restriction de S a 2.

Définition 2.1.1 T est un opérateur de Calderon-Zygmund s’il existe un erposant
v € (0,1] tel que les conditions suivantes soient vérifiées :

1. K est localement intégrable sur 2, et satisfait :
K (z,y)| < Clo —y|™"
2. si |z —12| < |z —yl/2,
|K(2,y) — K(,y)| < Clz —a'|"|z —y| 7"
3. sily—y'| <z —yl/2

K (2,y) — K(2,y)| < Cly = y'["|z —y[" "

23
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4. T s’étend en un opérateur linéaire continu sur L?.

Dans cette partie, on s’intéressera a l'opérateur R; := %A‘lﬂ, appelé la transformée
de Riesz d’indice i. Remarquons que (Ry,...,R,) = dA71/2: R := dA71/2 est appelé
la transformée de Riesz. R étant une isométrie sur L? par la formule de Green, il est
clair que chaque R; vérifie [d] Pour vérifier les autres hypothéses, on a besoin de connaitre
le noyau K; de R;, K; étant défini sur €.

Lemme 2.1.1

LTi — Yi

Ki(z,y) = o= g

ot ¢ est une constante ne dépendant que de la dimension.

Preuve :

1l suffit de voir que le noyau de A~/2 est un multiple de ———. Pour ce faire, on part
lz—yl

1 o0
!

. lz] ,
Etant donné que e~*2 est Popérateur de convolution par We i, A~Y2 est Popéra-

de la formule :

teur de convolution par :

1 [ 1 —1z2 4
= — —_— t=12qt
90(2> ﬁ/o (47Tt)n/26 o

Faisant le changement de variable u = #, on trouve que p(z) = c|z|

—n+1

O

La propriété [I] est alors évidente. On vérifie [2] et [3] avec v = 1, ce qui est équivalent a

85;1' (x, y)‘ < Clr —y|~" . En résumé, on a montré :

vérifier que ‘88[; (x,y)‘ + ’
Proposition 2.1.1 R; est un opérateur de Calderon-Zygmund.

Le résultat fondamental concernant les opérateurs de Calderén-Zygmund est le fait qu’ils
s’étendent en opérateurs bornés sur certains espaces LP :

Théoréme 2.1.1 Soit T un opérateur de Calderon-Zygmund. Alors T a une extension
continue LP — LP, pour tout 1 < p < oo.

Puisque dans cette thése nous chercherons a étendre ce résultat a des espaces plus généraux
que (R™, eucl), il est instructif de donner la preuve de ce théoréme : en effet, nous verrons
qu’une partie de la démonstration reste valable, ou peut étre adaptée, sur certaines variétés
Riemanniennes.

Rappelons qu’on définit I'espace L! faible, noté Ll comme étant ’'ensemble des fonctions
mesurables f telles que

[l := sup A{[f] > A} < o0
A>0
Le Théoreme [2.1.1] va étre conséquence du résultat suivant :

Théoréme 2.1.2 Soit T un opérateur de Calderon-Zygmund. Alors T s’étend en un opé-
rateur borné L' — L.
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Remarque 2.1.1 En fait, hypothése que nous utiliserons sur le noyau de T est seulement
que K € Llloc et que :

/ K (a.yf) — Ko p)lde < C.
{z:lz—y'|22ly—y'|}

qui est une conséquence de[3. Cette remarque s’avérera importante par la suite, lorsqu’on
voudra généraliser la théorie de Calderon-Zygmund au cas des variétés Riemanniennes.

Preuve :

La démonstration repose sur la décomposition de Calderén-Zygmund. Il existe plusieurs
variantes de cette décomposition, certaines étant valables pour des sections de fibrés vec-
toriels comme nous le verrons plus tard.

Lemme 2.1.2 Décomposition de Calderon-Zygmund, sur R™ Soit f une fonction
LY'N L2, et \ un réel strictement positif. Alors f peut s’écrire f = g+ b, avec g € L' N L?

et
b= b,
jeJ
chaque fonction b; ayant support inclus dans un cube Q)j, tels que les QQ; sotent des cubes
d’intérieurs disjoints, de réunion notée ), et tels qu’on ait les propriétés suivantes :

1. [lgllz < CXV2[|£]3?
2. 19 < CAY|flh
3. fQj |bj] < CAQj
4. fQ]- bj =0
Munis de ce lemme, nous pouvons achever la démonstration du Théoréme Soit f €

L'NL? et A > 0. On écrit la décomposition de Calderén-Zygmund de f de seuil X :
f=g+b.0Ona

A A
{|Tf| > A} C {]Tg\ > 2} U {|Tb| > 2} = F1 U Ey,

donc il suffit de majorer chacun des deux termes |E1| et | E2|. Pour le terme faisant intervenir
g, on utilise le fait que 7" est borné sur L? et I'inégalité de Chebychev :

)\2
7Bl = 1Tgl[3 < CAllfIh,

qui donne |Eq| < §||f]|1 Soit Q% = |;c; @7, ot Q7 est le cube de méme centre que Q; et
de rayon double. Pour | E5|, étant donné que [Q*| < CA7L|f||1, il suffit de majorer |Es\ Q.
Puisque b = ZjeJ bj, la somme convergeant dans L? onaTb= ZjeJ Thb;. Pour z ¢ QF,
on peut utiliser la représentation de 7" par son noyau, et utilisant que b; a une moyenne
nulle :

Toj(x) = Jo, K(z,y)b;(y)dy
(K (z,y) — K(x,y;))bj(y)dy,

= fQ]

ol y; est le centre de Q;. Par Chebychev, |Ey \ | < A7! [ . |Th]. Maintenant,

\Q+

/Rn\m T8l < / o Zf ( /Q K () - K(a, yj>ubj<y>rdy> da,
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et en échangeant ’ordre d’intégration et en utilisant I’hypothése f{x:|m_y,|>2‘y_y,|} |K(x,y')—
K(x,y)|dz < C, on obtient :

i <CS [ ywldy <IIflh.
Lo =03 [ sl < 11

jeJ

ce qui achéve la démonstration.
O

Expliquons comment en déduire le Théoréme [2.1.1] : par le Théoréme d’interpolation de
Marcinkiewicz, T est borné LP — LP pour 1 < p < 2. On considére ensuite le dual
de T : T* est aussi un opérateur de Calderén-Zygmund, car son noyau est donné par
K*(z,y) == K(y,z). Donc T* est borné LP — LP pour 1 < p < 2, et on en déduit par
dualité que T est borné LP — LP pour 2 < p < o0.

2.1.2 Extensions aux variétés Riemanniennes et aux fibrés vectoriels

L’estimée L' faible Il y a eu un certains nombre de généralisation de la théorie de
Calderon-Zygmund, motivées notamment par le fait qu’il est naturel d’étudier la transfor-
mée de Riesz R = dA™Y2 sur les variétés Riemanniennes complétes non-compactes. Il y
a plusieurs obstacles a ’extension de la théorie classique. Ce qui reste vrai est que R est
une isométrie sur L2, cependant on ne dispose pas en général de formule explicite pour le
noyau de R. Et imposer au noyau K de R des conditions semblables & celles sur R", disons
par exemple :

87K( ) < ¢
ox V| = d(a, gy

restreindrait drastiquement la classe des variétés Riemanniennes considérées, pour la raison
suivante. Partant de la formule

1 (o9}
A_1/2 - €_tAt_1/2dt
7 ’

on voit que le noyau de R est donné par :

oo
Kew) = 2= [ Vanlep2at,

et donc estimer %—I; reviendrait a estimer V2p;(z,y) ponctuellement. Mais il est déja trés
difficile d’estimer ponctuellement la dérivée premiére V,pi(z, y), et en fait les seules variétés
pour lesquelles on sait le faire sont les variétés a courbure de Ricci positives et certains
groupes de Lie. Cependant, dans le cas particulier de la transformée de Riesz, on peut
essayer de faire marcher la démonstration du Théoréme [2.1.2] en utilisant la remarque
. en fait, Phypothése d’étre un opérateur de Calderén-Zygmund est trop forte, et on
peut espérer faire marcher la démonstration sous des hypothéses plus faibles. La premiére
chose a faire est d’étendre la décomposition de Calderén-Zygmund. Pour cela, nous avons
besoin de la définition :

Définition 2.1.2 On dit que la mesure est doublante si

V(z,2R) < CV(x,R),Vz € M,VR >0 (D)
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L’hypothése de mesure doublante est la bonne hypothése pour avoir une décomposition
de Calderén-Zygmund sur les variétés Riemanniennes :

Théoréme 2.1.3 Décomposition de Calderon-Zygmund sur une variété Rieman-
nienne

Soit M une variété Riemannienne vérifiant [’hypothése @ Alors pour toute fonction
f dans L' N L2, et X réel strictement positif, f peut s’écrire f = g+b, avec g € L' N L? et

b= b,
jeJ

chaque fonction b; ayant support inclus dans une boule Bj, tels qu’on ait les propriétés
suivantes :

1. llglls < CN2) £

2. Y2 1Bil < CAYIfIh

3. [p, Ibjl < CAIBj|

4. Il existe k € N* tel que tout point de M soit contenu dans au plus k boules distinctes
B;.

remarquons qu’on n’a plus besoin de faire I’hypothése que les b; sont de moyenne nulle
’ ‘a plus besoin d ire ’hypotheé les b; td Il
pour montrer les résultats qui suivent).

Etant donné ceci, Coulhon et Duong ont eu l'idée dans [I7] de modifier les mauvaises
fonctions b; de la décomposition de Calderén-Zygmund de f, en écrivant :

bj = ©.,(bj) + (1 — @,,)(by),

ot ®,; est un opérateur régularisant d’échelle 7, le rayon de Bj, et de rajouter ®, (b;) a
la bonne fonction g (pour laquelle on utilise dans la démonstration du Théoréme le
fait que R est borné sur L?). Dans le cas de Coulhon-Duong, O, =€ A Pour controler
7rj2Ab .

les termes e 7, on fait une hypothése sur le noyau de la chaleur.

Définition 2.1.3 Le noyau de la chaleur satisfait une estimée gaussienne supérieure
St

9 — 9 Y Y

Remarque 2.1.2 Sous l’hypothése @, est équivalente a ’estimée diagonale :

pe(z,x) < , Ve e M, Vit >0 (GD)

_C¢
~ V(Vi)

Sous les hypothéses que la mesure est doublante et que le noyau de la chaleur satisfait

Pestimée gaussienne supérieure |G} on montre que Y, ; le="3" 2052 < C'AI/QHfH%/Q, ce

qui permet d’estimer R (Z jeJ e_’"J'QAbj) de la méme maniére que g précédemment. Pour

controler le reste (=la « mauvaise fonction »), vu que Y .2 |B;| < C%, il suffit de
majorer la mesure de

,f;R (1= )| > )\} \L]Jsz.

Pour cela, par I'inégalité de Markov il suffit de majorer la norme L' de
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Sn[(1- )]

sur M \ J; 2B;, et puisque que > 72, [[bjl1 < Cll];Hl, il suffit de montrer que

/M\2B- ‘R [(1 B frj%) bj} ‘ < C|bjl]1-
J

Ceci revient a montrer que le noyau k¢(x,y) de R(1 — e7*?) satisfait :

/ |kt (2, y)|dx < C, Yy € M, ¥Vt > 0. (2.1)
d(z,y) >Vt

Remarquons que cette condition est similaire & celle qui apparait dans la preuve du Théo-
réme ou 'on utilisait la condition fd(x yy>2d(ey) K (@ y) = K(z,y)lde < C. Pour

montrer (2.1]), on utilise la formule :

N /OO e 124,
0

™

et donc

ki(z,y) = \/1% /OOO (\}5 - %) Vaps(w, y)ds.

L’inégalité (2.1]) s’obtient alors comme conséquence de l'estimée suivante du gradient du
noyau de la chaleur, valable sous les hypothéses @ et s il existe > 0 et ¢ > 0 telles
que

/ |V eps(z,y)|de < Ce Pt/ss=1/2¢% Wy e M, Vs, t > 0.
d(z,y) >Vt
En résumé, Coulhon et Duong ont montré :

Théoréme 2.1.4 [17/
Soit (M, g) une variété Riemannienne compléte non-compacte vérifiant les hypothéses

@ et (ou, de facon équivalente, @ et (GD))). Alors la transformée de Riesz R est
bornée L' — Ll et donc est bornée LP — LP pour tout 1 < p < 2.

w’
Cependant, ’argument de dualité qui permet de conclure dans le cas de R™ ne se généralise
pas du tout! Utiliser la dualité nécessite en fait d’étendre le résultat de Coulhon-Duong
au cas des formes différentielles. En effet, sur une variété Riemannienne, la transformée
de Riesz R = dA~1/2 est un opérateur borné de L?(E;) dans L?(FEs), ou Ej est le fibré
trivial de fibre R sur M (dont les sections s’identifient aux fonctions a valeurs réelles sur
M), et ou Ej est le fibré des 1-formes différentielles sur M, que nous noterons AYT*M.
R*, Vopérateur dual de R, est Popérateur A~'/2d* : L?(Fy) — L*(F)). De plus, on a la
relation de commutation suivante :

Afl/Qd* — d-)(&71/27

ot A = dd* + d*d est le Laplacien de Hodge-De Rham sur les 1-formes différentielles, et
ott A~/2 est défini au moyen de la formule :

- 1 [
! ,
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car 5, a la différence de A, peut avoir un noyau non trivial. On voit donc que R* = d*A—1/2
est du méme type que R, mais ol le Laplacien sur les fonctions est remplacé par un
Laplacien sur les formes différentielles. Motivé par ce fait, Sikora a généralisé au cas des
fibrés Riemanniens 'idée de Coulhon-Duong d’utiliser une décomposition de Calderon-
Zygmund modifiée. Si E est un fibré Riemannien sur M, et L est un opérateur borné
agissant sur L?(F), I’espace des sections L? de E, on dit que e " satisfait une estimée
Gaussienne si on a :
K <G ety M x M, Vt >0 2.2
H emp(—tL)(xvy)H = We By (l‘,y) S x M, >0, ( : )
ol Keypp(—¢1) désigne le noyau de e tE. Utilisant une décomposition de Calderén-Zygmund
pour les sections de E, Sikora montre dans [57] le résultat suivant :

Théoréme 2.1.5 Soit (M, g) une variété Riemannienne satisfaisant @, et E1, Ey deux
fibrés Riemanniens sur M. Soit L agissant sur L?(Ey), tel que e'F satisfasse I’estimée
gaussienne (2.2). Soit A : D(A) C L*(Ey) — L?(E») un opérateur local, c’est-a-dire que
pour tout f € D(A),

supp Af C supp f

Supposons que pour un o > 0, D(L™) C D(A), et que AL~ soit borné L*(Ey) — L*(E»).
Alors Uopérateur AL~ est borné L'(Ey) — L. (Es), et donc aussi LP(E1) — LP(Es) pour
tout 1 <p < 2.

Distinguons I’hypothése d’estimée Gaussienne pour le Laplacien de Hodge sur les 1-formes
différentielles :
1Pl < —C e (ay) € M x M, ¥t > 0 (GF)
x ——e x
bz, y = V(.’E, \/i) ) Y ) )
ou p; est le noyau de e A L’argument de dualité pour la transformée de Riesz s’exprime
alors par le Corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1 Soit M une variété Riemannienne vérifiant @, et sur laquelle (GF)
est valable. Alors la transformée de Riesz est bornée LP — LP pour tout 2 < p < oo.

La principale différence entre ce résultat et celui de Coulhon-Duong est que ’hypothése
faite, a savoir , est beaucoup plus forte que (G)). En fait, est une hypotheése
relativement faible, alors que les seules variétés ou l'on sait que est valable sont les
variétés a courbure de Ricci positive! Nous continuerons cette discussion sur le noyau de
la chaleur sur les formes dans la section 2.3

Les estimées L? pour p > 2 Généralisant des techniques liées & la théorie de Calderén-
Zygmund classique, Auscher, Coulhon, Duong et Hofmann ont obtenu dans [5] une condi-
tion nécessaire et suffisante (sous certaines hypothéses) a ce que la transformée de Riesz
soit bornée sur LP, pour un p > 2. Rappelons tout d’abord :

Définition 2.1.4 On dit qu’on a une estimée gaussienne supérieure et inférieure —ou es-
timée de Li- Yau- s’il existe des constantes C; et ¢;, i = 1,2, telles que

e1d”(@.y) Cs _cd®(@y)
< pi(z,y) < Vo T ¢ v V(r,y) e M x M,Vt>0 (L-Y)
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Définition 2.1.5 On dit qu’on a une inégalité de Poincaré L? a l’échelle si pour toute
boule B de rayon r,

/ sl < O / V2, Vf € C(B) (P)
B B

Remarque 2.1.3 L’estimée de Li-Yau (L-Y]|) est équivalente a la conjonction de @ et
de (c’est un résultat de Saloff-Coste, voir [26] pour des références).

Le résultat de Auscher-Coulhon-Duong-Hofmann [5] est le suivant :

Théoréme 2.1.6 Soit (M,g) une variété compleéte non-compacte vérifiant (L-Y|). Soit
po € (2,00]. Alors les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout p € [2,p0), la transformée de Riesz R est bornée sur LP.

2. Pour tout p € [2,pg),

[ Vape (L y)|lp < ,Yye M, vt >0 (Gp)

De plus, si l’estimation ponctuelle suivante du gradient du noyau de la chaleur est valable :

C
Vepi(z,y)| € ———F7, V(x,y) € M x M, ¥Vt > 0, G
Va0 < e Vi) ()

et si M wérifie @ et , alors lestimée de Li-Yau (L-Y]) est valable, et la transformée
de Riesz est bornée sur LP pour tout 1 < p < oo.

Remarque 2.1.4 Le fait que la transformée de Riesz bornée sur LP implique l’estimée LP
du gradient , n’utilise pas ’estimée gaussienne inférieure dans Li-Yau ; cela nécessite
seulement les hypotheéses @, et Uanalyticité sur LP du semi-groupe de la chaleur.

L’argument de Auscher-Coulhon-Duong-Hofmann est différent de I’argument utilisé pour
montrer le Théoréme [2.1.1]: au lieu d’utiliser une décomposition de Calderén-Zygmund, on
utilise un Lemme souvent appelé « inégalité du bon A », qui permet d’obtenir des estimées
LP. Rappelons la définition de 'opérateur maximal de Hardy-Littlewood :

M) = sup 5 [ 111

B>z

Le résultat d’analyse harmonique montré dans [5] est le suivant (la conclusion est un peu
plus faible en fait, mais dans le cas qu’on considére elle sera vraie) :

Théoréme 2.1.7 Soit (M,d,n) espace métrique mesuré de volume infini vérifiant @,
et T : L? — L? borné. Soit py € (2,0, et A., r > 0 une famille d’opérateurs bornés
L? — L?. Supposons que les conditions suivantes soient vérifices :

1 1/2
(rm /B 7T - AT<B>>f|2du) < CM(f1P)Y2 (=) (2.3)

et

1/P0
(57 1A < couqrsy e 2.4)

pour toute fonction f € L2, toute boule B de rayon v(B) et tout v € B.
Alors pour tout 2 < p < pg, T est borné LP — LP.
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Les opérateurs A, jouent le méme roéle d’approximation de l'identité que e"*A dans la
preuve du théoréme de Coulhon-Duong : I’hypothése exprime le fait qu’appliquer A,
améliore l'estimée L? qu'on a sur T'f, en une estimée LP0, et I'estimée exprime le
fait qu’on a un certain controle sur le reste T'(I — A,)f. La preuve de ce résultat utilise
d’une part une inégalité de type « bon-\ », et d’autre part le fait que celle-ci implique des
estimées LP. Notons M 4 l'opérateur maximal :

1/2
Auwxmz(wpéhéfu—Ammﬂﬁ |

B>z

On a alors :

Lemme 2.1.3 Inégalité du bon-\ Sous U’hypothése (2.4), il existe Ko > 1 et C' > 0 tels
que pour tout K > Ko, tout v > 0, tout X > 0,toute boule By et tout f € L? telle qu’il
existe xog € By tel que (M(|Tf*)V/2(z0) < A, on ait

{w € Bo: (MUTFP))2 > KA, Ma(f)(@) A < CO2 4 E™)[Bo|  (25)
Comme indiqué précédemment, I'inégalité (2.5)) implique des majorations des normes LP :

Lemme 2.1.4 Sous U'hypothése (2.4), pour tout 2 < p < pog, il existe une constante C)
telle que pour toute f € L? :

1/2

[ MATF)) " Mlp < CollMa(F)]lp (2.6)

La conclusion du Théoréme est alors immédiate. En effet, on a en utilisant (2.6 :

1/2

1T 11y < I MATF) " llp < CpllMa(h)llp,

et d’aprés I'hypothése (2.3) et le fait que l'opérateur maximal de Hardy-Littlewood est
borné LP/2 — LP/2 on a

IMa(Dlp < ClI ],

ce qui achéve la démonstration.
O

Pour obtenir le Théoréme [2.1.6} il reste a voir comment, dans le cas particulier ou T est la
transformée de Riesz, on peut construire des approximations de l'identité A, de telle sorte
que les conditions et soient satisfaites. On pose A, = I — (I — e_TQA)" pour un n
assez grand, et la vérification des conditions et (2.4) s’obtient a 'aide des estimées
de Gaffney-Davies LP, valables pour 2 < p < pg et obtenues en interpolant les estimées
de Gaffney-Davies L? avec I'inégalité :

C
Ve ta <=,
19 e <
vérifiée par hypothése. On a alors pour tous ensembles fermés E et F' et pour toute fonction

f € LP a support dans F,

d2(E

_ o dE.)
IVe ™ fllo(r) < Ce t | fllzee)s (2.7)

et ceci permet, par des arguments similaires a ceux développés dans la preuve du Théoréme

de Coulhon-Duong, de montrer (2.3) et (2.4)).
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2.2 Exemples et contre-exemples

Dans cette partie, nous passons en revue un certain nombre d’exemples de variétés
Riemanniennes pour lesquelles le comportement de la transformée de Riesz est connu. Le
but recherché n’est pas I'’exhaustivité, mais plutot de se forger une intuition, & la lueur des
exemples présentés, du comportement de la transformée de Riesz dans une classe de variétés
qu’on pourrait qualifier de « presque euclidiennes » : les variétés présentées peuvent étre
a chaque fois considérées comme des généralisations —dans des sens cependant différents—
de I'espace euclidien. On connait en fait assez peu d’exemples de variétés pour lesquelles
le comportement de la transformée de Riesz soit complétement décrit; les groupes de
Lie sont une exception notable, que nous ne présentons pas a dessein, puisque I'étude de
la transformée de Riesz repose dans ce cas sur des arguments spécifiques. On pourra se
reporter a [2]. Mentionnons aussi le cas des revétements de variétés compactes, qui ont
été étudiés dans certains cas par Dungey, voir [27]. Pour résumer, on peut dire que la
théorie est bien développée dans le cadre des groupes de Lie ou des groupes de revétement
A croissance polynomiale.

2.2.1 Les variétés a courbure de Ricci positive

Bakry a montré dans [7], avec des techniques probabilistes, le trés joli résultat suivant :

Théoréme 2.2.1 Soit M une variété Riemannienne. Si la courbure de Ricci est positive,
alors la transformée de Riesz est bornée sur LP pour tout 1 < p < oco. Si la courbure de
Ricci vérifie seulement :

Ric > —k?,

alors il existe une constante C' ne dépendant que de k et de p telle que :
V1< C (IAY2fllp + 11111p) , ¥ € GEF.

Utilisant le fait que si A1 (M), le bas du spectre du Laplacien sur M, est strictement positif,
alors :

I £lp < CIAY2 ], Vf € CF°,

on obtient le Corollaire suivant :

Corollaire 2.2.1 Soit M une variété Riemannienne avec courbure de Ricci minorée et
bas du spectre du Laplacien strictement positif. Alors la transformée de Riesz est bornée
sur LP pour tout 1 < p < oco. Ainsi, sur M = H", l’espace hyperbolique de dimension n, la
transformée de Riesz est bornée sur LP pour tout 1 < p < oo.

En fait, les variétés a courbure de Ricci positive sont exactement les variétés pour lesquelles
on a la domination :

\e*t5w| < e Bw|, vt > 0.

Et l'article de Bakry étend grace a cette domination la théorie de Littlewood-Paley au cas
du Laplacien de Hodge sur les 1-formes différentielles.



2.2. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES 33

2.2.2 La somme connexe de deux espaces euclidiens

On notera R"#R"™ une variété obtenue comme somme connexe de deux espaces eu-
clidiens R™. Contrairement au cas de R™, on a le résultat suivant pour la transformée de
Riesz sur R"#R" :

Théoréme 2.2.2 [13] Sur R"#R", la transformée de Riesz est bornée sur LP si et seule-
ment sip € (1,n).

Il y a plusieurs démonstrations de ce résultat : le fait que la transformée de Riesz soit
bornée pour 1 < p < mn repose sur une construction de paramétrice, tandis que le fait
qu’elle ne soit pas bornée pour p > n repose sur un argument faisant intervenir le noyau
de la chaleur ou I’étude de la cohomologie LP réduite de R"#R"™.

Construction d’une paramétrice Il y a deux constructions différentes qui ont été
faites. La premiére, tirée de Carron-Coulhon-Hassell [13], repose sur la formule suivante :

2 o0
ATV = / (A + k)" tak (2.8)
T Jo

On construit alors une paramétrice pour (A + k2)~! (en fait, il suffit méme d’analyser
le comportement de la résolvante (A + k2)~! lorsque k — 0). Soit K un compact de
M = R"#R" tel que M \ K soit isométrique a 'union disjointe de R™ \ By et de R™\ By,
ol B; et Bs sont des boules euclidiennes. On suppose pour simplifier que By = By = B,
et on note M = (R"\ B)_| |(R™ \ B)4. Soit ¢+ une fonction C*° sur M valant 1 sur
(R™\ 2B)4 et 0 sur Bx. Soit ®(x,y) = ¢p_(x)p—(y) + ¢+ (x)p+(y) (non nulle seulement
dans le cas ol x et y sont dans le méme bout). Si G(k) désigne le noyau de (A + k2?)~! sur
R", on considére la paramétrice

G(k) = G1(k) + Ga(k) + G3(k),

ot les 3 termes sont les suivants : G (k)(z,y) = G#G(k)(x,y)P(z,y) est nul sauf si x et y
sont dans le méme bout R™\ B, et dans ce cas G1(k)(x,y) est égal au noyau de la résolvante
(A+k?)~! sur R” (contenant R™\ B), appliqué en (z,y). G2(k) = Gin(k)(z,y)(1—-®(z,v)),
ott Gyne(k) est une paramétrice de (A + k2)~! sur un compact suffisamment grand de M,
qu’on suppose de support prés de la diagonale {x = y}. G3(k)(z,y) est non nul lorsque y
est & l'extérieur de K, et vaut G(k)(0,y) (uy (z)p4(y)+u—(x)p_(y)), ut étant une fonction
telle que hy := 1 + ug soit une fonction harmonique, tendant vers 1 en oo et vers 0
en Foo. (3 est un terme correctif, tel que lorsque = reste dans un compact et y tend vers
I’infini, par exemple vers +oo,

Gi(z,y) + Gs(z,y) = G(0,y)h(x).

Par contre, lorsque = et y tendent tous les deux vers l'infini, s’ils sont dans le méme bout
c’est le terme G1(k)(z,y) qui 'emporte dans G; + G3. Lorsque z et y vont a 'infini dans
des bouts différents, il reste essentiellement le terme G2 dans la paramétrice G.

Remarque 2.2.1 Si l'on veut construire sur le modéle précédent une paramétrice pour
(A + k?)~L sur une variété isométrique en-dehors d’un compact K a R™\ B, on pose :

G(k) = Gi(k) + Ga2(k) + G3(k),

ot G et G sont définies de fagon semblable, et ou

Gs(k) = G(K)(0,y) (1 = @) (@)e(y))
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@ étant une fonction de coupure valant 1 sur R™\2B et 0 sur B. L’étude de cette paramétrice
faite dans [13] permet de montrer que la transformée de Riesz est bornée sur LP pour
1 < p<oo. En ce sens, la construction de la paramétrice est bonne pour tout 1 < p < 0o.

Remarquons toutefois que les estimations faites dans [I3] pour montrer que la transformée
de Riesz est bornée sur LP, utilisent les techniques du b-calcul, qui sont spécifiques aux
variétés ayant une « asymptotique a I'infini » particuliére, par exemple les variétés asympto-
tiquement coniques, mais ne s’appliquent pas a des variétés plus générales. Signalons enfin
que par des arguments similaires, Guillarmou et Hassell ont étendu le résultat précédent
aux variétés asymptotiquement coniques (voir le paragraphe suivant, plus précisément le
Théoréme [2.2.6]).

Nous présentons maintenant une autre construction de paramétrice, qui a été utilisée par
Carron dans [12] pour montrer le résutat suivant :

Théoréme 2.2.3 Soit My une variété Riemanniene avec courbure de Ricci minorée et
telle que pour un v > 3 linégalité de Sobolev soit vérifiée :

Il 22, < Clldell2, Y € C5° (Mo)

Soit M isométrique a une somme connexe de variétés My, et supposons que pour un p €
(ﬁ, v), la transformée de Riesz sur My soit bornée sur LP. Alors la transformée de Riesz
sur M est bornée sur LP.

La technique utilisée pour montrer ce résultat est plus générale que celle de Carron-
Coulhon-Hassell, et plus simple car elle n’utilise pas le b-calcul, mais en contrepartie le
résultat obtenu est moins fort : dans le cas d’une variété a bouts euclidiens, on perd la
conclusion pour p > v lorsqu’il n’y a qu’un seul bout, et on a la restriction v > 3, ce qui
est génant. La preuve part de la formule :

A2 = /oo etVAqt.
0

On construit ensuite une paramétrice pour eVA Introduisons quelques notations qui
seront utiles dans la suite du texte.
Notations : Pour deux ensembles U et V', on notera

UccV

lorsque ’adhérence de U est contenue dans l'intérieur de V. Pour tout ensemble F' et tout
6 > 0, on notera Fjs I’ensemble des points & distance de F' supérieure ou égale a 4.

Soient K7 CC Ko des compacts de M tels que M \ Kj soit isométrique a l'extérieur
d’un compact de My (il suffit de le faire pour une copie de My, car on ne suppose pas My
connexe). Soit (pg, p1) une partition de 'unité telle que supp(pg) C Ka, supp(p1) C M\ K1,
et (vo, p1) telles que w;p; = pi, supp(po) C Ko, supp(p1) C M\ K. Alors on prend comme

paramétrice de e tVA

—tv/Ag VAL

Yoe %pg + pre VR py,

ou Ay est le Laplacien avec conditions de Dirichlet sur Ks, et Aq est le Laplacien sur M
(isométrique a M \ K; en-dehors d’un compact). On intégre de 0 a oo ces deux termes
pour approcher A~/2 par une somme de deux termes :

(o) o
Lo+ L; := / poe VB0 podt + / pre VBt = woAal/zpo + <P1A1_1/2-
0 0
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Ly est I'analogue du terme G5 de Carron-Coulhon-Hassell, tandis que L est 'analogue
de G4, et on n’a plus le terme correctif (G3. Une explication possible est la suivante :
on a vu que lorsque z et y tendent vers l'infini tous les deux, le terme G3 est négli-
geable devant les deux autres, Gs(x,y) n’a d’effet significatif que lorsque x reste dans un
compact et y tend vers 'infini, auquel cas la différence entre la paramétrice de Carron
et celle de Carron-Coulhon-Hassell pour la transformée de Riesz dA™/2 est essentielle-
ment le terme A™Y/2(0, y)(dh (x)p4 (y) +dh_(z)p_(y)). On peut, sans changer essentielle-
ment Pargument de Carron-Coulhon-Hassell, remplacer Gs(z,y) par m(k, y)(uy(z)p4(y)+
u_(x)p_(y)) o m(k,y) est la moyenne sur B de (A + k%)71(z,y), et le noyau précédent
devient m(y)(dhy(x)o+(y)+dh_(x)p_(y)) = Ly(x,y)+L_(z,y), ot m(y) est la moyenne
de A=1/2 (z,y) sur B. Ce noyau correspond a un opérateur borné sur LP lorsque p < n. En
effet, il suffit de traiter chacun des 2 termes de la somme, et si f € LP pour p < n est a
support dans (R™\ B)4 par exemple,

L) = ( / m(y)f(y)dy> dh (x) = (,,ﬁ‘ / A‘1/2f> ah (x).

Maintenant, dh € LP pour tout 2 < p < oo, et I'inégalité de Sobolev implique que A~
LP — LlloC pour tout p < n, d’ott la conclusion.

1/2 .

Le noyau de la chaleur et la cohomologie LP de R"#R™ Nous allons maintenant
expliquer pourquoi la transformée de Riesz sur R"#R"™ n’est pas bornée sur LP pour p > n,
et ce de deux maniéres différentes. On proceéde par ’absurde. La premiére méthode a été
développée par Coulhon-Duong [I7], et utilise le noyau de la chaleur; cependant, elle ne
donne de contradiction que pour p > n. La deuxiéme méthode, tirée de [I3], utilise la
cohomologie LP et marche dans le cas n > 3.

La premiére méthode repose sur I'inégalité suivante, dite inégalité de Morrey LP, ol
p>n:

|f(@) = F()| < Cd(z,y)" [V fllp, VS € C5(M) (My)
Il est classique que (M,) est valable sur R”. Mais on a aussi :

Lemme 2.2.1 R"#R" vérifie (M.

Preuve :

Cela vient du fait que R™ vérifie un peu mieux que (M,); en fait, sur R” on a une
inégalité de Morrey localisée :

1 (x) = F)| < Cd(a,y)' 7 |V £l Loy, VF € C(M), (2.9)

pour tout ouvert  convexe vérifiant : z,y € Q, Cir" < |Q] < Cor™ | diam(2) < Csr
avec r = d(x,y) (C dépend alors de Cy, Cy et C3). Voir [56] p.23 pour une démonstration.
De plus, reste vral pour un ouvert convexe {2 de R", muni d’une métrique quasi-
isométrique a la métrique euclidienne (et la constante C' de dépend alors aussi des
constantes de quasi-isométrie). L’intérét de la version localisée de I'inégalité de Morrey est
qu’elle se recolle, comme on va le voir dans le cas de M = R"#R". Soit K un compact tel
que M \ K soit isométrique & R™\ BUR™\ B pour une certaine boule B. Soit f € C§° (M),
et soient x,y € M. Si z et y sont dans le méme bout R™ \ B, alors I'inégalité de Morrey
localisée appliquée a un ouvert convexe ) inclus dans R™ \ B contenant x et y et
vérifiant Cir" < [Q] < Cor™, diam(§2) < Csr avec r = d(z,y) donne :

f(z) = f(y)] < Cd(a,y) ™7 [V f]| 1o-
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Lorsque x et y sont dans K, la méme inégalité provient de la remarque selon laquelle
I'inégalité de Morrey localisée est valable sur un ouvert convexe de R”, muni d’une métrique
quasi-isométrique a la métrique euclidienne : en effet, on recouvre K d’un nombre fini NV
de tels ouverts, et dans chaque ouvert on choisi un point z;. Alors

F@)=F)] < 1f@) =0+ ()= F )] < C (dlo,20)' 75 4+ + e y)' 7 ) (9 Flp,
ou (x,z1, -, 2k,y) est une chaine de x a y telle que pour tout ¢,

d(zi—1,2) < d(z,y),

avec par convention zgp = x et 241 = y. Puisque le nombre de points z; est borné par IV,
indépendamment de x et de y, on obtient

1£(z) = F(y)| < Cd(z, ) "7 |V £]],.

Il reste a traiter le cas ou = et y sont dans des bouts R™ \ B différents. Pour cela, on fixe
une fois pour toutes z dans le méme bout que z, et w dans le méme bout que y. On a :

f(z) = f(2)] < Cd(m,2) 7 |[V £l
et
1 (w) = f(y)] < Cd(w, )7 [[V ]|,

par Morrey localisé dans chaque bout. De plus, on fixe une fois pour toutes un compact
K contenant z et w, et en le recouvrant par des boules quasi-euclidiennes comme on a fait
pour K et en utilisant Morrey localisé sur chacune de ces boules, on montre que :

|£(2) = f(w)] < Cd(z,w) "7 ||Vl
Puisque pour tous x et y dans M \ K et dans des bouts différents,

d(z,y) = C(d(z, 2) + d(z,w) + d(w,y)) ,

on obtient par concavité de la fonction f(x) = xl_%,

1f(x) = Fy)| < Cd(a,y)' "7 ||V f[,-
[l

Supposons maintenant que la transformée de Riesz sur M := R®"#R" soit bornée sur LP
pour un p > n. La clef est d’appliquer I'inégalité de Morrey (M,|) au noyau de la chaleur,
et plus précisément & f = py(.,2) out z € M est fixé. On obtient :
1_n
pe(x,2) = pi(y, 2)| < Cd(z,y) 7 |[Vpe(, 2)]lp-

En général, on a déja dit qu’il était difficile d’obtenir des estimées du gradient du noyau
de la chaleur, cependant I’hypothése que la transformée de Riesz soit bornée implique (c.f.
Remarque [2.1.4) que

C _l(q{_n\_n
Vi 2)llp < ———— < cr#(8)8,
p

et on obtient alors
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Le fait que M soit stochastiquement compléte et que la croissance du volume sur M soit
euclidienne impliquent que py(z,z) > Ct~™/2, uniformément par rapport a t et a z (c.f.
[56] p.101), et donc

1—n
(i, 2) — puly, 2)| < C <d(w7y)> 1

De 14, on tire

pi(y,z) > Ct™/2

dés que d(y,z) < av/t pour a > 0 assez petit. Or M vérifie I'inégalité de Sobolev de
dimension n, et donc

C d2(y,z)
pe(y, z) < We‘cif V>0, Yy, z) € M2

Un argument itératif (JI5]) entraine alors qu’on a la minoration gaussienne :

C d?(y.2)
pe(y,2z) > We_c 7 V>0, Y(y,2) € M2

On a donc sur M les estimées de Li-Yau :

Cy

a2 (y,2)

42
—c1 —c2

C (4,2)
<pily, z) < t7722€ 3 , Yt >0, V(y,z) € M?. (2.10)

Cela voudrait dire que le noyau de la chaleur a le méme comportement que sur R". Cepen-
dant, lorsque x et i tendent vers I'infini dans deux bouts différents avec vitesse d(z, y) ~ V/,
pi(z,y) tend vers 0 plus vite que t7"/2 qui serait I'asymptotique donnée par 'estimée de
Li-Yau . En effet, py(z,y) s'interpréte comme la probabilité qu’'une trajectoire brow-
nienne partant de x, atteigne y en temps t. Heuristiquement, une trajectoire brownienne
partant de x et allant en y doit nécessairement passer par le compact K. Or la probabilité
d’aller de 2 & K en temps s est de Pordre de s7/2, de méme que la probabilité d’aller
de K a y en temps t — s est de I'ordre de (t — s)~™2. En intégrant sur les temps s au-
quel la trajectoire atteint K, Grigor’yan et Saloff-Coste ont montré dans [37] que sur M,
1

pe(2,y) =~ =t sin > 2, et @ si n =2, ce qui contredit I'estimée de Li-Yau ({2.10)).

0

La deuxiéme preuve fait intervenir la cohomologie LP réduite. Commengons d’abord par
donner les définitions.

Définition 2.2.1 Pour p > 1, le premier espace de cohomologie LP réduite HZ}(M)
est le quotient de {ae € LP(AYT*M), da = 0}, par la cléture dans LP de l’espace de formes
exactes dC§°(M).

On a, sur toute variété Riemannienne compléte, la décomposition de Hodge L? :

2 2
L2AYT*M) = H (M) @, dOP (M) @, &*Ceo(A2T*M) |

ou HY (M) = {a € L?, Aa = 0} est lespace des 1—formes harmoniques L2. L’espace
H3 (M) admet une interprétation trés simple, conséquence de la décomposition de Hodge :

Hy(M) ~HY(M).

Par contre, en général H;(M ) n’a pas d’interprétation en terme de formes harmoniques.
Cependant, lorsque la transformée de Riesz est bornée sur LP, on va voir que H;(M )
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peut s’interpréter comme un espace de formes harmoniques LP. Le lien entre H; (M) et la
transformée de Riesz R vient de ce que le projecteur de Hodge L? sur Iespace des formes

[ —
exactes dC§°(M)" est donné par :

P =dA~'d* = RR*,

donc si R est bornée sur LP et sur L¥ (p' étant 'exposant dual de p), P est borné sur LP.
Partant de la, Carron-Coulhon-Hassell montrent dans [13] :

Lemme 2.2.2 Soit M une variété vérifiant ’inégalité de Sobolev de dimension n (S,)), la
majoration du volume :

V(x,R) < CR",Vx € M, VR > 0,

et sur laquelle la transformée de Riesz est bornée sur LP pour un p > 2, alors

1 o 1 _ _
H,(M)~{ac LP(AT*M), da = 0 et d*a = 0}.

Si la courbure de Ricci de M est de plus minorée, le noyau de la chaleur sur les 1—formes
satisfait & ¢ > 0 fixé :

et P 5 L™
(ceci provient de la formule de Bochner et de I'ultracontractivité de e~*2). On en déduit
par interpolation que toute forme harmonique o € L? est dans LP, puisqu’elle vérifie
e 2 = a. Puis, en appliquant le Lemme on obtient :
Lemme 2.2.3 Sous les hypotheéses du Lemme[2.2.3, et si la courbure de Ricci est minorée,
alors Uapplication naturelle

H' (M) — Hy(M)
est injective.

Cependant, dans le cas de M := R"#R"™ pour n > 3 (qui vérifie bien I'inégalité de Sobolev
de dimension n), cette application n’est pas injective pour p > n. En effet, du fait que
M a deux bouts non-paraboliques, on peut trouver une fonction harmonique bornée h,
telle que a := dh soit une forme harmonique L? non-nulle. Montrons alors que o est
nulle en cohomologie LP réduite, c’est-a-dire qu’on peut trouver une suite «j de formes

dans dC’go(AlT*M), telles que LP — limy_,oo ap = « : fixons o un point de M, et soit xg
une fonction de coupure valant 1 sur B(o, k), W sur B(o,k?)\ B(o,k), et 0 sur
M\ B(o,k?). On pose oy, := d(xrh) = xxdh + hdx, et il suffit de voir que hdyy tend vers

0 dans L? quand k — oc.

k‘2
hdxa |2 < ClIAE. /k (log(k)r) P dV(r).

Et par intégration par parties,

K (] 2 o k2 o, T
/ T—pdv(r) — V( 7k ) _ V( 7k> +p/ V( Y )d'l"
k k

k2p kp rp+1

Utilisant le fait que la croissance du volume des boules de rayon R est en R", on voit que
2

fkk r~PdV (r) est borné lorsque p > n, et croit en log(k) si p = n. On en déduit que hdyy

tend vers 0 dans LP quand k — oo.

O
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2.2.3 Les variétés coniques

Définition 2.2.2 Soit (N, h) une variété Riemannienne compacte de dimension n—1. La
variété M := (0,00) x N, munie de la métrique

g = dt® + t%h,
est dite variété conique de base compacte N.

Une variété conique n’est pas compléte, cependant le Laplacien est un opérateur auto-
adjoint, ce qui fait qu’on peut considérer le noyau de la chaleur p;(z,y). En fait, une
variété conique est stochastiquement compléte, et le Théoreme [2.1.6] s’étend a de telles
variétés. L’étude de la transformée de Riesz sur les variétés coniques a base compacte a été
faite par H.Q. Li [42], qui a montré le résultat suivant :

Théoréme 2.2.4 La transformée de Riesz sur une variété conique M = (0,00) X N est
bornée sur LP si et seulement si p appartient & l’intervalle :

1. (1,00) si Ay >n—1

2. (1,po) avec pg = ——F—"—= si \y <n —1,
(2
ot Ay est la premiére valeur propre non nulle du Laplacien sur N. Remarquons que dans
tous les cas, pg > n.

Plus tard, Coulhon et Li ont montré dans [20] des estimées LP du gradient du noyau de la
chaleur, qui redonnent ce résultat (sauf pour le cas limite py) comme corollaire du Théoréme
étant donné qu’une variété conique vérifie I'inégalité de Poincaré & 1’échelle L? (et
méme L) :

Théoréme 2.2.5 Soit M = (0,00) x N une variété conique, alors on a les estimées sui-
vantes du gradient du noyau de la chaleur :

C .
1. |Vapi(z,y)| < NATRERL Vee M,Vt>0si A >n—1.

2. IVape (L y)llp < %,Vy € M,Vt > 0 si et seulement si p € (1,pg) st
ViV (y,vt) P
At <n-—1.

Remarque 2.2.2 Une variété conique est en fait a croissance euclidienne du volume :
~ DN
V(z,R) =~ R",

ce qui permet de simplifier encore les estimées précédentes. Elle vérifie donc aussi @

Mentionnons aussi la généralisation par Guillarmou et Hassell ([38] et [39]) du Théoréme
2.2.4] au cas des variétés asymptotiquement coniques. Ces variétés incluent en parti-
culier les variétés dont les bouts sont isométriques en dehors d’'un compact & une variété
conique. Leur résultat est le suivant :

Théoréme 2.2.6 Soit M une variété asymptotiquement conique. St M a un seul bout, la
transformée de Riesz est bornée sur LP si et seulement sip € (1,pg) (avec pour convention
po=00 st A} >n—1). Si M a plus d’un bout, la transformée de Riesz est bornée sur LP
si et seulement si p € (1,n).

La preuve repose, comme pour le théoréme de Carron-Coulhon-Hassell, sur la construction
d’une bonne paramétrice pour la résolvante (A + k2)~! lorsque k& — 0. Elle utilise aussi
le résultat de Li[2.2:4] De plus, lorsque n > 3 et que M a plusieurs bouts, ce résultat est
aussi conséquence de [12] (pour le fait que la transformée de Riesz est bornée sur LP pour
1 < p < n)etde [I3] (pour le fait que la transformée de Riesz n’est pas bornée sur LP
pour p > n).
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2.3 Estimations du noyau de la chaleur sur les formes

2.3.1 Dominations de ’opérateur de la chaleur sur les formes
Nous avons déja évoqué le résultat suivant (qui peut d’ailleurs se démontrer de plusieurs

maniéres, voir [18] et [57]) :

Théoréme 2.3.1 Soit M une variété Riemannienne vérifiant @ et . Supposons que
l’estimée Gaussienne pour le noyau de la chaleur sur les 1-formes différentielles soit va-
lable :

021,
||ﬁ($,y)’|§m6_di y),V(%y)GMXMa vt > 0, (GF)
x?

ol py est le noyau de e~tA. Alors la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP, pour
tout 1 < p < 0.

Rappelons aussi un cas particulier du résultat de Auscher-Coulhon-Duong-Hofmann [5] :

Théoréme 2.3.2 Soit M une variété Riemannienne vérifiant @ et . Supposons que
Pestimée ponctuelle du noyau de la chaleur (G| soit valable sur M :

C
Vept(z,y)| < ———, V(z,y) € M x M, Vt > 0,

alors la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP, pour tout 1 < p < oo.

En fait, Auscher-Coulhon-Duong-Hofmann montrent aussi le Lemme suivant, qui relie les
Théorémes 2.3.2] et 2.3.7] :

Lemme 2.3.1 Sous les hypothéses @ et , l’estimée ponctuelle hors-diagonale du gra-
dient du noyau de la chaleur :

C 2(a,
|Vapi(z, )] < Me_cd £ y), V(z,y) € M x M, ¥t >0, (G)
Y,

est équivalente a une domination faible sur les formes exactes :

Ve "2 [P < Ce |V fI?, V] € CF° (DE,)

En particulier, sous les hypothéses @ et , est vérifiée si on a la domination sur
les formes exactes :

Ve ™2 f| < Ce 2|V f|, Vf € CF° (DE)

De plus, une condition nécessaire pour qu’une des inégalités (GoJ), (DEL|) et (DE|) soit
valable est que M vérifie l'inégalité de Poincaré (]E[)

Preuve :

Le fait que (DE,| implique utilise I'estimée L? & poids du gradient, montrée
dans ([33]) : pour «y assez petit et pour tout y € M,

d?(z.y) C
Vapi(z,y)2e” de < —— 2.11
[ e e S e < .11

Partant de 14, on écrit :
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Vape(,y) / Ve, 2)pea(z, y)dz = Ve 52 (pya(.y)

puis par (DEy)) et (2.11]), on a successivement

IN

Vape(@,9)[2 < C (fyy Petya(, 2)| Vo=, y)|dz)”

a2 (y,2)

IN

d2(y,2)
)(fM\Vzpt/z(zay)\Qfﬂ ‘ dZ)

<Supz€M pct/2 (1’, Z>6_’y

_d%(y,2) C
< <SuPz€Mpct/2($’Z)e T )tvwx/i)

Mais (G]) implique (par I'inégalité triangulaire) que pour «y assez petit,

(supp (x,2)e” 'yd2<ty’2)) < _C e‘”dz(?y)
veM Ct/2 = V(.’L’, \/z) )

et de 1a on en déduit (G ) grace a @
Pour montrer la réciproque, on utilise le fait que l'estimée du gradient implique

'inégalité de Poincaré L? a 1'échelle (]E[), ainsi que les estimées de Li-Yau (L-Y]). Soit
x € M, B = B(z,v/t). On écrit, utilisant que sous nos hypothéses e **1 = 1 (M est
stochastiquement compléte) :

(Ve ™2 f) () = (Ve '2(f — fap)) ()
= Ju Vape(z,9)(f(y) — fap)dy

21‘21 fci Vape(z,y)(f(y) — fap)dy

ot C; = 4B et C; = 271 B\2! B si i > 2. Expliquons comment majorer Je, Vape(z,9)(f(y)—
faB)- On a par Cauchy-Schwarz,

(/01 \Vape(z, y)|| f(y) — f4B|>2 < (/01 |prt(a:,y)|2dy> < - |f(y) — f4B|2> dy.

Utilisant alors ’hypothése , fCl |Vapi(z,y)|?dy < tV(gx/Z)‘ De plus, par l'inégalité de
Poincaré (]E[),

/ ) — fapldy < Ct / VP,
1 C1

</01 \Vapi (2, y)|If(y) — f4B\> V(C\f)/cl IV f[2.

En utilisant , I'inégalité de Poincaré (]E[} et un argument itératif, on en déduit que

(DE,) est valable.

Il nous reste a expliquer pourquoi (DE|) entraine (DFE,)). L’argument est présenté dans
[18]. Si (DE) est valable, on a :

et donc

_ —ec 2
Ve "2 P < C (e 3V f])
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Le fait que (e_tA|Vf|)2 < e 2|V f|? pour tout ¢ > 0 vient de ce que la fonction carré est
concave et le semi-groupe de la chaleur sous-Markovien : on écrit la fonction carré comme
supremum de fonction affines a(z) = az+b. On utilise que e ** est positif, ce qui implique
que

sup(e”"2g,e7"2h) < ¢4 (sup(g, h))
et on obtient en prenant le supremum sur les fonctions « de o (e*tA|V f1) :
- 2 —
(7 AIV)" < e AV

O

Remarque 2.3.1 (DE)) peut étre reformulée en terme de noyau de la chaleur sur les I-
formes différentielles : (DE) est équivalente & ce que

iR C L) 00
|etA#QM|§v%E¢w[;e P2 df ()| dy, VF € CS2(M), ¥t > 0, Vo € M. (GE)

De maniére identique, ’estimée gaussienne pour le noyau de la chaleur sur les 1-formes
(GF)) est équivalente a la domination :

e Bu] < Cem™wl, Y € G (A'T*M), Wt > 0. (DF)

Une question intéressante est alors de trouver des critéres sur la variété Riemannienne

M pour avoir I'une des dominations (DF)), (DE), (DE,). On a déja mentionné que la

domination :

]e_t5w| < e Pwl|, Yw € C(AYT*M), YVt > 0,

c’est-a-dire (DF]) avec constantes 1, est équivalente a ce que la courbure de Ricci de M
soit positive. Ceci repose sur la formule de Bochner, qui jouera comme on le verra par
la suite un role crucial :

A = V*V + Ric, (B)

ou V* est 'adjoint formel de V, et ot Ric est le champ d’endomorphismes symétriques
associé au tenseur de Ricci. On espére que soit vérifiée pour des variétés un peu
plus générales que des variétés a courbure de Ricci positive, cependant aucune condition
suffisante pour avoir , qui soit plus générale que Ric > 0, n’avait été trouvée jusqu’ici.
Concernant les dominations et , on a les résultats suivants, das & H.Q. Li (cf
[42], [43] et [44]) :

Théoréme 2.3.3 Soit M = (0,00) x N une variété conique, telle que \{(N) > n — 1.
Alors la domination faible sur les formes exactes (DFE,|) est valable sur M.

Théoréme 2.3.4 Sur le groupe de Heisenberg de dimension 3, la domination sur les

formes exactes (DE)) est valable.



2.3. ESTIMATIONS DU NOYAU DE LA CHALEUR SUR LES FORMES 43

2.3.2 Asymptotique en temps long du noyau de la chaleur sur les formes

Dans un article récent [23], Coulhon et Zhang étudient I’asymptotique quand ¢t — oo
du noyau de la chaleur sur les 1-formes. Notons V(z) = A~ (x), la partie négative de la
plus petite valeur propre de Ric(x). On a la propriété de domination suivante :

15 ()| < pf (2,9), (2.12)

ol p,Y désigne le noyau de e “2=V)_ Une idée pour estimer le comportement quand t — oo
de e *® est donc d’étudier le comportement quand t — oo de pY (z,y). Cependant, bien
que le Laplacien de Hodge A soit positif, il n’en est & priori pas de méme pour 'opérateur
de Schrodinger H := A —V, et la non-positivité de H ruine tout espoir d’avoir des estimées
non-exponentielles en temps pour e . En fait, la bonne hypothése a faire sur H est de
demander que H soit fortement positif, ou que V soit sous-critique, c’est-a-dire qu’il
existe un € > 0 tel que :

/ Ve? <(1- e)/ V|2, Vo € C3°(M). (2.13)
M M

C’est traduire dans le langage des formes quadratiques 'inégalité A—V > eA. En adaptant
des travaux de Simon et Davies [25], valables sur R™, Coulhon et Zhang montrent le résultat
suivant :

Théoréme 2.3.5 Soit M une variété Riemannienne vérifiant @, , V(z,1) > C, et
dont la partie négative de la courbure de Ricci est dans LN L2 pour un certain 1 < q¢ < oo.
On fait Uhypothése de forte positivité de A — V', ou V(x) = A\~ (x) comme précédemment.
Alors pour tout t > 0 et x,y € M,

. . te o)
prx,ymsc/*mm(W,l)e = (2.14)

ol « est strictement positif et dépend de q et de la constante € qui intervient dans
I’hypothese de forte positivité (2.13)) ; par exemple, si ¢ > 2, on peut prendre

Q= (q_1+77)(1_5)7
pour tout n > 0.

Faisons quelques commentaires sur ce résultat. On voit que I'estimée obtenue différe de
I’estimée Gaussienne par un terme polynomial en temps t¢. Le probléme de ce terme po-
lynomial est que I’on ne peut pas déduire de que la transformée de Riesz est bornée
sur LP pour certains p > 2, contrairement a I'estimée Gaussienne qui donnerait elle que
la transformée de Riesz est bornée sur LP pour tout 1 < p < oo. De plus, concernant
I’hypothése de forte positivité de A — V', bien que V provienne du tenseur de Ricci, I'in-
terprétation géométrique du fait que A — V' soit fortement positif n’est pas si claire.

Expliquons maintenant l'idée de la preuve du Théoréme [2.3.5] De par la définition du
potentiel V', on a la domination suivante (cf [41]) :

1, )|l < pt (2,y), V> 0Va,y € M, (2.15)

ot py (x,y) est le noyau associé au semi-groupe e *A~V) 11 suffit donc d’estimer p} (z,7),
ce qui est plus facile étant donné que e HA~V) agit sur les fonctions et non plus sur
les formes différentielles. On a a notre disposition tout un ensemble de techniques mises
au point pour obtenir des estimées Gaussiennes sur le semi-groupe e tA agissant sur les
fonctions. La principale différence entre e tA=V) et e 2 est que et A~Y) nest pas
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sous-markovien, c¢’est-a-dire qu'on n’a pas e H2=V)1 < 1. En effet, cette propriété est
équivalente & ce que He‘t(A_V)Hoo,oo < 1, et ce que Coulhon-Zhang montrent c’est que
le™A"V)|| .00 < CtP pour t > 1, ot f > 0 dépend des données du probléme. Une fois
obtenue I'estimée sur ||e " A~Y)|| 00, la méthode pour obtenir des estimées Gaussiennes
du semi-groupe de la chaleur procéde essentiellement en deux étapes. La premiére porte le
nom de méthode de Nash, et permet d’obtenir des estimées diagonales pour le noyau de la
chaleur. Pour simplifier, nous supposerons que sur M 1’inégalité de Nash est vérifiée :

2(1+%) % 2 00
I1f1l2 < CllfIIF IV Iz, Vf € Gy (N)
Par exemple, est vérifiée si M vérifie I'inégalité de Sobolev (S,)). Nous nous placerons
aussi dans le cadre ol
e " A"V |o 00 < C, VE >0,
ou ce qui revient au méme par dualité
e M A=), < €, vt > 0,
et continuons de supposer A —V fortement positif. Nous allons montrer que ces hypothéses
impliquent que

C
\%4
P (ﬂf,y) < W

Pour cela, il suffit de montrer que |[e=HA=V)|

12 < g, puisque pY (z,y) < ;95 est
équivalent a ce que |[e HATV)||1 o < t"% Soit f € L', et soit uz = e HA=V) £ alors uy est
solution de

8Ut

— + (A =V)u, =0,

ot ( ) t

et on a donc, grace a la forte positivité et & I'inégalité de Nash
_d — _9(%ut
dt <ut7ut> - < ot ,Ut>

= 2<(A - V)ut,ut>

v

2e(Auy, uy)
> 2|Vl [3

(1+2)

2 _4
> 2C¢l|uyl] [luelly ™

De plus, par hypothése ||ug||; = ||e A=Y f[|1 < C||f]||1, et on obtient donc
d 2(1+2 _4
—leal g 2 Ol ;71

Dot en posant (t) = [[utl 3

()
o)

Intégrant ceci par rapport a ¢, on trouve

_4
= Ol

_2 _2 —4/n
> o(t) "% — p(0) "= > Ctl| fII; ",

3o

e(t)”



2.3. ESTIMATIONS DU NOYAU DE LA CHALEUR SUR LES FORMES 45

qui donne

_t(A— c
e V1B = o(t) < o lIf1E,

ce qu’on voulait. La preuve de I'estimée diagonale faite par Coulhon-Zhang est dans le
méme esprit, mais plus élaborée parce que l'inégalité de Nash n’est plus valable, et on
a une borne polynomiale sur |[e”*A~V)|| o au lieu d'une borne uniforme (leur preuve
s’inspire en fait de l'article de Grigor’yan [32]). La deuxiéme étape, qui consiste a passer
de l'estimée diagonale & 1’estimée hors-diagonale, peut étre réalisé de plusieurs maniéres,
par exemple la méthode de perturbation de Davies ou la méthode de 1’équation des ondes
de Sikora (voir [56] et [57]). Expliquons & présent pourquoi on a une borne polynomiale de
le™" A" V)| oo pour t > 1. L’argument provient de l'article de E.B. Davies et B. Simon
[25]. Si T} = et A=V T} est solution de

oT;
— + T A=T,V =,
ot + 1y t

et donc par la formule de Duhamel :

t
AV :etA+/ e S(AV) o~ (t-9)A g
0

Puis, étant donné que ’hypothése @ faite sur M implique que e *21 =1,

t
e AV <1 +/ e SAV)yds.
0

De la méme maniére, on a
¢
(D (A-V) _ e—(t+1)A+/ e~ (FDA=V)~(t=9) g
0

et donc

t
e~ (tHDA-V)] < 1+/ e~ FDA=V)1/ 44 (2.16)
0

Faisons pour simplifier ’hypothése que M vérifie I'inéglité de Sobolev (S,)), alors la forte
positivité de A — V implique que I'on a aussi une inégalité de Sobolev pour A —V :

Il 2o < CUA=V), f), Vf € C5°(M).

Attention, ici on ne peut pas appliquer le résultat de Varopoulos [60] pour en déduire qu’on
a l'estimée d’ultracontractivité :

C
Aleoo_ Vt>0,

/2’

lle”

car le semi-groupe e “2~Y) n’est pas sous-markovien! Cependant, on a quand méme :

_ C
e AV |g.00 < L (2.17)

En effet,

e AV 2y < 72D = V)22 AT o] (A = V)22,

n+2
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et |[(A — V)*l/QHn%’2 < (C directement par l'inégalité de Sobolev, ce qui implique, en

—t(A-V) —H(A-V)] < -£- . Puis par dualité,

utilisant I'analyticité sur L? de e , que ||e | 2n 5 < 175
n+2°

et AV, a0 < Ct7Y2 Wt > 0,

‘n—2

et il suffit alors d’utiliser le fait que He*(A*V)H 2 < C pour conclure qu’on a (2.17)).
Utilisant ceci, on a par interpolation,
HA—V -1 HA—V 1-2
e Ao < O (11e7 A7) (2.18)

Notons alors

oft) = supf|le”CTVEV)| | o 1 0 < s <1},
alors (2.16]) et (2.18) donnent, pour tout ¢ > 1 :
c(t) < Ce(t) vt 7w,
ce qui conduit & ¢(t) < Cts3 pour t > 1.
O

Comment améliorer le résultat de Coulhon-Zhang pour avoir I'estimée Gaussienne pour le
noyau de la chaleur sur les 1-formes, c¢’est-a-dire pour se débarasser du terme polynomial
en temps de ? Un résultat dans cette direction est l'article de B. Simon [58|, dans
lequel est montré :

Théoréme 2.3.6 Soit V > 0 un potentiel dans La*e pour un certain € > 0. On considére
lopérateur de Schrodinger A —V sur R™. Alors

e THA V)| 00 < C, VE> 0

si et seulement si A —V est fortement positif.

En fait, la preuve de Simon consiste a montrer que chacune des deux assertions précédentes
est équivalente a l'existence de n € L°°, minorée par une constante strictement positive,
telle que

(A-V)np=0.

Quelques commentaires & propos du résultat de Simon : le fait que la variété sous-jacente
soit R™ n’est pas tellement un probléme, en fait la preuve de Simon peut étre adaptée
sous ’hypothése que M vérifie 'inégalité de Sobolev . A partir de 14, il est possible de
montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.3.7 Soit M une variété Riemanienne compléte qui vérifie @, , lin-
égalité de Sobolev , et telle que Ricy. € LP pour un certain p. Supposons aussi que
V(z,R) ~ R™ pour R > 1. Soit V(z) = X\~ (x) la partie négative de la plus petite valeur
propre de Ric(x). On suppose que V € Lz+e pour un certain € > 0 et que A —V est
fortement positif. Alors on a l’estimée Gaussienne du noyau de la chaleur sur les 1-formes

(GE) -

C 2(x,
15z, y)l| < W P> 0, Yo,y € M (2.19)
x?
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Ce résultat était 1'un des premiers obtenus dans cette thése. Cependant, comme nous
I’avons amélioré par la suite, nous n’en fournissons pas la démonstration maintenant, puis-
qu’elle sera un cas particulier de résultats obtenus ultérieurement. Nous avons dit que
I’hypothése de forte positivité de A — V' n’avait pas une interprétation géométrique trés
claire : en fait, demander que A—V soit fortement positif revient & demander que A—V > 0,
et que, dans un certain sens, A — V n’ait pas de noyau. Le probléme est que le noyau de
A —V n’a pas d’interprétation géométrique. Considérons maintenant le probléme du point
de vue des formes différentielles : la formule de Bochner (B)) s’écrit

A = V*V + Ric.

Le terme V*V, appelé parfois aussi Laplacien brut et noté A, se comporte comme le
Laplacien agissant sur les fonctions dans beaucoup de situations, et on peut alors interpéter
la formule de Bochner comme le fait que A est un opérateur de type Schrodinger, avec un
« potentiel » qui est la courbure de Ricci. Que gagne-t-on a travailler ainsi avec cet opéra-
teur sur les formes 7 Déja, 5, contrairement & A — V| est toujours positif, donc on peut se
débarasser de 'hypothése de positivité qui est de toute fagon vérifiée. Ensuite, nous avons
mentionné le fait que la forte positivité d’un opérateur de Schrédinger correspond a une
certaine nullité de son noyau. Mais le noyau de 5, contrairement & celui de A —V, a claire-
ment une interprétation géométrique, puisque ses éléments sont des 1-formes harmoniques !
On va donc chercher & adapter le Théoréme [2.3.7] pour pouvoir traiter directement le cas
de « l'opérateur de Schrodinger » A 1l y a plusieurs obstacles a cela : premiérement, la
preuve de Simon ne va pas s’adapter car 'existence de nn € L*°, minorée par une constante
strictement positive, telle que

(A=V)n=0,

n’a pas d’équivalent pour A. Deuxiémement, et c¢’est 1a le principal probléme, étant donné
qu’on travaille avec un opérateur agissant sur les sections d’un fibré, la notion de positivité
n’a plus de sens, ce qui nous prive de beaucoup de techniques développées dans le contexte
des opérateurs de Schrodinger.

2.4 Présentation des résultats

Dans cette section, nous présentons les résultats que nous avons obtenus dans 1’étude
de la transformée de Riesz sur les variétés Riemanniennes non-compactes. Tout d’abord,
nous généralisons le résultat de Simon [2.3.6|au cas d’opérateurs de Schrodinger généralisés
du type :

L=V'V+R,

agissant sur les sections d’un fibré Riemannien au-dessus de M, R étant un champ d’endo-
morphismes symétriques. Nous décomposerons le tenseur R en somme d’une partie positive
et d’une partie négative :

R=R,-R_,

o R_(x) correspond aux valeurs propres negatives ou nulles de I’endomorphisme symé-
trique R(z).

Notation : Pour deux fonctions réelles positives f et g, on notera

f~g
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lorsqu’il existe deux constantes strictement positives C7, Cs telles que

Cif <g<Caf.
Notre résultat est le suivant :
Théoréme 2.4.1 Soit M une variété Riemannienne compléte, non-compacte, de dimen-

ston m. On suppose que M wvérifie ’inégalité de Sobolev de dimension n , et que le
volume des boules de grand rayon est euclidien de dimension n :

V(z,R) ~ R", ¥z € M, VR > 1.

Soit E — M un fibré vectoriel Riemannien, muni d’une connexion compatible V, et soit L
un opérateur de type Schridinger agissant sur les sections de E :

L=V*V+R,

R étant un champ d’endomorphismes symétriques. Supposons que L soit positif, que R_
soit dans L3¢ N L™ pour un certain € > 0, et que

Kerr2(L) = {0}.
Alors on a des estimées Gaussiennes pour et : si ’on note Kexp(—t1)(T,y) son noyau,

alors pour tout § > 0, il y a deuzx constantes C' et c telles que

c dQ(w,y))
Koy (2,9)]] < ——— _E YN N y) € M ox M, V> 0.
gt o) < 5 exp (=T ) Vo) €

Dans le cas particulier du Laplacien de Hodge-DeRham agissant sur les 1-formes différen-
tielles, on obtient aussi un résultat pour la transformée de Riesz :

Théoréme 2.4.2 Soit M une variété Riemannienne compléte, non-compacte, de dimen-
sion m. On fait les hypothéses que M vérifie l'inégalité de Sobolev (Sy)), que le volume des
boules de grand rayon est euclidien de dimension n :

V(z,R) ~ R",Vx € M, VR > 1,

et que la partie négative du tenseur de Ricci est dans LzeN L pour un certain € > 0.
On suppose aussi que H' (M), lespace des 1-formes harmoniques L%, est nul :

HY (M) = {0} (2.20)

Alors Uestimée gaussienne (GF|) pour le noyau de la chaleur sur les 1-formes différentielles
est valable :

o C
|[Pi(, y)[| < Vi)

Par conséquent, la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP, pour tout 1 < p < oo.

d?(z,y)

et ,Vt>0,Vr,y€e M.

Faisons quelques commentaires sur ce résultat. Tout d’abord, n n’est pas nécessairement
égal a la dimension m de M, on a seulement 'inégalité n > m. Ensuite, I’hypothése
est une hypothése de forte positivité de 5, comme nous le verrons par la suite. De plus,
cette hypothése n’est naturellement pas vérifiée pour la variété consistant en la somme
connexe de deux espaces euclidiens M = R"#R"™, alors que M vérifie toutes les autres
hypothéses du théoréme. Cela vient du fait qu'il existe sur M une fonction harmonique



2.4. PRESENTATION DES RESULTATS 49

h, non-constante, telle que dh € L? (c.f. [45]). Alors w := dh est une 1-forme harmonique
non-nulle, dans L2.

De plus, on verra dans la preuve qu’il existe un n > 0 dépendant de la constante de
Sobolev, tel que si

|Ric_||s <,
alors Kerp2(A) = {0}. Cette remarque va nous permettre d’étendre notre résultat au cas
ou 'hypotheése K erLz(A) = {0} n’est pas vérifiée. Inspirés par I'exemple de la somme
connexe de deux espaces euclidiens R"#R"”, on veut montrer que sans ’hypothése sur le
noyau de &, la transformée de Riesz est bornée sur LP pour tout 1 < p < n. Pour cela, on
va utiliser un argument de perturbation : on choisit un potentiel positif V' lisse a support
compact, tel que

[(Ric+V)_||z <n,

de sorte que le noyau de Popérateur e “A+V) satisfera des estimées Gaussiennes. On mon-
trera alors, en utilisant la méthode de construction de paramétrice de Carron [12], que

d(A+V)"Y2 . [P — [P borné si 1 < p < n,

et que

dAA~Y/2 _ d(A + V)*l/2 : LP — LP borné si 1 < p < n,

et donc que la transformée de Riesz est bornée sur LP pour 1 < p < n. En résumé, on
montre le résultat suivant :

Théoréme 2.4.3 Soit M une variété Riemannienne compléte, non-compacte, de dimen-
ston m. On fait les hypothéses que M wvérifie l’inégalité de Sobolev de dimension n ,
que le volume des boules de grand rayon est euclidien de dimension n :

V(z,R)~ R",Vx € M, VR > 1,

et que la partie négative du tenseur de Ricci est dans Lz=enN L pour un certain € > 0.
On suppose de plus n > 3. Alors la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP pour
tout 1 <p <n.

Ce résultat est a mettre en paralléle avec le résultat de Bakry (Théoréme [2.2.1)) ; en fait,
toute une variété a courbure de Ricci positive de dimension n et de croissance du volume
maximal, c’est-a-dire vérifiant :

V(z,R) > CR", ¥z, VR > 0,

satisfait I'inégalité de Sobolev de dimension n , et donc rentre dans le cadre de notre
Théoréme [2.4.3] Remarquons aussi que le Théoréme [2.4.3] est un résultat « intrinséque »
sur la transformée de Riesz, par opposition aux résultat « de perturbation » comme [12] ou
[16] : on n’a pas besoin de supposer que M est une perturbation d’une variété sur laquelle
la transformée de Riesz est bornée.

On fera aussi une étude de la cohomologie LP, qui conduira au résultat suivant, récapitulant
les résultats précédents :
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Théoréme 2.4.4 Soit M wune variété Riemannienne compléte non-compacte, vérifiant
linégalité de Sobolev de dimension n (S,)), et dont le volume des boules de grand rayon est
euclidien de dimension n :

V(z,R) ~ R", Yz € M, VR > 1.

On suppose que la partie négative de la courbure de Ricci est dans Lz~ L™ pour un
certain € > 0. On a alors Ualternative suivante :

1. HY(M), Uespace des 1-formes harmoniques L?, est trivial. Alors pour tout 1 < p < 00,
la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP et H;(M), le premier espace de
cohomologie LP réduite de M, est trivial.

2. HY(M), Uespace des 1-formes harmoniques L?, n’est pas trivial. Sin > 3, alors pour
tout 1 < p < n, la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP, et HI%(M) o~
HY(M). Et si M a plusieurs bouts, pour p > n la transformée de Riesz sur M n’est
pas bornée et HY(M) n'est pas isomorphe a H*(M).

Il serait intéressant de voir si, dans la classe de variétés considérées, le fait d’avoir plusieurs
bouts est la seule obstruction au fait que la transformée de Riesz soit bornée sur LP pour
tout 1 < p < oco. Plus précisément, on fait la conjecture suivante :

Conjecture 1 Soit M une variété Riemannienne compléte non-compacte, vérifiant l’in-
égalité de Sobolev de dimension n (S,)), et dont le volume des boules de grand rayon est
euclidien de dimension n :

V(z,R)~ R",Vx € M, VR > 1.

On suppose que la partie négative de la courbure de Ricci est dans L2~ N L™ pour un
certain € > 0. Alors si M a un seul bout, la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP,
et Hy (M) ~H"(M), pour tout 1 < p < co.

Il y a plusieurs stratégies possibles pour s’attaquer & cette conjecture. Une premiére ap-
proche serait de montrer une estimée Gaussienne sur les formes exactes. Une seconde
possibilité serait d’améliorer le résultat de perturbation de [12], pour ne plus avoir la li-
mitation p < n dans le cas ou la variété n’a qu’un seul bout, et de s’inspirer de notre
démonstration du fait que la transformée de Riesz est bornée sur LP pour 1 < p < n.
Motivés par cette conjecture, nous avons amélioré le résultat de perturbation de [12]
dans deux directions, pour s’affranchir de la limitation p < n : dans le cas ou M est
p-hyperbolique, et dans le cas o M n’a qu'un seul bout. Ainsi, nous montrons le résultat
suivant :

Théoréme 2.4.5 Soit n > 2. Soient M, My deuz variétés Riemanniennes (pas nécessai-
rement connezes), isométriques en-dehors d’un compact, ayant courbure de Ricci minorée
et vérifiant l'inégalité de Sobolev de dimension n . On suppose que la transformée de
Riesz sur My est bornée sur L1, pour un certain q > ;=5. Soit =5 < p < q tel que la
transformée de Riesz sur My soit bornée sur LP, et tel que l'on soit dans l'une des deuz
situations suivantes :

1. My est p-hyperbolique.

2. ou M n’a qu’un seul bout.

Alors la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP.
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Ceci améliore dans un certain sens un résultat de perturbation de Coulhon et Dungey
[16], selon lequel le fait que la transformée de Riesz soit bornée sur LP est stable sous
certaines perturbations de la métrique de la variété. Le résultat de Coulhon et Dungey ne
disait cependant rien sur ce qui se passe lorsque 'on change la topologie de la variété sous-
jacente. Notre résultat dit que pour les variétés vérifiant 'inégalité de Sobolev et ayant un
seul bout, on peut changer la métrique et la topologie sur un compact, sans (presque) rien
changer pour la transformée de Riesz. Remarquons de plus que la restriction topologique
que M ait un seul bout est nécessaire, comme on le voit on considérant I’exmple de R™"#R".
Notons pour une variété M,

I(M) = {p € (1,00) : dA™2 bornée sur LP}.

I(M) est un intervalle, de la forme (1, pg) ou (1, pg] lorsque la mesure sur M est doublante
et qu’on a l'estimée Gaussienne du noyau de la chaleur (d’aprés le Théoréme . Notre
résultat montre qu’en fait, dans la classe des variétés vérifiant 1'inégalité de Sobolev et
ayant un seul bout, changer la topologie sur un compact ne modifie pas l'intervalle I (M),
sauf peut-étre a I'extrémité pg. Il est de plus conjecturé que I(M) est toujours un ouvert,
et si c’était le cas, on obtiendrait que dans la classe des variétés vérifiant 'inégalité de
Sobolev et ayant un seul bout, I(M) est invariant par changement de topologie sur un
compact.

Puis, nous montrons qu’il n’est pas possible de supposer dans le Théoréme [2.7.2] que M est
p-hyperbolique a la place de My p-hyperbolique, et ceci comme conséquence du résultat
suivant :

Théoréme 2.4.6 Soit n > 3. Soit N une variété p-hyperbolique pour un p > n, 4 courbure
de Ricci minorée et de volume infini. Alors la transformée de Riesz sur R"#N n’est pas
bornée sur LY pour q > n.

Remarque 2.4.1 Par exemple, on obtient que sur H"#R"™, la transformée de Riesz n’est
pas bornée sur LP pour p > n lorsque n > 3. On sait par ailleurs d’aprés [12] que la
transformée de Riesz sur R"#H" est bornée sur LP pour =4 < p < n sin > 3. En
fait, il doit étre possible d’adapter les techniques de [13] pour montrer que sur R"#H",
pour n > 2, la transformée de Riesz est bornée sur LP si et seulement si 1 < p < n
(1 <p<2sin=2). Notre approche est plus élémentaire, et n’utilise pas le b-calcul, mais
en contrepartie, le résultat obtenu est plus faible dans le cas de cet exemple-la.

2.5 Estimée gaussienne pour un opérateur de Schrodinger

2.5.1 Préliminaires analytiques

On considére un fibré Riemannien E au-dessus d’une variété Riemannienne M, muni
d’une connexion V compatible avec la métrique sur E. On notera C§°(E) 'espace des
sections de E lisses & support compact, et LP(E) l'espace des sections w de FE telles que
Jos lw(@)|Pdz < oo, ou dx est la mesure Riemannienne sur M. On définit le Laplacien
brut agissant sur les sections de F par :

A :=V*V,

ol V* est 'adjoint formel de V. On va considérer dans cette section un opérateur H de la
forme :

H:=A+TRy,
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ol R4 est un champ d’endomorphismes symétriques positifs agissant sur les fibres de E.
Notons gy la forme quadratique associée a H :

anw) = [ [Vult+ [ (Row),

et ga la forme quadratique associée au Laplacien sur les fonctions :

ga(u) = /M dul?.

La preuve de Strichartz du fait que A est essentiellement auto-adjoint sur C5°(M) lorsque
M est compléte s’étend & notre cadre, montrant que H est essentiellement auto-adjoint
sur C3°(E) lorsque M est compléte. H va se comporter comme le Laplacien agissant sur
les fonctions de M, et cela est di a la propriété de domination suivante (cf [§]) :

Proposition 2.5.1 Pour toute section w € C°(E), |w| est dans WH2(M) et on a :

g1 (w) = ga(|w])-

On dit, suivant la terminologie de Bérard et Besson [§], que A domine H.
On a, comme conséquence de ceci :

Corollaire 2.5.1 Pour tout w € C§°(E),

le | < e A w|, YVt >0 (2.21)
et

|H “w| < A™%w], Ya > 0. (2.22)
Preuve :

(2.21)) est montrée dans Bérard-Besson, et (2.22)) est une conséquence des formules :
1 o0
H @ — / e_tha_ldt
I(a) Jo

et

0

—tA

De plus, puisque e est un semi-groupe de contractions sur LP pour tout 1 < p < oo, on

a par la domination de la Proposition [2.5.1] :

Corollaire 2.5.2 Pour tout 1 < p < oo, et est un semi-groupe de contractions sur LP.

Le fait que e " soit un semi-groupe de contractions sur LP pour tout 1 < p < oo donne,

par le théoréme de Stein ([59] p.67) :

Théoréme 2.5.1 et est un semi-groupe analytique borné sur LP, pour tout 1 < p < oo :
pour z dans le secteur {ATg(z) <3 (1 - ‘% — 1))}, 2z — e *H est analytique bornée sur

LP(E), et en fait ||e *H||,, < 1 sur ce secteur.
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Rappelons les conséquences suivante de I'analyticité d’un semi-groupe, qui proviennent du
calcul fonctionnel de Dunford-Schwarz (voir [52], p.249) :

Corollaire 2.5.3 Soit e *4 un semi-groupe analytique sur un espace de Banach X. Alors
1l existe une constante C' telle que pour tout o > 0 :

1.
C
|A%eH| < 2 7> 0.

(I +tA)*e )| < C, vt > 0.

Dans la suite de cette section, on suppose que M vérifie I’inégalité de Sobolev d’indice
n, c’est-a-dire que

I 2o < Clldfll2, Vf € C5°(M) (Sn)
Dit en d’autres termes,
11| 2o, < Caalf)'1?, v € CF (M),
et en appliquant la domination de la Proposition [2.5.1] on obtient :

Proposition 2.5.2 H vérifie une inégalité de Sobolev : il existe une constante C' telle que
pour tout w € CF°(E),

]| 2 < Cap(w)">. (2.23)

Comme conséquences de I'inégalité de Sobolev (iS,)), on a des estimées d’ultracontractivité
du semi-groupe de la chaleur sur M (cf [56], Théoréme 4.1.1) :

C
e g < ———x, ¥t > 0 (2.24)
t2r (1_E>
Par la domination de (2.21)), on a donc aussi des estimées d’ultracontracitivité pour e * :
Corollaire 2.5.4 o
lle | |pq < ———, ¥t >0 (2.25)
t2p (173>

Nous aurons besoin de deux autres conséquences de I'inégalité de Sobolev. La premiére est
I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg :

Théoréme 2.5.2 Soient 1 < p < ¢ < 00, et o > 0. Soit et un semi-groupe analytique
borné sur LP, tel que l’on ait l'estimée d’ultracontractivité :
e ||p.00 < Ct25, ¥t > 0,

et que ap > n. Alors il existe une constante C telle que pour tout w € LN D(Ha/z), on
ait l'inégalité suivante, dite inégalité de Gagliardo-Nirenberg :

[w]loo < Cllwllg P I 2w][5, (2.26)
ot 0 = %ﬁ En particulier, pour o = 2, on a l'inégalité suivante :
—a(1_L
-0 0
[w]loo < Cllwlly |1 HWII? o, (2.27)

n/s

oun<r<setd= T
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Preuve :

Nous reproduisons la preuve de Coulhon dans [14]. On suppose pour simplifier 0 < o <
2. On écrit w = e Hw + fg He %" uds. On a donc

t
ll < lle™wll + [ |[He™ Mol eds.
0

Puisque par hypothése |[e™*H ||, o < Cs %, on a e w||0 < CsiinHp. Pour I'inté-
grale, on écrit :

t t
[ el s < ( / |\H1—“/2e—sH||p,oodt> |H ).

Puis

t t
/0 HHl“/foSHHp,oodtS/o [le™ 2 lpool [H' =22 | pds.

Par analyticité de e ¥ sur LP, HHlf"‘/Qe_%H| lpp < Cs~1%/2 et on a de plus He_%H\ lp,co <

0572%, de sorte qu’en intégrant par rapport a s on trouve finalement :

o n

lolloe < C(t 21 |lwllq +¢2 720 || H*w]l).

On choisit ¢ pour que les deux termes de la somme soient égaux. Cela revient a

wllg — _ 5(-2(2-4)

|| H/2wl],
Pour le t ainsi choisi, il existe un certain réel 8 tel qu’on ait (%)7 — t"2¢. On
p
trouve
n 1
l=—— .
qq1_n (1 _ ;)
a\p ¢
O
L’autre résultat dont nous nous servirons est le suivant :
Proposition 2.5.3 Pour tout o > 0, et tous p < q < oo tels que % = % — % (ce qui

implique que p < 2),

H=/? . [P(E) — LY(E)
est borné.

Preuve :

On sait que la propriété correspondante est vraie pour A par [60], Théoréme 1 et [22],
Théoréme 11.4.1, et on applique la domination (2.22]).

0

De plus, on a le fait suivant, immédiat mais qui se révélera trés important par la suite :

Proposition 2.5.4 Tous les résultat de cette section sont encore vrais si l’on remplace H
par H+ X\, pour tout réel X positif (puisqu’il est évident que A domine H+X), et de plus les
constantes dans l’inégalité de Sobolev et l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg ,
ainsi que la norme des opérateurs (H + X))~ : LP — L2 sont bornées indépendamment
de A > 0.
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Forte positivité On considére a présent un opérateur L agissant sur les sections de F.
On dira que L est de type Schrédinger, ou opérateur de Schrédinger généralisé,
si L est du type :

L=V*V+R,

R étant un champ d’endomorphismes symétriques, c’est-a-dire qu’en tout point x de M,
R(x) est un endomorphisme symétrique de la fibre E, de FE en z. Comme précédemment,
on pose H := A + R, . Nous supposerons —comme c’est le cas pour le Laplacien de Hodge
agissant sur les formes différentielles— que L est un opérateur positif :

Hypothése 1 L est un opérateur positif.

De fagon équivalente, si w € C3°(E),

0 < (R-w,w) < (Hw,w).

Rappelons la définition classique suivante :

Définition 2.5.1 L’espace de Hilbert H} est la cloture de C§°(E) pour la norme associée
a la forme quadratique de l'opérateur auto-adjoint positif (de noyau L? nul) H.

Enongons quelques propriétés bien connues de H& associé & H :

2n
Proposition 2.5.5 1. H& — L»-2(E). En particulier, c’est un espace de sections de
E— M.
2. HY?, défini sur C§(E), s’étend de maniére unique en une isométrie bijective H;/Q
de H} dans L*(E).
Nous powvons donc considérer H=Y/% . L*(E) — H}.

3. Soit HY? lopérateur donné par le Théoréme Spectral —notons-le Hsl/2 pour éviter
de le confondre avec l'opérateur que nous venons de définir de H} dans L*- alors

D(Hsl/Q) = HYNL2*(E), et de plus HY? coincide avee HY'* sur H}NLA(E).

Esquisse de la preuve de la Proposition |2.5.

est une conséquence de I'inégalité de Sobolev . L’inégalité de Sobolev implique que
H est non-parabolique, et (2) peut s’obtenir par la méme méthode que celle développée dans
la premiére partie de cette theése. peut aussir s’obtenir par les techniques développées
dans la premiére partie de cette thése dans le cadre des opérateurs de Schrodinger agissant
sur les fonctions, qui s’adaptent de facon immédiate au cadre des opérateurs de Schrodinger
agissant sur les sections d’un fibré Riemannien.

O

On commettra 'abus de notation consistant a écrire H/2 = H;/2 = H81/2.
Dans la suite, on suppose que R_ € L2.

Définition 2.5.2 On dit que L est fortement positif si 'une des conditions équivalentes
—au moins lorsque R_ € Lz - swivantes est satisfaite :

1. Il existe € > 0 tel que :

0 < (R_w,w) < (1—-¢)(Hw,w), YVw € C§°(E).

Kerp (L) ={0}.
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3. L’opérateur (positif, auto-adjoint compact si R_ € L%) A= HV2PR_H/? qgis-
sant sur L?(E) vérifie :

1A[[22 < (1 =€),
ot € est un réel strictement positif.

Remarque 2.5.1 Dans le cas général, 1) et 3) sont équivalents, et on a l'implication
3)=2), dés que A est auto-adjoint (c’est le cas si R— € Lz, mais cela peut étre vrai sous
des hypothéses plus générales). L’implication 2)=3), quant a elle, est vraie dés que A est
auto-adjoint compact.

Preuve :

On peut écrire :
L=H-R_=HY*I-AH2
Montrons tout d’abord que 1) < 3'), ou 3') est 'inégalité :

3) : (Au,u) < (1 —&){u,u), Yu € L%

Remarquons que 3') est équivalent a 3) lorsque A est auto-adjoint. Soit w € C{°(E), et
posons u = HY?w € L*(E). Alors

(Au,u) < (1 —e){u,u) <= (H YV?*R_w, H?wW) < (1 —e)(HY?w, H/?w)
— (R-w,w) < (1-¢)(Hw,w)
Montrons a présent que 3) = 2). C’est une conséquence du Lemme suivant :
Lemme 2.5.1 Si A est auto-adjoint, alors
H'Y? . KerHé(L) — Kerp2(I — A)
est un isomorphisme (et c’est bien sir une isométrie).

Preuve :

Soit u € Hg, alors H'Y?y € L?(E). Par définition, Lu = 0 signifie que pour tout
ve CP(E),
(u, Lv) = 0.

Cette égalité a un sens, car étant donné que H satisfait une inégalité de Sobolev ([2.23)),
Hol s LI . Le Théoréme Spectral implique, puisque C§° C D(H), qu’étant donnée une

loc’
fonction v € C§°(E), on ait 1'égalité suivante dans L?(E) :

Hv=H'"?H"Y?y.
D’ou
Lv=(H—-R_)v=H"Y*I—- A)H"%.

Soit w := (I — A)H'Y?v ; alors 1’égalité précédente montre que w = H~ /2Ly € D(H'/?) =
H¢ N L2(E). De plus, HY2w = Lv est a support compact, et on a donc
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(u, HY?w) = (HY?u, w).

En effet, si u € H} N L? c’est une conséquence du Lemme [1.3.1} et un argument de densité
ainsi que le fait que H(} — LZQOC permettent de conclure que c’est vrai pour tout u € H&.
Ainsi,

Lu=0<+=YveCP, (H/?u, (I — A)HY?v) = 0.

Mais comme H'/2 (C§°(E)) est dense dans L?(E), on obtient, en utilisant le fait que A est
auto-adjoint :

Lu=0 <= Yvel? (H ?u,(I - Av)=0

— H'Y2uc Kerp2(I — A)
O

Il reste & montrer 2) = 3); c’est une conséquence du Lemme et du Lemme suivant,
qui provient de la Proposition 1.2 dans [11] :

Lemme 2.5.2 Supposons que R_ € Lz. Alors A == HY2R_HY2 est un opérateur
positif, auto-adjoint et compact sur L*(E). De plus,

1A[l22 < Cl[R-[z,
ot C' dépends seulement de la constante dans [inégalité de Sobolev pour H ([2.23).

0

Nous aurons aussi besoin du Lemme suivant, qui est une conséquence facile de la définition
de la forte positivité :

Lemme 2.5.3 Soit L un opérateur de type Schrédinger :

L=A+R,

qui soit fortement positif. Alors on a une inégalité de Sobolev pour L :
|w|[2en < C{Lw,w), Yw € CSo(E). (2.28)
n—2
Preuve :

Par définition de la forte positivité,
(Row,w) < (1 —¢){Hw,w).
Donc
(Lwsw) = (How,w) - (R_w,w)
> (1= (1-2))(Hw,w)
2 eCljwllz .

ol nous avons utilisé pour la derniére inégalité le fait que H satisfait I'inégalité de Sobolev
(2.23]).

O



58 CHAPITRE 2. LA TRANSFORMEE DE RIESZ

2.5.2 Estimée de la résolvante de ’opérateur de Schrodinger

Dans cette partie, nous allons montrer comment obtenir des estimées sur la résolvante
de L:=V*V+Ry —R_=H—TR_. Pour ce faire, nous devons tout d’abord estimer la
résolvante de I'opérateur H = A 4+ R .. Rappelons que d’aprés le Corollaire m e tH est
un semi-groupe de contractions sur LP, pour tout 1 < p < co. En se servant de la formule :

o0
(L+ XNt = / e e Adt,
0
on obtient :

Proposition 2.5.6 Soit (M™,g) une variété Riemannienne compléte. Alors pour tout X >
0 et pour tout 1 < p < oo,

1 + X Hlpp <

> =

Remarque 2.5.2 Le cas p = oo se traite par dualité, puisque (H +\)~1 est défini sur L™
par dualité. En fait, pour g € L, on peut définir (H + \)~'g de sorte que

(H+N"'g, f)={(g,(H+N)'f),VfeL

(rappelons que (L) = L*°). Il est facile de voir que ||(H + X) 7|11 < 5 implique ||(H +
A a0 < 3

Nous estimons maintenant la résolvante de l'opérateur L := V*V + R4 — R_; comme
précédemment, L agit sur les sections d'un fibré Riemannien £ — M (voir le début des
Préliminaires pour le cadre général). Le résultat-clé est le suivant :

Théoréme 2.5.3 Soit (M, g) une variété Riemannienne compléte qui satisfait l'inégalité
de Sobolev de dimension n , et supposons que R_ soit dans L2*° pour un certain
e > 0. Supposons aussi que L := H — R_, agissant sur les sections de E — M, soit
fortement positif. Alors pour tout 1 < p < oo, il existe une constante C(p) telle que

c
1L+ My < P a0

Preuve :

Dans cette preuve, nous écrirons L? pour L4(E). Posons Hy := H + A. Alors

(L+N = -T)'H

ot Ty := H, 'R_. Si nous arrivons a montrer que (I —T))~! est un opérateur borné sur
LP, avec une norme majorée par une constante indépendante de A, alors nous déduirons
le résultat en appliquant la Proposition [2.5.6] Pour ce faire, on va montrer que la série
> n>0 TN converge dans L£(LP, LP), uniformément par rapport & A > 0.

Le but des deux Lemmes suivants est de montrer que T agit sur tous les espaces L? en
étant borné. Nous traitons & part le cas ¢ = oo, car l'ingrédient de la preuve est différent
des autres cas :

Lemme 2.5.4 T : L™ — L™ est borné, uniformément par rapport a A > 0.
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Preuve :

On a vu que et satisfait les inégalités de Gagliardo-Nirenberg (2.27)), ainsi que la
Proposition avec des constantes indépendantes de A > 0. Soit u € L*°. On applique
les inégalité de Gagliardo-Nirenberg a H) : pour tout p > 5 + ¢, il existe 0 < 0 < 1 et C
tels que

0 —0
1Txulloe < ClR-ully o 1 Thull ™,

avec C' indépendant de A (voir la Proposition . Par la Propriété |[2.5.3, Hy L.pz—= 5
L? pour un certain s, est borné uniformément par rapport a A (et si € est assez petit, on
a bien s > § +¢). Puisque |[R_ul[z 4. < [|R—|[2¢|[t[|oc, nous obtenons donc :

1Tvulloo < ClIR-15 jor e (I1HY Hlnja—e s [R=|lnj2-2)' " ulloo < Cllullos

Lemme 2.5.5 1. Pour tout 1 < B < o0,

R_:LP — Lo

est borné.

2. 1l existe v > 0 (petit et indépendant de X > 0), tel que pour tout < oo, et tout
A>0,
T\:L° - L"NL*,
onu % = max(% —v,0%)) et % = min(% + v, 1), est borné uniformément par rapport &
A (ici 0T wveut dire n’importe quel réel strictement positif).

3. Pour B = oo et p assez grand,
Ty:L>* = L>®NLP

est borné uniformément par rapport a X.

4. Pour [ assez grand,

Ty:LP - LPnL>®

est borné uniformément par rapport a .

Preuve :
Siue LP et ve L, alors

[luol] 2s < [ullgllv]];-
v+B8
Donc, R_ : L? — L7 est borné, ou % = % + %, pour tout p € [§ —¢€,5 + ¢]. En prenant
p = 5, on trouve le premier résultat du Lemme.
Appliquant la Proposition [2.5.3] on trouve que

H'R_:LP L' NL*

est borné indépendamment de (3, et aussi uniformément par rapport a A > 0 par la Pro-

position 2.5.4] ou
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1 2 2 Lo\ 1 i
T—max<<n+2€ n)—i-B,O)—max(ﬁ ,u,O),
1 ) 2 2 +11 . 1+ ' q

— = min - — - =min | —
s n—2 n B’ B Ho2)

d’ou la seconde partie du Lemme avec v = min(u, 1').

Pour le cas B = 00, on a s = - = p grand, et on sait déja d’aprés le Lemme que T
. Iz
envoie L™ dans L*°.

Pour le cas 8 assez grand : puisque R_ € Lite s 3 est assez grand et u € L?, alors

R_u e Lzte pour un « > 0. On peut appliquer les inégalités de Gagliardo-Nirenberg :
pour un tel 3,

1Hy "R-ulloe < ClIR-ullf ool Tl |5~

En utilisant que Ty : L? — LP est borné uniformément par rapport a A, ceci implique le
résultat.

O

Comme Corollaire du Lemme on obtient :

Proposition 2.5.7 Pour tout 1 < 8 < 0o et 1 < a < oo, il existe un N € N (qui ne
dépend que de B et «, et pas de \), tel que, pour tout A > 0,

Y. L*— LF

soit borné, uniformément par rapport a .

Par conséquent, si nous réussissons a prouver que pour un certain 8 € [1,00] et un certain
€ (0,1),

IT{ |55 < C(1—p)¥, k €N,

avec C indépendante de A > 0, on obtiendra que la série >, <, 7% converge dans £(LP, LP)
pour tout 1 < p < oo, uniformément par rapport & A > 0. En effet, pour p fixé, on peut
d’apres la Proposition [2.5.7] trouver N tel que

Ty : LP — LP,
et tel que
Ty : LP — L.
Alors pour k£ > 2N, on décompose T/I\“ en
rf =TTt Iy

ou le Tiv de droite va de LP dans L?, celui de gauche de L? dans LP, et ou T/]\C_QN agit sur
LB. Donc

1T¥s8 < C1— )k keN

entrainerait que
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1TX]lpp < C(L—u)*"2Y, k > 2N,
puis que la série ;< T/]\f converge dans L£(LP, LP), uniformément par rapport a A > 0. Il
nous reste donc a trouver et p € (0,1) tels que
IT3lg,6 < C(1 = w)*, k €N,

avec C indépendante de A > 0. C’est l'objet du Lemme suivant :

Lemme 2.5.6 Soit 3 := 2% Alors ||T¥||ss < C(1 — p)*¥ pour tout k € N, avec des

n

constantes C et 0 < u < 1 indépendantes de A > 0.
Preuve :
On écrit :
T\ = H/\_l/Q [H/\—l/QR_H/\—l/z] Hi/Q,

et on pose Ay := H;l/zR_H;1/2. Définissons 'espace de Hilbert H&)\ comme la cloture
de C§°(E) pour la norme :

1/2
WH</ ’WI2+A\W|2) = Qa(w)"?,
M

ou Q) est la forme quadratique associée & l'opérateur auto-adjoint Hy. Si A > 0, c’est
'espace Hi NL? = D(H 1/2) mais avec une norme différente. Le choix de la norme est fait

pour que H}\/Q : H&A — L? soit une isométrie. Puisque Ay : L? — L2, et étant donné que
T = H;1/2A,\H)1\/2, on en déduit que :

Ty : Hy — Hyy avec ||T>\||H5’A,H&A = |[Axll2.2-

Mais d’apres I’équivalence 1) < 3) dans la Définition 'existence de p € (0, 1) tel que
[|[Ax][2,2 <1 — p est équivalente a ce que :
(R_w,w) < (1 — p)(Hyw,w), YVw € C°(E).
Puisque ((H + M\w,w) = (Hw,w) + A|w||3 > (Hw,w), on obtient que I'existence d'un
p € (0,1) tel que
[[Axl[22 <1 —p, YA >0,

est équivalente a la forte positivité de L. Donc HT,\HH& LHL S (1 — u). De plus, la Propo-
sition nous dit que o

HV? Lt o 12
avec une norme bornée indépendamment de A > 0 par la Propriété Le Lemme
implique que

_2n_ 2n_
R_:Lnz s Luiz,

donc, utilisant que H, 1/2

H;1/2 [H/\_I/QR,} , on obtient que

L2 — H&A est une isométrie et que 'on peut écrire T) =
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Ty : LP — Hj,,
a une norme bornée indépendamment de A > 0. De plus, H& \ = H 8 est continue de norme
inférieure a 1, et I'inégalité de Sobolev pour H ([2.23)) nous dit précisément que :
H} — L
continiment. Donc H& N LA a une norme bornée indépendemment de A. Nous écrivons

ensuite TF = T;\“_IT)\, avec

T\:LP — Hj
et

Tt Hj,— Hy, — LP,

de sorte qu’on obtient :

ITXMls,p < C(1 = )"
O

Comme corollaire de la preuve (plus précisément de la Proposition m et du Lemme

2.5.6)), on obtient :

Corollaire 2.5.5
(L+A) 1= -T\) 'Hy ',

o (I —T\)"! : LP(E) — LP(E) a une norme bornée indépendamment de \, pour tout
1<p<oo

On pourrait espérer déduire du Théoréme que e L est uniformément borné sur tous
les espaces LP, par un argument semblable au Théoréme de Hille-Yosida. En particulier, le
Théoréme de Hille-Yosida-Phillips nous dit que la majoration

_ C
I+ 2l < 5

avec C indépendante de A et de k, est nécessaire et suffisante pour que e™** soit uniformé-

ment borné sur LP. Le probléme ici est que si 'on applique directement le Théoréme [2.5.3)
on obtient :

Vk € N,

tL

- Ck
LA+ llpp < S50 VR EN,

c’est-a-dire que la constante qui apparait n’est pas indépendante de k. En fait, si 'on utilise
la méthode du Théoréme [2.5.3] d’une fagon moins naive, on peut obtenir :

Ck
Ak
c’est-a-dire que la croissance de la constante est linéaire en k, et non par exponentielle.
Cependant, ce n’est toujours pas suffisant.

1L+ X pp < S5 VR EN,

On va utiliser une idée de A. Sikora [57] pour résoudre ce probléme : il est montré dans
[57] qu'une estimée Gaussienne pour e~ ** peut s’obtenir & partir d’estimées diagonales
convenables. Par conséquent, notre objectif est d’obtenir des estimées diagonales pour et~
c’est-a-dire des estimées de ||e |2 o0, et pour ce faire, suivant une idée développée dans
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l'article de Sikora — et qui remonte en fait aux articles de P. Auscher [4] et P. Auscher, A.
MeclIntosh et P. Tchamitchian [6], on peut essayer d’estimer ||(L + A)7*||2 o L’avantage de
cette approche est que la borne nécessaire sur ||(L + \) 7*||2,00 ne doit plus nécessairement
étre indépendante de k, donc les estimées de la résolvante obtenues dans le Théoréme
devraient pouvoir suffire & prouver ces estimées diagonales! Nous développons cette
approche dans la partie suivante.

Remarque 2.5.3 Bien sdr, si nous réussissons a la fin & montrer les estimées Gaussiennes

pour et et sera uniformément borné sur tous les espaces LP.

2.5.3 Estimée diagonale du noyau de la chaleur

La Proposition suivante est une légére généralisation des idées de Sikora :

Proposition 2.5.8 Soit X un espace métrique mesuré. Soit L un opérateur auto-adjoint
positif, non borné sur L*(X) , et soit 1 < p < 0o. Supposons que le semi-groupe et soit
analytique borné sur LP(X) (c’est nécessairement le cas si p = 2). Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. 1l existe une constante C telle que pour tout t > 0,

C

L
e lpoo < 27y

2. Pour un (pour tout) o > n/2p, il existe une constante C(p,a) telle que
1L+ 2) " p.oo < Clp, )A™F2, YA > 0.
Preuve :
Tout d’abord, remarquons que

L+ X) " poo < C(p, @) ATV YX > 0

peut se réécrire

(I +tL)™||p.oo < C(p, )t ™™/ ¥t > 0.

2) = 1) : puisque e~ ** est analytique borné sur LP, par la Proposition il existe une
constante C telle que :

L
(I +tL)%e ||, < C, ¥t > 0.
On écrit alors e™*% = (I + ¢tL)~*((I + tL)“e¢~*") afin d’obtenir le résultat.

1)=2):ona

1 o
(L+N =~ o) /0 e Memtho 1y,
de sorte que
1 o
I+ 2 e < iy [ e e et

En se servant de 'hypothése, on obtient :
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1 e 1 o0
H(L + >\)—6¥| 00 < / e—Atta—n/Qp—ldt — )\—a+n/2p/ e—uua—n/Qp—ldu'
. I'(a) Jo I'(a) 0

Puisque o — n/2p > 0, l'intégrale fooo e Uy /201y, converge, d’oil le résultat.
O

Nous utiliserons 1’équivalence dans les deux sens. Pour commencer, on applique ceci & H
(qui, d’aprés le Corollaire m satisfait ||e ||, 00 < tn%), afin d’obtenir :

Corollaire 2.5.6 Pour tout 1 <p < oo et a > n/2p, il existe une constante C(p, ) telle
que

[[Hy*|[p,00 < C(p, a))\_a+n/2p, VA > 0.

Nous allons a présent utiliser 'autre direction de 1’équivalence de la Proposition m (i.e.
une estimée de la résolvante implique une estimée sur le semi-groupe) pour prouver le
résultat suivant, qui est le résultat principal de ce paragraphe :

Théoréme 2.5.4 Soit (M™, g) une variété Riemannienne compléte qui satisfait I’inégalité
de Sobolev de dimension n , et supposons que R_ soit dans Li*e pour un certain € > 0.
Supposons aussi que L :== H —R_ =V*V+ R, —R_, agissant sur les sections d’un fibré
Riemannien E — M, soit fortement positif. Alors l’estimée diagonale suivante est valable :
il existe une constante C' telle que

He’tLHgvoo < vt > 0.

C
/4’
Preuve :

Dans cette preuve, on écrira L? pour L4(E). D’aprés la Proposition il suffit de
prouver 'estimée :

Cn

I+ lzoo < 1

Vo7 VA >0, (2.29)

pour un certain N > n/4. On utilise le fait que pour tout 1 < p < oo, on a (L + \)~! =
(1 —T,\)_IH/\_1 sur LP, ot (I —T))~! a une norme dans £(LP, L?) bornée indépendamment
de A > 0 (c.f. Corollaire . Soit k = |n/4] = [3/2]. Nous allons montrer I'estimée
pour N =k + 1.

: n
Premier cas : 4 ¢ N

On veut montrer les estimées ||(L + A) 771|200 < m, VA > 0. Définissons p > §
par :
1 1 2
R
p 2 n
D’apres la Proposition [2.5.3
1 1 2
Hy': L — L —=-—= W<
s r n 2

avec une norme bornée indépendamment de A. En utilisant le fait que (I —Ty)™! a une
norme dans £(L?, L9) bornée indépendamment de A > 0, on obtient que
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(L+NF. L2 — P
est borné uniformément par rapport a A > 0. Puisque 2"—p < 1, on a d’aprés le Corollaire
2.0.0l :
Hy':LP — L™,

avec

_ pn
HHAI poo < CA +2‘°a

et donc :

o n Ok
1L+ A) g0 < C(R)A 20 :M.

Second cas : 7 € N donc k = %. On écrit HA_1 = H/\_'J“H;HC“7 ou a € (0,1). Alors d’aprés
la Proposition |Hy 900 < )\1%&, et
1 1 2

Hy*:L* — L% - =2 —a-
2 n

w3

est borné avec une borne sur la norme indépendante de A > 0. Cette fois-ci, on définit
p > 5 par

On obtient

_ (b _ o (o C
ANz < 1N Dl (=0 gl lHy  zall By YVl < 5577

Ainsi, utilisant le fait que ||Hy '|[p00 < CX "2 et que /(I = T2)"Y|oo.co < C indépen-
damment de A, on obtient :

|2 0 S Ck .
' A(1—n/2p)+(1-a)

I+ X!

Mais % =% — (k =1+ a), ce qui donne le résultat voulu.

2.5.4 Estimée hors diagonale du noyau de la chaleur

Rappelons la définition suivante :

Définition 2.5.3 Soit X un espace métrique mesuré, E un fibré Riemannien sur X et L un
opérateur auto-adjoint positif sur L?(E). On dit que L satisfait la propriété de propagation
a vitesse finie si pour tout t > 0,

supp Kcos(t\/z) C {(‘T7y) e X xX: d(xay) < t}7

ot K

cos(t

VI) €st une notation pour le noyau de cos(tv/'L).

Une conséquence du travail de Sikora (Théoréme 4 dans [57]) est :
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Théoréme 2.5.5 Soit X un espace métrique mesuré dont la mesure est doublante, et E
un fibré Riemannien sur X. Si l'on a l’estimée diagonale suivante :

[le™l200 < vt >0,

C
/4’
avec L opérateur auto-adjoint positif sur L?(E) vérifiant la propriété de propagation a
vitesse finie, alors on a une estimée de type Gaussienne pour et : pour tout 6 > 0, il
existe une constante C' telle que

c d*(z,y)
[ Kexp(—tr) (2, )] < ja P <_(4+5)t , Vo,y € M, Vi > 0,
0U Keyp(—t1) est une notation pour le noyau de etk

Il est montré dans appendice de [46], p.388-389, le fait suivant :

Proposition 2.5.9 Soit M une variété Riemannienne compléte, E un fibré Riemannien
sur M, et L un opérateur du type

L:=V*V+R,
tel que L soit auto-adjoint positif sur L?(E). Alors L vérifie la propriété de propagation a
vitesse finie.

On a donc le résultat suivant, conséquence des Théorémes et :

Théoréme 2.5.6 Soit M une variété Riemannienne compléte satisfaisant ’inégalité de
Sobolev de dimension n (S,)), E un fibré Riemannien sur M, et L un opérateur du type

L=V'V+R,-R_,

tel que L soit auto-adjoint sur L?>(E). On suppose que R_ € L%ie, pour un certain € > 0,
et que L est fortement positif. Alors pour tout § > 0, il existe une constante C telle que

C d*(z,y)
[ Kexp(—tr) (@, y)|| < WGXP ((44—5)t> , Ve,y € M, Vit > 0,

L’estimée que nous obtenons n’est pas ce que 'on appelle habituellement une estimée Gaus-
sienne sur K., ; en effet, une estimée Gaussienne sur K, ,_;7) est une majoration
du type :

C d*(z,y)
L — _ 2 ,
[ Kexp(—tn)(z,9)|] < V72 exp < -+ 5)t> , Ve,y e M, vt >0

Le probléme vient du terme V (z,¢'/2), qui peut trés bien ne pas se comporter comme ¢t~"™/2,
En fait, lorsque M satisfait une inégalité de Sobolev de dimension n , on a seulement
la borne inférieure (montrée dans [9] et [I]) :

V(z,R) > CR", VR > 0,z € M,

ce qui implique en passant que n > dim(M ). Par exemple, le groupe de Heisenberg H; est
une variété de dimension 3 qui satisfait une inégalité de Sobolev de dimension 4 mais dont
le volume des boules satisfait :

V(z,R)~R*si R< 1,
et

V(z,R) ~ R*si R > 1.
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Définition 2.5.4 Soit (M™, g) une variété Riemannienne compléte, qui satisfait une in-
égalité de Sobolev de dimension n (S,). On dit que la croissance du volume de M est
compatible avec la dimension de Sobolev s’il existe une constante C' telle que :

V(z,R) < CR",Vz € M,YR > 1.

Définition 2.5.5 On dit que M satisfait une inégalité de Faber-Krahn relative d’ex-
posant n s’il existe une constante C telle que pour tout x € M, tout R > 0, et tout ensemble
non vide Q C B(z, R),

C (|B(z,R)\*"
@)= g ()

ot A1(Q) est la premiére valeur propre de A sur Q2 pour les conditions au bord de Dirichlet.

Grigor’yan a montré dans [32] que 'inégalité de Faber-Krahn relative est équivalente au
doublement du volume @ et & l'estimée gaussienne supérieure du noyau de la chaleur
. On a la propriété suivante (qui n’est pas originale) :

Proposition 2.5.10 Soit (M™, g) une variété Riemannienne compléte, qui satisfait I’in-
égalité de Sobolev de dimension n , et dont la courbure de Ricci est bornée inférieure-
ment. Si la croissance du volume de M est compatible avec la dimension de Sobolev, alors
M satisfait une inégalité de Faber-Krahn relative d’exposant n.

Preuve :

Expliquons d’abord pourquoi l'inégalité de Faber-Krahn relative est valable pour les
boules de petit rayon. Saloff-Coste a montré dans [55] I'inégalité de Sobolev suivante : si
la courbure de Ricci de M est minorée par —K < 0, alors pour toute boule B de M de
rayon R,

R? 1
2~ ,COU+VKR) C(1+VKR) 00 .
1122 < e el +e e lles vF € CFE(B) - (2:30)

Pour les boules de rayon inférieur a 1, (2.30)) se réécrit

R? 1 -
De plus, pour les boules de rayon inférieures & 1, on a 'inégalité suivante pour la premiére
valeur propre du Laplacien avec condition au bord de Dirichlet, conséquence du Théoréme

de comparaison de Cheng :

1P, < C

M(B) < CR?,
et donc on obtient pour toute boule B de rayon R inférieur a 1,

R2

Wﬂdf\ba Vf e Cye(B).

11 <C

D’apreés les travaux de Carron [9], ceci est équivalent a I'inégalité de Faber-Krahn relative
pour les boules de rayon inférieur a 1.

Pour les boules de rayon > 1 : encore d’aprés [9], puisque M satisfait une inégalité de
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Sobolev de dimension n 7 M satisfait une inégalité de Faber-Krahn d’exposant n,
c’est-a-dire que pour tout ouvert Q C M,

C
o

A1(Q) >

Si Q C B(x,R) avec R > 1, on a, en utilisant ’hypothése que le volume des boules de
rayon supérieur & 1 est euclidien de dimension 7 :

2

c _C <|B(w,R)|>n

A1(2) > > — | —=] .
BT A

0

Exemple 2.5.1 Le groupe de Heisenberg Hy satisfait une inégalité de Faber-Krahn rela-
tive d’exposant 4 ; en fait, il satisfait méme les inégalités de Poincaré a l'échelle (P)) et
la propriété de doublement de la mesure @, ce qui est équivalent (d’apres les travauz de
Saloff-Coste [54]) a la conjonction des estimées Gaussiennes supérieures et inférieures du

noyau de la chaleur (L-Y]).

Toute variété a courbure de Ricci positive (ou plus généralement, toute variété a cour-
bure de Ricci positive en-dehors d’un compact, ayant un seul bout, et vérifiant une condition
appelée (RCA), voir [36]), satisfait les inégalités de Poincaré a ’échelle (P)) et la propriété
de doublement de la mesure @, et donc aussi une inégalité de Faber-Krahn relative d’ex-
posant dim(M).

En se rappelant le résultat du Théoréme [2.5.4] on obtient I'un des résultats principaux de
cette thése :

Théoréme 2.5.7 Soit (M, g) une variété Riemannienne compléte qui vérifie l'inégalité de
Sobolev de dimension n (S,)), et E un fibré Riemannien sur M. Soit L un opérateur de
type Schridinger :

L=V'V+R,—-R_,

agissant sur les sections de E. On suppose que R_ est dans Li¢NL>® pour un certain
e >0, et que L est fortement positif. On suppose aussi que la croissance du volume de M
est compatible avec la dimension de Sobolev. Alors ’estimée Gaussienne est valable pour
e tL : pour tout 6 > 0, il existe une constante C telle que

C d*(x,y)
<7 SRSl 24 ,
[ Kexp(—tr)(z,9)|] < Vi, 72 &P < (4+5)t> , Va,y € M, vt >0
Preuve :
D’apreés le Théoréme [2.5.6]
C d*(z,y)
[ —— —_—— > 1.
[ Kexp(—tr) (@, y)]] < Vw1177 exp < A+ 6)t> ,Vo,y € M, VvVt > 1

Le fait que M satisfasse une inégalité de Faber-Krahn relative implique que :

C dz(x Y)
P — R S )
pi(z,y) < V(:):,tl/?) exp( a 6)t> , Ve,y e M, ¥Vt >0
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Mais puisque R_ est borné inférieurement, ceci implique I'estimée Gaussienne pour e *F
en temps petit :
C d*(2,y)
Kor(—i1) (2, < ——e ——2=2 ) Vx,y € M, VvVt <1.
Ko@)l < g o0 (~ Ty ) - Vo <
En effet, cela vient de ce qu'on a la domination suivante (montrée dans [40)]) :
HKexp(ftL) (.Z', y)” < eit(Aic) (xa y)
siR_<C.
O

On verra dans la Proposition [2.5.12| qu’en fait, sous les hypothéses du Théoréme

Kerr2(L) = Kerp (L).

En utilisant ceci et la définition de forte positivité, on obtient :

Corollaire 2.5.7 Soit (M, g) une variété Riemannienne compléte qui vérifie l'inégalité de
Sobolev de dimension n (S,)), et E un fibré Riemannien sur M. Soit L un opérateur de
type Schridinger :

L=V'V+R,—-R_,

agissant sur les sections de E, tel que L soit auto-adjoint positif sur L?>(E). On suppose
que R_ est dans L27° N L pour un certain € > 0, que la croissance du volume de M est
compatible avec la dimension de Sobolev, et que

Kerr2(L) = {0}.

t

Alors Uestimée Gaussienne est valable pour et : pour tout § > 0, il existe une constante

C telle que

c d*(z,y)
S — B Six 22 .
K@) < 57z 50 (T ) vy € M, e >0

2.5.5 Applications

L’estimée Gaussienne pour le noyau de la chaleur sur les 1-formes a un certain nombre
de conséquences, que nous décrivons & présent.

Estimées du gradient du noyau de la chaleur sur les fonctions et inégalités
de Poincaré a l’échelle Tout d’abord, Coulhon et Duong (p. 1728-1751 de [I8]) ont
remarqué que l'estimée Gaussienne pour le noyau de la chaleur sur les 1-formes — en fait,
une estimée Gaussienne pour le noyau de la chaleur agissant sur les formes exactes est
suffisante — implique l'estimée suivante pour le gradient du noyau de la chaleur sur les
fonctions :

C d*(x y))
Vept(z,y)| < ———exp | ———25 ), VE >0, Va,y € M,
ce qui, lorsqu’on a I’estimée diagonale inférieure pour le noyau de la chaleur sur les fonctions
pe(z, @) = (f 75 et que la mesure est doublante, donne une estimée Gaussienne inférieure
sur le noyau de la chaleur sur les fonctions :
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& (z, y)>
———exp| -5 |, Vt>0,Vz,y € M.
V(e Vi) p< (4+0)) Y
Si de plus M satisfait 'inégalité de Sobolev de dimension n (S,)), et si la croissance du
volume de M est compatible avec la dimension de Sobolev, on sait d’aprés la Proposition
2.5.10] que M satisfait une inégalité de Faber-Krahn relative d’exposant n, et ceci implique
d’aprés les travaux de Grigor’yan (|32]) qu’on a l'estimée Gaussienne supérieure pour le

noyau de la chaleur sur les fonctions :

pe(x,y) >

d*(z,y)
pi(z,y) < V@D exp< d10)
Mais on sait d’aprés les travaux de Saloff-Coste ([54] que les estimées Gaussiennes in-
férieures et supérieures du noyau de la chaleur sur les fonctions sont équivalentes a la
conjonction des inégalités de Poincaré a 1’échelle (]H} et du fait que la mesure soit dou-
blante @
Nous avons donc prouvé le résultat suivant, qui vaut pour une classe plus générale de
variétés que les variétés a courbure de Ricci positive :

>,Vt>0,Vw,y€M

Théoréme 2.5.8 Soit (M™,g) une variété Riemannienne de dimension m, qui satisfait
linégalité de Sobolev de dimension n , et dont la partie négative de la courbure de
Ricci est dans Lz~ N L™ pour un certain € > 0. On suppose que sur M il n’existe pas de
forme harmonique L? non-nulle, et que la croissance du volume de M est compatible avec
la dimension de Sobolev. Alors on a les estimées suivantes pour le noyau de la chaleur sur
les fonctions : pour tout & > 0, il existe ¢ et C deux constantes strictement positives telles
que

2 T
‘V:Ept(l',y)’ S \/H/(C:I;\/'E)exp <_Ei4(—}—’5?§)t) s Vt > 07 Vm,y & ]\4-7 (231)
¢ &(z,y) C d*(z,y)
V(x7 \/Z) exp <_ (4+6)t> S pt(«r7y) S Wexp <_(4—}—5)t> s \V/t > 0, Vw,y S M,

(2.32)
et sur M les inégalités de Poincaré a l’échelle (]E[) sont valables.

Application a la transformée de Riesz Dans [57], Sikora montre que lorsqu'une
estimée Gaussienne est valable pour un semi-groupe e ¥ ot H est un opérateur auto-
adjoint, alors pour tout opérateur local A tel que AL~ soit borné sur L?, a > 0, AL™®
est aussi borné sur LP pour tout 1 < p < 2. Etant donné cela, on obtient les résultats
suivants, qui sont conséquences du Théoréme 10 de [57] (ou du Théoréme 5.5 de Coulhon
et Duong [I§]), et du Théoréme :

Corollaire 2.5.8 Soit (M™,g) une variété Riemannienne compléte qui vérifie 'inégalité
de Sobolev , et dont la partie négative de la courbure de Ricci est dans Lz=¢NL>® pour
un certain € > 0. On suppose qu’il n’y a pas de forme harmonique L? non-nulle sur M,
et que la croissance du volume de M est compatible avec la dimension de Sobolev. Alors la
transformée de Riesz sur M est bornée sur LP pour tout 1 < p < co.

Corollaire 2.5.9 Soit (M™,g) une variété Riemannienne compléte qui vérifie 'inégalité
de Sobolev , et dont la partie négative de la courbure de Ricci est dans Lz~ N L>®
pour un certain € > 0. On suppose que la croissance du volume de M est compatible avec la
dimension de Sobolev, et que V' est un potentiel tel que L := A+ V soit fortement positif.

. ~1/2
Alors d* <A + V) est borné sur LP pour 1 < p < 2.
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Application a la cohomologie L? réduite On s’intéresse a la cohomologie LP réduite
des variétés que nous avons considérées. On rappelle le résultat suivant, tiré de [13] :

Proposition 2.5.11 Soitp > 2. Soit M une variété Riemannienne compléte non-compacte,
vérifiant 'inégalité de Sobolev de dimension n , et dont la croissance du volume est
compatible avec la dimension de Sobolev. Supposons que la transformée de Riesz sur M soit
bornée sur LP. Alors H;(M), le premier espace de cohomologie LP de M, a l’interprétation
sutvante :

Hy(M) ~{w e LP(AN'T*M) : dw = d*w = 0} (2.33)

Et de plus, H' (M), l’espace des formes harmoniques L2, s’injecte dans H;(M)
En particulier, ceci implique que H]}(M ) est un espace de formes harmoniques :

HY(M) C {w e LP(A'T*M) : Aw = 0}.
Sous les hypothéses de la Proposition [2.5.11] toute forme harmonique L? est en fait dans

L>, donc dans LP pour tout p > 2, et c’est de la que vient l'injection H'(M) — Hj(M).
On a de plus

Proposition 2.5.12 Soit M une variété Riemannienne compléte non-compacte, vérifiant
l'inégalité de Sobolev de dimension n , et dont la croissance du volume est compatible
avec la dimension de Sobolev. Soit E un fibré Riemannien sur M, muni d’une connexion
compatible V, et L un opérateur de type Schridinger :

L=V*'V+R,

agissant sur les sections de E. On suppose que R_ est dans Lz*e pour un certain € > 0.
Soit p > 2. Alors toute section w de E, qui est dans LP et vérifie Lw = 0, est dans L' N L>®
(donc en particulier dans L?).

En particulier, pour L le Laplacien de Hodge-DeRham sur les 1-formes :

Corollaire 2.5.10 Soit p > 2. Soit M une variété Riemannienne compléte non-compacte,
vérifiant 'inégalité de Sobolev de dimension n , et dont la croissance du volume est
compatible avec la dimension de Sobolev. Supposons que la partie négative de la courbure
de Ricci soit dans Lz pour un € > 0, et que la transformée de Riesz sur M soit bornée
sur LP. Alors

Hy (M) =H"(M).

Remarque 2.5.4 Cela améliore un résultat de [10] selon lequel si M vérifie l'inégalité de
Sobolev de dimension n, et si la partie négative de la courbure de Ricci est dans L™? pour

un n > 4, alors toute forme harmonique dans LP, pour p = %, est aussi dans L.

Preuve :

Soit w une section LP de E telle que Lw = 0 : c’est-a-dire que

(A + ’R+)w —R_w=0.
On pose H := A +R,.
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Lemme 2.5.7 La formule suivante est valable dans LP :

w=-H 'R w (2.34)
Preuve :
Soit n = —H 'R_w, alors n € LP puisque d’aprés le Lemme H'R_ €
L(LP,LP), et de plus
H(w—mn) =
D’apres I'inégalité de Kato,
Alw —n| <0,

c’est-a-dire que |w —n)| est sous-harmonique. Mais d’aprés Yau [61], il n’y a pas de fonctions
sous-harmoniques positive dans L?, non constante, sur une variété compléte. M étant de
volume infini d’aprés 'hypothése de croissance du volume compatible avec la dimension de
Sobolev, la seule fonction constante dans LP est la fonction nulle. On en déduit que w = 7.

O

Fin de la preuve de la Proposition : Si 'on pose T := H-'R_, alors d’aprés la
Proposition il existe un N € N tel que TVw € L' N L>®. Mais par (2.34)),

w=T w,

ce qui prouve que w € L' N L>.

2.6 Etude de la transformée de Riesz pour 1 <p <n

Comme annoncé dans I'introduction, nous supprimons & présent I’hypothése H' (M) =
{0}. Cette partie sera consacrée a la preuve du résultat suivant :

Théoréme 2.6.1 Soit (M™, g) une variété Riemannienne compléte qui satisfait l’inégalité
de Sobolev de dimension n , et dont la partie négative de la courbure de Ricci est dans
Lz=¢ N L>® pour un certain € > 0. On suppose que n est strictement supérieur a 3, et que
la croissance du volume de M est compatible avec la dimension de Sobolev. Alors pour tout
1 < p < mn, la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP.

Les hypothéses faites sur M impliquent (d’aprés la Proposition que M satisfait
I'inégalité de Faber-Krahn relative d’exposant n, ce qui est équivalent a la conjonction de
I’estimée Gaussienne du noyau de la chaleur et du fait que la mesure soit doublante
@. Et on sait d’aprés [17] que ceci implique que la transformée de Riesz sur M est bornée
pour tout 1 < p < 2. Ce que nous allons montrer est que la transformée de Riesz sur M
est bornée sur LP pour tout =5 < p <n, ce qui suffira donc a prouver le résultat.

La preuve du Théoréme repose sur un argument de perturbation : en se servant
d’idées tirées de [12], nous allons montrer que si V' est un potentiel positif, lisse & support
compact, alors d(A + V)_l/2 — dA~Y2 est borné sur LP pour 5 < p < n. Ensuite, nous
montrerons que si V' est choisi de telle sorte que A+V soit fortement positif, d(A+ V)_l/ 2

est borné sur LP pour %5 < p < n. Le Lemme suivant achévera alors la preuve du

Théoréme R.6.1] :
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Lemme 2.6.1 Soit (M,g) une variété Riemannienne compléte qui satisfait l'inégalité de
Sobolev de dimension n, et dont la partie négative de la courbure de Ricci est dans /2,
Alors on peut trouver un potentiel positif V', lisse et a support compact, tel que A+V soit
fortement positif.

Preuve :

Sionécrit A+V =(A+Wy.)—W_=H—-W_, et A:=H Y2W_H"1/2 alors par
définition de la forte positivité, A4V est fortement positif si et seulement si || A|[2,2 < 1. De
plus, d’aprés le Lemme onal|Alla2 < C||[W_]],/2, ot C est indépendante du potentiel
choisi V. Par conséquent, il suffit de prendre V' de telle sorte que [[(V — Ric_)_[|z < z,

ce qui est possible puisque Ric_ € L2

O

2.6.1 Un résultat de perturbation

Notre but ici est de montrer :
Théoréme 2.6.2 Supposons n > 3. Soit (M™, g) une variété Riemannienne compléte de
dimension m, qui satisfait 'inégalité de Sobolev de dimension n , dont la courbure de

Ricci est bornée inférieurement. Soit V' un potentiel positif, lisse a support compact. Alors
pour tout 5 <p<n, d(A+ V)71/2 — dA7Y2¢st borné sur LP.

La preuve est une adaptation de la preuve de [12]. Pour adapter ces idées au cas d’un
opérateur de Schrodinger avec un potentiel positif, nous allons avoir besoin de résultats
préliminaires. Premiérement, on rappelle le résultat de régularité elliptique « classique »
suivant :

Proposition 2.6.1 Soit V € C§° un potentiel positif, et soit @ un ouvert lisse, relative-
ment compact. Soit Ap le Laplacien avec conditions de Dirichlet sur 2. Alors les transfor-

mées de Riesz d(Ap +V)~1/? et dABl/2 sont bornées sur LP pour 1 < p < oo.
On rappelle aussi le Lemme suivant et sa preuve, provenant de [12] :

Lemme 2.6.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne compléte & courbure de Ricci bornée
inférieurement, et soit V€ C§° un potentiel positif. Alors pour tout 1 < p < oo, il existe
une constante C telle que

ldf (I, < CUIASllp + [[f1p), Vf € C5° (M),
et

ldfllp < CUIA+ V) fllp + 11 f1lp); VF € C5°(M).

Preuve :

D’aprés le Théoréme 4.1 de [7], la transformée de Riesz locale est bornée sur LP pour
1 < p < 00, i.e. on a l'inégalité suivante pour a > 0 assez grand :

ldf|lp < CUIAY2f Nl + all f1lp), YF € C3°(M).

Nous utiliserons alors le fait selon lequel pour tout 1 < p < o0, il existe une constante C'
telle que :
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C
1AY2 ], < C\/IAFII 1l < 5 (1ALl + [1£1]p)-

Une preuve de cette inégalité peut se trouver dans [21].
Pour le cas avee potentiel, on a |[(A+ V) fll, + al | fll, > [|Af]l, — [[Vllocl |Fllp + al F]],- Si
on prend a > ||V||oo, on obtient le résultat.

O

Preuve du Théoréme 2.6.2 :

Soit p € (5, n). On suit la preuve de Carron [12]. On définit Ly := A+V, Ly := A soit
K1 un compact & bord lisse contenant le support de V', et Ka, K3 des compacts & bords
lisses tels que K1 CC Ko CC K3 (on veut dire par 1a que les K; sont 'adhérence de leur
intérieur, et que K; est inclus dans 'intérieur de K si ¢ < j). On pose aussi  := M \ K.
Soit (po, p1) une partition de l'unité telle que p1|x, = 1, supp po C 2 et supp p1 C Ka. On
prend aussi ¢g et ¢1 des fonctions lisses, positives telles que supp ¢g C €2, supp ¢1 C K3
et telles que ¢;p; = p; pour i = 1,2. De plus, on suppose que ¢1|x, = 1.

Définissons Hy := A + V avec conditions au bord de Dirichlet sur K3, et Hy := A avec
conditions au bord de Dirichlet sur K3. Alors, suivant Carron, on construit des paramétrices
pour e VI ot e~tVIo ; celle pour e~ tVI1 est définie par

Bl (u) == ¢1e”VH (pru) + doe VI (pou),

et celle pour e—tVLo par

B (u) := ¢re” V0 (pyu) + doe VI (pou).

Remarquons que pour e‘tm, on approche par e~tVI1 en-dehors du compact K3, et pas
par e~*VIo Remarquons aussi que E}(u) = EJ(u) = u, comme il se doit. On a alors :

etm(u)zEé(U)—GiK ;22+L> ()}7

ou G; est Popérateur de Green sur Ry x M avec conditions au bord de Dirichlet, associé
N o2

Ensuite, on doit montrer que le terme d’erreur peut se contrdler. On calcule :

2
( 38152 + L1> F(u) = [L17¢0]€7tm(p0u) + [L17¢1]€7tm(p1u),

et
82
< et L0> B (u) = [Lo, d1)eV 0 (pyu)+[L1, dole ™V (pou)+(Lo—La)doe ™1 (pou).

Mais Lo — L1 = V est a support dans Kj, donc (Lo — Ll)éoe*tﬁ(pou) = 0. De
plus, on a [A + V] = [A,¢i], et done [Lo,dile VT (pru) = (Adn)(e™V ™ (p1u)) —
2(dey, Ve V0 (pu)). Posons S (u) := <—g—; + Li) Ei(u). On obtient :

SHu) = [A, gole ™V (pou) + [A, g1V (pru),
et

SO(u) = [A, gole ™V (pou) + [A, g1]e” V().
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Le Lemme 2.4 de [12] implique :

1A, dole ™2 (pou)[[1 + |I[A, dole ™2 (pow)||, < |||, ¥t > 0.

(T 0
De plus, si

folu) = [A, ¢1]e VI (pru) = (Agy)e ™V (pru) — 2(depr, Ve V0 (pru)),

et

fiw) = [A, ¢ale VT (pru) = (Agn)e VY (p1u) — 2(dgy, Ve VI (pyu),

on a comme dans [12], pour i = 1,2 :

i)l + [ fi(w)]]p < |ullp, Vt > 0.

¢
(14 t)n/p
En effet, si on note piD (t,x,y) le noyau de la chaleur de H;, alors pour tous F, F» compacts

disjoints,

: D 1
%g%pi (t,., )Fpxm =0dans C

(cf [26] Lemme 3.2 et [50], Proposition 5.3). Mais d’aprés nos hypothéses, les supports de p;
et de A¢; sont compacts et disjoints, de méme que ceux de p; et d¢. Par conséquent, les
noyaux des opérateurs S*(t) := [A, gbl]e_t\/mpl sont bornés uniformément lorsque ¢ — 0.
On obtient donc :

15°(®)llp0 < C. VE € [0,1].

A présent, puisque les opérateurs H; ont un trou spectral, He*t\/ﬁng,g <e“ ouc>0.
De plus,

—tHq

e uw < e oy Wiy > 0 a support dans K,

et puisque e 0 est sous-markovien, e t1 1est aussi. Par I'identité de subordination, on
en déduit que

eV lla + [le™V o0 < C.
Si on interpole ceci avec la borne L%, on obtient que
lle= ™|, < Ce™,
pour 1 < p < 00, ot les constantes C' et ¢ dépendent de p. On écrit alors, pour t > 1 :

15 (Eulloo < 1114, $1]e™ 2V oy poo eV E pral 15 < Cemfu .

Ici, nous avons utilisé le fait que les noyaux de la chaleur pP (%, .,.) sont C*°. On a donc
montré :

Lemme 2.6.3

157 (@)l + [15E (w)llp < [ullp, ¥t > 0.

(1 +t)n/P‘
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Le terme d’erreur, lorsque I'on approche e ~tVLi par la paramétrice précédente, est Gi(Si(u)).
L’argument de [12] montre que lorsqu’on l'intégre en temps, on peut le contréler : plus pré-
cisément, étant donné le résultat du Lemme [2.6.3] on a le Lemme suivant, conséquence de
largument de [12] :

Lemme 2.6.4 Supposonsn > 3. Soit (g;(u = (G w))) (¢, x)dt. Alors pour tout

5 < p <mn, il existe une constante C telle que pour tout U 6 Lp

[1Li(gi(w))llp + [19i(w)llp < Cllul]p-

Si on applique le Lemme [2:6.3] on en déduit que

[ld(gi(w)llp < Cllullp-
On peut alors finir la preuve du Théoréme [2.6.2] On utilise la formule

LY = c/ e_tmdt,
0

(2

pour obtenir

L;VPu= ¢1H;1/2P1U + doL; 2 pou — cgilu).

(2

Par conséquent,

ALy Pu = dLg Pu = (d(grHy P pru) = don Hy 2 pru)) + e(dgo(u) — dgi (u)).

(c’est ici qu’on utilise le fait qu’on a pris comme paramétrices e~tVIt pour les deux opéra—
teurs en—dehors d’un compact). On écrit d(¢1H_1/2p1u) (dp1)H,; 1/2 pru+ordH,; 1/2
(do1)H, p1 a un noyau lisse a support compact, et donc est borné sur LP. Sil’on apphque
la Proposmon on obtient que ¢1dH; 1/2 p1 est borné sur LP, d’ou le résultat.

2.6.2 Etude de d(A + V)12

On montre & présent :

Théoréme 2.6.3 Supposons n > 3. Soit (M™, g) une variété Riemannienne compléte de
dimension m, qui satisfait l'inégalité de Sobolev de dimension n , et dont la partie
négative de la courbure de Ricci est dans Lz~ L>® pour un certain € > 0. On suppose
ausst que la croissance du volume de M est compatible avec la dimension de Sobolev. Soit
V e C§° un potentiel positif, tel que A+V soit fortement positif. Alors la transformée de
Riesz avec potentiel d(A + V)_l/2 est bornée sur LP pour tout 1 < p < n.

On montre d’abord un résultat préliminaire :
Lemme 2.6.5 (A + V)~Y2d est borné sur LP pour tout 2 < p < cc.

Preuve :

. . ~1/2
Puisque A + V est fortement positif, le Corollaire |2.5.9| donne que d* (A + V) est

borné sur LP pour tout 1 < p < 2. En passant aux duaux, on obtient le résultat.
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0

Preuve du Théoréme 2.6.3 :

Premiérement, remarquons qu’on peut se restreindre au cas =5 < p < n. En effet, pour
1 < p < 2, puisque les hypothéses que nous avons faites impliquent qu’on a sur M l'inégalité
de Faber-Krahn, et étant donné qu’on a la domination e #A+V) < ¢~*A on a une estimée
Gaussienne supérieure sur e~“A+V) Ainsi, le résultat de [I7] montre que d(A+ V)~ est
borné sur LP pour tout 1 < p < 2. Posons donc p € (25, n).

Le probléme pour déduire du Lemme [2.6.5 que la transformée de Riesz avec potentiel
d(A + V)~Y2 est bornée sur LP, est qu'on n’a pas la relation de commutation d(A +
V)~Y2 = (A+V)~1/2d. Afin de surmonter cette difficulté, on utilise & nouveau la méthode
de [12]. On aura besoin du Lemme suivant :

Lemme 2.6.6 Pour tous 1 <r < s < o0, on a l’existence d’une constante C telle que :

C

A V)

+ HL’I‘_)LS Sitﬂ(l_l)'
2\r s

[l
On reporte la preuve de ce Lemme jusqu’a la fin de ce paragraphe. Soit F le fibré vectoriel
de base M xR, dont la fibre en (¢, p) est AlT};k M. Soit G 'opérateur « de Green » agissant
sur les sections de F, dont le noyau est donné par

_ (=9 _(o+5)?

G( ) = /OO 1 e 4t ‘,( )
g,8,T, = t xT, l]t,

HA+V) Op peut voir que G satisfait :

92 -
——— 4+ (A, =1,
< 952 + (A + V)> G

ot p;” est le noyau de e~

et que G(o,s,2,y) est fini si & # y et 0 # s (ici on utilise Iestimée ||p;" (z, y)|| < n/Q,
donnée par le Théoréme |2 - On veut écrire, comme dans la preuve du Théoréme [2.6.2)
que pour u € C§°(M),

= 2 —
VARV gy — g VBV, _ ((‘3752 +(A+ V)> de‘““‘/u) : (2.35)

A présent, il s’agit de justifier la formule (2.35)); en passant nous allons aussi montrer
quelques estimées qui seront utiles par la suite. On calcule :

(—g—; + (5 + V)) de VATV = —d(A+V)e VATV 4 (5 + V)de VAT y,

= — (e*tmu) (dV).

ATV C’

et

Heft' AJFVHLp_wp <1,Vt>D0.

(cela vient de la domination e HA*Y) < ¢~*A) Ainsi, si I'on pose
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0? ATV
f= < 2 (A+V)> de VATV,

f est & support compact inclus dans le support de V, et on a donc

Lemme 2.6.7

C
LA Il + 1@ Dl < WHUHp-

Montrons & présent :

Lemme 2.6.8 Siu est dans C3°(M), ||G(f)(t,.)||2 est borné uniformément par rapport a
t>0, et
lim [|G(f)(,)[|l2 = 0.

t—0
Preuve :
_lezn? (ett)? . v L
Posons Kg(t,0) := &= \/2768 *— L=A+Vetp (z,y)le noyau de e L.

G(f(t,x) = [G(ot,z,y)f(o,y)dody
= foo fo s(t, o) ps ( y) f(o,y) dsdody
= fOOO fooo Ks(taa) (fMPEV(x,y)f(U, y) dy) dsdo

= fo fo (_SLf( ) (z) dsdo

Par conséquent,

Gt )l < //Ktauest( )Nla dsdo.

Mais on a

e f(o,)]l2

IN

min (Ll (o, )l [1£(,)ll2)

— CHU’Hlen <8"% (1+01)7L/27 (1+0.1)n/2>

A

Donc

(e-t2  _(a+)?

1GEEN < Cllulle 5 e (fo s+

(o—1)? (o+1)?

floo e~ 4s _61 T 4ds dS) do_

1 ds
Puisque n > 3, les trois intégrales [;° 1+U 2, f et [7° S%+% convergent, et ceci

entraine que ||G(f)(¢,.)||2 est borné unlformement par rapport a t > 0. De plus, on peut
appliquer le Théoréme de convergence dominée pour en déduire que

lim [|G(F) (2, ) |2 = 0.

t—0
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Ainsi, si I'on pose

= 2 .
ot,.) = e VA dy — de VAV 4 G ((—52 + (A + V)> de—UvA+Vu) (t,.),
(o2

©(t,.) satisfait :

0? o~
et
L? — lim ¢(t,.) = 0. (2.37)
t—0

Pour cette derniére assertion, on a utilisé le fait que

L? —lime VAV qy = 12 - }in(l) de VATV Yy = du. (2.38)
—

t—0

Justifions ceci : par le Théoréme Spectral ((c) du Théoreme VIIL5 de [51]), VA + Ve tVATVy
converge dans L? lorsque t — 0, si u € C3°(M) ; puisque V' > 0, la transformée de Riesz
d(A + V)fl/ 2 est bornée sur L?, et on peut en déduire que de=tVATVy, converge dans L?.
La limite est nécessairement du, ce qui montre . De plus, ¢(t,.) est borné dans L?
uniformément par rapport a ¢t > 0 (& u fixé dans C§°) : pour montrer ceci, on écrit

de Y3y = (A + V) VAVBF Ve VAT,
ct par analyticité sur L2 de e tVA+V

C
|| /A_{_Ve—ts/A—I—VHQ72 < ?

Donc en utilisant que d(A 4 V)~1/2 est bornée sur L?, on obtient

ATV c
lde™VAV || < 7

Puisqu’on vient de voir que de *VA+tVu converge dans L? quand t — 0, on en déduit que

de VAV est uniformément borné dans L? pour ¢ > 0. Pour le terme e *V &Jrvdu, il
suffit de dire que

le™™V 2V dul |y < ||dulf».

En utilisant les propriétés (2.36)) et (2.37)) vérifices par ¢(t,.), ainsi que le fait que p(¢,.)
est borné dans L? uniformément par rapport a t > 0, on peut déduire par le Théoréme
Spectral pour A +V que ¢ = 0. Ceci prouve la formule |D

Si on pose (g(u))(x) := [y (G(f))(t, )dt, on a, par intégration de la formule (2.35)) :
(A+ V)" V2du = d(A+ V)V ?u—cg.
D’aprés le Lemme et le Lemme on a en reprenant les arguments de [12] :

lgllp < Cllullp-
Par le Lemme [2.6.5, on en déduit que d(A 4 V)~/2 est borné sur LP.
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Preuve du Lemme 2.6.6] :
Posons L := A + V. Si T'on arrive & montrer que |[e ||o 00 < C, [le7|l11 < C et

e 100 < t”%’ alors par des arguments standards d’interpolation on a le résultat.

—tL

Le fait que ||e **||oo,00 < C vient des estimées Gaussiennes qu'on a sur e 'L (ceci par le

2
. N . 1 _ A% (z,y) . L . L
Théoréme|2.5.6)), et du fait que VD) / € ©t  dyest borné uniformément par rapport

ax €M etat>0. Alors par dualité (ou par symétrie) ||e7*L||; 1 < C. De plus, d’aprés le
Théoréme 2.5.4 on a aussi 'estimée :
C
—tL
He ||2700§W7vt>0

Par dualité, on en déduit que

lle™" 1,2 < vt >0,

C
/4’
et par composition
2

—tL vy 4L
le™ oo < lle™ flalle™ ll2e < 775

vt > 0.

0

2.7 Reésultats de perturbation pour la transformée de Riesz

Dans cette partie, nous allons généraliser le résultat de perturbation pour la transformée
de Riesz de [12], afin de dépasser la restriction p < n. Nous le ferons sous 'une des deux
conditions suivantes : lorsque la variété de départ est p-hyperbolique ou lorsqu’elle n’a
qu'un bout. Puis, nous étudierons la transformée de Riesz sur la variété M = R"#H",
obtenue par somme connexe d’un espace euclidien et d’un espace hyperbolique.

2.7.1 Rappels sur la p-hyperbolicité

Rappelons tout d’abord quelques notions concernant la p-hyperbolicité. Des références
pour ceci sont [19] et [31]. Fixons 1 < p < oc.

Définition 2.7.1 On dit qu’une variété Riemannienne (M, g) est p-hyperbolique si pour
tout ouvert U relativement compact non-vide de M, il existe une constante Cy telle que

/ P < Cy / VAP, f € CE(M).
U M

On a, comme pour le cas p = 2, la Proposition suivante dont nous rappelons la démons-
tration :

Proposition 2.7.1 (M, g) est p-hyperbolique si et seulement si il existe un ouvert U re-
lativement compact non-vide de M et une constante Cy telle que

/ P < cU/ VIR, f € CE(M).
U M

Preuve :

Il suffit de montrer que pour tout ouvert connexe W lisse relativement compact conte-
nant U, il existe Cy tel que
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[ 1r <o [ 1vsp. recgn.
w M
Nous aurons besoin du Lemme suivant :

Lemme 2.7.1 Pour tous ouverts lisses relativement compacts €21, Qa, tels que Q1 CC Qo
et tels que Q := Qo \ 1 soit conneze, alors il existe une constante Cq telle que

[ fllr) < CallV i), Vf € Ch_n(€2), (2.39)
ot CF N (92) est Uensemble des fonctions C™ sur 2 valant 0 sur 0 (Uindice D — N est

pour « Dirichlet-Neumann »).

Admettons pour I'instant ce Lemme, et achevons la démonstration de la Proposition [2.7.1
Soit V' ouvert lisse non-vide tel que V' CC U et tel que W \ V soit connexe, et soit p une
fonction lisse & support compact inclus dans U, telle que p = 1 sur V. Alors

flleeowy < llpfllLeewy + (L= p) fll Loy
Puisque ||pf||zeqw) = l|pfl L), on a par hypothese

ey < CullV(eH)llp < Cu ([ Vollp + 112V fl]p) -

Par ailleurs, ||pV f||, < ||pllool|V fl|p, et par hypothése puisque le support de Vp est inclus
dans U,

1V elly < IV pllol £l ey < ClIV flp-

Il reste donc a traiter le terme |[(1—p) f|[r(w)- On applique le Lemme avec ) = W\V,
pour obtenir

(L= p) fllewy < CIV (A =) ) llp < CUIV NIl + IV f1lp)

et on fait comme précédemment pour borner ||V (pf)||, par C||V f||p.
U

Preuve du Lemme : Par I'absurde, supposons qu’il existe une suite de fonctions
fn € CX y telle que ||fullr = 1, et ||V fulle — 0. Puisque W1P(Q) est reflexif pour
1 < p < 00, quitte & extraire une sous-suite on peut supposer que la suite (f,), converge
faiblement dans W1P(£2) vers f. Mais on a I'injection de Sobolev compacte WP (Q) — LP,
donc (fy)n converge dans LP, et par suite converge fortement vers f dans W1P(Q). La
fonction f vérifie alors Vf = 0 au sens faible, et ceci implique que Vf = 0 au sens fort,
puis que f est constante car €2 est connexe. De plus, le théoréme de trace pour WP montre
que flag, =0, et donc f est nulle. Ceci contredit le fait que ||f||, = 1.

O

Nous utiliserons aussi une autre caractérisation de la p-hyperbolicité. Définissons d’abord :

Définition 2.7.2 Si U est un ouvert non-vide relativement compact de M, on définit sa
p-capacité par

Cap,(U) = inf {/ |Vul|P : u € C§° telle que uly > 1} )
M

On a avec cette définition la caractérisation suivante de la p-hyperbolicité :
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Théoréme 2.7.1 M est p-hyperbolique si et seulement si la p-capacité d’un (de tout)
ouvert non-vide relativement compact est non-nulle.

Preuve :

Il est clair que si M est p-hyperbolique, alors la p-capacité de tout ouvert non-vide
relativement compact est non-nulle. Pour la réciproque, procédons par contraposée et sup-
posons M p-parabolique. Soit 2 un ouvert non-vide, connexe, lisse et relativement compact
de M. Puisque M est p-parabolique, on peut trouver une suite (fy)nen de fonctions C§°
telle que

Jim [V fo]p = 0
et

| fallp = Vol(Q)'/7, ¥n € N.

La suite (fn)nen est bornée dans WP (Q), qui est réflexif, donc on peut supposer, quitte a
extraire une sous-suite, que (f,)nen converge faiblement dans W1P(€2). Puisque I'inclusion
WLP(Q) — LP(Q) est compacte, on peut aussi supposer que (f,)nen converge dans LP(€2),
donc aussi dans W1P(Q), vers une certaine fonction f. Cette fonction f vérifie V. f = 0, donc
est constante puisque  est connexe. Etant donné que pour tout n € N, || £, ||, = Vol(Q)1/7,
nécessairement f = 1. Par suite, (fn)nen converge vers 1 dans lespace ]D)g, qui est par
définition la cloture de C§° pour la norme

g = lgllee@y + 1IVallp-

Mais d’aprés [19], p.13, ceci implique que la p-capacité de 2 est nulle, ce qui contredit
I’hypothése.

Corollaire 2.7.1 Une variété Riemannienne M est p-hyperbolique si et seulement si ['un
de ses bouts est p-hyperbolique.

Preuve :
11 suffit de trouver un ouvert non-vide relativement compact €2, de p-capacité non-nulle.
On prend Q tel que M \ Q = M; \ By ... My \ By, les M; étant les bouts de M, et les B;

des ouverts non-vide relativement compacts de M;. En utilisant le fait que la p-capacité
d’un ouvert non-vide relativement compact U est aussi égale a

inf / [VulP : uw € C§° telle que uly =1 5,
M\U

(voir [31], Corollaire 7.5), on voit que

k
Cap, () = 3 Capl(B).
i=1
Par hypothése, 'un des M; est p-hyperbolique (par exemple M), ce qui implique

Ca'p:fjw1 (Bl) > 07

et donc

Cap, () > 0.
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0

Remarquons que si la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP, alors la p-hyperbolicité
de M implique que pour un (pour tout) ouvert relativement compact U,

lellzewy < CullAY2ellp, Ve € C5°(M). (2.40)

Ceci implique :

Proposition 2.7.2 Soit M une variété Riemannienne p-hyperbolique pour un certain 1 <
p < o0, de volume infini. On suppose que la transformée de Riesz sur M est bornée sur
LP. Alors

—-1/2
ATV2op I

est un opérateur borné.

Preuve :

Rappelons que le domaine LP de A'/? est défini comme I'ensemble des fonctions h de

LP telles que %

suivant :

a une limite dans LP lorsque t tend vers 0. On a de plus le Lemme

Lemme 2.7.2 Pour 1 < p < oo, C§°(M) est inclus dans le domaine LP de A2 et
A1/208° est dense dans LP. De plus, si p € C§°, alors A~V2p e P

Prewve du Lemme[2.7.4 : Si f € C§°(M), on écrit
AVZF — AT12Af = / e tVAAfat,
0

et on sépare l'intégrale en fol + floo = I1 + I>. Pour majorer la norme LP de I, on utilise
le fait que Af € LP et que He‘t\/ZHm, <1, ce qui donne

(Hallp < 1IAFIlp-
Pour I, on utilise 'analyticité de e~tVA gqur LP , qui implique que
HAe_t\/ZH < g
pp 2
On obtient donc

H2llp < Cl£]lp,

qui donne ce qu’on voulait. Si maintenant ¢ € C§°, on écrit

oo
A2 = AT32Ap = / e_t\/ZAQO\/%dt,
0
et on utilise encore 'analyticité de e~tVA pour montrer que 'intégrale converge dans LP.
Montrons a présent que Al/ 2C8° est dense dans LP. Déja, (A + 1)Cg° est dense dans LP :
en effet, si f € L? est orthogonale a (A + 1)C§° (ot g est 'exposant dual de p), alors on a
au sens faible

(A+1)f =0,
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et ceci implique par le Théoréme 4.1 de [48] que f est constante, puis que f est nulle car
M est de volume infini. Donc (A 4 1)C§° est dense dans LP. Ensuite, AY2 (A +1)7" est
un opérateur borné sur LP : pour voir ceci, on écrit

A1/2 (A + 1)—1 _ / AI/QB_tAe_tdt,
0

et on utilise Panalyticité de e *® pour dire que

HAl/Qe’tAH <= vi>o.

%
pp VT

Maintenant, on écrit

AV202 = AV2(A+1)TH A+ 1O,
et puisque (A + 1)C8° est dense dans LP, et que AY2 (A 41)"" est continu sur LP, il
faut voir que 'image de A2 (A +1)7" est dense dans L. Mais (A 4+ 1)"" LP = D,(A), le
domaine LP du Laplacien. Il faut donc voir que A/?D,(A) est dense dans LP. Mais D,(A)
contient A/ 206’0 d’aprés la premiére partie du Lemme : en effet, si g € C§°,

A(AY2g) = Al2(Ag),
et ceci est dans LP puisque Ag € LP. Donc A/ 2D,(A) contient

AYEAVECR = ACE,

qui est dense dans LP par le méme argument qu’on a employé afin de montrer que (A+1)Cg°
est dense dans LP.

0

Soit maintenant g € C§°. On peut, d’aprés le Lemme trouver une suite de fonctions
©n lisses & support compact telles que AY 2p, — ¢ dans LP quand n tend vers l'infini.
D’apres (2.40) et le fait que la transformée de Riesz est bornée sur LP, (p,)nen est bornée
dans W'lif, et par réflexivité de T/Vlif et par 'injection compacte VVi)f — L} ., on peut
supposer que (¢p)nen converge faiblement vers un f dans VVlloéf7 . Par l'injection compacte
VVlif > LV . (¢n)nen converge fortement dans L7 . et puisque Vi, = VA-V2AY2,
que A'/2p, — ¢g dans LP et que par hypothése la transformée de Riesz est bornée sur LP,
on obtient que (p,)nen converge fortement vers f dans Wﬁ)’f . On a donc, pour tout U

ouvert non-vide relativement compact, en passant a la limite dans (2.40)) appliqué a ¢, :

ey < CullgllLe.
I reste & montrer que f = A™Y2g. Soit o € C§°(M). Alors

lim (¢n, ¥) = (f,9),

n—oo

et par ailleurs en utilisant le fait que A2 est auto-adjoint sur L2,

(pn, ) = (A2, A7),
et d’aprés le Lemme A71/29) € L1, on ¢ est I'exposant dual de p. On en déduit que

lim (AY20,, A7Y29) = (g, A=Y2y),

n—o0

et puisque g € C§°,
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(g, A7) = (A7H2g, ).

Finalement,

(A™Y2g,9) = (f,4), Vo € C (M),

1/2

ce qui implique que f = A7"/“g. On a donc montré que pour tout g € C§°,

A4 | oy < Curllgllps

ce qui implique le résultat.

0

2.7.2 Un autre résultat de perturbation pour la transformée de Riesz

On va adapter les arguments de Carron dans [I2] pour montrer le résultat suivant :

Théoréme 2.7.2 Soit n > 2. Soient M, My deux variétés Riemanniennes (pas néces-
sairement connexes) isométriques en-dehors d’un compact, & courbure de Ricci minorée
et vérifiant l'inégalité de Sobolev de dimension n . On suppose que la transformée de
Riesz sur My est bornée sur LY pour un certain q > 5. Soit "5 < p < q tel que la
transformée de Riesz sur My soit bornée sur LP, et tel que l'on soit dans l'une des deuz

situations sutvantes :
1. My est p-hyperbolique.

2. ou bien M n’a qu’un seul bout.

Alors la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP.

Remarque 2.7.1 Lorsque n = 3,

n
:’n/’
n—2

donc le résultat n’est intéressant que pour p > 3 dans ce cas.

Comme Corollaire, on retrouve un cas particulier du résultat de Guillarmou-Hassell [3§]
sur les variétés asymptotiquement coniques :

Corollaire 2.7.2 Soit M une variété Riemannienne compléte, isométrique en-dehors d’un
compact a une variété conique My = R x N, avec N compacte de dimension n — 1. Soit
A1 la premiére valeur propre non nulle du Laplacien sur N, et soit

n
5 -+ (232)

(avec par convention pg = 0o st Ay > n — 1). Alors si n > 3, la transformée de Riesz sur
M est bornée sur LP lorsque 1 < p < pg, et n’est pas bornée sur LP lorsque p > pg.

bo = 5

De plus, en adaptant les arguments de la fin de larticle [12], on aura le résultat suivant :

Corollaire 2.7.3 Soit M une variété Riemannienne compleéte, isométrique en-dehors d’un
compact & une variété connexe a courbure de Ricci positive. On suppose que sur M [’es-
timée du volume suivante est vérifice :

V(z,R) > CR",VYx € M, VR > 1,

pour un certain n > 2, alors la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP pour tout
5 < p < 0.
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Enfin, on a aussi le Corollaire suivant :

Corollaire 2.7.4 Soit n > 3, et soit N une variété de dimension n, q-hyperbolique pour
un certain q¢ > n, a courbure de Ricci minorée et de volume infini. Alors la transformée
de Riesz sur M = N#R"™, la somme conneze de N et de R™, n’est pas bornée sur LP pour
n<p<gq.

Preuve du Théoreme : On va raffiner la démonstration de [12]. Pour le cas p-
hyperbolique, on reprend la méme construction, déja explicitée précédemment. Soit K;
un compact a bord lisse tel que M \ K soit isométrique au complémentaire d’un compact
de My, et Ko, K3 des compacts a bords lisses tels que K1 C Ko C K3 et tels que K; soit
contenu dans l'intérieur de K; pour tous ¢ < j. On pose aussi 2 := M \ K. Soit (po, p1)
une partition de 1'unité telle que p1|x, = 1, supp po C Q2 et supp p1 C K. On prend aussi
o et 1 des fonctions lisses, positives telles que supp g C €2, supp 1 C K3 et telles que
¢ip; = p; pour i = 1,2. De plus, on suppose que 1|k, = 1. On notera aussi A 'adhérence
d’un ouvert lisse relativement compact contenant supp(dep). On peut supposer que A et
supp(po) sont a distance strictement positive. De plus, on peut faire en sorte que A soit
une réunion disjointe « d’anneaux » A; connexes, chaque anneau correspondant & un bout

de Mo.

supp po . Supp po

N

Supp po - ~  supp po

En gardant les notations de [12], on a les estimées suivantes pour les termes d’erreur dans

—tVA .

la paramétrice de e

C
LfiCs, Iy + 11 fis, Ner < ———|lullp,
(1+1t)r
mais le probléme est qu’on autorise ici p a étre strictement plus grand que n, donc % <1,
ce qui pose probléme pour majorer le terme d’erreur : on se retrouve & un moment avec

Pintégrale fooo o dt) qui diverge. Il faut donc revoir les estimées de [12].
+t
On notera Ay le Laplacien sur My, et A; le Laplacien sur K3 avec conditions de Dirichlet.

Soit w dans LP(M). On reprend la technique de [12] pour la construction de la paramétrice

n o,
P

de e=tV2 ; cela consiste & prendre comme paramétrice

B0 pou + p1e= 72 pyu,

—0

E(U’ u) = poe

Alors le terme d’erreur est

9o

( ok +A> E(o,u) = fo(o,.) + fi(o,.),
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ou les fonctions f; sont définies par
filt, ) = (Ay) (V5 piur) — 2(dipi, VeV pya).

Puisque dA61/2 est borné sur L1(Mj) et que e VB0 et analytique sur L" pour 1 < r < 00
(voir [59] ou [22], cela vient de I'identité de subordination),
—tV/Ag ¢
1950y, < < vt > 0.

Mais

C

_ —t -L _
Ve B0 < (Ve 2VE0 g glle™2VE0 g <

Par ailleurs, on a déja (cf [12])

Ve ™2 Loy oy < C, VE < 1,

si U est un ouvert et ' un compact a distance strictement positive de U. On obtient donc

_ C
Hve t\/Ai(JHLp(U)_)Lq(F) < W7 Vvt > 0. (241)

Puisque pour tout F compact, L4(F) « L'(F) et LI(F) — LP(F), et étant donné que le
support de pg et A sont disjoints, on obtient

[1{dipo, Ve~ pgu)|| 1 + [[{dipo, Ve~ Y20 pgu) || o < [l ¥t > 0.

(1 + t)1+a
Reste le terme (App) (e‘tmpou). Rappelons que A = L;A;, chaque A; étant connexe

et lisse. Posons 1(t) := e V20 pou. Notons (zj)(t))Aj la moyenne de ¢ sur A;. On a, par
I'inégalité de Poincaré L7 sur A; :

[6(8) = (@), ey < ClIVEYE poul| o) < [ullp, ¥t > 0.

_c
(1 + )+

D’oii, en posant

| - 2t v,

J

Folt) = 214, (A0) ((0) = (w(0).4
on obtient

1 fot, pr + 1 fo(t, Iz < lullp, ¥t > 0.

_ ¢
(1 +t)1+a

De plus, dans [12], il est montré que pour une certaine constante A > 0,

11t s+ 1 ) < e ullp, VE >0,
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ce qui implique bien siir

A M+ 1Lf2 () < [[ullp, ¥t > 0.

(1+t)lte

Résumons ce que nous avons obtenu :

Lemme 2.7.3 Sia=n (%D — é) > 0, alors il existe une constante C' telle que

- ~ C
ot I+ {1 fo(E, )y < WHUHZJ’ vt > 0. (2.42)
et
L1 Dl + 1A D < WHUHW vt > 0. (2.43)

Nous suivons toujours la preuve de [I2] : en intégrant en temps la paramétrice de e‘t*/Z,

on obtient une paramétrice pour A~/2

AY2y = ¢1A71/2p1u + gooAfl/QPoU -9,

ol
32
g= / G(Ua S7$7y) |:<_2 + A) E(Ua U)(S, y):| dUdey7
R2 x M do

G étant le noyau de 'opérateur de Green associé a <—86722 + A). On peut décomposer g
en gi + gz, avec

91() —/ G(U,s,x,y)fo(s,y)dadsdy+/ G(o,s,2,y) fi(s,y)dodsdy,
R2 x M R

2xM
et
n@) =3 [ Glows. ) 1a, () Ae0)0) (4()),,)dodsdy.

De plus, G est donné par la formule :

o [ _te=9? _(o+9)?
G(o,s,x,y) :/ e * - * pe(z,y)dt
M ) M 0 \/m ) )

ce qui conduit & la formule suivante pour g (voir [12]) :

2

2 2 /47‘2 —tA
g=— e " e "2 f(s,.))dt| drds,
w3 Rl RGOS

si f = fo+ fi. Ainsi,

2

0= [ /O (e (fos, ) + fi(s, ))dt | drds,

et
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S

92 = zj: \/277 % e /OM2 e_tA(lAj(Asoo) (%Z)(S))Aj)dt drds.

On doit montrer que ||dg1||, + ||dg2|[, < C||ul|p. Commengons par

n

Lemme 2.7.4 Pour p > -5 el q > -5
u € LP,

, il existe une constante C telle que pour tout

ldgrllp < Cllullp.
Preuve :

D’aprés le Lemme [2 il suffit de montrer que ||g1]], + [|Ag1||, < C||ul|p. Le terme
||Agi]|p est le plus facﬂe notant h=fo+ fi,ona

2

Agi = %fRi e’ ( o A(e‘mh(s,.))dt) drds

$2

= —% fRi e ( o C‘é(e_mh(s,.))dt> drds

2

= Elpee" (h(s, )= (e w= h(s, .))) drds.
D’ou d’aprés et -7

1Agll, < %fme‘ﬂllh(s,-)llpdrds

< % (fR%re r (1+8)1+erds> [|u||p
< COllully
Pour ||g1]]p, utilisant
ey < —2
7p = 5, )
ﬂ(l_%)

ct @T3). @), on a
2

2 ez -
lorlly < 5 Joz e (f042||e tAh(s,.)det) dsdr

$2

0" o dt | dsdr | [[ull,
max(l,t7(175)>(1+s)1+a

2 —r?
S & fmie

IN

2 1
e " dtdr | |lu
fuﬁ max(ltf(l )(1+2r\/) I ||p

On sépare l'intégrale en ft<r_2 + ft>r_2 = I1 + I. L’intégrale I est finie si et seulement si
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ce qui équivaut a

S n
b n—1
Pour I,
IQ S foo —r2 (f _9 n<1,l)(\/>) >d7’
< foo —r2 1 <f_2 n<17l) \/1,) dt> dr

L’intégrale en t est finie si et seulement si

n 1 «
—(1—-= —>1,
2( p>+2

et en se rappelant que o =n (% — %), on trouve que c’est équivalent a

n
n—2

q>

L’intégrale en r est alors

qui est finie si et seulement si

ce qui équivaut a

S n
b n—1
O
Montrons & présent le
Lemme 2.7.5
|ldgallp < Cllullp-
Preuve :

On commence par montrer que ||gz2|[, < C||ul|p. On a

@) = X, % fRi o2 < 05 —tA <1Aj(A800) (@Z;(s))Aj) (:p)dt) drds

2

> % fRi e < 0" (10(s)) 4, e~ (14, A¢0) (x)dt> drds,

donc
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S2
2 2 4r2 1 N N
g2llp < / e " / / e V20 poul| | |leT" x| [pdt | drds,
g EJ:\/; R% 0 |45 A; b

ot on a posé Y = Apg = A(pg — 1). Utilisant le fait que ||e=*3||;, < ﬁ, lanalyticité
t2\""p
de e sur LP, et le fait que ¢g — 1 est lisse & support compact,

B c
lle™ x|y < VE> 0.

max (1, tl+% (1_117>>

De plus, on a pour tout p > 1,

et donc

o0
/ ey lpdt < oo.
0

Par suite,

A

lgall, < C); fRi e (fAj €_Sm|p0u|) drds

IN

C Zj fAj (fooo 6_8m|f?0u|d$)

< CE fa, A7 looyl

D’aprés le Corollaire - dans le cas o p > n, sinon c’est une conséquence de 'inégalité
de Sobolev), A1/2 LP - LP < L}

loc Ioe> €€ qui implique que

llg2llp < Cllullp-

Passons a Ags : on a, comme pour gj
2
1Agall, < Zj%fme "W (5)) 4, (Ago)llpdrds

< C‘Z fo A |ds,

et par 'argument qu’on a déja employé,

> | 1w, lds < Cllal,

ce qui conclut la démonstration.
O

Achevons la démonstration du Théoréme dans le cas p-hyperbolique. Si 1’on note
—1/2
T; = dA; 7, on a comme dans [12],

1 1
dAA—1/2y, — Z i Tipiu + Z(d%)(Aﬂ/zmu) —dg.
i=0 1=0
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On a montré que

ldgllp < Clullp,

et puisque la transformée de Riesz est bornée par hypothése sur My, @poTppo est borné
sur LP. De plus, @171 p1 est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 0 & support compact,
donc borné sur LP. L’opérateur (dnpl)Afl/ 2/)1 a un noyau lisse a support compact donc est
borné sur LP. De plus, d’aprés le Corollaire m (si p > n, sinon c’est une conséquence
de l'inégalité de Sobolev), Agl/Z : LP — LP est borné, donc Popérateur (d(po)Agl/on est
borné sur LP. Finalement, la transformée de Riesz sur M est bornée sur LP.

Montrons la deuxiéme partie du théoréme : on suppose a présent que M n’a qu'un seul
bout. On va modifier la paramétrice de [12]. Lorsqu’on intégre en o la paramétrice E (o, u)
de [12] et qu’on différencie, on vient de voir qu’on obtient

1 1
dATPu =" Tipu+ Y (dp;) (A2 psu) — dg,
i=0 i=0
et les opérateurs o, T;p;, ainsi que (dgol)(Al_l/Qpl), sont bornés sur LP sans hypothése p < n.
Ce qui pose probléme est 'opérateur (d(po)(Aal/ng), car si M n’est pas p-hyperbolique,
A~1/2 p’envoie pas LP dans Lf oo+ 11 faut modifier la paramétrice, et on peut deviner ce qu'il
faut ajouter, si I’on se souvient de I’heuristique qu’on a faite en discutant de la paramétrice
de Carron-Coulhon-Hassell dans la section 2:2.2 Comme indiqué au début de la preuve,
lorsque M n’a qu’un seul bout on peut supposer A connexe. On veut ajouter & E(o,u) le

terme
) (e
’ A Ja )

Rappelons que pg — 1 est a support compact. L’intégrale par rapport & o de ce terme est
I’analogue du terme Gi3 dans la paramétrice de Carron-Coulhon-Hassell : son noyau k(x, y)
est non-nul seulement si x est dans K3 et y est dans M \ K;. Ainsi, on pose

Bo,u) = Blo,u) — (90— 1) (,jl e A0p0u>.

Remarquons que le terme qu’on a ajouté & E(o,u) est nul lorsque o = 0, puisque A et le
support de pg sont disjoints par hypothése. On a donc bien

E(0,u) = u.

Alors, avec les notations de la premiére partie de la démonstration,

1
— 1 N
AA—1/2y, — Z oiTipiu+ (dp1) AT pru+ (dio) <A_1/2f’0“ - <|Ay /A Ao 1/2p0u>> 1
=0

Puisque A est connexe et lisse, A vérifie I'inégalité de Poincaré LP, et donc

1 _
e ()

étant donné que la transformée de Riesz sur My est bornée sur LP. Il suffit donc de voir

que le terme d’erreur dg est borné sur LP lorsque ¢ > —25 et p > et pour cela on

n
n—2 n—17
reprend des calculs faits dans la premiére partie de la démonstration.

< ||aag 0| < Cliully,
Lr(4) L
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(—8%22 + A) E(o,u) = fi(o,.)+ (Ago) (e‘tﬂpou) — 2(dpo, Ve‘tmpgu)

—(Agpo) (Tiq Ia 6_0\/590“) —(po — 1) (ﬁ” N Aoff_"‘/Aiopou) .

On a, comme dans la premiére partie de la démonstration, pour a« =n (% — é),
< C
f1(o, )L+ [ filos )y < (A+o)a’

et posant

N 1
fo(o,.) = (Aypop) <e_t\/gpou — <\A\/A€_J Aopou)> — 2<dcp0,Ve_t\/A7°p0u>,

on a aussi, en appliquant I'inégalité de Poincaré LY sur A et en utilisant (2.41]),

C

1 fo(e, M+ [ folo, Ml < At o)t

Il reste donc le terme (g — 1) (I%H f 4 Doe™? mpglt), dont on doit montrer que la norme

. L . N C . . o ey, —t A
LP est inférieure a WHUHP pour un certain S > 0. Mais par analyticité de e *V=0,

<< (2.44)

HAoe_t\/TO .
pp  t?

Il reste & voir que Age tV20 est un opérateur borné LP(My \ As) — L®(A) quand t — 0
(ot § est une constante strictement positive, et ot Ay est 'ensemble des points & distance
de A supérieure & ¢). On utilise pour cela identité de subordination :

fed d
g 2 1
e av/ Ao e e tAo

2ym Jo t3/27
de sorte que
—ovEs 0 [T g (O a,) A
Ape = 2\/7?/0 e <ate VR (2.45)

D’apreés [24], Corollaire 5 (voir aussi [56], Théoréme 5.2.15), I'inégalité de Sobolev sur My
implique

op° C %)
‘ paéj;’y) ‘ < th-i-l e_Cdfya v<$7y) € MO X MO’ vt > 0’ (246)

ot on a noté pY(z,y) le noyau de la chaleur de My. Et donc, si Q est un ouvert, et F' un
compact tels que d(F, ) > e > 0, alors,

apy (z,y)
ot
Les estimées ([2.46)) et (2.47) impliquent P’existence d’une constante (dépendant de la borne

inférieure sur la courbure de Ricci de M et de §) telle que si t < 1,

6 —tAg
H&te

C g2
’ < i1 OXP <_Ct) , VE>0,Vz € F,Vy € Q. (2.47)

<C. (2.48)

LP(Mo\As)—L>(A)




94 CHAPITRE 2. LA TRANSFORMEE DE RIESZ

e?

7 ), et K; l'opérateur de noyau k¢, alors

En effet, notant ki(z,y) = t”% exp (—c

K;: LY(Q) — L®(F) (2.49)

est borné uniformément quand ¢ — 0 : cela vient du fait que par (2.47)),

Kl ) srery = sup ki(z,y) < C, vt < 1
zeF,yeQd

De plus,

Ky : L®(Q) = L™(F) (2.50)

est borné uniformément quand ¢ — 0. Pour cela, on doit montrer que

sup/ k(z,y) < C, pour tout t assez petit.
zeF JQ

Mais pour t <l etz € F, y € Q, ([2.46) donne

2(x
ki(x,y) < Cexp (—cd(t’y)> . (2.51)

On utilise alors que le volume des boules de rayon r est majoré par e*” pour une certaine
constante a, puisque la courbure de Ricci est minorée sur M ; on voit donc que pour t assez
petit tel que pour tous z € F, y € €,

d?(z,y)
¢

Cc

> ad(z,y),
on aura alors par (2.51)),

sup/ ki(x,y) < C, pour tout ¢ assez petit.
zeF JQ

Finalement, (2.48)) s’obtient par interpolation & partir de (2.49) et de (2.50)). En utilisant
de plus Panalyticité de e *20 et le fait que e~3Bo . P L°°, on obtient

8 —tAp —tA C
_ = [|A 0 < —\ VWt .
Hate LP(Mo\As)—L>(A) H " HLP(MO\A&)_)LOO(A) B el
En particulier,
0
He_mo < C, Vvt > 0.
ot Lp(Mo\ As)— L (4)
En utilisant (2.45)), on obtient alors
HAOe""/FO < C, Vo >0,
LP(Mo\As)—L>(A)
et en se rappelant (2.44)), on a
A —ovAg HA —avAg —_— .
H 0¢ LP(Mo\Ag)—LP(A) ]| Poe Lr(Mo\As)—L'(A) — (1+0)2’ Vo >0

Notant alors
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Jo(o,.) = (o —1) <|1A’/AA0€_J‘/AT’POU) ,

on a, puisque fo est a support compact,

5 ||ul|p, Vo > 0.

_ = C
Hf0(0-7 )Hl + Hfﬂ(o-v )Hp < m

Si 'on pose comme précédemment

00 2 _
g = / / G(J’ S, T, y) |:<_62 + A) E(Uv ’UJ)(S,y):| dO'dey,
0 JRIxM do

et reprenant les estimées du Lemme [2.7.4] on voit qu'il existe une constante C' telle que

ldgllp < Clullp-

Ceci achéve la démonstration.

O

Preuve du Corollaire : L’hypothése sur le volume des boules de M implique (voir
[12]) que pour tout compact K de M, pour tous 1 < p < g < oo, et pour tout t > 1,

He_tAHLP(K)—)Lq(M) = n(1_1>’
t

et la démonstration du Théoréme [2.7.2] s’applique.
]

Preuve du Corollaire : On procéde par 'absurde : supposons que la transformée de
Riesz sur M soit bornée sur LP pour un certain n < p < ¢. Alors, puisque M est g-
hyperbolique d’aprés le Corollaire en appliquant le Théoréme on trouve que la
transformée de Riesz sur M+#M serait bornée sur L, pour un n < r < p. Mais M#M =
(R"#R™)#(N#N), et puisque M#M est aussi g-hyperbolique, le Théorémeimplique
que la transformée de Riesz sur 'union disjointe de R"#R"™ et de N#N est bornée sur L*,
pour un n < s < r. Mais on sait d’aprés [I3] que la transformée de Riesz sur R"#R™ n’est
pas bornée sur L® si s > n; on a donc une contradiction.

0
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RESUME et MOTS CLES

Titre : Opérateurs de Schrodinger et transformée de Riesz sur les variétés
complétes non-compactes

Mots clés : opérateurs de Schrodinger, spectre, transformée de Riesz, noyau de la chaleur,
estimée gaussienne, inégalité de Sobolev.

Résumé : Dans une premiére partie, on donne une condition nécessaire et suffisante a
ce qu’un opérateur de Schrodinger sur une variété compléte non-compacte ait un nombre
fini de valeurs propres négatives. Dans une deuxiéme partie, on s’intéresse a la transfor-
mée de Riesz sur une classe de variétés complétes non-compactes vérifiant une inégalité de
Sobolev. On montre d’abord une estimée gaussienne pour le noyau de la chaleur d’opéra-
teurs de Schrodinger généralisés, comme par exemple le Laplacien de Hodge agissant sur
les formes différentielles, puis on utilise ceci pour montrer que la transformée de Riesz est
bornée sur les espaces LP si p est compris entre 1 et la dimension de Sobolev. Enfin, on
montre un résultat de perturbation pour la transformée de Riesz.

Title : Schrodinger operators and Riesz transform on complete non-
compact manifolds

Keywords : Schrodinger operators, spectrum, Riesz transform, heat kernel Gaussian es-
timate, Sobolev inequality.

Summary : In a first part, we give a necessary and sufficient condition so that a Schrédin-
ger operator on a complete non-compact manifold has a finite number of negative eigenva-
lues. In a second part, we study the Riesz transform on a class of complete non-compact
manifolds satisfying a Sobolev inequality. We first show a Gaussian estimate for the heat
kernel of generalise Schrédinger operators, for example the Hodge Laplacian acting on dif-
ferential forms, then we use this to show that the Riesz transform is bounded on the LP
spaces for p between 1 and the Sobolev dimension. Finally, we show a perturbation result
for the Riesz transform.
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