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Introduction

Comme le prévoyait Charles Nicolle dés 1930 dans son livre, Naissance, vie et
mort des maladies infectieuses [73] :

« Il y aura des maladies infectieuses nouvelles [...] qui apparaitront comme Mi-
nerve apparut, sortie toute armée du cerveau de Jupiter ... Pour qu’on la reconnaisse
plus vite, il faudrait que infection nouvelle soit [...] douée d’un pouvoir marqué de
contagiosité, telle autrefois la syphilis a son débarquement en FEurope. »

Depuis, sont apparues ou ré-apparues un bon nombre de maladies, telels que
le SIDA, la maladie de Lyme, le Choléra, la Dengue ou plus récemment le chi-
kungunya. On parle alors de maladies émergentes ou ré-émergentes. S. Morse est
a lorigine de ce concept d’« Emerging infectious diseases » qu’il a introduit et
contribué a faire connaitre lors d’une conférence sur les virus émergents qu’il a
organisé en 1989. L’étude des maladies émergentes est de ce fait relativement ré-
cente (années 1990). Ce phénomeéne n’est néanmoins pas nouveau et de nombreux
facteurs, tels que les changements climatiques, 'intensification des échanges et des
voyages, favorisent I’extension, le maintien ou I’émergence de nombreuses maladies
infectieuses. L’agent infectieux, comme tous les étres vivants, s’adapte et évolue en
fonction des modifications de son environnement. Le virus du chikungunya transmis
par les moustiques du genre Aedes n’échappe pas & la regle. Le pic d’épidémie de
chikungunya rencontré en 2005-2006 sur I’ille de La Réunion, ayant touché un tiers
de la population totale de I'lle, en témoigne. En effet, une mutation génétique du
virus aurait permis une meilleure adaptation de celui-ci au moustique Aedes Albo-
pictus. La capacité vectorielle du moustique est ainsi amplifiée puisque cette souche
de virus muté se retrouve dans les glandes salivaires du moustique seulement 2 jours
apres l'infection, contre 7 jours initialement. De plus, ce moustique a développé au fil
des années une capacité d’adaptation aux régions non tropicales assez importante,
se retrouvant, par exemple, en Italie et en France. Une autre capacité d’adaptation
de ces agents infectieux réside dans leur capacité de se transmettre d’une espece
a une autre, traversant ainsi la barriere de I'espece. A I'heure actuelle, il n’est pas
possible de prédire I’émergence de nouveaux événements, ceux-ci pouvant étre plus
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ou moins localisés géographiquement, sporadique ou épidémique. La surveillance
doit donc étre globale et constante puisqu’un seul cas peut étre a ’origine d’une
épidémie. Cette surveillance doit étre orientée non seulement vers ’homme, mais
également en amont dans les populations de vecteurs dans le cas des zoonoses !
comme pour le chikungunya.

Plusieurs modeles ont été proposés pour décrire la dynamique de transmission
de maladies vectorielles voir [36, 72, 91, 32] par exemple. Le cas de la Dengue, a
fait l'objet de plusieurs études [34, 35, 27] par exemple. Dans [34, 28], les auteurs
proposent I’étude de modeles SI-SIR. pour décrire la dynamique de transmission de la
Dengue dans lesquels la population humaine totale est supposée constante. Dans [35]
I'auteur n’utilise pas un taux d’infection classique dans la transmission de 'infection
vers la population humaine, qui cette fois-ci dépend de la taille de la population de
vecteur /\Iﬁ\gfigl‘/ Dans tous ces modeles, la dynamique de croissance du vecteur, et
notamment des stades immatures, n’est pas prise en compte. Dans [66], décrivant
la transmission de la Dengue, la dynamique du stade immature est prise en compte,
et le stade ceuf est régulé par 'effet d’une capacité d’accueil du milieu. Ce modele
considere également un taux d’infection dépendant de la population de vecteur. Dans
cet article seul la stabilité globale de 1’équilibre endémique est traitée. Dans [31], il
est proposé un modele décrivant cette fois-ci, la transmission du chikungunya avec
un taux d’infection classique, ou la dynamique de croissance d’un stade immature,
regroupant les ceufs, les larves et les nymphes, est considérée mais dans lequel seules
les stabilités locales sont étudiées.

Dans ce travail de these nous nous intéressons a la modélisation et I’étude de ma-
ladie vectorielle, appliqué au cas du chikungunya, transmis par le moustique Aedes
albopictus. Notre objectif est d’intégrer, a un modele de transmission du virus a la
population humaine, la dynamique de croissance du moustique et notamment celle
des stades immatures. Nous considérons les stades ceufs, larves/nymphes, femelles
adultes. En effet, 'importance des stades immatures n’est plus a démontrer, de par
la capacité de résistance des ceufs grace au phénomene de diapause, ou encore par
les techniques de luttes qui s’orientent principalement sur ces stades.

Nous donnons un historique dans lequel nous rappelons les hypotheses et idées
générales qui ont permis la formulation des premiers modeles en dynamique de po-
pulation, commencant par ceux de Malthus et Verhulst. Nous rappelons ensuite un
des premiers modeles de mathématique appliquée au domaine du vivant avec celui
énoncé par Daniel Bernoulli décrivant les avantages de 'inoculation systématique
de la variole. Ensuite, des modeles plus classiques, comme ceux de Hamer (modele
de type SI) ou de Kermack & Mc Kendrick (modele de type SIR) sont donnés. Le
premier chapitre contient donc les bases nécessaires, que nous utiliserons pour la

1. du grec zbon, « animal » et nosos, « maladie », désigne les maladies infectieuses affectant
principalement les animaux, transmissibles & ’homme par les animaux et réciproquement
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formulation de nos modéles.

Nous présentons ensuite, dans le chapitre 2, I’épidémiologie du chikungunya et
de son vecteur. Nous faisons un point sur la situation et l'origine du virus, sur son
mode de transmission et décrivons le cycle de vie biologique du moustique. Nous
nous appuierons principalement sur ce deuxieme chapitre afin de dégager les hypo-
theses biologiques importantes qui nous permettrons de formuler les modeles ma-
thématiques. Au-dela du rappel historique, le but ici est de comprendre la démarche
de modélisation, les résultats qui en découlent et leur apport dans des applications
concretes.

Nous formulons donc un premier modele compartimental utilisant des équations
différentielles ordinaires et décrivant les différents stades d’évolution biologique du
moustique (ceuf/larve/nymphe/adulte), en prenant également en compte des phé-
nomenes d’auto-régulation du milieu aussi bien sur le stade ceuf que sur le stade
larve. Ce systeme est ensuite couplé a un modele de transmission du virus utilisant
les approches de type SI-SIR. Dans ce modeéle le taux d’infection du moustique vers
la population humaine est identique a celui utilisé dans [35, 66]. Néanmoins nous
montrons qu’il est possible de se ramener a un taux d’infection classique et don-
nons dans les deux cas les seuils de reproduction de la maladie. Nous proposons une
étude de ces systemes d’équations différentielles ordinaires dans le chapitre 3, travail
publié dans [67]. Nous étudions la stabilité globale des deux points stationnaires,
I’équilibre trivial et I’équilibre endémique, faisant appel dans un premier cas a la
théorie de stabilité de Lyapunov et dans un second cas a la théorie des systemes
compétitifs, toutes deux rappelées en annexes A.2-A.3.

Dans le chapitre 4, nous intégrons aux modeles formulés précédemment, diffé-
rents moyens de luttes, visant a limiter le nombre d’infection en réduisant le nombre
de contact vecteur-hote. Cela passe par la formulation d’un probléme de controle
optimal, pour lequel nous simulons différents scénarios [68]. L’étude du systeme est
donnée par application directe des résultats classiques en théorie du controle, no-
tamment le principe du maximum de Pontryagin. Les controles considérés dans ce
modele représentent la lutte anti-vectorielle, le traitement des malades et les diffé-
rentes mesures de prévention.

Dans le chapitre 5, nous présentons une tentative d’application des modeles dé-
crits dans le chapitre 4 & un probléme concret, avec des données & une grande échelle.
En effet, nous nous intéressons précisément a 1’épidémie de chikungunya observée
en 2005-2006 sur 'lle de La Réunion, pour laquelle nous possédons les données de
séroprévalence enregistrées ou estimées sur cette période et fournies par 'Institut
de Veille Sanitaire (InVS). Pour cela nous élargissons le champ d’application des
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modeles a toute 'lle grace a la formulation d’un modele de type métapopulation
dans lequel les effets des mobilités humaines et celles des moustiques sont considérés.

Dans le chapitre 6, nous formulons les modeles a retard associés aux modeles
du chapitre 4. Dans un premier temps, nous analysons 'effet du retard représen-
tant la durée du stade ceuf dans la dynamique de croissance du moustique. Nous
proposons alors une étude de la stabilité locale des équilibres dans le cas d’une ou
deux capacités d’accueil. Nous proposons ensuite un modele de transmission de la
maladie, prenant en compte le retard diu a la période nécessaire au moustique pour
devenir infecté apres une piqlire sur un hote infecté. On sait biologiquement que
c’est cette durée, passé de 7 a 2 jours par le biais d’'une mutation génétique, qui est
responsable du pic d’épidémie survenue sur l'ile de La Réunion. Le virus réussissant
a se retrouver seulement 2 jours apres avoir été ingéré. On montre alors une perte
de stabilité de ’équilibre endémique pour certaines valeurs du retard et ’apparition
d’une bifurcation de Hopf.
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Dans cette partie, nous présentons différents modeles en dynamique de popu-
lation et en épidémiologie. Nous commencgons par une approche historique de ces
modeles. L’un des premiers fut réalisé par Malthus en 1798. Il a mis en équation
I’évolution d’une population au cours du temps. Ce modele simple a servi de point
de départ a Verhulst pour développer son modele logistique. Dans un deuxieme
temps, nous verrons les modeles dits structurés en age ou plus généralement par
classe. Ces modeles considerent une partition de la population ainsi que les interac-
tions possible entre les parties. Enfin, nous aborderons les modeles SI (Susceptible,
Infecté) et SIR (Susceptible, Infecté, Retiré) qui décrivent I’évolution d’une maladie
dans une population. Dans toute cette partie nous vérifierons que ces modeles sont
bien posés et qu’ils ont un sens.

1.1 Quelques modeles en dynamique de population

1.1.1 Modeles de Malthus

Le modele initialement proposé par Malthus en 1798 dans, Essai sur le principe
de population [59], permet de décrire 1’évolution d’une population dans le temps.
L’idée du modele de Malthus est que : « si elle n’est pas freinée, une population croit
géométriquement ». Plus généralement, les modeles de Malthus servent a décrire
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I’évolution d’une certaine quantité au cours du temps en s’appuyant sur I’hypothese
suivante : la variation (ou l'accroissement) de cette quantité est proportionnelle &
elle-méme et ce coefficient de proportionnalité est constant au cours du temps.

Modeéle de Malthus discret

On s’intéresse ici a I’évolution d’une certaine quantité que 1’on suppose non nulle
et que I'on observe de fagon périodique. On note ng la période d’observation initiale
(souvent ng = 0) et pour n > ng, on note P, la quantité observée au début de la
période n. Le modele exponentiel de Malthus nous dit que la variation de la quantité
observée entre les instants n est n + 1 est proportionnelle & la quantité observée au
temps n : P,y — B, = 7} P, avec 1} le coefficient de proportionnalité. Notons que
I'on peut toujours écrire une telle relation. Il suffit de poser r} = (Pyq1 — Py)/Pn.
Mais l'information importante dans I’hypothése de Malthus est que ce coefficient
de proportionnalité est constant au cours du temps : rj; = rg pour tout n > ng.
L’évolution de la quantité observée au cours du temps est alors décrite par la suite

(Pn)n>n, définie par :

Py e R*_,'_
Yn>ng, Pup1=(1471q)P,

Ainsi, ce modele discret est décrit par une suite géométrique de raison (1 + ry)
ayant pour solution :

Yn >ng, Pp= (1 + Td)n_nopo.

De plus, si —1 < rg < 0, alors la suite (P,)p>n, décroit vers 0, si 74 = 0, la suite
(Pn)n>n, est une suite constante et si 74 > 0, la suite (F,),,>,, croit vers +oo.

Modéle de Malthus continu

On s’intéresse, maintenant, a 1’évolution dans le temps d’une quantité que 1’on
observe de fagon continue. On note naturellement t la variable de temps et P(t)
la quantité observée a l'instant t. Comme dans le cas discret, 'accroissement de la
quantité observée est supposé proportionnel a elle-méme et ce coefficient de propor-
tionnalité, noté r., est supposé également constant. En notant Py € R* la quantité
observée a l'instant initiale tg € Ry, I’évolution de la quantité observée dans le cas
d’un modeéle continue est alors décrite par le probleme de Cauchy suivant :

P'(t) = r.P(t)
P(to) = PBe Ri, re € R.

Ce modele continu est décrit par une équation différentielle linéaire dont la
solution est :
Vit > to, P(t) = Pye et
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De plus, si r. < 0, pour tout Py € R* , P décroit vers 0 : 'unique solution d’équilibre
du systeme est globalement asymptotiquement stable; si r. = 0, P est constante
égale a Py; sir. > 0, P croit vers +0o et I'unique solution d’équilibre est instable.

Remarque 1.1.1. Le passage du modéle continu au modéle discret se fait tres
simplement. En effet, on a dans le cas du modéle continu P(t) = Pye (=) Posons
t = nr, alors P(nt) = Pye’e("7=m07) = Py (&), Soit rq = €7, alors 4 ~
1+ r7 pour T petit.

Remarque 1.1.2. [ est important de voir que les taux discrets et continus sont
bien deux tauz différents. En effet, prenons l'exemple d’un tauz de natalité, si by =
0.0lan™! dans le cas discret, cela signifie qu’en moyenne il nait un enfant sur cent
personnes tous les ans. Alors que dans le cas continu avec un taux de natalité b, =
0.01, un enfant sur cent personnes nait chaque instant. Cependant, si on modélise
la méme population, les densités discrétes et continues doivent coincider sur toutes
les périodes tg + nT'. Par conséquent on doit avoir :

re =In(14ry).

Conclusion

Ce modele a 'avantage d’étre simple et donc de pouvoir se résoudre tres facile-
ment. De plus, il modélise bien le début de la croissance des bactéries par exemple.
Cependant, il ne décrit que deux types de comportements, I’extinction ou ’explo-
sion des populations. Dans le cas ou le taux de croissance est positif, ce modele
s’avere mauvais pour prédire ’évolution a long terme, puisqu’il suppose des res-
sources infinies et qu’aucun phénomene de régulation n’intervient. En effet, une des
limites de ce modele vient du fait que cela suppose des ressources infinies puisque la
population, si elle est viable et non constante, croit infiniment sans qu’aucun phé-
nomene de régulation n’intervienne. C’est pour palier a ce probleme de divergence
que Verhulst propose son modele logistique.

1.1.2 Le modéle de Verhulst
Présentation du modéle

Le modele de Verhulst, dit modele logistique, est un modele alternatif a celui
de Malthus proposé en 1838, pour introduire en particulier un processus d’auto-
régulation de la quantité observée ou encore de compétition intra-spécifique. Il prend
ainsi en compte des phénomenes de densité-dépendance (pour la nourriture ou le
territoire, régulant ainsi la quantité observée lorsque celle-ci devient trop impor-
tante).

Dans ce modele, la dynamique de croissance de la quantité observée P est toujours
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proportionnelle a P, néanmoins le coefficient de proportionnalité n’est plus constant
et dépend linéairement de P. Il s’écrit donc :

P'(t) = R(P)P(t)
{P(to) = P (1.1)

P
WR(P)=1r(1- >
on R(P)=r e

Ce modele continu de Verhulst admet une unique solution maximale définie sur

un intervalle T,
Py exp(rt)

P(t) = vt > 0. (1.2)

P
1-— ?O + Py exp(rt)
De plus,
- Si0< Py < K, alors Vt > tg P’(t)>0ettlig1 N(t)=K,;
—T00
- Si Py = K, alors Vt >ty P(t) = Py;
Si K < Py, alors Vt > tg P’(t)<Oettli£rn N(t) = K;
—+0o0

Lorsque K — +o00 on retrouve le modele de Malthus.
— Dans le cas ou P désigne une population alors :

i. Si R(P) > 0 i.e. P < K, il y a croissance et l’environnement peut
accueillir de nouveaux individus.

ii. Si R(P) < 0 i.e. P > K, l'environnement ne peut plus accueillir de
nouveaux individus, il y a décroissance.

Le systeme (1.1) possede les deux points d’équilibre P, = 0 qui est instable et
P, = K qui est localement stable.

Conclusion

Ainsi, quelle que soit la condition initiale, on a toujours tli+m P=K. Illya
—+00

donc bien autorégulation de la population, dont effectif (respectivement la densité
ou la biomasse) ne peut pas dépasser la capacité d’accueil du milieu, c’est-a-dire la
valeur K.

1.1.3 Les modeles structurés par classe

Contrairement aux modeles précédents, ol on s’intéressait a une évolution glo-
bale de la population, ici nous allons regarder la dynamique interne de celle-ci et
I'influence du milieu extérieur. Ce modele va nous permettre de décrire les interac-
tions entre les étres vivants d’une méme espece. Il prendra en compte les interactions
de cette population avec leur milieu extérieur. On ne traitera ici que le cas des mo-
deles structurés en age.
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Modeles continus en temps, discrets en phase

Considérons I’évolution d’une population sur l'intervalle I = R,. Celle-ci est
représentée par N(t) = (Ni(t), ..., N ().
On se place a une date t € I : I'accroissement de NN; entre t et t + dt est di :

— aux individus vivant & la date ¢ dans une phase j # ¢, qui passent dans la
phase i a la date t + dt. On note s;;(t) le taux associé. La contribution des
individus de la phase j a l'accroissement de la phase i pendant l'intervalle
[t,t 4 dt] est alors s;;(t)N;(t)dt;

— aux individus qui naissent dans la classe ¢ a la date t 4+ dt d’un parent vivant
dans une classe j & I'instant ¢. Le taux correspondant est b;;(t);

— aux individus étant dans I’état i en ¢ et qui sont morts en ¢ + dt. Leur contri-
bution s’écrit donc —d;(t)N;(t)dt.

On obtient par conséquent :

, dN;(t) e "
V0 <i < m, sl ;#'Siij (t) + ; bijN;(t) — di(t)Ni(t).
j=1,j#i =

Ce qui s’écrit de maniere matricielle :

dN

—(t) = A(t)N (¢t

N 1) = awx )
bin —di si2+biz siz+biz ... S1m + bim
So1 +ba1 bap—da  S23+Dbaz ... Som + bam

ou A(t) = S39 + b3a b33 —ds ... . Si on

. . S(m—1)m + b(mfl)m
_5m1+bm1 Sm2 + bma b — dm, i
impose une condition initiale N(0) = Ny, et si on suppose A constante, alors le
probléeme de Cauchy :

AN (t)
g ANW (1.3)
N(0) = Ny

possede une unique solution donnée par,

Vte I, N(t)=exp(tA)N. (1.4)
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1.2 Modele de transmission de maladie

L’épidémiologie est ’étude de la distribution des maladies chez 'homme et des
facteurs qui les influencent. Autrement dit, c’est I’étude des épidémies et des fac-
teurs qui pourraient les causer. Elle vise & la compréhension des causes des maladies
et a 'amélioration de leur traitement et moyens de prévention. L’apport des ma-
thématiques se fait alors dans un premier temps par le biais de la modélisation.
Cette étape de modélisation mathématique de 1’épidémiologie des maladies trans-
missibles constitue un véritable outil de santé publique. Elle permet de mettre a
I’épreuve, sans perte de temps ni frais, les mesures de lutte qui sont envisagées :
mesures préventives, isolement de malades, traitements, vaccinations,... Le modele
n’est néanmoins pas la réalité et n’est pas supposé la reproduire en totalité. Il doit
reproduire au mieux les caractéristiques du phénomene étudié en fonction des ob-
jectifs fixés pour le cadre de I’étude. La modélisation consiste alors a appliquer des
outils mathématiques a un fragment de réalité. C’est transformer un besoin en équa-
tions, en essayant un maximum de rendre compte des contraintes relevées. L’étape
de modélisation s’avere étre la plus délicate, la plus longue et souvent la plus pé-
rilleuse. En effet, il faut réussir & bien comprendre le probleme réel pour tenter de
proposer un modele adapté. La premiere tentative proposée ne répond que tres ra-
rement aux attentes, s’en suit alors plusieurs modifications, jusqu’a parvenir & un
modele qui regroupe et traduit un maximum de contraintes que le phénomene réel
doit observer. Si cette étape est négligée ou omise, si les contraintes ne sont pas bien
posées, on aboutit alors a une formulation mathématique qui ne correspond pas au
probléme. La résolution du probléeme mathématique fourni alors une solution non
adaptée au probleme concret. Enfin, si le probleme est bien posé, I'étape suivante
consiste alors a résoudre ce probléeme, c’est-a-dire a analyser le modele dans le but
de comprendre, de prédire et d’agir.

1.2.1 Premier modele mathématique en épidémiologie : Daniel
Bernoulli

On ne présente plus les membres de la famille Bernoulli, qui au 17éme siecle
ont formé une véritable dynastie de mathématiciens et physiciens. Daniel Bernoulli
(1700-1782) est I'un des trois membres les plus importants de cette famille, fils du
médecin et mathématicien Jean Bernoulli (1667-1748) et neveu de Jacques Bernoulli
(1654-1705) connu pour ses travaux en probabilité.

La modélisation en épidémiologie est née le 30 Avril 1760, dans un mémoire de
I’Académie des Sciences de Paris. D. Bernoulli y présente un modele et ses calculs
concernant ’épidémie de variole, sévissant a 1’époque, et appelée « petite vérole »,
donnant ainsi naissance a ce qu’on appelle aujourd’hui les « bio-mathématiques ».
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Présentation du modéle

L’étude de Bernoulli a pour but de savoir si I'inoculation de la maladie présente
plus d’avantages que de risques pour la population sujette a cette épidémie. Pour
rappel, la petite vérole est une maladie infectieuse d’origine virale, tres contagieuse
et épidémique. La variole était un fléau redoutable et redouté. Elle tuait un malade
sur cinq (chez les adultes, pres d’un malade sur trois). Quand elle ne tuait pas, elle
laissait souvent un visage grélé, défiguré a vie. Elle est toujours restée hors de portée
d’un traitement efficace. Des le X1° siecle, les chinois pratiquaient la variolisation :
il s’agissait d’inoculer une forme, que 1’on espérait peu virulente de la maladie, par
scarification avec le contenu de la substance suppurant des vésicules d’un malade.
Le résultat était cependant risqué, le taux de mortalité pouvait atteindre 1 a 2 %.
La technique fut alors importée en occident au début du Xviie siecle, par Lady
Mary Wortley Montagu, femme de ’'ambassadeur de Grande Bretagne en Turquie.

La variole n’est heureusement plus qu’un mauvais souvenir puisque cette ma-
ladie a fait 'objet de la premiere éradication volontaire controlée par I’homme. Sa
« disparition » officielle remonte & 1977 (dernier cas reporté de variole naturelle).
Elle a été rendue possible par les actions conjuguées de la vaccination antivariolique
et du programme de dépistage conduit par 'OMS depuis 1967.

Bernoulli démontre devant 1’Académie des Sciences que la généralisation de la
variolisation, importée d’Orient, dans la lutte contre la variole, malgré les dangers
qu’elle présentait, ferait passer ’espérance de vie de 26 ans et 7 mois a 29 ans et 9
mois. Son raisonnement est inattaquable, ses calculs sont construits a 1’épreuve du
temps, son modele, car c’en est un, est bon. Il aurait dii convaincre. Pour cela, il
aurait suffit que ses interlocuteurs sachent ce qu’est un modele mathématique.

Nous détaillons dans la suite les différentes étapes qui lui ont permis de construire
son modele. Celles-ci sont tirées de [12] et les informations complémentaires et détails
de calculs sont disponibles dans [1].

D. Bernoulli adopte les hypotheses suivantes :

— un individu infecté pour la premiere fois par la variole a une probabilité p de
mourir et une probabilité 1 — p de survivre, et cela, indépendamment de son
age;

— un individu a une probabilité ¢ d’étre infecté dans ’année, et cela indépen-
damment de son age (i.e. la probabilité qu'un individu soit infecté pendant le
petit intervalle de temps dx entre I’age x et I'age = + dx est ¢.dx);

— lorsqu’un individu survit apres avoir été infecté par la variole, il est immunisé
pour le reste de sa vie.

Notons alors m(x) la mortalité naturelle a I’age x, alors la probabilité quun
individu meurt dans un petit intervalle de temps dx entre ’age = et ’age x + dx est
m(z).dz. Considérant un groupe de Py individus nés la méme année, notons :

— S(z) le nombre d’individus qui sont encore en vie & I’dge = sans avoir été

11
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infecté (et qui sont donc encore susceptibles de 1’étre) ;

— R(x) le nombre d’individus qui sont encore en vie a I’age = et immunisés.

— P(z) = S(x)+ R(z) le nombre total d’individus qui sont encore en vie a 1’age
x.

La naissance correspond a x = 0, donc S(0) = P(0) = Fy. Daniel Bernoulli
écrit alors qu’entre ’age z et 'dge x + dx (avec dx infiniment petit), chaque indi-
vidu n’ayant jamais été infecté, a une probabilité gq.dx d’attraper la variole et une
probabilité m(z).dz de mourir d’une autre cause. Donc la variation du nombre d’in-

dividus non encore infectés est dS(x) = —qS(z).dx — m(x)S(z).dz, d’ou I'équation
différentielle,

as

e —qS(xz) —m(z)S(x). (1.5)

Pendant le méme petit intervalle de temps, le nombre d’individus qui meurent
de la variole est pgS(x).dx et le nombre d’individus qui survivent en devenant im-
munisés est (1 —p)gS(z).dz. De plus, il y a m(x)R(z) individus déja immunisés qui
meurent naturellement, ce qui conduit a une seconde équation différentielle

dR

= q(1 —p)S(z) — m(z)R(z). (1.6)

On obtient alors, en additionnant les deux équations,

Z—i = —pgS — m(x)P(x). (1.7)

A partir des équations (1.5) et (1.7), Bernouilli peut montrer que la fraction d’in-
dividus qui a I’age x est encore susceptible d’attraper la variole est,
S(x) 1

Plx) ~ (L —p)e +p (1.8)

Etude du modéle

Pour trouver la formule (1.8), Bernoulli a recours & une petite astuce qui consiste
a éliminer m(x) entre les équations (1.5) et (1.7) :

M) =4 gy TP T P

Il en déduit alors la relation,

1dS S dpP S S\
Pdr P2 dx p TP
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S
ot le membre de droite est la dérivée de f(x) = P((:U)) qui est la proportion d’indi-
x
vidus non infectés parmi les survivants d’age x. Donc
df 2
— = — . 1.9
o = af trpaf (1.9)

La solution de ce type d’équation est déja connue a 1’époque, grace notamment
a Jacques Bernoulli. Posons g(z) = 1/f(z), on voit que dg/dx = qg — pq et que
g(0) = 1/f(0) = 1. On pose alors h(z) = g(x) — p, de sorte que dh/dx = qh. Ainsi
h(z) = h(0)e? = (1 — p)e?. Finalement, g(z) = (1 — p)e? + p et f(x) =1/g(z).

Pour illustrer sa théorie, Bernoulli utilise la table de mortalité de Halley (1656-
1742) construite pour la ville de Breslau (1693). Dans cette table est répertorié
le nombre de survivants au début de 'année = (x = 1,2, ...) d’une cohorte de 1238
individus nés I'année 0. Bernoulli pense cependant, comme la plupart de ses contem-
porains, que les nombres indiqués par Halley sont les survivants atteignant I’age =z,
c’est-a-dire P(z) dans son modele. A cause de cette petite confusion (larticle de
Halley n’est en effet pas tres explicite), Bernoulli remplace le nombre 1238 par 1300
pour obtenir une mortalité réaliste pour la premiere année de vie. Les valeurs de
parametre choisies par Bernoulli sont :

— la probabilité de mourir de la variole p = 1/8;

— la probabilité annuelle d’attraper la variole ¢ = 1/8. Cette probabilité ne peut
étre estimée directement, Bernoulli choisit donc ¢ de sorte que le total des
morts di a la variole représente 1/13 de tous les morts, ce qui correspond a
la proportion alors constatée dans plusieurs villes d’Europe.

Avec la formule (1.8) et les valeurs de P(z) données dans le tableau de Halley,
on peut calculer le nombre d’individus S(z) encore vivants a I'dge = sans avoir
été infectés. On détermine alors facilement le nombre d’individus encore vivants a
l’age = qui ont eu la variole et qui ont survécu : R(z) = P(z) — S(x). Enfin, on
détermine pour chaque adge = le nombre de morts diis a la variole entre 1’age x et
I’dge = + 1. En théorie, ca devrait étre 'intégrale pq f;ﬂ S(t)dt mais la formule
pq(S(x)+ S(xz+1))/2 est une bonne approximation (formule du trapeze). Au total,
il en déduit que sur les 1300 nouveau-nés, 101 sont destinés a mourir de la variole,
ce qui fait 1/13 comme escompté.

Bernoulli, considere ensuite le cas ou la variole serait inoculée de maniere inof-
fensive a toute la population des la naissance. La variole serait alors éradiquée et
la question qui se pose est de savoir quel serait le gain en espérance de vie. Ainsi,
partant du méme nombre Py & la naissance et en notant P*(x) le nombre d’individus
encore vivants a I’age x en ’absence de variole, on a,

dp* .

13
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En utilisant I’équation (1.7), Bernoulli montre que,

P(x)

P*(x) = T pipee

(1.11)
En particulier le rapport P(z)/P*(z) tend vers 1 — p pour des grandes valeurs de
x. Une maniere de comparer P(z) et P*(z) est d’estimer l'espérance de vie a la
naissance, dont I’expression théorique est,

E(P) = ;0 /000 P(x)dz

avec la variole, et une expression similaire avec P*(z) a la place de P(x) en ’absence
de variole. Bernoulli utilise 'expression approchée (3 P(0) + P(1) + P(2) + ...)/ P,
qui est celle donnée par la méthode du trapeze. Il trouve finalement que I'espérance
de vie E avec la variole est de 26 ans et 7 mois. Sans la variole, il obtient une
espérance de vie E* de 29 ans et 8 mois. L’inoculation a la naissance permettrait
de gagner plus de 3 ans d’espérance de vie.

Bien sur, I'inoculation avec une souche peu virulente de la variole, n’est pas
complétement sans risque. Si p’ est la probabilité de mourir de la variole lors de
I'inoculation (p’ < p), alors I'espérance de vie dans le cas ol tous les enfants sont
inoculés a la naissance devient (1 — p') E*. Celle-ci ne reste supérieure & I'espérance
de vie « naturelle » E que si p’ < 1— E/E*, soit environ 11%. Bien qu’il n’y ait pas
de données précises disponibles & ’époque, Bernoulli estime que le risque p’ est en
fait inférieur a 1%.

1.2.2 Modele déterministe simple de Hamer : modele SI
Présentation du modele

En 1906 apparait le premier modele dynamique de W. H. Hamer. C’est un
modele épidémique simple ot I’on considere que la population étudiée N peut étre
décomposée en deux catégories :

— les individus susceptibles d’étre infectés (.5);

— les individus infectés (I).

L’infection se propage par contact direct d’un des S susceptibles avec un des [
infectés (ou contagieux). Donc, il y a d’autant plus de nouveaux cas, qu'il y a plus
de susceptibles S et plus d’infectés I pour les contaminer, avec un facteur o de
proportionnalité (aussi appelé taux d’infection). Un individu, lorsqu’il est infecté,
devient infectieux et le reste jusqu’a la fin de sa vie.

Cette hypothese est raisonnable pour beaucoup de maladies dans les premieres
étapes de I'infection. On suppose que la population est fermée, i.e. pour tout t € R™ :

S+I=N
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ou N est constant et correspond a la taille de la population totale.
Le modele de Hamer est alors décrit par le systeme différentiel suivant :

d*;(t) = —f(S(t),1(t))
E(t) = f(S(t),I(t))

ou f(S,I) est l'incidence de la maladie, i.e. le taux avec lequel I'infection se produit.

Etude du modele

Il est clair que f est une fonction croissante de S et I, et le modele le plus simple
est le cas ol :
f(S,I)=pBSI
dans lequel § exprime a la fois que tous les contacts possibles n’ont pas nécessai-
rement lieu, et que ceux-ci ne sont pas toujours a l'origine d’un nouveau cas (un
contact n’entrainant pas forcément une contamination). La figure 1.1 montre le
diagramme de transmission de la maladie.

B
| Susceptible ——>| Infecté \

FIGURE 1.1: Diagramme de transmission du modele SI.

On a alors :
d
d—f =—-BS51
dl (1.12)
— =481
dt ps
Alors, comme N =S+ 1 on a :
dsS
© — BS(N - 5))
1.13)
dl (
pri BI(N —1)

ou l'on reconnait des équations différentielles de type logistique, initialement intro-
duite par Verhulst pour décrire un modele d’évolution de population. Par simple

15
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intégration on obtient :

I N
14+ (N —1)eNot

avec y(0) =1

qui correspond au nombre total de cas, est représenté par une sigmoide appelée
courbe d’intensité aussi appelée courbe épidémique.

Ce modele, trop simpliste, ne correspond en fait jamais a la réalité en épidémio-
logie.

1.2.3 Modele déterministe général de Kermack & MC Kendrick :
modele SIR

Au début du xx° siecle, W.O. Kermack (médecin de santé publique) et A.G. Mc
Kendrick (biochimiste) publient un modele simple de la propagation des épidémies
par contact direct. Ils ont, a ’époque, confronté leur modele avec les données réelles
de la diffusion de la peste de Bombay entre 1905 et 1906. Ils partagent la population
en trois groupes, les S susceptibles, les I infectés et les R retirés, leur modele ne
contient que deux parametres : 8 le taux d’infection et v le taux de retrait, dont les
valeurs sont déterminées a partir des données observées. La taille de la population
totale est supposée constante :

N = S(t) +I(t) + R(t)

La figure 1.2 représente alors cette situation. Le modele de Kermack-Kendrick se

B Y
I Susceptible %—»I Infecté %—»I Retiré |

FIGURE 1.2: Diagramme de transmission du modele SIR.

formule alors par le systeme différentiel suivant :
§'(t) = —BI(HS(2)
I'(t) = BI()S() — 71(2) (1.14)
R(t) = ~1(t)

La variation du nombre de sujets infectés I tient compte de deux termes. Le pre-
mier est identique a celui du modele de Hamer et le second pourrait faire 1’objet
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de plusieurs options. L’hypothese généralement retenue est que, dans l'intervalle de
temps dt, une proportion fixe de sujets cesse d’étre considérée comme « infectée ».
Cette proportion concerne en principe des sujets guéris et immunisés, ou bien iso-
lés, ou encore décédés, en tout état de cause sortis du processus d’infection. Cette
proportion désignée par le parametre v peut étre nulle et ’on est ramené au cas du
modele simple de Hamer. Il peut également étre égal a 1, auquel cas tous les infectés
sont sortis du processus durant 'intervalle de temps dt. Généralement, le taux de
sortie v prend une valeur intermédiaire.

Etude du modéle

Le modele précédent est appelé modele déterministe général, son étude permet
d’établir le « théoréme du seuil ». Le systéme (1.14) est muni de la condition initiale
S(0) = So, I(0) = Iy, R(0) = 0 et telle que Iy ~ 0 ainsi Sy ~ N. Cela revient a
considérer une population de susceptibles dans laquelle on introduit un petit nombre
d’infectieux. On montre que le cone positif,

RY ={(S,I,R)eR* | S$>0,I>0,R>0}

est positivement invariant pour le systeéme (1.14). Puisque N = constante = S(t) +
I(t) + R(t) 'étude du systeme (1.14) se réduit donc a I’étude de,

S'(t) = —pI(t)S(1)

1.15
I'(t) = BIDS(E) ~ 1) —
considéré sur I’ensemble suivant
A={0<S<NOZI<N |0<S+I<N}
En divisant la deuxiéme équation du systeme (1.15) par v, on a
It t
I _BsS@ (1.16)

YI(1) v

5t

Alors, pour > 1, chaque individu infecté contaminera plus d’un individu

susceptible, et la maladie se propagera a un nombre toujours grandissant d’indi-
vidus. Il en sera ainsi jusqu'a ce que le nombre de susceptibles, S(t), soit tel que

B5()

< 1. Le rapport é peut alors s’interpréter comme le nombre de contacts pou-

~
vant transmettre la maladie par les individus infectés tout au long de leur période de
contagion. D’ol1, en multipliant par la fraction des individus susceptibles a chaque
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instant on obtient le nombre de nouveaux infectés causés par un seul individu conta-
gieux. L’équation (1.16) met donc en évidence I'importance des conditions initiales

R . . 0 . . s
dans ce genre de modeles, puisque, si — > 1, il y aura forcément une épidémie

. S o e . .
alors que dans le cas contraire, & < 1, seuls quelques individus seront infectés
Y
avant que la propagation de la maladie ne s’arréte d’elle-méme.
Posons Ry = —.

Ce seuil Ry estfyappelé taux de reproduction de base et correspond au nombre de
cas secondaires produits par un individu infectieux moyen au cours de sa période
d’infectiosité, dans une population entierement constituée de susceptibles.

Dans le cas ou Ry > 1, bien que le systéme (1.14) ne puisse étre résolu explici-
tement, on a les propriétés suivantes :

1. S et I admettent des limites en +o0o. En effet, on sait que S'(t) = —8I(t)S(t) <
0 donc S est une fonction décroissante, de plus S(t) > 0 d’ou S(c0) > 0. De
méme, en raisonnant sur R, qui est croissante et majorée par IN, on obtient
R(00) > 0 et on en déduit le résultat sur I(co) = N — S(o0) — R(00)

2. 81 S) > 0et Iy > 0alors 0 < S(c0) < Sy et I(oo) = 0. En effet, supposons
que Sp > 0, Ip > 0 et Ry = 0 (sans perte de généralité, sinon il suffit de poser
N = N — Rp). On a d’une part, pour tout ¢ > 0, S(t) > 0, I(t) >0, R(t) >0

et is 3
> __Fg
dR v
d’on 5 5
S(R) = Spe 71 > Spe™ 7N >0,
donc 0 < S(o0) < Sp. D’autre part, tlim S'(t) = —BS(00)I(0) existe. En
—00

outre, lim S’'(t) = 0. Sinon si lim S'(t) = a < 0 alors il existe T > 0 tel que
t—r00 t—ro0

a
pour tout t > T, S'(t) < 57 0na alors,

25
S(t) < So+= <0 pourt>——2
2 o
ce qui contredit le fait que S(¢) > 0 pour tout ¢t > 0. Donc S(00)I(c0) =0 et

comme S(o0) > 0 alors I(co) = 0.

3. La taille finale de I’épidémie est donnée par
R(o0) =N — S(c0)

4. On a,
dl v

s~ T as



1.2. Modéle de transmission de maladie

on obtient alors par intégration,

I:—S+%MS+C

ou C est une constante. D’ou,

Y Y
I+S—=-InS=C=N--=-InN
B B

La taille maximale de 1’épidémie, i.e. L4, vaut alors,

Law=—2+ImI=N_TmN

BB B B
puisque S = % en Inaq.

Contrairement au systeme (1.12), on ne sait pas intégrer (1.14). Le probleme
parait pourtant tout aussi simple comparé a la plupart des modeéles rencontrés en
épidémiologie.
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2.1 Situation épidemique

2.1.1 Les arbovirus

Le virus du chikungunya a été isolé pour la premiere fois en 1953 suite a 1’épi-
démie survenue sur le Plateau Makondé en Tanganyika (actuelle Tanzanie) (Figure
2.1),[79, 57]. Le nom de cette zoonose (du grec zoon, « animal » et nosos, « ma-
ladie »), dérive du dialecte bantoue parlé sur le Plateau Makondé et signifie : qui
se recourbe, qui se recroqueville. C’est une infection naturellement transmissible de
I’animal a ’homme et vice versa. Le terme chikungunya se traduit en francais par «
maladie qui brise les os » ou « maladie de I’homme courbé » car elle occasionne de
trés fortes douleurs articulaires associées a une raideur, ce qui donne aux patients
infectés une attitude courbée tres caractéristique.

Le virus chikungunya est un arbovirus (arthropode-borne-virus, i.e. virus porté
par les arthropodes) dont les principaux vecteurs sont les moustiques Aedes albopic-
tus (Figure 2.8) [44] et Aedes aegypti [20]. Ce dernier est également connu comme
vecteur principal de la Dengue.
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FIGURE 2.1: Plateau Makonde (en noir), qui correspond a l’actuelle Tanzanie. Lieu
ou a été identifié pour la premiere fois le virus chikungunya en 1952-1953. source
[79, 57].

Les arboviroses (maladie d’origine virale transmise par des insectes) sont des af-
fections surtout tropicales transmises par des arthropodes hématophages. Les arbo-
viroses regroupent des maladies différentes quant a leur symptomatologie et surtout
leur épidémiologie. On en connait aujourd’hui 500, dont une centaine détermine des
manifestations cliniques chez I'homme [19]. Ce sont toutes des zoonoses et quel-
quefois des anthropozoonoses (du grec anthropos, « homme », zéon, « animal » et
nosos, « maladie »).

Notons que le qualificatif d’arbovirus concerne les virus capables de se multi-
plier chez les arthropodes. Cette propriété correspond a la notion de transmission
biologique, par opposition a la transmission « mécanique » sans multiplication du
virus [90].
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FIGURE 2.2: Déces causés par des arboviroses. source : (©World Health Organisa-
tion/ Organisation mondiale de la santé 2005

2.1.2 Bilan épidémique du chikungunya

Plusieurs épidémies de chikungunya ont été recensées depuis l'identification de ce
virus. D’apres [17], plusieurs épidémies survenues avant 1953 pourraient également
étre dues au virus chikungunya, telles que celles du Caire, de Batavia-Jakarta (1779),
de Zanzibar (1823 et 1870) ou d’Inde (1823, 1824-1825 et 1871-1872)... Depuis
Iidentification du virus on recense également d’autres épidémies telles qu’en Inde
(1964) [18], au Vietnam (1975) et en Indonésie (1973 et 1982) [58]. Dans certains
de ces pays, la maladie et le virus ont acquis un caractére endémique (Figure 2.3).

Plus récemment et apres une période d’accalmie de pres de 20 ans, plusieurs épi-
démies ont été observées dans 1’Océan Indien, notamment a I'ille Maurice, Mayotte
ou encore l'lle de La Réunion avec un pic d’épidémies début 2006, et un bilan tres
lourd puisque plus d’un tiers de la population totale de I'lle a été infectée. Pour la
premiere fois dans une zone non tropicale, en Italie, 254 cas autochtones de chikun-
gunya ont été recensés. Cette épidémie, causée par l'arrivée d’un seul cas importé
en juillet 2007, atteste de la réalité du risque de transmission vectorielle du virus du
chikungunya dans certaines zones d’Europe du sud. Les différentes vagues identifiées
sont représentées sur (Figure 2.4).
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FI1GURE 2.3: Distribution du chikungunya dans les pays ot la maladie est endémique
(en brun sur la carte). (©Biogents AG.

FIGURE 2.4: Evolution en Afrique et Asie des épidémies de chikungunya.
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ZSource: Schaffner ef

FIGURE 2.5: Répartition par pays d’Aedes albopictus dans le monde. Pays ou il est
établi en orange. Pays o il a été observé en rayé. (©)Biogents AG.

2.2 Le vecteur de la maladie

2.2.1 Les moustiques du genre Aedes

Le virus du chikungunya est principalement transmis par les moustiques Aedes
aegypti et plus récemment par le moustique Aedes albopictus. Contrairement au
moustique Aedes aegepty, I’ Aedes albopictus est doté d’une tres grande capacité
d’adaptation aux conditions climatiques des zones non tropicales. En effet, il s’adapte
en réalisant une diapause hivernale, i.e. période pendant laquelle sa croissance est
ralentie, afin de mieux supporter les saisons froides. C’est d’ailleurs ce dernier qui
est responsable des récentes épidémies de 'ile de La Réunion (2005-2006) et d’Ita-
lie (2007). Le moustique-tigre (Aedes albopictus) est une espeéce originaire d’Asie du
Sud-Est et de I’Océan Indien. C’est son corps noir tigré de blanc (Figure 2.8), qui
lui a donné son nom.

Depuis quelques décennies, il est en forte expansion a travers le monde, méme
en zones non-tropicale. On le trouve par exemple ponctuellement dans certains
pays d’Europe méditerranéenne [94] et il aurait été repéré quelque fois en Suisse et
en Belgique. En France, aprés quelques tentatives éradiquées d’installation sur des
zones de stockage de vieux pneus, il a réussi depuis 2005, a s’établir durablement
sur la cote des Alpes maritimes, comme le montre la Figure 2.5. En zone tropicale,
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Changement d’un acide aminé
en E1-226 (Ala—>Val)

FIGURE 2.6: Structure du virus chikungunya, source : [83].

il peut inoculer une trentaine de virus, propageant le virus du chikungunya, le virus
du Nil occidental, I’encéphalite de Saint Louis et parfois la Dengue. En Europe, en
I’absence de virus pathogene transmissible, il est inoffensif.

C’est un moustique anthropophile dont la femelle pique plutoét le jour, avec une
petite prédilection pour 'aube et le crépuscule. Cette femelle, une fois fécondée
pique les mammiferes ou les oiseaux pour absorber du sang dans lequel elle puisera
les protéines nécessaires a sa progéniture. La transmission du virus par ce moustique
tres agressif, et responsable des récentes épidémies, a été facilitée par une mutation
génétique de 'un des génotypes d’Afrique Centrale, de I'Est et du Sud. Initiale-
ment, Aedes albopictus avait une capacité vectorielle relativement limitée pour le
chikungunya, mais des chercheurs de l'institut Pasteur ont montré dans une étude
publiée dans PLoS Medicine [83] que grace & une mutation génétique de la protéine
E1 subie (Figure 2.6), il posséde désormais une capacité vectorielle trés importante
pour ce virus muté.

En effet la position d’une des signatures moléculaires sur la protéine E1 qu’on ne
trouve pas au début de I’épidémie, est devenue prédominante & partir de septembre
2005 dans les souches réunionnaises, précédent donc de peu I'explosion de I’épidémie.
La position de la mutation génétique « E1 226 » est impliquée dans ’attachement
du virus aux membranes cellulaires du moustique et est connue pour influencer la
multiplication du virus chez le moustique vecteur. Cela se traduit par un passage
tres rapide de la barriere intestinale et une présence dans les glandes salivaires
du moustique seulement 48 heures apres l'ingestion du virus alors qu’initialement la
durée du cycle extrinseque était de 5 a 7 jours. Cette mutation génétique expliquerait
le pic d’épidémie soudain survenu fin 2006 (Figure 2.7).
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FI1GURE 2.7: Courbe épidémique du chikungunya représentant le nombre d’infections
recensé ou estimé par semaine, ile de La Réunion, 2005-2006, source : CIRE, La
Réunion-Mayotte.

2.2.2 Cycle de vie du moustique

Il existe 3 modes de développement différents chez les insectes :

— amétaboles : dépourvu d’ailes et ne subissant aucune métamorphose;

— hétérométaboles : a métamorphose incomplete, seuls les stades larvaires existent,

— holométaboles : a métamorphose complete, ils présentent 3 stades de déve-

loppement aux cours desquels la morphologie et le comportement de l'insecte

changent : le stade larvaire, le stade nymphal et le stade adulte.
Les moustiques sont des insectes holométaboles, la larve ne ressemble pas a 'adulte
et il existe une étape intermédiaire que 1’on appelle la « nymphose ». Le cycle de
vie du moustique comporte 4 étapes [2] (Figure 2.9) : la phase embryonnaire, la
phase larvaire, la phase nymphale et la phase adulte. Les trois premieres phases
nécessitent la présence d’eau pour se développer alors que la derniére a besoin d’air
(voir Figures 2.8-2.9).

La femelle est fécondée par le male une seule fois dans sa vie. Elle a besoin d’un
repas de sang pour la maturation de ses ceufs. Quand elle pique, elle peut absorber
I’équivalent de son poids. Elle pond, 3 jours apres son repas de sang, entre 100 et
400 ceufs a la surface de ’eau accumulée dans des contenants naturels (trou dans la
pierre, coquilles vides, flaques, trous d’arbre) ou créés par I'homme (pneus, boites,
sacs plastique, citernes, vases).

1. Phase aquatique
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FI1GURE 2.8: Les 4 stades du cycle de développement du moustique : ceufs, larves,
nymphes et adultes. Source : Service de Lutte-Anti-Vectorielle - D.R.A.S.S. de LA
REUNION.

. air

FI1GURE 2.9: Schématisation du cycle de développement du moustique. (©2009, Aca-
démie de La Réunion.

— les ceufs ont besoin de 48 & 72 heures pour devenir matures si toutes les
conditions sont réunies (i.e en présence d’eau, de conditions climatiques fa-
vorables, de nourriture...) mais ils peuvent aussi attendre ces bonnes condi-
tions plusieurs semaines. En effet, ceux-ci peuvent attendre jusqu’a deux ans
si les conditions d’hydratation ne sont pas suffisantes pour le développement
de la larve. C’est un phénomene que l'on appelle la diapause, i.e. période
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pendant laquelle ’ceuf diminue I'intensité de ses activités métaboliques. La
diapause peut étre déclenchée par un événement extérieur ou encore par
des variations de l’environnement. Les ceufs peuvent, par exemple, passer
I’hiver sans avoir besoin de trouver de nourriture et reprendre une activité
quand la mauvaise saison est définitivement terminée. Enfin, une partie des
ceufs ne va jamais éclore.

— les larves (période de croissance). Apres éclosion les larves viennent respirer
a la surface, et peuvent, en cas de danger, nager pour se réfugier au fond
des gites de ponte. Elles se nourrissent des particules végétales flottant a
la surface de 'eau, certaines mangent d’autres larves. En effet, il a été ob-
servé (Figure 2.10), que les larves, carnassieres et affamées, peuvent manger
les larves les plus jeunes. Ainsi, un trop grand nombre de larves dans une
région et le manque de nourriture entraineront une diminution du nombre
de jeunes arrivées. Les larves ont une croissance discontinue et subissent 4

FIGURE 2.10: Cannibalisme chez les larves Aedes albopictus. ©U.S. Centers for
Disease Control and Prevention.

mues, (2 & 12 mm) (Figure 2.9 ). De la derniére sort une nymphe. Cette
période dure 6 a 8 jours.

— la nymphe : les transformations qui permettent au moustique de passer
du milieu aquatique au milieu terrestre se poursuivent chez la nymphe par
I’élaboration d’un systeme totalement nouveau. Pendant cette transition, la
nymphose, la larve ne s’alimente plus. Elle se transforme en une sorte d’étui
dans lequel un processus de réorganisation interne des organes se met en
place, aboutissant a I’émergence de 'insecte : c’est la métamorphose.

2. Phase aérienne : ’adulte
Au moment de I’émergence, 'adulte se gonfle d’air et s’extrait a la surface
de I'eau. La croissance est terminée. Pendant les premiers jours de leur exis-
tence, les adultes maéles et femelles sont au repos dans des lieux abrités. Leur
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premier repas, pris le plus souvent au crépuscule, est composé de nectar. La
fécondation a lieu peu apres I'envol. Seules les femelles sont hématophages,
c’est-a-dire qu’a un stade de leur développement elles se nourrissent par in-
gestion de sang. Elle prend un repas sanguin, riche en protéines, qui permet
la maturation de ses ovaires. Une fois gorgée de sang, la femelle se réfugie
dans un abri jusqu’au développement complet des ceufs, puis elle recherche un
endroit favorable pour pondre. Elle pond ses ceufs puis se nourrit & nouveau
et le cycle recommence. La femelle pond ses ceufs, de mai a novembre, sur
des surfaces seches a proximité immédiate de petites zones d’eau, dans des
réceptacles tres variés. Les ceufs éclosent généralement en avril, lorsqu’ils sont
en contact avec ’eau et que la température est printaniere. Puis les larves et
nymphes se développent dans I’eau. Au bout de 7 jours, le moustique apparait.
Sa durée de vie est de 15 jours a deux mois.

2.3 Le cycle du chikungunya

Les arbovirus sont des virus habituellement transmis de vertébré a vertébré, par
un arthropode hématophage, qui en constitue le vecteur biologique. Parmi plus de
950 especes de moustiques, plusieurs d’entre elles sont susceptibles de transmettre
le chikungunya, mais seules Aedes Aegypti et Aedes Albopictus ont été a ce jour
identifiés comme vecteurs épidémiques. Les arbovirus affectent alternativement un
vertébré et un arthropode (Figure 2.11).

Comme chez toutes les especes de moustiques, uniquement la femelle est héma-

tophage et donc capable de transmettre le chikungunya. La trompe de la femelle
est munie de 2 tuyaux paralleles : I'un pour injecter la salive anesthésiante et le
virus, I’autre pour pomper. Les males étant des suceurs de seéve, d’herbacées ou de
nectars de fruit, ils sont démunis de pieces buccales capables de transpercer la peau
des vertébrés.
La capacité « vectorielle » de la femelle Aedes s’explique par une faculté a dupliquer
le virus (et non pas par la quantité de sang absorbé, tres insuffisante). Notons que
ce n’est pas en absorbant le sang mais juste avant, en injectant un peu de salive an-
ticoagulante dans un vaisseau sanguin de sa victime, que le moustique infecte I’hote.
A linverse le moustique s’infecte en piquant un humain ou un animal contaminé. Le
sang traverse ensuite la frontiere stomacale de I'insecte pour passer dans ses glandes
salivaires. La femelle devenue contagieuse le reste toute sa vie, soit environ un mois
en ’absence de prédation. Or, elle pique et pond tous les quatre jours environ. Six
a sept transmissions du virus par un moustique sont donc possibles avec contami-
nation d’autant de personnes. Les étres humains servent de réservoir du virus au
cours des périodes épidémiques. En dehors de ces périodes, les réservoirs principaux
sont des singes, des rongeurs, des oiseaux, et d’autres vertébrés.
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FIGURE 2.11: Schéma de transmission d’une maladie vectorielle.

2.4 Les techniques de lutte

A ce jour, il n’existe pas de traitement spécifique ou de vaccin contre le virus

chikungunya. Les seuls moyens de réduire I'impact de 1’épidémie et les nuisances
résident dans anti-vectorielle et la protection individuelle. Le probléeme ne s’est évi-
demment pas posé uniquement avec le chikungunya mais concerne toute les nom-
breuses endémies tropicales transmises par les arthropodes.
Le ministere de la Santé (DGS) a mis en place en 1999 un réseau national de veille
d’Aedes albopictus. 11 prévoit notamment un renforcement de la surveillance d’ Aedes
albopictus sur le pourtour méditerranéen, et envisage en tant que besoin un controle
dans les lieux ou sa présence serait identifiée [3]. L’objectif de la lutte anti-vectorielle
est :

— éradiquer localement la maladie en éliminant le vecteur;

— limiter le nombre de contacts homme-vecteur pour diminuer durablement la

transmission.
11 existe plusieurs techniques de lutte comme décrit dans [4, 5] et rappelé ci-dessous
afin d’y parvenir.
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2.4.1 La lutte chimique

La lutte chimique peut étre utilisée a chacun des stades de développement du
moustique.
— Au niveau des ceufs
Dans ce cas 'utilisation de substances hormonales pour bloquer I’éclosion est
envisagée. Cette méthode a I'inconvénient de ne pas étre sélective et de s’at-
taquer tout les ceufs d’insectes. Elle suppose également d’avoir au préalable
identifié les gites de pontes.

— Au niveau des larves et des nymphes

— au stade larvaire : celles-ci s’alimentent sans arrét, en balayant de ses brosses
buccales les particules végétales ou animales qui se trouvent dans le péri-
metre immédiat. Les spécialistes mettent donc dans I'eau une substance
que la larve va avaler et la détruire. C’est 1a que nous devons concentrer
toute la stratégie de lutte anti-moustiques en utilisant le larvicide a la fois
le plus sélectif possible, vis-a-vis de cette larve, et le moins permanent. En
outre, c’est a ce stade que le moustique occupe un espace géographique
minimum et qu’il est le plus facilement localisable. En 1990 le BTI H14
(Bacillus Thuringiensis Israelensis), un produit révolutionnaire puisque tres
sélectif vis-a-vis de la larve, a été mis sur le marché. Le BTI H14 est un pro-
duit biologique a base de bactéries qui, lors de son ingestion par les larves
de moustiques, provoquent des lésions importantes de leur tube digestif,
entrainant leur mort [5].

— au stade nymphale : aucune nourriture n’est absorbée par l’insecte, il est
donc impossible de lui faire ingérer une substance toxique. Les produits so-
lubles dans ’eau des gites et agissant par contact ne sont pas sélectifs des
nymphes de moustique et agissent sur toute la faune du gite.

— Au niveau adulte
L’adulticide jusqu’alors utilisé est le deltamethrin. Malheureusement, apres
plusieurs années d’utilisation contre le moustique Aedes aegypti, 'Institut Pas-
teur a mis en évidence en 2003 une perte de sensibilité de celui-ci. On observe
le méme phénomene en Martinique [31], ot 'on estime que pres de 60% de la
population d’Aedes Albopictus est devenue résistante au deltamethrin.

2.4.2 La lutte communautaire

La lutte communautaire consiste a détruire les gites potentiels autour des habi-
tations pour priver les moustiques des sites ot leurs larves peuvent se développer [6].
Plusieurs actions de sensibilisation de la population ont été menées dans les régions
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concernées. Il faut donc éliminer de ’environnement tout ce qui peut contenir de
I’eau apres les pluies : soucoupes des pots de fleurs, les vases, les seaux, les détritus,
les vieux pneus, les carcasses de voiture... mais aussi les coques des noix de coco
dans les plantations... Il faut également tenir compte du fait que le moustique a une
activité diurne mais que, s’il est dérangé, il devient tres agressif et pique en pleine
journée. Il y a donc également une mission d’information des différentes autorités
aupres des populations concernées afin qu’elles puissent se protéger efficacement.

2.4.3 La lutte anti-vectorielle au quotidien et la protection
individuelle

Pour éviter d’étre infecté par le virus du chikungunya, il faut se protéger des
piqures de moustiques. Plusieurs modes de protection individuelle sont disponibles :

— diffuseurs électriques,

— serpentins pour 'extérieur,
port de vétements longs le soir,

— moustiquaire autour des berceaux des bébés toute la journée,

— ventilateur ou climatiseur,

— crémes et sprays répulsifs.

Il est aussi indispensable de se protéger contre les piqiires lorsque 'on présente les
symptomes du chikungunya. Pendant les 5 premiers jours de la maladie (phase de
virémie), la personne malade est porteuse du virus dans son sang. Chaque moustique
qui piquera une personne malade durant cette période sera contaminé et pourrait
infecter une autre personne. Les autorités recommandent aux personnes fragiles
(personnes atteintes de maladies chroniques, personnes agées, femmes enceintes...)
de redoubler de vigilance. La protection individuelle permettant de protéger sa santé
mais surtout d’éviter une diffusion de la maladie au sein de son voisinage.

Ces différentes mesures de luttes seront modélisées par la suite par l'intermé-
diaire de la formulation d’un probléme de controle optimal. Plusieurs scénarios se-
ront proposées afin de déterminer les controles les plus efficaces ainsi que le moment
ou ceux-ci doivent étre appliqués afin de limiter la diffusion de la maladie.
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Dans ce chapitre nous présentons les différentes étapes de la modélisation ainsi
que 'analyse de la dynamique de croissance du moustique Aedes albopictus et de la
transmission du virus a la population humaine. Nous utiliserons pour cela les résul-
tats de modélisation et d’études de systemes dynamiques rappelés dans les chapitres
précédents.

Ce chapitre fait 'objet d’un article paru dans la revue Mathematical Bios-
ciences : The Chikungunya Disease : Modeling, Vector and Transmission Global

Dynamics, (2011), pp 50-63.
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3. Modéle structuré : application a la transmission du chikungunya

3.1 Modélisation de la dynamique de croissance du
moustique Aedes albopictus

Nous proposons dans cette section de modéliser la dynamique de croissance du
moustique Aedes Albopictus partant du cycle de vie biologique du moustique (fig.2.9,
chapitre 2). Pour cela on utilise un modele structuré par stade de développement
(voir chapitre 1) dans lequel on considére les stades suivants :

1. E(t) : le nombre d’ceufs a l'instant ¢ ;

2. L(t) : le nombre de larves et de nymphes a linstant ¢. On regroupe ces 2
stades dans une méme classe que 'on appelle également la forme immature.
Ce choix est justifié par le fait que ce sont des stades biologiquement proche
et qu’une fois ces processus, larvaires puis nymphales, entamés ceux-ci doivent
nécessairement s’achever ;

3. A(t) : le nombre de femelles adultes a I'instant ¢.

La variation de chacune de ces quantités est obtenue en faisant un bilan des différents
mouvements dans chacun des stades et suivant le principe

variation d’une classe = entrants-sortants = entrants -(transferts + morts).

Les différents flux que nous considérons sont représentés dans le schéma 3.1.

FIGURE 3.1: Modeéle structuré par classe.

Les hypotheéses sur le modele sont les suivantes :
— Le nombre d’ceufs pondus est proportionnel au nombre de femelles présentes.
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3.2. Etude du modéle

— La croissance des ceufs est régulée par une capacité d’accueil du gite. En effet,
nous avons vu dans le chapitre 2 que les femelles sont capables de détecter
le meilleur gite de ponte assurant le développement des nouveaux oeufs. De
plus, le gite est naturellement limité en ressource permettant le développement
d’une quantité finie d’ceufs. Pour traduire ce phénomene on fait apparaitre,
comme dans le modele de VERHULST, un terme non-linéaire de régulation de
la population.

— La croissance des larves est aussi et seulement si régulée par une capacité
d’accueil du milieu. En effet les larves ont besoin de s’alimenter (contrairement
aux nymphes) on observe ainsi certains comportements « cannibales » des
larves présentes, envers les nouvelles arrivées plus fragiles (voir chapitre 2).

Alors, on obtient le systéme suivant :

E(t)
R

L) = sE<t>( SEON ow v i

spL(t) — dm A(t)

E'(t) = bA®#)(1 — (s+d)E(t)

(3.1)

~
—~
~~
N—
I

N

ol
— b : est le taux de ponte intrinseque des femelles ;

Kpg, Ky, : la capacité d’accueil du gite en ceufs et en larves, respectivement ;
s, sr, : les taux de transfert du stade ceuf au stade larve et du stade larve au
stade femelle adulte respectivement ;

—d, dr, da :les taux de mortalité des oeufs, larves et femelles adultes, respec-

tivement.
Le systeme (3.1) est défini sur,

A={(x,y.2)eR? | VsyshL (3.2)

m

3.2 FEtude du modeéle

3.2.1 Existence et unicité

Le modele (3.1) est décrit par un systéme d’équations différentielles non linéaires
autonomes du premier ordre. Il se réécrit sous la forme matricielle suivante :
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ou B0
X(t)=1| L(t)
At)

et F est la fonction de classe C*® sur R3 & valeurs dans R? définie par :

z1
b 1—— ) — d
fi(z1, xa, 23) 3 Kg (s +d)x1
F(X)=| foz1,22,23) | = T
. sv1(1——=) —(sp+dp)x
f3(5171,=’132,.173) 1 K ( L L) 2

spre — dpma3

ot X = (1,22, 23) € R3. Comme F est de classe C!, donc localement lipschitzienne,
sur R?, on en déduit I’existence et 'unicité de la solution maximale au probleme de
Cauchy associé a I’équation différentielle (3.1) relatif a la condition initiale (o, Xo) €
R x R3. De plus F, étant de classe C*, on en déduit que cette solution est aussi et
seulement si de classe C*°.

Dans la suite, on se restreint aux domaines de définition suivants :

R} = {(z,y,2) €R/z >0,y >0,z > 0},

R*i ={(z,y,2) e R/x >0,y >0,z > 0}.

3.2.2 Points d’équilibres

Considérons le seuil défini par

= (o) () () 53

Celui-ci est obtenu de maniere évidente, lors du calcul des points d’équilibres. On
montre alors le résultat suivant :

Proposition 3.2.1. Le systéme (3.1) posséde toujours le point d’équilibre trivial
X5 = (0,0,0).

- Sir <1, le systéme (3.1) ne posséde pas d’autres équilibres.

- Sir > 1, i existe un unique équilibre endémique

Kg
YE "
FE
1 K
X* = (1 - ) =L = (3.4)
r YL A*
sp Kp
dm YL
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ol
(s+d)dnKg v =1+ (sp +dp)KpL

=1
B + bs Ky, ¢ sKg

Démonstration. La recherche des points d’équilibre du systeme (3.1) se traduit par
la résolution du systeéme suivant :

E

EI:(] E

L = L

A’:(()) — SE<1_I(L —(SL+dL)L:O
s L —dn,A=0

Il est clair que (0,0, 0) vérifie les équations précédentes. Le second point d’équilibre
est obtenu rapidement en résolvant le systeme avec, par exemple, la méthode de
substitution. O

3.2.3 Positivité et bornage des solutions

Proposition 3.2.2. Soient (to, Xo = (Eo, Lo, Ao)) € Ry xR? et ([to, T[, X = (E, L, A))
(T € Jto,+0o0]) une solution mazimale du probléme de Cauchy associé ¢ (3.1) muni
de la condition initiale (to, Xo).
Alors
Vi > tg, X(t) € R

Démonstration. Puisque X est de classe C*, elle admet des développements limités
d’ordre 1 ou d’ordre 2.
On procede par Pabsurde en supposant qu’ il existe t; > ty tel que

VE> 1, X(t) ¢ R3. (3.5)
On pose t; = min{t, X (t) ¢ R}, i.e.
Ve Ry, tg <t <ty X(t)eR:.

Il existe € > 0 tel que
Vi <t<t +e, X(t)¢R3. (3.6)

Puisque X = (0,0,0) est un point d’équilibre, alors, par unicité des solutions, on
a X(t1) # (0,0,0). Pour t = t1, il y a alors 6 cas possibles.
L. X(t1) = (0, L(t1), A(t1)) avec (L(t1), A(t1)) € (R%)2. On a alors,

E/(tl) = bA(tl) > 0.

Comune,
E(t)=E'(t)(t—t1)+ o (t—t1),
t—t
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il existe € > 0 tel que pour tout t; <t < t; + £ on a, E(t) > 0. De plus, par
continuité, il existe € tel que L(t) > 0 et A(t) > 0 pour tout t € [t1,t1 + £],
donc pour tout ¢ € [t1,t; + min{é, £}],

3
X(t) e Ry

ce qui contredit la définition de ¢;.

2. Soit X (t1) = (0,0, A(t1)) avec A(t1) > 0. On peut montrer, comme précédem-
ment, qu'il existe £ > 0 tel que pour tout ¢t; < t < t; + & on a E(t) > 0. De
plus, on a L(t;) =0, L'(t1) = 0 et L"(t1) = sE'(t1) = sbA(t1) > 0, alors

L(t) = L”(tl)(t_;l)Q +,0 (t-n))

On en déduit qu’il existe £> 0 tel que Vi; <t <ty + £ona
L(t) >0
et par suite, comme A(t1) > 0, il existe 1 > 0 tel que Vt; <t <t; +¢; on a
X(t) € (Ry)?

ce qui contredit (3.6).

3. On procede de la méme maniere pour les cas (E(1),0, A(t1)), (E(t1), L(t1),0),
(E(t1)> 0, O) et (07 L(tl)v 0)
O

Lemme 3.2.3. L’ensemble

0<ELKpg

A=3(B,L,A) | OsLsEL

m

est invariant par le systéeme (3.1).

Démonstration. Soit (to, Xo = (Eo, Lo, 49)) € Ry x R et ([to, T[, X = (E, L, A))
une solution maximale du probleme de Cauchy associé a (3.1) muni de la condition
initiale (to, Xo) (T" € ]to, +00]). Soit t1 € [tg, T'[. Nous devons montrer que

1. si E(t;) < Kg alors pour tout t; <t < T, E(t) < Kg;
2. si L(t1) < K, alors pour tout ¢ty <t < T, L(t) < Kp;
3. si A(ty) < ;—LKL alors pour tout t; <t < T, A(t) < ;—LKL.

m m
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1. Montrons tout d’abord que, pour tout t € [ty, T[, E(t) < Kg.
On suppose qu'il existe g1 tel que t1 < t1+¢e1 < T et E(t; +¢1) > Kg. On
pose
ti=inf{t >t; | E(t) > Kg}.

Puisque E(t}) = Kg, alors

Et)=Kg+E{)t—t))+ o (t—1t))
t—t]

De plus d’apres la premiére équation du systeme (3.1) on a
E'(t7)=—(s+d)Kg <0,
donc il existe € > 0 tel que pour tout t] <t < t] + ¢, E(t) < Kg, ce qui est
absurde. On en déduit que pour tout t € [to, T, E(t) < Kg.
2. Montrons ensuite que pour tout ¢ € [to, T'[, L(t) < Kp].
On suppose qu’il existe €1 tel que t; <t +e1 < T, L(t; +£1) > K. On pose
T=inf{t>¢t; |, L(t) > K.}
Puisque L(t}) = K, alors

Lit)=Kp+ L)t —t)+ o (t—1t]).
t~>t’1‘

De plus d’apres la deuxieéme équation du systeme (3.1),
L'(t7) = —(sz +dp)Kr <0,

il existe £ > 0 tel que Vit <t < t] + ¢, L(t) < K. Ce qui contredit ’hypo-
these. Ainsi pour tout t € [to, T, L(t) < K.

s
3. On suppose qu’il existe e1 tel que t1 < t1 +¢e1 < T, A(t; +¢1) > d—LKL. On
m
pose

’{:inf{tZtl |, Alt) > ;LKL}.
. 5L
Puisque A(t]) = d—KL, alors

(t — tT)Q *\2
2 +t£t;((t tl) )

At) = B KL+ A@) (= 1) + A"(#)

41



3. Modéle structuré : application a la transmission du chikungunya

42

et
A"(#]) = sp L' (t7) — dm A'(2])
Si L(t7) < K1, alors A'(t7) < 0.
Si L(t7) = Kr,, alors A'(t7) = 0et A”(t1) = spL'(t}) = —sp(sp+dp)Kr < 0.
Dans les deux cas, il existe € > 0 tel que pour tout 7 < ¢t < ¢+ £, A(t) <

;—LKL ce qui contredit ’hypothese. Donc pour tout ¢ € [tg, T[, A(t) < S—LKL.
m m

d
D’ou pour tout t € [to, T[, A(t) < A.
O

Proposition 3.2.4. L’ensemble A est un bassin d’attraction relatif a (3.1).

Démonstration. Soit (to, Xo = (Eo, Lo, Ao)) € Ry xR3\Aet ([to, T[, X = (E, L, A))
une solution du probleme de Cauchy associé & (3.1) muni de la condition initiale
(to, Xo) -

On sait d’apres la proposition précédente que A est invariant 3.2.3. Il suffit de mon-
trer qu’il existe ¢ > ¢ tel que X (¢) € Q.

— On suppose que pour tout ¢t € [tg,+oo[, E(t) > Kg. D’apres la premiere
équation du systéme (3.1), pour tout ¢ € [tg, +oo[, E'(t) < —(s + d)Kg. Par
comparaison, on obtient Vt € [tg, +oc[, on a,

E(t) < E[) - (S + d)KE(t - to) Vit > 1o

m, alors E(t1) < Kp, ce qui contredit 1’hypothese.
Donc, pour tout t > t1, E(t) < Kg.

Si L(t1) < K, alors la solution L(t) est définie dans A qui est invariant. Sinon,
supposons au contraire que pour tout t € [t1, +oo[, t; défini précédemment,
L(t) > K. Alors V t € [t1,+00], et grace a la deuxiéme équation du systéme
(3.1), L'(t) < —(sp, + dp)Kp.

Alors par comparaison Vt € [t1, +o0o[ on a,

Pour t1 = tg +

L(t) < L(t1) — (sp +dp)Kp(t — t1)

L(t1) — K,

(sp +dr)Kp
these. Par conséquent, il existe to > ¢ tel que L(ta) < K7,

Pour ty =t + , on obtient L(t2) < K, ce qui contredit I’hypo-

L(t) < Kp,

Si A(tg) < ;—LK L, la solution A(t) est définie dans A qui est invariant. Sinon,

m

s
supposons au contraire que pour tout ¢t € [to, +oo[, A(t) > d—LKL. Alors V

m



3.2. Etude du modéle

€ [to, +00[, et grace a la troisieme équation du systeme (3.1),

Al(t) < sp(L(t) — K1)

<0

Alors, il existe ¢ > 0 tel que A'(t) < ¢, puisque L(t) est & présent borné. Par
comparaison, on a Vt € [ta, T,

A(t2)

Pour tg = to+

En conclusion, pour ¢ > max(ty, to,t3), (E(t),

Corollaire 3.2.1. Soit (tg, Xo) € Ry x (Ry)3.
probléme de Cauchy relatif a (3.
globale, i.e., I =

Démonstration. En effet, soit (tg, Xo) € Ry x (R4 )3 et

[to, +oo[.

A(t) < A(tg) — C(t — tz)

SL
_ Lk
d. L

d

3

La solution maximale (I,
1) et associé a la condition initiale (to, Xo) est

,ona A(t) < <Lk 1, ce qui contredit ’hypothese.
L(t), A(t)) € A.

O]

X) du

(I, X) la solution maximale

du probleme de Cauchy relatif & (3.1) et associé a la condition initiale (¢g9, Xp), on
sait par les propositions 3.2.2 et 3.2.3 qu’elle est bornée. Ceci implique qu’elle est

globale.

3.2.4 Stabilité des équilibres

O]

Proposition 3.2.5. L’équilibre X§ = (0,0,0) est localement asymptotiquement
stable st et seulement sir < 1.

Démonstration. La stabilité locale de I'équilibre X est donné par la matrice jaco-
bienne du systéme (3.1) évalué en ce point, DF(X(). On a :

Dp(X§

df1
ox1

Af2
al' 1

If3
81‘1

> —(Xg)
5 —(X5)

5 —(X5)

df1 df1

3x2(XO) 8$3<X0)

Ofo df2 B
Pixp) 2o |-
0fs 0fs

Dirg - (X7) Os 2 (X7)

Le polynéme caractéristique de DF'(X{) est

XXS = /\3 + 041)\2 —|—042)\ + a3

—(s+4d)
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ou

alz(s-i-d)—i-(SL—i-dL)—i-dm,
Qg = (S+d)(sL+dL)+(8+d)dm+($L+dL)dm,
az = dy(s+d)(sp +dp)(1 —7).

En appliquant le critére de Routh-Hurwitz (voir annexe A.2.3 page 191 ), on obtient
a; >0,a2 >0et

D1 = (10 — Q3
=((s+d)+ (s +dr) +dn) (s+d)((sL +dr) + dm)
+dm(sp +dp)(r(s+d) + (s +dr) + dp) >0

Sir < 1 alors as > 0. Donc d’apres le critere de Routh-Hurwitz, on en déduit que
toute les valeurs propres de Dp(X() sont de parties réelles strictement négatives.
Par suite X localement asymptotiquement stable pour le systeme (3.1). Sir > 1
alors a3 < 0 et on montre que Dp(X) a au moins une valeur propre de partie
réelle positive ou nulle, par conséquent X n’est pas localement asymptotiquement
stable. O

Remarque 3.2.1. Une approche possible consiste & remarquer que la matrice jaco-
bienne autour du point d’équilibre X peut s’écrire sous la forme Dp(X§) = N+ M
ou N = diag(Dp(X5)) et M = Dp(X§) — N est une matrice positive. On montre
alors aisément que p(—N"TM) < 1 si Ry < 1, donc Dp(X() est une matrice de
Metzler stable, d’ou le résultat.

Proposition 3.2.6. L’équilibre X* (3.4) est localement asymptotiquement stable si
et seulement si r > 1.

Démonstration. Le systeme linéarisé autour de X™* est

X'(t) = Dp(X")X(t)

ou Dp(X™*) =
bs;, Kp, ( 1) AL KE
- — |1—=)—(s+d 0 s+d)———
dmL (KE i) r - ( ) % . ( )SL’YEKL
Sy +arp)VYEKL SKE ( >
- 1— =) —(sp+d 0
YL KE YKL r (52 +du)
0 ST, _dm

Son polyndme caractéristique est

XX* ()\) = )\3 + 051)\2 + 042)\ + a3
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ou

sKg bs;, Ky, 1
= =) (1-= d d dms
aq <’7EKL+dm'}’LKE>< r)+(s+ )+ (sp +dp) +

bs;, K 1 sKg 1
- et (8 T 1- 2 o
Qs (dvaKE ( T>+(s+d)> <’YEKL < T>+(SL+dL)+d )
SKE 1
m 1—- )
+d <’YEKL ( r) —|—(8L+dL)>

1 bSSL 1 SKE bSL KL
= dp (1= ) (2 (-2 d d 2L
“ ( 7”) <dm’YL’YE< 7“) e )’YEKL Tt L)dm’YL KE)

Si r > 1 alors les coefficients de y x+ sont tous strictement positifs et on a

D1 = ajaz—ag

bs;, Kp, 1 sKg 1
- 2Lz d 1-= ) + d,
“ (dm% Kpg ( 7“) et )> (”YEKL ( 7’) o tdu) )

sKg 1 sKg 1
dm 1—— 1—— d dm
- <7EKL ( T>> (’YEKL ( T) st du) >

sKg 1
1——=)+(s+d)+(sp+dp) +dn
S (1-3) + et D+ sudn) 4 d)

r

ran(on+ o)

> 0

Le critere de Routh-Hurwitz nous permet d’en déduire que les valeurs propres de
Dp(X™*) sont de parties réelles strictement négatives donc X* est localement asymp-
totiquement stable pour le systeme (3.1).

O]

Proposition 3.2.7. Sir <1 l’équilibre X est globalement asymptotiquement stable
dans int(A) (A donné par le lemme 3.2.3).

Démonstration. On suppose r < 1. Nous allons construire une fonction de Lyapunov
associée au point X .
On la cherche sous la forme suivante

V. R} —

N~ =

(r,y,2) (a1x2 + asy?® + a3z2)
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ol a = (a1,as,a3) est une constante de (R*)3. On a
V(Xg) =0 et¥(z,y,2) € A\{Xg}, V(z,y,2)>0

Calculons sa dérivée orbitale, on obtient

V(z,y,2) = ax (bz <1 - I?E) —(s+ d)x) + asy < (1 — ;{2) —(sp + dL)y>

+asz(spy — dmz).

En posant X = (z,y,2)’ et A= —D + R avec

al (S + d) 0 0 0 0 alb
D= 0 as (s +dr) 0 , et R=1| ass O 0
0 0 agdm 0 assy, 0

En notant (-,-) le produit scalaire dans R3, ceci ce rééerit

' —a1(s+d) 0 ab
V(z,y,z) = xT ass —az(sr, +dr) 0 X
0 assy, —agdm

b
— (alKEx Z+ap— K. yzx)

b
— (AX, X)) — (a1 —
(AX, X) (alKExz—l—agKym)

On construit alors la matrice symétrique suivante :

So=-D+ (RT+R) % —ag(sp +d)  BE
aib assy,
—_— —agdm
2 2
On a .
(SoX,X) = —(DX,X)+ 5(<RTX X) + (RX, X))
= (DX, X) + 5 (X, RX) + {RX, X))

= ((-D+ R)X,X)
= (AX,X)
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Le polynome caractéristique de Sy est

ajazas3

xso(A) = (A+ai(s+d)(A+az(sy +dr)) (A + aszdp) — bssr,

2b2 a%SQ a282
—T()\ +a(sp +dr)) — — (A +azdn) - %()\ +ai(s +d)).

On le réécrit sous la forme suivante,

XsoN) = (L) + B(3) + () + Q)
P\ = (A+a(s+d) (()\ +ag(sp + dr)) (A + agdy,) — a%s%),
P\ = (At asdn) ((A +ay(s+d)) (A + az(sy +dp)) — a3s?),
Ps(A) = (M +aa(sp+dp)) (()\ +ay(s + d)) (A + asdy) — a2b?
et

Q(\) = ()\ +a1(s + d)) ()\ + az(sp + dL))()\ + asdp,) — ajasazbssy.

On cherche a appliquer le critere de Routh-Hurwitz. Une condition nécessaire est
que les coefficients de x x: solent strictement positifs. On a

Pi(X\) = (A+ai(s+d)) | A + (aa(sp + dr) + asdm) A + a3 ((sz + dr)dmas — azs})
B1

Py(\) = (Mazdy,) | A2+ (a1(s +d) + az(sp + dp)) A+ az (a1 (s + d)(sp +dr) — a252)
B2

P3y(N) = (A +aa(sp +dr)) | A%+ (a1(s + d) + azdn) A + a1 (az(s + d)dp — arb?)

B3
et
QM) = N+ (a1(s +d)) + ag(sp +dp) + agdm))\Q
+(CL1 (S + d) (GQ(SL + dL) + agdm) + agagdm(SL + dL)>)\ .
+ayazaszdy, (s +d)(sp +dr) (1 —7)
En posant
828% s%
- ) = ) t = dpp,
DTGt deLrd)? BT a0
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on obtient 81 =0, By = 0 et B3 = d%,(s+d)(1 —r?) > 0.
Pour vérifier la condition suffisante, on a

XSy (A) = A+ A2+ as) + as

ou

a1 = ai(s+d))+az(sp +dp) + azdn

525% 2 2
= L 4 rdd >0,
(sp, +dr)? L T Om
1
az = a1(s+d)(az(sp +dp) + azdm) + azaz(sp + dr)dm + Zalﬁs > 0,
1
as = 7 (araz(sy + dp)Bs + ajazazdy, (s + d)(sp +dp)(1 — 1))
1 5254Ld2
= | —="_(1- 2 >0
(ot a-ne+n) 2
On obtient
Dy = ajag— a3
1 s%sid? 9 9
4(5L+dL)2( +r+7r) +s7ds, (s +d)
s%s? 5 d? 9 s%s?
_°°L ms _ _2°L 2 4 2
+(8L+dL)2 <8L+ et )> <(8L+dL)2 e m)
> 0.

ce qui donne la condition suffisante. Le critere de Routh-Hurwitz permet de conclure
que si r < 1, Sy n’a que des valeurs propres strictement négatives : elle est définie
négative.

Sir = 1, Sy a une valeur propre nulle et deux valeurs propres strictement
négatives : elle est seulement négative.
Dans le cas ou r < 1, on a V(z,y,2) € A\ {X{},

V(z,y,2) = (SoX; X) — <a1bx22 —l—a23y2az) < (SpX;X) <0
Kg Ky,

Donc V' est une fonction de Lyapunov stricte et X est globalement asympto-

tiquement stable sur A. Remarquons tout d’abord que si X ¢ Ker(Sy), alors

(SoX; X) # 0. En effet, Sy étant symétrique Ker(Sg) = Im(Sp)* or SoX € Im(Sp).

Dans le cas o r =1, on a V(z,y,2) € A\ {X{},

S

X ¢ Ker(Sp) = V(z,y,2) = (SoX; X) — <a1bx2z + as
Kg Ky,

y2x> < (SpX;X) <0
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et

: b
X € Ker(Sp) = V(z,y,2) = (SoX;X)— (a1—a%2+ agiy2x
Kg Ky

= —|a Lsz—i—a S 2y
= lKE QKL:U

Il reste donc a vérifier que, si X € A NKer(Sy), alors

b
<a1x22 + a28y2x> > 0.

Kg K
Or on a
_ szs% ss% bSQS%
(sp +dp)? 2(sp +dr) (s+d)(sp+dp)?
582 dmSI,
Sy = L 2 m ,
0 2(8L + dL) 5L 2
bszs% dmSI, 2
(8+d)(8L+dL)2 2 m
et
1
0
Ker(Sp) = R
er(Sp) x (s+d) |’ x €
b

Enfin, on vérifie aisément que

b
(z,y,2) €R3, (z,y,2)T € Ker(Sy) et (a1—a%z+ aziy% =0, ={X{}.
Kg Kr,

On en déduit donc que V(z,y, 2)T € A\ {X}},

. b
X e Ker(Sy) = V(z,y,z2) = (SoX;X)— a1 —1°z + agiy%
Kg Ky,

b
= — (alKEsz + aglj,Lny) <0

et par suite V est une fonction de Lyapunov stricte et X est globalement asymp-
totiquement stable sur A.
O]

Remarque 3.2.2. On voit que le passage par les fonctions de Lyapunov nous a
permis de conclure sur la stabilité de X dans le cas ou r = 1, chose que l'on ne
pouvait faire précédemment.
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FIGURE 3.2: Portrait de phase du systeme (3.1) pour les parametres : b =5, s = 0.2,
d = 0.6, Kg = 1000, s;, = 0.3, dr, = 0.6, K, = 500, d,, = 0.7. Dans ce cas r =
0.595238, alors toutes les trajectoires convergent vers le point d’équilibre trivial Xj.

Proposition 3.2.8. Sir > 1 "équilibre X* donné par (3.4) est globalement asymp-
totiquement stable dans int(A) (A donné par le lemme 3.2.3).

Démonstration. On se place dans le cas ou r > 1. Soit X*(E*, L*, A*) = (z*, y*, 2¥).
Pour prouver la stabilité globale de X ™, on introduit la fonction de Lyapunov
V1 : R3 — R défini par,

Vi(z,y,2) = = (a1(z — o) + a2(y — ¥*)* + as(z — 2*)?)

N |

ott a = (a1,az,a3)! € (R*Jr):)’ est un vecteur constant positif. Notons que, puisque
r>1, 2% y* et z* sont positifs. On a,

Vi(X*) =0et Y(z,y,2) € RZ\ {X*}, Vi(z,y,2) > 0.
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Donc V; est bien définie i.e. La dérivée orbitale, i.e. la dérivée de Vi le long des
solutions du systeme (3.1), est

ey =ote -2 (2 (1 2 ) -6 )
+as(y —y") <sx <1 —~ Ig> — (sr + dL)l/)

L
+as(z — 2")(spy — dm2). (3.8)
Onposei=z—a*, j=y—y*, 2=2z—2"¢et X = (z,75,2)T.
Alors
—ay(s+d) 0 p(1-
1(s ax Kn
. _ er . -
Vi@, y,2) = X ass <1 _ Y ) —as(sy +dr) 0 X
Ky,
0 assy, —asdm

aib ass _
2, _ 2

Soit A1 = —D + Ry avec,

ai(s+d) 0 0
D= 0 ag(SL + dL) 0

0 0 asdy,

et
x*
0 0 bl1l—
“ ( KE>

Bi=1 s (1—;/&) 0 0
0 assy, 0

Notons par (-, -) le produit scalaire de R3. Alors, la dérivée orbitale se réécrit de la
maniere suivante,

: - b
Vile.y.2) = (X X) = i’z = 0P
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On construit la matrice symétrique S; suivante,

S, = -D+ %(RlT + 1)
—ay(s +d) %(SL +dL)%i %(Hd)g
— %(SL + dL)%i —az(sp +dr) GSQSL
%(s + d)z—: a32sL —agdm

Alors on a,
(X, %)= (5%, %).
Le polynoéme caractéristique de Sy s’écrit,

x5, (A) = A2 4+ a1 A? + as) + a3

avec

a1 = a1(s+d)+as(sp +dp) + asdy,

1 1 1
ay = Zal(s +d)B1 + ZGQ(SL +dr)B2 + Za3ﬁ3

+Z(a1a3dm(s +d) + aras(s +d)(sp +dr)
tagazdm (st +dr)),

az = % (a1az(s +d)(sp +dr)p
tagazdm (s +dr)B2 + araz(s + d)Bs) ,

B = (agdm —ai(s+d) (:;:)2> ,
Ba = (al(s +d) —az(sp +dr) <5yU:>2> ;

ps = ((lzdm(SL +dp) — agsLQ) .

ou

On montre alors que pour tout (aj,as,az) € (Ri)S alors 1 = B, = B3 =0, ce
qui implique a3 = 0. D’ou

XS, ()\) = )\()\2 + oA+ 062).
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Prenons par exemple,

. (s + dr)? <y>2

s+d T*
ay = sp+dj
g\ 2
0 = <8L+L> i
SL

alors a; > 0, a9 > 0 et ag = 0.
Puisque S possede une valeur propre nulle et deux valeurs propres strictement
négatives. La matrice S1 vérifie pour tout X € Ri,

(51X,X)<0
Notons que si X ¢ Ker(S;) alors (S1X, X) < 0. Alors ¥(z,y,2) € A\ {X*},

. . _ b
X ¢ Ker(S1) = Vi(z,y,2) = <A1X,X> - <;{1E§:2z + C;?jg%:)

< (4% %) <0
Si X € Ker(S)), il est suffisant de vérifier que

arb _o ass o
i 222 0
( EJ: z+ Ly a:) >

Notons que

arb s r=0et 2=0
(KIE:i22+I§Lz]2:U> =0 < ou xz=x"ety=y*

ou z=0ety=y"

T=—ax%etz=—2"
<= ou z=0ety=0
ou zZ=-z"ety=0

De plus, avec les valeurs de a1, as et ag définit précédemment, on a

* d
Sl = (SL + dL)2 ny* -1 %
dmy”  dm _ﬁ
2spx* 2sy, s%
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et donc .
T
z
Ker(S1)=4¢z| ¥ |, z€eR
Z*
1
Finalement, on a
(jv gv Z) € Ker(Sl)
3 b — k. YOk
(x7y7z)€R / et (;;Ej2z+angQx> =0 {X07X }
Par conséquent V(z,y, z) € A\ {X*},
Vi(z,y,2) <0

i.e. V1 est une fonction de Lyapunov stricte et X™* est globalement asymptotiquement
stable dans A. O

3.3 Modele de dynamique de transmission du virus a
la population humaine

Le virus se propage de la maniere suivante : les moustiques contractent la ma-
ladie en piquant des animaux ou des hommes infectés par celle-ci. Ensuite, ils vont
transmettre le virus en piquant des hommes non infectés appelés « susceptibles »
(voir section 1.2). On suppose que la dynamique de population du vecteur est décrite
par le modele d’autorégulation de la section 3.1, i.e.

E't) = bA(t) 1—];;“) _ SE(t) — dE(t)
, L(t)
L) = sE®) (1—KL — s L(t) — diL(D)

Al(t) = spL(t) — dnA(t)
L’évolution de ce systeme est régie par le parametre

b s ST
r= —_—.
(s+d) (sp +dp) dm
Sir < 1, la population de moustiques s’éteint, sinon elle évolue vers un équilibre
X* donné par (3.4). Dans la suite on se placera dans le cas ou il y a toujours des
moustiques, i.e. on supposera toujours r > 1.
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FIGURE 3.3: Portrait de phase du systeme (3.1) avec les parametres : b = 6, s = 0.5,
d = 0.2, K = 1000, s;, = 0.5, d;, = 0.25, K; = 500, d,,, = 0.25. Dans ce cas
r = 11.428571, donc toutes les trajectoires convergent vers la solution d’équilibre
endémique X*.

On suppose que la dynamique de la population humaine est décrite par un mo-
dele de MarLTHUS (1.1.1). Cette hypothese reste valable si on étudie la propagation
du virus sur une courte période. En notant Ny (t) la taille de la population humaine
a l'instant ¢ et by, dy les taux de natalité et mortalité de la population humaine,
on a :

Ny (t) = (by — du)Nu(t) = vuNu(t),
oll
vg = by —dy.
Si v < 0 la population humaine s’éteint. Elle reste constante si vy = 0 et elle croit
exponentiellement sinon. Dans la suite, on supposera toujours vy > 0.
On utilisera un modele de type SI pour décrire ’état des moustiques. En effet, une

fois porteur du virus un moustique le reste jusqu’a la fin de sa vie. A l'inverse les
hommes, apres avoir contracté la maladie, acquiérent une immunité durable. On

95



3. Modéle structuré : application a la transmission du chikungunya

56

utilisera donc un modele de type SIR afin de décrire les différents stades d’évolution
de la maladie au sein de la population humaine.

On a donc trois modeles couplés. On part du modele d’évolution des moustiques.
On subdivise la population de moustiques adultes en deux, ceux qui sont sains et
susceptibles d’étre infectés, S,,, et ceux qui sont déja porteurs du virus, I,,. On a

donc
A=S, +1,

Le modele SIR pour la population humaine fait apparaitre trois catégories, ceux
qui sont sains et susceptibles de devenir infectés Sy, ceux qui sont infectés Iy et
ceux qui sont déja immunisés Ry. On a donc

NHZS'H—i-fH—i-RH

Dans un premier temps nous allons décrire la dynamique des classes S, et I,,, du
moustique.

1. La variation de S,, dépend de trois termes. Le premier correspond & la trans-
formation des larves en adultes,

SLL7

ou sy, est le taux de transfert. Le second correspond aux pertes naturelles de
la population,
_dem7

ou d,, est le taux de mortalité de la population adulte du vecteur. Le dernier
est di a la transmission de la maladie chez le vecteur par les humains infectés,

T -
_IBmNiHSm

ou B, est le taux de contacts infectieux entre moustiques susceptibles et hu-
mains. C’est le nombre de contacts moyen par jour qui transmettent le virus
au vecteurs. Il dépend du nombre moyen de piqiire par moustique, par jour et
de la probabilité de transmettre le virus au moustique lors d’une piqure.

Ainsi la variation de la population S,, est alors décrite par :

Sp(t) = sLL(t) — daSm(t) — Bm J{ri]{((tt))

S(t).
2. La variation de I,,, est due, d’une part, a 'infection des susceptibles

Iy -
/BmNiil{Sma
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et, d’autre part, a la mort naturelle de ceux-ci,
—dp .

On suppose ici que les taux de mortalité des moustiques sains et infectés sont
égaux.
On obtient alors :

Ir(t)
Nu(t)

L(t) = B S (t) — dalim(t)
On retrouve évidemment le fait que A’(t) = S/, (t) + I!,(t). Déterminons & présent
la dynamique des classes Sy, I et Ry,
— La variation des humains susceptibles est due, d’'une part, a l'infection de
ceux-ci,

I -
—Ba—3>S
Bu o
ou By est le taux de contacts infectieux entre humains susceptibles et vec-
teurs. C’est le nombre moyen de contact par jour duquel résulte une infection

humaine lorsque le vecteur est infectieux. Notons que ce taux a également
été utilisé, par exemple, dans [35] et [66]. La force d’infection la plus souvent

. L, - .
rencontrée reste de la forme ,BHN—mS 1. Nous verrons par la suite que par un

changement de variable nous pouvons nous ramener a cette force ainsi I’étude
que nous proposerons s’adapte également.
D’autre part la population des susceptibles a une croissance de

by (Sy + Iy + Ry) —dySu

ou by est le taux de croissance de la population humaine et dg le taux de
mortalité de la population humaine. On obtient alors :

- I (t) = _ _ _ _
Su(t) = —BHA((t))SH(t) +ou(Su(t) +Iu(t) + Ru(t)) — daSu(t)
— La variation des infectés est due & la contraction de la maladie par les suscep-
tibles, ~
L, =
/BHZSH
I'immunisation des infectés B
—vIn

ou v est le taux de transfert des infectés vers les immunisés, et a la mort
naturelle de ceux-ci,
—dply
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On obtient alors :

Iy (t) = ﬂH%gH(t) — Iy (t) — dulu(t)

— Enfin la variation des immunisés est due, d’une part, a 'immunisation des
infectés vIp, et d’autre part a la mort de ceux-ci, —dg Ry. D’ou :

Ry (t) = vIn(t) — duRu(t)

Toute ces hypothéses peuvent étre schématisées par le diagramme de transmis-
sion fig.3.4.

Modeéle Vecteur Modeéle Humain

FI1GURE 3.4: Diagramme de transmission du virus chikungunya entre les populations
de moustiques et d’humains.
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On obtient donc le modele suivant :

[ B = AW (1 - ?((Z (s + D)E®)
v = w5 (1- 50 ) - ot iz
A(t) = spL(t) — dnA(t) )
ol - s _ g _ Iu(t) &
Sm(t) - LLEt) dASm(t) /BmNH(t)Sm(t) (39)
Tnlt) = B Snlt) = daln(t)
Su(t) = —ﬂHIAm((t? St (t) + b (S (t) + I (t) + Ru(t)) — duSw(t)
Iy(t) = PBu {Zlg)) Su(t) —yIg(t) — dgly(t)
(| Ry(t) = ~Iu(t) —dgRp(t)
On introduit alors les densités S, = Sp,/A et I, = I,,/A qui représentent

respectivement les proportions de moustiques sains et celles des infectés dans la
population de moustiques adultes. De méme, on note Sy = S’H/NH, Iy = fH/NH
et Ry = Ry /Ng les proportions d’humains sains, celles des infectés et celles des
immunisés dans la population humaine.
On a alors :

En utilisant les relations S,,, =1 —1I,, et Ry =1 — Sy — Iy, la dynamique des
densités d’individu dans chaque classe est décrite par le systeme suivant :

E(t) = bA®) (1 - b;((]? (s + d)E()
L'(t)y=sE(t) [ 1- L}i?) — (s +dp)L(t) (a)
| A'(t) = sLL(t) — dmA(t) (3.10)
Su(t) = — (b + Buln(t)) Su(t) + b
I}{(t) = 5Hlm(t)SH(t) - (’Y'i_bH)IH(t) (b)
' L(t)
\ I(t)=— <SLA(t) + 5mIH(t)> I, (t) + B Ip (1)

Etant donné que ce systeme décrit ’évolution des densités de population, les
conditions initiales pour I,,, Sy et Iy seront toujours prises dans [0,1]3, et celles
pour E, L et A dans (R,)3.

Dans toute la suite on se place dans le cas r > 1, avec r donné par (3.3), qui
comme nous l'avons vu précédemment est une condition pour la survie de toutes
les populations, ceufs, larves et adultes. On ne considere donc ici que 1’équilibre
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endémique. On s’intéresse ici a l'existence et a la stabilité globale des équilibres
du systéme (3.10). L’étude est basée sur la théorie de Lyapunov pour I'étude de
I’équilibre trivial et celle des systemes compétitifs pour I’équilibre endémique. On
introduit le taux de reproduction de base, également appelé second reproduction
number [93, 29], qui défini le nombre moyen de seconde infection engendré par
I'introduction d’un infecté dans une population initiale saine :

ﬁmﬁH

Ry = —mPH
0 A (v + brr)

(3.11)
obtenu lors du calcul des équilibres.

Ce parametre, souvent noté Ry apparait dans la plupart des modeles de propagation
d’infections. Intuitivement, il signifie que toute maladie pour se propager a besoin
localement d’un nombre minimum de malades ; en-dessous de ce seuil la maladie fini
par s’éteindre d’elle-méme.

3.4 Etude préliminaire

3.4.1 Existence et unicité

Ce modele est décrit par un systeme d’équations différentielles non linéaires du
premier ordre. Il se réécrit de la maniere suivante :

ou X(t) est le vecteur colonne des quantités et densités d’individus par classe et
F : R% — RS est une application.

bxs 1—;{:—1 —(s+d)x;
B K
L(t) szq (1— Ki — (s +dp)zs
L
X(t) = IA((tt)) s F(x) = STy — dmxg
Sn;(t) — (bg + Buxe) T4 + b
L (t) Brxers — (v + b)ws
x
~ (=2 + Bums ) w6 + B
x3
ot X = (x1,---,x6) € RS. La fonction F est clairement localement lipschitzienne

par rapport a X (t), on déduit donc I'existence et 1'unicité des solutions maximales.
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On se place dans le cas ou r > 1 et vy > 0. Ainsi la population de moustique
tend vers le point d’équilibre

T E*
X* — <1 _ 1> <I{E’ ﬁj SLKL) = L* ,
r YE YL dmYL A

ol vg et g, sont définis dans la section 3.2.2 et la population humaine reste constante
si v = 0 et croit exponentiellement si vg > 0.

3.4.2 Positivité des solutions

Proposition 3.4.1. Soient (ty, Xo = (Eo, Lo, Ao, Imo, Stro, o)) € Ry x (Ry)3 x
[0,1)2 et ([to,T[,X = (E, L, A, Iy, S, Iy)) la solution maximale du probléme de
Cauchy relatif (3.10) et associé a la condition initiale (to, Xo) (I' € ]to, +0]).
Alors

Yt >to, X(t) € (Ry)S

Démonstration. La premiere partie de la proposition est donnée par la proposition
3.2.2, qui donne la positivité de F, L et A. Pour la seconde partie, le raisonnement
est identique & celui de la démonstration de 3.2.2. ]

3.4.3 Caracteére borné des solutions et existence de solutions
globales

Proposition 3.4.2. L’ensemble

AxQ=
0<E<Kp
(B.LA) | 0=h=LL x{(sH,IH,fm>e<R+>3 | gsfrtinsl }
OSAgd—LKL <In<

(3.12)

est invariant par le systéme (3.10).

Démonstration. L’ensemble A est invariant d’apres la proposition 3.2.3. On montre
que £ est invariant en ré-itérant le méme raisonnement que celui de la démonstration
de la proposition 3.2.3. ]

On en déduit alors que les solutions sont globales :

Proposition 3.4.3. Soit (tg, Xo) € Ry x(R1)3x[0,1]3. La solution mazimale (I, X)
du probléme de Cauchy relatif a (3.10) et associé a la condition initiale (to, Xo), est
globale, i.e., I = [tg, +0o0].
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Démonstration. On sait que A est un bassin attracteur pour (3.1) par le lemme
3.2.4. De plus, les solutions I,,, Si et I sont positives et majorées donc globales,
d’otu le résultat. O

3.4.4 Existence des équilibres

Proposition 3.4.4. Le systéme (3.10) posséde toujours le point d’équilibre trivial
Ng = (E*,L*, A*,1,0,0).
— Si Ry <1, le systéme (3.10) ne posséde pas d’autres équilibres.
~ Si Ry > 1, il existe un unique équilibre endémique, N* = (E*, L*, A*, S5, I}, Iy,),
o

bu Bu
Sy = + ,
= B +ba (B +bu)Ro
dmbg
o = —mPH g1, 3.13
a B (Br + br) (Bo—1) (3:13)
by
I = ——(Ry—1).

ot Ry est donné par (3.11) et (E*,L*, A*) correspond a ’équilibre endémique du
systéme (3.1) donné par (3.2.1).

Démonstration. On vérifie aisément que (1,0,0) et (S7;, I}, I,) sont des solutions
d’équilibre du sous-systeéme de (3.10b). De plus (1,0, 0) appartient & I’ensemble €2 et
lorsque Rg > 1 alors (S3, I3, I%,) appartient & (R )3. 11 ne reste plus qu’a montrer
que (S, I3, I},) appartient a Q.

Comme Ry > 1, alors

1
03@—R05_1
R0+7H
b
et
Ry—1 1
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De plus,

b n Bu
Ba +br (B +bu)Ro
Ry —1 1

Ro Nl bu
(1+5) (14 5)
_ Bu Bu (,  bu
-~ Bu+bu (bH <1+bH+'7> " Ry <1 bH+7>>

1 B bu
< Bu + by (bH <1+5H+7> on <1_bH+7>> <!

3.4.5 Stabilité locale

Proposition 3.4.5. Le point d’équilibre N§ = (E*, L*, A*,1,0,0) du systéme (3.10)
est localement asymptotiquement stable si et seulement si Ry < 1.

Sy +1 =

+

Démonstration. Le systeme linéarisé associé a (3.10) autour du point N est donné

par :
X'(t) = Dp(NG)X(t)

ou
Dp(Ng) =
bA* E*
_(s+d)_Lf£E 0 - (s+d)ﬁ 0 0 0
s

(5L+dL)§ —(sp +dr) — K. 0 0 0 0

0 ST, —dm, 0 0 0
0 0 0 —by 0 —Bu

0 0 0 0 —(y+bu) PBu
0 0 0 0 ﬁm _dm

est la matrice jacobienne associée au systeme (3.10) au point Ng. Son polyndme
caractéristique est

x1(A) = xx+(A) Pr,1(A)

Pri(N) = (A +br) (N + (v + by + dp) A+ din (v + b ) (1 — Ry))

et xx+ est le polynéme caractéristique de Dp(X™*) (voir proposition 3.2.6 page 44).
Puisque r > 1 (r donné par (3.3)), toutes les racines de yx~ sont de parties réelles
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strictement négatives. De plus, le polynome Py ; admet clairement —by comme
racine qui est strictement négative. Les autres racines sont celles de

AN+ (v + by + dp)A + din(y +brr) (1 — Ry).

Supposons Ry < 1. Il est clair que ce polynéme a tous ses coefficients strictement
positifs. Le critere de Routh-Hurwitz (voir section A.2.3 page 191) permet alors d’af-
firmer que toutes les valeurs propres de Dp(Nj) sont de parties réelles strictement
négatives. D’apres le théoreme de Lyapunov, on en déduit que INJ est localement
asymptotiquement stable pour le systéeme (3.10).

Supposons que Rg > 1. Le critere de Routh-Hurwitz permet d’affirmer que le poly-
nome admet au moins une racine de partie réelle strictement positive. Donc Dp(Ng)
admet au moins une valeur propre de parties réelles strictement positives. Le théo-
reme A.2.4 implique que N est instable pour le systeme (3.10). O

Le point d’équilibre N*

Proposition 3.4.6. Le point d’équilibre N* = (E*, L*, A*, S5, I}, Iy,) du systéme
(3.10) est localement asymptotiquement stable si et seulement si Ry > 1.

Démonstration. Supposons Ry > 1. Alors I}, S7; et Iy sont strictement positifs.

Le systeme liénarisé est

X'(t) = Dp(N")X(t)

64



3.4. Etude préliminaire

ou
bA* E*
L* sE*
(8L+dL)E —(sp +dr) — e 0
i} 0 Sr, —dm
Dp(N*) =
0 0 0
0 0 0
0 _SLI;% dmf;kn
A* A*
0 0 0
0 0 0
0 0 0
—(bg + Buly,) 0 —BuSy
Buly, —(v +bu) BuSY
0 Bm(l - I:n) _(dm + 6ml}})

Pour simplifier les calculs on utilise dans la suite les égalités suivantes :

I* I
BuSiy =y +bg)LL et B, -1I)=d,-2.
I Iy

Le polynome caractéristique de DF(N*) est
x2(A) = xx+(A) P2 (A),

ou xx- est le polynéme caractéristique de Dp(X™) dont toutes les racines sont de
parties réelles strictement négatives (voir proposition 3.2.6) avec X* donné par (3.4)
et

Prra(\) = N + a1\ + a2\ + azs
avec
a1 = ((dm + BuTjy) + (v + bur) + (bu + Bu T,
g = (v +br)Bmlf; + (v + bu)(bu + Buly,) + (br + Buly,)(dm + Bmlf)
az = (v +bu)(dnfuly, + bufmliy + BmfbulyIf).
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Or, nous avons montré (proposition 3.2.6) que toutes les racines de xx+ sont de

parties réelles strictement négatives puisque r > 1, avec r donné par (3.3). De plus,

le polynoéme Py o est a coefficients strictement positifs. Calculons ajos — as :
Dopgp = ojos —a3

= ((da+Buliy) + (b + Bu L) )

+(v + br) (75771[;[ + (v + bm)(bg + Buly,) + br(da + 5m11*{))
> 0
D’apres le critere de Routh-Hurwitz, on en déduit que les valeurs propres de Py 2, et
par suite Dp(N*), sont de parties réelles strictement négatives. D’apres le théoréme

de Lyapunov, on en déduit que N* est localement asymptotiquement stable pour le
systeme (3.10). O

Proposition 3.4.7. Le point d’équilibre Ny = (E*,L*, A*,1,0,0) est globalement
asymptotiquement stable si et seulement st Ry < 1.

Démonstration. On suppose Ry < 1. Nous allons construire une fonction de Lyapu-
nov associée au point Nj. On cherche une fonction de la forme

i RS - R

1
r= (1, ,y6) > V(r1,22,73)+ §(a4(y4 —1)? + asy? + aey?)

ott a = (a4, as, ag) est une constante de (R, )% et V, la fonction de Lyapunov définie
dans la démonstration de la proposition 3.2.8 :

V: Ry — R

(r,0:2) & g (ar(e— B2+ asly — L)2 + as(z — A°)?)

avec

ay =

(sp +dp)? (L*)Q’

s+d E*
az = sp+dg,
dr\ 2
v = <8L+L> .
SL
Un calcul rapide donne
Vi(Xg) =0

et
V(J?l,"' 7y6) € AI X [07 1]3 \ {Xik}> Vl(xla"' 796) > 0.
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Sa dérivée orbitale est alors,

Vi(z1, -+ ,96) = V(x1,72,%3) +aa(ys — 1) (by — (bu + Buys) ya)
+asys (Bryeys — (v + br)ys)

X
+acye ( <5Lx§ + Bmy5) Yo + ﬁmy5> .

En notant (-,-) le produit scalaire dans R, §4 = y4 — 1, et X = (gj4,y5,y6)T, on
obtient,

Vi(@y, - ye) = Vi, ao,23) + (A1 X, X) (3.14)
- N x L*
— (a6Bmysz] + asBuye®: — asPuysiys) — aesL <x§, - A*> e
ou
A1=-D+ R
asby 0 0 0 0 —a4fBH
avec D = 0 as(y+bdn) 0 et Ry = 0 asBy
0 0 aﬁdm aGIBm 0
On construit la matrice symétrique suivante :
—a4bH 0 _G;BH
1
S1==D+5(Rf + i) = 0 —as(y+by) M 7
—asfu  asBu + asPm d
2 2 —a6am

qui vérifie
<SIX7X> = <A1X1 X>
Tout d’abord, on cherche a = (a4, as,ag) € (R4)3 tel que S; ait toutes ses valeurs

propres négatives, i.e. (51X, X) <0, ainsi d’apres (3.14) on aura V(:pl, < yg) < 0.
Le polynome caractéristique de S; est

Xs, = )\3 + CV1)\2 + Ozg)\ + as,

ou

a1 = agdy, + agby + a5(7 + bH),
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1
a2 = a4a6dmby + agasdm (Y + b)) + asasby (v + br) — 1 ((aﬁﬁm + asBu)? + aiﬁ%{)

3
= Z (a6a4dmbH + a6a5dm(7 + bH) + a4a5bH(fy + bH)>

+i <a4a5bH(’y +by) + (a6a5dm(’7 +bu) — (aBm + asBu)?)

01
+ay (asdmby — asBF) >,

02
et
1 9 1 2 92
az = aea4a5dmba (v +by) — Za4bH(a65m + a58m)" — 1%(7 +by)aify
1
= 1 <2a6a4a5dmbH(7 + bH) + CL4bH51 =+ a4a5('y + bH)52)
Posons
by 2 Bh
= — = Rg, = —>a
B G R N Gy 7

alors tous les coefficients du polynéme xgs, sont positifs. En effet on a,

Yo = agasdm(y+bu) — (a6Bm + asBu)?
. i(aﬁag)dm(’y +bir)(3 + Ro) ) (1 - Bo) > 0

oo = 0.
et par suite,
a1 = aedm + asbg +as(y +bg) >0,
3
ay = Z (a6a4dmbH + a6a5dm(’y + bH) + a4a5bH('y + bH))
1
+1 <a4a5bH(’y + bH) + (51) > 0,
1
ag = 1 (2a6a4a5dmbH(’y +by) + a4bH(51.> >0
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Ainsi,
D =a1a9 — ag
1
:ZGde (3 (a6a4dmbH + a6a5dm(’y + bH) + a4a5bH(fy + bH)) + 51>
1
+ Z(MbH (3 <a6a4dmbH + agasdm (v + by) + asasby (v + bH))

+ agasby (v + bH))

4
+ (a4a5bH(’y +by) + 51)) > 0.

1
+ *a5(’}/ + bH) (3 <a6a5dm(7 + bH) + a4a5bH(7 + bH))

On en déduit donc, d’apres le critere de Routh-Hurwitz que S1 n’a que des
valeurs propres strictement négatives, donc elle est définie négative. On note A\q, A5
et Ag les valeurs propres de Si, et soit \g la plus grande. Alors on a

VX = (y1,95,56) € [0,1]3, (S1X,X) < N(v3 + v2 + 12)

Montrons grace a cette fonction de Lyapunov V; que Ny est globalement asymp-
totiquement stable sur Q*. Soient (tg, Xo) € Ry x (R4)3 x [0, 1] et ([to, +o0o[, X)) la
solution globale du probléeme de Cauchy associé a (3.10) et relatif & la condition ini-
tiale (to, Xo), X (t,to, Xo) que 'on désignera plus simplement par X (¢). On suppose
que Xo # N sinon X = Nj grace a 'unicité des solutions. On note

Vt € [to, +oof, Vi(t) = Vi(X(t))
et on calcule sa dérivée par rapport t, on obtient V¢ € [to, +00]

Vi) = VA(X(1))

Ln(1)
< V(E(),L(t), At)) + (Im(t), Su(t), Iu(t)) Ay | Su(t)
* I (t)
—agsy, <1€;Eg — j*> Im(t)2
< V(E@®),L(t), A(t) + Xe(Su()* + I (t)?)

L(t) L* 9
- 2 E ) L)
(oo (5 - ) ) 0
Or on sait que X* = (E*, L*, A*) est globalement asymptotiquement stable pour le
systéme (3.1), donc

Vt € [to, +oof, V(E(t), L(t), A(t)) <0,
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et
L(t) L*

a7 > tg tel t>T, |—% — —
Ve > 0, >ty tel que Vi > T, AQ) A

<e.

On pose
A
. o Pl
a6SL

0<

Il existe T' > tg tel que t > T entraine
L(t)y L*
Ag — —t = — 0
( oo (A(t) A)) )

VE>T, Vi'(t) <0

d’ou

Enfin © est clairement compact. Le théoréeme A.2.7 permet de conclure que N est
un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable sur A x Q. O

Remarque 3.4.1. Le passage par les fonctions de Lyapunov nous a permis de
conclure sur la stabilité de Nj dans le cas ot Ry = 1, ce qui n’était pas possible
précédemment avec la stabilité locale.

3.4.6 Stabilité globale de 1’équilibre endémique

Le systeme (3.10) est construit grace au couplage de deux sous-systemes : (3.10a)
et (3.10b) (voir page 59). Le terme couplant ces deux systémes est donné par la

t
fonction sy, mlm(t). Le couplage ne se fait que dans un sens puisque la dynamique

du systeme (3.10b) dépend de celle du systeme (3.10a), mais pas inverse. Or,
on connailt le comportement asymptotique du systéeme (3.10a), il suffit donc de se
concentrer sur I’étude du comportement asymptotique du systeme (3.10b),

Su®t) = — (b + Buln(t)) Su(t) +bu
Iy(0) = Bula)Sy(0) — &+ bi) ()
10 = = (550 4 Bl In(0) + BT (0)

Pour faciliter la lecture nous rappelons dans la suite quelques notions et résultats.

Définition 3.4.1. Considérons les systémes suivant :
2 = f(t,x) (3.15)

Y = g(y) (3.16)
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ot f et g sont continues et localement lipschitziennes pour x € R™, alors pour tout
t > 0 les solutions existent. Le systéme (3.15) est dit asymptotiquement autonome
par rapport au systéme limite (3.16) si f(t,x) — g(z) lorsque t — oo uniformément
pour x € R".

Lemme 3.4.8. [88] Soit e un équilibre localement asymptotiquement stable pour le
systeme (3.16) et soit w ’ensemble w-limite d’une solution globale z(t) de (3.15).
Si w contient un point yo tel que la solution du probléme de Cauchy (3.16) muni
de la condition initiale y(0) = yo converge vers e lorsque t — oo, alors w = e, i.e.,
x(t) — e lorsque t — co.

Corollaire 3.4.1. [88] Si les solutions du systéme (3.15) sont bornées et que l’équi-
libre e du systéme limite (3.16) est globalement asymptotiquement stable, alors
chaque solution z(t) du systéme (3.15) vérifie x(t) — e lorsque t — oo.

Appliquons & présent ce résultat au systeme (3.10b). Puisque ’équilibre en-
démique X* = (E*, L*, A*) du sous-systeme (3.10a), est globalement asymptoti-

L(t L*
quement stable pour r > 1 (proposition 3.2.8), alors Aiti — T lorsque t — +o00
uniformément. Ainsi, d’apres le lemme 3.4.8 et le corollaire 3.4.1, on en déduit que le
systeme (3.10b) est un systéme tridimensionnel asymptotiquement autonome ayant

comme systeme limite :

Sy(t) = —(bu + Buln(t)) Su(t) +bu

Iy®t) = Buln()Su(t) — (v +bu)lu(t)
(3.17)

*

I,() =- (SLj* + BmIH(t)> I (t) + B Ir (1)

Ce systeme possede toujours le point d’équilibre £ = (1,0,0). Si Ry > 1, le
systeme possede un deuxieme point d’équilibre £* = (5%, I};, I;,). Dans la suite de
I’étude nous nous restreindrons au domaine de définition 2 donné par (3.12) qui est
positivement invariant pour le flot induit par (3.17) et qui correspond au domaine
biologique.

Théoréeme 3.4.9. Si Ry > 1, l’équilibre endémique L* du systéme (3.17) est glo-
balement asymptotiquement stable dans int(S2).

Pour démontrer ce théoréeme nous allons utiliser les résultats sur les systemes
compétitifs [54, 86, 87], rappelés dans la section A.3.10 ainsi que les résultats sur la
stabilité des orbites périodiques.

Théoréeme 3.4.10. Le systéme (3.17) est compétitif dans Q.
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Démonstration. D’apres la caractérisation donnée dans la définition A.3.10, il suffit
de trouver une matrice H = diag(e1, ...,en), oug; € {—1,1}, (i = 1...,n), telle que
H(DF(x))H ait ses éléments non diagonaux négatifs ou nuls, o DF'(z) désigne la
matrice Jacobienne du systeme (3.17). On pose

-1 0 O
H= 0 10
0 0 -1
O
La matrice Jacobienne est donnée par :
—(bm + Bulm) 0 —BuSH
DF(x) = Birlm —(’)’ + bH) BuSH (318)
0 Bm(1 = Im) —(dm + Bmln)
On a alors :
—(bg + Bulm) 0 —BuSu
H(DF(z))H=1{ 0 —(v+bg) —BuSu
0 —Bm(1 = L) —(dm+ Bmly)

Le systeme (3.17) est donc compétitif dans € et préserve I'ordre défini par 1’en-

semble

Montrons a présent la persistance du systeme, ce qui garantit la présence de
toutes les especes.

Proposition 3.4.11. Sur le bord de 2, le systéme (3.17) posséde un seul point
w — limite qui correspond a l’équilibre trivial L. De plus, pour Ry > 1, L ne peut
étre le point w — limite de n’importe quelle orbite définie dans int(<2).

Démonstration. Le champ de vecteurs est clairement transversal sur le bord de €2,
excepté suivant 'axe Sy qui lui est invariant pour le systeme (3.17). Sur 'axe S
on a

St = bu(l - Sn).

ce qui implique que Sg(t) — 1 pour t — oo. De plus, L est le seul point w — limite
sur le bord de 2.
Pour montrer la seconde partie de la proposition, on introduit la fonctionnelle sui-

vante : L+ R 1
0 " Iy, (3.19)
B
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Sa dérivée orbitale est donnée par

. . 1+Ro\ 1
= s+ B T+ (S5 ) B0 (0) - 3+ b))
H

1 1
- _dmlm +ﬁm(1 - Im)IH + dm < * RO> ImSH - dm < + RO) (’Y‘i‘ bH)IH

2

2 Bu
1+R0> m (Y + br)

= (F5) gt | (257) 8= 1]
(58] o )

- _<1—fm>—i<w1>]ﬂmfff+[SH—(1+RO)]d (75

Puisque Ry > 1, alors 5(1/R0 +1) <let2/(14+ Ro) < 1. Donc il existe un

voisinage U de Lj tel que pour (Sy,Im,In) € U Nint(?) les expressions entre
crochets soient strictement positives. Dans ce voisinage on a V' > 0 sauf pour Iy =
I, = 0. De plus, les isoclines de V sont données par

1 1
Im+dm< +RO> 7IH_C

2

qui s’éloigne de I’axe Sy lorsque ¢ augmente. Puisque V' croit le long des orbites
débutant dans U U int(£2), on en déduit qu’elle s’éloigne donc de L.

Ceci prouve la proposition. On en déduit immédiatement la persistance du systéme
(3.17) pour Ry > 1. O

Théoréme 3.4.12. La trajectoire de toute orbite périodique non constante de (3.17),

st elle existe, est asymptotiquement orbitalement stable, avec phase asymptotique.

Démonstration. Pour prouver ce théoreme, nous allons utiliser le résultat de Mul-
downey (théoreme A.3.4). La matrice Jacobienne du systeme (3.17) est donnée par

—(by + Bulyn) O —BuSH
pF = | Prlm —(y+bu)  BuSu__
0 Bm(1 = Iy) —(SL% + Bindrr)
Pour lorbite (t), '"équation de la seconde composée de (3.17) s’écrit :
X' =—2bg+ Bulm+v)X + BuSuY + BuSuZ
V' = = 1) X — (bag o+ B+ 51+ B l)Y (3.20)

*

7' =pulaY — (s1;
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Soit || . || la norme sur R? définie par
(X, Y, Z)|| = sup{| X[, [Y] +|Z]}.

Pour montrer que (3.20) est asymptotiquement stable, on considere la fonction de
Lyapunov suivante,

V(t) = V(X(t)v Y(t)7 Z(t)§ SH<t)v IH(t)a Im(t))

1 0 0
IH(t) X
I
o | R N | B (NELXCARRP)
IHt) A m
0 0 —=
I,(t)

On suppose que p(t) = (Su(t), Ig(t), I (t)) est périodique de période minimale w.
Alors, la proposition 3.4.11 implique que l'orbite v de p(t) n’intersecte pas le bord
de Q. D’ou

Ig(t)y>e et ILp(t)>e avec 0<e<1
Donc la fonction V' est bien définie le long de p(t) et il existe une constante ¢ > 0
telle que
V(XaKZ7SH7IHaIm)ZC|(X7Y72)|7 (321)
pour tout (X,Y,Z) € R3 et (Sy, Iy, L) € 7. La dérivée a droite de V (t) existe,

les calculs de cette dérivée a droite sont décrits dans [62] et [69]. En fait, le calcul
direct nous donne,

Dy |X(8)| < =(2bm + Bulm + )X (@) + BaSu([Y ()] + |Z(1)])

< (@b + Bl + XO]+ S5 T4V O]+ 120D )

DY ()| < Bn(1 — In)| X ()| — <bH + Bulm + SL% + ﬁmIH> 1Y ()],

*

DA12(0) < Bulal¥ (0] - (517

+6mIH+v+bH> 12(8)].
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Alors, on a

D, [IH<|Y<t>| N \Z(tm]

IN

) v (1)) + 1200))

_l’_

E
I/ *

< T

< (1

I
+ Iiﬁm(l -
m

—L—b -8 L
I, &b
L) | X (1)

On obtient donc

D V(t) < sup{gi(t), g2

ou
q1(t) =

92(t) = I

I
)+7H_

[/amu— WX~ (b + 51

(- m) 5 (v ()] + 12 + 12
< I

I

*

/smzH) (Y (6)] +12()

—(2by + Bulm +7) + BaSu(t)

L N
1, CH SL7%

3.4. Etude préliminaire

D (Y @) +12()])

+ B L) (Y ()] + 12 (1)])

Iy
I

1)}V (), (3.22)

I,
Iy’

*

Ax - BmIH

On réécrit les deux dernieres équations de (3.17) sous la forme,

Ainsi,

g1(t) = —(2bg + Bulm +7v) + =

Iy
E
7ﬂm( - )

I

= by — Bnln.
H

Iy

n, I,
pindm

g2(t) = Iy I,

bH ﬂm

B 4 (y+bp)

(1= In)

m

- ﬂmIH
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On obtient

I I
sup{g1(t), g2(t)} = sup] 2L — (bg + Buln), 2= — by — Buln
Iy Iy
I/
< —byg + A
Iy

Donc, d’apres Iéquation (3.22) et I'inégalité de Gronwall, on a
V(t) < V(0) Iy (t)e bt < V(0)e b,

puisque 0 < Iy < 1 dans int(2), ce qui implique que V (t) — 0 pour t — oco. D’apres
(3.21), on en déduit

(X(t),Y(t),Z(t)) -0 pour t— oo

Ce qui entraine que le systeme (3.20) est asymptotiquement stable, et prouve le
théoreme 3.4.12. O

Théoréeme 3.4.13. Considérons le systéme (3.17). St Ry > 1, alors
Q—{(5S,0,0):0< Sy <1}

est une région asymptotiquement stable pour Uéquilibre endémique L* = (S5, 15, 17,).
De plus, toutes les trajectoires commencant sur l'axe Sy s’approche de l'équilibre
trivial L§ = (1,0,0)

Démonstration. La premiere partie du théoreme est donné par la transversalité du
champs de vecteurs du systeme (3.17) sur Q@ — {(Sy,0,0) : 0 < Sy < 1} et du
théoreme (3.4.9). La seconde partie s’obtient par la proposition (3.4.11). O

Les figures 3.5(a)-3.5(b)-3.6(a)-3.6(b) sont obtenues par simple intégration du
systéme (3.10) en utilisant la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4. Dans ces simu-
lations, le choix de by << 1 et tres petit par rapport aux autres parametres est
simplement du au fait des différentes échelles, puisque 'espérance de vie humaine
est d’environ 70 ans, alors que celle des moustiques est de 4 a 10 semaines.

Théoréme 3.4.14. Supposons Rg > 1 et by << 1, alors les solutions du sys-
téeme (3.17) oscillent autour de ’équilibre endémique.

Démonstration. L’existence d’oscillations autour de 1’équilibre £* dépend de si I’équa-
tion caractéristique définie par la matrice Jacobienne (3.18) a des valeurs propres
de parties imaginaires non nulles. Le polynome de la matrice Jacobienne est

PA) =X+ AN+ BA+C



3.4. Etude préliminaire

0.018

0.018

0.016
0.016 |-

014 -
0014 | 001

0.012

0012 |
0.01 |- (SH*,lm*)
4

0.008 - ¢

0.008 [

Infectious proportions
1

0.006 0.006

0.004 0.004 -

0.002

0.002 |-

0 SAA A = = L L L L L L
5000 10000 15000 20000 25000 0.06 0.08 01 0.12 0.14 0.16
time (in days) SH

(a) a (b) b

FIGURE 3.5: Solutions numérique du systeme (3.10 (b)). Figure (a) : Série temporelle
représentant 1’évolution des proportions d’humains et de moustiques infectés. Figure
(b) : Portrait de phase dans le plan (Sw,Iy). Les valeurs de parametres sont :
dm = 0.25, by = 0.0000457, By = 0.5, B = 0.75, v = 0.1428. On a alors
Ry = 10.500841.

ou

A= (bg + Buly) + (v +bu) + (dn + Bnlf),
B = (bg + Bull) (v +bu) + (bu + Buly) (dm + Bmlf)
+ (v + bu)(dm + Bmly) — BuSuBm(l — 1,)
= (bg + Bul,) (v +bu) + (bg + Bul,)(dm + BmlF)
+ (v + bm) Bl
C = (by + Buly,)(y +bu)(dm + Bulyy) + BaSyBuly,Bm(l — I},)
— (bu + Buly)BaSyBm(1 - I,)
= (v +bm) ((bg + Buly,)Bmly + Badmnly,)

On rappelle qu'un polynome de degré 3 a des valeurs propres de parties imagi-
naires non nulles si

1 1
A=t —p3 2
4q +27p >0, (3.23)
ol N 2
2 B
AL B —B-.
1= 57 3 6 3

On remplace I7;, I}, et Ry dans les coefficients A, B et C et on effectue le dé-
veloppement en série de Taylor autour de by = 0. Apreés calculs, on obtient les
approximations suivantes,
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- PP Bm _ dm 2
A_7+dm+(1+ i T ﬂH>bH+O(bH)
m dm
B= <(7 *dm)ﬂdmﬂf + B — BJ) by + O(b%)

C = (BuBm — dm?)) bar + O(b%).

D’autre part, en remplagant les coefficients A, B et C' dans I’équation (3.23), et
en regroupant les termes en O(b?%), on obtient

1
A= (1 ) (Bat B — A + O
Le terme BB, — vdy est positif puisque Rg > 1, donc

lim A > 0,

by—0 by

ce qui entraine que, pour by suffisamment petit et positif, A est positif. Ceci prouve
le théoréme (résultat similaire & celui donné dans [34]). O

02

o1t E
02

. . . . . . . . . . . . . . . .
o 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
time/days RO

susceptible proportion
IH*
°
2

unstable

FIGURE 3.6: A gauche, série temporelle représentant 1’évolution de la proportion
d’humains susceptibles. A droite, diagramme de bifurcation du systeme (3.17), avec
Ry comme parametre de bifurcation. Pour Ry > 1, on représente la proportion
d’humains d’infectés I7; pour des valeurs de parametres fixés a : by = 0.0000457,
51\/[ = 0.97 BH = 0.9, YH = 0.1428, dm = 0.25.

Nous analysons ensuite le comportement asymptotique de la population to-
tale Ng(t), ainsi que le nombre total d’individus dans les différentes classes épi-
démiologiques Sy, Iy et Ry. Pour cela, nous introduisons les parametres suivants :

 Bubn
dm(’y + dH)7
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et
R SiRogl
Ri=RS(1l=L)=q
si Ry >1
v+du

On s’intéresse d’abord & la dynamique des solutions dont les conditions initiales
sont en dehors du sous-espace Iy = I, = 0. Pour Rg # 1, nous avons les résultats
suivants.

Proposition 3.4.15. Pour by > dpy, lorsque t — oo, (Sg(t), Ix(t), Ry(t)) tend
vers (00,0,0) si R <1 et vers (00,00,00) st (Rg <1 et R>1) ou (Ry>1).

L
Démonstration. Puisque I/, — 0 et s, — — d,, lorsque ¢ — o0, la proportion

de moustiques infectés est fonction de la proportion d’humains infectés comme suit :

Brm
I, =—Ixg(1—1,).
. H( )

Donc la forme limite de I’équation de Iy (t) est donnée dans systéme (3.9) par

7, <ﬁmﬁH

I'yg =\~ —8u(l—In) = (v+ dH)) Iy = (y+du) (R — DIy,

cela implique que Iy (t) décroit de maniere exponentielle si By < 1, et croit de
maniere exponentielle si Ry > 1. De plus,

Ri<l1l < R<1

et
Ry >1 < (Ry<let R>1)ou(Ry>1).

La solution Ry (t) est donnée par

t
Ry (t) = Ry, (t)e %t + e_dHtv/ Iy(s)edisds
0

Alors comme Iy (t) est donnée par une fonction de type exponentiel, cela im-
plique que Ry (t) décroit de maniere exponentielle si R < 1, et croit de maniére
exponentielle si R; > 1. ]
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord proposé le modele (3.1) afin de décrire
la dynamique de croissance du moustique Aedes albopictus. Ce modele, basé sur le
cycle de vie biologique du moustique, inclus des phénomenes d’auto-régulation sur
les stades ceufs et larves. Pour ce modele, on définit le seuil suivant :

T <sid> <3L-idL) (;i)

qui correspond au seuil d’existence de ’équilibre endémique. Les taux de croissance

des populations d’ceufs, de larves et d’adultes sont donnés par <5+Ld)v (ﬁ) et

(%) respectivement. Nous avons montré, en utilisant les fonctions de Lyapunov, la
m

stabilité globale de I'équilibre trivial lorsque r < 1 et celle de 1’équilibre endémique
lorsque r > 1.

Ensuite, suivant les travaux de L. Esteva [35], nous avons formulé un modele
(3.10) de transmission du virus a la population humaine. Dans ce modele, la dy-
namique de la population humaine peut étre supposée variable ou non. Le passage
au densité, permet en effet, de ne considérer que le taux de natalité bg. De plus, le
taux d’infection Sr dépend de la population de moustiques. Dans le cas ou r > 1,
i.e. le cas biologiquement censé, nous définissons les taux de reproduction de base
de la maladie suivants :

ﬁmﬁH

dm(7 + bH)’

_ /BmﬂH
dm(’y + dH) ’

Ry =

et
R if Ry <1,
e L ST
v+du

Le parametre Ry correspond a la condition d’existence de 1’équilibre endémique
assurant ainsi le fait que les proportions des population infectées, humains et mous-
tiques, sont positives. Le parametre R; controle le comportement asymptotique
des humains infectés. Pour by = dy, on a Ry = R et donc (Sy(t), Ig(t), Ru(t))
tend, lorsque t — +oo, vers (Ny(0),0,0) si R < 1 et vers Ny x (S§, I}, Ry).
Cette étude permet alors de compléter analyse du modele sur la Dengue don-
née dans [66] ou seule la stabilité globale de I’équilibre trivial est considérée. Pour
by > dy, (Su(t),Iy(t), Ry(t)) tend, lorsque t — +o00, vers (+00,0,0) si R < 1 et
vers (00,00,00) si Ry > 1.
Nous formulons quelques remarques sur le modele :
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— La proportion d’humains infectés I et le nombre total d’humains infectés Ig
peuvent avoir des comportements différents. En effet, Iy pourrait tendre vers
0 alors que Iy augmenterait de maniére exponentielle (cas Ry < 1 < R).

— Pour les modeles proposés, la dynamique du vecteur ne dépend pas directe-
ment des parametres Kg et K7,. Néanmoins, il est & noter que la réduction du
nombre de gites larvaires, et donc la diminution de K, a un impact sur les
parametres dy, et s. Cependant la taille de la population de moustiques dé-
pend de la capacité d’accueil du site, contrairement au seuil 7 et la proportion
ﬁ—i = d,,. Autrement, on aurait les méme seuils Ry et R;.

— L’utilisation d’un taux d’infection des humains, différents de ceux habituel-
lement considérés, nous permet quelques simplification lors de la formulation

du seuil Ry (on obtient ﬁ: au lieu de ]‘3—;) Ceci explique également le fait

que Ry ne dépend pas explicitement de r, Ky, et K.

— Le modele que nous avons proposé apparait comme étant plus général puisque
un simple changement de variable permet de se ramener & un modele consi-
dérant un taux d’infection classique. Plus précisément, si I'on considére une
population humaine constante, i.e. by = dg, et un taux d’infection du type

BruSuIn
( Nu
terme [y par ﬁH%’fl). Lorsque A(t) tend vers A*, dans le cas ou r > 1, les
calculs et méthodes utilisés pour étudier le systeme sont alors exactement les
mémes, il suffit de remplacer Sy par HZ‘\L}—;. Le taux de reproduction de base
est alors donné par

BmﬁH ﬁ
dm (v +by) Nu
_ BmBH 1 1 SKESLKL
- ( - )dm(

dm('}/'i'bH)NiH ; SKE‘l‘(SL-i-dL)KL)'

>, alors le systeme (3.9) se réécrit simplement en remplacant le

Ry = (=R)

La méme approche permet ’étude de la stabilité globale de 1’équilibre endé-
mique pour les modeles décrits dans [31] dans le cas ou 'on ne considere pas
d’influence de la maladie sur le taux de mortalité du vecteur.

L’étude des ces systemes nous amene naturellement a aborder les différents moyens
de luttes permettant de prévenir, ou de réduire 'impact d’une épidémie. Nous ’avons
traduit ici par la formulation d’un probleme de contréle optimal développé dans le
chapitre 4.
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Dans cette partie, nous formulons et étudions un probleme de controle optimal.
L’objectif est de déterminer différents scénarios de controle de I’'épidémie en inté-
grant aux modeles du chapitre 3 certains termes modélisant les moyens de lutte
existant et utilisés dans ce genre de situation.

Lors de ce type d’épidémie plusieurs questions se posent, notamment 1’orienta-
tion & choisir afin de limiter ou réduire l’expansion de la maladie et/ou du vecteur.
On peut se demander, par exemple, s’il est judicieux de controler le vecteur 7 Si oui,
une démoustication massive utilisant des produits chimiques ne serait-elle pas né-
faste pour 'environnement ? Ne serait-il pas plus intéressant d’introduire une espece
de vecteurs stériles 7 Cela revient a faire une étude mathématique rentrant dans le
cadre de la théorie du controle.

4.1 Un modele de contréle optimal pour le
chikungunya

L’approche que nous utilisons, se base sur les moyens de lutte qui peuvent
étre utilisés pour limiter I'impact du virus chikungunya. Nous ne prendrons pas
en compte, par exemple, les expérimentations actuellement menées par l'institut
Pasteur en France ou encore par les chercheurs italiens, portant sur l'introduction
de moustiques stériles afin de controler la prolifération du vecteur et qui fait déja
lobjet de plusieurs études [89]. Nous avons intégré au modele (3.10) les différents
moyens de lutte suivant :
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— Le premier controle u; modélise les efforts entrepris pour la prévention I'inter-
valle [0, T]. Il regroupe les différents moyens mis en ceuvre afin de réduire le
nombre de contacts vecteur-hote. Cela passe par 'utilisation de répulsifs, de
crémes, de moustiquaires (puisque les moustiques Aedes albopictus sont des
moustiques diurnes et ont tendance & piquer a l'aube et au crépuscule), ou
encore le port de vétement long et couvrant... De plus, il prend également en
compte les efforts faits par les municipalités afin de sensibiliser la population
au danger du moustique et du virus.

— Le deuxieme controle uo représente le traitement des malades sur 'intervalle
[0,T]. Il n’y a, a ce jour, malheureusement pas de traitement spécifique, ni
agent médicamenteux, ni méme vaccin pour lutter contre le virus [23], et les
symptomes peuvent parfois persister jusqu’a plusieurs mois apres l'infection
[75]. Le controle ug que nous considérons ici peut donc modéliser le traitement
symptomatique ou encore I'isolement de patients dans les hopitaux pour éviter
les nuisances dues a la présence du moustique et éviter d’éventuelles nouvelles
contaminations.

— Le dernier controle ug modélise plus particulierement la lutte anti-vectorielle
sur l'intervalle [0,7]. Elle comprend les actions menées sous la responsabi-
lité des services de lutte anti-vectorielle, et est destinée a tuer les moustiques
qui diffusent la maladie, via I'utilisation de larvicide, dont ’action est dirigée
spécifiquement contre les larves de moustique. Elle inclut également la lutte
communautaire qui consiste a détruire les gites potentiels autour des habita-
tions (eau stagnante dans les soucoupes, vases, seaux, détritus...) pour priver
les moustiques de ces gites dans lesquels leurs larves peuvent se développer.

Remarque 4.1.1. Le contréle us aurait aussi pu modéliser en terme de réductions
des capacités d’accueil des ceufs Kg et des larves K. Enfin l'idée qui consiste a
introduire une population de moustiques stériles afin de réduire le nombre de pontes
(puisque la femelle est fécondée une seule fois) est traité dans [31].

Notre probleme de controle optimal se formule alors de la maniere suivante :

E'(t) = bA(t) ( - EW) — (s+d +eus(t))E(t)

Kg
L'(t) = sE(t) <1 — IJ(?) — (sp +dr)L(t) — deus(t)L(t)
A'(t) = spL(t) — dnA(t)
Su(t) = —(br + Bu(1 — ur(t))Im(t)) Su(t) + bu
Iy (t) = B (1 — ur(t)) I () Su(t) — (v + youz(t) + bul)u(t)

I6) = 51300 In0) 4 BT (01 = (0)(1 = L (1)

(4.1)
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ou

— uy € [0, 1] correspond a la prévention, donc si u; = 1 le nombre de contacts
vecteur-humain est nul et si u; = 0 le taux d’infection est maximal et égal a
B ou B ;

— uy € [0,1] correspond au traitement et 7o est la proportion de traitement
effectif (donc ypuz(t) donne ainsi le nombre d’humains guéris grace aux trai-
tements) ;

— ug € [0, 1] correspond a la lutte anti-vectorielle, € et d. sont alors les taux de
mortalité dus a l'utilisation de produit chimique ou encore a la destruction
des gites larvaires.

Théoréeme 4.1.1. A x Q est positivement invariant pour le systéme (4.1).

Démonstration. Dans un premier temps, on a

)
E'(t) > —(i +s+d+e)
Kg
L(t)> —(—— + s +dp +do)L
Ky,
A(t) > —dpnA

(4.2)

Iy (t) > (v + 7 + bg) g
I’;n(t) > _(SL + ﬁm)jm

\

En utilisant I'inégalité de Gronwall, on en déduit alors facilement que toutes les
variables du systeme sont positives.
Dans un second temps, on a

E'(t) < bA(?) ( - f((?) ~ (s + d)E(1)
L(t) < sE(t) (1 - %?) (s +dp) L)

Al(t) < spL(t) — dpA(t)
St (t) < (bu + Buln(t)) Su(t) + by
Iy (8) < Bulm()Su(t) — (v +bu)lu(t)

1) < (Lflg n ﬂmeos)) L) + B (1)

(4.3)
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La partie droite des inégalités correspond exactement au modele de dynamique du
moustique (3.1) et au modele de transmission de la maladie (3.15) du chapitre 3,
sans controle. Nous avons montré que les solutions du systeme étaient définies dans
A x €. Donc, comme précédemment, en utilisant 'inégalité Gronwall, on en déduit
que les solutions (4.1) sont bornées. O

Au systéme (4.1), on associe le probleme de controle optimal muni de la fonction
objective (fonction de cott) suivante :

T
J(uy, ug, u3) :/ (A1 (t) + Al (t) + A3E(t) + A4L(t) + Biuf + Bauj + Bsu3) dt
0

(4.4)
Les premiers termes représentent le gain pour les populations Iy, I,,, E et L
que nous souhaitons réduire. Les constantes By, By et B3 sont positives, et corres-
pondent aux poids qui permettent de régulariser le controle pour la prévention, le
traitement et la lutte anti-vectorielle, respectivement. Comme donné dans la litté-
rature, les colits sont supposés sous forme de fonctions quadratiques. En effet, les
couts sont rarement linéaires, et souvent sont présentés comme étant de fonctions
non linéaires du controle. Il existe d’autres types de fonctions dans la littérature
[22, 45, 71, 52]. Le plus naturel est alors de considérer des fonctions quadratiques.
Celles-ci permettent aussi de faire ’analogie avec I’énergie qui est ici dépensée pour
toutes ces mesures.

Notre objectif consiste a limiter la transmission de la maladie gréace a une réduc-
tion du nombre de moustiques et d’humains infectés ainsi qu’a limiter la prolifération
de la population de moustiques.

On cherche alors les controles (uj,u3, u3) qui minimisent le cott :

J(ul,us, uz) = min {J(u1, ug, ug)|(u1, ug,uz) € T'}, (4.5)

N

ou

_{ u;(t) est une fonction continue par morceaux sur [0, 7 }
T'= (ul,uz,u;;)‘ . ,
et a; <wi(t) < bj,i=1,2,3
(4.6)

est 'ensemble des controles et a;, b; sont des constantes appartenant a [0,1], i =
1,2,3.

Le probleme de controle optimal est alors résolu lorsque nous déterminons (uj, us, u3) €
I' qui minimise la fonction (4.5). Pour cela le travail que nous allons effectuer consiste
a:

— montrer I'existence d’'un contréle optimal,

— donner une caractérisation du contréle optimal,

— obtenir des représentations numériques.
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4.2 Existence et caractérisation d’un contréle optimal

L’existence d'un contréole optimal est obtenue grace au théoréeme de Fleming et
Rishel (théoreme II1.4.1, [37] et théoreme (A.4.7)).

Théoreme 4.2.1. Considérons le probléme de controle associé au systéme (4.1). Il
existe un controle (uy,us, u3) et une solution correspondante (E*, L*, A*, S5y, I}, I,)
qui minimise J(uy,u2,us) sur I tel que

min  J(uy,u2,u3) = J(uj, uy, uz). (4.7)
(u1,u2,u3)EF

Démonstration. Pour pouvoir utiliser les résultat de Fleming (théoreme II1.4.1,
[37]), nous devons vérifier les conditions suivantes :

1. L’ensemble des controles et des solutions correspondantes est non vide.
2. L’ensemble des contréles I' est convexe et fermé dans L2(0, 7).
3.

Le champ de vecteurs du systeme d’état est borné par une fonction linéaire
du controle.

~

L’intégrande de la fonction objective est convexe.

5. Il existe des constantes ci,co,c3 > 0, et § > 0 telles que l'intégrande de la
fonction objective soit bornée par c1(|ui|? + |ua|? + |U3]2)§ — co.

— On vérifie ces conditions, grace a un résultat de Lukes [56] qui assure l'exis-
tence de solutions pour le systeme d’état (4.1) & coefficients constants, ce qui
donne la condition 1.

— L’ensemble I' est borné par définition, donc la condition 2 est vérifiée.

— Le champ de vecteur du systeme (4.1) vérifie la condition 3 puisqu’il est borné
(voir preuve du théoreme (4.1.1)

— Il existe ¢1,co > 0 et § > 1 vérifiant

AlfH(t) + AQIm(t) + AgE(t) + A4L(t) + Blu% + Bgug + Bgu%
B

> eyl + Juz? + usl*) 2 — ¢

puisque les variables d ’état sont bornées.
On en déduit alors I’existence d’un contrdle optimal (u}, u3, u3) qui minimise la
fonction objective J(uq, ug, us). O

Nous allons a présent nous intéresser a la caractérisation d’un controle puisque
nous venons d’en montrer ’existence.

Soient Z = (E,L,A, Sy, Ig,I,) € A xQ, U = (uj,ug,u3) € I' et II =
(A1, A2, A3, Ag, A5, Ag) les variables adjointes. On définit le Lagrangien associé au
probléme (celui ci correspond a I'Hamiltonien augmenté des pénalités)
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L(Z,UT) = Ailg(t)+ Asly(t) + AsE(t) + A4L(t) + Byu? + Bou3 + Bsu3
+A1 [ DA(2) <1 — E;((]? —(s+d+ EU3(t))E(t)>
+Xo ( SE(t) ( - ig) —(sp+dp+ dcus(t))L(t)>

+As (spL(t) — dn A(t))

+A4 (= (b + B (1 — ur(t))Im (1)) Su(t) + bu)

+s5 (5H(1L— w1 () Im () Su (t) — (v + Youz(t) + bu)IH(t))

30 (=51 10+ B0~ )1~ 1n(0))

—wiy(ur — a1) — wiz(br — u1) — war(ug — az) — waa(ba — uz)

—w31(u3z — az) — w3z (b3 — u3)

(4.8)

olt w;j(t) > 0 sont les coefficients de pénalisation vérifiant :

w1 (t)(ui(t) — ar) = wia(t)(by — ui(t)) = 0, pour le controle optimal w7,

wa () (ua(t) — az) = waa(t)(ba — ua(t)) = 0, pour le controle optimal s,
et
w31 (t)(us(t) — az) = wsa(t)(bs — us(t)) = 0 pour le contréle optimal 3.

Théoréme 4.2.2. Soit (u}, us, u3) un contréle optimal donné et soit E, L, A, Sy, I, et I,
la solution du systéme d’état associé(4.1). Alors il existe des variables adjointes

IT = (A1, A2, A3, Ay, As, Ag) vérifiant :

. A L

=— 1A —-h— — 1 - —
)\1 3—|—>\1[ bKE (8+d+SU3)] +)\25( KL)>
: E I,
Ao =— | As+ Xo[—s— — (sp +dr + dcus)] + A3sp, — AeSL—

K A

. E L
A3 = — )\1b(1 — FE) — >\3dm + AﬁSLﬁIm

A = = (=Mal(brr + B (1 — 1) )] + A (1 — wr) L)
As = — (A1 — As(y +vouz +br) + X6 fBm (1 —u1)(1 — L))

A6 = — <A2 — Mfu(l —u1)Sy + AsBu(l —u1)Sy — )\G[SL% + BmIu (1 — u1)]>

muni de la condition terminale

Xi(T) =0 pouri=1,...,6. (4.10)



4.2. Existence et caractérisation d’un controle optimal

Les contréles optimauz uy, uy et uz sont alors représentés de la maniére sui-
vante :

. 1
uj] = max { ar, min < by, 2—31[()\5 — M) Buln S + NeBm I (1 — Im)]}}

1
us = max { az, min < b, 232()\570111)}} (4.11)

1
u§ = max { az, min { bs, E()\lé‘E + /\QdCL)}}
3

Démonstration. La forme du systeme adjoint munit d’une condition terminale dé-
coule du principe du maximum de Pontryagin [77]. On détermine la différentielle
du Lagrangien par rapport aux variables du systeme et on en déduit le systeme
adjoint :

. oL oL . oL
MO e T oM T Taa
. oL oL oL
MOT s T T, T et

Pour obtenir la formulation du contréle optimal donné par (4.11), on résout
I’équation de contrainte donnée par la différentielle du Lagrangian £ par rapport a
U = (uy,ug, us).

oL
5a. = 2B1u1 + MBuImSH — AsBalmSH — N Bmle (1 — Iy) — w11 +wiz =0
oL
e 2Bous — Asyolg — wao1 + wee =0
()
oL
— = 2Bsuz— AeFE — XAod.L — w31 +w3e =0
6u3

Apres résolution, on obtient

. 1
“ = 9B (A5 = A)Bu LS + N6 Bmlu (1 — L) + w11 — wiz]
1
x = —_— I -
u 2B, Asy0lH + w1 — way]
. 1
v = gglQedel) +ws1 — wan)

Pour obtenir une formule explicite des controles optimaux sans wi1, wig, W1, Wa2, W31

et wso, on utilise des techniques standards. On considere pour cela trois cas.
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— Soit 'ensemble {t|a; < uj < b1}, alors on a
wll(uT - a’l) = wlZ(bl - UT) =0= w1l = wWig = 0.

Donc le contréle optimal est

1

uj = ﬁ[(/\% — M) BuLnSH + XeBmIu(1 — Ly,)].
1

— Dans l'ensemble {t|uj = b1}, on a

w1 (uf —a1) = wiz(by —ui) = 0= wy; =0,

d’ol
b= uf = 2131[“5 B Tm St + NI (1 — L) — wna),
et donc
2131[()\5 — M) BuIm S + XeBmIn(1 — I,) > by puisque wia(t) > 0.

— Soit I'ensemble {t|u} = a1}, on a alors

wi1(uy — a1) = wiz(by —uj) = 0= wia = 0.

D’ou
a = uf = 2131[“5 M) TInSi — I (1 — L) — wni]
et donc
2;1[()\5 — M) BuaInSH + XeBmlu (1l — I,)] < a; et donc wyy(t) > 0,

ce qui peut se réecrire de la maniere suivante :

. 1
uj = max {al, min {bl, 2—B1[()\5 — M) BuaIm Sy = XeBm I (1l — Im)]}} .

— Soit I'ensemble {t|as < ub < be}, alors on a
wgl(u§ — ag) = ’u)gg(bg — u;) =0 = wy = woy = 0.
Donc le controle optimal est

1
s = — Dsvolnl.
=5, As70!H]
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— Soit ’ensemble {t|uj = by}, alors on a
wzl(u; — CLQ) = w22(b2 — u;) =0=wy; =0

d’ou )
by = uh = —— [0l
2 = Uy 232[ 570l H + was]

et donc

1 .
E[Ag,%[g] > bo puisque waa(t) > 0.

— Soit ’ensemble {t|u} = as}, alors on a
w21(u§ - a2) = w22(b2 - U;) =0= w0 =0

d’ou )
=us = —I[Asvolg —
az = Ug 232[ 570LH w21]
et donc

1 .
2732[)\5%[[{] < ag puisque wia(t) > 0,

ce qui peut se réécrire de la maniere suivante :

1
uy = max {ag,min {bg, ZBQ(AWOIH)}} )

— Soit I'ensemble {t|ag < uj < b}, alors on a
w31(u§ — (Ig) = ’w;32(bg — ug) =0= W3] = W32 = 0.
Donc le contréle optimal est :

*

U3 MeFE + Aod.L).

1
- T.Bg(
— Soit I'ensemble {t|uj = b3}, alors on a
w31 (u}j — ag) = wgg(bg — u§) =0= w3 = 0,

d’ou

1
b3 = u§ = TB;;[)\lgE + /\2ch + ’u}32]

et donc

1
2—B3(/\2dCL) > b3 puisque wsa(t) > 0.
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— Soit I'ensemble {t|uj = asz}, alors on a
w31(u§ — ag) = w32(b3 — u}t) =0= w3y =0,

d’ou

N 1
as = ug = Tng[AlgE + Xod.L — w31]

et donc

1
E(MEE + Aod.L) < a3 puisque wiz(t) > 0.

ce qui peut se réécrire de la maniere suivante :

1
u§ = max {CL3, min {bg, E(/\léE + )\Qch)}} .
3

O]

Le systéme d’optimalité est composé des états du systemes donné par (4.1) muni
de la condition initiale Z(0), du systéme adjoint muni de la condition terminale
(4.10), et de la condition d’optimalité (4.11).

4.3 Résolution numérique

Tout d’abord notons, que le systeme d’optimalité est un probléme avec deux
conditions de bord. En effet, le systeme d’état est résolu dans le sens ¢t : 0 — T
muni de la condition initiale Z(0) = (100,40,10,0.9,0.1,0.2). Le systéeme adjoint
est quant a lui résolu dans le sens inverse t : T — 0 puisqu’il est muni de la
condition de transversalité II1(T") = (0,0,0,0,0,0), ou 7" = 100 jours.

Les simulations numériques sont obtenues en utilisant Matlab. Pour résoudre le
probléme de controle optimal, nous introduisons une valeur initiale de (uy(t), ua(t), us(t)) =
(0,0,0). Nous résolvons le systeme (4.1) et ensuite le systeme adjoint (4.9). Le nou-
veau controle est calculé par une méthode du gradient.

Les valeurs des poids dans la fonction objective (4.4) sont :

Al = A2 =10000, 45 =0, Ay =1, By =By = B3 =10

Elles sont, d’une part, choisis de sorte a ramener les modeles de dynamique de
population du moustique et de transmission de la maladie, exprimé lui en densité,
a la méme échelle. D’autre part, ’objectif que nous nous fixons est de réduire le
nombre d’humains infectés et de moustiques infectés, ainsi que de réduire plus spé-
cifiquement les larves puisque ’on sait que c’est sur cette population qu’il faut agir
pour réduire la prolifération du moustique (voir 2.4). Ceci explique pourquoi nous
supposons Az nul puisqu’il n’y a pas réellement d’action dirigée contre la réduction
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Parametres Description Valeurs

b taux de ponte intrinseque 6

Kg capacité d’accueil des ocufs 1000

€ taux de mortalité des ceufs induits par les insecticides 0.001

Ky, capacité d’accueil des larves 500

S taux de transfert des ceufs vers les larves 0.7

SL taux de transfert des larves vers les femelles adultes 0.5

d taux de mortalité naturel des ceufs 0.2

dr, taux de mortalité naturel des larves 0.2

d. taux de mortalité des larves du aux controles 0.3

da taux de mortalité naturel des femelles adultes 0.25

by taux de natalité de la population humaine 0.0000457
Bu taux d’infection humain/vecteur 0.75 or 0.2
Bm taux d’infection vecteur/humain 0.5 0r 0.1

YH taux de guérison naturelle 0.1428

Yo taux de guérison di au traitement 0.3

TABLE 4.1: Valeurs des parametres du systeme. La plupart de celles-ci sont issues
de [25, 32, 24, 31].

du nombre d’ceufs. Néanmoins, la réduction du nombre de larves implique évidem-
ment une réduction des ceufs présents a proximité. Par exemple, en réduisant les
gites de pontes artificiels. C’est pour cela que nous supposons dans la suite que e
est petit. Nous avons tout d’abord cherché les trois controles optimaux wq,us et
ug pour le traitement, la prévention et la lutte anti-vectorielle. Nous représentons
dans les figures Figs. 4.1-4.4 les résultats obtenus pour différentes valeurs des taux
d’infections By et [, et donc pour des valeurs de Ry différentes.

Dans un premier temps, nous nous intéressons aux 3 controles uq, us et ug pour
différentes valeurs des parametres b, dg, dr, dm, B et B (voir tableau 4.1), les
autres parametres restant inchangés. Nous avons ensuite représenté pour ces diffé-
rents jeux de parametres, les seuils de persistance de la population de moustiques r
et le taux de reproduction de base Rj.
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Données 1: b=1,d=04,d;, =04, d, =0.5, 8z = 0.2,
Bm = 0.1. Dans ce cas r = 0.7071, Ry = 0.2800.
Données 2: b=1,d=0.4,d; =0.4, d,, =0.5, Bg = 0.75,
Bm = 0.5. Dans ce cas r = 0.7071, Ry = 5.2504
Données 3: b=6,d=0.2,d;, =0.2, d,, = 0.25, Bg = 0.2,
Bm = 0.1. Dans ce cas r = 13.3333, Ry = 0.5600.
Données 4: b=6,d=0.2,d;, =0.2, d,, = 0.25, Bg = 0.75,
Bm = 0.5. Dans ce cas r = 13.3333, Ry = 10.5008.

Les solutions du systeme controlé ainsi que les seuils r et Ry obtenus avec les jeux
de données 1, 2, 3 et 4 sont illustrés dans les figures Figs. 4.1-4.4, respectivement.
Les solutions obtenues avec controle optimale (ligne continue) et sans controle, i.e.
u; = ug = uz = 0 (ligne discontinue) sont représentées dans les figures (b) et (c).

Notons tout d’abord que, quelque soit le jeu de données considéré, les solutions
avec controle optimal sont toujours « meilleurs » que les solutions du systéme non
controlé. Par exemple, dans tous les cas la population d’humains susceptibles reste
a un niveau élevé et celle des humains infectés est toujours a un niveau assez bas.
Dans le cas des données 1 et 2, toutes les populations du stade de développement du
moustique (ceufs, larves et adultes) s’éteignent progressivement. Inversement, dans
les cas des jeux de données 3 et 4, un certain niveau de persistance des populations
est maintenu (figures (c)). Dans le cas des données 1 et 2, qui correspondent &
r < 1, on observe sur les figures (a) qu'’il n’est pas nécessaire d’appliquer un effort
important sur le contréle de la prolifération du moustique us. Alors qu’a l'inverse les
résultats obtenus suggerent de concentrer les efforts sur ce controle dans le cas des
données 3 et 4. Cela peut s’expliquer par le fait que dans le cas r < 1, la population
s’éteint naturellement comme montré dans le chapitre précédent ((0,0,0) est GAS).
Seule la vitesse de décroissance est alors amplifiée. Dans les figures 4.1 et 4.2, le
seuil de persistance de la population de moustiques calculé sur le systeme controlé

et donné par
b s SL

rt) = (s + d +eus(t)) (s + di + deus(t)) dm

et reste inférieur a 1 dans les deux cas.

Dans le cas des figures 4.3 et 4.4, la réduction de la densité des populations
infectées, humains et moustiques, est due a la réduction du taux de reproduction
de base calculé sur le systeme controlé et donné par

BB (1 — ui(t))*
dm(SL +dy, + dch(t))

Ro(t) =
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(voir Fig. 4.4(e)) alors que le seuil de persistance de la population de moustiques
r(t) reste lui supérieur a 1 dans les deux cas, contr6lé ou non.

La figure 4.3, suggere que le controle optimal permet de ramener le seuil Ry(t)
inférieur & 1 dans lintervalle ou il y a un fort pic d’épidémie (voir Fig. 4.3(e)).
Dans ce cas, nous avons montré qu’il n’existe qu’un point d’équilibre trivial qui
est globalement asymptotiquement stable. Les trajectoires tendent donc vers cette
équilibre (1,0,0), Fig. 4.3(b).

A noter également que dans le cas de la figure 4.4, il faut appliquer un effort
important sur tous les controles des le début de 1’épidémie. Ensuite, 'effort de pré-
vention devient prédominant comparé au traitement puisque 1’épidémie s’éteint.
Enfin, les efforts doivent étre concentrés sur la prévention qui va stabiliser les po-
pulations afin de prévenir 'apparition d’un nouveau pic d’épidémie. Les controles
étant appliqués sur un intervalle [0, 7], Ry(t) retourne a sa valeur initiale. Comme
précisé précédemment dans le cas Ry(t) < 1, I'effort appliqué est trés important au
début de I’épidémie jusqu’a ce que le pic soit atteint. Ensuite, contrairement au cas
précédent, I'effort se concentre sur le traitement des humains infectés us puisque les
populations tendent vers 1’équilibre trivial.

De maniere générale, les résultats suggerent que la stratégie doit étre adaptée
et dépend fortement de la dynamique du vecteur ainsi que de la dynamique de
transmission du virus a la population humaine.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons formulé un probleme de contrdle optimal afin
d’évaluer l'efficacité de trois mesures de controle visant & réduire le nombre d’infec-
tion au sein de la population humaine. Plusieurs organisations internationales ou
nationales, notamment en France (InVS, CIRE, EID...) étudient 'efficacité de I'uti-
lisation de certains pesticides afin de réduire la prolifération du moustique Aedes
Albopictus dans les zones ou ce dernier a récemment réussi a s’implanter (Corse,
Alpes-Maritimes...) ou a été rencontré (centre de Marseille). Dans toutes ces ré-
gions, de grandes opérations d’informations de la population sont mises en place.
En effet, méme si dans ces régions, en ’absence de souche du virus, le moustique est
inoffensif, il faut garder a l’esprit que la présence d’un seul porteur du virus suffit
a déclencher une épidémie, comme en Italie. De plus, la prolifération du moustique
est encouragée par I’homme, puisque la plupart des gites larvaires sont artificiels
(pots de fleurs, vieux pneu,...), d’out 'importance de les sensibiliser au role que les
populations ont & jouer (vider les récipients d’eau apres les pluies tout autour des
habitations...).

L’étude du modele proposé, ainsi que les différente simulations numériques, nous
permettent de connaitre le moment ou les efforts de controles doivent étre appliqués,
ainsi que leur intensité. Ces efforts ne peuvent évidemment étre appliqués que sur
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un intervalle de temps fini [0,7]. Le modele ne permet donc pas de prédire la
dynamique a long terme de la maladie. Nous avons montré ’existence de controles
optimaux pour le probléeme de minimisation de cott (quadratique) consistant a
réduire les densités de populations Iy, I, et L. Les mesures que nous avons intégrés
au modele visent & réduire le nombre de contacts hote-vecteur par le biais d’actions
de prévention.

Premierement, ’étude du modele et notamment les résultats des simulations
numériques fournis par les différents scénarios confirme le fait que, lorsque le mous-
tique est implanté, la lutte anti-vectorielle (utilisation de larvicides, destructions de
gites de pontes...) doit étre menée de maniere intense, et ce en cas de pic d’épidémies
ou non.

Ensuite, nous sommes face a plusieurs cas de figures liés principalement a la
dynamique de croissance du moustique, a la présence du virus et au fait que 1’on se
place dans le cas ou il y une forte épidémie ou non.

Enfin, notons que si 'on s’intéresse uniquement a la réduction de la densité
de moustique indépendamment du virus, alors les efforts & considérer sont ceux
intervenant dans le modele de dynamique de croissance du moustique. L’action
se concentre alors principalement sur les stades aquatiques : ceufs et larves, qui
correspond au controle us.
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FIGURE 4.1: Série temporelle : b = 1, d = 0.4, d;, = 0.4, d,,, = 0.5, By = 0.2 et
Bm = 0.1. Dans ce cas, r = 0.7071 < 1 et Ry = 0.2800 < 1. (a) Controle optimal :
prévention (—), traitement (— —), lutte anti-vectorielle (—); (b) Représentations des
populations humaines susceptibles et infectées, et de la population de moustiques
infectés : solution avec contrdle optimal (), solution sans controle (— —); (c) Re-
présentation des populations d’ceufs, larves et moustiques adultes : solution avec
controle optimal (—), solution sans contrdle (— —); (d) Représentation du seuil de
persistance de la population de moustiques : seuil avec controle optimal (—), seuil
sans controle ( ——); (e) Taux de reproduction de base : seuil avec controle optimal
(—), seuil sans controle (— ).
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FIGURE 4.2: Série temporelle : b =1, d = 0.4, di, = 0.4, d,,, = 0.5, By = 0.75, et
Bm = 0.5. Dans ce cas, r = 0.7071 < 1 et Ry = 5.2504 > 1. (a) Controle optimal :
prévention (—), traitement (— —), lutte anti-vectorielle (—); (b) Représentations des
populations humaines susceptibles et infectées et de la population de moustiques
infectés : solutions avec controle optimal (—), solutions sans controle (— —); (c)
Représentation des populations d’ceufs, larves et moustiques adultes : solutions avec
controle optimal (), solutions sans controle (— —); (d) Représentation du seuil de
persistance de la population de moustiques : seuil avec controle optimal (—), seuil

sans controle ( ——); (e) Taux de reproduction de base : seuil avec controle optimal
(—), seuil sans controle (- —).



4.4. Conclusion

c
]
g 4 T T T with control
2 — — — without control
309
1 3 - _
oo o % os e
| uz| @ 0 20 40 60 80 100
o8} ual days
| § 02 T T T T
0.7} | £
5 | 2 oak |
—§ 0.6} II : E 0. N
o i g N
2 oal I'. | 0 20 40 60 80 100
Iy days
aal' ' L 0.2 ! ! ; ;
! N L
\ 3
oz A ]
RN = 041 1
af N £
T 2
o e S £ 0\—¥77h777;4,,, L .
a 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
days days
(a) (b)
1000 T T T T
é s00 / with control
) — — — without control
0 . . . .
0 20 40 60 80 100
days
400 T T T T
@ S —
S 200t 1
K
0 . . . .
0 20 40 60 80 100
days
1000 T T T T
%) L
3 500F - A
3 y i
0 . . . . 9 . . . .
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
days days
(c) (d)
0.7 T T T T
with control
— — — without control
0.6 1
0.5 4
0.4r 1
(=]
©
0.3 1
0.2F 1
0.1 1
0 . . . .
0 20 40 60 80 100
days
(e)

FIGURE 4.3: Série temporelle :b = 6, d = 0.2, d;, = 0.2, d,,, = 0.25, By = 0.2 et
Bm = 0.1. Dans ce cas, 7 = 13.3333 > 1 et Ry = 0.5600 < 1. (a) Contrdle optimal :
prévention (—), traitement (— —), lutte anti-vectorielle (—); (b) Représentations des
populations humaines susceptibles et infectées et de la population de moustiques
infectés : solutions avec contrdle optimal (), solutions sans contrdle (- —); (c)
Représentation des populations d’ceufs, larves et moustiques adultes : solutions avec
controle optimal (), solutions sans controle (— —); (d) Représentation du seuil de
persistance de la population de moustiques : seuil avec controle optimal (—), seuil
sans controle ( ——); (e) Taux de reproduction de base : seuil avec controle optimal
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FIGURE 4.4: Série temporelle : b = 6, d = 0.2, d;, = 0.2, d,,, = 0.25, By = 0.75 et
Bm = 0.5. Dans ce cas r = 13.3333 > 1 et Ry = 10.5008 > 1. (a) Controle optimal :
prévention (—), traitement (— —), lutte anti-vectorielle (—); (b) Représentation des
populations humaines susceptibles et infectées et de la population de moustique
infectés : solutions avec controle optimal (—), solutions sans controle (— —); (c)
Représentation des populations d’ceufs, larves et moustiques adultes : solutions avec
controle optimal (—), solutions sans controle (— —); (d) Représentations du seuil de
persistance de la population de moustiques : seuil avec controle optimal (—), seuil
sans controle ( ——); (e) Taux de reproduction de base : seuil avec controle optimal
(—), seuil sans controle (——).
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Dans ce chapitre on compare les modeles de dynamique de population et de
transmission virale développés dans cette these a des données réelles issues de véri-
tables épisodes épidémiques. L’épidémie de chikungunya survenue entre fin 2005 et
début 2006 sur I'ile de la Réunion est notre base de comparaison.

Pour parvenir a lier nos modeles généraux a un environnement réel, nous dévelop-
pons un modele déterministe de propagation spatio-temporelle du chikungunya, par
I'intermédiaire de déplacements des populations. Les populations humaines suscep-
tibles, immunisées ou infectées, qui constituent le réservoir de l'infection en période
d’épidémie, effectuent des déplacements quotidiens qui alimentent 1’épidémie. L’en-
vironnement est spatialisé par une modélisation en réseau ou les nceuds sont répartis
géographiquement. Chacun de ces nceuds représente un sous-ensemble des popula-
tions considérées. La dynamique de ces populations est considérée localement dans
chaque neceud, des couplages définissent les interactions avec les noeuds voisins. La
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mobilité humaine est également régie par ce réseau puisque les liens représentent les
déplacements de population. Notre motivation ici est la conviction que la modélisa-
tion de la répartition et de la mobilité humaine apporte une meilleure compréhension
des mécanismes qui régissent la diffusion spatio-temporelle de ’épidémie.

Afin de confronter ce modele a des données réelles, nous nous intéressons a
I’épidémie de chikungunya de 2005/2006 sur l'ile de la Réunion. L’ile est modélisée
par un réseau sur lequel nous répartissons la population humaine telle qu’elle ’est
en réalité. Enfin nous comparons les résultats numériques obtenus avec les données
réelles de 1’évolution spatio-temporelle de ’épidémie de 2005/2006 (nouveaux cas et
séroprévalence en fin d’épidémie).

5.1 Introduction

La transmission et la prolifération des maladies vectorielles résultent aussi bien
des changements du comportement humain et de la détérioration de I’habitat natu-
rel, que des mutations propres a I’agent pathogene. On citera par exemple [84] : les
déplacements massifs et mouvements soudains de populations, le commerce et les
voyages internationaux, les changements dans ’exploitation des terres, les change-
ments climatiques, ’adaptation et la résistance du vecteur au milieu, etc. Dévelop-
pons alors quelques uns de ces points :

Migrations de populations. Les changements soudains de populations dus a la dé-
gradation environnementale, catastrophes naturelles ou encore des conflits ré-
gionaux, ont permis a des vecteurs de maladies de se diffuser rapidement, affec-
tant de maniere importante les vecteurs volants (moustique, oiseau, etc.). Les
camps de réfugiés en Afrique subsaharienne et au Moyen-Orient, par exemple,
possedent des taux de transmission des maladies infectieuses tres élevés. L'ur-
banisation sauvage et rapide a fourni, a certains vecteurs de maladie, ’acces
a de nombreux habitats tels que les égouts ou les récipients dans lesquels
I’eau est entreposée. De plus les augmentations de la densité de population
humaine ont eu comme conséquence ’augmentation du nombre de pigires de
moustiques, qui s’alimentent de préférence sur des humains.

Voyages internationaux et commerce. Le commerce international, le tourisme et le
trafic aérien, combinés, assurent une diffusion quasi continue des vecteurs de
maladies. Les secteurs tels que les ports maritimes et les aéroports ou autres
lieux de rencontre massive sont particulierement vulnérables.

Changements dans l'utilisation des terres. Les changements des modes d’utilisation
des terres et de ’eau sont des facteurs importants contribuant a la diffusion
des maladies vectorielles. La déforestation et/ou le déboisement ont forcé les
vecteurs a changer leurs habitats et donc a s’adapter aux milieux environnants,
développant ainsi de plus en plus de résistance.



5.1. Introduction

Plusieurs travaux, relativement récents, s’intéressent a la propagation de virus
dans des environnements spatialisés. Pour cela la théorie des métapopulations, in-
troduite en écologie dans les années 1970, est utilisée. Des travaux tels que [8, 9, 10]
proposent des modeles de dynamique de diffusion virale reposant sur cette théorie.
Elle a été utilisée pour décrire la dynamique spatio-temporelle du paludisme, en
considérant la mobilité liée aux déplacements des moustiques [64, 85].

D’autres modeles décrivant les maladies transmissibles par contact direct et te-
nant compte des déplacements humains, aussi bien courts que longs entre différents
nceuds, sont étudiés dans [10]. Dans [38] les auteurs proposent un modele de méta-
population de type SEI décrivant la diffusion spatiale de la tuberculose. Dans [14],
les auteurs se focalisent sur les déplacements aériens et modélisent le globe a ’aide
d’un réseau ou les noeuds sont les aéroports et les arétes représentent les vols. Leur
étude épidémiologique se compare a des données de propagation d’une souche de
grippe saisonniere. Dans [55] et [82], les auteurs s’intéressent également au cas de
la grippe et de la mobilité en termes de trajets longs (aériens).

Dans [11, 80], les auteurs se basent sur le modele de ROsS-MACDONALD [81, 42],
pour prendre en compte la mobilité humaine.

Néanmoins, aucun de ces modeles ne prend en compte la dynamique des popula-
tions humaines et moustiques, celles-ci sont supposées constantes. A notre connais-
sance il n’existe pas, a 'heure de I’écriture de cette these, de modele s’intéressant a
la fois & la mobilité des populations et a la dynamique du vecteur.

Le modele que nous proposons ici, reprend ceux proposés au chapitre 3 et publiés
dans [67] pour décrire la dynamique de croissance des moustiques, ainsi que la
dynamique de transmission d’un virus a la population humaine. Partant des modeles
de mobilités développés dans [8, 9], nous étendons ce modele a plusieurs noeuds en
couplant différents systemes via la mobilité humaine.

Afin d’aboutir a des résultats numériques réaliste, il est nécessaire d’utiliser des
données concretes. L’environnement considéré, et modélisé sous forme d’un réseau,
est I'lle de la Réunion. Le réseau est construit de maniére a refléter la répartition
de la population sur I'ile. Nous nous appuyons sur le réseau routier, ainsi que sur
des estimations de densités de populations locales données par 'INSEE. La mobilité
humaine, quant a elle, est approchée grace & une étude de données de géolocalisation
type GSM (téléphones portables) proposée dans [41]. A partir de ces données, les
auteurs, proposent un modele général de répartition des déplacements des popula-
tions, que I'on utilise pour définir la mobilité sur 'ile.

Apres une définition du concept général de métapopulation, nous présentons les
modeles de mobilité développés [8, 10], desquels nos travaux s’inspirent. Nous dé-
taillons ensuite notre modele de métapopulation appliqué au probleme de diffusion
du chikungunya. Ce modele est présenté en deux temps, d’abord en considérant la
mobilité humaine seule, ensuite en ajoutant la diffusion induite de proche en proche
par la mobilité réduite des moustiques. Nous proposons ensuite une étude préli-
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minaire du premier modele (mobilité humaine seule). Enfin, Le modele est simulé
dans un contexte réaliste, avec le cas et les données de I'lle de la Réunion. Les ré-
sultats numériques obtenus sont présentés et comparés aux données réelles relatant
I’évolution de I’épidémie ayant eu lieu entre 2005 et 2006 sur 1'ile.

5.2 Concept général

Définition 5.2.1 (Métapopulation). Une métapopulation représente un ensemble
d’individus appartenant a une méme espéce. Ces individus sont répartis dans un
environnement ou écosysteme. La nature des interactions entre ces individus bien
que quelconque, est soumise aux contraintes spatio-temporelles de ’environnement.

L’environnement en question est considéré comme un ensemble de lieux, habi-
tats, parcelles ou encore patch (terme utilisé dans la littérature anglophone), dans
lesquels les populations évoluent. Pour passer d'un lieu a un autre les individus
doivent migrer. L’environnement, qui a une structure de réseau, est communément
modélisé a I'aide d’un graphe. Les noeuds représentent les lieux/habitats/patch de
Ienvironnement, les liens du réseau (ou arétes du graphe), portent des sémantiques
variées, mais représentent généralement la mobilité des populations.

Le terme « métapopulation » ou « population de population » fut introduit par
Richard LEVINS entre 1969 et 1970 [53], & travers un modele qu’il proposa afin
de décrire la dynamique d’insectes nuisibles dans les champs, voir aussi [65]. Dans
ce modele, les métapopulations correspondent aux regroupements de petites popu-
lations locales occupant un réseau de petites zones distribuées dans une matrice
d’habitats non exploitable par ’espece. Des changements ou catastrophes au niveau
local peuvent causer la disparition de certaines de ces petites populations. Une des
hypotheses majeures du modele de LEVINS réside dans le fait que les habitats sont
dans deux états possibles : vacants ou occupés. Cela a permis de mieux comprendre
la variation et la stabilité d’une population locale.

Différents types de modeles de métapopulation existent. Dans [60], MARQUET
en propose une liste. En voici une traduction :

Patch models (Modeles a parcelles). Dans ces modeles, I'environnement est consti-
tué d’un tableau de parcelles, chacune dans I'un des deux états : occupé ou
vide. Aucune grandeur liée & la population (telle que la densité) n’est consi-
dérée et en général, les parcelles sont toutes identiques. Ce type de modeles
suit dynamiquement la proportion des parcelles dans chaque état. Le modele
de LEVINS [53] est un modele & parcelles.

Structured metapopulation models (Modeles de métapopulation structurée). Ils
considerent la dynamique intra-parcelle (variation de la densité de la popula-
tion locale) et permettent de différencier les parcelles.
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Spatially implicit metapopulation models (Modeles de métapopulation spatialement
implicites). Ils ne prennent en compte ni la géométrie ni la spatialisation des
parcelles mais considerent que leur accessibilité est homogene. Le modele de
LEVINS est spatialement implicite.

Spatially explicit metapopulation models (Modeles de métapopulation spatialement
explicites). Ce sont des modeles qui incluent explicitement 1’espace, générale-
ment comme un treillis régulier de parcelles. La dispersion est restreinte de
sorte que le dynamique de chaque parcelle dans le treillis est une fonction
de I’état des parcelles voisines. Les modeles a base d’automates cellulaires et
autres maillages couplés a des cartes sont des modeles spatialement explicites.

Spatially realistic metapopulation models (Modeles de métapopulation spatiale-
ment réalistes). Dans ces modeles, les parcelles sont représentatives d’un véri-
table paysage (extraites de cartes ou de SIG). Le maillage respecte les positions
relatives des parcelles ainsi que leur géométrie ou d’autres attributs du paysage
réel.

5.3 Modele général de mobilité

A T'heure actuelle, les principaux modeles de métapopulation de transmission de
maladies vectorielles utilisent des modeéles de type multi-agent [47] ou des automates
cellulaires [63, 39].

J.ARINO et ses co-auteurs [8, 9] proposent un modele mathématique permettant
de prendre en considération la mobilité des populations humaines dans un modele
de type métapopulation. Selon la classification précédente, ces travaux entrent dans
la catégorie des « Modeles de métapopulation spatialement réalistes ». En effet, ’en-
vironnement est considéré comme un réseau ou les noeuds représentent les parcelles.

Dans tout ce qui suit, le terme « nceud » est utilisé pour désigner une parcelle
qui est aussi un habitat ou un patch. On considere donc que la population humaine
est répartie sur les nceuds du réseau qui représente I’environnement.

Dans la suite, nous rappelons un des modeles généraux de mobilité, développé
dans [10] ou chaque sous-population est identifiée par rapport & son origine et son
nceeud de présence. Notons que cette identification est plus appropriée dans le cas
de déplacements de courte durée. Dans le cas de déplacement de longue durée, les
humains originaires d’un nceud ¢ sont alors identifiés aux humains présents sur le
noeud d’arrivée, comme décrit dans [97].

Considérons une population humaine N. On définit les sous-populations sui-
vantes :

— Njj : les personnes originaires du noeud 7 et présentes sur le noeud j a l'ins-

tant ¢;
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— N/ : I'ensemble des personnes originaires du nceud 7 a 'instant ¢ :

n
N/ =) Nij;
j=1

— N? : l'ensemble des personnes présentes sur le nceud i & linstant ¢ :

Hypotheses :

— Les résidents du nceud ¢ quittent leur nceud avec un taux g; > 0.

— Une fraction mj; > 0 de ces sortants se dirige vers le noeud j. Donc, si g; > 0
alors

n
E mj; = 1,
J=1

avec my; = 0 et gymj; est le taux de voyage du noeud ¢ vers le nceud j.

— Les personnes originaires du nceud ¢, présentes sur le noeud j, reviennent a
leur lieu de résidence ¢ avec un taux 7;;. On a alors r4; = 0.

— Les naissances, avec un taux by, ont lieux sur le lieux d’origine. Les déces,
avec un taux dpy, ont lieux sur le nceud de présence. On suppose également
que la population humaine est constante, donc by = dy.

i. La dynamique de croissance des résidents du noeud ¢ présents sur ce méme nceud

est alors :
dNji =
dtl = bvN] —dnNi; — giNii + z; 75 Nij
]:
n
= dn(N] = Nii) — g:Nii + Y _ 745 Nij.
j=1

ii. La dynamique de croissance des résidents du nceud ¢ présents sur le nceud j est

alors :

dNZ'j
dt

= —dnNij — 1ijNij + gimiNis.
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On vérifie alors aisément que le nombre de personnes originaires du nceud 4 est
constant. En effet,

ANT  d [ _dNj | =~ dNj;
dt_ﬁzm_dt —

Jj=1 Jj=1
J#i

(5.1)

n n
=dy(N] = Nig) + Y _rijNig = gilNii + > _(=dyNij — ri;Nij + gimi Nig)
j=1 J=1
J#i
=0
On vérifie également que le nombre de personnes présentent sur le nceud j est
variable. En effet,

AN d Z”: ) dNi | <=~ dNG
d dt \ &= dt = dt
Jj=1 Jj=1
o A . (5.2)
= dn(N} = NP) + ) (rigNij = rjiNji) + > g/mijNjj — 9N
i i

Remarque 5.3.1. La population totale que compte les n neuds du réseau est don-

née par :
n n n n
NS IS 3 30
i=1 i=1

i=1 j=1

5.4 Application au modele de transmission du
chikungunya

Dans cette partie nous proposons d’adapter le modele précédent au cas de la
transmission du chikungunya. Nous allons pour cela considérer deux « types » de
mobilité. Comme dans le cas d’un nceud isolé, qui correspond au systeme décrit dans
le chapitre 3, on suppose que la dynamique de croissance de la population humaine
suit un modele de type SIR et que la dynamique de croissance des moustiques
femelles adultes suit un modele de type SI. De plus les stades aquatiques, ceufs et
larves, sont décrits par un modele structuré par stades.

5.4.1 Modélisation de la mobilité humaine

Reprenons les notations précédentes et désignons par Sp;;(t), In,;(t) et Ry ;;(t)
les populations de susceptibles, infectées et guéries, originaires du nceud ¢ et pré-
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sentes sur le nceud j a I'instant ¢. La population humaine totale originaire du noeud
1 est alors

Nyi = Sp; + Iy + Ry} .

La population humaine présente sur le nceud ¢ est donnée par
P_ g P P p
NHz‘ = SHi +[Hi + RHi-

Nous conservons les mémes hypotheses que celles du modele général. Dans un pre-
mier temps, nous ne prenons pas en compte le déplacement des moustiques. Il n’est
donc pas nécessaire d’identifier ces vecteurs par rapport a leur origine et leur des-
tination. On désigne donc par S,; et I,; les moustiques susceptibles et infectés
présents sur le noeud <.

La dynamique de croissance des humains résidents (susceptibles, infectés et gué-
ris) du noeud 7 et présents sur ce méme nceud est donnée par :

dSpi; . - I'm;
L “ = du(Nuj — Sui) — 9iSHu + ;TikSHik BHZN ;SHZZ
Al
dt” = —dpglpy — 9ilmy + ;TzkIsz + BHZ SHM — vl
dR -
o
o = B tonlmg —giRu+ > iRk,

k=1

et celle des résidents (susceptibles, infectés et guéris) du nceud i présents sur le
nceud j par :

dSH; Im

o = —9uSmij+9imgiSau — i SHi — BHjﬁSHij
dlp,; Im

dt = _dHIHz] + glm]ZIHZ’L T’L]IH’LJ + BH] N Ssz ’YHIHij
dRjr,;

7 —dpRpij + gimjiRuy; — rijRui; + vl

La dynamique de croissance des moustiques présents sur un nceud ¢, susceptibles
(Sm;i) et infectés (I,,;) suit pour I'instant celle décrite par le modele du chapitre 3 :

dSpm;
dt = spL; — demz 5mz
Al Sm,

L= B Int = d .
dt h INg? T
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Remarque 5.4.1. Notons que l’infection des moustiques susceptibles du neeud i se
fait par le contact avec les humains infectés présents sur ce méme neeud, d’ot la
force de linfection suivante :

Z/BmiNm;gIng 5mZN : IHl
j=1 i
Enfin, nous supposons que les femelles issues du noeud 7 pondent leurs ceufs sur

ce méme neeud. La dynamique de croissance des stades aquatiques correspond alors
a celle décrite dans le chapitre 3, systeme (3.1) :

dji S0+ L(t) (1 - i?) — (s + d)E;(t)

On obtient alors le modeéle suivant de transmission de la maladie :

S n Im;
dt“ = du(Nu; — SHii) _giSHii+;TikSsz /BH’LN ;DSHM
dSir,; B Im
ph 2L = —duSmuij+9imjiSui — TijSHi; — ﬂHj]\T{%SHiJ
dl gy m;
= —dylag — il + gy ikl + B S — v lui
dt N
I, Im;
dtlj — _dHIHij + gimjiIHii — rijIHij + BHj NH% SHz‘j - 'YHIHij
dRps; -
o “ = —dpRuy+yulng — 9iRmi + ; rik Rk
dRH -
p Y = —duRui; + gimjiRui; +vulni; — rijRui;
d:” = spLi —dmSm; — ZBTMW
j=1 v
Al : S, IH i
i - Z Bini— g — A
dE; Li(t
o= b(Smi(t) + L (1)) (1 - & )> — (s +d)E()
iL Loy
L= sE(1- 2 ) - dp)Li(t
- sE;(t) 0, (s +dr)Li(t)

muni de la condition initiale :

Swii(0) >0, Sp;(0) >0, Smi(0) >0, [Ig;;(0), Ryij(0), Im;(0) >0, i,j=1,..,n,
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et
n n n
D Inij(0) > 0et Jou Y IL,(0) >0, E;(0) >0 et L;(0) > 0.
i=1 j=1 i=1
Avec,
gi = taux de sortie/départ du nceud i,
gimj; = proportion de sortants du nceud 7 qui se dirigent vers le noeud j
Br; = taux de contact infectieux entre humains susceptibles et vecteurs
Bm; = taux de contact infectieux entre moustiques susceptibles et humains
Kg; = capacité d’accueil en ceufs du noeud 7 ,
Kip; = capacité d’accueil en larves du nceud 7 .

La dynamique de croissance des humains (susceptibles, infectés, guéris) origi-
naires du nceud ¢ vérifie :

dSu? dSmii <= dSH;; = I'm,
U —di(Ny" — Sy — 2 g,
dt a2 #(Nui = Smi) ZﬂHﬂNHPSH”
Jj=1 j=1 J
i
dIHr dIH-- "~ dIHij - Imjj
L = v = —dla” — ~vple” e M i S
dt dt +]~:1 dt HiHi — THIH: +;5HJ Np” Hij
i
dRy" ARy~ dRuij
—r = “ = —dy Ry’ Iy™
gt at +j:1 at HEH; +YHlH;
j#i

On obtient alors,

dNy; dSg; dlg; dRy;j
Hi _ Hz+ Hz+ Hi

dt dt dt dt

= 0. (5.3)

Ainsi, on a bien

Npyi = cste.

Remarque 5.4.2. Notons que la dynamique totale de l’ensemble des personnes
susceptibles, originaires du neeud ¢, ne dépend que du phénomene naturel de nais-
sance/mort ainsi que de la transmission du virus par le moustique, mais elle n’est
pas une conséquence du processus de mobilité. Cela refiete le fait qu’une personne
originaire du neud i ne change pas de résidence. Donc ce modéle ne prend pas en
compte les migrations permanentes.
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La dynamique des humains susceptibles présents sur le noeud 7 est donnée par :

. dt / dt
7=1
i
r n Imi
= du(Nu} — Sii) — 9:SHi + Y rinSHik — ﬁHiWSHii

k=1

n
Im;
+> <gjmijSHjj —duSHji — 1jiSHji — ﬁHi]VH;Ssz)
i

j=1
i
n n
= du(Nuj = Sul) + Y 9imizSujs — 9iSuu+ ) (rigSuij — r5iS i)
i=1 i=1
i#i i
n
Imi
=3 Bt S
g
i

celle des humains infectés présents sur ce méme noeud est donnée par :

dlu} Al N~ Al

dt dt ; dt
Jj=1
JF

n
Im;
= —dplpi — gilui+ Y el + Bri—p Sui — vl
k=1 Nuj
= Im;
+ Z (gjmijIHjj —dulnj —rjiluj + ,BHiNiH;SHji - 'YHIHji)
=1 i
J#i

n n
= —dplg] — gilms + ZgjmijIHjj + Z (rijImi; — rjilm i) — vala?

j=1 j=1
J#i J#i
" Im;
+ B~ S i
2 Py
J#i
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Enfin, la dynamique des humains guéris présents sur le nceud ¢ est donnée par :
dRy? AR n "~ dRy j;
dt dt dt

J=1
JFi

n
= Yului— duRui — 9iBui + Y rinRia
k=1
n
+ Z (95mijRuj; + vuluji — duRuj; — iR j;)
=1
J#

n n
= ’yHIH? — dHRHf —giRpgi; + ZgjminHjj + Z (TinHij — ’f’jiRHji)

j=1 j=1
J#i J#1
Ainsi on vérifie bien que la dynamique totale des personnes présentes sur le nceud
1 est :
dNy? _ dSy? n dIy? n dRg?
dt dt dt dt
n n
= du(Nuj — Nu?)+ Y 9/mijNuj; — 9:Nua + Y (rijNuij — 15iNmjq)
j=1 j=1
J# J#

Remarque 5.4.3.

— La distance entre deux neceuds i et j n’est pas explicitement prise en compte,
néanmoins elle l’est de maniére implicite dans les coefficients mj; et ri;.

— Les taux de sortie gimj; ainsi que les taux de retour r;; définissent deux graphes
orientés, ou les neeuds correspondent aur sommets du graphe et les arétes sont
pondérées par ces taux. Puisque le modéle décrit les trajets quotidiens, il est
naturel de supposer que si une partie de la population se déplace, alors une
partie de celle-ci revient mécessairement a son neud de résidence. Ainsi, si
on désigne par M™ = lgimji] la matrice de sortie représentant les voyages du
neeud i vers un neeud j et par R = [ri;] celle des retours, alors ces matrices
ont la méme structure (mémes coefficients nuls). Ces deux matrices permettent
alors de définir un graphe de mobilité, ou chaque couple (i,7) représente une
arréte du graphe.

Considérons un noeud donné 7. On définit les ensembles suivants :
— L’ensemble des indices des nceuds adjacents au nceud i (i.e. que l'on peut
atteindre depuis le nceud ¢ par une seule aréte ) :

Viﬁz{k#i : gimk’i>0}
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De plus, d’apres les hypotheses sur M7 et R, les deux graphes associés sont
isomorphes et ainsi V;o, = {k # i / ry > 0}.

— Considérons a présent, la relation inverse, i.e. 'ensemble des noeuds qui ont
un acces direct (une seule aréte) au nceud 7,

V,i=A{k+#1i/ gemy > 0}

Comme dans le cas précédent on a V,; = {k #i : rg; >0}
— De la méme maniere, on désigne par,

Ais ={k#1i/3(k1,..., kg) distincts , mp,imp,k, - .. Mgk, > 0 et gig, - - - gk, > 0},

I’ensemble des nceuds accessibles depuis le nceud ¢ par un chemin quelconque.
— Inversement, on désigne par,

A = {k’ #1i / 3(]61, .. .,kq) distincts , mp, xMiyk; - - SMig, > 0 et grg, - Okg > 0},

I’ensemble des noeuds qui ont un acces au noeud 7 par un chemin quelconque.

Etude préliminaire

Comme dans le cas d'un nceud isolé, en I'absence de maladie, la dynamique
de croissance du moustique (ceufs, larves adultes susceptibles et infectés) peut étre
étudiée séparément, puis ré-introduite dans le modele de transmission par le biais
du systéme limite (voir chapitre 3, page 70). On se place toujours dans le cas ou sur
chaque nceud, cette population ne s’éteint pas, i.e.,

b
7L57L>1’
s+dsp+dgdm

les populations de moustiques tendent alors vers un équilibre endémique. Cela se
traduit simplement par passage a la limite du taux de recrutement du stade mous-
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tique susceptible. Le systeme s’écrit donc

dSHi; - Imi
= dn(Nui = Swii) = 9:Smii + ) riwSi — B N ;SH” (5.42)
k=1
dSH ;i Im;
a Y= gimjiSHii — dHSHij - TijSHU BH] J SHZ] (5‘4b)
i _ g1 I I .S I 5.4
o = ~duli = gi HquZ?”zk szﬂLBHzN pSHis ~ Vil (5.4¢)
k=1
dly ;. Im;
dt” = gimjiluy — dulug; — rijloi; + ﬁHjNiH;’SHU —vulHi (5.4d)
j
dRp; -
o = vrlmi = dnReii — giltmi + > iR (5.4e)
k=1
ARy
o L = gmjiRuy + Yulni; — duRuij — rijRuy; (5.4f)
dSpm; . Smilmj
= spLi = dmSmi Zﬁmz N (5.4g)
Smil i
Z/Bml me ]Z - dmImi (54h)
1\ Ky, dr)Kr;
on Lf=(1-- “Lieg 7L21+M (voir page 38).
YL sKg;

Dans chaque noeud il y a 3n 4 2 équations :

i. m équations décrivent la dynamique des humains susceptibles;

ii. n équations décrivent la dynamique des humains infectés ;

iii. n équations décrivent la dynamique des humains guéris;

iv. une équation décrit la dynamique des moustiques susceptibles;

v. une équation décrit la dynamique des moustiques infectés;
Puisqu’il y a n neeuds, le modele contient au total (3n 4+ 2)n équations.
Proposition 5.4.1. L’orthant R+(3”+2)” est positivement invariant pour le flot

induit par le systeme (5.4) et, pour tout t > 0, Sy; > 0 et Sy;; > 0 lorsque
gimyj; > 0. De plus, les solutions de (5.4) sont bornées.
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Démonstration. 11 est facile de voir que les solutions du systeme (5.4) restent po-
sitives. En effet, il suffit de montrer que pour toute condition initiale positive ou
nulle, le champ de vecteurs pointe vers 'intérieur de 'orthant positif, 7.e. le champ
de vecteurs ne peut traverser les faces de I'orthant positif. Montrons a présent que
Suii > 0 et Sgy; > 0 lorsque g;myji > 0. Supposons que Sy = 0 a Uinstant ¢ = 0,
alors

dSH i

dt

(0) = duNul + Y raeSuir >0
k=1

donc Spj; > 0. De la méme maniere si a I'instant ¢t = 0, Sy,; = 0 alors
dSHij/dt = gimﬂSHn- > 0.

De méme pour les autres variables du systeme.

Enfin, montrons que la population est bornée. D’apres I’équation (5.3), la po-
pulation humaine totale résidente d’un nceud ¢, et donc sur ’ensemble du réseau,
est constante. De plus les solutions de (5.4) sont bornées puisque (RT)G7+2)7 st
invariant, que la population humaine totale est constante, et que la population de
moustique est également bornée (démontré au chapitre 3). O

Définition 5.4.1. Le systeme (5.4) est a létat d’équilibre lorsque le champ de
vecteurs est nul.

1. Un neeud i est dit a U'état d’équilibre trivial si Igj; = 0, Im; = 0 pour tout
j=1..n.

2. Le modéle n-neuds donné par le systéme (5.4) est a l'état d’équilibre trivial
si chaque neud i est a l’état d’équilibre trivial, i.e. Igj; =0 et Ip; = 0, pour
tout i,7 =1,...,n.

Proposition 5.4.2. Le systéme (5.4) posséde le point d’équilibre trivial suivant :

1
Sy = : Ny?,
i (1 + g; ZZ:l dﬂ“;m) i
i
St = g—2" §*
Hij gldH‘i"rz] Hi;
Iy;; = 0, Iyj;=0
Smi = diLia Imz‘ :07
m

pour tout i,j = 1,...,n, ¢ # j. L’équilibre trivial de (5.4) existe toujours. En [’ab-
sence de maladie sur tous les neuds, le systéeme se réduit a ’étude du modéle simple
de mobilité présenté a la section 5.5.
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Démonstration. 1l suffit de remarquer que

n
MgiTik mklrlk‘ Mg
1= Z =D ki - = Z
dig + rik P dH +r dg + ik

3

O]

Théoréme 5.4.3. Supposons que le systéme (5.4) soit a l’état d’équilibre et qu’un
neud i soit a l'état d’équilibre trivial. Alors, tous les neuds adjacents au neeud i
sont également a Uétat d’équilibre trivial. De plus si la matrice M est irréductible*
alors tous les neeuds sont a ’état d’équilibre trivial.

Démonstration. Pour fixer les idées et sans perte de généralités on suppose ¢ = 1.
Supposons que ce nceud soit a 1’état d’équilibre sans maladie, i.e. I,; = 0 pour
tout k =1,...,n et I,,; = 0. Considérons 1’équation (5.4c), alors,

n

dlmqq
o - ; rikdH1 -

Or par hypothese, le nceud i = 1 est a I’état d’équilibre, i.e. dIf11/dt = 0, et puisque
r1y > 0, pour tout v € Vi, alors, Iy, = 0 pour tout v € Vj_,. Considérons a
présent ’équation (5.4d) avec i = 1 et soit v € Vj_,, alors

dlr1,
dt

_5 'u SHlv-

Par hypothese, le systeme (5.4) est a I’état d’équilibre, ainsi dlfq,/dt = 0. Or
Bry > 0 par hypothese et Sg1, > 0 d’apres la proposition 5.4.1, donc Im, = 0
pour tout v € V;_.

Il reste a montrer que, pour tout v € Vi_, et pour tout k = 1,....n, I, =0
c’est a dire, que tous les humains issus d’un nceud k et présents sur le noeud v ne
sont pas infectés. Considérons I’équation (5.4h) au nceud v € V4, on obtient,

n

SmolH
Z/Bmv e jv —dml /Bmv p va /Bm'u va p =0
Hz' =1

or B, > 0, d’apres la proposition 5.4.1, Sy,,, > 0 donc Igh =0, i.e. Y ;1 Irg, = 0.
Il s’ensuit que, pour tout k£ = 1,...,n, Iy, = 0, puisque pour tout ¢,7 = 1,...,n,
Ip;; > 0. Ainsi, tous les nceuds adjacents au nceud @ = 1 sont a I'état d’équilibre
trivial. En outre, en raisonnant de proche en proche, on en déduit que tous les

1. Cela reviens a dire que le graphe associé est fortement connexe, i.e. si pour tout couple de
sommets (u,v) du graphe, il existe un chemin de u 4 v et de v a u
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neeuds v € Aj_,, c’est-a-~dire accessible depuis le nceud 1, sont a I’état d’équilibre
sans maladie.

Supposons maintenant que la matrice M7 est irréductible. Considérons 1’équa-
tion (5.4d) avec j = 1, alors,

Al
dt

Comme le systeme est a ’équilibre dlp;;/dt = 0, or g;mi; > 0 pour tout i € V_,,
donc Ig; = 0 pour tout @ € V1. Soit v € V_; et considérons I’équation (5.4c), on
a7

= gimiilHy;.

dI
Hw Z roelmok + BHZ SHUU =0

k=1

donc Z Toklgor = 0 et ﬁHl SHW 0 or, d’apres la proposition 5.4.1 Sy, > 0,

k=1
donc I,,, = 0 pour v € V_,4. Considérons alors 1’équation (5.4h) pour v € V_,1, on

a,

Al S
dt 6’”“N

Igh =0

donc Iyxh =0, i.e. ZIH’W = 0 pour tout k = 1,...,n. C’est-a-dire que tous les

noeuds sont & ’état d’équilibre trivial. 0

Définition 5.4.2. 1. La maladie est endémique au sein d’une population si le
nombre d’infectés est strictement positif dans cette population.

2. La maladie est endémique dans le neeud i s’il y a une population présente sur
le neeud i pour lequel la maladie est endémique, i.e. il existe k € {1,...,n} tel
que Irp; > 0.

Théoréme 5.4.4. Supposons que le systéme (5.4) est a 'état d’équilibre et que
la maladie est endémique dans le neud i. Alors, la maladie est a l’état d’équilibre
endémique dans tout les neeuds accessibles depuis le neud ©. En particulier, si la
matrice de mobilité M7T est irréductible, alors la maladie est endémique dans tous
les neeuds.

Démonstration. Supposons que la maladie soit endémique dans le nceud ¢ = 1, i.e.
il existe ¢ € 1,...,n tel que Iy, > 0. Nous devons montrer que si la maladie est
endémique dans le noeud 4, alors nécessairement Irq; > 0. On suppose donc que
g # 1 (sinon le résultat est immédiat). On procede par I’absurde, supposons pour
cela que If1; = 0. Puisque le systéme est a 1’état d’équilibre, d’apres (5.4c) on a :

Iy

0= dt

I,
= "";lezIHlk + ,BHlN pSHll
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or Br; > 0 et Sy > 0 donc I,,; = 0. Ainsi, d’apres I"équation (5.4h),

dIm IH

or Bm; > 0 et Sp; > donc Iyj; = 0 pour tout j = 1,...n, ce qui est absurde. On
a alors Ig1; > 0, si la maladie est endémique dans le nceud 1, ce que 1’'on suppose
vérifié dans ce qui suit.

Considérons I'équation (5.4d) avec i = 1 et j # 4. Supposons que If;; = 0.
Puisque le systeme est a I’'équilibre, on a :

dlp ;s Im;
0= 7” = gimjiluy + 5HjN7H;5Hij-
J
Sij € Vi, alors gymj; > 0 donc Ig;; = 0, ce qui est absurde. Donc Iy > 0 pour
tout j € V1, c’est-a-dire que la maladie est endémique. En particulier, Iy ; > 0
d’apres ce qui précede. De proche en proche, on peux montrer que la maladie est
endémique dans tous les nceuds j € A;_,, c’est-a-dire accessible & partir du neceud
1. O

5.4.2 Modélisation de la mobilité du vecteur

Contrairement aux déplacements humains, il est impossible d’identifier I'origine
et la destination des moustiques. Le schéma précédent ne peut donc étre appliqué.
Par ailleurs, on sait que le déplacement des moustiques est limité (voir chapitre 2).
On ne peut donc parler de mobilité au sens précédemment défini. Néanmoins, les
moustiques présents sur un noeud ¢ ont aussi une activité sur un noeud j, si ceux-ci
sont proches, dans un sens que 1’on précisera. Les modeles de métapopulation trai-
tant de la transmission d’arbovirose par les moustiques, comme décrit dans [97],
et qui considerent des déplacements long, ne prennent pas en compte la mobilité
des moustiques. Dans notre cas, ou les déplacements humains sont journaliers, 1’in-
fluence de ces mouvements de moustiques ne peut étre négligée. Pour modéliser
cette activité, la seule donnée concernant ’activité des moustiques est leur rayon
d’action autour du gite dont ils sont issus. Désignons par d;; la distance entre les
nceuds i et j et dyqq le rayon d’action maximal des moustiques (estimé a 200m). On
a en particulier d;; = 0 pour tout ¢ = 1,...,n. On suppose alors que les moustiques
du neeud ¢ ont une activité sur le nceud j, décrite par une fonction de la distance
linéairement décroissante. Cette fonction est donnée par

dmax - dij
¥(dij) = dmaz

0 sinon

i d’L < dmaz
o g (5.5)
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Dans ce cas, le modele s’écrit :

dSwi; . z - Imy,
g = An(Nmi = Sni) = 9iSHi + > rieSwi — z:lﬁHiw(dik N, pSHn
(5.6a)
dSHz Imk
7 L = gim;iSti — duSui; — TijSHi; — Z@’Hﬂ) i) SHU (5.6b)
dIHii n n Im
— = alHi = gilni + > ridmi, + ZﬁHZ‘w(dik)N pSsz Yl
k=1 k=1
(5.6¢)
Al - Im
7 L = gimjilpy — dalpj — rijlai; + ZﬂHﬂP )N pSH’Lj vulHij
k=1
(5.6d)
dR;; n
df =vulni — duRui; — 9iRuy; + ZTszHik (5.6e)
k=1
dRp
7t L = gimjiRei; + vl — da Ry — TinHij (5.6f)
dSm;
pr spLi — dpm S Zﬁmﬂ/f ik) IHk (5.6g)
dlmi _
= b(S®) + L) (1 - ) (s (5.60)
dt Kg;
dL, Li(t) _
—sE(t) (1— _ L .
i =50 (1-580) = n + du) ) (5.5i)

Nous proposons par la suite une étude numérique de ce modele sur un graphe
réaliste représentant l'ile de la Réunion.
5.5 Simulations numériques du modele (5.6)

Afin de valider ’approche proposée ici, nous confrontons ce modele de métapo-
pulation formulé dans la section (5.4.2) & un réseau construit sur un environnement

119



5. Modéle de métapopulation

120

réaliste. Nous nous intéressons ici a I'lle de la Réunion, dans I’Océan Indien. Entre
2005 et 2006 une épidémie de chikungunya a touché une grande majorité de la po-
pulation locale. Des mesures concernant 1’évolution de I’épidémie sont disponibles et
permettent les comparaisons avec le modele. En particulier, on s’intéresse a I’estima-
tion des nouveaux cas cliniques, semaine par semaine, ainsi qu’a la séroprévalence en
fin d’épidémie. De plus, les données sur la répartition de la population, permettent
une modélisation réaliste de ’habitat.

Afin de proposer un modele le plus précis possible nous devons d’abord nous
intéresser a une répartition concrete de la population humaine mais aussi de la
population de moustiques. Ensuite, le probleme de la mobilité des populations est
considéré. Nous proposons un modele de mobilité pour la population humaine, basé
sur une étude de vraies données de mobilité. Nous proposons également un modele
de mobilité des moustiques basé sur un rayon d’action estimé. Enfin les résultats de
simulation sont présentés, analysés et comparés avec les données réelles de I’épidémie
de 2005-2006 sur 11le.

5.5.1 Répartition de la population humaine

La répartition ou la densité de la population humaine, n’est bien sur pas uni-
forme sur I'ille de la Réunion. La population est naturellement plus dense dans les
villes que dans les villages. Par ailleurs, le relief particulier de cette ile volcanique
pousse la population a occuper de préférence les zones basses de l'ile, proches des
rivages. La création d’un modele réaliste exige que cet habitat atypique soit consi-
déré. Des données réelles sur la répartition de cette densité sont nécessaires. L’idéal
est de connaitre en tout point la densité exacte de population, ce qui n’est pas facile
a réaliser. Nous reposons notre modele sur I'utilisation de deux sources de données :
une estimation de répartition de la population proposée par 'INSEE (Institut Na-
tional des Statistiques et des Etudes Economiques), ainsi que sur le réseau routier
de I'ile qui est selon nous est un indicateur de la densité de population.

Répartition carroyée de 'INSEE

L’INSEE réalise des estimations de population sur les bases d’un maillage ré-
gulier [46]. La granularité de ce maillage est d’un kilometre. Les estimations de
dénombrement sont basées sur le recoupement entre les déclarations de revenus des
habitants (qui donnent leurs adresses) et les données cadastrales (qui positionnent
précisément ces adresses). Ainsi ce découpage en carreaux, ou cellule, de 1km? donne
une approximation relativement bonne de la répartition de la population. La Figure
5.1 montre cette répartition sur l'ile.

Ces données, ainsi que ce mode de représentation carroyée, semblent adaptés
a une modélisation de ’environnement a ’aide d’'un automate cellulaire, comme le
sont souvent les modeles de métapopulation. 3063 carreaux, de 1km? de surface
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FIGURE 5.1: Estimation carroyée de la population de 'lle de La Réunion en 2007,
selon 'INSEE.

chacun, sont nécessaires a la représentation de I’ile entiere. Du fait de la répartition
de population atypique de I'ile, 1754 carreaux sont vides de population, soit plus 57%
des carreaux et donc du territoire. Cela pose selon nous plusieurs problemes quant
a 'utilisation d’un modele de type automate cellulaire basé sur cette représentation
carroyée, en effet :

— la majorité des carreaux, et donc des cellules de I’automate seraient privés de
population humaine et seraient donc inutiles au modele.

— la population totale (estimés & 753 585 en 1997) serait donc répartie dans
1309 cellules, soit environs 576 personnes par cellules. Cela représente selon
nous un nombre trop important et va a I’encontre le 'idée avancée par les
approches métapopulations qui cherchent, a I’'opposé, a réduire la taille des
populations dans chaque noeud afin que des interactions de granularité fine
apparaissent au niveau des nceuds.

— D’échelle de 1km, imposée pour la taille des carreaux est trop grande pour que
les interactions liées aux moustiques soient prisent en compte de maniére réa-
liste. En effet, on sait (voir section suivante) que les moustiques ne parcourent
que quelques centaines de metres dans leur vie.

Pour toutes ces raisons, cette seule source d’information, ne suffit pas a une modé-
lisation réaliste de la population et des interactions que I'on désire modéliser.
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Le réseau routier comme indicateur de la densité

Nous souhaitons proposer une représentation a plus petite échelle que celle dis-
ponible via les données de 'INSEE. Nous proposons d’utiliser le réseau routier afin
d’approcher la répartition de la population. En effet notre hypothese est que les
intersections dans le réseau routier traduisent la présence d’habitations et que les
zones densément peuplées ont également une densité d’intersections plus impor-
tante. Nous proposons donc de considérer toutes les intersections du réseau routier
comme nceuds/habitats de notre modele de métapopulation.

La figure 5.2 montre la carte de I'ile telle qu’elle est présentée sur le site du
projet OpenStreetMap 2. La libre mise & disposition de ces ressources nous donne
acces a une représentation assez fidele du réseau routier de la Réunion, a partir
duquel nous pouvons construire le réseau de métapopulation.

Saint-Denis
Sainte
Marie | saintasuzanne

LePort

Saint-André

Saint-Paul Bragpanon
g

)| R SaintBendit
Saint._
Gilles les Bains NE
A
NRE-NE NHR HNE W

e U afs SainteRose
des Paimistes

n J
“ 53

Saint Le Tampon
Louis
ME MR HNR

MR MR NP

Saint-Pierre

Saintjoseph

FIGURE 5.2: L’ile de la réunion modélisée par OpensStreetMap ((©OpenStreetMap
contributors, CC-BY-SA).

On associe alors a chacun des nceuds construits a partir du réseau routier une
partie de la population 5.5. Les zones de population dense auront ainsi une plus

grande concentration de nceuds que les zones moins denses. La figure 5.3 illustre

2. OpenStreetMap [7] est un projet communautaire ayant pour but la construction collaborative
d’une cartographie compléte des réseaux routiers sur la planete.
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la répartition de ces nceuds en fonction de la densité du réseau routier. Dans les
zones faiblement peuplées, peu de routes forment peu d’intersections et donc peu
de noeuds dans notre modele. A Dinverse, le réseau routier (et donc les noeuds du
réseau de métapopulation) se densifie dans les agglomérations, ou la population est
elle aussi plus importante.

(a) Cilaos (b) Le Port

FIGURE 5.3: Comparaison des variations de densité de nceuds en fonction du réseau
routier. A gauche, 5.3(a), le petit village de Cilaos au centre de l'ile, a droite, 5.3(a),
Le Port, I'une des agglomérations les plus denses de I'ile. Notons que 1’échelle est
identique sur les deux cartes. Notons également que par soucis de visualisation, les
noeeuds ne sont pas représentés sur les intersections elles mémes, mais au centre de
masse des cellules de Voronoi du réseau (voir 5.6).

Afin de vérifier si ce choix est une bonne approximation, nous observons la répar-
tition des intersections, en utilisant la technique « carroyée » de 'INSEE. Pour cela,
la population estimée par 'INSEE en 2007 (753 585 résidents) est répartie sur les
intersections, puis un maillage de 1km de coté est réalisé, dans lequel la population
est comptée. La figure 5.4 montre une comparaison entre la répartition de popula-
tion estimée par 'INSEE et celle que pourrait donner la répartition des intersections
routieres si la population était répartie uniformément sur les noeuds/intersections.
Clairement, pour certaines zones, le résultat n’est pas optimal.

Néanmoins cette comparaison permet de valider I’approche, ’allure générale de
la répartition étant relativement proche de la réalité. En effet, si I'on y regarde
plus en détail, on observe des zones (les formes ovales sur les cartes), ou la densité
exprimée par notre modele est inférieure a celle donnée par 'INSEE. D’autre part,
la densité semble supérieure partout ailleurs. Apres observation, il s’avere que le
réseau routier, extrait d’OpenStreetMap, a ces endroits, n’est pas totalement fidele
a la réalité. Cette faiblesse est d’ailleurs visible sur la carte OpenStreetMap de
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Population réelle (2007) Modeéle "intersections routiéres"
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FI1GURE 5.4: Comparaison entre la répartition réelle de la population, selon 'INSEE,
(a gauche) et une répartition uniforme de la méme population, selon les intersections
du réseaux routier. Les reperes ovales sur les 2 cartes indiquent des zones ou la
densité routiere représente moins bien la densité de population réelle.

la Figure 5.2, elle se répercute tout naturellement sur le reste de la carte. Il est
donc inévitable que la densité apparaisse supérieure en dehors de ces zones, afin de
retrouver la population totale de I'ile.

Pour palier ce probleme, nous proposons d’utiliser de fagon couplée le réseau
routier et les données carroyées de 'INSEE. Ainsi les noeuds du réseau de métapo-
pulation sont toujours les intersections du réseau routier et la population sur ces
nceuds n’est pas définie par une répartition uniforme de la population totale, mais
par une répartition uniforme correspondant aux populations des cellules définies par
PINSEE. Ainsi tous les nceuds situés dans un carreau donné se verront attribués
la population du carreau en question. Les erreurs générées par le manque d’exacti-
tude du réseau routier sont ainsi partiellement comblées par une répartition exacte
a ’échelle du kilometre carré. Ainsi & une échelle identique (1km?), notre modele
possede la méme répartition de population que celle des données réelles de 'INSEE.
De plus, a une échelle inférieure nous proposons une répartition de la population
plus réaliste. Cette répartition nous permet ainsi d’initialiser le systeme (5.6) lors
de nos simulations numériques.
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FIGURE 5.5: Représentation schématique des différentes étapes de construction
du graphe. Partant d’un réseau routier 5.5(a), les nceuds du graphe associé sont
construits a partir des intersections des routes 5.5(b) et chaque nceud se voit alors
affecté de maniere uniforme une partie de la population. Ce graphe est alors comparé
aux estimations carroyé de 'INSEE 5.5(¢) afin de vérifié si la population humaine
est correctement répartie. Plusieurs inexactitudes apparaissent, comme ’absence de
route dans certaines zones 5.5(d) ou des différences de densité de population que
le nombre d’intersections ne parvient pas a approcher correctement. Afin de palier
ce probleme, le réseau routier et les données carroyées de 'INSEE sont utilisés de
fagon couplé. Ainsi plutot que de répartir uniformément la population totale sur
tout le réseau, on procede a une répartition uniforme de la population humaine
correspondant a celle de chaque cellule de 'INSEE. Les nceud d’un carreau se voit
attribué la population du carreau en question, et ’absence de route dans certaine
cellule est modélisé par 'ajout d’un nceud dans cette cellule 5.5(e) .
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5.5.2 Répartition de la population de moustiques

Le modele de réseau, pour cette approche métapopulation, est représentatif de
la densité humaine. Or, chaque noeud du réseau doit représenter une partie des
populations humaines et de moustiques. Ce constat souléve deux problémes pour
lesquels nous proposons des solutions.

Tout d’abord, nous ne possédons pas, pour 'instant, de modeéle ou de source d’in-
formation sur la répartition des insectes. Nous supposons néanmoins que la densité
de moustiques ne suit pas la densité humaine. La quantité d’insectes ne peut donc
étre la méme sur tous les noeuds car cela reviendrait a suivre la densité humaine.
Nous prenons ici 'hypothese par défaut que la densité de moustiques est uniforme
sur tout I’environnement. Nous devons donc retrouver cette densité dans la réparti-
tion des insectes sur les noeuds. Pour cela nous supposons que le nombre d’insectes
sur un nceud est défini de maniere proportionnelle a une surface occupée par ce
neeud. Nous proposons alors une décomposition de Voronoi de I'environnement, ba-
sée sur la position des différents nceuds. Chaque polygone ainsi créé représente, pour
chaque nceud, sa surface. La Figure 5.6 illustre cette décomposition.

Cette proposition induit un nouveau probleme, lié au nombre limite de mous-
tique entrant en interaction avec les populations humaines. En effet, une zone peu
dense sera modélisée par peu, voir un seul nceud, qui peut représente une grande
surface de Penvironnement. Si l'on se réfere a I’hypothese précédente (densité de
moustiques uniforme), alors un tel nceud se verra attribuer une tres grande quan-
tité d’insectes, qui interagirait alors avec une population réduite d’humains, ce qui
n’est pas réaliste. Nous devons donc considérer uniquement les insectes susceptibles
d’interagir avec les humains. Pour palier ce probléeme nous définissons une borne
supérieure a la surface utilisée pour calculer la population de moustiques. En effet,
il a été observé dans plusieurs études que la mobilité des moustiques est limitée a
quelques centaines de metres autour de son lieu de naissance [74]. Ainsi on peut
établir un rayon maximal d’interaction et donc une surface maximale pouvant étre
considérée (comme défini dans le modele mathématique (5.6), page 118).

5.5.3 Mobilité humaine

Comme nous 'avons vu précédemment, des travaux récents cherchent a modéli-
ser la mobilité humaine pour des problemes d’épidémiologie. D’autres communautés
s’intéressent également & la mobilité humaine pour leurs probleémes propres. Ainsi,
en géographie par exemple, certains problemes de modélisation des phénomenes de
panique tiennent compte de la mobilité humaine, de méme qu’en informatique pour
les problemes du routage des réseaux ad hoc.

Il existe plusieurs manieres de formuler un modele de mobilité.

L’utilisation de modeles aléatoires. Ceux-ci sont construits a partir de regles
simples, sont facilement reproductibles et ont des propriétés identifiables. Le
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200 m * =

FIGURE 5.6: Décomposition de Voronoi de ’environnement. L’ensemble des points
considéré représente les coordonnées des nceuds du réseau de métapopulation. La
surface de chaque polygone est utilisée pour calculer la capacité d’accueil des in-
sectes. Notons que, par soucis de visualisation, les noeuds ne sont pas représentés
sur les intersections elles mémes, mais au centre de masse des cellules de Voronoi
du réseau.

Random Way Point ou le Random Walk [15] sont de tels modeles. L’incon-
vénient de ces modeles est leur coté non réaliste, ce qui les rend inadaptables
pour notre modele.

L’utilisation brute de traces réelles de mobilités. Ces données sont acquises
spécifiquement pour capturer la mobilité humaine et sont souvent le résultat
de protocoles expérimentaux choisis. Ces données ne peuvent pas servir a
I’élaboration d’un modele général de mobilité puisqu’elles doivent étre utilisées
de maniere brute.

L’utilisation de données réelles approchant la mobilité humaine. Les don-
nées en question ne sont pas obligatoirement des traces fideles de mobilité
humaine, elles en donnent néanmoins une certaine représentation. Souvent le
volume important de ces données permet de formuler des analyses statistiques.
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Ainsi, dans [16] par exemple, les auteurs observent le trajet de billets de banque
préalablement identifiés, sur tout le territoire des Etats Unis. Ils font alors un
parallele entre la mobilité des billets et la mobilité humaine. Dans [41], ce
parallele est encore plus proche, grace a ’analyse de données de connexion de
téléphones portables. Les auteurs dans [41] analysent un ensemble de données
représentant un échantillon de 100 000 abonnés d’un opérateur téléphonique.
Les données indiquent la localisation d’un usager ainsi que la date lorsqu’un
appel téléphonique ou un message texte est émis ou regu via son téléphone.

C’est sur cette derniere approche que nous nous concentrons ici. Grace a ces données
les auteurs ont pu proposer une analyse de la mobilité humaine. ils proposent diffé-
rentes formulations et observations qui permettent de qualifier les déplacements des
humains considérés. Parmi leurs différentes analyses, trois mesures nous intéressent
plus particulierement :
Longueur des déplacements. En analysant la distance séparant deux appels
consécutifs, les auteurs ont pu approximer la distribution moyenne d’un dé-
placement Ar en kilometres, par la loi de puissance suivante :

P(Ar) = (Ar 4 Arg) P exp(—Ar/k) (5.7)

ou Arg = 1,5km et la valeur de cutoff de la loi, Kk = 80km.

Probabilité de présence. Les auteurs observent, pour un individu et un nombre
fini de destinations, le temps passé sur ces différentes destinations. Soit X la
variable aléatoire décrivant les temps passés par une personne sur une des-
tination. Si l'on range ces temps passés dans les différentes destinations de
maniere décroissante et que 'on désigne par k le rang d’apparition de cette
destination en fonction de son temps d’occupation par 'individu, alors, ce
temps de présence suit une loi de Zipf3

1/k
27]2]:1(1/")

avec k, le rang de la destination, N le nombre de destinations possibles dans
ce cas. Ainsi nous obtenons une estimation du temps passé dans ces différentes

f(k;N) =

destinations.

Fréquence des visites. Par 1'observation du temps de retour moyen en des
lieux donnés, des pics de probabilité de retour apparaissent pour des multiples
de 24h. En d’autres termes, il est observé dans [41] que la mobilité humaine
est rythmée par la journée et que les destinations favorites sont visitées sur
une base journaliere, comme le lieu de résidence ou de travail.

Nous concentrerons notre modele de mobilité sur une mobilité journaliere centrée
sur le lieu de résidence.

3. La loi de Zipf est une observation empirique concernant la fréquence des mots dans un texte.
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Adaptation au modele de métapopulation

Les mesures expérimentales proposées dans [41] nous permettent donc de pro-
poser un modele de mobilité humaine qui repose sur celle-ci. Notre modele permet
la génération de traces de mobilité humaine artificielles dont les caractéristiques en
terme de Longueur des déplacements, de Probabilité de présence et de Fréquence des
visites tendent & correspondre aux observations faites dans [41]. Nous construisons
donc, pour un humain, la répartition de ses déplacements et donc la probabilité de
présence en un lieu donné a tout moment. Remarquons que ce modele ne permet
pas de prédire ’heure d’un déplacement ou la probabilité que celui-ci se produise.
De plus, la nature des déplacements n’est pas prise en compte.

Le modele de métapopulation proposé dans la section 5.4 page 107, repose sur
deux modeles de mobilité : une matrice définissant les probabilités de départ du
domicile vers une destination, puis la probabilité de retour au domicile.

Remarque 5.5.1. Nous supposons qu’il existe un lien entre la probabilité de se
rendre dans un lieu donné puis la probabilité d’en repartir d’une part, et d’autres
part la probabilité d’étre présent dans ce méme lieu. Nous utilisons donc le modéle
de probabilité de présence explicité ci-dessus pour approcher le modéle de métapo-
pulation de la section 5.4.

Mobilité humaine et métapopulation

Dans notre modele, les coefficients la matrice de sortie M7 = [gimji|1<i<ni<j<n
représentant les voyages du noeud ¢ vers un noeud j, définissent la probabilité de se
rendre dans une destination donnée. Les valeurs non nulles de cette matrice défi-
nissent les arétes d’un graphe de mobilité humaine. Les sommets de ce graphe sont
les nceuds du réseau de métapopulation et les arétes, pondérées par une probabilité
de déplacement, sont les destinations des humains.

La figure 5.7 illustre de telles arétes représentant la mobilité humaine.
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FIGURE 5.7: Exemple de graphe de mobilité. Par soucis de visibilité, seule 3 nceuds
sont pourvus d’arétes représentant la mobilité humaine.

Nous considérons le réseau de métapopulation dont les nceuds possedent des
coordonnées dans le plan. Nous utilisons des arcs entre ces nceuds pour matérialiser
les déplacements. Ainsi un arc d’un nceud ¢ vers un noeud j représente :

— le déplacement d’une personne résidente du nceud ¢ vers le noeud j ;

— la probabilité de présence de cette personne sur le noeud j (cette probabilité

est le poids de aréte).

La construction de ces arcs dépend donc, pour chaque nceud, du nombre de
déplacements considérés par personne, ainsi que le nombre d’individus sur chaque
neceud.

5.5.4 Mobilité des moustiques

Il est établi qu'un moustique se déplace par rapport a son lieu d’éclosion. Néan-
moins sont rayon d’action est tres faible et n’est pas comparable & la mobilité hu-
maine. Il a été observé, dans [74] et [95] notamment, que ces insectes ont un rayon
d’action maximal d’environs 200 metres tout au long de leur vie.

D’autre part, la proximité géographique des noeuds du réseau de métapopula-
tion permet une considération des interactions dans I'intervalle des 200 metres. Un
premier type de liens dans le réseau de métapopulation définit le graphe de mobilité
humaine. Nous définissons maintenant un second ensemble de liens dans ce réseau,
pour construire un graphe d’interactions des insectes. Les arétes sont construites
entre les noeuds voisins dans un rayon de 200 metres. La Figure 5.8 illustre ce voisi-
nage local représentant la mobilité des moustiques. Un lien de ce type entre 2 noeuds
1 et j représente donc les interactions possibles entre les populations humaines pré-
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FIGURE 5.8: Mobilité des moustiques matérialisée par un graphe aux arétes d’une
longueur inférieure a 200 metres 5.8(a) et zoom sur deux parties du graphes 5.8(b)
et 5.8(c).

sentes sur ¢ et les moustiques originaires de j, et réciproquement, les interactions
entre humains présents dans j et moustiques originaires de ¢. De plus ces liens sont
pondérés avec leur longueur en metre, pour permettre le calcul de la fonction (.)
(5.5), définie dans la section 5.4.

5.6 Résultats et analyse

Dans ce paragraphe nous présentons les résultats des simulations obtenues avec
le scénario défini dans le paragraphe 5.5 pour I'lle de la Réunion. Nous observons des
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résultats attendus et tentons une premiere analyse du modele. Enfin une premiere
comparaison avec les véritables données de 1’épidémie est proposée. Cette compa-
raison est une premiere étape dans notre travail de validation du modele. Celui-ci
possede de nombreux parametres, les données sont par ailleurs tres importantes en
quantité. Une analyse ainsi qu’'une comparaison poussée de se modele font partie
des perspectives de ce travail de these.

5.6.1 Analyse du réseau de métapopulation

Le réseau de métapopulation est, comme il a été dit plus haut, représenté par
deux graphes partageant le méme ensemble de noeuds. Dans le premier, les liens
représentent le voisinage géographique local des noeuds, définissant aussi le champ
d’action des moustiques. Dans le second graphe, les liens représentent les déplace-
ment des humains. Le tableau suivant (tableau 5.1 ) recense quelques métriques de
ces deux graphes afin d’en donner une sorte de représentation. Nous ne proposons
pas d’affichage de tous les sommets et arétes car cela ne donnerait que des figures
inexploitables.

TABLE 5.1: Quelques métriques sur les 2 graphes du modele de métapopulation

Moustiques Humains
nombre de noeuds 17988 17988
nombre de liens 151772 744313
degré moyen du graphe ~ 17 ~ 83
connexité du graphe non (1729 composantes connexes) oui
diametre du graphe 71 (pour la plus grande composante) 15

5.6.2 Effet du réseau sur la diffusion de la maladie

L’utilisation d’un modele de métapopulation se justifie par la géo-localisation
des habitats et par leurs liens géographiques. Notre hypothése est que la diffu-
sion de la maladie dans les populations considérées est comparable a celle que 'on
peut reproduire dans un réseau. L’utilisation d’un modele de systemes dynamiques
unique représentant les populations entieres, ne permet pas d’approcher cet effet de
propagation désiré.

Pour illustrer ce phénomeéne, nous observons un scénario ot un individu habitant
dans un des nceuds du réseau est infecté. Nous étudions numériquement la diffusion
de la maladie sur le nceud de résidence de cette personne, ainsi que sur deux autres
noeuds : un voisin proche et un nceud distant. La Figure 5.9 montre I’évolution
des quatre principales données d’évolution de ’épidémie (Sg, I, Sy et Ipr). On
observe, comme escompté, un décalage dans 'apparition de I’épidémie entre les
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nceuds, qui représente bien l'effet de diffusion. Notons que les écarts relatifs dans
le temps entre les dates d’épidémies ne semblent pas proportionnels aux distances
entre les nceuds. Ils doivent étre comparés au nombre de sauts dans le réseau. Si
I’on considere le graphe de mobilité des moustiques, le dernier nceud est a 60 sauts
du premier alors qu’il n’est qu’a 4 sauts dans le graphe de mobilité humaine. La
mobilité humaine facilite donc grandement la propagation du virus ici.
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FiGure 5.9: Effet de diffusion du réseau de métapopulation pour trois nceuds. Le
premier contient un humain infecté par la maladie. Le deuxiéme est un voisin a
un saut (125m). Le troisitme & 6 km du premier, est distant de 60 sauts dans le
graphe de mobilité des moustiques et de 4 sauts dans celui de mobilité humaine. Les
quantités de populations (en ordonnée) sont normalisées pour faciliter ’'observation.
On observe alors un phénomene de vague confirmant le maladie se diffuse plus t6t
dans les nceuds voisins de l'infection pour ensuite gagner les nceuds plus éloignés.
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Effet de la mobilité des moustiques

Comme dit précédemment, les quelques modeles de métapopulation traitant de
la transmission d’arbovirose par les moustiques, tel que donné en [97], traitent des
déplacements longs de populations en distance et en temps. Contrairement a ce
que l'on propose dans cette these, ceux-la ne prennent pas en compte la mobilité
des moustiques, car a 1’échelle de la mobilité humaine considérée, elle devient négli-
geable. Dans notre cas, ou les déplacements humains sont journaliers et plus courts,
I'influence de ces mouvements de moustiques ne peut étre négligée.

L’effet produit par les interactions des moustiques avec leur voisinage peut étre
apparenté a un phénomene de diffusion. Celui-ci nous parait essentiel et ne peut
étre comparé a la mobilité humaine en terme de temps ou de distance.

La Figure 5.10 illustre l'effet indéniable de la mobilité des moustiques sur la
diffusion de la maladie. On observe I’évolution du nombre instantané de personnes
infectées par le virus a I’échelle de toute lile.

Effet de la mobilité humaine

La mobilité humaine joue, bien sir, un role important dans la propagation du
virus. Notre but ici n’est pas d’observer les résultats de simulation avec et sans
cette mobilité. En revanche nous proposons d’observer 'influence de la mobilité
quant celle-ci est controlée et/ou ralentie globalement. En effet, dans le cas d’une
véritable épidémie, il est concevable que la mobilité humaine soit modifiée. D’abord
il est probable que les personnes malades cessent de se déplacer, puisque la fievre
occasionnée par le chikungunya force 'alitement pendant plusieurs jours. Ensuite,
nous pouvons imaginer des mesures de quarantaines prises par les autorités de veille
sanitaire pour limiter la diffusion de la maladie.

Nous proposons d’illustrer ces hypotheses en bloquant la mobilité sur les noeuds
du réseau ou l'infection dépasse un seuil donné. La Figure 5.11 montre 1’évolu-
tion temporelle du nombre d’humains infectés, de maniere instantanée (en tenant
seulement compte des malades a l'instant ¢) ou cumulée (en additionnant tous les
humains guéries ou en cours d’infection). Dans ce scénario, un nceud isolé par des
mesures de quarantaine, voit ses habitants bloqué sur le nceud, aucune autre per-
sonne n’y entrant. En revanche, les moustiques ne sont pas bloqués. Les moustiques
des nceuds en quarantaine ainsi que ceux des noeuds voisins continuent de propager
la maladie. La figure 5.11 nous montre qu’il est possible d’agir sur I’évolution de la
maladie en controlant la mobilité des personnes. Néanmoins, les actions de quaran-
taine doivent étre décidées le plus tot possible dans I’évolution de 1’épidémie, pour
avoir 'effet escompté. Dans cet exemple on part d’un scénario ot plus de 80% de la
population serait touchée, sans action de quarantaine. Nous sommes donc dans 1'hy-
pothese d’une épidémie tres virulente (les parametres d’infection B et Sy valent
0.05 et 0.035 respectivement et sont donc fortement corrélées, Figure 5.13). On voit
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FIGURE 5.10: Effet de la mobilité des moustiques sur 1’évolution de 1’épidémie. Les
courbes représentent le nombre d’humains infectés en fonction du temps sur toute
I'tle. Afin de pouvoir observer des résultats a 1’échelle de toute la population en un
temps raisonnable, les parametres régissant la force de 'infection ont été fixés a des
valeurs élevées : By = 0.2 B3y = 0.15. 11 est donc primordiale de prendre en compte
la mobilité des moustiques, puisque celle-ci augmente I’amplitude du pic d’épidémie
ainsi que son apparition.

qu'il serait possible de réduire I’épidémie de 80% & moins de 50% dans I’hypothése
ol les habitats infectés a plus de 0.1% seraient mis en quarantaine. Ce seuil n’est
bien str pas réaliste, puisque chaque noeud représente en moyenne 40 habitants et
un seuil de 0.1% représente moins d’une personne. En revanche, un seuil de 5%, re-
présente en moyenne 2 personnes, comme on en donnera des évidences numériques
dans la suite. Néanmoins, comme le montre la figure 5.11, un seuil de 5% ne permet
d’épargner que moins de 10% de la population totale.
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FiGure 5.11: Effet de la mobilité humaine sur I’évolution de 1’épidémie. Toute
mobilité humaine (entrante et sortante) est bloquée sur les nceuds dont l'infection
dépasse le seuil fixé (0.1%, 1%, 5% et 10%). On observe, par exemple, que lorsque
les déplacements sont bloqués sur les nceuds dont le nombre d’infectés humains
atteint 10%, le dispositif de mise en quarantaine permet de réduire 'amplitude de
I’épidémie passant ainsi d’'un maximum de 10% & environ 6%. Notons également
que plus le dispositif de mise en quarantaine est précoce, plus celui-ci est efficace.
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5.6.3 Analyse des parametres

Dans cette partie, nous identifions certains parametres qui influencent ce modele.
Une véritable analyse de sensibilité statistique ou encore 1'utilisation de techniques
d’estimations de parametres seraient opportune dans ce modele et font partie des
perspectives de travail.

Les différents parametres sont définis dans les modeles présentés dans cette these.
Il régissent la croissance et I’évolution des populations, leur mobilité, ainsi que
leurs interactions. Nous portons notre intérét sur I’observation empirique des deux
parameétres régulant la force de I’épidémie (Sy de moustiques vers humains, et Sas

d’humains vers moustiques). La Figure 5.12 montre l'effet des deux parametres sur

la séroprévalence.
En fonction des valeurs prises par Sy et B, les résultats varient de quelques

cas isolés a une épidémie touchant toute la population.

100% —
e

,/ B,=0.010, By=0.010
| - - B.=0.010, By=0.012
| -+ B4=0.005, By=0.040
| -=.  B=0.020, B\=0.040

— — B4=0.200, B=0.040
-—- B,4=0.005, B=0.080

50% —

Population

e————
- —

[
[
[
[
[
[
[ ,
|
i
|
|
|
|
l
[
|

L

/ s Lot _ ---

0% - B e —N——— ]

[ | 1
1lan

Départ de l'infection 6 mois

FIGURE 5.12: Effet des parameétres Sg et Sy sur la séroprévalence du chikungunya.
Le nombre d’humains infectés varient fortement suivant les valeurs de ces parametres
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La Figure 5.13 est une autre représentation (en nuage de points) des deux pa-
rametres. Les lignes de niveau permettent de situer la valeur de la séroprévalence
en pourcentage de la population totale, 400 jours apres I'introduction d’un individu
malade dans la population. Ces courbes de niveau sont tres utiles pour la section
suivante ou 'on cherche des valeurs des deux parametres pour une séroprévalence
totale donnée.
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FI1GURE 5.13: Nuage de points des valeurs des parametres Sy et Byr. Les courbes de
niveau représentent la séroprévalence du chikungunya en pourcentage de la popula-
tion de I'ile, apres 400 jours. Les croix sont les véritable points calculés. Les courbes
de niveaux sont calculées par interpolation bilinéaire.

5.6.4 Modélisation d’une mutation génétique

Dans cette derniere partie nous cherchons a valider notre modele en le confron-
tant aux véritables données de I’épidémie de chikungunya survenue sur l'ile de la
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Réunion entre 2005 et 2006. Les deux premiers cas de la maladie furent reportés
au début du mois de mars 2005. La maladie s’est propagée dans les semaines qui
ont suivi, pour atteindre un pic d’infection a la mi-mai. Le nombre de cas a ensuite
lentement diminué et I'on a cru a une fin proche de cette épidémie, & la fin de I’année
2005, avec une séroprévalence atteignant environ 6000 personnes. Dans la seconde
moitié du mois de décembre 2005 I’épidémie a repris avec une amplitude incompa-
rable aux évenements précédents, pour atteindre un pic hebdomadaire de plus de
47000 cas, au début du mois de février 2006. Ce soudain revirement de 1’évolution
de la maladie s’est avéré étre dii a une mutation génétique du virus, réduisant le
délai entre sa contamination de ’hote et sa propagation aux humains, de 7 jours a
48 heures. Les semaines qui suivirent, en avril 2006, le nombre de cas a de nouveau
baissé lentement jusqu’a ce que ’épidémie passe sous un seuil empéchant la prolifé-
ration. Au total I'Institut de veille Sanitaire (INVS) a recensé 265733 cas pendant
la période de ’épidémie, soit un peu plus de 35% de la population de l'ile.

Dans le but de cette comparaison, I'InVS nous a communiqué les chiffres de
recensement des cas de chikungunya, semaine par semaine.

Nous tentons de retrouver par simulations numériques, ces valeurs de séropré-
valence réelles. Pour cela, nous représentons I’événement de mutation génétique par
un changement de valeur des parametres d’infection By et Bys. Le nombre cumulé
de malades a I’heure de la mutation est de 'ordre de 7000. Nous utilisons le résultats
obtenus dans la section précédente (voir Fig. 5.13) pour trouver des valeurs de Sy
et Byr pour lesquelles la viérémie est de 'ordre de 7000 apres 300 jours. De méme,
pour les valeurs de parametres post-mutation, nous cherchons un jeu de valeurs pour
lequel la séroprévalence se stabilise & 35% de la population. La Figure 5.14 montre
I’évolution de la séroprévalence réelle ainsi que les résultats de simulations pour des
valeurs de By et Bys de 0.0118 et 0.0101, respectivement, avant la mutation, puis
0.0245 et 0.0161, respectivement, apres la mutation.

Bien que les résultats ne se superposent pas identiquement a la réalité, ils I’ap-
proche de fagon quasiment parfaite. Il y a probablement d’autres parametres qui
jouent un role important dans ce modele. En particulier, le modele de mobilité que
nous avons présenté dans la section 5.5.3 a besoin d’étre ajusté. Ces premiers ré-
sultats trés encourageant, nous permettent de formuler des perspectives quant aux
différentes analyses et autres ajustements de parameétres.

5.7 Conclusion

Le but général de ce chapitre était de confronter les modeles, développés dans
cette these, & de véritables données. Nous avons choisi I'épisode épidémique qu’a
vécu l'ille de la Réunion entre 2005 et 2006.

Intrinsequement, nos modeles sont globaux, décorrélés de tout déplacement hu-
main et non spatialisés. Pour parvenir a une comparaison réaliste avec un véritable
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FIGURE 5.14: Comparaison de la séroprévalence réelle de ’épidémie de chikungunya
de 2005/2006 de l'ile de la Réunion avec notre modele. Les valeurs de By et [y
valent 0.0118 et 0.0101, avant la mutation génétique du virus (en décembre 2005), et
0.0245 et 0.0161, respectivement, apres la mutation. Seulement deux jeux de couples

(B, Bm) ont étaient choisit ici & laide des courbes de niveau donné dans la figure
9.13.



5.7. Conclusion

environnement nous avons eu recours a une modélisation de type métapopulation qui
consiste a représenter un environnement a 1’aide d’un réseau d’habitats ou chaque
neeud est modélisé par une instance de nos modeles de dynamique de population et
de transmission de la maladie.

L’approche nous permet de proposer deux modeles de mobilité, un basé sur les
distances entre noeuds pour les insectes ainsi qu'un second pour la mobilité humaine,
basé sur une étude de traces réelles de mobilité humaine effectuée dans [41].

Nous avons ensuite pu comparer notre modele avec les données réelles de 'INVS
sur I’évolution de la maladie lors de 1’épidémie. Les résultats obtenus sont intéres-
sants, nous avons pu reproduire le pic d’épidémie, par simulation numérique, en
observant 'effet a I’échelle de I'1le. Ces résultats encourageants sont une premiere
étape dans I’étude de ce modele pour lequel nous projetons une analyse a plus petite
échelle avec une comparaison au niveau des communes de 1'ile.

Cette comparaison fut possible grace au concours de I'Institut de Veille Sani-
taire que nous remercions ainsi que tout particulierement Me. Elsa BALLEYDIER
épidémiologiste au CIRE océan Indien, a Saint Denis, pour son aide précieuse et sa
disponibilité.
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Le travail présenté dans ce chapitre porte sur I’étude de certains systemes dyna-
miques & argument retardé modélisant des problemes de dynamique de population
et d’épidémiologie. Les modeles étudiés sont, comme dans les chapitres précédents,
des modeles structurés par classes en ce qui concerne la dynamique de croissance
du moustique et des modeles de type SIR pour la transmission du virus, a la diffé-
rence que ceux-ci tiennent compte des effets de « ’histoire » des especes. Nous nous
concentrerons que sur le cas de modeles prenant en compte un seul retard a la fois.

6.1 1° modele de dynamique de croissance du
moustique

Le premier modele que nous considérons ici prend en compte la durée du stade
ceuf. Ces derniers ont un comportement tres particulier. En effet, les oceufs sont
trés résistants et peuvent se maintenir dans la nature tout au long de la saison
seche, larves et adultes étant capables d’éclore a la saison des pluies suivantes. Ce
phénomene est appelé diapause et permet ainsi aux oeufs de survivre jusqu’a 6
mois avant d’éclore lorsque les conditions d’hygrométrie ne sont pas suffisantes. On
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suppose dans un premier temps que seul le stade larve est régulé par une capacité
du milieu. Le modele associé & (3.1) est donné par :

E'(t) = bA(t) — 5bA(t — r) exp(—dpr) — dpE(t)
t —r)exp(—dgr) <1 - l;é?) — (s, +drp)L(t) (6.1)
t) = spL(t) — dn A(t)
exp(—dgr) correspond a la fonction de survie et traduit simplement le fait qu’il
vy a des pertes entre le moment ou les ceufs sont pondus et le moment ou les ceufs

sont matures et capables d’entrer dans le stade larves.
Le systeme (6.1) est défini sur I’ensemble

§8LKL
O< E<
drpdn,

I'=9 0<L< K[
SL
0<A<JJQ

m

Le probleme de Cauchy relatif a (6.1) s’écrit alors :

dX
{ S () = F(X) 62)
XO =@,

Pour tout ¢ € C, la norme de ¢ est définie par || ¢ ||= sup | (@) |. ou
0e[—r,0]

bos(0) — Sbos(—r) exp(~dr) ~ g1 (0)
Fio) = | shoal-r)exp(oden) (1= 22820 ) 1+ d)eal0)
s1p2(0) — dime3(0)

Alors F' est localement lipschitzienne. On en déduit donc I'existence et I'unicité de
solution maximale (voir section A.5.5) aux problemes de Cauchy relatif a (6.1).

Théoréme 6.1.1. Le cone positif (Ri)B’ est positivement invariant pour le sys-
teme (6.1), i.e. pour tout p € C([—r;0], (R*)3), lunique solution mazimale notée

(I,(E,L,A)), vérifie :
vtel, (E(t),L(t),A(t) € (RY).

Démonstration. Supposons qu’il existe t € I tel que (E(t), L(t), A(t)) ¢ (R%)?) et
posons

T =inf{t € I, (E(t), L(t), A(1)) ¢ (R)?)}.
On a T' > 0, puisque ¢(0) > 0 et E(T)L(T)A(T) = 0 et pour tout —r < t < T,
E(t) >0, L(t) > 0 et A(t) > 0.
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1. Supposons que E(T) = 0. D’apres le systeme (6.1), on a :
0

B(T) = exp(—duT) (Eo - /

-r

exp(—dE(—s))§bA(s)ds)
T T—r
+ / exp(—dp(T — 5))bA(s)ds + / exp(—dp(T — s))bA(s)(1 — 5)ds.
T—r 0

Or o

Fo— /_ exp(—dis(—s))5bA(s)ds > 0,

T

/T_ exp(—dg(T — s))bA(s)ds > 0,
et

T—r

/0 exp(—dp(T — $))bA(s)(1 — 5)ds > 0

puisque pour tout ¢ € [—r,T[, A(t) > 0. Donc E(T) > 0 ce qui contredit
I’hypothese.

2. Supposons que L(T) = 0. On a d’une part que

L(t) — L(T)

/ —

DT =l ——7— <0,
t<T

et d’autre part
L'(T) = 5bA(T — r) exp(—dgr) > 0.

Donc L'(T) = 0 et par suite A(T—r) = 0 ce qui contredit ’hypothese A(t) > 0
pour tout —r <t < T.

3. Supposons que A(T) = 0. On a d’une part que

A(t) — A(T)

/ _

A\(T) = th_r}r% T <0,
t<T

et d’autre part,
AT) = s L(T) > 0.

donc A'(T) = 0 et par suite L(T) = 0, ce qui, d’apres le cas précédent, est
impossible.

Il n’existe donc pas t € I tel que (E(t), L(t), A(t)) ¢ (R%)3. O
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Théoréme 6.1.2. L’ensemble
bSLKL
drdny,
r=< 0<L<Kjy

O< E<

0<A<%KL

m

est positivement invartant.

Démonstration. Supposons qu’il existe ¢ € I tel que (E(t), L(t), A(t)) ¢ I' et posons
T =inf{t € I,(E(t), L(t), A(t)) ¢ T'}.

On a donc pour tout —r < t < T, X(t) € T' et E(T) = 0 ou L(T) = 0 ou

K
A(T)=0o0u E(T) = bsL KL u L(T) = K1, ou A(T) = S,

dpdp d
On sait déja d’apres la proposition précédente que E(T) > 0, L(T) > 0 et
A(T) > 0.

Si L(T) = K, alors,

L(T)
Ky,

L'(T) = 3bA(T — r)e 9" <1 — ) —(sp +dp)L(T) = —(sp +dp) K, < 0.

Donc L'(T) < 0. D’autre part,

L(t) - L(T)

L'(T) = 1i > 0.
W=l ="
t<T
Il y a donc contradiction. Donc L(T') # K.
. SL
Si A(T) = — K, alors d’une part,
din
AQt) — A(T)
A(T) =1
D=l =0
t<T

et d’autre part,
ANT) = sy L(T) — dy A(T) <0

car L(T) < K, donc A'(T) = 0, et par suite L(T) = K|, ce qui contredit le pre-
K
mier point. Donc A(T') # SLAL

m
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bsp K
Si E(T) = ;;d L “alors d'une part
E(t) - E(T)
E(T)=1
D=y ="
t<T

d’autre part,
E'(T) = bA(T) — sbA(T — r)exp(—dgr) —drE(T) <0
car 0 < A(T —r) et A(T) < spKp/dy. Donc E'(T) = 0. Ceci implique que

K
A(T) = st K1, /dm et A(T —r) = 0 ce qui est impossible donc E(T) # ZL dL’
mUE

6.1.1 Stabilité locale des équilibres

Les points stationnaires du modele (6.1) sont déterminés analytiquement en
résolvant :

bA(t) — SbA(t — r)exp(—dgr) —dgE(t) = 0

SbA(t — r)exp(—dpgr) <1 - IIJ((,tL) —(sp+dp)L(t) = 0

sLL(t) — dpA(t) = 0

On introduit ici, comme dans le cas des équations différentielles ordinaires, les seuils
suivant :

o SLgb o 7dE’f‘
et si Ry > 1, posons
1
r* = —In(Rp).

dp

On obtient alors la proposition suivante :

Proposition 6.1.3.

Le systeme (6.1) posséde toujours le point d’équilibre trivial X° = (E°, L0, A%) =
0,0,0).

st Ry < 1 our > r* le systeme (6.1) n'admet pas d’autre solution d’équilibre
endémique ;
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si Rop > 1 et 0 < r < 71" alors le systeme (6.1) posséde un point d’équilibre
endémique donné par :

bsp (1 — Ge~&T)

K
o dndg L
1
x =1 | =(1- K 6.3
= (- m) L 03
sL
2L g
d,

Notons ici que les points d’équilibres sont dépendants du retard r.

Proposition 6.1.4.

1. Si Ry <1 our >r* (ie. Ro(r) < 1), le point d’équilibre X° est localement
asymptotiquement stable.

2. SiRy>1et0<r<r* alors le point d’équilibre X* est localement asympto-
tiquement stable et le point d’équilibre X° est instable.

Démonstration.

1. Cas de I’équilibre trivial

La stabilité locale est obtenue par I’étude de ’équation caractéristique du systeme
(6.1) linéarisé autour du point d’équilibre (0, 0,0). Considérons pour cela les matrices
suivantes :

—dg 0 b
Jo = 0 —(SL—I—dL) 0
0 ST, —d,

0 0 —3§be de™
J,=1 0 0 §heder
0 0 0

ou Jy est la matrice jacobienne du systéme (6.1) par rapport a (E(t), L(t), A(t))
autour du point d’équilibre (0,0,0) et J, est la matrice jacobienne du systéme par
rapport a (E(t—r), L(t—r), A(t—r)) autour du point d’équilibre (0, 0,0). Le systeme
linéarisé est alors donné par :

E'(t) = —dgE(t)+bA(t) — 5be ETA(t — 1)
L'(t) = —(sp+dp)L(t)+ sbe %E"A(t — 1)
A(t) = spL(t) — dmA(t)
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Le polynoéme caractéristique associé au point d’équilibre trivial est alors donné
par :

AN = det(\ — Jy — J.e)

A+ dg 0 —b + §be—dET AT
= det 0 A+ (sp+dp)  —8be dBre A
0 —SI A+dpn

= (A+dp) ((/\ + (57 + dp)(A + dm) — Ro(r)(sp, + dL)dme*M))

L’étude de la stabilité locale s’obtient ici par 'application du théoréeme A.5.5 don-
nant des conditions sur les racines du polynoéme caractéristique. Remarquons tout
d’abord que A = —dg est une racine strictement négative de I’équation, I’étude de
la stabilité se réduit donc a I’étude des racines de

(A + (sp +dp))AN+dpm) — Ro(r)(sg, + dp)dme ™.
On pose alors,

P(A) = (A4 (s +dp))(A+dm)
Q(\) = —Ro(r)(sp +dp)dm

et on définit F par F(y) = |P(iy)|* — |Q(iy)|?, et on a :

F(Y) = Y24V ((sp +dp)? +d2) + (st +dr)dm)? (1 — Ro(r)?),

avec Y = y°.

Si Ry < 1 our > r* (i.e. Ro(r) < 1), alors F' n'admet pas de racine réelle
strictement positive. Il n’y a donc aucun changement de stabilité (voir A.5.5).
Puisque, pour r = 0, le point d’équilibre est localement asymptotiquement stable,
il le reste.

Si Ry > letr <r* (ie Ry(r)>1)F admet au moins une racine réelle strictement
positive. X© est instable.

Les racines du polynome caractéristique calculé autour du point d’équilibre tri-
vial, sont représentées dans la figure 6.1.
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FIGURE 6.1: Représentation des racines de I’équation caractéristique du systeme
(6.1) autour du point d’équilibre trivial. (6.1(a)) : Les valeurs des parametres sont :
b=1, K, =500, s =09,dg = 1/2, s; = 0.6, d, = 1/12, d,, = 1/7, r = 4 et
Ro(r) = 0.7486. Il n’y a aucune racine de partie réelle strictement positive, donc
le point d’équilibre est localement asymptotiquement stable. (6.1(b)) : Les valeurs
des parametres sont : b = 6, K, = 500, § = 0.9,dg = 1/2, s;, = 0.6, d;, = 1/12,
dm =1/7, 7 =2 et Ry(r) = 12.2100. Il y a une racine de partie réelle strictement
positive, donc le point d’équilibre trivial perd sa stabilité et devient localement
instable.

2. Cas de I’équilibre endémique
F admet au moins une racine réelle strictement positive. X est instable. La sta-
bilité locale est obtenue par 1’étude de ’équation caractéristique du systeme (6.1)
linéarisé autour du point d’équilibre (E*, L*, A*). Considérons pour cela les matrices
suivantes :

—dg 0 0
be—mT
Jn = _sLsbe
0 0 Q-
0 ST, —dm
et
0 0 —§be der
J, = 0 0 (SL + dL)dm
SL
0 0 0

ou Jy est la matrice jacobienne du systeme (6.1) par rapport a (E(t), L(t), A(t))
autour du point d’équilibre (E*, L*, A*) et J, est la matrice jacobienne du systéme
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par rapport a (E(t —r), L(t —r), A(t — r)) autour du point d’équilibre (E*, L*, A*).
Le systeme linéarisé est alors donné par :

E'(t) = —dgE(t) +bA(t) — 5be~ET A(t —r)
, Sbe—der g L*
e = (- A* — (s +dg) | L(t) — sbe™ %" [ 1 — At —r)
KL KL
A'(t) = spL(t) — dnA(t)
On a: 4 4
Sbe—¢ET sg,8be~¢ET
A* = —
K. . (s +dr),
o L* (SL + dL)dm
be~dBT (1 - —— ) =2 =™
She ( KL) ek,
Sbe— By sy, 5be—dET
A* ==
5 + (sp +dr) i

Le polynéme caractéristique associé au point d’équilibre endémique est alors donné
par :

AN = det(\[—Jyg—e MJ_,)

A+dg 0 Sbe—dETe=AT
She—dET
= det| o a4 BT (A di)dm
dm SL
0 —SJ, A+ dm

Nb —dgr
— (\+dp) ((A n SLS;) N+ du) — (51, + dL)dme—”>

On pose alors,
Sheo—dET
P\ = (A + SLSIZ;) (A +dm),
et Q()\) = (SL + dL)dm.
On définit F par F(y) = |P(iy)|* — |Q(iy)|> et on a :

FY) = Y?+ (Ro(r)Q(sL +dp)? + dfn) Y + ((sp + alL)alm)2 (Ro(r)? — 1),
avec Y = y°.
Si Rgp > 1et 0 <r <r* (ie Ro(r) > 1), alors F' n’admet pas de racine réelle
strictement positive. Il n’y a donc aucun changement de stabilité (voir A.5.5).

Puisque, pour » = 0, le point d’équilibre est localement asymptotiquement stable,
il le reste.

Les racines du polynome caractéristique calculé autour du point d’équilibre endé-
mique, sont représentées dans la figure 6.2 ]
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-5+
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FIGURE 6.2: Représentation des racines de I’équation caractéristique du systeme
(6.1) autour du point d’équilibre endémique. Les valeurs des parametres sont : b =
6, K = 500, § = 0.9,dg = 1/2, s;, = 0.6, d, = 1/12, d,, = 1/7, r = 2 et
Ry(r) = 12.2100.11 n’y a aucune racine de partie réelle strictement positive, donc le
point d’équilibre est localement asymptotiquement stable.

6.2 Modele avec double auto-régulation

Dans ce modele on suppose, comme dans le systeme décrit au chapitre 3, que
les deux stades immatures, ceufs et larves, sont régulés par l'effet d’une capacité
d’accueil. Le retard, quant a lui, correspond toujours a la durée du stade ceuf. Ces
hypotheses se traduisent donc par le modele suivant :

E'(t) = bA(1) < - ﬁ?) A —r) (1- E%;”) exp(—dpr) — dpE (1)
L/(t) = 3bA(t — ) (1 _ E(t”’)) exp(—dpr) < _ L(t)> (51 + i) L(t)

Kg
A'(t) = spL(t) — dm A(2) (6.4)

E
(*) ) . Alors le

Soit f la fonction de ponte définie par : f(t) = bA(t) <1 -
E

systeme (6.4) se réécrit comme suit :
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6.2. Modéle avec double auto-régulation

E'(t) = f(t) = 5f(t — ) exp(—dpr) — dpE(t)

L'(t) = 5f(t — r) exp(—dpr) (1 - L<t>> — (sp +dp)L(t) (6.5)

Ky
A'(t) = sp L(t) — dp, A(t)
et qui est défini sur

0< E< Kg
A = 0<L<Kp

0<A<;—LKL

m

6.2.1 Existence, positivité et bornage des solutions

Considérons le probleme de Cauchy associé a (6.4) relatif a la condition initiale
suivante :

0<@i(t) < Kp et @1(0) = (J°, exp(—dn(—u))sf (u)du)

0 < pa(t) < Kp, (6.6)
0 < ps(t) < ;—LKL vt € [—-r,0]
t
ot ¢ € C. Sous les conditions précédentes on a f(t) = bys(t) <1 = 90[1{( )> > 0, pour
E

tout ¢ € [—r,0].

Remarque 6.2.1. La condition Ey > (fBT exp(—dE(—u))§f(u)du) signifie qu’a
Uinstant t = 0 le nombre d’ceufs présents doit au moins étre supérieur ou égal au

nombre d’eufs pondus sur l'intervalle [—r,0] et qui ont survécu jusqu’a l’instant
t=0.

Le systeme (6.4) peut se réécrire de la maniere suivant :

dX

S (1) = g(X(8), X (t = 7)) = g(X:(0), Xi(~r) (6.7)
Xs N Yo
bX3 (1 — K,E> — Sng <1 — [(E) exp(—dEr) — dEX1
g(X’ Y) - §bYE), <1 — IZ) exp(—dEr) <1 — 2) — (SL + dL)X2
SLXQ — deg
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6. Modéles a retard

Le probleme de Cauchy relatif a (6.4) s’écrit alors :

dX
{ S =G(X) 68)
Xo=o
bip3 (0) (1—“"1K(IS)> — bps(—r) )eXp —dpr) — g1 (0)
Y= | svpan) (1= 24 Y expl-don (1— Kf) (51 +dL)ea(0)

s1$2(0) — dmp3(0)

G est localement lipschitzienne puisque ses composantes le sont. On en déduit
donc l'existence et 1'unicité de solution maximale (voir section A.5.5) aux problémes
de Cauchy relatif & (6.4).

Théoréme 6.2.1. L’ensemble

O0< FE< Kg
A — 0< L < Ky,
0<A<;—LKL

est positivement invariant pour le systeme (6.5).

Démonstration.
Supposons qu'il existe t € I tel que (E(t), L(t), A(t)) ¢ A et posons

—inf{t € I,(E(t), L(t), A(t)) ¢ A).

On a donc pour tout —r < ¢t < T, X(t) € A et E(T) = 0 ou L(T) = 0 ou

1. Si E(T) = 0, d’apres le systéme (6.5), on a :

0

E(T) = exp(~dgT) (Eo -/

-Tr

exp(-di ()5 (u)d

T T—r
+/ exp(—dE(T—s))éf(s)ds—l—/O exp(—de(T —u))(1 —p)f(u)du

T—r

or

0
EO—/ exp(—dg(—u))5f(u)du >0

-
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6.2. Modéle avec double auto-régulation

T
/ exp(—d(T — $))5f(s)ds > 0

T—r
et

T—r
/0 exp(—dp(T — u))(1 — 3) f(u)du > 0,

puisque pour tout t € [—r, T, f(t) > 0.
D’ou E(T') > 0, ce qui contredit 1’hypothese.

. Si L(T) = 0, d’apres le systeme (6.5), on a d’une part :

L'(T) = lim M <0,
t—T t—T
t<T
et d’autre part
E(T—r)

L'(T) = 3bA(T —r) <1 TR, ) exp(—dgr) > 0,

Il y a donc contradiction puisque pour tout ¢t € [—r,T[, 0 < E(t) < Kg et
0 < A(t).
. Si A(T') =0, d’apres le systeme (6.5), on a d’une part que

. At) — A(T)

/ —

AT = Jim === — =0,
t<T

et d’autre part,
AT) = s L(T) > 0.

donc A'(T) = 0 et par suite L(T)
de le voir.
. Si E(T) = Kg, alors d’une part :

E(T) = —5f(T —r)exp(—dgr) —dgKg < 0.

Et)— E(T
et d’autre part E'(T) = lim;_,p M
t<T t—T

. Si L(T) = K1, alors d’une part,
L/(T) = —(SL + dL)KL <0

, ce qui est impossible comme on vient

> 0 ce qui est absurde.

et d’autre part

L(t) — L(T
i L) = L(T) >0,
t—T t—T
t<T

ce qui est absurde.
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6. Si A(T) = %KL, alors d’une part

. A — A(T)

!

= _ >

AT =l === — 20
t<T

et d’autre part
AT = sy L(T) — dp A(T) < 0
donc A'(T) = 0, par suite L(T) = K, ce qui est impossible.

6.2.2 Stabilité locale des équilibres

Les points stationnaires du modele (6.5) sont déterminés analytiquement en

résolvant :
bA(t) <1 - f{?) AL —7) (1 - Eg{;”) exp(—=dpr) — dpE(t) = 0

E(t— L(t
SbA(t—r) | 1— Elt=r) exp(—dgr) | 1 — LWy _ (sp, +dr)L(t) =0
KE KL
spL(t) — dnA(t) =0
Considérons, comme précédemment le seuil suivant :
bsy,s
Ry InloL T do) et  Ry(r) = Roexp(—dgr)
Et si Ry > 1, posons

1
rt = in In(Rp).

Proposition 6.2.2.

Le systéeme (6.5) posséde toujours le point d’équilibre trivial X° = (0,0,0).

Si Ry <1 our > r*, le systétme (6.5) n'admet pas d’autre solution d’équilibre
endémique ;

Si Ry > 1 et 0 <r <r* alors le systéme (6.5) posséde un point d’équilibre
endémique donné par :

Kg

A
= (1 7w) vE

sy, Kp,

dpm YL
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6.2. Modéle avec double auto-régulation

dmdpKp (1 —Ge= ") (sp 4+ dr) K,

) = 1 t — 1
OUNE =t 0 =gk, BT T Ge—derdpKp

Proposition 6.2.3.

Si Ry <1 our>r* (ie. Ro(r) <1), alors le point d’équilibre trivial (0,0,0) est
localement asymptotiquement stable.

SiRy>1et0<r<r* (i.e. Ro(r) > 1), X0 est instable.

Démonstration. Le systeme linéarisé autour du point d’équilibre trivial X est donné
par,

%(t) = —dpE(t) + bA(t) — sbexp(—dgr)A(t — r)
%(t) = —(sp+dp)L(t) + 8be= 4" A(t — 1) (6.9)
%(f) = s L(t) — dm A(t)

Le polynéme caractéristique est donné par

AN = det(\[—Jyg—e MJ_,)

A+ dg 0 —b + §be—dETe AT
= det 0 At (sp+dp)  —8be dETe AT
0 —SI A+dn,

= (A +dp) (()\ tosp+dp)A+ dm) — e M Ro(r)(sz, + dL)dm)

qui a déja été étudié dans le cas du modele précédent (voir proposition 6.1.4) . [
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FIGURE 6.3: Représentation des racines de I’équation caractéristique du systeme
(6.5) autour du point d’équilibre trivial. (6.3(a)) : Les valeurs des parametres sont :
b=6, Ky =1000, K, = 500, § = 0.9,dg = 1/2, s, = 0.6, df, = 1/12, dy, = 1/7,
r =2 et Ry(r) = 12.2100. Il n’y a aucune racine de partie réelle strictement positive,
donc le point d’équilibre est localement asymptotiquement stable. (6.3(b)) : Les
valeurs des parametres sont : b = 1, Kp = 500, K1 = 500, § = 0.9,dg = 1/2,
s, = 0.6, d, = 1/12, dy, = 1/7, 7 = 4 et Ro(r) = 0.7486. Il y a une racine de
partie réelle strictement positive, donc le point d’équilibre trivial perd sa stabilité
et devient localement instable.

Cas de I’équilibre endémique

Le systéme linearisé autour d’un point d’équilibre (E*, L*, A*) est alors :

&y - (bA* + dE> E(t) + b (1 _E ) A(l)

dt Kg Kg
Sheo—dET *
43 B ) — shexp(—dpr) (1 L ) At —1)
Kg
gy - <—§bA* (1 _E >e—dw1 - (sL+dL)> L(t)
dt Kg Ky (6.10)
Sbe—de" 4 (1 L* Bt
Kp Kr "
B L
She—dET _ _ _
+5be <1 KE> <1 KL) At —r)
W) = sult) - dud(®)



6.2. Modéle avec double auto-régulation

On pose

5b E*
= S—A*e_dw, Qg = §he BT <1 — KE)

o] = KE
Se~dBThA* E*
= ——(1— d
« i, ( KE> + (SL + L)
alors Q9S], <1 — > = (sp +dr)dp,
Ky,
= (SL + dL)dm.

alors agsy, [ 1 —
251, K.
Le polynéme caractéristique est donné par

det(\[ — Jg —e M J_,) =
bA* E*
A+ <KE + dE> —e My 0 —b (1 — KE> + e
det _ L L\ _
¢ e May <1KL) A+ o —ay <1KL>6 AT
—SJ A+ dm
bA*
— </\+ < +dE>> A+ )N +dyp)
Kg
e (= )\—i-bA*—Fd agsy [ 1— i —at( A+ a)(A+dp)
K E | 02SL, i, 1 m

+ a1sg, (1 - I];L) b <1 - IE{JE)) (6.11)

Proposition 6.2.4. Sir = 0 alors le point d’équilibre endémique (E*,L*, A*) est

localement asymptotiquement stable.

3 . SbA* -
Démonstration. Dans ce cas on a ov; = e ; o = Sb
E

. SbA* E*
dL) ouB: KL <1— KE>

E

<1—§*> et o =+ (sp+
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6. Modéles a retard

et

bA*
Kg

AN = ()\+ +dE) A+ @)\ + di)

bA* 5b
- </\+ +dE> (st + dp)dm — — A*(A+ @)\ + di)
KE KE

bA*
Kg
or a =+ (s +dyr) donc (6.12)

+

(SL + dL)dm

bA*
AN = )\3+)\2<,8+(SL+dL)+dm+(1—§)K +dE>
FE

+A <Bdm + (B + (sz.+d) + dim) <(1 -9 l;?* i dE))

E
bA*
+ dE> + (sp +dp)dm(1 —3)
Kg

*

+8d,y ((1 - g)if (6.13)

E

On pose

bA*
A = <5+(5L+dL)+dm+(1—§) +dE>
Kg

B = (ﬁdm+(6+(8L+dL)+dm) ((1 _5)?(4* +dE)>

E
bA* bA*
p— 1 _ S 1 i S
C Bdy, (( 3) Ky + dE) + (sp +dp)dm(1 = 8) e

Alors A, B, et C >0 et

AB—-C = (B+(sp+dp)) <5dm+(5+(sL+dL)+dm) ((1 —5)2‘(4; ~|—dE>>
+dpn, <ﬁdm + (B+dn) ((1 —3) l;?*

E

+ dE> + (sp + dL)dE>

*

+ <(1 — 5)[;?]3 +dE> (B4 (sp+dr) + dm) <(1 — g)l;?; +dE)

> 0

Donc d’apres le critere de Routh-Hurwitz, A(\) possede des racines de partie
réelles strictement négatives. Le point d’équilibre endémique est localement asymp-
totiquement stable en I’absence de retard (Ro(r) = Ry > 1). O
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6.2. Modéle avec double auto-régulation

Corollaire 6.2.1. Le point d’équilibre endémique est localement asymptotiquement
stable pour tout r € [0,7[ avec 7 € [0, 7.

Démonstration. Cela découle de la continuité des racines du polynome caractéris-
tique (6.11) par rapport a r et du fait qu’en r = 0, les racines sont a parties réelles
strictement négatives.

U
80r
60F
40t

201

&2

Il Il Il Il Il Il Il Il Il J
2 -18 -16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 O
Rr)

FIGURE 6.4: Représentation des racines de I’équation caractéristique du systeme
(6.5) autour du point d’équilibre endémique. Les valeurs des parameétres sont : b = 6,
Kg =1000, K;, =500, § =0.9,dg =1/2, sy =0.6,d;, = 1/12, d,, = 1/7, r =2 et
Ro(r) = 12.2100. Il n’y a aucune racine de partie réelle strictement positive, donc
le point d’équilibre est localement asymptotiquement stable.

Lorsque K tend vers +oo le systeme (6.5) devient alors le systeme (6.5). On

en déduit le corollaire suivant :

Corollaire 6.2.2. Supposons Ry > 1. Pour tout r € [0,7*[, si Kg est suffisam-
ment grand alors le point d’équilibre endémique du systéme (6.5) est localement
asymptotiquement stable.

Démonstration. Lorsque Kp tend vers 400 alors les valeurs propres du systeme (6.5)
tendent vers les valeurs propres du systéme (6.1), qui sont & partie réelle strictement
négative. Donc par continuité des valeurs propres par rapport a Kg, on en déduit
le résultat. O
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FIGURE 6.5: Série temporelle du systeme (6.1) sans capacité d’accueil Kg et du
systeme (6.5) avec Kp (pour les valeurs des parametres : b = 3.0, § = 0.8,
Kg = 300000.0, KL = 500.0, dg = 0.4, s;, = 0.6, d;, = 0.2, d,, = 0.25 et r = 2.
Dans ce cas RO = 7.200000 et Ry(r) = 3.235169. Lorsque K tend vers +oo alors
les solutions d’équilibres, le seuil Ry(r)et les comportements asymptotiques des so-
lutions du systéme (6.5) se comportent comme celles du systéme (6.1).

Regardons, a présent I’évolution des stades ceufs, larves et adultes pour diffé-
rentes valeurs du retard r.
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FIGURE 6.6: Série temporelle du systeme (6.5) pour différentes valeurs de r : r; =
2, 19 =10, r3=15¢et ry = 15.8. Les valeurs des parametres : b = 6.0, § = 0.9,
Kgr =1000.0, Ky = 500.0, dg = 0.2, s;, = 0.4, di, = 0.2, d,, = 0.1. Notons ici que
quelque soit la valeur du retard r choisit r = rq, ..., 74, et r* = 15,890269.

On peux alors faire la conjecture suivante :

Conjecture :
Le point d’équilibre endémique X* du systéme (6.5) est localement asymptotique-

ment stable pour tout r € [0,r*] ou r* = . In(Ryp).
E
dge—dr bssy,
E t s = ——— alors 1 il d dele (6.5
n posant s 0= 5 alors le seui G d)(on+ d)d u modele (6.5)
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(donné au chapitre (3) page 153) est alors donné par

bssy, spbse~r

(S + d)(sL -+ dL)dm o (SL + dL)dm7

(6.14)

qui n’est autre que le seuil Ry(r) du modele a retard (6.5). De plus pour cette
valeur, les points d’équilibres endémiques sont égaux. Apres une période transitoire,
le comportement asymptotique des solutions est également le méme (voir figure
6.7 et lorsque (6.14) est vérifié alors le point d’équilibre endémique est localement
asymptotiquement stable dans les deux cas.

Dans ce cas, cette étude nous permet de faire un lien avec le systeme (6.5), et
de simplifier ainsi 1’étude, celle-ci se réduisant a ’étude d’un systeme d’équations
différentielles ordinaires, dans lequel le taux de transfert s des oeufs vers les larves
est plus réaliste, comme on peut le voir dans la figure 6.7.



6.3. Modeéle de transmission de la maladie

— - — - -
40 50 60 70 80 20 100

FIGURE 6.7: Série temporelle du systeme (6.5) pour les valeurs des parametres :
b = 6.0, s =06, Kp = 1000.0, K; = 500.0, dg = 0.2, s, = 04, d;, = 0.2,
Z,—dr
dm = 0.1, r = 2. Dans ce cas, on choisit s = L = 0.134556 et ainsi
(1 — ge—dr)
Ry(r) = 16.087681. Les solutions tendent vers le méme état d’équilibre endémique.

6.3 Modéle de transmission de la maladie

Dans cette partie nous introduisons un terme a retard dans le modele de trans-
mission (3.9), représentant le temps d’incubation nécessaire au vecteur pour devenir
infectant. La dynamique concernant la population humaine reste elle inchangée ainsi
que la dynamique de croissance de la population de moustique décrite par (6.4). En
effet a l'instant ¢ seul les vecteurs susceptibles ayant piqué un hote infecté a 'ins-
tant ¢ — r, deviennent & leur tour « infecté » et capable de transmettre le virus a un
humain lors d’une prochaine piqure. Le choix de considérer d’introduire la période
d’incubation du virus dans le moustique se justifie d’un point de vue biologique.
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6. Modéles a retard

En effet, comme expliqué dans les chapitres 2 et 5, lors de 1’épidémie de I'ile de
la Réunion, il a été observé et montré par la suite, que le pic d’épidémie survenue
début 2006 était principalement di a I’apparition d’une nouvelle souche liée a une
mutation génétique du virus chikungunya (mutation au niveau de la protéine d’en-
veloppe E1). Cette mutation permettant au virus de traverser la barriere intestinale
tres facilement et de se retrouver dans les glandes salivaires du moustique en 2 jours
au lieu de 7 initialement. Le modele (3.9) suivant,

ddbign(t) = SLLEt)dAgm(t)ﬁmii[((tt))gm(t)
ddI;"(t) = Bnm ]{[H ((?)gm(t)—dAIm(t)
CEO = BT St + b (Sult) + Tn(t) + Rr(0) - dSut)
Cgf(” N BH{ZL(%) Su(t) = ~Iu(t) — dulu(t)
| M) = T~ duRut)

s’écrit alors,

ig(t) = —BHIZ?SH@) b (Sa(t) + In(t) + Ru(t)) — duSu(t)
g(t) = Bu IZ(%) Sy (t) — 4T (t) — dyIu(t)
%(t) =I5 (t) — dgRu(t)
i{:(t) — spL(t) — daSm(t) 5”1@1((1__?) 5ot — 1)
\ %< ) = B z{rf;((tt_—i)) St =) = daln(t)

muni de la condition initiale Sg(0) = S, In(0) = Ing, Ru(0) = Rug, Im(0) =
I, Sm(0) = Smo, 0 € [—r,0]. Tout les parametres utilisés sont les méme que ceux
du systeme (3.9). Comme précédemment la population humaine totale vérifie Ny =
Sy (t) + Iy (t) + Ry(t) et la population totale de moustique vérifie Sy, () + L, (t) =
A(t). B
ShH
Nu

In Ry Sm '

On pose, Sg(t) = o
H

, IH(t) =

alors
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dly . 1 Iy(t—r) . spL — dp, A
ar A(t) <5mNIj{(t—r)Sm(t_T> —dmfm(t)) — I ( = )
= ﬂmIH(t N 7“) (A(t — T)A_(t])'m(t — 7") Cd I 1. <8Lj22 dm)
= Bmlu(t )Ai(;)r) (1Im(tr))stl8

%(t) —pA(t) (1- E;((Z) ~ (s + d)E(t)
%(f) =sE(t)(1- I}Q) — (s +dp)L(t)
%(t) = spL(t) — dmA(t)
‘fTH(t) = by (1 — Sk(t)) — Buln(t)Sy(t)
%(t) = BulnSu — (v + b)) In(t)
\ %(t) = Bunln(t - ”A(ftl(t;) (1= Tt = 7)) = SL,ZEQ

On se place dans le cas ou la dynamique de croissance (ceufs (E), larves (L), femelles
adultes (A)) est décrite par le modele (3.1) et qu’il y a persistance des especes, i.e. le
cas ou r < 1. On sait que dans ce cas le point d’équilibre endémique est globalement
asymptotiquement stable. La dynamique de croissance du moustique (E, L, A) étant
connue, nous appliquons a nouveau le corollaire 3.4.1. En effet, comme dans le cas
du modele sans retard, A(t) converge uniformément vers A*. De méme, il est facile

Alt—r
de le vérifier également pour A(t — r). Donc 64@)) — 1 lorsque t — +o0, et
spL(t) . Lo . -
A) — dy, lorsque t — +00. Le systeme est donc équivalent au systeme limite

suivant,

‘%H(t) = by (1 — Su(t)) — Buln(t)SH(t)
%H(w = BirInSi — (v + by) I (1) (6.15)
‘%@) = Bun(1 = L (t = ) L (t = 7) = dyn L
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défini sur
0<r,<1
Q=< (In,Sy,Ig) | 0<Sp<1
0<Ig<i1

On vérifie aisément que ensemble 2 est invariant pour le systéme (6.15). Posons

/BHBm

Ry = —HFPm
O (v + br)

6.3.1 Points d’équilibres
Proposition 6.3.1.

— Le systéeme (6.15) possede toujours le point d’équilibre trivial (1,0,0).
- Si Ry > 1 alors le systeme (6.15) posséde un point d’équilibre endémique

donné par :

g _ bm—(+by)ly 1 Bu L bu
" bu RoBg +bg  Bu +bu
« buBu ( 1 ) d b

Iy = l—— ="~ —(Ry—1
= (v + bu)(bu + Bu) Ry B (v + bm) (Bo —1)

bHdm bH
I = = Ry—1

6.3.2 Etude de la stabilité 1’équilibre trivial (1,0,0)

Dans cette partie nous nous intéressons a 1’étude de la stabilité locale et globale
du point d’équilibre trivial.
Stabilité locale

Théoréme 6.3.2. Le point d’équilibre trivial (1,0,0) du systéeme (6.15) est locale-
ment asymptotiquement stable st Ry < 1, et instable si Ry > 1.

Démonstration. Le polynome caractéristique évalué au point d’équilibre trivial (1,0, 0)
est donné par

A+by 0 B
AN = det(\ — Jy— e MJ_,) = det 0 X+(y+bu) —Bu
0 —ef)‘rﬂm At+dn,

= A+ b) (A (4 b))+ don) = Birme ™)
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ou
—by — Bull, 0 —Bu Sy 0 0 0
Jo = Buly, —(y+bu) BuSy |etd=1]0 0 0
0 0 —dp, 0 Bm(l—1I5) —Buly

Alors —by est une racine strictement négatives du polynoéme caractéristique
A()N). L’étude se réduit donc a I'analyse des racines du polynéme suivant :

8(A) = A+ (v +0m)) (A + din) — Brfme ™ = 0. (6.16)

Notons tout d’abord que lorsque r = 0, on obtient le méme polyndme caracté-
ristique que dans le cas EDO. Dans ce cas, on sait que toutes les valeurs propres
de (6.16) sont de parties réelles strictement négative. D’apres le critere de Routh-
Hurwitz, I’équilibre trivial est localement asymptotiquement stable lorsque Ry < 1
et instable lorsque Ry > 1. On suppose a présent que r # 0, alors on a les deux cas
suivant :

1. Rp > 1. Nous allons montrer que dans ce cas I’équation (6.16) posseéde une ra-
cine réelle strictement positive. L’équation (6.16) peut se réécrire de la maniere
suivante :

A 4 (7 + brg + dim)A = B fme ™ — (v + bir)dom.
Supposons A réelle et posons

FA) = N+ (v+bu+dn)A,
G\ = Bubme ™ — (v +bu)dm.

Alors
i. F(0)=0et lim F(\) =400

A——+o00
ii. G(0) = BuPm — (v +bm)dm = (v +brr)dm(Ro — 1) > 0 puisque Ry > 1 et
(G est une fonction décroissante.
Il existe donc A* > 0 tel que F(\*) = G(\*), i.e. les fonctions F' et G s’in-

tersectent en A*. Par conséquent §(\) possede une racine réelle strictement
positive et I’équilibre trivial est instable.

2. Ry < 1. Notons tout d’abord que (6.16) n’a pas de solution réelle positive ou
nulle. En effet F'(\) est croissante pour A > 0 alors que G(\) est décroissante
pour A > 0 et G(0) = (Yy+bgy)dm(Ro—1) < 0. Il s’ensuit alors que si I’équation
(6.16) possede des racines de parties réelles positives ou nulles alors ce sont
des racines complexes, issues d’une paire de racines complexes conjuguées qui
traversent l'axe imaginaire. Par conséquent, il existe un r > 0 pour lequel
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I’équation (6.16) possede une paire de solutions imaginaires pures. Supposons
que A = iy avec y > 0 est une racine de (6.16), alors

6(A) = d(iy)
—y2 +i(y+bg +dn)y+ (v + br)dm — BrBm(cosyr —sinyr) =0

Par identification des parties réelles et imaginaires, il s’ensuit que w vérifie le
systeme suivant,

{ —y? 4+ (v + b )dm = BuBmcosyr  (a1)
(’7 +by + dm)y = —BHPmsinyr (CLQ)

Pour éliminer les fonctions trigonométrique, il suffit d’élever au carré et d’ad-
ditionner les deux équations précédentes, il vient :

(a1)? + (a2)? = (=9 + (Y + ba)dm)? + (v + b + di)y)? = (BuBm)?
&yt + 3 (v +bu)? + d2) + (v + bu)?ds, — (Bfm)? =0
& 22+ 2((y + bu)? + dp,) + (v + bu)*dy, — (Bufm)? = 0 ou z = y°
<:>22—|—CL102—|—CL20 =0

(6.17)

avec ajp = (7 + bH)2 + d?n et ag = (y+ bH)Zd,Qn — (5H6m)2.

Nous allons montrer que I’équation (6.17) n’a pas de racine réelle positive et
par suite que iy avec y > 0 n’est pas racine de (6.16)

Alors ayg = (v +by)* +d2,) >0

et asy = (v+bm)*ds, — (BuBm)* = (v +bu)?dz, (1 — RY) >0 car Ry < 1.

Si 'on désigne par A1 et Ao les racines de (6.17), alors A\jAs = ag, ce qui
signifie que les racines sont de partie réelle de méme signe (racine complexe
ou réelle). De plus A\ + A2 = —aj9 < 0, les racines sont donc de partie réelle
strictement négative (racines réelles ou complexes). Par conséquent ’équation
(6.17) ne peut avoir de racines réelles positives ce qui implique qu’il n’existe
pas de y tels que iy soit solution de (6.16). D’ou en appliquant le théoréme
de Rouché [[51], théoreme 9.17.4], on en déduit que toutes les valeurs propres
du polynoéme caractéristique (6.16) sont de partie réelle strictement négative
pour toute valeur du retard r > 0. On en déduit que le point d’équilibre trivial
est localement asymptotiquement stable dans €2 si Ry < 1.
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FIGURE 6.8: Représentation des racines de I’équation caractéristique du systeme

(6.15) autour du point d’équilibre trivial. Les valeurs des parametres sont : by =

0.0000351, By = 0.1,y = 0.1428, B,, = 0.9, d,,, = 0.07 r = 2. Dans ce cas Ry =

0.9001. Il n’y a aucune racine de partie réelle strictement positive, donc le point

d’équilibre est localement asymptotiquement stable.

Stabilité globale

Théoréme 6.3.3. Si Ry < 1, le point d’équilibre (1,0,0) est globalement asympto-
tiquement stable.

Démonstration. Notons x; = (Sg(t+6), Ig(t+6), I, (t+0)) 0 € [—r,0] solution de
(6.15) . Soit

V(zy) =bglg + —— I +

b b m !
ZﬁH Hgf:f /t (1~ 1u(6)) 11 (6)d6 (6.18)

T

Alors V' > 0 le long des solutions de (6.15) puisque €2 est invariant. Notons que
V = 0 si et seulement si Iy et I,,, sont nuls. Considérons la dérivée orbitale de L
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donnée par,

VI(t) = bu Iy (t) + l”;ff[%(t)

+ belZﬁm (1= Iy T (t) — (1 = Ly (t — 7)) I (t — 7))
= bigB LSt = bia -+ i) () + 225, (1= (¢ = ) it =)

- bleffdmfm + lm”zzﬁm (1= L) E(t) = (1 = I (t — r)) I (t — 7))
= b LnSin = ba(y -+ bap) () + 0P gy DB g,
= Brbuln(Su —1) = b (y + bu)m + ngZﬂmIH - ngZﬂmIHIm
<Igy <_bH('7+bH) - ngiBm - beliBmI’">

car Sgy+Ig+ Ry =1donc Sg—-—1<0

B Bm ) _ buBubm )

<Iy <bH(’Y +bu) <—1 +

b
<lIpg (bH(’Y +bg)(Rp—1) — H/ffﬂmfm)
m
<Ocar Ry—1<0
Dans le cas Ry < 1, V' = 0 si et seulement si Iy = 0 alors que dans le cas ol

Ry =1, L' = 0 si est seulement si Iy = 0 ou I, = 0. Donc I’ensemble compact
invariant le plus grand inclut dans {(Su, Im, In) € Q: V' =0}, lorsque Ry < 1, est
(1,0,0). Alors d’apres le principe d’invariance de Lasalle (voir théoreme (A.2.8)), le
point d’équilibre (1,0,0) est globalement asymptotiquement stable dans €. O

6.3.3 Etude de la stabilité de I’équilibre endémique (53, 1%, I7,)

Nous considérons dans la suite que Ry > 1 puisqu’il s’agit de la condition d’exis-
tence de I’équilibre endémique (S, I7;, 1,).
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6.3.4 Stabilité locale

Le polynéme caractéristique du systeme linéarisé autour du point (S, I}y, Iy,)
associé a (6.15) est donné par :

A+by + By lk, 0 BuSY
A(X) = det —Bulf, A+ (v +by) —Bu Sy
0 —e M Bn(1 = I%) A+ dpm + e Bl

= (A+bg+Bualy,) N+ (v +0bu)(A+dn)
+e M (A + b + Bull) (Bulip(A+ v+ br) — BubBmSH (1 —I))
+BH B L St (1= 1]

d’ot1, en remarquant que BuPmSy(1—1) = B}]Ifm = dpn (v +br),
0

le systeme se réécrit de la maniere suivante,

AN) = A+byg+Ball) A+ (v +by) A+ dn)
+e N (A + by + Bu L) (Bunlfi(A+ 7+ b)) — dun(y + b)) + BuLidm(y + bpr))

AN =0 & Nra X +ar+az=e (TN +TA+T5)  (6.19)
ou

a; = ,BHI:n-i-QbH—l-’)/-i-dm

az = (bu +Buly)(y+by +dm) + (v + bu)dn
a3 = (b + Buly)(y +bu)dm
Ty = —Bmly
T = —(bu + Buly)Bmly — Bmlg(y +bu) + dm(y + bu)
= dm(y+br) = Bl (Brly, + 2bm +7)
Ty = —((br + Buly,)Bmly — dm)(y + bu) + Bulydm(y + br))

= —(v+bu) (dmbuly, + Bubmlyli — Bulydm + buBmly — budy)
= (v +bu)(badn — (BuBmiy Iy + bubmliy))

Lorsque r = 0, on obtient la méme équation caractéristique que dans le cas EDO.
Dans ce cas toutes les racines du polynome caractéristique (6.19) sont de partie réelle
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strictement négative. Le point d’équilibre endémique est donc localement asymp-
totiquement stable lorsque r = 0. Notons également que I’équation (6.19) n’a pas
de solution réelle positive ou nulle pour tout r > 0. En effet, on a a; > 0, ag > 0,
az > 07T; <0 et posons

@y =ay—e Mdn(y+bu);  To=—Buli(Buly, + 2bm +7)
dsy = a3 — e NMbydm(y+bu); T = —(v+bu)Bubmll i + bubmlly)

Alors (6.19) & N2+ a1 A2 + do) + d3 = e M (TIN? + To) + T3) (6.20)

avec az > 0, a3 > 0, fg <0et Tg < 0. La fonction A3 +a; \2+da A\ +d3 est strictement
positive pour tout A > 0. La fonction e*)‘r(Tl A2 —|—T2)\+T3) est strictement négative
pour tout A > 0. On en déduit donc que I’équation (6.19) ne possede pas de solutions
réelles positives ou nulles. Enfin, afin d’éliminer les racines complexes conjuguées de
parties réelles positives ou nulles on suppose a nouveau qu’il existe un r > 0 tel que
A =iy ou y > 0 est une racine de (6.19). Alors dans ce cas, on a

— iy — a1y® + iagy + a3 = (cosyr — isinyr)(=Tiy* + iToy + T3)

agy —y°* = Toy cosyr — (T3 — Tyy?) sinyr
< 2 2 : (6.21)
az —a1y® = (T3 — Tvy*) cosyr + Toy sinyr
D’ou
(a2y — v3)% + (a3 — a1y?)?> = (Taycosyr)? — 2Ty cosyr(Ty — Tiy?) sinyr

+((T3 — T1y2) sin yr)2 + (13 — T1y2) cos y'r’)2
+2Toy sinyr (T3 — T1y?) cosyr + (Toy sinyr)?

& 48 — 2a9y* + (ay)? + ady* — 2a1a3y° + a3 = (Toy)? + (T3 — Tiy?)?

& y° 4 (a? — 20 — THy* + (a3 — 2a1a3 — T3 + 2T3T1 > + a3 — T2 =0 (6.22)

22 ta+Br4+v=0 onz =1y (6.23)
avec
a = a2 —2ay—T?
ﬁ = CL% — 2&1&3 - T22 + 2T3T1
Vo= ag — T32

Pour montrer que (S}, I}, I;,) est LAS, il faut montrer que (6.23) n’a pas de solu-

T m
tions réelle strictement positive, ce qui est immédiat lorsque o > 0, v > 0 et 8 > 0.

On en déduit ainsi y?> = z et donc que '’équation (6.19) ne peut avoir de solution
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imaginaire pure. Ce résultat nous permet d’en déduire qu’il n’existe pas de valeur y
tel que A = iy soit une valeur propre de 1’équation (6.19). On obtient ensuite, par le
théoreme de Rouché [[51], théoreme 9.17.4], que toutes les valeurs propres sont de
parties réelles strictement négatives quelque soit le retard r. L’analyse précédente,
peut se résumer de la maniere suivante :

Théoreme 6.3.4. Supposons que
1 Rp>1;
wa>0,v>0eF>0.

Alors (S3;, I3y, Iy,) est absolument stable, i.e. (S, I5, I},) est stable quelque soit la
valeur du retard r.

Remarque 6.3.1. Le théoréme 6.3.4 indique que si les paramétres vérifient les
conditions (i) et (ii) alors Uéquilibre endémique est localement asymptotiquement
stable quelque soit la valeur du retard r. Néanmoins notons que si une des conditions
n'est pas vérifiée, en particulier une des inéquations de (ii), alors la stabilité de
U’équilibre dépend de la valeur du retard. L’équilibre peut alors perdre sa stabilité
suivant les valeurs du retard r. Par exemple, si v < 0 alors h(0) < 0 et Zlggo h(z) =

oo. Il s’ensuit alors que l’équation (6.22) a au moins une racine réelle positive noté
Yo = +/?0-
6.3.5 Analyse de bifurcation

On s’intéresse a présent aux bifurcations de parametre r. Les solutions de 1’équa-
tion (6.19) sont alors vues comme des fonctions du retard r. Soit A(r) = x(r) 4+ iy(r)
une valeur propre de (6.19) tel qu’il existe une valeur initiale du retard ro vérifiant
x(rp) =0 et y(ro) = yo > 0. D’apres 'équation (6.21) on a :

(6.24)

asyo — yi = Toyo cos yor — (T3 — Thyd) sinyor
a3 — aryg = (T3 — Tryg) cos yor + Tayo sin yor

D’ou
(Tayo)(azyo — yi) + (Ts — T1yg) (as — aryp) = (Toyo)® cos yor + (T — Tryg)? cos yor

(T1a1 — Tg)yé + (GQTQ - T3a1 — T1a3>yg + a3T3

cos yor =
Yo (Toyo)? + (T3 — T1yo)?
_— i ATCCOs ((Tlal — TQ)yé + (a2T2 —Tsa1 — Tlag)yg + a3T3> n Zji
7w (Toyo)? + (T3 — Tiyo)? Yo
i=1,2,...n
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dRe(\(1))

Nous allons ensuite montrer que la condition lr=ro> 0 est vérifiée. Par

continuité, il s’ensuit que la partie réelle de A(r) devient positive lorsque r > r et
I’équilibre devient alors instable. De plus, nous allons montrer qu’une bifurcation
de Hopf survient lorsque r dépasse le seuil critique rq (voir [43]). Pour appliquer le
théoreme de bifurcation de Hopf donné par Marsden et McCracken dans [61], nous
devons montrer le théoreme suivant :

Théoréme 6.3.5. Supposons que yo est la plus grande racine positive simple de
léquation (6.22). Alors iy(ro) = iyo est une racine simple de (6.19) et x(r) + iy(r)
est différentiable par rapport r au voisinage de r = rg.

En effet apres calculs (voir plus bas), on obtient que iyg est une racine simple de
(6.19), qui est une équation analytique. D’ou en utilisant la version analytique du
théoreme des fonctions implicites, x(r) 4 iy(r) est définie et analytique au voisinage
de r = 1.

Lemme 6.3.6. Supposons que x1,x2 et x3 soient racines de l’équation
gx) =2 +ax? +Br+v=0 (B<0).

On suppose que x3 est la plus grande racine simple positive de l’équation, alors

dg(z)
r=x 0
dx ‘ 3 >

Nous allons a présent montrer qu’une bifurcation de Hopf survient pour r = rg.
dReA(r)
dr

Pour cela nous devons montrer que lr=r,> 0. La dérivée de I’équation

(6.19) par rapport a r est donnée par,

dX dX dx
(3\% + 2a1\ + az) - == re N (TIA: 4+ ToX + Ty)— + e (2T + )

—Xe M(TUN? 4+ To) + T3)
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d’ont
d\\ ! 3A2 + 2a1 A + ag + e N (TAN2 + Tod + T3) — e M (2T + T)
<dr) B XM (TIN2 4+ Tod + Ty)
3N+ 2a1 )\ + ao 2T A+ Th T
T A M(TIN2 + Toh + Th) * MTINZ+ToA+T3) A
3)\2 + 2a1 A + a9 2T1)\2 + TH )\ r
T A N Fash+ag) | AT+ oA+ T5) A
3\3 + 2&1)\2 + as A\ 2T1)\2 + TH\ r
T IR o N tahtaz) (TN ToA+T5) A
2)\3+a1)\2 — as )\3+CL1/\2 +a2)\+a3
T R0 LN Fash +az) | AN + N+ ash + az)
+ T1A2 — T3 + (Tl)\2 + TQ)\ + Tg) _ i
)\Q(Tl/\2 —i—TgA—I—Tg) )\Z(Tl)\Q +T2/\+T3) A
223 + CL1)\2 —as Tl/\2 — T3 r
T TNt el tahtaz) | TN TOATs) A
Alors,

-1
Sign { d(Re/\) } = Sign {Re <d>\) }
dr Aigo dr i

Sign { Re [ 20° 4 a1)\” — ag } + Re [ TiX° — Ty }
g NN+ a1AZ + ash + az) |5y, N(TIN + ToA+ T3) |y,

”
+ |Reg]
6)\ )\=iyo}
—23i — a1y’ — ~Ty2 — T

Sign{Re[ 5 3,%2 2(113!0 a?o) ] —I—Re[ 5 123,/0 3 ]}

Y5 (—ypi — aryg + azayot + as) —y5(=Thygi + Toyo + T3)

a1y? + az) + 2 a1y? —as) —i(ys —a
Sign Re(( 195 23) i 2yo) (( 21yo 3 3) Z(yg 230))

8 [(a1y3 — a3)? + (y§ — azyo)?]
(leg + Tg)(—leg + T3 + iTgyo)
2 [(Ts — Thy2)? + T3]

+Re

2y + (a? — 2a2)y) — a3 T3 — Ttys
SZgn 2 2 2 3 2 2 Ty — T 2\2 T2 2
Yo [(awo az)? + (yg — a2y0) ] Yo [( 3 1%5)° + 23/0}

Sign { 2y5 + (af —2a2 — TP)yg + T3 —a

2

3 ’ N
d’apres (6.22)

Yo [(a1yg — a3)? + (y§ — a2y0)?] }
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Puisque h(z) = 23 + az? + Bz + v alors

dh
d(z) =322 42024 B =322 +2(a? — 2a9 — Tz + (a3 — 2a1a3 + 2T, T3 — T2).
z
De plus comme g est la plus grande valeur propre positive de (6.22), alors d’apres
le lemme (6.3.6), on a
dh(z)
dz ‘Z:yg

> 0.

D’ou

2
d(Re)), - 2hlo) 0
dr WEr=o T (ayyd — ag)? + (y§ — asyo)? T

On obtient alors le théoreme suivant qui résume les résultats précédents

Théoréme 6.3.7. Supposons que les hypothéses

(i) Ry>1

(i) v<0ouv>0etf <0
sont vérifiées. On désigne par yo la plus grande racine simple positive de (6.22).
Alors Uéquilibre endémique (S, If;, I,) du systéme (6.15) est asymptotiquement
stable lorsque r < rg et instable lorsque v > 1, 04

ro = - arccos ((Tlal — To)yy + (agTy — Tyar — Thaz)ys + G3T3> .
Yo (Tayo)? + (T3 — T1yo)?

Lorsque r = rg, une bifurcation de Hopf survient.

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons formulé deux modeles intégrant un terme a retard.
Le premier lié a la dynamique de croissance du moustique integre la durée du stade
ceuf avec une auto-régulation par la capacité d’accueil du milieu des larves puis des
ceufs et des larves. Nous avons montré que les seuils d’existence d’un équilibre en-
démique sont les mémes ainsi que les comportements asymptotiques pour certaines
valeurs du retard ou encore pour des valeurs de K suffisamment grandes. Une
comparaison avec le systeéme aux équations différentielles ordinaires proposée dans
le chapitre 3 a également été proposée permettant ainsi d’établir une relation entre
le taux de transfert des ceufs/larves du systéme EDO (3.1) et le retard du systéme
(6.4). Dans un second temps, nous avons adapté le modele de transmission défini
au chapitre 3 via la formulation d’un modele a retard prenant en compte la période
d’incubation du virus chez le moustique. Contrairement au modele de dynamique de
croissance du moustique, nous avons montré I’existence d’une bifurcation de Hopf, le
retard entrainant donc une perte de stabilité de ’équilibre endémique sous certaines
conditions.



Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans ce travail nous nous sommes intéressés a la modélisation et 1’étude de la
transmission de maladies vectorielles.

Nous avons rappelé quelques notions de modélisation en dynamique des popu-
lations et en épidémiologie que nous avons appliqué au cas du chikungunya, dont le
mécanisme de transmission est également rappelé.

Cette maladie vectorielle transmise par les moustiques du genre Aedes, fait partie
de ce que I'on qualifie aujourd’hui de maladies ré-émergentes. Les notions de biologie
du vecteur, de l'interaction de celui-ci avec 'environnement et avec la population
humaine, ont été rappelées et nous ont permis d’aborder le probleme de modélisation
et d’étude sous différents angles.

Nous nous sommes tout d’abord intéressés a la formulation de modeles (EDO)
décrivant la dynamique de croissance du vecteur, ainsi que la transmission du vi-
rus a la population humaine. Pour ces deux modeles, nous avons proposé une étude
qualitative. Le premier décrit la dynamique de croissance des moustiques aux stades
immatures (ceufs, larves/nymphe) et adultes (femelles uniquement), sans présence
de virus ni de maladie. Celui-ci est basé sur un modele structuré par stades d’évo-
lution et repose sur le cycle de vie biologique de I'insecte. Nous avons montré 1’exis-
tence d’un seuil r assurant I’existence d’une solution d’équilibre endémique, lorsque
celui-ci est supérieur a 1. La stabilité globale des solutions d’équilibre & été donnée
suivant les valeurs du seuil 7.

Partant de la condition r > 1 assurant la présence d’especes, nous avons formulé
un second modele afin de décrire la transmission du virus au sein de la population
humaine. Pour cela nous avons utilisé des modeles classiques en épidémiologie de
type SI pour le vecteur et SIR pour la population humaine. Le taux de recrute-
ment de la population de vecteur est alors assuré grace au couplage avec le systeme
décrivant ’évolution des stades immatures. Une étude qualitative de ce modele
a également été proposée. Comme dans le cas précédent, l'existence de solutions
d’équilibre ainsi que leur stabilité dépend du taux de reproduction de base Ry que
nous avons déterminé. L’étude de la stabilité globale de I’équilibre trivial, celui ou
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la maladie tend & disparaitre, est obtenue grace a la construction d’une fonction de
Lyapunov appropriée. La stabilité de ’équilibre endémique est obtenue par applica-
tion de la théorie des systéemes compétitifs. Enfin nous avons montré que 1’étude de
ce modele ou la force de l'infection entre humains susceptibles et vecteurs infectés
n’est pas classique, peut, par un simple changement de variable, se ramener a ’étude
d’un modele avec le taux d’infection classique. Dans ce cas le taux de reproduction
de base dépend explicitement des parametres liés a la dynamique de croissance des
stades immatures.

Nous nous sommes ensuite concentrés sur la possibilité de controler la trans-
mission du virus par 'intermédiaire de différentes techniques de lutte. L’objectif
fixé consistait a réduire le nombre d’infections, humains et moustiques, ainsi que
I’expansion de la population de vecteur. Pour cela, la formulation d’un probleme
de controle optimal associé au systeme développé précédemment, a permis la prise
en compte de trois controles : le premier modélisant la lutte anti-vectorielle sur les
stades immatures ; le deuxieme englobant toutes les mesures de préventions; le der-
nier correspondant au traitement des malades. Plusieurs scénarios ont été simulés
afin de déterminer l'intensité des différents controles a appliquer ainsi que I'instant
ou ceux-ci doivent étre appliqués. En résolvant le systeme d’optimalité, nous avons
par exemple observé numériquement que la lutte anti-vectorielle orientée sur les
larves joue un role important dans le controle de la prolifération du moustique et
dans la transmission du virus.

L’étude de ce genre de maladie impliquant différentes populations, qui inter-
agissent dans un environnement donné, amene a la prise en compte de la dynamique
spatio-temporelle. L’approche que nous avons développée consiste en la formulation
d’un modele de type métapopulation, dans lequel les déplacements journaliers des
humains sont pris en compte ainsi que le rayon d’action limité des moustiques. Une
étude numérique du modele formulé est proposée en considérant un réseau ou les
neeuds représentent des habitats de I'lle de la Réunion. Dans un premier temps, les
résultats montrent I'influence décisive de la mobilité humaine dans la propagation
de la maladie. Cette modélisation a ensuite permis de montrer I'importance d’inter-
actions locales, souvent négligées, avec une modélisation de la mobilité des insectes.
Ce modele a permis ’analyse de différents scénarios de confinement de la population
et de variation des différentes mobilités. Enfin nous avons validé cette approche avec
la confrontation a des données réelles relatant 1’épidémie de 2005/2006 sur 'ile de
la réunion.

Dans une derniere partie nous nous sommes intéressés a la formulation de mo-
deles a retard (EDR) dans lesquels nous analysons l'influence de la durée du stade
ceuf dans le modele de dynamique de population ainsi que la période d’incubation
du virus chez le moustique adulte, dans le modele de transmission. L’étude du pre-
mier modele nous a permis de montrer qu’il n’y a pas de changement de stabilité
lorsque les parametres du modele EDO et celui du modele EDR sont les mémes.



6.4. Conclusion

Les comportements asymptotiques ainsi que les équilibres sont les mémes. Par iden-
tification, nous en avons déduit le taux de transfert, des ceufs vers les larves, en
fonction du retard a utiliser dans le modele EDO. Dans le cas de la transmission, le
retard entraine une perte de stabilité de I’équilibre endémique et I’apparition d’une
bifurcation de Hopf.

Perspectives

Etude de sensibilité des parametres

Dans I’étude du modele de type métapopulation, dans le chapitre 5, nous avons
mis en évidence, par le biais d'une étude numérique, une corrélation entre les taux
d’infections By et B,,. Il serait dans la suite intéressant, d’approfondir ce résul-
tat grace a une étude de sensibilité des parametres et d’identifiabilité. Cette étude
permettrait de déterminer de maniere théorique la relation entre les taux d’infec-
tions, ainsi qu’a déterminer I'influence de chaque parametre sur le comportement
du systeme.

Modeles de diffusion utilisant les équations différentielles partielles

Nous avons choisi, dans le chapitre 5, d’utiliser une approche de type métapopu-
lation, afin de prendre en compte la mobilité des populations humaines et vecteurs.
Cette approche semble effectivement appropriée dans le cas de la mobilité humaine,
puisqu’il est possible d’identifier chaque individu par rapport a son lieu de résidence,
celui dont il est originaire, et sa destination. En revanche celle-ci reste discutable
dans le cas du vecteur. En effet, il serait intéressant de modéliser la diffusion et la
dispersion des moustiques de maniere plus classique et faisant appel aux EDP, puis
de comparer a la modélisation que nous avons proposée.

Saisonnalité

Plusieurs parametres des systémes que nous avons considérés, notamment ceux
concernant le vecteur (stades immature et adulte) dépendent fortement de facteurs
environnementaux tels que la température, ’humidité, etc. qui dépendent donc d’un
phénomene de saisonnalité. La prise en compte de ces changements dans le modele
permettrait de modéliser un phénomene de saisonnalité présent dans la dynamique
de croissance du vecteur en supposant par exemple que les parametres ne sont plus
figés mais sont des fonctions périodiques du temps, construit par exemple a partir
des relevés de précipitations enregistrées sur 1'lle de la Réunion.
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Annexe

Outils Mathématiques Fondamentaux

A.1 Résultats fondamentaux pour les équations
différentielles

Dans toute cette section, J est un intervalle d’intérieur non vide de R, U un
ouvert de R™ avec n > 1. Si x est une fonction d’une variable réelle & valeurs dans
R™ dérivable, nous noterons par 2’ sa dérivée. On ne traitera que le cas des équations
différentielles du premier ordre.

A.1.1 Définitions et généralités

Définition A.1.1 (Equation différentielle). Soit f : J x U —s R™ une fonction.
On appelle équation différentielle du premier ordre associer a f I’équation suivante :

2 (t) = f(t,z(t)). (A1)

L’inconnue de cette équation est une fonction d’une seule variable et l’équation
traduit une relation entre l’inconnue (notée ici x), sa variable (notée icit) et sa
dérivée premiére (x' ). Si la fonction f ne dépend pas explicitement de la variable
t, i.e. si f est définie sur U a valeurs dans R™, on parle d’équation différentielle
autonome. Dans le cas contraire on dit que c’est une équation non autonome. Si f
est affine, i.e. si f(t,x) = A(t)x+ B(t), avec A(t) € M,(R) et B(t) € R" pour tout
t € J, on dit que c’est une équation différentielle linéaire.

Définition A.1.2 (Solution locale). Une solution de l’équation différentielle (A.1)
est la donnée d’un couple (I,x) ot I est un intervalle d’intérieur non vide de R
contenu dans J et x est une fonction de I a wvaleur dans R™ dérivable sur I et
vérifiant les conditions suivantes :

(1) (t,z(t)) € J x U, pour tout t € I,
(i) 2/(t) = f (¢, z(t)), pour tout t € I.

On parle aussi de solution locale.
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Définition A.1.3 (Prolongement de solutions). Soient (I1,x1) et (I2,x2) deux so-
lutions de (A.1). On dit que (I2,z2) prolonge (I1,xz1) si Iy C Is et pour tout t € I,
x1(t) = xa(t).

Définition A.1.4 (Solution maximale). On dit qu’une solution (I,z) est maximale
si elle n’admet aucun prolongement (I,%) avec I inclus strictement dans I.

Théoréme A.1.1. Toute solution (I,x) de (A.1) admet un prolongement mazximal.

Démonstration. [26] chap.V,1.3 O
Définition A.1.5 (Solution globale). Une solution globale de (A.1) est une solution
définie sur J tout entier, i.e. (J,x) est une solution globale de ' = f(-,x) ou
f:JIxU—=R™

Remarque A.1.1. Il existe un lien entre les deux définitions précédentes. En effet,
si (J,x) est une solution globale de (A.1), alors c’est une solution mazimale. La
réciproque étant fausse en général.

Définition A.1.6 (Orbite périodique). I' est une orbite T-périodique si il existe
une solution T-périodique (R, x) de I’équation (A.1) tel que T' soit l’orbite associée
a (R, z).

Définition A.1.7 (Ensembles limites). Soit (I,x) une solution de (A.1). Les en-
sembles omega-limite de x (w(z)) et alpha-limite de x (a(x)) sont définis par :

w(z) = ﬂ U x(s;to, xz(to)), a(z)= ﬂ U x(s;to, xz(to))

t>0s>t t<0s<t

Dans les problemes concrets faisant intervenir des équations différentielles, comme
en dynamique de population, on connait 1’état du systeme initialement. Et on vou-
drait que la solution de ’équation différentielle vérifie cette condition initiale. Ces
types de problemes sont appelés probleme de Cauchy et sont définis de la maniere
suivante :

Définition A.1.8 (Probleme de Cauchy). Etant donné un point (to, o) € J x U, le
probléme de Cauchy consiste & trouver une solution (I,x) de (A.1) telle que to € 1
et x(ty) = xg.

A.1.2 Existence de solutions

Nous nous intéressons a l’existence de solutions de (A.1), assuré dans un premier
temps par le théoreme de Cauchy-Péano-Arzéla, prouvé par Peano en 1886.
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Théoréme A.1.2 (Cauchy-Peano-Arzela). Soit (to,z9) € J x U et supposons
f i+ J x U — R™ continue en (ty, xo). Alors il existe une solution du probléme de
Cauchy associé a l’équation différentielle (A.1) relatif a la condition initiale (to, xo).

Démonstration. Elle repose sur le théoreme d’Ascoli [26] chap.V,2.4 O

Corollaire A.1.1. On suppose f : J x U — R" continue. Alors pour tout point
(to, o) € J x U, il passe au moins une solution maximale (I,z) de (A.1). De plus
Uintervalle de définition I de toute solution mazximale est un ouvert de J.

Démonstration. [26] chap.V,2.4 O

Théoréme A.1.3. On suppose f : JxU — R"™ continue et soit (I, x) une solution
mazximale de (A.1). Alors

1. sisupl <supJ ou si I Zsupl =supJ € J alors lim ||z(t)| = +o0.
t—sup I

2. siinfJ <infl ou si I FinfI =infJ € J alors . li.nr%l |lz(t)]| = +o0.
— 1N

Remarque A.1.2. En pratique, on fait surtout appel auzx contraposées de ce théo-
réme. Par exemple si (I,x) est une solution mazximale de (A.1), bornée sur I, alors
I =J, i.e. que c’est une solution globale.

Remarque A.1.3. Sous les seules hypothéses de continuité on ne peut garantir
Punicité de la solution. Par exemple les deuz fonctions y1 =0 et yg : & — x> sont
solutions sur R de ’équation différentielle

y =31y [/?

avec la condition initiale y(0) = 0. Notons qu’il n’existe pas de voisinage de 0 sur
lequel Uapplication y — 3 | y |*/3 soit lipschitzienne.

A.1.3 Unicité des solutions et théoréeme de Cauchy-Lipschitz

Nous nous intéressons a présent a 'unicité des solutions. Comme nous I’avons vu
dans la remarque A.1.3, ’hypotheése de continuité ne suffit pas pour garantir 1’uni-
cité. Les théoremes suivants assurent l’existence et 'unicité de solution au probleme
de Cauchy (A.1) associé a I’équation différentielle (A.1) relatif a la condition initiale
(to,xo) . Pour cela on présente différentes notions d’unicité ainsi que le caractere
lipschitzienne du champ de vecteurs, f(t,z(t)), par rapport a la seconde variable.

Définition A.1.9 (Locale lipschitziennité en un point). Soit (tog,x¢) € J x U. On
dit que f: J x U — R"™ est localement lipschitzien par rapport ¢ sa seconde variable
en (to,xo) si il existe Ty > 0, ro > 0 et k > 0 tels que pour tout

(t,x, y) S ]to — Tty + T[X B(a}(),?“()) X B(LUO,TQ),

1t 2) = f(Ey)ll < Kl =yl
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Définition A.1.10. On dit que f : J x U — R" est localement lipschitzien par
rapport a sa seconde variable sur J xU si pour tout (to, xo) € J XU, f est localement
lipschitzien par rapport a sa seconde variable en (to,xo).

Définition A.1.11 (Globalement Lipschitzien). Une fonction f : JxU — R™ est
dite lipschitzienne (ou globalement lipschitzienne) par rapport a sa seconde variable
s’il existe une fonction continue k : J — R* telle que

Vte JV(y1,y2) € U XU, || f(t,y1) — f(ty2) [SE@) || y1 — 2 |

Si de plus, la fonction k est constante sur J alors f est dite globalement lipschit-
zienne par rapport a sa seconde variable sur J x U, uniformément par rapport a sa
premiére variable.

Remarque A.1.4. Si f est globalement lipschitzienne par rapport a sa seconde
variable sur J x U, elle est alors localement lipschitzienne par rapport a sa seconde
variable sur J x U.

Dans la pratique, au lieu de vérifier que la fonction f est localement lipschitzienne
par rapport & la deuxieéme variable, on vérifie que la fonction f est de classe €. On
a le théoreme suivant.

Théoreme A.1.4. Si f est de classe € sur J x U alors f est localement lipschit-
zienne par rapport o sa seconde variable sur J x U.

Définissons a présent la notion d’unicité.

Définition A.1.12 (Unicité globale). On dit que le probléme de Cauchy associé a
(A1), relatif a la condition initiale (to,zo) € J x U, admet une unique solution s’il
existe une solution maximale (I,x) de ce probléme qui soit le prolongement de toute
autre solution.

Définition A.1.13 (Unicité locale). On dit que le probléme de Cauchy associé a
(A1) relatif a la condition initiale (to,x0) € J x U admet localement une unique
solution s’il existe un voisinage Jo x Uy de (tg,zo) dans J x U tel que le probléme
de Cauchy suivant

{:B’(t) = f(t,2(1))

l‘(to) = X
admet une unique solution, ou f est la restriction de f a Jo x Uy.

Exemple A.1.1. Considérons le probléme de Cauchy suivant :
{ () = ]z
z(to) = o

L’existence de solutions maximales est assurée par le théoréme de Cauchy-
Péano-Arzéla et sont données par :
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1. sixg=0, alorsV teR,

t— (tg — a))?
_(t=(h—a)) (1 N G i<t
z(t)=12 0 si to—a<t<ty+p,
t—(t 2
= (to+5))” (‘fﬁ)) si to+ B <t

2. stxg>0,V teR,

t— (to — 2y/To —7))?
_( (to 4:1: 7)) st t <tyg—2yx9— ",

z(t) = 0 , st tg—2y/xg — v <t <ty — 2T,
t—1
( 5 0+1/£C0) st to— 2¢/xg < t.

3. stx9g <0,V teR,

t—t
—(— 2°+\/—70> si t<to+ 2y,

z(t) =4 0 si to—2y/—xg <t < to+2v/—x0 + 7,
t— (to+ 2+/— 2
(t— (ot y ot to+ 2T+ < L.

On peut montrer dans ce cas que la fonction définie sur RxR par (t,z) — /| z |
n’est pas lipschitzienne par rapport a sa seconde variable en x = 0. Dans ce cas on ne
peut appliquer le théoréme d’unicité locale. De plus toutes les solutions sont globales,
mais il n’y a pas unicité des solutions maximales (il y a une solution pour chaque
couple (o, ), o, 8 > 0, ot pour chaque v > 0). Notons que bien qu’il y ait unicité
local en tout point xg # 0, du fait qu’il n’y a pas unicité locale en xg = 0, il ne peut
y avoir unicité globale.

On peut maintenant énoncer les théoremes de Cauchy-Lipschitz qui assurent
Pexistence et I'unicité au probleme de Cauchy (A.1).

Théoréme A.1.5 (Cauchy-Lipschitz, forme locale). Si f : J x U — R"™ est loca-
lement lipschitzienne par rapport d sa seconde variable en (tg,z9) € J x U alors
le probleme de Cauchy associé a (A.1) relatif a la condition initiale (to,xo) admet
localement une unique solution.

Démonstration. [26] chap.V,3.1 O

Cette forme locale donne directement la forme forte du théoreme de Cauchy-
Lipschitz.
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Théoréme A.1.6 (Cauchy-Lipschitz, forme forte). Si f : J x U — R" est locale-
ment lipschitzienne par rapport a sa seconde variable sur J x U, alors pour tout
(to, o) € J x U, le probléme de Cauchy associé a (A.1) relatif a la condition initiale
(to, xo) admet une unique solution.

Remarque A.1.5. Donc si f est localement lipschitzienne par rapport a sa seconde
variable et si (I,z) et (I,&) sont deuz solutions mazimales de l'équation différen-
tielle (A.1) vérifiant x(t1) = Z(t1) avec t1 € IN1 alors (I,z) = (I, Z).

Remarque A.1.6. La forme faible du théoréme de Cauchy-Lipschitz consiste sim-
plement a prendre une fonction f de classe €.

Théoréme A.1.7 (Cauchy-Lipschitz globale). Si f : J x U — R"™ est continue et
globalement lipschitzienne par rapport a sa seconde variable, alors toutes les solu-
tions maximales sont globales.

On est a présent en mesure de présenter la notion de flot associé a une équation
différentielle.

A.1.4 Notion de flot
Définition A.1.14 (Flot). Un flot sur R™ est une application continue
$:RxR"—R"

noté

(t,z) — @(t,x) =" ¢i(x)
vérifiant :
N ¢0 = ZdR" 5
= ¢t o ¢s = P15 pour t,s €ER
Définition A.1.15. (Flot associé a une EDO) On appelle flot de I’équation diffé-
rentielle (A.3) et a un instant to, Uapplication (t,z9) — R™ : ¢y(xo) = x(t;to, xo) 1l
est clair que ¢¢(xo) vérifie I'équation suivante :

d

{ Srlan) = f(onw0))
b1o(r0) = o

Remarque A.1.7. Dans le cas des systémes autonomes, le temps n’a pas de réle

intrinséque ici et on pourra se limiter aux données initiales en t = 0. Pour un point

x € U, notons ¢(.,x) la solution mazimale (I,x) de ’équation (A.3) valant z en
t =0. Autrement dit, ¢(.,x) est la solution du systeme

0
{8t¢(t,x) = fo(t,x)) (A.2)
¢(0,z) = =
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Définition A.1.16. (Semi-flot) Un semi-flot sur R™ est une application continue
¢ : RT x R™ — R™ vérifiant :

B ¢0 = ZdX ;

— ¢y 0@ =y pourt,s >0

Définition A.1.17 (Solution périodique). On suppose ici que J = R et soit (I,x)
une solution de (A.1). Alors on dit que (I,x) est une solution périodique si I = R
et si il existe T > 0 tel que z(t +T) = x(t) pour tout t € R.

Définition A.1.18 (Orbite). Soit (I,x) une solution de (A.1). L’orbite de la solu-
tion (I,x) est définie par :
{z@t), tel}

Proposition A.1.8. On suppose J =R et U = R" et f est globalement lipschit-
zienne. Alors le flot associé a 'équation différentielle (A.3) est définie sur R x R"™
et Uapplication

R — Diff(R")

est un homomorphisme du groupe (R,+) dans le groupe Dif f(R™, o), ou Dif f(R™)
est l’ensemble des difféeomorphismes de R™ dans lui-meéme.

A.2 Introduction a la théorie de stabilité

A.2.1 Stabilité locale des solutions

On considere que 1’équation différentielle (A.1) est autonome et s’écrit :

'(t) = f(x(t) (A.3)

avec f : U C R" — R” localement lipschitzienne sur U, pour assurer l'existence et
I’unicité de solutions pour les problemes de Cauchy.

Définition A.2.1 (Point d’équilibre). On appelle solution d’équilibre de (A.3) toute
solution constante de (A.3).

Quand I’équation (A.3) modélise la dynamique d’une population, un équilibre
correspond bien a la notion habituelle, « d’état d’équilibre » : si le systeme est dans
I’état xg, alors il y reste. En pratique on sait cependant que seuls les états d’équilibre
ayant certaines propriétés de stabilité sont significatifs. Nous sommes donc amenés
a définir précisément ce qu’est une solution ou un équilibre stable.
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Définition A.2.2 (Stabilité au sens de Lyapunov). Soit (R, x) un solution globale
de l’équation (A.3). On dit que (R, x) est stable, (au sens de Lyapunov), si pour tout
to € R, pour toute > 0, il existe 6. 4,) > 0 tel que pour tout yo € B(x(t;t0,Y0), 6(c.10)),
alors Uunique solution maximale du probléme de Cauchy associé a (A.3) relatif a la
condition initiale (to,yo), notée (I,z(.;to,v0)), vérifie :

Vtel, t >ty ||z(t) —x(t;to,v0)| <e.
La solution sera dit instable, si elle n’est pas stable.

Ainsi, si une solution a sa condition initiale en t(, dans la boule B(x(ty), d(e, to)),
alors elle vit dans un tube de rayon e autour de la courbe {(¢, z(¢;to, z0)),t > to}.

Définition A.2.3 (Stabilité asymptotique locale). On dit que (R, x) est localement
asymptotiquement stable si et seulement si (R, x) est stable et Vtg € R, 3 6(tg) >0
tel que Yyo € B(x(to),d(to)), l'unique solution mazximale du probléme de Cauchy
associé a (A.3) relatif & la condition initiale (to,yo), (I,z(-,t0,y0)) est définie sur
[to; +oo[ et vérifie :

o) - 2t to,w0)] (2.0 (2.4)

—00

Définition A.2.4 (Stabilité globale). On dit que (R, x) est globalement asymptoti-
quement stable sur' V. C U, si Vty € R, Yyg € V ["unique solution mazximale du pro-
biéme de Cauchy associé a (A.3) relatif a la condition initiale (to,yo), (I,2(-,t0,y0))
est définie sur [to; +oo[ et vérifie (A.4)

A.2.2 Cas des systemes linéaires a coefficients constants

Considérons le cas d'une équation différentielle linéaire autonome et homogene
suivante :

7' (t) = Az(t), = € R” (A.5)

On remarque aisément que l’ensemble des solutions d’équilibre du systéme est ker(A)
et donc que la solution identiquement nulle est solution d’équilibre.

Théoréme A.2.1. La solution du probléme de Cauchy associé a (A.5) pour la
donnée (to,x0) € R x R™ est définie par la formule

z(t) = etz Vie R

Théoréme A.2.2 (Caractérisation de la stabilité de 1’équilibre = = 0).
— L’origine est un équilibre globalement asymptotiquement stable si et seulement
si toutes les valeurs propres de A sont de partie réelle strictement négative,
1.€.

Sp(A) C {z € C|R(») < 0}.
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— L’origine est un équilibre stable si et seulement si les valeurs propres de A
sont de partie réelle négative et les valeurs propres de partie réelle nulle ont
un espace caractéristique de dimension 1.

— Sinon lorigine est un équilibre instable.

A.2.3 Cas des systemes non linaire : stabilité locale
Le systéme linéarisé

Soit xp une solution d’équilibre de I’équation différentielle (A.3) :

On va linéariser cette derniere équation en opérant un développement limité de f
en xrg suivant :

Définition A.2.5. Le systéme linéarisé de (A.3) autour du point xq est défini par :
2(t) = Dy(ao)=(t) (A.6)

ou Dy est la différentielle de f.

Théorémes de stabilité locale

Théoréeme A.2.3 (Lyapunov, 1892). Si toutes les valeurs propres de Dy(x) sont
de partie réelle strictement négative, alors xog est un point d’équilibre localement
asymptotiquement stable pour le systéme non linéaire.

Démonstration. [21] chap. XIII O

Théoreme A.2.4. Si D¢(to,x0) a au moins une valeur propre de partie réelle
strictement positive, alors le point d’équilibre xo est instable pour le systéme non
linéaire.

Démonstration. [21] chap.XIII O

Le critéere de Routh-Hurwitz

On va étre amené & regarder précisément le signe des parties réelles des valeurs
propres de matrices. Or il n’est pas toujours facile de les calculer explicitement.
C’est pourquoi nous allons utiliser le critere de Routh-Hurwitz qui donne des ren-
seignements sur le signe des parties réelles des racines d’un polynome a partir de
ses coefficients. L’application de ce critere pour I’étude du polynoéme caractéristique
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permet alors d’en déduire des renseignements sur la stabilité des équilibres. On
considere un polynéme P € R[X], de degré n, n € N.

n
P(X)=) an X'
=0

Notons ici que les coefficients sont rangés par ordre décroissant des degrés.

Proposition A.2.5. Si tous les coefficients de P sont non nul et de méme signe
alors nécessairement les zéros de P sont de parties réelles strictement négative.

Dans ce cas on forme le tableau de Routh défini par :

Xn anp, Gp—2 Ap—4
—1
X" an—1 ap—3 an—5
—2
X" Ap 21 Ap22 Ap_a3
X" 3 Aps1r Apss Ap_ss

X1 AV AVE” AV
X0 AGRT Ao 2 AGE!

ot les (A; j)o<i<n—2 sont définis par

Ay = — 1 ANio1 Aji_2j41
’ JAVERTE TN [VAVER IS WA VAR | FE |
Par exemple :
1 (279 Ap—2 1 (7% Ap—4
Apo1=—g— Apgp=—1—
n- ap—-1 Aan-3 n- Ap—-1 Aap—5
a an—6 1 an—1 an—3
Apgg=——" v Ap 31 =—x——
’ n=11 Qp_1 Gp—7 ’ An-2,1 An—2,1 An—2,2
A 4o = — 1 Ap—1 Ap—5
n—3,2 —
An-21 | Ap_o1 Ap23

Le critere de Routh-Hurwitz évalue le nombre de racines de P a partie réelle
positive. Ce nombre est égal au nombre de changements de signe dans la premiere
colonne du tableau de Routh.

Exemples.
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1. Soit P(X) = X2 4 a1 X + az un polynéome coefficient dans R. On suppose a;
et ag tous strictement positifs. Alors le tableau de Routh est le suivant :

X2 1 a9
Xl aj 0
X0 A,
ol
. 1 a
AO B al 0

La condition nécessaire et suffisante de Routh-Hurwitz est donc quivalente :
a1 >0 et ao >0

2. Soit P(X) = X3 + a1 X? + a2 X + a3 un polynéme a coefficients dans R. On
suppose a1, as et ag tous strictement positifs. Alors le tableau de Routh est

donné par :
X3 1 as
X2 al as
XA
X0 Ag
ou
1
Alz—— 1 a9
al a; as
et
1 a; as
Ag=——
7 TA AL 0

La condition nécessaire et suffisante de Routh-Hurwitz est donc équivalente :

a1 >0, ag >0et azg >0
aias —azg >0

Théorie de stabilité de Lyapunov

La stabilité d’un point d’équilibre x* de I’équation (A.3) peut étre étudiée par
I'examen des valeurs propres de la partie linéarisée de f en 2*, Dy(x*). Cependant,
cette méthode de linéarisation attrayante par sa facilité de mise en ceuvre, ne nous
permet pas de conclure a la stabilité ou I'instabilité du point d’équilibre dans tous
les cas. En 1892, le mathématicien russe A.M. Lyapunov a introduit dans Probleme
général de la stabilité du mouvement, un nouveau critere pour étudier la stabilité. Il
a généralisé I'idée selon laquelle pour un puits il existe une norme |-| sur R” telle que
|x(t) — x*| décroit pour toute solution x(t) proche de z*. Lyapunov a montré que
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certaines fonctions, appelées fonctions de Lyapunov, peuvent étre utilisées comme
une norme pour caractériser la stabilité. Cette méthode donne non seulement des
renseignements sur la stabilité du point d’équilibre, mais aussi des propriétés sur les
bassins d’attractions.

Soit U un ouvert de R™. On s’intéresse aux points d’équilibre d’une équation
différentielle autonome du premier ordre (A.3), définie sur J x U,

'(t) = f(x(t))

ou f:JxUCRxR" = R" est une fonction ¢, donc localement lipschitzienne
sur J x U. Ceci assure l'existence et I'unicité de solutions dans les problemes de
Cauchy.

Définition A.2.6 (Dérivée totale ou orbitale). Considérons I’équation (A.3) et soit
VU — R"™ une fonction différentiable définie. La dérivée orbitale de V' le long des
solution de (A.3), notée V est définie par

V() = (V) ) = Y 5 w)hW)
i=1

ot (-,-) est le produit scalaire sur R™, VV (y) le gradient de V eny et f;(y), la i¢™®
composante du champ f.

Théoréme A.2.6 (Fonction de Lyapunov). Soit x* une solution d’équilibre de
léquation (A.3). Soit Q un voisinage de x* inclus dans U et V : Q@ — R une
fonction de classe € telle que :

i. V(z*)=0
it. Ve Q\{z*}, V(z) >0
iii. Yz eQ, V(z) <0

Alors x* est stable.

Remarque A.2.1. La fonction V du théoréme (A.2.6) est appelée fonction de
Lyapunov associé a (A.3).

Théoréme A.2.7 (Fonction de Lyapunov stricte). Soit z* une solution d’équilibre
de léquation (A.1). Soit Q un voisinage de x* inclus dans U et V1 — R une
fonction de classe € telle que :

i. V(x*)=0
i. VeeQ\{z*}, V(z) >0
iti. YxeQ, V(z)<0

Alors x* est asymptotiquement stable.
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Remarque A.2.2. La fonction V' du théoréme (A.2.7) est appelé fonction de Lya-
punov stricte.

Avant de donner les liens qui existent entre ces fonctions et la stabilité, on
introduit la notion de stabilité globale sur un ensemble.

Définition A.2.7 (Stabilité globale). Un point d’équilibre =* de (A.1) est dit glo-
balement stable sur W € Q si et seulement si¥VV C W et Vt; >0, 3 e(V,t1) > 0 tel
que : Yy1 € V, le probléme de Cauchy associé a (A.1) relatif a la condition initiale
(t1,y1) admet une unique solution globale x(t,t1,y1) et

VE>t |l2* —a(t t,y)| <e

Définition A.2.8 (Stabilité globale asymptotique). Un point d’équilibre x* de
(A1) est dit globalement asymptotiquement stable sur W € 0 si et seulement si
YV CW etVty >0 on a : Yy €V, le probléme de Cauchy associé a (A.1) relatif
a la condition initiale (t1,y1) admet une unique solution globale x(t,t1,y1) et

HIB* - x(t7t17y1)H tzzoo

Ces fonctions permettent aussi de donner des renseignements sur les bassins at-
tracteurs et d’attractions associés a des points d’équilibre asymptotiquement stables.

Définition A.2.9 (Ensemble invariant). Soit Q; un ensemble inclus dans R™. On
dit que §; est invariant pour l’équation différentielle (A.3) si pour tout xy € §; et
tout tg € Ry, l'unique solution maximale (J,x), du probléme de Cauchy associé a
(A.3) et relatif a (to,xo), reste dans Q;, (T > tg) i.e.

vt e J :L‘(t) e Q;

Théoréeme A.2.8. [30][Principe d’invariance de Lasalle] Considérons l’équation
différentielle ordinaire (A.3). On suppose f de classe €. Soit V : R" — R une

av
fonction de classe €. Supposons que la dérivée orbitale vérifie E@) < 0 pour

tout x € U, et définissons

o {x c U%V(:p) _ 0}

. Posons B le plus grand ensemble invariant inclus dans E. Alors toutes les solutions
de (A.3), bornées pour t > ty, convergent vers B quand t — oo.

Définition A.2.10 (Bassin attracteur). Soit 0, un ensemble de R™. On dit que Q,
est un bassin attracteur relatif a (A.1) si Q4 est invariant par (A.1) et s’il existe
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O contenant strictement Qg tel que pour tout zo € Q* et tout tg € Ry, ([to, T[, x),
la solution mazimale du probléme de Cauchy associé a (A.1) et relatif a (tg,zo),
rentre dans ), :

dt, > to, l’(tl) € Q,

Un tel Q* est appelé bassin d’attraction relatif a €.

Remarque
1. Comme €, est un ensemble invariant pour (A.1), on a Vt > 1, x(t) € Q.

2. Si ), est un bassin attracteur on vérifie aisément que

QO = U O*

O*bassin d’attraction
relatif €,

est aussi un bassin d’attraction relatif a 2,. C’est méme le plus grand bassin
d’attraction relatif a €2, pour la relation d’inclusion.

A.3 Théorie des systemes compétitifs et coopératifs

On se restreint dans ce chapitre aux systéemes dynamiques monotones dans R".
Ce genre de modele est beaucoup utilisé en biologie, chimie, physique ou encore en
économie. Dans toute la suite on se restreint au systeme autonome donné par le
systeme

a'(t) = f(z(t)) (A-3)

avec f: U C R™ — R™. On suppose que f est continue et localement lipschitzienne
de sorte que pour tout (tp,zp) € R x U, le probleme de Cauchy associé a ’équation
différentielle (A.1) relatif & la condition initiale (¢g, z¢) admette une unique solution
maximale (J, z).

A.3.1 Systeme monotone

Définition A.3.1. Une relation d’ordre sur R™ est une relation R sur R™ vérifiant :
— réflexivité : xRz, pour tout x € R™ ;
— transitivité : xRy et yRz implique x < z, pour tout x,y,z € R ;
— antisymétrie : xRy et yRx implique x =y, pour tout xr,y € R™.
Lorque R est une relation d’ordre, on la note plutot <. On écrit x < y lorsque x < y
etx#£y
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Exemple A.3.1. Soit Y, un cone positif de R™ (i.e. vérifie les propriétés : Ry-Yy C
Yo, Vi+Y, CYy et YN (=Yy) =0grn) On peut alors définir une relation d’ordre
sur R™ par : © < y si et seulement si y — x € Y;. Considérons le cone positif
Y, =R". La relation d’ordre x <y signifie que Vi =1,...,n, x; < y;.

Nous énongons dans la suite des conditions introduites par Kamke [87] sur le
systeme (A.3) permettant de générer un semi-flot monotone. Pour cela on introduit
différentes notions.

Considérons le systéme autonome (A.3) ; ou f est continue sur un ouvert U C R™.
On notera ¢¢(x) la solution du probleme de Cauchy associé a (A.3) et relatif a la
condition initiale z(0) = x.

Le cone positif de R", noté R"} est 'ensemble des n-uplets formés de coordonnées
positives ou nulles. Il donne lieu a la relation d’ordre sur R™ défini par x < y si
y—x € R. On notera x < y si x < y s'il existe i € {1,...n} tel que ; < y; et on
notera x < y si Vi € {1,--- ,n} z; < y;.

Définition A.3.2. Un semi-flot ¢y est dit monotone, si pour tout x,y € R™ tel que
x <y et pour tout t > 0 alors ¢y(z) < Pi(y)

Définition A.3.3. Le systéeme 2’ = f(t,x) est dit monotone, si pour tout rg, x1 €
U tel que x1 < xg, les solutions des problémes de Cauchy x(t;tg,xo) et x(t;t1, 1)
sont définis sur [to,t1], t1 > to, alors x(t;to, xo) < x(t;t1,x1) pour toutl t € [ty,t1].

Définition A.3.4. f est dite de type K dans U si pour tout 1 < i < n, pour tout
(a,b) € U?,

a<beta;=0b, = fz(a) < fz(b)
Remarque A.3.1. Dans le cas des systémes non-autonomes, décrit par x'(t) =

f(t,z(t)), la K-condition ou condition de Kamke, est appelée condition de quasi-
monotonie.

On peut facilement identifier si une fonction vérifie la K-condition grace aux
signes des dérivées partielles de f par rapport a x. Pour cela on introduit les notions
suivantes :

Définition A.3.5. On dit que U est p-conveze si tx — (1 —t)y € U Vt € [0,1] et
z,y e U x <y.

Lemme A.3.1. Si U est un ensemble convexe alors U est un ensemble p-conveze.

Proposition A.3.2. Soit f le champ donné par le systeme (A.3). Supposons que
U est un sous ensemble p-convexe de R" et que

ofi
a:L' g

alors f est de type K dans U.

>0 i#j, z€U (A7)
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Théoréme A.3.3. Considérons le systeme (A.3) et soient xo,yo € U.
On désigne par <, une des relations <, < ou <.
On suppose que ¢r(xo), di(yo) sont définis. Si f vérifie la K-condition alors

T0<rYo = ¢t(20)<rPt(yo) Vt > to.

et le systéme (A.3) est par conséquent monotone. Réciproquement si (A.3) est mo-
notone, alors la fonction f satisfait la K-condition.

Exemple A.3.2. Soit la fonction f: R? — R? donnée par :

f= < bil ) _ <p1$1+p2$2 )
f2 P31 + pazo
Nous allons étudier K-condition de f suivant les valeurs du vecteur de paramétres
p = (p1,p2,p3,pa)T. Soient deuz vecteurs (z1,x2)7 et (), 25)T :
— pour f1, supposons (xa < xh) et (x1 = 2}) alors p1x1 + paza < prx) + poxhy si
et seulement si po > 0;
— pour fa, supposons (1 < ) et (x2 = x4) alors p3x1 + pars < psx) + paxh si
et seulement si p3 > 0
Ainsi [ respecte la condition de type Kamke si et seulement sipy > 0 et p3 > 0. No-
tons que la K-condition de f n’implique pas nécessairement la monotonie croissante
de f. En effet considérons par evemple le vecteur de paramétres p = (1,5,2, —4)T
vérifiant la K-condition de f et les deux points x,x’ :

r=(0,1)T <2’ =(1,3)T.
Alors
f@) = (5,7 f(a') = (21, -14)"

La fonction f n’est donc pas monotone croissante pour ce vecteur de parametres.

A.3.2 Systeme coopératif et compétitif

On s’intéresse a présent a une classe particuliere des systemes monotones, appelés
systemes coopératifs et systemes compétitifs.

Définition A.3.6.
— Le systéme (A.3) sera dit coopératif si (A.7) est vérifiée dans le domaine
p-convexe U.
— Il sera dit compétitif si U est p-conveze et 'inégalité (A.7) est inversée, i.e.

ofi
al‘j

<0 i#j, zel.
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Remarque A.3.2. Notons que si le systéme (A.3) est compétitif alors le systéme

est un systéme coopératif.

Exemple A.3.3. Considérons le cas des systemes linéaires définis de la maniére
suivante :

= Ax (A.8)

avec A = (ajj)nxn- L'étude de la coopérative revient simplement a vérifier les signes
des éléments non-diagonaux de la matrice A. Ainsi, un systéme décrit par (A.8) est
coopératif si a;; > 0 pour i # j.

Exemple A.3.4. Considérons un systeme représentant la compétition entre deux
especes. Il peut étre modélisé par le systeme d’équations différentielles ordinaires
sutvant

vi = yili(y); v >0, i=1,2

avec O0H;/0y; < 0 pour i # j. Le changement de coordonnées x1 = yi, 2 = —ya2
rend le systéme coopératif dans Uorthant K C R? défini par x1 > 0 > x. Ce systéme
est a la fois compétitif et coopératif, suivant le cone dans lequel on se place.

Les notions précédentes peuvent étre généralisées au cas d’un orthant quel-
conques de R™ et permet ainsi d’élargir la classe des systeémes compétitifs et co-
opératifs. Nous énoncons donc des critéres analogues aux précédent dans le cas d’un
orthant quelconque et d’une relation d’ordre que nous allons définir.

Définition A.3.7. Soit m = (mqy,ma,...,my) € R™ ot m; € {0,1}, alors un cone
K, quelconque de R™ est défini par

Ky ={zeR": (-1)"2z; >0, 1>i>n}

La relation d’ordre qui en découle <, est définie par x<,,y si et seulement siy—x €
K,,. De maniére équivalente x; < y; pour les m; = 0 et y; < x; pour les m; = 1.
On écrira, comme précédemment, © < y lorsque r<,,y et T # 1y, et Ty lorsque
x; < y; pour i tel que m; = 0 et y; < x; pour i tel que m; = 1 Soit P la matrice
diagonale définie par P = diag[(—1)™, (=1)™2,...,(—=1)™n]. On a P = P~! est un
isomorphisme ordonner, c’est a dire x>,y si et seulement st Px < Py.

De maniere analogue au cas du cone positif on définit les notions suivantes :

Définition A.3.8. Le domaine U sera dit p,, — convexe si pour x,y € U tel que
x<py et 0<t<1lalorstr+ (1—t)yeU.
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Définition A.3.9. Le systeme (A.3) est coopératif par rapport a Ky, si U est pp, —
convexe et

(Wi 50 it zew
J

1l est compétitif par rapport a K, si U est py, — convex et

_1 mi+mj; ~J < }
(1) Jaxj(w)_(), i#j, el

On peut également formuler ce résultat comme suit :

Définition A.3.10 (Systeme compétitif). Le systéme (A.3) est dit compétitif si
et seulement si il existe H € M, (R), de la forme H = diag(e1,--- ,€,), ot Vi €
{1,---,n} ¢ = %1, tel que pour tout v € J, HD¢(x)H n'a que des éléments non
diagonaux négatifs ou nuls.

Remarque A.3.3.

Les équations différentielles coopératives sont par définition des équations différen-
tielles monotones. De plus il est possible de transformer une ED0O monotone par une
EDO coopérative en effectuant le changement de variable y(t) = Hx(t) ou H est la
matrice définie dans la définition A.3.10.

Exemple A.3.5. Considérons le systeme monotone suivant :

= —2x1(t)
xzh = 2x —x3 (A.9)
zh = —2r] — X9

Soit H la matrice définie par H = diag[l,1, —1] et posons y = Hz, alors le systéme

yi = —2u1(t)
vy = 2y1+ys (A.10)
vi = 2ty
est coopératif. En effet il est évident que toutes les dérivées partielles 5. 1#£ ]
Yj

de (A.10) sont positives.

A.3.3 Stabilité des solutions

Soit J un ouvert de R™. f : J x U C R x R® — R" est une fonction C', donc
localement lipschitzienne sur J x U. Ceci assure 'existence et 'unicité de solutions
dans les probléemes de Cauchy. On suppose de plus que f est assez réguliere pour
que toutes ses solutions soient globales. On consideére le systéeme autonome donné
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par (A.3) Le systeme linéarisé de (A.3) associé a z(t,to, xo), ou (to,xo) € J x U est
donné par

y'(t) = Dy(a(t, to, x0))y(t)
ol Dy est la jacobienne de f.

Définition A.3.11. Soit || . || une norme quelconque sur R™. Soit d une distance
entre deuz points x,y € R™ définie par d(z,y) =| = —y ||. On définit la distance
d’un point x a un ensemble S par d(x,S) = ing d(z,y).

ye

Nous rappelons ici quelques notions et propriétés des orbites périodiques que
nous utiliserons par la suite dans 1’étude de la stabilité des solutions de systemes
coopératifs et compétitifs.

Définition A.3.12 (Stabilité orbitale). Soit p(t) une solution périodique de (A.3)
de période w > 0 et d’orbite v = {p(t) | 0 < t < w}. On dit que cette orbite est
orbitalement stable si et seulement si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que pour
toutes solutions x du probléme de Cauchy associé a (A.3) relatif a (to,xo), tel que

d(xo,y) <0 = t>tg, d(z(t,x0),7y) <e.

Définition A.3.13 (Stabilité orbitale asymptotique). Soit p(t) une solution pério-
dique de (A.3) de période w > 0 et d’orbite v = {p(t) | 0 <t <w}. On dit que cette
orbite est asymptotiquement orbitalement stable si et seulement si il existe § > 0 tel
que pour toute solution x du probléme de Cauchy associé a (A.3) relatif a (to,xo),
tel que

d(zg,v) <0 == d(z(t,x0),y) — O.

t—+00

Définition A.3.14 (Stabilité orbitale asymptotique en phase). Soit p(t) une solu-
tion périodique de (A.3) de période w > 0 et d’orbite vy = {p(t) | 0 <t <w}. On dit
que cette orbite est asymptotiquement orbitalement stable en phase si et seulement
st elle est asymptotiquement orbitalement stable et s’il existe b > 0 tel que pour
toute solution x du probléme de Cauchy associé a (A.3) relatif a (to, o), tel que

d(z0,7) < by= 30y = (o), d(z(t, z0) — p(t — 6p)) O

Le théoreme suivant nous donne un critére pour prouver qu’'une orbite est asymp-
totiquement orbitalement stable en phase.

Théoréeme A.3.4. Soit I' = {p(t) | 0 <t < w} une orbite périodique associée a
(A.3). Si le systéme linéaire

2/(t) = DP (p(1))=(t) (A.11)

est globalement asymptotiquement stable, alors I' est asymptotiquement orbitalement
stable en phase.

201



A. Outils Mathématiques Fondamentaux

202

Démonstration. [70]. O

L’équation (A.11) est appelée équation de la seconde composée de (A.3) et DEE}
est appelée seconde composée matricielle de la jacobienne Dy de f. On définit plus
généralement la notion suivante.

Définition A.3.15 (k—ieme composée additive de matrice). Soit A une matrice
de M, (R) on appelle k—iéme composée additive de A, la A matrice de My(R),
ot N = Ck, définie par

AM =D, ((I + hA)k) lh=0
Pour une matrice 3 x 3

ain ar2 a13
A= | a1 a2 a3
as1 ag2 a33

on a
ail + a2 a3 —a1,3
A=A AP = as2 aiq +azs  aip , ABl =tr(4).
—as,1 az 1 a2+ ass

Nous rappelons a présent quelques propriétés des systémes compétitifs et coopé-
ratif.

Théoréme A.3.5. Le flot sur un ensemble limite compact d’un systéme compétitif
ou coopératif défini sur R™ est topologiquement équivalent au flot sur un ensemble
compact invariant d’un systéme de Lipschitz d’équations différentielles de R™ 1

Démonstration. [86] O

Les systémes dynamiques compétitifs tridimensionnelles ont les propriétés sui-
vantes :

Théoréme A.3.6. Un ensemble limite compact d’un systéme compétitif ou coopé-
ratif défini sur R® qui ne contient pas d’équilibre est une orbite périodique.

Démonstration. [86], théoreme 4.1, page 41. O

Théoréme A.3.7. Soit I' une orbite périodique non triviale d’un systéme compétitif
défini sur un ensemble convexe D C R3 contenant un cube C.

rcccb

Alors C contient un point d’équilibre.
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C’est a dire que l'existence d’une orbite périodique implique 'existence d’un
point d’équilibre a l'intérieur d’une certaine boule fermée ayant comme 1’orbite
périodique comme bord/frontiere.

Démonstration. (cf. [54]) O

Théoréme A.3.8. On se place dans le cas d’un systéme tridimensionnel. Soit J
un ensemble convexe borné de R3. Supposons que (A.3) est compétitif, persistant et
tel que toute orbite périodique est asymptotiquement orbitalement stable. Si xg est
le seul point d’équilibre de int(J) localement asymptotiquement stable alors il est
globalement asymptotiquement stable sur int(J).

Démonstration. (cf. [54])) O

Remarque A.3.4. 1. Le théoréme A.3.6 est un résultat trés important, qui
est souvent présenté comme une généralisation du théoreme de Poincaré-
Bendizson pour les systémes compétitifs et coopératifs en dimension 3, et est
une conséquence du théoréme A.3.5.

2. Le théoréme A.3.6 est utilisé pour localiser les équilibres, ou inversement, pour
exclure l'existence d’orbites périodiques.

A.4 Introduction a la théorie du controéle optimal

Dans ce chapitre, on s’intéresse au controle optimal de systemes modélisés par
des équations différentielles, en dimension finie. La théorie du controle analyse les
propriétés des systemes commandés, c’est-a-dire des systémes dynamiques sur les-
quels on peut agir au moyen d’une commande (ou controle).

Pour de tels systemes, de la forme 2/(t) = f(t,x(t),u(t)), ot z(t) est I'état et
u(t) est le controle (vérifiant éventuellement certaines contraintes), le but est de
déterminer une solution permettant d’amener le systéeme d’un ensemble initial a
un certain ensemble final, en minimisant un critere d’optimisation appelé le cot,
on parle alors de probleme de contrdle optimale. L’allure des trajectoires dépend
fortement du critere d’optimisation. Par exemple, pour effectuer un créneau et garer
sa voiture, il est clair que la trajectoire differe si on réalise la manceuvre en temps
minimal ou bien en minimisant la quantité de carburant utilisée.

En mathématique la théorie du controle optimal s’inscrit dans la continuité du
calcul des variations. Historiquement la théorie du controle optimale est tres liée a
la mécanique classique, en particulier aux principes variationnels de la mécanique
(principe de Fermat, de Huygens, équations d’Euler-Lagrange). Le point clé de cette
théorie est le Principe du Maximum de Pontryagin formulé en 1956 [76, 40].

On considere que la théorie du controle optimal a commencé dans les années
50, avec la formulation du principe du maximum de Pontryagin, qui généralise les
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équations d’Euler-Lagrange du calcul des variations. Cette théorie a alors connu un
essor tres important et de nombreuses applications. Les systémes automatisés font
completement partie de notre quotidien et nous facilitent plusieurs taches. On les
retrouve par exemple dans les systemes de freinage ABS, les thermostats, les circuits
frigorifiques, les controles des flux routiers, aériens, boursiers, les barrages EDF, les
circuits électriques, électroniques, les peacemakers... [92].

Dans la suite, on se restreindra uniquement a la théorie du controle optimal
non linéaire. On rappellera dans un premier temps quelques techniques d’analyse
de problemes de controles optimaux non linéaires. On présentera notamment le
principe du maximum de Pontryagin.

Considérons un systeme de controle général :

() = ft,z(t),u(t)) (A.12)

l‘(to) = Xy

ou f:IxV xU — R" est une application de classe €', I est un intervalle de
R, V un ouvert de R"™, U un ouvert de R™ et (¢9,x9) € I x V. On suppose que
F : (t,x) — f(t,z,u(t)) vérifie les hypotheéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz
(th. A.1.7) Cela revient a supposer que les controles u(.) appartiennent & un sous-
ensemble de L7° (I,R™). Ces hypotheses assurent pour tout controle u, I'existence
et I'unicité d’une solution maximal z,(¢) sur un intervalle J C U grace a une des
versions du théoreme de Cauchy donnée par exemple dans [92]. Ce théoreme né-
cessite des conditions plus faibles que celles énoncées précédemment dans la section
A.1.3. Pour simplifier ’écriture, on suppose dans la suite que tg = 0.
Un probleme de contréle optimal se décompose en deux parties :
— un probleme de controlabilité, ou 'on s’intéresse a savoir si la cible que 'on
vise est atteignable,
— un probleme d’optimisation, ot ’on cherche parmi toutes les trajectoires pos-
sibles, celles qui le font en un cott minimal.
Nous rappelons dans la suite quelques outils de la théorie du controle optimal.
Ces rappels sont pour partie issue de notes de cours du professeur Emmanuel Trélat
[92] ainsi que de l'ouvrage de Suzanne Lenhart [52].

A.4.1 Définitions et préliminaires
Résultats de controélabilité

Considérons pour le systeme (A.12) le probleme de controle suivant : étant donné
un point z; € R”, trouver un temps 7" et un controle u sur [0, T tel que la trajectoire
x,, associée & u, solution de (A.12), vérifie

24 (0) = o, x,(T) = 1.
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Définition A.4.1 (application entrée-sortie). Soit T > 0. L’application entrée-
sortie en temps T du systéme controlé (A.12) initialisé a xo est l'application

Er:U — R
u — xy(T)

ot U est l’ensemble des contréles admissibles, i.e. I’ensemble des contréles u tel que
la trajectoire associée est bien définie sur [0,T]. Autrement dit, application entrée-
sortie en temps T associe a un contréle u le point final de la trajectoire associée a
u.

Définition A.4.2 (Systeme linéarisé). Considérons le systéme (A.12) ou f est une
fonction de classe €P, p > 1. Le systeme linéarisé le long de la trajectoire x, est
défini par :

Yo(t) = A)yu(t) + B(t)v(t)
yv(o) =0

ot pour tout t € [0,T],

_of
Oz

Proposition A.4.1. Considérons le systéme (A.12) ot f est une fonction de classe
€P, p>1 et soitd C L>®([0,T],R™) le domaine de définition de Er, c’est-a-dire
l’ensemble des contréles dont la trajectoire associée est bien définie sur [0,T]. Alors
U est un ouvert de L>=([0,T],R™) et Er est de classe €P au sens L. De plus
la différentielle (au sens de Fréchet) de Ep en un point u € U est donnée par le
systéme linéarisé en u, noté dEp(u) et vérifie pour tout v € L>(]0,T],R™)

_of

At) = Gh w0 u), B = 5 (6 ut)u(®)

T
dBr(u)-v = yo(T) = M(T) /0 M~ (s)B(s)v(s)ds

ot M est la résolvante du systéme linéarisé, i.e. la solution matricielle de M' = AM,

M(0) = Id.

Définition A.4.3 (ensemble accessible). L’ensemble accessible en temps T pour
le systéme (A.12), noté Acc(xo,T) est 'ensemble des extrémités au temps T des
solutions du systéeme partant de xg au temps t = 0. Autrement dit, c’est l'image de
Uapplication entrée-sortie en temps T. C’est l’ensemble des destinations possibles
en temps T du systéeme (A.12) en faisant varier le contrile u.

Théoréme A.4.2. Considérons le systéme de contréole (A.12), ou la fonction f
est €1 sur RYE™ et les controles u appartiennent a l'ensemble U des fonctions
mesurables a valeurs dans un compact @ C R™. On suppose que :
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— 1l existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée est uniformément
bornée par b sur [0,T], i.e.

b>0/Yueld, Vte[0,T], || zu(t) ||I<D (A.13)
— pour tout (t,x), l'ensemble des vecteurs vitesses
V(t,z) ={f(t,z,u) | ueQ} (A.14)
est convere.

Alors l’ensemble Acc(xo,t) est compact et varie continiment en t sur [0,T]

Définition A.4.4. Le systéme (A.12) est dit controlable (en temps quelconque)
depuis xo st
R" = U Acc(zo, T)
T>0
Il est dit contrélable en temps T si R™ = Acc(xo,T)

Théoréme A.4.3. Considérons le systéme (A.12) ou f(xg,up) = 0. Notons A =

0 0
8—£(aﬁg,uo) et B = a—i(:co,uo). On suppose que

rg (B|AB|..|A" 'B) =n
Alors le systéeme est localement contrélable en xq.
Définition A.4.5 (Fonction continue par morceaux). Soit f une fonction définie
sur un intervalle I (fini ou infini). On dit que f est continue par morceauz sur [a,b]
s’il existe une subdivision o = (ag, a1, ...an) de I telle que :

Pour chaque i = 1,...,n, f est continue sur l'intervalle ouvert |a;—1, a;[, admet une
limite finie o droite en a;—1 et une limite finie a gauche en a;.

Définition A.4.6 (Controle singulier). Soit u un contréole défini sur [0,T] tel que
sa trajectoire associée x, issue de x(0) = x¢ est définie sur [0,T]. On dit que le
contrdle u (ou la trajectoire x,,) est singulier sur [0,T] si la différentielle de Fréchet
dE7(u) de Uapplication entrée-sortie au point u n’est pas surjective. Sinon on dit
qu’il est régulier.

Définition A.4.7. Considérons le systéme
2() = £t 2(0), u(t)) (A.15)

ou [ est une fonction de classe R™"T™ dans R™. Alors le Hamiltonien est la fonc-
tion définie par

H:RxRxR™"x (R\{0}) — R
(t,z,u,\) — H(t,z,u,\) = (A, f(t,x,u))

ot (,) est le produit scalaire de R™.
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Proposition A.4.4. Soit u un contréle singulier sur [0,T] pour le systéme de
contrdle (A.15), et soit x(.) la trajectoire singuliére associée. Alors il existe une
application absolument continue X : [0,T] — R™ \ {0}, appelée vecteur adjoint,
telle que les équations suivantes sont vérifiées pour presque tout t € [0,T]

2 (t) = %—];I(t,x(t),u(t), A(t)) (A.16a)
N(t) = —%Z(t,x(t),u(t), A(t)) (A.16b)
%Z(t,x(t), u(t),\) =0, (A.16¢)

ot H est 'hamiltonien du systéeme. L’équation (A.16¢) est appelée équation des
contraintes.

A.4.2 Controle optimal
Existence de trajectoires optimales

En plus d’un probleme de controle, on se donne un probleme d’optimisation. Le
probleme que ’on se pose ici, consiste a trouver une fonction de controle continue
par morceaux u(t) ainsi que la solution associée x,(t) qui minimise ou maximise une
certaine fonction de cout C(T,u). Le probleme de controle optimale se pose donc
sous la forme :

¥ = f(x,u) (A.17a)
x(0) = xg
x(T) =21

T
muin C(T,u) ou max C(T,u) ou C(T,u):/0 g(z(t),u(t))dt  (A.17b)

u
Théoréme A.4.5. Considérons le systéme de controle (A.15)
a'(t) = f(t,2(t), u(t)),

ou f est de classe €' de R™"™ dans R™, les controles sont & valeurs dans un
compact 8 C R™, et ou éventuellement on a des contraintes sur l’état

c(z) <0,...c(x) <0,

ot Cq, ..., ¢ sont des fonctions continues sur R™. Soient My et My deux compacts de
R™ tels que My est accessible depuis My. Soit U ’ensemble des controles a valeurs
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dans Q joignant My a M. Soit g une fonction de classe €' sur RYT"T™ et h une
fonction continue sur R™. On considére le cotit

t(u)
C(u) :h(t(u),x(t(u)))—l—/o g(t, 2(t), u(t))dt,

ot t(u) est tel que x(t(u)) € My1. On suppose que
— il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée a un contréle u € U
est uniformément bornée par b sur [0, t(u)], i.e.

Ib>0 | Vued Ve [0,tw)] ||zalt) <D

~ pour tout (t,x) € R1*™ lensemble des vecteurs vitesse augmentés

V= {(f(t,m,u),g(t,x,u))\u € Q}

est convere.
Alors il existe un contréle optimale u sur [0,t(u)] tel que la trajectoire associée joint
My a My en temps t(u) et en cotit minimal.

Remarque A.4.1. Pour un probléme de contréle optimal a temps final fixé, on
impose t(u) = T. En particulier on suppose que la cible My est accessible depuis My
en temps T.

On a pour les systemes affines le résultat suivant

Théoreme A.4.6. Considérons le systéme affine dans R™
m
' = fo(z) + Zuifi(x), z(0) = xo, z(T) =21
i=1

avec le cotut

ou T > 0 est fixé et la classe U des contréles admissibles est le sous-ensemble de
L%([0,T],R™) tel quel

1. Yu € U x, est bien définie sur [0,T];

2. ABr |VuelU Yt e [0,T] | zu(t) [|< Br.
Si x1 est accessible depuis xg en temps T, alors il existe un contréle optimal reliant

To G Tq.

— z(t1) non fixé, signifie simplement qu'’il n’y a pas de restriction sur la valeurs
de z(t1). On dit que le probleme de controle optimal est & temps final non
fixé.
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— Dans la suite on ne s’intéressera qu’aux fonctions f, g continument différen-
tiables par rapport a tout les arguments. Donc comme on ne considére que les
controles continus par morceaux, les trajectoires associées seront toujours des
fonctions différentiables par morceaux.

Définition A.4.8. Un contréle u mazimisant la fonction objective (A.17b) et as-
socié au systéme (A.17a) est appelé un contréle optimal.

Définition A.4.9. Soit k: I — R. k(t) est concave sur [a,b] si
ak(ty) + (1 — a)k(tz) < k(at; + (1 — a)ty

VO< a<letpoura<ty,ta <b
La fonction k sera dite convexe sur [a,b] si —k est concave.

Nous énoncons a présent des résultats pratiques afin de montrer I'existence d’un
controle optimal, notamment un résultat de Fleming [37], que nous utiliserons par
la suite.

Théoréme A.4.7 (Fleming et Rishel). On suppose que ’ensemble des contréles
admissibles pour le probléme (A.12) est composé de fonctions Lebesgue intégrables
surto <t <ty awvaleurs dans R. On suppose que f(t,z,u) est convere par rapport
a u et qu’il existe des constantes Cy et C1,Cy,Cs >0 et > 1 telles que

g(t,z,u) = alt,z) + B(t, z)u

l9(t, 2, w)| < Cr(1 + || + |ul)

9(t, 21, u) = g(t, 2, u)| < Colwr — x[(1 + |uf)
ft,,u) > Cslul’ — Cy

pour tout tg <t < t1, x,x1 € R. Alors il existe un contréle optimal u* mazximisant

C(u), avec C(u*) fini.

Les principales techniques de résolution d’un tel probleme consistent a vérifier
un ensemble de conditions nécessaires que le controle et le systeme adjoint doivent
remplir. Ces conditions nécessaires sont données par le principe du maximum de
Pontryagin.

Principe du maximum de Pontryagin

Les conditions nécessaires que nous présentons ici, dérivent du principe du maxi-
mum de Pontryagin. C’est en effet lui qui a introduit 1'idée de systeme adjoint.

Théoréme A.4.8 (Principe du maximum). On considére le systéme de controle
dans R"

2'(t) = f(t,z(t), u(t)) (A.18)
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ol f : RxR"xR™ — R"™ est de classe €' et ot les controles sont des applications
mesurables et bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de RT et a valeurs dans
Q C R™. Soient My et My deux sous-ensembles de R™. On note U l’ensemble des
controles admissibles u dont les trajectoires associées relient un point initial de My
a un point final de My en temps t(u) < te(u). Par ailleurs on définit le cotut d’un
contréle u sur [0, 1]

C(t,u) = /0 g(s,x(s),u(s))ds + h(t, z(t)),

ot g : RxR"xR™ = R" et h: R x R" = R sont €' et x(.) est la trajectoire
solution de (A.18) associé au contréle u. On considére le probléme de contréle op-
timal suivant : déterminer une trajectoire reliant My a My et minimisant le cott.
Le temps final peut étre fixé ou non.

Si le contréle w € U associé a la trajectoire x(.) est optimal sur [0,T], alors
il existe une application X(.) : [0,T] — R™ absolument continue appelée vecteur
adjoint et un réel \° < 0 tels que le couple (A(.),\0)) est non trivial, et tels que,
pour presque tout t € [0,T],

/ — aH
S = %g,x(t),u(t),k(tﬂo% (A.19)
N(t) = = (ta(t),ult), A1), A%)

ot H(t,z(t),u(t), \(t), \%) = (\, f(t, 2(t), u(t)) + NOg(t, z(t),u(t)) est I’hamiltonien
du systéme, et on a la condition de maximisation presque partout sur [0, T

H (b, (1), u(t), A(1), A7) = max F (1, (1), 0, A(1), \0) (A.20)
ve
La démonstration de ce théoréme est tres technique et est donnée dans ’article
de Pontryagin [76].

Remarque A.4.2. 1. Le principe du mazimum de Pontryagin est un résultat
constructif dans le sens ou il permet de déterminer explicitement les expres-
stons des trajectoires optimales et des controles leur donnant naissance.

2. La réciproque du principe du mazximum de Pontryagin est fausse en général :
on ne peut s’assurer que toutes les extrémales obtenues soient nécessairement
optimales.

3. Le couple (A, \°) est nécessairement non trivial, i.e. ces deuz quantités ne
peuvent s’annuler en méme temps, sinon U’hamiltonien H(t,z, \,u) n'est pas
défini.

4. En Uabsence de contraintes sur le controle, c’est a dire U = R™ alors la

condition de mazimisation (A.20) devient : T 0.
u
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5. Le choiz de \° < 0 conduit au principe du mazimum. Le choiz \° > 0 condui-
rait alors au principe du minimum, i.e. la condition (A.20) serait alors une
condition de minimisation.

Théoréme A.4.9. On se replace dans le cadre du théoréme A.4.8. Si f et g sont
sont concave par rapport a x et u, et que A > 0, alors les conditions nécessaires sont
aussi suffisantes.

A.5 Rappels sur les équations a retards

A.5.1 Introduction

Les systémes a retards représentent une classe de systéemes de dimension infinie
largement utilisés pour la modélisation et I'analyse de phénomenes de transport et
de propagation (de matieres, d’énergie, d’information, de virus...). Ils apparaissent
naturellement dans la modélisation de processus rencontrés dans divers domaines
tels que la physique, la mécanique, la biologie, I’écologie, la physiologie, I’économie,
I’épidémiologie, la dynamique des populations, la chimie, etc [33, 13]. Par exemple,
toutes transmissions d’informations s’accompagnent inévitablement d’un certain dé-
lai temporel (ou latence), inhérent, au minimum, au temps de propagation. s’avérer
étre tres largement inférieurs aux constantes de temps des systémes qui constituent
le processus, et peuvent étre alors négligés. Par exemple dans les dynamiques de
populations, I’évolution de la population N & 'instant ¢ dépend de la population a
I'instant (t—7") ou T est le temps de gestation pour les naissances. En épidémiologie
T peut représenter le temps I'incubation par exemple [96].

En fait, la plupart des modeles en dynamique de population qui ne font pas
intervenir le retard, ne sont au mieux, que des approximations des phénomenes
étudiés. Dans la plupart des situations considérées, on suppose que le systeme est
gouverné par le principe de causalité, c’est-a-dire que I’état du systeme dans le futur
est indépendant de I’état passé et n’est déterminé qu’a partir de ’état présent. On
doit donc garder & l’esprit que ce n’est rien d’autre qu’une approximation d’une
vraie solution. En outre, il est actuellement admis que la présence d’un retard dans
les modeles de systemes dynamiques peut étre une source d’instabilité comme nous
le montrerons dans les modeles du chapitre 6.

Cette section vise a présenter certaines notions fondamentales relatives aux sys-
temes a retard ainsi que certaines méthodes d’analyse de la stabilité des équilibres.

A.5.2 Approche intuitive

On considere 1'équation différentielle fonctionnelle & retard (EDFR) de la forme
suivante :

2(t) = f(t,z(t), z(t — 7)) (A.21)
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ou 7 est le retard, z(t) € R™ est I’état du systeme et ot la fonction f: RxR" xR"™ —
R™ est supposée continue par rapport a tous les arguments.

Soit tg = 0 € R* ! le temps initial. Pour construire la solution z(t), la connaissance
d’une seule valeur x(0) = xp n’est pas suffisante comme dans le cas des équations
différentielles ordinaires (EDO). Il est nécessaire de connaitre ’état sur un intervalle
de taille 7 : [—7,0]. Soit ¢(.) une fonction continue, supposée connue de U'intervalle
[—7,0] dans R"™.

Si on considere (A.21) sur 'intervalle [0, 7], elle devient une (EDO) :

2(t) = f(tx(t),(t—7)), 0<t<r

Dans ce cas la solution z(t) € R" existe sur cet intervalle et elle est définie par
continuité si on impose z(0) = ¢(0).

On peut procéder de la méme fagon pour construire la solution sur l'intervalle
[T,27] et par itération sur n’importe quel intervalle [(k — 1)7, k7], k > 1. L’idée est
simple et consiste alors a déterminer la solution finale en intégrant d’un intervalle
a un autre, les EDOs. Cette méthode est appelée la méthode « pas-par-pas » (ou la
méthode d’intégration séquentielle). La fonction z(¢) ainsi construite est une fonc-
tion continue et différentiable sur chaque intervalle (to + (k — 1)7,t0 + k7), k > 1.
Au point ty seule la dérivée a droite existe.

Exemple A.5.1.

LW = alt-1)

o = @& C([—l,O],R)

On obtient x € [—1,0] par simple intégration entre 0 et t

(t) — 2(0) :/O (s — 1)ds
et pour t € [0,1],
2(t) — (0) = /0 (s — 1)dsz(t) = p(0) + /0 ols—1)ds  (A.22)

Ainsi de suite, on peut résoudre l’équation sur lintervalle [1,2] en prenant
comme donnée initiale x ][0,1]. Par itérations successives, on peut résoudre I’équation
sur RT.

1. On peut considérer to # 0 et par une translation se ramener a 0.
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De plus, si f est autonome alors :

fQa(t), x(t — 7)) = f(at), z(t - 7))

La solution z(0, ¢) a été construite d'un intervalle [(k — 1), k7] au suivant [k7, (k +
1)7], V'information & chaque instant « ¢ » sur un intervalle de taille 7 suffit pour
construire la solution sur I'intervalle suivant de taille 7.

En appliquant l'opérateur de translation pour z(0, ¢)(t) de [t —T,t] & [—7,0], on

2y €C,  x(0)==x(t+0), VOe€][-7,0]

et 'EDFR peut étre vu dans un espace de fonction C. Cet espace est un espace de
Banach auquel on associe la norme d’un élément ¢ € C défini par :

[¢llc = sup [lp(0)]
—7<6<0

T__

ou ||.|| est la norme euclidienne du vecteur. Si le retard r est fini, alors « sup » peut
étre remplacé par « max ».
L’utilisation de l'opérateur de translation 7;(0) = T'(t+6), permet de considérer
la condition initiale comme une fonction de l'intervalle [—7,0] dans R", i.e. une
fonction dans I’espace des fonctions continues de [—7, 0] dans R" : C = C([—7, 0]; R"™).
En conclusion, la solution de 1’équation (A.21), lorsqu’elle existe, peut étre in-
terprétée de deux « manieres » différentes :
— soit comme une évolution dans R™, ot n est la dimension du vecteur d’état
(interprétation « naturelle » pour les équations différentielles ordinaires)

— soit comme une évolution dans un espace de fonctions C via la translation
sur ’échelle des temps (liée a la construction de la solution par la méthode
« pas-par-pas » dans ce cas)

A.5.3 Classification

Voici les différents types d’équations a retard, que l'on peut rencontrer dans la
littérature [50].

1. Equation a retard

%(t) (), 2t — 1), st — )

ot f:RXxRYN x . xRN 5 RN;0< 7 < ... <7, RY peut étre remplacé
par un espace de Banach.
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2. Equation différentielle fonctionnelle a retard

dx
dt

ou F:U{t} x C([t — 7,1,RY) — RV,
Par exemple,
- Ft,x [j—ryg) = f(t,z(t), 2(t = 71), ..., 2(t — Tn)) OU 7 = max 7

(b2 ) = G, [ k(s)2(s)ds) o

(t) = F(t, 2 [—ra)

3. Equation de type neutre

d

%F(t,x lt=rt) = Gt T [j—70)

i.e. le retard intervient aussi sur la dérivée.

Par exemple,

- %(x(t) —cx(t—1)) = f(z(t),z(t—1)) ici F(t,x | t—7,t]) = 2(t) —cz(t - 1)
d

On ne peut pas écrire —(z(t)) —c—(z(t—1)), on ne sait pas si = est dérivable.

dt dt

4. Equation & retard dépendant de I’état
d
(1) = fla(t —r(z(t))

z(t) €R, f:RY - RN et r: RY — R™.

, du
5. Equation a retard aux dérivées partielles a(t) = Au(t) + F(u(t — 7)) ou A
est un opérateur défini sur une partie d’un espace de Banach X (généralement

un espace fonctionnel, par exemple A sur Hg), F étant définie sur X & valeur
dans X.

0
exemple : a—u(t,a:) = Ayu(t,z) + f(u(t — 1,x)) on A, est le laplacien par
x

rapport a x.
A.5.4 Généralités
Probléme de Cauchy

Considérons ’équation différentielle fonctionnelle générale :

dzx

1) =Ft2 l-rq) (A.23)
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Remarque A.5.1. Le domaine de définition de F' évolue avec les changements de
t. Lidée ici est alors de se ramener o [’étude sur un intervalle fize. Néanmoins cela
ne se fait pas Le priz ¢ payer étant que l'on passe & une fonction F définie sur des
fonctionnelles.

Nous allons réécrire cette équation de maniere a I’étudier plus facilement. Cette
équation est définie sur un produit qui n’est pas un pavé.

On travaille avec des fonctions x telles que z [t —z | t — 7,t]7,t] est continue.
Alors I est définie a priori sur un ensemble du type U,/ {t} x C([t — 7,t],R") &
valeurs dans R".

Fo|J{ty xc(t— 7 t,RY) — RN (A.24)
tel

Pour chaque ¢t € I on introduit x; € C([—7,0], RY) tel que x,(6) = z(t + 0),
—7 < 0 < 0. Le graphe de z; est alors un translaté du graphe x |[ t — 7,t] sur
I'intervalle [—, 0]

_-—— -

>
-T 0 t'-t t' t

FIGURE A.1: Translation d’un segment de longueur 7 sur [—7,0].

On introduit alors
F:Ix C([—, O],RN) — RN(t,xt) — F(t,xt) =F(t,x ][ t—T,t]) (A.25)
Ainsi I’équation initiale peu s’écrire
dx
i flt, ) (A.26)
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o z(t) € RN, f = F : I x C([-7,0],RN) — RN et z; € C([-7,0],RN) tel que
x(0) =z(t+0), —7 <0 <0.

Le probleme de Cauchy associé & (A.26) s’écrit alors

dx
{ E = f(twrt)

To =@

Remarque A.5.2. Dans la figure A.1, lidée consiste a « couper » chaque tranche
de la courbe pour la « ramener » sur l'intervalle [—7,0]. Si l’'on parcourt le chemin
en sens inverse, on définit alors une fonction (représentant 'état du systéeme) qui
prend ses valeurs sur l’intervalle [—T,0] et coincide avec x a l'arrivée. En langage
mathématique, cette fonction est notée x(.) et se définit par x; : [—7,0] — R"™, avec
x4(0) = x(t+0) pour tout réel 0 variant dans [—7,0]. Ainsi, le systéme est vu comme
évoluant dans l’ensemble € des fonctions de [—7,0] dans R™. Nous comprenons a
présent que f, définie dans l'équation (A.26), est une fonction qui admet comme
variables un réel t et une autre fonction, x:. C’est donc une « fonction de fonction »
que nous appelons fonctionnelle.

Contre-exemple

Les solutions sont données par :

(5 ()
e (3(0))

Le probléme est mal défini a cause de la condition initiale (unicité, deux solutions
ne peuvent pas se croiser).

A.5.5 Théoreme d’existence et d’unicité

Définition A.5.1. On appelle solution du probléme de Cauchy associé a l’équation
(A.26) complétée par la condition initiale x, = ¢ toute fonction x définie sur un
intervalle de la forme [to — T,t9 + a ot a > 0 telle que = est continue sur son
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domaine, dérivable sur [to,to + af et vérifie

d
d—‘:(t) = f(t,z), to<t<ty+a; (A.27)

Ty, = @ (A.28)
Théoréme A.5.1 (Existence). Soit f : [to,to + 5] x C([—7,0,R") — R™, 3 >0

donné. On suppose f continue sur son domaine. Alors pour tout ¢ € C([—7,0],R"™),
il existe o > 0 tel que le probleme de Cauchy

dx
{ G =) (429
Ltg = ¥
a une solution sur [to,to + «f
Démonstration. Utilise le théoréeme du point fixe de Schauder. O

Théoréme A.5.2 (Unicité). Soit Q un ensemble ouvert de R x C. On suppose
f:Q — R" continue et Lipschizienne, dans tout ensemble compact de ), par rapport
ap. Si(to, p) € 82, alors il existe une solution unique du probléme de Cauchy (A.27)
relativement a (to, @).

A.5.6 Théorie sur la stabilité locale

On considere une RFDE autonome et linéaire.
x(t) = Lay (A.30)
ou L : C — R"™ est une fonctionnelle linéaire et continue sur C.

Définition A.5.2. L’équation caractéristique du systéme (A.30) est définie par :

det(\ — L(e*I)) =0 (A.31)
De plus, les racines de (A.31) sont appelées les valeurs propres (ou racines carac-
téristiques) de (A.30).

Avant d’énoncer des résultats sur la stabilité locale, nous avons besoin de la
définition suivante sur la notion de stabilité.

Définition A.5.3. Considérons l’équation (A.27), ot f : [tg,+00) x U — R™ est
continue et U est un ouvert de C. Supposons que f(t,0) =0 pour tout t € R.

i) La solution x = 0 de l’équation (A.27) est dite stable si, pour tout o € R et
€ >0, il existe 6 = (¢, 0) telle que p € B(0,6) implique x(o, ) € B(0,€) pour
tout t > o. Dans le cas contraire, on dit que x = 0 est instable.
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i1) La solution © = 0 de l’équation (A.27) est dite asymptotiquement stable si
elle est stable et il existe un by = b(o) > 0 telle que ¢ € B(0,by) entraine
z(o,¢)(t) = 0 quand t — oo.

i11) La solution x = 0 est dite uniformément stable si le nombre 6 dans la définition
de la stabilité est indépendant de o.

i) La solution x = 0 est dite uniformément asymptotiquement stable si elle est
uniformément stable et il existe by > 0 telle que, pour tout n > 0, il existe to(n)
tel que ¢ € B(0,by) entraine z(o,¢) € B(0,n) pour t > o + to(n), pour tout
o€ R.

Théoréme A.5.3.

i) Si sup{Re : det(\I — L(e*I)) = 0} < 0, alors la solution zéro de l’équation
(A.30) est uniformément asymptotiquement stable.

ii) Si Rel > 0 pour un X vérifiant det(A\I — L(e*I)) = 0, alors la solution triviale
zéro de 'équation (A.30) est instable.

Démonstration. voir [50] O
Considérons I’équation perturbée
x(t) = Lay + F(x4), (A.32)
ou L est définie dans ’équation (A.30) et F': C' — R"™ continue.

Théoreme A.5.4. Supposons que L : C — R™ est linéaire, continue et que la
solution zéro de la RDDE (f) est uniformément asymptotiquement stable, alors
la solution zéro de l'équation (A.32) est aussi uniformément et asymptotiquement
stable. Si Re\ > 0 pour un \ vérifiant det(\ — L(e*I)) = 0, alors la solution zéro
de l’équation (A.32) est instable.

Démonstration. voir [50] O

Comme dans le cas des EDO, I'approche standard, dans I’étude de la stabilité
locale d’'une équation différentielle a retards, est de faire I’analyse de 1’équation li-
néarisée autour du point d’équilibre. Si I’équation a retards est autonome et que
la solution spéciale est constante, alors, I’équation linéarisée devient une équation
différentielle linéaire autonome a retards. Quand le retard est fini, I’équation caracté-
ristique est fonction du retard, et donc, les racines de cette équation caractéristique
sont également fonctions du retard. Lorsque la longueur du retard varie, la stabilité
de la solution spéciale devrait varier également. On observe alors, un phénomene
de changement de stabilités. Dans la suite, nous supposons que le point d’équilibre
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est ramené a l'origine. On parlera de la stabilité de la solution triviale (la solution
zéro). L’équation caractéristique de (A.30) est par définition

det(\ — L(e* ) = 0, (A.33)
et prend la forme suivante pour les équations a un seul argument retardé

P\ 4+ QN e ™™ =0 (A.34)

n m
ot P(\) = apA* et Q(A) =) bpA*, ag, b € R, m < n.
k=0 k=0

Il est bien connu que lorsque I’équation caractéristique (A.34) a uniquement des
racines dont les parties réelles sont négatives, ce qui signifie géométriquement que
toutes les racines sont strictement situées dans le demi plan gauche déterminé par
laxe imaginaire, alors la solution triviale de (A.30) est uniformément asymptotique-
ment stable. L’analyse de la stabilité de (A.30) revient a rechercher les conditions
pour lesquelles les racines de I’équation caractéristique (A.33) se retrouvent toutes,
dans le demi plan gauche du plan complexe et controlées de facon uniforme par I'axe
imaginaire.

Théoréeme A.5.5. Considérons l’équation (A.34), ou P(X) et Q(\) sont des fonc-
tions analytiques dans Re(X) > 0 et vérifient les conditions suivantes :

i. P(A\) et Q(X\) n'ont pas de racines imaginaires communes ;

ii. P(—iy) = P(iy), Q(—iy) = Q(iy) poury € R;
iii. P(0) +Q(0) #0;
iv. lim sup{|Q(X)/P(N\)| : [\ = +o0, Re(\) > 0} < 1;
v. F(y) = |P@iy)]? — |Q(iy)|? , oty est réel et F(y) a au plus un nombre fini de
2€ros réels.
Alors les relations suivantes sont vérifiées :
(a) Si F(y) =0 n’a pas de racine positive, alors il n’y aucun changement de stabi-
lités ;
(b) Si F(y) =0 a au moins une racine positive et toutes les racines positives sont

simples, alors, quand r augmente, un nombre fini de changements de stabilités
apparait, et le systéme considéré devient éventuellement instable.

Remarque A.5.3. Pour l'hypothése (i), si A = iy est la seule racine commune de
P et Q, alors, P(A\)+Q(N)e ™ = (A—iy)*k(PL(\)+Q1(N)e "), ot k est un entier,
Py et Q1 n'ont pas de racines imaginaires. On applique alors le théoréme précédent
a PL(N) + Q1(M\)e ™" = 0. Si P et Q sont des fonctions a coefficient réel, alors (ii)
est toujours vraie.
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A.5.7 Etude de la stabilité par la seconde méthode de Lyapunov

Dans le cadre des équations différentielles ordinaires, la méthode de Lyapunov,
qui ne nécessite pas la résolution des équations et donc de connaitre explicitement
les solutions, repose sur l'existence d’une fonction V'(t) définie positive telle que
la dérivée de V(t) soit définie négative (cf rappel A.2.1). Une telle méthode peut
étre appliquée sans modification majeure aux systemes a retards. Cependant celle-ci
présente, dans le cas général, un inconvénient majeur qui est d’imposer des condi-
tions séveres sur le systéeme pour montrer que la dérivée de la fonction de Lyapunov
calculée le long des trajectoires est négative (en effet, cette dérivée n’est plus une
fonction ordinaire, mais une fonctionnelle : elle dépend aussi de certaines valeurs
passées de l'argument t). Cette méthode est donc difficilement exploitable pour de
nombreux cas de systemes a retards. Deux extensions de la méthode de Lyapunov
ont alors été développées d’'un coté par Krasovskii et, de I'autre par Razumikhin,
dans le cadre des équations différentielles a retards.

Approche de Lyapunov-Krasovskii

L’extension de la méthode de Lyapunov due a Krasovskii [49] permet d’analyser
la stabilité en terme de propriétés de certaines fonctionnelles associées aux systéemes
considérés.

Théoréme A.5.6. [}9] Soit le systéme a retard défini par l’équation différentielle
(A.27). Soit u, v, w : Rt — R sont des fonctions continues non décroissantes,
avec en plus u(0) et v(0) positives pour 8 > 0, et u(0) = v(0) = 0. S’il existe une
fonctionnelle continue et différentiable V(t,p) : R x C — R telle que :

(a) u(l #(0) ) <Vt @) <ol ¢ lc)

(b) V(t,z;) < —w(|| z(t) |)), pour tout t € R 04 V(t,x;) est la dérivée dans le sens

de Dini
V(t +e, xtJrs) - V(t, xt)

V(t, ;) = lim
e—0t €
alors la solution triviale x = 0 de (A.27) est uniformément stable. Si de plus

w(f) > 0 quand 6 > 0, alors la solution triviale est uniformément/globalement
asymptotiquement stable.

Remarque A.5.4. Le probléme de la stabilité asymptotique ou uniforme est réduit
a trouver une fonctionnelle appelée fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii qui sa-
tisfait auxr conditions énoncées. La premiére condition signifie que la fonctionnelle
est définie positive (existence de la fonction u(.)) et posséde une borne supérieure
infinitésimale (existence de la fonction v(.)), i.e. un comportement « borné » de la
fonctionnelle V pour toutes les valeurs de t € R et ¢ € C (voir [48]). La seconde
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condition signifie simplement que la dérivée orbitale de la fonctionnelle V (.,.), i.e.
calculée le long des trajectoires du systéme, doit étre définie négative.

Approche de Lyapunov-Razumikhin

Une autre approche de la stabilité des systemes a retard a été introduite par Ra-
zumikhin [78; 50]. Cette technique utilise des fonctions plutét que des fonctionnelles.
Lorsque I’on utilise des fonctionnelles comme dans le cas précédent, le théoréme exige
que les dérivées des fonctionnelles soient décroissantes de facon monotone, le long
des solutions de I’équation considérée. Cette exigence rend tres difficile la recherche
des fonctionnelles de Liapunov.

Théoréme A.5.7. Supposons que la fonction f : RxC — R" est telle que l'image
par [ de R x (un ensemble borné de C) est un ensemble borné de R"™, et que u,v,
w : RTRT sont des fonctions continues non décroissantes, avec avec u(f) et v(6)
positives pour 8 > 0, et u(0) = v(0) = 0, v est strictement croissante. S’il existe
une fonction continue différentiable V (t,xz(t)) : R x R™ — R telle que :

au(fz|)<V(Etz) <ol z]) teR, xR
b V(t,x) < —w(|z|) si V(E+6,z(t+0) < V(txt), Vo e [-7,0].

alors la solution triviale x = 0 du systeme (A.27) est uniformément stable.

Si en plus, w(0) > 0 pour 6 > 0, et s’il existe une fonction continue croissante
p(s) : RT — R | p(s) > s pour s > 0 telle que :

(@) ull 2 |) < V(o) <ol 2|l), te R,z € R

(b)) V(t,z(t)) < —w(|| z ||) si V(t+6,z(t+80)) < pV(t,z(t)), Y0 € [-7,0] alors la
solution triviale est uniformément asymptotiquement stable.

(¢’) Siu(s) — oo quand s — oo, alors x = 0 est globalement asymptotiquement
stable.

Remarque A.5.5. Le théoréme de Razumikhin donne une condition suffisante pour
Panalyse de la stabilité du systéme (A.27). Les conditions (a) et (a’) représentent
les conditions classiques imposées aux fonctions de Lyapunov « candidates », et
les conditions (b) et (b’) constituent des conditions sur la dérivée de la fonction
V(t,z(t)). Donc, dans le cas du théoréme de Razumikhin, l’étude de la stabilité passe
par la recherche d’une fonction de Lyapunov et non pas celle d’une fonctionnelle
bornée.
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